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Résumé

Les relations spatiales entre les différentes régions d’une image jouent un rôle im-
portant dans les domaines de la reconnaissance des formes, vision par ordinateur,
interprétation de scènes et plus particulièrement dans les tâches liées aux domaines
des systèmes d’informations géographiques (GIS) et de la navigation autonome des
robots mobiles. L’être humain est très habile dans l’estimation et la déduction de l’en-
semble de ces relations. Nos déductions restent très précises malgré l’ambigüıté liée à
la définition de ces relations.

L’objectif de cette thèse est de proposer une méthode d’inférence quantitative des
relations spatiales directionnelles. Nous nous sommes intéressés au problème suivant :
déduire les relations spatiales entre deux régions A et C connaissant celles qui les re-
lient à une troisième région B. On est confronté à ce genre de problèmes chaque fois
qu’on doit chercher notre direction en utilisant un plan, on se positionne par rapport
à certains repères pour déduire notre direction.

Nous présentons tout d’abord une étude des modèles de représentation quantitative
des relations spatiales directionnelles. Ces modèles reposent essentiellement sur la théo-
rie de la logique floue pour quantifier l’ensemble de ces relations. Nous nous sommes
inspirés dans la suite de l’un de ces modèles pour définir une nouvelle représentation,
celle-ci nous a permis de représenter à la fois l’information angulaire nécessaire pour
quantifier les différentes relations spatiales directionnelles et l’information de distance
utile pour l’étape de déduction.

Dans la plupart des cas, cette information métrique n’est pas disponible ou impos-
sible à déterminer. Alors, on est amené à déduire des nouvelles relations en utilisant
uniquement l’information angulaire. Pour étudier ces cas, nous avons utilisé un réseau
d’agrégation floue pour déterminer les degrés des quatre relations spatiales direction-
nelles de base entre deux régions A et C connaissant uniquement les degrés de ces
relations entre les deux régions A et B et entre les deux régions B et C. Un algorithme
d’apprentissage a été proposé pour déterminer les différents paramètres du réseaux
(structures et opérateurs utilisés).

Dans le but de justifier les résultats obtenus, nous avons effectué une étude pro-
babiliste du problème d’inférence. Nous avons déterminé la probabilité de trouver un
point C dans la direction γ par rapport à un point A étant donné qu’il est placé dans
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la direction β par rapport à un autre point B, lui même situé dans la direction α par
rapport au point A. Cette étude à été effectuée pour différentes distributions de points
dans le plan. La probabilité de positionner le point C dans le plan étant donné les deux
paramètres α et β a été déterminée pour toute distribution continue des points dans le
plan. Vu que la majorité des modèles de représentation des relations reposent sur les
relations spatiales entre les différents points des deux objets, ces résultats constituent
la base d’une méthode d’inférence probabiliste des relations spatiales directionnelles
entre objets.
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Abstract

Nowadays, the knowledge of spatial relations between objects is a key point in
Image Processing and commonly used in pattern recognition, computer vision, scene
interpretation and more specifically in Geographical Information Systems (GIS), scene
descriptions in natural language and autonomous navigation of mobile robots. Human
beings are skilled in estimating spatial relationships and can make very precise deduc-
tions despite the ambiguous definition of these relations.

This thesis propose quantitative inference methods of directional spatial relations.
We address the following problem : deduce the spatial relationships between two ob-
jects A and C knowing relationships which connect them to a third object B. Eve-
rybody has already tried to deduce a path from his position and visible reference
buildings.

First, we present and discuss the basic quantitative models, essentially based on
fuzzy logic theory. Then we develop a new model which can represent at the same time
angular information, necessary to quantify spatial relationships, and metric knowledge,
useful for the deduction step.

In the case of unknown distance information, we have used a fuzzy aggregation net-
work to deduce directional spatial relationships. The network parameters (structure,
type and parameters of operators) are learned from examples.

In order to explain the fuzzy aggregation network results, we have developed an
evaluation of the position probability of a point C which is known to be in a direction β
with respect to a point B, itself in the direction α with respect to another point A. We
solve the problem for different distributions of points in the plane. These distributions
represent prior knowledge about spatial localisation of points B and C. We generali-
zed our formulas to the case of continuous distributions. These results constitute an
important basis of probabilistic spatial reasoning.
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2.5 Estimation de la distance qui sépare les deux régions . . . . . . . . . . 55
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2.6 Inférence des relations spatiales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
2.6.1 Premier cas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
2.6.2 Deuxième cas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
2.6.3 Troisième cas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
2.6.4 Quatrième cas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
2.6.5 Application . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

2.7 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
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A.4.6 Dualité entre T-Norme, T-Conorme et fonction négation . . . . 167
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Introduction

Nous sommes amenés presque tous les jours à chercher une adresse, à orienter une
personne pour trouver son chemin ou bien décrire notre position à quelqu’un pour nous
trouver. Pour cela, nous utilisons un ensemble de relations et de termes pour décrire la
position relative d’un endroit ou bien d’un objet par rapport à certains repères connus.
Ces relations spatiales occupent une place importante dans notre vocabulaire quoti-
dien [LAND-93], il est impossible de décrire par exemple une scène sans utiliser ces
relations. Face à une demande croissante des systèmes automatiques, l’exploitation des
relations spatiales a été intégrée à plusieurs applications liées à la reconnaissance des
formes, la vision par ordinateur et l’interprétation de scènes et plus particulièrement
aux tâches liées aux domaines des Systèmes d’Informations Géographiques (SIG), de
la description de scènes en langage naturel et de la navigation autonome des robots
mobiles [DUDE-00].

Simuler le raisonnement humain représente l’axe le plus important des recherches
liées à l’intelligence artificielle. Le cerveau humain est très habile dans l’interprétation
et la déduction des relations spatiales, on n’éprouve aucune difficulté à trouver notre
chemin ou bien à déduire la position relative d’un endroit par rapport à un autre
même à partir d’une information sommaire sur leur position géographique. Malgré la
complexité et la forte ambigüıté liées à la définition de ces relations, nous restons très
précis dans nos définitions et nos déductions. Simuler ce raisonnement spatial est l’un
des défis soulevés par de nombreuses équipes de recherche. Le nombre de conférences
et de sessions dédiées au raisonnement spatial atteste de l’importance de ce problème.

Pour développer une méthode d’inférence ou de déduction des relations spatiales,
il faut s’intéresser premièrement au problème de représentation de ces relations. La
définition d’une méthode d’inférence repose essentiellement sur le modèle adopté. Plus
cette représentation est fiable et proche de la définition de l’être humain, plus les résul-
tats obtenus par déduction seront corrects et proches de la réalité. Dans la littérature,
on retrouve un ensemble de modèles de représentation des relations spatiales. Cet en-
semble peut être subdivisé en deux grandes classes :

1. Les modèles de représentation qualitative :
Ces modèles reposent essentiellement sur la classification des intervalles tem-
porels proposée par Allen [ALLE-83]. La représentation des relations spatiales
en utilisant les 2D-Strings [CHAN-87] est l’une des méthodes les plus répan-
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dues, elle est largement utilisée dans les systèmes d’information géographiques
(SIG) [LEE-89, LEE-92b, LEE-92c, CHAN-91]. Elle repose essentiellement sur
le traitement de la position relative de deux segments issus de la projection des
deux régions concernées sur l’axes des abscisses et l’axes des ordonnées. Plu-
sieurs versions de cette approche ont été proposées dans la littérature dans le
but d’améliorer la représentation ou l’inférence des différentes relations spatiales
[HUAN-94, LEE-90, LEE-92a, CHAN-95].

Dans la même classe, on retrouve aussi les modèles reposant sur la théorie de
la méréotopologie. Ces approches ont été développées dans le but de représenter
les relations spatiales topologiques [RAND-92, EGEN-94, MARK-94, VARZ-96,
CLEM-97, VIEU-97, COHN-98].

2. Les modèles de représentation quantitative :
L’ambigüıté liée à la définition des différentes relations spatiales a encouragé plu-
sieurs chercheurs à adopter les relations floues introduites par Zadeh [ZADE-65]
pour mieux caractériser ce problème. Ces modèles se sont intéressés particulière-
ment à la quantification des différentes relations spatiales. Plusieurs méthodes ont
été développées dans la littérature [KOCZ-88, KRIS-93a, MIYA-94a, KELL-96,
BLOC-96a, MATS-98b] pour la quantification de ces relations.

Le problème d’inférence ou de déduction des relations spatiales a été largement
étudié dans le cas des modèles de représentation qualitative de l’espace. Il suffit de
voir le nombre de publications traitant la représentation fondée sur les 2D-Strings et
les méthodes de recherche dans les bases de données géographiques pour voir l’impor-
tance de cette tâche [LEE-91, LIU-98, FREK-92b, MANG-98, ZIMM-93, CHAN-96].
Malheureusement dans le cas des modèles quantitatifs, plusieurs recherches ont été
orientées dans le but de développer des méthodes d’estimation plus fiables et plus
précises sans s’intéresser réellement à l’inférence de ces relations, or cette étape est
cruciale dans l’exploitation de ces informations. Ce problème d’inférence ou de déduc-
tion des relations spatiales peut être vu sous différents angles [DUTT-91] :

1. Pouvoir déduire des relations spatiales entre deux régions A et C connaissant
celles qui les relient à une troisième région B : c’est une capacité que l’on exerce
chaque fois que l’on doit chercher notre direction en utilisant un plan.

2. Déduire des informations spatiales complexes à partir d’informations spatiales
simples, par exemple la relation SURROUND à partir des relations RIGHT OF,
LEFT OF, ABOVE et BELOW [WANG-97a].

3. Déduire des relations spatiales entre des régions en mouvement à l’instant t

connaissant celles à l’instant t0 : c’est l’une des parties où l’être humain est très à
l’aise. Prenant par exemple le cas où l’on monte ou on descend un escalier, notre
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cerveau connâıt la position de nos pieds par rapport aux différentes marches de
l’escalier sans aucune information visuelle (personne ne regarde ses pieds en mar-
chant), il déduit cela uniquement à partir du mouvement de nos pieds. L’autre
exemple typique est la traversée d’une chaussée, à partir de deux ou trois vues on
peut traverser la voie et connâıtre à peu près la position des voitures par rapport
à nous à chaque instant.

Ce type de problème plus connu sous le terme de raisonnement spatio-temporel
peut être vu comme un cas particulier du premier, car à partir de la connaissance
du mouvement d’un objet, on est capable de le situer par rapport à son ancienne
position. Dans ce cas, il suffit de déduire la nouvelle position relative à partir de
cette information et de la position relative de l’ancienne position par rapport à
l’objet de référence.

L’objectif de cette thèse est de contribuer au développement de méthodes d’infé-
rence dédiées aux modèles de représentation quantitative de l’espace. Vu que le troi-
sième type d’inférence peut être classé comme un cas particulier du premier, nous nous
sommes intéressés particulièrement aux problèmes de type 1, comme par exemple :

La région B est située au nord-est de la région A.
La région C est située à l’ouest de la région B.

Alors que peut-on dire sur la position de la région C

par rapport à la région A ?

Dans le premier chapitre de ce rapport, nous présentons une étude détaillée des
différentes approches d’estimation des relations spatiales directionnelles proposées dans
la littérature. Nous présentons une comparaison de ces différentes approches d’estima-
tion. Nous montrons que la majorité de ces modèles a négligé l’information métrique
au profit de l’information angulaire nécessaire à l’estimation des différentes relations
directionnelles.

Dans le second chapitre de ce manuscrit, nous introduisons un nouveau modèle
de représentation des relations spatiales, celui-ci permet de représenter à la fois l’in-
formation angulaire nécessaire à la quantification des différentes relations spatiales et
l’information métrique utile pour l’inférence et l’estimation des relations spatiales mé-
triques. Nous étudions les différentes propriétés de ce modèle et la relation avec les
modèles existants. Nous avons aussi étendu les méthodes d’estimation des relations
spatiales directionnelles à notre modèle. Enfin nous présentons les propriétés d’infé-
rence de ce modèle.

Le troisième chapitre présente une méthode d’inférence uniquement à partir des
estimations des quatre relations spatiales directionnelles de base. Cette approche est
utile dans le cas où l’on dispose uniquement de quelques estimations. Nous utilisons
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un réseau d’agrégation floue pour déduire les quatre relations spatiales directionnelles
de base entre les deux régions A et C à partir de celles entre les deux régions A et B

et de celles entre les deux régions B et C. La structure ainsi que les paramètres du
réseau sont obtenus par un algorithme d’apprentissage automatique. Pour remédier au
problème des minima locaux, nous avons utilisé des algorithmes évolutifs fondés sur
les algorithmes d’estimation de distributions statistiques.

La dernière partie de ce rapport présente une étude probabiliste du problème
d’inférence des relations spatiales directionnelles entre des points. Cette étude re-
présente la base d’une méthode d’inférence probabiliste. Afin d’élargir les domaines
d’applications, nous avons étudié le problème dans le cas de plusieurs distributions
des points dans le plan : distribution uniforme à l’intérieur d’un disque, distribution
uniforme à l’intérieur d’une fenêtre carrée et distribution normale dans le plan. Nous
montrons qu’il est possible de formaliser complètement le problème d’inférence à 3
points et d’en déduire des estimateurs probabilistes (au maximum de vraisemblance
par exemple). Nous montrons que ces résultats permettent de résoudre des problème a
priori difficiles (pas de solution exacte connue) de façon probabiliste. Nous présentons à
la fin l’extension au cas des régions ou objets du plan. Un exemple concret d’utilisation
des résultats théoriques est donné à la fin.
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Chapitre 1

Les modèles de représentation
quantitative des relations spatiales
directionnelles

Dans le but de développer des méthodes d’inférence quantitative des relations spa-
tiales, nous nous sommes intéressés particulièrement aux modèles de représentation
quantitative de l’espace. Ces modèles reposent essentiellement sur la théorie des sous
ensembles flous introduite par Zadeh1 [ZADE-65] pour modéliser les différentes rela-
tions spatiales.

Nous commençons par la définition des différentes relations de base permettant de
décrire l’espace (section 1.1). Nous verrons ensuite le problème de l’ambigüıté lié à ces
relations (section 1.2) qui justifie l’adoption des relations floues dans presque toutes
les méthodes proposées dans la littérature (section 1.3). Dans la section 1.4, nous
présentons une étude détaillée des différentes approches proposées dans la littérature
pour estimer les différentes relations spatiales directionnelles.

1.1 Relations spatiales

La classe des relations spatiales entre objets représente l’ensemble des caracté-
ristiques qui déterminent la position de deux ou plusieurs objets en relation les uns
avec les autres.

L’être humain utilise un grand ensemble d’expressions pour décrire la position re-
lative des objets dans l’espace. Cet ensemble varie d’une personne à l’autre et dépend
généralement de la langue utilisée [LAND-93]. Freeman [FREE-75] a étudié l’ensemble
de ces relations dans le cadre de la langue anglaise, il a proposé une liste de 13 relations
de base pour décrire la position relative de deux objets dans l’espace :

1Une introduction à la théorie des sous ensembles flous est donnée en annexe A
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1. Les modèles de représentation quantitative

1. LEFT OF : à gauche de, à l’ouest de,

2. RIGHT OF : à droite de, à l’est de,

3. BESIDE (alongside, next to) : à côté de,

4. ABOVE (over, higher than, on top of) : au-dessus de, au nord de,

5. BELOW (under, underneath, lower than) : au-dessous de, au sud de,

6. BEHIND (in back of) : derrière,

7. IN FRONT OF : devant,

8. NEAR (close to, next to) : près de,

9. FAR : loin de,

10. TOUCHING : toucher,

11. BETWEEN : entre,

12. INSIDE (within) : à l’intérieur de,

13. OUTSIDE : à l’extérieur de.

Les autres relations peuvent être exprimées à partir d’une combinaison de ces re-
lations de base. Si on examine cet ensemble de relations de base, on peut dégager un
ensemble de propriétés importantes :

1. Toutes ces relations sont binaires à l’exception de la relation BETWEEN qui est
ternaire.

2. L’utilisation des deux relations BEHIND et IN FRONT OF implique une représen-
tation tridimensionnelle des objets. Dans le cas d’un plan, ces deux relations ne
seront pas utilisées.

3. Les relations NEAR, FAR, BESIDE, TOUCHING sont des relations symétriques,
exemple : si l’objet B est proche de l’objet A (NEAR(A,B)) alors l’objet A est
aussi proche de l’objet B (NEAR(B, A)).

4. Les relations LEFT OF, RIGHT OF, ABOVE, BELOW, BEHIND, IN FRONT OF, IN-
SIDE, OUTSIDE sont des relations antisymétriques et transitives, exemple :

– Si l’objet B est à gauche de l’objet A (LEFT(A,B)) alors l’objet A n’est pas à
gauche de l’objet B (¬LEFT(B, A)),

– Si l’objet C est à gauche de l’objet B (LEFT(B, C)) et l’objet B est à gauche
de l’objet A (LEFT(A,B)) alors l’objet C est à gauche de l’objet A (LEFT(A,C)).

5. Toutes les relations à l’exception de BESIDE et TOUCHING ont une fonction in-
verse, exemple : ¬LEFT(A,B) = RIGHT(B,A), ¬NEAR(A,B) = FAR(B, A) ...
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1.2 Ambigüıté des relations spatiales

Suivant la nature des paramètres traités, cet ensemble de relations peut être sub-
divisé en trois grandes classes :

1. Relations spatiales topologiques : Ces relations font appel à des notions de
la théorie des ensembles (INSIDE, OUTSIDE), ou des notions de voisinage (TOU-
CHING).

2. Relations spatiales métriques : Ce sont des relations qui ont un lien direct
avec la distance qui sépare les deux objets concernés (NEAR, FAR).

3. Relations spatiales directionnelles : Cette classe regroupe l’ensemble des
relations faisant appel à une direction de l’espace ou du plan (LEFT OF, RIGHT
OF ...). Dans la suite on va s’intéresser particulièrement à cette classe de relations
spatiales.

1.2 Ambigüıté des relations spatiales

En essayant de modéliser les relations spatiales entre de simples points, on peut
voir que les relations mathématiques classiques (en tout ou rien) ne sont pas adaptées.
Par exemple sur la figure 1.1 : le point B est situé à droite du point A, le point E n’est
pas à droite du point A, mais que peut on dire des points C et D ? Les deux points C et
D sont placés à droite du point A avec un degré de satisfaction inférieur à celui du point
B par rapport à A. Le point B est situé plus à droite du point A que les deux autres
points C et D. En conséquence, on peut déduire que la relation spatiale “le point P est
situé à droite du point A” dépend de l’angle ∠(

−→
i ,
−→
AP ) entre le vecteur

−→
i 2 et le vecteur−→

AP . Plus cet angle est important plus le degré de vérification de la relation RIGHT OF
(la direction de

−→
i ) sera faible. Le modèle mathématique qui permet de prendre en

considération une échelle graduelle du degré de validité d’une relation repose sur une
modélisation par des relations spatiales floues [ROSE-76, FREE-75, MIYA-94a] fondée
sur la théorie des ensembles flous introduite par Zadeh [ZADE-65].

E
C

B

D

A

o −→
i

−→
j

Fig. 1.1 – Ambigüıté des relations spatiales entre points.

2Le plan est muni du repère orthonormé (O,
−→
i ,
−→
j ).
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1. Les modèles de représentation quantitative

Si la représentation par des relations spatiales floues est satisfaisante dans le cas du
traitement de la disposition spatiale des points, le problème est plus complexe lorsqu’il
s’agit de traiter des objets ou des régions. Cette ambigüıté est accentuée par la diversité
des paramètres de forme, de taille, d’orientation ... de ces objets [ROSE-76, WINS-75].
Par exemple, on peut voir sur la figure 1.2 que dans les trois cas l’objet B possède une
partie située à droite de l’objet A, mais on ne peut pas affirmer que les trois exemples
sont identiques. Cela implique que la relation RIGHT OF n’est pas vérifiée avec le même
degré dans les trois cas. Le problème, dans ce cas, est de définir une méthode de quan-
tification des relations spatiales entre deux régions. L’estimation des relations spatiales
directionnelles entre des objets ou des régions ne sera pas aussi simple que dans le cas
des points, car il faudra prendre en compte, en plus de l’information angulaire, la forme
et la taille des deux régions.

A B
A

B
B A

(a) (b) (c)

Fig. 1.2 – Ambigüıté des relations spatiales entre objets.

Si la modélisation reste floue dans toutes les approches de quantification des re-
lations spatiales directionnelles proposées dans la littérature [KOCZ-88, KRIS-93a,
MIYA-94a, KELL-96, BLOC-96a, MATS-98b], l’interprétation des degrés de satisfac-
tion diffère d’une approche à une autre et dépend généralement de l’application sou-
haitée. Le seul point commun entre toutes ces méthodes est qu’une relation spatiale
n’est pas vérifiée entre deux régions A et B (son degré de satisfaction est nul) si pour
tout point b ∈ B et pour tout point a ∈ A, cette relation spatiale n’est pas vérifiée.

1.3 Relations spatiales directionnelles floues entre

des points

À cause de l’ambigüıté des relations spatiales directionnelles (paragraphe 1.2), l’en-
semble de ces relations est représenté par des relations floues. Le degré de satisfaction
de la relation sera important si la direction du vecteur formé par les deux points cor-
respond à la direction de la relation spatiale. Plus cet angle est important moins le
degré de satisfaction de la relation sera élevé.

La modélisation des relations spatiales directionnelles floues entre deux points re-
pose sur la définition d’une fonction f(θ) pour représenter ces relations. La fonction
f(θ) est une fonction symétrique, périodique de période 2π et décroissante entre 1 et
0 sur l’intervalle [0, π]. L’estimation du degré de satisfaction d’une relation spatiale
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1.3 Relations spatiales directionnelles floues entre des points

directionnelle Relθ0(A,B)3 correspondant à la direction θ0 du plan entre deux points A

et B revient à déterminer la valeur de la fonction f au point
(
∠(
−→
i ,
−−→
AB)− θ0

)
:

Relθ0(A,B) = f
(
∠(
−→
i ,
−−→
AB)− θ0

)
(1.1)

Miyajima et Ralescu avaient proposé d’utiliser des fonctions trigonométriques pour
estimer ces relations (Fig. 1.3) :

ftrigo(θ) =

{
cos2(θ) si − π/2 < θ < π/2
0 sinon

(1.2)

−3 −2 −1 0 2 3 
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

LEFT TO RIGHT TO ABOVE LEFT TO 

θ
AB

 

BELOW

Fig. 1.3 – Définition de Miyajima et Ralescu [MIYA-94a, MIYA-94b] des relations
spatiales floues à partir des fonctions trigonométriques ftrigo.

On retrouve aussi des fonctions triangulaires [KRIS-93a] (Fig. 1.4-a) et plus géné-
ralement des fonctions trapèzes [KRIS-93a, GADE-97] (Fig. 1.4-b) définies par :

f4(θ) =

{
π/2−|θ|

π/2 si − π/2 < θ < π/2

0 sinon
(1.3)

ftrap(θ) =





1 si |θ| < a π/2
π/2−|θ|

π/2(1−a) si aπ/2 ≤ |θ| ≤ π/2

0 sinon
(1.4)

Le paramètre a permet de mesurer le degré d’optimisme de la méthode d’estimation.
Si (a = 0), les fonctions trapèzes ftrap sont équivalentes aux fonctions triangulaires f4.

Discussion

La comparaison des trois types de fonctions précédentes (Fig. 1.5) montre que les
fonctions trigonométriques permettent d’obtenir des résultats plus optimistes que les
fonctions triangulaires dans le cas où la différence

∣∣∣∠(
−→
i ,
−−→
AB)− θ0

∣∣∣ est inférieure à π/4

3Relθ0(A,B) : représente le degré de satisfaction de la relation « Le point B est dans la direction
θ0 par rapport au point A »
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−3 −2 −1 0 2 3 
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

LEFT TO RIGHT TO ABOVE LEFT TO 

θ
AB

 

BELOW

(a) Relations spatiales floues définies
à partir des fonctions triangulaires f4.

−3 −2 −1 2 3 
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

aπ/2 

LEFT TO RIGHT TO ABOVE LEFT TO 

θ
AB

 

BELOW

(b) Relations spatiales floues définies
à partir des fonctions trapèzes ftrap

(a = 0.1).

Fig. 1.4 – Définition des relations spatiales floues à partir des fonctions linéaires.

(∀θ ∈ [−π/4, π/4], ftrigo(θ) ≥ f4(θ)) et plus pessimistes dans l’autre cas (Fig. 1.5).

AB

A

B

θ

(a) l’angle ∠
(−→

i ,
−−→
AB

)
.

ftrigo f4 ftrap

RIGHT OF 0.25 0.33 0.37
ABOVE 0.75 0.67 0.74
LEFT OF 0 0 0
BELOW 0 0 0

(b) Comparaison entre les trois
types de relations.

Fig. 1.5 – Estimation des relations spatiales directionnelles entre des points.

Les deux premiers types de fonctions (ftrigo et f4) permettent de définir une bi-
jection entre l’ensemble des angles ∠(

−→
i ,
−−→
AB) et le tuple des quatre relations spatiales

directionnelles de base (LEFT OF, ABOVE, RIGHT OF, BELOW) (les quatre directions
cardinales du plan). Cela implique que l’angle ∠(

−→
i ,
−−→
AB) peut être directement déter-

miné à partir du tuple (LEFT OF, ABOVE, RIGHT OF, BELOW). Dans le cas des fonctions
trapèzes, cette propriété est vérifiée ssi a ≤ 0.5. Si la valeur de a est supérieure à 0.5,
tous les angles (1− a)π/2 ≤ ∠(

−→
i ,
−−→
AB) ≤ aπ/2 vont correspondre au tuple (0, 1, 1, 0).
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

1.4 Relations spatiales directionnelles entre des ob-

jets

Si toute une communauté scientifique approuve une représentation par relation
floue des différentes relations spatiales, les méthodes d’évaluation diffèrent d’un groupe
à l’autre. Suivant l’approche choisie, cet ensemble de méthodes peut être subdivisé en
trois grandes classes :

1. Première classe : Cette classe regroupe toutes les méthodes fondées sur le trai-
tement d’une forme simplifiée déduite de la forme originale de chaque région. La
forme originale des deux régions est négligée au profit d’une forme plus simple à
traiter. Pour cette partie, on peut citer les méthodes qui remplacent le problème
d’évaluation des relations spatiales entre régions par celui du traitement de deux
points issus des deux régions [KELL-95, KRIS-93a] (centre de gravité, ...), ou
par celui du traitement de la position relative des rectangles englobant les deux
régions(MBR4). Les résultats de ces méthodes ne sont pas très fiables dès qu’il
s’agit de traiter des régions ayant des formes complexes [BLOC-96a].

2. Deuxième classe : On peut regrouper dans cette classe toutes les méthodes
fondées sur le passage par une représentation simplifiée de l’information spatiale
(Histogramme d’angles, Histogramme de forces). Les différentes relations spa-
tiales sont évaluées directement à partir de cette représentation.

3. Troisième classe : Elle regroupe les méthodes qui n’appartiennent ni à la pre-
mière ni à la deuxième classe, on verra que ces approches permettent une éva-
luation des relations spatiales directement à partir du traitement de la position
relative de l’ensemble des points des deux régions.

1.4.1 Méthodes représentant les régions par des points : (1ère

classe)

Une solution simple pour évaluer les relations spatiales entre deux régions consiste
à représenter les deux régions A et B par deux points cA et cB déterminés à partir des
deux régions. Krishnapuram et al. [KRIS-93a] proposent d’utiliser le centre de gravité
pour représenter les deux régions. Les relations spatiales entre les deux régions A et B

seront estimées à partir des relations spatiales entre les deux centres de gravité cA et
cB, par exemple l’évaluation de la relation RIGHT(A,B) (l’objet B est situé à droite de
l’objet A) est donnée par :

RIGHT(A,B) = f
(
∠(
−→
i ,−−−→cAcB)

)
(1.5)

4MBR : Minimum Boundary Rectangle
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1. Les modèles de représentation quantitative

Discussion

En examinant les résultats obtenus sur la figure 1.6, on découvre que cette approche
atteint ses limites dès qu’il s’agit de traiter des régions ayant des formes complexes.
Comme on peut le constater, la position relative des deux centres de gravité cA et
cB des deux régions A et B ne reflètent pas très bien les relations spatiales entre ces
deux régions. Les deux relations ABOVE et BELOW ne sont pas vérifiées d’après cette
approche alors que si on examine la région B, celle-ci possède bien une partie située
en bas et une partie située en haut de la région A.

Ac cB A
B

(a) les deux régions A et B.

Rel(A,B)
RIGHT OF 0
ABOVE 0
LEFT OF 1
BELOW 0

(b) Relations spatiales directionnelles
entre les deux régions A et B.

Fig. 1.6 – Représentation des régions par des points particuliers (centre de gravité).

1.4.2 Méthode de Koczy : (1ère classe)

L’évaluation des relations spatiales par la méthode de Koczy [KOCZ-88] est fondée
sur le traitement d’une projection floue des deux régions sur un axe du plan. Cette sim-
plification nous permet de classer cette approche dans notre première classe, puisque
le traitement de la position relative de deux régions bidimensionnelles est ramené a
celui de leur projection (objet unidimensionnel) sur les axes du plan. Nous allons pré-
senter l’approche pour évaluer la relation “LEFT OF”, les autres relations peuvent être
déduites facilement par des rotations.

1.4.2.1 Définitions

1. si A est une région (non floue) du plan, la projection floue Af sur l’axe des x est
définie par :

Af (x) =
Amax(x)−Amin(x)

max
x

(Amax(x)−Amin(x))
(1.6)

telle que :

Amax(x) = sup {y/ P (x, y) ∈ A} (1.7)
Amin(x) = inf {y/P (x, y) ∈ A} (1.8)
P (x, y) : représente le point P du plan E de coordonnées (x, y).
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

La projection floue Af (x) d’une région A du plan sur l’axe des x représente la
hauteur de la région pour la coordonnée x normalisée par la hauteur maximale
de la région.

2. Le support As d’une région A dans la direction x est défini comme étant le support
de l’ensemble flou Af (paragraphe A.3.1) :

As =
{
x/Af (x) > 0

}
(1.9)

3. A partir de la projection floue d’une région A, Koczy [KOCZ-88] définit l’en-
semble flou“LEFT OF A”, A←(x), qui permet de représenter l’ensemble des points
du plan qui sont situés à gauche de la région A. Pour chaque coordonnée x0 du
plan, le degré de satisfaction de la relation “LEFT OF A” dépend de la surface
de la région A située à droite de la droite (∆ : x = x0), plus cette surface est
importante, plus ce degré va s’approcher de la valeur maximale 1.

A←(x) =

+∞∫
x

Af (y)dy

+∞∫
−∞

Af (y)dy

(1.10)

0

0.5

1

X

Af A← 

A 

A← 

A

Fig. 1.7 – Définition de Af , A← et A←.

1.4.2.2 Évaluation de la relation spatiale

Pour estimer le degré de satisfaction de la relation spatiale, Koczy calcule une
défuzzification de l’ensemble flou (B ← A)f , qui représente pour chaque point x le degré
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1. Les modèles de représentation quantitative

de satisfaction de la proposition “x est dans la projection floue de B et situé à gauche
de A”. L’ensemble (B ← A)f est défini comme une conjonction floue (un produit ici)
entre les deux ensembles flous Bf et A←.

(B ← A)f = Bf ∧ A←

(B ← A)f (x) = Bf (x)A←(x)

La défuzzification de cet ensemble flou permet de déterminer le degré LEFTkoczy(A,B)
de la proposition“la région B est située à gauche de la région A”. Koczy le défini comme
étant le rapport de surface entre (B ← A)f (x) et Bf (x) (Fig. 1.8) :

LEFTkoczy(A,B) =

+∞∫
−∞

(B ← A)f (x)dx

+∞∫
−∞

Bf (x)dx

(1.11)

0

0.5

1

X

Bf 

A← 

A 

B 

(B← A)f 

A

B

Fig. 1.8 – Évaluation de la relation spatiale LEFTkoczy(A,B) = 0.90.

Le degré LEFTkoczy(A,B) de satisfaction de la relation LEFT OF entre les deux
régions A et B calculé par la méthode de Koczy est caractérisé par l’ensemble des
propriétés suivantes :

1. Si le support de la région B est situé à gauche du support de la région A alors
LEFTkoczy(A,B) = 1.

2. Si le support de la région B est situé à droite du support de la région A alors
LEFTkoczy(A,B) = 0.

3. LEFTkoczy(A,B) = 1 ⇒ LEFTkoczy(B, A) = 0.
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

4. LEFTkoczy(A,B) = 0 ⇒ LEFTkoczy(B, A) = 1.

5. LEFTkoczy(A,B) > 0 ⇒ LEFTkoczy(B, A) < 1.

6. LEFTkoczy(A,B) < 1 ⇒ LEFTkoczy(B, A) > 0.

On reconnâıt dans les propriétés (3-6) la relation antisymétrique vérifiée par la
relation LEFT OF :

– Si l’objet B est à gauche de l’objet A alors l’objet A n’est pas situé à gauche de
l’objet B,

– Si l’objet B n’est pas complètement à gauche de l’objet A alors il vérifie forcément
la relation RIGHT OF (négation de LEFT OF) avec un degré non nul.

1.4.2.3 Discussion

(a)

Rel A−B A− C

RIGHT OF 1 1
ABOVE 1 1
LEFT OF 0 0
BELOW 0 0

(b)

Fig. 1.9 – Problème de représentation des relations spatiales lié au modèle de Koczy
[KOCZ-88].

L’utilisation d’une projection sur les axes du plan pour évaluer les relations spa-
tiales est une approche similaire à la notion de 2D-String [CHAN-87] utilisée dans les
systèmes d’informations géographiques (SIG). L’estimation d’une relation spatiale di-
rectionnelle entre deux régions à partir d’une seule projection n’est pas suffisante, car
cela engendre une mauvaise distinction entre le cas où la région B est située à l’est de
la région A et le cas où elle est située au nord-est si les supports des deux projections
floues des régions A et B sont disjoints. Cet exemple, illustré sur la figure 1.9-a, montre
que les deux régions B et C sont situées au nord-est de l’objet A, mais la région C

est plus au nord de A que la région B. Cependant, si on examine les résultats de l’es-
timation des quatre relations spatiales directionnelles de base (Fig. 1.9-b), il n’existe
aucune différence entre les deux cas. Sur ces critères, on peut affirmer que le modèle de
Koczy [KOCZ-88] n’est pas adapté pour avoir une bonne quantification des relations
spatiales à partir des quatre relations spatiales directionnelles de base correspondant
aux quatre directions cardinales du plan.
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1.4.3 Histogramme d’angles : (2ème classe)

Miyajima et Ralescu [MIYA-94a, MIYA-94b] ont proposé d’utiliser un histogramme
d’angles pour représenter la position relative d’une région B par rapport à une région
A. Pour cette méthode de la deuxième classe, l’histogramme d’angle est un outil simple
pour représenter l’ensemble des relations spatiales directionnelles entre les deux régions
A et B.

Si les deux régions A et B représentent deux ensembles finis de points : A = {a1, ..., an}
et B = {b1, ..., bm}, la position relative des deux régions A et B est évaluée à partir de la
position relative de chaque point bj de B par rapport à chaque point ai de A.

1.4.3.1 Définitions

L’histogramme d’angles HAB est défini comme une fonction d’une variable d’angle θ,
telle que HAB (θ) représente le nombre de couples (ai, bj) ∈ A×B tels que ∠

(−→
i ,
−−→
aibj

)
= θ :

HAB (θ) =
∣∣∣
{

(ai, bj) ∈ A×B / ∠
(−→

i ,
−−→
aibj

)
= θ

} ∣∣∣ (1.12)

où |X| représente le cardinal de l’ensemble X.

1.4.3.2 Propriétés

1. L’histogramme d’angles est une fonction périodique de période 2π.

2. L’histogramme d’angles qui représente la position relative de A par rapport à B,
HBA, se déduit de HAB par une translation de π.

HBA (θ) = HAB (θ + π) (1.13)

3. L’histogramme d’angles HAB dépend implicitement de la forme des deux régions
A et B : l’histogramme d’angles dépend des points des deux régions A et B,
toute modification de la forme de ces deux régions entrâıne une modification de
l’ensemble des points appartenant à ces deux régions et donc de l’histogramme
d’angles.

4. L’histogramme d’angles HAB dépend de la distance entre les deux régions A et
B : l’angle formé par le couple de points (ai, bj) ∈ A × B et le vecteur

−→
i dépend

implicitement de la distance qui sépare les deux points :

∠
(−→

i ,
−−→
aibj

)
= arctan

(
ybj − yai

xbj − xai

)
(1.14)

où (xai , yai) et (xbj , ybj ) représentent respectivement les coordonnées des points ai

et bj dans le plan.
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

Si la région B s’éloigne de la région A, les deux termes (ybj
− yai

) et (xbj
− xai

)
vont tendre vers l’infini et le rapport va tendre vers la tangente de la direction
du déplacement de B par rapport à A pour tous les couples (ai, bj). Dans ce cas,
l’histogramme d’angles va s’approcher d’une fonction de Dirac correspondant à
la direction du déplacement.

Cet ensemble de propriétés reflète bien la dépendance des relations spatiales vis-
à-vis des paramètres de forme, de taille, d’orientation et de position des deux régions
[ROSE-76, WINS-75].

1.4.3.3 Estimation des relations spatiales par la méthode de compatibilité

Pour évaluer les différentes relations spatiales à partir de l’histogramme d’angles
Miyajima et Ralescu proposent d’utiliser une mesure de compatibilité entre deux en-
sembles flous. La compatibilité [ZADE-78b, DUBO-80] entre deux ensembles flous F

et G est un ensemble flou cp(F, G) (Fig. 1.10-d) défini à partir du principe d’extension
de Zadeh [ZADE-78b, DUBO-85b] :

µcp(F,G) : [0, 1] −→ [0, 1]

v 7−→ µcp(F,G) (v) =

{
0 Si µ−1

F (v) = ∅
sup {µG (s) /v = µF (s)} Sinon

(1.15)

Dans notre cas F représente l’histogramme d’angles (après normalisation) Hn
AB et

G représente l’ensemble flou associé à la relation spatiale (définie par exemple comme
sur la Fig. 1.10-c) :

Hn
AB(x) =

HAB(x)
sup

x∈]−π,π]

HAB(x)
(1.16)

Un degré de satisfaction de la relation spatiale entre A et B est obtenu en prenant
le centre de gravité de l’ensemble flou cp (Hn

AB , Rel). Pour modéliser les différentes re-
lations spatiales, Miyajima et Ralescu utilisent des fonctions trigonométriques (cos2(θ)
ou sin2(θ) Fig. 1.3).

1.4.3.4 Estimation par réseau de neurones

Keller et Wang [KELL-96] ont proposé une autre approche pour évaluer les rela-
tions spatiales à partir de l’histogramme d’angles utilisant quatre réseaux de neurones
multicouches (NN1, NN2, NN3, NN4) (Fig. 1.11). Chaque réseau dispose de 3 couches :

1. une couche d’entrée composée de 181 neurones correspondant aux 181 échan-
tillons de l’histogramme d’angles,
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(a) Les deux objets A et B du plan.
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(b) Histogramme d’angles entre les deux
objets A et B.
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(d) La compatibilité entre l’histogramme
des angles normalisé et la relation floue

RIGHT OF (CP(HAB ,RIGHT)).

Le degré de RIGHT(A,B) est obtenu par défuzzification de l’ensemble CP(HAB , RIGHT) :
RIGHT(A,B) = 0, 55 (moyenne pondérée de l’intervalle [0, 1] par CP )

Fig. 1.10 – Évaluation de la relation spatiale “B est situé à droite de A” d’après
Miyajima et Ralescu [MIYA-94a].

2. une couche cachée de 20 neurones,

3. une couche de sortie composée de 4 neurones correspondant à l’évaluation des 4
relations de base (RIGHT OF, ABOVE, LEFT OF, BELOW).

L’étape d’apprentissage de ces quatre réseaux a été effectuée sur 4 ensembles
d’exemples dont la complexité d’estimation des relations spatiales est différente. Ces
exemples ont été présentés à un groupe de personnes afin d’estimer les quatre rela-
tions spatiales directionnelles de base et fournir ainsi une base d’apprentissage. Une
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

fois l’étape d’apprentissage effectuée, chaque réseau sera spécialisé dans un cas bien
particulier d’évaluation des relations spatiales directionnelles lié à l’ensemble d’ap-
prentissage utilisé. Keller et Wang [KELL-96] utilisent ensuite l’intégrale de Choquet
[MURO-91] pour fusionner les résultats des quatre réseaux NN1,NN2, NN3, NN4 et
obtenir ainsi un degré de satisfaction pour chaque relation.
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(a) Architecture des réseaux
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(b) Fusion des résultats par intégrale de
Choquet.

Fig. 1.11 – Évaluation des relations spatiales par réseau de neurones (d’après Keller
et Wang [KELL-96, KELL-00]).

Une autre version de cette approche a été proposée par Wang et Keller [WANG-99]
en utilisant comme entrée des quatre réseaux de neurones, en plus de l’histogramme
d’angles, 11 paramètres liés aux caractéristiques de formes et de positions des deux
régions.

Remarque :

La base d’apprentissage des réseaux de neurones a été construite à partir des esti-
mations fournies par un ensemble de personnes, cela implique que les résultats obtenus
ne seront pas objectifs et vont dépendre essentiellement de la population choisie. De
plus la décomposition du problème d’évaluation en quatre cas n’est pas suffisante, car
ce nombre explose avec les nombreuses possibilités que peut avoir la forme d’un ob-
jet. Ces deux remarques montrent les défauts de cette approche pour l’évaluation des
relations spatiales à partir de l’histogramme d’angles.

1.4.3.5 Estimation par pattern matching flou entre Hn
AB et Rel

Une autre approche a été proposée par Bloch [BLOC-96a] pour évaluer le degré
de ressemblance entre l’histogramme d’angles et l’ensemble flou représentant la rela-
tion spatiale. L’idée principale est de considérer les deux fonctions F et G comme
des distributions de possibilités. Un moyen approprié pour mesurer la similarité entre
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deux distributions de possibilités est donné par le pattern matching flou [ZADE-78a,
DUBO-88]. Cette ressemblance est exprimée par deux valeurs :

– Une mesure de nécessité, N, correspondant à une estimation pessimiste du degré
de ressemblance entre les deux distributions. Elle représente le degré d’inclusion
de Rel dans Hn

AB :

N
Hn

AB

Rel = inf
x∈[−π,+π]

U (Hn
AB(x), 1−Rel(x)) (1.17)

où U représente une t-conorme (opérateur d’union floue).

Cette mesure est maximale et égale à 1 si et seulement si l’intersection du sous
ensemble flou Rel et du complémentaire du sous ensemble flou Hn

AB est égale
à l’ensemble vide(Rel ∩ Hn

AB = ∅). Elle est nulle si et seulement si noyau(Rel) ∩
noyau(Hn

AB) 6= ∅

– Une mesure de possibilité, Π, représentant une évaluation optimiste du degré
de similarité entre les deux distributions. Elle représente le degré maximal avec
lequel un angle x peut appartenir à l’intersection des deux sous ensembles flous
Hn

AB et Rel :

ΠHn
AB

Rel = sup
x∈[−π,+π]

I (Hn
AB(x), Rel(x)) (1.18)

où I représente une t-norme (opérateur d’intersection floue).

Cette mesure est nulle si et seulement si Hn
AB ∩ Rel = ∅ et elle est maximale et

égale à 1 si et seulement si noyau(Hn
AB) ∩ noyau(Rel) 6= ∅.

Cette estimation des relations spatiales sous forme d’un intervalle [N, Π] donne une
meilleure représentation de l’ambigüıté de ces relations. Une valeur moyenne apparte-
nant à cet intervalle peut être utile dans certains cas où l’intervalle [N, Π] = [0, 1].

1.4.3.6 Discussion

En examinant les tableaux 1.12.b-d, on déduit que l’histogramme d’angles donne
une meilleure description des relations spatiales que la méthode de Koczy (paragraphe
1.4.2). Les deux cas confondus par la méthode de Koczy (paragraphe 1.4.2.3) sont
nettement distingués en utilisant l’histogramme d’angles.

Dans l’exemple de la figure 1.12-c, on retrouve un exemple de relations compo-
sées : “La région B est située dans les trois directions LEFT OF, ABOVE et BELOW
par rapport à la région A”. Dans ce cas, on remarque que l’interprétation d’un seul
degré indépendamment des autres peut conduire à des erreurs, par exemple, dire que
la relation LEFT OF n’est pas complètement vérifiée pour les deux régions A et B ne
peut pas être justifié en examinant la figure 1.12-c. Dans ce cas, on constate que la
représentation sous forme d’un intervalle est plus intéressante mais l’utilisation d’une
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(a) Les trois régions A, B

et C.

Compatibilité Pattern matching
Rel(A,B) Rel(A,C) Rel(A, B) Rel(A,C)

N Π N Π
RIGHT OF 0.789 0.182 0 0.849 0 0.337
ABOVE 0.209 0.816 0 0.370 0 0.858
LEFT OF 0 0 0 0 0 0
BELOW 0 0 0 0 0 0

(b) Estimation des relations spatiales directionnelles
entre les deux régions A et B et les deux régions A et C.

B A

(c) Les deux régions A et
B.

Rel(A, B) Compatibilité Pattern matching
N Π

RIGHT OF 0.10 0 0.16
ABOVE 0.50 0 1
LEFT OF 0.50 0 1
BELOW 0.50 0 1

(d) Estimation des relations spatiales directionnelles
entre les deux régions A et B.

Fig. 1.12 – Comparaison entre la méthode de compatibilité utilisée par Miyajima
et Ralescu [MIYA-94a] et la méthode du pattern matching flou utilisée par Bloch
[BLOC-96a] pour l’estimation des relations spatiales directionnelles à partir de l’his-
togramme des angles.

moyenne s’avère nécessaire car l’intervalle [0, 1] ne nous permet pas de déduire quelque
chose.

En conclusion, il faudrait être très prudent dans l’interprétation des degrés évalués
uniquement à partir des angles. Il faut considérer tous les degrés obtenus en même
temps pour aboutir à des interprétations plausibles.

1.4.4 Histogramme de forces : (2ème classe)

L’histogramme de forces [MATS-98a] a été défini comme une extension de l’his-
togramme d’angles, celui-ci permet de prendre en compte, en plus de l’information
angulaire, l’information métrique.
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1.4.4.1 Définition

L’histogramme de forces Hr
F est défini comme étant une fonction d’une variable

d’angle θ où Hr
F (θ) représente un poids associé à l’hypothèse “l’objet B est situé dans

la direction θ par rapport à l’objet A”. Si l’histogramme d’angles effectuait un dé-
nombrement des couples de points dans la direction θ, l’histogramme de forces fait un
dénombrement pondéré. Pour définir ces poids, une famille de fonctions ϕr est utilisée
prenant en compte la distance qui sépare les deux points ai et bj :

ϕr : R+ −→ R+

d 7−→ ϕr(d) =
1
dr

L’histogramme de forces est défini par :

Hr
F (θ) =

∑

(ai,bj)∈A×B

∠
(−→

i ,
−−→
aibj

)
=θ

ϕr(‖ −−→aibj ‖) (1.19)

1.4.4.2 Remarque

En exploitant les propriétés d’intégrale, Matsakis [MATS-98b, MATS-99] définit
l’histogramme de forces à partir de la position relative de segments situés sur la même
section longitudinale de pente tan(θ). A partir de cette définition, il propose une version
rapide pour calculer l’histogramme de forces. Dans ce travail, nous optons pour une
définition équivalente mais plus proche de l’histogramme d’angles.

1.4.4.3 Propriétés

En plus des propriétés déjà énoncées pour l’histogramme d’angles, on peut citer les
propriétés suivantes :

1. L’histogramme de forces correspondant à r = 0, H0
F , représente l’histogramme

d’angles.

2. Pour r ∈ [1, +∞[, l’histogramme de forces permet de rehausser le poids des couples
de points proches. Par exemple, si on veut étudier la position relative d’une ri-
vière par rapport à une maison placée sur le bord de celle-ci [MATS-98b] (Fig.
1.13), ce qui nous intéresse ici c’est la position relative de la maison par rapport
au segment de la rivière le plus proche. L’histogramme H10

F (Fig. 1.13-d) montre
clairement que la rivière est placée à gauche (Direction ±π) de la maison alors
que cette direction n’était pas prédominante sur l’histogramme d’angles H0

F (Fig.
1.13-c).
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3. Pour r ∈] − ∞,−1], l’histogramme de forces permet de rehausser le poids des
couples de points lointains. Cela permet d’avoir une vue globale des relations
spatiales entre les deux régions. Prenons par exemple le cas précédent, si la mai-
son est entourée par la rivière mais qu’elle est très proche du coté gauche de la
rivière, la première famille de fonctions (r ∈ [1,+∞[) va nous permettre d’affirmer
que la maison est située à droite de la rivière. Pour pouvoir considérer aussi la
partie de la rivière qui n’est pas proche de la maison, il faut pénaliser les couples
de points proches (Fig. 1.13-e).

R M

(a) Exemple d’une maison (M)
entourée par une rivière (R).
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(b) histogrammes de forces (normalisés).
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Fig. 1.13 – Évolution de l’histogramme de forces Hr
F [MATS-98b] en fonction de r.

Matsakis [MATS-98b] accorde une importance particulière aux deux fonctions ϕ0 et
ϕ2 (Fig. 1.14-b) parce qu’elles ont de bonnes propriétés par rapport aux transformations
géométriques (translation et zoom).

1.4.4.4 Discussion

L’estimation des relations spatiales à partir de l’histogramme de force utilise les
mêmes approches que celles utilisées pour l’histogramme d’angles, la seule différence
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est cet effet de pondération de chaque couple de points par la distance qui les sépare.
Si on compare l’histogramme de forces H0

F de la figure 1.14-b et l’histogramme d’angles
de la figure 1.10-b, on voit bien qu’ils sont identiques. Par contre, on remarque bien
que l’histogramme de forces H2

F (θ) est différent de l’histogramme d’angles H0
F (θ). On

constate qu’il est supérieur à celui-ci pour les valeurs de θ ' 7π/10. Cela est dû aux
poids plus importants associés aux couples de points proches correspondant à la partie
supérieure des deux régions A et B.

(a) Les deux régions A et B.
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1 H0
F
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−π +π 

(b) Évaluation des deux histogrammes de
forces (normalisés) H0

F et H2
F .

Fig. 1.14 – Histogramme de forces (d’après Matsakis [MATS-98b]).

1.4.5 Méthode d’agrégation : (3ème classe)

Pour estimer les relations spatiales directionnelles entre deux régions, Krishnapu-
ram et al. [KRIS-93a] proposent de considérer l’ensemble des couples de points (ai, bj)
des deux régions A et B. Un degré µij = Rel(ai, bj) sera attribué à chaque couple en utili-
sant la définition des relations spatiales entre des points (paragraphe 1.3). L’estimation
de la relation spatiale entre les deux régions sera déterminée directement à partir de
l’ensemble de ces degrés en utilisant un opérateur d’agrégation floue [DUBO-85a]. Kri-
shnapuram et al. [KRIS-93a] ont utilisé l’opérateur de moyenne généralisée :

Rel(A,B) =


 ∑

ai∈A

∑

bj∈B

wijµ
p
ij




(1/p)

(1.20)

tel que :
∑

ai∈A

∑

bj∈B

wij = 1 (1.21)

Les poids wij représentent l’importance accordée à chaque degré µij. Dans [KRIS-93a],
tous les poids wij ont été choisis identiques, cela signifie qu’on ne fait aucune distinc-
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tion entre les couples de points.

Le paramètre p permet d’ajuster le degré d’optimisme ou de pessimisme de la
mesure. Quand p tend vers +∞, l’opérateur de moyenne généralisée va tendre vers
l’opérateur max et le degré obtenu sera le plus optimiste possible. Par contre, si p tend
vers −∞ l’évaluation sera plus pessimiste car l’opérateur de moyenne généralisée va
tendre vers l’opérateur min.

Cette approche est étroitement liée à l’histogramme d’angles. Le degré de satis-
faction Rel(A,B) (Eq. 1.20) peut être déterminé aussi de la même façon à partir de
l’histogramme d’angles :

Rel(A,B) =




π∫

−π

HN
AB(θ)

(
frel(θ)

)p
dθ




(1/p)

(1.22)

HN
AB(θ) =

HAB
π∫
−π

HAB(θ)dθ

(1.23)

Afin de vérifier la contrainte liée au poids wij (Eq. 1.21), l’histogramme d’angles HAB

est normalisé par rapport au produit des surfaces des deux régions A et B. Cette valeur
représente l’intégrale de HAB sur tout le domaine [−π, π[. En conclusion, on peut utiliser
aussi cette approche pour estimer les relations spatiales à partir de l’histogramme
d’angles. Cette approche relève alors plutôt de la 2ème classe.

Discussion

(a) Les deux régions A et B.

Rel(A,B) Compatibilité Agrégation
p = 1 p = 10

RIGHT OF 0.573 0.637 0.871
ABOVE 0.427 0.335 0.786
LEFT OF 0.023 0.001 0.116
BELOW 0.117 0.027 0.290

(b) Estimation des relations spatiales
directionnelles entre les deux régions A et B.

Fig. 1.15 – Comparaison entre la méthode de compatibilité utilisée par Miyajima et
Ralescu [MIYA-94b] et la méthode d’agrégation de Krishnapuram et al. [KRIS-93a]
pour l’estimation des relations spatiales directionnelles entre deux régions.

Les résultats de l’estimation des relations spatiales directionnelles obtenus par la
méthode d’agrégation dans le cas où p = 1 sont proches de ceux obtenus par la méthode
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1. Les modèles de représentation quantitative

de compatibilité (Fig. 1.15). Le seul avantage dans ce cas est l’évaluation directe des
relations spatiales.

L’autre avantage de cette approche est qu’elle peut être adaptée en fonction des
résultats souhaités. Il suffit pour cela de déterminer le paramètre p adéquat pour notre
application. Cet avantage n’est pas sans inconvénient car une valeur de p 6= 1 augmente
le temps nécessaire pour évaluer la relation spatiale.

Remarque :

Toutes les méthodes citées jusqu’à présent permettent d’évaluer les relations spa-
tiales entre des objets ou des régions nets. La position relative de deux régions floues
est définie à partir de la position relative des α−coupes (paragraphe A.3.4) de ces
régions [DUBO-87, KRIS-93a], ce qui implique une sérieuse augmentation du temps
nécessaire pour estimer ces relations. Cet inconvénient prend toute son importance
quand on voit qu’une grande partie des algorithmes utilisés en traitement d’images est
occupée par les algorithmes de segmentation floue.

1.4.6 Paysage flou : (3ème classe)

Cette approche [BLOC-96a, BLOC-99b] permet une évaluation directe des relations
spatiales sans passer par une représentation réduite de l’information spatiale. Elle
repose sur la définition d’un paysage flou P−→u (sous ensemble flou) autour de l’objet
considéré directement dans l’espace des objets. Ce paysage reflète, pour chaque point
P (x, y) de l’espace E , le degré de satisfaction de la relation spatiale “Le point P (x, y) est
situé dans la direction −→u par rapport à l’objet A” :

µP−→u (P (x, y)) = f

(
min
a∈A

(∣∣∣∠
(−→u ,

−→
aP

)∣∣∣
))

(1.24)

où f est une fonction symétrique décroissante sur l’intervalle [0, π] (section 1.3). La
fonction utilisée dans [BLOC-99b] est la fonction triangulaire f4 (section 1.3) :

f4(θ) = max
(

0, 1− 2θ

π

)
(1.25)

Le paysage flou peut être déterminé de manière équivalente à partir d’une dilatation
floue [SERR-82, SCHM-94, BLOC-95] de la région A par l’élément structurant s défini
par :

∀P ∈ E , µs(P ) = max


0, 1−

2
∣∣∣∠

(−→u ,
−−→
OP

)∣∣∣
π


 (1.26)

où O représente le centre de l’élément structurant.

Une extension de la formulation du paysage flou (Eq. 1.24) à été donnée pour
évaluer en tout point du plan image la satisfaction d’une proposition directionnelle
pour des régions ou objets flous :
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

(a) (b)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

(c)

0

0.5

1

(e)

0

0.5

1

(d)

0

0.5

1

(e)

Fig. 1.16 – Le paysage flou correspondant à la relation RIGHT OF pour deux objets
nets (a,b) et un objet flou (c) (I = min).

µP−→u (P (x, y)) = max
µA(a)6=0

I
[
µA(a), f

(
∠

(−→u ,
−→
aP

))]
(1.27)

où I représente une t-norme floue (intersection floue).

Si on examine la figure 1.16, on voit très bien que la définition du paysage flou
(Eq. 1.24 et Eq. 1.27) dépend de la forme de la région de référence A et de la position
du point P de l’espace par rapport à celle-ci. Le degré associé à un point P du plan
représente le maximum des degrés que peut avoir P avec l’ensemble des points ai de la
région A.

L’estimation des relations spatiales entre les deux régions A et B revient à déter-
miner le degré d’adéquation de la région B avec l’ensemble P−→u . Pour cela, le pattern
matching flou (paragraphe 1.4.3.5) est utilisé pour mesurer la similarité entre deux
ensembles :

N = inf U
[
P−→u (x, y) , µB (x, y)

]
(1.28)

Π = sup I
[
P−→u (x, y) , 1− µB (x, y)

]
(1.29)
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1. Les modèles de représentation quantitative

A cause de l’ambigüıté des résultats obtenus dans certains cas (un intervalle [0, 1]
pour le degré de vérification des relations), Bloch [BLOC-99a] propose d’utiliser, en
plus, une moyenne M calculée à partir de la correspondance entre les deux sous en-
sembles flous P et B :

MP
B =

1
|B|

∑

x∈E
µB(x)µP−→u (x) (1.30)

Discussion

(a) Les deux régions A et
B.

Rel(A,B) Hist. d’angles Paysage flou
Comp. N Π N M Π

RIGHT OF 0.573 0.120 0.747 0.294 0.810 1
ABOVE 0.427 0.010 0.610 0 0.518 1
LEFT OF 0.023 0 0.053 0 0.114 0.600
BELOW 0.117 0 0.275 0 0.021 0.435

(b) Estimation des relations spatiales directionnelles entre
les deux régions A et B.

Fig. 1.17 – Comparaison entre les résultats obtenus par l’histogramme des angles
[MIYA-94a, MIYA-94b] et la méthode du paysage flou [BLOC-99a].

En comparant les résultats obtenus en utilisant l’histogramme d’angles [MIYA-94a,
MIYA-94b] et la méthode du paysage flou [BLOC-99a], on remarque que les intervalles
obtenus dans la méthode du paysage flou sont plus importants (tableau 1.17-b). Cela
s’explique si on définit les degrés N (Eq. 1.28) et Π (Eq. 1.29) pour la méthode du
paysage flou à partir des couples de points (ai, bj) ∈ A×B :

Π = sup
(ai,bj)∈A×B

Rel(ai, bj) (1.31)

N = inf
bj∈B

(
sup
ai∈A

Rel(ai, bj)
)

(1.32)

Dans ce cas, le degré Π déterminé à partir du pattern matching entre le paysage
flou et la région B est égal à 1 ssi il existe un couple de points (ai, bj) tel que Rel(ai, bj) =
1. Dans le cas de l’histogramme d’angles, ce même degré est égal à 1 ssi l’angle θ0

(direction de la relation spatiale) est représenté par la plus grande majorité de couples
de points (ai, bj) ∈ A×B. Cela explique les degrés obtenus par exemple pour la relation
RIGHT OF, celui-ci est égal à 0.747 dans le cas de l’histogramme d’angles et à 1 dans
le cas du paysage flou. Ces deux estimations sont différentes car la relation principale
correspond à la direction nord-est. L’intérêt de l’utilisation d’une valeur moyenne M
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1.5 Conclusion

est parfaitement justifié si on essaye de comparer les degrés des deux premières lignes
(RIGHT OF, ABOVE) et les deux dernières lignes du tableau (LEFT OF, BELOW). On
constate que la relation LEFT OF n’est pas vérifiée malgré l’importance du degré de
possibilité obtenu.

1.5 Conclusion

Toutes les approches répertoriées ici permettent d’estimer les relations spatiales
directionnelles entre deux régions. L’interprétation des différents degrés varie d’une
approche à l’autre. Dans le cas de l’inférence des relations spatiales directionnelles, un
modèle de représentation simplifié de l’ensemble des relations spatiales vérifiées entre
les deux régions serait plus adapté. Les degrés des quatre relations spatiales direction-
nelles ne sont pas forcément suffisants car ils ne permettent pas de décrire l’ensemble
des cas possibles. Nous avons opté pour l’utilisation d’un modèle qui s’approche de
l’histogramme des angles et de l’histogramme des forces. La raison pour ne pas utiliser
directement l’un de ces deux modèles est la mauvaise représentation de l’information
métrique entre les deux régions. Malgré la dépendance directe de l’histogramme de
forces et de la distance entre les deux régions, il est impossible de déduire cette in-
formation pour ces deux régions à partir de celui-ci. Cette remarque est aussi valable
pour l’histogramme d’angles. Or comme on va le voir dans le chapitre suivant, cette
information est capitale pour le problème de l’inférence des relations spatiales.
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Chapitre 2

Histogramme angles-distances : un
nouvel outil pour la représentation
et l’inférence quantitative des
relations spatiales directionnelles

La distance qui sépare les objets d’une scène est une information capitale dans
l’étape d’inférence, son absence rend la déduction imprécise voire impossible. Zim-
mermann [ZIMM-93] avait déjà pensé à utiliser cette information pour améliorer le
raisonnement spatial dans le cas de la représentation qualitative. Dans le chapitre
précédent, nous avons vu que la distance a été complètement négligée au profit de l’in-
formation angulaire. Cette remarque nous a poussé à étudier la possibilité d’intégrer
la distance dans ces modèles de représentation afin de pouvoir faire de l’inférence de
relations spatiales en plus de l’estimation.

Dans un premier temps, nous allons voir l’importance de cette information de
distance dans le cadre de l’inférence des relations spatiales entre des points (section
2.1). Ensuite, nous présentons l’histogramme angles-distances un nouveau modèle de
représentation des différentes relations spatiales capable de représenter à la fois les
informations angulaires et les informations métriques entre deux régions (section 2.2).
Nous allons étudier les différentes propriétés de ce modèle (section 2.3) ainsi que les
méthodes d’estimation des différentes relations spatiales directionnelles (section 2.4)
et métriques (section 2.5). Enfin nous présenterons les possibilités de déduction ou
d’inférence des relations spatiales directionnelles en utilisant l’histogramme angles-
distances (section 2.6).
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2. Histogramme angles-distances

2.1 Inférence des relations spatiales directionnelles

entre des points

Le problème de l’inférence des relations spatiales directionnelles (Fig. 2.1) consiste
dans notre cas à déduire la position relative du point C par rapport au point A (l’angle
γ = ∠(

−→
i ,
−→
AC)) à partir de la connaissance de la position relative du point C par rapport à

un autre point B (l’angle β = ∠(
−→
i ,
−−→
BC)) et de la position relative de celui-ci par rapport

au point A (l’angle α = ∠(
−→
i ,
−−→
AB)). Ce problème est complètement déterministe si l’on

dispose, en plus des deux angles α et β, de la distance qui sépare les points A,B (|AB|)
et B, C (|BC|) :

γ = arctan
( |AB| cos(α) + |BC| cos(β)
|AB| sin(α) + |BC| sin(β)

)
(2.1)

B

A

C
β

γ
α

Fig. 2.1 – Inférence des relations spatiales directionnelles entre points.

En conclusion, cette information de distance sera capitale si l’on veut déterminer
les relations spatiales entre les deux points A et C [ZIMM-93, ZIMM-96]. Les modèles
de représentation quantitative des relations spatiales présentés dans le chapitre précé-
dent se sont intéressés exclusivement à la représentation de l’information angulaire afin
de pouvoir quantifier les relations spatiales directionnelles. Dans le cas de l’inférence,
l’information métrique est aussi importante que l’information angulaire, ce qui nous a
amenés à définir une extension de ces modèles pour pouvoir représenter à la fois l’in-
formation angulaire nécessaire à la quantification des relations spatiales directionnelles
et l’information métrique nécessaire pour l’étape d’inférence.

2.2 Histogramme angles-distances

La distance entre deux régions dépend de la forme, de la taille et de la distance qui
sépare les points des deux régions. Pour introduire cette information métrique dans les
modèles de représentation quantitative de l’espace, nous avons deux possibilités :

1. Utiliser deux modèles différents : le premier représente uniquement l’informa-
tion spatiale (angulaire) et l’autre va servir à décrire l’information métrique
[GERAU-98, BLOC-00],
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2.2 Histogramme angles-distances

2. Utiliser un seul modèle pour représenter à la fois l’information spatiale (angu-
laire) et l’information métrique.

Afin de pourvoir utiliser l’équation 2.1, il faut connâıtre le nombre de couples de
points placés à une distance d dans la direction θ. En conséquence, nous avons opté
pour la deuxième possibilité, à savoir utiliser un seul modèle pour représenter à la fois
l’information métrique et l’information angulaire. Ces deux informations ne sont pas
indépendantes, elles dépendent de la forme et la position des deux régions.

Pour cela, nous avons proposé une modification de l’histogramme d’angles afin
de pouvoir représenter, en plus de l’information angulaire, l’information de distance
entre les deux régions. Cette nouvelle représentation permet d’utiliser l’information
angulaire pour estimer les relations spatiales directionnelles, sans négliger l’information
de distance nécessaire pour déduire de nouvelles connaissances et qui permet d’évaluer
certaines relations spatiales métriques (NEAR, FAR) et topologiques (TOUCHING).

Définition

Pour introduire l’histogramme angles-distances, nous considérons au départ que les
régions A et B sont des ensembles finis de points : A = {a1, ..., an} et B = {b1, ..., bm}. L’his-
togramme angles-distances est défini comme une fonction bidimensionnelle HAB(r, θ)
qui représente le nombre de couples de points (ai, bj) ∈ A×B tels que le point bj ∈ B est
situé à une distance r du point ai ∈ A dans la direction θ :

HAB(r, θ) =
∣∣∣∣
{

(ai, bj) ∈ A×B /
−−→
aibj =

(
r cos θ
r sin θ

)} ∣∣∣∣ (2.2)

Si on examine de plus près l’équation (2.2), HAB(r, θ) peut être interprété comme
la surface (cardinal) de l’intersection de la région B et la région A−→

t
qui représente la

translation de la région A par le vecteur
−→
t = (r cos(θ), r sin(θ))t (Fig. 2.2) :

HAB(r, θ) =
∣∣ A−→

t
∩B

∣∣ (2.3)

Si A et B sont deux régions floues définies par les deux fonctions d’appartenance
µA et µB, l’équation 2.3 devient :

HAB(r, θ) =
∑

P (u,v)∈E
I [ µA (u− r cos (θ) , v − r sin (θ)) , µB(u, v) ] (2.4)

où I est un opérateur d’intersection floue (t-norme).

Dans le cas où E est un espace continu, la somme devient une intégrale :

HAB(r, θ) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
I [ µA (u− r cos (θ) , v − r sin (θ)) , µB(u, v) ] dudv (2.5)
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2. Histogramme angles-distances
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Fig. 2.2 – Calcul de l’histogramme Angles-Distances.

Le calcul numérique de l’histogramme angles-distances HAB nécessite la définition
des pas d’échantillonnage des deux grandeurs r et θ. Pour remédier à ce problème, nous
proposons de faire les calculs directement dans l’espace (x, y) de l’image :

{
x = r cos θ
y = r sin θ

(2.6)

Après un changement de variables dans l’expression 2.5, on obtient :

HAB(x, y) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
I [ µA (u− x, v − y) , µB(u, v) ] dudv (2.7)

A B

−250
−200

−150
−100

−50
0

50
100

150
200

250

−250

−200

−150

−100

−50

0

50

100

150

200

250

0

200

400

600

800

1000

1200

Fig. 2.3 – L’histogramme angles-distances HAB.
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2.3 Propriétés

Un exemple d’histogramme angles-distances entre deux régions A et B est illustré
dans la figure 2.3.

Remarque :

Dans le cas où l’on choisit une multiplication pour l’opérateur I, l’histogramme
angles-distances représente la convolution bidimensionnelle des deux fonctions µA(−x,−y)
et µB(x, y) :

HAB(x, y) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
µA (u− x, v − y) µB(u, v) dudv (2.8)

= µA(−x,−y) ∗∗µB(x, y) (2.9)

où ∗∗ représente l’opérateur de la convolution bidimensionnelle.

Cette remarque importante nous permet d’utiliser l’algorithme du calcul de la
transformée de Fourier rapide pour déterminer la convolution bidimensionnelle.

2.3 Propriétés

2.3.1 Invariance par rapport à l’objet de référence

L’histogramme angles-distances de la région A par rapport à la région B est défini
par :

HBA(x, y) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
I [ µB (u− x, v − y) , µA(u, v) ] dudv (2.10)

En effectuant le changement de variables suivant :
{

U = u− x

V = v − y
=⇒

{
u = U + x

v = V + y
(2.11)

on obtient :

HBA(x, y) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
I [ µB (U, V ) , µA(U + x, V + y) ] dUdV (2.12)

= HAB(−x,−y) (2.13)

car l’opérateur I est commutatif.

L’histogramme angles-distances qui représente les relations spatiales de la région A

par rapport à la région B s’obtient à partir de celui qui représente les relations spatiales
de B par rapport à A en utilisant une symétrie par rapport à l’origine. Cette propriété
est équivalente à celle de l’histogramme d’angles.
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2. Histogramme angles-distances

2.3.2 Invariance par translation

Supposons que les régions At1 et Bt2 soient les translatés des régions A et B par les
translations respectives

−→
t1 (xt1 , yt1)

t et
−→
t2 (xt2 , yt2)

t :

µAt1
(x, y) = µA(x− xt1 , y − yt1)

µBt2
(x, y) = µB(x− xt2 , y − yt2)

L’histogramme angles-distances qui exprime les relations spatiales entre les deux
régions At1 et Bt2 est défini par :

HAt1Bt2
(x, y) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
I [

µAt1
(u− x, v − y) , µBt2

(u, v)
]
dudv (2.14)

=

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
I [ µA (u− x− xt1 , v − y − yt1) , µB(u− xt2 , v − yt2) ] dudv (2.15)

En effectuant le changement de variables suivant :
{

U = u− xt2

V = v − yt2

=⇒
{

u = U + xt2

v = V + yt2

(2.16)

on obtient :

HAt1Bt2
(x, y) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
I [µA (U − x− xt1 + xt2 , V − y − yt1 + yt2) , µB(U, V ) ] dUdV (2.17)

= HAB(x + xt1 − xt2 , y + yt1 − yt2) (2.18)

Donc HAt1Bt2
(x, y) n’est rien d’autre que le translaté de HAB(x, y) par le vecteur−→

t =
−→
t2 − −→t1 . Cette propriété nous permet de déduire le nouvel histogramme si un des

objets a subi une translation sans refaire les calculs, ce qui est intéressant dans le cas
de régions ou objets en mouvement (la navigation autonome des robots par exemple).

2.3.3 Traitement de régions sécantes

La représentation d’informations spatiales par l’histogramme angles-distances entre
deux régions sécantes ne pose pas de problèmes d’indétermination. Dans ce cas l’in-
tersection des deux régions forme un ensemble de couples de points (ai, bj) tel que−−→
aibj =

−→
0 . Ce vecteur ne présente aucune direction de l’espace. Miyajima et Ralescu

[MIYA-94a, MIYA-94b] n’ont pas traité ces cas de figure. Matsakis [MATS-98b] pro-
pose de les compter pour toutes les directions possibles de l’histogramme des forces.

Dans notre cas, ces couples de points sont représentés par la valeur de HAB à
l’origine O. De plus cette valeur exprime la surface de l’intersection des deux régions
A et B.
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2.4 Estimation des relations spatiales directionnelles

2.3.4 Relation avec l’histogramme d’angles

L’histogramme angles-distances a été défini comme une extension de l’histogramme
d’angles. Cette définition permet de reconstruire celui-ci à partir du premier. Pour cela
il suffit de remarquer que HAB (θ) est le nombre de couples (ai, bj) tel que le point bj

est situé dans la direction θ par rapport au point ai à n’importe quelle distance, donc
HAB représente l’intégrale de l’histogramme angles-distances HAB sur la demi-droite
qui commence à l’origine et dont la pente est égale à tan (θ) :

HAB (θ) =

+∞∫

0

HAB (u cos (θ) , u sin (θ)) du (2.19)

Cette possibilité de pouvoir déterminer l’histogramme d’angles à partir de l’histo-
gramme angles-distances nous permet déjà d’utiliser les mêmes approches (paragraphe
1.4.3) que celles de l’histogramme d’angles pour l’évaluation des relations spatiales di-
rectionnelles.

2.3.5 Relation avec l’histogramme de forces

L’histogramme de forces peut être déduit directement à partir de l’histogramme
angles-distances. En effet, l’histogramme angles-distances représente en plus de l’infor-
mation angulaire, la distance entre les couples de points nécessaire pour l’évaluation
de l’histogramme de forces :

Hr
F (θ) =

+∞∫

0

ϕr (u)HAB (u cos (θ) , u sin (θ)) du (2.20)

2.4 Estimation des relations spatiales directionnelles

à partir de l’histogramme angles-distances

Pour évaluer les degrés de satisfaction des différentes relations spatiales direction-
nelles à partir de l’histogramme angles-distances, on utilise deux approches différentes :

– Comme l’histogramme d’angles peut être déterminé directement à partir de l’his-
togramme angles-distances, on peut utiliser l’ensemble des méthodes d’estima-
tions définies à partir de l’histogramme d’angles (paragraphe 1.4.3).

– A cause du temps nécessaire à la détermination de l’histogramme d’angles à
partir de l’histogramme angles-distances, nous avons opté pour une méthode
d’évaluation directe. Pour cela, on s’est inspiré de la méthode du paysage flou
pour définir une méthode pour évaluer le degré de satisfaction d’une relation
spatiale directement à partir de l’histogramme angles-distances. L’idée princi-
pale consiste à définir un degré de similarité entre un ensemble flou 2D (Rel) re-
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2. Histogramme angles-distances

présentant la relation spatiale et l’histogramme angles-distances normalisé Hn
AB

(considéré comme un ensemble flou) :

Hn
AB(x, y) =

HAB(x, y)
sup

(x,y)∈<2
HAB(x, y)

(2.21)

Nous allons présenter dans ce qui suit le calcul des différents paramètres de la
méthode.

2.4.1 Définition de Rel

Si on considère l’histogramme angles-distances comme un ensemble flou, l’esti-
mation de la relation spatiale µRel revient à définir une mesure de similarité entre
l’histogramme angles-distances normalisé et un ensemble flou représentant la relation
spatiale Rel.

Nous avons utilisé la définition des relations spatiales directionnelles entre des
points pour définir le sous-ensemble flou représentant la relation spatiale direction-
nelle Rel correspondant à la direction θ0 du plan. Pour cela il faut définir la relation
pour tous les vecteurs

−→
ab = (x, y)t du plan :

µRel(x, y) =

{
f

(
∠(
−→
i , −→op)− θ0

)
si p(x, y) 6= (0, 0)

0 sinon
(2.22)

L’ensemble des couples de points correspondant au vecteur nul
−→
0 (couple apparte-

nant à l’intersection des deux régions) ne présente aucune direction du plan, pour cela
la valeur du degré µRel(0, 0) sera égale à 0. Comme nous traitons l’ensemble des couples
de points appartenant au produit cartésien A × B, cette hypothèse n’engendre pas de
problème dans le cas des régions sécantes car ce degré nul correspond seulement au
cas où les deux points du couple sont identiques.

Pour le choix de la fonction f , on peut utiliser (Fig. 2.4) les fonctions trigono-
métriques ftrigo (paragraphe 1.3) [MIYA-94a, MIYA-94b] ou bien les fonctions tri-
angulaires f4 [KRIS-93b, GADE-97, BLOC-99b]. L’avantage de prendre les fonctions
triangulaires est la vitesse de calcul de ces fonctions linéaires qui est importante devant
celle du calcul des fonctions trigonométriques.

2.4.2 Estimation des relations spatiales

Comme on l’a déjà noté, une meilleure modélisation de l’ambigüıté des relations
spatiales est obtenue par la théorie des possibilités. La similarité entre les deux dis-
tributions de possibilités est exprimée sous forme d’un intervalle défini par les deux
mesures : un degré de nécessité N (une évaluation pessimiste) et un degré de possibilité
Π (une évaluation optimiste) que nous rappelons ici :
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2.4 Estimation des relations spatiales directionnelles

(a) fonction triangulaire. (b) fonction
trigonométrique.

(c) fonction trapèze
(a = 0.1).

Fig. 2.4 – Définition de la relation RIGHT OF avec les trois types de fonctions :
triangulaire, trigonométrique et trapèze (blanc=0,noir=1).

NRel
Hn

AB
= inf

(x,y)∈<2
U (µRel (x, y) , 1−Hn

AB (x, y)) (2.23)

ΠRel
Hn

AB
= sup

(x,y)∈<2
I (µRel (x, y) ,Hn

AB (x, y)) (2.24)

où I est une t-norme (intersection floue) et U est une t-conorme (union floue).

Pour le traitement de cas complexes (région incluse dans l’autre(Fig. 2.6)) une
moyenne M est importante pour mieux distinguer l’ensemble des relations :

MRel
HAB

=

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

I(Hn
AB(x, y), µRel(x, y))dxdy

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

Hn
AB(x, y)dxdy

(2.25)

2.4.3 Exemples

Pour comparer les trois modèles de définition des relations spatiales directionnelles
(paragraphe 2.4.1), nous avons illustré sur la figure 2.5 le résultat de l’estimation
des quatre relations spatiales directionnelles de base (RIGHT OF, ABOVE, LEFT OF,
BELOW). Les résultats du tableau (Fig. 2.5-c) montrent bien que les fonctions trigono-
métriques sont plus optimistes que les fonctions triangulaires pour les degrés supérieurs
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2. Histogramme angles-distances

A B

(a)

Rel(A, B) N Π M
RIGHT OF 0.339 0.742 0.609
ABOVE 0.263 0.661 0.353
LEFT OF 0 0.156 0.003
BELOW 0 0.364 0.049

(b) Fonction triangulaire f4

Rel(A,B) N Π M
RIGHT OF 0.339 0.805 0.639
ABOVE 0.203 0.664 0.345
LEFT OF 0 0.102 0.001
BELOW 0 0.322 0.030

(c) Fonction trigonométrique ftrigo

Rel(A,B) N Π M
RIGHT OF 0.339 0.792 0.669
ABOVE 0.279 0.666 0.390
LEFT OF 0 0.169 0.003
BELOW 0 0.390 0.055

(d) Fonction trapèze ftrap (a = 0.1).

Fig. 2.5 – Comparaison entre les différentes définitions de Rel (I = min, U = max).

à 0.5, ces valeurs ont été rehaussées en utilisant cette approche. Par contre, les degrés
inférieurs à 0.5 ont été diminués par rapport aux résultats obtenus en utilisant les
fonctions triangulaires. L’estimation des relations spatiales en utilisant les fonctions
trapèzes (Fig. 2.5-d) est aussi plus optimiste que celle utilisant les fonctions trian-
gulaires, cependant dans ce cas toutes les valeurs obtenues en utilisant les fonctions
triangulaires (Fig. 2.5-b) ont été rehaussées sans distinction. À cause du temps néces-
saire à l’évaluation des relations trigonométriques, nous avons opté dans la suite pour
l’utilisation des fonction triangulaires dont l’évaluation est nettement plus rapide que
les autres. Comme on peut le constater sur la figure 2.5, ce choix n’a pas une grande
influence sur les résultats obtenus.

Maintenant, si on s’intéresse aux estimations des différentes relations spatiales, on
voit par exemple que les degrés de possibilité des relations RIGHT OF et ABOVE ne
sont pas égales à 1 car ces deux relations ne sont pas aussi importantes que la relation
spatiale nord-est. Si on évalue les degrés pour cette relation (θ0 = π/4), on obtient bien
des valeurs (N = 0.340, Π = 0.911, M = 0.663) qui sont plus importantes que les autres
degrés estimés.

Sur la figure 2.6, nous avons estimé les quatre relations de base pour des cas com-
plexes. Le premier cas représente une région B qui entoure la région A. Les deux autres
cas représentent le problème du traitement des régions sécantes. Dans les deux cas, l’in-
tersection des deux régions A et B n’est pas vide. De plus dans le dernier cas, la région
B est située à l’intérieur de la région A. Ce problème est assez courant quand il s’agit
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2.4 Estimation des relations spatiales directionnelles

BA

Rel(A,B) N Π M
RIGHT OF 0 0.847 0.25
ABOVE 0 0.847 0.25
LEFT OF 0 0.847 0.25
BELOW 0 0.847 0.25

(a)

B A

Rel(A, B) N Π M
RIGHT OF 0 0.689 0.019
ABOVE 0 0.889 0.244
LEFT OF 0.111 1 0.580
BELOW 0 0.861 0.169

(b)

A

B

Rel(A,B) N Π M
RIGHT OF 0 1 0.408
ABOVE 0 1 0.447
LEFT OF 0 1 0.080
BELOW 0 1 0.084

(c)

Fig. 2.6 – Évaluation des quatre relations spatiales directionnelles de base entre deux
régions en utilisant l’histogramme angles-distances : Rel est définie à l’aide des fonc-
tions triangulaires f4.

de positionner une rue à l’intérieur d’une ville, un pays à l’intérieur d’un continent, etc.

Si l’on examine la figure 2.6-a, on voit d’après les estimations des quatre relations
de base que la région B est située dans les quatre directions cardinales du plan par
rapport à la région A. Les quatre relations de base sont vérifiées avec le même degré,
ce qui implique que la région B est située dans toutes les directions par rapport à la
région A.

53



2. Histogramme angles-distances

Le traitement des régions sécantes est illustré sur les figures 2.6-(b,c). Si on examine
les degrés de vérification des quatre relations spatiales dans le premier cas, on arrive
à la conclusion que la région B est située à gauche de la région A. Dans le deuxième
cas, les valeurs de N et Π ne nous renseignent pas suffisamment sur la position rela-
tive de la région B par rapport A. Dans ce cas, on voit l’importance de l’utilisation de
la moyenne qui exprime clairement que la région B est située au nord-est de la région A.

0

0.5

1

A 

B 

(a) Deux régions floues A et B.

Rel(A,B) N Π M
RIGHT OF 0.195 0.860 0.568
ABOVE 0.141 0.805 0.386
LEFT OF 0 0.003 0.157
BELOW 0 0.043 0.368

(b) I(x, y) = x y.

Rel(A,B) N Π M
RIGHT OF 0.138 0.937 0.554
ABOVE 0.063 0.862 0.396
LEFT OF 0 0.177 0.005
BELOW 0 0.371 0.044

(c) I(x, y) = min(x, y).

Fig. 2.7 – Évaluation des quatre relations spatiales directionnelles de base entre deux
régions floues.

Sur la figure 2.7, nous avons estimé les quatre relations spatiales directionnelles de
base entre deux régions floues. En examinant les degrés obtenus, on déduit clairement
que la région B est située dans les deux directions RIGHT OF et ABOVE par rapport à
la région A. Cet exemple ressemble à celui de la figure 2.5-a. En examinant les degrés
obtenus, on remarque que le degré de possibilité de la relation RIGHT OF est supérieur
à celui du cas non flou. Cela était prévisible car comme on n’est pas vraiment sûr que
la partie supérieure appartienne à la région B(degré µB < 1), cette relation devient la
relation principale entre les deux régions A et B. En comparant les résultats obtenus
avec des opérateurs d’intersection différents, on constate que l’intervalle [N, Π] obtenu

54



2.5 Estimation de la distance qui sépare les deux régions

en utilisant le produit est inclus dans celui obtenu en utilisant le min car l’opérateur
min est le plus optimiste de tous les opérateurs d’intersection floue.

2.5 Estimation de la distance qui sépare les deux

régions

La distance est une information très importante. La distance qui sépare deux ré-
gions est définie à partir de la distance qui sépare les couples de points issus de ces
deux régions.

2.5.1 Définition

Une distance (ou bien métrique) d est une fonction positive vérifiant les propriétés
suivantes :

1. Réflexivité : ∀a ∈ E , d(a, a) = 0.

2. Séparabilité : ∀(a, b) ∈ E2 , d(a, b) = 0 ⇔ a = b.

3. Symétrie : ∀(a, b) ∈ E2 , d(a, b) = d(b, a).

4. Inégalité triangulaire : ∀(a, b, c) ∈ E3 , d(a, b) + d(b, c) ≥ d(a, c).

2.5.2 Distance entre des régions nettes

En traitement d’images, les distances les plus utilisées dans le cas du traitement
des régions nettes sont [ROSE-85, BLOC-99c] :

1. Distance minimale : elle représente la distance minimale qui sépare tous les
couples de points des deux régions A et B :

d1(A,B) = min
a∈A
b∈B

d(a, b) (2.26)

2. Distance moyenne : La distance moyenne entre deux régions nettes non vides
A et B est définie par :

d2(A, B) =
1

|A| |B|
∑

a∈A

∑

b∈B

d(a, b) (2.27)

où |X| représente la surface de la région X. Dans le cas continu, la somme est
remplacée par une intégrale.

On retrouve aussi dans la littérature une autre définition de la distance moyenne :
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2. Histogramme angles-distances

d3(A,B) =

∑
a∈A

d(a,B)
|A| +

∑
b∈B

d(b,A)
|B|

2
(2.28)

avec :

d(a,B) = inf
b∈B

d(a, b) (2.29)

d(b, A) = inf
a∈A

d(a, b) (2.30)

3. Distance de Hausdorff : La distance de Hausdorff est définie par :

d4(A,B) = max
[
max
a∈A

(
min
b∈B

d(a, b)
)

, max
b∈B

(
min
a∈A

d(b, a)
)]

(2.31)

2.5.3 Distance entre des régions floues

Des extensions des définitions de distances entre régions nettes ont été définies pour
le traitement des régions floues [ROSE-85, BOXE-97, CHAU-96, BLOC-99c] :

1. Distance minimale : La distance minimale entre deux régions floues a été
représentée par un nombre flou appartenant à <+ :

df
1 (A,B)(r) = sup

(a,b)∈E2,d(a,b)=r

[min(µA(a), µB(b))] (2.32)

2. Distance moyenne : La distance moyenne entre deux régions floues A et B est
définie par :

df
2 (A,B) =

∑
a∈A

∑
b∈B d(a, b)min(µA(a), µB(b))∑

a∈A

∑
b∈B min(µA(a), µB(b))

(2.33)

où |X| représente la surface de la région X. Dans le cas continu, la somme est
remplacée par une intégrale.

3. Distance de Hausdorff : La distance de Hausdorff entre deux régions floues
est définie par :

df
2 (A,B) = inf

{
λ, A ⊂ Dλ(B) et B ⊂ Dλ(A)

}
(2.34)

où Dλ(X) représente la dilatation floue [BLOC-95, BLOC-99c] de la région X

par un disque de rayon λ centré à l’origine de l’élément structurant.

2.5.4 Évaluation à partir de l’histogramme angles-distances

Dans le cadre du traitement des régions nettes, on peut estimer les deux premières
distances à partir de l’histogramme angles-distances :
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2.6 Inférence des relations spatiales

1. Distance minimale : La distance minimale séparant deux régions nettes peut
être obtenue directement à partir de l’histogramme angles-distances :

d1(A,B) = inf
{
r ∈ <+/ ∃θ ∈]− π, π] , HAB(r cos(θ), r sin(θ)) 6= 0

}
(2.35)

2. Distance moyenne : La première version de la distance moyenne d2 séparant
deux régions nettes peut être obtenue directement à partir de l’histogramme
angles-distances par l’équation suivante :

d2(A,B) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

HAB(x, y)d(O,P (x, y))dxdy

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

HAB(x, y)dxdy

(2.36)

Malheureusement, on ne peut pas déduire la distance de Hausdorff d4 et la deuxième
version de la distance moyenne d3 entre deux régions directement à partir de l’histo-
gramme angles-distances. Cela était prévisible car la distance de Hausdorff est définie
à partir du max d’un min alors que l’histogramme angles-distances représente le car-
dinal de l’intersection (somme d’un min). Dans le cas de la distance moyenne d3, la
distinction entre les points de la régions A et ceux de la région B ne nous permet pas
de déduire cette information uniquement à partir de l’histogramme angles-distances.

Dans le cas du traitement des régions floues, la distance moyenne est la seule
information métrique qui peut être déduite directement à partir de l’histogramme
angles-distances :

df
2 (A, B) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

HAB(x, y)d(O,P (x, y))dxdy

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

HAB(x, y)dxdy

(2.37)

2.6 Inférence des relations spatiales

L’inférence des relations spatiales entre deux régions consiste à trouver une esti-
mation H′AC de l’histogramme angles-distances HAC représentant les relations spatiales
entre deux régions A et C à partir des deux histogrammes angles-distances HAB et HBC .
Ces deux histogrammes représentent les relations spatiales qui relient les deux régions
A et C avec une autre région B.

Pour simplifier les explications, nous avons décomposé le problème en quatre cas :

1. Les deux régions A et C sont non floues et la région B se réduit à un seul point b.

2. Les deux régions A et C sont floues et la région B se réduit à un seul point b(xb, yb).

3. La région B n’est pas floue et elle n’est plus réduite à un seul point.
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4. Cas général.

Dans la suite, même si les régions traitées sont non floues on utilisera la notation
µA(x, y) pour désigner la fonction d’appartenance d’un point p(x, y) à la région A. Dans
ce cas, la fonction d’appartenance µA prendra ses valeurs dans l’ensemble {0, 1} au lieu
de l’intervalle [0, 1].

2.6.1 Premier cas : les deux régions A et C sont non floues et
la région B se réduit à un seul point b

D’après la définition de l’histogramme angles-distances, HAC(x, y) représente le car-
dinal de l’ensemble {−→ac = (x, y)t/(a, c) ∈ A× C}. D’après la relation de Chasles, le vecteur
−→ac peut s’exprimer en fonction du vecteur

−→
ab et du vecteur

−→
bc :

−→ac

(
x
y

)
=
−→
ab

(
x1

y1

)
+
−→
bc

(
x2

y2

)
(2.38)

avec :
{

x = x1 + x2

y = y1 + y2

(2.39)

Dans ce cas, on peut déterminer l’histogramme angles-distances HAC directement
à partir des deux histogrammes HAB et HBC :

HAC(x, y) =
∣∣∣
{

(a, c) / −→ac =
−→
ab +

−→
bc = (x, y)

} ∣∣∣

=
∣∣∣
{

(a, c) /
−→
ab = (u, v) ∧ −→bc = (x− u, y − v)

} ∣∣∣

En passant au cas continu on a :

HAC(x, y) =
∫ ∫

HAB(u, v)HBC(x− u, y − v) dudv

HAC(x, y) = HAB(x, y) ∗∗HBC(x, y) (2.40)

Ce résultat était prévisible, car d’après la définition de l’histogramme angles-
distances pour les régions nettes :

HAB(x, y) ∗∗HBC(x, y) = (µA(−x,−y) ∗∗µB(x, y)) ∗∗ (µB(−x,−y) ∗∗µC(x, y)) (2.41)
= (µA(−x,−y) ∗∗µC(x, y)) ∗∗ (µB(x, y) ∗∗µB(−x,−y)) (2.42)
= HAC(x, y) ∗∗ (µB(x, y) ∗∗µB(−x,−y)) (2.43)

Comme la région B est réduite à un seul point, la fonction µB représente une
fonction de Dirac qui est l’élément neutre pour l’opérateur de convolution, donc :
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HAC(x, y) = HAB(x, y) ∗∗HBC(x, y) (2.44)

2.6.2 Deuxième cas : les deux régions A et C sont floues et la
région B se réduit à un seul point b(xb, yb)

Dans ce cas, la fonction d’appartenance associée à la région B se résume à un Dirac :

µB(x, y) =

{
1 si (x, y) = (xb, yb)
0 sinon

(2.45)

Les deux histogrammes HAB et HBC sont respectivement équivalents à une trans-
lation des deux fonctions d’appartenance µA et µC :

HAB(x, y) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
I [µA(u− x, v − y), µB(u, v)] dudv (2.46)

D’après les propriétés d’absorption des opérateurs d’intersection floue :

I(x, 1) = x (2.47)
I(x, 0) = 0 (2.48)

on simplifie l’équation 2.46 :

HAB(x, y) = µA(xb − x, yb − y) (2.49)

De même, l’histogramme HBC est équivalent à µC(x + xb, y + yb) :

HBC(x, y) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
I [µB(u− x, v − y), µC(u, v)] dudv (2.50)

= µC(x + xb, y + yb) (2.51)

D’après la définition, l’histogramme angles-distances HAC est évalué à partir des
fonctions d’appartenance des deux régions A et C :

HAC =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
I [µA(u− x, v − y), µC(u, v)] dudv (2.52)

Pour utiliser les deux histogrammes HAB et HBC , on introduit les deux valeurs xb

et yb en effectuant le changement de variables suivant :
{

u = U + xb

v = V + yb

=⇒
{

U = u− xb

V = v − yb

(2.53)
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L’intégrale de l’équation 2.52 devient :

HAC =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
I [µA(U + xb − x, V + yb − y), µC(U + xb, V + yb)] dUdV (2.54)

=

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
I [µA(xb − (x− U), yb − (y − V ))), µC(U + xb, V + yb)] dUdV (2.55)

=

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
I [HAB(x− U, y − V ),HBC(U, V )] dUdV (2.56)

Dans le cas où l’opérateur d’intersection flou I est représenté par l’opérateur pro-
duit, on retrouve la convolution des deux histogrammes HAB et HBC :

HAC(x, y) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
HAB(x− U, y − V )HBC(U, V )dUdV (2.57)

= HAB(x, y) ∗∗HBC(x, y) (2.58)

Dans ce cas, le traitement des régions floues est similaire à celui des régions non
floues.

Remarque :

Dans ces deux premiers cas, on peut déterminer l’histogramme HAC directement à
partir des deux autres histogrammes.

2.6.3 Troisième cas : la région B n’est pas floue et elle n’est
plus réduite à un seul point

Dans ce cas, on ne peut pas déterminer exactement l’histogramme angles-distances.
Comme on le verra dans la suite, le résultat obtenu sera une simple estimation H′AC(x, y)
de la valeur réelle de HAC(x, y). D’après la définition de l’histogramme angles-distances,
l’histogramme HAC(x, y) est déterminé par :

HAC(x, y) =
∣∣ {

(a, c) ∈ A× C/−→ac = (x, y)t
} ∣∣ (2.59)

Soit (a, c) un couple de points de A × C correspondant au vecteur −→ac = (x, y)t. Si la
région B n’est pas vide, ce vecteur peut être exprimé en utilisant les points de la région
b ∈ B en utilisant la relation de Chasles :

−→ac

(
x
y

)
=
−→
ab

(
u
v

)
+
−→
bc

(
x− u
y − u

)
(2.60)
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Sachant que HAB(u, v) représente le nombre de couples (a, b) tels que
−→
ab = (u, v) et

HBC(x − u, y − v) représente le nombre de couples (b, c) tels que
−→
bc = (x − u, y − u)t, le

nombre de vecteurs −→ac qui peuvent être décomposés en une somme de deux vecteurs−→
ab = (u, v)t et

−→
bc est borné par la valeur min [HAB(u, v),HBC(x− u, y − v)]. En examinant

uniquement la valeur de HAB(u, v) et HBC(x−u, y−v) rien ne nous permet d’affirmer que
les points b ∈ B qui sont à l’origine de la valeur de HAB(u, v) correspondent à ceux qui
sont à l’origine de la valeur de HBC(x− u, y − v). Pour cela, l’histogramme H′AC déduit
sera une estimation de l’histogramme exact HAC :

H′AC(x, y) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
min [HAB(u, v),HBC(x− u, y − v)] dudv (2.61)

En remplaçant le min par un produit en retrouve le produit de convolution utilisé
dans le premier cas. Dans le cas où la région B est réduite à un seul point, les deux opé-
rateurs sont équivalents car dans ce cas l’histogramme angles-distances HAB(x, y) prend
ses valeurs dans l’ensemble {0, 1}. En comparant ce résultat avec celui du deuxième cas
(Eq. 2.56), on remarque que l’opérateur d’intersection floue a été remplacé par un
opérateur min. Cette modification est due au fait que les deux histogrammes HAB et
HBC ne sont pas normalisés.

2.6.4 Quatrième cas : Cas Général

Dans ce cas général où toutes les régions sont floues, le calcul reste identique i.e. :

H′AC(x, y) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
min [HAB(u, v),HBC(x− u, y − v)] dudv (2.62)

En examinant les quatre cas, on remarque que la déduction de l’histogramme
angles-distances HAC à partir des deux histogrammes HAB et HBC est complètement
déterministe quand la région B est limitée à un seul point. Dans les autres cas, le
résultat obtenu n’est qu’une simple estimation du résultat exact.

Proposition 1
Si la région B est normalisée (Noyau(B) 6= ∅) (paragraphe A.3.2), la valeur de

H′AC(x, y) est toujours supérieure ou égale à la valeur de HAC(x, y).

Noyau(B) 6= ∅ =⇒ ∀(x, y) ∈ <2, H′AC(x, y) ≥ HAC(x, y) (2.63)

Démonstration :

Les deux histogrammes HAC(x, y) et H′AC(x, y) sont définis par :

61



2. Histogramme angles-distances

HAC(x, y) =
∣∣ {

(a, c) ∈ A× C/−→ac = (x, y)t
} ∣∣ (2.64)

H′AC(x, y) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
min [HAB(u, v),HBC(x− u, y − v)] dudv (2.65)

Pour démontrer cette proposition, on considère deux points a et c appartenant res-
pectivement aux deux régions A et C. Nous allons démontrer que le vecteur −→ac = (x, y)t

sera comptabilisé plusieurs fois dans la valeur estimée H′AC alors qu’il représente un
seul vecteur dans la valeur réelle HAC .

D’après la relation de Chasles, le vecteur −→ac peut s’exprimer en fonction des points
b de la région B :

∀b ∈ B , −→ac =
−→
ab +

−→
bc (2.66)

D’après la définition de l’histogramme angles-distances HXY , le poids associé à un
vecteur −→xy lié au couple de points (x, y) ∈ X × Y est déterminé par :

Poids(−→xy) = I [µX(x), µY (y)] (2.67)

Si la région B est normalisée, alors :

∃b ∈ B tel que :





−→ac =
−→
ab +

−→
bc

Poids(
−→
ab) = µA(a)

Poids(
−→
bc) = µC(c)

(2.68)

Cet ensemble de points représente le noyau de la région B. En utilisant la définition
de l’histogramme estimé, le poids Poids′b(

−→ac) associé au vecteur −→ac si on utilise le point
b pour décomposer le vecteur −→ac est défini par :

Poids′b(
−→ac) = min

[
Poids(

−→
ab), Poids(

−→
bc)

]
(2.69)

Si le point b ∈ Noyau(B), on a :

Poids′b(
−→ac) = min [µA(a) , µC(c)] (2.70)

≥ I [µA(a) , µC(c)] (2.71)
≥ Poids(−→ac) (2.72)

Car l’opérateur min est l’opérateur le plus optimiste de tous les opérateurs d’intersec-
tion floue.

Comme on utilise une intégrale pour tester l’ensemble des possibilités, le poids réel
Poids′(−→ac) associé à chaque vecteur −→ac dans l’évaluation de H′AC sera supérieur à celui

62
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utilisé pour déterminer HAC .

Cela est beaucoup plus facile à expliquer quand il s’agit de traiter des régions non
floues. Prenons par exemple la figure 2.8, chaque vecteur −→ac sera comptabilisé |B| fois,
car le vecteur −→ac peut être décomposé en utilisant l’ensemble des points b ∈ B.

Du fait qu’on n’est pas sûr que les points b liés à la valeur de HAB correspondent
à ceux liés à la valeur de HBC , un ensemble de vecteurs

−→
ac′ inexistants (c′ 6∈ C) va être

comptabilisé pour la détermination de H′AC . Prenons par exemple les deux vecteurs
−→
ab1

et
−→
b2c de la figure 2.8, le point c′ défini à partir de la combinaison de ces deux vecteurs

n’appartient pas à la région C :

−→
ab1 +

−−→
b2c

′ =
−→
ac′ (2.73)

tous ces points inexistants vont renforcer cette surestimation.

B

A

C

b
2

b
1

a

c’

c

Fig. 2.8 – Estimation de l’histogramme Angles-Distances HAC à partir des deux histo-
grammes HAB et HBC : le couple de points (a, c′) est comptabilisé par erreur (c′ 6∈ C).

Ces deux problèmes seront d’autant plus importants que la surface de la région
B sera importante. Il faudra choisir des régions de petite surface pour limiter ces
erreurs. Dans la suite, si on dispose de la surface des régions, on pourra déterminer
une meilleure estimation H”

AC(x, y) plus précise que H′AC(x, y) en normalisant le résultat
par la surface de B et en éliminant toutes les valeurs inférieures à cette surface :

H”
AC(x, y) =

{H′AC

|B| Si H′AC(x, y) ≥ |B|
0 Sinon

(2.74)
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2. Histogramme angles-distances

Dans ce cas, on aura éliminé les dénombrements redondants du même vecteur ainsi
que certains résidus.

Nous avons démontré que chaque vecteur −→ac issu de deux points a et c des deux
régions A et C sera comptabilisé au moins une fois. Cela implique que H′AC et H”AC

représentent une borne supérieure de l’histogramme réel HAC .

2

Proposition 2
Le support de l’ensemble flou Hn

AC (paragraphe A.3.1) est inclus dans le support
de l’ensemble flou H′nAC :

Support(Hn
AC) ⊆ Support(H′nAC) (2.75)

Démonstration :

La démonstration de la deuxième proposition découle de la première proposition.
Nous avons démontré que :

∀(x, y) ∈ <2, H′AC(x, y) ≥ HAC(x, y) (2.76)

Soit (x, y) un élément appartenant à l’ensemble Support(Hn
AC) :

(x, y) ∈ Support(Hn
AC) ⇒ Hn

AC(x, y) > 0 (2.77)

⇒ HAC(x, y)
max

(x,y)∈<2
HAC(x, y)

> 0 (2.78)

L’histogramme angles-distances est une fonction positive, donc :

HAC(x, y)
max

(x,y)∈<2
HAC(x, y)

> 0 ⇒ HAC(x, y) > 0 (2.79)

En utilisant la proposition 1, on a :

(x, y) ∈ Support(Hn
AC) ⇒ H′AC(x, y) ≥ HAC(x, y) > 0 (2.80)

⇒ H′AC(x, y)
max

(x,y)∈<2
H′AC(x, y)

> 0 (2.81)

⇒ H′nAC(x, y) > 0 (2.82)
⇒ (x, y) ∈ Support(H′nAC) (2.83)

2
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2.6.5 Application

Nous avons appliqué la méthode d’inférence sur un ensemble d’images de tests en
faisant varier la forme et la taille de la région B. Les erreurs dues à des vecteurs −→ac

inexistants apparaissent clairement dans l’évaluation de la relation BELOW de la figure
2.9-b. En effet, la relation BELOW n’est pas vérifiée pour les deux régions A et C,
mais l’évaluation de cette relation à partir de l’histogramme angles-distances estimé
engendre un degré non nul (N′ = 0 , M′ = 0.02 , Π′ = 0.217). Pour montrer l’influence de la
surface de la région B sur les erreurs d’estimations, nous avons traité sur la figure 2.9-d
le même exemple que celui de la figure 2.9-a en augmentant la surface de la région B.
On constate clairement que la différence entre les degrés estimés et les degrés corrects
dépend de la surface de la région B. Dans le cas où l’on dispose de plusieurs possibili-
tés pour la déduction de l’histogramme H′AC , la meilleure estimation sera donnée par
la région la plus petite. Ce critère prend toute son importance si on dispose, en plus
des histogrammes angles-distances, de la surface des régions. Dans le cas contraire, on
peut fusionner toutes les estimations possibles de l’histogramme HAC pour obtenir un
meilleur résultat.

Sur la figure 2.10, nous avons représenté deux exemples où les relations spatiales
directionnelles entre les deux régions A et B et les deux régions B et C sont identiques.
La seule différence réside dans la distance entre les régions B et C qui est plus impor-
tante dans le deuxième cas (Fig. 2.10). En examinant les degrés obtenus, on remarque
que les résultats estimés sont proches des résultats réels et les erreurs d’estimation
ne sont pas différents des cas précédents. Cette remarque nous permet d’affirmer que
l’information de distance entre les deux régions est bien représentée, et nous permet
d’obtenir des estimations proches des valeurs exactes.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un nouveau modèle pour la représentation
des relations spatiales qui a l’avantage de pouvoir représenter en même temps l’in-
formation angulaire nécessaire à l’évaluation des relations spatiales directionnelles et
l’information métrique indispensable pour faire de l’inférence des relations spatiales.
L’histogramme angles-distances vérifie, en plus des propriétés vérifiées par les modèles
existants, d’autres propriétés liées à la représentation de l’information de distance entre
les deux régions. Nous avons défini, à partir de ce modèle, une méthode pour déduire
une estimation des relations spatiales entre deux régions connaissant celles qui les re-
lient à une autre région.

Pour construire l’histogramme angles-distances, il faut avoir une connaissance com-
plète sur la forme et la distance qui sépare les deux régions. Malheureusement, cette
information métrique est souvent indisponible ou impossible à déterminer. Pour cela,
nous nous sommes orientés vers d’autres approches utilisant uniquement l’informa-
tion angulaire. De plus, la taille mémoire occupée par l’histogramme angles-distances
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2. Histogramme angles-distances

A C

B HAC H′AC

N Π M N′ Π′ M′

RIGHT OF 0.804 1 0.917 0.752 1 0.868
ABOVE 0 0.197 0.042 0 0.248 0.066
LEFT OF 0 0 0 0 0 0
BELOW 0 0.197 0.042 0 0.248 0.066

(a)

A

B C

HAC H′AC

N Π M N′ Π′ M′

RIGHT OF 0.459 0.638 0.558 0.420 0.662 0.538
ABOVE 0.362 0.541 0.442 0.338 0.579 0.443
LEFT OF 0 0 0 0 0 0
BELOW 0 0 0 0 0.124 0.010

(b)

A

B

C

HAC H′AC

N Π M N′ Π′ M′

RIGHT OF 0.485 0.624 0.562 0.431 0.661 0.531
ABOVE 0.376 0.516 0.438 0.339 0.569 0.438
LEFT OF 0 0 0 0 0.176 0.010
BELOW 0 0 0 0 0.217 0.020

(c)

A

B

C

HAC H′AC

N Π M N′ Π′ M′

RIGHT OF 0.804 1 0.917 0.607 1 0.733
ABOVE 0 0.197 0.042 0 0.393 0.132
LEFT OF 0 0 0 0 0.093 0.003
BELOW 0 0.197 0.042 0 0.393 0.132

(d)

Fig. 2.9 – Comparaison entre les degrés évalués à partir de l’histogramme angles-
distances HAC et ceux évalués à partir de l’histogramme estimé H′

AC pour les quatre
relations spatiales directionnelles de base.
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A

C B

HAC H′AC

N Π M N′ Π′ M′

RIGHT OF 0.305 0.486 0.374 0.292 0.519 0.375
ABOVE 0.514 0.695 0.629 0.480 0.708 0.624
LEFT OF 0 0 0 0 0.058 0.001
BELOW 0 0 0 0 0 0

(a)

C B

A

HAC H′AC

N Π M N′ Π′ M′

RIGHT OF 0 0 0 0 0.011 0.000
ABOVE 0.470 0.631 0.559 0.444 0.648 0.559
LEFT OF 0.369 0.530 0.441 0.351 0.556 0.441
BELOW 0 0 0 0 0 0

(b)

Fig. 2.10 – Comparaison entre les degrés évalués à partir de l’histogramme angles-
distances HAC et ceux évalués à partir de l’histogramme estimé H′

AC pour les quatre
relations spatiales directionnelles de base dans le cas où l’information de distance est
importante.

(fonction bidimensionnelle) nous a poussés à voir des approches utilisant moins de
ressources.
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Chapitre 3

Un réseau d’agrégation floue pour
l’inférence des relations spatiales
directionnelles

Nous avons vu dans le chapitre précédent que l’information métrique (distance qui
sépare les objets) est capitale pour pouvoir déduire de nouvelles informations à partir
des connaissances antérieures. Seulement dans quelques cas, cette information n’est
pas disponible ou ne peut pas être déterminée. Dans ces cas, on est amené à déduire
de nouvelles relations en utilisant uniquement l’information angulaire ou les degrés
d’estimation des différentes relations spatiales. c’est ce type de problèmes que nous
abordons dans ce chapitre.

L’être humain est capable de déduire plusieurs informations concernant sa position
spatiale uniquement à partir de sa position relative par rapport à certains repères.
Cela nous a encouragés à étudier la possibilité de l’inférence des quatre principales
relations spatiales directionnelles entre deux régions A et C directement à partir de
la connaissance de ces relations entre les deux régions A et B et celles entre les deux
régions B et C.

Une grande majorité des problèmes d’inférence ou de décision est résolue en utili-
sant un ensemble de règles d’inférence [PEDE-89, DURK-94, BOUC-95] énumérées par
un expert ou générées par une méthode d’apprentissage. Ces approches sont fréquem-
ment utilisées pour la résolution des problèmes d’automatique [JOUF-97, LACR-97],
de diagnostic, d’interprétation de scènes [MCKE-85], etc.

Dans le but de faire de l’inférence des relations spatiales directionnelles, nous avons
utilisé un réseau d’agrégation multi-couches [ZIMM-83, KRIS-92a, KRIS-92b] pour dé-
duire les relations spatiales entre les deux régions A et C. Les différents nœuds du réseau
utilisent des opérateurs d’agrégation floue pour déterminer la relation entre les degrés
des relations spatiales entre les deux régions A et C et ceux entre les deux régions A

et B et les deux régions B et C. L’utilisation des opérateurs de la logique floue nous
permet d’interpréter le résultat obtenu sous forme d’un ensemble de règles d’inférence.
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3. Réseaux d’agrégation floue

Comme les réseaux de neurones, ces approches ont l’inconvénient d’être lentes à l’étape
d’apprentissage, mais une fois cette étape franchie, le temps nécessaire pour détermi-
ner le résultat est très réduit.

Nous allons commencer par une présentation des opérateurs d’agrégation floue uti-
lisés par notre réseau d’agrégation floue (section 3.1). La définition du réseau d’agré-
gation floue est donnée dans la section 3.2. Pour construire notre réseau d’agrégation
floue, nous avons utilisé deux approches différentes. La première repose sur l’algorithme
de descente du gradient (section 3.3) et la deuxième sur des algorithmes évolutifs fon-
dés sur les algorithmes d’estimation de distribution (section 3.4). Nous avons proposé
une approche pour déterminer le réseau d’agrégation dans le cas où on n’a aucune in-
formation sur sa structure (section 3.5). Les résultats obtenus dans le cas de l’inférence
des relations spatiales directionnelles sont présentés dans la section 3.6.

3.1 Opérateurs d’agrégation floue

La théorie des sous-ensembles flous [ZADE-65] comporte une extension de l’en-
semble des opérateurs de la logique classique [DUBO-85a], afin de pouvoir manipuler
des données floues [BLOC-96b, DUBO-85a, YAGE-91]. Ces opérateurs sont utilisés
pour modéliser les opérateurs logiques et les opérateurs de la théorie des ensembles.
Ils sont largement utilisés dans le domaine de la fusion de données.

Vue la diversité de ces opérateurs flous, nous nous sommes restreints à l’étude des
trois opérateurs utilisés par notre réseau d’agrégation : l’union (ou logique), l’intersec-
tion (et logique) et la moyenne.

3.1.1 Union

A partir des données(paramètres), l’opérateur union produit un résultat élevé si
au moins une des valeurs d’entrées est élevée, il représente l’opérateur or de la logique
classique. Il est défini comme une t-conorme U : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] vérifiant l’ensemble
des conditions suivantes [YAGE-91, GUPT-91] :

1. Commutativité : ∀(a, b) ∈ [0, 1]2 , U(a, b) = U(b, a).

2. Associativité : ∀(a, b, c) ∈ [0, 1]3 , U(U(a, b), c) = U(a,U(b, c)).

3. Croissance : ∀(a, b, c, d) ∈ [0, 1]4 , a ≤ c et b ≤ d ⇒ U(a, b) ≤ U(c, d).

4. Élément neutre : 0 est un élément neutre : ∀a ∈ [0, 1] , U(a, 0) = a.

En utilisant les deux dernières propriétés, on peut démontrer que 1 est un élément
absorbant pour l’opérateur union :
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3.1 Opérateurs d’agrégation floue

∀a ∈ [0, 1] , U(a, 1) = 1 (3.1)

L’opérateur union le plus utilisé en théorie de la logique floue est l’opérateur max.
Cet opérateur permet de retourner le maximum de ses arguments, cela implique que le
résultat est toujours borné par la valeur des arguments. Dans notre cas, cela n’est pas
suffisant car on a des exemples où la relation RIGHT OF entre les deux régions A et C

est complètement vérifiée (RIGHT(A,C) = 1) alors que les degrés de cette relation entre
les deux régions A et B et les deux régions B et C sont inférieurs à 1. Pour remédier
à ce problème, il faut utiliser un opérateur plus optimiste que l’opérateur max. Nous
avons utilisé pour cela l’opérateur union de Yager [YAGE-80, YAGE-94] qui dépend
d’un paramètre p. En modifiant la valeur de ce paramètre, on peut agir sur les résultats
de cet opérateur et ainsi l’adapter à notre cas :

Up(x1, x2, ..., xn) = min


1,

(
n∑

i=1

xp
i

)(1/p)

 avec p ≥ 0 (3.2)

La t-conorme Up est une fonction décroissante par rapport au paramètre p, celui-ci
permet d’ajuster le degré optimiste de la t-conorme :

– L’opérateur Up tend vers l’opérateur max (l’opérateur le plus pessimiste) quand
p tend vers l’infini (+∞).

U+∞ ≡ max (3.3)

– Si p → 0, on obtient la t-conorme la plus optimiste possible (la sortie est toujours
égale à 1).

– La t-conorme de Lukasiewicz [DUBO-85a] correspond à U1.

En examinant la figure 3.1, on constate bien que la valeur de p permet d’ajuster le
comportement de la t-conorme. Plus la valeur de p est importante, plus le domaine où
Up = 1 sera restreint.

3.1.2 Intersection

L’opérateur d’intersection est utilisé dans le cas où le résultat est élevé si toutes les
valeurs d’entrées sont élevées, il représente l’opérateur and de la logique classique. Il
est défini comme une t-norme I : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] vérifiant l’ensemble des propriétés
suivantes [YAGE-91, GUPT-91] :

1. Commutativité : ∀(a, b) ∈ [0, 1]2 , I(a, b) = I(b, a).

2. Associativité : ∀(a, b, c) ∈ [0, 1]3 , I(I(a, b), c) = I(a, I(b, c)).
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Fig. 3.1 – Comportement de la t-conorme de Yager en fonction de p.

3. Croissance : ∀(a, b, c, d) ∈ [0, 1]4 , a ≤ c et b ≤ d ⇒ I(a, b) ≤ I(c, d).

4. Élément neutre : 1 est un élément neutre : ∀a ∈ [0, 1] , I(a, 1) = a.

En utilisant les deux dernières propriétés, on peut démontrer que 0 est un élément
absorbant pour l’opérateur intersection :

∀a ∈ [0, 1] , I(a, 0) = 0 (3.4)

L’opérateur min est une t-norme floue. Il vérifie l’ensemble de ces conditions. Celui-
ci retourne la valeur minimale de tous ses arguments, ce qui implique que le résultat ne
peut pas être inférieur au minimum des entrées. Pour cette raison, nous avons choisi
la t-norme de Yager [YAGE-80, YAGE-94] qui dépend aussi d’un paramètre p :

Ip(x1, x2, ..., xn) = 1−min


1,

(
n∑

i=0

(1− xi)p

)(1/p)

 avec p ≥ 0 (3.5)

L’opérateur Ip est une fonction croissante par rapport au paramètre p, celui-ci per-
met d’ajuster le degré pessimiste de la t-norme Ip :

– L’opérateur Ip tend vers l’opérateur min (l’opérateur le plus optimiste) quand p

tend vers l’infini (+∞).

I+∞ ≡ min (3.6)

– Si p → 0, on obtient la t-norme la plus pessimiste possible (la sortie est toujours
égale à 0).

– La t-norme de Lukasiewicz [DUBO-85a] correspond à I1.
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En examinant la figure 3.2, on constate que la valeur de p permet d’ajuster le
comportement de la t-norme Ip. La taille du domaine où Ip = 0 est décroissante par
rapport à la valeur de p.
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Fig. 3.2 – Comportement de la t-norme de Yager en fonction de p.

Remarque

Toutes les t-normes et t-conormes définies dans la théorie des sous ensembles flous
se comportent comme les t-normes et t-conormes de Yager (Tab. 3.1). Le résultat
obtenu est toujours supérieur à 0 et inférieur à la valeur minimale des arguments pour
l’opérateur d’intersection (t-norme). Pour l’opérateur union (t-conorme), le résultat
est inférieur à 1 et supérieur à la valeur maximale des arguments. Il est impossible
d’obtenir un résultat entre la valeur minimale et la valeur maximale des paramètres
d’entrés en utilisant uniquement ces deux opérateurs. Un résultat compris entre le
minimum et le maximum des paramètres est important quand il s’agit de déterminer
le degré d’un critère qui représente un compromis entre plusieurs paramètres. Un
opérateur qui vérifie cette propriété est l’opérateur de moyenne.

p 0 +∞
Ip 0 0 ≤ Ip ≤ min min
Up 1 1 ≥ Up ≥ max max

Tab. 3.1 – Comportement des t-normes et t-conormes de Yager en fonction p.

3.1.3 Moyenne

Un opérateur de moyenne est utilisé pour obtenir des résultats bornés par la va-
leur minimale et la valeur maximale des paramètres d’entrée. Il est défini comme une
fonction M vérifiant les propriétés suivantes :
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3. Réseaux d’agrégation floue

1. L’homogénéité :

∃k ∈ < , ∀xi ∈ < , ∀t ∈ < , M(t x1, t x2, ..., t xn) = tkM(x1, x2, ..., xn) (3.7)

2. Borne supérieure et borne inférieure :

∀xi ∈ < , min(x1, x2, ..., xn) ≤M(x1, x2, ..., xn) ≤ max(x1, x2, ..., xn) (3.8)

La moyenne arithmétique vérifie les deux propriétés précédentes. C’est l’opérateur
de moyenne le plus utilisé :

Marith(x1, x2, ..., xn) =

n∑
i=1

xi

n
(3.9)

Afin de pouvoir adapter l’opérateur en fonction des résultats souhaités, nous avons
utilisé l’opérateur de moyenne généralisée utilisé par Dyckhoff et Pedrycz [DYCK-84,
YAGE-88] :

Mp,w1..n(x1, ..., xn) =

(
n∑

i=1

wix
p
i

)1/p

(p ∈ <) (3.10)

avec :

n∑

i=1

wi = 1 et wi ≥ 0 (3.11)

En remplaçant p par 1 et les wi par 1
n , on obtient la moyenne arithmétique. L’opéra-

teur de moyenne généralisée est une fonction croissante par rapport à p [DYCK-84] et
on peut obtenir l’ensemble des valeurs comprises entre le min et le max des arguments
en faisant varier la valeur de p :

– Quand p tend vers −∞, l’opérateur de moyenne généralisée est équivalent à l’opé-
rateur min(Fig. 3.3-a),

– Quand p tend vers +∞, l’opérateur de moyenne généralisée est équivalent à l’opé-
rateur max (Fig. 3.3-c),

– Quand p tend vers 0, l’opérateur de moyenne généralisée tend vers la moyenne
géométrique,

– On obtient la moyenne harmonique pour p = −1.

74
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Fig. 3.3 – Comportement de l’opérateur de moyenne généralisée en fonction de p.

3.2 Réseau d’agrégation multi-couches

Une des façons d’associer des mesures consiste à utiliser des réseaux de neurones.
Ces méthodes [HAYK-99, SARZ-95] ne présupposent pas des relations fixées entre les
mesures, mais elles s’appuient sur une base d’exemples déjà associés par d’autres tech-
niques qui sert d’ensemble d’apprentissage pour déterminer les règles d’associations.
Cette formulation est proche de notre problème car le résultat souhaité peut être déter-
miné par un calcul direct des relations spatiales directionnelles entre les deux régions
A et C. Il suffit donc de déterminer les différentes règles d’associations.

Un réseau d’agrégation multi-couches [ZIMM-83, KRIS-92a] représente un ensemble
de nœuds organisé en couches à la manière d’un réseau de neurones multi-couches.
Chaque nœud possède un ensemble de paramètres d’entrée provenant de la couche in-
férieure, ou bien des paramètres d’entrée du réseau pour la première couche. Les résul-
tats du réseau sont donnés par les nœuds de la dernière couche. Les différents nœuds du
réseau utilisent les opérateurs d’agrégation floue définis dans le paragraphe précédent,
cela nous permet d’associer à chaque nœud un opérateur logique et ainsi d’interpréter
le réseau d’agrégation comme un ensemble de règles. Un algorithme itératif est utilisé
pour déterminer les différents paramètres pour chaque nœud (le type et les paramètres
de l’opérateur utilisé). Ce principe a été utilisé par Krishnapuram et Lee [KRIS-92a]
dans le but de construire des réseaux de fusion de données [KRIS-92b, KELL-93], des
réseaux d’aide à la décision [KRIS-92a] ou la génération automatique de règles d’in-
férence floues [RHEE-93, KRIS-93b, RHEE-94]. Nous avons apporté une modification
de l’algorithme d’apprentissage donné par Krishnapuram et Lee [KRIS-92a, KRIS-92b]
pour assurer la convergence de l’étape d’apprentissage.

3.2.1 Définition

Afin de pouvoir adapter les trois opérateurs d’agrégation floue à notre cas, nous
avons utilisé deux opérateurs U ′p et I ′p définis à partir des opérateurs de Yager [YAGE-80] :
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3. Réseaux d’agrégation floue

I ′p(x1, ..., xn) = I−1/p(x1, ..., xn) avec (p < 0) (3.12)

= 1−min


1,

(
n∑

i=0

(1− xi)(−1/p)

)(−p)

 avec (p < 0) (3.13)

U ′p(x1, ..., xn) = U1/p(x1, ..., xn) avec (p > 0) (3.14)

= min

[
1,

(
n∑

i=1

x
(1/p)
i

)p]
avec (p > 0) (3.15)

Ces deux opérateurs sont directement issus des opérateurs de Yager [YAGE-80], la
différence réside dont leur variation en fonction de p. Nos deux opérateurs sont crois-
sants en fonction de p (Tab. 3.2) :

1. L’opérateur I ′p tend vers l’opérateur min quand p tend vers 0.

2. L’opérateur I ′p tend vers 0 quand p tend vers −∞.

3. L’opérateur U ′p tend vers l’opérateur max quand p tend vers 0.

4. L’opérateur U ′p tend vers 1 quand p tend vers +∞.

p −∞ 0− 0+ +∞
I ′p 0 0 ≤ I ′p ≤ min min indéfini
U ′p indéfini max max ≤ U ′p ≤ 1 1
Mp min min ≤Mp ≤ max max

Tab. 3.2 – Comportement de I ′p, U ′p et Mp en fonction p.

L’utilisation de ces deux opérateurs nous a permis d’assurer la convergence de
l’algorithme d’apprentissage dans les cas extrêmes (paragraphe 3.3.1).

3.2.2 Apprentissage

L’étape d’apprentissage a pour but d’associer à chaque nœud du réseau d’agré-
gation un opérateur d’agrégation floue. Cet opérateur permet de définir l’opération
logique réalisée par ce nœud. Il faut aussi déterminer les paramètres pour chaque opé-
rateur (p pour l’union et l’intersection, (p, {wi}) pour la moyenne). Krishnapuram et
Lee [KRIS-92a, KRIS-92b] avaient utilisé les trois opérateurs I(−p), Mp,w1..n et Up. Nous
verrons dans la suite que l’algorithme d’apprentissage ne converge pas pour certaines
données utilisées pour l’étape d’apprentissage.
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3.3 Descente du gradient

Afin d’améliorer l’étape d’apprentissage, nous avons utilisé les trois opérateurs I ′p =
I(−1/p), Mp,w1..n

et U ′p = U(1/p). Soit D = {((x1i, x2i, ..., xni), yi) , i = 1..N} un ensemble
d’apprentissage décrivant les entrées xki d’un nœud et les résultats yi souhaités. Le
problème consiste à déterminer le type du meilleur opérateur ainsi que ses paramètres
afin que le résultat de l’agrégation soit le plus proche possible des résultats souhaités.
Cela revient généralement à minimiser l’erreur moyenne E définie par :

E =
1
N

N∑

i=1

(Op,w1..n
(x1i, ..., xni)− yi)

2 (3.16)

où O représente le type de l’opérateur.

Pour résoudre ce problème, nous avons appliqué deux méthodes de minimisation,
la première approche est fondée sur l’algorithme de descente du gradient [DUDA-01]
et l’algorithme de rétropropagation du gradient [HAYK-99]. L’autre approche est un
algorithme évolutif fondé sur des méthodes d’estimation de distributions statistiques
[CAST-97, LARR-01].

3.3 Descente du gradient

Supposons que le type de l’opérateur soit déjà déterminé. Prenons par exemple le
cas de l’opérateur de moyenne généralisé Mp,w1..n . L’algorithme de descente du gra-
dient est un algorithme itératif, qui calcule à chaque itération l une nouvelle valeur de
(p(l), w

(l)
1..n) en fonction de (p(l−1), w

(l−1)
1..n ) :

p(l) = p(l−1) − µ
∂E

∂p
(3.17)

w
(l)
i = w

(l−1)
i − µ′

∂E

∂wi
(3.18)

où µ et µ′ sont des constantes positives représentant le taux d’apprentissage.

Le choix du type de l’opérateur dépend de la valeur de p à l’itération l. On définit
deux bornes Pinter < 0 et Punion > 0 telles que :

– Si (p > Punion), l’opérateur O est remplacé par l’opérateur union U ′p.

– Si (p < Pinter), l’opérateur O est remplacé par l’opérateur intersection I ′p.

– Sinon on continue à utiliser l’opérateur moyenne Mp,w1..n .

Tous les opérateurs sont initialisés avec l’opérateur moyenne. L’étape d’apprentis-
sage consiste à modifier la valeur de p en fonction des données D pour atteindre un
minimum de E. Soit Pl la suite des paramètres p obtenus à chaque itération l pour un
nœud Oi du réseau. Si le nœud doit représenter un opérateur ou logique, la valeur de yi

(données d’apprentissage) est supérieure ou égale au max(x1i, ...xni) pour l’ensemble des
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3. Réseaux d’agrégation floue

exemples d’apprentissage. D’après le comportement de l’opérateur moyenne, la suite
Pl sera une suite croissante entre p0 et pt > Punion (p(t−1) < Punion). Durant toutes ces

itérations l’opérateur utilisé est l’opérateur moyenne. À partir de cette itération, l’opé-
rateur moyenne va être remplacé par l’opérateur union généralisée U ′p dont le résultat
est supérieur ou égal aux paramètres d’entrée. Cet opérateur est équivalent à 1 quand
p tend vers +∞ et à l’opérateur max quand p tend vers 0 (Tab. 3.2). L’opérateur U ′p
est croissant en fonction de la valeur de p. Si la valeur de yi est plus proche de 1 que
du max(x1i, ...xni), la valeur de p va continuer à crôıtre jusqu’à l’obtention d’une valeur
optimale. Dans le cas contraire, si la valeur de yi est plus proche du max, la valeur de
p va se stabiliser.

Dans le cas inverse, si le nœud doit représenter un opérateur et logique, la suite
Pl sera une suite décroissante entre p0 et pt < Pinter (p(t−1) > Pinter). À cette itération,
l’opérateur intersection I ′p sera utilisé à la place de la moyenne pour calculer le résultat
à partir des paramètres d’entrée. D’après le comportement de l’opérateur I ′p (Tab. 3.2),
si la valeur de yi est plus proche de 0 que du min(x1i, ...xni), la valeur de p va continuer
à décrôıtre jusqu’à l’obtention d’une valeur optimale.

p −∞ 0− 0+ +∞
I−p min 0 ≤ I−p ≤ min 0 indéfini
Up indéfini 1 max ≤ Up ≤ 1 max
Mp min min ≤Mp ≤ max max

Tab. 3.3 – Comportement des opérateurs I−p, Up et Mp utilisés par Krishnapuram et
Lee [KRIS-92a] en fonction de p.

Krishnapuram et Lee [KRIS-92a, KRIS-92b] ont utilisé les opérateurs Up et I−p à la
place des opérateurs U ′p et I ′p, cette différence engendre une divergence de l’algorithme
dans le cas où la valeur des résultats souhaités est plus proche de 1 ou 0. Prenant par
exemple le cas où le nœud doit représenter un opérateur ou logique, la suite Pl sera une
suite croissante entre la valeur initiale de p (p0) et pt > Punion (p(t−1) < Punion). À cette
itération, l’opérateur moyenne va être remplacé par l’opérateur union de Yager Up.
Contrairement à l’opérateur U ′p, le résultat de cet opérateur est décroissant en fonction
de p : il est équivalent à l’opérateur max quand p tend vers +∞ et à 1 quand p tend vers 0
(Tab. 3.3). Si la valeur de yk est plus proche de 1, la valeur de p(t+1) sera inférieure à p(t).
Dans les cas extrêmes où l’opérateur souhaité est très optimiste, cette valeur sera aussi
inférieure à Punion et l’opérateur union va être remplacé par l’opérateur moyenne. En
conséquence le type de l’opérateur de ce nœud va osciller entre l’opérateur moyenne et
l’opérateur union sans converger vers une solution fixe. On obtient le même problème
quand yi est plus proche de 0 avec la t-norme I−p et l’opérateur moyenne.
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3.3 Descente du gradient

3.3.1 Comparaison entre notre approche et la méthode de Kri-
shnapuram et Lee

Pour illustrer la différence entre notre approche et la méthode de Krishnapuram
et Lee [KRIS-92a, KRIS-92b], nous avons appliqué les deux algorithmes pour essayer
d’estimer les paramètres d’un nœud représentant l’opérateur U0.1 et ayant deux en-
trées x1 et x2. L’ensemble des données d’apprentissage est illustré sur la table 3.4. Cet
exemple représente un cas extrême où l’opérateur union est très optimiste.

i Paramètres d’entrés Résultat (yi)
x1i x2i

1 0.950 0.615 1.00
2 0.048 0.073 1.00
3 0.089 0.017 1.00
4 0.231 0.791 1.00
5 0.606 0.921 1.00
6 0.485 0.738 1.00
7 0.060 0.092 1.00
8 0.023 0.079 1.00
9 0.891 0.176 1.00
10 0.095 0.061 1.00

Tab. 3.4 – Exemples d’apprentissage utilisés pour comparer la méthode de Krishna-
puram et Lee avec notre approche.
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Fig. 3.4 – Comparaison entre l’algorithme d’apprentissage de Krishnapuram et Lee et
notre algorithme.
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3. Réseaux d’agrégation floue

En examinant la figure 3.4, on remarque clairement que l’algorithme de Krishna-
puram et Lee [KRIS-92a, KRIS-92b] ne converge pas, les oscillations entre les deux
opérateurs Up et l’opérateur moyenne Mp se traduisent par une oscillation de l’erreur
entre les deux valeurs 0.41 et 0.48 sans converger. Dans le cas de notre algorithme, l’er-
reur décrôıt rapidement vers 0 dès que l’opérateur moyenne est remplacé par l’opérateur
union. On remarque que les deux algorithmes se comportent de la même façon entre
la première itération et l’itération 770. À cette itération, la valeur de p est supérieure
à Punion, cela implique que l’opérateur moyenne sera remplacé par l’opérateur union.
Pour notre algorithme, la valeur de p continue à augmenter jusqu’à obtenir une valeur
optimale. Cela se traduit par une diminution de l’erreur moyenne obtenue. Dans le cas
de l’algorithme de Krishnapuram et Lee [KRIS-92a, KRIS-92b], l’algorithme devient
instable à cause du problème expliqué dans le paragraphe précédent.

3.3.2 Conclusion

Krishnapuram et Lee [KRIS-92a, KRIS-92b] avaient démontré que l’algorithme
converge dans le cas où les opérateurs sont fixés à l’avance, mais leur approche qui
consiste à modifier le type de ces opérateurs au cours de l’étape d’apprentissage en-
gendre une non convergence de l’algorithme dans les cas extrêmes. Nous avons apporté
une modification de cet algorithme d’apprentissage en modifiant les opérateurs utili-
sés, cette modification permet de résoudre le problème de divergence de l’algorithme
d’apprentissage dans ces cas extrêmes.

3.4 Algorithmes d’estimation de distribution (EDA)

et réseaux bayésiens continus

Afin de réduire les effets des minima locaux, nous nous sommes intéressés à des
méthodes d’apprentissage proches des algorithmes génétiques. Ces algorithmes évolu-
tifs ont la particularité d’être moins sensibles aux problèmes des minima locaux.

Nous avons utilisé pour cela les algorithmes d’estimation de distribution (EDA)
[MUHL-96, CAST-97, LARR-01]. Le principe de ces algorithmes est d’apprendre les
modèles des populations sous forme d’une distribution de probabilités. Les dépendances
entre les différentes variables sont exprimées sous forme d’un graphe orienté acyclique
(DAG).

3.4.1 Notations

Soit {Xi | i = 1..n} un ensemble de variables aléatoires continues. Une réalisation
possible de Xi est notée xi. On note fi la fonction de densité de probabilité de la
variable aléatoire Xi :

fi(xi)dx = P (Xi ∈ [xi − dx/2, xi + dx/2]) (3.19)
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De même, Xn = (X1, X2, ..., Xn) représente une variable aléatoire à n dimensions. Les
notations précédentes sont étendues au cas n-dimensionnel. On note f2/1 la fonction
de densité de la probabilité conditionnelle P (X2/X1) :

f2/1(x2/x1) dx1 dx2 = P (X2 ∈ [x2 − dx2/2, x2 + dx2/2]/X1 ∈ [x1 − dx1/2, x1 + dx1/2]) (3.20)

3.4.2 Réseaux bayésiens

Un réseau bayésien est défini par [PEAR-88, JENS-96, BECK-99] :

– un graphe orienté acyclique G = (X,U), où X représente l’ensemble des nœuds de
G et U l’ensemble des arcs de G. Le graphe G représente la structure du réseau
bayésien.

– un ensemble de variables aléatoires correspondant aux nœuds du graphe, tel que :

P (x1, x2, ..., xn) =
∏

i=1..n

P (xi/Γ−(Xi)) (3.21)

où Γ−(Xi) est l’ensemble des parents du nœud xi.

L’ensemble des probabilités conditionnelles P (xi/Γ−(Xi)) représente les paramètres
du réseau bayésien.

Cette représentation graphique permet de définir une factorisation de la densité de
probabilité jointe P (Xn). Dans ce cas, chaque variable Xi est indépendante par rapport
aux variables {X1, ..., Xn}\{Xi,Γ−(Xi)} connaissant la valeur de Γ−(Xi).

Il existe deux types de modèles différents :

1. Réseaux bayésiens discrets : On parle de réseau bayésien discret (ou simple-
ment réseau bayésien) quand la variable aléatoire Xn est discrète. Ces exemples
sont les plus courants, c’est pour cela que le terme Réseau bayésien est souvent
utilisé pour désigner uniquement le cas discret.

2. Réseaux bayésiens continus : On parle de réseau bayésien continu quand la
variable aléatoire Xn est continue. Les exemples les plus connus sont les réseaux
gaussiens où la variable aléatoire Xn suit une loi normale de dimension n.

À cause de leur bonne représentation des connaissances, les réseaux bayésiens
[PEAR-88, HOWA-81, LAUR-96] ont été largement utilisés dans le domaine des sys-
tèmes experts. Le nombre d’applications reposants sur ces techniques a explosé ces
dernières années [BECK-99].
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3. Réseaux d’agrégation floue

3.4.3 Optimisation en utilisant les EDAs

Les EDAs [MUHL-96] sont des algorithmes évolutifs de la même classe que les algo-
rithmes génétiques [GOLD-89]. L’utilisation des algorithmes génétiques nécessite une
grande expérience dans ce domaine. En effet la définition des opérateurs de croisement
et de mutation [GOLD-89] les plus adaptés est une tâche compliquée et demande une
grande mâıtrise du domaine. Les EDAs ont été développés dans le but de faciliter
cette tâche. Les EDAs n’utilisent pas ces opérateurs pour faire évoluer une population
d’une génération à l’autre. Le nombre de paramètres à fixer dans le cas des EDAs est
largement moins important que dans le cas des algorithmes génétiques. En plus, la
possibilité de pouvoir exprimer les dépendances entre les différentes variables du chro-
mosome est un grand avantage par rapport aux algorithmes génétiques [HOLL-75].

Comme les algorithmes génétiques, le principe des EDAs est de faire évoluer une
population d’individus à travers les générations. Chaque individu représente une so-
lution possible du problème. Nous allons expliquer le principe des EDAs à travers
un de nos exemples d’apprentissage. Il s’agit de déterminer les paramètres d’un seul
nœud avec deux entrées. On dispose pour cela d’une base d’apprentissage comprenant
les paramètres d’entrée et le résultat souhaité. Le but de l’algorithme d’apprentissage
est de déterminer les trois paramètres p, w1 et w2 du nœud. Le chromosome caractéri-
sant chaque individu de la population est constitué de la valeur de ces trois paramètres.

Dans le cadre des EDAs, on suppose que chaque individu de la population repré-
sente la réalisation d’une variable aléatoire, dans notre cas continue ((p, w1, w2) ∈ <3)
X3 = (X1, X2, X3). La variable aléatoire X1 est associée au paramètre p, les deux autres
variables X2 et X3 sont associées respectivement aux deux paramètres w1 et w2. Pour
résoudre ce problème d’optimisation, on suppose que la distribution des individus à
l’intérieur d’une population suit une loi normale multidimensionnelle (dans notre cas
de dimensions 3) dont il faut déterminer les différents paramètres :

f3(x) ∼ N (µ, Σ) =
exp(− (x−µ)tΣ−1(x−µ)

2 )√
(2π)3

√
|Σ| (3.22)

où µ représente le vecteur moyenne de la variable aléatoire X3 et Σ représente la ma-
trice de covariance.

En exploitant les dépendances entre les différentes variables du chromosome, l’équa-
tion 3.22 peut être simplifiée à l’aide du formalisme des réseaux bayésiens (para-
graphe 3.4.2). Supposant que les dépendances entre les différentes variables aléatoires
X3 = (X1, X2, X3) sont décrites par le graphe de la figure 3.5, la densité de probabilité
f3 peut s’exprimer sous la forme suivante :
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3.4 Algorithmes d’estimation de distribution (EDA) et réseaux bayésiens continus

f3(x) = fX1(x1) fX2/X1(x2/x1) fX3/X1(x3/x1) (3.23)
f1(x1) ∼ N (µ1, v1) (3.24)

f2/1(x2/x1) ∼ N (µ2 + β12(x1 − µ1), v2) (3.25)
f3/1(x3/x1) ∼ N (µ3 + β13(x1 − µ1), v3) (3.26)

(3.27)

où :
– µi représente la moyenne de la variable aléatoire Xi.
– v2 et v3 représentent respectivement la variance des variables aléatoires X1 et X2

étant donné la variable X1.
– βij est un coefficient représentant la relation entre les deux variables Xj et Xi

[DEGR-70]. Il représente un poids associé à l’arc
−−−→
XiXj.

XX
2

X

3

1

Fig. 3.5 – Un exemple d’un réseau bayésien.

La densité de probabilité f3 de la variable aléatoire X3 est complètement déter-
minée par la définition des paramètres des densités de probabilité f1, f2/1, f3/1 et du
graphe des dépendances.

La figure 3.6 présente le principe de fonctionnement général des EDA. Une popu-
lation P0 de N individus est utilisée pour l’initialisation. Selon le critère de l’erreur
moyenne, on sélectionne les S < N meilleurs individus. À partir de cette population
de S individus, on détermine les paramètres du réseau gaussien qui reflètent au mieux
les dépendances entre les différentes variables du génome. Il s’agit de déterminer à
cette étape la structure du graphe représentant les dépendances entre les différentes
variables du chromosome ainsi que les paramètres nécessaires à la factorisation de la
densité de probabilité f3. La différence entre les différents algorithmes utilisés réside
dans la manière de construire ce réseau gaussien. Une nouvelle population est générée
ensuite à partir de la simulation du réseau obtenu. Le processus est itéré jusqu’à la
vérification d’une condition d’arrêt.

3.4.4 Détermination des paramètres du réseau gaussien

L’étape de construction du réseau gaussien à partir de la population Pk consiste à
déterminer la structure du réseau gaussien Sk (le graphe) et les différents paramètres
du réseau gaussien Θk (les µk

i , vk
i et les βk

ij) qui reflètent au mieux la population Pk.
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Fig. 3.6 – Principe des algorithmes d’estimation de distribution (EDA).

Nous avons utilisé trois algorithmes de complexités différentes pour construire le
réseau gaussien. Chaque algorithme est brièvement expliqué ci-dessous.

3.4.4.1 Algorithme UMDA1

L’algorithme de construction des réseaux bayésiens discrets Univariate Marginal
Distribution Algorithm (UMDA) introduit par Mühlenbein et Paaß[MUHL-96] a été
généralisé par Larrañaga et al. [LARR-00] au cas des réseaux gaussiens. Dans cet
algorithme, on suppose que toutes les variables sont indépendantes, ce qui revient à dire
que le graphe correspondant au réseau gaussien ne contient aucun arc. La factorisation
de la densité de probabilité fn de Xn est définie par :

fk
n(x,Θk) =

n∏

i=1

fk
i (xi,Θl

i) (3.28)

où Θk est recalculé pour chaque population par l’estimateur du maximum de vraisem-
blance :

µ̂k
i = Xk

i =
1
N

N∑
r=1

xk
i,r (3.29)

v̂k
i =

1
N

N∑
r=1

(xk
i,r − µ̂k

i )2 (3.30)

1UMDA : Univariate Marginal Distribution Algorithm
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3.4.4.2 Algorithme MIMIC2

Larrañaga et al. [LARR-00] ont défini une généralisation de l’algorithme Mutual
Information Maximization for Input Clustering (MIMIC) [DEBO-97] utilisé pour la
construction des réseaux bayésiens discrets. Dans le cas de cet algorithme, on recherche
le réseau gaussien le plus proche de la population dont la structure S est représentée
par une châıne. En conséquence, la fonction de densité marginale de la variable Xn est
décomposée en un produit d’une fonction de densité marginale d’une seule variable et
(n− 1) fonctions de densité conditionnelle par paires :

fk
n(x) = fπ(1)/π(2)(xπ(1)/xπ(2))...fπ(n−1)/π(n)(xπ(n−1)/xπ(n)) fπ(n)(xπ(n)) (3.31)

où π = (i1, i2, ..., in) représente une permutation des variables Xi.

L’algorithme MIMIC consiste à chercher la meilleure permutation π des variables
pour factoriser la fonction de densité jointe fn. Le problème revient à rechercher le
minimum d’une fonction H :

Hk
π(Xn) = hk(Xπ(n)) +

n−1∑
r=1

hk(Xπ(r)/Xπ(r+1)) (3.32)

où h(X) représente l’entropie de Shannon d’une variable aléatoire X.

Dans le cas d’une variable normale Xn à n dimensions, l’entropie de la variable Xn

est définie par [WHIT-90] :

h(Xn) =
1
2
n(1 + log(2π)) +

1
2

log |Σ| (3.33)

L’application dans le cas d’une fonction normale à une seule variable et d’une
fonction conditionnelle à deux variables donne :

h(X) =
1
2
(1 + log(2π)) + log(σX) (3.34)

h(X/Y ) =
1
2

[
(1 + log(2π)) + log

(
σ2

Xσ2
Y − σ2

XY

σ2
Y

)]
(3.35)

où σ2
X et σ2

Y représentent respectivement la variance des deux variables X et Y . σXY

représente la covariance entre les deux variables aléatoires X et Y .

Pour minimiser la fonction H, l’algorithme MIMIC (Fig. 3.7) se décompose en deux
étapes :

1. On choisit au début la variable Xi ayant la variance minimale. Cette variable va
correspondre à la valeur de π(n).

2MIMIC : Mutual Information Maximization for Input Clustering
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3. Réseaux d’agrégation floue

2. De manière itérative, choisir à l’itération m la variable Xi correspondant à la
plus petite valeur de σ2

Xσ2
Y −σ2

XY

σ2
Y

où Y représente la dernière variable choisie. Cette
variable correspond à la valeur de π(n−m).

1. Choisir π(n) = arg min
j

σ̂Xj

2. Pour k = n− 1 jusqu’à 1 faire

Choisir π(k) = arg min
j

j 6=π(i,i=k+1..n)

σ̂2
Xj
− σ̂2

XjXπ(k+1)

σ̂2
Xπ(k+1)

Fin Pour

Fig. 3.7 – Algorithme MIMIC pour l’apprentissage des réseaux bayésiens gaussien.

3.4.4.3 Algorithme EGNA3

L’algorithme Estimation of Gaussian Network Algorithm (EGNA) [LARR-01] pro-
pose un modèle plus complet où l’on autorise les dépendances multiples. Le principe
est de déterminer la structure S du graphe en optimisant une mesure de qualité du
réseau Q(P,S, θ̂) calculée à partir de log P (P/S, θ̂). Ce critère est un compromis entre la
dimension du graphe (sa complexité) et la représentativité du modèle de la population
P :

N∑
r=1

n∑

i=1


− log

(√
2πvi

)− 1
2vi


xir − µi −

∑

xj∈Γ−(Xi)

βji(xjr − µj)




2

− f(N) dim(S) (3.36)

où :
– dim(S) représente la dimension du graphe :

dim(S) = 2n +
n∑

i=1

∣∣Γ−(Xi)
∣∣ . (3.37)

– f(N) est une fonction de pénalisation non négative : Nous avons utilisé le critère
de Schwarz [SCHW-78] connu sous le terme de Bayesian Information Criterion
(BIC).

f(N) =
1
2

log N (3.38)

3.4.5 Comparaison entre la méthode de descente du gradient
et les EDA

Pour comparer les deux approches, nous avons généré une base d’apprentissage
comprenant les résultats du réseau d’agrégation de la figure 3.8-a. Ce réseau est com-

3Estimation of Gaussian Network Algorithm
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3.4 Algorithmes d’estimation de distribution (EDA) et réseaux bayésiens continus

posé de trois nœuds organisés en deux couches, les deux nœuds de la première couche
représentent respectivement les deux opérateurs U ′2.5 et I ′(−2.5). L’unique nœud de la
couche de sortie utilise l’opérateur de moyenne arithmétique M1 pour déterminer le
résultat à partir de la sortie des deux nœuds de la première couche.

3x 41
x xx

2

U
p

I

p
M

p

(a) Réseau d’agrégation floue.
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(b) Évolution de l’erreur pour le meilleur
individu à travers les générations dans
les trois algorithmes UMDA, MIMIC et

EGNA.
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(c) Évolution de l’erreur à chaque
itération pour l’algorithme de descente

du gradient pour des initialisations
différentes.

Fig. 3.8 – Comparaison entre les algorithmes EDA et l’algorithme de descente du
gradient.

En examinant la figure 3.8-c, on constate clairement les faiblesses de la méthode
de descente du gradient. La présence de plusieurs minima locaux pour la fonction E

empêche l’algorithme de converger vers le minimum global. En modifiant les valeurs
initiales des paramètres, l’algorithme converge vers des solutions différentes. Ce pro-
blème devient beaucoup plus important quand il s’agit d’apprendre les paramètres
d’un réseau complexe.

Comme c’était prévu, les algorithmes EDAs sont moins sensibles à ce problème.
L’erreur liée à la solution obtenue dans le cas des algorithmes EDAs est largement plus
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3. Réseaux d’agrégation floue

petite que celle obtenue par la méthode de descente du gradient. Pour cela, nous avons
opté dans la suite pour l’utilisation de ces algorithmes pour construire notre réseau
d’agrégation floue.

3.5 Construction du réseau d’agrégation floue

Dans la suite, nous nous sommes restreints à l’étude de l’inférence de la relation
RIGHT OF entre deux régions A et C étant donné les degrés des quatre relations spatiales
directionnelles de base RIGHT OF, ABOVE, LEFT OF et BELOW entre les deux régions
A et B et entre les deux régions B et C. L’inférence des autres relations est équivalente
à l’inférence de la relation RIGHT OF en effectuant des rotations du plan de π/2. Cela
revient à faire une permutation des quatre degrés RIGHT OF, ABOVE, LEFT OF, BELOW.

N’ayant aucune connaissance sur la structure du réseau d’agrégation floue, nous
avons subdivisé l’étape d’apprentissage en deux étapes :

1. Apprentissage de la structure du réseau d’agrégation floue :
Cette étape consiste à déterminer la structure du réseau, à savoir le nombre de
couches ainsi que le nombre de nœuds d’agrégation par couche. Les connexions
entre les différents nœuds sont déterminées à cette étape.

N’ayant aucune connaissance sur la structure du réseau, nous effectuons une
première étape d’apprentissage sur un réseau entièrement connecté en utilisant
uniquement l’opérateur de moyenne généralisée. Une fois l’étape d’apprentissage
terminée, nous retirons les connexions les moins importantes (dans le sens où leur
absence augmente le moins possible l’erreur du réseau) [HASS-93, HAYK-99].

2. Apprentissage des paramètres du réseau d’agrégation floue :
Dans cette étape, on détermine le type de chaque opérateur et les paramètres
associés. Dans ce cas, on utilise les trois types d’opérateurs pour déterminer les
meilleurs paramètres de la structure du réseau obtenu à la première étape.

3.5.1 Base d’apprentissage

Pour constituer notre base d’exemples, nous avons évalué les quatre relations spa-
tiales entre des couples d’objets différents. Afin de ne pas privilégier certain cas, nous
avons choisi des objets ayant des formes très différentes (carré, rectangle, concave,
disque, etc.). Ces objets ont été placés d’une manière aléatoire dans une image. Nous
avons évalué les degrés des quatre relations spatiales directionnelles de base pour
chaque couple d’objet en utilisant la méthode de compatibilité (paragraphe 1.4.3.3).

3.5.2 Apprentissage de la structure du réseau d’agrégation

Afin de déterminer la structure du réseau d’agrégation, nous avons effectué une pre-
mière étape d’apprentissage. Chaque nœud du réseau peut utiliser uniquement l’opé-
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rateur de moyenne généralisée Mp,wi
pour déterminer la valeur du résultat à partir

des entrées. L’étape d’apprentissage consiste à déterminer les poids associés à chaque
connexion reliant deux nœuds du réseau ainsi que le paramètre p de chaque nœud.
Les poids wi représentent l’importance associée à la valeur de cette entrée du nœud
pour déterminer la valeur de la sortie. Pour garder uniquement les liens importants,
nous avons éliminé les connexions les moins importantes pour garder que le squelette
essentiel du réseau. La structure obtenue est présentée sur la figure 3.9.
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RIGHT’(A,C)

LEFT(A,B)

BELOW(A,B)

ABOVE(A,B)

ABOVE(B,C)

BELOW(B,C)

LEFT(B,C)

RIGHT(B,C)

RIGHT(A,B)

Fig. 3.9 – Structure du réseau obtenue à la première étape d’apprentissage.

Discussion

En examinant le résultat obtenu (Fig. 3.9), on constate que chaque nœud du réseau
possède une connexion directe où indirecte avec l’un ou les deux degrés RIGHT(A,B)
et RIGHT(B,C). La valeur de ces deux degrés est très importante dans l’évaluation de
RIGHT(A,C). Les autres degrés ont aussi un rôle à jouer car le réseau utilise les huit
degrés pour évaluer RIGHT(A,C).

Sur la première couche du réseau, on observe une symétrie dans l’utilisation des
deux degrés RIGHT(A,B) et RIGHT(B, C). Le degré RIGHT(A,B) est combiné avec les
degrés des autres relations spatiales entre la région B et la région C. À l’inverse, l’autre
degré RIGHT(B, C) est combiné avec les degrés des relations directionnelles entre les
deux régions A et B. Ce résultat était prévisible, car pour obtenir de l’information sur
la position relative des deux régions A et C, il faut combiner les degrés des relations
entre les deux régions A et B avec ceux des relations entre les deux régions B et C.
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3. Réseaux d’agrégation floue

3.5.3 Apprentissage des paramètres du réseau d’agrégation

Pour déterminer les paramètres du réseau obtenu à l’étape précédente, nous avons
relancé l’algorithme d’apprentissage. Le type d’opérateurs obtenus pour chaque nœud
est illustré sur la figure 3.10.

M
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10

11
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8
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I

LEFT(B,C)

LEFT(A,B)

BELOW(A,B)

ABOVE(A,B)

ABOVE(B,C)

BELOW(B,C)

RIGHT(B,C)

RIGHT(A,B)

RIGHT’(A,C)

(a) Type des opérateurs utilisés.

Nœud Opérateur p W
0 M 1.726 0.421, 0.005, 0.153, 0.421
1 I -2.254
2 M -0.160 0.073, 0.013, 0.914
3 M -1.014 0.588, 0.378, 0.034
4 I -2.030
5 M 0.758 0.998, 0.002
6 I -6.075
7 I -2.487
8 U 2.795
9 I -5.240
10 I -6.695
11 M -0.196 0.998, 0.002

(b) Paramètres des opérateurs utilisés.

Fig. 3.10 – Apprentissage des paramètres du réseau d’agrégation floue.

Discussion

En examinant la figure 3.10-a, on constate clairement la symétrie obtenue à la pre-
mière étape. Le type de l’opérateur utilisé pour combiner le degré RIGHT(A,B) avec
un autre degré rel(B, C) correspond exactement à celui utilisé pour combiner le de-
gré RIGHT(B, C) avec rel(A, B). Cette symétrie est aussi apparente sur les nœuds de la
deuxième couche. Cette symétrie n’est pas complète car en examinant les paramètres
des opérateurs trouvés (Fig. 3.10-b), les valeurs obtenues ne présentent pas une symé-
trie parfaite.

Pour combiner les deux degrés RIGHT(A,B) et RIGHT(B, C), un opérateur union a
été utilisé. On en déduit que la région C est à droite de la région A si au moins l’une
des deux relations RIGHT(A,B) et RIGHT(B,C) est vérifiée. Dans les autres cas, un
opérateur intersection est utilisé pour combiner les degrés RIGHT(A, B) et RIGHT(B, C)
avec les degrés correspondant aux relations ABOVE et BELOW. Pour utiliser la relation
LEFT OF, l’opérateur moyenne a été utilisé avec un poids très important pour le degré
de la relation RIGHT OF, cela veut dire que la région C est placée à droite si la relation
RIGHT OF est plus vérifiée que la relation LEFT OF pour les couples de régions (A,B)
et (B,C).
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3.6 Application à l’inférence des relations spatiales

directionnelles

A C

B

(a)

A

B C

(b)

A

B

C

(c)

A

B

C

(d)

Valeur déduite Valeur réelle
RIGHT′(A,C) RIGHT(A,C)

(a) 0.417 0.962
(b) 0.526 0.585
(c) 0.624 0.600
(d) 0.500 0.962

Fig. 3.11 – Résultat de l’inférence en utilisant le réseau d’agrégation floue

Pour valider les paramètres du réseau obtenu, nous avons testé ce réseau sur les
exemples présentés au chapitre 2. Ces exemples ne font pas partie de la base d’appren-
tissage utilisée. Nous avons comparé le degré RIGHT′(A,C) obtenu en utilisant le réseau
d’agrégation avec le degré réel RIGHT(A,C) obtenu à partir d’une évaluation directe.

En examinant les résultats obtenus (Fig. 3.11), on remarque que la différence entre
le résultat du réseau et la valeur réelle est très importante dans les deux cas (a) et
(d). Dans les deux autres cas, les deux degrés sont très proches. Cette différence est
liée à l’absence de l’information métrique qui est importante dans les deux cas (a) et
(d). Pour mieux voir cette différence, nous avons appliqué le réseau aux deux cas de
la figure 2.10. Dans ce cas, l’information métrique est plus qu’importante. Si on exa-
mine les degrés des quatre relations spatiales (Fig. 3.12-b,c), on remarque clairement
que les estimations sont très proches dans les deux exemples, la seule différence réside
dans la distance qui sépare les deux objets B et C. Les résultats obtenus dans les deux
exemples par le réseau d’agrégation sont identiques.

Dans les deux cas (b-c) de la figure 3.11, le résultat obtenu par le réseau est très
proche du calcul exact. Malgré la ressemblance des relations entre le cas (a) et le cas
(b), le réseau arrive à déterminer le degré de la relations RIGHT OF. Cela était prévisible
car on examinant de plus près les degrés des différentes relations, les deux exemples
sont différents : dans le deuxième cas, l’objet C est plus placé à droite de l’objet B que
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A

C B

(a)

C B

A

(b)

rel(A,B) rel(B,C)
RIGHT OF 0.593 0
ABOVE 0.405 0.147
LEFT OF 0 0.841
BELOW 0 0.155

(c) Relations spatiales directionnelles
entre les objets de (a).

rel(A,B) rel(B,C)
RIGHT OF 0.593 0
ABOVE 0.405 0.017
LEFT OF 0 0.989
BELOW 0 0.012

(d) Relations spatiales directionnelles
entre les objets de (b).

RIGHT′(A,C) RIGHT(A,C)
(a) 0.204 0.322
(b) 0.204 0.

(e) Inférence de la relation RIGHT OF.

Fig. 3.12 – Inférence dans le cas où l’information métrique est indispensable.

dans le premier cas.

Pour valider les résultats obtenus, nous avons testé aussi les cas extrêmes où les
relations sont transitives (Tab. 3.5-a) (la même relation est complètement vérifiée
pour les deux couples). Nous avons estimé les quatre relations spatiales de base, ce qui
correspond à changer la relation spatiale vérifiée et estimer la relation RIGHT OF. Les
résultats obtenus sont corrects, ils correspondent exactement aux résultats souhaités.
Dans le cas où l’on a deux relations différentes qui sont vérifiées (Tab. 3.5-b),le résultat
du réseau correspond à la bissectrice des deux directions (le résultat de l’inférence sur
les deux directions est identique, les autres relations sont non vérifiées).

3.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthode d’inférence des relations spa-
tiales directionnelles en utilisant uniquement les degrés des quatre relations spatiales
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rel(A, B) rel(B, C) rel(A,C) rel′(A,B)
RIGHT OF 1 1 1 0.999
ABOVE 0 0 0 0
LEFT OF 0 0 0 0
BELOW 0 0 0 0

(a)

rel(A,B) rel(B,C) rel′(A,C)
RIGHT OF 1 0 0.728
ABOVE 0 1 0.728
LEFT OF 0 0 0
BELOW 0 0 0

(b)

Tab. 3.5 – Inférence dans les cas extrêmes.

directionnelles de base. Nous avons utilisé un réseau d’agrégation floue [KRIS-92a,
KRIS-92b] pour déterminer les règles d’inférences. Nous avons apporté une modifica-
tion à l’algorithme d’apprentissage proposé par Krishnapuram et Lee [KRIS-92a] pour
assurer la convergence de l’algorithme d’apprentissage. Dans le cas de l’apprentis-
sage des paramètres d’un réseau complexe, nous avons choisi d’utiliser des algorithmes
évolutifs fondés sur les algorithmes d’estimation de distributions [LARR-01]. Ces al-
gorithmes sont moins sensibles aux problèmes des minima locaux.

Comme c’était prévu, les résultats obtenus en utilisant le réseau d’agrégation sont
proches du calcul direct, sauf dans le cas où l’information de distance est importante.
Dans un tel cas, l’être humain essaye de voir d’autres possibilités pour avoir plus d’in-
formations sur la position relative de l’objet C par rapport à A. Par exemple, on peut
utiliser un autre objet intermédiaire B.

Il est possible d’améliorer la qualité des résultats obtenus en effectuant une sélection
des objets intermédiaires B à utiliser en fonction de leurs positions relatives par rapport
aux deux objets A et C. Cela implique une étude sur les erreurs d’estimations obtenues
en exploitant une possibilité d’inférence. Pour cela, nous nous sommes lancés dans une
étude théorique du problème d’inférence que nous présentons au prochain chapitre.
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Chapitre 4

Étude probabiliste du problème
d’inférence des relations spatiales
directionnelles

Dans cette partie, nous allons aborder le problème d’inférence des relations spatiales
par une approche probabiliste. Puisque la plus grande partie des méthodes de repré-
sentation des relations spatiales directionnelles utilisent les relations spatiales entre les
différents points des deux objets pour représenter celles entre les objets, nous allons
traiter en premier le problème d’inférence dans le cas des points.

Nous présentons au début les résultats obtenus dans le cas d’une distribution uni-
forme des points à l’intérieur d’un disque [DEHA-01] en essayant de faire la différence
entre les résultats valables pour n’importe quelle distribution de points, de ceux liés
à cette contrainte. Nous présentons ensuite dans la section 4.6 une extension de ces
résultats dans le cas d’une fenêtre carrée. Dans la section 4.7, nous étudions le cas
d’une distribution quelconque des points dans le plan avec une application sur une dis-
tribution gaussienne. Tous les résultats théoriques ont été comparés avec ceux obtenus
par une simulation numérique. Enfin dans la section 4.8, nous présentons l’applica-
tion des résultats obtenus pour l’inférence dans le cadre d’une décision bayésienne. Le
traitement des régions est présenté dans la section 4.9.

4.1 Hypothèses et notations

On peut voir le problème d’inférence des relations spatiales directionnelles entre
des points comme l’étude des relations spatiales entre deux points A et C sachant les
relations spatiales directionnelles entre A et un autre point B et les relations entre B

et C. En pratique on veut répondre à la question suivante : “où se trouve le point C

par rapport au point A, sachant qu’il est dans telle direction par rapport au point B

lui-même situé dans une direction connue par rapport à A”. Afin d’alléger les formules
énoncées nous allons utiliser un certain nombre de notations et d’hypothèses :
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4. Étude probabiliste du problème d’inférence des relations spatiales directionnelles

– L’espace E est réduit au plan muni du repère orthonormé (O,
−→
i ,
−→
j ).

– Chaque point n du plan sera représenté par ces coordonnées cartésiennes (xn, yn)
dans le repère orthonormé (O,

−→
i ,
−→
j ) ou bien par ses coordonnées polaires (rn, Θn)

définies par :
{

xn = rn cos(Θn)
yn = rn sin(Θn)

tel que : rn ∈ [0, +∞[, Θn ∈ [−π, π[ (4.1)

– Pour simplifier les formules, on va utiliser la notation [y ± z] pour représenter
l’intervalle [y − z, y + z].

– On suppose que la distribution des points n suit une loi uniforme sur l’espace
réduit à un disque D de centre O et de rayon R :

P (rn ∈ [r ± dr/2], Θn ∈ [θ ± dθ/2])rdrdθ =

{
1

πR2 rdrdθ si 0 ≤ r ≤ R

0 sinon.
(4.2)

D’autres distributions seront étudiées dans la suite (sections 4.6 et 4.7).

– L’angle Θn1n2 représente l’angle existant entre le vecteur
−→
i du repère orthonormé

et le vecteur −−→n1n2 défini par les deux points n1 et n2.

– On suppose que le point A est placé à l’origine (A=O).

– On définit deux variables aléatoires continues bidimensionnelles B = (Rb, Θb) et
C = (Rc, Θc) représentant respectivement les coordonnées polaires dans le plan
des deux points B et C.

– On définit les trois variables aléatoires continues α, β et γ représentant respecti-
vement les trois angles ΘAB, ΘBC et ΘAC . Ces trois angles permettent de décrire
la position relative des trois points A, B et C l’un par rapport à l’autre. Dans
le cas du traitement de la position relative des points, si les relations spatiales
floues sont bien choisies, l’angle ΘAB peut être déterminé directement à partir
du quadruplet (RIGHT(A,B),ABOVE(A,B),LEFT(A,B),BELOW(A, B)) (paragraphe
1.3). Ceci nous permet d’utiliser directement les angles à la place des degrés
d’estimation des quatre relations spatiales directionnelles de base.

– Afin d’alléger les formules nous allons utiliser des symboles pour représenter des
événements, par exemple on utilisera l’événement B pour désigner le fait que le
point B est situé à l’intérieur de la surface définie par Rb ∈ [rb±drb] et Θb ∈ [θb±dθb] :

P (B) = P (B ∈ ([rb ± drb], [θb ± dθb])) (4.3)

De la même manière, l’événement C va nous permettre de désigner le fait que le
point C est situé à l’intérieur de la surface définie par Rc ∈ [rc±drc] et Θc ∈ [θc±dθc] :
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4.2 Inférence des relations spatiales directionnelles : évaluation de P (C/αe, βe)

P (C) = P (C ∈ ([rc ± drc], [θc ± dθc])) (4.4)

On utilisera aussi l’événement αe pour dire que le point B est dans la direction α

à dα près par rapport au point A (i.e. α ∈ [α± dα]). De même, les événements βe

et γe vont représenter respectivement les événements β ∈ [β ± dβ] et γ ∈ [γ ± dγ].

– On utilisera les éléments différentiels dB et dC pour noter les éléments différentiels
rbdrbdθb et rcdrcdθc.

4.2 Inférence des relations spatiales directionnelles :

évaluation de P (C/αe, βe)

Afin de pouvoir étudier les relations spatiales entre les deux points A et C, sachant
les relations qui les relient à un autre point B, on va déterminer la loi de distribution
des points C dans le plan conditionnée par les événements αe (B est dans la direction
α par rapport au point A), βe (C est dans la direction β par rapport au point B) et
l’hypothèse que le point A est placé à l’origine du repère. Dans toutes les formules
l’hypothèse (A = O) n’est pas reportée mais il faut se rappeler que toutes nos formules
sont conditionnées par cette hypothèse. Dans un premier temps, on va supposer que
β 6= α + kπ, (k ∈ Z) qui est un cas particulier que nous aborderons à la fin. On va
déterminer en premier l’ensemble de définition de cette probabilité.

4.2.1 Support de la loi de probabilité P (C/αe, βe)

Si on examine la définition des événements αe et βe, on peut voir que si B est dans
la direction α par rapport au point A alors B appartient au secteur angulaire SA,α (Fig.
4.1-a) défini par :

SA,α = {n(rn, Θn) ∈ E : Θn ∈ [α± dα]}

De même, si C est dans la direction β par rapport au point B alors C appartient
au secteur angulaire SB,β (Fig. 4.1-a) défini par :

SB,β = {n ∈ E : ΘBn ∈ [β ± dβ]}

Le domaine SB,β décrit un secteur angulaire Dα,β quand B décrit l’ensemble des
points de l’ensemble SA,α (Fig. 4.1). Ce secteur prend quatre formes différentes suivant
la valeur de la différence β − α. Nous avons regroupé ces formes en deux classes (les
deux premières équations correspondent au premier cas et les deux suivantes au second
cas) :
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Dα,β =





1er cas :

{
Jα, βK1 si β − α ∈ [2kπ, (2k + 1)π] et (α < β) et (k ≥ 0)
Jα, β + 2πK si β − α ∈ [2kπ, (2k + 1)π] et (α > β) et (k ≤ 0)

2ème cas :

{
Jβ, αK si β − α ∈ [(2k + 1)π, (2k + 2)π] et (β < α) et (k ≤ 0)
Jβ, α + 2πK si β − α ∈ [(2k + 1)π, (2k + 2)π] et (β > α) et (k ≥ 0)

(4.5)
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Fig. 4.1 – Les différents cas du support Dα,β de la loi de probabilité P (C/αe, βe).

1Ja, bK : représente le secteur angulaire S = {n(rn, Θn) / a ≤ Θn ≤ b}
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Les deuxième et quatrième équations sont dues au problème de la périodicité des
domaines angulaires. Il suffit de remplacer β par β − 2π (qui représente la même direc-
tion que β) dans la première équation pour obtenir la deuxième équation. Comme β

est inférieur à α, le domaine Jα, βK n’est pas un domaine acceptable, on rajoute dans ce
cas 2π à β afin d’obtenir un secteur angulaire correct. De la même façon, la quatrième
équation peut être déduite de la troisième équation en remplaçant β par β + 2π. En
résumé, si on suppose que l’angle β est exprimé dans l’intervalle [α, α + 2π] (on rajoute
un multiple de 2π afin de satisfaire cette proposition), on peut regrouper les deux pre-
mières équations et les deux dernières équations, dans le premier cas le domaine est
Dα,β est représenté par le domaine Jα, βK (Fig.4.1-a), dans l’autre cas le domaine est
Dα,β = Jβ, α + 2πK (Fig.4.1-d).

Dans la suite, on va se limiter au premier cas (i.e. Dα,β = Jα, βK). L’autre cas peut
être déduit par symétrie du premier cas.

Dans tous les cas, on a :

P (C/αe, βe) = 0 si C 6∈ Dα,β (4.6)

Dans la suite, on va donc se limiter au domaine Dα,β pour évaluer P (C/αe, βe).

4.2.2 Évaluation de P (C/αe, βe)

D’après la définition d’une loi de probabilité conditionnelle, l’évaluation de P (C/αe, βe)
va dépendre des deux probabilités P (C, αe, βe) et P (αe, βe). On commence par évaluer la
loi de probabilité P (C, αe, βe).

La loi de probabilité P (αe, βe) est déterminée à partir de la marginalisation de la loi
de probabilité P (C, αe, βe) par rapport à l’événement C :

P (αe, βe) =
∫

Dα,β

P (C, αe, βe)dC (4.7)

Du fait que l’événement βe met en relation la position du point C et celle du point
B, on introduit l’événement B dans l’expression de P (C, αe, βe).

P (C, αe, βe) =
∫

E

P (C, αe, βe,B)dB (4.8)

La distribution P (C, αe, βe,B) peut être écrite sous forme d’un produit de probabilités
conditionnelles en utilisant la définition d’une loi de probabilité conjointe :

P (C, αe, βe,B) = P (βe/B, C, αe)P (αe/B, C)P (B, C) (4.9)

En remplaçant dans l’équation 4.8 :
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P (C, αe, βe) =
∫

E

P (βe/B, C, αe)P (αe/B, C)P (B, C)dB (4.10)

La position de B par rapport à A est indépendante de la position de C, on a donc :

P (αe/B, C) = P (αe/B) =
{

1 si B ∈ SA,α

0 sinon. (4.11)

De ce fait, l’intégrale de l’équation 4.10 est réduite à l’ensemble SA,α.

P (C, αe, βe) =
∫

SA,α

P (βe/B, C, αe)P (B, C)dB (4.12)

Les positions des points B et C étant indépendantes, on a donc :

P (B, C) = P (B)P (C) (4.13)

et l’équation 4.12 devient :

P (C, αe, βe) =
∫

SA,α

P (βe/B, C, αe)P (B)P (C)dB (4.14)

La probabilité P (C) est indépendante des variables d’intégration définies par dB

donc :

P (C, αe, βe) = P (C)
∫

SA,α

P (βe/B, C, αe)P (B)dB (4.15)

D’après la définition de l’événement βe :

P (βe/B, C, αe) =

{
1 si C ∈ SB,β

0 sinon.
(4.16)

Mais si on examine l’intégrale de l’équation 4.15, celle-ci dépend de la position du
point B dans le plan. Afin de pouvoir exploiter l’équation précédente, on va inverser
les relations spatiales. Si le point C est dans la direction β par rapport au point B alors
le point B est dans la direction β − π par rapport au point C (Fig. 4.2).

P (βe/B, C, αe) =

{
1 si B ∈ SC,β−π

0 sinon.
(4.17)

L’intégrale de l’équation 4.15 devient :

P (C, αe, βe) = P (C)
∫

SA,α∩SC,β−π

P (B)dB (4.18)
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Remarque :

Toutes les équations présentées jusqu’ici sont valides pour n’importe quelle distri-
bution de points indépendants dans le plan.

Du fait que la distribution des points suit une loi uniforme sur le disque D, les
probabilités P (B) et P (C) sont constantes et peuvent être factorisées pour l’intégrale de
l’équation 4.18.

En remplaçant la valeur des probabilités P (B) et P (C) dans l’équation 4.18 :

P (B) = P (C) =
1

πR2
= K

P (C, αe, βe) = K2

∫

SA,α∩SC,β−π

dB (4.19)

S
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Fig. 4.2 – Définition du domaine ρ = SA,α ∩ SC,β−π.

La probabilité P (C, αe, βe) est proportionnelle à la surface du secteur ρ = SA,α∩SC,β−π

qui est donnée par la formule suivante (cf démonstration en annexe B) :

|ρ| = 2r2
c

cos(α− β)− cos(α + β − 2θc)
3 sin(α− β)− sin(3α− 3β)

(4.20)

Donc :
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P (C, αe, βe) = 2r2
cK2 cos(α− β)− cos(α + β − 2θc)

3 sin(α− β)− sin(3α− 3β)
(4.21)

La limitation du plan à un disque impose une réduction du support Dα,β de la
probabilité P (C, αe, βe) à un secteur angulaire de rayon R. Cette nouvelle contrainte in-
troduit une nouvelle forme particulière du support Dα,β dans le cas où (β−α) > π/2. Ce
domaine prend deux formes différentes pour chaque cas de l’équation 4.5 comme illus-
tré sur la figure 4.3. On donne les deux formes pour le premier cas i.e. pour Dα,β = Jα, βK
ou Dα,β = Jα, β + 2πK les autres sont similaires et s’obtiennent par symétrie.

Dans le cas où (β − α) > π/2, il existe une partie du secteur angulaire Dα,β pour
laquelle les points B correspondant sont à l’extérieur du cercle, en conséquence la pro-
babilité P (C, αe, βe) vaut 0 dans cette partie (Fig. 4.3-c,4.3-d) :

– Si (β − α) ∈ ]2kπ, π/2 + 2kπ], Dα,β est un secteur angulaire complet.

– Si (β−α) ∈ [π/2 + 2kπ, (2k + 1)π[, Dα,β peut être décomposé en un secteur angulaire
complet (pour θ ∈ [2β − α− π, β]) et un triangle (pour θ ∈ [α, 2β − α− π]).

L’angle (2β−α−π) représente la coordonnée angulaire du point F (Fig. 4.3-d) issue
de l’intersection de la frontière du disque de rayon R et la droite définie par une pente
égale à tan(β) et passant par le point (R, α). La droite (AF ) représente la frontière entre
les deux secteurs.

Nous pouvons maintenant reporter la valeur de P (C, αe, βe) (Eq. 4.21) dans l’Eq. 4.7
pour évaluer la probabilité P (αe, βe). Dans le cas où (β − α) ∈ [2kπ, π/2 + 2kπ], le secteur
Dα,β est un secteur angulaire complet, alors :

P (αe, βe) =

β∫

α

R∫

0

2K2 cos(α− β)− cos(α + β − 2θc)
3 sin(α− β)− sin(3α− 3β)

r3
cdrcdθc

P (αe, βe) =
(α− β) cos(α− β)− sin(α− β)
2π2 (sin(3α− 3β)− 3 sin(α− β))

(4.22)

Dans le cas où (β − α) ∈ [π/2 + 2kπ, π + 2kπ], le secteur Dα,β peut être décomposé en
deux parties (Fig. 4.4), une partie triangulaire ∆ pour les angles γ ∈ [α, 2β−α− π] dans
laquelle rc varie entre 0 et R sin(β−α)

sin(β−γ) . L’autre partie est un secteur angulaire complet
D2β−α−π,β.

P (αe, βe) =
∫

∆

P (C, αe, βe)dC +
∫

D2β−α−π,β

P (C, αe, βe)dC (4.23)

Si on évalue chaque terme à part on obtient :
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Fig. 4.3 – Définition du domaine Dα,β.

∫

∆

P (C, αe, βe)dC =

2β−α−π∫

α

R
sin(β−α)
sin(β−θc)∫

0

2K2 cos(α− β)− cos(α + β − 2θc)
3 sin(α− β)− sin(3α− 3β)

r3
cdrc dθc

∫

∆

P (C, αe, βe)dC =
5 sin(α− β) + sin(3α− 3β)− 3 sin(5α− 5β) + sin(7α− 7β)

8π2 (10 sin(α− β)− 5 sin(3α− 3β) + sin(5α− 5β))
(4.24)

103
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2β−α−π

A

α
β

β

2β−α−π,β

∆

D

Fig. 4.4 – Décomposition du domaine Dα,β en deux domaines ∆ et D2β−α−π dans le
cas où π/2 < β − α < π.

∫

D2β−α−π,β

P (C, αe, βe)dC =

β∫

2β−α−π

R∫

0

2K2 cos(α− β)− cos(α + β − 2θc)
3 sin(α− β)− sin(3α− 3β)

r3
cdrc dθc

∫

D2β−α−π,β

P (C, αe, βe)dC =
2(β − α− π) cos(α− β)− sin(α− β) + sin(3α− 3β)

4π2 (sin(3α− 3β)− 3 sin(α− β))
(4.25)

Donc :

P (αe, βe) =
5 sin(α− β) + sin(3α− 3β)− 3 sin(5α− 5β) + sin(7α− 7β)

8π2 (10 sin(α− β)− 5 sin(3α− 3β) + sin(5α− 5β))

+
2(β − α− π) cos(α− β)− sin(α− β) + sin(3α− 3β)

4π2 (sin(3α− 3β)− 3 sin(α− β))
(4.26)

On peut remarquer que la probabilité P (αe, βe) dépend entièrement dans les deux
cas de la différence β − α. Ce résultat était prévisible car nous avons réduit le plan à
un disque qui est invariant par rotation. On aurait pu fixer α = 0 lors du choix des
hypothèses. Afin d’alléger les formules, on pose Ψ = β − α :

P (αe, βe) =

{
sin(Ψ)−Ψ cos(Ψ)

2π2(3 sin(Ψ)−sin(3Ψ)) si 0 < Ψ ≤ π/2
3 sin(5Ψ)−5 sin(Ψ)−sin(3Ψ)−sin(7Ψ)
8π2(5 sin(3Ψ)−10 sin(Ψ)−sin(5Ψ)) + 2(Ψ−π) cos(Ψ)+sin(Ψ)−sin(3Ψ)

4π2(3 sin(Ψ)−sin(3Ψ)) si π/2 ≤ Ψ < π
(4.27)

Si on calcule les limites de P (αe, βe) quand ψ tend vers π
2 , on trouve que la fonction

est continue en π
2 :

lim
ψ

<→π
2

P (αe, βe) = lim
ψ

>→π
2

P (αe, βe) =
1

8π2
(4.28)
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4.2 Inférence des relations spatiales directionnelles : évaluation de P (C/αe, βe)

Si on calcule l’intégrale de la probabilité P (αe, βe), on vérifie bien la condition de
normalisation d’une loi de distribution de probabilité :

2π∫

0

2π∫

0

P (α, β)dβdα = 1 (4.29)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

Fig. 4.5 – La probabilité P (α, β) en fonction de Ψ = β − α.

Pour simplifier les notations qui suivent, on pose K1 = 2K2

P (αe,βe) qui prend deux
formes différentes suivant qu’on est dans le cas (β − α) ∈ [2kπ, π/2 + 2kπ] ou le cas
(β − α) ∈ [π/2 + 2kπ, π + 2kπ]. La probabilité P (C/αe, βe) s’exprime donc :

P (C/αe, βe) =

{
K1r

2
c

cos(α−β)−cos(α+β−2θc)
3 sin(α−β)−sin(3α−3β) si C ∈ Dα,β

0 sinon.
(4.30)

4.2.3 Discussion

Si on examine la figure 4.5, on peut voir que la probabilité d’avoir les deux événe-
ments αe (le point B est dans la direction α par rapport au point A) et βe (le point
C est dans la direction β par rapport au point A) dépend entièrement de la différence
Ψ = β − α. Cette probabilité est une fonction croissante sur le domaine ψ =]0, π[, et par
symétrie elle est décroissante sur le domaine ψ =]− π, 0[.

Comme on peut le constater sur la figure 4.6, la probabilité pour que le point C

soit à l’extérieur du domaine Dα,β est nulle. On peut voir la différence de la forme de ce
secteur dans les deux cas (β−α) ∈]2kπ, π/2+2kπ] (Fig. 4.6-a) et (β−α) ∈ [π/2+2kπ, π+2kπ[
(Fig. 4.6-b, Fig. 4.6-c).
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(a) Représentation dans
le plan de

P (C/α = π/6, β = 2π/3)

(b) Représentation dans
le plan de

P (C/α = π/6, β = 5π/6)

(c) Représentation dans
le plan de

P (C/α = π/6, β = π)

(d) Représentation
surfacique de

P (C/α = π/6, β = 2π/3)

(e) Représentation
surfacique de

P (C/α = π/6, β = 5π/6)

(f) Représentation
surfacique de

P (C/α = π/6, β = π)

Fig. 4.6 – Exemples d’évaluation de la probabilité P (C/α, β) (dans (a-c) noir=1,
blanc=0).

Pour le premier cas ((β −α) ∈]2kπ, π/2 + 2kπ]), on peut voir que cette probabilité est
croissante en fonction de rc. Cela était prévisible car si on examine l’équation 4.30, on
remarque que cette probabilité dépend du paramètre r2

c . De ce fait, le maximum est
atteint sur la limite du domaine de définition.

La probabilité P (C/αe, βe) dépend aussi de cos(α+β−2θc) (dans le premier cas (β−α) ∈
[2kπ, (2k + 1)π] et (α < β) et (k ≥ 0), on a (3 sin(α− β)− sin(3α− 3β)) < 0). Comme cette
fonction atteint son maximum pour la valeur de θc = α+β

2 , on peut affirmer que pour une
valeur de rc fixée, le maximum de la probabilité P (C/αe, βe) est atteint sur la bissectrice
(θc = α+β

2 ). En résumé, le maximum de la probabilité P (C/αe, βe) est donné par le point

situé à l’intersection du bord du disque et de la bissectrice (C0 =
(
R, α+β

2

)
) si ce point

appartient au support Dα,β de la probabilité P (C, αe, βe).

106



4.3 Évaluation de P (γe/αe, βe)

C0 ∈ Dα,β ⇒
{

(β − α) ≤ π/2 Secteur angulaire complet

(β − α) > π/2 et
(

α+β
2

)
≥ 2β − α− π Secteur angulaire incomplet

(4.31)

⇒
{

(β − α) ≤ π/2 Secteur angulaire complet
(β − α) > π/2 et (β − α) ≤ 2π/3 Secteur angulaire incomplet

(4.32)

⇒ (β − α) ≤ 2π/3 (4.33)

On peut donc distinguer les deux cas suivants :

1. (β−α) ∈ ]0 + 2kπ, 2π/3 + 2kπ] : dans ce cas, le maximum de la probabilité P (C/αe, βe)
est donné par le point C0 car l’intersection de la bissectrice avec la frontière du
disque appartient au support Dα,β.

2. (β − α) ∈ ]2π/3 + 2kπ, π + 2kπ[ : dans ce cas, le point C0 est situé à l’extérieur du
domaine Dα,β. De ce fait le maximum de la probabilité P (C/αe, βe) est donné par
le point C1 (R, 2β − α− π) situé à l’intersection du bord du disque et de la frontière
des deux domaines ∆ et D2β−α−π,β (la partie triangulaire et le secteur angulaire
complet du domaine de définition), ce point correspond à la valeur maximale
possible pour rc.

4.3 Évaluation de P (γe/αe, βe)

Si on s’intéresse maintenant aux relations spatiales entre le point C et le point A,
il faut calculer la loi de distribution de l’angle γ conditionnée par les événements αe et
βe (P (γe/αe, βe)).

Sachant que l’événement γe est en relation avec la position du point C par rapport
au point A, on va introduire l’événement C dans la formulation de P (γe/αe, βe) :

P (γe/αe, βe) =
∫

E

P (γe/C, αe, βe)P (C/αe, βe)dC (4.34)

D’après la définition de l’événement γe :

P (γe/C, αe, βe) =

{
1 si C ∈ SA,γ (θc = γ)
0 sinon

(4.35)

En conséquence, l’intégrale de l’équation 4.34 est réduite au domaine SA,γ :

P (γe/αe, βe) =
∫

SA,γ

P (C/αe, βe)dC (4.36)

Comme la probabilité P (C/αe, βe) est nulle à l’extérieur du domaine Dα,β, l’intégrale
va être réduite à l’intersection de SA,γ ∩Dα,β :
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P (γe/αe, βe) =
∫

SA,γ∩Dα,β

P (C/αe, βe)dC (4.37)

D’après la définition du domaine Dα,β, on peut distinguer deux cas correspondant
aux deux formes possibles de ce domaine :

1. Dans le cas d’un secteur angulaire complet ((β − α) ∈ [2kπ, π/2 + 2kπ]) :

P (γe/αe, βe) =

R∫

0

P (C/αe, βe)rdr (4.38)

P (γe/αe, βe) =

{
K1

R4

4
cos(α−β)−cos(α+β−2γ)
3 sin(α−β)−sin(3α−3β) si α ≤ γ ≤ β

0 sinon
(4.39)

2. Dans le cas du secteur angulaire incomplet ((β−α) ∈ [π/2+2kπ, π +2kπ[), le rayon
du secteur angulaire SA,γ ∩Dα,β varie en fonction de γ. Dans le cas où ce secteur
est inclus dans le domaine ∆ (α < γ < (2β − α− π)), le rayon est donné par :

RSA,γ∩Dα,β
= R

sin(β − α)
sin(β − γ)

(4.40)

Dans l’autre cas, (i.e. (2β − α− π) ≤ γ ≤ β), ce rayon est égal à R et on obtient la
même formule que celle obtenue dans le cas du secteur angulaire complet.

P (γe/αe, βe) =





R
sin(β−α)
sin(β−γ)∫

0

P (C/αe, βe)rdr si α ≤ γ ≤ 2β − α− π

R∫
0

P (C/αe, βe)rdr si 2β − α− π ≤ γ ≤ β

0 sinon

(4.41)

P (γe/αe, βe) =





K1
(R

sin(β−α)
sin(β−γ) )

4

4
cos(α−β)−cos(α+β−2γ)
3 sin(α−β)−sin(3α−3β) si α ≤ γ ≤ 2β − α− π

K1
R4

4
cos(α−β)−cos(α+β−2γ)
3 sin(α−β)−sin(3α−3β) si 2β − α− π ≤ γ ≤ β

0 sinon

(4.42)

Discussion

Si on examine les formules 4.39 et 4.42, on remarque que la distribution de proba-
bilité P (γe/αe, βe) est indépendante du paramètre R qui représente le rayon du disque
puisque K1 est proportionnel à 1/R4 et P (γe/αe, βe) est proportionnel à K1R

4.

Dans le cas du secteur angulaire complet, la probabilité P (γe/αe, βe) (Eq. 4.39) dé-
pend de la valeur de cos(α + β − 2γ). De ce fait, le maximum de cette probabilité est
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4.4 Les cas particuliers : β = α + kπ (k ∈ Z)
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(c) P (γe/α = π/6, β = π)

Fig. 4.7 – Exemples d’évaluation de la probabilité P (γe/αe, βe) en fonction de γ ∈
]− π, π[.

donné pour la valeur de γ = α+β
2 .

Dans le cas du secteur angulaire incomplet, la probabilité P (γe/αe, βe) (Eq. 4.42)
dépend aussi de la valeur sin(β−α)

sin(β−γ) qui est inférieure ou égale à 1 pour γ ∈ [α, 2β − α− π].
Cette fonction prend la valeur maximale 1 pour γ = α ou γ = 2β−α−π. En conséquence,
on peut distinguer deux cas possibles :

1. Si α+β
2 ≥ (2β − α − π) alors (β − α) ∈ [π/2 + 2kπ, 2π/3 + 2kπ] : le maximum de la

probabilité P (γe/αe, βe) est obtenu pour γ = α+β
2 .

2. Dans l’autre cas le maximum de la probabilité P (γe/αe, βe) est atteint pour γ =
(2β − α− π).

4.4 Les cas particuliers : β = α + kπ (k ∈ Z)

4.4.1 β = α + 2kπ (k ∈ Z)

ρ

A

α

S
A,

C

α

Fig. 4.8 – Définition du domaine ρ pour β = α + 2kπ.

Si le point B est dans la direction α par rapport au point A et le point C est dans
la direction α par rapport au point B, alors le point C est forcément dans la direction
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α par rapport au point A. Dans ce cas le support Dα,β de la probabilité P (C, αe, βe)
sera limité au secteur SA,α. Si on garde les mêmes notations que pour les autres cas,
la probabilité P (C, αe, βe) dépend de la surface du domaine ρ (Fig. 4.8) donnée par (cf.
démonstration en annexe B) :

|ρ| = r2
c

4
(4.43)

De ce fait,

P (C, αe, βe) =
K2r2

c

4
(4.44)

L’intégrale de cette probabilité sur le domaine SA,α donne la valeur de P (αe, βe) :

P (αe, βe) =

R∫

0

P (C, αe, βe)rcdrc

P (αe, βe) =
1

16π2
(4.45)

A partir des équations 4.44 et 4.45, on déduit :

P (C/αe, βe) =

{
4r2

c

R4 si C ∈ SA,α

0 sinon.
(4.46)

P (γe/αe, βe) =

{
1 si γ = α + 2kπ

0 sinon.
(4.47)

4.4.2 β = α + π + 2kπ (k ∈ Z)

ρ
ρ

S
A,

α
A

C

S
A,

S
A,

α
A

S
A,

C

α

α+π

α

α+π

Fig. 4.9 – Définition du domaine ρ pour β = α + π + 2kπ.

Si le point B est dans la direction α par rapport au point A et le point C est
dans la direction α + π par rapport au point B, alors le point C peut être dans la
direction α par rapport au point A s’il est situé entre les deux points A et B, sinon il
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est dans la direction α + π par rapport au point A. Dans ce cas le support Dα,β de la
probabilité P (C, αe, βe) est défini par SA,α ∪SA,α+π. Si on garde les mêmes notations que
pour les autres cas, la probabilité P (C, αe, βe) dépend de la surface du domaine ρ (Fig.
4.9) donnée par (cf. démonstration en annexe B) :

|ρ| =
{

(R−rc)
2

2 dθ si C ∈ SA,α

R2

2 dθ si C ∈ SA,α+π

(4.48)

De ce fait,

P (C, αe, βe) =





K2(R−rc)
2

2 si C ∈ SA,α

K2R2

2 si C ∈ SA,α+π

0 sinon

(4.49)

Pour évaluer P (αe, βe), il faut intégrer la loi de probabilité P (C, αe, βe) sur le domaine
Dα,β :

P (αe, βe) =

R∫

0

(
K2(R− rc)2

2
+

K2R2

2

)
rcdrc

P (αe, βe) =
7

24π2
(4.50)

A partir des deux équations 4.49 et 4.50, on peut évaluer les deux probabilités
P (C/αe, βe) et P (γe/, αe, βe).

P (C/αe, βe) =





12(R−rc)
2

7R4 si C ∈ SA,α

12
7R2 si C ∈ SA,α+π

0 sinon.

(4.51)

P (γe/αe, βe) =





1/7 si γ = α + 2kπ

6/7 si γ = α + π + 2kπ

0 sinon.
(4.52)

4.5 Discussion

Pour valider les résultats obtenus, nous avons effectué une simulation numérique
pour calculer la valeur de P (γe/αe, βe) pour γ ∈ [−π, π] et β ∈ [−π, π]. Pour cela nous
avons comparé le résultat théorique avec celui obtenu par une simulation numérique.
Nous allons traiter seulement le cas où α est égal à 0 car les autres cas sont exactement
les mêmes à une rotation près (cela est dû à la définition de notre distribution de
probabilité des points). Comme les cas abordés dans le paragraphe 4.2.1 dépendent de
la différence β−α, cette représentation est suffisante pour représenter tous les cas pos-
sibles. Le résultat obtenu par un calcul direct de P (γe/αe, βe) en utilisant les formules
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(b) Le point C.

Fig. 4.10 – Histogramme des tirages aléatoires des points B et C.

Eq. 4.39 et Eq. 4.42 est donné sur la figure 4.11-a.

Afin d’effectuer un tirage aléatoire uniforme des points B et C dans le disque de
rayon R, nous avons utilisé le générateur de nombres aléatoires de l’Ecuyer [ECUY-88,
WILL-92] dont la période est supérieure à 2× 1018. Le tirage des points se fait à l’inté-
rieur de la fenêtre carrée de coté 2R et on rejette l’ensemble des points situés à l’exté-
rieur du disque de rayon R. Sur la figure 4.10, on peut voir que nos deux distributions
sont parfaitement uniformes sur un disque. Nous avons effectué 1010 tirages aléatoires
de points pour estimer la fonction P (γe/αe, βe). Comme la probabilité P (γe/αe, βe) est
nulle partout sauf dans l’intervalle ]α, β[ (ou ]β, α[ suivant les cas), nous avons pris un
pas d’échantillonnage différent pour le paramètre γ afin de ne pas avoir des problèmes
dans le cas où β est proche de α. Le pas d’échantillonnage à été fixé à π/300 pour les
paramètres β et α, et à π/1200 pour γ, cette différence est due au fait que la loi de
probabilité P (γe/αe, βe) est non nulle entre 0 et β donc afin de pouvoir assurer au moins
quelques points sur la courbe quand β s’approche de 0, on fixe le rapport entre le pas
d’échantillonnage de γ et celui de β à 4 (cette limite est fixée par la taille physique
de la mémoire). A cause d’un problème de lisibilité de la figure 4.11-b, nous avons ré-
duit ces pas d’échantillonnage pour β à π/25 et celui de γ à π/200 pour la représentation.

Afin de pouvoir comparer les deux résultats, nous avons représenté sur la figure
4.11-b le résultat de la simulation de la loi de probabilité P (γe/αe, βe), et sur la figure
4.11-c le maximum pour β constant de la différence en valeur absolue entre le calcul
analytique et la simulation. On peut remarquer que l’erreur est importante pour trois
valeurs qui correspondent au trois pics importants au voisinage de −π, 0 et +π :

1. Au voisinage de 0 : comme la résolution du calcul pour γ est beaucoup plus
importante que celle de α et β, on obtient pour la simulation un lobe au voisi-
nage de zéro qui remplace le Dirac attendu(Fig. 4.12-a), ce phénomène disparâıt
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obtenue par simulation numérique.
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au voisinage de 0.

Fig. 4.11 – Comparaison entre P (γ/β, α = 0) calculée directement et la simulation
numérique dans le cas d’une distribution uniforme des points à l’intérieur d’un disque.

comme on peut le voir sur la figure 4.11-d quand le pas d’échantillonnage est le
même pour les trois paramètres. Malheureusement dans ce cas, on obtient des
erreurs plus importantes quand β = α± ε (ε représente le pas d’échantillonnage).
Ce phénomène était prévisible car dans ce cas la courbe n’est représentée que
par 2 points.

2. Au voisinage de −π et π : cette erreur est due à un problème d’arrondi. Comme la
résolution de α et β n’est pas très importante par rapport à γ, le calcul numérique
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(d) Comparaison entre P (γe/β = π, α = 0)
calculée directement et la simulation au

voisinage de (γ = π).

Fig. 4.12 – Problème d’arrondi pour la simulation numérique lors du calcul de
P (γe/β = 0, α = 0) et P (γe/β = π, α = 0).

de l’angle γ donne deux valeurs différentes −π et π (Fig. 4.12-b) qui représentent
exactement la même direction. Par conséquent, ces deux pics doivent être cumu-
lés dans un seul pic au voisinage de π. Comme pour le premier cas (β = 0), on
peut voir sur les deux figures 4.12-c et 4.12-d que les deux pics au voisinage de
zéro et π ne sont pas des diracs car la résolution de γ est plus importante que
celle de α et β.

Si on compare le résultat de plusieurs courbes de la loi P (γe/αe, βe) (Fig. 4.13) pour
β fixé, on peut voir que les résultats sont proches et les deux courbes se superposent
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Fig. 4.13 – Comparaison entre la courbe théorique et celle obtenue par simulation de
la loi P (γe/βe, α = 0).
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très bien même dans le cas où β est proche de 0 (Fig. 4.13-a) ou de π (Fig. 4.13-f).
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Fig. 4.14 – Comparaison entre la courbe théorique et celle obtenue par simulation de
la loi P (αe, βe) pour α = 0.

Si on s’intéresse maintenant à la loi P (αe, βe), on peut voir sur la figure 4.14 que les
deux résultats sont exactement les mêmes et que les deux courbes se superposent bien
sauf en 0 et π. cette différence est liée à la discontinuité de cette fonction en ces points.
Comme la simulation donne une moyenne sur un intervalle de longueur ε = π/300, la
valeur de P (α = 0, β = π) obtenue par simulation est supérieure à la valeur théorique
car au voisinage de π la probabilité P (αe, βe) est supérieure à la valeur de P (αe, β = π).
Cette différence est importante, ce qui explique que la courbe simulée est discontinue.
Dans le cas de (β = 0), cette différence n’est pas assez importante pour observer la
discontinuité sur la courbe résultat de la simulation numérique.

4.6 Cas d’une fenêtre carrée
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Fig. 4.15 – Définition du domaine ρ dans le cas d’une fenêtre carrée.

116



4.6 Cas d’une fenêtre carrée

L’expression de P (C, αe, βe) dépend uniquement de la forme du domaine ρ qui repré-
sente l’intersection des deux secteurs angulaires SC,β−π et SA,α. Pour tous les points C

appartenant au domaine de définition de la probabilité P (C, αe, βe) (Dα,β), l’intersection
des deux secteurs angulaires représente la même forme du domaine ρ (Fig. 4.15) que
celle du cas de la distribution uniforme à l’intérieur d’un cercle. En conséquence, le
passage à une autre forme de fenêtre (par exemple carrée ou rectangulaire) n’a aucune
incidence sur l’équation 4.21, que nous rappelons ici :

P (C, αe, βe) = 2r2
cK2 cos(α− β)− cos(α + β − 2θc)

3 sin(α− β)− sin(3α− 3β)
(4.21)

La seule différence consiste à modifier la constante K qui représente la probabilité
de distribution des points dans la fenêtre qui est différente dans ce cas. En supposant
que le côté de la fenêtre carrée a une longueur de 2R, on a :

P (Rn ∈ [r ± dr], Θn ∈ [θ ± dθ])rdrdθ =





1
(2R)2 rdrdθ si −R ≤ r cos(θ) ≤ R

et −R ≤ r sin(θ) ≤ R

0 sinon

(4.53)

ce qui signifie que :

K =
1

4R2
(4.54)

Le changement de la forme de la fenêtre entrâıne une modification de la forme du
support Dα,β de la probabilité P (C, αe, βe). Cette modification implique des expressions
différentes pour les probabilités suivantes :

– la probabilité P (αe, βe) qui représente l’intégrale de la probabilité P (C, αe, βe) sur
le domaine Dα,β,

– la probabilité P (C/αe, βe) qui est égale au rapport de P (C, αe, βe) sur P (αe, βe),

– la probabilité P (γe/αe, βe) qui représente l’intégrale de la probabilité P (C/αe, βe)
sur le domaine SA,γ ∩Dα,β.

Avant de commencer, on va étudier les différents cas pour la définition du domaine
dans le cas d’une fenêtre carrée de coté 2R. Afin de réduire le nombre de cas possibles,
on suppose que :

– α ∈ [−π/4, π/4] : les autres cas peuvent être déduits à partir de celui-ci en utilisant
des rotations de π/2.

– β ∈]α, α + 2π[ : si ce n’est pas le cas on rajoute ou on soustrait des multiples de
2π.
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Fig. 4.16 – Les différentes formes possibles du domaine Dα,β pour le cas d’une fenêtre
carrée.

Les différents cas possibles dans le cas d’une fenêtre carrée sont représentés sur la
figure 4.16. Cette classification à été faite suivant le cas où le domaine est en contact
avec un ou deux bords de la fenêtre carrée. On peut remarquer déjà que les cinq
derniers cas sont les symétriques des cinq premiers cas. Par exemple, le cas (j) est
le cas symétrique du (a), et (h) est le cas symétrique du (c). Ces cinq derniers cas
correspondent au cas particulier (β − α) ∈ [π + 2kπ, 2π + 2kπ]. Dans la suite, on ne va
étudier que les cinq premiers cas.

4.6.1 Premier cas : α < β ≤ π/4

Dans ce cas le support de la probabilité P (C, αe, βe) est représenté par le domaine
D1 (Fig. 4.17), les valeurs de P (αe, βe) et P (γe/αe, βe) sont données par :

γ

A α
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Fig. 4.17 – Support de la probabilité P (C, αe, βe) pour le cas α ≤ β ≤ π/4.
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P (αe, βe) =
∫

C∈D1

P (C, αe, βe)dC (4.55)

P (γe/αe, βe) =
∫

C∈SA,γ∩D1

P (C/αe, βe)dC (4.56)

Le rayon du secteur angulaire SA,γ ∩D1 est égal à (Fig. 4.17) :

RSA,γ∩D1 =
R

cos(γ)

Après l’évaluation des équations 4.55 et 4.56, on obtient :

P (αe, βe) =

β∫

α

R/ cos(θc)∫

0

2r2
cK2 cos(α− β)− cos(α + β − 2θc)

3 sin(α− β)− sin(3α− 3β)
rcdrcdθc (4.57)

P (αe, βe) =
1

384 cos2(α) cos2(β)
(4.58)

P (γe/αe, βe) =

R/ cos(γ)∫

0

2r2
cK2

P (αe, βe)
cos(α− β)− cos(α + β − 2γ)
3 sin(α− β)− sin(3α− 3β)

rcdrc (4.59)

P (γe/αe, βe) =

{
1

32P (αe,βe)
cos(α−β)−cos(α+β−2γ)

(3 sin(α−β)−sin(3α−3β)) cos4(γ) Si α ≤ γ ≤ β

0 Sinon.
(4.60)

4.6.2 Deuxième cas : π/4 ≤ β ≤ π/2
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Fig. 4.18 – Support de la probabilité P (C, αe, βe) pour le cas π/4 ≤ β ≤ π/2.

Dans ce cas le support de la probabilité P (C, αe, βe) se résume à l’union de deux
domaines D1 et D2 (Fig. 4.18), donc :

P (αe, βe) =
∫

C∈(D1∪D2)

P (C, αe, βe)dC (4.61)

P (γe/αe, βe) =
∫

C∈SA,γ∩(D1∪D2)

P (C/αe, βe)dC (4.62)
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Le rayon du secteur angulaire SA,γ ∩ (D1 ∪D2) est donné par (Fig. 4.18) :

RSA,γ∩(D1∪D2) =

{
R

cos(γ) si α ≤ γ ≤ π/4
R

sin(γ) si π/4 ≤ γ ≤ β

Après l’évaluation des équations 4.61 et 4.62 on obtient :

P (αe, βe) =

π/4∫

α

R/ cos(θc)∫

0

P (C, αe, βe)rcdrcdθc +

β∫

π/4

R/ sin(θc)∫

0

P (C, αe, βe)rcdrcdθc (4.63)

P (αe, βe) =
cos2(α + π/4) (8 sin(α− β)− 4 sin(α + β) + 4 cos(α + β) + 4 cos(α− β))

192 cos2(α) (3 sin(α− β)− sin(3α− 3β))
+

cos(β + π/4)2 (8 sin(α− β) + 4 cos(α− β)− 4 cos(α + β)− 4 sin(α + β))
192 sin2(β) (3 sin(α− β)− sin(3α− 3β))

(4.64)

P (γe/αe, βe) =





R/ cos(γ)∫
0

P (C/αe, βe)rcdrc si α ≤ γ ≤ π/4

R/ sin(γ)∫
0

P (C/αe, βe)rcdrc si π/4 ≤ γ ≤ β

0 Sinon.

(4.65)

P (γe/αe, βe) =





1
32P (αe,βe)

cos(α−β)−cos(α+β−2γ)
(3 sin(α−β)−sin(3α−3β)) cos4(γ) si α ≤ γ ≤ π/4

1
32P (αe,βe)

cos(α−β)−cos(α+β−2γ)
(3 sin(α−β)−sin(3α−3β)) sin4(γ)

si π/4 ≤ γ ≤ β

0 Sinon.

(4.66)

4.6.3 Troisième cas : π/2 ≤ β ≤ 3π/4
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Fig. 4.19 – Support de la probabilité P (C, αe, βe) pour le cas π/2 ≤ β ≤ 3π/4.

Dans ce cas le support de la probabilité P (C, αe, βe) est limité à l’union des deux
domaines D1 et D2 (Fig. 4.19) tels que D1 = Jα, ϕK et D2 = Jϕ, βK. La différence par
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rapport au cas précédent, c’est que les côtés du domaine D1 ne sont plus en contact
avec les frontières de la fenêtre. L’angle ϕ qui permet de déterminer la frontière entre
les deux domaines D1 et D2 est donné par l’expression :

ϕ = arccotg
(

cos(α) cos(β) + sin(β − α)
cos(α) sin(β)

)
(4.67)

La probabilité P (αe, βe) est déterminée à partir de l’intégrale de la probabilité
P (C, αe, βe) sur le domaine D = (D1 ∪D2) :

P (αe, βe) =
∫

D

P (C, αe, βe)dC (4.68)

De même, la probabilité P (γe/αe, βe) sera calculée à partir de l’intégrale de la probabilité
P (C/αe, βe) sur le domaine SA,γ ∩ (D1 ∪D2) :

P (γe/αe, βe) =
∫

SA,γ∩(D1∪D2)

P (C/αe, βe)dC (4.69)

Le rayon du secteur angulaire SA,γ ∩ (D1 ∪ D2) n’est pas constant, il sera différent
suivant les cas où SA,γ ⊂ D1 ou SA,γ ⊂ D2 :

RSA,γ∩(D1∪D2) =

{
R sin(α−β)

sin(γ−β) cos(α) si α ≤ γ ≤ ϕ
R

sin(γ) si ϕ ≤ γ ≤ β

En remplaçant dans les équations 4.68 et 4.69, on obtient :

P (αe, βe) =

ϕ∫

α

R sin(α−β)
sin(γ−β) cos(α)∫

0

P (C, αe, βe)rcdrcdθc +

β∫

ϕ

R/ sin(γ)∫

0

P (C, αe, βe)rcdrcdθc (4.70)

=
sin2(ϕ− α) sin2(ϕ + β)

128 cos4(α) (cos2(β)− cos2(ϕ))2
+

sin2(β − ϕ) (3 cos(α− β − ϕ)− cos(α− β + ϕ)− 2 cos(α + β − ϕ))
192 sin3(ϕ) sin2(β) (3 sin(α− β)− sin(3α− 3β))

(4.71)

P (γe/αe, βe) =





R sin(α−β)
sin(γ−β) cos(α)∫

0

P (C/αe, βe)rcdrc si α ≤ γ ≤ ϕ

R/ sin(γ)∫
0

P (C/αe, βe)rcdrc si ϕ ≤ γ ≤ β

0 sinon.

(4.72)

=





(cos(β−α)−cos(α+β−2γ)) sin4(α−β)
32P (αe,βe) sin4(γ−β) cos4(α)(3 sin(α−β)−sin(3α−3β))

si α ≤ γ ≤ ϕ
cos(α−β)−cos(α+β−2γ)

32P (αe,βe)(3 sin(α−β)−sin(3α−3β)) sin4(γ)
si ϕ ≤ γ ≤ β

0 sinon.

(4.73)
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Fig. 4.20 – Support de la probabilité P (C, αe, βe) pour le cas β ≥ 3π/4 et ϕ ≤ 3π/4.

4.6.4 Quatrième cas : β ≥ 3π/4 et ϕ ≤ 3π/4

Le support de la probabilité P (C, αe, βe) peut être décomposé en trois domaines D1 =
Jα, ϕK, D2 = Jϕ, 3π/4K et D3 = J3π/4, βK. Le rayon du secteur angulaire SA,γ ∩ (D1 ∪D2 ∪D3)
sera différent suivant que SA,γ ⊂ D1 ou SA,γ ⊂ D2 ou SA,γ ⊂ D3 :

RSA,γ∩(D1∪D2∪D3) =





R sin(α−β)
sin(γ−β) cos(α) si α ≤ γ ≤ ϕ

R
sin(γ) si ϕ ≤ γ ≤ 3π/4
−R

cos(γ) si 3π/4 ≤ γ ≤ β

La probabilité P (αe, βe) est déterminée à partir de l’intégrale de la probabilité
P (C, αe, βe) sur le domaine (D1 ∪D2 ∪D3) :

P (αe, βe) =
∫

(D1∪D2∪D3)

P (C, αe, βe)dC (4.74)

=

ϕ∫

α

R sin(α−β)
sin(θc−β) cos(α)∫

0

P (C, αe, βe)rcdrcdθc +

π/4∫

ϕ

R
sin(θc)∫

0

P (C, αe, βe)rcdrcdθc

+

β∫

π/4

−R
cos(θc)∫

0

P (C, αe, βe)rcdrcdθc (4.75)

=
sin2(ϕ− α) sin2(ϕ + β)

128 cos4(α) (cos2(β)− cos2(ϕ))2
+

4 cos(α− β) + 2 sin(α + β)− sin(α− β)
48 (3 sin(α− β)− sin(3α− 3β))

−

cos(ϕ) cos(α− β)
(
2 cos2(ϕ)− 3

)
+ cos(α + β − 3ϕ)

96 sin3(ϕ) (3 sin(α− β)− sin(3α− 3β))
+

sin(α + β) + 2 sin(α− β)
96 cos2(β) (3 sin(α− β)− sin(3α− 3β))

(4.76)

De même, la probabilité P (γe/αe, βe) sera calculée à partir de l’intégrale de la pro-
babilité P (C/αe, βe) sur le domaine SA,γ ∩ (D1 ∪D2 ∪D3) :
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P (γe/αe, βe) =
∫

SA,γ∩(D1∪D2∪D3)

P (C/αe, βe)dC (4.77)

=





R sin(α−β)
sin(γ−β) cos(α)∫

0

P (C, αe, βe)rcdrc si α ≤ γ ≤ ϕ

R
sin(γ)∫
0

P (C, αe, βe)rcdrc si ϕ ≤ γ ≤ 3π/4
−R

cos(γ)∫
0

P (C, αe, βe)rcdrc si 3π/4 ≤ γ ≤ β

0 sinon

(4.78)

=





(cos(β−α)−cos(α+β−2γ)) sin4(β−α)
32P (αe,βe) sin4(γ−β) cos4(α)(3 sin(α−β)−sin(3α−3β))

si α ≤ γ ≤ ϕ
1

32P (αe,βe)
cos(α−β)−cos(α+β−2γ)

(3 sin(α−β)−sin(3α−3β)) sin4(γ)
si ϕ ≤ γ ≤ 3π/4

cos(α+β−2γ)−cos(β−α)
32P (αe,βe)(3 sin(β−α)+sin(3α−3β)) cos4(γ) si 3π/4 ≤ γ ≤ β

0 sinon

(4.79)

4.6.5 Cinquième cas : β < α + π et ϕ ≥ 3π/4
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Fig. 4.21 – Support de la probabilité P (C, αe, βe) pour le cas β < α + π et ϕ ≥ 3π/4.

Dans ce cas, le support de la probabilité P (C/αe, βe) est limité à l’union des deux
triangles D1 = Jα, ψK et D2 = Jψ, βK (Fig. 4.21). L’angle ψ est déterminé par l’équation
suivante :

ψ = arccotg
(

cos(β − α) + cos(β + α)
sin(β + α) + 3 sin(β − α)

)
(4.80)

Le rayon du secteur angulaire SA,γ ∩ (D1 ∪D2) sera différent suivant que SA,γ ⊂ D1

ou SA,γ ⊂ D2 :

RSA,γ∩(D1∪D2) =

{
R sin(α−β)

sin(γ−β) cos(α) si α ≤ γ ≤ ψ
−R

cos(γ) si ψ ≤ γ ≤ β

La probabilité P (αe, βe) est déterminée à partir de l’intégrale de la probabilité
P (C, αe, βe) sur le domaine (D1 ∪D2) :
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P (αe, βe) =
∫

(D1∪D2)

P (C, αe, βe)dC (4.81)

=

ψ∫

α

R sin(α−β)
sin(θc−β) cos(α)∫

0

P (C, αe, βe)rcdrcdθc +

β∫

ψ

−R
cos(θc)∫

0

P (C, αe, βe)rcdrcdθc (4.82)

=
sin2(ψ − α) sin2(ψ + β)

128 cos4(α) (cos2(β)− cos2(ψ))2
+

sin2(β − ψ) (2 sin(β − ψ + α)− 3 sin(β + ψ − α)− sin(β − ψ − α))
192 cos3(ψ) cos2(β) (3 sin(α− β)− sin(3α− 3β))

(4.83)

De même, l’évaluation de P (γe/αe, βe) dépend du domaine dans lequel se trouve
l’angle γ :

P (γe/αe, βe) =
∫

SA,γ∩(D1∪D2)

P (C/αe, βe)dC (4.84)

=





R sin(α−β)
sin(γ−β) cos(α)∫

0

P (C/αe, βe)rcdrc si α ≤ γ ≤ ψ

−R
cos(γ)∫

0

P (C/αe, βe)rcdrc si ψ ≤ γ ≤ β

0 sinon

(4.85)

=





(cos(β−α)−cos(α+β−2γ)) sin4(β−α)
32P (αe,βe) sin4(γ−β) cos4(α)(3 sin(α−β)−sin(3α−3β))

si α ≤ γ ≤ ψ
cos(β−α)−cos(α+β−2γ)

32P (αe,βe)(3 sin(α−β)−sin(3α−3β)) cos4(γ) si ψ ≤ γ ≤ β

0 sinon

(4.86)

4.6.6 Cas particuliers : β = α + kπ (k ∈ Z)

4.6.6.1 β = α + 2kπ (k ∈ Z)

Si le point C est dans la direction α par rapport au point B lui-même dans la
direction α par rapport au point A alors le point C est forcément dans la direction α

par rapport au point A. Le support de la probabilité P (C, αe, βe) sera donc réduit au
secteur angulaire SA,α dont le rayon est RSA,α

:

RSA,α =
R

cos(α)

Si on examine la figure 4.22, on peut voir que la forme et la surface du domaine
ρ = SA,α ∩ SC,α−π ne changent pas par rapport au cas de la fenêtre circulaire, la seule
différence est la surface du support de la probabilité P (C, αe, βe), donc :

P (C, αe, βe) =
K2r2

c

4
(4.87)
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ρ
A, αS

A

C

α

Fig. 4.22 – Définition du domaine ρ = SA,α ∩ SC,β−π pour le cas β = α + 2kπ

L’intégrale de cette probabilité sur le domaine SA,α nous permet de déterminer la
probabilité P (αe, βe) :

P (αe, βe) =

R/ cos(α)∫

0

P (C, αe, βe)rcdrc (4.88)

=
1

256 cos4(α)
(4.89)

Remarque :

la probabilité P (αe, βe) n’est pas continue quand β → α car la limite de la probabilité
P (αe, βe) (Eq. 4.58) vaut :

lim
β→α

P (αe, βe) =
1

384 cos4(α)
(4.90)

A partir des équations 4.87 et 4.89, on déduit :

P (C/αe, βe) =

{
4r2

c

R4 cos4(α) si C ∈ SA,α

0 sinon.
(4.91)

P (γe, /αe, βe) =

{
1 si γ = α + 2kπ

0 sinon.
(4.92)

4.6.6.2 β = α + π + 2kπ (k ∈ Z)

Si le point C est dans la direction α + π par rapport au point B lui-même dans la
direction α par rapport au point A alors le point C peut être dans la direction α ou la
direction α + π suivant qu’il est placé entre le point A et le point B ou que le point A
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ρ

A,

S
A,

A α
C

S

α

α+π

(a) Le point C est dans la direction α

par rapport au point A.

ρ A,

S

A,

S

A α

S

C

C, α

α+π

α

(b) Le point C est dans la direction α + π

par rapport au point A.

Fig. 4.23 – Définition du domaine ρ = SA,α ∩ SC,β−π pour β = α + π.

est placé entre les deux autres. Dans les deux cas la surface du domaine ρ est donnée
par :

|ρ| =




( R
cos(α)−rc)2

2 dθ si C ∈ SA,α

R2

2 cos2(α)dθ si C ∈ SA,α+π

(4.93)

Donc :

P (C, αe, βe) =





K2( R
cos(α)−rc)2

2 si C ∈ SA,α

K2R2

2 cos2(α) si C ∈ SA,α+π

0 sinon

(4.94)

La probabilité P (αe, βe) sera déterminée à partir de l’intégrale de la probabilité
P (C, αe, βe) sur le support Dα,β :

P (αe, βe) =

R/ cos(α)∫

0




K2
(

R
cos(α) − rc

)2

2
+

K2R2

2 cos2(α)


 rcdrc

P (αe, βe) =
7

384 cos4(α)
(4.95)

A partir des deux équations 4.94 et 4.95, on peut évaluer les deux probabilités
P (C/αe, βe) et P (γe/, αe, βe) :
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P (C/αe, βe) =





12(R cos(α)−rc cos2(α))2

7R4 si C ∈ SA,α

12 cos2(α)
7R2 si C ∈ SA,α+π

0 sinon.

(4.96)

P (γe/αe, βe) =





1/7 si γ = α + 2kπ

6/7 si γ = α + π + 2kπ

0 sinon.
(4.97)

Si on examine les deux équations 4.92 et 4.97, on remarque que dans le cas où
β = α + kπ la probabilité γe/αe, βe est indépendante de la taille de fenêtre (le paramètre
R) et de l’angle α.

4.6.7 Simulation
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(a) Le point B.
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(b) Le point C.

Fig. 4.24 – Histogramme des tirages aléatoires des points B et C.

Pour valider les résultats obtenus, nous avons calculé par simulation numérique la
courbe de la probabilité P (γe/αe, βe) pour (α, β, γ) ∈ [−π, π]3. Cette loi de probabilité dé-
pend des trois paramètres α,β et γ, ce qui rend sa représentation graphique impossible.
Pour pouvoir comparer la courbe théorique et la courbe simulée, on va se limiter au
cas α = 0.

Nous avons fixé le pas d’échantillonnage de α et β à la valeur π/300 et celui de γ à
π/1200 (cette différence est utile pour pouvoir être précis au voisinage de β = 0. Seule-
ment cela implique une petite erreur pour la fonction pour β = 0 car l’échantillonnage
étant plus précis pour la direction γ que pour la direction β, le dirac va se transformer
en un lobe).
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Pour calculer cette courbe, nous avons effectué 1010 tirages aléatoires pour les points
B et C. Nous avons utilisé le générateur aléatoire de l’Ecuyer [ECUY-88, WILL-92]
pour effectuer un tirage uniforme des points dans un carré de rayon R=2.

L’histogramme des tirages aléatoires des points B et C (Fig. 4.24) montre l’unifor-
mité de la loi de distribution des points dans la fenêtre carrée.
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(a) Courbe théorique de P (γ/α = 0, β).
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(b) Courbe de P (γ/α = 0, β) issue d’une
simulation numérique.

Fig. 4.25 – Comparaison entre la courbe théorique et la courbe simulée de P (γ/α =
0, β) dans le cas d’une distribution uniforme des points à l’intérieur d’une fenêtre
carrée.

Si on examine les deux courbes de la probabilité P (γe/α = 0, βe) (Fig. 4.25), on re-
marque bien que cette probabilité est nulle pour γ ≥ β ou γ ≤ 0 dans le cas où β > 0.
Afin de pouvoir voir la différence entre les deux courbes nous avons affiché les deux
fonctions (Fig. 4.27) dans le même plan pour certaines valeurs de β qui correspondent
aux différents cas trouvés. Si on examine bien la figure 4.27 on remarque que les deux
courbes se superposent bien malgré les perturbations qu’on retrouve sur la courbe si-
mulée.

Nous avons aussi comparé les deux courbes de la probabilité P (αe, βe). On peut
voir sur la figure 4.26 que les résultats obtenus sont égaux. La seule différence est
obtenue pour β = α + kπ. Cette différence est liée au pas d’échantillonnage de β et au
rapport existant entre la valeur de la probabilité P (αe, βe) au point de la discontinuité
et les valeurs dans son voisinage. L’observation de la discontinuité de cette fonction au
voisinage de zéro est conditionnée par l’importance de ce rapport.

4.6.8 Conclusion

Dans le cas des applications réelles, les images ont souvent une forme carrée ou
rectangulaire, les images rondes sont très rares. Pour cette raison nous avons déterminé
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−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

Courbe simulée
Courbe théorique

Fig. 4.26 – Comparaison entre la courbe théorique et celle obtenue par simulation de
la loi P (αe, βe) pour α = 0.

la probabilité a posteriori P (γe/αe, βe) dans le cas d’une distribution uniforme des points
à l’intérieur d’une fenêtre carrée. Comme dans le cas de la fenêtre circulaire, cette
probabilité est indépendante de la largeur de la fenêtre. Cela nous permet d’utiliser
ces résultats sans faire d’hypothèses sur la taille de l’image utilisée.

4.7 Cas d’une distribution quelconque continue

Si on s’intéresse maintenant à une distribution quelconque continue f(r,Θ) des
points dans le plan (exemple : une gaussienne), on démontre que la probabilité P (C, αe, βe)
peut être exprimée directement en fonction de f .

4.7.1 Cas général

La probabilité P (C, αe, βe) est calculée à partir de l’équation 4.18 qui reste valable
pour n’importe quelle distribution de points indépendants dans le plan, que nous rap-
pelons ici :

P (C, αe, βe) = P (C)

∫

SA,α∩SC,β−π

P (B)dB (4.18)

L’intersection des deux secteurs angulaires SA,α et SC,β−π représente le domaine ρ

(Fig. 4.28). L’intégrale de l’équation 4.18 devient :
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Premier cas : α ≤ β ≤ π/4
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Troisième cas : π/2 ≤ β ≤ 3π/4
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Quatrième cas : β ≥ 3π/4 et
ϕ ≤ 3π/4
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Cinquième cas : β < α + π et
ϕ ≥ 3π/4
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Fig. 4.27 – Comparaison entre la courbe théorique et celle obtenue par simulation de
la loi P (γe/α = 0, βe) pour les différents cas trouvés.

130



4.7 Cas d’une distribution quelconque continue

A

A,S
C

α

β−π α

2

d  /2
n

n

n

3

4

1

n

β

C, β−πS

C, dβ−π−  β/2∆

C, dβ−π+  β/2∆

∆
A,α−  α/2d

∆
A, dα+  α/2

α

d  /2

ρ

Fig. 4.28 – Définition du domaine ρ = SA,α ∩ SC,β−π pour β 6= α + kπ.

P (C, αe, βe) = P (C) lim
dβ→0,dα→0

1
dαdβ

∫

ρ

P (B)dB (4.98)

= f(rc, θc) lim
dβ→0

dα→0

1
dαdβ

∫

ρ

f(rb, θb)rbdrbdθb (4.99)

Le domaine ρ est délimité par les quatre droites (cf. annexe B) :

∆C,β−π−dβ/2 : r = rc
sin(θc − (β − π − dβ/2))
sin(θ − (β − π − dβ/2))

(4.100)

∆C,β−π+dβ/2 : r = rc
sin(θc − (β − π + dβ/2))
sin(θ − (β − π + dβ/2))

(4.101)

∆A,α−dα/2 : θ = α− dα/2 (4.102)
∆A,α+dα/2 : θ = α + dα/2 (4.103)

Les équations de ces droites permettent de déterminer les bornes de l’intégrale de
l’équation 4.99 :

P (C, αe, βe) = f(rc, θc) lim
dβ→0

dα→0

1
dαdβ

(α+dα/2)∫

(α−dα/2)

(rc
sin(θc−(β−π+dβ/2))
sin(θ−(β−π+dβ/2)) )∫

(rc
sin(θc−(β−π−dβ/2))
sin(θ−(β−π−dβ/2)) )

f(rb, θb)rbdrbdθb (4.104)

Pour simplifier les notations, on définit la fonction grc,θb
définie par :

grc,θb
: < −→ <

φ 7−→ grc,θb
(φ) = rc

sin(θc − (φ− π))
sin(θb − (φ− π))

= rc
sin(θc − φ)
sin(θb − φ)

(4.105)

l’équation précédente devient :
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P (C, αe, βe) = f(rc, θc) lim
dβ→0

dα→0

1
dαdβ

(α+dα/2)∫

(α−dα/2)

grc,θb
(β+dβ/2)∫

grc,θb
(β−dβ/2)

f(rb, θb)rbdrbdθb (4.106)

Si la fonction f(r, θ) est continue, on peut définir la fonction Fr comme la primitive
de la fonction r f(r, θ) par rapport au paramètre r, et par conséquent :

Fr(r) =
∫

r f(r, θb)dr (4.107)

dFr(r)
dr

= r f(r, θb) (4.108)

Par cette définition, l’équation 4.106 peut s’écrire sous la forme suivante :

P (C, αe, βe) = f(rc, θc) lim
dβ→0

dα→0

1
dαdβ

(α+dα/2)∫

(α−dα/2)

(Fr(grc,θb
(β + dβ/2))−Fr(grc,θb

(β − dβ/2))) dθb (4.109)

= f(rc, θc) lim
dα→0

1
dα

(α+dα/2)∫

(α−dα/2)

lim
dβ→0

Fr◦grc,θb
(β + dβ/2)− Fr◦grc,θb

(β − dβ/2)
dβ

dθb (4.110)

Si on examine l’équation 4.110, on remarque que lim
dβ→0

Fr◦grc,θb
(β+dβ/2)−Fr◦grc,θb

(β−dβ/2)

dβ

représente la dérivée de la fonction Fr ◦ grc,θb
au point β.

d Fr ◦ grc,θb
(x)

dx

∣∣∣∣
x=β

=
dgrc,θb

(x)
dx

∣∣∣∣
x=β

dFr(x)
dx

∣∣∣∣
x=grc,θb

(β)

(4.111)

En remplaçant la dérivée de la fonction Fr (Eq. 4.108), on obtient :

d Fr ◦ grc,θb
(x)

dx

∣∣∣∣
x=β

=
dgrc,θb

(x)
dx

∣∣∣∣
x=β

grc,θb
(β) f( grc,θb

(β) , θb ) (4.112)

Par la suite l’équation 4.110 devient :

P (C, αe, βe) = f(rc, θc) lim
dα→0

1
dα

(α+dα/2)∫

(α−dα/2)

dgrc,θb
(x)

dx

∣∣∣∣
x=β

grc,θb
(β) f( grc,θb

(β) , θb )dθb (4.113)

Si la valeur de α est différente de β, la dérivée dgrc,θb
(x)

dx

∣∣∣
x=β

est une fonction continue

au point θb = α et la fonction grc,θb
(β) est continue au point θb = α (par définition Eq.

4.105). De plus, si la fonction f(r,Θ) est une fonction continue, on retrouve la limite de
l’intégrale d’une fonction h continue divisée par la longueur du domaine d’intégration :

lim
dx→0

1
dx

(x0+dx/2)∫

(x0−dx/2)

h(y)dy = h(x0) (4.114)
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Cette remarque nous permet de simplifier l’équation 4.113 :

P (C, αe, βe) = f(rc, θc)
dgrc,α(x)

dx

∣∣∣∣
x=β

grc,α(β) f( grc,α(β) , α ) (4.115)

donc :

P (C, αe, βe) = 2r2
c

cos(α− β)− cos(α + β − 2θc)
3 sin(α− β)− sin(3α− 3β)

f(rc, θc)f
(

rc
sin(θc − β)
sin(α− β)

, α

)
(4.116)

Cette distribution de probabilité est valable pour n’importe quelle distribution
continue des points dans le plan.

Remarque :

Si on remplace f(r,Θ) par 1
πR2 , on retrouve la formule de la probabilité P (C, αe, βe)

dans le cas de la distribution uniforme des points dans un disque (Eq. 4.21).

Dans le cas où la distribution de probabilité des deux points B et C dans le plan
n’est pas identique, l’équation 4.116 devient :

P (C, αe, βe) = 2r2
c

cos(α− β)− cos(α + β − 2θc)
3 sin(α− β)− sin(3α− 3β)

fC(rc, θc)fB

(
rc

sin(θc − β)
sin(α− β)

, α

)
(4.117)

où :
– fC(r, θ) représente la densité de probabilité de la variable aléatoire C (coordonnés

polaires du point C),
– fB(r, θ) représente la densité de probabilité de la variable aléatoire B (coordonnés

polaires du point B).

4.7.2 Application : distribution gaussienne

On suppose ici que la distribution des deux points B et C dans le plan suit une loi
normale centrée réduite :

f(r,Θ) =
1
2π

e−
r2
2 (4.118)

4.7.2.1 Cas général : β 6= α + kπ (k ∈ Z)

En remplaçant dans l’équation 4.116, on obtient la probabilité P (C, αe, βe) :

P (C, αe, βe) =
r2
c (cos(α− β)− cos(α + β − 2θc))
2π2 (3 sin(α− β)− sin(3α− 3β))

e
− r2

c
2

(
1+( sin(θc−β)

sin(α−β) )2)
(4.119)
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Remarque :

Si on examine l’équation 4.119, on remarque qu’on obtient la même formule que
dans le cas de la distribution uniforme à l’intérieur d’un disque (Eq. 4.30), pondérée
par une exponentielle.

La probabilité P (γe, αe, βe) est déterminée à partir de l’intégrale de la probabilité
P (C, αe, βe) sur le domaine SA,γ :

P (γe, αe, βe) =
∫

SA,γ

P (C/αe, βe)dC (4.120)

=

+∞∫

0

r2
c (cos(α− β)− cos(α + β − 2θc))
2π2 (3 sin(α− β)− sin(3α− 3β))

e
− r2

c
2

(
1+( sin(θc−β)

sin(α−β) )2)
rcdrc (4.121)

=
cos(α− β)− cos(α + β − 2γ)

π2(3 sin(α− β)− sin(3α− 3β))
(

sin2(β−γ)
sin2(β−α)

+ 1
)2 (4.122)

Remarque :

La probabilité P (αe, βe) est calculée à partir de la marginalisation de la probabilité
P (γe, αe, βe). Cette intégrale existe mais sa formule analytique est très complexe et ne
peut pas être simplifiée.

4.7.2.2 Cas particuliers : β = α + kπ (k ∈ Z)

Dans ce cas, on peut distinguer les deux cas suivants :

a) β = α + 2kπ (k ∈ Z) :

α

α−π

α−π+  α/2
A

C

n

n
1

2

α/2

B

d

∆
C, d

Fig. 4.29 – Définition du domaine ρ = SA,α ∩ SC,β−π pour β = α + 2kπ.
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Dans ce cas, le point C est situé dans la direction α par rapport au point B, lui-
même placé dans la même direction par rapport au point A. La figure 4.29 montre que
le point C est forcément dans la direction α par rapport au point A. En conséquence,
la probabilité P (γe/αe, βe) est définie par :

P (γe/αe, βe) =

{
1 si γ = α + 2kπ , (k ∈ Z)
0 sinon

(4.123)

Le domaine ρ est représenté par le losange An1Cn2 qui est délimité par les quatre
droite :

(An1) : θ = α + dα/2 (4.124)
(An2) : θ = α− dα/2 (4.125)
(Cn1) : r sin(θ − (α− π − dα/2)) = rc sin(θc − (α− π − dα/2)) (4.126)
(Cn2) : r sin(θ − (α− π + dα/2)) = rc sin(θc − (α− π + dα/2)) (4.127)

La probabilité P (C, αe, βe) dépend de l’intégrale de la probabilité P (B) sur le domaine
ρ (Eq. 4.18) :

P (C, αe, βe) = P (C)
∫

ρ

P (B)dB (4.128)

= P (C) lim
dα→0

1
dα




α∫

α−dα/2

rc
sin(α−(α−π+dα/2))
sin(θ−(α−π+dα/2))∫

0

f(rb, θb)rbdrbdθb +

α+dα/2∫

α

rc
sin(α−(α−π−dα/2))
sin(θ−(α−π−dα/2))∫

0

f(rb, θb)rbdrbdθb


 (4.129)

=
e

(
−r2

c
2

)

− er2
c

4π2
(4.130)

La loi marginale de la probabilité P (C, αe, βe) par rapport à l’événement C représente
la probabilité P (αe, βe) :

P (αe, βe) =
∫

C∈E
P (C, αe, βe)dC (4.131)

=

+∞∫

0

e

(
−r2

c
2

)

− er2
c

4π2
rcdrc (4.132)

=
1

8π2
(4.133)
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S

B

C,

S
A,

C
α

A

ρ
α

α

(a) Intersection des deux domaines
SC,α−π et SA,α dans le cas où C est dans

la direction α par rapport à A.

A,
S

A

C

S
A,

S
C,

α

B

ρ

α

α+π

α

(b) Intersection des deux domaines
SC,α−π et SA,α dans le cas où C est dans

la direction α + π par rapport à A.

Fig. 4.30 – Définition du domaine ρ = SA,α ∩ SC,β−π pour β = α + π + 2kπ.

b) β = α + π + 2kπ (k ∈ Z) :

Dans ce cas, le point C est placé dans la direction (α + π) par rapport au point B,
lui-même situé dans la direction α par rapport au point A. D’après la figure 4.30, on
peut distinguer deux cas possibles :

1. le point C est situé dans la direction α par rapport au point A, s’il est placé entre
les deux points A et B (Fig. 4.30-a),

2. le point C est situé dans la direction α + π par rapport au point A, si le point A

est placé entre les deux points B et C (Fig. 4.30-b).

Dans le premier cas, le domaine ρ représente exactement le secteur SC,α−π, car celui-
ci est inclus dans le domaine SA,α (Fig. 4.30-a). La probabilité P (C, αe, βe) est déterminée
à partir de l’intégrale de la distribution des points B sur le domaine ρ (Eq. 4.18) :
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P (C, αe, βe) = P (C)
∫

ρ

P (B)dB (4.134)

= P (C) lim
dα→0

1
dα




α∫

α−dα/2

+∞∫

rc
sin(α−(α−dα/2))
sin(θ−(α−dα/2))

f(rb, θb)rbdrbdθb +

α+dα/2∫

α

+∞∫

rc
sin(α−(α+dα/2))
sin(θ−(α+dα/2))

f(rb, θb)rbdrbdθb


 (4.135)

=
e−r2

c

4π2
(4.136)

Dans le deuxième cas, le domaine ρ est représenté par le secteur angulaire SA,α car
celui-ci est inclus dans le domaine SC,α−π (Fig. 4.30-b) :

P (C, αe, βe) = P (C)
∫

ρ

P (B)dB (4.137)

= P (C)
+∞∫

0

f(rb, θb)rbdrb (4.138)

=
e

(
−r2

c
2

)

4π2
(4.139)

En résumé, La probabilité P (C, αe, βe) est donnée par :

P (C, αe, βe) =





e−r2
c

4π2 si θc = α + 2kπ , (k ∈ Z)

e

(
−r2

c
2

)

4π2 si θc = α + π + 2kπ , (k ∈ Z)
0 sinon

(4.140)

La probabilité P (αe, βe) représente la probabilité marginale de la probabilité P (C, αe, βe),
ce qui nous permet d’écrire :

P (αe, βe) =
∫

C∈E

P (C, αe, βe)dC (4.141)

=

+∞∫

0

e−r2
c

4π2
rcdrc +

+∞∫

0

e

(
−r2

c
2

)

4π2
rcdrc (4.142)

=
1

8π2
+

1
4π2

(4.143)

=
3

8π2
(4.144)
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(a-1) P (C, α = π/6, β = π/3). (a-2) P (C, α = π/6, β = π/3).

(b-1) P (C, α = π/6, β = 2π/3). (b-2) P (C, α = π/6, β = 2π/3).

(c-1) P (C, α = π/6, β = 5π/6). (c-2) P (C, α = π/6, β = 5π/6).

(d-1) P (C, α = π/6, β = π). (d-2) P (C, α = π/6, β = π).

Fig. 4.31 – Exemples d’évaluation de P (C, αe, βe) : représentation surfacique et par
courbe de niveaux.
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D’après l’équation 4.36, la probabilité P (γe/αe, βe) est déterminée à partir de l’inté-
grale de la probabilité P (C/αe, βe) sur le domaine SA,γ :

P (γe/αe, βe) =
∫

C∈SA,γ

P (C/αe, βe)dC (4.145)

=
1

P (αe, βe)

∫

C∈SA,γ

P (C, αe, βe)dC (4.146)

=





8π2

3

+∞∫
0

e−r2
c

4π2 rcdrc si γ = α + 2kπ , (k ∈ Z)

8π2

3

+∞∫
0

e

(
−r2

c
2

)

4π2 rcdrc si γ = α + π + 2kπ , (k ∈ Z)

0 sinon

(4.147)

=





1
3 si γ = α + 2kπ , (k ∈ Z)
2
3 si γ = α + π + 2kπ , (k ∈ Z)
0 sinon

(4.148)

4.7.2.3 Discussion :
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(a) Le point B.
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(b) Le point C.

Fig. 4.32 – Histogramme des tirages aléatoires des points B et C.

Comme on peut le constater sur la figure 4.31, la probabilité P (C, αe, βe) est nulle
à l’extérieur du domaine Dα,β, elle dépend des coordonnées polaires du points C(rc, θc)
dans le plan. Pour une valeur fixe de θc, le maximum de la probabilité est atteint pour
la valeur de rc = 2 sin(β−α)√

2 sin2(β−θc)+2 sin2(β−α)
. La formule analytique de l’angle θc qui maximise

la probabilité P (C, αe, βe) est trop complexe pour être reportée ici.

La formule analytique de la probabilité P (γ, α, β) (Eq. 4.122) est invariable par
rotation car :
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(a) Courbe théorique de P (γ/α = 0, β).
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(b) Courbe de P (γ/α = 0, β) issue d’une
simulation numérique.

Fig. 4.33 – Comparaison entre la courbe théorique et la courbe simulée de la probabilité
P (γ/α = 0, β) dans le cas d’une distribution gaussienne des points dans le plan.

P (γ = x + a, α = y + a, β = z + a) =
cos ((y + a)− (z + a))− cos ((y + a) + (z + a)− 2 (x + a))

π2 (3 sin ((y + a)− (z + a))− sin (3 (y + a)− 3 (z + a)))

× 1(
sin2((z+a)−(x+a))

sin2((z+a)−(y+a))
+ 1

)2
(4.149)

=
cos (y − z)− cos (y + z − 2x)

π2 (3 sin (y − z)− sin (3y − 3z))
(

sin2(z−x)

sin2(z−y)
+ 1

)2
(4.150)

= P (γ = x, α = y, β = z) (4.151)

Cette remarque était prévisible car notre distribution des points dans le plan 4.119
est invariable par rotation (indépendante de θ). Dans la suite, nous allons traiter seule-
ment le cas où α = 0 ce qui est suffisant pour représenter l’ensemble des cas possibles.

Pour valider les formules obtenues dans le cas d’une distribution normale, nous
avons réalisé une simulation numérique pour estimer la probabilité P (γe/αe, βe). Nous
avons effectué 1010 tirages aléatoires de points dans le plan suivant une loi normale
centrée réduite. Les pas d’échantillonnages sont les mêmes par rapport au cas de la
fenêtre circulaire et de la fenêtre carrée. Pour un problème de lisibilité de la figure
4.33, nous avons réduit ces pas d’échantillonnage à π/25 pour β et à π/100 pour γ. Une
comparaison des deux courbes (Fig. 4.34) montre que les résultats obtenus par simu-
lation numérique obéissent à la formule analytique calculée au paragraphe précédent.

Pour la probabilité P (αe, βe), on retrouve le même problème que celui rencontré
précédemment, à savoir :

– une discontinuité non observée au voisinage de zéro due à un faible saut de la
fonction,
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Fig. 4.34 – Comparaison entre la courbe théorique et celle obtenue par simulation de
la loi P (γe/βe, α = 0).

– une différence entre la valeur simulée et la valeur théorique dans le cas où β = α+π

car le calcul numérique nous donne une moyenne sur un intervalle de longueur ε

(pas d’échantillonnage).

4.7.3 Conclusion

Nous avons déterminé dans cette partie la probabilité conjointe P (C, αe, βe) pour
n’importe quelle distribution continue des points dans le plan. Ce résultat peut être
utilisé dans les problèmes de localisation où il s’agit de trouver la position spatiale du
point C à partir des position relative α et β. Dans ce cas, l’hypothèse qui nécessite que
le points A soit à l’origine du repère peut être éliminée en effectuant un changement
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Fig. 4.35 – Comparaison entre la courbe théorique et celle obtenue par simulation de
la loi P (αe, βe) pour α = 0.

de repère.

Pour valider ce résultat, nous l’avons appliqué dans le cas d’une distribution nor-
male des points dans le plan. Comme les résultats précédents, les résultats obtenus
correspondent bien à ceux obtenus par une simulation numérique. Le calcul analytique
de la probabilité P (γe, αe, βe) n’est possible que dans certains cas. Pour une distribution
gaussienne, cela est possible seulement si la distribution est centrée. Dans les autres
cas, on sera amené à faire des intégrales numériques de la probabilité P (C, αe, βe) pour
résoudre le problème.

4.8 Inférence : décision bayésienne

L’inférence consiste à déterminer une règle de décision D(α, β) qui associe pour
chaque observation des deux événements αe, βe un angle γ correspondant à la position
spatiale du point C par rapport au point A. En général, cette règle est établie de façon
à minimiser une fonction de coût [BOX-73, HATO-91, DUDA-01].

4.8.1 Minimisation de l’erreur moyenne de décision

Dans ce cas, il s’agit de déterminer la règle D(α, β) qui minimise la probabilité
globale d’erreur Perr. Soit γ∗(αe, βe) l’angle correspondant à la position relative du point
C par rapport à A correspondant aux deux événements αe et βe. La probabilité d’erreur
globale est donnée par :

Perr =

π∫

−π

π∫

−π

P (D (αe, βe) 6= γ∗ (αe, βe)) P (αe, βe)dα dβ (4.152)
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Sachant que la probabilité P (D (αe, βe) = γ∗ (αe, βe)) représente la probabilité que le
points C soit dans la direction D (αe, βe) étant donné les deux événements αe et βe

(P (D (αe, βe) /αe, βe)), la probabilité P (D (αe, βe) 6= γ∗ (αe, βe)) est donnée par :

P (D (αe, βe) 6= γ∗ (αe, βe)) = 1− P (D (αe, βe) /αe, βe) (4.153)

En remplaçant dans l’équation 4.152, on obtient :

Perr =

π∫

−π

π∫

−π

(1− P (D(αe, βe)/αe, βe)) P (αe, βe)dα dβ

Perr = 1−
π∫

−π

π∫

−π

P (D(αe, βe)/αe, βe)P (αe, βe)dα dβ (4.154)

Comme la probabilité P (αe, βe) est une fonction positive, minimiser la probabi-
lité d’erreur globale Perr revient à déterminer l’angle γ qui maximise la probabilité
P (γe/αe, βe).

D0(αe, βe) = γ0 =⇒ (∀θ ∈ [−π, π]) , P (γ = γ0/αe, βe) ≥ P (γ = θ/αe, βe) (4.155)

Application

Nous avons trouvé (paragraphe 4.3) dans le cas d’une distribution uniforme des
points dans un disque de rayon R que le maximum de la probabilité P (γe/αe, βe) était
atteint pour la valeur de γ = α+β

2 ou bien γ = 2β − α− π suivant les cas suivants :

D0c(αe, βe) =

{
α+β

2 si − 2π/3 ≤ β − α ≤ 2π/3
2β − α− π sinon

(4.156)

Dans les deux autres cas (fenêtre carrée et distribution normale), le calcul du maxi-
mum de la probabilité revient à résoudre une équation (la dérivée de P (γe/αe, βe) par
rapport à γ) d’ordre 3 dans le cas de la fenêtre carrée et une équation d’ordre 4 dans le
cas de la distribution normale. Ces deux types d’équations peuvent être résolues par la
méthode de Lodovico Ferrari ou bien la méthode de Niccolo Tartaglia [DUNH-90]. Ces
deux méthodes sont implantées dans les outils de calcul mathématique comme Maple
2 [GARV-02] et Mathematica 3 4 [POIT-98, WOLF-98]. Malheureusement, la formule
analytique des solutions réelles est trop complexe pour être notée ici, pour cela, nous
avons préféré montrer la courbe de ces résultats et les comparer dans les différents cas.

Sur la figure 4.36, nous avons tracé la courbe de la règle de décision D(α = 0, β)
en fonction de β pour les trois cas précédents : distribution uniforme des points à

2http://www.maplesoft.com.
3Équation d’ordre 3 : http://mathworld.wolfram.com/CubicEquation.html.
4Équation d’ordre 4 : http://mathworld.wolfram.com/QuarticEquation.html.
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Fig. 4.36 – Comparaison du résultat de la règle de décision D0(αe, βe) pour α = 0 en
fonction de β dans les trois cas : une distribution uniforme à l’intérieur d’un disque,
une distribution uniforme à l’intérieur d’un carré et une distribution normale.

l’intérieur d’une fenêtre circulaire, distribution uniforme des points à l’intérieur d’une
fenêtre carrée et distribution normale des points dans le plan. On remarque que les
résultats obtenus diffèrent peu suivant la distribution choisie des points dans le plan.
Les résultats obtenus dans le cas d’une distribution uniforme à l’intérieur d’un carré
et de la distribution normale sont légèrement supérieurs à ceux de la distribution
uniforme à l’intérieur d’un disque dans le cas où β est supérieur à 0. Cette différence
était prévisible car dans le cas de la fenêtre carrée, quand β est supérieur à π/2, il
existe un ensemble de points D0 (Fig. 4.37) dont la coordonnée angulaire est proche
de l’angle 0 et qui n’appartiennent pas au domaine Dα,β. Comme la règle de décision
bayésienne minimise la probabilité globale d’erreur, le résultat de l’inférence sera plus
proche de l’angle β que de l’angle 0, ce qui explique que l’angle γ0 obtenu est supérieur
à la bissectrice α+β

2 . On retrouve le même cas de figure si on veut comparer les deux
résultats de l’inférence ((β − α) ≤ 2π/3 et (β − α) ≥ 2π/3) dans le cas de la distribution
uniforme des points à l’intérieur d’un disque.

4.8.2 Maximum de vraisemblance

Pour cette méthode, il faut choisir l’angle γ qui maximise la probabilité P (αe, βe/γe).
Cette probabilité est liée à la probabilité a posteriori P (γe/αe, βe) par le théorème de
Bayes :

P (αe, βe/γe) =
P (γe/αe, βe)P (αe, βe)

P (γe)
(4.157)

Comme la probabilité P (αe, βe) est indépendante de la variable γ, il suffit de choisir la
valeur de γ qui maximise le quotient P (γe/αe,βe)

P (γe) . Or comme nous n’avons aucune direc-
tion privilégiée, maximiser P (αe, βe/γe) revient à déterminer la valeur de γ qui maximise
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4.8 Inférence : décision bayésienne

D
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(α+β)/2

Dα,β

A
α=0

β

Fig. 4.37 – Définition de l’ensemble D0 des points C dont la coordonnée angulaire est
proche de l’angle α et n’appartenant pas au domaine Dα,β.

la probabilité a posteriori P (γe/αe, βe) car la probabilité a priori P (γe) représente une loi
uniforme sur l’intervalle [−π, π[. En conséquence, les résultats obtenus seront identiques
à ceux de la méthode de minimisation de l’erreur moyenne de décision (paragraphe
4.8.1).

4.8.3 Minimisation du risque moyen de décision

C’est en fait une généralisation de la première méthode (paragraphe 4.8.1). On
définit dans ce cas une fonction de coût λ qui associe un coût λ(D(αe, βe)/γe) à chaque
décision D(αe, βe) choisie, sachant que la position relative du point C par rapport au
point A correspond à l’angle γ. Notre problème revient donc à trouver la valeur de γ

qui minimise le risque moyen R défini par :

R =

π∫

−π

π∫

−π

R (D (αe, βe) /αe, βe) P (αe, βe)dαdβ (4.158)

où R (D (αe, βe) /αe, βe) représente le risque conditionnel :

R (D (αe, βe) /αe, βe) =

π∫

−π

λ(D(αe, βe)/γe) P (γe/αe, βe)dγ (4.159)

Minimiser l’équation 4.158 revient à déterminer la valeur de γ qui minimise le risque
conditionnel R (D (αe, βe) /αe, βe) (Eq. 4.159) pour toutes les valeurs de α et β.

Remarque :

Si on définit la fonction de coût λ par :

λ(D(αe, βe)/γe) =

{
0 si D(αe, βe) = γ

1 sinon
(4.160)
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la définition du risque moyen R (Eq. 4.158) sera équivalente à la définition de la
probabilité globale d’erreur Perr (Eq. 4.152).

Application

Dans notre cas, on définit la fonction de coût comme le carré de la différence entre
l’angle exact et la décision choisie :

λ(D(αe, βe)/γe) = (D (αe, βe)− γ)2 (4.161)

Dans le cas de la distribution uniforme des points à l’intérieur d’un disque, le
minimum du risque conditionnel R (D (αe, βe) /αe, βe) (Eq. 4.159) est obtenu pour la
valeur de γ0 suivante :

γ0 =





α+β
2

si (β − α) ∈ [2kπ, π/2 + 2kπ]

[
−4

(
(2β − α− π)2 − β2 + 1

)
cos(α− β) + 5 cos(3α− 3β)−

cos(5α− 5β)− (12α− 20β + 8π) sin(α− β)+

(8α− 10β + 5π) sin(3α− 3β)− (2β − π) sin(5α− 5β)
]/

[
8(α− β + π) cos(α− β) + 8 sin(α− β)− 2 sin(3α− 3β)− 2 sin(5α− β)

]
si(β − α) ∈ [2kπ + π/2, (2k + 1)π[

α + 6π
7

si β = α + π

(4.162)

Les autres cas, où (β − α) < 0, sont obtenus par symétrie.
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Fig. 4.38 – Comparaison des résultats des deux règles de décision : minimisation de
l’erreur et minimisation du risque dans le cas d’une distribution uniforme des points à
l’intérieur d’un disque (α = 0).
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4.8 Inférence : décision bayésienne

En examinant cette équation, on remarque que le résultat obtenu pour le cas du sec-
teur angulaire complet est identique à celui de la méthode de minimisation de l’erreur
moyenne (Fig. 4.38). Cela était prévu car la probabilité conditionnelle P (γe/αe, βe) est

symétrique dans ce cas par rapport à l’axe
(
γ = α+β

2

)
(Fig. 4.7-a). Dans le cas contraire

(secteur angulaire incomplet), la courbe de la densité de probabilité conditionnelle
P (γe/αe, βe) n’est pas symétrique, ce qui explique la différence des deux résultats. En
examinant la courbe de la règle de décision en fonction de β (α = 0), on remarque que le
résultat de la règle de décision γ dans le cas où β = π est différent des deux angles pos-
sibles 0 et π. Ce résultat est une conséquence directe de la définition de notre fonction
de coût λ. En effet pour minimiser le risque (distance par rapport à la valeur exacte),
le résultat γ est placé au centre de gravité de la courbe de P (γe/αe, βe), c’est-à-dire plus
proche de π que de 0 car la probabilité (P (γ = π/α = 0, β = π) > P (γ = 0/α = 0, β = π)).
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(a) Fenêtre carrée.
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(b) Distribution gaussienne.

Fig. 4.39 – Comparaison des résultats des deux règles de décision : minimisation de
l’erreur et minimisation du risque dans le cas d’une distribution uniforme des points
dans un carré et d’une distribution gaussienne dans le plan (α = 0).

Nous n’avons pas pu obtenir une formulation analytique en fonction de α et β de
la règle de décision dans le cas d’une distribution uniforme à l’intérieur d’un carré
et d’une distribution gaussienne dans le plan car la primitive de la fonction liée à
l’intégrale qui définit le risque conditionnel ne peut pas être exprimée à l’aide des
fonctions connues. Pour cela nous avons déterminé le résultat par un calcul numérique
de l’intégrale. La courbe de l’angle γ qui minimise le risque conditionnel est tracée en
fonction de l’angle β sur la figure 4.39 dans le cas où l’angle α est fixé à 0. Comme
on peut le constater, les résultats des deux exemples sont totalement différents des
résultats de la première méthode. Cela était prévisible car en examinant les courbes
de la probabilité P (γe/αe, βe) (Fig. 4.27 et 4.34), celles-ci ne sont pas symétriques par
rapport au maximum de la probabilité.
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4.8.4 Conclusion

Les résultats obtenus par les trois méthodes sont très proches. Dans le cas d’une
application réelle, on est amené à minimiser d’autres critères que le risque moyen R.
En général les fonctions de coût utilisées sont différentes d’une application à l’autre
et dépendent des résultats souhaités. Dans ce cas, il faudrait développer cette partie
pour chaque application.

4.9 Inférence des relations spatiales directionnelles

entre des régions

Les résultats obtenus dans le cas des points peuvent être appliqués au cas des ob-
jets, pour cela on distingue deux cas :

1. Inférence dans le cas des petits objets compacts ou bien des objets éloignés :
l’histogramme d’angles représentant les relations spatiales entre deux régions
compactes et petites est très proche d’une fonction de Dirac correspondant à
la direction principale (position relative des deux centres de gravité). De même
nous avons vu que l’histogramme d’angles tend vers un Dirac (une seule di-
rection) quand l’objet B s’éloigne de l’objet A. Dans ce cas, cela nous permet
d’utiliser un seul angle pour représenter les relations spatiales entre deux régions.

2. Dans l’autre cas, on combine toutes les possibilités à partir de l’histogramme
d’angles pour obtenir une estimation de l’histogramme exact.

4.9.1 Inférence dans le cas des petits objets compacts ou des
objets éloignés

On utilise directement les résultats obtenus dans la section précédente. Prenons
par exemple les objets de la figure 4.40-a, l’histogramme d’angles lié à un couple d’ob-
jets (Fig. 4.40-b) est très proche d’un Dirac. Cela nous permet de représenter tous
les objets par leur centre de gravité. Une estimation de l’angle correspondant à l’angle
formé par les deux centres de gravité peut être obtenue en calculant le centre de gravité
de l’histogramme d’angles. Plus l’histogramme d’angles est proche d’une fonction de
Dirac, plus cette estimation sera correcte.

Pour illustrer ces résultats, supposons qu’on soit amené à déduire la position rela-
tive d’un objet ou une région C par rapport à une région A (Fig. 4.40-a) connaissant
la position relative de cette région par rapport à certains repères Bi. Pour utiliser les
résultats précédents, la position relative de ces repères par rapport à la région A est
connue. Cet exercice est très fréquent quand il s’agit de trouver son chemin en uti-
lisant un plan. À partir de l’information visuelle, l’être humain (objet A) détermine
sa position relative par rapport à certains repères (objets Bi) présents sur le plan. La
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(a) Un exemple d’objets compacts.
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(b) Histogramme d’angles HAC .

Objet intermédiaire γ |γ − θAC | |α− β|
B1 0.5171 0.123 2.12
B2 0.5923 0.048 1.01
B3 0.6806 0.040 1.07
B4 0.7852 0.145 2.16
B5 0.6683 0.028 2.83
B6 0.6163 0.024 2.94

(c) Inférence de la position relative γ de l’objet C par rapport à A (les angles sont
exprimés en radian, θAC = 0.64), connaissant l’histogramme d’angle de l’objet C par
rapport à un autre objet Bi et l’histogramme d’angle de l’objet Bi par rapport à

l’objet A.

Fig. 4.40 – Application de l’inférence des relations spatiales directionnelles dans le cas
des objets compacts.

position relative du point d’arrivée (objet C) par rapport à ces repères (objets Bi) est
déterminée à partir du plan. Le problème, dans ce cas, consiste à déduire la direction
à suivre en partant de A pour arriver en C.

Puisque les résultats obtenus en utilisant les trois types de distribution sont presque
identiques, nous utilisons dans cette partie uniquement les résultats liés à une distribu-
tion uniforme des points à l’intérieur d’un disque. On suppose pour cela que les objets
B1..6 et C sont uniformément placés autour de l’objet A à l’intérieur d’un disque. Les
différentes positions relatives θXY sont exprimées à partir des histogrammes d’angles.
Les résultats de l’inférence en utilisant la règle de la minimisation de la probabilité
d’erreur sont illustrés sur le tableau de la figure 4.40-c.
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Fig. 4.41 – Évolution de la probabilité d’erreur en fonction de |β − α|.

En examinant ce tableau, on remarque clairement que les plus faibles erreurs d’es-
timation |γ − θAC | correspondent à des faibles ou fortes valeurs de la différence |β − α|.
Cela était prévisible car la localisation du point C est d’autant plus difficile que le
secteur angulaire Dα,β est large. Cela est confirmé en examinant la courbe de la proba-
bilité d’erreur (Fig. 4.41), celle-ci est croissante par rapport à la différence |β − α| entre
0 et (ψ0 ' 1.915) où ψ0 représente la racine de l’équation 2ψ − 2π + 6 sin(ψ) − 8 sin(2ψ) +
6 sin(3ψ)+5 sin(4ψ)+2 sin(5ψ) appartenant au domaine [π/2, 2π/3]. Pour ψ0 ≤ |β − α| ≤ π, la
probabilité d’erreur est décroissante. Dans le cas où la valeur de |β − α| est proche de π,
on doit choisir parmi deux angles possibles α et β. Comme la probabilité d’avoir γ = α

étant donné les deux positions relatives αe, βe est largement inférieure à celle d’avoir
γ = β, on a une très faible probabilité d’erreur en choisissant γ = β.

La probabilité d’erreur devient moins importante si on utilise plusieurs possibilités
d’inférence. On peut fusionner les différentes probabilités P (γe/αe, βe) obtenues pour les
différents objets intermédiaires afin d’améliorer le résultat final. En traçant la courbe
des six probabilités conditionnelles P (γe/αe, βe) liées aux six objets intermédiaires B1..6

(Fig. 4.42-a), on remarque clairement que le produit des différentes probabilités tend
vers un Dirac correspondant à la position relative de l’objet C par rapport à l’objet A.
On peut même obtenir une très bonne estimation à partir d’objets correspondant à un
large domaine Dα,β. Par exemple avec les deux objets intermédiaires B1 et B4 corres-
pondant à une forte erreur, on arrive à une estimation γ = 0.655 qui est très proche de
la position exacte θAC = 0.64. Cela est dû au fait que la surface du secteur angulaire issu
de l’intersection des deux domaines Dα,β est très petite comparée à celle des domaines
de départ. Plus la surface du domaine d’intersection est petite, plus notre estimation
sera proche de la valeur exacte.
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(a) Les courbes de la probabilité
P (γe/αe, βe) en utilisant les six objets
intermédiaires de la figure 4.40-a.
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(b) Produit des six probabilités
conditionnelles P (γe/αe, βe).

Fig. 4.42 – Fusion des différents résultats obtenus.

Discussion et exemple d’application

Le problème présenté dans cette partie est très proche de nos hypothèses de départ :
si les régions sont compactes, elles peuvent être représentées par un seul point. L’une
des applications les plus proches de cet exemple est la localisation des téléphones mo-
biles. Actuellement les méthodes de localisation utilisent essentiellement l’estimation
du temps de retard entre l’instant d’émission et l’instant d’arrivée des ondes au niveau
d’une ou plusieurs stations de base dont la position est connue [ELNA-99]. Il existe
toutefois une autre possibilité en utilisant une estimation de la direction d’arrivée de
l’onde émise par le mobile sur une ou plusieurs stations de base. Cette approche né-
cessite que les stations de bases concernées soient équipées d’antennes multiples dites
intelligentes.

Une localisation précise à l’aide des temps de retard suppose l’existence d’un trajet
direct entre le mobile et la station de base. Cela n’est malheureusement pas toujours
vrai en particulier en milieu urbain, ce qui entrâıne souvent des erreurs importantes
sur l’estimation de la position du mobile. À partir de notre calcul théorique de la
probabilité a posteriori P (γ/α, β) et en utilisant les informations angulaires estimées
sur chaque station, on peut associer un degré de confiance à chaque mesure. Pour cela,
il suffit de supposer que la trajectoire de l’onde entre le mobile et la station de base
principale (la plus proche) est directe. Cette station va représenter dans notre cas le
point B. Le mobile représente le point C et l’autre station de base va représenter le
point A. À partir de la position relative de la station de base principale B par rapport
à la station A (angle α) et la position relative du mobile par rapport à la station de
base principale B (β), on peut associer un degré de confiance à l’estimation de l’angle
d’arrivée γ0 mesurée par la station de base A en fonction de la probabilité P (γ0/α, β).
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Sachant qu’il faut trois stations de base pour localiser le mobile, on peut choisir la
meilleure combinaison possible à partir des degrés de confiance associés aux différentes
mesures.

4.9.2 Inférence dans le cas général

Dans ce cas, on ne peut pas se restreindre au centre de gravité de l’histogramme
d’angles pour représenter les relations spatiales directionnelles entre les différents ob-
jets. Un objet peut être dans plusieurs directions par rapport à un autre. Pour résoudre
ce problème, on suppose que les trois objets A, B et C sont représentés respectivement
par trois points a, b et c dont la position relative α, β n’est pas précise. Dans ce cas,
l’histogramme d’angles normalisé HN

AB(θ) va représenter la probabilité de trouver le
point b dans la direction θ par rapport au point a :

P (αe) = HN
AB(α) (4.163)

De même, l’histogramme d’angles normalisé HN
BC(θ) représente la probabilité de trou-

ver le point c dans la direction θ par rapport au point b. L’inférence revient donc à
déterminer une estimation H

′N
AC de l’histogramme d’angles HN

AC à partir des deux his-
togrammes d’angles HN

AB et HN
BC .

La probabilité P (γe) est déterminée à partir de la marginalisation de la densité de
probabilité conjointe P (γe, αe, βe) par rapport à α et β :

P (γe) =

π∫

−π

π∫

−π

P (γe, αe, βe) dα dβ (4.164)

=

π∫

−π

π∫

−π

P (γe/αe, βe)P (βe/αe) P (αe) dα dβ (4.165)

En supposant que les régions sont représentées par des points, la variable aléatoire β

(événement βe) est indépendante de la variable aléatoire α (événement αe). Dans ce
cas, l’estimation de l’histogramme d’angles H

′N
AC est donnée par :

H
′N
AB(γ) =

π∫

−π

π∫

−π

P (γe/αe, βe)HN
AB(α)HN

BC(β) dα dβ (4.166)

Application

Nous avons appliqué cette méthode pour avoir une estimation de l’histogramme
d’angles normalisé entre les deux régions A et C de la figure 4.43-a en utilisant les
objets B1..4. Dans cet exemple, la région C est située dans deux directions par rapport
à la région A et l’histogramme d’angles HAC (Fig. 4.43-b) n’est pas proche d’un Dirac.
Nous avons comparé les résultats obtenus avec ceux utilisant l’histogramme angles-
distances (Chap. 2). L’histogramme d’angles est calculé à partir de l’histogramme
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(c) L’histogramme d’angles obtenu en
utilisant la région intermédiaire B1.
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(d) L’histogramme d’angles obtenu en
utilisant la région intermédiaire B2.
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(e) L’histogramme d’angles obtenu en
utilisant la région intermédiaire B3.
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(f) L’histogramme d’angles obtenu en
utilisant la région intermédiaire B4.

Fig. 4.43 – Comparaison entre l’histogramme d’angles H”N
AC (en pointillés) obtenu par

la méthode utilisant l’histogramme angles-distance et H
′N
AC (trait plein) obtenu en utili-

sant uniquement les histogrammes d’angles HAB et HBC et la probabilité P (γe/αe, βe).
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angles-distances estimé en utilisant l’équation 2.19.

En examinant les différents histogrammes obtenus par la méthode probabiliste
(Fig. 4.43), on remarque que le résultat obtenu est presque identique à celui de l’his-
togramme angles-distances. L’information métrique représentée dans l’histogramme
angles-distances fait la différence dans certains cas. Par exemple sur la figure 4.43-e,
on voit clairement que l’histogramme d’angles obtenu à partir de l’histogramme angles-
distances affirme qu’il n’existe pas de couples de points correspondant aux directions
] − π..θ] (θ ≈ −1). Dans le cas de la méthode probabiliste, le résultat obtenu affirme
qu’il peut y avoir quelques couples, car en l’absence de l’information métrique cette
hypothèse devient probable. Cette différence reste négligeable devant l’importance de
l’espace mémoire nécessaire pour stocker l’histogramme angles-distances (fonction bi-
dimensionnelle).
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Fig. 4.44 – Les deux histogrammes d’angles HAB et HBC correspondant aux deux
régions B1 et B4.

Comme l’histogramme angles-distances (section 2.6), on remarque que les erreurs
obtenues dépendent aussi de la région intermédiaire utilisée. Les histogrammes d’angles
obtenus en utilisant les deux régions B1 (Fig. 4.43-c) et B4 (Fig. 4.43-f) sont plus proches
de l’histogramme d’angles correct (Fig. 4.43) que les autres. Seulement dans ce cas, les
erreurs ne sont pas dues directement à la surface de la région intermédiaire B mais à la
forme de l’histogramme d’angles. Ces deux cas sont plus proches que les autres de nos
hypothèses de départ (relations spatiales entre des points). Plus le problème est proche
de celui des points, plus le résultat sera précis. En examinant les deux histogrammes
d’angles HAB et HBC pour ces deux exemples, on remarque que l’histogramme d’angles
HB1C (Fig. 4.44-a) présente une seule direction principale correspondant à 0.55. Dans
l’autre cas (Fig. 4.44-b), les deux histogrammes sont presque équivalents à ceux des
régions compactes (paragraphe 4.9.1).
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4.10 Localisation d’un objet ou une région connais-

sant sa position relative

Dans le cas des problèmes de localisation, on est intéressé par la position géogra-
phique de l’objet C et non pas par sa position relative. Pour résoudre ce problème,
on utilise la probabilité P (C,α, β) (Eq. 4.116,4.117) qui a été déterminée pour n’im-
porte quelle distribution continue des points dans le plan. Localiser le point C revient,
dans ce cas, à choisir le point du plan qui minimise une fonction risque fixée. Dans
la suite, nous avons utilisé le critère de minimisation de l’erreur moyenne de décision
(paragraphe 4.8.1).

4.10.1 Exemple

Supposons qu’on soit amené à se rendre à l’ENST5 de Paris. Cette école est située
pas très loin de place d’Italie à l’ouest de la station de métro Tolbiac. Malheureuse-
ment sur notre plan (Fig. 4.45-a), cette station de métro n’est pas précisée. L’unique
information dont on dispose est quelle est située entre les deux stations place d’Italie
et porte d’Italie. Cela nous permet de déduire qu’elle est située au sud de place d’Italie
et au nord de porte d’Italie. Le problème consiste à déterminer une approximation de
la position géographique de l’ENST à partir de ces informations.

(a) Plan de Paris6 (b) Distribution des points
C (ENST) dans le plan.

(b) Distribution des points
B (station de métro

Tolbiac) dans le plan.

Fig. 4.45 – Hypothèse sur la distribution des points dans le plan pour le problème de
localisation de l’ENST (le symbole * entouré en bleu représente la position exacte de
l’ENST sur le plan).

Pour revenir à notre problème des trois points A, B et C : l’ENST représente le point
C, la station de métro Tolbiac représente le point B et place d’Italie représente le point

5ENST : École Nationale Supérieure des Télécommunications
6Plan récupéré sur le site http://www.maporama.com.
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A. Pour résoudre ce problème, il faut trouver une interprétation à chaque information
donnée. Pour modéliser l’information métrique“pas très loin”entre le point A et le point
C, on suppose que la distribution des points C dans le plan, fc, suit une loi normale
centrée sur le point A (Fig. 4.45-b). Pour la distribution des points B dans le plan,
nous avons choisi une loi normale centrée sur le centre du segment reliant la station
place d’Italie à la station porte d’Italie (Fig. 4.45-c), cela représente la modélisation
de l’information “la station de métro Tolbiac est située entre les deux stations place
d’Italie et porte d’Italie”. Les deux angles α et β correspondent respectivement aux
deux angles −π/2 et π. La probabilité P (C, αe, βe) est déterminée en utilisant l’équation
4.117.

4.10.2 Résultats de la localisation

Nous avons représenté sur la figure 4.46-a le résultat de l’évaluation de la probabilité
P (C, αe, βe), le maximum de cette probabilité est atteint au point représenté par l’étoile
rouge. On remarque que le résultat obtenu n’est pas très fiable et très loin de la position
exacte de l’école. Ce résultat était prévisible car les informations utilisés ne sont pas
suffisantes. Pour voir l’importance d’avoir plusieurs informations, nous avons utilisé
la position de la station de métro porte d’Italie. Comme la station de métro Tolbiac
est situé au nord de la station de métro porte d’Italie, nous avons une deuxième
possibilité pour déduire la probabilité P (C, αe, βe). Sur la figure 4.46-b, Nous avons
présenté le résultat de l’évaluation de la probabilité P (C, αe, βe) en utilisant l’information
concernant porte d’Italie. Ce résultat est encore moins fiable que le précédent, mais si
on examine la fusion des deux informations (Fig. 4.46-c), la localisation est très proche
de la position réelle de l’ENST.

(a) Localisation à partir de
la station de métro place

d’Italie.

(b) Localisation à partir de
la station de métro porte

d’Italie.

(c) Fusion des deux
résultats

Fig. 4.46 – Localisation de l’ENST de Paris à partir de sa position relative par rapport
à la station de métro Tolbiac (Le maximum de la probabilité P (C, αe, βe) est atteint
sur le point représenté par le symbole *).
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4.10 Localisation d’un objet ou une région connaissant sa position relative

Maintenant, si on sait, en plus des informations précédentes, que l’ENST est située
au sud-ouest de place d’Italie, on peut modifier la distribution a priori des points C

dans le plan pour mieux représenter cette information (Fig. 4.47-a). L’utilisation de
cette distribution pour localiser l’ENST à partir de place d’Italie (Fig. 4.47-b) ou bien
porte d’Italie (Fig. 4.47-c) est plus précise qu’avant (Fig. 4.46). La fusion des deux
nouveaux résultats donne un résultat encore plus précis (Fig. 4.47-d).

((a) Distribution a priori des
points C (ENST) dans le plan.

(b) Localisation à partir de la
station de métro place d’Italie.

(c) Localisation à partir de la
station de métro porte d’Italie.

(c) Fusion des deux résultats

Fig. 4.47 – Utilisation de la nouvelle connaissance « L’ENST est située au sud ouest
de place d’Italie » pour la localisation (Le maximum de la probabilité P (C, αe, βe) est
atteint sur le point représenté par le symbole *).

En conclusion, la fiabilité du résultat dépend du nombre d’informations exploitées
pour déduire la position géographique du point C. Avec peu d’informations, le résultat
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4. Étude probabiliste du problème d’inférence des relations spatiales directionnelles

ne peut pas être très fiable car tous les points du domaine Dα,β vérifient les hypothèses
de départ.

4.11 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une étude théorique du problème d’inférence
des relations spatiales directionnelles entre des points. Nous avons étudié plusieurs
exemples de distributions des points dans le plan. Cette étude constitue la base d’une
méthode d’inférence probabiliste des relations spatiales directionnelles. Nous avons dé-
terminé la probabilité conjointe P (C, αe, βe) pour n’importe quelle distribution continue
des points dans le plan.

Les résultats de l’inférence obtenus dans le cas des régions non compactes sont très
proches de ceux obtenus en utilisant l’histogramme angles-distances et cela en utili-
sant uniquement l’information angulaire. Seulement, dans le cas où les histogrammes
d’angles HAB et HBC sont très loin des hypothèses du calcul théorique le résultat obtenu
n’est pas équivalent au résultat exact. Cela est dû au fait que ces deux histogrammes
d’angles ne sont pas indépendants, ils dépendent tous les deux de la forme de la région
B. Pour améliorer cette estimation, il serait intéressant de voir la possibilité d’utiliser
des paramètres de la forme de la région B et les deux histogrammes d’angles pour
déterminer la probabilité P (α, β).

L’exemple étudié dans la section 4.10 montre l’importance de nos résultats théo-
riques dans le cadre d’une application réelle. Cet exemple est proche aussi du problème
de localisation des téléphones mobiles : on peut utiliser uniquement l’information angu-
laire pour localiser le mobile. L’importance du nombre de stations de base, dans ce cas,
permet de garantir une bonne fiabilité du résultat. L’étude générale de la probabilité
P (C, α, β) pour n’importe quelle distribution de probabilité, nous permet d’introduire
plusieurs hypothèses au problème de localisation (distributions différentes pour les
deux points B et C par exemple) et ainsi adapter le résultat théorique aux exigences
du problème à résoudre.
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Le raisonnement spatial est de plus en plus utilisé pour résoudre un ensemble de
problèmes d’analyse d’image, d’interface homme-machine et de traitement du lan-
gage naturel. Face à des problèmes où les données sont incomplètes ou imprécises, il
est nécessaire de s’intéresser aux modèles de représentation quantitative des relations
spatiales. Cette représentation fondée sur des modèles flous cherche à quantifier les
différentes relations spatiales entre les différents objets ou régions de l’espace. Com-
parées aux méthodes de représentation qualitative de l’espace, ces approches se sont
limitées à l’estimation des différentes relations sans s’intéresser réellement à la partie
raisonnement. L’objectif principal de cette thèse vise à développer des méthodes d’in-
férence quantitative en utilisant ces modèles.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés aux modèles existants dans le
but de les enrichir afin de pouvoir faire de l’inférence sans avoir à réestimer chaque fois
ces modèles de représentation. En s’appuyant sur l’exemple des points, nous avons in-
troduit l’information métrique dans l’histogramme d’angles pour définir l’histogramme
angles-distances. Notre modèle permet de représenter à la fois l’information angulaire
nécessaire à l’estimation des différentes relations spatiales directionnelles et l’infor-
mation métrique utile pour déterminer la distance qui sépare les deux régions. En
combinant ces deux informations, nous avons pu définir une méthode d’estimation
de l’histogramme angles-distances HAC qui représente les relations spatiales entre les
deux régions A et C à partir des deux histogrammes HAB et HBC . La fiabilité des
résultats obtenus dépend essentiellement de la forme et de la taille de la région B.
Malheureusement, on est incapable d’estimer cette fiabilité uniquement à partir des
deux histogrammes. De plus, la taille de mémoire occupée par ce modèle (fonction
bidimensionnelle) limite son utilisation à des petites applications et celle-ci ne peut
pas être envisagée par exemple dans le cas d’un système d’information géographique.

Pour remédier à ces inconvénients, nous nous sommes orientés vers des méthodes
utilisant moins de ressources. De plus, l’estimation de l’histogramme angles-distances
nécessite la connaissance complète de la forme, la taille et la position relative des deux
régions. Or ces informations sont parfois indisponibles ou bien impossibles à détermi-
ner. On s’est intéressé, dans la deuxième partie, à la possibilité de déduire la position
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relative d’un objet C par rapport à l’objet A uniquement à partir des estimations
des quatre relations spatiales directionnelles de base. Pour cela, nous avons utilisé un
réseau d’agrégation floue pour déduire les relations spatiales directionnelles entre les
deux régions A et C à partir de celles entre les deux régions A et B et les deux régions
B et C. Les résultats obtenus dans le cas général sont acceptables. Malheureusement,
utiliser uniquement le degré des quatre relations de base s’avère insuffisant surtout
dans le cas où l’information métrique est importante. Afin de pouvoir détecter ces cas
de figure et avoir une idée sur les erreurs d’estimation, nous nous sommes orientés vers
une étude théorique du problème d’inférence en s’appuyant sur l’histogramme d’angles.

Nous avons présenté dans la troisième partie une étude probabiliste du problème
dans le cas des points. Sachant que la majorité des modèles de quantification est fondée
sur la représentation des relations spatiales entre des points pour estimer ces relations
entre des régions, cette étude peut être facilement étendue au cas des objets. Afin
d’élargir les domaines d’application, nous avons déterminé la probabilité a posteriori
P (γ/α, β) pour différentes distributions des points dans le plan. Nous avons déterminé
en même temps la probabilité jointe P (C, α, β) qui relie la position spatiale du point C

dans le plan et les deux positions relatives α et β. Cette probabilité a été aussi déter-
minée pour n’importe quelle distribution continue des points dans le plan. Ce résultat
a un grand intérêt dans le cas où l’on s’intéresse à la position spatiale du point C et
non pas à sa position relative. C’est le cas par exemple du problème de localisation
des téléphones mobiles.

Le calcul analytique de la probabilité jointe P (γ, α, β) ne peut pas être déterminé
pour n’importe quelle distribution mais le calcul numérique à partir de la probabilité
P (C, α, β) reste possible. Pour le passage au cas des objets, nous avons distingué deux
cas :

– Cas des régions compactes ou des régions éloignées : L’hypothèse de sup-
poser que les régions sont représentées dans ce cas par des points n’est pas très
loin de la réalité. Pour cela les résultats obtenus sont très fiables et les erreurs
engendrées peuvent être estimées directement à partir de l’information angulaire.

– Cas des régions non compactes : Dans ce cas, les résultats obtenus sont
proches de ceux déjà obtenus en utilisant l’histogramme angles-distances et cela
en utilisant uniquement l’histogramme d’angles. Les erreurs d’estimation obte-
nues sont étroitement liées aux hypothèses du calcul théorique. Dans le cas où
les régions sont non compactes, les deux histogrammes d’angles HAB et HBC ne
sont pas indépendants, ils dépendent tous les deux de la forme de la région B.
En conséquence, l’hypothèse que la variable aléatoire β (position relative de la
région C par rapport à B) est indépendante par rapport à la variable aléatoire
α (position relative de la région B par rapport à A) n’est pas vérifiée. Ce qui
engendre une grande différence dans certains cas par rapport à une évaluation
directe.
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Perspectives

La perspective la plus importante est sans doute de continuer à travailler sur l’ap-
proche probabiliste. En s’appuyant sur d’autres informations autres que les deux his-
togrammes d’angles, on pourrait améliorer les résultats obtenus dans le cas des régions
non compactes. Il faudrait déterminer les paramètres qui nous permettront d’obtenir
une bonne estimation de la probabilité conditionnelle P (β/α). Ce point nous semble
essentiel dans le cas du traitement des régions non compactes.

Une seconde perspective également importante est de voir ce que peuvent apporter
nos résultats sur les régions compactes dans le cas des problèmes de localisation des
téléphones mobiles. Les données de ce problème sont très proches de notre étude théo-
rique et l’intégration aux systèmes existants devrait être facile, mais il conviendrait de
prendre de façon réaliste les incertitudes de mesures propres à ce problème particulier.

Une autre perspective est de développer une méthode d’estimation de la taille et de
la forme de la région intermédiaire B à partir des deux histogrammes angles-distances
HAB et HBC . Cela permettrait de réduire le nombre de redondances dans l’histogramme
angles-distances estimé.

D’autres perspectives sont ouvertes dans le cas du réseau d’agrégation. Pour l’ins-
tant, nous avons utilisé uniquement les quatre relations spatiales de base pour déduire
la relation RIGHT OF. D’autre relations (métriques ou topologiques) peuvent être inté-
grées aux entrées du réseau. Il est aussi possible d’utiliser notre algorithme d’appren-
tissage pour déterminer les règles d’inférence des relations spatiales complexes à partir
des relations simples (Inférence de type 2 : cf. introduction).
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Annexe A

Introduction à la théorie des sous
ensembles flous

L’inadaptation de la théorie classique des ensembles aux notions vagues et impré-
cises, rencontrées pourtant dans de nombreux autres domaines que la linguistique, a
conduit à une nouvelle modélisation par l’introduction en 1965 de la théorie des sous
ensembles flous (fuzzy sets) par L. Zadeh [ZADE-65].

Très utilisée dans de nombreuses disciplines mathématiques(intégration, théorie
de la mesure, théorie de l’information, statistique, calcul différentiel, topologie...), la
théorie des sous ensembles flous s’est ouverte, en quelque années, à un vaste champ
d’applications. Les domaines concernés vont des produits de consommation du grand
public(caméra, appareil photo, machine à laver, ...) jusqu’aux sciences humaines (psy-
chologie, sociologie...) en passant par les automatismes industriels, la robotique, l’in-
telligence artificielle, la reconnaissance des formes, la météorologie et l’évaluation des
risques sismiques.

A.1 Objectifs

La théorie des sous ensembles flous est une théorie mathématique dont l’objectif
est de modéliser les notions vagues du langage naturel pour pallier à l’inadaptation
de la théorie des ensembles classiques. Ce concept a été aussi introduit dans le but
d’éviter les passages brusques d’une classe à une autre(par exemple : de la classe noire
à la classe blanche) et autoriser les éléments à n’appartenir complètement ni à l’une
ni à l’autre.

La définition d’un ensemble flou répond au besoin de représenter des connaissances
imprécises, soit parce qu’elles sont exprimées en langage naturel par un observateur qui
n’éprouve pas le besoin de fournir plus de précisions ou n’en est pas capable, soit parce
qu’elles sont obtenues avec des instruments d’observation qui produisent des erreurs
de mesure.
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A. Introduction à la théorie des sous ensembles flous

A.2 Définition d’un ensemble flou

Un sous ensemble flou A de l’univers X est défini par une fonction d’appartenance
µA qui associe à chaque élément x de X le degré µA(x), compris entre 0 et 1, avec lequel
x appartient à A.

Exemple :

Si X est l’ensemble des âges possibles d’une personne, on peut définir le sous en-
semble flou A des personnes jeunes. Le degré d’appartenance de toute personne âgée
de x au sous ensemble flou A est d’autant plus grand que son âge est petit (Fig. A.1

x

x
A

jeune

3020
0

1
A

µ  (  )

Fig. A.1 – Sous ensemble flou A représentant la population jeune. L’âge est représenté
par la variable x

Remarque :

Dans le cas où µA ne prend que des valeurs égales à 0 ou 1, le sous ensemble flou A

n’est rien d’autre qu’un sous ensemble classique de X.

A.3 Caractéristiques d’un sous ensemble flou

Divers notions complémentaires, d’utilisation courante, permettent de mieux dis-
tinguer les sous ensembles flous des ensembles classiques :

A.3.1 Support d’un sous ensemble flou

Soit A un sous ensemble flou de l’univers X. Le support du sous ensemble flou A est
un sous ensemble classique de X, dont chacun des éléments a un degré d’appartenance
non nul par rapport à A (Fig. A.2) :

Support(A) = {x ∈ X / µA(x) 6= 0 } (A.1)
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A.3 Caractéristiques d’un sous ensemble flou

A.3.2 Noyau d’un sous ensemble flou

Le noyau d’un sous ensemble flou A de X est un sous ensemble ordinaire de X dont
chaque élément a un degré d’appartenance égal à 1 (Fig. A.2) :

Noyau(A) = {x ∈ X/µA(x) = 1} (A.2)

Remarque :

lorsque Noyau(A) 6= ∅, on dit que le sous ensemble flou A est normal ou normalisé,
sinon on dit qu’il est sous normal.

A.3.3 Hauteur d’un sous ensemble flou

La hauteur D’un sous ensemble flou A de X est la valeur maximale de la fonction
d’appartenance, c’est le plus grand degré d’appartenance à A (Fig. A.2) :

H(A) = max
x∈X

(µA (x)) (A.3)

0.5

x
A

A0.5

Noyau
x

A
H

au
te

ur

Support

1

µ  (  )

Fig. A.2 – Support, Noyau, Hauteur et α-coupe d’un sous ensemble flou.

Remarque :

Un sous ensemble flou est normalisé si H(A) = 1.
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A. Introduction à la théorie des sous ensembles flous

A.3.4 α coupe ou coupe de niveau α

On appelle α-coupe ou coupe de niveau α du sous ensemble flou A pour une valeur
donnée α ∈ [0, 1], le sous ensemble classique Aα de X défini par (Fig. A.2) :

Aα = {x ∈ X/µA (x) ≥ α} (A.4)

Une α-coupe telle que µA(x) > α ; ∀x ∈ A est dite stricte.

A.4 opérations sur les sous ensembles flous

Toutes les opérations ensemblistes définies pour les ensembles stricts ont été géné-
ralisées de tel sorte qu’on puisse les utiliser pour les sous ensembles flous :

A.4.1 Inclusion

Un sous ensemble flou A est un sous ensemble d’un sous ensemble flou B ssi :

∀x ∈ X ; µA(x) ≤ µB(x) (A.5)

A.4.2 Égalité

Soit deux sous ensembles flous A et B de l’univers X. On dit que A et B sont égaux
si les fonctions d’appartenance ont la même valeur en tout point x ∈ X :

A = B ⇔ ∀x ∈ X; µA(x) = µB(x) (A.6)

A.4.3 Réunion

La réunion de deux sous ensembles flous A et B de même référentiel X est un sous
ensemble flou noté A ∪B dont la fonction d’appartenance est :

∀x ∈ X;µA∪B(x) = U
(
µA(x), µB(x)

)
(A.7)

où U est une fonction de [0, 1]× [0, 1] → [0, 1]. Pour rester conforme au cas classique cette
fonction doit vérifier certains critères :

1. Commutatitivité : ∀x, y ∈ [0, 1]; U(x, y) = U(y, x).

2. Associativité : ∀x, y, z ∈ [0, 1]; U
(
x,U(y, z)

)
= U

(
U(x, y), z

)
.

3. Croissance : ∀x, y, z, t ∈ [0, 1]; x ≤ z et y ≤ t ⇒ U(x, y) ≤ U(z, t).

4. Élément neutre : ∀x ∈ [0, 1]; U(x, 0) = x.

Ces fonctions portent le nom de conorme triangulaire ou T-Conorme.

Les T-Conormes les plus utilisées sont indiquées dans le tableau A.1.
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A.4 opérations sur les sous ensembles flous

A.4.4 Intersection

L’intersection de deux sous ensembles flous A et B de même référentiel X est un
sous ensemble flou noté A ∩B dont la fonction d’appartenance est :

∀x ∈ X; µA∪B(x) = I
(
µA(x), µB(x)

)
(A.8)

où I est une fonction de [0, 1]× [0, 1] → [0, 1]. Pour rester conforme au cas classique cette
fonction doit vérifier certains critères :

1. Commutatitivité : ∀x, y ∈ [0, 1]; I(x, y) = I(y, x).

2. Associativité : ∀x, y, z ∈ [0, 1]; I
(
x, I(y, z)

)
= I

(
I(x, y), z

)
.

3. Croissance : ∀x, y, z, t ∈ [0, 1]; x ≤ z et y ≤ t ⇒ I(x, y) ≤ I(z, t).

4. Élément neutre : ∀x ∈ [0, 1]; I(x, 1) = x.

Ces fonctions portent le nom de norme triangulaire ou T-Norme.

Les T-Normes les plus utilisées sont indiquées dans le tableau A.1.

A.4.5 Complément

Le complément d’un sous ensemble flou A de référentiel X est un sous ensemble
flou noté A dont la fonction d’appartenance est donnée par :

∀x ∈ X; µA(x) = N (µA(x)) (A.9)

où N est une fonction de [0, 1] → [0, 1] appelée fonction négation. Comme pour les
t-normes et les t-conormes, la fonction négation doit vérifier certains critères :

1. N (0) = 1 et N (1) = 0.

2. Monotonie : ∀x, y ∈ [0, 1]; x ≥ y ⇒ N (x) ≤ N (y).

Elle est dite stricte si N (x) est continue et satisfait ∀x, y ∈ [0, 1]; x > y ⇒ N (x) < N (y).
Elle est de plus involutive ssi ∀x ∈ [0, 1]; N (N (u)) = u.

A.4.6 Dualité entre T-Norme, T-Conorme et fonction négation

Une T-Norme I et une T-Conorme U sont dites duales pour la fonction négation
N si elles satisfont les relations suivantes :

1. ∀x, y ∈ [0, 1]; N
(
U(x, y)

)
= I

(
N (x),N (y)

)
.

2. ∀x, y ∈ [0, 1]; N
(
I(x, y)

)
= U

(
N (x),N (y)

)
.

Remarque :

Ces deux relations correspondent pour les ensembles aux relations définies par le
théorème de De Morgan :

1. ⇔ A ∩B = A ∪B.

2. ⇔ A ∪B = A ∩B.

Les principales dualités existantes entre les différents opérateurs sont données aussi
dans le tableau A.1.
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A. Introduction à la théorie des sous ensembles flous

T-Norme I(x, y) T-Conorme U(x, y) Négation N (x) Nom

min(x, y) max(x, y) 1− x Zadeh

xy x + y − xy 1− x Bandler et Kohout

max(x + y − 1, 0) min(x + y, 1) 1− x Lukasiewicz

xy
γ+(1−γ)(x+y−xy)

x+y+xy−(1−γ)xy
1−(1−γ)xy 1− x Hamacher (γ > 0)

max
(
1− p

√
(1− x)p + (1− y)p, 0

)
min ( p

√
xp + yp, 1) 1− x Yager (p ≥ 1)

max
(

x+y−1+λxy
1+λ , 0

)
min (x + y + λxy, 1) 1−x

1+λx Weber (λ > −1)




x si y = 1
y si x = 1
0 sinon





x si y = 0
y si x = 0
1 sinon

1− x Drastique

Tab. A.1 – Principales T-Normes et T-Conormes duales [BOUC-95].

A.5 Propriétés des opérateurs ensemblistes flous

Par définition des opérateurs t-normes et t-conormes, une grande partie des pro-
priétés vérifiées par les opérateurs de la théorie des sous ensembles classiques restent
valable :

Soit A,B et C trois sous ensembles flous de l’univers X.

1. Commutativité :

A ∩B = B ∩A

A ∪B = B ∪A

2. Associativité :

(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)
(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)

3. Idempotence :

A ∩A = A

A ∪A = A

4. Distribution :

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)
A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)
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A.5 Propriétés des opérateurs ensemblistes flous

5. Absorption :

A ∩ ∅ = ∅
A ∪X = X

6. Identité :

A ∪ ∅ = A

A ∩X = X

Remarques :

1. La propriété de contradiction ainsi que la propriété du tiers exclu ne sont pas
vérifiées par les opérateurs flous :

A ∪A 6= X

A ∩A 6= ∅

2. Si on utilise une t-norme I et une t-conorme U duales pour une fonction de
négationN pour construire les opérateurs d’intersection, d’union et du complé-
mentaire, le théorème de De Morgan est vérifié :

A ∪B = A ∩B

A ∩B = A ∪B

3. Si nous utilisons une fonction négation N involutive, la propriété d’involution est
vérifiée :

A = A
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Annexe B

Calcul de la surface de
ρ = SA,α ∩ SC,β−π

B.1 1er cas : β 6= α + kπ (k ∈ Z)

α

S
C

A

β−π A, α

n
d  /2

2n

1

4n

n3

α+  α/2

βd  /2 α−  α/2

d  

A, d

∆

∆βd  
C,

A,

∆

β−π+  β/2

β−π−  β/2dC,

S β−π

ρ

C,

α

∆

d

d

α

Fig. B.1 – Définition du domaine ρ = SA,α ∩ SC,β−π pour β 6= α + kπ.

On veut déterminer la surface du secteur ρ qui représente l’intersection du secteur
angulaire SA,α et du secteur angulaire SC,β−π quand dα et dβ tendent vers zéro (Fig.
B.1).

|ρ| = lim
dβ→0,dα→0

|ρdα,dβ |
dαdβ

(B.1)
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B. Calcul de la surface de ρ = SA,α ∩ SC,β−π

Le secteur ρdα,dβ est représenté par le quadrilatère n1n2n3n4 issu de l’intersection des
quatre droites ∆C,β−π−dβ/2, ∆C,β−π+dβ/2, ∆A,α−dα/2 et ∆A,α+dα/2. L’équation d’une droite
∆ dont la pente est égale à φ et qui passe par un point N(xn, yn) est définie par :

cos(φ)(y − yn) = sin(φ)(x− xn)

Cette équation peut être écrite en coordonnées polaires sous la forme :

r sin(θ − φ) = rn sin(Θn − φ) (B.2)

où (rn, Θn) représente les coordonnées polaires du point N .

En remplaçant φ dans l’équation B.2 par β − π − dβ/2 et β − π + dβ/2, θ par α− dα/2
et les coordonnées du point N par celles du point C, on obtient les coordonnées des
points n1 (l’intersection des droites ∆C,β−π−dβ/2 et ∆A,α−dα/2) et n2 (l’intersection des
droites ∆C,β−π+dβ/2 et ∆A,α−dα/2) :

n1 :

{
θn1 = α− dα/2

rn1 = rc
sin(Θc−(β−π−dβ/2))

sin(α−dα/2−(β−π−dβ/2))

(B.3)

n2 :

{
θn2 = α− dα/2

rn2 = rc
sin(Θc−(β−π+dβ/2))

sin(α−dα/2−(β−π+dβ/2))

(B.4)

Les coordonnées des points n3 et n4 sont obtenus de la même façon, en remplaçant
θ par α + dα/2 :

n3 :

{
θn3 = α− dα/2

rn3 = rc
sin(Θc−(β−π+dβ/2))

sin(α+dα/2−(β−π+dβ/2))

(B.5)

n4 :

{
θn4 = α− dα/2

rn4 = rc
sin(Θc−(β−π−dβ/2))

sin(α+dα/2−(β−π−dβ/2))

(B.6)

On peut exprimer la surface de ρdα,dβ sous la forme d’une intégrale :

|ρdα,dβ | =
α+dα∫

α−dα




rc
sin(Θc−(β−π+dβ/2))
sin(θ−(β−π+dβ/2))∫

rc
sin(Θc−(β−π−dβ/2))
sin(θ−(β−π−dβ/2))

rdr


 dθ (B.7)

l’évaluation de cette intégrale nous donne :

|ρdα,dβ | = 2r2
c sin(dα) sin(dβ) (sin(2α− 2Θc) cos(dβ)− sin(2β − 2Θc) cos(dα)− sin(2α− 2β))

4 cos(2α− 2β) cos(dα) cos(dβ)− cos(2dβ)− cos(2dα)− cos(4α− 4β)− 1
(B.8)

Comme on a lim
x→0

sin(x)
x = 1, l’évaluation de l’équation B.1 nous donne :
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B.2 2ème cas : β = α + 2kπ (k ∈ Z)

ρ =
2r2

c (sin(2α− 2Θc)− sin(2β − 2Θc)− sin(2α− 2β))
4 cos(2α− 2β)− cos(4α− 4β)− 3

(B.9)

Après simplification, on obtient :

ρ =
2r2

c sin(α− β) (cos(α− β)− cos(α + β − 2Θc))
sin(α− β) (3 sin(α− β)− sin(3α− 3β))

(B.10)

Comme β est différent de α + kπ, la valeur de sin(α− β) est différente de zéro :

ρ = 2r2
c

cos(α− β)− cos(α + β − 2Θc)
3 sin(α− β)− sin(3α− 3β)

(B.11)

B.2 2ème cas : β = α + 2kπ (k ∈ Z)

α

α−π

d

∆A,α−  α/2d

∆
C,

C,

dα−π−  α/2

∆ α−π+  α/2d

A

C

α/2
n

n
1

2

ρ
dα

Fig. B.2 – Définition du domaine ρ = SA,α ∩ SC,β−π pour β = α + 2kπ.

Dans ce cas, le point C est dans la direction α±dα par rapport au point A. Comme
pour le cas précédent, la surface du domaine ρdα peut être exprimée sous la forme d’une
intégrale :

|ρdα| =

α∫

α−dα/2

rc
sin(α−(α−π+dα/2))
sin(θ−(α−π+dα/2))∫

0

rdrdθ +

α+dα/2∫

α

rc
sin(α−(α−π−dα/2))
sin(θ−(α−π−dα/2))∫

0

rdrdθ (B.12)

|ρdα| =
r2
c tan(dα/2)

2
(B.13)
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B. Calcul de la surface de ρ = SA,α ∩ SC,β−π

La limite de ρdα/dα quand dα tend vers zéro nous donne :

|ρ| = lim
dα→0

|ρdα|
dα

(B.14)

|ρ| =
r2
c

4
(B.15)

B.3 3ème cas : β = α + π + 2kπ (k ∈ Z)

S
A,

C,
S

A

C

α

ρ

α

α

(a) Intersection des deux domaines
SC,α−π et SA,α dans le cas où C est dans

la direction α par rapport à A.

S
A,

α
C,

A

C

S
A,

Sρ
α

α+π

α

(b) Intersection des deux domaines
SC,α−π et SA,α dans le cas où C est dans

la direction α + π par rapport à A.

Fig. B.3 – Définition du domaine ρ = SA,α ∩ SC,β−π pour β = α + π + 2kπ.

Dans ce cas, si le point C est dans la direction α + π par rapport à un point B, lui-
même dans une direction α par rapport au point A, le point C sera dans la direction
α par rapport au point A s’il est situé entre les deux points A et B, ou bien dans la
direction α + π par rapport au point A dans l’autre cas. Dans ce cas, la surface du
domaine ρ va dépendre de la position de C par rapport au point A. Si C est dans la
direction α par rapport au point A (Fig. B.3-a), le domaine SC,α−π est inclus dans le
domaine SA,α. De ce fait, la surface de ρ sera égale à celle du domaine SC,α−π ∩ D. Le
rayon de ce secteur angulaire est égale à (R− rc), donc :

|ρ|dα =
(R− rc)2

2
dα (B.16)
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B.3 3ème cas : β = α + π + 2kπ (k ∈ Z)

Dans l’autre cas, le domaine SA,α est inclus dans le domaine SC,α−π (Fig. B.3-b).
La surface du domaine ρ sera égale à celle du domaine SA,α ∩ D :

|ρ|dα =
R2

2
dα (B.17)

En résumé, la surface du domaine ρ est donnée par :

|ρ| =
{

(R−rc)
2

2 si C ∈ SA,α

R2

2 si C ∈ SA,α−π

(B.18)
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