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Chapitre 1

Introduction

Les variétés symplectiques sont le cadre naturel de la mécanique (Hamiltonnienne) clas-
sique et de la mécanique quantique. Elles peuvent étre munies de structures pseudo-complexes,
qui sont la généralisation des structures complexes (une structure pseudo-complexe sur une var-
iété est une vraie structure complexe si elle est intégrable). On dit qu'une structure symplectique
et une structure pseudo-complexe sur une méme variété sont compatibles si elles déterminent
une métrique Riemannienne, métrique qui sera alors appelée pseudo-Kéihler. Or une variété sym-
plectique peut toujours étre munie d’une structure pseudo-complexe compatible et on sait méme
[21} que V'ensemble des structures pseudo-complexes compatibles & une structure symplectique
fixée est un ensemble non vide contractile. I1 est naturel, quand une variété M2" est munie d’une
structure symplectique w et d’une structure pseudo-complexe J compatibles, de s’'intéresser aux
liens entre les propriétés de la variété pseudo-complexe (M, J) et les propriétés de la variété sym-
plectique (M, w). L'étude de cette vaste question devrait permettre (et a d’ailleurs déja permis)
d’obtenir de nombreuses avancées a la fois dans le domaine symplectique et dans le domaine
pseudo-complexe.

D’ores et déja, rappelons qu’en présence d’une structure pseudo-complexe on peut définir les
courbes pseudo-holomorphes généralisant la notion de courbes holomorphes. Leur introduction
par Gromov [21] en géométrie symplectique a permis de faire de considérables progrés et reste
un outil puissant dans ¢e domaine.

L'objectif de ma thése a été de répondre partiellement a cette vaste question des liens entre
les propriétés symplectiques et pseudo-complexes (et ce en utilisant notamment comme outil et
liaison naturelle les courbes pseudo-holomorphes). Plus précisément, je me suis intéressée aux
notions d’hyperbolicités : j’ai étudié les liens entre d’un cété les propriétés de la cohomologie de
Floer associée i une variété symplectique et I'hyperbolicité symplectique associée, et de Pautre les
propriétés d’hyperbolicités pseudo-complexes (généralisation immeédiate de I'’hyperbolicité com-
plexe au cas pseudo-complexe). L’étude de cette interface fournit une nouvelle approche et éclaire
d’une nouvelle lumiére ces deux domaines.

Du c6té symplectique, notamment inspirée de cette notion de courbes pseudo-holomorphes,
la cohomologie de Floer [13] [14], notée FH*(M), est un invariant symplectique au coeur de
nombreuses recherches actuelles (en géométrie symplectique mais aussi en dynamique Hamiltoni-
enne et en mathématiques-physiques). Cette notion utilise des techniques variationnelles et la
théorie de Fredholm afin de généraliser la théorie de Morse au cas des fonctionnelles sur un espace
de dimension infinie. Elle permet ainsi de définir une cohomologie engendrée par les orbites péri-
odiques d’un Hamiltonien H sur la variété, ces orbites étant vues comme les points critiques de la
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10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

fonctionnelle d'action Ag. Le cobordisme est lui défini en comptant les trajectoires de gradient
de cette fonctionnelle d’action, que l'on appelle trajectoires de Floer. Dans le cas de variétés
fermées, il a été montré que d’un part ces groupes de cohomologie ne dépendent pas du choix
de 'Hamiltonien et définissent un invariant symplectique, la cohomologie de Floer; d'autre part
que celle-ci est isomorphe a4 la cohomologie usuelle de la variété. Cela a permis de répondre a
la conjecture d’Arnold sur le probléme de la minoration du nombre d’orbites 1-périodiques d’un
Hamiltonien quelconque sur une variété fermée.

On peut également définir la cohomologie de Floer de variétés compactes & bord de type contact
{(qui présentent les mémes propriétés de compacité nécessaires pour une définition correcte que
les variétés fermées). Cela a notamment été réalisé par Viterbo dans [39], et c’est cette définition
que nous adopterons, mais on peut également regarder {16} pour une définition dans le cas des
ouverts de C*, ou [6] pour une définition alternative, ou [5] pour l'approche la plus récente.
L'idée derriére cette version ([39]) de la cohomologie de Floer est notamment de répondre & la
conjecture de Weinstein sur la question de 'existence d’orbite périodigue sur un niveau d'énergie
fixé. Notons que cette question ne dépend pas de 'Hamiltonien mais seulement de la géométrie
de I'hypersurface! Ainsi la conjecture de Weinstein peut se lire comme 'existence d’orbites de
Reeb sur une hypersurface de type contact. Dans le cas de variétés compactes & bord de type
contact, la cohomologie de Floer est construite 4 partir d’une suite d’Hamiltoniens adaptés (pour
lesquels OM est un niveau d’énergie). Intuitivement, elle est engendrée d’une part par les “orbites
constantes” a l'intérieur de M (dont 'action est proche de zéro et qui correspondent aux points
critiques d'une fonction de Morse sur M), et d’autre part par les orbites de Reeb du bord de la
variété (dont P'action est égale & la période de Porbite de Reeb et est donc strictement positive).
Elle n'est donc en général pas isomorphe a la cohomologie usuelle de la variété. Toutefois, (les
orbites constantes engendrant le complexe de Morse de la variété), on montre qu'il existe un

morphisme entre la cohomologie de Floer et la cohomologie usuelle de la variété modulo son
bord :

¢}y : FH*(M) — FH*(M,0M)

Intuitivement, ce morphisme est obtenu en ne conservant que les orbites dont P’action est proche
de zéro.

Etant donné le résultat pour les variétés fermées, se pose naturellement la question de la com-
paraison entre la cohomologie de Floer et la cohomologie usuelle : ce morphisme cj, est-il ou pas
un isomorphisme ? Que fait défaut a ¢}, pour étre un isomorphisme, c’est-a-dire, que fait défaut a
la cohomologie de Floer F H*( M) pour étre un invariant purement topologique, ou encore quelles
sont les informations symplectiques {non topologiques) que contient la cohomologie de Floer?
Notons qu’ainsi dés lors que cj, n'est pas un isomorphisme, la cohomologie de Floer devient
un invariant symplectique non topologique, et donc particuliérement intéressant pour 1'étude de
la géométrie symplectique. Dans ce cas-1a, 'une des premiéres informations symplectiques con-
tenues dans FH*(M) est I'existence d’une orbite de Reeb sur le niveau d’énergie M ; Viterbo
[39] a donc introduit cette propriété de non isomorphisme sous le nom de “Algebraic Weinstein
Conjecture”.

Cette question est la base de ma définition de I'hyperbolicité symplectique : dans le cas de var-
iétés compactes A bord de type contact, on dit que la variété est symplectique hyperbolique
si ce morphisme c}; est surjectif.

On peut naturellement associer a la cohomologie de Floer une capacité symplectique qui
mesure la non-hyperbolicité symplectique de la variété : une variété compacte a bord de type
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contact est symplectique hyperbolique si et seulement si sa capacité est infinie. Plus précisément,
en ne prenant en compte que les orbites d’action plus petite que & > 0 on peut construire des
cohomologies de Floer tronquées FH*(M, n). Et, les orbites constantes étant d’action “presque
nulles”, on peut factoriser le morphisme ¢}, & travers un morphisme

Ll

¢, FH*(M) ‘M H**+n(M,0M) (intuitivement en ne conservant

\ A
FH™(M, )
d’abord que les orbites d’action inférieure & p, puis avec ¢, que celles d'action proche de 0).

Notons que pour p trés petit cj, est I'identité est donc un isomorphisme. On peut donc associer
a chaque variété symplectique compacte & bord de type contact :

u{M,w) = inf{y, ¢;; n’est pas surjectif},

et on vérifie que cette quantité définit bien une capacité. Et intuitivement, plus cette capacité
est grande, plus la variété est symplectique hyperboligue.

Cette notion de capacité m’a permis de généraliser la notion d’hyperbolicité symplectique a des
variétés symplectiques plus générales. Celle-ci provenant de I'étude de la cohomologie de Floer
des variétés compactes 4 bord de type contact, le cadre naturel pour son extension est celui
des variétés ouvertes w-convexes 4 l'infini, qui s’écrivent comme |'union croissante de tels do-
maines compacts. Pour une telle variété, on définit I’hyperbolicité symplectique & partir de la
croissance des capacités de ces domaines compacts : elle est dite symplectique hyperbolique
si la suite des capacités des domaines compacts de la variété (qui est une suite croissante) croit
“suffisamment vite”. Et on dit qu'elle est fortement symplectique hyperbolique si cette suite est
stationnaire égale a 'infini.

Alors que la définition d'hyperbolicité symplectique forte est elle complétement intrinséque, no-
tons que dans le cas des variétés ouvertes, bien qu’elle soit gualitativement claire, d’un point de
vue quantitatif, la notion d’hyperbolicité symplectique est elle reliée au choix de la quantité a
laquelle on choisit de comparer la capacité (cela peut étre rapproché de l'existence de plusieurs
définitions différentes d’hyperbolicités complexes).

Enfin, on peut naturellement étendre notre définition au cas de variétés fermées M dont le revéte-
ment universel M est w-convexe (on les appellera w-convexes elles-mémes) : on dit qu’une telle
variété M est symplectique hyperbolique si son revétement universel I’est. Cette idée est naturelle
et est similaire & celles des définitions de Kihler-hyperbolicité par Gromov [21] ou d’hyperbol-
icité symplectique par Polterovich [35] qui, elles aussi, sont définies & partir des propriétés du
revétement universel.

Le cadre symplectique d’étude de notre thése sera celui ol les notions de cohomologie de Floer
et d’hyperbolicité symplectique sont bien définies, c'est-a-dire celui des variétés symplectiques
w-convexes.

D’un autre c6té, les notions (trés connues et étudiées) d'hyperbolicités complexes, basées sur
'existence de courbes holomorphes, se généralisent immédiatement au cadre pseudo-complexe. Il
existe différentes définitions non équivalentes, mais qui sont en fait toutes équivalentes sous cer-
taines hypothéses de compacité. Cette notion d’hyperholicité complexe correspond intuitivernent
a la non-existence de courbes entiéres (pseudo)-holomorphes. En fait plus précisément 1'une de
ses définitions est : une variété pseudo-complexe est Brody-hyperbolique si les seules applications



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

pseudo-holomorphes du plan complexe dans la variété sont les constantes.

Cette question de I'hyperbolicité pseudo-complexe n'a encore été que trés peu abordée mais
devrait permettre de voir sous un autre angle les nombreuses questions encore ouvertes d’hyper-
bolicité complexe ([29]). L'un des premiers articles étudiant cette question et surtout ’abordant
d’un point de vue symplectique, est celui de Bangert [3] qui prouve :

Théoréme 1.0.1 (Bangert) Si (T?*,w) est un tore standard (i.e. quotient de R*" muni de sa
structure symplectique standard). Alors, pour toute structure pseudo-compleze J compatible avec
w, (T2, J) n’est pas Brody hyperbolique.

La non-hyperbolicité complexe du tore est bien-stir connue pour la structure complexe standard
mais ce théoréme nous dit que c’est encore le cas pour n’importe quelle autre structure pseudo-
complexe compatible avec la structure symplectique standard. Ce résultat est particuliérement
intéressant car, bien que habituellement la propriété de non-hyperbolicité complexe ne soit pas
stable par déformation (méme C*) ('hyperbolicité complexe est une propriété ouverte), il nous
dit que dés lors que I'on se restreint & ’ensemble des structures pseudo-complexes compatibles &
cette structure symplectique standard sur le tore, la non-hyperbolicité complexe est stable.

L'un des objectifs initiaux de ma thése était de généraliser ce théoréme & d'autres variétés
symplectiques, et ce & travers une approche symplectique des questions d’hyperbolicités pseudo-
complexes. Pour cela, j’ai donc étudié les liens entre les propriétés d’hyperbolicité symplectique et
celles d'hyperbolicité pseudo-complexes lorsqu’une variété est munie 4 la fois d’une structure sym-
plectique et d'une structure pseudo-complexe compatibles, et ce en utilisant comme lien naturel
les courbes pseudo-holomorphes. J'ai également défini une nouvelle notion d’hyperbolicité com-
plexe, définie pour les variétés symplectiques munies d’une structure pseudo-complexe compatible
(a partir de la dérivée des disques pseudo-complexes), qui dépend en fait 4 la fois de la struc-
ture pseudo-complexe et de la métrique pseudo-Kahler mais s’avére étre équivalente a toutes les
autres notions d’hyperbolicités complexes sous les hypothéses habituelles de compacité. Cette no-
tion, appelée hyperbolicité pseudo-Kihler, apparaitra, avec les courbes pseudo-holomorphes,
comme le lien naturel entre Phyperbolicité symplectique et I’hyperbolicité pseudo-complexe .
Grice 4 cette étude je souhaitais notamment obtenir une généralisation du théoréme de Bangert
mais aussi mieux comprendre la structure de la cohomologie de Floer et voir sous un autre jour les
questions d’hyperbolicité complexe. Comme je prouverai que, sous certaines hypothéses, I'hyper-
bolicité pseudo-complexe implique '’hyperbolicité symplectique, les variétés non-symplectique-
hyperboliques apparaitront comme le cadre naturel pour la généralisation du théoréme de Bangert :
en effet, sous certaines hypothéses, une variété non-symplectique-hyperbolique est non-complexe-
hyperbolique pour tout structure pseudo-complexe compatible.

Les principaux résultats de cette thése sur cette question consistent, dans un premier temps,
4 fajre le lien entre 'hyperbolicité symplectique et les courbes pseudo-holomorphes grace & un
théoréme montrant que la non hyperbolicité symplectique implique 'existence de disques pseudo-
holornorphes :

Théoréme 1.0.2 Soit (M,w,J) une variété symplectique, d bord de type contact. Si M est non
symplectique hyperbolique et si J est une structure pseudo-compleze compatible préservant les
hyperplans de contact de M (et donc &M est J-convezxe), alors il existe v : I — M d’aire
inférieure & la capacité de M u(M) et telle que v{0D) C OM (et f(0) = zg ol zg est un point
quelconque firé).
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J'utilise ensuite ce résultat et des outils d’analyse complexe, pour montrer que la non hyper-
bolicité symplectique d’une variété w-convexe implique la non-hyperbolicité pseudo-
Kihler {et donc sous certaines hypothéses de compacité toutes les non-hyperbolicités
complexes) de toute structure pseudo-complexe compatible respectant 1’w-convexité.
On obtient différents énoncés traduisant ce résultat cornme notamment pour les variétés fermées :

Théoréme 1.0.3 Soit (M,w) une variété fermée symplectique w-conveze, non symplectique hy-
perbolique : il existe une suite (M;) croissante de domaines du revétement universel M avec
M = U; M; telle que u(M;) = O(dg(zo,0M;)?). Alors pour toute structure pseudo-compleze
compatible avec w respectant cette structure w-conveze (c’est-d-dire tel que son relevé J respecte
lo structure de contact des OM;), (M, J) est non complexe hyperbolique .

Par contraposée, on obtient une minoration de la croissance des capacités symplectiques des
domaines compacts des variétés non complexes hyperboligues grace & des résultats de la forme :

Théoréme 1.0.4 Soit (M>",w) une variété symplectique conveze & I'infini. Si J est une struc-
ture pseudo-compleze compatible pour lagquelle M est pseudo-Kdihler hyperbolique, alors (si on
note g la métrique associde & w et J) (M,w) est symplectique hyperbolique : pour toute suite
croissante ezhaustive de domaines M; J-convezes ,

(M) {(M;)

B@M;,z0) ¢ w0

Toutefois, afin notamment de généraliser le théoréme de Bangert, nous aimerions améliorer ce
résultat en montrant que la non-hyperbolicité complexe obtenue ci-dessus est stable par petite dé-
formation C! ou bien méme que la non hyperbolicité symplectique implique la non-hyperbolicité
complexe pour toute structure pseudo-complexe (uniformément) compatible (sans I'hypothése
qu’elle préserve la convexité). En établissant et utilisant des résultats liés & 1'isopérimétrie, je mon-
tre que, si 1’on se restreint & une classe de variétés satisfaisant des hypothéses de géométrie bornée,
on peut obtenir de tels résultats. Plus précisément je montre que si une variété pseudo-Ké&hler
“3 géomeétrie bornée” n’est pas symplectique hyperbolique, alors pour toute struc-
ture pseudo-complexe uniformément compatible avec la structure symplectique, la
variété est non pseudo-Kihler -hyperbolique, et donc non complexe hyperbolique
dans le cas compact. Les résultats précis, et leurs hypothéses (plutdt techniques) sont énoncés

au chapitre 5. Citons par exemple le théoréme 5.1.2 (mais voir également théorémes 5.1.1 et
5.1.4) :

Théoréme 1.0.5 Soit (M,w,y,Jy) une variété de Stein non foriement symplectique hyper-
bolique. St elle vérifie 'une des propriétés suivantes :

1. M est une variété a géométrie II5-bornée. Et elle vérifie 'hypothése de non-hyperbolicité
symplectique :

u(M,) < a-9F, (1.1)

avec m une valeur isopériméiriqgue de M.

2. M est & géométrie I bornée. Et de plus M vérifie ’hypothése de non-hyperbolicité sym-
plectique :

F-(Ma) = O (amin(l—é, (1+6)%))
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Alors, pour tout J uniformément compalible avec w, (M,w,J) est non pseudo-Kihler hyper-
boligue. Ainsi si (M,w) admet un gquotient compact (W,wy), alors pour tout J compatible avec
wo, (M, J) n’est pas Brody-hyperbolique.

La variété C* vérifiant trivialement ces hypothéses de géométrie de bornée, ces résultats perme-
ttent de retrouver le résultat de Bangert et le généralisent & une classe plus large de variétés.
Cette analyse me permet d’établir d’autres résultats de stabilité de la non-hyperbolicité com-
plexe pour ces variétés & géométrie bien bornée : si 'hypothése de non-hyperbolicité symplectique
est plus faible (c’est-a-dire si on contréle moins la croissance des capacités) on obtient tout de
méme que pour toute structure pseudo-complexe dans un voisinage C! de la structure complexe
standard, la variété est non-complexe-hyperbolique. Citons par exemple théoréme 5.1.3 :

Théoréme 1.0.6 Soit (M,w,v,Jy) une variété de Stein non fortement symplectique hyper-
bolique. St elle vérifie l'une des propriétés suivantes :

1. Pour @ > 1, il existe constante C > 0 telle que 31 S est une surface Q-minimisante avec
85 C Mg, et aire(S) < u(Myt1) alors S C M,. De plus M est non (S-)symplectique
hyperbolique.

2. M est & géométrie Is-bornée. De plus M est suffisamment non symplectique hyperbolique :

P'(Ma) =0 (amin(l,(l-k&)%))

Alors (M,w,Jg) est non pseudo-Kihler hyperbolique et cela reste le cas sur un voisinage C*
de Jy : pour tout J compatible avec w vérifiant pour un C > 0 |dd5¢¥| < C, (M,w,J) est non
psevdo-Kdhler hyperbolique.

Citons plusieurs exemples d’application de ces résultats :

Corollaire 1.0.1 Soit W = CP" \ {k hyperplans} pour k < n munie de sa structure complere
canonique Jg. Alors pour toute structure pseudo-compleze compatible avec la structure symplec-
tique standard dans un voisinage C' de Jy, la variété (W, J) n'est pas compleze hyperbolique.

Corollaire 1.0.2 Soit {N,wn,Jn) une variété “a géométrie bien bornée” (comme par exem-
ple la variété hyperbolique H™ ). Alors si l'on considére la variété-produit C* x N, munie de la
structure symplectique w = wy ® wy et de la métriqgue riemannienne g = go D gy, pour toute
structure pseudo-compleze J (non nécessairement produit) uniformément compatible avec w pour
la métrique g, la variété produit (C* x N, J) est non pseudo-Kdhler hyperbolique.

En particulier, pour tout quotient compact Ny de N (comme par exemple toute variélé hyper-
boligue compacte H" /T"), pour toute structure pseudo-compleze compatible avec wp @ wn sur
T2 x Ny, (T?" x Ny, J) et (C* x N, J) ne sont pas Brody-hyperboliques.

D’autres exemples d'applications plus généraux sont énoncés au chapitre 5.
Détaillons le plan de la thése un peu plus précisément.

Dans un premier temps, chapitre 2, j’étudie I'aspect symplectique de la question. Aprés un
rappel (2.1) de la construction de la cohomologie de Floer, de ses propriétés et de V'origine du
morphisme ¢}, entre la cohomologie de Floer et la cohomologie usuelle de la variété, j'introduis
et étudie en 2.2 la notion d’hyperbolicité symplectique et la capacité associée. Je définis d’abord
cette notion pour une variété compacte 4 bord w-convexe, puis introduis la capacité mesurant
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la non-hyperbolicité d’une telle variété. Aprés avoir considéré le cas de C" et du disque hyper-
bolique D?", et avoir obtenu une estimation précise de la croissance de la capacité dans le cas
des variétés de Stein (2.2.4), je définis la notion d’hyperbolicité symplectique pour les variétés
ouvertes w-convexes (dont les variétés de Stein constituent un cas particulier) a partir de la
croissance de la capacité des domaines compacts (puis la généralise aux variétés fermés quotients
de telles variétés, variétés que j'appellerai aussi w-convexes).

Afin de resituer cette nouvelle notion dans le cadre des notions déja existantes, je compare
également dans ce chapitre notre notion d’hyperbolicité symplectique avec la notion d’hyper-
bolicité introduite par Polterovich pour les variétés compactes, et je montre que la Polterovich-
hyperbolicité implique notre hyperbolicité symplectique.

Puis, afin de mieux comprendre cette notion d’hyperbolicité symplectique, je m’intéresse (2.2.6)
aux liens qu’elle peut avoir avec la courbure radiale dans le cadre de variétés hermitiennes a bouts
coniques (le pendant “Riemannien” des variétés w-convexes), montrant que, moins la courbure
radiale est négative, moins la variété est symplectique hyperbolique.

Enfin (2.2.7) en utilisant les suites spectrales obtenues dans [34], je montre que, dans le cas d'une
variété produit de deux variétés compactes a bord, la capacité du produit est plus petite que le
minimum des deux capacités, ce qui permet d’en déduire que si une variété (méme ouverte) est
non symplectique hyperbolique, alors son produit avec n'importe quelle autre variété w-convexe
est encore non symplectique hyperbolique. J'obtiens un résultat similaire dans le cas des variétés
fibrés par des disques.

Dans un second temps, chapitre 3, j’étudie 'aspect pseudo-complexe de la question. Aprés
avoir rappelé les différentes définitions et notions d’hyperbolicités pseudo-complexes et leurs
liens (en rappelant qu’elles sont toutes équivalentes dans le cas compact), j'introduis une nou-
velle notion d’hyperbolicité pseudo-complexe (qui surgit naturellement au cours de la prenve de
I'équivalence des différentes hyperbolicités complexes dans le cas compact) qui contrairement aux
autres dépend de la structure pseudo-complexe mais aussi du choix d’'une métrique. Ainsi dans le
cas d'une métrique pseudo-Kihler, elle dépend de la structure pseudo-complexe mais aussi de la
structure symplectique. On nommera cette notion pseudo-Kéahler hyperbolicité. Je montre qu'eile
est équivalente aux autres notions d’hyperbolicités complexes dans le cas des variétés compactes
(ou plus généralement sous certaines hypothéses de compacité). Cette notion dépendant a la fois
de la structure pseudo-complexe et de la structure symplectique constituera le lien naturel (avec
les courbes pseudo-holomorphes) entre les notions d’hyperbolicités complexe et symplectique.
Dans cette partie j'introduis et étudie également plusieurs outils pseudo-complexes qui nous
seront utiles par la suite, et notamment un invariant de Nevanlinna 7 qui associe a tout disque
pseudo-holomorphe f : D — M, une quantité 7(f). Cet invariant nous permet notamment de
montrer que s'il existe une suite de disques pseudo-holomorphes dont la croissance de laire
est “contrdlée” par celle de 7 alors la variété est non pseudo-complexe-hyperbolique (ou plutét
pseudo-Kéhler-hyperbolique).

Dans le chapitre 4, en utilisant les outils précédents et 'hyperbolicité symplectique, on fait
le lien entre les hyperbolicités symplectique et pseudo-complexe en expliquant comment la non
hyperbolicité symplectique impligue la non-hyperbolicité pseudo-complexe. Le lien naturel entre
I'hyperbolicité pseudo-complexe (et plus particuliérement pseudo-Kahler) et les disques pseudo-
holomorphes ayant dé&ja été étudié au chapitre précédent, il reste a faire le lien entre ’hyperbolicité
symplectique et les disques pseudo-holomorphes. Pour cela (au 4.1) je démontre le théoréme 1.0.2
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qui affirme que dans le cas d’une variété compacte & bord de type contact, la non-hyperbolicité
symplectique implique 'existence de disques pseudo-holomorphes.

Ainsi dans le cas de variétés ouvertes w-convexes, si M est non symplectique hyperbolique, M
s’écrit comme |'union de domaines compacts & bord dont on contréle la croissance de la capac-
ité. Ainsi, pour toute structure pseudo-complexe compatible, respectant la structure de contact
du bord des domaines, on obtient une suite de disques pseudo-holomorphes, de plus en plus
grands, dont on contrdle 1'aire et la position du bord (le bord est inclus dans le bord des do-
maines compacts). Alors, en utilisant les outils pseudo-complexes introduits chapitre 3, on en
déduit que pour toute structure pseudo-complexe compatible respectant la structure w-convexe
de la variété, si (M, w) est suffisamment non symplectique hyperbolique, alors M est non pseudo-
Kahler-hyperbolique et donc sous certaines hypothéses de compacité, non complexe hyperbolique.
Cela est précisé par plusieurs théorémes énoncés dans ce chapitre (correspondant aux différentes
notions quantitatives d’hyperbolicités symplectiques) dont notamment le théoréme 1.0.3. Ces
résultats se lisent par contraposée : “s’il existe une structure pseudo-complexe compatible J telle
que (M,J} est non complexe hyperbolique alors (M,w) est non symplectique hyperbolique” :
plus précisément, sous ces hypothéses, on obtient une minoration de la croissance de la capacité
des domaines J-convexes (voir notamment le théoréme 1.0.4).

Le premier cadre d’application de ces résultats est celui des variétés de Stein (notons que, suivant
en cela notamment [4], tout au long de cette thése, nous adopterons une définition des variétés de
Stein plus souple que celle de [11], n’exigeant pas la complétude de la variété ni I'intégrabilité de
la structure pseudo-complexe, voir la définition 1.2.4) qui constituent un cas particulier des var-
iétés symplectiques w-convexes (d’autant plus que dans le cas des variétés de Stein sous-critiques
on sait que la capacité des domaines compacts est finie et I'on a obtenu une estimation de la
croissance de la capacité). On obtient par exemple ainsi des résultats de non-hyperbolicité com-
plexe pour les variétés M = W \ H (ot M est une variété Kihler fermée et H une hypersurface
complexe), en montrant notamment que les polarisations sous-critiques ne sont pas complexes
hyperboliques.

On montre enfin, en utilisant notre étude du hien entre hyperbolicité symplectique et courbure
radiale, que dans le cadre des variétés A bouts & courbure radiale “bien bornée”, qui constituent
un autre exemple de variétés w-convexes, si M est non fortement symplectique hyperbolique et
4 courbure radiale positive ou nulle alors elle est non pseudo-Kahler hyperbolique.

Toutefois, partant de 1'idée que 1’ensemble des structures pseudo-complexes compatibles a
une méme structure symplectique est un ensemble contractile, que la notion d’hyperbolicité
symplectique ne dépend a priori que de la structure symplectique (et pas de la structure pseudo-
complexe), et avec en téte le résultat de Bangert, on aimerait pouvoir obtenir ces mémes résultats
sans I’hypothése que J préserve la structure pseudo-complexe, et montrer que, sous certaines hy-
pothéses sur M, si (M,w) est suffisamment non symplectique hyperbolique alors M est non
complexe hyperbolique pour toute structure pseudo-complexe (uniformément) compatible avec
w. C’est 'objet du chapitre 5. J'établis pour cela plusieurs lemmes isopérimétriques qui me per-
mettent de montrer le résultat souhaité pour des variétés 4 géométrie bien bornée. Je généralise
ainsi 4 de telles variétés non symplectiques hyperboliques le résultat de Bangert, et montre que
pour ces variétés, la propriété de non-hyperbolicité complexe est stable par déformation de la
structure pseudo-complexe dans 1'ensembie des structures compatibles & la structure symplec-
tique fixée.

La démonstration de ces résultats est basée sur la méme idée que ceux du chapitre précédent, mais
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comme pour une structure pseudo-complexe compatible quelconque, on n’a pas nécessairement la
J-convexité des domaines compacts, elle utilise de fagon fondamentale le fait que I’ensemble des
structures compatibles est contractile, et elle m’a demandé d’établir un certain nombre de résul-
tats sur les courants quasi-minimisants afin de pouvoir couper les courbes pseudo-holomorphes.
Soulignons que ces résu ;tats pourront étre utiles dans de nombreuses autres études.

Une fois encore ces résultats s’appliquent particuliérement bien au cas des variétés M =
W \ H. Les résultats que l'on obtient pour ces variétés permettent par exemple de montrer le
corollaire 1.0.1. Plus généralement, je montre que ce résultat est vrai aussi pour P*C privé d’hy-
persurfaces vérifiant certaines hypothéses techniques.
Enfin 5.1.3, j'utilise la stabilité de la non-hyperbolicité symplectique par produit avec n'importe
quelle variété w-convexe pour trouver de nombreux autres exemples ol ces résultats s’appliquent
et ot la variété est non complexe hyperbolique pour toute structure pseudo-complexe compatible
4 une méme structure symplectique : pour une large classe de variétés qui ne sont pas complexes
(ni symplectique) hyperboliques (M,w,J), le produit de M avec des variétés (N,w,J’) (dont
la géométrie vérifie un certain nombre d'hypothéses) reste non complexe hyperbolique pour
n’importe quelle structure pseudo-complexe compatible avee w ® w' (méme non produit). Cela
s’applique par exemple au cas de tout produit de C* avec une variété a “géomeétrie bien bornée”
(le disque hyperbolique en constituant un cas particulier), ou encore pour tout produit de variété
non symplectique hyperbolique “a géométrie bornée” avec le disque hyperbolique D?*. En partic-
ulier, on obtient I'existence de plans pseudo-holomorphes pour toute structure pseudo-complexe
(méme non produit) sur T2" x Ny compatible avec la structure symplectique standard (ot Ny est
un quotient compact d’une variété & géométrie bien bornée) avec le corollaire 1.0.2. Des résultats
plus généraux sont énoncés dans cette section.

Résumons par un schéma les idées principales de ce travail :

disques
pseudo-holomorphes
proposition 3.1.6
et partie 3.2.3

théoréme 4.1,

Hyperbolicité (+) pseudo-Kihler hyperbolicités
symplectique hyperbolicité dans le cas complexes
compact

(*) : On prouve dans la section 4.2.1 que si une variété w-convexe est non-symplectique-
hyperbolique alors elle est non-pseudo-Kahler-hyperbolique pour toute structure pseudo-complexe
compatible respectant 1'w-convexité. Si on se restreint A des variétés vérifiant certaines hypothéses
isopérimétriques, ou & géométrie “bien bornée”, on prouve que si la variété est suffisamment non-
symplectique-hyperbolique alors elle est non-pseudo-Kihler-hyperbolique pour toute structure

pseudo-complexe compatible.

Enfin dans une derniére partie III, nous abordons une question un peu différente qui est celle
de I'hyperbolicité des feuilletages, cette partie ne constituant qu’un premier pas dans 1’étude de
cette vaste question. Elle surgit naturellement dans le cadre de notre étude, car dés lors que
P'on parvient & montrer la non-hyperbolicité complexe et donc 'existence de plan holomorphe
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complexe, on peut se demander si on peut montrer, pour tout point, I’existence d’un tel plan
passant par ce point, et si ainsi on peut obtenir un feuilletage de la variété. Les questions qui se
posent alors sont : ce feuilletage est-il holomorphe ? Et si oui, ces plans ("feuilles") holomorphes
définissent-ils un cylindre holomorphe ?

Cette derniére question est étroitement reliée 4 la question de I’hyperbolicité de la mesure :
comme 'hyperbolicité complexe correspond i la non-existence de plans holomorphes non con-
stants, I'hyperbolicité de la mesure correspond elle A la non existence de cylindres holomorphes.
J’ai donc naturellement décidé d’aborder ce vaste probléme par cette question : dans le cas de
feuilletages holomorphes paraboliques (i.e dont toutes les feuilles sont des plans complexes ou
leurs quotients), existe-il des cylindres holomorphes feuilletés (i.e. des cylindres le long du feuil-
letage} ? Gréce & 'étude de connections définies sur le fibré tangent au feuilletage, je définis un
invariant du feuilletage qui est nul si et seulement si une telle application holomorphe existe.
Cela me permet done d’exhiber une condition en termes d’existence de sections holomorphes
non nulles d'un fibré holomorphe au-dessus du feuilletage. Cette étude me permet d’obtenir
des résultats sur la théorie des feuilletages par surfaces de Riemann et constifue une premiére
étape dans ’étude de ’hyperbolicité (a la fois symplectique et pseudo-complexe ) des feuilletages.

Avant de commencer notre étude, rappelons briévement les définitions des différentes notions
évoquées dans cette introduction ainsi qu’un certain nombre de propriétés fondamentales de
géométrie symplectique et pseudo-complexe que nous utiliserons par la suite.

1.1 Rappels de géométrie symplectique et pseudo-complexe

Pour plus de détails & propos des notions présentées dans cette partie, on pourra consulter
11, [2, [26], ou [32]

D’un cbté, une structure symplectique sur une variété M?" est une 2-forme w fermée
non-dégénérée.
D’un autre c6té une structure pseudo-complexe sur M?" est la donnée d’une section J
du fibré des endomorphismes de TM vérifiant en chaque point z € M J2 = —Id. C’est une
généralisation des structures complexes : une structure pseudo-complexe est une vraie structure
complexe si et seulement si J est intégrable, si et seulement si il existe un systéme de cartes tels
que les changements de cartes (¢ : R2® — R?") soient holomorphes (pour la structure complexe
canonique de C* ~ R?"),
Si une variété M est munie & la fois d'une structure symplectique w et d’une structure pseudo-
complexe, on dit que ces deux structures sont compatibles si en tout point w(., J.) définit une
métrique riemannienne sur M.
Notons que l'on utilise parfois une notion de compatibilité plus faible qui demande seulement &
ce que pour tout v # 0, w(v, Jv) > 0. On adoptera ici plutdt la premiére définition, c’est-a-dire
que l'on demande, en plus de la stricte positivité de w(v, Jv) > 0, que w soit J-invariante.
La métrique ainsi obtenue sera appelée pseudo-Kdhler. Dans le cas o J est une structure
complexe il s’agit d'une métrique Kahler au sens habituel.
On sait [21] que :

Lemme 1.1.1 Soit (M, w) une variété symplectique. L’ensemble des structures pseudo-complezes
compatibles avec w est non vide et contractile.
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Dans cette thése nous considérerons des variétés (M, w, J) munies de structures symplectiques
et pseudo-complexes compatibles (une variété pseudo-Kéhler selon la terminologie ci-dessus) et
notre objectif sera de comparer les propriétés de la variété symplectique (M, w) et celles de la
variété pseudo-complexe (M, J).

L'exemple le plus simple est bien entendu C" muni de sa structure complexe standard Jy (la
n

multiplication par i) et de sa structure symplectique canonique wg = Z dz; A dy;. La métrique

i=1
associée gg = wy(., J).) est la métrique euclidienne canonique.

Comme nous le disions dans l'introduction, un des outils principaux de cette étude sera les
courbes pseudo-holomorphes :

Si (N,j) et (M,J) sont deux variétés pseudo-complexes, on dit qu'une application C! f :
N — M est pseudo~holomorphe (ou J-holomorphe) si f,o0j = J o f,.
Si N est une surface de Riemann, on dit que f(N) est une courbe .J-holomorphe.
Si g est une métrique J-invariante (en particulier si g est une métrique pseudo-Kahler w(., J.))
alors pour tout domaine D de C et toute courbe J-holomorphe f : D — M, on vérifie directe-
ment que f est conforme : Vz € D, Yo € T, D ~ C tel que |[v]? = 1, |df.(v)|? = |df.(1)]? est
indépendant de v. On peut donc définir | f/(2)] = |dfz(v)| Yv € 2D ~ C tel que |v|> =1,

Pour finir, ajoutons une derniére remarque générale faisant le lien entre les structures pseudo-
complexes et. symplectiques : si H : M — R est une fonction lisse. On peut lui associer 4 la fois
son champ Hamiltonien Xy vérifiant w(Xpg,.) = dH et son champ de gradient VH pour la
métrique g = w(.,.J.) (défini par dH = g(VH,.}). On remarque alors que VH = JXy.

1.2 Convexité symplectique et pseudo-complexe

On dispose & la fois dans le cadre symplectique et dans le cadre pseudo-complexe de notions
de convexité (notions analogues 4 la convexité R?" mais définies dans le contexte plus général de
variétés symplectiques, resp. pseudo-complexe).Dans cette partie nous rappellerons leurs défini-
tions et montrerons qu’elles apparaissent comme les pendants 1'une de I’autre.

Dans le cadre symplectique {11}, un ouvert relativement compact est convexe (i.e. symplectique
convexe) s'il est 4 bord de type contact {ou, notion plus forte 4 bord de type contact restreint).
Plus précisément :

Définition 1.2.1 Une hypersurface orientée ¥ incluse dans une variété symplectique (M,w) est
dit de type contact s’l eziste sur un voisinage V de ¥ un champ de vecteur X, transverse,
pointant vers lextérieur, tel que Lxw = w.

Notons qu’alors o = ixw vérifie do = w et qu’ainsi ¢y munit ¥ d’une structure de contact.
D’aprés [11], un ouvert relativement compact est dit localement w-convexe s'il est & bord de
type contact.

* On préférera parfois considérer plutdt les ouverts a bord de type contact restreint : c'est-a-
dire que 'on impose que 8U = X s0it de type contact et que le champ X de la définition puisse
étre défini sur U entier. On dit alors [11] que U (ou I) est w-convexe dans U.

Si le champ X est défini sur M entier, on dira que U (ou X} est globalement w-convexe ou
w-convexe dans M.

Dans le cas de variétés ouvertes (M, w), on dit que M est w-convexe ou w-convexe & I'infini
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si M s’écrit comme |'union croissante UM; de domaines compacts w-convexes.
Pour notre étude, il est de généraliser cette notion aux variétés fermées : une variété fermée
(M,w) est w-convexe si son revétement universel (M, ) Uest.
La cohomologie de Floer, & la base de la définition I’hyperbolicité symplectique, étant définie
pour les variétés compactes & bord de type contact, les variétés pour lesquelles nous pourrons
naturellement introduire I’hyperbolicité symplectique seront les variétés w-convexes. Elles con-
stitueront le cadre d'étude de cette thése.

Le pendant pseudo-complexe de la notion symplectique "hypersurface de type contact" ou
“w-convexité” est la notion de J-convexité :

Définition 1.2.2 Soit ¥ une hypersurface orieniée incluse dans (M,J) une variété pseudo-
compleze. Soit { = TE N JT'T champ d’hyperplan compleze de TE. Sur TY il est localement
défini {avec orientation) par {T = 0}. On dit que ¥ est J-convexe, ou pseudo-convexe, si
dr{v, Jv) > 0 pour tout v € ¢\ {0}.

Un ouvert relativement compact dans M est dit J-convexe si son bord est J-conveze.

Notons que dans le cas ot X (orientée) est localement définie par {¢ = constante} avec V¢
pointant vers l'extérieur, alors ¢ est défini par 7 = d°¢, on, par définition, d°¢ = —d¢ o J.
Alors la J-convexité est équivalente & ce que dd°¢(v, Jv) > 0 pour tout v € (Kerd¢n Kerd®¢)\
{0}. Cette propriété est impliquée par la pluri-sous-harmonicité de ¢, propriété qui sera définie
un peu plus bas définition 1.2.3 {qui généralise la sous-harmonicité des fonctions définies sur C).
Cette remarque nous permet d'en déduire une propriété caractéristique importante des variétés
J-convexes, et qui, nous allons le voir, permet de contréler la position des courbes J-holomorphes
(et ainsi d'obtenir des résultats de compacité analogues & ceux des variétés compactes) :

Lemme 1.2.1 Une hypersurface pseudo-convere ne peut éire touchée intérieurement par une
courbe J-holomorphe : si Z est une sous variété de codimension 0 de M, & C 0Z est J-conveze,
et f: DCC — ZC M est J-holomorphe, alors f ne peut étre tangente ¢ X.

Dém. : Localement, il existe 1 : Z — R, une fonction C* telle que & = ¢~1(1) et V¢ pointe vers
'extérieur de Z i.e. localement, sur un voisinage V de T dans Z, ZNV = {¢ < 1}. Alors, comme
souligné plus haut, par définition de la J-convexité on a que pour v € (; \ {0}, dd¥(», Jv) > 0.
Supposons par 'absurde qu’il existe f : B — V C Z, J-holomorphe et tangente 4 ¥ en un point
z = f(0). Alors Im(dfs) C TS, et comme f est J-holomorphe, on a méme, Im{dfs) C {z; et
donc dd*(¢ o f) = f*(ddY) en 0 définit une forme définie positive sur TpD. La fonction o f est
done sous-harmonique, mais par hypothése sur 4 elle a un maximum en 0, ce qui est absurde et
conclu la démonstration. W

Expliquons maintenant les liens entre les “deux notions de convexité” : la notion symplec-

tique de w-convexité et la notion complexe de J-convexité. Rappelons que, {11}, la conception
d’Eliashberg et Gromov de l'w-convexité était inspirée par la pseudo-convexité complexe.
Tout d’abord on constate que si X est J-convexe, la 1-forme 7 apparaissant dans le définition de
J-convexité munit ¥ d'une structure de contact (toutefois X n’est pas nécessairement de type
contact dans (M,w); d7 peut ne pas étre égale 4 w), ce qui est donne une premiére idée de ce qui
explique que les notions de pseudo-convexité et de type contact soient vues comrme les pendants
I'une de 'autre. Etudions plus précisément les liens entre ces deux notions. Citons tout d’abord
une proposition [1] :
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Proposition 1.2.1 Si ¥ est une hypersurface de type contact dans une variété symplectique

{(M,w) alors il existe une structure pseudo-complere J compatible avec w telle que ¥ soit J-
conveze.

Et en fait, plus précisément je vérifie :

Lemme 1.2.2 Soient (M,w) une variété symplectique relativement compacte & bord de type
contact et o une structure de contact correspondante sur X. Si J est une structure pseudo-
compleze compaiible avec w qui préserve les plans de contact. Alors ¥ est J-conveze.

Dém. : On a que {¢ = 0} = J{¢ = 0} C TE N JTE. En comparant les dimensions on
constate que l'inclusion est en fait une égalité. On peut donc choisir 7 = ¢ pour le 7 définissant
¢ = TYX N JTX introduit dans la définition 1.2.2. Et comme do = w sur {o = 0}, I est bien
J-convexe. Bl

Réciproquement, méme si ¥ est J-convexe et w est une forme symplectique compatible avec J,
nous avons mentionné que ¥ n'est pas nécessairement de type contact. Toutefois si & = {¢ = 1},
la J-convexité de ¥ est équivalente & ce que dd5¢(v, Jv) > 0 pour tout v € TS N JTI\ {0}
Si on exige que dd5¢(v, Jv) > 0 pour tout v € TM|x, alors ¥ est aussi de type contact pour la
forme symplectique localement définie sur un voisinage de X par dd5¢ (et on prend a = d$¢
comme forme de contact).

Cette hypothése correspond 3 la définition de la pluri-sous-harmonicité de ¢.

Rappelons la définition de pluri-sous-harmonicité :

Définition 1.2.3 Soient (M, J)} une variété pseudo-compleze et f : M — R une application
lisse. Alors, f est (strictement) pluri-sous-harmonique (psh) si dd“f est définie positive sur
les droites complezes de TM : dd°f(v,Jv) > 0, Vv € TM — {0}, i.e. si la 2-forme dd°f esi une
forme symplectique compatible avec J.

Nous avons remarqué que si ¥ : M — R est une fonction pluri-sous-harmonique propre sur
(M,J), une variété pseudo-complexe, les ensembles de la forme {¢¥ < a}, (avec a non valeur
critique de %), constituent un exemple intéressant de domaines J-convexes. Notons que dans ce
cas-13, ces ensembles J-convexes sont aussi de type contact, et méme globalement w-convexes :
le champ X {ransverse étant défini comme Vi, le champ de gradient de ¢ pour la métrique
associée & w et J (R = Xy et a = d5e).

La notion de fonction psh nous permet alors de définir :

Définition 1.2.4 Une variété pseudo-complexe (W?",J) est une variété de Stein s% existe
une fonction ¢ : W — R, £ J-pluri-sous-harmonique (i.e., wy = dd5y est une forme symplec-
tique compatible avec J ), et exhaustive (i.e., 1 est propre et bornée inférieurement).

Un domaine de Stein est un owvert V; = {9 < ¢} d’'une variété de Stein (W, J, v}, ot ¢ est une
valeur réguliére de 1.

On n'inclut par la complétude (ni 'intégrabilité de la structure pseudo-complexe) au sens de [11]
dans la définition car nos résultats s’appliqueront & cette plus large classe de variétés. L'exemple
basique est évidemment :

Exemple 1.2.1 C* muni de sa structure complexe standard Jy (et de sa forme symplectique
2
canonigue wy) est une variété de Stein : la fonction g = Jﬁ4|— est psh et ddy = wy.
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En fait plus généralement on a :

Exemple 1.2.2 Toute variété compleze (M*",J) qui peut étre holomorphiquement plongée dans
un CV est de Stein.

(La restriction de 1 & la variété proprement plongée est encore psh et exhaustive).
D'aprés [11], la réciproque est vraie pour les variétés complétes.

Citons un autre exemple basique de variétés de Stein que 'on ne pourrait oublier dans notre
étude de I’hyperbolicité : celui du disque hyperbolique D?® = B?*(1) muni de sa structure
complexe canonique Jy (celle induite par celle sur C) et de la métrique hyperbolique : si v €
T,D?", |vlhyp = #'_l—fz‘iﬁg La forme symplectique associée est donc wyyp = ﬁ_—‘i’zﬂw oll wp est la
forme symplectique standard de C*.

Exemple 1.2.3 La boule hyperbolique (D?", Jo,wnyp) est une veriéié de Stein. En effet si on
pose ¢ = %ln (T-_-T;Tg), alors wyyp = dd®¢.

Notons enfin comme derniére remarque préliminaire que si { My, J1, 91, w1) et (Mo, Ja, 12, wa)
sont deux variétés de Stein alors la variété produit M; x M» est aussi une variété de Stein, munie
des formes complexes et symplectiques produits J, @ Jo et w) @we, et de la fonction plurisoushar-
monique ¢ = 1 + io.

Nous avons vu que les domaines de Stein étaient & la fois J-convexes et de type contact pour
la structure symplectique wy. De plus la variétés de Stein sont un cas particulier de variétés
w-convexes.

Ainsi les variétés w-convexes et les variétés de Stein (au sens de la définition {?] seront le cadre
d’étude de cette thése.



Premiére partie

Etude de I’hyperbolicité symplectique
et complexe
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Chapitre 2

Cadre symplectique

2.1 Cohomologie de Floer

L’homologie (ou cohomologie) de Floer est un invariant symplectique provenant de la nou-
velle approche de ’homologie de Morse introduite par Floer [15] permettant de construire une
(co)homologie engendrée par les orbites fermées d’un Hamiltonien ; celle-ci peut étre vue comme
I’homologie de Morse d’une fonctionnelle définie sur un espace de dimension infinie. Dans le
cadre des vari¢tés fermées, elle a largement été étudiée et il a été prouvé (voir par exemple [26])
qu’elles coincidaient avec la (co}homologie habituelle de la variété. Par ailleurs, I’autre cadre dans
lequel on peut définir la cohomologie de Floer est celui des variétés compactes 4 bord de type
contact qui présentent le méme type de propriétés de compacités nécessaires i la définition. C.
Viterbo [39] a défini une version de la cchomologie de Floer pour ces variétés. C’est cette défini-
tion que j’adopterai et rappellerai dans cette partie, une question majeure étant “coincide-t-elle
avec la cohomologie de la variété 7”. Cette question est 4 la base de la définition d’hyperbol-
icité symplectique et sera donc au centre de ma thése. Je rappellerai donc dans un premier
temps la construction de cette cohomologie de Floer, en expliquant particuliérement 1’origine du
morphisme ¢}, entre la cohomologie de Floer et la cohomologie usuelle de la variété. Cela me
permettra ensuite de définir la notion d’hyperbolicité symplectique des variétés compactes & bord
de type contact, et la capacité associée (mesurant la non hyperbolicité symplectique). Suivra une
premiére étude de cette capacité qui me permettra d'obtenir une estimation de sa croissance
dans le cas des variétés de Stein, en termes de fonctions de croissance associées a la fonction
pluri-sous-harmonique, que j'introduis & cette occasion et qui nous réapparaitront souvent dans
la suite de I'étude. Comme nous Pexpliquerons, celles-ci sont reliés aux fonctions de croissance
introduites par Polterovich [35]. J'expliquerai alors comment naturellement on peut étendre la
définition d’'hyperbolicité symplectique au cas des variétés w-convexes en utilisant cette notion
de capacité.

J’étudierai enfin un peu plus en détails cette notion (et la capacité associée), et ce plus par-
ticuliérement dans le cas de variétés & bouts coniques afin de voir le lien entre I'hyperbolicité
symplectique et la courbure radiale, et dans le cas des variétés produit et fibrés.

Considérons donc dans un premier temps une variété symplectique (M, w) compacte a bord de
type contact, vérifiant [w]m(M) = 0. Notons que cette hypothése peut &tre supprimée (voir [39]
par exemple) mais elle évite de nombreuses difficultés techniques (dues notamment au phénoméne
de bubbling quand il existe des sphéres holomorphes) et, dans le cadre de notre étude, elle est trés
naturelle. En effet, notre objectif est de voir un lien avec I’hyperbolicité complexe, c'est-a-dire
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avec |'existence de plans pseudo-holomorphes, mais s'il existe des sphéres pseudo-holomorphes,
on a automatiquement des plans (et la question de l’existence des plans ne se posent plus).

L’hypersurface ¥ = O0M étant de type contact, il existe un champ de vecteurs X au voisinage
V de I, transverse & X, et tel que Lxw = w. Notons que celui-ci n’est pas unique (si X convient
alors pour toute fonction f sur V, si X' = X + X est encore transverse il convient aussi).
Un tel champ X étant fixé, alors la 1-forme o définie au voisinage de ¥ par a = ixw vérifie
do = w, et 0 = o)p définit la structure de contact de . On notera £ = {o = 0} les hyperplans
de contact de X.
On peut alors définir sur 3 le champ de Reeb R :

ipdo =0

o(R) = 1.
Notons que la droite de Reeb R.R est elle indépendante du choix de X et des champs de contact
§ (elle ne dépend que de w). En effet elle est entierement déterminée par ipwiry = 0.

La variété symplectique M peut étre munie d'une structure pseudo-complexe compatible :
dans le cas des variétés & bord de type contact on exige une propriété de compatibilité supplé-
mentaire (en plus de la stricte positivité et de la J-symétrie de w(.,J.)) :

Définition 2.1.1 Si (M, w) est une variété symplectique é bord de type contact X, une structure
pseudo-compleze J est dite compatible avec w st w(., J.) détermine une méirique riemannienne
sur M et si J préserve une structure de contact £ = {o = 0}.

Supposons désormais fixés £ un champ d’hyperplans de contact et J une structure pseudo-
complexe compatible préservant ce champ d'hyperplans. Ce champ est associé 4 un champ de
vecteurs X (comme introduit ci-dessus) transverse 4 ¥ vérifiant :

{LX“’ =w (2.1)

¢ = ker(ixw)z-

Notons que, méme une fois fixée £, un tel champ n’est pas uniquement déterminé. En effet, si
un tel champ Xy est fixé, notons ag = ix,w, o = (@p)jrx la 1-forme de contact associée et R le
champ de Reeb sur ¥ associé. Comme igw = 0 sur 7Y, on peut prolonger R au voisinage de &
en un champ vérifiant d(igw) = 0. On remarque alors que les champs X = X+ a R conviennent
également pour tout a € R (on vérifie immédiatement les équations (2.1)). De plus, comme
ixw = ix,w sur T on remarque que la 1-forme de contact o est inchangée par ce changement
de vecteur transverse; le champ de Reeb R est donc également inchangé.

Ainsi, une fois fixée une structure pseudo-complexe compatible préservant un champ £, on peut
choisir un champ transverse X associé a £ tel que JR et X soient colinéaires en tout point.
I! suffit pour cela de choisir X = Xp + aR avec a = —%}. Alors w(R,JX) = 0 et donc
(par définition de R) JX € TZ. De plus, pour tout v € £, w(JX,v) = —w(X,Jv) = 0 (car
¢ = ker{ixw) est invariant par J). Finalement w(JX,v) = 0 pour tout v € TY et par définition
du champ de Reeb, JX est donc colinéaire & R. Désormais on se fixera un tel champ transverse
X veérifiant cette propriété. Il existe alors une fonction f telle que JX = f R.
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2.1.1 Construction de M

Conservons les notations précédentes : soient £ = {¢ = 0} le champ d’hyperplans de type
contact sur M, R le champ de Reeb, X un champ transverse & ¥ (défini sur un voisinage V de
¥) tel que Lxw = w (et JX = fR pour une fonction f sur L), @ = ixw 1-forme telle que da = w.

Les orbites fermées de R sont appelées les caractéristiques (fermées) de Z. L'action A(y) =
f,y v*c d’une orbite fermée -y est égale 4 sa période T. On définit le spectre S(X) de X, comme
I’ensemble des actions de toutes les caractéristiques fermées de .
On supposera désormais ce spectre discret (hypothése générique) et on notera Tp = inf S(X).
Exemple : M = B?"(1), wp = 3 da;j Ady;. Alors, X = £, o = 3{iz,.) et R = i2z. Ainsi
8(%) = {km,k € N*}. :

Soit ¢ le flot associé &4 X sur le voisinage V de . 1l vérifie ¢} a = e'a. Pour ¢ suffisamment
petit, on peut alors définir

v {Ex]l —€,1}] — V
- (:1.7, z) — ¢ln(z)($)'

Alors Y*a = z0 et Y*w = d{z0).
Ainsi, quitte A restreindre le voisinage (V,w), on peut 'identifier & (X x]1 — &p, 1], d(z0)).
On peut donc étendre (M,w) et construire (M,3) :

M=MUZT x [1,+o0],

en prolongeant w par :

5o wsur M
1 d(zo)sur £ x [1, +o0f.

On prolonge la fonction z naturellement définie comme étant la deuxiéme coordonnée sur X x
[1~€p, 0o[ (modulo l'identification de V 4 £ x]1 —¢p, 1]) par une fonction & valeurs dans [0, 1 — g}
sur M\ V.

Sur Xx}1 —€g, +oo], on note que T™ = TSEBIR%, et que @ = dzAo+do. Ainsi, w{R,v) =0
siv € TS et W(R, £)=—1. Dot ipi = —dz.

Considérons maintenant la structure pseudo-complexe. Remarquons tout d’abord que comme
par hypothése J préserve les hyperplans de contact {¢ = 0}, d’aprés le lemme 1.2.2 I'hypersur-
face ¥ est J-convexe. On prolonge alors J en J sur M de maniére standard (i.e. indépendante
de z sur £ x [1,00[), rendant ainsi les hypersurfaces ¥ x {z}, pour z > 1 pseudo-convexes.

On notera par la suite, pour 1 —ep < @ < b, Mgy = {(z,2) € Tx]1 — €g,00{| z € [a,]]},
Se={(z,2) |z=0a} et M, =M\ VU {(z,2) € Tx]l — €, 00[| 2z < a}.
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2.1.2 Hamiltoniens adaptés

Soit H un Hamiltonien sur M ,H R x M — R. On lui associe le champ de vecteurs
Hamiltoniens Xg défini par ix,& = dH. On étudie les orbites 1-périodiques de Xy.
Siy :S' — M est un lacet contractile quelconque, on définit son action :

Asrly) = — fD 75 - fs H (0,

ol 7 est un prolongement de v 4 D ('intégrale est bien définie de maniére unique car [w]ms (M) =
0).

Tout d’abord,notons que si v : S! — M et Y "une variation” de v, t.e. un champ de vecteurs
le long de #~,

AAn(¥) = [~ (6rD) - 7" (@HE))

~ O
= — - Xu,Y
/;1 ? (at = )
Ainsi les points critiques de Ag sont exactement les orbites 1-périodiques de Xpg.

On considérera uniquement les champs associés & des Hamiltoniens H adaptés, i.e. ceux
vérifiant pour un e > 1 — €, H{t,(z,2)) = h{z) sur {z > a}, avec h une fonction convexe
croissante sur [a,+oo[. Alors sur {z > a}, dH = h'(z)dz, et Xy = —h'(z)R. Ainsi, si v est
une orbite 1-périodique de Xy incluse dans {z > a}, alors elle est incluse dans un ¥ x {zp}
{car R est tangent 4 X) et donc de la forme () = ((¢), z0), avec Yo(t) = —h'(z0) R. Doy,
¥(t) = v (—h_'(%j) est une caractéristique fermeée de X.

Réciproquement si ¥ est une caractéristique fermée de ¥ d’action T', et s’il existe zp tel que
h'(2p) = T, alors y(t) = (F(—T't), 29) est une orbite 1-périodique de Xy.
De plus, comme & = d{z0),

As(2) = [ =20750 — hlao) =l (z0) = h(ao)

On a donc une correspondance biunivoque entre
— d’une part les caractéristiques fermées de X d’action T pour lesquelles il existe zp < a telle
que h'(z) =T,
- et d’autre part les orbites 1-périodiques de Xz. Celles—i ont alors pour action zph'(zo) —
h{zp) avec h'(z) = T'.

2.1.3 Cohomologie de Floer

Rappelons maintenant la construction de la cohomologie de Floer (voir [39]). On choisira
désormais des Hamiltoniens adaptés vérifiant A'(z) = A sur un {z > A}, avec A ¢ S(X). Ainsi,
les orbites 1-périodiques de Xy seront toutes contenues dans un compact.

De plus,

a4uo)) = [ 9 (750 - 7Xu¥ ).
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ol g est la métrique naturellement associée & w et J : g(u,v) = w(u, Jv). Les trajectoires de
gradient négatif de Ay correspondent donc aux applications u : R x 8! — M telles que :

Ou du

+— =-J=— +VH,¥(s,t) e Rx S

35 5 T VH. V(st) € ;
c'est-a-dire yu = VH, si 'on note dyu = §& + J.
Ces applications sont appelées trajectoires de Floer associées 4 ’'Hamiltonien adapté H. Grace a
la propriété de J-convexité des hypersurfaces, il est démontré {cf [24]) que :
Proposition 2.1.1 Les trajectoires de Floer ne peuvent étre tangentes & lintérieur des surfaces
T x {z} pour z > 1.

En fait la démonstration est faite dans [24] {25] dans le cas olt JX = aR avec a constante mais
elle s’adapte parfaitement & notre cas ou JX = f R avec f une fonction.

Définissons les complexes :

CkH) = @ Zeo

zeT (k,a)

oit T(k,a) = {z trajectoire 1-périodique de Xy, v(z,H) = —iczu(z) = k et Ag(z) > o} (avec
icz,m 'indice de Conley-Zehnder).

Pour z et y deux orbites périodiques, on considére ’espace des trajectoires de Floer reliant y
dzx:

M(y,z) = M(H,J,y,7) (2.2)
{u: RxS' — M,8u=VH, hm u=y, lim u=rz}

s—400
Afin que ces espaces possédent une structure de variétés de dimension finie, le linéarisé de I'équa-
tion des trajectoires de Floer Dyé = V& + J, Vi€ + Vedyuy — VeVH (pour § € u*TM) doit
gétre de Fredholm et surjectif. La premiére propriété sera vérifiée si les orbites 1-périodiques de
H sont non-dégénérées ; la surjectivité sera elle vérifiée pour un choix

générique de H et de J.
Sous ces hypothéses, la dimension de M(y, z) au point u est égale & I'indice de 'opérateur D),
et on montre (voir par exemple [37]) que dim M(y, z) = icz(z) — icz(y) = v(y, H) — v(z, H).
Chaque trajectoire pouvant &tre reparamétrée par une translation de la variable s € R, on
considérera plut6t : M(y, z) = M(y,z)/R. Ainsi si v(y, H) = v(z, H) + 1, dzmM(y, y=0.
Les trajectoires restant toutes dans un compact par J-convexité, on en déduit que M(y,a:) est
compact et que c’est donc un ensemble fini.

Par ailleurs, si u: R x 8' — M, on définit Vénergie de u :

E(u) = f+°° /Sl

Si lim u=y, lim u==z,
5—¥—00 s—+o0

e X W R

2
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et on remarque donc que

1 / oo /' ou +
2 —oo JS1 Js
Ainsi, le minimum d’énergie des trajectoires reliant y & z est atteint précisément par les trajec-

toires de Floer (qui vérifient par définition g—: +J %“ — VH = 0), c’est-a-dire par les éléments de
My, z). Et finalement si v € M(y,z) :
+oo
- L ks

s

2

Jaa": ~VH| dsdt + Au(y) — An(z).

——XH

—+00 a
E(u) = A (y) — An(z) =
/;m [51 5 {2.3)

A

Ainsi s'il existe une trajectoire de Floer entre y et z, Auy(y) = Au(z).
On peut donc définir la différentielle 8 par : si z € CF(H),

+ |35~ Xn

dz= Y  Card(M(y,2)).y
yeCEt (H)

Et si on pose
C*(H, a,b) = C;(H)/C§(H),

la différentielle 8 : C*(H,a,b) — C**1(H, a,b) est bien définie. De plus, on vérifie (non trivial
voir [39]) que 309 = 0.

On peut donc définir la cohomologie de Floer de H, notée FH*(H, a, b}, comme étant les groupes
de cohomologie du complexe {(C*(H, a,b),d).

Commencons par faire quelques remarques.

1. Par définition de C*(H,a,b) comme quotient, si a < b < ¢, on a la suite exacte longue
(provenant de la suite exacte courte naturelle sur les complexes) :

FH*(H,bc) — FH*(H,a,c) — FH*(H,a,0) & FH*Y(H,b,c) — (2.4)

2. si Hy < Hj, alors Ay, > Ap, et en considérant un chemin croissant (H;) (et des “tra-
jectoires de Floer” pour ce chemin) on construit un morphisme :C*(H;)} — C¥(Hp) com-
mutant avec d et on montre donc qu'il existe un morphisme @y, g, : FH*(H1,a,b) =
FH*(Hy,a,b) (pour toutes valeurs a et b).

3. On a fait cette construction pour H ™ et générique. Toutefois, on remarque que si ni a ni
b ne sont des actions d’orbites de Hy et Hy, et si Hy et H; sont suffisamment C%-proches,
alors @, m, est un isomorphisme entre FH*(H;,a,b) et FH*(Hy,a,b). Ainsi, si K est un
Hamiltonien continu, on peut définir :

FH*(K,a,b)zH 111{1111irc FH*(H,a,b)
~+ K, HC>®
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Pour A fixé, considérons les Hamiltoniens K valant 0 sur M, et A{z — 1) sur X x [, co[. Ses
orbites sont

— d’un ¢6té les orbites constantes de M d’action nulle,

— de 'autre les orbites associées aux caractéristiques fermées de ¥ d’action T € [Tp, A].
En effet, on peut approcher K, par des Hamiltoniens lisses K ., obtenus & partir de KX en
lissant sur [1 — ¢,1 + €]. Ces Hamiltoniens ont pour orbites, en plus des orbites constantes de
M, celles associées aux caractéristiques fermées de ¥ d’action 27" — hy ((z) avec z € [l ~¢,1 + ¢
vérifiant A} (2) = T (et donc T € [Tp, A]). Cette action tend vers T’ quand ¢ tend vers 0 (car z
tend vers 1 et hy (2} tend vers 0).

Pour tout A > A on a un morphisme &, » : FH(K)) — FH(K)y), vérifiant les régles de
composition habituelles; on peut donc définir la cohomologie de Floer de M comme une limite
projective :

Définition-Théoréme 2.1.1 On définit pour a < b la cohomologie de Floer de M entre les
valeurs a et b comme élant la limile projective des cohomologies de Floer des K entre ces
valeurs :

FH*(M,a,b) = lim FH*(K),a,b)
A=rco
et la cohomologie de Floer de M est définie par :

FH*(M) = blirgo FH*(M,-6,b), oud >0 (quelconque car pas d’orbites d’action < 0). (2.5)

C’est un invariant symplectique, indépendant du choiz de la structure pseudo-compleze J ef
invariant par déformation symplectique (wy).

Par la suite on sous-entendra souvent le —§ en notant les cohomologies de Floer tronquées (qui
interviendront souvent dans la suite de I'étude) : FH*(M,b) = FH*(M, —4,b) (et ce afin d'alléger
les notations}.

Notons que la définition 2.5 a bien un sens : vu (2.4) pour & > ¥, on avait pour tout A un
morphisme FH*(K),—48,b) -+ FH*(K,,—4,b). On a donc pour tout b > & un morphisme
FH*(M,—6,b) - FH*(M,-4,t), et on peut donc définir la cohomologie de Floer comme la
limite projective (2.5).

Le résultat de ce théoréme est lui prouvé par exemple dans [39).

Une fois encore nous pouvons faire plusieurs remarques. Tout d’abord, notons qu’intuitivement
on peut voir la cohomologie de Floer comme étant engendrée

— d’une part par les orbites constantes (d’une petite fonction de Morse) a U'intérieur de M
dont 'action est proche de zéro,

— de l'autre par les caractéristiques fermées de ¥ = OM dont 'action est la période est
donc strictement positive (éventuellement seulement celles d’action plus petite que A si on
regarde la cohomologie tronquée FH*(M, A)).

Ainsi si on regarde la cohomologie tronquée & & ol & est petit (c'est-a-dire si on ne conserve que
les orbites d’action proche de zéro) on constate :

Proposition 2.1.2 Si M?™ est une variété symplectique de dimension 2n, pour tout § suffisam-
ment petit,

H*t™"(M,8M) ~ FH*(M,~6,8) ~ FH*(K, -6, 6).
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En fait, si on note S(X) le spectre de T et Tp = min(S(X)), le résultat ci-dessus est vrai pour
§ < 1.

Dém. : Si on approche K par un Hamiltonien lisse H qui soit une petite fonction de Morse sur
M, les seules orbites 1-périodiques de H d’action inférieures & § sont les points critiques de la
fonction de Morse.

Or on vérifie (voir [36] ou [37]) que dans ce cas-1a l'indice de Conley-Zehnder d’un tel point
critique z : icz(z) = n — indporse(z, —H), s0it n + vz, H) = indpgorse(z, —H). De plus sur M
les trajectoires de Floer coincident avec les trajectoires de Morse de la fonction —H (c’est-a-dire
les champs de gradient de VH). On en déduit donc que FH*(M}(H,-$§,8) ~ Hy}» (—H).
Or, on prouve {[34]) que dans le cas de variétés compactes a bord, si f est une fonction de
Morse dont le champ de gradient négatif —V f pointe vers 'extérieur le long du bord, alors
la cohomologie de Morse de f coincide avec la cohomologie usuelle de M modulo son bord :
Hyporool f) = H*(M,8M). En appliquant ceci & f = —H on obtient le résultat souhaité. M

On remarque également que :
Proposition 2.1.3 Pour A > u,

FH*(K,,—d,00) @ FH*(K,,-0,1) ~ FH*(K), =6, u) ~ FH*(M, =4, i1} (2.6)
et ainsi,
FH*(M) = )\lim FH*(K),—6,c0), (2.7)
—c0

En effet, les orbites 1-périodiques de K (resp. K} sont associées biunivoquement aux car-
actéristiques fermées d’action inférieure & A (resp. u). Si on se restreint & celles d’action plus
petites que u, on obtient bien les deux premiers isomorphismes de (2.6). Comme par définition
FH*(M, -6, p) = limy o0 FH*(K), 4, 1), on a bien le dernier isomorphisme de (2.6) : la limite
est en fait une égalité & partir de A = p (la suite est & partir de 1a stationnaire).

De plus FH*(M, -6, u) = FH*(K,, —§,00) et on a donc (2.7).

La cohomologie de Floer du disque muni de sa structure symplectique standard a été calculée
pour la premiére fois dans [16]); mais on peut également se référer a [24] {25] ou trouver une
preuve alternative intéressante dans [34]. L’idée est que les caractéristiques de §*"~1(r) sont
les grands cercles d’action 7r? et leurs multiples d'action kw2 pour & > 1. Mais elles sont
dégénérées et apparaissent sous forme de familles paramétrées par $?*~1. Toutefois, grace & une
perturbation adaptée, on parvient A transformer chacune de ces familles d'orbite en deux orbites
non-dégénérées, la différence des indices de Conley-Zehnder de ces deux orbites étant égales a
dimS?~1 = 2n — 1. On trouve alors notamment en degré net n+ 1 :

Exemple 2.1.1

Zy sia<0<b<ar?

0 sinon

FH™(B*"(r),a,b) = {

Zo si0<a<nri<b

FH"(B*™(r),a,b) = { )
0 sinon

Ainsi, FH™(B?(r)) = 0. Et plus généralement FH*(B*(r)) = 0.
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On peut donc en déduire celle du disque munie de sa forme symplectique hyperbolique, ou
plus précisément (cela n’est pas une variété compacte), pour tout r < 1, on peut en déduire
’homologie de Floer de tout disque B?*(r) C (D*",uwnyy). En effet, si on note ap = 3(iz,.) la
1-forme “canonique” vérifiant dag = wp, alors on remarque que whyp = day avec ap = 1—_"—;3_-‘5

Ainsi (B?"(r),wp) et (B?™(r),ws) vont avoir les mémes orbites de Reeb sur leur bord mais les
actions des secondes seront égales 4 celles des premiéres multipliées par 2.
Ainsi obtient :

Lemme 2.1.1

Zzsz'a.<0<b<1r%;

FH™(B*(r),a,b, =
( (r) “ whyp) {0 sinon

ZQSE'O<G<‘?I‘£5<E?

FH™"(B*(r),q,b) = { ,
0 sinon

En écrivant (2.4) pour H = K, et en faisant tendre A — oo, on obtient la suite exacte longue
pour touta <b<c:

FH*(M,b,c) — FH*(M,a,c) —» FH*(M,a,b) 5 FH*1(M,b,c) — (2.8)
Au vu de la proposition 2.1.2, avec a = —§, b =4 et ¢ = p, (2.8) se lit :
FH*(M,8,p) — FH*(M, -§, ) — H**"(M,8M) 5 FH*YY(M,6,p) — (2.9)
En faisant tendre u vers l'infini, on obtient une suite exacte longue reliant la cohomologie de
Floer & la cohomologie usuelle de M modulo son bord : pour tout § > 0 petit,
FH*(M,5,00) » FH*(M)>H"*™(M,8M) & FH**1(M, 4, 00) —
On note ¢}, I'application entre FH*(M) et H*(M,0M). Elle correspond intuitivement au fait
de ne garder que les orbites d’action proche de zéro. De plus cette application mesure le défaut

de FH*(M) pour étre égal 4 linvariant purement topologique H*(M,3M). C'est l'idée de la
définition de ’hyperbolicité symplectigue :

2.2 Hyperbolicité symplectique et capacité

Rappelons que dans le cas d’une variété compacte sans bord, on peut de fagon similaire définir
les groupes de (co)homologie de Floer FH*(M) et on sait que dans ce cas-1a (en utilisant I'ho-
mologie de Morse de la variété) ils sont isomorphes aux groupes de cohomologie usuels H*¥*(M).
Dans le cas d’une variété & bord, nous avons vu que nous avions une suite exacte longue reliant
les groupes de cohomologie de Floer et les groupes de cohomologie de M modulo son bord :

FH*(M,6,00) = FH*(M) % (1, 0M) & FH* (M, §,00) - (2.10)
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Mais a priori, ¢}, : FH*(M) — H**"(M,8M) n’est pas un isomorphisme. Il est donc intéressant
de s’intéresser au “manque” de cette application pour &tre un isomorphisme et par-1a au “manque”
des groupes de cohomologie de Floer pour &tre des invariants purement topologiques, ce qui
correspond donc aux information symplectiques non topologiques transportées par la cohomologie
de Floer. C’est ce qui motive la définition de 'hyperbolicité symplectique.

2.2.1 Hyperbolicité symplectique des variétés compactes a bord de type con-
tact

Tout d’abord dans le cas de variétés compactes 4 bord de type contact on définit :

Définition 2.2.1 Soit (M, w) une variété symplectique compacte & bord de type contact. On dit
qu’elle est symplectique hyperbolique sicy = ¢}y : FH™(M) — H?*(M,0M) est surjective.

C. Viterbo dans [39] avait introduit cette notion de non hyperbolicité symplectique sous le
nom de conjecture algébrique de Stein forte (SAWC); en effet cette propriété implique clairement
I'existence de caractéristiques fermées sur le bord (en effet si la cohomologie de Floer n’est pas
isomorphe & la cohomologie de la variété, ’ensemble des orbites périodiques ne se réduit pas aux
constantes a l'intérieur ; plus précisément, de la suite exacte longue (2.10), on déduit que si ¢}y
n'est pas surjective, alors 8™ est non nulle et donc FH™ (M, §, co) non réduit & {0}).

Il exhibe plusieurs exemples de variétés compactes & bord non symplectique hyperboliques.
Citons tout d’abord 'exemple le plus simple, qui résulte immédiatement du calcul de la coho-
mologie du disque, exemple 2.1.1 :

Exemple 2.2.1 Le disque (D*"(r),wo) n'est pas symplectigue hyperbolique. (Remargue : pour
r < 1 les disques D*™(r),whyp C (D?", whyp) ne le sont pas non plus.)

Le domaine (D?*(r),wp) est un cas particulier de domaine de Stein sous-critique. Rappelons
qu'une variété (resp. domaine) de Stein (W, J) est dit sous-critique si dans la définition on peut
choisir pour % une fonction de Morse dont tous les points critiques ont un indice ind < %dimmW.
Or on a plus généralement (voir [39]) :

Proposition 2.2.1 Un domaine de Stein sous-critique n’est pas symplectiqgue hyperbolique.

Lors de son étude, C. Viterbo a construit pour W C M sous-domaine & bord de type con-
tact restreint dans M, un morphisme, dit morphisme de transfert {associé 4 I'inclusion j), entre
FH*(W) et FH*(M). De plus ce morphisme commute avec les applications ¢*. Ainsi on a le

diagramme commutatif : p H*(W) _ H** (W, W)

F;l ljo-}-n

FH*(M) —2% g*+(M,0M)

Le morphisme j2" est un isomorphisme si W est connexe (ou au moins surjectif sinon}). On
en déduit donc :

Proposition 2.2.2 Soit (M,w) une variété compacte & bord de type contact et W C M un
ouvert w-conveze dans M. Dans ce cas, si cjy n'est pas surjective, alors cfy; n'est pas surjec-
tive. En d'autres termes, si (W,w) est symplectique hyperbolique, alors (M,w) est symplectique
hyperbolique
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2.2.2 Homologie de Floer de variétés ouvertes et hyperbolicité symplectique
forte

On souhaiterait étendre la notion d’hyperbolicité symplectique , pour 'instant défini pour
les variétés compactes & bord de type contact, & un cadre plus général. Le cadre pour lequel cela
est naturel est celui des variétés w-convexes.

Pour commencer, notons que si Pon considére une variété ouverte w-convexe, comme elle
s'écrit comme |'union croissante de domaines compacts w-convexes, on peut définir sa cohomolo-
gie de Floer comme la limite projective : FH{W) et FH(W') pour tout W Cc W' C M) :

* . . * _ . . *
FH*(M)= wl/lglM FH*(W) = erlénM #ll)ngn FH*(W, u) (2.11)

Cela est naturel étant donné le morphisme de transfert qui existe entre FH*(W) et FH*(W")
pour tout W Cc W/ C M.

On a alors, pour tout W C M, un diagramme commutatif : Fg+(W) _ H (W, 8W) -

FJ‘-"l ljt-}-n

FH* (M) —2 F+n(M, 5M)

D’aprés les résultats sur la cohomologie de Floer des boules euclidiennes, on a FIC™) = 0.

Toutefois remarquons que l’on pourrait de méme définir les homologies de Floer partieiles
FH*(M, u) := FH*(M,$, 1) comme la limite projective : FH* (M, u) = wlfiénM FH*(W, ). Mais,
comme le montre alors 'exemple de C", avec ces définitions, on n'a alors pas FH*(M) =
limy oo FH*(M, 1) ! En effet

T : nmen . : 211 _
Zy = lim lim FH*(B (T),u)#rll’rgogﬂlgoﬁ'ﬂ'"(}ﬂa (r),p)=0...

H—}00 T—00

Soulignons donc bien que la définition habituelle est FH*(M) = v&,ig}w ’1151{.10 FH*(W, ) et non

pas lim, oo limwcpr FH*(W, ). Mais, notamment en raison de cette ambiguité, la cohomologie
de Floer des variétés ouvertes est trés peu utilisée.

La premiére fagon naturelle détendre la notion d'hyperbolicité symplectique aux variétés
w-convexes ouvertes est de définir :

Définition 2.2.2 (hyperbolicité symplectique forte) Soit (M,w) une variété symplectique
non compacte w-conveze. On dit qu’elle est fortement symplectique hyperbolique s’il existe

un ouvert relativement compact W C M w-conveze, tel que (W, w) soit symplectique hyperbolique
au sens de lo définition 2.2.1.

Notons qu’alors pour tout ouvert relativement compact w-convexe W' tel que W C W' C M,
(W', w) est symplectique hyperbolique au sens de la définition 2.2.1.

Et en particulier, si M est foriement symplectique hyperbolique , alors (au vu du diagramme
commutatif ci-dessus incluant c}, et cfy,) le morphisme ¢}, : FH"(M) — H?"(M,0M) est sur-
jectif.

Remarquons également que cette définition est bien équivalente 4 la notion initiale dans le cas de



36 CHAPITRE 2. CADRE SYMPLECTIQUE

variétés compactes 4 bord {dans ce cas-13, il suffit de prendre pour W la variété M elle-méme).
enfin soulignons que si (M,w) n’est pas fortement symplectique hyperbolique, alors pour tout
ouvert relativement compact w-convexe W C M, (W,w) n’est pas symplectique hyperboliques.

Si 'on considére les exemples fondamentaux, il est clair que les plans complexes C* ne sont

pas fortement symplectique hyperboliques. Toutefois, la boule hyperbolique (D?",wyyp) n'est pas
fortement symplectique hyperbolique non plus. Or, il serait peu satisfaisant que le boule hy-
perbolique ne soit pas symplectique hyperbolique. Cette propriété est donc un peu trop forte,
un peu trop contraignante. Voila 'une des raisons pour lesquelles j’'ai choisi de nommer cette
propriété “forte symplectique hyperbolicité”. Nous allons donc introduire de nouvelles définitions,
plus faibles, et ainsi plus satisfaisantes de 'hyperbolicité (de sorte que le disque hyperbolique
soit symplectique hyperbolique et que C* ne le soit pas).
Or les cohomologies de Floer des boules incluses dans C* (données exemple 2.1.1) et de celles
incluses dans le disque hyperbolique D?* (données lemme 2.1.1) semblent au premier abord
assez similaires. La différence réside en fait dans la valeur “frontiére” : wr? pour (B*™(r),wq),
11'1—'5_2?; pour (B2" (r),wnyp). Cette valeur, que nous appellerons dans le cas général “capacité”
(nous la définirons plus précisément dans la partie snivante) mesure I’hyperbolicité (ou plutét
la non-hyperbolicité) de domaines compacts et sera & la base de la définition d’hyperbolicité
symplectique (qui nous permettra de distinguer C* de D?").

Mais auparavant soulignons que d’aprés 1’exemple 2.2.1 ef la proposition 2.2.1,

Proposition 2.2.3 Toute variété de Stein sous-critique, et en particulier les variétés C* ne sont
pas fortement symplectique hyperboligues.

Dém. : Tout domaine compact V' d'une variété de Stein (W,w, J, 1) est inclus dans un domaine
de Stein W, = {¢ < ¢} qui n’est pas symplectique hyperbolique d’aprés la proposition 2.2.1. Et
donc, V n'est pas symplectique hyperbolique.ll

Revenons au cas d'une variété compacte & bord. Par définition, dans ce cas-13, la cohomologie
de Floer FH*{M) est la limite projective :

FH*(M)= lim FH*(M,p),
H—oa
et on a le diagramme commutatif : g H*(M) — FH*(M, p)
~_ %
Cn
H*"(M,8M)

1l est donc naturel d’introduire la quantité {suivante que nous avons appelé plus haut, dans
notre discussion sur le cas du plan complexe et du disque hyperbolique, “valeur frontiére”)
“mesurant” ’hyperbolicité symplectique, ou plutét la (non) hyperbolicité symplectique :

2.2.3 Capacité symplectique naturellement associée

Définition 2.2.3 Soit (M,w) une variété symplectique compacte & bord de type contact. On
définit :

(M) =inf{p| FH"(M,un) it H?™(M,8M)n'est pas surjective} € Ry
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On peut dire qu’elle “mesure” la non-hyperbolicité symplectique de la variété dans le sens ou :

Proposition 2.2.4 Une variété symplectique compacte & bord (M,w) est symplectique hyper-
bolique sst u(M) = co.

Dém. : En raison du diagramme commutatif ci-dessus, il est clair que si u(M) < oo, alors il
existe p < oo tel que ¢} n’est pas surjectif, et donc c}; n’est pas surjective, c’est-a-dire M n’est
pas symplectique hyperbolique.

Réciproquement si M n'est pas symplectique hyperbolique, alors ¢, n’est pas surjective, et donc
d’aprés la suite exacte (2.10) 8" : H?(M,0M) — FH™T(M,4,00) n’est pas nulle, i.e. si on
note [zp] I’élément engendrant FH™(—6,8)! ~ H*(M,0M) ~ Zp, 8*[zo] # 0. Si zo est un
représentant de [zo] dans C™(—4,0) (et plus précisément dans Ker dicn(_s4)), il posséde un
antécédent zj, € C™(—4§,00) via la projection C™(—6,00) — C™(—4,4). Et notons 2y = dzj €
C™ 1§, 00) C C™1(—4,00). Alors 0™[zq] = [20] € FH"1(8, 00) et donc, comme par hypothése
9"z} # 0, [20] # 0.

Or il existe u > 0 tel que A(z) < p (o0 A définie initialement sur les orbites est prolongée
linéairement sur les complexes C*). Alors zp € C™T1(4, ). De plus, si on note gy : FH™(-46,6,) =
FH™(, 1), on vérifie que 8%[xq] = [z0] € FH" (4, 1) et ainsi 9}{zo] # 0. Comme nous avons la
suite exacte longue :

FH™(M,5,4) 5 FH (M, -5, 1) — B2 (M, M) B FHP(M, 8, 1) — (2.12)

on en déduit que ¢ : FA™(M,6,u) - FH"(M, -6, p) — H?"(M,0M) n'est pas surjective et
que (M) <pu<oco. W '

On déduit de I'expression de la cohomologie de Floer boules munies de la forme symplectique
standard, exemple 2.1.1 :

Exemple 2.2.2 8iwy est la structure symplectique standard de C*, on a u(B**(r), wp) = mr.

Ainsi, cette quantité p est bien une capacité. En effet elle est :

Monotone : u(M,w) < u(M’,w') s'il existe un plongement symplectique de (M,w) dans (M’', ')
Conforme : p{M, aw) = |a|u(M,w) pour tout o # 0
Non triviale : u(B2" (r),wp) # 0 et u(B?2(r) x C,wo, Jo) # o0

La monotonie vient du morphisme de transfert associé & l'inclusion M C M’. Le caractére
conforme est lui évident car si on regarde la forme ow, le champ de Reeb est multiplié par % ;
ainsi les orbites de Reeb sont les mémes (4 une reparamétrisation prés) mais leur action est
multipliée par jo|.

Notons que l'on peut également déduire de 'expression de la cohomologie de Floer des sous-boules
de la boule hyperbolique, lemme 2.1.1, leur capacité :

- Lemme 2.2.1 Pour D**(r) CD*" (r < 1) :

,,..2

1-—r2

M(Dzn (T)-Whyp) =7

par C*(a,b) ou FH*(a,b) nous désignons d’abord C*(Hy,a,b) ou FH*(Hj,e,b) sur lesquels nous travaillons
dans un premier temps, puis C*(M,a,b) ou FH*(M,a,b) 4 la limite. Mais nous écrivons C*{e,b) ou FH"(a,b)
afin de ne pas détailler ces étapes et ce passage A la limite
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Rappelons que la boule hyperbolique (Dz"',whyp,Jg,qS) avec ¢(z) = al-ln (1_—|1?|1) est une var-
iété de Stein. Ainsi les sous-ensembles I?"(r) sont en fait exactement les domaines de Stein

{¢' <iln (ﬁ;)} On a donc {¢ < a} = D**(1 — e~*%). Et finalement p({¢ < a}) = 7(1 —

e %) g2 La croissance de la capacité en a est donc exponentielle.

Par contre si I'on s'intéresse au cas des plans complexes {C*, wq, Jy, %]z]g) (également une variété
de Stein), on constate que pu(M,) = 4wa. Ainsi dans ce cas la croissance de la capacité en a est
linéaire.

Cela suggére de définir la notion de symplectique hyperbolicité en fonction de la croissance
des capacités u(M,) (du moins dans le cas des variétés de Stein). Mais cela souléve donc la
question de la croissance de la capacité des sous-ensembles M, C M dans le cas de variétés
de Stein M générales. Nous allons voir dans un premier temps que 'on peut en obtenir une
estimation. Puis nous définirons la notion d’hyperbolicité symplectique.

2.2.4 Estimation de la capacité dans le cas des variétés de Stein

Soit (M, J, %) une variété de Stein (on suppose 9 > 0, cela est toujours possible quitte a
ajouter une constante). Dans cette partie nous allons tenter d’obtenir une estimation de la crois-
sance des capacités des domaines M, C M (dans le cas ot M n’est pas foriement symplectique
hyperbolique i.e. dans le cas o la fonction croissante u(M;) n’est pas égale i l'infini a partir
d'un certain rang). Pour cela nous allons utiliser les propriétés de croissance et de conformalité
de la capacité, en trouvant des difféomorphismes conformes de M, dans un M,, fixé.
Considérons donc X le champ de gradient de ¢ (pour la métrique naturelle w(., J.), ott w = dd®%),
et (@) le flot associé. On sait que (¢¢)*w = e*w. On suppose dans un premier temps que ce champ
est complet en —oo, c’est-a-dire que le flot (¢;) existe pour tout ¢ < 0, et de plus, qu’il existe
o > 0 et K un compact tels que Hﬂ:’z—”i > a sur W\ K. Choisisssons ag tel que KX C M,,.
Alors, Va > ap, sit = élog(%), on a ¢_s(Ms) C My,.

En effet, soit z € M,. Par 'absurde si ¢_¢(z) ¢ M,,, alors, comme s — ¥(¢—,(z)) est décrois-
sante, Vs < i, ¢_,(z) ¢ My, et donc ¢_,(z) ¢ K. Doy,

o

0 Id z 2
In(9(2) ~ B¢ = [ s dbo Koo = [ P >

Ainsi, ¥(d_:(z)) < P(z) e~ < ag. On aboutit ainsi & une contradiction.
Or (¢1)s = e'w. En effet & ((d)sw) = (¢¢)«(Lxw) = (¢e)sw (car ddp = w et donc d(ixw) = w).
Finalement pour ¢ = %log(f;),

1 -1
.U'(Ma’w) = M(d’-—t(Mﬂ):etw) = et#(¢—t(MG)aW) < etr'-"(Mamw) =ae=ay aﬂ'(Mamw)-
Ainsi,
Proposition 2.2.5 5i (M, J,w,¢) est une variété de Stein, compléte en —oo, % > 0, et s'il
2
erviste o > 0 et K compact tels que H‘ﬂ""‘;—” > a sur W\ K, alors, si (M,w) est non fortement

symplectique hyperboligue (nécessaire pour gue la fonction a — M, ne soit pas identiquement
égale & Uinfini), il existe des constantes ap > 0 ¢ > 0 telles que, pour tout a > ag

(Mg, w) < cae.



2.2, HYPERBOLICITE SYMPLECTIQUE ET CAPACITE 39

Notons que I'on peut affiner notre estimation. Introduisons pour cela des quantités qui ap-
paraitront de nouveau dans la suite de notre analyse.

Définition 2.2.4 $i (M, J,+) est une variété de Stein {avec v > 0). Posons pour s > 0 :

a(s)z{\}«%is}%ﬁ ¢ ools)= tf l\%‘
|dep]? |29|

B(s)= sup —— et fo(s)= sup
(o=} ¥ T (= VB

Notons que dans le cas ou la fonction s — supy, |V¢| n'est pas croissante (notons que dans
les exemples que nous rencontrerons, méme si 3 et o peuvent &tre décroissantes et méme tendre
vers 0, cette fonction elle sera croissante), nous définirons plutét :

1 1
B(s) == sup |dp|* et Bo(s) == sup |d¢|
5% (V<s} § {vP<s}

Cette définition coincide avec celle ci-dessus dés lors que la fonction s — supy.., |V4| est crois-
sante mais sera plus appropriée et donc celle que nous adopterons sinon (méme si pour des
raisons de symétrie avec la définition de @ nous avons dans la définition 2.2.4 adopté une écriture
différente).

On supposera désormais que ¥ n’a qu'un nombre fini de valeurs critiques afin que, pour
a > ag, ces fonctions soient continues.
Notons que a{s) = {ag(+/5))? et B(s) = {Bo(+/s))?. Si nous avons introduit les fonctions ap et fy
en plus des fonctions a et 3, ¢’est parce que, comme nous 'expliquerons & la fin de cette partie,
elles sont naturellement reliées aux fonctions de croissance de Polterovich [35].

Alorssur {# = s},ona M%l—a- > a(s). Ainsi, pour A < 1, il existe § > 0 tel que E?-z- > Aa(s) sur

1
{s—3 < ¥ < s+6}. On en déduit alors comme précédemment que u(M,i5) < (L)% u(M,).
D'onl

1 6

(In{p(Ms1s)) — In(u(My))) < +—= xa(s) s’

(In(s + ) — In(s)) < —— (2.13)

Ao ( )
Si on se fixe & > ag, on peut pour A fixé trouver un & uniforme sur tout le segment [ap,a]. En
sommant toutes les équations (2.13) obtenues sur une partition de pas inférieur & 6 de [ap,a},
puis en prenant la limite pour § — 0, on obtient (comme le terme de droite est une somme de
Riemann) :

() ~ ) < 5 [ 25

Comme ceci est vrai pour tout A < 1, on en déduit finalement :

Proposition 2.2.6 Soient (M,w, J,¢) une variété de Stein avec un nombre fini de valeurs cri-
tiques, M, = {¢ < a}, a et B les fonctions définies par la définition 2.2.4. Si (M,w) est non
fortement symplectique hyperbolique, alors il eriste une constante ¢ telle que

u(M.) < cexp ( f: 1 ﬁ), (2.14)

o C(8) s
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Et de méme :

p(M)>cexp( "1 ds) (2.15)
e a0 B(s) 5 ] '
On montre 'inégalité inverse en remplagant ¢ par 3 et en inversant les inégalités dans notre
démonstration ci-dessus.

Remarque 2.2.1 Comparaison avec les fonctions croissances de Polterovich

Ces fonctions o et 8 {ou ap et fy) “décrivent” en un certain sens la géomeétrie de ’évolution
des hypersurfaces S; = {z,%¥{z) = a}. Comme je le disais, elles sont reliées aux fonctions de
croissance introduites par Polterovich dans [35]. Rappelons-en brigvement la définition. Soient
(M,w) une variété symplectique fermée et (H , ) son relévement universel. Pour toute métrique
g sur M on peut considérer son relévement g. Alors, si on se fixe un point zg € M , pour toute
1-forme A sur M telle que dA = w, on définit la fonction croissance ux(s) = sup [A:] ol B(s)

zcB(a)
est la boule de centre zg et de rayon s pour la métrique g, et ol la norme |A| est prise pour
cette méme métrique. Par compacité, la “classe d’équivalence de croissance” de cette fonction ne
dépend pas du choix de g et de zg.
Expliquons plus clairement ce que I'on entend par une telle relation d’équivalence {(en reprenant
la notion introduite par Polterovich).

Définition 2.2.5 Si u et v sont deur fonctions de Ry dans Ry, on définit :
- une relation d’ordre par u < v si il existe ¢ > 0 tel que u < Cv,
- une relation d’éguivalence, paru ~v siu < v et v < u.

Siu ~ v, nous dirons que u et v ont des croissances équivalentes.

On vérifie aisément que pour des choix différents de zg et de métrique g, on obtient des
fonctions de croissance uy et u) qui ont des croissances équivalentes.
On peut ensuite définir la fonction de croissance de M par u{s) = sup__u)\(s). Bien-sfir cette

AdA=w

fonction dépend du choix de la métrique g et du point xo mais sa clagse d’équivalence pour la
relation ci-dessus elle n'en dépend pas. Il s’agit donc bien 13 d’un invariant symplectique.
Rappelons que Polterovich introduit grace 4 ces fonctions une notion d’hyperbolicité : il dit que
la variété fermée {M,w) est hyperbolique, nous préciserons ici “Polterovich-hyperbolique” si la
fonction u est bornée. Par la suite nous étudierons le Lien entre cette définition et la notion
d’hyperbolicité symplectique que nous introduisons ici.
D'ores et déja, dans le cas ot M est une variété de Stein de la forme (M J, &, 1), il est naturel
de s'intéresser aux liens entre ces fonctions de croissance de Polterovich et les fonctions ag et Fp
(ou @ et B} que nous avons introduites dans cette partie et qui elle aussi mesurent “la croissance
de la géométrie” de la variété. Plus précisément, on sait que Ag = d¢ vérifie ddg = & et on
constate que la définition de u,, semble assez similaire a celle de fBy. Toutefois dans le premier
cas on regarde la valeur supérieure de [Ag| = |d%| sur les boules B(s), et dans le deuxiéme cas on
regarde sa valeur supérieure sur les domaines {4/ < s}. Comparons donc ces deux ensembles.

On montre dans un premier temps que B (ﬁa—) C M. En effet si \/9(z) > s et si v est un
chemin entre x et zg alors

5 < V@) ~ v/i(z0) = f A ) onguen(y) et B (

xE )) C M. (2.16)
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Ainsi u (ﬂ:;s)) < sup |[dy| = sl sup |dy| = s fo(s).

M2 3 {V¥legs}
On peut donc & partir d'une majoration de Gy (ou 8 donc) déduire une majoration de u. Par
exemple si 3 est majorée par une constante, soit 8 < 1 avec les notations ci-dessus, alors on en
déduit que u < s (il existe une constante telle que u(s) < Cs).
Plus généralement si Gy < s° avec § < 1 alors il existe une constante telle que an_&i > Cs!=9 et

donc u(cs!~%) < ¢/s!*+ et finalement on en déduit que u(s) < 5128,
Par exemple dans le cas du disque hyperbolique (I, whyp, Jo}, nous avons vu dans I'exemple 1.2.3

que la fonction psh canonique était ¢ = %ln (1—_%[,) Un calcul simple montre que |d¢| = %|z|
-4 52
Ainsi comme ¢ = s si et seulement si |22 = 1 — e™*?, on vérifie que Fo(s) = @ < s L

On retrouve donc ainsi que pour le disque hyperbolique la fonction u est bornée (et donc que le
disque est Polterovich hyperbolique).

Réciproquement, dans le cas oli & est minorée par une constante, ag > C, alors si y(t) est le
flot de %, joignant un point zp & un point x, on a

V@) - /(@) = L ﬁld@m > Slonguenr(r) > Sz, 0

On en déduit qu'il existe une constante C telle que
Mgz C B(C s)

Ainsi finalement (par le méme raisonnement que ci-dessus) ugey(C 8) > 5 Go(5).
Par contre a priori on ne peut en général rien dire sur la fonction u elle-méme.

2.2.5 Symplectique hyperbolicité

D’aprés les définitions introduites dans la partie 2.2.2, dans le cas non compact,une variété
symplectique est symplectique hyperbolique si elle posséde un domaine compact dont la capacité
i est infini. Toutefois si 'on étend notre définition de p aux variétés non compactes en posant

p(M,w) = sup u(N,w)

NCM
compact w—convexe

alors si M est fortement symplectique hyperbolique nécessairement u{M) = oo, mais on peut
avoir u(M) = oo et M non fortement symplectique hyperbolique . En effet, cela sera le cas,
s'il existe une suite de M; C M compacts tels que p{M;) — oo. Ainsi, comme nous I'avions
déja souligné, nous sommes amenés & adopter une définition de ’hyperbolicité symplectique qui
prenne en compte la croissance des u(Mj).

Définition 2.2.6 (Hyperbolicité symplectique } Soit M une variété w-conveze, plus la ce-
pacité des domaines compacts de M croft rapidement, plus M est symplectique hyperbolique.

Et si la suite des p(M;) est stationnaire égale &
infini & partir d’un certain rang, M est fortement symplectique hyperbolique (définition
2.2.2).

Cette définition qualitative est claire, mais, d'un point de vue quantitatif, la question est de
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savoir & quelle quantité ’on compare la croissance des x(M;). Dans le cas de variétés non com-
pactes, toute définition plus “quantitative” que I’on pourra donner dépendra du choix de cette
quantité. Toutefois, dans le cas de variété compacte on verra que 'on peut donner une définition
complétement, intrinséque de I’hyperbolicité symplectique .

Dans le cas particulier des variétés de Stein, les M; que 'on considére naturellement sont les
M, = {# € a} et il est donc naturel d’étudier la croissance en a de leur capacité. Etant don-
née 'étude ci-dessus (et notre remarque & propos de la croissance des capacités dans le cas de
C" et du disque hyperbolique ), dans ce cas-13, la croissance linéaire en ¢ apparait comme une
“croissance-limite” naturelle et une hypothése de symplectique hyperbolicité pourra s'écrire :

Exemple 2.2.3 Soit (M,w, J,y) une variété de Stein. On dit que M est Stein-symplectique
hyperbolique (S-symplectique hyperbolique), si (avec comme d’habitude M, = {¢ < a})

#(Ma) - o0
a

Ainsi M est non S-symplectiqgue hyperbolique si il existe une suite echaustive (an) telle que
#(Ma, ) = Olan) ie. pour laquelle la croissance des capacités est linéaire en a.

Avec cette définition on a :

Lemme 2.2.2 (C",wp) est non S-symplectique hyperbolique.
Le disque hyperbolique (]D)zn,whyp) est S-symplectique hyperbolique.

Et plus généralement vu les estimations de la partie 2.2.4 :

Lemme 2.2.3 8i (M,w, J, ) est une variété de Stein et que (M,w) est non fortement symplec-
tigue hyperboligue alors :
- s'il existea > 1 et K compact tels que ﬂ‘%’”i > o sur W\ K alors M est non 5-symplectique
hyperbolique .
- 8l existe B < 1 et K compact tels que ”—dﬁi—F < B sur W\ K alors M est S-symplectique
hyperbolique.

Pour des variétés symplectiques w-convexes quelconques, la premiére grandeur naturelle avec
laquelle on peut comparer la croissance des capacités des domaines est la “taille” de ceux-ci pour
une métrique riemannienne fixée. Mais, cela demande de restreindre I’ensemble des métriques
riemanniennes permises {en effet sinon on pourrait évidemment rendre non symplectique hyper-
bolique une variété symplectique hyperbolique et inversement en multipliant la métrique par une
fonction positive “trés petite” ou “trés grande”). Ainsi par exemple (de maniére similaire & 2.2.3
pour les variétés de Stein) une hypothése d’hyperbolicité symplectique pourra s’écrire :

Exemple 2.2.4 Soit (M,w) une variété symplectiqgue munie d'une méirigue Riemannienne g
compatible avec w (i.e. telle que |w|g = 1 sur M, ce qui sera la cas pour tout méirique pseudo-
Kihler). On dit qu'elle est g-symplectique hyperbolique si pour toute suilte croissante {M;) de
domaines w-convezes (et xg € Mp),

M
~ p(M;) - o

dg (mo,an)

Ainsi M est non g-symplectique hyperbolique s’il existe une suite de domaines w-convezes lels

que pu(M;) = O(d2(zo, BM;)), i.e. tels que la croissance de la capacité des M; est lindaire en le

diamétre au carré des M (pour la méirique g).
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I est naturel de comparer la capacité 4 Ia distance au carré et non pas 4 la distance pour des
raisons de “dimensions” (la capacité étant un invariant bidimensionnel).

Dans le cas de variétés compactes on peut définir une notion d'hyperbolicité symplectique ne
dépendant que de la structure symplectique (indépendante d'un quelconque choix de métrique) :

Définition 2.2.7 Soit (M,w) une variété symplectique compacte dont le revétement universel
(M W) est w-conveze. On dit qu’elle est symplectique hyperbolique si pour une (ou, c’est
équivalent, pour toute) métrigue riemannienne g sur M de relevé § sur M (M w) est g-
symplectique hyperbolique .

On dit qu’elle est fortement symplectique hyperbolique si (le ,w) est fortement symplectique hy-
perbolique.

Cela ne dépend du choix de la métrique puisqu’elles sont dans ce cas-1a toutes équivalentes.

Remarque 2.2.2 Comparaison avec la Polterovich-symplectique-hyperbolicité : 51 (M,w) est
Polterovich-hyperbolique alors soit M est fortement symplectique hyperbolique, (M,w) est sym-
plectique hyperbolique (et est méme exponentiellement symplectique hyperbolique, ¢’est-d-dire que
lo croissance de la capacité est exponentielle).

Dém,. : Si M est Polterovich hyperbolique il existe une 1-forme o sur le revétement universel
(M,@) tel que da = @ et |a|g £ C < oo (out g est n'importe quelle métrique riemannienne
provenant de M). Alors soit X le champ de vecteurs défini par ixw = a et ¢; son flot. S'il
existe Mp avec u(Mg) < oo alors notons M; = ¢ {M;). Comme ¢} = elw, p(M;) = cpe’. De plus
| X| < C et donc dg(GM;, M) < C. Et finalement {pour ¢ > 1)

pM) ¢

t
>Clez .M

2.2.6 Capacité symplectique et courbure

Dans le cadre complexe, des liens sont établis entre I'hyperbolicité complexe et la courbure
sectionnelle : par exemple si la courbure sectionnelle est majorée par une constante strictement
négative, alors la variété est complexe hyperbolique. Il est donc naturel de se demander s’il ex-
iste de tels liens entre la courbure (laquelle?) de la variété avec son hyperbolicité symplectique
et la croissance de la capacité. Je montre dans cetie partie que, dans le cadre de variétés Rie-
manniennes & bouts coniques (le pendant en géométrie Riemannienne des variétés convexes ou
Stein des géométries symplectiques ou complexes), une courbure pas trop négative correspond
intuitivement a une capacité qui ne croft pas trop vite, i.e. & une variété pas trop symplectique
hyperbolique. L'objectif de cette partie sera d’expliquer cela.

Plus précisément, une variété 4 bouts coniques est une variété Riemannienne non com-
pacte (M, g) qui s’écrit comme P'union M U (UT_,W;) avec My une variété pseudo-Kihler com-
pacte 4 bord et les W des bouts coniques de la forme §; x [1,00[ avec Mo = U5_,5;, de sorte
- que M soit obtenue par recollement des W; sur My le long des S;.

Expliquons ce que 'on entend par bouts coniques : (W, g) est un bout conique §’il existe une
fonction (fonction de Busemann) p : W — R telle que |[Vp| = 1 et telle que W soit isomorphe
4 S x [1,00[ via le flot de p : (S x {t} = p~1(2)).

Ainsi si M est une variété a bouts coniques, une fonction-distance (ou fonction de Busemann} p;
est définie sur chaque bout W;. Notons p la fonction obtenue en prolongeant ces fonctions sur M
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entier prenant des valeurs entre 0 et 1 sur M. Notons curv(z) la courbure radiale (c’est-a-dire
la courbure sectionelle restreinte aux 2-plans contenant 5!35) enz € M\ My (z € {p = s} pour
5>1).

Notons de plus que par la sutie nous noterons B(r) = {p < r} (méme si ce ne sont pas au sens
usuel des boules).

D’aprés Greene-Wu [20],

Lemme 2.2.4 Considérons sur la fonction positive K définie sur un bout conique W par :
K {s) = max(0, max curv(z) pour z tel que p(z) = s) (2.17)

Si f{;x' sK(s) <1 et que . une constante positive 0 < u <1 telle que [ sK(s) =1—p <1, alors
Hessp > ";"H avec H = go — dp ® dp et donc dd®p® > 4ug (on sous-entend par ld que pour tout
v, dd®o%(v, Jv) > 4p|v|?) sur W.

De méme considérons la fonction positive k définie sur le bout W par :

—k(s) = min(0, min curv(z) pour z tel que p(z) = s). (2.18)

Si elle vérifie [ sk(s) < oo, et que n est une constante n € [1, oof telle que exp( [ sk(s)) = 17 < oo,
alors 2ng > dd°p? sur W.

Précisons que dans le cas de ’hypothése sur k I'intervalle d’intégration n'importe pas : il suffit
de vérifier que [° s k(s) < oo (c’est équivalent & [~ s k(s) < oo pour n'importe quel a > 0).
Par contre dans le cas de I'hypothése sur K, I'hypothése (et les bornes d’intégration) demande
4 étre précisées : on sous-entend que le bout W peut étre prolongé en une variété & pole W et
que f;° s K(s) < 1sur W. C'est ce que 'on sous-entendra & chaque fois que l'on formulera cette
hypothése [sK(s)=1-p <1

Notons que si la courbure radiale satisfait a la fois (2.18) et (2.17) sur chacun des W}, alors
la métrique dd®p?(.,J.) (que nous désigneront plus simplement par dd°p? pour simplifier par la
suite) et la métrique g sont équivalentes sur M \ Mp.

On constate de plus que si la courbure radiale vérifie uniquement 'inégalité (2.17), i.e. n’est
pas trop positive, alors p? est une fonction plurisousharmonique sur M \ Mp. Ainsi dd°p? est une
forme symplectique compatible avec J sur M\ Mp. Supposons que cette structure symplectique se
prolonge en une structure symplectique w compatible avec J sur M entier. Alors les hypersurfaces
{p = s} sont J-convexes et on peut donc appliquer notre analyse & la variété (M,w, J, p%) et
étudier I'hyperbolicité symplectique de (M,w).

Si (M,w) n’est pas fortement symplectique hyperbolique, quelle estimation peut-on obtenir pour
p({p? < a},dd’?) = p(B(v/a),dde?)?

Pour la norme initiale g on sait que |dplg = 1. Ainsi, si la courbure radiale vérifie I'inégalité
(2.18), i.e n’est pas trop négative, alors |dp|ﬁdcp > 31;|dp|3. On a donc Vf : > %, et d’aprés la
proposition 2.2.5, u({p < a}) = u({* < a?}) < ca?7. Ainsi on constate que dans ce contexte M
est “suffisamment non hyperbolicité symplectique” si 7 est suffisamment petit, c’est-a-dire si la
courbure radiale n'est pas trop négative. Plus précisément {en récapitulant),

Proposition 2.2.7 Soit (M, J, g) une variété hermitienne & bouls conigques.
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—k(s) < curv(z) < K(s) pour tout x € {p = s}

avec k et K deux fonctions positives ou nulles.
- Si sa courbure radiale n’est pas trop positive, plus précisément si curv(z) < K(s) pour tout z €
{p = s} avec K vérifiant 1 > [sK(s) =1~ p>0,

- ou bien si Hessp > ‘EH avec H = go — dp ® dp (c’est-a-dire si Hessp > %gg sur T'S),
alors dd®p? est une forme symplectique compatible avec J sur M\ Mp. Si elle peut étre prolongé en
une structure symplectique w sur M entier de sorte que (M,w) n'est pas fortement symplectique
hyperboligue, alors, si la courbure radiale n’est pas trop positive et plus précisément si k vérifie
oo > exp(f sk(s)) = . on a un contrdle de la croissance de la capacité symplectique (et par-li
méme de I’hyperbolicité symplectique) : p({p < a}) = p({p* < a?}) < ca®.

Ainsi moins la courbure radiale est négative c’est-a-dire plus n est petit, alors plus (M,w) est
non symplectigue hyperboligue.
De plus M est non symplectique hyperbolique (au sens de Dezemple 2.2.3) sin = 0, ie. sila
courbure est positive ou nulle.

2.2.7 Variétés produits et variétés fibrés

Disposant de la notion d’hyperbolicité symplectique et de la capacité symplectique associée,

plusieurs questions surgissent naturellement :

— Si I'on dispose de deux variétés symplectiques M et N et que 'une d’entre elles n'est pas
symplectique hyperbolique, la variété produit M x N munie de la structure symplectique
produit est-elle non symplectique hyperbolique également ?

— Auquel cas que peut-on dire de la capacité u{M x N) de la variété produit par rapport a
celles des deux variétés p(M) et u(N)?

— A-t-on des résultats similaires pour les variétés fibrés ?

Ce sont & ces questions que je tente de répondre dans cette partie.

Pour cela, je vais utiliser les résultats de Alexandru Oancea sur la cohomologie de Floer des
variétés produits et des variétés fibrés [34] et tous les résultats de cette partie ont été obtenus en
collaboration avec lui.

Proposition 2.2.8 Si (M,w) et (N,wy) sont deuz variétés symplectiques compactes & bord.
Alors :

p#(M x Nywpy @ wy) < min(u{M, war), p{N,wn)).

Dém. : Dans le cas d’une variété produit M?™ x N%*, Alexandru Oancea prouve P’existence d’une
suite spectrale reliant la cohomologie de M, celle de N et celle de M x N : pour tout A > 0, on
a un diagramme commutatif :

D,y FHT (M, —0,2) ® FH*(N,—6,\) ——— FH*(M x N, —6,20) —————— FH*{(M x N, -4, \)
C’ﬂd"“?\rl C’f\mvl C’ﬁ{xwl
D, oy HH™(M, M) ® H"(N,0N) — HmHn (M x N, (M x N)) —— HFtm4n (M x N, (M x N

De plus, on vérifie que la fléche composée du haut du diagramme :

€D FH"(M,-5,)) @ FH*(N,—4,) — FH*(M x N,~6,2)) — FH*(M x N, -6, A)
r+s=k
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est surjective. Intuitivement, cela vient de ce que la suite d’"Hamiltoniens construite pour M x N
“provient” de la somme des Hamiltoniens de M et de N'; ainsi (comme les actions sont toutes
positives ou nulles) une orbite pour M x N d’action plus petite que A ne peut “provenir” que
d’une orbite de M et d’une de N d’actions toutes deux plus petites que A.

Pour k maximal, 7.e. kK = m + n, on sait que

H¥™ ™M x N,8(M x N)) = H™™(M x N,(M x N)) = Z

et € H™™(M,0M)® H*"(N,0N) = H>™(M,0M)® H™(N,0N) =12,
r+s=k

sont isomorphes. Ainsi si FH™(M,—6,X) X% H¥(M,8M) ou FH™(N,—5,1) M H¥(N,0N)
n’est pas surjective, alors cjy X ¢ ne I'est pas non plus, et donc, d’aprés le diagramme commutatif
ci-dessus, ¢ty : FH™ (M x N, =§,)) = HXm)(M x N,8(M x N)) n’est pas surjective. B

On en déduit donc :

Corollaire 2.2.1 La non-hyperbolicité symplectique est stable par produit cvec n’importe quelle
autre variété symplectique w-conveze.

Dém. : Si (M,w) est non symplectique hyperbolique (par exemple examinons le cas de la g-
symplectique hyperbolicité) alors il existe une suite (M;) de domaines w-convexes tels que
p(Mj,w) < dglzo, OM;)?. Soit (N,w’) une variété w'-convexe (munie d’une métrique g'). Elle
s’écrit comme union croissante et exhaustive de domaines N; et quitte & extraire une sous suite
on peut supposer que dg(yo, ON;) > dg(zo, 3M;). Alors, si on note wp = w @ w' et go la métrique
produit de g et ¢, p(M; x Nj,wp) < p(M;,w) < dg{zo, 0M;)? < dyo ({70, 30}, 8(M; x N;))? (par
choix des N;). W

Cette propriété est analogue 4 celle que 'on a pour les hyperbolicités complexes : si (M, J) est
non complexe hyperbolique, alors pour toute variété (N, J'}, (M x N,J @ J') est non complexe
hyperbolique.

Dans le cas de variétés-fibrés, moins de résultats sur leur cohomologie de Floer sont connus.
Seul le cas de variétés fibrés dont la base est fermée a pu étre pour Uinstant {raité [34] et méme
dans ce cas, les résultats sont encore partiels. Toutefois, les cas des fibrés en droites & courbure
négative a lui été bien compris : si (B?*, ) est une variété symplectique fermée dont la forme
symplectique est entiére [3] € H*(B,Z) et que £ est un fibré en droites complexes au-dessus de
B tel que ¢1{L) = —[B]. Alors £ peut &étre muni d’une structure symplectique , dite de fibration
symplectique forte [34]. Et Alexandru Oancea montre que, pour une telle structure symplectique,
on peut obtenir la cohomologie de Floer de £ comme la limite d'une suite spectrale (E,) dont
le deuxiéme terme est E5? = H"P(B, FHI(F)), ou F désigne la fibre. De plus ce résultat est
encore valable pour les cohomologies partielles FH*(., u). Plus précisément, on montre :
Proposition 2.2.9 Soient (B?*, 8) une variété symplectique fermée dont la forme symplectique
est entiére [B] € HX(B,Z) et L un fibré en droites complezes au-dessus de B tel que c;(L) = ~[A].
Alors si on munit £ d’une structure symplectigue , dite de fibration symplectique forte, pour tout
p & Zm 2, et que l'on considére L, le fibré en disques de rayon r inclus dans L, la cohomologie
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de Floer FH*(L,, -4, u) (pour cette structure symplectique ) est la limite d’une suite spectrale
dont le deuxiéme terme est H*(B,FH*(F,,u)) (ou F, est la fibre et est donc isomorphe au
disque euclidien I{r)). De plus cette suite specirale est munie d’un morphisme vers la suite de
Leray-Serre en cohomologie relative, dont le deuxiéme terme est H*(B, H*(F,0F)) et qui tend
vers H*(L,,0L,).

Nous en déduisons donc :

Corollaire 2.2.2 Sous les hypothéses précédentes :
u(Lr) < u(D(r)) = nr”

Le corollaire découle immeédiatement de la proposition puisque la proposition fournit (si on P'écrit

en dimension maximale) un diagramme commutatif :
n+l

FH™Y(L,, —b, p) — = H2+(L,, OL,)

l J

H2n(B:FH1(F1p'))TH2n(Ba H2(F76F))
ep!

ol je note ck! le morphisme de H**(B, FH(F, n)) vers H*"(B, H(F,8F)) naturellement
associé au morphisme ck. : FH(F,u) — H?*(F,0F). Or la fibre F ~ (D*"(r),wp). Ainsi pour
g > mr? ¢l est non surjective, et méme en fait : FHY(F,u) = 0. De plus HX(FAF)} = Zj et
H2»+1)(L,  8L,)) — H?*(B, H?(F,8F)) est un isomorphisme. Et donc si ck! n’est pas surjectif,
alors c’zj'l ne l'est pas non plus.

Dém, : (de la proposition) La proposition découle de la discussion donnée au 4.5 dans [34].
Soit f une fonction sur B dont le module est strictement plus petit que la distance de 4 a Znr?.
On considére sur 'espace total L, des hamiltoniens de la forme f+H, avec H(p) = A|p|2. Lorsque
A tend vers l'infini, cela forme une famille cofinale de hamiltoniens asymptotiquement linéaires
([34]). La cohomologie de Floer est bien définie, qu’elle soit tronquée ou non. Regardons alors la
cohomologie tronquée a [—4, u] pour Pespace total. Le complexe est naturellement filtré (puisque
les trajectoires de Floer de I'espace total se projettent sur les trajectoires de Floer de la base).
Le deuxiéme terme est donné par I'homologie de la base & coeflicients dans un certain systéme
local. On peut 'expliciter : au dessus de chaque point critique z de f on doit calculer I'’homologie
de Floer dans la fibre basée sur les orbites dont 1'action totale est plus petite que u. Cela veut
dire que l'action dans la fibre est plus petite que u 4+ f(2) i.e. on obtient 'homologie de Floer
de la fibre tronquée a [—4, s + f(z)]. Mais f est petite, donc cela coincide avec I’homologie de la
fibre tronquée a [—4, p].

Enfin, la flache vers la suite spectrale de Leray-Serre provient de la troncature 4 [—4,5]. B
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Chapitre 3

Cadre pseudo-complexe

Comme nous I'expliquions dans l'introduction, les définitions des hyperbolicités complexes,
définies pour les variétés complexes [29] [28] sont essentiellement basées sur la notion de disques
holomorphes. Ainsi, on constate que ces notions peuvent étre immédiatement généralisées au cas
de variétés pseudo-complexes, et ce en conservant les mémes définitions et en remplagant juste le
terme “holomorphe” par “pseudo-holomorphe”. On constate de plus que les principaux théorémes
et propriétés sur I’hyperbolicité complexe (dont on peut trouver un compte-rendu assez exhaustif
dans {29]) restent valables dans le cadre “pseudo-complexe” (les démonstrations s’adaptant par-
faitement & ce cas). On introduit ainsi le domaine de I’ hyperbolicité pseudo-complexe qui
devrait permettre de considérer sous un autre jour les problémes ocuverts d’hyperbolicité com-
plexe. Cette question n’a que trés récemment vraiment été abordée, notamment par des articles
de Kruglikov, ou Debalme et Ivashkovich, ou encore Gaussier-Sukhov [18]. L’un des premiers a
s'étre intéressé a cette question a été Bangert [3] qui I'aborda du point de vue symplectique en
étudiant ’hyperbolicité pseudo-complexe du tore pour des structures pseudo-complexes comnpat-
ibles & la structure symplectique standard.

Nous rappelons tout d’abord les définitions et principaux résultats d"hyperbolicité complexe.
Nous les énoncerons dans le cadre pseudo-complexe; toutefois dans toute la suite de la thése,
nous utiliserons tout simplement le terme de “hyperbolicité complexe” et ce méme dans le cadre
pseudo-complexe afin de ne pas trop alourdir les phrases.

J’expliquerai alors comment, dans ce cadre, apparait naturellement une notion d’hyperbolic-
ité dépendant & la fois de la structure pseudo-complexe et de la métrique g de la variété, et qui
coincide avec les autres notions d’hyperbolicité complexe dans le cas compact (et également sous
des hypothéses de compacité plus générales). Dans le cas ot g est une métrique pseudo-Kéahler
associée a une structure symplectique w et & la structure pseudo-complexe J, j’introduis ainsi
une notion d’hyperbolicité pseudo-Kahler.

Cette pseudo-Kihler hyperbolicité, apparait alors comme un lien naturel entre 'hyperbolicité
symplectique et I'hyperbolicité complexe, comme je le montrerai dans la partie suivante. D’ores
et déja j'étudie son lien avec la notion de Kahler-hyperbolicité définie par Gromov pour des
variétés Kahler fermées.

~ Enfin, aprés des rappels sur la théorie de Nevanlinna, j’explique que celle-ci permet d'introduire
un invariant qui associe & chaque disque pseudo-holomorphe "sa hauteur". J'étudie alors cet
invariant en démontrant plusieurs résultats permettant de faire le lien entre certaines séquences
de disques pseudo-holomorphes et les hyperbolicités complexes (généralement I'hyperbolicité
pseudo-Kihler). Ces résultats seront particuliérement utiles dans la suite de ’étude.

49



a0 CHAPITRE 3. CADRE PSEUDO-COMPLEXE
3.1 Hyperbolicités pseudo-complexes
3.1.1 Variétés complexes hyperboliques au sens de Kobayashi

Soit D le disque unité du plan complexe. La métrique hyperbolique au point z € D est, :

_ |'Uieuc

V] hyp = T2 si v € T,D.

A cette métrique, on associe naturellement une distance, notée d hyp; c'est la distance hyper-
bolique sur le disque. On peut de méme définir la métrique hyperboligue du disque D, de rayon
T |v| = T—fr_ﬁ!? c’est celle qui rend le biholomorphisme de D sur B, : z — zr isométrique. On
note dpyp, la distance associée. '

Toute application holomorphe de I dans Ini-méme est contractante pour cette métrique.
C’est une conséquence du lemme classique suivant :

Lemme 3.1.1 (Schwarz-Pick) Si f: D — D est holomorphe, alors

1£(2) 1
- 1f(2)F > 1- 2P

Cette propriété nous permet de “transporter” la métrique hyperbolique via des disques pseudo-
holomorphes sur les autres variétés pseudo-complexes, construisant ainsi la pseudo-distance de
Kobayashi.

Considérons M une variété pseudo-complexe connexe, et z et y deux points quelconques de M.
Expliquons cela plus précisément.
On obtient une chaine de disques joignant « 4 y en considérant des applications pseudo-holomorphes

fi:D— M, 1=1...m
et des points p; et ¢; € D vérifiant :

fi(p) = =,
fm(qm) =1
filgi) = fira(pira), i=1l...(m—1).

A une telle chaine Cy,4, , on associe une somme de Kobayashi :

1
Scz,y = Z thfP(pi, Qi)'

i=1

Si M est connexe, alors il existe une chaine de disques dans M joignant z & y. On peut donc
définir la semi-distance de Kobayashi entre z et y.

Définition 3.1.1 (La semi-distance de Kobayashi) On pose

du(z,y) =sup Sc,, ot & = {Cq,y chaine de Kobayashi entre z et y}.
£

Lo fonction da : (z,y) — du(z,y) est positive, symétrique et vérifie U'inégalité triongulaire ;
mais ce n'est pas nécessairement une distance, car on peut avoir x # y mais dy(x,y) = 0. Clest
done une semi-distance.
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Les exemples du disque et du plan complexes sont fondamentaux.

— Comme les applications holomorphes du disque dans lui-méme sont contractantes, la semi-
distance de Kobayashi du disque, dp, (resp. dp, ) est la distance hyperbolique dpyp (resp.
dhyp,r)-

- Dans le cas du plan complexe, la semi-distance de Kobayashi, d¢ est nulle. En effet, soient
z et y de C. Pour tout n > 1, l'application holomorphe sur I, f.(z) = z+n{y— )z vérifie
f(0) =z et f(L) =y Comme dyy,(0,1) — 0, on a donc de(x,y) = 0.

Soulignons plusieurs propriétés vérifiées par la semi-distance de Kobayashi conséquences im-

médiates de sa définition.

Proposition 3.1.1 La semi-distance de Kobayashi est continue.

Proposition 8.1.2 Toute fonction pseudo-holomorphe f : M — Y est contractante pour les
semi-distances de Kobayashi, dps et dy.

On en déduit, vu que de =0 :
Proposition 3.1.3 Soit f : C — M, (pseudo-)holomorphe. Alors, ¥V x,y f(C), dm(z,y) = 0.
Cette pseudo-distance est la base de la définition de la Kobayashi-hyperbolicité :

Définition 3.1.2 (Kokayashi-hyperbolicité) Une veriété (pseudo-)compleze M est hyperbolique
au sens de Kobayashi (ou Kobayashi-hyperbolique), si dps est une vraie distance, i.e. 8i

dy(z,y)=0= z=y.

Sl v’y pas d’ambiguité possible, on dira simplement que M est (compleze) hyperbolique.
Le disque D est évidemment Kobayashi-hyperbolique, C évidemment pas.

De plus, on vérifie aisément que si la variété complexe M est hyperbolique, alors la distance
dpr définit la topologie naturelle de M.
Les variétés complexes hyperboliques ont été et sont encore largement étudiées [28], [29], notam-
ment pour les propriétés exceptionnelles qu’elles présentent, mais aussi avec pour motivation les
liens entre ce domaine et la géométrie diophantienne. De nombreux résultats permettant d’étudier
I’hyperbolicité de variétés complexes ont été prouvées. Toutefois beaucoup de conjectures et de
problémes restent encore ouverts. Parmi les nombreux résultats sur les variétés hyperboligues,
citons par exemple une proposition fondamentale :

Proposition 3.1.4 Soit 11 : X — Y, un revétement de variétés complexes. Alors, X est hy-
perbolique si et seulement si Y est hyperbolique.

Cette proposition permet ainsi de montrer que les surfaces de genre 2 (dont le revétement uni-
versel est D) sont hyperboliques.

Pour une sous-variété M d’un variété complexe Y, on a une notion un peu plus forte que 1’hy-
perbolicité au sens de Kobayashi, qui rend compte du comportement de la distance de Kobayashi
das au voisinage de la frontiére de M. I1 s’agit de celle de variété hyperboliquement plongée. I1
en existe plusieurs définitions équivalentes. Citons :

Définition 3.1.3 (Variétés hyperboliquement plongées) Soit M une sous variété de Y,
une variété complere (éventuellement Y = M ). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Soient (zn) et (yn) deuz suites d’éléments de M, convergeant vers x, respectivement vers
y, dans M. Alors, si dy(zn,yn) — 0, oncz =1y.
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(43) Pour toute (resp. pour une) mélrigue g fizée sur Y, il existe une fonction ¢ strictement
positive sur Y, vérifiant : Vf : D — M, |f(2)] < ¢(f(z)), la norme |f'(2)| étant prise
pour la métrique hyperbolique du disque et pour g.

St M vérifie ces conditions, on dit qu’elle est hyperboliguement plongée dans Y.

On remarque que cela implique bien que M est hyperbolique. Réciproquement, M Kobayashi-
hyperbolique est équivalent & M hyperboliquement plongé dans lui-méme. Notons de plus que
la définition de *hyperboliquement plongé dans Y” ne dépend que trés peu de Y ; elle ne dépend
que du voisinage de M dans Y, de la fagon dont M est plongé dans Y.

Pour compléter le tableau introduisons une derniére définition classique d’hyperbolicité com-
plexe. D’aprés la proposition 3.1.3, notons que si M est Kobayashi-hyperbolique, alors il n’existe
pas d'applications holomorphes f : C — M non constantes. Cette propriété est la Brody-
hyperbolicité, notion d’hyperbolicité complexe moins forie que la Kobayashi-hyperbolicité. Fi-
nalement on a pour les différentes notions d’hyperbolicité complexe classiques :

Hyperboliquement plongé =- Kobayashi-hyperbolique = Brody-hyperbolique

3.1.2 Brody-hyperbolicité et lemme de Brody

Définition 3.1.4 Une variété compleze M est dite Brody-hyperbolique si les seules applications

holomorphes f: C — M sont constantes, i.e. si M ne contient pas de courbes entiéres.
D’aprés la proposition 3.1.3 ,on a:

Proposition 3.1.5 Une variété complezre Kobayashi-hyperboligue est Brody-hyperbolique.

En fait sous certaines conditions de compacité, il est possible d’établir la réciproque. L’étude
de cette réciproque est basée sur un résultat fondamental qui nous sera également utile par la
suife : le lemme de Brody :

Lemme 3.1.2 (lemme de reparamétrisation de Brody) Soit M une sous variété compleze
d’'une variété complere Y munie d’une fonction longueur. Soit f : I, — M une application
holomorphe telle que |[df (0)| > c. Alors, il existe un nombre positif t < 1 et un automorphisme
h du disque ., tels que lapplication holomorphe sur D, g = fi o h vérifie :

sup |dg(z}| ypr = |49(0} byp,r = ¢, (3.1)
z€D,

ot {'on a posé fy = fomy et ot |dg(z)|hyp,r est la norme calculée avec la norme hyperbolique sur
le disque I,

P2 _ |2
1492 hypr = T dg(2)] e

Dém. : Si I'on pose s(t) = sup,qp, |dfs(2)], on vérifie que s est continue sur [0, 1], que 5(0) = 0 et
que tliml s(t) = s(1) > ¢ par hypothése (éventuellement infini). Il existe donc un t < 1 tel que
—

s(t) = ¢; on vérifie de plus que s(t} est en fait un maximum atteint & I'intérieur de II;, et via un
automorphisme du disque on se raméne & un maximum atteint en 0. B

Expliquons le raisonnement habituel que permet alors ce lemme afin de relier les différentes
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hyperbolicités complexes sous des hypothéses de compacité. Ce raisonnement sera plusieurs fois
utilisé par la suite mais sans &tre une nouvelle fois détaillé.

Si M est une sous-variété complexe relativement compacte dans Y, alors toute fonction
strictement positive sur Y est majorée par une constante sur M, et donc la condition (iZ) de la
définition 3.1.3 du plongement hyperbolique est équivalente & 1'existence d'une constante C > 0
telle que Vf : D — M, |f'(2)|lyp < C, la norme |f'(2)|nyp étant prise pour la métrique
hyperbolique du disque. Ainsi si M n’est pas hyperboliquement plongée, il existe une suite de
fonctions holomorphes f,, : D — M avec sup|dfn(z)|hyp — 00. Via des automorphismes du

z€D
disque, on obtient une suite de fonctions f,, avec |df,(0)] — co (on peut supposer |df,(0)] >
Tn avec T, —> 00). Le lemme de reparamétrisation nous permet alors d’obtenir une suite de
fonctions {hy) holomorphes sur P vérifiarit :

Sug |dhn(z)|hyp = ‘dhn(o)l =Tn. (3'2)
HS

En posant, gn(z) = ha(Z), on obtient une suite de fonctions holomorphes sur B, vérifiant :

1 Tn — I‘zl2
|dgﬂ(0)|euc = 1 = ;; zi‘]‘;ﬁ% |dgn(z)| hYP,T'n = zSE‘Il)I,-)ﬂ |dgﬂ(z)|eucT

De plus, on vérifie que pour n > m, rndp,,, < rmdp,,, sur Dr . On en déduit alors 'équicontinuité
des fonctions g, et le théoréme d’Ascoli nous permet d’en dedulre 'existence de g : C — M,
avec |dg(0)] = 1 et donc non constante. Ainsi, M n’est pas Brody-hyperbolique.

Notons que ¥z € D,_,

2
Tn

dgn(z < B
l gﬂ( )leuc i T‘g . |Z|2

On pouvait donc aussi restreindre g, au disque de rayon %rn — oo et ainsi obtenir des ap-
plications lipschitzienne pour la norme euclidienne. Alors la limite g vérifie [dg{0)] = 1 et est
Lipschitzienne.

Finalement on a montré :

Théoréme 3.1.1 (Brody) Soit M une sous-variété relativement compacte dans une variété
compleze Y, munie d’une métrique g. Si M n'est pas hyperboliquement plongée dans Y, alors
il eriste une suite de fonctions holomorphes g, : D, —> M, avec T, —> 00, qui convergent
uniformément sur les compacts de C vers une application holomorphe g: C — M, vérifiant :

|dg(0}| = 1 = sup |dg(z)| eyc- (3.3)
zeC

En particulier M n’est pas Brody-hyperboligue.
On montre de méme (en utilisant la contraposée) :

Théoréme 3.1.2 (Brody) Soit M un sous-variéié relativement compact d’un variété com-
plexe V. §i M est Brody-hyperbolique dans Y, alors il existe un voisinage ouvert de M dans
Y Kobayashi-hyperbolique.

Ces théorémes impliquent notamment :



o4 CHAPITRE 3. b‘ADRE PSEUDO-COMPLEXE

Théoréme 3.1.3 Une variété compleze compacte est Brody-hyperbolique si et seulement si elle

est Kobayashi-hyperbolique. En fait, dans le cas compact, toues les définitions d’hyperbolicité sont
équivalentes.

Mais ces théorémes ont de nombreuses autres applications dans 1'étude de 'hyperbolicité
complexe. Citons-en notamment une qui constituera 'une des motivations de notre étude du
chapitre 5 :

3.1.3 Application : stabilité de I’hyperbolicité

Les théorémes de Brody permettent d'étudier I'hyperbolicité des variétés complexes fibrés
(M,ILY) :

Théoréme 3.1.4 Soit (M,I1,Y), une variété compleze fibrée aux fibres compacies, i.e., la don-
née d'une application holomorphe surjective I : M ~— Y, telle que Vy € Y, II"(y) = M,, soit
compacte.

(¢) Si Jyg tel que la fibre My, soit hyperbolique, alors AU, un voisinage de yo, tel que My
soit hyperbolique. En particulier, toutes les fibres M, pour y € U, sont hyperboliques.

(¢8) SiVy €Y, la fibre M, est hyperbolique et 51 Y est hyperbolique, alors M est hyperbolique.

On remarque que le (i) fournit un résultat de stabilité par déformation pour I’hy-
perbolicité complexe des variétés complexes compactes, i.e., 'hyperbolicité est une propriété
ouverte,

En revanche, il existe des exemples prouvant que la non-hyperbolicité n’est elle pas une propriété
stable par déformation. On peut par exemple considérer I’exemple des surfaces de Fermat.

Sur P2C (munies des coordonnées homogénes (zg, 21, 22, 23)) on définit la famille des surfaces de
Fermat de degré d : X; = {28+ 28+ 28+ 2§+ (¢ zuz1)%i +(t zazz)% = 0}. On constate que pourt = 0
cette surface n'est pas Brody-hyperbolique {on peut facilement exhiber une courbe entiére non
constante). Mais on montre {voir [29]) que pour tout ¢ # 0 petit, X; est complexe-hyperbolique
{toutes les définitions coincident dans le cas de ces variétés compactes). Cela constitue donc un
exemple ol la non-hyperbolicité n'est pas stable par déformation (et ce méme pour des variétés
compactes).

3.1.4 Dans ce cadre, la pseudo-Kihler hyperbolicité

Si Pon examine la démonstration des théorémes de Brody, on constate que pour appliquer le
lemme de Brody et en déduire 'existence de g : C — M non constante, on a en fait uniquement
besoin de V’existence de disques pseudo-holomorphes fr, : D — M avec sup |dfn(2)|nyp — 00.

z€D

Comme nous l'avons fait remarquer en 3.1.2, une telle suite existe si M est non hyperboliquement
plongée, et on a méme une équivalence dans le cas relativement compact. Ainsi la contraposée
de la propriété (d’existence) énoncée ci-dessus définit un notion d’hyperbolicité qui, dans le cas
relativement compact est équivalente au caractére hyperboliquement plongé.

Toutefois notons que contrairement aux hyperbolicités complexes usuelles (précédemment définies)
qui ne dépendent que de la structure (presque) complexe fixée {dans le cas du caractére hyper-
boliquement plongé elle dépend aussi du plongement dans la variété ambiante), elle dépend aussi
{dans le cas non compact) de la métrique g que I'on s’est fixée sur la variété.

Ceci est 'idée de la définition de la g-hyperbolicité, que j'appellerai dans le cas d’une métrique
pseudo-Kiihler, hyperbolicité pseudo-Kéhler ou (w, J)-hyperbolicité.



3.1. HYPERBOLICITES PSEUDO-COMPLEXES 55

Définition 3.1.5 Soit (M, J) une variété pseudo-complexe non fermée. Si l'on se fize une struc-
ture symplectique compatible et ainsi une métrique pseudo-Kahler g = w(.,J.) sur M, (M, J,g)
est dite pseudo-Kihler hyperbolique, ou {w, J)-hyperbolique (on adoptere ce terme si le
choiz de la métrigue pseudo-Kdihler n'est pas évident), s’il existe une constante C > 0 gui borne la
norme (pour g et la métrigue hyperbolique du disque) de toute fonction J-holomorphe f : D — M.
8i l'on adopte les notations de [29] en définissant pour f : D — M cg(f) = c(f) = supzep|f'(z)|nyp
et e(M) = sup{c(f), f : D — M J — holomorphe} = sup{|f'(0)], f : D = M J — holomorphe},
cette définition est équivalente ¢ c¢(M) < oo.

St (M, J) est une variété pseudo-compleze fermée et M son revétement universel. On dit que
(M,J) est pseudo-Kdhler si (M J, ) n'est pas pseudo-Kihler , ot J est le relevé de J et § est

le relevé d’une métrique pseudo-Kdhler quelconque sur M (| cela, ne dépend alors pas du choiz de
la métrique).

Notons que 'on peut aussi définir une notion de g-hyperbolicité pour une métrique quel-
conque. Toutefois, comme ici mon but est de faire le lien entre I’hyperbolicité complexe et ’hy-
perbolicité symplectique, je n’étudierai généralement que le cas de métrique pseudo-Kahler.
Comme on 1'a expliqué, cette notion de pseudo-Kéhler hyperbolicité est plus forte que le carac-
tére hyperboliquement plongé, mais lui est équivalente dans le cas de variété plongée de fagon
relativement compacte dans une autre.

De plus, par choix méme de sa définition (dont I'idée vient directement de la démonstration
du théoréme de Brody) on constate que dans le cas de variété non (w, J)-hyperbolique, on peut
reproduire la démonstration du théoréme de Brody et ainsi on obtient :

Théoréme 3.1.5 Soit (M, J) une variété pseudo-compleze munie d’une structure symplectique
w compatible. Si M n’est pas (w, J)-hyperbolique, alors on a notamment :

1. si M est relativement compacte dans une variété compleze W, alors M n’est pas Brody-
hyperbolique, et M n’est pas relativement plongée dans W.

2. si M est compacte ou si elle admet un groupe de pseudo-isométrie holomorphe co-compact,
alors M n'est pas Brody-hyperboligue et donc pas Kobayashi-hyperbolique. En foit dans
ce cas, toutes les notions d’hyperbolicité compleze et la pseudo-Kihler hyperbolicité sont
équivalentes.

Ainsi méme si dans le cas général la non (w, J)-hyperbolicité est une notion plus faible que
les non-hyperbolicités complexes, ce théoréme me permet de montrer que dans de nombreux cas,
elle leur est équivalente.

Dém. : En reprenant la démonstration du théoréme de Brody, on montre qu'il existe une suite
de fonctions pseudo-holomorphes g, : Dy, — M, avec r, — 00, vérifiant :

1dg'"-(0)|euc =1 et sup |d'gn(z)leuc S C

alors, avec les hypothéses 1., la suite g, converge uniformément sur tout compact de C vers une
fonction pseudo-holomorphe non constante f: C — M.

Dans le cas d'une variété relativement compacte (resp. compacte) on montre donc que la non
pseudo-Kihler hyperbolicité implique que M (resp. M) est non Brody-hyperbolique.
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De plus, dans le cas d’une variété complexe quelconque M, si on suppose qu'il existe un
groupe I' de biholomorphismes de M qui soient tous des pseudo-isométries (c'est-a-dire des
biholomorphismes 3 tels que la métrique ¢*g soit équivalente & g) avec M/T compact, alors,
quitte & composer les applications g, par des isométries afin que g,(0) restent dans un compact,
la suite de fonctions holomorphes obtenues converge vers une fonction holomorphe f: C - M
non-constante. Et dans ce cas aussi la pseudo-Kéhler hyperbolicité et la Brody-hyperbolicité sont
équivalentes. H

En particulier, cela s’applique aux cas :

Corollaire 3.1.1 M = W\ X, ot T est une hypersurface localement définie par {¢ = 0} avec
¢ :V C M — C une fonction (J,1)-holomorphe . Alors on déduit du théoréme 3.1.5 qu’il eziste
une fonction holomorphe non constante f sur C & valeurs soit dans M soit dans T, i.e. soit M,
soit £ est non Brody-hyperboligue.

Corollaire 3.1.2 5i M admet pour quotient une variété compacte W = M/T, ou I est un groupe
de difféomorphismes de M, et si on considére une structure pseudo-compleze J et une structure
symplectique w relevées de structures Jy et wy de W. Alors M n'est pas (w, J)-hyperbolique si et
seulement si elle n'est pas Brody-hyperbolique (on a le méme résultat pour W ).

Rappelons que Gromov avait introduit une notion de Kéhler-hyperbolicité définie (unique-
ment) pour les variétés fermées munies d’une structure Kéhler.

Définition 3.1.6 Soit (M,w,J) une variété Kihler fermée. Et soit (ﬂ yw, J) son revétement
universel. On dit que M est Kdhier-hyperbolique 5’il existe une 1-forme 8 sur M telle que df = w
et donc le norme |B| pour la métrique Kihler soit bornée sur M.

11 est naturel de se poser la question du lien entre les deux et 'on constate que :
Lemme 3.1.3 S5i (M, J,w) est une variété Kéihler fermée; si elle est non pseudo-Kéhler alors

elle est non Kdihler.
Ainsi dans le cadre de variétés fermées :

Kihler hyperbolicité = pseudo-Kdihler hyperbolicité ~ Kobayashi(ou Brody)-hyperbolicité

Dém. : Ce lemme est une conséquence immédiate du résultat bien connu de Gromov [27)], [2] :

Lemme 3.1.4 (Lemme de Gromov-Schwarz) Si (M, J,g) est une variété pseudo-compleze
munie d'une structure riemannienne J-symétrique & géométrie bornée. Soit 8 une 1-forme dont
la norme |B| est bornée sur M. Supposons qui plus est que dB vérifie : il existe o > 0 telle que
pour tout v € TM dp(v, Jv) > ag(v,v). Alors il existe une constante C lelle que pour toute
fonction holomorphe f : D = M, | f'|nyp < C surD.
Et en fait, pour obtenir lexistence d’une telle constante C, il suffit de supposer qu’il existe des con-
stances K et M telles que pour tout f : D — M J-holomorphe (si on note | = longueur(f{0D(r)))
et o = aire(f(D(r)))

- 12 > 4na — Ka? (automatique si la courbure Gaussienne est majorée par K )

- I > Ma (automatique si w = df avec |3| bornée).

Si M est non Kihler hyperbolique , il existe 8 sur M telle que df = w et qui soit de norme
bornée. On peut donc appliquer ce lemme & M et (3 car dans ce cas d3{v, Jv) = g(v,v). B

Notons que, dans le cas d’une variété Kahler , cette notion d’hyperbolicité Kéhler coincide avec
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la définition de Poiterovich-hyperbolicité (elle définie pour toute variété symplectique).

La notion de pseudo-Kéhler hyperbolicité, nous allons le voir (et d'ores et déja sa définition
basée A la fois sur les structures pseudo-complexes et symplectiques nous le laissent entrevoir),
apparait naturellement quand on tente de faire le lien entre I'hyperbolicité complexe et I’hyper-
bolicité symplectique. D’un c6té nous avons vu qu’elle était dans de nombreux cas équivalente
a I'hyperbolicité complexe (ou plutdt en général & une). De I'autre, son lien avec '’hyperbolicité
symplectique est moins clair. Ce sont les disques pseudo-holomorphes qui vont constituer ce lien.
Nous allons donc pour cela avoir besoin de résultats faisant le lien entre l'existence de disques
pseudo-holomorphes satisfaisant certaines propriétés et la pseudo-Kahler hyperbolicité.(Le lien
entre ’hyperbolicité symplectique et ’existence de disques pseudo-holomorphes sera étudié dans
le prochain chapitre).

Nous disposons d’ores et déja d'un résultat utilisé par Bangert dans son étude de ’hyperbol-
icité pseudo-complexe du tore :

Proposition 3.1.6 ([3]) Soit (M,J) une variété pseudo-compleze et g une métrique riemanni-
enne J-invariante. S’il existe une suite de courbes pseudo-holomorphes f, : D — M telles que

aite(fa) = O(&(fa(0), £a(8D))), alors
lim SuP‘fn’(z)lhyp = 00,
n—00 ZED

i.e. M n'est pas g-hyperbolique(et donc si g est une métrigue pseudo-Kihler M n'est pas pseudo-
Kahler hyperboligue)

Cette proposition est une conséquence immédiate du lemme suivant (obtenu par inégalité de
Cauchy-Schwarz) :

Lemme 3.1.5 Soit {M,J) une variété pseudo-compleze et g une méirique riemannienne g-
invariante. Si f : (1) — M est J-holomorphe, alors f est conforme et vérifie : pour r €]0, 1|,

1
1,. . (w(1 -z, | 1
max |f'(2)} 2 ;(hlgll inf dy(£(0), f (2))) = "= (aireg )2, (34)

Dans le cas particulier de C*, on peut considérer la métrique (et donc la distance) euclidienne
standard, c’est-a-dire la métrique Kahler associée aux structures standards Jy et wg = dd°¢ avec

2 *
¢ = l-z;i‘—. Ainsi dans ce cas particulier, I'hypothése de la proposition 3.1.6 se lit : aire(f,) =
O( min ¢ — ¢(fa(0)))-

Fa(8D)
Il se trouve que la quantité fu(%%) ¢ — ¢(fr(0)) est étroitement reliée, et ce méme dans le cas

plus général d'une variété de Stein quelconque {M,w, ¢.J), 4 l'invariant de Nevanlinna 7(f,). En
effet, pour les variétés de Stein, l'invariant de Nevanlinna (qui est aussi défini pour des variétés
symplectiques quelconques) vérifie :

27
T(f) = ; ¢ o f(e®)do — 2réo f(0) (3.5)

C’est pourquoi on aimerait obtenir un résultat similaire 4 la proposition 3.1.6 qui déduirait
la non pseudo-Kahler hyperbolicité de la variété a partir de la comparaison entre aire(f,) avec,
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fn?ia%) ¢ — ¢(fn(0)) dans le cas de variété de Stein, ou plus généralement avec 7{f,) dans le cas

de variétés pseudo-Kihlers quelconques.

Pour cela, aprés un bref rappel des définitions de base de la théorie de Nevanlinna, je montrerai
un certain nombre de propriétés de l'invariant de Nevanlinna (celui défini pour les variétés sym-
plectiques quelconques) et en déduirai le résultat souhaité. Nous verrons que cette étude nous
permet d’obtenir des résultats plus forts que la proposition 3.1.6.

3.2 Un invariant pseudo-Kihler : 7

3.2.1 Bréve introduction i la théorie de Nevanlinna

Si M est une variété complexe fermée et D un diviseur de M, la théorie de Nevanlinna a
pour but général d’étudier la position de F'image des applications holomorphes f : C — M par
rapport 4 D. Pour cela elle introduit un invariant, appelée souvent invariant de Nevanlinna
{ou parfois fonction hauteur ou fonction de croissance de Nevanlinna) qui “mesure” la position
de f{ID,.) par rapport & D (pour tout r et plus particuliérement pour r — oo).

La théorie originelle de Nevanlinna (voir {29] ou [30] pour un compte-rendu plus exhaustif)
était défini dans le cas ot M = PIC et D = {co} le point 4 I'infini (ou un autre point dans C).
Les fonctions holomorphes sur C & valeurs dans M étaient alors les fonctions méromorphes sur
C. Celles-ci étaient donc 'objet d’étude de cette premiére théorie de Nevanlinna.

Dans ce cas-la, on définit le fonction de croissance (ou invariant) de Nevanlinna comme la somme
de deux autres fonctions : la fonction de dénombrement et la fonction de proximité. Plus pré-
cisément, si f est une fonction méromorphe sur C, la fonction de proximité de f est :

2
my(r) =/0 log+|f('reie) g—g

Elle mesure la fagon dont f se rapproche de I'infini. La fonction de dénombrement, elle, compte
le nombre de fois que f atteint l'infini :

Ni= 3 ~(ordaf)log|Z] +ns0)loglr) = [ (nr(®) ~ny(O)F +ns(0)logr)
f(a)=c0, a0 0

olt ns(r) est le nombre de péles de f dans D.
La fonction de croissance de Nevanlinna, ou invariant de Nevanlinna, est alors défini comme la
somme des deux :

T¢(r) = N¢(r) + my(r).

1l prend A la fois en compte la facon dont f se rapproche de 1'infini et la fagon dont elle I’atteint.
De méme on peut définir une fonction de Nevanlinna similaire qui rend compte de la position de
f par rapport a un point quelconque a € C : on définit

i 1 de
- + —
mg(a,r) = /(; log Fore?) —a 2n"

qui mesure la fagon dont f se rapproche de a,

Ny(a,r) =Ny (r)
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qui compte le nombre de fois oi f atteint a et finalement :
T¢{a,r) = Ng(a,r) + ms{a,r).

Un des résultats fondamentaux de cette théorie est le premier théoréme de fondamental de
Nevanlinna :

Théoréme 3.2.1 (Premier théoréme de Nevanlinna) Pour tout nombre compleze a
Ts(a,r} = T5(r) + 0a(1)

Plus précisément dans le cas de @ = 0, st ¢y dénote le coefficient de plus bas degré de application

oo
méromorphe f (ie. f s’éerit f(2) = Z cnz" et cf = cny # 0). Alors,

i=—ngp
log |Cf| + Tf(O, r) = Tf. (3.6)

Ainsi ce premier théoréme fondamental de Nevanlinna exprime le fait que pour toute fonction
méromorphe f sur C, asymptotiquement, la position relative de f par rapport 3 n’importe quel
point de C ne dépend pas, A une constante additive prés, de ce point, et est identique a la position
relative de f par rapport a l'infini.

En fait il existe une définition alternative de la fonction de proximité qui prend plus en compte
la géométrie de P'C. Dans la définition ci-dessus de myg on choisit comme fonction de Weil
M= log* ]lea[ (on regarde donc la distance euclidienne |z — a]). Rappelons qu'une fonction
de Weil associée 4 a est une fonction A : P!C \ {a} — R telle que sur un voisinage de a
il existe une fonction continue (donc bornée) a telle que A(z) = —log|z — a| + a(z) sur ce
voisinage. Ainsi la différence entre deux fonctions de Weil associées & un méme point est une
fonction continue (et donc bornée) sur PC. Mais si on considére le probléme du point de vue
des fonctions holomorphes & valeurs dans P!C plutét que de celui des fonctions méromorphes
sur C, il est plus naturel de considérer comme fonction de Weil (comme dans [30]) celle faisant

lz—=2'|

intervenir la distance sur PLC. Si on note cette distance : ||z, 2||? = AP S % et #' sont

dans C et ||z,00]% = ||1, 0] = 3f;, alors Ag(2) = —log |z, al| est bien une fonction de Weil
et on peut définir la fonction de proximité par :

2 . dg 2n 3 do
mi(n) = [ -xalfCeNg = [ loglla, fre NI

Elle ne différe de celle définie plus haut uniquement par une fonction bornée. Alors, en conservant
ce point de vue et cette définition de la fonction de proximité my, si 'on définit la fonction
croissance de Nevanlinna associée a P! (C) par :

Ty(a,r) = Ny(a,) + ms(a, ) + log ||£(0), all,

le premier théoréme fondamental de Nevanlinna se lit :

Théoréme 3.2.2 (Premier théoréme de Nevanlinna) Lo fonction Ty(a,r) ne dépend pas
de a € PC (dés lors que £(0) # a). (Dans ce cas on a vraiment une égalité).
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Quel que soit P'énoncé adopté, la preuve de ce théoréme repose simplement sur la formule de
Jensen.

Une théorie similaire a ensuite était introduite pour M = P*C ([29] pour plus de détails), puis,

comme nous le disions dans I'introduction, dans le cadre d'une variété complexe M quelconque.
Celle-ci est notamment exposée dans [9], [29] et [30}.
L'idée de cette généralisation repose sur une remarque dans le cas de P'C exposé ci-dessus. Si on
considére w la forme symplectique canonique sur P*C on vérifie que pour la deuxiéme définition
donnée de la fonction de Nevanlinna (qui rappelons-le ne différe de la premiére que par une
fonction bornée on a :

Ty = T(eor) ) [ ([D . w)f‘f (37)

En effet f*w = ||f'||2x avec ||f]| = %%.l-]g et p la forme euclidienne 5-dz A dz. Et on montre
que {|f|*u = Fdd°log || /|| = dd°log(1 + | |2} = dd°log(] fol* + |/1]%), ot f s’écrit comme
i.e. ot f s'écrit comme [fp : fi} comme fonction holomorphe & valeurs dans P!C. On conclut en
utilisant la formule de Green-Jensen appliquée a log(1 + |f|°) :

f /D( ) ddca dt _ /;zvr afre®)ds - a(0) - zzio'rd,zj( fo)

on la somme est prise sur ’ensemble des zéros de fo, soit 'ensemble des poles de f.
On en déduit notamment :

T dt

To(r) = Ty(a,r) = f f adlog(1 + |f[?) &
0 JD()

f dd®loglf —-a,|2 dt
B(t)

Ty(a,r) ~ Ny(a,r) = f f ad° ~ logl|f,al? w

Ny(r}

I

La formule nous suggére donc de définir dans le cas d’'une variété complexe quelconque M la
fonction de Nevanlinna associée & une (1, 1)-forme § sur M par : pour toute fonction holomorphe
F:C—oM

)= [ [ 785

De méme dans le cas d'une variété symplectique munie d’une structure pseudo-complexe com-
patible on peut définir la fonction de Nevanlinna associée & cette structure symplectique, aussi
appelée indicatrice de croissance :

r . _Cyi
=T, 5(r) = fo fD N (3.8)

Notons que dans le cas de variétés complexes fermées (M, 7), si la forme symplectique w est
la forme de courbure d’un fibré en droites holomorphe sur M muni d’'une métrique 4 courbure
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positive, (L.|.|}, alors 4 des constantes additives prés (indépendantes de f, la croissance de T, (r)
ne dépend pas du choix de la métrique |.|. Plus précisément si on considére une autre métrique
|-lo sur le fibré en droites L et wp sa forme de courbure, pour toute f : C — M holomorphe,
Trw(r) = Tiue{r) + O(1), le O(1) ne dépendant pas de f, et étant majoré par 2s;14p¢ oll

|| = |.]oe?.

De plus si I est une hypersurface définie par {o = 0} avec o une section holomorphe du fibré en
droites L on peut alors, si f : C — M est holomorphe, s'intéresser 4 la position de la courbe f
par rapport 4 X. On introduit alors comme précédemment la fonction de dénombrement de zéros

T dt
Nig(r) = f n f,a(t)?, avec ny,,(t) le nombre de 2éros de o o f dans D(z)

o

et la fonction de proximité :

2 1
mf‘a-('l") = ‘/(; IOg mde

Alors on a le premier théoréme de Nevanlinna :

Théoréme 3.2.3 (Premier théoréme fondamental de Nevanlinna) Soit (L,|.|} un fibré
en droites holomorphes au-dessus d’une variété compleze fermée (M,J) & forme de courbure
positive w. Pour toute section holomorphe o de L (définissant une hypersurface X), pour toute
fonction holomorphe f : C = M & imaege non contenue dans 3,

Nio(r) + myso(r) = Tru(r} + O(1)
En particulier le terme de gauche, qui rend compte de la position de f par rapport & £ ne dépend

pas, & une constante additive prés de X.

Ce théoréme est de nouveau une conséquence de la formule de Green-Jensen car w = dd—log |o|
sur M \ X. Dans le cas oil f n’intersecte pas X, on a tout simplement :

2m .
T} o(r) = fo —log|o o f(re®)| +log|o o £(0)]

Notons enfin que la définition de la fonction de Nevanlinna en (3.8) peut étre aussi définie pour
des fonctions J-holomorphes f : D{R) — M. Ce sont ces différentes idées qui nous conduisent
3 introduire pour des fonctions holomorphes f : D — M linvariant de Nevanlinna 7. La théorie
de Nevanlinna ayant souvent servi dans I'étude de I'hyperbolicité complexe ([28], [9]), il était
naturel de l'introduire dans notre étude, d’autant plus que la définition générale (3.8) s’intégrait
parfaitement dans le cadre de I’étude d’une variété pseudo-Kéhler.

3.2.2 Définition et propriétés de 7

Soit (M,w, J), une variété symplectique munie d'une structure pseudo-complexe compatible.
On définit :

Définition 3.2.1 Si f : (1) — M est J-holomorphe, on note

_ [tdp .
T(f)—_/; ; D(p)fw-
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On montre alors :
Lemme 3.2.1 7(f) = f; |f'(z)]?1n (i—if) (ot [v]* = w(v, Jv)).

Dém. : Par une intégration par partie, on obtient :
1
1\ 8
T(f =f ln(—)—-— f ffw | dp.
) o p/ 8p D,
Comme f est J-holomorphe, il s’ensuit que f*w = |f'(2)|2dz A dy. Ainsi,

0 [ (B[ ([ ern)e).

et Pon obtient le résultat souhaité. B

Comme annoncé a la fin de la partie 3.1.4, dans le cas particulier de variétés de Stein, on a
une définition équivalente :

Proposition 3.2.1 Siw = dd®%y, alors pour toute f : D = M J-holomorphe,

2T
)= o f(e®)ds — 2myp o £(0). (3.9)

Dém. : Notons g = 9 o f. Alors comme f est J-holomorphe, 7(f) = fol ( fD( 2 dd“g) QPE. Par le
théoréme de Stokes, on a

7(f) = [0 1 ( fs ” d“g) df = fo 1 ( fo " dgjpeie (eie)de) dp = /0 I 6% ( fo - g(pe“’)da) dp.

On aimerait maintenant montrer, comme souhaité, une résultat similaire & la propesition
3.1.6 qui, en utilisant la fonction 7, fasse ie lien entre 'existence de disques pseudo-holomorphes
dont on contréle 4 la fois I'aire et la position du bord, et la pseudo-Kahler hyperbolicité.

3.2.3 Lien entre les disques pseudo-holomorphes et les hyperbolicités com-
plexes

Proposition 3.2.2 S’ existe f, : D — M, J-holomorphes, telles que aire(fn) = O(t{fn)),
alors :

. t _
30, SUB | fn (2)lhyp = co-

Ainsi, M n’est pas (w, J)-hyperboligue.

Corollaire 3.2.1 Soit (M, J,w,) une variété de Stein. S'il existe une suite de disques pseudo-
holomorphes frn, : D — M avec f,(6D) C {¢ = an}, fu(0) = zo et aire(fr) = Olan), alors M
n’est pas pseudo-Kihler hyperbolique.
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Ce corollaire est une conséquence immédiate de la proposition car avec les hypothéses ci-dessus

T(fn) = @n — 2m(zg).
Dém. : (de la proposition 3.2.2) D'aprés le lemme 3.2.1, on a

T(fa) = f i / | Fn (re'a)lzln( )rdrdﬂ.

Ainsi en coupant l'intégrale “intérieure” de 0 4 1en Ravec0 < R < 1:

/ | £’ (re®) |2 In ( ) rdr < AR sup |fﬂ (re?)|? + 1n (i) fl | fa' (re®®)[Prdrde,
R/ /n

1 1
ot A = maxIn (—) r > maxln (—) r. En intégrant par rapport 4 & on obtient
[0,1] T {0,R] r

, o L
m(fa) < AR sup | £, (2)]" + aire( ) In (R) |

Ainsi,

s][;tiplﬂ,(z)l2 > T%T) (1 —In (l) aire(fn)) :

R} 7(fn)
Par hypothése, il existe B > 0 tel que ﬂ(eﬁ“r) < B, il existe donc un R < 1 tel que
T{fn)

lJ 2
> — —3 00.
Fglflfn(z)l 22 oo

Finalement supp | f,(2)|fy, > (1 — R?) supp,, |f1(2)]* = co. M

Notons que si g = w(.,J.) est la métrique associée & w et J, on a, pour f J-holomorphe,
7(f) > 4r dg(f(O),f(BlD)). En effet pour tout 6,

1 2
£(£(0), F(AD)) < ( | If’(re“’ldr)

( fo A e P G) m—) ( fﬂ ' @df) .

La derniére intégrale valant 1, on a le résultat souhaité en intégrant cette derniére inégalité
par rapport & 8. La proposition 3.2.2 est donc plus forte que la proposition 3.1.6 (I’hypothése est
plus faible, parfois la méme dans certains cas comme celui de Bz"), et elle sera particuliérement
utile dans les cas ol la proposition 3.1.6 ne peut étre utilisée, comme par exemple dans le cas ol
la variété a un diametre borné (voir 'exemple des polarisations sous-critiques ...).

IA

Une autre proposition permet, sous des hypothéses plus fortes, de montrer directement la
non-Kobayashi-hyperbolicité (la proposition précédente n'implique la Kobayashi-hyperbolicité
que dans le cas compact) :
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Proposition 3.2.3 On considére (M,w, J) et on suppose qu’il emisle une fonction v telle que

dd® = w. Sl exisie f, : D — M, J-holomorphes, telles qgue lim ﬂ)— = oo (soit
n~3%0 (aire(fy))

aire(fn) = o(t(fn))), €t fn(0) = zy, alors :

. f —_
vr >0, lm Sup |fn/(2) |y = oo,

et M n’est pas Kobayashi-hyperbolique.

Dém. : Notons C, = [0,7] x {0,2x], A, = [, 1] x [0,27] et 7:(fn) = [, |/nl>1n () tdtds.
Alors 7(fn) = 7(fa) + [, [fal?1n (}) tdtd6. Ainsi,

w(fe) 2 70 = 1n (7 ) el 2 7(4a) (11 (2) DY @.10)

Or, la méme inégalité de Cauchy-Schwarz que dans la preuve précédente permet de montrer
qu’il existe une constante A telle que Vn, 7.(fa) < Asup|f,|nyp-
D,

Ainsi, vu l'inégalité (3.10), on en déduit le premier résultat souhaité.
Pour montrer que M est non Kobayashi-hyperbolique, on va utiliser e lemme :

Lemme 3.2.2 Soit Vy un ouwvert relativermnent compact contenant xg. Alors, si f, vérifie les
hypothéses de la proposition, Vr > 0, Ing/Vn > ng, fo(D:) & V.

Dém. : On a (on le montre comme on avait montré les premiéres propriétés sur 7) : 0”(1,[) o

fo)(re®)df — 2nypo £, (0) = (—1n (})) (fD.- f;w) +7(frn). Or 4 est bornée sur Vp. Il existe donc
une constante A (ne dépendant que de V) telle que si fn(ID,) C Vo,

1 1
In (-) > ey U — )

D’oil, d’aprés I'inégalité (3.10), In (1) > E%m (7(fa) — A), qui tend vers I'infini. On démontre
ainsi le lemme. 1B

Ainsi, Ym, 3nm [/ fan (D } & Vo. Il existe donc z,, € D 1, tel que pm = fa,.(zm) € Vg

La pseudo-distance de Koba.yash1 dx{Ty, Pm) < dyp(0, 2m), "done tend vers 0 quand m — co.
Or, il existe une sous-suite de (p,,) qui converge vers p € 8Vj (donc p # zo). Alors dg(p, o) =
et la variété n’est pas Kobayashi-hyperbolique. B

3.2.4 Capacité pseudo-Kihler

L’énoncé de ces propositions nous aménent i considérer la quantité, associée & une variété
symplectique (M,w) & bord munie d'une structure pseudo-complexe compatible J :

M,w) = f , 3.11
= 28 sertiham ™ -
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ol l'on définit pour g € M, T(M, J,z0) = {f : D —» M, J — holomorphe, f(dD} C M, f(0) =

Zo}. (On notera parfois 7;(M,w, zg) = fET(iﬂI}Ii:J,mo)T(f))'

D'aprés la remarque faite précédemment, 7;(M,w) > 4w supg e p da{z0, 8M) = wdiam(M)2.
Elle est donc non nulle et il s’agit donc d’un invariant non trivial.

On peut voir cette quantité 7;(M,w) = 7(M,w, J) comme une "capacité pseudo-Kahler ”, c’est-
a-dire qu’elle est :

Monotone : 7(M’,w', J') < 7(M,w, J) s'il existe un plongement (M’, o', J'} = (M,w, J)
Conforme : 7(M, ow, J) = |a|r(M,w, J) pour tout a # 0
Non triviale : 7(B*(r},wq, Jo) # 0 et 7(B?2(r) x C,wp, Jo) # 00

En fait on a 7(B*(r),wq, Jo) = %. Et plus généralement, dans le cas de variétés de Stein, la
proposition 3.2.1 nous donne une expression explicite de 7.

Lemme 3.2.3 8i (M,,w, J,9) est un domaine de Stein, avec dd5¢y = w et M, = {3y < a}, alors
1. soit T (Mg, J,za) est vide et 75(Mg,w, ) = 00
2. stnon 77(M,,w, zg) = a — ¥ (zg).

Ainsi 77(M,,w) = a — (infar, ¥).

En effet pour toute application f : D — M € T(M,J, zg), d’aprés la proposition 3.2.1
7(f) = a — $(=z0).

Ainsi si (M,w,, J) est une variété de Stein et que 'on note comme d’habitude M, = {% <
a}, 77(M,,w) est (4 une constante prés que l'on peut toujours supposer nulle en ajoutant une
constante & 1) égale & a. Ainsi,considérer la croissance de la capacité symplectique u{M;) en a
est la méme chose que comparer la croissance de u(M,) par rapport a 77(M,,w). Ainsi notre
définition 2.2.3 de symplectique hyperbolicité pour les variétés de Stein {ou S-symplectique hy-
perbolicité) se lit : M est symplectique hyperbolique si ﬁ%? — o0o. Ainsi, on peut généraliser
notre notion de S-symplectique hyperbolicité aux variétés symplectique quelconques en énoncgant
I'hyperbolicité symplectique comme :

Exemple 3.2.1 Soit (M,w) une variété symplectique . Pour J une structure pseudo-compleze

compatible avec w, on dit que (M,w) est j-symplectique hyperbolique, si pour toute suite crois-
sante (M;) de domaines J-convezes,

p(M;)

— = OQ.
TJ(M_‘J’ w)

Dans le cas d'une variété de Stein (M,w,J,v¢) la 77-symplectique hyperbolicité est juste la S-
symplectigue hyperbolicite.
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Deuxiéme partie

Interface entre hyperbolicité
symplectique et pseudo-complexe
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Chapitre 4

Premiers liens entre hyperbolicité
symplectique et complexe

Comme je V'avais annoncé, les disques pseudo-holomorphes vont me servir de lien entre
Phyperbolicité symplectique et pseudo-complexe. Comme (via l'introduction de hyperbolicité
pseudo-Kihler) j'ai d’ores et déja étudié le lien entre I'hyperbolicité pseudo-complexe et 'ex-
istence de certains disques pseudo-holomorphes, il me reste maintenant & étudier le lien entre
I'hyperbolicité symplectique et ’existence de disques pseudo-holomorphes :

4.1 Construction de disques pseudo-holomorphes

Pour cela, je vais dans un premier temps montré que la non-hyperbolicité symplectique d’une
variété M a bord de type contact implique I'existence (pour toute structure pseudo-complexe J
compatible qui préserve la structure de contact) d’un disque J-holomorphe d'aire inférieure a la
capacité u(M) et dont le bord est inclus dans le bord de M.

Théoréme 4.1.1 Soit (M,w,J)} une variété symplectique, & bord de type contact, munie d’une
structure pseudo-compleze compatible J préservant les hyperplans de contact de OM (et donc
OM est J-convere).

8i FH™(M, -6, ) — H>™(M,0M) n'est pas surjective, alors il ezxiste v : D — M, J-
holomorphe, d’aire inférieure & u, telle que v(0D) C OM.
En d’autres termes, si M est non symplectique hyperbolique, alors il eziste v : D — M d’aire
inférieure d la capacité de M p{M) et telle que v(0D) C OM.

Pour démontrer ce théoréme on va utiliser les définitions et propriétés de la cohomologie de Floer
présentées au chapitre 2. Aprés avoir construit une suite d'Hamiltoniens adaptés, 1'hypothése
nous fournira une suite de trajectoires de Floer. En utilisant des théorémes de compacité pour
les trajectoires de Floer analogues a celui de Gromov pour les courbes pseudo-holomorphes, on
montre que celle-ci converge (aprés un “découpage approprié¢” grace a la J-convexité du bord)
vers un disque pseudo-holomorphe.

4.1.1 Construction d’une suite d’Hamiltoniens adaptés

Soit u ¢ S(X) vérifiant hypothése du théoréme : FH™(M, =6, u) — H?**(M,0M) n’est
pas surjective. Il existe n tel que Ju —n,u + 7] NS(T) = 0.
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Alors, d’apres les résultats de la partie 2 (proposition 2.1.2 et {2.6)), pour tout A > u,
FHn(K.\-l _6’ iu') — FH"(KA, -4, 6) (41)

est non surjective.

De plus, pour tout A > g, il est possible de construire des suites vy et €, (e) < &) aussi petites
que souhaité (et ainsi lim vy =0 lim ey = 0), vérifiant 2vy(u—1n)+ex <7, 2ea{p+n)—er < 7,
A—ooo A—o0
et €) < Ava.
On introduit alors H), hamiltonien C* sur M, qui vaut :

(3) —~exsur M
(#)  hal(z) sur M[y,149,,], With by une fonction convexe sur (1,1 + 2],
(#7) Az — (1 +24)) sur Z x [1 + 2u, 00[.

Un tel hamiltonien existe car €y + Avy, < 2Av). Et il vérifie :

{FH*(K)., —8, ) = FH*(Hy, 6, 1)

(4.2)
FH*(Ky,—6,8) ~ FH*(H,, —6,6).

En effet, il y a une correspondance biunivoque entre les orbites non constantes de H) et les
caractéristiques fermées de ¥ d’action T' € §(Z) pour lesquelles il existe z € [1,1+ 2w} vérifiant
R\(z) =T (ce qui implique T < A), i.e. exactement les orbites non constantes de K d’action T'.
De plus, 'orbite de H) associée a alors pour action 2T — hy(z).

Or, par construction, si T < y, alors T < p—7n et 2T — hy(z) < (1+ 2 ) (g —n) + ex < . De
méme, on vérifie que si T' > p alors zT — h(z) > p.
Par un raisonnement identique, si T > 4, alors T > Tp (comme h(z) = —e) + [{ h'(z) <

~ex+(z—-1)T, on a 2T ~ h(z) > Ty + €5 > 4.) On montre de méme que si T' < 4, alors
2T — hy(z) < 6.

Soient ¥;,...,yv € M \ V des points de M fixés tels que H?"(M,3M)(~ Hy(M)) ~
9:;_\;1 Zy.[y;] (quitte & se restreindre & une composante connexe de M, on écrira parfois pour
simplifier les notations juste H2"(M,0M) = Za[yo]) et fixons A > u, ¢ S(T).

On considére une fonction lisse f) sur M telle que :

(?) fa est une fonction de Morse et vérifie —1 < fy < 0 sur My,
(it)  fx a des minima relatifs uniquement en y1,...,yn (4.3)
(48) falz,z) =z — (1 —wy) sur M, -

On considére alors pour o petit H) o, un hamiltonien C*° défini par :

(i) —-ex+afionM

()  gaalz) sur M 1490,], OU giq est une fonction convexe
Hyn =4 quelconque sur {1,1 + 2v,) dont la pente variede o & A
et telle que lima—q g o = gy dans C*°
[ (#1d) A(z —1—1y) sur B x [1 + 2u),00[.
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On sait alors qu'on peut perturber J dans M[;_,, 1) en une structure générique Jy o aussi
proche de J que souhaité afin de rendre admissibles toutes les trajectoires reliant une orbite
associée 4 un point critique de f et une associée & une orbite de . Ainsi, on a liﬂb Jra =J et

a—*

lim H, , = H, dans C®.
a—=0 !

Il s’ensuit que pour « suffisamment petit :

{FH*(HA,Q, Inar =0, 1) = FH*(Hy, J, —6, 1) (4.4)

FH*(Hya, Jra, —0,8) =~ FH*(Hy, J, —4,9).
En effet, comme § et u ¢ S(X), pour a suffisamment petit le diagramme de Cerf entre H)

et Hj o est trivial (voir [39] : si on considére une chemin d'Hamiltoniens (H;) entre les deux les
chemins des actions des (H;) ne croisent pas les valeurs & et p).

4.1.2 Disques pseudo-holomorphes

On déduit donc de (4.1) et des isomorphismes (4.2) et (4.4) que pour o suffisamment petit,
FH™(H) g, Jra, =0, ) ci’f FH"(Hj 4, Ja,—0,8) est non surjective. Et donc, vu que

— FH™(Hy g, Jra =0, 1) 5 FH™(Hy o Jras —6,8) 5 FH™ (Hy g, Jras 0 1) =
est une suite exacte, 'application
an. . FH“(H},Q) —JA,Q, 63 6) - FHn+1(HA,a, J)\,a: 6! #‘)

est non nulle.

De plus, par définition de fy dans (4.3),

N
FH"(Hj,a,—6,0) = H™(M,8M)(= Ho(M)) ~ €D Za.[y5].
j=1
Ainsi 35 tel que 8%[y;] # 0. Quitte & extraire une sous-suite on peut supposer qu’il s’agit
toujours du méme y;, et on notera yo = yj,. Ainsi, il existe au moins une orbite vy €
C™*Y(Hy 0,6, 1) telle que (8[yo], Yaa) = 1. Cela implique que § < Ay{yra) < u et donc que
i €st une orbite associée 4 une caractéristique fermée du bord.
Il existe donc une trajectoire de Floer 1) o R x §! — M entre Tra €t Yo telle que

(i) O ure=VHyg
(#)  limyic0 unrals, t) = w0
(#43) lims oo urna(s,.) = Yra
(iv) Eu(ure) = Ar(ne)— Auyo) Sptea+to
De plus, par définition de H) ,, nécessairement vy o C Sy, avec ¢t € [1,1 + 2u,]. Et donc,

comme les trajectoires de Floer ne peuvent étre tangentes aux surfaces £ x {z}, pour 2 > 1, on
en déduit que uy o(R x s c Miyou,.
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Remarque 4.1.1 Afin d'obtenir cette trajectoire, on doit d’abord approcher H) o par des hamil-
toniens non-autonomes dont toutes les orbites sont non-dégénérées (cf [24]).

Alors, en utilisant la méme méthode que dans [24] (en utilisant les théorémes de compacité
pour les trajectoires de Floer), on peut prendre la limite pour a — 0. Comme lin% Hyo=Hyet
a—

lin}) Jya = J dans, C*, on obtient des applications uy : R x §! — M vérifiant :
a—¥

( (7) dyuy = VH,,

(@)  limsqoour = Yo

< (i42) limg—oo U = 7, O <), est une orbite 1-periodique de H,
¥ C S, avec ty € [1,1+4 2u,).

(i)  Eu(u) <p+en "

D’autre part, on remargue que ’on peut identifier R x §' 4 C* via

¢_{R><Sl —C
N (s,t) — exp(—{s +it))

Ainsi, en considérant 4 = uy 0¢~", on obtient une application de C* dans M, ayant pour limite
yo en 0, et sortant hors de M au voisinage de l'infini.

Alors, il existe zy €]1 — 2w, 1] {on peut le choisir génériquement et donc aussi proche de 1 que
souhaité) tel que (z o iy)~ {2z)} soit une sous-variété compacte de dimension 1, Vy, de C*. Ce
z), étant fixé, soit D) le plus grand disque topologique de C tel que 8Dy C V3 et 0 € D, (c'est
possible car li(x)nﬂx =yp et z(yp) <1 — ey < zy).

Comme les trajectoires de Floer ne peuvent étre tangentes & ¥ x {2} pour z > 1, il s'ensuit que
ux(Dy") C M.

Vu que VH)y = 0 a Uintérieur de M, 84y = 0 sur Dy* (en effet dyuy = dux(v) + J dux(i v)
avec v = —exp(~s — it)}, et 'application uyp,+ est donc J-holomorphe. De plus, on remarque
que cette application est d’aire bornée. En effet, comme elle est J-holomorphe, si on note Z) =
Y (Dr*) CR xS

aire(@(Dx) = [ @w= [
D,* Z,

L’inégalité est une conséquence immédiate de ’expression de I'énergie Ey dans {2.3).

Qui plus est, comme elle a une limite finie en 0, on en déduit que ) se prolonge J-
holomorphiquement en une fonction holomorphe sur D) entier.

Finalement, u est une application holomorphe sur D,, d’aire inférieure & p + €) et telle que
ux(6D») C Mj1_a., 1) et 2x(0) = yo.

Considérons ¢ un biholomorphisme de D) sur le disque unité D qui envoie 0 sur 0. Alors
pour tout A > u, vy = uy o ! est une application J-holomorphe de ID dans M avec v,(0) = yo,
vA(OD) C Mj1_gy, 1) et aire(vy) < p + ex. Comme vy et €, tendent vers 0 quand A tend vers
I'infini, on a ainsi démontré le théoréme.

2

Y < Ex(uy) < p+ey.

On a vu (proposition 2.2.1) que les domaines de Stein sous-critiques n'étaient pas symplec-
tique hyperboliques. On a donc un corollaire immédiat :
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Corollaire 4.1.1 i (M, J,w, ) est un domaine de Stein sous-critique, alors il existe un disque
holomorphe v : D — M d’aire inférieure a la capacité symplectique u{M,w) et donc le bord est
inclus dans OM.

Ainsi, pour tous les domaines {¢ < a} d’une variété de Stein sous-critique, on pourra constru-
ire un disque J-holomorphe vérifiant les propriétés énoncées dans le théoréme 4.1.1. On obtiendra
ainsi une suite de disques pseudo-holomorphes “ de plus en plus grands” qui nous laissent espérer
des propriétés de non-hyperbolicité complexe. L'exemple des variétés de Stein apparaitra donc
souvent par la suite.

Plus généralement, 'existence des disques holomorphes fournis par le théoréme 4.1.1 dans
le cas de variétés non symplectique hyperboliques et leurs propriétés vont, grice aux propriétés
de la partie 3, constituer le lien entre la non-hyperbolicité symplectique et la non-hyperbolicité
complexe.

En effet, par exemple dans le cas oit M est 'union croissante d’ouverts relativement compacts
M, a bord J-convexe, si M est non symplectiquement hyperbolique, alors u{M,) < oo, et on
aura l'existence de disques J-holomorphes & bord dans M, et d'aire inférieure & p(My,). En
utilisant la technologie introduite au chapitre 3, nous allons voir que si M est suffisamment
non symplectique hyperbolique, (i.e. si u(M,,) a une croissance suffisamment lente), ces disques
impliquent une non-hyperbolicité complexe de la variété. Ainsi nous montrerons que si M est
suffisamment non symplectique hyperbolique, alors elle n'est pas complexe hyperbolique.

4.2 Hyperbolicité complexe = Hyperbolicité symplectique

Je vais maintenant utiliser toutes les notions et tous les résultats obtenus dans les parties
précédentes afin de prouver que la non-hyperbolicité symplectique implique la non-hyperbolicité
pseudo-complexe pour toute structure pseudo-complexe compatible “respectant la structure w —
convezre.

Cette derniére restriction sur la structure pseudo-complexe pourra étre supprimée dans le cas de
variétés dont la géomeétrie est “bien bornée” mais cela demandera un peu plus de travail et cela
fera I'objet du chapitre suivant.

En fait, plus précisément nous montrerons que la non symplectique hyperbolicité implique la
non pseudo-Kahler hyperbolicité mais, on sait grace au théoréme 3.1.5 et aux corollaires 3.1.1
et 3.1.2 que dans de nombreux cas c’est équivalent aux autres pseudo-complexes hyperbolicités
(en utilisant le lemme classique de reparamétrisation de Brody pour passer de la suite de disques
pseudo-holomorphes donnée par la négation de la non pseudo-Kahler hyperbolicité 2 un plan
pseudo-holomorphe).

4.2.1 Théorémes de base

Considérons une variété symplectique (M,w) qui ne soit pas fortement symplectique hyper-
bolique, ce qui assure que la capacité des domaines compacts n'est pas égale & U'infini. Soit J une
structure pseudo-complexe compatible avec w pour laquelle M est convexe a l'infini, c'est-a-dire
I'union croissante d’une suite d’ouverts (M;); relativement compacts J-convexes. Alors pour tout
d» 1(M;) < 0.

Ainsi, d’aprés le théoréme 4.1.1, pour tout j, il existe alors un disque pseudo-holomorphe v;



T4CHAPITRE 4. PREMIERS LIENS ENTRE HYPERBOLICITE SYMPLECTIQUE ET COMPLEXE

D — M; avec pour tout j v;{0) = zo (un point fixé de M), aire(v;) < u(M;) et dont le bord
v;(0D) C 8M;. On obtient donc une suite de disques pseudo-holomorphes dont on contréle &
la fois I’aire et la position du bord; on souhaite donc appliquer les propositions 3.1.6, 3.2.2, et
3.2.3 de la partie 3 pour en déduire la non-hyperbolicité complexe de la variété. On est donc
amené & comparer la croissance des u(M;) avec la quantité “métrique” dy(zo, 0M;) ou bien avec
la capacité pseudo-Kahler 7(Mj,w, J). Et ainsi j'obtiens un premier résultat :

Théoréme 4.2.1 Soit (M2",w) une variété symplectique conveze & l'infini non fortement sym-
plectigue hyperboligue.
- Pour toule structure pseudo-complexe J compatible avec w, si M n’est pas 7j-sympleclique
hyperbolique, i.e. 5'il existe une suite de domaines J-convezes avec u{M;) = O(t(M;,w, J)),
- Ou : pour toute structure pseudo-compleze J compatible avec w et qui respecte la structure
de contact d’une suite croissante de demaines w-converes M, si M vérifie Uhypothése de
non-hyperbolicité symplectique u(M;) = O(d2(0M;,zo)) (un point zo de M étant fixé) !,
Alors, M n’est pas pseudo-Kihler-hyperbolique. Et dans de nombreuz cas (voir chapitre4), nous
pouvons déduire de cette pseudo-Kihler-hyperbolicité, 'hyperbolicité compleze de (M, J).
De plus st u(M;) = o(7(Mj,w,J)), alors (M, J) n’est pas Kobayshi-hyperbolique.
Ce théoréme peut-étre, par contraposée, traduit en une version "positive" :
Corollaire 4.2.1 Soit (M, w) une variété symplectique conveze d Uinfini. Si J est une struc-
ture pseudo-complere compatible pour laquelle M est pseudo-Kdéhler hyperboligue, alors (si on

note g la métrigue associée 4 w et J) (M,w) est symplectique hyperbolique : pour toute suite
croissante exhaustive de domaines M; J-convezes ,

_ M(My) _uM)
dg(an,xo) T(Mj,w,J)

Dans le cas de variétés compactes j'en déduis :

Théoréme 4.2.2 Soit (M, w) une variété symplectique w-conveze, non symplectique hyperboligue :
il existe une suite (M;) croissante avec M= U;M; telle que p(M;) = O(dg{xo, 8M;)?). Alors
pour touie structure pseudo-comglea:e compatible avec w respectant celte structure w-conveze
(c’est-a-dire tel que son relevé J respecte la structure de contact des OM;), (M,J) est non
compleze hyperbolique .

Notons que dans ce cas toutes les hyperbolicités complexes sont équivalentes et il est donc inutile
de préciser. On a donc le corollaire (par contraposée) :

Théoréme 4.2.3 Soit (M,w) une variété compacte w-conveze. Sil existe une structure pseudo-
compleze compatible J telle que (M, J) soit compleze hyperbolique, alors (M,w) est compleze
hyperbolique : pour toute suite croissante M; de domaines J-convexres de M,

M.
. p(M;) - 00
dg (30, BMJ)
Dans le cas particulier des variétés de Stein (M?2",.J, ), pour a valeur réguliére de ¢, M, =
{# < a} est une variété a bord J-convexe et M est I'union des M,. Si M n’est pas fortement
symplectique hyperbolique (ce qui est la cas par exemple si M est sous-critique), alors p{M,)} <

'méme si on ne I'avait pas supposé, cette hypothése implique que p(M;) < oo et donc que M; n'est pas
sympiectique hyperbolique ; ce n’est pas le cas de I'hypothése précédente
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00. On en déduit donc que 7(M,,J) # &, puis que 77(Mg,w) = a (4 une constante additive
preés).

Le théoréme 4.2.1 nous dit dans ce cas que si u{M;) ne croit pas trop vite avec a, alors M
n'est pas pseudo-Kihler-hyperbolique. De plus si 'on a un contréle suffisant sur la croissance de
(M) (i.e. si M est suffisamment non symplectique hyperbolique) la proposition 3.2.3 permet
de montrer directement la non Kobayashi-hyperbolicité de M. En effet, comme précédemment,
si M n’est pas fortement symplectique hyperbolique on obtient des disques v, : D — M, d’aire
aire(va) < p(M,) tels que v,(0) = zp et v,(0D) C OM,. Ainsi, 7(vs) = a — ¥(zp) et on obtient
donc dans ce cas, grice aux propositions 3.2.2 et 3.2.3 une autre version du théoréme 4.2.1 :

Théoréme 4.2.4 Soit (M, J,w, ) une variété de Stein et on note M, = {3 < a}. 5i M est non
(S-)symplectique hyperbolique, alors M n’est pas compleze hyperbolique. Plus précisément : si pour
une suite ezhaustive (an) p(Ma,) = O(an), alors M n'est pas pseudo-Kéhler-hyperbolique. De
plus si M est suffisamment non symplectique hyperbolique et plus précisément 3i u(M,, ) = o(an),
alors M n'est pas Kobayashi-hyperbolique.

Exemple 4.2.1 Pour illustrer ces notations, considérons le cas de (]Rz"', Jo), avec Jy la structure
compleze standard. La fonction |z|? vérifie dd®|z|® = 4wy > 0. Les variéies Mp: sont égales &
B*™(R) et donc u(Mpg2) = 4w R?%. Ainsi p(Mpg2) = O(R?). On retrouve donc ainsi que R*" n’est
pas pseudo-Kdihler hyperbolique. De plus, comme on l'a expliqué dans la partie 3.1.4, dans ce cas
(ot le groupe de biholomorphismes isométriques est co-compact), cela est équivalent & ce que R?"
ne soit pas Brody-hyperbolique.

Une fois encore, on peut exprimer ce théoréme dans le sens "positif" :

Corollaire 4.2.2 Soient (M, J,w,) une variété de Stein et M, = {¢ < a}.
Si M est pseudo-Kihler hyperbolique , alors (M,w) est symplectique hyperboligque :

p(M,) N
a

Si M est Kobayashi-hyperbolique alors il existe une constante C > 0 felle que

(M) 2 Ca

Dans le cas des variétés de Stein, j’ai obtenu une estimation dans la partie 2.2.4 de la capacité
p(Mg). Au vu de ces résultats, le théoréme 4.2.4 se lit :

Théoréme 4.2.5 Soit (M?",J,w) une variété de Stein compléte en —oo (i.e. le champ de gra-
dient de 1 est complet en —oo) et supposons gque (M, w) n’est pas fortement symplectique hyper-
bolique (c’est la cas par exemnple si M est sous-critique).

S'il eziste o > 0 et un compact K C M tel que “%LE > a sur W\ K, alors :
(1) si o <1, alors M n’est pas pseudo-Kihler-hyperbolique.
(#) sia <1, alors M n’est pas Kobayashi-hyperboligue.
En fait en utilisant les expressions plus précises obtenues dans cette méme partie 2.2.4 en utilisant

les fonctions fondamentales o et 8 définies par la définition 2.2.4, on pourrait encore raffiner nos
hypothéses.
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4.2.2 Applications aux variétés M =W\ H

On considére {M, wg, Jo) une variété Kihler compacte. Si 5=[wp] est une classe entiére (resp.
rationnelle), il existe une pré-quantisation de (M,wy) (resp. (M, kwp)), c’est-a-dire un fibré holo-
morphe en droite £ au-dessus de M de courbure wy (resp. kwy, auquel cas on désignera kwg
par wp par la suite). Munissons alors £ d'une métrique [.| et d'une connection V. Pour toute
section holomorphe non nulle s : M — £, on peut considérer H = {s = 0} et W = M\ H.
La fonction ¢ = (—log|s|?) est une fonction pluri-sous-harmonique sur W et vérifie dd°¢ = wp.
Ainsi (W, wg, Jy, ¢) est une variété de Stein (non compléte).

On peut alors lui appliquer les résultats de la partie précédente. Mais dans ce cas, on peut estimer
“‘%‘E plus précisément. En effet, |d¢| = ﬁﬂdls[QI. Ainsi,

> _ _18ls??
it log[sP

Généralisons la notion de section transverse : on dit qu'une section s est pseudo-transverse a
la section nulle s’il existe une constante ¢ > 0 et une constante 0 < o < I telle que sur un
voisinage de & |d|s|?| > ¢]s|?°.

On obtient alors que :

(4.5)

Proposition 4.2.1 Soient £ un fibré holomorphe au dessus de (M,uy,Jp) de courbure I, et
s une gsection holomorphe non nulle de £. On considére ¥ = {s = 0} définie par une section
s pseudo-transverse d lo section nulle, et W = M \ . Supposons que W n’est pas fortement
symplectique hyperbolique. Alors

1. (W, wp, Jo) n'est pes pseudo-Kéhler hyperboligue. D’oti (W, Jo) n'est pas hyperboliqguement
plongé dans M, et W ou X n’est pas Brody-hyperbolique (et donc M n’est pas hyperbolique).

2. (W, Jy) n'est pas Kobayashi-hyperbolique .

Dém. : S'il existe une constante ¢ > 0 et une constante 0 < o < 1 telle que sur un voisinage
de T |d|s|? > ¢|s|**, alors d’aprés (4.5), E‘%‘i — oo quand |s| = 0. On peut donc appliquer le
théoréme 4.2.5 (puis I'équivalence entre les différentes hyperbolicités complexes puisque W est
relativement compact dans M).H

Cette étude s’applique parfaitement au cadre des polarisations, et plus particuliérement des
polarisations sous-critiques (qui sont non fortement symplectique hyperboliques).

Exemple des polarisations sous-critiques

J'adopterai la définition introduite par Biran et Cielibak [4] : P = (M,w,J,X) est une
polarisation de la variété Kahler (M, w, J) si [w] € H2(M, Z) et si T est une sous-variété complexe
réduite, dual de Poincaré de k[w] ol k € N* est appelé le degré de la polarisation.

En considérant le fibré £ = Op(X) associé canoniquement a ¥ et une section holomorphe s de
L définissant X, on peut appliquer le raisonnement ci-dessus.

On dit que la polarisation est sous-critique si la variété de Stein W = M \ I est une variété de
Stein sous-critique. Elle est alors non fortement symplectique hyperbolique. On a alors comme
corollaire de la proposition 4.2.1 ci-dessus :
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Corollaire 4.2.3 Si (M,w,J) admet une polarisation sous-critigue (M,w, J, ) définie par une
section s du fibré Op(X) transverse, ou seulement pseudo-tranaverse, & la section nulle, alors M
n'est pas Brody-hyperbolique. Plus précisément, W = M \ X, ou X n’est pas Brody-hyperbolique.
De plus, W n’est pas Kobayashi-hyperbolique.

Citons également un autre exemple important ol la proposition s’applique (méme s'il s’agit
d'un cas défini par une section non transverse) :

Exemple de P*C\ {k hyperplans}

On considére la variété Kihler M = P"C munie de ses structures canoniques (w,Jg) et T
'union de k hyperplans en position générale avec k < n, et W = M \ . Quitte & changer le
systéme de coordonnées de C™t! on peut supposer que les hyperplans sont définis par z; = 0
pour 0 € j < k — 1. L’hypersurface X est alors définie (sur C**1) par :

H@_1|2-|
F=01%7

= —— =1
o] P

On définit alors ¢ = —log(|o|?); elle vérifie dd°¢ = kw. On est donc bien dans le cadre de la
proposition 4.2.1. Il nous faut vérifier I'hypothése de pseudo-transversalité.
Soit z € C™**! (relevé d’un élément de P*C) tel que |z| = 1. En appliquant dpav = (0, ..., z,...,0),

— (242
on voit immédiatement que pour tout j = 0...k—1, |d¢|® > 4]-(17*_(’51!;%}%' Et donc, il existe une

%
constante ¢ > 0 telle que, pour tout j, sur le voisinage V; = {|2;|* < ¢} de I'hyperplan {z; = 0},
on a |d¢|® > E‘ir, Finalement, sur le voisinage de X, U?;SV_.,- (é.e. hors d’'un sous-ensemble

compact de W),

1

dq52 > e max ee—— > o—.
44l i=0.k=1 22 = 5|

Et finalement sur un voisinage de &

el e
¢ = lolE 1og(oP?)

quand |o| — 0. C'est d’ailleurs équivalent vu (4.5) & [0o| > Clall_'-zl—k-

Comme de plus on peut vérifier que pour k < n, W = P*C\ {k hyperplans} est sous-critique et
donc non symplectique hyperbolique, on peut appliquer la proposition 4.2.1 et on retrouve ainsi
que W n’est pas complexe hyperbolique.

4.2.3 Application : hyperbolicité et courbure

Soit (M,J) une variété complexe munie d’une métrique g compatible. On sait que si la
courbure sectionnelle de g est majorée par une constante strictement négative, alors (M, J) est
Kobayashi hyperbolique. La question d'une réciproque partielle est toujours ouverte. Voyons
comment mon étude s’'intégre dans cette question.



78CHAPITRE 4. PREMIERS LIENS ENTRE HYPERBOLICITE SYMPLECTIQUE ET COMPLEXE

Comme je I’ai dit en 2.2.6, en géométrie riemannienne, les variétés a bouts coniques peuvent
8tre considérées comme le pendant des variétés convexes 3 I'infini (au sens symplectique ou com-
plexe). Nous allons donc nous placer dans ce cadre.

Nous avons vu (proposition 2.2.7) que si la variété n’était pas fortement symplectique hyper-
bolique, alors, moins la courbure était négative, plus on avait un contréle sur la croissance de la
capacité.

On peut alors appliquer le théoréme 4.2.5 et on obtient :

Proposition 4.2.2 Soit (M, J, g) une variéié hermitienne & bouts coniques. St sa courbure ra-
diale vérifie

—k(s) < curv(z) < K(s) pour tout = tel que p(z} = s

o k et K sont deus fonctions positives ou nulles vérifiant 1 > [ sK(s) = 1—p et exp([ sk(s)) =
n < oo pour deuz constantes p et n > 0. Alors (M,dd%p?, J) est une variété Kdihler et les
métriques g et dd°p? sont équivalentes.

Si (M, dd%p?) n'est pas fortement symplectique hyperbolique, et si la courbure radiale est positive
ou nulle (soit k =0 et n = 1), alors (M, J) n'est pas pseudo-Kahler et donc pas g-hyperboligue.

Corollaire 4.2.4 Soit (M, J, g) une variété hermitienne d bouts. Si elle pseudo- Kdhler -hyperbolique,
alors sa courbure radiale n’est pas positive ou nulle (c’est-a-dire il existe © tel que curv(z) < 0).



Chapitre 5

Approfondissement et application & la
stabilité de la non-hyperbolicité

Comme nous I'avons rappelé 4 la partie 3.1.3, I'hyperbolicité complexe est une notion “ou-
verte” [29]. On ne peut donc pas espérer prouver en général des résultats de stabilité pour
la non-hyperbolicité complexe. Toutefois, nous avons vu que (sous certaines hypothéses) la non-
hyperbolicité symplectique (notion purement symplectique) impliquait la non hyperbolicité com-
plexe des structures pseudo-complexes compatibles. Il est donc naturel de se poser la question de
la stabilité de la non-hyperbolicité complexe par déformation de la structure pseudo-complexe
dans 1'’ensemble des structures pseudo-complexes compatibles 4 une mé&me structure symplec-
tique.

Cette question n'a pour I'instant été abordée que par Bangert [3] dans le cas particulier du tore :
il montre en utilisant une approche différente (qui n'utilise pas la notion d’hyperbolicité ou ca-
pacité symplectique mais les propriétés propres & C*) que le tore complexe n’est pas complexe
hyperbolique pour toute structure pseudo-complexe compatible avec la structure symplectique
standard.

A travers 'étude du chapitre précédent, les variétés symplectiques non symplectique-hyperbolique
apparaissent comme le cadre naturel de généralisation de ce résultat. Toutefois, on n'a pour !'in-
stant obtenu la non-hyperbolicité pseudo-complexe que pour les structures pseudo-complexes
compatibles respectant 1'w-convexité, et nous aimerions obtenir ce résultat sans cette condition.
Tel est 'objet du travail de ce chapitre.

J'explique que si on se restreint & des variétés satisfaisant certaines hypothéses de "géométrie
bien bornée" (i.e si on renforce nos hypothéses sur la variété) alors on peut obtenir le résultat
plus fort souhaité : si une telle variété est (suffisamment) non symplectique hyperbolique alors
pour toute structure pseudo-complexe (uniformément) compatible, la variété est non pseudo-
complexe-hyperbolique. Ainsi pour de telles variétés non symplectique hyperboliques, la non-
- hyperbolicité complexe est stable par déformation de la structure pseudo-complexe i lintérieur
de J(w) = {J g-uniformément compatible avec w} (i.e 'ensemble des J pour lesquels w(., J.)
est équivalente & g). Et on généralise ainsi le théoréme de Bangert au cas plus général de ces
variétés.

Dans tout ce chapitre, nous utiliserons les fonctions fondamentales o, 3, ou ag et Gy introduites
par la définition 2.2.4 sans en rappeler la définition.

79
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5.1 Reésultats de stabilité

Comme la J-convexité est stable par Cl-petites déformations de J, on peut obtenir un premier
résultat comme conséquence immeédiate du théoréme 4.2.1 :

Proposition 5.1.1 Soient (M,w) une variété symplectique conveze & l'infini et Jy une struc-
ture pseudo-complezse telle que M s’écrive comme l'union d’ouverts relativement compacts M;
Jy-converes (on sait d’aprés la proposition 1.2.1 qu'une telle structure existe). On note |.| la
norme et d la distance associées d go = w(., Jo.).

81 (M,w) n'est pas go-symplectique hyperbolique , alors (M,w, Jy) n'est pas pseudo-Kihler hyper-
bolique. De plus cette propriété est stable par déformation C! de la structure pseudo-compleze.
Plus précisément si g = w(.,J.) et go sont des méiriques équivalentes (condition C°) et si les M;;
sont J-convezes (ce qui est le cas si J est suffisamment Cl-proche de Jo, plus précisément s'il
eriste a < 1 tel que |[dd5_; ¢| < auecir?f‘ . ddj, ¢(v, Jv), ot ¢ définit OM; = {¢ = a;} ), alors

z,|V|=
(M,w, J) n'est pas pseudo-Kéhler.

Dém. : La non pseudo-Kihler hyperbolicité de (M,w, Jp) est le résultat du théoréme 4.2.1.
De plus, les hypersurfaces dM; sont définies par {¢ = a;} pour ¢ une fonction sur M et a;
des constantes. Leur Jo-convexité se lit comme la stricte positivité de dd ¢ sur les hyperplans
complexes ( de TOM;. Sl existe a < 1 tel que |[dd_; 4] < « in|£|_1dd§0¢’(v"]v) (ce qui

ve(

est une condition C')), alors dd4(v,Jv) = ddj ¢(v, Jv) + dd5_; é(v, Jv) > ddf é{v, Jv) —
ainfyec, oj=1 dd5, ¢(v, J v)|v|2. Or si J est suffisamment proche de Jy, les hyperplans complexes
de J sont proches des hyperplans zeta et il existe @ < @” < 1 tel que sur ces hyperplans
dd é(v, Jv) > @” infyeq, |v)=1 dd5, #(v, Juv)|v|?. Et on constate donc que les hypersurfaces OM;
sont J-convexes. De plus s'il existe o/ < 1 tel que |J — Jg| < o' alors les métrigues g et gg
sont équivalentes et alors : p(M;) = O(d{(zo, M;)? = O(dg(zo, M;)?). Ainsi on peut appliquer le
théoréme 4.2.1 4 {M,w, J) et on démontre ainsi le théoréme. B

Toutefois la contrainte C! que I'on impose & J dans cette proposition est plutdt forte. On
aimerait pouvoir |'assouplir {en n’exigeant plus la J-convexité des hypersurfaces). Pour cela nous
allons développer un type de raisonnement et de construction général (qui sera expliqué dans les
prochaines sections) qui va me permettre de montrer les théorémes de la section suivante.

5.1.1 Théorémes principaux

Ces théorémes vont généraliser le résultat de Bangert & une classe particuliére de variétés
vérifiant des hypothéses de géométrie bornée. En effet, comme 1’ensemble des structures pseudo-
complexes compatibles & une structure symplectique fixée est contractile, I'idée est d’utiliser cette
propriété pour déformer la structure pseudo-complexe fixée en de nouvelles structures pseudo-
complexes qui préservent 1'w-convexité 4 I'infini. On obtient alors une famille de disques pseudo-
holomorphes pour ces nouvelles structures. Et on a ainsi besoin de couper ces courbes pour
obtenir une courbe pseudo-holomorphe pour la structure pseudo-complexe initiale.

Comme les hypothéses requises (assez techniques) vont se retrouver de nombreuses fois dans
les résultats (et leurs applications) qui vont suivre, je les introduis des maintenant (afin de ne
pas avoir a les réécrire & chaque fois).
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Définition 5.1.1 On dira qu’une variété de Stein (M,w, J,1) est
1. & Hessien bien minoré s’il eziste A > 0 telle que Vv € {dyp = 0} Hessv(v,v) > AI%EMZ
2. & Hessien fortement minoré 8’il existe A > 0 telle que Vv € TM, Hess (v, v) 2 AE;f—El'UP

2
3. a différentielle §-majorée (o4 6 > 0) si la fonction canonique B (définie comme sup m )

xﬂ/ﬁ=3 ‘l)b
est majorée : Bs° (i.e.s'il existe ¢ > 0 tel que B(s) < cs).

On dira qu’une variété Kéhler d bouts coniques (M,g,J) est :

1. & courbure radiale bien majorée
- s'il existe une fonction K > 0 telle que la courbure radiale sur {p = s} soit majorée par
curv < K(s), et [sK(s) <1
- ou bien si Hessp > %H avec H = go — dp @ dp (c’est-a-dire si Hessp > %go sur TS ot
le bout s’écrit S x {1,00[),
2. & courbure radiale bien minorée 8’il existe une fonction k > 0 telle que lo courbure radiale
sur {p = s} soit minorée par curv > —k(s), et [ sk(s) < oo
3. & eourbure radiale bien bornde si elle est & la fois & courbure radiale bien majorée et bien
minorée.

On dira qu’une variété de Stein (M,w, J, ) est
1. & géométrie Is-bornée si elle est & Hessien bien minoré et & différentielle é-majorée

2. 4 géométrie II;-bornée si elle est & courbure radiale bien majorée et a différentielle &-
majorée

3. & géométrie Is fortement borné si elle est & Hessien fortement minoré et & différentielle
d-majorée.

Ce sont & des variétés de ce type-ld que vont s’appliquer nos résultats. C* vérifie bien-siir ces
différentes hypothéses (avec § = 0).
A propos de ’hypothése de courbure radiale bien majorée rappelons que la majoration par une
telle fonction K implique la minoration de Hessp. Toutefois dans nos applications seule la mi-
noration de Hessp sera nécessaire. Voild pourquoi nous avons choisi d’inclure cette hypothése
sous le terme de courbure radiale bien majorée.

Citons nos théorémes principaux pour les variétés de Stein. Le premier fait directement inter-
venir les hypothéses isopérimétriques nécessaires pour couper les courbes pseudo-holomorphes :

Théoréme 5.1.1 Soit (M,w,9,Jy) une variété de Stein non fortement symplectique hyper-
bolique. Si elle vérifie l'une des propriétés isopériméiriques suivanies :
1. Pour @ > 1 il eriste une constante C = Cg > 0 telle que si une surface J-minimisante S
vérifie 88 C B(xo, Cv/u(Mat1)} et aire(S) < p(May1) alors S C M,.
2. Pour Q > 1 il existe une constante C > 0 telle que si S est une surface QJ-minimisante

avec S C Mc, et aire(S) < pu(May1) elors § C M,. De plus, M vérifie lhypothése de
non-hyperbolicité symplectique :

W(Mers) =0 (5=) (5.)



82CHAPITRE 5. APPROFONDISSEMENT ET APPLICATION A LA STABILITE DE LA Ni ON-HYI PERBOI

Alors, pour tout J uniformément compatible avec w, (M,w,J) est non pseudo-Kdhler hyper-
bolique. Ainsi si (M,w) admet un quotient compact (W, wp), alors pour tout J compatible avec
wo, (M, J) n'est pas Brody-hyperbolique.

Or ces hypothéses sont en particulier vérifiées si la variété M est A géométrie bien bornée.
Ainsi,
Théoréme 5.1.2 Soit (M,w,,Jy) une variété de Stein non fortement symplectique hyper-
bolique. Si elle vérifie l'une des propriétés suivantes :

1. M est une variété & géométrie II5-bornée. Et elle vérifie Uhypothése de non-hyperbolicité
symplectique :

p(M;) < a7, (5.2)

avec m une valeur isopérimétrique de M.

2. M est & géométrie Iy bornée. Et de plus M vérifie Uhypothése de non-hyperbolicité sym-
plectique :

”’(Ma) =0 (amin(l—a, (1+5)%))

Alors, pour tout J uniformément compatible avec w, (M,w,J) est non pseudo-Kihler hyper-
bolique. Ainsi si (M,w) edmet un quotient compact (W,wo), alors pour tout J compatible avec
wo, (M, J) n’est pas Brody-hyperboligue.

Si on diminue légérement notre hypothése sur la non symplectique hyperbolicité, on ne peut
plus prouver la non-hyperbolicité complexe pour toute structure pseudo-complexe compatible.
Toutefois, on peut prouver la non-hyperbolicité complexe pour toute structure pseudo-complexe
dans un voisinage ouvert de la structure pseudo-complexe standard :

Théoréme 5.1.3 Soit (M,w,y,Jy) une variété de Stein non fortement symplectique hyper-
bolique. 57 elle vérifie l'une des propriétés suivantes :

1. Pour @ > 1, il existe constante C > 0 telle que st S est une surface Q-minimisante avec
85 C Mg, et aire(S) < pu(Myq1) alors S C M,. De plus M est non (S-)symplectique
hyperbolique.

2. M est & géoméirie Is-bornée. De plus M est suffisamment non symplectigue hyperbolique :

w(M,) = O (ami"u’(l‘“’)?})

Alors (M,w, Jp) est non pseudo-Kéhler hyperbolique et cela reste le cas sur un voisinage C*
de Jo : pour tout J compatible avec w vérifiant pour un C > 0 |[ddS9y] < C, (M,w,J) est non
pseudo-Kihler hyperbolique.

Notons que la condition requise pour J est nettement moins forte que celle de la proposition de
Ia section précédente; ainsi ’ouvert de structures pseudo-complexes non-complexe-hyperboligques
est nettement plus grand.

Dans ces trois théorémes m désigne une valeur isopérimétrique de M, c’est-*dire que, par
définition, il existe une constante C > 0 telle que pour }:oute courbe [ fermée, contractile, dans
M, il existe une surface S telle que 85 = [ et aire($)!~= < Clongueur(l).
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Remarque 5.1.1 Dans les hypothéses j’écris la non-hyperbolicité symplectique comme u(M,) =
O(a") mais, comme cela apparaitra dans la preuve, il suffit en fait de supposer qu’il eriste une
sous-suite ar, telle que (M, ) = O(ak) {ce qui est la véritable traduction de la non-hyperbolicité
symplectique). Mais j’ai préféré ne pas le préciser dans les énoncés afin de ne pas les alourdir
davantage. Dans tout ce chapitre, j'utiliserai la méme simplification (pour p(M,) mais aussi pour
p(B?(a)) de Uécriture de la non-hyperbolicité symplectique .

Avant de prouver ce théoréme je rappellerai les définitions des notions isopérimétriques appa-
raissant dans ces théorémes et &tablirai plusieurs résultats isopérimétriques nécessaires pour leur
preuve. IIs impliqueront notamment :

Lemme 5.1.1 1. Uhypothése 2. impligue I'hypothése 1 dans le théoréme 5.1.3.
2. Uhypothése 1. (resp. 2) du théoréme 5.1.2 implique Uhypothése 1 (resp. 2) of theorem 5.1.1.

Ainsi afin de démontrer ces trois théorémes, il suffit de prouver le théoréme 5.1.1 et de montrer
que 'hypothése 1 impligue la conclusion du théoréme 5.1.3.

Comme nous ’avons d’ores et déja vu dans la partie 2.2.6 ou 4.2.3, notre approche s'applique
également particuliérement bien aux variétés & bouts & courbure radiale bien bornée {qui dans
I’approche Riemannienne constituent le pendant des variétés de Stein). On a dans ce cadre un
résultat similaire :

Théoréme 5.1.4 Soit (M, Jy, go) une variété Kihler & bouts dont la courbure radiale est bien
bornée. Si de surcrott une des hypothéses suivantes est vérifiée :

1. (M,ddp?) est suffisamment non symplectique hyperbolique et plus précisément : u(B(a),ddp?) =
O(a™), o m est une valeur isopérimétrigue de M (i.e. exactement dans le cas oim = 2 :
M est non symplectique hyperbolique, auz sens a la fois go et S).

2. la courbure radiale de M est positive ou nulle et n = 2

Alors pour toute structure pseudo-compleze J uniformément compatible avec dd®p?, (M, J) est
non pseudo-Kihler hyperboligue.

Dans ce cas il est évident (partie 2.2.6) que 'hypothése 2. implique I’hypothése 1.
Qui plus est notons que dans le cas particulier d'une variété a poles, c’est-a-dire possédant un
point g tel que exp,, soit un difféomorphisme, sous les hypothéses du théoréme ci-dessus, ezpy,
est une quasi-isométrie et nécessairement m = 2.

Ces résultats seront démontrés dans la section 5.2.2. (La preuve du théoréme 5.1.4 apparaitra
comme une version simple de la démonstration du théoréme 5.1.1).

Mais commengons par énoncer certains corollaires intéressants de ces théorémes (que je prou-
verai section 5.3.2).

5.1.2 Applications et exemples

Notons dans un premier temps que, en appliquant ces théorémes & C* muni de sa struc-
~ ture symplectique standard et d’une structure pseudo-complexe compatible, toutes deux relevées
d’une structure du tore, nous retrouvons le résultat de Bangert :

Théoréme 5.1.5 ([3]) Pour toute structure pseudo-compleze J sur R?" uniformément compat-
ible avec la structure symplectique standard de RZ", (R?®, J) est non pseudo-Kdhler-hyperbolique.
Et donc, si (T?",w) est un tore standard (i.e. quotient de R®™ muni de sa structure symplectique
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standard). Alors, pour toute structure pseudo-compleze J compatible avec w, (T?",J) est non
Brody hyperbolique.

11 est naturel de tenter de généraliser ce résultat obtenu pour €* = CP* \ CP"~! au cas plus
général des variétés W = M \ H. Conservons les notations introduites dans la section 4.2.2. Si
H = {s = 0}, en notant ¢ = (—log|s}?) et wp = dd°¢, ¢ = exp(d) et w = dd 4, on a ainsi deux
variétés de Stein : (W, wp, Jo, ¢) (non compléte) et (W,w, Jo, ¥).

Le théoréme 5.1.2 permet dans ce cas-1a de montrer pour (W,w, Jo, %, |.|) :

Corollaire 5.1.1 Supposons gue (W,w) n’est pas fortement symplectique hyperboligue (par ez-
emple si W est une variété de Stein sous-critique) et que la section s définissant H est pseudo-
transverse. Alors nous avons vu que (W,w, Jo) n'était pas pseudo-Kdihler hyperbolique.

Si de plus, (W,w, v, Jo) est ¢ Hessien bien minoré ou d courbure radiale bien majorée alors cette
propriété est stable : pour toute structure pseudo-compleze J uniformément compatible avec w,
(W,w,J} nest pas pseudo-Kdhler.

En particulier, si (W.w, Jo) admet un guotient compact W, alors (W, J) et (W, J) ne sont pas
Brody-hyperboliques pour toute structure pseudo-compleze J compatible avec w sur W.

On peut de plus compléter et raffiner ce résultat en considérant parallélement (W,wy, ) :

Corollaire 5.1.2 Supposons gque (W,w) n’est pas fortement symplectique hyperbolique et que la
section s définissant H est pseudo-transverse,

1. si (W,w,J) est & courbure radiale bien magjorée, alors pour toute structure pseudo-compleze
J uniformément compatible avec w et wp, (W, J) n’est pas hyperboliqguement plongé dans
M,

2. si (W,w,J,9) est & Hessien bien minoré, alors pour toute structure pseudo-complexe J
uniformément compatible avec w et wy et vérifiant |ddSdlg < A pour A une constante
(et}.lo la norme pour wol., Jo.)), (W, J) n’est pas Kobayashi hyperboligque.

Si de plus J se prolonge en une structure pseudo-compleze sur M entier alors soit W, soit H
n'est pas Brody-hyperbolique.

Notons que la condition [{dd5¢|¢ < A sera en particulier vérifiée pour tout J suffisamment proche
de Jp puisque |[dd®Jp| = 1.

L'étude du Hessien dans des cas particuliers oi celui-ci est calculable de fagon directe me
permet, de trouver des exemples concrets :

Corollaire 5.1.3 Soit W = CP" \ {k hyperplans} pour k < n munie de sa structure compleze
canonigue Jy. Alors pour toute structure pseudo-complere dans un voisinage C' de Jo, (W, J)
n'est pas compleze hyperbolique.

En fait plus généralement, je montre :

Proposition 5.1.2 Soit W = P"C\ L o0& T est une hypersurface définie par {P = 0} avec P
un polyndéme homogéne de degré k sur C*11.

Il eziste une constante € telle que, s’il eviste @ < 1 tel que pour tout z € §™+1 C C**1, pour
tout v € C"*! avec {v,2z)c =0 et OP(v) =0

1 < 82P 1

Ivliw (5.3)
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alors avec la fonction pluri-sous-harmonique canonigue sur W, o = Ji%?; (vour laquelle si ¢ =
ey, dd®¢ = kw} (W, Jo, k@, ¢) est & Hessien bien minoré.

Et donc :

Corollaire 5.1.4 Soit W = P"C\ X ot T est une hypersurface définie par {P = 0} avec P
un polynéme homogéne de degré k sur C*+1. §i ¥ est une section transverse, c’est-a-dire si P
est un polynéme irréductible,(ou si T est seulement une section pseudo-transverse), et si W est
non symplectiquement hyperbolique (en particulier si W est sous-critique), alors nous avons vu
(proposition 4.2.1) que (W, Jo) n'était pas complere hyperbolique (pour Jy la structure compleze
standard). Si de plus, le polynéme P vérifie les hypothéses de la proposition ci-dessus alors cela
est encore le cas pour toute structure pseudo-compleze dans un voisinage C* de Jg.

Les résultats de la partie 2.2.7 suggérent d’appliquer les théorémes 5.1.2 et 5.1.4 aux variétés-
produits et aux variétés-fibrés afin d’obtenir de nouveaux exemples de variétés oit la non-
hyperbolicité complexe est stable.

5.1.3 Variétés-produit

Une fois encore, je vais énoncer plusieurs résultats selon que 1'on adopte le point de vue des
variétés a bouts ou celui des variétés de Stein. Ces résultats ne seront parfois pas exactement
des corollaires des théorémes 5.1.2 et 5.1.4 mais se montreront avec les mémes idées et la méme
méthode comme nous I'expliquerons dans la partie 5.3.4.

Tout d'abord dans le cadre de variétés a bouts :

Théoréme 5.1.6 Soit (M, gar, Jur) une variété & bouts & courbure radiale bien bornée et dont
une valeur isopérimétriqgue m = 2. Supposons que (M,dd°p?) est non symplectique hyperbolique
ie. u(B(a),dd%?) = O(a?).

Alors pour toute structure pseudo-complexe uniformément compatible avec dd‘pi,, M n'est pas
pseudo-Kdhler hyperbolique. Mais cela est également le cas pour les produits de M avec une autre
variété :

Soit (N, gn,wn, IN) une variété pseudo-Kihler ¢ bouts & courbure radiale bien majorée et dont
une valeur isopérimétrique m > 2. Considérons la variété-produit M x N, munie de la structure
symplectique w = dd‘pﬁ,{ Quwp et de la métrigue riemannienne g = gu D gn €l supposons que soil
M soit N ait une courbure radiale négative ou nulle. Alors pour toute structure pseudo-compleze
J (non nécessairement produit) uniformément compatible avec w pour la métrigue g, la variété
produit (M x N, J) est non pseudo-Kihler hyperbolique.

En particulier, pour tout quotient compact, My de (M, Jar,dd%p%), et No de (N,wn, N}, pour
toute structure pseudo-compleze compatible avec ddcpﬁdr @ wn sur My x Ny, les variétés pseudo-
complezes (Mp x Ny, J) et (M x N,J) ne sont pas Brody-hyperboliques.

Et donc évidemment :
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Corollaire 5.1.5 Soit (N, gn,wn,IN) une variété pseudo-Kihler ¢ bouts & courbure radiale
bien majorée et dont une valeur isopérimétrique m > 2. Alors si l'on considére la variété-produit
C* x N, munie de la structure symplectique w = wp ® wy et de la métrique riemannienne
g = go D gn, pour toute structure pseudo-compleze J sur C* x N uniformément compatible avec
w pour la métrique g, la variété produit (C* x N, J) est non pseudo-Kihler hyperbolique.

En particulier, pour tous quotients compacts Ny de {N,wn, Jn), pour toute structure pseudo-
compleze compatible avec wy ® wy sur T?* x Ny, {T?" x Np,J) et (C* x N,J) ne sont pas
Brody-hyperboliques.

Dans les cas ot ddp? n’est pas nécessairement une structure hyperbolique , on peut adopter
un point de vue légérement différent en considérant des variétés de Stein (tout en conservant le
critére de courbure) : -

Théoréme 5.1.7 Soient (M,war, Jar, ¥ar) une variété de Stein & géométrie 11;-bornée.
Si (M,wn) est suffisamment non symplectique hyperbolique : p(Mg,wpm) = O (a(l”‘s)“"iM . Alors

pour tout structure pseudo-compleze J uniformément compatible avec wyr, (M, J) est non pseudo-
Kahler hyperbolique. Mais en fait cette propriété est stable par produit avec variété & géoméirie
IIs-bornée :

Soit (N,wn,JN,¥N) une variété de Stein & géométrie Ils-bornée (pour le méme & que M) et
dont une valeur isopériméirique my > mys. Alors st M ou N est & courbure radiale négative
ou nulle, pour foute structure pseudo-compleze J sur M x N uniformément compaiible avec
W= wpy D wn pour la métrigue g = gar B gn, lo variété pseudo-compleze (M x N,J) est non
pseudo-Kdhler hyperboligue.

En particulier, pour tous quotients My de (M,wpy, Ju) et Np de (N,wn, Jn), pour toute structure
pseudo-compleze J compatible avec w = wpr ® wy sur My x Ny, les variétés pseudo-complezes
(Mo x No,J) et (M x N,J) ne sont pas Brody-hyperboliques.

Corollaire 5.1.6 Soit (N,wn, Jy,¥n) une variété de Stein géométrie I15-bornée et dont une
valeur isopérimétrique my > 2.

Alors si l'on considére la variété-produit C* x N, munie de la structure symplectique w = wp@uwn
et de la mélrique riemannienne g = go @ gn, pour toute structure pseudo-compleze J (non
nécessairement produit) uniformément compatible avec w pour la métrique g, la variété produit
{C* x N,J) est non pseudo-Kihler hyperbolique.

En particulier, pour tout quotient compact No de (N,wn,Jn), pour toute structure pseudo-
compleze compatible avec wp ® wy sur T2" x Np, (T?" x Np,J) et (C* x N,J) ne sont pas
Brody-hyperboligues.

Les deux corollaires énoncés dans cette partie impliquent en particulier (mais cela s’applique
également & une classe plus large de variétés) :

Corollaire 5.1.7 Soit N une variété hyperbolique compacte, i.e quotient de la variété hyper-
bolique (D™, whyp) (ou encore notée H* ) par un groupe d’isoméiries cocompact. Alors pour toute
structure pseudo-complere J compatible avec wp @ whyp, la variété (12" x N,J) est non Brody-
hyperbolique : il existe f : C — T?" x N, J-holomorphe non constante.

En effet, une isométrie holomorphe préservant la métrique et la structure complexe préserve
aussi la structure symplectique. De plus, les variétés hyperboliques D?™ ont une courbure radiale
négative (et donc a fortiori K(s) = 0}, leur dimension isopérimétrique m = co (a fortiori > 2)
et la fonction B(s) — 0 quand s — oo (et donc a fortiori est bornée). On peut donc méme
directement lui appliquer les théorémes 5.1.6 et 5.1.7.
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Plus généralement, pour toute variété non-hyperbolique M vérifiant les hypothéses du théoréme
5.1.2 ou 5.1.4, non seulement (M, J) est non-hyperbolique pour toute structure pseudo-complexe
uniformément compatible, mais de plus, cela est également vrai pour les produits M x D?®. En
effet, on peut appliquer les théorémes 5.1.6 et 5.1.7 pour N = [*" le disque hyperbolique. Ainsi,

Proposition 5.1.3 Si M est @ courbure radiale bien bornée (resp. & géométrie Il;-bornée)
et si elle est non symplectique hyperbolique (resp. suffisamment symplectique hyperbolique :
w( My, wpg) = O (a(l“s)%u) avec m une valeur isopérimétrigue de M), et si My en est un
quotient compact, Mo est non Brody-hyperbolique pour toute structure pseudo-complexe compati-
ble avec la structure symplectique. De plus, pour toute variété hyperbolique compacte Hy, quotient
de D®® par un groupe d’isométries holomorphes (en particulier les surfaces de genre > 2), pour
toute structure pseudo-complexe J compatible avec la structure symplectique produit sur Mgy x Hy,
(My x Hg,J) est non Brody-hyperbolique.

On pourrait également adopter un point de vue qui ne ferait pas intervenir la courbure mais
uniquement des hypothéses sur la fonction psh et plus particuliérement sur son Hessien, méme
si, comme nous I'avions déja souligné cette hypothése est souvent assez difficile & vérifier en
pratique :

Proposition 5.1.4 Soit (M, war, Jar, ¥ar) une variété de Stein & géométrie I5 fortement bornée.
Alors si (M,wpy) est suffisamment non symplectique hyperbolique, plus précisément si u(M,) =
0] (ami“(l_‘s' (1'*'5)',22)), alors, (M, J} est non pseudo- Kihler pour toute symplectique pseudo-compleze
uniformément compatible avec wyr. Mais on vérifie de plus que cela est également valable pour
les produits de M avec une variéié & géoméirie I fortement bornée :

5t (N,wn,JN,¥n) est une variété de Stein a géométrie I; fortement bornée (pour le méme
§ que M), alors pour toute structure pseudo-compleze J sur M x N uniformément compati-
ble avec wy @ wy (M x N,J) est non pseudo-Kéhler hyperboliqgue. En particulier, si J est le

relevé d’une structure pseudo-complexe sur un quotient compact de M x N, (M x N, J) est non
Brody-hyperbolique.

Rappelons maintenant les notions de calculs variationnels que nous allons utiliser pour prou-
ver ces résultats. Nous allons également prouver un certain de nouveaux résultats (généralisations
de ceux déja connus pour R?®) dont nous allons avoir besoin.

5.2 Outils de calcul variationnel

5.2.1 Rappels des notions et définitions

Rappelons tout d'abord la définition d'une valeur isopérimétrique et de la 2-dimension
isopérimétrique (23] d’une variété riemannienne (M, g) : si m est une valeur isopérimétrique
de M alors il existe une constante C > 0 telle que pour toute courbe [ fermée, contractile, dans
M, il existe une surface S telle que 85 =1 et aire(S)l_% < Clongueur(l). De plus la dimension
isopérimétrique est définie comme étant le plus grand nombre vérifiant cette propriété.

On sait [23] que si m > 2 alors la variété est Brody-hyperbolique. Aussi par la suite, quand nous
étudierons la non-hyperbolicité, nous nous restreindrons au cas ot m < 2.

Il découle immédiatement des définitions que la dimension isopérimétrique d’un produit M x N
est égale au minimum des dimensions isopérimétriques de M et de N.

Introduisons maintenant une autre notion : dans une variété riemannienne, la notion de 2-
courants rectifiables généralise la notion de surface de dimension 2 : un 2-courant rectifiable
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S est une application linéaire continue de 1’ensemble des k-formes C* & support compact dans
R (on définit de méme les k-courants). Ainsi, si § est une surface, on peut la voir comme un
courant [|5]] qui, & une 2-forme , associe [|S[}(7) = [g=.
On définit alors la masse (resp. le bord) d'un courant qui coincide, dans le cas classique des
surfaces avec I'aire (resp. le bord) de la surface. Citons leurs définitions précises (ainsi que celles
d'autres notions relatives aux courants).
— 8i S est un courant de M et f: M — N est une fonction lipschitzienne propre, f;(5)
est le poussé en avant de S par f; si # est une 2-forme et que f est différentiable sur NV,
£(S)(x) = S(Fm).

- Si 8 est un courant de (M, g), alors on appelle masse de S

M(S) = sup S(r).
lImfi<3
Dans le cas o S est une surface M([|S]]) = aire,(S).

-~ Le support spt {S) d’un courant a pour complémentaire le plus grand ouvert U vérifiant :
si w est une 2-forme & support dans U alors S(n) = 0. Dans le cas d’un courant de [|S]]
avec S surface lisse de M, alors spt ([|S|]) =S

— Le bord d’un 2-courant S est un 1-courant (une application linéaire sur les 1-formes) défini
par 85(a) = S(de), pour a une 1-forme a support compact. Dans le cas d'une surface §,
dl|S|] = [|85]], par la formule de Stokes.

~ Si § est un courant et B un borélien de M, alors le courant SLB est la restriction de § a
B (dans le cas d'une surface, cela correspond i lintersection).

Cela nous permet de définir la notion de quasiminimalité ou @-minimalité :

Définition 5.2.1 Soient (M,g) une variété riemannienne et @ > 1. Un courant S de M est
quasi-minimisant de constante Q (ou Q-minimisant), si M(S.B) < QM(X) pour tout
borélien B de M et tout courant rectifiable X tel que 8(X) = 8(SLB).

Dans le cas ol @ = 1, ceci est une généralisation des surfaces minimales.

Comme les courants que nous considérerons seront la plupart du temps de simples surfaces, nous
utiliserons dorénavant les termes de surfaces, aires plutét que celles de courants, masses... Pour
plus de précisions et de résultats on pourra consulter [12] (ou [33]).

Cette notion de @Q-minimalité interviendra de maniére essentielle dans notre étude étant
donné le résultat fondamental sur les courbes pseudo-holomorphes :

Lemme 5.2.1 Soient (M,g) une variété riemannienne, J une structure pseudo-complere et w
une structure symplectique exacte sur M. On suppose que :
() J est g-uniformément compatible avec w (de constantes o® > 0 et C > 0), i.e w(v, Jv) >
P?lv|> Vv et |Jv| < Clv| Vv
(i4) w est g-borné (de constante 8% > 0), i.e. w(u,v) < B?|u| [v| ¥V u,v.
Si f: (S,21) — (M, J) est pseudo-holomorphe, avec S surface riemannienne compacte d bord,
alors le courant fy([|S|]) est Q-minimisant pour Q = E;C.

Dém. : En effet, si B est un borélien de M et X un courant tel que 8X = 8(fy([|5|]). B), alors,
comme par hypothése |jw|| < 82, on a X (w) < BZM(X).
Or, si w = Ju, alors

M(X) < X(w) = 8X () = 8(£4(ISIN-B){p) = (A({ISDB) (w)-
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1l suffit donc de montrer que (f([|SI).B)(w) > SM(f({S|).B).
Or, si v est une 2-forme telle que ||v}] < 1, alors pour tout v € T'S, on a :

w(fue(V), fu(iv)) = w(fulv), Jfe(v)) > o?|fulv)]?
a2 az
> SlIITL0) = Fih@)f)

> %21"(.}’&(”)1 f*(""v)) .

On a donc

f flw > f fa.
1B f-1{B)

Ce qui termine la démonstration. H

Notons que si 'on considére la métrique Riemanienne g = w(., J.), on retrouve alors que toute
courbe J-holomorphe est 1-minimisante, c’est-a-dire minimisante pour cette métrique. Toutefois,
comme dans notre étude de la stabilité de la non-hyperbolicité de (M, w, Jg, go), nous allons étre
amenés 3 considérer des structures J € J(w) = {J go-uniformément compatible avec w}, la
notion de Q-minimalité, généralisation de la minimalité, interviendra naturellement. Bangert
I'introduisait déja dans son étude de la stabilité de la non-hyperbolicité du tore. 1l utilisait un
lemme sur les courants Q-minimisants de R?™. Toutefois ce résultat &tait propre 4 R*". J'ai donc
établi des résultats similaires dans le cadre de variétés plus générales. Ces résultats feront I'objet
de la partie suivante.

5.2.2 Principaux résultats

Rappelons tout d’abord le résultat sur les courants Q-minimisants de R2?.

Proposition 5.2.1 Pour toutes constantes Q > 1, mg > 0, il eziste une constante ¢ = c(Q, mgp)
telle que : pour tout p > 0, si § est un 2-courant Q-minimisant dans R®® tel que S C B{cp)
et M(S) < mop?, alors spt (S) C B(p).

Cerésultat est une étape clé de la démonstration par Bangert de la stabilité de la non-hyperbolicité
du tore. On souhaiterait donc obtenir des résultats équivalents dans le cadre de variétés plus
générales.

Afin de généraliser ce résultat, j’ai adapté la démonstration dans le cadre des variétés de
Stein et je montre :

Proposition 5.2.2 Soit (M,w, Jy,9¥) une veriété de Stein ¢ géométrie Is-bornée. Notons m sa
dimension isopérimétriqgue. Alors pour tout Q > 1, pour tout mg > 0, il eriste une constante
co = C(Q, mp) > 0 telle que si § est une surface Q-minimisante avec 8S C M, et aire(8) <
moa1*% alors § ¢ M,.

Dém. : Tout d’abord considérons la projection p; sur M, le long des trajectoires du flot de
V. Plus précisément si 'on considére ¢ le flot de X = 3 o alors pour tout x € M et pour
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tout t € R, ¥{¢:(z)) = ¥(z) + t. On définit donc p, par :

) = sig{z)<a
Pa(2) {qba_c(:c) si(z)=C>ea

On vérifie que :

Lemme 5.2.2 Si le Hessien de 9 vérifie Hess(v,v) > Al%[zh;]z pour v € {d¢ = 0}, alors,
sib > a, sur {¢ > b},

|(pa)s* < (%)ZA (5.5)

Dém. : Sur {¢ > a}, il est clair que (pg):(X) = 0 et que (pa)«(V) = (Fa—p)s(V) pour V €
T{y = b} {oi b > a). Notons que si V € {dy = 0}, alors pour tout ¢, (¢;).V € {dy = 0}. Ainsi,
il faut donc montrer que pour V € T{t) = b}, |(¢a-s)«(V)|? £ (%)M |V{2. Pour cela, minorons
Hee)u V|2 pour t > 0 et V € T{s) = constante} = {d = 0}.

Or si on note 8(t) = |(¢).V|?, on vérifie de facon immédiate que ¢'(t) = ]V—z‘mgﬂ essp(V, V).

Don, 8'(¢) > %"‘-IVF = 24; _'j.}tzn et Pintégration de cette inégalité prouve alors le lemme. B

Considérons maintenant S un 2-courant @Q-minimisant tel que 85 C M,, et que aire(S) <
(1+8)
mg a 7,

Soit ¥ > 1 quelconque (on le fixera plus tard). On note a; = 'yi%ag, de sorte que sur {¢ > a1},
[(pa; sl < +~L. Puis on regarde les courants @-minimisants S§; = SN {¢ > a;}. On a donc :
aire(8;) < Qaire(p,,(S;)). Comme |{py; )« < ¥ sur Sj+1, on obtient :

(1 =y Haire(Sj41) < (1 - Q@ 1)aire(S;).

et donc finalement pour tout j,

o o R
aire(S;) < (i—_%:f) aire(Sp). (5.6)

Or par hypothése, aire(Sy) < aire(S) < mpall*9%.

Qu’en est-il de aire(S;) 7 S'il existe un point x de S tel que ¥(z) = R? avec R? > aj, on voudrait
pouvoir la minorer en fonction de R (’équation ci-dessus permettrait alors de majorer un tel R).
On prouve alors le lemme :

Lemme 5.2.3 Soit m une valeur isopérimétrique de M. Alors il existe C = C(Q, M) tel que :
i S est Q-minimisant dans M avec z € S tel que {¥(z) = R%} et 8S C {1 < a}, alors

aire(§) > C ( /; %(s)ds)m.

Dém. : En effet, si 'on note a(t) = aire(SN{R ~t < /¥ < R}) et I(t) = longueur(SN{y =
R — t}), alors la formule de lacoaire s’écrit :

, 2
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Comme § est Q-minimisant et par définition de la valeur 1soper1metr1que il existe une constante
¢ ne dépendant que de M et de Q telle que I(£) > c(a(t))~=. Ainsi

’ 2 i
a'(t) = Cm (a(t))! ™=,

et intégration prouve le lemme. B
Au vu de ce lemme 5.2.3, 'équation (5.6) devient :

R 1 1 —_ Q_I m m. 1
o (LH8) Ry
/a,- “ﬂo(s)ds <C (——1 7_2) (moa 2 (6.7)

Comme par hypothése 3(s) < cs® pour des constantes c et § > 0, et comme 8(s) = Bo{v/5)?, il
existe ¢ tel que Fo(s) < ¢'s%, et donc, fjﬁ ﬂolgjds > C'(RM? — (,/G7)'*°). Finalement :

1+6 1—0Q-1 L
RS - (v /@) (1_62 ) m o+ (5.8)

Afin de terminer la preuve de la proposition 5.2.2 reste maintenant & montrer qu'il existe un

C > 0 ne dépendant pas de a, de § et de Q tel que si ap < C'a alors (5.8) implique R < a.
i

Pour cela choisissons tout d’abord 4 > 1 tel que (11;_0‘_:;_) = 1- m Alors, (——Q;;)m -0

v =
quand j — oo.
i
On peut alors fixer un j (indépendamment de a) tel que ( )m m{’," < 1. Alors, RS <
1

—A

(V@) +e + !—l—— avec aj = v ag. Ainsi, si 'on pose cp = ( )38 4~%*, 1a proposition 5.2.2
est bien vériﬁée |

Ce résultat implique immédiatement :

Corollaire 5.2.1 L’hypothése 2 implique [’hypothése 1 dans le théoréme 5.1.8. Et Uhypothése 2
du théoréme 5.1.2 implique Uhypothése 2 du théoréme 5.1.1.

Dém. : La propriété isopérimétrique de 1 et 2 découle immédiatement de la proposition 5.2.2
étant donnée la majoration u{M,) = O(a'*97) dans 2 et 2.
Pour 2 implique 2, on remarque de plus que comme 8(s) < cs?, al=% < CBTGET' |

On peut également adopter une démarche plus métrique, ¢’est-a-dire s’intéresser aux boules
B(r), plutét que se concentrer sur les ensembles {¢ < a}. Pour cela on se place dans le cadre
d’une variété & bouts coniques définie A la section 2.2.6 munies de la fonction distance g et on re-
garde les ensembles B(r) = {p < r} (pour r > 1). Nous allons voir que ’hypothése de “suffisante
positivité” sur le Hessien correspond & une courbure radiale “pas trop positive dans ce contexte®.

Plus précisément je montre :
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Proposition 5.2.3 Soit M est une variété 4 bouts & courbure radiale bien majorée. Alors pour
tout Q > 1 et tout mg > 0, il existe une constante C = C(Q, mqg) telle que, pour tout Ry > 1,
si une surface Q-minimisante S vérifie 0S C B(CRp) et aire(S) < moRy® (avec m une valeur
isopérimétrique de M} alors S C B(Ry).

Dém. : Tout d’abord, considérons p, la projection radiale sur B(r}. De fagon similaire au lemme
5.2.2 on vérifie que si Hessp > £H avec H = go — dp ® dp, alors |(p,)«| < (§)" sur {p > R}.
Or nous avons vu (section 2.2.65J que cette hypothése était vérifiée si la courbure radiale était
majorée sur {p = s} par curv(s) < K(s) avec [sK(s) <1 —p < 1. Ainsi

Lemme 5.2.4 Sila courbure radiale sur {p = s} vérifie curv < K(s) avec [sK(s) <1-pu <1
alors la projection p, sur une boule B(r) vérifie |(p,).| < ()" sur {p > R}.

Pour Ry fixé quelconque, on considére maintenant une surface @Q-minimisante S vérifiant 35 C
B(ro) et aire(S) < moRY". '

On peut alors appliquer le méme raisonnement que ci-dessus pour la proposition 5.2.2 en con-
sidérant §; = SN {p > r;} avec rj = 'yJi'rg (v étant & déterminé plus tard), et on obtient

aire(S;) < (%}%;:—)jaire(&,).

Supposons qu'il existe z € S tel que p = R. Suivant la méme idée que celle du lemme 5.2.3 (mais
plus simple puisque |dp| = 1), on a

Lemme 5.2.5 Sim est une valeur isopériméiriqgue de M, pour tout Q > 1, il existe C > 0 telle
que pour tout courant § Q-minimisant tel que S C {p < r} et tel qu’il exriste z € SN {p = R}
avec R > r, alors, aire(S) > ¢(R — r)™.

Ainsi il existe ¢ tel que pour tout j (avec r; < R), aire(S;) > ¢(R —r;)™. De plus par hypothése
aire(Sp) < aire(S) < moRy'. Finalement on obtient :

, 1 - -1\ = 1
R<qlirg+C (—-Q—2) m¥ R. (5.9)
1=~
On souhaiterait que cette inégalité impliqgue R < Ry. _
_ L 1 .
On fixe alors -y de sorte que (11;_2'—_—;—) =1- 5132-, puis j tel gue (1 — '213) m§ < % Alors si on

=1
pose rg = 1—;—R0, 'inégalité (5.9) implique R < Rp. Finalement la proposition est bien vérifiée
=i

avec C = L~ (qui ne dépend pas de Rp). B

Dans le cadre des variétés de Stein on en déduit :

Corollaire 5.2.2 Soit (M,w, J,1) une variété de Stein géométrie Ils-bornée. Supposons qu’elle
est suffisamment non symplectique hyperbolique i.e. vérifie : p(M,) < call=% ou m est une
valeur isopérimétrique de M.

Alors pour tout @ > 1 il existe une constante C = C(Q) telle que si une surface J-minimisante
S vérifie 85 C B(C’u(Ma_,_l)';') et aire(S) < p(Mg41) alors S C M,.

Dém. : On a vu lors de 1a remarque 2.2.1 que

B (Zao%) c M. (5.10)
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Ainsi, comme 8(s) < cs®, on vérifie que

B(ca'?)c B (2 Eo%f c M, (5.11)

Pour montrer le corollaire ci-dessus, il suffit donc de montrer que sous les hypothéses ci-dessus
S C B(Ry) avec Ry = da's.
Par hypothése il existe un ¢ tel que u(Mpy1) < cal'=9% =" RP.
Or la proposition ci-dessus nous fournit un Cp tel que pour tout Ry > 1, si une surface Q-
minimisante S vérifie S C B(CoRy) et aire(S) < ¢ RY alors S C B(Rp).
En posant C = 9, si § vérifie 8§ C B(Cu(Mat1)?) et aire(S) < p(Mai1), alors 88 C

B(CoRZ ) € B(CyRo) et aire(S) < c R, et donc § € B(Ro). B

Une conséquence immédiate de ce corollaire est :

Corollaire 5.2.3 L’hypothése 1. du théoréme 5.1.2 implique Uhypothése 1 du théoréme 5.1.1.

5.3 Etude générale de la stabilité

5.3.1 Preuve des théorémes 5.1.1, 5.1.3 et 5.1.4

Soient (M, w, Jy, ) une variété de Stein, et, avec les notations habituelles, M, = {3 < a}, go
la métrique associée 4 w et Jy et || la norme associée. On suppose que (M, w) n’est pas fortement
symplectique hyperbolique et donc pour tout a, p{M,,w) < co.

Considérons maintenant une structure pseudo-complexe J uniformément compatible avec w,
c'est-a-dire qu’elle vérifie par définition : il existe des constantes C > 0 et & > 0 telles que :

(i) Vv, [Jv] < Cly| 12
() Vv, wy(v,Jv) > alv]?, .

et ainsi les métriques w{.J.} = g et gp sont équivalentes.
Toutefois OM,, n'est pas a priori J-convexe et on ne peut donc pas, malgré la non symplectique
hyperbolicité, obtenir directement des disques J-holomorphes. Toutefois,

J = {structure pseudo-complexe J sur M compatible avec wg}

est un ensemble contractile et ainsi il existe H : [0,1] —+ J tel que Vz € M, Hp{z) = J(z),
H,(z) = Jo, et Vi, H; vérifie les propriétés (i) et (:2) de (5.12).

Alors pour tout @ > 0, on considére A, : R —= [0,1], C°°, valant 0 pour z < a et 1 pour
z > a+ 1. On définit alors J, € J par Jo(z) = H) (y())(z)- Elle vérifie :

(i) Vv, |[Jrv| £ Clv|

(i) Vv, wolv, Jv) > alv]?
(14d) Jo=Jsur M,

(iv) Js = Jy horsde M,y

(5.13)
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Ainsi J,; est uniformément compatible (pour les mémes coefficients C et « de (i) et (i) dans
(5.13)) avec w, et Mgyy1 est Jp-convexe. Comme p(M,) < oo, si on fixe xg € M, le théoréme
4.1.1 nous fournit des applications J;-holomorphes f; : D — M, avec :

(©)  fa{0) =m0
(i)  falOD) C OMapy
(zu) a'irega (fa,) < #(Ma-i-l)

Notons que les J, étant uniformément compatibles avec w pour des constantes C et a indépen-
dantes de e (voir 5.13), les f, sont donc Q-minimisantes pour un ¢ indépendant de a (Q = %)
Ceci étant fait, pour obtenir la non-hyperbolicité complexe de (M, .J) on doit “couper” les
courbes J;-holomorphes f, afin d'obtenir des courbes & image dans M, et donc des courbes
J-holomorphes.
Dans le cas particulier de R®*® la proposition 5.2.1 concernant les courants (-minimisants de
R*™ permet de réaliser cette opération. En effet dans ce cas-1a, M, est la boule B(y/a); de plus
p{Mg+1) < ca pour une constante ¢ > 0 et donc les courbes f, vérifient aire(f;) < ca.
Notons alors ¢ = ¢(Q, ¢) la constante fournie par la proposition 5.2.1. I existe o € [c\/a—¢, c/a]
(pour € > O petit) tel que S, = f;*(S,,) soit une sous-variété compacte de dimension 1 de D.
On peut alors considérer D, le plus grand disque topologique tel que 8D, C S, et 0 € D, et la
courbe fgp, vérifie :

(?) 8fa(Dg) CS,,, with g € [ev/2 —¢,¢/a]
(i) aire(fa(D,)) < aire(fs) < ca

En appliquant la proposition 5.2.1 avec p = y/a, on peut conclure que f,(D,) C B(p) = M, et

done fayp, est J-holomorphe. Finalement en reparamétrant par un biholomorphisme entre Dy

et D on obtient des courbes J-holomorphe h, : B — R?* avec

() aire(hs) < ce
(#) he(0)=0
(113} ho(0D) C Sy, withrg > Cy/a—1

La proposition 3.1.6 permet alors de (re)-montrer le théoréme 5.1.5 de Bangert. Notre objec-
tif est maintenant d’utiliser les “généralisations” de la proposition 5.2.1 obtenues dans la partie
précédente afin de généraliser cette construction au cas de variétés plus générales et par la-méme
de démontrer notre théoréme principal.

Nous avons vu (corollaire 5.2.3) que 'hypothése 1. impliquait I’hypothése 1. Montrons main-
tenant que I’hypothése 1. implique bien le résultat de stabilité de la non complexe hyperbolicité
énoncée dans notre théoréme.

Les courbes J,-holomorphes f, sont Q-minimisantes {pour un Q indépendant de a). Soit C =
Cg > 0 la constante fournie par 1'hypothése 1.. (Quitte éventuellement & prendre plutét comme
précédemment dans le cas de R?” une valeur trés proche de C+/u(M,11) par valeurs inférieures),
S.=f7Ys c m) est une sous-variété compacte de dimension 1 de D. Soit alors D, le plus

grand disque topologique de C tel que 8D, C S, et 0 € D,. Les courbes pseudo-holomorphes



5.3. ETUDE GENERALE DE LA STABILITE 95

fﬂl p, satisfont :

aire(fo(Do) < p(Mar1)
fa{8Da) C S, oy C Blwo, O/ i(Mavr)),

et donc d'aprés 'hypothése 1. fo(Da) C Ma. Les courbes fqp, sont donc J-holomorphes. On
poursuit avec le raisonnement habituel : on reparamétre via un biholomorphisme de D sur D, et
on obtient ainsi des courbes J-holomorphes b, : D — M, avec :

(i) aire(hs) < p(Mas1)
(i) ha(0) = 50
(i) ha(OD) C S(zo, C/i(Mar1))

Alors aire(hg) = O (d(ha(0), ha(OD))) et la proposition 3.1.6 implique donc que (M, w,J) est
non pseudo-Kahler hyperbolique (et ce pour tout J uniformément compatible avec w).

Pour les autres hypothéses nous avons vu dans la partie précédente que 2. impliquait 1. et
que 2. impliquait 2. Voyons donc comment obtenir notre résultat i partir de 1. et 2.
Comme les f, sont @-minimisantes (pour la méme constante @), on considére la constante C' > 0
fournie par ces hypothéses associées 4 ce @. Et on applique une nouvelle fois le raisonnement
habituel : en considérant S, = f;1({¢ = C a}) (ou éventuellement f;'(r,) avec r, proche de Ca
par valeurs inférieures), puis D, le plus grand disque topologique tel que 8D, C S, et 0 € D,,
on obtient des disques J-holomorphe hqy : D — M, avec :

(4) aire(ho) < p(May)
(72)  ha{0) = 2o
(#41) he(0D) C {¥ = Ca}.

Il y a alors deux fagons d’aborder le probléme et de terminer la preuve (correspondant respec-
tivement aux hypothéses 2. et 1.).

Soit on remarque comme en (2.16) et (5.11) que d(zp,{# = Ca}) > 2 W%%F Alors si

p(Mgp1) = O (F%G_GT)’ on peut appliquer le lemme 3.1.6 et (M,w,J) est non pseudo-Kahler
hyperbolique pour toute structure pseudo-complexe uniformément compatible avec w.

Soit on suppose que |dd5%| < C pour une constante C et la métrique go {comme lddjo'qbl 2= ]
cela sera notamment le cas si J est suffisamment C-proche de Jy mais il s’agit d’une hypothése
nettement plus faible que celle de la proposition 5.1.1). Dans ce cas-1a on vérifie que 7(h,) > C'a.
En effet, il est aisé de voir {de fagon similaire au lemme 3.2.1 comme ici h, est J-holomorphe)
que :

27 . 1 dp
P o ha(e?)dO — 211 0 ho(0) = / — f hodd5y.
0 P Jp(p)

De plus, par hypothése,

1
f dp f h:ddSw < Cr(ha),
o P Jop)
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et ainsi on obtient, 7(h;) > C'a. Ainsi, si u{M,)} = O(a), c’est-a-dire si M est non symplectique
hyperbolique , alors on peut appliquer la proposition 3.2.2 et on obtient donc bien que pour tout
J uniformément compatible avec w tel que |dd5¢| < C (pour une constante C et la métrique
g0), (M,w,J) n'est pas pseudo-Kahler hyperbolique.

On a ainsi prouvé le théoréme 5.1.1 et 5.1.3. Comme on le disait cela implique également le
théordme 5.1.2.

La démonstration du thécréme 5.1.4 suit la méme idée mais s’avére &tre bien plus simple.
On considére (M, Jo, g) une variété a bouts vérifiant les hypothéses du théoréme (et plus pré-
cisément uniquement la premiére puisqu’elle est impliquée par la seconde). Comme la courbure
radiale est majorée par une fonction K adéquate, nous avons vu & la proposition 2.2.7 que dd®p?
était bien une forme symplectique compatible avec Jp. Ainsi les ensembles B(a) sont Jg convexes.
Si J est une forme pseudo-complexe uniformément compatible avec dd®p? (pour la métrique g),
on peut, en suivant 'idée développée auparavant, construire :

(i} Vv, |[Jrv| £ Clvl

(i) Vv, wy(v,Jv) > ajv)?
(ii) Ju = J sur B{a)

(iv) Jo = Jp hors de B{a + 1)

puis, en suivant le raisonnement habituel, des applications Jg-holomorphes fg : D — B(a + 1)
avec !

(1)  fa(0) =2
(#)  fo(8D) C 8B(a +1)
(i) aireg,(fa) < p(Bla+1)) < ma™

Alors, comme les courbes f, sont toutes (J-minimisantes pour un méme @, en posant C =
C(Q, mg) la constante fournit par la proposition 5.2.3 on obtient finalement (les explications
sont le mémes que celles de la preuve du théoréme 5.1.1) des courbes h, : D — M avec :

(i) Ohs(D)CS,,, withrye[Ca—¢,Cal
(1) aire(hqa(D)) < mga™ < mpa®

Et finalement, la proposition 3.1.6 termine la preuve.

5.3.2 Preuve des corollaires 5.1.1 et 5.1.2

Voyons maintenant comment déduire du théoréme les différentes applications et exemples
donnés section 5.1.2.
Plagons pour cela dans le cadre de variétés du type W = M \ H en conservant les notations
habituelles. De plus, |.| désigne la métrique associée & w et Jy. et |.]o désignera celle associée &
wp et Jo.
Notons que

w=1 wp+19 dp Ade (5.14)
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Par un simple calcul, on vérifie donc que :

|do|2

2 _
W= T g

Or d’aprés l'égalité (?7), si H est pseudo-transverse (i.e |8s| > ¢|s|® avec 0 < a < 1), alors
|délg = cp'™™ et ainsi,

wl—a d’l/}2
Crgee = | v,bl =t

On en déduit alors des estimations des fonctions fondamentales a et 4. Tout d’abord 8(s) < 1
(soit avec les notations des théorémes, § = 0).

De plus ﬁ <1+ ;T:.ng Alors l'estimation (2.14) de la capacité permet de conclure qu'il existe
une constante C tel que u(M,;,w) < Ca (avec M, = {¢p < a}).

Ainsi si W vérifie les hypothéses du corollaire 5.1.1 alors 'hypothése 2. ou 1. du théoréme 5.1.2
est vérifiée et 'on a la conclusion souhaitée.

(5.15)

Afin d’obtenir le corollaire 5.1.2, on conserve les hypothéses (et donc également les conclu-
sions du corollaire 5.1.1).

Comme !'hypothése 2. ou 1. du théoréme 5.1.2 est vérifiee par (W, J,w, ), pour tout J uni-
formément compatible avec w, on obtient (voir la démonstration du théoréme 5.1.1) une suite
d’applications f; : D — M,, J-holomorphes, vérifiant soit

(¢)  aire(fa) < p(Mat1)
(i)  fa(0) = =g
(##0)  fa(OD) C {¢ = Ca},

dans le cas ol le Hessien est bien minoré, soit

(@) aire(fo) < p(Mav1)
(i7)  fa(0) = zo
(i#d)  fo(0D) C S(C Va),

dans le cas ol la courbure radiale est bien majorée. En fait on a juste montré que f,(6D) C

S(z0, cv/1i{Ma+1)), mais dans notre cas précis actuel, on a vu que p{M;) < Ca (pour une
constante C).

Si 'on suppose de plus que J est uniformément compatible avec wp, alors, en utilisant le
théoréme de Stokes on montre que :

aire(fa,90) < C f fawo = C’l f faw < C”lu(Ma) < Co. (5.16)
i) ¢ Jp a

Dans le cas de I'hypothése sur la courbure radiale, on a alors directement que aire(fs,go) =
o(dg, (fa(OD}, fa(0))). Ainsi d’aprés la proposition 3.1.6, (W, J, go) n'est pas pseudo-Kahler hy-
perbolique, et plus précisément pas go-hyperbolique. Comme (W, go) est relativement compacte
dans M, on en déduit que (W, J)} n'est pas hyperboliquement plongé dans M. Et la derniére
remarque est alors évidente (en prenant la limite on obtient une courbe entiére J-holomorphe).
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Dans le cas d'un Hessien bien majoré si on suppose de surcrojt que |dddS¢lp < A (pour une
constante A), on a d’ores et déjd montré dans la section précédente qu’alors,

as > i )
7(faywo) > B f:39%)¢0fa

et donc ici 7(f;) = C' a. On a alors aire{fa, go) = o(7(fa, ws)). La proposition 3.2.3 nous permet
alors de conclure.

Prouvons maintenant la proposition 5.1.2. La démonstration, est, nous allons le voir, trés tech-
nique. Toutefois ce résultat est important car il permet d’obtenir un large champ d’applications
pour nos théoréme 5.1.2 et 5.1.3.

5.3.3 Preuve de la proposition 5.1.2 et ses corollaires
Analyse générale

Pour commencer notre étude, restons dans le cadre général de W = M \ H et conservons les
notations de la partie précédente.

Notre objectif est de démontrer que le Hessien est bien minoré : Hess (v, v) > ALV—;EE[?;IQ pour
v € {d¢ = 0}.
Dans ce contexte, particulier, nous avons vu que :

jdel2

2 _
= T sy

Ainsi, I’hypothése se lit :

d 2
Hess (v, v) > ATH%I%MZ (5.17)

Etudions cette condition plus précisément :

Notons V1 le champ de gradient de 4 pour la métrique g et V¢ le champ de gradient de ¢
pour la métrique go. Comme, g(u,v) = ¢ (go{x, v} + do(u)dd(v) + dp(Ju)dep(Jv)), on en déduit

aisément que Vi = —e® ot . o désigne la norme pour gp.
1+{Vely

Aussi, pour v € T;;{dy = constante}, on a Hess(v,v) = g{D,V¢,v) = ﬁT%EEg(D”V¢’ v),
avec D la connection de Levi-Cevita de g. En prolongeant v en un champ de vectewrs V vérifiant
Ly(Vé) = —LygyV =0 (i.e si ; est le flot de V¢, V = (;).v le long des trajectoires de gradient
de ¢), on obtient que Hess(v,v) = %— ']A_I—%?¢E£V¢ (g(V,V)). Et finalement, vu 'expression de g
en fonction de go :

1

1
HESS'(I)(U, ’U) == 5 W

Lys (e¢ (90(v,v) + dp(V)? + d¢(JV)2)) . (5.18)
Tout d’abord notons que Lyydd(JV)? = 2dd(JV)Lvg (wo(V e, —V)). Aussi, comme Lygwp =
wo et que LyyV = LyysVe =0, on a en zp, £v¢d¢(JV)2 = qub(J'v)z.

De méme, comme par hypothése dp(v) = 0, en zq Lyadp(V)? = 0.
De plus, Lygs{go{v,v)}) = 290 (D%¢If, V), avec DO la connection de Levi-Cevita de go. Et comme
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Ly4V = 0, on obtient en zg Lyys(go(v,v,)) = 290(DIV¢, v).
Finalement, comme Lygze? = e?|V4|3, (5.18) devient :

1 [Vels 4 2 1 0
Hessy(v,v) = 5 1+|V¢|2 glv,v) + +|V¢|§d¢(h) +———1+IV¢|390(D”V¢’U) (5.19)

Afin de vérifier I'hypothése requise sur le Hessien (5.17), le seul terme qui nous est “inconnu”
et qui pose probléme est le dernier. En fait, on constate qu'il suffit de montrer qu’il existe a < %—
tel que

90(D2Ve,v) < a|V4[3 g(’;”) @ |VelZ (go(v,v) + dg(Jv)?) (5.20)

Tentons de voir ce que ce terme go{ DIV, v) vaut dans des cas oit DOV est aisément calculable.

Nous allons donc considérer le cas particulier ot M = F*C et oit & = {P = 0} avec P un
polynéme homogéne de degré k sur C**!, Alors ¢ = —log (%{E) (ot |z| désigne la norme
euclidienne habituelle de z dans C"*+!) et wy = dd°¢ = 4k, avec @ la structure symplectique
canonique de P*C. Précisons que 'on a normalisé @ de sorte que pour z € C**1, pour u,v €
H, = {u tel que (u,2) = (u,iz) = 0} = T;P*C, g(u,v) = &(u, Jov) = %)- (ot {.,.) désigne le
produit scalaire euclidien canonique de R?+2 ~ C*1).

Ainsi, g et sa connection de Levi-Cevita I étant connues, on peut donc calculer V¢, puis DIV
et enfin le terme de (5.20) go(DIV¢,v). Ces calculs feront 'objet de la prochaine section :

Evaluation du Hessien

Dorénavant nous identifierons H, = {u tel que (u, 2z} = (u,iz) = 0} = {u tel que {(u,z)c =
0} avec Tp,)P"C (avec (., .)c le produit hermitien canonique de C*+1), et on désignera par p = p,
la projection orthogonale de C**! sur H, (p,(v} =v — (v, 2)cge eb P est C—hnemre)

Le gradient de ¢ dans C**! pour la métrique euclidienne canonique est X; = 2 z— LOF
P q H 3;'.

ol %g désigne le vecteur ayant pour coordonnées (%Izi)j = %. Alors, le gradient de ¢ pour g est
|21 p2(X1), et ainsi :

_ |z|2 1 arP
Vo =- 2k P P 6z

Or, comme P est un polynéme homogéne de degré k, ( 2 = kP(z). Finalement,

2

Z
2 em, 5.91
%P oz 2 € (5.21)

Alors pour v € H,, DIV¢ = D,V¢ = p(D*V¢) = % pz (d( )(’u)) + 3. Et ainsi, comme
v € H, {v,p(u)} = (v,u) pour tout u € C**! :

d0(DYVb, v) = %go(v,v) _ 29 (1 op ) (0}, 0) = -gu('u v) — 2(W, v), (5.22)
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avec la notation habituelle :
n ar
P oz = Oz b

et ol 'on note W = 0 (%5 %) (v). Ainsi afin de vérifier 'hypothése sur le Hessien, on est ramené
a calculer des dérivées usuelles de polynémes et fractions rationnelles et un produit scalaire
euclidien usuel : on doit estimer (8 (& 1 25 (v),v) = (W, v).

Dorénavant, afin de simplifier les notations, nous nous placerons en des relevés de [z] € P*C
tels que |z| = 1.
Tout d’abord, exprimons la quantité essentielle : |Vg|g. Vu (5.21),

n 9 n
IVélewe = Z 4 + E 4k2 |p|2
=
Ainsi, |Vé|2,. = % ?:O |%§| - 1) et donc pour go

(Vi3 = ( wIP ) (5.23)

Ainsi, au vu de (5.22), comme par hypothése |Vel|2 — co la condition (5.20) est vérifiée si et
seulement si il existe o < 1 tel que

1.,18P 18P
4k(P6 ’>C 4]6(’ )

(W, 0)] < alvfi’lg(go('v,v) +dg(Jv)?), (5.24)
(et comme go(v,v) = 4k |'v|3u,:) si et seulement si il existe & < 1 tel que
1 6P
o <o 2| (ke grastan?) (5.25)

Considérons maintenant v € H, = {u tel que {(u,z)c = 0} =~ T{jP"C tel que d¢(v) = 0, ce

qui signifie que R (E"’_D %;g-"—’-'uj) = 0. On distinguera deux cas : celui olt d¢(Jv) = 0 et celui
ot v = JVg.

Considérons tout d’abord le premier. Le vecteur v vérifie ainsi & (Z i—0 %gf vj) = 0 et

donc 37 & E—UJ = 0 On a donc 8P(v) = 0. Aussi W = 8 (3 4F) ('u) $0 (5F) (v) et W; =
(8 (5 %f ) ('u)) Yoo Eﬁié':i‘”‘ Finalement dans le cas ol d¢p{Jv) =

— 1« &%

(W, 'U) = §R (—P; iJZ=0 321 azj ‘U{UJ)

Ainsi on montre bien que s'il existe @ < 1 tel que pour tout v € C**! avec {v,z)c = 0 et

8P(v} =0,

Z”: ap &P
(A
P Uaz,,azJ

aP|?

z;

Ivleuc’

< |P|2Z
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alors I'inégalité (5.25) et donc la minoration du Hessien sera vérifiée pour tout v tel que d¢(Jv) =
0.

Considérons maintenant v = JV¢. Alors v; = 7:52'1—2_;:7533?, et 0 ( L BP) (v) = %} gzi;_ ( o gﬁ%’u,)+

P 21—0 Be; az 35 Vi s'exprime en utilisant que P (resp. g—z}%) est un polynéme homogéne de degré k

(resp. de degré k — 1) et donc que } 1 Ez, = kP(z) (resp. > .7 3‘%2’@ =(k-1) ap) Ainsi,

i 8P 1 — i P i . 8%p BP
W= e o | — - — (k- 1)— — —
7 2P 8z ( 1) + ZP(k 1)3zJ- 2k | P|? g 02;0z; 0z;

Soit vue 'expression de la norme de V¢ dans (5.23) on a :

3_P2

O gvepa o1 PP i~ &P TP
W; = 2P (|V¢|0 + (k 1)) 32_,' 2% |P|2 Z(:) aziaz_,' Oz
Ainsi
- -1 1 2 P 1 2 _ B_P ?
(W,v) = 2 R (P([V¢|0+k-—— 1);azjzj - _k[P|2(|v¢|0+k 1)¥|62

2p 3P 2p 3P P
Etant donnée la k-homogénéité de P le premier terme vaut :
i (IVélg + (& - 1) [Vel3.
De méme en utilisant la (k — 1)-homogénéité de gz%, on voit que le deuxiéme terme vaut :

k—1 9 1 1 8*pP 3P 6P
Ak (|V¢|0 + (k - 1)) - mﬁ (|P|2-P- ;; aZ;'aZj ;9_3, 5—2—3—)

Or go(v,v) = |V¢|3, dp(Jv) = |V¢|3. Ainsi vue 'expression de (W,v) obtenue ci-dessus,
comme les termes en |V¢|3 et |V¢[§ seront négligeables hors d'un compact devant |V4l§, I'iné-
galité (5.24) est équivalente a ce qu'il existe & < 1 tel que

1 8*°P 8P P
k2 |P|2P sz: 82;0z; 8% 0z;

Or (en appliquant deux fois 'inégalité de Cauchy-Schwarz),

1
< [ —
EIPPIP (Z

< a|Vel§

8*pP
02:0z;

) (Bl

1 0’P QP 0P
k2 |P|2P ZZJ: 82:02; Bz Bz;
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qui est équivalent a :

1 2\ ®

Pour vérifier I'inégalité (5.24) et donc la minoration du Hessien pour v = JV¢, il est donc bien
suffisant de montrer que
) 2)

1 2\ }
Considérons le cas ol la section est transverse, c'est-a-dire .

8P
(fizt('i'zJ

a*p
Bz,BzJ

Cas de section transverse ou pseudo-transverse

;7'=0 > Cp hors d’'un
compact (pour Cp une constante >0). Alors toutes les hypothéses de la proposition 5.1.2 sont

2
vérifices. En effet on peut majorer }, ; a—fa% par une constante sur {|z| = 1} c C**3.

L’hypotheése sur le Hessien est donc bien vérifiée et on peut appliquer les corollaires 5.1.1 et 5.1.2.
On a alors directement le résultat du corollaire 5.1.4.

ap |2

Exemple de P*C\ k hyperplans

Dans ce cas P = Hf____é zj. Ainsi,

.
10P {0 sij>k (5.26)

P8z L osij<k-1

D’aprés (5.23), on a donc :

Tt
V43 =% (—1———

De plus,

=k (% kz_f _IF - 1) (5.27)

e Zi %
B 5en, 2 (5.28)

1 P L sijAi<k-1
0 sinon.

Nous allons voir que les hypothéses de la proposition 5.1.2 sont vérifiées.

k-1
Considérons v € H, avec d¢(v) = d¢(Jv) = 0, c’est-3-dire dP(v) = 0, soit Z %’— = 0. Ainsi,

j=0"
d'un cHté :

LY >, uu
P E)z,é)z:J it ,z,—

uJ—'-
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k—1_2
_ Y
= 3
§=0 %
k-1 2
Vs
< -
=0 1%
D’un autre c6té :
1 & &%P U; Uy
— Vil =
P 0 02; 0z; i1 B
V; Vs
< |5
-z-
T
D’on finalement
k-1 2
1 Vg Vg Ui
PPV EE 1|+ 3|
J —_—
P Py
P Bz,,azj 2 i L B A B

1A

| bt
P
. ?r'
‘I_l,

|_
e
g

g

™
\____,_/

et 'hypothése (5.3) de la proposition 5.1.2 est satisfaite.
Pour la condition (5.4), on remarque que :

: ((Zu |2)2)2 .le 7

Et la condition (5.4) est bien satisfaite.

s

8P
02;0%;

1
(g

Or cela est équivalent & (k|Ve|2 i.e. &) ?17 EJ =0
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5.3.4 Preuve des résultats sur les variétés-produits de 5.1.3

Pour le théoréme 5.1.6, notons tout d’abord que si une valeur isopérimétrique de M myr = 2
et si celle de N est supérieure ou égale 4 deux alors une valeur isopérimétrique de M x N est
égale a 2.

De plus, par définition de la courbure radiale, on vérifie aisément qu’en un point (z,y) € M x N,
la courbure radiale de M x N vérifie :

curvpy N (T, ) < max(curvy (z), curvn(y)).

En effet le vecteur radial de M X N Ouxn = %(BM + 8n) et le tenseur de courbure est
la somme des deux tenseurs de courbure (puisque la métrique est la métrique produit). Ainsi

1 .
curvmMxn(z,y) = 7 eTi:lp TN(I'ullcurvM {x) + |va|curun(y)), et 'inégalité de Cauchy-Shwarz
[ LU E
|12+ [ f2=1

fournit I’inégalité souhaitée. On en déduit alors que si par exemple Ky = 0 alors :
Krrxn(s) € Kn(s).

Ainsi si 4 la fois la courbure radiale de M est nulle et celle de N vérifie [ s K(s) < 1, alors celle
de M x N vérifie cette méme hypothése (les roles de M et N pouvant bien-sir &tre échangés).
La démonstration est alors similaire 4 celle du théoréme 5.1.4. On considére les ensembles
M, = By(a) x By(a). Is sont Jy-convexes {pour Jp = Jyr x Jn) et leur capacité p(M,,w) <
i(Bar(a), war) < Ca? (pour w = dd°pl; @ wiy).

Pour J uniformément compatible avec w fixé, on construit des J, (= J sur My, Jo hors de M,41)
et on obtient des applications f,, Jo-holomorphes, avec aire(f,) < Ca? et f,(8) C M1, qu'il
va s'agir de couper. Pour cela on peut appliquer la proposition 5.2.3. Bn effet ceile-ci est énoncée
pour les boules By v (R). Mais comme BM(%) xBN(—%) C Buxn(a) C By(a)xBn{a) = M,,
on en a une méme version pour les ensembles Mp. Ainsi finalement on obtient une suite d’ap-
plications J-holomorphes ko : D = M x N avec aire(h,) < Ca? et ha(0D) C OMeyq. Et la
proposition 3.1.6 conclue la preuve du théoréme 5.1.6.

La preuve du théoréme 5.1.7 est similaire. On utilise juste que, étant données les hypothéses,
la dimension isopérimétrique de M x N est égale A celle de M. De plus les deux variétés étant 3
Hessien fortement minoré, on vérifie que M x N P'est également et donc a fortiori est & Hessien

bien minoré. On peut donc appliquer & cette variété le raisonnement de la preuve du théoréme
5.1.1.



Troisiéme partie

Structures feuilletées paraboliques
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Chapitre 6

Introduction et motivation de I’étude

6.1 Mesure hyperbolicité

Une idée similaire & celle de la Kobayashi-hyperbolicité permet de définir I'hyperbolicité de
la mesure : comme la Kobayashi-hyperbolicité correspond a la non-dégénérescence de la distance
de Kobayashi, de méme ’hyperbolicité de la mesure correspond & la non-dégénérescence d'une
mesure construite sur la variété 3 partir d’applications holomorphes de polydisques dans la var-
iété.

Expliquons cela plus précisément.

Si M?™ est une variété complexe, on définit (comme on avait défini la pseudo-distance de
Kobayashi) dans un premier temps la mesure de Kobayashi ¥s. Pour cela on considére le poly-
disque D" = D x --- x D (4 ne pas confondre avec le disque hyperbolique que nous notons
généralement D??, D?" = {z,|z| < 1} ¢ C"). A la métrique hyperbolique produit (le n-tenseur
de la métrique hyperbolique sur le disque D) est naturellement associée une forme volume, et
ainsi le polydisque est naturellement muni d’une mesure, appelée la mesure hyperbolique et
que l'on notera ¥,. On va alors transporter cette mesure sur les variétés complexes M via des
applications holomorphes.

Deéfinition 6.1.1 Si A est un ensemble de Borel contenu dens M, on définit la mesure de
Kobayashi de A par :

Up(A)=  inf S 0T,
u(4) {(f;-),-,(lfi)‘-}ea; (%)

ot {(fi)i, (Ui)i} € Fa si les applications f; : D® — M sont holomorphes, si, pour tout 3, U; C D*,
et si A C U; fi(U;).

On vérifie notamment que :
1. 1l s’agit bien d’une mesure.

2. Toute application holomorphe f : M?* — N2" est décroissante pour les mesures de
Kobayshi de M et N.

3. La mesure de Kobayshi du polydisque ¥p- est la mesure hyperbolique ¥,,.

Définition 6.1.2 Soit (M, J) une variété compleze. Elle est dite mesure-hyperboligue si pour
tout ouvert U C M non vide Up(U) > 0.
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Comme on montre que s’il existe une application holomorphe non constante f : C - M non
constante alors M n’est pas Kobayashi-hyperbolique, on montre 14 :

Lemme 6.1.1 S’il existe une application holomorphe non constante f : D*! x C — M?" alors
M n’est pas mesure-hyperbolique.

Notons que ces définitions ne peuvent étre cette fois généralisées au cas pseudo-complexe.
En effet si on choisit une structure pseudo-complexe quelconque, de telles applications (pseudo-
Jholomorphes du polydisque dans la variété peuvent ne pas exister. Et on a méme que si de
telles applications existent, alors nécessairement la structure pseudo-complexe est intégrable (sur
toutes les images de ces applications).

De méme P'existence d’une application f : I?~! x C = M?" pseudo-holomorphe implique l'inté-
grabilité de la structure pseudo-complexe. Aussi la notion de mesure-hyperbolicité n’a-t-elle de
sens que dans le cadre complexe {intégrable).

Toutefois, plusieurs problémes intéressants relient ces idées avec celles de notre étude pseudo-
complexe. Une premiére notion apparait comme un lien naturel entre les questions que nous
avons évoquées dans le début de notre thése et '’hyperbolicité de la mesure (et plus précisément
en fait l’existence de courbes holomorphes f : I*~! x C) : il s’agit de la notion de feuilletages
paraboliques, i.e. feuilletages par feuilles isomorphes & C. Nous allons expliquer cela.

6.2 Des courbes entiéres aux structures paraboliques feuilletées

Rappelons tout d’abord les définitions de feuilletages.
Tout d’abord dans le cadre différentiable, une variété M (de dimension réelle n) est dite munie
d'un feuilletage F de dimension réelle k si M s’écrit comme l'union de feuilles (Fy),, toutes de
dimension réelle k, deux a deux disjointes, telles que pour tout zg € M, il existe un ouvert, dit de
trivialisation, U 3 29 et un diffeomorphisme f : U — B*~%{1) x B¥(1) telle que pour toute feuille
F, intersectant U/, chaque composante connexe de F, NU soit envoyée difffomorphiquement sur
un {z} x B* pour un z € B*~%,
Dans notre cas nous nous intéresserons aux variétés de dimension 2n paire et aux feuilletages de
dimension réelle 2.
Dans le cas oi M est munie d'une structure pseudo-complexe J, il est particuliérement intéres-
sant de considérer les feuilletages de M par des feuilles complexes, c’est-d-dire telles que, pour
toute feuille F, pour tout point £ € F, T, F soit invariant par J et donc soit un sous espace
complexe (de dimension réelle 2 et donc de dimension complexe 1) de T, M.
Dans le cas oit M2 est une variété complexe, on définit les feunilletages holomorphes : un feuil-
letage F est un feuilletage holomorphe de dimension complexe 1 si pour tout z € M, il existe un
ouvert {7 dit de trivialisation holomorphe contenant z, et un biholomorphisme ¢ : U — D*~1 x D
tels que pour toute feuille F,, intersectant I/, chaque composante connexe de F, NU soit envoyée
biholomorphiquement sur un {z} x D pour un z € D*~1,
On peut classifier les feuilles de tels feuilletages (comme on classifie les surfaces de dimension
réelle 2 et ainsi les variétés de dimension complexe 1) : on dira qu'un feuille est parabolique si
elle admet un revétement universel isomorphe 4 C, hyperbolique si son revétement universel est
le disque, elliptique sinon.

Voyons maintenant comment cette notion de feuilletages, et plus particuliérement la notion
de feuilletages par feuilles paraboliques s’insére naturellement A la fois dans le cadre de notre
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étude et dans le cadre ’hyperbolicité de la mesure.

Dans le cadre de notre étude précédente, nous avons montré que (sous certaines hypothéses
de compacité) si M n’était pas symplectique hyperbolique alors il existait une application
f: € =5 M pseudo-holomorphe. Mais on peut se demander s’il en existe-il une a travers chaque
point. Augquel cas, les courbes obtenues forment-elies un feuilletage de la variété ? Ce feuilletage
est alors par construction 4 feuilles paraboliques. Si la structure est intégrable, est-il holomorphe ?

Des lors que I'on a obtenu un feuilletage holomorphe parabolique le long d’un disque holo-
morphe plongé, on est ramené & notre sujet initial de mesure-hyperbolicité est : existe-il une
application holomorphe f : D! x C — M qui soit feuilletée, c’est-a-dire qui envoie chaque
{z} x C sur une feunille? Cette derniére question sera l'objet de cette partie; cela constituera
un premier pas vers la compréhension de I'ensemble des questions et problémes exposés ci-dessus.
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Chapitre 7

Variété complexe feuilletée
paraboliquement

On considére donc une variété complexe X de dimension n {c’est-a-dire de dimension réelle
2n) munie d'un feuilletage holomorphe F de codimension 1 dont toutes les feuilles sont paraboliques
(i.e. de revétement universet C).

On souhaiterait voir sous quelles conditions il existe une application holomorphe F : D*~1 x
C — X qui soit compatible avec le feuilletage, ¢’est-a-dire qui pour tout =z € D envoie {z} x C
sur une feuille du feuilletage.

Afin de répondre 4 cette question, on considére (afin de simplifier les notations) dans un premier
temps le cas d'une variété de dimension complexe 2, c’est-a-dire de dimension réelle 4 et j’intro-
duis une classe particuliére C d'applications F : D x C — X qui apparait naturellement comme
candidats dans cette étude. Et je montre que si une application du type souhaité existe, alors
nécessairement elle appartient 4 €. On est donc ramené 4 étudier I'holomorphie des applications
de C.

Pour toute application F € C, j'introduis une fonction w, holomorphe le long des feuilles, qui
mesure le défaut d’hyperbolicité de F, nulle si et seulement si F' est holomorphe. Cette fonction
dépend de F. Toutefois, on constate que si I'une des applications de F' est holomorphe, alors
toutes les applications de C passant par les mémes points le sont aussi. Cela améne & s’interroger
sur I'existence d’un invariant sur X mesurant le défaut d’hyperbolicité de toutes les applications
de C. A cette fin, en étudiant comment la fonction w varie avec F, je parviens a construire
un tenseur invariant I', indépendant de F, qui s’annule sur un ouvert si et seulement si les F
de C & valeurs dans cet ouvert sont holomorphes. Cette construction est décrite dans la partie
7.2.4. T ne dépend que de la structure du feuilletage et est donc un invariant associé canonique-
ment au feuilletage qui mesure Pexistence de cylindres pseudo-holomorphes compatibles avec le
feuilletage. Plus précisément :

Théoréme 7.0.1 Pour F € C, on peut construire sur Up, un ouvert de trivialisation cutour de
zg = F(0,0), un tenseur

Tr:TX xTF —C

Il ne dépend pas de F : si F' € C et Up NUpr #, alors Tp = T'gr sur Up N Upr. On peut donc
définir I' = I'p. C’est une (1,1)-forme sur X qui est un invariant du feuilletage et qui s’annule
ssi les applications F' sont holomorphes. Plus précisément, pour toute F' € C, I' s’annule sur
F(D x C) si et seulement si F est holomorphe.
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De plus, T’ peut étre également vue comme une section holomorphe le long des feuilles du fibré
holomorphe E = ACNTN @ ACOTF qu-dessus de (X, F).

Ainsi, si I' = 0, alors toutes les applications F' € € sont holomorphes. Ce foncteur I' étant une
section holomorphe le long des feuilles d’un fibré holomorphe B au-dessus de X, c’est en parti-
culier le cas si ce fibré B n’admet pas de section globale non nulle qui soit holomorphe le long
des fenilles.

On montre ensuite que ce résulfat se généralise immédiatement au cas des variétés feuilletées
paraboliquement de dimension quelconque.

J'analyse enfin des cas particuliers et exemples : je montre notamment que si toutes les
feuilles de F sont compactes alors I est identiquement nul et ainsi toutes les applications F €
sont holomorphes (on montre en méme temps que les groupes fondamentaux des feuilles “varient
holomorphiquement” le long de la tranversale). D’un autre c6té j’exhibe un exemple d’une variété
feuilletée (non-compacte} pour laquelle 'invariant I' est non nul (ainsi 'invariant ' n'est pas
trivial) et qui n’admet donc pas d’applications holomorphes de B x C dans la variété du type
souhaité (i.e. respectant la structure feuilletée).

7.1 Etude générale

7.1.1 Construction de C

On considére donc X une variété de dimension complexe 2 munie d'un feuilletage holomor-
phe de codimension 1. Pour étudier 'existence d’applications holomorphes de I x C dans X
respectant la structure feuilletée, il est naturel de considérer dans un premier temps les fonctions
qui apparaissent naturellement comme “candidats”. On notera C I’ensemble de ces fonctions.
Décrivons la fagon dont elles sont obtenues.

Soit D un disque holomorphe transverse au feuilletage, paramétré holomorphiquement par
D avec lequel on I'identifiera. Le long de I), on se fixe une trivialisation ¢ : D — TFp du
fibré tangent au feunilletage TF le long de D. Pour chaque z € D, la feuille L; passant par
z est parabolique. On note E; le revétement universel de L; et on considére un revétement
Py : :L: — L, quelconque. il existe alors un unique biholomorphisme Fx0 : & — Ly tel que
que I'application F = 1, o FQ vérifie F{0) = z et dFp(1) = t,. On obtient ainsi une immersion :

F_{DXC — X
Ny — F@)

qui, par construction, est holomorphe par rapport & y et holomorphe sur D x {0}. La question
est alors de savoir si elle est holomorphe sur D x C entier.

Si c'est la cas on obtient alors une application holomorphe du type souhaité, i.e. une application
holomorphe de D X € dans X respectant la structure feuilletée.

Réciproquement si une application F' du type souhaité existe, alors D = F(D x {0}) est un
disque holomorphe de X, t; = dF, ) est une trivialisation holomorphe de T'F le long de D. Et
done, F' peut étre obtenue de la fagon décrite ci-dessus i.e F' € C.

Ainsi pour notre étude il suffit d’étudier I’holomorphie des applications de C.
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7.1.2 Etude de I’holomorphie de F & C

Soit F € €. On considére J' = F*J, o1 J est la structure complexe sur X. La structure J'
se décompose en Jy + 2, ot Jy est la structure complexe standard de D x C et 2 est une forme
différentielle. Cette forme 2 mesure la non-holomorphie de F' puisqu’elle est nulle si et seulement
si F' est holomorphe. Elle est & valeurs dans TF (car J et Jp coincident sur l'espace quotient I,
pour plus de détails voir Appendice), et s’annule sur les vecteurs tangents au feuilletage (car F
est holomorphe en y).

De plus, comme (J')? = —Id, on en déduit que QJy = Jof, i.e. que © est anti-linéaire. Ainsi il
existe une fonction w : B x C — C vérifiant wypy (o} = 0 telle que

Qz) (z:) = (w(:c,o y)ﬁ) '

Cette fonction vérifie les propriétés suivantes :

Lemme 7.1.1 La fonction w : Dx € — C ainsi définie est identiguement nulle si ef seulement
81 F est holomorphe. Elle est holomorphe par rapport & la seconde variable, c’est-d-dire que pour
tout ¢ € D, les fonctions w(x,.) sont holomorphes sur C. De plus, ces fonctions ainsi que leur
dérivée s’annulent en zéro.

Dém. : On sait déja que F' est holomorphe si et seulement si & = 0 et donc si et seulement si
w=10.
De plus, comme F est holomorphe le long de I x {0}, pour tout z € I, w(z,0) = 0.

Pour montrer 'holomorphie le long des feuilles de w, on traduit Uintégrabilité de J' (comme
J est intégrable) : le tenseur de Nijenhuis associé & J' Ny (X,Y) est nul pour tous champs de
vecteurs X et Y € I'(T(D x C)). Notons qu'il suffit de le vérifier pour les champs de vecteurs
constants (le tenseur de Nihenjuis est de degré 0). Comme Jy est intégrable, Ny (X,Y") est nul
pour tout X, Y, et comme J' = Jp + §,

NJ-’(X, Y) = [QX, J()Y] + [J()X, QY] + [QX, QY] - Q[JQX, Y] - Q[QX, Y]
—Dh[X,Y] - Q[X, pY]| - Jy[X, QY] - Q[X, QY.

Prenons X = (z,22) et Y = (y1,%2) deux champs de vecteurs constants sur [} x C. Comme
VJo = 0 et comme {2 s’annule sur Dx {0} et est & valeurs dans {0} xC, la condition N{X,Y) =0
est équivalente & :

dw(JoY )&y — dw(JoX )i + dw(0, wii )41
—dw(O,wa:‘l)ng - JOdW(Y)fl + JDC&U(X)‘.!}']_ =1.

En choisissant dans un premier temps y; = 0 et z; # 0, on constate que si J' est intégrable
alors w est holomorphe par rapport 4 la deuxiéme variable.

Réciproquement si w est holomorphe par rapport a la deuxiéme variable, il est direct qu’alors
Nyu{X,Y) = 0 pour tous champs de vecteurs constants X et Y et donc pour tous champs de
vecteurs quelconques.

Ainsi finalement J' (ou, c’est équivalent J) est intégrable si et seulement si w est holomorphe
intégrable par rapport a la seconde variable.
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0
)
Plagons-nous pour cela sur un ouvert de trivialisation U contenant F(D x {0}) sur lequel le
feuilletage F peut &tre trivialisé holomorphiquement via une application (J, Jy)-holomorphe
¥ : U — D x D, qui envoie chaque feuille L, sur {z} x D (avec Jp la structure standard
de D x D).

Considérons a = 1o F sur F~{U). Elle s’écrit a(z,v) = (a1(x), aa(z, ¥)), avec a1 un biholomor-
phisme de D et g holomorphe par rapport a y. De plus, en écrivant la condition d’holomorphie
de o pour les structures J' et Jp, on obtient : 2i% a"‘ = w%‘;’% Soit en dérivant :

Traduisons maintenant I'holomorphie de z — #; = dF{, g

Fay _ Ow Oay 2y

“pyoz oy By VB2

(7.1)

Or I'holomorphie de £ — ¢, se lit dans la trivialisation : z — %%1(:1;, 0) est holomorphe et

donc g%‘%(x,ﬂ) = 0. Comme w(z,0) = 0, on en déduit que %% =0 sur D x {0}.

Finalement, w(z, .) sont des fonctions holomorphes sur C qui s’annulent en 0 et dont la dérivée
s’annule en 0. De plus, F est holomorphe si et seulement si ces fonctions sont identiquement nuiles,
ou, ce qui est équivalent, si et seulement si -‘3% = 0 (car w = 0 sur D x {0} et est une fonction

holomorphe en ). B

7.1.3 Modification sous variation de F

Si I'on considére un autre £ € C construit comme en 7.1.1, obtenu & partir d'un disque
holomorphe D transverse au feuilletage et d'une trivialisation tde TFle long de D on obtient
alors comme précédemment un €2 et un &. On souhaiterait comparer w et &.

Notons que l'on ne peut bien-sr comparer w, et @y que si F(z) = F(2'). Aussi, quitte a
restreindre D et D on peut supposer que

F(D x C) =UzepLz = Upeple = F(D x C).

Ainsi, comme D et D sont deux disques holomorphes transverses, on peut, suivant une idée
classique en théorie des feuilletages expliquée en Annexe, construire une biholomorphisme de D
sur D, 6, tel que, pour tout z € B, Lgz.0) = Lr:(z)0)-

Pour tout z € ID, on peut alors considérer le biholomorphisme de C 8, = F, %m) o Fy. 1 s’écrit

a(z)y + b(z). Et on définit 8 : D x C — D x C (localement "9 = F~1 o F") par 8(z,y) =
(61(z), B2{z,y)) avec Ga(z,y) = 0:(y).

On montre ainsi :

Lemme 7.1.2 Il existe un difféomorphisme & : D x C — D x C vérifiant :
- F=Fof
- B(z,y) = (01{x),02(z,y)) avec 61 un biholomorphisme du disque D et 62 une application
holomorphe par rapport & la seconde variable telle que pour tout x € D 'application 6;(x,.)
soit un biholomorphisme de C.
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Alors,

90, . _ o8 | .
a—yw(x,y) =w(0(z,y)) 5~ +2io— (7.2)

Ainsi, le changement de la fonction w est mesuré par le défaut d’holomorphie en z de la fonction
0s.

Dém. : 1l ne reste qu'a montrer (7.2). Comparons pour cela €2 et Q: Jo+8Q = (F)*J = (Fob)*J =
*(Jo+ ). Onadonc: Q=8*Q+6*Jy— Jp, soit B, 02 = Qo b, + Jpob, — 0, 0Jp, ce qui se
traduit exactement par (7.2).8

Il est de plus intéressant de constater que si F' est holomorphe alors # est également holo-
morphe. En effet, F déterminera alors une trivialisation holomorphe du feuilletage dans laquelle
le disque D et la trivialisation ¢ auront des expressions holomorphes ; ainsi a(z) et b(z) seront
holomorphes en . Ainsi, n’importe quel autre F € C (dont I'image est incluse dans celle de F)
sera holomorphe.

Afin de mieux comprendre comment "varie" w quand on change F', étudions plus précisément
¢ afin de comprendre quels sont les "@ admissibles". Considérons donc une application

_{IDXC —DxC

(:17, y) — (01(3)192(1:,'.”))

o ¢4 est un biholomorphisme de D, et pour tout x, y — 6a(x, %) est un biholomorphisme de C,
donc de la forme a(z) + b(z)y. Quelles sont alors les conditions pour que F = F o @ puisse étre
construite comme en 7.1.1, c’est-a-dire appartienne a C?

Ces conditions s’écrivent :

1. F(6(D x {0})) est un disque holomorphe , i.e. F,(f. (S)) = JF, (6. ((1))) sur D x {0}, ce
qui est équivalent encore a —23’%%1(:1:, 0) = w(8(z,0)) %{:}:, 0), vz.

2.z — dﬁ‘(m'o) ((1)) doit &tre holomorphe, i.e. £ — dFy(; ) ([1)) %%(:r,ﬁ) doit étre holo-
morphe.

On suppose (quitte & choisir dans un premier temps des disques intermédiaires si ce n’est pas
le cas) que D = F(A(ID x {0})) est suffisamment proche de D, plus précisément qu'il est inclus
dans un ouvert U sur lequel F peut-&tre trivialisé holomorphiquement, et fixons un trivialisation
¥ : U — D x D. Comment alors, la condition 2. se lit-elle dans la trivialisation ?

En conservant la notation introduite précédemment o = ¢ o F, la condition 2. se lit dans la
trivialisation : z — %‘(9(3,0)) %?(x,O) doit &tre holomorphe. En écrivant que le & de cette
fonction est nulle et en utilisant 'égalité (7.1) et la condition 1, on obtient que (si la condition
1 est vérifiée) la condition 2. est équivalente a :

(Bag . 9) (@_ 0B 06, 60, . 8%,
dy

By Dz By 2 oyaz

) = 0sur D x {0}.

Comme %F"yz ne s'annule jamais, et comme seul le terme %3— o # dépend de y, on obtient :

oth

Ow 06 8%6,
a_y(e("” 0)} a;‘(ﬂ»‘, )

M Ve — 1 -1 . )
By (z,y) +2¢ By0z (z,y) = 0 sur l'ouvert F~(U) (7.3)
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Ainsi si 'on suppose {quitte & composer par un biholomorphisme du disque) que 6, = id, alors
le terme perturbatif dans & (par rapport a w) est %%1 = g% + g% Yy, avec les conditions 1. et 2.
sont équivalentes & (vu (7.3)) :

1. —2i% = w(z, a(x))
2. §(z,a(z)) b(z) + 2§ = 0.

Ainsi, ¢ est déterminée par une équation différentielle en 8, et une fois qu’une solution a a été
fixée, b est a son tour déterminée par une équation différentielle en 4.

7.2 Construction d’invariants du feuilletage

La 1-forme 2 et la fonction w (sur D x C) mesurent le défaut d’holomorphie de ’application
F. Toutefois, elles dépendent de la fonction F'. Mais, comme nous avons vu qu’une application Fp
était holomorphe si et seulement si toutes les applications F € C a valeurs dans Fy{(DxC) I'étaient,
il est légitime et naturel de se poser la question de l'existence d’un invariant du feuilletage
mesurant le défaut d’holomorphie de toutes les applications F € C.
De fagon immédiate, la 1-forme 2 et la fonction w fournissent localement des formes différentielles
sur X (dépendant de F). En étudiant la maniére dont elles dépendent de F, je pourrai exhiber
un invariant du feuilletage (a la fois global et invariant de F') comme souhaité.

7.2.1 Constructions de formes différentielles

Comme F est un difféomorphisme local sur un voisinage Vr de zp = F(0,0), on peut choisir
un inverse local de F', noté (abusivement) F~! & valeurs dans un voisinage de (0,0) et dont les
fonctions coordonnées seront notées par la suite : F~1 = ((F~1)1, (F~1)e).

L’application F' nous fournit alors une trivialisation locale de T'F sur Vg :

oF : T'FlVF — UpxC
& — (z,m(dF;E:))

Quitte a restreindre Vp, on peut de plus supposer qu'il existe une trivialisation du feuilletage sur
VF.

Cela étant fait, {2 se lit alors sur Vp comme une 1-forme & valeurs dans TF}y,, (les restrictions
a VF seront désormais sous-entendues) :

TX —TF

Q=(F)of F*_l:
0= (F)olo(F) {X — JX - F.(JF1X),

et en composant ensuite par ¢, on obtient une 1-forme Af :

Ap:

TX —C
X  —m(FHIX) = (FTIX)) = n(QUFTIX)) = (F71)*Q2 (X)

oll (I = 719 0 ) est une 1-forme.
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On remarque que Ar est nulle le long des feuilles et que Ap(JX)} = —JogArp(X), c’est-a-dire
Ar est une forme de type (0, 1).
De plus par définition de €2, pour tout champ de vecteurs X, Ap(X) = w(F~1(2)) d(F1)1{X).
Ainsi Ap est nulle si et seulement si w est nul sur Vg, i.e. si et seulement si F est holomorphe
sur Vp. On peut enfin noter que, avec les notations introduites ci-dessus, Ax = 28((F~1)2).

Considérons maintenant la 2-forme dAp € A2X, dip : TX xTX — C. Commed =29 + d
et 82 = 0, cette forme différentielle s’exprime dAp = 208(F~1)2 sur Vr, et dAp € ALLX.
Considérons maintenant :

4 [TXXTF —TF
FlEY) = el de(X, ).

On déduit des propriétés de Ap qu'elle est nulle sur TF x T'F, de type (0,1) par rapport 3 la
premiére variable et C-linéaire par rapport  la seconde. On peut de plus I'écrire en fonction de
w: Ap(X,Y) = & (F LzNd(F-1);(X). Ainsi Af est nulle si et seulement si T est nul sur
VF, c’est-d-dire si et seulement si w = 0 sur D x C (car les applications w{z, .) sont pour tout x
holomorphes sur C), et donc ssi F est holomorphe sur B x C.

Notons également qu’étant donnée 'expression de dAr ci-dessus, F' est holomorphe si et
seulement si 3{F1)s = 0 sur TX x TF (condition d’harmonicité).

Enfin, on peut remarquer que Az peut étre aussi vue comme une l-forme & valeurs dans les
endomorphismes de TF End(TF) (~ C car dimcTF =1) :
Ae TX = End(TF)~C
Y x = (v = Ap(x, 7))

Il s’agit d'une 1-forme de type (0,1).

7.2.2 Perturbations par passage de F a F
Comme précédemment nous supposerons F(D x C) = F(]D x ) et nous introduisons la
fonction @ donnée par le lemme 7.1.2 telle que F' = # o . On montre alors :

Proposition 7.2.1 5i l’on considére Ap et Ag comme des 1-formes & valeurs dans End(TF),
alors

00,
Oy

Dém. : Par définition,

o 629
—2Ap(X) = ”"AF(X) =

—(F7()) d(F )1 (X), (7.4)

0 = ~_
(3,.0) = F9020 = (1.0

Do,

0, ( ,\F‘(’X)) - ( /\F‘(’X)) + Job(FX) — 6, (P X)



118 CHAPITRE 7. VARIETE COMPLEXE FEUILLETEE PARABOLIQUEMENT

Clest-a-dire, §2 X\ z(X) = Ap(X) + 2052 (F(2)) d(F-1)1(X).
Ainsi en différentiant et en évaluant sur X € TX et Y € T'F, on obtient :
T dAp(X,Y) = dAr(X,Y)~ 233552- F1(2)) d(F~1)2(Y) d(F~1)1(X) (car d(F})(Y) = 0). Ainsi
finalement, comme ¢p 0 ¢ Fl (z,v) = (z, %v) cela implique :
662 8292

692

Donc si I'on voit Ar comme une 1-forme & valeurs dans End{(TF) : Ap : TX — End(TF) = C
la relation (7.5) se lit :

06, ,
By

(F~42)) d(F-1)1(X)Y. (7.5)

/) 6292

Ap(X) =3 By AFX) ~2ig = (F7H(2)) d(F~1)1(X).

Notons que, au regard de la relation (7.3), cela peut s’écrire :

80,

AF(X)=AF(X)—%‘g(F-l(ﬂz)))d(F—l)l( ) S (FH(2)),

ol 7 est la projection le long des feuilles sur F(I x {0}) :

P Ve — Vp
“z=F(z,y) — F(z,0).

Ainsi, vu I'expression de Ar en fonction de w, il s’ensuit que,
Ap(X) = Ap(X) — 7" Ap(X)

On constate donc que le terme perturbatif dans 'expression de Ag quand on change F' ne
dépend que des valeurs de Ap le long du disque holomorphe D. Ainsi si A est identiquement
nul, alors Ay l'est aussi sur Vr et on retrouve que si F est holomorphe alors F' I'est également.

Ces formes différentielles locales ont été obtenues trés naturellement & partir de la fonction
F. On souhaite dans la prochaine partie montrer un peu mieux ce qu’elles “représentent” : nous
allons voir que la forme Ap est étroitement reliée & la connection 0 naturelle sur T'F.

7.2.3 Connections sur TF

La connection (0,1) canonique Jp du fibré trivial de fibre C au-dessus de Up est définie par
Bo(X,¢&) = O¢(X). Ainsi I'application F détermine naturellement une connection (0,1) sur le
fibré TFy, obtenue A partir de Bo: Or = (pr) "t 0 Gy o ¢r.

On peut alors considérer sur TFyy, : Vp = L Ap + Op. 11 s'agit d’une connection (0,1) et je
montre :

Proposition 7.2.2 Cette connection Vp = %AF + O est indépendante du choiz de F. Plus
précisément, il s’agit de la connection (0,1) canonigue sur le fibré holomorphe TF, c’est-d-dire
celle définissant la structure holomorphe de TF.
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Dém. : En utilisant (7.4) et le fait que (¢F) oqb;_‘i,l (z,v) = {z, %fu), on vérifie immédiatement
que Vp = V.
De plus, si 'on introduit une trivialisation ¥ : V& — I} x I, le méme type de calculs qu’au
paragraphe 7.2.2 (en utilisant cette fois # = F~! 0% plutdt que 8), nous permet de lire les formes
introduites au paragraphe 7.2.1 dans cette trivialisation. On obtient ainsi :

) R L
%d)\F(X,Y) = _333:‘5 (¥(2)) dipy (X)depo(Y).

Et I'on vérifie alors de facon directe que Vp se lit bien comme la connection canonique &
dans la trivialisation 1), i.e. est la connection (0, 1) canonique sur le fibré holomorphe TF. B

7.2.4 ‘Tenseur invariant T

Notre précédente étude va nous permettre d’exhiber un invariant du feuilletage qui est nul
si et seulement si les applications F' € C sont holomorphes et donc ssi il existe des applications
holomorphes F' : D x C — X compatibles avec le feuilletage {ce qui répond & notre question).
Plus précisément je montre :

Définition-Théoréme 7.2.1 Soit I'r = %(dAF)ITXxT;: :

[TXxTF —C
lx,v) — LdAp(X,Y)

Il ne dépend pas de F. On peut donc définir T' = I'p. C’est une (1, 1)-forme sur X qui est un
invarient du feuilletage et qui s’annule ssi les applications F sont holomorphes. Plus précisément,
pour toute F' € C, T’ s’annule sur F(D x C) si et seulement F' est holomorphe.

De plus, T’ peut étre également vue comme une section holomorphe le long des feuilles du fibré
holomorphe E = AOUTN @ AVOTF au-dessus de (X, F).

Dém. : Nous avons vu que Ap pouvait &tre considérée comme une 1-forme a valeurs dans C.
Aussi dAr est une 2-forme. Si on la restreint & TX x TF, en différentiant (7.4), on constate
que I'r est indépendant de F. On définit donc bien ainsi une forme différentielle appartenant a
ATX @ AITF. D’aprés les résultats obtenus sur Ap, I' est une (1, 1}-forme qui est nulle sur
F(D x C) st F € C est holomorphe.

Réciproquement si I" = 0, alors vu 'expression de Ar en fonction de w, on en déduit que
%%‘5'- = 0 et donc, w étant holomorphe le long des feuilles, que %’ est constant sur chaque feuille.
Comme nous avons vu qu'il était nul sur B x {0}, il est donc identiquement nul. On en déduit
donc que w est identiquement nul.

Finalement les F' sont holomorphes si et seulement si I = 0.

De plus I' s’annule sur TF x TF et peut donc étre considéré comme une forme sur TN x T'F.
Plus précisément, elle s’écrit localement comme :
32

I(X,Y) = —B-y—“;(F-l(z))d(F-l)a(Y) AFN(X). (7.6)
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Il s’ensuit qu’elle est J-antilinéaire par rapport a la premiére variable et J-linéaire par rapport a la
seconde. I est donc une section du fibré holomorphe au-dessus (X, F) E = ALUTA @ ALOTF,
oli 'on note TN le fibré normal 4 T.F dans TX.

D’aprés Pexpression (7.6) on constate que I' est une section holomorphe le long des feuilles. M

Notre étude sur I'existence d’applications holomorphes F' : D x C — X qui soient compat-
ibles avec le feuilletage peut donc se réduire & une étude sur 'existence de sections du fibré FE
au-dessus de F qui soient holomorphes le long des feunilles .

Rappelons que dans le cas ont X est une variéié de Stein, il a été prouvé que toutes les appli-
cations F° € C sont holomorphes (i.e I’ = 0).

Notre étude va me permettre de montrer que, dans le cas des feuilletages ol toutes les feuilles
sont compactes aussi, toutes les applications F sont holomorphes.

7.2.5 Cas de dimension supérieure

Notons que cette étude se généralise immeédiatement au cas de variétés de dimension supérieure.
Si X est une variété de dimension complexe n feuilletée par des fenilles paraboliques (de dimen-
sion 1). Alors si on considére une application F comme précédemment et {} = F*J cette forme
8’écrit

% (12) = (mon)

ol pour tout (,y) € D1 x C, w4 est une 1-forme antilinéaire sur C**.

Si on considére deux fonctions F et F on peut construire de nouveau 6 : (z,y) € D"! x C —
(61(x), thetas(z,y)) € D*! x C, la fonction de passage. On montre alors que :

N AN 96,
S = (52) vl + g,

ol (—ﬁl) est un homomorphisme linéaire de €1 et oit I'on désigne par # son conjugué {ma-
triciellement la transposée de ia conjuguée).

On peut ensuite définir les mémes invarianis et le théoréme 7.2.1 reste valable.

7.2.6 Cas d’un feuilletage dont toutes les feuilles sont compactes

Proposition 7.2.3 5i le long d’un disque holomorphe transverse D toutes les feuilles passant
par D sont compactes, alors toutes les applications F € C construites le long de ce disque sont
holomorphes.

En d’autres termes, l'invariant I associé au feuilletage est nul sur Uunion des feuilles passant
par D.
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Dém. : Si 'on construit une application F € C, quitte & modifier la projection ¥ : f; ~C —
L:, on peut supposer que pour tout z € D, ¢; = 1 dans L,. Alors, pour tout (z,y) € D x C,
(avec les notation de la partie 7.1.1 Fy = 4, 0 FO) F(y) =y € L. De plus L, peut é&tre écrite
comme C/T'; oli T'y = y1(x)Z & v2(x)Z est son groupe fondamental.

Fixons un ouvert U contenant D pouvant étre trivialisé holomorphiquement par une appli-
cation ¢ : U — D x D telle que ¥(D) = I x {0} et qui envoie pour chaque z € D L, sur
¥{(z) x . On peut alors définir mp : U — D par ¥(noe(z)) = mi(¥(z)) avec mi{z,y) = z la
projection holomorphe canonique.

Notons zo = F(0,0). Pour tout v € I'y = I'y,, F(0,7) = zo. Ainsi pour tout z € D suffisam-
ment proche de zp, F(z,v) € U; et il existe donc un unique a,(z} € D tel que F(a,(z),0) =
mo(F(x,7)). ay est 'application de premier retour associé a -y. L’analyse de ’Appendice montre
que ¢, est holomorphe.

Montrons dans un premier temps :

Lemme 7.2.1 Ii existe un disque Do C D et N > 1 tel que o, est bien définie sur Dy et
valeurs dans Dy et tel que a,yN = Id sur Dy.

Dém. : On remarque tout d’abord que comime L, est compacte on peut restreindre D 3 D' € D
de sorte que Ly, N D' = {zo}. Alors, pour un petit voisinage quelconque V de zq dans D', on
considére les ensembles Up = Ugey L, et Vo = Up N D', Par compacité des feuilles U,y Ly est
compact.

De plus, si I'on choisit V suffisamment petit. ¥ est alors inclus strictement dans D' et Yon
peut méme choisir ¢ > 0 tel que B(Vy,¢) C D'. En effet, sinon, on pourrait trouver une suite
Tpn ~+ Tp telle qu'il existe z, € L, N D' avec 2z, — 8D'; en utilisant la compacité des feuilles,
on pourrait alors extraire une sous-suite convergente et 'on obtiendrait zg € Lz, N 8D’ et 'on
aboutirait donc & une contradiction.

Notons qu’alors ¥ est connexe. Alors si on note Dy = Vp on peut définir o, : Dy — Dy. Et on
remarque que o est un biholomorphisme de Dy dont 'inverse est a_,.

Alors, pour tout z € Dy, {a,’;(a:),n € N} est inclus dans L, NDy. L, étant compact, il s’agit
d’un ensemble compact, discret; il est donc fini. Il existe donc N > 1 tel que af;& (z) = =. Alnsi,

Dy = Up>1{z € Dy such that o (z) = z}.

Chacun des ensembles composant cette union étant fermé, I'un d’entre eux est nécessairement
d’intérieur non vide. Il existe donc un IV tel que o (z) =  sur un ouvert V' C Dy. Comme, afr“'
est holomorphe, on peut en conclure que a.?’ = Id sur Dyl

Cela étant prouvé, on peut fixer un N tel que pour i = 1,2, a,f;‘: = Id sur D (quitte & se
restreindre dans un premier temps a des disques plus petits) et mo(F(z, Nv)) = F(z,0) sur D.
Les fonctions N+y;(zo) peuvent donc étre prolongées sur D par une application F;(z) € I'z. Soit
', le sous-groupe de I'; engendré par les §3;(z).

Les fonctions F; = F(z,.) sont alors I',-périodique pour z € D.

Remarquons dans un premier temps que w mesure le défaut d’holomorphie de I'application
¢ — 'L, En effet, si l'on fixe un chemin quelconque v{z) = jB1(z) + kfBs(z) € T,z € D ~ D,
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alors £ — F(z,v(z)) = F(z,0) € L, est J-holomorphe. Ainsi, z — {z,v,) est J'-holomorphe,
ce qui se lit

—2i% = w(z,y(x)). (7.7)

Plus généralement, pour n’importe quelle famille continue par rapport & = v(z) € I';, et pour
tout (z,y) € D x C, F(z,y + v(z)) = F(z,y). D’oi
o
w(z,y+1(e)) = wiz,y) - 2i 31

On peut vérifier cela soit en dérivant I'égalité F(z,y+7(z)) = F(z,y) et en appliquant J, soit en
appliquant les résultats de la partie 7.2.2 a V'application F(z,y) = F(z,y+ v(z)) qui appartient
bien & C et pour laquelle 8(x,y) = (x,y + v(x)).

Cela implique alors g%(x,w(z)) = %:e(:r, y). Ainsi pour n'importe quel z, la fonction %‘f;’(m, )
est holomorphe sur C et I',-périodique. Elle est donc constante, et donc nécessairement nulle car
nulle en zéro. A

Notons qu'a travers cette preuve on a également démontré que les groupes I';, dépendaient

holomorphiquement de z € D i.e. de la transversale. Plus précisément, vu (7.7) et le résultat de
cette proposition :
Lemme 7.2.2 Si X est une variéié feuilletée holomorphiquement telle que le long d’'un disque
transverse D toutes les feuilles soient compactes. Alors si Iy dénote le groupe fondamental de
Lz pour tout x € D, toute famille continue y(z) C Iy, * € D dépend en fait holomorphiqguement
de z.

Cependant, dans le cas général, 'invariant I" n’est pas trivial : il existe des variétés feuilletées
holomorphiquement dont l'invariant I' est non nul, et donc qui n’admettent pas de fonctions
holomorphes F : D x C —s X compatible avec le feuilletage. Considérons I'exemple suivant ! :

7.3 Un exemple avec w # 0

Considérons une fonction non-holomorphe f : D — CU{oo} = P'C; notons « son graphe et
considérons la variété X = (D x P'C)\~. Elle est naturellement munie d'une structure complexe
restriction de la structure complexe canonique de IPxPXC et elle est holomorphiquement feunilletée
par les feuilles L, = P!C\ {f(z)}.

Soit F': Dx C — X une application de C construite & partir d’un disque holomorphe transverse
Do € D x {0} et de la trivialisation du fibré T'F le long de Dy, t, =1 € C ~ TP'C.
Nous supposerons par exemple que f # 0 et f 7 oo sur Dy alors F' se lit :

{Du xC — U:rEDuLm'

@ 9) . (m’ ﬁ%) {7.8)

Il s’ensuit, :

dF(m’y)( ) (y+f(m)) + +f(m)) (Fﬁ(’”)"”ﬁﬁ "’)””)) (7

ld’aprés des suggestions de Alexei Glutsyuk et Etienne Ghys
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On vérifie alors de fagon immeédiate que w(z,y) = 2i3,—€£'77%£(z) et donc est non nul vu que f
n’est pas holomorphe.
Par un calcul direct, on vérifie que en (z,y) = (z, Fx(y0)), pour X = (x1,22) € TX ~ C? et
YeTF~C,
-2  af
I'NX,Y) = ————==—=(x)Y 4,
EI= Fa e

et est donc non nul.

De plus, on peut remarquer que cela est d'une certaine fagon ’exemple “le plus simple”. En
effet, w est ici un polyndme de degré 2 en y ce qui peut étre vu comme P'exemple le plus simple
d’'une fonction holomorphe en y nulle et de dérivée nulle en 0.

Appendice

Considérons D un disque transverse holomorphe fixé. Et soit Up = UgzepL.. On montre
alors :

Lemme .0.1 I existe une application holomorphe mg sur Up telle que :

UD — D
Mo :
0 z — 2’ tel queL, = L,

Dans le cas ou Up = F(D x C) {avec D = F(D x {0}), on peut de plus demander i ce que
no(F(z,y)) = F(z,0) pour tout z € D.

Dém. : Afin de définir mg, on se fixe dans un premier temps une trivialisation holomorphe d’un
ouvert U contenant D : ¢y : U — D x D (comme d’habitude telle que (D) = D x {0} et
telle que, pour tout z € D, 4 envoie L, sur #(z) x D). On peut alors définir mg sur U par :
P(ma(2)) = m(¥(z)) avec m(z,y) = z la projection holomorphe canonique sur la premiére co-
ordonnées.

Pour ensuite définir 7y sur Up entier, on relit chaque point z & D par une chaine finie d’ouverts
U; qui puissent étre trivialisés holomorphiquement comme ci-dessus avec pour base un disque
transverse holomorphe D; C U;_1NU;. On définit alors 7y comme la composition des projections
p; sur D; définies sur chaque U;.

Dans le cas particulier ot Up = F(Dx C) {avec D = F(IDx {0}) on choisit une chaine d’ouverts
images d’une chaine d’ouverts de D x C.

Alors par construction, si Ly, (;) = L, et dans le cas ot Up = F(DxC) mp(F{(z,y)) = F(z,0).
Il ne reste donc & vérifier que ’holomorphie de mp. Il suffit pour cela de vérifier 'holomorphie
des projections p; {(on le montre pour la projection dur D définie sur U le cas des autres p; étant
identique). Considérons donc 'ouvert U et la trivialisation ¢ définie précédemment. Mais sur U,
I'application pip vérifie : mp(2)) = ¥~ (m1(1(2))) et est donc holomorphe. B

On déduit immeédiatement de ce lemme "holomorphie de 1'application 8; définie définition 7.1.2.
On peut de plus en déduire que la structure complexe J' = F*.J coincide avec Jy sur le quo-
tient D. En effet, mo{F(z,y)) = F(z,0) et donc d(mo) p(z,y)(dFz4)(v,0)) = dF(g0y(v,0). Comme
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mg est holomorphe, d(m0) p(z,1) {(JY) = Jd(70) F(z,4)(Y). On obtient donc d(mo) p(z ) (JAF 5 4y (v, 0)) =
JdF(z,0)(v,0), qui est égal & dFy, g)(Jov, 0} vu que F est holomorphe le long de D x {0}.
Finalement, d{(mo)p(zy)(JdF (5 4)(v,0)) = d(70) p(c.y){dF(z4){Jov, 0)) et comme Ker(dmg) = TF,

on montre bien que J' et Jy coincide sur le quotient D.



Quatriéme partie

Conclusion et ouvertures
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Dans le chapitre 2 de cette thése, j’ai introduit et étudié la notion de symplectique
hyperbolicité, cette notion provenant de la comparaison de la cohomologie de Floer d’'une variété
compacte & bord avec sa cohomologie usuelle (modulo son bord). Ainsi si une variété est non
symplectique hyperbolique, la cohomologie de Floer transporte des informations symplectiques
(non purement topologiques), et en particulier, la non-hyperbolicité symplectique correspond a
une version algébrique de la conjecture de Weinstein. L’hyperbolicité symplectique s’insére donc
naturellement dans le cadre de I'étude de la cohomologie de Floer (qui est 'objet de nombreuses
recherches actuelles, notamment relitées 3 des questions de mathématiques-physiques) et de la
conjecture de Weinstein. Afin de mieux comprendre cette notion, ainsi que les questions aux-
quelles elle est reliée, j'ai étudié une capacité symplectique mesurant la non-hyperbolicité de la
variété (infinie si et seulement si la variété est symplectique hyperbolique), obtenant notamment
une estimation de sa croissance pour les domaines d’une variété de Stein. Cette capacité m’a per-
mis de généraliser cette notion d’hyperbolicité symplectique pour toutes les variétés w-convexes.
Toujours afin de mieux comprendre ce cadre symplectique, j'ai alors comparé cette notion a
celle de Polterovich-hyperbolicité, j'ai étudié son comportement vis-a-vis des variétés produits
(montrant que la non-hyperbolicité symplectique était une propriété stable par produit avec
n’'importe quelle autre variété w-convexe), et j’ai regardé comment elle s’insérait dans le cadre de
la géométrie riemannienne (prouvant que pour des variétés i bouts coniques, la non-hyperbolicité
symplectique correspondait & une notion de courbure pas trop positive).

L'objectif principal de ma thése était de comparer cette notion d’hyperbolicité symplectique
et la notion d'hyperbolicité pseudo-complexe, et ce afin d'obtenir une nouvelle approche et obtenir
de nouveaux résultats, i la fois en géométrie symplectique et plus particuliérement sur I'homolo-
gie de Floer, et sur 'hyperbolicité complexe (& travers cette nouvelle approche que constitue en
elle-mé&me 'hyperbolicité pseudo-complexe).

J’ai dans un premier temps au chapitre 3 effectué quelques rappels sur hyperbolicité pseudo-
complexe, généralisation immédiate des notions d’hyperbolicités complexes au cadre presque-
complexe. J’ai montré que surgissait naturellement une notion d’hyperbolicité pseudo-Kahler,
équivalente A toutes les autres notions d’hyperbolicités complexes dans le cas compact, mais qui,
contrairement aux autres, dépend non seulement de la structure pseudo-complexe mais aussi
de la structure pseudo-Kahler de la variété. Cette notion apparait comme le lien naturel entre
Uhyperbolicité symplectique et pseudo-complexe . Elle est, par définition méme, reliée aux autres
notions d’hyperbolicité pseudo-complexes. Pour la relier & I’hyperbolicité symplectique, le lien
naturel est les courbes pseudo-holomorphes. J'établis donc également dans ce chapitre des liens
entre 'hyperbolicité pseudo-Kihler et 'existence de disques pseudo-holomorphes, et ce grice
notamment & un invariant provenant de la théorie de Nevanlinna. Ces résultats interviennent
d’ores et déja de fagon fondamentale dans ’étude de ma thése mais ils s’avéreront probablement
également utiles dans le cadre de prochains travaux (notamment sur létude des courbes pseudo-
. holomorphes et I'hyperbolicité).

Le chapitre 4 utilise les résultats des chapitres précédents pour faire le lien entre 'hyperbolicité
symplectique et pseudo-complexe. Je commence par prouver un résultat faisant le lien entre 'hy-
perbolicité symplectique et 1’existence de disques pseudo-holomorphes : si une variété compacte a
bord w-convexe est non symplectique hyperbolique alors, pour toute structure pseudo-complexe
compatible préservant I'w-convexité, il existe un disque pseudo-holomorphe dont le bord est in-
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clus dans le bord de la variété et dont ’aire est inférieure a la capacité. Je peux alors en déduire
que si une variété w-convexe est (suffisammment) non symplectique hyperbolique, alors pour toute
structure pseudo-complexe compatible respectant I'w-convexité, la variété est non complexe hy-
perbolique (on montre en fait d’abord qu’elle est non pseudo-Kihler hyperbolique puis dans
de nombreux cas on peut en déduire qu'elle est non complexe hyperbolique pour une des no-
tions usuelles). Du c6té pseudo-complexe on peut en déduire la non-hyperbolicité complexe de
nombreuses variétés. Du c6té symplectique, ce résultat se lit par contraposée : si, pour une struc-
ture pseudo-complexe compatible, une variété est pseudo-Kéhler hyperbolique (ou simplement
complexe hyperbolique dans le cas compact), alors la variété est symplectique hyperbolique :
on obtient une minoration de la croissance de la capacité des suites croissantes exhaustives de
domaines compacts J-convexes de la variété. _

Dans le chapitre 5, j’approfondis cette étude en montrant que, en se restreignant & une certaines
classes de variétés w-convexes (variétés satisfaisant certaines hypothéses de géométrie bornée), on
peut supprimer la condition demandant que la structure pseudo-complexe préserve 'w-convexité.
Pour cela j’établis tut d’abord un certain nombre de lemmes isopérimétriques nécéssaires a cette
étude (mais qui pourront &tre plus tard utilisés dans d’autres cadres). Ils me permettent alors de
montrer que si une variété "4 géométrie bien bornée" est suffisamment non symplectique hyper-
bolique, alors pour toute structure pseudo-complexe uniformément compatible (le uniformément
étant automatique dans le cas compact) la variété est non pseudo-Kihler hyperbolique (et donc
non complexe hyperbolique sous des hypothéses de compacité). On généralise ainsi le résultat de
Bangert qui I’énongait dans le cas particulier du tore. Avec des hypothéses plus faibles sur la non-
hyperbolicité symplectique, on obtient tout de méme la non-hyperbolicité complexe pour toute
structure pseudo-complexe compatible dans un voisinage C! de la structure complexe standard.
Ce résultat s’avére trés intéressant pour I'étude de 'hyperbolicité complexe, car, non seulement
il permet de prouver la non-hyperbolicité (pseudo-)complexe de ces variétés (non-symplectique-
hyperboliquesa géométrie bien bornée) pour n'importe quelle structure pseudo-complexe compat-
ible, mais de plus, il prouve ainsi la stabilité de la non-hyperbolicité complexe, dans ’ensembie
des structures psendo-complexes compatibles & la structure symplectique fixée. Cette propriété
est particuliérement significative, car habituellement la non-hyperbolicité est une propriété fer-
mée. Cela met en avant le caractére particulier du sous-ensemble des structures pseudo-complexes
composé de celles compatibles & une structure symplectique non-symplectique-hyperbolique fixée.

J'ai donc tissé un réseau de liens entre ’hyperbolicité symplectique et 'hyperbolicité pseudo-

complexe qui viennent compléter le réseau de liens déji existant entre les propriétés symplectiques
et pseudo-complexes d’une variété munie de deux structures compatibles. J'en ai d’ores et déja
déduit un certains nombres de résultats intéressants dans ces deux domaines, mais cela peut
encore &tre plus largement exploité.
L’étude d’une réciproque partielle (des contre-exemples montrent que 1'on ne peut espérer de
réciproque sans aucune restriction) de nos résultats (“non-hyperbolicité symplectique implique
non-hyperbolicité complexe”) devrait permettre de mieux comprendre la cohomologie de Floer.
J’ai par exemple d’ores et déja montré que, dans le cas de variétés coniques “semi-symplectisées”
(union d’une variété compacte a bord de type contact avec la semi-symplectisation du bord), I'ex-
istence de courbes pseudo-holomorphes entiéres d'énergie bornée (les courbes entiéres obtenues
grace 4 nos résultats sont dans ce cadre toutes d’énergie bornée) impliquait 1’existence d’orbites
de Reeb. Mais une étude plus approfondie devrait permettre d’obtenir de plus amples informa-
tions notamment sur la structure de ia cohomologie de Floer.
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Cette étude (a d'ores et déja fait et) devrait faire intervenir des outils de géométrie pseudo-
complexe tels la théorie de Nevanlinna (qui ont déja été utilisés dans cette thése) ainsi que
des techniques semblables & celles utilisées dans le cadre de la “Symplectic Field theory” [10].
Notons qu'il serait intéressant également de faire le lien entre notre étude et ce contexte. Plus
précisément, cette théorie introduit une cohomologie de contact, et j’aimerais donc maintenant
voir comment mes résultats peuvent se lire dans ce cadre (des variétés de contact, pendant en
dimension impaire des variétés symplectiques). Cela demande notamment de comprendre com-
ment peut se définir 'hyperbolicité et quel est la traduction de nos résultats dans ce contexte.

De surcroit, nous avons prouvé dans le cas de variétés non symplectique hyperboliques
(compactes ou vérifiant des hypothéses de compacité) V'existence de courbes entiéres pseudo-
holomorphes et avons étudié la stabilité de leur existence par déformation de la structure pseudo-
complexe . Ce résultat est particuliérement intéressant dans le cas de variétés asphériques (n’ad-
mettant pas de sphéres pseudo-holomorphes) et souléve dans ce cas la question d'un invariant
symplectique, analogue a I'invariant de Gromov-Witten qui prendrait en compte les plans pseudo-
holomorphes plutét que les sphéres.

Ce résultat souléve une autre question : on montre ’existence d’un plan pseudo-holomorphe

mais peut-on montrer I’existence d’un tel plan i travers chaque point 7 Il serait alors intéressant
de voir si on peut ainsi obtenir une structure feuilletée de la variété par ces plans. Dans ce cas-13,
si la structure est intégrable : plusieurs questions surgissent naturellement : le feuilletage obtenu
est-il holomorphe ? Si oui, existe-il une application holomorphe F : D! x C — M holomorphe
le long du feuilletage ? Et méme, (inspirée de la question soulevée par K. Cieliebak dans [7] : "les
variétés de Stein sous-critiques sont-elles biholomorphes a des variétés “split”), dans quel cas M
est-elle biholomorphe a des variétés “split” (qui s'écrivent en tant que variété complexe comme
C x N).
La derniére partie de ma thése a été une premiére étape vers la compréhension de ces questions
puisqu’elle étudie le probléme : si on a un feuilletage holomorphe, existe-il une application holo-
morphe F' : DxC — M holomorphe le long du feuilletage. Cette étude répond a cette question en
termes d’existence d’une section holomorphe le long des feuilles d'un fibré en droite au-dessus de
feuilletage. 11 s'agit d’un premier pas vers la compréhension de I’étude de I’hyperbolicité des feuil-
letages. Je souhaiterais maintenant adopter une approche plus symplectique et définir, suivant
des idées développées par Connes [8], une cohomologie de Floer feuilletée et tenter de reproduire
le travail de ma thése dans ce cadre, et ce afin d’approfondir cette analyse.
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