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Introduction

L’imagination est plus importante que la connaissance. La connaissance
est limitée. L’imagination, elle, dépasse toutes les frontiéres.
A. Einstein

Ce mémoire de thése s’adresse en premier lieu & un public averti. Je V'ai voulu
néanmoins aussi pédagogique que possible. Les travaux que j'y présente, et qui sont
pour la plupart originaux, sont comme ils se doivent en prise avec la recherche
actuelle. Alors bien siir certains développements mathématiques pourront sembler
insondables au profane, certaines formules pourront faire sursauter. Mais une thése,
c’est avant tout deux choses : du désir et de I'effort. Désir de découvrir, qui nous
anime parce que nous avons eu la chance de connaitre le plaisir qu’il y a & comprendre
quelque chose de nouveau. C’est un goiit pour I'esthétisme, pour la connaissance, le
désir de participer i la création du savoir. Et surtout I'effort sans lequel on ne peut
rien créer, 'effort parce qu’'avant de comprendre, et que tout s’éclaire, on travaille
dans I'obscurité. La réalité, ce sont plusieurs mois d’incertitude et de doute, & vou-
loir pénétrer un territoire inconnu, celui des résultats & découvrir, sans étre sir que
nos outils et notre connaissance puissent y suffire.

J’ai donc voulu essayer de transmettre dans ce mémoire un peu de ce désir qui m’a
animé, et éclairer le chemin que j’ai suivi pour que mes efforts puissent profiter a
d’autres. En particulier, j’ai inclus deux sections plus didactiques pour ouvrir le pre-
mier et le troisiéme chapitre. La premiére est une présentation des théories de jauge
classiques avec le regard du mathématicien. Son objectif est de définir proprement
ces objets communs au physicien du champ, tout en permettant une compréhension
globale. La seconde, au début du troisiéme chapitre, permet d’introduire les variétés
de Calabi-Yau, outils de base de la compactification, avant d’aborder mon travail
sur les variétés plus générales a structure SU(3).

Par contre, je ne souhaite pas ici faire une introduction détaillée a la théorie des
cordes. Pour ceux qui voudraient davantage de précisions techniques sur sa construc-
tion, il existe en effet déja beaucoup de trés bons cours introductifs®. Je me conten-
terai donc d’en brosser un portrait rapide, lisible je I’espére par un public plus

1 On pourra se référer par exemple 4 [1, 2, 3], que I’on trouvera sur www. arxiv. org aux références
indiquées (hep-th...). D’autre part, on pourra lire avec bonheur le livre de Brian Greene, L 'univers
élégant [4], ouvert & un plus large public mais qui touche 3 certains aspects essentiels de la théorie,
en particulier 1a compactification. Ce livre a derniérement été¢ adapté en documentaire d’animation
aux Etats-Unis.



2 INTRODUCTION

large. Cela me permettra de situer mes travaux de thése, que je décris dans les trois
chapitres de ce mémoire.

Pourquoi les cordes sont-elles si attachantes ?

Comme son nom I’indique, la théories des cordes contient des cordes (fig.1). Celles-
ci peuvent étre ouvertes comme un bout de ficelle, ou fermées comme un élastique.
Mais comme son nom ne I'indique pas, elle contient aussi des branes (fig.2), qui
sont des surfaces & plusieurs dimensions?. Ce sont ces cordes et ces branes qui sont
les objets fondamentaux de I'univers. Ce sont eux qui créent les particules et les
interactions.

U O

F1G. 1 — Cordes ouvertes et cordes FIG. 2 — Les branes “apparaissent”
fermées sont les ingrédients de base naturellement dans la théorie, et
de la théorie des cordes. sont essentielles 4 sa compréhension.

La relation entre les cordes et les particules observables est la méme que celle entre
les cordes d’un violon et les notes que ’on entend : ce sont les vibrations des cordes
qui créent les notes de musique.

Ici, les modes de vibrations des cordes sont les champs, c’est-a-~dire les particules.
Bien sfir, les cordes sont tellement petites que I'on ne peut pas les voir directement,
mais on observe leur mode de vibration fondamental (de masse nulle). En particulier,
on y trouve :

» pour les cordes fermées : g, By, ¢

» pour les cordes ouvertes (fig.3) : A; — le groupe de jauge est abélien
ou non-abélien selon le nombre de branes

On retrouve ainsi la gravitation (g,,) et les théories de jauge (A;). Le dilaton ¢ inter-
vient entre autre dans les modéles cosmologiques, ol il permet de recréer Pinflation.
Quant au champ de fond antisymétrique By, élucider son role est la problématique
générale de cette thése.

En étant plus précis, et c’est le premier aspect de mon travail, on peut se demander
ici comment décrire le couplage du champ B, aux D-branes. En effet, si ’on connait
bien les D-branes plongées dans un espace plat, et sans champ B, on ne sait pas, ou
mal, écrire les interactions des champs sur la brane (A; pour le secteur bosonique)
d des champs de fonds non triviaux. Nous verrons ainsi que le couplage au champ

2 Le terme vient de membrane, surface 3 deux dimensions, comme une feuille de papier.
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F1G. 3 — Les extrémités des cordes ouvertes s’attachent sur les branes,
et créent un champ de jauge. Le groupe de jauge est U(1) pour une brane
isolée, et U(N) pour un paquet de N branes coincidentes.

B peut étre décrit par 'intermédiaire d’une théorie de jauge non-abélienne sur la
brane, grace & la transformation de Seiberg-Witten, que nous étudierons dans le
premier chapitre.

D’autre part, si 'on croit que les cordes sont les objets fondamentaux de notre
monde, alors nous vivons dans un espace-temps 4 10 dimensions (9 dimensions d’es-
pace plus le temps). Il faut donc faire “disparaitre” 6 dimensions spatiales, ou plus
précisément les compactifier. Un tuyau d’arrosage est un bon exemple pour illustrer
cette idée : vu de loin, il semble unidimensionnel puisque son diamétre est trés fin
par rapport 4 sa longueur. Mais il n’avait pas deux dimensions, I’eau ne pourrait
pas s’écouler & l'intérieur. Ici, ce sont donc 6 dimensions spatiales qui doivent &tre
enroulées trés serrées pour disparaitre & nos yeux. Cependant, la maniére dont elles
s'enroulent aura des conséquences sur notre monde a grande échelle. Cette “manié-
re” s’appelle techniquement la variété de compactification. En ’absence de champs
de fond, ce doit étre une variété de Calabi-Yau. Nous verrons dans le chapitre 3
que la présence d'un champ B, oblige & se placer dans un cas plus général, ol
'on parle de variétés a structure SU(3). Nous essaierons alors d’élargir la notion
de symétrie-miroir, concept essentiel qui relie deux variétés conduisant 4 la méme
physique, grace a la T-dualité.

Enfin, et c’est un comble pour une théorie qui se prétend la théorie ultime de 1'uni-
vers, il y a 5 théories des cordes consistantes. Elles sont différentes, mais partagent
des propriétés essentielles, qui ont conduit les théoriciens & comprendre qu'il ne
s’agit en fait que de 5 facettes d’'une méme théorie, appelée M-théorie (fig.4). Un
peu comme si I’on regardait une piéce a travers 5 trous de serrure : c’est toujours la
méme piéce, mais chacun n’en voit qu’un morceau, et chaque fois différent.

Cette M-théorie est encore M-ystérieuse ; on sait néanmoins qu’elle a 11 dimensions
(10+1) et qu’elle contient deux types d’objets : M2 et M5. La membrane & deux
dimensions M2 joue le role des cordes. En effet, pour retrouver les théories des cordes
A partir de la M-théorie, il faut enrouler une dimension. Et si vous roulez trés serrée
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FIG. 4 — Les 5 théories des cordes consistantes sont reliées par un réseau
de dualités. Elles sont 5 secteurs perturbatifs de la M-théorie.

une membrane, il vous reste une corde 4 une dimension. Quant & M5, c’est une brane
a 5 dimensions, sur laquelle peut venir s'accrocher M2. C'est elle qui joue le role
des branes de la figure 3. Souvenons-nous alors que pour les D-branes et les cordes,
nous savions décrire non seulement une brane unique (grace & une théorie de jauge
abélienne), mais aussi un paquet de branes coincidentes (la théorie de jauge devient
non abélienne). Sur une brane M5 par contre, si I'on connait la théorie abélienne
associée, on ignore tout de sa version non-abélienne. On ne dispose méme pas de
candidat bien formulé. Dans le chapitre 2, nous aborderons cette question sous dif-
férents aspects.

Ces travaux ont fait I'objet de deux articles originaux, ainsi que de plusieurs sé-
minaires parfois assortis de comptes-rendus. Ces deux articles sont reproduits en
annexe. Le premier [36] est basé sur les travaux décrits dans le chapitre 1, le second
[71] sur ceux du chapitre 3.



Chapitre 1

D-branes non-commutatives

Objectif A long terme, nous voulons comprendre le couplage du champ de fond
antisymétrique By, aux D-branes non-abéliennes. Pour cela, nous tenterons d’expli-
citer la transformation de Seiberg-Witten sur le secteur de jauge, puisque les branes
non-commutatives permettent d’interpoler entre la situation abélienne et les théo-
ries non-abéliennes.

Plan du chapitre Je vais tout d’abord présenter la transformation de Seiberg-
Witten, ainsi que le formalisme utilisé, pour me permettre de bien poser le probléme,
a savoir trouver une expression explicite de cette transformation sur les champs de
jauge. Je décrirai ensuite différentes approches utilisées pour le résoudre, dont la
résolution récursive que j’ai développée au cours de ma thése. J’expliquerai comment
elle se rattache aux travaux de B. Jurdo, P. Schupp et J. Wess {30], ainsi qu’a ceux
de Kontsevich [37]. Enfin, nous verrons comment aborder le cas non-abélien de la
transformation de Seiberg-Witten, puisque tous les calculs explicites ne seront faits
que dans le cas abélien. Bien siir, je traiterai le cas général dans toute la partie de
présentation, et aussi longtemps que possible.

1.1 Les théories de jauge

J’aimerais décrire ici un peu plus en détails ce qu'est une théorie de jauge, et en
particulier les structures mathématiques sous-jacentes. Je précise que ce ne sont pas
les actions qui m’intéresseront, mais la description des champs et des transformations
de jauge. D’autre part, les champs seront toujours ici des champs classiques, et je ne
m’intéresserai pas & leur quantification. Commengons donc par rappeler les formules
bien connues, et nous verrons ensuite qu’elle est leur justification mathématique?.

1.1.1 Présentation du physicien

Dans le cas le plus simple, c’est-d-dire une théorie abélienne de groupe de jauge
U(1), le potentiel de jauge (ou connexion) A = A,dz* est une 1-forme et a pour

1 1’approche que j’ai choisie ici est tirée du livre de John Baez et Javier Muniain [5].

5



6 CHAPITRE 1. D-BRANES NON-COMMUTATIVES

courbure la 2-forme F' = 1F,, dz* A dz" :
F=dA,  F,=0,A,-08,A (1.1)
La transformation de jauge & s’écrit, avec A une O-forme quelconque
A =dA, 0A, =9, (1.2)

La courbure est donc invariante de jauge, puisque d? = 0.

Dans le cas plus général ou le groupe de jauge est non-abélien, la connexion A, tout
comme F et A, est & valeur dans I’algébre de Lie du groupe de jauge. Par exemple,
lorsque le groupe de jauge est SU(n), ce sont des matrices n x n hermitiennes?
de trace nulle. Dans les formules précédentes apparaissent alors des commutateurs
d’algébre de Lie, qui étaient nuls dans le cas de U(1). La courbure s’écrit

F = 8,4, — 8,A, — i[A,, A)] (1.3)

Cette fois, elle n’est plus invariante de jauge, mais covariante®. En effet, les trans-
formations de jauge prennent la forme

§Au =0 —i[Au,A =D\,  0F, =i\ F,)] (1.4)

1.1.2 L’éclairage du mathématicien

Quittons maintenant la peau du physicien pour nous glisser dans celle du mathéma-
ticien. Et reprenons.

Une théorie de jauge, c’est tout d’abord un fibré vectoriel sur la variété
d’espace-temps.

Qu’est-ce qu'un fibré ?

Pour faire simple, un fibré, c’est la réunion d’un espace de base (une variété différen-
tielle M), et d'une fibre (un espace vectoriel V) que P'on colle en chaque point de M.
Un peu comme un champ de blé, ol la terre joue le réle de la base, et chaque tige est
une fibre, chacune plantée en un point précis de la base. Pour anticiper un peu avec
cette image, 'un des problémes qui se posera par la suite sera de savoir comment
une puce se déplace d'un épi 4 I'autre. Vous trouverez peut-étre que tout cela ne
fait pas trés mathématicien, contrairement 3 ce que je viens d’annoncer, alors voila
la version moins simple. .. et plus rigoureuse :

2 En général, les physiciens paramétrisent I’algébre de Lie par U = e, ot U € SU(n). X est
done une matrice hermitienne. Tandis que les mathématiciens préférent écrire If = e*, faisant de
A une matrice anti-hermitjenne. Cela bien str ne change pas la dimension de Palgébre.

% On dit que la transformation de f est covariante lorsque f1) se transforme comme 7/, od 1 est
un champ de matiére. A ce titre, la transformation de jauge U = e** agit comme

v — Uy, SYp=idy
Donc, pour que f4 se transforme de la méme maniére, U doit agir sur f par

f - UfU_la 6f = '?.[A,f]



1.1. LES THEORIES DE JAUGE 7

Deéfinition 1.1.1 Un fibré (E, n, M) est une variété E (I’espace total ou fibré),
muni d’une application surjective 7 (la projection) sur la variété M (la base). En
tout point p de M, l'espace

E,={q€ E [n(q) =p}

est appelé fibre en p. Si ces fibres sont des espaces vectoriels, alors elles ont toutes
la méme dimension, et E est un fibré vectoriel.

Un bon exemple de fibré vectoriel, que nous allons utiliser, est le fibré tangent. L’es-
pace tangent en p de la variété M, qui sera pour nous I’espace-temps {ou en tout
cas la zone sur laquelle est définie la théorie de jauge), est noté T, M. Il a bien sir la
méme dimension que M. On peut s’en faire 'image géométrique intuitive suggérée
par son nom. Sur une surface par exemple, plongée dans 'espace 4 trois dimensions,
P’espace tangent en p est le plan tangent 4 la surface en p. Une autre formulation,
plus abstraite, nous sera plus utile : lorsque ’on a défini des coordonnées z* au voi-
sinage de p, T, M est I’espace engendré par les dérivées partielles J;. Le fibré tangent
est la réunion de toutes ces fibres, et est noté T'M.

Cela nous permet d’introduire un deuxiéme fibré classique, dual du fibré tangent :
le fibré cotangent. Chaque fibre est cette fois engendrée par les différentielles dz’
des fonctions coordonnées. Il est dual du premier au sens ol 'espace cotangent en
p, Ty M est dual de T, M comme espace vectoriel. Le fibré cotangent est noté 7M.

Qu’est-ce qu’une section ?

Comme son nom l'indique, si le fibré est un champ de blé, alors une section est une
coupe de ce champ : imaginez que vous fauchiez ce champ avec une grande faux,
coupant chaque brin 4 la hauteur que vous choisissez. En termes plus précis,

Définition 1.1.2 Une section s est une fonction de M dans E telle que
Vp e M, s(p) € E,
On note I'(E) U’ensemble des sections de E.

Cela signifie qu’une section associe 4 tout point p de la base M un vecteur de sa
fibre associée E,. Ainsi, si s et s’ sont deux sections, on peut facilement construire

la section s+ &' :
(s+)(p) = s(p) + 5'(p)
De méme, si f est une fonction C*® sur M, alors fs est la section :

(f8)(p) = f(p)s(p)

Ces deux relations ne sont rien d’autre que affirmation, en termes techniques,

Proposition 1.1.3 ['(E) est un C°(M)-module.
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Pour un physicien (qui fait de la théorie des champs), les sections de fibrés sont
des objets trés naturels. En effet, les objets de base en théorie des champs sont des
sections :

— Les champs vectoriels sont des sections du fibré tangent TM. A chaque point de
Iespace-temps M, ils associent un vecteur de son espace tangent.

— Les 1-formes sont des sections du fibré cotangent 7*M. En électromagnétisme,
par exemple, le champ A = A, dz* associe & chaque point z* de 'espace-temps la
forme A(z¥).

— De maniére générale, les champs tensoriels d’ordre (p, q), p fois contravariants et
q fois covariants, sont des sections de (TM)®P ® (T*M)®,

— Les p-formes sont des sections de (T*M)"? = AP(T*M).

Le groupe de jauge G fait de E un G-fibré. Les transformations de jauge
sont alors des sections de End(E).

Qu’est-ce qu’un G-fibré?

Soit {Uy} un recouvrement de M, V un espace vectoriel et p une action de G sur V.
On peut définir le fibré E de telle sorte que G agisse naturellement sur , autrement
dit, que E soit un G-fibré : E = U,(U, x V).

De plus, si p € (Uy N Up), alors sa fibre E, est définie dans U, x V (notons v son
élément générique) et dans Us x V' (notons v/ son élément générique). Il faut identifier
les v aux v’, ce que nous faisons par I’intermédiaire des fonctions de transitions Gag

Gap : Ua M Uﬁ — G
par la relation : v = p[gas(p)] v'.

Pour que cette identification définisse bien un fibré, les fonctions de transitions
doivent vérifier deux conditions assez intuitives :

= Qoo = 1 sur U,
~ 9ap9py9ya = 1 sur U, NUs N U, (condition de cocycle)

La premiére condition traduit simplement le fait que nous ne voulons pas “mélanger”
une fibre. Les fonctions de transitions servent de dictionnaire lorsqu’une fibre pos-
séde deux définitions différentes (la définition o et la définition 3), mais ne doivent
pas déformer une définition donnée.

La deuxiéme condition, appelée condition de cocycle, vient du méme genre de re-
marque : sur une intersection triple U, N Ug N U, passer d’'une définition & P’autre
circulairement (de o 4 G, puis & +y et retour 4 o) doit faire revenir au point de départ.
La définition o ne doit pas &tre déformée aprés ce petit voyage.

On pourrait en dire de méme pour les intersections & n ouverts, mais ces deux
conditions suffisent pour assurer toutes les autres. Elles suffisent & faire de E un
fibré vectoriel, ce que nous ne démontrerons pas ici.

Pour un physicien, un tel groupe G est un groupe de jauge.
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Qu’est-ce que End(E)?

Lorsque V est un espace vectoriel, Pensemble de ses endomorphismes End( V) est lui
aussi un espace vectoriel, isomorphe & V & V*. De la méme maniére, nous définis-
sons End(E), le fibré d’endomorphismes de E, comme étant le fibré E ® E*. Cette
définition assure que End(FE) est bien un fibré. D’autre part, les fibres de End(E)
sont exactement les espaces d’endomorphismes des fibres de £ (ce qui justifie la
notation) :

End(E), = End(E,)

Ainsi, si T est une section de End(E), alors en tout point p de M, T'(p) est un
endomorphisme de I’espace vectoriel F,. A ce titre, T agit sur les sections de E' par

T:T(E) — T[(E)
s — Ts  tel que (Ts){p) =T(p)s(p)

Mieux encore, cette action est C*°(M)-linéaire, c’est-a-dire qu’en plus d’étre linéaire,
pour tout f € C*(M),

T(fs) = fT(s)
Réciproquement, on pourrait montrer que toute application C*°(M)-linéaire de I'( E)
dans lui-méme définit une section de End(E).

Qu’est-ce qu’une transformation de jauge?

Supposons que FE a pour groupe de jauge G, c’est-a-dire que F est un G-fibré. Soit
T une section de End(E). En tout point p de M, T(p) est donc un endomorphisme
de E,. Mais parmi ces endomorphismes, certains sont spéciaux : tous ceux qui cor-
respondent & Vaction d’un élément de G. Plus exactement, cette action est définie
par la représentation p : G — End(E,). On dit alors que I'endomorphisme T'(p)
vit dans G lorsque T'(p) € Im{p).

Définition 1.1.4 On dit qu'une section T de End(E) est une transformalion de
jauge si et seulement si T(p) vit dans G pour tout p € M. On note G ’ensemble des
transformations de jauge.

Si g désigne 1'algébre de Lie de G, alors g agit naturellement sur E, par la représen-
tation dp, différentielle de p :

¢ —L QL)
VX dp(X) = L| pe* etX =l
€g, dp( )_dt p(e) dt lt=0
t=0
dp
g —ol(V)

Ainsi, de méme que précédemment, on dira que I’endomorphisme T'(p) vit dans g
lorsque T'(p) € Im(dp). Et que la section T' de End(E) vit dans g lorsque T'(p) vit
dans g pour tout p € M.
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Le potentiel de jauge A, est (le potentiel-vecteur d*)une G-connexion.
Qu’est-ce qu’une connexion ?

Parler d'une connexion, ¢’est d’abord parler d'une dérivée. En effet, une connexion,
c’est ce qui sert & dériver les sections. Et ce n’est pas si évident, en particulier parce
qu’il y a plusieurs maniéres de le faire. Lorsqu’on dérive une fonction d’une variable,
on prend la limite du taux d’accroissement (c’est en tout cas la définition que j’ai

apprise au lycée) :
e—0 €

Cela signifie qu’il faut calculer la différence entre les valeurs de f en deux points
voisins. Mais voil, les valeurs d’une section en deux points voisins sont deux vec-
teurs qui ne vivent pas dans le méme espace! Il n’y a donc pas de maniére unique
d’en faire la différence, ni de maniére meilleure que les autres. Bien sir, lorsque 'on
a défini un systéme de coordonnées on peut calculer les dérivées partielles d,s de la
section s. Mais en passant d’une fibre & 1’autre, comme nous I’avons déja remarqué
en parlant des G-fibrés, on peut s’autoriser une transformation (c’est-a-dire un en-

domorphisme). Globalement, cela donne un terme de la forme Aus, ot A, est une
section de End(E). Ainsi, une connexion D, s'écrira

D“=8”+AM

ce qui laisse beaucoup de possibilités.
Maintenant que nous avons allégrement écrit la forme générale d’une connexion,
peut-étre faudrait-il la définir :

Définition 1.1.5 Une connezion D sur M est une application C®(M)-linéaire de
[(TM) dans espace Der(T'(E)) des dérivations de T'(E).

Puisque tous ceux qui peuvent comprendre au premier regard une telle expression
ne liront certainement jamais cette section, accordons-nous quelques explications.
Soit donc v un champ de vecteurs sur M (donc une section de T'M). La connexion
D lui associe une fonction D,. Souvenons-nous alors que nous savons additionner
les sections (v + w) et les multiplier par des fonctions C* sur M (fv). D est une
application C®(M)-linéaire signifie alors tout simplement :

Dy = Dy + Dy, et Dygy = fDy

Ainsi, en écrivant v = v*9, dans la base 8, associée au coordonnées z# sur un ouvert
de M, on peut développer

D»v = Dvuaﬂ = 'UP'D”
avec la notation D, = Dy,.

Gréce & cette fonction D,, nous allons ensuite dériver les sections de E. Cela signifie
que si 8, € (E), et f € C*(M),

Dy(s+1t) = Dy(8)+ Dy(t) et Dy(fs) =v(f)s + fD,(s)

ol v(f) = v#3,f. Cette deuxiéme relation n’est rien d’autre que la régle de Leibniz,
qui indique comment dériver un produit. En composantes, elle s’écrit en effet

Dyu(fs) = (8uf)s + fDys
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Revenons alors a la proposition par laquelle nous avons commencé : toute expression
D=0+ A, ou A= A,dz* est une section de End(FE) ® T*M, est une connexion.
Réciproquement, toute connexion s’écrit sous cette forme?*.

A s’appelle le potentiel-vecteur, mais est couramment, et abusivement, appelé
connexion. C’est une 1-forme & valeur dans End( E), qui sera d’ici peu le potentiel
de jauge du physicien.

D, (s) est la dérivée covariante de s dans la direction v. Nous venons d’expliquer
le terme dérivée. Il nous reste le terme covariante, que nous allons voir en précisant :

Qu’est-ce qu'une G-connexion ?

Puisque notre fibré est un G-fibré, il nous faut expliquer comment les connexions
s’articulent avec la structure de jauge, et en particulier, comment les transformations
de jauge agissent sur ces connexions. Rappelons que g est une transformation de
jauge (g € G) si et seulement si g(p) vit dans G pour tout p € M. Comme nous
allons le vérifier, 'action suivante de ¢ sur la connexion D définit une nouvelle
connexion D’ :

Di(s) = gD,(g7's)  cClest-a-dire D, =gD,g! (1.5)

Avant toute chose, comme expliqué dans la note 3 (p.6), la dérivée D, se transforme
donc de maniére covariante, d’ot son nom. D’autre part, laissant le soin au lecteur
consciencieux de vérifier que D' est C°(M)-linéaire en v, et linéaire en s, nous nous
contenterons ici de vérifier qu’elle suit la régle de Leibniz. Si f est une fonction C*
sur M :

Di(fs) = gDu(g'fs)

9Dy(fg™'s)

gv(f)g " s+ gfDy(g~'s)
v(f)s + fD,(s)

oll, entre la premiére 4 la deuxiéme ligne, on se souviendra que I’action g~! sur s est
C*(M)-linéaire, comme celle de toute section de End( E)®.

Dans un systéme de coordonnées locales, nous pouvons donc en déduire la trans-
formation de jauge du potentiel-vecteur A (en écrivant bien str D, = 3, + A, et
D, =0,+A,):

8.+ A,)s = D, =gD,(g7's)

= 98+ Au)g7"s)
gA,g s+ g(Bug s + g9 O,s
Bus + (9Aug ™ + g8ug™")s

4 Bien snr, en toute rigueur, ces expressions sont locales. Elles s’entendent une fois choisi des
coordonnées z# sur un ouvert U/ et une trivialisation locale du fibré E sur U. De maniére générale,
il faudrait remplacer 8 par une connexion de référence D, qui peut étre quelconque. Cela. illustre
le fait qu’il n’existe pas de connexion meilleure que les autres dans I’absolu. De méme, le potentiel
A est en réalité une section de End(E|y) @ T*U.

“En clair, (571 fs)(p) = g7 (p)(f5)(p) = g7 (P)F (P)5(p) = f(p)(g~"5)(p) = (fg~"5)(p)-
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ce qui donne finalement :
A, =gAg " + 90,970 (1.6)

On peut tout d’abord remarquer qu’avec g € G, gd,g7" vit dans l'algébre de Lie
g. Done, pour que I'expression ait un sens, il est naturel de demander que A, vive
dans g. En effet, c’est & cette condition qu’il en sera de méme pour gA,g71, et donc
pour A,

Définition 1.1.6 On dit que D = 8+ A est une G-connezion si les composantes
Ay dans un systéme de coordonndes locales vivent dans g.

Cette définition peut sembler maladroite, puisqu’elle privilégie un systéme de coor-
données locales. Mais si elle est vérifiée dans un systéme de coordonnées, la propriété
vivre dans g l'est dans tous les autres.

Avant de parler de la courbure, j’aimerais expliciter les formules que nous venons de
voir dans le cas ol G est le groupe U(1). U(1) étant un sous-groupe d’isomorphismes
de C, considérons pour simplifier le cas le plus simple : soit E le fibré en droites
trivial M x C. Puisque les endomorphismes de C sont isomorphes & C, le fibré
d’endomorphismes End(E) est alors isomorphe & E. Le potentiel-vecteur A est donc
une 1-forme & valeurs complexes. Ou plus exactement, en imposant qu’elle respecte
la structure de jauge, & valeurs dans 1’algébre de Lie de U(1) :

u(l) = {iz / = € R}

Une transformation de jauge g € G sécrit alors g = e, ot A est une fonction® de
M dans u(1)7, et agit donc sur A par

A, = e At + e,
= A+

ce qui revient 4 ajouter 4 la forme A la forme exacte d\
A'=A+dX (1.7)
C’est bien la transformation de jauge attendue pour un potentiel de jauge abélien.

Lorsque le groupe de jauge est U(n) (ou de maniére générale un groupe non-abélien
compact), le méme raisonnement conduit 4 la transformation infinitésimale suivante

8 X est ici une simple fonction parce que le fibré E est globalement trivial. C’est bien sir une
section dans le cas général.

7 L'application exponentielle de g dans G est surjective lorsque G est compact et connexe. 8i
le groupe est connexe mais non compact, alors tout élément X de G s'écrit comme produit fini de
telles exponentielles : X = e**...e%, z; € g. Enfin, si G n’est pas connexe, 'exponentielle est &
valeurs sur la composante connexe de I'identité.

D’autre part, méme dans le cas d’un groupe compact et connexe, P'exponentielle n’est en général
pas injective, ce qui autorise des groupes différents (SU(2) et SO(3) par exemple) & avoir la méme
algébre de Lie (ils sont alors dits localement isomorphes). Cependant, parmi tous les groupes
localement isomorphes & G, il existe un et un seul groupe connexe et simplement connexe : c’est
son groupe de revétement universel Gy, et G ~ Gy/71(G) (dans 'exemple, SO(3) =~ SU(2)/{£I}).
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(au premier ordre en M), ol cette fois A et A appartiennent & I’algébre u(n) :

A!

" e Auer +e723,(ed)

(1 = NAL(1+A) +e 2, A(eY) + o(A)
= Au+ AN — A, + 8,2

soit, en appelant § cette transformation infinitésimale
0A, = AL — A, =02+ [Au N (1.8)

Bien siir, nous travaillons ici avec des notations de mathématiciens. Nous y revien-
drons 4 la fin de la section.

Le champ de jauge F,,, est la courbure de la G-connexion A,.
Qu’est-ce que la courbure?

La courbure mesure la non-commutativité de la connexion dans les directions de
deux vecteurs v et w. En effet, D, permet de dériver dans la direction de v, c’est-a-
dire de faire un déplacement infinitésimal le long de v. Plus exactement, elle indique
comment il faut bouger sur la fibre lorsque 'on fait un tel déplacement sur la base.
Mais lorsque 1’on se déplace d’abord selon v puis w, arrive-t-on au méme endroit sur
la fibre que si I’on fait Pinverse ? En général, non. Et c’est ce que mesure la courbure.

Définition 1.1.7 La courbure F de la connezion D est la section de End(E) ®
/\2 T*M définie, pour tout v,w € TM, par

F('U, w) = Dva - Dva - D[v,w] (19)

ot le crochet [v, w] est le crochet de Lie de TM
[v,w] = (V8w — w'd') 6; (1.10)

Et la présence de ce troisiéme terme dans la définition de F' n’est pas anodine. Tout
d’abord, il permet & la connexion triviale D® = 3 d’étre plate, c’est-a-dire d’avoir
une courbure nulle. En effet, on a alors D% = v#8, = v, et donc

Fly,w)=vw—wv—[v,w] =0 (1.11)

D’autre part, il n’est pas du tout évident a priori que F(v,w), d’aprés la définition
1.1.7, soit une section de End(E). Nous avons vu que ces sections sont exactement les
fonetions C*°(M)-linéaires de I'(E) dans I'( E). Or, si D, est bien un endomorphisme
de T'(E), il n’est pas C*°(M)-linéaire, puisque pour toute section s de E et fonction
fece(M):

D-v(fs) = va(S) + 'v(f)s 7é va(s)



14 CHAPITRE 1. D-BRANES NON-COMMUTATIVES

Cependant, comme nous allons le vérifier, les termes parasites s’éliminent dans I’ex-
pression de F'

F(v,w)(fs) = Du(fDu(s) +w(f)s) — Du(fDy(s) +v(f)s)
"fD[v.w](s) - [’D: ’LU](f)S
= [fDyDys+v(f)Dys + w(f)}Dys + 'U(w(f))s
~fDyDys — w(f)Dys — v(f)Dys — w(v(f))s
—f D5 — [v, w](f)s
f(Dva ~ DD, — D[?J,‘w])s
fF(v,w)s
On pourrait vérifier de méme que F est C°°(M)-linéaire dans ses deux premiers
arguments v et w. De sorte que si 'on définit?

F, = F(8,,8,) = [D,, D, - (1.12)

on peut écrire pour tout v, w : F(v,w) = vhuw’F,,.

Ces composantes F),, nous permettent aussi d’écrire 'expression locale de la 2-forme
F' a laquelle les physiciens sont habitués :

1
2
Puisque la courbure est définie en fonction de la connexion, qui est covariante sous
'action d’une transformation de jauge, il est trés facile de vérifier que la courbure

est elle aussi covariante. Ainsi, sous I'action de g € G, agissant comme é&lément de
End(E),

F=ZF,, dz* Adz" (1.13)

F' = gFg™! (1.14)

D’autre part, on peut calculer ’expression de Fuy, lorsque D, =0, + A, :

Fuo = [0u+ A0, + A
= [a.m aV] + [aﬂ-i AU] + [Am 31’] + [A.m Au]
= 8,A,—8,A,+[A,A) (1.15)

Cette expression est la méme que (1.3) & des facteurs ¢ prés, qui viennent des défi-
nitions du potentiel de jauge et de la courbure du physicien. Encore une fois, nous
y reviendrons 4 la fin de cette section pour faire le point.

Enfin, la relation (1.15) reliant les composantes des formes A et F' dans un sys-
téme de coordonnées locales, on peut légitimement se demander comment écrire
I'identité sur les formes elles-mémes. Malheureusement, nous n’avons pas défini F
directement 4 partir de la connexion, mais seulement F(v,w). La forme elle-méme
a été seulement reconstruite. Pourquoi cela? Parce que nous ne savons pas écrire
la connexion D “comme une forme”, c’est-a-dire comme D,dz*. Ou pour utiliser le
langage approprié, nous ne disposons pas de la différentielle associée 3 D. Dés que
nous 1’aurons défini, nous verrons que (1.15) s’écrit effectivement de maniére trés
élégante en terme de formes. Et nous pourrons aussi exprimer simplement I'identité
de Bianchi et I'équation de Yang-Mills. Mais pour cela, il nous faut faire...

0n se souviendra que [8,,8,] = 0.
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Un peu de calcul différentiel

Nous allons maintenant formaliser un peu le calcul différentiel & valeur dans un fibré.
En effet, le potentiel de jauge A est une 1-forme & valeurs dans End( E), tandis que la
courbure F' est, comme nous venons de le voir, une 2-forme & valeurs dans End( E).
De maniére générale, nous allons donc utiliser des p-formes & valeurs dans E et
End(E), c’est-a-dire les sections respectivement de E@ A T*M et End(EYQA T*M.

La forme des p-formes Tout d’abord, ces p-formes s’écrivent comme sommes
des p-formes primitives s ® w et T ® w, oll w est une p-forme usuelle sur M (s et
T étant bien sir des sections, respectivement, de E et End(E)). Dans un systéme
de coordonnées locales, on peut donc les exprimer dans la base des dz’, ou I est un
multi-indices : I = (31,42, ... ,%)-

— Une forme & valeurs dans E s’écrit localement : s; ® dz’..

— Une forme 4 valeurs dans End(E) s’écrit localement : T} ® dz!.

Produit(s) extérieur(s) On peut définir le produit extérieur de différentes p-
formes, mais attention, on ne peut pas pour autant s’essayer & n’importe quelle
combinaison. Tout d’abord, on peut multiplier les formes & valeurs dans E et End(F)
par une forme usuelle « € A T*M, par

(s@uWha=3® (WA a), TRw)Aa=TQ (wAa) (1.16)

Bien sfir, cette formule, comme les suivantes, s’étend aux formes non primitives par
C*(M)-linéarité. Remarquons qu’en considérant la section s comme une 0-forme sur
FE, cette définition nous permet d’écrire s Aw la p-forme s®w. Nous n’utiliserons pas
ici cette facilité, pour bien marquer la différence entre la partie section et la partie
forme de ces objets.

Dans le cas des formes sur End(E), on dispose de plus d’une multiplication sur les
sections de End(E), la multiplication des endomorphismes, ce qui nous permet de
définir le produit extérieur®

(SR)ANTRL) =8T®(aAnpb) (1.17)

alors que cela est impossible entre deux formes sur E, puisqu’on ne sait pas multiplier
deux sections de E. Par contre, les sections de End( E) agissent sur les sections de
FE, définissant donc naturellement le produit extérieur :

TN =T(s)®(aAp) (1.18)
entre T® o € End(EYQAT*M et s®@ € EQ AT*M.

Revenons sur le produit extérieur entre deux formes & valeurs dans End( E). C'est le
seul produit, parmi ceux que nous avons défini ici, qui puisse s’écrire dans les deux
sens S, AT, et T, A Sp, ot S, et T, désignent respectivement une p-forme et une

9 Notons qu’en général le produit ST n’a rien & voir avec le produit T'S, et ce produit extérieur
n’est donc pas antisymétrique (méme de maniére graduée).
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g-forme sur End(E). Comme nous I'avons déja remarqué, ces expressions ne sont
pas antisymétriques, et nous pouvons donc définir le commutateur gradué :

[Sp;’ Tl =S ATy~ (1) Ty A Sp (1.19)

Ce commutateur serait identiquement nul sur des formes & valeurs réelles. Ici, on
peut le relier au commutateur entre endomorphismes, en utilisant I’antisymétrie
graduée de la base locale® :

[SI X d:EI, TJ @ d{I;J] = SITJ ® diL‘I A d.T,J - (_l)pq TJSI @ de’J A dmI
= (SITJ — T_]SI) & dﬂlI A diL'J
= [SI; TJ] & d.T,'I A dﬁ':J

Ce commutateur vérifie la propriété d’antisymétrie graduée :

[SpaTq] = __(_1)941 [Tqa Sp]

Différentielle extérieure covariante sur E On veut généraliser la notion de
différentielle extérieure (d) pour la rendre compatible avec une connexion D quel-
conque. En effet, si 'on considére la connexion triviale D2 = v (qui s’écrit simple-
ment en coordonnées locale DY = 8,), elle est naturellement reli¢e a la différentielle
extérieure par la formule

D(f) = v(f) = v*8,f = df (v) (1.20)

pour toute fonction f. Dans un fibré, ce sont les sections qui jouent le role des
fonctions, et on définit donc la différentielle extérieure covariante dp associée 3 la
connexion D par

dps(v) = D,(s), soit localement dps = D,s® dz* (1.21)

Les sections de E étant les 0-formes a valeurs dans E, cette définition s’étend na-
turellement sur une p-forme quelconque. dp est donc Popérateur de degré 1 sur
I'algébre extérieure 4 valeurs dans E :1!

dp(s; ® dz’) = Dys; ® dy, A dz? (1.22)

On pourra noter au passage la forme élégante de cet opérateur sur une forme pri-
mitive, ol I'on voit bien apparaitre la régle de Leibniz (qui disparaissait dans la
formule précédente puisque d(dz’) = 0) :

dp(s®@w) =dps Aw+s®dw (1.23)

1% Lorsque dz’ est une p-forme et dz’ une g-forme,

dz’ Adx’ = (=19 da” Adz!

' On peut remarquer que cette formule généralise simplement celle de la différentielle d’une
forme usuelle :

d(wrdz’) = 8wy dz* A dz’
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Précisons aussi qu'il n'y a aucune raison pour que la différentielle dj; soit de carré
nul. En fait, ce n’est le cas que si la connexion D est plate. Plus précisément :

dp*(s; ®@dz") = D,D,s; ®dz* Adz” Adz'
= —21- [D,, D, 51 ® dz* A dz” A dx’

= FA(s;®dzh) (1.24)

Différentielle extérieure covariante sur End(E) Pour pouvoir faire le méme
travail sur End(E), il nous faut d’abord y définir une connexion. Plus exactement,
puisque nous disposons de la connexion D sur E, nous aimerions disposer sur End( F)
d’une connexion “compatible”. Et il existe effectivement une (unique) connexion D,
dérivée de D an sens oil

Définition 1.1.8 La connexion D sur End(E) est définie par
(DyT)(8) = Dy(T's) — TDy(s) = [Dy, Ts (1.25)
pour tout champ vectoriel v sur M, section T de End(E) et section s de E.

Le commutateur est celui des endomorphismes de ['(E) (au sens linéaire et pas
C®(M)-linéaire), que sont D, et T. Il n’est pas évident a priori que le résultat soit
C>(M)-linéaire, et donc section de End( E), mais c’est bien le cas, comme on pourra
le vérifier facilement. Ainsi, pour faire plus court que la définition, on peut écrire
localement

D,T = [D,,T| (1.26)

Muni de D, nous pouvons maintenant dérouler la mécanique de la différentielle ex-
térieure covariante, mais cette fois sur End( F). Pour ne pas alourdir inutilement les
notations, nous continuerons & noter dp cette différentielle (et pas dp), qui est de
toute fagon I'unique généralisation aux formes & valeurs dans End( E) de la différen-
tielle dp initiale. Ainsi, comme précédemment :

— dp est définie sur End(E) par

(dpT)(w) = D,T  ie. dpT=D,T®dz* (1.27)
— dp est définie sur End(E) ® A T*M par
dp(T; ® dz’) = D, T; @ dz* A dz! (1.28)

On pourra noter que ces définitions conduisent 4 la formule de Leibniz graduée (qui
généralise la formule (1.23))

do(nAx) =dpnAx+ (=1 nAdpx (1.29)

ol p est le degré de la forme 7. Cette expression est valable que les formes 7 et x soit
des formes usuelles, ou 4 valeurs dans E ou End(E) {c’est-a-dire toute combinaison
compatible avec ’expression 77 A x).
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Enfin, comme pour les formes a valeurs dans E, le carré de la différentielle dp
appliqué a une forme n = T;®dz’ 3 valeurs dans End( E) fait intervenir la courbure :

dp’n = [D,,[D,,Ti]] ® dz* Adz” A dz?

= % ([Dy, [Dy, T1]] — [Dy, [Dy, T7)]) ® dz* A dx” A dz?
= % [Dy, Do), Tr] ® dz* A dz” A dz’
= [F,n] (1.30)

Le potentiel de jauge et la courbure — Acte II : les formes

Si nous décomposons la connexion sous la forme D = D%+ A, od D° est la connexion
plate standard Dﬂ = Oy, nous pouvons expliciter I'action de la différentielle exté-
rieure covariante dp sur les formes & valeurs dans E et End(E). On notera que la
différentielle extérieure associée & DU est la différentielle usuelle : dpo = d. En par-
ticulier, d2 = 0.

Sur la forme x = s; ® dz’ 4 valeurs dans E,

dpx = Dys;®dz* A dr!
(D5, + Au)sr ® dz# A dz!
= dx+AAY (1.31)
De méme, sur la forme 1 = T; ® dz' a valeurs dans End(E),
dpn = [D,,Ti] ®dz* Adz’
[DS,T7] ®dz* Adz’ +[A,, Ti] ®dz* Ada’
= dn+[A7] (1.82)

Gréce 4 ces expressions, nous pouvons écrire la relation entre les formes F et A. En
effet, pour toute forme x & valeurs dans E, et d’aprés (1.24) :

FAx = dp*x=dpldx+AAY)
= d®x+dAAx—ANdx+AAdx+ANAAY
(dA+AANA)Ax

ce qui conduit A la formule
1
F-=dA+A/\A=dA+§[A,A] (1.33)

dont on peut vérifier qu’elle redonne effectivement I’expression (1.15) pour les com-
posantes F,,.

L’identité de Bianchi

J’ai dit en introduction de cette section que je ne m’intéresserai qu’aux structures
de jauge, et pas aux actions, mais je ne peux résister 3 la tentation d’écrire les équa-
tions de Yang-Mills, tant elles sont élégantes. En toute rigueur, les équations ne sont
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pas 'action, donc accordons-nous cette faveur. De plus, nous allons commencer par
I'identité de Bianchi, qui est une identité topologique comme nous allons le voir, et
done pas une équation dynamique.

Ecrites dans le formalisme des formes différentielles, les équations de Maxwell se
résument 4'2
dF =0, *xdx F =] (1.34)

F étant défini comme étant la différentielle du potentiel de jauge (F = dA), la
premiére équation est en fait une identité, puisque d? = 0. Toute la dynamique se
trouve donc dans la deuxiéme équation.

Dans le cas général, que nous traitons ici, cette situation se reproduit. La premiére
relation s’appelle ’identité de Bianchi, et s’écrit :

dpF =0 (1.35)

Nous pouvons facilement la démontrer, grace au calcul différentiel que nous venons
de développer, et en remarquant que

[A,ANA|=AANANA-—ANANA=D
On a alors

dpF = dF +[A,F)

d(dA+ ANA)+[A,dA+ AN A]
dANA—ANdA+[A,dA] +[A, ANA]
[dA, A] + [A, dA]

0

D’autre part, remarquons qu’elle s’écrit aussi, en composantes :
[Dw [Dw Dp]] + [Dw [Dm Du]] + [Dp? [Dm D,,]] =0 (1.36)

ou elle apparait simplement comme une forme particuliére de I'identité de Jacobi.

L’équation de Yang-Mills

Comme dans le cas d’'un groupe de jauge U(1l) et de I’équation de Maxwell, la
dynamique d’une théorie de jauge quelconque est donc entiérement contenue dans
la deuxiéme équation. Dans sa version non-abélienne, elle porte le nom d’équation
de Yang-Mills, et s’écrit :

x dpx F=J (1.37)

12 J est la 1-forme qui désigne le courant électromagnétique. L’opérateur x est I'étoile de Hodge,
qui échange les p-formes et les (rn — p)-formes (oi n est la dimension de la variété M), selon
1

*(dxm A A dz-.u'p) — (n — p)1 5u1...v.,,,pm"'#" dz*1 A - A dg¥-P
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ou J est une 1-forme & valeurs dans End( E), appelée le courant, qui joue le role de
source. Nous avons de plus défini I’étoile de Hodge sur les formes & valeurs dans
End(F) a partir de ’étoile de Hodge usuelle par la relation

* (TOw) =T @ #w (1.38)

On peut vérifier que ’équation de Yang-Mills se réduit bien & V’équation de Max-
well dans le cas d’un groupe de jauge U(1). En effet, dans ce cas, les sections de
End(E)® A T* M sont simplement des formes 4 valeurs complexes. C’est vrai en par-
ticulier pour A et F. Cela signifie que dp agit sur ces formes comme la différentielle
ordinaire, puisque le commutateur gradué est alors identiquement nul. Par exemple,
dpF' = dF. Attention cependant, puisque dp reste non trivial sur les formes & va-
leurs dans E. En effet, il n’y a aucune raison pour que le terme en A A - disparaisse.

Etant une équation sur le champ F', il est évident a priori que I’équation de Maxwell
est, comme il se doit, invariante de jauge. L’évidence est moins flagrante pour I'équa-
tion de Yang-Mills, puisque dans le cas général, F' est covariant et pas invariant.
Néanmoins, comme on peut le vérifier assez facilement, (1.37) est bien invariante de
jauge. En effet, g € G agit sur D comme

D,T = [D,,T)=[gD,g ", T]
= g[Du, g 'Tglg™
= (4d(g) D, Ad(g™)) T (1.39)
ot Ad(g9)T = gTg~! est I'action adjointe de g. On en déduit

dp = Ad(g)dp Ad(g™") (1.40)

et puisque d’autre part, F' = gFg~! = Ad(g)F et que 1’étoile de Hodge est complé-
tement transparente, cela donne

* dprx F' = Ad(g) x dpx Ad(g™")Ad(g)F = g(xdpx F)g~' = J' (1.41)

ot J' = gJg~! est bien entendu le transformé de jauge de la 1-forme J & valeurs
dans End(E).

Pour conclure sur 1’équation de Yang-Mills et I'identité de Bianchi, nous allons les
réécrire sur I’espace de Minkowski, en séparant les parties magnétiques ( B) et élec-
triques (E), par analogie avec I’électromagnétisme. L’espace-temps se compose donc
de la dimension temporelle (t) et de I’espace 4 trois dimensions (). On décompose
F et J en formes sur 'espace (en dz* uniquement) :

F=B+EAdt, J=j—pdt (1.42)
De plus, en travaillant dans la jauge statique (A; = 0), la connexion s’écrit

Di=8, Di=0a+A (1.43)
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En remplacant dans la définition de F', on identifie alors les composantes électriques

et magnétiques :

E= E,- d.'r:i, B = —;— EijkBi le A dﬁk (144)

avec les expressions
E; = —0:A,, Bt = ¢7% (8, A, — 0, A; + |4y, Ar)) (1.45)
On peut alors réécrire l'identité de Bianchi,
OB +[A;,B|=0, 8,B'+ % 0;Ex+[A;, Bx]) =0 (1.46)
et I’équation de Yang-Mills,
OE + A, E =p, —OE +€%(8;By+[Aj,Bx]) =7 (1.47)

Ces quatre équations sont similaires aux quatre équations de Maxwell, auxquelles
se sont ajoutés bien sfir les commutateurs non-abéliens, qui sont responsables de la
non-linéarité de la théorie de jauge (le champ de jauge non-abélien est autocouplé :
les gluons interagissent entre eux, alors que les photons s’ignorent).

1.1.3 Le(s) point(s) sur les i

Faisons d’abord le point sur les transformations de jauge, et plus exactement les
transformations infinitésimales. Pour les écrire, nous devons paramétrer ’élément g
du groupe de jauge (plus précisément, g € G), sous la forme g = e™*. Nous I’avons
déja fait, de fagcon un peu cavaliére, pour A, avec néanmoins le résultat correct (1.8).
En faisant de méme pour F & partir de 'expression (1.14), on trouve donc :

A, =8,A+[Ay, N,  6F =[F,) (1.48)

Pour étre moins cavalier, il aurait fallu définir proprement A, ce que nous pouvons
faire désormais. Tout d’abord, il suffit de supposer que nous travaillons avec un
groupe de jauge compact et connexe (voir note 7 page 12) pour s’assurer de la
surjectivité de application exponentielle définie sur g. D’autre part, puisque le fibré
n’est pas trivial, A est une section de End(F), et bien sir A(p) € g en tout point p
de M. Autrement dit, dans notre nouveau langage différentiel, A est une O-forme 2
valeurs dans End(E) qui vit dans g. Et d’aprés (1.32) et (1.30), la transformation
infinitésimale 4 s’écrit alors simplement :

SA=dp), OF =dp3\ (1.49)
ce qui est une généralisation élégante des transformations de jauge abéliennes

SA=d\, SF=0 (=d2\)

Enfin, concluons cette section en faisant le lien entre la notation des mathématiciens
et celle des physiciens. Que ce soit pour le potentiel de jauge A, la courbure F' ou
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le paramétre de jauge ), la grandeur du physicien Qp et celle du mathématicien @Q,,
différent du facteur —i :

Qm = —1 Qp — (150)

Ainsi, pour un physicien, les expressions (1.33) et (1.15) pour la courbure s’écriront
F=dA—-iANA  soit F,,=0,A, —8,A,—ilA, A (1.51)

tandis que les transformations de jauge infinitésimales (1.48) deviennent identiques
aux transformations (1.4) que nous avions présentées au départ :

8A, =X —i[A,N =D, 6F, =i\ FL) (1.52)

1.2 La transformation de Seiberg-Witten (1)

1.2.1 Branes et action de Born-Infeld

La théorie des cordes contient la gravitation (4 travers la supergravité, version super-
symétrique de la Relativité Générale), et les théories de jauge. Comme nous Pavons
dit dans I'introduction, la métrique de la Relativité Générale est 1'un des modes de
masse nulle des cordes fermées. Mais en théorie des cordes, elle est naturellement
accompagnée par le champ antisymétrique B,,, qui joue le réle d’un champ élec-
tromagnétique de fond. D’autre part, les cordes ouvertes, dont les extrémités sont
attachées sur des branes, reproduisent les théories de jauge : une brane unique pour
une théorie U(1), un paquet de n branes empilées pour une théorie U(n).
Lorsqu’une D-brane est plongée dans un champ de fond 9uw + By quelconque, sa
dynamique est décrite par ’action de Born-Infeld3

Spr= gi fdx”\/det(g + B+ 2ra'F) (1.53)

Cette action est exacte si 'on néglige les dérivées des champs (en particulier, elle
est exacte en o A cette approximation prés, c’est-a-dire que les seuls corrections
sont des corrections dérivatives, contenant bien str autant de o que nécessaire). Au
premier ordre en o, elle redonne 'action de Maxwell sur la brane, comme on peut
s’y attendre. C’est par contre un probléme ouvert que de déterminer les différents
types de correction dérivatives (en dérivées de g, B, F ou tout mélange) de cette
action.

Lorsque plusieurs branes sont coincidentes, la théorie de jauge devient non-abélienne.
Au premier ordre en o/, on doit cette fois retrouver une théorie de Yang-Mills. Et la
forme elle-méme de I’action de Born-Infeld doit étre généralisée. En particulier, en
effet, le champ F est alors & valeurs matricielles, et la combinaison B + F n’a plus
de sens. Cela oblige 4 prendre la trace (matricielle) de F. Mais plus grave encore,

13 Cest 1’action sur le secteur de Neveu-Schwarz, ici en ’absence de dilaton. Pour I’action totale,
il faut lui ajouter I'action de Chern-Simons pour le secteur de Ramond-Ramond.
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le développement du déterminant (sur les indices d’espace-temps) est indifférent 3
I'ordre des facteurs, qui est pourtant important. Prenons un exemple simple,

det( a b ) =ad—bc=da—ch
c d

ce qui pose probléme lorsque les coefficients a, b, ¢, d sont par ailleurs des matrices,
et ne commutent pas. Cette fois, résoudre le probléme signifie définir 'ordre des dif-
férents coefficients {qui sont ici les composantes spatio-temporelles de F') avant d’en
prendre la trace. Le plus simple consiste bien siir & considérer la trace symétrisée,
C’est-a-dire en moyennant sur tous les ordres possibles [15], mais cette solution ne
suffit pas, elle doit &tre corrigée i partir de P'ordre F® [16]. Cependant, la situation
est complexe, puisque pour une théorie de jauge non-abélienne, les dérivées de F'
sont trés peu discernables des commutateurs de F :

[Di, Dj)Fu = [Fyj, Fil]

Or ces commutateurs sont justement la différence entre ordres différents des facteurs
F;;. Trouver le bon ordre dans le développement de l'action de Born-Infeld non-
abélienne revient donc & en calculer les corrections dérivatives en F. En anticipant
sur les théories de jauge non-commutatives (et en particulier sur les star-produits),
la situation est la méme si 'on veut écrire I'action de Born-Infeld pour un champ
F non-commutatif, méme de groupe de jauge U(1). En effet, cette fois la différence
entre deux expressions ne différant que par I'ordre des facteurs est du type

axb—bxa=[a*bh=i070,a0;b+...

et met comme précédemment en jeu des expressions dérivatives en a et b. Cette
similarité entre la situation non-commutative et la situation non-abélienne “ordinai-
re” (commutative) n’est pas surprenante. Elle n’est que le reflet de I’équivalence de
Morita, qui relie des théories définies sur des espaces présentant des paramétres de
non-commutativité différents, au prix d'un changement du rang du groupe de jauge.

Une caractéristique importante de l'action de Born-Infeld est qu’elle est invariante
sous la transformation de Seiberg-Witten qui nous intéresse ici. Cette transforma-
tion associe a chaque champ ¢, B, F,... un champ g, }3‘, 13', ... défini sur la version
non-commutative de la brane initiale. L'action de Born-Infeld sur cette brane s’écrit
sous la méme forme, en fonction des nouveaux champs!? :

5%, = Ql fd:n“\/det(g + B+ 210/ F) (1.54)
3

Encore mieux, elle est 'unique action invariante sous cette transformation, et bien
que nous ne nous intéressions pas davantage ici A ses corrections dérivatives, c’est
'un des moyens envisagés pour les calculer [17].

14 Comme nous l'avons déja remarqué, cette expression n’a de sens qu’a l'approximation des
champs lentement variables. Trouver ses corrections est équivalent trouver les corrections de 'action
de Born-Infeld initiale.
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1.2.2 La transformation des champs de fond

Nous allons maintenant nous pencher sur cette transformation, dans un premier
temps en détaillant son action sur les champs de fond g et B. Cela nous permettra
en particulier de nous familiariser avec la description d’un espace non-commutatif,
et son paramétre §. Nous aborderons 3 la section 1.4 'action de la transformation
de Seiberg-Witten sur le secteur de jauge ; en trouver la forme explicite est d’ailleurs
'objectif que nous poursuivons tout au long de ce chapitre.

Une brane non-commutative est tout simplement une brane sur laquelle les coor-
données, que nous noterons ¥, ne commutent plus :

(3%, ] = i0* (1.55)

oii §#” est une matrice (antisymétrique), constante pour I’instant, appelée paramétre
de non-commutativité. La situation “ordinaire” est alors simplement obtenue lorsque
¢ = 0. Ainsi, nous venons simplement d’ajouter des degrés de liberté aux théories
envisageables (en supposant bien sr que I’on sache écrire des théories consistantes
sur un tel espace). Nous pouvons bien stir plonger cette brane dans le champ de fond
Juv + Bpu: créé par un rayonnement de cordes fermées.
Seiberg et Witten ont montré qu’une telle description n’était finalement pas si
étrange, puisqu’elle était équivalente & une brane ordinaire plongée dans le champ
g + B, avec les relations suivantes entre les champs!® :
1 =0+ ——~1—A (1.56)
g+ B i+ B
C’est-a-dire que la quantité 8+ (§+ B’)‘l est conservée lorsque le paramétre # varie.

Inversement, on peut dire qu’une brane ordinaire plongée dans un champ B an-
tisymétrique non nul est équivalente & une certaine brane non-commutative, oil le
champ antisymétrique a été “remplacé” par le paramétre 6. Nous reviendrons bien
slir sur ce calcul, mais d’un point de vue conceptuel, cela ressemble fortement & P'es-
sence de la Relativité Générale : au lieu de décrire la théorie par un champ complexe
sur un espace simple (plat), toutes les subtilités sont cachées “sous le tapis”, dans
I'espace-temps qui acquiert une courbure tandis que le champ complexe disparait.
Ici, plutdt que de décrire le couplage de la brane avec un champ de fond électroma-
gnétique, on peut donc encoder ce champ dans la non-commutativité de I’espace, et
comprendre comment fonctionne la théorie sur cet espace plus subtil. Il est d’autant
plus remarquable qu’alors que la courbure (la “non-platitude”) est liée 4 la partie
symétrique g,,, la non-commutativité est liée & la partie antisymétrique B,,.

Signalons d’autre part que le champ B comporte, & Iinstar d’un champ électroma-
gnétique usuel, une partie électrique et une partie magnétique. Cependant, lorsque
Pon efface le champ B dans la description non-commutative équivalente, la partie
magnétique est responsable de la non-commutativité espace/espace tandis que la
partie électrique est responsable de la non-commutativité espace/temps. Au niveau
de la théorie des champs, ce deuxiéme type de cas est non causal, méme si la théorie
des cordes semble réguler ce probléme [11, 12]. Cela explique pourquoi les travaux

15En posant o = 1
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décrivant les théories non-commutatives se limitent en général & des composantes
magnétiques uniquement. En ce qui nous concerne, nous ne nous intéresserons qu’a
la formulation de la transformation de Seiberg-Witten, permettant de passer d’une
description a l'autre, et pas aux caractéristiques physiques des théories de jauge
non-commutatives. De telles précautions seront donc inutiles.

Revenons enfin 4 ’équivalence elle-méme, pour étudier de plus prés ces formules.
Puisque cette équivalence est valable quel que soit 4, c’est une infinité de descriptions
qui sont ainsi reliées par la transformation de Seiberg-Witten. On peut par exemple
fixer le paramétre 6, et en déduire g et B, parties symétriques et antisymétriques de
Pexpression. On retrouve bien sfir les champs initiaux g et B lorsque 8 = 0, ce qui
est bien le cas d’une brane “ordinaire” dont les coordonnées commutent :

26 = (G+B)+ G+ B)

_ 1 + 1
= 3 1
1 1 1 1
= +0+ ——-—146
i 1
_ 1 1 % 1 1
9J+B—Bg+B g—B+B+9
1 1
§ = 1.57
9= 1 (g+Be?1-0(g— B (1.57)
De la méme maniére, on trouve la partie antisymétrique
- 1 1 1 1
B= e+ B (1.58)
i 1

Inversement, on peut choisir la valeur de 3, par exemple nulle, et on en déduit § et
f. Dans ce cas de figure, on trouve

1 1
§j=g— Bg B, f=— B 1.59
§g=9-Bg 7B827°3 (1.59)
Supposons alors que B soit inversible. & I'est alors aussi et
61=B—gB Yy (1.60)
Dernier exemple, toujours si B est inversible : fixons § = B!, alors
. s 1 117!
§+b = [H—B B 5]
1 117!
- [pE--n3]
= —Bg~ g+ B)
—-B—-Bg™'B (1.61)

C'est-a-dire B=—Bet j=—Bg'B.
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1.3 Le star-produit
1.3.1 La formule de Moyal-Weyl

Pour travailler dans un espace non-commutatif, nous allons commencer par déformer
le produit sur la variété de base, en définissant un star-produit. Commengons par
I'exemple le plus simple que nous utiliserons d’ailleurs par la suite : la formule de

Moyal-Weyl.
fxg = f e%b_""”g‘" 9
= fg+z 5 (0,£) 07 (859) — 3 (3 Bf) 67°6" (9:0-g) + O(6°) (1.62)
ol 6 est un tenseur antisymétrique d’ordre deux, constant, qui joue le réle de para-

métre de déformation et donc de non-commutativité. En effet, si l’on applique cette
formule aux fonctions coordonnées ;

(¥ % 2" = gt x z¥ — ¥ % T* = i (1.63)

et les coordonnées ne commutent plus, comme nous le souhaitions. Ainsi, en défor-
mant le produit (f g est égal & fg plus des corrections en puissance de 6), nous
avons bien déformé I’espace.

Remarquons que la formule de Moyal-Weyl est valide seulement lorsque le paramétre
6 est constant. La réciproque est vraie aussi, mais pour le voir, il nous faut d’abord
définir le star-produit d’une maniére un peu plus générale.

1.3.2 Star-produits et structures de Poisson

Un star-produit est un produit associatif qui s’écrit sous la forme

Fxg=fg+> (h)"Bu(f,9) (1.64)

ol £ est un paramétre formel et les B, sont des applications bilinéaires.
On peut montrer qu’un star-produit est toujours la déformation d’une structure de
Poisson :

[f 3 9] = iR{3f § Bg} + O(F?), avec  {8f ¢ 8g} = &:f 6% (x) B;g (1.65)
Lo déformation au sens oil tout autre déformation de la méme structure de Poisson

donne un star-produit équivalent. On peut en effet définir un star-produit * a Paide
d’un opérateur inversible D par :

D(f*g) = DfxDg,avece ~ Df=f+ ih“Dn(f) (1.66)

ol les D, sont des opérateurs linéaires. Deux tels star-produits sont alors dits équi-
valents.
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Si I'on explicite cette transformation au premier ordre en £, on trouve I'expression
de B]_ . ’
Bi(f,9) = B:(f, 9) +iDi(fg) — iDu(f)g —ifDi(g) (1.67)

de telle sorte que si ’'on sépare B en ses parties symétrique B et antisymétrique
BT, cette transformation ne modifie que la partie symétrique : (B;)” = By.
Or c’est la partie antisymétrique qui définit la structure de Poisson, puisque :

{6 ¢ 069} =2B(f,9)

Nous venons donc de vérifier que deux star-produits équivalents définissent bien la
méme structure de Poisson. Il n’est pas du tout évident qu’inversement, étant donné
une sfructure de Poisson, on puisse la déformer en star-produit, mais c’est néanmoins
vrai. Ce résultat est du & Kontsevich [37], la procédure s’appelant transformation
de formalité. Elle est définie 4 des changements de variables prés, qui conduisent a
autant de star-produits équivalents. Comme nous le verrons, c’est le fait que 6 soit
une structure de Poisson qui assure 1'associativité du star-produit. Il existe donc une
identification naturelle entre les structures de Poisson et les classes d’équivalences
de star-produit.

Avant d’aborder cette transformation de formalité, nous allons voir un exemple
concret de cette relation. En effet, # définit une structure de Poisson lorsque son
crochet {. ¢ .} vérifie I'identité de Jacobi. Cela signifie, pour #* antisymétrique :

619,6F + 9915,6% + 0¥ 5,8Y =0 (1.68)
Pour relier cette identité est reliée 4 I’associativité du star-produit, écrivons expli-
citement cette associativité sur un exemple. La formule de Moyal-Weyl est, cette
fois, trop simple, puisque la relation d’associativité est triviale & tous les ordres.

La premiére correction lorsque & n’est plus constant intervient & I’ordre 2, et s’écrit
par exemple {7] :

1 .
fxg=Ff*g— 12 G48,6°%(8,0; f Okg — 0; f BiOrg) + O(6°) (1.69)

oll %¢ désigne la formule de Moyal-Weyl. De plus, comme au début de cette section, le
paramétre formel % a été absorbé par 6. Il est alors facile de vérifier que ’associativité
de x s’écrit :

(fxg)xh— f*(gxh) = -61; (628,07 + 69 5,0 + 6 5,6¥) 8, £8;90:h + O(F°) (1.70)
C’est-a-dire que x est associatif si et senlement si # est de Poisson.

J’en profite pour faire ici un commentaire supplémentaire. Supposons que @ soit
inversible et appelons w son inverse. Alors, 8;0°%% = 796" Fyw.. Et la condition
(1.68) pour que 8 définisse une structure de Poisson devient

OaWhe + Opweq + Opwap = 0 iee H=dw=0 (1.71)

16 On pourrait bien sir le vérifier. Cela vient du fait que c’est cette relation qui fixe ordre par
ordre les coefficients de la formule. On pouvait d’ailleurs s’attendre & ce qu’elle ne contienne rien
de plus, puisque # est constant, et donc nécessairement de Poisson.
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De méme, 'associateur du star-produit associé s’écrit alors

(Frg)kh—fx(gnh) = é G6756% H,y, 8,8;905h + O(6°) (1.72)

1.3.3 La transformation de formalité

Cette transformation est due & Kontsevich [37], et est en réalité un ensemble I/ de
transformations multilinéaires. U, associe 4 n champs polyvectoriels (d’ordres k;)
un opérateur m-différentiel, ot m est déterminé par la condition

n
m=2-2n+)Y k (1.73)
k=1

En particulier, Uy est un opérateur & deux variables : par définition, c’est le produit
usuel des fonctions

Uo(f,9) = fg (1.74)

Pour n > 1, U, vérifie la condition de formalité, qui le relie & tous les U; précédents.

Mais avant de pouvoir ’évoquer un peu plus précisément, il nous faut introduire un
peu d’algébre.

Crochet de Schouten-Nijenhuis Commencons par définir le commutateur de
Schouten-Nijenhuis sur les champs polyvectoriels,

[ELA- A&, mA-- Angs
= Y CDH Gl AG A A& A AT A AT,
LY

A A, fls = D (V&N EaA - AEA- NG (1.75)

t

ol les &; et 7; sont des champs vectoriels, et f une fonction — la notation fi indique
que le champ §; est omis. Ce crochet est un opérateur de degré —1 sur Pordre
polyvectoriel : le crochet d'un champ d’ordre p et d’un champ d’ordre g est un
champ d’ordre (p + ¢ — 1). En particulier, un champ bivectoriel § = 1 69, A
définit 'opérateur de cobord

dg = —[-,fs (1.76)

Ainsi, § définit une structure de Poisson si et seulement si il vérifie I'une des trois
relations équivalentes

[6,8]s =0 & ds6=0 & ds> =0 (1.77)
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Crochet de Gerstenhaber D’autre part, on définit le crochet de Gerstenhaber
sur les opérateurs multidifférentiels

[61, $ale = ¢1 0 ¢ — (—1) P VP2 Vs 0 ) (1.78)
oll ¢; est d’ordre p; et ¢, d’ordre py. Ce crochet un opérateur de degré —1, tout
comme la composition o, qui est définie, pour toutes fonctions fi,..., fp,+p,—1, Par:

(le o ¢2)(f11 sany fp1+P2—1)
n
= Z(_l)(i_l)(pz_l)qbl(fl: Ty ¢2(fz'a s :fi+pz—1)a Tt fP1+’P2—1) (1'79)

i=1

Comme on peut s’en douter d’aprés ces formules, ¢ et ¢ n’ont pas réellement besoin
d’étre des opérateurs différentiels pour définir une telle algébre de Gerstenhaber. Ces
définitions sont valables plus généralement pour des homomorphismes d’algébres.
Nous y reviendrons d’ailleurs dans le chapitre 2, oli les opérateurs différentiels seront
remplacés par le complexe de Hochschild €, Hom(A®", A) d’une algébre A.

Etant donné un produit %, on peut encore une fois définir Popérateur de cobord
associé,

d.=~[-,4lo (1.80)

Ainsi, % est associatif, c’est-d-dire définit un star-produit si et seulement si il vérifie
I’une des trois relations équivalentes

[f,4e=0 & d*x=0 & d*=0 (1.81)

Condition de formalité Cette condition impose des restrictions sur les transfor-
mations U,. Je n’en donnerai qu'un apergu ici, au sens ou je laisserai indéfinis les
signes £. On pourra se référer 4 [37, 38] pour plus de précision. Pour tout n > 1,

5 Y Ui Ul

I+J=(1,....;n)

= > +Una(loi o5ls, @1y -1 Gty ey ey ) (1.82)
i<j
ou I et J sont des multi-indices, éventuellement vides, d’intersection vide. I+ J dé-

signe leur union, et |/| le cardinal de I. De plus, comme précédemment, les quantités
&; sont omnises.

Star-produit et transformation de formalité D’aprés la condition (1.73), pour
tout n > 0 et tout champ polyvectoriel a d’ordre p, U,(a, 6, . ..,6) est un opérateur
p-différentiel (ou bien siir, # est un opérateur bidifférentiel). En particulier, tout
bivecteur de Poisson # définit un star-produit

T

. = i (ih!)n Ua(6, ..., 0) (1.83)
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c’est-a-dire, pour deux fonctions f et g,

r9= YL 0.0,..0010) = fo+ Tagpiog .. (80
n=0 ’

Si ¢ est une structure de Poisson (et donc [f, 8]g = 0), alors la condition de formalité
implique que * est associatif, et est donc un star-produit. Ce que nous avons plus
haut vérifié au premier ordre sur un cas particulier est donc toujours valable.

Nous avons vu précédemment qu’un star-produit définit une structure de Poisson,
en voici donc la réciproque : on peut recréer tout un star-produit & partir simplement
de sa structure de Poisson associée. Plus précisément, c¢’est tout une classe d’équi-
valence de star-produits qui définit la méme structure de Poisson, et méme si nous
ne l'avons pas démontré, cette réciproque-la est vraie aussi. En effet, les U, ne sont
pas uniques, mais les star-produits définis par deux séries d’opérateurs différents, a
partir du méme 8, sont bien équivalents.

Revenons & la formalité, qui nous permet de définir bien d’autres objets utiles.
Ainsi, la transformation &,

®(a) = Z %')—n Unt1(a,6,...,0) (1.85)

définit un opérateur p-différentiel 4 partir du champ o d’ordre p. En particulier, ®(f)
est une fonction si f est une fonction ; ®(£) est un opérateur différentiel linéaire si &
est un champ vectoriel. En appliquant la condition de formalité, si f est une structure
de Poisson, on trouve alors

d,®(c) = ih ®(dya) (1.86)

ol d, et dg sont les opérateurs de cobord que nous avons définis plus haut, respec-
tivement pour les structures de Gerstenhaber et de Schouten-Nijenhuis.

1.4 La transformation de Seiberg-Witten (2)

Maintenant que nous disposons de 1’outil du star-produit pour calculer efficacement
sur I'espace non-commutatif, nous allons pouvoir revenir i Paction de la transfor-
mation de Seiberg-Witten sur le secteur de jauge. Elle associe la théorie ordinaire 2
la théorie non-commutative correspondante (de méme groupe de jauge'”), que nous
allons donc tout d’abord présenter.

1.4.1 Les théories de jauge non-commutatives

Sur 'espace non-commutatif, on peut définir une théorie de jauge comme précédem-
ment, simplement en remplagant toutes les multiplications par des star-produits!8.

1"Pour autant qu’on sache ce qu’est Ia version non-commutative d’un groupe. Disons plutét de
méme algébre de jauge, puisque de toute fagon tous les champs avec lesquels nous travaillons vivent
dans (I’algébre enveloppante de) ’algébre de jauge.

180n absorbera ici le facteur £ dans 6, comme on 'avait déja fait pour la formule de Moyal-Weyl.
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On notera avec un chapeau toutes les quantités de cette théorie (5\, Ap, ﬁ’,w). Ainsi,
il y a deux raisons pour lesquelles les produits de :\, fi, F'... ne commutent plus.
Non seulement ce sont des produits matriciels (dans I’algébre de Lie g du groupe
de jauge (), mais leurs composantes sont aussi multipliées par un star-produit. La
courbure est définie par

F, =8,A,—8,A, —i[A,* A) (1.87)

et la transformation de jauge & de paramétre A gécrit

~

6A, =, +iAvAl=D3,  8F, =iA*E,] (1.88)

Une premiére conséquence évidente de ces formules, est que méme avec un groupe
de jauge U(1) la théorie ne se réduit pas a la théorie U(1) ordinaire. En particulier,
le champ de jauge est autocouplé, et ressemble fortement 4 un champ de jauge non-
abélien.

Une deuxiéme conséquence est que les champs vivent en réalité, non pas dans l’al-
gébre g, mais dans son algébre enveloppante. C’est-a-dire ’algébre formé par les
générateurs, leurs commutateurs et leurs anticommutateurs. En effet, si 'on déve-
loppe I’expression du star-commutateur dans le cas non-abélien, on obtient !*

7161 = U6 + {85 2 g} — 5[007 % 0] + .. (1.89)

Un terme sur deux est un commutateur d’algébre de Lie, ’autre étant un anticom-
mutateur. Dans le cas de SU(n), par exemple, I'algébre de jauge non-commutative
est donc en réalité u(n), son algébre enveloppante.

1.4.2 La transformation du secteur de jauge

La transformation de Seiberg-Witten transforme une théorie de jauge commutative
en sa contrepartie non-commutative en respectant les transformations de jauge (ou
de maniére plus générale deux théories vivant dans des espaces & paramétres 8
différents). C’est-a-dire qu’elle transporte toute la structure du fibré d’un espace &
I’autre. Autrement dit, et ¢’est ce qui va nous permettre de la calculer, elle transforme
les orbites de jauge en orbites de jauge.

Ainsi, si Pon écrit les grandeurs non-commutatives comme fonctions des grandeurs
commutatives

‘&u = A#(A.u; 9), Fuv = A#V(Af-l; 6), A= I\(’\, Ay 8) (1.90)

19 Avec les notations suivantes, ol I'opérande de gauche porte le(s) premier(s) indices de 6, de
sorte que ces symboles sont tous deux antisymétriques :

{0f908g9} = 6{0:f,0;9} = 6"(0:f ;9 + ;g 8if)
[08F ¢ 80g] = 696" [8;8:f,0,;0.g]
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la transformation se résume au diagramme suivant :

Ay —— A, +6A,

n é o P
A, ———— A, +0A,

Il équivalent de transformer par 4 la fonction fly et de transformer par 4 1a connezion
non-commutative A,. C’est ce que nous appellerons ’équation de Seiberg-Witten :

§A, -9, =i[A1 A (1.91)

1.4.3 Liberté de jauge

Par définition, la transformation de Seiberg-Witten agit sur les orbites de jauge.
Cela signifie qu’en cherchant une expression explicite pour un potenticl de jauge
nous trouverons nécessairement une infinité de solutions toutes bien entendues re-
liées par une transformation de jauge. Ainsi, trouver une expression explicite de
cette transformation sur les champs de jauge est donc tout autant un probléme de
choix d’une “bonne” solution. Malheureusement, nous ne disposons a priori pas de
critéres pour savoir quelle solution serait “meilleure” qu’une autre, d’autant que cela
peut dépendre de la méthode employée pour la chercher. Nous reviendrons sur cette
difficulté par la suite, en décrivant la résolution récursive de 1’équation (1.91) que
j’al mise en oeuvre pendant cette thése.

1.5 Les différentes approches

Pour trouver la relation explicite entre le champ de jauge ordinaire et sa contrepartie
non-commutative, on peut essenticllement utiliser trois méthodes :

- exprimer les courants qui couplent aux potentiels de Ramond-Ramond, 2°

— développer ordre par ordre I'équation de Seiberg-Witten, 2!

— ou utiliser le formalisme des star-produits. 22

Je ne m’attarderai pas sur la premiére méthode. Par contre nous allons mettre en
oeuvre les deux autres, pour pouvoir en aborder la résolution dans les sections 1.6
et 1.7 respectivement.

1.5.1 Couplage aux potentiels Ramond-Ramond

Dans la partie Chern-Simons de 'action d'une p-brane, le champ F,, sur la brane
Joue le réle de courant pour le potentiel de Ramond-Ramond CP-1. Le principe de
cette premiére méthode est donc de trouver une expression de ce courant en terme

200n pourra se référer 3 [20, 21, 22, 23, 24, 25] pour plus de détails.
#Voir [26, 36).
*2Voir {29, 30, 31, 32].
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des grandeurs caractéristiques de la théorie non-commutative. On disposera alors
du champ électromagnétique commutatif F,, = F,,(A,;9).
Je ne décrirai pas davantage le calcul ici, je me contenterai d’en donner les résultats.

Dans un espace non-commutatif de paramétre 6, une particule d’impulsion k& dans
une direction subit un étirement spatial dans les directions perpendiculaires, de
longueur ! = k6. Plus précisément, si le vecteur impulsion est k; alors I’étirement

spatial du quantum de champ vaut I; = k;6%. Notons f la valeur moyennée du
champ autour d’une particule située en z et ainsi étirée

1
fij =] ﬁ;'j($+7'l) dT
0

Notons d’autre part W la ligne de Wilson calculée sur cette configuration (P indique
que les produits dans la série exponentielle sont ordonnés le long de la ligne) :

1
W = P exp(i li/ Ay(z +71) dr)
0

On peut alors exprimer la valeur du quanta de champ “ordinaire” d’impulsion & en
fonction du champ de la théorie non-commutative

Fy(k) = [ dax [¢/det(1 - 76) - _1f9 Fw]

ol [.] signifie que tous les produits effectués dans les crochets sont des star-produits.

1.5.2 Deéveloppement ordre par ordre

En considérant les grandeurs non-commutatives comme des fonctions des grandeurs
commutatives {cf 1.90) écrites comme série entiére de ¢, on peut résoudre I'équation
(1.91) ordre par ordre en 6 :

Ay = A+ AP +AD +
By = Fu+FQ+F2+...
A+ 2D 423 4

Dy

ott A® est d’ordre 6™, L’ordre 0 est fixé par la valeur pour 6 = 0, c'est-a-dire lorsque
I'espace est commutatif. On retrouve donc les valeurs commutatives A,, F,, et A.
Dans I'équation (1.91), le membre de gauche est alors, i 'ordre n, JA,(I') — 9,Am),
tandis que le membre de droite ne contient que des termes d’ordre inférieur ou égal
A n (strictement inférieur pour une théorie U(1)). Voila pourquoi il est possible de
chercher une solution récursivement, ordre par ordre en 4.
On voit ici explicitement apparaitre I'infinité de solutions due & la liberté de jauge.
Il est important de noter que cette ambiguité se retrouve & tous les ordres, et que
le choix d’une solution & un ordre donné va influer sur les équations aux ordres
suivants. Pour étre concrets, voyons tout d’abord le cas de la théorie abélienne. Déja
a 'ordre 0, I’équation est

SAD — 9,00 =0 (1.92)
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qui admet bien sir la solution que nous avons implicitement choisie plus haut
AD=4, 20=x - (1.93)

Mais tout autre représentant de I'orbite de jauge est aussi valable. Nous disposons
cependant & cet ordre du critére supplémentaire qui veut que A coincide avec A,
lorsque 8 = 0. Par contre, a 1’ordre n, il n’y a a priori aucun cntére pour choisir une
solution plutdt qu'une autre. Et toute solution “homogene” (A; A™), cest-a-dire
telle que

SAM — 9,AM =0 (1.94)

peut étre librement ajoutée & une solution pour en former une nouvelle. Ces solutions
homogénes ne changent pas la physique, et peuvent se réécrire sous la forme de
transformations de jauge [28] (quand ce ne sont pas de simples redéfinitions du
potentiel A,). Bien sfir, faire une transformation de jauge non-commutative modifie
tous les ordres en 6, en mélangeant potentiel de jauge et paramétre A, ce qui explique
pourquoi choisir une solution 4 l'ordre 7 influence les équations & tous les ordres
supérieurs.

Remarquons que les deux opérateurs § et §, commutent, nous permettant ainsi
d’écrire les solutions homogénes correspondant & des transformations de jauge

AP =80, A™=4a (1.95)

oul & est une expression quelconque d’ordre §7, fonction de A,,.

Voyons maintenant ce qu’il en est des théories non-abéliennes. Bien sr, tout ce qui
précéde est toujours valable, a part (1.94) et (1.95) qui doivent &tre généralisées.
C’est ce que nous allons faire ici. Pour cela, il nous suffit de trouver les opérateurs
qui remplacent § et §,,.

A lordre @, I’équation de Seiberg-Witten pour une théorie non-abélienne s’écrit

1
SAD — i[x, A — 8,00 4[4, AV = —5{0r104,} (1.96)
L’équation homogéne associée est donc
AAD — DD =0 (1.97)

ol D, est la dérivée covariante, et A reproduit la transformation de jauge abélienne?
sur les champs de jauge non-abéliens

A=§—i[A Ll D, =0, —1i[A,,] (1.98)
On se convaincra facilement que 'équation homogene & I'ordre n est de méme

AAD — DA =0 (1.99)

%% En effet, en utilisant les transformations de jauge (1.4), on obtient

AA, =8,  AF,, =0
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ot les commutateurs que ’on a ajoutés par rapport & ’équation homogéne abélienne
correspondent 4 ceux du star-commutateur du membre de droite de ’équation de
Seiberg-Witten, qui ont une contribution a I'ordre n dans le cas non-abélien. Nous
nous sommes alors replacés, comme précédemment, dans la situation ot les deux
opérateurs commutent. En effet,

[A, Dula = [§,8u)a — i[5, [Ay Jlo — A, ], Oula — [[A, ], [Ay, Jla
= —ib[A,, o] +i[Ay, da] — i0,[) o] +i0,[A, o
_[}‘? [A#H O!]] + [A#! [)\! a]]
= 0
en utilisant ’expression (1.4) pour la transformation de jauge non-abélienne, et

I'identité de Jacobi. Ainsi, nous pouvons exprimer la généralisation non-abélienne
de la formule (1.95) : les expressions

AM =Dy, A"=Ao (1.100)

forment une solution homogéne de ’équation de Seiberg-Witten non-abélienne &
Pordre n.

62 6 ¢

=)

A?
A3

A4

F1G. 1.1 — Les cercles représentent les termes non-abéliens, qui s’'étalent
sur plusieurs ordres en A, ce qui est signifié par les queues ondulées.
Lorsque le groupe est abélien, de nombreux termes disparaissent, ne lais-
sant que les points, dont I'ordre est cette fois bien identifiable.

Je n’ai jusqu'’ici parlé que d’'un développement en puissance de #, mais il est aussi
intéressant de développer les expressions en puissance de A. Tout d’abord parce
que les résultats, suggérés par cette méthode ou par d’autres, semblent indiquer que
c¢’est ce développement qui revét en réalité un sens plus profond (je fais référence
en particulier aux x,-produits). Nous en reparlerons bien str dans la section sui-
vante. D’autre part, d’un point de vue trés algébrique et calculatoire, les solutions
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cherchées sont des expressions contenant A, # et des dérivées. Donc si Pon spécifie,
pour un terme du développement, le nombre de # (disons 7, ce qui fait 2n indices
contravariants) et le nombres de A (disons m, soit m indices covariants), alors le
nombre de dérivées est fixé (et vaut naturellement 2n — m). La structure algébrique
du terme est donc partiellement définie. Restent & choisir les contractions des indices
et ’action des dérivées.

Signalons enfin que I'ordre en A, s'il est parfaitement défini pour la théorie abélienne,
est a priori assez flou pour une théorie non-abélienne. En effet, la courbure F, la
dérivée covariante et la transformation de jauge contiennent tous trois une partie
quadratique en A. Il faut donc &tre particuliérement précautionneux pour identifier
'ordre de ces termes, si 'on espére voir apparaitre une structure. La figure 1.1 est
une représentation schématique de ce double développement, et de sa complexité
dans le cas non-abélien par rapport au cas abélien.

1.5.3 Equivalence de star-produits

Sur un espace non-commutatif, caractérisé par un star-produit , on peut introduire
la théorie de jauge par son action sur les champs de matiére ),

Y — gxy

sous la transformation induite par ’élément g. Mais si f est une fonction sur cet
espace, f est donc invariante, et le produit f 1 ne se comporte plus comme un
champ de matiére, puisqu’en général

gxfxp# frgxp

Pour cela, il faut que la fonction se transforme de maniére covariante, et nous ap-
pellerons donc “covarianteur” Popérateur D tel que D soit covariant :

Df — gxDfxg!

On peut écrire Df = f + f4, oil f4 est introduit pour compenser I'invariance de f
par transformation de jauge. En allant plus loin, on peut introduire un potentiel de
jauge abstrait A, défini par

D=id+.A (1.101)

ce qui revient & écrire Df = f + A(f). On déduit la transformation de ce potentiel
de jauge de la covariance de D :

A— gxDxg ' —id
= gxidxg '+ gxAxgt—id
= gxAxg ' +gx(idrg ! — gl xid)
= gxA*g ' +gxd.g7! (1.102)

en remplagant id par gxg~! xid entre la deuxiéme et la troisiéme ligne. L’opérateur
de cobord d, a été défini en (1.80). D’autre part, A est un élément du complexe de
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Hochschild de V'algébre de fonctions A, sur I'espace non-commutatif (plus simple-
ment 4 est un opérateur linéaire sur cette algébre). L’opérateur , qui prolonge le
star-produit sur ce complexe, est en fait le cup-produit

(CoxCo)(f1s-- s fortpa) = Cilfrs s Jou) ¥ CalSpitrs - - o Fprips) (1.103)

ou C; est un opérateur p;-linéaire.
Sous la forme infinitésimale (en remplagant g par 1 + id), cette transformation
devient :

SA=—idA+irxA—iAx) (1.104)

La courbure F est 'opérateur bilinéaire alterné défini par la formule usuelle,
F=dA+ANA (1.105)

F appartient & la cohomologie de Chevalley de A, qui est- le complexe formé des
applications multilinéaires alternées Hom(AL", A, ). En toute rigueur, A appartenait
lui aussi & ce complexe, plutét qu’au complexe de Hochschild, mais les deux sont
confondus jusqu’a l'ordre 1. L’opérateur d, s’étend naturellement sur ce complexe,
tout comme le cup-produit, que nous avons ici renommé A. Ainsi, en appliquant la
courbure aux deux fonctions f et g, en se souvenant que A= D —id,

F(fAag) = —[Axle(fAg)+ANA(fAYG)
= —A([f ¥ g]) +[A(f) 3 9] + [F 3 A(9)] + [A(f) 1 A(g)]
= —D(fra)+[fral+ D) gl —[fx gl +[f+ D) - [f % gl
+[D(f) s D(@)] - [D(f) s 9] - [f s D(9)] +[f % 9]
= [D(f) s D(g)] —D(If % 9]) (1.106)

Dans un systéme de coordonnées z*, nous pouvons maintenant introduire les coor-
données covariantes

X =Drl =zt + A(x®) = 2 + 09 4; (1.107)

ol, pour la derniére égalité, on suppose que le star-produit est associé & une struc-
ture de Poisson # constante et inversible. Sous cette forme plus concréte, on peut
recalculer la transformation de jauge infinitésimale de A :

095A; = i[Arat 4694
= 0N +i 6\t Ay
SA; = FA+i[rt A

Ainsi, connaitre le covarianteur D est équivalent 4 connaitre le potentiel de jauge fl,
ou plus généralement A. Pour résoudre le probléme qui nous préoccupe ici, & savoir
calculer ’expression de A en fonction du paramétre @, il nous suffit donc de trou-
ver ’expression du covarianteur. D’autre part, on peut remarquer la similarité entre
I’expression (1.66) pour les déformations des star-produits et la relation Df = f+ fa
pour le covarianteur. Cela suggére que si I’on connait 'opérateur d’entrelacement
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entre deux star-produits, alors celui-ci pourra peut-étre aussi jouer le role de co-
varianteur. Bien sdr cela reste trés vague tant qu’il n’y a pas de théorie de jauge
quelque part, mais nous allons le préciser. Avant cela, remarquons que puisque le
covarianteur D est inversible, il définit un star-produit +' par

[+ g=D Y Df »Dyg)
En effet, 'opérateur «’ ainsi défini est bien associatif :

(f¥g)xh = DUDDYDf xDg) » Dh)
DY (DFf x Dg) x Dh]
DD x (Dg * Dh)]

= f¥(g# h)

Notre remarque, bien qu’imprécise, fonctionne donc au moins dans un sens : si D est
un covarianteur, alors il est un opérateur d’entrelacement entre deux star-produits.
Nous aimerions ici plutét faire le contraire. Précisons aussi que ces deux star-produits
ne sont pas nécessairement équivalents au sens de Kontsevich (la correction f4 n’est
pas nécessairement d’ordre F).

Nous avons vu qu’une structure de Poisson # peut &tre quantifiée en star-produit.
Ainsi, si on se place dans le cas ol B est inversible et § = B, les deux structures
de Poisson® suivantes @ et & définissent deux star-produits * et +, avec chaque fois
une structure interpolante 6; et *, :

§ = B! —_— %

b = (B+tF)! —

¢ = B+F)?t! —0m7m — ¥

ol ¢ est un paramétre variant entre 0 et 1, et bien stir 6, = # et 6, = #. On peut
calculer la relation entre & et 8, ou &', en éliminant B

1 1 1
% = BT "o T (1.108)
;oo 9 1

~ 1+F6

Les deux structures introduites sont chacune une déformation de la premiére, et *
et «' sont reliées par un opérateur d’entrelacement D,, que nous appellerons flux
quantique,

Do(f * 9) = Daf xDag (1.109)
La stratégie sera alors de calculer D,, en déduire le potentiel de jauge associé, et

vérifier qu'’il s’agit bien du potentiel de jauge non-commutatif, comme nous 'avons
anticipé.

24 On rappelle que dans ce cas, # définit une structure de Poisson si et seulement si dB = 0. En
particulier, dans le cas abélien, F = dA, et donc d(B+ F)=dB =0. ¢ = (B + F)~! définit donc
aussi une structure de Poisson.
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L’esprit de la méthode consiste donc 4 construire un star-produit qui encode la
théorie de jauge, puis 4 D'extraire grace au covarianteur. En effet, alors que * ne
“connait” rien de la structure de jauge sur la variété, %;, comme %', contient encodé
un certain nombre d’informations, & 'image de sa variation par rapport & £, qui
fait apparaitre, comme nous le verrons, la courbure du champ de jauge. Ainsi, en
reliant par le flux quantique D, les deux star-produits, on pourra extraire cette in-
formation et la rendre explicite, sous la forme du potentiel de jauge non-commutatif.

1.6 Le calcul récursif

Je vais maintenant présenter plus en détail les résultats que j’ai obtenus an cours
de ma thése, en utilisant la méthode présentée en 1.5.2. Nous nous placerons, dans
cette section comme dans la suivante, dans le cas d’une théorie abélienne. Nous évo-
querons le cas non-abélien 4 la section 1.8.

Nous commencerons par les termes de la premiére diagonale de la figure 1.1, c’est-
a-dire les termes d’ordre (A™,6") que nous appellerons “semi-classiques”, pour re-
prendre la terminologie de [30]. Nous allons voir qu’il existe une solution qui s’ex-
prime récursivement, aussi bien sur le potentiel de jauge que la courbure. J’explique-
rai ensuite comment on pourrait généraliser cette formulation récursive & Pensemble
des termes, pour peu que ’on puisse réguler les ambiguités qui apparaissent.

1.6.1 Résoudre ’équation récursive

Les termes d’ordre (A", 6") forment un sous-ensemble complet, au sens ot ils suf-
fisent A écrire les ordres correspondants de I’équation de Seiberg-Witten. En voici
les premiers ordres :

SAND — g A0 = _9A0dA, (1.110)
5AL2,2) — 8,029 = _§aVgaA, — BABBAS‘D (1.111)
AP — 9,89 = _xEDgpA, — OXIVIIALD — NOARY (1.112)

Nous allons résoudre ’ordre 1, c’est-a-dire trouver des solutions pour Af}’l) et AlLD),
Dans la premiére équation, le terme de droite contient A,. Il est donc impossible
qu'il vienne de 8,AY) (Vindice v est porté par une dérivée), et A% doit donc
contenir AG0A,,. Mais la variation de ce terme va aussi créer AGO0,A, qui doit & son
tour &tre compensé par un terme de ALY, Celui-ci contient donc autant de A88A.
Cela donne donc jusqu’ici

ALY = o ABOA+. ..
ALD = 0 ABBA, + ...
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et en remplagant dans I'équation (1.110)

0 = ALY — 5,00 4 9xg8A,
= adMOA, + aABBB) — ad,ABON — 0 ABDBN + ONIOA, + . ..
= (1+0a)OMOA, + adNBA+ ...

Le terme OM3, A vient de AV, 11 faut donc Pannuler par un terme de A"V, soit
A8, A. Mais la variation de ce terme va redonner du 4888,), dont on s’était déja
débarrassé. Pour ne pas tourner en rond, il faut donc remplacer 9,4 par un objet
invariant de jauge : F,. Cela donne alors

ALY = o A80A, + a AGF,,
et I’équation devient
(14 20) 0X0A, =0

soit (1 + 20) = 0, c’est-a-dire @ = —4.
On a ainsi trouvé la solution & 'ordre 1.

1.6.2 Expression récursive des termes semi-classiques

Voila les solutions que je propose aux premiers ordres. Les ordres (2,2) et (3,3)
ont été calculés de la méme maniére que le premier ordre que nous venons de faire.
Comme nous 'avons vu, la difficulté vient surtout du fait de trouver une solution
“esthétique”, présentant une structure, parmi toutes les solutions possibles.

( 1
ALY = 2 (A99)A
< % . (1.113)
1,1
LAY = —5 (400)4, — - AGF,,
grops %[(AH&)(AHB)A+ABF98A]
) (1.114)
1
| 40P = o [(400)(A00) A, + AOF6DA, + 2(A0)(AGF.,) + 2A0FOF,
)
AGH = _512 [ (A09)(A08)(ABO)X + (ABF65)(AID)A
+2(A08)(AOF 9N + 2A0FOFOOA |
{ A% = —~2% [ (A65)(A09)(ABD)A, + (AGFO)(AID)A, (1.115)

+2(A68)(AOF8B) A, + 2A0FOF6DA,
+3(A08)(A98)(ABF,,) + 3(AGFOO)(AGF,)
+6(A03)(AGFOF,,) + 6AOFOFOF,, |

\

Inversement, une fois ’expression écrite, on peut vérifier explicitement que ces ex-
pressions sont solutions des équations de Seiberg-Witten. En particulier, une fois la
structure identifi¢e, on peut proposer une expression pour tous les ordres suivants.
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De plus, ces solutions, que j’ai proposée dans [36], s’écrivent récursivement sous la
forme 1 '

- n T 1 - (1.116)
Au ! = _"‘n + 1 A =L 6(8Au + 'ﬂF'.“)

oft A®~1n—1) it comme un opérateur sur le reste du terme, c’est-a-dire que ses
dérivées explicites (par opposition A celles contenues dans F) agissent aussi sur ce
qui est 4 droite. On peut se faire une idée concréte de ce que cela signifie sur les
premiers ordres déji écrits. Par exemple, c’est la raison pour laquelle 4 ’'ordre 2

AGDIGN s (A68)(A9O)A

Pour vérifier les ordres n = 4,5, 6, j’ai utilisé un logiciel que j’ai écrit spécialement
dans ce but. Il calcule et simplifie ’équation 4 I'ordre considéré, en remplagant tous
les termes par leur valeur. Cela évite de longues et fastidieuses manipulations.
Cela dit, il serait encore plus simple de trouver une preuve générale. Nous verrons
dans la prochaine section que ces expressions peuvent s’exprimer encore différem-
ment, et nous aurons en méme temps la justification voulue. La présentation des
résultats sous cette forme me semble cependant intéressante. D’une part parce que
c¢’est une forme explicite, qui peut &tre réutilisée dans n’importe quel calcul, contrai-
rement & d’autres expressions, certes plus concises, mais en général aussi moins
concrétes. Et d’autre part parce qu’on voit clairement apparaitre la structure “es-
thétique” qui m’a conduit & les choisir parmi la multitude de solutions, et qui n’a
pas livré tous ses secrets. Nous verrons en particulier comment tous cela s’écrit dans
le cas d’une pure jauge quand nous nous attaquerons au cas non-abélien.

Avant tout cela, écrivons la courbure aux premiers ordres

FV = —(A8D)F,, — F.0F, (1.117)
FZY = —(A"Y65)F,, — FMV6F, (1.118)
F&Y = —(A®D95)F,, — FP0F, (1.119)

Le méme genre de structure récursive apparait donc sur F. Signalons que cette
structure est vraiment lié au choix particulier de solution qui est fait 4 chaque ordre,
et profitons-en pour comparer ces résultats aux formules que 1’on peut trouver dans
d’autres références [10, 20, 31]. Les ordres 1 pour A et A sont partout identiques,
et les différences ne commencent qu’a Uordre 2 (c’est-a-dire (A42,6%)). 1y a la en
effet trois solutions, différant I'une de 'autre par une transformation de jauge. Si
I’on définit

o= AG(0A)NA (1.120)
ol les contractions sont faites dans I'ordre naturel de lecture, alors on obtient une
solution homogéne par les formules (1.95). Ma solution différe de celle [31] de la
transformation de jauge associée & Lo, et de celle de [20, 26, 27] par Sa. Bien en-
tendu, dans tous les cas, la courbure est identique. Cela signifie en particulier que les
deux premiéres relations (1.117) et (1.118) sont déja valables pour tous ces articles.
Par contre, la relation & 'ordre 3 (1.119), continuation naturelle des deux premiéres,
n’est vraie qu’avec les formules proposées ici.
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1.6.3 Expression compacte des termes semi-classiques

Essayons maintenant de trouver une expression plus compacte pour ces formules. Il
est clair que l'un des objets qui semble indispensable pour un tel programme est le
bloc A3, autrement dit A;#/8;. Maintenant, pour espérer générer tous les termes,
reste 4 trouver un moyen de transformer ce bloc en A8F93, et le reste devrait suivre.
En anticipant un peu sur la suite, introduisons naivement une ou deux notations
bien choisies :

— Remplagons & par 8;, fonction du paramétre formel ¢. Décidons aussi que l'on

retrouve la structure initiale en ¢ = 0, c’est-a-dire 6, = 6.
— On définit la variation de 8, par rapport 4 ¢ par

Oy = —0,F0;, ie. 067 = —0F%F 07 (1.121)

— Enfin, on notera ag, 'opérateur différentiel d’ordre 1 fondamental, ou plus exac-
tement

ag, = —A8,9 (1.122)

Voyons si gréce & tout cela, on peut exprimer les formules (1.113) et suivantes plus
simplement. Nous nous intéresserons tout d’abord 4 ), ce qui fera en méme temps
la moitié du travail pour A. En remplagant dans (1.113), (1.114) et (1.115)

1 1

A(l’l) — 5 aBtA|t=0 = —2— (aet —I— 6t)A|t=0 (1.123)
1

A2 = 5 (aa, + 3)*Ale=o (1.124)
1

ou P'on notera bien sir que d;A = 0. De plus, c’est sur la troisiéme formule que
commencent & apparaitre des coeflicients non triviaux. On remarquera que cette
expression compacte génére exactement le bon nombre de termes de chaque sorte.
Cela conduit & la formule générale

Amm) —

1
oy (90 0 Mo (1.126)

Pour trouver I'expression de A, réécrivons cette formule et comparons-la 3 (1.116).

/\(ﬂ.,n) — (aat + at)ﬂ !
(n + 1!

{(aet + Gt

flat)\h._o

AGt)] E)

n+1 =0

- _ (n 1n— l)aaA
n+1

ce qui conduit donc 4 ’hypothése

(a'az + at)n_l

A("’_l‘n_l)ﬂ —_
7!

(46,) (1.127)

t=0
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Démontrons maintenant toutes ces formules. On a dé&ja vérifié A aux premiers ordres.
Reste & le faire pour A. Puis nous vérifierons la récurrence (1.116). En utilisant
(1.127), on trouve bien siar A®) = A, mais aussi

) 1 g
Agl,l)gn = 3 (ae, + Or)(Asb ) i=0

[(AQ@)AiB"j + Aigikagglj]

_1
2
1 .
= —5 [(499)A; + A6*Fiil6”

ol 'on a renommé les indices du terme en F' 3 la troisiéme ligne. Cette expression
est bien celle de A>Y) donnée en (1.113). De méme & Pordre suivant

A§2,2)9U — 6 (a,et + at)z(AiB:J)|t=0

. ,
= —5 (o + 8)[(A8:0)(A:6)) + A Fiiby]|e=0

= 2 [(AB5)(AB) A+ (AGD)(AOF) + (AOF0O)A;

+(A80) (A8 Fy;) + (ABFOF,) + A9 Fy 677 F,;) 69

qui, encore une fois, est bien la valeur attendue. Plutoét qu’a I'ordre 3, attaquons-
nous maintenant a la récurrence, dont le calcul ressemble fort au précédent. Armé de
Pexpression (1.127) et de la formule de récurrence(1.116), il nous faut donc démontrer
que (1.127) est aussi valable A Pordre n. Pour cela, nous allons utiliser un résultat
que nous avons vu dans les deux calculs précédents

AOF07 = —3,(A:67) (1.128)

Cela donne donc pour la récurrence

AP = s ATV, + ) 6
1 n-1 ..
—— (a6, +n?t) (A8} (D4, +nF,) 69
* =0
, + a1 i i
_ % [AB,D(A67) + ABF:67]
. =0
ag, + a1 i
% (ag, + 3:)(AbY)
- t=0
(ag, + 3;)” 1
= e (AY)
(n+1)! ' =0

On remarque que la prescription “A®~1"~1) qgit comme un opérateur” se traduit
ici naturellement par le fait que les (n — 1) premiers facteurs (ag, + 0;) agissent
tous sur le dernier. De plus, on pourra se convaincre que cette expression reproduit
effectivement le facteur n devant F;, comme elle Pavait fait 4 Pordre 2, au passage
de la deuxiéme 4 la troisiéme ligne.
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Maintenant que I’on dispose des expressions des A™™ et X" on peut sommer tous
ces termes, pour avoir une version partielle du potentiel et du paramétre de jauge
non-commutatif. Comme je 1'ai déja signalé, nous appelierons “semi-classiques” ces
grandeurs, en suivant la dénomination de [30], et nous les noterons A% et A%

[s o] o0 6 )n
ae = 5 e - (e ) 1.129
; ; (n+ 1) o ( )
oo o0 6 )n
A%g = Aty S (Gt O 1.130
ng‘, ; CESV ”H (1130
(1.131)

Avec encore un peu plus d’anticipation, on peut exprimer la formule de A% plus
simplement. On reconnait en effet le développement de ’exponentielle. Mais autant
il y a un décalage d’indice pour A, qui ne nous ferait rien gagner 4 Pexprimer ainsi,
autant dans le cas de A, la présence du 6;, jusque-la intrigante, va nous aider. En
effet, remarquons que

A,,-Q:j = Ai6§k8kzj = —agtxj

Cela rajoute le facteur manquant, puisque d’autre part 8,z = 0. Reste 3 ajouter le
premier terme de la série, pour donner

o
scpii j i (a’et +8f)n i
Az‘ 09 = g —gJ — Z —-n'— !
n=1 =0
= i _— e(ﬂret+3t)|t=0 7

Nous nous arréterons & cette formule, que nous retrouvons plus loin, avec d’autres
développements. Concluons en I’écrivant sous une forme encore plus sympathique,
avant de reprendre notre récurrence ol nous ’avions laissée.

et _o ot = gt 4 ¥ A% (1.132)

1.6.4 Une récursivité en puissance de A

Maintenant que nous avons trouvé les termes de la premiére diagonale, intéressons-
nous au reste du triangle (fig. 1.1). Puisque nous sommes toujours dans le cas abélien,
un terme sur deux est nul, ne laissant que les termes dénotés par des points sur la
figure. Bien sir, nous pourrions continuer dans la direction entamée a la section
précédente, et essayer de généraliser 'opérateur ag,, et c’est ce que nous verrons par
la suite. Mais pour I'instant, soyons fidéle  la méthode, et regardons les expressions
explicites ordre par ordre.

A l'ordre (1,3), c’est-a-dire (4, 63), I"équation s’écrit

SALS — A1 = 506 000 9304, (1.133)

Pour la résoudre, on raisonne comme pour les ordres précédents : le terme de droite
ne peut venir que de la variation de Af}“g') (puisque sinon, I'indice y serait porté par
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une dérivée). On commence donc avec le terme 09AP0G000A,,, et donc nécessaire-
ment le terme correspondant dans A(>%) (pour éliminer la variation du A, final, en
0uA). Et on trouve alors le terme manquant. Ici, cela donne

AL = % HBA 066 9N (1.134)
ALY = 4is DDA 006 B00A, + 21% d3,A 609 DOF;, (1.135)
FD = - 00A000 000F, + o 00iF,; 000 00;F  (1136)

ot les indices notés i (9; et Fy,) sont contractés ensemble (c’est-a-dire sur le méme
6)?*. Remarquons que cette contraction n’est pas la seule solution. En fait, le premier
indice de F' peut &tre contracté sur n’importe lequel des trois indices d0A. Cepen-
dant, cette solution s’avérera “meilleure” que les autres, parce qu’elle nous permettra
de retrouver (3 un détail prés que nous expliquerons) la récurrence commencée sur
la premiére diagonale.

Ce calcul était donc assez simple, et il en est de méme pour toute la premiére
ligne (ordre 1 en A). On peut remarquer aussi que A&l’g) s’exprime en fonction de
(0A, + F.,,), et cela reste vral pour les autres termes de la ligne. Alors que sur la
premiére diagonale, AT™™ g'exprimait en fonction de (A, +nF,). Cest 1a un bon
argument pour regrouper les termes par lignes, en puissance de A, et nous utiliserons
la notation (1, 00) pour désigner la somme de tous les termes d’ordre A

(Lo} _  A(LY) (1.3
AT = AT AT+
1 1

=3 —ANOA,+F,)+ o 00,A 006 80(0;A,, + F,) + ... | (1.137)
Cette expression a déja été calculée par ailleurs. En particulier, on trouve une formule
équivalente, 4 une transformation de jauge prés, par la méthode expliquée en 1.5.1.
Ce résultat est connu sous la forme d’un produit nommé *, [20, 26]. Cette notation
est trompeuse, puisque ce produit n’est pas associatif, et n’est donc pas un star-
produit, mais elle consacrée par 'usage :

AL = —%BijA,; *z (8;A, + Fjp) (1.138)
oll x5 est défini par
. 5111(81682/2)

Comme je I’ai signalé, on peut voir que dans cette formule, 4 Pordre (1, 3), P'indice
libre du F est contracté avec le A du 89 A, contrairement & (1.135).

Puisque les expressions semblent vouloir se regrouper ligne par ligne, tentons d’élar-
gir la récurrence dans ce sens. Rappelons-nous que la formule récursive était la méme
que celle de l'ordre (1,1), ot 'on avait simplement remplacé

%5 A contrario, les marques - ne font que symboliser la position de l'indice. C’est important
puisque F est antisymétrique. Deux telles marques (et a fortiori davantage) dans un méme terme
ne sont donc pas nécessairement contractées.
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— le A de P’expression (A88) par Alr—1n—1)

A+ F

T 4 1 fin du terme A{Y par 2AsE1E

n+1

-1

Faisons donc de méme pour la ligne entiére, ce qui donne pour ) :

AL % [—AH@A + %6&4 060 999X + .. ]
Ao é [—A”""’)Ga)\ + 2—14 5040 999 HITA + . . ]

= %A(U)em —%A(m)aa)\ + %aaAﬂﬂ) 066 OO+ ... (1.140)

L. o N

A(22) A24)

Comme on le souhaite, cette prescription redonne pour A(>? la formule de récurrence
déja trouvée. On remarque aussi que A% apparait comme une somme de deux
termes, que nous allons regarder de plus prés. En particulier, souvenons-nous que
A3 et ALY doivent dans cette formule agir comme des opérateurs. Si le premier ne
pose pas de probléme, parce qu’on a déja rencontré ce genre de termes, le deuxiéme
est nouveau, et source d’ambiguités. En effet, si 'on écrit mieux et complétement
ce morceau

BOAWY 666 509X ox (A6 D ) A (5 666 HOON) (1.141)

on voit que le 3 inclus dans ALY doit agir sur tout ce qui est & droite, tandis que
00 agit sur ce qui est & gauche. On pourrait dire, bien sir, que c’est se compliquer la
vie d’écrire les choses comme cela, et qu’on pourrait par défaut les écrire plus sim-
plement. C’est vrai, mais en 'occurrence “par défaut”, ¢a ne marche pas : sans cette
subtilité, les expressions générées ne sont pas solutions de ’équation. Autrement dit,
¢’est comme ¢a, malheureusement, et c’est 4 nous de trier un peu les choses. D’autre
part, comme nous I’avons déja fait pour les termes semi-classiques, nous verrons plus
loin une expression compacte pour ces formules. Mais encore une fois, je pense qu'il
est utile de les manipuler un peu, parce qu’elles sont explicites et que dans le pire
des cas, elles sont la seule chose 4 laquelle on peut se raccrocher. Bien str, il est fort
peu probable qu’un jour quelqu’un est besoin de Pordre (4,7) de ces expressions,
mais si ¢’est le cas, je pense que cette méthode sera la plus facile pour les trouver.
Revenons donc & notre terme pour I'instant mal défini. Il nous faut une prescription
pour pouvoir calculer 'expression, puis vérifier qu’elle est bien solution, et bien sdr
espérer que cette prescription fonctionne toujours aux ordres supérieurs. La longueur
des formules se prétant assez peu a un exercice de devinettes, je vais indiquer la régle
que je propose. Bien siir, pour la trouver il a fallu faire des allers et retours entre
des solutions & I'ordre (2, 4) et 'expression générée par la formule (1.140). L’objectif
étant de trouver des formules suffisamment concordantes pour espérer avoir choisie
la bonne solution, et pouvoir donc faire la bonne prescription. En voila donc le ré-
sultat, précédé de quelques définitions :

Sur la deuxiéme diagonale, 'ambiguité est toujours de la forme

(B\B: ... B,)Ty (50 666 530)



1.6. LE CALCUL RECURSIF 47

ol les B; sont des blocs différentiels d’ordre 1, autrement dit A89, AAFG0, etc...
Ces blocs s’écrivent By = T;00, ou Ty est une expression de la forme A(F)™ (0F
répété m fois). Ty est aussi une telle expression.

Le premier exemple est celui que I’'on vient de rencontrer, oit Ty = A et le seul bloc
est B, = Af60. Aux ordres suivants, les T} seront des expressions plus complexes.
Ces blocs sont bien entendu ceux qui composent les formules des A®™.

Régle :

(B1By ... B,)Ts (99600 560) = (B\B,...B,)(d0T, 66 590) (1.142)
+ nB...B,, 08T, 0 F.(6F)™ 666 859

oli n est 'ordre en A de I’ensemble des blocs By (sans oublier que F' est d’ordre 1
en A). De plus, F,.(8F)™ signifie que ’on a remplacé dans T; le A. initial par F;.

A Tordre (2,4), les choses sont simples. Le bloc B; est d’ordre 1 en A, donc n =1,
et on a:

(463 )A (5D 606 35B) = (A0B)(DDA 686 D9B) + DO, A0 F, 066000  (1.143)

Nous pouvons donc écrire les termes qui vont composer A%, Sa premiére partie ne
contient aucune ambiguité, et nous venons d’écrire celle de la deuxiéme partie :

ALDPAN o DDA 080 BOD(ABBN) + DB, A 888 DO(F,. 00
80A™Y) 660 500X o DB(AHF;.) 699 DA
+ (A85)(DOA 889 DOAN) + BB A 0 F;. 666 509X

Nous voild donc presque préts & brandir notre candidat-solution a l'ordre (2,4).
“Presque” parce que bien sdr, il faut encore lui adjoindre A,(f"i), qui s’écrit de la
méme maniére, en remplacant “simplement” 9 par (A, +2F.,). Il reste cependant
une derniére question 4 régler : lorsque l'on rencontre non pas g\, mais G99 par
exemple, quel dérivée faut-il remplacer par F' 7 Car si les trois indices de 93 sont
symétriques, ceux de 9GF,, ne le sont plus, et il y a donc au pire trois possibilités.
En effet, ces trois indices sont contractés avec trois autres (par I'intermédiaire des
), et il faut choisir celui qui sera contracté avec F'. Exemples :

- DDA 060 H83A,, sera accompagné de 89;A 600 O3F;, (et non pas de 30A;...).
Cet exemple est exactement le choix que nous avons fait pour AE’?’).

— 00,A 0 F;. 000 000A,, sera accompagné de 0;0;A 8 F;. 066 O0F;,.
Pour faire simple, la régle est donc : toujours choisir la dérivée.

Munis de ces deux régles, nous pouvons donc finalement écrire les expressions &
Vordre (2, 4). Je ferai grace de la vérification (d’autant qu’il est beaucoup plus rapide
de rentrer ces expressions dans le logiciel que j’ai congu spécialement pour cela, et de
lui laisser dix secondes pour faire les calculs), mais elles sont effectivement solutions
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de I'équation de Seiberg-Witten a cet ordre :

A28 % [ (A68)(8DA 666 BBBN) + DDA 698 HOF(ABH))

+OO(AGF) 699 DOOX + BB, A 066 BB(F,. 69)
+08,A 6 F, 689 950\ | (1.144)
-1

APY = " [(A90)(BDA 696 80BA,) + DA 666 DI APIA,)

14
* +OD(AGF) 666 D0DA,, + 05,A 660 HO(F;. 00A,)
+08,A 0 F;. 000 8904,
+2 (A80)(00;A 666 OOF;,,) + 2 DDA 000 DOS(AGF.,)
+2 00;(AGF) 006 DOF,, + 2 08;A 006 88(F;.0F,)
+2 8,0,A 0 F;. 066 BOF;, | (1.145)

Pour le plaisir des yeux, et pour vérifier que les coefficients de la rdgle énoncée
sont bien corrects, osons nous pencher rapidement sur ordre suivant. En effet, &
Pordre (2,4), il n'y avait qu’un bloc & commuter, et Ty était réduit & sa plus simple
expression. A l'ordre (3, 5), par contre,

ABio) i [—A(2~°°>93A + 2—14 HOAR™) 080 HAAN + ...

L. o

= —%A@B)aa)\ —%A@A)aa)\ + é%aaA(“) 996 8991+ ... (1.146)

A(;rﬁJ A(;E)

Ainsi, si le premier terme de A3 est trivial, le second ne lest pas :

A2 55660 500X o 2 DO(AIFOF) 660 DO + 2 (A89) (AOF) 56 699 895X
+ (AOF0D)A 5 666 595X + (A68)(A65) A 5B 669 599

Ainsi, dans le deuxiéme terme de cette expression, Tj n’est pas trivial (Tp = AQF).

Dans le suivant, ¢’est le bloc 77 qui prend cette valeur. Quant au dernier, il présente
deux blocs B, et Bj. La régle proposée plus haut donne alors les résultats suivants :

(A0O)(AOF) 58 096 50X

(A0D)(D8(AOF) 686 D9ON)

86,A 0 F,; 0 F;, 009 509

(AOF08)(DDA 660 535))

2 B0,(AOF) 8 F;. 666 090

(A95)(A6D)A 56 000 000N = (A83)(AHO)(HA 666 H3H))
+ 2(A00)(83;A 0 F, 666 359X

+

(AOF6)A 5 098 56

-+

Regroupant tous ces morceaux, on en déduit 'expression de A®?) et, en étant atten-
tifs aux contractions du F, final, celle de AE’@. Encore une fois, j’ai bien siir vérifié
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que ces expressions prolongent les solutions précédentes 4 cet ordre.

2GS

AGH = L

It

= % [ (DBA 888 303)(A83)(ABD)X + (AB) (DDA 696 HAB)(AIS) X

+{ABB)(ABB)(DOA 896 HOB)X + 2 DDA 68 DOO(ABFHAN)

+2 (A0D)(DB(AOF) 699 DOON) + 2 (A0D) (D5, A 6 F;. 660 0ON)
+2 (A09)(58,A 660 BO(F, 69X)) + (AOF00)(8DA 066 590A)
+OB(AOF) 066 BOI(ABON) + 85, A 0 F;. 666 595( AISN)

+05,A 066 DO(F,. 00(A0ON)) + 2 DI(AOFOF) 666 D59

+206,A 0 F;; 0 F;. 000 390X + 2 5, A 000 DO(F;. 0F0O))

+2 80,(AOF) 6 F;. 660 539X + 2 88,( AOF) 669 OO(F;. 69))
+28,0;A 0 F;. 660 BO(F;. 69)) | (1.147)

[ (DDA 696 D83)(ABO)(ABD) A, + (A0)(BDA 060 D05)(A8B)A,,

+(APB)(AD)(DOA 899 OB A, + 2 DA 668 DID(ABFIOA,)

+2 (A65)(9O(AOF) 066 BOOA,) + 2 (A95)(88,A 6 F, 666 dDA,,)
+2 (A05)(58;A 000 B(F, 60A,)) + (AOF03)(8DA 000 5IBA,,)
+OO(AOF) 666 005(ABOA,) + 85, A 6 F;. 060 050(A0OA,)
+00;A 006 B3(F;. 08(ABOA,)) + 2 DO(AOFOF) 666 D00 A,

+2 88,A 0 F; 0 F;. 000 D00 A, + 2 85, A 060 85(F;. OF00A,)

+2 08,(AOF) 8 F, 000 000A,, + 2 88;(AOF) 066 08(F;, 00A,)
+28,0;A 8 F;. 060 89(Fy. 00A,)

+3 (DA 606 590)(A0S)(AOF.,) + 3 (A0D) (DDA 666 DOD)(AGF,)
+3 (A6D)(A05)(D8, A 666 DOF;,) + 6 DSA 660 900( AOFOF.,)

+6 (A09)(90;(AOF) 696 HOF,,) + 6 (A08)(8,0;A 6 F;. 000 OOF,,)
+6 (A0B)(03;A 006 8O(F,. 0F )} + 3 (AOF00)(86,A 60 DOF,,)
+3 O(AOF) 666 DOO(AGF.,) + 3 88,A 0 F, 600 DOA(AFF,)

+3 88 A 000 DO(F,. 65(AOF,)) + 6 88, ADFOF) 66 8OF,,

+6 8;0,A 0 Fy;, 6 Fy. 060 OOF,, + 6 08, A 060 89(F;. 6FOF,)

+6 8,0;(AOF) 0 F;. 660 OOF;, + 6 89,(AOF) 660 00(F;. OF,)

+6 8,0;A 0 F;. 060 00(F.0F,) | (1.148)

1.7 L’approche algébrique

1.7.1 La résolution théorique

Nous allons maintenant reprendre la méthode expliquée en 1.5.3, et calculer 'opéra-
teur D, qui réalise I’équivalence entre les star-produits * et %". Pour cela, nous avons
besoin d’un résultat préliminaire :

Lemme : Si f est une fonction d’un parameétre ¢ qui vérifie

B+ A®) f=0 (1.149)
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ol A(t) est un opérateur quelconque. Alors les valeurs f(0) et f(1) sont reli¢es par
£l8e+A) e_atlt.—_l) (1) = F(0) (1.150)

Démonstration
La formule de Taylor pour f s’écrit

fert) = 3000 =31 A0
- [Z —(t‘f.*)k] (N
k=0 )
_ [etoat f] (t)
En particulier, avec t5 = 1
FE+1)=[e* f] (t) = [e® e @+4®) ] (1) (1.151)

puisque f vérifie (1.149), et donc e~®+4®) f = £, 1l n’y a plus maintenant qu’a
réarranger cette expression en passant les opérateurs dans le membre de gauche, et
'évaluer en ¢t = 0, pour trouver la formule (1.150).

O

Ainsi, pour relier x et " par un tel opérateur, il nous faut d’abord introduire un
paramétre de déformation ¢, un star-produit %;, fonction de ¢ qui interpole entre x
et ¥/, et qui vérifie une équation d’évolution similaire (1.149). Pour cela, reprenons
la relation (1.108) entre @ et &', et définissons 8, par

1
=0 1.152
0, 91+tF9 (1.152)
On a alors 8y = et 6, = &, et la relation
80— —6——Fo—1 _ _ _gFp (1.153)
T TNy Fe T T 1+tFe T Y '

Il nous faut vérifier que 6, est bien une structure de Poisson, & partir de laquelle
on peut définir un star-produit. Nous allons réutiliser ’arsenal algébrique défini en
1.3.3. Introduisons le champ vectoriel

ag = Aidgm‘i = —Aiaijaj (1154)
ol dg est 'opérateur défini en (1.76). On définit aussi f; par
1 .. .
fg = dgag = —-2- ﬁ‘kagﬁ" B,: A BJ- (1155)
On peut alors réécrire la variation de 8, comme

0:f; = fp, = dp,a9, = —[ag,, 0] (1.156)
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De plus, on peut maintenant justifier que #; est une structure de Poisson, parce que
[gt, gt]S =0ent= 0 et

5} [Ht,f)t]s = _2d9tf9t x [Bt, Bt]S (1157)

Avant de revenir aux star-produits, remarquons juste que 'opérateur ag, est exacte-
ment celui que nous avions introduit en (1.122). De méme que (1.153) est équivalente
a (1.121). Si 'on utilise le lemme précédent sur la structure de Poisson 6, qui suit
l’équation d’évolution (1.156), on obtient 'opérateur réalisant le transport entre les
structures & et &

oL = elae, +8) e_at|t=0 (1158)

qui est une version partielle de 'opérateur quantique total D, que nous cherchons.
Ainsi, son action sur la coordonnée z' définit une version partielle du potentiel
de jauge non-commutatif, 4 savoir sa partie semi-classique (écrite ici lorsque & est
constant)

paz’ = x* + 69 A (1.159)
On remarque en effet que le potentiel A% défini ici est exactement le méme que celui
de la section 1.6 : la formule (1.159) se réduit & (1.132) puisque e %z = 7,

Quantifions maintenant tout ce petit monde, en définissant le star-produit x; par la
transformation de formalité

gur=3 00, 000H) (1.160)

n=0

*; est une déformation du star-produit initial, qui interpole entre x = *p et * =
*1. De méme, définissons les opérateurs quantiques associés aux opérateurs semi-
classiques précédents

o~ (ih)"
a, = ®fap)=) — Unt1(a6,. 60, ., 60) (1.161)
n=0
(i)
f. = dwa, =ik (I)t(dﬂtaat) = Z nl Uﬂ+1(f9t59!‘d "'?gt) (1162)
n=0 )

ot d,, est 'opérateur de cobord défini en (1.80), et ol 'on a utilisé (1.86). On
peut alors calculer la variation de x; par rapport au paramétre de déformation ¢, en
utilisant la multi-linéarité de U/,

ih
Bulg xe b Z S Unlfo B s B)(01H) = 0, ) (1.163)
n--l
ce qui conduit & ’équation opératorielle vérifiée par *,
at*t = Ekg - d*ta*t = _[a'*u*t]G (]-'164)

Comme précédemment avec la structure semi-classique, le lemme nous donne donc
Vexpression du flux qui réalise I'entrelacement des star-produits x et

D, = el@se¥0) g~ _, (1.165)
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Comme nous allons le vérifier, ce flux est aussi Popérateur qui covariantise les fonc-
tions par rapport & la théorie de jauge non-commutative, et qui définit donc le
potentiel de jauge non-commutatif

Ag =D, —id (1.166)

Pour vérifier cette affirmation, et donc justifier la méthode, il nous reste a calculer
la variation de A, associée 4 une variation d\ du potentiel commutatif. En d’autres
termes, vérifier que Ag 4y — A, a bien la valeur voulue.

Tout d’abord, la transformation de jauge A — A + dX agit sur le champ vectoriel
ag par

ag — —A;090; — 9,A 098; = ag + doA (1.167)
ol dg est le champ vectoriel hamiltonien
doh=—[\0ls ={- A} =-8,1679; (1.168)

Ensuite, cette variation est transportée par la formalité sur a, = ®(ay). En utilisant
I'identité (1.86), cette variation s’écrit

1
a, — ®(ag+dg)) =a, + e d, ®(A) (1.169)
Nous pouvons maintenant évaluer la variation du flux D,
Da.+d4\ - Da, = I:e(a*t"'# de @e(A)+3:) _ e(“*f+a‘)] B_Bt |t=0 (1170)

Cette expression est de la forme

eAteB _ Z Tt 1)| e? + o(e?) (1.171)
ou e symbolise la valeur infinitésimale de A, et
B, = B, Bni1=[A, By (1.172)
ol dans notre cas bien siir
A=a, +8, B= ;15 d,,8:()) (1.173)

et ol le crochet est le crochet de Gerstenhaber (1.78). On peut alors remarquer
que®, quelle que soit la fonction U; dépendant de ¢

[ax +8:duUsle (9) = a.,(d,Ti)(g) + 8:(d.Us)(g) — (duUs) (2, + 8)(g)
= a,([g3 i) + Bilg 3 Us] — [an,g % U]
= (g% a,U) + (g7 .U
= d.[(a,, + &)U(g)

%® En utilisant & plusieurs reprises ’expression de d,U, par définition de l'opérateur d, et du
crochet de Gerstenhaber

dU=—-[Ux]ec=[-1U] (1.174)
De plus, f, mesure la variation 4 la régle de Leibniz de a, en tant que dérivée
£(9,0) = —[an,*|c (8. V) = —a.(gxU) + a.(g) * U + g a, (V) (1.175)

mais aussi la variation du star-produit +; en fonction de t : 8;(g*; Uy) = £.,{g, U;) + g *; 8,U; Entre
la deuxiéme et la troisiéme ligne, ces deux relations se compensent partiellerment.
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En utilisant cette relation récursivement, on trouve donc I’expression de B,
1 -
B, = T d,,[(a,, + 8:)"®:(A\)] (1.176)

et en remplagant dans (1.170), au premier ordre en A

_ _ (a*t + at) (I)t(A)] elas+3:)
Datarn—=Pa = | 7 Z (n+ 1) Y
1 .
~ —(dM)D, (1.177)
avec I'expression de A
Y - (a'*t + at)
A= (A DY 1.178
g CESVERG )t=0 (1178)

Si maintenant on remplace dans (1.177) D, par (id +.4,), on obtient la transforma-
tion de jauge du potentiel non-commutatif abstrait A

Avvir— Ao = = [@A+ (@A (1.179)

ce qui est bien la formule attendue. En effet, en se souvenant que le potentiel A est
défini & partir du potentiel abstrait .A par la formule

A(z") = 09 A, (1.180)

et avec o o o
(@3 (@) = [# + A] = iR698; (1.181)

on retrouve bien?’ la transformation de jauge de A

. 1

(Aarar — Ag)(2") = ih [

0 §A; = 64 (ajx—%[ﬁjfi]) (1.182)

o35 - = (37094

Ainsi, en résumé, nous disposons des expressions exactes du potentiel de jauge et
du paramétre de jauge non-commutatifs :

i 2 (a, +8) o i 4(mo0)
074; = Z i) 7| = DA (1.183)
n=0 =0 n=0
N (a*t + at i7 y (n,00)
A Z 1)l A Zoau (1.184)

*Ten comparant (1.182) et (1.88), on se souviendra que le star-produit utilisé dans (1.88) ne

contenait pas de /i dans sa définition.
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1.7.2 Les expressions concrétes

Pour expliciter les expressions de cette solution, nous allons devoir calculer 'opé-
rateur a.,, et développer les formules (1.183) et (1.184). Nous allons voir que les
résultats seront exactement ceux de la section 1.6, non seulement pour les termes
semi-classiques, comme le suggéraient (1.129) et (1.130), mais aussi pour les autres.

a,, est une série en puissance de 6;, dont tous les termes d’ordre pair sont nuls,
a cause du caractére abélien de la théorie de jauge. Souvenons-nous que c’est cela
aus& qui annule un ordre sur deux dans ’équation de Seiberg-Witten. En notant

) P’ordre n de ce développement
a, =’ +a¥ +a® + ... (1.185)
olt nous savons déja que a(l) = ag, = —A8,0.
Ecrivons alors les premiers ordres pour A
A0 — (1.186)
Ao} — % SR _0+ 7% ),\|t_0 +. (1.187)

ALY A(L3)
A@) %[au)agn raa®]

=0
A(ﬂ.z)
1
+5 [ aal + 8,0® + a®a® ]H At (L188)
A(2!4)
et pour la connexion A
BijA;O’OO) = agl)xihzo = ﬁijAj (1189)
. 1 .
H'JA;I‘OO) - = [agl)aél) +ata§1)] 7
2 =0,
9.-,-;?_1,11
1 .
+3 [ g 4 8,6 + maﬁ”] T (1.190)
BijA(‘l,a)
iy 1 .
G‘JA_S?’M) = 2 [ (1) (1) (1 + (8, a(l))a(l) + 2a§1)6¢a(1) +8, ata(l) } s
e‘-jAgﬂ,Z)
a1(t3) a(l) (1) + a(l) (3) (1) (1) agl) a§3)
+ é + {4 ag?’) (1) +2a; 3)6 a(l) zt
+ 3ta,(1) (3) +2a l)ata(a) + atat(lgs) 0
L t= - 5
effA§.2’4)

+... (1.191)
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Les termes d’ordre (n,n), semi-classiques, sont donc bien ceux de la section 1.6,

. 1 s
comme on peut 8’en convaincre en remplagant a£ ) et ses dérivées par leur valeur :

agl) = —Af§8 agl) Tl = A,
Btagl) = A0;F0.0 atagl) tmo = —O*AGF,
8,0,aY = —246,F6,F6,0 88,0 |,y = 20“AFOF,

Pour calculer les termes d’ordre (n,n+2), il nous faut ’expression explicite de af') :

2
o = —%Us(—AGta, A (1.192)

Pour calculer Us, nous allons utiliser, jusqu’a un certain point, la méthode diagram-
matique décrite dans [37, 39]. A chacun des trois opérateurs auxquels s’applique U
on associe un point, d’oll partent autant de fléches que leur degré différentiel. En
clair, —A8,8 contient une dérivée : une fléche. &; est associée 3 deux dérivées (une
pour chacun de ses indices) : deux flaches. De plus, le résultat est un opérateur agis-
sant sur une variable, donc on ajoute un point correspondant & une fonction-test f.
Cela donne la figure 1.2. Ensuite, les régles sont simples. Les fléches se terminent sur
I'un quelconque des points, excepté leur point de départ. Et puisque &; est antisy-
métrique, ses deux fléches doivent terminer sur deux points différents. Pour traduire
les diagrammes, il n’y a plus qu’a remplacer les fléches par les dérivées qu’elles re-
présentent.

ae'
i
/)
SN SN
JZ

F1G. 1.2 — Le diagramme de base.

La figure 1.3 montre tous les diagrammes non nuls contenus dans a§3). Reste A cal-
culer les coefficients de tous ces termes. Pour cela, la procédure voudrait que nous
calculions des intégrales sur les espaces de configuration (la position des différents
points dans le plan), mais nous allons faire autrement. Nous allons injecter tous ces
termes dans ’expression de A et A 4 'ordre (1,3), puis 4 'ordre (2, 4), avec chacun
un paramétre inconnu pour coefficient. Puis, nous écrirons I’équation de Seiberg-
Witten, qui nous donnera un systéme d’équations sur ces paramétres. Avec un peu
de nez, nous pourrons méme choisir un jeu de paramétres, et il ne restera qu’a vérifier
I’équation. Bien siir, si j’ai choisi cette méthode, c’est que je disposai du programme
que j'ai déja évoqué, et qu’il a donc fait ['essentiel du calcul & ma place.

Dans Pexpression de A3 les termes sont a utiliser tels quels (sans faire agir &),
et tous ceux contenant des dérivées de 6; s’annulent donc, n’en laissant qu'un seul.
Dans l’expression de A,(,,,l’m, il y a en plus un terme venant de Btags) jt=0z* (le dernier
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1.8. ET LES THEORIES NON-ABELIENNES ? 57

sur la troisiéme ligne de la figure 1.3). L’équation 4 cet ordre fixe alors trés simple-
ment les deux coefficients correspondants (ils valent z;) et redonnant les solutions
(1.134) et (1.135).

Les douze paramétres restants sont fixés par I’ordre suivant, et redonnent les solu-
tions (1.144) et (1.145). Il y a alors deux autres coeflicients de diagrammes égaux a

tous les autres étant nuls (il s’agit du premier de la ligne 2 et du troisiéme de la
).

]
34
ligne 3). En les additionnant, on obtient alors la valeur de a,g?’

o — 511 864 (A8:)6,00(6:0.) (1.193)

ot les deux &, sont contractés sur .

1.8 Et les théories non-abéliennes ?

1.8.1 Quelques calculs & ’ordre 2

Nous allons maintenant essayer de décrire la transformation de Seiberg-Witten pour
une théorie de jauge non-abélienne dans ’esprit de ce que nous avons fait jusqu’a
présent,

Précisons que les expressions dans le cas non-abélien sont bien plus complexes pour
différentes raisons. Tout d’abord, le développement du star-commutateur présente
des termes a tous les ordres, puisque le commutateur sur 1’algébre de jauge n’est pas
nul. Ainsi, par exemple, alors que I’équation a P'ordre (1,2) abélien était identique-
ment nulle, elle ne le sera pas ici. D’autre part, il est trés difficile d’identifier 'ordre
en A d’'un terme, puisque la courbure, comme la dérivée covariante, contiennent
des termes quadratiques. Malgré tout, nous pouvons tenter d’écrire explicitement
les solutions aux premiers ordres (en #), quitte 3 faire le tri par la suite pour faire
émerger une structure récursive généralisant le cas abélien.

A Yordre & — que nous noterons {(0o,1) comme nous avions précédemment noté
(1,00) l'ordre A, 'équation de Seiberg-Witten s’écrit

SALN — g [x, ALV — g Al 4[4, Meo] = —% {0A904,}  (1194)

ot { ¢} est le symbole défini A la note 19 page 31. Une solution de cette équation
est

PAGD . —i {A98)}
1
AP = —; {A20A,+ F,}
1 1 3+ D
Fégo’l) = *'“5 {Fp, ? Fv} - E {A? 9 FIW} (1195)

olt D = 8 —i|A;] est la dérivée covariante.
Alors que dans le cas abélien, la solution & cet ordre était unique, il existe ici des
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solutions homogénes non triviales. Choisir cette solution précise revient 4 choisir de
généraliser le produit abélien en anticommutateur non-abélien (au lieu du produit,
ou de toute autre combinaison linéaire du produit et du commutateur). En particu-
lier, 'expression abélienne A6 est ici remplacée par —3 {A¢ar}.

D’autre part, on voit concrétement sur cette expression la difficulté d’identifier
l'ordre des termes. En effet, dans le cas abélien, tous ces termes sont d’ordre A
(c’est-a-dire plus exactement A\ ou AA,), alors qu’ici il y a de I'ordre A2 et méme
A3, Faut-il tout de méme les regrouper, comme semble le suggérer I'écriture com-
pacte avec F et D?

Pour répondre & cette question, nous ne pouvons que tenter d’écrire “la” solution 3
'ordre #%. L’équation & cet ordre,

SAL — i [, AL — g A 44 (A, A (1.196)
(oo 1 1 i
= i [Alel), Al 5 {oa=D 804,} - 5 {OA§ A} — 5 [00A % 604,

a déja été résolue de différentes maniéres (31, 33, 34]. Mais aucune des solutions
proposées ne généralise les solutions abéliennes que nous avons développées ici. A
cette fin, je voudrais proposer une solution qui se rapproche de la forme attendue,
méme si elle n’éclaire pas encore I'éventuelle structure récursive :

PLE —1’—6 [DA % 56)]

1 | 3{A%{8A:%8)}}
24 | 1{{A28A,} 98,2}

o [({A S [4, AJ} 000} + ({4 24,00} 2 A)]

+{A9 {4900} +{{A2F}96A}]

Al — —1"—6 [DA % 50A,] — '1% [B:A 8 BF,,]
1 %{A 9{04A;¢ aiAu}}
T2 | {4204} 90,4,)
L1 [ {49104 Fu}} +2{A4 % {4 OF,}} +3{A {F I F,}}
24| {{A%0A} S FL} + ~ {{A¢F}¢F,}

+§% [{{A A, A} 8,4.) + {{A2[A,84,]} ¢ A}]

g [FHA 14, AJ} Py} +3 {{A[4, B} ¢ A (1.197)

Quant 4 la courbure, on aura pu remarquer jusqu'ici qu'elle se compose de deux
types de termes : ceux qui font explicitement apparaitre F,, (les deux indices sont

sur le méme objet), et ceux pour lesquels u et » sont séparés. L’expression Fﬁﬂ)

correspondant 4 la solution précédente présente la moitié de la structure récursive :

+{A9{A%00A,}}+{{A¢ F}0A,}

F@2 = _% {FIVeF}+... (1.198)

ol les termes restants sont tous du premier type (avec F,, explicite).
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1.8.2 Le cas d’une pure jauge

Une pure jauge en physique désigne un potentiel de jauge associé & une connexion
plate, c’est-a-dire dont la courbure F' est nulle. Dans ce cas, la solution 4 1’équation
de Seiberg-Witten est triviale : il s’agit de 'orbite de la pure jauge non-commutative.
En effet 'un des représentants de 'orbite de la pure jauge commutative est A = 0,
qui a pour image A = 0, et les deux orbites sont donc liées. La question que nous
souhaitons soulever ici est de trouver une paramétrisation de ces orbites, qui puisse
g’appliquer sans distinction & tous les cas : abélien ou non-abélien, commutatif ou
non-commutatif.

Dans le cas abélien, cette orbite est évidemment paramétrée par

et la transformation de jauge de paramétre A agit comme
da = A

Nous pouvons alors réécrire la solution 4 Pordre (1, 0o),

ALoo) —% BaON + 41—8 0080 006 HABN + -+ - =

1 1 i
—5 00004, + = 0000 006 9004, + -+ = = [a 1 A,]

[or 5 A

B | e

1, _
AG) =

S5i nous considérons les seuls termes semi-classiques, les expressions se simplifient
considérablement, puisque F' = 0,

1

{nmn) _
A = T

1
ny — (n—1,n—1}
(A68)") = —— (ABO))

et de méme pour A. Mais ABQ s’écrit aussi Jafd, et est le premier terme du déve-
loppement du star-commutateur [¢ ¥ -]. Faisons alors 'hypothése de récurrence que,
pour k < n,

® = 1y A
A}L k + 1 [a ? A].L ]
A(k) = k_-{?:—'_i— [a ¥ )\(k_l)]

sont solutions de I'équation de Seiberg-Witten correspondante. En espérant ne pas
créer d’ambiguités, nous sous-entendrons ici le symbole oo dans le notation (n, oo),
ainsi,
(£} = plk,00) (k) = y(k.o0)
AR = Al AR = N
Nous avons vu plus haut que ’hypothése de récurrence était vraie pour n = 1, en

notant bien sir Af_?) = A, et X9 = ). Pour démontrer qu’elle est vraie au rang
n + 1, ott ’équation de Seiberg-Witten s’écrit

SAPHD — G = §7 B ¢ Al (1.199)

p=0
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il nous faut vérifier que notre formule de récurrence est bien solution. Nous avons,

6A£n+1) _ 3 /\(n+1)

= n+2 lber3 5 18t X —— ot 6AD — A
n—1
- 2 ]+"———[a > i[A® Al
n—+ o
= : * A(n) _...i () «
n+2[’\’Au J+ —5 D™ 14,
n—1
[A(P) * z[a * A(n 1- p)]] + [Z[ * A(‘P)] A(n— —p)])
n + 2 p;o
i n—1
= n+2 [A* A(ﬂ)] + [}\(") * Ay + Z(n"'l p)[A@ *A('n—p)]
p—O
— Z(p+2 @D ¢ A(n=1-7)]
p=0

n—1

= DA+ D14+ — (n+1—p)[A‘P)=;A§p—P)]

+2

s n—1
_r @) « Aln—p)
+n+2p;(p+1)p\ x Alnr)]

- Zi[A(p) s;ALn—p)]

p=0

ce qui démontre la récurrence. Ainsi, la solution s’écrit, dans le cas particulier d’une
pure jauge,

m+) _ _ P e oam

Au n+2 [a 1 Ap, ]

) _ Y a0 1.2
A — o s X)) (1.200)

Nous pouvons nous convaincre que cette expression est bien une pure jauge non-
commutative en vérifiant que la courbure F' et bien nulle. Encore une fois, récursi-
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vement en puissance de A,

F) = F,=0

FQ = 8,A0 -8,A0 —i[A, 1+ A)

= 5[1‘1” *A+ _—2—[a *OA,) — E[AV Ayl — E[a *O,A, —i[AL T A
'l

= 5[0’ YF]=0

n
F;S:-H) = B“A,(,ﬂ_'_l) _ aVALn+1) _ ZZ[AL.&) * A{(}n—k)]
k=0

_ G o Aty _® AN 4 P [ eq A _ 5 A®)

n+2[A|U"AV] n+2[AV?A_u]+n+2[a’aﬂAv ayAu]
n
-3 A
k=0

or, par définition de F{,

n—1
3, A — 5, Al = F{ 1Y ~i[A) + An-1-R)]
k=0

et grace 4 l'identité de Jacobi

[a 3 i[AR) + ABB] = [i[at AP 5 AP0 4 [AL) £ [0y AR
* n—1— k * n—k
(k+ 2)[AFT) « AP1B] ¢ (n — ke + 1)[AP 1+ AR

la plupart des termes s’éliminent dans Fﬁﬁﬂ), laissant seulement

FintD — n+r2[a $ F@] =0 (1.201)
Cela nous permet donc de paramétrer ’orbite de la pure jauge non-commutative.
Pour faire le lien avec la section précédente, on peut remarquer gu'avec F = 0
les structures de Poisson 8, &' et 8; sont confondues, de méme que les star-produits
correspondants. De plus, on pourra se convaincre aisément que 'opérateur a, a alors
pour expression

a,=tla*] (1.202)
ce qui permet de resommer les séries A et X sous la forme
;= al e —1 < e —1
A, = — A, =—A, A= A 1.203
4 ; (n+ 1)! # a, » a, ( )

qui sont exactement les formules (1.183) et (1.184) dans ce cas.

Mais on peut faire mieux, et reconnaitre le développement de I’expression d’une
pure jauge non-abélienne sous la forme infinitésimale :

A, =ig7'dg= 0,0+ % [ia; Gua] + % [ic; [ia; Bua]] + . .. (1.204)
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lorsque g est un élément du groupe de jauge que I'on écrit g = e™*. De méme,
A =1ig~'8g = ba + % [ia; 6a] + % lic; lic; 6a]] + . .. (1.205)

Notons que cette deuxiéme relation n’est rien d’autre que la transformation de jauge
de g, comme on le voit bien dans le cas abélien

dg = —ie 6o = —ig), et donc A = ig~'dg

Ces expressions sont la généralisation non-abélienne de A, = 8,0 et X\ = do. En
plus de ces développements explicites, nous avons en effet montré qu’elles étaient
compatibles avec F' = 0 et la transformation de jauge non-abélienne. Ou plutot,
nous l'avons fait dans le cas non-commutatif, mais le calcul est algébriquement le
méme. Cela nous permet ainsi d’étendre notre paramétrisation de I'orbite des pures
jauges au cas général, non-abélien et non-commutatif, sous 1a forme

o 1 1
A = iﬁ“l*d§r=da+§[iafda]+6[iaf[ia’,'da]]+...
X = g %b5="bo+ % [ia ¥ 8c] + % lic  [fee % 6a)] + ... (1.206)

i . axo
=1—d4a—

ol § = (xe) + ... est toujours construit & partir de I’élément
de 'algébre de jauge o, mais en utilisant cette fois des star-produits. Il semble donc
que cela nous donne en méme temps une paramétrisation du groupe de jauge non-
commutatif en fonction de Palgébre de jauge (en tout cas de la composante connexe

de I'identité, sans présager d’éventuelles déformations plus globales).



Chapitre 2

M5-branes non-abéliennes

Objectif Nous souhaitons trouver un contenu en champs décrivant la théorie de
basse énergie d'un systéme de N Mb5-branes coincidentes. Une telle théorie devra
reproduire 'anomalie calculée dans [42]. Elle formera aussi une généralisation non-
abélienne des théories de jauges de 2-formes.

1 M5 N M5
7?7 777

/

N D-branes
BI non-abélien {?)

/

1 D-brane
Born-Infeld

2-forme 2-forme
abélienne \ non-abélienne (?7)

/

Maxwell Yang-Mills

F1G. 2.1 — Les théories de jauge de 2-formes non-abéliennes sont des
généralisations des théories de Yang-Mills. De méme, 1'action décrivant
un paquet de M5-branes généralise ’action de Born-Infeld non-abélienne,
déja mal connue.

Plan du chapitre Nous allons décrire les différentes méthodes envisagées pour
trouver les champs décrivant un paquet de M5-branes. Tout d’abord, nous allons
tenter de reproduire 'anomalie attendue (cf [42]) & partir des multiplets supersymé-
triques de type (2,0) en dimension 6. En effet, dans le cas d’une M5-brane unique,
les champs de basse énergie forment un multiplet tensoriel de cette supersymétrie
de type (2,0).

D’autre part, on s’attend a ce que le secteur de jauge du paquet de Mb5-branes dé-
crive une théorie de 2-formes non-abéliennes. En effet, dans les théories de cordes, la
théorie de jauge correspondant & un paquet de D-branes est la version non-abélienne

63
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de la théorie de jauge sur une brane isolée. Or, le secteur de jauge d’une M5-brane
isolée est un champ tensoriel B, d’ordre 2, qui est de plus anti-autodual’, et dont
on ne connait pas de version non-abélienne (voir fig.2.1).

Enfin, nous essaierons de trouver quelle image géométrique pourrait constituer une
réalisation intuitive de ces états, de maniére similaire aux cordes ouvertes tendues
entre les différentes branes en théories des cordes. En effet, dans le cas des D-branes,
la situation est bien comprise : chaque D-brane porte un champ de jauge U(1), qui
est le mode de masse nulle des cordes ouvertes qui sont attachées & cette D-brane.
Lorsque N D-branes coincident, la symétrie U(1)V est élargie en U(N), corres-
pondant & I'élargissement du spectre de masse nulle. La masse (des états de basse
énergie) des cordes ouvertes reliant deux branes différentes dépend de la distance
entre ces branes, et s’annule lorsque les branes deviennent coincidentes. Au total, ces
cordes ouvertes décrivent donc les N? degrés de liberté du paquet de N D-branes.
Nous essaierons d’adapter un tel comptage pour un paquet de N M5-branes, en
remplacant bien sfir les cordes ouvertes par des membranes M2.

2.1 Les multiplets supersymétriques

2.1.1 Anomalies et polynémes de Chern

A 6 dimensions, un champ chiral, un vecteur chiral et un tenseur antisymétrique
présentent respectivement ’anomalie (cf [43])

Tp1 (TW)? — dpa(TW)

1
11/2 = 1_ﬁp1(TW)+

5760
23 55 g 49
Iy = 5+ 2—4P1(TW) + 24 % 13 n(TW)* — 6 x 48 pa(TW)
_ 1 1 P1(TW)? — Tpy(TW)
D’autre part, lorsque le fibré normal N a SO(5) comme groupe de structure,

ch(N) = 5+p(N)+ 11—2p1(N)2 — %Pz(N)

1 1 5 1
ch(S(N)) = 4+ §pl(N) + %M(N) +§£1'P2(N)
En effet, de maniére générale,

ch(N) = Ze""

oii les ); sont les racines de Chern de N. Si de plus p; et py désignent les deux
premiéres classes de Pontryagin de N,

pl(N):ZAga ’Pz(N)=ZA?'\32'
i i<j

on peut exprimer ch(N) en fonction de p;(N) et py(N) :

! Sa courbure est la 3-forme Hz = dB,. Elle est anti-autoduale au sens oii *Hy = —H3, en
désignant par » I’étoile de Hodge sur le volume d’univers 4 six dimensions de la M5-brane.
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— pour SO(2n), les racines sont £Xy,..., =M\, et
1
= Mttt
- T pl 12 pl 6 p2 e
— pour SO(2n + 1), les racines sont £Aq,...,£A,, 0, et le méme calcul donne donc
1 1
ch(SO(2n+ 1)) = 2n+1+p1+ﬁp§— ght-

Ainsi, 'expression est la méme pour SO(d), que d soit pair ou impair. D’autre part,
calculons ce méme polynéme pour la représentation spinorielle de SO(5) :

SO(5) a pour racine +A;, +Aq,0, ce qui donne pour S{(SO(5)) les racines :I:Al%z, et
donc

chS(S0(B) = Y M

£1,2=%1

_ 1.2 9 1
= 4—|—2()\1+)\2)+2x96
_ 4+1 +i 2_|_i

[(Ar+ A2)* + (A1 = A2)Y

2.1.2 Les multiplets supersymétriques (2,0) en dimension 6

Les modes de masse nulle d’'une brane M5 constituent un multiplet tensoriel d’une
théorie supersymétrique de type (2,0) a six dimensions. Considérons donc les autres
multiplets de type (2,0) & six dimensions [44] :

M = (3:1;1)"‘(111;5) +(2:1;4)
M, = (3,2;1)+(1,2;5) +(2,2;4)
MB = (3’ 3; 1) + (1) 3; 5) + (2a 3; 4)

Les triplets désignent une représentation® de SO(4) xUSp(4). La représentation de
SO(4) est donnée par le premier doublet, sous la forme SU(2) xSU(2). Le troisiéme
nombre est donc la représentation sous I'action du groupe de jauge SO(5)=USp(4)
du fibré normal N.

Le premier multiplet est le multiplet tensoriel, composé d'un tenseur antisymétrique
(3,1) singlet de SO(5), de vecteurs non chiraux (1,1) dans la représentation spi-
norielle (4) de SO(5), et de spineurs (2,1) dans la représentation vectorielle (5) de
SO(5). On peut de méme analyser les antres multiplets. Ils comprennent entre autres
les champs de spin 3/2 (3,2;1) et (2,3;4), et un graviton (3,3;1).

On peut alors calculer Panomalie totale des trois multiplets.

2 On rappelle que les champs de masse nulle en dimension d (ou plus exactement (d—1,1), avec
une dimension de genre temps) sont des représentations de SO(d — 2) — et les champs massifs des
représentations de SO(d — 1). Le volume d’univers de la M5-brane compte € dimensions, dont la
dimengion temporelle, d’oil le groupe SO(4). D’autre part, il reste au fibré normal les 5 dimensions
transverses dans 1’espace total 3 11 dimensions, d’odt SO{5) pour le groupe de jauge transverse.
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-~ My =(3,1;1) + (1,1;5) + (2, 1;4) a pour anomalie

I+ hiaeh(SO) = g5 (2EE — ) - ot e m@Wim

1
2 —
T N+ g p)

~ My =(3,2;1) + (1,2;5) + (2,2;4) a pour anomalie

1 1 4 TW)? 1

) I3 — 2 11/2Ch(N) = 18 (ILLL'—) - P2(TW)) + 48 p1(TW)p1(N)
2
48

- M; = (3,3;1)+(1, 3;5) + (2, 3;4) a pour anomalie (les coefficients m; permettent
de prendre en compte un polynéme de couplage différent de ch(N), puisqu’il n’est
pas clair qu'un tenseur antisymétrique soit couplé ainsi)

Pl(N) + 4 Pz(N)

I3 % (5 4+ mupy(N) + mapy (V) + mapa(N)) — = Ty ach(S(IV))

2
i; (pl(T;W) pg(TW)) 2 148(23 4my )p (TW)p: (N)

T s~ Uma)p(N)? - (5—6m3)P2(N)

2.1.3 Peut-on reproduire ’anomalie attendue ?

L’anomalie attendue pour un paquet de  M5-branes est (cf [42])

T 2
A = 4% (Iw —pg(TW)) - 5% p1(TW)pi(N)
3 _
+4 X48P1(N)2+2Q4—8QP2(N)

On veut reproduire cette anomalie avec n, copies du multiplet My, n, copies du
multiplet M, et ny copies du multiplet M;. Cela donne le systéme d’équations

ny + 4ng — 2lny = @ (L1)
ny — 2n. + (23 — 4m1)n3 = @ (Lg)
n - 8?‘12 - (5 - 24m2)n3 = Q (L3)
m + 4dng — (5 - 67?’?,3)7?.3 = 2Q3 - Q (L4)

Le sous-systéme (L,Lq,L3) est équivalent &
(9 —m; — 3m2)n3 =0

Il est donc dégénéré si et seulement si m; + 3mg = 9. Si ce n'est pas le cas, il a pour
unique solution n; = @, na = ng = 0, qui est incompatible avec L,. Supposons donc
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qu’il soit dégénéré. Le systéme complet est alors équivalent &

(8+3mz)ng = @ —Q
Ng = % (11 - ml)n3

1
nm = Q + § (8m1 - 25)11,3

Ainsi, non seulement ce systéme n’a pas de solutions pour toute valeur de ), mais
selon les paramétres m,, il arrive méme qu'’il n’en ait aucune. Il n’est donc pas clair
que cette approche permette de reproduire 'anomalie attendue, en tout cas sans
subtilités supplémentaires. De plus, méme si cette méthode fournit un résultat, elle
ne peut rien dire sur la structuration des différents multiplets. Par exemple au sein
d’une théorie de jauge non abélienne de 2-formes pour le secteur bosonique, que
nous allons étudier maintenant.

2.2 Théories de jauge non-abéliennes de 2-formes

2.2.1 Complexes de Hochschild et algébres de Gerstenhaber

Considérons tout d’abord V'ensemble Hom(A®"  A) des homomorphismes (au sens
d’applications n-linéaires) d’une algébre A. La réunion de ces espaces forme le com-
plexe de Hochschild de A. Comme nous allons le voir plus précisément les opéra-
tions algébriques sur A, ainsi que les différentielles, appartiennent & ce complexe,
puisqu’elles sont toutes multilinéaires. En outre, les déformations de la structure
algébrique sont elles aussi naturellement des éléments du complexe de Hochschild.

Commengons par définir I'action d’une application n-linéaire ¢ sur un m-uplet d’élé-
ment de A, c’est-a-dire® un élément de A®™ ;

m—n+1

élar, ..., am) = Z (=D)EDED (g, DAy -y Bhinet)s -2 Bm)  (2.1)
k=1

Cette action permet aux applications n-linéaires d’agir non plus seulement sur A®",
par leur action naturelle, mais sur toute l'algébre tensorielle TA = @, A®*. Cela
est nécessaire pour pouvoir manipuler les homomorphismes au sein du complexe de
Hochschild, par exemple pour les additionner. Ou pour composer deux homomor-
phismes. En effet, pour ¢; € Hom(A®™, A) et ¢» € Hom(A®"2, 4), la composée
$1 © ¢y € Hom({A®BM 1121 A) est naturellement définie par

¢1 o ¢2(a1: R 7“1’1.1-1—712—1)
n

= Z(_l)(k_l)(nz_l) ¢1 (ah v 1¢’2(ak1 R 1ak+n2—1)s e :a"nrl-‘nz—l) (22)
k=1

3 On se permettra de confondre les applications multilinéaires et leur application linéaire associ¢e
sur ’espace tensoriel : & ¢ m-linéaire sur A est associée de maniére universelle ¢, application linéaire
de A®™ dans A, telle que,

¢(afla'--’am) =¢(a1®"‘®am)
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ce qui n’est rien d’autre que l'action de ¢, sur Pélément de A®(m1+m2—1) dont le
résultat est un élément de A®*™, suivie de I’action naturelle de ¢;. Cela fait de cette
loi, comme toute loi de composition, une loi associative. De plus, son commutateur
est alors exactement le crochet de Gerstenhaber, que nous avons déja rencontré au
chapitre précédent — équation (1.78) — et s’écrit

[61, d2)e = ¢r0 o — (1) DDy, 04, ¢ € Hom(A®™, A) (2.3)

Voyons maintenant les objets qui vivent dans ce complexe, et plus particuliérement
deux exemples : la différentielle et le produit.

— Une différentielle sur A est un endomorphisme @ de carré nul, ¢’est-a-dire
QoQ=0

Bien que tentés, il faut nous retenir de I'écrire en termes du crochet [Q, Q|g, qui
est par définition identiquement nul pour tout opérateur d’ordre 1.

- Un produit est une application bilinéaire m € Hom(A®?2, A). Son associativité est
exprimée par la condition

1
mom = §[m,m]g=0
En effet, pour ai,as, a3 € A, en notant m(a,b) =axb:

(mom)(ai,az,a3) = m(m(a,as),as) — m(a1, m{as, ag))
= (a1 *ag)*az — a3 *{axxaz)

— Le produit m vérifie la régle de Leibniz par rapport & la différentielle Q — ou plus
simplement ¢} dérive m — si et seulement si

[@mle=Qom—moQ=0
En effet, en notant toujours m{a,b) =axb:

(@om)(a,b) = Qaxb), (moQ)(a,b)=Q(a)*b+axQ(b)

Il est intéressant de noter que 1’on peut regrouper ces trois conditions en une seule :
m un produit associatif et @) est une différentielle dérivant m si et seulement si

@+m)o(@-m)=0 (2.4)

En effet, cette relation se décompose en opérateurs de différents ordres, pour redon-
ner les trois expressions voulues. Cette structure définit une algébre associative
différentielle. On peut étre un peu plus général, et utiliser une infinité d’appli-
cations m, € Hom(A®", A), en généralisant ’objet @ + m que nous venons de
construire en m = )_ m,. D’autre part, définissons 'involution

¢ = (—1)""1¢, pour ¢ € Hom(A®", A) (2.5)
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autrement dit, cette involution inverse le signe des applications d’ordre pair. Ainsi,
m=mi+Mo+mMz+..., h =11 — Mo+ g — ... (26)

On appelle algébre A, ou algébre associative & homotopie prés, une algébre
munie d’un tel opérateur m vérifiant

mom=20 (2.7)

Notons qu’une algébre différentielle associative est donc une algébre A, pour la-
quelle m,, = 0 pour n > 3. Mais dans le cas le plus général, le produit m; n’est pas
associatif, la déviation étant due & mg, ce qu’indique le nom de 1’algébre. En effet,
4 Pordre 3, on trouve

Mo © Mg = M3 © Ny + M © M3 (28)

ol comme précédemment, ms ¢ mo est 'associateur du produit ms.

En espérant ne pas causer de confusion, revenons & un produit bilinéaire simple,
que nous noterons & nouveau m. Il nous permet de définir deux nouveaux objets sur
le complexe de Hochschild. Tout d’abord, Popérateur de cobord, dit différentielle de
Hochschild

§=[m, ]g : Hom(A®" A) — Hom(A®"! A) (2.9)

En toute rigueur, § est une différentielle si et seulement si m est associatif :
[m,m]ec =0 & m est associative & 2=0 (2.10)
D’autre part, on définit le cup-produit U,, de ¢; et ¢, par

(¢1 Um ¢2)(a‘h rees a’n1+n2) = m(d)]_(ﬂ.l, reey a'n1)1 ¢2(an1+1} R a>111+n2)) (211)

Muni du crochet, de la différentielle de Hochschild et du cup-produit, le complexe
de Hochschild est une algébre de Gerstenhaber différentielle.

2.2.2 Théorie de jauge de 2-formes

Les champs que nous allons introduire sont A la fois des formes différentielles sur la
variété M et des éléments du complexe de Hochschild d’une algébre g sur R (ou C).
Ils ont donc un double indice : un degré différentiel d en tant que forme de A*T*M
et un degré de Hochschild p en tant qu’application linéaire de Hom(g®?, g). Nous
noterons

Q%(M, Hom(g®", g)) = A"T*M ® Hom(g®, g)

les sous-espaces de ce complexe bigradué {2*. En particulier, notons tout de suite
que
Hom(g, g) = End(g) pourp=1, Hom(R,g)=g pourp=10

Nous appellerons degré (ou degré total) la somme p + d. Cela signifie aussi que
par rapport aux formules de la section précédente, il faut tenir compte du degré
différentiel dans la graduation totale. Ainsi, le crochet de Gerstenhaber entre ¢, et
¢ s’écrit

[$1, 2] = P10 b2 — (—1)Er-Dez-tdidz ) o (2.12)
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g2 —g K
g M N

End(g) |7 A £

g lk _a B H
Q@ o o o

F1G. 2.2 — Les composantes de la courbure (H,F, N, K), du champ
de jauge (B, A, M), du paramétre de jauge (c,~) et du paramétre de
changement de jauge (k).

La théorie de jauge en composantes

Commengons par présenter les composantes du champ de jauge et de la courbure,
comme elles apparaissent dans [47]. Nous chercherons ensuite une maniére plus com-
pacte d’écrire la théorie. Comme on peut le voir sur la figure 2.2, le potentiel de jauge
se compose en réalité des trois champs B, A, M :

— B est une 2-forme & valeurs dans g,
— A est une 1-forme & valeurs dans les endomorphismes de g,
— M est une O-forme & valeurs dans les applications bilinéaires sur g.

A eux trois, ils forment un triplet de degré total 2. La courbure est de méme un
quadruplet, de degré total 3, avec pour composantes H,F, N, K, comme indiqué
sur la figure 2.2. Ces champs s’expriment en fonction du potentiel par les formules
suivantes :

H = dB+ A(B)

F = dA+ A+ M, B]

N = dM+[A,M)]

Kzz?MM] (2.13)

D’autre part, comme dans une théorie de jauge de 1-forme, la courbure vérifie I'iden-
tité de Bianchi, qui s’écrit en composantes :

dH +[A, H] +[B,F] =

dF +[A,F] - [B,N] - [M,H] =

dN +[A,N] +[B, K|+ [M,F| =

dK +[A, K] - [M,N] =
[M, K]

o O o o O

(2.14)
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Les transformations de jauge dépendent d’un paramétre de degré total 1, composé
des champs « et 7. Elles agissent sur le champ de jauge selon

B' = yYB+da+ Ala) - M(a,a))
A = yHdy+ Ay - [M,aly)
M = yMy®? (2.15)

et induisent les transformations suivantes de la courbure

H = 4 YH+ F(a)— N(o,a) — Ko, a, a))

Fo= 7‘1(F—[N,a]—%[[K,a]sa])7

N' = 44N+ [K,a])v*?

K — A (2.16)

oll 'on a noté A(a) = Aoa = [4,a], puisque 4 est un endomorphisme agissant
sur ’élément ¢ de ’algébre. La méme remarque vaut pour M, F, N et K, avec par
exemple M{(a,a) = Moaoa=1([M,d]al

Enfin, comme on le constate sur la figure 2.2, il reste de la place pour un champ sca-
laire & valeurs dans g, que nous noterons k. Il permet de transformer les paramétres
précédents o et <y, dans ce que nous appellerons des transformations de jauge de la
jauge, qui prennent la forme infinitésimale

e = dk+ A(k) + [[M, k], q]
&y = [M, k] (2.17)

Ces transformations ne laissent pas le champ de jauge invariant. En effet,
6oB=[F k], &A=[NK], &M=[K,k (2.18)

Aprés cette liste de formules, examinons la structure du groupe de jauge. Nous
oublierons pour l'instant les transformations (2.17), auxquelles nous reviendrons.
Appelons U, , la transformation de jauge (2.15) de paramétres («, 7y}, et remarquons
tout d’abord que

Uya = UyoUe = Upy-1aUng (2.19)

Si la premiére relation est explicite dans les formules (2.15), la deuxiéme est moins
évidente. Etudions-la rapidement :

Usio Uiy-ta

(B, A, M) - (B’,A’, M!) - (Bn, A”, Mﬂ)

A" = A - [M,~va]
[

B" = B'+d(y'a)+A(y ) - M (y'a,v7a)
Uiy-1a
M" = M
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1l ne reste qu’a remplacer les expressions et vérifier que I'on retrouve bien (2.15).
Pour cela, notons que

M,y el = (YTMA®?) o (v a)
= 7 HMoa)y
= ’Y_l[Mv Ot]’}'
dy o)+ A(va) = vy lde—yldyy la+y7 N dy + Ay e
= y 'da+~7'A(a)

D’autre part, on vérifie aisément que U, Uy = Uy — attention & linversion
+'7 qui vient de P'ordre de la composition — et U oV = Uy a4 L€s premiers se
comportent comme des rotations, les seconds comme des translations. On peut alors
calculer le produit de deux transformations de jauge quelconques :

UpoUyw = UygUraUyoUser
Uy,oUy oUtyelUre

UyryaUtyatar
U"Y"y,'y’a+a’ (2.20)

I

Le groupe de jauge a donc la structure du produit semi-direct

Q°(M,End(g)) x Q'(M, g) (2.21)

La théorie de jauge sur le complexe Q*

Nous allons maintenant essayer d’écrire toutes ces formules d’une maniére plus élé-
gante et plus familiére (voir la section 1.1). Pour cela, nous allons utiliser les objets
"complets", par opposition aux composantes, dont nous avons déja parlé, mais sans
les définir. Ainsi, définissons le potentiel de jauge B et la courbure F sur le complexe
par :

B = B+A-M (2.22)
F = H+F-N-K (2.23)

Ces sommes sont réellement & comprendre sur le complexe total, puisque les compo-
santes vivent dans des sous-espaces différents. C’est d’ailleurs grace a cela que on
va pouvoir identifier terme & terme les expressions qui suivent avec celles que jai
déja présentées. D’autre part, souvenons-nous que nous avons défini une involution 4
la section précédente — formule (2.5) — qui inverse le signe des composantes ayant
un degré de Hochschild pair. Nous disposons donc aussi des conjugués B et F

B = -B+A+M (2.24)

F = -H+F+N-K (2.25)

On peut alors exprimer la courbure en fonction du potentiel par la relation

F=dB+ [B,5] (2.26)
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trés similaire 4 (1.33) pour une théorie de jauge de 1-forme. On pourra vérifier que
les différentes composantes redonnent bien les expressions {2.13), en utilisant les
identités suivantes sur les commutateurs :

[4, B] = —[B, 4], [M, B] = [B, M], [A, M] = —[M, A]
On peut aussi définir la différentielle extérieure covariante dg
dg=d+[B,-] (2.27)
grace 4 laquelle on réécrit 1'(es) identité(s) de Bianchi (2.14) :
dgF =dF + [B,F]=0 (2.28)

Pour s’attaquer aux transformations de jauge, il faut connaftre leur forme infinité-
simale, qui devrait s’exprimer simplement grice & dg. Pour cela, on écrit v = 1 + u,
et on ne conserve que le premier ordre en u et o. Cela donne, en remarquant entre
autres que [B,u] = —u(B),

Ououll = da + [B,u] + [A,0]
+ du + [As u] - [M H Oi]
- [M » U]

ce qui s’écrit aussi en fonction du paramétre de jauge A=u+a
IAB = dgA = dA + [B, A] (2.29)

Avant de continuer, il va nous falloir démontrer quelques résultats intermédiaires
pour pouvoir manipuler les expressions. Je noterai ici, autant que possible, un champ
sur le complexe 2* avec une lettre grecque majuscule, et ses composantes sur les
sous-espaces avec des lettres grecques minuscules. De plus, on appellera ® champ
homogéne de degré n si toutes ses composantes sont de degré total n :

=) tin

i=0

oll ¢; »—; est une composante de degré de Hochschild i et de degré différentiel n — .
Nous noterons aussi s I'involution

s0=-8=> (—1) $in (2.30)

Tout d’abord, la différentielle agit sur le crochet par
d[(b:] = [d‘I),] + (_1)11 [S(I)ad] (231)

oll, ® est homogéne de degré n. En effet,
d[@,-] = ) dlbini-]

= 3 (B ]+ () Binmid])
= (42, ]+ (-1 [s0,d-]
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En particulier, B étant homogéne de degré 2,

d[Ba']= [dBa]_[Bad] ) (2'32)
Ensuite, si @, et P, sont homogénes de degré respectifs n; et nq, alors?
[‘Dl, q)z} = (__1)11111.2 [3"1_1 @2 y Snz_l ‘I)]_] (2.33)

ce qui permet de permuter les crochet (presque) plus facilement que pour les com-
posantes seules. De méme, trois champs homogénes ®;, ®,, ®3 vérifient I’identité de
Jacobi graduée suivante :

(@1, [®2, Dg] = [[@1, Ro], Bs] — (—1)™" [s"71 By, [s"271 By, ]| (2.34)
La démonstration est trés similaire 4 celle de la formule précédente. Encore une fois,
on en déduit en particulier :
8,18, = 5 [18, 5], (235)
Gréce 4 (2.32) et (2.35), nous pouvons maintenant démontrer
dgdp = [F, ] (2.36)
ol dg = d + [B, -] est la différentielle extérieure covariante associée & B. En effet,
dgds = (d+[B,-]) (d+B,-])
= d*+[dB,-]-[B,d-]+[B,d-]+[B,[B,-]]
= (4B, ]+ [18,B],-] = [7,"]
Revenons maintenant sur les transformations de jauge. Nous nous sommes arrétés 3

Iaction (2.29) de A sur le champ de jauge. Pour la courbure, nous pouvons désormais
réécrire la version infinitésimale de (2.16) — avec u et a — sous la méme forme.

Ainsi,
0B = dA+[B,A] = dgA
WF = [F,A] = dgdgA
En ce qui concerne les transformations de jauge de la jauge, elles se réécrivent elles
aussi élégamment

(2.37)

&A = dk+[B k] = dgk
B = [F Kk =  dgdgk (2.38)
6]‘,.? = [.F, dgk] = dgdgdgk

4 Pour le montrer, on commence par le commutateur de @ avec ¢, 4, composante de degré (p, d)
avecp+d=m:

[®,0pa] = Z[‘ﬁi,n—:ﬁ,ﬂap,d] = Z —(~1)l~Dp- D+ m—p)n—i) [Pps Bimmi]
3

T

O™ D 0pan 3 (-1 i)

= (1P gm0

Et si maintenant les ¢, ¢ sont les composantes de ®;, il n’y a plus qu’a sommer pour trouver la
formule proposée.
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On remarque que ces expressions sont compatibles avec (2.37), au sens o1, en notant
Ak = JkA, on a

8B = dphy, 8 F = dgdshy

On en trouvera l’explication dans la note 5 : d; agit comme d,,.

Les relations (2.38) ne sont pas particuliérement difficiles & vérifier sur les compo-
santes, si I’on est bien attentif aux signes en manipulant les différents commutateurs.
A titre d’exemple, et pour se convaincre, voyons quelques uns de ces calculs. Tout
d’abord®, on é&crit les transformations de a et u, & ordre 1 en o, u, k, tirées bien sfir
de (2.17) :

oo = dk+[A K]
dpu = [M, k]

On en déduit la transformation induite sur A, par exemple®,

OunA = du+][Au]—[M,a]

A = dIM,K]+[A,[M, K] - [M,dk+ [A, k]
[dM, k] + [Ms dk] + [[A!M]a k] + [M’ [A: k]] - [M$ dk] - [M, [A'.' k]]
= [N, K]

Enfin, on calcule la variation des composantes de la courbure. Par exemple, pour N,

N+&N = dM+5M)+[A+6A M+ 5 M|
N = d[K,k|+][A [K, k]| — [M,[N, k]
= [dK, k] + K, dk] + [[4, K], k] + [K,[A, k]| — [[M, N], k] + [N, [M, k]
= [K,dk+[A,k]] + [N, M, k]

oit 'on a utilisé I'identité de Bianchi (2.14, ligne 4) entre I’avant-derniére et la der-
niére ligne.

® On peut aussi considérer la transformation U, q, suivie de son inverse U,-1 _,—1,. Le produit
est bien sfr 'identité :

Uy-1,—y-1a Uya = Ua-a = Usp

Maintenant, si on change la premiére transformation, en utilisant -y + ;v et o+ 8¢, on obtiendra
au lieu de l'identité la transformation induite par k sur le champ de jauge :

Uk = Uy-1,—y-1a Urtbivottee = Utispyyt, —buyr=" atra
Autrement dit, ¢’est la transformation de jauge paramétrée par (ve = 1 + ug)

u = Syvy l=[MKk
ap = —§k7’y_la+5ka=dk+A(k)

& On peut noter que 8, A et §p M ne sont pas nulles, contrairement & ce qui est affirmé dans
{47].
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Réduction du complexe

Nous allons réduire les degrés de liberté de cette théorie-en réduisant le complexe
de Hochschild, de maniére consistante avec la structure de jauge, bien sdr. Pour

cela, nous allons prendre pour champ M la multiplication naturelle de P’algébre
associative g :

Vo1,92€98, M(g1,92) = 3192 (2.39)
Nous appellerons alors dy la différentielle de Hochschild (2.9) associée & M,
o =M, ] (2.40)

et puisque M est associative, 6> = 0, et en particulier X = 0. D’autre part,
soit b I'espace des dérivations sur g. Les dérivations sont en particulier linéaires
sur I'algébre, ce qui fait de h un sous-espaces de End(g), 'espace de degré 1 du
complexe de Hochschild. Nous imposons alors au champ A d’appartenir a h. Enfin,
nous limiterons les transformations de jauge infinitésimales A = u + o 4 celles pour
lesquelles u est une dérivation.

Concrétement, "étre une dérivation" signifie vérifier la régle de Leibniz vis-a-vis du
produit naturel de g, c’est-a-dire M : pour tout g;,g: € g

u(g192) = u(g1)g2 + gru(gs)
(uo M)(g1,92) = (Mowu){g,g.)
0 = [M!u](gl,g2)

Autrement dit, u est une dérivation si et seulement si &3;(x) = 0. Ce qui signifie
aussi : f = Ker dps|gnd(g)-

En résumé, la réduction du complexe de Hochschild est réalisée en imposant :
> M est la multiplication (associative) sur g (et donc K = 0),
> A € b = Der(g) (et donc N =dM + [A, M] = 0),
> les transformations de jauge admissibles sont celles pour lesquelles u € §.

Pour que la théorie ainsi réduite soit consistante, il nous faut alors vérifier que :
— les transformations admissibles forment un sous-groupe du groupe de jauge initial,
— M est invariant par transformation de jauge, et reste ainsi fixé & la valeur choisie.
Le premier point est évident si 'on se souvient de la formule de composition des
transformations de jauge (2.20) : vy = (1 + ¥)(1 + u) = 1 + u + ¥ au premier
ordre, et les dérivations sont stables par addition. De méme, si v = 1 + u, alors
47! = 1 — u, et les transformations de jauge admissibles sont donc stables aussi
par inversion. Cela fait de ces transformations un sous-groupe du groupe de jauge
initial.
Vérifier la deuxiéme condition est encore plus simple, puisque la transformation de
M g’écrit :

(SAM = [M, 'u.] = 5M(’U.) =0
La théorie réduite est donc bien consistante. Comme nous I’avons vu plus haut, la
courbure se réduit aux champs H et F, puisque K = N =0

H = duB=dB+][A,B]
F o= dA+[AA]+6xB (2.41)
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ou dy = d+[A, -] est la différentielle extérieure covariante associée 4 A. Les identités
de Bianchi s’écrivent :

d4H = [F,B]
dsF = 8pH
0 = éyF (2.42)

2.2.3 2-groupes de Lie, 2-algébres de Lie et modules croisés

L’introduction de ces concepts est motivé par [48].

2-groupes de Lie comme modules croisés de Lie

La théorie des catégories permet d’introduire le concept de 2-groupe de Lie, qui
décrit de maniére abstraite, comme nous allons le voir, la structure que nous avons
développée A la section précédente. Commencons donc par présenter ce qu’est une
catégorie :

une catégorie C consiste en un ensemble Cy d’objets et un ensemble C; de mor-
phismes, ainsi que des fonctions s, t, i et o. Notons qu’un morphisme g de C est un
couple (z, f), ot z € C; et f est une application de Cp dans Cp.

— g et ¢ sont les fonctions source et destination ("target")

s,t: Cy — Cy, s(z, f) =z, t{z, f) = f(x),

- i : Cyp — C} associe 4 chaque objet son morphisme identité : i(z) = (z,id),
— o est la composition des morphismes :

0101 xc001—>0’1

ot C1 x¢, C1 = {(g1,92) € C1/t(g1) = 3(g2)} est 'ensemble des morphismes
composables.

Cela nous permet de définir ce qu’est un 2-groupe de Lie, essentiellement en rempla-
¢ant les mots "ensemble" et "fonction" par "groupe de Lie" et "homomorphisme".

Définition 2.2.1 Un 2-groupe de Lie est une catégorie C dont ensemble Cq
des objets et ’ensemble C, des morphismes sont des groupes de Lie, [’ensemble des
morphismes composables Cy X¢g, C1 est un sous-groupe de Lie de C, x C, et les
Jonctions s, t, i et o sont des homomorphismes (continus).

On peut remarquer qu’un 2-groupe de Lie dont tous les morphismes de C; sont des
identités n’est rien d’autre que le groupe de Lie Cy. C’est en ce sens que les 2-groupes
de Lie méritent leur appellation et généralisent la notion de groupe de Lie.

Dans la situation générale, si G et H sont les groupes de Lie

G = C,, H=KersC ()

alors la fonction destination ¢ se réduit 4 un homomorphisme de H dans G. De plus,
Pinclusion ¢ définit une action o de G sur H, par

ag(h) =g h.‘ig—1
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Comme on pourrait le vérifier, cela fait alors de ce 2-groupe de Lie un module croisé
de Lie. Cette structure est définie comme suit :

Définition 2.2.2 Un module croisé de Lie (G,H,t,a) est formé des groupes de
Lie G et H, d’un homomorphisme t de H dans G et d’une action o de G sur H
(c’est-a-dire un homomorphisme o : G — Aut(H)) tels que

tlog(h)) = gt(h)g™", et  oym(h')=hh'A?
pour tout g € G et h,h' € H.

Inversement, étant donné un module croisé de Lie (G,H t,c), on peut construire un
2-groupe de Lie avec Cp = G et C} = G x H, ol C; est muni de la multiplication
du produit semi-direct,

(9, h) (g, 1) = (9g', h oy (A'))
Ainsi,

Proposition 2.2.3 La catégorie des 2-groupes de Lie est égquivalente & la catégorie
des modules croisés de Lie.

2-algébres de Lie comme modules croisés différentiels

Aprés les 2-groupes de Lie, présentons les 2-algébres de Lie, dont la construction est
similaire.

Définition 2.2.4 Une 2-algébre de Lie est une catégorie ¢ dont l'ensemble ¢ des
objets et l'ensemble ¢; des morphismes sont des algébres de Lie, et les fonctions
St:cp—cq,t:¢— ¢ el oy Xy € — ¢y sont des homomorphismes d’algébres
de Lie.

De méme que les groupes de Lie admettent une algébre de Lie, les 2-groupes de Lie
admettent des 2-algébres de Lie. Bien siir, ces deux notions coincident si le 2-groupe
de Lie est aussi un groupe de Lie.

Proposition 2.2.5 A tout 2-groupe de Lie C est associé la 2-algébre de Lie ¢, pour
laquelle ¢y et ¢, sont les algébres de Lie respectives de Cy et C,, et les fonctions s,
t, i, o sont les différentielles de celles de C.

On peut ici encore écrire une 2-algébre comme un module croisé, mettant en jeu
deux algébres de Lie g et h, dit module croisé différentiel. En effet, action a de g
sur b est cette fois-ci 4 valeurs dans I'ensemble Der(bh) des dérivations de }, qui est
'algébre de Lie formée des applications linéaires f : § — § vérifiant

(s vD) = f @)y + [y, F&)]
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Définition 2.2.6 Un module croisé différentiel (g,h,t,a) est formé des algébres
de Lie g et b, d’un homomorphisme t de §) dans g et d’un homomorphisme « faisant
agir g comme dérivations de § (c’est-d-dire o : g — Der(h)) tels que

Hoo(y)) =[5t W)y, @ ouy®) =¥y
pourtout z€g et y,y €h.

Les formules de cette définition deviennent plus naturelles encore si ’on écrit sous
forme de crochet 'action «, puisque a, agit comme une dérivée : a,(y) = [z, Y]a-
On a alors,

tlz,yla) =2, Wy (W), ¥]e =[]y
De plus, a, € Der(h) se traduit par les identités de Jacobi :

[[1'73:’]9’ Ve = [z, [2,vlala — [, [z, ¥]alas
et [z.[n¢la = [[=0leyly— 2,40 yly

pour tout z,x’ € get y,4/ € b.

Proposition 2.2.7 La colégorie des 2-algébres de Lie est équivalente a la catégorie
des modules croisés différentiels.

Il en découle que ’association d’une 2-algébre de Lie & un 2-groupe de Lie peut aussi
s’écrire avec le langage des modules croisés.

Proposition 2.2.8 A tout module croisé de Lie (G,H,t,a) est associé le module
croisé différentiel (g,h,dt,do), ot g et b sont les algébres de Lie respectives des
groupes de Lie G et H, dt : h — g est la différentielle de t - H — G, et Uaction
da: g — Der(h) est la différentielle de Uaction a : G — Aut(H).

Retour sur le complexe Q* réduit

De la méme maniére qu’un groupe de Lie peut servir de groupe de jauge i un fibré, un
2-groupe de Lie C peut définir une structure de jange dans un 2-fibré sur une variété
M. Permettons-nous de noter (G,H t,a) un tel 2-groupe de Lie, et (g,h,dt,do) sa
2-algébre de Lie associée. La connexion et la courbure de la théorie de jauge peuvent
alors faire 'objet de la définition suivante ;

Définition 2.2.9 Une connexion (A,B) sur M est constituée d’une 1-forme A sur
M & valeurs dans g et d'une 2-forme B sur M a valeurs dans §.

FElle a pour courbure la paire (F,H), ot F est la 2-forme d valeurs dans g et H la
3-forme & valeurs dans § :

F = dA+%[A,A]+6(B)
H = dB+[A,B] (2.43)
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Dans cette définition, on a utilisé les crochets des formes & valeurs dans g ou §
n’est rien d’autre que le crochet sur 1'algabre correspondante tensorisé par le produit
extérieur des formes. Ainsi, si X = zQp et X’ = ’®u’ sont des formes différentielles
a valeurs dans g,

(X, X = [z,2,@ uny

De méme, si Y = y ® v est une forme différentielle a valeurs dans §,
[X?Y] = [-’E,y]a®ﬂ'/\ 4

De plus, § est 'opérateur remontant les formes Y & valeurs dans b en formes a
valeurs dans g,

5(Y) = —dt(y) @ v

Introduisons la notation d,4 pour désigner la différentielle extérieur covariante asso-
ciée 4 A,
daX = dX + [A, X], dsY =dY +[A)Y]

ol1 les crochets sont ceux que nous venons de définir. Un calcul direct montre alors
que les identités de Bianchi de cette théorie s’écrivent simplement :

doF =6(H), d H=[F B (2.44)

Remarquons que pour démontrer la premiére identité, on trouve doF = d48(B), puis
le résultat énoncé en commutant les deux opérateurs d4 et 8. Cette commutation
est justifiée par la définition du module croisé différentiel : en oubliant les parties
formes différentielles qui commutent trivialement, il reste en effet

[4, dt(B)]ﬂ = dt([Aa Bla)

qui est la premiére relation demandée dans la définition 2.2.6.

Der(h) &g A F

h B H
oo Ot 0?2 (9%

F1G. 2.3 — Les composantes de la courbure (H, F) et de la connexion
(B, A) pour une 2-algébre de jauge (g,h,dt,da).

Sous cette forme, et en comparant les figures 2.2 et 2.3, on voit maintenant le lien
avec les formules (2.41) et (2.42), écrites sur le complexe Q* réduit. En effet, si I’'on
choisit pour G le groupe Aut(H), 'algébre g devient alors Der(h), faisant des actions
« et da des identités. Les différents crochets que nous avons introduits ici sont en
fait les différentes combinaisons du crochet de Gerstenhaber. Enfin, 'opérateur &
g’identifie 4 la différentielle de Hochschild d),.
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2.3 L’approche géométrique

Pour conclure ce chapitre, abordons maintenant le probléme sous un angle plus
intuitif et géométrique. Nous allons d’abord revenir sur les jonctions de cordes, qui
sont obtenues par compactification du diagramme "en pantalon" de la membrane
M2, et qui constituent dans certains cas des degrés de liberté dynamiques. Cela
suggére d’inclure ces configurations de M2 dans la description des paquets de M5-
branes.

2.3.1 Cordes de type (p,q) et réseaux de cordes

Placons-nous dans la théorie des cordes de type IIB. Les champs de Ramond-Ramond
qui survivent sont ceux de degré pairs, associés aux Dp-branes pour lesquelles p est
impair. En particulier, le secteur de Ramond-Ramond contient la 2-forme C,, as-
sociée aux Dl1-branes. Par ailleurs, dans le secteur de Neveu-Schwarz, on trouve
toujours la 2-forme B. La présence de ces objets est la raison de 1’existence d’une
symétrie SL(2,Z) suppiémentaire, agissant sur le doublet. En quelques mots, la théo-
rie est incapable de décider laquelle de ces 2-formes, et de leurs combinaisons, est
la forme fondamentale, role joué par B usuellement. Par conséquent, en plus de la
corde fondamentale notée (1,0), et de la D1-brane notée (0,1), on trouve des cordes
de type (p,q) avec p et ¢ premiers entre eux, associées 4 chacune des versions dif-
férentes du champ de Ramond-Ramond. Elles sont obtenues & partir de la corde
fondamentale par l'action de SL(2,Z)

4(o)=(%) comea=(30)

et AcSL(2,Z) ©up—vg=1< pAg=1 (pet g premiers entre eux).

Mieux encore, ces différentes cordes peuvent s’attacher les unes sur les autres, en
formant des vertex A trois branches (fig.2.4a). Ces objets sont appelés “jonctions &
trois cordes”. Cependant, toute combinaison (p;,q;) n’est pas valide. D’une part, la
conservation de la charge sous SL(2,Z) impose

3 3
Yopi=Y =0 (2.45)
=1

i=1

D’autre part, le systéme n’est stable que si la somme vectorielle des tensions s’annule.
Assez remarquablement, cela correspond 4 1’équilibre classique d’une telle configura-
tion de trois cordes. La tension d’une corde de type (p,q) est donnée par ’expression

g i X
P = 2‘—4—_‘% lp + ¢7| , avec T = g_ -+ o (2.46)

oll ¥ est la valeur dans le vide du champ scalaire de Ramond-Ramond (. En
particulier, la jonction est plane, et on peut utiliser des coordonnées complexes dans
ce plan.

Prenons pour exemple la jonction la plus simple, formée de la corde fondamentale
(1,0) et de la corde (0,1) — qui est aussi la D1-brane puisqu’elle est naturellement
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(p,.q,) 0,1)

(1,0)

(p,.q,) (p,.q,) (1,1)
a b

FIG. 2.4 — (a) La jonction & trois cordes n’est possible que si la charge
totale s’annule. (b) Pour &tre stable, elle doit de plus prendre une géo-
métrie particuliére. L'angle # vaut 3 — 7, dans la formule (2.47)

associée au champ C;. Le troisiéme morceau est alors nécessairement une corde (1,1)
par conservation de la charge. En situant la corde de type (1,0) sur le demi-axe [Oz)
(voir fig.2.4b), on obtient alors ’équation de stabilité

1+e¥2|7|+e¥2 1+ 7| =0

oll €' est la direction de la corde (0,1) et ¢?#* celle de la corde (1,1). Cette équation
complexe est équivalente aux deux équations réelles

1+ |rjcospe+ |1+ 7|cospzs = 0
|7|singe + |1+ 7|sing; = 0

D’autre part, si 'on prend le module carré de Péquation complexe, on obtient

14 |7 + |1+ 7% + 2|7| cos 2 + 2|1 + 7| cos g5 + 2|7|[1 + 7| cos{ipz — w3) = 0

On peut alors développer cos(is — ¢3) et remplacer 3 par ¢, grace aux deux
équations réelles. De plus, en écrivant 7 = |7|e*#, on a

1472 =14 |72 +2|r| cos ¢
Aprés simplification, I'équation précédente devient alors simplement
COS (Pg = COS ¢

Cela laisse deux solutions (ps = +¢), ce & quoi on pouvait s’attendre & cause de la
symétrie d’axe (Oz) dans le plan. Avec par exemple la solution ¢, = ¢, le troisiéme
morceau a pour direction

1
. 147 ImTt .
W — , donc t = =2

¢ 11+ 7] one Sais 1+Rer 1+%

En particulier, lorsque x = 0, les cordes (1,0) et (0,1) forment un angle droit (7 = -;:,
donc ¢ = 7), et

tan oz = el (2.47)
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Maintenant que 'on connait sa géométrie, voyons si 'on peut attacher cette jonc-
tion 4 plusieurs D-branes, tout comme on peut attacher les cordes fondamentales.
Les D3-branes étant invariantes sous SL(2,Z), elles peuvent recevoir n’importe quel
type de cordes. Considérons donc un systéme de trois D3-branes paralléles, étendues
dans une direction transverse au plan de la jonction que nous venons de décrire. Ce
systéme est paramétré par les distances entre les branes, ou par une distance et les
angles o, 3, 7y entre les cotés du triangle (fig.2.5). Nous allons déterminer dans quels
cas la jonction liant ces trois D3-branes est stable, c’est-d-dire ne se désintégre pas
en deux cordes séparées.

FI1G. 2.5 — Les trois D3-branes (aux extrémités du triangle) peuvent
8tre reliées par une corde (1,0) sur le coté inférieur de longueur R; et
une corde (0,1) sur Rz, ou par la jonction de la figure. La configuration Ia
plus stable est déterminée 4 partir des parameétres géométriques indiqués.

Pour cela, nous allons comparer la masse de la jonction avec celle des deux cordes
de longueurs respectives R; et R, lorsque les trois angles sont inférieurs ou égaux
4 90°. Les deux cordes séparées, de type (1,0) et (0,1), ont une masse totale égale 3

V3 Vs 1 \? 1 \? 1
Y - ( %o Ry + 93,—R2) - (—) (93R§+g— R§+2R1R2)
8

yided 2ma’ g, 2o

D’autre part, la masse de la jonction est la somme des masses des trois cordes la
composant (il n’y a pas d’énergie de liaison [51]) :

2
gs 1 / 1
M]onctlon = W (Al + a A2 + 1 + g_g A3)

1
= — (gsA2+ AZ+ ( gs-l- )A +2A, 4,

(2mal)?
+2gﬂ f i + A1A3 + 21 f 14+ — AgAg)

En utilisant les relations géométriques dans le triangle ABC de la figure 2.5, on peut
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relier les longueurs A; aux cotés R; et R, du triangle

R = A2+ A242A,A5¢080
R2 = A2+ A24124,A3sin6
A2+ A2 = RI+R:—-2R;Rycosy

ou 8 = @3 — 7 est compris entre 0 et 3- On a alors

1 1 1

— =t 1+—==

Js anb, + g2  cosf

Cela permet de réécrire M2 .., sous la forme
M2 . = L g.R2 — 29,A, A cosB+}—R§—3AAsin9
jonction (271'0!')2 sily 8411413 s s 2413
2 2
+24, A+ — A1 Az + AgAz
sin 4 cosf
1 1
= W [gst + Q_RS + 2(A1A2 + A1 Azsiné + Az Az cos 9):|

De plus, I'expression entre parenthése s’exprime grace au produit vectoriel

RiRysiny=CAACB = (CO+ OA)A(CD+0OB)
= CONOB+OANCO+O0ANOB
= ApAgsin(m — 8 — g) + AyAssind + A; A,
= AjAy+ AjAzsiné + Ay Azcosf

Ainsi, on peut finalement écrire la masse au carré de la jonction sous une forme
comparable 4 la masse au carré des deux cordes séparées

2
]‘Jj?)nction = (ﬁ) [gSR% + ;1: Rg + 2R1'RQ sin 7] (248)
ce qui montre que cette jonction est stable tant que 7y est strictement inférieyr 3
90°, cette valeur étant une courbe de stabilité marginale. En effet, c’est la valeur
pour laquelle le vertex se situe sur la D3-brane C (la corde CO est de longueur
nulle), et les deux autres cordes sont alors libres de se séparer. Si 'angle + augmente
davantage, il est clair que c’est I'état non-lié qui demande le moins d’énergie, ce qui
fournit un processus dynamique pour créer et désassembler cette jonction & trois
cordes (fig.2.6) [52].

2.3.2 Membranes M2 tendues entre plusieurs M5

On obtient la théorie des cordes de type IIB en compactifiant la M-théorie sur un
tore, dans la limite ot la taille du tore tend vers 0. En particulier, les cordes sont les
membranes M2 dont une direction est enroulée sur un cycle du tore. Le type (p,q)
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F1G. 2.6 — Les différentes configurations stables en fonction de 'angle
9.

de la corde est déterminé par la classe d’homologie du cycle choisi. Ainsi, la jonction
& trois cordes est une compactification particuliére du diagramme “en pantalon” de
la membrane M2 [50, 51], c’est-a-dire une configuration a trois pattes ou tripode.
Puisqu’une telle configuration semble décrire, au moins dans un certain régime, les
degrés de liberté des théories de jauge vivant sur les branes dans le cas de la théorie
IIB, pourquoi ne pas imaginer qu’il en soit de méme en M-théorie. Avant de préciser,
commencons par (tenter de) décrire les degrés de liberté de la théorie de jauge vivant
sur un paquet de branes M5 de maniére géométrique.

En théorie des cordes, les excitations d’une brane unique sont décrites par les cordes
ouvertes dont les deux extrémités sont attachées 4 son volume d’univers. En présence
de N branes, les cordes ouvertes peuvent alors s’étirer entre deux branes différentes,
formant au total N? é&tats différents, en non N si 'on s’était limité aux cordes fixées
sur une seule brane.

En M-théorie, on peut faire jouer le rdle de la corde & une M2-brane cylindrique.
Elle posséde alors deux extrémités, que 'on peut relier au choix 4 une M5-brane
unique ou & deux M5 différentes. Ainsi, en présence d’un paquet de N Mb-branes,
on dispose toujours de N? états. Mais ici, M2 peut aussi prendre d’autres configu-
rations, classifiées par leur nombre d’extrémités :

— A part la sphére ne présentant aucune extrémité (et donc inutile ici), la plus
simple est la demi-sphére. Une membrane M2 sous forme de demi-sphére peut
s’'accrocher 4 une M5, mais il n’est pas évident que cela fournisse un degré de
liberté dynamique de la M5. Un tel systéme ressemble plutdt topologiquement &
une déformation du volume d’univers de la M5. Supposons donc que nous laissions
de c6té la demi-sphére comme une déformation non-dynamique.

— La configuration suivante est le cylindre (fig.2.7), qui, comme nous ’avons déja
dit, joue exactement le rble de la corde, avec ses deux extrémités.

— On trouve ensuite le tripode (fig.2.7), ou diagramme en pantalon. Le fait que les
jonctions qui en sont dérivées en théorie IIB décrivent des états de la théorie sug-
gére que ces tripodes sont aussi acceptables que les cylindres. Inversement, nous
n’avons aucune raison de les éliminer a priori. Ils permettent de relier trois Mb5-
branes en une seule fois, et créent donc N? états supplémentaires.
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~ Qu’en est-il alors des quadrupodes, configuration & quatre extrémités ? Pour plu-
sieurs raisons, nous aimerions qu’ils ne contribuent pas 4 la dynamique comme
états supplémentaires. D’abord parce que le calcul de ’anomalie du paquet de N
M5-branes suggére N3 degrés de liberté, et que ces quadrupodes en fourniraient
N*. Ensuite parce que s’il existe des jonctions & trois cordes, ce n’est pas le cas
de jonctions 4 quatre cordes (au sens de vertex i quatre pattes). Bien siir, ces
deux explications tiennent plutét du domaine des conséquences indésirables que
des causes a priori. Mais la deuxiéme réflexion nous ouvre peut-étre une voie. En
effet, topologiquement, le quadrupode n’est rien d’autre que deux tripodes acco-
lés, et les jonctions & quatre cordes existent donc sous la forme de deux jonctions
4 trois cordes successives. Voild qui pourrait 8tre une raison de ne pas compter
ces états.

— De méme, nous pouvons considérer que toutes les configurations ultérieures ne
forment pas de nouveaux états, puisqu’on peut toutes les considérer comme des

assemblages de tripodes.

Fi1G. 2.7 — Le cylindre et le tripode sont les deux configurations “élé-
mentaires” de M2.

Ainsi, il ne reste que deux objets “élémentaires”, le cylindre et le tripode. Remarquons
que le deuxiéme ne peut pas s’obtenir & partir du premier, puisqu’il faudrait pour
cela commencer par déchirer le cylindre en un point. Alors que les assemblages
qui nous font considérer les autres configurations comme composées ne sont que
des recollements sans déchirures. Ce dénombrement des états “6lémentaires” nous
permet d’arriver & un total de degrés de liberté dynamiques d’ordre N3 pour un
paquet de N M5-branes.

Nous pouvons reformuler cela de maniére plus formalisée. Appelons “configuration
de niveau n” la configuration 4 n extrémités. L’ensemble des configurations est muni
de la loi de composition par recollement : deux configurations peuvent &tre recollées
selon I'une de leurs extrémités respectives pour en donner une troisiéme. Ainsi, deux
configurations de niveau respectifs p et ¢ se recollent pour donner une configuration
de niveau p + g — 2. En particulier, en laissant de c6té les sphéres (niveau 0) et les
demi-sphéres (niveau 1), 'ensemble minimal pour générer toutes les configurations
est constitué des configurations de niveau 2 (les cylindres) et 3 (les tripodes).



Chapitre 3
Généraliser la symétrie-miroir

Objectif La symétrie-miroir est une symétrie discréte sur les variétés de Calabi-
Yau, échangeant les déformations de la structure complexe 7 et de la structure de
Kahler J. Elle s'interpréte comme une T-dualité le long d’une fibration toroidale
de la variété; c’est la conjecture SYZ (Strominger-Yau-Zaslow [57]). Si 'on souhaite
considérer des configurations oi le champ de fond antisymétrique B, est non-trivial,
alors il faut travailler dans des variétés plus générales : les variétés 3 structure SU(3).
Il n’y a alors plus de symétrie-miroir & proprement parler, mais on peut toujours
faire une T-dualité le long de la fibration toroidale. Nous souhaitons ici comprendre
cette transformation en termes géométriques sur la variété, et éclaircir en particulier
le lien entre géométrie ef champ de fond antisymétrique.

Plan du chapitre Nous commencerons par décrire les objets mathématiques dont
nous aurons besoin par la suite, 4 travers la présentation de la structure de Kihler,
des variétés de Calabi-Yau et des variétés a structure SU(3). Nous calculerons alors
explicitement ’action de la T-dualité sur les composantes W; de la torsion intrin-
séque et du champ B,,,, et nous montrerons quelle structure on peut en faire émerger.

3.1 Variétés de Calabi-Yau

Puisque les différentes théories de cordes consistantes sont définies & dix dimensions,
cela fait six dimensions (d’espace) en trop par rapport i ’espace-temps que nous
pouvons observer autour de nous. On fait alors I’hypothése que la variété d’espace-
temps dans laquelle vit la théorie s’écrit localement R x M, ot R!:? est I'espace de
Minkowski et M est une variété a six dimensions, de taille caractéristique si petite
qu’elle n’a pas encore pu étre observée. On Pappelle variété de compactification. Ses
propriétés définissent bien siir les paramétres effectifs de la théorie & quatre dimen-
sions, ce qui permet de réduire la liberté de choix de M & ce que les mathématiciens
et les cordistes appellent variétés de Calabi- You. Etude de la béte.

37
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3.1.1 Variétés complexes

Commengons par la définition la plus "naturelle”. En effet, une variété topologique
est définie par un atlas de cartes sur R™, dont les fonctions de transition sont conti-
nues. Pour une variété différentielle, on demande cette fois un atlas différentiable,
c’est-a-dire aux fonctions de transition C*. De la méme maniére, une variété com-
pleze de dimension n est définie par un atlas de cartes sur C*, avec des fonctions de
transitions holomorphes.

Nous allons maintenant voir comment on définit une variété complexe & partir d’une
variété différentielle réelle, et introduire ainsi les outils dont nous nous servirons dans
la suite. Soit donc M une variété réelle de dimension 2.

Définition 3.1.1 Une structure presque compleze J sur M est un tenseur (J?) €
(TM ®T*M) tel que

Tady = =4 (3-1)

Cette structure presque complexe définit un endomorphisme du fibré tangent TM.
En effet, si v est un champ de vecteurs sur M (¢’est-a-dire une section de TM), Jv
est le champ de vecteurs défini par

(Jv)’ = T (3-2)

Ainsi J? = —1, faisant de chaque espace tangent T,M un espace vectoriel complexe.

Si cet objet est appelé structure presque complexe, c’est qu’il manque quelque chose

pour que la variété M, munie de J soit complexe. En effet, comme souvent avec les

variétés, la stratégie consiste i

— définir un objet localement, ol tout se passe comme dans R??,

— recoller les morceaux sur un atlas pour que les propriétés soient réellement glo-
bales.

Or ici, justement, il y a une obstruction & la construction d’un atlas holomorphe.

Si les dérivées de J ne vérifient pas une certaine identité, alors il est impossible de

transporter la structure presque complexe d’'une carte & I’autre. Plus précisément,

son tenseur de Nijenhuis associé doit s’annuler :

Définition 3.1.2 Le tenseur de Nijenhuis N d’une structure presque compleze est
défini par

Ny = J300T¢ — T30cTy' + T 0aT — T0aTe: (3.3)

Une structure compleze J est une structure presque complere dont le tenseur de
Nijenhuis est nul.

Proposition 3.1.3 Une variété compleze (M, J) est une variété réelle M munie
d’une structure complexe 7.

Revenons quelques instants sur les variétés presque complexes, qui permettent déja
de définir les objets essentiels. Tout d’abord, méme si elle n’est pas complexe, la
structure presque complexe a bien entendu pour valeurs propres =+i, la limitation
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étant qu’il n’existe pas nécessairement de base de coordonnées locales qui la dia-
gonalise. Cependant, cela suffit 4 définir les projecteurs orthogonaux sur les deux
SOUS-eSpaces propres :

(P = 5 (65 5 ) (34

Gréce A eux, on peut projeter toute forme de degré réel d, et définir ses composantes
de degré (p,q) sur la variété (presque) complexe (avec p + ¢ = d). De maniére

générale,
w® = Z wra) (3.5)
pig=d

On parle alors pour w®% de forme p fois holomorphe et g fois anti-holomorphe.
Comme le suggére avec raison la base complexe "idéale" sur I'espace des formes
(d2;,dz;) (qui encore une fois n’existe pas nécessairement sur une variété presque
complexe), une forme non nulle sur une variété de dimension réelle 2n aura ses
deux degrés p et g inférieurs ou égaux & n. Jusque-la, tout se passe donc de la
méme maniére que si la variété était complexe. Par contre, lorsque 1'on différencie
une (p,q)-forme, les premiéres différences apparaissent. En effet, sur une variété
complexe, on obtient comme on pourrait le deviner naivement, deux composantes,
de degré (p + 1,q) et (p,q + 1). Par contre, si la variété est seulement presque
complexe, on ne peut diagonaliser la structure complexe sur un voisinage, et sa
variation n’est donc pas nulle et contribue 4 la différentielle totale :

dw®9 = (dw)®~19+2D) 4 (dw)PetD) 4 (d)E+ia 4 (dw)Pt2a-1) (3.6)

D’autre part, supposons que l'on dispose d’'une métrique riemannienne g, sur la
variété. On dit que g est une métrique hermitienne si elle vérifie

9ab = T2 T3 9ed (3.7)

Une variété presque complexe munie d’une métrique hermitienne est dite variété
presque hermitienne. Lorsque c’est le cas, on définit la forme hermitienne, ou
forme fondamentale

Jae = Ty Gbe (3.8)

J est une 2-forme non-dégénérée, dont la donnée est équivalente 4 celle de la métrique
au sens ou 'on peut reconstruire g 4 partir de J :

JacT§ = Gad (3.9)

La métrique hermitienne comme la forme fondamentale sont de type (1,1), c’est-
d~dire se décomposent en une composante holomorphe et une composante anti-
holomorphe. En particulier, la métrique est utilisée pour monter et descendre les
indices (comme elle I'a fait entre J et J), et ce faisant elle échange les indices ho-
lomorphes et anti-holomorphes. De plus, puisque c’est elle qui contracte les formes,
toute contraction entre deux indices de méme nature est nulle. Nous verrons plus
loin sur les expressions explicites 'importance que cela peut avoir.
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Enfin, 4 la métrique g est associée la connexion de Levi-Civita V. Je rappelle qu’il
g'agit de 'unique connexion sans torsion qui préserve la métrique (Vg = 0). En
composantes, la connexion de Levi-Civita s’écrit 4 'aide des symboles de Christoffel
i
ik -

1.
= 2 94 (Bigu + Ougij — Bigix) (3.10)

Le fait que la connexion soit sans torsion se retrouve dans la symétrie des indices
covariants j, k. La dérivée covariante de la forme fondamentale, par exemple, s’écrit
alors

ViTy =68 + F%‘Tg - I“gb‘f;" (3.11)

On peut alors voir que dans le cas d’une variété presque hermitienne, le tenseur de
Nijenhuis s'écrit aussi en remplacant les dérivées partielles par des dérivées cova-
riantes, puisque les termes supplémentaires introduits s’annulent globalement :

b = JiVe T} = TiV T+ TINVTE — TV aT? (3.12)

Pour conclure, comme on pouvait s’en douter, une variété complexe possédant une
métrique hermitienne est dite variété hermitienne.

3.1.2 Groupes d’holonomie

Avant d’aborder les variétés de Kihler et de Calabi-Yau, parlons un peu des groupes
d’holonomie, ce qui nous permettra d’en présenter la classification de Berger. Nous
verrons alors apparaitre naturellement les variétés de Kihler et de Calabi-Yau, ainsi
que les variétés G2 A sept dimensions, utilisées pour compactifier la M-Théorie. Nous

apercevrons aussi trés rapidement le lien intrigant qui les lie aux algébres de division
R, C, Het O.

Transport paralléle et holonomie

Soit E un fibré vectoriel sur une variété M de dimension n, muni d’une connexion
VE. Soit 7 : [0,1] — M un chemin continu (par morceaux) sur la variété, reliant les
points z = y(0) et ¥ = v(1). On peut "déplacer" un vecteur de la fibre E,  la fibre
Ey le long de v, grace a I'application de transport paralléle P, :

Proposition 3.1.4 Soit v*(E) le fibré sur [0,1] ayant E,q pour fibre en t. VE

induit une connexion sur v*(E), notée elle aussi VE. Pour tout v dans E,, il existe
une unique section continue s de v*(E) telle que 3(0) = v et

Ve [0,1], Viys(t)=0
Par définition, P,(v) = s(1).

Plus simplement, le transport paralléle "déplace” le vecteur le long de la courbe
de telle sorte qu'il soit toujours "le plus naturellement" (c’est 14 que la connexion
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intervient) tangent a la variété'. Si 'on transporte un vecteur de F; le long d’une
boucle fermée, on lui associe un autre vecteur de Ej, et P, est alors un automor-
phisme de la fibre (P, est inversible puisqu’on obtient son inverse en parcourant la
boucle en sens inverse). Ainsi, on définit le groupe d’holonomie de la connexion
au point z,

Hol,(V*) = {P, / ¥ boucle en z}

Ce groupe est un sous-groupe de Lie de GL( E;), qui est de plus indépendant de x au
sens oil, si -y est un chemin continu de z & y, Hol,(V®) = P,Hol,(VF)P;l. D’autre
part, Hol.(V¥) est connexe lorsque M est simplement connexe?.

Holonomie riemannienne

Supposons que M soit munie d'une métrique riemannienne g. On note Hol,(g) le
groupe d’holonomie Hol;(V) de la connexion de Levi-Civita V de g sur le fibré
tangent TM. Par définition de V, Vg = 0, et le tenseur deux fois covariant g|, est
donc invariant sous ’action® du groupe d’holonomie en z. Cela signifie que ce groupe
d’holonomie est isomorphe 4 un sous-groupe du groupe orthogonal O(7n). On notera
dans la suite Hol(g) ce groupe, défini 4 une conjugaison prés.

Variétés riemanniennes irréductibles

Si (P,g) et (@, h) sont deux variétés riemanniennes, alors on peut construire leur
produit riemannien (P x ), g X h}. L’espace tangent T, 4 (P X Q) est isomorphe
A T,P®T,Q, ce qui permet de définir la métrique-produit sur cette variété au point
(p: Q) par

g X hlp.g = glp + Rl

Le groupe d’holonomie de la métrique-produit est alors le produit des groupes d’ho-
lonomie de g et h :

Hol(g x h) = Hol(g) x Hol(h)

On dit qu’une variété riemannienne (M, g) est (localement) réductible si elle est (lo-
calement) un produit riemannien. Si ce n’est pas le cas, elle est dite irréductible.
En particulier, en notant n la dimension de M, la représentation de Hol(g) sur R®
est alors irréductible.

! Prenons un vecteur sur la terre par exemple. Initialement tangent au péle nord, imaginons
qu’il pointe vers le méridien de Greenwich. Transportons-le alors paralldlement A la sphére selon
ce méridien jusqu’au podle sud. Puis remontons au péle nord selon un méridien & 90f. 1l est alors
revenu & son point de départ, mais il est dirigé vers la direction opposée. En choisissant d’autres
boucles, on peut le faire pointer dans n’importe quelle direction du plan horizontal : le groupe
d’holonomie de la sphére S? est SO(2).

2 Toute boucle v se raméne alors continfiment au point x, et cette contraction définit un arc
dans I'espace des automorphismes de E; reliani P, 3 l'identité.

3 Cette action est la généralisation aux tenseurs de ’action de Hol,(g) sur les vecteurs, qui a
servi & le définir.
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Variétés riemanniennes non-symeétriques

Une variété riemannienne est dite (localement) symétrique si, pour tout point p
de M, il existe une isométrie (locale) invelutive dont p soit un point fixe isolé.

Par exemple, les symétries centrales de R™ en font des espaces symétriques. Ou
les rotations d’angle w autour d’un diamétre pour les sphéres S™. En fait, les es-
paces localement symétriques sont exactement ceux dont le tenseur de Riemann est
constant :

Proposition 3.1.5 Soit (M, g) une variété riemannienne, V sa connexion de Levi-
Civita et R sa courbure de Riemann. (M, g) est localement symétrigue si et seulement
siVR=0.

Comme on pourrait le deviner, une variété qui n’est pas localement symétrique est
dite non-symétrique.

Classification de Berger des groupes d’holonomie

Nous avons maintenant tous les éléments pour présenter cette classification. Nous
avons déja remarqué qu'un groupe d’holonomie riemannien était un sous-groupe de
SO(n). En voici toutes les possibilités :

Théoréme 3.1.6 (Berger) Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension
n simplement conneze, irréductible et non-symétrigue. Il n’y a alors que sept cas
possibles pour son groupe d’holonomie :

(i) Hol(g) = 8O(n),

(ii) » = 2m avec m > 2, et Hol(g) = U(m),

(iii) » = 2m avec mn > 2, et Hol(g) = U( ),

(iv) n = 4m avec m > 2, et Hol(g) = Sp(m),

(v} n=4m avec m > 2, et Hol(g) = Sp(m)Sp(1),

(vi) n="T et Hol(g) = G,
(vii) n = 8 et Hol(g) = Spin(7).

Il est remarquable que tous ces cas soient effectivement réalisables, et présentent un

intérét en physique. Ainsi,

~ Les métriques riemanniennes d’holonomie U(m) sont dites kihleriennes, et défi-
nissent les variétés de Kéhler dont nous allons parler.

— Les métriques d’holonomie SU(m) définissent les variétés de Calabi- Yau, que nous
aborderons juste aprés. Elles sont bien entendu aussi kiihleriennes, et leur tenseur
de Ricci est nul.

— Les métriques d’holonomie Sp(m) sont dites hyperkidhleriennes. En tant que sous-
ensemble des métriques de Calabi-Yau (Sp(m) C SU(2m) C U(2m)), elles sont
aussi kiihleriennes et Ricei-plates.

— Les métriques d’holonomie Sp(m)Sp(1) sont dites quaternion-kihleriennes, assez
bizarrement d’ailleurs puisqu’elles ne sont pas kihleriennes.

— Enfin, les groupes d’holonomie exceptionnels G5 et Spin(7) sont associés a des
métriques Ricci-plates.
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R, C, H, O, les briques du réel...

Les nombres réels R, les nombres complexes C, les quaternions H et les octonions
O (ou octaves de Cayley) sont les quatre algébres intégres normées. Une algébre
intégre est une algébre dans laquelle il n’y a pas de diviseurs de zéro®. Une algébre
intégre normée est une algébre munie d’une norme (au sens de son espace vectoriel
sous-jacent) telle que ||ab|| = ||al|||®||. Il s’avére que ces algébres sont exactement au
nombre de quatre. Avant d’évoquer leurs liens avec les groupes d’holonomie, je ne
résiste pas au plaisir de citer la présentation qu’en fait John Baez dans [56] :

"There are exactly four normed division algebras : the real numbers
(R), complex numbers (C), quaternions (H), and octonions (O). The real
numbers are the dependable breadwinner of the family, the complete or-
dered field we all rely on. The complex numbers are a slightly flashier
but still respectable younger brother : not ordered, but algebraically com-
plete. The quaternions, being noncommutative, are the eccentric cousin
who is shunned at important family gatherings. But the octonions are the
crazy old uncle nobody lets out of the attic : they are nonassociative."

Bien que non-associative, I’algébre des octonions est tout de méme alternative. 11 y
a en effet trois niveaux d’associativité imbriqués, que 'on peut caractériser grace i
‘Tassociateur [a, b, ¢] = (ab)c — a(bc). L’algdbre A est :

— associative ssi [a, b, ¢] = 0 pour tout a, b, ¢ dans A,

— alternative ssi [a, a,b] = [b, a,a] = 0 pour tout a, b dans A,

— associative en puissance ssi [a,a,a] = 0 pour tout a dans A.

Revenons aux quatre algébres R, C, H et ©. Tout d’abord, il est intéressant de noter
que tous les groupes d’holonomie précédents sont des groupes d’automorphismes de
I'une de ces algébres :

— SO(n) est un groupe d’automorphismes de R™.

— U(m) et SU(m) sont des groupes d’automorphismes de C™.

— Sp{m) et Sp(m)Sp(1) sont des groupes d’automorphismes de H™.

— G et Spin(7) sont des groupes d’automorphismes de O.

Plus remarquable encore est leur lien avec les algébres de Lie simples. En effet, les
séries infinies so(n + 1), su(n + 1) et sp(n + 1) sont les algébres des isométries des
espaces projectifs réels, complexes et quaternioniques respectivement. En quelques
mots, ’espace projectif réel RIP" est I’ensemble des lignes passant par 1’origine de
R™+1, Algébriquement, c’est Rt \ {0} quotienté par la relation d’équivalence :

(z1,y-- s Zng1) ~ (AT, ..., AZpy1), pour tout X € R\ {0}

Si z; # 0, on peut prendre le représentant avec A = 51; Avec les n autres cartes
de ce type, on obtient un recouvrement de la variété RP". La méme construction

4 C’est-a-dire, pour tout élément @, b de ’algdbre, ab = 0 si et seulement sia =0 ou b = 0.
La construction de Cayley-Dickson permet de construire une *-algébre (une algébre munie d’une
conjugaison) de dimension 2n & partir d'une *-alggbre de dimension n. En particulier, en partant
des réels, c’est ainsi qu'on obtient les nombres complexes, puis les quaternions, puis les octonions.
En poursuivant, on peut définir une algébre de dimension 16, les sédénions, mais cette algdbre n’est
pas intégre, comme toutes les suivantes. Pour ’anecdote, le sous-espace de ses diviseurs de zéro de
norme 1 est isomorphe & Gy
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définit les espaces projectifs complexes CP" et quaternioniques HIP™.

C’est moins évident pour les octonions, puisqu’ils ne sont pas associatifs. Or pour
définir une variété par des cartes, il faut que les changements de cartes soient com-
patibles (changer de systéme de coordonnées sur U'intersection de deux cartes, puis
revenir, doit étre une identité). Cela dit, I'alternativité de O suffit & définir QP!
et OP?, mais la série s’arréte 13. Ce fait remarquable est lié & I'existence des cing
algébres exceptionnelles gy, fs, ¢, ¢7 et eg. Si gy est I'algébre des dérivations de O,
les quatre autres sont les algébres des isométries de plans projectifs octonionique,
bioctonionique, quateroctonionique et octooctonionique. Pour faire simple, il s’agit
des plans projectifs® sur les algébres suivantes :

- R® 0 = 0, c’est-a-dire simplement les octonions,

- C ® O, les bioctonions,

- H & O, les quateroctonions,

- O ® 0O, les octooctonions.

Ainsi, en résumé, les algébres de Lie de la classification de Cartan® s’écrivent :

so(n+1) = isom(RP?) fs = isom(QP?)

suln+1) = isom(CP") e = isom((C® Q)P?)

sp(n+1) = isom(HP") e = isom((H® O)P?)
g2 = Oet(Q) es = isom((0Q® O)P?)

3.1.3 Structure de Kihler

Soit (M, J) une variété complexe munie d’une métrique hermitienne g. Si P'une
des trois conditions équivalentes suivantes est vérifiée, alors on dit que g est une
métrique kiihlerienne :

(i) dJ =0,
(i) VJ =0,
(iil) V.7 =0,

ol V est la connexion de Levi-Civita associée 3 g.

Définition 3.1.7 Une variété de Kahler (M, 7, g) est une variété compleze mu-

nie d’'une métrique kihlerienne. La forme fondamentale J est alors appelée forme
de Kihler.

On peut remarquer que la condition V.7 = 0 implique ’annulation du tenseur de
Nijenhuis, et une variété kihlerienne est donc nécessairement complexe.

D’autre part, comme nous ’avions signalé, une variété complexe de dimension n
est une variété de Kéhler si et seulement si son groupe d’holonomie est inclus dans
U(n). On peut rendre cette remarque plus précise :

5A part OP?, et encore, la définition de ces plans projectifs est loin d’stre évidente. On se
référera & [56] pour plus de renseignements.

® En plus des cing algébres exceptionnelles, elle comprend les quatre séries infinies A, — su{n+
1), B, = s0(2n+ 1), Cp, = sp(n) et D, = 50(2n).
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Proposition 3.1.8 Soit g une méirique sur M. Il existe une structure complexe J
sur M pour laquelle g est kihlerienne si et seulement Hol(g) C Ufn).

Enfin, la forme de Kéhler est une (1, 1)-forme réelle fermée, qui peut donc &tre écrite
localement sous la forme B

J = i00¢
ot ¢ est une fonction 3 valeurs réelles, appelée potentiel de Kdhler. Cependant,
puisque J n’est pas exacte, cette écriture n’est que locale. La classe [J] € H*(M,R)

de J dans la cohomologie de De Rham n’est donc pas triviale. Elle s’écrit bien siir
[J] = J +1i00¢.

3.1.4 Variétés de Calabi-Yau

Définition 3.1.9 Une variété de Calabi-Yau de dimension n est une variété de
Kahler (M, J,q) compacte, de dimension n et d’holonomie SU(n).

Sur une telle variété, il existe une (n,0)-forme non-nulle Q constante (en particulier
d2 = 0), unique & une phase prés, telle que

n(n—1 ‘L n —

— =(-1)" = (5) QAQ (3.13)

Q) est la forme volume holomorphe. De plus, puisque la forme de Kihler est une
(1, 1)-forme, leur produit extérieur est nécessairement nul :

JAQ=0 (3.14)

D’autre part, une variété de Calabi-Yau est Ricci-plate, et sa premiére classe de
Chern est donc nulle. L'implication est assez directe, contrairement 4 la réciproque,
conjecturée par Calabi en 1954 et prouvée par Yau en 1976 seulement. Appelons p
la, forme de Ricei

Pac = tZ?Rbc: Rop = Pamjbc

o By est la courbure de Ricci. p est une (1,1)-forme réelle fermée. Sa classe dans
la cohomologie de De Rham [p] € H?(M,R) est proportionnelle 4 la premiére de
Chern de M

o] = 2mcy (M)
En effet, la k-iéme classs de Chern cx(M) est un élément de H#*(M,R), défini par
le polynéme

c(M)=1+ Eck(M) =det(1+R)=1+trR+tr(RAR — 2tr(R)*) + ...
k

ot R est la (1, 1)-forme de courbure & valeurs matricielles

R = Rf; d2* AdF
La réciproque, i savoir que 'annulation de la premiére classe de Chern implique
Iexistence d’une métrique Ricci-plate sur une variété de Kihler, fait objet du
théoréme suivant :
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Théoréme 3.1.10 (Yau) Soit (M,.J) une variété compleze compacte dont la pre-
miére classe de Chern esi nulle. Alors chaque classe de Kihler de M contient une
unigque métrique kdhlerienne Ricci-plate.

Si g est 'une de ces métriques kihlerienne Ricci-plate, alors bien str (M, 7, g) une
variété de Calabi-Yau.

3.2 Variétés a structure SU(3)

3.2.1 Forme de Kahler et forme volume holomorphe

Nous allons maintenant nous placer dans une variété a trois dimensions complexes,
ou plutét presque complexes. En effet, nous allons élargir un peu le cadre des variétés
de Calabi-Yau, en relaxant la condition d’intégrabilité de la structure complexe.
Autrement dit, nous imposons seulement 3 la variété d’atre presque complexe. Cela
ne nous empéche pas de définir la forme fondamentale J, & partir de la structure
presque complexe J et de la métrique g presque hermitienne. Par abus de langage,
nous appellerons tout de méme forme de Kihler cette forme fondamentale, bien
qu’elle ne soit pas nécessairement fermée. D’autre part, la forme volume holomorphe
Q est toujours bien définie. Il s’agit ici d’une (3,0)-forme, qui n’est a priori pas fermée
elle non plus. Cependant, les deux relations (3.13) et (3.14) sont toujours vérifiées
(ici avec n = 3)

JATAT = %Q/\Q (3.15)
JAQ = 0 (3.16)

Par contre, ce qui change par rapport aux variétés de Calabi-Yau, c’est que dJ et
d(2 ne sont pas forcément nuls. On peut les décomposer en représentations de SU(3),
en faisant apparaitre les composantes W; de la torsion intrinséque

i — —; Im(WiQd) + Wa A J + Wy (3.17)
dQl = W1J2+W2/\J+W5/\Q (3.18)

Afin de pouvoir revenir sur ces égalités en termes de représentations, donnons la
définition d’une variété & structure SU(3).

3.2.2 SU(3) comme groupe de structure

Pour toute variété riemannienne, on définit une base mobile {ou vielbein) comme
étant une base de vecteurs e, tels que elelg;; = 8. L'ensemble de toutes ces bases
mobiles définit le fibré en bases de la variété. Le groupe d’holonomie de la métrique
riemannienne g, dont nous avons déja dit qu’il était inclus dans SO(6) (pour une
variété orientable de dimension 6), agit naturellement sur ce fibré comme groupe de
structure. Cependant, lorsque la variété est presque complexe et que g est presque
hermitienne, on peut toujours se ramener i des bases complexes, et le groupe de
structure est réduit a U(3). Cela implique l'existence de la 2-forme .J invariante
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sous U(3). Ici, nous voulons deux formes invariantes J et (), ce qui se traduit par la
réduction du groupe de structure 4 SU(3). “Invariante” signifiant singlet de SU(3),
nous allons voir que nous pouvons retrouver ces formes, ainsi que les équations (3.15)
et (3.16) par la théorie des représentations.

En effet, en dimension 6, les 1-formes vivent dans la représentation 6 de SO(6), les
2-formes dans la représentation 15 (2 indices antisymétriques & choisir : C37 = 15),
les 3-formes dans la représentation 20 (C3 = 20), ... Ces représentations de SO(6)
se décomposent en représentations de SU(3), selon

O—forme : 1 =1
l1—forme: 6 = 343

2—~forme : 15 = 1088303 = J
3—forme : 20 = 19193030606 = Q=0 +iOQ"
4—forme : 15 = 1089343 = J?
5—forme : 6 = 383 = JAOQ=0
6—forme : 1 = 1 = JxOAQ

Les singlets 1 de SU(3) montrent I'existence de formes invariantes. Inversement,
lorsqu’il n’y a pas de singlet, cela signifie qu’il ne peut y avoir de forme invariante
de ce degré. Par exemple, il n’y a pas de 5-forme invariantes, donc J A €2 ne peut
étre que nul. De méme, les 6-formes J2 et QAQ ne peuvent qu’étre proportionnelles.

3.2.3 La torsion intrinséque et ses composantes

On trouvera une bonne présentation de la torsion intrinséque dans {62, annexe C.3].
Nous allons ici seulement faire le point sur la nature des W;, qui sont la décomposition
de la torsion intrinséque en représentation de SU(3) :

W, est une O-forme complexe dans 1 & 1,

Wy est une 2-forme complexe dans 8 & 8,

— W3 est une 3-forme réelle dans 6 & 6,

W, est une 1-forme réelle dans 3 & 3,

— W est une 1-forme complexe holomorphe dans 3 ¢ 3.

On peut déja remarquer que le comptage des représentations correspond aux for-
mules (3.17) et (3.18)7. En étant plus précis, on peut identifier les composantes
holomorphes et anti-holomorphes. Ainsi :

W, est une (1, 1)-forme primitive®,

W3 est une (2,1) & (1, 2)-forme réelle,

W} est une (1,0) @ (0, 1)-forme réelle,

et comme déja signalé, W est une (1,0)-forme.

i

Cela permet de relire les équations (3.17) et (3.18) en termes d’holomorphie,

dJ = —§Im(wlﬁ)+W4AJ+W3, dY=W, 2+ Wo AJ+ W5 AQ
2 D - l N

(3,0)0(0,3) (21)&(1,2) (2,2) {3,1)

7 On notera que 2 est complexe, donc d§2 € 15 & 15. Cependant, elle est holomorphe, ce qui
traduit par Fholomorphicité de Wi, et explique la disparition d’un des deux termes 3 & 3.
8Sans contraction sur .J, nous y reviendrons.
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Comme nous P'avions vu a la formule (3.6), la différentielle dans une structure
presque complexe fait apparaitre des termes supplémentaires par rapport i une
structure complexe. On remarquera ici qu’il s’agit des termes contenant W, et W.
On pourrait vérifier qu’ils permettent d’exprimer le tenseur de Nijenhuis, et que par
conséquent la variété est complexe si et seulement si W; = Wy = 0.

Signalons d’autre part que nous aurions pu définir ces composantes en passant par
les parties réelles et imaginaires de Q = ¢ — i(x¢) :

dp = WHIP+WiAJ+2WT A
d(xp) = WTJ2+ W5 AJ+2W A (x9)

ou W; = W;" — iW;". Dés que nous aurons défini les contractions (L) nécessaires &
séparer les termes (cf 3.3.2), il ne sera pas trés difficile de vérifier que

—OW = dypLdep = A(xp)o d(xp) = QL d + 0 dD

Ainsi, d’une part la quantité 2W;" est bien la méme sur les deux lignes, d’autre part
elle vaut bien exactement deux fois la partie réelle de Ws. Inversement, W5 en est
la partie holomorphe.

3.3 Calculs explicites pour une fibration toroidale

Nous allons maintenant calculer explicitement les composantes de la torsion intrin-
séque, ainsi que I'action de la T-dualité, pour tenter d’en trouver l'interprétation
géométrique. Pour cela, nous allons définir une variété i structure SU(3) dont la
seule restriction par rapport au cas général sera de présenter une fibration toroidale.
Concrétement, notre systéme de coordonnées sera constitué de deux triplets de di-
mensions (la base ¢ et la fibre °) ayant chacune leur métrique (respectivement g;;
et hog), reliées par une connexion A, sur laquelle nous ne faisons pas d’hypothéses
particuliéres.

Outre le fait de nous permettre de mener A bien des calculs explicites, cette restric-
tion est liée au cas des variétés de Calabi-Yau. En effet, la conjecture de Strominger-
Yau-Zaslow [57] affirme que toute variété de Calabi-Yau admet une fibration toroi-
dale. Puisque nous voulons ici étendre le domaine d’application de la symétrie-miroir,
il semble donc naturel, voire prudent, de se restreindre aux variétés a structure SU(3)
qui possédent cette propriété de fibration toroidale. Nous verrons dans la section sui-
vante comment envisager de dépasser cette restriction.

3.3.1 Définitions et notations

Nous noterons (', 4, y3, 2!, 2, %) les six dimensions de la variété de compactifica-
tion. Les trois dimensions y désignent la base et les trois dimensions z la fibre de la
fibration toroidale. Tous les champs ne dépendront que des coordonnées ¥, faisant
des trois directions z des vecteurs de Killing?, selon lesquels nous pourrons appliquer

® 2* est un vecteur de Killing de G si et seulement si la dérivée de Lie de G par rapport  z°
gannule : LG =0
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la transformation de T-dualité. De plus, nous utiliserons la convention suivante pour
les indices : '

— 4,7,k,... pour le sous-espace 4 3 dimensions des coordonnées y,

- o, 3,7, ... pour le sous-espace 4 3 dimensions des coordonnées z,

— I,J,K,... dans l'espace total 4 6 dimensions : dy’ = (dy, dz®)

— A, B,C,... dans l'espace tangent total 4 3 dimensions complexes,

- a,b,e,... et ,b,c,... dans les espaces tangents réels & 3 dimensions des y et

des z respectivement (nous oublierons les primes trés rapidement).

Nous écrirons la métrique g et le champ B, antisymétrique sous la forme générale*?
ds? = gijdyidy’ + heg (dz® + 2*)(dz? 4+ NP) = Grydy'dy’ (3.19)
B, = -21-Bij dy* A dy’ + By A (dz® + —;- A%)
+ %Baﬂ (dz® + A%) A (dzP + XNP) (3.20)
avec . .
A% = Aldy, B, = B, dy', Bos = —Bga, Bjj =—By
Sur cette variété riemannienne, nous allons définir une structure presque complexe.
Tout d’abord, nous complexifions le vielbein
EA = ieldy' + V¥ (dz® + A%) (3.21)

ot A =a = a' prend les valeurs 1, 2, 3, et o nous avons utilisé les vielbeine ef et
V;’ de g et h respectivement :

davelel = g 5a'b’V£’%b’ = hog
gijegeg = gob haﬁv;’v{?’ = §e't

De méme, la définition de E4 permet d’établir les relations correspondantes,
SaBEfES = Gr,  GVEFE] =6°

A cette structure holomorphe correspond bien stir la structure anti-holomorphe
EA = EA aux propriétés similaires.

Notons qu'il n’y a aucune raison pour que E* soit intégrable (E4 # dz4). Clest
pour cela que la structure est seulement presque complexe. Cela dit, nous allons
tout de méme définir, par abus de notation, la quantité “d27", que P'on ne confondra
pas avec la différentielle d’une hypothétique coordonnée 27,

dd = dy — iVie* = —ieJ E* (3.22)
ol 'on a introduit

o o o aysa’ a

10 avec la convention wy Awg = wh ® Wy — e @ wy



100 CHAPITRE 3. GENERALISER LA SYMETRIE-MIROIR

La “forme de Kihler” est alors définie par
J= % dap EANE? = % gy 427 AdET = —Viy dyf A € (3.23)
tandis que la 3-forme holomorphe s’écrit

Q=E'AE’AE*= é €anc EANEP ANEC = —% €k 2t Adz? AdZF (3.24)

ol €7% = ¢4, e%ebieck,

Définissons aussi les projecteurs holomorphe P et antiholomorphe P, dont nous
servirons par la suite,

P= % (1-iJ), P= % (1 +4J) (3.25)

Ainsi, J et ( vérifient les identités (3.15) et (3.16). Leurs différentielles ne sont pas
nulles, mais se décomposent sous la forme (3.17) et (3.18) grace aux composantes
de la torsion intrinséque, auxquelles nous allons maintenant nous intéresser.

3.3.2 Les composantes de la torsion intrinséque

Pour calculer les composantes W; & partir des formules (3.17) et (3.18), il nous faut
introduire la contraction J sur les formes. Elle est définie sur la base complexe par

EALEB = §4B (3.26)
les autres combinaisons étant nulles. Cela s’écrit aussi
dzt.d7 = g¥ (3.27)

En ce qui concerne les composantes réelles, la base naturellement adaptée aux
contractions est la base (dy’, e*). En effet, on pourra vérifier que

1 . . . A
e*sef = 3 he?, e®ady’ = dy*aef =0, dy'ady = 3 g7

De plus, les contractions sont linéaires, et pour toutes formes A, B,C (felles que
'expression suivante ait un sens)

(ANB)LC =Bu(ALC)
Enfin, si w; est une 1-forme

wia{AAB) = (waA)A B+ (—1)MAA (w1 B)
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Quelques exemples utiles

Puisque les seules contractions non nulles sont celles entre un indice holomorphe et
un indice anti-holomorphe, la contraction de la (1, 1)-forme J et de la (3, 0)-forme
(), par exemple, est trivialement nulle.

D’autre part, nous pouvons remarquer quelques identités intéressantes :

J,JJ=J2_|J2:§, JaJi=J  Q.Q=1, JdQ=-iQ.dJ

Nous nous contenterons ici de démontrer la derniére égalité, qui nous donnera deux
maniéres de calculer W;. Tout d’abord,

iQudJ = (% EABCEA/\EBAEC)J(%dED/\ED—%ED/\dED)

= —% easc [(BA A EP)JdEP] 6P + 0

1
=~ €4BC (E* AEP).dE°
Et de méme pour la deuxiéme expression

1 - e 1
JLdQ = (-3 EDAED/\EF/\EF)J(E eapc dE* A EB A EC)

= % €ABC [(ED A EF). dEA] [(ED NEF)J(EB A EC)]

2 _ .
= g €EABC éBD(sCF [(ED A EF)_! dEA]

1

= €ABo (EA NEB).dE°

D’autre part, on peut trouver une deuxiéme série d’identités, lorsque J et €2 sont
mélangées & d’autres formes. En particulier,

J.@'ANJ) = 3@ QL (Q1AQ) —PQ!
(@A) = (Ja@H) QL (Q*AQ) = —PQ*
Fa(@AT) = 1(J.Q%)

olt (P est une p-forme.

Voyons pour 1’exemple la démonstration de la premiére expression. Pour cela, sépa-
rons Q' en ses parties holomorphes et anti-holomorphes, Q' = QL E* + Q4F4 :

—i (EC A E).(QLEA AEP A EP + QLEA A EP A EP)

Ja Q' AT)
_ _i [Qi 5CD(SCARD _ 5CDBA) 1 QL §CP(sCARD _ 50 EA)]
= 7 [Q4(E* ~ 3B%) + Q4(E4 - 35%)|
_lg

Enfin, en plus de ces identités, nous utiliserons les propriétés de primitivité de Wy

et W3
JaW, =10, JaWs =1, QW3 =0
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La composante W,

W, est un scalaire complexe, que nous pouvons isoler 4 partir de dJ ou de d). Par

exemple, le premier calcul, trés court, s’écrit :

Q.JdJ= Q_I %(Wlﬂ—wlﬂ)+W4/\J+W3} = % Wl

En remplagant J et €2 par leur expression, on trouve alors celle de W1, que nous

noterons w;, par homogénéité avec la suite.!?

i .. i@
Wi =w = —ﬁ ka Via [d(v - ZA)]jk

La composante W,

W, est une 1-forme réelle. Elle s’écrit donc dans la base complexe
W4 = w,‘ﬁ d.’z"’ + ;U“Edzk

c’est-a-dire que w% = @E. De plus, d’aprés les identités citées plus haut,

Wy=2J.dJ = —% Vi® [dV,)x dy®

D’oti 'expression de sa partie holomorphe
4 1 -jo
Wy = 1 V% [dVa)jk

La composante W

W5 est une 1-forme holomorphe, et s’écrit done W5 = wf,dz".
Encore une fois, on peut lisoler grace aux identités précédentes :

Wy = —Q.dG
1, .
= -3 {VI[d(V +iA)]5, — B*POkhes} d2*

D’ot la valeur de wi

| S 1

11 En notant que [dA%); = 8; ¢ — OxA$, puisque Pon définit la 2-forme ¢A comme

dh = % (@A 0 dy? A dy® = 808 dyf A dy*

(3.28)

(3.29)

(3.30)
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La composante W;

W, est une (1, 1)-forme'? : Wy = w}, dz* A dZ.
Connaissant W, et W, il ne reste qu’a soustraire leur contribution de d©} pour isoler
Wo.

Wa = 4J.[dQ2— Wy J? — W5 A Q]
. 11_2 AV — NG (Viagiy — 3Vagx) d2° A d7

Cette fois, nous ne arréterons pas la. wfj peut en effet étre encore décomposée.
Elle posséde une partie symétrique wfij}, naturellement sans trace, et une partie
. . v A - . . . k 1 _ijk 2
antisymétrique, qui se dualise en un vecteur & trois dimensions w5 = 5 €7* wj;.
2 _ 2 9 2 k
Wij = Wiy + Wyg) = Wigpo + €ijat

On en déduit les expressions

1 v
'w%,-j}o = ﬂ pak [d(V - ZA)]pq [2V;cag‘ij - 3‘/jagik - 3%&9_1.’:] (331)
w? — —i VIV — A% (3.32)

La composante W;

W3 est une (2,1) @ (1, 2)-forme réelle primitive. Les deux composantes sont donc
complexes conjuguées :

1 , .
W= = wfjk dzt AdZ AdZF +c. c.

2

Comme pour W,, nous notons ici wi.”jk ce qui est en réalité w%,—c. On obtient

W3 = dJ+ g IIIl(W]_Q) — W4 AJ
3 . .
= 3 Via[dA ] dyt A dy’ A dy®
7 AVAJ[S8585 + VEVE — 2V*Vig) df Ady? A&
1
2
1 L.
—'g V);W[d%],j Ea A E'B A EIY

1 . . _
+5 [T ViaVAVE — 6lhopV  dy' AeP A €7

1
= 1g {—HdValieVi® + ildVa]y Vie + ildValuVy"
+i[dVal 7V gir — i[dValuV 955

+[dAY 8 Via + [dA%)i5Via + [dAkiVia} d2* A dZ A dZF +c. c.

12 En toute rigueur, nous devrions noter cette composante w?j,-. Les deux autres composantes,
w% et la vraie 'w?j, sont nulies. Cependant, ce ne sont pas les propriétés holomorphes qui nous
intéressent par la suite, mais simplement la symétrie SO(3) sur la base. Notons cependant que les

indices ¢ et j ne sont pas antisymeétriques, comme cette notation simplifiée pourrait le faire croire.
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Heureusement, encore une fois, nous ne nous arréterons pas i cet objet. En effet,
la représentation 6 de SU(3), ici exprimée comme (1,2)-forme primitive, peut aussi
'étre par un tenseur symétrique a deux indices holomorphes, que nous noterons w3

On l'obtient en contractant les deux indices anti-holomorphes de w3, (donc p et q)
sur 2. Comme attendu, le résultat est naturellement symétrique. Nous séparerons
cependant sa trace sur la base tridimensionnelle (bien siir, la trace est nulle 4 six
dimensions, puisqu’elle est égale 4 la contraction compléte de W et 2, et W est
primitive). En résumé,

1
wl; = wi, W = w0 + 3 wlgsj

Le résultat se simplifie alors quelque peu,

1
Wigge = 57 & [dValwl2ViPgy — 3V gu — 3V%gu] (3.33)
1 .. ‘
w) = 3" Viald(V - 3N (3.34)

En résumé

Nous avons donc, 4 partir des cing composantes W;, obtenu les expressions de deux
scalaires (w;, w}), trois vecteurs (w2, w}, w?) et deux tenseurs symétriques de trace
nulle (w%i 105 w?,, j}o) 4 trois dimensions. Ces expressions sont regroupées dans la table
3.1, p.107

3.3.3 Les composantes du champ de fond H

En I'absence du champ de Ramond-Ramond B;, la supersymétrie impose 3 la variété
de compactification d’étre une variété de Calabi-Yau. C’est donc la présence d’un
champ de fond antisymétrique non trivial qui autorise une déviation de la géométrie,
ce qui se matérialise par le fait que les quantités dJ et d{2 sont non nulles. En quelque
sorte, c’'est donc H = dB; qui autorise la présence des composantes W;. 1l est alors
naturel de s’attendre a ce que la T-dualité, que nous verrons dans la section suivante,
mélange ces composantes avec leurs équivalents pour H, c’est-a-dire les projections
de H sur les représentations de SU(3).

H = dB,
1 .
= 5 %Bag dy* A e A € + [0 Bia — BapOi )] dy® A dif A e
1 S
+§ [6,;,.8,'_-,; - BkBia)\;' + B,;aak,\;'] dy* Ady’ A dyk (335)

Nous pouvons ensuite projeter H sur les représentations de SU(3) de la méme ma-
niére que la 3-forme d.J :

H= —g Im(Hlﬁ) + HyAJ+ H; (336)

ol les composantes H;, H3 et H, sont numérotées comme les W; correspondants.
On peut alors calculer ces composantes avec les mémes contractions que pour Wi,
W3 et Wy. Puis les exprimer sur la base holomorphe, pour en tirer hq, ks et hy.
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La composante H;

Hj est le scalaire complexe de la représentation 1 & 1,

hl — Hl = —_—— Q_I H
= 33 & VEVFOuBay + 15 ¢ V2ldBa — Bupd

|
—1—2 ik [Ban;j - 8kBia/\? -+ Biaak/\?] (337)

On remarque tout de suite que cette expression est beaucoup plus compliquée que
wy, & qui on voudrait la comparer. Cependant, dans le cas ot Byg = 0, elle se
simplifie et la ressemblance apparait plus clairement. Bien siir, nous reviendrons
plus complétement la-dessus dés que nous aurons défini les transformations de T-
dualité, puisque ce sont elles qui se cachent derriére cette “similarité” nécessairement
imprécise pour l'instant. :

La composante H,
H, étant la (1,0) @ (0, 1)-forme réelle de la représentation 3 @ 3, elle s’écrit
Hy=hpd* +c. c
De plus, on trouve son expression de la méme maniére que pour W, précédemment :
H, = 2J_H
— _% Ve [dB, — B,sd));e dy’ — % V8 Byg €°

ce qui nous permet d’identifier le terme hj qui va nous intéresser,
1

hy = 2 vie {[dBa — BogdN]g — iV8;Bop } (3.38)
La composante H;

Hj est la (2,1) @ (1, 2)-forme réelle primitive de la représentation 6 & 6,
3 _
H3 = H+§III1(H19)—H4/\J

= % VYV [0, Bio — BauOi)]e* AP A€
115 iy L oy kA 0@ AP
+§ Z 6kBa,6 -V Vkaaj.qu — § V}c VQBjB,,,g dy Ae” Ae
1 . . .
+5 [8eBy — 8By X] — O] B VEVidy' — ViVidy + ViVidy*| Ae* n e
1 3 ) :
+Z [(dBa),;k — Ba,g(dAﬁ),;k] 5 5;65,? + V;.“V;" — 2V’“°‘V,-T] dy* Ady Ae?

+g [8xBi; — 8:Bjy N] — 8iX] By ) dy* Ay A dy*

1 o
-3 VPVP8:Bagdy' A dy’ A dy

1 . .
= 3 B dz' AdZ AdZF +e. c.
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Et de méme que pour W3, nous pouvons définir hfj, tenseur symétrique i deux
indices holomorphes,
g

hs = h3 Q h?,‘-j'}o + -3— hfg,-j

et encore une fois, les formules sont alors quelque peu plus simples :

1
Re = —o7 @ [dBalp [2Vi70i5 — 3V} gax — 3V%g] (3.39)
1 3 .
W o= ~3 €% V2[dBaljk — gz €7* [0 Byj — e BiaXs + BiaBeX3]  (3.40)
En résumé

Nous avons fait subir & H, champ de fond non trivial, le méme traitement qu’a
dJ et df), qui définissent la géométrie de la configuration. Nous disposons donc de
deux scalaires supplémentaires (hi, 13), ainsi que d’un vecteur (h}) et d’un tenseur

symétrique de trace nulle (h{u}") Ces expressions sont elles aussi regroupées dans
la table 3.1, p.107.

3.3.4 L’action de la T-dualité

Voyons maintenant comment agit la T-dualité sur ces champs, pour pouvoir écrire la
version T-duale de la géométrie et du champ de fond. Et éventuellement 1’identifier
en fonction des champs initiaux.

En désignant par F la matrice compléte E = G + By, somme de la métrique et du
champ antisymétrique, la T-dualité 7,, dans les directions z* agit comme

Ey | Eg . . [ By— BuBEy | BoE
E= s B =
[+ %] ‘ Ea,@ | Eaﬁ

—E°P By,

odt E*® est I'inverse du bloc Eyg : B Eg, = 52,
Nous avons donc besoin en premier lieu de 'inverse de (G + Ba)og = (h+ B)ag, que
nous pouvons écrire

1 1

a = h
(h_—i%mﬁ) =h* 4+ B avec h + B h- B (3.41)
B=3150Br—3

o>
|

De plus, h et B vérifient les relations
Bh'=-hn'B, k'B=-Bh', Bh'B=h-p
En écrivant £ = &G + Bs, on peut alors identifier la métrique T-duale,
d3® = gy dy'dy’ + h°P (da® + B,)(dz” + Bp) (3.42)

et le champ antisymétrique ég,

- 1 . . 1 -
By = 5By dy' Ady’ +X* A (da® + 5 Ba) + %B“‘* (dz® + Ba) A (do’ + Bg) (3.43)
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bk £\ )
wu = —Tz— 6‘? Wa [d(V — Z’\)]jk
w = 3 V(v - 3N
hy = 1_15 ik V?V_iﬁakBa,@ + {:2_ eIk 1% [dBa — Baﬂd’\ﬁ]jk
1 .
—ﬁ E’Jk [BkB,;,- - akBia/\_.? + Biaak)‘?]
h? = _é Eijk K;a[dBa]jk —_ % Eijk [BkB,J — akBq‘.aA? + Biaak'\_‘;]
W = _% VIV — NG,
1.
1., 1
B = % Vi (dBy — Bagd)|js — 5 VI*V{8;Bag
1 .
Wi = o P [V — iA)]S [2Viagis — 3Viabik — 3Viagik)
1
w?ij}o Y P [dVolpa[2Vi 935 — 3Vgu — 3V 9]
1 o
hipe = Y P2 [dBalpg[2Vi gi; — 3V, gi — 3V gj]

TAB. 3.1 — Les composantes de la torsion intrinséque et du champ de fond H dans la base
holomorphe
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Ainsi, on peut résumer cette T-dualité par ’échange des trois champs

hag <> A2 B,s « B, B, — \* 3.44
8 G

Naturellement, le vielbein V* se transforme lui aussi. Son image est le vielbein V9
de la métrique T-duale he8, “définit par VaVof = jpob
Leur relation est immédiate d’aprés les formules (3.41),

. 1 aj 1 Bo
vee = (m) Vs =Vg (m) (3.45)
Son inverse V2 = hagV* tel que VaVg = hop s'écrit de méme
Va = (b= BagV* = V*(h + B)ga (3.46)
Ces relations s'expriment bien sfir aussi sur les formes V* = V* dy, ... C’est ainsi
qu’elles nous seront utiles par la suite : :
Vo=Vy—ByV?  VE=VP 4V, B (3.47)

Et 'action de la T-dualité s’écrit,

A

Voo Ve, VooV, (3.48)

Cas particulier : B,53 =0

Dans ce cas, les formules (3.41) se réduisent a h = h~! et B = 0. Remarquons que
la condition est conservée par T-dualité. C’est ce qui lui donne toute sa pertinence.
De plus, puisque h ne fait que s’inverser par T-dualité, il en est de méme de son
vielbein : V, =V, et V& =

Ainsi, mis & part I'échange de B, et A%, la T-dualité ne consiste qu’d monter et
descendre les indices le long de la fibre (c’est-a-dire a, 3, ...).

Une simple observation de la table 3.1 nous offre alors les relations suivantes,
'w%,-j}o — (w3 + 'I:h;;){,-j}o
1 —_
wh — 1 hP8khas = w2 +—— (wq — i)
Ainsi, méme si la T-dualité échange le fibré tangent et le fibré cotangent le long de
la fibre, les expressions dans la base complexe d2* "ne le voient pas". Au moins dans
ce cas particulier.

En ce qui concerne les champs scalaires, on peut facilement calculer la relation entre
w; et hy. Tous deux complexes, faisons apparaitre leurs parties réelles et imaginaires :

wy = wi —dwy, hi = hi —ihT

Encore une fois, un simple calcul donne alors les transformations

+ _ —
wy = h]
W, = w;

+ _ pt

- — ot
hi = wj
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Cas général

Plus intéressant encore, si elles ne sont plus complétement découplées dans le cas
général, deux combinaisons linéaires survivent :

af —hy = —(w} k)
W7 +hT = wi +ht

Si I’on définit la 0-forme “complexifice”

T) par
z1 = wy —ihy = 2} —izy (3.49)

alors les deux transformations précédentes ne sont rien d’autre que

~t +
:131 == _xl = =
{ 5:1_ — a7 = I = —I (3.50)

Démonstration
Par définition, z7 = wi — h] et z7 = w] + Af. Donc,

1 .
zf = —25 & {Via [dX]% — V[dBa — Bagd¥s}

1 .. '
27 = 25 & {Via [dV°] + ViV OeBap — [0uBys — 9eBia)] + BN }

Ce qui est plus clair en utilisant une notation de formes (en remplagant % par
dy’ A dy’ A dy¥),
7 o« VoAdA\* —VOAdB, +V®A Bygd)?
o [Va— BagV?] AdX® — V2 AdB,
x Vo,Ad\*—V*AdB,

7 o 2VaAdV® =V AdBas AVP —[2dB — dBy AX* — dA® A By
Q

oft ’on a utilisé (3.47) pour réécrire z7, dont la transformation est alors immédiate.
De méme, le dernier terme de z] est invariant. Seule la quantité ¢ nécessite un peu
plus de calcul. Notons d’abord que, par symétrie de h,g,

VOBug AVE =VHh+ Blag AVP = V5 A VP
puis que le développement de la différentielle s’écrit

d[VeBag AVP] = dVeB,g AVP —V* AdBg AVE —VeB,5 AdVE
—V*AdBag AVP —2VeB,5 AdVP

13 7, est la composante sur Q de la forme de Kéhler complexifiée J + iBs.
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Cela nous permet de réécrire (), toujours en utilisant (3.47),
Q = 2V, AdV2+d[V®B,s AVF| +2V2B,g A dV?P
= 2[Vs+ VBug] AdVP + d[V A VP
= 2Va AdVP + [dVa A VP — Vg A dV7]
= I‘\/g/\dV‘a+VﬁAd%

Sous cette forme, il est alors clair que Q est invariant, comme anticipé.

3.4 Le spineur invariant

Jusqu’ici, nous avons caractérisé la géométrie, & savoir la structure SU(3), par I'exis-
tence de deux tenseurs invariants, J et (2. Mais elle peut aussi étre caractérisée de
maniére équivalente par l’existence d’un spineur invariant, que nous noterons e. Il
se décompose sur les états propres de chiralité selon e, +€_.

Nous nous sommes intéressés aux tenseurs parce qu'ils mesuraient 1’écart & la géo-
métrie de Calabi-Yau. En effet, dJ = dQ} = 0 pour une variété de Calabi-Yau. Pour
une structure SU(3), cette différentielle — et donc les composantes W; — est alors
une mesure de la déviation créée par la présence du champ de fond H. Mais I’histoire
se répéte pour le spineur e. Dans une variété de Calabi-Yau, sa dérivée covariante
est nulle : Dye = 0. Ce n’est pas le cas ici, et c’est cette quantité qui va remplacer
les différentielles d.J et df).

Nous voulons donc maintenant relier ces différentielles & D¢, pour pouvoir exprimer
les composantes de celle-ci sur les représentations de SU(3) en fonction des compo-
santes W;. Nous verrons alors comment exprimer plus naturellement les transforma-
tions de T-dualité sur ces champs.

Notons que dans cette section, nous utiliserons des indices grecs (u, v, p...) pour les
coordonnées réelles 4 6 dimensions (au lieu de I, J, K...). o et § sont par contre
conservées pour les coordonnées sur la fibre comme auparavant.

3.4.1 Décomposition de D, e en représentations
Commencgons par décomposer D¢ sur la base des spineurs (e, ye, vVe) :
Dye = que + g, ve +igu,"e (3.51)

ou les champs g,, g, et g, sont réels.
gy et qL sont dans la représentation 3 @ 3. g, est un tenseur i deux indices, dans
la représentation réductible

36=101030306060808
On le décomposera donc sous la forme

Qv = Q+G1w +g- J,uv + zb”.,pqg + Sﬁy + b”y + au (352)

olt gy, g—, gh, 85, b et a,, sont réels, et
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— g4+ et g_ sont les deux scalaires,
g5 est une 1-forme dans 3 & 3, .
a,, est antisymétrique dans 8, donc une (1, 1)-forme primitive

~ 8, = 8, + by, est un tenseur symétrique de trace nulle (s,,G* = 0), dont ES
est la partie (2,0) @ (0,2) de 6 & 6, et by, la partie (1,1) de 8.

Avant de poursuivre, voyons quelques résultats utiles sur ces composantes. Rappelons
que P, projecteur holomorphe, et P son projecteur conjugué antiholomorphe, ont
été définis en (3.25). On peut remarquer en particulier que

v 1 v - v 51
Py =§(5.w — i) =P

De plus, ces projecteurs sont trés liés a la forme holomorphé (), puisque

Q.07 = §PP>— P P/ (3.53)
Qu, P = 16P,° (3.54)

On a bien siir d’autres relations plus évidentes, sur des tenseurs dont le degré holo-
morphe est identifié :
— {2 est une (3,0)-forme, donc P,"Qp, = 0, ice. Ju7Qoup = 182,,,,.

— De méme pour €2, J,”$Q,, = —ifup.

— @y, est une (1, 1.)-forme, donc P,*P,%a,, = 0, ce qui implique que J,%a,, est un
tenseur symétrique (1, 1), de trace nulle.

~ by, est un tenseur symétrique (1,1), donc P,*P,°b,, = 0, ce qui implique que
J by est une (1, 1)-forme.

— 80, est un tenseur symétrique (2,0) @ (0, 2), donc P”PP,,"sg‘, = 0, ce qui implique
que 2P,°s), = 87, —1J,75), est un tenseur symétrique (2,0) & (0, 2), par ailleurs
de trace nulie.

Il nous faut maintenant exprimer ces composantes en fonction des W;. On pourra
remarquer qu’un simple comptage des degrés de liberté nous donne 42 pour les W;,
tandis qu’on arrive ici 4 48. La faute & ¢, et g, qui semblent indépendants, mais
qui forment en fait un champ complexe holomorphe

qu — g, = 2P,"q,

Cela réduit au 42 attendu le nombre de degrés de liberté dans cette nouvelle des-
cription.

De plus, les remarques précédentes permettent d’anticiper sur les identifications
entre les deux séries de composantes. On voit en effet que les différents objets des
deux séries s’apparient par nature (scalaires, vecteurs...) :
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La série W La série ¢
Un scalaire complexe W) Deux scalaires réels g, et q_
Deux vecteurs Wy et Wi Deux vecteurs g et gg
Une (1, 1)-forme complexe W, Deux (1, 1)-formes réelles a,, et J,%by,
Une (2,1) & (1, 2)-forme réelle W; Un tenseur symétrique
ou sous la forme w}; (2,0) @ (0,2) réel s°
un tenseur symétrique (2,0) & {0, 2)

3.4.2 Relations avec les tenseurs
Les tenseurs J et €2 s’obtiennent & partir du spineur e grice aux bilinéaires
ET’W/,,,,’YE = 1y, ET'TWPE = Wuup, ET'YWP"YG = *Yuup (3-55)

ol ¥ et *1) sont les parties réelles et imaginaires de € : 4 = 1) + *1).
On peut déduire de ces bilinéaires les expressions des différentielles d.J et d,

dJ = 2g.e* ANJ+Im(q, Qo) e Ae¥ Ae° (3.56)

dQ = 2(q,+iq,)e" AQ+ 4P, goe* A" NJ (3.57)

Démonstration
Pour la premiére formule, d’aprés la décomposition (3.51) de D¢,

id, va|[#vpl = D, [ET"YW’Y ] lbwp]
= que ey e — e T € — (oY Y €
+ Qu€ gy € + igL 1y €+ iguee €A
2igudyp — QiqMET{'y,,p, 0l fl[wp]
2iqydup — 26,7 (%9) 1 po luvel

avec ' =4, TV = — VY, =% =1 Yo ¥} = 27,7,
'YL = Yu» YYur = VY-

I ne reste alors plus qu’a revenir 4 la différentielle,

1
dJ = 2 Ouduet Ne” Nef
= [2udvp — 0" (%P)oupl* Ae” AP

d’ot la formule (3.56). On fait de méme pour la formule (3.57).

Puis, en remplacant g, par son développement en composantes, avec les notations
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g = que* et go = goue”, on identifie les W :

3 A '
dJ] = —3 Im[4(g, — ig_) Q] + [29 — 4qo] A J

W1 Wy
+ ng(Im Dovpe Ne” A e‘i (3.58)
W
d} = 4(gy —ig_) J? + 2(J, bow — i) €* A e AJ +4P(q — go) AQ (3.59)
W b W ’ W,
1 2 B

Démonstration
Pour changer, voyons cette fois la deuxiéme formule. Dans (3.57), il nous faut expli-
citer le deuxiéme terme. Tout d’abord,

1 o 1
PI-IGQVO' = "2“‘(6‘11.0- - ZJu )(q+Gua' +q- Jua’ + SBG + bua- + auo) + 5 Qup.pqg

Ensuite, en contractant sur e* A e, on ne conserve que les termes antisymétriques.
Ainsi, G, s b, Js° et Ja disparaissent. Parmi les termes restants, un seul nécessite
encore un peu de travail : €,,,95 e* A e” A J est une (3,1)-forme et contribue donc
exclusivement & Ws. Pour l'identifier, nous allons la réécrire Q A 2, ot @ est une
(1, 0}-forme.

Q = QA =-Qu[Qahe* Ae¥ AJ]
= —% @5 Tr €

7
= _'g Q”VAQVﬂPqueA

167 _
= -"éil Py*gep e = 2iPgo

Pour pouvoir conclure en regroupant les composantes de g, dans sa décomposition,
nous devons encore inverser les relations que nous venons d’obtenir.

La composante W,

Si Pinversion est évidente, nous allons tout de méme écrire, en anticipant un peu, ce
que vaut ¢, G,y + g_J,,, qui intervient dans I'expression de g,.. Pour cela, remar-
quons que

B 1 ,
(Q+ - "’q-—)P_uu = 5 [Q+G,r.w + Z‘1+J,r.m - Q—Gpw + Q—Juv]
Donc

. N 1 5
¢+Guv + q-Ju = 2Re [(g4 — ig_)P,,] = Re [5 wlP,w] (3.60)
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Les composantes W, et W

Notons tout d’abord que W5 = Wit —iW; = 2PW. Puiéque g et go sont réels, on
peut donc identifier

Wy = 2g—4g q = 10w -W,)
+ A 1+
WS = 29—2¢ o = 3 (WS - W4)
En composantes holomorphes, souvenons-nous que ws = Wy et wy = PWy :

1 1
Pg= 3 (w5 — wy), Pgy = i (ws — 2wy) (3.61)

La composante W,

W, s’exprime en fonction de a,, et by,
1
We=2(J, by, —da,)e* ANe¥ = = Wy, e Ae”
p i 5

On en déduit leur expression en séparant partie réelle et partie imaginaire

1 1

bl‘” = _Z JNUW;m/’ Auy = 4 W2_py (362)

De plus, remarquons que

+ JﬂaW{ay]

oV

= 1 N .
P‘u’aWQGV = 5 [W2+,uy - ZWQ s + ZJ“GW;
donc la somme a + b, qui apparait dans g,,, peut s'écrire en regroupant W et Wy,

i

1 _
b’u/ -+ arp,y == _5 Im(P“a-Wga-y) = Re |:2

P Mawg'y:I
La composante W

On a trouvé pour W3
1
Wa=32"(Im Q)gupe” A&’ AP = 5 Wappe” A€’ Ae’

Ce qui donne, en tenant compte de I’antisymétrisation,

Wapwp = 2[3ﬂa(1m Q)Wp + sga(Im Q)Gﬂ# + SgU(Im ) o]

Pour isoler s°, on contracte avec (Im )., en se souvenant pour développer le

produit des parties imaginaires que {2 ne se contracte que sur 2, et vice versa.

o

Wiuwo(Im Q)¥P" (QoypFP" + . €.) + 250 (25,07 +c. c.)]
(16P," + 16P,") + 1652 (P,*P,* — P,*P,f +c. c.)]

GO b = b =

&
(4"
oK

I

8
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les autres termes sont nuls parce que s° € (2,0) & (0,2), et est de trace nulle sur G
et J. Finalement, on a donc

s, = % Wipe(Im )%, = Re [—% wﬁu} (3.63)

Le facteur final % mérite explication. En effet, nous avons défini 'wfj comme la
contraction wf’pqﬂmj, ou les indices p et g sont les deux indices antiholomorphes
de w}, ; la somme va donc de 1 4 3. Or ici la contraction se fait sur les indices réels
p et 0; la somme va de 1 4 6. Cependant, holomorphie de €2 assure que le résultat

est le méme, on a simplement compté 4 fois trop de termes, d’ou le facteur 4.

L’expression de g,

Pour finir cette section, il ne reste qu’a rassembler les morceaux que nous venons
d’énumérer :

1

1 5 1 i _
guw =Re [z wn P, + 1 Quup (W5 — 204)P — - wﬁ,, t3 Pw?,

2 2

Remarquons qu’a I'intérieur de cette partie réelle, I'indice v est toujours holomorphe :
sur F,,, tenseur (1, 1) qui projette sur I'indice antiholomorphe , sur {2 évidemment,
comme sur ws, tenseur (2, 0), et enfin sur wsy, tenseur {1, 1) dont le premier indice est
projeté par P sur u antiholomorphe. Cela signifie deux choses. D’abord qu’appliquer
P,” & q,,, oi n représente explicitement un indice holomorphe, fait disparaitre la
partie réelle :

,, 1 - 1 i i
2Pn G = § 'wle + Z Q“np(w5 - 2’!1)4)'0 - = T,Uin + = PFU?.U2

Et ensuite que le premier indice de chaque terme étant soit holomorphe, soit anti-
holomorphe, appliquer le deuxiéme projecteur pour séparer les composantes (1,1)
et (2,0) est immédiat :

1 _ _ i = i
Gmn = Z anp('lUS - 2w4)p - Z wﬁm, dmn = Z w1 P + Z wf?m
On notera que comme pour ws dans le paragraphe précédent, en remplacant la
somme sur p, indice réel (de 1 4 6), en somme sur p, indice holomorphe (de 1 &

3), dans la contraction de Q, on a fait apparaitre un facteur 2. De plus, on pourra

remarquer que y,,, = —i€mpp €6 Pna = gma. Ainsi, gnn €t gma = Tma s'écrivent
finalement
i _ _\p i 4 1 i 4
Gmn = _Z Emnp(w5 - 27—”4) - Z Wiany mn = Z W Gmn — Z Wnn (364)

Quant 4 la derniére composante, elle a pour valeur holomorphe

2Pt g, = gm — igh, = (Ws — Wa)m (3.65)
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3.4.3 Couplage au champ de fond

Attaquons nous maintenant au couplage du champ de ford H, ce que nous n’avions
pas pu faire jusqu'ici, faute d’angle d’attaque. Dans la description spinorielle, ce
couplage intervient naturellement : il se glisse dans la contribution de H 4 la dérivée
covariante. Ainsi, dans notre expression de départ D,e, les composantes H; vont
s’ajouter au W; que nous venons d’identifier.
Définissons 1

Dff = Dyu+ g Huwg?” (3.66)

En notant que

¥Pe = iJ"Pve + PP %€
nous pouvons calculer les contributions de ce nouveau terme aux composantes g,
renommeées () pour 'occasion

Die = Que+iQve +iQuuy"e (3.67)
oll bien sir
Qu = 4qu
Q = 4, +% Hypo J*”
Q;.w = Quvt+ % Hupa"»bpov

Or H se décompose en représentations selon (3.36)

3 _
et les contractions précédentes s’écrivent donc

Hopod? = 8(JaH),=8J.(HyAJ), = 4H,,

3 -
HHPUQPGV = _E Hlﬂupa-ﬂmy + [H4 A J]p,pg—ﬂpay + H3m,(,9"",,

3 _
= '21'- Hl.lﬁp‘uu + [H@Jpa- + H4pJa-“ -+ Hmep]Qm,, + 4h3y

= 12ih Py, — 2iQu0h + 413,

Dans I'expression de Q),,., c’est la partie réelle du deuxiéme terme qui apparait, ce
qui donne

1 y N R 1 _ - .
i . i =,
—3 (w3 — ihg)u + 5 Fu w2,

Comme précédemment, on en déduit la valeur des composantes Qpp, et Qmp

Qmn = "Z Emﬂp(mti — 2wy — 7'}7'4)19 - Z (’LU3 - z’l"3)‘i"i?»ﬂ (368)

1 - i
Qma = 7 (D1 = 3ih1)gmn — i wl,; (3.69)
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De méme pour le vecteur :

) i
Hype J* = (ws — Wa )y — 2 Hy,

i
8

D’on1 I'expression de 1a composante holomorphe

Qu — Q) = qu —iq), —

@ — iQ, = P (@ — QL) = (w5 — wa — % ha)m (3.70)
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Conclusion et perspectives

Dans le premier chapitre, nous avons vu que le champ de fond B antisymétrique
peut étre codé dans la non-commutativité des branes, et déformer les théories de
jauge qu’elles portent. On sait écrire cette transformation dans le cas abélien, grace
a la transformation de formalité de Kontsevitch. De plus, 'utilisation conjointe de
la formalité et d’une formulation récursive de la transformation de Seiberg-Witten
permet d’en calculer plus rapidement les termes explicites (cf (1.193)).

Par contre, la situation est moins claire dans le cas non-abélien. Le calcul explicite
direct est plus difficile, bien qu’il semble fonctionner pour partie au moins avec le
méme genre de récursivité que dans le cas abélien (cf 1.8). Peut-&tre est-il possible
d’inclure I'algébre de jauge comme des dimensions supplémentaires au sein d’une
théorie abélienne plus large [30]. Peut-étre pourrait-on utiliser 1'équivalence de Mo-
rita pour capitaliser les formules déja obtenues. Cette équivalence regroupe en effet
les théories de jauge sur un tore en orbites de SL(2,Z). Elle agit & la fois sur le
rang du groupe de jauge et sur le paramétre de non-commutativité, reliant ainsi
les théories non-abéliennes ordinaires et les théories abéliennes non-commutatives
ayant un parameétre rationnel.

Nous nous sommes demandés dans le chapitre 2 quels étaient les champs d’un paquet
de N Mb5-branes. L’approche directe, en utilisant les multiplets supersymétriques a
6 dimensions (cf 2.1), n’a rien donné pour une raison encore inconnue. Plus exacte-
ment, nous n’avons pas été capables de reproduire 'anomalie attendue en N3. Par
contre, j’ai présenté en 2.2 un formalisme qui permet de décrire de maniére unifiée
les différentes théories de jauge (1-formes et 2-formes, abéliennes et non-abéliennes,
voir fig.2.1). En particulier les théories de 2-formes non-abéliennes dont on s’attend
a ce qu’elles soient les théories de basse énergie du paquet de M5-branes. Enfin, j’ai
montré dans la section 2.3 comment on pouvait obtenir, 4 partir des configurations
géométriques de membranes M2, un comptage des degrés de liberté d’ordre N3,
Malgré tout, nous n’avons pas répondu a la question initiale. Et mon travail appelle
de nombreux prolongements. En particulier, peut-on relier les états géométriques
en cylindre et en tripode aux différents champs qui apparaissent dans la théorie
de jauge de 2-formes? C’est le cas pour les D-branes, puisque les composantes du
champ A dans I’algébre de jauge sont associées aux cordes qui relient les branes. On
pourrait alors penser que les cylindres de M2, identifiables aux cordes, correspondent
4 la 1-forme A, tandis que les tripodes correspondent a la 2-forme B. Encore faut-il
que le comptage des degrés de liberté puisse s’accommoder de cette identification
(cf fig.2.3) : il y aurait N objets dans ’algébre § et seulement N? dans I'algébre g,
plongé dans Der(h) par Paction do. ..
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Finalement, nous avons vu dans le troisiéme chapitre que si la présence d’un flux
de Neveu-Schwarz non trivial oblige la géométrie de la variété de compactification
a dévier du cas Calabi-Yau, on peut toujours définir une symétrie-miroir 4 la SYZ,
qui mélange géométrie et champs de fond. Les expressions dans la base holomorphe
semblent les plus adaptées pour écrire explicitement ces transformations, comme si
’échange des fibrés tangent et cotangent n’avait pas d’effet sur elles. De plus, les
formules (3.68), (3.69) et (3.70) auxquelles nous sommes finalement parvenus sug-
gérent fortement que les deux vides supersymétriques correspondant 4 ¢ et ¢_ sont
échangés par la T-dualité. Ainsi, T-dualité et supersymétrie seraient naturellement
compatibles. Cette simplicité apparente ne doit cependant pas masquer qu’elle s’ac-
compagne de la transformation T+ H «— —(T+ H), o le mélange de la torsion et
du champ de Neveu-Schwarz généralise I'échange des modules de la structure com-
plexe et de la structure de K&hler d’une symétrie-miroir classique.

Ainsi formulée, nous pouvons conjecturer que cette T-dualité est toujours valide
dans le cas d’une variété & structure SU(3) générale. En effet, nous avons travaillé
ici avec une fibration T? explicite. D’autre part, les résultats présentés concernent
en majeure partie le cas B,g = 0, pour lequel les transformations sont simplifiées.
Cependant la structure spinorielle est elle aussi modifiée si cette composante est
non nulle, apportant une contribution supplémentaire. Nous nous attendons i ce
que le résultat final ne soit pas modifié, comme le suggére la transformation des
champs scalaires qui reste inchangée. Enfin, il serait intéressant de pouvoir inclure
les champs de Ramond-Ramond dans cette description. Dans une configuration su-
persymétrique, leur contribution & la dérivée covariante devrait étre ’opposée de
celle de la torsion et du champ de Neveu-Schwarz, puisque la somme totale est alors
nulle. Cela suggére qu’clle se transforme de maniére similaire 4 ce que nous avons
trouvé jusqu’a présent.



Annexe A

Towards an explicit expression of the
Seiberg-Witten map

Cet article a été publié par la revue Journal of High Energy Physics, sous la ré-
férence JHEP 0206 (2002) 016. 11 est aussi référencé sur www.arXiv.org comme
hep-th/0112027.
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Towards an explicit expression of the Seiberg-Witten map
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Towards an explicit expression of the Seiberg-Witten map
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Annexe B

Mirror symmetric SU(3)-structure
manifolds with NS fluxes

Cet article a été soumis pour publication & la revue Communications in Mathematical
Physics. 1l est aussi référencé sur www.arXiv.org comme hep-th/0311122.

La premiére version, reproduite ici, sera modifiée dés que possible. En effet, sans
présager d’autres modifications avant sa publication effective, la formule (5.5) de cet
article est incorrecte, et doit &tre remplacée par la formule (3.64) de ce mémoire. De
méme, dans la valeur finale indiquée pour Wj sur la base holomorphe, en annexe, il
faut lire trois fois [dA] et non i[d]].
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Mirror symmetric SU(3)-structure manifolds with NS fluxes
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Mirror symmetric SU(3)-structure manifolds with NS fluxes
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Mirror symmetric SU(3)-structure manifolds with NS fluxes
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Mirror symmetric SU(3)-structure manifolds with NS fluxes
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ANNEXE C

Balade dans un espace-temps

A dix dimensions. .. non-commutatives

Stéphane Fidanza
CPHT - Ecole Polytechnique, Palaiseau

Résumé

Partons pour une balade aux pays des supercordes, bien
irop courte pour comprendre tous les objets bizarres qui
¥ vivent (qui sont d’ailleurs loin d'avoir livré tous leurs
secrets), mais qui nous permettra de les découvrir. Nous
irons admirer en pariiculier des espace-temps exotiques,
dont les coordonnées ne commutent pas, et qui sont
pourtant des cousins des espace-temps de nos contrées.
Suivez le guide et ne donnez pas 4 manger aux animawx.

1 Introduction

Le monde qui nous entoure nous pose une grande ques-
tion : de quoi est-il fait? Quelles sont les particules
élémentaires qui composent toute matitre, quels sont
les grands principes auxquels tout obéit? Aujourd’hui,
on ne sait répondre & cette question que partiellement,
parce qu’on a encore besoin de deux morceaux pour tout
décrire : la Relativité Générale qui-décrit la gravitation,
et le modele standard qui décrit la physique des parti-
cules élémentaires. Il nous reste 4 trouver une théorie
unique qui unifie ces deux aspects dans un seul langage.
Le candidat le plus prometteur aujourd’hui est la théorie
des cordes.

2 Un soupgon de théorie des
cordes

2.1 Des cordes pour faire le monde ?

Si vous imaginez une particule, vous imaginez un
point, et vous la représentez mathématiquement par
un point. Il faut alors ume petite “étiquetie” pour
différencier Pélectron du photon ou du quark (sa masse,
sa charge. . .). Maintenant, remplagons ce point par une
petite corde, comme un élastique, ouvert ou fermé.
Bien siir elle est trés petite {environ 107 m), et
vue de notre échelle, elle ressemble 4 un point. Mais
mathématiquement, c'est un objet 4 une dimension.
Et on n’a plus besoin d’étiqueite, puisque, comme
une corde d'instrument, elle peut vibrer en produisant
différentes notes, qui nous donnemt différentes parti-
cules. C’est la base de )a théorie des cordes.

Reproduire les particules, c’est bien, mais ¢a ne veut
rien dire si I’'on ne reproduit pas les interactions, Et cela,
en théorie quantique des champs, signifie reproduire les
bosons vecteurs qui la transportent. Ce sont le photon
de P’électromagnétisme (champ de jauge U(1)), les trois
bosons W<, Z; de Pinteraction faible {champs de jauge
SU(2)) et les huit gluons de I'interaction forte (champs
de jauge SU(3)). Sans oublier le graviton qui propage
la gravitation.

Clest ce graviton qui rend la métrique de la Relativité
Générale dynamique, 3 partir de la métrique plate de
Minkowski. Et ils sont bien sfir présents en théorie des
cordes : ce sont les modes de basse énergie des cordes
fermées. Etant fermées, celles-ci n'ont pas d’extrémités
libres pour s’accrocher quelque part, contrairement
aux cordes ouvertes comme nous le verrons bientdt,
et peuvent baigner tout l'espace-temps. Mais si 'on
regarde mieux ces cordes fermées, on g’aper¢oit que
le mode de basse énergie est en fait une matrice
compléte : sa partie symétrique g, est la métrique de
Tespace-temps, et sa partie antisymétrique B, joue le
role d'un champ électromagnétique de fond. Ainsi, la
gravitation est naturellement incluse dans les théories
de cordes. Nous reparlerons de Pimportance du champ
Byu 3 la section 3.

Avant d’expliquer comment obtenir des théories de
jauge avec des cordes, faisons encore denx remarques
générales, qui justifient l'intérét que l'on porte & la
théorie des cordes.

La premiére tient du vocabulaire : il faudrait chaque fois
entendre “supercorde” et non “corde”, signe que ces ob-
jets sont supersymétriques. Le modele plus simple des
cordes bosoniques, non supersymétriques, 8’il offre un
réel intérét. pédagogique, est entaché de difficultés que
Pon ne sait pas résoudre. Qu plutdt, c'est en voulant les
résoudre que Pon a introduit la sepersymétrie.

Ma deuxitme remargue tient aux divergences de théories
des champs, qui conduisent & la renormalisation. Ces
divergences apparaissent dans les diagrammes de Feyn-
mann principalement A cause de la localité des interac-
tions : les vertex sont les points d'intersection de plu-
sieurs segments, qui conduisent dans le caleul & la pml-
tiplication de fonctions § au méme point, ce qui est
mathématiquement mal défini. A ce probléme, la théorie
des cordes apporte une solution élégante, comparable &
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ce que font les bogons intermédiaires pour les interac-
tions de Fermi, La zone d’interaction est étalée, tout
en conservant la covariance d'espace-temps, puisque ce
sont des cordes, et plus des points, qui interagissent.
Ainsi, les diagrammes de Feynmann deviennent des
tuyauteries de plombier, qui sont lisses partout, et qui
se comportent beaucoup mieux mathématiquement. Le
développement perturbatif devient par la méme occa-
sion un développement topologique.

2.2 La terre des Dragons

Une fois que l'on a remplacé les objets ponctuels par
des objets 4 une dimension, pourquoi s’arréter? En
fait, il n'y a méme pas besoin de rajouter suire chose,
la théorie contient déja des objets & deux, trois... di-
mensions, comme des petites feuilles, ou des bulles de
savon : on les appelle des p-branes (membranes & p+1
dimensions). D'autre part, la théorie a besoin de dix
dimensions pour exister, neuf d’espace et une de temps,
done il y & de la place pour ces branes.

Pour é&tre honnéte, il ne s'agit pas d’une seule théorie,
mais de cing, avec des noms hizarres (de type I, TIA,
1IB, Hétérotiques Eg x Fg et 80(32)). C'est triste pour
la théorie ultime de F'univers d’exister en cinq versions
différentes | Heureusement, on s’est apercu en 1995, que
ces cing théories étaient en fait cing morceaux d’un
méme objet, vu par cinq petits trous différents, cing
secteurs perturbatifs d’une seule théorie : la théorie
M. On ne sait pas grand chose sur elle, elle reste donc
encore Mystérieuse, mais il semble qu’elle ait bescin de
onze dimensions pour &tre & son aise. . .

Revenons sur les branes, puisque ces objets sont les ob-
jets dynamiques fondamentaux qu'il faut comprendre.
D’autant plus qu’elles vont nous permettre de parler
des théories de jauge, que nous avions oubliées jusqu’ici.
Dire que les branes sont dynamiques, ¢a veut dire que,
comme les cordes dont nous sommes partis, elles peuvent
se déplacer et vibrer. Leurs modes de vibration sont
décrite par différents champs qui vivent sur sa surface,
et qui peuvent s’interpréter cormme des degrés de liberté
de particules. Par exemple, le premier mode de vibra-
tion d’une brane, seule dans 'espace, peut étre décrit par
des cordes ouvertes, dont les extrémités sont attachées
sur la brane. A leur tour, ces cordes ouvertes peuvent
étre interprétées comme des photons, autrement dit un
champ de jauge U(1). Compliquons maintenant un peu
I'image, et imaginons N branes empilées, comme un
tas de feuilles de papier. Les cordes ouvertes peuvent
maintenant fixer leur extrémités sur plusieurs surfaces,
et elles ne e privent pas. De nouveaux modes appa-
raissent donc sous la formes de petites cordes reliant
entre elles deux branes différentes. Si ces branes sont
éloignées d’une distance d, alors ces modes sont mas-
gifs. Mais si les branes coincident, alors ces modes sont

145

de masse .nu.lle, comme le photon de tout-a-1"heure, et
forment tous ensemble une théorie de jauge U(N) non
abélienne.

3 Une pincée de géométrie non-
commutative

La question que je me suis posée jusqu’s présent com-
mence comme cela : que se passe-t-il lorsque l'on ap-
proche un aimant d'une brane? Une brane, ¢a pour-
rait trés bien &tre notre univers, & 3+1 dimensions.
La réponse, c’est que ses coordonnées ne commutent
plus : zy 3 yzr. D&a qu'il était courbe depuis la re-
lativité générale, 'eapace-temps est maintenant devenu
non-commutatif! Cependant, il y a toujours un photon
(et plus généralement des théories de jauge), mais beau-
coup plus compliqué que le photon ordinaire dont on a
I’habitude. Il y a quand méme une astuce : ils sont reliéa
par une transformation, compliquée, la transformation
de Seiberg-Witten[2]. Ce que j’essaie de faire, c'est trou-
ver la formule explicite de cette transformation{3].

3.1 Des dimensions non-commutatives

Soyons plus précis. Pour ne pas confondre avec les
groupes de jauge non abéliens, ol les objets ne com-
mutent pas parce que ce sont des matrices, on parle,
lorsque les coordonnées de P'espace-temps ne commutent
pas, de non-commutatif. Un moyen simple pour obtenir
une telle propriété est de modifier le produit que 'on
utilise pour multiplier les fonctions. Si f et g sont deux
fonctions de z#, on définit leur star-produit par

ey
f*g = fe%ﬁﬂepoaag

= 9+ (0,) 0 (9,9) +0(6?)

oli 677 est constant : c'est le paramdtre de non-
commutativité. En effet, si I'on prend pour f et g les
fonctions coordonnées

[a* * 2*] = 2% o 2* — 2¥ % TF = i@

Ainsi, au lieu de coordonnées bizarres, on a une
multiplication bizarre, ce qui est quand méme moins
choguant.

Revenons alors au probléme de Ia brane plongée dans un
champ B,,,, (’aimant}. Plus précisément, c'est une brane
ordinaire {ses coordonnées commutent : § = 0), avec le
champ de fond g + B (ol g est la métrique}. La trans-
formation de Seiberg-Witten nous dit alors que cette
situation est quivalente & une autre situation, dans la-
quelle la brane a pour parametre de non-commutativité
8, et est plongée dans le champ de fond g + B, pourvu

{ue 1 1
0+ ——=0+——=
g+B g+ B
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Si 'on considére que l'on préfére travailler lorsque le
champ B est nul, il suffit de choisir B = 0, mais alors,
0 ne sera pas nul, et les coordonnées sur la brane ne
commutent plus.

3.2 Le photon non-commutatif

On dispose ainsi d'une infinité de descriptions
équivalentes, gui nous permettent de choisir le point de
vue que l'on préfere. Mais changer de point de vue, ¢a ne
sert que si Pon ssit encore calculer dans la nouvelle des-
cription. En particulier, qu'en est-il du champ de jauge
V(1), qui vivait sur la brane ordinaire, notre photon
A, 7 Est-il lui aussi transformé ? La réponse est oui, et
d’une tr3s jolie manidre, puisqu’il ressemble désormais
beaucoup & une théorie de jauge non abélienne : le pho-
ton est devenu une sorte de gluon. En effet, le champ
électromagnétique s’écrit maintenant

By, =0,A, - 8,4, —ilA, 1 A)]
et de méme pour la transformation de jauge
§4, = 8, A+i[ArA
6, A B,

Cette ressemblance va plus loin, puisque dans certains
cas, que nous ne préciserons pas ici, cette théorie est
réellement équivalente & une théorie U(N). C'est ce que
I'on appelle 'équivalence de Morita.

Continuons encore un peu avec notre photon non-
commutatif, pour préciger quelle est la transformation
qui le lie au photon ordinaire, en faisant des cousins qui,
g’ils ont Vair éloignés, n’en sont pas moins équivalents,
Cette transformation s'appeile toujours transforma-
tion de Seiberg-Witten. Au paragraphe précédent, nous
avions vu son action sur le champ de fond, tandis que
gon action sur la théorie de jauge peut &tre résumée par
le diagramme suivant

L]
A, — A, 464,
o  §A,=4bA,

i, A, +84,

ol le champ A, est une fonction du photon ordinaire
A, (et du paramétre @), et se transforme donc sous la
transformation de jauge ordinaire §. Cette équation,
dite “de Seiberg-Witten”, peut &tre résolue ordre par
ordre en §. Elle signifie que les orbites de jauge des deux
théories sont les mémes, bien que leurs transformations
soient tréa différentes. J'insiste cependani sur le fait
que les solutions ne sont pas linéaires, loin de 13, ce qui
explique gqu’une théorie “simple”, celle du photon, soit
transformée en une théorie bien plus compliquée, celle
des gluons.
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Pour finir, voyons & quoi peut ressembler la solution de
cea équations, cest-a-dire & quoi ressemble A, lorsque
I'on connait A, Je ne dennerai ici que la solution simple
lorsque A, est une pure jauge (F),, = 0). On peut alors
écrire

A=ig 'dg

ot g = ¢~ ** est un élément du groupe de jauge. A cet
élément, on peut faire correspondre § = {(xe)™**, oil tous
les produits dans le développement de Pexporentielle
sont des star-produits. On a alors simplement

A=iftxdj

Si les formules, dans un cas plus général, pouvaient res-
sembler & celles-ci, tont irait pour le mieux dans le
meilleur des mondes possibles. D’autant plus que les
équations se résolvent ordre par ordre en 8, et rien n'as-
sure que les solutions puissent ensuite &tre mises sous
une telle forme non perturbative. D’ailleurs, en général,
elles ne le sont pas. Pire, pouvoir &tre résolues ne signi-
fie pas que 'on dispose effectivement des solutions. C'est
pour toutes ces raisons que j'ai présentées les formules
ci-dessus comme simples.

4 Conclusion

Il y aurait de nombreuses choses & dire encore, et il reste
beaucoup de questions. En particulier pour comprendre
& quoi tout cela peut bien servir. Une des raisons com-
pliquées est que ces théories non-commutatives peuvent
parfois &tre relides & des théories ordinaires, mais avec un
groupe de jauge différent. Les comprendre est une autre
manidre de comprendre, par exemple, la dynamique d'un
paquet de branes. En quelque sorte, plusieurs branes
empilées, ¢’est pareil qu’une certsine brane, toute seule,
wais non-commutative.

Je citerai une deuxi®me raison, peut-&tre personnelle,
mais qui & le mérite d’étre plus simple. Comme je I'ai
dit, la non-commutativité provient du champ de fond
By, qui est la partie antisymétrique d’une certaine ma-
trice, dont 1’autre partie, symétrique, est bien connue et
a de trds profondes conséquences : ¢'est la métrique g,,,..
Quoi de plus naturel alors que d'étudier sa petite sceur.
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