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Chapitre 1
Perspective épistémologique

On décrit généralement le mouvement d’un fluide « simple » par I’équation de Navier-
Stokes, connue depuis 1823, et qui prend la forme

Vp+vAT+ f
0

8% + 5.V T
v.

(1.1)

11
I

ol ¥ est le champ de vitesse du fluide, p est la pression, v est la viscosité cinématique et f
est un éventuel terme de forgage [11]. Un fluide vérifiant la deuxidme équation est appelé
incompressible, et s’il vérifie en plus la premiére, on le dit Newtonien. Ce systéme
donne une description adéquate de I'écoulement de fluides tels que I’eau ou I'air, pourvu
que la vitesse de 1'écoulement reste trés inférieure 4 la vitesse de propagation du son
dans le milieu.

Bien avant que ces équations ne soient écrites, par la simple observation, on remarqua
certaines propriétés des écoulements rapides, torrentiels, qui semblaient universelles.
Tandis qu’un écoulement lent donne 'impression d’avoir une certaine structure spatiale
et temporelle, un écoulement trés rapide ressemble & un enchevétrement de tourbillons
transitoires. Un tel écoulement est appelé turbulent. Ce mot vient du latin turba:
agitation d’une foule nombreuse, venant lui-méme du grec tOpfBy signifiant tumulte,
désordre. Le mot turbulence pour désigner ’ensemble des phénoménes associés 4 un
écoulement turbulent ne fut introduit que tardivement, en 1935 en frangais, en 1895 en
anglais.

L’équation de Navier-Stokes présente une symétrie de transformation d’échelle, liée
au fait que Pon peut exprimer le temps et les distances en des unités arbitraires. Si on
considére un écoulement dans un récipient de taille L et avec vitesse typique v, alors
le seul paramétre adimensionné que 'on puisse définir est le nombre de Reynolds
Re = {“}3 La turbulence développée correspond alors & la limite Re — oo.

C’est avec I’étude des transitions de phase et des phénoménes critiques (et aussi
la théorie quantique des champs) que la notion de point critique est apparue. En
général quand un systéme est & un point critique, différentes fonctions statistiques du
systéme (e.g. auto-corrélation de spins) vérifient des lois d’&chelle caractéristiques de
ce point critique. On pense que le point Re™! = 0 est un point critique du systéme décrit
pas I’équation de Navier-Stokes, et on cherche généralement & décrire les lois d’échelle
a ce point, par exemple pour 'auto-corrélation du champ de vitesse. Le seul résultat
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quantitatif et rigoureux en la matiére est la loi des § de Kolmogorov, qu'il établit et
prouva en 1941.

On peut énoncer ce théoréme ainsi (d’aprés Frisch [27]): Dans la limite Re — oo, la
fonction de structure longitudinale d’ordre trois du champ de vitesse d’un écoulement
turbulent homogéne isotrope, prise pour des séparations £ trés petites devant 1’échelle in-
tégrale de I'écoulement, peut &tre exprimée en fonction du taux moyen £ de la dissipation
d’énergie par unité de volume (supposé fini non nul), comme

(6017 8)%) = —<t

Dans son célébre article [36] datant de 1941, Kolmogorov conjectura que la fonction
de structure longitudinale d’ordre n € N quelconque se comporte comme £*3. Trés
vite Landau objecta que ceci n’est possible que si le taux de dissipation de I’énergie ne
fluctue pas, hypothése improbable. De fait, Landau conjectura !'intermittence spatiale
des champs de vitesse turbulents. On appelle dans ce contexte intermittence le fait
que les exposants pour les fonctions de structure d’ordre n de la vitesse ne varient pas
linéairement avec n. Ceci implique tout de suite que le champ de vitesse ne saurait &tre
Gaussien, et que ’écart par rapport au comportement gaussien augmente forcément
quand on va vers les petites échelles. En particulier la platitude et les hyper-platitudes
d’ordre supérieur de la statistique des incréments de vitesse augmentent indéfiniment
quand la séparation tend vers 0. Certains auteurs appellent ce dernier phénomeéne en soi
intermittence.

Dés lors, un long effort commenca pour prouver, soit théoriquement, soit expérimen-
talement, ou encore par simulation numérique, I'intermittence des écoulements turbu-
lents (précisément: I'intermittence des incréments de vitesse pour des séparations dans
le domaine inertiel (cf. Sect. 2.2)). La tache s’avéra trés difficile, pour les trois approches.
Le consensus ne se dégagea que lentement & partir des années 70 et dans les années 80,
d’abord dans des expériences [9, 4] puis des simulations numériques [33]. L’approche
théorique, quant A elle, avait de la peine & parvenir 3 trancher la question.

Pour développer la théorie d'un probléme difficile, souvent on commence par étudier
des modéles plus élémentaires. On essaie alors de voir si on retrouve, au moins quali-
tativement, certains aspects que 'on aimerait prouver sur le systéme plus compliqué.
C’est en partie dans une telle perspective que Kraichnan introduisit en 1968 {37} son
fameux modéle d’advection passive par un champ de vitesse stochastique bruit blanc
gaussien en temps.

C’est dans le cadre de ce modéle que l'on réussit pour la premiére fois [30, 52, 20]
a prouver rigoureusement ’apparition d’intermittence, notamment pour la fonction de
structure de la quantité advectée. On peut y voir un premier pas vers la démonstration
de I'intermittence du champ de vitesse turbulent.

La trés grande simplification des ces modéles par rapport & Navier-Stokes vient du
fait qu’on se raméne & des processus stochastiques 4 incréments indépendants. L’in-
termittence est pergue comme un comportement non-trivial du systéme et on s'attend
donc, intuitivement, que sa présence dans le modéle simplifié augure bien quant & sa
présence dans le systéme plus compliqué qu’est Navier-Stokes. 11 faut reconnaitre cepen-
dant que personne n’a encore réussi & transposer les méthodes — ni méme les idées, de
fagon efficace, — développées dans le cadre du modéle de Kraichnan, au probléme de la
turbulence développée dans les systémes évoluant selon Navier-Stokes.



Indépendamment de son role de modéle simplifié de Navier-Stokes, ’étude de I'ad-
vection passive présente un intérét en soi. En effet, de nombreux phénoménes physiques,
tel advection d'un polluant dans I’air ou des algues sur la surface de 'océan, ou encore
dans une certaine approximation des grains de sable par le vent ou l'ean, et aussi ’ad-
vection d’un champ magnétique faible au sein d'un liquide ou plasma conducteur, sont
des cas d’advection passive. Certes, méme pour les problémes d’advection passive on
travaillera avec des champs de vitesse simplifiés plutdt qu’avec celui issu directement de
la solution de Navier-Stokes. La encore, il s’agit d’un premier pas vers la compréhension
de l'intermittence des quantités passivement advectées. Dans le modéle de Kraichnan
de I’advection passive 'origine de l'intermittence semble étre bien compris, aussi bien
pour des quantités scalaires (température, densité) que vectorielles (champ magnétique,
gradient de scalaire). Quant aux champs de vitesse plus réalistes en fait les expériences
et simulations numériques révélent que la statistique d’un scalaire passivement advecté
est bien plus intermittente que celle du champ de vitesse advectant. Remarquons que
c’est déja le cas pour le modéle de Kraichnan ot le champ de vitesse est Gaussien. On a
la méme situation dans le cas de la turbulence bi-dimensionnelle ot le champ de vitesse
n’est pas intermittent alors que le scalaire advecté 1’est [18], et pour la turbulence 3D
le scalaire passif est bien plus intermittent que le champ de vitesse [5, 44]. Grace aux
idées développées pour les modéles simplifiés on commence de nos jours 4 comprendre
la situation générale [6, 19].

Notre fil conducteur sera 1’étude de ’advection passive dans des champs de vitesse
stochastiques. On abordera de nombreuses variantes. Le champ advecté pourra étre
scalaire ou vectoriel, forcé ou libre. Le champ advectant pourra étre lisse ou rugueuse,
bruit blanc en temps ou au contraire corrélé.
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Chapitre 2

Phénoménologie élémentaire de la
turbulence

Cette introduction a pour but de définir les concepts élémentaires de la théorie de
la turbulence, auxquels on aura recours par la suite (cf. [27] pour une présentation
extensive ou [14] plus proche de nos préoccupations). On les présente dans le cadre
usuel d’un écoulement vérifiant I’équation de Navier-Stokes (1.1) en 3 dimensions. Il
faut souligner qu’il s’agit 14 vraiment de phénoménologie, donc plutdét d’observations
approximatives et d’images parlant & 1’esprit, généralement admises ou utilisées, par
opposition & des résultats rigoureusement établis ou vérifiés.

Pour fixer les idées, nous supposons que ’écoulement est confiné spatialement & un
domaine A, par exemple un récipient, et qu’il est entretenu par un dispositif mécanique
qui agite le fluide & grande échelle, par exemple une turbine ou une grille que 1’on déplace
dans le fluide.

2.1 Bilan énergétique

Partant de (1.1) on peut écrire le bilan énergétique de I'éconlement

Btﬁéqﬂ=Lﬁﬁ-{-[\vﬁ.Aﬁ:/Af.ﬁ'—u[&(ﬁ@’).(ﬁﬁ‘)

exprimant le fait que 1’énergie est apportée par le terme d’injection f et dissipée par
le terme de viscosité ¥Ad (en particulier on néglige les effets de frottement sur la pa-
roi). Introduisant les notations E(t) = [ 3#(7t)%d7, I(t) = [ f(7t).8(Ft)dF et D(t) =
v [(V#(Ft))2d7, on a 8E(t) = I(t) — D(t).

Si Pon maintient 1’écoulement dans un régime stationnaire, ce qui reviendrait dans la
pratique par exemple & faire tourner la turbine ou déplacer le réseau 4 vitesse constante,
alors I’énergie totale de I’écoulement se stabilisera autour d’une valeur finie Ey. Une
définition formelle possible de ce fait est

1 T
li — Etydt = F,
f;on ®) 0

mais en toute rigueur on ne sait pas si la limite est bien définie et on pourrait imaginer
d’autres définitions inéquivalentes. Il ne s’agit ni d’un théoréme démontré (en fait méme



12 Phénoménologie élémentaire de la turbulence

I'existence de la solution de (1.1) est un probléme ouvert) ni vraiment d’une constata-
tion expérimentale (on ne peut pas mesurer le champ de vitesse avec suffisamment de
résolution spatio-temporelle pour avoir une approximation fiable de I'intégrale, d’autant
plus qu’on manque de théorie sur les singularités éventuelles de ¥), juste d’une hypothése
usuelle « fondée sur I'observation ». De plus il est généralement admis que si le taux
d’injection d’énergie est maintenue constante tandis que v — 0, alors E, tend vers une
limite finie. On parle d’anomalie dissipative.

On définit le taux moyen d’injection d’énergie ¢; et le taux moyen de dissi-
pation d’énergie £;4 de maniére semblable & Ey & partir de I(t) et D(t) & la place de
E(t). On a alors €; = g4 et on écrira simplement ¢ pour la valeur commune.

2.2 FEchelles

Le forgage de l’ecoulement par notre dispositif mécanique d’entrainement apparait
dans (1.1) comme le terme _f Il agit & une échelle caractéristique £;, appelée &chelle
d’injection (d’énergie) ou échelle intégrale, qui serait typiquement la taille de la tur-
bme ou I'interstice du réseau. Dans l’espace de Fourler cela se voit comme concentration
de f(k) autour des vecteurs d’onde ¥ tels que |&| ~ ki =2m/¢;.

La dissipation d’énergie résulte du terme de viscosité vA#. Il y a manifestement deux
paramétres dimensionnels qui interviennent dans cette dissipation, notamment le taux
moyen de dissipation ¢ et la viscosité v. Le premier a une dimension de "12 et le second L?z
La seule combinaison des deux qui soit une longueur est £, = (13/£)'/4, appelée &chelle
dissipative ou échelle de Kolmogorov. Dans la mesure oft I’on peut supposer que la
contribution principale a4 D(t) vient de cette échelle, on voit que le nombre de Reynolds
a. cette échelle est justement de l'ordre de 1.

Les échelles se situant entre I'échelle d'injection £5 et 1’échelle de dissipation ¢, sont
appelées collectivement le domaine inertiel. A ces échelles, ni I'injection d’énergie ni
la dissipation visqueuse ne se font directement sentir.

2.3 Cascade

L'image généralement donnée du domaine inertiel est la cascade de Richardson
[47]. Dans son livre Richardson parle de vortexes de toutes les échelles. Les vortexes d’une
certaine échelle sont transportés sans déformation par les vortexes beaucoup plus grands
et transportent sans déformer les vortexes beaucoup plus petits. Seuls des vortexes de
tailles comparables peuvent interagir entre eux non-trivialement et transférer de énergie
entre échelles. Il en résulte une image oit I'énergie cascade des vortexes plus grands vers
les plus petits, d’échelle en échelle, de proche en proche. Le flux moyen d’énergie a
travers les échelles est bien sir le méme que le taux moyen d’injection et de dissipation,
ie. e.

On peut effectuer une analyse dimensionnelle pour la densité spectrale de ’énergie

E(k) = dE.(k) /dk (ot E(k) est Pénergie contenue dans les modes Fourier |%| < k) qui
est de dimension %‘:—f En supposant que la densité spectrale de 1’énergie ne dépend que
de l'échelle £ = 2xr/k et du flux moyen d’énergie € (alors que, a priori, il faudrait faire
intervenir les fluctuations aussi du flux, qui pourraient dépendre du mode d’injection de
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I’énergie, en particulier de 1’échelle d’injection £;), on a alors E{k) = £%/3k~5/3, qui est
souvent appelé le spectre de Kolmogorov de la cascade de Richardson.

L’image de cascade peut étre appliquée & d’autres quantités que 1’énergie de I'écoule-
ment, telles I'enstrophie de ’écoulement ou bien ’énergie d’un scalaire passif transporté
ou encore 1'énergie magnétique d’'un écoulement MHD. Dans le cas du scalaire passif,
I’analogue du spectre de Kolmogorov est le spectre de Kolmogorov-Obukhov-Corrsin
{45, 22]. Ce dernier s’obtient également par analyse dimensionnelle. Les paramétres
pouvant a priori intervenir sont les paramétres de 1’écoulement &,,L,,v (respectivement
taux d’injection d’énergie par le forcage du champ de vitesse, échelle de ce forcage, vis-
cosité cinématique du fluide), les paramétres du scalaire gq,Lg,4 (respectivement taux
d’injection d’énergie par le forgage du champ de scalaire, échelle de ce forgage, coeffi-
cient de diffusion du scalaire), et échelle £ & laquelle on se place. En 3D on a anomalie
dissipative pour le champ de vitesse donc v peut &tre prise nulle et n’interviendra pas
dans ’analyse dimensionnelle. On admet également ’anomalie dissipative pour I’énergie
du scalaire, ce qui élimine . En outre 'approche de type Kolmogorov suppose que les
échelles d’injection d’énergie dans le champ de vitesse L, et dans le scalaire Ly peuvent
tendre vers l'infini et que la théorie 4 1’échelle £ fixée aura une limite finie. On élimine
donc L, et Lg. Il nous reste alors £,,64,f, de dimension %,%2 et L respectivement. La
fonction de structure d’ordre N du scalaire est de dimension V. La seule combinaison
de €,,£5,£ qui soit de la bonne dimension est (g4e, 132/ 8YN/2, Quant au spectre d’énergie
du scalaire, E(k) étant de dimension 2L, on obtient Eg(k) = eoey -/ k=5/3,

Quand le transfert de la quantité en question se fait des échelles plus grandes vers
les échelles plus petites, on parle de cascade directe. Il arrive cependant pour cer-
taines quantités dans certaines situations que le transfert se fasse en sens inverse, i.e.
des échelles plus petites vers les échelles plus grandes. Ce processus est appelé cascade
inverse. Des exemple de cascade inverse sont donnés par I’énergie dans un écoulement
bi-dimensionnel vérifiant (1.1) ou encore par 'énergie d’un scalaire passif dans un écoule-
ment fortement compressible. Dans le cas d’une cascade inverse, soit il y & un mécanisme
de dissipation & grande échelle (par exemple frottement avec le bord pour un écoulement
2D) soit, ’énergie s’accumule dans les modes de plus grande échelle et il n’y a pas d’état
stationnaire du sytéme.

2.4 Trajectoires Lagrangiennes

Puisque les petites structures de 1’écoulement sont transportées par les grandes,
il est souvent plus intéressant d’étudier non pas le mouvement absolu des particules
fluides mais plutdt leur mouvement relatif. L'effet des grandes échelles se réduit alors,
en premiére approximation, 4 un changement de référentiel.

La différence entre les approches Lagrangienne et Eulérienne réside en outre dans les
formalismes utilisés. Tandis que dans 'approche Eulérienne on travaille avec des équa-
tions aux dérivées partielles (EDP), approche Lagrangienne est intrinséquement plus
prés du point de vue de processus stochastiques. Tout comme en théorie des probabilités,
les deux approches, bien qu’équivalentes, permettent souvent d’avoir des compréhensions
complémentaires du probléme et c’est tantdot 'une tantét I'autre qui s’avére plus fruc-
tueuse.

Notons ici encore une particularité des écoulements turbulents qui concerne la sé-
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paration de deux particules Lagrangiennes, c’est-a-dire la dispersion Lagrangienne,
dans le domaine inertiel. Richardson observe [48] la séparation p(t) de deux ballons dans
une atmosphére agitée. Il trouve expérimentalement que p?(t) augmente avec le temps ¢
comme t? soit que v(p) = d(p?(t))/dt o p** ot v(p) apparait comme un coefficient de
diffusion effectif & ’échelle p. On peut retrouver ce résultat encore par 1’analyse dimen-
sionnelle. A partir d’un flux d’énergie ¢ et d’une distance p la seule combinaison ayant la
dimension d’un coeficient de diffusion est ¥(p) = (p*c)'/3. Ce qui est remarquable c’est
que les deux trajectoires se séparent en loi de puissance du temps, et par conséquent
deux trajectoires initialement arbitrairement proches (on suppose Re = oo et plus parti-
culiérement ¢, = 0, sinon il faut que la séparation reste supérieure & ’échelle visqueuse)
seront néanmoins séparées par une distance d’ordre 1 en un temps qui reste fini quand
la séparation initiale tend vers 0. Ce comportement des trajectoires, caractéristique (du
domaine inertiel} des écoulements turbulents est appelé séparation explosive des tra-
Jectoires. Ceci est qualitativement différent de la situation pour les systémes dynamiques
chaotiques, ot la séparation est exponentielle donc deux trajectoires infiniment proches
mettront infiniment longtemps & se séparer.

2.5 Intermittence

L’intermittence, au niveau phénoménologique, est le fait de constater des événements
rares de grande intensité aux petites échelles. Sur une définition plus rigoureuse et/ou
formelle les avis divergent et I'on en rencontre dans la littérature un peu selon le gofit
de chacun.

En général on convient que les événements rares de grande intensité doivent étre de
plus en plus « marqués » quand on va vers les petites échelles. Les définitions les plus
simples diraient par exemple qu’une famille de variables aléatoires (centrées pour faire

simple) (X (r))rer, est intermittente si la kurtosis %%é tend vers l'infini quand » — 0.

On peut réécrire ceci comme
X(r)? 12 e
(X(r)A] [ ro

ce qui dit que la variance de la variable « réduite » %%:— devient trés grande aux petits
r, en gros elle aura tendance & prendre des valeurs de pius en plus grandes aux petites
échelles. Donc X (r)? prendra des valeurs de plus en plus écartées de sa valeur moyenne
(X(r)2).

On peut donner une définition plus fine dans le cas oit pour tout r la variable aléatoire
X (r) est positive et tous ses moments d’ordre positif existent et de plus (X (r)") ~ rén,
On observe d’abord que &, est une fonction concave de n. Ceci découle de 'inégalité de

Holder (ab) < (ap)%(aq)% valable pour des variables aléatoires positives a,b et des réels

m

p,q > 0 tels que £ + % = 1, appliquée avec a = X(r)»,b= X(r)7. On a

R~ (X(r)FX()T) < (XE))F (X()™)F ~ réetion

Ceci étant valable quand r — 0 on en déduit €%+-'f,‘— > ;1){;‘,, + ‘—llﬁm, signifiant que &, est
concave en n. A remarquer aussi que £ = 0. On dira alors que la famille (X(r))rer,
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est intermittente si &, n’est pas linéaire. Notons que si X(r) est Gaussienne pour tout r
alors elle ne peut pas étre intermittente car (X (r)*") = (2n — (X (r)?)" pour r € N,
impliquant la linéarité de §,, — compte tenue de sa concavité, — pour tout n € R,.
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Chapitre 3

Advection passive dans le modéle de
Kraichnan

En 1968 Kraichnan introduisit [37], dans le but d’étudier ’advection d’un scalaire
passif par un écoulement turbulent, un modéle simplifié, devenu connu depuis sous le nom
de modéle de Kraichnan. La méme année, indépendamment de Kraichnan, Kazantsev
introduisit un modéle identique [35] pour des champs magnétiques passifs, sans doute
motivé par ses études sur le dynamo astrophysique.

Le modéle d’advection turbulente de Kraichnan a deux propriétés fondamentales.
D’une part le champ de vitesse advectant est pris bruit blanc Gaussien en temps. L’hy-
pothése de Gaussienneté est importante (Majda [42] traite le cas d’un bruit décorrélé
en temps, mais Poissonien au lieu de Gaussien, conduisant 4 un opérateur d’évolution
pseudo-différentiel pour le scalaire). D’autre part la statistique du champ de vitesse est
donnée indépendamment {de fagon a priori) de la quantité advectée.

Kraichnan et Kazantsev remarquérent tous les deux que le modéle était soluble
exactement, au sens ol les fonctions 4 N points du scalaire passif satisfaisaient & un
systéme d’équations fermé.

3.1 Evolution des corrélateurs d’un champ passif

Une quantité tensorielle T (scalaire, vecteur, gradient ou tenseur d’ordre supérieur),
advectée passivement (i.e. ¥ est donné indépendamment de T') par le flot du champ de
vitesse ¥, en I'absence de diffusion (pour T'), vérifie une équation de transport que ’'on
peut écrire schématiquement

8T = DyT (3.1)

oll Dy est un opérateur différentiel dépendant linéairement (pas affinel) de ¢. En parti-
culier si on suppose ¥ de moyenne nulle, on aura {(Dg) = 0, ou (-} signifie, ici et dans
la suite, la moyenne par rapport i la statistique du champ de vitesse. On supposera en
général — sauf mention du contraire — que {#(7,t)) = 0 pour tout point 7 et tout instant
t. Pour des exemples concrets de Dy cf. Sect. 3.2, 3.3.

On verra dans la Section 3.6 qu’en passant & la limite oli ¥ est Gaussien delta-corrélé
en temps, (3.1) est & prendre au sens de Stratonovitch, méme si la statistique de T n'est
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pas réversible dans le temps! La, forme Ité correspondante est

. 1
BtT = DgT + E(Dg o Dt')') T (3.2)

ol {-)_ signifie la moyenne sur ¥ & temps égaux pour les deux occurences de 7, et divisé
par le terme §(0) par rapport & (-) (en langage mathématique c'est le processus de
variation quadratique de la martingale sous-jacente); et o ne signifie pas le produit de
Stratonovitch mais la composition des opérateurs différentiels (o est non commutatif).
Cette formule peut &tre aisément vue pour le cas oit T n’est pas un champ (cas de
dimension infinie) mais juste un vecteur (cas de dimension finie).

Les puissances tensorielles du champ T vérifient aussi une équation analogue & (3.1).
Si on note T®V(ry,... . ry;t) = T(r1;t) ® ... ® T(ry;t), alors

aTeN = pMTeN

oll Dé.N) =N D" avec D} étant Dy agissant sur le n'*™® élément du produit tensoriel
T®N_ La aussi la formule est & prendre en interprétation Stratonovitch pour un champ
delta-corrélé en temps. La forme It6 correspondante est, comme ci-dessus

8,78 = pMTeN | %(DéN) o D{V)_T®V

ce qui donne, pour les corrélateurs, & cause de I'indépendance de ¥ par rapport aux T
antérieurs 1

BUTN) = (DV)T™N) + 5(DF" o DFY)_(T2%)

] rl rl N » + —
Puisqu’en général on suppose # de moyenne nulle et que 'D,fT ) est linéaire en 7, on a

(D,(TN)) = 0, et le premier terme disparait. Utilisant le fait que pour n # m les opérateurs
D3 et D commutent puisqu’ils ne s’appliquent pas & la méme copie de T, on peut encore
écrire

T™) = My(T) = |5 3 (DIDPL+5 Y DpoDi.| (T (33)

1<n#m<N 1<n<N

Ceci aurait pu aussi étre obtenu directement de (3.2) par la formule d’Itd. La formule
(3.3) définit I'opérateur d’évolution My de la fonction & N points de T, et on constate
que cet opérateur d’évolution est un opérateur aux dérivées partielles d’ordre 2. De plus
Péquation d’évolution (3.3) ne fait intervenir que la fonction & N points de T, elle a une
forme fermée. Ce sont bien 14 les grands avantages du modéle de Kraichnan.

Le cas forcé peut étre traité de maniére semblable. On suppose le forgage bruit blanc
Gaussien, indépendant du champ de vitesse, de covariance (f ® f)_ = x. Avec le terme
de forgage (3.1) devient 8,1 = DyT + f et (3.2) s’écrit alors

1
;T = DyT + —2-<Dg o] D{;LT +f
On doit appliquer la formule d'Ité pour obtenir

N
oY =DYTON + 3" TENY(R, 8 By) f(Ry)

n=1

1 o o .
+ MyT®V + 3 > TR, Ry )x(Ba R

I<n#m<N
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Dans le cas ot ¥ et f sont centrés, il reste, pour la moyenne de T®

BUT™) = My(T=) + 2 37 (TN 2Ry, 2, B (B o)

1<n#m<N

On voit alors que, aussi dans le cas ot la champ scalaire est forcé par un terme en bruit
blanc Gaussien en temps, indépendant du champ de vitesse et du scalaire, 1’équation
d’évolution de la fonction & N points du scalaire est une équation aux dérivées partielles
d’ordre 2 dans la variable spatiale (et d’ordre 1 dans la variable temps) et ne fait in-
tervenir que les fonctions &4 N et & N — 2 points du scalaire, conduisant encore & un
systéme fermé.

3.2 Exemple 1: Le scalaire passif

Commengons par un exemple simple. Le scalaire passif 8 vérifie I'équation d’évolution
00 = Dyt avec Dy = —v,0,:
8t6 = _Uaaae (3-4)

Pour m # n on a simplement
(DFDF ). = (0a(Tn)vs(Tm))-0rg0,8

Nous supposerons dorénavant la statistique du champ de vitesse invariante par transla-
tion, de sorte qu’on peut écrire

—,

{Va(T0)vs(Tm))- = Dap(Tn — Tm) = Dap(0) — dap(n — )
ou Dy, et dog sont définis par cette formule méme. Nous avons alors
(D5DF)_ = [Dag(0) — das(Tn — 7m)|0rgOig
D’autre part pour n donné (pas de sommation!)
(D Dy)- = (va(Fn)vp(Pn))-0rg 8,8 + (va(n)(Orgvs(7n)))-0,8
= Dup(0)8ra0, 8 + [Orados(T))5 0,0

Le terme [8,edqs(7)]_50,s donnera une contribution nulle dans deux circonstances cou-
rantes. Soit quand la statistique de ¥ est isotrope car alors on & [Gpadyg(F))g = O
(puisque [Byadys(7)]-_g est un tenseur constant (7= 0) & un indice covariant (8), c’est
donc un vecteur, et le seul vecteur isotrope est 6) Soit quand c’est la statistique de 6
qui est invariante de translation, auquel cas c’est la somme

N N
2_[Oredo(les dp = Prodas(lecs ), O

qui s’annule, car 3, 8.6 = 0 en ce qui concerne son action sur les corrélateurs de 6.
On supposera que I'une ou l'autre des deux conditions est vérifiée. Partant de (3.3) on
obtient alors

1 - 1 o L
My=5 3 Das®0iz0is =5 D daglfa—7m)OrgOyg

1<mnp<N 1<n#£m<N
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Remarquons alors que 1’on peut écrire

Y Dus@sds= 3 Dusl0) [Z a,,a] [Z 0 }

1<mn<N 1<, f<d

et les deux sommes entre crochets s’annulent si la statistique de @ est homogéne. On
reste alors avec

Y dag(fn—Fm)0rade

1<n£m<N

L’opérateur & deux points peut encore se simplifier un peu. Utilisant Ore = —0pe dé-
coulant de l'invariance par translation, on a My = dog(7; — 7)0re 0, . Si T'on introduit

G(F:t) = (8(71)0(D; 1)), alors

0G(7t) = dap(T)0a0sG(T; 1) (3.5)

3.3 Exemple 2: Le vecteur passif

Considérons maintenant le cas ol le champ advecté est un champ vectoriel (eg. champ
magnétique) et 1’équation d’advection s’écrit

o1 = —Ba('uaT,:) + (ij,-)’.l*j (36)

Remarquons que Dy sera un opérateur matriciel. Notant 8 o v la composition de la
dérivation avec la multiplication par v (ie. 8 o v = (8v) + v0), et omettant de marquer
explicitement la dépendance de D par rapport 4 7, on a

D; = "53'_160 © Vo + (33"01;)

De méme, My sera un opérateur tensoriel N fois covariant et N fois contravariant. On
pourrait le noter plutét My = M;‘l ;‘1‘:, Mais dans le cas particulier N = 1 on écrira

juste M; et dans le cas N = 2 on utilisera la notation plus économique M;%

3.3.1 La fonction 4 1 point

Avant de calculer M, on peut commencer par calculer M; = = $(DL(r)Dk(r)).
On trouve 4 termes

£ 1645(8s 00) 0 (95 0 05) — (B 0 va) 0 (By25) — (By01)8p © v + (Okv.) By

Les corrélateurs sur v seront ici implicites. On supposera de plus la statistique de v
invariante sous translation.

On raméne l'expression précédente & une forme normale par les transformations
suivantes. On expande d’abord les o. Ensuite on utilise 'invariance sous translation de
la statistique de v qui donne l’identité

{[Gavil (r)u; (0)) = —(wi(r)[Bav41(0))
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ce qu’on pourrait aussi écrire comme 9, ® 1 = —1 ® J, sous-entendu qu’il s’agit de
P’action sur la fonction & 2 points de v. Cette derniére transformation permet de mettre
toutes les dérivées, agissant sur les v, & gauche de tous les v. Au bout du compte on
arrive a '

M = %5@(—[3390{,] (0)0a + Dqs(0)8a85) + %[83- (Dai — Dia}](0)8a

A noter que dans la formule ci-dessus on ne suppose pas D;; invariante de rotation. Si
la statistique de T' est homogéne alors bien sfir I’action de M; est nulle.

3.3.2 La fonction & 2 points

Passons & la fonction & deux points. Nous supposerons désormais que la statistique
de T est invariante sous translations. Les termes coincidents contribuent & M ;; par

045633 Dap(0)0a0s
On calcule aisément que le terme non coincident donne
~01j650a0a © Daa(r) + 8104 © (8;Duz)(r) + 8504 © (8;Dia)(r) — (8;0; Diz)(r)
On déduit alors I'opérateur d’évolution temporelle de G5(7;¢) = (T;(7 t)T(0; 1))
8:Gy = MiGy;
= +0;0;ld;3Ga] — 0;[(85d57)Gig] — 85[(8;di3) Gl + (8;05d3) G5

On a obtenu Péquation d’évolution de la fonction & 2 points. Le cas & N points est
trés semblable. En fait I'opérateur d’évolution de la fonction & N points est la somime
sur toutes les paires de points des opérateurs 4 2 points.

3.4 Exemple 3: Le gradient passif

L’équation d’advection du vecteur passif (type magnétique) en ’abscence de dissi-
pation a été écrite en (3.6). L'adjoint de cette équation s'écrit

O:T; = —vaGaTi — (aivjﬂ} (3.7)

C’est I'équation vérifiée par le gradient du scalaire passif (type température). En effet,
le scalaire passif vérifie 3,60 = —v,8,0 et donc si on pose T; = 9;# alors

AT = 0,0,60 = 0,00 = —3;(Va040) = —(004)0ub — V.0,0:0
= _(aiva)Ta — 140, T;

ce qui est la relation voulue. _

On voit alors d’aprés Sect. 3.1 que si pour une quantité T vérifiant 8,1 = DT sa
fonction & deux points vérifie 'EDP 8,G3 = M3G3, alors pour une quantité 7' vérifiant
Bﬂ; = —D'T (ou D' est I'adjoint de D) sa fonction & deux points vérifie 'EDP 8,G, =
M,Gs.
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3.5 Trajectoires Lagrangiennes

La trajectoire Lagrangienne R(t | 7t ) qui passe par 7 4 'instant ' satisfait I'équation
d’évolution d

S BE17,) = 0B | 7)) (3.8)

avec la condition initiale R(# |7t} = 7. Quand le champ de vitesse est continu en
espace-temps et localement Lipschitzien en la variable spatiale, cette équation a une
solution unique, assurée par le théoréme de Cauchy-Lipschitz. De plus on a clairement
la propriété de cocycle
R(t| Rt |™ ")) = Bt |7 ")

Si on veut faire simple on considére une seule particule et 'on écrit juste &R = ﬁ'(ﬁ,t).
Quand ¥ est pris delta-corrélé en temps, on considére ici encore que c’est la limite
d’un champ dont la statistique est symétrique en temps, donc (3.8) est & prendre en
interprétation Stratonovitch. La forme It6 correspondante est (en écriture simplifiée)

8. = w(fz) + %(((aﬁ)ﬁ)uﬁ,t) (3.9)

On remarque que si ¥ a une statistique isotrope alors le vecteur {((7.V)7))_ est forcé-
ment nul. Plus généralement, dans ce cas toutes les interprétations (Ite, Stratonovitch,
anti-Itd, etc.) de (3.8) sont équivalentes, ce qui simplifie par exemple les simulations
numeériques.
De méme
8, RN} — V) (R 1)

est & prendre au sens Stratonovitch. La forme Ité correspondante est
BN = F(FM 1) 4 2 (5. F W) (R )

Pour une fonction f deux fois continument dérivable de B ), 1a formule d’It6 nous
donne

of = [ts-+ 5(0.90)). ] + 3 (o). 06, f

Si f est une fonction invariante de translation et aussi la statistique de v est invariante
de translation, alors {(v.Vw)(R))_ est indépendant de R et P'action {(v.Vv);)_8; sur f
est nulle. On reste dans ce cas avec

1
Oif = viOif + E(vivj)=aiajf

Il en ressort que f (ﬁ(N )} est une martingale (ici on ne suppose pas nécessairement 7 de
moyenne nulle) ssi [(v;)8; + 3 (v;v;)_8;8;] f = 0 soit encore

N
— 1 - —
0= Z(va(Rn))aRgf + E Z Daﬂ(Rn - -Rm)aﬂgaggf
n=1 1<n,m<N
N
- 1 ” —
=2 (alB)rsf =5 3" dap(Bn— Fin)rsOps f
n=1 1<n#m<N

puisque »_ Daﬂ(ﬁ)aR%BRﬁ f=0
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3.6 Scalaire passif et trajectoires Lagrangiennes

Dans un écoulement il y a un lien naturel étroit entre le transport d’un scalaire
passif et les trajectoires des particules fluides. En termes géométriques les trajectoires
correspondent au flot et le scalaire passif est transporté par le flot comme un champ
scalaire.

Dans un champ de vitesse continu en espace-temps et localement Lipschitzien en la
variable spatiale, ol donc les trajectoires Lagrangiennes sont bien définies et uniques, le
scalaire passif vérifie

a(7t) = 8(R(¢ | 7t),t) (3.10)

ce que 'on peut encore écrire
_ f o7 #)6(F — B(t | 7)) dF (3.11)
A

Le terme (7 — R(' | 7)) est en fait un noyau de probabilité de transition pour une
trajectoire d’aller de 7 4 l'instant ¢ au point 7 & Vinstant ¢’ (si ¢ < ¢ alors il s’agit de
transition par le flot en arriére): K(7;¢ |7t) = 8(F — R(' | 7.t)).

Pour plusieurs points on peut aussi écrire

OF)-+-8(nt) = [ 8FLE) - 0(7)
AN
KN(?T‘;, PN 3FN;t’ |F1, e ,T_"N;t)d’f"l v df’N

Quand le flot est lisse on a simplement

Kn(T, st 71, - ,TN,t)—H6 R(t' | Tst))

C’est le moment opportun d’introduire la densité de probabilité de transition con-
jointe de IV trajectoires Lagrangiennes

Pn(7, - Pt |7 T t) = (BN - st |7 TN E)

Si le champ scalaire est pris indépendamment du champ de vitesse & un instant ¢/, alors
4 un instant ¢ ultérieur on aura

{O(F1st) - - 6(Fn k) =

- O(F,t) - - O(F N Y Pu (T, oo T BT, oL P ) dFy - - IFy (3.12)

Quand le champ de vitesse n’est plus localement Lipschitzien en la variable spatiale,

le théoréme de Cauchy-Lipschitz ne garantit plus 'unicité de la solution de (3.8). Le

théoréme d’existence de Péano garantit encore l'existence des trajectoires, au moins

localement. De plus nous devrons considérer le cas ou le champ de vitesse, au lieu d’étre

continu, est bruit blanc Gaussien en temps. Des possibles constructions de solutions
seront discutées dans la Section 6.
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En nous restreignant pour le moment au cas oil les trajectoires Lagrangiennes sont
bien définies par (3.8) et uniques, nous voyons que (3.10) détermine complétement I’évo-
lution du champ scalaire . C’est le cas aussi pour les champs de vitesse delta-corrélés en
temps, tant que (3.8) peut étre interprété comme une équation différentielle stochastique
conduisant & des trajectoires uniques. En particulier on a vu dans la Section 3.5 que si
la statistique du champ de vitesse ¥ est isotrope (en plus d’atre homogeéne), alors les
trajectoires Lagrangiennes ne dépendent pas de la convention (It8, Stratonovitch, etc. )
adoptée pour (3.8). Ceci conduit & la remarque intéressante que (3.1) ne peut certaine-
ment pas étre prise avec n’'importe quelle convention, il y en a tout au plus une qui soit
compatible avec (3.10) exprimant le transport Lagrangien de 8.

Pour déterminer quelle est la convention imposée par (3.10), reformulons-le

O(Ft + At) = O(R(t | 7t + At),t) (3.13)

Introduisons .
AR= R(t|ft+ At) —F (3.14)

Clairement pour At = 0 nous avons Z?E = 0. On admettra en outre que AR est une
semi-martingale continue en At. Supposant #(7,t) deux fois continument dérivable en 7
on peut écrire la formule d’Tt6 comme le développement de Taylor & I’ordre At

O(R(t |7t + A0E) = 8(7) + BRVOE) + LARAR,)O00(7) +o(AD)

Il est important de noter que AR doit lui aussi étre développé & 'ordre At. Combinant
avec (3.13) on obtient la formulation en convention Ité de I’équation d’évolution de 8

O(7\t + At) — O(F2)

a0(rt) = IL{) Az
—
AR - (ARAR) .
= fim, 5-90(00) + 3 Jim, S0 a5

Il nous reste & déterminer le développement de A'_ﬁ a Pordre At. Remarquons qu’on
peut écrire

AR = R(t|7t + At) — R(t + At |7t + At)

Considérons par exemple que notre tra_]ectmre Lagrangienne R(t | 7,t'} vérifie (3.8) prise

en convention Itd. Pour développer AR a l'ordre At il faut intégrer (3.8) en partant de
a l'instant £+ At et remonter le temps jusqu’a t. La convention Ité en avant dans le temps
devient anti-Ité pour intégrer en remontant le temps, ce qui donne le développement

R(t| 7t + At) =R{t + At| 7t + At)
t+ AL t+At -
+ [—ar)ds + [(-09(-D)(Fe)ds + ot
i t

On voit I'apparition de (56’6’)= qui est — comme nous I’avons remarqué aprés (3.9) —
—
nul quand la statistique de ¥ est isotrope. Dans ce cas on a donc simplement AR =
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ftHM —0(7,s) ds + o(At), ce qui donne lima; .o % = —9(F\t) et limag.o (AR-%% =
(vv5)_ (7yt). Par conséquent
- 1 -
B0(71) = 7). FOE) + 3 {vivs)(FA)BOH) (315

a lire en convention It6. Mais ce n’est rien d’autre que la forme Itd correspondant & (3.4)
lu en convention Stratonovitch.

On voit aisément qu’on aurait pu prendre n'importe quelle autre convention (Strato-
novitch, anti-Itd, etc.) pour (3.8) et on aurait toujours abouti & (3.15) (4 lire toujours en
convention It8). Il apparait donc que pour (3.4) et plus généralement pour (3.1), seule la
convention de Stratonovitch est cohérente avec l'interprétation en termes de transport
Lagrangien du champ. L’autre conclusion est que quand le champ de vitesse n’a pas une
statistique isotrope on ne peut pas forcément écrire 'advection sous la forme (3.1) sans
terme de dérive (i.e. Dy n’est plus linéaire en ¥ mais contient aussi — pour le scalaire — un
terme proportionnel & (6.‘613:, sauf quand (3.8) est pris en convention Stratonovitch).
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Advection passive dans le modéle de Kraichnan
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Chapitre 4

Choix du champ de vitesse dans le
modeéle de Kraichnan

Rappelons de la Section 3.1 que dans le modéle de Kraichnan on considére des
champs de vitesse stochastiques, delta-corrélés en temps, de statistique Gaussienne. De
plus on considérera ici seulement le cas ol le champ de vitesse est de moyenne nulle en
tout point. 1l suffit alors, pour caractériser complétement la distribution des champs de
vitesse, de donner leur fonction a deux points. Si de plus sa statistique est invariante de
translation, on peut écrire

{#t,7) @ v(t', 7)) =6(t — ') D(F — ) (4.1)

ou D(F) = (#(7) ® §(0))_ est le corrélateur & temps égaux du champ de vitesse. Il est
commode d’écrire D en représentation Fourier. De maniére générique on a

() = [ e BRER) (4.2

ot E(k) est un scalaire et P(k) est un tenseur d’ordre 2 normalisé & étre de trace 1.

4.1 Propriétés de covariance

Le fait que D soit une covariance implique des propriétés de réel-ité, de positivité et
de symétrie.

Tout d’abord Dy(7) = [ We“‘ k7E(K) étant réel il vient que E(—k) = E(k)*.
plus D;; est la somme de covariances donc E (E) € R+ En particulier E(- k) = E(k)

Puisque D;; est réel, on doit aussi avoir P, (k) = Py(- k)*. De lautre c6té, D,; étant
une covariance, E(k)P(k) doit étre hermitien pos1t1f. Compte tenu de la positivité de
E(k), il vient que P(k) est lui-méme hermitien positif. En particulier il est diagonalisable
et ses valeurs propres sont positives, donc s’il est non nul alors sa trace est strictement
positive, en particulier non nulle, ce qui rend la normalisation & trace 1 possible (si
P(E) = 0 on peut prendre E(k) = 0).

L’invariance par translation de la statistique de ¥ donne la relation

Dii(7) = {vi(7)vy( @ 'U:-(O vi(—7))- = Dj(-T7)
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ce qui signifie que la partie paire de D est symétrique et sa partie impaire est antj-
symétrique. Compte tenu de (4.2) et de la symétrie de E(k) ceci équivaut & Py (k)
Py(— k) On aurait pu ega,lement obtenir ceci & partir des deux relations P (k) =
P;(—Fk)* et P;;(k) = Py;(k)* (ce dernier exprimant que P est hermitien). On peut écrire
alors P = P° +{P* avec P° symétrique paire et P* anti-symétrique impaire, tous deux
4 coefficients réels.
Ecrivons D;(7) = Dj;(0) — di(7) = Dy;(0) — d;(7) — d2(7), ot 'on a décomposé d
en partie symétrique paire et partie antisymétrique impaire. On a

Dy = [ ok p@ PR (4.3
4 = [ (;"*)d (1~ &%) B(R) Py (F) (44)
5 = [ et AT miiypy (45)
0= [ 2 smErE@Py) (46

4.2 Spectre d’énergie

On cherche le plus souvent & modéliser un écoulement hydrodynamique « réel ». Rap-
pelons de la Section 2.2 que si on prend I’exemple d’un écoulement vérifiant 1'équation
de Navier-Stokes (1.1) en 3D, on peut distinguer — du moins pour des nombres de Rey-
nolds suffisamment élevés — deux échelles caractéristiques, 1’échelle d’injection d’énergie
¢; et 'échelle de dissipation d’énergie, qui est 1’échelle visqueuse £,. Loin de ces échelles
caractéristiques le champ de vitesse suit une loi d’échelle, certes pas exactement, no-
tamment 4 cause de l'intermittence, mais ceci est une bonne premiére approximation.
Aux échelles plus petites que £, le champ de vitesse est lisse et les différences de vitesse
pour une séparation r sont de 'ordre de r. Dans le domaine inertiel, c’est-a-dire pour
£, <1 < £y, les différences de vitesse suivent en gros le spectre de Kolmogorov donnant
Av(r) o< r'/3. Aux échelles plus grandes que £; les différences de vitesse sont dominées
par le terme de forgage et sont d’ordre r° (i.e. ne dépendent pas de ). Dans le modéle
de Kraichnan on veut reproduire ces lois d’échelle pour le champ de vitesse. Dans le cas
le plus simple on se contente de reproduire un seul comportement & toutes les échelles
(i.e. on prend £, = 0 et £; = 00).

On supposera que la statistique du champ de vitesse est suffisamment isotrope pour
que les coefficients non nuls de P(k) soient d’ordre k° 4 la fois pour k petlt et grand. En
fait il serait plus judicieux de dire que ce sont les valeurs propres de P(k) qui doivent
étre d’ordre k9 ce qui signifie que tous les modes constituant ls base diagonalisante de
la covariance du champ de vitesse ont une énergie de I'ordre de E(k). On supposera
aussi qu'il y a suffisamment d’isotropie pour que E (k) soit du méme ordre pour |k|
fix¢, indépendamment de la direction de E. 1l est utile alors de définir I’énergie totale a
Péchelle k comme E(k) = [ I E(k)dk.

On prend E(k) k ~1=¢, au moins pour un certain domaine de k. Ce qui nous
intéressera principalement est le comportement de E(k) pour k grand, donnant le com-
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portement de la covariance du champ de vitesse 4 petite séparation, selon les théorémes
Taubériens-Abéliens connus. Les petites échelles sont intéressantes soit si Pon veut étu-
dier le domaine inertiel avec £, = 0 soit si ¢’est le domaine visqueux qui nous intéresse.
Remarquons que la constante de proportionnalité entre E(k) et k~'7¢ est le seul pa-
ramétre dimensionnel du modéle. Sa dimension, L>~¢T~!, peut étre déduite de (4.1)
compte tenu de ce que la dimension de §(¢ — #') est T~

Pour que l'intégrale dans (4.2) ainsi que celles de (4.3), (4.4), (4.5) et (4.6) soient
convergentes pour k grand, il faut avoir £ > 0, ce que 'on supposera par la suite. De
plus on prendra E(k) suffisament régulier pour % petit pour que toutes les intégrales
convergent autour de k = 0. Le comportement & petit k de E(k) influence le compor-
tement & grande séparation de la covariance du champ de vitesse, mais cela n’est pas
parmi nos préoccupations.

Pour £ > 0 donné, di; et df; seront de classe C%, i.e. si 'on note |£] la partie entiére
de £ alors elles sont |£]| fois dérivables et leur dérivée d’ordre |£| est Holder continue
d’exposant o pour tout a < £ — |£]. Le tenseur di; étant symétrique son gradient en
7 = 0 s’annule, cependant il n’y pas de raison particuliére & ce que le gradient de d3;
s a.nnule, ni que les dérivées secondes de dj; soient nulles en 7 = 0. I1 vient donc que

(F) se comporte comme 7€ pour 0 < £ < 2 et comme 72 pour £ > 2. Quant & d (F) il
se comporte comme 75 pour 0 < £ < 1 et comme r pour £ > 1.

Quand le but est de modéliser le domaine inertiel d'un champ de vitesse turbu-
lent solution de Navier-Stokes en 3D, habituellement on choisit £ de telle sorte que
deux particules Lagrangiennes se séparent selon la loi de Richardson (cf. Sect. 2.4), i.e.
4 5(t)? o p(t)*/? ce qui donne, par simple analyse dimensionnelle, § = 3.

4.3 Compressibilité

En général on peut définir le degré de compressibilité d’un champ % comme

_ (@)
((Biv5)%)
Clairement p > 0 et I'inégalité de Cauchy-Schwartz (dans Pespace Fourier) implique
# < 1. On voit que la valeur p = 0 correspond & un champ de vitesse incompressible
(sans divergence), alors que p = 1 correspond & un champ potentie! (irrotationnel).
Si ’on applique cette définition & chaque mode Fourier de ¥, on a, compte tenu de
la normalisation P; =1

(4.7)

ol — Kk R,(k) k;kJ;;(k) “s)

On considérera seulement le cas ol g) est 1ndependa.nt de . On vérifie alors aisément

que p est égal, pour tout 7 # 0, & g' B (,,._.} ") de sorte qu’on peut caractériser p par (4.7)

méme si le champ ¥ n’est pas lisse pour & < 2.

4.4 Isotropie

Dans un souci de simplicité, on considére en général le champ de vitesse homogéne et
isotrope. Le plus souvent on ajoute aussi 'invariance sous parité. Alors nécessairement
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P est combinaison linéaire des tenseurs &;; et 11 La positivité et la normalisation de P
1mphquent qu en faat on doijt avoir une combmaason convexe des deux tenseurs positifs
=16 — ] et —~§1 Pour avoir en plus un degré de compress1b1]_1té p = p(k) (cf. (4. 8))
111dépendant de k la seule possibilité est

- 1— kik; kik;
Pylfi) = =2 (- ) 4 i (49)

Dans le cas particulier ot Pespace physique est unidimensionnel (i.e. d = 1) le champ
de vitesse est forcément potentiel et on prend P = 1.

4.5 Brisure de parité

Si l'on permet la brisure de parité, on peut aussi avoir dans P en 3 dimensions le
terme zem# et en 2 dimensions le terme euk ky — ekik. A cause de la positivité P

est en 3D combinaison convexe de 2[5,, 14- + e k] et %% En 2D on a Py(k) =

ald;; — 5]+ bEG +CM aveca,b>0,a+b=1, ab> c2 On peut paramétriser
ces combmaasons par deux pa.rametres, la compressibilité g € [0,1] et la brisure de parité
A € [-1,1], comme

L2 (5""1' - %i) + Tt + MgRie, en 3D

(1-p) ( ) + 50—11 + X/ E"k k‘_e‘ kb en 9D

Notons qu’en 3D le terme brisant la parité contribue & d. Pour £ > 1 le gradient
en 7= 0 de df; s’exprime 3 partir de (4.6) comme

" _ 1-— £ - dk k;km
oy (0) = A e [ BB

L’intégrale ci-dessus est proportionnelle & &, avec un coefficient strictement positif
(et fini si on suppose que E(k) est régularisé pour petit k), donc &d? (0) X € et
d3;(7) o €5my se comporte en 7! et non pas en r¢.

R.J(E:p) =

4.6 Classification par le mouvement i 2 points

En regardant le comportement statistique de la séparation Lagrangienne de deux
particules on peut donner une classification intéressante et significative des différents
comportements qualitatifs que le modéle peut présenter. De (3.12) on déduit

G(Ft) = f P (7 PG ) dF

oll nous avons introduit la fonction de densité de probabilité de transition P (7#) =
[ P(#+p5,5:¢ | #,0;t) d7. Rappelons également que la fonction 3 deux points d’un scalaire
passivement advecté évolue selon (3.5), ce qui donne alors

B P (7, 7) = Mo P (7 )
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Ceci peut étre interprété comme I’équation de Kolmogorov en arriére associée au pro-
cessus stochastique qu’est la séparation Lagrangienne de deux trajectoires. Si on ne
g’intéresse pas 4 la direction de la séparation seulement & sa grandeur, cela revient &
ne considérer 1’équation ci-dessus que dans le secteur invariant de rotation. Dans ce cas
M3 se réduit &

My = M = Dyr(92 + a‘i—’”&,) (4.10)
avec

S a+§ 1
T 1+gp

Par la suite on aura besoin de I’implication simple suivante

(4.11)

G <1 =3 ay,<1.

Pour d > 2 ¢’est une conséquence élémentaire de (4.11). Dans le cas d = 1 on a forcément
g = 1 et alors a¢; = 0 pour toute valeur de §. Ci-aprés, chaque fois que le degré de
compressibilité p est fixé, on écrira simplement a¢ & la place du a¢, plus encombrant,
et parfois méme juste a quand il n’y a pas de possibilité de confusion.
Dans le cas £ < 2 correspondant aux champs de vitesse non-lisses, on peut passer
aux nouvelles coordonnées
u=u(r) = %Dglmrl”% . (4.12)

2

Dans ces coordonnées le générateur (4.10) devient

82 + (%) %au (4.13)

et il décrit le processus de Bessel {cf. {17] pour un bref rappel) de paramétre —be ou de
dimension effective deg = 2(1 — b¢) ol

1-— GE
= : 4.14
b= 5 (414)
En particulier
d—&%p

Oefs

e-o0+en
Quand deg est un entier positif, le processus de Bessel correspondant dé_grit le compor-
tement de la norme |W(t)| du mouvement Brownien dog-dimensionnel W {t).

La théorie générale du comportement aux bords des processus de diffusion unidimen-
sionnels a été établie par Feller dans [26]. Pour le processus de Bessel ce comportement
aux bords est bien connu [17, 49] et il dépend du paramétre du processus, ou de maniére
équivalente de sa dimension effective. Pour deg < 0, le bord 0 est un point de sortie
(les réalisations du processus de diffusion peuvent arriver en 0 en temps fini, mais ne
peuvent pas partir de 0, ni en revenir.). Pour 0 < deg < 2, le bord est un bord régulier
(les réalisations peuvent aller, partir et revenir de 0 en un temps fini). Pour dg > 2,
le bord zéro est un point d’entrée (les réalisations peuvent partir de 0, mais aucune ne
peut l'atteindre en un temps fini). Les différents comportements mentionnés ci-dessus
correspondent respectivement aux différents régimes du modéle de Kraichnan qui ont
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| _champ | compressibilité | caractérisation implications bord |
faible p < dz;fz +3 agp > 1 entrée
1>a¢,>6—1
non-lisse | intermédiaire 2 ilepc i b régulier
% T2 £ 1
> ap
forte >4 E—12>ag, sortie
_ faible p<4 agy > 1
lisse naturel
forte p>4 asp <1

TAB. 4.1 ~ Régimes du modéle de Kraichnan sans régularisations

été appelés dans la littérature fortement compressible (p > 5%), moyennement
compressible (%2 + } < p < &) et faiblement compressible (p < 22 +3), cf.
[31, 23].
Dans le cas limite £ = 2 correspondant aux cham/ps de vitesse spatialement lisses,
. . ] ~—1/2
on peut introduire la nouvelle coordonnée v = Dy /“Inr. Dans cette coordonnée le

générateur (4.10} devient
Bﬁ + (0,2 - 1)6@,

et il décrit un mouvement Brownien avec dérive & la vitesse a3 — 1. Dans ce cas r = 0

(correspondant & » = —oo) est un bord naturel d’oli aucune réalisation ne peut partir, ni
y arriver en temps fini. La quantité (ay— 1)D(1,/ 2= %EDCI,/ ? est 'exposant de Lyapounov

du flot Lagrangien et il est non-négatif dans le régime faiblement compressible P < %, et
non-positif dans le régime fortement compressible p > ‘Z‘, s’annulant & la rencontre des
deux en p = %. Nous résumons cette classification dans la Table 4.1. Les trois premiéres
lignes correspondent aux champs de vitesse non lisses avec £ < 2. Les deux derniéres
aux champs lisses avec £ = 2. Notons que pour d > 4 le régime faiblement compressible
g’étend & tout I'intervalle 0 < p < 1, indépendamment de £.

La relation entre le comportement au bord du processus de diffusion r(t) décrivant
la distance entre trajectoires Lagrangiennes, d’une part, et les différents régimes du flot
Lagrangien d’autre part, peut ére expliquée intuitivement. Si les réalisations peuvent,
aller en 0 sans pouvoir en revenir, alors elles y sont piégées. Ceci conduit & la coalescence
des trajectoires Lagrangiennes, caractérisant le régime fortement compressible [31]. Si
les réalisations peuvent aller en 0 et revenir, alors on doit spécifier explicitement le
comportement de bord, car plusieurs choix sont possibles. Tel est le cas dans le régime
de compressibilité intermédiaire ot cette multiplicité des choix a été découverte dans [23].
Si des réalisations partant de l'intérieur de la demi-droite ne peuvent pas atteindre 0,
alors il n'y pas de possibilité de coalescence des trajectoires. Dans ce cas, correspondant
au régime faiblement compressible, les trajectoires peuvent cependant se séparer méme
sl initialement elles coincident, conduisant & un flot Lagrangien non-déterministe [16).
Ce comportement est appelé séparation explosive des trajectoires, par opposition & la
séparation exponentielle observée pour des champs de vitesse lisses (dans notre modéle
le cas £ = 2), ot des particules coincidentes ne se séparent jamais, tout comme des
particules séparées ne se touchent jamais.
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Chapitre 5

Role des modes zéro

5.1 Généralités

Nous n’allons pas présenter ici une théorie trés générale des modes zéro, telle que ce
serait applicable 4 Navier-Stokes par exemple, car une telle théorie n’existe pas encore.
On se bornera A présenter leur utilisation dans le cadre du modéle de Kraichnan, méme si
leur application dans des situations plus générales est possible, cf. [6, 19]. Dans ce modéle
la fonction & N points d’une quantité passivement advectée vérific une équation fermée
dans le cas sans forgage. Dans le cas forcé, il y a couplage 4 la fonction & N — 2 points,
ce qui conduit en fin de compte encore 4 un systéme fermé, mais on verra justement que
pour le comportement & petite échelle du cas forcé, seul les termes de degré N comptent.

Rappelons de la Section 3.1 et plus particuliérement la formule (3.3), que la fonction
4 N points d'une quantité tensorielle T passivement advectée vérifie '’équation aux
dérivée partielles

at (T®N) — MN (T®N)
d’oti 'on a
(T (1)) = exp(tMn)(T®Y(0))

Si on ajoute un forcage bruit blanc Gaussien statistiquement stationnaire, on a symbo-
liquement

(T (t)) = exp(tMN)(T®(0)) + fo ds exp(t — JMN[(TE" 2(s)) ®@x  (5.1)

Pour étudier le comportement & grand temps de (T®¥(t)), il est utile de considérer sa
transformée de Laplace et de se servir du théoréme Taubérien-Abélien qui dit que pour
des réels —1 < py < ... < p1 < 0 les deux comportements ci-dessous de f et de sa
transformée de Laplace f impliquent 'un I'autre

N
@) = Z ¢;t? + o(tPN) au voisinage de t = oq, (5.2)
i=1

N
Fla) = Z cil(p: + a7t + o(a P 1) au voisinage de o = 0%. (5.3)

i=1
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En effet, la transformée de Laplace de (T®N(t)) fera intervenir (My — a)=L, plus
facile & étudier. Pour le premier terme du membre de droite de (5.1) on a

/ e exp(tMy)dt = —(My — o)™
0

valable quand la partie réelle de a est plus grande que le maximum de la partie réelle
du spectre de My. Ensuite on peut faire un prolongement analytique en o en dehors
du spectre de My. Typiquement le spectre de My est R_ et alors le comportement &
grand ¢ de exp({My) est relié au comportement en a > 0 de (My — @)~! au voisinage
de o = 0, selon (5.2), (5.3).

Pour le deuxi¢me terme du membre de droite de (5.1) on procéde par intégration
par parties

00 t
J= f dt et f ds exp[(t — s)Mn] Gn_2(s)
0 0
_1 f dt e Gr_g(t) + ~ My J
a Jo &

d’ot VYon tire ~
J=(a~- MN)_lf dte ™ Gy_s(t)
o

Au total on a X R
Gn(e) = (@ = My)™ [Gx(0) + x ® C-a(0)]

Nous pouvons appliquer cette formule récursivement. Notons que Gy = 1 donc ég(a) =
1

De (5.2), (5.3) on voit que Gx(t) admet une limite finie non nulle pour ¢ — oo ssi
dans le dévelopmment en puissances de o de Gy(a) au voisinage de a = 0% le terme
de degré le plus bas est en a™". Si Gn(t) et Gn-2(t) ont tous deux des limites (notées
simplement G et Gn.2) quand ¢ — oo alors 4 I'état stationnaire on a schématiquement

MyGn =x®Gn_2 (5.4)

Les conditions de bord sont don_nées par le domaine de My, et ce dernier est donné
par la connaissance de (My — @)™ pour o en dehors du spectre de My; en parti-
culier My = lim,_,o+ (My — )7 (au sens de la convergence forte des opérateurs et
si la limite existe) — c'est utile quand My n’est pas donné directement mais comme
une limite d’opérateurs régularisés par exemple. Toute solution de (5.4) est la somme
d’une solution particuliére et des solutions de 1’équation homogéne (comme pour les
équations différentielles ordinaires), les coefficients de ces derniéres étant déterminées
par les conditions de bord. L’opérateur My étant homogéne de degré £ —2, et si en plus
X ® Gn-3 se comporte en loi de puissance R* au voisinage de R = 0, on peut choisir la
solution particuliére de (5.4) & se comporter en loi de puissance R 2—¢€ au voiginage de
R = 0. Cependant, les solutions de I’équation homogéne (NB: on peut prendre une base
de Pespace vectoriel des solutions homogénes de (5.4), i.e. des modes zéro de My, dont
tous les éléments soient des fonctions homogenes de B )) peuvent se comporter en loi
de puissance au voisinage de ( avec une puissance plus petite que A. Dans ce cas il ya
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de bonnes chances que dans la fonction de structure (combinaison spécifique de Gy pris
en différents points) ce soit ces solutions de 1’équation homogéne qui I'emportent aux
petites échelles. En fait, c’est seulement quand leur degré d’homogénéité est supérieur
& h, ou bien quand il y a des symétries (ou des annulations accidentelles) qui rendent
leurs coefficients nuls qu’elles ne sont pas dominantes.

Quand il n’y a pas d’état stationnaire, en principe il faut regarder les termes en @~
(voire de degré plus petit si on veut faire un développement asymptotique, et que leurs
effets ne sont pas nuls dans la fonction de structure qui est une combinaison particuliére).

Nous ne nous étendrons pas sur ce cas ici, mais une telle situation est traitée dans le
Chapitre 10.

i

5.2 Un cas d’école: le scalaire anisotrope

On présentera les idées générales exposées ci-dessus sur le cas de la fonction & deux
points du scalaire passif advecté par un champ de vitesse Kraichnan & statistique iso-
trope. L’intérét de ce cas réside dans le fait qu’on sait le traiter explicitement, sans
approche perturbative.

On suppose d invariant sous rotation et parité, donc ayant deux composantes tenso-
rielles, 'une proportionnelle & 4,3, 'autre & r,ra, plus précisément

s Tg_z(si?‘z&xa + Sarars)
avec

S1=Do(d+£—1—Ep)
82 = DOE(_l + dp)

On a 6050.05 = A et 14750,05 = H o (H — 1), oul A est le laplacien en dimension d et
‘H est I'opérateur d’homogénéité H = r,3,. Le Laplacien peut &tre écrit comme somme
d’une partie radiale et d’une partie sphérique: A = H(H +d — 2) + 7 2Ag avec Ag
désignant le Laplacien sphérique. On a alors

My = r2[S1(Ag + H(H + d — 2)) + SyH(H — 1))

On voit alors que I'espace vectoriel des fonctions de la forme ¥(7/r)f(r), o ¥(F/r)
est un mode propre du Laplacien sphérique, est stable sous 1’action de M. Le spectre
de Ag est —j(j +d — 2), 7 € N. L’action de Mj peut s’écrire dans chaque secteur de
moment angulaire comme

a a j(i+d—2)
Mz,j:Oo’rE |:3,2.+;6r—d_1 2 ]

avec Co = S1+ Se=Do{d—1)(1+€p) et a = (d— 1)S1/(S1 + Sa) = f‘fé% — 1. Noter

que g > ‘f—ié —-1= %‘r—; > 0 avec égalité ssi d = 1. On peut tout de suite écrire les degrés

des modes zéro homogénes de Mj dans le secteur de moment angulaire 7

Cgi,,-=-;-ll—ai\/(l—a)2+£%j(j+d—2)] =%[1—aiQ]
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oit 'on a introduit @ = V(1 — a)? + Z23(7 + d — 2). Notons encore que pour j > 1 on
aj(j+d—2) >d—1 et par conséquent @ > /(1 —a)2 +4a = Vil+a2=1+ea
puisque @ > 0. Donc ¢, > 1 et {5 ;< —a<0quand j > 1 {en particulier d > 2).

Le comportement de la fonction 4 2 points d’une densité passive est décrite par
I’adjoint M; de M. Si on reécrit My ; sous la forme

Mag = Golr 20,08, — 622 (5 + d — 2))

alors on a pour M} ; (compte tenu de la mesure d’intégration oc r4=1dr)

- —a. d— .2 o
M;:J = CO[Tl daf"ra T'TE ard ! - TE 2d_ ].J(J +d_ 2)]
d’otl I'on voit que M;,j = potHl=d A, ré—a+d-1 en particulier les degrés de ses modes
zéro homogénes sont (;j; = @fj +a—-¢+1-—-d.
Il est plus aisé de voir sur les modes zéro de M; 4 duels sont ceux autorisés au
voisinage de r = 0. Ce sera important pour écrire (Mg,j —a)7L. En effet on a

G0 (u)ty a('”) :

@i, (V)05 o (1 .

J'—g—’J—COv oy Slu >v

ol ¢; est solution de (MEJ — a)gbj,a = 0 avec condition de bord appropriée en 0, Via

est solution de (.M;J — )0 = 0 avec condition de bord appropriée en oo, et Wjo
est le Wronskien de ¢;, et ¥;,. L'opérateur M; ; étant homogeéne de degré £ — 2 < 0,

(Mg,j - 0’)_1(“:'”) = {

. 1+ : P .
et ayant deux modes zéro, notamment 727, de maniére générale ¢, (et 1;, aussi) se
développe en série

oC
1+ Z cIna""r(z_e)"

n=1

1+ _ =
¢j,a(7‘) = c;:arcz;i + cj,aTsz

1+ Z cj_’na"r(ghf)"]

n=1

. 1+ _ t—
et se Comporte all voisinage der = 0 comme C;:a'rc2'3 + Cj}a'l"cz.ﬂ .

La seule question que l'on examinera ici est de savoir si c;-‘:a et/ou c;, peuvent étre

différents de 0. A cette fin on note que (M}, ; — @)~ H(u,v) décrit, va comme fonction
de u, ’état stationnaire d’une densité passive injectée 4 taux constant 1 en v et qui est
tuée exponentiellement avec taux (i.e. demi-vie) a. Quand o > 0 on a done forcément
un état stationnaire positif avec masse totale finie. La positivité implique que ou bien
Cje > 0 ou bien Cia=10c¢t c;-fa > 0. La finitude de la masse totale implique que @ o)
doit étre intégrable au voisinage de u = 0, sans oublier I’élément d’intégration u%'du
ceci implique que Q:,ﬂj: + d > 0 sont nécessaires respectivement pour que c;-t (o) puissent
étre non-nuls. L’autre condition porte sur le flux, notamment que si flux il y a alors
il doit aller de v vers 0, mais il est interdit d’avoir un flux venant de 0, car rien n’est
injecté en 0. On a donc u®d,u¢~%u*1¢; ,(u) > 0 prés de u = 0 ce qui nécessite dans le
cas ¢;, > 0 qu'on ait C§5+€—a+d—- 1=¢; 20, et dans le cas Cia =0, c;-‘:a >0
qu’on ait Q;:.,-'—l-f—a—l—d—l :szj > 0.

On voit alors que pour j > 1 la condition sur le flux n’est pas vérifiée par (< O et
seul 'autre mode zéro est autorisé. En particulier il n’y a pas de transition de phase liée 4
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la compressibilité dans les secteurs non isotropes. Pour 5 =0on a C‘j;- = 1[1—at|l-al],
valant 0 et 1 — a. La condition de masse finie n’est pas vérifiée pour {3 ; = 0 donnant
(; j=e—§¢+l1—-dquanda—-§+1<0 (i.e. dans la phase fortement compressible).
La condition de flux n’est pas vérifiée pour {3; = 1 — a donnant C;J- =2— £ —d quand
1 —a < 0 (i.e. dans la phase faiblement compressible). Cela donne les 3 phases de
compressibilité habituelles dans le secteur isotrope, cf. la Table 4.1.

On se bornera ici & étudier les secteurs non isotropes. Le comportement de ;o ()
au voisinage de u = 0 impose le choix

, _ o 1—e—d 2 a2t
Piel) =T (2—5 Do )

ot I est la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce. Au voisinage de oc c’est
¥;0(v) qui doit étre intégrable ce qui impose

_ _ 1 2 & =t
Vo) Zo T R, (2—5 Do’”)

ot K est la fonction de Bessel modifiée de seconde espéce. A partir des coefficients
apparaissant dans 'opérateur différentiel M;r-,g on peut déduire que le Wronskien est
w(v) oc v2+2-24-2% Utilisant les développements pour z — +00

L(z) = \/%(H-O(%)), Ky(z)=\/2ir—;e_"(1+0(§)),

pour trouver le coefficient de proportionalité, on a alors

w(v) = 2 ; € jot2-24-2¢

Nous pouvons maintenant développer (MT — o)1

plus bas est

ol ga<
(M}, — o) Huw) = L { Y Su= "’} +0(a)

en o petit. Le terme d’ordre le

Co@ ucﬁdyl_&_c%f siu>wv

compte tenu du fait que aussi @/(2—&) > 1 pour j > 1 (Q_ > 1 1+a > 4 >

24¢ [+
Trayss > 1 pour 0 < ¢ < 2). Pour (M — o)~ on a de méme

_ 1 uq:i 'vl_é_qa‘ siu<wv
Mz — a) (uw) = { N

a;@ } + O(a)

w2t 2w >

Dans le cas de la décroissance libre, les relations (5.2) et (5.3) permettent seulement.-
de dire que la fonction & deux points dans chaque secteur de moment angulaire 7 > 1
décroit plus vite que ¢71. Il faudrait aller plus loin, faire un calcul spectral complet
(effectuer une intégrale de contour de (Ms; — a)~! en la variable o autour du spectre
de M, ; i.e. la demi-droite réelle négative dans le plan complexe. En effet (My; — a)™?
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a une coupure de branche le long de cette demi-droite. Pour un exemple de tel calcul,
voire le Chapitre 10).

Par contre on a directement le résultat pour le cas forcé. Le comportement asymp-
totique de la fonction & deux points dans le secteur de moment angulaire j, si le forgage
dans ce secteur est x;, s’écrit

- ~ o
Fyi(rt) = "@16 [rgd _/0 P () dr' + R / P G () dr | + O

r

A noter que de maniére générale x;(r') ~ 7 pour 7' petit, et décroit trés vite pour 77
grand. Rappelons que (;; < 0 donc 1 — £ — C2,; > —1, par conséquent le premier terme
se comporte, pour  petit, en r2-$t4, Ceci correspond & la loi de puissance normale. Le
comportement du deuxiéme terme dépend du signe de 2 — £ — G" ;+J. Si ce nombre est

positif alors 'intégrale converge en 7 = 0 et le terme se comporte en rq:r ce qui est une
loi de puissance anormale. Remarquons que justement on est dans le cas (2 ;<2—£+7,
donc il sera dominant. Dans le cas contraire, quand 2—¢ — ¢, ;T3 <0, Vintégrale diverge
en r = 0 et le terme se comporte en r?- ‘f+3 ce qui est la loi de puissance normale. Il
est intéressant de remarquer que les deux cas sont possibles. En effet {7 j se comporte,

pour j grand, comme v 727, et on azt =1+ (dE(l —dp

SN Ta) donc dépendant du signe de
1 —dpclest {;ou2—¢ + J qui l’emporte

5.3 Spectres de modes zéro reliés

53.1 M et Mt

Le spectre des modes zéro de M' peut étre relié de maniére simple a celui de M.
On donne ici cette relation car elle est utile quand on veut relier le comportement du
scalaire passif 4 celui de la densité passive, ou encore le comportement du vecteur passif
4 celui du gradient du scalaire passif.

M est un opérateur homogéne de degré —y = ¢ — 2. Soit M = 7M., qui est un
opérateur homogene de degré 0. En transformée de Mellin, il sera diagonal par blocs sur
chaque secteur de degré d’homogénéité fixe. Rappelons la transformée de Mellin d’une
fonction, définie pour ¢ € R

flgz) = fo FaT)de

ol T = Z/|z|. La transformée de Mellin M de M s’obtient en conjugant M par la
transformation f — f. L'opérateur M étant homogene, on peut écrire M(c Z;d,3) =
§(e— )M(c)(m Z’). On peut prolonger a.na,lythuement M(c) pour ¢ € C. Si pour un

certain c on a M(c) non inversible, alors A = —4 3 T ic est dans le spectre de modes zéro
de M .

On voit alors que (M (et = (M) (€) = (./\;t }(€). Donc le spectre de modes zéro de
M? contiendra b = —2 + iz = —% +i[i(h + 4 = —d — R et on voit aisément que celui

de M' contiendra h” = fy d— h
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5.3.2 Scalaire et gradient passifs

On remarque que si G'n est un mode zéro de l'opérateur d’évolution My du scalaire
passif alors V®YGy est un mode zéro du My du gradient du scalaire passif, parce que

B{(VO)®N) = VEN5,(6°%)

Ainsi si k est dans le spectre du scalaire passif alors — N sera dans celui de son gradient.

Combinant avee le résultat de la section précédente on voit ainsi que A = N +~v —
d — h sera dans le spectre du vecteur passif. Notons cependant qu’on n’obtient ainsi que
les modes zéro de My (du gradient passif) restreint au secteur irrotationnel de (3.7) et
le méme vaut pour le champ magnétique.
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Chapitre 6

Flots généralisés, noyaux, solution
statistique

On a vu dans la Section 4.6 que la séparation de deux trajectoires Lagrangiennes
peut se comporter différemment en fonction du paramétre g donnant le degré de com-
pressibilité du modéle de Kraichnan. En particulier, la classification obtenue, résumée
dans le Tableau 4.1, semble indiquer que dans le cas des champs de vitesse non lisses
(¢ < 2) on peut avoir comportement explosif des trajectoires (séparation de parti-
cules partant du méme point au méme instant) ou coalescence (particules initialement
séparées, ayant des trajectoires coincidentes a partir d'un certain moment). Ce genre
de comportement est trés différent de ce que 'on peut observer dans le cas des champs
de vitesse Lipschitziens, en particulier les systémes dynamiques ot il y a séparation et
convergence exponentielles des trajectoires: donc ni séparation explosive ni coalescence,
qui restent interdites par I'unicité des trajectoires.

Dans le cas des champs de vitesse non-lisses ni P’équation (3.1) de transport d’un
champ passif, ni I’équation (3.8) d’évolution des trajectoires Lagrangiennes ne sont bien
définies. On doit leur donner un sens. Une fagon naturelle de procéder dans ce cas est
d’introduire un peu de régularisation de type visqueux pour le champ de vitesse et /ou
de type diffusivité moléculaire pour le scalaire advecté. On remplace donc ’équation
(3.8) par ’équation stochastique

i.‘.

= Rt 7 ) = 3,(B, .t | 7)) + V26 7(t)

ol 7, et la vitesse régularisée de facon commode,  est le coefficient de diffusion du sca-
laire et 77 est un bruit blanc Gaussien vectoriel. Cette équation différentielle stochastique
a une unique solution forte (au sens stochastique, c’est-a-dire une fonction mesurable
de 7). On peut définir le noyau régularisé K, .(';t'| 7;t) en moyennant sur 77 (noté par
surligné)

K, (7 |7,8) = 8(7 — B, .(t'| 1))

Ensuite on essaye de montrer qu’en prenant la limite de régularisation zéro on a conver-
gence du noyau dans un sens approprié qu'il faudra spécifier. La régularisation x (i.e.
v =0 et k — 0) a été discutée par Bernard, Gawedzki et Kupiainen dans [16, 29]. Les
relations entre la régularisation x et la régularisation v (i.e. kK = 0 et v — Q) pour les
vitesses de Kraichnan ont été le sujet des travaux de E et Vanden-Eijnden [23, 24]. Pour
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le méme ensemble de vitesses, Le Jan et Raimond [41] ont défini directement les noyaux
sans régularisation. Nous présenterons leur construction en deuxiéme place.

Dans les deux cas on aboutit & une notion de flot généralisé. Par opposition 4 la
notion classique de flot donné par 'application bijective 7 +— R(#] 7yt)), on aura (pour
chaque réalisation du champ de vitesse) un processus de Markov donné par application
7 K(7;t' |7, t)dr" dans 'espace des mesures de probabilité. La composition des flots

R(¢"| R(t' | 7)) = B |72))

est remplacée par la convolution des probabilités de transition
f K" |7 ) K(7 ¢ |7 6)dF = K7 ¢" | 7:£)

4 la Chapman-Kolmogorov. Le flot determnuste peut étre vu comme le cas spécial du
flot généralisé ot K (7;¢' | 7t) = 8(7 — R(t' | 7t)).

6.1 Régularisation i la Vanden-Eijnden et E

Dans leur travail & la suite de [29, 41], E et Vanden-Eijnden ont discuté, pour les
vitesses de Kraichnan, les différentes limites possibles o disparaissent les régularisa-
tions de I’équation (3.8), introduisant & la fois un lissage spatial du champ de vitesse
a l'échelle £, et de la diffusivité moléculaire x. On s'inspire librement de [23] (on ces
résultats sont annoncés sans démonstration et pas entiérement explicitement) et [24]
(ot des résultats plus faibles sont prouvés et par conséquent énoncés plus rigoureuse-
ment) pour les énoncés suivants. Il s’agit donc d’énoncés « vraisemblables ». Ici nous
allons considérer seulement les cas ot 'on prend les limites des noyaux K, (| T E)
dans l'ordre lim,. g lim,, g ou limy, g lim,_,g. Pour la possibilité de prendre les limites
simultanément et le type de comportement qu’on peut alors obtenir, voir la Section 10.

Considérons d’abord la situation ol ’on prend d’abord la limite £, — 0 et ensuite
la limite K — 0. On peut montrer dans le cadre du modéle de Kraichnan (isotrope,
compressibilité constante) [23] qu’il existe, pour presque toute réalisation du champ de
vitesse, un noyau K(7";t'|7;t), (donné directement par la construction de Le Jan et
Raimond, voir la section suivante) tel que pour toute fonction test 8

2
lim lim < [ [ 0 o5 758) — K52 f;t)}] > —0,  (6)
(-) étant la moyenne sur I'ensemble des vitesses.

Dans la phase fortement compressible du modéle de Kraichnan, tout comme pour
les champs de vitesse lisses, il existe R(#|7t)) tel que l'on ait K (™t |rt) = 6(F —
R(t'| 7t)). Néanmoins, contrairement au cas lisse, les applications 7+ R(t | 7,t) ne sont
pas inversibles, mais représentent des trajectoires coalescentes. Ceci est signalé par la
présence d’une contribution proportionnelle 4 §(p) dans la distribution

<5(p _ ‘ﬁ(t’ |74) — R(t| f',t)l))
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de la distance i temps t' entre deux particules Iancees 4 temps t dans deux points
distincts 7 et 7 [31].

Dans les phases de compressibilité faible et intermédiaire, pour des champs de vitesse
non-lisses, K(7';¢' | 7 ¢) ne sera plus une masse de Dirac en un point, comme signalé par
la forme lisse en p de la distribution

(8(p— 17 = 7|) K(7¥' | 7it) K(7'5 | 58) dF df‘")

des distances de particules partant du méme point 7 en temps . Ceci signifie que des
particules lachées du méme point au méme instant « ont le choix » entre plusieurs
trajectoires différentes possibles.

On peut également faire tendre les régularisations vers zéro dans 1’autre sens. Com-
mencer par k£ — 0 revient en fait simplement & prendre x = 0 et on tombe sur les noyaux
K, qu’on peut obtenir directement dans les vitesses lisses. Ils ont la forme

K, (70| 731) = (7 = Ru(t' |7:2))

pour un flot 71— B, (# | 7t) (de tels flots ont été étudiés dans le livre [38]). Il faut alors
définir de maniére adéquate la limite lim,, .o K,. Ceci est un peu moins évident que
dans le cas précédent. Dans le cas fortement compressible on peut énoncer 'analogue
de (6.1): pour toute fonction test & '

2
lim < [/dr OF K, (75 £ | 7:8) — K(f";t’|f’;t)}} > —0 (6.2)
et encore une fois on peut écrire K(7;t'|7;t) = (7 — R |7t)) (le noyau K est le
méme que pour la limite dans le sens inverse).

Aussi dans le cas de compressibilité faible on devrait retomber sur la méme limite
qu’avec la régularisation par terme de Langevin. Or K, pour v > 0, est toujours une
distribution de Dirac, donc nécessairement on devrait écrire une version {plus) faible de
(6.2). On a en fait

ill_n)g<[fd7"df’ﬁ(f") {K. (7t |7t) — K(f’;t’lf’;t)}ﬁ(fjr> =

pour des fonctions test & et 4.

En ce qui concerne le cas de compressibilité intermédiaire la situation est encore plus
complexe. D’une part on sait qu’une trajectoire individuelle a plusieurs « choix », mais la
distribution des distances entre les particules se comporte, dans la limite £, — 0, comme
dans le cas coalescent. Ici on s’attend & la convergence en loi, ou pour les moments, ¢’est-
a-dire qu'il existe des densités Py, telles que

(f(R.,,(t'|'f"1,t),...,ﬁ (' | ™vst))) o

—0
[ (e ) PGl it | T P ) A7 AP (63)

pour toute fonction f continue bornée. Il est sans doute possible de faire un peu mieux,
voir la section suivante.
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6.2 Construction de Le Jan et Raimond

On peut aborder le probléme de maniére plus abstraite en partant de ’équation (3.1)
pour un champ scalaire (i.e. de (3.4)). On définit la solution de cette équation de trans-
port & partir de 'exponentielle de 1'opérateur d’évolution M;, qui s’écrit formellement,
en convention Ité:

g(fit) = /Texp [\/: (—(-,5).V + —%’—A) ds | (77) 6(F ') dF

ot Texp désigne exponentielle ordonnée en temps. On peut la développer en somme de
puissances de ¥ (dit « développement en chaos de Wiener ») pour écrire

o0
0 =3 [ e wEA () Gt
S

(=0 stn) Vel PA qs . dt,

Le Jan et Raimond ont montré dans [40] que cette série, vue comme une suite de fonctions
L? sur 'espace des champs de vitesse, converge en norme L?. De plus on aura

(BFH?) < OTAFF) O t)? (6.4)

Connaitre I'évolution d’un champ scalaire équivaut & la connaissance des noyaux
K(7t'|7t) si on écrit que

O(F ) = f K7 ¢ |74) 07 ¥) d

voir (3.11). On peut montrer que, sous ’hypothése (6.4), il y a unicité des K, solutions
de (3.4).

On peut aussi ajouter la diffusivité moléculaire & la construction de Le Jan et Rai-
mond. Ceci revient 4 remplacer £2 par (22‘1 + &) plus haut. De plus, dans la limite x — 0
on retombe sur les noyaux construits sans diffusivité.

Avec les noyaux K bien définis pour presque toute réalisation du champ de vitesse, on
peut considérer les probabilités de transition & N particules. Si on prend des particules
sans interaction, on aura simplement

N
Pn(Y, o Pt |7, P t) = <H K(ﬂl;t’|v"n;t)>. (6.5)
n=1

Les familles (Py),¢ ainsi obtenues constituent, pour chaque N , une famille de pro-
babilités de transition Markoviennes (grace a la décorrélation temporaire des vitesses
de Kraichnan). Les Py sont symétriques sous permutation des particules: pour toute
permutation « de N particules on a

PN(’I-"I, ...,’J'—"N;t’|’f-"1, ...,’I_"N;t) = PN(’F;_I, . ..,'IT‘:TN;t’I'f"m, . ..,'f_"-,rN;t). (66)
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De plus, les Py pour différents N sont consistants entre eux, au sens ol « oublier » 1'une
des N particules dans Py redonne Py_;: ’

/dFN Py (7, - U |7, - t) = P, - T U 7L, - TN-13E)

Inversement, Le Jan et Raimond ont montré [39] que, si on se donne une famille
de probabilités de transition Markoviennes Py qui correspondent 4 des processus de
Feller {en gros diffusions avec chemins continus) et de plus les Py sont symétriques sous
permutation des particules et consistantes entre différents N, alors il existe une variable
aléatoire (K, )uen & valeurs dans les noyaux de transition, telle que (6.5) soit vérifiée
par les Py et K, ou la moyenne {-) est remplacée par la moyenne par rapport a w,
et tel qu'on ait K (s|t) * K(t|lu) = K(s|u) presque stirement. Pour chaque w, la famille
(K, (s[t))s: permet de reconstruire un champ de vitesse #,, tel que K, soit solution
de (3.4) pour ¥ = 4. Cette construction permet donc, en particulier, de récupérer les
champs de vitesses et les noyaux K de Le Jan et Raimond, & partir des probabilités Py
données par les moments (6.5). Mais le schéma est plus général.

Comme Le Jan et Raimond ont montré [39)], il est possible de modifier les probabilités
Py. On considére les processus Markoviens & N particules définis par Py et, & chaque fois
que deux particules se rencontrent, on remplace 1’'évolution ultérieure des N particules
par celle de N — 1 particules, de la fagon évidente. Cette modification, qui remonte
aux travaux d’Arratia (8], donne une nouvelle famille P§ de probabilités de transition
Markoviennes, ayant les propriétés de Feller, symétriques et consistantes. Cette famille
Pf; est différente de la famille Py du départ ssi les paires de particules dans le processus
original peuvent se rencontrer avec probabilité positive tout en ayant le possibilité de
se re-séparer ensuite. Telle est justement la situation pour les ensembles de Kraichnan
dans la phase de compressibilité intermédiaire. Dans ce cas on obtient & partir des Pg,
— qui devraient coincider avec les densités obtenues dans la limite £, — 0, voir (6.3), —
une nouvelle famille des noyaux K. On peut récupérer les noyaux originaux K & partir
des noyaux K° comme des moyennes de ces derniers conditionnées sur les vitesses:

Ky =E(K, |7)
Notons néanmoins gue pour N > 1
K$Y £ E(KIY | D)

puisque les moyennes sur ¥ des deux c6tés donnent Py et P§;, respectivement. On devrait
&tre en mesure de montrer que c’est le c6té droit qu’on obtient comme limite faible de
limy, o K2¥, au sens L? sur I'ensemble des vitesses, en renforcant (6.3).

Dans le Chapitre 10 nous allons étudier, pour les degrés de compressibilité inter-
médiaires du modéle de Kraichnan, une limite spéciale du processus & deux particules
en présence de viscosité et de diffusivité. Notamment dans le passage & la limite on va
régler la dépendance entre £, et k¥ d’une maniére bien choisie. Cette limite conduit & des
probabilités de transition P3* (« sticky ») dépendantes d’un paramétre (la « colle entre
les particules ») et interpolant entre P, et P§ décrits plus haut. La construction des
probabilités P53t & N > 2 particules (et donc des noyaux K%'} reste un probléme ouvert.

Notons enfin que, le fait qu'il y ait anomalie pour la fonction 4 2 points de la densité
passive quand £p > 0, semble indiquer que dans ces cas K, a une structure multifractale.
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Chapitre 7

L’approche perturbative — effet de la
brisure de parité

En général on ne sait pas calculer le spectre de modes zéro de l'opérateur My
de facon analytique, en l’absence de symétries suflisantes. Pour se faire une idée du
spectre on peut tenter de faire un calcul perturbatif autour d’une situation avec plus
de symétries. Les moyens lourds, c’est le groupe de renormalisation {2, 3]. Mais parfois
on peut s’en tirer avec juste des calculs ressemblant aux calculs perturbatifs habituels
de la mécanique quantique {(de base). C’est cette derniére méthode qu’on illustrera ici
sur I’exemple original du scalaire passif transporté par un champ de vitesse Kraichnan
isotrope mais brisant la parité. La perturbation se fera autour de la situation £ = 0 ou
le modéle de Kraichnan se réduit 4 la diffusion standard.

7.1 Introduction

Nous aurons besoin de rappeler en détail le calcul perturbatif en I’absence de brisure
de parité, tel qu’il a été élaboré en [15], que nous suivrons de prés. Ajouter la brisure de
parité ne fait que modifier un peu les calculs et on laisse cela pour la fin.

Nous commencons par montrer que parmi tous les modes zéro de MY = Ay il y
en & un seul, que nous noterons par la suite Ey, qui puisse donner perturbativement
pour £ petit, un mode zéro de My qui conduise & une loi d’échelle anormale pour la
fonction de structure stationnaire d’ordre N du scalaire passif. Par la suite on calculera
au premier ordre de perturbation en £ cet exposant anormal.

Premiérement, si un mode zéro de MY, de degré d’homogénéité plus grand que N
apparait dans la fonction de structure stationnaire du scalaire passif, alors il a pour
coefficient une puissance négative de L (échelle de for¢age du scalaire) done ne peut pas
étre dominant dans la limite L — oco. Ecrivons en effet trés schématiquement

224

FN(xls . :EN) = Fnormal(mls e :mN) + L ; N_aFanromal(xl, ... va)

oll ¢ est le degré de Fanormal- 1l faut donc ?-g—éN —o > 0 soit 0z—9 < N. En résumé seule-
ment les modes zéro du laplacien de degré au plus N pourront amener, par perturbation,
4 des modes zéro dominants de M.

De autre c6té, les modes zéro de An qui sont de degré inférieur & N s’écrivent
comme somme de termes dont chacun est indépendant d’au moins une des variables,
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et ne contribueront pas & la fonction de structure. En effet, considérons le corrélateur
S = ([1;{T(z;)—T(y;))) qulon pourrait écrire comme somine de corrélateurs de produits
simples. Supposons que la valeur d'un corrélateur simple s’écrive comme la somme de
termes chacun dépendant d’au plus N — 1 variables:

(T(v1)T(v2) ... T{ow)) = f(vayvs,... un) +...

par exemple. Dans le développement de S on peut apparier les termes ayant les mémes
N — 1 derniéres variables. Chaque telle paire peut s'écrire (T(z;)T (v2)T(vs) ... T(vn))
et (T(3)T (v2)T(vs) ... T(vs)) avec v; = z; ou v; = ;. La contribution de f & ces deux
corrélateurs a la méme valeur, mais les deux corrélateurs apparaissent dans S avec signes
opposés, la contribution de f s’annulant ainsi.

7.2 Forme des modes zéro

Les modes zéro du laplacien, homoggnes, & symétrie sphérique et réguliers en 0 sont
des polyndmes. Plagons-nous en dimension D et cherchons une fonction P(z) satisfaisant
les hypothéses. On peut reécrire le laplacien comme

1
RD-

T BRRD‘laR + iAﬁgnﬂ

A= 7

R désignant la variable radiale et Ago-1 le laplacien sur la sphére SP-1. L’homogénéité
de P implique i
P(z) = R°B()

ol o désigne le degré d’homogénéité de P (remarquons que pour la régularité en 0 il
faut o > 0), et P est une fonction sur la sphére unité en dimension D. On peut écrire

alors
0=AP=0(D—2+0)R° 2P+ R 2AgP

Soit _ _
AgP = —o(D —2+0)P

Or, le spectre de Agp-1 est justement —n(D —2-+n) avec n € N. Sachant que o doit étre
positif et que —n(D — 2 + n) est monotone pour n > 0, ¢ est nécessairement un entier,
et P est un mode propre correspondant de Agn-1. On sait qu’un tel mode propre peut
s’écrire comme la restriction d’un polynéme de degré N sur la sphére. On en déduit que
P peut s’écrire comme un polynéme de degré N.

On montre que le seul mode propre de Ay de degré N, invariant sous les rotations,
translations et les permutations de ses N variables, et n’étant pas somme de fonctions
dépendant chacun de moins de N variables, s'écrit comme

By(zy,-zn)y= Y [[ (@w)+[.] (7.1)

wEPN (-1 )en

ol Pu désigne I’ensemble des appariements des entier 1,...,N (partitions en N/2 en-
sembles de deux éléments) et [...] représente une somme de fonctions dépendant de
moins de N variables.
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On utilise pour cela le premier théoréme des invariants du groupe SO(d) . 1l dit
que tout polyndme en les coordonnés de N vecteurs, invariant sous rotation simultanée
des N vecteurs, peut s’écrire comme polynéme en les produits scalaires de couples de
vecteurs, et les déterminants de d-uplets de vecteurs.

On sait d’une part qu'un produit de deux déterminants peut s’exprimer avec des
produits scalaires seulement. Donc on peut se ramener 4 une expression ot dans chaque
monéme on a 0 ou 1 déterminant. Maintenant, par invariance sous permutation des
vecteurs, les termes avec 1 déterminant ne peuvent pas intervenir.

L’argument général est toujours le suivant. Soit £ une fonction de N vecteurs, inva-
riante sous l'action d’un sous-groupe G de Sy (groupe symétrique). Alors on a

1 a
E=@ZE (7.2)

oG

olt |G| désigne le cardinal de G et E” 'action de la permutation ¢ sur E par permutation
de ses arguments. En particulier si 3 ., E° = 0 alors E = 0 . Remarquons que si H
est un sous-groupe de G alors E est invariante sous H aussi et on peut lui appliquer le
méme argument.

En connaissance de tout ¢a, le mode zéro recherché du laplacien est un polynéme en
les produits scalaires de N vecteurs, symétrique sous permutation des vecteurs, et doit
comporter au moins un mondme faisant intervenir tous les vecteurs. Un tel mondme
g’écrit alors forcément

(mil.:c,;z) ves (ZiN_l.IL'?;N)

ol iy, . .. ,ix est une permutation de 1,...,N . Tout tel mondme se symétrise en le méme
polyndme, donc E s’écrit forcément comme énoncé ci-dessus.

7.3 Développement perturbatif

Faisons le calcul perturbatif du mode propore de My au premier ordre en &. A cet
ordre on peut écrire

My = —Apx + EVy + O(€?) (7.3)
avec Vy donné par
1 quxl?k
Vn = 50“6103 |zk| — — 2% | 0,000
19;::9 ( oA =T el )

ol on a introduit z;; = x; — 2.

Soit alors F un mode zéro homogéne de degré N de Ay et on cherchera un mode
zéro homogéne de My qui est une perturbation du premier, donc sous la forme F' =
E+£G+0O(£%). Alordre 1 en &, le fait que F est un mode zéro de My s’écrit comme

~ANG+VyE =0 (7.4)

On cherche & résoudre cette équation en G. Les solutions sont définies seulement & un
mode zéro de Ay prés.
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Ecrivons le fait que F' est homogéne d’ordre N + &)

(Z a:}’c‘)x?) F=(N+ 5)«)15

soit & 'ordre 1

T80 |G = NG+ \E
(2 505)

Introduisons P'opérateur I' défini comme
P:Be B = (a2, ~ N) e (7.5)

ol G est la solution de (7.4) en fonction de E. On remarque que bien que G soit défini
par (7.4) & un mode zéro de Ay prés, E' est défini de maniére univoque si de plus on
exige qu’il soit homogéne de degré N. On incorpore donc ce fait dans la définition de T.
Il faudra montrer qu’on peut effectivement trouver une solution G de (7.4) tel que E'
soit homogéne de degré N.

Pour montrer que I" est définie sans ambiguité, 1'idée est la suivante. Soient G et
G, deux solutions de (7.4), telles que les EY et Ej} correspondants soient homogenes de

degré N . Alors
- B = (Y 250, - N) (G- Gy)

On note alors que d’une part Gy — G5 est un mode zéro de Ay, d’autre part E{ — Ef est
homogeéne de degré N donc 0 = (3° 250, — N)(E{ — Ej) = (3 a8 b — N)*(Gy "‘-Gg) Or
3 oy 2o Se diagonalise sur KerAy (parce que les restrictions des modes zéro homogenes
du laplac1en a la sphere unité forment un systéme complet de fonctions (au sens L) sur
la sphére. On peut prolonger une fonction quelconque sur la sphére en un mode zéro
du laplacien sur tout I’espace de maniére unique. En particulier on peut prolonger les
réstrictions des modes zéro, et les fonctions ainsi obtenues formeront alors un systéme
complet des fonctions sur tout 1’espace (pour les fonctions localement Ls), justement &
cause de I'unicité du prolongement. De plus ces fonctions seront homogénes). Donc il
est impossible que (3 273, s —N )*(G1 — G>) soit nul sans que (3 2582 — N)(G1—Gy)
le soit.
On remarque que Ay E’ = 0 car

' —
AnE = Ay (Zm?am;? - N) G= (Z:ﬂ? g — N+2) AnG
car Ay est un opérateur homogéne de degré —2. Ensuite on utilise (7.4) pour passer &
(D- 2505 — N +2) WwE
A cette étape on utilise que My est un opérateur homogene de degré £ — 2, soit

[Z x;"ax;,MN] = (- 2)My

ce qui donne & l'ordre 1 (en se rappelant (7.3))

> 2500, Va| = ~An — 2Va
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On a finalement
(3o 230.5 — N +2) VB = AvE =0

I" est donc un endomorphisme de 'espace vectoriel des modes zéro homogénes de degré
N de AN. .

Alors (7.5) signifie que E est vecteur propre de I et la valeur propre correspondante
donne la dimension anormale.

On a vu que tous les modes propres de Ay, homogénes de degré N, invariants
sous SO(d), s'écrivent comme (7.1). On en choisit un que l'on appellera Ey . On peut
compléter cette fonction en une base des modes zéro homogeénes de Ay par des fonctions
ne dépendant d’au moins une des variables. Dans cette base I' aura la forme

re 0
@ __ 1]
r b= (Faa Fa;’ )

Alors I') est nécessairement une valeur propre de I' . On peut aussi dire que la compo-
sante de ['(Ey) sur Ey est valeur propre de I' . Cette composante est facile & calculer car
c'est le coefficient de [T, , ,z7,, dans I'(Eo) .

Pour que, effectivernent une solution de (7.4) et (7.5) existe, il faut encore que I soit
diagonalisable. On ne montre pas ce fait, mais si I n’est pas diagonalisable, il y a des
corrections logarithmiques au mode zéro homogéne qui ne changent pas la valeur de A .

7.4 Ansatz, preuve d’existence

On veut maintenant montrer existence pour tout E {mode zéro homogéne de Ay,
de degré N, invariant sous rotation et translation et permutation des variables), d'un G
convenable pour que E’ obtenu de G soit homogéne de degré N . On part de 'ansatz
suivant:
G = (Hplog|zul) + H (7.6)
J#k
ol H; et H sont des polynémes homogénes de degré N invariants sous rotation. De plus
Hj;. est invariant sous permutation de ses arguments d’indice j,k d’une part et de tous
ses arguments d’indices différents de 7,k d’autre part. H est invariante sous permutation
de tous ses arguments.
On aura alors
E = (Z 250, — N) G=% Hu (7.7)
ik
Substituant I'ansatz (7.6) dans (7.4) on aboutit, par identification des termes, au
systéme:

ANHjy =V; -V E (7.8)
(d—2+ 2% - Vie) Hye + ﬁ(x;kmfkax?axgm = —% 2 Kk (7.9)

pour tout couple d’'indices j,k . Et encore
AnH =" Ky (7.10)

J#k
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olt K sont des polyndmes homogénes de degré N — 2 invariants sous rotatlon et Vjp =
V — V3 et V (3mn)

1l sera commode d’introduire les nouvelles coordonnées Y==zp,z=(x;+z£)/2,
les autres restant les mémes.

On montre un lemme: A,y? est inversible sur les polynémes homogénes en y de degré
p donné.

Demonstratlon soit le polynéme en question F et supposons que la plus grande
pu1ssance de y? qui le divise est (y%)* de sorte que F = (y2)°f ol f n’est pas divisible
par 32 . On peut alors écrire

Ay(y*F) = A, (8P )
= (2a+2)2a+1)(¥°)*f + 220+ 2)(1%)°y - Vo f + @2)°F1A, f
= (2a+2)2a+1)(¥")*f + 22 + 2)(¥7)%(p — 20 — 2)f + (¥?)*T 1A, f
=20+ 2)(2a+1+2(p — 20 — 2))} (&2 F + (y2)°‘+lAyf

Maintenant soit A, f = 0, auquel cas
8, (¥°F) = (2a +2)(2a + 1 +2(p — 20 — 2))(y*)*f

et (20+2)(2a+1+2(p— 2a 2)) > 0, soit Ay f # 0 et alors (y?)2+!A, f contient une
plus grande puissance de ¥ donc la somme ne peut pas étre nulle.

Donc dans tous les cas A, (y2F) # 0 et clairement il s’agit d’un endomorphisme de
P'espace des polynémes homogénes en y, ce qui prouve A,y? est inversible.

On montre maintenant que les équations (7.8) (7.9) (7.10) ont une solution satisfai-
sant les hypothéses.

Pour simplifier I'écriture, on introduit y = z;; et le nouveau systéme de coordonnées
z = (z; +2x)/2,4,%3, - . .,zy . On notera dans la suite

Zjk - Ve =2y Vy
2525008, = Oy
Avec ces notations {7.9) s'écrit:

1 1
(d -2 + 2y . Vy)ij + mOJkE = —§y2Kjk

On remarque que d — 2+ 2y - V est un opérateur homogéne en y de degré 0, le systéme
se diagonalise donc par blocs selon le degré p en y. Notant la composante de chaque
fonction sur le secteur de degré d’homogénéité p en y par un p entre parenthése, en
exposant, on peut écrire

1 _
(d—2+2p)HY + E)® = _§y2 K@D

2(d 3@—1

On divise par d — 2 + 2p et on resomme selon les p:

(p—2)
_N e (OnE)®) Loy K
Hp=3 Hi'=-3 5070 SEUD D s - (G2
by P p

d—1)d—-2+2p) 2
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A ce moment on applique Ay & 1’égalité ci-dessus, puis on se sert de (7.8) et on réarrange :

(52
L .. _ (O E)®
AN'” Zd oyzp - Vi Ve A”;z(d—l)(d—zwp)

Finalement on redécompose selon le degré d’homogénéité en y:
{p)
1 K;
Ayy Ik
d—2+2(p+ 2)

(») (p—-2)
Ee A _—
= (Vs Vi ( Nz d—1)(d - 2+2q) AJ‘yd 2+2p

A ce moment on peut récursivement calculer (puisque A,y? est inversible) les KJ@? en
partant de p =0 .

Une fois les K connues, (7.11) donne Hji. On vérifierait que par construction Hj
satisfait (7.8) et (7.9). Par construction il vérifie aussi les conditions de symétrie.

Finalement on peut toujours trouver une solution H de (7.10), car les K, sont
homoggnes de degré N —2 et Ay 3 22 est un automorphisme des polyndmes homogénes
de degré donné, en vertn du lemme.

Les termes pouvant intervenir dans Hj; sont limités par les exigences d’invariance
sous rotation et sous permutation des arguments j et k entre eux, et de tous les autres
arguments entre eux. Le premier théoréme des invariants donne que tout terme s’écrit
avec les produits scalaires (et déterminants! si brisure de symétrie). Tout monéme en
les produits scalaires devra donc étre symétrisé par rapport & z;,z; d’une part, tous les
autres indices d’autre part. Ceci laisse seulement deux termes faisant intervenir tous les
indices, notamment

'
T_'j"k = ($J . .’Ek) ij
Ujk = Z($J wm) Iy - xn) ij mn

m¥#n
ot I'on a introduit

Y= > I @

nEPN (5,5) (I-.i4)enm

ng,mn - Z ]._[ (551_-56;_1_)

wEPy(f.k,mn) (- 14)ex

It

ott Py (f1, - - - ,Jn) désigne I'ensemble des appariments des entiers {1, ... ,N}\{j1,. .. ,Jn}-
Cependant le systéme (7.8), (7.9) n’est pas fermé sur les deux termes T et Uj. Il suffit
de rajouter deux autres termes

Jk == LE + :ck) Z
jk = Z[(-'L'J TN Zj * Tn} + (Tk - T (Tk - a:n)]z

ik,mn
m<n J
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et de remplacer (7.8) par elle-méme multipli¢e par (z; - z5) que nous appellerons (7.8"):
(z} y :Ek)ANij = (:Ej . zk)Vj . VkE (7.8’)
pour obtenir un systéme fermé. Dans ce cas (7.8°) et (7.9) ont un bloc indépendant sur
Tjk,T}'-'k,Ujk,U;k. Calculons les différentes expressions utiles
(25 2) ATy = 0
(z; - 1) AnTy = 2dTy,
(37_1' : wk)ANUjk ={

() ANUjy = 425 - 7k) D (T - Tn) Y

"

Jk,mn
m<n
Y »
(On remarque que dans Y, . (T - Z,) 2 ikmn O & sommé avec redondance, chaque

mondme apparait autant de fois qu'on peut mettre en facteur un produit scalaire, donc
(N —2)/2 fois). On continue:

(@i - Vi) Ty = 2Ty, — 2T,
(i - ij)T;k = 2T;k — 2T},
@ik * Ve)Use = 2Uje — 2U,
(iCjk . ij)U_;k = 2U_;k - ZUjk

De (7.11) on voit que le degré joint en z;,7x de tout mondme de Hjj est au moins
de 2, car c’est le cas pour O E et pour y2. Donc dans (7.8’) seul T}, et U}, peuvent, en
tant que termes de Hj;, donner une contribution proportionnelle & T,

Finalement on calcule les expressions intéressantes en E. Dans (7.8’) seuls Tix et Ujp,

en tant que termes de E, peuvent donner une contribution en Tj:
(@; - Tk)V; - VieTj = dT
"
(@i - 2V - Vilje = (25 - 24) D (Tm - Tn) Y

k,mn
mn 35y

= (N —2)T

Ajoutons que les coefficients de Tjx et de Uy, dans E sont 1 et 1.

Quant & (7.9), dans x;‘?kK jk i1y a seulement des termes en Ty et T, de degré joint 2
en z;,zx . Donc on veut savoir la composante en Uy et Uji, de O E . La aussi, & cause
du axgawg seul Ty et Uy contribuent.

¥
a B 2
235023 Opp Tt = T34 ij

"
g0 = Sl o)~ an- 2wl = i-2)
mFn
= 20, — 2y

Donc seul Uy, donne une contribution intéressante, et son coefficient dans E est 1.
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7.5 Détermination des coefficients
Au total, (7.8") et (7.9) se résument, en posant
HY = aTy + o/'Th, + Uy + BT,

ou H J[i] désigne les termes de degré joint 2 en x;,z, et de degré 1 en toutes les autres
variables, au systéme

2da’ +2(N — 2)b' = —d + (N — 2)

1
— ’——=
db — 2b — 0
i
,—2 —_—
db b+d—1 0
a=-a

La derniére égalité vient du fait que dans (7.9) le membre de droit est divisible par 32
ce qui impose le rapport —1 entre les coefficients de T}, et T;k . On aurait pu aussi

remarquer que Hj;, doit étre invariant sous translation, et donc ¢’ = —a et ¥’ = —b .
On peut résoudre ce systéme. Seuls a et b nous intéresseront. Ils valent
a=_l( N-2 +d+N—2)
d\{d—1)(d—2) 2
b= 1
C (d-1(d-2)

Maintenant on se souvient que c’est E'/FE qui nous intéresse, et pour cela il suffit de
connaitre, moyennant (7.7), le coefficient de Ep dans 3, Hj . Ce coefficient est

Na+ N(N —2)b

C’est encore 'argument de comptage redondant. Quand on somme les Ty on compte
chaque mondéme de E, autant de fois qu'on peut choisir un couple non ordonné x;,zx
apparaissant dans le méme produit scalaire dans ce mondéme, c’est-a~dire 2 x N/2 .
Quand on somme les Uy on compte chaque monéme de Ey autant de fois qu’on peut
choisir un couple non ordonné z;,z; apparaissant dans deux produits scalaires différents
dans ce mondme, c’est-a-dire 2 x N(N — 2)/2.

Au total le coefficient de Ey dans E’ est donc
ro __N(d+N) _ N NKN-2
T 2 +2) 2 2(d+2)

7.6 Cas avec brisure de parité

On peut maintenant employer la. méthode développée au cas avec brisure de symétrie
de parité de la corrélation du champ de vitesse stochastique. En 3D Vy a un terme
supplémentaire

x!
Vi = Z NPT ;I;Jk[

]-Sj?"—'kSN I ik

Oes,0
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avec0< A<,

On a déja établi que E était un polynéme en les produits scalaires des vecteurs,
méme §’il y a brisure de parité, & cause de son invariance sous permutation de ses
arguments et (7.2}. En appliquant e“‘ﬂ"’x}k6$? 6_,,:;3 4 E tous les mondmes sont transformés
en somme de termes avec 1 déterminant (avec coefficient 0 éventuellement), cependant
e“ﬂ”:c;’kaw?ang est invariant sous permutation de ses arguments d’indice j et k, ainsi
que sous la permutation de tous ses antres arguments. Or si un monéme fait intervenir
un déterminant, au moins 2 vecteurs dans ce déterminant font partie soit de ’ensemble
{z;,7%}, soit de ensemble des autres vecteurs. Alors sous la symétrisation (7.2) un tel
terme s’annule. Finalement Vi E =0 .

Ceci montre que G satisfait exactement la méme équation que dans le cas sans brisure
de symétrie et donc G ainsi que I'% ne changent pas. A lordre 1 en perturbation il n’y
a donc aucun changement !

Regardons aussi le cas 2D. Le terme supplémentaire dans Vi est

a By et Y
gt ) + TS 1)
&Lk kT ik
Vi = E A€ EL L] aﬂ,;,,amf

o |2
1<j#k<N I:I:Jk|

Il n’est plus vrai que VyE = 0 . On gardera 1'ansatz (7.6), avec toutes les hypothéses
complémentaires qu’on a faites. Dans le développement de (7.4) seul 'équivalent de (7.9)
change, et seulement O est modifié, tout en gardant la propriété essentielle que le degré
joint en z;,z; de tout mondme de O, F est au moins 2. On peut donc refaire exactement
la méme analyse que dans le cas sans brisure de parité. La seule différence sera que dans
Hj; un nouveau type de terme de degré joint 2 en Z;,Z) powrra intervenir. En dehors
des termes avec seulement des produits scalaires, on peut avoir des déterminants aussi,
puisque Hj. n’est invariant que sous permutation de z;,Tr d’'une part, et des autres
vecteurs d’autre part. Donc il peut y avoir des termes avec un déterminant de Tj ou T
avec un autre vecteur. Les analogues de Ty et T, sont

Wit = D ([25,Tm](@k - 2n) + (25 - Tm)[h,2]) S

m,n

"

jk,mn

mn

e = D _witml (@ - 2n) + lonml (@ 7)) 3

On recalcule le méme genre d’expressions qu’avant
(z; - 2e) ANW = 0
(@5 - 2R)ANWj = (25 - 28) Y l&nZm] + 2tn,zm]) Y
™mn

=0

"

jkmn

la derniére expression s’annulant car on somme sur m.n le déterminant [Zm,zp] - On a
aussi

(@1 - Vie) Wik = 2Wy, — 2W},
(Zje - Vi)W = 2W}, — 2Wj
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Il faut encore calculer la contribution du nouveau terme dans O F

oy,.B By o T
(€25, + €252, )0es 0,0 Tin = O

i
at B . BY ot Y Lo (2T B Y B pa Y a .8
(e pzhy + € mjkxjk)a,?asz,k_(e TipTie +€ $jk$jk)§ TmTn 2 it
m,n

= ([Em i) (@t - Tn) + [n,38] (it - Tm)) Z”

m,n

= 2Wje — 2Wj,

ik,mn

On pose encore

HJ[F] = O.Tjk -+ a’T;k + bUJk +b ;k + Cij +d :;k.
On obtient, & c6té et indépendamment du systéme qu’on a déja obtenu pour a,a’.b,V, le
systéme sur ¢,c/, & partir de la variante de (7.9)

A
-2+ —=0
dc c+d_1

A
dd —2c— ——=10
d—1
Il g’en suit que E’ ne change pas, car sommant sur j,k, Wy, et W}, s’annulent. Donc
I’exposant critique n’est pas modifié & 'ordre 1. Pour ¢ on trouve

—-A
C= 7
(d—1)(d+2)
et ¢ = —¢ . Il y a done un changement dans 'expression de G, donc le mode zéro

perturbé & 'ordre 1 change avec la brisure de symétrie, mais pas 'exposant anormal.
Remarquons qu’on pouvait prévoir que ’exposant critique n’allait pas changer car il
est symétrique en X et donc en £ vu que le coeflicient du terme brisant la parité est A£ .
Notons finalement que pour N = 2 on peut calculer ’exposant du mode zéro de
maniére non-perturbative et ni en 2D ni en 3D l'exposant dans le secteur isotrope du
scalaire n’est changé par le terme brisant la parité.
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L’approche perturbative — effet de la brisure de parité
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Chapitre 8

Exploitation des symétries — champ
magnétique anisotrope dans un
écoulement isotrope

Quand M y a suffisammment de symétries on peut calculer analytiquement son spectre
de modes zéro. Tel est le cas pour 'opérateur d’évolution M, d’une quantité tensorielle
dans un écoulement isotrope, ol Pon utilise la symétrie SG(d). On illustrera ce cas &
travers le champ magnétique passif. Une autre situation ol les symétries peuvent étre
exploitées est le cas £ = 2. Ce sont alors les groupes SL{N) et SL(d) qui interviennent.
Le cas d = oo peut é&tre vu aussi comme une situation a grande symétrie.

8.1 Introduction

Soit V = R? l’espace euclidien & d dimensions. On note z1,...,z4 les coordonnées
canoniques sur V. Considérons un opérateur M agissant sur 1’espace E des sections L?
de T®2V (i.e. fonctions sur R & valeurs tensorielles contravariantes d’ordre 2, de carré
intégrable). On a Iisomorphisme E = L%(R?%) @ R¢ ® R%.

On fait les hypothéses suivantes sur M :

(1) M est invariant de rotation, c’est-a-dire il commute avec l'action naturelle de
SO(d) sur E (c’est-a-dire celle induite par Paction de SO(d) sur V). Si de plus
M commute avec Paction de O(d) tout entier, alors on dit qu'il est invariant de
parité. Dans le cas contraire on dit que M brise la parité. NB: par parité on entend
symétrie de réflexion par rapport i un hyperplan. En fait on n’envisagera la brisure
de partité que pour d < 3.

(2) M est homogéne de degré (. Soit D le groupe (de Lie) des dilatations D = {D)|\ €
R%} dont I'action sur E est définie par (DyF){z) = F(Az) pour tout F € E.
On peut exprimer le fait que M est homogéne de degré { par la relation de
commutation DyM = A MD,. L'opérateur d’homogénéité H engendrant 'algébre
de Lie de D agit sur E par z;0;. Avec son aide on peut réécrire la relation de
commutation précédente comme [H, M| = (M.

(3) M laisse stable I’espace des fonctions sans divergence & gauche (resp. a droite),
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plus précisément
g; OM’?J-“.; = X—I: o 0;

650M21_73= _: 3_

pour certains opérateurs X et Y.

(4) Enfin M commute avec 7 donné par (7 F)as(2) = Fgo(—2z) pour tout F € E. T
est une involution. Alors T'= {1,7} muni de la composition d’opérateurs comme
produit est un groupe. M commute avec l’action de T. Notons que si F est la
fonction & deux points d'un champ vectoriel homogene, alors TF = F. En effet

Fop(z) = (va(2)v5(0)) = (va(0)vs(—2)) = Fpa(~2).

On introduit M = zSM. Il est clair que M et M auront les mémes modes zéro. De
plus M vérifie toujours (1) et (4) et est homogeéne de degré 0, autrement dit il commute
avec D, ou encore [H, M] = 0. Par contre M ne vérifie plus (3).

L’essenticl est que M commute avec O(d) (ou SO(d)), D et T, ce qui permettra de
décomposer M en opérateurs sur des espaces de dimension finie. Ce que siginfie cette
décomposition et comment I’obtenir sont 1'objet de la section suivante.

8.2 Décomposition selon un groupe de Lie

Notons d’abord que les actions de D, de O(d) et de T sur E commutent entre elles
deux-a-deux. On peut donc considérer que c’est D x O(d) x T qui agit sur F. On
cherchera & décomposer E selon les représentations irréductibles de ce dernier groupe
de Lie (ou juste D x O(d), selon le cas).

8.2.1 Généralités

De maniére générale, soit G un groupe de Lie agissant sur I'espace vectoriel E. Une
décomposition de F selon les composantes irréductibles sous 'action de G, si une telle
décomposition existe, peut étre écrite formellement comme E = B, 2%, avec les T,
des représentations irréductibles distinctes de G. Les v sont une fax;on d’mdexer les
représentations irréductibles, qui sera explicitée plus tard. Parfois on note cette décom-
position aussi comme F = @U a,I'y. Il faut comprendre que E est somme directe de
sous-espaces isomorphes aux représentations irréductibles I',, les a, étant le nombre
d’espaces isomorphes & I, dans cette somme.

Pour étre correct, il faut écrire E = @, T',® K oi1 K est le corps de base. L’isomor-
phisme, que nous noterons ¢, est un G-espace isomorphisme (ie. commute avec 'action
de G), avec G agissant sur les I', comme représentations irréductibles de G, et trivia-
lement (ie. par I'identité) sur les K%. On appelle K% 1’espace de multiplicité de la
représentation irréductible I', dans la décomposition de E. Pour simplifier, on le notera
juste N, (ie. N, = K%),

Si maintenant un opérateur M commute avec P’action de G sur E alors il laisse
stable les ¢(I', ® N,). De plus le lemme de Schur implique que l'action de :~!M¢ sur
I, ® N, se factorise comme 1 ® M,. Ce qui nous intéresse est justement de trouver ces
M,,. Dans la pratique on cherchera une base de ¢(y, ® N,) pour un =, € I, arbitraire. Il
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est clair que M laisse ¢(7y, ® N,) stable et sa restriction dessus est (equivalente 4) M,.
11 suffira donc d’écrire I’action de (la restriction de) M dans cette base, et on obtiendra
une matrice M, qui correspond 4 M,,.

Notre programme est clair: décomposer E selon les représentations irréductibles de
G (= D x O(d) par exemple), puis trouver dans chaque composante une base adéquate
et écrire 'action de M dans cette base pour obtenir les matrices M, des M,,.

8.2.2 Une simplification

Dans notre cas, une simplification des calculs vient du fait qu’on peut écrire £ =
E'® E" ou l'isomorphisme est 4 la fois un isomorphisme de G = O{d) x D-espaces et un
isomorphisme d’espaces de Hilbert (pour les normes L? respectives). Dans les détails,
on a B' = L*(R,,z% 'd)\) (oi d\ est la mesure de Lebesgue habituelle sur R) et E”
est I’ensemble des sections L? de S%! x V®2 (ie. du fibré trivial de $4~! par V®2). G
agit sur E' comme D (qui agit de la maniére induite par son action sur R, ) et sur E”
comme O(d) (en formules (Rf)aa(z) = RagRazfs3( Rz} pour tout f € E”, R € O(d),
z € §971), Intuitivement on pourrait dire que O{d) x D agit sur E'® E” comme D®O(d).

Si E' se décompose selon D comme E' = ), I}, ® N/, (cet isomorphisme sera noté
t') et B se décompose selon O(d) comme E” & @, I') ® N. (cet isomorphisme sera
noté ") alos E = P, T, ®T, @ N, ® N, et les I', @ I'; seront les représentations
irréductibles de O(d) x D appa.ralssa.nt dans la decomposn:lon de F, avec espace de
multiplicité N, ® N;.

L’action de D sur E' induit que H agit sur E' comme zd. On remarque que i(z8+d/2)
est un opérateur autoadjoint sur E’, donc on peut écrire E' comme somme (ou plutdt in-
tégrale) directe des sous-espaces propres de cet opérateur. Ceci donne une décomposition
de E' selon D. On a B/ = P Czic%. En particulier les espaces de multiplicité sont
unidimensionnels. Nb. cette décomposition correspond & la transformation de Mellin.

D’aprés ce qui précéde, on peut décomposer E comme E = P g , T ie-§ @ I, ®N,.
Aussi suffira-t-il dans la suite de chercher une base de +"(v, ® N;;}) C E” pour ")fju € I‘”
arbitraire.

Il reste & décomposer E” selon les représentations irréductibles de O(d).

En fait ’action de T est elle aussi compatible avec cette décomposition de E. En effet
E = E'® E” en tant que T-espaces si T agit sur E' trivialement et sur E” naturellement.
L’action de T sur E” commute avec celle de O(d), donc on pourra décomposer E” selon
I'action de O(d) x T. Dans la pratique on écrira 'action de 7 sur +"(-y) ® N/). Rappelons
que 72 = 1, donc on peut diagonaliser par blocs son action sur ¢"(v @ N) selon les
sous-espaces propres associés aux valeurs propres +1. Si M commute avec 'action de
T, alors il laissera stable ces deux sous-espaces.

8.3 Décomposition selon O(d) (ou SO(d))

8.3.1 Les représentations qui apparaissent et leurs multiplicités

Dans la suite on se servira des diagrammes de Young pour dénoter les représentations
irréductibles de O(d) (cf. par ex. [28]). De la théorie des harmoniques sphériques on sait
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que L?(5%') se décompose selon O(d) de la maniére

A €B
Il nous reste donc & calculer
(@ -u- oo~ [@He o)

ce qui revient & calculer [1[..Tk]®[ |®[ | A I'aide des diagrammes de Young on a

facilement
irle =Moo

Eﬂ
1]..| k]

e+

cependant en dimension d = 2,

est nulle pour & > 2, ce qui modifie la suite.

Poursuivant, on a

k|

1 ..[k—|®‘:|= 1 ..|Io+1]® 12 lkl@

k1l k2 k1| k42

o= e [T

FES
|

D’ot finalement en dimension d > 3

AL.Jk]®[ Jel 1=[11. Iwﬂ@?) Als Ikl@lll 4

@2 [Lelnlgy [1].]ol
kg k]
1]..]%]
o2 ..|k|®k+1
Rl k42 |
ﬂ

de sorte que

DELIHee[]-2-+04-[JePs-ALIE
k=0 k=2

. $é4_ 1 ..|H|@é 112 ..Ik—l@é .. [k]
h k] ket [kt2 - Lk
=3 k=4 k=3 |ki2|

(e symbolise la représentation triviale, ie. I'image de tout &lément du groupe est ’identité
sur un espace a 1 dimension.)
En dimension d = 2 on a plutét (pour & > 3)

®|:I®Dt. .. Hzl@z'[ll..lkl@ill..lk—zl

de sorte que

DOLIReJe]=2-«oP4-ILIHe2-H
k=0 kel

On vient d’obtenir la décomposition de E” selon O(d), qu’on peut écrire schémati-
quement (cf. ci-dessus)

E'=PT,® N/
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8.3.2 Trouver une base explicite

On doit maintenant construire une base de ¢"(v/ @ N//) C E" ou 7] € TI') peut
&tre choisi de maniére arbitraire. On peut construire une telle base & partir d’injections
O(d)-invariantes d'un T' = T abstrait vers E".

Commencons par une remarque. Une fonction sur S%! peut étre définie comme
restriction 4 S% ! d’une fonction définie sur R%, Dans la suite ce type de définition sera
implicite. Notons p cette restriction. Si f est une fonction sur R?, alors p(f) est une
fonction sur $%!. On peut tout & fait définir g = 8,f et obtenir ainsi une nouvelle
fonction p(g) sur §41 (bien sfir p(g) dépend de f et pas seulement de p(f)). On se
servira de ce genre de construction dans la suite.

Pour débuter on choisit les T" abstraits. On les réalisera comme (restriction & S de)
fonctions sur R? & valeurs tensorielles, les coefficients des tenseurs étant des polyndmes
homogénes harmoniques. Par exemple peut &tre réalisé comme les polynémes
harmoniques homogénes de degré k& sur R® (ie. on a un tenseur d’ordre 0). On notera
cet espace f‘k. _

Continuant avec cet exemple, la dimenson de 'espace vectoriel des O(d)-injections
de I'; dans E” (ie. celles qui commutent avec I'action de O(d) sur T et E") est la méme
que celle de N}/. Pour d > 3 et k > 2 ceci donne 5 et on peut en expliciter une base
comme suit. Pour p € f‘k on peut prendre les fonctions qui 4 p associent les tenseurs
d’ordre 2 (indexés par o et 5)

ZToaZaDs TaOsP, Ta0aP, 0a0sp, Sapgp

On vérifie que les fonctions ainsi définies sur la sphére S¢! sont réellement indépen-
dantes (si elles sont indépendantes dans une dimension dy donnée, alors elle le seront
pour toute d > dg, car la restriction de ces fonctions & l'intersection de la sphére §9-1
avec le plan 4,41 = ... = 4 = 0 est justement ce que sont ces fonctions en dimension
do; ainsi dans la pratique on vérifie 'indépendance pour une dimension concréte (2, 3 ou
4) explicitement). Pour d = 2 ces fonctions sont effectivement liées, et on doit chercher
une famille libre. Dans la suite on traitera seulement le cas d > 3, les résultats pour
d = 2 ne seront donnés que dans un tableau récapitulatif.

Si en plus on veut que chaque vecteur de la base soit vecteur propre de 7, on prendra
plutét

ToZgD, TaOaP +Z0aP, Oulap, dapp et T,08p — 5040

Rappelons qu'a proprement parler ce sont les restrictions de ces fonctions sur S4-!
qui sont dans E”. Si la somme des images de I, sous ces 5 O(d)-injections est " (T"®@N/),
alors les 5 images ci-dessus d’'un p € Ty (p # 0) forment une base de /(7 ® N} pour
un certain ). C’est ce qu’on a cherché.

Nous devons traiter les cas k < 2 séparément, mais de maniére analogue. Pour k = 0
on a 2 injections

TalaP, 5a,3P
etpour k=1onena4
Topp, ZaOgp, Ta0ap, bagp
Dans les calculs on choisira p = (1 + iz9)®. Profitons-en pour introduire la notation

Zp = Top—q +’i$2; pour 1 S l S |_d./2j
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Avec cette notation on a donc p = 2§,

Décrivons la situation pour les autres types de représentations de O(d) Pour !19 -+ o

on choisira comme représentation abstraite I’espace I'y_ 1,1 (de maniére générale les in-
dices de T' correspondront aux longueurs des lignes des diagrammes de Young associés)
défini comme image de V¥ sous le foncteur de Schur 81, k—1A1x. On a utilisé les nota-
tions suivantes:

— V dénote la représentation standard de O(d) (ie. V = R%).

— VI signifie les éléments de V®* qui sont sans trace, c’est-a-dire 'intersection des
noyaux des contractions c¢;;

Cij :V®k _ V®k—2

11 ®... Qv — Qv @ b Vg

oll () est la forme bilinéaire définie positive par rapport & laquelle O(d) est définie
(en Poccurence le produit scalaire euclidien standard sur R%).

— Sy — olt A est un sous-ensemble des entiers entre 1 et k¥ — est l'opérateur de
symeétrisation associé au sous-groupe G(A) du groupe symétrique &({1,...,k}),
c’est-a-dire

Sy VB, ek

NE... 00— Z Uo(1) & - . . & V()
ogES(A)

De méme, A, est I'opérateur d’alternation défini par

Ay IV ek

n®... Qv — Z (0)Ue(1) ® ... ® Yok
oeS(X)

oll €(o) est la signature de la permutation o.

Les éléments de f‘k_l,l peuvent é&tre vus comme des tenseurs d’ordre 1, & coefficients
polynomiaux (en les ;) homogénes de degré k — 1, car ils sont symétriques en les k — 1
composants tensoriels par construction.

La dimenson de I'espace vectoriel des O(d)-injections de I's_, ; dans E” est la méme
que celle de Ny, ;. Pour k& > 3 ceci donne 4 et on peut en expliciter une base comme
suit. Pour p € f‘k_l,l on peut prendre les fonctions qui 4 p associent les tenseurs d’ordre
2 (indexés par a et 3)

TaPs: ZpPar Oabp, Osba

respectivement. A nouveau on peut dire que si 'image de T'x_; 1 sous toutes les O(d)-
1nJect10ns est ¢ (I') ® N)), alors les 4 images ci-dessus d’'un p € I‘k 1,1 forment une base
de "(y) ® N} pour un certain /.

Pour k =2, on a 3 injections

TaDsy ZTaPar OaPp — OpPa
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Dans les calculs on prendra p o< 5y, %141 k(zl -1 ® z3), par exemple

k—2

k1
p=2 Qrs—2 T3Q2z

ce qu’on peut encore écrire
k
Pa = 210a(23/21)

Pour k = 2 on pourta plutdt prendre p, = z¥8,(T2/71), qui est défini méme pour d = 2.

112]..
k1| K
représentation I‘k 2.2 est nulle (cf. Remarque 3. i). On choisit comme représentation abs-
traite Tp_ 22 =51, k—25k—1kA15-14r, 2V Les éléments de T, 2,2 (a priori des tenseurs
d’ordre k) sont par construction symétriques en les indices 1,...,k — 2, donc peuvent
étre vus comme des tenseurs d’ordre 2, & coefficients polynomiaux (en les z;) homogénes
de degré k — 2. Dans les calculs on prendra p o< Sy x—2Sk—1£A1 5142225 2252), par
exemple :

Passons au cas |H|. Notons que 13 & > 4 nécessairement. De plus pour d = 3 la

p—zl ®Z2®22—Zl 22®(21®22+22®21)+2k -4 2®z1®zl

801t
Pap = 2 0a(22/21)08(22/21)

L’espace des O(d)-injections de I's_3 5 dans E” est unidimensionnel et on peut en prendre
comme base l'injection triviale.

1].. x|

Pour [, . Notons que 13 & > 3 nécessairement. De plus pour d =3 et k > 4
k|
la représentatlon I‘k 21,1 est nulle {cf. Remarque 3.i). On choisit comme représentation
abstraite l"k 211 = S1,..k—2A161 kV[ 1. Les éléments de I‘k 2,1,1 (& priori des tenseurs
d’ordre k) sont par construction symétriques en les indices 1,...,k — 2, donc peuvent
&tre vus comme des tenseurs d’ordre 2, 4 coefficients polynomia.ux (en les z;) homogénes
de degré k — 2. Dans les calculs on prendra p « Si,... k-241k-1 k(zl 2 ® 3 ® 14) (sauf
pour k = 3,d = 3), par exemple:

P=2"2Q(23®T4—Ta®T3) + A 23R (24 @21 — 11 ®Ta) + 2 *24@ (21 QT3 — 13 @ 1)

21 Bazl 632:1

Pag =2 2|23 Oaz O3
ZTs Oas  Opa
Pour k=3 (et d > 3) on peut prendre
Ti Om 551
Pog = |T2 Oa2 Op2
3 a3 5,63

L’espace des O(d)-injections de I's_211 dans E” est unidimensionnel et on peut en
prendre comme base l'injection triviale.
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8.3.3 Remarques

A ce stade on fait un certain nombre de remarques

(1) Pour k < 1les injections 'y — ¢"(T/QN!") C E” ne sont pas toutes indépendantes,
cependant les images forment une famille génératrice de :"(IYQ N ), car également
dim N; est plus petite.

(2) Pour d = 4 la représentation B et pour d = 6 la représentation ne sont pas

S0(d)-irréductibles, mais seulement O(d)-irréductibles. Cependant pour d > 3 on
ne considére que des M commutant avec O(d) tout entier.

(3) Danslecasd =3

(i)

(if)

(iii)

1].. e
Comme on a mentionné ci-dessus, 1 2 e et (pour k£ > 3) i, sont
k—~1 7 |
k

nulles (ie. représentation sur {0}). Ceci parce que la somme des longueurs
des deux premiéres colonnes du diagramme de Young est plus grande que la
dimension d = 3 (cf. Fullton et Harris 19.5).

’1 2 Je] et sont isomorphes en tant que représentations de SO(3)
mais ne le sont pas en tant que représentations de O(3). Ceci parce que
les deux diagrammes sont associés, c’est-a-dire la somme des longueurs des
premiéres colonnes de 'une et de I’autre est égale 4 la dimension d = 3,
et les autres colonnes ont des longueurs deux & deux identiques entre les
deux diagrammes (cf ibid.). En particulier (pour & > 2) on trouve 9 repré-
sentations indépendantes de SO(3) isomorphes & et on a en fait 9
SO(3)-injections indépendantes — E". En plus des 5 injections déja
mentionnées, on peut en construire 4 autres avec le tenseur de Levi-Civitta :

€apyLD;  €apyOyD, €86 LaT+O5D, fﬁ'yéa:'yaéaap

D’autre part en tant que O(3)-représentations }g Ny Z(1]. k] etonad

et 5 O(3)-injections respectivement. En particulier si M commute avec 0O(3)

alors il ne couplera pas i‘ - e et [1].. ]|, mais 8'il commute seulement

avec SO(3) (ie. brise la parité) alors il peut mélanger ces deux.

En tant que SO(3)-représentations| |et ® sont isomorphes, mais pas en tant

que O(3)-représentations. Donc comme ci-dessus, si M brise la parité il peut
mélanger les deux, et non sinon.

(4) Dans le cas d > 4 on ne considére que le cas oit M ne brise pas la parité.

1].. [k

Alors, pour d = 4, ] et |1]..[»2 n’étant pas isomorphes en tant que

k

O(4)-représentations, M ne les mélangera pas (rappelons qu'il s’agit encore de
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diagrammes associés, donc qui donnent des représentations isomorphes de SO(d)

1f.. |k——2| ’ 1 l J
mais pas de O(d)). Idem pour d =5 et |4 et (=2
% | =1

Un certain nombre de ces remarques concernent le cas ot M brise la parité. On peut
les résumer ainsi:

La remarque (2} dit que si M brise la parité alors certains secteurs sont scindés en
2. Schématiquement si I" est une représenation irréductible de O(d) alors ' =T’y & I's
en tant que représentation de SO(d) et on a

reN 2821 o NeoT,&N

et M peut agir différemment sur les deux N. L’espace de multiplicité est « dédoublé ».
sont mélangés. Schématiquement si I'; et T';, des représentations différentes de O(d),
sont isomorphes en tant que représentations de SO(d) alors

F1®N1®F2®N2F1—ﬂ;zr1®(Nl@N2)

et M ne doit plus étre diagonal par blocs selon N; et N,. Les espaces de multiplicité
peuvent étre mélangés.
Dans les deux cas il y a bien plus de possibilités pour 'action de M .

8.3.4 Récapitulatif

Au total on a 8 secteurs différents & traiter. Il semble utile de les présenter dans
le tableau récapitulatif 8.1. Les vecteurs de la base 1 sont vecteurs propres de T avec
valeur propre (—1)*, ceux de la base 2 avec —(—1). Pour SO(3) avec brisure de parité,
on a 3 secteurs, résumés dans le tableau 8.2. Le cas de la dimension d = 2 sans brisure
de parité est résumé i part dans le tableau 8.3

Nous sommes maintenant en mesure de calculer 1’action de M sur L(z:""'"’% Y, ®N,)
et donc de connaitre les J\;[c,i. Pour simplifier, on fait le changement de variable h =
ic — d/2, et on écrira M, (k) pour M., et M,{(h) pour la matrice M., correspondant
a J\Zc.,, dans la base issue des constructions ci-dessus. Alors det M, (h) = 0 donne les
valeurs de h pour lesquels M a un mode zéro homogéne de degré h. Rappelons que M et
M ont les mémes modes zéro. Cependant la connaissance simple de tous les modes zéro
ne permet pas encore de savoir lesquels peuvent effectivement apparaitre dans le cas ol
on force le champ magnétique & grande échelle, ou bien dans le cas en décroissance libre.
Le comportement 4 petite échelle de la fonction de structure du champ magnétique serait
dans ces cas déterminé par le mode zéro de plus petit degré qui apparait effectivement.
Pour le déterminer on aurait besoin d’une analyse plus fine.

8.3.5 Exemple d’application

Pour E” on considérera le secteur

.- [ avec k > 3, d > 3. On doit considérer

1
k
P'action de J\;[k_l,l dans les deux bases, formées respectivement par les vecteurs

(Ké—1,1;+)aﬂ = TaPp + LaPa (K§—1,1;+)aﬂ = OaPp + OPa
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[ Sectewr | k£ [ d p base 1 base 2
. —0|>2 1 Talpp
Jaﬁp
ToZgp
] =1{>2 T Talsp +230.p | 2o0sp — TpOap
6aﬂp
ToLgp
3] Oy
1].]k] |[22]|>2 2% To ﬁg —5 T60aP ZoOpp — TaOup
algp
5aﬁp
_ols _ .2 LoPp — TPa
Ei 2|1 >2 Do = T10a(22/x1) TaPg + TaPa Do — Oppe
1].. e > & ZaPg + TgPa ZaPp — TgPa
31>3 o = 270a(23/2
k] = P 10a(73/21) Bapp + Opa Bapp — OpPa
1[2].. || _ Lk
% =41 24| pap = 270x(22/21)08(22/21) Pop
T Oa1 551
=3(>3 Pag = |T2 Oaz Opo Pap
Z3 do3 5,63
1].. l.ra:z] Zq Bazl 6321
1 >41 >4 pap=253 23 Suy I Pop
k Ty Oos 04

TAB. 8.1 — Classification des représentations de SO(d) qui interviennent pour le vecteur

passif
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| Secteur | £ | p base 1 | base 2

Lolgp
. =01 SaaD

€agy TP

ZoTap
ZoOgp + T0,p
D =1z 8apD
€afyTyD
€apyOyD

ZoOp — Tg0ap
€6 TaTO5P + €3y5ToTAO5P

Talpp
ToOap + T30,P
Baagp
5&,@17
CapyIyP
eaﬁ,,aq,p

Ta0p ~ T30ap
EaysLLO5P + €3vsTaT05P
Em,s.’t:,yagaap + 6,37511,‘73&851)

[L.Jk]| 22| 2

TAB. 8.2 — Classification des représentations de O(3) qui interviennent pour le vecteur
passif en dimension d =3

| Secteur | & | D | base 1 | base 2
® — 0 1 -’I;axﬁp
6aﬁp
LoD
.1kl >1 2k ToOsp + T30, | Talsp — 250D
6049?
H =2 | po = 230a(22/21) | ZaDp + TpPa TaPs — TePo

TAB. 8.3 — Classification des représentations de SO(2) qui interviennent pour le vecteur
passif en dimension d = 2 '
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et .
(Ki%—l,l;—-)aﬁ = ZaPp — L8Pa (K§_1,1;_)a,6‘= OuPs — OpPa
oll po = 20 (w3/21). _ _
Notons b),(h) = «(z"®K}). Dit simplement, ce seront des fonctions sur R%, homogénes
de degré h, et dont la dépendance angulaire sera donnée par K. On calcule I'image de

chaque vecteur des deux bases par M . Le premier vecteur de la premiére base est
explicitement

(Bi_1,154)ap(h) = 2" F2E[200p(z3/ 21) + TOa(T3/21)]

On sait que I'image sous M de ce vecteur sera dans (Bk—1,0,4 (R),3_y 1. (B)), il suffit
donc de résoudre pour a',a? I'équation a'b}_, ., (h)+a?b}_, ;. (h) = Mbi_y 1., (h) pour
obtenir les coefficients M1 (h) = a! et M21(h) = a2 de M, (R). Et ainsi de suite.

Pour le calcul, choisissons un exemple simple. M correspondra & un champ vectoriel

advecté par un champ de vitesse sans divergence, ne brisant pas la parité:
M5 = 51650005 © Saa(&) — 6,i8a © (3;5:)(z) — 6505 0 (0;5:a)(x) + (8,8;5;7) ()
avec _
S,;j(SL‘) = l’g(d =+ 6 — 1)61'3; — xE'zﬁwixj

On obtient une trés grosse matrice. Ensuite on cherche les A qui annulent le détermi-
nant de cette matrice, et on obtient 4 exposants de mode zéro dans chacun des secteur
Kp—1,1;4:

1|d-2 o FEPEY
5':d_1a—2(d—3+E):I:\/(k—1)(k+d—3)d_1—l—[2-{- a,J —43}

d—1

sont communs aux deux et en plus dans le secteur Ki_ 11+ ona

2
+[§-3—d_3a] -—4aj|

4a

% [j:i’a—(zd—3+g)i\/(k—1)(k+d—3)d

1 d—1

et dans le secteur Kj_;,._ on a

d—3
d—1

4a 2
_1+[§—1— a,] + 4£

1)d—3
5 [d_la—(2d—3+£):|:\/(k—1)(k+d—3)d

On peut aussi faire le calcul pour le terme diffusif Mﬁj_; = §;05A.

8.4 Restriction au cas sans divergence

L’étape suivante est de connaitre I’action de M sur les fonctions sans divergence &
gauche et/ou & droite. En effet, on a fait I’hypothése que M (mais pas M ) laissait
ces espaces stables. On remarque que Ker(fg, — 93fs,) = Ker( fay — 1a03fay) ie.
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les fonctions tensorielles d’ordre 2, avec divergence & gauche identiquement nulle, sont
les mémes que celles annulées par Div;, défini par (Divyf)ag = Tabyfyp (on introduit
de méme (Divgf)as = £30yfay). On voit alors que Divy, est un opérateur sur E et il
commute avec D et O(d) donc on peut procéder exactement comme pour M pour trouver
les (Divy),(h) et leurs noyaux qu'on notera FX(h) (on définit de maniére analogue
FE(h)). Remarquons juste que Div;, ne commute pas avec T'. En effet on a 7 o Divy, =
DivgoT et ToDivg = DivoT. On voit alors que F, (k) = F(h)NFE(h) est néanmoins
stable sous T'.

Le calcul de ces noyaux cache quelques difficultés qu’on traitera dans la sous-section
suivante. Par anticipation, on peut dire que la dimension du noyau est indépendante de
h (alors que pour M cette dimension était nulle sauf pour certaines valeurs de h}.

Il faudra se souvenir que F, dépend vraiment de h (en effet si par exemple G,g est
sans divergence, alors 2°Gyg ne le sera plus en général).

Notons aussi que M étant homogéne de degré , il va de F,(h) vers F,(h + ().

Dans un premier temps on peut calculer les A pour lesquels la restriction de M, (h)
a F,(h) est de rang plus petit que dim F, (). Cela nous donne les exposants des modes
zéro dans le cas sans divergence (& gauche et/ou 4 droite). La encore nous nous heurtons
au probléme de déterminer lesquels des modes zéro pourront effectivement contribuer
& la fonction de structure du champ magnétique (forcé ou en décroissance libre, par
exemple), et donc de trouver le comportement dominant & petite échelle.

On peut aller plus loin et trouver un systéme d’équations différentielles d’ordre 2
vérifié par certaines fonctions construites & partir des modes zéro et leurs dérivées. Ceci
fera I'objet des sections 8.4.2 4 8.4.4.

8.4.1 Calcul pratique des noyaux

Une note sur le calcul des noyaux. Premiérement, on peut calculer 'intersection des
noyaux de Divy, et de Divg comme noyau de 'opérateur

DiviE—->E@FE
z — (Divy(z),Divg(z))

Comme KerDiv est stable sous T, on peut chercher des bases de KerDiv N T* et de
KerDivNT~, oti T* sont les sous-espaces propres de T associés aux valeurs propres +1
de 7. La somme de ces bases sera une base de KerDiv.

Plus important, dans la pratique on ne calcule pas le noyau de Div,, pour des valeurs
particuliéres fixées de d,k,h, mais on considére que le corps de base est R(d,k,h) est c’est
sur ce corps qu'on calcule son noyau. La différence est que, avec cette méthode il se
peut que pour certaines valeurs concrétes de d,k,h la base trouvée ne soit pas vraiment
une base. En effet, construisons avec les vecteurs de la base trouvée une matrice B,
dont ces vecteurs seront les colonnes. Il s’agit d’une matrice qui a dim KerDiv colonnes
et dim F lignes, & coefficients dans R[d,k,h] (a priori dans R{d,k,h) mais comme, si on
multiplie chaque vecteur d’une base par un scalaire non nul, on a toujours une base,
on peut se ramener aisément au cas ol les coefficients sont polynémiaux). La matrice
B sera de rang r = dim KerDiv, ce rang étant calculé sur R(d,k,k). Ce qui signifie que
toute matrice carrée r X r extraite de B aura pour déterminant un polynéme non nul.
Le probléme est qu’il se peut que tous ces polyndémes (ie. les déterminants de toutes
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les matrices r x 7 extraites de B) s’annulent en méme temps pour certaines valeurs de
d,k,h. .
Pire, il se peut que le rang de Div, soit plus petit pour certaines valeurs de d,k,h
que dans le cas générique (la définition utile du rang est ici la taille de la plus grande
matrice carrée extraite dont le déterminant est non nul). On est face au méme probléme
que ci-dessus: des polynomes, bien que non nuls, peuvent cependant avoir des zéros
communs.

Le probléme principal est donc, dans les deux cas, de trouver, pour une matrice B
donnée & coefficients dans R[d,k,h), la variété dans ’espace d,k,h oi son rang sur R est
plus petit que son rang sur le corps R(d,k,h). La méthode est la suivante.

Soit 7 le rang générique (ie. sur R(d,k,h)) de la matrice B. On calcule les déterminants
de toutes les matrices 7 x r extraites de B. On obtient un ensemble de polyndmes.
rgB < r si et seulement si tous ces polyndmes s’annulent. On cherche donc la variété
correspondant & 1’idéal engendré par cet ensemble de polynémes. C’est un probléme
classique de la géométrie algébrique, il se raméne essentiellement au calcul de la base de
Grébner de I'idéal. La plupart des logiciels de calcul formel savent donner les solutions
d’un systéme polynémial (eg. fonction solve de Maple).

Dans tous les cas qu’on envisage ici, on trouvera une réunion de sous-espaces affines
commme variété ol le rang de B est plus petit que normalement. Certains n’ont pas
d’intérét (les valeurs de d ou de k sont incompatibles avec les hypothéses faites sur elles,

par exemple). Il reste deux cas non triviaux concernant le rang de Div,(h): [ Jet

(par ex. pour [ |on a comme un des plans affines h = 1 — d).

On montre (conjecture) que ces modes zéro exceptionnels de I'opérateur divergence
correspondent & des fonctions dont la divergence n’est pas véritablement nulle, mais la
fonction delta de Dirac. Nous ne devrons donc pas en tenir compte. La méthode pour
montrer que par exemple Divp,G = C§(0) est de prendre une fonction test ¥ (par
exemple une gaussienne) et de calculer (G, DlelI!) qui se calcule sans probléme, et on
aura (G,Divi¥) = (¥,Div,G) = C¥(0).

8.4.2 Transformée de Mellin

On veut ici exposer le lien entre M, (h) et M . Ils sont essentiellement les transfor-
mées de Mellin 'un de 'autre.

Ecrivons que deux fonctions définies sur R? x R (R? est considéré comme l’espace et
R comme le temps), & valeurs tensorielles d’ordre 2, sont transformées de Mellin spatiales
l'une de l'autre:

Gap(Zt) = f Gop(&,h,t)z" dh

oii ¢ = |F| et 2 = £/z. Pour étre exact, il faudrait préciser un contour d’intégration
approprié & la transformation de Mellin. Ce contour est la ligne complexe —d/2 + ic od
d est la dimension de P’espace et ¢ décrit R. Il sera toujours sous-entendu qu’on intégre
sur ce contour.

Pour plus de simplicité supposons que G et & se transforment selon une représenta~
tion irréductible I', donnée de O(d), plus précisément que G € +(E'® (v} ® N')) pour
un certain v, € I'y. On notera K* (pour alléger les notations on fixe v, et en général
on ne écrira plus exphmtement) les tenseurs formant une base de ."(v, ® N,) C E". &G
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peut étre vu, pour h et t fixés, comme un élément de E”, et en fait, d’aprés I’hypothése
qu’on vient de faire, comme un élément de ¢"{y, ® N,)'C E”. On peut par conséquent
’écrire comme

Gaﬂ(ﬁ’hat) = Gﬁ(hst) ;ﬂ(i)

Alors la relation de Mellin devient
Gos(Zt) = f éi(h,t)xthﬁ(ﬁ) dh = [ f Gi(ht)z" dh] 1a(®)

On peut introduire G¥(Z,t) = [ Gi(h,t)z" dh et on a alors
Gap(Z,t) = GH(Et) K p(E)

Supposons alors que G(Z,t) vérifie 'équation d’évolution 8,G(Z,t) = MG(Z,t). Avec
les expressions précédemment données de G(Z,t) on peut écrire ceci d’une part comme

BiGos(Et) = 25 Moy (Z,V)Gp(Z 1)
_ o f G (h,t) Mo (2,9) (& K (2))
=zt f G (ht)MP (R)z" K 5(2) dh

=€ [ / GI(h,t)z" MY (h) dh| Kig(2)

oll on a utilisé le fait que 1’action de M sur :(z” ® ¢/(7, ® N,)) s’écrit dans la base des
t(z" ® K*) comme la matrice M, (h).
D’autre part on a tout simplement

0,Gap(Z)t) = (BG'(Zt)) Kop(2)

Comparant les deux formes obtenues pour 8,Gag(%,t) on obtient
BGHE ) = o f GO (ht)e MY (h) dh

= 2z MY (H) f GI(h,t)z dh
= 2 MU (H)GI (% t)

A noter que M, (H) est une matrice d’opérateurs.

Supposons maintenant en plus que G(Z,t) est sans divergence (& gauche et/ou a
droite). Alors G(,h,t) sera, pour h et ¢ fixés, contenu dans un sous-espace de ¢” (7, ® N,,)
engendré par des vecteurs b'(h). On peut écrire les coefficients des b (h) sur la base K*
comme des vecteurs colonnes, et former une matrice B(h) en mettant cote-8-cote ces
vecteurs colonnes (ie. B(h) sera la matrice de la famille 4 (h) exprimée par rapport a la
base K*). Alors on aura

G(,ht) = GH(h,t) K3 p(8) = § () BY (R) K 5(8)
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ol les §7(h,t) sont les coefficients de G(,h,t) dans la base . On aura donc

GaslZ1t) [./gj(ht Bi(h)z "dh} as(%)
Comparant avec ce qui précéde, on voit que
GHEt) = f #(h,t)BY(h)z" dh
On peut écrire le membre de droite comme
Bii(H) f F(ht)zt dh
et en introduisant ¢?(Zt) = [ §(h,t)z" dh on a finalement
G'(Zt) = BY(H)g' (Zt)

Si les G* correspondent 4 un G sans divergence, comme on I'a supposé, alors on peut
considérer g comme inconnue dans cette équation et elle sera déterminée de maniére
unique, de plus elle dépendra linéairement de G* (considéré comme vecteur). On notera
cette dépendance par B! (abusivement, car B est une matrice rectangulaire). On écrira
donc

g'(@t) = (B™)I(M)G(z)

On peut alors, utilisant les résultats obtenus pour G* (Z,t), cacluler

Bg'(Z ) = (B~ (H)GH (3,0)
= (BY9(H)a,G ()
= (B9 (H)a* M (H)G(7,2)
= (B9 (H)at ME (H) B™ (M) g™ (&)
= 28(BY (M + O MI(H)B™(H)g™ (&)
= 25(B™ (H + () M(H)B(H))¥gi(Z 1)

On a utilisé dans I’avant-derniére égalité le fait que z7¢ o H o z¢ = H + (.

Ceci montre 'intérét d’écrire la matrice M dans une base B oil ses coefficients en
h sont des polynémes (plutét que des fractions rationnelles) de degré le plus bas pos-
sible. En effet, MP(H)=B~(H + ()M (H)B(H) est ainsi une matrice d’opérateurs dif-
férentiels, et d011c I'évolution temporelle des ¢ est décrite par un systéme d’équations
différentielles, de degré le plus bas possible.

8.4.3 Calcul de la base adaptée

Notre but est finalement de trouver une base b,(h) de F,(h) = KerDiv,(h), dépen-
dante de A, telle que la matrice de M, (k) = 2 M, (h) : F,(h} — F,(h + ) écrite dans
les bases b, (h) et b,{h + (), soit & coefficients polynémiaux en £, de degré le plus bas
possible.
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Nous commengons par calculer une premiére base b,(h) de F,(h). Nous avons noté
K les vecteurs de la base que nous avons utilisée pour calculer Paction de M, (k) et de
Div,(h). On considérera Div, (h) et &, (h) comme des matrices exprimées dans cette base.
Nous voulons donc calculer le noyau de la matrice de Div, (k). Pour calculer le noyau de
cette matrice on procéde par élimination de Gauss sans fractions, et on tombe sur une
matrice de ¥,(h), qui aura par construction des coefficients qui sont des polynémes en
h.

On cherche la matrice de M, (h) : F,(h) — F,(h + ¢) écrite dans les bases respec-
tives des deux espaces, et il faut que ce soit cette matrice qui soit & coeflicients poly-
nomiaux. On cherche donc une base b!(h) de F,(h) telle que [b)(k + ()] M, {(h)b(h)
soit & coefficients polynémiaux. On voit tout de suite que bf] = b/, ne convient pas forcé-
ment, car M, (h)b,(h) est & coefficients polyndmiaux, mais [b,(h + ¢)]™! peut introduire
des fractions. Pour pallier cette difficulté on cherchera une base & telle que b(h) et
[Bl(h)]™! soient toutes deux & coefficients polynémiaux en 4. Dans le langage de 1’al-
gébre ceci signifie que (h) est une base du «[h]-module F, (k) N R ol nous avons défini
R = ((K})i=1.n)xn OU k désigne le corps Q(d,k)! et n est la cardinalité de la base K,
donc la dimension de R. La notation (V)4 désigne le A-module libre engendré par la
famille de vecteurs V si A est un anneau, et 1’espace vectoriel engendré si A est un corps.

On sait qu'une telle base existe car R ~ (k[h])" est un module libre sur un anneau
principal (x[h] est principal), donc tous ses sous-modules sont libres. Dans la pratique,
pour trouver cette base b(h), on doit mettre b,(h) sous forme normale de Smith, ie.
écrire b),(h) = UDV ot U et V sont inversibles, appartenant & Aut(x[h|") et Aut(x[h]™)
respectivement (avec m = dim F,(h)), et D est n X m diagonale (ie. d;; = 0si i # j)?
avec rgD = rgb|,(h) = m. Alors d’une part U est inversible donc ses colonnes forment
une base de R

R = ((Col,;U)i=1..n)n[h]

ot Col; désigne la i®™® colonne d’une matrice. D’autre part

F,(h) = {(Colit,(h))iz1.m)x(n) = Im(b,(h)) =
Im(UDV) = Im(ﬁDV) = ((CO]@‘U),r:L_m)n(h)

ot D est la matrice formée des m premiéres lignes de D, et U est la matrice formée des
m premiéres colonnes de U. La derniére égalité vient du fait que V et D sont inversibles.
On a maintenant

Fu(h) NA= ((COlfi,U)i=1..m)rc(h) n ((Co}q'.U)i=1..n)fs[h]
= ((CoLU )1‘=1..m)n{h}

ce qui montre que les m premiéres colonnes de U conviennent comme base &)(h).

Le dernier ecritére est d’avoir le plus petit degré pour la matrice de M, (h). Pour
ceci on cherchera (sans justifier) la base de Grébner réduite de (b)(h)) (base de Grébner
au sens des modules et par rapport & l'ordre de termes TOP tdeg en h; cf. Sect. 8.5).
C’est la base recherchée b,(h). Dans cette base (plus précisément dans les bases b,{h)

1. Q(d,k) désigne le corps des fractions rationnelles en les variables d et k & coefficients dans Q (les
nombres rationnels). d est la dimension de l'espace physique et k est celui qu’on a utilisé pour indexer
les diagrammes de Young associés aux représentations de O(d).

2. Dans la forme normale de Smith on a aussi di;|d;; pour ¢ < j, mais on ne s’en sert pas.
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et b, (h +(}) la matrice de M, (k) aura des coefficients de degré 2 au plus en & (il s’agit
d’une constation expérimentale). . .

8.4.4 Exemple d’application

On calcule, avec usage intensif de MAPLE, qu’en dimension d > 3, dans le cas sans
brisure de parité, dans le secteur SO(d) représenté par le tableau de Young
avec k > 2, restreint aux champs vectoriels sans divergence, il y a 4 exposants dans le
spectre de modes zéro de M, qui sont

= — —E—2d+
C2,k d_1a+3 E—2d

1({d-3
2

_ Yd—2)ala+ (d—1)(€ - 1)]

4da 9
+(1—a) @=1)

d—1

2—51\/k(k+d—2)

oll a = {iﬁ&; — 1. Ceci est en accord avec la formule de [7] pour d = 3 et p = 0. De
plus on peut vérifier qu'il existe une base de modes zéro adaptée telle que M, s’écrive
dans cette base comme un opérateur différentiel d’ordre 2. Pour les détails des calculs,
le lecteur est renvoyé & la feuille de calcul MAPLE jointe et au code implémentant les

calculs présentés ci-dessus.

8.5 « Rappels » sur les bases de Grobner

Le but n’est pas de donner une présentation détaillée du sujet, juste d’expliquer de
quoi il s’agit, et donner une idée intuitive. Un exposé trés clair et élémentaire, orienté
pour les applications, peut &tre trouvé dans [1].

Les bases de Grobner généralisent la division euclidienne des polynémes & une va-
riable aux polynémes & plusieurs variables. Rappelons que la division euclidienne dans le
cas 4 une variable est la division avec reste, plus précisément la division euclidienne d’un
polynéme p par un polynéme ¢ est la formule p = ag + r ot a et r sont des polyndmes
et degr < degg. Ceci détermine de maniére unique a et r.

On remarque qu’on a utilisé un certain ordre sur les mondmes, on a comparé leurs de-
grés. Cet ordonnancement est trés important pour la définition de la division euclidienne
ainsi que pour son implémentation algorithmique. Mais il n’a pas de généralisation uni-
voque au cas des polynomes & plusieurs variables. On peut utiliser plusieurs ordres et
on obtiendra des divisions différentes.

On appelle alors base de Grébner — pour un ordre donné sur les monémes — d’un
idéal polynémial I, I'ensemble G = {g;,...,9,} C I si le reste de la division de tout
élément de I par G est 0, ie. si tout élément p € I s’écrit p = a1 + ... + apgn avec
Ip(p) = max;(lp(a;)Ip(g;)) oit Ip(q) est le monéme d’ordre le plus élevé — selon ordre
choisi — du polynéme q.

Pour ordonner les termes, nous avons utilisé dans le texte I’ordre tdeg, ie. ‘degré
total’ des monémes, avec ordre lexicographique pour départager en cas d’égalité. De
plus, pour les modules, on doit ordonner des vecteurs de polynémes. On a utilisé 'ordre
TOP, ie. ‘term over position’, c’est-a-dire on compare d’abord les degrés des mondmes
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dominants dans chaque vecteur, et en cas d’égalité on prend celui qui est premier dans
le vecteur (est 4 la position de plus petit indice vectoriel).

On appelle base de Grobner réduite une base de Grobner dont les éléments ne peuvent
plus é&tre réduits par les autres (en effectuant des divisons avec reste). Il y a unicité de
la base de Grobner réduite d’un idéal. Et d’une certaine fagon elle est la base dont les
éléments sont de I'ordre le plus petit possible.
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Chapitre 9

Meéthodes Lagrangiennes — Modéles
corrélés en temps

Nous avons déja évoqué (Chapitre 3) les deux maniéres courantes d’aborder les pro-
biémes d’advection, I'une passant par des équations aux dérivées partielles (EDP) sur
le champ advecté, Vautre passant par les trajectoires Lagrangiennes. Jusqu'a présent
nous avons surtout tenté de relier les deux, ou bien d’utiliser I’approche Lagrangienne
pour trouver la réponse & des questions qu’on pouvait poser sur les champs advectés. A
présent nous allons examiner des questions qui se posent directement dans 1’approche
Lagrangienne. Nous le ferons dans le cadre de modéles ol le champ de vitesse advectant
n’est plus pris dans le modéle de Kraichnan mais posséde des corrélations temporelles.
Ces modéles n’admettent plus de formulation simple en terme d’EDP, cependant ont
peut poser essentiellement le méme genre de questions sur le comportement des trajec-
toires Lagrangiennes que dans le cas du modéle de Kraichnan. Les questions les plus
stmples concernent la possibilité de comportement explosif ou coalescent des trajectoires
(cf. 4.6). Une question plus quantitative est de connaitre la distribution du temps de
doublage de la distance entre deux particules Lagrangiennes.

Un autre point intéressant est l'introduction du systéme quasi-Lagrangien, que
nous définirons dans la Section 9.1. Par la suite nous étudierons plus spécifiquement
deux cas. La premiére étude (Sect. 9.2) se concentre sur le comportement de la sépara-
tion de deux trajectoires dans un champ de vitesse quasi-Lagrangien non-lisse, figé en
temps. La deuxiéme (Sect. 9.3) aborde le probléme du temps de doublage entre deux
trajectoires, quand le champ de vitesse quasi-Lagrangien présente des corrélations tem-
porelles dépendantes de ’échelle, dans la limite oilt ce temps de corrélation devient trés
grand. Ceci est représentatif de mes travaux en lien avec ['article joint, en plus de la
section 7 dudit papier.

9.1 Description quasi-Lagrangienne

La description quasi-Lagrangienne d’un écoulement est le fait de passer & un systéme
de coordonnées dont I'origine est liée & une trajectoire Lagrangienne R(t) = R(t| Ry,0)
du flot. Dans les applications aux écoulements dynamiques, tel Navier-Stokes, on choi-
sirait les axes paralléles aux axes d'un référentiel Galiléen fixé 4 1’avance. Dans les
situations purement cinématiques que nous allons étudier ce genre de choix ne joue au-
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cun rdle. Soulignons qu’il s’agit seulement d’un systéme de coordonnées et non d’un
référentiel, en particulier les vitesses seront les mémes qué dans des coordonnnées fixes
(Euleriennes), plus précisément si on note 7 le champ de vitesse quasi-Lagrangien alors

T(Ft) = 9(R(t) +7,t)

Dans la description quasi-Lagrangienne la trajectoire 7(t) d’une (autre) particule La-
grangienne vérifiera ’équation différentielle

B (t) = P(E,7(2)) — 79 (2,0) (9.1)

Pour I'étude de la turbulence réelle (découlant de Navier-Stokes par exemple) cette
description a l'avantage qu’elle permet d’étudier le systéme & une certaine échelle en
soustrayant le mouvement d’entrainement d aux échelles plus grandes qui n’apparait
aux échelles plus petites que comme un changement de référentiel. Dot I'intérét croissamnt
pour I'étude théorique mais aussi expérimentale du champ de vitesse quasi-Lagrangien,
qui pourrait avoir des propriétés plus simples que le champ Eulerien.

Nous allons étudier I’évolution de la séparation de deux particules Lagrangiennes
dans un champ de vitesse qui a des corrélations temporelles dépendant de I’échelle. On
considére bien sir un modéle d’advection passive, mais en plus on se donnera non pasla
statistique du champ de vitesse Eulerien (i.e. en coordonnées fixes) mais sa statistique en
coordonnées quasi-Lagrangiennes, plus spécifiquement dans le systéme quasi-Lagrangien
lié & I'une des deux particules. On donne donc directement la fluctuation temporelle de
la vitesse relative des deux particules. En revanche dans une description Eulerienne cette
vitesse relative aurait, & une échelle donnée, des fluctuations en plus qui viendraient du
mouvement d’entrainement de I’ensemble des deux particules par les vitesses aux échelles
plus grandes, convertissant les fluctuations spatiales de la vitesse & I’échelle considérée
en fluctuations temporelles. Il apparait donc que se donner le champ quasi-Lagrangien
est en un certain sens ce qu’on puisse faire de plus simple. En outre ce modéle devrait
mieux rendre compte de la statistique d’un champ de vitesse turbulent de type Navier-
Stokes ot le champ de vitesse & une échelle donnée est lui-méme entrainé par les vitesses
aux échelles plus grandes.

On souhaite modéliser le domaine inertiel d’un écoulement turbulent, on prendra
donc pour le champ de vitesse un spectre d’énergie en loi de puissance (reliée au para-
métre a de (9.2)) et le temps de fluctuation du champ de vitesse suivra également une
loi de puissance (reliée au paramétre 3 de (9.2)). En cela on suit les modéles phénomé-
nologiques élémentaires (cf. [27]), en particulier le point @ = 1/3, =1 /3 correspond &
la théorie de Kolmogorov.

Comme d’habitude, nous supposerons la statistique du champ de vitesse (quasi-La-
grangienne cette fois-ci) invariante sous rotation et translation, gaussienne, de moyenne
nulle et avec fonction & deux points (i.e. covariance)

ik (F=7")

(k‘z + L—g)%m

2(1’5,@)% (52)

(T (¢,7) @ T(#,7)) = Dy f o~ Dalt—t420

oll p est le degré de compressibilité de P'écoulement, P est donné par (4.9) et L est
Péchelle intégrale du champ #. Cette coupure est nécessaire pour que la variance de
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7 i.e. {#%(t,7)) soit finie. On voit cependant sur (9.1) que dans la description quasi-
Lagrangienne seules des différences de vitesses & temps coincidants interviennent, et les
quantités physiques (trajectoires des particules, advection de champs passifs) seront bien
définies dans la limite L — oco. On prendra donc L = oo, soit L~! = 0. Bref, on n’a plus
de paramétre L.

9.2 Piégage en temps fini dans un champ de vitesse
figé en mouvement Brownien fractionnaire

Le but est ici de montrer qu’'une particule placée dans un champ de vitesse aléatoire,
unidimensionnel, indépendant du temps, distribué comme un mouvement Brownien frac-
tionnaire dont le paramétre (en tant que processus stochastique, i.e. son « temps ») est
la. coordonnée spatiale, arrivera 4 un point ot la vitesse est nulle, en temps fini, presque
slrement par rapport a la distribution du champ de vitesse.

9.2.1 Définition du mouvement Brownien fractionnaire

Le mouvement Brownien fractionnaire (par la suite mBf) d’exposant de Hurst v/2 €
10,1[ est défini comme le processus réel Gaussien centré (Wy(r))r>o de covariance

EWo(r)Wa(s)] = S0 +57 —|r s (rs>0)

ol ¢(7y) est une constante que certains auteurs choisissent différente de 1, principalement
parce qu’ils partent d'une définition différente mais équivalente. En particulier on voit
sur la forme de la covariance que Wy{0) = 0 (presque slirement).

On peut aussi définir le processus réel Gaussien & incréments stationnaires W (nous
appellerons ce processus mBfh; 'h’ comme homogéne), tel que

EW(r)-W(s)]=0
E[(W(r) = W(s))*] = |r — o[

Alors clairement le processus Wy(r) = W(r) — W(0) est un mBf.
Notons enfin que si dans (9.2) nous prenons D3 = L™! = 0 alors le champ de vitesse
quasi-Lagrangien obtenu est bien un mBf figé en temps.

9.2.2 Finitude du temps de piégage

Considérons une particule lancée & un instant donné dans le champ de vitesse Wy(r),
4 la position r, > 0 et supposons que Wy{r;) > 0. Bien que la statistique de W} ne soit
pas symétrique autour de r; (ne serait-ce que parce que 7 = 0 est un point distingué),
le cas Wy(ry) < 0 se traite de la méme maniére, donc on ne s’étendra pas dessus.

On peut alors définir la premiére position ry > 71 ot le champ de vitesse s’annule:

ro(Wo) = inf(r | r > 1, Wo(r) = 0)
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Le temps T'(r;; Wo) que met la particule pour arriver de 4 & 1o peut s’écrire simplement

= [ (
T(ry; Wo) = —_— 9.3
( b ‘ 1 WO(T) )
Rappelons que notre but est de montrer que T'(r;; W) est fini presque sirement en Wp.

Il est connu {12, 13] qu’il existe une fonction Ly, dépendant de la réalisation W de
mBfh, telle que pour tout intervalle [r,s] et tout intervalle [u,v], la mesure de Lebesgue
des p € [r,s] ot W(p) est dans Pintervalle [u,v] s’exprime comme

Ao € el W) € fua)) = [ " L (fryslyw) dw

ol A est la mesure de Lebesgue sur R, . De plus L est continue conjointement en s et w.
En outre ([32]§30) il existe & > 0 tel que pour tout R < S, pour presque toute réalisation
W, il existe Cy > 0 ef ey > 0 (notons que C et ¢ dépendent de R,S aussi, mais par
cette notation on veut surtout souligner la dépendance en W), tels que pour tout u,v
avec |u — v| < ew et tout [r,s] C [R,S], on ait

| Lw ([r,s],u) — Lw([r,s],v)] < Cwl|u—v|® (9.4)

Si on prend Wy(r) = W(r) — W(0), on a clairement

Ap € [r,8] | Wo(p) € [u0]) = f " Ll sl W (0) + w) dw (9.5)

uw

et on peut écrire (9.3) comme

T(ri; W) = fm Lw ([r1,r0],W(0) + w)

0 w

dw (9.6)

Or Ly ([r1,ro],W(0)) = 0 par définition de ro (entre 1 et 7o la vitesse Wo(r) = W(r) —
W(0) ne passe jamais par 0, donc W(r) ne passe jamais par W(0)), ce qui avec (9.4)
permet d’écrire, pour un certain h > 0

Lw([r1,ral, W(0) + w) = L ([r1,ma] W (0) +w) — Lww ([r1,70], W(0)) = O(w")

pour w petit, presque srement en W. Cela monire que dans (9.6) lintégrale converge
prés de w = 0. Remarquant par ailleurs que [J° Ly ([r1,ro),W(0) + w)dw = 7o — ry
(conséquence immédiate de (9.5)), il vient que T'(ry; Wp) est presque strement fini.

On a prouvé donc qu’une particule lancée dans un champ de vitesse figé, en {Bm,
arrivera en temps fini (presque stirement) & un endroit oW le champ de vitesse est nul.

9.3 Dispersion Lagrangienne dans un champ de vitesse
quasi-Lagrangien a fluctuations lentes
Nous voulons traiter ici le cas oit le champ de vitesse fluctue lentement aux petites

échelles, c’est-a-dire quand le temps caractéristique des fluctuations & 1’échelle inverse
k, pour k suffisamment grand, est trés grand devant le temps de retournement des
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tourbillons & cette méme échelle (inverse). On voit de (9.2) que le temps de fluctuation
du champ de vitesse est 7a(k) = D; k™2 et le temps de retournement des tourbillons

_1 1
est 7oa{k) = D, 2k°!. Nous voulons que le quotient 74(k)/Tea(k) = D3 D2k~ soit
grand pour k grand. Il faut donc 1 — a — 20 > 0. On suppose donc dorénavant

a+20<1 (9.7)

Considérons les changements d’échelle temporelle t — ut et spatiale 7 — p7g, {qui
transforment donc les vitesses (longueur / temps) comme ¥ — u°~1%). Sous ces chan-
gements, les différents paramétres caractérisant le champ de vitesse sont transformés
comme

D2 = u2(1—a)a'—2D2
D3 — p?°71 D,

Si nous prenons o = 1—}&—, D, reste invariant, seul Dy est redimensionné. Alors 280 —1 =
1—2:% -1= 2% < 0 en vertu de (9.7).

Rappelons que l'origine de notre systéme quasi-Lagrangien est attachée & 1'une des
particules, de sorte que écart Ap des deux particules est en fait la position quasi-
Lagrangienne 7 de 'autre particule.

Un moyen commode d’étudier la séparation de deux particules est d’étudier le temps
de doublage de la distance initiale qui les sépare. Or on ne sait pas a priori 8’il n’y a pas
possibilité d’aggrégation des particules, ce qui impliquerait la possibilité que la distance
entre deux particules ne double jamais, donc un temps de doublage infini. Il vaut mieux
donc considérer le temps de doublage-ou-moitié, c’est & dire le temps de sortie de |7] de
Vintervalle [1|85],2|70]]- On notera ce temps ;. Ce temps est presque surement fini et
tous ses moments existent. Pour les moments négatifs on le voit du fait que la pdf de la
vitesse & 1’échelle py est en gros gaussienne, donc les trés grandes vitesses sont trés rares.
En ce qui concerne les moments positifs, on voit que pour les temps plus grands que le
temps caractéristique des fluctuations de la vitesse & I’échelle pg, la particule subira en
gros un mouvement brownien, et les moments du temps de sortie de ce dernier processus
sont finis.

En résumé, nous voulons connaitre les différents moments de ¢,, et leur scaling en
fonction de la séparation initiale A_'po == pg. Nous pouvons tout de suite écrire le com-
portement sous changement d’échelle des moments de %,

— — —_— L] —
(t8(Bo,D2,D3)) = ™ (E2(uT5 fio, Doyt “Tow D)) (9.8)

En particulier on peut écrire

1
(tg(ﬁOJ'D?’D-'i)) = |50|(1_a)nfn(D§_a_w F_"O’D2)

pour une certaine fonction f,. On voit que le comportement de {; aux petites échelles
est lié 4 son comportement pour D; petit. En plus, si on suppose que f, se comporte en
loi de puissance en son premier argument quand celui-ci est petit, alors {t3(5o,D2,D3))
se comporte en loi de puissance et pour |Jp| petit et pour Dj petit. Si les exposants
caractéristiques associés a |gp| et & Ds sont respectivement {, et 8,, alors ils sont liés
par

Go=(1-a)n+(1—a—20) (9.9)
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Remarquons tout de suite que 6, ne peut é&tre 0 (et a fortiori > 0) pour n > 0
car cela impliquerait que {t3(g,D2,D3)) ait une limite finie pour D3 — 0, c’est-a-
dire dans le modéle figé. Or on s’attend & ce que dans le modéle figé 1, soit infini avec
probabilité strictement positive, correspondant aux champs de vitesse ot la particule est
« piégée » sur une orbite telle que |p] n’atteint jamais ni |gy|/2 ni 2|5|. En une dimension
ceci se passerait 14 oil le champ de vitesse (relatif} s’annule. En deux dimensions on
peut imaginer des orbites fermées par exemple (dans le cas incompressible) ou bien
un puits circulaire dans le potenitel de vitesse (dans le cas potentiel). De semblables
configurations du champ de vitesse piégant la particule existent avec probabilité positive
en toute dimension (sauf peut-étre dans le cas incompressible, qui mériterait d’atre
élucidé d’avantage). En conclusion, pour n > 0 on aura nécessairement 6, < 0.

Essayons de déterminer 6,. Pour n < 0 ce sont les trés petites valeurs de ta qui
donnent la contribution essentielle au n*®*™ moment de #,. Cette partie de la fonction de
densité de probabilité (PDF) de ¢, doit admettre une limite quand D3 tend vers 0 car
les moments négatifs sont finis méme pour la théorie figée (D3 = 0), et que la variation
de D3 ne devrait affecter considérablement que la partie de la PDF de ty ol ¢y est plus
grand que le temps caractéristique des fluctuations 7y {(00,D3) et que ce dernier tend vers
I'infini quand D; tend vers 0. Donc on prévoit 6, = 0 pour n < 0.

Pour n > 0 ce sont les grands ¢, qui sont importants. En particulier les ¢ qui sont plus
grands que le temps caractéristique de retournement des tourbillons Ted(p0), ce dernier
étant (par définition) indépendant de Dj. Dans ces cas on peut imaginer que si ¢, est
nettement plus grand que le temps de retournement des tourbillons, ceci est dii au fait
que la particule se fait « piéger » dans le champ de vitesse. Cest-a-dire que si on figeait
le champ instantané alors || resterait indéfiniment dans V'intervalle [316],2|P5]], comme
décrit ci-dessus. La sortie se fera alors grice au changement temporel du champ de vitesse
(en premiére approximation on peut dire qu’a un certain moment la configuration cesse
d’étre piégante). La question est donc de savoir quand le champ de vitesse adopte une
forme qui ne piége plus la particule. On s’attend donc & ce que ts soit inversement
proportionnel & la vitesse de changement du champ de vitesse, c’est-a-dire qu'il varie
comme 7a(pg,D3) qui est lui-méme proportionnel & D;'. Ce qui nous donne 8, = —n
pour n > 0,

Nous pouvons maintenant donner ¢, en vertu de (9.9). Pour n < 0 on trouve (, =
(1 — a)n. Pour n > 0 on trouve ¢, = 20n. Ces résultats sont résumés dans le tableau
9.1.

n <0 >0
G| (1—a)n | 28n

TAB. 9.1 — Ezposants ¢, des moments de ta(py)
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We analyze the Lagrangian flow in a family of simple Gaussian scale-invariant
velocity ensembles that exhibit both spatial roughness and temporal correla-
tions. We argue that the behavior of the Lagrangian dispersion of pairs of fluid
particles in such models is determined by the scale dependence of the ratio
between the correlation time of velocity differences and the eddy turnover time.
For a non-trivial scale dependence, the asymptotic regimes of the dispersion
at small and large scales are described by the models with either rapidly
decorrelating or frozen velocities. In contrast to the decorrelated case, known
as the Kraichnan model and exhibiting Lagrangian flows with deterministic or
stochastic trajectories, fast separating or trapped together, the frozen model is
poorly understood. We examine the pair dispersion behavior in its simplest, one-
dimensional version, reinforcing analytic arguments by numerical analysis. The
collected information about the pair dispersion statistics in the limiting models
allows to partially predict the extent of different phases of the Lagrangian flow
in the model with time-correiated velocities.

KEY WORDS: Turbulence; Lagrangian flow; scaling.

1. INTRODUCTION

The aim of this paper is to study the Lagrangian flow in d-dimensional
random velocity fields v(z, r) with a prescribed scale-invariant statistics. The
velocity ensembles that we shall consider mimic some essential properties of
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realistic velocities in developed turbulence: their spatial roughness within a
large interval of scales and their temporal correlation. By definition, the
Lagrangian flow is described by the ordinary differential equation

d
?1: =v(t, R). (LD

It determines the motion of hypothetical fluid particles or of small test
particles suspended in the fluid. One usually distinguishes between the
motion of a single particle, dominated by the velocity fluctuations on the
largest scale present (the so called “sweeping effects”) and the evolution of
a relative separation of two particles. The latter is driven by the velocity
fluctuations on scales of the order of the inter-particle distance and it is the
main object of interest of the present paper. For larger groups of particles,
one should similarly distinguish the motion of their barycenter from the
relative motion of particles within the group. The latter is known to show
quite intricate behavior related to intermittency, see ref. 14, but it will not
be discussed here.

The separation p=R’'—R between two fluid particles satisfies the
equation

dp

= p+REN (1, R()), (1.2)

where R(?) is a trajectory of one of the particles, a solution of Eq. 1.1

starting at time zero at R =0, for example. Upon introduction of the so
called quasi-Lagrangian velocity,

vi(t, 1) = v(t, v+ R(2)), 1.3)

i.e., velocity in the frame moving with a fixed fluid particle, we may rewrite
Eq.(1.2) as

% =v¥(t, p)—v(¢, 0) = AvHE(e, p). (1.4)
We shall be interested in the short- and long-time behaviors of the
Lagrangian particles in the statistical ensembles where typical velocities
are only Holder continuous, the property expected in the limit of infinite
Reynolds numbers.®? In such non-Lipschitz velocities, there is a problem
with solving Egs. (1.1), (1.2), or (1.4). To avoid it, we shall first consider
noisy particle trajectories that solve the stochastic equation

dR =v(t, R) dt +.,/2k dW, (1.5)
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where W(¢) is the Brownian motion in 4 dimensions mimicking the effect
of molecular diffusivity. Noisy trajectories form a well defined Markov
process even in velocity fields with poor regularity. Subsequently, the limit
x — 0 will be performed in selected quantities. Other regularizations may be
considered.*>'¥ For example, the velocity ficld may be smeared at short
distances to mimic the effects of viscosity, the trajectory equations solved in
smeared velocities and the smearing removed subsequently. Such a proce-
dure may lead to a different limiting flow, see remarks at the end of
Section 2. For definiteness, we shall consider in the present paper only the
Lagrangian flows defined with the use of the Brownian noise regulariza-
tion, Physically, this corresponds to the small Prandtl number situations
where on small scales the molecular diffusion masks the viscous effects.
The simple velocity ensembles that we shall discuss are time-reversal
invariant. As a result, we shall not have to distinguish the forward and the
backward evolution of trajectories and will concentrate on the first one,
between, say, times zero and 7.

One way to study the relative motion of pairs of fluid particles is to
follow the evolution of the pair dispersion, i.e., of the separation distance
p between two particles. Its statistics in a random flow may be described
by the velocity-averaged probability distribution (¢, p,; dp) of the time ¢
dispersion p, given its time zero value p,, in the limit when we remove the
(independent) noises of the Lagrangian trajectories. Another, related, test
of the relative motion of a pair of fluid particles is obtained by looking at
the exit time:?9 the time ¢ that the pair dispersion takes to evolve from p,
to p;. In particular, p, =2p, corresponds to the doubling time of the pair
dispersion. The statistics of the exit times may be encoded in their velocity-
averaged distribution 2(p,, p,; dt) taken in the limit of vanishing noise.
Unlike 2(¢, p,; dp), the distribution 2(p,, p,; df) may integrate to less than
1 with the missing mass determining the probability of the events when the
pair dispersion does not attain the value p, in finite time. The exit time is
less influenced than the pair dispersion by small or large-distance cutoffs in
the velocity correlations, so preferable in numerical or experimental studies.®

Recently, a new insight into the intricate character of the Lagrangian
flow in turbulent velocities has been gained by analytic study of the
Kraichnan ensemble®” of Gaussian velocities which are decorrelated in
time but exhibit scaling behavior in space, see refs. 5, 12, 23, 28, and 29.
Here, we try to find out how the presence of temporal correlations of
velocities influences the Lagrangian flow. We shall study the behavior of
trajectory separation in a simple generalization of the Kraichnan ensemble
of velocities where time correlations are reintroduced.

The paper is organized as follows. In Section 2 we recall the main
facts about the Lagrangian flow in the Kraichnan model, in particular the
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appearance of phases with very different trajectory behavior. Section 3
describes a Gaussian ensemble of homogeneous isotropic velocities with
temporal correlations, discussed in the past in refs. 2, 10, 15, and 18 and
similar in the spirit to non-isotropic shearing ensembles studied in refs. 3
and 4, see also ref. 30. We present a simple mean-field type analysis of the
particle separation when such an ensemble is used to model the quasi-
Lagrangian velocitics. How the mean-field predictions may be substan-
tiated further by scaling arguments is the subject of Section 4. See also
refs. 16 and 17 for related rigorous results. Analytic arguments and conjec-
tures about the behavior of trajectories in a one-dimensional version of the
model with time-independent velocities are contained in Section 5. The
simple geometry of this case allows for an analytic treatment. The behavior
of the exit time statistics in velocity ensembles with long-time correlations
is briefly studied in Section 6. The question how the behavior of pair dis-
persion changes when the Gaussian ensemble is used to model the Eulerian
velocities is addressed in Section 7. In particular we show that in the one-
dimensional time-independent case, the sweeping by large eddies in the
Eulerian model speeds up the movement of a single Lagrangian particle,
but it localizes pairs of particles by reducing the growth of their dispersion.
Five Appendices contain more technical material. Some of the predictions
of the paper are checked in one dimension by numerical simulations.

2. LESSONS FROM THE KRAICHNAN MODEL

The Kraichnan ensemble of turbulent velocities,”” is a Gaussian
ensemble with vanishing velocity 1-point function and with the 2-point
function

ik-(r—r) dk

DA =Dd—) [ Pk ) Ggoa, @)

where k, = ,/k*+ L2 and P(k, p) =1=¢ (6"—E) + p £ see ref. 14 and
references therein. There are two dimensionless parameters in the Kraichnan
ensemble: the exponent £ > 0 and the compressibility degree 0 < p < 1. For
£ <2, the velocities smeared in time are (almost surely) Holder continuous
in space with any exponent smaller than £/2. For & > 2, they are Lipschitz
(or even more regular). The compressibility degree p =0 corresponds to
incompressible velocities, g = 1 to gradients of a potential (in one dimen-
sion necessarily @ =1). The normalization constant D, has dimension
length®=¢/time. The length L is the integral scale that sets the spatial cor-
relation length of velocities. If £ <2, it may be taken to infinity in the
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correlation functions involving only velocity differences v(z, r+p)—v(s, 1)
= Av(t, p). For £ =2, this may still be done if D, is rescaled when L — o0.

2.1. Possible Flow Behaviors

The Kraichnan ensemble may be used invariably to model Eulerian
or quasi-Lagrangian velocities as both ensembles coincide in this case. The
statistics of a single Lagrangian particle is that of a d-dimensional Brownian
motion with diffusivity that blows up when L — co. The two-particle sepa-
ration depends only on velocity differences and its statistics has a non-
trivial L — oo limit whenever this holds for the velocity differences. The
pair-dispersion and the exit time distributions 2(z, p,; dp) and 2(p,, p,; dt)
may be solved analytically in this limit. The exact solutions, that describes
also the short-distance asymptotics of the distributions at finite L, show
several dichotomic behaviors depending on the values of parameters of the
model. The first dichotomy, noticed in ref. 5, is between the

deterministic flow characterized by the property

im 2(t, po; dp) = o(p) dp 2.2

Po—

which signals that the trajectories in a fixed velocity field are defined by
their initial position, and the

stochastic flow where

lim0 #(t, py; dp) is a measure with density. 2.3)
Fo -

The limits of the probability distributions above (and below) should be
understood in weak sense, under integrals against test functions. The
behavior (2.3) means that infinitesimally close trajectories separate in a
finite time and indicates that the stochasticity introduced into the Lagran-
gian flow by coupling it to the noise, see Eq. (1.5), survives in the limit
x — 0. The Lagrangian trajectories in a fixed velocity field are not deter-
mined by initial position but form instead a stochastic process. That this is
indeed what happens in the Kraichnan model was established rigorously in
ref. 28. We shall call the phenomenon spontaneous stochasticity.

There are further dichotomic behaviors of the Lagrangian flow in the
Kraichnan model. We have chosen to characterize the other dichotomies
in terms of the small p, behavior of the exit time distribution 2(p,, yp,; dt)

1t was termed intrinsic stochasticity in ref. 12.
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€

with y # 1 fixed, attaching to them more or less suggestive names. There is
a dichotomy between the

Lyapunov flow such that
lim 2(p, ypy; dt) is a measure with density, 2.4)
pp—0

and the
Richardson flow where

ﬂ?o 2(po; Ypo; dt) =c(y) 6()dt  with ¢(y)>0. (2.5)

This dichotomy distinguishes the flows in regular velocities where the
Lagrangian separation on short distances involves fixed time scales (like the
inverse Lyapunov exponent), from the ones in non-regular (non-Lipschitz)
velocities where the characteristic times of the Lagrangian separation
become very short on short scales.

Finally, the last two dichotomies that we want to single out charac-
terize the short distance behavior of the probability of infinite exit times.
They are between the

locally separating and locally trapping flow where for y > 1

lim I.@( Pos ¥P0; A1) { - } 1, respectively, (2.6)
. iad <

and

locally recurrent and locally transient flow where the same holds for
y < 1.

Roughly, with positive probability, close trajectories do not increase their
distance in locally trapping flows and do not approach each other in locally
transient ones.

2.2. Pair Dispersion

Due to the temporal decorrelation of the Kraichnan velocities, the
probability distributions 2(¢, p,; dp) constitute transition probabilities of a
Markov process p(z) that in the limit L — oo becomes a diffusion on a half-
line with the explicit generator

M=-Dp*°8,p°8, for a= Py 1, 2.7
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where D) is proportional to D,. Note that the symbol of M vanishes at
p = 0. The different behavior of such diffusion for different values of £ and
a has its origin in the singularity of M at p =0 which requires different
treatment in different regimes. Up to the change of variables x = p@~9/
casting the generator M into the form

Mz(l_é)zp'xl-"a x*-19 for d=2 1—1:2) (2.8)
2 x x 2___6 *

and a time rescaling, the Markov process p(f) may be identified with the
well studied Bessel diffusion,” a natural interpolation between processes
describing the radial variable in the standard diffusion in integer dimen-
sions 4. Various analytic formulae may be then directly carried from that
case to the present situnation.

For & = 2 corresponding to smooth velocities with velocity differences
linear in space, the particle dispersion probability distribution takes a log-
normal form:® 'V

1 2
~ah (In(p/ pg)—28)

P(t, po; dp) e dlnp, 29

where A = {332 D\ is the (biggest) Lyapunov exponent. It is easy to see that
in this case, lim, _, (1, po; dp) = &(p) dp, pointing to the deterministic
nature of the flow. Indeed, in velocities regular in space, trajectories are
uniquely determined by their initial position and very close fluid particles
separate little in a fixed time interval. Nevertheless, all moments of the pair
dispersion behave exponentially in time and grow in the chaotic regime
where 1>0, ie., p <d/4, whereas sufficiently small (fractional) ones
decrease when A <0, i.e., p > d/4. For the second moment, one obtains:

P =@+ pL, (2-10)

Similar behaviors persist at small times in the Kraichnan velocities with
& > 2 and finite L, see ref. 28.

The stochastic Lagrangian flow occurs in the non-Lipschitz version
with 0 < & < 2 of the Kraichnan model for weak compressibility g < d/&2
In terms of the parameter b= ;=% =23° that will be frequently used below,
the latter inequality means that b<1. In this region, 2(t, py; dp)=
e M(p,, p) dp, where M is taken with “singular Neumann” or reflecting
boundary condition at p =0, see ref. 23, and

P

im 2(t, po; dp) oc p*~* tP~le @O dp, (2.11)
0

Py
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Note the stretched-exponential form of the distribution. In particular, one
obtains for the second moment of the separation distance and large times:

(A = 0(7), 2.12)

This is the Kraichnan model version of the 1926 Richardson law®® stating
that in developed turbulence the mean square dispersion grows like #°.
Note that the Richardson behavior is reproduced in the Kraichnan model
for {=4%. In the limit when the initial trajectory separation p, — 0, the
power law behavior (2.12) extends to the entire time domain and
PHOY 172,

In the non-Lipschitz strongly compressible version of the Kraichnan
model corresponding to 0 <é <2 and p >d/E* (or b2 1),

P(t, po; dp) = P™(1, po; p) dp+ p(po; 1) 8(p) dp (2.13)

with the regular density 2™%(¢, p,; p) = e “(p,, p) where M is taken with
“singular Dirichlet” or absorbing boundary condition at p =0, see ref. 23,
and with

2-§
e L O @19

where y(b, x)={} y*"'e™dy is the incomplete gamma-function. When
Po — 0 then the regular part of the distribution tends to 0, whereas p(p,; f)
tends to 1. We recover this way the deterministic behavior (2.2), with
trajectories in fixed velocity realizations determined by their initial position.
The presence of the singular term proportional to &(p) at finite p, signals
that the trajectories starting at different initial positions coalesce with posi-
tive probability.® The time growth of the mean distance square dispersion
is different here:

(A = O(pl-177") @.15)

with a logarithmic correction at g =d/¢&2 i, atb=1.

2.3. Exit Time

In the Kraichnan model, the exit time distribution 2(p,, p,; df) may
also be directly controlled using the kernels e *#2(p,, p) where M, denotes
the generator M of (2.7) with the Dirichlet boundary condition at p, (in
addition to the appropriate condition at the origin when p, > p,). This is
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due to the Markov property of the stochastic process p(¢). Since the exit
times have not been discussed in the context of the Kraichanan model, we
shall use the occasion to provide here and in Appendix A more details,
essentially translated form the Bessel diffusion case. The distribution of the
time of exit through p, is given by the formula

’@(p(l: pl; dt) = "'an(p,)e_w”(ﬂo, P) dta (2'16)

where 8,,, =+D}p*2,p "%, ,, plays the same role as the normal deriva-
tive in the classical potential theory. The sign is that of (p; —p,). As
already mentioned above, this distribution does not have to be normalized.
The eventual missing mass corresponds to events where p(f) stays forever
in the intervals [0, p,) or (p,, o0} or when it gets absorbed at the origin, see
below. We shall assign the infinite value of the exit time to such events. The
averages of the powers of the exit time ¢ over the realizations with ¢ < oo
may be expressed by the kernels of the inverse powers of operator M ,:

L= [ 1808 po, p1) dt = =1l 0,y M5 (prrp),  217)

where by 1, we denote the characteristic functions of the events satisfying
the condition A. In particular, the probability that the exit time is finite

Qe =] 2pos prid) = —0upyM3'(pup).  218)

The expectations (2.17) may be obtained from the characteristic function

(eml{mm}) = —0up(Mp —iw) ™! (po, p) (2.19)

involving the resolvent kernel of M,. We shall also consider the averages
conditioned on the exit times being finite:

<tu1{f<m}> = <t"> , <eimt1{,<m}>
Ay ’ ey

For £ =2 and L=oo0, i.., in the smooth version of the Kraichnan
model with scaling, the kernel e 2(p,, p) is easily calculable by the image
method and leads via Eq. (2.16) to the expression for 2( g, p;; df). We give
the explicit formulae in Appendix A. Let us note here that 2( py, p;; dt) has
a smooth density decaying exponentially for large r and ¢~. It depends only
on £ so that the Lagrangian flow is Lyapunov in our terminology, see

= (e, (2.20)
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(2.4). The total mass of the exit time distribution is given by the simple
expression:
1 if Aln(p;/py) 20,
[, 200, pi3d0) = (pl
Po

L 2.21)
) T i Aln(pi/p0) <O.

The missing mass corresponds for p; > p, and the negative Lyapunov
exponent to the events when p(r) stays forever in the open interval (0, p,)
(the pairs of trajectories remain always close). For p, < p, and the positive
Lyapunov exponent, it represents the events when p(t) stays forever in the
interval (p,, c0) (the pairs of trajectories never come close). According to
the characterization from the previous subsection, see conditions (2.6), the
Lagrangian flow is Lyapunov, locally separating and locally transient if
A>0,ie., p <d/4 and it is locally trapping and locally recurrent if 1 <0,
i.e., ¢ >d/4. Finally, when A =0, i.e., p =d/4, it is locally separating and
locally recurrent. Similar properties of the exit time distribution hold for
£ > 2 and finite L asymptotically at short distances.

In the non-Lipschitz version of the Kraichnan model with 0 < & <2
and L = oo, the resolvent kernel (M, —iw)™" (p,, p) may still be easily cal-
culated in a closed form and it leads via Eq. (2.19) to a closed expression
for the Fourier transform of the exit time distribution 2(p,, p,; dt). Expli-
cit formulae may be found in Appendix A. The density of 2(p,, p,; df)
appears to be a smooth function decaying exponentially in large ¢ and ¢! if
P > po and as a power of ¢ and exponentially in ¢~' if p, < p,. The exit
time distribution possesses the scaling property:

L =
2(p7 po, u*py; d(ut)) = 2(2; po, p1), (2.22)

a direct consequence of the statistical scaling of the velocity differences.
Relation (2.22) implies the behavior (2.5) characterizing what we have
called the Richardson flows.

For p, > p, the total mass of the exit time distribution is

1 for p <%,
Qpa}? = - P (2.23)
(&) for p=4.
41 ¢

Hence the exit time is almost surely finite in the weakly compressible
regime whereas it is infinite with positive probability that depends only on
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1 in the strongly compressible regime where the process p(¢) is absorbed at
the origin with the complementary probability. Such absorption corre-
sponds to the coalescence of pairs of trajectories. We conclude that the
Lagrangian flow is locally separating for g < d/&? and locally trapping for
p>dfE.

FOIP1<P0,
a—1 —
(ﬂ) for go<d——2-+1,
Po 28 2
Npcay? = i3 1 (2.24)
fi >———4-.
1 or p= 2 +2

If p <22+ (ie., if a> 1), the process p(7) remains forever in the interval
(p1,0) with probability 1—(£)°~'>0 whereas if p >%2+;, it exits
through p; almost surely. The two situations correspond, respectively, to a
locally transient and a locally recurrent Lagrangian flow.

One may summarize the properties of the Lagrangian flow in the
Kraichnan model in the phase diagram, drawn in Fig. 1 for three dimen-
sions, with five phases that we list with their characteristics (assuming for
& > 2 finite L):

I. deterministic, Lyapunov, locally separating, locally transient, for
E>2and p <df4;
II. deterministic, Lyapunov, locally trapping, locally recurrent, for
(>2and p>df4;
1. stochastic, Richardson, locally separating, locally transient, for

0<¢é<2and p <%2+1;

3 I N / {
P R e L LI [,
.Y
IV
I A
¢ 1 p

Fig. 1. Phase diagram of the Lagrangian flow for the three-dimensional Kraichnan model.
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IV. stochastic, Richardson, locally separating, locally recurrent, for
0<{<2andPF+i<p<d/E;

V. deterministic, Richardson, locally trapping, locally recurrent, for
O<é<2andd/E < p.

These phases were essentially enumerated in ref. 23 (with little stress
put on the difference between phase III and IV). The characterization
described above is closely related to the description of the phase diagram in
ref. 28, see also ref. 12. The notable difference is that, in order to charac-
terize the phases in the non-Lipschitz case, refs. 12 and 28 used the dicho-
tomic behaviors of the time of exit through p, in two limits: when p =0
with p, kept constant and when p, - 0 with p, kept constant. Such behav-
iors enter the standard classification>® of the one-dimensional diffusion
p(t) on the half-line [0, co[ with p =0 being, for ¢ > 2, a natural boundary
and, for £ < 2, an entrance boundary in the weakly compressible phase III,
a regular boundary in the intermediate phase IV and an exit boundary in
the strongly compressible phase V. The use in the present paper of the
small p, behavior of the exit time distribution at fixed £ in order to
characterize the phases was motivated by the fact that such behaviors were
both more amenable to analytic arguments in the presence of temporal
correlations of velocities and more accessible to numerical simulations.

As noticed in ref. 12, see also ref. 29, the solution for the distribution
(1, po; dp) corresponding to the singular Dirichlet boundary condition for
M and coalescent trajectories, which pertains only to phase V if the flow is
defined by adding and removing small noise, sets in already in region IV if
we add no noise but first smoothen out the velocity fields at short distances
and subsequently remove the smoothing. Physically, the first procedure
corresponds to the vanishing Prandtl and the second one to the infinite
Prandt]l numbers. For 232+1 < g < 4 and well tuned Prandt! numbers, one
may also obtain intermediate solutions that correspond to a “‘sticky”
behavior of fluid particles.®” The different limiting procedures give then
rise to different boundary conditions that may be imposed on the generator
M of Eq. (2.7) in the situation when p = 0 is a regular boundary.® %19

3. GAUSSIAN VELOCITY ENSEMBLES WITH TEMPORAL
CORRELATIONS

The temporal decorrelation of the Kraichnan velocities is a simplifying
feature that is quite unphysical since realistic turbulent velocities are corre-
lated at different times. In the present paper we attempt to study the effect
of temporal correlation of velocities on the behavior of the dispersion of a
pair of particles in simplest ensembles of velocities with such correlations
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built in. More specifically, we shall consider the Gaussian ensembles of
d-dimensional velocities with mean zero and covariance

ik-{r—r) dk
i K wS — —pt—r| Dak¥ © ”
@) 1) =D, [e s Pk 9)

@3.1)

There are three parameters in (3.1) not related to the choice of units: the
spatial Holder exponent a, that we shall restrict to the interval (0, 1),
the temporal exponent f taken positive, and the compressibility degree
@ €[0, 1]. Besides, there are three dimensionful parameters: D, of dimen-
sion length®~/time?, D, of dimension length?[time, and the integral
length scale L. Similarly as in the Kraichnan ensemble, L may be taken to
infinity for correlation functions of differences of velocities Av(z, p) whose
statistics becomes scale invariant in this limit. The correlation time 7,,(p) of
the velocity differences in ensembles given by Eq. (3.1) is equal to D3’ p%
whereas the variance {(4v(z, p))2) = Z(p)* behaves as D, p*

We shall be looking at the statistics of the 2-particle separation either
using Eq. (1.2) with the ensemble (3.1) governing the Eulerian velocities, or
using Eq. (1.4) with the ensemble (3.1) describing the quasi-Lagrangian
velocities. It should be stressed that the two choices lead to two different
models of Lagrangian flow. They exhibit different behaviors even for
incompressible velocities where the equal-time velocity statistics of the
Eulerian and quasi-Lagrangian velocities coincide. This should be con-
trasted with the situation in the Kraichnan model where the Eulerian and
the quasi-Lagrangian velocities had the same all-time statistics so that it
did not matter which one was modeled by the Gaussian ensemble (2.1).
That the situation is different in the presence of temporal correlations is
due to the manner in which sweeping by large scale eddies is taken into
account. The 2-particle separation p involves only differences Av¥(¢, p) of
the quasi-Lagrangian velocities, see (1.4). The statistics of such differences
has a regular L — oo limit if we use the Gaussian ensemble (3.1) for the
quasi-Lagrangian velocities. In this case the sweeping by scale L eddies
does not effect the pair dispersion. On the other hand, p cannot be
expressed in terms of the Eulerian velocity differences only, due to the
dependence on the reference trajectory R(¢), see (1.2). As a result, if we
substitute the ensemble (3.1) for the Eulerian velocities, the dispersion sta-
tistics is still effected by the scale L sweeping and behaves in a singular way
in the limit L — co. This singularity modifies also the short time behavior of
the pair dispersion at fixed L in certain regimes, as we shall discuss below.
The use of the synthetic ensemble (3.1) to describe turbulent velocities is in
any case an approximation. It seems to render better the Lagrangian fea-
tures of real turbulence if used to model the quasi-Lagrangian velocities.
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In this case the large scale sweeping influences only the single particle sta-
tistics, but not the pair dispersion. We shall limit ourselves to this situation
throughout most of this paper, dropping the subscript “gL” on the veloci-
ties. The exception is Section 7 where we discuss what happens when the
Gaussian ensemble (3.1) is used to model the Eulerian velocitics.

The first idea about the Lagrangian flow in the ensembles (3.1) of
quasi-Lagrangian velocities may be gained by comparing the correlation
time 7,,(p) to the eddy turnover time 7,(p)=D;*p'~*oc p/Z(p). On
the line «+28 =1 which, in particular, contains the Kolmogorov point
a=f=1 (see Fig.2), both times have the same scale dependence. For
a+2f <1 (domain C on Fig. 2), 7, becomes much shorter than z, at large
scales and much longer at small ones. We shall see that in this domain
of parameters the pair dispersion should be described at long scales (for
L = o) by the Kraichnan model with rapidly decorrelating velocities and at
short scales by a model with velocities independent of time (frozen). For
a+28>1 (domains A and B on Fig. 2), the relation between the correla-
tion times is reversed and we could expect that the frozen model controls
the large scale dispersion and the decorrelated one governs the short scale
behavior. A similar picture underlined the phase diagram in a simple family
of scale-invariant shear flows.®*® We shall study the asymptotics of the
Lagrangian flow using scale transformations. Such transformations induce
a flow in the plane of dimensional parameters of the model whose asymp-
totics is controlled by fixed points, as in the field theory renormalization
group.") The perturbative renormalization group has been previously used

e

B |

0 1 o

Fig. 2. Phase diagram of the three different regimes of Lagrangian flow in the time-corre-
lated velocities discussed here. The exponent « is the spatial Hdlder exponent and the expo-
nent f controls the behavior of correlation time as a function of scale.
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in ref. 2 to analyze the related scalar advection problem in the family (3.1)
of velocity ensembles around (a, #) = (—1, 1) and there is some overlap of
those results with our conclusions. The much heavier analysis of ref. 2 was
concentrated, however, on the aspects of advection related to finer details
of the Lagrangian flow, see also ref. 10. Our point is that the analysis of the
Lagrangian dispersion may be performed, at least to a certain extent, in a
straightforward and nonperturbative way.

The Kraichnan and the frozen model may be viewed as special limiting
cases of the Gaussian velocity ensembles (3.1). The first one, with &=
2(ec+ B), is obtained when D,, D, - o0 with %E D, kept constant as a
consequence of the convergence

Dk¥e P 26(p). (3.2)

At L = oo, existence of the limit for the correlation functions of Av requires
that £ <2, i.e., that a+ f < 1. Note that the convergence is fast at large
wave number %, i.e., at small distances, and for long times, but it becomes
slow for short times and, if L = oo, at large distances. The frozen model is
obtained by taking D, — 0 with D, = const. In this case,

el kiﬂw 1 (33)

but the convergence becomes slow at large k, i.e., at small distances, and
for long times.

Using the evolution equation (1.4) for the trajectory separation vector,
we obtain for the mean rate of growth of the square of pair dispersion:

2 (P =2 ! CAn(t, p)- 4G5, 96N ds. 64

Let us start by a naive mean-field-type approximate evaluation of the right
hand side in the limit when p, — 0. Such an evaluation shouid render
correctly the behavior of {p?(¢)) in the stochastic regime. It is obtained by
rewriting Eq. (3.4) as

2 (PP =20 5 ), G
where

_ fo <4v(e, p(9)) - A¥(s, p(s))) ds

d @GOy

(.6)
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has, if smaller than ¢, an interpretation of the correlation time of the
Lagrangian velocity difference Av(z, p(¢)). We may try to close Eq. (3.5) by
assuming that T’ depends on the mean separation distance {p?}!/2 the same
way as the correlation time 7.,(p) on p if 7,,(p) is smaller than ¢ or as ¢
otherwise:

T % min{0({p*>"), 1}. 3.7

Different domains in the space of parameters correspond to different
choices of the minimal value (3.7) for T. As for the other term on the right
hand side of relation (3.5), we shall again ignore the velocity dependence of
p(2) putting

(49> = 0({p*Y). (3.8)

Using the above approximations for long times and L = oo, one obtains
from Eq. (3.5):

A ~ O() for a-+28>1 (domainsAandB), (3.9)
LAY = O(t™F)  for a+28<1 (domainC). (3.10)

In the same way, we may estimate the short-time behavior in the limit
Po — 0 obtaining

PO~ OEF)  for at+f<1<a+2f (domainB), (3.11)
AP~ OE)  for at2B<1 (domain C).  (3.12)

Note that, in agreement with (3.7), it is the smaller exponent that is chosen
for large times and the bigger one for short times, a manifestation of a
tendency of close trajectories to stay close. The region «+ 8> 1 (domain A
in Fig.2) which escapes the short-time estimates has been rigorously
analyzed with the Gaussian ensemble (3.1) used to model the Eulerian
velocities"® and was conjectured to correspond to deterministic trajec-
tories. We expect that also in the quasi-Lagrangian model the pair disper-
sion will concentrate in domain A at p = 0 when p, — 0. This is consistent
with the divergence of the predicted power in the short-time Richardson
law (3.12) when a+ # approaches 1 from below (i.e., from the domain B in
Fig. 2). A similar divergence occurs in the weakly compressible Kraichnan
model when we approach the Lipschitz regime &>2 from the non-
Lipschitz one ¢ < 2. It signals there the passage from the power law to the
exponential separation (2.10) of trajectories.
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4. SCALING ARGUMENTS

The main aim of this note is to substantiate further the above conclu-
sions based on the naive estimates (3.7) and (3.8). We shall also acquire an
insight into the behavior of general moments of the pair dispersion and of
the exit time and into the extent of the different Lagrangian flow regimes in
the ensembles given by Eq. (3.1). In the study of the long- and short-time
behavior of trajectories, it is convenient to consider their rescaled versions
R,(8) = p~"R(ut) for appropriately chosen o. Since

dR
d_: = vy(ts Rp)s (4'1)

for the rescaled velocity v,(f,¥)=pu'"°v(ut, u°r), the path R,(¢) is a
Lagrangian trajectory for v,. There are special cases when the rescaled
velocity differences have in the L — oo limit the same distribution as the
original ones for an appropriate (and unique) choice of . This happens for
¢ =1L both on the line x+2f =1 and in the frozen model and for ¢ = ;1;
in the Kraichnan ensemble. We infer that in those cases the pair dispersion
distribution £ and the exit time one 2 are scale-invariant:

P(ut, p’py; d(u’p)) = P, po; dp),

4.2)
2 ¢ pos 1°p1; d(ur)) = 2 po, pi; dt).
In particular, in the stochastic regime, the pair dispersion moments
{p(O)™, if finite in the p, — 0 limit, behave as @(¢™) for long times and
become proportional to ¢™ for all times when p, — 0. These conclusions fail
in the deterministic regime, as we have already noticed in the Kraichnan
model, see Eq. (2.15). In all regimes, the exit time moments {t"1; ;> (if
finite) are proportional to p§/? if 5t = y is kept constant.

Out of the line a+28 = 1, the scale invariance of the Lagrangian dis-
persion is broken but in a predictable way, as we shall see. The crucial
observation is that the rescaled velocities v,(z, r) are distributed with the
2-point function (3.1) with D, replaced by D, , and L by L, where

Dz,y = ﬂZ[i_(l_a)a]DZs DS,p = ﬂl_zﬁaD:h Lp = #_EL' (4‘3)

For u tending to infinity or to zero (i.e., when exploring the long-time or
the short-time behavior of the particle separation), we may choose o so
that the distribution of the rescaled velocity differences at L = oo tends to
the Kraichnan or to the frozen model one (with the notable exception of
the g — 0 limit in domain A).
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Consider first g4 —» oo at L= co. Taking g = si—a—p fixes the ratio ”—”'15
with D, , - oo if a+ > 1 (domain A in Fig, 2) or1fac+2ﬁ<1 (domamC
in Fig, 2) The latter case leads to a non-singular Kraichnan ensemble of
velocity differences with & = 2(a+ f) whereas the former one does not (it
would correspond to £ > 2, L = 00). We may then expect that

Pﬂ P2, u°po; d(u°p)) = P(2, po; dp)

i 9y, 47 d(ut)) = 2oy, py3 i)

for G=m and a+2ﬁ<1 (44)

where 2% and 2% pertain to the Kraichnan model with & = 2(a+ g). This
is indeed consistent with the scaling properties of the Kraichnan model
dispersion.

Taking ¢ = ;. fixes D, , with D; , » 0 if a+28 > 1 (domains A and B
in Fig. 2). We then expect that

,{iﬂ Put, p°po; d(u’p)) = PE(t, po; dp)

‘1’150 2 upy, p°py; d(ur)) = 2%(pg, py; A1)
for a——_l—l-z and a+28>1, 4.5)

where 2" and 27 stand for the distributions of the frozen velocity model
with Holder exponent a. Note again the consistency with the scaling prop-
erties of the Lagrangian dispersion in the frozen model.

Inquiring about the short-time asymptotics of the trajectory dispersion
reverses the asymptotics. We should then have

,l.iﬂ P(ut, u°py; d(°p)) = P(t, po; dp)

tim 2(u"po, 4%py3 d(ut)) = 2%(po, py; i)

for a=l—i—a and a+28<1 (4.6)
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(i.e., in domain C in Fig. 2) with the same value of the Holder exponent o,
and

‘l‘i_l:’llo P(pt, yu°p; d(u°p)) = PX(t, py; dp)
iiﬂ 2(p°po, Bpy; d(ur)) = 2%(py, py; dt)

1
1 and {a+ﬂ< ,

for o=————
ST p—" at28>1

4.7

(i.e., in domain B in Fig. 2) with &= 2(x+ f) for the Kraichnan model.
Again, this is consistent with the scaling of the limiting distributions. In
summary, the scale invariance of the statistics of the pair dispersion and of
the exit time, although broken away from the «+2f =1 line, should be
restored at long and short times.

It has to be stressed that the relations (4.4) to (4.7) are conjectural.
The distributions 2 and 2 are complicated nonlinear functionals of the
quasi-Lagrangian velocity statistics and the conjectured relations assume
their continuity in an appropriate topology, which is not obvious. In par-
ticular, since the convergence of the rescaled velocity covariances to the one
of the Kraichnan model is very slow at long distances, there is a potential
threat for the corresponding convergence of the rescaled distributions
P(1, po; dp) and 2(p,, p,; dt) with p; < p, coming from the contribution of
trajectories that venture far apart, if such contributions are important.
Similarly, the slow convergence to the frozen model at short distances
could create problems for the corresponding convergence of the rescaled
pair dispersion and exit time distributions, for the latter if p, > p,. Whether
such effects invalidate some of the conclusions (4.4) to (4.7) could be, in
principle, studied in perturbation theory around the Kraichnan or frozen
model. The question of the convergence of rescaled dispersion distribution
to the Kraichan model one has been recently rigorously studied in refs. 16
and 17. We shall further discuss the non-uniformity of the convergence of
the exit time distributions to that of the frozen model in Section 6.

An important question concerns the phase diagram of the Lagrangian
flow for the model (3.1) of quasi-Lagrangian velocities. As mentioned
above, domain A is expected to correspond to the deterministic Lagrangian
flow. The rate of separation of close trajectories in this domain (Lyapunov
or Richardson flow? locally separating or trapping? locally recurrent or
transient?) is also an open problem. Inside domains B and C, we may try
to use the conjectured convergence (4.4) to (4.7) of the rescaled pair
dispersion and time exit distributions to characterize the nature of the
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Lagrangian flow. This will require even more care since some uniformity of
the limits will be needed.

First, we may argue that, inside domains B and C, weak compressibil-
ity p < 4(.;:,3)?- implies that the Lagrangian flow is stochastic. The argument
assumes that the dichotomy “deterministic versus stochastic” may be still
characterized as in Section 2, i.e., by the behavior of #(z, p,; dp) in the
limit p, — 0. It goes as follows. Suppose that the relation (2.2) holds at
some point inside B or C (for all £). Then, obviously, also

,,]f'i“n P(ut, p°po; d(1’p)) = 6(p) dp (4.8)

for all u. We expect the convergence (4.4) in domain C and (4.7) in
domain B, both resulting in the Kraichnan model distributions, to be
uniform at short distances and hence to commute with the p, — 0 limit.
We may then infer from Eq. (4.8) that (2.2) holds also for the limiting
Kraichnan distribution so that gp > d/£* where £ = 2(a.+ ), which implies
the assertion.

The analogous argument may be applied when

lim [ 9(pn, yp0; de) = lim, [ 2(u"po, uypoid(u) =1 (49)
-0 Po—0

leading to the predictions that inside the domains B and C, the Lagrangian
flow is locally trapping if g > m and locally transient if @ < z=%+3.
The first claim secems somewhat more trustable since it does not involve
large separations where the convergence to the Kraichnan ensemble is
slowed down. Both require additionally that no mass of the exit time dis-
tribution escapes to infinity during the g-limits (4.4) and (4.7). This should
not pose a problem since convergence to the Kraichnan model becomes
very fast at long times.

In the stochastic regime, the convergence (4.4) and (4.7) should imply
for the (positive) pair dispersion moments the behavior

{pY(D)) = O(t7==P) (4.10)

for long times in domain C and for p, — 0 and short times in domain B, in
agreement with the naive mean-field results (3.10) and (3.11). As for the
behavior of the moments of the exit time through yp,, the relations (4.7)
and (4.4) should imply that

ey = O(p ) (4.11)
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in domain B for small p, and in domain C for large ones, irrespectively
of the character of the Lagrangian flow. Similarly, we should obtain in
domain B the convergence

tim | ) 2upo, wype; d) = O) [ 2(pn, ;) (412)

characteristic of the Richardson flow in our terminology.

Similar use of the conjectured convergences (4.5} and (4.6) to the
frozen model distributions in order to argue about the Lagrangian flow
dichotomies and the evolution of dispersion and exit times moments poses
two problems. First is the poor knowledge of the flow behavior in the
frozen model, see, however, Section 5. Second, even more serious one, is
the non-uniform nature of the convergence that becomes slow at small dis-
tances and long times. Nevertheless. it is still plausible that the convergence
(4.5) is uniform enough as to imply that

{p(E)) = O(tT-9) (413)

for long times and for sufficiently high » in the stochastic regime in
domains A and B. Similarly, relations (4.5) and (4.6) may still imply that
for sufficiently negative moments,

(" =0(p3" ™) (4.14)

in domains A and B for large p, and in domain C for small ones, see
Section 6. The same way, the convergence (4.12) should still hold in
domain C for test functions f decaying fast at infinity and 2% replaced
by 2°.

Summarizing, we predict, with various level of confidence, that the
(zero Prandtl number) Lagrangian flow in the quasi-Lagrangian velocity
ensemble (3.1) is

deterministic
in domain A
stochastic, Richardson, locally transient

. . d—2 1

in domains B and C for g < 725%+3,
stochastic, Richardson

- - d-2 1 d

in domains B and C for ;.55 +3< 0 < yrovyel

Richardson, locally trapping

. . d
in domains B and C for g ;W.
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The degree of confidence of the predictions depends on which of relations
(4.4) to (4.7) was used in the argument and with what uniformity assump-
tions. The predictions are consistent with the intuition that increase of the
compressibility degree @ enhances the trapping of the fluid particles. It will
be interesting to confirm (or infirm) them by further analytic arguments
and by numerical simulations. Note that, in particular, we expect that in
domains B and C the incompressible Lagrangian flow is stochastic,
Richardson and locally transient, and that, if the dimension d >4, it stays
such, whatever compressibility.

5. ONE-DIMENSIONAL FROZEN ENSEMBLE

The frozen model was left out from the discussion of the phase
diagram in the last section. Our arguments were based mainly on the con-
vergence of the rescaled velocity ensemble (3.1) to the Kraichnan model
and such convergence is, of course, absent for the frozen model. One may
expect appearance of discontinuity in the character of the Lagrangian flow
in the frozen model limit D, — 0 which is very non-uniform at short dis-
tances and long times, leading to a strong enhancement of trapping. This
effect will be analyzed in the next section. Here we shall try to find out
what happens in the frozen velocities which, in general, are hard to analyze.
One case where some analytic results may be obtained due to the very
simple geometry of the flow is the one-dimensional Gaussian model where
the Lagrangian particles slide down the potential wells, getting stuck at
their bottom, and where the flow preserves the order of particles. In par-
ticular, when the spatial Holder exponent o = 3» the velocity 2-point func-
tion becomes

e g |
o(x) v(y)) = J. 1:2_“:__2 w3

Le =4/t (5.1)
where we have set D, =1 (what may be always achieved by rescaling
v /D, v). The additional simplifying featare of this case, studied already

in ref. 34, is that o(x) forms a stationary Markov (Ornstein—Uhlenbeck)
process with the generator

1 d® vd
-2 , 08 2
Y=t im (5-2)
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corresponding to the Focker—Planck harmonic oscillator Hamiltonian

2 2 1d> +# 1
= iz A T — .
H = 2Ze 2dvz+2L2 3L (5.3)

The velocity v(x) with fixed x is distributed according to the invariant
measure of the process

dv(v) = e_% dv. (5.4)

1
7L
The transition probabilities of the process are

1 _ [ va -
e H-"¥h gy (5.5)
JaL(1—e~ 2L

In the limit L — oo, the velocity difference 4v(x) = v(x)—1v(0) becomes the
one-dimensional two-sided Brownian motion w(x). The quasi-Lagrangian
Eq. (1.4) for the trajectory separation takes then the form of the steepest
descent equation

p(t, vy; dv) = e7“(y, v) dv =

2 —wip) = =7 4P 59

in the potential ¢(x) = — 5 w(y) dy. The solution p(z) slides to the bottom
of the potential well in which the initial point p, = p(0) is situated, i.e., to
the closest zero p, of w(p) to the right of p, if w{p,) > 0 or p_ to the left
of p, if w(py) <0. The only difference with the case of smooth potential
with wells approximately quadratic around typical minima, is that, as we
show below, the solution will arrive to the bottom of the well in a finite
rather than infinite time, This is due to the roughness of the Brownian
motion. After arriving at the bottom, the solution will stay locked there in
subsequent times.

We may restrict ourselves to the case p,>0. Suppose also that
w(p,) > 0. The first value p_ to the right of p, such that w(p,) =0 is finite
with probability one. The time 7, that the solution p(¢) of Eq. (5.6) starting
at p, at time zero takes to reach p, is

_r+_de_

= . 5.
w W(7) G0

L
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Let us compute the expectation {r, Lo > 0.5, 0,32 Of times ¢, over the
Brownian paths w(p) such that w(p,) > 0 and p, < p, for certain P2 > Po-

It is equal to
wi W, —w]z (w, w)z
jpz dpj.mc e dw, J.w (e_'xg-ﬂo)—e_x:tm)) dw
woJ0 v 2mpp 0 V2r(p—py) w

e -

— 5.8
0 v 27(p2—p) 9

The origin of this formula is straightforward. The probability that w(pg)

belongs to [wy, wo+dw,] is e"% %. The one that w(p) belongs to
Q

ot
[w, w—l;dw] without passing through zero between p, and p is (e‘g;g——p;)—
e‘(z'%t%) ﬁ:—_m’ given that w(py) = w,, (it is expressed by the heat kernel
with the Dirichlet condition at w = 0). Finally, the last integral on the right
hand side of (5.8) is equal to the probability that the Brownian trajectory
crosses zero between p and p,, given that w(p) =w. In Appendix B we
show that

o _ (w+w2)2 2 dwz
Jl

p
. I{W(po)>0,p+ €p2}> < C+Pc1)/2 In P_:’ (5.9

where C, is a dimensionless constant. This proves that the time £, is almost
surely finite although the unrestricted mean (z, Liw(py >0}, given by the
p> — oo limit of (5.8) under which the last integral on the right hand side
tends to one, diverges. The divergence is due to the contribution of the
Brownian paths that travel far before falling back to zero. In the Ornstein—
Uhlenbeck process with L < oo, the weight of such paths is suppressed and
it is not difficult to show that {z, 1,,, »,) >0} is finite then.

Similarly, let w(p,) < 0 and 0 < p_ < p, be the first value to the left of
po such that w(p_)=0. The time z_ that the solution p(f) of Eq. (5.6)
starting at p, at time zero takes to reach p_ is given by Eq. (5.7) with t,
replaced by z_ and p, by p_. The expectation value {z_1 {wiop) <0} > 18 given
by

o _»t d 0 _(W—wu)2 (w+wp)2 d
_J':" dp-[_we 5 _ AW J‘ (e TP e Tnn) M (5.10)

V2mpw V21(po— p)
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which is easily seen to be finite, e.g., by bounding the last integral by

V 7= Wl- We infer that
<t Lo <o) = C-pi” G.11)

where C_ is another dimensionless constant.

5.1. Exit Time

As for the exit time that the process p(t¢) takes to grow from p, to
P11 > po, 1t is finite if and only if p(¢) is not stuck at a zero p, < p; of w(p),
i.e., if w is positive on the interval [ p,, p,). It is then given by the formula

P
- 5.12
'[Po W(P) 12
The probability that ¢ < co is given by
(W —w, )2 {wy +wl)z
Q> = e -4 dw" j (e B —e Ty — (5.13)

+/ 27(p1 — Po) .

Note that the last expression depends only on 2, is smaller than 1/2 and
tends to zero when p, — 0 with p, fixed. With the complementary proba-
bility, the solution p(¢) starting from p, > 0 will never reach p,, i.e., the exit
time ¢ is infinite. One may express similarly the averages of positive powers
of the exit time constraint to be finite. The explicit expression may be
found in Appendix C. They are finite and take the scaling form

(tnl{mco}) =C,1; (5.14)

where C, are dimensionless constants depending on the ratio y =2 > 1 and
1, = (py/D;)"? is the eddy turnover time at scale p, (recall that we © have set
D, =1 above).

The bounds (C.2) for the moments {t"1;, ;> proven in Appendix C,
which respect the above scaling, imply that the characteristic function
{e" 1<) is entire in @ and that the large ¢ decay of the density of the
distribution 2(p,, p,; dt) is at least Gaussian. Due to Eq. (5.12), the char-
acteristic function may be expressed by the path integral

_ a o 1.
ey = [ R [ g, 1y

v/ 27po




110 Meéthodes Lagrangiennes — Modéles corrélés en temps

668 . Chaves ot al.

over the paths [pg, p;19 p—w(p)€(0,0) such that w(p,) =w,, with
A" being an appropriate normalization factor. The expression permiis to
evaluate the large |w|-behavior along the positive imaginary axis of w
by the semi-classical calculation. The extremal trajectory w(p) describes a
motion of a unit mass particle climbing up in the potential —. until a total
stop. It satisfies the equation

W (p+singoosgy=LL_L (5.16)

cos® gy Pv P

for cos? @ _E:_))’ cos® g, = :E”") and @ between zero and ¢, <%. In particu-
lar, @, is determmed by EBq. (5.16) with ¢ =g, and p= Po- It depends only
on the ratio 7. The action of the classical trajectory is S, = |w|¥? pis,
with a dlmenswnless constant s, = 3—:{’,34 growing with the ZL. The decay
~e~% of the characteristic function along the posmve maglnary axis cor-
responds to the small ¢ behavior ~ e~7%% " = g~5%+/9” of the density of
the exit time distribution 2(p,, p;;df) (up to powers of t). One could
expect that for short times the trajectories move almost ballistically:

p(8) = po+w(py) t (5.17)

—ay2
which would give t~‘°‘( % and a short time tale ~e ‘—"‘z-.f"’—’ % of the exit
time density function. Th1s reproduces well the power of 7 in the exponen-
tial but not the coefficient. The latter, dmded by p, agrees only to the
order (41— 1)? with the correct expresswn 5 So-

For w on the imaginary axis, the path-integral on the right hand side
of Eq. (5.15) may be re-expressed in the operator language via the
Feynman-Kac formula. Using also the invariance of the Brownian motion
under the scale transformations w(x) - |w|™ w(jo|®x), we obtain the

identity
. w - " dw,
<e,m,1{ m}) - e 2itry — e O ool (o1 - Fo)-’rt(wo w) dw,,
=], v/ 27py o] 0 Ie (5.18)
where the operator
142 1
%= 3aety G

on the interval [0,00) is a 1-dimensional Schrodinger operator with
Dirichlet boundary condition at zero, The signs pertain to the positive or
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negative imaginary w-axis and result in a repulsive or an attractive poten-
tial, respectively. An explicit expression for the kernel of the exponential
of A, see Appendix D, shows the growth of the characteristic funct:on for
w=—i|o| dommated by the lowest bound state contnbuuon ~ gl 1) Bo
with E, =-]. This implies the decay ~e G- 5t = e i) of the
density of .@(p,,, p1; dt) for large ¢.

The above analytic predictions may be used to validate the numerical
method to be applied later for the cases o 1/2, where such rigorous
results are not available. The velocity field is generated by using a straight-
forward Fourier method, i.e., generating the Fourier modes by a standard
Gaussian random number generator and transforming back to real space
by Fast Fourier Transform. The resolution which we used was 2%. The
initial separation is set at 20,000 and we measure the distribution of the
time taken to reach 5 times the initial separation. The curve is shown in
Fig. 3. The agreement with the superposed predictions indicates that the
choice of the resolution and the initial separation are appropriate to avoid
contamination by periodicity and/or discretization effects.

The time in which p(¢) decreases from p, to a positive value p, < p, is
finite and still determined by Eq. (5.12) if and only if w < 0 on the interval
(p1, po]- 1t is easy to see that

2(po, pr; Aty = 2(p,, po; dt) (5.20)

since for p; < p, the characteristic function {e*'l;..,» is given by the
expression (5.15) with p, and p, interchanged.
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Fig. 3. The density function of the exit times for the frozen flow with =} and y = 5. The
dotted curves are the analytical predictions at small and large times, respectively.
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The scaling property (4.2) with ¢ = 2 and the fact that the exit time is
infinite with a positive probability depending on 2L imply that

Pluiljlo 2 po, 7Po; dt) = c(y) 6() dt (5.21)

for any positive y # 1 with 0 < ¢() < 1. It follows that the Lagrangian flow
is Richardson. locally trapping and locally transient in the terminology of
Section 2.1,

5.2. Pair Dispersion

The pair dispersion in the model is closely related to the exit time. The
reason is that the solution p(¢) of Eq. (5.6) never changes direction. As a
result, the solution that starts at p, at time zero satisfies p(¢) > p; = p, or
p(2) € py < py if and only if it reaches p, in time shorter or equal to 7. It

follows that
_[: P(t, po; dp) = J: 2(py, p1;ds)  for p,=p,, (5.22)
Lpl Pt po; dp) = ﬂ Apo, pr;dsy  for py < py (5.23)
or that

[
2(t, po; dp) = F (6,, fo 2(po, p; ds)) dp  for p2Zp,. (5.24)

The right hand side of Eq. (5.22) is bounded by {3 2(p,, py; ds) which
tends to zero when p, — 0 for p, > 0 fixed, see Eq. (5.13). It follows that

in agreement with the fact that the trajectories are determined by the initial
condition. Hence the Lagrangian flow is deterministic. Note the important
difference with the phase V of the Kraichnan model, see Fig. 1. There the
trapping effects resulted in the coalescence of fluid particles signaled by the
singular form (2.13) of the pair dispersion distribution. With the use of
symmetry (5.20), the left hand side of Eq. (5.23) may be bounded by
{5 2(p1, po; ds) and hence tends to zero when p, — 0 for fixed p, > 0. As a
result, the distribution (¢, py; dp) cannot have a contribution proportio-
nal to d(p) for p, > 0. It is, instead, regular in p. The reason is that in the
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quasi-Lagrangian model of particle separation (5.6), the solutions p(¢) are
trapped with probability 1 at positive zeros of w (there is an infinity of such
zeros) and never arrive at p = 0. This seems to be an artifact of the frozen
one-dimensional model but it serves as a warning that the behavior of
trajectories in the time-correlated velocities may be richer than what was
observed for the Kraichnan model, with a possible occurrence of phase

V1. deterministic, Richardson, locally trapping, locally transient

characterized by a combination of properties that did not occur in the time-
decorrelated model.

5.3. Case with a+;

Several of the features analytically established for the one-dimensional
frozen model with the Hélder exponent a =3 may be generalized to the
case of general « in the interval (0, 1), although the absence of the Markov
property in the process v(x) makes the arguments more difficult, see ref. 25.
In the limit L — oo, the equation for the trajectory separation still has the
form (5.6) with w(x), x > 0, being (upon a right choice of the normalization
constant D,) the two-sided fractional Brownian motion (fBm), ie., the
Gaussian process with mean zero and 2-point function

(w(x) w(p)) =3 (x*+y" —|x—y*) = G(x, ) (5.26)

for x, y = 0. The 2-point function (5.26) is a kernel of a positive operator
on the half-axis [0, cc) that we shall denote by G. Note the scale invariance
under w(x) — g~ *w(ux) of the fBm. The basic result of ref. 31 asserts that
the probability that w(x) <w, for w, >0 and all x in the interval (0, p,)
behaves like O((p,ws'/*)'~*) for large values of powy'/*. Similarly as for
the Brownian motion, the fBm lives on continuous trajectories and has
zeros in any interval (0, pg) or (p,, 00). One may again prove that, with
probability 1, the solution p(¢) of Eq. (5.6) starting at any p, > 0 arrives in
finite time at the closest zero p, to the right or left of p,, see ref. 25.

As in the case a =}, the exit time ¢ through p, > p, is finite if and only
if w> 0 on the interval [ p,, p,) and the probability {1;,.,> of such an
event depends only on £ and tends to zero when p, — 0. It should be again
possible to extract the behaviors of the exit time distribution 2(p,, py; df)
for large and small time by looking at the large |w| behavior of

Py _dp_
(eil"’]'l{,<m}> = <eil‘"|§pn 1 (5000 s, 00} 0» (5.27)
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where the last expectation is with respect to the Gaussian measure of the
fBm w. For the negative sign, this expression should be still dominated for
large || by the semi-classical contribution ~ e~®, The classical trajectory
w(p) = |@f'/* p{***(Gu)(£), where u is a function that does not vanish
only on the interval (1, £) and such that

u=(Gu)™? (5.28)

there. Note that it follows that w(p) > 0 for p > 0 since G(x, y) > 0 except
for x, y=0. The action of the classical trajectory is S, = ||/ p2!-/35,
for

/e 1 1
o= j [ GG H2 40 G ] dx. (5.29)

1

Such a semi-<lassical dominance implies again the small time tail
~eTHA TS g0l of the density of the exit time distribution
2(po, p1; dt) (with the eddy turnover time 7, = D;'/?pl—*).

With the use of the scale invariance of the fBm, one may also absorb
the [w|-dependence of the characteristic function into the length of the
p-interval in Eq. (5.27):

B P’l _JL
CRl VRS L L FIRTY (5.30)

where p; = || p,. For the positive sign in Eq. (5.30) and a =3, we have
used the Feynman—Kac formula in order to extract the extensive behavior
of the right hand side for large |w|. For other values of a (0, 1) such
a formula is not available but the expectation (5.30) may be viewed as
the partition function of a one-dimensional continuous spin system with
long-range 2-spin interactions decaying as distance '+ and with partially
confining (as opposed to the case with negative sign) single-spin poten-
tial, It 1is plausible that the extensive behavior of the partition function
~e =B for large |w| with free energy demsity E, <0 persists
for such systems. Such a behavior would result in the long-time tail
~ e UG R — e~ of the density of the distribution
2(po, p1; dt). The validity of this prediction is confirmed by Figs. 4 and 5
where we present the density functions of the exit times for the two cases
a=0.4 and 0.75. The numerical simulations are realized by the same
method previously validated in the case « =3. It requires for « 1} more
care in the choice of parameters to maximize the scaling window.
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Fig. 4. The density function of the exit times for the 14 frozen velocities with «=0.4 and
y= 5. The dotted curve is a fit of the form e~

The statistics of the time of exit through p, < p, is again obtained
from that for p, > p, by interchanging p, and p, and the pair dispersion
probability distribution is still given by Eq. (5.24). The remarks about
the phase VI type behavior of Lagrangian flow carry over from the case

=1
& =3

10

2z 0.1
:E
F=] 0.01
e
a
0.001
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1 805 i 1 ('l k]l 1 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
times

Fig. 5. The density function of the exit times for the 14 frozen velocities with & =3/4 and
v = 5. The solid curve is a fit of the form =", Since the curve gives the visual impression
of an exponential decay, we also show in the inset the log log vs log plot and compare the
slopes 0.75 and 1 to validate the former.
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6. EFFECT OF LONG TIME VELOCITY CORRELATIONS

The presence of permanent trapping of trajectories in one-dimensional
frozen ensembile, leading to events with infinite exit time through p, =yp,,
should also occur in higher-dimensional frozen ensembles obtained by
setting D; = 0 in Eq. (3.1). It is plausible that, at least in the presence of
compressibility, the sets of velocities trapping trajectories in a given region
have positive probability. If, however, one reintroduces finite temporal
correlations of velocities by taking positive D, in (3.1), the particles will
eventually be released from traps after the time evolution changes the
velocity field configuration, i.e., after time of order z.(p)=D;'p¥ for
traps of size p. If for D, >0 the exit times are finite so that {3 2(d?) =1,
then the missing mass 1 — {3’ 2(d?) > 0 for D, = 0 should be built from the
long-time tails of the density of 2 at positive D;, as the laiter is taken to
zero. Loosely speaking, we may then expect that for fixed p,, ¥, and D,,

Q(Pm YPos dt) A ‘Qm(?; d(t/Tcr)) for t/rcr > 1. (61)

with 7., =17,,(p,) and the density of 2% having a (Poissonian) exponential
tail. Let us concentrate on the one-dimensional situation where the frozen
exit-time density function is expected to have a stretched exponential tail
~ &~/ with the scale set by the eddy turnover time 1, =D;'?pl,
Note that the latter attains the value of order 7! for 1 =1’ with t'/z, =
0((In(z, /7,))*) = O(|In D,|*). The “minimal” scenario would be that the
frozen density function passes into the form of (6.1) around 7 ='. More
precisely, we may postulate the convergence

2(po; ¥P0; dt) Ly <oy 557> 2¥(po, ¥P0; dF)

6.2

2 po, yPo; A7) Liosvpe, 5 27(3; ds) ©2
in a strong enough sense. The above relations imply that the large exit time
behavior becomes self-similar for small D,, with the characteristic scale
equal to 7,,, with no intermediate regime between the frozen type behavior
and the self-similar tail. It is also possible that a different intermediate
regime sets in between times of order v’ and 7, with v depending dif-
ferently on D,.

The minimal scenario would make explicit the large ¢ non-uniformity
of the conjectured convergence of the exit time distributions, see (4.5) and
(4.6). Recall that the conjecture was based on the scaling relation that may
be rewritten as the identity

2(p0, YP0; d(P5™*D)\b, = 2(1, ¥; d8)lp () (6.3)
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for Dy(py) = pi~*#D, and D, unchanged, see (4.3). When p, — 0 in
domains A and B and p, — 0 in domain C then D,(p;) — 0 so that we fall
into the situation considered in the scenario (6.2). The latter becomes then
the assertion that

2(pos 7903 APy~ D) L <viyy ——=z> 2L 73 1)
0

6.4)
2(po, YPo; d(D3' pT5)) 113 yae) o P 2°(y; ds)

for 7'(po) = O(|In po|*).

One of the consequences of such a limiting behavior would be a
bifractal scaling with p, > 00 or py — 0 of the moments of the exit time.
Indeed,

® —K) 7 T'(ﬂo) n —&
[ 2o, 1003 dt) = p§ 0" [ 172 pu, 1p0; dpi0)

2]

+D5"p}" | 5"2(po, P03 d(D7* p¥5)).  (6.5)
Ps3(pq) (o)

In the regime of extreme values of p,, the first term on the right hand side

behaves like pf =" {3 1"2%(1, y; dr) if we assume (6.4) with a sufficiently

strong convergence. Similarly the second term would behave like

D3 p 5oy woey 5727(y; ds). If the density of 2(y; ds) is integrable at

zero, the first term dominates for negative n and the second one for positive

n when it behaves as @(p2™). The “minimal” scenario (6.2) would then
imply that

"1-a) <0,

= {i(pgp.. ) for n<0 ©6.6)

(p™) for nz0

for large p, in domains A and B and for small p, in domain C. Such a
bifractal behavior is, of course, consistent with the earlier conjecture (4.14).
The missing mass in the frozen case would be given by {7 2%(; ds). Even
in the presence of an intermediate regime in the exit time distribution, the
scaling (6.6) should set in for |n|>> 1. The convexity (concavity) of the
large (small) p, exponent as a function of n, together with its vanishing at
n =0, would then impose the behavior (6.6) for all n.

We have tested the scenario (6.2) numerically. The one-dimensional
velocity field with temporal correlations was obtained again using the
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Fourier method. Each Fourier mode v,(f) was generated by integrating the
corresponding Ornstein—Uhlenbeck differential equation:

__w® . (2ER)\"
dv,(t) = — ® t+( r(k)) dw (1), 6.7

where (k) scales as k™%, the energy spectrum of the field is E(k) oc k~1-%
and dw,(7) is a standard Brownian motion. The stochastic differential
equations (6.7) were integrated by using a simple Euler scheme of order 1.9
The parameters of the flow where a = 0.75 and £ =0.3. The exit tlmes for
six different initial separations was measured. The density functions
Q(py, 1.05p,; 1) of thelr dlstnbutlons are shown in Fig. 6. According to
(6.4), by plotting p3~*Q versus pZ~'¢ all the curves should collapse at small
exit times, as confirmed in Fig. 7. Furthermore, the prediction (6. 4) at large
exit times is venﬁed in Fig. 8 by collapsing the long-time parts of the curves
by plotting p¥ Q versus py?1. Note that the curves for the two smallest
values of p, are not collapsing, in agreement with the previous arguments
predicting that the asymptotic behavior sets in at large p,’s. The simula-
tions are consistent with the absence of an intermediate regime but do not
really allow to exclude such a possibility.
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le-08 F
1e06 |

1807 |
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Exit times

Fig. 6. The density function Q of the exit times for the flow with a = 0.75, f=03,andy=1.05
at six initial separations p, = 400, 800, 1200, 1500, 1800, 2100. The resolution is 32768.




9.4 Article paru au JSP 119

Lagrangian Dispersion in Gaussian Self-Similar Velocity Ensembles 677
100 — S SRS .
R 0.001 T T T 3 E
10 F ; ]
t 0.0001 4 3
1F 1e-05 | 1 7
w 01 F 10-08 1
£
p— 001 | .
2 -
9 000t .
(7] I ]
@ 4
T  ogom | .
1005 F ]
1606 }—:
1e-07 [ PR | 2 a1l bt &t xanal ...‘.‘.
0.01 0.1 1 10 100

Rescaled exit times

Fig. 7. The same density function as in the previous figure but plotted now as p}*Q vs.
P&t to display the collapse at small exit times.
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Fig. 8. The same density function as in the previous figure but plotted now as p¥ 0 vs. pg ™t
to display the collapse at large exit times.
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7. EULERIAN GAUSSIAN VELOCITIES: SWEEPING EFFECTS

Let us discuss how the Lagrangian flow changes if the Gaussian
velocity ensemble 3.1 is used to model the Eulerian velocities rather than
the quasi-Lagrangian ones. As already mentioned, the main difference is
that, unlike for the Kraichnan model, the separation of two trajectories
is not any more a function of velocity differences only and it is strongly
influenced by large-scale eddies or the so called sweeping. This effect grows
with growing integral scale L and we shall attempt to study its large L
asymptotics. It seems to be stronger for small values of §, i.e., for velocities
that are almost frozen at small distances.

The r.m.s. value of velocity in the ensemble (3.1) is proportional to L?,
i.e., it becomes large for large L. On the other hand, the r.m.s. equal-time
velocity differences on scales much smaller than L are of the order
distance®. In particular, on the scales ~ L* they are of the order L* < L*
Rewriting the trajectory equation (1.1) as’

R(f) = L ¥(s, 0) ds+ L’ [¥(s, R(s)) —v(s, 0)] ds, @

we may expect that, for fixed ¢, the first integral is of the order L* and the
second of the order L* < L*. For bounded times, the first integral should
then give the contribution of order L* to the solution and the second one,
with R(s) replaced by the approximation ~ L?, the term of the order L%

More precisely, let us observe that the Gaussian process with the compo-
nents L™*v(z, 0) and L™ [v(t L*r)—v(¢, 0)] converges in law when L — cc
to the z-independent Gaussian process (v,, w(r)) with the 2-point functions

dk
Vo Vo =DZIWW,

1— ik-r — a—ik-r dk 72
w(r)w(r')) =D, I( c ’34(:?4: © )(21!,')4’ 72

{vo W(r)) =0.

Note the independence of v, and w(r). It is then natural to conjecture that
the following convergence in law takes place:

" In principle, we should add the noise to the trajectory but it does not play any role on the
scales that will be discussed.
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L™*R(f) —“u Yol, : (7.3)
2 ! i
L= [R(r) - I v(s, 0) ds] = L w(vps) ds. (7.4)
[+

In the frozen case or if a < f or a> f> a(l —a), the limits describe the
leading terms in the single trajectory statistics for large L. For f < a(l —a),
one should also take into account the term coming from {§ [v(s, 0)—
v(0, 0)] ds which is of order L*#. The dominant term of order L* in R()
describes the ballistic motion with the random velocity of the largest scale
eddies that sweep the Lagrangian particle along. In Appendix E we prove
convergence (7.3) in the frozen one-dimensional model with a =3.

How does the presence of large scale L in Eulerian velocities influence
the Lagrangian particle separation? Let us try to understand this in the one-
dimensional frozen model. We shall consider two particle trajectories x(z)
and x(#) + p(r) starting at time zero at zero and p, > 0, respectively, and we
shall try to estimate the behavior of their separation p(z). First notice that
p(1) 20, i.e., the order of the particles on the line will never change. For
large L, the dominant events are when the velocities of the particles and at
the points between them are all of the order L* and of the same sign during
the time interval (0, ¢). Let us suppose that they are positive, see Fig. 9 (the
case of negative velocities can be treated in a symmetric way).

The crucial fact resulting from the one-dimensional geometry where
the particle order is preserved by the flow is the magic identity

J‘Po dp _ p=xo+e) dp

o WD) e Ao -3

f/—/\i(;x.)/\/’_/_——,‘

0 Py x(t)  x(E+p)

Fig. 9. Positions of two right-moving particles in 14 frozen velocity.
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The left hand side is the time Az that the first particle starting at time
zero at p = 0 takes to reach the initial position p, of the second one. The
right hand side is the time that the second particle takes to go from the
time ¢ position x(7) of the first particle (at which it arives earlier) to its own
time ¢ position x(¢) + p(z). The best way to understand that the above times
are equal is by releasing the second particle after the delay Az so that both
particles move subsequently together. The delay changes nothing in the
movement of the second particle since the velocity field is frozen. The
delayed particle will then be at position x(¢) at time ¢ (together with the
first particle) and at position x(z) + p(¢) at time ¢+ 4z, which shows that it
takes time At to travel from x(r) to x(¢) + p(¢). Identity (7.5) may be also
established more formally by noticing that the time derivative of its right
hand side vanishes. Writing for large L

x(#) =Lt +O(LY),  o(x(2)) = L +L=W(vot) + O(L*),  (7.6)

see relations (7.3) and (7.4), and anticipating that p(f) = 0(1), Eq. (7 5)
may be approximated as

Py _ o(1)

= +O(LE = 7.7
Ly L7, +L“2w(uut) ( ) -7

from which we infer that
p(E)—po = L¥~*pov3 w(net) + O(LE). (7.8)

The process w(x) is the fBm with the 2-point function (5.26) (up to nor-
malization). The precise conjecture would then assert the convergence in
law

LHI p(6) — po] 1= povs~ ' w(D). (79

Note that the above calculations indicate that not only a single particle
motion, but also the separation of trajectories in the Eulerian frozen one-
dimensional velocity ensemble are dominated by the scale L velocities, i.e.,
by the large eddy sweeping. The effect on the pair dispersion is, however,
inverse to that on the single particle motion. Whereas the latter one
becomes very fast for large L, the trajectory separation becomes essentially
frozen to the initial value in a localization-type effect. It would be interest-
ing to know if such localizing tendency persists in the more general
Eulerian Gaussian ensembles (3.1).

That the sweeping modifies the pair separation statistics for finite L
may be seen in the following way. There is a competition between two
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types of contributions to the dynamics of the pair dispersion p(¢). The first
comes from the configurations where the velocity differences at distances of
order p(¢) are much smaller than the velocity of each particle. The second
one from the opposite regime. The two contributions may be separated if
we fix the initial velocity #(0) of the first particle, with v(0) < DY?p% cor-
responding to the first regime and v(0) > D}/?p% to the second one. Denote
by 2(p,, p1; dt | v(0)) the conditional distribution of the exit times for fixed
v(0). In particular, 2(p,, p,;dt|0) is the quasi-Lagrangian distribution
studied in the L — oo limit in the previous section. As long as py, p, < L
and v(0) < D)2L" the conditional distribution should be approximately
L-independent and, consequently, it should satisfy the scaling identity

2(p°po, p°pu; d(pe) | u°~'0(0)) = 2(py, py; dt| v(0)) (7.10)

for ¢ = ;1-. We infer that

2(py, pi; dt | 1(0)) = 2(1, y; d(p5~' D) | p50(0)). (7.11)

where, as usually, y =2 Deep in the regime v(0) < D}/*p§ the distribution
2(p,, py; dt| v(0)) is then essentially quasi-Lagrangian. As for the opposite
regime, we may use the magic formula (7.5) with p(¢) = yp,. Deep in that
regime, the fluctuations of v(p) in both integrals are small and Eq. (7.5)
reduces to the approximate identity

v(x()) = y(0) (7.12)

from which p, dropped out and which states that the exit time ¢ is the first
time when the velocity on the trajectory of the first particle reaches the
value yv(0). In the scaling regime, we obtain then

2(po, p1; dt| (0)) = 2%(y; d(v(0)'~/* 1)) (7.13)

which is consistent with (7.11) in the crossover region v(0) = O(p*). Even
for ©(0) 2 Dy>L* where the scaling breaks, the p,-independence of
2(po, p1; dt| v(0)) persist so that the contribution of the region »(0)>
D?p% to the moments of exit time is approximately p,-independent for
fixed y. On the other hand, the contribution of the quasi-Lagrangian

regime v(0) < D}/?p% to the nth-moment is approximately proportional to

1/2 &
J-oDz Po dl)(O) J‘ t"ﬂ(ﬂo, ¥ Do; dt l U(O)) ~ D;/2p3+n(l—¢) It"’@(l’ Vs dt ] 0)
(7.14)
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Fig. 10. Scaling exponents of exit-time moments in Fulerian 1d simulations for two different
box sizes. lllustration of the sweeping effects.

It dominates for small p, if n <—2-. Altogether, we then expect that in the
frozen one-dimensional Eulerian model and for small p,,

a+n(l—a) for ng<—7=%

"1y ey = O(pf ith {,= *
{lycwy) =0(py)  with {0 for n>-—i%,

(7.13)
i.e., again a bifractal situation. The prediction seems to be confirmed, at

least for large |n}, by numerical simulations, see Fig. 10 where the the
scaling exponents for two sizes of the periodic box are plotted.

APPENDIX A

We gather here several explicit formulae for the exit time distribution
in the Kraichnan model and discuss in more detail some of their properties
mentioned in the main text.

For{=2and L =00, i.e., in the smooth case with scaling,

In(p, / po)l oDl o))’ s

|
A py, p1; dt) = \/—
4nD' ¢’

_ [In(p, / po)l eﬂfl&:&e—r;;‘“z(ﬂ/”ﬂ)—i‘

'd, (A1)
J4nDit?
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as given by Eq. (2.16) with the use of the explicit expression for the
Dirichlet heat kernel

-1 A _1 2 a2
e w,l,(ln(p/po) )_eﬂlh(pllpo) wl‘(ln(ppo/pl) ))

1
e"M(py, py =————( :
JanDit p (A2)

Note the decay ~ e‘%fhzgpifﬁﬂ) of the density of 2(p,, p,; dt) for small ¢ and
its exponential tail ~ e~ for large ¢ indicating the non-Gaussian charac-
ter of small and large fluctuations of z. For the conditional moments of the
exit time, one obtains:

o __ (lhl(Pi/PoN)”% ket ,(lzln(pl/pu)l)
=\ W A G ANV

AT (n=l-L+A)! (gg)k(un(pl/po)l)n—k
T & BRI\ 2 W ’

2 2

(A3)

where the first expression with the Bessel function holds for all real » and
the second one for integer n. The unconditioned moments diverge for n> 0
if AIn(p,/p,) <0 due to the finite probability of infinite exit times. The
conditional characteristic function has the form:

A1 ,"_“ Dia
ey, =(%)1‘:‘(; : e (A4)
(]

where the square root is taken with the positive real part and the sign is
that of AIn(p,/p,). The decay ~ e ™(n/mIVIo/™ at large |w} along the
positive imaginary axis and the presence of the singularity at @ = —i 2

reflect the small and large ¢ behavior of the density of 2(p,, p1; dt). o
For 0 < ¢ <2 and L = o0, i.e., in the non-smooth case with scaling,
(Mp—iw)™ (po, p)
1
= D, ¥ fe(p)
_{f=F(Po)(fi(P) f(p)—f:(p) f:(p1)) for po<p, (A5)
S+ f(po) f:(p1)— f7(p0) f:(P1)) for pozp

on the interval [0, p;] with the upper sign pertaining to the weakly com-
pressible g <§ region and the lower one to the strongly compressible one
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% =%, Functions f, are the two independent solutions of the eigenfunc-
£ b
tion equation (M —iw) f = 0 expressed by the Bessel functions:

filp)=pTUy, (22 z wpp2 ‘) (A.6)

and

W =p ([P} 8, fx(P)— [+ (p) 8, f.(p)) (A7)

is their p-independent Wronskian. The eigenfunction f, (f_) satisfies the
singular Dirichlet (Neumann) condition at the origin imposed by the limit
when the trajectory noise is turned off for weak (strong) compressibility,
see ref. 23. Equation (2.19) implies that

S3(p0)
f(p1)

For w— 0 the elgenfunctlon /- reduces to a constant whereas f, becomes
proportional to p!~* resulting in relation (2.23).
For the conditional characteristic function, one obtains

Cag PPy L (A.8)

7 ( 2 i f)
n«-—l k)
2—
@.=(2)" : . A9)
2 2 i ,_ 4:)
2—eND !
The moments of the exit times may be derived from this expression by

expanding the right hand side in powers of w. In particular, one obtains for
the conditional average of the exit time the result:

_ (p1/po) " —1 2-¢
“. T RCH2-cF(-a) D,

which reproduces in the £ — 2 limit the n=1 version of Eq. (A.3). The
higher order moments ("), are proportional to pg®=9 if 2L is kept con-
stant. The decay oc e~k of the absolute value of the nght hand side
of Eq. (A.9) at large positive or negative @ guarantees that the exit time
distribution 2(p,, p,; df) has a smooth density. Since the latter is zero for
negative #, it must vanish with all derivatives at t =0. More exactly, the
decay ~e vl of the characteristic functmn (A.9) along the positive
imaginary axis of w, with b =2(2—§)~' (D)) V2 (pP-9/2—p@-012)

(A.10)
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2

signals the behavior ~ ¢~ # of the density of 2(p,, py; d7) for small ¢. The
analyticity properties of the right hand side of (A.9) imply the exponential
decay ~e~%* of the density of 2(p,, p;; dt) for large ¢, with the rate
b, =1(2—&)? D} p{~*x% where x, is the (real) zero of J;,(z) closest to the
origin. In this respect the exit time distribution 2(p,, p,; dt)} behaves
similarly for weak and for strong compressibility, the main difference
between the two cases consisting in the missing mass in the latter case.

For p, < p,, the statistics of the time of exit through p, is related to
the resolvent kernel of the generator M, on the interval [p,, «0). For
0 < & <2, the latter is given by a formula like (A.5) but with the overall
minus sign, the cases p, < p and p, > p interchanged, and the functions
[+, [, replaced by the Hankel functions

190 =Y (52 [ r) (a1

for i =1, 2, respectively. The square root in the argument of the Hankel
functions should be taken with the positive imaginary part so that it is the
eigenfunction £V which has a stretched exponential decay for large p. For
the characteristic function of the exit time, Eq. (2.19) gives:

N po)
(Ch)

When @ — 0, the eigenfunction /¥ becomes proportional to p' ¢ if a> 1,
ie., if b<0 or p <92+ and to a constant if a<1, ie., if 5>0 or
p = %2 +3, resulting in relation (2.24).

The conditional characteristic function is given by the expression

™ yeyd = (A.12)

2 iw
= H ("2'":? o pit )
ey, = (@) e v 2 (A.13)
P/ H(”( 26 io pe c)
2

Again, its absolute value decays as e~*vi) for large |w| implying that
2(pg, p1; dt) has a smooth density that vanishes with all derivatives at the
origin. More exactly, the decay ~e v of (A.13) along the positive
imaginary axis, where b, is as for 1> pe but with p, and p, interchanged,
implies again the behavior ~ e~ @ of the density of the exit time distribution

3(py, py; dt) for small ¢. Since H{P(z) is a combination of z*? with coeffi-
cients that are entire functions of z” (for non-integer b), it follows that
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{e*”), has the nth derivative over o at the origin if (and only if) n < 3.
That implies that for p, < p, the density of 2(p,, p,; df) has a power decay
for large ¢, unlike for p, > p, where it decayed exponentially. This leads to
even more non-Gaussian large deviations of the exit time.

APPENDIX B

We shall establish here the estimate (5.9) on the average time, given by
Eq. (5.8), that the trajectory takes to reach the first zero of the Brownian
motion w(p) between p, and p,. To this end, let us note that for § > 0,

(w+w )
J- o 2(‘,2 Zp) \/— dwz < \/_ e 4(’2 _‘)
0 +/ n(p,—

Ps _ vt
___<__ 2 — s e Apy—p
f(Pz —P)
pé
V200 =5, (B.1)

where the last inequality follows from xe < e~'. Employing the bound
(B.1) for 0 <4 < 1/2 and extending the integral over p in (5.8) to infinity
with the use of the identity

@  _mg-w? e’
(e up—po)__e Z(p—po)) d‘o

Po  2r(p—py)

we obtain

= wy+w—|wy—w|, (B.2)

<t+ I{W(I’o)>0-P+ S.oz}>
w 2
<. /240 epi| e ™
= ,\/_ 2 -[0 \/21:;,0

(25)5 ~“r(- 5)p1/2 3,0
Jro(1-25 "

The minimization over § gives the inequality (5.9).

(wo+tw—|wy—w|) dw
j wits

(B.3)

APPENDIX C

The constraint moments of the exit time (5.12) in the frozen one-
dimensional model with « = and L = co take the form
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dwo
<Iu1{:<co}>=n!j p(n)I
poazp's---sp(")sm 27:,00
G- D_W2 _pli—1), (2 ;
. ﬁ J' (e %O _g wO- T, ) dw®

(m(")—wl)2 Wiy w1)2 dwl

I (e Xpy P("))....e 2oy — P("])
Jzn(pl —p™)

with p® = p, and w® = w,. It is easy to show that the expression on the right
- - - . . 2 (n) )
hand side is finite. Indeed, bounding the last integral by ./ oMW asin

estimating (5.10) and proceeding further the same way, we obtain the
inequality

nj2 fF... )]
I peyy € ( ) \/—n|‘[ dp'---dp

p&p s €M py \/(P' —po) (P —p™)
2" ! T a
s_L(fﬁ...l) iy €2)

where the last line results from the inductive calculation of the p®
integrals.

(C.1)

APPENDIX D

This appendix is devoted to the spectral analysis of the operator J_
given by Eq. (5.19) and pertaining to the long-time behavior of the d=1,
a =1 exit times. The two eigen-solutions of ) corresponding to an eigen-
value 1 may be expressed by the Whittaker functions

(W)= Mﬁ%(z W —24w), @, (w) = Wﬁé(i’.  —2Aw). (D.1)

The spectrum of X on the positive half-line and with the Dirichlet
boundary condition at the origin is composed of the half-line [0, o)
(continuous spectrum) and of discrete negative eigenvalues E, = —# for
n=1,2,... corresponding to the bound states in the attractive potential.
The eigenfunctions in the spectrum are yz(w) where in (D.1) for E >0 we
choose the square root with positive imaginary part and for E=E_ the
positive one. These functions vanish at zero. They are imaginary and
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oscillating at infinity for E> 0. For E =E,, they are real and decaying
exponentially. In the latter case, the two eigen-solutions (D.1) become
proportional and may be expressed by the Laguerre polynomials, similarly
as for the three-dimensional Schrodinger operator in the attractive Coulomb

potential:
_1yn-1
() w ()
73 nl i\n

2 _1, 2 1 a1 _
?We " L:—l (;W):ECZIZEZ"—_I(ZHC z)lz_%w. (D.Z)

M

1
"3

The resolvent kernel of 2~ takes the form

(=2 oy W) =

v

{!l’z(wo) @1(wy) for wy,<w, D.3)

@x(wo) ¥ (w)) for w,2w,,

with the Wronskian

W =@,(w) 0,4 (W)— ¥, (W) 8,0, (w) = 2.,/ —24/T(1 —ﬁ), (D.4)

where in the expression for the resolvent the square roots are taken positive
for A sufficiently negative and continued analytically to the other values of
A outside the spectrum. The discrete eigenvalues E, appear as poles in the
right hand side of (D.3) with the residue

=+ —2E, Y5, (Wo) Y5, (W) (D.5)
originating in the zeros of the Wronskian. Along the positive axis of 1, the
right hand side of (D.3) has a cut

7 - ——
E (1—e V=) e(wy) Yg(wy). (D.6)

It follows that the spectral density of #_. has the form

WE) = f; J—2E, 5(E—E,,)+%(l—e_f_ﬁ)“ (D.7)
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and that

0 a2 _
I e leo]” (py Po)-’r—(wu, W])dwl

o bl -ap
LR | 2 o 2
=u§le 2% _Mn'é(;w[])fo M,%(;wl)dwl

n

® w a-l@l(n—mE
~[" dw, | S M. (2 /2E 2E wi) M.t 421 /2E i) dE.
0 0 2E(1—e /%) T (D.8)

Substituting this expression to Eq. (5.18), one can see that the contribution
of the ground state of 7 dominates for @ = —i |w| and large |w]| so that

")) = \/_ =y (1 +0(|o]| ™). D9
v TtPo |‘DI

APPENDIX E

As an illustration to Section 7, we shall prove here the convergence
(7.3) for the one-dimensional frozen case of the Gaussian ensemble (3.1)
of Eulerian velocities with a = ;. Using the scaling properties of the frozen
velocities, both x(z) and v, may be realized on the same probability space
corresponding to the velocity process #(x) with L =1. This is done by
setting

() =LHL %), 1,=50), (E.1)

where %(¢) is the Lagrangian trajectory in the field #(x) such that %(0) =0.
We shall prove the (stronger) convergence (3.1) in the L>-norm on the
probability space of #:

(L3R(L ) = 5(0) 11 5= O. ®2)
If 5(0) > 0 then %(¢) > 0 and, symmetrically, if #(0) <O then X(¢) <0. The
contributions of the two cases to the expectation (E.2) are equal so let us
study the case #(0) > 0. It will be more convenient to estimate the expecta-
tions of the exit time #(x) of X through x > 0 related to %(z) by the identity

Lz = Ligm<a- (E.3)
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Since #(x) = {§ %% if #> 0 on [0, x) and is infinite otherwise, we have easy
bounds

l{ﬂ,.,;n;x/r} < 1{r'(:~r)=st} < l{ﬁ“ax/f} (E'4)

with 5, being the minimum of # on the interval [0, x] and 5,, =1 {7 7 its
average value. Now, with the use of the identity (E.3) and integration by
parts, the L?>-norm on the left hand side of (E.2) may be rewritten as

4 2lbperty) dx—at [ ua-hy oty 50D de+ 20
(E.5)
From the explicit expressions for the Gaussian field expectations, it follows

that, for 9, and ¥,, standing now for the minimum and the mean of 5 on
the interval [0, L~3x],

}E‘l <1{5,,,j,.;x/:}> = I!lﬂ (1{5.‘,;::/:}) = <1{s(0)>x/:}>, (E.6)
so that also
r!jf:o (1{:'(1.'%::)4[%:}) = <l{ﬁ(ﬂ)>xlt}> (E7)

and similarly with the insertitz:m of ©#(0). It is also easy to show a uniform in L
bound {1 >./q> <e “*/ From the Dominated Convergence Theorem,
the limit of (E.5) is then equal to the expression

4] oo ) dr=4t [ (i KO dr+8H0% (B

which vanishes in a Gaussian ensemble. Generalization of this proof to the
case with « # 0 does not pose much problem.
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Chapitre 10

Un nouveau type de comportement
dans le modéle de Kraichnan
compressible: particules « collantes »

Comme mentionné dans la section 4.6 et résumé dans le tableau 4.1, dans la phase de
compressibilité intermédiaire du modéle de Kraichnan la condition de bord & séparation
zéro pour ’équation décrivant la dispersion Lagrangienne est réguliére, ce qui laisse a
priori une liberté de choix dans la condition de bord effective & imposer. Les conditions de
bord qui sont compatibles avec la nature Markovienne du processus sont les conditions
appelées sticky, ou réflexion lente. On montre que ce genre de condition de bord peut
effectivement apparaitre dans la limite x,£, — 0 si cette limite est prise de maniére
appropriée.

L’article présenté a été accepté pour publication au Journal of Statistical Physics.
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Abstract

'We consider the compressible Kraichnan model of turbulent advection with small
molecular diffusivity and velocity field regularized at short scales to mimic the ef-
fects of viscosity. As noted in [5], removing those two regularizations in two apposite
orders for intermediate values of compressibility gives Lagrangian flows with quite
different properties. Removing the viscous regularization before diffusivity leads to
the explosive separation of trajectories of fluid particles whereas turning the regu-
larizations off in the opposite order results in coalescence of Lagrangian trajectories.
In the present paper we re-examine the situation first addressed in [6] in which the
Prandt] number is varied when the regularizations are removed. We show that an
appropriate fine-tuning leads to a sticky behavior of trajectories which hit each other
on and off spending a positive amount of time together. We examine the effect of
such a trajectory behavior on the passive transport showing that it induces anoma-
lous sealing of the stationary 2-point structure function of an advected tracer and
influences the rate of condensation of tracer energy in the zero wavenumber mode.
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1 Introduction

Certain qualitative features of transport of scalar or vector quantities by highly turbulent
flows may be understood using drastically simplified models where the back-reaction of
the trensported quantity on the velocity dynamics is ignored (passive advection) and the
hydrodynamical velocities are replaced by a simple synthetic random velocity ensermble.
In recent years much attention has been attracted by the study of passive advection
in a Gaussian ensemble of time-decorrelated velocities, first considered by Kraichnan
[15] and Kazantzev {14]. The model has led to a new understanding of the statistical
intermittency of advected quantities and of the interplay between fluid compressibility
and transport properties, see [7] and references therein. The passive advection by a d-
dimensional velocity field @(t,7} is intimately related to the behavior of the Lagrangian
trajectories (i.e. trajectories of fluid particles) perturbed by noise. Such trajectories
satisfy the stochastic ordinary differential equation

S Rtr) = ate, Bw) + VER D), (1)

where 7j(t) is a d-dimensicnal white noise independent of velocity (snd of noises of other
particles) and x > 0 is the (molecular) diffusivity. The advection of a passive tracer
d(t,7) is governed by the advection-diffusion equation

B0+7-V0— V= f, 2

where f(£,7) Is a source or forcing term. In the absence of forcing (i.e. for f = 0) the
passive tracer is carried along the particle trajectories so that

6(t,7) = 6(0, R'(Oi t,7)}. {3)

Here H(t'; ¢, #) denotes a particle trajectory that passes through point # at time ¢ and the
overline stands for the average with respect to the noise 7(2). Note that the forward tracer
evolution is described by Lagrangian trajectories going backwards in time. Similarly, in
the presence of the source, the tracer evolves according to the equation

8(t,7) = 6(0, B(0;£,7) + j: f(s, E(s;t,7)) da. (4)

This way, in random velocities, the statistics of advected quantities like & is linked to the
statistical properties of (noisy) trajectories. The present article exploits this relation in
yet another situation in the Kraichnan model of turbulent advection.
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1.1 The Kraichnan model

The Kraichnan model describes advection by a stochastic velocity field #(¢, 7) with Gaus-
sian mean-zero statistics, stationary and decorrelated in time, homogeneous and isotropic
in space and with fixed compressibility degree p characterizing the relative strength of
the incompressible and potential components of the velocity. As in any centered Gaus-
sian ensemble, the statistics of velocities s totally characterized by the 2-point function
(U(t, ) ®U(¢',#)). In what follows, we shall need the statistics of the equal-time velocity
differences that is determined by the reduced expression

_ k(P o
1—¢ P(k,p

5 (@67 — 9(¢,7))®%) = §(¢ - ¢') Dy f [Reve )(;vf)‘ (5)

= 5(t — &) diF — 7).

The rank 2 tensor a_!'(f"’ — ) is the second order spatial structure function of the velocity
field. The rank 2 tensor ﬁ(ﬁ, ), invariant under rotations and of trace 1, is taken to be

L o1- keki\ | hikg
Pij(k,p) = a“_—g; (55' - %) ij‘

with 0 < p < 1. The coefficlent p is equal to g‘j“;‘%ﬁg (summation convention!) for ail

¥ # 0, so that it is meaningful to characterize p as the ratio é{gﬁ‘%—:} even though the
velocity field is not smooth for € < 2. The value p = 0 corresponds to an incompressible
velocity field, whereas p = 1 to a potential (e.g. irrotational) one. Note however that
if the physical space is one dimensional (case d = 1) then necessarily p = 1 because a
one-dimensional velocity field is always potential. One simply takes P = 1 in this case.
The spatial velocity structure function J(f-) scales in |f] with power £. We shall take £
between 0 and 2. This choice guarantees that the typical velocity realizations are non-
Lipschitz. More exactly, they are Hélder-continuous with exponent %{’ for any &' < £
(the realistic turbulent velocities are believed to have Hélder exponent < % in the limit
of infinite Reynolds numbers [19]). Note that the (positive) constant Dy in (5) has the
dimension (—"i";.—‘?.:ﬁ.

1.2 Regularizing effects

Real flows are always regularized at small scales by viscous effects. That is, the velocity
field is smooth and the power law scaling with £ < 2 is observed only at distances much
larger than the viscous cutoff scale I, that becomes very small only for high Reynolds
numbers (if the integral scale of turbulence is kept fixed). The small 7 behavior o |¢ of

d(F) above comes from the the slow decay at large & of its Fourier transform (the term
under the integral sign in (5)}. We shall mimic the effect of viscosity in the present modet
by introducing an ultraviolet regulator and replacing rf(f“') by

- _ T o - k
1) = Do [ L2l B 1) o ©

where the function f is taken positive, smooth, decreasing, fast decaying at infinity and
with f(0) = 1, f/(0) = 0. The viscosity v itself may be defined as

v = Dolf (M

which is the only combination of Dy and ,, of dimension {ensth)®

time
Another regularizing effect in real flows comes from finite molecular diffusivity. The
tracer field &(t,7) passively transported by the flow will be smoothed by diffusion, see
(3). In typical velocities, this smoothing effect becomes important at scales much smaller
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than the diffusive cutoff scale [.. Beneath this scale diffusion dominates advection. We
modeled molecular diffusivity by adding white noise terms to the fluid particle velocities
{(independent ones for different particles, see (1)}). In the Kraichnan model, the scale I,
beneath which diffusion dominates advection may be expressed in terms of &, Dp and 1.,
with [, = 0 corresponding te ¥ = 0. The expression may be inverted to calculate & in
terms of Dy, l.,I,. Later on we shall specify such a relation in the case when I, < I,
see {28). This will provide an expression for the Prandtl number Pr = £.

1.3 Statistics of fluid particles

Even in a simple random velocity ensemble, the statistics of the Lagrangian flow may
be quite complicated. It may be studied by looking at the joint N-particle probability
density functions {PDFs) defined by

N
PLAEL, .. TPl = (Ha(f,g—R(t;ﬂ,ﬁ,))>. (8)
n=1

Here, as before, the overline denotes the average over the (independent) white noises
and {---) stands for the velocity ensemble average. In the Kraichnan model, due to
the temporal decorrelation of velocities, the PDFs (8) are Markovian and they define a
consistent hierarchy of N-particle stationary Markov processes that contains the complete
information about the statistics of the Lagrangian fiow and of the velocities themselves
{17]. In this paper we shall be interested uniquely in the behavior of the separation of a
pair of Lagrangian particles. The main object of our interest will be the PDF of finding
their time ¢ separation equal to 7, given that their time ¢’ separation is equal to 7:

P (7,7) = (87 — R(tt,7) + R(#5,0)))

In stationary, time-reversal invariant velocity ensembles, such as the Kraichnan model,
Pt depends only on |¢ — ¢'| and we shall use the notation Pl*—*1,

The PDF P (7,7) governs the free decay of the 2-point function of the passive
tracer, evolving according to equation (2)! with f = 0. If at time zero the tracer is
distributed independently of the velocity field and the trajectory noises, with a homoge-
neous 2-point function {#(0,#) 6(0,7")) = F(0,7" — 7), then at a later time ¢ its 2-point
function is given by

F(t,7) = f F(0,7") P*O(7,7") dF (9)

as follows from (3). Similarly, if the scalar source f is a random field with mean zero
and 2-point function

(F(&.7) F(£,7)) = 8t — ) x(F - 7) (10)

and it is independent of the velocity field, the trajectory noises and the initial scalar
distribution, then the evolution of the tracer 2-point function is described by the relation

F(t,7) = f F(0,7) PYO(F, #) dF" + fo ‘4o f X PR () o (1)

as follows from (4) by taking averages.

Qur aim is to describe the particle pair separation in Kraichnan velocities at large
scales, much larger than the cutoff scales I, and 1. The effective description will depend
on the Prandtl number and on the scales involved. Instead of maintaining the cutoffs
finite, we want to give an effective large acale theory without cutoffs but with some
specific boundary condition at vanishing separation. Such a theory should give rise to
the same behavior at the large scales of interest. An alternative way of doing this is by
taking the cutoffs I, and I, to zero in a fashion that preserves large scale behavior and
to examine the boundary condition that arises in this limiting process.

In the Kraichnan velocity that is white in time, Eq. (2) shounld be interpreted as a Stratonovich
stochastic differential equation, see e.g. Sect. 11.C.3 of [7].
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1.4 Lagrangian dispersion

As first derived in [15], the time evolution of the scalar 2-point function of the tracer in
the Kraichnan ensemble of velocities is governed by the differential equation

MF =M,  F

where M, . is a partial differential operator which can be written in terms of the velocity
structure function d and diffusivity » as

Mv,rc = dij (T-", ly)a,‘aj + 2562.
It foliows that the separation PDF takes the heat kernel form
P(7o, 7) = eMv= (g, 7). (12)

As we shall be only interested in distances between two particles, usually called the
Lagrangian dispersion, and not in the angular distribution of the particle separation,
we may project (12) to the rotationally invariant sector. This is done by restricting
the action of operator M, to functions of the radial variable » = || only. M, i8a
rotationally invariant operator and it maps functions of » to functions of ». We shall
denote by M, . its restriction to such functions. Tt is easy to show that

M, = Do [f1(r)82 + fa(r)B;] (13)

with the coefficient functions fi2{r) = fi2(r;l.,l.) expressed in terms of the spatial
velocity structure function d by

Dofa(r) = dij(ril) 5 + 25 (14)
- 1 iy L od—1
Dofalr) = i) (6 - Z5) + 25— (15)

for any 7 such that |[f] = r. For detailed calculation of the values of f; and f, see
Appendix F. Tt turns out that, for r much larger than the cut-off scales Ic,l,, the
function f; is asymptotically proportional to 7€ and the function f, to #€~1. We choose
the constant Dy proportional to Dy, see {5), so that r~<f1{r) > 1 when r — o0.

In order to turn M, . into a true operator on the half-line R, we also have to specify
its domain D(M,,}. This boils down to the choice of the boundary condition to impose
at zero. The domain of M, ., as long as & is positive, is some locally H2? Sobolev space.
For its rotationally invariant elements this implies that their gradient vanishes at # = 0
resulting in the Neumann boundary condition Oplr=0 = 0 for M, . This way equation
(12) reduces in the rotationally invariant sector to the heat kernel expression for the
particle distance PDF

Pt(ry,r) = etMen(rg, 1), (16)

where M,, . is the second order differential operator on the halfline of » > 0 given by
(13), taken with the Neumann boundary condition at r = 0. We may view the right hand
side of (16) as the transition probability density of a Markov process r(t) that describes
the distance between two noisy Lagrangian particles in the random flow and trest the
underlying diffusion process with the adapted tools, see Appendix A. Alternatively, we
may interpret (16) as describing kernels of a semigroup of operators and apply to it the
usual analysis toolkit. Both methods will be developed.

1.5 Initial classification of boundary behaviors

The possible boundery behaviors at the origin of the one-dimensional diffusion process
7(t) describing the inter-particle distance in the sbsence of regularizations (i.e. for L., I,, =
0) may be easily classified [6]. In this case the generator (13) of the process reduces to
the operator

M = Moo = Dort(82 + £25,) (17)

5
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with
d+€
1+&p

see Appendix F. Let us note in passing for later use that we have the implication

Ggp = -1, (18)

o<l = age<l.

For d > 2 this is a simple consequence of {18). In the case d = 1 recall that p = 1 and
then ¢ ; = 0 for any value of £. Below, whenever the value of the compressibility degree
g is understood, we shall write e, instead of the more unwieldy a¢,, and sometimes
simply a if no confusion may arise.

In the case £ < 2 corresponding to spatially rough flows, we can introduce the new
coordinate

u=ulr)= 2—3? by 213 (19)
In this coordinate the generator (17) becomes
20: — €V 1
2 £
a;+ ( 5—F ) i (20)

and it describes the Bessel process (see (2] for a brief résumé) of parameter —b; or
effective dimension deg = 2(1 — b;) where

l—ag
2-¢°
If degr Is & positive integer then the corresponding Bessel process describes the behavior
of the norm W (t)| of the deg-dimensional Brownian motion W (t).

The general theory of the boundary behaviors of one-dimensional diffusion processes
was laid down by Feller in {8]. For the Bessel process, the boundary behavior at zero is
well known {2, 20] and it depends on the parsmeter or equivalently the effective dimension
of the process. For deg < 0, zero is an exit boundary point (the realizations may arrive
at zero in a finite time, but they cannot come back from zero nor start there). For
0 < deg < 2, zero is a regular boundary point (the realizations can go to and leave zero
in finite time). For deg > 2, zero is an entrance boundary (the realizations may start from
zero, but no realization goes to zero in finite time). The different boundary behaviors
enumerated above correspond respectively to the regimes in the Kraichnan model that
were coined strongly compressible (p > E‘i;), of intermediate compressibility

(dz—_; +i<p< é‘ii_r) and weakly compressible (p < d262 + 1), see {11, 5].

In the limiting case £ = 2 corresponding to spatially smooth flows, we may introduce
the new coordinate u = D /211 r. In this coordinate the generator (17) becomes

b = (21)

82+ (a2 — 1)8

and it describes the one-dimensional Brownian motion viewed in the frame moving with
speed —{az —1) (i.e. the Brownian motion with a drift). In this case » = 0 (corresponding
to u = —o0) is a natural boundary point with no realizations that attain it or leave it

in finite time. The quantity (as — 1 Dl/ 2= gngi ? is the Lyapunov exponent of the
1+

Lagrangian flow and it is non-negative in the weakly compressible regime p < %, and
non-positive in the strongly compressible one g > %, vanishing at their common point
p= %. We sum up this classification in Table 1. The first three lines correspond to rough
velocity fields with £ < 2. The last two correspond to smoofh ones with £ = 2. Note
that for d > 4 the weakly compressible regime extends to the whole interval 0 S p < 1.

The relationship between the boundary behavior of the one-dimensional diffusion
process r(t) describing the distance between Lagrangian trajectories, on the one hand,
and the different regimes of the Lagrangian fiow, on the other hand, may be explained
intuitively. If the realizations can go to zero but cannot come back, then they are trapped
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| flow | compressibility | characterization implicdtions boundary |
weak PSS+ agp > 1 entrance
1>6,>€6—1
rough intermediate dz—_sz + % <p< ‘E—dy b regular
1>ag,
strong P& E~12ag, exit
weak <4 age =1
smooth P> i natural
strong o= ‘3‘ az, <1

Table 1: Regimes of the unregularized Kraichnan model

there. This implies coalescence of Lagrangian trajectories that characterizes the strong
compressibility regime, as first observed in [11]. If realizations can go to and come back
from zero, then one has to specify further the boundary behavior. There may be {and,
s we find, there are indeed) different possible behaviors of Lagrangian trajectories when
they meet. This is what happens for intermediate compressibility, as first noted in [5]-
If realizations starting from inside the half-line can never reach zero then no trapping is
possible. In this situation, corresponding to weak compressibility, the realizations may,
however, enter from zero if £ < 2 meaning that the Lagrangian trajectories separate
explosively leading to a non-deterministic Lagrangian flow [1]. For £ = 2 the realizations
can neither collapse to zero nor explode from it. In smooth flows, different trajectories
remain separated indefinitely in the future and the past, although they may behave
cheotically, with small separations growing exponentially in time.

1.6 Main result

In any case, the regulated generator M, . of Eq. (13) taken with Neumann boundary
condition at zero gives rise to & diffusion process r(f) on the half-line describing the
statistics of the Lagrangian dispersion. We would like to know how this process behaves
in the limit when [,,I, — 0.

The cases of the weakly and strongly compressible regimes where the limiting disper-
sion process does not depend on the way in which the limit is taken seem to have been
treated adequately (11, 5]. In these cases only one process is possible in the limit and it
corresponds either to instantaneous reflection of trajectories when they meet (for weak
compressibility) or to coalescence of trajectories upon the first hit (for strong compress-
ibility).

In ref. 5, 6] it was argued that, in the intermediate regime, the possible limiting
processes are described by the unregulated generators M of Eq. (17) with boundary
conditions at zero depending on the way the limit [,,{, — 0 is taken. Our analysis
confirms this picture but differs from [6] in specific conclusions (the nature of the limiting
boundary conditions and the form of the limiting procedures that lead $o them}. Upon
the fine-tuning (29) of ., and [, we find in the limit the so called sticky or slowly
reflecting boundary conditions [2, 21] parametrized by the amount of “glue” A & [0, oo).

The sticky behavior can be pietured intuitively in the following way. For simplicity
let us consider just the case of Brownian motion on the halfline. Concerning ordinary
reflected Brownian motion, it is a well known fact that, if it hits the end-point 0 of the
half-line at some instant ¢, then for any instant ¢’ > ¢ it will hit again 0 between ¢ and
t' an infinite number of times almost surely, but still the cumulated time spent at zero
is zero almost surely. Slowly reflected Brownian metion returns alse almost surely an
infinite number of times after the first hit of the boundary, but the cumulated time spent
at zero (technically speaking the Lebesgue measure of those instants in {t,#] when the
particle is at zero) will be proportional to the time spent in an infinitesimal neighborhood
(0,dz) of 0 (not containing 0f), the proportionality constant being A/dz. Remarkably,
however, for any A < oo, the trajectory will almost surely never remain at 0 for an




143

uninterrupted strictly positive time-interval. The two extreme values of A are A = 0 and
A = co. In the first case zero time is spent at zero and, in fact, one recovers the ordinary
(instantaneous) reflection. The second case with infinite time spent at zero corresponds
to absorption (more precisely, adsorption) at zero. Transposed to the case of Lagrangian
dispersion, this means that particles upon hitting each other either have no interaction
(case A = 0}, or they will tend to stay together for some positive amount of cumulated
time {case 0 < A < 0), or they stick together permanently (case A = oo).

We shall give strong general arguments in favor of the convergence of the particle
dispersion to the sticky process and shall prove the convergence for specific quantities.
To analyze the effect of stickiness on the passive transport, we shall construct and analyze
the behavior of the transition probabilities of the sticky dispersion process that govern,
in the appropriate I,,,l, — @ limit, the evolution of the 2-point correlation function of
advected tracer in the homogeneous and isotropic situation. It appears that the presence
of stickiness induces anomalous scaling of the stationary 2-point structure function of the
forced tracer and that it influences the rate of tracer energy condensation in the constant
mode. For the two extreme cases of instantaneous reflection and absorption, not only
the particle dispersion process but the entire family of the consistent N-particle Markov
processes has been constructed in [16, 17]. In the sticky case, the existence and the
uniqueness of such a construction is still an open problem and is not discussed further
here. Let us only note that ref. [18] may be interpreted as providing such a construction
for the limiting case of the one-dimensionsal flow with £ = 0.

Let us recapitulate the situation that we are dealing with. We are studying the inter-
mediate compressibility regime of the Kraichnan mode! of passive advection with velocity
field smoothed at scales smaller than I, and with molecular diffusivity £ dominant on
scales smaller than [,. We shall be looking at the 2-point function of the advected
tracer in the isotropic sector or, alternatively, at the PDF of the distance between two
noisy Lagrangian trajectories. We want to know how those cbjects evolve in the limit
1,,1c — 0. The remainder of the paper is organized as follows. In Sect. 2 we shall discuss
the probabilistic aspects of the problem studying the one-dimensional diffusion process
describing the inter-particle distance. The analytic approach based on the spectral anal-
ysis of the generator of the process will be developed in Sect. 3. The analysis of the limits
ly,l. — 0 in those sections is based on approximate calculations. In Sect. 4, we study
the sticky limiting behavior of the trajectories obtained this way in more detail and we
analyze its implications for the tracer transport. To confirm the approximate analysis of
the first sections, we rigorously show in Sect. 5 that, in the intermediate compressibility
regime, the stationary 2-point structure function of the forced tracer indeed converges
when [,,{. — 0 in the fine-tuned way to the cne corresponding to the sticky behavior
of Lagrangian trajectories. Finally, in Conclusions, we summarize the obtained results
and mention some open problems that they raise. Appendices contain more technical
material relevant for the main text.
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2 The stochastic process viewpoint

2.1 Natural scale and speed measure

In the imtermediate compressibility regime, zero is a regular boundary for the unregu-
larized operator M of Eq. (17) according to the Feller criteria.- That is, if M is viewed
as the generator of a stochastic process r(t) on R then the reslizations of the process
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may hit zero and come back from it, with positive probability. In order to completely
describe the process, oné needs to specify a boundary condition for M at zero. On the
other hand, for l,,l. finite, the regularized generator M,, . of Eq. (13) should be taken
with Neumann boundary condition at zero. As we have discussed above, this is because
the problem on the half line arose as the rotationally invariant sector of a non-degenerate
problem defined on the d-dimensional space.

To see what boundary condition is obtained when I, — 0, it is useful to study the
natural scale and the speed measure (see Appendix A) of the process (1) with positive
l,,lc and to determine their behavior in the aforementioned limit. ‘The natural scale
S(r) is the (positively oriented) coordinate in which the generstor of the diffusion r(t)
is without drift so that §(r(t)) is a martingale (there is of course an equivalence class
of such coordinates, related by affine transformations). S(r) is strictly increasing and
continuous in r, s that the function s(fr1, 9]} = S{rs) — S{ry) defined on intervals can
be extended to a measure on R, absolutely continuous w.r.t. the Lebesgue measure).
The measure ds is sometimes called the natural scale measure. Often it is more practical
to work with the density of a measure than the measure itself. For a measure dy and a
coordinate r on Ry we denote by p(r) the density of dis with respect to r. In the case
of ds we have in particular s(r) = %ffl.

In terms of the functions fi(r), f2(r) entering the generator M, . one can choose for
the demsity with respect to r of the natural scale measure

i0-en(-[ 502)

where rg > 0 is an arbitrary point of the open half-line RZ. It is easily checked that in
the corresponding coordinate S, the process becomes driftless (no first order derivative):

My = Do f1(r) s(r)?8% = Dym(S)"'8%.

‘We shall define the speed measure as the measure dm with density m(S) with respect
to the coordinate S. For convenience, we have multiplied the speed measure by 2Dy
with respect to the conventions of Appendix A in order to avoid such factors in later
expressions. The diffusion process S(¢) = S(r(t)) is then a (random, i.e. realization
dependent) re-parametrization of the Brownian motion W (), i.e. S(t) = W(r(t)), with

= di
2Dy — = m{8)|s= .
o 3= = m{S)ls=w(n)
For later use we also calculate the density of the speed measure with respect to the
coordinate r:

— Q— ar)| = . rw v’
m(r) = m(S) ar [fa(r)sr)™ Ffi(r) exP( o f1() ¢ ) )

with the same rg as for the natural scale above.

We expect that the process obtained in the I;,{, — 0 limit corresponds to the
natural scale and the speed measure that are appropriate limits of the same objects for
{x, 1y finite. In the next subsections, we shall analyze those limits in an approximate way.

2.2 Approximate calculations

We should know the dependence of functions f; and fs on the regularization scales A
If I, < l. then the smoocthing of the velocity field is only significant at scales where it
is already not the advection but the diffusion term that dominates, that is to say, the
smoothing of the velocity plays no role and we may take I, = 0 immediately. This case
goes without difficulties and has been studied in [10], see also [5]. The case which is
interesting for us is the other one, when I, < ,. In this case we feel the diffusivity
between 0 and i, then we feel the smoothing of the velocity field between I, and {, and
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finally above [, we are in the genuine Kraichnan regime with.some scaling exponent, £ of
the second order velocity structure function.

In the present section, the calculations will be made by replacing functions fy, fo by
functions glued piecewise from pure powers, representing the different scaling behaviors in
different subintervals. The gluing is done so that the function f; stays continuous. That
the model functions obtained this way are indeed correct approximations of functions
fi, fa for the regularized Kraichnan model is shown in Appendix F. Thus for r > [, we
shall take f1(r) and fa(r) as in the (scale-invariant) Kraichnan model, that is fi(r) = r¢
and fa(r) = agr1fi(r) with a¢ defined in (18). For I, < r < I, the functions fi, fa
will behave as in the smooth Kraichnan model (i.e. for £ = 2), and we have to match
them at I, with the values already given above (approximately; what matters, as we shall
see, is only the order of magnitude and the ratio of the functions). Thus we shall take
fi(r) =r25~? and fo(r) = asr~ ! fi(r). In the same way for r < I the functions f; and
fa will be like in the pure diffusive case which, incidentally, is the same as the Kraichnan
model with £ = 0. With the same kind of matching as above, but now at [, we get
filr) = 21572 and fo(r) = (d — 1)r~ L f1(r} there. Table 2 sums up our choices for the
approximate versions of f; and fs.

[ Scale | A() | rfalr)/A(r)
rei | B2 | d—1
r € [le, L] | rE? as
rel,o0 | rf ag

Table 2: Approximate versions of functions f; and fo

With the pure power choices for fi and fa, it is straightforward to calculate the
natural scale and the speed measure on the intervals [0, [}, [lx, ] and [l,,, 00). Let us first
evaluate the ubiquitous subexpression s(r) = exp(— f:ﬂ Fo(r'} fi(r') dr’). We see that in
each of the above intervals, fa(r'}/f1(r') = a/+ with some a constant on the interval, so
the integral evaluates to logarithms. Again, results are summed up in Table 3.

Scale s(r) m(r)
r€ 0,0 | (ro/b)%e (/L) (I /r)2 " | mo* (b /ro)oe 6 (e /U )22 r /1)
7 € [l b (roflu) (/)™ rg S(u/ro)*s (/L) 2
7 € [l 00| {ro/r)* ro*(r/ro)* ¢

Table 3: Densities of the natural scale and speed measures

2.3 Limit of the natural scale

It is easy to see that if we maintain rg > 0 fixed, then the density s(r) of the natural
scale measure tends pointwise to

so{r) = rpfr . (24)

Recall that s{r) = d—‘zf,—r). Thus S(r) has to be the integral of s(r), but we have the
freedom to choose the constant of integration. We adopt the choice

S(r) = /01'0 so(r") dr' + fr a(rydr'.

This definition has the advantage that, for r > I, the value of S(r) is independent of
le, Ly, because s(r) = sp(r) there. In fact we have

80r) = Sa(r) = ./: so(r')dr’ = 1

1 g 1—ae 3
if r>1,. 25
_as’"o r Z by (25)

10
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In perticular, in the limit I.,{, — 0, the natural scale ﬁmction..becomes equal to Sy(r)
for r > 0. Note that Sp(0) = 0, observe, however, that if d > 2 then $(0) = —oo as
long as I, is positive since in that case the integral L: s(r") dr’ diverges as r goes to zero.

Relation (25) may be inverted to give

r(8) = [(1 - )y 8]=% >1, if §> rie L% (26)

1—oag

2.4 Limit of the speed measure

Let us now calculate the speed measure of each of the intervals [0, 1], [lx,1,] and for the
sake of completeness {I,,, R] for arbitrary B > ..

For [0,1.] we get
1 e 1 lp ag ln ag r d—1
fomow = [P (2) () () e

T;a.s 15ﬂ5+1"€)+(1 —ﬂz)taz—l
d T

m([0, L))

In the intermediate compressibility regime, ag +1—£ > 0 and 1 —ap > 0, hence we have
a positive power of I, and a negative power of I.. Depending on the way in which I,,, I,
go to zero, m([0, L]} can tend to zero, infinity or some fixed constent. For the finite limit
one should have I{*e+1—8+1-a2) o i-az ;o

le o I, (27

The exponent of I, being greater than 1, this relation is compatible with the condition
lx <« 1, In the limit {,,{; — 0. In a moment we shall explain how the limit L. —0
taken with condition (27) corresponds to the sticky boundary condition. For now let
us simply give some equivalent formulations of (27). From (14), it can be seen that
2k = Do f1(0). Within our current modeling of f;, we have f3(0) = {§~22 so that

K=3DplE2 2. (28)
We shall use this equation to fix the relation between « and I,; also in the exact approach.

Recalling definition {7), we see that the Prandt] number Pr = ¥ is proportional to
(8,/1.)? for I, < 1, 50 that imposing relation (27) is equivalent to

aptl—t ag+1—k
25T = 237 %
Ko l, ' or Procl, '™

In particular k goes to zero while Pr goes to infinity when I, goes to zero.
The calculation of the speed measure of the interval {I.,[,] is performed similarly:

L L | L\ /r\®
Jomver = [ ()" (1) e

o
To ©

m([le, & ])

= LA A - B

Now, since in the intermediate compressibility regime as — 1 < 8, in the limit Il — 0
it will be 122~ that dominates I22~1 so that
—ag
m((le, b)) v L0 pfeti—OH0-age 1
1-— az

We are in exactly the same situation as above and the same conclusions hold.

11




147

Finally the speed measure of the interval [I,, R] for some arbitrary R > I, is

[ [

—ag —6g
"o ( agt1-¢ _ paetl—€Y) o, __To Roe+1—¢
ac+1-§ R W ) a:+1-§

and it tends to a finite limit when .., — 0.

At this point we may describe explicitly the speed measure dmg obtained as the weak
limit of speed measures for positive {,,,I, when l,,{, — 0 in such a way that

m([ly, R])

l'()ae+1—E)+(1—az)lﬁ=—1 Y (29)
for some A € [0, 40| (note that A has dimension (Jength)® "' 7%). On the open half line
of r > 0 the density of dmy is

mp(r) = g ¢, {30)
Besides, dmy has a mass at zero, given by

d+1-— d+1l—as oo
(1 a2)d Ty CA. (31)

It is convenient to characterize the “stickiness” of the boundary at r = 0 by the quantity
3 = mo({0})/[r€ %€ my(r)],=0 which we shall call the glue parameter. We obtain

mo({0}) = lm (m([0,I]) + m(fie, b)) =

(32)

This relation will be compared to the value produced by another approach in the next
section, and finally to the exact result (62} calculated using the precise forms of fi, fa
instead of the approximate vergions of Table 2.

2.5 Convergence on the natural scale

Here we shall show that the operations of changing coordinates from the original scale r
to natural scale § and of taking the weak limit of the speed measure dm when I,,,1,, — 0
commute. Observe that for d = 1 the natural scale coincides with the original one so we
shall be preoccupied here only by the case d > 2.

In the preceding subsection we computed the limit of m(r), working on the original
scale r. Here we shall pass first to the natural scale 5 and then take the limit of m{S)
and finally check that the result agrees with that of the preceding subsection. This is in
order to exclude that we are in the kind of pathological case presented in Appendix B. A
priori such a situation could arise here because the notions of weak convergence on the
originel scale and on the natural scale do not coincide.

The density of the speed measure w.r.t. the natural scale S is m(8) = m(r)s~{r).
From (26) it is clear that for any S > 0 we can take i, sufficiently small to have r(5) > [,
and thus m(r) = mo(r) and s(r) = so(r) so that m(S) = mo(r)sg* (r} = mo(So). Hence
the trivial convergence of the density of the speed measure on the open haif-line of positive
S to mg(Sp) in agreement with the result of the preceding subsection.

We still have to see what happens for § < 0 and to show that the limit mg(Ss) of the
density of the speed measure has a Dirac delta term at Sy = 0. Let us evaluate for § < 0

the asymptotic behavior of r(S) as I.,1, — 0. Observe that S{l.) = f;" sp{r’)dr’ > 0.
So if § < 0 then r(5) < [,,. Now

1 Lo
(i) = f solr') dr’ — f s(r’) dr’
0 i
_ 1 aggl—ag 1 agl—ag _ l_n 1
= 1_%7'0 ok 1_a2r0 I 1 » — 0

12




148 Particules « collantes » dans le modéle de Kraichnan

when [, — 0 with [, < [, since both 1 — ag and 1 — gy are positive. This shows that
for § < 0 fixed, we must have r{S) < I, asymptotically. Let us explicitly treat the case
d > 2. The case d = 2 is only & bit different because of the logarithmic divergences. For
r<l, : :

Ix
S(r) = S(1) — fr o(r) dr’

= 50) - 5 70 BT R e (24 - p ey,

Suppose that r = o(l.) (consistency will be checked) so that I2-¢ = o{r?~%). Recalling
that §(I.) — 0, we infer that, for fixed § < 0,

1
r(8) ~ [ = d)rg® oL dheng] T

= [(d —2)ry ™ (—S)] "= [1.1,“" (Le /z,,)l-m] #,

We immediately check that 7(§) = o(l,.) 8o that our estimates are consistent, as promised.
It can also be seen that this asymptotics for r(S) is uniformly velid on (—oo0, §] for any
§ < 0. Now we may write

m(8) = {m(r)a“(r)],,:,(g)
~ [(@ =27 g yimen 170 T ot gy el

We infer that m(S) decays as a power of —§ when § — —o0, fast enough to be integrable.
We also see that the coefficient in front of the power of —S goes to zerc when I, — 0
with I, < 1.

We still have to show that mg({S) has a Dirac delta contribution at zero. This can

now be seen because
SW) .
/ m(8) dS=] m(r)dr
0

—oa
and we have shown that the right hand side has the limit given by (31). On the other
hand we have just seen that for any S < 0

s
f m(8)ds — 0

and also that §(i,) > 0 and S(I,) — 0. This permits to conclude that mo(Sp) has a
Dirac delta contribution at S = 0 with the coefficient mo({0}). An analogous reasoning
for the case d = 2 gives the same result regarding the (weak) convergence of the measure
dm on the natural scale. The limit measure coincides with the limiting speed measure
in the r coordinate re-expressed in the limiting natural scale coordinate Sp.

2.6 Conjecture

It is legitimate to expect that the process r(f) converges in an appropriate sense to the
one corresponding to the limit natural scale function Sy > 0 given in (25), and the speed
measure with density

}
mo(Sa) = 75"/ {(1 - ag)Sol "% + mo({0})6(S0).

Such a process is, in the natural scale coordinate Sy, a reparametrization of the Brownian
motion [W ()| instantancously reflecting at zero: Sg(t) = |W(r(t))], see Appendix A.
Away from zero, 2D g—f_ = mo(S0)lso=|w(r())|- At zero, the reparametrized process
spends time proportional to mp({0}) times the local time at zero of |W(r)| (although
never an uninterrupted open interval of time). This is the “sticky” or “slowly reflecting”
boundary behavior 3, 20] with the glue parameter A ox mo({0}), see (32). The extreme
cases A =0 and A = oo correspond, respectively, to instantaneous reflection and total
absorption of the process at zero.

This was our first argument for the sticky boundary behavior.
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3 The linear operator viewpoint

Our next argument is based on the study of the {generalized) eigenfunctions of the
operator M, . of Eq. (13) in the limit I,,I, — 0. If we take fi, fo composed as above
from pure powers, then we are able to calculate exactly the sigenfunctions and trace
their limiting behavior. This argument is somewhat more shaky because it needs some
explicit, not totally realistic (though representative), form of the functions f; and fa
(before, such & representation was really required to hold only approximately).

3.1 Derivation of the boundary condition at zero

Let us consider the differential operator Dj 1M, ., = f1(r)d2 + fa(r)8, with the approxi-
mate form of functions f; and fo given in Table 2. Thus for r > I, we take fi(r) = r¢ and
f2(r) = agr—! f1(r) so on the interval [f,,, 00| a pair of linearly independent eigenfunctions
corresponding to the eigenvalue ~E of D3 'M, . is

TE(r) = TL?iJ:I:b; (VEr)

where b is given by (21) and .J, is the Bessel function of the first kind of parameter b. Note
that these eigenfunctions are independent of I,,,{,. When we impose at zerc a boundary
condition? in general the eigenfunctions of the operator with boundary condition will
form a one dimensional linear subspace of the two dimensional linear space spanned by
&%, That is, if the linear combination &5&% + é;®7 is an eigenfunction verifying the
boundary condition at zero, then &}/éy is fixed (depending on E and the boundary
cond]tmn, of course). In part we shall proceed in the opposite way. First we calculate
&L /&g for 1,1, finite. Next we deduce the effective boundary condition at zero that
would give the same quotient if I,,, [, were zero. Finally we look at the limit of cE/cE
when I.,l, — 0, and deduce the “limit” of the effective boundary condition.

First of all we give explicitly a generating pair of eigenfunctions of Dy M, . asso-
ciated with the eigenvalue —F, on each of the intervals [0,1], [lx, I}, [lv, 00]. We shall
denote these six functions g, g7, gg: respectively. Because at zero we have the Neumann
boundary condition, on [0, ] we give only the corresponding eigenfunction:

97 () = Cr* T J_sa(VE[m7) with Gy =2"%T (1 - 2—d) (E/r)5F*

{the normalization was chosen for later convenience). On [i.,l,| we may set

1-azt4/(1-a2)? - 42 °E
)

{recall that 1 — ag > 0 in the intermediate compressibility regime). Finally on [I,,, 00] we
take

gi(r) = r"=BL) where vi(E,L) =

gE(r) = (1 + b) BFF 8%(r)

In order to construct the eigenfunction of M, . on the whole half-line [0, 0], we have
to find the correct linear combinations of the generating pairs on each sub-interval by
matching the fu.uctlons and thelr derivatives at each border point. Formally, if we have
to match c+ +c¢; g; with c + c;g; atr, then, in matrix notation, we should have

(o 4 ((’3)) (- 2@
where g'(r) = 8,g(r). That is to say,

()= (48 20) (30 £9) ().

2Fractly one, given as L{®g] = 0 where L is an operator that can be expressed as the limit at
zero of some finite linear combination of derivatives of order 0 or higher, with not necessarily constant
coefficients.

14




150 Particules « collantes » dans le modéle de Kraichnan

Now, because on [0, 1] we take g; as the eigenfunction, it follows that, by making the
above described matchirgs, we get on [, 00} the linear combination chtas + €gg; Wwith

(2)-CF0) 26 () 28 (3% 28 (59). @
Note that
& _ T(1+b) (4)“-€ t

& TA-b)\E) oz

For a general matrix (: g) its inverse is dibc( 4 ;”) . We use this formula to rewrite

—-C

(33), but since we are only interested in the ratio ¢} /cp, we get 1id of the L factor.

Thus
(CE) o g:i_lglu) -85 (L) (gg;-'(ly) 9'2_’“:;))
CE "g.'-:\'- (&) g;';"(l,,) ;- () g2 L)
f —_
() B (R

(*9? ") gf () J\er () @4
This gives an explicit formula for c¢}/cg for I.,1, finite. In Appendix C we show that
if we take [, L to zero in a way that the limit (20) exists (notation I, >0) then

lm B ___dtl-a . (35)
L0 CE (1—aa)(l —ag)d

It is not difficult to identify the boundary condition implied by this relation. Recall
that the eigenfunctions of Dy’ M, .. associated to the eigenvalue —E are of the form
P5(r) = cpgd (v) + cgg5 () for 7 > I, (that is for r > 0 if I,,,I, — 0). Furthermore we
see that

9 (0} =1, g3 (rlr=0 = 0,
+ _ ag 7' —1_
g7 (0)=0, gy (F)y=o =1 —ag.
From this we conclude that ®g verifies
@e(0)=cg and  r*&(r)lr—0 = (1 — ag)ck. (36)

For convenience let us denote Dgr*4, = F and, as before, Mp,o = M. Now (36) with
(35) imply that _ _
Dy (Feg)(0) = —-AE®z(0)

where X is given by (32). Since &g is an eigenvector of 56 1M with eigenvalue —E, we
obtain .
(FeE)(0) = A(M2£)(0). (37)

This last form may be read ss an independent of E boundary condition that all &z verify.
It becomes then the boundary condition for M. Note that the coefficient X is in {0, +oc].
We introduce thus the operator Mj; which is the version of M with the domain D(AMj)
corresponding to the boundary condition (37). In the next subsection we shall show that
M5, is the Kolmogorov backwards generator of a sticky process whose glue parameter is
equal to X,

3.2 Interpretation of the boundary condition

To see that boundary condition (37) corresponds to a slowly reflecting boundary, we may
calculate the mass at zero of the speed measure of the diffusion process generated by M;.
The speed measure may be defined, up to a multiplicative constant, as the measure dm
with respect to which the generator Mj is self-adjoint [21]. It is straightforward to see
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that for » > 0 we may take for the density of the speed measure with respect to r {recall
notation of Sect. 2)

mir) =r%¢, (38)
We have in particular the relation m(r)M = Dyd,or%8,. Here, 8s in the following, if we
write M instead of Mj;, we mean not the operator with & specified domain but only the
corresponding differential expression. Let us denote the L? scalar product with respect
to the measure dm by (., .)m. For Mj to be symmetric with respect to dm, we need that
(g1, Mg} = (Mgy, g2)m for any g1,92 € D(M;). Using (38) for the density of dm on
the open half-line (0, oc), and putting in a separate term the effect of a possible mass of
dm at zero, this may be written as

5 OME)O m{O) + [ 5O m(r)dr =
(Ma)OnOmUO) + [ (Ma)hgnrymir)ér  (39)

where the limit 07 in the integrals indicates that the integral is over the open half-line
{0, cc). The integral on the left hand side may be rewritten using integration by parts as

[ a0 mryar =
91(0)(Fg2)(®) — (Fg1}(0)g2(0) + _[OT(MQI)(T)W (r)ym{r)dr.
We then see that (39) holds if and only if

[(Mg1)(0) m{({0}) — (Fg1)(0)] 92(0) = 1(0) [(Mg2)(0) m({0}} — (Fyg2)(0)]

(strictly speaking the above expression is defined in the limit r — 0), This condition may
only be verified for all g1, g2 € D(M;) if, for all g € D(M3), ([m({0})M — F]g)(0) = 0.
Recalling the boundary condition (37), this amounts to the equality

m({0}) = A, (40)

We infer this way that the speed measure of M3 has a finite mass at zero, which means
that Mj describes a process that is slowly reflecting at zero. From (40) and (38) we see
that the glue parameter of the slow reflection is A.

More generally, the speed measure found in this section is coherent with the one we got
from the stochastic process treatment. Compare (30}, (31) with (38), (40}, respectively,

to see that the two speed measures are proportional (the second equals 7§ times the
first one).

4 The sticky process

Now that we know the effective time evolution operator on large scales, we may inquire
how the corresponding transition probabilities of the Lagrangian dispersion and other
related quantities look like, what is their long time behavior and the induced effect on
tracer transport.

4.1 Transition probabilities

The transition probabilities Pi {r; dr’) for the process with generator M5 are given by the
self-adjoint exponential operators e*™s defined in L2(m(dr)). It will be, however, more
convenient to use the more standard L?{dr} conventions for the kernels and explicitly
write the contribution due to the atomic term of dm. In such notation,

Pi(r;dr') = etMs(r ') dr' + X [eMa(r, p) pf_“E}FO §(r'ydr. (41)
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The term concentrated at zero assures the conservation of probability I Pj—f(r; dr')y =1
as is shown in Appendix E. Its presence implies that sticky trajectories spend together
positive time. In particular, the mean of the time that two trajectories starting at moment
zero at distance r spend together up to moment ¢ is A f[e*Ms (r, p) pi=9¢] g ds.

To compute the kernel e**x(r, r’), it will be more convenient to work with Schrodinger
type operators. To this end, we shall first change variables by setting u = z—féf)('," 1328
Recall from (20) that this transforms M to the generator of a Bessel process of parameter
—b with b given by (21) (to ease the notation, we drop the subscript £). After passing to
the new variable, we conjugate M by the multiplication by «*~% and finally multiply it
by —1 to obtain the differential operator N of the form

2_1
b -3
w2

=-8 4+
The boundary condition (37) imposed on M; becomes for N the condition
w0 om0 = —p Gy wbE Np(u) o (42)
where Cj, = 225‘1% is introduced for convenience, and

_ 28" ') xp-rg
- TTasy oA

is a positive constant proportional to A. We shall denote by IV, the operator N with this
boundary cendition. Note for later use the relationship
eMi(r, ') dr = u(r)® % ™ Ne (u(r), u(r')) ulr')F du(r') (43)

"The spectral properties of the operater N, are studied in detail in Appendix D. Here
we rely on those results. The specirum of N, is Ry. The (generalized) eigenfunction
tou,r(u) of this operator, associated to the eigenvalue E > 0, may be taken as

oun(w) = ul [Jo(VEu) - uB'* I (VEw)] . (44)

The (scalar) spectral measure corresponding to this choice (of normalization) of the
eigenfunctions is

dE
2(1 — 2uE b cos(br) + p2 E21-4)}

dvu(E) = (45)

The kernel of the exponential of the operator N, may be written using spectral calculus
as

exp(~tN,)(u,v) = f e g () 9 (@) Ay (E) (6)

An important aspect of the flow is the behavior of two particles released at the same
point at the same time. The evolution of the inter-particle distance of such a pair is
described by the r — 0 limit of Pi(r; dr’). Substituting {46} into (43) and that in turn
into (41), we obtain:

y_ﬂ% Pji(?'; ar') = F(J.ZbTb) (f:o etE g% wu,e{u(r) du,,(E)) u(-,-’)%—b du(r') @

2(2—¢)™ 105!

A ( f e B gty (B)) 8 dr’.
T({1-5)2 A B

The first term on the right hand side is the regular contribution absolutely continuous
w.r.t. dr’. It describes the probability that a pair of particles starting together at time
zero are sepurated at time ¢ by some finite distance r' with dr’ precision. Presence
of such a term indicates that the sticky Lagrangian flow should be stochastic in each

+
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velocity realization, just as the instantaneously reflecting fiéw corresponding to A = 0.
The second term on the right hand side of (47) is concentrated at v — 0 and describes the
probability that two trajectories starting together will be together at time £. It iz absent
for A = 0. Recall, however, from [11] that in the strongly compressible phase p > Ed’ one

has ].i]I(l) Pf(r;dr’) = §(r') dr’ signaling that the Lagrangian flow is deterministic there.
T

Appearsnce of both regular and singular contributions to (47) in the sticky flow is one

of the indications of a hybrid nature of this case.

In the special instance of 4 = 0 or g = oo, corresponding to instantaneously reflecting
ot absorbing boundary at » = 0, the integral in (46) may be calculated explicitly. We
make the change of variables E = 2? and then use Weber’s formula, Eq. (6.633.2) of [12],
to obtain

exp{—tNo)(u,v) = fom e~ Eud J_y(VEuvt J_y(VEw) %

20 2 2
11 —t2? _ Juw o + v uy
=ulip? [0 e ¥ I p(zu)J_p(zv) 2dz = o exp( — ) I, (_—Zt)

where I_; is the modified Bessel function of the first kind of index —b. Analogously,
—E 1 1 dE
exp(—tNoo)(u,v) = etEy? Jy(vEu)vi J(VEv) -
0
v u? + v? wv
=—exp(— )Ib(—).

2t 4 2t
We then have

exp(tMg )(r,r') = et T exp (— rﬂ_eﬁﬂ_e) Iy (2(""'"’)3%E ) - (48)

D (2 5L Do(2-£)%t Dol2—£)2t

It can be easily shown that these results are in agreement with the well known transition
probabilities of the Bessel process with reflecting or absorbing boundary at zero [2].

Some other quantities of interest are the hitting times H, at some point ', in partic-
ular, the doubling and halving times of the inter-particle distance, see e.g. [4], Sect. 2C.
Their expectations are given by the following formulae (with notations of Appendix A)

E—2a, R—1/2 -
1 duma (P )
£—2a A—1/2 -
,,.1—4—{ ¢H'_“(%Q_E_rr!’r{)

E (e *H) = if r<s

and coang 257 1me
E (e @Fr) = ’ Yoa(Tote :'r 27) if r>r
ﬁ—{-;']) (......_Q..-.-..-r’_!'g)

where ¢ o is the solution of the differential equation (N + a)}¢ = O that verifies the
boundary condition (42) at zero and ¥_,, is the solution that tends to zero at infinity.
‘We refer here to Appendix A and Appendix D, in particular to formula (63} of the former
and formulae (68) and {69) of the latter.

4.2 Long time asymptotics

The sticky transition probability densities P (r; dr’) of the inter-particle distance deter-
mine the behavior of the passive tracer 2-p0mt function obtained in the corresponding
limit I,;, 1, — 0. The free decay of the tracer 2-point function is described directly by the
transition probability P}(r;dr’). Indeed, for an initial tracer distribution with a homo-
geneous isotropic 2-point correlation function F(0,7), at time ¢ the tracer distribution
will be

Fit,r) = fo ” F(0,') Pl(r; dr’), (49)
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as follows from (9). Thus the long time decay of the tracer 2-poiiit function is determined
by the large ¢ asymptotics of e**s{r,s'}. Similarly, with isotropic forcing as in (10) and,
for simplicity, no tracer at time zero,

Flt,r) = /c; ds fﬂ " () P2(r;dr, (50)

as follows from (11). Thus the long time behavior of the forced tracer 2-point function
is determined by the large ¢ asymptotics of f; e*Mi (r,7") ds. We shall assume fast decay
for large = of both F(0,r) in the unforced case and of () in the forced one.

As before, it will be more convenient to study instead of M. 5 the operator N,. To
obtain the large ¢ behavior of ™" (u,v) or of L,(¢u,v) = fﬂt e~ 5Nu(u, v) ds, we may
consider their Laplace transforms given for a > 0 (where  is the variable conjugate to
t) by the resolvent kernel

(N, +a) Y u,v) = f e e tNu (g, v) dt
0

and by 1 (N, +a)~!(u,v), respectively. By the well known Tauberian-Abelian theorem,
for any real numbers —1 < py < ... < p1 < 00, the following behaviors of the function
f(t) and of its Laplace transform f(c) are equivalent

N
i) Fit) = cith + o(tP¥) near ¢ = oo,
i=1
(i) fley = ZCJ’(P.' + a1 4 ofa™?¥ 1) near o = 0% .

i=1

The resolvent (N, + @)~! of N, is studied in Appendix D. It can be written like in (70)
{except for the change of sign of o) and expanded in o for & small to all orders < 0. It
is easy to see that, for p < 00, in the numerator of {70) only the leading term is of order
stricily smaller than zero and there is exactly one term of order zero. More exactly, one
obtains:

(Ny + @) u,v) = Gy —o(u,v)

-b
=G (uv)%_bl—_i_a’;F - 21_1; min(u, v)$~ max(u, v} + o(a?)
= Cy (uw)3 ™" E (—p)" a1t % min(u, v} ~® max(u, v) 5 + o(a?).
0<n< iy

This permits to infer the expansions

e M (ur) = Glaw)i™ Y —-——F(b_(;‘g"_ B $onl=0-1 4 ot~y (51)

0<n 17

for any € > 0, and

Lu(t;u,v) = Cp(uv)i~? > T EE_—‘?:(ll _—) (b

0<nS oty

- 5% min(u, v) 1~ max(u,v) I+ + of1). (52)

They give the large ¢ asymptotics relevant for the study of the long time behavior of the
tracer 2-point function in the decaying and forced regime, respectively.
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4.3 Consequences for the tracer transport
Substituting the expansion {51) into {43) and then into (41}, one infers from (49} that
the dominsnt terms in the free decay of the tracetr 2-point funciion are r-independent:

F(t,r) = (2-5 y26- 1Db G, Z,, % -n(l-8)-1
0<n< 2y
. (fo PO F(o, ) dr + XF(0,0)) + oft™1*Y).
Similarly, from (52}, (43), (41) and, finally, (50), we infer that in the forced situation
Ft,r)=

[o3]

( —5)21, 19816, Z I‘(1+ZE Mi(l_b)) f—n(l=b) (!rm—f X'y dr' + )'\x(O))

Oﬂb

.
pmrmel G f r*E x(r') dr’ + f PG 4 AT x (@)  o(1). (53)
0 r

1t is interesting to notice that the number of terms appearing in this expansion is variable
depending on the value of the integer part of ;2y. In particular if n(1 —b) — b =0, ie.
b=1- + for some natural number n, then there is a supplementary term of order 0
in the forced 2-peoint function.

For A = 0, the result (53) reduces to the one worked out in [11]. The physics of the
solutions w1th 0 < X < o0 is not very different from the one for A = 0 described in Sect.
3.2 and 3.3 of [11]. The tracer “energy” with density 262 is dissipated but, in the forced
case, also building up in the constant mode growing like *. Non-zero X brings subleading
terms in this bulldup proportional to t*~"(1~9), In the stationary state the mean tracer
energy density (367) is infinite. The rate of pumping of the constant mode o -1 goes,
however, to zero. The tracer energy dissipation rate equal to — M F(t)|r=o approaches at
long times the stationary value equal to the injection rate x(0 ) and the stationary state
exhibits a direct energy cascade. The tracer 2-point structure function approaches
the stationary form

Sa(t,r) = 2(F(t,0) — F(t, 7))

2l f o ) A i+ e AT ()] (54)

—
t—oo Dy
o< <rif ey
For small r the mtegra.l on the right hand side scales as r~% while the term multiplying
X is proportional to r1~%. Since 1 — a¢ < 2 — £, & non-zero A has an important effect.
It changes the normal small r scaling oc r2~§ of the 2-point structure function occurring
for A = 0 to the anomalous scaling proportional to the zero mode r'—% of M.

Let us slso briefly mention the case A = oo, ie. the one with absorbing boundary
condition and coalescence of trajectories that was not covered above (the limits ¢ — co
and A — oo do not commute!). Using (48), the transition probabilities take in this case
the form

2-¢ -
PL(ridr) = = (rr')ar + [L— (b, 525 T () or',
the same as in the strongly compressible phase, see Eq. (2.26) of [11}. The coefficient of
&(r') is obtained simply by calculating the missing mass of et™=(r,r'). For large time ¢,
the 2-point function of the forced tracer becomes:

— _ 1 Fy—b 41—b . 1— 1 Pl
Ft.r) = (t e-osi-pram Do £ Tt @ e)*(l 50T )"(0)

»
i 11-§ / 1] 1—a 1a—§ ne
+ (l—a)ﬁn(_[o T x{rdr' + r ./’: r x(‘r’)dT") + o(1).
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The behavior of this solution is similar to that of the strongly compressible phase analyzed
in Sect. 3.4 of [11] and quite different from the one for finite A, The scalar energy builds
up linearly in time in the constant mode in an inverse cascade process and there s no
persistent dissipation. At difference with the solution in the strongly compressible phase,
however, the tracer 2-point structure function does not reach a stationary regime due to
the contribution proportional to the zero mode r'~2 growing in time like £17°,

5 Exact limit of the stationary 2-point tracer struc-
ture function

In the main part of the paper we have used in the calculations the approximate forms
of functions fi and f instead of their exact versions., The question arises whether such
calculations reproduce the actual behavior of the limiting dispersion process, up to finite
renormalization of the glue parameter A. Besides, one would like to have exact expressions
for some quantities, like the mnass at zero of the limiting speed measure or the limiting
stationary 2-point structure function of the tracer. It turns out that it is indeed possible
to obtain precise formulae and that the asymptotic behavior of the integrals that we
calculated approximately differs from the exact one by a (finite, non-zero) multiplicative
rencrmalization.

In what follows, we shall need detailed information about functions fi a(r;1,,1,.) and
their ratio fo{r;ly,l<)/fi(r;ls,l.) that is described in Appendix F. In particular we
prove there the positivity for > 0 and the scaling properties

Alnb) =AY, falsk) = E7 A (55)
of functions f1a(r;l.) = fia(r;l.,0). We also establish two decompositions. The first
one:

Ao 1)=Cop o) = Cop* + 012 (p) (56)
Fap; 1) = a2 Co pfF (p) = a2 Co p + p* £ () (57)

with limD f{‘:z (p) = 1 will be used for small p. The second one:
p—

Al 1) = £ (0) = p* + 05727 () (58)
Fa(o5 1) = ag o571 £9 () = ag 0571 + A3 £5 () (59)

with lim _f? (p) = 1 will be employed for large p. The coefficients as and gg are given
p—soa

by (18). The above decompositions are used in Appendix F to establish bounds (83)
ta (85) on the ratio fo{r;l,, 1)/ fi(r; 1y, L). Given such bounds, it is immediate to see
that there exists a constant B’ such that, for any r > 0 and any 0 < [, < I, < 1, the
density s(r) of the natural scale measure given by (22) is comprised between 1/B’ times
and B’ times the approximate expressions listed in Table 3. Using additionally estimates
(81) to (82) from Appendix F, one infers that the same statement holds for the density
m(r) = [f1(r)a(r)]~! of the speed measure. It is now easy to show the convergence of
s(r) and m(r) to so(r) and mo(r) given by (24) and (30) for » > 0. Controlling what
happens around + = 0 will be the main difficulty.

After the above preparation, we pass to the main topic of this section: the proof of
convergence, when 1,,[, — 0, of the stationary 2-point structure function of the forced
passively advected tracer. We shall show that, under the condition (29) with A < oo,
the limit exists and corresponds to the structure function computed directly at 1,1, = 0
with the sticky boundary condition at zero, see (54). Besides, we shall establish a precise
relation between A and the glue parameter A of the boundary condition (37).

For 1,1, positive, the stationary 2-point structure function is the unique solution
vanishing at zero together with its first derivative of the equation M, .S =2x Iiis
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given by the relation:

Sa(r) = f’in f s(r") dr” [ m(r )x(r)dr' = % f s(rym(r) x(r')dr' dr" .

L/ <rit <y

The last integral may be cut up into six pieces according to the positions of »/,r” with
respect t0 lx,l,. The bounds given for a{r) and m{r) indicate that in each domain the
dominant behavior of the contribution to Sa(r) is estimated correctly by using the rough
forms in Table 3, up to multiplication by a constant bounded independently of i.,1,
and r. We get the following behaviors. The domain [, < ' < »" gives a contribution
beha.ving at lowest order like #2~¢ for small r and like r'~%¢ for large r. Domains
lo<r<l,<randr <l.<l, <" both glve terms of order 12 E"H’*_“’t“z“ 1-ag,
Finally the contribution from domains 7’ < r' < [, is always subdominant compa.red to
the former ones. This suggests that the limiting value of Sa(r;l,, 1) will depend on the
limit of {2 $t% ™% a2-1 45} 1. go to zero. The only task left is to calculate the limit
of Sa(r; b, b) for I3 H0e~92a—1 _, ) with A < co.

We already know that the domains with 0 < " < v’ < [, will give vanishing con-
tributions (supposing that the others give a finite one). Let us turn to the other three

ones. The easiest to handle is [, < r* < ' < r. Because of the bounds on 3(r) and m(r)
we can immediately use the Dominated Convergence Theorem to obtain

lim f s{r's L L)y mir's b, be) x(r} def dr? =

P )
Lo<ri<risr
s(r";0,0)m(r’;0,0) x{(#) & @r" = f A x(r'ydr' dr”.
O<r! Crifr O<ri<rit<r

Finally we turn to the two remaining domains covering the region 0 < v <[, < 7" < r.
The corresponding integral factorizes:

s(r”; b, L) m{r' L, L) x (7' dr’ dr”
Q<ri gl <<y

= [[ys(r l.,,i,a)d-r”] [ m(r'; b, L) x (") dr’

To the first factor, one may again apply the Dominated Convergence Theorem to obtain

™

lim s(r";1,, 1) dr"

buyle—0 f,
T T orrgyee 1
= fs(r”;0,0)d'r" = f (—g) dr’ = I gl rlooe,
0 0 N —ag

Control of the second factor, that converges to the mass at zero of the limiting speed mea-
sure multiplied by x{(0), is the crucial element of the argument and it requires technical
work. We postpone it to Appendix G. We prove there that for A < oo,

L
hm m(’r Lo} x(P)dr = rg™ Y Ax(0) (60)
Lol 20

with

11 _“iﬂ d 1
~ —a
Y o= (500) B(5, 52

1p [fz"(p) —az fP P) F2(P) —acit ()
exp [— /0 &or* ) f AR 4 o
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where 1,1, 20 denotes the limit ly,lx — 0 under condition (29) and B(z,y) is the
Euler Beta function. The constant Y is positive. The mass at zero of the limiting
speed measure is then equal to rp **¥ A which should be contrasted with the approximate
formula (31). Given the above result, the contribution of the region 0 <+ < I, < #" < 7
to Sa(r) becomes
2Y
Do(1 — ag)

The final outcome is the relation:

Arl=ae x(0).

im 5 = £( [ e e e + i)
i}
Lode =0 Q< <riier

which agrees with expression (54) of Sect. 4.3 if we put A = ¥\, This means that the

structure function obtained in the 1., 1, 2,0 limit coincides with the one that is obtained
directly using the sticky process with the generator M 5 for the value

A=Yx (62)

of the glue parameter, Note that the effect of using the exact versions of fy, f> instead
of the approximate versions of table Table 2 manifests itself only in the chenge of the
proportionality constant between A and the glue parameter J, i.e. in & finite multiplicative
renormalization of A.

In view of all that has been said, it is natural to expect that the entire Lagrangian

pair dispersion process behaves in the do b A0 limit as the diffusion process with the
generator Mj for the glue parameter A given by (62). In particular, such a process is
equivalent in the coordinate (19) to the Bessel process of parameter —bg o with a sticky
behavior at zero.

6 Conclusions

We have analyzed in this article the small viscosity, small diffusivity behavior of the
Lagrangian dispersion in the Kraichnan model with intermediate compressibility degree
42—22 + % < p < ?d" In this interval, the Lagrangian trajectories may separate fast
due to the spatial roughness of velocities but may also come close due to the trapping
effects of compressibility. As first suggested in [5, 6], we have discovered different possible
asymptotic regimes of the Lagrangian flow, depending on the limiting behavior of the
Prandtl number when the viscous and diffusive cut-off scales I, and I, are taken to
zero. This arbitrariness reflects the frustration of the particles unable to choose between
opposites trends of life. Specifically, we have argued that there are different limits of the
dispersion process depending on the behavior of the combination
[etitma2 el o onat, tﬁ‘“"E(Pr)l%E

of the cutoff scales. If this combination goes to zero when [, and I, are sent to zero, the
resulting dispersion process is that of trajectories instantaneously reflecting off each other
upon hitting. If it goes to infinity, the trajectories coalesce when they meet, behaving
similarly as in the strongly compressible regime. Finally, if the above combination goes
to a finite limit A when l,,l, — 0 (which sends to infinity the Prandt] number at a
specific pace) then the resulting dispersion process exhibits the sticky or slowly reflecting
behavior with A proportional to the amount of “glue” keeping the particles together. Such
a behavior leaves a visible imprint on the passive advection of tracers in the subleading
contributions to the tracer energy condensation in the zero wave number and, even more
dramatically, by generating anomalous scaling of the stationary 2-point structure function
of the tracer. The analysis in the main part of the paper was based on approximate
calculations of the asymptotic behavior of the natural scale and speed mesasure of the
Lagrangian dispersion process and of the eigenfunctions of its generator. To set the results
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on a firmer ground we have also shown rigorously that the finite [, [, stationary 2-point
structure function of the tracer converges, under the limit I,,,l, — 0 with finite A, to the
stationary structure function obtained directly from the sticky dispersion process. This
argument allowed to fix exactly the proportionality constant between A and the value of
the glue parameter. Undoubtedly, with a little more work controlling the convergence of
resolvents of M, . to that of Mj one should be able to prove, along the lines of [9] that
the laws of the dispersion processes for positive l,,1, converge to the law of the sticky
process.

The main open problem, untouched by our analysis, is the construction of N-particle
processes corresponding to the sticky behavior of the two-particle dispersion. In partic-
ular it would be interesting to know whether the amount of two-particle glue is the only
parameter that labels possible Lagrangian flows in the moderately compressible phase
of the Kraichnan model. The Dirichlet form approach used in {18] in the 1-dimensional
£ = 0 case to tackle such questions is unavailable in the other instances, at lesst in
its classical form, due to the lack of symmetry of the generators of the N-particle pro-
cesses. Further open questions of fundamental importance concern possible occurrence
of sticky Lagrangian flows in more realistic velocity ensembles exhibiting fully developed
turbulence.

Appendices

A Briefly on one-dimensional diffusion processes

We collect here some facts, used in the main text, about one-dimensional diffusion pro-
cesses. The reader may wish to consult the relevant literature (e.g. [3, 20]) for an extensive
treatment.

Let X (t) be a stochastic diffusion process on Ry. The Kolmogorov backwards evo-
lution aperator P? of the process, acting on bounded continuous functions f defined on
R,, is given by

(P = EJ(X@) = [ )P (r, dr)

where we define E.f(X(£)) = E(f(X(f)) | X(0) = ). The measures P*(r,dr') giving
the kernels of operators P* are the transition probabilities of the process. The family
(Pt)temr forms a one-parameter semigroup whose generator 8;P'];_ we shall denote by
M. In general M is a second order differential operator. The transition probabilities
verify the PDE

8, Pt(r,dr’) = M(r)Pt(r,dr).

Any regular diffusion process may be derived from Brownian motion by an adequate
change of variables defined in terms of the natural scale and the speed measure associated
to the process. The natural scale is defined as the unique, up to sffine transformations,
continuous strictly increasing function § such thai S(X (t}), i.e. X(t) considered in the
new spatial coordinate §, is 8 martingale. S is ealled the natural scale and a(r) = %ﬂ
the density of the natural scele meagure with respect to the coordinate r on B

If the range of 5 is the whole real line then the process S(X(t)), for X(0) fixed,
has the same distribution as an appropriately time-changed Brownian motion starting
from S(X(0)). This means that if W is a Brownian motion starting from S(X(0)),
then S{X(t)) has the same law as W(r(t)) for some function 7(f} = 7(t; W) which
depends also on the realization of the Brownian path. Let us denote by L(r,5; W)
the local time of the Brownian path W at the point § up to instant 7. Formally,
L(r,8;W) = [y 6(S — W(o)}do. The speed measure of the process X(t) is defined as
the unique positive measure dm(S) on R such that the relation between ¢ and 7 may be
written as

T W) = in.f{a : fL(a‘, 8, W) dm(S) > t}
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or, equivalently,
t(r; W) = f L{r, 8; W) dm(S).

Intuitively, the speed measure expresses how much time the (time;dhan.ged) Brownian
motion needs to advance “one step” at a given point in space. The larger the (density
of the) speed measure at some point, the slower the (time-changed) Brownian motion
advances.

The generator M of the Kolmogorov backward evolution semigroup may be written
in terms of the densities m(8)} = d—";(gﬂ or m(r) = "—’3?11 and s(r) as
1 2 1

= m©% = mmn

1
s(r) O -

Similarly, if the range of S is a positive half line, which may be chosen as R, then
anslogous statements hold with the Brownian motion W replaced by the Brownian mo-
tion reflecting at zero, i.e. by {W (). In any case, the behavior of the process at the
boundary point + = 0 may be classified according to Feller’s criteria expressible in terms
of the natural scale and the speed measure. When r = 0 is a regular boundary point,
the behavior of the process at this point depends on the its mass m({0}) w.r.t the speed
measure and is reflected in the boundary condition for the generator M.

Finally let us recall from [13] the following formula for hitting probabilities of some
process X;. Denote by Hy the hitting time of the process at some point /. Then for
a>0

where ¢ is the solution of (M — a)¢ = 0 that verifies the correct boundary condition

either on the left (i.e. at 0 if the process is defined on the half line) if < v’ or on the
right (L.e. at infinity if the process is defined on the halfline) if r > /.

B A pathological case of convergence

Let L be an arbitrary length and | a small scale that we shall send to zero. A diffusion
process may be specified by giving its natural scale and its speed measure. Consider such
a process on R, whose natural scale is

Sr) = I-L+%r  for rel0,],
T for re[l,00)

so that the density of the natural scale measure w.r.t. r is

_JE for rejo,
s(r)_{I’ for rell, ).

Let us take for (the density w.r.t. v of) the speed measure

_JE  fr refo,,
m("")_{lz for rell,o).

We see that taking the limit I — 0 for r > 0 we get 8¢(r) = 1 corresponding to Sy(r) =,
however }11’1’(1) 8(0) == —L. This is not very different from the case studied in the Sect. 2,

where S(0) = —co as long as there is finite regularization. For the limit of the speed
measure we get my(r) = Ld(r) + 1.

Let us now pass to the natursl scale first. Then m{S) = ?é;? =1 for all . Thus
mo(S) = 1. This is of course incompatible with the previous result.

25




161

The explanation of this phenomenon is the following. To the right of ! the process
is just Brownian motion. To the left of { it is Brownian motion on a segment of length
L (with reflecting left end) “squeezed” into the segment [0,!]. Thus when we take ! to
zero, the limiting process will be a Brownian motion on R, which “sees” an additionsal
segment of length L to its left. This is of course a non-Markovian boundary condition.

C Asymptotic behavior of eigenfunctions

Starting from formuls. (34) we calculate the limit of ¢;/cg when I, 1, ~ 0. We assume
that I, < 1, but not necessarily I, < I,. The calenlation can be done in the usual way
by expanding ¢};/cg in & multivariate power series. First we expand every term in (34)
to the minimal orders in {,,l,. That is, we expand the expressions into a power series
(and possibly powers of logarithms) in I,,, I, and keep all the terms such that there is no
term of smaller order simultaneously in [, and in ..

‘We list below the expansion to minimal orders in I, I, of all terms appearing in (34):

_ _ E oo
67 (be) ~ 1 o7 () ~ = B

- E ..
v r"'1---&152'1':‘3‘E 7+~1_a2

_ - - - - E o -
53 () = () 95 e} =7 () T~ g BT
g ls) = () ~ ™ 9 (e) = 7T @)™ " ~ (1= @)l

_ - E_p2-Ey5q, - - -— E -
)= @) ~ema T N g ) = )T S T
g By = (L) ~ i g7 L) =TT~ (1 - el

- oy (2-8%E
93 (lu) 1 93 (l,,) 4(1 - 5 + ae)lv
g3 l) ~ BT 93 () ~ (1 —ag)ls ™

Note that (I.)? cannot be further expanded without any additional hypothesis on the
relative behaviors of I, and I, because both the base and the exponent go to zero and
one depends on I, the other on [,. All we can say is that I& = o{{l,)” ) for any € > 0,
and (I.)"” < 1 when I, < 1. We shall keep {!)}” as it is in the expansions.

Calcylations to minimal order with expensions into multivariate power series are a
little trickier then with univariate expansions. Even if the coefficients of some but not all
monomisls in the expansion simplify to zero at intermediate stages then possibly higher
order terma should be taken into account because they could give rise to terms of minimal
order®. This precaution is implicit in the computations. However, as long as there is
only one term of minimal order (and it does not simplify out), no special care is needed.

After having determined above the behavior of each term, we may now calculate the
sub-products of {34) to minimal order. First evaluate

(g;'gz.,) 95 (1) (ag;,a,,) g;,(z.,))
-3’ g ) [ \eF (b)) e (b)
~( —(1—ag) ;e —[ﬂ{"'_—ﬁ;—eﬁl—_%;,]mi—&)
(ag — ag) by 7% —(1-ag)l™ '

It is straightforward to check that every coefficient is different from zero, except for
a¢ — a2 which may be equal to zero. So there the expansion hss to be pushed further, but

3Take for example the sum of two polynomials (X + XY +Y?)+ (—X +Y#). The sum of the minimal
order expansions is (X + ¥Y2) + (—X 4 Y?) = 2¥? but the minimal order expansion of the sum is of
course XY + 2Y2,
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since each following term is of higher order both in I, and in I;, we may simply replace
(ae — az) 1,7 by O(IL™*7%). Next evaluate

9'(le) =95 () ()« [ +3) ERasie)

-0 () g5 () J \or (b} —(1— ag) %
Again, it is straightforward to check that every coefficient is different from zero. We may
multiply together (exactly) the preceding two subexpressions to arrive at

@)« (pmrE b ),

% O (B ) ) + (1 - aa)(1 - ag) 705

Now all the terms are of minimal order. Additionally, we have

Iﬁ'“"““elgl(l,;)'f = l.l,'“‘(lﬁ‘ﬁ‘“ﬂl,;l(l”)"f') = o(I2-¢—22 - 1(1,)77), (65)
e A T (Pl (66)

Let us first suppose that 127722171 (1.)7" = o(1,"*I;9?). In this case cf/cy goes
to zero. This is so even if in (64} the expansion for ¢t cancels out, meaning that the
expansion should be pushed further. Indeed, subsequent terms in the expansion are of
higher order thus asymptotically smaller. On the other hand, there can be no cancellation
in the expansion of c; because (65) and the hypothesis of the present paragraph combine
to iR TN TSI = o(f % 193),

Conversely, if we suppose I, 122 = o(127¢-%2]1(1,.}7"), then ct/c goes to oo.
This even if in (64) the expansion for ¢ cancels out, meaning that the expansion should
be pushed further. Once again, subsequent terms in the development are of higher order
thus asymptotically smaller. And now it is in the development of cf; that there can be
no cancellation because (66) and the hypothesis of the present paragraph combine to
=670 = ofi2E- 11 (1,)7).

In consequence, if ¢} /cg should have a finite non-zero limit, then 12—§—22-1(1,}"
and I, ;%2 must be of the same order. In particular they are much bigger than the other

two terms so there are no cancellations in (64). Also it Is easy to see that in this case I,
cannot decrease faster than some power of 4, If we write I, *I;% = O(1Z~¢-92171(1,)77)

_ 2-f—agtag _
then, using (I.)* = O(1), we have [, '~** = O(i.). This implies (1)7” ~ 1. We
may then conclude that

_C‘_‘E: d+1—as

~ e piitrerteymt
g (1-a3)(1—ag)d ™ ™~ =

This expression has & finite limit if and only if 12 ¢ ®2t% 1921 goes to some finite limit
A, just as in (29). We obtain this way formula (35). In fact our proof shows that (35) is
valid also if A is zero or infinite.

D Spectral analysis of N,

The (operator valued) spectral measure for the operator N . may be evaluated with the
help of the formula

1

Eﬂ-(s) = "2; P_IH-J L{Gﬂ,a+ie - Gp,a—ie] da

where G,  is the resolvent
Gua=(Ny—-a)™
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and B is a (Borel) subset of R. The kernel G, . (u, v) of G, » is determined by demanding
that for each v € Ry, as a function of « € Ry, it is in the domain of N, and that it
satisfies the equation

(N(u) — e} Gy ufu,v) =8u-1). (67)
To calculate Gy, o (u, v} we note that for « # v we simply have (N(u}—a)G qo(u,v) = 0.
Viewed as a function of u, G, o(u,v) verifies at zero the boundary condition (42) and
should go to zero at infinity. A solution of (N, — a)¢{u) = 0 satisfying the correct
boundary condition at zero is

bua(u) = v [s(vV—au) + u(—a) L{v—au)], o¢Rs:. (68)
Here I is the modified Bessel function of parameter +b. The square-root is taken with
its principal definition. Similarly, the solution of (N — a)y¥{u) = 0 decaying at infinity

is
Yalu) = u2Ky(v=au), ag¢Ry (69)
where K, is the modified Bessel function of the second kind of parameter b. With the
correct matching at 4 = v to assure that (67) is satisfied, we obtain
¢E,n£u!¢a(") if u<w ,
Gpualu,v) = { N (70)

Yelduol  if 43

where wy, .. is the Wronskian of ¢y o and 35, ie.

Wpe = G,al2)¥al2) — dualel¥alz)

which is independent of 2. To evaluate the Wronskian, we may use the asymptotic
expansions for z — 400

Iu(z)=\/2:r_z(1+0(%)), Ky(z)=\/£e“(1+0(%)},

see Eq. 8.451.6,7 of [12]. The result is
Wy =1+ p(—a)' 2.

Next we have to calculate the discontinuity in G o(u, v) along the cut for @ € Ry Tt
will be convenient to write —(o £ i0) = e¥™*. This will automatically give the correct
determination of every function. For u < v

1 1/2 Fai
1+ pod-beFrili=s) " [I’b(e Vo)

+ peFTmi-dol-bp (o FF \/E'u,)] 2K (eFY Vav).

Gty v) =

Now we employ the general formula

wl_u(z) — L(z)

Ku(z) = 2 sin wx

for v¢Z,
sec Eq. 8.485 of [12], to get

1
1+ pat—beFmii-

1/2 [I_b(e*?w/au)

2si1;b1r [I—b(e:F!ﬂi Vo) - Le¥¥ \/C_W)] .

Gy otio{u,v) =

+ peFri-Bol-br (FH \/Eu)] o172
The relations

I(e%2) = e%¥J,(2), L{e%¥2)=e %"J,(2)
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following from Eqgs.,8.406.1 and 8.476.1 of [12] permit to move the determination from
the function argument to a multiplicative coefficient. The final expression is

o 1
2sinbr I 4 pol—-teFril-5)

ul/? [e*?”J_b(\/Eu) + ue:':”i(l_b)al_be:‘:!f“’.fb(\/au)]
)

1t is now easy to calculate the discontinuity Guatio—Gua—nandtogetfora=E c R,

dE
201 — 2uE T costr + A B PE () s (V)

where ¢, p(u) given by (44) is the (generalized) eigenfunction of N, associated with the
eigenvalue E. This corresponds to the scalar spectral measure (45).

Gn.a:{:s’ﬂ (u, 'U) =

dE,(u,v) = (1)

E Conservation of probability

‘We shall show here that the transition measures Pt(r, dr’) of the sticky process given
by (41} are normalized, i.e. that [ P¢ t(rdr’) = 1. Thjs is clearly the case for t = 0 since
PQ(r;dr’) = 8(r — ') dr’. But

4

% eEMi(r ey dr' = fo(r’) eMi(r, v} dr' = —F(r') [ (r, 1) m(r') Y]

=0

where Mt = m({r)M om(r)™! = 8, o F om(r)™! with m(r) = r*%—¢ and F = Dgr¢8,
is the formal adjoint of M w.r.t. the L2(dr) scalar product. The expression on the right
hand side hag the interpretation of the mean flux of the probability current through

7/ = 0. It should be balanced by the rate of change of probability to stay at ' = 0.
Using the relations

M (r,r)m(r') 7! = M5 (v, r)m(r) !
and the fact that e*Mi(r,r") satisfies as a function of r the boundary condition (37), we
infer that
4 eMifr,r)dr! = < AM(r') etMa(r', ) m(‘r)‘li
df =0

==X M@ (e‘Mi (r, ) m(r’)“l)
=_3 m(r') —1pst (') otMs (r, r’)‘

=0

— + d syv—1 tMA
SAgme) M|

It follows then from (41) that the time derivative of f Pi(r; dr’) vanishes so that the
normalization of P‘('r, dr’) does not change in time.

F Estimates of functions f; and f,

We present bounds showing in which sense the approximations given for functions f, and
fa/fi in Table 2 are correct.

The functions f1 2(r; L, 1) were defined by (14) and (15) with « given by (28). Let
us examine their behevior for & = 0 setting fi2(r; L} = fi2{r;1.,0). Let us first show
that f1,3(r;1,) are positive for » > 0. Note that (6) implies that

25in? EF -

dFik) = Dy [ Sl ERE IR s = Do [T Rk
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where T(k) is a positive (r-dependent) matrix. On the other hand, (14) and (15) may
be written as

ﬁm=f%®

MPAE, ) =7 [T G-

s

I
)dk

for any vector # such that |F] = r. Positivity of T implies

Ty(k)rir; 20,  Ty(R)(8i; — 252) 2 0

-

and for r > 0 it is not hard to see that strict equalities hold except for a set of % of
measure zero. Hence positivity of fi,a(r;1.).

In order to study the behavior of fi o(r;l.) for small and large r it will be convenient
to express them in terms of the function

1-—eth o dk
g(r;l) = flﬁle F(l|k]) @

Note that g is a smooth even function (i.e. all its derivatives of odd order vanish at 0) of
r > 0. By scaling,

glrsb) = L 9(r31).

Around zero

1) = g2 4 . _ [ JUR) 4k
g(p:l 1) - Cﬁp + O(p ) Wlth Cﬂ - |E|d+5_2 (211')4 M (72)
Rewriting
1—¢kdle dk
1) = of LaE
gloi1) = p f T Fkl/p) e
we infer that around infinity
9(p1) = Coop® + O(p*7?) (73)
with - .
Coo = fl—e'k% i ___TCF)
== ] Tl @ T weeedene)

The spatial covariance ci_,"(r"'; 1} given by (6) may be expressed in terms of the function g:

Cfan _ 1—_p B pd-—lr,-rj )
dis (P b) = D"[(d—16‘-"+ d-1 1 )g(’"’l")
r
pd—1 y Tif5\ o nd—1_¢.t, '
+ B (55— d) 4 [ o0 a ety an). (74)
0

Indeed, by rotational covariance, d;; has to be a combination of 6;; and "—r'-j?- To show
that the coefficient funetions are correctly represented above, it is enough to note that
di; and 3;d;; are, in virtue of (6}, expressible in terms of g and of its r-derivative g’ as
di; = Dog and 8idy; = Dop'";f g’ and that the same relations may be recovered from (74).
Now using definitions (14) and (15) we obtain:

3 1- -1 d—1 (7 ,g-

g—%fl('r;l,,) = a_—i)g(r;l,,) + g;d_ 1 (g('r; L)- - ./0 ¢ lg('r";l,,)d'r’) , (75)
3 1- d—1 7 ,a-

Bt = gt + S [ e ar (7e)

Functions f1,2(r;1,) inherit from g(r;l,) the scaling property (55). Relations (75), {76)
and expansions {72) and (73) permit now to write the decompositions (56) to (59) with
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Co = Y22CyDy/ Dy ang similar coefficient in (58) and (59) fixed to 1 by setting Do =
%_%CWDO. Moreover the positivity of functions fi 3(r; 1) and their smoothness imply
that there exists some constant B > 0 such that forall 0 < p < 1

L<Mo<B  i-12, ()

-B<f*p)<B i=12 (78)
and for all 1 < p < oo,

S<IP<B  i=13, (79)

-B< fP{p)<B i=1,2. (80)

Let us come back to functions fi 2(; 1, ls} with G < I, < 1. To cbtain bounds for
fr, wewrite for I, < r

Filrsho L) = R F2 (1) + 205202
{24

and infer that
rf% < fulril, L) <ré(B+2). (81)

Similarly, the decomposition
~ _ r _
Alrstinle) = Colf™2 i () + 205770

gives for [, < r < I, the bounds

15‘27'2% < filrilu, b)) <8403 B + 2)

and for r < I,

A5 < filrs b, k) < B7H2(CoB +2). (82)
This shows that fi(r;L.,l.) is bounded above and below by its approximate version of
Table 2 multiplied or divided by a constant.

Function f; may be estimated similarly resulting in O(1) bounds for rfa/f1. We
need however (in particular in Appendix G) the following more precise estimates for that

ratio:
. fZ(T; Iu’lm) _ a_E IE
for lu <7 m . CT“—‘;I_‘_E (83)
;| flribnd) e L
for En <7< lv : m T < C 13 + 3 (84)
. Fa(ry b, ly) d—1 T
forr <l : G CI_E {85)

for some constant C which may be chosen independent of r,l,,i.. To establish (83) we
use the decompositions (58) and (59) to write for I, < r

B (5 1) + 225205202 - % (IS fu (5 ) + 205203
Bh(E1) +267% '

fa(rslo, Ix)  ag

sl b)) -
B2 [F9(E) — aef7 (£)] + 2252

réfP (L) + 2572

Bll +]ag|+2ld—1—ag &
< I FIHE

B
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where the inequality follows from the bounds (78} and (SUj. In the same manner for

l. < r <, using the decompositions (56), (57) and the bounds (77) and (78), we obtain

B4 [1(E) - aaf(E)] + 28=Lmmagg 222
Colf2r2fM(Z)+25~"12

[r N ] B[1+[ag|]+2|d—1—a2|

falrilv,be) _ @a| _

filril,ls) v

52

oo

Finally for r < I,
Colaz — d+ D 2r +157%° [(E) - (- DFANE)]
Colt 278 (L) + 2157712 o

r Gold—1-aal + Bl1+|d— 1]
12 2

f2(r;£uyln) _ d-1
fl(r; zu: IK.) T

Let us end this Appendix by listing the scaling forms of the tensor d and of functions
f1,2. Since g(r;0) = Coo ¢, we infer from (74) that

roy e Doprdte e o Elpd—1) riryy .
i (7 )_d——l[ 1+ €p 1)6"+ 1+¢ép r_e]'"

and that fi(r;0) = ¢ and fa(r; 0) = a7, in agreement with the scaling form (17} of
the generator M.

G Exact speed measure at zero

Hete we prove the convergence (60), establishing the exact value of the mass at zero of
the limiting speed measure. Using (23)), we have

! ! ' T ]
v ’, Nt v x(r") _ ° folr"sbyls) o 0 :
‘/; m(r’; 1, L) x(*dr' = A _fl 0,00 exp ( » —f1(1’”;lu,l,g) dr” |} dr'.

The integral in the exponential may be split into four terms:

To f2(r"; tvaln) v e fz(?‘ lU! K) "

A A C S R M N e R

+ f bl fQ(T”§Iu;lx) ar' + flu f2(r";lmln) dr” + f2('r” lwlm) dr .
Le flr b, L) vt filr'i b, lx) . A le)

We begin by calculating the last three terms as they do not depend on r'. The last one

gives

ro fE(T”; linlx.)
fl (7'”; Iw ln'.)

n £-3 ¢ _ —1—a Is 2
. flep [55(0) - acf (p)]+z—i(,,) N

e +a(k)

and we know from (83) that the integrand on the right is dominated by Cp—(1+4) (as
soon as [, < 1), 30 we may use the Dominated Convergence Theorem to conclude that

. ™ fa(r”; b, L) "o f2 _G'Efl (P)
li e L .
u.}in—-u( i, Al,l u)d ) f 22 (p) de

dr’ = agln To
L
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As for the other two,

f b fﬂ(rnilu;ln) dr
e f (7'”' lw IK.)
T /m. (k) 7 [1(20) — arrd(fzp)] + 28t
VL Coo* f*{}=0) +2

with the integrand on the right dominated by C[(A)gp + 573 < 2Cp~3, see (84), so we
may conclude that

. v f2(7' il l "o_
lim d asIn
wis—o \J, il L)

fm2(d—1—ag) d—1—as éo+2
= — g = 111 = .
1 p(Cop?+2) 2 Ca

dp

Similarly,

j‘u fz(r";l,,,l,;) dr"
Vsl h (‘l"”' lwlﬁ:)

2
(7206 — aaphp)] + 2555 (1)
= 0.2].11 f 2 dp
Vi Cor* () +2 ()
where the integrand on the right is bounded by Clp + ( -&)"" ~3] < 2Cp, see (84). Hence
L, ", 1 p f‘(p) — a3 f#(p)
lim (f f2(7' lualn)d "o asln ) 2 1 ] dp
I, —0

Vi Sl ) Cof¥ (o)
‘What remains to be evaluated is

Iu x(r') (_ = falr”s b, L) dr ) ar’

0 fl(’r llh E) Fd fl('r” tv: H'.)
1y Ml 1 Canp 2r.'
T g, 21 f CorfF(=p) +2 exp[ A Cgp’zf"'(—ﬁp’)+2 de'| dp.

Let us show that the Dom.ma.t.ed Convergence Theorem applies once more. The following
estimates are sufficient. For 0 < p < 1,

x{Exp) Coaspf(f2p) + £2 _d-1

Cop? f(f20) +1 C‘oﬂzfi"(f‘:P) 1
The first inequality is a consequence of x{r) < x(0) for any > 0, and of the positivity of
f*. The second one is obtained by rewriting (85) using (56} and (57). For 1 < p < I, /L,

<X(0)l < Cp

we use
x(p) x(0) Coazpff (o) + 2 4, L1
= I & ' r s, —-—=|<C T p+—=].
CDP2f1 (i_ )+ 1 TBQP:! COP2f1 (;—:P) + 1 P v Pl

Here, the first inequality follows from (77) and the second one is obtained by rewriting
(84) with the use of (56) and (57). We then have

J I .11 )
1i If 2l f X(T) _ fQ(T 3 Gy by d " d ’
hdaeo” 1,0 P\ L R Ly )

. a
[ X0 _/100‘12_f’+2§id,,f dp
Cop? +2 o Cop?+1

= 2% G+ 2T 61 B 5 x0)
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where B{z,y) is the Euler Beta function. Gathering all terms; in particular the powers of

1, and L. that combine to [{*sH!~9H1=22)jaz—1 e ohtain the result (60) with ¥ given
by (61).
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Chapitre 11

Intermittence de la densité dans un
écoulement lisse compressible

On considére un écoulement compressible dans un domaine borné de 1'espace. Quand
le champ de vitesse est lisse en la variable spatiale, on a en fait affaire 4 un systéme dyna-
mique. Dans ce langage la compressibilité correspond a la nature dissipative du systéme.
Cette analogie implique qu’aux temps longs les particules Lagrangiennes se concentre-
ront sur un attracteur (dépendant du temps, dans notre point de vue de flot). Sous les
mémes hypothéses que pour les systémes dynamiques on s’attend 4 ce que la densité
limite des particules soit une mesure de type SRB (Sinai-Ruelle-Bowen; cf. [53]) avec
une densité réguliére dans les directions instables du flot. Les propriétés multi-fractales
de telles mesures peuvent étre caractérisées par le spectre de dimensions introduit par
Hentschel et Procaccia [34]. Nous montrons que ces dimensions peuvent étre directe-
ment reliées aux grandes déviations des taux d’étirement de I’écoulement. La fonction
de grandes déviations (appelée fonction de Cramér ou fonction d’entropie) des taux
d’étirement est connue pour le modéle de Kraichnan et a une forme analytique simple.
Ceci nous a permis de calculer exactement dans ce modéle le spectre de Hentschel-
Procaccia de la distribution de masse asymptotique, qui se révéle assez riche, signalant
une trés forte intermittence. Les calculs théoriques ont également été confirmés par des
simulations numériques.

Nous commencerons par montrer I'intérét physique du probléme, pour ensuite pré-
senter les fondements de Panalyse multi-fractale (sous forme de la premiére moitié d’un
article long en préparation, écrit en anglais). Finalement le lien entre taux d’étirements
du flot et la structure multi-fractale de la densité advectée, ainsi qu’une application au
modéle de Kraichnan lisse, seront donnés dans un article joint, soumis aux Physical
Review Letters.

11.1 Motivation physique

En premiére apparence le modéle ne s’applique qu’a un fluide dont on ne peut pas né-
gliger la compressibilité (NB: la compressibilité est importante, sinon une densité initiale-
ment uniforme le resterait indéfiniment), ce qui arrive typiquement dans les écoulements
4 nombre de Mach de l'ordre de 1, et méme dans ce cas le degré de compressibilité du
fluide reste autour de quelques pour cents. Or dans un fluide dense (o le libre parcours
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moyen est trés petit devant la taille du systéme) tel I'eau ou l'air dans des conditions
atmosphériques, le degré de compressibilité local du fluide diminue fortement avec la
densité locale du fluide, de sorte que méme en premiére approximation on ne pourra
pas parler de concentration du fluide sur un attracteur qui exhibe une structure fractale
a travers plusieurs échelles. Le modéle s’appliquerait donc surtout & des systémes sans
pression, tel les nuages de gaz ou de poussiére interstellaires.

En fait son champ d’application est bien plus large, car il suffit de considérer des
problémes d’advection ot la dynamique du traceur advecté est compressible, alors que
le champ de vitesse advectant peut trés bien étre incompressible. Un exemple typique
est Padvection de particules inertielles [43] (telles les gouttelettes d’eau dans un nuage).
Dans la limite oi1 ces particules ont une petite inertie (plus précisément & petit nombre
de Stokes), leur dynamique se simplifie 4 une advection passive dans un champ de vitesse
effectif qui peut étre donné en fonction du champ de vitesse du fluide dans lequel elles
sont suspendues [25, 10]. Un aspect intéressant de ce systéme est que, méme si le fluide
est incompressible, le champ de vitesse effectif obtenu sera compressible. Cela s’explique
aisément. Si les particules sont plus denses que le fluide ambiant, elles seront &jectées des
tourbillons par la force centrifuge. Si au contraire les particules sont moins denses que
le fluide ambiant alors elles iront vers le cceur des tourbillons sous I'effet de la poussée
d’Archiméde centripéte.

Un autre exemple simple d’advection compressible est celle de particules flottant sur
la surface d*un liquide [51] (par exemple des algues uni-cellulaires sur 'océan). La encore,
méme si le liquide est incompressible, les particules seront advectées par la projection du
champ de vitesse parallélement & la surface du liquide, et ce champ effectif n’a plus de
raisons d’ére incompressible (il suffit que le gradient vertical de la composante verticale
de la vitesse du liquide soit non nul).

11.2 Multifractality and intermittency

11.2.1 Attractor

We shall denote the (effective) advecting velocity field by v. The velocity may of course
depend on position € M and time £, and it may be deterministic as well as stochastic.
The passive density field p is advected by the a priori given velocity field v according
to the equation

8p +V - (pv) =0, (11.1)

The case when v is compressible corresponds to a dissipative dynamical system for
p, so that in general p should tend to be concentrated asymptotically on some (time
dependent) attractor set.

Instead of starting the system at an initial instant ¢, with some initial condition
p(te) = po and looking at the large time asymptotic evolution of p(t), it is more con-
vinient to let tend the initial instant ¢y to —oco while maintaining p(ty) = po, and consider
the tg — —oo limit of p(t) for ¢ fixed. In more physical terms, what we are looking for
is the distribution of Lagrangian particles at time ¢ if those particles were released with
uniform distribution at time —oo. For simplicity we can take py = 1 and define what
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we shall call the attractor measure as
po(t) = lim ®(ip, 1)1 (11.2)
fgm=>r—00

where ®7(£,0) 1 is the image of the uniform density on M, transported by the flow ®¥
of v, between instants 3 and t. We assume that the limit in (11.2) above exists. In
general, for dissipative systems, that is for compressible velocity fields v, the attractor
measure p? (¢) will be singular with respect to the natural Lebesgue measure (induced
by the metric) on M. Its support is some fractal set, and is usually called the attractor
set of the system. It has been proven only in some special cases, but it is believed to
hold for a wide range of systems, that p% is an SRB measure for the dynamical system
verified by p [53].

Although usually the attractor set has a self-similar fractal structure, the attractor
measure itself need not display purely self-similar properties. In our case, as we shall see,
self-similarity is broken at least in the mean, but perhaps also for individual realizations
of the velocity field v. Indeed the distribution of g5, on the attractor set has large
fluctuations (in function of the realization of v) that break strict scale invariance even
on small scales, giving rise instead to an itermittent picture.

11.2.2 Hentschel-Procaccia spectrum

The multifractality of some measure g may be characterized through its Hentschel-
Procaccia spectrum for dimensions [34, 50, 46]. First we define the integrated mass
my(r; R) of u inside the ball B,(R) of radius r centered at R € M:

m(r; R) = f u(dy). (11.3)

Br(R)

Then the Hentschel-Procaccia spectrum for dimensions of the measure u is defined

as
_ 1 log [y my(r RYu(dR)

HP.(9) = 1—qll—1»1t11 logr '
For a monofractal distribution HP,(g) would be independent of g. When HP,(qg) is not
constant, we say that p has a multifractal structure.

For convenience we also introduce the notation

§ulp) =—pHPu(p+1) (11.5)
Note also, that when (11.4) is applied to u = p%, the term

[ s Ry 0R)
M

can be interpreted as the Lagrangian mean of m (r; R}

Let us now consider, instead of a fixed measure u, a random variable taking values

in the space of measures on M. For sake of clarity we shall denote this random variable

by [#], while keeping p for individual realizations of [u]. We can define by analogy with
(11.4) a stochastic Hentschel-Procaccia spectrum as

1 . log(fM my(r; R) ' u(dR)),

HPyy(q) = 1—g 41~1—I.It1) logr

(11.4)

(11.6)
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where (.), denotes averaging over u. This kind of quantity is usually considered in the
study of turbulent flows, and one would call HP,(g) the intermittency spectrum of {u].
When HP,(q) is not a constant function of ¢, then the random variable [4] is qualified
as intermittent.

For convenience we also introduce the notation

§ii(p) = —p HPy(p + 1) (11.7)

We should note here that &, (p) as well £,(p) are concave functions of p as a consequence
of Holder’s inequality; and if the total mass of u is finite (or, in the stochastic case, almost
surely finite) then they are non-decreasing functions in p.

In the present paper our goal is to calculate HP |, (g) for a stochastic velocity field
v whose flow ®” is a stationary process with independent increments.

By analogy with disordered systems, we may call HPy, the annealed spectrum of
[1] while HP) = (HP,), would be the quenched spectrum. We have the convexity
inequality HPy,(q) > HPEH for ¢ > 1 and the opposite inequality for ¢ < 1. We believe
that in general, for [u] = [p% ], strict inequality holds (except for ¢ = 1).

In order to see this one may define more generally what could be called the replica
Hentschel-Procaccia spectrum of [u], or the associated ¢ function as

10g ([ {3, mu(r; RPu(AR)]"),
logr

€ (p, m) = lim
1
HP(q,n) = 1__9,5[;4](‘1 —1,n)

Clearly HP|,(q) = HPyy(q,1) and HP[)(q) = [0aHPy(g,n)ln=o- Equality of the two
would require £, (p, n) to be linear in n between n = 0 and n = 1, which we believe is
not the case for any p # 0, except perhaps for some special systems having some sort
of self-averaging property. One could imagine a large system whose local behaviors are
independent in regions separated by distances of order unity. Even then, one should
pass to the thermodynamic (infinite system) limit first and take r to 0 second.

We shall now estimate &j4(p, n) in terms of £j,;(e, 1). The easy one uses Minkowski’s
inequality. For n > 1

[‘/M mu(T;R)PM(dR)]“ < .[Mmu(T;R)mﬂ(dR)

implying &p,(p, n} > §pu(pn, 1). We can also obtain an (other) inequality in the opposite
sense for n > 1 integer. Write

s uam] = [ TImo. mp ey

T n
> [ [mRyuar) > [ mG Ry [[uar)er
RyeM = Ryem =2
Ry,...,Rn€B, 2(R1) Ha,...,Rn €8y /()

— [ mul Ry u(aR)
M
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We get &(p, ) < §y{pn +n —1,1). _

This last inequality shows that, if &{(p/, 1) saturates for p’ big (i.e. it becomes a
constant independent of p'; we shall see that this is the case for some systems), then
a linear dependence &y, (p, n) = n§y(p, 1) is impossible for p > 0 for n sufficiently big
and in fact (p,n) has to be bounded from above for n big. Intuitively this is so
because saturation of &;,(p’, 1) is due to — as we shall see later — realizations such that
Srymu(r; R)P u(dR) is of order unity (more precisely the fact that the probability of
such realizations decays slowly, as a power law in 7), and then £y, (p’,n) saturates for
the same reason.

11.2.3 Local dimension spectrum

A more geometric characterization of the mutifractality of some measure p is given by
the Hausdorff dimensions of sets where the local dimension (to be defined shortly) of
{ is constant. This is usually called in the litterature the f{a)-spectrum of p or the
fula)-spectrum for dimensions.

We begin by defining the quantity

oy logm,(r; R)
dy(r; R) = Tog 7 (11.8)
and define the local dimension d,(R) of the measure y at the point R as
limd,(r, R) if the limit exists
d(R)=<"""° (11.9)
undefined  otherwise

This means that the mass of u, inside a ball centered at R and having a small radius
r, behaves just like the volume of a ball of radius r in a d,(R)-dimensional Euclidian
space.

Now one can consider the sets

K,(h) = {R| du(R) = h} (11.10)

Note that these sets are invariant under the evolution of the smooth dynamical system
because a smooth map preserves the local dimension.

The local dimension spectrum is defined as the Hausdorfl dimension of these
sets. Using standard notation, this is written as

fu(h) = dimy K, (h)

where dimy, stands for Hausdorff dimension.
Recall that the a-Hausdorff measure my(Z, a) of some set Z (subset of a finite metric
space) is defined as _
=1 i i @ 11.11
m(Z,c) =i gt 3 (e C) (11.11)
where C.(Z) is the set of all countable covers G of Z by sets G € G whose diameter
diam G is less than €.
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It can be shown that there is a critical value oy of a such that for o < ag the o-
Hausdorff measure of Z is co, and for o > ap the a-Hausdorff measiire of Z is 0. Then
ayp is called the Hausdorff dimension of the set Z, denoted as dimy, Z.

Note that if Z is non-empty, then every cover of Z must contain at least one set,
and clearly for any o < 0 we must have my(Z, a) = oo, implying that dimy Z > 0.

It would not be too difficult to generalize the above definition of the local dimension
spectrum to the case of a random measure, but it is not the appropriate quantity to use
in that case and we shall give in (11.20) an alternative definition.

Note that in the case when [u] is the attractor measure of a random dynamical
system corresponding to the flow of a time-decorraletad stochastic velocity field, the local
dimension spectrum of almost every realization coincides. This is a simple consequence
of Kolmogorov’s 0-1 law. Indeed, the attractor measure for each realization can be
written

where the product sign actually stands for (time ordered) composition of maps. But the
local dimension spectrum of g, is independent of the first arbitrary number fo terms in
this product, which is exactly the condition under which Kolmogorov’s 0-1 law applies.

11.2.4 Large deviations of m,(r; R)

Both the Hentschel-Procaccia spectrum and the local dimension spectrum of a mesasure
can be related to the asymptotic behaviour of the distribution of log my(r; R) when r
goes to 0.

Let us define S,(r, h) as the disintegration of y with respect to the level sets of
d,(r; R), meaning that for any continuous function g(h)

[ ot RY ulaR) = [ g(ws,tr, by an (11.12)
In particular if we introduce the sets

Ku(rih,dh) = {R | d,(r; R) € [h, h + dh]}

then
(K, (r; h,dR)) = S,(r, k) dh
Now define log 8, (r. h)
_ . log Su(r,
Su(h) = El_l% __logr (11.13)

supposing that the above limit exists. This can be interpreted as a large deviations form
for the distribution of log m(r; R) as log(1/r) — oo.

The Hentschel-Procaccia spectrum may be computed from S,(h) as follows. Using
(11.12) with f(R) = rP* in the definition (11.4) of the Hentschel-Procaccia spectrum, we
get

(log r)fph+ Eg)) )
. e og T
&ulp) = ,1}111 f

—0 logr
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Then as logr goes to —oo the integral above is dominated by the minimum of ph +

%:’—l Using (11.13) we get

£,(p) = min [ph + S,(7)] (1119

meaning that £, is the Legendre transform of S,. Note that we then also have the
inverse Legendre transform relationship

Su(h) = max £.(p) — Pl (11.15)

Also the local dimension spectrum can be deduced from S, (k). For this we give a
very naive estimate of (11.11) where Z = K,(h). We argue that

diam G)* ~ inf
GZEQ( ) GeCe(Ku(g;h,dh)) (;g

(diam G)*

inf
GEC (K, (h))

is a good approximation. PFurthermore we argue that on the right hand side above

we can take a cover G by balls of radius €/2. Now the mass of u inside each such

ball is approximately (¢/2)", and a finite fraction of points inside that ball is also in
K,(g;h,dh). So that the number of balls needed to cover K (&; h,dh) is approximately
S,.(e/2, h)/(e/2), which gives the estimate

Z (diam G)* =~ ”(E;/;,hh) (g/2)*

Now for small € we have S,(¢/2,h) = (¢/2)5". We deduce that the critical value of o
is h — S,(h). That is, we get

gees(xy(e hdh) £

fu(h) = dimy K, (h) = h — S,(h) (11.16)
which can be also written, using (11.15), as

ulh) = h-+ min [ph — &,(p) = min [ph — £,(p — 1)

This is in agreement with the result obtained for some special cases ([46, 21]), saying
that £,(p — 1) and f,(h) are Legendre transforms of each other.

Note also that £,(—1) has a special meaning. Comparing (11.14) and (11.16), we see
that

—£(-1) = mgx fu(h)

11.2.5 Large deviations of m,(r; R)

Let us turn the case of a random measure [u]. We shall denote by €2 the probability
space underlying the random variable [u]. By analogy with the non-random case, we
define Sy, (r,h) as the disintegration of [u], viewed as a measure over M x {2, with
respect to the level sets of dy)(r; R). In particular (11.12) becomes

< fM f(du(T;R))ﬂ(dR)>“= f F(R)Spa(r, k) dh (11.17)
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Sy (k) is defined just as in (11.13)

_ log Sy (r, h)
Spy(h) = }Eﬂe og (11.18)
Just as in the non-random case, we can deduce
€ (p) = min [ph + S (h)] (11.19)

meaning that &, is the Legendre transform of Sj;.
However we have not defined the local dimension spectrum for a random measure.
Instead, we will state as a definition of the stochastic f(a)-spectrum

Jui(h) = b — Sy (k) (11.20)

and try to interpret f,j(h).
From (11.18) and then (11.12) and (11.17) we see that

P o Spa(rih) = (Sulr; R))a

Now if for each realization p we want to cover the set K,,(r; h,dh) by balls of radius
r, we have seen that we need approximately S,(r;h)/r" such balls. Thus the average
number N, (r; h) of balls needed for the covers is just rSuP)—,

If Sju(h) — h > 0, then this average number goes to 0 as r — 0, meaning that for
most realizations the set K,(r;h,dh) is empty. In consequence the sets K,(h) have
to be empty almost surely implying f,(h) = —oo. This however means that almost
surely S,(h) # Spj(h) whenever f,(h) < 0. But then also HP,(q) # HPy,(qg) for the
corresponding g.

On the other hand, if Sj,j(h) —h < 0 then the average number of balls needed for the
covers goes to 00. We also know by Kolmogorov’s 0-1 law that (if it converges, then)
log Ny(r; h)/ log(1/7) has an almost sure limit (i.e. independent of the realization), which
then should be the fractal dimension of K,(h). However we expect that large deviations-
type fluctuations of N,(r;h) when log(1/r) — co cause that

log N,(r; h) as {log Ny (r; b)), < log{N,(r; h)),
log(1/7) log(1/7) log(1/7)

with strict inequality holding even in the limit log(1/r) — oc. In particular sets K, (h)
should be almost surely empty even for some (small) positive values of Jyg(h). More
generally, we expect even for fi,)(k) > 0 to have f,(h) # fi(h), and in consequence also
the corresponding portions of HP,(g) and HP|,(g) should differ. This however still re-
mains only & conjecture and the question needs further investigation, either theoretically
or possibly by numerical simulations.
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Intermittent distribution of tracers advected by a compressible random flow

Jérémic Bec,? Krazysztof Gawedzki,>! and Péter Horvai*!:3
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Multifractal properties of a iracer density passively advected by a compressible random velocity
field are characterized. A relationship is established between the statistical properties of mass on
the dynamical fractal attractor towards which the trajectories converge and large deviations of the
stretching raies of the flow. In the framework of the compressible Kraichnan model, this result is
illustrated by analytical calculations and confirmed by numerical simulations.

We are interested in the passive transport of a scalar
density by smooth-in-space compressible random flows
in a d-dimensional bounded domain A. During trans-
port, the density develops strong inhomogeneities. Our
goal is to describe quantitatively their fine structure aris-
ing at asymptotically large times. Compressible flows are
physically relevant not only at large Mach numbers. For
instance, the dynamics of a suspension of finite-size (iner-
tial) particles in an incompressible flow may be approxi-
mated in the limit of short Stokes times by that of simple
tracers in an effective compressible flow [1, 2]. Another
application is to the advection of particles floating on the
surface of an incompressible fluid [3].

A smooth passive density field p(t, ) evolves in the
velocity field v(¢, &) according to the continuity equation

Bip+V-(pv)=0 M

which preserves the total mass that we shall assume for
convenience normalized to one. If the initial density at
time fg is uniform and if the flow is compressible and
sufficiently mixing, then the solution p(t) of (1) will ap-
proach, when &, tends to —oo, a singular limit p,(t) which
is a measure with support on the dynamical attractor to-
wards which the Lagrangian trajectories converge. For
random velocities, the measure p.(f) and the dynamical
attractor depend on the velocity realization. We shall
congider stationary velocity ensembles where the statis-
tics of p.(t) does not depend on ¢. For convenience, we
shall restrict our study to p. = p.(0). One expects the
messure p, to have roughly a local product structure
with a smooth density along the unstable manifolds of
the flow and a fractal-like structure in the transverse di-
rections (such measures are called SRB [4]).
The Lagrangian average defined by

(F) ELF(miv)p,(ﬂv)dm,

where the overline denotes the expectation with respect
to the velocity engsemble, samples points in A according
to the density p, of the asymptotic tracer distribution on
the random attractor. It determines an invariant mea-
sure i, of the random dynamical system defined on the
product of the physical space A and the space of the ve-
locity realizationa.

We are interested in the small-scale statistics of the
mass distribution associated to the measure p,. Denote
by B.(z) the ball of radius r around the point = and
introduce the guantities

m@= [ p@)dy, hio)=21E,
(@) nr
The local dimension at @, defined if the limit exists as
h(z) = lim,_g h,(x}, characterizes the small-scale dis-
tribution of mass associated to the limiting density p..
A more global assessment is provided by the Hentschel-
Procaccia spectrum for dimensions [5, 6] of p.:

In f, m,(z)""! p{x)dz
* (n-1YInr 2)

HP(n|ps) = 1.1_151]

for real n. In particular, HP(0|p.) is the fractal dimen-
sion of the support of p,, HP(1]p.} is known as the in-
formation (or capacity) dimension and HP(2| p.) as the
correlation dimension. For random flows, one may de-
fine the quenched version of the Hentschel-Procaccia
spectrum HPFP,,(n) = HP(n|p,) and the anneated ver-
gion HPay(n) where the velocity average is taken under
the logarithm in the numerator on the right-hand side
of (2). One has (n — 1)HPg(n) > (n — 1)HP(n)
and HF,,(1) = HP,,{1) (il exists). If the moments of
m-(x|v) with respect to the invariant measure p, ex-
hibit the small r gcaling

{mp) ~ rfe, (3)

then HPan(n + 1) = &n/n. There are various aspects of
behavior (3). First, a non-linear dependence of the scal-
ing exponents £, implies intermittency in the mass dis-
tribution and, in particular, the presence of non-Gaussian
tails in the probabilify density function (PDF) of m,.
Second, this behavior suggests that the PDFs of k., take,
for small radii, the large deviations form e{7) 5 grith
the rate function S{h) and the scaling exponents £, re-
lated by the Legendre transform: S{h) = mex, [£, —nh].
Third, the (annealed) fractal dimensions f(h) of the ran-
dom sets on which the local dimension h(#) is equal to h
(the muiltifractal spectrum), is expected to be equal
to k — S(h).
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The aim of this letter is to relate quantitatively the
dimensional spectrum HPy,(n) to the large deviations of
the stretching rates of the How (sometimes also called
finite-time Lyapunov exponents). We note here that in
[2] a similar relation was discussed for n = 1 and, in a
qualitative way, for large n.

Let X({t, ) denote the Lagrangian trajectory passing
at time zero through point ®. The matrix W{t, z) =
(8;X%(t, z)) describes the flow linearized around the tra-
jectory X. The eigenvalues of the positive matrix WTW
may be written, arranged in non-increasing order, as
e¥m, e with oy = oy(r, 2{v) called the stretch-
ing rates of the flow. The limits

M= t}im oy(t)

exist almost surely with respect to the invariant measure
#» and are constant if the latter is ergodic. They define
the Lyapunov exponents of the flow. This is the content
of the Multiplicative Ergodic Theorem [7]. As argued
in [8}, if the exponents ); are all different then the PDF
of the stretching rates takes the large deviation form

e oL o) 05— g0) . Boact —0a)  (4)

for large £ with convex rate function H attaining its min-
imum, equal to zero, at o; = ;.

If the top Lyapunov exponent A; is negative, then the
attractor measure g, is expected to be atomic with triv-
ial mass statistics. For A; > 0, Ledrappier and Young [9]
showed under rather general assumptions that the lo-
cal dimension b is almost surely equal to the Lyapunov
dimension dy = 7+ § where 0 < § < 1 is such that
A1+ ...+ A+ 8041 = 0. The above statement implies
that

HPgu(1) = HPu(1) = dénfdnlnmo = di,.  (5)

The Lyapunov dimension dy was introduced by Kaplan
and Yorke [10] and may be heuristically interpreted as the
dimension of objects keeping a constant volume during
the time evolution. Tq. (5} gives only partial information
about the mass scaling as compared to the full set of
exponents &,.

To relate the mass distribution in small balls to the
fluctuations of the stretching rates, we focus on the two-
dimensional case. The expected smoothness of p, in the

time 0

FIG. 1: Two-dimensional sketch of the backward-in-time evo-
lution between times ¢ and 0 of & small parallelogram of length
71 in the direction of the unstable manifold and #; in the di-
rection perpendicular to it.

. 2

unstable direction leads us to consider small parallelo-
grams with one side of size r; parallel to the unstable
manifold and with extension rg in the direction perpen-
dicular to it. We expect that the moments of the mass
My, in such parallelograms obey

{(Mf el rge ™ (6)

for small r1,7; a8 long a8 £, — n > 0. When &, < n, we
expect (6) to be replaced for rp > r; by

(s ) ~ 78 18, (M

This may be viewed as analogous to the stretching in one
direction of a fractal set of dimension D, while contract-
ing it in the other one. In the expanding direction, the
set will behave (down to a scale depending on the stretch-
ing) as if projected on a line, so it will have dimension
min(1, ). In the other direction it will have the comple-
mentaty dimension D — min(1, D) = max{D — 1,0).

Let us consider such a parallelogram at ¢ > 0 and let us
look at its pre-imege at time zero. While the direction
parallel to the unstable manifold is exponentially con-
tracted backward-in-time with a rate given by the largest
stretching rate oy, the other direction typically expands
with an exponential rate 3. Hence the time-zero pre-
image of the original parallelogram is {(approximately)
another parallelogram as sketched in Fig. 1. Conserva-
tion of mass and stationarity of the statistics lead to the
relation

{1, e 2 { M emters ,rge—tay )

If there is a sufficiently rapid loss of memory in the La-
grangian dynamics (i.e. if the invariant measure is suf-
felently mixing) then the expectation on the right-hand
side should factorize for large ¢ (such a factorization holds
for all ¢ in the Kraichnan model discussed below). Tn such
situation, using the large deviation form (4) of the PDF
of the stretching rates, we infer that

n n —tH(ey ..., o2
(mn ,rz) ~ (mrj,e""l \rae—teR ) € ( ) doydoy .

o120

Consistency of the above relation with the scaling (6)
requires that

1~ f e_g {noy+{&n—nloa+ Hioy FyL da-ldo'2 .
o120

Since t is assumed large, a saddle-point argument implies
then the following relation between the scaling exponents
£n and the rate function H of the stretching rates:

min [noy + (€ —n)oz + H(or, 02)] =0.  (8)
o120z
Alternative formulations are

€n =n — max ;12- [noy + H{o1, 02)] = lr:;azig {hn + S(h)]

o122
ap<0
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for S(h) = ming»o ¢ H{{(h— 1)o, —c). These formulae
are valid for £, > n. Similarly, from (7) we may get the
formula valid for &, < n

1
- —H } 9
&n Dax {71, 02) )]
10

It is easily checked from (8) that (d&,/dn)|n—0 =1 —
A1/A2 which coincides, in our settings, with formula (5).
Also from (8) one may deduce that

Jim 3 (IROI®) =0,

for R(t) = W(t, ) Rp, meaning that the generalized Lya-
punov exponent of order —£; vanishes. This is a known
result for stochastic flows of diffeomorphisms, see [11].
Relation (8) can be extended to dimensions higher than
two using similar arguments.

To illustrate the small-scale properties of the mass dis-
tribution, we focus in the sequel on transport by a ran-
dom compressible velocity field chosen in the framework
of the Kraichnan model [12]. For the domain A we take a
periodic box. The velocity v is taken centered Gaussian,
with covariance

vi(m+ 4,1 +7)vi (=, 1) = 2(Dp6% — d¥(£)) &(),

where, for small separations £, the function d* satisfies

i (g) = % [(d+1—2p) 8922 + 2(pd — 1) 656 + o(£?)]

assuring local isotropy. The parameter g, called the com-
pressibility degree, is chosen in the interval [0,1]. Tts ex-
treme values correapond, respectively, to incompressible
and to potential velocity fields. For such velocity ensem-
bles, the distribution of the stretching rates is explicitly
known [8, 13]. The corresponding rate function takes the
simple form

1

H= 302 a3 e 20)

i=1 i=

Cy = 4Dy (d+p (d-2)), C2 = (1-pd)/(p (d—1) (d+2)).
The Lyapunov exponents are A; = Dy{d(d — 27+ 1) —
2p(d+-(d—2)4)]. In the two-dimensional case, the largest
Lyapunov exponent is negative when g > 1/2. For p <
1/2, the exponents for the mass distribution obtained
from (8) and (9) read

2ty /(112p)%—Bpn .
6‘“ _ { irzp I if n S Ter (10)
o if nzne

where the critical moment n.; and the saturation expo-
pent &, are given by

1 1
L+

Mer = .
if 0<p<l1/6,
{£m=2ﬂcr_1 /
P =6 =f1= =32 if 1/6<p<}

14+ 2p

3

The two different behaviors are illustrated in Fig. 2. In
both cases, the events contributing to the saturation of
the exponents are those for which a mass of order unity
is concentrated ingide the small ball.

=410

FIG. 2:  (a) Ellipses in the (n, §{») plane corresponding to
the unconstrained minimum in (8). Dotted parts refer to
situations when either the miniroum is reached for oy < o2 or
£ < 7. Two values of p are represented to ilustrate both the
case p < 1/6 and p > 1/6. (b} Location where the minimum
is reached in the {1, o2) plane.

Numerical simulations confirm the values of the scal-
ing exponents obtained explicitly for the compressible
Kraichnan model. To distinguish the two cases, two
different values of the compressibility degree are inves-
tigated {p = 1/10 < 1/6 and p = 3/10 > 1/6). The
velocity field v is generated by the superposition of nine
independent Gaussian modes and the density is approx-
mated by considering a large number of Lagrangian trac-
ers. The exponents obtained numerically after averaging
over 105 turnover times and for N = 10° tracers are
shown in Fig. 3. Although statistical convergence of the
average is quite slow, these expensive simulations are in a
rather good agreement with the theory, in particular with
the saturation of the exponents after the critical order.

(a) p=1/10

(b} p=3/10

FIG. 3: Scaling exponents £, for the mass distribution as-
sociated to the advection of a density field by a Kraichran
velocity field. For two different degrees of compressibility, the
exponents obtained mateh those predicted by theory which
are represented as dashed lines.

The determination of the exponents may be improved
for positive integer orders n by considering only n-1 par-
ticles. This method allows to perform very long time av-
erages (here of the order of 10% turnover times) required
for good convergence of the statistica at small scales. As
shown in Fig. 4, for g = 3/10, the moments clearly scale
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over several decades. For the lower value of compress-
ibility » = 1/10, convergence is slower because of the
smaller probability for the tracked particles to corne close
together.

{a) p=1/10 (&) p=3/10

FIG. 4: For n+ 1 particles (n = 1, 2 and 3} the distribution
of the maximum of the distances of the reference particle to
the other n particles is represented. It can be shown that this
PDF is proportional to d{m!}/dIlnr. The insets show the
difference with small- agymptotes with slopes given by the
thecretical exponents.

Finally, let us mention that, for integer orders, the
exponent £, for the Kraichnan model can be linked to the
homogeneity degree of the stationary single-time density
correlation function

Frt1 = p(0)p(m1) - - p(T) -

The n** order moment of m, may be written as

(m,’.‘) = Fﬂ+1(0,$1,...

B (0)x+-xBn(0)

,&n) dity ... dz,. (11)

In the stationary regime of the Kraichnan model F,; is
a zero mode of the operator

'n+1 Z

0<k.d<n

[(Do8% — d (s — ze)) - |

We need not write these zero modes explicitly. The ho-
mogeneity degree of the isotropic solution of lowest de-

. 4
gree can be found simply by requiring its positivity and
imposing on it certain continuity and integrability con-
ditions. The branch n < ng in (10) is obtained by re-
quiring the solution to be continuous at ®; = ... = &,.
On this subspace, M} +3 18 degenerate, owing to the fact
that collinear points remain collinear when trmlsported
by the (linearized) flow. If in addition we restrict M",I_l,1
to the rotationally invariant sector, it becomes an or-
dinary second-order homogenous differential operator. It
has two scaling solutions. The one with exponent &, —nd
gives, through (11), the non-saturated (n < n.) branch
of (10). Such a solution breaks down when the corre-
sponding zero mode ceases to be integrable at small z;
which may occur if the restriction of the zero mode to the
collinear sector is not integrable near 0, L.e. £,—nd < —1.
This gives ner and £, in the case p < 1/6. Another sce-
nario is if the zero mode has a non-integrable singularity
around the collinear geometry. This gives n.; and £4 in
the case g > 1/6.

Arn important open question not touched upon by this
paper concerns the case of rough-in-space velocity fields
appearing in the limit of very high Reynolds numbers.
That problemn cannot be formulated in terms of stretch-
ing rates but the relationship with density correlations
and zero modes still holds.
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‘When this work was essentially finished, we learned
from A. Fouxon that he has also derived the relationship
{8) between the scaling exponents of mass and the large
deviations of the stretching rates.
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Annexe A

Implémentation en MAPLE des calculs
du Chapitre 8

Dans cette annexe nous présentons, a titre indicatif, une implémentation des algo-
rithmes décrits au Chapitre 8. ['implémentation rend explicite les détails techniques sur
lesquels nous avons pu glisser dans le texte. En outre, il a fallu surmonter des difficultés
importantes concernant le temps de calcul ou la taille des formules, et aussi pour aboutir
3 des formules compréhensibles par des humains. Pour ces raisons, cette implémentation
est un apport important au matériel traité dans le Chapitre 8, et nous le mettons en
annexe ici.
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A.1 Sources MAPLE pour le Chapitre 8
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A.2 Feuille de calcul MAPLE pour la Section 8.3.5

& Basic setup, initialization

[ » restart;

" > nodebug:=true;

L nodebug = true

{ » read "gen-tensor-2t":

" We choose an angular momentum sector (corresponding to a specific type of Young diagramme)
Choices are : G, G_k0, G_kI, H, E and F corresponding respectively to

L yng(k), yng(0), yng(1), yng(k,1), yng(k,2) and yng(k,1,1)

[> B := "H":
Bpbase := '‘.B.‘pbase‘;
B_12 := ‘‘.B.'_12';

Bpbase := Hpbase
L B_12:={[1,2),13,4]]

il Operation of AItM and AIL

i Generic actions of AM and AItL

[ > Mat := simplify(conjp{make matrix new{altM,B))):

Mat_bl := linalgl[submatrix] (Mat,B_12([1],B 12(1]);

linalg{submatrix] (Mat,B_12[1},B_12[21};

linalg{submatrix] (Mat,B_12[2],B_12[1]};

Mat_b2 := linalgl[submatrix] (Mat,B_12[2]1,B 12[2]);
Mat bl =

[Scy+Sc, d&+Sc, Ek+2Sc,d h+Sc, h* —Sc, & —2 Sc, h—Se, d+Sc, i +5c,Eh
+8c,dE+Sc, Eh+Sc,dh—4Sc,d—Sc K —Sc, dk+Sc, -4 Sc, b, ~Sc, dEk

—Sc, Ekh+7Sc,+55c,Ek—Sc, B k+Sc, EK* = Sc, E2 k+2 Sc, d k + Sc, k b + Sc,
~Sc,Ekh—Sc, §+Sc, §h+ Sc,d&+5c, Eh—58c,E -2 Sc,d~Sc, h+Sc; ¥ 8 Sc, k
+8c, &7

[~(§~2)Sc;, -3 Sc; +6 Sc,+ Sc, £+ Sc, d &~ Sc, Ek+2 Sc,d h+ Sc, i — Sc, E—2 8¢, b
+Sc,d+Sc, h*+28c, Eh+25c,dE+2Sc,Eh+Sc,dh—5Sc,§~5 Sc, d — Sc, i
—Se,dk+Sc, & 5 Sc, h+Sc, & +4 Sc, k]

o 4
0 0
[5 3
0 0
[~2Sc,€+4 Sc,+Sc, +Sc, d&+ Sc, Ek+2Sc,d h+ Sc, b — Sc, &~ 2S¢, h—Sc, d
+Sc, B+ Sc Eh+ Scy dE+Sc, E b+ Sc,dh -4 Sc,d—Sc, ¥ —Sc, dk+Sc,d*— 4 Sc, b,

~Sc,d&k—Sc, Ekh—3 Sc,+3 S, Ek—Sc, & k+Sc, &K Sc, € k+2 Sc, d k+ Scy kb

= Sc, &'~ Sc, Ekh+2Sc §k+S5c; E—Sc, & h—Sc,d & —Sc, & h+3 Sc, E+2 Sc, d +5c, h
+Sc, K =2 Sc, k- Sc, €]

Mat_b2 =
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[(&~2)Sc,,—3 Sc, +4 Sc, + 5S¢, & + Sc, d&—Sc, Ek+2Sc,dh+Sc, i =3 8¢, &
~28c, h+Sc,d+Sc, ¥ +2Sc, Eh+2Sc,dE+2Sc, Eh+Sc,dh—5Sc,&—55c,d
=S¢ K5S¢ dk+Scyd —5Sc, h+Sc, B +4 Sc, k]

"> Lapl := conjp{make matrix_new{altL,B));

~(k=-h+1)(k+d+h-1),0,0,0
|2, A-h+k-1)(k+d-3+h).0.0

LaPl=10, 0, (k=h+1) (k+d+h=1), 0
L 0,0,2,(-h+k—-1)(k+d-3+h)
|| Finding the zero mode exponents
[ > axi := {(d+xi}/(1+xi*P}-1;
d+&
axi = -
L 1+EP
[ give the expression of the coeffcients Sc,, Sc, in terms of d, &, a .
[ > Beca :=
convert {subs (P=golve{axi=a,P), [G+xi-1-xi*P, xi* (G*P-1)1},parfrac
sal ;g
-d- di{d+
Sca :=[d+§+ g,—d—§+(—§)}
I+a 1+a

f and finally find the roots of the determinant
[ > det_bl := gimplify(eval (subs(Sc=8ca,linalgldet] (Mat_bl)})}:

L det_b2 := gimplify({eval (subs(Sc=8ca,linalgldet] (Mat_b2}))}:
> zms_bl := simplify([solve(det_bl, h}l);
zms_b2 := simplify([solve{det_b2,h}])};

1
zms_bl :=[——£(—5d-§+3a+3+2d2+d§—da—sqn(—6§+9+4dak2—6af;
+12dE~16da+8ak-18d+9a' - 6dd’+14a—2ad b+a*d+E -24E
1
+8da§—6d2§+2d2a+a‘2§2+4d2ak—-]2akd-4ak2+9d2))/(d—I),-E(—Sd

—E+3a+3+2d +dE—da+sq(-6E+9+d4dak’—6ab+12dE-16da+8ak
—18d+94°-6da*+14a-2adE+d* & +5 ~2dE +8dat -6 E+2d a+dE

1
+4d2ak—12akd—4ak2+9d2))f(d—1),-5(6+2d2+2d§—2§-8d-da+2a-—
sq{d+ddak’-4da+8ak-8d+4a —4dad*+da+d’ F+4dF ak~12akd

1 _
—4ak2+4d2))l(d—1),—"2-(6+2d2+2d§—~2§a—8d—da+2a+sqrt(4+4dakz

~4da+8ak-8d+4a’-4dal+da+d P +4dFak-12akd-dakP+4d))1¢(

d-—l)]

1
zms_b2 :=|:—5(—5d——§+3a+3+2d2+d§—da—sqrt(2§+4dak2—6a§—4d§

~8da+8ak-2d+9d-6da*+6a—2ad b+ P +E-2dE +8dak+24E
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- i
+2d2a+d2§2+4d2ak—12akd—4ak2+d2+1))/(d—1),—"2'(—-5d—§+3a+3

+2d+dE—-da+sq(2E+4dak’-6at-4dE—8da+8ak-2d+9d —6da’
+t6a-2ad b+d’ d+8-2d8 +8dat+ 28 E+2 L a+ PE 4P ak~12akd

2 I 2
—4ak +d2+1))I(d—1),—5(6+2d2+2d§—2¥,—8a’—da+2a—sqn(4+4dak
~4da+Bak-8d+4d’-4dd+4a+dF+4d ak-12akd-4akP+4d°))/(

1
d-—1),—5(6+2d2+2d§—2§—8d—da+2a+Sqrt(4+4dak2-—4da+8ak—8d

+4a2—4da2+4a+a2d2+4d2ak—12akd-—4ak2+4d2))/(d—1)]

[ Finally we calculate the zero modes of the Laplacian
[ > detL_bl :=
linalg[det] (linalg(submatrix] (Lapl,B_12[1]1,B_12(11}):
detl, b2 :=
linalgldet] (linalgisubmatrix] (Lapl,B_12[2],B_12{2]}):
> simplify([solve(detL_bl, h)]};
simplify([solve {detL_b2,h)]);

r

[t+k -k-d+1,k~-1,~k~d+3]
[1+k ~k-d+1,k-1,-k-d+3]
T We now show that for £ = 0 the solutions in 4 of der_b1 (resp. det_b2) are the same as those of

L detL_b1 (resp. detL_b2). This is potentially interesting for perturbative calculations.
[ » simplify(subs (signum=factor@signum,
simplify (subs (a=axi,xi=0, {zms_bl, zms_b2]}),
asgume=real} ),
agsume=RealRange (3, infinity) };

3 [[k=1,~k—-d+1,1+k —k~-d+3L[k-1,~k~d+ 1,14k —-k-d+3]]

ﬁ Verification of human readable form for zero modes of AitM in the H sector i.e.

Young(k,1)

[ We introduce the expressions of what should be the human readable forms of the above found
L solutions, when calculations were done for the H (i.e. Young(k,1) represenation
[ > 8gc := 4*axk* (k+d-2)/(d~1);

ak{k+d-2)
sgci=4 —————
L d-1
[ > 8ql := sgc + ({@-2}/{d-1)*a+2)"2 - 4*a;
ak{k+d-2 d—-2a
sql =4 ( )+( ) +2}|-4a
L d—-1 d-1
[ > 892 := gge + {xi-3 - (d-3)/{d-1)*a)"2 - 4*a;
ak{k+d-2 d-3)a
sq2img LD f, o (d-DaF
L d-1 d-1
[ > 8@3 := sgc + (xi-1 - (d-3)/(d-1)*a}*2 + d*xi;

d-1

d-2 3
sq3:=4——'ak(k+ )+(E_,~1—(d )aT 4&
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> ptl := (4-2)/{d-1}*a - 2*{(d-3+x1i};
128022 62k
t] === 2 d+6—
i é d-1
[> pt2 ;= (d-3)/(d-1)*a - (2*d-3+xi};
(d-3)a
w2=—z-—w2d+3—§
> 81 := {ptl+sgrt (sql))/2;
1(d-2 ak k+d-2 d-2)a
Y Gk LI E+= ( L R L3S S
] 2 d-1 d-1
"> 82 := (ptl- sqrt(sql))f2,
1(d-2 ak k+d-2 d-2)a
Rl L & ( B LA LIPS B
2 d-1 d—1
> 53 := (pt2+sqgrtisqg2})/2;
1{(d-3)a 31 1 ak{k+d-2 d-3)a
33:—£——l—- +--=—E+- 4——L————l+ g—s-i———— —4a
| 2 d-1 2 2° 2 d-1 \ d-1
> 84 := (pt2- sqrt{sqz )/2
1d-Na akk+d2 ( d-3)a
54 = @d-3)a § ( )+ §—3~( ) —4a
i 2 d-1 L d-1
> 85 := (pt2+sqrt(sq3) /2,
1(d-3)a 31 1 ack{k+d-2) (d-3)a
Sm—————dt-——Et-p 4 |~ 1~ +4
YT 4 272° 2’\/ d-1 & d-1 s
[ » 86 := (pt2-sgrtisqg3))/2;
1(d-3)a 1.1 ak(k+d-2) | d-3)a
Rt LA ——f = PRLICR L t:,—l—( ) +4E
2 d-1 2° 2 d-1 L d-1
> test_root := (poly,root,indet) -»

H Plot of results

'h'};
'*h'};
‘h');
r‘h’}i

Shty

simplify {subs (indet=root,poly}};

test_root = (poly, root, indet) — simplify( subs{inder = root, poly))
test _root{det_bl,sl,'h'};
test root{det bl,s2,
test_root{det_bl,s3,
tegt_root{det_bl,s4,
test root{det_b2,s8l
test root{det_b2,s82,'h');
test_root{det_b2,s5
test_root{det_b2,s86,'h');

[==T = T -~ T - T - R e Y s [ e
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[ > Digits := 50;

L Digits :== 50
" > plot (subs{a=axi, P=0,d=3,k=2, zms_bl),xi=0..2);

(e — __Xi

[ > plot (subs(a=axi,P=0,d=3,k=2, zms_b2),xi=0.,2);

i
02 04 06 08 1 12 14 18 18 2

_[->#END
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Basic setup, initialization

[ » restart;

[ > nodebug:=tzrue;

L nodebug = true

[ » read "gen-tensor-2t":

[ We choose an angular momentum sector (corresponding to a specific type of Young diagramme)
Choices are : G, G_k0, G_klI, H, E and F corresponding respectively to

L yng(k), yng(0), yng(1}, yng(k,1), yng(k,2) and yng(k,1,1)
"> B 1= "GV

Bpbase := '‘'.B.‘pbase‘;

Bpbase = Gpbase

Bl Calculation of divergence free space

We calculate the Div_L and Div_R operators, as well as Div_LR, the combination
of them

[ > Div_L := conjp{make matrix new(altD_L,B});
[-1+h+d -k(~h+k) 0 h—k  k(=h+k) |
1 1 1 1 1 1
0 ~h+=-d ——(k-1)(k-2-h) - —l+-h+-d
2 2 2 2 2 2
Div_L = 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 1 i 1 1 1
i i 0 5h+5d —E(k—l)(k-Z-—h) '2‘ ——1+5h+5d_
[ > Div_R := conjp{make_matrix new{(altD R,B});
[—1+h+d —k(-h+k) 0 Bk —k(~h+k) ]
1,1, 1o 1l
0 2h+2d —z(k—l)(k—z—h) 5 l—zk—zd
Div_R := 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 i 1 -1 1 i
0 —=h—=d —(k-1){k-2-h) — =1+=-h+=d
] | 2 2 2 2 2 2]
{ The kernel of Div_LR will be the intersection of the kernels of Div_L and Div_R.
" > Div_LR := linalg{stackmatrix] (Div_L,Div_R}:
linalg{rank] (Div_LR};
3

ﬁ We look for possible degenerescence : kernel of bigger dimension than in generic
case

[ > with{Groebner) :
[ > PL := minor dets(Div_LR);

PL={k(~h+k) (-1 +h+d), —k (=R +k) (-1 +h+d), k (~h+ k) (d+ k) (=1 + h+d),

1 1
S (2+htd) k(-h+k) (k=1) (k=2~h), == (-2 +h+d) (<h+k) (k=1) (k=2 - h),
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1 X
-5(—2+h+a')(~h+Ic)(—k+h+d),—k(—h+k)2(—k+h+d},

1 1 .
E(—2+h+d)(—h+k)(—k+h+a‘),5(—2+h+d)(-1+h+d)(k—1)(k—2—h'),
—k(~h+k)(d+h)(-1 +h+d),k(—h+k)2(—k+h+d),—k2(—h+k)2(k- (k-2-h),

1 i
—5(—2+h+d)k(—h+k)(k— I)(k—2—h),g(—2+h+d)(—h+k)(k—1)(k—2—h),

-%(d+h)(—1 +h+d)(-2+h+d),——%(—2+h+d)(—1+h+a‘) (k—1) (k-2 -h),

—k (—h+kY (k=1) (k=2-h), k(~h+ k) (k—1) (k=2 h),
-"12-(—2+h+d)(—1+h+d),-;—(—2+h+d)(—1 +htd), ¥ (~h+kY (k—1) (k-2-h),0,
k(R + ) (T +h+d) (k- 1) (k=2=h), k(-h+ k) (~l +h+d) (k—1) (k=2 ~h),

1
5(d+h)(—1+h+d)(—2+h+d)}

[ > rgb := factor{torder gbasis (convert(PL,1list),
lexdeg(I’'h’], convert {indets {PL)
minus {'h’'},list)} });

rgbi=k(k—1)(d+k~1)(d+k~2),~h+hd+kd-2k+2-3d+d + 12
d (k=1 (h+ kB ~h=-d=2kd-2+3d+4k-2]
f > solve(convert (PL,set)};
{d=—h+2,k=0,h=h}, {d=-h+2,h=hk=h)}, {h=h,d=-h+1,k=h),
| {h=1-d,k=1,d=d}
[ We see that degenerescence can occur in four cases: k = 0, k= lL,k=1-d and k=2-4.

L However we are considering only the case 2 < & so all these cases are irrelevant.

ﬁ We find a basis for the divergence free space

[ » nodiv_LR := map (collect, map (expand, kspace (Div_LR) ), d, factor) ;
nodiv_LR =
(h=k)yd+(-h+k) (-h+k)(k=1)(k-2-h)
~-1+h+d 0
0 ~t+h+d
—d2+(1—2h)d—h(h—1) k=1)(k=-2-Md+(h-1){(k-1)}{k-2-h)
0 0

| We calculate a better basis for the divergence free space, in which we expect altM to act as a
matrix whose coefficients are polynomials in / as opposed to just rational functions as one would

L expect.
[ > nodiv_LR base := restriction basis{nodiv LR,'h’);
0 ~~h+E)(d-2)
~k-1Y(k-2-h) d-3+k
nodiv_LR_base := —d+k-h -1
k(k=1)(k=-2~h)y ~F+3d-kd-hd-I+3k-2+42h
0 0

f > map (degree,nodiv_LR base,'h'};
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el
e = I = N

—oe

[ We need to check if the basis found is not degenerate for specific values of the parameters
[ > minor_dets{nodiv_LR_base};
solve (%) ;

{-1+h+d)(d~-2),0,~(-h+E)(d—-2)(k-1}(k—-2-h),
(k—1)(k=-2-RY(d—-2) (-1 +h+d), (-h+k)(d-2Yk{k-1)(k-2-h),
—~h+kY(d-2)(—k+h+d), (d-2){d+h)(-1+h+d)}

L {k=k.h=k,d=—k+1},{h=hk=1,d=-h+1}, {h=hk=k d=2}

| We have degenerescence in three cases: k=1,k=1—-dand d=2. Since we are concerned only

with the case 2 < & the first two are irrelevant. Since we deal only whith the case 3 < d the third
L | L is also irrelevant.

| Operation of AltM and AltL generally, and reduction to
divergence free spaces

n Generic actions
[ > Mat := simplify(conip{make matrix _new{altM,B}));
Mat =

[28c,dh—Sc, kK +Sc, i+ Sc; d E+Scy d* + Sc, B +Sc, d h~3 Sc,d -2 Sc, h =2 S, k
—25c,d+25c,E—Sc,dk—Sc, & ~3Sc, h+2Sc, +25¢, kE,
~2k(Sc, & +5c,Eh—Sc, k-2 Sc,d+Sc,dE+Sc, Eh—2 S, E~Sc, h—Sc, kE),
k(E—4)(E-2)(k=1)Sc,,—4 Sc,+4 Sc, E—Sc, ' —25c,Eh+28c, h+2 Sc, k
~Sc,d&+25c,d+45c,&E— 2S¢, Eh+2Sc kE—-25¢c, &, 0]
[«E—2)5c,,8c,dE+Sc, Eh+5c, Eh+Sc, i —4 Sc,d—2 Sc, h+2 Se, k—25¢, &
—Sc, K+ 8c, i +Sc,d* —4 Sc,h+2Sc,dh+Sc, d&+Sc,dh—Sc,dk,~(k—1)(=Sc, k
—Sc, k&—Sc, h+85c,—55c,E+5c, d&+ 8¢, &' +Sc, &+ Sc, Eh+5c, Eh—25c,d),
—Sc, & - Sc, , 01
[0,~2(E~2)8e,,~S¢, K’ +6 Sc, k—Sc, dk—-25c, kE+68c,+2 Sc,d—5Sc, & -8 Sc,
+28c,dh+28c, Eh+28c,dE+28c, Eh+Sc, B +Sc,d +Sc, dE+Sc,dh—5Sc, h
~58c,d—2Sc, h+5c, i +5¢,8 +5¢, 8 ,0,0]
[(E—1)(E-2)Sc,,2Ek(E~2)Sc,, Ek(E~2) (k—1)Sc,,6Sc, +28c, Eh+Sc,dh
+28c,dE—Sc,dk+28c,Eh+2Sc,dh+2Sc,dE—28c, h+2Sc, k—5Sc, h+Sc, &
—Sc, K+ Sc, & + Sc, bt —5 Scyd — 5 Scy E+2 Sc, B — 6 Sc, &+ Sc, #2, 01
{0,0,0,0,-28c,E+5Sc,dE+Sc,Eh+8c,Eh+Sc, i’ —4Sc,d—2Sc, h+25c, k
~28¢ &S, K +Sc, i +Sc,d =4 5c, h+2Sc,d h+Sc,dE+Sc,d h—Sc, d k+4 Sc,]
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[ > Lapl := conjp(make matrix_new(altL,B});
—(-h+k+2)Y(k+d+h),0,0,0,0
2, (-h+k)(k-2+h+d), 0,0, 0

Lapl:=(0,4,~(k-2-h)(k~4+d+hk),0,0
2,0,0, (-h+R)(k-2+h+d), 0

L 0,0,0,0, (-h+ky(k-2+h+d)

H Reduction to divergence free subspaces

[ > ndm :=

map (factoresimplify,act_on_space (Mat,nodiv_LR_base,h=h+xi-2));
ndm =
[Scyd®+2Sc,dh+Sc,d &+2 Sc,d+Sc;d&~Sc, K~ 3 Sc,d — Sc, d k+2 Scy k—4 Sc,
+8c,dh+Sc) K —35c, h+Sc, Eh+Sc, B +4Sc k+Sc, Eh~Sc kE—Sc, Ek,
(E-2)(Sc; +S¢,)]
{—Sczk(§-2)(k—1),Scldz—Scldk+2Sc‘2dh—3Sc2d+2ScldE_,+Sc,a’k+Sc2d§
—Sc; K2+ Scy K4 Sc, E h+ 8¢, k &+ Scy i —2 Scy k+2 Sc, + Se, & k+ S, Eh—3 Sc, h

~S8e, £—28c, E]
[ 2]
L 0 2
[ We now verify that each element of ndm is a polynomial in s and compute their degrees. This

means that expressed in the basis of functions corresponding to nodiv_LR_base the operator altM

L (and thus M) acts as a second order differentiai operator with matrix coefficients,
[ > map (type,ndm, polynom (anything,h) ) ;

map (degree,ndm, h) ;
[true tme]
true  irue

| o 2]

[ Here we introduce the parameter g, which is better suited for expressing formulas then the

| compressibility degree P .
( > axi = (d+xi)/(1+xi*P)-1;
. _d+t
axi = -1
| 1+EP
[ give the expression of the coeffcients Scy, Sc,in terms of d, &, a .
[ > Sca :=
convert (subs (P=solve (axi=a,P), [d+xi-1-x1*P,xi*{d*P-1}]),parfrac
L3);
o d(d+
Sca:=[d+§+ F’,~d—§+(—§~)-]
1+a l+a

IE and finally find the roots of the determinant
[ > zmg :=
simplify ([sclve(eval {subs{Sc=8ca,linalgdet] (ndm}3),h}1);
1
zms:=[—5(3+3a+2d2—5d—§+d§—da—sqrt(—8a§—4ak2+5d2—10d+8ak

+dakd +9a+2dsq((E-2Y (dal+dF P +4dakP-2a+1+d +4da+d
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~-12dak-2dd*-2da+dakd +8ak-2d)+5+6a+d4dak’~12dak-2sqri(
(E-2(Adall+dd+4dal’-2a+1+F +4da+a’-12dak-2dd*-2da
+dakd +8ak-2d))+8dE+E —-8da-4dak-4dE-2dE +2F a+d

1
+42§2+1zda§-6da2-4§))/(d-1),~5(3+3a+2d2_5d-§+d§~da+sqrt(

Bat-4ak+54-10d+8ak+4akd +9a +2dsq((E-2Y (4 ek +d &
+td4dak’*-2a+1+d*+4da+a*-12dak-2da* -2 L a+4akd +8ak-2d)+5
+6a+ddal’-12dak-2sq((E -2V (dakP+dF P +4dak’-2a+1+d +4da
+a-12dak-2dd~-2da+dakd+8ak—2d)+8dE+E ~8da—4d ak

1
—4a‘2§—2d§2+2d2a+d2a2+d2§2+12da§—6da2—4§))l(d—1),—5(3+3a

+2d—5d-E+dE-da-sqi(—8a&—4ak*+548 - 10d+8ak+dakd +94*-2d
sqri( (£ - 2)* (4 alP+d d*+4dak-2a+1+d +4da+d - 12dak-2dd’-2da
+dakd+8ak-2d)+5+6a+ddak’-12dak+2sq{((E-2F (dak*+d o’
+4dak’-2a+1+d+4da+a’-12dak-2dd -2d a+4akd +8ak-24d))
+8dE+E -8da-4d ak-4FE-2dE 428 a+d P+ P E +12dak-6dd’

) _
w4§))/(d~—1),—5(3+3a+2d2-5a’-E_,+a’E_,--da+sqrt(-8a§-4ak2+5d2-10d

+8ak+dakd +9a -2dsq((E-2) ' (Hak+d d*+4dak-2a+1+d +4da
+a’—1dak-2dd-2da+4akd +8ak-2d))+5+6a+4dakl—12dak+2
sqrt((E~2Y (4alP+F d+adak’~2a+1+d +4da+d*-12dak-2da’-2da
+dakd+8ak-2d)+8dE+E —8da-adat -4l E-2d8 2L a+d

+d2<";2+12da§—6da2—4§))/(d——1)]

IE Finally we calculate the zero modes of the Laplacian
[ > ndl :=
map (factor, simplify(act_on space (Lapl,nodiv_LR_base,h=h-2))};
map (degree, ¥, h);
ndl___[—(k—z——h)(k—2+h+d) 2 ]
- 0 —(-h+k)(k+d+h)

| % 3

> simplify(isolve{linalgldet]} (ndl) h}});
| fk-2,d—-k+2,k —k—d}
[ We now show that the solutions in 4 of ndm for £ = 0 are the same as those of ndl . This is
_ potentially interesting for perturbative calculations.
[ » simplifv(subs(signum=factor@signum,
simplify(subs{a=axi,xi=0, zms},
agsume=real)),
agsume=RealRange (2, infinity));

{k,=k—d k-2, -d-k+2]
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[ > # END

m Verification of human readable form for G in the nodiv_LR sector

[ We introduce the expression of what should be the hurnan readable form of the above found
solution, when calculations were done for the nodiv_LR sector of the G representation
(> 81 := ~1/2*(-{d-3)/{d-1) *a+2*d+xi-3 -
sgrt {(~d*a* (a+ (-1 * (xi-1))*{d-2)/(d-1}"2 +
{2-xi + sqgrt(k*{(k+d-2)*4*a/(d-1)+(1-a)™2))"2));
s :=1£_‘.‘f_3).£_d_3§+§
2 d-1 2° 2
L[ elre-nE-1)d 2)+{2_¢+W/4k(d+k 2)a
I 2 (d-1) d-1
[ » simplify(subs{h=8l, subs(Sc=5ca,linalgldet] {ndm})));
0

+(1~a)

—

21 Plot of results

[ > Digits := 50;
i Digits := 50
[ > plot (subs{a=axi,P=0,d=3,k=2,2ms[3]),xi=0..2);

0.357 //

e

0.257 //
01 /
0.067 /

NUMSERE BAAE T T T RS LA EASE
02 04 08 08 1 12 14 16 18 2
xi
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Résumé de la thése:

L’objet principal de cette thése est d’étudier divers aspects de I’évolution
d’un champ scalaire ou vectoriel, transporté par un champ de vitesse dont
la statistique est donnée indépendamment du champ advecté. Ce faisant, on
est amené également & étudier les courbes intégrales du champ de vitesse,
appelées trajectoires Lagrangiennes.

Aprés une introduction synthétique, plusieurs modéles et problémes sont
abordés. Notre modéle principal — baptisé aprés R. H. Kraichnan — suppose
des champs de vitesse gaussiens delta-corrélés en temps. Sont étudiés les
cas ol la structure spatiale du champ de vitesse est soit lisse soit brownien
fractionnaire (multidimensionnel). Un modéle o le champ de vitesse est
corrélé en temps est également abordé. Parmi les problémes étudiés sont les
secteurs anisotropes de la quantité advectée, Papparition d’intermittence
spatiale, ou encore différents passages 4 la limite dans la statistique du
champ de vitesse.

Thesis abstract:

The principal aim of this thesis is to study various aspects of the evo-
lution of some scalar or vector field, advected by a velocity field whose
statistics is given independently of the advected field. As a byproduct, we
also come to study integral curves of the velocity field, known as Lagrangian
trajectories.

After a comprehensive introduction, several models and problems are
approached. Our main model — named after R. H. Kraichnan — uses ve-
locity fields that are Gaussian delta-correlated in time. The cases, where
the spatial structure of the velocity field is either smooth or is a {multidi-
mensional) fractional Brownian motion, are studied. A model of correlated
in time velocity fields is also considered. Among problems studied, one
finds the anisotropic sector of the advected quantity, emergence of spatial
intermittency, and taking different limits of the velocity field statistics.






