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Introduction

Dans un systeme de communication numérique, les canaux de transmission utilisés par un
émetteur pour transmettre un message a un récepteur introduisent souvent des distorsions qui
peuvent provoquer des erreurs de transmission.

L’ objectif de cette these est de contribuer au développement de récepteurs plus robustes a ces
distorsions en proposant de nouveaux algorithmes d’estimation du message transmis qui soient
capables d’exploiter aussi efficacement que possible 1’ensemble de 1’information a priori dont
dispose le récepteur : code de canal, entrelacement, modulation, type de distorsions introduites
par le canal et présence de séquences de référence dans le message émis.

Etat de I’art

Afin de comprendre I’originalité de 1’approche que nous avons suivie, nous allons tout
d’abord examiner brievement la fagcon dont ces différentes informations sont traditionnellement
prises en compte dans la conception des récepteurs actuels.

Jusqu’a la fin des années 1980, la plupart des récepteurs prenaient en compte ces différentes
informations a 1’aide de plusieurs étapes successives [BDI86]. Les distorsions du canal étaient
d’abord corrigées par un égaliseur (le plus souvent linéaire) dont on adaptait les caractéristiques
au canal a I’aide des séquences de référence. Ensuite, des décisions (éventuellement pondérées)
étaient prises a partir du signal égalisé. Enfin, apres désentrelacement, ces décisions étaient
transmises a un décodeur qui reconstituait le message transmis. Aucune information n’était
transmise par le décodeur a I’égaliseur dans cette approche — qui est d’ailleurs toujours utilisée
aujourd’hui dans certains récepteurs fabriqués par Thales Communications.

A la fin des années 1980, Eyuboglu [Eyu88] a proposé d’améliorer 1’égalisation a I’aide des
décisions prises par le décodeur et Zhou et al. [ZPL90] ont proposé d’effectuer 1’égalisation et
le décodage a I’aide de plusieurs itérations. Cependant, les performances des récepteurs obtenus
restaient tres sous-optimales.

En 1993, Berrou et al. [BGT93] ont proposé un nouveau type de code particulicrement
performant appelé turbo-code, et dont la regle de décodage itérative, appelée turbo-décodage,
a été reprise en 1995 par Douillard et al. [DIBT95] pour effectuer conjointement 1’égalisation
et le décodage a I’aide d’un processus itératif appelé turbo-égalisation. Depuis 1995, plusieurs
variantes du récepteur présenté dans [DJBT95] ont été publiées. Ces variantes different entre
elles essentiellement par le type d’égaliseur ou de décodeur utilisé, le but étant d’appliquer le
principe de la turbo-égalisation a des canaux ou des codes différents de ceux initialement étudiés
dans [DJB"95], ou d’obtenir un compromis différent entre la complexité et la performance du
récepteur. Une comparaison plus détaillée de ces différentes variantes se trouve dans [ TKS02].
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Orientation et contenu de la these

Apres la publication de [BGT93] en 1993, de nombreux travaux ont été réalisés pour analy-
ser I’algorithme de turbo-décodage. Ainsi, en 1995, Wiberg et al. [WLK95, Wib96] ont montré
que I’algorithme de turbo-décodage peut étre considéré comme une application particuliere
d’un algorithme plus général, qui opere sur des graphes de Tanner [Tan81], et que Wiberg et
al. ont appelé algorithme somme-produit. En 1998, McELiece et al. [MMC98], ainsi que Frey
et al. [FM98], ont montré que 1’algorithme de turbo-décodage peut également €tre considéré
comme une application particuliere de I’algorithme de propagation de croyance, qui a été in-
venté par Pearl [Pea82, Pea86, Pea88] dans le domaine de I’intelligence artificielle, et qui opere
en propageant des messages entre les sommets d’un réseau bayésien. Kschischang et al. [ KF98]
ont alors introduit les graphes factoriels, qui sont une généralisation des graphes de Tanner, et
ont montré que 1’algorithme de propagation de croyance de Pearl est équivalent a 1’algorithme
somme-produit appliqué au graphe factoriel correspondant a un réseau bayésien donné.

L’approche que nous avons suivie découle directement de ces différents travaux. Nous avons
utilisé les réseaux bayésiens' pour représenter I’ensemble de I’information a priori dont dispose
le récepteur et nous avons appliqué 1’algorithme de propagation de croyance au réseau bayé-
sien obtenu pour estimer les bits de données transmis. En outre, pour réduire la complexité de
I’algorithme obtenu, nous avons utilisé un filtre particulaire pour calculer de fagon approchée
certains des messages de I’algorithme de propagation de croyance.

Comparée a I’approche traditionnelle qui est fondée sur 1’algorithme de turbo-décodage,
notre approche représente un changement radical de paradigme. Plutot que de considérer que
I’on a une succession de traitements distincts (I’estimation du canal, I’égalisation, le désentre-
lacement et le décodage) que I’on essaie de combiner avec plus ou moins de succes, on part
d’un seul et unique probleme (I’estimation des bits de données transmis) que 1’on résout en
appliquant I’algorithme de propagation de croyance, éventuellement a 1’aide d’approximations
maitrisées, a un réseau bayésien qui représente 1’intégralité de 1’information a priori dont dis-
pose le récepteur.

Les avantages de cette approche unifiée sont multiples. Tout d’abord, cette approche est
systématique : tous les calculs effectués correspondent a 1’application de 1’algorithme de pro-
pagation de croyance ; aucune justification subtile n’est nécessaire pour prouver leur validité.
Ensuite, cette approche permet d’effectuer de facon méthodique les compromis entre perfor-
mance et complexité : on part d’un algorithme optimal (ou quasiment optimal) et on en réduit
progressivement la complexité en remplagant certains calculs par des calcul approchés. Enfin,
a long terme, cette approche nous permettra de bénéficier directement des travaux réalisés afin
d’analyser 1’algorithme de propagation de croyance et de I’améliorer [YFWO1, YFW].

Plan de la these

Le premier chapitre est consacré a la notion d’indépendance conditionnelle. Cette notion
est ’'une des notions centrales sur laquelle repose cette these : les relations d’indépendance

'Nous avons préféré utiliser les réseaux bayésiens plutdt que les graphes factoriels car les réseaux baysiens
sont plus compacts que les graphes factoriels et sont tres faciles & comprendre intuitivement. Cependant, les deux
formalismes sont équivalents et nous aurions obtenu les mémes résultats avec des graphes factoriels.



Plan de la theése 11

conditionnelles permettent de simplifier le calcul de certaines lois conditionnelles et les diffé-
rents réseaux bayésiens que nous serons amenés a construire auront pour fonction premiere de
représenter les relations d’indépendance conditionnelle existant dans le systeme considéré. La
définition utilisée par [Pea88] n’étant valable que lorsque certaines hypotheses sont vérifiées,
nous sommes partis de la définition de I’indépendance conditionnelle entre sous-tribus [Nev70]
et nous en étudions les propriétés dans un cadre tres général.

Le deuxieme chapitre est consacré a la définition et a la construction des réseaux bayésiens.
Nous rappelons la définition de la d-séparation entre sommets donnée par [Pea88] et nous mon-
trons qu’il est possible de représenter les relations d’indépendance conditionnelle telle que nous
I’avons définie au premier chapitre a 1’aide des relations de d-séparation. Nous sommes ainsi
en mesure de généraliser a des élements aléatoires quelconques la notion de réseau bayésien
introduite par [Pea88].

Le troisieme chapitre décrit I’algorithme de propagation de croyance. Nous définissons le
concept de message envoyé par un sommet a un autre en utilisant la notion de transition entre
espaces mesurables et nous donnons les équations de propagation de croyance en utilisant le
théoreme de Bayes généralisé (cf § C.1).

Le quatrieme chapitre montre I’application des réseaux bayésiens au probleme de 1’égalisa-
tion. Nous nous intéressons aux trois situations suivantes : égalisation d’un canal sélectif en fré-
quence de réponse impulsionnelle connue, égalisation adaptative d’un canal évanescent sélectif
en fréquence et égalisation adaptative d’un canal évanescent non-sélectif en fréquence. Nous
construisons le réseau bayésien correspondant a chacune des ces situations et nous appliquons
I’algorithme de propagation de croyance au réseau bayésien obtenu. Dans le cas de 1’égalisa-
tion d’un canal sélectif en fréquence de réponse impulsionnelle connue, nous retrouvons 1’al-
gorithme BCJR [BCJR74], dont la complexité est exponentielle par rapport a la longueur de la
réponse impulsionnelle du canal. Dans les deux autres cas, nous obtenons un algorithme dont
la complexité est exponentielle par rapport au temps.

Le cinquieme chapitre présente 1’algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage glo-
bal. Ce nouvel algorithme permet de calculer de facon approchée une suite de mesures de pro-
babilité définies sur une suite d’espaces mesurables discrets dont la taille croit de facon expo-
nentielle. Nous démontrons que 1’erreur quadratique moyenne de 1’algorithme converge vers 0
lorsque le nombre de particules tend vers 1’infini. Nous présentons ensuite brievement les diffé-
rentes variantes possibles de 1’algorithme en fonction de la stratégie d’échantillonnage utilisée.

Le sixieme chapitre montre 1’application de 1’algorithme de filtrage particulaire a échan-
tillonnage global aux modeles dynamiques a processus indicateur latent. Nous définissons les
notions d’opérateurs de prédiction de I’état, de prédiction de 1’observation et de correction de
I’état du modele. Selon la loi a posteriori que 1’on souhaite approcher, 1’application de 1’al-
gorithme de filtrage particulaire a échantillonnage global a un modele dynamique a processus
indicateur latent permet d’obtenir deux algorithmes d’estimation : I’algorithme de filtrage parti-
culaire a échantillonnage global immédiat et 1’algorithme de filtrage particulaire a échantillon-
nage global différé. Nous décrivons en détail ces deux algorithmes a 1’aide des opérateurs de
prédiction et de correction définis précédemment.

Le septieme chapitre montre I’application de 1’algorithme de filtrage particulaire a échan-
tillonnage global au probleme de 1’égalisation. Comme précédemment, nous nous intéressons a
nouveau aux trois situations suivantes : égalisation d’un canal sélectif en fréquence de réponse
impulsionnelle connue, égalisation adaptative d’un canal évanescent sélectif en fréquence et
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égalisation adaptative d’un canal évanescent non-sélectif en fréquence. Nous constatons alors
que le réseau bayésien correspondant a chacune des ces situations possede une structure de
modele dynamique a processus indicateur latent. Nous calculons ensuite explicitement les opé-
rateurs de prédiction et de correction correspondant a chacun de ces modeles dynamiques a pro-
cessus indicateur latent. Nous pouvons alors déterminer la complexité des algorithmes d’éga-
lisation que 1’on obtient en appliquant les algorithmes de filtrage particulaire a chacune de ces
situations. Dans le cas de 1’égalisation d’un canal sélectif en fréquence de réponse impulsion-
nelle connue, les algorithmes obtenus ont une complexité linéaire par rapport a la longueur de
la réponse impulsionnelle du canal. Dans tous les cas, les algorithmes obtenus ont une com-
plexité linéaire par rapport au temps. Enfin, nous étudions numériquement les performances de
I’algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage global appliqué a I’égalisation adaptative
d’un canal évanescent non-sélectif en fréquence. Pour la situation considérée et en fonction
du nombre de particules utilisées, nous constatons que les performances de 1’algorithme pro-
posé sont supérieures ou égales a celles de I’algorithme décrit dans [CWLO00] avec les réglages
préconisés dans cet article.

Le huitieme chapitre montre I’application de I’ensemble des techniques étudiées précédem-
ment au probleme de 1’égalisation adaptative et du décodage conjoints. A titre d’exemple, nous
considérons dans cette partie de la these le cas d’un canal évanescent non-sélectif en fréquence.
Il va sans dire que 1’algorithme présenté dans ce chapitre est aussi applicable aux autres canaux
étudiés précédemment. Nous commencons par construire le réseau bayésien correspondant a
ce probleme et nous appliquons I’algorithme de propagation de croyance a ce réseau. En uti-
lisant les résultats du chapitre 4, il apparait immédiatement que le calcul de certains messages
exigerait un nombre d’opérations augmentant exponentiellement avec le temps. Nous rempla-
cons donc le calcul exact de ces messages par un calcul approché qui est effectué en appliquant
I’algorithme de filtrage particulaire étudié précédemment a un réseau bayésien virtuel possé-
dant une structure de modele dynamique a processus indicateur latent. Nous obtenons ainsi un
algorithme itératif, combinant filtrage particulaire et propagation de croyance, que nous avons
appelé algorithme de turbo-filtrage particulaire.
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Nous avons représenté les relations d’interdépendance entre les principaux domaines abor-
dés au cours de cette these a 1’aide du diagramme de la figure 1.

Théorie de la mesure et

Théorie des graphes des probabilités
Sommets, arcs, circuits, Indépendance conditionnelle
cycles, graphes partiels, entre sous-tribets,/ thé.or/éme
graphes induits. . . de ques généralisé, \
transition entre espaces
mesurables. . .
Réseaux bayésiens Filtrage particulaire
d-séparation, messages, Trajectoires, échantillonnage
propagation de croyance. . . multinomial, résiduel. ..

Communications /
numériques
Egalisation adaptative,
décodage. . .

FIG. 1 — Interdépendance des domaines abordés dans ce document.

Ce diagramme montre que pour construire et utiliser les réseaux bayésiens, nous avons dii
faire appel a des concepts issus a la fois de la théorie des graphes et de la théorie de la mesure.
D’autre part, nous avons défini puis étudié I’algorithme de filtrage particulaire a échantillon-
nage global en utilisant des concepts et des résultats issus de la théorie de la mesure et des
probabilités. Nous avons également utilisé les réseaux bayésiens pour formuler plus facilement
I’algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage global (cf la figure 5.2) et pour mettre en
évidence les relations d’indépendance conditionnelles utilisées lors des calculs effectués pen-
dant la mise en ceuvre de cet algorithme (cf les §§ 6.3.2 et 6.4.2). Réciproquement, le filtrage
particulaire nous a permis de calculer de facon approximative certains messages dont le calcul
exact aurait exigé un nombre d’opérations trop élevé. Enfin, nous avons appliqué ces différentes
techniques pour résoudre le probleme de 1’égalisation adaptative et du décodage conjoints.






Chapitre 1

L’indépendance conditionnelle

1.1 Introduction

La notion d’indépendance conditionnelle est I’une des notions centrales sur laquelle re-
pose cette these. En effet, les relations d’indépendance conditionnelles permettent de simplifier
le calcul de certaines lois conditionnelles et les différents réseaux bayésiens que nous serons
amenés a construire auront pour fonction premiere de représenter les relations d’indépendance
conditionnelle existant dans le systeme considéré. Le but de ce chapitre est de définir la notion
d’indépendance conditionnelle et d’en étudier les propriétés.

La définition utilisée par [Pea88] n’étant valable que lorsque certaines hypotheses sont véri-
fiées, nous partirons de la définition de I’indépendance conditionnelle entre sous-tribus [Nev70]
qui présente le grand avantage d’étre valable dans tout espace de probabilité. Nous démontre-
rons ensuite une propriété permettant de caractériser 1I’indépendance de deux sous-tribus condi-
tionnellement a une autre sous-tribu. C’est notamment grace a cette propriété caractéristique
que les équations de propagation de croyance seront démontrées au chapitre 3. Nous établirons
ensuite plusieurs autres propriétés vérifiées par la relation ternaire d’indépendance condition-
nelle entre sous-tribus. Enfin, nous introduirons la notion d’indépendance conditionnelle entre
ensembles d’éléments aléatoires et nous transporterons par homomorphisme les propriétés éta-
blies précédemment. Nous obtiendrons ainsi un ensemble de propriétés qui seront utilisées au
chapitre 2 pour la construction des réseaux bayésiens.

1.2 L’indépendance conditionnelle entre sous-tribus

Définition 1.1

Soient (2, F, P) un espace de probabilité et G,G, ..., G, des sous-tribus de F. On dit que
les sous-tribus Gy, ...,G, sont P-indépendantes conditionnellement a la sous-tribu G si et
seulement si on a, pour toutes variables aléatoires positives X1, ..., X, respectivement G-
mesurable,. . . ,G, -mesurable,

EX(Xy - X,|G) = E(X1]G) - - EF (X,|G) (1.1)

Dans le cas particulier ou n = 2, on note 1p(Gy1, G, Gs) la P-indépendance des sous-tribus G,
et G, conditionnellement a la sous-tribu G.

15



16 L’indépendance conditionnelle

Remarque 1.1
Dans la suite, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on parlera simplement d’indépendance condition-
nelle au lieu de P-indépendance conditionnelle.

Proposition 1.1

Soient (2, F, P) un espace de probabilité et G1, Go, G3 des sous-tribus de F. Les sous-tribus G,
et G, sont P-indépendantes conditionnellement a la sous-tribu G3 si et seulement si on a, pour
toute variable aléatoire positive X1 G, -mesurable

EX(X1]Gs V G2) = EP(X1|G3) (1.2)
ol G3 V G, désigne la tribu engendrée par Gz U G,.

DEMONSTRATION :

Supposons que les sous-tribus G et Go sont P-indépendantes conditionnellement a la tribu G3. Soit alors
une variable aléatoire positive X; Gi-mesurable. Comme G est inclus dans G3 V G, la variable aléatoire
positive EX(X|G3), qui est G3-mesurable, est donc également (G3 V Go)-mesurable. Afin de prouver
I’équation 1.2, il nous suffit donc de montrer que pour tout A € G3 V Go, on a

EP(14EF (X1]Gs)) = EP(14X)) (1.3)

Pour cela, on remarque tout d’abord que G3 V Gs est la tribu engendrée par I’ensemble I" des éléments de
JF constitués par I’intersection des éléments de G3 et Go lie. G3V Gy =o(T") avec

I' = {BeF[B=A3NA2 A3 €73, A2 € Ga} (1.4)

De plus, en utilisant la stabilité de G5 et G- par intersection dénombrable (et donc finie), on voit facilement
que I est stable par intersection finie. Par conséquent, le d-systéme? engendré par I est la tribu engendrée
par I', a savoir G3 V Go. Autrement dit, on a

dI') = o) (1.5)
= G3V G (1.6)

Considérons maintenant I’ensemble C des éléments de d(I") vérifiant 1’équation 1.3 i.e.
C = {Bedl) | E(13E"(X1|Gs)) = E"(15X1)} (1.7)

Par construction, C est inclus dans d(I"). Nous allons montrer que 1’on a également d(I') C C :

1. Montrons que I' est inclus dans C. Soit B un élément de I'. Par définition de I, B est de la forme
B = A3N Ay avec Ag € G et Ay € Gy, et B vérifie donc

EP(13EP(X1|G3)) = EF(14,14,E7(X1]Gs)) (1.8)
EP(E” (14,14,E" (X1/G3)(G3)) (1.9)

La variable aléatoire 1 4,JE” (X7|G3) étant G3-mesurable, on en déduit

ET(1pE"(X1]G3)) = EP(La,E”(X1]G5)E" (1.4,]G5)) (1.10)

'En effet, comme ) appartient a G3 et Go, on voit facilement que les sous-tribus Gs et G5 sont incluses dans I"
et donc dans o (T"), ce qui implique G5 V Go C o(T"). De plus, comme G3 V G est stable par intersection et contient
Gs et Go, I’ensemble I est inclus dans Gs V Ga, ce qui implique o(T") C G3 V Go.

2i.e. un ensemble de parties de 2 contenant 1’élément ) et stable par différence et par limite croissante. Certains
auteurs appellent également un d-systeme un systeme de Dynkin.
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Les sous-tribus G et Go étant, par hypotheése, P-indépendantes conditionnellement a la tribu G35,
on en déduit

EP (13EP(X1|G3)) = EF(14,EP(X114,|Gs)) (1.11)

La variable aléatoire 1 4, étant Gz-mesurable, on en déduit

EF(1pE"(X1|G3)) = EP(E”(14,X114,|G3)) (1.12)
= EP(1a,X114,) (1.13)
= EP(15X)) (1.14)

ce qui montre que B appartient a C qui contient donc I'.
2. Montrons que C est un d-systeme :
(a) comme §2 appartient a I" qui est inclus dans C, €2 appartient a C.
(b) soit A et B des éléments de C tels que A C B. Soit C = B\ A. L’élément C vérifie

EP(1cEP(X1|G3)) = E((1p —14)EP(X1]Gs)) (1.15)
= EP(REF(X1|G3)) — EP(14EP(X1|G3))  (1.16)
= EF(1pX)) - EF(1,Xy) (1.17)
= EF((lp-14)X) (1.18)
= EP(1cX)) (1.19)

ce qui montre que C' appartient a C qui est donc stable par différence.

(c) soit (A,) une suite croissante d’éléments de C. Soit A = | J,, A,,. Les variables aléatoires
14, EP(X1|G3) étant positives et vérifiant 1 4, B (X1|G3) T 14EF(X1|G3), on a

EV(LAE"(X1|G)) = lLmE"(14,E"(X1]Gs)) (1.20)
Comme les A,, sont des éléments de C, on en déduit

EP(14EF(X1]G3)) = liranIEP(]lAnXl) (1.21)

Les variables aléatoires 1 4, X étant positives et vérifiant T 4, X7 T 14X, on en déduit
EP(14E”(X1|G5)) = EP(14X)) (1.22)

ce qui montre que A appartient a C qui est donc stable par limite croissante.

Comme C est un d-systeéme contenant I', on a donc d(I") C C et donc, comme on avait déja C C d(I),
ona

c = d(I) (1.23)
= GV Gy (1.24)

ce qui montre que 1’équation 1.3 est vérifiée par tous les éléments de G5V Gs. On en déduit immédiatement
que pour toute variable aléatoire X; G;-mesurable positive, on a

EP(X1|Gs v Go) = EF (X1|Gs) (1.25)
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Réciproquement, supposons que les sous-tribus Gi, Go et G3 sont telles que, pour toute variable
aléatoire X G;-mesurable positive, on a

EF(X1|Gs v Go) = EF (X1(G3) (1.26)

Montrons alors que toutes variables aléatoires positives X1 et X5 respectivement G;-mesurable et G-
mesurable vérifient

EP(X1X,|Gs) = EF(X1|G3)E”(X2|Gs) (1.27)

Par définition de 1’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire positive, on a pour tout événe-
ment Az € Ga

EP (14, EY (X1X2/G3)) = EF(14,X1X2) (1.28)
E”(EP (14, X1 X5|G3 V Ga)) (1.29)

La variable aléatoire 1 4, X5 étant (G3 V Ga)-mesurable, on en déduit
EP (14, B (X1X5|G3)) = EFP(14,XEP(X1]G5V Go)) (1.30)
En utilisant I’équation 1.26, on en déduit

EP(14,E(X1X5(G3)) = EP(La,X2E"(X1G3)) (1.31)
E”(E” (14, XoE" (X1/G3)G3)) (1.32)

La variable aléatoire 1 4,JEF(X7|G3) étant G3-mesurable, on en déduit

EP(14,E7 (X1 X5|G3)) = EF(14,E7(X1|G3)EF (X5/G3)) (1.33)

On en déduit
E”(X1X5|Gs) = E(X1(Gs)E" (X,|Gs) (1.34)
Les sous-tribus G; et G, sont donc P-indépendantes conditionnellement a la tribu Gs. O

Proposition 1.2
Soit (2, F, P) un espace de probabilité. La relation ternaire [ p de P-indépendance condition-
nelle entre sous-tribus de F, que I’on note . (F), vérifie les propriétés suivantes :

1. Symétrie :

V(G1,Go,Gs) € S (F)? Ip(Gi1,Gs,G2) = 1p(G2,Gs3,G1) (1.35)
2. Décomposition :
Y(Gi,Ga,G3,G4) € L(F)* Ip(G1,G3,G2V Ga) = Ip(G1,Gs,G2) A Ip(Gi,Gs,Ga)  (1.36)
3. Union faible :

V(G1,G2,G3,G4) € L(F)* Ip(G1,Gs,GaV Gy) = Ip(G1,G3V Go,Gy)  (1.37)
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4. Contraction :

V(Gi1,G2,Gs3,G4) € y(}—)ﬂ‘ Ip(G1,G3V Ga,Ga) A Ip(G1,Gs,G2) = Ip(G1,Gs,G2 V Gy) (1.38)

DEMONSTRATION :

1. Symétrie :
Cette propriété est évidente lorsque 1’on considere 1’équation 1.1 qui intervient dans la défini-
tion 1.1 de la P-indépendance conditionnelle.

2. Décomposition :
Supposons que ’on a Ip(Gy,Gs, G2 V G4). Considérons alors des variables aléatoires positives X
et X5 respectivement Gi-mesurable et Go-mesurable. Comme la sous-tribu G5 est incluse dans la
sous-tribu Gy V Gy, la variable aléatoire X5 est également (G2 V G4)-mesurable et vérifie donc

EF (X1 X5|G3) = EF (X1]G3)EX (X2|Gs) (1.39)

ce qui montre que I'on a Ip(Gy,G3,Go).

3. Union faible :
Supposons que I’on a Ip(Gy,Gs,Go V Gy). Considérons alors une variable aléatoire positive X
G1-mesurable. D’apres la proposition 1.1, la variable aléatoire EX'(X1|G3 V Go V G4) vérifie?

EP(X11G3V GaV Gy) = EF(X1|G3) (1.40)

Par conséquent, la variable aléatoire EP (X1|G3 V Ga V Gy) est Gz-mesurable et donc, a fortiori,
(G3 V Ga)-mesurable. De plus elle vérifie pour tout événement A de G3 V Go ( qui est inclus dans

G3V GaVGy)
EP(14EP(X1|G3 V G2V Gy)) = EP(14X)) (1.41)
On en déduit
EP(X11G3V GaVGy) = EF(X1]GsV Go) (1.42)

ce qui prouve, d’apres la proposition 1.1, que I'on a Ip(G1,G3 V Ga, Gy).

4. Contraction :
Supposons que ’on a Ip(G1,Gs V Ga, G4) et Ip(G1, Gs, G2). Considérons alors une variable aléa-
toire positive X; Gi-mesurable. D’apres la proposition 1.1, la variable aléatoire EX (X1|G3V Ga v

G4) vérifie
EP(X1|G3V G2V Gy) = EF(X1/G3V Ga) (1.43)
ainsi que
EP(X1|G5V Ga) = EF(X1]Gs) (1.44)
ce qui implique
EP(X1|G3V GV Gy) = EF(X1]Gs) (1.45)

ce qui prouve, d’apres la proposition 1.1, que I’'on a Ip(Gy,Gs, Ga V Gy).
U

30n notera que la relation V est associative, ce qui rend 1égitime la notation G5 V Go V G4.



20 L’indépendance conditionnelle

1.3 L’indépendance conditionnelle entre sous-ensembles
d’éléments aléatoires

Définition 1.2

Soient (€2, F, P) un espace de probabilité et U un ensemble fini d’éléments aléatoires de (2, F)
dans des espaces mesurables quelconques. Soient X, X1, ... X, des sous-ensembles de U.
On dit que les sous-ensembles X1, ... X,, sont P-indépendants conditionnellement au sous-
ensemble X si et seulement si les sous-tribus o(X), . .., 0(X,,) sont P-indépendantes condi-
tionnellement a la tribu o (X ), avec la convention suivante :

o(@) = F. (1.46)
VY € 2(U)\{o} oY) = \/ oY) (1.47)

ou F, = {@, 1} est la sous-tribu triviale de F, o (Y") la sous-tribu de F engendrée par I’élément
aléatoire Y et (U ) I'ensemble des parties de U. Dans le cas particulier ol n = 2, on note
Ip(X,, X, X,) la P-indépendance des sous-ensembles X et X, conditionnellement au sous-
ensemble X .

Proposition 1.3

Soient (§2, F, P) un espace de probabilité et U un ensemble fini d’éléments aléatoires de (2, F)
dans des espaces mesurables quelconques. La relation ternaire I p de P-indépendance condition-
nelle entre parties de U, que I’on note & (U), vérifie les propriétés suivantes :

1. Symétrie :
V(X1, X9, X3) € QZ(U)?’ Ip(X1, X3, Xo) = Ip(Xa, X3, X1) (1.48)
2. Décomposition :
V(X1, X9, X3, Xy) € 3”(U)4 Ip(X1, X3, Xo U Xy) = Ip(X1, X3, X2) A p(X1, X3, Xy) (1.49)
3. Union faible :
V(X1, X2, X3, X,) € 2(U) Ip(X1, X3, XoUXy) = Ip(X1, X3U X5, Xy) (1.50)
4. Contraction :

V(X17X27X37X4) € @(U)Zl Ip(Xl,Xg U X27X4) AN Ip(Xl,Xg,XQ) = [p(Xl,Xg,XQ U X4)(151)

DEMONSTRATION :

11 suffit de remarquer que I’on a la relation suivante
V(X,Y)e 2(U)* o(XUY) = o(X)Vo(Y) (1.52)

et d’appliquer la proposition 1.2. ]



1.4 Conclusion 21

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini la notion d’indépendance conditionnelle entre sous-
tribus et nous avons démontré une propriété permettant de caractériser I’indépendance de deux
sous-tribus conditionnellement a une autre sous-tribu. Nous avons également défini la notion
d’indépendance conditionnelle entre ensembles d’éléments aléatoires et nous avons montré que
la relation ternaire d’indépendance entre ensembles d’éléments aléatoires vérifie les propriétés
de symétrie, de décomposition, d’union faible et de contraction.

Ces dernieres propriétés avaient déja été énoncées par [Pea88] dans le cas particulier de
variables aléatoires discretes, mais on notera qu’ici, a la différence de [Pea88], nous sommes
parvenus a démontrer ces propriétés pour des éléments aléatoires absolument quelconques. En
particulier, nous n’avons méme pas eu besoin de supposer que la loi conjointe des éléments
aléatoires considérés possede une densité par rapport a une quelconque mesure de domination
ou que les variables aléatoires considérées prennent leurs valeurs dans des espaces séparables.
Les différentes définitions et propriétés présentées dans ce premier chapitre sont donc tres im-
portantes car elles nous permettront dans la suite d’utiliser en toute rigueur les outils congus
initialement par [Pea88] dans un cadre beaucoup plus restreint que le notre. Ainsi, dans le pro-
chain chapitre, nous utiliserons la définition de I’indépendance conditionnelle que nous venons
de voir pour définir la notion de réseau bayésien dans un cadre treés général, et nous utiliserons
les propriétés que nous venons de démontrer pour construire les réseaux bayésiens dans ce cadre
tres général.






Chapitre 2

Les réseaux bayésiens

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons défini la notion d’indépendance conditionnelle et
nous en avons étudié les propriétés. Afin d’exploiter aisément ces propriétés, il peut €tre tres
utile de représenter graphiquement les relations d’indépendance conditionnelle existant dans un
systeme. Aussi, dans ce chapitre, nous allons définir une famille de graphes appelés réseaux
bayésiens qui permettent de représenter les relations d’indépendance conditionnelle et nous
allons donner un moyen de construire ces graphes.

Ce chapitre faisant appel a de nombreuses notions issues de la théorie des graphes, nous
conseillons au lecteur qui ne connaitrait pas cette théorie de lire au préalable 1’annexe A ou
nous avons rassemblé les concepts issus de la théorie des graphes utilisés dans ce document, ou,
mieux encore, de consulter les premiers chapitres de [GM95].

2.2 Définition d’un réseau bayésien

Le but de cette partie est de définir la notion de réseau bayésien. Pour cela, nous allons tout
d’abord introduire la notion de d-séparation a 1’aide des définitions 2.1, 2.2 et 2.3. Nous intro-
duirons ensuite les notions de modeéle de dépendance (définition 2.4) et de graphe constituant
un [-map minimal pour un modele de dépendance donné (définition 2.5). Enfin nous défini-
rons un réseau bayésien comme €tant un graphe constituant un /-map minimal pour le modele
de dépendance qui correspond a la relation d’indépendance conditionnelle définie au chapitre
précédent (définition 2.6).

Définition 2.1
Soit G = (U, A) un graphe orienté sans circuit. Soit X un sommet du graphe orienté GG. Soit

(o, ..., ) une chaine du graphe orienté G.
On dit que la chaine (o, . . ., o) diverge au sommet X si et seulement siq > 1 et s’il existe
re{l,...,q— 1} tel que X est Iextrémité initiale des arcs «, et a;, 1.

23
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[e73 Qp41

FIG. 2.1 — Exemple de chaine divergeant en un sommet X.

On dit que la chaine (o, . .., a,) est en série au sommet X si et seulement si g > 1 et s’il
exister € {1,...,q— 1} tel que X est soit I’extrémité terminale de c,. et I’extrémité initiale de
11, soit I’extrémité initiale de o, et I’extrémité terminale de o, 1.

[e7% (o7t

FIG. 2.2 — Exemple de chaine en série en un sommet X.

On dit que la chaine (a4, ..., o) converge au sommet X si et seulement si ¢ > 1 et s’il
exister € {1,...,q — 1} tel que X est I’extrémité terminale des arcs v, et v, .
[e7% Olpr41

FIG. 2.3 — Exemple de chaine convergeant en un sommet X.

Définition 2.2

Soit G = (U, A) un graphe orienté sans circuit. Soit ¢ une chaine du graphe orienté GG. Soit Z
un sous-ensemble de U . On dit que la chaine c est bloquée (ou d-séparée) par le sous-ensemble
Z si et seulement si la chaine c vérifie au moins I’'une des conditions suivantes

1. la chaine c diverge en un sommet de Z

2. la chaine c est en série en un sommet de Z

3. la chaine c converge en un sommet qui n’appartient pas a Z et dont aucun descendant
propre dans le graphe GG n’appartient a Z.

Dans le cas contraire, on dit que la chaine c est active par rapport au sous-ensemble Z.
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a2

F1G. 2.4 — Exemple de chaine bloquée par un ensemble. La chaine (a1, ) est
bloquée par le sous-ensemble Z = {P}. En effet, la chaine (a1, as) diverge au
sommet P qui appartient au sous-ensemble Z = {P}.

ﬁ Eﬁz

F1G. 2.5 — Autre exemple de chaine bloquée par un ensemble. La chaine (51, 52)
est bloquée par le sous-ensemble Z = {P}. En effet, la chaine (31, f2) converge
au sommet S qui n’appartient pas au sous-ensemble Z = {P} et dont aucun des-
cendant propre n’appartient au sous-ensemble Z = {P}.

Définition 2.3

Soit G = (U, A) un graphe orienté sans circuit. Soient X, X5, X3 des sous-ensembles de
U. On dit que les sous-ensembles X, et X, sont d-séparés par le sous-ensemble X3 dans le
graphe G si et seulement si les sous-ensembles X 1, X5, X3 sont deux a deux disjoints et toutes
les chaines du graphe G joignant un sommet de X, a un sommet de X, sont bloquées par le
sous-ensemble X3. On note (X,| X3 | X5), la d-séparation des sous-ensembles X et X, par
le sous-ensemble X5 dans le graphe G.
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F1G. 2.6 — Exemple d’ensembles d-séparés. Les sous-ensembles X; = {Q} et
Xy = {R} sont d-séparés par le sous-ensemble X3 = {P}. En effet, les chaines
(a1, a0) et (1, F2) sont bloquées par le sous-ensemble X3 = {P}.

Définition 2.4
Soit U un ensemble fini et I une relation ternaire sur les parties de U. On appelle modéle de
dépendance sur U le couple (U, I).

Définition 2.5

Soient U un ensemble fini, M = (U, I) un modéle de dépendance sur U et G = (U, A) un
graphe orienté sans circuit sur U. On dit que le graphe orienté G est un I-map du modele de
dépendance M si et seulement si on a

V(X1, X0, X3) € 2(U)P° (X1 X3 | Xo) = 1(X1, X3, Xs) @2.1)

On dit que le graphe orienté GG est un I-map minimal du modele de dépendance M si et
seulement si G est un I-map du modele de dépendance M et tout graphe partiel de GG distinct
de GG n’est pas un I-map du modéle de dépendance M .

Définition 2.6

Soient (2, F, P) un espace de probabilité, U un ensemble fini d’éléments aléatoires de (2, F)
dans des espaces mesurables quelconques et G = (U, A) un graphe orienté sans circuit sur U .
On dit que le graphe orienté GG est un réseau bayésien sur U pour la mesure de probabilité P
si et seulement si le graphe orienté G est un [-map minimal du modéle de dépendance (U, Ip),
ou Ip est la relation de P-indépendance conditionnelle entre les parties de U .

Il ressort des définitions 2.5 et 2.6 que dans un réseau bayésien toute relation de d-séparation
entre sous-ensembles de sommets implique une relation de P-indépendance conditionnelle
entre les ensembles d’éléments aléatoires correspondant. Un réseau bayésien permet donc de
représenter a 1’aide d’une structure de graphe les relations d’indépendance conditionnelle entre
ensembles d’éléments aléatoires.
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2.3 Construction d’un réseau bayésien

Le but de cette partie est de déterminer un moyen de construire un réseau bayésien lorsque
I’on dispose d’un ensemble d’éléments aléatoires vérifiant un certain nombre de relations d’in-
dépendance conditionnelle. Pour cela, nous allons tout d’abord introduire les notions de fron-
tiere markovienne et de graphoide. Nous aurons alors a notre disposition une proposition qui
nous permettra de contruire un /-map minimal a I’aide de frontieres markoviennes. Nous pour-
rons ensuite appliquer directement cette proposition pour construire un réseau bayésien.

Définition 2.7
Soient M = (U, I) un modéle de dépendance, B et V des parties de U et X un élément de V.
On dit que le sous-ensemble B est une couverture markovienne' de I’élément X par rapport

au sous-ensemble V' pour le modele de dépendance M si et seulement si B est inclus dans
V\{X} et vérifie

[({X}, B, V\ (BU{X})) 2.2)

On dit que le sous-ensemble B est une frontiére markovienne® de 1’élément X par rapport
au sous-ensemble V' pour le modéle de dépendance M si et seulement si le sous-ensemble B
est une couverture markovienne de X par rapport a V' pour le modéle de dépendance M et
aucun sous-ensemble strict de B n’est une couverture markovienne de X par rapport a V' pour
le modele de dépendance M.

Intuitivement, une frontiere markovienne B d’un élément X par rapport a un ensemble V'
« protege » I’élément X de I’'influence des autres éléments de V' et aucun sous-ensemble strict
de B ne possede cette propriété.

Définition 2.8
Soit M = (U, I) un modeéle de dépendance. On dit que le modeéle de dépendance M est un
graphoide si et seulement si la relation ternaire I vérifie les propriétés suivantes

1. Symétrie :
V(X1, X2, X3) € QZ(U)?’ (X1, X3, X9) = (X9, X3, X1) 2.3)
2. Décomposition :
V(X1, X9, X3, Xy) € 3”(U)4 I(X, X3, XoUXy) = I(X1, X3, X0) N(X1,X3,X4) 24)
3. Union faible :
V(X1 Xo, X3, X,) € Z2(U)* I(X1, X5, XoUXy) = (X1, X3U X2, X,)  (25)
4. Contraction :

V(X17X27X37X4) € 9(U)4 I(Xl,Xg U X27X4) VAN I(Xl,Xg,XQ) = I(X17X37X2 U X4) (2.6)

'En anglais : Markov blanket.
2En anglais : Markov boundary.
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Proposition 2.1

Soient M = (U, I) un graphoide, d = (X,...,X,) un arrangement des éléments de U et
G = (U, A) un graphe orienté sans circuit tel que pour touti € {1, ... ,n}, I'’ensemble Pa(X;)q
des parents de X; dans G est une frontiere markovienne de {X;} par rapport a {X1,..., X;}
pour le graphoide M. Alors le graphe GG est un I-map minimal du graphoide M.

La démonstration de la proposition 2.1 a ét¢ donnée dans [VP88]. Comme cette proposition
joue un rdle central dans la construction des réseaux bayésiens, nous en avons détaillé la dé-
monstration a I’annexe B, page 141.

Proposition 2.2

Soient (2, F, P) un espace de probabilité, U un ensemble fini d’éléments aléatoires de (2, F)
dans des espaces mesurables quelconques, d = (X, ..., X,,) un arrangement des éléments de
Uethb= (By,...,B,) une suite de parties de U tels que pour touti € {1,...,n}, B; est
une frontiére markovienne de X; par rapport a I’ensemble { X, ..., X;} pour le modele de
dépendance M = (U, Ip), o Ip est la relation de P-indépendance conditionnelle entre les
parties de U. Alors le graphe orienté G = (U, A) vérifiant

Vie{l,....,n} Pa{X:}) =B, 2.7)

est un réseau bayésien sur U pour la mesure de probabilité P. On dit alors que le réseau bayésien
G est engendré par la liste causale L. = (d, D).

DEMONSTRATION :

D’apres la définition 2.8 et la proposition 1.3, le modele de dépendance M = (U, Ip) est un graphoide.
De plus, pour tout i € {1,...,n}, I'ensemble Pa(X;)s des parents de X; dans G est une frontiere
markovienne de {X;} par rapport a {X;,...,X;} pour le graphoide M = (U,Ip). D’apres la
proposition 2.1, le graphe G est donc un I-map minimal du graphoide M, c’est-a-dire, d’apres la
définition 2.6, un réseau bayésien sur U pour la mesure de probabilité P. U

Nous allons illustrer 1’ utilisation de la proposition 2.2 pour la construction des réseaux bayé-
siens a I’aide d’un exemple.

Exemple 2.1

Soient (€2, F, P) un espace de probabilité, (£, £) un espace mesurable, ¢, un entier strictement
positif et Sy, Uy, Yo, Vo, S1, U1, Y1, V1, ..., Sy, Uy, Yo, Vi, des éléments aléatoires de (€2, F)
dans (F, &) vérifiant, pour tout t € {0,1,...,t0},

. ft(St—h Ut) sit >0
o= {fo(Uo) sit =0 -
Y, = gt(Su Vi) (2.9)

ol fo est une application mesurable de (£, &) dans (F,E) et f; et g, sont des applications
mesurables de (£, £) ® (E, &) dans (E, £). On suppose également que les éléments aléatoires
Uo, Vo, U1, V1, ..., Uy, V4, sont P-indépendants, que Sy n’est pas P-presque sirement constant,
que S; n’est pas P-indépendant de S;_; (resp. U;) conditionnellement a U, (resp. S;_1) pour
t € {1,...,t} et que Y; n’est pas P-indépendant de S; (resp. V;) conditionnellement a V;
(resp. Sy) pourt € {0,1,...,%}.
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Afin d’obtenir un réseau bayésien sur U = {Sy, Uy, Yo, Vo, S1, U1, Y1, Vi, ..., Sto, Unys Yias Vio }
pour la mesure de probabilité P, on pose

d = (U07 SO? %7 }/07 U17 Slu ‘/17 Y17 R Ut07 St07 ‘/2507 }/;50) (210)
b= (B, B, Bo2, Bos, Bi1o,B11,Bi12,Bigs, ..., B0, By, Bty 2, By 3) (2.11)

avec By = @, Boy = {Uo}, Boa = 9, Bys = {50, Vo} et, pour tout t € {1,2,....%},
B.o = @, B;y = {Si-1,Ui}, Bios = &, Bys = {S;, V:}. On montre alors aisément que le
couple L = (d, b) vérifie les hypothéses de la proposition 2.2, et on en déduit que le graphe
représenté a la figure 2.7 est un réseau bayésien sur U pour la mesure de probabilité P.

SO Sl 52 Sto

FIG. 2.7 — Réseau bayésien sur U pour la mesure de probabilité P engendré par la
liste causale L = (d, b). On a représenté le cas ty = 3.

Si on ne s’intéresse qu’aux éléments aléatoires S;,Y; pour ¢ € {0,1...,%y}, on peut obtenir

un réseau bayésien sur U’ = {Sg, Yy, 51, Y1, ..., St,, i, } pour la mesure de probabilité P en
posant
d/: (507%7517}/17"'7Stoay;50) (212)
V= (B(/),Ov B(I),lv Bi,Ov Bi,lv IR Bz:o,Ov leto,1> (2.13)

avec By, = @, By, = {So} et, pour tout t € {1,2,...,%0}, B{y = {S;_1} et Bj; = {S;}.
En utilisant le réseau bayésien de la figure 2.7, on montre alors aisément que le couple L' =
(d', V') vérifie les hypothéses de la proposition 2.2, et on en déduit que le graphe représenté a la
figure 2.8 est un réseau bayésien sur U’ pour la mesure de probabilité P.

So)—— S )——(S) Sty

FI1G. 2.8 — Réseau bayésien sur U’ pour la mesure de probabilité P engendré par
la liste causale L' = (d’,b’). On a représenté le cas to = 3.
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2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la notion de d-séparation entre ensembles de som-
mets d’un graphe orienté sans circuit et nous avons défini un réseau bayésien comme étant un
graphe orienté sans circuit dont les sommets sont des éléments aléatoires et dont les arcs per-
mettent de représenter a I’aide de relations de d-séparation les relations d’indépendance condi-
tionnelle telle que définie dans le chapitre précédent. Nous avons ensuite présenté la notion de
frontiere markovienne et nous avons montré, en utilisant les propriétés de la relation d’indé-
pendance conditionnelle démontrées au chapitre précédent, qu’il est possible de construire un
réseau bayésien a partir d’une suite particuliere de frontieres markoviennes.

La définition des réseaux bayésiens a partir de la notion de d-séparation et leur construction
a partir de suites de frontieres markoviennes ont été énoncées par [Pea88] dans le cas particulier
de variables aléatoires discretes. Grace a la définition de 1I’'indépendance conditionnelle que nous
avons donnée au chapitre précédent et aux propriétés de I’indépendance conditionnelle que nous
avons démontrées dans ce méme chapitre, nous sommes parvenus ici a généraliser la définition
et la construction des réseaux bayésiens au cas d’éléments aléatoires absolument quelconques.
Ainsi, nous pouvons maintenant utiliser en toute rigueur les réseaux bayésiens pour représenter
et manipuler les relations d’indépendance conditionnelle existant par exemple entre des mesures
aléatoires ou — autre exemple tres utile en pratique — entre des variables aléatoires dont la loi
conjointe n’admet pas de densité par rapport a la mesure de Lebesgue.

Apres avoir défini les réseaux bayésiens et étudié leur construction dans le cadre tres général
qui est le ndtre, nous pouvons maintenant les appliquer a I’estimation statistique comme nous
allons le voir dans le prochain chapitre.



Chapitre 3

L’algorithme de propagation de croyance

3.1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les relations d’indépendance conditionnelle
peuvent étre représentées a 1’aide de graphes appelés réseaux bayésiens. Dans ce chapitre, nous
allons nous intéresser a un algorithme d’estimation statistique appelé algorithme de propaga-
tion de croyance qui s’applique a un réseau bayésien et qui exploite les relations d’indépen-
dance conditionnelle représentées par ce réseau bayésien pour calculer — de fagon exacte ou
approchée — la loi a posteriori d’'un sommet de ce réseau bayésien.

Nous allons tout d’abord rappeler plusieurs concepts dont nous aurons besoin pour formuler
I’algorithme de propagation de croyance. Nous introduirons également plusieurs conventions de
notation qui seront utilisées dans la suite. Nous montrerons ensuite que, dans le cas d’un réseau
bayésien sans cycle, il est possible de calculer exactement la loi d’un sommet du réseau bayé-
sien conditionnellement a un ensemble d’autres sommets, appelé ensemble des observations,
a I’aide d’un ensemble d’équations locales appelées équations de propagation de croyance et
nous appellerons algorithme de propagation de croyance exacte 1’ algorithme résultant. Enfin,
dans le cas d’un réseau bayésien cyclique, nous utiliserons les équations de propagation de
croyance pour calculer de facon itérative une approximation de la loi d’un sommet du réseau
conditionnellement a un ensemble d’observations et nous appellerons algorithme de propaga-
tion de croyance approchée 1’algorithme résultant. Comme les algorithmes de propagation de
croyance exacte et de propagation de croyance approchée utilisent tous les deux les équations
de propagation de croyance, il est d’usage de les considérer comme deux variantes d’un méme
algorithme que 1’on conviendra d’appeler algorithme de propagation de croyance.

3.2 Rappels et notations

Dans cette partie, nous allons rappeler plusieurs concepts dont nous aurons besoin ultérieu-
rement et introduire quelques conventions de notation spécifiques a ce document.

Nous allons commencer par rappeler les notions de transition et de transition finie entre es-
paces mesurables. Ces concepts, qui sont tres utilisés dans 1’étude des chaines de Markov, nous
permettront non seulement de formuler de fagcon tres générale I’algorithme de propagation de
croyance dans ce chapitre mais aussi d’énoncer de facon particulierement concise 1’algorithme

31
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de filtrage particulaire a échantillonnage global au chapitre 5.

Définition 3.1
Soient (F1, &) et (Eo, &) des espaces mesurables. On appelle transition finie (resp. tran-
sition) de I’espace mesurable (F1, &) dans I’espace mesurable (Es, £;) toute fonction I de
Ey x & dans R, (x1, By) — I1(x1; By), vérifiant les propriétés suivantes :
1. pour tout x1 € Ey, ll(xy; -) est une mesure finie (resp. une mesure de probabilité) sur
I’espace mesurable (Ey, &)

2. pour tout événement By € &, I1( -; By) est une variable aléatoire sur (E, &;).

On note 11 : (E1,&1) < (Es, &) une transition finie I1 de I’espace mesurable (E1, ;) dans
I’espace mesurable (Fs, E;). On dit que la transition finie I1 est une transition bornée si et
seulement si il existe M > 0 tel que pour tout x1 € Ey, on a

H(zy; Ey) < M (3.1)

Apres ce rappel, nous pouvons maintenant introduire plusieurs conventions relatives aux
transitions.

Convention 3.1
Soit I C N. Soit ((Ei,é'i)) une suite d’espaces mesurables. Soient A, B et C des sous-
el

ensembles finis et non-vides &Ee Itelsque ANC = 2.

Soit Iy une mesure de probabilité sur I’espace mesurable ), ,(E;, &;).

Soit I1¢, une transition bornée de I’espace mesurable ), (E;, £;) dans I'espace mesurable
®z‘€C(Ei7 52)

Onpose R=B\AetS = AUC. Alors,

1. si R est non vide, on pose, pour tout x = (z;)icr € [ [,cp Ei et pour toutI' € Q). ;.

ics
Fo @I (z;T) dzet/[/ ]lF((xi)ieS)Hg((xi)ieBéd(xi)ieC)}FA(d(xi)ieA)

On vérifie alors que 'y ® T1. est une transition finie de I’espace mesurable ), (E;, &;)
dans I’espace mesurable Q). (E;, &;).
&,

2. si R est vide, on pose, pour toutI' € Q)¢

Fa® Hg (F) Cﬁf/[/ ]lF((xi>i€S)Hg((xi)i€B§d<xi>i60)}FA(d(xi)ieA)

On vérifie alors que F4 @ 115 est une mesure finie sur I’espace mesurable Xics (L5, E).

Convention 3.2

Soit (§2, F, P) un espace de probabilité. Soient (Ey,&;), (E», &) et (E3,E;) des espaces

mesurables. Soit X, un élément aléatoire de (S, F) dans (E,,&,). Soit une transition fi-

nie Iy, @ (Ey,&) < (Ey, &) ® (Es,E). Alors, on définit la transition finie ZH;?’ :
Xo

(E1,&1) < (Es5,E&3) en posant, pour tout z, € E; et pour tout By € &;

(Z H%,:’,) (71; Bs) = Hé’g(l‘l; Ey x B3)
X2
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Convention 3.3
Soit (2, F, P) un espace de probabilité. Soient (E1, £1) et (Fs, &) des espaces mesurables. Soit
une transition finie 113 : (Ey, &) < (Ey, &). Soit g, une fonction mesurable positive bornée
sur (E,, &). Alors, on définit la transition finie g,.I13 : (Ey, £,) < (FE,, &) en posant, pour tout
T € Eq
1 déf 1

(92.15)(x1; -) = g2 1Ly (215 -)
Convention 3.4
Soit (2, F, P) un espace de probabilité. Soit (E,E) un espace mesurable. Soit X un élément
aléatoire de (2, F) dans (E, £). On convient de noter F'x = X (P) laloi de X.

Convention 3.5

Soit (2, F, P) un espace de probabilité. Soient (F1, &) et (Eo, &) deux espaces mesurables.
Soient X, un élément aléatoire de (2, F) dans (E1, &) et Xy un élément aléatoire de (2, F)
dans (Es, &). On convient de noter H% une transition de (F1, &) dans (Es, &) telle que pour
tout By € &,, H§; (X1; Bs) est une version de P(X5 € By X7).

Dans la suite, nous supposerons toujours qu'une telle transition existe. On sait que c’est
notamment le cas lorsque F; et F sont des espaces métriques complets séparables (autrement
dit polonais) et £ et & sont leurs tribus boréliennes. Par commodité de langage, nous nous réfé-
rerons alors a « la » transition H%, bien qu’en général il n’y ait pas unicité d’une telle transition.

Afin de formuler les équations de propagation de croyance, nous aurons également besoin
de I’opérateur de Bayes qui intervient dans 1’énoncé du théoreme de Bayes généralisé (cf § C.1).

Définition 3.2

Soit (E, £) un espace mesurable. On appelle opérateur de Bayes et on note U g,.; I’opérateur
qui, a toute fonction mesurable positive g sur (E, £) et a toute mesure p sur (E, £), associe la
mesure

g .
s sip(g) #0
\I]Bayes(ga :u) { )

3.2
W sinon. G2

Enfin, nous introduisons une convention de notation qui nous sera utile pour formuler I’al-
gorithme de propagation de croyance approchée.

Convention 3.6
Soit G = (U, A) un réseau bayésien. Soitc = (X, Y') un couple de sommets de G. On convient
de noter ¢ le couple (Y, X).

3.3 L’algorithme de propagation de croyance exacte

Nous allons maintenant nous intéresser au calcul de la loi d’'un sommet d’un réseau bayé-
sien conditionnellement a un ensemble d’autres sommets, appelé ensemble des observations.
Nous allons montrer que dans le cas d’un réseau bayésien sans cycle, il est possible de calculer
exactement cette loi a posteriori a ’aide d’une série de calculs locaux. Pour cela, nous allons
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tout d’abord introduire la notion de message envoyé par un sommet a un autre sommet le long
d’un arc. Nous montrerons ensuite que la loi a posteriori d’un sommet n’appartenant pas aux
observations peut étre calculée a 1’aide des messages envoyés a ce sommet par ses parents et
ses enfants. Enfin nous montrerons que ces messages peuvent a leur tour étre calculés a partir
d’autres messages grace a un ensemble d’équations locales appelées équations de propagation
de croyance. Nous appellerons alors algorithme de propagation de croyance exacte 1’ algorithme
ainsi obtenu.

3.3.1 Messages

Définition 3.3

Soit (2, F, P) un espace de probabilité. Soit £ une partie finie de N. Pour tout [ € £, soit
(E, &) un espace mesurable et X; un élément aléatoire de (2, F) dans (E;, &;). On pose U =
{X 1 }ieg. Soit G = (U, A) un réseau bayésien sur U pour la mesure de probabilité P. Soit Z
une partie non-vide de U telle que les éléments de Z n’ont pas d’enfants dans GG. Pour tout
[ € £ tel que X, € Z, soit v, une mesure positive et o-finie sur (F;, &;). On suppose que la
mesure v; domine la loi de X;. Alors, pour tout arc (X,Y) de G,

1. on note ZY}, I’ensemble des éléments de Z qui sont joints a4 Y par une chaine
(a1,...,qy) telle que o, = (X,Y) et Z¥y le vecteur formé par les éléments de Z -,
rangés par indice croissant.

(a) Si Z} est non vide, on convient d’appeler message de X a'Y et de noter 15 la
.. zZt
transition II\*".

(b) Si Z3 est vide, on convient d’appeler message de X a'Y et de noter ;1% Ia loi
Fx.

2. on note Z,, I’ensemble des éléments de Z qui sont joints a X par une chaine
(a1,...,qq) telle que oy = (X,Y), Zyy le vecteur formé par les éléments de Z
rangés par indice croissant et (X, X') I’espace image de X .

(a) Si Z, estnon vide, on note (35, Zyy ) I'espace image du vecteur Z - et Uy
la mesure produit sur (3 vy, Zy ) définie par

vev = Q) w (3.3)

leg
Xi€Zyy

On suppose que, pour tout x € X, la mesure H)Z(, (x; -) admet une densité notée
¥ XY
Zxy
mesurable de (X, X)®(3yy, Zxy) dans (R*, Z(R™)). On convient alors d’appeler
messagedeY a X et de noter jiy, y I’application f Z_(Y,

(x; -) par rapport a la mesure vy et que I’application f 2(, est une application
XY

(b) Si Z estvide, on convient d’appeler message de'Y a X et de noter iy,  I’appli-
cation mesurable constante de (X, X') dans (R*, Z(R™")) valant 1.

Enfin, on convient d’appeler Z ’ensemble des observations, Z.,, I'ensemble des obser-
vations situées en amont de Y et reliées 'Y via X et Z, I'’ensemble des observations
situées en aval de X et reliéesa X viaY .
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3.3.2 Calcul de la loi a posteriori d’un sommet.

Proposition 3.1

On suppose que le réseau bayésien GG ne possede pas de cycle et on considere un sommet X de
G n’appartenant pas a Z. On note Uy, . .., U, les parents de X et Y, ..., Y, les enfants de X.
Alors, la loi a posteriori de X étant donnée les observations Z vérifie

Vze3 Hf((z; -) :\I/Bayes<Hu;jX(~;z;(Yj),...
J

Z [® :“J(Z-X(Z(JJZX% )] ® HS(UL“"UT)> (3.4)

Ur,.Up) i

avec les conventions suivantes

- Zyy, désigne le projeté de z sur I’espace 3)_(5/1-

— 2z x désigne le projeté de z sur Iespace 3, «

— lorsque I’ensemble Z;(Yj est vide, le terme Iy, +(; Zxy, ) doit étre remplacé par le terme
Iy, x dans I’expression 3.4

— lorsque I'ensemble Z;; y est vide, le terme 11; (27 x; - ) doit étre remplacé par le terme
pi3; x dans I’expression 3.4

— lorsque X n’a pas de parent, I’expression 3.4 devient

H)Z((z7 ) = \IIBayes (H M}ZX( 7Z;(Y'])7FX> (35)
J

— lorsque X n’a pas d’enfants, I’expression 3.4 devient

M5(z) = Y [Qubxein )] @ Iy (3.6)
(U1,..,Up) i
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FIG. 3.1 — Calcul de H)Z(. Les sommets appartenant a I’ensemble des observations ont été repré-
sentés en vert.

DEMONSTRATION :

Dans cette démonstration, on supposera que X possede au moins un parent et un enfant et que les
ensembles Z)_(Yj et le'  sont non-vides. On vérifiera aisément que le traitement de ces différents cas
particuliers ne pose aucune difficulté.

Considérons I’ensemble Z}E =, ZEJZ  des observations situées en amont de X'. On remarque que
pourtouti € {1,...,r}ona

Ip({Ui}, Z5, x, Zx\ 25, x) 3.7

car tous les chemins joignant U; a un sommet de Z}\Z{Z  convergent en X qui n’appartient pas Z IJZ X
et dont aucun descendant n’appartient a Z (J}Z - En utilisant la proposition 1.1, on en déduit

zt zt
I (2 ) =T % (2% ) (3.8)

ol Z}; désigne le vecteur formé par les éléments de Z}; rangés par indice croissant et z} est le projeté
de z sur I’espace image de Z}. On remarque alors que I’on a également

Ip({U1}, Z5,{Us}) (3.9)
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car le chemin joignant U; a U, converge en X qui n’appartient pas a Z;E et dont aucun descendant
n’appartient a Z;g. En utilisant la proposition C.4, on en déduit

77+ 77+ Z+
X (2 ) @ TpX (2 ) = T o (2% ) (3.10)
En remarquant ensuite que I’on a
Ip({U1,Us}, Z%,{Us}) 3.11)
on en déduit
zt zt zt Z+
Y (2% ) @ MY (2% ) @ I (2% ) = H(Ul,Ug)( ) @I, ( :) (3.12)
+.
H(UI,UQ,US)(ZX’ ) (3.13)
En poursuivant ce raisonnement, on obtient finalement la formule suivante
Z+
®H H(Uh Ur)(zj(; °) (3.14)
On remarque également que 1’on a
IP({X}7{U1,U2?"'7UT'}7Z)<E) (315)

car tout chemin joignant un sommet de Z;g a X diverge ou est en série en un sommet de
{U1,Us,...,U,}. En utilisant la proposition 1.1, on en déduit

HA()(UI7...7UT)(

ZU,Ur
urye ) = XTI Gt ) (3.16)

Les équations 3.8, 3.14 et 3.16 impliquent

U7 7U7‘
> [ @ubi N @m0 Ge.
(U1,..,Ur) 1 (Uy,...,Ur) (3.17)
®H(ZX7U17 7UT)(Z;F(7 .; -)

En utilisant la proposition C.3, on en déduit

S (@bl @I = ST I G (3.18)
(Uly"'yU”‘) i (Ul’ ’UT)
Z+
— 2 () (3.19)

D’autre part, on remarque que I’on a
Ip(Zxy, {X} Zxy,) (3.20)

car tout chemin joignant un sommet de Zy,. a un sommet de Zy,, diverge en X. En utilisant la
proposition C.4, on en déduit, pour tout x € X

7 () @I (x;-) =11, (@) (3.21)

Zxv, Zxv, (ZXY1 Zxy,
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En remarquant ensuite que ’on a

IP(Z;(Yl U Z;(YQ’{XLZ;(Y;),) (3.22)

on en déduit
. (z;) @y ()@ (r;-)=10Y_ __ (v;-)@I_ (z;- 2
nyl(L )® ZXYQ(x’ )® ZXYS(‘T’ ) (ZXYlszYQ)(:E’ )® nyg(x’ ) (3-23)
= 1% (z;+) (3.24)

(Z%v, Zxvy Zxvs)

En poursuivant ce raisonnement, on obtient finalement la formule suivante

X ) =105 (- -
®HZ)_(Yj (w5 ) =TI (a5 ) (3.25)
J
avec
_déf - _
Zx = Zxy, Zxyys - Zxy,) (3.26)
En posant Z5, = Uj Z;(Yj, on remarque que 1’on a
Ip(Z3,{X}, ZY) (3.27)

car tout chemin joignant un sommet de Z;; aun sommet de Z'y est en série ou diverge en X. En utilisant
la proposition 1.1, on en déduit

+
RuE (@) =m0t (3.28)
. Xv; Zx
j
Or, pour tout j € {1,2..., s}, la mesure H)Z(, (x; -) vérifie
XYJ-
X ) — £ X - o
HZ;(yj (.TJ, ) - fZ;(Yj (1’7 )I/XYJ (329)
Par conséquent, les équations 3.28 et 3.29 impliquent
zZEX zZE X _
% a5 = £ g (3.30)
X X
—/ _/ _/ 7
avec, pour tout 2y = (2xy; s Zxy,s - - - ,zXYS),
(ZxX)( + . =1y def X o
frX G may) = ];[f o, @7y, (331)
= [T mv,x (@5 2%y,) (3.32)

J

et

_ déf —
vy = Qvxy, (3.33)
i
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Les équations 3.19 et 3.32 impliquent alors

Upayes (H /h_/jX ZXY Z ®MUX ZUXv . ] ® Hg?vlvn.,Ur)) -
J

(Uh 7U7‘ i

+
e (15 20 T () B3

La mesure v, étant positive et o-finie, on peut utiliser la proposition C.2 pour calculer le membre de
droite de I’équation 3.34. On obtient

\I]Bayes (H IU’;/JX ZXY Z ®MU'L ZUX? . ] ® Hg?vlvn.,Ur)) = ...
J (Un,..

(3.35)
..HE(Z;’Z;()(Z},Z;(; -)
= 1% (z; ) (3.36)
ce qui est ’égalité a démontrer. ]

3.3.3 Calcul du message envoyé par un parent a un enfant.

Proposition 3.2

On suppose que le réseau bayésien GG ne possede pas de cycle et on considere un sommet X de
G n’appartenant pas a Z. On note Uy, ..., U, les parents de X et Y1, ..., Y les enfants de X.
Alors, pour tout j, € {1,2,...,s} le message u}yjo envoyé par X a Y, vérifie

+ + + + -
Y zxy, € 3xv, HMxv, (zXYJO )= ‘I’Bayes(H ty, x (3 2xy; )5 - -
J#jo

Z ®:“UX ZUX? )] ®H(U1’ ’U7)> (3.37)

(U1,...,Ur)
avec les conventions suivantes :

- z;(y désigne Ie projeté de z;gy sur I'espace 3y,

— 2 x désigne le projeté de zXY sur 'espace 37

— lorsque I’ensemble Z 5, Xy, est V1de le terme Iy, (-  Zxy, ) doit étre remplacé par le terme
Iy, x dans I’expression 3.37

— lorsque I'ensemble Z;j  est vide, le terme juj; (2, x; ) doit étre remplacé par le terme
pii; x dans I’expression 3.37

— lorsque X aY;, comme unique enfant et posséde au moins un parent, I’expression 3.37
devient

Ui,...,Ur
v, Fvy ) = D0 (R )] @ I (3.38)
(U1, Ur)

— lorsque X n’a pas de parent et posseéde au moins un enfant autre que Y’;

Jo» I’expression 3.37
devient

vy (v ) = Unges( [T 175 25y,), F) (3.39)

o
J#Jo



40 Lalgorithme de propagation de croyance

— lorsque X n’a ni parent et ni d’autre enfant que Y’;

o 1’expression 3.37 devient

why, =Fx (3.40)

FI1G. 3.2 — Calcul de u}yj .
0

DEMONSTRATION :

Dans cette démonstration, on supposera que X possede au moins un parent et un enfant autre que Y, et

que les ensembles Z .y et Z ;}  sont non-vides. On vérifiera aisément que le traitement de ces différents
. . J K . ’

cas particuliers ne pose aucune difficulté.

En procédant comme dans la démonstration de la proposition 3.1, on montre que ’on a

Uiy, Ur Z%
S Qi x e )] @I =K (2% ) (3.41)
(Ul,...,UT) 7
et
(Zx,X) + ZLX) o+ _
= ) =12 42
(Z;(Yj)#jo(zx’x’ ) f(Z;?YJ-)J‘#o(ZX’x’ )®VXYJ' (3-42)

J#Jo
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7
avec, pour tout (zxyj )00
(Z3.X)

(Zxy,)i#io (zj(,x; (Z;(YJ' )j7£j0> - H “;J-X(x?z;(yj) (3.43)
J

J#Jo

Les équations 3.41 et 3.43 impliquent alors

\I]Bayes(H ,Uf}_/jX(';Z)_(Yj)’ Z [®M$iX(Z;iX; )] ®H§]I7...7UT)) -

Jj#jo (Ur,...,Ur)
(Z2%,X) _ zZt
... \I/Bayes (f(ZX Vi (2}7 - (szj )j;éj()) , HXX (z;’;v’ . )) (3.44)
XY;/3#30

La mesure X) o V;(Yj étant positive et o-finie, on peut utiliser la proposition C.2 pour calculer le
membre de droite de I’équation 3.44. On obtient

\I]Bayes(H M;J'X(.;Z;(Yj)’ Z [®”J&ix(z(zx§ ] ®H§]17...7UT)> -

]#]0 (U1=7U7) (3 45)
<ZX7(Z)_(Y-)J'¢J'0> _
X ’ (Z;ro (ZXY]- )iio )
Zxy,
=1y " (2y, ;") (3.46)
= Iy, (i) (3.47)
ce qui est I’égalité a démontrer. 0]

3.3.4 Calcul du message envoyé par un enfant a un parent.

Proposition 3.3

On suppose que le réseau bayésien GG ne possede pas de cycle et on considere un sommet X de
G n’appartenant pas a Z. On note Uy, ..., U, les parents de X et Y1, ..., Y les enfants de X.
Alors, pour tout ig € {1,2,...,r}, si X n’appartient pas a I’ensemble des observations Z, le
message Ly, envoyé par X a U, vérifie

Vg, x €du,x  Hxu, (i Fu,x) = @Z{ [Hugx(-;z)}yj)] X ...
X J

xS (@bt ] ST G
(Ui)isig 700
avec
a=1]] lezx(z;}ix) (3.49)
i#ig
ou szZx désigne la densité de la loi FZIZX du vecteur iji  par rapport a la mesure V;Z  définie
par

vix= Q) wu (3.50)

leg
X;EZ;}Z,X

et avec les conventions suivantes :
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- Zyy, désigne le projeté de 2y, X sur I’espace 3)_(5/]-

— zf}l  désigne le projeté de 2y, x Sur I’espace 3;}1, x

— lorsque I’ensemble Z;(Yj est vide, le terme Iy, +(; Zxy, ) doit étre remplacé par le terme
Iy, x dans I’expression 3.48

— lorsque I'ensemble Z; y est vide, le terme 11; (27 x; - ) doit étre remplacé par le terme
pi; x dans I’expression 3.48, et Ie terme fZIZX (2 x) vaut 1 dans I’expression 3.49

— lorsque X n’a pas d’enfants et possede au moins un parent autre que U, I’expression 3.48
devient

— lorsque X a U;, comme unique parent et posséde au moins un enfant, I’expression 3.48
devient

g (320,50 = D4 [T v (5250 11X | (3.52)
J

X

— lorsque X n’a ni enfant ni d’autre parent que U,,, I’expression 3.48 devient
fxu,, = 1 (3.53)

Dans le cas ou X appartient a Z et possede au moins un parent autre que U;,, le message (i,
0
vérifie!

Uiy,...,Ur
txu, (20, x) = @ e (z) (3.54)

ol x désigne le projeté de 2y, x Sur I’espace image de X et v; est la mesure de domination sur
I’espace image de X . Enfin, dans le cas ou X appartient a Z et n’a pas d’autre parent que U,
le message lxu, vérifie

txo, = fx (3.55)

'On notera que lorsque X appartient & Z, X n’a pas d’enfant car on a supposé que les éléments de Z n’ont
pas d’enfant.
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FIG. 3.3 — Calcul de 1y, .
i

DEMONSTRATION :

Dans cette démonstration, on supposera que X n’appartient pas a Z, que X posseéde au moins un enfant
et un parent autre que Uj,, et que les ensembles Z;(Yj et Z [}LZ  sont non-vides. On vérifiera aisément que
le traitement de ces différents cas particuliers ne pose aucune difficulté.

On convient de noter (LL;,,U;,) I'espace image de U;,. Pour tout u;, € il;, et pour tout z,}io x €

31}1'0)(’ on pose
f(uio; Z(;iOX) = QZ{ [H ’u';jX( s Z)_(Y])} Z [® Ml—i}iX(Zl-ZX; )] ® HA()(UI7...7UT)}(UZ'0) (3-56)
X

J (Us)izig 70

o[, Coomng)] X (@M G )] 18 )
X J 7

(Us)iztig 70

e

(3.57)
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Alors, pour tout B € Z[}io y-ona

/Bf(uio;ZUiOX)VUiOX(dZUz'OX) = /]IB(ZUZ'OX) [];If;)—(yj ($,Z;(y])] X ...

z B B
XH(Ul’ ’UT)(ul, U d) HfZ+ ZUz )HU:J'X(,Z(JJFZ_X;dui)]uUiOX(dzUmX) (3.58)

1#£i0

On définit les vecteurs V, Z‘J; et Z par

déf
V' E (U1,Us, ..., Uig—1,Uigs1,- -, Uy) (3.59)
déf
Zf = (ZaX,ZUQX,...,Z&Oilx,Z&OHX,...,Z[ZX) (3.60)
— déf — _ _
Zy = (Zxy Zxyy - Zxy,) 3.61)

Avec ces notations, on a alors

— — — — UZ 7V)
Lf(uio;ZUioX)VUiQX(dZUiOX) :/1B(ZU X)fgx (s 2T 0 (g, 03 ) .
-x 10 VX(ZVdeU) ZE (dz‘tx)y)}(dz;()
:/]13(251, X)H)Z(, (m;dz})ﬂg?io’v)(uio,v;dx) X
f X (3.63)
A
- X HVVX(ZVdeU) ZE (dZ\J;X)
_ —\1Uig,V)
= [ 1p(z; X (2;dz ) (ug,, v, dz) ¥
[ 1 O s g sy
X Fry s 3 (d(v, 20 x))
Or,on a
. +
10" (w03 -) = IOV (02t (3.65)
et
U; '.

En reportant les égalités 3.65 et 3.66 dans 1’équation 3.64 et en utilisant la proposition C.3, on obtient

_ Ui
/f Uig} 2y, X vy, X(dZU X) /]IB(ZUiOX)H)Z()—((‘T;dZX)H(XO,V’Z¢X)(uio;d(xavaZ\J;X)) (3.67)

_ 17U
:/]lB(ZUiOX)H)Z(X(x;dZX)H(XO,Z‘jX)(uiO;d(x’z\tX)) (3.68)
Or,ona

. +
¥ (a5 -) = H(Z[j_zo I (w2 ) (3.69)

X
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En reportant 1’égalité 3.69 dans I’équation 3.68 et en utilisant la proposition C.3, on obtient

— _ _ _ U; _
/Bf(uio;zUiOX)VU,’OX(dZUiOX) :/]IB(ZUiOX)H(ZX,X,Z‘jX)(“io?d(2X7x7Z\J5X)) (3.70)
_ U; _
:/]IB(ZUiox)H(Z)—(,Z‘J;X)(ui(J;d(ZX’Z\J;X)) (3.71)
U;
=I1,°  (u;y; B) (3.72)

Uig X

. T o U;
Par conséquent, pour tout u;,, I’application f(u;,; -) est la densité de la mesure II 7 (u4y; -) par

Uiy X

rapport a la mesure v;; -, ce qui prouve ’égalit€ 3.48. 0
20

3.3.5 Définition de I’algorithme de propagation de croyance exacte

En considérant les propositions 3.2 et 3.3, on remarque que, dans un réseau bayésien sans
cycle, il est possible de calculer tous les messages recus par un sommet quelconque (n’appar-
tenant pas a I’ensemble des observations) a partir des messages envoyés par les sommets de
degré 1 du réseau bayésien? en appliquant de fagon récursive ces deux propositions. Comme la
proposition 3.1 permet de calculer la loi a posteriori de ce sommet a partir des messages recus
par ce sommet, on voit donc que I’ensemble des propositions 3.1, 3.2 et 3.3 permet de calculer
la loi a posteriori de ce sommet a partir des messages envoyés par les sommets de degré 1.
On convient alors d’appeler algorithme de propagation de croyance exacte 1’algorithme ainsi
obtenu et équations de propagation de croyance les équations 3.4, 3.37 et 3.48 qui sont utilisées
par cet algorithme.

3.4 L’algorithme de propagation de croyance approchée

Dans le cas d’un réseau bayésien cyclique, il n’est plus possible de calculer exactement la
loi a posteriori d’un sommet a 1’aide de 1’algorithme de propagation de croyance exacte étudié
précédemment. Cependant, il a été constaté empiriquement [FM98, MMC98] que I’on peut
obtenir dans certains cas une « bonne » approximation de cette loi a posteriori en appliquant
itérativement les équations de propagation de croyance que nous avons vues précédemment.
Dans cette partie, nous allons décrire en détail 1’algorithme que I’on obtient en procédant ainsi et
que nous conviendrons d’appeler algorithme de propagation de croyance approchée®. Pour cela,
nous allons tout d’abord étendre la notion de message introduite au § 3.3.1 : les messages utilisés
par I’algorithme de propagation de croyance approchée perdent la signification qu’ils avaient
au § 3.3.1 et deviennent maintenant de simples intermédiaires de calcul. Nous décrirons ensuite
I’application des équations de propagation de croyance pour calculer les messages échangés a

’Les sommets de degré 1 du réseau bayésien sont les sommets qui soit ont un unique parent et pas d’enfant,
soit ont un unique enfant et pas de parent (cf la définition A.3).

*Dans la littérature, cet algorithme est également appelé algorithme de propagation de croyance cyclique
(loopy belief propagation algorithm) [TJ02, Wei0O0]. Dans cette theése, nous préférons utiliser le terme algorithme
de propagation de croyance approchée pour souligner le fait que cet algorithme ne permet de calculer qu’une
approximation de la loi a posteriori de chaque sommet.
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chaque itération et obtenir une estimation de la loi a posteriori des sommets n’appartenant pas
a I’ensemble des observations.

3.4.1 Messages

Définition 3.4
Soit (2, F, P) un espace de probabilité. Soit £ une partie finie de N. Pour tout [ € £, soit
(Ey, &) un espace mesurable et X; un élément aléatoire de (2, F) dans (E;, &;). On pose U =
{X 1 }ieg. Soit G = (U, A) un réseau bayésien sur U pour la mesure de probabilité P. Soit Z
une partie non-vide de U telle que les éléments de Z n’ont pas d’enfants dans GG. Pour tout arc
(X,Y) deG,
1. on note (X, X) I’espace image de X et Z I’ensemble des éléments de Z qui sont joints
aY par une chaine (o, . .., o) telle que o, = (X,Y).
(a) Si Z3, estnon vide, on note (3%, Z¥ ) le produit des espaces mesurables images
des éléments de Z;, et on convient alors d’appeler message de X a'Y et de noter
(% toute transition de I’espace mesurable (3%, Z%,) dans I’espace mesurable
(X, X).
(b) Si Z} est vide, on convient d’appeler message de X a'Y et de noter j15 toute
mesure de probabilité sur I’espace mesurable (X, X').

2. on note Z, I’ensemble des éléments de Z qui sont joints a X par une chaine
(0q,...,qa,) telleque oy = (X, Y).
(a) SiZ estnon vide, on note (3, Zyy ) le produit des espaces mesurables images
des éléments de Z, et on convient alors d’appeler message de’Y a X et de noter
iy x toute application mesurable de (X, X) ® (3yy, Zxy) dans (R, B(RT)).

(b) Si Z estvide, on convient d’appeler message de'Y a X et de noter iy,  I’appli-
cation mesurable constante de (X, X') dans (R*, A(R™")) valant 1.

Comme précédemment, on convient d’appeler Z I’ensemble des observations, Z ., I’en-
semble des observations situées en amont de Y et reliées aY via X et Z, I’ensemble des
observations situées en aval de X et reliées a X viaY .

3.4.2 Description de I’algorithme
3.4.2.1 Cadre de I’algorithme

On se place sous les hypotheses de la définition 3.4. On suppose également donnés, pour
tout arc (X, Y') de GG, un message initial ,ujﬂ(/o ) ainsi qu’un message initial u;)((o ) choisis de la
facon suivante :

— dans le cas o X n’a pas de parents et possede uniquement ¥ comme enfant, on pose

ey = Fx

— dans le cas ou Y n’a pas d’enfant et posseéde uniquement X comme parent,

— siY € Z, on suppose que, pour tout z € X, la mesure 155 (z; - ) posséde une densité
f:X(z; -) par rapport a une mesure de domination v; positive et o-finie sur I’espace
image de Y et que la fonction f;¥ est mesurable, et on pose /iy )((0 ) = fi¥

-siY ¢ Z, onpose,u;)((o) =1
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.o 0 —(0 .. .

— dans tous les autres cas, les messages initiaux ujﬂ(/) et [ty )(() sont choisis de fagon arbi-
traire.

Enfin, on suppose donnée une liste £ = (cq,c¢o,...,¢,) de couples de sommets du réseau

bayésien G telle que, pour tout k € {1,...,p},
1. le couple ¢ ou le couple ¢, est un arc du réseau bayésien G,

2. lorsque ¢y, est un arc du réseau bayésien G, le premier sommet de ¢, posseéde au moins un
parent ou possede plus d’un enfant,

3. lorsque ¢ est un arc du réseau bayésien (5, le premier sommet de ¢, possede au moins un
enfant ou possede plus d’un parent,

4. aucun couple n’apparait plus d’une fois sur la liste .. Autrement dit,

\V/k’, K Cyp = Ci/ = kE=F (373)

Remarque 3.1

La liste .Z servira au § 3.4.2.2 a spécifier I’ordre dans lequel les différents messages doivent étre
mis a jour a chaque itération : on calculera d’abord le message envoyé par le premier sommet du
couple c¢; au deuxieéme sommet du couple ¢y, puis le message envoyé par le premier sommet du
couple ¢, au deuxieme sommet du couple ¢, et ainsi de suite. La condition 1 garantit que les ¢
correspondent bien a des arcs de GG car un sommet ne peut envoyer de message qu’a un parent ou
a un enfant. Les conditions 2 et 3 permettent d’éviter le calcul a chaque itération des messages
envoyés par les sommets de degré 1 au reste du réseau : ces messages restent constants d’une
itération a I’autre. Enfin la condition 4 nous permet de simplifier la formulation de 1’algorithme
de propagation de croyance approchée. Il est possible de formuler 1’algorithme de propagation
de croyance approchée sans cette derniere hypothese en utilisant des notations plus complexes.

3.4.2.2 Passage de I’itération n a I’itération n + 1

Soit n € N. On suppose que, pour tout arc X — Y de G, les messages ujﬂ(fn) et [by )((”) ont

été définis. Pour tout k € {1,...,p},
— si ¢ est un arc du réseau bayésien GG, on note X le premier sommet du couple ¢y ;
Ui,...,U, les parents de X ; Yi,...,Y, les enfants de X et Y}, le deuxicme sommet

du couple ci. On définit alors le message u}gjl) par

+ + T+ Ly = (.=
V 2xy, € 3xv, Hxv, (zxyjoa ) = Vhayes ty, x (5 2xy; )5 - -

J#jo
Uy,...,Ur
Y Qa1 ) 374
(Ux,...,Ur) 7
avec
) Pyt i3k e {1, k=1 cp = (), X)
Pyix =9 -~ : (3.75)
Iy, x sinon
+ (n+1) : /
) sidk'e{l,....k—1 e = (U;, X
iy =410 t J (U X) (3.76)

P, x sinon
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et avec les conventions suivantes :

- Zxy, désigne le projeté de z}yj_ | sur I’espace 3)}Yj

— 27y, x désigne le projeté de 2y,  sur I’espace 3

— lorsque I’ensemble Z;(Yj est vide, le terme Iy, (3 Zxy, ) doit étre remplacé par le
terme /iy y dans I’expression 3.74

— lorsque I’ensemble Z;) \ est vide, le terme yf; (2 y; -) doit étre remplacé par le
terme /.  dans I’expression 3.74

— lorsque X a Y, comme unique enfant, I’expression 3.74 devient

+ (n+1 Ui,...,Ur
oy ) = > (@b e @317
(U,...,Ur) 7

— lorsque X n’a pas de parent, I’expression 3.74 devient

n+1 — —
Mjﬂ(fj: )(Z;—(on; ) = quayes(H ,uij( ") Zij), FX) (3.78)
J#jo

=

+
Hy, x
+
X
phy

J0

m Q D
ON i ON
© 0 U

FIG. 3.4 — Calcul de u}gjl).

— si ¢ est un arc du réseau bayésien G, on note X le premier sommet du couple ¢ ;
Uy,...,U, les parents de X ; Y7,...,Y; les enfants de X et U,, le deuxiecme sommet
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du couple ¢;. Si X ¢ Z, on définit alors le message /LX[(] nt) par

- - — (n+1 .
VZUZ-OX 63UZ-OX Hxu,, )(', “Uiy X Z[HMYX ZXY

XY ®uuix EARER ]®H§(U“"’U”} (3.79)

(Ui)iggig 0

avec

7 (3.80)

Y si3R el E -1} = (Y5, X)
Ky, x i
:uYX Sinon

X (3.81)

o b si3k e {1, k1) ew = (U, X)
Hox = P x sinon

et avec les conventions suivantes :

- Zxy, désigne le projeté de 2y, x Sur I’espace 3}5@

- zlJZ  désigne le projeté de 2y, x Sur I’espace 3;;1, <

— lorsque I’ensemble Z;(Yj est vide, le terme Iy, «(; Zxy, ) doit étre remplacé par le
terme /iy y dans I’expression 3.79

— lorsque I’ensemble Z;) \ est vide, le terme pf; (2 y; -) doit étre remplacé par le

terme pf(}i + dans I’expression 3.79
— lorsque X n’a pas d’enfants, I’expression 3.79 devient

oz, ) = 1 (3.82)

— lorsque X a U;, comme unique parent, I’expression 3.79 devient

— (n+1 — U;
MX((JZ: )(.;ZUiO Z [H :uYX ZXY HXO} (3.83)
Dans le cas ou X appartient a ’ensemble des observations Z, on définit le message
v par
Ut,....Ur
- - d [Z(Ui)i;éz’o [®i7ﬁio /”LlJ;z'X(ZlJfriX; ' )] ® Hg( )]
/~LXUZ~O<';ZU¢OX) = an (x) (3.84)

ou z désigne le projeté de z;; . sur I’espace image de X et 1, est la mesure de domination
. 0
sur I’espace image de X.
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FIG. 3.5 — Calcul de u)_a(]fjl).

D’autre part, pour tout arc X — Y de G tel que le couple (X, Y') n’apparait pas sur la liste .Z,
on pose

n+1 0
e = wky) (3.85)

et, pour tout arc X — Y de G tel que le couple (Y, X) n’apparait pas sur la liste .Z, on pose

i = (3.86)

Remarque 3.2

Au §3.4.2.1, nous n’avons pas donné d’indication sur la fagon de choisir la liste £ qui spé-
cifie 'ordre dans lequel les messages sont mis a jour a chaque itération. Dans la littérature,
on trouve plusieurs ordonnancements possibles. Ainsi, Kschischang et Frey [KF98] décrivent
deux types d’ordonnancement appelés respectivement two-way schedule et flooding schedule.
Dans le premier cas, chaque sommet ne met a jour le message destiné a I’un de ses parents ou
enfants que lorsqu’il a re¢u un nouveau message de la part de tous ses autres parents et enfants.
Dans le deuxieme cas, chaque sommet met a jour le message destiné a I’'un de ses parents ou
enfants deés qu’il a recu un nouveau message de la part de ’un de ses autres parents ou enfants.
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Dans ce dernier cas, on peut €tre amené a calculer plusieurs fois au cours d’une méme itération
le message échangé entre deux sommets : la liste .Z’ ne vérifie plus la condition 4 p. 47 et on
doit alors utiliser des notations plus complexes pour formuler 1’algorithme de propagation de
croyance approchée.

3.4.2.3 Estimation des lois a posteriori a I’itération n.

On suppose que tous les messages correspondant a 1’itération n ont été calculés. Soit X un
sommet de G n’appartenant pas a Z. On note Uy, ..., U, les parents de X et Y7, ..., Y, les en-
fants de X. L’estimation a I’itération n de la loi a posteriori de X étant donnée les observations
Z est donnée par

(n)

Vee3 T4 (z-) :mBayes(Hugg’?(-;z;m),...
J

Y (@ G ) o) 387)

(U1,.--,Ur) t

avec les conventions suivantes
— Zyy, désigne le projeté de z sur I"espace 3;“/],
— 27 x désigne le projeté de z sur I’espace 3 «

— lorsque I’ensemble Z;(YJ_ est vide, le terme u;j ()?)( " 2y, ) doit étre remplacé par le terme

,u;j ()?) dans I’expression 3.87

(n)

— lorsque I’ensemble Z;;  est vide, le terme NLJZ % (217 x; ) doit étre remplacé par le terme

NLJZ()?) dans I’expression 3.87
— lorsque X n’a pas de parent, I’expression 3.87 devient

— (n)

H)Z( (Z; ) = \I]Bayes (H ,U;/J()?)(,Z)_(YJ),FX> (388)
J
— lorsque X n’a pas d’enfants, I’expression 3.87 devient

()= 3 [@uiX G )] @mg (3.89)

(Ur,.,Ur) i

— ()
15
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— (n)
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O O Y 0 O
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—(n)
FIG. 3.6 — Calcul de I1Z .

3.4.2.4 Commentaires sur la convergence de I’algorithme

Comme on a pu le voir, I’algorithme de propagation de croyance approchée est un algo-
rithme itératif. En notant ™ les messages 2 I’itération n, on constate que les messages a 1’ité-
ration n + 1 sont calculés a partir des messages a I’itération n, autrement dit on a

A = o (™) (3.90)

ou I’opérateur ¢ correspond aux calculs décrits au § 3.4.2.2. Lorsque 1’algorithme de propaga-
tion de croyance converge, les messages obtenus correspondent donc a un point fixe de 1’opéra-
teur P.

Lorsque le réseau bayésien GG possede un unique cycle, les messages échangés entre les
sommets de ce cycle peuvent étre calculés a 1I’aide d’un opérateur linéaire ®. Les points fixes de
I’algorithme correspondent alors aux vecteurs propres de ® associés 2 une valeur propre stricte-
ment positive et appliquer I’algorithme de propagation de croyance au réseau bayésien G revient
en fait & rechercher un vecteur propre de I’opérateur ® par la méthode de la puissance [Wei00].

Lorsque le réseau bayésien G possede plusieurs cycles, il n’est plus possible de se rame-
ner a 1’étude d’un opérateur linéaire. La convergence de I’algorithme a cependant été étudiée
dans la littérature dans un certain nombre de cas particuliers importants : variables aléatoires
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gaussiennes [WFO1], topologie particuliere correspondant a celle des turbo-codes [Ric00]...La
convergence de 1’algorithme dans le cas général a également été étudiée a 1’aide d’outils issus
de la théorie des mesures de Gibbs [TJ02, YEWO01, YFW].

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les algorithmes de propagation de croyance exacte et
de propagation de croyance approchée. L’algorithme de propagation de croyance exacte s’ap-
plique a un réseau bayésien sans cycle. Il permet de calculer la loi a posteriori d’un sommet a
I’aide de messages qui sont propagés entre les sommets du réseau bayésien grace aux équations
de propagation de croyance. L’algorithme de propagation de croyance approchée s’applique a
un réseau bayésien cyclique. Il permet de calculer de fagon itérative une approximation de la
loi a posteriori d’un sommet en utilisant également les équations de propagation de croyance.
Comme ces deux algorithmes utilisent tous les deux les équations de propagation de croyance,
il est d’usage de les considérer comme deux variantes d’un unique algorithme : I’algorithme de
propagation de croyance.

On notera que notre présentation de I’algorithme de propagation de croyance est différente
de la présentation habituelle de cet algorithme dans la littérature : dans [Pea82, Pea86, Pea88,
MMC98], les messages échangés entre les sommets sont définis comme étant des vecteurs de
coefficients et on y appelle équations de propagation de croyance les équations qui opérent
sur ces coefficients. Nous avons choisi ici une présentation plus générale et abstraite de cet
algorithme. Dans notre approche, les messages correspondent a des transitions entre espaces
mesurables et les équations de propagation de croyance operent sur ces transitions en utilisant
notamment I’opérateur de Bayes. Cette approche est plus adaptée a la définition tres générale
des réseaux bayésiens que nous avons donnée dans le chapitre précédent car elle n’exige pas que
la loi a posteriori des sommets du réseau ait une forme particuliere. Naturellement, dans le cas
de réseaux bayésiens dont tous les sommets sont des variables aléatoires discretes, les équations
de propagation de croyance telle que nous les avons définies coincident avec les équations
figurant dans la littérature. Dans d’autres cas, nos équations de propagation de croyance peuvent
conduire a des calculs insolubles analytiquement ou possédant une complexité trop élevé en
pratique, mais il est alors possible de recourir a des méthodes d’approximation numérique pour
remplacer le calcul exact des messages par des calculs approchés.

A T'issue de ce chapitre, nous disposons maintenant d’un ensemble de techniques que nous
pouvons appliquer au probleme de 1’égalisation. C’est 1’objet du prochain chapitre.






Chapitre 4

Application des réseaux bayésiens a
I’égalisation

4.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons vu qu’il est possible de calculer la loi a poste-
riori d’un élément aléatoire en appliquant 1’algorithme de propagation de croyance a un réseau
bayésien représentant les relations d’indépendance conditionnelle du systeme étudié.

Nous allons maintenant appliquer les techniques que nous venons d’étudier au probleme de
I’égalisation. Nous allons nous intéresser a trois situations. Nous considérerons tout d’abord
I’égalisation d’un canal sélectif en fréquence dont la réponse impulsionnelle est supposée
connue. Nous examinerons ensuite 1’égalisation adaptative d’un canal évanescent sélectif en
fréquence dont la réponse impulsionnelle doit étre estimée conjointement. Enfin nous étudie-
rons 1’égalisation adaptative d’un canal évanescent non-sélectif en fréquence dont la réponse
impulsionnelle doit étre estimée conjointement. Pour chacune de ces situations, nous construi-
rons le réseau bayésien correspondant au systeme étudié, nous déterminerons les transitions
entre parents et enfants dans le réseau bayésien obtenu et nous appliquerons I’algorithme de
propagation de croyance a ce réseau bayésien.

4.2 L’égalisation d’un canal sélectif en fréquence

4.2.1 Modele du systeme

On suppose que des symboles complexes S; appartenant a un alphabet <7 sont transmis a
travers un canal de réponse impulsionnelle complexe h; supposée connue dont on observe la
sortie complexe Y;.

—

St—= h [V

Toutes les grandeurs sont échantillonnées au rythme symbole. On suppose que la sortie com-
plexe Y; du canal vérifie, pour tout t € N,

Y,=hl L, +V, 4.1)

55
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ol V; suit la loi gaussienne A4 (0, Np) et le vecteur th est défini par

) [St Sy ... St—Lr sit>I

L, =

T 4.2)
[St Si1 ... So 0 ... O} sinon

Enfin, on suppose que les variables aléatoires Sy, Vg, S1, V1, . . ., Si, V; sont indépendantes et que
Sy suit une loi Fs, sur I’alphabet 7. Pour tout ¢y € N, on recherche 1’estimateur du maximum
a posteriori de Sy, étant données les observations Yy, Y7, ..., Y.

4.2.2 Réseau bayésien

En procédant comme indiqué au § 2.3, on obtient le réseau bayésien représenté a la fi-
gure 4.1.

FIG. 4.1 — Réseau bayésien correspondant au probleme de 1’égalisation d’un
canal sélectif en fréquence de réponse impulsionnelle connue. On a représenté
le cas tg = 3.

4.2.3 Transitions entre parents et enfants
D’apres 1’équation 4.2, la transition Hg“ peut étre définie par
0
12 (s0; 1) = 0,00 (4.3)
ot C est la matrice de taille (L + 1) x 1 suivante

C=[1t oo ..o0", (4.4)

Li 1)

et, pour tout ¢ > 0, la transition H(ES“ peut étre définie par
t

Se,Li— e
H([_:tt t 1)(8t’lt_1; ) = 5St6+MEt—1 (45)
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ou M est la matrice de taille (L + 1) x (L + 1) suivante

(0 0 ... 0 0]
10 ...00

M=101 ... 00 (4.6)
00 ... 1 0

D’apres I’équation 4.1, pour tout ¢ € N, la transition H% peut étre définie par
Iy (Is; -) = Ae(h] B, No) @.7)
= g(h{ 11, No). A (4.8)
ou \ désigne la mesure de Lebesgue sur C et g(ﬁtTl; Np) désigne la densité de ,/I/C(ﬁtTl; M)

par rapport a \.

4.2.4 Application de I’algorithme de propagation de croyance

Comme le réseaux bayésien représenté a la figure 4.1 ne possede pas de cycle, on peut appli-
quer I’algorithme de propagation de croyance exacte pour déterminer I’estimateur du maximum
a posteriori de S;, étant données les observations Yy, Y7, ..., Y, . Les messages nécessaires au
calcul de la loi a posteriori de Sy, ont été représentés a la figure 4.2.

A I
Ve 7

OO @

A\ &
uit—li:t K
T T M;tit T

FI1G. 4.2 — Application de I’algorithme de propagation de croyance au réseau bayésien corres-
pondant au probleme de I’égalisation d’un canal sélectif en fréquence de réponse impulsionnelle
connue. Les variables aléatoires observées sont représentées en vert.

“f

h1+

Pour tout ¢t > 0, le message envoyé par th a th+1 vérifie

— St Li-
:u%_tEHl (yO:t; ’ ) = “IjBayes (Mytzt( 5 yt)7 Z (FSt ® M—Ltt_lit (yO:t—l; ’ )) ® H( 1)> 4.9)

St
Ly
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- ., . L - T
En utilisant les équations 4.5 et 4.8, on en déduit, pour tout [, = [st St—1 ... S L} ,

kg o {12) o< g(BY T No) () ..

.. x Fg,(s¢) Z MJLfFlEt (yO:tfﬂ { [St—l St—2 ... St—L—l}T}> (4.10)

St—L—1
En posant, pour tout ¢ > 0,
déf T
i (St, 8t-1, -+ St—Lt1) = Z M%Ltitﬂ (y&t; { [St St—1 - Sth] }) (4.11)
st—1,

la relation 4.10 implique, pour tout ¢ > 0,

- T
Sty St-1y - St—+1) X Fs,(s¢) Z g(hl. [st Si_1 ... st_L] JNo)(yg) X ...
Si—L 4.12)
e X 052571(825717 Sg—2y -+, Sth)

L’initialisation de la récursion 4.12 se fait en remarquant que le message envoyé par EO al,
vérifie
MZ:OEI (?/0, . ) = \I/Bayes (,U;OEO( .3 yo)’ Z FS() & H%())) (4.13)
So

En utilisant les équations 4.3, 4.8 et 4.11, on en déduit

7 T
&0(80,871,...,8,L+1) OCFSQ(SO>Zg(hg- [80 S_1 ... S—L} ,No)(y()) X ...
oz (4.14)
oo X Oé,1<871, S_9,..., S,L)
avec
¢ |1 sis 1 =s59=...=5_ =0
a_1(5-1,5-2,...,5-1) = { S? LT ot (4.15)
0 sinon

Le message envoyé par Eto a Sy, vérifie
e Cigon) = Somy - Cio) SO0t (o ) @TE0 R0 46)
Ltosto y Y0:to 4 YtoLto s Yto . LtoflLto 0:tg—1> Lto .
Lto Lto_l
En utilisant les équations 4.5 et 4.8, on en déduit pour tout s,

_ > T
'LLEtOStO (St()%yO:to) = Z g(hﬁ- [Sto Sto—1 - - - StofL} 7N0)(yto) e

(st)tg—L—1<t<tg

T
---NEO_ILO(?/O:M—H{[Stofl Sto—2 -+ Stg—L—1) }) (4.17)
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On obtient alors la loi a posteriori de Sy,

YO:tO

HStO (yO:to; : ) = \I]Bayes (:ugto St ( ) yO:to)v FStO) (418)

En utilisant I’équation 4.17, on en déduit

Yo: - T
HSS(:O (yO:to; {Sto}) X FStO (Sto) Z g(hz; [Sto Sto—1 -+ - StO*L] >M)(yto) SR
(St)tO—L—1<t<t0
T
NG (?/O:to—1§ { [St0-1 Sto-2 -+ Stg—L-1] }) (4.19)

Avec la notation 4.11, I’équation 4.19 peut s’écrire

Yo: e T
HSSOtO (yO:to; {Sto}) X FStO (St0> Z g(hz;' [Sto Sto—1 .- - Sto—L} 7N0)(yto> cee
(8t)tg—L<t<tg
Ce O{tofl(StO,l, 825072, N StofL) (420)
En utilisant I’équation 4.12, on en déduit
Y. -t
HS?(')O (yOZto; {8t0}> X Z Oéto(Sto7 St0717 ey StO,L+1) (421)

(8t)tg—L+1<t<ty—1

On obtient alors I’estimateur du maximum a posteriori de Sy, étant données les observations
Yo, Y1, ..., Y, en maximisant I’expression 4.21 par rapport a sy,.

4.2.5 Conclusion

On remarque que les équations 4.12 et 4.21 sont identiques a celles que 1’on obtiendrait
en appliquant 1’algorithme BCJR [BCJR74] pour déterminer la loi a posteriori de Sy, étant
données les observations Yy, Y7, ..., Y. Ce résultat est cohérent avec les observations de Wi-
berg [Wib96] et de McEliece ef al. [MMC98] : Wiberg a remarqué que 1’on retrouve 1’algo-
rithme BCJR en appliquant 1’algorithme somme-produit a un graphe de Tanner de structure
équivalente a celle du réseau bayésien de la figure 4.1 et McEliece et al. ont fait une remarque
similaire en utilisant I’algorithme de propagation de croyance pour décoder un code de convo-
lution du type tail-biting.

D’autre part, la complexité de cet algorithme est O (to card(</ )LH). En pratique, cet algo-
rithme ne peut donc étre utilisé qu’avec des alphabets de faible taille et des canaux de réponse
impulsionnelle courte.
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4.3 L’égalisation adaptative d’un canal évanescent sélectif en
fréquence

4.3.1 Modele du systeme

On suppose que des symboles complexes S; appartenant a un alphabet <7 sont transmis a
travers un canal de réponse impulsionnelle /; dont on observe la sortie complexe Y;.

—

Ss— H, Y

Toutes les grandeurs sont supposées échantillonnées au rythme symbole. On suppose que la
sortie complexe Y; du canal vérifie, pour tout t € N,

Y,=HI'L,+V, (4.22)

ol V; suit la loi gaussienne A4 (0, Nj), le vecteur th est défini par

T
- |:St St—l e St—L:| sit 2 L
L= T (4.23)
[St Si1 ... So 0 ... O} sinon
et le vecteur H, évolue suivant un processus autorégressif vectoriel d’ordre 1 défini par
= JAH . + W, sit>0
i, =M s (4.24)
o + Wo sit=20

ot W, suit la loi gaussienne %(6, R¢), A est une matrice complexe supposée connue et 7
un vecteur complexe supposé connu. Enfin, on suppose que les variables aléatoires S, WO,
Vo, S1, Wl, Vi, ..., S, Wt, V; sont indépendantes et que S; suit une loi Fs, sur I’alphabet 7.
Pour tout ¢y, € N, on recherche I’estimateur du maximum a posteriori de S;, étant données les

observations Yy, Y1, ..., Ys,.

4.3.2 Réseau bayésien

En procédant comme indiqué au § 2.3, on obtient le réseau bayésien représenté a la fi-
gure 4.3.
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Lg Ly Lo Ly,
i, f\:ﬁl ) fﬂ(ﬁrz ) ,
FIG. 4.3 — Réseau bayésien correspondant au probléeme de 1’égalisation adap-
tative d’un canal sélectif en fréquence dont la réponse impulsionnelle évolue
suivant un processus autorégressif vectoriel d’ordre 1. On a représenté le cas
to = 3.
Pour supprimer les cycles, on regroupe les variables L, et H, en introduisant la variable
Bt — (Lt7 Ht) (425)

On obtient alors le réseau bayésien représenté a la figure 4.4.

FIG. 4.4 — Réseau bayésien correspondant au probleme de 1’égalisation d’un
canal sélectif en fréquence dont la réponse impulsionnelle évolue suivant un
processus autorégressif apres regroupement des variables L; et H;.
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4.3.3 Transitions entre parents et enfants

D’apres les équations 4.23 et 4.24, la transition HZP peut étre définie par
0

I (so; ) = 0, @ ® A (0, Re) (4.26)

Bo
ot C est la matrice de taille (L + 1) x 1 suivante
= T
C=[100 ... 0, (4.27)

)

et, pour tout ¢ > 0, la transition H%Bt‘l’st peut étre définie par, pour tout by | = (ft,l, ﬁt,l) et
t

pour tout s,
H( Bi-1,51) b i) =904 - ® No(Ah R 4.28
B, ( t—1, St; ) stC+Ml;_1 C( t—1, G) ( . )

ol M est la matrice de taille (L + 1) x (L + 1) suivante

00 00
10 0 0

M=|01 00 (4.29)
00 ... 10

D’apres 1’équation 4.22, pour tout ¢ € N, la transition H% peut étre définie par, pour tout
bt = (lt7 ht)a

I (B -) = Ao (hf T, No) (430)

= g(h{ s, No)-A 4.31)

ou \ désigne la mesure de Lebesgue sur C et g(ﬁtTl:, Np) désigne la densité de ,/Vc(ﬁfl:, M)
par rapport a \.

4.3.4 Application de I’algorithme de propagation de croyance

Comme le réseaux bayésien représenté a la figure 4.4 ne possede pas de cycle, on peut appli-
quer I’algorithme de propagation de croyance exacte pour déterminer 1’estimateur du maximum
a posteriori de S;, étant données les observations Yy, Y7, ..., Y, . Les messages nécessaires au
calcul de la loi a posteriori de Sy, ont été représentés a la figure 4.5.
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® )

FIG. 4.5 — Application de I’algorithme de propagation de croyance au réseau bayésien correspon-
dant au probleme de I’égalisation d’un canal sélectif en fréquence dont la réponse impulsionnelle
évolue suivant un processus autorégressif. Les variables aléatoires observées sont représentées en
vert.

+ + + +
FBy5, t—15¢ MBtBt+1 MBtoﬂBto
“YO By uYt By MYto By

Afin de simplifier les notations, on convient dans la suite d’identifier I’ensemble des matrices
de taille (L + 1) x 1 et a coefficients dans C (resp. ') a ’ensemble CL*! (resp. &/ 1+,

4.3.4.1 Calcul du message envoyé par Boa B,
Le message envoyé par éo a él vérifie

1 5, (W03 ) = hayes (u;ogo( y0), Y Fey @ 11 ) (4.32)
So

Pour tout I' € Z(&/t1) @ Z(CE1), on a donc
,ugoél(yo; I x /]lp(go)u;oéo(l;o; yO)H%‘;(so; dl;O)FSO(dsO) (4.33)
X / ]lf(l_(;v ﬁo)g(ﬁgﬁ),%)<yo)%(ﬁo, RG)<dE0)5soé<dﬁ]>Fso (d‘SO) (4'34)

En utilisant la relation C.32, on en déduit

MEOEI (yo: ') o /]lF(fm ﬁo)[/\/o + ngGl%]_l exp{mo(yo, Z))TEO(E))_lmo(yo, l?))} e
N (mo(yo, L), zo(fo)) (dho)3, ¢ (dly) Fs, (dsy) (4.35)
avec

1o (Yo, o) = 7o + [yo — 15 7o) Ko (lo) (4.36)
So(lo) = L1 — Ko(lo)l3 ) R (4.37)
o+ TR Rel} (4.38)
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Par conséquent, pour tout 3y € C et pour tout I" € Z(/t*1), on a

I (yo; ) = T2 2 (s T x CFFY) (4.39)
= pif 5 (yo; T x CH*Y) (4.40)

x [ 1o + I Rl
- exp{rio(yo, 1) ols) o (yos ) §3,,:(dls) P, (dso)
ce qui implique, pour tout ¢y € C et pour tout lo € &/,
H?; (yo; {lo}) o
o+ T RG] exp{ o (v, 1) o (l0) 0 (v, 1) } Y 0,07, Foa({50}) (4:42)
S0

(4.41)

oud, sy vautlsi 506 = lB, et 0 sinon.
D’autre part, en appliquant I’algorithme de propagation de croyance conditionnelle (cf. I’an-
nexe D) au réseau bayésien de la figure 4.6, on montre aisément que

T (g, Iy ) = ,/Vc(rﬁo(yo, i), zo(fo)> “443)
\/[_:0\

FIG. 4.6 — Calcul de la transition HgO’LO) par propagation de croyance condi-
0

tionnelle. On prend comme observations Z = {Y} et comme ensemble de
conditionnement C' = {L}.

En reportant les équations 4.41 et 4.43 dans I’équation 4.35, on obtient alors I’expression
suivante pour le message envoyé par Bya B,

15 5 o ) = T02 (o3 -) @ T (o, -5 ) (4.44)
ou les termes HYO et H(YO’ 0)
et 4.43.

peuvent étre calculées a I’aide des équations 4.42, 4.36,4.37,4.38
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4.3.4.2 Calcul par récurrence du message envoyé par B, a §t+1

Soit ¢ > 1. Supposons que le message envoyé par B,_1 a B, vérifie, pour tout yo;_; € C,

112 (yo; - )®H(Y°L°)(yo,-;-) sit=1
+ . R
’uBt 1B <y0t 13 ) - E HYOt 1 yOt 1 ° )®H(];:0j1717[/0:t71)(y0:t—17 .3 ) Slt > 2 (445)
Lot—2

avec, pour tout yo.._1 € C! et pour tout lo.;_; € o7 LHDxt,

HQ/O:FhLOZt_l)(yo:tfla l_()]:t71§ ) = JVC(mtfl(yO:tfla Z):t71), th@o:tq)) (4.46)

Hi
Le message envoyé par B a §t+1 vérifie
_ Bi—1,8
Mgtét-ﬂ(yozt; ) - q]BayeS ('uytét( K yt)’ Z (Mgt—lgt (yO:t—l; ) ® Fst) ® H( o t)> (447)

St
By

Pour tout I' € 2 (7 111) @ (CL*1), on a donc

MEtBt«rl <y0:t; F) X / 11F(bt>:u;t§t(bt; yt) o
. Hgt_l’St)(gtA’ St; dgt)ﬂgtilgt (Yo:t—1; dgt71>FSt (dsy) (4.48)

Dans la suite, on supposera t > 2, le traitement du cas ¢ = 1 étant similaire au traitement du cas
général. Les équations 4.28, 4.31, 4.45 et 4.48 impliquent alors

Mgtgtﬂ(?/o:t; I) o /]lr(fn Et)g(fltT-ftaNO)(?/t)J/C(AEt—la RG)(dﬁt)%(mt—l(?Jo:t—ul?):t—1), e
.. Et—l(l_()):t—l)) (dﬁt—l) 53 C+Mlt l(dlt) Ot ! (yOt 15 let 1)F5t (dSt) (449)
En utilisant la relation C.36, on en déduit
Mgtém(yo:t; F) X /]lr(ft, ﬁt)g(fltT-l:,No)(?/t)% (mt\t—l(yO:t—la E):t—l)a S

--Et\t—la_()):tfl))(dht)(ss G ML, l(dlt) Yot " (Yo 1 dloy—1)Fs,(ds;)  (4.50)

avec

mt|t71(y0:t—1> l?):t—l) = Amt—l(?/O:t—la Z):t—l) 4.51)
Sye-1(loe1) = A% 1 (lou1)AT + Re (4.52)

En utilisant la relation C.32, on en déduit
Ngtgtﬂ(yo:t; I') x /]lr(l:, f_it) [No + Hzt\t—l(%;tq)l—ﬂ - o
. -eXp{_mt\tfl(?JO:t—la l_(’):t—l)fzﬂtfl(l_()):t—l)_lmﬂtfl(yO:t—l, Z{):t—l) + ...
o 17 (Yol ) e () 0 (ot fo:t)} ,/I@(ﬁit(yo.t, o), Et(fo-t)> (dhy) ..
: 5st6+Mﬁ,1(dlt) Yot (?/0 -1} dloss— 1)Fs, (ds;) (4.53)



66 Application des réseaux bayésiens a I’égalisation

avec
mt(yo:ta E):t) = mt\t—l(y&t—l, Z):t—l) + [yt - ETmt|t—1(QO:t—1> Z):t—l)]Kt(%:t) (4.54)
Et(f t) = [lr41 — Kt(ﬁ)t)ﬁ]zt|t 1(f0t 1) (4.55)
Ki(loa) = Wo + 17 Y- Wlow1)l;)™ I (a1 (4.56)

Or, en utilisant les relations d’indépendance conditionnelle représentées par le réseau bayé-
sien de la figure 4.3, on montre que

H y0t7 : Z \I[Bayes( Lt Ht)( )7

Hi_1:4

Youeo Y, Low— Li_1,Hi_1,S,
. Z[ E(;:t_ll(y&t—l; ) ®H;It0tl 1,Lo: 1)(y0:t—17 . ) ® FSt] ®H(E LHe-1 t)) (457)

St

avec Lt Hy) (lt, e ) = g(ﬁtTl; MNo). Apres des calculs similaires au calculs précédents, on en
dedult, pour tout [V € P (g7 (LHDx(+1)),

-1

H?;:i (yo.i; 1) o< /1r/(%:t) [NO + Ztrzjt\tfl(l_{)itfl)ﬁ
: .eXp{_mﬂtfl(yO:t—la lost1) S Gose—1) ™ g2 (Yoo Do) + 770 (e, o) ¢

X 2t<z3;t)*1ﬁzt<yo;t,l?]:t>} 8ciontiy o (T ™ (you 15 dloe—1) Fis, (dsy) - (4.58)

ce qui implique, pour tout yo,; € C*! et pour tout lo, € & (LT (+1),

. . .|
H?;j(yo:t; {lo:t}) o [N’O + ffztltfl(l0=t—1)l:] T
. .eXp{_mﬂtfl(yO:tfla l_()]:tfl)TEt\tfl(E]:tfl)ilmt\tfxy&tfla Z):t—l) + 1 (Yout, Z):t)T X

X Sl a0 o) § D Ot oars oe D Fs({s1}) 459)

D’autre part, en appliquant I’algorithme de propagation de croyance conditionnelle au ré-
seau bayésien de la figure 4.7, on montre que

HgO:hLO:t)<y0:t7 l?]:t; . ) = L/VC (Tﬁt<y0:t7 l?]:t), Zt(ﬁ):t)) (460)
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\
\go\/L 77777 >\£/1\/L ***** Y = gt\/
\ \ \ \

FIG. 4.7 — Calcul de la transition H(YM’L“) par propagation de croyance
conditionnelle. On prend comme observatlons Z ={Yy,Y1,...,Y;} et comme
ensemble de conditionnement C = {LO, , Ll, . Lt}.

En reportant les équations 4.58 et 4.60 dans 1’équation 4.53, on obtient alors I’expression sui-
vante pour le message envoyé par B; a B; 4

Yoo, L, '
MBtBt_H Yo-t; - Z HYOt yO t) ®H( ot Ot)(yO:ta " ) (461)

Loit—1
N " 4 Yo.t,Lo: A ‘ ) NETY p
ou les transitions H?‘t et H%O't o) peuvent étre calculées par récurrence a I’aide des équa-

tions 4.51, 4.52, 4.54. 4.55, 4.56 et 4.59.

4.3.4.3 Calcul du message envoyé par éto as,
Le message envoyé par éto a Sy, vérifie

. (St ,B )
W5 Cib0n0) =D a5 g (5tme) D g g (Wowg-r; ) @ T (4.62)
Bto Btofl

Pour tout sq € <7, on a donc
Métosto (80§ yO:to) =...
--/M_ 3 (gt s Yt )H(Sto Bro- 1)(3t ,gt —1§dgt )M—t = (?/O-t —1;dgt —1) (4.63)
YtoBto 0 0 Bto 0 0 0 Bto—lBto Lo 0
En utilisant les équations 4.28, 4.31, 4.60 et 4.61, on en déduit
/i};tosto (So§ yo:to) = /g(ﬁz;-l:oa-/\/b)(yto)%(/\ﬁtola RG)<d}_7:to)f/VC ('ﬁitofl(yo:tofla cee

.. l_é:to—l)a Zto—l(%:to—l)) (dﬁt0_1)55t06+Mﬁ07 (dlto) Yo't(; ' (yo ito—1) le ito— 1) (464)
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En effectuant des calculs similaires aux calculs précédents, on en déduit

— — -1 —
MEtOStO(So; yo:to) X /[No + gzto\to—l(ZO:to—l)lro] exp{_mto\to—l(y&to—la lo:to—1)T X ...
e X Eto|tofl(l_()):to—l)_lmtoﬁofl(yO:to—la l_é:to—l) + mto (yO:toa l_é:to)T X ...

oo X Eto (l_é:to)_lmto (?/O:tm E):to)} 5St06+ME071 (dl_t)()) YOiio—l (yO;tO_l; dﬁ);to_l) (465)

Lo:tg—1

4.3.4.4 Calcul de la loi a posteriori de S;,

On obtient alors la loi a posteriori de S,

Yo+ _
HSSO ° (yo:t(); ) ) = \I’Bayes (,ugt g ( ) yO:to)7 FSt()) (4.66)

0~t0

4.3.4.5 Complexité de I’algorithme

Considérons le calcul du message envoyé par B a §t+1 al’aide de I’équation 4.61. L’équa-
tion 4.59 montre que le cardinal du support de la mesure Hg’;_t (yot; -) vaut card(«/) .

Comme, pour tout l;zt appartenant au support de la mesure H?’t (Yo.¢; - ), le calcul de la mesure
= 0:t
Hg“’LO”)(yO;t, lo.; - ) al’aide des équations 4.51, 4.52, 4.54, 4.55 et 4.56 nécessite un nombre
t

d’opérations en O(tL?) , le calcul du message envoyé par B, a §t+1 nécessite un nombre d’opé-
rations en O (tL2 card(e/ )t+1). Ce calcul étant prédominant, la complexité de 1’algorithme est
O(toL? card(& )0 +1).

4.3.5 Conclusion

Lalgorithme que nous avons obtenu en appliquant I’algorithme de propagation de croyance
exact est optimal, mais sa complexité est exponentielle par rapport au temps, ce qui rend son im-
plémentation impossible en pratique. Des approximations seront donc nécessaires afin d’obtenir
un compromis plus satisfaisant entre les performances et la complexité.

4.4 L’égalisation adaptative d’un canal évanescent non-
sélectif en fréquence

4.4.1 Modele du systeme

On suppose que des symboles complexes A; appartenant a un alphabet .7 stable pour la
multiplication sont codés différentiellement en des symboles S; € &7 qui sont transmis a travers
un canal non-sélectif en fréquence dont on observe la sortie complexe Y.

Ay —— Si1 S H; —Y;
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Toutes les grandeurs sont supposées échantillonnées au rythme symbole. On suppose que la
sortie complexe Y; du canal vérifie, pour tout t € N,

Y, = HS + V; (4.67)

ol V; suit la loi gaussienne A4¢(0,Nj), le symbole S; est défini par

ASi- it >0
g, = e (4.68)

Ay sit=20

et le coefficient H; est défini par
H,=06"X, (4.69)
6=1[0 6 ... 6] (4.70)
: ﬁ)Z'HfVVt sit >0 @70
o + Wo sit=20

ou W, suit la loi gaussienne 4¢(0, Rg), 7o et © sont des vecteurs complexes supposés connus
et A une matrice complexe également supposée connue et de la forme suivante

[—¢1 —py ... —ép O]

1 0 0 0
A=lo 1 . 0 0 (4.72)

i 0 0 . 1 O_

On suppose également que la matrice de covariance R du bruit W, est de la forme suivante

10 0
00 ...0

Re=|. . . . (4.73)
00 ...0

Enfin, on suppose que les variables aléatoires A, WO, Vo, Aj, Wl, Vi, ... Ay Wt, V, sont
indépendantes et que A, suit une loi F)4, sur ’alphabet 7. Pour tout ¢, € N, on recherche

I’estimateur du maximum a posteriori de A;, étant données les observations Yy, Y1, ..., Y.

Remarque 4.1
On vérifie aisément que les équations 4.69 a 4.73 impliquent que le coefficient /1, évolue selon
un processus ARMA(L, L) défini par

Ht + ¢1Ht_1 + ...+ ¢LHt—L = 001/,5 + 01Vt—1 + ...+ QLVt—L (474)

avec vy ~ (0, 1). Le processus (H;) est donc obtenu a I’aide d’un filtre de Butterworth dont
la fréquence de coupure correspond a la fréquence Doppler du canal normalisée par rapport au
débit symbole.
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4.4.2 Réseau bayésien

En procédant comme indiqué au § 2.3, on obtient le réseau bayésien représenté a la fi-

gure 4.8.

FIG. 4.8 — Réseau bayésien correspondant au probléme de 1’égalisation adap-
tative d’un canal évanescent non-sélectif en fréquence avec un codage différen-
tiel. On a représenté le cas ¢ = 3.

Pour supprimer les cycles, on regroupe les variables L, et X, en introduisant la variable

ét = (St7 Xrt)

On obtient alors le réseau bayésien représenté a la figure 4.9.

FIG. 4.9 — Réseau bayésien correspondant au probléeme de 1’égalisation adap-
tative d’un canal évanescent non-sélectif en fréquence avec un codage différen-
tiel. Les variables S; et X; ont été regroupées.

4.75)
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4.4.3 Transitions entre parents et enfants

D’apres les équations 4.68 et 4.71, la transition 1‘[%0 peut étre définie par
0

H;%g(ao; *) = 64y ® (0, Re) (4.76)
et, pour tout ¢ > 0, la transition H?’“At) peut étre définie par, pour tout by, = (S¢_1,%4—1) et
t
pour tout a,
P4 By, ay; ) = Gy, @ Ne(ATy1, Re) 4.77)

D’apres 1’équation 4.67, pour tout ¢ € N, la transition H% peut étre définie par, pour tout

gt = (Sta ft),
2 (s ) = Ao, 7.6, N0) (4.78)
= g(s, 7.6, Np). A (4.79)

ol \ désigne la mesure de Lebesgue sur C et g(s; 77 .é,/\fo) désigne la densité de
Ne(s: 71O, Ny) par rapport & \.

4.4.4 Application de I’algorithme de propagation de croyance

Comme le réseaux bayésien représenté a la figure 4.9 ne possede pas de cycle, on peut appli-
quer I’algorithme de propagation de croyance exacte pour déterminer I’estimateur du maximum
a posteriori de A;, étant données les observations Y, Y1, ..., Y;,. Les messages nécessaires au
calcul de la loi a posteriori de A;, ont été représentés a la figure 4.10.

“;030 l l M::tét l l Méﬁo Atg T
) BBy B

1
+ 3 + 3 + 3
“gogl K

&
M5, |5 H§t§t+1 Bt —1Btq
“;tét M;togto

FIG. 4.10 — Application de I’algorithme de propagation de croyance au réseau bayésien corres-
pondant au probléme de I’égalisation adaptative d’un canal évanescent non-sélectif en fréquence
avec un codage différentiel. Les variables aléatoires observées sont représentées en vert.

o)<

—_

En procédant comme au § 4.3.4, on peut montrer que les messages nécessaires au calcul de
la loi a posteriori de Ay, étant données les observations Yy, Y7, ..., Y;, peuvent s’écrire sous la
forme indiquée ci-dessous.
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4.4.4.1 Message envoyé par By a B,

Le message envoyé par éo a él vérifie
Yo,S
15 5 (oi ) =TI (yo; -) @ T (o, -5 -) (4.80)
avec, pour tout yo € C et pour tout sy € &7,

I1Y (yo; {50}) o [Ny + ©T RO x

~ ; L (4.81)
- exp{iio(yo, 50) Zo(s0) oy, 50) | Fa ({50})
H%?’SO (Yo, 805 ) = JVC(mo(yo, 50), 20(30)) (4.82)
1m0(Yo, S0) = 7o + [Yo — So@Tﬁo]Ko(So) (4.83)
(80) = [ L+1 — KQ(S())SQ@ ]RG’ (484)
Ko(so) = [Ny + OTR6*] st RO (4.85)
4.4.4.2 Message envoyé par B, a §t+1
Le message envoyé par B a §t+1 vérifie
b, 00 ) = D T (s ) TGS (g, 3 ) (4.86)

So:t—1
avec, pour tout 5., € C'™! et pour tout sg,; € @71,
Hggi(yo;t; {s0:¢}) oc [No + éTEt\t—1<30:tfl)é*]il
. -eXp{_mﬂt—l(yO:t—la SO:tfl)TEﬂt—l(50:t71)717ﬁt\t—1<y0:t717 S0:—1) + M (Yout, 30:t)T X

- X Et(SO:t)ilmt(yO:taSO:t)} Z 5atst,1,stH§2§ 1(?/0t 1 {SO:t—l})FAt({at}) (4.87)

at

H%Oﬁ’so:t)(yo:ty S0:4; 1) = %(mt<y0:ta 50:¢), Et<30:t)> (4.88)
ﬁt|t—1<y0:t—17 SO:tfl) = Amz%l(ﬁyo:tfla SO:tfl) (4.39)
Sieje-1(S0:4-1) = AY 1 (s04-1)AT+ Rg (4.90)

M (Yosts So:) = Moaje—1 (Yost—1, So:e—1) + - - -

o 4.91)
o [y — 5O M1 (Your—1, S04-1)] K (S04)

S(s02) = [Tre1 — 5:K1(50:4)07 | Zupe—1 (S0:6-1) (4.92)
Kt(SO:t) = [/\/b + éTEm—l(SOnt—l)é*rlS;k Et\t—l(SO:t—l)é* (4.93)
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4.4.4.3 Message envoyé par éto aA,

Le message envoyé par B;, a A, vérifie

- S o1-1
MétoA (@03 Yo:t,) X /|:-/\/E]+@T2toto—1(50:tol)@*} eXp{_mtouo—l(yO:tofla 30:15071)T X

to

oo X Eto‘to—l(SOIto—l)_lmto‘to—l(yO:to—l7 SO:t()—l) + mto (y0:t07 SO:to)T X,

-1 - Y:t —
oo X Eto(so:to) 1mt0 (yO:t()) SO:tQ)} 6at05t071(d3t0)1—[5’2:t271 (?/O:to—1§ dSOZtQ—l) (494)

4.4.4.4 Loia posteriori de A,

On obtient alors la loi a posteriori de Ay,

Yo:t —
L0 (otoi -) = Wooges (115, o (59000): Fa, ) (4.95)

to

4.4.4.5 Complexité de I’algorithme

En procédant comme au §4.3.4.5, on montre que la complexité de cet algorithme est
O(toL? card(&/ ) t1).

4.4.5 Conclusion

Comme dans le cas de 1’égalisation adaptative d’un canal sélectif en fréquence, 1’algorithme
que nous avons obtenu en appliquant 1’algorithme de propagation de croyance exact possede
une complexité exponentielle par rapport au temps, ce qui rend son implémentation impossible
en pratique. Dans ce cas également, des approximations seront nécessaires afin d’obtenir un
compromis plus satisfaisant entre les performances et la complexité.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié 1’application des réseaux bayésiens au probléme de
I’égalisation. Nous nous sommes intéressés aux trois situations suivantes : égalisation d’un ca-
nal sélectif en fréquence de réponse impulsionnelle connue, égalisation adaptative d’un canal
évanescent sélectif en fréquence et égalisation adaptative d’un canal évanescent non-sélectif en
fréquence. Nous avons construit le réseau bayésien correspondant a chacune des ces situations
et nous avons appliqué I’algorithme de propagation de croyance exacte au réseau bayésien ob-
tenu. Dans le cas de I’égalisation d’un canal sélectif en fréquence de réponse impulsionnelle
connue, nous avons retrouvé I’algorithme BCJR, dont la complexité est exponentielle par rap-
port a la longueur de la réponse impulsionnelle du canal. Dans les deux autres cas, nous avons
obtenu un algorithme dont la complexité est exponentielle par rapport au temps.

On voit donc qu’en utilisant 1’algorithme de propagation de croyance pour égaliser un ca-
nal de réponse impulsionnelle longue ou pour effectuer conjointement I’estimation de canal et
I’égalisation, on obtient des algorithmes qui sont optimaux mais inexploitables en raison de leur
trop grande complexité. Il est alors nécessaire de recourir a des méthodes d’approximation nu-
mérique afin d’obtenir un compromis plus satisfaisant entre les performances et la complexité.
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Aussi, dans le prochain chapitre, nous allons présenter une technique permettant de calculer
de facon approchée une suite de mesures de probabilité. Nous verrons dans les chapitres suivants
que cette technique permet d’obtenir un bon compromis entre les performances et la complexité
lorsqu’on I’applique a 1’égalisation. Nous verrons également qu’il est possible de combiner
cette technique d’approximation avec 1’algorithme de propagation de croyance pour effectuer
conjointement I’égalisation adaptative et le décodage.



Chapitre 5

L’algorithme de filtrage particulaire a
é¢chantillonnage global

5.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que, dans certaines situations, 1’application de
I’algorithme de propagation de croyance peut conduire a des calculs dont la complexité est
trop élevée en pratique. Aussi, dans ce chapitre, nous allons introduire un nouvel algorithme
d’approximation numérique appelé algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage glo-
bal qui nous permettra d’obtenir un compromis plus satisfaisant entre les performances et la
complexité.

L’algorithme que nous allons présenter fait partie de la famille des algorithmes séquentiels
de Monte Carlo (Sequential Monte Carlo algorithms ou SMC) qui ont été introduits dans les
années 1950 pour simuler les chaines de polymere de grande longueur [HM54, RR55]. Pen-
dant plusieurs décennies, le développement des méthodes SMC a été freiné par 1’absence de
moyens informatiques suffisants pour leur mise en ceuvre. Au cours des années 1990, les pro-
gres rapides de I’informatique ont provoqué un regain d’intérét pour les méthodes SMC qui
ont commencé a étre utilisées dans des domaines aussi variés que le traitement du signal ra-
dar [GSS93], I’estimation bayésienne classique [KLW94], la génétique [ICK94], les commu-
nications numériques [LC95], I’analyse d’image [IB96], le diagnostic médical [BBGL97], la
robotique [FBT99], la modélisation en finance [SP99] et le traitement de la parole [VADGO02].

Les algorithmes SMC — que I’on appelle également algorithmes de filtrage particulaire —
permettent d’approcher une suite de mesures de probabilité a I’aide de sommes finies de me-
sures de Dirac centrées en des points correspondant a des « particules ». A chaque itération, une
particule peut donner naissance a des descendants ou disparaitre, selon sa capacité a représenter
la mesure de probabilité que 1’on veut approcher. La principale différence entre chaque grande
catégorie d’algorithme SMC réside dans la facon dont on fait évoluer le systeéme de particules
d’une itération a I’autre. En particulier, I’algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage
global que nous allons proposer se distingue des algorithmes SMC existants par sa facon nova-
trice de gérer I’évolution du systeme de particules d’une itération a I’autre.

Dans ce chapitre, nous présenterons tout d’abord le principe de 1’algorithme de filtrage
particulaire a échantillonnage global et nous expliquerons 1’ originalité de notre approche. Nous
montrerons ensuite que I’erreur quadratique moyenne de 1’algorithme converge vers 0 lorsque

75
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le nombre de particules tend vers I’infini. Enfin, nous présenterons brievement les différentes
variantes possibles de 1’algorithme en fonction de la stratégie d’échantillonnage utilisée.

5.2 D’algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage
global

5.2.1 Hypotheses

Soit 7 un ensemble fini'. On considere une suite (F});cy de mesures de probabilité telles
que

1. pour tout ¢, F} est une mesure de probabilité sur I’espace mesurable (o7, Z(7))®¢+D

2. pour tout ¢ > 1, il existe une transition finie Q; : (&, P ())® < (o, P(A)) telle
que

F,=F_1®Q, (5.1)

5.2.2 Description de I’algorithme
5.2.2.1 Initialisation de I’algorithme

Pour tout j € {1,..., N}, on définit la variable aléatoire A") & valeurs dans <7 et corres-
pondant a la j-€me trajectoire a 1’instant initial par

AGD ~ R (5.2)

et par la condition, pour j > 1, que AU? est indépendant de AL .. AU-10),
On définit la mesure de probabilité aléatoire Fi¥ sur (&, (<)) par

N
o 1
FYE N Z OAGO) (5.3)
7=1

5.2.2.2 Passage de I’instant ¢ — 1 a I’instant ¢

Soit t > 1. Pour tout j € {1,..., N}, on suppose définie la variable aléatoire AU*~1) =
(A(()j ’t_l), Agj ’t_l), e Al(itl_l)) a valeurs dans .7 et correspondant 2 la j-&me trajectoire a 1’ins-
tant ¢ — 1.

On définit la mesure de probabilité aléatoire F}¥, sur (o7, 2(/))®" par

of 1
FN ot — Z 5/\(.7',15—1) (5-4)

"Nous supposons ici que I’ensemble .7 est fini afin de simplifier la présentation du principe de notre algo-
rithme. Cependant, cet algorithme peut étre utilisé avec des espaces quelconques (cf la remarque 5.1, p. 78).
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et on définit la mesure de probabilité aléatoire F}N sur (o, 2(7))+Y par

FYEaMFY, ©Q, (5.5)
avec
QN {[Fgf L ® Qt](ﬂ’t“)}_l (5.6)
1« jt—1 !
= {NZQt(A(J’ o)} (5.7)
j=1

Pour tout j € {1,..., N}, on définit la variable aléatoire AUt} = (Aéj’t), AGD Ay
valeurs dans 27**! et correspondant 2 la j-&me trajectoire 2 I’instant ¢ par

AGY ﬁtN conditionnellement 2 A% AN (5.8)

et par la condition que AU doit vérifier les relations d’indépendance conditionnelle représen-
tées par le réseau bayésien de la figure 5.1. On notera en particulier que, pour j > 1, AU est
indépendant de AU ... AU=LY conditionnellement & At=D  ANE=D),

FIG. 5.1 — Réseau bayésien représentant les relations d’indépendance conditionnelle que doivent
vérifier les AU,

Enfin, on définit la mesure de probabilité aléatoire F}¥ sur (o7, 22 (o7 ))®*+1) par

N
FNE % Z e (5.9)
J=1

On convient d’appeler algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage global 1’algo-
rithme ci-dessus qui, a partir de la mesure initiale £ et des transitions finies ();, permet d’obte-
nir une mesure £ approchant la mesure F}.

Le réseau bayésien correspondant aux différents éléments aléatoires utilisés par 1’algorithme
de filtrage particulaire a échantillonnage global a été représenté a la figure 5.2.
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FIG. 5.2 — Réseau bayésien correspondant aux différents éléments aléatoires utilisés par 1’algo-
rithme de filtrage particulaire a échantillonnage global.

Remarque 5.1
Comme nous avons supposé ici que I’ensemble .o est fini, la simulation des variables aléatoires
/},(j ) par tirage aléatoire est toujours possible lorsque 1’on dispose de la mesure de probabilité
FX . Dans le cas o I’ensemble .« est quelconque, il peut arriver que I’on ne puisse pas générer
aisément des échantillons de la mesure de probabilité EN . Dans ce cas, on peut remplacer les
transitions finies (), par des transitions finies @)} telles que

1. la mesure de probabilité F}; est absolument continue par rapport a la mesure F;_; ® @} ;

autrement dit, la mesure F} peut s’écrire sous la forme suivante

Fo=g.F 1 ®Q; (5.10)
ou g; désigne la dérivée de Radon-Nikodym de F; par rapport a F;_; ® @} ;

2. pour tout A € &7, il est possible de générer des échantillons de la mesure de probabilité
a(A)@4(A; ) avec a(A) = 1/Q;(A; ).
Si on dispose d’une approximation FN, = Zjvzl wYt1§, ;-1 de F,_1, on peut alors obtenir
une approximation F¥ de F; de la fagon suivante :

— on définit la mesure de probabilité aléatoire ﬁtN par

ﬁtN (ﬁfaz]tth]Xl@Q:e (5.11)
avec
. -1
o IR, @ Q)] (5.12)
N , -1
= {Zw(Jat—l)Q;(A(J,t—l)’Jy)} (5.13)
j=1

— pourtout j € {1,..., N}, on définit la variable aléatoire AUV = (AY AUD AU
a valeurs dans &' et correspondant 2 la j-&me trajectoire a ’instant ¢ par

AUY ~ FN conditionnellementa A+ . ADAD (5.14)

et par la condition que AYY) doit vérifier les relations d’indépendance conditionnelle re-
présentées par le réseau bayésien de la figure 5.1.
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— on définit la mesure de probabilité aléatoire F}}¥ par

N
FYE> " w5, (5.15)
j=1
avec
g AU
i) & __9(A77) (5.16)
2 k=1 gr(AKD)
Comme la mesure ftN peut s’écrire de la fagon suivante
N N
FN =a) Yy wi" V6,50 @ Q) (5.17)
j=1
N
= > @Iy @ (@7VQ)) (5.18)
j=1
avec aUt=D = 1/QI(AVY; o) et wUi=D = aNwbi=Y /a1 on peut générer la va-
riable aléatoire AU = (AYD AYD  AUDY en générant tout d’abord AYY | selon la loi

SOV @D, (o), puis en générant AP selonla loi a(AY)QLATD ;).

1=

5.2.3 Originalité de I’algorithme

Classiquement, un algorithme de filtrage particulaire comme 1’algorithme Sequential Impor-
tance Sampling and Resampling (SISR) décrit par exemple dans [LCLO1, AMGCO02, DGAOO]
comporte deux étapes. Au cours de la premiere étape, dite étape d’échantillonnage pondéré (im-
portance sampling step), chaque trajectoire est prolongée a 1’aide d’une fonction de proposition
et est affectée d’un poids. Au cours de la deuxieme étape, dite étape de rééchantillonnage (re-
sampling step), la taille effective de I’échantillon N est calculée et comparée au nombre N de
particules ; lorsque le rapport Neg/N est inférieur a un seuil arbitraire, les trajectoires prolon-
gées sont rééchantillonnées en prenant en compte les poids calculés a 1’étape d’échantillonnage.

L’algorithme que nous proposons ici utilise un principe différent. A chaque itération, 1’algo-
rithme proposé considere la population formée par toutes les prolongations possibles de toutes
les trajectoires et sélectionne les nouvelles trajectoires en échantillonnant cette population. Nous
obtenons ainsi un algorithme qui est plus simple a mettre en ceuvre que 1’algorithme SISR et
dont les performances se sont avérées supérieures ou €gales a celles de 1’algorithme SISR au
cours des simulations numériques que nous avons effectuées et qui seront présentées plus loin
dans le chapitre 7.

5.3 Convergence de ’erreur quadratique moyenne

Théoreme 5.1
Pour tout t € N, il existe ¢; € R tel que, pour tout N € N* et pour toute fonction ¢ de .o7/*+1
dans R, on a

2
EP{[ENso - Ftw]Q} < q—”ﬁ (5.19)
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avec ||¢|| = maxye t+1 ©(A).
DEMONSTRATION :

La démonstration se fait par récurrence sur .

Montrons que la proposition est vraie pour ¢ = 0. Soient N € N* et o une fonction de 2/ dans R.

Calculons tout d’abord EF{FN o}

N
EP (Yo} = EP{ 3 p(A09))
j=1

1 :
= LS EP (a0
]71
N
1
L
= Fyp
Calculons également E” { [EN tp]z}

e (R} =B {5 3 e(A60)p(at )]

1N
1<G'<N

N2 .
1<G<N
1</ <N

J#3’
1 & 1
=Nz > Rle?+ e > [Foyl?
j=1 1N
1<J'<N
J#3’
1 2 1 2
= <ol ]+ (1 — <) [Foy]

N N

On en déduit

EP{[FON@ _ Fogp]?} = IEP{[FoNap - EP{FéVLP}]Z}

= EP{[RY o2} - BV (R o}

= LR+ (1 =) [Fogl? —

N N
= S(Role?] - [Fowl?)
< %Fo[wz]
< xlel?

ce qui montre, en prenant co = 1, que la proposition est vraie pour ¢ = 0.

ivz { (AGO) }Jr% 3 EP{SO(A(J'@))SO(A(J'/,O))}

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)
(5.30)
(5.31)
(5.32)

(5.33)
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Supposons maintenant que la proposition est vraie a ’ordre ¢ — 1. Soient N € N* et ¢ une fonction
de o7'*! dans R. L’inégalité de Minkowski s’écrit

1/2

T R (T A A S S g (1P S SR CE ™!

- 1/2
Majorons tout d’abord le terme E {[FtN o — FN ap]z} . Soit G; 1 la tribu engendrée par

AL A@ED A1) On démontre, en procédant comme précédemment, que 1’on a

~ 1 ~ -
BRI — Yol |g | = (B (6 - (RN oP) (539)
< < FNV @7 (5.36)
< = llel? (5.37)

et on en déduit

~ 1/2 - 1/2
EP{IFe - FN P} = EP{EP{[FM - Ftho]Q\gt_l}} (5.38)
1
S —= 5.39
< —=lel (539)

- 1/2
Majorons maintenant le terme EX {[FtN 0 — tho]Q} . En utilisant les équations 5.1 et 5.5, on
obtient

1/2

EP{[E% _ thp]Q} - EP{[(aiv.FgXl ®Qu)p — (Fr_1 ® Qt)¢]2}1/2 (5.40)

En utilisant I’inégalité de Minkowski, I’équation 5.40 implique

- 1/2 1/2
EP{[FtNSO - FtSO]Q} < EP{[%{V(Ft]L © Q) — (FY @ Qt)@]Q} +..
b v Ly 1/2 (5.41)
A BRI @ Qe - (Fa @ Qe
Majorons le terme EP{[aiv(Fﬁl Q) — (FN,® Qt)gp]Q}l/Z. On remarque que 1’on a
o (FY, @ Qe — (FY, ® Qt)‘P‘ = ‘@iV(F}]L ® Qt)‘PHl - 1/041]tv‘ (5.42)
= [ENo| | Fiter™) = [FY) @ Q)| (5.43)

= |ENe| |1For 0 Q™) - IR, @ Q)| 544)
<l [Fir ® Q™) ~ [FY, @ Q™| (5.45)
< llell| Feer = FY, 0 (5.46)

o1 ’on a posé, pour tout \ € o7,

déf

P(A) = Qi(A, ) (5.47)
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On en déduit
1/2 1/2
EP{[of (FY, © Qe — (FY, @ Qo) < el EP{ [Fiaw — FY 12} (5.48)

L hypothése de récurrence étant supposée vraie a I’ordre ¢ — 1, il existe donc ¢;_1 € R™ tel que

1/2 ct—1

EP{[az]fV(Ft]\Il ®Qe— (FN, ® Qt)@]z} < T’WHH‘PH (5.49)

avec [|¢h]| = supye e Qi (A, ). /
1/2
Majorons le terme IEP{[(FtJX1 ®RQ)p — (Fi1 ® Qt)w]Q} . Ce terme s’écrit

1/2 1/2
EP{I(FY) © Qe — (For @ Quel? ) = EP{ (R0 = Ry} (5.50)
o1 ’on a posé, pour tout \ € o7,
déf
v oM@ 551
En utilisant I’hypothese de récurrence a I’ordre ¢ — 1, on en déduit
P N 2\ /2 G140
EP{[(FY, @ Qe — (Fa @ Qe < (/2| (5:52)
Ct—1
<o == 5.53
~ 19lllel (5.53)
Les inégalités 5.34, 5.39, 5.41, 5.49 et 5.53 impliquent donc
2 142 /1Y
EP{[FY - Ry} < ——L= 5.54
et donc
P N 2 el
EP{[FY¢ - R} <o) (555)
avec ¢; = (1 + 2,/c_1]10||)? ce qui montre que la proposition est vraie a 1’ordre ¢. U

5.4 Variantes de I’algorithme de filtrage particulaire a
échantillonnage global

Afin de simplifier la présentation de 1’algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage
global, nous avons supposé que la mesure F}" etait déduite de la mesure £}V a I’aide de la stra-
tégie d’échantillonnage caractérisée par I’équation 5.8. Dans la littérature consacrée au filtrage
particulaire, cette stratégie d’échantillonnage est appelée stratégie d’échantillonnage multino-
miale. D’ autres stratégies d’échantillonnage existent dans la littérature. A titre d’exemple, nous
présenterons ci-dessous la stratégie d’échantillonnage résiduelle qui a été originalement propo-
sée par Liu et Chen [LC98] afin de réduire la variance introduite par 1’opération d’échantillon-
nage.
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5.4.1 Opérateur d’échantillonnage

Avant de présenter la stratégie d’échantillonnage résiduelle, nous allons tout d’abord définir
plus précisément la notion d’opérateur d’échantillonnage.

Définition 5.1

Soient (€2, F, P) un espace de probabilité, (F,E) un espace mesurable et k et n des entiers
strictement positifs. On appelle opérateur d’échantillonnage de paramétre (k,n) sur I’espace
mesurable (E, £) tout opérateur = qui, 4 toute mesure de probabilité ;. sur (E,E) de la forme
=% wil,, avecw; € R et A; € E, associe une mesure de probabilité aléatoire = (1) de
la forme suivante

k
1
= = — N1, 5.56
(1) - ;:1 As (5.56)
ot les N; sont des variables aléatoires sur (2, F, P) et a valeurs dans {0, 1, ... ,n} telles que
Lk
— E N, =1 (5.57)
n <

Lorsque les N; vérifient également la condition suivante
Vie {1,....k} EP(N;) = nw; (5.58)

on dit que I’opérateur d’échantillonage = est non-biaisé.

5.4.2 Opérateur d’échantillonnage multinomial

Définition 5.2

On appelle opérateur d’échantillonnage multinomial de paramétre (k,n) sur I’espace me-
surable (E, &) 'opérateur =y qui, a toute mesure de probabilité y sur (E,E) de la forme
p= > wl, avecw;, € R" et \; € E, associe la mesure de probabilité aléatoire = (1)
vérifiant

k
1

= = — > N, 5.59

m(ft) n ; A ( )

ot (Ny, ..., Ny) est une variable aléatoire multinomiale d’ordre n et de parameétre (w1, . . ., Wg).

On notera que 1’opérateur d’échantillonnage multinomial est non-biaisé. On remarquera égale-
ment que la mesure de probabilité aléatoire F}¥ définie a I’équation 5.9 et reliée a la mesure de
probabilité aléatoire I}V par I’équation 5.8, vérifie

EN = =N(EN) (5.60)

ou =i} désigne I’opérateur d’échantillonnage multinomial de paramétre (N card(«), N ) sur
I’espace mesurable (o7, (o7 )2+,
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5.4.3 Opérateur d’échantillonnage résiduel

Définition 5.3

On appelle opérateur d’échantillonnage résiduel de paramétre (k,n) sur I’espace mesu-
rable (E,E) I'opérateur =g qui, a toute mesure de probabilité p sur (E,E) de la forme
o= Zle wily, avec w; € RT et A; € F, associe la mesure de probabilité aléatoire Zg(j1)
vérifiant

= = — N;1,, 5.61
R(n) = — Zl A (5.61)
ol (Ry, ..., Ry) est une variable aléatoire multinomiale d’ordre 1 et de paramétre (wy, . . . , W)
avec
k
m=n—Y_|nw] (5.63)
i=1
- 1
w; = =(nw; — |nw;]) (5.64)
n

On vérifiera aisément que 1’opérateur d’échantillonnage résiduel est non-biaisé. En outre, on
montre facilement que le théoreme 5.1 reste valide lorsque 1’on remplace les équations 5.8
et 5.9 par

NS EN(FY) (5.65)

ou =& désigne I’opérateur d’échantillonnage résiduel de paramétre (N card(«/), N ) sur I’es-
pace mesurable (o7, P(/))®+1. Autrement dit, la convergence de I’erreur quadratique
moyenne du filtre particulaire a échantillonnage global est toujours assurée lorsque 1’on utilise
une stratégie d’échantillonnage résiduelle a la place d’une stratégie d’échantillonnage multino-
miale.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté 1’algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage
global. Nous avons ensuite montré que 1’erreur quadratique moyenne de I’algorithme converge
vers 0 lorsque le nombre de particules tend vers I’infini. Enfin, nous avons défini la notion
d’opérateur d’échantillonnage et nous avons présenté bricvement les différentes variantes pos-
sibles de I’algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage global en fonction de 1’ opérateur
d’échantillonnage utilisé.

Dans le chapitre suivant, nous allons étudier I’application de cet algorithme a 1’estimation
statistique dans le cas d’'un modele dynamique a processus indicateur latent.



Chapitre 6

Application aux modeles dynamiques a
processus indicateur latent

6.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté de fagon tres générale 1’algorithme de fil-
trage particulaire a échantillonnage global. Nous avons vu que cet algorithme permet de calculer
de facon approchée une suite de mesures de probabilité. Dans ce chapitre, nous allons étudier
I’application de cet algorithme lorsque la suite de mesures de probabilité que I’on souhaite
approcher correspond a une suite de lois a posteriori possédant une structure particuliere.

Pour cela, nous allons tout d’abord introduire le concept de modele dynamique a processus
indicateur latent. Ce concept nous sera tres utile dans la suite car il nous permettra de traiter a
I’aide d’un formalisme commun les différentes situations que nous avons rencontrées au cha-
pitre 4. Nous définirons ensuite les notions d’opérateurs de prédiction de [’état, de prédiction
de I’observation et de correction de I’état d’un modele dynamique a processus indicateur latent.
Nous pourrons alors appliquer I’algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage global aux
modeles dynamiques a processus indicateur latent. Selon la loi a posteriori que 1I’on souhaite
approcher, nous obtiendrons ainsi deux algorithmes d’estimation, que nous appellerons respec-
tivement filtre particulaire a échantillonnage global immédiat et filtre particulaire a échan-
tillonnage global différé, et que nous décrirons en détail a ’aide des opérateurs de prédiction et
de correction définis précédemment.

6.2 Les modeles dynamiques a processus indicateur latent

6.2.1 Définition d’un modele dynamique a processus indicateur latent

On considere un espace de probabilité (€2, F, P) et les processus stochastiques (A;)sen,
(Xt)ten et (Yi)ien sur (€, F), vérifiant, pour tout t € N, les relations d’indépendance condi-
tionnelle représentées par le réseau bayésien de la figure 6.1.
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FIG. 6.1 — Réseau bayésien sur {Ag, X0, Yy, ..., A, Xy, Y;} pour la mesure de probabilité P.

On suppose également que les A; prennent leurs valeurs dans un ensemble .o/ avec
card(#/) < oc.

On dit alors que le processus stochastique (A;);cn est un processus indicateur latent et
que les processus stochastiques (A¢)ien, (X¢)ien et (Yy)ien constituent un modele dynamique
a processus indicateur latent.

6.2.2 Opérateurs agissant sur un modele dynamique a processus indica-
teur latent

Grace aux relations d’indépendance conditionnelle qui existent au sein d’un modele dyna-
mique a processus indicateur latent, nous pouvons définir plusieurs opérateurs qui nous permet-
tront de calculer les lois conditionnelles dont nous aurons besoin pour appliquer 1’algorithme
de filtrage particulaire a échantillonnage global a un modele dynamique a processus indicateur
latent.

6.2.2.1 Opérateur de prédiction de I’état

On peut déterminer la transition H()é(“’ partir de la transition H%\ii’l’y&t’l) en appli-

quant I’algorithme de propagation de croyance conditionnelle (cf. ’annexe D) au réseau bayé-
sien de la figure 6.1 en prenant comme observations {Yy, Y, ..., Y; 1} et comme ensemble de
conditionnement {Ag, Ay, ..., A;} (cf figure 6.2).

Y0.t—1) «
0:t 1)a
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FIG. 6.2 — Calcul de la transition Hg(:”’ 01-1) 3 partir de la transition Hg(:’fl 1Y0:-1) par propa-

gation de croyance conditionnelle, les observations étant {Y, Y7, ..
tionnement {Ag, A1, ..

LA

On obtient alors 1’équation suivante

H(Ao;t,YO:tq)

Xt

Il est donc possible de définir un opérateur
H()éo;t,yomq)(

défini par la relation suivante

On convient d’appeler ¥

tant ¢.

(Ao:t,Y0:¢—1)
HXt

At

tlt—1

()\O:tayO:t—l; ) = Z 11

Xi-1

()\O:ta Yo:t—1, )

(Ao:t—1,Y0:6—-1)

Xi-1

Ao:t, Yo:e—15 +) @ partir du terme IT5 ™"

— P

(Ao:t—1, Yo—1; - ) @11

P

tjt—1
(Ao:t—1,Y0:t—1)

(Ao:t—1,Y0:6—-1)
t)e—1 (HXt—l

(A, X¢-1)

Xt

(/\O:t—h Yo:it—15 - ))

., Y;_1} et’ensemble de condi-

(A, -5 -) (6.1)

permettant d’obtenir le terme

(/\O:t—la Yo:t—1; ) Cet opérateur est

(6.2)

I’opérateur de prédiction de I’état du systeme a I’instant ¢ condi-
tionnellement aux observations a I’instant £ — 1 et au processus indicateur latent jusqu’a 1’ins-

6.2.2.2 Opérateur de prédiction de I’observation

On peut déterminer la transition H%\ 0:-¥0:-1)

a partir de la transition II

(Ao:t,Yo:t—1)

X, en appli-

quant I’algorithme de propagation de croyance conditionnelle au réseau bayésien de la figure 6.1
.,Y;_1} et comme ensemble de conditionnement

en prenant comme observations {Yp, Y7, ..

{Ao, A1, ..., Ay} (cf figure 6.3).
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FIG. 6.3 — Calcul de la transition I'I(A0 ©:Y0:=1) 3 partir de la transition l'I(A0 6Y0:1=1) par propagation
de croyance conditionnelle, les observations étant {Yy,Y7,..., YV 1} et l’ensemble de conditionne-
ment {Ag, Aq,..., A}

On obtient alors I’équation suivante

I o, you—1s ) ZHA“YW ot voa-1: ) TR0, ) (63)

I est donc possible de définir un opérateur @At permettant d’obtenir le terme
Hgﬁ:“’y‘)’t‘l)()\m,y0:t_1; -) a partir du terme H(AO“Y“ 1) (
fini par la relation suivante

Xo:ts Yo-i—1; - )- Cet opérateur est dé-

H%O:t,%:t—l)()\ozt’ Yoot - ) (I))\t (H(Ao £,Y0:¢—1) ()\O:tu Yort—1; ° )) (64)

On convient d’appeler ®;" I’opérateur de prédiction de 1’observation 2 1’instant ¢ condition-
nellement aux observations a I’instant ¢ — 1 et au processus indicateur latent jusqu’a I’instant £.

6.2.2.3 Opérateur de correction de I’état

(A 0t7Y0t) (AOt,YOt 1)

On peut déterminer la transition II et de la

transition Hg,t #X) en appliquant 1’ algonthme de propagation de croyance condltlonnelle au
réseau bayésien de la figure 6.1 en prenant comme observations {Yy, Y7,...,Y;} et comme
ensemble de conditionnement {Ag, Ay, ..., A;} (cf figure 6.4).

a partir de la transition I}
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FIG. 6.4 — Calcul de la transition H()é(“’y(“) a partir de la transition H()ém’y(“’l) et de la transi-

tion H(Y{: 6 Xe) par propagation de croyance conditionnelle, les observations étant {Yy,Y1,...,Y;} et
I’ensemble de conditionnement {Ag, Ay, ..., A}

On obtient alors I’équation suivante

H()?tomyom)()\O:ta Yo:t; * ) = “IjBayes (f}&i\t’Xt)()‘ta ) ?/t), H()é():t’yoztil) (/\o;t, Yo:t—15 ° )) (65)

ol Wg,yes désigne I'opérateur de Bayes (cf la convention 3.2). Il est donc possible de défi-

nir un opérateur \IfiAt’y‘) permettant d’obtenir le terme Hg?t“”’y‘”)( Ao:t, Yot; - ) & partir du terme
H()é(“’YOH) (Xo:t; Yor—1; - ). Cet opérateur est défini par la relation suivante

Ao .t A s A ity X0t —
HSQOMYO' )()‘O:ta Yo:ts ) = ‘;[jg ) (H(Xto Yo 1)()‘0:t7 Yo:it—15 - )) (66)
On convient d’appeler \119””) I’opérateur de correction de I’état du systeéme a I’instant ¢

conditionnellement aux observations a I’instant ¢ et au processus indicateur latent jusqu’a
I’instant ?.

Apres avoir défini ces différents opérateurs, nous pouvons maintenant appliquer 1’algo-
rithme de filtrage particulaire a échantillonnage global au modele dynamique a processus latent
décrit au §6.2.1.
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6.3 Le filtre particulaire a échantillonnage global immédiat

6.3.1 Principe de I’algorithme

Cet algorithme consiste a appliquer 1’algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage
global afin d’approcher, pour toute suite d’observations (y;);en et pour tout ¢t € N, la mesure

Fy =TI (you; -) (6.7)

On utilise ensuite la loi approchée F" obtenue pour estimer A; 5 (avec § € {0, ...,t}).

6.3.2 Calcul de la transition finie (),

Afin d’appliquer I’algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage global, il est néces-
saire de déterminer, pour tout ¢ > 1, une transition finie Q; : (&, P (A ))®" < (o, P (L))
telle que

F,=F_1®Q, (6.8)

Pour tout ¢ € N, on convient de noter f; la densité de F; par rapport a la mesure de comptage
et pour tout ¢ > 1 et pour tout A € &%, ¢;(\; -) la densité de Q;(]\; -) par rapport a la mesure
de comptage.

Avec ces conventions, on a, pour tout ¢ > 1 et pour tout Ao, € &7'*1,

fiQot) = FA2 (yous Aoxe) (6.9)
x f)%?f()\o:t; Yoit) fa,, (Ao:e) (6.10)

Le terme f{}o‘?: (Xo:t, Yo-t) de I’équation 6.10 peut se décomposer ainsi

f}jf\(ff(/\O:ta Yoir) = f{,\(fil(/\():t; fUO:t—1)f3(/i\0:t’YO:t71)(/\O:t, Yo:t—15 Yt ) (6.11)

Or, dans le réseau bayésien de la figure 6.1, toute chaine joignant Yy, 1 a A; est bloquée
par Ay.;_1. Par conséquent, 1’élément aléatoire Y;.; ; est indépendant de 1’élément aléatoire A,
conditionnellement a Ag.;_;. On en déduit

f}jf\oof (/\O:ta yO:t) = f;}(f;’:l (/\O:t—1; Yo:t—1 ) fy(/f\ojt’yojtfl) ()\O:ta Yo:t—-1; ?/t) (6.12)
D’autre part, le terme f, (o) de I’équation 6.10 peut se décomposer ainsi

FaosQot) = Fagr Qo) 27 Nost—15 o) (6.13)

Par conséquent, les équations 6.10, 6.12 et 6.13 impliquent

fe(No:) o f{/\o?;t__ll()\oth; yo:tfl)fy(/?%yo:t_l)()\om Yout—1; Ye) X -
S X onjt_l()\o:tfl)fi\::tfl()\o:tfl; At)

Or, d’apres I’équation 6.8, on a

i Aot) = fio1(Noi—1) @ (Aost—1; Ar) (6.15)

(6.14)
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avec, d’apres 1’équation 6.10, appliquée a I'instant £ — 1
Ji- 1()\015 1) X fyOO: 11()\0:1571; yozt71)fAO:t_1()\0;tf1) (6.16)
En comparant les équations 6.14, 6.15 et 6.16, on obtient
Gt (Ao:t—15 Ar) X ;(/f\O:mYO:til)()\O:ta?/0:t—1§ ?/t)f/[\\tojtfl()\O:t—h At) (6.17)
6.3.3 Description de I’algorithme
6.3.3.1 Notations
On convient tout d’abord de poser pour tout ¢ € N et pour tout \g,; € /"1
Ao .
¢ Ao; A sit=0
’Yt()\o:t> déf fl(/?\o(t 30 tyol)fAO( 0> Ao:t—1 : (6.18)
Iy, <)\0:t7 You—13Ye) fa, (Mo Ar)  sit >0
On remarque alors que, avec ces notations, I’expression 6.17 peut s’écrire
qr(Not—1; Ae) < 7t (Aoit) (6.19)
6.3.3.2 Passage de I’instant ¢ — 1 a ’instant ¢
Soitt > 1. Pour tout j € {1,..., N}, on suppose que
— on a défini la trajectoire AUt~ y = (AYTY A
— on a déterminé la mesure de probabilité aleatoire
Qo 0D (G, oy i) sit > 1
Ao 7 (G.0) . (6.20)
I (AVO): ) sit=1
alors
1. Pourtout j € {1,..., N} et pour tout \; € .7, on calcule
Hgéojmymil)(/\ = At Yot ) =
A(J t—1) Y L L o, .
\DtAli 1 \IJ( Y (H%‘i‘l Lo 2)(A(]’t Y Yo )> st (6.21)
G, ) : :
w0 w0 (1 (A6 ) sit=1
I (WG A o) = @ (T V(A0S0 0 o 15 -)) - (622)
,yt(Ajt 1) )\) fAOtYOt 1(A(]t 1) At,?/Ot 1’yt)fAtOt 1( jt 1) >\t) (623)
2. On calcule le coefficient de normalisation
(6.24)

Pt = Z Z %(A(j’t_l), At)
JoAM
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3. On définit la mesure de probabilité aléatoire ftN par

N
EN =33 AN A, X066 0 (6.25)
j=1 €A
avec
FNAGD ) = prty (AU ) (6.26)

4. Pourtout j € {1,..., N}, on définit la variable aléatoire AUD = (AYD AUD AU
correspondant a la j-éme trajectoire a I’instant ¢ par

AU ~ EN - conditionnellement a A0 ANED (6.27)

et par la condition que AU doit vérifier les relations d’indépendance conditionnelle re-
présentées par le réseau bayésien de la figure 6.5.

FIG. 6.5 — Réseau bayésien représentant les relations d’indépendance conditionnelle que doivent
vérifier les AU,

On notera que l'on a déja calculé (cf I’équation 6.21) la mesure de probabilité
Hgéo’t’y‘):“l)(/\(j’t), Yot—1; * ) associée a AU,

6.3.3.3 Initialisation de I’algorithme
1. Pour tout \g € &7, on calcule
T2 (ho; +) = 237 (T3 (ho; ) (6.28)
70(A0) = f£2(Ao; Y0) fa, (Mo) (6.29)
2. On calcule le coefficient de normalisation

po=Y_ () (6.30)
Ao
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3. On obtient la mesure de probabilité F|, en utilisant I’équation suivante

Fo= > fo(h)d, (6.31)
A €A
avec
fo(Xo) = pg 70(o) (6.32)
4. Pourtout j € {1,..., N}, on définit la variable aléatoire AU"®) correspondant 2 la j-&me
trajectoire a I’instant t = 0 par
AU ~ (6.33)
et lorsque j > 1, par la condition que AU:?) est indépendant de A0 ... AU—LO),
6.3.3.4 Estimation de A\;_;
Pour tout ¢ € N et pour tout § € {0, ...,t}, on peut estimer A;_s a I’aide de la mesure F¥

qui est une approximation de la mesure F; = ngj (yo;t; ) Cependant, dans le cas ¢t > 0, il est
préférable d’utiliser la mesure F}¥ qui est une meilleure approximation de F;. On obtient alors
une approximation HX?L; (yot; - ) delaloi a posteriori de A;_s vérifiant, pour tout \;_s € <7,

0 (o {s) = > FN({Aou}) (6.34)

()‘t/)t/#t—é

En notant (K(k’t))k les N card(/) trajectoires correspondant a toutes les prolongations pos-
sibles a I’instant ¢ des N trajectoires AU*~1) a Pinstant ¢ — 1, I’équation 6.34 devient

0 (s Do) = S0 A0, (6:35)
k

On obtient alors une estimation de A;_; étant données les observations Yj.; = 0., €en maximisant
I’expression 6.35 par rapport a \;_s.

6.4 Le filtre particulaire a échantillonnage global différé

6.4.1 Principe de I’algorithme

Cet algorithme consiste a appliquer 1’algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage
global afin d’approcher, pour toute suite d’observations (y;);en, pour tout instant ¢ € N et pour
tout délai A € N*, la mesure

Fy = T2 (yoara; +) (6.36)

On utilise ensuite la loi approchée F» obtenue pour estimer A; 5 (avec § € {0, ...,t}).
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6.4.2 Calcul de la transition finie (),

Afin d’appliquer I’algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage global, il est néces-
saire de déterminer, pour tout ¢ > 1, une transition finie Q; : (&7, 2(/))® < (o, P(A))
telle que

F,=F_1®Q: (6.37)

Pour tout ¢ € N, on convient de noter f; la densité de F} par rapport a la mesure de comptage
et pour tout ¢ > 1 et pour tout A € &%, ¢;(\; -) la densité de Q;(\; -) par rapport 2 la mesure
de comptage.

Avec ces conventions, on a, pour tout ¢ > 1, pour tout A > 1 et pour tout \g,; € @/*1,

fe(Ao:e) = ffﬁ T2 (Youras Mowt) (6.38)
Z fyﬁj JA (Yo:t405 Aozera) (6.39)

At41:it4+A
& Z }/)()()tjA A:t4A; y02t+A)fAOZt+A<)\O:t+A) (6.40)

>\t+1 A

Le terme fY0 2 (Nowaa; Yo a) de Iéquation 6.40 peut se décomposer ainsi

A
fyoo:f()\othrA% Yo:rn) = fyoo:f 1()\0:15+A; Yorra—1) X ...

f (Ao:t+A,Y0it4A-1)

(6.41)
Yita ()\OitJrAu Yo:t+A—15 Yt+A

Or, dans le réseau bayésien de la figure 6.1, toute chaine joignant Yy a1 & Aypa est blo-
quée par Ay, a_1. Par conséquent, I’élément aléatoire Y.;, o1 est indépendant de 1’élément
aléatoire A;, A conditionnellement 2 Ag.;; o_1. On en déduit

A A
fyootff(/\o:tJrA;yo:tJrA) fyoott:f 11(/\0:t+A—1;y0:t+A—1) X

f (Ao:t+2,Y0:e40-1)

(6.42)
Yiia (/\O:t-i-Aa Yo:t+A—1; yt-l—A)

D’autre part, le terme f, , (Mo:t+a) de I’équation 6.40 peut se décomposer ainsi

ff\\tOfZA HONTIUNEID YN (6.43)

Par conséquent, les équations 6.40, 6.42 et 6.43 impliquent

Aoty 1 .
fi(Ao) o E Syt (Aots a1 Yorra—1) X ...

fAO:t+A (/\Oit-‘rA) = fA0:t+A71 (/\O:t—i-A—l)

)\t+1 t+A
Nowta Yoo (6.44)
- X 5(/t+0At+A orra 1)()\0:t+A,?/0:t+A—1;yt+A) X ...
A
X fAO:t+A,1(AOZt+A_1) fAi:ZA 1()\01t+A—1; >\t+A)

Or le produit du premier et du troisiéme terme du membre de droite de I’équation 6.44 vérifie
A
fyootff 11( 0:t+A—1; Yo+ A— 1)fA0 et A 1(/\o A1) O fASZIi ll(yO:t+A—1; Ao:t+A-1) (6.45)

Yo:t4n-1

(8 Ao:t—1 (yO:t+A—1; >‘0:t—1) X ...

(Yo:t+a—1,A0:t—1) .
fAt A1 (Yo:t+a—1, Aot—15 At A1)

(6.46)
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Le deuxieme terme du membre de droite de I’équation 6.46 vérifie, d’apres le théoreme de
Bayes

(Yo:t4a-1,A0:t—1) )
fAt tHA—1 (yO:t-i-A—la )\O:t—la >\t:t+A—1) = O't(yo-t 1, >\O:t—1) X ...
(Yo:t—1,M0:¢4A—-1) .
fyt LA_L (?/0:t—1, A0t +A—1; yt:t+A—1) X ...
(Yo:t—1,M0:¢—1) .
fAt AA—1 (yo:tA’ Ao:t—1; )\t:t+A71)
(6.47)
ou le coefficient de normalisation o (yo.;—1, Ao:¢—1) est défini par
(Yo:t—1,M0:+a-1) / .
ot (Yo:t—1, No:t—1) [ g f Yitr a1 (Yo:t—15 Not—15 Mg A 15 Yrra1) X -
Mottt (6.48)

-1
(Yo:t—1,M0:t—-1) !/
fAt A1 (yO:tfla)\O:tfla)\t;tJrAfﬁ

Le dernier terme du membre de droite de I’équation 6.47 peut se simplifier en remarquant
que, dans le réseau bayésien de la figure 6.1, toute chaine joignant Yy.; 1 a Ay.po a1 est bloquée
par Ag.;_1. Par conséquent, A4y A1 est indépendant de Y;.; ; conditionnellement a Ay, ; et le
dernier terme du membre de droite de I’équation 6.47 vérifie donc

fﬁ’fiig’f‘) =) (Yo:t—1, Ao:t—1; Attra—1) = f/to;; Qo135 Avera-1) (6.49)

Les équations 6.44, 6.46, 6.47 et 6.49 impliquent donc

fe(Ao:t) ox ngerlA N(Youra-15 Aoe—1) 0t (Yore—15 Aose—1) X - ..

(Yo t—1,M0:t+A-1) . Aoit—1 .
- X E y”+A L (Yo:t—1, Aostra—1; yt:t+A71)fAt:t+A_1<)\0:t717 Attra—1) X ...

)\t+1 t+A
Aoitan,Yo.
X oAt (O a1 Yera) Fos 2T os e ts M)
(6.50)
X /)\/E));:J_rfﬂ(yO:tJrAfl; Ao:t—1) 0t (Yost—1, Aozt—1) X ...
t+A
Mo Yo T 6.51)
- X Z Hf( G )\OTuyOT layﬂ')f o 1()\0:771;)\7)
Atg1:t4a T=E
On en déduit
t+A
Aoir,Yoir— i
Z Hf( G )\0 75 Yo:7—1; yT)f o 1<)\0:7—71;)\7—)
At T=t
Qt()\O:t—l; )\t) x t;Ale
Ao:r,Yo:7— Ao.r—
Z H f}(/.,. oY 1)()\0:25717 >‘:t:7—7 Yo:r—1; yT)fA:.) ' <)\0:t717 )\;:’T—l; )‘fr)
Mtpa—r 7=t

(6.52)
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6.4.3 Description de I’algorithme
6.4.3.1 Notations

On convient tout d’abord de poser pour tout ¢ € N et pour tout \o.; € o7/*!

¢ 20 (o A sit=0
fyt()\o:t) d:f f%'?\o(:tygo:t:y—olzf[x()( 0> . AO:tfl . : (6'53)
fyt (Ao:t, Yoit—1; yt)fAt (Aoit—13 Ae) sit>0

ainsi que,

t+A

Do) E D> [T 7o) (6.54)

Attt T=EF1
On remarque alors que, avec ces notations, 1I’expression 6.52 peut s’écrire

Dy(Xowt)

@ (Aow—13 A) 7t<)\0:t)m

(6.55)

6.4.3.2 Passage de I’instant ¢ — 1 a ’instant ¢

Soitt > 1. Pour tout j € {1,..., N}, on suppose que

— on a défini la trajectoire AG=1 = (A ADLD)

— on acalculé D,_; (AU*1)

pour tout 7 € {t,t + 1,...,t + A — 1} et pour tout N\, € &7 t*1 on a calculé
VT(A(j’til)v )‘t:T)

pour tout A\p..;a_1 € 272, on a déterminé la mesure de probabilité aléatoire

Hg?t(-ti—Alil’YO:t+A72) (A(j,til)u )\t:t+Afl7 Yo:t+A—-25 ° ) (656)

alors

1. Pourtout j € {1,..., N} et pour tout Ay n € &7+, on calcule

(Ao:t+a,Y0it+A—-1) jt—1 . o
Xiga (A(] )7 At s Yot A1 ) = -

A Ata—1,Yiea— Aoitra—1,Yor A e
\I[t:rAA\t—&—A—l © \Ilz(ergéll - 1)(Hg(:r;i s 2)(A(]’t 1)7)‘t:t+A717y0:t+A72; ))
(6.57)

(Aot Yoiera—1)

Yoo (A(j’tfl), Attt A Yot t A1 ) =

(I);\:rAA (H(AO:t+A,YO:t+A—1)(A(j,t—l)’ >\t:t+A7 Yorti A1 - )) (6.58)

Xi+a

’YHA(A(J"Fl)a )‘t:t+A) = fx(/ffzﬂ%:t%il)(A(j’tfl), Atit4 Ay Yot + A1 yt+A) XL

X R ALY N a1 Ara) (6.59)

Aipa
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2. Pourtout j € {1,..., N} et pour tout \; € .7, on calcule
t+A
DAY Ny = Y T w9 ) (6.60)
Ag1:e4a T=UH1
= Z Yeg( )\t it+1 Z Yey2 (A 1), Atitt2) - - -
A Arve (6.61)
Z Yera—1( >\t t+A—1 Z Yera (A >\t t+A)
At+a—1 At+A
3. On calcule le coefficient de normalisation
D ( A(jt— DY )
jt 1) t t
4. On définit la mesure de probabilité aléatoire EN par
N o~
=D AN AT XS aGev ay (6.63)
7=1 €A
avec
TR0, ) = gy (4054, ) 2T 0 (6.6
5. Pourtout j € {1,..., N}, on définit la variable aléatoire AU = (A AGD AUD)
correspondant a la j-eme trajectoire a I’instant ¢ par
AU ~ ﬁtN conditionnellement 3 A*1 AN (6.65)

et par la condition que AU doit vérifier les relations d’indépendance conditionnelle re-

présentées par le réseau bayésien de la figure 6.6.

FIG. 6.6 — Réseau bayésien représentant les relations d’indépendance conditionnelle que doivent

vérifier les AU:t),

On notera que I’on a déja calculé (cf les équations 6.57, 6.59 et 6.61) les grandeurs sui-

vantes associées a AU :
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— Dy(AUGN)Y;
— Y (AUD Nppy.,) pour tout 7 € {t 4+ 1,¢ +2,...,¢t+ A} et pour tout Ay, € .77,

(Ao:t+A,Y0:t1A-1)

- HXt+A (A(j’t)> Ab1:t4As Yot +A—15 *) POUT tOUL A\py1p4n € o2

6.4.3.3 Initialisation de I’algorithme

1. Pour tout \y € 7, on calcule
I3 O ) = @ (T3 (o ) (©.66)
Yo(Ao) = f{/xoo()\o; Y0) fa,(Mo) (6.67)

2. Pour tout 7 € {1,..., A} et pour tout \., € &""L, on calcule

H%\TO:T7YO:T71)()\O'T7:I/O'T ;)=
q’?llo \I’(AO o (HAO (Ao - )) siT=1
\I])\ o \I]( ) H(AOAT_l,YO;T_Q) ()\ .. . 1 (668)
rlr—1 7—,1 Xro1 0:7—15 Y0:7—2; ) S1T >
HQOiTvYO:T*I)()\O:T’ Yo:r—15 - ) - (I)7)'\T (Hgé\:):T7YO:T71)()‘O:T7 Yo:r—15 - )> (669)
1 (Nor) = A0 N o1 Yo Fa2 ™ A1 Ar) (6.70)

3. Pour tout \g € &7, on calcule

- Z H’Y’T(AOZT) (6.71)

A:a T=1
—Z% (Mo1) Zw (Mo2) -+ > 7a-1(Moa Zm (Aoa)  (672)
Aa—1
4. On calcule le coefficient de normalisation
Po = Z Y0(Xo)Do(Ao) (6.73)

Ao

5. On obtient la mesure de probabilité [ en utilisant I’équation suivante

Fo= > fo(h)d, (6.74)

AEA

avece

Jo(Xo) = pg 70 (Xo) Do(Ao) (6.75)
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6. Pour tout j € {1,..., N}, on définit la variable aléatoire AU) correspondant 2 la j-&me
trajectoire a I’instant ¢ = 0 par

AUO ~ Fy (6.76)

et lorsque j > 1, par la condition que AU-?) est indépendant de A0, ... AU~L9) On
notera que 1’on a déja calculé (cf les équations 6.68, 6.70 et 6.72) les grandeurs suivantes
associées a A0

— Dy(AGD)Y;

— v (AUO X1..) pour tout 7 € {1,2,..., A} et pour tout \;., € &/ ;

- H&?X:A’YO:A*I)(A(%O), ALA, Yo:A—1; * ) pour tout A\j.a € &7,

6.4.3.4 Estimation de A;_;

Pour tout ¢ € N et pour tout § € {0,...,¢}, on peut estimer A;_s a I’aide de la mesure F}¥
qui est une approximation de la mesure F; = HX?;;*A (yoHA; ) Cependant, dans le cas ¢ > 0,

il est préférable d’utiliser la mesure ftN qui est une meilleure approximation de F;. On ob-

i L Yo
tient alors une approximation IT,***%(
t—§

tout )\t,(; € %,

Yoern; - ) de la loi a posteriori de A,_; vérifiant, pour

2 orras Aesh) = D FY({ o} (6.77)

()‘t/)t/#t—é

En notant (K(k’t))k les N card(/) trajectoires correspondant a toutes les prolongations pos-
sibles a I’instant ¢ des N trajectoires AU*~1) a Pinstant £ — 1, I’équation 6.77 devient

I (yoerai PAes) = D AN A o500 (6.78)
k

On obtient alors une estimation de A; 5 étant données les observations Yj.;:n = ¥o..rn €0
maximisant I’expression 6.78 par rapport a \;_;.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit le concept de modele dynamique a processus indi-
cateur latent. Nous avons ensuite étudié 1’application de 1’algorithme de filtrage particulaire a
échantillonnage global a un modele dynamique a processus indicateur latent. Selon la loi a pos-
teriori que 1’on souhaite approcher, nous avons obtenu deux algorithmes d’estimation : le filtre
particulaire a échantillonnage global immédiat et le filtre particulaire a échantillonnage global
différé.

Dans le prochain chapitre, nous allons examiner 1’application de ces deux algorithmes au
probleme de 1’égalisation.






Chapitre 7

Application du filtrage particulaire a
I’égalisation

7.1 Introduction

Dans le chapitre 4, nous avons vu qu’en utilisant 1’algorithme de propagation de croyance
pour égaliser un canal de réponse impulsionnelle longue ou pour effectuer conjointement 1’es-
timation de canal et 1’égalisation, nous obtenons des algorithmes qui sont optimaux mais in-
exploitables en raison de leur trop grande complexité. Aussi, dans le chapitre 5, nous avons
introduit 1’algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage global, qui permet de calculer
de facon approchée une suite de mesures de probabilité, et dans le chapitre 6, nous avons ap-
pliqué cet algorithme a un modele dynamique a processus indicateur latent. Nous avons ainsi
obtenu deux algorithmes de filtrage particulaire — le filtre particulaire a échantillonnage global
immédiat et le filtre particulaire a échantillonnage global différé — que nous avons décrits en
détail a I’aide des opérateurs de prédiction et de correction du modele dynamique a processus
indicateur latent.

Dans ce chapitre, nous allons étudier 1’application de ces deux algorithmes a I’égalisation.
Comme dans le chapitre 4, nous nous intéresserons a nouveau aux trois situations suivantes :
égalisation d’un canal sélectif en fréquence de réponse impulsionnelle connue, égalisation adap-
tative d’un canal évanescent sélectif en fréquence et égalisation adaptative d’un canal évanes-
cent non-sélectif en fréquence. Nous constaterons alors que le réseau bayésien correspondant
a chacune des ces situations possede une structure de modele dynamique a processus indica-
teur latent. Nous calculerons ensuite explicitement les opérateurs de prédiction et de correction
correspondant et nous pourrons alors déterminer la complexité des algorithmes d’égalisation
obtenus en appliquant les algorithmes de filtrage particulaire a chacune de ces situations. Enfin,
nous étudierons numériquement les performances de ces algorithmes dans le cas de 1’égalisation
adaptative d’un canal évanescent non-sélectif en fréquence.

7.2 L’égalisation d’un canal sélectif en fréquence

Dans cette partie, nous allons étudier I’application du filtrage particulaire a échantillonnage
global a I’égalisation d’un canal sélectif en fréquence de réponse impulsionnelle connue. A
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cette fin, nous considérerons a nouveau le systeéme qui a été décrit au § 4.2.1, p. 55 ainsi que le
réseau bayésien correspondant qui a été représenté a la figure 4.1, p. 56.

7.2.1 Applicabilité des algorithmes de filtrage particulaire

Le réseau bayésien de la figure 4.1 possede bien une structure permettant I’application des
algorithmes de filtrage particulaire en prenant comme processus indicateur latent le processus
(St)ien- De plus, les opérateurs suivants admettent une forme explicite :

St

1. opérateur de prédiction de I’état : I'opérateur W, , de prédiction de Iétat du systeme a
I’instant ¢ conditionnellement aux observations a I’instant ¢ — 1 et au processus indicateur
latent jusqu’a I’instant ¢ est défini par

S ity t— S S it—1, it—
H(Eto' o 1)(80:“‘%1“1; )= \I]t\ttfl(n(ﬁto_tl Lo 1)(50:t—17y0:t—1; )> (7.1)
En posant pour tout sg.; € &/*!
T .
. S¢ Si—1 ... Sth] sit > L
Bi(s04) = T (7.2)
[st Sy—1 ... So O.. .0} sinon
-z (So:t—1,Y0:6—1) ..
on montre aisément que les termes II- 1 (So:t—1, Yo-t—1; - ) et
+—
TT{50:t Yoie—1) So:t» Yo:t—1; - ) sont de la forme suivante
L y
So:t—1,Yort—
H(Et(ij o 1)(SO:t—la Yo:t—1; ) = 57—1(804—1) (7.3)
So:t,Yort—
H(Eto‘t Yo:t 1)(80:t, yO:t—l; ) — 51&(30%) (74)
avec
Gie(s0) = Sté + MGy_1(50:4-1) (7.5)

Afin d’appliquer I’opérateur \I/frt_l, il suffit donc de calculer le vecteur J;(s.;) a partir

du vecteur @;_1(so4—1) & ’aide de I’équation 7.5.

2. opérateur de prédiction de I’observation : I’opérateur ¢, de prédiction de 1’observation
al’instant ¢ conditionnellement aux observations a I’instant £—1 et au processus indicateur
latent jusqu’a I’instant ¢ est défini par

S0:¢,Y0:t— S0:1,Y0:t—
Hgfto't o 1)(50:157 Yo—1; ) = Py (H(E oY1) (S0:t> Yo:t—15 - )) (7.6)

t

Or, on a vu que le terme

So:t,Yout - :
H(E o0 1)(30:“ Yo—1; - ) est de la forme suivante
t

S ity t—
H(Et(). Yo:t 1)(50:t7 Yo:t—15 - ) = 5@1&(50:0 (77)
et on montre aisément que le terme H(Yf‘“’y(”t—l)(g&t’ You_1; - ) est de la forme suivante
S ity it— g -
Hgfto. Yo:¢ 1)(80;,5, Yo:t—1; ) = J%’(hg-¢t(30;t),No) (78)

Afin d’appliquer I’opérateur ®,, il suffit donc de calculer la moyenne thT.gﬁt(so:t) de
HgO:t’YO:t_l)(SO:ta Yo:t—1; +) & partir de & (o).
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3. opérateur de correction de I’état : I’opérateur U}* de correction de 1’état du systeéme
a I'instant ¢ conditionnellement aux observations a I’instant ¢ et au processus indicateur
latent jusqu’a I’instant ¢ est défini par

S0:t,Y0: So:t,Y0:t—
M0 s, +) = W2 (T (50 015 ) ) (1.9

Yo:t&)(

So:t, .
Or, on a vu que le terme H(E 0t S04, Yo-t—1; - ) est de la forme suivante
t

H(E‘S;O:hYO:t—l)(SO:ta Yoit—13 ) = 0, (s04) (7.10)

(So:¢,Y0:t)

et on montre aisément que le terme I1 7 (So:t, Yout; - ) est de la forme suivante
t

H(Ei():mYo:t)(SO:tu Yo:t; ) = (5@5(304) (7.11)

Dans ce cas particulier, I’opérateur de correction W} est donc réduit a I’identité.

Par conséquent, le filtre particulaire a échantillonnage global immédiat décrit au § 6.3.3 et le
filtre particulaire a échantillonnage global différé décrit au § 6.4.3 peuvent étre appliqués au
systeme défini au §4.2.1 en utilisant les formes explicites des opérateurs de prédiction et de
correction que nous venons de donner.

7.2.2 Complexité des algorithmes d’égalisation obtenus
7.2.2.1 Filtre particulaire a échantillonnage global immédiat

Pour tout ¢ € {1,2,...,%}, le calcul de la mesure ftN a partir de la mesure F}Y, né-
cessite un nombre d’opérations en O(N L card(«/)). Le calcul de F}¥ a partir de la me-
sure EN par échantillonnage multinomial ou résiduel nécessite un nombre d’opérations en
O(N card(«/)) [DGKO1]. Par conséquent, la complexité de 1’algorithme de particulaire a
échantillonnage global immédiat est O (toN L card(«)).

7.2.2.2 Filtre particulaire a échantillonnage global différé

N

Pour tout ¢t € {1,2,...,%}, le calcul de la mesure ﬁtN a partir de la mesure Y, né-
cessite un nombre d’opérations en O(N L card(«/)2*!). Comme dans le cas du filtre particu-
laire a échantillonnage global immédiat, le calcul de F/V a partir de la mesure EN par échan-
tillonnage multinomial ou résiduel nécessite un nombre d’opérations en O (N card(«/)). Par
conséquent, la complexité de I’algorithme de particulaire a échantillonnage global différé est
O(toN L card(«/ )2 T1).

7.2.3 Conclusion

Alors que la complexité de 1’algorithme optimal obtenu au § 4.2.4 en appliquant I’algo-
rithme de propagation de croyance était exponentielle par rapport a la longueur L de la réponse
impulsionnelle du canal, les techniques de filtrage particulaire nous ont permis d’obtenir des
algorithmes dont la complexité est linéaire par rapport a L. Cette réduction de complexité a été
obtenue en effectuant un compromis entre les performances et la complexité, compromis que
I’on peut ajuster a I’aide du nombre de particules N (cf. § 5.3).
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7.3 L’égalisation adaptative d’un canal évanescent sélectif en
fréquence

Dans cette partie, nous allons étudier I’application du filtrage particulaire a échantillonnage
global a I’égalisation adaptative d’un canal évanescent sélectif en fréquence. A cette fin, nous
considérerons a nouveau le systeéme qui a été décrit au § 4.3.1, p. 60 ainsi que le réseau bayésien
correspondant qui a été représenté a la figure 4.4, p. 61.

7.3.1 Applicabilité des algorithmes de filtrage particulaire

Le réseau bayésien de la figure 4.4 possede bien une structure permettant I’application des
algorithmes de filtrage particulaire en prenant comme processus indicateur latent le processus
(S¢)ien- De plus, les opérateurs suivants admettent une forme explicite :

St

1. opérateur de prédiction de I’état : I’opérateur ¥ ti-1 de prédiction de 1’état du systeme a
I’instant ¢ conditionnellement aux observations a I'instant ¢ — 1 et au processus indicateur
latent jusqu’a I’instant ¢ est défini par

H(Bf;ojt’yojtil) (SO:ta Yo:t—1; - ) = \I]:‘tt,1 (H(B%O_:zil’yojtil) (SO:t—la Yo:t—15 - )) (712)

En posant pour tout sg.; € /!

T
. St St—1 ... Sth:| sit = L
Bi(s04) = T (7.13)
[st Si—1 ... So O.. .0} sinon
on montre aisément 1 (So:t-1,¥0:-1) ;-
que les termes HBH (S0:t—1, Yot—1; - ) et
Hg)”’y”’l)(som Yo+—1; - ) sont de la forme suivante
So:t—1,Yort—
I (S, Y5 ) = Oy ) © - (7.14)
. -%(mtfl@’o:tfla Yo:t—1), Etfl(SO:tfl))
So:t,Yost—
I (0, Y011 ) = Ftaon) @ - (7.15)
o A (M1 (S0s-1: Yost—1)> Seje—1(S0:-1))
avec
mt\t—l(SO:tfla yO:tfl) = Amt71<50:t717 yO:tfl) (7.16)
See-1(80:4-1) = ASi1(s0.4-1)AT + Rg (7.17)
Br(s0x) = 5:C + MG_1(s04-1) (7.18)

Afin d’appliquer I"opérateur W7, ,, il suffit donc de calculer le vecteur Bi(So) & partir
du vecteur ;1 (s:—1) a I’aide de I’équation 7.18, ainsi que les matrices (17¢;—1, L¢j1—1)

a partir des matrices (17;_1, >;_1) a 1’aide des équations 7.16 et 7.17.



7.3 L’égalisation adaptative d’un canal évanescent sélectif en fréquence 105

2. opérateur de prédiction de I’observation : I’opérateur ¢, de prédiction de 1’observation
al’instant ¢ conditionnellement aux observations a I’instant £—1 et au processus indicateur
latent jusqu’a I’instant ¢ est défini par

T (s, 0015 ) = @0 (T (0,015 ) ) (7.19)

Or, on a vu que le terme Hgo”vy"i“l)(
t

S0:¢, Yo:t—1; * ) est de la forme suivante

(So:t,Yo:t—1) ) — S
Hét (SO:t7 Yo:t—1; ) - 54,0,5(30;,5) &K ... (720)
o N (Mgt (Soi—1, Yoi—1)s Seje—1(Sose—1)

et on montre aisément que le terme Hg 0:t,Y0:t-1) (So:t, Yor—1; - ) est de la forme suivante

Hg}jm’yo;t*l)(b“o:t, Yoir—1; ) = L/VC(Vt(SO:t; Yo:t—1), Ft(SO:t)) (7.21)
avec

Vt(SO:ta yo:tq) = ¢t<50:t>T7ﬁt\t—1(50:t717 yo:tfl) (7.22)
[y(s0:4) = ¢t<50:t)TEt|t—1(SO:tfl)SE:(SO:t) +MNo (7.23)

Afin d’appliquer I’opérateur ®,, il suffit donc de calculer (14, I';) a partir de
(Mge—1, Lye—1, Pr) a I’aide des équations 7.22 et 7.23.

3. opérateur de correction de I’état : I’opérateur U}* de correction de 1’état du systeéme
a I’instant ¢ conditionnellement aux observations a I’instant ¢ et au processus indicateur
latent jusqu’a I’instant ¢ est défini par

Hgojt’yojt)(So:tayo:t; ) =0 (Hg()Zt’YO:t_l)(So:t, Yo:t—1; )) (7.24)

YO:t—l)(

So:t, .
Or, on a vu que le terme H%O‘t So:4, Yo-t—1; - ) est de la forme suivante
t

S B 7Y:t7 .
H(B»to o 1)(80:t7 Yo:t—1; ) = 535,5(50:,5) X ... (725)

M (mﬂt—l (SO:t—l ) yo:t_1), Zt|t—1 (SO:t—l)

(So:¢,Y0:t)
B

Hgojt’YO:t)(Sozuyo:t; *) = 0, 50.0) @ AC (S04 Your), Be(S0:)) (7.26)

et on montre aisément que le terme I1 (So:t, Yout; - ) est de la forme suivante

avec
M4 (80:6, Yo:it) = Moaje—1(S0:6—1, Yo:e—1) + - - -

S [yt - @(Sozt)Tmt\t—l(So:t—l, yO:t—l)} Kt(SO:t)

Se(s0:) = [Ire1 — Ke(s0:)@e(504)" | Sepem1 (So-1) (7.28)

Ki(so) = [No + SBt(SO:t)TEt\t—l(SO:t—l)@k(SO:t)]712t|t—1(50:t—1)95f(50:t) (7.29)

(7.27)

Afin d’appliquer ’opérateur W}", il suffit donc de calculer (17, ;) a partir de
(M1, Lyje—1, Pr) a I’aide des équations 7.27, 7.28 et 7.29.
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Par conséquent, le filtre particulaire a échantillonnage global immédiat décrit au § 6.3.3 et le
filtre particulaire a échantillonnage global différé décrit au § 6.4.3 peuvent étre appliqués au
systeme défini au §4.3.1 en utilisant les formes explicites des opérateurs de prédiction et de
correction que nous venons de donner.

7.3.2 Complexité de I’algorithme

En procédant comme au § 7.2.2, et en remarquant que les calculs correspondant aux opéra-
teurs \I/f‘tt_l, ®, et U}* exigent maintenant un nombre d’opérations en O(L?), on montre que,
dans ce cas, la complexité de I’algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage global im-
médiat est O (to N L? card(«)) et celle de I’algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage

global différé O (toN L* card (e )2T1).

7.3.3 Conclusion

Alors que la complexité de I’algorithme optimal obtenu au § 4.3.4 en appliquant 1’algorithme
de propagation de croyance était exponentielle par rapport au temps, les techniques de filtrage
particulaire nous ont permis d’obtenir des algorithmes dont la complexité est linéaire par rapport
au temps. Comme nous 1’avons déja remarqué au § 7.2.3, cette réduction de complexité a été
obtenue en effectuant un compromis entre les performances et la complexité, compromis que
I’on peut ajuster a I’aide du nombre de particules V.

7.4 L’égalisation adaptative d’un canal évanescent non-
sélectif en fréquence

Dans cette partie, nous allons étudier I’application du filtrage particulaire a échantillonnage
global a I’égalisation adaptative d’un canal évanescent non-sélectif en fréquence. A cette fin,
nous considérerons a nouveau le systeme qui a été décrit au § 4.4.1, p. 68 ainsi que le réseau
bayésien correspondant qui a été représenté a la figure 4.9, p. 70.

7.4.1 Applicabilité des algorithmes de filtrage particulaire

Le réseau bayésien de la figure 4.9 posséde bien une structure permettant 1’application des
algorithmes de filtrage particulaire en prenant comme processus indicateur latent le processus
(Ay)sen- De plus, les opérateurs suivants admettent une forme explicite :

1. opérateur de prédiction de I’état : 1I’opérateur ‘I’?\ttq de prédiction de I’état du systeme a

I’instant ¢ conditionnellement aux observations a I’instant £ — 1 et au processus indicateur
latent jusqu’a I’instant ¢ est défini par

H(B;‘:O:tyyo:t—l)(a(]:t’yo:til; ) = \Ij:tl\tt—l (Hgioj_hyojt_l)(a&tfla3/0:25713 )) (7.30)
En posant pour tout ag,; € .27/

¢i(ao.e) = apay . .. ay (7.31)
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. Aoit—1,Yorr—
on montre aisément que les termes H% Oit—th 0 1)(a0;t,1, You—1; +) €t
t—1

Agit,Yor— .
H% o0 1)(a0:t, Yo:t—1; - ) sont de la forme suivante
t

Ag:t—1,Yore—
Hfgil o 1)(a0:t—17 Yo:t—15 ) = 5%71((10%1) ® ...

(7.32)
o A (M1 (a0i—1, Yoi—1), Be-1(a0-1))

H%L:O:t7Y0:t71)(aO:ta Yo:t—1; ) - 5<pt(a0:t) &X... (7 33)

.. -t/VC(mt\t—l(QO:t—la yO:t—l)a Zt|t—1(a0:t—1))

avec

ﬁlt|t71(a0:t717 yO:tfl) = Amtfl(a@:tfla ZJO:tfl) (7.34)
i1 (ao—1) = A1 (age—1)AT + Re (7.35)
©i(aost) = ap-or—1(ao:e—1) (7.36)

at

Afin d’appliquer I’opérateur ¥ Hi1>
terme @1 (ap.—1) a ’aide de I’équation 7.36, ainsi que les matrices (i1, Xy—1) &
partir des matrices (17i;_1, ;1) a 1’aide des équations 7.34 et 7.35.

il suffit donc de calculer le terme ¢, (ao.) a partir du

. opérateur de prédiction de I’observation : I’opérateur ®, de prédiction de I’observation
al’instant ¢ conditionnellement aux observations a I’instant £—1 et au processus indicateur
latent jusqu’a I’instant ¢ est défini par

t

Hg“”’Y”“)(ao:t, Your—1; *) = Py (Hgojt’ymt*l)(ao:t, Yo:t—1; )) (7.37)

Or, on a vu que le terme H?O”’Y":H)(
t

ao.¢, Yor—1; - ) est de la forme suivante

Aoit,Yoir—
T (0, Y015 ) = Do) © - (7.38)
o N (Mgge—1 (@04-1, Yor—1), Seje—1(a0:-1)
et on montre aisément que le terme H(f: 0:t,Yo:t-1) (@o.¢, Yo.r—1; - ) est de la forme suivante
H(AO:hYO:t—l)<a ) = r
Y; 06, You—1; +) = Ao ( vilaos, Yor—1), Te(ao:) (7.39)
avec

Vt(GO:ta yo:t—l) = SOt(GO:t)éTmt\t—l(QO:t—la yO:t—l) (7.40)
Ti(an) = O Syje—1(a0e-1)0" + No (7.41)

Afin d’appliquer I’opérateur ,, il suffit donc de calculer (v, I';) a partir de
(M1, Xyje—1, i) aI’aide des équations 7.40 et 7.41.

. opérateur de correction de I’état : ’opérateur W}* de correction de I’état du systeme
a I’instant ¢ conditionnellement aux observations a I’instant ¢ et au processus indicateur
latent jusqu’a I’instant ¢ est défini par

A ity 40 t A ity X 0:t—
H%ﬁo. Yo t>(a0:t’y0:t; )= /54 (H%to Yot 1)(a0;t,y0:t—1§ )) (7.42)
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Aoit,Yoir— )
Or, on a vu que le terme H% O:t20: 1)(a0;t, Yo—1; - ) est de la forme suivante
t

Aot Yorr—
H(gto‘t Yo 1)(CLO:tu Yo:t—15 ) = 5<pt(ao;t) X ...

) (7.43)
o A (Mgge—1 (@04-1, Yor—1), Seje—1(a0:-1)

(Ao:¢,Y0:¢)

et on montre aisément que le terme I1 3 (@o.¢, Yo.t; - ) est de la forme suivante
t

Hgf““y“‘)(ao;t, Yoits ) = Ogr(ans) © AC (M (a0it, Yo ), Se(ao)) (7.44)
avec
me(o:t, Yoit) = Mae—1(Qo:—1, yO:tfl_)) +.. ) (7.45)
o[- ©1(a04)O" M1 (ag-1, You—1)] Ki(ao)
Si(aos) = [Trp1 — @i(ao) Ki(ao) 0T | Sye-1 (aos1) (7.46)
Ki(ags) = [No+67%y 1 (a04-1)0*] ¢} (a0:) Sy (a0:-1) O (7.47)

Afin d’appliquer I’opérateur W}*, il suffit donc de calculer (17, ¥;) a partir de
(Mige—1, Lye—1, r) a I’aide des équations 7.45, 7.46 et 7.47.

Par conséquent, le filtre particulaire a échantillonnage global immédiat décrit au § 6.3.3 et le
filtre particulaire a échantillonnage global différé décrit au § 6.4.3 peuvent étre appliqués au
systeme défini au §4.4.1 en utilisant les formes explicites des opérateurs de prédiction et de
correction que nous venons de donner.

7.4.2 Complexité de I’algorithme

En procédant comme au § 7.2.2, et en remarquant que les calculs correspondant aux opé-
rateurs W), . &, et U exigent un nombre d’opérations en O(L?), on montre que, dans ce
cas, la complexité de 1’algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage global immédiat est
O(tON L? card (o )) et celle de I’algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage global

différé O (toN L* card(«/ )2T).

7.4.3 Conclusion

Alors que la complexité de 1’algorithme optimal obtenu au § 4.4.4 en appliquant I’algo-
rithme de propagation de croyance était exponentielle par rapport au temps, les techniques de
filtrage particulaire nous ont permis a nouveau d’obtenir des algorithmes sous-optimaux dont la
complexité est linéaire par rapport au temps.

Dans la prochaine partie, nous allons étudier numériquement les performances de ces algo-
rithmes.

7.5 Simulations numériques

Nous avons étudié numériquement les performances de 1’algorithme de filtrage particulaire
a échantillonnage global appliqué a I’égalisation adaptative d’un canal évanescent non-sélectif
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en fréquence. Pour permettre la comparaison avec des travaux publiés antérieurement, nous
avons considéré I’exemple étudié dans [CWLOO0, § VIII]. Dans cet exemple, le canal évanescent
est modélisé par un processus (H;) ARMA(3, 3) vérifiant

H, — 2,374 09H,_; + 1,929 36 H,_o — 0,532 08 H,_5
— 1072(0,894 09y, + 2,682 27v;_; + 2,682 27v,_s + 0,894 09v,_3) (7.48)

avec vy ~ A4¢(0,1). Le processus (H;) est donc obtenu a I’aide d’un filtre de Butterworth de
fréquence de coupure 0,05, ce qui correspond a un canal a évanouissement rapide. On suppose
également que 1’on utilise une modulation par déplacement de phase a deux états, précédé par
un codage différentiel. Autrement dit, les symboles de modulation S; appartiennent a 1’alpha-
bet o7 = {—1,+41} et sont obtenus par la relation S, = A;S;_;1 a partir d’une suite de bits
A; € {—1,+1}, indépendants et identiquement distribués selon une loi de Bernoulli de para-
metre 1/2.

Les performances du récepteur a échantillonnage global ont été comparées a celles des ré-
cepteurs suivants :

1. récepteur a canal connu : on suppose que le récepteur connait les véritables coefficients
H, et on utilise la régle de détection suivante : A, = $,S,_; avec S; = sign(R{H;Y;}):

2. récepteur aidé par un génie : on suppose qu’un « génie » permet au récepteur d’observer
f/t = H;+ f/t avec f/t ~ (0, Np). On utilise f/t pour calculer par filtrage de Kalman une
estimation H, du coefficient H, et on utilise la régle de détection suivante : A, = 5,5, ;
avec S; = sign(R{H;Y;});

3. récepteur a détection différentielle : ce récepteur n’essaie pas d’estimer les coefficients
du canal. Les bits A; sont estimés en utilisant la régle de détection différentielle incohé-
rente : A; = sign(R{Y;'Y;_1});

4. récepteur a mélange de filtres de Kalman (MFK) : le filtre particulaire décrit
dans [CWLO0O0, § IV & V] est utilisé pour estimer les bits A;. Le récepteur MFK utilise
I’algorithme SISR afin de tirer des échantillons dans 1’espace du processus indicateur et
utilise un filtre de Kalman pour chaque trajectoire afin de calculer la loi de proposition et
le poids d’importance de chaque trajectoire. Un rééchantillonnage a lieu lorsque le rapport
entre la taille effective de I’échantillon [CWLO00, Eq. (45)] et la taille réelle N de I’échan-
tillon est inférieur a un seuil 3. La méthode des poids différés décrite dans [CWLOO,
§ V.A] est utilisée pour obtenir une estimation de A; avec un retard 9.

Dans toutes les simulations présentées ci-dessous, nous avons exclusivement utilisé des filtres
particulaires a échantillonnage immédiat car dans les différentes situations considérées, 1’uti-
lisation d’un filtre particulaire a échantillonnage différé n’apportait pas d’amélioration signifi-
cative. Ceci est d@ au fait que nous n’avons considéré, dans cette partie de la these, que des
systemes ne comportant pas de codage de canal.

Les figures 7.1 et 7.5 montrent la courbe de taux d’erreur binaire (TEB) de chaque récepteur
en fonction du rapport signal sur bruit (RSB) pour les retards d’estimation respectifs 6 = 0 et
0 = 1. Le RSB est défini comme étant le rapport var(H,)/ var(V;) et le TEB a été obtenu en
moyennant le taux d’erreur sur 10° symboles. Les 50 premiers symboles n’ont pas été pris en
compte dans cette moyenne. Nous avons également représenté sur ces figures les courbes de
taux d’erreur pour le récepteur a canal connu, le récepteur aidé par un génie, le récepteur a dé-
tection différentielle et le récepteur MFK. Dans le cas du récepteur MFK, nous avons considéré
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les retards d’estimation 6 = 0 et 6 = 1 ainsi que les seuils de rééchantillonnage 5 = 0,1 et
# = 1 (rééchantillonnage systématique). Les courbes des figures 7.1 et 7.5 ont été obtenues
avec un récepteur a échantillonnage global et un récepteur MFK utilisant chacun 50 particules.
Ces courbes montrent qu’avec 50 particules il n’existe pas de différence significative de perfor-
mance entre le récepteur proposé et un récepteur MFK utilisant le méme retard d’estimation.
On note également qu’avec 50 particules, les performances du récepteur MFK ne changent pas
de facon significative lorsque I’on modifie le seuil de rééchantillonnage (3 du récepteur MFK
de 8 = 0,1 a 8 = 1. Enfin, comme noté par [CWLO0O], on remarque que les performances
des récepteurs a filtre particulaire s’améliorent de facon significative lorsque I’on augmente le
retard d’estimation de 6 = 0 a 9 = 1. Les performances du récepteur a échantillonnage global
et du récepteur MFK sont alors tres proches de la borne inférieure correspondant au récepteur
aidé par un génie.

0.01

TEB

0.001

0.0001

[l —><— Echantillonnage global (6 = 0)
F| ---%--- MFK (6 =0,6=0,1) :
bl -0~ MFK@=0,8=1) | OO OO SO
Borne du canal connu : ; :
Borne du génie
Déteclilon différentielle

I i i i
10 15 20 25 30 35 40
RSB (dB)

1e-05

FIG. 7.1 — Courbe de taux d’erreur binaire du récepteur a échantillonnage global en fonction du
rapport signal sur bruit pour un retard d’estimation § = 0 et un nombre de particules N = 50.
On a également représenté sur cette figure la courbe de taux d’erreur binaire du récepteur MFK
avec 6 = 0, N = 50 et successivement 5 = 0,1 et 5 = 1; la courbe de taux d’erreur binaire du
récepteur a canal connu ; la courbe de taux d’erreur binaire du récepteur aidé par un génie et la
courbe de taux d’erreur binaire du récepteur a détection différentielle.
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0.01

TEB

0.001

0.0001

[| — Echantillonnage global (6 = 1) | 77"
|l ---+-- MFK(¢=1,06=01) |
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Borne du canal connu
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FIG. 7.2 — Courbe de taux d’erreur binaire du récepteur a échantillonnage global en fonction du
rapport signal sur bruit pour un retard d’estimation § = 1 et un nombre de particules N = 50.
On a également représenté sur cette figure la courbe de taux d’erreur binaire du récepteur MFK
avec 6 = 1, N = 50 et successivement 5 = 0,1 et 5 = 1; la courbe de taux d’erreur binaire du
récepteur a canal connu ; la courbe de taux d’erreur binaire du récepteur aidé par un génie et la
courbe de taux d’erreur binaire du récepteur a détection différentielle.

La figure 7.3 montre la courbe de taux d’erreur binaire du récepteur a échantillonnage glo-
bal en fonction du nombre de particules pour un rapport signal sur bruit de 20 dB et un retard
d’estimation 0 = 1. On a également représenté sur cette figure la courbe de taux d’erreur binaire
du récepteur MFK avec, successivement, un seuil de rééchantillonnage 7 = 0,1 et un seuil de
rééchantillonnage 5 = 1. En examinant cette figure, on constate que lorsque le nombre de parti-
cules décroitde N = 50 a N = 10, le taux d’erreur binaire du récepteur MFK utilisant un seuil
de rééchantillonnage 3 = 0,1 augmente de 67 % alors que le taux d’erreur binaire du récepteur
a échantillonnage global n’augmente que de 11 % seulement. La figure 7.3 montre également
que, dans la situation étudiée, la courbe de taux d’erreur binaire du récepteur a échantillonnage
global est identique a celle d’un récepteur MFK utilisant un seuil de rééchantillonnage 5 = 1
(rééchantillonnage systématique). Ce résultat suggere que, contrairement a ce qui est habituel-
lement affirmé dans la littérature [CWL00O, DGAOO], un rééchantillonnage systématique des
particules semble, pour des raisons qui restent encore obscures sur le plan théorique, étre plus
robuste qu’un rééchéantillonnage non-systématique lorsque 1’on réduit le nombre de particules
afin de satisfaire les contraintes d’implémentation requises par les applications en temps-réel.
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L S S S A

I I

o Echantillonnage global
| X MFK(@=0,1)

o MFK (5 =1)

TEB

0.01

0.001 ; ; ; ; ; ; ; ; ;
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Nombre de particules

FI1G. 7.3 — Courbe de taux d’erreur binaire du récepteur a échantillonnage global en fonction du
nombre de particules pour un rapport signal sur bruit de 20 dB et un retard d’estimation § = 1.
On a également représenté sur cette figure la courbe de taux d’erreur binaire du récepteur MFK
avec 0 = 1 et successivement 3 = 0,1 et 5 = 1.

Les figures 7.4 et 7.5 montrent la courbe de taux d’erreur binaire de chaque récepteur en
fonction du rapport signal sur bruit pour les retards d’estimation respectifs 6 = Oet ) = 1
lorsque le récepteur a échantillonnage global et le récepteur MFK utilisent 5 particules. En exa-
minant ces deux figures, on constate qu’avec 5 particules il existe une différence significative
de performance entre le récepteur proposé et le récepteur MFK utilisant le méme retard d’esti-
mation et un seuil de rééchantillonnage 3 = 0,1. Cette différence reste significative méme pour
des valeurs de rapport signal sur bruit proches de 10 dB. Ces deux figures montrent également
que, dans la situation étudiée, la courbe de taux d’erreur binaire du récepteur a échantillonnage
global est identique a celle d’un récepteur MFK utilisant le méme retard d’estimation et un seuil
de rééchantillonnage 3 = 1.
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—>—— Echantillonnage global (6 = 0)
---X--- MFK (@ =0,8=0,1)
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FIG. 7.4 — Courbe de taux d’erreur binaire du récepteur a échantillonnage global en fonction du
rapport signal sur bruit pour un retard d’estimation 6 = 0 et un nombre de particules N = 5. On
a également représenté sur cette figure la courbe de taux d’erreur binaire du récepteur MFK avec
6 =0, N =5 et successivement 5 = 0,1 et 5 = 1; la courbe de taux d’erreur binaire du récepteur
a canal connu ; la courbe de taux d’erreur binaire du récepteur aidé par un génie et la courbe de
taux d’erreur binaire du récepteur a détection différentielle.
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0.1
0.01
g
@ 0.001
0.0001
| — Echantillonnage global (§ = 1) .

---=+--- MFK(@=1,6=0,1) :
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Borne du génie 3

Détection différentielle 3

1e-05 T I I I
10 15 20 25 30 35 40
RSB (dB)

FIG. 7.5 — Courbe de taux d’erreur binaire du récepteur a échantillonnage global en fonction du
rapport signal sur bruit pour un retard d’estimation 6 = 1 et un nombre de particules N = 5. On
a également représenté sur cette figure la courbe de taux d’erreur binaire du récepteur MFK avec
6 =1, N =5 et successivement 5 = 0,1 et 5 = 1; la courbe de taux d’erreur binaire du récepteur
a canal connu ; la courbe de taux d’erreur binaire du récepteur aidé par un génie et la courbe de
taux d’erreur binaire du récepteur a détection différentielle.

7.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué 1’algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage
global au probleme de I’égalisation. Comme au chapitre 4, nous nous sommes intéressés aux
trois situations suivantes : égalisation d’un canal sélectif en fréquence de réponse impulsion-
nelle connue, égalisation adaptative d’un canal évanescent sélectif en fréquence et égalisation
adaptative d’un canal évanescent non-sélectif en fréquence. Grace a la notion de modele dyna-
mique a processus indicateur latent introduite au chapitre 6, nous avons pu traiter ces différentes
situations a 1’aide d’un formalisme commun. En effet, pour appliquer les filtres particulaires que
nous avons présentés au chapitre 6, il nous a suffi de remarquer que le réseau bayésien corres-
pondant a chacune de ces situations possede une structure de modele dynamique a processus in-
dicateur latent, et de calculer ensuite explicitement les opérateurs de prédiction et de correction
correspondant. Nous avons ainsi obtenu des algorithmes dont la complexité est linéaire par rap-
port au temps. De plus, dans le cas de 1’égalisation d’un canal sélectif en fréquence de réponse
impulsionnelle connue, cette complexité est également linéaire par rapport a la longueur de la
réponse impulsionnelle du canal. Enfin, nous avons étudié numériquement les performances de
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I’algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage global appliqué a I’égalisation adaptative
d’un canal évanescent non-sélectif en fréquence. Méme avec un faible nombre de particules,
nous obtenons des performances proches de 1’optimal. En outre, pour la situation considérée et
en fonction du nombre de particules utilisées, nous constatons que les performances de I’algo-
rithme proposé sont supérieures ou égales a celles de 1’algorithme décrit dans [CWLO00] avec
les réglages préconisés dans cet article.

L’algorithme de filtrage particulaire a échantillonnage global permet donc d’obtenir un ex-
cellent compromis entre les performances et la complexité lorsqu’on I’applique a 1’égalisation.
Dans le prochain chapitre, nous verrons qu’il est également possible de combiner cette tech-
nique d’approximation avec I’algorithme de propagation de croyance pour effectuer conjointe-
ment 1’égalisation adaptative et le décodage.






Chapitre 8

I’égalisation adaptative et le décodage
conjoints

8.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, le filtrage particulaire a échantillonnage global nous a permis
d’obtenir des algorithmes d’égalisation réalisant un excellent compromis entre les performances
et la complexité. Cependant, ces algorithmes ne prennent pas en compte le codage de canal
et ’entrelacement utilisés par I’émetteur. Aussi, dans ce chapitre, nous allons mettre en ceuvre
I’ensemble des techniques étudiées précédemment afin de concevoir un algorithme d’égalisation
adaptative et de décodage conjoints qui permettra au récepteur de prendre également en compte
le code de canal et I’entrelacement utilisés par 1’émetteur.

A titre d’exemple, nous considérerons dans ce chapitre le cas d’un canal évanescent non-
sélectif en fréquence. On notera cependant que I’algorithme présenté dans ce chapitre est aussi
applicable aux autres canaux étudiés précédemment. Apres avoir décrit le modele de systeme
étudié, nous commencerons par construire le réseau bayésien correspondant et nous lui appli-
querons 1’algorithme de propagation de croyance. En utilisant les résultats du chapitre 4, nous
constaterons alors que le calcul de certains des messages utilisés par 1’algorithme de propaga-
tion de croyance exigerait un nombre d’opérations augmentant exponentiellement avec le temps.
Aussi, nous remplacerons le calcul exact de ces messages par un calcul approché effectué en
appliquant I’algorithme de filtrage particulaire étudié précédemment. Nous obtiendrons ainsi un
algorithme itératif, combinant filtrage particulaire et propagation de croyance, que nous appel-
lerons algorithme de turbo-filtrage particulaire et dont nous décrirons en détail 1I’application au
systeme étudié.

8.2 Modéele du systeme

On suppose que I’on veut transmettre des bits de données D;. Ces bits de données sont trans-
formés en des bits codés C; par un codeur convolutif de taux k/ng, de longueur de contrainte
kovy avec vy > 1, et dont 1’état interne est noté K.,. Les bits codés C; sont entrelacés par un
entrelaceur II en des bits entrelacés C; = Cp-1(;) qui sont ensuite transformés en des sym-
boles A; complexes, de module unitaire, a 1’aide d’un modulateur par déplacement de phase a

117
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M états (MDP-M). Les symboles de modulation A; sont codés différentiellement en des sym-
boles S; qui sont transmis a travers un canal non sélectif en fréquence dont on observe la sortie
complexe Y;.

On suppose que, pour tout 7z € N, les bits de donnée Dy, Dy, ..., D; sont indépendants — sans
étre nécessairement identiquement distribués'. On note (D, )ren la suite de vecteurs telle que
= déf T
D’T é |:D7_71 D7—72 “ e D7—7k0:| (8'1)
(D07 Dla D27 .. ) - (D0,17 D0,27 ey Do,koa D1,17 D1,27 ey Dl,k)()) .. ) (82)

Pour tout 7 € N, on définit I’état K - du codeur convolutif par

T
L [ DT DL DT SiT> w1
K < | oo et ’ (8.3)
[DZ pr, ... BT o.. .0} sinon
On note (57)76N la suite de vecteurs telle que
C. Y2 [Coy Cra oo Conyl” (8.4)
(Co, Cl, CQ, . ) — (0071, 0072, ceey CO,”O? 0171, 0172, ey Cl,nm . ) (85)
On suppose qu’il existe une fonction vectorielle 1/7 = (U1, ..., 1y, telle que
Cr = O(K) (8.6)

On suppose que I’entrelaceur I est un entrelaceur en blocs de longueur p. On suppose que le
modulateur est caractérisé par une bijection M qui a g, bits associe un symbole appartenant a
un alphabet .« C C, stable pour la multiplication et de cardinal M/ = 2%, Autrement dit, on a
M :{0,1}° — o7, b= (by,...,by) — a = M(b). On suppose également que la longueur p
de I’entrelaceur est un multiple de ¢, et de ny. On note ((Z’ )ien la suite de vecteurs telle que

= déf T
Cy = [Cé,l 02,2 s Cé,qo} (8.7)
/ ! ! / ! ! ! ! !
( 0> ~1» 27"') = ( 0,1>~0,2> -+ *» ~0,q0° ~1,1» 1,27“'701,(107"') (88)

Les symboles S; sont reliés aux symboles A, par 1’équation suivante

A,S, ., sit>0
D e (8.9)
Ag sit=20

La sortie Y; du canal vérifie, pour tout ¢t € N,

Y = HiS; +V; (8.10)

'On pourra ainsi prendre une mesure de Dirac comme a loi a priori d’un bit appartenant & une séquence de
référence et une loi uniforme pour les autres bits.
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ol V; suit la loi gaussienne ¢ (0, N)) et le coefficient H; est défini par

H, = 07X, (8.11)
6=1[6 6 ... 6" (8.12)
. AX, (+W, sit>0
X, =0t s 8.13)
o + Wo sit=20
ou Wt suit la loi gaussienne ,/Vc(ﬁ, R¢), les variables aléatoires Vj, WO, Vi, I/T/l, LV Wt sont

indépendantes, 7j, et © sont des vecteurs complexes supposés connus et A une matrice complexe
également supposée connue et de la forme suivante

1 —py ... —br O

1 0 0 0
A—|0 1 . 0 o (8.14)

i 0 0 1 O_

On suppose également que la matrice de covariance R du bruit W, est de la forme suivante

1 0 0
00 ...0

Re=1|. . . . (8.15)
00 ...0

Enfin, on suppose que les processus (D;);en, (V;)ien et (Wt)teN sont indépendants.

8.3 Réseau bayésien

Le réseau bayésien correspondant aux processus (D;);en, (I?T)TeN, (C))jen, (C))ien,
(Ap)ten, (St)tens ()Z't)teN et (Y;)ien a été représenté a la figure 8.1 pour t € {0, 1,2}, dans
le cas particulier d’un code de convolution de taux 2/3, d’un entrelaceur en bloc de taille p = 6
et d’un modulateur 2 M = 22 = 4 états.



120 I’égalisation adaptative et le décodage conjoints

Uy

R

FIG. 8.1 — Réseau bayésien correspondant a un code de convolution de taux 2/3, un entrelaceur
en bloc de taille p = 6, un modulateur & M/ = 22 = 4 états, un codeur différentiel et un canal
évanescent non-sélectif en fréquence.

On peut regrouper les variables .S, et X, qui correspondent respectivement a I’ état du codeur
différentiel et a I’état du canal, en introduisant la variable d’état conjointe

B ¥ (s, X)) (8.16)

On obtient alors le réseau bayésien de la figure 8.2.
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vy

— — —

By B B,

FIG. 8.2 — Réseau bayésien correspondant a un code de convolution de taux 2/3, un entrelaceur
en bloc de taille p = 6, un modulateur &8 M/ = 22 = 4 états, un codeur différentiel et un canal
évanescent non-sélectif en fréquence. Les variables d’état du codeur différentiel et du canal ont été
regroupées.

8.4 Application de I’algorithme de propagation de croyance
approchée

8.4.1 Séparation des données en blocs

Afin d’appliquer 1’algorithme de propagation de croyance approchée, les données sont sé-
parées en blocs successifs qui correspondent chacun a m bits de données, m étant un multiple
de pfb—g i.e. le produit de la taille de I’entrelaceur et du taux du code de convolution?. On peut

En pratique, la taille des blocs de données peut étre limitée par la latence maximale d’estimation permise par
I’application et la quantité maximale de mémoire disponible.



122 I’égalisation adaptative et le décodage conjoints

FIG. 8.3 — Réseau bayésien correspondant a un code de convolution de taux 2/3, un entrelaceur
en bloc de taille p = 6, un modulateur &8 M/ = 22 = 4 états, un codeur différentiel et un canal
évanescent non-sélectif en fréquence. Les variables d’état du codeur différentiel et du canal ont été
regroupées. Les variables correspondant a deux blocs de bits de données de taille . = 4 ont été
représentées. Les messages obtenus a I’issue des itérations sur le premier bloc de données ont été
représentés en bleu. Les autres messages, qui correspondent aux itérations sur le deuxieme bloc de
données, ont été représentés en vert.

alors appliquer I’algorithme de propagation de croyance en calculant de facon itérative les mes-
sages correspondant a un bloc de données, puis en propageant les messages issus de ce bloc
de données vers le bloc suivant (cf Figure 8.3). On notera que la propagation des messages
issus d’un bloc de données vers les blocs précédents est possible, mais n’est nécessaire que si
I’on veut prendre compte les observations correspondant a ce bloc dans I’estimation des bits de
données correspondant aux blocs précédents. Dans la suite, nous supposerons que ce n’est pas
le cas et nous ne propagerons donc pas les messages issus d’un bloc de données vers les blocs
précédents.

8.4.2 Calcul itératif des messages correspondant a un bloc de données

L’ordre dans lequel les messages correspondant a un bloc de données sont mis a jour a
chaque itération est indiqué a la figure 8.4. A chaque itération sur un bloc de données, on
calcule

1. le message envoyé par B; a B,y pour ¢t croissant

2. le message envoyé par B; a B;_; pour t décroissant
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© N kW

10.
11.
12.

13.

le message envoyé par B a A, pour ¢ croissant

le message envoyé par A; a C} , pour ¢ croissant et g croissant
le message envoyé par C; a C-1(;) pour [ croissant

le message envoyé par C.,, a K, pour 7 croissant et n croissant
le message envoyé par K, a I?TH pour 7 croissant

le message envoyé par K,aK, pour 7 décroissant

le message envoyé par K, a D, pour T croissant et k croissant
le message envoyé par K} a C,, pour T croissant et n croissant
le message envoyé par C; a Cﬁ(j) pour j croissant

le message envoyé par C{  a A; pour ¢ croissant et g croissant

le message envoyé par A; a B, pour ¢ croissant.

Remarque 8.1
Comme nous I’avons indiqué au § 3.4, p. 45, I’ordre dans lequel les messages sont calculés est
arbitraire. L’ordre que nous avons choisi ici est similaire a celui utilisé dans I’algorithme de
turbo-décodage. Cependant, d’autres choix étaient a priori possibles [MV98b, MV98a, KF98].
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FIG. 8.4 — Calcul itératif des messages correspondant a un bloc de données.

8.4.3 Limitation de I’algorithme de propagation de croyance approchée

Comme nous 1’avons vu au chapitre 4, le calcul du message envoyé par une variable B, a
la variable d’état suivante §t+1 exige un nombre d’opérations augmentant exponentiellement
avec t. En pratique, il n’est donc pas possible d’appliquer directement 1’algorithme que nous
venons de décrire. Des approximations numériques supplémentaires sont indispensables. Nous
allons voir dans la partie suivante que ces approximations peuvent étre effectuées a I’aide des
techniques de filtrage particulaire que nous avons présentées au chapitre 5.
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8.5 Principe de I’algorithme de turbo-filtrage particulaire

L’idée est d’appliquer 1’algorithme de propagation de croyance approchée en remplacgant le
calcul exact d’une partie des messages échangés par un calcul approché effectué par filtrage
particulaire.

L’algorithme que nous proposons agit sur des blocs de données correspondant a m bits de
données, m étant un multiple de pﬁ—g, qui est le produit de la taille de I’entrelaceur et du taux
du code de convolution. Dans la suite, nous nous intéresserons donc a I’estimation des bits de
données dont I’indice est compris entre i, et iy, avec io, = i; +m — leti; =0 (mod m).

Soit GG le réseau bayésien correspondant aux variables aléatoires (D;)o<i<i,» ([?T)OngTQ,

(Cj)Oéjéjw (CDosastas (Ar)osisctss (ét)ogtgtg et (Y;)o<t<t, avec

7'1:;{:—; 7'2:7'1*|>k:ﬁ0—1 (817)
) 1n . ) mn

= Jo=jit -1 (8.18)
0 0

L=n5 ly = jo (8.19)

t, = Ao fy =t + 200 (8.20)
CJOkO CJOko

Soit G’ le sous-graphe de G induit par les sommets (A;)o<i<t,» (ét)0<t<t2 et (Yy)ost<ts-
Considérons le calcul des messages (,ué A )i, <t<t, €NVOYés par les B, aux A, a partir des mes-
tt

sages ( u: 3 Jost<t, €nvoyés par les A; aux Et. On remarque alors que le calcul de ces messages
t Dt
est identique a celui que I'on ferait en appliquant I’algorithme de propagation de croyance
exacte a un réseau bayésien virtuel G tel que
1. Ga pour sommets des variables alétoires notées (Zt)ogtgtz, (ét)ogtgtz et (i)ogt@
2. les arcs de G sont identiques® a ceux de G'.

3. les transitions entre les parents et les enfants de G sont identiques aux transitions entre
les sommets correspondants de G'.

4. les variables aléatoires ﬁt avec 0 < t < t5 sont indépendantes et ont pour loi a priori
_ 7t )
Fﬁt - :uAtB‘t(yO:tzv )

A titre d’exemple, nous avons représenté a la figure 8.5 le réseau bayésien virtuel G associé au
réseau bayésien G de la figure 8.3.

3 Autrement dit, pour tout couple de sommets (X,Y) de G, ()? ,Y) est un arc de G si et seulement si (X,Y)
est un arc de G'.
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b
g
b
Hy
®
Hy

FIG. 8.5 — Réseau bayésien virtuel G associé au réseau bayésien G de la figure 8.3. Le calcul des

messages (,u}’§ A )ty <t<t, 2 partir des messages (" 4.5, )o<t<t, dans le réseau G est identique a celui
tAt

que ’on ferait en appliquant I’algorithme de propagation de croyance exacte au réseau bayésien

virtuel G.

Par conséquent, pour tout yy..,, le message uét At(-;yo;tQ) peut étre considéré comme la
vraisemblance f%:tz (*; Yot,) de A, lorsque %;tQ = Y0:ts-

Il est donc possible, en principe, d’obtenir une approximation ﬁ;t§t<';y0:t2) du message
uét At( *3 Yo.t,) en appliquant un filtre particulaire au modéle dynamique a processus indicateur

latent formé par les processus (Et)0<t<t2, (Et)0<t<t2 et (g)ogtgb. En effet, un filtre particu-

laire permet d’obtenir une approximation H ~ (yo 1,5 - ) delaloi de ﬁmz conditionnellement a

Yo:t2 = Yo.t,- Pourtout t € {t1,...,t3}, onen dedult une approximation ﬁ?’tz (Youty; - ) de laloi
t

de Zt conditionnellement a }70@ = Yo:t,

v ~T,
57" (Youss ) = > ni;(yw S 8.21)
(gt’)tlgét
On en déduit
=Y.
TA dH ? (yO'tQ; : )
A (. :
T, (3 0a) 06— 4 T, (8.22)

dHYO 2 (Youa' *) 823)
XX .
Ay 5 Wons )

ou, pour toute mesure signée ;. et pour toute mesure positive finie v telles que 1 < v, la notation
% désigne la dérivée de Radon-Nikodym de x par rapport a v. On peut donc poser
~Y
dHAOtQ(yOtm )

lu;tgt("y(]:tg) B d:uz B, (y(] ta) )
t

(8.24)

Cependant, en pratique, pour des blocs de grande taille, I’approximation de H 2 par H Yo,
t
peut étre tres mauvaise en raison de I’appauvrissement du filtre particulaire lorsque I’ 1nstant t
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de I’estimation est trop éloigné de I’instant {5 de 1’échantillonnage. Une meilleure estimation de

YO: i g, N
I min(02) on § est un retard fixe.
t

V. A
[T peut alors étre IT
t

8.6 Application de I’algorithme de turbo-filtrage particulaire

8.6.1 Traitement d’un bloc de données

Soit i > 0 tel que i, = 0 (mod m). On pose i = i; + m — 1 et on définit 7y, T,
J1s Jo» l1, la, t1 et to a 1’aide des équations 8.17, 8.18, 8.19 et 8.20. On note G le réseau
bayésien correspondant aux variables aléatoires (D;)o<i<iy» ([?T)OngTQ, (C)ogi<ias (C])o<itas
(At)ost<tss (ét)ogtth et (Y3)o<e<t, et G’ le sous-graphe de G induit par les sommets (A )o<t<tys
(Bt)osests et (Yogests-

On suppose que 1’on a calculé les NV trajectoires (A(j’tlfl))l <i<N du filtre particulaire a
I’instant ¢; — 1 ainsi que le terme

< T
7 7 7 déf
Ar—1 (dn,l, d7—1727 s 7d7—17uo+1) = Z 'u;%-rlflfzq (yO:tlfl; { [CZZ,l Cizlfz cee dzfyo] })
d;

T1—VQ
(8.25)
correspondant au message ;L;% 7 envoyé par l?ﬂ_l a I?Tl. Pour toutt € {t1,t;1+1,...,t2},
T1—1807
on pose e
uffg) = U, (8.26)

ou %, désigne la loi uniforme sur 1’alphabet .<7. On note également GO Ie réseau bayésien tel
que

1. G© a pour sommets des variables aléatoires notées (Ago))ogt@z, (ét(o))ogtgm et
(¥ osrrs
2. les arcs de G(© sont identiques a ceux du sous-graphe G'.

3. les transitions entre les parents et les enfants de G’ sont identiques aux transitions entre
les sommets correspondants de G'.

4. les variables aléatoires 21,50) avec 0 < t < t, sont indépendantes et ont pour loi a priori

+ .
. si0<t<t -1
Fi0 : 45 T (8.27)
t =, sit] <t <ty
A By
ou, pour tout ¢t € {0,1,...,¢; — 1}, la notation ujg 3 désigne le message envoyé par A; a
t Dt

B, lors de la derniere itération de I’algorithme sur le bloc de données correspondant a A,
et Bt.
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"(0)

~y

Pour toutt’ € {¢y,...,t>}, on calcule une approximation IT_§ 70 ' (yo.r; - ) de laloi de A o+ condi-
0 t/

tionnellement a Yo(g,) = 1o, €n appliquant un filtre particulaire au modele dynamique a proces-

sus indicateur latent dont le réseau bayésien est G®.* On en déduit pour tout t € {t1,... 1}

~7©) ~ ~
une approximation H ~(O) " (yo.r; - ) de laloi de A§°) conditionnellement a )/0(3,) = Yo

Ay(O) Ay(O)

Hg(o) (?/0 s E I3 ~(0) yO RN ) (8.28)
0 /

(At(//))t”#t '

avec t' = min(t + ¢, t2) et on pose

50
B (1)< ) ng%) (?/0:t/§ )
10 () = —2k (8.29)
B Ay dMAt(Ei (yO:tz - )
Pour tout ¢ € {1,2,...,qo}, on calcule le message /‘Ajt(clz envoyé par A; a Cf
»q

-1 (C) 1,-5CL )
luAt(C? ;> Yo: tg Z ’LLBtA yO:t2 Z ® th y yO itoy )} X HAt 1 t,q0 (830)
(C t,q )q #q 7'#q

avece

[f(CharnChag) s 03]
Ay (Ct,lv <o Crgoo ) = OM(ch 15000 g0) (8.31)

On en déduit

— (1
MAt(C2 (C:f,q; y05t2) = Z Mét(Ai (M (C:f,l’ o Ct qo ?/0 t2 H 'LLC //At (yO t2’ {Ct q//})

© Va2q a'#q
(8.32)
Initialement, on peut prendre
ey Wi ) = Yoy (8.33)
ce qui implique
1
iy o (Wori (el }) = 5 (8.34)

4On notera que les calculs nécessaires 2 1’application de ce filtre particulaire ne concernent que le bloc de
données considéré puisqu’il suffit de prolonger jusqu’a I'instant ¢’ € {t1,...,t2} les N trajectoires déja obtenues

al’instant ¢; — 1 pour obtenir une approximation de la loi de /~1( . conditionnellement a Y(t,) = Yo.¢/-



8.6 Application de I’algorithme de turbo-filtrage particulaire 129

Pourtout! € {ly,l; +1,...,l2},on pose j = I17(]) et on détermine le message envoyé par C|
a C; de la fagon suivante

C.
e (-5 Yous) Z e (-5 Yo )T (8.35)
avec
% (i) =6 (8.36)
Cl/ 7 — Y¢j .
l
t= {—J (8.37)
do
ol, pour tout z € R, |z | désigne la partie entiere de x. On en déduit
Mc/( )(Cj§ Yo:ty) = /,L;fé?(c‘j; Yo:ts) (8.38)
De méme, pourtout 7 € {7, 1+1,..., 7} etpourtoutn € {1,2,...,ny}, on peut déterminer

le message envoyé par C,, a K,

— (1 P
Mcfn) SETTSEDY “c;fo.))cT,n( Yo TS (8.39)
CT,n
avec
K, (7
ol (kry o) =0y i,y (8.40)
J=1ng+n-—1 (8.41)
On en déduit
@ (g 1) i R 42
Mcmﬂr( i Yots) = Mcﬁ< )cm(i/fn( ); yOtz) (8.42)
Pour tout 7 € {m + 1,77 + 2,..., 72}, on peut alors déterminer le message envoyé par K,
a KT*l
-4 - +(0 K. 1,D;
Heog, ,(iv0ss) Zu s Civo) [Tae T Civon) D [Qu;, T ] @ g
n ﬁ-r k ’
(8.43)
avec la convention
i g, =1 (8.44)

K72+1K7'2 ’
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avec
+(0
MDf :ET = Fp,, (8.45)
. T =
et avec, pour tout k,_; = Jil d?fz o d?ﬁuo] et pour tout d,

1 (oI S (8.46)
U PP

On en déduit

—(1 —* ’
g i) = g L ([0 A ] o)

[HMCMKT([JT By ] )| [T )| @40
:

On remarque alors que I’expression 8.47 ne dépend pas de d:,,,o. On peut donc poser, pour tout
re{n,n+2...,1m},

RN N _ T
57(—1) (dTa d7'717 s 7d7'*l/0+2) : Mz w (|:d_z‘ CZ?*I e d_?j*l/0+1i| ;y(]:t2> (848)

KKy

La relation 8.47 s’écrit alors

57(-1—)1(d_;717d_;727"' T— l/0+1 Zﬁ dT7d_;'717"'7CZ;7V0+2) X

[H%WK ([Jf CZL d?Voﬂ]T;yo;tQ)][];[pr,k({dﬂk})} (8.49)

avec 59 = 1.
Pour tout 7 € {7, 71 +1,...,7 — 1}, on peut également déterminer le message envoyé par
K, Ak
£ _
’LLI?TI?Hl (yO.t27 ) \I’Bayes (H 'LLCT "K ( ; yo;tQ),

Z |:,u;‘((1) yO o) " ®MDT kKT ] (57717D7)> (850)

(I?T—lyﬁ‘r)
avec la convention ut(l) _ = ut  _ .Enutilisant les équations 8.45 et 8.46, on en déduit,
K‘rlflKTl KTlflKTl
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. T
pour tout k, = [d_z d:{l e d?,yoﬂ] )
’MI?(I% <y0t27{k } |:H’MC kT7y0t2>:|
T
x {H FDT,k({dT,k})} St e (s { [ dr,dn) ) @D
. :

d‘rfuo

En posant

RN T
047(_1) (d7—7d7’717 ce e T uo+2 - Z ’LLK K 1 (y 0:to ) { |:J77—1 d?—1 e d_z—vo+1] }) (852)

dT vo+1

la relation 8.51 implique

—

Oé,(rl) (CZ;, d_;—,h c. ,dT,l,OJrQ) X ...

FDT’k({dﬂk}] 3 {H’uch (| dr, .. d?_yoﬂr;y%)] X

d‘r vo+1

—

ol (dror,dray . dryyi)  (853)

Pour tout 7 € {7,771 +1,..., 72} et pour tout & € {1,2,...,ko}, on peut alors calculer le
message envoyé par K a D,

1 —(1
'uK-fD & yOtQ ZMK +1K ;yO:tz)HHCTsn)[-(‘T(';yO;tQ)...

Z > e o )@ (@ g )| S TE 859

K1 (Dr o)k 2k k' #k
En utilisant la relation 8.46, on en déduit, pour tout d ,

T
- - (1) .
Hg,p, (ki Yors) = Z > e ([ A ] o)

(dT kl k' #k (dT/)T vo<t/<T

T
HMCWK ([JT dT ) d?_yoﬂ} ;yo:t2>
o g g
{Z L (VR [ })} [H Fp_ o (dr } (8.55)
k' £k
T l/o
Pourtout 7 € {71,771+ 1,..., 2} etpourtout k € {1,2,..., ko}, on obtient alors I’estima-

tion suivante de la loi a posteriori de D

Yoty _
I_IDOTJC (yO:tz; ' ) = \I[Bayes (Mgfgﬂ]x ) y01t2)7 FDT’k) (8.56)
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En utilisant I’équation 8.55, on en déduit

— )

Yo:¢ T
HDO 2 (yO o) {dq— k} Z Z % ﬂilr)lKT ( |:JZ1 dz—l C. Jz—vo+1] ;yO:tg) e
(e e s (dor) o vo<r! <7
T
CT nK‘r <|: d_?—ﬂfyo+1:| ’ y01t2> tee
[z W0 (yo i [d? 1 D[ oten] @57
k//
T I/O

Avec les notations 8.48 et 8.52, I’équation 8.57 peut s’écrire

— (1)
YO't2 7

1_‘[DTAJC (yO:tg; {dr,k}) (8 Z Z O‘f(rl) (d_:ra Czr—la s 7d’r—u0+2) X ...

(dr k)it 2k (drr)r—vgragri<r_1

X B(drydros e i) (8.58)

Pourtoutt € {r, 7 +1,...,»}etpourtoutn € {1,2,...,nq}, on peut également calculer
le message envoyé par K. a C,,,

+ (1 -1 (1
NRT(C;”(?/O:QJ )= Upayes (MI?T(+)11? ("3 Yo:z) H MC )K ("5 Yoits)
n'#n
> e i )0 (@i )] S T @39

(I?TflyﬁT)
ou ’on a également utilisé la convention 8.44. En utilisant les équations 8.45 et 8.46, on en

- T
déduit, pour tout k, = [d? Jil o d_z,,jo +1}

M;%T(IC?T’ ( Yo:to {k }) X MK(+)K (k?wyo B2 |:H ’uC (kﬂ'uy(] t2):|
n'#n

[HFD ) {di}} N (R | [ JT]T}) (8.60)

TVO

Avec les notations 8.48 et 8.52, ’équation 8.60 peut s’écrire

1 7 77 (1 _’
M}T(Cgﬂn (yOZtQ; {k'r}) X ﬁ»(rl) (dra d’T—l? s 7' vo+2 |:H ,UC ) R Ta 3 Yo:ts ):| X
/#n

|:HFDTk {di}):| ( — 1765727---,6577110“) (8.61)
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Pour tout j € {j1,j1 +1,..., 2}, on peut alors déterminer le message envoyé par C; a Cﬁ(j)
1 H‘I'
'uC(Cl)_[( H Yot - ZMK yOtga )Hé’i (862)
avec
R 7
HCj (krs-) = 5%(1;;) (8.63)
T = {iJ (8.64)
No
n=j—1ny+1 (8.65)
On en déduit
1 1 -
pesen, o) = 30 o) (v (R ) (8.66)
k-
¥n (kr)=c;
P +(1)
ourtoutt € {t1,...,t;} etpourtoutq € {1,2,...,qo},on peut calculer le message 11/,
t,q t
envoyé par Cy , a A,
C.
Mg’( At yo itoy ZMC yO:tg; ) ® ch?q (8.67)
avec
C.
Mg (ej-) =0 (8.68)
j=1" (tg +q—1) (8.69)
On en déduit
+(1) +(1)
Pep a0 = Heyey, (8.70)
Pour tout t € {t1,...,t2}, on peut calculer le message envoyé par A; a B,
1 1 1 (Cf10-C qq)
’LLL(E?Z <y0:t2; ) - Z ['LLJCF"( 1)4t (yO o) ) ®...0 Mg;qut (yO:tz; ' )} ® HAt ! "
(02,17 Cg qo)
(8.71)
En utilisant I’équation 8.31, on en déduit
1 1) 1
/”th(éz (Yo:tp3 {ae}) = Z MZ/( 4, Woiess {ch 1)) X o X N&qufxt (Yo:t23 {Chgo }) (8:72)

(02,17"'702,(10)
M(cgﬁl,...,cg’qo):at
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On considere alors le réseau bayésien GO tel que

1. GM a pour sommets des variables aléatoires notées (A)occr,, (BM)ocicr, et
(1
(Vi ocests

2. les arcs de G sont identiques & ceux du sous-graphe .

3. les transitions entre les parents et les enfants de GO sont identiques aux transitions entre
les sommets correspondants de G'.

4. les variables aléatoires Zﬁl) avec 0 < ¢ < ¢, sont indépendantes et ont pour loi a priori

Jr
pwton o si0<t <t —1
Fio I (8.73)
71 ~
Pour tout ¢’ € {t1,...,ts}, on calcule une approximation H{m (yor; - ) delaloi de A&B, condi-

0 2
tionnellement a Yo(;? = 1yo.+ en appliquant un filtre particulaire au modele dynamique a proces-

sus indicateur latent dont le réseau bayésien est GA. On en déduit pour tout ¢ € {t1,... 15}
~70) ~ ~
une approximation H ~(1) " (yo.¢r; - ) de la loi de Agl) conditionnellement a Yo(}:/) = Yot

) Aym
I3 ~(1) (?/0 ity E IT.§ ~(1) yO A" ) (8.74)
~(1) 0 t!
(At// )t”;ﬁt

avec t' = min(t + 6, t2) et on pose

ST
o AT (o +)
,ugtAt(';yO:tQ) B du’” (E)(yot ;) (8.75)
A By ‘2

On poursuit ensuite les itérations sur ce bloc de données jusqu’a ce que le nombre r d’itérations
effectuées atteint un certain seuil 7, ou que la variation de 1’estimation de la loi a posteriori
des D, avec k € {1,2,...,ko} d’une itération a I’autre reste en dessous d’un certain seuil.’
On calcule alors a I’aide de la formule 8.53 le terme «.,, qui correspond a cette derniere itération
et on le stocke pour le traitement du bloc de données suivant. De méme, les IV trajectoires
(AGR)) <<y qui ont été calculées lors de cette derniére itération doivent &tre également
stockées pour le traitement du bloc de données suivant.

On peut par exemple prendre comme critére d’arrét

—) (1)

Yo:¢ Yo:¢
Vk S {17 27 sy ]{/’0} HDOTi (yO:tz; {O}) - HDOT; (yO:tg; {0}) < €0 (876)

ol ¢q est un seuil arbitraire.
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8.6.2 Initialisation

L’initialisation du filtre particulaire a été décrite dans le chapitre consacré au filtrage parti-
culaire.

L’initialisation de la récursion 8.53 se fait en remarquant que le message envoyé par Koa
K 1 a ’itération r vérifie

ko .
b, Woesi ) = W ([T, C9002). 3 [g? Fiy, | @ T2 (8.77)
n Do =
avectp = {00 — 1 et H%(d}; )= 5[%] . On en déduit
0

a((]r) ((%7 J—l) e 7J—V()+2) X |:H FDO’k({d(),]g}):| X ...
k

—(r T - - -
XY {HMC;:RO([J({ v, ... d?,,oH} ;yamﬂa1(d1,d2,...,d,,0+1) (8.78)

-

d—u0+1

avec

—

a_q (dfl, d,Q, Cey d,l,OJrl

) (ﬁf 1 si d,l = d,g =...= d,,/OJrl =0 (879)

0 sinon

8.7 Conclusion

Dans ce dernier chapitre, nous avons montré comment 1’ensemble des techniques étudiées
précédemment peuvent étre combinées pour concevoir de facon méthodique un récepteur de
communication numérique.

L’approche que nous avons suivie comporte trois grandes étapes. Tout d’abord, nous re-
présentons 1’ensemble de I’'information a priori dont dispose le récepteur a 1’aide d’un réseau
bayésien. Puis nous appliquons 1’algorithme de propagation de croyance a ce réseau bayésien
pour calculer itérativement une approximation de la loi a posteriori des bits transmis. Enfin,
nous réduisons la complexité de 1’algorithme obtenu a I’aide de techniques d’approximation
numérique comme le filtrage particulaire.

A titre d’exemple, nous avons appliqué cette approche pour concevoir un algorithme d’éga-
lisation et de décodage conjoints dans le cas d’un canal évanescent non-sélectif en fréquence.
Grace a cette approche, nous avons obtenu un algorithme d’égalisation et de décodage conjoints
qui combine la propagation de croyance et le filtrage particulaire et qui, par construction, prend
en compte I’ensemble de I’information a priori dont dispose le récepteur : code de canal, entre-
lacement, modulation, type de distorsions introduites par le canal et présence de séquences de
référence dans le message émis.






Conclusion

Au cours de cette these, nous avons étudié les réseaux bayésiens, le filtrage particulaire et
leur application a 1’égalisation adaptative et au décodage conjoints.

Nous avons généralisé la notion de réseau bayésien afin de pouvoir représenter de fagon to-
talement rigoureuse les relations d’indépendance conditionnelle entre éléments aléatoires quel-
conques, et nous avons donné une formulation de I’algorithme de propagation de croyance
adaptée a cette nouvelle définition en utilisant le théoreme de Bayes généralisé.

Nous avons introduit un nouveau type de filtre particulaire que nous avons appelé filtre par-
ticulaire a échantillonnage global. Nous avons démontré que I’erreur quadratique moyenne de
ce filtre converge vers 0 lorsque le nombre de particules tend vers I’infini. Nous avons constaté
lors des simulations numériques que les performances de ce nouvel algorithme sont supérieures
ou égales a celles de 1’algorithme décrit dans [CWLOO].

Nous avons ensuite combiné la propagation de croyance et le filtrage particulaire. Plus pré-
cisément, nous avons utilisé un filtre particulaire pour calculer de facon approchée certains mes-
sages de I’algorithme de propagation de croyance, dont le calcul exact aurait eu une complexité
trop élevée. Nous avons appelé ce nouvel algorithme algorithme de turbo-filtrage particulaire.

Enfin, nous avons montré que ces différentes techniques permettent de concevoir un récep-
teur de communications numériques en utilisant une approche unifiée et globale. En effet, plu-
tot que de considérer que 1’on a une succession de traitements distincts (I’estimation du canal,
I’égalisation, le désentrelacement et le décodage) que 1’on essaie de combiner, nous sommes
partis d’un seul et unique probleme (I’estimation des bits de données transmis) que nous avons
résolu en appliquant de facon approchée 1’algorithme de propagation de croyance a un réseau
bayésien qui représente 1’intégralité de I’information a priori dont dispose le récepteur.

Les suites que I’on peut donner a cette these sont multiples. On peut comparer systématique-
ment les différentes méthodes d’approximation de 1’algorithme de propagation de croyance et
rechercher des criteres simples permettant de choisir le type d’approximation a adopter en fonc-
tion du compromis complexité-performance souhaité. On peut également étendre cette étude a
des canaux non-linéaires ou a des systemes multi-utilisateurs. Enfin, on peut examiner I’ intérét
des algorithmes de propagation de croyance généralisée pour les réseaux bayésiens que nous
avons étudiés au cours de cette these.
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Annexe A

Quelques notions fondamentales de la
théorie des graphes

Définition A.1
Soit U un ensemble fini. Soit A un ensemble de couples d’éléments de U . On appelle

— graphe orienté sur U le couple G = (U, A)

— sommets du graphe orienté GG les éléments de U

— arcs du graphe orienté GG les éléments de A

— ordre du graphe orienté G le cardinal de U .

Tout arc du graphe orienté G est donc de la forme (X,Y) avec X € U etY € U. Le
sommet X est appelé extrémité initiale de I’arc (X,Y’) et le sommet Y extrémité terminale
de I’arc (X,Y). On convient de noter X — Y I'arc (X,Y).

On dit qu’un arc o du graphe orienté GG est une boucle si et seulement si I’extrémité initiale
de « est égale a son extrémité terminale.

Définition A.2

Soient G un graphe orienté et X etY deux sommets du graphe orienté GG. On dit que le sommet
X est un parent du sommet Y dans le graphe orienté G ou que le sommet Y est un enfant du
sommet X dans le graphe orienté GG si et seulement si le couple (X,Y) est un arc du graphe
orienté 5.

Définition A.3
Soient G' un graphe orienté et X un sommet du graphe orienté GG. On appelle degré du som-
met X le nombre d’arcs de G ayant X comme extrémité.

Définition A .4
Soit G = (U, A) un graphe orienté. On appelle sous-graphe du graphe orienté GG tout graphe
orient¢ G’ = (U’, A’) vérifiant

U c U (A.1)
A c (UxU)NA (A.2)

Lorsque A’ = (U’ x U’) N A, on dit que G’ est le sous-graphe de G induit (on dit aussi
engendré) par le sous-ensemble de sommets U’.
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Définition A.5
Soit G = (U, A) un graphe orienté. On appelle graphe partiel du graphe orienté GG tout graphe
orienté G’ de la forme G' = (U, A’) avec A’ C A.

Définition A.6
Soit G un graphe orienté. Soit q un entier strictement positit. On appelle chaine de longueur ¢
du graphe orienté G toute suite (o, . .., o) d’arcs distincts deux a deux du graphe orienté G
vérifiant I’une des conditions suivantes :

— q est supérieur ou égal a 3 et, pour toutr € {2,...,q — 1}, I’arc cv,. posséde une extrémité

en commun avec I’arc o, et I’autre en commun avec I’arc o, 1,

— q estégal a 2 et I’arc ov; posséde une extrémité en commun avec 1’arc a.,

— qestégalal.
Lorsqu’une chaine (o, . . ., «,) est de longueur supérieure ou égale a 2, ’extrémité X de o, qui
n’est pas commune avec 1’arc ap et I’extrémité Y de o, qui n’est pas commune avec I’arc o,y
sont appelées les extrémités de la chaine («, . . ., o) et on dit alors que la chaine (o, . . ., o)
Jjoint les sommets X et Y. Lorsqu’une chaine L est réduite a un unique arc o, on appelle
extrémités de la chaine L les extrémités X et Y de I’arc oy et on dit que la chaine L joint les
sommets X etY .

Définition A.7
Soit G un graphe orienté. Soit L une chaine du graphe orienté G. On dit que L est un cycle du
graphe orienté G si et seulement si les deux extrémités de la chaine L sont identiques.

Définition A.8
Soit G un graphe orienté. On dit que GG est connexe si et seulement si pour tout couple (X,Y)

de sommets distincts de G, il existe une chaine L du graphe orienté G' qui joint les sommets X
etY.

Définition A.9
Soit G un graphe orienté. Soit (a1, . . ., o) une chaine du graphe orienté GG. On dit que la chaine
(o, ..., ) est un chemin du graphe orienté G si et seulement si pour toutr € {1,...,q—1},

I’extrémité terminale de I’arc «,. coincide avec I’extrémité initiale de I’arc «,,,. L’extrémité
initiale X (resp. terminale Y ) de I’arc o (resp. o) est alors appelée extrémité initiale (resp.
terminale) du chemin («y, ..., ay) et on dit que le chemin (o, . .., «,) va du sommet X au
sommet Y .

Définition A.10
Soit G un graphe orienté. Soit L un chemin du graphe orienté GG. On dit que L est un circuit du
graphe orienté GG si et seulement si les deux extrémités du chemin L sont identiques.

Définition A.11

Soit G un graphe orienté. Soient X et Y deux sommets du graphe orienté GG. On dit que le
sommet X est un ancétre propre du sommet Y dans le graphe orienté G, ou que le sommet Y
est un descendant propre du sommet X dans le graphe orienté G si et seulement si il existe un
chemin du graphe orienté G' qui va du sommet X au sommet Y .



Annexe B

Démonstration de la proposition 2.1

La démonstration de la proposition 2.1 comporte deux étapes. On démontre tout d’abord par
récurrence que le graphe GG est un /-map du graphoide M (proposition B.1), puis on démontre
par I’absurde que le graphe GG est un /-map minimal (proposition B.2).

Proposition B.1

Soient M = (U, I) un graphoide, d = (X,...,X,) un arrangement des éléments de U et
G = (U, A) un graphe orienté sans circuit tel que pourtouti € {1, ... ,n}, I’ensemble Pa(X;)q
des parents de X; dans G est une couverture markovienne de { X} par rapport a { X1, ..., X}
pour le graphoide M. Alors le graphe GG est un I-map du graphoide M .

DEMONSTRATION :
Démontrons cette propriété par récurrence sur le nombre n d’éléments du graphoide.
Lorsque n = 1, I’ensemble U est réduit au singleton { X} et I’ensemble des parties de U est alors

P(U) ={2,U}. Pour démontrer que le graphe G est un I-map du graphoide M, il suffit donc de
montrer les implications suivantes :

(@l@|2)s = 1(2,2,9) (B.1)
(Ulo|@)s = 1U,2,9) (B.2)
(@|U @) = 1(o,U,9) (B.3)
(@l@|U)s = I1(v,9,U) (B.4)

Par hypothese, I’ensemble Pa(X ;) des parents de X; dans G est une couverture markovienne de { X }
par rapport a { X1 }. Le graphe G étant supposé sans circuit, le sommet X ne peut &tre son propre parent
et I’ensemble Pa(X; )¢ est donc vide. On en déduit

I({X1} o {Xi\(gu{X1})) (B.5)
I1(U,2,2) (B.6)

ce qui prouve I’'implication B.2.
En utilisant la propriété de symétrie du graphoide M (cf équation 2.3), on a

I1U,2,0)=1(2,2,U0) (B.7)
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ce qui prouve I'implication B.4.
En utilisant la propriété de décomposition du graphoide M (cf équation 2.4), on a

I(o,0,U) = 1(2,0,UUQ) (B.8)
= [(2,0,U)NI(2,9,9) (B.9)

ce qui prouve I’'implication B.1.
En utilisant la propriété d’union faible du graphoide M (cf équation 2.5), on a

I (2,0, UUQ)=1(g,2UU,Q) (B.10)
ce qui prouve I’implication B.3. La propriété a démontrer est donc vraie pour n = 1.

Supposons maintenant que la propriété est vraie pour n — 1 éléments et montrons qu’elle est vraie
pour n éléments, n étant strictement plus grand que 1. Considérons donc X,Y,Z € Z(U) vérifiant
(X| Z|Y) et montrons que 'ona I(X,Z,Y) :

1. si X,, n’appartient & aucun des sous-ensembles X, Y et Z, alors les sous-ensembles X, Y et
Z sont inclus dans U,,—1 = {X1,...,X,_1}. En notant A,,_; 1’ensemble des arcs de G dont
aucune des extrémités n’est X, on voit facilement que le graphe orienté G,,—1 = (U;,—1, Ap—1)
est un sous-graphe du graphe orienté G. Toute chaine ¢ de GG, joignant un sommet de X a
un sommet de Y est donc une chaine de G. Comme on a (X| Z |Y'), la chaine c est bloquée
dans G (et donc dans G, également) par le sous-ensemble Z. On en déduit (X|Z |Y), .
En appliquant ’hypothése de récurrence au graphoide M, 1 = (U,,—1,I,—1), ot I,,_; désigne
la restriction de I a U,,_1 ; a arrangement d,,_1 = {X1,..., X, _1} et au graphe G,,_1, on en
déduit I(X,Z,Y).

2. si X,, appartient a X, alors par hypothese on a
I({X»}, B, R) (B.11)

ot B = Pa(X,,)¢ désigne I’ensemble des parents de X, dans G et R = U\ (Pa(X,)¢ U {X,})
désigne I’ensemble des éléments de U qui sont distincts de X, et qui ne sont pas parents de X,
dans G.

Notons X’ = X\{X,,} 'ensemble des éléments de X distincts de X,, et partitionnons 1’en-

semble B en les sous-ensembles suivants

— Bx' = X' N B I’ensemble des éléments de X' parents de X,, dans G

— By =Y N B l’ensemble des éléments de Y parents de X,, dans G

— Bz = Z N B I’ensemble des éléments de Z parents de X,, dans G

- By = B\(Bx’ U By U Bz) I’ensemble des parents de X,, dans G qui n’appartiennent ni a
X' niaY,niaZ

De méme, partitionnons 1’ensemble R en les sous-ensembles suivants

— Rx = X' N R1’ensemble des éléments de X’ qui ne sont pas parents de X, dans G

— Ry =Y N RTl’ensemble des éléments de Y qui ne sont pas parents de X, dans GG

— Rz = Z N R1’ensemble des éléments de Z qui ne sont pas parents de X, dans &G

- Ry = R\(Rx' U Ry U Rz) I’ensemble des éléments de U qui sont distincts de X,,, qui ne
sont pas parents de X,, dans G et qui n’appartiennent nia X', niaY,nia Z

La relation B.11 peut alors s’écrire ainsi

I{X,},Bx UBy UBzUBy,Rx:URy URzUR,) (B.12)
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En utilisant la propriété d’union faible du graphoide M (cf équation 2.5), on en déduit
I{X,},Bx URx' UBy UBzURzU By, Ry UR,) (B.13)
i.e.
I({Xn},X’UByUZUBO,RyURO) (B.14)
Or, on a également supposé
(X|Z]Y)q (B.15)
ie.
(X'U{X,}| Z2|Y), (B.16)
Par conséquent, X,, ne peut avoir de parents appartenant a Y. Autrement dit, on a

By = o (B.17)
Ry = Y (B.18)

On déduit donc de la relation B.14 et des équations B.17 et B.18 la relation suivante
I({Xn},X'UZUBO,YURO) (B.19)
En utilisant la propriété de décomposition du graphoide M (cf équation 2.4), on en déduit
1 ({Xn},X’ uzZu BO,Y) (B.20)

Afin d’utiliser la propriété de contraction du graphoide M (cf équation 2.6), montrons maintenant
que I’on a la relation suivante

I(X'UBy, Z,Y) (B.21)

Montrons tout d’abord en raisonnant par 1’absurde que Z d-sépare By de Y dans GG. Supposons
que Z ne d-sépare pas By de Y dans G. Il existe alors une chaine ¢ = (aq,...,qq) active
par rapport a Z joignant un sommet Y de Y et un sommet B de By. Par définition de By, le
sommet B est un parent de X,, qui n’appartient ni 8 X', ni 8 Y, ni 2 Z. Il existe donc un arc
« de G dont I’extrémité initiale est B et I’extrémité terminale X,,. On considere alors la chaine
d = (ai,...,aq, a) qui joint les sommets Y et X,,. Comme la chaine ¢ = (a, ..., o) est active
par rapport 2 Z et comme la chaine ¢’ est en série ou diverge en B qui n’appartient pas a Z, la
chafne ¢’ est active par rapport 2 Z, ce qui est absurde puisque d’apres la relation B.16, Z d-sépare

X' de {X,,} dans G. On en déduit que Z d-sépare B de Y dans G.

De plus, d’apres la relation B.16, Z d-sépare X’ de Y dans G. On en déduit que Z d-sépare
X' UBgdeY dans G. Autrement dit, on a

(X'UBy| 2 |Y), (B.22)

Comme X,, n’appartient ni 8 X’ U By, ni a Z, ni 2 Y, on peut utiliser le résultat démontré
précédemment dans le cas numéro 1 et déduire finalement de la relation B.22 la relation B.21.
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Démonstration de la proposition 2.1

En utilisant la propriété de contraction du graphoide M (cf équation 2.6), on déduit des rela-
tions B.20 et B.21 la relation

I ({X.,}UX'UBy, Z,Y) (B.23)
ainsi que, en utilisant la propriété de décomposition du graphoide M (cf équation 2.4), la relation
I({X,}UX' 2)Y) (B.24)

qui est la relation a démontrer dans le cas numéro 2.

si X, appartient a Y, on peut se ramener au cas précédent en utilisant la propriété de symétrie du
graphoide M et la propriété de symétrie de la relation de d-séparation.

si X, appartient & Z, on note Z' = Z\{X,,} ’ensemble des éléments de Z distincts de X,, et on
a

(X | {X}uZ'|Y), (B.25)

Toute chaine ¢ joignant un sommet de X et un sommet de Y~ est donc bloquée par {X,,} U Z'.
Autrement dit, la chaine ¢ vérifie au moins 1’une des conditions suivantes :

(a) la chaine c diverge en X,, ou en un sommet de Z’
(b) la chaine c est en série en X, ou en un sommet de Z’

(c) la chaine ¢ converge en un sommet qui n’appartient pas a {X,, } U Z’, et dont aucun descen-
dant propre dans le graphe G n’appartient a { X, } U Z'.

Or on a supposé que pour tout i € {1,...,n}, 'ensemble Pa(X;)s des parents de X; dans G
est une couverture markovienne de {X;} par rapport a {X1,..., X;}, ce qui implique que X,
ne fait pas partie des parents de X;. Par conséquent, X,, n’a pas d’enfants dans G et n’est donc
I’extrémité initiale d’aucun arc de (5. La chaine ¢ ne peut donc diverger ou étre en série en X .
On en déduit immédiatement que la chaine c est également bloquée par Z'. On a donc

(X|2'Y), (B.26)

Montrons maintenant que les relations B.25 et B.26 impliquent

! !
(X | Z' [{Xu})oV({Xa}| 2" YY), (B.27)
Supposons que la proposition B.27 est fausse. Alors X et { X,,} ne sont pas d-séparés par Z’, et
{X,} et Y ne sont pas d-séparés par Z'. Il existe donc une chaine ¢ = («, ..., ay) active par
rapport & Z' joignant un sommet X € X et le sommet X, et une chaine ¢ = (of,...,a/,)

q
active par rapport a Z’ joignant le sommet X, et un sommet Y € Y. On définit les indices 7 et i’

de la facon suivante

i = min{r|X, € &(ay),1

1 <r<q} (B.28)
i = max{r]Xneé”(o/),lgrg

q} (B.29)

ou la notation &(«v) désigne I’ensemble des extrémités de I’arc «. Considérons alors la chaine
' =(a1,...,q,al,. .. ,a;,) qui joint les sommets X et Y. Le sommet X, étant une extrémité

commune des arcs «; et a;/, la chaine ¢ vérifie I’une des conditions suivantes :

(a) la chaine ¢” converge en X,, qui appartient 2 Z’ U {X,, }. On vérifie alors facilement que la
chaine ¢ est active par rapport a2 Z' U { X, }, ce qui contredit la proposition B.25.
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(b) la chaine ¢” diverge ou est en série en X,, qui n’appartient pas & Z'. On vérifie alors facile-
ment que la chaine ¢” est active par rapport 2 Z’, ce qui contredit la proposition B.26.
Par conséquent, la proposition B.27 est vraie.
On remarque maintenant que les propositions B.26 et B.27 impliquent la proposition suivante

<X| A |YU{Xn}>G\/<XU{Xn}| A |Y>G (B.30)
ce qui nous ramene donc au cas numéro 3 ou au cas numéro 2. On en déduit
I(X,Z2" Y U{X,}) VI (X U{X,},Z")Y) (B.31)
En utilisant la propriété d’union faible du graphoide M (cf équation 2.5), on en déduit
I(X,Z'U{X,},Y) (B.32)

qui est la relation a démontrer dans le cas numéro 4.

Par conséquent, la propriété a démontrer est vraie pour n éléments et donc, en raisonnant par récurrence,
pour un nombre quelconque d’éléments. O

Proposition B.2

Soient M = (U, I) un graphoide, d = (Xi,...,X,) un arrangement des éléments de U et
G = (U, A) un graphe orienté sans circuit tel que pourtouti € {1, ... ,n}, I’ensemble Pa(X;)q
des parents de X; dans G est une frontiére markovienne de {X;} par rapport a {X1, ..., X}
pour le graphoide M. Alors le graphe GG est un I-map minimal du graphoide M.

DEMONSTRATION :

D’apres la proposition B.1, le graphe G est un I-map du graphoide M. Supposons qu’il existe G’ un
graphe partiel de G qui est distinct de G et qui est un 7-map du graphoide M. Comme G’ est distinct
de G il existe un arc o de G qui n’est pas un arc de G’. Soit X}, I’extrémité terminale de cet arc a.
On a k > 1 car I’ensemble Pa(X)g des parents de X; dans G forme, par hypothese, une frontiere
markovienne de X par rapport a { X7 } et est donc réduit a I’ensemble vide, alors que 1’extrémité initiale
de I’arc « fait partie de I’ensemble Pa(X}, ) des parents de X}, dans G, qui n’est donc pas vide.
Montrons que ’on a

<{Xk}| Pa(Xk)G/ |{X1, PN an—l}\Pa(Xk)G”>G/ (B33)

S’il n’existe pas de chaine de G’ joignant Xj a un sommet X; € {Xi,..., Xy _1}\Pa(Xg)q, alors
la relation B.33 est vraie. Sinon, soit ¢ = (ay,...,,) une chaine de G’ joignant X}, et un sommet
X; € {Xl, c. ,kal}\Pa(Xk)G/.

Si X, est I’extrémité terminale de I’arc a1, alors on a ¢ > 1 car X; ne fait pas partie des parents de
X}, dans G’. Par conséquent, en notant X ; extrémité initiale de I’arc a1, le chemin c diverge ou est en
série en X; qui est un parent de X, dans G’. Le chemin ¢ est donc bloqué par Pa(X})¢ .

Si X}, est I’extrémité initiale de 1’arc 1, on définit I’ensemble d’indices S par

S = {r|T(ar) #I(oyy1),1 <7 < g—1} (B.34)

ol T'(«v,) désigne I’extrémité terminale de ’arc v, et I(a,.1) extrémité initiale de 1’arc «1. L'en-
semble S est non vide car sinon la chaine ¢ formerait un chemin qui irait du sommet X au sommet X,
et la suite (jo, j1, ..., jq) formée par I’indice (dans I’arrangement d) des sommets rencontrés en parcou-
rant ce chemin serait strictement croissante. Comme jo = k et j, = 4, on aurait alors £ < 7 ce qui est
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incompatible avec le fait que X; appartienne a { X7, ..., X;_1}\Pa(X}y)q. Par conséquent, 1’ensemble
S est non vide et on peut donc définir I’indice s par

s =min S (B.35)

La chaine ¢ converge en T'(«s) et on montre facilement par un raisonnement similaire au précédent
que ni le sommet T'(as) ni aucun de ses descendants propres dans G’ n’appartient a Pa(X} ). Par
conséquent, la relation B.33 est vraie. Comme le graphe G’ est supposé étre un I-map du graphoide M,
la relation B.33 implique donc

I ({Xk}, Pa(Xk)G/, {Xl, e ,Xk_l}\Pa(Xk)G/) (B36)

Or, I'arc « étant un arc de G mais pas de G’, 'extrémité initiale de 1’arc « appartient a Pa(X} )¢
mais pas a Pa(X})qr, qui est donc strictement inclus dans Pa(X})q. Par conséquent, la relation B.36
implique que Pa(X})g n’est pas une frontiere markovienne de { X} par rapport a { X1, ..., Xy} pour
le graphoide M, ce qui est absurde. 0



Annexe C

Résultats utiles

C.1 Théoreme de Bayes généralisé

Proposition C.1

Soit (E, E) un espace mesurable. Soient i et A\ deux mesures positives o-finies sur (F,E) et
telles que v est absolument continue par rapport a \. Soit v une mesure signée sur (F,E) et
absolument continue par rapport a . Alors la dérivée de Radon-Nikodym de la mesure v par
rapport a la mesure y vérifie

dv dv
— = & (1u-p.s.) (C.1)
dp =L

et 'ensemble des x € E tels que 3£ (x) = 0 est de yi-mesure nulle.

DEMONSTRATION :
Cf [Shi96], §II-7. L]

Définition C.1

Soit (E, £) un espace mesurable. On appelle opérateur de Bayes et on note VU gy, I’opérateur
qui, a toute fonction mesurable positive g sur (E, £) et a toute mesure y sur (E, £), associe la
mesure

, .

- siu(g) #0

Upayes (g, 1) = {“(9) . (9) (C.2)
I sinon.

Proposition C.2

Soit (€2, F, P) un espace de probabilité. Soient X, X; et X, des éléments aléatoires de ’espace
mesurable (2, F) dans, respectivement, les espaces mesurables (Ey, &), (F1,&1) et (Ea, &)
tels qu’il existe une transition I : (Eo, &) < (E1, &), une transition H%O’Xl) : (Fo, &) ®
(E1,&1) < (Eg, &), une mesure Ay positive et o-finie sur I’espace mesurable (Fs, E;) et une
fonction mesurable [¢.°~") de (Ey, &) © (Ey, &) @ (Ea, &) dans (Ry, B(R,)) vérifiant les
propriétés suivantes :

1. pour tout By € &, H?l)(XO; By) est une version de P(X; € B| X))
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2. pourtout By € &,, H%O’Xl)(XO, Xi; By) est une version de P(Xs € By| Xy, X1)

3. pour tout (zo, 1) € Ey X Ey,ona

0™ (g, 215 ) = F00% (20, 215 +) Ao (C.3)

Alors, I’application H%O’XQ) définie par, pour tout (zq, z3) € Ey X Fs

T (20, 93 ) & Wpes (o2 (0, -5 220), TR (0; +)) (C.4)

est une transition de I’espace mesurable (Ey, &) ® (E2, &) dans I’espace mesurable (Ey, &)
telle que pour tout B, € &, Hﬁ”XQ (Xo, Xo; B1) est une version de P(X; € By| X, Xs).

DEMONSTRATION :
Soit By € &;. On note Fix, x,) la loi de (X0, X2). La probabilité conditionnelle P(X1 €
Bi|(Xo, X2) = -) vérifie 'égalité F|x, x,)-p.s. suivante

d
P(X1 € By|(Xo, X3) =) = Q@ (C.5)

dF(x,x2)
ot  est la mesure sur (Ey, &) ® (E2, £2) définie par, pour tout B € £ ® &y,

déf

Q(B) = E{1p,(X1)1 (X0, X2)} (C.6)

et dQ/dF(x,,x,) désigne la dérivée de Radon-Nikodym de @ par rapport a Fix, x,)-
Or, en notant I x, x,) laloi de (Xo, X1) et Fix, x, x,) laloi de (Xo, X1, X2), on remarque que la
mesure () vérifie, pour tout B € £y ® &,

Q(B) = /]lBl(xl)]lB(xm$2)F(X0,X1,X2)(dm0adxl,d$2) (C.7)
= /{/]lBl(xl)]lB(xo,xg)Hg‘éo’Xl)(xo,xl;dmg)}F(Xle)(da:o,dxl) (C.8)

= /{/]lBl(-Tl)]lB(-TO,xQ)f)((fO’Xl)(.To,‘Tl;‘TQ))\(de)}F(XO,Xl)(d-TO,dml) (C.9

Comme la mesure A est o-finie et comme la mesure Fx, x,) est une mesure de probabilité, on peut
appliquer le théoreme de Fubini a I’équation C.9. On obtient alors

(Xo0,X1)

Q(B) = /{/1Bl($1)]13(900,$2) Xo ($0,$1;$2)F(X0,X1)(d$0,dﬂh)})\(d@) (C.10)

= /{/U]131(951)]13(950,xg)f)((f”’Xl)(mo,xl;xz)Hﬁf(ﬂco;dwl)] Fxo(dﬂfo)}/\(dw)
(C.11)

ou Flx, désigne la loi de Xy. Comme la mesure A est o-finie et comme la mesure F'y, est une mesure de
probabilité, on peut appliquer le théoréme de Fubini a I’équation C.11. On obtient alors

Q(B) = /[]13(9607962)/1131(961)1“)(()2(0’)(1)(960,361;xg)Hﬁ(l’(xo;dxl)]FXO @ AMdzg,dzs)  (C.12)
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La mesure () est donc absolument continue par rapport a la mesure F'x, ® X et sa densité par rapport a
la mesure F'y, ® A vérifie I’égalité F'x, ® A-p.s. suivante

dQ

m($0ax2) = /]lBl(.Tl)f(Xle (wo,x1;$2)ﬂ§?($0;d$1) (C.13)

De méme, on montre que la mesure F{ y, x,) est absolument continue par rapport a la mesure F'x, ® A
et sa densité par rapport a la mesure F'y, ® A vérifie I’égalité 'y, ® A-p.s. suivante

f)(éo’xl)(mo,xl;xg)ﬂ§(l’ (x0;dxq) (C.14)

Comme les mesures F{x, x,) et Fix, @ A sont positives et o-finies, on peut appliquer la proposition C.1
aux mesures ), Fx, x,) et Fix, ® A. Les équations C.5, C.13 et C.14 impliquent alors les égalités
F(x4,x5)-P-s. suivantes

dQ  dF(x,x.)
dFy, ® A dFy, ® A

S )f(XO’Xl (w0, 15 22) IR (wo; dy )

f (Xm 1)

P (X1 € Bi|(Xo, X2) = (wg,22)) = (w0, 2) (C.15)

% (C.16)
(20, 215 22) 1) (205 d1)

(X07 1)(

et "ensemble des (zg, z2) € Ey x Ey tels que [ fy 0, T1; 1‘2)H§T (w05 dwy) = Oestde Flx, x,)-

mesure nulle. Par conséquent, 1’application HX"’XQ( ; B1) est mesurable et la variable aléatoire

ﬁ‘l”XQ (X0, X2; By) est une version de P(X; € By|Xy, X2). Comme, pour tout (zg,z2) € Ey X Es,
X

II
H§‘1’ *(xo, z2; - ) est une mesure de probabilité, I’application H%O’Xﬁ est donc bien une transition de
(Eo, &) @ (Ea, &) dans (B4, &) telle que pour tout By € &, Hﬁ?’)@ (Xo, X2; By) est une version de

P(Xl S 31’X0,X2). O

C.2 Propriétés des transitions

Proposition C.3
Soit (2, F, P) un espace de probabilité. Soient X, X; et X, des éléments aléatoires de 1’espace
mesurable (2, F) dans, respectivement, les espaces mesurables (Fy, &), (E1,&1) et (Ea, ).
On suppose que
1. il existe une transition H§‘f : (Eo, &) < (Ey, &) telle que, pour tout By € &1, la variable
aléatoire I13° (X, By) sur (2, F) est une version de la probabilité conditionnelle P(X; €
Bi|Xo)
2. il existe une transition H(XO’Xl) : (BEo X Ep,E ® &) < (Fa, &) telle que, pour tout
B, € &, la variable aléatoire H%O’Xl)((XO,XI), By) sur (2, F) est une version de la
probabilité conditionnelle P( Xy € By| Xy, X).

Pour tout xy € Ey et pour tout B € £ ® &, on pose

H(l‘o,B) = /{/]IB(I‘l,I‘Q)Hg?(le) ((l‘o,l‘l),dl'g)}H§2($0,dl‘1) (C17)
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Alors I'application 11 ainsi définie est une transition de I’espace mesurable (Fy, &) dans I’es-
pace mesurable (Fy x E5, & ® &) telle que, pour tout B € & ® &, la variable aléatoire
I1(Xo, B) sur (€2, F) est une version de la probabilité conditionnelle P((X1, X>) € B|Xo).

DEMONSTRATION :

On montre aisément que IT est une transition de I’espace mesurable (Eg, &) dans I’espace mesurable
(E1 X E9,& ® &). D autre part, pour tout B € £ ® £, 0n a

Xo,X

I(Xo, B) = T (5. 1) (Xo) (C.18)
= EP [0 V1 5(X0, X1)| Xo]  (P-ps.) (C.19)
_EP [EP [15(X1, X,)| X0, X1] ‘XO} (P-ps.) (C.20)

Comme 0(X() C o(Xp, X1), on en déduit
(X, B) = EF [15(X1, X2)|Xo]  (P-p.s.) (C.21)
ce qui montre que la variable aléatoire H(XO, B) sur (§2, F) est une version de la probabilité condition-
nelle P((X1,X>2) € B|Xp). U

Proposition C.4

Soit (€2, F, P) un espace de probabilité. Soient X, X; et X, des éléments aléatoires de ’espace
mesurable (2, F) dans, respectivement, les espaces mesurables (Fy, &), (E1,&1) et (Ea, ).
On suppose que

1. les éléments aléatoires X; et X, sont P-indépendants conditionnellement a X ; autre-
ment dit, les éléments aléatoires Xy, X1 et Xy vérifient

Ip({ X1}, {Xo}, {X2}) (C.22)

2. il existe une transition H§‘f s (Eo, &) < (Ey, &) telle que, pour tout By € &1, la variable

aléatoire I13° (Xo; By) sur (2, F) est une version de la probabilité conditionnelle P(X; €
B1]Xo)-

3. il existe une transition H§g : (Eo, &) < (Ea, &) telle que, pour tout By € &, la variable

aléatoire H§g (Xo; B2) sur (§2, F) est une version de la probabilité conditionnelle P(X, €
Bs| X).

Pour tout xy € Ey et pour tout B € £ ® &, on pose
(zo; B) = ¥ (x0, ) ® 32 (03 - )(B) (C.23)

Alors I’application 11 ainsi définie est une transition de I’espace mesurable (FEy, &) dans I’es-
pace mesurable (Fy x E5, & ® &) telle que, pour tout B € & ® &, la variable aléatoire
I1( Xy, B) sur (2, F) est une version de la probabilité conditionnelle P((X;, X3) € B|X)).

DEMONSTRATION :

On montre aisément que IT est une transition de I’espace mesurable (Eg, &) dans I’espace mesurable
(E1 X E2,& ® &). D autre part, pour tout B € £ ® £, 0on a

T1(Xo, B) = T2 (I'1.)(Xo) (C.24)
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ot IT est la transition de I’espace mesurable (Eq x Es, £y ® E2) dans ’espace mesurable (E1, £1) définie
par

V(zo,a2) € Bgx B2 VB €& I'(xg,22; By) € I3 (wo; By) (C.25)

La transition IT’ vérifie, pour tout By € &1,
IT'(Xo, Xa; By) = I3 (Xo; B1) (C.26)
= P(X; € B|Xo) (P-ps.) (C.27)

Comme les éléments aléatoires X; et X9 sont P-indépendants conditionnellement a X, on en déduit,
en utilisant la proposition 1.1,

H/(XQ,XQ;Bl) = P(Xl S Bl’X07X2) (P-p.S.) (C28)

Comme, pour tout By € &y, la variable aléatoire Hﬁg (Xo, B2) sur (£2, F) est une version de la probabi-
lité conditionnelle P(Xy € By|Xy), I'équation C.24 implique

TI(Xo; B) = B [ 5(Xo, X2)| Xo]  (P-pss.) (C.29)

= ]EP EP []].B(XlaXQ){XO’XQ]

XO] (P-p.s.) (C.30)

Comme o(X() C o(Xp, X2), on en déduit
M(Xo,B) = EP[1p(X1,X2)|Xe] (P-ps.) (C.31)

ce qui montre que la variable aléatoire I1( X, B) sur (£2, F) est une version de la probabilité condition-
nelle P((X1,X»2) € B|Xp). U

C.3 Propriétés des lois gaussiennes

Convention C.1

Soit d un entier strictement positif. Soit K € .#;,(C) une matrice hermitienne définie positive.
Soit m € .#4:(C). On convient de noter g(m, K') la densité de la loi gaussienne circulaire
symétrique N¢(m, K') par rapport a la mesure de Lebesgue.

Proposition C.5

Soient d; et dy des entiers strictement positifs. Soient K1 € #y, 4,(C) et Ky € My, 4,(C) des
matrices hermitiennes définies positives. Soient my € My, 1(C) et A € My, 4,(C). Alors, pour
toutx € M4, 1(C) et pour touty € My,1(C), ona

1
N det (W[KQ + AKlAT])

—(m{ K mayt Ky y—mi K ms) e

g(my, K1)(z) g(Ax, K3)(y)

..o x g(mg, K3)(x) (C.32)

avec
Ks = (I, — yA)K, (C.34)
v =K AWKy + AK AT 7! (C.35)

ou 1,4, désigne la matrice identité de 4, 4, (C).
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Proposition C.6

Soient d; et dy des entiers strictement positifs. Soient Ky € My, 4,(C) et Ky € My, 4,(C) des
matrices hermitiennes définies positives. Soient my € #y, 1(C) et A € My, 4,(C). Alors, pour
touty € M4,,1(C),ona

/ 9( A, o) () Ner(ma, ) (d) = g(ma, K)(y) (C.36)

K; = AKJ AT + K, (C.38)



Annexe D

L’algorithme de propagation de croyance
conditionnelle

Dans cette annexe, nous donnons une version conditionnelle de I’algorithme de propagation
de croyance exacte décrite au § 3.3.

D.1 Messages

Définition D.1

Soit (2, F, P) un espace de probabilité. Soit £ une partie finie de N. Pour tout [ € £, soit
(E, &) un espace mesurable et X; un élément aléatoire de (2, F) dans (E;, &;). On pose U =
{X 1 }ieg. Soit G = (U, A) un réseau bayésien sur U pour la mesure de probabilité P. Soit Z
une partie non-vide de U telle que les éléments de Z n’ont pas d’enfants dans GG. Pour tout
[ € £ tel que X, € Z, soit v, une mesure positive et o-finie sur (F;, &;). On suppose que la
mesure v; domine la loi de X;. Soit C' une partie non-vide de U\ Z telle qu’ aucun sommet de
C ne possede de parent dans U\C'. On note C' le vecteur formé par les éléments de C' rangés
par indice croissant, (€,C) I’espace image du vecteur C' et G’ le sous-graphe de G induit par
U\C. Alors, pour tout arc (X,Y') de G,

1. on note ZY, I'ensemble des éléments de Z qui sont joints & Y par une chaine
(a1,...,q,) de G telle que oy = (X,Y), Zy le vecteur formé par les éléments de Z ¥,
rangés par indice croissant, CY;, I’ensemble des éléments de C qui ont un enfant joint
a'Y par une chaine (o, ..., q,) de G’ telle que o, = (X,Y), et C¥y le vecteur formé
par les éléments de C;, rangés par indice croissant. On convient d’appeler message de
X aY etde noter 1%y

(T e -

— la transition HX+ si Cyy et Zy, sont non vides,
o, CXY . + . + .

— la transition I1,.*" si C'yy est non vide et Z 5 est vide,

. . Z¥y . . .
— la transition 11X si C;y est vide et Z . est non vide,
— lamesure Fy si C¥, et Z3, sont vides.

2. on note Z, I’ensemble des éléments de Z qui sont joints a X par une chaine
(a,...,q4) de G’ telle que oy = (X,Y), Zyy le vecteur formé par les éléments de
Z . rangés par indice croissant, (3 vy, Zyy) I’espace image du vecteur Z . et vy la

153
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mesure produit sur (3 vy, Z ) définie par

® v, (D.1)

leg
Xi€Z5y

On note également C I’ensemble des éléments de C qui ont un enfant joint a X par
une chaine (o, ...,qa,) de G' telle que oy = (X,Y), Cyy le vecteur formé par les
éléments de C'yy rangés par indice croissant, (€y,,Cyy ) I’espace image du vecteur
Cyy et (X, X) I’espace image de X . Alors,

— si Cyy et Zyy sont non vides, on suppose que, pour tout (cyy,z) € €4y X X,

Cxy:X), — e f(CxyX)
la mesure H( XY )(ch,x; -) admet une densité notée fé)_:;y )(cxy,x; -) par rap-

port a la mesure vy, et que I’application f( xyX)
(€xy,Cxy) @ (X, X) ® (3xy, Zxy) dans (RJr %’(R*)). On convient alors d’appeler
messagedeY a X et de noter jiy,  I’application f Z;::,Y %) ,

—si Cy, est vide et Z, non vide, on suppose que, pour tout v € X, la me-

sure HX ( : - ) admet une densité notée %Y(:c; -) par rapport a la mesure vy et

est une application mesurable de

que 1 apphcanon est une application mesurable de (X, X) ® (3%y, Zyy) dans

Z_
(RT, Z(R*)). On convient alors d "appeler message de' Y a X et de noter (i I’ap-
plication ),

XY

— Si Z est vide, on convient d’appeler message de'Y a X et de noter y  ’applica-

tion mesurable constante de (X, X') dans (R*, #(R™)) valant 1.

Enfin, on convient d’appeler C' I’ensemble de conditionnement, Z 1’ensemble des observa-
tions, Z ., I'ensemble des observations situées en amont de Y dans G’ et reliées a'Y via
X et Z, I'ensemble des observations situées en aval de X dans G’ et reliéesa X viaY .

D.2 Calcul de la loi a posteriori conditionnelle d’un sommet

Proposition D.1

On suppose que le réseau bayésien G’ ne posséde pas de cycle et on considére un sommet X de
G' n’appartenant pas a Z. On note Uy, . .., U, les parents de X dans G', Y1, ..., Y les enfants
de X dans G', Cx les parents de X dans G n’appartenant pas a G', C'x le vecteur formé par les
éléments de C'x rangés par indice croissant et (€x,Cx) I’espace image de C'x. Alors, la loi a
posteriori de X étant donnée les observations Z et conditionnellement a C' vérifie

v (Cv Z) G @ X 3 HE(C’Z)(QZ; ) = \PBayes(Hﬂ)_/'jX(c)_(Yj7 7'2)_(YJ>7 cte
J

avec les conventions suivantes
- Cxy, désigne le projeté de c sur I’espace QI;(Y],
— ¢} x désigne le projeté de ¢ sur I'espace €
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- Zyy, désigne le projeté de z sur I’espace 3)_(5/1-
— 2z x désigne le projeté de z sur Iespace 3; «
— lorsque X n’a pas de parent dans G’, I’expression D.2 devient

e, 25 ) = Wpaes (T 0 (Exy» 73 2500, IS (s ) (D.3)
J

— lorsque X n’a pas d’enfants, I’expression D.2 devient

c.z Cx\UryenUy
Hg{ e,z ) = Z [®ILL[J;¢X<CJIZX7ZIJZX; )] ®Hg<x v ey, ) (DA
(U17"'7U7‘) i

— lorsque I’ensemble C'x est vide, le terme H()?X’Ul""’Ur)(cX, -5 +) doit étre remplacé par
le terme H(XUI"“’U” dans les expressions D.2 et D.4, et le terme H)C(X(CX; -) doit étre
remplacé par le terme Iy dans I’expression D.3

— lorsque I'ensemble Z v, est vide, le terme i, X(c;(yj ;3 2xy, ) doit étre remplacé par le
terme juy, x dans les expressions D.2 et D.3

— lorsque I'ensemble C  est non vide et I'ensemble Z ) est vide, le terme
1t x (¢f.x 20 x5 ) doit étre remplacé par le terme puf; (c; x; +) dans les expres-
sions D.2 et D.4

— lorsque I’ensemble C[J}i y est vide et I’ensemble Z(in y est non vide, le terme
15 x (€4 x» 20 x5 ) doit étre remplacé par le terme puf; (2 x; -) dans les expres-
sions D.2 et D.4

— lorsque les ensembles Cy; y et Zj;  sont vides, le terme i) (¢ x, 2 x; ) doit étre
remplacé par le terme u;}i « dans les expressions D.2 et D.4

DEMONSTRATION :

La démonstration de cette proposition est similaire a celle de la proposition 3.1. 0
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FIG. D.1 — Calcul de Hgg’z). Les sommets de Z ont été représentés en vert. Les sommets de C et

les arcs du graphe G qui n’appartiennent pas au graphe G’ ont été représentés a I’aide de tirets.

D.3 Calcul du message envoyé par un parent a un enfant

Proposition D.2

On suppose que le réseau bayésien G’ ne posséde pas de cycle et on considére un sommet X de
G' n’appartenant pas a Z. On note Uy, . .., U, les parents de X dans G', Y1, ..., Y, les enfants
de X dans G', Cx les parents de X dans G n’appartenant pas a G', C'y le vecteur formé par les
éléments de C'y rangés par indice croissant et (€ x,Cx) I’espace image de C'x. Alors, pour tout

Jjo €4{1,2,...,s} le message u}yjo envoyé par X aYj, vérifie
¥ (Coryy» For, ) € S By, 1k, (G Tyt ) = Waes (T 13 (G250, -
J#Jo
Cx Uty Ur .
Z [®M$1X(Cax’z(—f’—ix;')}®ng(x ' )(CXa'v')> (D-S)
(U1,...,Ur) 7

avec les conventions suivantes :
— P . Lz + , —
- Cxy, désigne le projeté de Cxy;, sur I’espace @ij
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— ¢} x désigne le projeté de c}yjo sur I’espace €

- Zyy, désigne le projeté de z}yjo sur I’espace S}Yj

~ 2, x désigne le projeté de zyy, surl’espace 3, x

— lorsque X aY;, comme unique enfant et posséde au moins un parent dans G', I’expres-
sion 3.37 devient

C 7U7 7U'r .
’LL}YJO(C}YJO’Z}YJO;‘): Z [®M;§iX(CaX”Z£X;')]®H( o )(CX7'7'>
U1, Up) i
(D.6)

— lorsque X n’a pas de parent dans G’ et posséde au moins un enfant autre que Y., I'e

Jo>
pression D.5 devient
+ + e - (= — c :
'uXon <CXYJ'O ’ ZXYJ’O’ ' ) o \IIBayes<H ’LLY]'X<CXY]" i ZXYj)v 1_IXX (CX7 ) )) (D.7)
J#jo

— lorsque X n’a ni parent dans G' ni d’autre enfant que Y

io» I’expression D.5 devient

Wy, =I5 (D.8)

— lorsque I’ensemble C'x est vide, le terme H(CX’UI’ ’UT)(

(U17 7U'r)

¢x, +; - ) doit étre remplacé par le
terme 115 dans les expressions D.5 et D.6, le terme I1 (cx; - ) doit étre remplacé
par le terme F'y dans I’expression D.7 et le terme H)C(X doit étre remplacé par le terme F'y
dans I’expression D.8

— lorsque I’ensemble Z)_(Yj est vide, le terme Iy, (3 Zxy, ) doit étre remplacé par le terme

Iy, x dans les expressions D.5 et D.7

— lorsque I'ensemble C  est non vide et I'ensemble Z ) est vide, le terme
1t x (i x 20 x5 ) doit étre remplacé par le terme puf; (c) x; +) dans les expres-
sions D.5 et D.6

— lorsque I’ensemble C[J}i y est vide et I’ensemble Z(in y est non vide, le terme
15 x (€4 x» 20 x5 ) doit étre remplacé par le terme puf; (2 x; -) dans les expres-
sions D.5 et D.6

— lorsque les ensembles C(ZX et Zj  sont vides, le terme pu; (¢ , 2 x; ) doit étre
remplacé par le terme uU « dans les expressions D.5 et D.6

— lorsque les ensembles CXY ou ZXY sont vides, le terme ,uXY (cky: ,z}yjo; +) dans

les expressions D.5, D.6 et D.7 doit étre modifié de facon similaire.

DEMONSTRATION :

La démonstration de cette proposition est similaire a celle de la proposition 3.2. U
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FI1G. D.2 — Calcul de ,u}yj .
0

D.4 Calcul du message envoyé par un enfant a un parent

Proposition D.3

On suppose que le réseau bayésien G' ne posséde pas de cycle et on considére un sommet X de
G' n’appartenant pas a Z. On note Uy, . .., U, les parents de X dans G', Y7, ...,Y, les enfants
de X dans G', Cx les parents de X dans G n’appartenant pas a G’, C'y le vecteur formé par les
éléments de C'x rangés par indice croissant et (€, Cx) I’espace image de C'x. Alors, pour tout

io € {1,2,...,r}, si X n’appartient pas a I’ensemble des observations Z, le message fixu,
envoyé par X a U, vérifie

v (051-0)(7 Z(;iox) € QI{%XXEIZOX N;(Uio(c&ioxa '%Z(}iox) = O‘Z{ [HM%X(C;(YJ-a az;(YJ)i| X
X J

S (@b ] @ T e )} D)

(Ui)igtiy 700
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avec
a= HfZ (¢h.x3 Zhx) (D.10)
1#£i0 vix
ot

ot f_* (c;} «; +) désigne la densité de la mesure H a5 (¢ x: ) par rapport & la mesure v}
deﬁme par

QR w (D.11)

les

XleZlJJriX

et avec les conventions suivantes :
- Cxy, désigne le projeté de €y, x SUr I’espace QI}YJ_
- c;}i  désigne le projeté de Cp,, x SUr I’espace @f}i x
- z;(y désigne le projeté de z;, ,x sur I’espace 3xy,
- zU x désigne le projeté de z;, X sur I’espace 3

— lorsque X n’a pas d’enfants et possede au moins un parent dans G’ autre que U, I’ex-
pression D.9 devient

/’L;(Uio(cavioX7 ‘;Z&i X) = (D‘lz)

0

— lorsque X a U,;, comme unique parent dans GG’ et posséde au moins un enfant, I’expres-
sion D.9 devient

M)}U,.O(';ZE,.OX) = Z{ [H M)_ij(C)_(Yjv '?Z)_(Yj)] -H§X7Uio)(CXa 5 )} (D.13)

X J

— lorsque I’ensemble Z U, x €St vide, I’expression D.9 devient
tixu,, =1 (D.14)
— lorsque I’ensemble Cl} x est vide et I'ensemble Z;; , est non vide, le terme

lixu, (cg, X0 T3, X) doit étre remplacé par le terme fi ;. (-;zl}io ) dans les expres-
sions D.9'et D.13

— lorsque I’ensemble C'x est vide, le terme I
(U17 =U7")

(Cx,U1e0,Ur) (cx, ;- ) doit étre remplacé par le

terme 1T dans I’expression D.9, et le terme H(CX ’U'O)(
par le terme 11 XX dans I’expression D.13

— lorsque I'ensemble C,. est vide et I'ensemble Zy, est non vide, le terme

cx, +; - ) doit étre remplacé

ty, x (Cxy,, i Zxy,) doit étre remplacé par le terme juy y(-;zyy,) dans les expres-
sions D.9 et D.13

— lorsque I'ensemble Z v, est vide, le terme i, X(c;(yj ) 32Xy, ) doit étre remplacé par le
terme jiy, x dans les expressions D.9 et D.13

— lorsque I'ensemble Cf  est non vide et I'ensemble Z ) est vide, le terme

P A 2 + (. ; :
1 x (¢ x5 20, x; - ) doit étre remplacé par le terme iy, . (¢f; x; ) dans I’expression D.9

ot
etle terme f_ " (cf; ;2 x) vaut I dans I’expression D.10
7t \CUix Auix :
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— lorsque I’ensemble C(}LiX est vide et I'ensemble Z} . est non vide, le terme

1t x (i x» 2. x5 - ) doit étre remplacé par le terme pi; (2 x; ) dans I'expression D.9
+
et le terme f 7 (c§ x: 2 x) doit étre remplacé par le terme f (z{} ) dans I’expres-

'L

sion D.10
— lorsque les ensembles C\ et Zj;  sont vides, le terme uUX(cUX, 2 x5 +) doit étre
remplacé par le terme ,uU  dans I’expression D.9 et le terme f (cf} X5 20, 5x) vaut I

dans I’expression D.10
Dans le cas ou X appartient a Z et posséde au moins un parent dans G’ autre que U, , le
message (i Vérifie'
iQ

lu‘;(UiO (CE}OX’ ) Zl;wX) =

Cx Uty Ur
d[Z(Ui)i#o [®i#io (s xs )] @ H( o )(CX7 50)
dVl

(z) (D.15)

ou x désigne le projeté de z;  sur I’espace image de X et v; est la mesure de domination sur
. ZO A . z z
I’espace image de X, et avec les mémes conventions que précédemment lorsque les ensembles
— + + . N . N ’ ’
Usy X Cx, Cy.x ou Zy;  sont vides. Enfin, dans le cas ot X appartient 2 Z et n’a pas d’autre

/ - £yt
parent dans G' que U, le message p XUs, vérifie

(Cx,Uig) .

_ siCx # @

Wxu, = 3 . (D.16)
fx sinon

'On notera que lorsque X appartient & Z, X n’a pas d’enfant car on a supposé que les éléments de Z n’ont
pas d’enfant.
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FIG. D.3 — Calcul de 11, .
iQ

D.5 Définition de I’algorithme de propagation de croyance
conditionnelle

Lorsque le réseau bayésien GG’ est sans cycle, on peut calculer tous les messages envoyés
a un sommet quelconque de G’ (n’appartenant pas a 1’ensemble des observations) a partir des
messages envoyés par les sommets de degré 1% dans G en appliquant de fagon récursive les pro-
positions D.2 et D.3. On peut alors calculer la loi a posteriori de ce sommet conditionnellement
a C en appliquant la proposition D.1.

On convient d’appeler algorithme de propagation de croyance conditionnelle 1’ algorithme
ci-dessus qui, a partir des messages envoyés par les sommets de degré 1 dans G, permet de
calculer la loi a posteriori d’'un sommet quelconque de G’ n’appartenant pas a 1’ensemble des
observations, conditionnellement a C.

Les sommets de degré 1 dans G’ sont les sommets qui, soit ont dans G’ un unique parent et pas d’enfant, soit
ont dans G’ un unique enfant et pas de parent (cf la définition A.3).
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