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Introduction

Les études présentées dans cette thése ont été effectuées dans un cadre A mi-chemin entre les
mondes académique et industriel. Nous avons gardé de ce dernier I’exigence absolue de résultats
pratiques et immédiatement utilisables. Ainsi, notre motivation premiére n’est pas de développer
ou d’'étudier en détails quelques outils mathématiques, mais plut6t de répondre A tout prix A des
questions opérationnelles, quelles que soient la ou les méthodes mathématiques envisagées, de la
plus simple 2 la plus évoluée.

Les premiers résultats de modélisation de réseaux de télécommunications, initiés par Agner
Krarup Erlang, concernaient la performance des centraux t€léphoniques. En supposant que les
arrivées des appels suivent un processus de Poisson, A. Erlang a pu caractériser la probabilité
de blocage des appels, seul parametre de qualité de service. Ce résultat, plus connu sous le nom
de formule d’Erlang B, et quelques variantes restent aujourd’hui Ies plus (les seuls 7) utilisés par
les opérateurs pour dimensionner leurs réseaux. Nous pouvons expliquer cela par la simplicité de
cette formule, mais surtout par sa robustesse : la probabilité de blocage ne dépend en effet des
propriétés statistiques des durées des appels qu’a travers leur moyenne.

Les réseaux de télécommunications ont bien entendu beaucoup évolué depuis, offrant diffé-
rents types de service et reposant sur une technologie qui est passée de la commutation de circuits
(le té€léphone) 2 la commutation de paquets (I'Internet). Traditionnellement, on distingue deux
grandes classes de trafic dans les réseaux actuels, les services temps-réel, ayant un débit intrin-
séque et nécessitant un transport rapide des paquets correspondants, et les services de données,
dont le débit est adapté & I’état de congestion du réseau par un protocole de transport (TCP) et
dont la qualité est mesurée par le biais du débit effectivement réalisé au cours de la connexion.
Nous pouvons sans risque affirmer que pour des réseaux de type Internet, des équivalents de la for-
mule d’Erlang, donnant une évaluation robuste du délai des paquets des applications temps-réel
ou exprimant le débit des connexions de données, n’existent pas.

L’ambition de cette thése est donc d’élaborer des techniques robustes d’évaluation de la per-
formance des différents types de trafic véhiculés dans le réseau, en fonction des mécanismes de
gestion des ressources actuellement mis en ceuvre dans le réseau ou qui devraient 1’étre. Nous trai-
tons dans un premier temps le trafic de données, puis étudions la performance du trafic temps-réel,
pour conclure par I’étude des interactions entre ces deux types de trafic.

Les méthodes mathématiques utilisées ou développées dans ce but sont issues de la théorie des
réseaux de files d’attente, et plus particulierement de celle des réseaux de files processor sharing,
mais aussi de la théorie de I’ordonnacement stochastique.
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10 Introduction

La plupart des travaux présentés ici sont le fruit de collaborations : pour 1’étude du trafic de
données avec Thomas Bonald [18, 23, 24, 25, 26, 29], et avec Jim Roberts et Gwénagl Régnié
[18, 29], pour celle du trafic temps-réel avec Thomas Bonald et Jim Roberts [27], et pour celle
de Pintégration des deux types de trafic avec Franck Delcoigne et Gwénagl Régnié [60, 61]. Les
résultats d’ordonnancement stochastique, partiellement publiés dans [60, 61, 34], sont plus per-
sonnels.

Plan du document

Le premier chapitre est I’occasion d’introduire tous les problémes mathématiques issus de la
modélisation du trafic dans I’Internet, mais également de faire un état des lieux de Ia recherche
dans ce domaine. Les deux chapitres suivants sont consacrés 4 ’étude des réseaux de données, le
premier, théorique, introduisant et développant la théorie des réseaux de files processor sharing
avec paramétres dépendant de 1’état, le second appliquant cette théorie 2 la modélisation du trafic
de données au niveau flot. Le chapitre 4 est consacré i 1’obtention de bornes stochastiques de 1a
performance des réseaux de files d’attente. Nous étudions plus particulidrement les réseaux de files
d’attente de capacit€s variables et aléatoires. Ces derniers résultats sont appliqués dans le dernier
chapitre, & I’éude de I’intégration des trafics temps-réel et de données. Le chapitre 5 a quant 2 lui
pour objet I’étude de la performance des applications temps-réel.



Chapitre 1

Modeles stochastiques dans les réseaux
de télécommunications

Nous présentons dans ce premier chapitre les problémes mathématiques qui apparaissent na-
turellement lors de I’étude des performances des réseaux de télécommunications. Le but de cette
€tude est de pouvoir relier la demande de trafic, les ressources du résean et leur partage entre les
utilisateurs, et la qualité de service (QoS) percue par ces mémes utilisateurs. Cette relation, une
fois identifiée, permet d’élaborer des principes de construction et de dimensionnement du réseau.

La premicre et tres c€lebre relation entre demande, ressources et qualité est due 3 Agner Kra-
rup Erlang en 1917 et relie la probabilité de blocage d’un appel téiéphonique, le nombre de circuits
disponibles et la charge générée par les appels dont les arrivées sont supposées suivre un proces-
sus de Poisson. L’existence d’une relation similaire pour le trafic de données ou plus généralement
pour des mélanges de trafics de natures différentes devient cruciale pour les opérateurs qui, jus-
qu’ici, ont toujours volontairement ou non surdimensionné leurs réseaux.

Nous présentons dans un premier temps une analyse statistique du trafic véhiculé dans PIn-
ternet, analyse nécessaire A la caractérisation de la demande. Nous posons ensuite les problémes
théoriques liés au trafic temps-réel. Pour le trafic de données, nous dressons un état de I’art des
modélisations existantes et notamment celles du protocole de transport TCP, avant de présenter
les modéles au niveau flot, initiés par J. Roberts et L. Massoulié et sur lesquels se concentre cette
these. Nous évoquons pour finir les mod2les d’intégration des deux types de trafic.

11



12 Chapitre 1. Modgles stochastiques dans les réseaux de télécommunications

1.1 Analyse statistique de la demande

Caractériser la demande est un pré-requis indispensable 2 la conception et au dimensionne-
ment d’un réseau. I s’agit d’une part de définir le processus d’arrivée des demandes, et d’autre
part, d’en analyser le contenu. En pratique, il est difficile d’apprécier la demande car les observa-
tions disponibles sont celles du trafic effectivement servi et écoulé dans le réseaun. Cette difficulté
peut étre contournée en étdiant des réseaux peu chargés dont aucune ressource ne limite les uti-
lisateurs.

1.1.1 Caractéristiques générales du trafic
Deux grandes classes de trafic : temps-réel et élastique

Nous distinguons deux grandes classes de trafic dans 1’Internet.

— Le trafic élastique [168]. C’est le trafic traditionnellement véhiculé sur les réseaux IP, il est
dit élastique, car le débit des connexions est variable et s’adapte a 1’état de congestion du
réseau. II s agit de toutes les applications utilisant le protocole de transport TCP [88]. Pour
ce type de trafic, 1a qualité de service se mesure au niveau flot, représentée par le temps de
réponse (temps pour transmettre un document).

— Le trafic temps-réel. C’est un trafic dont le débit n’est pas contrdlé par le réseau. Les ap-
plications correspondantes possédent un débit (€ventuellement variable) et une durée intrin-
séques. Pour ce trafic, 1a qualité de service s’exprime d’une part par un taux de blocage au
niveau des appels et d’autre part par un couple taux de perte / délai de bout en bout maxi-
mum au niveau paquet (I’ utilisateur ne pergoit pas de dégradation de qualité lorsque le délai
de traversée du réseau ne dépasse pas ce délai maximum avec une probabilité supérieure 2
ce taux de perte). Il s’agit des applications temps-réel de type audio ou v1déo par exemple
transportées par le protacole UDP.

Trois échelles de décomposition : paquet, fot et session

L'analyse du trafic peut s’effectuer traditionnellement 2 trois échelles correspondant 3 diffé-
rentes entités : le paquet (datagramme en IP), le flot et 1a session.

— Les paquets sont les entités élémentaires traitées par le résean. Le comportement des sources
temps-réel au niveau paquet est souvent complexe, et cette variabilité se retrouve naturelle-
ment dans le réseau. Pour le trafic de données, la notion méme de demande au niveau paquet
n’a pas de sens, car ie comportement au niveau paquet d’une source, dicté par TCP, dépend
de I’état de congestion du réseau.

— Lanotion de flot est plus proche de I’application : un fiot correspond 2 une suite de paquets
correspondant & une méme instance d’application (une page Web ou une partie d’une page,
un fichier de données, un fichier MP3, une communication téléphonique, un film, ...etc).
Communément, on identific un flot A la suite des paquets possédant les mémes adresses et
ports source et destination et séparés par des intervalles de temps inférieurs 2 un certain
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seuil. A I’heure actuelle, le réscau Internet ne reconnatt pas les flots, mais certains préco-
nisent de contrfler le réseau 3 cette échelle.

~ La notion de session est plus proche de I'utilisateur : une session est une succession de
flots correspondant A une certaine période d’activité d’un utilisateur. Les flots d’une méme
session sont séparés par des temps de réflexion ou silences, périodes pendant lesquelles
aucun paquet n’est émis. Les sessions représentent par exemple une navigation Web, une
connexion telnet,...etc. Moins encore que les flots, les sessions ne sont pas reconnues dans
I"Internet. Notons cependant que dans certains réseaux, comme les réseaux mobiles de troi-
siéme génération, les notions de flot et de session existent et sont nécessaires 2 la gestion du
trafic et au contrdle de la qualité percue par les utilisateurs.

Ces trois échelles de décomposition du trafic sont trés naturelles et toutes nécessaires. D une part,
la qualit€ de service pergue par l'utilisateur peut s’exprimer 2 ces trois niveaux : pour les ap-
plications temps-réel, c’est Ie délai de traversée des paquets qui importe ;. pour les applications
correspondant 2 des transferts de données, c’est le temps de transfert global du flot (du document)
qui compte ; enfin, I"intégrité d’une session peut également étre importante : il est souhaitable
dans certains cas que la session ne soit pas interrompue (c’est le cas par exemple d’une session
de e-commerce). D’autre part, si souvent I’analyse est extrémement complexe au niveau paquet,
elle devient plus intelligible lorsqu’on passe aux échelles macroscopiques des flots et des sessions.
Cela est bien illustré lorsqu’on tente de caractériser les processus d’arrivée : au nivean paquet,
la caractérisation du processus est presque impossible du fait de sa grande variabilité. Au niveau
flot, le processus d’arrivée est simplifié, mais reste en général trds variable. Ce n’est qu’au niveau
session que I’on retrouve un processus d’arrivée facilement caractérisable : on peut supposer que
les sessions sont générées par des utilisateurs indépendants en nombre fini, auquel cas le processus
d’arrivées des sessions est simple, ou en trés grand nombre, auquel cas le processus d’arrivées des
sessions tend vers un processus de Poisson.

Un processus stationnaire

Les observations du trafic sur un lien (non congestionné) exhibent souvent des variations systé-
matiques et typiques, qui suggerent I'existence d’une période chargée pendant laquelle 1'intensité
du trafic reste constante. Cette période se reproduit de jour en jour de maniére identique (au moins
sur les jours ouvrés), voir figure 1.1,

Ces observations sont 4 la base de I’hypothése stationnaire pour le processus caractérisant la
demande. On suppose que l’intensité de 1a demande reste constante pendant une période infinie, ce
qui autorise 1’apparition d’un régime d’équilibre dont on évalue les caractéristiques. Ces derniéres
sont alors des approximations du systéme réel.

Composition actuelle du trafic dans ’Internet

A Theure actuelle, e trafic temps-réel ne représente qu’une trés faible partie du trafic total,
10 4 15 % des paquets, et 5 & 10 % du volume total. Il est composé principalement de flux DNS,
“real Audio”, de jeux. Tous, opérateurs, constructeurs, développeurs d’applications, prévoient une
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F1G. 1.1 - Utilisation journalitre et hebdomadaire d’un lien de capacité 155 Mbit/s.

progression des services temps-réel dans 1’Internet. La vidéo, la téléphonie et leur combinaison
seraient sur le point d’emprunter le réseau. Mais pour le moment, une bréve analyse des applica-
tions présentes montre un trafic généré & 60-70 % par HTTP, 4 5-10 % par FTP, 4 3 % par SMTP,

4 3 % par NNTP, et par d’autres applications pour le reste.

1.1.2 Caractéristiques statistiques du trafic temps-réel

Les flots temps-réel sont caractérisés par leur débit instantané et leur durée. Leur débit peut &tre
constant (cas du codage de la voix) ou variable (cas de celui de la vidéo) et dépend de 1’application
correspondante : de quelques dizaines de kbit/s pour la voix & plusieurs Mbit/s pour la vidéo ou
les applications de réalit€ virtuelle. Les variations de débit d’une source peuvent étre de grande
amplitude et méme présenter un aspect multi-fractal [150].

En ce qui concerne la durée des flots ou des sessions temps-réel, 1a littérature est peu abon-
dante. Citons cependant V. Bolotin [22] dont les études sur les durées des appels téléphoniques
ont exhibé des distributions de type lognormal (& forte variance). Dans I'Internet aujourd’hui, les
flots temps-réel UDP sont majoritairement des flux DNS composés d’un seul paquet.

1.1.3 Caractéristiques statistiques du trafic de données

Comme nous 1’avons signalé plus haut, décrire le trafic de données au niveau paquet est extré-
mement complexe, car chaque source TCP réagit 4 1’état du résean. Ce qui peut induire au niveau
du processus d’arrivée des paquets un comportement trds variable et multifractal. La taille des
paquets dans I’Internet est par contre bien connue, car liée au protocole de couche 2 du modele
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OSI et sa distribution ne se concentre que sur de quatre valeurs 40, 552, 576 et 1500 octets [122].

La description du trafic au niveau flot est plus simple, bien que le processus d’arrivée de ces
derniers & un lien ne soit pas poissonnien [141] en général et puisse présenter de la dépendance
a long terme [29)]. En fait, naturellement, lorsqu’on s’intéresse a un lien rassemblant un grand
nombre d’utilisateurs, les inter-arrivées entre fiots suivent une loi exponentielle, mais le processus
de ces arrivées présente une corrélation non nulle, explicable par la structure du trafic en sessions
ou par I'utilisation d’applications (par exemple de navigation Web HTTP1.0) générant des rafales
de flots. La distribution de la taille des flots a fait I’objet de nombreuses études et il est admis depuis
[57] que cette distribution est “heavy-tailed” (de variance infinie). Autrement dit, la majorité des
flots sont de petite taille (inférieure 4 40 ko), mais le volume de trafic est principalement créé par
de trds rares flots de grande taille (supérieure 3 1 Mo).

1.14 Auto-similarité et dépendance 3 long terme

Depuis 1993 et le travail de W. Leland, M. Taqqu, W. Willinger et D. Wilson [111], le trafic
dans les réseaux de données est connu pour son extréme variabilité, exprimée mathématiquement
par diverses notions statistiques, I’auto-similarité et I’auto-similarité asymptotique, la dépendance
i long terme ou encore 1’aspect multi-fractal [140],

— Une premigre explication de ces observations est donnée par le fonctionnement du protocole
de contrfle de congestion TCP, connu pour engendrer un trafic irrégulier, en rafales [6].

— Une autre explication est donnée par la nature méme de la demande de trafic : en suppo-
sant que I’écoulement des flots s’effectue par une succession périodique de paquets, de la
dépendance 2 long terme apparait au niveau paquet dés lors que la distribution de la taille
des flots est de variance infinie, et ce méme si le processus d’arrivée des flots présente une
certaine régularité (poissonnien par exemple) [56].

- Nous donnerons dans le chapitre 3 une troisieme interprétation de la variabilité du trafic :
on montre qu'au niveau flot, on peut observer de la dépendance A fong terme quand la
distribution du nombre de flots contenus dans une session est de variance infinie,

Enfin, si ’'on s’intéresse au trafic temps-réel, les sources elles-méme présentent une grande varia-
bilité liée au type de codage utilisé (voir des exemples dans [150] pour des sources vidéo MPEG).

1.1.5 Uninvariant unique : le processus d’arrivée des sessions

Pour conclure I’étude de la demande, notons que seul le processus d’arrivée des sessions peut
€tre caractérisé. Nous considérons donc e modele de trafic générique suivant. On se place pen-
dant une période de temps ol la demande constitue un processus stationnaire. Sur chaque route
du réseau des sessions de types différents sont initiées indépendamment suivant un processus de
Poisson d’intensité fixée. Le type d’une session est défini par la distribution du nombre de flots
qui la compose et par la loi jointe des tailles de flots successifs et des temps de réflexion (ces
variables aléatoires ne sont pas forcément indépendantes). Par exemple, une session de téléchar-
gement d’un article est composée d’une part par une navigation web permettant d’arriver jusqu’a
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Iurl de I’article et d’autre part par le téléchargemment de I'article méme ; ¢’est donc la succession
d’un certain nombre de petits flots, suivi par la transmission d’un grand flot.

Temps de réflexion

¥

temps

Début de session Flots Fin de session

FIG. 1.2 — Exemple de session.

1.2 Gestion des ressources

Apres avoir caractérisé la demande, il nous faut décrire 1a maniére dont sont gérém les res-
sources du réseau pour répondre 3 cette demande.

1.2.1 L’Internet best-effort

Le réseau Internet est un réseau 4 commutation de paquets qui n’est chargé que d’effectuer
le routage des paquets. Un routeur traite les paquets 1'un aprés 1’autre (de simples files FIFO
sont implémentées) et de maniére indépendante, il définit, 2 partir de 1’adresse destination du
paquet et de la table de routage, 'interface de sortie sur laquelle sera envoyé le paquet. L'Internet
n’offre donc aucune garantie de qualité de service, les paquets peuvent &tre perdus (si les files
dans les routeurs saturent) : c’est un réseau best-effort. Le succés de I'Internet s’explique par cette
simplicité ; chaque partie du réseau étant autonome, le réseau peut résister 3 des pannes locales ou
étendre son domaine sans modification de I’existant.

Pour le trafic de données, I’intégrité des transferts est gérée par le protocole de contrdle de
fiux TCP. Ce dernier n’est implémenté qu’aux extrémités du réseau, les sources et destinations,
permettant de conserver la simplicité de I’intérieur du réseau. TCP est chargé de la retransmission
des paquets perdus, mais permet également de régler le débit d’émission des sources en fonction
de I'état de congestion du réseau et ainsi de partager équitablement les ressources du réseau.

Le trafic temps-réel qui ne nécessite pas un transfert extrémement fiable (en termes de taux de
perte de paquets), mais qui est sensible au délai des paquets, utilise le protocole UDP. En réalité,
rien n’est implémenté dans le protocole UDP : aucune gestion particulizre n’est effectuée aux
extrémités ou 2 I'intérieur du réseau. Et il n’y a donc aucune garantie de qualité de service. Les
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paquets UDP sont simplement mis en compétition avec les paquets TCP dans les files FIFQO des
routeurs. L’architecture actuelle de I'Internet n’est donc pas adaptée a priori au trafic temps-réel,
ce qui a conduit I'IETF & proposer des solutions basées sur la notion de réservation ou sur un
traitement différencié par classe de service.

1.2.2 Intserv et la réservation de ressources

Une premiére architecture proposée par I'IETF s’inspire des solutions de différenciation de
service implémentées dans les réseaux ATM. La qualité de service est assurée par la notion de
réservation. Il s’agit de réserver des ressources, de la bande passante sur une route, en fonction
des parametres de trafic et de qualité déclarés par les utilisateurs. Cette technique peut s appliquer
aussi bien 4 un flot unique qu’a un agrégat de flots, et permet effectivement de garantir la qualité
de service espérée. Cependant, et de récentes campagnes de mesure sur les réseaux ATM 1’ont
montré, la réservation de ressources engendre une sous-utilisation importante des liens du réseau,
et ce pour deux raisons ;

— Le premier probléeme est de caractériser le trafic généré par les sources ou leurs agrégats
assez finement de maniére 4 réserver un minimum de ressources. Les descripteurs de trafic
les plus souvent utilisés sont les leaky-buckets, simples car caractérisés par un nombre faible
de parameétres, mais incapables de représenter finement les sources, La caractérisation de
sources trés variables, voire auto-similaires, comme les sources vidéo ou le trafic sortant
d’un LAN, conduit & choisir des parametres de leaky-bucket qui engendrent inévitablement
une réservation excessive de ressources et donc une sous-utilisation du réseau.

— Par ailleurs, ce probléme de sous-utilisation est bien souvent amplifié par le fait que les uti-
lisateurs ont du mal & prévoir le volume de trafic qu’ils vont générer, Pour le trafic entreprise
notamment, la réservation de ressources est souvent effectuée en fonction du budget, et ne
se base donc pas sur des estimations réelles de trafic.

Enfin, un dernier inconvénient d’une architecture basée sur la réservation est celui de I’extensibi-
lité (scalability en anglais). En effet, réserver de la bande passante de bout en bout nécessite le
déploiement dans chaque unité du réseau d’un certain nombre de mécanismes. Si ce déploiement
parait réalisable sur une petite partie du réseau, on a du mal A I'imaginer sur I’ensemble du réseau.
Une réservation de bout en bout complique également les relations d’inter-connexion entre opéra-
teurs, Conscient de toutes ces limites, I'TETF a proposé une seconde architecture de différenciation
de service décentralisée, Diffserv.

1.2.3 Diffserv et les classes de service

Cette solution repose sur une gestion différenciée des paquets en fonction de leur classe de
service. Deux grandes classes de service sont définies, la classe EF (Expedited Forwarding) [89]
sensée regrouper les applications temps-réel et la classe AF (Assured Forwarding) {21] correspon-
dant aux transferts de données.
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Différenciation EF - AF

1l est tout 3 fait 1égitime d’offtir un traitement privilégi€ pour les paquets d’applications temps-
réel, car il est important que ces paquets voyagent rapidement dans le réseau. La maniére !a plus
simple pour favoriser le trafic EF est de lui donner priorité sur le trafic AF, ¢'est-3-dire de mettre
les paquets EF dans une file d’attente prioritaire 4 chaque interface des routeurs. L’inconvénient
d’une telle implémentation est que le trafic de données n’est pas protégé vis-a-vis des surcharges
de trafic EF, ce qui n’est pas vraiment un probléme aujourd’hui tant on sait que le trafic EF ne
représente qu’une faible proportion du trafic total,

Une autre solution basée sur la discipline de service WFQ (Weighted Fair Queueing) [138,
139] peut &tre envisagée afin de protéger le trafic de données. Lorsque les deux types de trafic sont
présents, chacun d’entre eux dispose d’une certaine fraction garantie de la capacité. Le désavantage
d’une telle discipline est le choix de ces fractions relatives : quelle fraction de la capacité faut-il
réserver au trafic AR ?

Sous-classes et modile olympique

Certaines recommandations de I'IETF prévoient également une classification fine des applica-
tions : au sein des classes de services AF et EF sont définies un certain nombre de sous-classes. Par
exemple, pour le trafic de données AF, 1'idée est de pouvoir offrir une qualité de service dépendant
du type de contrat souscrit : le contrat “or” offrant un meilleur débit que celui du contrat “argent”,
lui-méme supérieur 2 celui du contrat “bronze”,

En pratique, pour rendre cette différenciation possible, on préconise souvent 1’utilisation de
systéme de type WFQ avec autant de files que de classes de service envisagées. La capacité est
alors répartie entre les classes qui possédent des flots en cours de transfert et suivant certains poids.
Précisément, lorsque le débit des flots n’est pas limité & 1’accés, la fraction de capacité allouée 3
un flot de classe ¢ est donnée par :

g x1
EjEJ wj T
ol J est I’ensemble des classes qui possédent au moins un flot en cours et z; est le nombre de
flots de classe ¢ en cours. Lorsque le débit des flots est limité A P’accs (par 1a vitesse du modem,
le capacité du serveur ou certains paramétres de TCP), les flots de classe i € J telle que
W, lor
EJ'EJ w; oz O
(ol r est le débit d’acces), regoivent une capacité r. Pour les flots des autres classes, on alloue :

wi C—r jeJ! T4

X .
EjeJ\J’ wj Ti

On présente figure 1.3 la performance des flots lorsqu’on considere deux classes de flots avec

w1 = 10we. Remarquons que la différenciation n’est pas si franche que cela : il n’y a pas un
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facteur 10 entre les débits des flots de classes différentes. La différenciation s’ atténue encore quand
le débit est limité a 1’acces.
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FIG. 1.3 - Différenciation de service AF par WFQ.

En fait, méme en implémentant des systdmes a priorité, théoriquement plus efficaces pour
favoriser une certaine classe de trafic, il est montré dans [30, 24] que la différenciation n’est
effective que dans les cas de surcharges des liens, situations que ’on souhaite éviter. Aussi, dans
1a suite nous ne considérons qu’une seule classe de trafic AF. Les flots AF vont finalement obtenir
des débits différents & charge normale vniquement du fait des différences dans leur débit d’acces,
ce que nous étundions chapitre 3.

1.3 Analyse de la performance pour le trafic temps-réel

La qualité de service de ce type d’application s’exprime au niveau paquet par une combinaison
délai de traversée du réseau / taux de perte. Dans les réseaux a commutation de circuvits, comme
les réseaux de téléphonie fixe ou mobile, le délai de traversée est conmu. A I'inverse, dans les
réseaux 4 commutation de paquets, les paquets de différents appels sont multiplexés dans des
buffers communs et subissent donc un délai aléatoire beaucoup plus difficile & quantifier.

1.3.1 Complexité du probléeme

Le probléme de 1’évaluation du délai de bout en bout se formalise de la fagcon suivante : on
considére un réseau de files d’attente FIFQ et de topologie quelconque. Un flot de paquets, ca-
ractérisé par un processus d’arrivée stationnaire, suit une route prédéfinie et est & chaque noeud
rencontré multiplexé avec d’autres flots. Il s’agit alors d’évaluer la distribution du délai vu par ces
paquets, c’est-a-dire calculée sous la probabilité de Palm associée au processus d’arrivée de ce
flot. Pour faciliter ’analyse, nous ferons les quelques hypotheses suivantes :
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— Les flots sont statistiquement indépendants 2 I'entrée du réseau, Cette premidre hypothése
est justifiée par le fait que les utilisateurs géndrent du trafic indépendamment les uns des
autres.

~ La taille des paquets de tous les flots est majorée par une certaine valeur MTU (Maximum
Transfer Unit, égale par exemple 4 1500 octets si le réseau se base sur une couche Ethernet).

— Les processus d’arrivée de paquets sont limités & un débit créte (correspondant au débit d’ac-
ces ou au débit maximal de I’application sous-jacente). Autrement dit, les flots peuvent &tre
vus comme des sources On/Off, périodiques pendant les périodes On. Souvent, pour réduire
encore 12 complexité, on fera méme I’hypothése que les flots sont initialement périodiques.

— Les buifers dans les neeuds sont de taille infinie. Cette dernidre hypothéses suppose que
les buffers sont dimensionnés de telle sorte que la probabilité de leur dépassement reste
négligeable.

Malgré ces hypotheses, évaluer précisément le délai de bout en bout demeure une tiche insur-
montable. Une démarche plus abordable consiste & essayer de trouver des bornes du délai aussi
précises que possible. On distingue plusieurs types de bornes :

— les bornes déterministes évaluent le délai que subirait un paquet dans 1a pire des situations.
Afin que cette dernitre ne conduise 2 un délai infini, il est nécessaire de supposer que les flots
possédent une certaine régularité : bien souvent, les flots sont régulés par des leaky-buckets.
Le pire cas est alors obtenu en synchronisant les arrivées de paquets de différents flots 2
un nceud, et en considérant la plus importante accumulation de rafales de paquets possible
lorsque les flots progressent dans le réseau. Malheureusement, comme nous le verrons un
peu plus loin, ces bornes sont extrémement pessimistes, car basées sur un pire cas qui n’a
qu'une probabilité négligeable d’arriver en pratique.

— Les bornes stochastiques sont des mesures de probabilité qui majorent dans un certain sens
Ia distribution du d€lai. Par exemple, on dira qu’une fonction f, densité de probabilité, est
une borne supérieure du délai en distribution si, pour tout £ > 0, Prdélai > z] < f(z).
Cesbornes, au contraire des bornes déterministes, permettent de prendre en compte 1z nature
aléatoire du trafic, c’est-a-dire Ia phase aléatoire existant entre deux flots.

1.3.2 Bornes déterministes

L’approche purement déterministe est basée sur le Network Calculus, développé notamment
par R.L. Cruz [58] et repris par de nombreux auteurs. On trouvera dans le monographe de C.S.
Chang une description exhaustive de cette technique basée sur le calcul dans 1’algtbre min-plus
[45]. Une application du Network Calculus est le calcul d’une borne déterministe du délai de
iraversée des paquets dans un réseau qui transporte des flots initialement régulés par un leaky-
bucket : cette émde est due 2 1.Y. Le Boudec et al. [50, 19]. En voici les hypothases :

— Soit T I'ensemble des flots présents dans le résean. Un flot £ € Z est un sous-ensemble de
I’ensemble des liens du réseau (une route) et est limité en entrée du réseau par un leaky-
bucket. Autrement dit, si A;(s,t) désigne le volume généré par le flot entre les instants s et
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t,
Ai(s,t) < ri(t — 8) + b;.

- A chaque lien [ de capacité C; est garanti un service (Cj(t — 5) — 8) entre les instants s et
i. Le parametre S est introduit ici pour tenir compte du trafic de données non prioritaire.

- Le niveau de charge de chaque lien est borné par o < 1, c’est-d-dire )., ;i < aCl.

- La somme des profondeurs des leaky-buckets des flots passant par un lien est bornée : pour
tout Lien I, Eial b <70

— Enfin les routes des flots n’exciédent pas h liens.

Une borne sur le délai est alors donnée par :
h B
b= 1-{h- l)a( G
Une conséquence directe de cefte majoration est que dés que I'utilisation d’un lien dépasse la
limite o == 1/{h — 1), il devient impossible de borner le délai. L’existence méme de bornes dé-
terministes n’est donc pas assurée dans des conditions normales de charge et ce sur des réseaux de
topologie simple (voir les exemples présentés par M. Andrews et al. [5]). Les bornes déterministes
souffrent donc de leur pessimiste. Par ailleurs, une borne stricte du délai de traversée ne consti-
tue pas un paramétre de qualit€ de service ; comme nous 1’avons mentionné précédemment c’est
plutdt le couple taux de perte / délai de traversé qui unporte Les bornes stochastiques sont donc
naturellement pius appropriées.

+7). (1.1)

1.3.3 Bornes stochastiques

Idéalement, pour un flot donné, le but serait de pouvoir trouver des bornes réalistes du délai de
bout en bout en distribution, c’est-a-dire une variable aléatoire B, pas trop éloignée du délai, de
distribution f(x) = Pr[B > z] et telle que, pour tout z > 0, Pr[délai > ] < f(z). Malheureu-
sement, cet objectif est trés ambiticux et nous devrons nous contenter de bornes dans un sens plus
faible. En fait, trouver une borne sur la valeur moyenne du délai dans un réseau de topologie quel-
conque est déja une tiche extrémement difficile (nous illustrons cette difficulté dans le chapitre
5).

Le calcul du délai est rendu complexe du fait de la déformation des flots lors de leur pro-
gression dans e réseau : ies flots initialement périodiques perdent cette régularité d2s qu’ils sont
multiplexés avec d’autres flots, on dit qu’ils acquitrent de la gigue. Pour simplifier le probl2me,
on peut essayer de trouver une borne stochastique du délai subi par les paquets d’un flot 2 un neeud
quelconque du réseau. Pour ce faire, on tente de comparer le processus réel d’arrivée des paquets
au neeud considéré avec un processus de référence et suivant un certain ordre stochastique. Cet
ordre doit étre bien choisi : si deux processus d’arrivée de paquets sont comparables suivant cet
ordre, les délais des paquets correspondant 3 ces processus doivent aussi étre comparables. Par
ailleurs, I’ordre choisi doit pouvoir se propager : si les processus d’arrivée sont inférieur au pro-
cessus de référence choisi suivant cet ordre a leur entrée dans le réseau, ils doivent conserver cette
propriété dans le réseau apres avoir été multiplexés avec d’autres flots. Cette idée est A la base des
deux conjectures suivantes.
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La conjecture mieux que Poisson dans I’ATM

Une premiére conjecture due 2 F Brichet, L. Massoulié et J. Roberts [39] a été développée
pour les réseaux ATM, c’est-a-dire pour des réseaux véhiculant des paquets de taille constante.
Cette conjecture propose de prendre le processus de Poisson comme processus de référence et dit :

Si les flots sont initialement mieux que Poisson, alors ils conservent cette propriété a
Uintérieur du réseau.
Le qualificatif miewx signifie inférieur & suivant I’ ordre stochastique choisi. Cette conjecture s’ins-
pire de deux observations :

— La performance d’une file avec pour processus d’arrivée une superposition de flots pério-
diques est meilleure que celle de la méme file en remplagant le processus d’arrivée par un
processus de Poisson d’intensité égale a celle du processus initial [150].

— Le processus de sortie d’une file 4 temps de service déterministe est plas régulier que le
processus en entrée de la file {46].

La premi€re observation suggere que les flots temps-réel périodiques et leur superposition sont
initialement mieux que Poisson, la seconde que cette propriété se propage dans le réseau.

La conjecture mieux que Poisson/MTU dans I’Internet

Lorsque les paquets peuvent avoir des tailles différentes mais bornées par une valeur maximale

MTU, la conjecture devient [27] :
Si les flots sont initialement mieux que Poisson / MTU, alors ils conservent cette pro-
Priété a Uintérieure du réseau.
Mieux que Poisson / MTU signifie que I’on compare les processus d’arrivée de paquets par rapport
a un processus de Poisson de paquets de taille constante MTU et générant une charge équivalente.
1l est nécessaire de prendre des paquets de taille MTU : intuitivement, les paquets d’un flot peuvent
attendre derritre des paquets de taille MTU, auquel cas la déformation de ce flot sera comparable
a celle d’un flot de paquets de taille MTU,

11 parait extrémement difficile de prouver ces conjectures : la difficulté est de trouver un ordre
stochastique sur les processus d’arrivée qui donne assez d’informations sur le délai des paquets
a une file, et qui en méme temps se propage dans le réseau. En fait, il est possible de trouver
des topologies (certes rares et atypiques) sur lesquelles les deux conjectures sont fausses : nous
donnerons un contre-exemple dans le chapitre 5. Méme pour des topologies simples pour les
conjectures semblent justes, elles restent difficiles & montrer.

On consacrera le chapitre 5 4 Iétude des bornes stochastiques sur le délai des flots temps-réel,
mais les résultats théoriques seront modestes pour les raisons que nous venons d’expliquer.

1.4 Analyse de Ia performance pour le trafic de données

Dans les réseaux IP, le débit auquel une source envoie ses paquets de données est contrdlé par
le protocole TCP, implémenté aux extrémités du réseau, c’est-2-dire aux sources et destinations,



1.4. Analyse de Ia performance pour le trafic de données 23

Ce mécanisme, proposé initialement par V. Jacobson [88], adai)te le débit des sources, défini par
la taille de la fenétre de transmission, aux conditions du réseau. Il est la combinaison de plusieurs
algorithmes :

— Le slow start : au début de la connexion ou lorsque son débit est retombé 2 0, 1a fenétre de
transmission augmente rapidement ; celle-ci est doublée & chaque fois que les acquittements
des paquets de la fenétre précédente sont regus 2 la source. A chaque RTT (Round Trip
Time), le débit est donc doublé. La phase de slow start dure jusqu’a ce que la fenétre atteigne
un certain seuil, aprés quoi la connexion entre dans une période de contrdle de congestion
(congestion avoidance en anglais).

— Le contrble de congestion. Quand une ressource du réseau devient saturée, des paquets
sont perdus ; la destination informe la source de ces pertes de paquets et la source réagit
en diminuant son débit d’un certain facteur (dans les implémentations courantes de TCP,
Vegas et Reno, la source réduit [a fenétre de moiti€). Quand aucune perte n’est détectée an
contraire, la source augmente linéairement son débit jusqu’a ce qu’une nouvelle perte soit
détectée.

Voila en quelques mots le fonctionnement du protocole TCP. Notre but n’est pas d’en décrire trés
précisément le fonctionnement, et le lecteur est invité A consulter {169] et les récentes RFC de
I'IETF pour une description détaillée.

1.4.1 A quelle échelle de temps travailler ?

Un grand nombre de travaux tente de modéliser le comportement de TCP au niveau paquet.
Dans ces études, le nombre de comexions TCP en cowrs dans le r&sean est fixé. Les buts de ces
études sont multiples : dans un premier temps, on peut essayer de connaitre la stabilité de TCP,
c¢’est-a-dire de savoir si son comportement converge vers un comportement limite. Une fois Ia sta-
bilité établie, il est alors intéressant d’étudier le régime limite : Ie calcul du débit moyen de chaque
connexion permet d’apprécier 1’équité du partage cffectivement réalisé. Ces études que nous ré-
sumons dans un des paragraphes suivants sont intéressantes dans Ie sens oii elles permettent de
comprendre le comportement microscopique de TCP. En revanche, elles souffrent d’un certain
nombre d’inconvénients quand on veut les appliquer A des problémes concrets d’ingénierie de
trafic. En efiet, en pratique, le nombre de connexions utilisant une ressource donnée varie rapide-
ment au cours du temps. Par conséquent, ces modeles ne peuvent par exemple prédire la qualité de
service des transferts qui, rappelons-le, s’exprime 2 travers le temps de réponse des flots. En fait,
ce temps de réponse est le résultat complexe du partage réalisé par TCP et de la distribution du
nombre de connexions simultanées. Un second inconvénient est qu’a ’heure actuelle, 1’étude du
comportement limite ne donne pas de résultats explicites et simples. Le partage réalisé par TCP
reste difficilement accessible. Nous illustrons cette difficulté dans les trois paragraphes suivants,
paragraphes qui résument les trois grands types d’approche pour modéliser TCP.
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1.4.2 Modéeles au niveau paquet
Méthodes de point fixe

Les premit¢res études du comportement de TCP [69, 109, 119, 137] ont tenté de relier le pro-
cessus de perte des paquets au débit réalisé par la connexion TCP subissant ces pertes : le débit
augmente linéairement jusqu’a ce que la connexion subisse une perte, auquel cas le débit est di-
vis€ par deux. Les premiers modeles ont reli€ performance et pertes pour des temps de congestion
arrivant périodiquement [109, 119, 1371. Puis on 2 amélioré fes modeles en considérant des pertes
se produisant selon un processus de Poisson, puis selon un processus stationnaire [1], La plus cé-
Jebre des relations perie - débit est 1a formule en “1/./p”, [137] : le débit moyen d’une connexion
est proportionnel a I'inverse de la racine carré du taux de perte, le facieur de proportionnalité
dépendant d’un certain nombre de parameitres (principalement le RTT).

Mais donner une relation entre processus de perte et performance ne suffit pas : il est nécessaire
pour obtenir un modele fermé de TCP de modéliser les pertes provoquées par 1’accroissement
simultané des débits des connexions en cours dans le réseau. C’est ce qui est fait par exemple par
Ies auteurs de [40, 71]. Mais en général, les modgles proposés péchent par leur simplicité et ne sont
guere justifiés : dans [71}, le processus de perte dfi au dépassement d’un buffer est approximé par
celui d’une file M/M/1/K (ce qui est douteux quand on connait la complexité du trafic au niveau .
paquet). C’est ici qu’on atteint les limites de ce type d’approche.

TCP résout un probléme d’optimisation

On doit I'idée de cette approche A F. Kelly, A. Maullo et D. Tan [94]. Elle a suscité un grand
nombre de travaux dont certains sont cités ci-aprés. I s’agit d’émdier la limite fluide déterministe
du systeme stochastique réalisé par des commexions TCP en interaction :

— le réseau est constitué d’un ensemble de liens £ et d’un ensemble de route R. On note z; le
nombre de connexions sur la route r.

— Chaque source sur la route r recoit une bande passante \.(¢) & I'instant ¢.

— Lutilisation d’un lien - € £ a un prix : utliser une capacité y cofite C;(y). Ce cofit est
rapporté aux sources, chacune ajustant son débit en fonction des informations regues. Ces
informations sont dans le cas de TCP le nombre de pertes de paquets et le cofit d’un lien est
alors interprété par ses limitations en capacité et en buffer.

— Laréaction aux informations d’une source sur la route r est caractérisée par :

L A 3 L BE0)) (12)

ler 831

La constante K, représente 1’augmentation linéaire du débit en I’absence de perte et f est
1a fonction de perte.

Notons qu’en toute rigueur, on devrait dans (1.2) tenir compte du fait que 1’information de cofit
prend un certain temps pour parvenir A la source, voir les travaux de R. Johari, D, Tan, L, Mas-
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soulié, G. Vinnicombe [91, 117, 173]. Sous certaines hypothéses; le systéme d’équations différen-
tielles (1.2) converge vers une certaine limite solution du probléme d’optimisation suivant :

max 3. z,Uy (M), 03
ert mrAr S Ch Vl. ’

Dans les premiéres études de F. Kelly sur le sujet [94], TCP réalisait un partage du type d’équité
proportionnelle (U, = In), plus récemment, il a ét€ montré que la fonction arctan est un choix plus
approprié [95]. Ce modele est intéressant dans la mesure ol il part du comportement individuel de
chaque source pour étudier la partage réalisé. Le point faible de ceite approche, comme de celle
du point fixe d’ailleurs, est la modélisation de la cause de la perte (ici la fonction f, est sensée
étre régulidre, qu’en est-il réellement 7). Le dernier modéle que nous souhaitons décrire tente de
résoudre ce défaut en exprimant rigourcusement la cause de la perte d’un paquet.

Dynamique stochastique de TCP

Ce dernier modgle du & F. Baccelli et D, Hong [10, 11] étudie précisément 1’algorithme AIMD
(Additive Increase Multiplicative decrease).

Dans ce modele, les sources augmentent leur débit jusqu’a ce qu’une ressource du réseau
sature. Par exemple, si le réseau se réduit & un lien unique de capacité C partagé par N connexions,
et si I’on indexe par n Ies instants ou le lien sature, I’évolution du débit ¥ de la source  est dictée
par:

X1 = (A -6} 41) + Bafyy) (A:» + %‘fnu) ) - (L4)

ol a}',+1 est une variable aléatoire égale A 1 si la source subit une perte 4 la n + 1-idéme satoration
du lien et & 0 sinon. B3 est le facteur de diminution de la fenétre en cas de perte (égal 3 0.5). acest le
coefficient de croissance linéaire en I’absence de perte et R le RTT de la connexion ¢. Enfin 75,41
est I’intervalle de temps entre les n et 2 4 1-idémes saturations du lien et est donné par :

EA:. + %r,.,HN =C. (1.5)

Les équations (1.4) et (1.5) permettent d’exprimer le vecteur des variables aléatoires des débits
comme solution d’un systtme dynamique stochastique linéaire non homogene dont on peut étu-
dier ie régime limite. Le cas d’un réseau se traitc de la méme maniére. Le seut inconvénient de ce
type de modele est que pour le moment, des résultats explicites de partage restent difficiles a ap-
préhender. Certains partages sont obtenus en régime asymptotique d’un grand nombre de sources.

1.4.3 Modéles de partage au niveau flot

On est en droit d’étre effrayé par la complexité de TCP et par la difficulté de modélisation
qui en résulte. Surtout, comme nous I’avons déja mentionné, il est difficile d’en tirer quelque
chose du point de vue pratique : on ne sait pas bien décrire le partage de TCP quand le nombre de
connexions est fixe, on ne sait a fortiori rien dire lorsque le nombre de connexions varie de maniére
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aléatoire, suivant les arrivées et départs des clients utilisant certaines ressources du réseau. C’est
pourquoi il est plus aisé et pragmatique d’étudier la performance du trafic élastique 3 une échelle
de temps macroscopique, celle des flots, en espérant que les phénomenes microscopiques dus
TCP restent invisibles A I'utilisateur. On fait donc ici ’hypothese de séparabilité des échelles de
temps : lorsque le nombre de flots est fixé dans le réseau, ces flots en cours regoivent 2 tout instant
de leur wansfert un débit constant.

Partages processor sharing (PS)

Les premiers modeles du trafic élastique au niveau flot sont dus 4 1. massoulié et J. Roberts
[149), et considrent un lien simple en congestion : il s’agit de modles de partage équitable
(ou processor sharing). Les flots en cours se partagent équitablement la capacité du Lien. Si les
arrivées des flots & ce lien constituent un processus de Poisson, alors le nombre de flot en cours
est simplement celui du nombre de clients dans une file M/G/1 processor sharing, dont on connait
bien le régime stationnaire. C’est I’intérét de ce modéle : en supposant que TCP fait son travail de
partage de la capacité C parfaitement et instantanément, on connait la performance du syst2me.
En fait on connait la distribution du nombre de flot en cours de transfert et par conséquent le temps
moyen de réponse des flots : si p désigne la charge du lien (produit du taux d’arrivée des flots et
de leur taille moyenne rapporté & la capacité du lien), la probabilité d’avoir n fots en cours de
transfert & I’équilibre est donnée par

Pr[N =n]=p"(1 - p), (1.6)
et le temps de réponse moyen des flots de taille s par '

8
E[r|le = 5] s D
Une propriété importe de ce modele est celle de 1'insensibilité : 1a performance au premier ordre
(en ne s’intéressant qu’aux moyennes) ne dépend que de la charge moyenne générée sur le lien.
La nature de la distribution de la taille des flots ne joue aucun rdle. Cela confére au modgle une
robustesse appréciable pour qui veut par exemple dimensionner un réseau sans connaftre trés pré-
cisément les détails statistiques de la demande. Cela est particulidrement important dans les ré-
seaux actuels, pour lesquels cette demande change sans cesse de nature, de nouvelles applications
apparaissant réguli¢rement.

Dans le chapitre 3, nous étendrons d’abord le modéle précédent au cas d’arrivées poisson-
niennes des sessions avec ou sans limitation de débit pour les flots, puis an cas beaucoup plus
général d’un réseau de liens quelconques. Ces généralisations seront effectuées toujours avec le
souci de conserver cette propriété d’insensibilité si pertinente du point de vue opérationnel.

Antres partages

D’autres types de partage des ressources entre les flots sont envisageables, Certains préco-
nisent toujours 1’utilisation de discipline de service de type WFQ dans les routeurs pour favoriser
certains flots.
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Un autre type de partage s’inspire de la discipline SRPT (Shortest Remaining Processing
Time). Cette discipline, plutdt implémentable dans les serveurs, sert le flot avec le plus petit tra-
vail restant & effectuer. Cette discipline est connue pour son optimalité (meilleure que processor
sharing). Le lecteur trouvera dans [12] les principaux résultats de performance, récents ou non, sur
la file & discipline SRPT. En particulier, un point important en faveur de SRPT est que lorsque la
distribution de 1a taille des flots est & forte variance, les flots de grand volume ne sont pas pénalisés
(par rapport a la discipline processor sharing), contrairement a ce qu’intuitivement, nous pourrions
croire. L'implémentation de SRPT dans un réseau se heurte cependant 4 deux problémes : au fait
qu’en général, le réseau ne connait pas la taille des objets qu’il transfert. Ce premier handicap est
gommé par certaines disciplines qui équivalent SRPT sans pour autant nécessiter la connaissance &
priori des tailles des flots : FB-N processor sharing (voir [142] pour une analyse de la performance
de ce type de discipline). Le second inconvénient de SRPT en réseau est sa stabilité : favoriser les
petits flots sur certaines routes du réseau peut étre équivalent A 1’introduction de priorités, ce qui
restreint les conditions de stabili. |

1.4.4 Lanotion d*ufilité

Comme nous I’avons vu précédemment, certains modeles suggerent que TCP résout un pro-
bléme d’optimisation et maximise, lorsque le nombre de connexions est fixé, une certaine fonction
d’utilité. Aujourd’hui, & 1a lumiére de ce résultat, de nombreux travaux inversent le raisonnement
fait par F, Kelly et tentent de proposer des protocoles qui vont maximiser une certaine fonction
d’utilité (définie par exemple par le revenu tiré par I’opérateur). Cette démarche est fausse, car
un protocole qui maximise une utilité quand le nombre de connexions est fixé, ne maximise pas
nécessairement I'utilité en pratique lorsque le nombre de connexions varie. Cela s’explique sim-
plement par le fait que 1'utilité avec un nombre variable de connexions est fonction certes de
"utilité obtenue quand on fixe le nombre de connexions, mais aussi de la distribution du nombre
de connexions en cours, et cette derniére dépend fortement du protocole utilisé, c’est-3-dire de
la fonction d’utilité choisie. L’exemple le plus convaincant est celui du réseau linéaire considéré
dans [28] : il est montré que 1’allocation qui maximise le débit instantané du résean peut mener 3
des situations d’instabilité¢ méme sous les conditions usuelles de trafic (1a charge de chaque lien
est inférieure A 1). Ainsi, maximiser le débit du réscau dans des scénarios statiques A nombre de
connexions fixé peut minimiser le débit du réseau en pratique.

On en déduit que la notion d’utilité n’a de sens que si elle est définie en relation avec la
dynamique du réseau quand les arrivées et départs des connexions sont aléatoires.

1.4.5 Lanotion d’insensibilité

Pour un opérateur, pouvoir dimensionner son réseau avec un minimum de connaissance de
la nature statistique de la demande est important. En effet, dans les réseaux actuels, la demande
€volue sans cesse, de nouvelles applications apparaissent et les habitudes des utilisateurs évoluent
tres rapidement. Dans ce contexte, il est trés difficile de prévoir par exemple la nature de la dis-
tribution de la taille des documents transférés. Il est alors important de disposer de modgles de
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performance qui s’affranchissent des détails statistiques de la demande, ces modeles sont dits in-
sensibles, comme I’est par exemple le modéle de partage équitable (processor sharing) d’un lien.
C’est 1a I’intérét des modeles processor sharing, car la performance ne dépend que d’un seul pa-
rametre décrivant la demande, la charge. Les autres disciplines évoquées telles que SRPT sont
sensibles, et il devient périlleux de dimensionner les liens en faisant une hypothése sur la distribu-
tion de la taille des flots. D’autres disciplines, comme GPS, sont sensibles, mais trés peu, ce qui
les rend intéressantes. Cette relative insensibilité n’est observable que par simulations, ’étude de
1a sensibilité est un sujet trés complexe, et encore inexploré.

Pour ces raisons, nous ne développons dans cette thése que des modeles de performance stric-
tement insensibles. Dans le cas de partage dans les réseaux, nous identifierons en particulier toutes
Ies allocations qui ménent & cette propriété d’insensibilité,

1.5 Intégration des trafics temps-réel et élastiques

Nous avons présent€ les problemes liés 4 la modélisation des trafics €lastiques et temps-réel
pris indépendamment. Qu’arrive t-il 4 ces modeies lorsque les deux types de trafic cohabitent dans
le méme réseau ?

Pour le trafic temps-réel, en supposant que les paquets s’y rattachant disposent d’une priorité
par rapport aux autres paqguets, le probléme reste inchangé, A peu de chose prés. Si la priorité
en question est non-préemptive, le trafic temps-réel ne subira 1’influence du trafic élastique qu’a
travers le temps résiduel de service d’un paquet de données. Cela sera évoqué dans le chapitre 5.

En revanche, pour le trafic €lastique, 1’influence du trafic prioritaire ne peut étre négligé. Re-
prenons le modele le plus simple au niveau flot : on considére un lien de capacité C partagé par
les deux types de trafic. Le trafic élastique verra en fait un lien de capacité variable dans le temps,
égale 2 la capacité laissée disponible par le trafic temps-réel. L’étude la performance du trafic élas-
tique revient non plus seulement 2 celle de la file M/G/1 processor sharing, mais a celle de Ia file
M/G/1 processor sharing de capacité variable. Le processus qui module la capacité de cette file
suit I’évolution du trafic temps-réel et peut donc &tre considéré comme un processus stationnaire
(par exemple, ce processus pourrait &tre celui représentant I’occupation d’une file 3 serveur infini
dans un modele d’Erlang ou multi-Erlang).

Par ailleurs, on peut parfois supposer que I’évolution du trafic temps-réel est indépendante de
celle du trafic élastique, La validité de cette hypothése dépend de la gestion de la ressource : si le
trafic temps-réel est sujet 2 un contrble d’admission indépendant de I'évolution du trafic élastique
ou si le trafic temps-réel n’est sujet & aucun contrdle d’admission, cette hypothése est justifiée.
Par contre, si I'on envisage par exemple un contrdle d’admission intégré [17], ¢’est-3-dire ol les
conditions d’admission d’un appel temps-réel ou d’un flot €lastique dépendent de I’ensemble du
trafic présent sur le lien, I’hypothése est fausse.

Quelles que soient les hypoth#ses, le probléme reste d’une complexité inextricable. C’est celui
des files d’attente & environnement aléatoire. Trés peu de travaux y sont consacrés. Ce constat est
d’autant plus valable pour 1a file PS, tant on sait ce type de discipline de service induit une difficulté
supplémentaire (en comparaison avec la discipline FIFO par exemple). Citons malgré tout certains
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travaux qui donnent des résultats trés partiels et sous des hypothéses trés restreintes, il s’agit des
travaux de O. Boxma et I, Kurkova [37, 38], de R. Niifiez [134], de R. Niiiez et P, Nain [132] et
de S. Borst, R. Niifiez, M. van Ulitert [36).

Au lieu d’essayer, comme les auteurs que nous venons de citer, d’obtenir des résultats pré-
cis dans des cas trés restrictifs, nous tenterons, dans le chapitre 6, de donner des bornes de la
performance aussi précises que possible et valables dans un cadre général.
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Chapitre 2

Insensibilité dans les réseaux de files PS

Nous présentons dans ce chapitre quelques résultats théoriques sur les réseaux de files d’at-
tente A discipline de service PS. Ces études sont motivées par la modélisation du trafic €lastique
abordée dans le chapitre suivant. Nous avons en introduction expliqué 1’importance d’aboutir
des modeles simples et robustes, en un mot insensibles 4 la nature statistique du trafic. Aussi nous
intéressons-nous tout particuliérement aux résultats d’insensibilité dans les réscaux de files PS.
Sous les impulsions successives des travaux de J. Jackson [87], de P. Whittle [179], puis d¢ F,
Kelly [93] et parallélement de F. Baskett, K. Chandy, R. Muntz, F, Palacios [16], ce théme de
recherche a motivé pendant longtemps un trés grand nombre de chercheurs [8, 14, 41, 49, 83, 126,
128, 127, 157, 158, 159, 160, 164, 165, 180]. 11 faut remarquer 2 regret aujourd’hui que malgré
I’étendue du champs d’application des résultats liés i ce théme, ce dernier ne suscite plus vraiment
d’intérét, et n’est que rarement enseigné. Il reste pourtant dans ce domaine de nombreux points
obscurs. Notre contribution est ici d’identifier les conditions nécessaires et suffisantes d’insensibi-
lité dans une vaste classe de réseaux PS.

Nous commengons par rappeler quelques résultats importants pour la file PS isolée. Nous
introduisons ensuite les réseaux de Whittle et montrons comment ces réseaux peuvent représenter
un trés grand nombre d’autres réseaux déja connus. Puis nous caractérisons les réseaux de files
PS a capacité dépendant de I’état du systéme qui sont insensibles aux distributions des temps de
service aux différents nceuds du réseau : ce sont les réseaux de Whittle, Enfin, nous généralisons
ces résultats au cas de taux d’arrivée de clients et de routage également dépendant de I’état du
systdéme.

Ce chapitre fait I’objet de la publication [24].

31
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2.1 Lafile PS

La discipline de service PS est la discipline limite round robin [53] dans les systémes i temps
partagé lorsque Ie pas de temps tend vers 0 : lorsque n clients sont présents dans la file, chacun
d’entre eux regoit une fraction 1/n de la capacité du serveur.

Notations et hypothéses

Les clients arrivent dans la file selon un processus de Poisson d’intensité X. Les tailles des requétes
de ces clients sont i.i.d. de distribution générale B(z) et de moyenne 8. Nous supposons que le
systéme est stable, c’est-3-dire que la charge p = Ag est strictement inférieure 2 1 (la capacité du
serveur est normalisée A 1). On note S(7) le temps de réponse d’un client de requéte de taille 7 &
I’état stationnaire,

M. Kitayev et S. Yashkov [100] ont dérivé une expression de la transformée de Laplace du temps
de séjour conditionnel. On renvoie e lecteur a [184] pour la formulation exacte de ce résultat.
11 implique notamment que la probabilité de trouver a I’équilibre n clients dans la file avec pour
temps résiduels de service =, ..., Zy est donnée par : pour n > 0,

— Bz,
Pr[N =n;z,...,2,) = (l—p)H ( ') .1
i=1
etpourn =90,
PriN=0l=1-p. 2.2)
On en déduit simplement que la distribution du nombre de clients est géométrigue.

M. Kitayev et S. Yashkov ont également calculé le temps de séjour conditionnel moyen et la
variance correspondante [101] :

(2.3)

Var[S(r)] = ).,,f (r — u)(1 - R(u))du, @.4)
ol o
R)=(1-p))_p"F™(a),

n=>0
et

Flz) = % /., “(1 - B(w))du.

Une propriété intéressante de la file M/G/1 PS est son insensibilité 3 1a nature de la distribution
de Ia taille des requétes. La distribution stationnaire du nombre de clients ne dépend pas de cette
distribution, et mieux encore eile ne dépend que du facteur de charge global p. On appelie cette
propriété insensibilité au premier ordre car du point de vue de la performance, seul le temps de
séjour moyen ne dépend que de la charge (la variance du temps de sé&jour dépend de la distribution
de la taille des requétes (2.4)).
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2.2 Des réseaux de Jackson aux réseaux de Whittle

Nous définissons ici les réseaux de Jackson et de Whittle tels que présentés dans I'excellent
monographe de R. Serfozo [163].

On consideére un ensemble de N neends dans lequel se déplacent des clients. L’état du résean
est décrit par le vecteur des nombres de clients 4 chaque nceud z = (z1,...,Zx). On se restreint
aux réseaux possédant les propriétés suivantes :

— Le réseau peut étre ouvert ou fermé. Dans le cas d’un réseau ouvert, les arrivées exogénes
de clients an noeud ¢ forment un processus de Poisson d’intensité v;. Considérer un réseau
fermé revient & annihiler ces arrivées exogénes et considérer une population initiale finie de
clients dans le réseau.

— Un client aprés avoir été servi & un ncend £ est routé vers un autre nceud 7 avec une probabilité
pi; (ce type de routage est souvent désigné comme un routage de Bernouiili).

— Dans le cas d’vn réseau ouvert, onnote p; = 1- 3% 7 Dji 1a probabilit€ qu’un client achevant
son service au nceud j sorte du réseau.

— Les temps de service des clients au neeud { sont des variables i.i.d. exponentiellement dis-
tribuées de moyenne 1/p;.

— Les clients sont servis suivant la discipline PS 4 chaque neeud, bien qu’il soit inutile de
le préciser car avec les hypothéses précédentes, le processus {X(t),t > 0} décrivant le
nombre de clients a chaque nceud est markovien et ne dépend pas de la discipline de service
choisie.

— Enfin, les noeuds ont des capacités qui dépendent éventuellement de ’état du systéme. Le
noeud € est de capacité ¢; () lorsque le systéme est dans I’état z. On interdit les interruptions
de service, ¢’est-a-dire qu’on suppose que si z; > 0, alors ¢;(z) > 0.

Quelques notations pour finir : on note e; le vecteur dont les composantes sont toutes nulles
sauf la 4-€me qui est égale 4 1. Par aillcu_rs, pour tout = tel que z; > 0, on note Tiz le vecteur
£ — e;. De manire similaire, on définit T*z par = + e; et enfin T z par = + e; — e;.

Définition 2.1. (Réseaux PS) Lorsque la discipline de service & chague file est PS, on dit que le
réseau défini ci-dessus est un réseau PS.

11 faudra donc se rappeler que la particularité des réseaux PS est que les capacités des files
peuvent dépendre de 1’état du systéme.

Remarque 2.1. Bouclage a certains nceuds. Sauf mention contraire, nous considérons des réseaux
sans bouclage, c’est-d-dire qu’on suppose que pi; = 0 pour tout i. En fait, si py > 0, on peut
annuler ce bouclage en remarquant que ce réseau avec bouclage en i est équivalent & un réseau
sans bouclage et dont les paramétres sont identiques & ceux du réseau initial sauf pour le neeud

lesquels deviennent : ji; = pi(1 — py) et Pi; = ps; /(1 — pii) pour tout j # 1.
Définition 2.2. (Capacités balancées) Les capacités des neeuds sont dites balancées si

¢i(z}d;(Tiz) = di(z)hi(Tiz), Vi, j, ;i > 0,25 > 0. (2.5)
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Soit alors {z, T}, , ..., T}, ... Tz, 0) un chemin direct de = 3 0, voir figure 2.1, la balance
des capacit€s implique que 12 fonction @ définie par
1
¢, ()40, (T3, 2) . .. 4, (To, - - - Ty ®)°
est indépendante du chemin choisi. En particulier, dans ce cas, les capacités sont caractérisées par
®, appelée fonction de balance :

®(z) =

(2.6)

@(w)-—-%%—), i=1,...,N, 5 >0. @7

F1G. 2.1 —Deux chemins directs de 0 A z

Réciproquement, 5’il existe une fonction positive @ vérifiant (2.7), on peut vérifier sans peine
que les capacités sont balancées. Lorsque les relations (2.7) sont vraies, on dit que les capacités
sont balancées par @.

Définition 2.3. (Réseaux de Whittle et de Jackson) Lorsque les capacités sont balancées, le réseau
est dit de Whittle. De plus, si a tout noeud i, la capacité ne dépend que du nombre de clients présents
i ce naeud, ¢’est-a-dire si ¢i(z) = ¢i(z;), on dit que le réseau est un réseau de Jackson.

Le second type de réseau porte le nom de Jackson, car ¢’est ce dernier qui, en 1957 [87], a
initialement remarqué que ces réscaux €taient stables sous les conditions usuelles de stabilité et
qu’ils admettaient une distribution stationnaire & forme produit, c’est-a-dire que cette distribution
est le produit des distributions stationnaires du nombre de clients 4 chaque nceud. C’est R. Serfozo
[163] qui a donné le nom de réseaux de Whittle au premier type de réseau, saluant ainsi les impor-
tantes contributions de ce mathématicien dans 1’éde des réseaux  transitions dépendant de I’état
du syst2me. Bien entendu, les réscaux de Jackson forment une sous-classe des réseaux de Whittle,
Nous verrons pius loin qu’en fait, les réseaux de Whittle sont trés généraux et qu’il est difficile
d’imaginer un résean de files d’attente PS qui ne puisse &tre représenté par un réseau de Whittle,
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2.2,.1 Régime stationnaire des réseaux de Whittle

Pour les réseaux de Whittle, e processus X = {X(t),t > 0} décrivant I’évolution du nombre
de clients & chaque noeud est un processus de Markov, dont les équations de mesure invariante
sont

w(2) Y (v + gilz)m) = Y w(Timhys + Y m(@Y 0 (T Dpjpsi + 3 7(T ) sl T'2) pips.
i H i, £

(2.8)
Par ailleurs, les taux d’arrivée effectifs de clients aux différents nceuds A; sont définis de manidre
unique comme les solutions du systéme linéaire suivant :

A =V§+Z/\jpj§, i=1,...,N. 2.9
J

La charge effective du neeud ¢ est alors définie par p; = A;/u;. A présent, on peut donner des
mesures invariantes des réseaux de Whittle (théoréme 1.15 [163]).

Théoréme 2.1. Une mesure invariante du processus X caractérisant ’évolution des clients dans
un réseau de Whittle est :

N
w(z) = &(z) [[ - (2.10)
i=1
Preuve, La preuve de ce théoréme consiste & vérifier les équations de mesure invariante (2.8).
Plus simplement, on peut vérifier les équations de balance partielles suivantes (qui impliquent par
simples sommations, les équations de mesure invariante) :

w(z)pi(z)u; = m(Tix)v; + Z W(Tijz)qij(sz)pjpﬁ, t=1,...,N, (2.11)
H

et

(@)Y v =) _#(Te)gi(T z)pipi. 2.12)
En remplagant (2.10) dans (2.11), on obtient :

() Midi(z) = B(Tiz)w; + Z Xipji®(Tiz)p; (T z),

€t on retrouve une des équations de trafic (2.9) en divisant par ®(z) et en observant que les capa-
cités sont balancées. De la méme manire, (2.10) vérifie la seconde équation de balance partielle.
]

La proposition simple suivante va jouer un rdle important dans notre analyse de I’insensibilité
des réseaux PS, dans la construction de réseaux de Whittle particuliers (par exemple des réseaux
multiclasses de Kelly), mais aussi dans le calcul des temps de réponse conditionnels moyens des
clients.
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Proposition 2.1. On considere un réseau PS tel que ia capacité totale des naeuds 1 et 2 ne dépende
des nombres de clients & ces neeuds qu’a travers leur somme 1 + 2 et tel que cette capacité soit
partagée équitablement entre ces 1 + o clients. Autrement dit,

$1(z) _ $a(z) _ 41(2) + ¢o(2)
1 Ta T +z9
Alors les capacités ¢1,. .. ,¢n sont balancées par @ si et seulement si ¢y + P2, P3, - . . , ¢ sont
balancées par ® définie par

y Zp1,%9 >0,

B(z) = (‘”1:1"’2

Preuve. La preuve est immédiate. |

)6(31 + 29,23,...,ZTN).

2.2,2 Réversibilité des réseaux de Whittle

La réversibilité des processus de Markov donne souvent beaucoup d’informations sur le pro-
cessus et son régime stationnaire. Un processus est réversible si 3 I'équilibre, le taux de transition
¢’un état & un autre est égal au taux de transition dans le sens inverse. Dans ce cas, la distribution
stationnaire s’obtient simplement par produits et quotients de taux de transition. Le plus simple
des processus de Markov réversible est le processus de naissance et de mort. D’autres exemples et
applications de la réversibilité sont présentés par F. Kelly dans [93]. Nous nous contentons ici de
donner une caractérisation de la réversibilité dans les réseaux de Whittle [163].

Définition 2.4, Un processus de Markov de noyau. de transition q est réversible s’il existe une
mesure positive w telle que, pour tout z,y,

n(z)g(z, ) = r(y)a(y, z).
Ces équations sont appelées équations de balance détaillées. On dit également que g est réversible
par rapport & n.
Nous caractérisons la réversibilité des réseaux de Whittle gréice au résultat simple suivant
[163].
Proposition 2.2. Soit X un processus de Markov tel que son nayau de transition puisse se dé-
composer sous la forme q(z,y) = q1(z, y)g2(z, y), o0&t q1 et ga sont des noyaux de transition de
processus irréductibles.
— Si q1 et ga sont réversibles par rapport & ) et w2 respectivement, alors q est réversible par
rapport & n(z) = =1 (z)ma(z).
~ Par ailleurs, si q et qa sont réversibles par rapport & © et 7 respectivement, alors g, est
réversible par rapport a m(z) = w(x)/m2(z).
Théordme 2.2. (i) Dans un réseau de Whittle, si le processus décrivant le mouvement des clients
uniquement (ce que nous nommons le routage, défini par v;, Dij) est réversible par rapport 4 une
Jonction o(z), alors le réseau est réversible par rapport a ®(z)o(z).
(i1} Dans un réseau réversible quelcongue, il y a équivalence entre la balance des capacités et la
réversibilité du routage.
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Preuve. La preuve s’obtient facilement en remarquant que le néyau de transition d’un réscan PS

quelconque est donné par : )

¢(z, T z) = pijuidi(<),

g(z, Tiz) = pipidi(z),

q(z, T9z) = v;.
On applique la proposition précédente aun routage et aux taux de départ, en notant que la réversi-
bilité du processus de départ n’est rien d’autre que la balance des capacités. Ici on prend g défini
par : ga(z, Tiz) = pigi(x), ga(z, TPz} = 1 (le taux de départ de la source infinic est égal 2 1), et
q2(=, T} z) = pidhi(). =

2.2.3 Représentation d’autres types de réseaux par des réseaux de Whittle

Les réseaux de Whittle sont des réseaux trés généraux, et i titre d’exemple, nous montrons
comment ce type de réseau peut représenter les réseaux de Kelly avec routage dépendant de la
classe et les réseaux BCMP,

Résean de Kelly [92]

Dans ce type de réseau, introduit par F. Kelly en 1975, les clients sont répartis en classes. La
classe d’un client définit sa route. Le routage des clients d’une certaine classe peut étre détermi-
niste ou probabiliste. L'état du réseau est décrit par les variables z;, des nombres de clients de
classe a au noeud 3. Notons ¢;,, fe taux de service des clients de classe o au neeud 4. ,

Si les taux de service ¢;, sont balancés par une fonction ¥, on sait d’aprés le théoréme 2.1,
qu’une mesure invariante du réseau est :

ﬂ-(wiﬂ: ii a) - @(a:ia, i, C!) H H p?‘i",
2 1

Supposons maintenant que la structure du résean est celle d’un réseau de Whittle, ¢’est-a-dire
que les capacités des nceuds soient balancées par une fonction @. D’apres la proposition 2.1, si les
capacités sont réparties équitablement entre tous les clients sans distinction de classe (ce qui est
le cas pour un nceud PS), alors les taux de service ¢;, sont également balancés et la distribution
stationnaire du systéme est connue.

En fait, les réseaux de Kelly permettent Ia représentation de discipline de service plus générale
que la discipline PS : les résultats restent valables pour des réseaux de files symétriques.

Réseaux BCMP [16]

Ces réseaux ont £té introduits par F. Baskett, K. Chandy, R. Muntz et F. Palacios en 75 : [16]
est en fait la mise en commun de résultats trouvés indépendamment par ces auteurs. La différence
de ces réseaux avec ceux de Kelly est minime : dans les réseaux BCMP, initialement, le routage
ne pouvait &tre déterministe, et seules certaines disciplines de service symétriques pouvaient &tre
modélisées.
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Dans ce type de réseau, les clients sont aussi classifiés, et le taux de service d’un client de
classe « au nceud  est le produit de deux fonctions, la premigre dépendant uniquement du nombre
total de clients présents au nceud ¢ et la seconde dépendant uniquement du nombre de clients de
classe a & ce nceud :

bia(Z) = Gia(Ti)hia(®ia)-

En fait, cette propriété permet de modéliser plusieurs disciplines de service, PS, LIFO [16].
On peut remarquer que le réseau ainsi défini est un résean de Whittle avec la fonction de balance

suivante : N .
¥(%ia,i,@) = [J [T T gie(2) ™ T ] hialzia) ™
=1

i=1 a k=1

2.3 Insensibilité dans les réseaux PS

Nous considérons ici des réseaux de files PS, mais dont les capacités dépendent de I’état du
systéme, c’est-d-dire du nombre de clients i chaque file. Le routage est un routage de Bernouilli
comme pour les réseaux de Whittle et nous reprenons les notations précédemment utilisées pour
ces derniers réseaux.

11 est bien connu que les réseanux PS a capacités constantes sont insensibles 2 la distribution
des temps de service 3 chaque file (si les moyennes de ces temps de service sont conservées). De
nombreux auteurs se sont depuis les années 70 intéressés & cette question (voir les références sur
I’insensibilité données en début de chapitre). Parmi les réseaux PS 2 capacités dépendant de 1’état,
nous savions également que les réseaux de Whittle constituaient une classe de réseaux insensibles.
Ce résultat est une conséquence des travaux de R. Schassberger en 1978 sur I’insensibilité des
processus semi-Markoviens généralisés & vitesse variable. Ces processus sont bien plus généraux
que les processus li€s aux réscaux de Whittle et ont £té introduits également dans les années 70,
¢’est pourquoi il nous a semblé intéressant d’en rappeler les caractéristiques.

2.3.1 Processus semi-Markoviens généralisés et leurs extensions

La notion de GSMP (Generalized Semi-Markov Processes, processus semi-markoviens géné-
ralisés en frangais) a €t€ introduite par K. Matthes en 1962 [121], et la théorie de ces processus
a €té €laborée par quelques auteurs dont D, Konig, P. Franken et R. Schassberger notamment
[157, 158, 159, 160, 70]. Initialement, la motivation de Matthes était de construire un outil assez
général permettant d’étudier I’insensibilité d’un grand nombre de modeles et notamment ceux is-
sus des réseaux de files d’attente. Malheureusement, il s’est avéré que ces objets complexes que
sont les GSMP permettaient certes de représenter un grand nombre de systdmes, mais étaient en
revanche incapables de représenter les plus simples des réseaux de files d’attente dont 1’insen-
sibilit€ €tait connue. Méme la file M/GI/oo échappait aux GSMP [160]. En fait, les GSMP ont
cependant permis d’émdier I'insensibilité dans les réseaux fermés ol chaque client est identifié et
ol I'insensibilité est prise par rapport aux distributions des temps de service de chaque client &
chaque neeud (non pas par rapport aux distributions des temps de service aux necuds).
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En autorisant le ré-indexage dans les GSMP, R. Schassberger en 1986 a finalement construit
un formalisme capable d’inclure les réseaux de files d’attente connus pour leur insensibilité [160].
Une autre extension des GSMP, les R-GSMP (R comme Reallocatable) a été proposée par M.
Miyazawa en 1993 [126] et permet également de couvrir Ies réseaux de files d’attente usuels,

Formalisme classique des GSMP

Nous reprenons ici le formalisme introduit dans {160]. A un instant quelconque, 1’état z du systéme
appartient & un ensemble dénombrable d’états possibles Z. On associe & Z un second ensembie
dénombrable S dont les éléments sont appelés horloges. A chaque état 2, on associe un sous-
ensemble non vide S, d’horloges. Lorsque le systéme est dans 1'état 2, par exemple au temps £,
une horloge s € S, tourne 2 la vitesse c(s, ) et a un temps résiduel de service z,(t). Le systtme
reste dans I’état z jusqu’a ce qu’une horloge de S, termine son service, ¢’est-3-dire au temps ¢+,

avec
- ,(t)
" s€8: o(s,2)
A cet instant, I’horloge sp dont le service s’est achevé est retirée et le systéme passe dans 1’état 2’
avec la probabilité p(z, sg, 2’). Cetie dernire distribution est bien sfir concentrée sur les é&tats 2’
tels que S; — {39} C S, . Pour les horloges s € S, N Sy, les temps résiduels de service ne sont
pas modifiés, autrement dit, z,(t + 7) = z,(t) — 7¢(8s, z). Quand on change d’état, de nouvelles
horloges s peuvent apparaitre et leurs temps résiduels de service sont fixés aléatoirement suivant
certaines distributions B{R), de moyennes 1/u, (représentant des variables aléatoires positives).
Ces distributions sont choisies de telle sorte que 1'on puisse supposer que, presque siirement,
chaque changement d’état n’est provoqué que par la disparition que d’une seule horloge et que la
suite des instants de ces changements tend vers +oo.
Définition 2.5. Le processus {Z(t}, Xs(t),s € S,,t > 0} est un processus de Markov, et Z =
{Z(t),t > 0} est appelé processus semi-Markovien généralisé associé &
E={Z,8,(5:), (P(z-, 8, -))1 (C(ss z)): Bs}'
Si les temps de service des horloges sont exponentiels, Z est une chaine de Markov, dont les
équations de mesure invariante sont :

m(2) Y el 2) = 3 7)Y wocls', 2 (e, 5 2). @13)

€S, ¥eZ seSy
Cette chaine de Markov est appelée chafne associée au GSMP Z. Cette chaine peut parfois vérifier
les équations de balance locale.

Définition 2.6. (Balance iocale en s) Pour 8 € S, Z est localement balancée en 3 si pour z €
Z,={2:8€8;}

r@Dpac(s,) = Y w() Y pecls, (802 + 3 w2 )uscls, Yol 5, 2).

P A FES, YEZ,

(2.14)

Définition 2.7. Quand la chaine associée est localement balancée en tout points € S' C S, on
dit simplement qu’elle est localement balancée dans S'.
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Le théoréme suivant [107, 159, 177] donne une condition nécessaire et suffisante pour que la

distribution stationnaire de la chaine associée soit insensible aux distributions des temps de service
des horloges d’un certain ensemble S’ pourvu que leurs moyennes soient conservées.
Théortme 2.3. La distribution stationnaire d’une chaine associée & un GSMP et supposée ergo-
dique est insensible aux distributions des temps de service des horloges de S’ (les temps de service
des autres horloges étant pris exponentiels) si et seulement si cette chaine est localement balancée
dans S'. Dans ce cas, la distribution stationnaire du GSMP peut étre mise sous la forme :

Prlz(t) = z,7,(t) = 75,58 € §;] = 7(2) H ps(1 — Bylzs))- (2.15)
3ES,

Représentation de Ia file M/G/oo
Le premier et le plus simple des systtme insensible 2 la distribution des temps de service est 1a
file M/G/oo. En fait, cette insensibilité an temps de service (les clients tirent levr temps de service
indépendamment suivant une certaine distribution) ne peut étre représentée par celle d’un GSMP.
Cette constatation a €€ faite par A. Barbour et F. Kelly [13] dans un premier temps, puis a &t&
reprise par R. Schassberger [160].

En fait, il est assez simple de représenter la file GI/G/oo par un GSMP. 1l suffit de choisir
un ensemble dénombrable d’horloges S = {sp,n € N}, ol g va représenter le processus d’ar-
rivée des clients dans la file : quand sp expire, sy est réinitialisée et une nouvelle horloge, qui
représentera un client, est créée, La distribution des inter-arrivées de clients dans Ia file est donc
celle du temps de service de I’horloge sp. L'état du systeme peut ici &tre simplement pris comme
I’ensemble des horloges en cours de service, excepté ’horloge s¢. Si 2 = {3g,,..., 84, }, alors
5; ={30,8a1,---: 8z, } tsiz =0, S, = {sg}.

Quand un client arrive 2 1a file, une nouvelle horloge est créée : elle doit &tre choisie parmi
les horloges qui ne sont pas déja en cours de service, donc choisie dans le sous-ensemble S \
{80, 5a15---18a,} Sl 8a;,-..,5,, sont effectivement les horloges en cours de service. En toute
généralité, cette nouvelle horloge peut &tre choisie suivant une certaine distribution conditionnelle
que nous noterons c(.|gg,, . - - , 85, ) ou a.|8) si la file est vide. Ainsi les probabilités de transition
du GSMP sont définies par :

P({3a13-++1800_1}:50, {8015+ -+ 1 %0, }) = @(30, 1801, - -- 1 %an_1 )
p(0, 30, {30, }) = (34, 10),
P({8ays-++180, }»8a:: {5612 - 1 8ai_1> Baip51 -+ 1 3an}) = L.

Enfin, notons que les vitesses des horloges ¢(s, z) sont égales et fixées 2 1.

L’expression de I'insensibilité de la file M/G/oo en utilisant le formalisme du GSMP que 1’on
vient de construire serait alors la suivante : & 'horloge s on associe une distribution de temps
de service ¢, exponenticlic de moyenne A et & toutes les autres horloges on associe la méme
distribution générale (pour tout n, ¢,, = ¢) de moyenne 1/u. L'insensibilité revient 2 dire que
quelle que soit la distribution ¢, Ia distribution du nombre d’horloges en cours de service est
donnée par :

> ) =p@),

ZEZ |z|=n
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olt p = A/p est la charge de la file. Ce n’est effectivement pas I’expression de I'insensibilité
du GSMP définic comme dans le théordme 2.3, En fait, on pourrait voir 1’insensibilité de la file
M/G/oo comme une conséquence de I'insensibilité du GSMP 2 toutes les distributions du temps de
service des sources (sauf sg) pourvu que ces derniéres aient la méme moyenne, ¢’est-3-dire comme
une conséquence de I’insensibilité de 7(z) elle-méme. Or il n’y a pas insensibilit¢ du GSMP,
Proposition 2.3. (Barbour; Kelly)

On ne peut choisir les lois de transitions o de telle sorte que le GSMP défini ci-dessus soit insen-
sible,

Preuve. Supposons que le GSMP soit insensible. Alors il serait localement balancé, autrement dit,
pour toute horloge 8,,, n # 0,

“({361! reey san})l" = 11‘({841, LY san—-l})Aa(sﬂm |sals <ees8an_1)-

Par conséquent, pour toute permutation o de ’ensemble {ai,-.., a5},

7({Sa1:---18a, ) =7 (@)P““(snam @) x...x ﬂ(-"aa(n) |3aa(1)! .- "saa(n—l))'

Cela implique qu’il existe une suite de variables al€atoires A valeurs entiéres X,,n > 1, telle que
Pr[X1 = ai] = a(sq,10), Pr[X1 = a;, Xz = 6;] = a{sa;]84;)x(34,]0), etc., et telle que

Pr[X, = 6i,...,Xn = a;,] = Pr [X1 = i, 3y5- -+ Xn =a,-,(“,] ,

pour tout n-uplets (1, ...,4,). Et donc les événements A; = {X; = 1} sont interchangeables.
Par le théoréme de Finetti (voir [145] par exemple), il existe une mesure de probabitité 5 définie
sur [0, 1] telle que pour tout k& > 1,

1
W =/ :ckdn(z) =Pr{A;NAaN---NA).
0

Mais w; = a(s10) > 0 et we = a(s1]s1)a(s;]0) = O (rappelons que par hypothése, a(s; |s1) =
0), ce qui est impossible. o

GSMP avec ré-indexage [160]
Introduisons 2 présent I’extension des GSMP qui a permis d’étudier Iinsensibilité de la file i ser-
veur infini. Nous considérons une partition dénombrable de 1’ensemble des horloges 8 = Ui 1S;.
On associe 4 chacune des horloges de S; 1a méme distribution du temps de service B;. Comme pour
les GSMP, les transitions sont provoquées par 1’expiration d’une horloge, et lors de ces transitions
les temps résiduels de service des horloges encore en fonction ne sont pas modifiés. En revanche,
les horloges peuvent changer de nom lors des transitions, avec comme unique condition que ie nom
de la nouvelle horloge choisie soit dans 1a méme classe que I’horloge juste avant la transition. For-
- mellement, lors d’une transition de 1’état z A I’état 2’ due A ’expiration de P’horloge 3, il existe une
application R injective de S;; \ {s} dans S telle que pour tout i, B(S, N S; \ {s}) C S N S;.
Cette application est choisie aléatoirement, si bien que la transition de 1’état z a 1’6tat 2’ due a
Pexpiration de s et avec I’application R se réalise avec une probabilité p(z, s, R, 2').
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Définition 2.8. Le processus {Z(t), Xs(t),s € S8;.t > O} ainsi construit est un processus de
Markov, et Z = {Z(t),t > 0} est appelé processus semi-Markovien généralisé avec ré-indexage
associé 4 ¥ = { Z, (Si)ier, (Sz), (p(%, 5, R, .)), (c(s, 2)), B;}.

On a alors I’analogue du théoréme 2.3 pour ce nouveau type de processus, théordme 3.1 {160].

Théoréme 2.4. Considérons un GSMP avec ré-indexage tel que sa chaine incluse soit irréductible
et ergodique, de distribution stationnaire n(z), z € 2, Soit I' un sous-ensemble non vide de I tel
que pour tout i € I \ I', B; est exponentielle.
Supposons également que deux horloges ne peuvent étre créées simultanément. Il y a équivalence
entre ;
— quelles que soient les distributions B;, i € I’ choisies parmi des lois de Cox, le GSMP avec
ré-indexage posséde une distribution stationnaire de la forme :

Pr[z(t) = z,2,(t) = z,,8 € S; N Sp,i € I'] =7(2) H H ps(1 — Bi(z4)). (2.16)
§€l’ 85, NS;

— La chaine incluse est balancée dans S; pour tout i € I',

Ce nouveau théoréme permet de traiter I’insensibilité de la file 3 serveur infini et méme de
traiter celle des files symétriques introduites par F. Kelly [93]. On définit I = N, S = {so} et
S; = {3i,1,8i2,...} pour tout i > 1, L’état = du systeme est soit e lorsque la file est vide, soit
(c(1),-..,¢{n)) lorsque la file contient n clients, c(l) € I\ {0} désignant la classe du client en po-
sition I dans la file. Comme précédemment, une horloge sy tourne en permanence pour représenter
les arrivées des clients. Ainsi, pour z = (¢(1),...,¢(n)), Sz = {80} U {sc(1),1++ -+ Sc(n)in}- L2
probabilité quun client arrivant 2 la file soit de classe j est ¥(5)/ 3;c 10} v(3). Les transitions
du GSMP avec ré-indexage sont définis par : pour I’arrivée d’un nouveau client,

] v{j
PUEAL), - ), 30, B, (e(L) . ell = 1), 4,0 . elm))) =l + D)D)
2ier-oy ¥(8)

ol I’application R renomme les clients de telle sorte que le décalage approprié soit réalisé, c’est-

a-dire que pour ¢ < I, R(sc(,-),,-) = 8¢(i),i» CL pouri > I, R(sc(,-),,-) = 8g(s)i+1- Ici (I, n) désigne

Ia proportion du service total de la file, que 1’on notera ¢(n) si n clients sont présents, dédiée au

client en I-i¢tme position dans la file. Lorsqu’on part d’une file vide,

: v(i)

ple, 50, R, j) = -
(€0, ) Eie]—-{o} v(3)’

et B : 0 — @ est quelconque. En cas d’expiration d’une horloge (de départ d’un client), 1a transi-
tion est

p({e(1),...,c(n)), Se()4r By (c{l),...,c(i—=1),e(l +1),...,e(n))) =1,

avec encore une fois R réalisant le décalage des horloges, pour ¢ < I, R(sc(3),i) = 8c(iy,i» €t pour
t 21+ 1, Rsc0)5) = 8e0i) i1
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Les vitesses des horloges sont alors données par c(so, 2) = 1 et ¢(g,¢) 1, 2) = ¥{{,n)$(n) pour
z = {c(1),...,¢(n)). La file symétrique est par conséquent bien représentée et il est facile de
vérifier que la chaine incluse est balancée dans S;, § > 1. Par conséquent, le théoréme 2.4 peut
€tre appliqué et ’insensibilité des files symétriques est caractérisée, mais au prix de quels efforts !

De manigre similaire, on peut construire un R-GSMP représentant un réseau de files PS 3
capacités dépendant de I’état. En fait, on peut représenter plus généralement un réseau de J files
symétriques dont les capacités dépendent de I’état (il suffit d’étendre I’ensemble des classes d’hor-
loge 3 I = N’ et de reprendre la construction précédente (¢(n) devient di(n)pourj=1,...,J).
On peut alors vérifier que la balance de la chaine incluse est équivalente 2 ia balance des capacités
;-

Un peu aprés R. Schassberger, M. Miyasawa [126]} a introduit lui-aussi une extension des
GSMP classiques, les R-GSMP (R pour reallocated) encore un peu plus générale que les pro-
cessus avec ré-indexage imaginés par R. Schassberger. Pour les R-GSMP, on montre également
I’équivalence entre balance locale de la chaine incluse et existence d’une forme produit du type
(2.16) pour la distribution stationnaire décrivant le systeme (théordme 4.1, {126]). Par souci de
simplicité, nous préférons ne pas entrer dans les détails. L’intérét des R-GSMP est de pouvoir
caractériser la distribution stationnaire de processus complexes tels que ceux des files d’attente A
interruption de service, mais également les réseaux avec clients négatifs introduits par E. Gelenbe
[74].

Les extensions des GSMP que nous venons d’évoquer permettent de donner une condition suf-
fisante d’insensibilité des réseaux usuels et moins usuels : en effet, si la distribution stationnaire
du syst2me est de la forme (2.16), le systéme est insensible. Par conséquent, on arrive & la méme
conclusion en supposant que la chaine incluse est localement balancée. Malheureusement, la réci-
proque n’est pas vraie en général pour les processus avec ré-indexage ou pour les R-GSMP comme
Ie montre la remarque 5.1 de [126] : I'insensibilité n’est pas équivalente & 1a balance locale. Nous
proposons cependant de montrer cette équivalence dans le cas plus restreint des réseaux de files
PS 4 capacités et routage dépendant de 1’état. Les démonstrations ont également 1’avantage de la
clart€ et de la simplicité,

2.3.2 Condition nécessaire et suffisante d’insensibilité dans les réseaux PS

Le théoréme 2.1 a montré que ia distribution stationnaire d’un réseau de Whittle ne dépendait
des taux d’arrivées, du routage et des moyennes des temps de service & chaque file qu’3 travers
les charges de chaque file py,...,px. Les réseaux de Whittle sont également connus pour étre
insensibles aux distributions des temps de service. En fait, si pour les temps de service, on se
restreint aux distributions du type Cox, qui forment un sous-ensemble dense dans 1’ensemble des
distributions, cette insensibilité peut &tre établie simplement.

Proposition 2.4. La distribution stationnaire d’un réseau de Whittle ne dépend pas des distribu-
tions des temps de service, si ces derniéres sont des distributions de Cox.

Preuve. Le résultat est une conséquence directe de la proposition 2.1. Considérons un réseau PS tel
que ia capacité totale des nceuds 1 et 2 ne dépende des nombres de clients & ces neeuds qu’a travers
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leur somme et tel que cette capacité soit équitablement répartie entre ces clients. En combinant les
résultats du théoréme 2.1 et de la proposition 2.1, on obtient une mesure invariante du réseau :

N

z1 + 22\ &

w(z) = ( 1:1:1 2)@(.'1:1 +a:2,a:3,...,:z:N)pr‘. 2.17)
=1

En particulier, une mesure invariante # des nombres de clients aux neuds 1 + 2,3,..., N est
donnée par :

N
i-(xl + T2,%3,.-- 13N) = @(9:1 + &2,%34.-- 1IN)(p1 + p2)z1+-'&'2 Hp?i'

i=3

A présent, considérons un résean de Whittle o I’on remplace les distributions des temps de service

exponentielles 4 chaque nceud ¢ par une distribution de Cox de méme moyenne et possédant P;

phases. On construit alors trés naturellement un nouveau résean de Whittle de P, + ... + Py

nceuds. Et d’aprés ce qui précide, la distribution des nombres totaux de clients présents dans les

P, ..., Py nocuds reste inchangée. Le résultat voulu en découle. a
On montre en fait que les réseaux de Whittle sont les seuls réseaux PS insensibles.

Théoréme 2.5. Un réseau PS est un réseau de Whittle si et seulement si les mesures invariantes
de X restent inchangées lorsqu’a n'importe quel neeud i et pour tout réel o; tel que 0 < o; < 1,
les clients demandent un service exponentiel de moyenne 1]/a; x 1/u; avec probabilité o; ou un
service nul avec probabilité 1 — o,

Preuve. Au vu de la remarque 2.1, on peut supposer que le réseau de Whittle est initialement sans
bouclage. Changeons le temps de service requis au neeud 1 par un service exponentiel de moyenne
1/a x 1/ py avec probabilité « et un service nul avec probabilité 1 — . Le réseau ainsi obtenu est
un réseau PS dont les caractéristiques sont :

b = avy, '
B=vitu(l—-a)py, pouri#l,
ﬁl=ﬂ!,u]_, ﬁi=pi1 pOlll'i?’—'l,

P =pu, Pu=paa,

Bij =pij + pn(1 — a)p1j, pouri,j # 1.

Remarquons que 1’on a introduit du bouclage dans ce nouveau réseau, car p;; = p;p1; : une
nouvelle fois la remarque 2.1 nous permet de nous en affranchir.

Supposons dans un premier temps que le réseau initial est un réseau de Whittle, Toute mesure
invariante 7 de ce réseau vérifie les équations de balance partielle (2.11) et (2.12) ; et il est facile
de vérifier que ces mesures invariantes vérifient également les équations de balance partielle (2.11)
et (2.12) correspondant au nouveau réseaun.

Réciproquement, considérons un réseau PS dont les mesures invariantes restent inchangées
lorsque les clients arrivant au nceud 1 demandent un service 1/ar x 1/uy avec probabilité o et
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un service nul avec probabilité 1 — a. Les équations de balance de ce nouveau réseau sont donc
vérifiées par les mesures invariantes initiales # :

() Z(f’i + ¢i(z) i) = z w(Te)i + Y w(Ti )i (T )iy + 3 w(TPo) (T ) .

i 5,7 i
En remplagant les parametres du réseau par leurs valeurs, et en faisant tendre o vers 0, on obtient :

w(2) Y ($i@ps +7) = Y w(Tiz)vi+ Y 7(Ti52)i(TyzuiBs+ 3 w(T'z)di(TPz)wid;.
i#1 71 il i

avec V; = v; + 1P, Py = Pij + PirP1y, €4 P; = 1 — 3.4, Byj» pour 4, § # 1. Nous remarquons
alors que si I'on fixe z1, les équations de balance précédentes peuvent étre interprétées comme
celles d’un réseau de N — 1 nceuds : #{z1, .} est une mesure invariante du réseau PS constitué des
neeuds 2, ..., N de capacités ¢a(z1,.), ..., dn(21,.).

En appliquant successivement la procédure que nous venons de décrire, on montre que, pour
tout j < N,sil’on fixe 21,...,%;, 7(Z1,...,T;,.) est une mesure invariante du réseau PS consti-
e desneeuds j+1, .. ., N de capacités ¢y41(21,. . -, %j,.),-- ., ¢n(21, .. . , T, .). En particulier,
pour j = N — 1, cela implique que 7 vérifie des équations du type :

w(z}(¢n (@)pn +TN) = (Tnz)ox + w(z)dn(z)unDyy + 7TV 2)on (TV2)pn (L - Byn),

avec Uy = An(1l — Py ). Ce sont les équations d’un processus de naissance et de mort et donc
nécessairement, on doit avoir :

n(z)én(z) = 7(Tnz)on.-
Tous les nceuds étant équivalents, on en conclut que :
n{z)¢i(z) = n(Tiz)p, i=1,...,N.

Ainsi les capacités ¢; sont balancées par la fonction ® définie par :

B(z) = &) __
) Hililpim

Nous avons donc i faire 3 un réseau de Whittle. 0O

Le fait que les mesures invariantes de X ne dépendent des taux d’arrivée, des taux de service et
du routage qu’a travers les charges py, . .., piv caractérise également les réseaux de Whittle parmi
les réseaux PS. C’est ce que nous enseignent les deux corollaires suivants, Nous reviendrons dans
le chapitre suivant sur ces différentes formes (et d’autres encore) d’insensibilité.

Corollaire 2.1. Considérons un réseau PS sans routage p;; = 0, pour tout i, 3. C’est un réseau de
Whittle si et seulement si les mesures invariantes de X ne dépendent des taux d'arrivée de clients
et des taux de service qu'a travers les charges py, - - ., pn.
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Preuve. Supposons que les mesures invariantes restent inchangées quand on multiplie les taux
d’arrivée de clients exogenes et les taux de service par des facteurs identiques oy, avec 0 < o5 < 1.
Ces opérations correspondent en fait strictement aux modifications du réseau telles qu’envisagées
dans le théoréme 2.5. Le corollaire est donc une conséquence de ce théordme. O

Corollaire 2.2, Un réseau PS est un réseau de Whittle si et seulement si les mesures invariantes
de X ne dépendent des taux d’arrivée de clients exogénes et du routage qu’a travers le taux
d’arrivées effectifs de clients aux différents neeuds Ay, . .., AN,

Preuve. Effectuons le changement suivant : pour 0 < a; < 1,
— taux d’arrivée de clients exogénes : & = a1, ¥ = v; + ¥1(1 — ay)py; pourd # L.
~ Routage : fiu1 = 1— ay, P1; = prion et fnn = pa oy pour i # 1, By = pyj + pur (1 — a1)py 4

pouri,j # 1.
Encore une fois cette transformation correspond 2 celle du théoréme 2.5, et le corollaire est dé-
moniré. ' D

2.3.3 Insensibilité dans les réseaux PS fermés ou mixtes

Jusqu’a maintenant, nous avons considéré des réseaux PS ouverts. Les réseaux fermés ou
mixtes correspondant s’étudient de la méme fagon. On considre donc une population finie de M
clients dans le réseau. On peut supposer dans un premier temps que le routage est irréductible,
c’est-a-dire que tous les nceuds sont presque siirement visités par tous les clients. Les équations
de trafic suivantes déterminent 4 une constante multiplicative prés 1a fréquence des arrivées aux
différents noeuds :

AI’:EAiji} i=1,...,N.
i

Dans 1a suite, on prendra toujours les A; de telle sorte que }°; A; = L. On définit également la
charge d’un neeud par p; = A;/u:. Avec ces conventions, si le réseau est un réseau de Whittle, la
distribution stationnaire du systéme est donnée par le théoréme 2.1 (2.10).

Réseaux fermés avec une source
On introduit maintenant un nceud 0 qui joue le r6le d’une source (dans les réseaux de télécommu-
nications avec un nombre fini de clients, cette source jouera le role d’un temps de réflexion des
clients entre deux transmissions de flot). La capacité g de la source ne dépend que du nombre de
clients présents A ce nceud (typiquement, une source est un serveur infini). Si z = (z,... yIN)
désigne Iétat du systéme (source non comprise), 1a capacité de la source se met sous la forme
$o = Yo(M — |z|) et les capacités des autres nocuds sont des fonctions de  uniquement, Avec
cette hypoth@se, le réseau considéré est effectivement un réseau de Whittle si et seulement si les
capacités des neeuds 1,. .., N sont balancées par une fonction ®.

Leprocessus X = {X;,t > 0} décrivant I’évolution du nombre de clients aux neends 1,..., N
est un processus de Markov irréductible (car le routage est irréductible) et donc récurrent (car
I’espace d’état est fini). Nous avons alors I’analogue du théoréme 2.1.
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Théoréme 2.6. Pour le réseau de Whittle irréductible fermé avec une source, une mesure inva-
riante de X est:

N .M—|w| o0
"(e) :Q(m)gpi ::!'._1'[1 Yo(n)

A T’instar des réseaux de Whittle ouverts, les réseaux de Whittle fermés sont insensibles aux
distributions des temps de service. Et une nouvelle fois, cette propriété caractérise les réseaux de
Whittle parmi les réseaux PS fermés.

Théoréme 2.7. Un réseau PS irréductible fermé est un réseau de Whittle si et seulement si les
mesures invariantes de X demeurent inchangées quand & chaque neeud i, et pour tout o; tel que
0 < a5 < 1, les clients requiérent un service exponentiel de moyenne 1/ oy x 1/ p; avec probabilité
oy et un service nul avec probabilité 1 — o,

Preuve. Supposons que le résean soit un réscau de Whittle, comme pour les réseaux ouverts, il
est facile de voir que les mesures invariantes restent inchangées lorsqu’on effectue les opérations
décrites dans le théoréme.

Réciproquement considérons un réscau PS fermé dont les mesures invariantes restent in-
changées par ces opérations. Supposons par exemple que le réseau a une source 0 (la démons-
tration reste identique dans le cas contraire). Soit 7 une mesure invariante. Alors comme dans
le cas des réseaux ouverts, on peut montrer, en effectuant successivement, les opérations dé-
crites dans la preuve du théoréme 2.5 sur les neeuds 1,..., N — 1, que pour z1,..., 251 fixés,

7(z1,...,ZN-1,.) €St une mesure invariante du réseau PS fermé avec M — L1 — ... —IN_1
clients et constitué de la source et du nceud de-capacité ¢n{zi, - - - , TN—1, .). ® vérific une relation
du type :

7(z)(do(x)ua(l — Boo) + dn(z)un(l —Byn)) =
m(Tnz)do(Tnz)po(l — Bo) + 7 (T z)dn (T z)un (1 — Byw),

On retrouve encore des équations de balance d’un processus de naissance et de mort et on en
déduit simplement que :
7(z)pn(z)po = 7(Tnz)do(TnzT)pN-

Les nceuds 1,..., N étant tous équivalents, nous avons

w(z)gi(x)po = m(Tiz)do(Tix)p:, i=1,...,N.
Ainsi les capacités ¢, ..., ¢x sont balancées par la fonction @ définie par

M-|z|
Q(:t) = 71;(2;) Ti H 11)2)(:‘) "
f=1~i §=1
Et le réseau est un réseau de Whittle. O
De méme que pour les réseaux ouverts, 1’insensibilité au routage caractérise les réseaux de
Whittle. Le corollaire suivant et dont 1a démonstration est similaire 3 celle du corollaire 2.2, for-
malise ce résultat,
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Corollaire 2.3. Un réseau PS fermé irréductible est un réseau de Whittle si et seulement si les
mesures invariantes de X ne dépendent du routage qu’d travers les fréquences des arrivées aux
différents neeuds Ay, ..., n.

Réseaux PS i routages réductibles
Des résultats similaires existent lorsque le routage n’est pas irréductible. Soient ¢;,...,cx les
classes de communication du routage. Chaque classe ¢ est visitée par un nombre fixé de clients
Mj;. Supposons par exemple que chaque classe posséde une source. Les équations de trafic par
classe sont :

Ay = Z Aipji, &€ cg,

JEcu

avec 3 ;e Ai = 1. Notons é5 la source de la classe cg. On définit g = X;, /p;, €t o5 = Ni/psi
pour i € ¢ \ {ix}. Soit N le nombre de neeuds autres que les sources, c’est-3-dire, les noeuds
de I’ensemble Ug(cx \ {ix}). L’état du systeme est décrit par z = (z1,...,2x). Si les capacités
#1,- .-, ¢n sont balancées par une fonction ®, une mesure invariante « de X est

Mk“'EiEck\{ik} i

2k
0 s ow

Le théoréme 2.7 et le corollaire 2.3 sont toujours valables dans ce cas.

N

K
w(z) = () [[ /7" [

i=1 k=1

2.4 Performance dans les réseaux de Whittle

Intéressons nous maintenant 4 la performance des réseaux PS, donnée par le temps de séjour
des clients dans un nceud du réseav ouw dans une partie du réseau. Les valeurs moyennes de ces
temps de séjour sont assez facilement calculables, grice notamment 2 la formule de Little [9, 163].

2.4.1 Temps de séjour moyen

Considérons un réseau PS, que nous supposerons positif récurrent et A 1’état stationnaire 3
¢ = 0. Nous notons S; le temps de séjour des clients au nceud 1. En appliquant la formule de Little,
on obtient :

E[zi] = ME;[S)],

ol E; est I'espérance prise par rapport 4 1a probabilité de Palm associée au processus ponctuel des
arrivées des clients au nceud # [9]. On peut alors définir un débit moyen au neeud ¢ par le rapport
du service moyen demandg¢ par les clients & ce noeud par le temps de séjour moyen :

= Y _ ps
NE 8] T Bl 2.19)

Plus généralement, notons Sy le temps de séjour des clients aux neeuds de 'ensemble I (c’est le
temps de s€jour du premier client arrivant 4 un des nceuds de I). La formule de Little nous donne
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a nouveau :

Z E [E,'] = AIEI [S{] 3

el
oi1 E; est I'espérance sous la probabilité de Palm associée au processus ponctuel des arrivées de
clients dans un des noeuds de I. Ay est le taux d’arrivée des clients aux neeuds I, défini par :

Ar=Y (u,- +y A,-p,-.-) :

sl @I
Notons 1/pr le temps moyen de service requis par les clients aux nceuds I, défini par Ar/ur =
2 ic1 Pi- On peut encore définir le débit moyen aux nocuds I :

yr= YVer _ Yierbi
Er{S  XierBlei]

(2.20)

Cas des réseaux fermés

Les réseaux fermés se traitent comme les réseaux ouverts, si ce n’est que la définition des taux
d’arrivée de clients sont un peu plus complexes. Dans le cas ol le routage est irréductible, le taux
d’arrivée au nceud ¢ est donné par :

2, T(x)i(@)ps _ Om-,y
>em(E) 0
ol @)s est la constante de normalisation associée avec la mesure invariante 7 donnée dans le
théoréme 2.6 avec M clients dans le réseau.
De la méme facon, pour un routage réductible, le taux d’arrivée des clients au nceud i de la
classe de communication ¢z s’exprime sous la forme :

Ez 11'((5);65 (‘c)ﬂi _ 9ﬂll,...,AJ]‘---I,...,IIJK A,

Zx 71'(3) B 0M1 rong Mgy My
ol Oas,,... My, M €St 1a constante de normalisation associée avec la mesure invariante « donnée
par (2.18) avec My, clients dans la classe c.

24.2 Temps de séjour conditionnel

Une autre propriété intéressante des réseaux de Whittle, liée a celle d’insensibilité, est que le
temps de séjour moyen d’un client demandant un service s au noeud ¢ est proportionnel 2 s. Ce
résultat est une conséquence directe de la proposition saivante.

Proposition 2.5. Considérons un réseau de Whittle tel que la capacité totale des neeuds I ne
dépende du nombre de clients présents & ces neuds qu’a travers leur somme et soit partagée
équitablement entre ces clients. C’est-a-dire :

2 ier $i(x) _ %i{z)
2icr i T3
Alors, v = y;, pour touti € I,

, iel,z;>0.
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Preuve. La preuve est donnée par (2.17) qui implique que :

= , Vi,j€Eel
Elei] Bl

Ainsi, v =1, Vi € I a

Proposition 2.6. Considérons un réseau de Whittle et notons o; le service requis d’un client au

neeud i. Alors, pour tout s > 0,
8

w= E; [Siloi = 5]

Preuve. On montre d’abord Ie résultat dans le cas o1 o; est une variable aléatoire & valeurs dans
un ensemble fini. On remplace le nceud ¢ par un ensemble de nceuds indexés par les valeurs pos-
sibles de o;. Ces nocuds se partagent la capacité ¢;(z). La proposition 2.5 permet de conclure, A
présent, lorsque o; peut prendre une infinité de valeurs, il suffit d’approximer o; par une suite de
variables al€atoires &; 5 & valeurs dans un ensemble fini. Par exemple, on peut prendre n = p2P,
et F;n € {0,27P,...,n x 277}, de telle manitre que Pr[5;, = 7277] soit proportionnelle 2
Prlo; € (7277, (5 + 1)27P)]. On montre alors que toutes les mesures de performance du résean
ol les o; ont été remplacés par &;,, convergent en décroissant vers celles du réseau initial. g

Le lecteur trouvera dans [127] une preuve de ce résultat dans le cadre plus général des systémes
R-GSMP.

2.5 Routage dépendant de I’état dans les réseaux de Whittle

Une extension possible des réseaux de Whittle est obtenue en faisant dépendre les taux d’ar-
rivée de clients exogenes et le routage de 1°état du systéme. Ce type de généralisation peut étre
intéressante lorsque 1’on veut modéliser un blocage ou un reroutage sous certaines conditions, Il
existe une littérature assez fournie sur le sujet [49, 128, 164, 165], a laquelle il faut ajouter celle
sur les GSMP ou plutdt leurs extensions (car ces processus ont au moins le mérite d’étre assez
généraux pour couvrir le routage dépendant de I’état).

Nous donnons une nouvelle fois une condition nécessaire et suffisante d’insensibilité dans ces
réseaux. Cette condition est trés générale, couvre tous les réscaux insensibles connus, et permet
d’en construire de nouveavx. Nous exhibons notamment des réseaux insensibles pour lesquels les
capacités ne sont pas forcément balancées.

On propose dans les deux sous-parties suivantes deux exemples de réseaux 2 routage dépen-
dant de I’état et qui possédent une distribution stationnaire explicite.

2.5.1 Réseaux & forme produit

Un réseau de N nceuds est dit & forme produit si les mesures invariantes 7 peuvent se metire
sous la forme :

N
#(z) = [ ] i(z;).

j=1
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Un certain nombre de travaux tentent de caractériser les réseaux 2 transitions dépendant de I'état
et & forme produit. C’est notamment le cas de [49] qui fournit un bon état de 1’art pour ce type
d’étude. Dans [49], est émdi€ le cas ol les taux de transitions & un nceud ne dépendent que de la
population i ce neeud. Plus précisément, on considere les taux de transitions ¢(z,y) d’'un état z &
un état i de la forme :
a(z,y) = Z qg(m.‘ia yj)rjqu (zks Yr)-
Fik:g#ER
Nous supposons qu’il s°agit ici d’un réseau sans bouclage, c’est-3-dire que rj; = 0.
Dans le cas de réseau de file d’attente par exemple, ce type de transition peut prendre la forme
suivante :
47 (%5,y5) = 0j(2i)Ly;=z;+1,
¢ (25, 45) = dj(25)Ly;=a;-1.
Nous avons ici implicitement considéré un réseau fermé. Pour passer aux réseaux ouverts, il suffit
d’introduire un neeud supplémentaire jouant le rle de 1z source.
Considérons & présent un processus de Markov correspondant aux changements d’états au
nceeud § de noyau de transition :

95(zs>v5) = B34 (25, 91) + e (z1,v3)- 221)
Les variables ﬁ,‘-‘ et ﬁ} sont pour I’instant arbitraires, le but étant de déterminer les valeurs de
ces variables telles que la distribution stationnaire associée & g; soit la j-idme marginale de la
distribution stationnaire du réseau initial, '

Introduisons les notations suivantes : soit #r; une mesure de probabilité sur N,

( a?(-’»"j) = Eyj- Q_;'l(a:ja yj)s
8 =5} = mim) ™ 1y, milys)ad (v, z5),
| @ =X, mi(®0)a (25 v5),
( ag(-’”:) = Z!lj Qf(mja yJ)!
S &(ws) = mi(es) ™ 2y, milys)a (w5, <5),
o = Yoo, 4, 7i(25)a] (25, 95),

Enfin, notons :

Dji(zj»zx) = (85 — off ()rae(0, — of(2)) — (@ — &4 (zh))rii(@d® — 85 (z5))-

Le théoréme suivant [49] caractérise les processus a forme produit :
Théoréme 2.8. La distribution stationnaire du processus associé & q est w(z) = I]f;l miez;) si
et seulement si m; est la distribution stationnaire du processus associé & g; pour les coefficients
B2 et B2 définis par :

{ B =X pzi e,

d __
B} = Lkt ORT ik
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et
Dip{zj, xp) + Dijlzr,25) =0, j#k.
Ce résultat est trés général, mais on doit remarquer que la vérification des conditions menant
2 Ia forme produit est une tiche le plus souvent difficile,

2.5.2 D’autres réseaux a distribution stationnaire explicite
R. Serfozo [163] considere les réseaux pour lesquels les taux de transition sont définis par

N . s .k
alz,y) = { 3’ (@)wse(), . I=, 2.22)

Les p; sont contenus dans les probabilités de routage wji. It existe des conditions sur les w;y,
telles que la distribution stationnaire du syst2me soit connue,

Proposition 2.7. Pour le processus X avec noyau de transition (2.22), si les capacités ¢; sont
balancées par la fonction , et s'il existe une fonction positive S telle que

0(z) Y win(z) = Y ATy (TFz), x5 > 1,
k k

Alors une mesure invariante de X est :
n(z) = &(z)(x).

2.5.3 Condition nécessaire et suffisante d’insensibilité

On note »;(x) et pi;{) les taux d’arrivée de clients externes et les probabilités de routage dé-
pendant de I’état. Pour fixer les idées, on se focalise sur les réseaux ouverts, bien que des résultats
semblables existent pour les réseaux fermés.

Supposons que pour tout €tat z, le systéme d’équations suivant posséde une solution unique
Al(x)r sy AN(ﬂ") :

Aifz) = v(z) + ) Aj(@)psi(Tiz), i=1,...,N. (2.23)
J

On appelle p;(z) = A;i(z)/u; I'intensité du trafic au nceud 4 2 1’état . Les équations de mesure
invariante du processus de Markov X correspondant sont :

7(z) Z(Vs(w) + gi(x) i) = E"T(T-"'")Vs(T z)

+ Z (T{z); (T’:v)y_,p_,.(T’z) + Z 7(T2)i(T'z) ips (T ).
1§
Le théoréme 2.1 et la proposmon 2.1 se généralisent de la facon suivante, Soit 45 la fonction
définie par
( i)

W@ = 505

z; > 0.
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Théoréme 2.9. Si les fonctions 1, ..., YN sont balancées, une mesure invariante de X est don-
née par ;

w(z) = iy (o), (T3 2) .. . ¥, (T3, ... Ty 3),
ou{z, T;,x,...,T;,_, ... Tiz,0) est un chemin quelconque de longueur n =Y, z; de I'état &
l'état 0.

Preuve. Comme pour le théoréme 2.1,1a preuve de ce résultat consiste simplement 2 vérifier des
équations de balance partielle du type (2.12) et (2.11). m]

Remarque 2.2, Si ¢1,...,¢n sont balancées par ®, i1, ..., YN sont balancées par ¥ si et
seulement si py(Ty+), ..., on(Tn-} sont balancées par ® x T,

Proposition 2.8. Supposons gue la capacité totale de deux nceuds, par exemple 1 and 2, ne dé-
pendent des nombres de clients présents a ces nceuds qu’a travers leur somme et que cette capacité
est partagée équitablement entre ces clients, c’est-a-dire

$1@) _ $2(a) _ 1(2) + o(a)

L T3  +z2

, Ti,z2>0.

Supposons de plus que p1{T1z) + p2(Tox) ne dépend de z1,x2 qu’d travers leur somme et qu’il
existe des constantes w, , wo telles que,

pi(Tiz) _ pa(Tox) _ pr(Thz) + p2(Th2)
un wo un + we

, ZT1,To > 0.

Alors 1, ... 9N sont balancées par ¥ si et seulement si m(T;z i ?Z(TT) U3, ..., 0N sont

balancées par U, avec

1 [zt aa wTwp® - -1
¥ (z) —( 2 )(wl+wz)“=l+== U(z1 + %2, %3,-. -, TN) -

Preave. La proposition est une conséquence directe de :

pTiz) _ 71 +23 o W p1(Tiz) + pa(Taz)
#1(x) z1 wy + wa ¢1(z) + da(z)

Nous pouvons 2 partir de ce résultat montrer que si es fonctions 4, .. . , ¥n sont balancées,
les mesures invariantes de X sont insensibles aux distributions des services requis. Réciproque-
ment, I’insensibilité implique la balance des fonctions 93, .., ¥nN.

, T1,52>0. O

Théoréme 2.10. Les fonctions i, ...,¥n sont balancées si et seulement si les mesures inva-
riantes de X restent inchangées lorsque pour tout i et tout o; avec 0 < oy < 1, les clients
arrivant au neeud i demandent un service exponentiellement distribué de moyenne 1/a; x 1/
avec probabilité o; et un service nul avec probabilité 1 — ay.
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Preuve. La preuve de ce théoréme est similaire 3 celle du théoréme 2.5. Quand le service requis
au nceud 1 est modifié en um service exponentiellement distribué de moyenne 1/a; x 1/ avec
probabilité oy > 0 ou en un service nul avec probabilité 1 — o, le nouveau réseau PS avec
transitions dépendant de I’état est caractérisé par :

o1 (z) = o (),
i(z) = vi(z) + ()1 — en)pyi(T'z) pouri #1,
hi=mpetii=p; pouri#l,
51i(z) = pui(x), Fir (z) = capin(z),
Bij(z) = pij () + par(2)(1 ~ c)prj(Ti'z) pourd,j# 1.
a
Le théoréme 2.10 caractérise les réseaux insensibles avec taux d’arrivée et routage dépendant
de I’état. Dans le cas ol le réseau est effectivement insensible et ol le processus correspondant est
positif récurrent, les temps de s€jour moyens (conditionnels) sont calculables et toujours propor-
tionnels au service requis.

254 Exemple 4 deux neeuds

Afin de clarifier les résultats et les démonstrations évoqués dans le cas d’un réseau général,
nous traitons en détails Ie cas d’un réseaun 3 deux nceuds. Nous supposons toujours en vertu de la
remarque (2.1) qu’il n’y a pas de boucles dans le réseau, ¢’est-3-dire que p1)(z) = pn(z) =0
pour tout x.

Les équations de mesure invariante sont :

m(z) (n(z) + va(z) + md1(z) + p2da(2)) = n(Tiz)un (Tiz) + m(Teoz)ve(Ter)
+m(T32) ¢ Ty 2)mpra(Tyz) + m(T7z) do(Ti <) papn (T} o)
+1(T'2) 1 (T )1 (1 — pr2(T7 7)) + m(T22)a (T?2) 2 (1 — pn (T32)). (224
Au nceud 1, on remplace le service par un service exponentiellement distribué de moyenme
1/a x p; avec probabilité o et par un service nul avec probabilité 1 — a. $’il existe une mesure

invariante insensible 7, elle doit vérifier les équations de mesures invariantes de ce nouveau réseau.
Lorsque o tend vers 0, on obtient :

7(z) (v2(z) + w1 (2)p12(T'2) + pada(z)) =
7(Tyz) (v2(Taz) + 1(Toz)p1a(T3 %)) + 7(T22) do(Tz)pa(l — pon (TP2)pr2 (T 2)).

On reconnait les équations de mesure invariante d’un processus de naissance et de mort et par

conséquent, on a également :

m(z) (va(2) + 11 (2)p12(T'2)) = #(T22)$2(T?z)(1 — p2r (Tz)p12(T'z)). (2.25)
De la méme maniére, on obtient :
m(z) (11 () + vo(z)pn (T?2)) = (T 2)¢1 (T 2)(1 — pun(T22)p1a(T ")), (2.26)

Les relations (2.25) et (2.26) caractérisent I'insensibilité de la mesure invariante .
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Réseau jamais vide

Le plus simple des exemples que nous pouvons imaginer est un réseau oh I’état z = (0,0)
est interdit. Cela suppose que p12(1,0) = 1 et p21(0,1) = 1. Grice 2 (2.25), #(0,0) = 0. Par
ailleurs, prenons pour £ # {1,0) et z # (0, 1), un réseau sans routage avec des arrivées exogénes
d’intensités constantes vy et 14. Posons g1 = 11 /p) et po = va/po. Une mesure invariante du
systéme est donnée par : #(0,0) =Oet

m(x) = pi'p3*,  pour toutz # (0,0). 227

Restriction de 1’espace d’états

On peut généraliser 1’exemple précédent. Nous allons trouver les formes des trous dans 1’es-
pace d’états qui peuvent étre compatibles avec I’insensibilité. Supposons que I’on veuille w(zg) =
0 et que soit 7{T xp) > 0, soit 7(T?zq) > 0 (On cherche A caractériser la frontidre entre états au-
torisés et états interdits). Alors toujours griice a (2.25) et (2.26), p12(T zo) = L et p21 (T?z0) = 1,
ce qui implique simplement que 7{T o) > 0 et #(T?zo) > 0. Ainsi les états T zg et T2z sont
dans I’espace des états autorisés. La frontitre supéricure entre 1’espace d’états interdits et celui
des états atteints est de forme linéaire de pente -1.

Intéressons nous i la frontiére inférieure. Prenons g tel que 7(zp) > 0 et w(Tzp) = 0. Alors
nécessairement, 11 (zo) = 0 et soit va(zg) = 0, s0it poy (T2xp) = 0. De la méme manidre, si zg
est tel que #(zo) > 0 et #(T2zq) = 0, alors va{ze) = 0 et soit 14 () = 0, soit p1a(Tlap) = 0.
Ainsi, la frontiere inférieure peut &tre quelconque, mais il est nécessaire qu’en ses points, les
conditions précédentes soient vérifiées.

On peut alors envisager un espace d’état complexe fait de trous de forme comme illustrée
dans la figure (2.2). Une mesure invariante est le produit des fonctions 4; le long de n’importe
quel chemin d’une origine (il faut se fixer une origine, pas forcément (0,0) car ce point peut
étre exclu) au point considéré et sans tomber dans un des trous de 1’espace d’états. Remarquons
qu’ici, contrairement aux chemins précédemment utilisés dans les réseaux de Whittle, les chemins
peuvent avoir des directions quelconques, vers la droite ou la gauche, vers le haut ou vers la bas.
Lorsgue le chemin descend, on divise la fonction de balance par 1/, quand il va vers la gauche,
on la divise par 4;. Ainsi, toute origine est possible et la fonction de balance n’en dépend qu’a
travers une constante multiplicative prés.

2.5.5 Perspectives

1l reste beaucoup d’efforts & fournir avant de comprendre en détails les routages insensibles
dans les réseaux de files PS, 1’exemple du réseau 4 deux neeuds ne devrait constituer que le point de
départ d’une étude plus approfondie de ces réseaux. Par exemple, la premiére question A se poser
est de savoir sous quelles hypothéses le systéme d’équations (2.23) posséde effectivement une
solution unique. On peut également tenter de quantifier I'intérét du routage adaptatif par rapport
au routage fixe.
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F1G. 2.2 — Routage adaptatif dans un réseau 4 2 necuds - Forme de 1’espace d’état



Chapitre 3

Des réseaux de Whittle a la
modélisation du trafic élastique

Dans ce chapitre, nous appliquons les résultats théoriques sur les réseaux de files PS au cas
de 1a modélisation du trafic élastique au niveau flot. En particulier, nous identifions et éudions
les partages des ressources du réseau entre les flots qui meénent 2 des résultats explicites pour la
performance (pour le débit moyen réalisé par les flots), et ce quelles que soient les caractéristiques
du trafic : ces partages sont insensibles 2 Ia structure des sessions et aux distributions des tailles
des flots.

Nous commencons ce chapitre par un bref rappel du modele PS pour le partage d’un lien
unique avec arrivées poissoniennes de flots. Nous décrivons ensuite les modeles équivalents pour
un réseau quelconque avec pour seule hypothése des arrivées Poisson de sessions. Nous définis-
sons notamment un partage que I’on nomme équité balancée, qui est la plus efficace des alloca-
tions insensibles. Puis nous étudions également quelques routages dynamiques insensibles. Nous
donnons enfin une explication du phénoméne de dépendance 2 long terme du processus d’arrivée
des flots ou des paquets & un lien.

Ce chapitre a fait I'objet des publications [29, 18, 23, 26, 24, 25].

57
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3.1 Partage équitable d’un lien

Considérons un lien isolé de capacit€ C' et supposons que les arrivées des flots forment un
processus de Poisson d’intensité A. les tailles de ces flots sont i.i.d. et de moyenne o. Nous en-
visageons ici un modele fluide an niveau flot, au sens ol le débit instantané des flots s’ajuste
immédiatement en réponse aux changements dans le nombre de flots en cours. C’est I’hypothese
de séparabilité des échelles de temps que nous avons décrite dans le chapitre 1.

3.1.1 Lien congestionné

Si I’on suppose que les RTT des différents flots sont identiques, TCP va avoir tendance 2
partager la capacité du lien de manitre équitable entre les flots en cours de transfert, Cela est vrai
au moins pour les flots suffisamment longs, Si de plus, aucune limitation de débit n’est appliquée
aux flots (le débit d’acces est supérieur ou égal & C, la fenétre maximum de TCP est suffisamment
grande), le nombre de flots en cours se comporte comme le nombre de clients dans une file PS de
charge p = Ao. En particulier, lorsque p < 1, la distribution stationnaire 7 du nombre de flots en
cours et le temps de réponse moyen sont insensibles & la distribution de la taille des flots et donnés
par les formules déja évoquées dans les chapitres 1 et 2,

3.1.2 partage équitable avec limitation A I’accés

Le débit instantané des flots peut &tre limité par la vitesse d’un modem, la capacité du serveur
interrogé, par les capacités d’autres liens traversés ou méme par la taille maximale de la fenétre
de TCP. En supposant que ces limitations sont communes 2 tous les flots : leur débit n’excéde pas
une valeur @ < C, les résultats d’insensibilité de 1a file PS sont généralisables [54]. La distribution
stationnaire du nombre de flots en cours et le temps de réponse conditionnel moyen sont donnés
par les formules suivantes.

a(n) = (1 - p)f(p) x { ':'J;‘_(%q) » pourn <m, G.1)
pgom, pour . > m.
BlSlo = ol = o (5 + gL~ (Ca-m) - A) 62
avec m plus grand entier inférieur 4 C/a et
(#)"

) = (L—py St (Qre)k/k! + (‘—f.e)m/m!.

Nous présentons figure 5.1 le débit moyen réalisé par tes flots sur un lien congestionné avec et
sans limitation d’accés.
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FIG. 3.1 — Débit moyen des flots sur un lien avec partage équitable et limitation commune &
Iacces.

Lorsque le débit d’accés est trés faible par rapport 2 la capacité (par exemple sur un lien de
ceeur de réseau), Ie lien se comporte & charge inféricure & 1, comme un serveur infini, On retrouve
en particulier une distribution de Poisson du nombre de flots.

Cette analyse n’est valable que lorsque les limitations sont identiques et que le partage est
¢équitable. En pratique cependant, des flots écoulés sur un lien peuvent avoir différentes limitations,
ils ont en général différents RTT. Ce qui rend le partage inéquitable. Nous discutons ce cas de
figure ultérieurement dans ce chapitre.

On trouvera dans [18] une validation expérimentale de ces modeles avec arrivées Poisson de
flots ou de sessions. Nous reviendrons & ce modéle de lien unique dans la section 3.10 pour éudier
le processus d’arrivée des fiots au lien dans le cas d’arrivées poissoniennes de sessions. Nous nous
intéressons & présent au cas du partage des capacités des liens d’un résean.

3.2 Modéles PS en réseaun

Leréseau On considere un réseau constitué d’un ensembie de liens £ = {1, ..., L} de capacités
respectives Cy,...,Cr, et d’'un ensemble de routes R, une route étant définie comme 1 sous-
ensembie (mon-ordonné) de liens.

Différents types de flots Des flots de différents types se partagent les ressources de ce réseau. Un
type de flot est défini d’une part par la route r qu’il empreinte, d’autre part par son débit d’acces a
(supposé modéliser toute limitation de débit externe au réseau : vitesse du serveur consulté, viiesse
dn modem). a peut éventuellement &tre infini, Enfin, un flot se définit par sa taille : un flot de taille
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o arrivé 4 I'instant ¢; s’achéve au temps t2 défini par :

i2
o= b(t)dt,
1

ol b(¢) désigne le débit réalisé par le fiot A ’instant ¢.

On considere K types de flot. Les flots de type & suivent la route r et sont limités 2 un débit
o. Les arrivées de flots de type k forment un processus stationnaire ergodique d’intensité Az, et
ces flots ont des tailles i.i.d. de moyenne 1/u. On note alors pp = Ag/pg U'intensité du trafic
engendré par les flots de type k.

Partage PS des ressources Dans tous les modiles que nous étudions, nous supposons que les
flots d’un méme type, disons k, se partagent équitablement ume bande passante ¢y (x) qui dépend
de ’état z = (x1,...,2x) du réseau, z; désignant le nombre de flots de type k& en cours de
transfert, Le partage est donc bien de type PS, chaque flot de type k s’écoulant 2 un débit ¢r(z)/zx.
Les allocations de ressources doivent toutes satisfaire les contraintes de capacité suivantes :

Y al@)<a, leg, (3.3)
k:ler,
dr(z) <zpax, k=1,...,K. (3.4

Une propriété importante des allocations est leur faculté 3 utiliser I’ensemble des ressources du
réseau dés que cela est possible. Formellement, cette propri€té est définie comme suit en ’absence
de limitation & I’accés.

Définition 3.1. (Pareto-efficacité) L'allocation sans limitation d’accés est dite Pareto-efficace
si pour tout x tel que xx > 0, il existe un lien 1 sur la route ry, qui est saturé, c’est-d-dire

2jier; $i(@) = Gy,
Une extension naturelle de cette définition est possible lorsque les flots sont limités A I’accds :

Définition 3.2. (Pareto-efficacité avec débits d'accés) L’allocation avec limitations d’accés est
dite Pareto-efficace si pour tout x tel gue xx > 0, §'il n’existe aucun lien l saturé sur la route Ty,
alors la limitation d’accés des flots de type k est atteinte ¢i(x) = azxy.

Conditions usuelles de trafic Pour que le résean puisse atteindre un état d’équilibre, il faut que
la demande en trafic n’excede pas la ressource disponible dans le réseau, ce qui se traduit par les
conditions suivantes :

Y p<C, leL. (3.5)

s:ler;
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Critére de performance Les clients percoivent la qualité de service 3 travers le temps moyen
pour transférer un flot de taille donnée. De maniére équivalente on pourra mesurer la qualité en
utilisant le débit moyen des flots de type 4, noté ; et défini par :

Y _ pi
i = s = 3.6
La seconde &galité est une conséquence de la formule de Little.

3.2.1 Résean PS

On introduit ici Ie réseau générique de files PS 2 capacités dépendant de 1’état qui va permettre
de représenter le modele de trafic de données introduit dans 1a section précédente, et ce pour des
caractéristiques de trafic (processus d’arrivée et taille des flots de chaque type) trés générales.

Nous allons représenter le modele de trafic par un réseau de N files PS de capacités f; dé-
pendant de I'état ¥y = (y1,...,¥~) O g; est le nombre de clients a4 la file ¢. Les arrivées ex-
ternes de clients aux différentes files forment des processus de Poisson indépendants, d’intensité
v, t = 1,..., N, Les services des clients 2 la file ¢ sont i.i.d. exponenticllement distribués de
moyenne 1/u;. Un client servi 2 la file ¢ génére ensuite un client 2 la file § avec la probabilité
Dij ou quitte le réseau avec la probabilité p; = 1 — E,- pi;j. La matrice de routage est supposée
transitoire, impliquant que les intensités des processus d’arrivée A; des clients aux différentes files
sont caractérisées par les équations suivantes :

N=v+Y Mpi, i=1,...,N.
J‘ .
On note g; = X;/u; I’intensité du trafic 2 1a file .
Le processus Y = {¥;,1 > 0} décrivant I’évolution du nombre de clients & chaque file est un
processus de Markov. En reprenant les notations du chapitre précédent, les équations de balance
globale vérifiées par les mesures invariantes de Y sont :

X)) i+ ) = x(Tdvs + > xTE )i @ yuips + Y x(Ty)y T y)mm:.
i i 1,7 i
3.7

3.2.2 Arrivées Poisson de flots

On commence par donner le réseau représentant le trafic de données lorsque les arrivées de
flots de chaque type forment des processus de Poisson indépendants. Dans cette représentation
chaque client du réseau de files PS correspond 2 un flot quand les tailles des flots sont i.i.d. expo-
nentiellement distribuées ou une phase d’un flot lorsque ces tailles ont des distributions 2 phases.

Tailles des flots ii.d. exponentielles Avec des flots de taille exponentielle, ie réseau de files PS
contient autant de files que de types de flot, N = K. Aucun routage n’est permis p;; = 0 pour
tout i, §. Enfin la capacit€ de la file 1; est simplement donnée par celle allonée aux flots de type i,
&;. Nous illustrons ce type de représentation sur I’exemple d’un réseau linéaire, figure 3.2.
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FIG. 3.2 — Représentation d’un réseau linéaire - Arrivées Poisson de flots de tailles exponentielles.

-

<G

Tailles des flots i.i.d. & phases Comme précisé dans le chapitre introduciif, les tailles des flots
sont typiquement de grande variance, plutdt qu’exponentielles. Une fagon de tenir compte de cette
propriété est de considérer des distributions de taille de flots A phases, distributions qui forment un
sous-ensembie dense de ’ensemble des distributions. La distribution 2 phases de la taille des flots
de type i peut étre représentée par un ensemble de files PS consécutives S; C {1,..., N}, avec
v > 0 uniquement pour la premiére file de ce sous-ensemble et avec le routage suivant : pg; > 0
si et seulement si § = k + let k,j € S;. Un exemple est donné figure 3.3. Chaque file représente
une phase des flots de type i, et la capacité ¢; est partagée équitablement entre tous les fiots de
type i, ce qui définit les capacités des files j € S; ;

%@=§m¢

fl\@(?l:)?

F1G. 3.3 — Représentation d’une distribution a 4 phases.

avec Ti = ) icq ¥j-

3.2.3 Arrivées Poisson de sessions

Nous savons que les flots sont en fait générés en sessions par les utilisateurs (voir le chapitre
1). Une session est une succession déterminée de flots et de temps de réflexion ; elle est donc
caractérisée par une route r; et les nombres et tailles des flots et des temps de réflexion successifs.
Pour représenter un type particulier de session, on va introduire au moins autant de nceuds qu’il y
a de flots dans la session et au moins autant de serveurs infinis qu’il y a de temps de réflexion. On
représente en effet un temps de réflexion par un serveur infini de temps de service moyen égat 2
celui du temps de réflexion. Ces serveurs sont également des nceuds PS formant un sous-ensemble
Spde {1,...,N}.
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Tailles des flots et temps de réflexion ii.d. exponentiels Lorsque les flots et les temps de
réflexion sont i.i.d. exponentiels, une session se représente par une suite alternée de files PS et de
serveurs infinis : le routage d’un flot au temps de réflexion suivant et d’un temps de réflexion au
flot suivant est bien entendu déterministe. La capacité des files représentant des temps de réflexion
est du type

i(y) = vi (3.8)

ol y; est le nombre de clients en période de réflexion. La capacité ¢; alloué aux flots de type € est
toujours répartie équitablement entre ces flots, si bien que les capacités des files représentant ce
type de flots sont encore définies par : pour j € Sj,

$ily) = ’;’quse(x), (3.9)

avec o; = EjES.- y4. On donne figure 3.4 un exemple ob les flots d’un certain type sont générés
suivant deux types de session, avec respectivement 2 et 3 flots.

D)

o/ \O/ 2 temps de reflexios
o o

OO~

FIG. 3.4 — Exemple de sessions 2 2 et 3 flots.

Remarque 3.1. Cette représentation permet une modélisation de sessions avec un nombre de
Jflots de distribution générale. De plus, les tailles moyennes des flots et les durdes moyvennes des
temps de réflexion successives peuvent étre corrédlées, pouvant ainsi représenter une session de
type trés général (le téléchargement d’un article sur le Web par exemple peut étre vu comme une
succession d'un certain nombre de petits flots - des pages Web - puis pour finir d’un flot plus
volumineux représentant I’article méme).

Tailles des flots et temps de réflexion & phases De la méme fagon que nous sommes passés
de flots de tailles exponentiellement distribuées 2 des flots de tailles A phases lorsque les arrivées
de flots étaient Poisson, nous pouvons représenter des arrivées de sessions Poisson constituées
de flots et de temps de réflexion de distributions & phases. La figure 3.5 présente un exemple de
session avec deux flots de distributions 4 2 et 3 phases et un temps de réflexion de distribution a 2
phases.

Remarque 3.2. En ajoutant un nombre arbitraire de files pour représenter des distributions gé-
nérales de taille de flots et de durée de temps de réflexion, nous pouvons créer des sessions de
structure la plus générale, c’est-i-dire contenant un nombre de flots de distribution générale avec
toutes les corrélations voulues entre tailles des flots successifs et durées des temps de réflexion.
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NAANSS

F1G. 3.5 — Représentation d’un type de session avec tailles de flot et durée de réflexion 2 phases.

Au final, nous venons de voir qu’un simple réseau de Whittle permet de représenter des mo-
deles de trafic les plus généraux dans les réseaux de données, pourva que ’hypothése de partage
instantané et équitable de la capacité entre flots de méme type soit valable.

3.3 Allocations insensibles

Les résultats du chapitre 2 nous permettent d’identifier les allocations qui vont mener & une
distribution des nombres de flot de chaque type insensible aux caractéristiques de trafic. En effet,
on sait gqu’une condition nécessaire et suffisante d’insensibilité dans le réseau de files PS est la
balance des capacités des files 93,1 = 1,..., N.

Si I’on considére un réseau de files PS comme introduit dans la section précédente pour re-
présenter un réseau de données, il est facile de montrer an vu des équations (3.8) et (3.9) que les
capacités des files 1; sont balancées si et seulement si les capacités ¢y allouées aux différents
types de flot sont également balancées. Si ¥ est une fonction de balance des capacités 1;, une
fonction de balance des ¢y, est donnée par :

K
o) =[] i, x [ (y_;z Sk) ®(z). (3.10)

i€S I ko1 W
Cette correspondance se retrouve €galement dans les mesures invariantes. Si £ ef y désignent
respectivement des mesures invariantes du systeéme de files PS et du réseau de données, nous
avons :

v
£ =) [] &, @.11)
i=1
K
x@= Y tw=]]e* xe@]] 5 (3.12)
y:Vk:Eiesk Yi=x, icSy k=1

Remarque 3.3. Notons griice & la forme de la fonction de balance U, que les nombres de flot
correspondant & des périodes de réflexion sont indépendants entre eux et indépendants du reste
du systéme.
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Le théoréme 2.5 permet de caractériser les allocations insensibles aux distributions des tailles
des flots lorsque les arrivées des flots sont poissoniennes. On peut s’intéresser A d’autres insensi-
bilités. Nous examinons ici les formes suivantes d’insensibilité.

— (Ins1) Insensibilité aux distributions des tailles des flots avec arrivées poissonniennes des
flots de tailles i.i.d..

— (Ins2) Insensibilité par rapport aux processus d’arrivées des flots avec des tailles de flots
iid. exponentiellement distribuées. Dans ce cas les mesures invariantes restent inchangées
quand on remplace les arrivées poissoniennes de flots par des arrivées Poisson de sessions
tout en conservant les intensités des processus d’arrivée des flots.

— (Ins3) Insensibilité aux changements d’échelle de temps avec arrivées Poisson de flots de
tailles i.i.d. exponentiellement distribuées. Dans ce cas les mesures invariantes restent in-
changées par la multiplication, pour n’importe quelle classe de flot, des inter-arrivées de ces
flots et de leur taille par un méme facteur quelconque.

— (Ins1’) Insensibilité aux distributions des tailles des flots et durées des temps de réflexion
successives. Pour des arrivées Poisson de sessions, les mesures invariantes restent inchan-
gées quand on change la distribution des tailles des flots et des durées des temps de réflexion
en conservant la structure des sessions (nombre de flots par session).

— (Ins2") Insensibilité par rapport aux processus d’arrivées des flots avec des tailles de flots
i.id, de distributions fixées. Lorsque les mesures invariantes restent inchangées quand on
remplace les arrivées poissoniennes de flots par des arrivées Poisson de sessions tout en
conservant les intensités des processus d’arrivée des flots.

— (Ins3’) Insensibilit€ aux changements d’échelle de temps avec arrivées Poisson de sessions.
Dans ce cas les mesures invariantes restent inchangées quand on multiplie les inter-arrivées
de sessions de n’importe quel type, les tailles des flots et les durées des temps de réflexion
contenus dans ces sessions par un méme facteur.

Il s’avere en fait que toutes ces notions d’insensibilité sont équivalentes :

Théoréme 3.1. Une allocation vérifiant 'une des conditions d'insensibilité précédentes est ba-
lancée.

Preuve. Les conditions (Ins1), (Ins2) et (Ins3) sont des cas particuliers des conditions (Insl”),
(Ins2’) et (Ins3’). 11 suffit donc de montrer qu’une de ces trois derniéres conditions implique 1a
balance de I’allocation. Le théoréme 2.5 caractérise 1'insensibilité aux distributions des temps
de service dans les réseanx de files PS. Ainsi la condition (Ins1’) implique bien la balance de
I’allocation. Nous nous contentons alors de montrer que (Ins2’) implique la balance de I allocation,
car le méme résultat en supposant (Ins3”) s’obtient de manidre similaire,

Considérons donc une allocation vérifiant (Ins2”). Lorsque les arrivées des flots sont poisso-
niennes, le réseau de données peut &tre modélisé par un réseau de files PS ol les phases des flots de
type k sont représentées par les files consécutives Si C {1, ..., N'}. Une mesure invariante y vé-
rifie les équations de balance (3.7). Considérons 2 présent un nouveau réseau de files PS obtenu en
remplacant le processus d’arrivées Poisson des flots de classe 1 par un processus d’arrivées Pois-
son de sessions générant un trafic moyen identique, chaque session étant composée d’un nombre
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de flots de distribution géométrique et de moyenne 1/c;, pour a3 € (0, 1). Le nouveau réseau est
obtenu en modifiant Ie réseau initial de la facon suivante : le taux d’arrivée 2 la file 1 est remplacé
par iy = ay4, les probabilités de routage deviennent $i;; = a3, $; = (1 — ay)p; pour toutes les
files ¢ € S;. Alors d’aprés (Ins2’), x doit également satisfaire :

x() (am + Y v+ E¢=(y)ﬂs) = x(Tiy)arn + 3 x(Tiy)ws

g5 £ g5
+ Y (T (T an)mpiin + (T @inman) + Y (T vy (T y)uivsi
€5 fJE€5
+ D Tyl — api+ Y x(Ty)ybi(Ty)pips.
€5 €51

En faisant tendre o vers 0, et observant que pour tout £ € S; et tout z;,

Y xe) = Y Tans@am)me + Ty,

E{"ESI Yy =21 Z"l €5 Yy =1
nous obtenons :
Yo D m+u@e) =, Y. xTyw
e 5, %' =%1 igs S Tue 3, Y =1
+ 3 Y xT@miea+ Y. Y. x(T(T ).
#JES E,-resl Y =2y . i#5 Ei’esl Yr=%1

En appliquant successivement ce raisonnement aux flots de classes 2, 3, ..., K — 1, on montre que,
pour tout 1, . .., Tk -1, la fonction EE{&S yi=zp kAK x(y) est une mesure invariante du nombre

de clients aux files Sk, de capacités :
Vie Sy wily) = ¢K($), K= %

$ESK

Pour tout z3,...,2Tx—1, ces capacités sont balancées par la fonction :

zx—1
(ﬂu'ESK) H qu(z neg)’

Le réseau correspondant est un réseau de Whittle, et donc :

zr—1

o
2 x(w) o« (yi,iESK) II o H ¢K($ neg)’

Yies, Vi=TukEK €Sk
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En sommant ces équations sur tous les états y tels que 3 .- % = Tk ,ona:

ex-~1 1
> xW o [ ——-
Lies, Vi=k n=0 ¢x(z —nex)
En particulier, 1a capacité ¢ vérifie
_ O(z —ex)
¢K (:l:) - @(2}) ?
avec 5 W
Ties, wi=ar X\
@(T) — iESI;:’ =
k=1P%
Par symétrie, cette propriété est vérifiée pour toute classe de flots & et ’allocation est donc balan-
cée. i

Performance des allocations insensibles On suppose ici que le processus de Markov associé
au réseau de files PS représentant le réseau de données est récurrent positif, c’est-3-dire que

K
G= Z@(a:) 1__[;):"= < 400,
T

k=1

Dans ce cas, on peut définir de maniére unique la distribution stationnaire du réseau par :

K  z
w(z) = G IS l_g‘ﬂ Pr_.

Le débit moyen des flots de type k est alors donné par la formule de Little :
Pk Pk

*TEml T Tomre)

Bien entendu, ce paramétre de performance est insensible A toutes les caractéristiques de trafic.
Mieux encore, on peut affirmer que le débit percu par les flots de toute sous-classe de flots de
type k (cette sous-classe peut par exemple &tre 1’ensemble des flots de type &k qui sont au début
d’un certain type de session) ne dépend pas de la sous-classe considérée. Ce résultat s’exprime
formeliement par fa proposition suivante.

Proposition 3.1. Soif un réseau de files PS représentant une allocation balancée dans un réseau
de données. Alors pour tout sous-ensemble I, de Sy,

— zies,, & Eier,,é’i

T = Yies, Bl Yier, Elwil
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Preuve. Le résultat est une conséquence directe (3.11) et (3.12). (m]

Une conséquence pratique de cette proposition est que le temps de réponse d’un flot est pro-
portionnel 2 sa taille. En effet, il suffit, pour se convaincre de cela, de considérer autant de files
PS nécessaires pour approximer une distribution déterministe des flots, puis d’appliquer la propo-
sition précédente A ces files. On retrouve ici un résultat bien connu dans le cadre plus général des
R-GSMPs [127].

On se propose maintenant d’exhiber quelques allocations insensibles particuli¢res dans les
réseaux de données. D’apres ce qui précede, il existe autant d’allocations insensibles que de fonc-
tions de balance positives @ vérifiant les conditions correspondant 2 (3.3) et & (3.4) : pour tout
&,

1
®(z) > G Y dz—e), VIEL, (3.13)
krgcl
apx®(z) 2 ®(x —ex), Vk=1,...,K. (3.19

3.4 Store-and-Forward

3.4.1 En P’absence de limitations 4 ’accés

Une premiére allocation insensible a éi€ suggérée par L. Massoulié et est obtenue en partageant
les ressources du réseau de manitre un peu différente : un flot est transmis successivement d*un
lien 3 un autre le long de sa route, le service 4 un lien ne débutant qu’aprés complétion du service
au lien précédent (1’ordre dans lequel les liens sont visités sur une route n’a pas d’importance,
mais on le fixe une fois pour toutes). Chaque lien partage alors sa capacité équitablement entre
les différents flots présents & ce lien. Notons 2z le nombre de flots de type ¢ (défini par la route
r;) présents au lien I € ry, et 21 = 3, o; 2, le nombre total de flots présents A ce lien. L'état du
systeme est décrit par z = (zy,¢,1 € ;).

Le processus Z = {Z;,t > 0} caractérisant I’évolution de z est un processus de Markov
qui correspond en fait & celui d’un résean de Kelly [93], car nous avons ici ni plus ni moins
qu’un réseau de files (les liens) PS dans lequel évoluent des clients (les flots) rangés en différentes
classes. En particulier, on sait que sous les hypothéses usuelles de stabilité (3.5), ce processus est
positif récurrent de distribution stationnaire :

Ainsi, la distribution #(z) du nombre de flots de chaque type est donnée par :

N
#(z) = 4% (@) [ o7,

i=1
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avec
- z! i
ve, ®F@)= Y ]I % 1= (3.15)
- 1 oo 2
# ey, 2u=ai 1 i3l

Cette dernitre fonction est la fonction de balance de I’allocation Store-and-Forward. Par défini-
tion, cette fonction vérifie les contraintes de capacités (3.3). On donne figure 3.6 un exemple de
représentation de I’allocation Store-and-Forward sur un réseau linéaire 4 deux liens.

1 —» —
3~

i

1
@3

F1G. 3.6 — Réseau de Kelly correspondant a 1’allocation Store-and-Forward sur un réseau linéaire.
On peut généraliser cette allocation en tenant compte des limitations 2 I’accés.

3.42 En présence de limitations a I’accés

Pour obtenir une allocation similaire en tenant compte des limitations 2 I’acces, on impose aux
flots de type k, avant d’étre transmis successivement sur chacun des liens de la route r, de faire
un passage a un serveur infini & un débit a, Limitation 2 Pacces des flots de type &. Encore une
fois, il s’agit d’un réseau de Kelly stable sous les conditions usuelles de trafic (3.5). Notons 7;; le
nombre de flots de type k présents an serveur infini représentant la limitation d’acces. Le processus
Z = {Z;,t > 0} caractérisant 1’évolution de (1, z) est un processus de Markov récurrent positif
sous les conditions vsuelles de trafic et de distribution stationnaire :

K

_ 1 ZI'
w{n,2) = ,:!':Ilﬂk' (ak) |;]:3[I zﬂl]

Ainsi, la distribution #(z) du nombre de flots de chaque type est donnée par :

N
#(z) = %7 (2) [ ¥,
i=1
avec .
= !
Vz, &F(z)= 2. 115 ( ) Hé‘,, e o 819
(m2)mi+ e #i=ai k=1 i3l

On donne figure 3.7 le réseau de Kelly représentant Store-and-Forward avec limitations 2
I’accés sur le réseau linéaire de la figure 3.6.
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FIG. 3.7 — Réseau de Kelly correspondant a 1’allocation Store-and-Forward avec limitations a
I"acces sur un réseau linéaire.

3.4.3 Performance de Store-and-Forward _
Avec Store-and-Forward, le nombre moyen de flots de type k dans le réseau est donné par :

Elz;] = Elm] + ) _ Elau] = Z Z - G.17
lery lerk e €L Pr
et par conséguent le débit moyen obtenu par les flots de type k s’exprime sous la forme :
-1

1 1

SF

% =|{—+ . - (3.18)
(ak ,; Ci— %oyt PH )

3.5 Equité balancée

Nous savons que toute allocation insensible est définie par une fonction de balance positive ®
avec par convention $(0) = 1 et vérifiant les conditions (3.13) et (3.14). En particulier, il existe
une unique allocation qui atteint pour tout état du réseau une de ces contraintes, c’est-a-dire qui
sature au moins un lien du résean ou une des limitations & 1’acces : pour tout z, soit il existe un
lien Itel que 3,1, Pr{x) = Ci, soit il existe une classe de flots & telle que ¢y (x) = azxy. Nous
la nommons équité balancée (Balanced Fairness en anglais).

Définition 3.3. (Equité balancée) L'équité balancée est 'allocation insensible définie récursive-
ment par : ©(0) = 1 et pour tout z > 0,

%" (z) = max { G <I>BF(T:5)} v max {2 F(T"”)} (3.19)

rdlzi>0 i 3;’{)0 &iai

L’équité balancée est donc la plus efficace en terme d’utilisation des ressources des allocations
insensibies.

Remarque 3.4. On note alors que les allocations Pareto-efficace qui sont insensibles coincident
avec I'équité balancée (car ces allocations saturent toujours au moins un lien). Réciproquement,
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si pour certaines topologies de réseau, I’équité balancée n’est pas Pareto-efficace, on en déduit
simplement que pour ces réseaux, il n’existe aucune allocation insensible Pareto-efficace.

Par ailleurs, cette efficacité se traduit par le lemme suivant, qui aura pour corollaires intéres-
sants que I’équité balancée est I’allocation insensible qui maximise ’espace des conditions de
trafic qui ménent 2 la stabilité (positivité et récurrence du réseau de Whittle correspondant) et en
cas de stabilité, maximise également la probabilité a I’état stationnaire que le systéme soit vide.

Lemme 3.1. Soit @ une fonction positive caractérisant une allocation insensible avec ®(0) = 1,
alors ;

&(z) > " (z), Vz. (3.20)
Preuve. Ce lemme s’obtient facilement par récurrence sur z par définition de I’équité balancée. O

Corollaire 3.1. Considérons une allocation insensible quelcongue supposée stable pour les inten-
sités de trafic py,. .., px. Alors pour ces mémes intensités de trafic, I’équité balancée est égale-
ment stable.

Preuve, D’aprés le lemme précédent, on a

K K
So@) [ =D 9% (=) [] A2,
z k=1 T k=1
et donc

K K
z ®(x) H Pt < +oo  implique Z@BF_(E) H PeF < +oo.
z k=1 T k=1
o

Corollaire 3.2. Considérons une allocation insensible qui ne coincide pas avec Iéquité balancée.
Alors lorsque cette allocation est stable,

7(0) < #BF (0). (3.21)

Preuve. Une application directe du lemme 3.1 et du fait que pour toute allocation insensible stable :

1
" = S O,

3.5.1 Stabilité de I’équité balancée
En combinant les résultats du corollaire 3.1 et la stabilité de ’allocation Store-and-Forward
sous les conditions usuelles de trafic (3.5).

Théoréme 3.2. Le processus de Markov X associé & I'équité balancée est posztgf récurrent si et
seulement si les conditions (3.5) sont satisfaites.
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3.5.2 Autres propriétés de 1’équité balancée

Routes ne traversant qu’unlien On s’intéresse aux flots de type &k dont les routes ne contiennent
qu’un lien [ et sans limitation d’accés. On montre les deux résultats suivants.
Proposition 3.2, Soit [ un lien du réseau traversé par des flots de type k de route ne contenant
que ce lien et sans limitation d’accés. Alors pour tout état = tel que 3, > 0, le lien 1 est saturé,
Autrement dit 1

Yz, zp > 0,85 (z) = oA Y % (z - ep).

E'dEry

Preuve. On montre le résultat par récurrence sur le nombre de flots qui ne sont pas de type k,
n = > wrk The- L'égalité est vraie pour n' = 0 car les flots de type k ne sont pas limités 2
I’acces. Supposons le résultat pour n' = m, m > 0. Soit 2 un état tel que n’ = m + 1 flots ne sont
pasdetype k. Onapourtoutllenl’ %l

ST T2 L o S T e — ) = 3 (e —ew).

rk: el I'k: 9! ‘l',,u el ren 2
D’aprés (3.19), il reste é montrer que pour tout k" # k tel que zp > 0;
Z @BF('.'I ep) > ———85F (7 — epn).
Trr Qg
rk: 9'

Sil¢rku ona;

1 .
BF BF BF
— Bt > — rrr——— - e — = — B ).
C[ Z ® (2: % ) Cl E :l:knaan (1‘ €k ex ) mknﬂkuq) (E K )
T LyTE
Dans le cas contraire, on considére d’abord le cas ob g > 1 :
1 1 1 1
s z: @BF(.’L‘ - ek:) > ———@BF(E - 2eku) + — Z @BF(.’.': —€eg — Ekn)
G Ci (zyr — Dagr Ch fo it gt TH" 0"
1 1
Z —@BF(ﬂ? - Gt — eku) = @BF(E - Bkn).
Cl B ™ "SI ZEnQr TgrrQgr
Maintenant siggn =1:
1 1
= Z & (z — epr) > o > - — & (7 — ey —epr) = ‘;;;‘I’BF(-’»" - eg)-
r,,, 51 G Kkt ot O k

O
La proposition précédente est une premiére tentative pour éudier la Pareto-efficacité de I’équité
balancée. Si tous les liens sont traversés par des routes de longueur 1, I’équité balancée est Pareto-
efficace. Une émde plus approfondie semble difficile ; nous avons seulement remarqué qu’en 1’ab-
sence de limitations 2 I’acces, I'équité balancée ne semblait pas Pareto-efficace que sur les hyper-
cycles que nous étudions un peu plus loin dans ce chapitre. Par contre, il est possible de montrer
qu’elle est Parcto-efficace sur les arbres.
Une conséquence directe de 1a proposition 3.2 est le résultat suivant.
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Proposition 3.3. Soit [ un lien du réseau traversé par des flots de type k de route ne contenant
que ce lien et sans limitation d’accés. Alors le débit moyen de ces flots est donné par :

Yo' = Cp - Z Pk

k':lery

Preuve. D’aprés la proposition 3.2,

1
Yz, zg > 0,85 (z) = G Y 8P (z—ep).
: kerg,

On a alors ;

K
Blo] = éxzx,,cll Y @5 (e — ) [
x

Kilery, i=1

K
= é(%'f‘” 2 PHZMBF@H”?)

K'rpeEl z i=1
= P&
= ot 'Z o E [z .
Flrgel
0

Bornes supérienres et inférieures de la performance de ’équité balancée Méme si 1a dis-
tribution stationnaire du réseau avec 1’équité balancée est connue, il reste difficile d’en prévoir
la performance pour des topologies trés générales. Le théoréme suivant permet de disposer d’un
encadrement simple de la performance : 1a borne inférieure est obtenue avec 1’allocation Store-
and-Forward, la borne supérieure en supposant que les flots disposent sur leur route d’une capacité
constante égale an minimum des capacités résiduelles des liens de cette route.

Théoréme 3.3. Avec I'équité balancée, le débit moyen des flots de classe quelconque k vérifie :

-1
Fy oF {1 1l
¥BF > -(ak+2 ) : (322)

lerg G - z"k'el i’

% G- Y pw- (323)

Klery
Preuve. La preuve est donnée dans [26]. La borne supérieure est simpiement obtenue en utilisant
le méme raisonnement que dans la preuve de la proposition 3.3, mais en utilisant les inégalités :

1
Ve, z, > 0,85 (z) > G E B5F (z — epr).
k'dery
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3.6 Allocations basées sur la notion d’utilité

Comme nous I’avons mentionné en introduction, la plupart des allocations constdérées jusqu’a
présent étaient basées sur une fonction d’utilité. Les capacités allouées sur chaque route sont le
résultat d’un probléme d’optimisation du type :

max 3 3, z:U(¢i(z) /zi),
iz} <G, W, (3.24)
$i(z) < zia;, Vi=1,...,K.

Toutes les allocations classiques sont basées sur la notion d’utilité : I'équité proportionnelle
(Proportional Fairness en anglais) introduite par F. Kelly [94], est obtenue en prenant une fonction
d’utilité logarithmique. De méme, I'équité max-min (Max-min fairness en anglais), bien connue
des économistes [143] et introduite dans les réseaux de télécommunications par D. Bertsekas et
R. Gallager [20], peut &re définie comme une limite d’allocations basées sur certaines fonctions
d’utilit€ [130]. On donne ici d’autres exemples de fonctions d’utilité et les allocations correspon-
dantes :

— Débit maximom (Maximum throughput en anglais) : U(¢) = ¢, cette allocation maximise
le débit total instantané du résean. U n’est pas strictement concave, ce qui implique que
la solution au probléme d’optimisation (3.24) n’est pas unique en général. Cette allocation
s’avere de plus inintéressante car trés inégalitaires. Le plus souvent, cette allocation revient
i donner la priorité 2 une certaine classe de flots. Ce qui a pour conséquence qu’elle peut
étre instable sous les conditions usuelles de trafic (3.5), un exemple est donné dans [28].

— Délai potentiel minimum (Minimal Potential delay en anglais) introduit par L. Massoulié
et J. Roberts [114] : U(t) = —1/t.

— a-partage (a-bandwidth sharing en anglais) introduit par J. Mo et J. Walrand [130] : U(£) =
t1=¢/(1 — a) pour a positif et différent de 1. Ces allocations sont intéressantes dans la
mesure oi1 I’on y retrouve des allocations connues [28] : quand @ = 0, on obtient I’allocation
de débit maximum, pour & — 1 I’équité proportionnelle, pour & = 2 I’allocation de délai
potentiel minimum et pour & — +-oco 1"équité max-min.

— Partage Arctan introduit par F. Kelly en 2001 : U(t) = arctan(t). Dans [95], quelques
arguments laissent penser que cette fonction correspond au comportement de TCP.

Partages discriminatoires Dans les allocations précédentes, chaque classe de flots apportait une
contribution identique a I'utilit€. On peut maintenant & partir de ces allocations favoriser certaines
classes de flots par rapport 4 d’autres et ce en augmentant relativement leur contribution a 1’utilité.
Les capacités allouées aux différentes classes sont alors solutions du probléme d’optimisation
suivant :

max y ; a:,-w,rU(%i_l),

Zr,-al ¢i($) S Cl'l Vla (3'25)

di(z) < miay, Vi=1,...,K,



3.6. Allocations basées sur la notion d'utilité 75
ol les w; sont des poids positifs introduisant la discrimination.

3.6.1 Stabilité

L’émde de la stabilit€ au niveau flot des allocations basées sur la notion d’utilité est récente :
on trouvera sur le sujet des travaux de Massoulié-Roberts [114], de Veciana-Lee-Konstantopoulos
[63], Fayolle-de la Fortelle-Lasgouttes-Massoulié-Roberts [65], Bonald-Massoulié [25], Ye [185]
et Ye-Ou-Yuan [186]. C’est dans ce dernier travail qu'on trouve le plus de résultats, résumés
ici. Les tailles des flots de chaque type sont toujours supposés i.i.d. exponentiels. Sont étudiés
les équités proportionnelles et max-min, les c-partages, les partages Arctan et de délai potentiel
minimum, mais aussi les allocations basées sur des fonctions d’utilité I/ strictement concave, de
dérivée strictement positive sur R* — {0} et menant 3 une allocation homothétique (c’est-a-dire
que pour tout &, tout entier ¢ > 0 et tout =, ¢r(z) = Pr{cz)). Il est montré, entre autres, dans
[186] que :

— avec des arrivées Poisson de flots de chaque type, toutes ces allocations sont stables sous les
conditions usuelles de trafic (3.5).

— Avec un processus d’arrivées de renouvellement ayant certaines propriétés!, toutes ces allo-
cations restent stables sous les mémes conditions, sauf le partage Arctan pour lequel on ne
sait pas conclure,

En bref, il est difficile de prédire la stabilit€ des allocations basées sur la notion d’utilité, et on peut
avoir de mauvaises surprises. Les résultats énoncés ci-dessus ne sont valables que pour des tailles
de flots exponentiellement distribuées. Qu’en est-il pour un modeie de trafic plus général (avec
arrivées Poisson de sessions de structure arbitraires) ? Ces allocations dont la région de stabilité
reste obscure possédent le défaut supplémentaire qu’il est impossible d’en prédire la performance
(seule la performance de I’équité proportionnelle sans limitation a I’accés sur les réseaux linéaires
et grilles homogenes?, voir figure 3.10, était connue [25]). Cela est simplement df au fait que
la performance de ces allocations sont en général sensibles aux caractéristiques détaillées de la
demande en trafic (distributions des tailles de flots, nombre de flots par session, etc ...). Nous
prouvons maintenant cette sensibilité.

3.6.2 Sensibilité

11 est facile de montrer que les allocations basées sur la notion d’utilité sont Pareto-efficaces.
Ainsi, toute allocation basée sur 'utilité€ et insensible coincide avec I'équité balancée. On sait par
exemple [28] que I’équité proportionnelle sans limitation & 1’accds est insensible sur les réseaux
linéaires et grilles homogenes. On en déduit que sur ces réseaux 1’équité proportionnelle et I’ équité
balancée sont identiques. Plus généralement, on montre que ces deux allocations coincident sur
certains réseaux, les hypercubes homogenes. De plus, on prouve que ces réseaux sont les seuls

'Les inter-arrivées Ay, ..., Ay,... sont telles que pour tout £ > 0, Pr{A; > £] > 0, et il existe un entier j et une
fonction p : R¥ = RY d’intégrale non nulle tels que Pr [a. <Y¥ A< b] > f: p(t)dt, pourtout0 < a < b.
homoggne signifie ici que tous les liens sont de méme capacité
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pour lesquels il existe une allocation insensible basée sur la notion d’utilit€ et sans limitation &
I’acces, qui est dans ce cas 1’équité proportionnelle. Par ailleurs, si I’on cherche des allocations
insensibles basées sur la notion d’utilité et avec des limitations & 1’acces, on doit se restreindre an
cas bien connu d’un réseau & un lien unique, les flots ayant tous la méme limitation d’acces (le
réseau devient une simple file symétrique).

Définition 3.4. (Hypercubes) Un hypercube de dimension n est un réseau constitué de n en-
sembles de route, que I'on nomme directions, tel que I’ensemble des liens est 'ensemble des inter-
sections de n routes de directions différentes.

Les réseaux linéaires et les grilles sont des hypercubes de dimension 2.

Remarque 3.5. Les réseaux que I'on considere ici sont supposés connexes, c’est--dire que pour
tout sous-ensemble non vide de liens L' du réseau, il existe une route reliant un lien de L' et un
lien de L\ L'. De plus, tous les liens sont supposés limitants, au sens oi: si I'on enléve au réseau
un des liens, l'ensemble des allocations défini par les contraintes de capacité (3.3) est modifié.,
Enfin, on dit qu'un réseau est homogéne si les capacités de ses liens sont identigues.
Théoréme 3.4. Considérons un réseau dans lequel une allocation basée sur une fonction d'utilité
est insensible.
— (i) S’il existe une limitation & Uacces effective, le réseau est réduit & un lien unigue et les
limitations & accés sont toutes identiques.
— (ii) Sans limitation d’accés, le réseau est un hypercube homogene et I'allocation I'équité
proportionnelle,

La preuve de ce théoréme est présentée dans la sous-section 3.6.3. On montre égalenent que :
Proposition 3.4, Les partages discriminatoires basés sur une fonction d’utilité sont sensibles.
Preuave. Soit  un lien traversé par au moins deux routes ry,ra, telles que les classes de flots
correspondantes aient des poids différents wy # wa. Notons K I’ensemble des classes & telles que
1a route 73 contienne le lien I. Le lien [ étant limitant, il existe un état & avec z; = 0 pour tout
k¢ Ketzy > Cifag pourtoutk € K, tel que :

TrpWg .
=——U<
ZHEIC TRt Wt ! I’Gﬂ{?;ﬂ
Notons U la fonction d’utilité, on montre grice au théoréme de Kuhn-Tucker que le Lien [ est
I’unique lien saturé en z et :

Yk K, Cy.

TpWg
- .. v
2 opex TR

En choisissant z; et x5 assez grand, on peut supposer que les expressions précédentes sont toujours
vraies pour T — e) et z — eg. En particulier,

$uz) _,___w 1— W _ ¢aln)
d1(z — e2) >okex ThWk PrexTrwe  d2(z —er)

La propriété de balance est contredite. a

Ve K, ¢(s)=
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3.6.3 Preuve du théoréme 3.4

La preuve du théoreme s’effectue en un certain nombre d’étapes, correspondant chacune & un
ou plusieurs lemmes énoncés et démontrés dans ce qui suit. Considérons un réseau sur lequel une
allocation basée sur 1’utilité est insensible.

— On montre dans un premier temps que le réseau est homogeéne, ce que I’on fait dans les
lemmes 3.2-3.3. Plus précisément on montre qu’un réseau hétérogéne contient un arbre,
puis que les allocations basées sur I"utilité sont sensibles sur les arbres.

— On montre ensuite que le réseau homogéne est un hypercube. Ce que 1’on fait par récur-
rence sur ie nombre de routes. Plus précisément, on prouve dans ie lemme 3.9 qu’un réseau
homogene ne contenant ni hypercycle, ni ligne ou carré incomplet est un hypercube. Les
définitions de ces différentes classes de réseaux sont précisées au cours de la preuve, et
on dit qu’un réseau A “contient™ un réseau M si ce dernier est obtenu en fixant a zéro le
nombre de flots sur certaines routes de . Ensuite on prouve dans les lemmes 3.6-3.7-3.8
que les allocations basées sur I'utilit€ sont sensibles sur les hypercycles, les lignes et les
carrés incomplets.

— Enfin on 8’intéresse aux limitations a ’accés. Le lemme 3.4 permet d’affirmer qu’il y a au
plus une limitation d’accés commume A chaque flot. Dans ce cas, on prouve que le réseau est
un lien unique : il suffit de montrer le lemme 3.5 et de remarquer qu'un hypercube non réduit
2 un lien contient une ligne & deux liens. En 1’absence de limitation d’acces, Pallocation
coincide avec I’équité proportionnelle d’apres la proposition 3.5, que nous exposons dans la
section suivante. :

Lemme 3.2. Un réseau hétérogéne contient un arbre’.

Preuve. Considérons un réseau hétérogeéne. Soit X C L I’ensemble (non vide) des liens { du
réseau tel qu’au moins une des routes contenant I contient également un lien de capacité différente
de C}. Notons Iy le lien de K de plus petite capacité. Soit I; un lien du réseaun de plus petite
capacité strictement supérieure 4 Cj, telle qu’il existe une route ro passant par les liens Iy et [3.
Alors il existe une route r passant par [; et ne contenant pas Ip (sinon /1 ne serait pas limitant). Par
définition, r ne coupe pas rp en un lien de capacité strictement inférieure 3 Gy, et par conséquent
r et ro forment un arbre. O
Lemme 3.3. Les allocations basées sur la notion d’utilité sont sensibles sur les arbres.

Preuve. Considérons un arbre constitué d’un tronc de capacité 1 et de K branches de capacités
respectives 1 > €, 2> ... > Ck. On peut supposer que :

EC’.SI<ZCIP
2K k

La classe de flots k est définie par une route r}, contenant le tronc et la branche £, et par une
limitation a 1’acces ag. Pour tout état = du réseau tel que z; > 1/ax pour tout &, les limitations 3

*LLa définition des atbres est donnée plus loin dans le chapitre, dans le paragraphe 3.7.2.



78 Chapitre 3. Des réseaux de Whittle 4 la modélisation du trafic élastique

Iaccés ne jouent aucun réle. D’aprés le théortme de Kuhn-Tucker, pour ces états, 1’atlocation est
caractérisée par les équations suivantes :

U'(tﬁk/:’ck) =nm+m k=1...,K,

oh no and m;, sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes liées au tronc et aux
branches.

Notons K(z} C {1,...,K} 'ensemble des branches non saturées 2 1’état z, c’est-2-dire les
branches k telles que ¢ (z) < C. On a alors nx = 0, si bien que les capacités ¢p(z) /i alloudes
aux flots de classe &k, k € K(x), sont identiques. Elles sont données par :

(1- z: Cr), ke K(z).

2nerc(s) T ¥'¢K(a)

Tk

Pr(z) =

On en déduit que toute allocation basée sur 1a notion d’utilité coincide avec 1’équité max-min pour
ces états. Considérons a présent deux cas :

—~ Supposons que C; > Cf. En remarquant que zk;ﬂ Cy <1, Zk# Cr <l,etque

1“Ek;&2ck<%< Cy
C, G 1-344 G

on peut choisir un état z tel que zx > 1/ay + 1 pour tout k,

T2 t5
T~1< 6;(1 - Gy <3, a(1 =Y Gy <za—1, (3.26)
k#£1 k#2
et
Ci

>

1= pz12Cw
Les limitations ne jouent aucun rdle a 1’état z, ni dans les é&tats £ — e;, £ — e3. On montre
alors que 1a balance n’est pas satisfaite pour cet €tat : ¢1(z)d2(z — e1) # do(z)1(z — e2).
SoitC=1- Zk#’g Ck. On déduit de (3.26) que :

Tk (z1+z2), k#1,2 (3.27)

rn = z A 20 —1 T3 =
a:1+a:20< x + zo -1 <G and T1+a2—1 < $1-{-.';.“2V <G

On déduit de (3.27) que K(z) = {1} ou K(z) = {1,2}. De plus, comme les branches
k # 1,2 ne sont pas saturées i 1’état z, elles ne le sont pas non plus aux états = — e,
& — e2. On déduit alors des inégalités précédentes que K{z — e2) = {1,2} et de (3.26) que
K(z - e1) = {1}. Ainsi, on a ¢1(z — e2) = Cx1/(z1 + 22 — 1) and ¢z — 1) = Cy.
S8i K(z) = {1}, ona ¢i(z) = 1 — 3op; Ok et d2(z) = Co. Si K(z) = {1,2},0on a
$1(z)/P2(z) = z1/za. Dans les deux cas, la balance n’est pas satisfaite au vu de (3.26).

Cu
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— Supposons maintenant que Ies capacités des branches sont identiques, C; = Cg. Consi-
dérons I’état £ = ne + me; ol e = (1,...,1), n est un entier tel que n > 1/a; + 1
pour tout k et m > 1 est le plus petit entier tel que la branche 1 soit saturée, ¢’est-a-dire
é1{z) = C1 et ¢1(z — e1)} < C). Notons que les limitations d’acc®s sont transparentes
dans les états =, z — e et = — eg. La branche 1 étant saturée dans 1’état z, elle P'est éga-

lement dans I'état £ — €3 : ¢1{z) = d1(z — e2) = Ci. Comme ¢a(z) = ... = dx(x),
les branches 2, ..., K ne sont pas saturées en z et ¢o(z) = (1 — C1)/(K — 1). De méme,
comme ¢o(z —e1) =... = dx(T —e1) et da(z — €1} < P1(z — e1), aucune branche n’est

saturéeen £ — ey :

n+m-—1 _ 7
hlE—e) = g rmo1 <O @ e =gy
On en déduit que ¢, (z)da(z —e1) > ¢1{x— e2)d2(x). Les capacités ne sont pas balancées.

o

Lemme 3.4. Les allocations basées sur Uutilité sont sensibles sur les réseaux homogénes dés que
deux limitations d’accés différentes sont présentes.

Preuve. Un réseau homogéne (les capacités sont prises égales 2 1) avec deux limitations 2 ’acces
contient un lien partagé par deux classes de flot avec des débits d’acces différents, On consid2re
la restriction du réseau 2 ces deux classes, 1 et 2, de limitations d’accés a; < ap. Soit = (z1,1)
ot z; est le plus petit entier tel que z1@1 + a2z > 1siag < 1, 1 = 1 sinon. Une allocation basée
sur Putilit€ donne ¢ (z) = ¢h(z — e2) = Tia1 et do(z) =1 — 101, d2(x — 1) = az sian < 1,
¢2(x—e;) = 1 sinon. Si cette allocation était balancée, on aurait ;8; +az = 1siaz < 1,41 =1
sinon. On obtient donc une contradiction. O

Lemme 3.5, Les allocations basées sur Uutilité sont sensibles sur les lignes homogénes & deux
liens avec au moins une limitation d’acces.

Preuve, Considérons une ligne homogne de deux liens de capacités 1. La route r; contient les
deux liens, tandis que les routes 72,73 ne contiennent qu’un seul lien. On sait d’aprés le lemme
3.4 que les allocations basées sur I'utilité sont sensibles quand deux limitations d’acces différentes
sont présentes. Considérons donc une allocation insensible basée sur I’utilité avec un débit d’accés
commun 2 tous les flots ¢ < 1, ¢’est-a-dire avec K = 3 classes de flot telles que a; = a3 = a3 =
a. Soit z = (21, 2,1) od 214 > 1 et T4 est le plus petit entier tel que (1 — a)z2 > az:. Le lien
r1 N r3 n’est pas saturé en x, donc :

$1(z) =

I
Ty + T2

T2
1+ &9

v a(2) = » ¢3(z) =a.

Comme ¢a(z — e3) = ¢a(x), la propriété de balance implique ¢3(z — e2) = a. Le lienry N3
étant saturé en = —~ ep, on a ¢1(x — ez) = 1 — a. On en déduit toujours par la propriété de balance

que :
$a(z)
$1(z)

Z2
=(l—a)—.
(I-a)7

$a2(z —e1) = d1(z — €2)
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Mais, comme le lien r1 N r3 n’est pas saturé en z, il ne I’est pas non plus en z — ey et

¢2(‘T el)_zl_i_xz_i‘
Ce qui implique (1 — a)(z2 — 1) = a21, et on obtient une contradiction. i

Définition 3.5. (Ligne incompléte) Une ligne incomplete est un réseau formé de cinq routes
T1,72,73, 74,75 et trois iens i NraNrs, i Nra Nrgetry Ny,
Définition 3.6. (Carré incomplet) Un carré incomplet est un réseau formé de quatre routes
r1,72,73,74 et de trois liens vy N1y, ra N3 et r3 N1y,

On montre dans les deux lemmes suivants que les allocations basées sur la notion d’utilité
sont sensibles sur les lignes incomplétes homogenes et sur les carrés homogénes incomplets, Ces
réseaux sont présentés figure 3.8.

FI1G. 3.8 — Ligne ct carré incomplets homogénes.

Lemme 3.6. Les allocations basées sur I'utilité sont sensibles sur les lignes incomplétes homo-
génes.

Preuve. En remarquant qu’une ligne incompléte contient une ligne homogeéne 3 deux liens, ct
gréice aux lemmes 3.5 et 3.4, on sait qu’une allocation basée sur I'utilité ne peut &tre insensible
qu’en I’absence de limitation d’accés. Supposons donc qu’il existe une allocation insensible basée
sur 'utilité sur les lignes incomplétes homogénes sans limitation d’accés. Alors cette allocation
doit coincider avec I’équité balancée. Pour z = (1,1, 1,1, 1), cette dernidre donne ¢y = ¢ = 1/2,
On voit d’une part que 1’€quité max-min ne réalise pas ce partage. D’autre part, d’aprés le théoréme
de Kuhn-Tucker, nous avons pour z = (1,1,1,1,1),

U'(¢1) = U'(¢s) + U'(¢a) + U'(¢5)-

Si on avait ¢, = ¢, nous aurions U'(¢3) + U'(d4) = 0, c’est-a-dire 3 = s = O et ¢y = g =
¢5 = 1/2. Mais le partage ¢ = O et ¢1 = @3 = ¢4 = ¢5 = 1/2 donne un wtilité strictement
supérieure. O
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Lemme 3.7. Les allocations basées sur Uutilité sont sensibles sur les carrés incomplets homo-
geénes.

Preuve, De méme que dans la preuve du lemme 4.1, on sait qu’une allocation insensible basée sur
I’utilité ne peut &tre obtenue qu’en I’absence de limitation d’accs. Supposons donc qu’il existe
une allocation insensible basée sur I'utilit€ sur les carrés incomplets homogeénes en I'absence de
limitation d’accés. Cette allocation doit coincider avec 1’équité balancée, qui donne pour z =
(1,1,1,1), 1 = ¢2 = 2/5 et 3 = ¢4 = 3/5. Or une allocation basée sur I'utilité donne dans cet
état 1 = o = ¢3 = ¢y = 1/2. o

Définition 3.7. (Hypercyles) Un hypercycle est un réseau de L liens et L routes tel que chaque
route contient tous les liens sauf un.

Les exemples les plus simples d’hypercyles sont le triangle (L = 3) et la pyramide (L = 4)
dont nous donnons une représentation figure 3.9.

F1G. 3.9 — Le triangle et la pyramide

Lemme 3.8. Les allocations basées sur la notion d'utilité sont sensibles sur les hypercycles ho-
mogeénes.

Preuve, Considérons un hypercycle de L liens de capacité 1, L > 3. Gréice au lemme 3.4, on peut
se contenter de montrer que les allocations basées sur 1’utilité sont sensibles en présence d’une
limitation d’accés commune & tous les flots a, ¢’est-A-dire, quand on a K = L classes de flot avec
a1 = ... =ag = a. On envisage deux cas.

— Supposons a{K — 1) > 1. Remarquons que ce cas inclut le cas ol ¢ = oo (sans limitation
d’acces). On montre que I’équité balancée n’est pas Pareto-efficace, ce qui donne le résultat
du lemme d’aprés la remarque 3.4, Soient z = (1,2,...,2) et ¢ = 1/(K ~ 1). Comme
¢2(z) = ... = ¢x(z), d’aprds les contraintes de capacité (3.3), ¢x(z) < c. Si I'équité
balancée était Pareto-efficace, on aurait ¢;(z) > ¢ car ¢ > ¢. Mais, comme le réseau est
réduit & un lien unique dans I’état = — ey, on sait que dx(z — e1) = ¢. Donc dx(z — ;) >
$xc () et la propriété de balance donne ¢1(z — ex) > ¢i1(x) > c. Par symétrie, on a
#1(x — e2) > c. Maintenant comme ¢ {z — €3) = ¢do(z —e2) et P3(x — €3} = ... =
Pk (z ~ ez), on déduit des contraintes de capacité (3.3) que dx (z — e2) < c. En utilisant un
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raisonnement similaire, on montre par récurrence sur § < K —2 que dx(z— E;Lg &) <e
Supposons le résultat vrai jusqu'd j < K—2et posons y = c—Y 2., ;. Alors ¢ (y—e1) =
1/{K —(§+1)/2) > ¢k (y), et donc par la propriété de balance, ¢; (y —ek) > ¢1(y) 2 ¢,
la dernire inégalité €tant obtenue par Pareto-efficacité. Par symétrie, ¢1(y — ej41) > cet
les contraintes de capacité impliquent ¢x(y — ej41) < c.

On obtient finalement ¢ (2) < cdans ’état z = (1,...,1,2). Une nouvelle fois, si 1’équité
balancée était Parcto-efficace, on aurait ¢;(2) > ¢. Mais ¢x(z — e1) = 2/K > ¢. Donc
¢x(z — e1) > ¢x(z) et on déduit de la propriété de balance que ¢1(z — ex) > ¢1(2) > .
Par symétrie, ¢r(e) > ¢ pour tout k dans I'étate = z — e; = (1,..., 1). Les contraintes de
capacité (3.3) ne sont pas satisfaites.

— Supposons maintenant que a(K — 1) < 1. Soitz = (L,»,m,...,m)oum >n > 1/aet
ol n est le plus petit entier tel que n(1 — a) > ma(K — 2). Comme le lien ro N ... Nrx
est le seul lien saturé dans les états © et & — €1, on a ¢o(z) = do(z —e1) et $1{z) = a pour
toute allocation basée sur I'utilité, La propriété de balance impliquerait ¢y (z — e3) = a.
Comme ¢3(z — e3) = ... = ¢x(z — e2), on déduit des contraintes de capacité (3.3) que
#3(z — e2) < (1 — a)/(K — 2). Mais, comme le réseau est réduit A un lien dans I'état
T—e2—e,onadiz—e —e) =m/(n—1+mE —2)). Donc ¢3(z — e3) <
¢3(x — e2 — e1) et la propriété de balance impliquerait ¢; (z ~ e2} < ¢1(z — €2 — e3). Donc
¢1(x — ez — e3) > a et les contraintes de capacité (3.3) ne sont pas satisfaites.

O

Lemme 3.9. Un réseau homogéne qui ne contient ni hypercycle, ni ligne incompléte, ni carré
incomplet est un hypercube.

Preuve, On montre le lemme par récurrence sur le nombre N de routes. Le résultat est vrai pour
N =1et N = 3 (Notons que d’aprés la remarque 3.5, N = 2 est impossible). En fait un résean
de 3 routes est soit un triangle, soit un réseau linéaire.

Supposons que le résultat est vrai pour N < M, avec M > 3, et considérons un réseau de
M + 1 routes Ny = {rg,r1,...,ra} qui ne contient ni hypercycle, ni ligne incomplite, ni carré
incomplet. Notons Lg I’ensemble des liens de . On peut choisir une route ry telle que N = Ap\
7o est connexe. Notons £ C Lg ensemble des liens limitants de V. Par hypothése de récurrence,
N est un hypercube. Soit n la dimension de cet hypercube et D, ..., D, ses directions.

On montre d’abord qu’un choix judicieux de rg m&ne 4 n > 2, Supposons que pour tout &k
tel que N \ ry soit connexe, ce réseau soit réduit 2 un lien unique. S’il existe une route r; telle
que Ny \ r1 n’est pas connexe, ce réseau a deux liens limitants, , Mg et vy N... N rar. Mais
cela implique ro = r3, contradiction. Donc pour tout k, le réseau My \ 7. est connexe. Ce réseau
est réduit 3 un lien unique intersection de toutes les routes sauf r. On en déduit que Ny est un
hypercycle, contradiction.

On peut donc supposer que n > 2. On considere d’abord le cas ot une direction de A contient
une seule route, Dy = {r }.

— Supposons n = 2, Alors £y # L, car sinon A serait une ligne incompléte. Tout lien de

Lo \ L is est intersection de g et r; ou de rp et d’une route unique r» de Dy. Sinon,
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on obtiendrait un triangle. Dans le premier cas, Ay est un hypercube de directions D; et
D3 U rg. Dans le second cas, £y \ £ est 'ensemble des intersections ry N rg, v € Dy,
Sinon, Ny contiendrait un carré incomplet. Donc AV est un hypercube de directions 2y Urg
et Ds.

— Supposons = > 3. Alors A \ r; est un hypercube de dimension n — 1. Le réseau Ap \
r1 est connexe. Sinon, Ny contiendrait une ligne incompléte. Par hypoth2se, A \ r1 est
un hypercube, de dimension » — 1 ou n. Si Ay \ r1 est de dimension n, les directions
correspondantes sont rg, Dz,...,Dg. Comme 1y # ri, il existe rg € Dg,...,7q € Dy
telles que rg Nrg N ... Nry # 1 N2 N... N7y On en déduit que les routes g et vy ne
se croisent pas, sinon clles formeraient un triangle avec une des routes g, . . . , 7. Donc Np
est un hypercube de directions Dy U rg, Da, - .., Dy. Si My \ r1 est de dimension n — 1,
il existe une direction de N, disons Dy, telle que les directions de cet hypercube soient
Dy Urg, Dy, ..., Dy. En particulier, toutes les directions de MVp \ r; contiennent au moins
deux routes.

On peut donc restreindre I’analyse an cas oil les directions de ' contiennent an moins deux

routes. On envisage alors deux cas.

— Supposons £ # Ly. Soitl € Ly \ L. 11 existe une direction de N, disons D1, telle que toute
route r; de cette direction ne contient pas le lien I. Supposons que deux routes de la méme
direction contiennent le lien I, disons rz,r5 € Dz, ry # r5. Comme 7y croise ry et rh, ces
trois routes forment un triangle, contradiction. Le lien I est donc Iintersection de rg et d’au
moins une route de chaque direction Dy, . . . , Dy,. De plus, le réseau A"\ r; est un hypercube
de dimension n. Comme le réseau Ny \ r est connexe, ¢’est un hypercube de dimension n
oun + 1. Mais le lien / appartient aux n routes de Mg \ 1. Donc A \ 1 est un hypercube
de dimension n. Les directions de cet hypercube sont {D; \ r1} Urg, Dy,...,D,. Comme
ce résultat est valable pour toute route r; € D, Ny est un hypercube de dimension n, et de
directions Dy Ury, Ds,...,Dy.

— Supposons £ = Ly. Soit ! € ry. Supposons qu’il existe un lien I’ € £ tel que ! & rp.
1l existe une direction de A, disons Dy, telle que ! € ry et € 7}, 1,7} € Dy, 1 #
ri. Le réseau N \ r; est un hypercube de dimension n. Comme le réseau A \ r1 est
connexe, c’est un hypercube de dimension n ou 7 + 1. Mais le lien I appartient 4 n routes
de Mg \ r1. Donc Ay \ ry est un hypercube de dimension n. Comme le lien I appartient
a4 ro et A une route de chaque direction Day, ..., Dy, les directions de cet hypercube sont
{D1\r1} Urg,Da,...,DDy. Comme ry contient sculement des liens de £, ces liens sont
riNraN...Nry,avec rg € Do, ..., € Dy. Donc rg = 71, contradiction. On conclut
que rp contient tous les liens de £, donc Np est un hypercube de dimension n + 1, et de
directions rg, D1, Do, ..., Dy
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3.7 Exemples sur quelques topologies particulidres

Nous illustrons 2 présent I’équité balancée sur quelques topologies remarquables. Chaque fois
que cela est possible, nous exprimons sa fonction de balance, le débit moyen des flots de chaque
classe. Nous comparons également les performances de I’équité balancées avec celle de Store-
and-Forward, puis avec celle de I’équité max-min. Cette derniere allocation est sensible sur toute
topologie de réseau, sa performance est donc donnée par simulations (arrivées Poisson de flots sur
chaque route et tailles des flots i.i.d. exponentielles).

La borne du débit moyen des flots d’une certaine classe k fournie par Store-and-Forward est
d’autant plus précise qu’il est possible d’identifier un goulot d’étranglement sur la route T, ¢’est-
a-dire un lien I € ri de capacité résiduelle C; — Ek’:ler,‘: Py bien moindre que les capacités
résiduelles des autres liens de cette route. L'écart entre Store-and-Forward et 1'équité balancée
est aussi faible lorsque le débit d’acces a;, est beaucoup plus petit que les capacités résiduelles
renconirées par les flots de classe k.

Sauf mention contraire, on suppose I’absence de limitation d’accés.

3.71 Lignes, grilles et hypercubes

Les lignes et grilles présentées figure 3.10 et étudiées par T. Bonald et L. Massoulié [28] sont
en fait des cas particuliers d’hypercubes, dont nous avons donné la définition un peu plus haut. Les
réseaux linéaires et les grilles sont des hypercubes de dimension 2. Les hypercubes de dimension
1 somt réduits & un lien unique. :

F1G. 3.10 — Réseau homogene linéaire 2 3 liens (en haut) et grille 2x2 homogéne (en bas).

Calculons dans un premier temps la fonction de balance de I'équité balancée sur une ligne
homogene a deux liens. En fait, cette fonction de balance est connue, car donnée, sur ce réseau,
par celle de I'équité proportionnelle [28]. Nous présentons cependant son calcul 2 titre d’exemple.

Notons £ = (zo,21,z2) I’éiat du résean, zo désignant le nombre de flots sur la route de
longueur 2. La fonction de balance est donnée récursivement par $5F(0) = 1 et

5% (2) = max(®®F (z — eg) + B5F (z — €1), BFF (z — eg) + BBF (z — e3)).

Nous savons d’apres la proposition 3.2 que le premier lien est saturé d@s que z; > 0, ce qui
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implique que pour tout z telque z; > 0:

85 (1) = 8% (z — ep) + BFF (z — €1).
De méme, pour tout x tel que 22 > 0:

®BF (z) = ®BF (g — gp) + OPF (z — ).

On en déduit que $BF () est simplement égale au nombre de chemins du point 0 au point z dans
le graphe présenté figure 3.11 :

BBF(z) = (-’»"o +z1 + xz) .

Tp

(0,x,,%,) GoXpXy)
Xy l ! ! ! 4 1
[
4 I S ! A
[ A [
T & % "
‘ £ Lo
©.0x) |72 (%p0.%)
0,00 X

F1G. 3.11 — Calcul de la fonction de balance de 1’équité balancée dans un réseau linéaire homogéne
a deux liens.

Cette méthode de calcul de fonctions de balance se généralise 4 tous les réseaux pour lesquels
nous savons identifier les liens saturés.

Hypercubes homogénes Considérons un hypercube homogéne de dimension n > 2 de direc-
tions Dy, ..., Dy. On obtient la fonction de balance suivante :

@BF (z) = ( LTk ) (3.28)
Zk:r;,e‘Dl Thyee» ’Ek:rkEDn Tk

Comme suggéré précédemment, I’équité proportionnelle coincide avec I’équité balancée sur ce
type de topologie.



86 Chapitre 3. Des réseaux de Whittle 4 la modélisation du trafic élastique

Proposition 3.5. L’équité proportionnelle coincide avec I'équité balancée sur les hypercubes ho-
mogeénes.

Preuve. On peut montrer dans un premier temps que pour I’équité proportionnelle, tous les liens
sont saturés. On en déduit que les routes qui appartiennent & la méme direction disposent toutes
de la méme capacité, que I'on note ¢r. On a Y, ¢ = 1. L’é&quité proportionnelle maximise la

quantité
Z E z;log (i—k) .
k €Dy ¢
En particulier, il est facile de voir que ¢, est proportionnel au nombre de flots qui empruntent une
des routes de 1a direction Dy, :
ZiED;. T

=5

On en déduit le résultat griice 3 (3.28). m]

La performance de I’équité balancée est sans doute difficilement exprimable pour des hyper-
cubes homogénes généraux. On trouvera dans [28] Vexpression pour les lignes et la grille 2 4
routes. Rappelons I’expression des débits moyens dans le cas d’une ligne homogene a L liens.
La charge moyenne générée sur la route contenant tous les liens est notée pg, alors que celles des
routes de longueur 1 sont py, ..., pz. Les débits sont donnés par :

P =1l-pg—p, I=1,...,L, - (3.29

1-pp
BT = = : (3.30)
L+ 300 =8

Nous comparons figure 3.12, pour une ligne 2 2 liens, la performance sur la route longue de
Péquité balancée et de Store-and-Forward (ces allocations offrent des débits moyens identiques
sur les routes de longueur 1). Nous prenons le cas le plus défavorable (on peut le montrer) ot
p1 = p2 (pas de goulot d’étranglement) et pp — 0. Les performances s’éloignent quand la charge
des liens est faible : & la limite, pour des charges presque nulles, le débit moyen offert par 1’équité
balancée est 1 alors que celui offert par Store-and-Forward vaut 1/2.

Nous comparons figure 3.13 les performances obtenues avec 1’équité balancée et 1’équité max-
min sur une ligne homogene de 5 liens. I.'équit€ max-min donne une performance meilleure que
celle de I’équité balancée sur les petites routes, mais moins bonne sur [a route longue. La différence
de performance n’est de toute fagon pas significative,

Lignes hétérogénes

I est difficile en général de trouver la fonction de balance lorsque les réseaux sont hétérogenes.
On peut cependant ’obtenir pour des réseaux linéaires hétérogenes (voir figure 3.14) : par souci
de simplicité, la capacité du plus petit des liens est prise égale A 1. On note g le nombre de flots
sur la route traversant tous les liens et «; le nombre de flots sur la route ne contenant que le lien {.
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08

06 |

04t -

02+

Debit moyen sur la route longue
{
/

Equite balancee ——
Store-and-forward ————

0 0.2

04

0.6

Charge des liens

08 1

F1G. 3.12 — Ecart maximal entre I’équité balancée et Store-and-Forward sur une ligne homogene

4 2 liens.

La fonction de balance est donnée par : pour tout = avec z; > 0, Vk,

&8F () =

2

¥ yiSTo

zr4+yr—1

(27
n o YL

Le débit moyen des flots de différentes classes peut également étre évalué :

’YPF:CI—PD—PI, I=1,...

L
# - (s
l1-p o

+2

Rappelons que pour Storc-and-Forward, ce débit vaut :

L 1 -1
SF __
T _(gc’:—px—m) ’

3.7.2 Lesarbres

~1
__1 )
p—p Ci—po '

1
Cy—

1
) Clﬂi'i"yl .. C‘EL"‘I‘L ) (33D
Ly (332)
(3.33)
(3.34)

Nous nous intéressons maintenant aux arbres* (voir figure 3.15), réseaux de topologie parti-
culierement intéressante car & méme de représenter des réscaux d’acces constitués de plusieurs

étages de multiplexage.

Définition 3.8. (Arbres) Un arbre est un réseau contenant un lien, appelé tronc, traversé par
toutes les routes et de K autres liens, appelés branches, traversés par une seule route.



88 Chapitre 3. Des réseaux de Whittle 3 la modélisation du trafic élastique

] Route cowte . Route longue
Equile balances —— Equite balarnces —
Equite max-min Equile max-min
08 r . 08|
[=4 =
2 osef N g o8}
E g .
- = -
g 04 | ™ § 04} .
02} LN : o2} .
o 1 I L o L L i a1 -
o 0.2 04 0.8 08 1 /] 02 04 0.8 08 1
Charge des liens Charge des liens

F1G. 3.13 — Comparaison de 1’équité balancée et de I'équité max-min sur un réseau linéaire 3 5
liens.

F1G. 3.14 — Ligne hétérogéne a 3 liens.

Nous supposons dans la svite que le tronc est de capacité 1 et que les branches sont de capacités
respectives C1, ..., Ck inférieures ou égales 4 1. Laroute ry, k = 1,..., K, traverse le tronc et
le lien k. La fonction de balance associée 4 I'équité balancée est donnée par :

K

1

¥*(z) = ]I zor (3.35)
k=1

pour tout « telle que Ia somme des capacités des branches actives (ie., 37 Liz, 50} Cr) st infé-
rieure a 1, et

BBF () = z (Ek(mk — 2) — 1) (Ekg{(z)(m’ﬂ — z) ) ( 2ker(z){Tk — 2k) ) H 1
2<2,1(z)£0 Ek&'I(z)(zk ~ 7k) (zk — 2x). k € I(z}) \(zk — 2}, k € I(y) % CI?
(3.36)
sinon, o I(z) est 'ensemble vide si C.1(2) = }°; , .o Cr > 1 et Pensemble d’indices & tels
que zx = 0, 53 > 0 et C.1(z) + Cj, > 1 dans le cas contraire.

*Les arbres sont ici des réseaux de concentration 4 2 niveaux. Dans Ia littérature, les arbres désignent plus générale-
ment des réseanx de concentration A niveaux multiples.
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F1G. 3.15 — Arbre 4 trois branches.

Le débit moyen offert par I’équité balancée reste difficile a évaluer dans des arbres généraux.
Pour des arbres & deux branches, on obtient :

P 1 1 Ci1(1 — C1)(Ca — p2) -
= (1 -, —p2 + CL-m * (1 — C1)(Cz — p2) + Co(C1 — 1 )(1 —Pz)) ’

Ce débit est & comparer avec celui offert par Store-and-Forward :

SF—( 1 P )_1 ' (3.38)
N l-pi—p2 Ci—-p) )

0.1

® .M“‘M—‘"—‘""‘\.“
5 R
c o
ol
5 2
g
3 005}
5
-y
E
%
o Equite balancee ——

Store-and-forward ———

o L L L 'l
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Charge du tronc

F1G. 3.16 — Comparaison de I’équité balancée et de Store-and-Forward sur un arbre & deux
branches (C; = 0.1et Cy = 1).
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La figure 3.16 présente une comparaison de la performance de I’équité balancée et de Store-
and-Forward sur un arbre 4 deux branches de capacités respectives C; = 0.1 et Cy = 1. Encore
une fois, on choisit le cas le plus défavorable quant 2 I’écart entre les deux allocations, ¢’est-3-dire
g1 — 0. Le débit moyen des flots sur la branche 2 est identique pour les 2 allocations.

Figure 3.17, nous comparons les performances de 1’équité balancée et de 1I’équité max-min
~ pour un arbre & deux branches. Il faut noter que toutes les allocations basées sur une fonction d’uti-
lité sont identiques. Pour I’équité max-min, on présente deux résultats de simulation, en fonction
du rapport r des tailles moyennes des flots de classe 1 et de classe 2. Comme 1’équité max-min
est sensible, sa performance dépend de ce rapport. Des valeurs extrémes pour r permettent de
quantifier cette sensibilité. On observe que dans le cas d’un arbre homogéne (C; = Cy = 0.6
avec p1 = pa), les débits moyens offerts par 1’équité balancée et max-min sont trés proches, et
que cette dernidre est trés peu sensible. Par contre, dans un arbre hétérogéne (C, = 1, C; = 0.5,
p1 = 0.01), les deux allocations peuvent différer assez nettement, 1'équité max-min pouvant étre
trés sensible.

08 T T 1 T
Equits balancee -— Equite balancea ———
Equite max-min, r=10 - M Equite max-min, r=10 -+
- 0.5 | Equite max-min, r=0.1 + ° 09| Equite max-min, r=0.1 +
E oo i
= =z 08}
2 o3l ]
2 |
€ 02 E
a 2= o6k
= = 1
8 01} 8
05|
0 \ R R . ,
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0 0.4 0.2 0.3 0.4 0.5
intenslte de trafic sur tes routes 1 /12 intensite de trafic sur la route r2

F1G. 3.17 — Comparaison des équités balancée et max-min sur un arbre 2 2 branches, A gauche :
Cr=C3=086,p = pa, ddroite : C1 =1, Co = 0.5, m fixée 2 0.01.

3.7.3 Les hypercycles

Les hypercycles sont définis dans la sous-section 3.6.3. Rappelons que les hypercycles 3 3 et
4 routes sont les triangles et les pyramides représentés figure 3.9, Malheureusement, méme sur
ces hypercycles homogenes trés simples, il est impossible de calculer une fonction de balance
(la fonction de balance peut étre vue comme le nombre de chemins d’un point 3 ur autre dans un
espace trop compliqué pour mener 2 des résultats simples). Une propriété importante de ce réseaux
est que I’équité balancée n’y est pas Pareto-efficace (cf. lemme 3.8). On pourrait conjecturer que
les hypercycles homogenes sont les seuls réseaux sur lesquels I’équité balancée n’est pas Pareto-
efficace.

L'inefficacité de Iéquité balancée sur le triangle et la pyramide homogénes est illustrée figure
3.18. On donne la fraction de la capacité inutilisée lorsque 3 == 10 pour le triangle et 73 = 4 =
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10 pour la pyramide. Par définition, la capacité gaspiliée est la capacité qu’on pourrait ajouter
a une route pour atteindre les contraintes (3.3). Il semble que le triangle constitue le cas le plus
défavorable parmi les hypercycles. On peut montrer que pour le triangle homoggne, pour tout
entier n, ¢1(z) = (n + 1)/(3n + 1) et ¢o(z) = ¢3(z) = 1/2 aVétat z = (1,7, n), de telle sorte
que la capacité gaspillée peut atteindre 1/6. Pour la pyramide homogeéne, on montre également
que ¢1(z) = (2n? + 3n + 1)/(11n? + 6n + 1) et golz) = $3(z) = du(z) = 1/3 2 Vétat
z = (1,7, n,n), de telle sorte que la capacité gaspillé peut atteindre 5/33.

Capacite perdue (%)

15

F1G. 3.18 — Inefficacité de I’équité balancée sur le triangle homogéne (gauche) et sur la pyramide
homogéne (droite)

La figure 3.19 présente une comparaison de 1’équité balancée et de Store-and-Forward sur
un friangle homogeéne, en supposant que la charge est identique sur les 3 routes. N’ayant pas
d’expression explicite pour la fonction de balance, nous n’en disposons pas pour le débit moyen.
Les résultats pour I’équité balancée sont obtenus en programmant (3.19).

1

Equits balancee
Siore-and-Forward ———

o
w

\
T

4] 0.2 0.4 06 0.8 1
Charge des llans

Debit moyen des flots
o
s

o
Y

F1G. 3.19 — Comparaison de 1’équité balancée et de Store-and-Forward sur le triangle.

Enfin, nous comparons les performances de 1’équité balancée et de 1’équité max-min sur le
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triangle homogéne, figure 3.20. On considere deux cas : le premier pour lequel les charges des
routes sont identiques, et ke second pour lequel on fixe la charge d’une route & 0.05, Dans le second
cas, on trace le débit des flots de cette derniére route. Dans tous les cas, les performances sont trés
proches, malgré I'inefficacité de 1’équité balancée. Cela s’explique simplement en remarquant
que la probabilité que le systtme soit dans des régimes inefficaces (sur les pics d’inefficacité
représentés figure 3.18) reste faible. On observe également dans le second cas que la performance
de I’équité max-min croit avec ia charge quand celle-ci devient proche de 1 et tend vers 0.45
quand la charge tend vers 1 : par Pareto-efficacité de max-min, A charge 1, la route 1, de charge
0.05, traverse deux liens identiques de capacité 0.5 (la capacité constante laissée par les autres
routes) et a donc un débit de 0.5 — 0.05 = (0.45.

1 r T r -

1 ulte balancee
Equitebalanuae —_— quite maxmin -
Equite max-min - - o8t
oB b £
g os | 2 o6l
8 g
E
E 04} & 04
02+ f o2}
0 R A , . 0 . R . .
[+] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 4] 02 0.4 0.6 0.8 1
Charge des liens Charge des liens

FI1G. 3.20 — Comparaison de 1’équité balancée et de 1’équité max-min sur le triangle - 4 gauche :
méme charge sur chaque route, 4 droite : 1a charge d’un route est fixée  0.05.

3.7.4 Lien avec débits d’acces différents

Dans le cas d’un lien unique avec un seul type de flot (limités au débit @;, nous savions déja que
la discipline PS était insensible ([54] par exemple). Cette allocation est en fait 1*équité balancée
caractérisée par la fonction de balance :

&(z )— 1 sizia; €1, ®(z) =®(|1/a;1]) sinon.

Considérons maintenant un lien de capacité 1 avec K types de flot. Un flot de type k étant
Llimité & un débit ay. Le schéma du réseau correspondant est donné figure 3.21.

Pour tout z, notons I(z) 'ensemble vide si 6.2 = }; z;a; > 1, et’ensemble {f,a; + .z >
1} sinon. On déduit de (3.19) que I'équité balancée est caractérisée par :

1
8% (z) =] ——, siaz <1, (3.39)
]-;-[ aptag!’
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Débit d’accdx o

Débit d*accis

F1G. 3.21 - Lien avec différentes limitations A I’acces.

et

BF .\ _
v (2 — vk € 1(3)
(3.40)
sinon. Ici, il est encore une fois difficile d’évaluer la performance de 1’équité balancée. Celle de
Store-and-Forward est donnée par :

-1
T = ( Ly L ) , (G41)

a  1—p

yy<z,I(y)#£0 (E-’FEI () (zk — yx)/ \(zx — ), k & I(y)

ol p= Zf=1 P est la charge globale du lien. Nous comparons, figure 3.22, 1a performance de
I’équité balancée 2 celle de Store-and-Forward avec deux classes de flots. A gauche, a; = 0.5 et
az = 0.2, 4 droite a; = 0.01 et az = 0.01. Les charges des deux classes de flot sont identiques.
Comme prévu en introduction de cette section, Store-and-Forward est d’autant plus proche de
I’équité balancée que les débits d’accds sont faibles,

Dans la figure 3.23, on compare les performances de I’équité balancée et de I’équité max-min
dans les deux cas précédents. Lintensité de trafic est la méme pour chaque type de flot. Encore
une fois, on s’apercoit que les performances sont trés proches.

3.7.5 Versd’autres topologies : algorithmes récursifs d’obtention des constantes de
normalisation et des débits moyens

Il est parfois difficile d’aboutir 2 une expression simple de la fonction de balance pour I’équité
balancée, la complexité de ®PF dans les exemples précédents le montre, J. Virtamo [32] a eu I'idée
d’un algorithme récursif de calcul de la fonction génératrice de ®EF :

0o [+ K
Gl)=Y ... &[] (3.42)

x3=0 =0 i=1

2ok(ze — ) — 1) ( > rgr(y) (Te — yx) ) ( 2 okery) (@ — Vi) ) S
k=1 %

Ve g!”

1
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) ' uite balancas
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F1G, 3,22 - Comparaison de I’équité balancée et de Store-and-Forward avec deux limitations
différentes A I’accés. A gauche : @; = 0.5, ag = 0.2, & droite : @; = 0.01, a2 = 0.01. g, = p3.

Equlte batances —— |
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F1aG. 3.23 — Comparaison de I’équité balancée et de I’équité max-min avec deux limitations diffé-
rentes & I’acces. A gauche : a; = 0.5, ag = 0.2, & droite : a; = 0.01, a3 = 0.01. p; = ps.

ol p = (p1,...,pK). Cette fonction n’est autre que la constante de normalisation de la mesure
invariante ®5F () [TX , o*. Nous savons donc que G(p) < +oo lorsque p satisfait les conditions
usuelles de trafic (3.5). La fonction génératrice permet d’cbtenir simplement la performance pour
chaque classe de flots :
F_ P 0 t
¥ = Bl ( o ].uG(p)) . (3.43)
Nous présentons maintenant les algorithmes récursifs introduits par J. Virtamo [32]. Ces al-
gorithmes permettent de calculer la fonction génératrice et les débits moyens des flots dans des
réseaux de topologies telles qu’on puisse identifier, pour chacun des sous-espaces d’états Q. , un
lien toujours saturé : Z; est un sous-ensemble des classes de flots de cardinal & et

Qz, = {z:z; > 0ssii € I;;}.



3.8. Allocation réalisée par TCP 95

On note Gz(p) = Y, cq, ®%F (z) [Ixer A5+ La fonction génératrice est alors décomposée en :

K
Glp) =1+ Gz (p)-

k=1 T,

Récursion pour Ia fonction génératrice L’idée de I’algorithme est la suivante. Soit Z Pun des
sous-ensembles de classes de flots Iy, k =1, ..., K et soit [(Z) un lien saturé pour tout état z € 7.
D’aprés (3.19), on a donc pour toute mesure invariante y et pour tout £ € §)r :

1
X@=g5— > xlz-en.
WD) keTrer(n)
En sommant cette équation sur les états de {27, on obtient :

2 keTd(Ter, PROT\K(P)

Gz(p) = .
Ciz) — XkeTu(T)er, Pk

(3.44)

Récursion pour les débits moyens Les débits moyens sont donnés en dérivant la fonction gé-
nératrice (3.43) ;

a K ) K )
=—Glp) = +—Gr, (p) = HF(p),
5" = 2 2 O = 22

ol les termes Hg ) {p) sont définis et obtenus par :

Lezliner (Gz(p) + Gn\() (0)) + Ziezuzer, Pkﬂg\){k}(P)
Cuz) — Lkeza@mer, Pr )

: 3
Hp) = a_p.-GI(”) =

Dans [32], un certain nombre d’exemples de réseaux est donné. Les algorithmes permettent
d’évaluer la performance de 1’équité balancée sur des topologies utiles en pratique telles que les
arbres et les lignes hétérogénes. Une généralisation de ces algorithmes permet également d’évaluer
I’équit€ balancée dans des réseaux avec différents débits d”acces.

3.8 Allocation réalisée par TCP

Comme nous 1’avons indiqué dans le chapitre introductif, ’allocation effectivement réali-
sée par TCP est difficile & connafire. Est-elle proche de 1’équité proportionnelie, de max-min ?
Maximise-t-¢lle plutdt une fonction d’utilité de type Arctan ? 11 semble surtout difficile de vérifier
par simulations NS (Network Simulator) ou autres que TCP réalise telle on telle allocation, tant
le paramétrage du systéme est complexe. Il est souvent plus judicieux de modéliser et de simuler
certaines parties cruciales qui composent TCP (par exemple, I’algorithme AIMD?).

3 Additive Increase Multiplicative Decrease
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Néanmoins, nous présentons une simulation NS du triangle et du réseau linéaire homogénes 2
trois routes. Nous avons simplifié au maximum le paramétrage de TCP, Les liens sont de capacité
1 Mbit/s, les RTTs sont fixés 2 10 ms, les buffers sont de type DropTail (files d’attente classiques),
la tailte maximale de 1a fenétre TCP est de 20 paquets de taille 1000 octets, Tl semble que pour ce
paramétrage, TCP ne soit pas Pareto-efficace sur le triangle, mais le devient sur le réseau linéaire,
tout comme 1’équité balancée,

Capacite perdue (%) Capaclie pardue (%)
15 : 15
10 hoy 10
5 5

F1G. 3.24 — Inefficacité de TCP sur le triangle, Efficacité sur le réseau linéaire

3.9 Routage dynamique insensible

On a vu dans le chapitre précédent qu’il était possible de caractériser 1’insensibilité dans les
réseaux PS méme lorsque les taux d’arrivée et le routage pouvaient dépendre de I’état du systéme.
Nous illustrons ici sur un exemple simpie ’intérét de ce résultat.

On considére un ensemble de L liens en paralltle de capacités respectives Ci,...,C1, (voir
figure 3.25). Des flots de taille moyenne 1/u arrivent selon un processus de Poisson d’intensité A
dans le systéme, La charge de ce dernier est p = A/u. Chaque flot est routé vers 1’un des liens en
fonction de I’état du systme z = (zy,...,2¢), z; désignant le nombre de flots en cours sur le
lien 4. les flots sont traités selon la discipline PS 2 chaque lien. On étudie les routages au niveau
flot et adaptatifs dépendant de Iétat du systeme, comme envisagés dans [136]. On note v;(z) le
taux d"arrivée des flots au lien i quand le systdme est dans 1’&tat . L’intensité de trafic du lien 4
est alors p;(z) = v;(z)/p. Par ailleurs, le routage doit &tre fait de telle sorte que lorsqu’on reste
dans un certain espace d’état que I’on se choisit (cet espace d’état est NV si tous les flots sont
acceptss) :

L
Y vilz) =2 (345)
j=1

D’aprs le théoréme 2.9, le routage dynamique sera insensible si et seulement si les fonctions
pi(T;z) sont balancées (en effet, les capacités des neeuds sont constante et donc balancées), ce qui



3.9. Routage dynamigue insensible 97

F1G, 3.25 — Routage adaptatif sur des liens para]léles.-

revient a dire qu’il existe une fonction positive R telle que pour tout 1,

_ _Ri=)
vi(z) = ‘R(T‘ 3> Vz. (3.46)
Les conditions (3.45) deviennent :
L
Y R(z)/R(TIz) = ). (3.47)

=1

Evidemment, il existe autant de routages insensibles que de fonctions positives R vérifiant (3.47).
Nous explicitons ici deux routages simples et insensibles, le routage statique et un routage propor-
tionnel & la capacité résiduelle .

Routage statique Les plus simples des routages msenmblcs sont les routages statiques : uﬂ’“" (=)
constantes égales A v; (dans ce cas, RI*e(z) = Hj 1 1/ v’ par exemple).

Routage en proportion de la capacité résiduelle Un autre routage intéressant est celui quon
pourrait appliquer si ’on voulait garantir un certain débit minimum 2 tous les flots (ce type de
routage pourrait étre envisagé pour des serveurs web par exemple). Formellement, cela signifie
que le nombre de flots en cours A chaque serveur £ ne doit pas dépasser un certain seuil N; : si
d est le débit minimum souhaité, N; = C;/d. Ainsi un flot ne peut étre routé vers le lien i que
si z; < Nj. On peut facilement montrer qu’il n’existe qu'un seul routage dynamique insensible
ayant ces propriétés. I est caractérisé par :

N: — 1.
VP (@) = o

T A
Zj:l (N; — =5)

(348)
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Une mesure invariante 7 du systéme est alors

L L i
,ﬂ.cr(m) o~ ( 225=1(Nj — =) ) H (i ’ .
Ni—-=z,...,Np—z1/ 4 Cj
i=1
En particulier, la probabilité de blocage d’un flot est :
pCP _ w(N,...,NL)
= 7 ]
J"L:l zm;zﬂ 1!'(:’!:1, ---2TL)

De méme, on peut donner une expression explicite pour le débit moyen des flots avec ce routage.
Nous pouvons également comparer ce routage au meilleur des routages statiques sur ce type de
réseau, c’est-2-dire au routage fixe donné par vf*e = N;/ 3.; Nj. Pour ce routage statique, la
probabilité de blocage est donnée par :

ptxe . ZV,Pr[w, N]—z (’”/gj oy (3.50)

Enfin, nous avons comparé le routage insensible en proportion de la capacité résiduclle au meilleur
des routages dynamiques, le routage opportuniste qui consiste 2 router le flot vers le lien le moins
occupé [136]. Ce dernier routage est sensible, et le blocage est donc obtenu par simulation pour
des flots de tailles exponentiellement distribuées.

Nous donnons dans les figures 3.26 et 3.27 les probabilités de blocage et les débits moyens
pour ces trois routages. La figure 3.26 correspond A un résean de 2 liens en parallele de méme
capacité, la figure 3.27 2 un réseau de 2 liens de capacités respectives 1 et 5. Ces figures mettent
en évidence d’une part I’intérét d’un routage adaptatif (le routage statique donne toujours une pro-
babilité de blocage élevée), et montrent d’autre part que le routage en proportion de la capacité
résiduelle engendre un blocage trés faible qui approxime bien celui obtenu avec le routage op-
portuniste, En revanche, le débit moyen des flots obtenu avec le routage opportuniste reste bien
meilleur que ceux obtenus avec tout autre routage. Il faut cependant noter que ce constat est vrai
pour des flots de tailles exponentielles, il peut &ire remis en question lorsqu’on modifie ces distri-
butions, le routage opportuniste étant sensible.

(3.49)

3.10 Dépendance & long terme au niveau flot

Ce paragraphe reprend les résultats de 1’article [29].

Le processus d’arrivée des paquets IP i un lien de grande capacité€ est connu pour étre trés com-
plexe et présente un caractére asymptotiquement autosimilaire [140]. Au niveau paquet, comme
nous I’avons mentionné au chapitre 1, plusieurs explications de ce phénomene sont possibles : le
protocole TCP est responsable des arrivées en rafales, et le fait que les flots soient de taille de
distribution a4 décroissance lente engendre naturellement de I’ autosimilarité.

Au niveau flot également, on peut observer de la dépendance 2 long terme, On sait que le
processus d’arrivée des flots 3 un lien de ceeur de réseau présente des corrélations temporelles
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FI1G. 3.26 — Probabilité de blocage et débit moyen des flots pour différents types de routage. Cas
de deux liens de capacités identiques C; = Ca.

non négligeables [141, 66]. Ce phénoméne se répercute naturellement au niveau paquet. Nous
proposons ici d’expliquer cette variabilité au niveau flot de par la structure statistique des sessions.
Les sessions sont supposées arriver selon un processus de Poisson. Pour plus de simplicité, on
restreint le réseau au cas d’un lien unique. Les temps de réflexion sont représentés par un serveur
infini, si bien que le réseau A étudier se réduit A celui de la figure 3.28. Notons ici que pour
différencier les flots et les temps de réflexion de session de type particulier, nous introduisons la
notion de classe, comme dans [95]. Dans ce qui précéde, nous avions différencié les flots et temps
de réflexion empruntant la méme route par une augmentation du nombre de files PS. Dans le cas
du réseau qui nous intéresse maintenant la notion de classe suffit pour représenter le mod2le de
trafic le plus général d’arrivées poissoniennes de sessions de structure queiconque : la classe du
flot ou du temps de réflexion définit le type de session a laquelle il appartient et sa place dans la
session.

3.10.1 Dépendance a long terme

On suppose ici qu’un seul type de session est écoulé et que le nombre de flots N par session
est une variable aléatoire de distribution pr = Pr[N == k]. On note A(u, t] le nombre d’arrivées
de session entre les instants u et {. De méme, on note X {u, £] le nombre d’arrivées de flots au lien
entre u et t. On introduit également les notations A; = A(i, i + 1] et Xj = (3,i + 1.

Définition 3.9. (Dépendance i long terme) Le processus ponctuel X présente de la dépendance
@ long terme si

)" |Cov [Xo, Xi] | = +o0.
i

Considérons un lien de cceur de résean transparent et notons oy, €t 74 les durées des flots et
temps de réflexion successifs. Soit G(u) = Pr[oy, + 7 < u] la distribution du temps entre deux
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F1G. 3.27 — Probabilité de blocage et débit moyen des flots pour différents types de routage. Cas
de deux liens de capacités différentes C; = 5Cs.
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FIG. 3.28 — Réseau 4 un lien et représentation des sessions.

flots dans une session. Notons enfin G(u) = fo (1 — G(v))dv. Nous donnons le résultat
suivant sans preuve (on pourra trouver une démonstratlon dans [29, 144]).

Proposition 3.6. pour tout i > 0, Cov [Xy, X;] > O et

k—j-1

1 k-1
Zcoleo,xa:)\zj{kpk f ZG*’(u)du+pkE[GJZ(k 0y G*G*‘(l)}

>0 k>1 =0 j=t =0
3.51)

Nous pouvons maintenant caractériser la dépendance 2 long terme du processus d’arrivées des
flots au lien :

Corollaire 3.3. Le processus d’arrivée des flots présente de la dépendance & long terme si et
seulement si le nombre de flots par session & une distribution de variance infinie.

Preuve. Nous pouvons supposer que G(1) > 0 et que G{1) < 1. Les deux inégalités suivantes
montrent que la série (3.51) diverge si et seulement si le second moment de py, est infini.
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1k~1

0<) kg f Y Gtuyde < Kpp,
E>1 =0 k>1
k—j—1 G(l)
G(L)ps Z(k ) <px Z(k ) Y GG < 2 G(I)G(I)Pk Z(k 3)-
=1 i=1 =0 Jj=1

La seconde inégalité est obtenue en remarquant que G * G¥(1) = Pr F+rm+-..+n2>1]
ot les variables aléatoires #,r1, . ..., 7y sont indépendantes et de distributions G pour 7 et G pour
les autres. Donc G « G¥(1) < G(1)G(LY, et finalement

oy )
Y Gt < EG*G"(I) STTem —cm
=0 =0
DO
On en déduit qu’au niveau flot, les distributions des tailles des flots et de la durée des temps de
réflexion ne jouent aucun rdle dans I’ apparition de la dépendance 2 long terme. Seule la distribution
du nombre de flots par session affecte la dépendance 2 long terme dans le processus d’arrivée des
flots au lien. I semble bien que cette conclusion reste valable dans [e cas d’un partage PS (cas
d’un lien plus proche de I’acces), comme le montre les diagrammes temps-variance® de la figure
3.29. Nous présentons ces diagrammes pour différents types de distribution du nombre de flots
par session (la moyenne du nombre de flots reste constante), distributions géométriques et Pareto
discrétes de parametre s, ¢’est-a-dire telles que p;, = 1>, C/k*. Pour le cas du lien de cceur (2
gauche), les durées des flots et des temps de réflexion sont fixées. La figure 2 droite correspond 2
un lien congestionné (partage PS) avec des distributions Pareto pour 12 taille des flots et Weibull
pour les temps de réflexion [15]. Dans les deux cas, on voit que le paramétre de Hurst augmente
(la pente décroit) lorsque on diminue le paramétre s. Ainsi ce que nous avons prouvé pour les liens
de cceur semble également juste pour les liens congestionnés.

3.10.2 Inter-arrivées des flots

Intéressons nous maintenant aux inter-arrivées de flots au lien. On suppose toujours que ce
dernier est un serveur infini (cas d’un lien de cceur). Nous supposons qu’au temps ¢ = 0, un flot
arrive au lien. Notons Yj le nombre de sessions présentes dans le réseau 3 cet instant et telles qu’il
reste un flot complet 2 transmettre sur le lien. Le réseau considéré posseéde bien sir la propriété
MUSTA’, et donc Yy coincide avec le nombre de sessions 2 I’état stationnaire ayant encore un
flot & transmetire. Par conséquent ¥ est une variable aléatoire de Poisson de moyenne X'E [G], ob
XN = A x (E[N] — 1). Notons 8 le temps de la premiére arrivée de flot sur le lien aprés ¢ = 0.

SRappelons qu'un diagramme temps-variance présente la fonction In Var [X ("‘)] en fonction de In m, o X™ est

le processus agrégé (X +...4+ Xn}/m.
"Moving Unit See Time Average
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F1G. 3.29 — Diagrammes temps-variance pour le processus des arrivées de flots 4 un lien de coeur
(serveur infini) et un lien congestionné (serveur PS).

Proposition 3.7. Lorsque le taux d’arrivée des sessions X est important, la distribution des inter-
arrivées de flots au lien @ est approximativement exponentielle :

Pr(0>z/(A+X)) ~e®  quand A - +co.

Preuve. Soit r; le temps résiduel de la période de réflexion i ; (r;,1 < i < Yp) est une suite de
variables aléatoires i.i.d. de distribution :

Pr(r; < z) = E"(IF) fo "L - G,

Onnote F(u) = 1—Pr(r; < u). On prouve sans difficult€ que limg. o ﬁ({;‘fﬁ? = z. Le théordme
2.1.5 dans [72] fournit Ia seconde égalité dans I’expression suivante :

(zE’EG) )ﬂ _ .-

Pr(mmr, > zE(G)/n) = (3.52)

n-4+00 +co

Puisque ¥j est un processus de Poisson d’intensité X' E(G),

Pr(mmr,> )= E(AE(G)) —AE(G)F( ALY

i<Yp

Fixons € > 0. Grice au théoréme central limite (quand A — 400, Yp tend vers une variable
gaussienne de moyenne et de variance égales 3 X' E(G)), il existe une fonction f()) et un réel Ao
tels que, pour X > )y :

NEG) —y
( B, 00

limy 400 F(A) = 400, limy o0 F(A)/A=0,
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ol F,s désigne I'ensemble {n € N/ — fQ)+ N E(G) < n S XE(G) + f(\)}. On en déduit
que :

' E(G)- NE@)Y _y '
(l—e)F(xx,-)“ E(G)-f(2) < z (_15!))—3 AE(G)F(;)HSF(;)A E(G)+(0)
nG.'FAr

Maintenant, grice 4 (3.52), on peut trouver A; tel que, pour A > AL,
T\ N B(GY—#(A _ T\NE(G)+FN) -
M(IF(B\_’) (&)—F( )—e xl’lF(f) (@) ()_e ml) <e
Ce qui donne finalement :
Pr(minr; > z) ~ e_"'“", quand A —+ +o0.
i<Yy

La proposition s’obtient en remarquant que 8 est le minimum des variables exponentielles, min;<y; 7;
et du temps d’arrivée d’une nouvelle session. ]
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Chapitre 4

Comparaisons stochastiques dans les
réseaux de files d’attente

Ce chapitre est consacré A la comparaison stochastique de réseaux de files d’attente. Ce type
de comparaison est loin d’étre aisé et la recherche dans le domaine avance lentement. Ces émdes
sont motivées par la difficulté d’obtenir des résultats de performance explicites pour la plupart des
réseaux de files d’attente. I est alors crucial de pouvoir comparer ces systémes i des systémes
repéres de performance bien connue, par exemple & des réseaux de Whittle. Nous présentons des
exemples d’application de comparaison stochastique dans les chapitres suivants, I’un consacré a
I’évaluation du délai de traversée des paquets associés & des applications temps-réel et I'autre
destiné & I'étude de I'impact de ces applications sur le trafic de données dans les réseaux multiser-
vices.

Nous commengons ce chapitre par quelques définitions et résultats sur certains ordres sto-
chastiques, puis présentons les résultats classiques de comparaison stochastique de files d’attente.
Le lecteur trouvera dans les ouvrages de M. Shaked et J. Shantikumar [166], de A. Miiller et D.
Stoyan [131], de R. Szekli [171] et de E Baccelli et P. Brémaud [8] la plupart de ces résultats.
Nous achevons le chapitre en présentant de nouveaux résultats de comparaison de files en envi-
ronnement aléatoire. Ces comparaisons sont motivées par I’étude de réseaux multiservices et par
celle de 1a mobilité des utilisateurs dans les réseaux radio. Ces derniers résultats sont présentés en
partie dans les publications [60, 61, 341.

105



106 Chapitre 4. Comparaisons stochastiques dans les réseaux de files d’attente

4.1 Comparaisons de variables aléatoires réelles

D’une maniére générale, on appelle ordre stochastique un ordre partiel défini sur un espace
des mesures de probabilit€. Par exemple, 1’ordre stochastique ie plus naturel pour comparer deux
variables aléatoires réelles consiste & comparer point A point leurs distributions. On note <% cet
ordre : si X et Y sont deux v.a. réelles, on écrit X < Y ssi

Pr[X <> Pr[y <{], Vi

Cet ordre est souvent appelé trajectoriel du fait de la caractérisation suivante, due A V. Strassen
[170].
Théoréme 4.1, Scient X et Y deux variables aléatoires réelles, il y a équivalence entre :
() X<a Y,
(ii) il existe un espace de probabilité (2, A, P) sur lequel sont définies deux variables aléa-
toires X' et Y' de méme lois que X et Y telles que :

PIX'<Y]=1.

On I’appelle également parfois ordre croissant du fait de cette autre caractérisation :
Théoréme 4.2. Soient X etY deux variables aléatoires réelles, il y a équivalence entre :

(i) X<a7Y,

(ii) pour toute fonction f : R — R croissante,

E[f(X)] <E[f(Y)],

i ces moyennes existent.

Ce dernier résultat montre que I’ordre <, est un ordre intégral, ¢’est-3-dire caractérisé par
les valeurs de certaines moyennes. En fait, la majorité des ordres stochastiques considérés jusqu’a
présent sont des ordres intégraux, comme nous le verrons dans le paragraphe suivant,

On pourrait penser que 1’ordre croissant, comparant point 3 point les distributions des variables
aléatoires, est le plus précis des ordres stochastiques. En fait, en s’appuyant sur des notions de
temps résiduel de vie, on peut construire des ordres encore plus fins.

Définition 4.1, (Ordre <p,°) On écrit X <;,, Y si la fonction

Pr[X > {]

tHPr[Y>t]

est décroissante ou si de maniére équivalente, pour tout t :

XX >4 <4 [Y]Y > 1].

8¢ pour strong
®hy pour hazard rate
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Par construction, X <, Y implique X <45 Y. En essaya;lt a présent de comparer les va-
riables aléatoires [X|X € A] et [Y|Y € A], pour tout ensemble mesurable A tel que ces variables
conditionnelles soient définies, on est amené & construire un ordre plus encore fort que <pr.

Définition 4.2, (Ordre <;,1°) 8i X et Y ont des lois de densités respectives fx et fy par rapport
a une mesure commune, on écrit X <; Y si

Ix(@)fr(s) < fx(s)fy(t), pourtouts<t.

On peut vérifier que X <, Y est bien équivalent au fait que, pour tout ensemble mesurable A
telque Pr[X € A] > 0etPr[Y € 4] >0,

[X|X € A] <a [Y]Y € 4].

Par construction, X <; Y implique X <, Y.

4.2 Ordres stochastiques intégraux

On s’intéresse 4 présent & des variables al€atoires 4 valeurs dans R™. R est muni de I’ordre
partiel usuel suivant : & = (21,...,2n) <Y = W1s..,Yn) siz; < gyypouri =1,...,n Par
ailleurs, on note V et A les opérations de max et min composante par composante.

Les notions suivantes sont généralisables au cas de variables a valeurs dans un espace muni
d’un ordre partiel. Les ordres stochastiques intégraux sont définis comme suit.

Définition 4.3. Soit F un ensemble quelconque de fonctions de R* dans R et soient X etY deux
variables aléatoires & valeurs dans B". On définit I'ordre <z par :

X<rY ssi E[f(X)<E[f(Y)], VieF,

quand les moyennes précédentes existent.

Voici quelques exemples d’ordres stochastiques intégraux :

<st F ={f: R* — R croissantes}.

Lez F ={f : B* — R convexes},

<icz F = {f : R* — R convexes et croissantes},

<dez F = {f : R* = R convexes et décroissantes},

Ley F ={f : R* = R concaves},

<icw F ={f : R* - R concaves et croissantes},

<sm F = {f : B* — R super-modulaires}. La définition de cet ordre est précisée ci-aprés.

<ge F ={f: R* = R Schur-convexes! },

<gt F={f : R* = Rdelaforme f(z} = exp —t.z,t € R*, > 0}, cet ordre compare les
transformées de Laplace des variables aléatoires.

1y pour Likehood ratio

URappelons qu'une fonction f est Schur-convexe si < y implique f(z) < f(y), ob < est Iordre usuel en
majorisation.
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On peut imaginer bien d’autres ordres stochastiques [131], mais pour I’étude de systémes de
files d’attente, les ordres <g, <ez» <icz € <sm 8 imposent naturellement car bien souvent les
variables définissant la performance de ces systémes peuvent &tre construites par une succession
d’opérations {max, +) menant & des fonctions croissantes, convexes et super-modulaires. Les trois
sections suivantes sont donc consacrées a ces trois ordres dont nous rappelons, sans démonstration,
les principales propriétés. Le lecteur trouvera dans [131] 1a justification de ces propriétés et de bien
d’autres encore. '

4.3 Ordre croissant <

Le théoréme suivant donne plusieurs caractérisation de I’ordre croissant pour des variables 4
valeurs dans R", La premitre (¢’est-2-dire la condition (i)) est due 2 V. Strassen {170]. En réalité,
le résultat de Strassen est bien plus général que celui présenté ici (voir [131], théoréme 2.6.1).
Théoréme 4.3, Soient X et Y deux variables aléatoires & valeurs dans R*. Il y a équivalence
entre :

() X<aY, _
(ii) il existe un espace de probabilité (,.A, P} sur lequel sont définies deux variables aléa-
toires X' et Y' de méme lois que X et Y telles que :

PX'<Y<1.

(iii) pour tout ¢ € R®,
PriX > 2] <Pr[Y > z].

Le résuitat suivant exprime la stabilité de ’ordre croissant par passage aux limites en distribu-
tior.
Théoréme 4.4, Soient X,, et Y, deux suites de variables aléatoires & valeurs dans R* convergeant
respectivement en loi vers X etY et telles que, pour tout n, X, <g Yy. Alors :

X SstY-

4.4 Ordres convexes <g; et <;or

On donne dans un premier temps quelques propriéiés des ordres convexes sur R

Théoréme 4.5. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles. Il y a équivalence entre :

(i) X<z ¥,

(ii) X iz Y et E[X] =E[Y]
Par ailleurs, X <icz Y si et seulement sipourtout z € R E[(X — z)*] < E{(Y - z)*].

Les ordres convexes ne soni malhenreusement pas stables par passage aux limites en dis-
tribution. Ce résultat est intimement lié an fait que ces ordres ne peuvent étre générés par un
sous-ensemble de fonctions bornées (autrement dit, par exemple pour 'ordre <j., il n’existe
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pas de sous-ensemble F de fonctions bornées, tel que E [f(X )] < E[f(Y)], Yf € F, implique
X <iez Y). Par contre, on peut trouver des conditions supplémentaires simples & vérifier et garan-
tissant le passage aux limites.

Théoréme 4.6. Soient X, et Yy, deux suites de variables aléatoires réelles telles que pour tout n,
X Liex Yn. Supposons de plus que Uune des deux conditions équivalentes suivantes soit vérifide :
(i) X, et Y, convergent en loi respectivement vers X et Y et E[X;}] = E[X*, E[Y;}] —»
E{Y*], quand n = +o0,
(ii) il existe deux variables aléatoires X etY telles que pour tout z € R, E[(X, — z)¥] =
E{(X —z)'] e E[(Yn ~ z)*] =+ E[(Y - 2)*), quand n — +o0.
Alors X <40 Y.

Donnons & présent quelques propriétés des ordres convexes appliqués A des variables aléa-
toires 2 valeurs dans R, Malheureusement, il ne peut exister de caraciérisation simple des ordres
convexes comme dans le théoréme 4.5 : tout générateur de ’ordre convexe en dimension supé-
rieure a 2 est dense dans I’ensemble des fonctions convexes (voir les travaux de S. Johansen [90]).
En revanche, une représentation de Strassen, similaire 3 celle du théoréme 4.3, reste possible (cette
propriété en dimension 1 [82] est bien plus ancienne que le résultat de V. Strassen).

Théortme 4.7, Soient X et Y deux variables aléatoires & valeurs dans ®R*. Il y a équivalence
entre
() X <ex Y (resp. X <iez Y),
(ii) il existe un espace de probabilité (2, A, P) sur lequel sont définies deux variables aléa-
toires X' et Y' & valeurs dans B* de méme lois que X etY telles que :

E [Y'|X'] = X'(resp. E [Y'|X'] > X'),p.5.-

Enfin, les ordres convexes en dimension supérieure 4 2 ne sont pas stables par passage aux

limites, mais comme en dimension 1, il n’est pas difficile de trouver des conditions simples pour
que le passage aux limites soit possible.
Théortme 4.8. Soient X, et Y, deux suites de variables aléatoires a valeurs dans RP telles que
pour tout v, Xy, <gp Y (resp. Xy <iex Yy). Si ces suites convergent en loi respectivement vers
X eV, etsideplus E[X,] & E[X] et E[Y;] = E[Y] quand n — 4o, alors X < Y (resp.
X <icz Y)

4.5 Ordre super-modulaire <,,,

Cet ordre, introduit dans les années 80 par Rolski, s’ avére trés utile dans la comparaison de la
performance de certains systémes de files d’attente {152, 42, 43, 86, 129]. C’est un ordre intégral
basé sur I’ensemble des fonctions super-modulaires, dont voici la définition :

Définition 4.4. (Fonction super-modulaire) Une fonction f : B* — R est dite super-modulaire si
pour tout couple z,y € R®, f(zVy)+ flz Ay} > f(z) + f(y).
La justification des propriétés suivantes peut &tre trouvée dans [113, 42].
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Théoréme 4.9, (i) Si la fonction f est C?, f est super-modulaire si et seulement si :f y >

0, pour tout i # j.

(ii) Si f est croissante et super-modulaire, max (f,c) U'est aussi pour toutc € R

(iii) Si f est monotone et super-modulaire, ¢ o f est super-modulaire pour toute fonction ¢
croissante convexe.

(iv) Si f est super-modulaire, f(¢1,...,dn) Uest aussi si les fonctions ¢; sont monotones et
de méme monotonie.

(v) Soient ¢; : R* — R des fonctions affines et monoiones, de méme monotonie, f =
max (f1,..., f1+... + fx) est super-modulaire.

L’ ordre super-modulaire est stable par passages aux limites en distribution :

Théordéme 4.10. Soient X,, et Yy, deux suites de variables aléatoires & valeurs dans R® conver-
geant respectivement en loi vers X et'Y et telles que, pour tout n, X,, <gm Yq. Alors :

X <om Y.

Nous donnons & présent deux résultats qui, nous le verrons, justifient I'intérét de i’ ordre super-
modulaire. Le premier est dii & A. Tchen [172] est basé sur I’inégalité de Lorentz [112] (on trouvera
dans [105] un preuve plus détaillée), le second & T. Hu et X. Pan [86], bien qu’apparu sous une
autre forme dans [45].

Théoréme 4,11, (Inégalité de Lorentz) Soient X, ..., X,, des variables aléatoires de méme dis-
tribution. Alors :
(Xl, e ,Xn) Ssm (X]_, R .'.X]_).

Définition 4.5. Le générateur Q d’un processus de Markov est < gz-monotone si pour toute fonc-
_tion f croissante, = — [ f(t)Q(x, dt) est également croissante.
Hypothése 4.1. {X(t},t € R} est un processus de Markov stationnaire tel que son générateur et
celui du processus renversé {X{—t),t € R} soient <,;-monotones.
Théortme 4.12. Soit {X(t),t € R} un processus vérifiant I'hypothése 4.1. Pour tout entier n et
tout couple de vecteurs (ry,...,rn) et (81,...,8y) tels quer) < 81 etry—ry_1 < 8; — 8;_1 pour
i=2,...,n,0na:

(X(rl)a s 1X(rﬂ)) Zsm (X(sl)s ey X('sn))s

4.6 Propriétés stochastiques des variables aléatoires réelles

Nous donnons ici quelques définitions et propriétés de certains sous-ensembles de I’ensemble
des mesures de probabilité sur R* . Comparer des variables aléatoires suivant I’ordre croissant peut
ne pas &tre suffisant. On peut par exemple s’intéresser a la fonction de survie (survival function en
anglais) et au taux de disparition (failure rate en anglais) d’une variable aléatoire X réelle positive
A densité fy, respectivement définis par :

F(t) =Pr[X >,
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fx(¥)
r(t) = =——=.
®)=3% o
De maniére similaire, on définit la distribution du temps résiduet de vie an temps ¢ par la fonction
de distribution de X conditionneliement au fait que X > #:

Fi(z) =Pr[X <z +iX > 1.

On notera X; une variable aléatoire de distribution F;. A partir de ces notions, on peut définir
et méme caractériser certaines mesures de probabilité. Par exemple, la variable exponentielle est
'unique loi sans mémeoire, c’est-3-dire pour laquelle F; ne dépend pas de ¢.

Définition 4.6. (Distributions IFR et DFR'?) Une distribution est IFR (resp. DFR) si son taux de
disparition croft (resp. décroit).

11 existe un certain nombre de caractérisations des distributions IFR. En voici quelques unes :
(i) X est une v.a. de loi IFR, (i) X; <, X, pour tout s < ¢, (iii) X; <, X pour tout ¢, (iv) la
fonction £ — Pr[X > z] est log-concave.

On obtient une notion plus forte en remplagant ’ordre <,; dans la caractérisation (ii) précé-
dente par I’ordre <;r et moins forte si on le remplace par <.

Définition 4.7, (Distributions ILR et DLR'3) La distribution d’une v.a. X est ILR (resp. DLR) si
l'une des conditions équivalentes suivantes est vérifide : (i) Xy <ir X, (resp. X, <iy X:) pour
tout 3 < 1, (ii) Xy <4r X (resp. X <y Xy) pour tout 1, (iii) la densité fx est log-concave (resp.
log-convexe).

Définition 4.8. (Distributions DMRL et IMRL') La distribution d’une v.a. X est DMRL (resp.
IMRL) si U'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée : (i} X <iez X (resp. X, <ico
Xt) pour tout s < 1, (ii) la fonction t — E[Xy] est décroissante (resp. croissante).

Enfin, certains sous-ensembles de distributions ne sont basés que sur la comparaison stochas-
tique de X et X;.

Définition 4.9. (Distributions NBU et WBU') La distribution d’une v.a. X est NBU ( resp. WBU)
si Uune des deux conditions équivalentes suivantes est vérifide : (i) Xy <q X (resp. X <a X3}
pour tout 1, (i) la fonction t » InPr[X > {] est sous-additive (resp. sur-additive).

Rappelons qu’une fonction est sous-additive si f(z +y) < f(z) + f(y). Lorsqu’on ne s’inté-
resse qu’aux moyennes, les notions précédentes deviennent :

Définition 4.10. (Distributions NBUE et WBUE'S) La distribution d’une v.a. X est NBUE (resp.
WBUE) si E[X;] < E[X] (resp. E[X] < E X)) pour tout t.

ncreasing Failure Rate, Decreasing Faiture Rate

Blncreasing and Decreasing Likelihood Ratio

“Decreasing Mean Residual Life, Increasing Mean Residual Life

New Better than Used, Worse Better than Used

!®New Better than Used in Expectation, Worse Better than Used in Expectation
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Toutes ies notions précédentes sont liées, et on peut sans peine montrer que :

ILR = IFR = DMRL

Y 4
NBU = NBUE.

De méme que :
DLR = DFR = IMRL

J 4
WBU = WBUE.

Signalons enfin que les distributions exponentielles sont IFR et DFR, Les distributions log-
normales sont DFR, les distributions uniformes sur des intervalles sont IFR. La distribution gamma
et de Weibull de parametre o sont DFRsia < 1etIFRsia > 1.

4.7 Comparaisons de files G/G/1

Nous donnons ici quelques résultats classiques de la comparaison de files G/G/1 pour diffé-
rents processus d’arrivée et différentes disciplines de service, Par processus d’arrivée, on entend
le processus ponctuel marqué dont les points sont les temps d’arrivée et les marques les services
requis,

4.7.1 Processus d’arrivée

Nous considérons ici des files d’attente FIFQ.

Buffer infini (G/G/1/c0).

La comparaison de files de ce type est rendue possible grice 2 la structure (max, +) de la
récurrence définissant les temps d’attente des clients. Soient Ty, et oy, 'instant d’arrivée et le
temps de service du n-&me client arrivé apres ¢ = 0. On fixe Tp == 0. Notons 7, = T, — T et
Xn = op — Ty Si le workload de la file & I’instant ¢ = 0— est Wy, les temps d’attente des clients
successifs sont définis par ia récurrence suivante : pour tout n,

11 n’est pas difficile de voir que :
n-1 n—1
Wy = max{0, Xp_1,..., ¥ Xi, ¥ Xi + Wo}.
k=1 k=0
Wiy, est donc une fonction croissante, convexe et super-modulaire de (X,...,Xp—1), ce qui a

pour conséquence immédiate le théoréme suivant.
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Théoréme 4.13. Si pour tout n,
(Wﬂs Xﬁa ven ’-Xn) 5.7 (ﬁfo,xo, .. 1)21;):

alors, pour tout n,
Wn S.G Wm

on (F, G) est l'un des couples suivants (st, st), (icz,icz), (e, icx), (ism,ict).

Ce résultat a de multiples applications. Avec I’ordre croissant, ce théoréme peut exprimer trés
simplement que le temps d’attente d’un client augmente si la charge de la file augmente. Avec
'ordre convexe croissant, il justifie dans certains cas la conjecture de Wolff [183] selon laguelle
accroitre ia variabilité du processus d’arrivée diminue la performance de la file. Nous donnerons
€galement des exemples contredisant les tentatives de généralisation du théor2me pour d’autres
couples d’ordres stochastiques. Notons également que si le processus d’arrivées est stationnaire
ergodique, la conclusion du théoréme 4.13 reste valable pour le temps d’attente & 1'état station-
naire (si ce dernier est défini) : pour ’ordre croissant, ¢’est une conséquence de sa stabilité par
passage aux limites. Pour I’ordre convexe croissant, le résultat peut &tre obtenu par la construction
monotone de Loynes du temps d’attente stationnaire (on renvoie le lecteur  [9] pour plus de dé-
tails). 11 est & noter enfin que les résultats énoncés ici pour le temps d’attente stationnaire ne sont
pas valables en général lorsqu’on compare le workload de la file & 1’état stationnaire : on trouvera
dans [9] une description précise de la correspondance entre distribution de Palm et distribution
stationnaire. '

Le premier corollaire suivant décline la conjecture de Wolff et montre que des distributions
déterministes des inter-arrivées ou des services requis optimisent la performance des files G/G/1
pour lesquelles les services requis sont indépendants des inter-arrivées [9].

Corollaire 4.1. Considérons une file G/G/1 définie par (PY{),TM on,n 2 0) telle que les suites
{T:} et {anlsoient_ indépendantes. Notons Xp = 0n—Tn, X = on—E[r;] et X, = Eloy] - .
Supposons Wy = Wy = Wy. Alors, pour toutn ;

Wﬂ Siex Wn et Wﬂ Licx Wh-

Le cas échéant, les inégalités précédentes restent valables en régime stationnaire,

_ Cccorgllaire est une conséquence directe de ()?u, . ,J?,,) Lex (Xo,.--,Xp) etde
(Xos. .+ Xn) <ex (Xos---,Xn). Sous les hypotheses de renouvellement, le théoréme 4.13 de-
vient :

Corollaire 4.2. Dans le cas d'une file GVGl/1, ona :
Wo(P°) <ice Wo(PY),

o P? et PO désignent les probabilités de Palm associées aux processus d’arrivée, dés que oo <icz
Go et Ty <ger To. Ces derniéres conditions sont par exemple vérifides quand 0y <cq Gg €1 Ty <ez
70.
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Ce corollaire est une conséquence directe du fait que la composition d’une fonction convexe
croissante (resp. décroissante) par une fonction convexe croissante est convexe croissante (resp.
décroissante).

Le résultat suivant dii 3 W. Whitt [178] contredit la conjecture de Wolff, au sens ol pour
certains processus d’arrivée, la probabilité & 1’état stationnaire qu’un client attende avant d’étre
servi décroft avec la variabilité du temps de service. Cet exemple prouve également que le résultat
du théoréme 4.13 n’est pas valable pour le couple d’ordres stochastiques (cz,st).

Théoréme 4.14. Dans le cas d’une file GI/GI/1, avec inter-arrivées de distribution d’Erlang de
degré k > 2, s5i g <.z 09, alors :

PO[W'0>0]2130[W0>0].

En revanche, dans certains cas usuels, il est possible de montrer qu’accroftre la variabilité
du processus d’arrivée diminue suivant Pordre croissant la performance de Ia file. Le théoréme
suivant est dii 2 T, Rolski et D. Stoyan [154].

Théortme 4.15. (i) Dans le cas d’une file M/GV/1, si E [rg] < E[%] et si 0g <cg G0, alors :
Wo(P?) <.t Wo(P"). C))
(i) Dans le cas d’une file GUM/1, 5i E [og) < E[Go) et si 19 <y: T, alors on a (4.1).

Comparaison du workload stationnaire des files G/G/1.

Comme nous I”avons signalé ci-dessus, les comparaisons du temps d’attente, ¢’est-a-dire celles
du workload sous la probabilité de Palm associée au processus d’arrivée, ne se généralisent pas
facilement & celles du workload de la file & 1’état stationnaire. C’est une illustration du paradoxe
de Feller [9] : prenons une file d’attente avec temps de service {oy,n € Z) i.i.d. et inter-arrivées
T = Tnt1 — Ty = oy. Dans cet exemple simple, le workload sous la probabilité de Palm (aux
instants d’arrivées) a méme loi que oy alors que le workload sous la probabilité stationnaire a
méme loi que la variable f;°{o¢ — u)du/E [oq] = 02/(2E [o0]), d’apres la formule d’inversion.
Choisissons 2 présent o une variable exponentielle de moyenne 1, et 65 = op V u une variable
exponentielle tronquée inférieurement. En prenant % assez petit, il est possible de montrer que :

B3] | (2}
2E[og] © 2E[60}

Ainsi, on a bien siir
Wo(P%) <ot Wo(P?),
mais
Ep[Wo] > Es[Wa),
o Pet P dési gnent les probabilités stationnaires respectives des deux systémes. Les comparaisons

des mesures de performance aux instants d’arrivée ne sont donc pas nécessairement valables A
I’€tat stationnaire,
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Néanmoins, il est possible de trouver des conditions suffisantes pour que les résultats de com-
paraison monirés sous les probabilités de Palm des processus d’arrivée restent valables sous les
probabilités stationnaires. Le lecteur trouvera dans [9] des exemples de telles conditions. I faut
noter cependant que sous les hypothéses de renouvellement, c’est-a-dire lorsque les variables
(on,n € Z) sont i.i.d. indépendantes des variables (1, n € Z), elles-méme i.i.d., certaines compa-
raisons obtenues sous les probabilités de Palm sont valables sous les probabilités stationnaires sans
conditions supplémentaires : pour des comparaisons trajectoriclles, la conditon (b) de ’exemple
4.4.5 dans [9] n’est pas nécessaire. Par contre, pour des comparaisons suivant un ordre convexe,
il paraft plus difficile de se passer des hypothéses faites dans [9] (nous n’avons pas trouvé de va-
riables convergeant vers le workload stationnaire et qui en m&me temps soit une fonction convexe
des inter-arrivées), Néanmoins, on montre le résultat suivant ;

Théoréme 4.16. Dans le cas d’une file GI/GI/1,
(i) si opg <gt Op et To <g 7o, alors ;

Wo(P) <q Wo(P).
(ii) ou si og <icp Gp €t T = T, alors

Wo(P) Licx Wo(P).
Preuave. La preuve de (i) est immédiate par le théoréme de représentation de Strassen. On part
par exemple d’une file vide 4 I'instant ¢ = 0, en supposant qu’a cet instant le premier client
arrive. On note oy, et 1, les temps de service et inter-arrivées successifs, Griice a I’hypothese de
renouvellement et au théoréme de représentation de Strassen, on peut facilement construire un
espace de probabilité (2, F, P) tel que pour tout n > 0, o, < Gy, €t T < Ty, P-p.s.. Alors si
W (t) désigne de maniére générale le workload de la file 2 I'instant ¢, on a W(t) < W (t), P-pss..
Par passage 2 Ia limite, on obtient le résultat voulu.

Pour (i), le workload & I’état stationnaire est donné par la formule d’inversion. Soit f une
fonction convexe croissante de R* — R, alors :

E? [f'“’ f(max{0, Wy + ag — t})dt]
E[f(We)] = 2 . .
[f( 0)] o) [ﬂ)]
On conclut en utilisant I’'indépendance des variables aléatoires Wy, 7y et oy, le résultat du corol-
laire 4.2 et la convexité et la croissance de la fonction g définie par :

olz) = /D " f(max{0,z + b — t))dt,

ol a et b sont des paramétres positifs quelconques. m]

Cas de processus d’arrivée généraux (pas de renouvellement).

La comparaison de files & arrivées ne vérifiant I’hypoth&se de renouvellement est plus com-
plexe. Il existe néanmoins un certain nombre d’études s’y rattachant. Ces résultats concernent
principalement les files avec pour processus d’arrivée des processus de Poisson modulé. Une bi-
bliographie de ces études est donnée ultéricurement dans ce chapitre.
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Systémes A perte.

Des résultats similaires & ceux obtenus pour une file d’attente A buffer infini existent dans le
cas de systdmes 2 perte. Le résultat suivant est dfi & R. Szekli [171] :

Théoréme 4.17. Dans le cas d'un file GI/GI/1/0, si 1y et Ty sont de méme distribution DFR et
§i 09 <icv o (Ce qui équivaut & Gy <5 09 Si ces variables sont de méme moyenne), alors les
probabilités de perte & I’état stationnaire sont comparables :

Iy perte < -f’ perte-
Ce résultat est une conséquence directe du fait que :

oo OO
Prerte=1-1/ f Y P (8)dG(Y),
0 n=0

oi F et @ sont les fonctions de distribution de 7y et gy, et de la concavité de la fonction ¢ +—

o o F**(t) quand F est DFR. Remarquons que contrairement 2 ce que I’on pourrait penser, il
n’est pas évident d’obtenir un résultat inverse si F' est IFR, car on ne sait alors pas conclure sur la
convexité det —+ Y\ F*™(t) (on sait que si cette dernidre fonction est convexe alors F est IFR,
la réciproque n’est pas connue).

Le résultat du théoréme précédent est & rapprocher de celui du théoréme 4.14, car il énonce
€galement un cas oli une plus grande variabilité du temps de service accroit 1a performance. De
méme que précédemment, supposer que les temps de service ou les inter-arrivées sont exponentiel-
lement distribués permet d’obtenir des résultats plus généraux, car dans ce cas il devient possible
d’évaluer explicitement le régime statiommaire de la file. Le théoréme suivant est une conséquence
des travaux de M. Miyazawa sur le sujet [124, 125].

Théortme 4.18. (i) Dans le cas d'une file M/GY1/L, si 19 = Ty et si 0 g O, alors si la charge
de la file est strictement inférieure & 1, 2 1'état stationnaire :

Prerte < Prerte- 4.2

(ii) Dans le cas d’une file GUM/I/L, i 7p <ex Ty €t 5i o9 = &y, alors la comparaison (4.2) reste
valable.

Un résultat similaire a été obtenu par C.S. Chang [44] (dans [47] C.S. Chang et M, Pinedo
parviennent également 4 comparer les probabilités de perte pour des processus d’arrivée Poisson
modulés : plus la vitesse de modulation est grande et plus 1a probabilité de perte est grande).

4.7.2 Disciplines de service

Trés nombreuses sont les études visant & comparer les disciplines de service dans les réseaux
de files d’attente. Ici nous donnons les principaux résultats de ces études en nous restreignant
aux disciplines de service conservatives (c’est-a-dire que lorsque la file n’est pas vide, la somme
des capacités instantanées allouées aux différents clients est égale 2 la capacité de la file, prise
constante égale & 1). On doit d’abord classer les différentes disciplines.
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— On notera R I’ensemble des disciplines qui autorisent, pour le choix des clients 3 servir, la
prise en compte du temps de service résiduel des clients.

— On notera N'R I’ensemble des disciplines qui n’autorisent pas la prise en compte des temps
résiduels de service.

— Enfin, NR — N P désignera I’ensemble des disciplines non-préemptives de NR.

Nous pouvons essayer d’identifier les disciplines extrémales dans ces trois sous-ensembles. De-
puis les années 60 et 'étude de L. Schrage [161], nous savons que la discipline SRPT!7 est la
meilleure des disciplines dans ‘R. De méme, depuis les travaux de R. Wolff {182], pour Ia file
GI/GI/1/co, on connait les disciplines de service extrémales dans NR — NP, la pire est LIFO!S,
la meilleure FIFO'®. Mais comme le remarquent R. Righter et J. Shantikumar {148], comparer
les disciplines de 'ensemble N'R — N P n’est pas vraiment intéressant, car en fait le nombre de
clients dans le syst®me est stochastiquement invariant®® sous toutes ces disciplines. La comparai-
son des disciplines de ’ensemble NR est plus intéressante, cet ensemble ne posséde d’ailleurs
pas d’extremums, comme nous le verrons.

Optimalité de SRPT dans R. Nous reprenons ici le formalisme et les résultats décrits dans
[9]. On note V(%) un processus 2 valeurs dans (R )™ représentant les temps résiduels de service
des clients présents dans le systéme a I’instant ¢ sous la discipline de service ¢. Seules les Ny(t)
(nombre de clients 4 I'instant ¢ dans la file) premi¢res composantes de V(¢) sont non nulles. En
dernitre position, on trouve le temps résiduel de service V . (0) (t) du client en cours de service,
en avant derniére position le client qui sera servi ensuite, ... etc. On a alors :

Théoréme 4.19. On considére une file G/G/1/00 & arrivées stationnaires ergodigues et stable.
Pour toute discipline ¢ € R,

V(t) < Vsrer(t), Vi, P-p.s.,

out P désigne la probabilité stationnaire de la file et < est l'ordre partiel en majorisation usuel
[113]. Par conséguent,

'ti(t) (PO) <sc VSRPT(t)(Pn):
ot P désigne la probabilité de Palm associée au processus d’arrivée. Enfin,

Nsrpr(t) € Ng(t), Vi, P-ps.,

et grice a la formule de Litile
E° [Ssrpr] < E°[Sy],

o Sy désigne de maniére générale le temps de séjour d’un client (en régime stationnaire lorsque
la probabilité de référence n'est pas précisée) dans la file sous la discipline ¢.

1 Shortest Remaining Processing Time
18] ast In First Out

¥ First In Pirst Out

L ire [9] chapitre 4 pour plus de détails
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Disciplines extrémales dans NR—-NP. Lerésultat suivant,.prouvé par R. Wolff [182], identifie
les disciplines extrémales dans NR — NP pour la file GI/GI/1/00.

Théoréme 4.20. On considére une file GI/GI/1/0¢ stable. Soit ¢ une discipline quelconque de
NR — NP. Alors :

Sr1Fo Sex Sp Lez Sprro, (PP).

Notons que ce résultat n’est plus vrai pour des files G/G/1. Un contre-exemple est donné par
le systéme déterministe simple suivant. On choisit un processus d’arrivée périodique, avec deux
arrivées de clients par période. Les services requis par ces clients sont o1 et o3, et leurs arrivées
sont distantes de a < o1. La période du processus d’arrivée est prise supérieure 3 o1 + o2 +a. 1l
est alors facile de montrer que les temps de séjour moyen des clients sous Ies disciplines FIFQ et
LIFO sont respectivement donnés par :

E® [Sriro] = 01 + (02 — 6)/2,

E?[Sp1ro] =02 +01/2.

Ainsi, par exemple pour o1 = 2, 03 = 1 et @ = 1/2, Ia discipline LIFO donne une performance
moyenne meilleure que FIFO, voir figure 4.1. Par contre, pour o1 = o9, FIFO est meilleure en
moyenne que LIFO.

G

Thro

Thro

FIG. 4.1 - Exemple oi la discipline LIFO méne 2 une performance moyenne meilleure que celle
obtenue avec la discipline FIFO.

Comparaison des disciplines de NR. Identifier les disciplines extrémales de N R est une tiche
complexe, car il n’existe pas par exemple de discipline qui soit optimale pour toutes distributions
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des temps de service. Les études [167, 84, 85, 146, 147] donment des résultats partiels d’optimalité.
On trouvera dans [147] un énoncé des résultats les plus récents sur la question et "historique de
ce type d’étude. Voici ces résultats.

Théoréme 4.21. On considére une file G/GI/1 & arrivées stationnaires ergodiques et stable. Soit ¢
une discipline de service quelconque de NR. La discipline de service LAST?' sert équitablement
les clients ayant été les moins servis (c’est une combinaison des disciplines LIFO et PS). (i) Si la
distribution du service requis est NBUE,

E? [SFIFO] < E°? [S¢] .

(ii) Si cette distribution est NWUE,

E? [S¢] < E? [SFIFO] .
(iii} Si elle est DMRI,

E? [Sel £ E° [SrasT] -
(iv) Si elle est IMRL,

E? [SLAST] < E? [S¢] .

4.8 Comparaisons pour des réseaux de files d’attente

On peut maintenant se demander si les résultats précédents peuvent étre généralisés au cas non
plus d’une file unique, mais & un réseau de files d’attente. En fait, il faut noter que les résultats
précédents sont facilement généralisables aux files multi-serveur, G/G/s. On trouvera dans [9] une
bibliographie assez compléte sur le sujet. Observons également que comme les résultats précédents
résultent presque tous de la convexité des mesures de performance aux quelles on s’intéresse,
ces mémes résultats restent valables pour tout syst2me (max, +). Malheureusement 1’ensemble
des réseaux (max, +) n’est pas trds étendu, il contient néanmoins les files en tandem et certains
réseaux d’accumulation.

Pour des réseaux de topologie générale, on ne sait rien dire, saof lorsque le routage est mar-
kovien. A notre connaissance, 1’unique résultat de comparaison de réseanx de files d’attente de
topologic générale suppose vmn routage de ce type. Il est dii & R. Righter et J. Shantikumar [148] :
ici on appelle routage markovien un routage pour lequel le j-i2me client quittant la file k vaa la
fite I avec la probabilité p;z;. Les décisions de routage sont indépendantes. Le résean peut &tre
ouvert ou fermé.

Théortme 4.22, Considérons un réseau de K files d’attente et notons D(t) = (Dy(t),. .., Dg(t))
les nombres de clients ayant quiné les différentes files avant Uinstant t. Soit ¢ une discipline de
service non-préemptive quelcongue, par exemple FIFO. Soit ¢y € NR.

(i) Si les distributions des services requis aux files sont ILR, pour tout t,

Dy (t) <qe Dylt).
UL east Attained Service Time first. Cette discipline est aussi appelée FB, Foreground-Background
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(ii) Si les distributions sont DLR, pour tout i,
.D¢(t) <st D¢(t).

A I’aide de ce théoréme, nous pouvons comparer la performance de réseaux de files d’attente
FIFO lorsque les services requis ont des distributions ILR, exponentielles ou DLR. Le corollaire
suivant découle simplement du théoréme précédent et du fait que la discipline de service n’a pas
d’impact sur la performance quand les services requis sont exponenticilement distribués.
Corollaire 4.3. (i) Le débit d’un réseau fermé de files FIFO est plus grand (resp. petit) quand les
distributions des services requis sont ILR (resp. DLR) plutdt qu’exponentielles de méme moyenne.
(ii) Notons Negp (resp. Nipr €t Npr.r) le nombre total de clients & I'état stationnaire dans un
réseau ouvert de files FIFO a arrivées Poisson et avec des services requis exponentiels (resp. ILR
et DLR). Alors, si les services requis exponentiels, ILR et DLR sont de mémes moyennes & chaque
file :

NILR <ot Nezp <st NDLE-

la formule de Little permet de comparer les temps de séjour moyen dans le réseau :
E°[S1zR] < E° [Seap) < E [Spia],

(ces espérances sont prises sous la probabilité de Palm du processus de "toutes’ les arrivées de
client dans le réseau).

Ces résultats sont assez exceptionnels dans la mesure oi1 les comparaisons peuvent se faire sui-
vant I’ ordre croissant. Is sont d’autant plus remarquables qu’ils deviennent faux dés qu’on reliche
quelque peu I’hypothése ILR, R. Righter et J. Shantikumar [148] présentent un contre-exemple sur
un réseau de deux files en tandem avec des services requis non plus ILR, mais seulement IFR.

Comme nous venons de le voir, lorsque le routage est markovien, remplacer un service ex-
ponentiel par un service déterministe de méme moyenne dans un réseau de files FIFO améliore
trajectoriellement la performance du réseau. Un peun apres les travaux de R. Righter et J. Shan-
tikumar, M, Harchol-Balter et D. Wolfe [81] ont entrepris d’identifier les réseaux pour lesquels
la propriété précédente reste vraie dans un certain sens : les auteurs se sont restreints au délai
moyen de traversée du réseau des paquets (de tous les paquets - c’est-3-dire la moyenne ergodique
des temps passés dans le réseau par chaque client). Harchol-Balter et Wolfe ont donné une dé-
monstration simple de I’analogue du corollaire 4.3 dans ce cadre trés restreint, pour des services
déterministes ou exponentiels et pour le délai moyen de tous les paquets, mesure assez faible de
la performance du réseau. Plus intéressant, ces auteurs ont montré qu’il était difficile d’obtenir un
résultat similaire lorsqu’on abandonne 1’hypothése du routage markovien : dans un réseau feed-
forward de topologie décrite figure 4.2, pour certaines conditions de charge (A faible charge), le
délai moyen des paquets peut &tre réduit en remplacant des services déterministes par des services
exponentiels de mémes moyennes & chaque file. Cela est par exemple le cas lorsque dans ce ré-
seau, on identifie deux classes de clients, les premiers ne visitant que des files de capacité 1 et les
autres étant routés chaque fois que cela est possible vers des files de capacité e < 1, voir figure
42,
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= s == ==

FIG. 4.2 — Réseau feed-forward a deux classes de clients et routage déterministe

Ce contre-exemple, valable pour une mesure trés imprécise de la performance du réseau,
illustre bien la difficulté de donner des résultats de comparaisons de files d’attente en réseau. Dans
le chapitre suivant, nous essaierons néanmoins de donner quelques compléments a ces études -
nous tenterons de donner des bornes stochastiques des délais de traversée d’un réseau FIFO.

4.9 Files d’attente a capacité variable

H arrive parfois que la capacité d’une file d’attente soit conditionnée par un processus externe,
c’estle cas par exemple des files 3 plusieurs niveaux de priorité, ol les clients de moindre priorité
disposent de la capacité non utilisée par les clients de priorité plus haute. On trouve également
des applications de 1’émde de ces files dans les réseaux mobiles, ol les conditions de propagation
radio d’un client sont susceptibles d’évoluer du fait de sa mobilité par exemple [34].

Trés peu d’études existent sur ce sujet précis, mais il faut rapprocher I’étude des files A ca-
pacit¢ al€atoire de celle des files dont le processus d’arrivée est modulé par un autre processus
externe. Ces demniers travaux ont ét¢ initiés par S. Ross [155], qui le premier conjectura qu’a
charge égale, accroitre la variabilité du processus d’arrivée A une file d’attente devait en détériorer
la performance. Un certain nombre d’arguments en faveur de cette conjecture et d’autres résultats
sur les processus d’arrivée de type Poisson modulé ont été établis par S. Asmussen, N. Biiuerle,
C.S. Chang, X. Chao, A. Frey, C. O’Cinneide, T. Hu, N. Miyoshi, X. Pan, T. Rolski, V. Schmidt
[7, 151, 152, 153, 48, 42, 43, 86, 129], entre autres,

Nous nous intéressons ici uniquement aux files d’attente de capacité aléatoire, et €tudions
I’équivalent de la conjecture de Ross pour ces syst2mes,  savoir : & charge égale, plus la variabilité
de ia capacité est importante et plus la performance de la file d’attente diminue. Si 1’on entend par
performance le temps de réponse moyen ou bien encore le workload moyen de la file 4 I'état
stationnaire, on montre sur un exemple simple que cette conjecture est fausse en général.

4.9.1 Modéles et objectifs

Nous étudions une file d’attente A arrivées stationnaires ergodiques et considérons deux types
de systémes :

Capacité globale variable : dans un premier modele, la discipline de service est quelconque
et la file opere & une vitesse globale C(t) & 'instant ¢. {C(t),t € R} est un processus
stationnaire ergodique de moyenne C. Ce modele s’applique directement au cas de files
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prioritaires et nous en donnerons une illustration au chabitrc 6 en édiant la performance
d’un réseau intégrant trafic temps-réel et trafic de données,

Capacité individuelle variable : dans un second modgle, chaque client présent dans la file
d’attente voit une capacité modulée par un processus stationnaire ergodique et fonction du
nombre de client dans la file. On s’attachera par exemple au cas oil la capacité disponible
a I'instant ¢ pour un client donné, disons le client 1, est de la forme X {2) x G1(n(t)), o
n(t) désigne le nombre de clients dans la file A ’instant £ et Gy est une fonction décroissante
{(plus le nombre de clients est grand, plus la vitesse de service de chaque client est petite).
Les processus X;(2) seront supposés stationnaires ergodiques, indépendants les uns des
autres mais également du processus d’arrivée et des service requis par les clients, Ce modle
s’applique au cas de 1’écoulement du trafic de données dans une cellule A partage TDMA
équitable et ol chaque utilisateur se déplace suivant une trajectoire stationnaire ergodique
indépendante des trajectoires des autres utilisateurs. Une description précise de ce modele
et du contexte radio sous-jacent est donnée dans [33, 34]. Remarquons enfin gue tous les
résultats de comparaison obtenus dans la suite pour ce modele restent valables d’une part
dans un cadre plus général ol les clients sont répartis en classes et ou la capacité allouée
au client 1 2 U'instant £ est de la forme X (t) x G1(ni(t),...,nk(2)) (ici n;(t) désigne le
nombre de clients de classe 7 3 P'instant £ et G; est une fonction décroissante de chacune
des composantes) ; et d’autre part pour toute discipline de service : dans ce qui précéde nous
avons supposé que les clients sont servis simultanément, mais on peut trés bien supposer
qu’un seul client est servi  la fois et que dans ce cas il regoit une capacité X, (¢).

Bien siir, obtenir des formules explicites de la performance de ce type de file d’attente est impos-
sible, car quelle que soit la discipline de service ou le modéle considéré, la performance (méme
moyenne) dépend de toutes les caractéristiques statistiques du trafic et des processus définissant
la capacité. En d’autres termes, ces files ne sont pas insensibles. L’idée est donc de comparer la
performance de ces files & celle d’autres files plus simples. Une fagon de simplifier I'étude des
files & capacité variable est d’accélérer ou de ralentir le ou les processus définissant cette capacité,
autrement dit de remplacer par exemple le processus de capacité {C(t),t € R} par le processus
{C(at),t € R}, pour @ > 0. Lintérét d’une telle transformation est que bien souvent les régimes
limites o —+ 0 et & — 00, appelés respectivement quasi-stationnaire et fluide, ont des compor-
tements connus : par exemple, ces régimes limites pour 1a file PS & capacité variable s’expriment
simplement 3 I’aide de files PS simples, et sont donc insensibles, voir chapitre 6. Il convient alors
de comparer 1a performance obtenue dans ces régimes limites a celle du systéme réel.

Nous sommes donc natureliement amenés & nous poser les questions suivantes :

1. Variabilité de la capacité : le régime fluide, correspondant 2 une capacité constante et donc
la moins variable possible, constitue-t’il une borne supérieure de la performance ? C’est
1’équivalent de la conjecture de Ross pour les files 3 capacité variable.

2. Inégalité de Lorentz : l¢ régime quasi-stationnaire, correspondant au cas ot 1’on fixe la
capacité de la file & ¢ = 0 selon sa loi stationnaire et pour toujours, constitue-t'il une borne
inférieure de la performance ? La correspondance entre cette question et I’inégalité de Lo-
rentz sera explicitée dans la suite.
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3. Effet d’accélération : si la réponse aux deux questions ‘précédentes est positive, on peut
s’interroger sur la validité d’un résultat plus général. Accélérer le processus décrivant la
capacité accroit-il 1a performance ?

Nous verrons dans la suite que 1’équivalent de Ia conjecture de Ross n’est pas toujours vraie
et nous tenterons d’identifier des conditions suffisantes de validité assez générales. Pour la ques-
tion 2, nous prouvons que le régime quasi-stationnaire constitue une borne stochastique suivant
I'ordre convexe croissant pour le workload de la file ; un résultat similaire pour le temps de ré-
ponse est plus difficile 4 montrer, mais nous n’avons pas trouvé de contre-exemple. Enfin, accélé-
rer le ou les processus de capacité accroit effectivement la performance sous certaines hypothéses
que nous préciserons ; en 1’absence de ces hypotheses, le résultat est faux comme I’indique le
contre-exemple suivant.

4.9.2 File a faible charge : un contre-exemple simple

Nous considérons ici I’exemple simple suivant. Le processus de capacité est stationnaire et
périodique de période 1 : la capacité vaut 3/2 pendant une moitié d’unité de temps et 1/2 pendant
I’autre moitié. Le service requis par les clients est déterministe et vaut 1. Le processus d’arrivée est
tel que deux clients ne peuvent &tre présents dans Ia file d’attente simultanément, par exemple 2-
périodique. Nous présentons figure 4.3 le workload moyen a 1’état stationnaire, ainsi que le temps
de réponse moyen en fonction du facteur d’accélération  du processus de capacité.
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FIG. 4.3 — Workioad et temps de réponse moyens stationnaires - un contre-exemple

On peut sans difficulté prouver que le workload moyen n’est pas une fonction monotone en
@ (en fait, ce dernier est égal au workload du régime fluide d&s que o est un entigr strictement
positif). Par ailleurs, le régime fluide ne constitue pas ure borne pour le temps de réponse moyen :
il est possible de montrer que pour a = 3/4, le temps de réponse moyen vaut 26/27 et est donc
strictement inférieur A 1, temps de réponse moyen pour le régime fluide.

On peut égalernent sans difficulté montrer que ce contre-exemple reste valable pour tout pro-
cessus d’arrivée dont I’intensité est suffisamment faible (de telle sorte, que la probabilité de trouver
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deux clients en méme temps dans la file soit négligeable). Autrement dit, ce contre-exemple est
valable pour toute file A charge faible. Par ailleurs, il est valable tant pour le modéle & capacité
globale variable que pour celui A capacité individuelle variable,

Notons pour finir que la validité de ce contre-exemple est liée au fait que le service requis par
les clients est déterministe, nous verrons dans l1a suite que le contre-exemple n’est plus valable
dans le cas de services exponentiellement distribués par exemple.

4.9.3 Capacité globale de la file variable
Etude du workload de Ia file en régimes transitoire et stationnaire

On montre ici sous des hypotheses de trafic trés générales que le workload d’une file de ca-
pacité réglée par un processus stationnaire ergodique {C(¢),¢ € R} indépendant du processus
d’arrivée est encadré par ceux des régimes quasi-stationnaire et fluide correspondants. Nous ne
considérons ici que des processus de capacité cadlag et bornés.

Théortme 4.23, Supposons que la file est vide a t = 0, et considérons un processus d'arrivée
quelconque indépendant du processus {C(t),t € R}. Le workioad W (t) de la file & un instant
quelconque satisfait :

W) Sicx W(t) <icx W™(2), 4.3)

o 2 et ™ font respectivement référence aux régimes quasi-stationnaire et fluide.

Lorsque le processus d’arrivée est stationnaire ergodique, la file & capacité variable est stable
lorsque son régime fluide I’est, ¢’est-3-dire si I’intensité du trafic rapportée 2 la capacité moyenne
E [C(t)] est strictement inférieure 4 1 [9]. On se place pour le corollaire suivant sous cette hypo-
thése.

Corollaire 4.4. Notons W (oo} le workload de la file en régime stationnaire.
Wﬂ(oo) <icz W(00) Lo W¥(00). 4.4

Le corotlaire est une conséquence directe des théorémes 4,23 et 4.6 (il est possible d’obtenir
le workload & I’état stationnaire par une construction de type Loynes [9], et donc monotone).
Remarquons également que la condition de stabilité de la file & capacité variable ne suffit pas 4
garantir I’existence du régime stationnaire pour le syst®me quasi-stationnaire. L’existence de ce
dernier n’est assurée que si le systéme est uniformément stable, au sens od, par exemple pour un
processus {C(t),t € R} cadlag, I'intensité du trafic rapportée 2 la valeur minimale de Cinr =
inf{e : Pr[C(t) < ¢] > 0} est strictement inférieure A 1.

Preuve du théoréme 4.23 : On commence par approximer le systéme par un systéme slotté,
auquel nous ferons référence par 3;. On scinde I'intervalle [0, 1] en M slots de m&me longueur.
La vitesse de service de la file reste constante pendant toute la durée d’un slot, et on la fixe A
une valeur arbitraire de la capacité pendant ce slot (rappelons qu’on s’est limité & des processus
cadlag bornés). Pour prouver formellement la convergence du systéme slotté vers le systtme réel,
il suffit d’encadrer ces deux systémes par deux autres systémes slottés qui par construction seront
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monotones, de monotonie opposée, et convergeront vers le systtme réel. Nous illustrons cette
construction sur I’exemple du workload.
~ Le premier syst2me slotté, auquel nous ferons référence par 55, est construit en fixant la
capacité de la file pendant un slot 4 sa valeur minimale pendant ce slot.
— Le second systéme slotté, référencé par f}, est construit en fixant la capacité pendant un slot
a sa valeur maximale pendant ce slot.
Ona:
Wil (€} S Wirt) SWig(t) et Wig(t) <W() < Wik ().
Par ailleurs, si on choisit par exemple M = 2F (de telle fagon que les découpages successifs de
[0, %] en slots soient imbriqués), W51 (2) et WiZ(t) sont trajectoriellement des suites respective-
ment croissante et décroissante en k et convergent vers la méme limite W{t). Si f : R — Reest
une fonction monotone, on en déduit par convergence dominée :

Jim B[f(Wi7)] = lim E [fW®)] = Jim E[fW5@)] =EF 7).

Les constructions et convergences précédentes sont biensiir valables également pour les régimes
quasi-stationnaire et fluide. A présent, on peut se contenter de montrer les résultats désirés sur un
systéme slotté quelconque, ils resteront valables pour le systéme réel, pourvu que les quantités
étudi€es soient des fonctionnelles monotones de la performance.

Notons ¢; la valeur de la capacité du systéme slotté€ pendant le i-2me slot, A; I’augmentation du
workload pendant le i-¥me slot due aux arrivées dans le systéme. Le workload W§(t) s’exprime
sous la forme :

M
Wir(#)(c1,- .., car) = max (0, Ayr — eay Ans + App—y — e — €aro1,- -, D (Ai — i)
i=1
On sait donc, d’aprés les propriétés (¢42) et (v) établies au théoréme 4.9, que, pour toute fonction
f convexe croissante :
(cla - --1CM) — f(Wﬁ"(t)(C]_, re- :CM))
est super-modulaire. Par ailleurs, cette fonction est également convexe. On en conclut en appli-
quant I'inégalité de Lorentz que :
Ec [f(WASl(t) ((:1, o acM))] < EC [f(Wf{(t)(cli . ,cl))] ’ (45)
ol E¢ désigne P’espérance prise par rapport au processus {C(t),t € R}. Le second terme de
cette inégalité correspond au régime quasi-stationnaire. De plus, (E¢ [c1],...,Ec[em]) <e
(e15--.,cn), et donc
FWir(t(Ece],- .-, Ec lem])) < Ec [f(Wii(t)(et, - .-, car))] - (4.6)

Le premier terme de I'inégalité précédente correspond au régime fluide. Notons que 1’indépen-
dance des processus d’arrivée et de capacité est nécessaire a I’établissement des inégalités précé-
dentes. Par monotonie de f, et en moyennant sur le processus d’arrivée, on en déduit que :

E[f(Wi($)] <E[f(WE)] <E[f (W),
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ce qui conclut la preuve, ' o

Le théortme suivant, conséquence directe du théoréme 4.12, montre que si le processus de
capacité vérifie I’hypothese 4.1, alors accélérer ce dernier améliore la performance. En utilisant 1a
notation (%), on se réfere & un systtme dans lequel le processus de capacité a été remplacé par le
processus {C(at),t € R}, a > 0.

Théoréme 4.24. Supposons que le processus de capacité {C(t),t € R} vérifie Uhypothése 4.1, et
considérons un systéme vide a t = 0. Pour tout o > 1:

W) <iea W(2). @7

Pour un processus d’amrivée stationnaire ergodique, la comparaison du théoréme précédent
reste valable en régime stationnaire.
Corvllaire 4.5.
W) (00) <;ep W(00). @“.8)

Preuve du théoréme 4.24 : Ici aussi, on commence par prouver le résultat pour un systdme stotté
dont la performance converge vers celle du systtme réel. Afin d’appliquer le théoréme 4.12, il
suffit de construire le syst2me slotté de telle sorte que les capacités choisies pour chaque sfot pour
les syst2mes correspondant respectivement au systéme réel et & celui oil le processus de capacité
est accéléré d’un facteur o soient ¢; = C(t x i/M) et & = C(at x i/M). Le théoréme est obienu
en appliquant un raisonnement similaire a celui fait dans la preuve du théordme précédent et en
appliquant le théoréme 4.12. . (]

Etude du temps de séjour

Il est plus difficile de comparer les temps de réponse des clients du systéme réel avec ceux
qu’on observerait en régimes quasi-stationnaire et fluide ou en accélérant le processus de capacité,
En fait, certains résultats de comparaison sont valables pour le workload mais ne le sont pas pour
le temps de réponse, par exemple, le temps de réponse moyen peut parfois &tre inférieur 2 celui
obtenu en régime fluide comme illustré dans le contre-exemple présenté un peu plus haut. On doit
faire des hypoth2ses supplémentaires pour retrouver les comparaisons espérées. C’est par exemple
le cas lorsque les service requis sont exponentiels.

Théoréme 4.25. Nous supposons ici que le processus d’arrivée est stationnaire ergodique. Notons
N(o0) et S le nombre de clients et le temps de réponse dans le syst2me en régime stationnaire.
Supposons que les services requis par les clients sont des variables indépendantes exponentielles
et indépendantes du processus d'arrivée. On a alors :

N*(00) <icg N(00) iz N®(00), 4.9
et grice & la formule de Litile

E°[5%] < E°[S] < E°[$%]. (4.10)



4.9. Files d’attente & capacité variable 127

Si le processus de capacité C vérifie | ’hypothé&e 4.1, pour tout o;' >1:
N@(c0) iz N(o0) et E° [s(a)] < E°[S]. @.11)

Preuve. Ici aussi, nous considérons une suite de systémes slottés indexés par k. Le systtme indexé
par k est composé de k x 2* slots de longueur 2%, On note L; le nombre d’arrivées dans le slot
t (Uindice k est implicite). Soit P un processus de Poisson doublement stochastique d’intensité
la mesure égale 4 ¢;/E [o] pendant toute la durée du slot . On note finalement P; le nombre de
points du processus P tombant dans le slot ¢ (ici encore I'indice k est implicite). Alors pour toute
fonction f croissante et convexe, nous avons la limite suivante :

2k
E[f(N(co))] = lim E |f(max {0, Ligu = Pigr,---, Y (Li = B)})
i=1

Remarquons aussi que les régimes fluide et quasi-stationmaire sont obtenus en remplagant le pro-
cessus P par des processus de Poisson d’intensité E [¢p] /E [0] et ¢p/E [o]. Posons & présent

gl(zay)=f(ma‘xoazl—yh'--ﬁz(zi_yi))s pour:c,yER’,
i=1

et .
huly) = Zﬂ, L o~lun+- ) [g(a,y)].

La preuve du théordme est achevée de la méme manidre que précédemment et en utilisant le
résultat suivant [152] :

Lemme 4.1. h; est convexe et super-modulaire.

494 Capacité individuelle variable

On rappelle qu’on s’attache a I’étude d’un systéme ol la capacité disponible pour un client
est définie par un processus de capacité propre indépendant des processus de capacité des autres
clients, mais également du nombre de clients dans le systtme. Plus précisément, on classe les
clients suivant la distribution de leur service et leur processus de capacité : le service d’un client
de classe k£ € {1,...,K} requitre un service de méme loi qu’une variable aléatoire oy. Par
ailleurs, un client de classe k arrivé avant I'instant £ dispose & ¢ d’une capacité X () x G(n(t)),
oll le processus X = {X(t),t € R} est un processus stationnaire ergodique de méme loi qu'un
processus étalon X = {Xz(t), € R}, et ol n(t) désigne le nombre de clients dans le systtme
t.

Paradoxalement, les comparaisons stochastiques dans ce systéme plus complexe que la file 4
capacité globale variable deviennent plus aisée. On peut, comme dans le cas d’une file & capacité
globale variable, définir des régimes fluide et quasi-stationnaire.



128 Chapitre 4. Comparaisons stochastiques dans les réseaux de files d’attente

Définition 4.11. — On appelle régime fluide par rapport & un client i de classe k, le systéme
obtenu en remplagant le processus de capacité X = {X (t),t € R} de ce client uniquement
par un processus constant, fixé & sa moyenne, {E[X(0)],t € R}. Ce régime sera identifié
par la notation %,

— On appelle régime quasi-stationnaire par rapport ce client, le systéme obtenu en rempla-
gant le processus de capacité de ce client uniguement par sa version quasi-stationnaire
{X(0),t € R}. Ce régime sera identifié par la notation **.

— On dit qu’on accélére le processus de capacité de ce client d'un facteur o > 0, 5i on le
remplace par {X (a x t),t € R}, On utilisera alors la notation (@),

1l est possible de montrer dans des cas trés généraux que les régimes fluide et quasi-stationnaire
sont respectivement des régimes limites obtenus en accélérant le processus de capacité d’un facteur
a-—rooeta— 0.

Dans ce qui suit, nous ferons I’hypothese suivante sur le service requis par les clients dont
nous modifierons le processus de capacité.

Hypothése 4.2. Soit Py, la distribution cumulative du service d’un client de classe k, ¢’est-d-dire
Pp(z) = Prloy < x). Nous supposons que Py, est une fonction concave. notons qu'un grand
nombre de distributions vérifie cette hypothese (distributions exponentielle, hyper-exponentielle,
Weibull, ...).

Le théoréme suivant montre que lorsque le processus de capacité de certains clients dont la
distribution du service vérifie 'hypothese 4.2 est remplacé par sa version fluide (resp. quasi-
stationnaire), la performance du systéme augmente (resp. diminue). Ces résultats sont relativement
forts dans la mesure ot ils sont obtenus pour I’ordre <4 (comparaison des distributions) et sous
des hypotheses trés faibles.

Théoréme 4.26. Considérons un systéme vide & t = 0 et notons W (t) et Ny (t) le workload global
du systéme et le nombre de clients de classe k présents & I'instant t. Nous désignons par S le temps
de séjour d’un client quelcongue. On a, pour toutk =1,...,K :

W) <ica W(t) Sice W2(), 4.12)
NE(D) <ot Nig(t) <qt NZ(2), @.13)
5% <t 8 <qt 8%, (4.14)

ot ® (resp. ®) se référe & un systeme dans lequel les processus de certains clients vérifiant 1 *hypo-
thése 4.2 sont remplacés par leur version fluide (resp. quasi-stationnaire),

Dans le cas ol les processus d’arrivée de clients de chaque classe sont stationnaires ergodiques,
et si le sysi2me est stable, on déduit du théoréme précédent le corollaire suivant. Remarquons que
la condition de stabilité du syst2me est difficile & identifier pour des fonctions G générales. Pour
les systémes issus de la modélisation de réseaux mobiles [34], on a G(n) = D(n)/n, partage
PS d’une capacité D(n) dépendant du nombre de clients présents (D croft avec le nombre de
clients et tend vers D* quand ce dernier tend vers oo). Dans ce cas, si Ax et Gy désignent res-
pectivement 1intensité du processus d’arrivée des clients de classe k& et la moyenne du processus
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de capacité X3, la condition de stabilité est celle obtenue dans le régime fluide (¢’est-a-dire dans
un systeme ol tous les processus de capacité des clients sont en régime fluide), autrement dit
Ef:l AsE [O‘k] /Ck < D,

Corollaire 4.6. Soit X C {1,..., K} un sous-ensemble quelconque de classes de clients vérifiant
U'hypothése 4.2. Notons W (0o}, Ni(00) et Si(o0) le workload du systéme, le nombre de clients
de classe k et leur temps de séjour a I’état stationnaire. Pour tout k,

W(00) Sicx W(00) Sicg W*(c0), (4.15)
NE(00) <4z Ni(00) <ot NP (c0), (4.16)
S55(00) <gt Sk(00) <at S (00), (4.17)

oit ® (resp. ®) font référence ici au systéme pour lequel les processus de capacité des clients de
classe dans K ont été remplacés par leur version fluide (resp. quasi-stationnaire).

Preuve du théoréme 4.26 : On montre dans un premicr temps (4.12) et (4.13). Pour ce faire,
nous approximons le syst2éme par un syst2me slotté 3 M slots comme dans la preuve du théoréme
4.23. Dans ce systéme slotté, la valeur du processus X de capacité de chaque client est fixé pendant
toute la durée du slot. Par ailleurs, si un client est présent dans le systéme an début d’un slot, nous
supposons qu’il reste dans le syst2me pour toute la durée de ce slot. On démontre 1a résultats
voulus pour le systéme slotté dont nous ferons référence par la notation §,, ces mémes résultats
restant valables pour le systéme réel par passage 4 la limite.

Considérons un client particulier, 1 et 2, arrivés avant I’instant £. Nous supposons, sans perte
de généralité, que le client 1 est de classe 1. Nous supposons &galement que ce client est arrivé
au début du slot a. Soit n; le nombre de clients dans le systéme slotté en supposant que le client
1 y est présent et notons z; la variable décrivant le processus de capacité du client 1 pendant le
slot j. Le taux de service du client 1 est donc =;G(n;) au slot j. Notons Rgy, Wi et Nj . le
service résiduel du client 1, le workload et le nombre de client de classe &k 4 la fin du M-2me
slot. Nous fixons le processus d’arrivée avant ¢, ainsi que les processus de capacité et les services
requis de tous les clients sauf ceux du client 1. o7 désigne le service requis par ce dernier. On note
finalement E,, I’espérance par rapport a la variable aléatoire ;. Le résultat clé est le suivant :

Lemme 4.2. Pour tout k = 1,..., K, Eq, [f(RE)], Boy [f(WS))] et Eoy [g(N,f: M)] sont des
Jonctions super-modulaires et convexes de (%q,. .., %), pour toute fonction f convexe croissante
et pour toute fonction g croissante.

Preuve, Remarquons d’abord que puisque tout a &té fixé excepté le processus de capacité et le
service du client 1, les nombres n; définis ci-dessus sont également fixés. Nous avons alors :

M
R3; = max(0,0; — zﬂ?IG(ﬂl))a

{=a

. fonction qui, composée avec une fonction convexe croissante, est super-modulaire et convexe par
rapport 3 (xg, ..., 2 ) (propriétés (iif) et (v} du théoreme 4.9). On peut également écrire :
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- si g1 < 3,G(na), s g
Wiy = w®, Nk,M = g%

- si E}:ﬁ iG(m) < o1 < Ef.__a ziG(u),a <i<M-1,
Wi =v', Niy=d;
- sioy > ZIA_;‘;I EIG(nz),

M
Wir =w™ + max(0,01 - Y mG(my)), Nfy =M.

I=a

w* et ¢* représentent le workload et le nombre de clients de classe & 2 1a fin du slot M en supposant
que le client 1 quitte le systéme 2 Ia fin du slot i. Ces quantités ne dépendent ni de (z,,...,Tm),
ni de &y. Biensfir, par construction (G est une fonction décroissante), w® < ... < wMet ¢* <
... < ¢™. En moyennant sur &, on obtient, pour toute fonction croissante g :

M-1
Eqy [9(NE )] = (9(¢)~9(¢* ) Pu(2aG (ma))+- . +(a(@” ) -g() Pi( D miGlm))+g(g™).

{=a

Et par conséquent, E,, [g(N,f’ M)] , somme de fonctions super-modulaires et convexes, est aussi
super-modulaire et convexe. Effectivement, la fonction

h:{(zg,....,TM) —P1(E z;G(ny))

i=a
est super-modulaire et convexe grice & ’hypothése 4.2 et la propriété (¢4:) du théordme 4.9, Main-
fenant pour toute fonction f croissante convexe :

Eo [fWi)] = (F(u®) = fw*))Pi(zaG(na)) +...

M-1 M
+ (F(@™N) - f@M)PY ] mGw) + F(M)Pi(Y ] miG(m))

i=a i=a
M
+ EBo [fM +01 — EZ:G(nI))lm.z;‘; = Gny) | -
=a

On remarque que la somme des deux derniers termes dans 1’égalité précédente n’est autre que
E,, [f(w™ + Rjy)] et donc en appliquant le raisonmement précédent, on conclut que Ey, [£(W5)]
est bien super-modulaire et convexe en les z;. 0

Notons que :

E [Q(Nl'cg,Mﬂl)] =B [Ed'1 [g(NIiM)] (E [-'""a] yerer B [“"a])] 3
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E [¢(N§ ;)] = E [Boy [9(NE 10)] (@ay---+a)]
E [¢(Wi"")] = E [E,, [s(Wip)] (E[za],.. .. E[za))],
E [Q(Wfqul)] =E [Eo'l [Q(ijf)] ('h"'a-.v aee :a"n)] .

On déduit alors du lemme 4.2 et de I'inégalité de Lorentz que, pour toute fonction f convexe
croissante, toute fonction g croissante ettout b =1,..., K :

E [g(N7 y)] < E [g(Ng ™)), (4.18)
E [f(Wip)] < E [f(Wi™h)]. (4.19)
Par ailieurs, comme (E [z,),...,E|[z,]) <o (Zq,--.,Za), on a également :
E [g(NE ™)) <E [o(NEp)] , (4.20)
E[f(Wi™h)] <E[f(Wip)] - | 421)

En appliquant successivement ce raisonnement et en utilisant toujours I'indépendance des pro-
cessus de capacité entre eux, on peut remplacer #1 (resp. ®1) par 8 (resp. ) dans les quatre inéga-
lités précédentes. Finalement en faisant tendre M vers 400, on obtient (4.12) et (4.13).

On prouve maintenant (4.14). On considére un nouveau systéme slotté de M slots et de lon-
gueur d( M) telle que quand M tend vers +oo, Md(M) aussi. Considérons deux clients, 1 et 2, pas
nécessairement différents et arrivés dans le systéme avant I’instant M d(M). On utilise les mémes
notations que précédemment et 1’on note ag I’instant d’arrivée du client 2. Soit Sfl la variable
aléatoire égale au temps de séjour du client 2 si celui-ci quitte le systéme avant la fin du slot M et
égale &8 Md(M) — ay sinon. Comme précédemment, on peut construire le systéme slotté de telle
sorte que Sfl est une suite croissante en M qui converge vers le temps de séjour du client 2 (et
qu’il en soit de méme pour les variables correspondantes quand le processus de capacité du client 1
est remplacé par sa version fluide ou quasi-stationnaire) : i suffit par exemple de choisir M = p2P
et d(M) = 277, On montre comme dans le lemme 4.2 que pour toute fonction g croissante :

(@as---2%M) — Egy [g(Sfl)]

est une fonction super-modulaire et convexe. En effet, si s* représente la valeur de S, si le client
1 quitte le systtme a la fin du slot {, pour ¢ = a,..., M — 1 et aprés la fin du slot M — 1 pour
$ == M, on obtient :

M-1

Eoy [9(S31)] = (9(s*)—g(s**1)) P(zaG(na))+. . -+(g(sM 1) —g(sM)) P1( Y miG(m))+g(sM),
{=a
avec 8% < ... < sM. On en déduit :
E [9(S5%™)] < E[g(S3)] < E[g(S5=Y)] - (4.22)
On conclut la preuve de (4.14) de 1la méme maniére que pour (4.12) ou (4.13). i

Dans le théoréme suivant, on montre qu’accélérer le processus de capacité de certains clients
vérifiant les hypothéses 4.1 et 4.2 accroit la performance.
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Théoréme 4.27. Considérons un systéme vide & t = 0. Pour tout o > 1 et tout k = 1,...,K,o0n
a:

W () <iex W(B), (4.23)
N @) <ot Nilt), (4.24)
gle) < S, (4.25)

o (@ désigne un systéme dans lequel les processus de capacité de certains clients vérifiant les
hypothéses 4.1 et 4.2 sont accélérés d’un facteur o.

Lorsque le processus d’arrivée est stationnaire ergodique et si le systéme est stable, les résultats
précédents sont valables en régime stationnaire.

Corollaire 4.7. Notons L C {1,...,K} un sous-ensemble quelcongue de classes de clients véri-
fiant les hypothéses 4.2 et 4.1. Alors pour tout o > lettoutk=1,...,K :

W (00) iex W{o0), (4.26)
N (00) <4t Ni{o0), 4.27)
S (00) <qt Si(00), (4.28)

onr (@) désigne un systéme dans lequel les processus de capacité des clients de classe dans K sont
accélérés d’un facteur a.

Preuve du théortme 4,27 : Nous ne donnons la preuve que de (4.23) et (4.24) (la preuvé (4.25)
est similaire  celle de (4.14)). A nouveau, on considere un systéme slotté, Nous commengons par
accélérer le processus de capacité du client 1 supposé de classe 1 et arrivé avant ’instant ¢. Notons
z; (resp. z_,(,-’)) la variable décrivant le processus de capacité du client 1 pendant le slot 7 (resp.
quand son processus de capacité est accéléré d’un facteur s). Nous choisissons le systéme slotté
de telle sorte que si {X1(¢),% € R} est le processus de capacité du client 1, z; = X3 (¢ x /M) et
a:g-") = X1(t x 83/M). Soit Wiy (resp. Wﬁ)) et Nj, ar (resp. N,Egl) le workload et le nombre de
clients de classe k & Ia fin du slot M (resp. quand le processus de capacité du client 1 est accéléré).

On déduit des lemmes 3.2 et 4.1, que pour toute fonction f convexe croissante et pour toute
fonction g croissante : ‘

E [g(N,EfI)‘})] < E[g(Ng,m)]»

E[f7i7")] <ELFWa,

ol la notation (#)! est utilisée pour un systéme o Ie processus de capacité du client 1 est accéléré
d’un facteur s. Comme précédemment, en appliquant récursivement ce raisonnement, on peut
remplacer )1 par () dans les inégalités précédentes. (4.23) et (4.24) sont alors obtenues en faisant
tendre M vers co. . O



Chapitre 5

Garanties statistiques de la
performance des applications
temps-réel

Nous consacrons ce chapitre 4 1’étude de la performance des applications temps-réel dans un
réseau de type IP, c’est-3-dire, & commutation de paquets. Comme nous P’avons précisé dans le
chapitre introductif, la qualité de service pour ce type de service se caractérise par un taux de
blocage au niveau flot (ou session) et une garantie statistique du délai de bout en bout au niveau
paquet. La performance au niveau paquet dépend d’une part du mécanisme de différentiation des
trafics temps-réel et élastique (dans ce qui suit on supposera qu’une priorité est donnée au trafic
temps-réel) et d’autre part de la charge générée par le trafic temps-réel. On concentre ici I’étude
sur la performance au niveau paquet, en supposant que ie nombre de flots temps-réel en cours est
constant. Le but est ici de pouvoir dimensionner les buffers des routeurs, mais également d’évaluer
le délai de bout en bout subi par les paquets d’un flot particulier, ce qui correspond théoriquement
a étudier I’occupation des buffers sous la probabilité stationnaire du syst®me, mais aussi sous
la probabilité de Palm associe au processus d’arrivée du flot considéré. Ces études paraissent
extrémement difficiles, et les résultats th€oriques énoncés dans ce chapitre sont le plus souvent
approximatifs, Néanmoins, d’un point de vue pratique, les conjectures mieux que Poisson déja
évoquées dans le chapitre introductif semblent s’appliquer de maniére trés satisfaisantes, méme si
leur justification théorique reste un probléme ouvert.

Ce chapitre fait I’objet de la publication [27].

133
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5.1 Position du probléme

Le but de I’étude est double : quantifier le délai de bout en bout subi par les paquets d’une
application temps-réel multiplexés avec d’autres paquets d’application de méme type et dimen-
sionner les buffers des routeurs recevant ces paquets sous les hypotheses suivantes.

— On considére un nombre fixé N de flots temps-réels, générant des paquets de taille inférieure
a MTU.

— Le réseau est supposé stable, la charge des liens est strictement inférieure 2 1.

— Les flots sont supposés indépendants & I’entrée du résean. Formellement, les processus
ponctuels marqués, représentant les sources et supposés stationnaires ergodiques, sont indé-
pendants.

— Les flots sont réguiés 4 1’entrée du résean de telle sorte que leur débit instantané n’excéde pas
un certain débit seuil, par exemple si tous les paquets d’un flot sont de tailles identiques, le
flot est une source On/Off de débit égal au débit seuil pendant les périodes On (ces derniéres
pouvant étre réduites 4 1’émission d’un seul paquet).

— Les paquets d’un flot suivent une route fixe dans le réseau.

— Les paquets des flots temps-réel sont multiplexés entre eux dans des buffers FIFO et jouissent
d’une priorité non-préemptive sur les paquets correspondant 4 des transferts élastiques.

Ces hypoth&ses, résumées figure 5.1, ne suffisent évidemment pas pour accéder d’une maniére ou
d’une autre A une quelconque évaluation du délai des paquets dans le réseau, et ce méme dans le
cas d’un lien unique. En effet, pour un flot donné, il s’agit de quantifier la distribution du délai
sous la probabilité de Palm associée au processus d’arrivée des paquets de ce flot, ce qui reste
un probléme ouvert. L’évaluation de 1’occupation des buffers parait plus aisée, puisqu’il convient
juste d’évaluer le workload des buffers sous la probabilité stationnaire, ce qui reste néanmoins
aussi une question sans réponse.

Dans le paragraphe suivant, nous donnons un état de 'art des études visant A quantifier 1a
performance des applications temps-réel dans un réseau 4 commutation de paguets.

5.2 Travaux existants

Un certain nombre de travaux sont directement liés & notre étude. L’approche utilisée ici s’ins-
pire largement de la notion de gigue négligeable dans les réseaux ATM, introduite et étudiée par F.
Brichet, L. Massoulié et J. Roberts [39, 116]. Cette notion fait & présent I’objet d’une recomman-
dation I'TU [188]. Nous étendons ici les résultats de [39, 116] au cas d’un réseau IP ol la taille des
paquets est variable.

Dans [77], M. Grossglauser et S. Keshav démontrent par simulations que pour les services
CBR dans les réseaux ATM, la gigue introduite par le multiplexage FIFO des paquets des flots
temps-réel n’a pas d’impact significatif sur le délai de bout en bout. Hs en concluent que le multi-
plexage FIFQ est possible et qu’un reconditionnement des flots A I’intérieur du réseau {(aux nceuds
intermédiaires) n’est pas nécessaire, Ces auteurs confirment les résultats obtenus par simulations
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FI1G. 5.1 - Multiplexage des flots temps-réel.

par quelques arguments analytiques, concernant principalement la variance des inter-arrivées des
paquets aux neuds du réseaun.

L’étude précédente a été généralisé par J. Sahni, P. Goyal et H. Vin au cas de réseaux IP [156],
pour tenir compte des tailles variables des paquets. Ce travail confirme que la discipline FIFQ
est appropriée lorsque les paquets sont de taille identique, mais met en lumiére les problémes qui
apparaissent lorsque les paquets sont de tailles trés différentes d’un flot 3 un autre, Les flots 2 petits
paquets souffrent beaucoup plus du multiplexage FIFO que les flots  grands paquets.

Une autre série de simulations présentée par P. Goyal et al. [76] quantifie I’impact du trafic
de données, servi avec une priorité moindre ou suivant une discipline Fair Queueing par classe,
sur le délai subi par les paquets de voix sur IP. L’impact est important dans le cas de disciplines
non-préemptives et lorsque le temps mis pour fransmettre un paquet de données, typiquement de
taille MTU, n’est pas négligeable devant le délai maximum requis par les applications de voix sur
IP. C’est par exemple le cas dans les réseaux d’acces de faible capacité, oi: effectivement le temps
pour transmettre un paquet MTU (par exemple 1500 octets) devient €levé. D’autres moyens de
différencier trafic temps-réel et trafic de données sont alors nécessaires.

Il existent bien d’autres études sur la performance des applications temps-réel dans I’'Internet,
nous avons déja cité dans le chapitre introductif celles concernant les bornes déterministes du délai
de bout en bout. Nous en citerons d’autres tout au long de ce chapitre.



136 Chapitre 5. Garanties statistiques de la performance des applications temps-réel

5.3 Bornes stochastiques dans le cas d’un lien unique

La recherche de bornes stochastiques du délai ou de I'occupation des buffers a été un sujet
assez €tudié ces dernieres années. Ces études le plus souvent donnent des bornes de la performance
lorsque les flots sont lissés a I’aide de leaky buckets avant d’entrer dans la file d’attente, Ces
¢études présentent un intérét théorique non négligeable. En revanche d’un point de vue pratique,
elles se révelent insuffisantes : d’une part car comme précisé dans le chapitre introductif, il est
difficile de caractériser les sources i I’aide de leaky buckets, ce qui engendre fatalement un sur-
dimensionnement du réseau. D’autre part, ces études s’appliquent i une superposition de sources
régulées indépendantes, ce qui est effectivement le cas au premier nceud traversé, mais ne 1’est plus
dans le réseau. De plus, si I’on souhaite obtenir des bornes de la performance de files 2 1’intérieur
du réseau, une analyse de pire cas comme décrite dans le premier chapitre devient inévitable et
les bornes obtenues sont extrémement pessimistes. Notre approche, certes peu rigoureuse, permet
d’obtenir des bornes stochastiques réalistes partout dans le réseau.

Il est cependant nécessaire, avant de parler de réseau, d’analyser la performance d’un lien
isolé, Cette analyse doit &tre A 1a base de U'analyse du d€lai dans un réseau.

Définissons d’abord deux ordres stochastiques sur les processus d’arrivée. Le premier introduit
dans [116] compare le suivant I'ordre convexe le travail généré par le processus d’arrivée entre
deux instants, le second compare I'exposant de la queue de distribution du workload stationnaire
d’une file FIFO stable avec les processus d’arrivée considérés. Cet exposant est défini comme suit,
chaque fois que cela est possible :

a(A,c)=— ﬂl=li_:E‘::lIo logPr[W(A,c) > ],

oit W (A, c) est une variable aléatoire de méme loi que le workload statiomnaire d’une file FIFO
de capacité c et de processus d’arrivée A.
Définition 5.1. Soient A et A' deux processus d’arrivée stationnaires. On écrit A <g_yor A’ si
pour tout t > 0, A(0,2)(P) <.z A'(0,t) (P), oit A(0,¢) et A'(0, 1) désignent le travail généré par
les processus A et A’ entre les instants 0 et t et on P est une probabilité sous laquelle les deux
processus considérés sont stationnaires. Ici 8 — var signifie strong variability en rapport avec
Uordre stochastique <yqr introduit par C.S. Chang [46].
Définition 5.2. Soient A et A' deux processus d’arrivée stationngires. On écrit A <gp A’ si
a(4,c) > a(4,¢),

pour tout ¢ > 0 tels que a(A,c) et a(A',c) existent. (Ici EB se réfere & la notion classique de
bande passante équivalente (Effective Bandwidth en anglais) [64]).

Voici deux propriétés de I’'ordre <,_yq,r, prouvées dans [116] (proposition 3).
Proposition 5.1. (i) L'ordre <;_yq,r est stable par superposition pourvu que les processus multi-
Dlexés soient indépendants.

(i) Soient A et A’ deux processus d’arrivées admettant des transformées log-Laplace A4 et Ay,
définies par

. 1
Mo = i o4,
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et possédant certaines propriétés de régularité (voir [116]). Alors,

A <s—var A=A <EB Al

5.3.1 Arrivées périodiques

Considérons dans un premier temps la superposition de sources périodiques indépendantes, Si
les sources sont de méme période et si les tailles des paquets sont toutes identiques, le systéme
considéré est une file N*D/D/1, pour lequel on a une expression exacte de ’occupation du buffer
W en régime stationnaire [150]. Cette expression montre qu’a charge identique, Pr [W > z] croit
avec le nombre de sources et tend vers la distribution du workload d’une file M/D/1 (voir figure
3.2), C’est cette observation, combinée avec le fait que le processus de sortie d’une file A temps de
service constant est plus régulier que le processus d’arrivée [46], qui est & 1a base de la conjecture
mieux que Poisson dans les réseaux ATM,
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FiG. 5.2 — Distribution stationnaire du workload de files N*D/Df1,

Quand chaque source posséde sa propre période, la performance observée est celle de 1a file
3"D;/D/1, pour laquelle de bonnes approximations de la distribution du workload stationnaire
existent [150). Ces approximations suggérent & nouveau que la file M/D/1 de méme charge fournit
encore une borne supérieure de la performance. En fait, on peut démontrer sans peine que toute
superposition de flots périodiques donne asymptotiquement une performance meilleure que celle
obtenue avec un processus de Poisson. II suffit pour cela de remarquer qu’un processus périodique
est inféricur & un processus de Poisson de méme intensité pour 1’ordre <;_yqr, la proposition 5.1
permettant de conclure.

Dans le cas de réseaux IP, on s’intéresse aux files ZD,-X‘IDI 1. A nouveau, des approximations
de la performance existent [150] et ces dernidres montrent que la performance de la file M/G/1
fournit une borne supérieure de la performance (la distribution G est prise égale 2 celle du proces-
sus d’arrivée initial). Comme précédemment, on sait que ce résultat est vrai asymptotiquement.
Nous illustrons cette comparaison figure 5.3.
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FIG. 5.3 - Distribution stationnaire du workload de files 3"D75/D/1,

Une borne, moins précise que celie fournie par la file M/G/1, est donnée par la file M/MTU/1
ol tous les paquets sont de taille maximale et de charge globale identique 2 celle de Ia file initiale.
Nous justifierons cette nouvelle comparaison un peu plus loin. En fait, nous verrons que cette
comparaison avec la file M/MTU/1 est nécessaire si I’on considére non plus un lien en isolation,
mais un réseau. En effet, un flot avec des paguets de petites tailles, multiplexés avec des flots de
paquets de tailles plus grandes, subit une déformation plus importante et peut devenir pire quun
processus de Poisson.

5.3.2 Arrivées lissées par leaky bucket

Il existe un grand nombre de travaux visant & trouver des bornes stochastiques du délai ou
de I'occupation du buffer lorsque les flots sont lissés par des leaky buckets. Ces études ont bien
entendu vu le jour & I’époque ol la technologie ATM semblait s’imposer. Anjourd’hui, avec I’ave-
nement des réseaux IP multiservices, ces études restent toujours populaires, car elles permettent
d’obtenir des bornes plus réalistes que les bornes déterministes obtenues par le Network Calculus,
mais ce sur un lien unique, ce qui de notre point de vue ne constitue pas un progrés dans 1’étude
de Ia qualité des applications temps-réel. Nous nous contentons donc ici de citer les principales
contributions dans le domaine (nous nous inspirons pour cela de [80]).

Les premiers résultats ont £t& obtenus par G. Kesidis et T. Konstantopoulos [97] et caractérisent
la queue de distribution du workload d’une file FIFO de buffer de taille infinie et alimentée par une
source (w, o, p)-régulée. Rappelons qu’une source est (7, o, p)-régulée si le travail A(t) qu’elle
génére dans un intervalle quelconque de durée ¢ est borné par :

A(t) < min{r x t,0 + p x t},

w est le débit créte, o est la profondeur du leaky bucket et p est le débit moyen. Les mémes auteurs
ont éudié une borne de Chernoff dans le cas d’une superposition d’un grand nombre de sources
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régulées et indépendantes [98). A. Busson et L. Massouli€ {118] ont appliqué I’inégalité de Hoeff-
ding pour borner stochastiquement le processus issu de la superposition de sources régulées et
indépendantes, et pour ainsi obtenir une borne probabiliste du délai. Cette approche a ét€ ensuite
généralisée par M. Vojnovic et I.Y. Leboudec [175], complétant 1’étude par une analyse du cas
d’un grand nombre de sources. Enfin, F. Guillemin, N. Likhanov, R, Mazumdar et C. Rosenberg
sont parvenus 4 majorer le délai moyen des paquets issus de la superposition de sources régulées
[79] et ont amélioré les bornes précédemment citées [80]. IIs ont en particulier généralisé la com-
paraison suivant I’ordre <gp (queue de distribution du workload) de la superposition de sources
périodiques et du processus M/G correspondant au cas de la superposition de sources régulées.

5.4 Conjectures mieux que Poisson

Identifier des bornes stochastiques pertinentes pour le délai de bout en bout ou pour I’occu-
pation des buffers dans un réseau est une tiche beaucoup plus complexe que dans le cas d'un
lien unique, car les flots 4 I’intérieur du réseau n’ont plus aucune raison d’étre indépendants et
sont déformés par I’attente subie aux différents liens. Il a donc fallu se contenter d’émettre des
conjectures.

54.1 Conjecture mieux que Poisson

Rappelons tout d’abord la conjecture émise dans le cadre des réseaux ATM par F. Brichet, L.
Massoulié et J. Roberts. Cette conjecture dit que si les processus d’arrivée de cellules sont ini- -
tialement tous mieux que Poisson alors ils le restent & I’intérieur du réseau. Le qualificatif mieux
signifie simplement que le délai des paquets d’un flot & un neeud est plus petit (en distribution,
suivant I’ordre <) que celui qu’on observerait si les processus d’arrivée correspondant aux flots
traversant le noeud considéré étaient des processus de Poisson indépendants et de méme intensité
que les processus d’arrivée initiaux. Autrement dit, le délai subi par les paquets d’'un fiot quel-
conque & un nceud est plus petit suivant I’ordre croissant que celui observé dans une file M/D/1 de
charge égale a la charge globale du neeud considéré. Le délai de bout en bout est alors évalué en
supposant que les délais successifs aux noeuds sont indépendants. Cette dernidre hypothése sera
justifiée par stmulations, elle est conservative.

Enfin pour tenir compte du trafic de données, on considre un pire cas : le trafic de données
sature les nceuds, ¢’est-a-dire que d2s qu’aucun paquet correspondant 3 une application temps-réel
n’est présent 2 un noeud, ce dernier commence immédiatement A servir des paquets de données et
ce jusqu’a I’arrivée de nouveaux paquets de type temps-réel.

5.4.2 Conjecture mieux que Poisson/MTU

Dans le cas de réseaux IP o les tailles des paquets sont variables, inférieures & MTU, e pro-
cessus d’arrivée référence devient un processus de Poisson de paquets tous de taille MTU. Si les
les processus d’arrivée sont initialement mieux que Poisson/MTU, ils conservent cette propriété
dans le réseau. Formellement, notons IJ une variable aléatoire représentant le délai des paquets
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d’un flot particalier  un noeud sous la probabilité de Palm associée au processus d’arrivée des pa-
quets de ce flot. De méme, on note D( V) le délai dans ce nceud obtenu en remplagant le processus
d’arrivée des paquets & ce nceud par le processus N, supposé généré une intensité de trafic iden-
tique au processus initial. La conjecture mieux que Poisson/MTU dit : pour tout flot et 2 chacun
des nceuds du réseau,

D <,; D(M/MTU).

De méme que dans le cas de réseaux ATM, pour tenir compte du trafic non prioritaire, 1’évaluation
de D{M/MTU) est effectuée en supposant que le irafic de données, constitué de paquets de taille
MTU, sature les nazuds. Enfin 1a borne sur le délai de bout en bout est construite en supposant que
les variables D{M/MTU) 4 chaque noeud sont indépendantes.

Borne du dé€lai & un lien isolé. L’analyse de la file d’attente M/MTU/1 avec vacations intro-
duites par le trafic non prioritaire fournit Ia transformée de Laplace suivante pour D(M/MTU)
(voir le livre de Cooper page 222 exercice 12 pour plus de détails) : pour tout 5 > 0,

Efexp (~s D(M/MTV))] = 1=2__L=e 0
eXp\—s T p e MIUXs L gfx_ 1’

ot p désigne la charge du neeud et A I’intensité du processus de Poisson. En appliquant une tech-
nique similaire A celle utilisée dans [150], page 392, on obtient 1’approximation suivante : pour z

assez grand,
Pr[D(M/MTU) > 2] =~ C exp (—rz/MTU),

ol r réel est solution de p{e" — 1) = ret C = (1 — p)/(p?e" — p). Cette approximation fournit
une borne supérieure de la distribution du délai :

1, 8i & < Tmin,
Pr[D(M/MTU) > z] < { C exp{—rz/MTU), sinon,

avec Tmin = —MTU/rlog(1/C). Le délai est ici normalisé par le temps de traitement par le
neeud d’un paquet de taille MTU. On donne dans le tableau 5.1 les valeurs du délai correspondant
& des probabilités de dépassement de 10~2 et 10~5 pour une charge du lien €gale 0.4 et 0.9,

Charge du trafic temps-riéel 0.4 09 04 09
Pr{dépassement] 1073 10-¢ 10°% 10°¢
Délai (paquets MTU) 6 35 10 68

TAB. 5.1 — Quantile du délai A un lien isolé.

Bornes du délai de bout en bout. La conjecture permet également de fournir des bornes sto-
chastiques sur le délai de bout en bout. Le tableau 5.2 par exemple donne les bornes statistiques
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Nombredeliens 5 5 10 10
Charge 04 09 04 09
Quantile 99% 1.0 48 19 80
Quantile 999% 12 6.0 20 94

TAB. 5.2 — Quantile du délai de bout en bout en ms.

obtenues pour le délai de traversée d’un certain nombre de liens OC3 (155 Mbit/s) pour différents
niveaux de charge.

L’hypothése d’indépendance est assez intuitive, ¢t semble conservative : 1a dépendance tend &
diminuer le délai de bout en bout. Nous I’avons vérifié par simulations sur un réseau de files en
tandem avec trafic transverse (voir figures 5.4 et 5.5). Le trafic de bout en bout est initialement
Poisson et génére une charge de 0.03, les trafics transverses sont également Poisson d’intensités
telles que les charges des liens sont toutes égales & 0.8. Le réseau est constitué de 4 liens de méme

Fi1G. 5.4 — Files en tandem avec flux transverse,

o1

P{ Delai > x )

0.01 |

0.001 |

0 &5 10 15 20 25 30 35 40
x

F1G. 5.5 — Distribution du délai de bout en bout ~ Simulation vs. analyse.

Ces estimations numériques montrent que ia borne proposée est suffisante pour garantir les
exigences des applications temps-réel, sauf pour les réseaux d’accés, ol le temps mis pour trans-
mettre un paquet de taille MTU est déja non négligeable.
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Conditionnement et reconditionnement des flots. La conjecture permet enfin d’affirmer qu’en
présence d’un contrble d’admission permettant d’éviter les surcharges, les flots temps-réel ne se
déforment pas trop dans le réseau pourvu qu’ils soient assez réguliers initialement. Afin de garantir
cette dernitre condition, il peut &tre nécessaire de lisser les flots individuellement & un débit créte
nominal avant de les admetire dans le résean. En revanche, il apparat inutile de lisser & nouveau
ces flots dans le réseau.

3.5 Un contre-exemple aux conjectures

Dans Ia suite du chapitre, et pour simplifier queique peu 1’étude, on ne tient plus compte du
trafic de données. Tout se passe comme si le trafic temps-réel était seul dans le réseau.

Les conjectures tefles qu’énoncées précédemment semblent trés fortes, car elles comparent
les délais & chaque nceud suivant 1’ordre croissant. On peut donmner d’autres versions plus faibles
de ces conjectures, en ne considérant par exemple que le délai moyen de traversée. La conjecture
mieux que Poisson deviendrait alors : si les flots sont initialement mieux Poisson, le délai moyen
de traversée des paquets d’un flot est inférieur 4 la somme des délais moyens observés dans des
files M/D/1 de charges égales  celles des nocuds traversés. Cette version faible des conjectures est
en fait fausse pour des réseaux de topologie générale. Notons M 1’ensemble des réseaux tels que
la version faible de la conjecture mieux que Poisson soit vérifiée. Notons également S I’ensemble
des réseaux tels que remplacer les services déterministes par des services exponentiels de méme
moyenne et avec pour processus d’arrivée des processus de Poisson indépendants, le délai moyen
de traversée de tous les paquets soit accru. Cette dernidre classe de réseaux a déja €€ évoquée
dans le chapitre précédent. I est facile de montrer que :

Lemme 5.1.
McCS.

Preuve. Considérons un réseau de M. Supposons que les processus d’arrivée sont poissonniens
et indépendants. Notons IV le nombre de sources dans le réseaux, et notons r;, i = 1,..., N les
routes suivies par les différents flots. Notons enfin d; 1 le délai moyen des paquets du flot £ an neend
l € 7y, désignons par d;(M/D) le délai moyen observé dans une file M/D/1 de méme charge que
le noend I, Par hypothese, on sait que, pour tout %,

Y di <Y di(M/D).

lerg ler;
Comme le délai moyen dans un file M/D/1 est plus petit que celui d’une file M/M/1 de méme
charge, on en déduit simplement que :

Y dip < di(M/M),

ler; ler;

€t en scmmant sur #, on monire que le réseau est bien dans S. ]
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Ce résultat montre simplement que le réseau feed-forward décrit figure 4.2 fournit un contre-
exemple A toutes les conjectures mienx Poisson, m&me dans leur version faible. Trouver les to-
pologies de réseau pour lesquelles les conjectures sont vraies est un exercice urds difficile. On
peut par contre donmer sur certains types de topologie usuels quelques arguments qui justifient les
conjectures.

5.6 Arguments en faveur des conjectures

Nous donnons maintenant quelques arguments expérimentaux ou théoriques tentant de justifier
les conjectures mieux que Poisson. Les premiers arguments concement le cas de files en tandem
avec trafic transverse, réseau sur lequel il existe déji un certain nombre de travaux. Le second
concerne plus généralement les réseaux feed-forward.

5.6.1 Cas de files en tandem avec trafic transverse

Considérons dans yn premier temps le réscau décrit figure 5.4, un flot test est multiplexé
sur une série de files d’attente avec des flots transverses indépendants. Dans le cas de services
constants (réseaux ATM), si les processus d’arrivée du trafic transverse sont poissonniens et in-
dépendants, 1’analyse du processus d’arrivée des paquets du flot test aux noeuds intermédiaires
devient possible. W. Matragi er al. [120] ont par exemple donner une procédure récursive com-
plexe fournissant la transformée de Laplace des inter-arrivées de paquets du flot test 4 la k-itme
file traversée. Cette analyse ne permet malheureusement de caractériser le flot test que dans les
cas de forte ou de faible charge (A chaque file). Des études menant A des résultats similaires ont
€galement £t€ menées par J. Van den Berg et J. Resing [150] et par F. Kelly et P. Key [96]. Nous
généralisons ces études au cadre des réseaux IP, c’est-a-dire quand la taille des paquets varie d’un
flot & I’autre, mais n’excéde pas une valeur limite MTU.

Files en tandem saturées. On suppose ici que les charges des différentes files traversées sont
toutes arbitrairement proches de 1. Cette hypothese permet une analyse exacte de la déformation
du flot test an cours de sa traversée, comme dans le cas de réseaux ATM [150]. Notons o la
tailte des paquets du flot test et T’ la moyenne des inter-arrivées des paquets. Pour simplifier la
présentation, on suppose que toutes les files sont de capacités identiques, égales 3 1. Le trafic
transverse est identique a chaque file d’intensité A et de tailles de paquets i.i.d. et notées L. A
saturation, ona: o/T + AE[X] = 1.

Notons (1¥)nez les inter-arrivées des paquets du flot test 2 la k-idme file. Les 7% 2 n fixé
définissent une chaine de Markov dont 1’évolution est caractérisée par la relation

T =0+ Alr),

ol A(t) définit le trafic transverse arrivé dans un intervalle de temps de longueur t. Par conséquent,
si le flot test est initialement de renouvellement, il garde cette propriété dans le réseau. Par ailleurs,
dans le cas contraire, le flot test tend vers un processus de renouvellement au fur et 3 mesure qu’il
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progresse dans le réseau. Il est alors possible d’exprimer les moments des inter-arrivées 2 chaque
file. Les deux premiers moments par exemple sont définis par : pour tout k, E [7¥] = Tet

Var T,’f"’l] = AT xE [2%] + (1 - ¢/T)Var [T,’f] .
On en déduit que la variance des inter-arrivées converge, lorsque & tend vers oo, vers :
(T-0) E[]
1-(1-0/T)2 E[XT] °
Si le flot test est initialement périodique, sa variance croit de file en file vers cette valeur. Cette
dernitre est maximale lorsque X est constant et égal 3 MTU. En d’autres termes, le flot test subit
une déformation maximale lorsque les processus de trafic transverse sont poissonniens de tailles

de paquets constantes égales &4 MTU. Le coefficient de variation limite des inter-arrivées du flot
test est alors :

Var(13°) =

v T l—(l-o/T2 T °

Ainsi, & charge constante, CV? est une fonction décroissante de . Lorsque la taille des paquets
du flot test est assez petite, ce dernier n’est plus mieux que Poisson. En revanche, si ’on suppose
que o = MTU/m avec m entier, alors on peut montrer que le coefficient de variation limite des
intervalles entre les temps d’arrivée du premier et du m + 1-iéme paquet est indépendant de m et
vaut (1 — /T}/(2 — o/T). 11 varie de 1/2 3 0 quand on augmente la proportion du trafic test de
02 100%.

On peut par ailleurs montrer que le processus d’arrivée du flot test reste toujours inférieur
suivant I'ordre <,_yq4r & un processus Poisson/MTU de méme charge quand le flot test posséde
cette propri€té initialement. Ce résultat a &t établi dans le cas de réseaux ATM dans [116]. Pour le
généraliser au cas de réseaux IP, il faut étudier 1’effet obtenu sur les processus d’arrivée lorsqu’on
“regroupe” des paquets. Considérons donc la transformation suivante appliquée 2 un processus
d’arrivée de paquets de taille constante égale o, noté A, A partir d’un paquet arbitraire de
A, on retire les m — 1 paquets suivants et on remplace le m-idme paquet par un paquet de taille
m X a. On fait ce regroupement pour tout le processus. Le résultat de cette transformation est un
processus stationnaire d’arrivée de paquets de taille m x o et noté A™). Intitivement, pour une
file d’attente, le processus initial A() méne A une meillevre performance que A™), On peut en
fait montrer facilement en utilisant un raisonnement similaire 3 ceux faits dans [9], chapitre 4, que
le temps d’attente stationnaire est effectivement plus petit suivant I’ordre convexe croissant avec
AWM, On peut également obtenir ce résultat en utilisant un ordre stochastique basé sur les fonctions
multimodulaires [3, 4]. De plus on peut comparer les deux processus suivant 1’ordre <;_yar :

Proposition 5.2.
AV <, . Alm)

Preuve. Soit AM(0,¢) (resp. A™)(0,¢) le travail généré par le processus d’arrivée A1) (resp.
A(™)) pendant un intervalle de temps de longueur ¢. Notons Pr [A(l) (0,t) =no| = my(t) et
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posons n = gm +r avec 0 < r < m. Si’une des r premidres arrivées de paquet de A1) dans cet
intervalle est également une arrivée pour A, alors A" (0, 1) = (¢ + 1)me = (n—r+m) x 0.
Cela arrive avec une probabilité r /m. Dans le cas contraire, AM™(0,%) = (n — r) X ¢. Ainsi, pour
toute fonction convexe h,

E [h(A(mJ ©, t))] Jo = nz}(j) {%h(n —r4m)+(1- ;:I)h(n - r)} Tu(t)

> hn)ma(®) = E [h(4AD(0,8))] /o.
n>0

O
A présent, si le processus aggrégé A" est mieux que Poisson/MTU 2 Pentrée du résean
suivant I’ordre <s—yar, il conserve cette propriété dans le réseau gréce 2 la proposition 4 dans
[116]. Ce qui implique que le processus réel (avec des paquets de taille de paquets o) est aussi
mieux que Poisson/MTU pour cet ordre partout dans fe réseau. Enfin, d’aprds 1a proposition 5.1,
cela prouve une version asymptotique de la conjecture mieux que Poisson/MTU dans ce type de

réseau. Ce résultat sera étendu un peu plus loin au cas des réseaux de type feed-forward.

Files en tandem non saturées. 1l est beaucoup plus difficile d’évaluer Ia déformation du flot
test & charge normale, car on ne peut exprimer simplement le processus de sortic d’une file comme
nous 1’avons fait lorsque les files étaient saturées. Néanmoins, nous montrons par simulations que
la conjecture mieux que poisson reste valable dans ce cas. En fait, intuitivement, la gigue devrait
décroitre avec la charge, c’est ce que nous vérifions figures 5.6 et 5.7.
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F1G. 5.6 — Coefficient de variation des intervalles entre I’arrivée de 10 paquets consécutifs - & =
MTU/10.

Ici les paquets du flot test sont 10 fois plus petits que MTU et constituent um trafic d’intensité
0.03 a chaque file, Figure 5.7 représente le coefficient de corrélation entre deux groupes consécu-
tifs de 10 paquets. La corrélation est négative, ce qui suggére que le processus d’arrivée du flot
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FIG. 5.7 — Corrélation entre deux intervalles successifs d’arrivée de 10 paquets consécutifs.

test est en fait plus régulier que le processus de renouvellement correspondant. Le trafic trans-
verse est Poisson/MTU. D’autres simulations avec un trafic transverse mieux que Poisson/MTU
confirme que ce dernier est celui qui engendre Ie plus de gigue. Ces simulations sont présentées
figure 5.8 : on a remplacé le processus de Poisson/MTU par un processus M/G avec G uniforme
entre MTU/10 et MTU ou par un processus d’Erlang-2 d’arrivée de paquets de taille MTU. Ces
deux derniers processus sont effectivement mieux que Poisson/MTU.
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F1G. 5.8 — Coefficient de variation des intervalles entre 1’arrivée de 10 paquets consécutifs avec
différents types de trafic transverse.

5.6.2 Grandes déviations et réseaux feed-forwards

Nous donnons enfin I'unique résultat théorique tangible qui justifie les conjectures mieux que
Poisson. Ce résultat, initialement établi dans le cas des réseaux ATM, est dii 4 L. Massoulié [1 16].
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Nous nous contentons ici de le généraliser au cas de réseaux IP.
Le résultat ne s’applique qu’aux réseaux feed-forward dont voici la définition.

Définition 5.3. Un réseau feed-forward est un résequ qui peut étre construit en numérotant les
neeuds de telle sorte que toutes les routes sont des sous-suites croissantes de I’ensemble des neeuds.
On donne un exemple figure 5.9.

F1G. 5.9 — Un réseau feed-forward,

Au lieu de considérer les processus ponctuels d’arrivée de cellules comme dans [116], on
s’intéresse au volume généré par les différents flots. Soit A(0,#] le volume généré par un flot
pendant un intervalie de temps de longueur ¢, On définit :

LA(O,nt] sit>0
n —_— ) =
A™) “{ Z14(nt,0) sit<0

La fonction £ — A™(t) appartient 4 1'espace D(R, R) des fonctions cadlag. L’espace D(R, R) est
muni de la topologie correspondant & la convergence dans D([—T, T, R) muni de Ia topologie
de Skorohod, pour tout " > 0 (voir les détails dans [116]). On dit que la suite A™ satisfait un
principe de grandes déviations (PGD) trajectoriel si elle vérifie un PGD dans I'espace D(R, R)
muni de la topologie précédente avec une certaine fonctionnelle d’action I4 : D(R, R) — R ([62]
par exemple). Par exemple, si M désigne un processus de Poisson d’arrivée de paquets de taille
unité, la suite M™ satisfait un PGD trajectoriel avec pour fonctionnelle d’action :

+00 f . - 3 _
Inel) = { > H M.r('y (t))dt, si -y est absolument continue et si v{0) =0
+00, sinon
ol .
_J zlnf—-z4+A siz>0
Hy(z) = { +co sinon.
Pour de plus amples détails, on renvoie le lecteur A [116]. A partir des fonctionnelles d’action, on
peut définir un ordre stochastique 1i€ aux grandes déviations :
Définition 5.4. Soient A et A' deux processus qui satisfont des PGD trajectoriels avec pour
Jonctionnelles d’action respectives Ip et Iy. On écrit A <pp A’ si pour tout v € D(R,R),
Ia(y) 2 Ty (y)-

Cet ordre stochastique est intéressant dans la mesure ol il permet de comparer les queues de
distribution du workload d’une file FIFO. C’est ce que démontrent les deux résultats suivants :
le premier, dfi & L. Massoulié [116], est une conséquence directe d’un principe de contraction, le
second, dii a N. Duffield et N. O’Connell [64], est un résultat trés classique.
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Proposition 5.3. Considérons deux processus ponctuels marqﬁés A et A' satisfaisant tous deux
un PGD trajectoriel, de fonctionnelles d’action respectives I et 1. Supposons que A <zp A'.
Alors A et A satisfont des PGD classiques de fonctionnelles d’action H et H o telles que Hy >
Hy,

Proposition 5.4. Considérons deux processus ponctuels marqués A et A' satisfaisant tous deux
un PGD classigue, de fonctionnelles d’action respectives H 5 et H 41, Alors :

Hs > Hy = a4, c) > a(d, ),

pour tout ¢ > 0 tel que ces deux derniers termes soient définis.
Ce dernier résultat est une conséquence directe de I’identité :

ol4,¢) = inf (tHale +1/2)).

Le résultat suivant est une version asymptotique de la conjecture mieux que Poisson’/MTU,
Il permet d’affirmer que les queues de distribution du workload statiornaire A chaque noeud sont
inférieures a celles observées en remplagant les processus d’arrivée au neeud par des processus de
Poisson de paquets de taille MTU et de m€me charge. C’est un premier résultat qui ne permet mal-
heureusement pas de comparer les délais effectivement subis par les paquets d’un flot particulier.

Théoréme 5.1. Considérons un réseau feed-forward de files FIFQ. Supposons que le réseau est
stable, autrement dit U'intensité de trafic a chaque nceud est strictement inférieure & la capacité
de ce neeud. Si les flots temps-réel sont mieux que poisson/MTU suivant 'ordre LD & Uentrée
du réseau, ils conservent cette propriété partout dans le réseau. En conséquence, & chague neeud
du réseau, si M/MTU désigne un processus de Poisson/MTU de méme charge que le processus
d’arrivée réel A & ce neeud,

A<pp M/MTU.

Preuve. Le théortme est prouvé en suivant la méme démarche que dans [116], mais appliquée au
processus A(0, t). (m]

3.7 Conclusions et perspectives

Pour justifier les conjectures mieux que Poisson, les seuls résultats théoriques que nous avons
pu fournir, des extensions de résultats obtenus pour les réscaux ATM par L. Massoulié, ne per-
mettent de comparer que les queues de distribution de 1’occupation stationnaire des buffers sur
des réseaux feed-forwards. Or le contre-exemple aux conjectures est lui-aussi un réseau feed-
forward. Certes, I’exemple contredit les conjectures appliquées au délai moyen des paquets et non
2 ’occupation des buffers. Néanmoins, on est en droit de s’interroger sur le véritable intérét des
comparaisons asymptotiques, basées sur des événements rares, quand on sait qu’éventuellement,
les moyennes des quantités comparées peuvent vérifier des comparaisons inverses,

L’ analyse statistique de la performance des applications temps-réel n’en est qu’a ses balbutie-
ments, et comme nous 1’avons vu tout au long du chapitre, tous les problémes restent ouverts.



Chapitre 6

Files PS a capacité variable et
intégration de service

Dans ce dernier chapitre, nous nous intéressons a la performance d’un résean intégrant les
deux grands types de trafic, temps-réel et élastique. Plus précisément, nous étudions I'impact de
la présence du trafic temps-réel sur la performance an niveau flot du trafic élastique. Lorsque le
trafic temps-réel est prioritaire, la performance du trafic élastique est celle d’une file PS 2 capacité
variable. II est extrémement difficile d’obtenir des résultats explicites pour ce type de systéme, car
lorsque la capacité est variable, la performance perd sa propriété d’insensibilité et dépend alors
de toutes les caractéristiques statistiques des trafics temps-réel et élastique. Aprés avoir quantifié
cette sensibilité dans certains cas simples, nous encadrons la performance du systéme dans un cas
général par celles de deux syst2mes insensibles, obtenus en supposant que les deux types de trafic
évoluent 3 des échelles de temps trés différentes. Nous montrons en particulier les conditions
pour lesquelles ces bornes sont proches et pour lesquelles la performance du systéme est donc
pratiquement insensible.

Les résultats de ce chapitre sont présentés dans [60, 61].

149
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6.1 Modéele PS a capacité variable

Dans la suite, nous restreignons notre analyse au cas d’un lien partagé entre les trafics temps-
réel et €lastique. M&me avec cette restriction, 1’étude reste difficile et les problémes souvent sans
réponse.

Nous pouvens supposer que dans les nocuds du réseau, est implémentée une architecture du
type DiffServ, permettant de séparer les paquets correspondant aux applications temps-réel et de
données. I y a bienslir maintes fagons d’implémenter cette différenciation. Mais quelle qu’elle
soit, il faut que la différenciation permette de réduire au maximum les délais subis par les paquets
des applications temps-réel. Dans notre analyse, nous supposons que les paquets temps-réel sont
routés dans une file, prioritaire par rapport a celles des autres services. Comme nous 1’avons vu
dans le chapitre 5, cela devrait suffire pour garantir des délais de bout en bout assez faibles pour les
paquets temps-réel. Un autre modele d’intégration a éié éwmdié dans [36] : il s’agit d’implémenter
une discipline GPS pour le service des files de paquets temps-réel et de données. En fait, notre
modele est assez général pour tenir compte de ces différentes implémentations.

Les flots €lastiques arrivent au lien selon un processus ponctuel stationnaire d’intensité ),
que nous supposons Poisson sauf mention du contraire. Les tailles des flots sont i.i.d. de méme
distribution que la variable al€atoire o, et de moyenne 1/u.. Nous notons enfin Q, le nombre de
flots €lastiques & 1’état stationnaire et S, le temps de réponse de ces flots.

Nous représentons le trafic temps-réel par un processus stationnaire {Q,(t),¢ > 0} dont I’état
est décrit par la distribution d’une variable aléatoire Q. Q,(t) pourrait étre le nombre de flots
temps-réel en cours de service ou la capacité occupée par ces flots. Nous introduisons les netations
suivantes :

— 7y est 1a probabilité a I’état stationnaire pour que @, soit dans 1’état 1,

— Celi) et pe(d) = %E’;‘ﬁ:om respectivement la capacité disponible pour le trafic élastique
et la charge correpon quand @, est dans 1’état 4,

- G, = ¥, miCe (%) est la capacité moyenne disponible pour le trafic de données,

- Pe = Lg—[ﬁl est la charge moyenne du trafic élastique.

6.1.1 Caractéristiques du trafic temps-réel

Les performances du trafic élastique vont dépendre des caractéristiques du trafic temps-réel.,
Ce demier est la somme de flots en cours de transfert et principalement définis par leur débit
instantanné et leur durée.

— Le débit des flots temps-réel dépend de I’application correspondante. Il va de quelques di-
. zaines de kbit/s pour la téléphonie, jusqu’a plusieurs Mbit/s pour les applications vidéo. Au
cours d’un flot, ce débit est susceptible de varier : suppression de silence pour 1a voix par
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exemple, ou codage vidéo adaptatif.

— La durée moyenne des flots temps-réel est de 1’ordre de quelques minutes, voire de plusieurs
heures pour les vidéos. I faut noter que ces durées sont bien plus longues que la durée de
Ia majorité des flots élastiques (le chargement d’une page Web devrait se faire en quelques
secondes). Par ailleurs, les durées des appels ont souvent une grande variance, c’est le cas
des appels téléphoniques dont la durée est de distribution log-normale [22].

— Enfin, un facteur d’importance est la proportion relative du trafic temps-réel par rapport anx
autres trafics. Aujourd’hui, il ne représente qu’une faible partie du trafic dans 1'Internet. En
revanche, sa proportion risque d’étre beaucoup plus importante dans Ies réseaux mobiles de
troisiéme génération, UMTS par exemple.

6.1.2 Impact sur le trafic élastique

Nous supposons ici que les flots €lastiques en cours se partagent &quitablement (grice 3 TCP)
la capacit€ laissée libre par le trafic temps-réel. Le nombre de flots en cours de transfert est alors
celui d’une file PS dont la capacité est modulée par le processus stationnaire {Q,(t),t > 0}
décrivant le trafic temps-réel. Nous supposons que le systéme est globalement stable, ¢’est-2-dire
que pe < L.

Méme quand les arrivées des flots 2 la file PS modulée sont poissoniennes, 1a propriété d’in-
sensibilité longuement évoquée dans les chapitres précédents est perdue. Autrement dit, tous les
parametres statistiques des trafics temps-réel et élastique influent sur la performance (d’ordre 1)
du trafic élastique. C’est ce qui rend I’analyse de ce systéme trds complexe, et nous illustrons cette
complexit€ dans le paragraphe suivant dédi€ A la présentation de quelques résultats trés partiels
sur cette file.

™~

6.2 Quelques résultats partiels de la littérature

6.2.1 Modéles markoviens

Le probleéme de modélisation de I’intégration n’a pas &t€ beaucoup étudié jusqu’a présent
de par sa difficulté. Une manitre de contourner le probl2me de 1’analyse de la file M/G/1/ PS 2
capacité variable est de supposer que toutes les variables aléatoires du systéme sont exponentiel-
lement distribuées. L’étude se réduit A 1'analyse d’un mod2le markovien classique, pour lequel
on peut trouver des résultats numériques, mais pour lequel des formules explicites sont exclues.
Des tailles de flots exponentiellement distribuées, on peut passer au cas de distribution de Cox (en
considérant des phases successives), mais le modéle se complique et devient vite inextricable. Ci-
tons les travaux d’ Altman, Artiges et Traore [1] et ceux de Niifiez Queija [134] pour des exempies
d’approches markoviennes de ce type.
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6.2.2 File PS avec interruption de service

L’étude de 1a file d’attente PS avec interuptions de service n’a ét€ initiée par Niifiez Queija
[135] que récemment. Bien auparavant {dés les années 50), Ia file M/G/1 FIFO avait fait 1’objet
d’un grand nombre de travaux [176, 73, 123], ... etc (Ie lecteur trouvera une bibliographie compléte
sur ce sujet dans [134]). Les résultats sur ia file FIFO nous donnent quelques renseignements sur
1a file PS lorsque les services sont exponentiellement distribués. Nous préférons ici ne donner que
le résultat sur le temps de réponse des flots dans le cas PS [134, 135].

Considérons donc le cas ol deux états pour , sont possibles : & 1’état on, (@, = 1), la capacité
disponible pour le trafic €lastique est 1, et & I'état off (Q, = 2) cette capacité est réduite 2 0. Quand
les périodes on T sont de durées exponenticllement distribuées, Ia distribution du nombre de flots
élastiques ). est connue,

Proposition 6.1. Le temps de réponse conditionnel moyen des flots est donnée par :

T B B Mok (o),
E[S.|oe = 7] = = E%;T) +1r22E[T2] +m2peE[T2] - %‘:)2 (l—e 1 )

(6.1)

6.2.3 File M/M/1 A deux vitesses

.Les auteurs de [37, 38, 132] ont quant 3 eux tenté d’étudier la file M/M/1 avec deux vitesses
de service. Les périodes pendant lesquelles 1a vitesse est constante sont de distributions générales.
Dans [37, 38], on trouve I’asymptotique de la distribution du workload de 12 file. Dans {132], on
trouve la fonction génératrice du workload.

Tous ces résultats ne nous renseignent pas tellement sur la performance des flots élastiques
en présence de trafic temps-réel. Les modgles 3 interruptions de service sont intéressants au ni-
veau paquet, pour modéliser I'impact de la file prioritaire contenant les paquets des applications
temps-réel. Mais dans ce cas, il faudrait prendre des processus d’arrivée différents du processus
de Poisson. Dans ce qui suit, au lieu d’essayer de donner des résultats exacts sur la performance
dans des cas trés précis, nous tentons plutdt d’en fournir de bonnes approximations (sous forme
de bornes) valables dans un cadre Ie plus général possible.

6.3 Stabilité uniforme vs. Instabilité locale

Un probléme intéressant est d’identifier les cas o la sensibilité aux caractéristiques de trafic
est importante et les cas ol au contraire, elle peut &tre négligée. Cela nous mene 3 distinguer deux
types de régimes.
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Stabilité uniforme

Quel que soit I’état ¢ du trafic temps réel @, la capacité disponible pour le trafic élastique est
suffisante pour écouler la demande :

pe(i) <1, Vi

Instabilité locale

Méme si globalement le systéme est stable g, < 1, il existe des états ¢ du trafic temps-réel Q,
tels que la capacité disponible pour le trafic élastique ne suffit pas & écouler la demande :

3: tel que p.() > 1.

Nous allons montrer qu’en régime de stabilité uniforme, on retrouve quasiment la propriété
d’insensibilité, alors qu’au contraire, en régime d’instabilité locale, 1a performance est tr2s sensible
aux parameétres statistiques du trafic,

6.4 Performance en cas d’instabilité locale

Nous dérivons dans cette section quelques résultats tentant de décrire I’impact des instabiti-
tés locales sur la performance du trafic élastique, Pour simplifier 1’analyse, nous supposons que
le processus {@Q;(t),¢ > 0} est un processus semi-markovien : lorsque @, entre dans P’état i, il
y reste une période de temps aléatoire T; de distribution Fi(u) = Pr[T; < u]. A la fin de cette
période, le processus change d’état et se place & ’état j avec probabilité p;;. La chaine de Mar-
kov de transition P = (p;;) est supposée positive récurrente. Nous supposons également que les
tailles des flots élastiques sont exponentiellement distribuées de moyenne 1/p.. 11 faut remarquer
qu’en dépit de ces hypothéses simplificatrices, le probléme consistant 3 trouver le temps moyen
de réponse des flots élastiques reste ouvert,

6.4.1 Une borne grossiére de la performance

Le résultat suivant donne une premidre idée sur ’impact des caractéristiques statistiques du
trafic temps-réel. Le temps de réponse S, des flots €lastiques augmente an moins aussi vite que la
durée moyenne des périodes d’instabilité et que le rapport variance/moyenne de cette durée.
Proposition 6.2, Le temps de réponse moyen des flots élastiques satisfait I'inégalité suivante :

1 E[12]
> — i~ (Ae — ). .
E [Se] = Z i B[T} (Ae — peCefi)) (6.2)
i:0¢(1)>1
Preuve. On place le systéme 2 I’état stationnaire a ¢ = 0. Soit Z le temps écoulé depuis le dernier
changement d’état du processus @,. Alors

1 — Fi(u)

Pr@; =i, u<Z<u+t+dul=m ET]
3

du, Vi.
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De plus, si ¥;{u) représente le nombre de fiots au temps u dans une file M/M/1 initialement vide
¢t de capacité Cp(3), alors pour tout u,

E[QelQs =i,Z =u] > E[Y;(u)] > (’\e — peCel(#)) u.

Donc,
E[QelQ,=i] > mi(Ae — peCe(i)) fn (I_E—IE;S‘))Edu,

ce qui implique
BlQela,=] > migppit O ~ 1Ol

En sommant sur tous les états d’instabilité locale et en appliquant la formule de Little, on obtient
Ie résultat escompté. O

Remarque 6.1. Le résultat précédent est ﬁwdement généralisable au cas ou les flots ont des
tailles de distribution générale. En utilisant les résultats de [102] (formule (2.6)), on trouve pour
le temps de réponse moyen la borne inférieure suivante :

ET]

E@ ©

E[S] > -— Ae > o=

£:pe()>1
on a; est solution de I'équation de point fixe ;

o = A (1 - j; % c“‘)ae(dy))-

La proposition précédente donne une borne trés générale sur le temps de réponse moyen en ré-
gime d’instabilité locale. Nous allons maintenant ergoter et proposer des évaluations plus précises
sous certaines hypothéses : en régime quasi-stationnaire, puis 2 forte charge.

6.4.2 Quasi-stationnarité

Comme nous I’avons mentionné au paragraphe 6.1.1, au niveau flot, les trafics temps-réel et
€lastique n’évoluent pas A la méme échelle de temps : le temps de transfert d’un flot élastique doit
étre beaucoup plus court que la durée d’un flot temps-réel. Ainsi, il est probable que le nombre
de flots €lastiques @, évolue beaucoup plus rapidement que le processu @, caractérisant le trafic
temps-réel. Intuitivement, c’est une facteur supplémentaire de dégradation de la performance des
flots élastiques, car les périodes d’instabilité locale sont alors relativement longues.

Afin de quantifier cet effet d’échelle, on introduit un systéme renormalisé {Qge), Qe(ae)}, ol la
vitesse d’évolution du trafic temps-réel est muitipliée par un paramétre € : Q5 reste dans 1état
pendant un intervalle de temps T;/e. Notons qu’a I’équilibre, Q¢ et Q, sont de m&me loi, et donc
Ia charge globale reste inchangée par la renormalisation. Nous analysons le comportement de Q¢
dans le régime quasi-stationaire lorsque ¢ tend vers 0.
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Une étude détaillée de ce systeme a été faite par Choudhury, Mandelbaum, Reiman et Whitt
{52]. 11 ont montré que le processus {(eQ57(t/e), Q5 (t/¢)), t > O} converge en distribution
quand ¢ tend vers 0, vers un processus limite { (Q2(¢), Q®(t)), t > 0}, o {Q=(t),t > 0} ala
méme distribution que le processus temps-réel initial {Q, (), > 0} et ol Qg‘ (t) est solution de

qu KT Z(A ~ #eCe() 19, =1)> 5 QT@) >0,

qu'(t) Z(}\ eCel(d)) ™ LG, =ip> Sinon.

Ce travail ne donnc qu’un résultat de convergence. Pour déterminer quantitativement le com-
portement de Q quand e tend vers 0, on peut résoudre le systéme précédent ou calculer directe-
ment la fonction génératrice de eQ{®.,

C’est par cette dernitre méthode et en se restreignant 1’espace d’états de @, & deux états que
nous avons prouver la proposition suivante. Les détails des calculs ne sont pas présentés ici, mais
sont disponibles dans [59]. Dans I’état 1, le systdéme est localement stable, et dans ’état 2 il est
instable. Nous supposons de plus que les périodes de stabilité sont exponenticllement distribuées.

Proposition 6.3. Quand e tend vers 0,

1!“2E(T2)

BISOl~ K o mny

(6.4)

]
° #e(Ce1) = Ca(2)(e = 11eCe(2))

(,ung(l) - Aer) +m2 (#ece(z) - )\e) ’
Ce résultat suggere que le temps de réponse moyen des flots élastiques est effectivement pro-

portionnel & Ia durée moyenne des durées des périodes d’instabilité locale (¢’est-3-dire proportion-
nel 2 1/¢).

K=

6.43 Enrégime de forte charge

Il s’avire tres difficile d’étendre 1’analyse quasi-stationnaire a plus de deux états possibles
pour le trafic temps-réel. Nous donnons ici une approximation dela performance lorsque lIa charge
du systéme tend vers 1 : p, — 1. On trouvera une preuve compléte de la proposition suivante dans
[61].

Le résultat est en fait une conséquence du fait que le processus {Qe (t/(1—pc)?) /(1—pe), t >
0} est proche en distribution d’un processus brownien réfiéchi quand p, tend vers 1.

Proposition 6.4. Lorsque p, tend vers 1,

Ae + F‘ec’Te +ﬂ_
22e(1 — pe)peCe ’

B[R] ~ (6.5)
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oil 1 est donné par :

Var|T;
n= Eﬂi B [.5-,]’] ( eCelt) — .uece) + EW:E [T] Zp’lj( prkak) 3 (6.6)
. %
3
et oil les réels a; sont solutions du systéme linéaire : pour tout i,
as ~ Y pij; = pie (Celi) ~ T 6.7)
J

Une nouvelle fois, on peut observer que Ie temps de réponse moyen est proportionnel 2 la
moyenne et au rapport variance/moyenne des durées des périodes d’instabilité locale.

6.5 Performance en cas de stabilité uniforme

Dans cette partie, nous supposons que le syst®me est en régime de stabilité uniforme. Nous en-
cadrons la performance par deux bornes stochastiques. Ces bornes ont 1a propriété d’insensibilité
et 8’avérent donner un encadrement trés précis. En pratique donc, la performance en régime de sta-
bilit€ uniforme est presque insensible. L’ insensibilit€ est prise ici par rapport aux caractéristiques
des trafics temps-réel et élastique.

6.5.1 Borne supérieure - Régime fluide

Laborne supérieure de la performance est obtenue en supposant que le trafic élastique est servi
a vitesse constante, égale 2 la capacité moyenne disponible pour ce trafic C,. Physiquement, cela
signifie que le trafic temps-réel s’ apparente plus A un bruit qui évolue si rapidement le trafic
€lastique ne pergoit pas les changements de capacité qui en résulte. Nous notons @, et S: les
nombres de flots élastiques et leur temps de réponse en régime fluide. Nous avons biensfir :

E [Q:] = l—lpe’
1/pte
i s}

6.5.2 Borne inférieure - Quasi-stationnarité

La borne inférieure de la performance est obtenue en faisant Phypothése de régime quasi-
stationnaire déja évoqué. Cette hypothse signifie que Q. €volue si rapidement par rapport 2 Q,
que lorsque ce dernier est dans ’état ¢, Q. atteint un équilibre qui correspond 2 la file PS de
capacité C,(i). Notons @ et S"' le nombre de flots élastique & Iétat stationnaire et le temps de
séjour de ces flots. On a:

ElQ:]= Z lp“(:,)z) 6.8)
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L Pe(’)’r; .
RR 0 B W) Z) 9

E [S] |oe = 7] (6.10)

=73 =)

I’ objectif est de comparer les performances du systéme réel aux deux bornes décrites ci-
dessus. Les résultats suivants sont prouvés dans le chapitre 4,

Thédréme 6.1. Soit W, le workload de la file du trafic élastique & I'état stationnaire. Nous avons :
W, <ico We <icx W (6.11)

Ce théoréme n’est pas uniquement vrai pour des arrivées Poisson de flots, mais il est vrai
pour tout processus d’arrivée. Il donne des bornes sur le travail de la file, mais pas directement
sur sa performance. Comparer les temps de réponse parait beaucoup plus difficile, mais on peut
cependant le faire si les flots sont de tailles exponentiellement distribuées.

Théoréme 6.2. Lorsque les flots élastiques sont de tailles exponentiellement distribuées :

Q% Sics Qe Sice Q7 - 6.12)
On en déduit en appliquant la formule de Little :

E(S;) < E(S) < E(ST). (6.13)

6.5.3 Optimalité des bornes fluide et quasi-stationnaire

Les bornes fluide et quasi-stationnaire sont en fait les meilleures bornes insensibles que nous
pouvons obtenir, et ce du fait que ces deux régimes peuvent étre vus comme des régimes limites
du systéme réel. Définissons la vitesse du processus décrivant le trafic temps-réel par un paramétre
€:Q° = {Qe(t),Qs(et),t > 0}. On montre alors sous certaines hypothéses trés générales que
les régimes fluide et quasi-stationnaire sont les limites de Q* lorsque € tend respectivement vers
+o0 et 0. Une démonstration de ce résultat a ét& donné par R. Niffiez Queija dans le cas ol le
systéme est entitrement markovien, c’est-3-dire quand le processus décrivant le trafic streaming
est un processus de Markov a espace d’état fini et quand les flots €lastiques sont de tailles i.i.d.
exponentiellement distribuées [134]. Cette démonstration s’appuie sur une analyse spectrale du
systtme. En fait, comme nous I"avons vu dans Ie chapitre 3, des caractéristiques statistiques trds
générales du trafic peuvent &tre représentées par un simple processus de Markov. Nous faisons les
hypotheses suivantes sur sur le trafic : pour le trafic temps-réel, on considére un modele d’Erlang
multidébit, ¢’est-a-dire que des appels de différents types définis par leur débit arrivent selon
un processus de Poisson et sont de durées a phases. Un contrdle d’admission limite le nombre
de ces appels. Ainsi, le trafic temps-réel peut &tre représenté par un processus de Markov (dont
I"état contient le nombre d’appels de différents types et dans les différentes phases) et la capacité
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disponible pour le trafic de données est une fonction de I’état de ce processus. Formellement,
onnote § = 1,..., N les états possibles de ce processus et eQ) son générateur. Pour le trafic de
données, les flots arrivent selon un processus de Poisson et sont de tailles A phases. On a alors le
résultat suivant dont nous donnons une preuve trés simple ne nécessitant pas une analyse spectrale
comme dans [134] :

Théoréme 6.3. Les régimes stationnaires de QF convergent en loi vers les régimes stationnaires
des systemes fluide et quasi-stationnaire lorsque e tend vers +-oo et 0 respectivement. De plus, si
[ est une fonction croissante telle que E [ f(QSmin)] < +-oc0, oit QCmin fait référence & une file PS
de capacité Cpin = min{C, (i) : m; > 0}), alors :

o i EUQJ=EQP] (e EI@]- (6.14)
Prenve. Notons 7° la distribution stationnaire de Q. On montre dans un premier temps que si
%€ converge vers des limites n® et 7°°, alors ces limites sont des mesures invariantes des régimes
fiuide et quasi-stationnaire. Cela se vérifie en considérant les équations de mesure invariante pour
7€, Soit y = (z,, %) la variable qui décrit I’état du processus markovien @, z, décrit le nombre
de flots en cours dans chaque phase du temps de service et ¢ décrit I’état du trafic temps-réel. Les
équations de mesure invariante pour ¢ s’écrivent :

N N
7¢(Ze, §) (e PTEDD - ) =€) (T )i + D (2l ), - (6.15)
=1 =

j=1 )

Traitons d’abord le cas € =+ 0. En supposant qu’une limite 7 existe en 0+, alors en faisant tendre
e vers 0 dans (6.15), lorsque 1’état du trafic temps-réel est fixé a 4, #°(., 1) vérifie des &quations de
mesure invariante qui correspondent i la file PS de capacité constante ¢;. 7° est donc une mesure
invariante du régime quasi-stationnaire.

Un raisonnement similaire permet de traiter le cas € — +oo. I1 reste donc A montrer la convergence
de mesures de probabilité #*¢. Cette derniére est assurée par la tension de ces mesures obtenues en
remarquant par exemple [35] que la probabilité que le systéme de générateur Q¢ soit vide est
supérieure 2 la probabilité que le systéme soit vide en supposant que la capacité disponible pour le
trafic de données soit 1a plus petite des capacités lorsque le trafic temps-réel varie. Cette derniére
probabilité est strictement positive par hyptohése. (6.14) est obtenu simplement par convergence
dominée. a
Remarque 6.2. Dans ce cadre, on peut en fait méme prouver que les régimes transitoires de Q°
convergent vers ceux des régimes fluide et quasi-stationnaire. En effet, cette propriété s’obtient en
utilisant des outils de perturbation et de perturbation singuliere des processus de Markov, dont on
trouvera dans I'ouvrage de Yin et Zhang une description exhaustive [187].

6.5.4 Cas de stabilité uniforme - un exemple

Nous donnons ici un exemple od I'implémentaton d’un contrSle d’admission appliqué aux
flots temps-réel permet de placer le systéme en régime de stabilité uniforme,
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Considérons un lien de capacité C et supposons que I’on veuille garantir une certaine proba-
bilité de blocage B, pour les appels temps-réel. Ces appels de durée o, sont supposés de débit
constant ¢, et arrivent sur le lien selon yn processus de Poisson d’intensité ),. La charge due au
trafic temps-réel est donc g; = A,E|o,] c;/C. En appliquant la formule d’Erlang, nous savons le
nombre N, de circuits nécessaire pour garantir un blocage égal 3 B,. La probablhté stationnaire

d’avoir i appels en cours est donnée par 7; = Pr[Q, = i] = woM[fﬂlL fori=0,...,N,.

Par conséquent, une capacité C, = (C— Nyc,)* est réservée au trafic élastique et les intensités
de ce trafic compatibles avec le régime de stabilité uniforme ne peuvent excéder Ce. Ce qui revient
a dire que la charge p. nc peut dépasser ps, = C./Ce. La figure 6.1 trace les charges p,.y.
compatibles avec la stabilité uniforme. La probabilité de blocage B; est fixée 4 2%. On note Nax
le nombre maximum d’appels temps-réel susceptibles d’&ire acceptés s’ils pouvaient occuper tout
le lien. On remarque que lorsque Npyax est €l€vé (pour des liens de capacité relativement grande),
Ps.u. €St proche de 1 — p,, la capacité moyenne disponible pour le trafic élastique, et le systéme
est facilement en régime de stabilité uniforme. Cela est simplement dii au fait que la capacité
utilisée par le trafic temps-réel est concentrée autour de sa moyenne. Pour cette raison, le trafic
€lastique ne peut pas tirer avantage des périodes de sous-charge du trafic temps-réel et I’intégration
n’est pas trés efficace. Lorsque Npax est faible (pour des liens d’accés), il est plus hasardeux
d’imposer la stabilit¢ uniforme et la probabilité de blocage en méme temps, car le trafic temps-
réel est relativement plus variable. Mais dans ce cas, le trafic élastique profite d’avantage des
périodes de sous-charge du trafic temps-réel,
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F1G. 6.1 - La charge limite du trafic élastique compatible avec le régime de stabilité uniforme. La
charge élastique est ici normalisée par rapport 4 C.
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6.5.5 Précisions des bornes - une mesure de la sensibilité

Nous savons que méme en régime de stabilité uniforme, la performance dépend des paramétres
statistiques des trafics. Nous pouvons griice aux bornes stochastiques fluide et quasi-stationnaire
évaluer cette sensibilité, car ces bornes sont insensibles. Nous nous intéressons au débit moyen des

flots v, = ég-} Soit vg* et v; les débits en régimes quasi-stationnaire et fluide respectivement.
La sensibilite est mesurée par la différence relative :

'y
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FIG. 6.2 —La sensibilité¢ maximale A en fonction de la charge du trafic élastique. Cette charge est
normalisée par rapport 4 p, ..

nous calculons A sur Pexemple précédent, voit figure 6.2. On remarque qu’en stabilité uni-
forme, Ia performance est peu sensible si la proportion de trafic temps-réel n’est pas trop élévée et
8i Nmax n’est pas trop petit. Autrement dit, ies bornes quasi-stationnaire et fluide sont précises.

6.5.6 Gain d’intégration

Supposons maintenant que I’on veuille garantir une certaine qualité de service aux deux types
de trafic : une probabilité de blocage B, pour le trafic temps-réel et un débit moyen 7y, pour les flots
élastiques. Notons & nouvean N, le nombre de circuits de capacité c, nécessaires pour garantir un
blocage de B, et C, la capacité qui est alors réservée au trafic élastique. Si 1’on n’intégre pas les
deux types de trafic, 1a charge du trafic élastique compatible avec la qualité de service désirée est
définic par : A} = (AE{oe])® = C, — .. Lorsque le trafic élastique peut utiliser la capacité
non-utilisée par le trafic prioritaire, on ne peut calculer Ia charge limite A,. Cependant, on sait que
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AP < A, < A%, ol A® et A" correspondent respectivement aux régimes quasi-stationnaire et

fluide ;
Ag =Ce + (Ns -E [Qs])cs — Ye,

-1
s _ Na i
A2 tel que . = (Ei:ﬂ Ce+(Nma:—i)c,—A§') .

On définit le gain d’intégration par

A - A7

G T

En appliquant les bomes sur A, on sait que ce gain est compris entre AE;,,‘:‘E et Ag;"e;f:i .

Gain d'integration

Nmax

FIG. 6.3 — Gain d’intégration en fonction de la capacité - Objectif de débit moyen -y, = 50kbit/s -
E[o;] = 3 min.

Dans la figure 6.3, on fixe la charge p, du trafic temps-réel et on trace la borne inférieure du
gain d’intégration en faisant varier la capacité du lien. Comme nous 1’avions suggéré précédem-
ment, I’intégration n’est efficace que pour des kiens de petite capacité ou plutft lorsque Npyax est
petit.

6.5.7 Controle d’admission

Notons finalement que la notion de stabilité uniforme n’a de sens que si ’on contrble 1a ca-
pacité disponible pour le trafic de données. Cela est réalisé en appliquant un controle d’admission
sur le trafic temps-réel. Si I'intensité du trafic de données n’est pas bien estimée, il devient né-
cessaire d’ajuster dynamiquement le seuil d’admission des appels temps-réel. Une autre manidre
de garantir aux flots de données un débit moyen suffisant est d’appliquer également un contrdle
d’admission 2 ces flots. On obtient alors un systéme o1 1’admission de tous les flots quelle que
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soit leur nature est contr8lée ; on trouvera dans [17] une description d’un tel systdme et une étude
analytique et expérimentale de sa performance.

6.6 Quelques simulations

Dans cette partie, nous illustrons les résultats théoriques dérivés dans ce chapitre. Considérons
’exemple utilisé dans la partic précédente. Nous choisissons un exemple ol le trafic temps-réel
n’est pas prédominant (p, = 0.25) et ol I'intégration est significative (Nmax = 20). La capacité
du lien est fixée & C = 1 Mbit/s et on réserve C, = 500 kbit/s pour le trafic €lastique. Les flots
élastiques sont de moyenne E [o,] = 20 koctets.

6.6.1 Impact de la moyenne des appels temps-réel

Dans la figure 6.4, on trace le débit moyen normalisé -y, /C en fonction de Ia charge p,. Les
flots élastiques et temps-réei sont de tailles exponentiellement distribuées. Cette figure illustre le
fait que la performance est presque insensible dans la région de stabilité uniforme. Au contraire,
lorsque la charge dépasse p,.y,., qui est ici égale & 0.67, le débit décroit trés sensiblement quand
on augmente la durée moyenne des appels temps-réel. On peut quantifier cette dégradation en
calculant la pente asymptotique 2 forte charge : 1. ~ K(1 — g,).

0.8 . ] . .
X Regime fluide —
07" egime QS —- -
Sans integration --—-
0.6 1min — |
3mn —
g o tomn
E o4 ™
]
8 o3}
02
01

0 L 1 L 2 2 M
0O 01 02 03 04 05 06 0.7 08 D9

1

Charge du trafic elastique

FI1G. 6.4 — Impact of the mean duration of streaming flows.

E[o,]

30 sec

1 min

3 min

10 min

1h

K

0.22

0.13

0.05

0.016

0.003
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6.6.2 Impact de la variance de la durée des appels temi)s-réel

Dans la figure 6.5, on compare la performance des flots élastiques quand la durée des appels
temps-réel devient de plus en plus variable. Pour ce faire, on utilise plusieurs distributions hyper-
exponentielles définies par :

ae” Bl 4 ¢~ aBb]

Vz > 0,Pro > z] = por] ;

de variance Var{g] = (a + 1/a — 1)E[o]% Ces distributions donnent une fraction a/(a + 1)
d’appels courts de moyenne E [o] /a et une fraction 1/(a + 1) d’appels longs de moyenne GE [o].
Lorsqu’on augmente a, la variance de o augmente.

0.8 T —
™ Regime fluide ——
07 | egime QS —— -
Sans integration -
06} Exponentielle —
Hyper-exponenticlea=5 -
c 05 & yper-expenentielle a =20 -—- |
% i r-exponentielle a =50 -
E 04}
=
8 o3t
0.2 :
01 ‘z o
R T
1] : . . ‘. ) gl g e
0 C1 0.2 03 04 05 06 07 0.8 095 1

Charge du trafic elastique

FIG. 6.5 — Impact de la variabilité des durées des appels temps-réel - E [o,] = 30s.

Nous confirmons ici que la performance est pratiquement insensible en stabilité uniforme et
se détériore en régime d’instabilité locale lorsqu’on augmente la variance des durées des appels,

6.6.3 Impact de la nature statistique de la taille des flots

Enfin, nous présentons figure 6.6 une comparaison de la performance pour différents types
de distributions pour 1a taille des flots élastiques. Une nouvelle fois, on remarque que le systéme
est insensible en stabilité uniforme. En régime d’instabilité locale, la performance est améliorée
lorsque la variabilité de la taille des flots augmente. Cela s’explique par la définition du débit
moyen donnant un poids plus important aux grands flots. Pour ces derniers, le temps de réponse
est proche du régime fluide car ces flots restent longtemps dans le systéme et voit donc & peu prés
la capacité moyenme laissée libre par le trafic temps-réel.
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FiG. 6.6 — Impact de la distribution de la taille des flots élastiques - Appels temps-réel ~ exp. de
moyenne E [g,] = 3min

6.7 Conclusions et perspectives

La comparaison stochastique de la performance du systéme d’intégration avec celles des ré-
gimes limites fluide et quasi-stationnaire permet de quantifier I'impact du trafic temps-réel. Ce
dernier reste négligeable lorsque la proportion du trafic temps-réel est faible ou quand la capacité
des liens considérés est trés supérieure au débit créte des applications temps-réel.

Il reste & présent un certain nombre de problémes 2 étudier. D’une part, il serait intéressant
d’évaluer I’effet de la présence de limitations a 1’acces sur les flots élastiques. On s’attend 2 ce
que les régimes fluide et quasi-stationnaire se rapprochent, mais montrer que ces régimes sont des
bornes du systtme réel devient plus difficile du fait de la dépendance entre la capacité disponible
pour le trafic élastique et le nombre de flots en cours de transfert. D’autre part, on peut se poser la
question de la généralisation des résultats dans le cas d’un réseau : on peut par exemple étudier la
performance dans les réseaux PS 2 capacités variables et avec pour partage des ressources I’équité
balancée.
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En conclusion, nous présentons les principales contributions de la thse, et mentionnons éga-
lement les nombreux problémes non-résolus ou ceux que nous n’avons pas abordés, mais qui
constitueraient des perspectives de recherche intéressantes.

Dans le premier chapitre, nous posons les probl2mes mathématiques liés & 1’évaluation de la
performance dans les réseaux de télécommuincations, et ce du point de vue de I’utilisateur. Autre-
ment dit pour le trafic de données par exemple, nous concentrons 1’étude au niveau flot et oublions
volontairement les phénoménes au niveau paquet, certes non dépourvus d’intérét théoriques, mais
insignifiant du point de vue de I’utilisateur. Ce chapitre est également I’occasion de proposer une
vue aérienne de la recherche dans le domaine, énumérant ainsi les différents grands types de mo-
délisation des réseaux de télécommunications.

Le deuxi®me chapitre est consacré 2 1’éde de réseaux de files Processor Sharing dont les
capacités dépendent de I'état du systéme. Ce type de réseau n’est plus vraiment étudié avjoud’hui,
car on peut penser sans doute que tout a été dit sur le sujet dans les années 70 et les travaux de
F. Kelly. Les principaux résultats figurant dans ce chapitre permetient de caractériser les réseaux
de files PS qui possedent certaines propriétés d’insensibilité (insensibilité aux caractéristiques des
services requis, aux processus d’arrivée et aux changements d’échelles de temps). En particulier,
nous donnons une condition nécessaire et suffisante d’insensibilité dans le cas de réseaux avec
routage dépendant de I’état. Ce dernier résultat permet pour la premitre fois d’expliciter 1a perfor-
mance de certains routages dynamiques (tous les routages dynamiques proposés jusque 13 étaient
sensibles et ne pouvaient donc pas étre évalués).

Cette propriété d’insensibilité aux caractéristiques détaillées du trafic est d’importance pour les
opérateurs qui souhaitent dimensionner de maniére robuste leurs réseaux, et ce dans un contexte ot
lanature du trafic généré par les utilisateurs peut évoluer avec 1’apparition de nouveaux types d’ap-
plication, Le chapitre 3 applique les résultats du chapitre qui le précéde au cas de la modélisation
de I’'écoulement du trafic dans les réseaux de données au niveau flot. Les partages de ressources
qui meénent 4 1a propriété d’insensibilité sont émdiés, on montre notamment que les partages basés
sur la notion d’utilité sont tous sensibles A I’exception de I’équité proportionnelle dans certains
réseaux, les hypercubes homogénes. On identifie également la plus efficace des allocations in-
sensibles, allocation que I’on nomme équité balancée (balanced fairmess en anglais) et dont nous
¢étudions les propriétés sur des exemples simples. Nous donnons également un exemple de rou-
tage dynamique insensible, dont la performance est une excellente approximation du meilleur des
routages dynamiques sur cet exemple. Enfin, nous expliquons pourquoi la structure en session des
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flots générés par les utilisateurs peut étre A origine de la dépendence A long terme tant au ni-
veau paquet qu’au niveau flot observée dans les réseaux IP. Ces travaux ouvrent des perspectives
particuliérement intéressantes. Par exemple, une étude plus détaillée des routages dynamiques in-
sensibles est souhaitable. Par ailleurs, si I’équité balancée semble étre un excellent compromis
entre robustesse, performance et équité, se pose la question de son implémentation : est-il pos-
sible d’approcher cette allocation A I’aide de protocole décentralisé (comme TCP) ? Enfin, nous
avons vu que les allocations basées sur la notion d’utilité sont presque toutes sensibles. Mais est-il -
possible de quantifier cette sensibilité ? A Iaide de comparaisons stochastiques, nous avons pu ma-
Jorer cette sensibilité sur certains réseaux, Néanmoins la plupart des questions sur ce sujet restent
sans réponse.

Le chapitre 4 présente un certain nombre de résultats de comparaisons probabilistes de sys-
ttmes de files d’attente. Ce type de comparaisons se base sur la notion d’ordre stochastique, et
de notre point de vue, doit avoir un avenir prometteur dans I’étude des réseaux de files d’attente.
En effet, ces derniers exhibent le plus souvent des comportements qui dépendent de tous les para-
metres de trafic, en bref qui sont sensibles. Il est alors intéressant de pouvoir comparer ces systémes
a d’autres dont 1a performance est insensible et donc bien connue. I est souvent regrettable de voir
fleurir dans la littérature une abondance d’articles sur tel ou tel systéme de files d’attente sous des
hypotheses de trafic trés précises ou d’autres s’attachant 3 fournir, faute de pouvoir par exemple
donner la performance moyenne, des mesures asymptotiques de cette performance. Certes, cela
permet de multiplier les émdes & I'infini, mais cela ne permet en rien de comprendre le fonc-
tionnement réel de ces systémes, Les principales contributions de ce chapitre concernent les files
d’attente & capacité variable. On donne dans un premier temps des bornes insensibles de 1a per-
formance de files de capacité globale variable. Ces résultats sont motivés par I’étude de I'impact
d’un trafic prioritaire (par exemple temps-réel) sur la performance des réseaux de données. Nous
étudions ensuite des bornes similaires lorsque la capacité vue par chacun des clients présents dans
Ia file est variable, ce qui modélise par exemple la mobiblité des utilisateurs dans un réseau ra-
dio, la qualité du cannal des utilisateurs variant indépendamment selon leurs mouvements. Ces
bornes permettent d’affirmer en un certain sens que la mobilité accroit la performance moyenne
de chacun.

Nous consacrons le chapitre suivant 2 I’étude de la performance au niveau paquet des ap-
plications temps-réel dans les réseaux IP. Aprés avoir expliquer la complexité de ce probidme,
nous énongons la conjecture mieux que Poisson/MTU, permettant de borner le délai des paquets
& chaque lien par celui que subiraient ces paquets si le processus d’arrivée 2 ce lien était remplacé
par un processus de Poisson de paquets de taille maximale MTU et générant une intensité de tra-
fic identique au processus d’arrivée réel. Ces bornes s’avérent assez réalistes, sauf pour des liens
d’accés ob garantir un faible délai devient problématique. Quelques arguments sont donnés pour
justifier cette conjecture. Il n’en reste pas moins, comme nous 1"avons précisé dans ce chapitre,
que tout reste a faire dans 1’évaluation de la performance des applications temps-réel.

Nous achevons la thése par une étude de I’impact du trafic temps-réel sur la performance
du trafic de données dans I'Internet. En supposant que le trafic temps-réel dispose d’une priorité
sur le trafic €lastique, la performance pour ce dernier est celle d’une file PS A capacité variabie.
Pour ce systtme, nous identifions deux régimes : le premier, nommé régime d’instabilité locale,
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est obtenu quand la capacité laissée libre par le trafic prioritaire peut ne pas suffire 2 écouler la
demande moyenne du trafic élastique et ce méme si le systéme global est stable. Dans ce cas, nous
montrons que la performance du trafic de données est trés sensible aux caractéristiques de trafic
et peut, a charge constante, devenir arbitrairement faible avec des caractéristiques de trafic bien
choisies. Le second, nommé régime de stabilité uniforme, correspond au cas ot la capacité laissée
disponible par le trafic temps-réel suffit toujours A écouler ia demande du trafic de données. On
montre dans ce cas que la performance du trafic est trés peu sensible, cette derniére &tant comprise
entre deux bornes insensibles trés proches, obtenues par les limites fluide et quasi-stationnaire.
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Liste des acronymes

AF Assured Forwarding

ATM Asynchronous Transfer Mode
BCMP Baskett, Chandy, Muntz et Palacios
BF Balanced Fairness

CBR Constant Bit Rate

DFR Decreasing Failure Rate

DLR Decreasing Likelihood Ratio
DMRL Decreasing Mean Residual Life
DNS Domain Name System

EF Expedited Forwarding

FB Foreground Background

FTP File Transfer Protocol

GPS Generalized Processor Sharing
GSMP Generalized Semi Markov Process
HTTP Hypertext Transfer Protocol
IETF Internet Engineering Task Force
IFR Increasing Failure Rate

ILR Increasing Likelihood Ratio
IMRL Increasing Mean Residual Life
IP Internet Protocol

LAN Local Area Network

LAST Least Attained Service Time
LIFOQ Last In First Out

MPEG Moving Picture Experts Group
MUSTA Moving Units See Time Average

NBU New Better than Used

NBUE New Better than Used in Expectation
NNTP Network News Transfer Protocol

NS Network Simulator

0OSI Open System Interconnection

PASTA Poisson Arrivals See Time Average
PGD Principe de Grandes Déviations
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Liste des acronymes

R-GSMP
RFEC
RTT

SF
SMTP
SRTP

TDMA
UMTS

WBU
WBUE

Processor Sharing

Reallocated-Generalized Semi Markov Process
Request For Comment

Round Trip Time

Store-and-Forward

Simple Mail Transfer Protocol

Shortest Remaining Processing Time
Transmission Control Protocol

Time Division Multiple Access

User Datagram Protocol

Universal Mobile Telecommunication System
Worse Better than Used

Worse Better than Used in Expectation
Weighted Fair Queueing



Bibliographie

[1] E. Altman, C. Barakat, K. Avrachenkov, A stochastic model of TCP/IP with stationary ran-
dom losses, dans : proc. of ACM Sigcomm, 2000.

[2] E. Altman, D. Artiges, K. Traore, On the integration of best-effort and guaranteed perfor-
mance services, European Trans. on Telecommunications, Special issue on Architectures,
Protocols and Quality of Service for the Internet of the future, 2, Fev.-Mars 1999,

{31 E. Altman, B. Gaujal, A. Hordjik, Multimodularity, Convexity and Optimization properties,
Mathematics of Operation Research, 25(2) pp 324-347, 2000.

[4] E. Altman, B. Gaujal, A. Hordjik, Admission control in stochastic events graphs, IEEE Trans.
on Automatic Control, 45(5) pp 854-867,2000.

[5] M. Andrews, B. Awerbuch, A. Fernandez, J. Kleinberg, T. Leighton, Z. Liu, Universal sta-
bility results for greedy contention resolution protocols, dans : proc. of 37th Annual IEEE
symposium of foundations of Computer Science (FOCS'96),Burlington VT, 1996.

[6] A. Arvidsson, P. Karlsson, On traffic models for TCP/IP, dans P. Key, D. Smith : Teletraffic
Engineering in a Competitive World, Proceedings of ITC 16, Elsevier, 1999.

[7] S. Asmussen, A. Frey, T. Rolski, V. Schmidt, Does Markov-modulation increase the risk ?,
Astin Bulletin, (25-1) pp 49-66, 1995.

[81 FE. Baccelli, P, Brémaud, Palm probability and stationary queues, Lectares notes in Statistics,
41, Springer, 1987.

[91 E. Baccelli, P. Biémaud. Elements of Queuing Theory, Springer Verlag, 2002.

[10] E. Baceelli, D. Hong, AIMD, fairness and fractal scaling of TCP traffic, dans : proc. of IEEE
Infocom, 2002.

[11] F. Baccelli, D. Hong, Interaction of TCP fiows as billirads, soumis,

[12] N.Bansal, M. Harchol-Balter, Annalysis of SRPT scheduling : Investigated unfairness, dans :
proc. of ACM Sigmetrics, 2001,

[13] A.D. Barbour, E Kelly, Communication personnelle.

[14] A.D. Barbour, Generalized semi-Markov schemes and open queueing networks, Journal of
Applied Probability, 19 pp 469-474, 1982.

[15] P. Barford, M. Crovella, Generating representative web workloads for Network and server
performance Evaluation, dans ; proc. of ACM Sigmetrics, 1998.



172 Bibliographie

[16] F. Baskett, KM. Chandy, R.R. Muntz, F.G. Palacios, Open, closed and mixed networks of
queues with different classes of customers, J. Assoc. Comput. Mach., 22 pp 248-260, 1975,

[17]1 N. Benameur, S. Ben Fredj, S. Boulahia, F. Delcoigne, J. Roberts, Integrated admission
control for streaming and elastic traffic, dans : proc. of QofIS, 2001.

[18] S.BenFredj, T. Bonald, A. Proutiére, G. Regnié, J.W. Roberts, Statistical bandwidth sharing :
a study of congestion at flow level, dans ;proc. of ACM Sigcomm, 2001,

{19] 1.C. Bennet, K. Benson, A. Charny, W.E. Courtney, J.Y. Le Boudec, Delay Jitter Bounds and
Packet Scale Rate Guarantee for Expedited Forwarding, dans : proc. of IEEE Infocom, 2001.

[20] D. Bertsekas, R. Gallager, Data Networks, Prentice Hall, 1987.
[21] S. Blake et al., An architecture for differentiated services, RFC 2475, 1998.

[22] V.A. Bolotin, Modelling call holding time distributions for CCS network design and perfor-
mance analysis, IEEE Journal on Selected Areas in Communications, (12-13), april 1994.

[23] T. Bonald, A. Proutitre, Insensitive bandwidth sharing, dans : proc. of IEEE Globecom, Tai-
pei, 2002.

[24] T. Bonald, A. Proutitre, Insensitivity in processor sharing networks, Performance Evalua-
tion, 49 pp 193-210, 2002.

[25] T. Bonald, A. Proutiére, Insensitive bandwidth sharing in data networks, Queweing Systems,
44(1) pp 69-100, 2003.

[26} T. Bonald, A. Proutitre, On performance bounds for balanced fairness, Performance Evalua-
tion 55 pp 25-50, 2004. '

[27] T. Bonald, A. Prouti¢re, J. Roberts, Statistical performance guarantees for streaming flows
using expedited forwarding, dans : proc. of IEEE Infocom, 2001.

[28] T. Bonald, L. Massoulié, Impact of Fairness on Internet Performance, dans : proc. of ACM
Sigmetrics, 2001.

[29] T. Bonald, A. Proutitre, G. Régnié, J.W. Roberts, Insensitivity results in statistical bandwidth
sharing, dans : proc. of ITC 17, 2001.

{30] T. Bonald, J. Roberts, Performance of Bandwith Sharing Mechanisms for Service Differen-
tiation in the Internet, dans :proc. of ITC specialist seminar, Monterey, 2000.

[31] T. Bonald, J. Roberts, Performance modelling of elastic traffic in overload, dans : proc. of
ACM Sigmetrics, 2001.

[32] T. Bonald, A. Proutitre, J. Roberts, J. Virtamo, Computational aspects of balanced fairness,
dans : proc. of ITC 18, 2003,

[33] T. Bonald, A. Proutitre, Wireless downlink data channels : User performance and cell di-
mensioning, dans : proc. of ACM Mobicom, 2003.

[34] T. Bonald, S. Borst, A. Proutitre, The impact of Slow Fading on Wireless Flow-level Perfor-
mance, dans : proc. of IEEE Infocom, 2004.

[351 A.A. Borovkov, Ergodicity and stability of stochastic processes, Wiley and Sons, 1998.



173

[36] S.Borst, R. Nifiez, M. van Uitert, User-level performance éf elastic traffic in a differentaited-
services environment, Performance Evaluation, 49 pp 507-520, 2002.

[37] O.J. Boxma, LA. Kurkova, The M/G/1 queue with two service speeds, Advances in Applied
Probability, 2001.

{38] O.J. Boxma, LA. Kurkova, The M/M/1 queue in heavy-tailed random environment, Statistica
Neerlandica, 54 pp 221-236, 2000,

[39] E. Brichet, L. Massouli€, J. Roberts. Stochastic ordering and the notion of negligible CDV,
dans : proc. of ITC 15, 1997.

[40] T. Bu, D. Towsley, Fixed point approximations for TCP behavior in an AQM network, dans :
proc. of ACM Sigmetrics, 2002.

[41] D. Burman, Insensitivity in queueing systems, Advances in Applied Probability, 13 pp 846-
859, 1981. ,

[42] N. Biiuerle, Monotonicity results for MR/GI/1 queues, Journal of Applied Probability, 34 pp
514-524, 1997.

{43] N. Biuerle, T. Rolski, A monotonicity results for the workload in Markov-modulated queues,
Journal of Applied Probability, 35 pp 741-747, 1998.

[44} C.S. Chang, Comparison theorems for queueing systems and their applications to ISDN,
these de doctorat, Département d’Ingénierie et d’Electronique de 1’université de Columbia,
New York, 1989.

[45] C.S. Chang, A filtering theory for Communication Networks, Springer Verlag, 1999,

[46] C.S. Chang, Smoothing point processes as a means to increase throughput, Operations re-
search, 43(1) pp 117-129, 1995,

[47] C.S. Chang, M. Pinedo, Bounds and inequalities for single server loss systems, Queueing
Systems and Applications, 6 pp 425-436, 1990.

[48] C.S. Chang, X. Chao, M. Pinedo, Monotonicity results for queues with doubly stochastic
Poisson atrivals : Ross’s conjecture, Advances in Applied Probability, 23 pp 210-228, 1991.

[49] X. Chao, M. Miyazawa, R. Serfozo, H. Takada, Markov network with product form statio-
nary distributions, Queueing Systems, 28 pp 377-401, 1998,

[50] A. Charny, J-Y. Le Boudec, Delay bounds in a network with aggregate scheduling. dans :
proc. of QofIS, Berlin, 2000.

[51] L Chlamtac, A. Farag6, H. Zhang, A. Fumagalli, A deterministic approach to the end-to-
end analysis of packet floxs in connection oriented networks, IEEE ACM transactions on
networking, 6(4) pp 442-431, 1998,

[52] G.L. Choudhury, A. Mandelbaum, M.I. Reiman, W. Whitt, Fluid and diffusion limits for
queues in slowly changing environments, Stochastic Models, 13 pp 121-146, 1997.

[53] E.G. Coffman, P.J. Denning, Operating Systems Theory, Prentice-Hall, 1973.

[54] J. W. Cohen, The muitiple phase service network with generalized processor sharing, Acra
Informatica, 12 pp 245-284, 1979,



174 Bibliographie

[551 R.B. Cooper, Introduction to Queueing theory, Seconde édition, Elsevier (North-HoHand),
1981.

[56] D.R. Cox, V. Isham, Point processes, Chapman and Hall, New York, 1980.

[57]1 M. Crovella, A. Bestravos, Self-similarity in World Wide Web traffic : Evidence and possible
cause, dans : proc. of ACM Sigmetrics, 1996,

{58] R.L.Cruz, Quality of service guarantees in virtual circuit switched networks, JEEE JSAC, pp
1048-1056, August 1995.

[59] E. Delcoigne, Modélisation de I’intégration et de certains réseaux best-effort, rapport de re-
cherche FT R& D, sept. 2001.

[60] E Delcoigne, A. Proutire, G. Régnié, Modelling the integration of streaming and data traffic,
dans : proc. of ITC specialist seminar on IP traffic, Wirzburg, 2002,

[61] F.Delcoigne, A. Proutitre, G. Régnié, Integration of streaming and data traffic, Performance
Evaluation, 55 pp 185-209, 2004,

[62] A. Dembo, O. Zeitouni, Large Deviations Techniques and Applications, Jones & Barlett,
Boston, 1992,

[63] G.De Veciana, T.J. Lee, T. Konstantopoulos, Stability and performance analysis of networks
supporting services with rate control - Could the Internet be unstable ?, dans : proc. of IEEE
Infocom, 1999, ’

[64] N.G. Duffield, N. O’Connell, Large Deviations and overflow probabilities for the general
single server queue with applications, Proc.Camb. Phil. Soc., 188, 1995. ,

[65] G. Fayolle, A. de la Fortelle, J-M. Lasgouttes, L. Massoulié, J.W. Roberts, Best-cffort net-
works : modeling and performance analysis via large networks asymptotics, dans : proc. of
IEEE Infocom, 2001.

[66] A.Feldman, Characteristics of TCP connection arrivals, In K. Park, W. Willinger (eds), Self-
similar network traffic and performance evalpation, Wiley, 2000,

[67] A.Feldman, A.C. Gilbert, W. Willinger, T.G. Kurtz, The changing nature of network traffic :
scaling phenomena, Computer communication review, April 1998.

[68] A. Feldman, A.C. Gilbert, P. Huang, W. Willinger. Dynamics of IP traffic : A study of the
role of variability and the impact of control. dans : proc. of ACM Sigcomm, 1999.

[69] S. Floyd, Connections with multiple congested gateways in packet-switched networks part
I : One-way traffic, ACM Computer Communications Review, oct. 1991.

{70] P.Franken, D. Kénig, U. Amdt, V. Schmidt, Queues and point processes, Wiley, 1982,

[71] R. Gaeta, M. Gribaudo, D, Manini, M. Sereno, Fixed point approximationsof TCP flows in
networks of routers implementing heterogeneous queue management policies, dans : proc.
of IEEE Globecom, 2002.

[72] J. Galambos, The asymptotic theory of extreme order statistics, John Wiley & Sons, 1978.

[73]1 D.P. Gaver, A waiting line with interrupted service, including priorities, Journal of the Royal
Statistical Society, 24 pp 73-90, 1962.



175

[74] E. Gelenbe, Product-form queueing networks with negative and positive customers, Journal
of Applied Probability, 28 pp 656-663, 1991.

[75] R. Gibbens, F. Kelly, P. Key, A decision theoretic approach to call admission contro! in ATM
networks. IEEE JSAC, 13(6) pp 1101-1114, August 1995.

{761 P. Goyal, A. Greenberg, C. Kalmanek, W. Marshall, P. Mishra, D, Nortz, K. Ramakrishnan,
Integration of call signaling and resource management for IP telephony, IEEE Network, pp
24-32, May/June 1999,

[77] M. Grossglauser, S. Keshav, On CBR service, dans : proc. of Infocom, pp 129-137, 1996,

[78] R. Guérin, V. Pla, Aggregation and Conformance in Differentiated Service Networks : A
Case Study, ITC Seminar on IP Traffic, Monterey, September 2000.

[79] F Guillemin, N. Likhanov, R. Mazumdar, C. Rosenberg, Extremal traffic and bounds for the
mean delay of multiplexed regulated traffic streams, dans : proc. of IEEE Infocom, 2002.

{80] F. Guillemin, N. Likhanov, R. Mazumdar, C. Rosenberg, Buffer overflow bounds for multi-
plexed regulated traffic streams, dans : proc. of ITC 18, 2003.

[81] M. Harchol-Balter, D. Wolfe, Bounding Delays in Packet-Routing Networks, Stochstic Pro-
cesses, 1993,

[82] G.H. Hardy, J.E. Littlewood, G. P6lya, Inequalities, Cambridge University Press, 1934.

[831 W. Henderson, Insensitivity and reversed Markov processes, Advances in Applied Probabi-
lity, 15 pp 752-768, 1983.

[84] T. Hirayama, M. Kijima, An extremal property of FIFQ discipline in G/IFR/1 queues, Ad-
vances in Applied Probability, 21 pp 481-484, 1989,

{85] T. Hirayama, M. Kijima, S. Nishimura, Further results for dynamic scheduling of multiclass
G/G/1 queues, Journal of Applied Probability, 26 pp 595-603, 1989,

[86] T. Hu, X. Pan, Comparisons of dependence for stationary Markov processes, Probability in
the Engineering and Informational Sciences, 14 pp 299-315, 2000.

[87] J.R. Jackson, Networks of waiting lines, Operations Research, 5 pp 518-521, 1957.

[88] V. Jacobson, Congestion avoidance and control, dans : proc. of ACM Sigcomm, 1988.

[89] V. Jacobson, K. Nichols, K. Poduri, An Expedited Forwarding PHB, RFC 2598, Juin 1999.
[90] S. Johansen, The extremal convex functions, Math. Scand., 34 pp 61-68, 1974.

[91] R. Johari, D, Tan, Congestion Control for the Internet : Delays and Stability, IEEE Transac-
tions on Networking, 9 pp 818-832,2001,

[92] F. Kelly, Networks of queues with customers of different types, Journal of Applied Probabi-
lity, 12 pp 542-554, 1975.

[93] F. Kelly, Reversibility and Stochastic Networks, Wiley, 1979,

[94] F. Kelly, A. Maulloo and D. Tan, Rate control for communication networks : Shadow prices,
proportional fairness and stability, Journal of the Operational Research Society, 49, 1998.



176 Bibliographie

[95] F.Kelly, Mathematical modelling of the Internet, Mathematics Unlimited - 2001 and Beyond,
editors B. Engquist, W. Schmid, Springer-Verlag, pp 685-702, 2001,

[96] F.Kelly, P. Key, Dimensioning Playout Buffers from an ATM network, Institution of Electri-
cal Engineers, 1994,

[97] G. Kesidis, T. Konstantopoulos, Extremal traffic and worst-case performance for queues with
shaped arrivals, dans : Analysis of communication networks : call centers, traffic and perfor-
mance, Amer. Math. Soc., pp 159-178, 2000.

[98] G. Kesidis, T. Konstantopoulos, Worst case performance of a buffer with independent shaped
arrival processes, IEEE Communication Letters, 4(1) pp 26-28, 2000.

[99] A.A. Kherani, A. Kumar, Stochastic models for throughput analysis of randomly arriving
elastic flows in the Internet, dans : proc. of IEEE Infocom, 2002.

[100]. M.Y. Kitayev, S.F. Yashkov, Distribution of the conditional sojourn time in a system with
division of time of servicing, Engrg. Cybernetics, 16 pp 162-167, 1978.

[101] M.Y. Kitayev, S.F. Yashkov, Analysis of a single-channel queucing system with the disci-
pline of uniform sharing of a device, Engrg. Cybernetics, 17(6) pp 42-49, 1979.

[102] M.Y. Kitayev, The M/G/1 processor sharing model :transient behavior, Queueing Systems,
14 pp 239-273, 1993.

[103] L. Kleinrock. Queucing Systems, volume 2, Computer Applications. John Wiley & Sons,
1975.

[104] G. Klutke, P. Kiessler, R. Disney, Interoutput times in processor sharing queues with feed-
back, Queueing Systems, 3 pp 363-376, 1988.

[105] R. Kulik, Dependence properties associated with dependence orderings for stochastic mo-
dels based on point processes, Thése de doctorat, Université de Wroclaw, 2002.

[106] S.Kunniyur, R. Srikant, End-to-end congestion control schemes : Utility functions, random
losses and ECN marks, dans : proc. of IEEE Infocom, 2000,

[107] D.Ko&nig, U. Jansen, Stochastic processes and properties of invariance for queucing system
with speeds and temporary interruptions, dans : proc. of the 7th Prague Conf. Information
Theory, pp 335-343, 1974,

[108] R.J.La, V. Anantharam, Charge-sensitive TCP and rate control in the Internet, dans : proc.
of IEEE Infocom, 2000.

[109] T.V. Lakshman, U. Madhow, The performance of TCP/IP for networks with high
bandwidth-delay products and random loss, JEEE/ACM Transactions on Networking, juin
1997.

[110] 1.-Y. Le Boudec. Applications of network calculus to guaranteed service networks. [EEE
Transactions on Information Theory, 44 pp 1087-1096, Mai 1998.

[111] W.Leland, W. Willinger, M. Taqqu, D. Wilson, On the self-similar nature of Ethernet traffic,
IEEE/ACM Trans. on Networking, Fevrier 1994,



177

[112] G.G.Lorentz, An inequality for rearrangement, Amer: Math. Monthly, 60 pp 176-179, 1953.

[113] A.W. Marshall, 1. Olkin, Inequalities : theory of majorization and its applications, New-
York : Academic Press, 1979.

[114] L. Massouti€, J.W. Roberts, Bandwidth sharing : objectives and algorithms, dans : proc. of
IEEE Infocom, 1999,

[115} L, Massouli¢, J.W. Roberts, Bandwidth sharing and admission control for elastic traffic,
Telecommunication Systems, 15 pp 185-201, 2000.

f116] I.. Massoulié, Large Deviations Ordering of Point Processes in some Queuing Networks,
Queuing Systems, 28(4) pp317-335, 1998.

[117] L. Massoulié, Stability of distributed congestion control with heterogeneous feedback de-
lays, IEEE Transactions on Automatic Control, 41(6) pp 895-902, 2002,

[118] L.Massoulié, A. Busson, Stochastic majorization of aggregates of leaky-bucket constrained
traffic streams, Preprint, Microsoft Research, Cambridge, 2000.

[119] M. Mathis, J. Semke, J. Mahdavi, T. Ott, The macroscopic behavior of the TCP congestion
avoidance algorithm, ACM Computer Communication review, Juillet 1997.

[120] W. Matragi, K. Sohraby and C. Bidiskian, Jitter calculus in ATM networks, Mulitple nodes.
IEEE/ACM Trans on Networking, 5(1) pp 122-133, Fevrier 1997.

f121] K. Matthes, Zur Theorie der Bedicnungsprozesse, dans : proc. of the 3rd Prague Conf. on
Information Theor. Statist. Decision Functions, Random processes, 1962.

[122] S. McCreary, K.C. Claffy, Trends in Wide Area IP Triffic Patterns, Tech. Rep. CAIDA,
Février 2000.

[123] I Mitrani, B. Avi-lizhak, A many server queue with service interruptions, Operations Re-
search, 16 pp 628-638, 1968

[124] M. Miyazawa, Comparison of the loss probability of the GI* /GI/1/k quenes with a common
traffic intensity, J. Oper. Res. Soc. Japan, 32 pp 505-516, 1989.

[125] M. Miyazawa, Complementary generating functions for the MX/G/1/k and GI/MY /1/k
queues and their application to the comparison of ioss probabilities, Journal of Applied Pro-
bability, 27 pp 684-692, 1990,

{126] M. Miyazawa, Insensitivity and product-form decomposability of reallocatable GSMP, Ad-
vances in Applied Probability, 25 pp 415437, 1993.

{127] M. Miyazawa, R. schassberger, V. Schmidt, On the structure of an insensitive generalized
semi-Markov process with reallocation and with point-process input, Advanced in Applied
Probability, 27 pp 203-225, 1995.

[128] M. Miyazawa, H. Takada, Traffic flows and product form solutions in stochastic transfer
networks, Queueing Systems, 37 pp 199-232, 2001,

[129] N. Miyoshi, T. Rolski, Ross type conjectures on monotonicity of queues, article soumis,
2003.



178 Bibliographie

[130] J. Mo, J. Walrand, Fair end-to-end window-based congestion control, IEEE/ACM Trans. on
Networking, 8(5) pp 556-567, 2000.

[131] A. Miiller, D. Stoyan, Comparison methods for stochastic models and risks, Wiley, 2002.

[132] P. Nain, R. Nifiez Queija, An M/M/1 queve in semi-Markovian environment, dans : proc.
of ACM Sigmetrics, 2001,

[133] C.J. Nuzman, L. Saniee, W. Sweldens, A. Weiss, A compound model of TCP arrivals, dans :
proc. of ITC Seminar on IP Traffic Modeling, Monterey, 2000.

[134] R. Niifiez Queija, Procesor Sharing Models for Integrated Services Networks, These de
doctorat, Eindhoven University of Technology, 1999.

[135] R. Nifiez Queija, Sojourn Times in a processor sharing queue with service interruptions,
Queueing Systems, 34(1) pp 351-386, 2000.

[136] S. Oueslati, E. Oubagha, An approach to elastic flow routing, dans : proc. of ITC 16, 1999.

[137] 1. Padhye, V. Firoiu, D. Towley, J. Kurose, Modeling TCP throughput : A simple model and
its empirical validation, dars : proc. of ACM Sigcomm, 1998.

[138] A.K. Parckh, R.G. Gallager, A generalized processor sharing approach to flow control in
integrated services networks : the single node case, IEEE/ACM Transactions on Networking,
1 pp 344-357, 1993,

[139} A K. Parekh, R.G. Gallager, A generalized processor sharing approach to flow control in in-
tegrated services networks : the multiple node case, IEEE/ACM Transactions on Networking,
2 pp 137-150, 1994.

{140] K. Park, W. Willinger, Self-similar network traffic and performance evaluation, John Wiley
& Son, 2000.

[141] V.Paxson, S. Floyd. Wide-area traffic : The failure of Poisson modeling, IEEE/ACM Trans.
Networking, 3(3) pp 226-255, 1995.

[142] LA. Rai, G. Urvoy-Keiler, E.W. Biersack, Size-based scheduling with differentiated ser-
vices to improve response time of highly varying flow-sizes, dans : proc. of 15th ITC specia-
list seminar on IP traffic, Wiirzburg, 2002.

[143] J. Rawls, A theory of justice, Belknap (nouvelle édition), 1999.

[144] G. Régnié, Ecoulement du trafic et intégration de services dans I’ Internet, These de doctorat,
Université Paris 7, 2002,

[145] A.Renyi, Fundations of probability theory, Holden-day, San Francisco, 1970.

[146] R. Righter, J.G. Shaniikumar, Scheduling in multiclass single server queueing systems to
stochastically maximize the number of successful departures, Prob. Eng. Inf. Sciences, 3 pp
323-334, 1989.

[147] R.Righter, J.G. Shantikumar, G. Yamazaki, On extremal service disciplines in single-stage
queueing systems, Journal of Applied Probability, 277 pp 409-416, 1990,

[148] R. Righter, .G. Shantikumar, Extremal properties of the FIFO discipline in queucing net-
works, Journal of Applied Probability, 29 pp 967-978, 1992,



179

[149] J.W. Roberts, L. Massoulié. Bandwidth sharing and admission control for elastic traffic. In :
proc. of ITC Specialist Seminar, Yokohama, 1998,

[150] J. Roberts, U. Mocci, J. Virtamo (Eds), Broadband Network Teletraffic (Final Report of
COST 242), LNCS 1155, Springer Verlag, 1996.

[151] T.Rolski, Quenes with non-stationary input stream : Ross’s conjecture, Advances of Applied
Probability, 13 pp 603-618, 1981.

[152] T. Rolski, Upper bounds for single server quenes with double stochastic Poisson arrivals,
Mathematics of Operations Research, 11(3) pp 442-450, 1986.

[153] T. Rolski, Queues with non-stationary inputs, Queueing Systems, 5 pp 113-130, 1989.

[154] T. Rolski, D. Stoyan, On the comparison of waiting times in GI/G/1 queues, Operations
Research, 24 pp 197-200, 1976.

[155] S.M Ross, Average delay in queues with non-stationary Poisson arrivals, Journal of Applied
Probability, 15 pp 602-609, 1978,

[156] J. Sahni, P. Goyal, and H. M. Vin. Scheduling CBR flows : FIFO or per-flow queuing ?,
dans : proc. of NOSS-DAV99, AT&T Learning Center, Basking Ridge, NJ, Juin 1999,

[157] R. Schassberger, Insensitivity of the steady-state distribution of generalized semi-Markov
processes, part L, Annals of Probability, 5 pp 87-99, 1977.

[158] R. Schassberger, Insensitivity of the steady-state distribution of generalized semi-Markov
processes, part I, Annals of Probability, 6 pp 85-93, 1977.

[159] R. Schassberger, Insensitivity of steady-state distributions of generalized semi-markov pro-
cesses with speeds, Advances in Applied Probability, 10 pp 836-851, 1978.

[160] R. Schassberger, Two remarks on insensitive stochastic models, Advances in Applied Pro-
bability, 18 791-814, 1986.

[161] L.E. Schrage, A proof of the optimality of the shortest remainig processing time discipline,
Operational research, 16 pp 678-690, 1968.

[162] L.E. Schrage, L.W. Miller, The quene M/G/1 with the shortest remaining processing time
discipline, Operational research, 14 pp 670-684, 1966.

[163] R.F. Serfozo, Introduction to stochastic networks, Springer Verlag, 1999,

[164] R.E Serfozo, Markovian network processes : congestion-dependent routing and processing,
Queueing Systems, 5 pp 5-36, 1989,

[165] R.F. Serfozo, Queueing networks with dependent nodes and concurrent movements,
Queueing Systems, 13 pp 143-182, 1993.

[166] M. Shaked, J.G. Shanthikumar, Stochastic orders and their applications, Boston Academic
press, 1994,

[167] 1.G. Shantikumar, U. Sumita, Convex ordering of sojourn times in single-server queues :
extremal properties of FIFO and LIFO service disciplines, Journal of Applied Probability,
24 pp 737-748, 1987.



180 Bibliographie

[168] S. Shenker, Fundamental design issues for the future Intérnct, IEEE Journal Selected Areas
Communication, 13 pp 1176-1188, 1995.

[169]1 W.R. Stevens, TCP/IP Hlustrated, Addison-Wesley, 1994.

[170] V. Strassen, The existence of Probability measures with given Marginals, Ann. Math. Sta-
tist., 36 pp 423-439, 1965.

[171) R. Szekli, Stochastic Ordering and Dependence in Applied Probability, Springer Verlag,
1995.

[172] A. Tchen, Inequalities for distributions with given marginals, Annals of Probability, 8 PP
814-827, 1980.

[173] G. Vinnicombe, On the stability of networks operating TCP-like congestion control, IFAC,
2002.

[174] M. Vojnovic, 1.-Y. Le Boudec, C. Boutremans, Global faimess of additive-increase and
multiplicative-decrease with heterogeneous round-irip times, dans : proc. of IEEE Infocom,
2000.

[175] M. Vojnovic, J.-Y. Le Boudec, stochastic analysis of some Expedited Forwarding networks,
dans : proc. of IEEE Infocom, 2002.

[176] H. White, L.S, Christie, Queueing with preemptive priorities or with breakdown, Opera-
tions Research, 6 pp 79-95, 1958.

[177} W. Whitt, Continuity of generalized semi-Markov processes, Math. Oper. Research, 5 pp
494-501, 1980.

f178] W. Whitt, Minimizing delays in the GI/G/1 queue, Operations Research, 32 pp 41-51, 1984,

[179] P. Whittle, Equilibrium distributions for an open migration process, Journal of Applied
Probability, 5 pp 567-571, 1968,

[180] P. Whittle, Partial balance and Insensitivity, Journal of Applied Probability, 22 pp 168-176,
1985.

[181] W. Willinger, V. Paxson, Where Mathematics meets the Internet, Notices of the American
Mathematical Society, 45(8) pp 961-970, Aofit 1998,

[182] R.W. Wolff, Work conserving priorities, Journal of Applied Probability, 7 pp 327-337,
1970.

[183] R.W. Wolff, The effect of service time regularity on system performance, dans : Computer
Performance, KM. Chandy, M. Reiser, North-Holland, pp 297-304, 1977.

[184] S.F. Yashkov, Processor sharing queues : some porgress in analysis, Queueing Systems, 2
pp 1-17, 1987.

[185] H-Q. Ye, Stability of a bandwidth allocation model for TCP Internet, article soumis.

[186] H-Q. Ye, J. Ou, X-M. Yuan, Stability of Data Netwroks : Stationarity and Bursty Models,
article soumis.



181

[187]1 G.G. Yin, Q. Zbang, Continuous-Time Markov Chains and Applications : A singular per-
turbation approach, Springer-Verlag, 1998.

[188] ITU Recommendation E.736. Methods for cell level traffic control in B-ISDN. ITU, Ge-
neva, 2000.






