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Chapitre 1

Introduction

Cette thése est consacrée A I'étude de quelques problémes soulevés par la mécanique des
fluides bidimensionnels incompressibles. Elle traite deux thémes: le premier concerne les poches
de tourbillon réguliéres, tandis que le deuxiéme est réservé aux poches de tourbillon singuliéres.

1.1 Généralités

La premiére modélisation mathématique de I’écoulement d’un fluide parfait incompressible
remonte & L. Euler au 18 siécle, voir [20]. Son modéle décrit 1'évolution de la quantité de mouve-
ment d’une particule macroscopique obéissant aux lois newtoniennes de la mécanique classique
et sans interactions avec le reste du fluide. Donc en supposant que ce dernier est isolé et évolue
dans ’espace tout entier R%,d > 2 (les équations que nous allons fournir sont aussi valables
dans un domaine, mais il faut rajouter des conditions aux limites convenables) on trouve que la
vitesse vérifie les équations suivantes

du+v-Vu=-Vp dans R, x R4
(E) = (NSp) { dive=0

— 40
Yit=0 = V7,

oll le scalaire p désigne la pression du fluide. La condition de divergence nulle exprime I'incom-
pressibilté du fluide.

Notons que les conditions dans lesquelles un fluide peut étre considéré comme incompressible
peuvent se ramener dans la plupart des cas & I'inégalité :

s¢ U
Mdéf:<<1,

ol M est le nombre de Mach, U ’échelle de vitesse caractéristique de I'écoulement et c la
célérité des ondes de pression dans le fluide. Le modéle d’Euler ne s’applique pas uniquement
aux écoulements de fluides parfaits comme I’hélium, dont 1'isotope 4 voit sa viscosité s’annuler
complétement & basses températures, mais aussi & des écoulements de fluides réels, dans lesquels
les perturbations de vitesse dues & la viscosité n’ont pas le temps de diffuser par viscosité. Par
ailleurs, ce modéle n’est pas toujours satisfaisant et nous devons dans certains cas tenir compte
des interactions entre les particules formant le fluide. Les premiéres approches sont en fait dues &
C. Navier dans [31] et G. Stokes dans [34] menant aux fameuses équations de Navier-Stokes. Ils
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ont introduit dans leur modéle une quantité appelée viscosité cinématique, notée v, et traduisant
les forces de frottement visqueux. Avec une bonne approximation, couvrant une multitude de cas,
on peut supposer que le fluide est newtonien, ¢’est-a-dire, de viscosité constante. En conséquence,
les équations de Navier-Stokes peuvent s’écrire sous la forme

dv+v-Vv—vAv=—Vp dans R, x R4
(NS,)< dive=0
Yjg=0 = UU:

Ces équations ont été, et sont encore, 'objet d’innombrables activités mathématiques vi-
sant en partie I'étude de l'existence et de l'unicité de solutions dans divers espaces. C’est en
fait & J. Leray qu'on doit les premiers résultats concrets. Il démontre dans son article [26],
datant des années trente du sidcle dernier, I’existence globale d*une solution faible L? pour le
systéme (IN.S,). Soulignons que l'unicité de la solution faible n’est & ce jour connue qu’en di-
mension deux d’espace. Pour plus de détails, on peut consulter 4 ce propos l'article de Lions et
Prodi [28). Par contre en dimension supérieure ou égale & 3, on connait P'existence et 1'unicité
de solutions régulieres pour (IVS,) que sur un petit intervalle de temps [22]. L’existence globale
n’est connue que pour des données petites devant la viscosité v. L'existence du terme diffusif
est un point clé dans toutes ces théories car il entraine un effet régularisant de la solution ; un
fait absent dans le systéme d’Euler et qui en fait généralement un probléme plus complexe. Ii
peut étre classé parmi les EDP hyperboliques et en conséquence de la théorie générale de ces
EDP on montre qu'il est localement bien posé dans les espaces de Sobolev H®, avec 5 > d/2 + 1.
Lorsque d = 2, alors la solution est globale.

Il y a aussi une théorie locale élaborée dans les espaces de Hdélder. On peut & ce propos
consulter le livre de J.-Y. Chemin [6]. Pour plus de précisions sur les avancées réalisées surtout
pour les équations de Navier-Stokes, on peut se référer par exemple aux livres de M. Cannone [5],
de P. G. Lemarié-Rieusset [25] et de P.-L. Lions [29].

Dans la mécanique des fluides et lorsque 'écoulement n’est pas potentiel, c-a-d, quand la
vitesse dérive d’un potentiel, alors on fait intervenir la vorticité £ qui semble un outil privilégié
pour décrire les mouvements de rotation locale & l'intérieur d’un fluide. Elle est définie comme
étant la partie antisymétrique du tenseur des gradients de vitesse. De fagcon plus précise, c’est
une matrice antisymétrique Q de ccefficients Q; (v) ;1 <4, <d, tels que

Qf = 00" — B,

En tenant compte de la condition d'incompressiblité du fluide, on montre que I’équation satisfaite
par 2 est
G +v-VQ+0 -Vo—-rvAQ =0.

Elle ressemble & une équation de transport-diffusion sauf qu'’il y a le terme additionnel €2 - Vv,
appelé terme de stretching ou étirement. Lorsqu’on est en dimension deux de I’espace, alors on
peut identifier la vorticité & un scalaire w = 8;v2 — Gyv!. Dans ce cas le terme de stretching est
nul et I’équation satisfaite par le tourbillon w se réduit & une équation de transport-diffusion:

0w + v - Vw — vAw = 0. (1.1)

Notons que la description d’un écoulement & partir de la vorticité est toujours une alternative
possible 3 la description par le champ de vitesse : la déduction de la vitesse & partir de la vorticité
est en fait assurée par la célébre loi de Biot-Savart.

4



Nous pouvons tirer & partir de I'équation (1.1} et grdce & lincompressibilté du fluide une
conséquence assez importante et qui n’est valable en général qu’en dimension deux. Elle dit
qu’a chaque instant positif ¢ la norme P, p € [1, + 00|, du tourbillon est dominée par sa valeur
a lorigine. C’est une observation fortement utile surtout pour I’établissernent d’un bon nombre
- de résultats globaux & l'instar de celui de V. Yudovich. Ce dernier montre dans [40] que pour
toute donnée initiale & tourbillon dans L! N L™ les systémes (NS,),>0 possédent une unique
solution globale. Un peu plus tard, Giga, Miyakawa et Osada [19] ont montré que le systéme de
Navier-Stokes est globalement bien posé sous réserve que le tourbillon soit seulement dans L!.
Cependant, le cas eulérien manifeste plus de restrictions: 'existence de solutions globales est
connue pour un tourbillon initial dans L! N L?, pour un certain p €]1, + oo]. Un tel résultat est
di & DiPerna et Majda [18]. L'unicité n’est & ce jour connue que pour p = +o0.

Nous soulignons aussi l'important résultat de J.-M. Delort [17] qui a montré existence
de solutions faibles pour le systéme d’Euler bidimensionnel incompressible lorsque la partie
singuliére du tourbillon est une mesure de Radon positive. Pour d’autres développements récents
autour de ’existence et 'unicité de I'équation d’Euler, on cite les articles de M. Vishik {36], [37]
et [38].

1.2 Présentation des résultats

Lorsque le tourbillon est seulement pris dans 1’espace L1 N L, alors on sait que la vitesse
correspondante n’est pas en général lipschitzienne mais seulement dans la classe de Zygmund C7.
D’ailleurs, on sait que la vitesse associée & un tourbillon valant l'indicatrice d'un carré est d'un
gradient explosif prés des coins (voir [6]). Méme avec cette faible régularité on parvient & montrer
qu'un tel champ de vitesse posséde un unique flot continu dans les deux variables d’espace et
du temps. Nous rappelons que le flot est défini par équation intégrale :

1
ltz) =z + fo o(rab(r,z))dr.

Ceci a permis & V, Yudovich de montrer |'existence et I'unicité de solutions globales pour les
systémes (NS,),>p bidimensionnels quand la donnée initiale est & tourbillon dans LINnL*, En
outre, 'auteur prouve que le flot est d’une régularité holdérienne qui se dégrade exponentielle-
ment avec le temps. C’est un résultat qu'on sait étre optimal d’aprés [1].

Certes, le théoréme de V. Yudovich permet de répondre & la question de stabilité des poches
de tourbillon dans le cas du systéme d’Euler bidimensionnel: cela veut dire que si 'on part
initialement d’un tourbillon valant l'indicatrice d’un domaine borné alors le tourbillon reste pour
tout temps l'indicatrice du transporté de ce domaine par le flot. Mais, une autre question aussi
importante que la premiére surgit: est-ce que la régularité du bord de la poche initiale se préserve
au fil du temps ou bien des phénoménes d’explosion en temps fini de la géomsétrie peuvent avoir
lieu? Cette question a été en fait soulevée par V. Yudovich & la fin de son article [40]. Il a fallu
attendre quelques décennies pour qu’une réponse finale soit donnée. On la doit & J.-Y. Chemin
qui montre dans [6] que si le bord initial est mieux que C?, alors il préserve pour tout temps cette
régularité. C’est un résultat qui va & 1'encontre des simulations numériques réalisées auparavant
par A. Majda et qui laissent suggérer 'apparition de singularités en temps fini.

Notons que le résultat de J.-Y. Chemin n’est pas seulement limité aux poches de tourbillon
mais contient aussi des structures dites des poches de tourbillon généralisées (voir [6]). La
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méthode que I'auteur utilise est fondée sur une estimation logarithmique reliant le gradient
de la vitesse 4 la régularité tangentielle du tourbillon. Ainsi, il montre que la vitesse est lipschit-
zienne, ce qui permet de garantir la conservation de la régularité du bord. La preuve a été ensuite
simplifiée par plusieurs auteurs: A. Bertozzi et P. Constantin [3] ont fourni une démonstration
qui est fortement lide & la structure particuliére des poches de tourbillon. Par contre la. preuve
de P. Serfati est du méme ordre de généralité, utilisant le point de vue lagrangien et manipulant
des intégrales singulidres provenant de la loi de Biot-Savart.

Reste alors & étudier les mémes problémes dans le cas visqueux mais, tels qu'ils sont formulés
pour le systéme d’Euler, ils n’ont pas véritablement de sens: car en décollant de zéro, le support
du tourbillon sétale sur tout Vespace & cause du terme diffusif, Néanmoins, ce qui peut étre
intéressant est de décrire la régularité du transporté du support initial par le flot visqueux. Cest
en fait R. Danchin (13] qui fut le premier 3 apporter quelques réponses dans cette direction. Il
montre une perte artificielle de la régularité de la poche: si la poche de tourbillon initiale est de
classe C1+*, s €]0,1], alors son transporté par le flot est de classe C1+¢' V¢’ < 5. Sa preuve est
basée sur une estimation uniforme par rapport & la viscosité du gradient de la vitesse. Alors le
deuxitme chapitre de la these s’inscrit dans la, suite de ce travail et semble apporter une réponse
optimale: nous montrons que dans le cas visqueux la régularité du bord initial est préservée
pour tout temps et la perte remarquée par R. Danchin n’est qu’accidentelle et fortement lide &
la technique utilisée,

Nous nous bornons dans le troisiéme chapitre & I'’étude qualitative de la répartition en fonction
de la viscosité de la norme L? du tourbillon visqueux dans le cas des solutions de Yudovich. Cette
description nous a permis de montrer la convergence non visqueuse du tourbilion dans le cas des
poches de tourbillon & bord de mesure nulle. Notons que dans ce cadre, la vitesse n’est pas en
général lipschitzienne mais quasi-lipschitzienne.

Finalement dans le dernier chapitre, nous étudions les poches de tourbilion singuliéres dans les
équations de Navier-Stokes incompressibles. Ces structures on été étudides par J.-Y. chemin [6]
dans le cas des équations d’Euler bidimensionnelles. II prouve que la régularité C1** du bord se
propage et la partie singuliére reste “vaguement” singulidre . Ce qui veut dire que la “mauvaise”
partie du bord n’affecte pas la régularité du reste du bord. Il montre de plus que la vitesse est
lipschitzienne en dehors du transporté de l'ensemble singulier par le flot. Dans ses manceuvres
I’ensemble singulier est masqué par une famille de champs de vecteurs qui s’annulent dans ses
environs. C’est en raffinant 'étude autour de cet ensemble que R. Danchin parvient 3 démontrer
que la singularité de type cusp est préservée (voir [15]). Comme conséquence, la vitesse est
lipschitzienne partout dans 1'espace.

La transposition de I’étude des poches de tourbillon singulitres aux équations de Navier-
Stokes fera I’objet du dernier chapitre dans lequel nous établissons des résultats semblables au
cas eulérien avec des estimations uniformes par rapport & la viscosité.

1.2.1 Régularité holdérienne des poches de tourbillon visqueuses

Comme nous ’avons mentionné, nous établissons dans ce chapitre que le bord du trans-
porté visqueux du support initial d*un tourbillon de classe C'*# conserve pour tout temps cette
régularité. La perte qu’on retrouve dans [13] est d’ordre technique. Elle est due a P'utilisation
des espaces de Besov au lieu de Hélder dans I'étude de la propagation de la régularité dans les
équations de transport-diffusion. Ces espaces paraissent les plus adaptés aux technigues mises
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en place. En revanche, en adoptant un point de vue lagrangien exploitant la condition d’incom-
pressibilité du fluide, nous démontrons que la propagation de la régularité a lieu aussi dans les
espaces de Holder. Pour assurer la préservation de la régularité du bord nous devons contréler,
uniformément en v, le gradient de la vitesse. La preuve que nous allons fournir semble plus simple
que celle de [13], dans la mesure ou on n’utilise pas les techniques de parachamps introduites par
l'auteur pour remédier aux difficultés posées par la faible régularité du tourbillon. L’observation
qui nous a simplifié le probléme est que l'effet de dissipation du laplacien rend le tourbillon plus
régulier que prévu. On montre, en particulier,

Proposition 1.2.1. Soit w le tourbillon visqueuzr du systéme (NS,) correspondant é un tour-
billon ingtial L' N L. Alors il existe une constante absolue C telle que, pour tout t > 0, pour v
positif et pour tout ¢ > 0

t t
w21 [ 18 go(o)limdr < Clelllm (14 [ 190(r et

Cela montre que l'intégration en temps permet de gagner deux dérivées et c’est ce dont on a
besoin dans P’étude de la propagation holdérienne de la régularité tangentielle du tourbillon.

1.2.2 Viscosité évanescente et transport-diffusion

La motivation principale de ce chapitre est I'’étude de la convergence du toubillon visqueux
vers le tourbilon eulérien pour des données initiales de type poches de tourbillon. Dans le papier
de J.-Y. Chemin [7), il était démontré que dans le cas des données de Yudovich, la solution
de (NS,)} converge vers la solution d’Euler dans ’espace L{S.(Ry;LP), pour tout p apparte-
nant & [2, + co]. Commme conséquence, on établit la limite non visqueuse du tourbillon vis-
queux dans l'espace W1, et par interpolation on aussi la convergence dans WP, ¥r < 0.
Reste & étudier la convergence dans LP, qui n’est pas du tout triviale 3 cause de la faible
régularité du tourbillon. Lorsque le tourbillon initial est de type poche de tourbillon & bord
régulier, typiquement de classe C*%, s €]0,1], alors Puniformité en v du contréle Lipschitz de
la vitesse a permis & R. Danchin d’assurer la convergence dans I'espace LS (R,; L?), pour tout
réel 1 < p < +oo (voir [13]). Pour un bord non régulier le probléme s’avére un peu délicat,
car le champ n’est pas en général lipschitzien. Les premiéres réponses dans cette direction sont
élaborées par P. Constantin et J. Wu [11]. Ils montrent que pour un tourbilon initial appartenant
a 'espace L' N L®N BS o, 8 €]0,1], alors la convergence a lieu mais localement en temps.

Dans ce chapitre, nous allons montrer que dans le cas des poches de tourbillon, la convergence
globale est garantie uniquement sous I’hypothése d’un bord de mesure de Lebesgue nulle. Ce
résultat repose sur une étude qualitative de la répartition de la masse du tourbillon. Nous
montrons qu’elle est quasiment concentrée autour du transporté du support initial par le flot
eulérien. En désignant successivement par w, et w les tourbillons visqueux et eulérien et en
notant 1, le flot visqueux associé & la vitesse v, et par £ 'unité de longueur, alors on aura le
résultat suivant:

Théoréme 1.2.1. Seit T > 0. Sisupp w® = Q, avec  un domaine borné et si

vT h\Ctle®llL1np00

alors en posant ()5 = {z € R? ; dist(z,%,(t,)) = h}, on aura pour tout t € [0,T]

€, L1010

l e
lleww Ol 202..00e) < C(e—g) : (g) l°]l z2-
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De plus, siw® = 15, avec |0 = 0, alors
lim flw, — wl| Lo m,; 22y = 0.

La preuve de la décroissance est basée sur une régularisation de la vitesse et I'utilisation de

 fonctions de troncature bien adaptées qui permettent via des estimations d’énergie d’avoir lo-
calement en temps le résultat désiré. Pour parvenir & un résultat global nous avons utilisé une
procédure récursive fajsant appel & une description fine de la dynamique d'un ensemble donné
via les flots en jeu.

1.2.3 Poches de tourbillon singuliéres dans un fluide faiblement visqueux

Il s’agit dans ce chapitre d’étudier le comportement d'une poche singuliére dans les équations
de Navier-Stokes incompressibles bidimensionnelles. En s'inspirant de la méthode développée
dans le premier chapitre pour prouver la proposition 1.2.1, nous parvenons & montrer un effet
régularisant méme avec un champ de vitesse seulement quasi-lipschitzien. En fait, 'intégration en
temps permet d’obtenir quasiment un gain de deux dérivées. En d’autres termes, nous montrons
ce qui suit :

Proposition 1.2.2. Soit w le tourbillon visqueuz du systéme (NS,) correspondant & un tour-
billon initial LY N L. Alors il eziste une constante absolue C telle que, pour tout t > 0, pour v
positif et pour tout g > 0

2 [ NAgulr)llzmdr < O(g-+ Dl (14 ®lzinzee)-

A I'aide de ce résultat et en se servant des outils élaborés par J.-Y. Chemin pour étudier les
poches singuliéres dans le systéme (E), nous parvenons & démontrer le résultat suivant :
Théoréme 1.2.2. Soit Q un domaine borné de R? et s un réel appartenant 4 10,1[. On sup-
pose que le bord OQ est de classe C112 en dehors d'un ensemble fermé %3. Posons w® = 1g et
désignons par v, la solution de Yudovich du systéme (NS,} correspondant & un champ de vec-
teurs v°, de divergence nulle et dont le rotationnel vaut w°. Sost Yu(t) le flot associé au champ
de vecteurs v,(t). Notons pour tout b > 0

() = % (t,0), Tu(t) = ¢, (tT) et (Z.(1); = {z e R? s dist (2,4, (t,5)) > h)-
Alors il existe une constante C dépendant seulement de s et de w° telle que, pour tout t € R,

Vo ()l oo (s, (e

18 ,Ct
SCA+uvt)ret .
hejoe-1) —log h ( )

Nous avons encore établi des résultats de convergence non visqueuse des structures géométriques
de la poche. Nous signalons enfin que ce théoréme est encore valable pour des structures
géométriques plus générales que celles des poches de tourbillon.



Chapitre 2

Régularité holdérienne des poches de
tourbillon visqueuses

Résumé. Nous étudions ici la propagation de la régularité héldérienne dans une équation de type
transport-diffusion relative & un champ lipschitzien. Nous généralisons ainsi un résultat établi par R. Danchin
dans [13] dans les espaces de Besov B}, avec p fini. Comme application, nous étudions les poches de tourbillon
visqueuses 4 bord héldérien en montrant des résultats similaires & [13].

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous discutons la stabilité héldérienne des poches de tourbillon relatives & un
fluide visqueux incompressible et en mouvement plan. La vitesse de la particule, qui & l'instant ¢
se trouve & la position = € R? et qu’on note u,(t, x), obéit au systéme de Navier-Stokes :

v, + v, - Vo, — vAv, = -Vp,
(NS,){ dive, =0
UUIt:O = 'UD:

ot v est un paramétre positif désignant la viscosité cinématique du fluide. Le scalaire p,
représente la pression. Notons que le systéme d’Euler incompressible (E) correspond & une
viscosité nulle, et qu’'on le note parfois (NSp). Il est régi par

Ow+v-Vo=~-Vp
(EY{ divv=0
'Ult=0 = 'UG.

Nous dirons que le tourbillon w, défini par w = 8;v? — Gyv!, posséde la structure d’une poche
de tourbillon s'il est I'indicatrice d’un ouvert horné. L’étude de ces structures revét une grande
importance que ce soit bien évidemment du point de vue mathématique ou du point de vue
physique et méme numérique. Les premiéres observations de stabilité des poches de tourbillon
dans les équations d’Euler bidimensionnelles remontent & G. Kirchhoff qui a remarqué qu’une
poche de tourbillon elliptique préserve pour tout temps cette structure et qu’elle tourne a vitesse
constante autour de son centre de symétrie. Nous soulignons que la réponse définitive & la stabilité
des poches peut &tre dérivée d’un résultat général di & V. I. Yudovich. I! montre dans [40] que

9



si l'on part d'une donnée initisle ayant un tourbillon dans L! N L, alors pour tout » > 0 le
systéme (N S,) posséde une unique solution. De plus, le flot lagrangien, défini par:

P(tx) =z + /0 v (T (T,2))dT,

existe globalement et il est unique dans la classe des fontions continues dans les deux variables
d’espace et de temps. Ceci est suffisant pour dire, dans le cadre du systéme (E), que la structure
des poches est conservée. Suite & ces résultats, il y a une question qui s’'impose: il s'agit de
décrire la régularité du bord. Hélas, le résultat de Yudovich ne permet pas d’avoir une réponse
complétement satisfaisante. Dans les meilleurs cas, on ne peut dégager gu'un résultat faible du
genre : étant donnée une poche initiale dont le bord est de classe C!, alors la régularité de la
poche & I'instant £ est au moins de classe C®P ¢, ] g fallu attendre quelques décennies pour
qu'un tel probléme soit définitivement résolu. Alors, on démontre que si le bord de la poche
initiale est mieux que C1, typiquement de classe C1+¢,0 < € < 1, alors la frontiére du tourbillon
l’est aussi en tout temps. En fait, c’est 4 J.-Y. Chemin qu’on doit ce résultat, voir [6].

Notons que ceci va & 'encontre des simulations numériques réalisées par A. Majda [30] qui
laissent prévoir ’apparition de singularités en temps fini. La preuve de J.-Y. Chemin est fondée
sur un contrdle Lipschitz de la vitesse et elle est applicable dans un cadre plus général, dit des
poches de tourbillon généralisées. Nous signalons que P. Serfati a montré dans [33] le méme
résultat avec une autre méthode. Par ailleurs, ’étude des poches singuliéres a vu le jour suite
au travail de J-Y. Chemin qui a prouvé dans [6] que la partie réguliére du bord voyage tran-
quillement & travers le flot sans qu’elle soit affectée par la partie singuliére du bord. Toutefois,
le comportement exact de la partie singuliére est loin d’étre élucidé. Dans ce contexte, le champ
est lipschitzien en dehors du propagé des singularités par le flot. Son gradient ne peut exploser,
au maximum, & l'approche de cet ensemble, qu’avec un taux de l'ordre de —log h, oit A est
un paramétre mesurant la proximité par rapport & cet ensemble. Toutefois, R. Danchin montre
dans [15] que pour une poche initiale admettant une singularité particuliére de type cusp, alors
la. vitesse est en tout temps lipschitzienne. Ce qui permet de propager la structure initiale de la
poche, qui reste en tout temps de type cusp.

Dans le but de généraliser le théoréme de J.-Y. Chemin & des poches de tourbillon visqueuses,
R. Danchin montre dans {13] que lorsque la poche initiale est I'indicatrice d’un domaine borné
de classe C17¢, alors le champ v, est lipschitzien. En outre, son contréle de Lipschitz est uniforme
en v. En conséquence, il en déduit que le transporté ,(1,0}) du domaine initial par le flot
visqueux est de classe CY¢ pour tout € < e. De plus, on a la “convergence” du bord visqueux
vers celui d’Euler lorsque le paramétre v tend vers zéro. Cette apparente perte de la régularité
holdérienne n’a pas lieu dans les espaces de Besov Bj ,, avec 2 < p < +oo et € €]2/p,1].
Ceci est dil & la propagation de la régularité Besov, uniformément en v, dans les équations de
type (T'D,) que nous définirons dans le prochain paragraphe. Le but de ce chapitre est de montrer
la, propagation dans le cas limite p = +o0, i.e., dans les espaces de Holder. Comme conséquence
de ce résultat, nous établissons que le bord du transporté 1, (£,Q) conserve la régularité C1*¢,
uniformément par rapport a v.

Théoréme 2.1.1. Soient € €]0,1[ et Q% un un ouvert borné dont le bord est une courbe simple
de classe C1*<, Désignons par v° le champ de vecteurs dont le rotationnel vaut w® = 1go. Alors
pour tout v > 0, (NS,) posséde une unique solution dans L (Ry; Lip(R?)). D’une maniére
plus précise, il existe une constante C' ne dépendant que de € et Q0 telle que, pour tout v > 0 et
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pour tout t € R, on ait
Vo, (t)||lzee < C(1 + v)e®.

De plus, si Uon désigne par Q,(t) le transporté de Q° par le flot de v,, alors O, (t) est une
courbe simple de classe C1*¢. En outre, il existe une paramétrisation réguliére -y, de la frontiére
© de ,(t) apperienant & L2 (Ry; C1T¢(SLR?)) telle que, pour tout € < ¢, v, converge vers 1o
dans Uespace L (Ry; C1€ (S R2)) lorsque v tend vers zéro.

La preuve est basée essentiellement sur deux résultats liés aux équations de transport-diffusion
décrites par
Ba+v-Va—vhe=F +vG

_ L0
a[t=0 =a.

(TD,) {

Le premier résultat que nous allons fournir traite de la propagation dans les espaces de Holder.
Nous verrons sa généralisation dans le théoréme 2.2.1,

Proposition 2.1.1. Soient € un réel dans Uintervalle | — 1,1[ et d un entier supérieur ou égal
d 2. On se donne une fonction G € L (Ry; C*2) et un champ de vecteurs v de R? appartenant
& Pespace L] _(Ry; Lip(R%)) et de divergence nulle. Il existe une constante C ne dépendant que
de € telle que, si a est une solution de l’équation (T'D,) correspondant ¢ F' = 0 et si de plus elle
appartient a L{S (Ry; C*), elors pour tout t > 0 et pour tout v > 0

i
la(®)llee < € e RNV Moxdr (100 e 4 (1 + vt) |Gl oz )

Nous insistons sur le gain, uniforme en v, de deux dérivées sur G : un fait que nous ne le saurions
pas par une simple application du principe du maximum.

Dans le second résultat, nous discutons un effet régularisant développé dans les équations de
type (T'D,) avec un second membre nul. Nous montrons, en particulier, que si a® € L™, alors,
pour tout £ € Ry,

t
V/ a(t,z)dr € C2.
0

De plus, la norme correspondante est majorée indépendamment de v lorsque ce dernier est
pris dans un domaine borné. L’espace C? que nous avons introduit n’est autre que 1’espace des
distributions tempérées u satisfaisant

dé
lulles ¥ sup 2} Aqulz < oo,
q_-—

ol A, désigne 'opérateur de localisation en fréquences qu’on définit comme suit. Il existe deux
fonctions positives et réguliéres x et ¢ qui sont supportées respectivement dans une boule et
une couronne telles que, pour tout ¢ € R,

Lo

X@)+D @) =1 e z<x*E)+) PR (2.1)

q20 g=0

On pose alors pour toute distribution tempérée u

Ayu=Fx©F); Ve N, Au=Fl(p@900E) o Su= 3. A

~1<p<g—1
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Nous rappelons que les espaces de Hdlder d’indices non entiers et qu’on note par C* peuvent
étre définis dans le cadre de la théorie de Littlewood-Paley comme

Ce = {u e SR ;llullc: € sup 29°)|Aguljze < +oo}-
g=-1

Lorsque s est un entier alors I'espace défini ci-dessus, appelé espace de Zygmund, sera noté C}
Proposition 2.1.2. Soit d un entier > 2. Il existe une constante positive C telle que, si v est
un champ de vecteurs ¢ divergence nulle et appartenant d Ll (Ry : Lip(R%)) et si a est une
solution du probléme (T'D,) sans second membre, associée & une donnée initiale a® € L®°(RY),
alors, on aura pour tout t > O et pour tout g > —1

t t
800(@ll= + 920 [ 18q0(r)lmdr < Ol (1+ut+ [o ||w(f)nmdr)-

2.2 Résultats principaux et outils de base

Cette section est structurée comme suit : nous discutons dans la premiére partie les limitations
de la méthode d’énergie lorsqu’il s’agit de propager sans perte la régularité holdérienne. Nous
présentons de fagon succinte une méthode qui permettra de combler cette lacune et nous achevons
cette premiére partie par la généralisation des résultats cités de maniére restrictive dans les
propositions 2.1.1 et 2.1.2. Dans la seconde partie, nous rappelons quelques lemmes qui nous
serviront le long de la preuve et nous cléturons cette section par un lemme de propagation L?
dans les équations de transport-diffusion (T'D,) que nous démontrons dans le cas limite L! &
I’'aide de la méthode de dualité.

2.2.1 Effet régularisant et propagation visqueuse

Pour espérer propager sans perte la régularité de type Besov ou Holder dans les équations
(T D,) nous nous plagons dans le cadre, qui parait naturel, d’un champ de vecteurs v localement
lipschitzien, c’est-3-dire, vérifiant pour tout £ > 0

Vi) = fo Vo()lmdr < +oo. (2.2)

L’étude de la propagation de la régularté Besov Bj , a été menée par R. Danchin dans [13].
Il démontre des estimations uniformes par rapport & v mais explosives dans le paramétre p.
Ainsi, la propagation hdldérienne semble hors d’atteinte. Par ces méthodes, nous signalons que
la. présence du facteur v devant G nous permet effectivement de gagner, uniformément en v,
deux dérivées sur la régularité de cette fonction. Ce point est d’un apport crucial lorsqu’il s’agit
de prouver la persistance de la régularité tangentielle du tourbillon.

La méthode utilisée est de type énergie: elle est basée sur des intégrations par parties et
sur un lemme d’analyse harmonique qu’on retrouve dans [13]. Ce dernier apparait comme une
généralisation du lemme de Poincaré. L’un des avantages offerts par cette méthode est que
le champ de vecteurs v n’est pas sensé vérifier la condition d’incompressibilté lorsque 'indice
de régularité s est pris dans ]0,1]. On a besoin seulement de cette condition pour propager la
régularité négative correspondant & s €] — 1,0.
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Le but de ce travail est de montrer la persistance de la régularité dans le cas critique, i.e.,
dans les espaces de Holder. La méthode que nous allons développer differe de [13] : elle consiste &
localiser en fréquences 1’équation initiale et & dissoudre le terme de transport via un changement
de variables lagrangien. Nous utilisons d’une maniére incontournable la préservation de la mesure
par le flot qui découle de l'incompressibilité de la vitesse.

Les difficultés posées par cette méthode peuvent étre résumées en deux points: primo, le
changement de variables lagrangien transforme 1’équation de départ en une équation de la cha-
leur & coefficients variables. Heureusement, la métrique en jeu se comporte sur un petit intervalle
de temps comme une perturbation de l'identité. Secondo, la composition d’une fonction localisée
en fréquences avec le flot ne donne pas en général une fonction localisée. En conséquence, nous ne
pouvons pas appliquer & 1’état brut le lemme 2.2.2. Pour remédier & ce défaut, nous procédons &
une relocalisation, sur des couronnes de taille 27, de ’équation régissant les blocs dyadiques Aga.
Ainsi nous obtenons les contréles souhaités mais uniquement pour les fréquences correspondant
4 j 2 q. En ce qui concerne les basses fréquences, nous utilisons le lemme 2.3.1 qui est un lemme
de composition dyadique. C’est exactement & cet endroit que la condition de divergence nulle
semble indispensable pour mener le calcul avec succes.

Pour une description précise de nos résultats, introduisons quelques définitions de base.
Commencons par les espaces de Besov inhomogénes, qui sont une généralisation des espaces de
Holder. Ils peuvent étre définis comme suit :

aé s
By = {ue 'R, |lullz; ¥ sup 2| Aqulr < +oo}-

Notons que pour s non entier C* = Bj,. Nous disons qu’une fonction u appartient & L}, _(R.; B;)
si, pour tout T' > 0,

T
fo Ju(r)l|33dr < +oo.
Une fonction u appartient & 1’espace EEC(RH B;) sil'on a

déf
vT >0, ”u“f"-z’:"(B;’i) = s;;pl Qqs”Aqu”Lr([O,T‘];B;) < +oc.
g>—

Avant de donner le résultat de propagation, nous allons tout d’abord se placer dans le
cas oll F' et G sont nulles. Alors ’équation associée correspond & celle que vérifie le tourbillon
visqueux en dimension deux. Dans ce cas, nous montrons un effet de régularisation résultant
de l'intégration en temps des blocs dyadiques. Ceci sera un ingrédient principal de 1’étude des
poches holdériennes.

Proposition 2.2.1. Il eziste une constante positive C telle que, si v est un champ de vecteurs
4 divergence nulle satisfaisant (2.2) et si a est une solution de (T'D,) associée & la donnée
initiale a®, avec F = 0 et G = 0, alors sia® € IP, avec p € [1, + o], on aura pour tout
T € [1, + o0] et pour tout t > 0

r

1 t
G < C||a® o0
vellallz 52) < Clla ]|Lp(1+ut+ fo IVo()lic dr)

i P
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Remarques e Nous verrons dans 1'application de cette proposition & des poches héldériennes
gue nous aurons uniquement besoin du cas particulier + = 1. Il permet, via une intégration en
temps, de gagner les deux dérivéies consommeées par l'opérateur de Laplace.

e L’apparition de la quantité (vt)~ dans ’estimation de la proposition ci-dessus est un phénomeéne
de basses fréquences.

Voici maintenant la généralisation du théoréme 4.1 de [13] au cas p = +oo0.

Théoréme 2.2.1. (1) Soient d un entier > 2 et s et p deuz éléments appartenant successive-
ment auz intervalles | — 1,1] et [1, + oo]. Il eziste une constante positive C; ne dépendant que
de s et d, vérifiant les propriétés suivantes : saz't v est un champ de vecteurs de divergence nulle et
satisfaisant (2.2). On considére des fonciions a® € By, Fe Lloc(R_,., B;) et G € LS. (Ry; B3™2).

LY

Si a est une solution de (T'D,) associée d la donnee initiale a® ei apparienant & -'Jtoc(R+= B2}
alors, pour toul temps positif &, on a

i
la(®)ll; < C1eCV® (ua°nB; 116G e g2 + fo eV (|IF(r)]|sy + qu(r)nB;-z)df)-

(2) On se donne maintenant s €| —1,1[ et r E]i%,"‘ oo]. On suppose que les fonctions F, G et v
appartzennent successivement auT espaces Lgoc(R+, Bp); Lloc(R+! ) N Lloc(R+; B;‘z)
et Ll o (}R+; Lip( ]Rd)). Alors, on aura pour tout t positif et pour tout v > 0

vl wa < Cole(eCVO (14 wt)?) ()3 + I

'Bp L B;)

1 1
+ CoN.()(1 + vt) (w nc:nm,drg,,g + eSO + w)H)|CI Lo B;—z),
t~p

avec

1471 Vu(r ”‘1 —%, si r €]1, + oo,
o) 1 ([ IveeEar)' T, s et 4 o

i+ t”vv”Lf’L"“ sir=1,

¢
La constante Cy ne dépend que de d, s et v. Nous rappelons que V' (t) = f |Vu(7)||zeedr.
0

Remarques:
e Notons que la constante C; qui figure dans le théoréme ci-avant peut étre mise sous la
forme C; = 1—?&,, avec Cy dépend uniquernent de d.

e La constante Cp dépend de s et r de la manitre suivante: Cy = m:%%ﬁ—_sf)'

2.2.2 Lemmes de base

L’objet de ce qui suivra est de fournir un nombre de lemmes qui sont d'une utilité courante:
nous décrirons par le biais du premier lemme le gain de la régularité di i la commutation. Par
contre le second lemme discute un effet régularisant ponctuel en temps dans ’équation de la
chaleur. Nous aborderons également le lemme de Bernstein et un résultat de convolution retardée.
Nous discutons & la fin de cette section un résultat de propagation L” dans les équations (T'D,)

Pour la preuve du lemme ci-aprés, on peut consulter par exemple le lemme 4.2 de [13].
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Lemme 2.2.1. Soient v un champ de vecteurs lipschitzien de R et a est un élément pris dans
Vespace By avec (s,p) un couple appartenant d |—1,1[x[1, +c0]. Alors, il existe une constante C
ne dépendant que de s et d telle que,

180 - Flal < 2%Vl all 5.

Voila maintenant le second lemme qui joue un role central dans 1'élaboration de la propagation
de la régularité holdérienne et qu’on retrouve, par exemple, dans [8].
Lemme 2.2.2. Soit C une couronne. Il existe deux constantes positives c et C telles que, pour
tout couple (t,)) de réels positifs, pour tout p € [1,+00] et pour tout a € LP, on aura limplication :

Supp & C AC = [eal|rs < Ce™ |la|| -

Nous ferons également usage du lemme de Bernstein qui décrit le cofit d’une différentiation
d’une distribution selon qu’elle est localisée en fréquence dans une boule B(0,Ar1) ou dans une
couronne C(0,Ary, Arg). De fagon plus précise, on a
Lemme 2.2.3. (BERNSTEIN) Soit (r1,72} un couple de réels strictement positifs tels quer; < ro.
Il existe une constante C telle que, pour tout entier k, pour tout couple (a,b) tel que 1 <a < b
et pour toute fonction u € L*(RY), on ait

supp @ € B(O,Ar1) = sup ||8%ul| e < CF AHHE—8)|jy| e,
al=k
supp @ € C(0,Ar1,Are) = C*N¥||ullpe < sup [|6%u|ze < CEXF||uza.

a|=k

Nous verrons un peu plus tard, dans ’élaboration des preuves des résultats énoncés, que la
représentation intégrale utilisant le semi-groupe de la chaleur introduit dans sa partie de Du-
hamel un terme de convolution retardée. Donc ce n’est pas inutile de rappeler les inégalités de
convolution correspondantes. En fait, elles prennent la méme forme qu'une convolution habi-
tuelle.

Lemme 2.2.4. (YOUNG) Soient f et g deuz fonctions définies sur un intervalle I = [0,T),
avec T > 0. On suppose que f € L*(I) et g € L*(I) avec

1<a,b<+0 et ldifl+}__120.
c a b

Alors la fonction définie par
t
wey = [ - mg(ryin,
appartient & L°(I) et satisfait Uestimation

1Al zecry < N1 Flzaen gl Logny-

Le dernier lemme qu’on va énoncer dans cette partie introductive et qu’on démontrera est le
suivant ;
Lemme 2.2.5. Soient p € [1,+00] et v un champ de vecteurs appartenant & L (Ry; Lip(R%))

et & divergence nulle. On se donne deuz fonctions F,G € L}, (Ry; LP) et a® € LP. Alors, pour
toute solution a du probléme (T'D,) et appartenant é C(Ry ; LP), on aura

t
Ve Ry, [lal®)lz < oz + /0 (IF@) Iz + PG I1e)dr.
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Preuve: Nous allons commencer par le cas p € [2, + o). 8i p est fini, alors en multipliant
Iéquation régissant a par alafP~2 et en faisant des intégrations par parties, utilisant la condition
de divergence nulle, on trouve Vestimation du lemme. Quant & P = +oo, on applique tout
simplement le principe du maximum avec l’opérateur parabolique 8; + v -V — vA et l'on trouve
le résultat souhaité. Dans le cas p € [1,2], la méthode précédente ne s’applique pas car les
intégrations par parties dans le terme correspondant au laplacien ne serajent pas bien justifides.
Pour contourner cette difficulté, nous allons développer un argument de dualité. Sans réduire la
généralité de la preuve, nous nous plagons dans le cas p = 1. Soit 7 un temps positif. Prenons ¢
une fonction de D(R?) 4 laquelle on associe le probléme rétrograde suivant :

{ G + vy, - Vg, + vAY, =0
"#"ﬁ[i;:T = ¢.

Le champ de vecteurs w, qui figure dans le terme de convection est une régularisation par
convolution du champ v dans les deux variables d’espace et de temps. Comme conséquence,
la suite de fonctions u,, Ce([0,T] x R%) et les bornes correspondantes dépendent de n. Ces
hypothéses sur la vitesse v, nous permettent d’assurer l'existence et I'unicité d’une solution qui
soit Cf° dans les deux variables ¢ et z (voir par exemple [2]). De plus, vu que ¢ est nulle en
dehors d’un compact, alors le principe du maximum relatif 3 des opérateurs paraboliques nous
assure dans ce cas une décroissance rapide de 4,. En particulier, sachant que le support de ¢

est contenu dans une boule de rayon R, alors il existe une constante absolue telle que nous
ayons

[n(tx) < ”(ﬁ”LerCt'l'”_l(Co(t)'i'R—I:r:I),

lV¢n(t,m)I < “V¢”L°°ect+y_1 (Cl(t)+R—|.'L'|), (23)

ot 'on a posé

t 1
C’u(t)=f0 io(m)llzedr et C‘1(?f)=f(J (lo()llze + [Vo(r) || ) dr.

Remarquons que dans les fontions Ci(t), il 0’y a aucune trace de lindice n dans le terme de
droite. Ceci s’explique par le fait que la norme du champ régularisé v, dans Lip(R9) est toujours
inférieure & celle de ».

Nous signalons au passage que nous avons prouvé dans [23] des résultats précis sur la
décroissance de 1, lorsque le champ de vitesse Up, €3t supposé uniquement dans L}Dc (Ry;Crp), ot
'on désigne par Cy, I’espace des fonctions logarithmiquement lipschitziennes, qui contient Cl.

En appliquant de nouveau le principe du maximum & I’équation gouvernant la fonction Yn,
on trouve pour tout ¢ € [0,7]

[#n(E)llzee < [If|zee- (2.4)

Posons f = F + vG. Comme les fonctions 1, sont suffisamment réguliéres en temps et en
espace, alors en procédant i des intégrations par parties, utilisant la divergence nulle de la
vitesse, on trouve

) ¢a(T)dzr = ) Yn(0)a(0)dz + ’ ) Ftz)yn(t,z)dzdt
R ]RT 0 JR
+ jo. /}# ) a(t,z) (v — v,) - Vo (t,z)dzdt.
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Or, d’aprés (2.3) nous pouvons écrire

T
|/0 /l;d a(t,z)(vy —v) - V?Pn(t,:c)d:r,dtl < CL(MVelpee |lvn — U||L%"Lw ||a”L%°L1_

Ainsi, en se servant de I'inégalité (2.4) et en passant ensuite a la limite quand n tend vers 'infini,
on aboutit a

| [ #omrie] < Il (1ehss + [ 15@losar) o

Admettons pour le moment que cette estimation peut s’étendre & n’'importe quelle fonction
¢ € L. Alors, par un argument de dualité on peut déduire que

T
la(T)llzs < lla®|lzs +f0 £ (@) 1.

C’est ce qu'il faut trouver. Vérifions maintenant I’assertion de I'extension de (2.5) & des fonc-
tions test prises dans la classe des fonctions bornées. Pour ce faire, on prend une fonction ¢ € L™
et une approximation de I'identité p,. On se donne un domaine borné Q de R? et Ion pose

dé
¢n  $10 % py.

Cette suite de fonctions est dans D(R9). Par suite, on peut les choisir comme des fonctions
test dans (2.5). D’une autre part, nous avons d’aprés 'inégalité de convolution

dnllze < [16llLe- (2.6)

Ainsi en reportant cette estimation dans (2.5), on trouve

|/1;d ¢na(T)d:n| < ||¢"L°°(||a,n||L1 + /OT IIf(t)IIlet).

Nous voudrons passer 4 la limite dans le membre de gauche de 1'estimation ci-dessus. Pour
cela, nous avons l'intention d’appliquer le théoréme de convergence dominée. La domination est
triviale d’aprés (2.6). Il reste & vérifier la convergence presque partout d’une sous-suite de ¢n,.
Comme la suite ¢,, converge dans L' vers ¢1q, alors on déduit systématiquement la convergence
presque partout. Done, il s’ensuit que

I fn ¢a(T)da:‘ < ez (||00“L1+ -/0 ) I f(t)||L1dt).

11 suffit & ce stade de faire un passage & la limite quand  eroit vers R%. L’outil qu’on utilise
a cette fin est le théoréme de convergence dominée. M

2.3 Preuve de ’effet régularisant

Cette section est réservée 4 la preuve de la proposition 2.2.1 qui sera effectuée en deux
temps : en premier lieu nous démontrons 'effet régularisant sur un petit intervalle de temps qui
ne dépend pas de la donnée initiale mais dépend uniquement du champ de vecteurs v. Ensuite,
nous procédons 4 un découpage en temps permettant ainsi d’étendre les estimations & n'importe
quel temps positif arbitrairement choisi.
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2.3.1 Estimation Locale

Nous commencons par appliquer 'opérateur de decoupage en fréquences & 1'équation (T'D,).
Alors, en posant a; = Aga, nous obtenons

Oiaq + Sq—1v - Vag —vAa, = —[Agv-V]a+ (Sg—i1v—v)- Va,,
= fq (2.7)

La premitre remarque que nous pouvons mentionner concerne le spectre fréquenciel de la
fonction fq qui est localisé dans une couronne de taille 29, pour tout ¢ € N. Nous verrons
que cette information est utile lors de 'application du lemme 2.2.2. En fait, nous aurons bescin
simplement d’un spectre qui soit contenu dans une boule de taille 29,

Pour éliminer le terme de convection $,_1v - Va, du premier membre de I’équation 2.7 nous
allons utiliser le changement de variables lagrangien donné par le flot 1, du champ de vecteurs
régularisé S,_jv. En revanche, nous aurons a faire & une équation de la chaleur associée & une
métrique variable. Mais une particularité de cette équation, qui est un élément fondateur de la
preuve, est que la métrique est proche de l'identité sur des petits intervalles de temps. Pour
mettre en évidence de tels faits, nous projettons de décrire I'équation d’évolution satisfaite par
la fonction @g4(t,x) = agq{t, ¥q(t, 7)) et de faire quelques estimations indispensables pour la suite.

Tout d’abord, nous allons contréler la fonction f; dans ’espace de Lebesgue LP. Pour ce faire,
nous utilisons pour la majoration du premier terme de f; le lemme 2.2.1 avec s = 0, alors que
pour le second terme nous nous servons du lemme 2.2.3. Ainsi, nous trouvons une constante C
qui dépend uniquement de la dimension et teile que pour tout entier ¢ > 1,

2@l 2> < C[Ve@)| o [la®)]] -

Or le lemme 2.2.5 montre que la norme L” de la fonction a(t) est majorée par celle de la donnée
initiale. Nous en déduisons alors que

1420l o < SV oo [0l - (28)

Posons
ag(t,T) = ag(t, Wy (t,x)) et [fo(t,z) = foltbelt,z)). (2.9)

Ecrivons ag(t,z) = a,q(t by 1(¢z)) et calculons son laplacien & I’aide de la formule de dérivation
de fonctions composées. Alors, en notant la hessienne de &, par V2a, , on trouve

d
Aag(t) o ¥q(t:2) = Y- {V2agltiz) - (B ) (ba(6), (Ot )b (t:))
i=1
+ Vag(tz) - (AY7 ) (b (t,)). (2.10)

Le symbole {-,-} désigne le produit scalaire canonique de R%. Pour le contrdle des dérivées du
flot et de son inverse 14 1(t,x), nous disposons des estimations classiques

t
VYT (B) | < exp fo 1VSg_10(r)| zeedir. (2.11)
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Quand on dérive ’équation d’évolution régissant I'inverse du flot par rapport a la variable
d’espace, alors on peut déduire, griace & (2.11), que la fonction xj)q_l satisfait une équation de

type ) o
(O ) (tabg(t,z)) = €5 + g (t,2), (2.12)

eme vecteur canonique de R%. De plus, la fonction gf; est majorée comme suit :

avec e; le

gkt < exp ( fo t ||VSq_.1v(T)dT) fu t IVS,_10(7)| Lo dr.

Comme §,_; envoie uniformément en g 'espace L* dans lui méme, alors nous aurons

. A oA
Igi (Dl < CV(£)eSVE E g(2). (2.13)
En ce qui concerne l'estimation des dérivées secondes de 1 1(t), nous dérivons deux fois 'équation
d’évolution de 9y 1 et nous obtenons, suite & une application du lemme de Gronwall

t
V2971 (1)1 < ¥ [0 V28, 10(7)|| oo dr. (2.19)

Ainsi donc, par le biais de I'inégalité de Bernstein et ’estimation (2.11), 'inégalité (2.14) devient
V2T (5) || L < C29g(2). (2.15)

D’un autre c6té, un simple calcul utilisant les informations (2.7), (2.10) et (2.12) montre que la
fonction a, vérifie

d d
(B~ vAVa(t2) = ¥ (V2ay(t)ghndh () + 20 Y (V2ag(t)engh (:2)
i=1

i=1
+ UV (E,7) - (AU ) (Ede(t2) + Foltx) E Ro(ta).  (216)

Comme la fonction composée @, n’est pas nécessairement localisée en fréquence, alors nous ne
pouvons pas appliquer immédiatement le lemme 2.2.2. Donc nous serons amenés a tronquer
I'équation (2.16) via I'opérateur A;, avec j € N. Ainsi la formule de Duhamel montre que la
fonction A;a, vérifie

t
Ajag(t,z) = e P Aja,(0) + /0. ETANAR, (1,x)dr. (2.17)

Le support de _f’; est localisé dans une boule de taille 29. Donc il s’ensuit, grace au lemme de
Bernstein et la préservation de 1a mesure par le flot, que

A fo(tMlze < cg_juv(fq°¢q(t))”LP,
< C277||\Vipg(t) |l oo || fo ()] Lo

Ainsi les inégalités (2.8) et (2.11) permettent d’avoir

1A F®llze < C2777% 0|10 s | Vu(t) | Lo
< C2IEVO Lo || VU)o
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En conséquence, nous déduisons, & 1'aide du lemme 2.2.2 et compte tenu des inégalités (2.13) et
(2.15), que

, . t ,
1834 (B)l|ze < Cem || Ajag(O)llzs + Cu(alt) + 4°(1)) f0 e~ V2G, (1) | e dr
t X
+ Cr29g(t) /0 g—ov(t—)2% (|Vaq(7)||zedr (2.18)
t R
+ Czq_JeCV(t)”aC'“Lp/ e-—CV(t—T)22-T”VU(T)”Lde.
0

renons la norme L" en temps dans les deux membres de 'inégalité (2.18). Alors nous
obtencns par le biais de 'inégalité de Young (lemine 2.2.4} ot la croisssance de g,

. _._1 - -
1858, (B o,4: 27y < CE2%) T 18jag(O)llze + C(a(®) + 92()) 2~ ¥ IV28g|r (o o)
+ Cg(t)2927%||Vay| Lr (o, 4; )
+ Co(t)[la®) o203 (v2%) 7. (2.19)

En revenant & (2.9) et en se servant de (2.11), (2.15} et du lemme de Bernstein on aboutit, grace
& la conservation de la mesure par le flot, aux estimations

IVag(t)lie < €27V P|ay(t)]|ze, (2.20)
IV2a,(t)lze < €22V ag(t)] Lo (2.21)

Soit Np un entier que I’'on choisira 3 la fin. Alors en reportant (2.20) et {2.21) dans (2.19) et
en sommant sur les entiers j > ¢ — Ny, on trouve

i 1
@227 > [1858gllzr (o, gLy < Clla®(|ze + C22Noh(t)(v2%)  llagl| Lrqo, 4; ) (2-22)
i2e—No

+ C2M0HD)|10% og(t),

oll 'on a posé h(t) = g(t) + g(£)?. Faisons remarquer qu'il n'y a pas un coefficient en Ny dans
le premier terme du second membre de (2.22) car Ajal(0) = 0, si [f — ¢| > 2. 1l faut noter
aussi que le calcul que nous venons de développer est valable pour les entiers ¢ > Ny, sinon,
estimation (2.22) serait fausse.

Concernant le cas des basses fréquences 7 < g — Ny, on dispose du lemme suivant, démontré
par M. Vishik dans [36] et que nous allons redémontrer pour la commodité du lecteur.
Lemme 2.3.1. Soit d un entier supérieur ou égal & 2. Il eriste une constente positive C
ne dépendant que de d telle que, pour toute fonction a de la closse de Schwariz et pour tout
difféomorphisme ¢ de R® préservant la mesure de Lebesgue, on aura pour tout p € [1, + oo] et
pour tous les j,qg 2> —1,

145(Aga0p(Nlee < C27H 930D 1 | Agalie,

ot 'on a posé

0, sinon.

. 4 sii#a,
a(f,q) = { = 59 7 9
Nous convenons que %° = Id.
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Admettons pour le moment ce lemme et voyons comment il permet de conclure. Vu que le flot
est une transformation qui préserve la mesure de Lebesgue, alors on peut écrire via le lemme
2.3.1 et les inégalités (2.22) et (2.11) que

@22 llagllerqo. gy = (#2207 |agll-qo, ;1%
< (w2k)r 3 1A 8|l e (o, 4; 1oy + (¥2%9) > 1Al Lo, ; o)
Jzg—No 7<q—Ng
< C2Noh(t)(v20)7 |agllLr (0,4 27y + CZN° (0% Lo g ()
+ Clla®|lze + Cw24)*|lagll -0, g; 1y2 eV, (2.23)

Sous cette forine on voit clairement le réle que entier Ny joue: dans la zone des haufes
fréquences on profite de la petitesse (en temps) de la fonction h. Tandis que dans le spectre des
basses fréquences on agrandit Ny de maniére & ce que le dernier terme figurant dans (2.23) soit
absorbé par la quantité de gauche. Mais le choix du temps et de Np sont fortement liés. ils sont
donnés par les deux conditions suivantes:

1

C22Mop(t) < = ot 27N LV < h (2.24)

W | et

Par suite, si V(t) < 1, on choisit Ny pour que 2=0 < Ilce“c, puis quitte & diminuer encore V' (),
on assure que C2>Moa(t) < 1/4. Ainsi on montre l'existence d’une constante Cp dépendant
seulement de la. dimension d telle que, si

t
[ 199(0)lzmar < o 2.29
0

alors (2.24) aura lieu. Auquel cas I'entier Np est aussi absolu. Il s’ensuit que pour tout ¢
satisfaisant (2.25) et pour tout g > Np,

1
(©2%)+ lagll L0, 4; ey < Clla®lze. (2.26)

Pour finir cette premiére étape, il nous reste & voir comment s'estiment les basses fréquences:
nous obtenons aisément, grace & 'estimation ||a(t)||z» < ||@°||z» et via la continuité uniforme
en g de 'opérateur de localisation en fréquence Ay € L{L*), que

1
(29" [ Agall (o, ;7)< CEE)* [|a®] 2o (2.27)

Ainsi, nous parvenons & établir localement en temps, le résultat énoncé dans la proposition 2.2.1.

2.3.2 Globalisation

L’extension du résultat local obtenu & n’importe quel temps arbitraire positif T n’est pas
difficile. Nous parvenons & propager l'effet régularisant de proche en proche car la condition
locale (2.25) ne tient pas compte des estimées de la solution a. Elle est uniquememt liée au
gradient du champ de vecteurs v. Le point de départ de la preuve est de partager Vintervalle [0, T
en une subdivision (T})Y,, comme ci-dessous :

Tir1
To=0<T1 <..<Ty=T et f [[Vv(T)||pedr =~ Co,¥Yi € [0,N —1].
T;

i
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Dans chacun de ces sous intervalles [T3,Ti+1], on reproduit exactement 1a, méme démarche locale
sauf qu’au lieu d’utiliser le flot ¥y fixant P'espace & l'instant = 0, nous devons réinitialiser le
flot & Pinstant 7;. On obtient alors pour tout entier ¢ > Ny (Np est le méme entier qui apparait
dans la preuve locale)

@2 gl Ty ey < Clla(T)llge
< Clla"||zs. (2.28)

T
Sachant que N~ 1+ / IVo(7)l|zeedr, alots en sommant les inégalités de 0 jusqu’au N — 1,

nous obtenons grice & l'inégalité triangulaire que pour tout entier g > Noetpourtoutr € [1,4cof
N-1
2 T
Vqu”“q”Er([u,T];Lp) = 2%y laglzr 4z, 7y}, 22y
i=0
T
< Ol (1+ [ [Vo(r)lsear). (2.29)

Ainsi I'estimation de la proposition 2.2.1 découle facilement des relations (2.27) et (2.29).

2.3.3 Preuve du lemme de composition dyadique

L'objet de ce paragraphe est de démontrer le lemme 2.3.1. Pour ce faire, nous allons distinguer
trois cas: le premier concerne les J > g, le second correspond 2 J < g et le dernier traite la
situation ol les deux indices coincident. La preuve du premier et du troisidme cas n'est pas trop
difficile. En effet, pour j > g, on utilise le lemme de Bernstein et 'uniformité en 7 de la norme
de Popérateur A; comme étant un élément de L(LP). Alors un argument de conservation de la
mesure par le flot nous permet de conclure que

18;(Agacp)lie < C277||V(Aga 0 )1,
< OV L= || Agal Lo

Concernant le cas j = g, on écrit simplement, grice & uniformité de Popérateur A, et & la
préservation de la mesure par le flot, que

1Aq(Agao)|ze < CllAqgallre.
Pour avoir 1'estimation du lemme, il suffit de faire usage de l'inégalité
()7 < VY oo (2.30)

Celle-ci s'obtient tout simplement grace & la préservation de Ia mesure de Lebesgue. D'une
maniére concréte, cette hypothése implique que le déterminant de 1a différentielle de ¥! vaut 1.
1l suffit ensuite de recourir & la formule du déterminant comme étant une somme sur les permu-
tations d’ordre d d’un produit & d termes,

Dans ce qui suit, nous tacherons de montrer le résultat dans le cas restant. Celui-ci est plus
difficile & traiter et clest justement dans cet endroit que la conservation de la mesure parait
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un élément infranchissable de la preuve de la proposition 2.2.1 et méme du théoréme 2.2.1.
Commencgons par l'identité suivante

€2 = > (—ie)Ge)>. (2.31)

|a|=1

D’un autre c6té, comme pour tout g € N le support de la transformée de Fourier de Aya est
inclus dans 29C, alors on peut écrire

FAga(€) = $(279) FAqalf),

avec ¢ une fonction appartenant & la classe de Schwartz, supportée compactement dans un
domaine ne contenant pas |’origine et valant 1 sur la couronne C. Par conséquent, en posant

Fog = F ()€1 24(27%€)),

on constate que l'on peut écrire Ff, 4(€) = 279F,(27%), avec F, € S(R?). Par suite nous
aurons sur fq, 'estimation

| fzgllzr < C272||F 1 Fyl|s. (2.32)
D’autre part, nous pouvons écrire, grace a (2.31), que
Aga =Y faq*0*Aga. (2.33)
fo|=1

Désignons par h la fonction dont la transformée de Fourier vaut ¢, la fonction qu'on a déja
introduite dans (2.1). Alors, nous aurons la formule de convolution suivante

Ay(Bgaow)(e) = [ W@ - y)Aga o p{u)dy. (2.34)

Maintenant, on fait le changement de variable y — 1~1(y), qui préserve la mesure. Alors, on
parvient & transformer (2.34) sous la forme

8i(Bga0w)(@) =2 | h@(a v~ )Asalu)dy. (2.35)

En combinant (2.35) avec (2.33) et en faisant des intégrations par parties permettant de porter
les dérivées sur h, on obtient la majoration

185(Age0 8@ S H VY i 302 [ [V (a9 @) g > Agali)ldy (230

|c|=1

A ce stade on fait le changement de variable inverse y — ¥(y) et on utilise deux fois les inégalités
de convolution, en s’appuyant particuliérement sur (2.32), et ’on trouve

1A;(Aqa 0 $)llze < CX9| V|1 [ Agall .

Ceci achéve la preuve du lemme 2.3.1.
Remarque: Nous constatons bien que dans le cas d’un difféomorphisme 1 ne préservant pas la
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mesure, nous aurons & manipuler un terme nouveau qui correspond & la dérivation du jacobien
de 9~!. Comme conséquence, le résultat du lemme persiste sous réserve que le gradient du
Jacobien Jy-1 soit borné. Or, dans le cas pratique le difféomorphisme en jeu est 9, qui est le flot
associé & S;_jv. De ce fait, un calcul utilisant I'équation du jacobien montre bien que

[V Igs (@)l < 29(efo vzendr _ 1),
Par suite nous ne pouvons avoir que 1'estimation
1
12 (ag 0 %) (®)|z» < CeC R NVoDNzdryn o(t)||10,

ce qui ne permet pas d’assurer la petitesse de cette quantité quand 7 < q.

2.4 Propagation dans les espaces de Holder

Nous nous occupons dans cette partie de la preuve du théoréme 2.2.1. Elle suit dans ses
grands traits celle de la proposition 2.2.1. Nous appliquons ’'opérateur de filirage en fréquences
et nous faisons un changement de variables dans la nouvelle équation permettant de masquer le
terme de convection. Ce qui raméne le probléme initial & un probléme parabolique & ccefficients
variables. L’information cruciale qui est 4 la base de notre manceuvre est que la nouvelle métrique
est proche de l'identité. Ce fait nous assure un résultat de propagation local qui peut s’itérer.
Soulignons que le résultat local exige une estimation fine sur le commutateur et qui fera ’objet
du lemme 2.4.1.

2.4.1 Estimation locale

Dans une premiére phase, nous projettons d’établir des estimations de la solution a dans
la classe L*°(R; By). Nous verrons que le contrdle dans cet espace est primordial quand nous

voudrons établir des estimations E;’ B;. Ce lien apparait lorsqu’on découpe le temps et I'on passe
d’un intervalle & I'autre. Posons

g =Aga, Fy = Al et Gy =AG,

alors nous prétendons avoir ce qui suit:
Lemme 2.4.1. Pour tout entier g > 1, la fonction a, vérifie

0oy + Sg—1v - Vo, — vAa, = Fy + v Gy + Ry(v, ) (2.37)

telle que, d'une part, la transformée de Fourier de R, est supportée dans une couronne de
taille 29 et d’autre part nous avons

IRy(v, 6)llze < ClI Vo]l Y 271 )| Apal|Ls. (2.38)

g'>-1

De plus, pour tout ¢ > —1

I[Agv- Va|lz» < Cl|Vollze Y 271974 Aya]zo. (2.39)

gz-1
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Nous admettons pour l'instant ce lemme qu’on démontrera & la fin de cette section. L’idée
consiste & suivre la fonction a,; le long des lignes de courant correspondant au champ de
vecteurs Sy 1v et & décrire I’équation correspondante. Désignons comme dans la section précédente
le flot associé au champ de vecteurs S,;_1v par 1, et posons

_ﬁq(t) = ag(t9g(t)) F'q(_t) = Fy(t:,(?)),
Gq(t) = Gy(tahg(t)) et Ry(v,a) = Ry(v, a) o y(t).

Alors en imitant la preuve du (2.16) on trouve

@ —vB)ag(®) = vy (Viagt)ei(®), g (0) + 20 3 (Viag()es, gi(t))
131‘2 221,2

+ (Vag(8),(Ag; ) (E1(8)) + Fylt) + v Gg(t) + By(v,a)(t).  (2.40)

Les fonctions gg sont celles déja introduites dans (2.12). Ainsi en tronquant Péquation régissant &,
sur des couronnes de taille 27 et en recourant aux mémes outils, utilisant particuliérement le
lemme 2.2.2 et les estimations (2.11), (2.12), (2.13) et (2.15), on obtient

IA

. £ 3
1884(8)|lze < Ce¥||Ajag(0)|Ir + Cr(g(t) + ¢2(2)) fo e~ =12 |\ G2, (1) | podr

4 . t A
+ Cr2i(t) f e==12 | g5, ()|l Lo dT + Cv / e~ =12 G (1) || Lo dr
0 1)
14 X _ _
+ C fo e‘c"“")?z’(IlAqu(T)IILv+IIAqu(v,a)(T)IILp)dT- (2.41)

Dans 'espoir de sommer sur les hautes fréquences en j sans se soucier de la convergence de la
série en jeu, nous devons faire quelques précautions dans le traitement de la derniére intégrale.
Par contre les autres membres de la majoration sont faciles & étudier. En ce qui concerne le
contrdle de la derniére intégrale de (2.41), le lemme 2.3.1 parait un outil convenable. Il donne
successivermnent en vertu de l'inégalité (2.11) et du lemme 2.4.1

18, Fy(®)llze < CeVO2 N Fyt)| Lo e (2.42)
18R, (v, ) ()lze < C2TIT VO V0(t)]| 0 Y~ 27| Agra(t) | o (2.43)
7

L’estimation (2.43) est valable pour tout j > —1 et pour tout ¢ > 1. Ainsi en utilisant (2.20),
(2.21), (2.42) et (2.43), alors l'estimation (2.41) devient

] t .
1853, < Cem¥||A;04(0)]| 10 + Cv2*h(2) f e |lag(7)||zodr
0

i
+ CeCVor-i Zz—ltf—q{/ V() ||zee | Agra(7) || Lo dr (2.44)
- 0
g

) t ] i ,
+ €Oy [ By ) e+ Cu [ e Gy (1) spd,
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avec h(t) = C(V(t) + V2(t))e®V®). Soient Ny un entier positif qui sera déterminé & la fin de ce
paragraphe et g un entier supérieur & Ny. Alors en prenant la norme L™ des deux c6tés et en
sommant sur les j > g — Np, tout en se servant des inégalités de Young et de Halder, on trouve

_ =1
> laa@le < CW2™) T g0z + Ch()2™lagllz;r
i2q—No
1 —lg'—
+ CeCVENoLT| V| prre S 2719 Agra| e (2.45)
q
2 =1 -
+ CeVORIHDN W) T Follyy 1 + C2N2 MGy,

oil I'cn désigne par 7 'exposant conjugué de r. Nous signalons que I'obtention de ’estimation
figurant dans (2.45) se déduit & partir de (2.44) vie D'inégalité suivante:

¢
| [ sorarrar fllizllo

0 T
Pour le traitement des basses fréquences en 7, on se sert du lemme 2.3.1 qui implique

Y A2 ®le < CeVO2No|ag(t) 1. (2.46)
i<q—No

1
<t
74

Ly

Done, en utilisant ]a conservation de la mesure par le flot et en combinant (2.45) et (2.46) nous
aboutissons pour tout g > Ny au résultat suivant

1,042 Iogs+2 _ _
vr206¥ D) |gg||re < w20 ( > NAjagle + Y HAjaq"LILP)
j2zq—No j<g—No

1 2
< C2%||ag(0)|| e + C(h(t)2N° + ecv(t)z_No)V’:zq(H’—')”aq”LELP
+ CeCVOINogB| Byl 1y + CO2N0p 206452 G |

+ ceCV(t)ZNgt% "V’U”LfLm U% 2q(s+§) Z o—la'~ql ”Aq’a"L;'LF . (247)
q’

Concernant les basses fréquences, i.e., correspondant aux entiers ¢ £ Ny, nous allons procéder
autrement. Pour commencer, on note que a, est solution de 1'équation

(at +v-V - m) oy = Fy+vG,y - [Ag,v - Vla. (2.48)
Alors, il suffit d’utiliser les lemmes 2.2.5 et 2.4.1 pour déduire que pour tout ¢ > —1
¢
180a®lize < 1Aga(Olzr + | (IFa(r)los +V1Go(r) s )dr
t r
+ /0. Vo) |z Z2‘|q —4l |Agya(T)|| Lodr. (2.49)
ql
Maintenant, on prend la norme L™ des deux c6tés dans I'inégalité (2.49) tout en se servant de
I'inégalité de Holder. On trouve pour tout ¢ < Np
1 2 1 2N,
w2t Naglprre < ()72 2% Aga(0)lize (2:50)
2N,
+ (T2 2N Fyl e + 22N (1) 290 DGyl e

+ 87|Vl eer 274D 3 270 A a1 1.
ql
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Posons . ,
Ug(t) = v+ 2% Dllaglrre et Vo(t) = ||Vl Lrzoe.

Alors en combinant les inégalités (2.47) et (2.50), nous parvenons &

Ut) < C(1+ (ve)})22ogee (naqw)nm 4 eCVO quuL%Lp)
+ C(h(t)2N° + eCV(t)z—Nv) Uy(£) + C22No (1 4 )+ 29+ 2-2G, |7 1o

+ CelfVD 2N°t%V;(t) Z g—lq’—qla(r.S)Uq, (t). (2.51)
ql’
ou 'on a posé ¢(r,s) = min {1 + 8+ g-, 1—~s8- %} L’inégalité de convolution que nous allons
utiliser exige que a(r,s) soit strictement positif. C’est la source de la restriction sur r mentionnée
dans le théoréme 2.2.1. Soit £ un réel positif tel qu’on ait

h(t)2No 4 V9N < % (2.52)

Cette condition est semblable & (2.24). Donc, par les mémes arguments, elle est satisfaite dés
que
V() < Co, (2.53)

avec Cp une constante universelle. De méme Ny est absolue. Ainsi I'estimation (2.51) devient

Ut) < O+ () (2“"’Ilaq(0)ll;;p N zqsquuLng)

+ O+ vty 282D Gy |y o + CEr V() Y 2710 (1), (2.54)
q

En prenant la borne supérieure sur g des deux cdtés et sachant que la somme sur ¢’ est une
convolution, alors on établit que

1 1
Uemy < O+ 00)) (160l + WPlzpg ) + 0+ 0 IGN vz
[ e 4

+ Calrs) V(U ee@)- (2.55)
Si on impose sur le temps ¢ la condition
Calrs) #VA(0) < 5, (2.56)
alors I’estimation (2.55) devient
Vet < O + (1)) (1€l + IPlzgpy ) + CU+ v G s (257

En fait, quitte & prendre Cp petite, alors on peut déduire, grice & I'inégalité de Holder, la
condition dictée par {2.53) & partir de (2.56). Pour étre précis et pour avoir les deux conditions
2 la fois, nous supposerons que ¢ satisfait

tFV,(t) < Cofr,s), (2.58)
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avec C' une petite constante qui dépend uniquement de la dimension d. Dorénavant, c’est cette
condition qu'on retient. Quand on travaille avec la norme L en temps, alors I'estimation décrite
par (2.57) devient

la®)llz; < Clla’llz; + ClIFligy 5, + C(AL+ VOIC, es-a) (2.59)
t P

sous réserve que (2.58) soit satisfaite. Nous allons donner une autre estimation ponctuelle en
temps: on prend le supremum en g des deux c6tés dans (2.47) tout en le faisant rentrer a
'intérieur des intégrales. Ensuite on reproduit la méme chose pour l'inégalité (2.49) mais aprés
une mutilplication par 2?°. On aboutit &

la)lz; < Cla®lls; + Cl1Pllgyp, + O [ I lggsdr + CliGllypopgs  (260)
Sachant que L%B; s’'injecte contindiment dans E%B;, alors nous déduisons de l’estimation (2.60)

t
la(®le; < Cle®llzg +C [ (Il +vIGY g2 )dr + CUGlppgn. (260

Il n’est pas difficile d’obtenir des estimations globales en temps car la contrainte sur le temps
n’est pas liée a la taille de la donnée initiale mais seulement & la taille lipschitzienne du champ de
vecteurs v. En premier lieu, nous nous occupons de I’extension des estimations (2.61) et (2.59).
Ayant établi de tels résultats, nous pouvons alors espérer avoir une estimation de la solution
dans les espaces L}, (R;; Bjp).

2.4.2 GGlobalisation

On se donne un réel positif T et on découpe l'intervalle [0,7] en une subdivision (T;)Y; telle
queTp=0<T <...<Ty=Tet

1

1 T4 _ ; _
(L1 —T) + 2 f IVo(7) [ffmdr = Ca(r,s) B ey = C51. (2.62)
T

Remarquons que I'inégalité (2.56) nous oblige & travailler normalement sous la condition
1 Tiva _ 1
Tt =T ( [ Vo)l mdr)” <o (263)

Mais cette derniére découle de la premiére grice & I'inégalité de convexité suivante, qui dit que
pour tous les réels positifs a et b et pour tout @ €]0,i]

ab < 6ab + (1 — 6)bT9 .

Nous avons opter pour (2.62) parce qu’elle permet d’expliciter sans peine le nombre N. Pour
estimer, on somme sur 7 les égalités (2.62) et 'on trouve

N =~ Cg(% + %V;f(t)). (2.64)
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La réduction que nous venons de justifier est valable uniquement pour les réels r €]1, + 0.
Dans le cas extréme correspondant & r = 1, nous privilégions la condition (2.63). Elle implique
que

N = CnglV'uHL%Lm.

Considérons tout d’abord le cas r = 400 et voyons comment itérer 1’estimation (2.61). Dans ce
cas particulier, on note Cy par C et que 1'on peut prendre égale 4 C/(1 — s2). Nous reproduisons
dans l'intervalle [T}, T;41] la preuve que nous venons d’exposer sauf qu’au lieu de travailler avec
le flot ¥, nous devons utiliser le flot qui fixe les points de 'espace & l'instant T;. Alors nous
obtenons sous la condition (2.62) une estimation semblable & (2.61), qui dit qu’il existe une
constante C' dépendant uniquement de d telle que pour tout réel t € [T}, T;41]
t
()5 < c(nam)ns,; + [ (IFlz + G pgs)ar+ ua||Lm([Ti,t];B;-a))- (2.65)

En posant a@; = ||a(T:)|| gz, nous déduisons de (2.65) que

Tit1
Git1 < C(ﬁi +‘[1.1 (”F(T)”B; + v||G(T||B;—z)dT + ||G||L°°([n,T,~+1];B,,_2))"i‘ =0,,N -1
i

Go = ||aof| 53

Posons H(r) = ||[F(7){|Bs + V| G(7)| By Ainsi en développant un raisonnement par récurrence
nous établissons que

N-1  rTipr
(_J.N < CN (C-I(J + ”G”Lm([ﬂ,T];B;"z)) + Z CN_‘;‘/Z: H(T)d’r. (266)
i=0 i

Nous pouvons déduire & partir de la relation (2.66) I'existence d’une constante C ne dépendant
que de s telle qu'on ait

N-1 _ Tit1 T

3 ot / H(r)dr < VD / OV H(r)dr. (2.67)
k=0 T 0

En effet, on décompose l'intégrale du membre de droite comme une somme d’intégrales admet-
tant pour bornes 7; et T;4; :

T _ N-1 . Ti _
/ VO H(ndr = f OV H(r)dr
N-1 Tis1
—Ce1 (i+1) /
> e - H(r)dr.
> ¥ [ HW

Notons que nous avons utilisé dans I'inégalité ci-dessus le fait que V(T;) ~ ¢;i. Nous rappelons
quec; = Cy ! est la valeur de ¢; donnée par (2.62) quand r = +00. Donc nous aurons pour tout
réel 7 € T3, Topa), _ ]

e-CV('r) > e—Cc1(i+1).
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En conséquence nous aurons

LV f OV (P)dr > Z eCe(N—i-1) f H(r)dr.
i=0

Par suite, la constante & = 'é—l = C} In C convient dans (2.67) et I’on trouve pour tout ¢ positif

t
lae)a; < C1e®YO (Yo + IGllsppgsy + [ OV OHEIar).  (268)

Ce qui ach&ve la preuve du premier point (1) du 1 théoréme 2.2.1.

Si on suppose que F' appartient & ’espace LIOC(R+, Bg), alors nous obtenons sur chaque
intervalle [T;,T;+1] une estimation similaire & (2.60) qui prend la forme suivante: Pour tout
te [Ti11-'i+1]a on a

t
la(®)liz; < c(Na(T,:)nB;, F NPz g5y + NGz o)+ /T ||G(7)||B;—=df). (2.69)

En reproduisant la démarche de globalisation que nous venons de détailler, nous aboutissons &

T
la(@)lips < €&V la®llBg + |G ge pz-2 + IFl| 55 . e~V ||G(7)| gp-adr
L3.Bj 0 P

IA

O3tV D (na"ng,g + (L+ VDGl gge gy + IFl B;). 2:70)

En ce qui concerne les estimations dans P'espace EfB;, nous obtenons dans l'intervalle [T;, T; 1]
une estimation analogue & (2.57). Plus précisément , nous aurons pour tout ¢t € [T, T;41]
1
Volall g gty S O CE=T) (12T sy + 1Pl gz, 5:55))

1
+ C(L+vt—T)vr |Gl s (2.71)
f e

Nous voudrons recoller ces estimations sur Pintervalle de temps [0,T]. Pour cela nous aurons
besoin du résultat suivant qui s’obtient facilement & ’aide de I'inégalité triangulaire: on se
donne un espace normé E et une partition (T;)Y de l'intervalle [0,7]. Alors pour toute famille
de fonctions (f,) € L"([0,T]; E) nous avons

N-1

sup Wallzrqo,mm < D sup fallzr s, Tals BY < NSUP”fquLf([o T}; E)-
i=0

Il suffit maintenant d’appliquer ce résultat pour déduire & partir de (2.71) et (2.70) que

A

o1 +mH( 3 Jo(Tlng + NPl < 5s)
i=0

+ C(l + VT)NU" "G”E;.Bs+§—23
TP

vr ”a"“; Bs+%

IA

clzvecl"m(u(vn%)(ua"uss+||Fllzfas)

+ ClN(ur“GM_, _,+2_2+e°‘1V(’-">(1+ (1))l e - 2) (2.72)
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Pour enfin conclure et obtenir 'estimation désirée, il suffit de remplacer N par sa valeur qui est
fournie par (2.64).
2.4.3 Preuve du lemme de commutation

Nous allons faire usage le long de cette preuve du calcul paradifférentiel introduit par J.-M.
Bony dans [4]. Tout d’abord nous faisons remarquer que le terme Ry(v,a) est donné par la
relation

Ag(v-Va) = 8;_1v- Vay + Ry(v,a). (2.73)

D’une maniere plus précise, il se décompose comme suit

4
Ry(v,0) =) Ri(v,a),
i=1

ou l'on a posé

d
R;('u, a) = ZAq(Takavk),
k=1

d
Ri(v,a) = =) [Tud, A,
k=1
d
Ri(v,a) = Y Tur_s, ohyOklqa,
k=1

d
Ri(v,a) = Y AR(v*,8:a) — R(Sg-19%, Adya).
k=1

En effet la décomposition de Bony produit v - Va donne

d
v-Va=Y Tuda+Toav® + R(v*,0ta).
k=1

En appliquant Popérateur A, & ’équation ci-dessus, on obtient

2 d
Ag(v-Va) = Y Ri(v,a)+ > Tadplga+ AJR(vF,8a),

=1 k=1
3 d
= Y Ri(v,a}+ ) S 1v*0cAz0 — To,n,aSq—10"
=1 k=1

—  R(S;1v*,8:440) + A R(vF, 8ka),

4 d
= Z sz(vv a) + Sg-17 - Vag — ZTBkAanq—lvk-
D’un autre cdté, nous avons par définition du paraproduit
TakAanq—lvk = ESj—lakAqujS ...1‘Uk.
J
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Vu que A Ay est Popérateur nul si |¢' — g| > 2, alors il est immédiat que les deux termes du
produit figurant dans la somme ne peuvent pas étre simultanément non nuls. En conséquence
la somme est nulle. Ce qui achéve la preuve de I'inégalité (2.73).

ESTIMATION DE R%('u, a) : Comme la transformée de Fourier de Sq:_lakaAqrv" est supportée

dans une couronne de taille 2 alors on ne tiendra compte dans la décomposition de Ré(v,a)
que d'un nombre fini de termes et 'on écrit

d
Riv,e) =Y > Ay(Sy-18saAgvr).
k=1|g'—g|<Mo

Nous signalons que cette somme porte sur les entiers ¢’ positif, sinon Sy_; est nul. Ceci permet
gn q p P ’ q
grace au lemme de Bernstein d’avoir

18y -18ka Agr*|| s < C||Vo||=277 Y 27[|Aalle.
j<q'—2
Ainsi, comme |g — ¢'| < My, alors on aura pour tout entier ¢ > —1

IRy (v, a)llz» < CliVolizee Y 27779)1Az0lz.

iz—~1

ESTIMATION DE Rg (v,a) : Nous avons par définition du paraproduit et grice a la commutation
des opérateurs A, entre eux

d
Riv,0) = Y > [Sy_ 10" Ay, Ade,
k=1 ¢

d
= Y ) [Sy-1v8k, AgJAga

k=1 ¢

La somme est en fait finie. Elle ne concerne que les indices ¢ vérifiant |¢' — g| < Mp. Ceci est
dii, d’une part, 4 la localisation du support de la transformée de Fourier de Sq:_lv"Aqraka dans
une couronne de taille 29 et d’autre part au fait que AJAy =0, si g — q| > 2. Maintenant
occupons-nous de la majoration du commutateur qui nous permettra de gagner une dérivée.
Pour s’en rendre compte, nous écrivons 'opérateur A, comme une intégrale de convolution :

” [Sq,_lv"ak, Aq]Aq:a(a:)”Lp

2| [ 1@~ ) (Sy-10*(@) = Sy-1* @) Ay Buatu)as .,
C27 YV Sy _1vflL=|Ay Bral e,

<
< C|Vo|lL=27"9||Ayall s (2.74)

. - .
En conséquence, nous aurons P'estimation

IR2(v,a)llz» < ClVullze Y. 2799|Aya|Ls. (2.75)
|¢'—gl<Mo
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ESTIMATION DE R3(v,a) : Par définition du paraproduit, nous avons

d
Ri(v,a) =" > Sy 1(vF — $5m19") Ay A

k=1j¢'—q|<1
Par suite pour tout entier ¢ > 1, nous pouvons écrire par 'intermédiaire du lemme de Bernstein
”Sq’—l(”k - ‘E"l;'—l"‘k)ub°° < Z A0z,
jzg-1
< C27| Vv gee.

Ce qui nous assure dans ce cas la majoration souhaitée.

ESTIMATION DE R;('u, a) : Nous commencons par décomposer ce terme de la maniére suivante
4 1 4,2
Ri(v,a) = R4 (v,0) + R4%(v, a),
avec

d
Ry'(v,a) = ) AR - S; 10, 6;a),
k=1

d
Ry*(v,a) = ) AGR(S, 1v*,8ka) — R(S;-1v*, A Bga).
k=1
Par définition du reste et gréice & la condition de divergence nulle du champ de vecteurs v, nous
pouvons écrire

d
Ry'(v,0) =) Ad: Y, Ag(ld— S 1)v*Aypa. (2.76)
k=1 q'>q-Mo
ie{¥1,0}

Comme pour tout ¢ > 1 le terme (Id — S,_;)v* ne posséde pas de basses fréquences, alors le
lemme de Bernstein nous permet d’assurer I’estimation

[AgMd—Sp i ¥le = || D ApAj | e,

lg'—7|<1
izg—1

< 02 ||Vl peo.

En reportant cett inégalité dans (2.76), nous obtenons suite 4 une estimation L?

IR (v,0)lz» < ClIVu[Le2? > 27| Agal|Ls.
q'zg—Mg

Concernant le terme Rg’g(v, a), il sera traité comme le terme Rg('u,a). Nous avons grice & la
condition div S;_1v =0,

\ 4,2
RP*(v,0) = ) [85808,1v"]Apiba = Ry3(v,0) + Rya(v, a),
q'>q—Mo
ie{F1,0}
= Y [BpArS M Apubiat Y AB(AgS, 19 Agyia).
l¢' —q|<Mo g’ >q+Mp
i€{F1,0} i€ {F1,0}
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Signalons que la condition AjAy;a = 0si j¢’ — g| > 3 justifie bien Pexpression figurant dans la
derniére somme. En utilisant une démarche analogue & celle qu'on a employée dans ’estimation
de RZ, on obtient

4,2 -
| Ry (v, aflize < CVY|ILeo E 277 Ay pial e
lg' —gl<Ma
i€{F1,0}

La deuxiéme somme se majore comme suit

IR2(w,a)lze < €2 Y | AgvllellAgriallzs,

¢ >g+Mo
tc{¥1,0}
< CIVulee Y. 2277||Agalze.
g’ >q+Mo—1

Ceci achéve la preuve du lemme 2.4.1. B

2.5 Application aux poches de tourbillon héldériennes

Ce paragraphe est dédié & 1'étude des poches de tourbillon visqueuses & bord héldérien.
Nous montrerons que la perte de la régularité héldérienne mentionnée dans [13] n’est qu’un
fait apparent. En d’autres termes, nous allons prouver que dans le cadre du systéme de Navier-
Stokes, si Pon part d’une poche de tourbillon «° = 1q de bord C1*¢, alors son transporté par le
flot visqueux reste en tout temps de classe C1*¢. Ceci apparait comme un cas particulier d*un
résultat général de persistance des structures géométriques des poches de tourbillon généralisées.
Nous insistons sur le fait que la proposition 2.2.1 et le théoréme 2.2.1 constituent les deux piliers
de la preuve. Ce sont justement les deux nouvelles informations que nous avons obtenues en
tenant compte d'une part du fait que le tourbillon est plus régulier qu’on l’attend et d’autre
part du fait que le flot n’est pas quelconque mais il préserve la mesure de Lebesgue. Nous
montrerons également des résultats de convergence non visqueuse des structures géométriques.
Cela est axé sur un contréle uniforme en v de la norme lipschitzienne du champ de vitesse v,,.
Avant de fournir nos principaux résultats en cette matidre, nous allons d’abord rappeler quelques
concepts de base suivis d’une estimation logarithmique du gradient de la vitesse.

2.5.1 Qutils préliminaires

L'objet de ce paragraphe est d’introduire les espaces de Holder anisotropes construits & partir
d’une famille donnée de champs de vecteurs. L’utilité de ces espaces se révele lorsqu’on aspire
4 un contréle lipschitzien de la vitesse, dans le cas de faible régularité, comme le montrera le
théoréme 2.5.1.

Définition 2.5.1. Soit X = (X))aea une famille de champs de vecteurs tels qu’ils sont avec
leurs divergence dans la classe de Hélder C¢. Cette famille est dite admissible si et seulement
si, ON G
I(X) = inof sup|X,(z)| > 0.
z€R? AeA

On note

TXalloe = 1 Xallce + [divXa o
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Nous définissons Uaction de cette famille sur une distribution v appartenant & L™ par:
VaAeA Xz, D)u=div(uX,) — u divX.

Nous allons maintenant introduire la notion d’espace de Hélder non isotrope modelé sur une
famille de champs de vecteurs X.

Définition 2.5.2. Soit X une famille admissible de champs de vecteurs tels qu’ils sont avec
leurs divergence dans C*¢. On note par C*(X) Uespace des distributions tempérées u, bornées sur
RY et telles que,

VA€ A Xz, D)ue Cl et sup || Xa(x, D)ullge-1 < +00.
A€A
La norme correspondante est définie par
lelosciy = gz (Ielloe sup Xl + sup 1 X, Dyulcent ).
I(X) xeA A€A

Cette notion de régularité stratifiée est d’une si grande importance dans ’étude des poches
héldériennes. En effet, J.-Y. Chemin établit dans [6] une estimation logarithmique stationnaire :
elle montre que le contrdle des dérivées directionnelles du tourbillon le long des champs (X))
dans un espace de Hélder d’indice négatif permet de récupérer un contrdle logarithmique de la
norme Lipschitz de v :

Théoréme 2.5.1. Il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout € €]0, 1] et pour tout o > 1,
on a la propriété suivante :

Soit X une famille admissible de champs de vecteurs tels qu’ils sont avec leur divergence dans
Uespace C¢. Considérons une fonction w appartenant ¢ C¢(X)NL®. Siv est un champ de vecteurs
de divergence nulle et de tourbillon w, alors il est lipschitzien et vérifie

[lwl oo llwllce(xy
oo < a —_— ] ). .
V2l _c(anwnL + 5= g (e + ) (2.77)

2.5.2 Principaux résultats

Nous allons & travers la proposition suivante déerire I’évolution d’un champ de vecteurs
tangent par le flot. La preuve se fait & 'aide d’un simple calcul de dérivation.

Proposition 2.5.1. Soit v un champ de vecteurs lipschitzien et v le flot correspondant. Pre-
nons une famille Xg = (Xo x)rea de champs de vecteurs appartenant & C¢. Alors, le champ de
vecteurs X; = (Xt,;\) AreA, défini par

Xea(z) = ()Xo = (Xop(z, D)) (v (t,2)),

satisfait ’équation
(6t +v- V) Xt,X = Xt,,\(:z:, D)’U. (278)

Le transporté par le flot visqueuz sera noté XY.

Remarque: L'utilité de 'application 1),(t) est qu'elle envoie un champ de vecteurs tangent a
une courbe 7y en un champ de vecteurs tangent & ¥(¢,y).
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Maintenant, il est temps de fournir notre résultat principal portant sur les poches de tour-

billon généralisées, c’est-a-dire, appartenant & l'espace anisotrope C*(X). Il permet en particulier
d’obtenir la propagation de la régularité stratifide dans les espaces de Hblder généralisant ainsi
le théoréme 1.2 de [13].
Théoréme 2.5.2. Soient 0 < ¢ < 1,a > 1 et Xy une famille admissible de champs de vecteurs.
On se donne un champ de vecteurs v° ¢ coefficients dans C} et de divergence nulle. On suppose
en outre que Vi° € L* et que son tourbillon «° € C¢(Xo). Alors, Vv > 0, (NS,) posséde
une unigue solution v, dans L (R,; Lip(R?)). Plus précisément, il existe une constante C ne
dépendant que de €,° et X telle que,

IVoE)lize < O +v)eC
1Xoa(z DYy (Dllc- + lowBllgexyy < CeClottt)ewmot

De plus, lorsque la viscosité v tend vers zéro, alors v, tend versv et 1, —Id tend vers —1Id dans
Uespace L2 (Ry; C%) pour tout o < 1. En outre, si € < ¢ alors Xg,,\(a:,D)zb,,,Xz s et div Xy,
convergent respectivement vers Xo »(z,D)4, X et div X, dans L2 (Ry; C¢), uniformément
en .

Voyons comment peut-on déduire le théoréme 2.1.1 & partir du théoréme 2.5.2. Pour commen-
cer, nous allons construire & partir de la donnée d’un ouvert borné de classe C11¢, une famille
admissible Xp, telle que w® = 1 € C* (Xo). Par définition d’un bord de classe C I+ il existe une
fonction fo € CM*<(R?) telle que 89 coincide dans un de ses voisinages V' avec ’ensemble des
zéros de fp et dont le gradient ne s’annule pas dans V. Soit a une fonction régulitre supportée
dans V' et valant 1 dans un petit voisinage de 82. On pose

1
X0,0=V'Lfg et X0,1=(1—a)(0).

Une simple vérification montre que la famille de champs de vecteurs (_Xc,,.;)._?:0 est admissible. De
plus, Xg;(z, D)u® = 0. Considérons maintenant un point zq € 30 et définissons la courbe A0
par ’équation différentielle ordinaire

{ 857%(0) = VL fo(71%(o))

"}’0 (0) = Ip.

Il est facile de voir que 4° appartient & CH<(R,R?) et qu'elle est une paramétrisation régulidre
de 9€2. Soit ,(t) le bord du transporté de £ par le flot visqueux v, (¢). Alors en différentiant
Pégalité -, (t) = 9, (t) o °, on montre que

8amo(t,0) = (Xoo(z, D), ) (£, v°(0)).

Comme le théoréme 2.5.2 implique que Xo,o(z, D), appartient & Li® (R4; C*), alors on en
déduit que +,(t) appartient i L. (Ry; C'*€). D’autre part, la matrice Jacobienne de 1, (2) est
inversible. En conséquence Xoo(z, D)4, (t) ne s'annule pas sur V. Ainsi on en déduit que la
courbe 7, (t) est une paramétrisation régulitre de 8y (t). Les résultats de limite non visqueuse
se déduisent sans peine & partir de ceux du théoréme 2.5.2. Le point crucial est justement

Puniformité des estimations par rapport 4 v.
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La preuve du théoréme 2.5.2 est fondée essentiellement sur la proposition ci-apreés dont on
envisage de fournir sa preuve et le reste de la démonstration du théoréme 2.5.2 s’achéve de fagon
identique & celle du théoréme 1.2 que Yon retrouve dans [13].

Proposition 2.5.2. Soient 0 <e < 1,a > 1 et Xo = (Xo)x une famille admissible de champs
de vecteurs. On suppose que v, est une solution de (NS,) appartenant & L2 (R; CP°(R?)) ef que

loc

son tourbillon est dans L3S (Ry; L*NL™). Alors, le transporté X} de Xo par le flot visqueus ¢,
est admissible pour tout temps positif t. De plus, il existe une constanie C ne dépendant que de
la dimension telle que

IVou(®)llze < (Coetv)exp (Cllllzet) ;
T(X§) > I(Xo)exp ( — (Co+w)teCelelmt) ;

dé
T(®) Y 1 Xox(z Dy @llec +  fwn(®)llce(x,p < T(0)e%
X P ((CO,E + V)tecdlwollr,mt);
auvec

C Io 1
e3(1 —¢) & e(l —¢)

wﬂ €
CU,E C (Cg -+ GllwollLanLco =+ e_lnwolle ]Dg (e + .”"ﬂ) .

et

Ce =

€||WO|IL°°

2.5.3 Démonstration de la proposition 2.5.2,

Le point le plus délicat dans la preuve est d’estimer convenablement la quantité || X; x(z, D)w, ||ge—1
et c’est exactement dans cet endroit que I'effet régularisant et la propagation holdérienne sont
décisifs. Lorsqu’on se place dans le cadre eulérien, alors X, »(z, D)w satisfait 'équation de trans-
port

(8+v-V)Xea(z, D)w =0.

Comme conséquence on peut propager facilement la régularité holdérienne sous réserve que le
champ v soit lipschitzien et I'on obtient

t
XA, D)ellcent < CllXa (@ D)l exp (Ce [0 IVu(r) ).

Pour plus de détails, on peut consulter le lemme 5.5.1 cité dans [6]. Par contre, dans le cadre
visqueux la commutation des champs de vecteurs 8; +v-V et X; y permet de dire que ’équation
satisfaite par X, x(z,D)w, est

(B +v,-V— VA)X,:,,,\(x, D)w, = —v[A, X x(z, D)]w,. (2.79)

Dans ce qui suit nous omettons l'indice v afin d'alléger les notations. Ainsi le probléme qui
surgit est de donner un sens au commutateur qui n'a a priori aucune rajson d’exister vu que
le laplacien consomme deux dérivées et le tourbillon est supposé juste borné. Cependant 1’effet
régularisant mis en évidence dans la proposition 2.2.1 nous permettra effectivement de montrer
que le commutateur est presque pour tout temps dans l'espace C<71.

La preuve que nous allons exposer ici est tout d’abord locale en temps et nous verrons que
sa globalisation et de méme genre que celle de la proposition 2.2.1 et du théoréme 2.2.1.
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Estimation locale

En se servant du calcul paradifférentiel introduit par J.-M. Bony [4], nous aboutissons & la
décompaosition suivante: :
VA, X a(z, D)]w=F+vG,

ol 'on a posé ' _
F =2 R(VX};,8Vw) + vR(AX] 5,0w) (2.80)
et . _
G = 2TVX;' AB,-Vw + 2T,y VXiy + TAX;: Aa,;w + TowAX: 5. (2.81)

Remarque : Nous avons utilisé la convention d’Einstein concernant la sommation sur les indices
répétés.

Le lemme qu’on va énoncer fournit des estimations sur F' et G. Il montre en particulier que
Pintégration en temps des blocs dyadiques de F’ permet de compenser les dérivées conscmmeées
par le laplacien.

Lemme 2.5.1. Soient € un réel appartenant a ]0,1] et Cy une constante positive. Alors pour
tous les réels 0 < Ty < T vérifiant

ii)
V(TQ - T1) + / ||V’U(t)||Lm dt < Cp (2.82)
T
et pour tout t € [11,T3], on a
t CC ~
sup2e V) [ A F(llsmdr < Z2 sup [IXa(r)lorle
q T ¢ TE[Tlit]
et
C v}
1C@Io-s < T iXa @l o1

La constante C qui figure dans ces estimations est universelle.
Démonstration

La preuve du premier point se démontre facilement & 1’aide de la proposition 2.2.1. En effet,
en appliquant 'opérateur de localisation en fréquence A, & F' et en utilisant les identités

R(AX},,0w) = B R(AX] yw) — R(AdivXw) et

R(VX},,V8w) = §;R(VX},,Vw) — R(VdivX s, Vw),
on trouve, aprés une intégration en temps et un usage du lemme de Bernstein,
t ¢
29(=—1) / |AF(T)lpedr < €200 D22 Y™ 0% / 18 4: X Al| oo | A g () || Lo dr
T T

J=q—No
1€{¥1,0}

i
+ 21l N 0¥ fT 1A jidivXe [l oo | A ju(7) | oo d.
i>g— N, 1
L0}
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En utilisant le fait que le champ X; et sa divergence sont dans 1'espace C*, d’indice strictement
positif, et en se servant de I'inégalité (2.28) et de la condition (2.82), nous obtenons

¢ - t
gale-) fT JAF@lzmdt < Clllize (1+v(t—~T1) + fT 192z dt)

sup [Xa(r)lce D 20e
TE[Tl ' t] J?_Q_ND

X

Nous pouvons alors dériver facilement 1’estimation du lemme & partir de cette forme. Concernant
Pestimation de G, elle ne pose aucun probléme significatif. Les paraproduits sont bien définis
sous réserve que le tourbillon est borné et que € < 1 et 'on obtient

C
[GENee-s < T Xeallcellw(E)l| oo

Pour conclure, il suffit de recourir au principe du maximum qui implique |jw(t)||re < [|wP||ze. B

Pour assurer en premier lieu une propagation locale nous allons prendre dans le lemme 2.5.1
la constante Cy de maniére & ce que la condition (2.62) soit respectée, avec r = +co. En d’autres
fermes, nous nous plagons sous la condition

€

Ty B}
Ty —Ti) + f IVo(t)||pedt < ce(l — ) & 1. (2.83)
i

avec ¢ une constante que nous pouvons prendre aussi petite que l'on veut. Désormais, nous
nous placons sous hypotheése (2.83). Estimons maintenant la norme de X; »(z, D)w(t). Pour ce

faire, on utilise I'estimation (2.69) qui permet, via le lemme 2.5.1, de montrer que pour tout réel
te [Tl ,T2],

1K@ DBl < C(IXna@DI(Tlows + 1Pl g, 4. et

+ (14 vt = TGl zeoqim 4;00-%) ) (2.84)

C’ ~
< —(llXTl,A(-’ﬂ,D)W(Tl)IIcs—l+||w°||L°° sup "X)«(T)”CE)-
€(1—¢€) -

Dans ce qui suit, nous ticherons de décrire la propagation holdérienne du champ de vecteurs X 5.

Pour cela, on s’appuit sur I'inégalité (2.65) et on se sert de la proposition 2.5.1. Alors, on parvient
& établir existence d'une constante absolue C telle que pour tout ¢ € [T}, T3]

1¥E)ler < (WX Tler + [ 1Xa@Du(r)lovdr). (285)

Nous allons admettre 1’inégalité qui suit. Pour plus de détails sur la preuve, on renvoie, par
exemple, au lemme 3.3.2 de [6].

c .
1Xe (2, D)vllce < — (EHXt,A(:v,D)wllce—l + [[divXeallce lw(Bllze + IIX:,AllceIIVv(t)HLm)-
(2.86)
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Par conséquent, en combinant (2.85) et (2.86) et en utilisant la condition (2.83), on trouve que
pour tout ¢ € [T7,T5]

t

[XaEllee < O(HXA(T1)||CE+ f

T

¥ Ce sup [Xa()lce.
<<t

(1, Dy()llo + € ol udivx,\(r)um)df)

Par suite, quitte & prendre ¢ suffisamment petite dans (2.83), on trouve

t

1Xa®)lee < c(nxA(Tl)ncs +f

1

(IXa (D) (r)llor + o= ||divXA(T)|!ce)dr) (2.87)

Le contrédle de la quantité ||div.X; »||cs ne pose pas de véritables problémes. En effet, en prenant
la. divergence dans ’équation (2.78) et en se servant de I'incompressibilité du fluide, on montre
que divX; ) vérifie '’équation de transport

(8; +v-V)divX;y =0.
Ainsi en appliquant I’estimation (2.65), on obtient
[divXa(t)llce < ClldivXa(Ti)loe, Yt € [T1, o). (2.88)
Soit ¢ un réel positif. Posons

1 Xa(z, D))ot

r#) € TxXa@®llee + | [ oo

Alors en combinant les inégalités (2.84), (2.87) et (2.88), on aboutit pour tout ¢ € [T7,73] &

i
I‘(t) < —6—2(]_C'TE) (F(Tl) "I"f P(T)“wollLDOdT) .

1

Donc nous aurons par l'intermédiaire du lemme de Gronwall et la définition (2.83)

I'(t) < Cee™'T(T}) exp (Cee_l ( /; lj®l| oo d‘r). (2.89)

Ceci achéve la formulation locale de nos estimations. Occupons-nous dans le paragraphe suivant
de leur extension & tout temps arbitrairement choisi dans R .

Estimation globale

Soit T' un réel positif. Partageons l'intervalle [0,7] en une subdivision (T;)iial telle que
Tit1 1
VT =T)+ [ [Vl = el -9 = O
Signalons qu’en faisant la somme de ces égalités, on trouve
T
i~ C(14+ VT + / IVe(r)|zedr ). (2.90)
0
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En appliquant 'inégalité (2.89) dans [T}, Ti1+1], alors nous obtenons pour tout temps pris dans
cet intervalle

T'(t) < Cee™'T(T}) exp (Cee_l( f; [0 LwdT). (2.91)

Ainsi en itérant cette inégalité de proche en proche et en se servant de (2.90), on parvient &
établir I'estimation

- ¢
I(t) < T(0) exp G (1 +utt [ (1l + ||VU(r)||Lm)df), (2.92)

olt l'on a posé Ce = zslog (zrisy)
Nous allons maintenant voir que l’estimation (2.92) permet de déduire, par le biais du théoréme 2.5.1,
un controle sur le gradient de la vitesse.

Estimation du gradient de la vitesse

En faisant une estimation rétrograde, on montre facilement que pour tout temps positif £,

I(X:) > I(Xo) exp ( - /0 t Vol Lm).

Pear suite, 'inégalité |w(t)||re < [[w°||z & laquelle on associe I’estimation (2.92) donne

lw (DIl < 0z I'(t) exp ft IVu(T)||LeedT
Ce{Xy) = I(XO) 0
0 _ t
< % exp C, (1 + vt +/0l (||w°||Loo + ”vv(T)”Lm)d’T)

~ [
< ”wOHC‘(Xu) exp Ce (1 + vt + -/[; (”wD"Loc + ||VU(T)HLon)dT) . (2.93)

Or d’aprés le théoréme 2.5.1, on sait qu'’il existe une constante C telle que pour tout € €]0,1],
on ajt

[l (el - llw(@llcexe)
IVu(t)||ee < C(a"w(t)”m + : L® log (e + EEOI™S )) (2.94)

En reportant (2.93) dans (2.94) et en utilisant la monotonie de 'application de z — log (e + 2)
on trouve

TP e
oo < 0 e |||',|J ”L ( 0)
IVeOlim < C{aullzn + 1 1og (o4 000

—

Ce ¢
+ ?(1+ut||w°n:,w+||w°||%mt+||w°||Loo / IIVv(T)lled‘r)- (2.95)

Posons

—~—

C [Je [l oo ll®ll e (x0)
o= | ponos + Ao L2 —— )
Co, (E + al|w”||zenLes + ; log (e+ P10 )
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Alors une simple application du lemme de Gronwall permet d’avoir

IVo®)ll < (Cowt Coe™ (vtllu®lam + [°lFeet) ) exp (Cee o lizeet)
< (Goet (v + 160lze) ) exp (Cee™ ozt
<

(00,6 n u) exp (6;6-1||w°|| Loo t) : (2.96)

Par conséquent en remplagant dans (2.92) le gradient de la vitesse par la majoration (2.96), on
parvient &

= { 0 A =10
T(t) < T(0)exp Cek1+vt-|-t||w lzeo + (vt + Coet) exp (Coe™ ||| oot )
< eé‘I‘(O) exp (55 (v + Coe)t eé“_lll“’unf'”t). (2.97)
En ce qui concerne 'estimation de Xp »(z,D), (), nous avons par définition

Xo(z, D) (£) = Xp a0 9hu(2).

En conséquence, il suffit pour conclure d’utiliser le lemme de composition suivant.

2.5.4 Une loi de composition

Lemme 2.5.2. Soit d un entier supérieur ou égal a4 2. Il existe une constante positive C
dépendant de d telle que, si s €] — 1,1] et p € [1, + 0|, alors pour toute fonction f de By
et pour tout difféomorphisme i préservant la mesure , on oura

If o%llzy < CUVYlz Ve 2ol f ;-

De plus, si s =0, on a d’une maniére plus précise

1 o wllsg < C(1+1og ([ V¥llzee IV~ =) ) I -

Démonstration. Le résultat est connu pour s €]0,1[, uniquement sous ’hypothése d’un
difféfomorphisme 1 ayant avec son inverse un jacobien borné. Le lemme ci-dessus recouvre le
cas de la régularité négative, mais sous une hypothése plus forte qui est la préservation de la
mesure de Lebesgue. L’estimation logarithmique correspondant & s = 0 a été établie par M.
Vishik dans [36]. La preuve que nous allons fournir suit la démarche développée par ce méme
auteur. Elle utilise d’'une maniére cruciale le lemme 2.2.1. Pour ce faire, on écrit

for="> Ayfor.

g=—-1

Ainsi en appliquant 'opérateur A; et en se servant de 1'inégalité triangulaire, on aboutit &

18 (fo)llze < D 185(Agf 0 %) lze.

g=—1
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En conséquence, le lemme 2.2.1 permet d’avoir

18;(foy)lle < ClIVRlze Y. 29798 fle+C D 18gfllze-
q<i—N li—ql<N
+ ClIVetee Y YA f|ze. (2.98)
g>j+N

Si 'on multiplie des deux c6tés par 27% et l'on utilise I'inégalité de convolution, alors on aura
1 o wllzg < CIT o202 4 |V~ | g2~V O+) 4 282 ) 5.
Choisissons N = logy(||V1)||Lee). Alors I'estimation ci-dessus devient

1 o wllz < C(IVE L= + IV Iz IVHIZS ) 11133

En se servant de (2.30), alors nous obtenons le résultat énoncé. Quant au cas s = 0, on peut
déduire & partir de (2.98) que

185 (£ 0 9)llz> < C(27N (19 + 9% zee) + N ) Fl| -

Ainsi en prenant N = 1+ log, (||[V¥|iz + V¥~ !||z) et en s’appuyant sur la décomposition
donnée par (2.98), alors on parvient au résultat souhaité.

Remarque

Nous avons supposé implicitement dans tout le caleul précédent que les fonctions en jeu sont
suffisamment réguliéres. De fagon plus rigoureuse, nous devons régulariser la donnée initiale,
en prenant par exemple v®" = 5,19, et montrer que les estimations du théoréme 2.5.2 sont
stables par passage & la limite en n. Cette étude a été faite dans [13]. De méme, les résultats
de convergence cités dans le théordme 2.5.2 s’obtiennent de fagon similaire au théoréme 1 établi
dans {13].
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Chapitre 3

Transport-diffusion et viscosité
évanescente

Résumeé. Dans ce chapitre, nous étudions un modele de transport-diffusion relatif & un champ log-
lipschitzien. Plus précisément, on s’intéresse & la répartition visqueuse de la masse des solutions de ]'équation
correspondante. On démontre que la masse est quasiment concentrée autour du transporté du support initial par
le flot. Ceci nous permet, dans le cas des poches de tourbillon bidimensionnelles non régulitres, de montrer un
résultat global de convergence L* du tourbillon de Navier-Stokes w, vers celui d'Euler w, avec p > 1.

3.1 Introduction

Nous envisageons dans ce chapitre de décrire les endroits o est concentrée la quasi-totalité
des normes L* de toute solution du modéle de transport-diffusion (T'D,). Il est décrit par

(TD,) { &:a, + v, -Va, —vAa, =0

— 40
a’VIt:ﬂ =a-.

Le champ de vecteurs v, est supposé uniquement log-lipschitzien et dont la divergence est nulle.
Le parameétre qui est censé mesurer la concentration de la masse est la viscosité v. La motivation
initiale de cette étude est un probléme de convergence visqueuse du tourbillon du systéme
de Navier-Stokes incompressible vers celui d’Euler incompressible, dans le cas des poches de
tourbillon non réguliéres. Historiquement, 1’étude mathématique des équations incompressibles
de la mécanique des fluides a débuté avec le travail précurseur de J. Leray [26]. Depuis, le sort
de cette branche a connu des développements spectaculaires dans de multitudes directions. Les
questions abordées traitent essentiellement les thémes de 'existence, I'unicité, le temps de vie
des éventuelles solutions et bien d’autres. La littérature portant sur ces divers sujets est trés
abondante. Citons par exemple les livres de J.-Y Chemin [6], M. Cannone [5] et P.-L. Lions [29].

Revenons & la présentation du probléme qui nous intéresse. Nous savons grace aux travaux
de Yudovich [40] que, dans le cadre des équations d’Euler incompressibles, la structure des
poches de tourbillon est préservée pour tout temps. Autrement dit, si 'on part d’une donnée
initiale dont le tourbillon est l'indicatrice d'un ensembie borné Fy, alors le tourbillon w(t) as-
socié & la solution d’Euler est, pour tout temps, 'indicatrice du transporté du support initial Fy
par le flot (t). Une telle considération cesse d’&tre valable lorsqu’on s'intéresse au systéme
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de Navier-Stokes incompressible & cause de V'effet régularisant résultant du terme visqueux. Il
est alors naturel de savoir si le tourbillon w, reste proche, dans un sens qu’on précisera, du
tourbillon eulérien quand la viscosité est proche de zéro. Dans cette direction, citons ’article
de R. Danchin [13] dans lequel Il démontre que si la poche de tourbillon initiale est de bord
régulier, alors les solutions v, de (NS,) sont lipschitziennes. De plus, la famille (v,) est uni-
formément contrdlée par rapport & v dans l'espace de Lipschitz. Grice & cette information
cruciale, R. Danchin parvient & démontrer que le tourbillon w, est quasiment concentré au-
tour du transporté du support initial par le flot visqueux ,(¢). Plus précisément, il prouve
que la décroissance de la norme L? du tourbillon w, (f) tronqué & une distance supérieure & un
parameétre h de 'ensemble 1, (¢, supp w,.(0)) est exponentielle et qu’'elle tend vers zéro quand la
viscosité se rapproche indéfiniment de zéro.

Dans le but de généraliser ces résultats de décroissance & des solutions de type Yudovich
associées & une poche quelconque, on est confronté 4 une difficulté sériense. Celle-ci réside dans
le fait que le point clé de la preuve dans {13], qui est Puniformité du contrdle en v de la norme
lipschitzienne du champs de vecteurs (v, ), est mis en général en défaut. D’ailleurs, on montre
en dimension deux que si le tourbillon est Pindicatrice d’un carré, alors le gradient de la vitesse
associée explose prés des coins. Ainsi, pour contourner ce probléme, nous avons régularisé le
champ de vitesse v, via l'opérateur de convolution S). Ensuite nous avons repris la méthode
utilisée par R. Danchin qui accorde un privilege pour les troncatures exponentielles et nous
avons réussi a établir un résultat local de décroissance exponentielle. Nous rappelons que S est
l'opérateur de troncature en fréquence sur des boules de taille A. L'importante information dont
nous nous servons pour la preuve est que la famille des champs de vecteurs (v, ) est dans la classe
de Zygmund C! et qu’elle est contrélée indépendamment de » dans une telle classe d’espaces.

Ayant établi un résultat local, on peut songer & une méthode itérative qui permet de pro-
pager la décroissance de proche en proche. Malheureusement, une telle procédure est vouée
4 lechec et ne peut pas aboutir. Ceci est dii tout simplement & un mauvais contrile de la
quantité & propager |lw,(t)||z2((F,,)z) ( voir les définitions (3.1) mentionnées dans le prochain
paragraphe ) en passant d’une étape au suivante. En fait, le véritable handicap qui empéche
toute procédure récursive de réussir provient de la troncature exponentielle utilisée etz
qui contribue avec une quantité grande en A dans le terme d’initialisation du second membre de
'inégalité d’énergie. Cet apport nocif dans la variable A est dii 4 ’étalement du support de w,(t).
Pour remédier & ce défaut et assurer un résultat global de décroissance, nous sommes amenés 4
travailler avec une troncature de type ¢ (t,z) qui soit bornée dans la variable A et qui permette
de détecter suffissamment d’informations sur I’ensemble F},. D'une maniére plus précise, nous
avons élaboré une procédure itérative qui consiste & découper l'intervalle de temps [0, T| en pe-
tits intervalles [T}, T;41] dont la taille dépend uniquement de v,,. Dans chacun de ces intervalles,
nous introduisons une troncature initiale dans laquelle nous avons inséré une partie des souvenirs
du support initial Fy accumulés au cours de son évolution dans le temps, via le flot 4, (t). En
fait, les troncatures sont modelées sur ¥, (7;,Fp). Ensuite, nous mancsuvrons avec le transporté
d'une telle troncature par le flot régularisé & deux paramétres v, (¢, T;) ; ce dernier est baptisé
flot généralisé. Il désigne le flot associé A la vitesse régularisée S)v,, valant 1'identité de I’espace
a Vinstant T;.

Pour mener & bien notre étude dans chaque intervalle, nous avons besoin de quelques ren-
seignements sur la dynamique d'un ensemble, via les flots qui interviennent. Ceci est ’objet
du lemme 3.4.1. Dans les estimations qu’on établit, le passage d’un intervalle de temps au sui-
vant obéit & une relation de récurrence explicite en h. Ceci permet de propager les informations
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voulues de proche en proche et de reconstituer 'information finale 4 travers une succession finie
d’estimations qui se recollent. En revanche, le prix qu’on paye avec cette méthode est évidemment
sur le taux de décroissance qui n’est pas exponentiel mais polynomial en v.

Nous signalons que les analyses sont faites directement sur le modéle (T'D,) et que le champ
de vecteurs v, est pris dans la classe des fonctions logarithmiquement lipschitziennes notée Cr,r,.
Cet espace contient strictement la classe de Zygmund C1.

En ce qui concerne la convergence L? du tourbillon visqueux w,(t) du systéme de Navier-
Stokes vers le tourbillon eulérien w(t), dans le cas des données de tourbillons non réguliéres,
citons le résultat dii & P. Constantin et J. Wu [11]. Ils ont montré que si le tourbillon initial
appartient & L1 n LN B3 oo, Pour un certain s € (0, 1), alors la convergence aura lieu mais
localement en temps. Ici, on verra comment 1'étude de la répartition de la norme L? du tourbillon
visqueux w,(t) permet de déduire, dans le cas des données de type poches de tourbillon & bord
de mesure nulle, un résultat de convergence forte L7S (R, ; L?), pour tout p > 1. On montre
méme un résultat local de convergence “presque” L*®(R?) : on prouve que si h est petit, la
convergence en norme L* a lieu en dehors de {z, dist(z, 8F;) < h}, ot F; désigne la frontiére
du support de w(t). Pour établir ces résultats, Nous nous appuyons d’une part sur les estimations
de décroissance et d’autre part sur un résultat de convergence uniforme du flot visqueux 1, (t, )
vers le flot eulérien ¥(¢,-).

3.2 Enoncé des résultats et notations.

On s’intéresse a ’étude qualitative de la répartition de la masse de toute solution de ’équation
du transport-diffusion associée & un champ de vecteurs v,,. Elle est donnée par

oa, + v, - Va, —via, =0
(TD,){ divy, =0
a‘V|t=0 = a'os

oli v est un réel positif désignant la viscosité, e, est une fonction de R, x R% dans R et (vy) est
une famille de champs de vecteurs de R, x R dans R?, avec d un entier supérieur ou égal & 2.
L'opérateur v, - V est défini par v, - V = E:Ll v ;.

On s’intéressera également A ’équation de transport, associé & un champ v. Elle est décrite
par

a+v-Va=0
(T){ dive=0
a‘]t:ﬁ = GD.

Pour simplifier la situation, on travaille avec une donnée initiale commune & tous les (7D, } et
3 (T). Ce sont les équations modéles qui régissent respectivement, en dimension 2, le tourbillon
associé & toute solution de Navier-Stokes (NS,) et celle d’Euler (E) (v = 0). Le champ de
vecteurs v, (t,z), (v > 0) qui donne la vitesse 4 'instant ¢ de la particule qui passe par le point z
dans un écoulement de fluide incompressible, obéit au systéme suivant

o, + v, - Vv, — vAv, = -Vp,

— 0
Vylt=0 = V",
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alors que le champ de vecteurs d'un fluide parfait est donné par le systéme d’Euler suivant

Ov+v-Vv=-Vp
(E)q dive=0 :

— 0
'U[t=0 = v,

Nous rappelons que dans le plan le tourbillon w associé & un champ de vecteurs v = (v!,v?) est
donné par
w = Bt — dyul.

Nous allons fixer quelques notations de base qui seront utiles pour la description de la
décroissance de a,. On note %,(%, z) le flot régi par I'équation intégrale

Pt 2)=x+ fot v, (7, ¥ (T, x))dr.

On le note simplement 4 lorsqu'il s'agit du flot de v. Soulignons au passage 'existence et Punicité
du flot pour les champs log-lipschitziens dans la classe des fonctions continues. On verra une
formulation plus précise de ce résultat dans le théoréme 3.3.1. On pose

= supp(ao), Fo=9(t,FR) e F,=14(tF). (3.1)

Nous faisons remarquer que lorsqu’il s’agit d’établir des résultats de décroissance, nous im-
posons & Fp d’étre uniquement un domaine borné sans aucune condition sur le bord. Par contre
quand il s’agit de montrer des résultats de convergence visqueuse, nous supposons, pour avoir
une description explicite de la convergence, que le bord de Fy est une réunion finie de chemins
rectifiables. Dans ce cas, on note Ly la longueur de 8Fp. Notons que cette hypothése n’est pas
nécessaire : on peut imposer uniquement au bord d’avoir une mesure nulle.

Soit A un ensemble de R? et h une longueur. On définit les ensembles

¢ = {z e R% dist(z,4) > h} et (A% = (A%).
On définit aussi pour tout s et ¢ positifs et pour £ fixé dans [%, 1]

W
Vi (t,5) = h )exp (t).

i
[ s v =viaso) e a,6m =et(L

On signale que le réel £ représente l'unité de longueur. On I'a introduit pour adimensionner
les quantités mises en jeu. On désigne par (Crr, || - |lLr) 'espace normé des fonctions v vérifiant

_ !
bl g, RE@vE]

l[vllzz
o<le—wi<t | — 2| log 257

Convention:

Chaque fois qu’il s’agit de manipuler la méme quantité dans le cas du systéme (T), on lui
attribue la méme notation que (T'D,,), mais sans I'indexer par v.

Nous allons rappeler ici un résultat de décroissance exponentielle de toute solution de (T"D,),
oll v, est un champ de vecteurs supposé lipschitzien. Une telle condition est satisfaite par exemple
pour toute vitesse qui est solution du systéme de Navier-Stokes ou du systéme d’Euler incompres-
sible avec des données initiales de type poche de tourbillon & bord de classe C1*¢, avec € €]0,1].
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Le cas eulérien est établi par J.-Y. Chemin [6], tandis que le cas visqueux est dd & R. Danchin.
Ce dernier auteur montre dans [13] que le contréle Lipschitz que I'on obtient sur la vitesse est
uniforme par rapport A la viscosité. Dans ce méme article on trouve le résultat de décroissance
suivant: ’

Théoréme 3.2.1. Soient v > 0 et v, un champ de vecteurs appartenant & L2 (Ry; Lip(R%))
et o divergence nulle. On suppose que a, vérifie (TD,) avec a® € L2(R?). Alors on a pour

toutt>0eth>0 :
B2 Wy
L lav®)lz2(m,.)g) < € #%° lla®lzz-
2. 8ia®=1g,, alors

: VEND 30,00 B2 e—iTod
llew(t) = 1r,. llz2re, )y < 21100122 mm{l,C(ﬁ) 2Vl gize }

t
avec C est une constante qui dépend de d et V,(t) = / |V, (8)]| Lo ds.
0

Dans les travaux pionniers de Yudovich [40], on montre que les systémes de Navier-Stokes
et d’Euler incompressibles possédent des uniques solutions globales lorsque la donnée initiale
est & tourbillon dans L' N L. En outre, la vitesse est uniformément contrélée en temps et par
rapport A la viscosité v dans I'espace C). Méme dans ce cas de faible régularité, nous réussissons
4 démontrer un résultat de décroissance, par rapport & la viscosité, de la masse du tourbillon.
Notre fil directeur est essentiellement les techniques utilisées pour démontrer le théoréme 3.2.1.
Il s’avére qu'un tel résultat n’est pas spécifique aux tourbillons: il est 1ié a la nature parabolique
des équations de transport-diffusion (T'D,,) relatives & un champ logarithmiquement lipschitzien.
Plus précisément, nous avons ce premier résultat :

Théoréme 3.2.2. Soit d un entier supérieur ou égal & 2 et p un réel appartenant a (2, +oo[. II
existe une constante C ne dépendant que de d telle que, si v, est un champ de vecteurs apparte-
nant ¢ L} (Ry; Crr) de divergence nulle et si a, vérifie (TD,), avec o® dans LP(R?), alors en
posant

t 1
7, =sup{t>0, [ In(@)llsds < 5},

on aura pour tout t € [0,T,[, pour tout h € [0, €] et pour tout v vérifiant

vt h 1—C€/yft5
—_ | — B
a2 - (C'E) ! (3.2)

Uestimation sutvante

e r82\ % s hexpValt)
lav @] Lo ygy < Clla®ll o exp (_ Z(“) ' (e_é) )

vt

De plus, si Fy est un domaine borné de RY, alors en posant o® = 15, et en se restreignant &
des réels t € [0,T,), h € [0,4] et v satisfaisant (3.2), on aura l’estimation suivante

lov(®) = 1 ez 0 < e (- 5(5) () ™) @)
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En vue d'application & la limite visqueuse dans les poches de tourbillon, on établit le corollaire
suivant :

Corollaire 3.2.1. Soient v et (v,) des champs de vecteurs dans L} _(R; CLL(R?)) et de diver-
gence nulle. On se donne des solutions (a,) et a associées respectivement auz systémes (T'D,) et
(T") avec la méme donnée initiale a°. On suppose que (v,) converge vers v dans L}, (Ry; L®(R?)),
guand v tend vers zéro et que

infT,=T>0.
v>0

Si a® = 1, avec Fy un domaine borné & bord rectifiable de longueur Lo, alors on aura pour
tout p € [2, + o],

u]—j»%l-l- law(®) = 17| 5o 0.1 27y = O

locht
Plus précisément, pour tout h € [0,£€] ef pour tout t € [0,T]. Il existe une fonction i(t,h) d
valeurs strictement positives telle que, pour tout v € [0,5(t,h)]

llow®) = 1)l gy < Clla®||1» exp ( - Z(ﬁ) (;)E"PV"“))

vt

= -V (t
+cmm+m4§ym .

De plus, pour tout h fizé

lim lla,(®) - Lrlog

loc

(O.T; L=(7Tg,) = 0-

Plug précisément, avec la méme condition surv, on a

las(8) — Lrlzmirs,y < Comp (- () (2)7),

vi
oi Pon désigne Tpj, = {x € R?, dist(z, 8F;) < h}- La constante C est absolue.

Les résultats de décroissance exponentielle que nous venons d’exposer dans le théoréme 3.2.2
et le corollaire 3.2.1 sont valables sur un petit intervalle de temps. Ceci est dii vraisemblable-
ment & une limitation de la méthode. En modifiant légérement les techniques utilisées, nous
aboutissons 3 un résultat de décroissance globale en temps mais en une puissance fractionnaire
de v.

Théoréme 3.2.3. Il eziste une constante strictement positive C telle que, si (v,) est une famille
de champs de vecteurs de divergence nulle, appartenant ¢ Ll (Ry; Crp) et si a, vérifie (TD,)
avec a® € L2(R?) alors, pour tout temps T > 0 et pour tout nombre réel a € [0,1[ et h € [0,4],

st v vérifie
() 1—expCVL(T) 4_
Eﬁmin (h) (1-a),(_€_____)1+a , (3.4)
£ ce CcVv,(T)
on aura pour tout temps t appartenant d [0, T

ut)%(@)ﬂp(%)z

low@llzarnp < 6(%) " (5 Ja®llzz.
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De plus, considérons la donnée initiale a® = 15, avec Fy un domaine borné. Alors pour tout h
et v vérifiant lo condition (3.4) et pour tout t € [0,T), on aura lestimation suivante

Yu(T) 2

i\ % rdel\exp O3
lew(®) — 17, lrz2rg,m) < C(Z—g) ’ (%) 5 lla®|| 2.

Ce théoréme permet, dans le cadre des systémes (NS,) et (E), d’avoir les corollaires suivants
Corollaire 3.2.2. Il existe une constante strictement positive C et une fonction f de R
dans R, strictement décroissante vers zéro telles que, si v, et v désignent respectivement les
solutions de (NS,) et de (E) associées & la méme donnée initiale de tourbillon w® € L1 N L™,
alors pour tout temps T > 0, pour tout nombre réel o €]0, 1, pour tout h €]0,£] et pour tout v
satisfaisant '

h \Cexp (C(l—a) 2|7, | oo T?
{&) o T),f(an“nLlan)}, 35

on ait

[-3 (11— -2 a2 2
y_t)z(tlfg)exp( (1—0) 2w "“"L"“T)||w°||L2.

Ve 0T lw®lzey <C¢(7) (5
De plus, soit Fy un domaine borné, on considére une donnée initiale de type w° = 1g,. Alors
pour tout h et v vérifiant les conditions ci-dessus, l'estimation suivante aura lieu

2 (5 (C0-0) 011y eaT?)

%) (5 -

Vi€ [0,T], |lwu(t) — Lrllr2(ren) < C(

Le corollaire suivant fournit un résultat de convergence en norme L2 (R ; L2(R%)) du tour-
billon w, vers w, lorsque la viscosité tend vers zéro. Néanmoins, c’est un résultat restreint aux
tourbillons initiaux de type w® = 1. Il est basé essentiellement sur le corollaire 3.2.2 et sur un
résultat de convergence de v, vers v dans I'espace L$ (Ry; L?). Le taux de convergence qu’on
a réussi & expliciter est une puissance de v qui se dégrade avec le temps.

Corollaire 3.2.3. Soient w, et w les tourbillons respectifs des solutions de (NS,,) et de (E) tels
que, w,(0) = w(0) = w0 = 1R, avec Fp un domaine borné ayant un bord de longueur finie Lo.
Alors pour tout p € (1, + 00), on a

Jim sy — wllze @, zo@z) = 0.

loc

Plus précisément, il existe une fonction f de Ry dans Ry strictement décroissante vers zéro
et une constante C' strictement positive telles que, pour tout réel T positif et pour tout nombre
positif v vérifiant

vT
i < F(T)|o®l|p1Les )

on aura pour tout t € [0,T] l'estimation

.

VT C rexp(—=CT?|®3; ., o0)
7)
De plus, il ezxiste une constante universelle C7 > 0 telle que pour tout h € [0,€] et pour tout
temps t € [0, Cylw’|| iy s on ait

ks (£) = w(®) 13 2m2) < Clle® 100 (Lol + eﬁ)(

Jim o, () ~ w(t)l|e(ze,) = 0.
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Remarques.

® Le corollaire 3.2.1 reste valable pour toute dimension d > 2. La seule rectification qu’on doit
apporter, en passant & une dimension supérieure, concerne le terme qui fait apparaitre la lon-
gueur Ly, qu’on doit I'adapter & la dimension.

» L’hypothése que 8F} est rectifiable n’est pas essentielle. On peut la remplacer par une hy-
pothése plus faible de type la mesure de Lebesgue de cet ensemble est nulle. Cependant on ne
peut pas avoir un contréle explicite. En fait, on doit échanger les quantités qui font appel & la
mesure de surface en Ly par des quantités qui font intervenir la mesure de Lebesgue de o,y

défini dans le corollaire 3.2.1, ot Ay = ef (&)= V| Cette mesure tend vers zéro quand A tend
vers z€ro et c’est suffisant pour déduire la convergence.

¢ Les résultats de convergence sont établis pour p > 2 et par interpelation et uniformité dy
contréle dans L, on peut les étendre & des p>1.

® La convergence “presque” L mentionnée dans le corollaire 3.2.1 est assurée localement en
temps. La méthode utilisée pour avoir des estimations globales ne permet pas d’obtenir des
estimations I? uniformes en P.

¢ La méthode qu’on utilise ne donne pas une décroissance exponentielle pour des temps assez
grands car, vraisemblablement, la troncature exponentielle qu’on a utilisée est bénéfique unique-
ment prés de 'origine. En fait, elle ne manifeste aucun signe de souplesse & 1'égard des méthodes
itératives.

3.3 Quelques outils de base

Nous allons introduire dans ce paragraphe quelques éléments de base qui serviront pour la
suite. En premier lieu, nous étudions quelques propriétés fondamentales de V'espace des fonctions
log-lipschitziennes en donnant en particulier la caractérisation dyadique de ses éléments. Ensuite,
nous discutons ’existence de flot pour un champ log-lipschitzien, en détaillant certaines de ses
propriétés fondamentales. Nous cldturons cette bréve excursion par quelques lemmes qui sont
d’une utilité courante pour prouver les résultats énoncés.

Définition 3.3.1. Fizons un réel ¢ € [%, 1]. Alors on désigne par CLt (pour alléger les notations
on omet Uindice £) Uespace des fonctions v bornées sur R? telles que
f
sup ]'u!(a:) — vz )le < +co
O<le—wize [z — &/|(1 + log 27

La norme naturelle associée & cet espace est

”’U”Lm Iv(a:) - 'U("Bj)’
L7] = — + su -
R B (s e

Avant d’aborder la caractérisation dyadique des éléments de CLLr, on va juste introduire les
opérateurs de découpage en fréquence dont la construction repose sur la proposition suivante :

Proposition 3.3.1. [l existe deuz fonctions x et ¢ appartenant respectivement aug espaces D(RY)
et D(RY\{0}) telles que,

O+ e =1, g+ Y sy <1,
Ip~ 4l 2 2= supp ¢(277) Nsupp (2-%) = & et

g2 1= supp x Nsupp ¢(279) = &,
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On note
Aliv = FHx(£)8()), Agu=F 1 ($(27%)0(¢) sigeN.

Vg< -2, Aju=0 et pourtout g € Z, Sq;v = Z Apv.
p<g-1
Rappelons brievement les espaces de Hélder :

Définition 3.3.2. Soit r un nombre réel. On note C l'ensemble des distributions tempérées v
telles que
[vllr = sup 27 || Agu]| g < +o0.
q

Si v est un entier on note CT au liew de C7.

La proposition qui va suivre fournit une caractérisation des éléments de Pespace Crf, en termes
d’estimations L* de leurs troncatures en fréquence. Pour la preuve, voir par exemple [4].

Proposition 3.3.2. I existe une constante C > 0, telle que pour toute fonction v € Crp, on ait:

[ VSgvlireo
[Agv]|zee < CellvliLe(2 + g)277.

Le lien entre l’espace de Zygmund C} et Cry est 'objet du corollaire suivant :

Corollaire 3.3.1. L’espace C} s’injecte continiment dans ’espace Cry,.

Nous savons que les solutions de type Yudovich sont dans 1’espace C1. Alors en conséquence du

corollaire ci-dessus, nos résultats revétent un aspect plus général. Nous faisons appel dans de

nombreux passages aux deux lemmes suivants:

Lemme 3.3.1. (Lemme de Gronwall) Soit f une fonction continue de [0,T] dans Ry et g, h
deux fonctions de L([0,T}; Ry). On suppose qu’il existe un réel positif a tel qu’on ait

£ t
f)<a +/(; g(r)dr +./0 h(T)f(T)dr.

Alors, pour tout t € [0,T], on a
¢
£8) < o0 (a4 [ B gryar).

Le second lemme qu’on va énoncer, connu sous le nom du lemme d’Osgood, généralise partiel-
lement le lemme de Gronwall (g = 0).

Lemme 3.3.2. (Lemme d’Osgood) Soient p une fonction mesurable positive, v une fonction
positive localement intégrable et p une fonction continue croissante positive. On suppose qu’il
eziste un réel positif a tel qu’on ait

p<at | oy lp(r))dr.

o

_ A _1v|ze0
lvllze < —

< Clellce,

Si o est différent de zéro, alors on a

dr

t 1
—M(p(t)) + M(a) < /t Y(7)dr, avee M(z) = f i

1 g
Si a est nul et si de plus f % = +oc, alors p est identiquement nulle.
o ulr
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Maintenant on va. définir la notion de flot généralisé & deux paramétres. Il permet de décrire
par le méme formalisme le flot 3 et son inverse. Ce qui entraine, dans notre cas, qu'ils ont tous
les deux la méme régularité holdérienne.

¢
Ps(t,z) =z +f v(1,s(T,x))dr  avec t,s € Ry et z € RY.
&

En d’autres termes, dans un écoulement fluide, 10,(%,z) n’est autre que la position 4 'instant ¢ de

la particule qui, & Pinstant s, se trouve en . Le théoréme qu’on va énoncer répond 4 la question

de 'existence et I'unicité d’un flot & un champ de vecteurs qui n’est que logarithmiquement

lipschitzien. Il décrit la dégradation de sa régularité en fonction du temps. Pour la preuve en

détail, voir par exemple [6].

Théoréme 3.3.1. Soit v un champ de vecteurs appartenant & l'espace L} _(Ry; Crr). Alors
1. pour tout s > 0, il existe une unique fonction 15 de C(Ry x R%; RY) solution de:

y(t,z) = T+ / w(rtbe(7,2))dr-

a

De plus, pour tout t € R4

e dr
'l‘bs(t,.) —~Id e CE Us le(m)lce |.
De fagon plus pf‘écise, on G

Vit,a) e~ Vite)

o] £ 6 > () = e < et ES)

2. Pour tout t et s positifs, 1,(t,") est un homéomorphisme de R? d’inverse 1:(s,"). De plus,
si v est de divergence nulle, alors ¢,(t) laisse invariante la mesure de Lebesgue.
Démonstration

Concernant la démonstration de la premiére partie, on renvoit par exemple au théoréme 5.2.1
énoncé dans [6]. Donc on se contente de la vérification de la deuxiéme partie.
Pour démontrer que ,(t) est un homéomorphisme il suffit de vérifier que pour tout z € R? et
pour tout £ et s positifs on a 9s(f,3:(s, ) = =.
Pour la preuve de I'identité ci-dessus, on ne peut pas dériver cette expression par rapport au
temps parce que v est de faible régularité mais on fixe deux temps 7,5 positifs et on considére
la fonction ¥ définie comme Punique solution du systéme

{ aty(ti .’l.':) = U(t!y(tv SL‘))
y(s) = ¢r(s, 7).

Signalons que l'existence et P'unicité de telle solution découle de la premiére partie de ce
théoréme. Comme (¢,z) — %.(t,x) et (t,x) — Ps(t,30-(s5,z)) sont deux solutions de ce méme
probléme de Cauchy, alors on en déduit par unicité que

Yt e R+,‘§b-,—(t, iL‘) = ’l,bs(t,'l‘b'r(s: x)).

En particulier on a 1’égalité pour £ = T et c’est ce qu'il faut.

En ce qui concerne la conservation de la mesure, on utilise par exemple S)v comme une approxi-
mation réguliére et on montre que le fiot correspondant converge uniformément vers le flot de v.
Ceci est suffisant pour déduire que la propriété de conservation de la mesure, qui est vraie pour
ces flots, est héritée par le flot limite. W
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Comme conséquence de ce résultat, on a le corollaire suivant:

Corollaire 3.3.2. Soit v un champ de vecteurs appartenant é l’espace L} (R4; Crp). Alors
pour tout t > 0, ¥(t,) et ¥~ (t,") appartiennent 3 Id + ceV,
Démonstration

Pour la preuve, il suffit de constater que

P(t,2) = go(t,z) et Yt z) = ¢4(0,z). W

Dans ce qui suit, nous allons fournir un lemme qui sera trés présent dans la preuve des résultats
de décroissance. On désigne par S, I'opérateur de troncature en fréquence défini par:

Sw= Y A (3.6)
p<(logz A

La fonction Syv est trés réguliere. Elle jouit en particulier des estimations décrites par le lemme
ci-aprés, qui sont une conséquence de la proposition 3.3.2.

Lemme 3.3.3. Il existe une constante Cy > 0, telle que, pour tout champ v dans Cry, et pour
tout réel A\ vérifiant M > e, on o

13w — vz < Cor~llog(A)|v|lcL,
[VSav|lze < Colog(Af)||v]|LL,
ISxvllee < Collvlze.
Démonstration
D’aprés la proposition 3.3.2, on a
ISxv —vllze < D [l Apvllzes
p>loga Al
< ¢ Y vl
pZlog, M

. n o . . . . : C g
Le fait que Z % = on donne la premiére estimation. La deuxiéme estimation est explicitée
p=n

dans la proposition 3.3.2. En ce qui concerne la preuve de la derniére inégalité il suffit, outre la
caractérisation des éléments de Cy 1, d’utiliser l'estimation ||S\v||gee < C||v||Lee-

3.4 Propagé d’un ensemble par le flot

La description de la maniére dont se propage un ensemble donné par flot est d’une si grande
importance: elle permet de récupérer une minoration convenable dans le membre de gauche
de I'inégalité (3.30). Elle est aussi d’un apport décisif lorsqu’on s’intéresse & extension de
nos estimations a tout temps. Le lemme qu’on va présenter couvre plusieurs aspects de cette
dynamique: nous faisons une description relative & des flots v et 1) associés respectivement &
des champs de vecteurs v et S)v. Avant de fournir I'énoncé en question, nous définissons tout
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d’abord une quantité qui sera souvent intégrée dans nos estimations. On pose pour tout réel
positif A et pour tout temps £ > 0

= ~CoVi(t
5(tA) = zee(loig)\f)exp o ()-

Signalons, d’un c6té, que cette quantité sera indexée par v quand elle sera associée au champ
de vecteurs v, et d’un autre cité que Ia constante Cy est celle qui apparait dans le lemme 3.3.3.
Nous rappelons aussi la définition

Lemme 3.4.1. Il eriste une constante Cy > 1, telle que pour tout champ de vecteurs v appar-
tenant & ’espace L} (Ry; CLL) et pour tout ensemble A de RY on a

1. (¢, A)f C (¢, Aa(t h)) vh € [0, £].
2. 'ﬂb(t:Az) - ('@L’(t A))J(t‘h)th € [O,E]
3. Soient X un réel vérifiant M > e et h € [0,¢]. Alors pour tout temps positif t vérifiant

C, V(t‘) IOg()\Je) gl—exp CoV (£} ,

on a
¥y (8) o 9(h AF) C Af_ 3N

De plus, pour tout réel T positif, on a

$730) 0 %(t A5) C 9(r, ANy _sery

avec PYr A(t,) le flot associé ¢ Syv valant Videntité & Uinstant 7 et a(t) = Yo(t,).
4. Soient A un nombre réel vérifiant les hypothéses de la partie 3. et h € [0,4}. Alors pour
tous les réels positifs 0 < v <t, on a

'ﬂb'r,)\ (ta ("»D(T: A));) ("»bz\( ) ))

5@ (th)-28N)’

& condition que 28(t,\) < 8@ (t,h). On note par 6@ (t,h) = 8(¢,6(t,h)).
Démonstration
1. Considérons un élément y de (¢, A)S. Alors il existe 2’ € R? tel qu'on ait y = (t,z'). De
plus, on a pour tout = dans A

|¢(t1-’13') - ’l,b(t,.’l.‘)l 2> h.
D’autre part, le théoréme 3.3.1 montre que

=V(t)

|z’ — | —ever [t «'c’) o) o (1 -zl
£ <e - ( Le )

Vit)

Donc si |z’ — z| < el™® Yy alors |2’ — z| > eé( )e . Dans 'autre cas on aura

i
> e
el =

—eV ()

> (= g)“3 Y0 des que h € [0,€]. Ce qui donne le résultat.
e
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2. La preuve se fait d’une fagon identique a 1., sauf qu’on applique le théoréme 3.3.1 dans
le cadre particulier correspondant & 4(0,)) = ¥~1(¢,).

3. Soient x € Af et z9 € A. Alors par une simple application de l'inégalité triangulaire on
aura

151 (2) 0 %(t)(z) — o |z ~ zo| — 95 (£) 0 $(t)(2) — 2]

>
> k=15 (t) o p(t)(2) - al.

L'’objet de ce qui suit est de majorer la derniére quantité du membre de droite. Pour réaliser un
tel objectif, on aura besoin d’une estimation uniforme en espace de la quantite

pa(t:2) E [o(te) — ea(ta)].

€
Plus précisément, on va montrer que pour tout temps £ > 0 et pour tout réel A > 7 tels que

CoV () B log()\f) <"

alors on aura ’estimation B ‘
lloa(E)ll oo ey < O(2,2)- (3.7)

Revenons & la formulation intégrale des flots et écrivons

Y(t,z) —da(tz) = ]0 v(s,%(s,x)) — Shv(s,¥x(s,x))ds.

Le module de cette derniére intégrale est majoré par

t t
A |v(s,¥x(8,2)) — Sxhv(s,¥r(s,x))|ds +f0 [v(s,3(s,2)) — v(s,9x(8,2))|ds.
Ainsi la fonction py, vérifie grice au lemme 3.3.3 I'inégalité fonctionnelle suivante

log()\é)

£
paltia) < oV + [ ulsii(oia)) = vlsiba(e.) ds.

Pour transformer l'intégrale en une expression rendant exploitable le lemme d’Osgood, nous
devons prendre quelques précautions sur la taille de py. Pour cela, on fixe un temps arbitraire
positif T' et on prend un réel A satisfaisant

M>e et CV(T)IOg(M) el—epV(T), (3.8)

On va montrer que dans un tel contexte py(f,z} < £, pour tout temps ¢ appartenant & [0,T].
Pour ce faire, on note

I={te0,T);vt' e [0,2],pr{t',z) < £} et T*=supl.
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Une simple constatation montre que T* existe, vu que 0 se trouve dans ensemble I. Donc I est
un intervalle de la forme [0, 7*). D’autre part, la continuité de p) implique que I est un ouvert
de [0, T']. Donc, si on démontre que T* est dans I, alors on a nécessairement 7* = T.

Pour tout t < T*, py vérifie 'inégalité fonctionnelle suivante

P,\(tst:) <CV(T)1°gM f||’0(5)||LL#(pA(S ))

ol 'on désigne par u(r) = (1 —Inr),0 < r < 1. Une application du lemme d’Osgood donne

—Vit)

viel, @ < e(C’gV(T)lOg M)e

Me

Ce qui entraine, grace & (3.8) et & la continuité de p,, que pour tout réel £ € [0,7%], on a

palta) _ log Ay e~
= (c V(T)E= ) <l
. log M 1—e¥(t)
Ce qui prouve que T* € I. En particulier, pour tout ¢ vérifiant CoV(t)—— < e , On &

e~ Vit

vz eR?, pa(ta) < eE(CoV(t) log AE)

< 8.

(3.9)

Au passage, on a utilisé les deux faits suivants : Pour tout réel positif y on a ** < 2. La fonction
y — o " est croissante si o € [0,1]. Ainsi la preuve de (3.7) est achevée.

Soit maintenant ¢ un réel positif et AZ > e satisfaisant

log M

1—eCoV (¢}

CoV (t)—5— (3.10)

Dans ces conditions on peut écrire, grace au théoréme 3.3.1 appliqué avec le champ S,v, que
W) o)) —z| = [ (E(t)) — 45 (Eualta))l

— [§ IS0l L pds
< ee(f"—gé—“’))e , (3.11)

[ 18xv(s)||Lods

sous réserve que py(t,z) < Le!= € . Or d’aprés (3.9) cette condition est satisfaite si

Cov (1) 10% M o oo (B llos+ISyu(e)lze)ds) | (3.12)

Quitte & utiliser la caractérisation dyadique des élements de Cp 1, et & ajuster les constantes, on en
déduit alors (3.12) gréce 4 (3.10). Enfin, on aura par I'intermédiaire des inégalités (3.9) et (3.11)
Pestimation suivante

—CoV (1)

VreRY; Wil ov®)(z) —z| < eE(C'gV(t)logM)

5(,0).

IA
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Concernant le second point, on utilise la décomposition suivante
Vr,teRy; () = 9.8, ¥(r,z)). (3.13)
Ainsi, on déduit & partir de 2. et de I'identité (3.13) que

YA 0wt A5) C Wr} o v (8, (0(T, A)srm)
< (%A s my—see)-

4. En utilisant successivement le premier point 1. du lemme 3.4.1 et l'identité (3.13) on aura
Pinelusion sujvante

wr,A (t! (¢(T1 A))i) - 'd}'r,z\ © ¢;1 (ta"!)(t! Ag(-r,h))) .
D’autre part le second point 2. et la premiére partie du 3. du méme lemme permettent d’avoir
Yraoiy! (Mb(t, Ag(‘r,h))) C (#(t A)) 500.50r.m)—32.0)-
Enfin, on utilise le fait que 62 (t,h) < 6(7,8(t,h)), pour 0 < 7 < t ainsi que I'inclusion

(W(t, A5 C (dalts A5 _ge ay:

pour déduire que
c
(@t A 550360 © B3EA) 5023y 2502.0)

Le lemme 3.4.1 est ainsi démontré.

3.5 Décroissance exponentielle en temps petit

Nous allons dans cette section donner une preuve du théoréme 3.2.2. Le plan de la démonstration
s’organise de la maniére suivante: on régularise en premier lieu le champ de vecteurs v, via
lopérateur Sy défini par (3.6). Ensuite on tronque la solution par des fonctions exponentielles et
on procéde A une estimation d’énergie suivie d’une application du lemme 3.4.1. Enfin, on choisit
judicieusement la valeur de A en fonction des paramétres v, t et £ et on détermine le domaine de
variations des parameétres v et h.

3.5.1 Estimation en dehors du support £,

On commence par écrire le systéme (T'D,) sous la forme suivante
{ dia, + Sy, - Ve, — vAa, = (S, —Id)v, - Va,
ayp=p = a® € LP(RY).

On suppose dans ce qui suit que le support de la donnée initiale est un compact Fy et l'on
introduit la fonction gy, définie par:

gx(z) = Amin {2, dist(z, Fy)}-
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Cette fonction joue un réle important dans la premiére phase de la preuve car les troncatures
que nous allons introduire sont modelées sur cette fonction. L'une de ses particularités est
gu’elle est nulle sur Fy et constante loin de cet ensemble mais elle est seulement lipschitzienne.
Donc, pour mener un calcul sans svoir de souci de régula.rité, on la régularise par un noyau de
convolution (#,) de type

0x(z) = A%0(\x), (3.14)

ol @ est une fonction réguliére supportée dans B(0,£), prenant ses valeurs dans [0, 1] et vérifiant
d
en plus / H(m)—: = 1. On pose
R £

fr=gxxbi.
Remarquons que la fonction fy est de classe C®°. En outre, elle conserve “quasiment” les mémes
propriétés de g,. Par exemple pour tout A supérieur & £71, elle vaut M sur (Fp),. On associe
& fx la fonction ¢, ,, qui décrit son évolution par le flot 3, du champ régularisé Syv,. Elle a
pour expression

¢)\,v(tsm) = fx(ﬂ)i,l,(taﬂ?))

Posons &) ,(t,z) = exp (¢, (t,z)}. Alors on peut voir facilement qu’elle est constante le long
des lignes de flot de Syv,. Par conséquent, elle vérifie 'équation

{ a¢<I>,\,,,(t,m) + Sy, - V(I)A,V(t,m) =0
®5,,(0,2) = exp(fx(x)).

Ainsi un calcul élémentaire montre que a®, , vérifie '’équation suivante

(Bt + S\, -V — VA) (6, @) = ((SA —Id)w, - Va,,)d))\,,, —va, A8y, —2vVa, -V, ,.

On fait le produit scalaire L? avec a,® avla® A,ylp_z. Ensuite on recourt & des intégrations par
parties utilisant div S)v, = 0, et 'on obtient

3
1d —2
S gl @@L + v = D[V 8x)a@r T (12 = 3L, (3.15)
j=1

oil 'on a posé
L o= pl / (Sxvu = v) - V(|aB])| @2 i,
L = —v f |au|P ®5,185,F 2ADy, , dx,
I = - / Va, V&, 0,®x,|a8s, 7" dz.

En faisant une intégration par parties dans I; associée au fait que div (S —Id )v, = 0, on
parvient alors a I’expression

I = - f(SAvu —v,) - V@, @A,VIQA’”|P—2|GU|Pd$'
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Ainsi le fait que V@) ,(t,2) = $5(t,x) V¢, . (t,z), permet d’avoir

L=- f (Sxv0 —w) - Vépu|ay @[ de. (3.16)
En ce qui concerne le second terme I, on utilise I'identité
A®y, = (Adsy + [Véru [0,
qui entraine

L=—v f |0, @37 (Adsy + [V, l?)dz. (3.17)

Pour évaluer I3, on recourt dans une premiére étape & une simple intégration par parties et l'on
trouve

f=2 [ laf div(Von, (@2, da.
En développant un calcul simple, on parvient & l'identité
div (Vérul®xulP) = (Adsp + 5[ Van )@, .
Ce qui donne

I = 2;"' J1a8suff (s +pIV63, ) o (3.18)

Si on reporte dans (3.15) les nouvelles expressions des I; données par (3.16), (3.17) et (3.18),
alors on aura

1d —2 19
szl @@l + -1 V@@i)le @ |, =
- / (St = ) - Véay|a,@s,[Pdz

2
+ v [0 (- D86+ 98rl?) ds
Ainsi on en déduit ’estimation

L o @rs 185 < p(I1S30) — 0 Ol IVr Ol + v(IVEDBee + [Abrsli))
X law®u ()L (3.19)

Dans le but de pouvoir appliquer le lemme de Gronwall, nous allons fournir des estimations L™
de Vg, ., et Ag, .. Les lois de dérivations et d’estimations dans un produit de convolution et le
fait que {|Vga|lz~ < A, permettent d’avoir

IVér, Bz < IV AllL= V5 L ()]l 2o,
< ML @) zee- (3.20)

De méme, on a l'estimation

IV2aullze < IV fallees Vb5 LI G e + IV rllzeo 92405 L || oo
< IVall= VOl V5 LilRee + ANV335 s Nl oo
<

CX* ||V LlEee + V245 || oo (3.21)
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Afin de parvenir & notre objectif, il nous reste d’établir des estimations sur les dérivées premiéres
et secondes de l'inverse du flot. Le lemme 3.3.3 et le théoréme 3.3.1 impliquent que pour tout
temps positif ¢, on a

HV@b;‘},(t)HLm < eJi IVSavu(s)lizoods
( AE)CDVU (1) a22)

IA

En conséquence des estimations (3.20) et (3.22), on a pour tout ¢ positif
IV ()l < MAPWE, (3.23)

Concernant Vzv,b;j,, on dérive deux fois ’équation de transport qui régit 'qb;,}, et on applique la
méthode des caractéristiques suivie du lemme de Gronwall et du lemme 3.3.3. On obtient alors
que pour tout temps positif ¢

t } 4
V2051 @) < 2 fo 1V S50 (8)ll 1= V24651 (5) | oo ds + fo IV2830(8) | o= [ VL () 120w s,

(3.24)
ce qui permet d’obtenir, via 'inégalité (3.22) et les lemmes de Gronwall et Bernstein, 1’estimation

4
”V2¢)T,|1;“L°° < C)\(/\e)?:CoV(t)/.o 6—2_]'0 HVSWV(T,)IELde’||VSAUV(T)||LwdT
< CA()ECVAY), (3.25)

Si on insére les inégalités (3.22) et (3.25) dans I'estimation (3.21), alors on aura

IV2an (Bl < CAZ(ALICV), (3.26)

Ainsi Pinégalité différentielle (3.19) qui régit ’énergie LP peut se réécrire, via (3.23) et (3.26),
sous la forme

d
S el < C (I Oz P O A+ A2 D) s, ()1

Une application du Lemme de Gronwall associée & P'observation
¢
Co log()w)f llo, )| LL(A)CV ) gt = (Ag)C'oVu(t) -1,
0
permet d’établir le résultat qui suit

lay @0 (B)lze < lla®e™ |2 exp c(w)"v"v(ﬂ + m?(M)E‘CﬂVv(ﬂ). (3.27)

Au passage, on a utilisé le fait que t — A2V est croissante pour tout réel positif o et pour
tout A > 1. Dans une premiére étape, on va montrer 'existence d’une constante strictement
positive, notée toujours C, telle qu'on ait

sup||e” || L) < C. (3.28)
>0
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Pour ce faire, il suffit de montrer que pour tout A > 0,

llga * 8x — gallLeomrey < C- (3.29)

Cette alternative est justifiée par le fait que la fonction g, est, par construction, nulle sur Fy.
Pour prouver (3.29), on écrit la différence sous une forme intégrale et on se sert du fait que la
fonction gy est A—lipschitzienne:

5@ -0@| = | [ (@e-9-a@)nws
< A f lyl8a(y)dy = €717 f |y18(y)dy.

Ainsi la preuve de (3.29) est achevée. En reportant (3.29) dans (3.27), on parvient 3 1'inégalité

las @2 (O)lzp . Be3g oy S Cla®llzo exp C((AOPV A 4 01X2(PB%O). (3.30)

A ce stade de la démonstration, il s’agit de minorer adéquatement @, ,.(¢,-) uniformément sur
I'ensemble 1, (t’(Fo)g,,(t h)). Pour y parvenir, rappelons tout d’abord 'inclusion citée dans la
partie 3. du lemme 3.4.1 et qui est donnée, sous les mémes conditions sur v et h, par

P (1) 0% (&, (Fo)5, m) € (FO)3, (t,m)~5, (t,3) (3.31)

Par conséquent, pour tout z appartenant & l'ensemble ¥, (¢,(Fp)§ (t,h)), on a
@y, (&) > A6, (th) — 8,(t,N)). (3.32)
Ainsi en combinant les inégalités (3.29) et (3.32), on trouve que pour tout z € ¥, (Z, (Fﬂ)gp(t,h))

8, ,(t,z) > O Wn-E0N)-C, (3.33)

En reportant (3.33) dans (3.30) et en utilisant l'inclusion (F,)5 C %, (t,(Fo)3, :u) ) on aboutit A

(7
lav @l opigy < Cllellzsexp (CM((M)‘CD"”“>-”+ig—é-(/\e)”wﬂ"v“) (3:34)

RSN

En contemplant 'expression (3.34) et essentiellement la quantité qui est & l'intérieure de P'ex-
ponentielle, on tire deux faits importants qui vont permettre d’établir un résultat local de
décroissance exponentielle. Le premier fait concerne la possibilité d’avoir une puissance négative
dans la quantité (M)C°V{)~1 mais uniquement pour des temps proches de zéro. Alors que le
second est relié & la présence d'une quantité négative de type —34,(¢,h).

Ainsi, la contrainte CoV'(f) < 1 paraft inévitable pour assurer la décroissance. Désormais, on se
restreint & des temps satisfaisant la condition qu'on vient de mentionner et on choisit A de la
maniére suivante

2\ wrvm
A = (E) . (3.35)
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En injectant (3.35) dans (3.34), on obtient

2 - =CpVutt) & (£ ) — 6, (t,h
lov Ol o) < Clla®l o exp ((yt) T (c( £y seatovts 4 Ol )e ( )))

Si I'on impose successivement les conditions suivantes

- 1 vt 1-CaVu() —Co%(t) g, (t,h
8 (t,A) < Eé,,(t,h) et (= 32) < 4((,: e)’ (3.36)
alors on obtient 'estimation
£2 1 &,(t,h
0000 (g, p5) < Ie%Nzm ex0 ( = () 7o 28D, (3:37)

Il suffit maintenant de remplacer 6,(t,h) par son expression pour déduire ’estimation figurant
dans le théoréme 3.2.2. Occupons-nous dans cette phase ultime de la preuve des conditions que
doivent satisfaire les parameétres v, A et h. Elles sont données par

log p¥4

2.1
< el CoVilt) g — (5t)2+chVu(t) >e et (3.36). (3.38)

CoV. (t)

On rappelle que la premiére condition est dictée par la partie 3. du lemme 3.4.1.
Sachant que pour tout z positif, on a

logz < v,
alors la premiére condition mentionnée dans (3.38) est satisfaite du moment que
1 el—exp CoVo (t)

\//\_f = COVV (t)

En remplacant dans cette inégalité AZ par son expression, on trouve que

0< ¥t < (el‘ecf"’"“’ 444G Vi (1)

=2 = CoVu(t)
Or CyV,(t) < 1. Done en prenant l'infimum de la quantité de droite, on voit qu'il suffit de
prendre v tel que

0< %t <e® ot te[0,T] (3.39)

D’un autre c6té, la premiére condition figurant dans (3.36) est réalisée si 'on impose

2 < (B

32 —
Cette contrainte est moins forte que celle déduite & partir de la seconde condition mentionnée
dans (3.36). Celle dont il s’agit est décrite par

Enfin quitte 4 prendre C suffisamment grande, la condition (3.39) devient alors une conséquence
immédiate de (3.40). Ceci permet de retrouver la condition (3.2) mentionnée dans le théoréme
3.2.2 et d’achever ainsi la preuve de la premiéme partie.
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3.5.2 [Estimation & l’intérieur du support F;,

Pour démontrer un résultat de décroissance & I'intérieur de ’ensemble F; ,, nous allons suivre
une démarche similaire & la preuve précédente. La seule importante modification & souligner
concerne les fonctions de troncature. Nous devons tronquer les fonctions de localisation expo-
nentielle par des fonctions supportées dans F;,. Ce qui sera & l'origine de nouveau termes qui
ne vont pas heureusement nous géner. Pour commencer, signalons que 1 R, = Ly, .t Fp) st

solution de 1’équation de transport

{ u+ S)v, -Vu=0
U|t=0 = ]‘FO'

On introduit les fonctions suivantes :
Uy (t 2} = ay(tz) — 1p,,, Lau(t,2) = au(t,2) —1pa et &3,(t2) = ¢a(¥5, (4 2)),

oll 9, (& ne pas confondre avec les notations du lemme 3.4.1) désigne le flot associé au champ
de vecteurs Syv, et ¢, est donnée par

gr(z) = Amin {¢, dist{z, F§)} et ¢r= xexp(ga*0)) = xexp fa,

avec {#)x le noyau régularisant déja introduit dans (3.14) et x une fonction appartenant 3
'espace D((F§)n,), & valeurs dans [0, 1} construite de la maniére suivante:

Pour tout réel hy qui sera fixé ultérieurement en fonction des variables ¢, h et A. On prend ¥
une fonction de D(B(0,3)) d’intégrale égale & 1 et on définit la fonction

1.1
x(z) = h_gX(hO ) * 1(F§)£P($)-
Alors, en posant C = ||VX||r1, on constate que la fonction x vérifie x = 1 sur (F§)an, €t
IVxllze < Chg?, VXl < Chg™.
Nous allons désormais travailler sous les conditions suivantes :
2hg < 8,(t,h) — 8,(t,A) et % < Chyg. (3.41)

On verra au fil des pages suivantes les véritables raisons qui sont a la base de ces choix. Pour
faciliter la manipulation, on introduit les notations:

Xw(t) = X("p;,.l,(t)) et Pau(t) = fA(wA-']];(t))

Comme le support de ¢, est inclus dans I'intérieur de Fp, alors le support de ®; ,(t) est inclus
dans lintérieur de Ft),‘,, Donec

@A,,,A\I’,\,y = @)‘,VAGV et ‘I’A‘VV\I’)\,,, = C'D)\,,,Va,,.

Or la fonction ®, , est conservée le long des lignes de flot 4 ,,. Donc elle vérifie I'équation de
transport
at@,\,,, + Syvy, - Vé,\,v =0.
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Il s’ensuit que 'équation vérifi ee par ®,¥, , est donnée par

(0, + Shv, - V —vA) (‘I’A,V‘I’,\,u) = ((Savy — ) - V\IJ,\,,,)@A,,,.— Ve, , - V‘I’,\'V - U\I’,\’,,A(ID,\,,,.

En faisant une estimation d’énergie de type LP, analogue & celle utilisée dans la premiére partie,
on aboutit & I’inégalité

1d

EEII‘I’A,:»‘I’A,:»G)II’LP < 1930 () = v (B) |z 11 (8) + 20p ™ Ia(8) + v1a(2), (3.42)

avec

I(t)

L 10 alP B V0 el da,
L) = [ [WuGal v @10 P20,z

I3(t)

/R (62 PI95, AR, (1.2)ds.

Estimation de I1(%).

En revenant & ’expression de ®, , et en développant son gradient, on obtient suite & quelques
majorations élémentaires

—1
O < IV6klm ([ 10010000 Vx5 e 5D 4

+uvm|m=u%.m,u@)nip). (3.43)

En faisant le changement de variable x — %, ,(¢,2) qui préserve la mesure et en tenant compte
du fait que Vy est nul & une distance de 8Fp supérieure a 2hg, alors la premiére intégrale ma-
jorant Iy(t) peut étre dominée par

Chg 195" e/ o (0F52n0) 120 (D) - (3.44)
Or, on établit d’une maniére similaire & (3.29) que [|ef*—9*|| Leo(rey < C. Il s’ensuit que
||¢T)J.w13‘f"HLw((aFg)2ho) < CPePMo, (3.45)
D’autre part, une estimation d’énergie LP permet d’avoir
15, B2z < 2lla°lizs- (3.46)

Ainsi en reportant les inégalités (3.44), (3.45 et (3.46) dans Pestimation (3.43), on obtient

L) < MAOPHO)125, 05, (0)IF, + CPhy (M) TP 0,
PO (05, W, (B)|5 + P05, ), griice & (341).  (3.47)

A
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Estimation de Ix(t).

Pour estimer convenablement Is, on utilise les identités suivantes qui se démontrent sans aucune
peine. )

div (Bru@rulP2VEAL) = Bau|@rulP 2 AR, + (p — D)|@, P2V, (3.48)
V&5, (t) = e OVx,(8) + 81, Vor (D),
AL (t) = Br, (Adarn(t) + [Vrn(B)?) + PO Axy ,(2) + 22OV () - Ve (1)

Ainsi, en combinant ces inégalités et er se servant du fait que la fonction x, , est bornée par 1,
alors on parvient & la majoration

457 (@1,100,072900,)] < 20123, O (A0, (0] + [V, (0)F)
+,0 225 (Mg, ()] + V30, (B + V00 Vq’u.u(t)l)).
Or grice aux 'inégalités (3.23) et (3.26), on a

|AGsL ()] + [V, (B)]2 < CAZ(AgP3CV), (3.49)

D’autre part, en imitant les estimations de ¢, , décrites par (3.23) et (3.26) et en utilisant (3.41),
on trouve

IA

1+ Moy phacev,
REEE

< CAY(g)3Cen () (3.50)

|Ax (] + Vo BF + [Vxas - Véau(t)]

En méditant les identités (3.48), on constate que les dérivations de x,, sont toujours associées
3 des quantités de type e?*v. Ce fait permet de reproduire les arguments qu’on a utilisés dans le
passage (3.43) 4 (3.44). Ce qui permet d’obtenir, via les inégalités (3.49) et (3.50), P'estimation
qui suit :

I < C p X3P OV (|03, 25, (1), + P a7, ) (3.51)

Concernant 'intégrale I3(t), elle se majore exactement comme I3 et du coup en reportant les
inégalités (3.47) et (3.51) dans (3.42), on aboutit & 'inégalité différentielle

d
T ®r DIZe < ax, (OITr22, (DI + ax. (D)eP0)|a?||E,, (3.52)

oi1 'on a posé
ary = Cp([|vu ()]s ()P Y* D In Xt + vAZ(Ag)3CVe 1)),

I suffit & ce stade d’appliquer le lemme de Gronwall a (3.52) et d’utiliser le fait que ¥y ,,(0,z) = 0,
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pour déduire enfin que

t
“‘I’A\I‘A(t)llipSecpAh" ||30”%p efqa;,,(s)ds.

Donc, aprés un calecul élémentaire, nous trouvons

[@x ¥rn (Ol (Fe2n) < [16°| = exp C((M)Cqu(t) + vt (AL)3CoVe (1) | Ahg). (3.53)

Il s’agit maintenant de se procurer une minoration de la quantité de gauche dans (3.53). Pour
ce faire, nous allons établir que pour tout z pris dans ’ensemble (Ff, )4, on a

&), (t,z) > ceMOth)=8.(N) (3.54)
En effet, en revenant a la partie 1. du lemme 3.4.1, on récupére 'inclusion suivante:
(Fedn = (F )k C o (6(FD)5, (1,0)) = Yo (E:(FD) 6 (0))- (3.55)

Ainsi donc pour avoir (3.54) il suffit de la vérifier pour les éléments x appartenant & 1, (t,(F§)s, .0 )-
Pour cela, nous allons commencer par la constatation suivante et qui était ’objet de la partie 3.
du lemme 3.4.1:

Py () 0 U (8,(FSs, )  (FE)s, 66ty (3.56)
Ainsi pour tout z appartenant 3 1, (t,(Fg)gy(t‘h)), on a
(U5, (t,2)) 2 M8.(th) — &.(t,N))- (3.57)

D’autre part, la condition (3.41) combinée avec (3.56) montre que pour tout élément z choisi
dans ’ensemble 1), (t,(Fg)ay(t,h)), on a

Xow(tz) = 1. (3.58)

Par suite, l’estimation (3.54) devient une conséquence directe de (3.29), (3.57) et (3.58).
Faisons maintenant le choix suivant:

8, (t:h) = . (2,2)
2c

Il s’ensuit que la combinaison des inégalités (3.53) et (3.54) permet de tirer la conclusion ci-aprés.

(Sv(t$h) - (s_;,(t,/\))

ho = (3.59)

_ vt
”‘Irz\,v(t)“LP((Fﬁv)h) < |Ia'0||LP exp (O)\e((/\e)CoVu(t) 1 + e_z(A£)1+300Vv(t) —

28
(3.60)
Choisissons maintenant A de la maniére suivante:
A= ( ;)m (3.61)

Ensuite on reporte cette expression dans (3.60) et on achéve la preuve d’une maniére similaire
A la finition de la premiére partie, et I’on trouve que sous la méme condition (3.40) imposée & v
et h, on a

8,(t,h
||a,,(t) - 1F3},,||Lp((F;=u),,) < [la°||z= EXP( ( )2+2C ot u )) (3.62)
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L’estimation (3.62) n’est pas encore sous la forme souhaitée. Nous devons trouver un moyen qui
nous permet de se débarrasser du A résiduel. Ce que nous allons montrer est la chose suivante :
sous des conditions supplémentaires sur A, donc sur v, on peut remplacer dans l’estimation
précédente 1 F, par 1F,,. Plus précisément, on va établir que, pour tout A grand devant A1,
on a

(Fe)n C B (3.63)

Pour ce faire, on utilise principalement la convergence uniforme du flot régularisé ¥, (t) vers le
flot 4., (t). En effet, un calcul simple méne & I'inclusion

(Fidn © (F) ) hmtihn o 01— )l
Or d’aprés (3.7), on sait que si

log A£ < e__ev.,(t)

CO VV (t) Ae = 1

alors
a—Vurlt)

log )\E)

8620 (6) = B 0)l1» < Cet (2

Ainsi (3.63) a lieu si

log \¢ —exp A log Ay exp—V.(t)
< < <
N —¢ 0 Ceé’( Ae) sh
En utilisant (3.61), on constate que les conditions ci-dessus sont réalisées si
vt h\C
b (i .
7 < (gg) (3:64)

oll I'on désigne par C une constante suffisamment grande. La condition (3.64) est plus faible
que (3.2). Donc on peut lignorer.

3.6 Limite non visqueuse en temps petit

1l s’agit de déduire & partir du théoréme précédent le corollaire 3.2.1. La preuve consiste,
d’une part, & trouver un moyen par lequel on peut remplacer dans les estimations du théoréme
3.2.2 Fy,, par F; et d’autre part & analyser ce qui peut se passer autour de la frontiére 8F;.
L’information cruciale qui permettra de régler ces questions est la convergence uniforme des
flots (v,,) vers 1. Pour 'établir, on écrit par 'intermédiaire de V'inégalité triangulaire :

b, 2) — Bt 2)| < [O lou(s) — v(s)|[=ds + /0 fo(s, (5, 2)) — v(s, (s, z))]ds.

En appliquant le lemme d’Osgood, on aboutit au fait suivant : si

o = vllzago,g; vy < L'V,

alors . v
€Xp — dé
u(8) = $(®) 1z < bl = vlleao, g o)) 2 o).
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Par un calcul simple, on trouve
(F)re © Frdi @ (Fair ) C (Fiudn € (Fdawr, (-

Ceci permet de remplacer dans le théoréme 3.2.2, F;, par F;, dés qu'on prend r, < % Nous
nous intéressons maintenant & ce qui se passe autour de 0F; et précisément nous allons contréler
les solutions dans cette région. Or le principe du maximum montre que la norme L™ de toute
solution a, de ’équation (T'D,) est majorée par sa valeur & 'instant initial. Donc il nous suffit
d’estimer la surface du voisinage 7; 5, qu’on définit par:

Tin = {a: € R?, dist(z, 8F,) < h}-

Pour mesurer des sur{aces tubulaires, on dispose d'une estimation qui fait intervenir la cour-
bure, la longueur et ’épaississement h. Il s’avére qu’on ne peut pas I’appliquer dans notre cas,
vu qu’on ne sait rien sur la régularité de la frontiére 8F; et si méme elle a une longueur finie.
Néanmoins, on dispose d'une estimation grossiére de cette surface qui fait appel uniquement a
la longueur et a 1'épaississement. Pour pouvoir ’appliquer dans notre situation, on montre tout
d’abord que le tube 7; ,, est 'image, par le flot 4(t), d’un certain tube 7y 5, qui s’organise autour
de 8Fy, dont on sait calculer la surface. Ensuite on utilise le fait que le flot préserve la mesure.
Avant d’expliciter la surface voulue, on commence par
Définition 3.6.1. Soient v une courbe de R? et r un réel positif. On note T, le voisinage
tubulaire de v, d’épaississement r, par

I= {m €R?; dist(z,) < r}-

Dans le cas des courbes rectifiables, on dispose du lemme suivant

Lemme 3.8.1. Soit 0 — y{c) une courbe simple rectifiable définie de [0,1] dans R?, ayant pour
longueur L. Alors pour tout r > 0

|} < 4n{Lr + ).

Démonstration

Soit (4i)ogi<n une subdivision de la courbe «, telle que v = ¥(0), ¥» = (1), de sorte que
la longueur de l'arc [y;,i41] vaut r pour tout 0 < i < n — 2 et inférieure & 7 si i = n — 1.
Considérons maintenant les disques D; o, centrés au points v;,0 < ¢ < n — 1 et ayant pour
rayon 2r. Un résultat classique montre que pour tout ¢

[71'-77:'—!—1] - D‘i,r-
Ceci conduit a la constatation suivante
T. C Uy Dipr.

Car si on prend z € 7, alors il existe z; € v tel que d(x,z1) € r. D’autre part, il existe un
certain 7 tel que xz € [y, v;+1]. Il ne reste qu'appliquer 'inégalité triangulaire et le constat ci-
dessus. Ainsi

|T7| < dnmr?.

Orn< [%—] + 1. Donc en le reportant dans I'inégalité de dessus on trouve le contréle souhaité.ll
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Posons

h yexp—V(t)
hl = ee(a) f
Alors, d’apres la partie 2. du lemme 3.4.1, on a
it (Fo)i,) C (Fo)f, et ¥, (Fo)n) C (F)n- (3.65)

En posant
Ton, = {z € R, dist(z, 8F) < b1},

Donc, les inclusions (3.65) entrainent, via la bijectivité du flot, que
Ten CY(t, Top,).

Il suffit maintenant d’appliquer le lemme précédent et la propriété de conservation de la mesure
par le flot, pour enfin déduire
|Ten| < 4m(Lohy + B3).

Ainsi, la majoration
law @)z < [la°]| e,

permet d’avoir, pour tout p € [1, + o0,
h \exp -Vt
lau(t) ~ 1 |fEe 7 ,y < 472 @I} (Lot + ) (E)exp ®

sous réserve que r,{t) < % Pour déduire la convergence visqueuse L7, il suffit de faire un passage
4 la limite successivement en v et h. Concernant la norme L, on fixe h petit et on fait tendre p
vers I'infini. Ce qui permet de récupérer des estimations L*® (75.)- Ensuite, on passe & la limite
quand v tend vers zéro.

3.7 Décroissance polynomiale en temps grand

Nous allons dans ce qui suit fournir la preuve du théoréme 3.2.3. Désormais, les fonctions qui
interviennent ne sont pas indexées par v afin d’alléger les notations.
Pour montrer un résultat de décroissance par rapport & la viscosité, global en temps, avec la
seule hypothése que v est localement intégrable en temps et & valeurs dans Crp, on partage
Iintervalle de temps [0, T en une subdivision ((7})X,), qui sera définie ultérieurement et dont
le pas est indépendant des variables du probléme. Dans chaque sous-intervalle on développe des
estimations L? dont on abandonne la localisation exponentielle. Ce qui est génant avec cette
localisation est que le terme initial o(T})e®*(Tir) ne peut pas étre petit sur ¥(T;,Fo)§, & cause de
'étalement du support de a(T};). Dans 'intervalle [0, 71], nous n’avons pas ce probléme car a°
est supportée dans Fp, ol la localisation exponentielle ne contribue qu’avec la constante 1. Dans
chaque intervalle de temps de la forme [T}, T;,;], on construit une troncature initiale en faisant
appel a ’ensemble +(T;, Fp). Ensuite, on tronque la solution par le propagé de cette troncature
par le flot régularisé )7, 5(t), noté aussi ; 5 et qui désigne dans ce cas le flot associé  Syv, fixant
les points de P'espace & I'instant T;. Aprés, on fait des estimations d’énergie L?. Pour aboutir &
une estimation locale souhaijtée, on a besoin, pour le contréle de certaines quantités, de décrire
la dynamique du support initial Fy 3 travers les flots mis en jeu. A cet effet, le lemme 3.4.1 est
d’une importance majeure.
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On souligne que la relation de récurrence qu’on établit est de type arithmético-géométrique.
Ce qui permet d’avoir une forme explicite de la suite. L’examen de cette formule montre que la
décroissance globale & bien lieu, non pas sous une forme exponentielle, mais plutét polynomiale
en v. ‘

Pour ce faire, on fixe un temps T strictement positif et on choisit un réel & €]0, 1[. Ensuite, on
partage V'intervalle [0, T] en une subdivision (T})X,, qui vérifie

To=0<Ti<..<Ty=T et V(T,Tir1) =~ Vi€ [0,N —1].

C(1+ a)’

Ti+1

Nous rappelons que V(7;,T; 1) = / |lo(m)|lLrdr. Ainsi en sommant sur ¢ ces quantités, on
T

trouve N ~ %E‘%‘ﬂﬂ. Notons:

br(h) = ef f-)‘*"PV‘T) et 6(h) =d(t)o--ob(t)(h).
Nm— —

G

1 fois

Alors un calcul simple donne
i h \expiV ()
5 (h) = ee(&?) .

Introduisons pour tout entier i € [0, V] les fonctions suivantes:
filz) = —rnln {2 d:st(a: F 5(2)(“)} et ¢ia(tz) = f.i('qbil,)\(t,a:)),
oi 'on désigne
Fo= (9T Fo)g) = {z € RY, dist(z, $(T, Fo) Sh} et F=4(T, F).

On note aussi ¥; » = 91, x. La fonction ¢; » est lipschitzienne et vérifie, en particulier, pour tout
réel t > T; les contrdles

1 3
||¢i,A(t)||Loo(]Rd) <1 et ||V¢i.A(t)||Lm(Rd) < E(M)CQV('I;,t)_ (3.66)
Cette derniére estimation découle de la suivante:
VYL@ ey < R IV @lnods
< Coloe(M) Jr, Wo(s)llzzds
< | ,\g)CoV(Ti,t)_

La fonction ¢; » n'est pas dérivable dans tout 'espace. Donc, pour accorder un sens classique au
calcul qui suivra, il convient de régulariser ¢; ) par une approximation de 'identité comme on I'a
déja fait pour la preuve du deuxiéme théoréme. Ici, on ne le fait pas par souci de simplification,
mais on signale que les estimations importantes sont stables par passage & la limite.

La fonction a¢; » satisfait 1’équation suivante

dy(agi ) + Sxv - V(ag; z) — vA(adiz) = ((Sav —v) - Va)gi x — valg; y — 2vVa - V5. (3.67)
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En faisant le produit scalaire L? avec ad; », accompagné de quelques intégrations par parties,
on obtient

5 It Ol + IV (@)l = [ (S0 —0)- Vet i el + T r )

Ainsi le lemme 3.3.3 et I'inégalité (3.66) auxquels on associe l'inégalité d’énergie
Vit €Ry, fla@®)llze < lla%)Lz,

permettent d’avoir
Elodia®)ls < ool 3 (Colp@lrs GOV RO og(r) + L (AIOVE). (3.68)
En intégrant cette inégalité entre les instants T; et ¢, on trouve que pour tout AZ > e,
ladsr@s < ladir(TIEs +2laolts (0)0v @01 LEZT pacsv@n) - (3.69)
Si on prend t € [T}, T;1], alors l'estimation ci-dessus devient, via le choix de V(T}, Tiv1),

vT

—2a
ladir(@)13s < ladsa(TEa + 2laoll2: (A0 2 + T (3)55%). (3.70)

Ainsi, en faisant le choix M = (f—T)HTa, P'estimation (3.70) se transforme en
vT
ladea@lEz < llagin (TN + 4laolts () (3.71)

&2 (n)

le support de ¢; 5(T;) est inclus dans I’ensemble (Fi)g(rxy- Ce qui entraine gréce & (3.66) que

D’une part, en posant 3(T,h) = et en revenant & l’expression de ¢; »(t), on constate que

lagia (Tl < Na(Tlzzmg -
D’autre part, la partie 3. du lemme 3.4.1 implique que pour tout temps ¢ dans [I;,7;41], on a
-1 ¢ €
du moment que

5T <B(Th et CoV(T)A) llog M < =P CoV(T),

Il découle de (3.72) que pour tout t € [T}, Ti41] et pour tout z € (%, (Fo)g(t,h)), on a

B(Th) < lgin(t,z)|.
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Par conséquent, il vient que
ﬁ(T,h)1|ﬂ(t)|lL2(¢(t’ (Fo)g See, h))) = ”a-f;bz z\(t)”Lz ¢(t (FO)J(t h)))

En combinant ces résultats avec la partie 1. du lemme 3.4.1, l'inégalité (3.71) devient
T
vt € [Ti, Ti), "a(t)”L?((Ft)h) = ,B(T h) (”a(T)”Lﬁ((F)ﬁ(Th)) 4(U ) ”“0”1,2) (3-73)

sous réserve que

1—exp CoV(T) \ _4_
vT (e ) TE (3.74)

6TN) SBTR) ot 7 <\~

Rappelons que notre objectif de départ est d’établir une relation de récurrence qui permet
d’accéder de proche en proche aux contrdles des quantités qui nous intéressent. Or, en méditant
la relation (3.73), il s’avére qu’elle est une bonne candidate pour nous guider vers I’élaboration
d’un résultat de décroissance polynémiale. L’indice qui nous rassure dans (3.73) est que le terme
qu’on voudrait contrdler & l'instant T;y; est lui méme dominé modulo une constante multipli-
cative en h, ce qui n’est pas embarrassant, par son contrdle & l'instant T; auquel on rajoute un
terme qui est en puissance de v. Or, on part initialement d’une quantité nulle. Par conséquent,
cette petitesse en v peut se propager jusqu’a tout temps. Voyons de prés ce qui se passe.

On pose pour tout entier ¢ dans [0, N — 1]

ai(h) = |la(T3)| L2 ()

Alors I'inégalité (3.73) donne pour tout h satisfaisant (T, \) < (T, h),

Viel0N — 1], aua(h) < gy (BT 1) +4(%) ol ).

Notons
BT, k) = Bo--of(T,h).
N, o’

7 fois

Comme ag(h) = 0, pour tout k > 0, alors on peut démontrer par un argument de récurrence
que, pour tout n € [1, N] et pour tout réel positif & vérifiant 6(T,A) < (T, k),

an(h) < 4( ) [acr”_rﬁZH gu)(T By

=] j=1
En développant le calcul, on trouve que
) Liyi=1 gzmviry 0 R exp2iV(T)
BT, h) = (3)>m= ef(2) :
4 el
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Or l'inégalité E @ < Na¥, qui a lieu pour tout a > 1 permet d'avoir

ek Tk yimL 2mv(T) el sk 2V(T)
—— — 4 1 m=0 —_ 3
Uzomn = < %)

< e—k(%)kze%v(ﬂ '

Ainsi en sommant sur les indices & allant de 1 jusqu’a n, on trouve

4& n2e2nV(T)
3 Mgt < (G0

k=1j=1

D’ott on aboutit, pour tout temps ¢ € [0,T], & Pestimation

N22ZNV(T)

sy < 4() " () laof| .2 (3.75)

qui a eu lieu si (T, A) < BT, h). Sachant que N ~ G—"V(—TM alors on déduit finalement &
partir de (3.75) que pour tout ¢ € [0, T,

VT)% (4ee)expc(ﬁ;1 )’

”a(t)”Lz((F,)g) = C(g_z T lao]] .2

On va maintenant expliciter les conditions que doit vérifier . Nous venons de voir que

h \exp2NV(T)
(5™

eé

1— Lavy .

BNT,R) = (4)7 T D
> 4:_N’efZJ‘J'i/'('.'!") e exp

- (463)

2

Or, on vérifie facilement que 4-Ne*"V™ > 4~ epC(Y2)", Ce qui implique que
h o(¥m)?

(N) > ef(- L _Y=PO\TS
ﬁ (T1 h’) = 62(1663) :

D’autre part, on peut écrire via I'inégalité logz < /z,¥z € Ry, que

_ —CoV (T
5T\ = 2ee(lo/g\£/\f)em oV (T)

< 2et(Ae)"z P —CoV(T),

Ainsi, en remplagant A par sa valeur, on constate qu'on peut choisir » de manigre & ce que

vl (5 h )Ce"pc(ﬁl)z. (3.76)
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En fait, il y a une autre condition imposée & v provenant de (3.74). Elle est donnée par
vT el—exp CaV(T)
7 < CoV () ) (3.77)

Ainsi en associant (3.76) et (3.77), on retrouve la condition (3.4).H

La preuve de la deuxiéme partie est identique a la premiére partie modulo quelques modifi-
cations qui portent essentiellement sur les troncatures qui sont choisies de maniére 4 ce qu’elles
détectent localement en temps des informations sur la solution au sein du support F;. Ensuite
on adapte, sans avoir de complications supplémentaires, la méthode utilisée dans la premiére
partie. On pose comme daps la démonstration du théordme 3.2.2;

U(t,z) = a(t) - 1R (@) Ua(t2) = o(t) — 1R, (2) et Fly = {z € RY, dist(z, F{) < h}-

On considére le découpage en temps précédent et on pose pour tout entier 7 appartenant & [0,V]

1 . . e -~
fz(w) = Emln {e: dlSt(m’F;;fﬂ;ﬂ)} et qbi,,\(t!m) = .f‘i-("an:z\(t$$))'

Alors

supp fi C (F)m,,, o supp $ia(t) C wma(6(FY) 6(2)(,,)) (3.78)

6(2)(h)
Or d’aprés la partie 4. du lemme 3.4.1, pour tout ¢ appartenant & [T;,7;41| et pour tout A

vérifiant 1 1
5(t.)) < 580 (587 () = Rr(h),

on a

(t (Fc)a(z)(h)) = npn,x(t,(w(ﬂ,F&));g,m(_h,)

- (¢A(t$ 0))

cc F,y.
2( R (h)-5TN) A

On tire de ce dernier fait ainsi que de la derniére inclusion dans (3.78) les conséquences suivantes:

di AUy = ¢ zAa et §; V¥, =¢;a\Va.

Done, en développant le calcul, on montre que ¥y¢; » vérifie I'équation suivante

B (Wadsn) +5xv-V(Uadin) — AT 2) = ((Sav— ) - V)i —vTaAP; 0 — 20V T, - Vi .

Faisons le produit scalaire L? de cette équation avec ¥ ¢; x. Alors, en procédant & des intégrations
par parties auxquelles on associe le fait que v est & divergence nulle, on parvient 3

%”‘Il)tﬁbi,z\(t)“iz < 2/ ’(S)"U - 'U) ' Vcﬁi,)\(t,m)'l'?\q‘)i,,\(t,m)ldm + 21//\Ilﬁ(t,z)|v¢i,)\(t,:r)|2dx.
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D’un autre c6té, on se sert d'une fagon cruciale de l'inégalité [[¥x()[|22 < 2|jao|2. et des esti-
mations du lemme 3.3.3 pour déduire, suite 4 une intégration en temps, que

) t—T; ]
||‘1’A¢~;,A(t)”iz < ]|‘I’A¢i,A(Ti)|Iiz + 4”60",252 ((}\e)CUV(T"t)_l + 12'7‘1"()\3)20"”11“”)- (3.79)

Or supp i A(T2) C (Figa 1y 0)° © (FY)p(zhy-

Ce qui implique, grice & une estimation analogue 3 (3.66), que

[@xdia T2 < ”‘IIJ‘(T‘.)”L2 (tFoIserm)”

En remplagant Fy par Fy dans (3.72), alors on obtient pour tout temps ¢ de [T3, Tit1] et pour
tout A tel que 6(T, A) < B(T, k)

[ c

-1 cye ] c <]
¥ia () °'¢’(ta (FO)J(t,h)) - (TP(T“FO) )Jé?’(h)—S(T. » (Fi;ég’(h)ﬂ),smh)'

Ensuite, on imite la fin de la preuve de la premiére partie et l'on trouve, pour tout ¢t € {0, T]

vT'\ % rdef E”‘PC("‘!S{:‘I)2
ll‘I'Au(t)”L'-!((Ft);) < C(E—z) ’ (T) 1 llao]| 2.
£\ e
avec Al = (_T . Signalons que v satisfait les mémes conditions (3.76) et (3.77). En fait,

v

on doit changer dans (3.76) la constante C par une qui soit plus grande. Maintenant, on a envie
de remplacer F; ) dans l'estimation de ||a(t) ~ 1F, ,||r2((Fe),) Par F:. Pour ce faire, il nous suffit
de montrer que pour des réels A suffisamment grand, on a

(F)n C o (3.80)
Or, on peut montrer par le biais d'un calcul élémentaire que

(FI C (Fia)n—lwat)—o (0l o -

En combinant cette inclusion avec I'estimation (3.7), on constate que (3.80) a lieu dés que A
satisfait
3(T,)) < k.

Pour enfin conclure et achever ainsi la preuve du théoréme, il ne reste que fournir la liste des
conditions que doivent satisfaire les parameétres v et h.

1+a
(3.76), (3.77), M = (“"—2)T et 5(T,\) <h.
vT

La derniére condition est réalisée si

vT h \ T exp CV(T)

7 < (32) -
C’est une condition plus faible que (3.76). Donc on ne la retient pas. Par conséquent, on retrouve
la condition (3.4). Ceci achéve la preuve du théoréme.
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3.8 Convergence de w, vers w

Nous allons aborder successivement la preuve du corollaire 3.2.2 et du corollaire 3.2.3. Elles
sont basées essentiellement sur une estimation de (|4, (t,.} ~ ¥(2,.}]| oo (m2)- A cet effet, on aura
besoin d’une estimation L>(R?) de v, — v. Pour ce faire, on va rappeler un résultat de limite
non visqueuse, dfi & J.-Y. Chemin, voir [7].

Théoréme 3.8.1. Soit 1% un champ de vecteurs de R? & tourbillon w° € L' N L®. Notons

respectivement par v, et v les solutions de (NS,) et (E) associées d la méme donnée initiale 1.
Alors,

lim {lv, — vl| 5o my;22) = O-

loe

Plus précisément, pour tout temps T' positif, si
22 0
v < __82—2EXP(CT“L|J ”Lln_[,m),
— AT
alors, on aura

vT exp(-—Cku"Ll LWT) 0n2
) " e e

e = vl oo qo.m 12y < Cez("e'f

Dans le contexte de ce théoréme, les solutions v, et v sont uniformément bornées, par rapport
& la viscosité et par rapport au temps, dans I'espace C} et & fortiori dans 'espace Cry. La
description précise de ce résultat est fournie par le lemme suivant.

Lemme 3.8.1. Soient v, et v respectivemnent les solutions de (NS,) et de (E) assocides & une
méme donnée initiale v° de tourbillon w® € L' N L. Alors, on a lestimation

(vw; V)| oo (. o1y < CLUP | prm oo

Démonstration
Pour contréler les hautes fréquences, on utilise principalement 1'équation elliptique qui lie la
vitesse au tourbillon. On obtient ’estimation suivante

Vg20, [Agu(t)lze < CL27%lwy(E)]|L=,
< Ce27 YW poo. (3.81)

La derniére inégalité (3.81) provient d’une application du principe du maximum. Concernant
Pestimation de ||A_jv,|| 1, on utilise le fait suivant

A_1vy||Le € Cllvg|| L.

Ensuite, on se sert de la loi de Biot-Savart et de 'inégalité de Holder qui permettent d’avoir

|'Uy(t,$)| S .[ lwv(tsy)ldy +[ IwV(tiy)ldy

r—y|<e |$ - yl x—y| > Il' - y'
< C{lllw, @iz + £ Hlwu (D)l L1)-

Il ne reste qu’appliquer la majoration
o @l < [0 llzr¥r € [, + o). (3.82)

La méme méthode est applicable dans le cas eulérien, vu que 'estimation (3.82) est vérifiée grice
A la méthode des caractéristiques et & la conservation de la mesure par le flot.H
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Le théoréme 3.8.1 et le lemme 3.8.1 permettent, via le résultat d’interpolation suivant
2
[ellfe < Cllullzzllulle:,

de montrer la convergence des solutions (v, ) vers v dans I'espace L (R, ; L®(R?)). Ayant ce
résultat, on peut montrer, grice au lemme d’Osgood, que le flot 4, converge vers ¢ dans ce
méme espace. Voici ce dont il s’agit :

Proposition 3.8.1. Soit v° une donnée initiale & tourbillon w® dans L1 N L. Alors

lim Jlv, — vllzge my;Loom2)) = O-

loc

Plus précisément, pour tout T positif, si

22 o
v < _62_2EXP(CT|IW "LlnLoe),
T

alors, on aura

vT %exp(-CHWO"L.lnLWT) 02
) llw” Iz 00

2 2
1oy = VN Zeo o, 77, Lo mayy < €8 (“35"
De plus, il existe une fonction f de R} dans RY décroissante vers zéro, telle que si

v € [0, F(TI®l| p1rpee)]s

alors on aura

vT'\ 1 P(—CT"lip1npe0) déf

(7) >
La preuve du corollaire 3.2.2 est une application du théoréme 3.2.3. La seule vérification qui

reste a faire est de pouvoir remplacer dans les estimations F;, par F;. Pour cela, on se sert

essentiellement de la convergence uniforme du flot visqueux 1, vers le flot eulérien 2. Un tel
résultat permet de montrer d’une maniére simple que pour tout v vérifiant

v € [0, f(T || p1rpe)], (3.83)

<Ce

”"nbu - "nb“Loo([g,T];Lco(RZ)) = T, T

tel que
h
T < 7, (3.84)

alors pour tout temps ¢ choisi dans 'intervalle [0,7], on a
(Fr C (Fro)h et (FOn C (FE)s C (F))a. (3.85)

Ce qui permet de conclure.

Ayant établi le corollaire 3.2.2, alors la preuve des résultats de limite non visqueuse men-
tionnés dans le corollaire 3.2.3 devient presque immédiate. La seule information qui reste &
fournir concerne I’estimation de la quantité

llwo (t) — 1R l2(z; ,)- (3.86)
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Pour enfin conclure, il suffit d’ajuster les parameétres v et h. Comme les tourbillons sont bornés,
alors l'estimation de (3.86) peut se ramener & une mesure de la surface tubulaire 7; ;, sur laquelle
on intégre. Or, en imitant la. preuve du corollaire 3.2.1, on parvient & établir que

ﬂ,h - "»bu(t: ?-O,hl)) (387)
olt I'on désigne
h \exp ~Cljw
’]a,hl = {m, dist(z, 8Fp) < hl} et hy = ee(a)exp o] OllLlanT'
En utilisant (3.87) et la conservation de la mesure par le flot ainsi que le lemme 3.6.1, on obtient
||w,,(t) . 1Ft "%2(7; 2 < C”wO"%m (Lof T+ 22)(%)exp(—CIIwOIILlanT)_ (3.88)
Voyons enfin les conditions imposées sur v et h. Elles sont données par (3.4), (3.83) et (3.84).
Prenons une constante C suffisamment grande et imposons la condition
vT ( h
27
Alors, nous constatons que les conditions que nous venons de lister sont satisfaites du moment
que (3.89) et (3.83) sont réalisées. En reportant (3.89) dans l'inégalité (3.88) ainsi que dans les

estimatons dictées par le théoréme 3.2.3, on s'apercoit que flw,(t) — 1 ||z2(r2) est dominée par
le terme correspondant & I'inégalité (3.88). Ainsi donc, pour tout réel v vérifiant (3.83), on a

Sl G ) (3.89)

yT'\ Clexp(—CT?|[e2f12, )
lww () = 13 2me) < Cllw®l1F1npe (Lol + 32)(72_) L)

Ceci achéve la preuve du corollaire 3.2.3. R
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Chapitre 4

Poches de tourbillon singuliéres dans
un fluide faiblement visqueux

Résumé. Dans ce chapitre, nous étudions les poches de toubillon singulidres dans les équations de
Navier-Stokes incompressibles bidimensionnelles. Nous montrons, en particulier, que si la poche initiale est de
classe C1** en dehors d’un ensemble singulier I, alors la vitesse est pour tout temps lipschitzienne en dehors du
transporté de T par le flot visqueux. De plus, le contrdle Lipschitz correspondant est uniforme par rapport a la
viscosité. Ceci nous permet d’établir des résultats de convergence non visqueuse des structures géométriques.

4.1 Introduction

Dans les pages suivantes, nous allons fournir quelques résultats concernant ’évolution d’une
poche de tourbillon singuliére dans le systéme de Navier-Stokes incompressible gouvernant
le mouvement plan d'un fluide visqueux. Les équations décrivant I'évolution du champ de
vitesse v, (t,z), avec (t,z) € Ry x R?, sont données par

o, + v, - Vv, — vAv, = —Vp,
(NS,){ dive, =0
UV|t=0 = UO)
ol v est un paramétre positif désignant la viscosité du fluide et p, un scalaire qui représente

la pression. Signalons que le systéme d’Euler incompressible (E) correspondant & une viscosité
nulle, et que l'on note parfois (IV.Sp), est décrit par

at'v"{"U'V‘U: —VP
(E){ dive=0

— 50
UEt::O =v.

Le tourbillon w d’un champ de vecteurs v = (v!,1?) est défini par w = 8yv? — Gyv!. 11 vérifie
dans le cas d'un fluide incompressible bidimensionnel 'équation de transport-diffusion

Sy + vy - Vwy, — vAw, =0,

Nous savons depuis les travaux de M. Yudovich [40] que si le tourbillon initial est dans L' N L,
alors les systémes (N.S,) et (E) sont globalement bien posés. Comme conséquence, si le tourbillon
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initial est une poche de tourbillon, i.e., w% = 15 avec Q un domaine borné, alors le tourbillon
eulérien est en tout temps Iindicatrice du transporté de  par le flot eulérien ¥(t) que l'on
définit par

, )
P(t,x) =z +/0. v(r,'t,b(r,:c))d'r.

La loi de Biot-Savart nous renseigne que la connaissance du tourbillon permet d’accéder au
champs de vitesse. Dans le cas des poches de tourbillon & bord régulier, la vitesse est complétement
déterminée par la dynamique du bord OfYt) comme 'indique la formule de Green

1 2
v(t, z) = 7 A log |z — v(0)]8,v:(0)de,

ol v; est une paramétrisation régulitre du bord 90(t). Ainsi, et motivé par plusieurs enjeux, la
question de la régularité du bord est devenye d’actualité. C’est qu’a partir de la fin des années
quatre-vingt que la question est de nouvean relancée avec le travail de Majda [30]. Il conjecture
P’explosion en temps fini, dans certain cas, de la géométrie du bord. Cependant, J.-Y. Chemin
montre dans [6] qu'un bord initial de classe Cl*te, avec s €]0,1], préserve en tout temps cette

% croit & l'approche d’un point singulier moins vite que le logarithme de la distance séparant les
deux points. Ce résultat a été ensuite généralisé par R. Danchin 2 des poches de classe C*+3 (voir

est inévitable. Par contre dans le cas d'un cusp on sait grice aux travaux de R. Danchin (15]
que la vitesse est lipschitzienne dang 'espace tout entier. Notons que ’étude du comportement
de I'ensemble singulier est d’un point de vue mathématique loin d’atre bien élucidé.

Concernant le systtme de Navier-Stokes incompressible on peut aussi tenter de résoudre
les mémes problémes de poches de tourbillon, mais comme e terme visqueux a tendance 3
étaler tout ce qui est confiné, alors la formulation qui semble intéressante est la suivante: il
agit de décrire la régularité du transporté du bord initial par le flot visqueux et d’établir
des résultats de convergence non visqueuse de cette structure géométrique. Pour réaliser un
tel objectif, il apparat qu’un contréle uniforme par rapport & v du gradient de la vitesse est
fortement recommandé. Clest 13 effectivement toute la difficulté, et tous les problémes sont
quasiment centrés autour de ce point délicat. Les premiers éléments de réponse élaborés dans
cette direction sont diis & R. Danchin. TI montre dans [13] que si la poche initiale est I'indicatrice
d’un domaine borné de classe C*2 alors le transporté du bord initial par le flot visqueux est
de classe C‘l""", pour tout s’ < s. Il obtient e résultat d’uniformité requis pour la convergence
non visqueuse. Mais la méthode qu’il utilise ne lui permet pas de prouver la persistance de la
régularité. En fait, la perte de la régularité est artificielle: nous avons montré dans un travajl
récent [24] que le bord préserve la régularité initiale. Lorsque le bord de la poche est singulier,
alors il y aura des complications techniques supplémentaires diies au fajt que le champ de vitesse
N'est pas en général lipschitzien.

Les premiers résultats de limite non visqueuse dans le cas des solutions de Yudovich remontent
& J.-Y. Chemin. 1] établit dans [7] la convergence de v, —v vers zéro dans L§% (R ; LP(R?)), pour
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tout 2 < p < +o00. Par contre, en ce qui concerne la convergence P du tourbillon visqueux w,,
vers w, on peut se référer & [11] ol les auteurs montrent que sous I'hypothése d’un tourbillon
initial dans LN L M Bj ., pour un certain s €}0,1], alors on a la convergence, qui n’est assurée
que sur un petit intervalle de temps. Dans le chapitre précédent, nous avons démontré, dans le
cas des poches de tourbillon & bord de mesure nulle, la convergence LP globalement en temps.
Ceci nous permet dans ce contexte d’obtenir la convergence de v, vers v dans ’espace WP pour
tout p fini et supérieur ou égal A 2.

Ici, nous nous occupons encore du cas ol le bord initial est singulier et nous tacherons de

préciser la convergence non visqueuse du tourbillon: nous montrerons des résultats globaux
de convergence des structures géométriques. Le point le plus important sur lequel reposent
ces résultats est I'uniformité par rapport & v du contréle Lipschitz de la vitesse v, en dehors
du transporté de 'ensemble singulier par le flot visqueux 1, (t). Notre premier résultat est le
suivant.
Théordme 4.1.1. Soit Q un domaine borné de R? et s un réel appartenant & 10,1]. On sup-
pose que le bord 8K est de classe C'+* en dehors d’un ensemble fermé T. Posons u° = 1q et
désignons par v, la solution de Yudovich du systéme (NS,) correspondant & un chemp de vec-
teurs v°, de divergence nulle et dont le rotationnel vaut w°. Soit Pu(t) le flot associé au champ
de vecteurs v, (t). Notons pour tout h > 0,

D) = %D, S) =wtD) e (B0); = {z € R?;dist(z4,() > h}
Alors il existe une constante C dépendant seulement de s et de WP, telle que pour tout t € R,

IVou (Ol oo (2 ()2)

16 Ct
<C{1+vt)se® .
hel0,e-1] —log h ( )

Désignons par ¢ le flot eulérien correspondant au tourbillon initial w°. Alors 8Q, (t\Z,(2)
est une courbe de classe C1+% Ws' < s. De plus, pour tout h > 0, 8, (£) N (Xu(t))g converge au
sens de la distance de Hausdorff vers la courbe ¢(t,000) N4 (¢, ) dans R2 x S. Nous signalons
qu’on a identifié un point de la partie réguliére de la courbe avec un point de R2 xS, lo deuxiéme
composante donne la direction de la tangente & la courbe en ce poini.

La preuve de ce résultat est basée sur le contréle de la régularité tangentielle du tourbillon
mesurée par rapport & une famille adéquate de champs de vecteurs. Nous utilisons également
une version Besov de la théorie de Littlewood-Paley pseudo-locale qui exploite 1'information
d’un champ de vitesse qui est supposé logarithmiquement lipschitzien et lipschitzien en dehors
d'un ensemble donné. Cependant, il y a deux principales informations clé qui nous permet-
tront d’aboutir & des estimations uniformes en v. La premiére est un effet régularisant dd 2
I'intégration en temps du tourbillon. Tandis que la seconde est un résultat de propagation de la
régularjté Besov dans les équations de transport-diffusion. D’abord, nous savons que le tourbillon

déf
visqueux w, = 611.: — Byv! d'un fluide bidimensionnel satisfait ’équation de transport-diffusion
suivante

{ Oy, + vy - Vi, — vAw, =0
u),,|t=0 = wo.

Nous montrerons, en particulier, que pour tout ¢ €]0,1] et pour tout ¢ > 0, on a

¢
Ve “ ] :.u,,(‘r,:r)a!‘r||C2 < C(t), uniformément en v et ¢, (4.1)
0 —E
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ol I'on désigne par C™ Pespace de Holder que l'on définit, pour r non entier, & travers la
décomposition de Littlewood-Paley, comme étant I’ensemble des distributions tempérées u vérifiant,

dé _
luller & sup 27| Azt Lo < +o0, (4.2)
q

oit A, désigne 'opérateur de localisation en fréquences dont la construction repose sur une
partition de I'unité: il existe deux fonctions positives et réguliéres x et ¢ qui sont supportées
respectivement dans une boule et une couronne, telles que pour tout £ € R,

XO+Y 0@ =1 e <O+ PO <L

g=>0 g>C

On pose alors pour toute distribution fempérée u

Aqu=F x(©)a(©) ; Ve eN, Aju = FHp(27%)a(8)) et Su= > A
—1<p<Lg—-1

Nous verrons plus de précision sur ces fonctions de troncatures dans la proposition 4.2.1.
Notation : Lorsque r est un entier alors l’espace défini par (4.2) sera noté CJ.

Voici maintenant le résultat précisant (4.1) et qui sera généralisé dans la proposition 4.3.1.
Proposition 4.1.1. Soit w, le tourbillon visqueuz du systéme (NS,) correspondant 4 un tour-
billon initial w® € L1 N L. Alors il existe une constante absolue C telle que pour tout t > 0,
pour v positif et pour tout g > 0

v

22q £ 0 0
255 [ 18wl < Clim (14 e i)

Nous avons établi dans un travail antérieur [24] que si la vitesse v, est lipschitzienne, qui est le
cas par exemple lorsque le tourbillon initial est une poche réguliére, alors nous n’avons pas une
perte logarithmique de la fréquence. Manifestement cette perte est reliée & la faible régularité
de la solution de Yudovich qui n’est pas mieux en général que CL.

4.2 Autour de la théorie de Littlewood-Paley

Cette partie est consacrée & quelques rappels sur la théorie de Littlewood-Paley, essentielle-
ment les opérateurs de localisation en fréquences. Nous donnons une description fréquencielle
des fonctions quasi-lipschitziennes, dites aussi logarithmiquement lipschitziennes. L’introduction
de ces espaces semble tout & fait naturel dans la mécanique des fluides bidimensionnels: en fait
les solutions de type Yudovich sont dans cet espace.

Proposition 4.2.1. I existe deuz fonctions x et ¢ appartenant respectivement auz espaces D(R?)
et D(RA\{0}) telles que,

x(€) + Y p@ ) =1, 1 <xX0)+ e <1,
g>0 q=0

[p — g] > 2 = supp ¢(277-) Nsupp ¢(277) = 2,
g > 1 = supp x Nsupp ¢(277) = @.
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On note
A_iv = FH(x(€)8()), Agu=F 1 (p(27%)5()) sigeN.

Yg< -2, Ayu=0 et pour tout g € Z, S'qv = Z Apv.
psq—1

Le calcul paradifférentiel introduit par J.-M. Bony dans [4] est basé sur la décomposition,
dite de Bony, qui reconnait dans un produit wv trois parties: deux termes de paraproduits
correspondant & une domination fréquencielle de I'une par rapport & ’autre et un terme de reste
ol les fréquences sont de méme taille. Plus précisément, nous avons la définition suivante

Définition 4.2.1. On appelle paraproduit de v par u et on note Tyv Uopérateur

Too =) S 1ulAg.

q

On appelle reste du produit uv et on note R(u,v) opérateur bilinéaire symétrigue suivant:

R{uw) = Z Agulgpv.

lg'—q|<1
Ainsi le produit uv s’écrit formellement
uv = Tyv + Tou + R(u,w).

Nous définissons les espaces de Besov By, avec p € [1, 4+ o<} et s € R comme étant ’ensemble
des distributions tempérées u vérifiant

dé
lluliz; = sup 2%°|| Aqul|z» < +00.
q

I1 est clair que pour s non entier B3, = C*.

Définition 4.2.2. Soit d un entier supérieur ot égal @ 2. Nous désignons par Cry, Vespace des
fonctions log-lipschitziennes, c’est-d-dire, ’ensemble des fonctions bornées v de R? satisfaisant

déf v(z) — ’U(“")
lvlliee = follp +  sup | ; 1|
0<|z—zf|<e 1 |.’E - llog( z—z’l)

< -oo.

La proposition qui va suivre est une caractérisation dyadique des éléments de 1'espace Crr. Pour
la preuve, voir par exemple [1].
Proposition 4.2.2. Il eziste une constante C > 0 telle que pour toute fonction v € Cyy, on ait:

|VSgvllze
24¢q

|Aqullze < Cllvl|zz(2 +¢)277.

Nous savons grice au lemme d'Osgood qu’un champ de vecteurs v appartenant & Cry, posséde
globalement un unique flot (t,z) dans la classe des fonctions continues dans les deux variables
d’espace et de temps, voir par exemple [6]. En outre, le flot est d’une régularité hdldérienne
qui se dégrade avec le temps, essentiellement dans un espace C¢**. La question & laquelie on

CYwlle € |A-19||Leo + sup < Oz,
g
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va répondre concerne la dynamique d’un ensemble donné 4 travers un flot correspondant & un
champ logarithmiquement lipschitzien. Nous allons nous contenter de ’énoncé d’un tel résultat
qui a été démontré dans [6)]. )

Lemme 4.2.1. Soit Fy un ensemble de R%. On se donne un champ de vecteurs v appartenant
& Vespace L} ,(Ry ;CLy). Désignons par 1(t) le flot associé & ce champ de vecteurs. Alors, en
posant Fy = ¢(t,Fp), on aura les inclusions

WFE) C (Rl svee o(th) = ke (i lolozer),
Pour tout 0 < v < t,

B GEND) C (Flrany avee 8(rpn) = A7 00lazer),

Voici maintenant un lemme qui sera d’un apport considérable dans notre travail. C’est une sorte
d’inégalité de Poincaré. La preuve est attribuée & R. Danchin [14] lorsque p > 2. Ensuite elle a
été généralisée par le méme auteur [15] pour le cas des réels p €]1,2].

Lemme 4.2.2. Soit d un entier > 2. Il existe une constante strictement positive Cy telle que,
si a est une fonction dont le support de sa transformée de Fourier est inclus dans une couronne
C. Alors pour tout p €]1,4 oo, on a

Cis / la(z)Pdz < f Valap—2 = ——— f ala(z)P2Aadz.
p2 Rd R P 1 R<

Le résultat ci-dessus est trivialement vérifié pour p = 2: c’est le lemme de Plancherel. Par
contre, il n’y a rien d’évident dans le cas p # 2, vu qu'’il y 2 un mélange de fréquences qui empéche
la fonction |Vaj2|a|P~2 d’étre supportée dans une couronne. En fait il y a une démonstration
simple suggérée par F. Planchon dans [32].

Il est bien connu que Péquation de la chaleur joue ponctuellement en temps un réle régularisant
de la donnée initiale dés qu'on décolle de instant ¢ = 0. Cet aspect est décrit par le lemme
ci-aprés qui est démontré par exemple dans [8].

Lemme 4.2.3. Soit C une couronne. Il existe deur constantes positives ¢ et C telles que, pour
tout couple (t,A) de réels positifs, pour tout p € [1,400] et pour tout a € LP, on aura I'implication :

Supp @ C AC = [|le®al|zs < Ce=||aliLs.

Rappelons maintenant un résultat trés utile et qui est une pierre fondatrice de la preuve de
leffet régularisant. Il a été établi par M. Vishik dans [36].

Lemme 4.2.4. Soit d un entier supérieur ou égal & 2. Il existe une constante positive C
ne dépendant que de d telle que, pour toute fonction a de la classe de Schwartz et pour tout
difféomorphisme ¥ de R? préservant la mesure de Lebesgue, on aura pour tout p € [1, + oo,
pour tout k € N et pour fous les jgq > -1,

[A;(Aqa 0 9)fze < C27H 9 Vy0D|| 1 | Agall e,

oti ’'on a posé

aljg) = { = 87 0

0, sinon.

Nous convenons que ¥° = Id.
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Pour finir cette section nous allons donner, dans un cadre restreint, une sorte de réciproque de
I'injection de Sobolev Bj — C*~2/?, Nous fournirons la preuve pour la commodité du lecteur.

Lemme 4.2.5. Soient s un réel strictement positif, p € {1, + oo| et K un compact de R,
avec d > 2. Alors il existe une constante Ck telle que, pour toute distribution tempérée u, sup-
portée dans K et appartenant & BS_, on a

g
lullgy < Ckllullse, -

Preuve : Nous ferons usage de la décomposition de Bony. Soit ¢ une fonction de la classe de
Schwartz, valant 1 dans un voisinage de K. Alors on a: u = ¢u. Ainsi on peut écrire

u=Tyu+T,¢+ R(uq).

Concernant le premier terme, on le majore facilement comme suit

1A(Tpe)lle < > ISp—18llzellAgul|ze
lg'—ql<No

C27% il e flullc-.

IA

De la méme maniére, on établit que

|Ag(Tud)llzr < C27%|luf|Le [|8]| B

Pour le terme de reste, on écrit grace A la stricte positivité de s

IARudr < D 8psidllzellAgullre
¢'29—Ng
ie{F1,0}

< 027 gllzr llulics

Ainsi la preuve du lemme est achevée.

4.3 Un effet régularisant

11 s’agit dans ce paragraphe de décrire un effet régularisant constaté dans les équations de
transport-diffusion (T'D,,) correspondant & un champ de vecteurs logarithmiquement lipschitzien
et de divergence nulle. Nous en déduirons le cas particulier discuté dans la proposition 4.1.1.
L’équation dont il s’agit est donnée par:

Gaoa+t+v-Va—vAa=90
@p){ 2ot s

a’t=0 =a .
Nous montrerons qu’en particulier si a® € L, alors pour tout temps positif ¢

t .
Vf a(t,z)dr € Cl “f {u € L*® ;Vue CLL}'
0

En outre, son contréle est indépendant de la viscosité lorsque cette derniére est bornée. D'une
maniére plus précise, nous obtenons ce qui suit.
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Proposition 4.3.1. Soit v est un champ de vecteurs de R® appartenant & L;loc(]R+ ; Crp) et

¢ divergence nulle. Il existe une constante absolue C telle que, si a est une solution associée d
la donnée initiale o® € LP, avec p € (1, + oc|, alors, on aura pour fout r € [1, + oo et pour
tout T > 0

r

T
(v2%)} | Agalzg oo < Clla|o (1 s+ +2) | ||v(f)nm—r)

Remarque: Le terme en vT figurant dans le membre de droite de 'inégalité ci-avant est dii
au basses fréquences. Il disparait quand ¢ € N. D’un autre cété, cette proposition permet de
retrouver le résultat mentionné dans la proposition 4.1.1. En effet, si w® € L1 N L, alors on a
pour tout ¢ € R, 'estimation classique

le@®llze < Cllw.t)llsy, < Clle’llzinres-

4.3.1 Démonstration de la proposition 4.3.1

La preuve ressemble i celle que nous avons utilisée dans [24] pour démontrer un résultat
similaire pour les équations (T'D,) mais pour un champ de vecteurs lipschitzien. Dans ce cas,
nous n’avons pas cette perte logarithmique de la fréquence. L'idée qu’on va développer consiste
a localiser 1’équation (7"D,) sur des couronnes dyadiques de taille 27 et d’utiliser un changement
de variables lagrangien. Alors, pour une fréquence fixée de taille 29 nous parvenons 4 boucler nos
estimations mais sur un intervalle de temps dont la taille est de I'ordre de I'inverse du logarithme
de la fréquence, i.e., - Donc nous serons amenés & utiliser un argument de proche en proche,
mais ce qui est ca.pite?.l dans cette manceuvre est le fait que a est en tout temps borné {(ce qui
s’obtient via le principe du maximum). Ceci empéche heureusement d’autres pertes en g, qui
peuvent avoir des répercussions néfastes. Dans la suite, on pose a; = Aga. Alors en appliquant

I'opérateur A, & 'équation régissant a, on trouve
Biaq + Sq1v-Va, —vlAa;, = 85 1v-Vag— Ay(v-Va),
Y Ry (va) =R, (4.3)
L’estimation du second membre R, est 'objet du lemme suivant, qu’on démontrera 3 la fin de
ce paragraphe.
Lemme 4.3.1. Soit v un champ de vecteurs de R%, & divergence nulle et appartenant & Cpy,.

On se donne un élément a de LP, avec p € [1, + oo|. Alors, il eziste une constante absolue C
telle que, pour tout g > —1

IRglz» < Cllolize Y 2779 (max{j,q} +2)]1A;azs.
jz-1
En particulier, pour tout s €] — 1,1]
1 + 1
1-s (1+s9)?

Dans le cas particulier ot d = 2 et a = rot v, il existe un entier absolu My tel qu’on ait pour
tout g > —1

IRallze < ©( Jiwllze(a + 2)27%allz;.

IRqllze < Cllvllze Y. G+ 22779 Azal|zs.
izg—Mo
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Désignons par 4(t) le flot correspondant & la vitesse régularisée S,_jv, et que 'on définit par
I’équation intégrale

¢
Yyltir) =z + fo Sg—1v(T %4 (T,z)) dr.

Nous avons par la proposition 4.2.2

[ 198 0izmdr < g+ 2) [ blzsir 2 v,
Ainsi un calcul classique montre que le flot et son inverse jouissent des estimations suivantes
IVEE ()l < €@ et V2 (E)]| oo < C2TV(t) ¥, (4.4)
ol 'on note 1,[;; (t,z) = 1P4(t,z). Posons maintenant
Gq(t,z) = ag(the(t,z)) et Ry(t,z) = Re((tibg(t,z)).

En effectuant un calcul simple, nous parvenons & établir 1'identité :

d
Aay(t) o py(t,x) = Z(Vzﬁq(t,:c)-(ai'qbq'l)(t,i,bq(t,:c)),(aifﬁ;l)(t,wq(t,:c)))
i=1

+ Vag(tz)- (Alb;l)(ta'ﬂbq(t@))- (4.5)

D’une autre part, en dérivant ’équation intégrale vérifiée par 'inverse du flot et en recourant 4
quelques estimations élémentaires, nous parvenons & établir

(87 Nebg(t,2)) = e + g (t,2), (4.6)
avec gf] une fonction qui s’estime dans la classe des fonctions bornées de la maniére suivante
; déf
gl < Va(t) €7 ® = go(2). (4.7)

Donc, on trouve grace a (4.6) et (4.5) que a4 satisfait I’équation parabolique ci-aprés

d d
(0 —vA)ag(tz) = v Z(VQE;q(t,m)g;,g;(t,w)) +2v Z(Vgﬁq(t,m)e,;,g;(t,a:))

+ vVa,(t) - (A (e (8,2)) + R(t,2). (48)

Comme le spectre fréquenciel de la fonction @, n’est pas nécessairement localisé, alors pour qu’on
puisse appliquer le lemme 4.2.3, nous devons relocaliser de nouveau sur des couronnes dyadiques
a l'aide de I'opérateur A;, avec j € N. Ainsi donc, en appliquant le lemme 4.2.3, on trouve

X t .
18,8, lzr < Ce 7 | Ajag(O)lze + Cu(gg(t) + g2(1)) f0 e~ ="2Y 172G (1) ||podT
[4 .
+ Cv2ng(t) fo e“c"(‘"T)Qz’ IVag(T)||rdr
t ) _
+ C fo e_c"(t_")22J||A5Rq('r)]|f,pdr.
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Pour majorer le dernier terme qui figure dans le second membre de 'inégalité ci-dessus, on
applique l'inégalité de Bernstein qui entraine

1A Re®)ze < CZINV(Ry 0 $(t))llzee,
< C2(|Vehg()|lzoe | Rg ()] -

Par conséquent, la combinaison du lemme 4.3.1 avec Pestimation (4.4} et I'inégalité
la@llze < lla°lze, ¥t € Ry

permet d’avoir
. ¢ .
”Aja'q(t)"LP < Ce—cutzm ”Ajaq(O)"Lp + Cv (gq(t) + g,? (t)) A e—ﬂ"(t—'r)221 "Vzﬁq(f)”,{,pd’?’
i .
+ Cr29g,(t) fo e~ =72 7a, (1) |Ledr (4.9)
i ) ,
+ Clg+2)277)|a%|| f e~ 2 |1y (7)|| e dr.
0

Prenons la norme L™ des deux cdtés dans l'estimation (4.9) et utilisons les inégalités de convo-
lution. Alors nous en déduisons & 'aide de la monotonie de g, que

P _ . _
18585(®)llzr (0,4 L7y < CW2¥) T 18j0gO)llze + Clagt) + 95 (8) 27X I1V°8g ) r(po; Lr)
+  Cgg(t)2727||Vag|| - (o, o)
+ C2979)jad|1p (12%)F (% —1). (4.10)

D’une sutre part, en se servant de (4.4), il vient d’aprés la préservation de la mesure par le
flot 4,(2),

IVag(t)llee < C2%Y*D||ag (£}l e, (4.11)
(V3 ()L < C2%eVe®||ay(t)|. (4.12)

Ainsi, en reportant ces estimations dans (4.10) et en sommant sur les j supérieur & ¢ — Ny, on
trouve

1 - 1
@22)r D" ||Asaqllzrqo g9y < Clla®lize +  22M0hg(8)(12%)7 lagllir(o, g Ley (4:13)
i2q—No
+ C2N°(1+%)||00]|Lp (e - 1),

ot 'on a posé he(t) = CVy(t) eCVa) En ce qui concerne les basses fréquences, nous utilisons le
lemme 4.2.4, qui implique

> 14aglley e < C27N0e¥ D gLy 5. (4.14)
i<g—No
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Donc, en combinant (4.13) et (4.14), on parvient &
1 1
w2207 llagllLrqo, g5 27y < Clla®llze  + 22M0hg(t)(v2%)7 |lagllLr (o, 4; L7)

1. —
+ C(v2%)+||ag|lr(po, g 1y 2~ Ve ®)
+ C23No(e¥a® _ 1)|1a0| Lo

En conséquence, si l'on impose & t et Ny les deux conditions suivantes

1
22Nop (1) < 7 ¢ Cc2~MValt) < %, (4.15)
alors nous aurons pour tout g > Np
(v2%)? lagllz; 1 < C24¥|a0)|1s (4.16)

En fait, les conditions données par (4.15) sont satisfaites dés qu'on se place sous I’hypothese

@+QA"WNMMS%, (417)

La constante Cp est absolue, et a fortiori Ny, dont le choix ne dépend pas de g. Pour s’en
rendre compte, on prend d'abord V, (¢} < 1 et on choisit Np pour que 2~No < ﬁ, puis quitte
4 diminuer encore V,(t), on trouve C22Mh () < 1, ce qui est faisable car la fonction ze® tend
vers zéro quand x tend vers zéro. Enfin nous établissons ’existence d’un entier Ny tel que, pour
tout ¢ vérifiant (4.17) et pour tout ¢ > Np, on ait

1
(¥2%)7 |lagll - (o, 4; 7y < Clla®||zs-

Nous allons dans ce qui suit étendre 1’estimation du dessus & n’importe quel temps arbitraire 7.
Pour un tel objectif, on se donne un entier g supérieur & Ny et on découpe l'intervalle de
temps [0,7] de la maniére suivante:

Tis1
o<1 <..<Ty e (g+ 2)f lv(Mllpdr =~ Co, Vi € [O,N - 1].
T;

Alors en reproduisant la démarche précédente tout en manceuvrant avec le flot valant I'identité
4 'instant T;, on parvient & établir que pour tout g > Ny

1
2%+ |lagll -, 1oy s 1) < Clla®|lza-

Ainsi en recollant les morceaux et en se servant du fait que

N<C(1+(q+2) /0 ' le(mllzzdr),
on trouve pour tout g > Ny
V24 lagll7r (o, 1; 1) < C" N 1|0°||Ts- (4.18)
Concernant les basses fréquences, on écrit
(w2 llagllz(o, 73,9y < COT)* o) - (4.19)

Finalement, en combinant (4.18) et (4.19) on trouve l'estimation énoncée dans le lemme.
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4.3.2 Preuve du lemme de commutation

L’objet de ce paragraphe est de démontrer le lemme 4.3.1. A cette fin, nous allons nous servir
de la décomposition de Bony. Tout d’abord nous rappelons que le terme R4(v,a) est donné par
la relation

Aglv-Va)=8_1v-Vag, + Ry(v,0). (4.20)

D’une maniére plus précise, il se décompose comme suit (voir la preuve du lemme 2.4.1 du
deuxiéme chapitre).

4
Rofw,0) = 3 Ri(v,a),
I=1

ou l'on a posé

d

Ré(u,a) = ZAQ(Takavk),
k=1
d

RlYw,0) = - [Tsdi,Agla,
k=1
d

Ri(v,a) = ) Tpros, ,oy0klqa,

k=1

d
Ry(v,a) = z AGR(v*, Bra) — R(Sq_1v, Agka).
k=1

ESTIMATION DE R; (v,a) : Comme la transformée de Fourier de S,,_lakaaqu est supportée

dans une couronne de taille 27, alors on ne tiendra compte dans la décomposition de Rl(v,a)
que d’un nombre fini de termes et I'on écrit

d
Riv,a) =) D Ay(Sy_18aAgv®).
k=1{q'~g|<Mo

Nous signalons que cette somme porte sur les entiers ¢’ positif, sinon Sy_; est nul. Ceci permet
grice au lemme de Bernstein et la proposition 4.2.2 d’avoir

ISg-18ka AgvFlle < €277 (¢ + lollz DY, YllAjelzs (4.21)
i<q-2

Ainsi, comme |q — ¢'| < My, alors on aura pour tout entier g > ~1

IR (v, a)llz» < Cllvbzrla +2) > 2709 Aza| 2o
jz—1
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ESTIMATION DE Rg (v,a) : Nous avons par définition du paraproduit et griace & la commutation
des opérateurs A, entre eux

d .
Ry(v,a) = ZZ[SQ’"lvkakAq'sAq]a,

k=1 ¢

d

= Z[Sq’—lvkak: Aq}Aqra.
k=1 ¢

La somme est en fait finie. Elle ne concerne que les indices ¢’ vérifiant |¢’ — g} < Mp. Ceci est
dd, d’une part, a la localisation du support de la transformée de Fourier de Sq:_lvaq:c‘i‘ka dans
une couronne de taille 27 & d’autre part au fait que AgAy =0, 81 ¢ — g > 2. Maintenant
occupons-nous de la majoration du commutateur. Pour cela, nous écrivons I'opérateur A, comme
une intégrale de convolution :

liS¢-10*00, AAgall, = 24 f R(2(s — 1) (Sy-19* (&) — Sp-10* (1)) A ualy)ay|
C2_q|[VSqf_1v||Lw||Aq:6ka||Lp,
Cllwllz2?~%(q' + 2| AyaliLs.

En conséquence, nous aurcons 'estimation

IR2 (v, a)llze < Cllvlzlg+2) D 271979 AyalLe.
l¢'—gl< Mo

<
<

ESTIMATION DE Rg('u, a) : Par définition du paraproduit, nous avons

d
R(v,a) =" Y Spa(vf— S, 1vF)Ap8A.
k=1 g’ —q|<1

En revenant & la proposition 4.2.2 et en utilisant les inégalités de Bernstein, on aura
ISg-1(v* = Sgm1v®)ze < 37 [1As0]|L=0,
j=g-1

Clolze ¥ 279G +2),

izg-1
CllvliLe2™%{g + 2).

Ce qui nous assure dans ce cas la majoration souhaitée.

A

A

ESTIMATION DE R‘ql('u, a) : Nous commengons par décomposer ce terme en deux parties
4 1 4,2
RY(v,a) = R4'(v,a) + R4%(v,a),
avec

d
R 0,0) = 3 AREH— 5y10¥,0ka),
k=1

d
R*(v,0) = Y AGR(S;_1v*,8ca) — R(S,_17", Agka).
k=1
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Par définition du reste et grace & la condition de divergence nulle du champ de vecteurs v, nous
pouvons écrire

d
RiM(w,a) =) A8 > Ap(ld— Sp_1)v*Appia. (4.22)
k=1 q'>g—Mo
ie{F1,0}

En appliquant le lemme de Bernstein et la caractérisation dyadique des éléments de Cpj,, nous
en déduisons que

1Ay (Id = Spa)oflle = || D AgAH|ie,

l'~4i<1
jzg—1

< Clvfize2 (¢ +2)-
En reportant cett inégalité dans (4.22), nous obtenons suite & une estimation LP
IR @ allze < Clolze2® 3. 277(d +DllAgalles.
q'>q— My

Concernant le terme Rg’Q('u, a), il sera traité comme le terme Rg('u, a) et nous obtenons gréice &
la condition div S;_;v = 0,

B¥(wa) = Y [ApArS,-1vF]Ayi8ka = R}3(v,a) + Ry3(v,a),
g’ >q—Mo
ie{¥1,0}
= Y [ApApSe-1vt]Agiidat D AgBe(Ag S, 1v*Agyia).
lg'—q|<Mo ¢'>a+Mo
i€{F1.0} ie{F1,0}

Signalons que la condition A;Ay ;e = 0 si |¢ — g| > 3 justifie bien Pexpression figurant dans la
derniére somme. En utilisant une démarche analogue & celle qu’on a employée dans l’estimation
de RZ, on obtient

IR (wa)lze < Cllvllzzig+2) Y 27 UAgsiallze.

lg —gl<Mp
ie{¥F1,0}

La deuxiéme somme se majore comme suit

IRYw,allr < €2 Y [AgvlzellAgsiolzs,

g >q+ Mo
ie{F1,0}

< Cloler Y, 2779( +2)|Agallze.
¢’ >q+Mg—1

Ceci permet d’achever la preuve de la premiére partie du lemme 4.3.1. La deuxiéme est une
simple déduction de la premiére tandis que dans le cas oll @ = rotw, il suffit de montrer que le
terme Ré est majoré par la quantité souhaitable. Pour ce faire, on remplace P'estimation (4.21)
par

15 ~18ka Agt®| e |1Sg—18kallzee | Agv* s
C2%||Sy—1 V|| [|Agv* | o

C(d +llvlcehdgallzs.

IA A IA
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4.4 Propagation dans les espaces de Besov

Ce paragraphe est consacré i ’étude de la régularité dans les équations de transport-diffusion
avec un second membre, ot 'on suppose que la vitesse est lipschitzienne dans le support de la
solution. L’équation considérée est

(TD.,){ 3ta.+v-§7a—VAa.=f+Vg

a,|t=0 =3aq".

Le résultat de propagation que nous allons démontrer est seulement prouvé dans les espaces
de Besov Bj, avec p fini. Il s’avére que les espaces de Holder ne sont pas bien adaptés et la
méthode qu'on a utilisée dans [24] pour propager la régularité holdérienne dans le cas d'un
champ lipschitzien est difficile & mettre en ceuvre lorsque le champ de vecteurs est seulement
log-lipschitz. Avant de fournir le résultat en question, nous allons introduire quelques espaces
fonctionnels qui s’avérent commodes pour la description de nos résultats. Soit ¢ > 0, s € R et
(r,p) € [1, + o0]?. Alors on note par LiB; l'espace des fonctions u vérifiant

déf
lullgz g, = Sl;p2""IIAqullLr([o,q;Lp) < +o0.
Définition 4.4.1. Soit a un nombre réel > 1. On note par L (pour alléger la notation, on omet

sa dépendance par rapport d a) 'espace des fonctions u satisfaisant

deéf

|lujlr = sup”illl—’i < +o0.
b>a b

Soit T un ensemble fermé de R2. On note L(T) l’espace des fonctions u vérifiant

déf [[ell oo ()
U = su — < 400
hullzis) 0P iogh

On note aussi LL(X) Uespace LN L(X) muni de norme

fellzzisy = llullz + el

Finalement, on définit Uespace LL°(Z) = LL{Z) N C? gque U’on munit de lo norme

Hullproczy = fullez) + llullce-

Remarque: Dans le cadre du systéme de Navier-Stokes bidimensionnel incompressible, si 'on
part d’une donnée initiale & tourbillon w9 dans LN L, alors on a une unique solution globale v,
vérifiant les estimations suivantes uniformément en v.

o ()L < Cllvw(@)llor < Cliw®llinzes. (4.23)
Nous avons aussi

2
Ve @llzr < CE5 1 llnse (4.24)

En fait la premidre estimation de (4.23) n'est autre que Pinclusion continue de l'espace C!
dans Cp, tandis que 1’autre provient tout simplement du lemme de Bernstein et la loi de Biot-
Savart décrivant la vitesse & partir du tourbillon. Par contre P'estimation (4.24) est plus délicate.
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L’une de ses preuves est fondée sur la décomposition de Caldéron-Zygmund et sur un lemme
d’interpolation. Pour plus de détails, on peut consulter par exemple [6].
Voild maintenant le résultat de propagation que l'on va démontrer.

Proposition 4.4.1. I eziste une constante C telle qu’on ait la propriété suivante. Soient s
un nombre appartenent é | — 11,7 € [1, + 0] et p > 1. Soit v un champ de vecteurs infini-
ment dérivable. On se donne une solution a(t) de (T'D,) telle que son support est inclus dans
Uensemble (Zt)g(t,h)' On suppose que

sup |la(t)||zs < +00, sup |[|fllzzge-2+ et sup |lgllgm ge—2 < +oo.

te[0.1] » tefo,T) | LiPe sefo,r) L Br

Alors on aura pour tout t € R,

—C. [EWh(r 21
lla(t)|| gy < Ch=Cedo Walrler (IIaOIIB; + (7 + ) Fllgz pr-ar + (Cp + vt) lgll £ B;—z)‘
Siv=10 et g=0, alors on aura
—C, [EWirydr ()0 o
la(®lla; < Ch=O WA (|ja0)5; + 1 fll 57, ).
ot l'on a posé,
Wi(7) = ||[Ve(t)|| LLO(E:)eIJ le(Mlzzdr  §(¢ h) = h*P (fo o)LL dr)

et 7 Vexposant conjugué de r.
Remarque: Les constantes C, et C, figurant dans la proposition ci-dessus sont de la forme

Cs = et Cp =

1-—s? p—1

Preuve

La méthode qu’on adoptera est de type énergie. Elle est basée sur une régularisation
de l'équation (T'D,) et l'utilisation de l'incompressibilité du flot. Notre outil principal est le
lemme 4.2.2 et le corollaire 4.6.1 de I’appendice. Nous commencgons par localiser en fréquences
I’équation en a. Alors en posant

ag=ADgn, fo=A,f et g;=~»7u9
nous obtenons 1'équation :

(at +v-V— V/_\)a,q = —[Agv-V]e+ fo+vg,
af Ry(v,a) + fq + vgq.

Soit p > 1. Multiplions cette équation par a,|a,|P~2 et faisons quelques intégrations par parties
utilisant la divergence nulle du champ de vecteurs S;_1v. Alors le lemme 4.2.2 et I'inégalité de
Holder nous assurent que pour tout g € N

p—1

d -
llag@Es + v lag®)Es < p(Ialee + vlige@llie + [R(®)les Yllagllss.  (4.25)
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Ainsi, nous en déduisons que

—c23lu02e t —cBZ L p(t—7)22
loa@lze < €% fag@lls + [ & F 7 (180er +vlgar)lr + IRe(Olzs )

Par conséquent, il vient, en vertu de l'inégalité de Young et du corollaire 4.6.1, que pour
tout ¢ € N,

2
P -
lag@lize < NogOllze +C=E—27% sup flgq(r)es
o 0<T<t
— - L
+ RPNl + 02 (log ) [ MOl (426)

Concernant les basses fréquences, nous n’avons pas besoin de gagner deux dérivées par l'in-
termédiaire du laplacien. Nous avons uniquement besoin d’un signe positif qui est assuré aussi
par le lemme 4.2.2 qui nous permet d’avoir

t
le—1(®)fie < Ilﬂ?-lllLv-l-fo (If=1(ee + vlg-1(T)llze + IR-1(B)ll2)d7
< lle2yllze + vt sup ]lg—l(T)HLP+t%||f—1||L:Lr
7€[0,f]
t
+ C(-log h)/; Wi(r)lla(r)|| g dr (4.27)

Donc en combinant (4.26) et (4.27), nous obtenons, pour tout ¢ > —1,

2

lag®llze < llag(O)llze +C(E7 +1t)27 sup |lgg(r)lizs (4.28)
P 0<r<t

_ t
+ y%(1+(yt)%)z—ﬁ'infqllqm+cz"qs(-1og k) /0 Wi(r)la(r)l|Bgdr.

En multipliant des deux c6tés par 29° et en prenant le supremum en g, on trouve

2
0 P =1 1
la(@)lzy < lla 1|B;+c(p—_1+ut)ngnL~ch;-z + vF (14 ()7) I fligg p-ore

+ C(-logh) [ Wa(lla(r)lsgar

11 suffit & ce stade d’appliquer le lemme de Gronwall pour obtenir le résultat désiré.

4.5 Etude des poches singuliéres

Dans cette derniére section nous allons généraliser le théorgme 4.1.1 pour des poches de
tourbillon dites généralisées. Mais avant de donner ’énoncé dans toute sa généralité, nous aurons
besoin d’introduire quelques concepts fondamentaux.
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4.5.1 Résultat principal

Afin d’étendre le résultat énoncé dans l'introduction & des géométries diverses, nous allons
introduire quelques notations et définitions.

Notations. Pour un champ de vecteurs X régulier, nous définissons son action sur les fonctions
bornées u par
X(z,Dyu % div(Xu) = u divX.

Soit F une partie de R et h un réel positif. Alors on définit les ensembles,
F= {:L' e R?; dist (z,F) > h} et Fp= {:r: e R?; dist (z,F) < h}-

Définition 4.5.1. Soit & un fermé de R? et £ = (a,8,y) un triplet de nombres réels. On
considere une famille X = (X}\,h)(,\,h)eAx]o,e—l] de champs de vecteurs appartenant avec leur
divergence d By, avec p € [1,+ oo et s €] — 1,1 On définit X = (Xarn)rea
La famille (X)) est dite ¥—admissible d’ordre = si et seulement si les conditions suivanies sont
remplies :

Y(\h) € Ax]0,e7!],supp X»n C Zfa,

déf .
= f RYI{(Z,,A4 0
IT(Z,X) h.E]lgl -] ( hy h.) >y,

N(X) &f sup h PN (D4, X)) < 400, avec
he)0,e-1]

I(3h,Ah) = zglth sup | Xan(z)] et

N(Zh,An) = ! sup X5 nlmg 4 |4V X5 v 5 “f lsup —”X)\’h”B;.
€ Ach I(Zh,X) € xen L(Zn,An)
Remarque: Pour des raisons de nature géométrique et relatives a ’annulation de la famille de
champs de vecteurs A’ prés de I’ensemble singulier, le réel « sera pris strictement négatif.
Introduisons maintenant les espaces de Besov anisotropes.
Définition 4.5.2. Soit & un fermé de R? et X une famille ©—admissible d’ordre Z = (a,8,7).
Alors on définit Uespace B }(ﬁ comme étant 'ensemble des fonctions bornées u satisfaisant

dé -
||u”;5p,i"8 =4 sup h ﬁ”ﬂlli}fﬁ x, < +oo, avec
' hel0,e—1] "

[ X5,n(z,D)ul gs—1
I(Zp,An)

&,p
U = N (X, A )|u||zeo + sup
lulls? x, = Ne(En,n)l|ul sup

Lorsque ||u[3P 5 < +o00, alors nous dirons que u € By(Zp)
Le théoréme suivant est une généralisation du théoréme 4.1.1.
Théoréme 4.5.1. Soient s €]0,1[,¢ €]0,5[ et p > —%176 Alors il existe une constante C vérifiant

les propriétés suivantes. Soient Loy un ensemble fermé de R? et v° un champ de vecteurs de diver-
gence nulle et dont le tourbillon w° est borné et supporté dans un compact K. Désignons par v,
la solution de Yudovich du systéme de Navier-Stokes et 1, (t) son flot. Posons X,(t) = 4,(t,%0).
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Considérons une famille Xy de champs de vecteurs tels qu’ils appartiennent avec leur divergence
a By. On suppose que cette famille est Xo—admissible d’ordre By = (on,Bo,70) et que

0 5,150
w" € By, e

Soit T un réel positif. On définit la quantité

at=s(1—%)—e—1.

Alors il existe une famille X, (t) = (X5 (1)) n)eaxjoe-1) de champs de vecteurs appartenant

avec leur divergence d B;’H",Vt € [0,T]. De plus, cette famille est ¥,{t)—admissible et ’'on a
pour tout nn > 0

14+0:,p, -
wy(t) € B osn e,

ot lon a posé

fo(t) = (ﬂo -G t) Ot irnses,
avec C) une constante dépendant de s,p,€,00, By et w®. De plus, la vitesse v, est lipschitzienne
en dehors de L,(t). Plus précisément, pourt e R,

) 1V, @)l oo (2, 232
hE]O,e_l] —log h

L <o +vt)Fe.

Enfin, en désignant par ¢ le flot correspondant & la solution de Yudovich du systéme d’Euler,
alors si it
€
I%(%0,X0) = Tup 111((20)h,(x0)h) < 400, (4.29)
hel0e—

on aurg pour tout t € [0,T) et pour tout (h,\) e]O,e"l] X A,
1im (X0 (D) (8) = XonhCDW M srsor-g-n T 1XEan = XAkl grioe-3-0) =0.
On a encore pour tout (h,A) €]0,e71] x A,
,}i‘ﬁi [| X026 (D) — Xoan (D)l L= jo,11xR2) = 0.

La preuve de ce théoréme est fondée essentiellement sur 1'effet régularisant et la propagation
de la régularité Besov dans les éguations de transport-diffusion relativement &4 un champ de
vecteurs lipschitzien dans le support de la solution , qui ont fait Pobjet des sections antérieures.
Ces résultats sont mis en place afin de contrdler convenablement la régularité conormale du
tourbillon dans un espace de Besov d'indice strictement négatif. L'utilité d’une telle estimation
apparait sans doute dans 'estimation logarithmique du gradient d’'un champ de vecteurs. Ce
que nous allons fournir & ce propos est une version Besov du théoréme 3.3.2 de [6]. Elle s’obtient
& partir de ce théoréme simplement & 'aide de I'injection By — Cs=2p,

Théoréme 4.5.2. [l existe une constante C telle que, pour tout véel a > 1, pour tout s G]%,l[
et pour tout ensemble fermé T de R?, nous aurons la propriété suivante.
Soit X = (X p)(amyeaxioe-1] = (Xn)nejpe-1) une famille de champs de vecteurs tels qu’ils sont
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ainsi que leur divergence dans Bj. Alors on considére une fonction w € Bj(Ep) N L% Siv est
un champ de vecteurs de divergence nulle tel que Vv € L® et rot v = w, alors le gradient de v
est borné et nous avons

IVo|lreo(mgy < Callw|iza +

w||3P
|w||ze log (e+ ”"i"i)
e[| oo

C
s—2/p
4.5.2 Démonstration du théoréme 4.1.1

Le bord de ) peut s’écrire sous la forme
N ={z eV ;folz) =0},

avec V un voisinage de 812 et fy une fonction de R? dans R, de classe C1*€ et 4 support compact.
I.’ensemble singulier du bord n’est autre que

L= {:c € V; folz) = V folz) = 0}'

Pour faciliter le raisonnement nous supposons que le bord est connexe. Nous supposons également
qu'il existe un nombre négatif g tel que pour tout z € V,

|V fo(z)| = dist(z,5)7.

Cette hypothése veut dire que les parties réguli¢res du bord ne s'intersectent pas avec un ordre
infini. Soit (6r)pejo,e~1) une famille de fonctions infiniment dérivables, valant 1 dans %3, sup-
portées dans Xfa., (avec a > 0 ) et vérifiant pour tout réel strictement positif r

18nller < CrR7T.
Considérons une fonction ¢ infiniment dérivable, valant 1 dans V. Posons
Xo_1p=04(1—8er et Xoon = Vi(8rfo)-

Alors nous avons par le lemme 4.2.5 que Xo,0» € Bj. Par contre le champ de vecteurs Xo,-1,n
appartient & C% Vs € R, mais il n’est pas dans B;, pour tout s > 0. Donc nous allons faire usage
de la partition de ’'unité pour construire & partir de ces champs une famille X —admissible.

Lemme 4.5.1. Soit d € N*. Alors il existe une partition (Op)nen+ de R et une suite de fonc-
tions réguliéres positives ({n)nens, telles que:

Supp ¥n C On ; [On] <1
vz € RY, z PYu(z) =1 et

nelN*
3N, € N, tel que, Vz € RY, f{neN";z¢ On} £ Ng.
Posons pour tout n € N*
Xonw(T) = Yn(z)Xo —1,n{x}).

Done, d’aprés le lemme 4.2.5, il est clair que ces champs sont dans BJ. De plus, le lemme
ci-dessus nous assure que la famille Xy = (Xonh)(n.h)eNxj0,e-1] €5t E—admissible. Un calcul
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simple montre aussi que la quantité définie par {4.29) est finie. Ainsi les hypothése du théoréme
4.5.1 sont satisfaites. Posons

Q) = 9. (t,0),Z,(8) = ¥, (8,2), Q1) =¢(¢,0) et () = (E,X).

Soit h €]0,e7!]. Comme le champ de vecteurs X0,0,6(2,1) est non nul dans V' N Zg(t’h), alors nous
déduisons & partir de I'identité (4.64) qu’il existe un voisinage V() de Q(t) tel que,

Ve € V(E) N (S0, Xeon(z) #0.

Or la divergence de X; o5 (noté aussi X;5) est nulle, car elle vérifie une équation de transport
linéaire. Donc, il existe une fonction f;p : R? — R vérifiant

Ve fin = Xin

Le support de X; 5 est un compact, ce qui entraine que f; ) € Cts' Vs’ < 5. Nous n’avons pas
en fait une perte de la régularité du bord dans le cas eulérien, d’aprés {6]. L’ensemble 8Q(t) est
une ligne de niveau pour f;;. Donc, quitte & retrancher la constante correspondante on peut
supposer que c’est un ensemble de zéros de cette fonction. Considérons un point zo = (z0,1,%0,2)
de I'ensemble 8Q(t)\E(2)x. Alors le champ X4, et a fortiori le gradient de f;, ne dégénére
pas dans un voisinage V;, de ce point . On peut alors supposer que la premiére composante
de X 5 est non nulle. Ainsi, ceci permet d’assurer, d’aprés le théoréme des fonctions 1mp11c1tes,
Pexistence d'un intervalle I, , contenant zo; et une fonction ¢ : I;,, — R de classe cL+e’
tels que 1'ensemble {(x1,¢(x1)) ;x1 € Iz, } s0it le graphe de 'unique branche du bord contenue
dans un petit voisinage de xg, noté encore V,,. Maintenant nous allons montrer que pour v assez
petit il n’y a dans ce voisinage de zp qu’une seule branche connexe du bord de 89, (t) et qui soit
le graphe d’une fonction définie sur le méme intervalle I, ,, méme plus petit mais dont la taille
est indépendante de v. D’abord nous allons comme dans le cas eulérien donner une équation
cartésienne de ), (t). La description est la méme: on construit une fonction f; R? — R telle
que,
Vil = X

D’aprés le théoréme 4.5.1, le champ de vecteurs X;f » converge vers X, dans C1, quand v tend
vers zéro. Donc cela permet de déduire 'existence d’un réel vy tel que pour tout v < vy, le champ
de vecteurs Xt" , e s’annule pas dans V. D'un autre c6té, il s’ensuit gréce & la convergence
uniforme du flot 4, () vers ¥(t) qu'il existe au moins une branche connexe de 8Q,(t), confinée
dans V;, et dont la projection sur I'axe des abscisses est 'intervalle I, ,. En fait, c’est la seule
branche connexe se trouvant dans le voisinage de xg, car sinon, il y aura aussi une autre branche
eulérienne. En se servant du fait que la composante X;’ }f est d'un module strictement positif
dans V;, alors on peut déduire, d’'une maniére strictement analogue au cas d’Euler, |'existence
d'une paramétrisation cartésienne de cette branche ¢, : Ir,, — R, qui est de classe Cltoe—2/p,

Le premier résultat qu’on va discuter est que ¢, converge uniformément vers ¢. En effet, la
convergence uniforme du flot visqueux vers i nous informe que le graphe de ¢, se trouve dans
une surface tubulaire dressée autour du graphe de ¢ et dont le rayon p, tend vers zéro. Donc
en désignant par a(z;) 'angle que fait la droite verticale passant par le point (x1,0) avec la
tangente a la courbe 2(t) au point (z1,¢(z1)), on trouve que

¢ (z1) — @(z1)| <

sin a(m1)
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Or la minoration uniforme leh(m)| > ¢ > 0, sur V,, permet d’assurer la minoration uniforme
du sinus. Ce qui permet de montrer la convergence uniforme de ¢, vers ¢. Comme conséquence
on a la convergence au sens de la distance de Hausdorfl. Il reste & vérifier la convergence pour
les tangentes unitaires. Posons )

Xth X
Tu(:c1)=|X—EM(I1,¢u($1)) et T(JUI)“ﬁ(wl:(b(xl))-

Alors un calcul élémentaire, utilisant les inégalités triangulaires, permet d’avoir

| X7 (21,00 (1)) — Xep(z1,8(z1))| _
| X2 (1,60 (1))

Or le champ XE ,, est de module uniformément minoré sur V., par une constante strictement
positive. Il s’ensuit alors que

|7 (1) — T{x1)] £ 2

|7 (z1) — T(z1)| < C’(IIXE;,, = Xenlloo(vag) + 1 Xen () — Xa,h(-,¢('))||Lw(I=0,1))-

Ainsi le théoréme 4.5.1 et la convergence uniforme de ¢, vers ¢ donnent le résultat désiré.

4.5.3 Dynamique des poches singuliéres

Cette section est dévolue i 1'é¢tude de la régularité stratifiée du tourbillon w relativement
& une famille donnée de champs de vecteurs. Nous partons d’abord d’un modele de champs
de vecteurs et nous verrons & la fin une application pour une famille adéquate de champs de
vecteurs A; = (X ) qui tient compte de la structure singuliére de la poche initiale.

Etude d*un modéle

Soit v(t,z) un champ de vitesse infiniment différentiable et de divergence nulle. On se donne
dans le plan un ensemble fermé Xy suffisamment régulier et supporté dans ()%, olt & est un
paramétre appartenant & ]0,e~]. Considérons I’équation

dX+v-VX =X(z,D)
TG
( ) { Xlt=0 - Xo.

Une telle équation posséde une unique solution X; qui satisfait en outre I'identité
Xi((t,z)) = Xo(z,D)p(t,x) (4.30)

avec 1¥(t) le flot associé au champ de vecteurs v. Nous remarquons qu’il découle du systéeme (TG)
que les champs de vecteurs 8;+v-V et X;(z,D) commutent et par conséquent I'équation vérifiée
par X(x,D)w(t) prend la forme suivante

(8 +v -V = vA)X(z, D)w = —v|A, Xi(z, D)) w. (4.31)

Remarque: Désormais, nous omettons, par souci de notation, d’indexer par v les quantités
relatives au systéme de Navier-Stokes.
Nous allons décrire par le biais de la proposition suivante quelques estimations des solutions
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de (T'G) et (4.31). Elles sont utiles pour contréler le gradient de la vitesse en dehors du transporté
de I’ensemble singulier ¥q par le flot.

Proposition 4.5.1. Soient p > 1,8 €]0,1[,c €]0,5[ et r 6]1,1—_‘_—61_—5[. Il eziste une constante C
2

telle gue Uon ait la propriété suivante : s0it v une solution réguliére du systéme de Navier-Stokes
correspondant & un tourbillon initial W° appartenant 4 L' N L®. On se donne un champ de

vecteurs Xo régulier et supporté dans (So)§, avec Lo un ensemble fermé de R2. On définit la
quantité

B = C(IXo(z.D) lls + Il (| Xoll s + IdivXollzs) )-

Soit T un réel positif. On se donne un entier No € N* et un réel Cqg > 2 et l'on impose la
condition

1_
C(1+ (v + Pl=)T) NG < G5 (4.32)

Alors en posant pour tout t € [0,T];

t
o = 3(1_:_T)—e—1 et pour tout 0< 71 <

al(r) = CW(r)+C5'W(t) + Cll’lze (1 + (v + [[w°llze)t),
on aura pour tout t € (0,77,
¥ No 0 1 W)
IXe(2, D)l gge + (@)l [ Xell graee <2V B[ 14+ (v + [wllz=)t+ Co Ttz

x (—logh)h~Jogeldr  (433)

Sip> 1175’ alors nous aurons
2

oo 1 [* gulr
||Xt(¢t)||cl+ﬂt“2/p < 1 (h/2) 1—fo ge( )d-r.

= [Pllze

Si de plus il existe un compact K tel que supp Xo C K, alors pour tout p > -%176, il eziste une
constante Cx telle que,

CK2N°E1

TP (h/z)—l-fo Qe(T)d»r,

[ Xe(elll greee-2rr <
P
ot U'on o posé

W(t) = (IVe@)llree) + Ol pinze ) el liinze et W(t) = sup W(r).
0<r<t

Démonstration: L’estimation de divX; s’avére la plus facile & prouver. Elle est basée sur le
corollaire 4.6.1, figurant dans ’appendice, mais pour pouvoir ’appliquer nous devrons localiser
le support de X;. Nous allons montrer de fagon précise que, pour t positif,

supp Xg C (Zt)g(t,h) (434)
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Pour ce faire, on prend 7 €]0,h] et une fonction ¢g : R? — R infiniment dérivable, supportée
dans (Xo);_, et valant 1 dans (). Considérons alors son transporté par le flot 4; que I'on
définit par ¢i(z) = do(¥~1(t,x)). Il est facile de voir que ¢; satisfait '’équation de transport
suivante '

(3t +v- V)(}St =10.

Ainsi un calcul simple utilisant I’équation (TG) montre

{ (X +v- V) (¢ Xs) = (¢ X:)(z,D)v
¢t X1t)i=0 = Xo.

Ainsi nous en déduisons par unicité que ¢:X; = X;. Or, d’aprés le le lemme 4.2.1, nous avons

supp ¢+ C  ¥(t,(Zo)i_,)
C (Zo)5(t,hmm)-

Ainsi en faisant tendre n vers zéro nous récupérons l'inclusion mentionnée dans (4.34). Mainte-
nant, pour décrire I’évolution de la quantité div.X;, nous appliquons I'opérateur de divergence
a (TG) et I'on obtient grace & la condition d’incompressibilité que

(T) (6;+v-V)divX,=0. (4.35)
Sachant que divX, es{ supporté dans (Et)g(t,h)’ alors nous aurons grace A la proposition 4.4.1

Pestimation suivante .
lldivXyl| gy < ldivXol pgh=CJo Wr)r, (4.36)

En ce qui concerne les quantités | X (£)|| BEt et | X (e, D Yo || BEt) elles s’estiment de fagon couplée.
En appliquant 'opérateur de filtrage en fréquences A, & (TG) et en faisant des estimations L?,
on aboutit &

14
A X ()L < lAgXallLr + fn 1&g X+ (z, D)vl|Lrdr (4.37)
it
+C(— log h) f 2~ Mo W (1) (| X (7) || grser dT.
0 P

QOr, par définition de o, nous avons l'inégalité —oy > 1 — 5. Donc nous aurons en vertu du
lemme 4.6.4 de 'appendice que

18X Dol < O ([lm 2 IdvX (05 + 27 Ao Xela Dholis )
+ C(~log )W )29+ ) X (£)|| Bt

Quitte & insérer cette estimation dans (4.37), on trouve alors
18X ()|ze < 1AgXollLs + C(~log k) [O t 2~ AW ()| X (7)|| geerdr  (4.38)
+C0a270 [ divX (el
+C fc p-ali+or) | X7 (z, D)w| ge- dr.
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En multipliant des deux cotés par 29(119%) et en se servant de la décroissance de o3, nous obtenons
¢
IX Ol e < |Xollsg + C(-log &) [ WX (D) ggrortr

t t
+ Ol oo /{; | divX (r)| gysor dr +C / | X (&, D)o g dr-
0

Sachant que
[P oot < e~ CUBMIWlIz1nz00t < p=C I W(r)dr (4.39)

alors 1'inégalité (4.36 et le lemme de Gronwall permettent d’obtenir
t
- t o™ T ' t
IX @y < BORWO (X0l + [ HOR WO X (2 Dyl e ). (4.40)

Dans 1'étape suivante nous allons contrdler |} X:(z,D)w|| pge - Pour cela, nous allons appliquer la
formulation fréquencielle de la proposition 4.4.1 avec ’équation (4.31). C’est dans P'estimation
du commutateur [A,X;(z,D)]w que 'on utilise I'effet régularisant décrit par la proposition 4.3.1.
D’abord, on va étudier le commutateur en se basant sur le calcul paradifférentiel. Alors on
aboutit & la décomposition suivante:

VA, X(z, D]w=f+vg,

ol I'on a posé

2
f=2 Y R(GX] 088w+ vRAX]dw). (4.41)
1<4,5<2 i=1
et
2 a a
g= Z (ZTVX:'&;VUJ + 2:1-‘31.V‘,‘,.V}(tt + TAx;'a,;w + TB,—wAX;) . (442)
i=1

Le lemme suivant fournit une estimation de la régularité tangentielle du tourbillon dans un
espace de Besov d’indice négatif.

Lemme 4.5.2. Soient s €]0,1[ et p > 1. Alors il existe une constante C telle que pour toute
fonction décroissante oy, vérifiant 0 < C; <1+ 0y < 8 et pour tout v € [1, + o0l, on aura

29| AgXe(z, Dywllze < || Xo(z, D)u’llgs-1 + C (1 +wt) [l oo | X-| o gt
i
+ CCrl(-log h) fo W ()| X+(z, D)w| gg- dr
+ Clfz= (1 +(v+ “w[)"Llan)t)Zq(”*'['l'%)

23 .
XY G+ 272% (18Xl e + 1851V X ez ),
J2g—5

ou l'on a posé

"X "Lgo B;+o‘. - Ossligt “.XT”BIJ;'FU‘T .
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Admettons pour le moment ce lemme. Vu le choix de o, on peut déduire grice 4 (4.36) que

249 A; divXy||ze < 279 divXo||gsh=Clo Wdr, (4.43)

Ainsi la décroissance de o; et la croissance de l'intégrale f(f W (r)dr permettent d’'avoir (vu
que0<h<1,)

I+ A} divX, || L rr < 279 divXo|lpgh=C o W4T,

En conséquence, nous aurons suite & I'inégalité 1 + o > %,

290+o=3) 3™ (5 +2)72%||A; divX||zere < O] divXo| gy h=C o Wi, (4.44)
j2q-5

Il vient alors que ’estimation donnée par le lemme 4.5.2 peut étre réécrite sous la forme

t
+C (1 +v+ ||‘-"’0”L10L°°)t) llw?l|zoe || divXol|mg h=C Jo W)

20| AgXe(z, D)wllze < [ Xo(z, D)l gg-1 + C(1 + vt) [l o0 | X-fl oo p1+o-

+ O]z (1 +(v+ ||w0||Llan)t) oa(or+1-2) o

. 1.2
X Y (G +2)727 | A; X[z 1e
jzgq-b

+ C(—log h) /ot WX+ (z, D)w|pzrdr. (4.45)

Maintenant, nous allons essayer d’estimer la somme figurant dans le second membre. Nous
soulignons au départ que ’appartenance de Xo & l'espace By implique

2 0+9||A; Xo|| e < 277¢) Xo|| By
Comme 1+ 0y > %, alors cette inégalité permet d’avoir

200+e=8) 3™ (54 2)72%|A; Xo||z» < Ol|Xol5;. (446)
j2q—5

D’une autre part, on a

. t
. 1.2 —ill+o. —~—
> (F+2)r27 f 2 W ()| X (r) | grrordr £ WX || g1t

i2g-5 0

A .
x Y (G+2)r2% f 2-3(+ondgr (4.47)
i2q-5 °

Or, un simple calcul montre que pour tout j > 1,
¢
/ g-ili+or) gr < o Ty~12-(+ar),
0
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Soit Ng > 5 un entier qui sera fixé 4 la fin. Comme 1+ o7 > %, alors nous en déduisons & partir
de (4.47) que pour tout ¢ > Ny

. i - —
gal+o=3) N (4 2)30% f 2 IHTDIW (7)| X (7| greer dT < CNo? ™ TW (2)||X.}| o e

iZ9-5 0
(4.48)
D’un autre c6té, un calcul similaire donne pour tout ¢ > Np,
pt
2CFee=d) 3™ (54 2)22¥ f 2-30497)|| X, (2,D)uw|| pg- dr
i>q-5 0
< OTYX(@. D)ol Magmy Y G+ 27120
izq—35
1_

< OTN | X(@Dywo()lgppy -  (449)

Ainsi en reportant cette inégalité, ainsi que (4.44), (4.46) et (4.48), dans (4.38) et en sommant
sur les indices § on trouve pour tout g > Ny + 2,

_2 e lo . —cft
20(+ee=5) 3™ (1 +2)727 || A X Ipere < CliXollBg + ClldivXoll gy [lw®]| oo th™C Jo Wirdr

j=2q-5
+ CTNor (= log YW ()X ()l go gyt
1_
+CTNow Y| X(2,D)w()lgomg-  (4.50)

Posons
By (t) = C(1+ (v + |w°llzanzee)t)-

Done, en combinant les inégalités (4.50), (4.39) et (4.45) et en prenant le supremum en g, on
aboutit alors & l'estimation

578Xz, D)ollzs S IXo(e, Dzt + C(-log ) [ Wr)IXe(o, Dhlagedr
+ B0l 1 Xollog h~O5 WO 4 T | X D)ol o e
+ (1 + (— log h)TNO%—1W(t)) X1 o B;H.). (4.51)
Soit Cy une constante suffisamment grande. On impose & Ny la condition

11 _ 1
lwllz=TEY (TN~ < Cyl < 5 (4.52)

Alors, on trouve que pour tout g > Ny,
2|8 Xe(e, Dollze < |1 Xo(z, D)llggs + B§ (0)w” o= (| Xollg h=C )
+ (1+ (~log KYT No* 1 W (1)) | X. ||L§,,B;+,.) (4.53)
+ O(log k) [ W(IXole, D)ollsgedr + H1X(@Dhlyzen -
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Pour estimer les basses fréquences, i.e., ¢ < Ny, on écrit

< C2™(|1Xelze + divXee ) ol (4.59)

[AgXs(z,Dwlre < C2|Xew($)llLe + ||lw(t)divXelie

L’estimation L? du champ de vecteurs X; et de sa divergence est classique. Le fait que le champ
de vecteurs est supporté dans (Et)g(t n) Dermet d’avoir

| Xollzr r=C Jo Vv, ydr

1 Xillee <
< "XO”LP =€ Ie W (r)dr

La méme méthode appliquée & 'équation (4.35) donne
|divX|lze < ||divXo||Le.

En reportant ces estimations dans (4.54), que ’on associe & (4.53), on parvient &

IX(@ D)ol ors < 21Xofe, DhPlgg-s + C(log 1) [ WIXe(a, Dyulge i
+ ByOlm (2% Xoll; O8N
(1 + (~log h)TNO%—lmt)) 1X. Moo B;w.) . (4.55)
Posons
B % (1o D)ol + lollum (Kol + 1 divXoles) ).
Alors linégalité (4.55) se réécrit sous la forme
1X (2, D)l o pivee < 2By B (1) h™C o W
+C(—log h) fot W{(r)| X, (z, D)wlpgrdr
+EG(E)0zoe {1+ (= Log YT No* W () IX.l| o - (4.56)
Par suite en reportant (4.40) dans (4.56) et en se servant de la condition (4.52), on parvient &
1X @Dl o e < Bi (2B (t) + Gy~ log YW (&)l on ) h=CJo W
+C(—log h) -/: W(r)|| X+ (z, D)w| pgrdr
+(BE @iz + G5~ 1og W (1))

t s ' Ff
% h—CfD‘ W(r)drf RC fo W(r')dr ”X(-TaD)w“LcoB;""" dr (4.57)
9 T
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Définissons les quantités
fit) = || X(z,D)wll o0 g1t RC I Wirhdr pour tout 0 <7 <t
t P -
a(r) = CW(r)+ E§(®)[’llz= + C5 W ().
Alors 'inégalité (4.57) devient

71(0) < By (2" B5(0) + G W0}/ )~ Togh) + (~logh) [ au(rhfi(r)er

En appliquant le lemme de Gronwall et en utilisant la croissance de ﬁ/:(t), on trouve

2NDE I —1517 — [t gefrydr
X (Dbl gpree < g (BNl + 5 W o) (o Ry~ 0. 1.5

En reportant cette estimation dans (4.40) et en se servant de l'inégalité

t . .
(1o [ (BELlm + O W) A i r97 e < = St
Q

on trouve
oo By

([P

[ Xell gree < B~ Jo ge(r)dr
P

Pour fournir une estimation de Xg(z,D)¥(¢,z), nous écrivons tout d’abord que
Xo(z,D)p(tx) = Xo((t,z)). (4.59)

Soient z,y € R? tels que |z —y| < h/4. Alors, on a deux possibilités : soit z et ¥ € (Xo)s, auquel
cas la valeur du champ Xj en ces points est nulle; soit x et y € (Xo0)5, /2 Alors dans ce cas le
segment [x,y] n’intersecte pas I'ensemble (Xo)x/4. Donc cela nous permet d’écrire via la formule
de la moyenne que pour tout 0 < ¢ < 1

C ¢
lXt(¢(t’$)) _Xf('d}(t?y)” < 'Z“Xt”CE’ TP(tﬁL‘) "'l,b(t,'y)l
C . )
< WXl or IV O m gy lo — ¥l (460)

D’un autre c6té, en dérivant ’équation régissant le flot et en se servant de la premiére partie du
lemme 4.2.1, on trouve

IVH ()l ((z0)g )

IA

i
xp ([ 1960 im0

(h/4)_cf; W(r)dr_

IA

Ainsi en reportant cette estimation dans (4.60), on obtient pour |z — y| < h/4,

]

X0 (6,2)) — Xt € SNX Dl (h/4) Ol WOy
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Lorsque |z — y| > h/4, alors on écrit simplement
| Xe(w(t,2)) — Xe(o(t.)| < 201 Xellzee (B/4) ™ lm — yI

Par conséquent, on parvient & montrer que X;(1(t)) est un élément de C¢, avec

¢ —€'(14+C [EW(r)d
IXe(w)llce < ZNXellge (R/4) €(1+C fy W(r)dr)
c —&' (14C [t W (r)d
< ?"Xt”};;'*'?/p(h/‘i) & (1+C o W(r) ’r)' (4.61)

Donc, en prenant € = 1+ o; — 2/p et en utilisant l'estimation (4.33) on trouve le résultat.

En ce qui concerne ’estimation dans les espaces de Besov, nous ferons ’hypothése que le support
de X; est un compact K. Il s’ensuit d’aprés la définition du champ X; que le support de X; ()
est inclus dans K. Alors on obtient en vertu du lemme 4.2.5

IXe(¥:) gy < Cxl| Xe(e)liger-

Ainsi nous obtenons & I’aide de l'injection de Sobolev et de l'estimation (4.61)

Ck

—(14C f W(r)dr)
||Xt(¢t)”B;+ac—2/p < - 2/p”Xt"B:1=+°‘ (h/4)

Par suite en combinant cette majoration avec (4.33) on parvient au résultat souhaité.

Démonstration du lemme 4.5.2

La preuve est intimement liée , d’'une part & la formulation fréquencielle de la proposition
4.4.1 et d’autre part & l'effet régularisant que I'on a déja établi. D’abord, I'inégalité (4.28) permet
d’avoir pour tout entier ¢ > —1

2
JAg Xz, Dz < I Xol@, D)’llpgs +C (2 +02)27% sup llag(rilze
r- 0<r<t

2—gcor

1-02
-1 1 -2

+(F +17)27 || follip e (4.62)

t
+C(—log ) / W (7)| X+ (2, D)wl|pgrdr
o

C'est dans ’estimation de f que 'effet régularisant établi dans la proposition 4.3.1 est d’une
si grande importance. Pour s'en rendre compte, nous allons faire une légére modification de
I'expression de f:

2 2
> R(AX],8w) =Y BR(AX}w) — R(AiVXw) 5

i=1 i=1

2 2
> R(VXVOw) =Y dR(VX],Vw) ~ R(VAivX,,Vw).

i=1 i=1
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Ainsi on aboutit, suite & une utilisation de I'inégalité triangulaire et du lemme de Bernstein

18gfllze < C20 > v2%||Aj X[ ro | AjwlliyLes
i=a—No :
i€{¥1,0}

+ C Y v2¥)|AdivX || pe e |Ajwliy Loe-
jZzg—Ng
ie{F1,0}
En se servant de la proposition 4.3.1 et de ’estimation (4.23), nous obtenons

1

20 A e < CrHe®llpe (14 (v + WPl )e) 281D

. 1 .
X E (F+2)r (”AJ‘X"L‘:‘?LP + I|Ajd1VX”L§°LF) .
J=q—No

D’un autre c6té, pour estimer g il suffit de développer les paraproduits et ’on trouve grice & la
condition —o; >1—3

C
lolgepz-2 < —-IXllgs prevlwllzes
c 0
S T_.___;”X”L?DBE-HHW ”L°°'

En fait la dernitre inégalité est assurée par le principe du maximum. Ce qui achéve la preuve
du lemme 4.5.2.

Définition de la famille A;

Soit Ap une famille ¥—admissible et v un champ de vecteurs infiniment dérivable. Alors, on
définit le champ de vecteurs X; ), comme J'unique solution du systéme

(8 + v(1,z) - V) Xy a (1) = Xy an (.2, D)u(r,z)
(TG
X an(0,2) = Xox5.0) ()

Ainsi on construit la famille X; comme suit

Xiph = Xepn(tz) et X = (Xian)meaxoe1] (4.63)

Faisons remarquer que nous pouvons déduire & partir de I’équation (TG’) que pour tout réel
positif 7 _

Xean(r, 9(1,2)) = Xops,n) (2, D)Y(r,2). (4.64)
La proposition suivante précise le théoréme 4.5.1.
Proposition 4.5.2. Soient s €]0,1[,¢ €]0,5[,p > et r Ell’i#g[' Alors il eziste une
0

2
5—2¢
constante positive C telle qu’on ait les assertions sutvanies. On se donne un champ de vecteurs v
de divergence nulle dont le rotationnel w® € L NL™. Soient Tg un ensemble fermé de R? et X
une famille Yo—admissible d’ordre = = (a0,00,7). On suppose que

0 5,95
w € Bg? -
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Soit T un réel positif. On pose pour tout 0 <t <T

ot—s(l—%)—e—l.‘

Alors nous aurons:
1) Le champ de vecteurs défini par (4.63) appartient pour tout 0 <t < T a Uespace B;‘*“".
2) La solution du systéme de Navier-Stokes, notée v, est lipschitzienne en dehors dehors du

transporté de Yo por le flot visqueuz ¥(t), ceci étant localement uniformément par rapport 4 v.
En d’autres termes, nous avons

Vo lietotemorg < Ko, (1 +vt) 51 e“"cmuo""w‘m:
helo,e-1] —logh

avec

déf " 0" 8,750
KO.V = C”‘-‘-’OHLlnLW ( — ﬁg + log(e -+ QOT-(T”LT) ) .

3) Pour tout t € [0,T] et pour tout n > 0 la famille X est X(t)—admissible d’ordre E(t) =
(a0(2),6o(t) — 1,70(2)), avec

(o)) di-f eCt”wo"LlnLao ﬁn(f;) df‘__f (ﬂO _ tKo (t))eCtﬂwG“L]an et

(R ¥ #
ot l'on a posé

g Zr=1 ot 1 p00
Koult) ¥ Ko, <0+ P itz
4) Pour toutt € [0,T], on a
1+a¢,p,80(t)—
w(t) € Bt b1 vy > 0.
De facon plus précise, on a Uestimation

“ 0” WP:B30

1 , o, X
@S < WKw(t)hﬁ"“)log( =),

5) On suppose que

dé
(S0, %) Y sup (o), (Xo)n) < +00, (4.65)
hej0,e-1]
alors, on aurg
C(1408) 7T L1 oo [|w 0”:’:,”;4, 0 Bo(t)—ap(t)
I Xean(¥i)llcreoc-2e < € WI (EU,XO)(h/4) .
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Démonstration: Les estimations suivantes sont démontrées dans [6], pages 174 — 175:

t
inf  sup | Xo 4] S I(E@nX ) (5(2,k)) ~Ho Flezendr (4.66)
IE(EO)E@,M AEA :

et en posant

t
n(® = (10— [ 196z, )HtPlsinss, (467)

nous aurons
Ly (Z0,0) < Ly (B(0), X (2))- (4.68)

Pour controler les normes de X, » et X;an(x,D)w, nous allons appliquer la proposition 4.5.1.
Nous obtenons en particulier i’estimation suivante

1Xea (@Dl gt + ool X illggeme < 2% Boan (14 (v + o)t

1 W)

05 ) (- log Ry A= R 9404, (4.69)
LOO

o1 'on a posé

Eopn = C(IIXO,A,a(z,h)(IsD)WOHB;~1+||w0||L°°||Xo,A,5(t,h)||B;)-

Or, par définition et par ’estimation (4.66), nous avons

1 X0 8 (@ Dlllgg-t +  [lw®llzee [ Ko xs00B5 < 8(hYRI((To)auny (Hodaeim) I IS5,
w9
< T((ZE)ny (X ()5 oo W pnrydr)e Litnzes w325, (4.70)
En combinant cette estimation avec (4.69), on aboutit &

o) e ey, < 2w l3E 40 ao(t)(— log bR (4.71)
x (14 @+ w0}t + G W B/ Il ),
avec

Ai() = (Bo - a0 fo gu(r)dr ) Ot lutozes (472)

Nous allons maintenant donner un contréle Lipschitz en dehors du transporté de I’ensemble
singulier par le flot. Pour ce faire, on combine le théoréme 4.5.2 avec I'estimation (4.71) et 'on
trouve sous la condition 1 + o1 > f—J,

"wollgplgo
IVo(@)llzeo(zaz) < Clw’llzs + Cllw®llz=log (e+2N°Wao(t)(—logh)hﬁl‘*)
x (14 O+ 1wt + OPT )/ 1o0lm) )

En se servant de l'inégalité

Va>1, Vb2>0, log(l+ab)< loga+log(l+0),
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alors les définitions de W (t) et de §(t) permettent d’avoir
W(t) < Kip(t) + Cll®llzeee® litnre log 14+ CF W (8)/ | oo
t
+ (w0 peoeCtle®Nirmzon ] o(r)dr,
0

oll 'on a posé

P80
0 lelish
K1, (t) = C|lw®|| z1nree (1 + wt)eCtle litnzee ( ~ Bo + log (e + 2™y O """'0) ) (4.73)

En utilisant I'inégalité log(1l + =) < &,Vxz € Ry, alors en irnposant & Cp la condition
CCs1eCTI s < % (4.74)
I’'inégalité précédente devient
W) < Kiplt) + Cllw’lzwetIutnse fo gi(r)ar,
En remplagant dans cette inégalité la fonction g; par son expression, on aboutit &

W(t) < Kiu() + Cllllzoe (1 -+ ) MNeinze 4 0071 Nutnee T (1)
tz—-——
+ O|w||gee el lztnze / W(r)dr,
0

Par conséquent, la condition (4.74) et le lemme de Gronwall permettent d’avoir

Ctlw®ll 10700

W(t) < Ky, () (4.75)

Ce qui implique
¢ el 11 00
/ gi(T)dr < Kq,(t)te® .
1

Si on reporte ’estimation (4.75) dans (4.67) et (4.72), alors on trouve
¢ €11l 1 poo
70(t) d_i__f (,70 - aDK]_,y(t)tee LlnL )ecﬂlwollLlan S Tl(t)$

Bo (t) (ﬁo—Kl,,(t)t £Cthe ||L1nL0°) Ct}jw®|| 11 p00 < ﬁl(t)-

Retournons aux conditions (4.32) et (4.74) définissant les constantes Cp et Np. Alors un calcul
élémentaire montre que ces conditions sont satisfaites dés que

Co = CeCTH letaree o Np o (1 4 vT)71eCTI L,

Ainsi I'estimation (4.73) peut étre remplagée par

w325
Kao®) Z Ol lzingn 1+ v1) ¥ e Msroum (— ot log (e-+ a0 g2 ) ).
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Par conséquent, 1'estimation (4.71) devient

1+o(t),p C(1401) =T L N L1 oo [ Bo(®)y o f L
lw@llgemxay, < Ce WKz,v(t)h log(+)
o325 1
< I TZovto Balt) —
e T Ko, (t)h Iog(h),

avec

—-—-1-_ 1 )ﬂU
dé 2:__ 1 Ct||w0|| oo "w(]”s P
Ko, (t) = Cllw®| p1npeoet T e vint ( — Bp +log (e + cvzo—llu.)olzl:;";“J )) .

En ce qui concerne Pestimation de X ) 4(3/¢), nous signalons d’abord que 'hypothése (4.65)
donne, grice & (4.70)

St 1 oo
Boap < CRPoe™ 051,052 10(50 xo).

Donc, la proposition (4.5.1) nous permet enfin de trouver,

X llgrsescrss < OO i Bo (5(bR)y ol aier

Ol \ 4
1 OOl 1 poo OISR _
< eC(1+f/t) —Te Llng ””w(IJﬁJ‘::-’U IO(EO,XO) (h/4)ﬁ1 (t)—aa(t) .

Il suffit & ce stade d’utiliser I'inégalité By(t) < Bi(t) < 0, pour que 'estimation énoncée devienne
alors plausible.
4.5.4 Démonstration du théoréme 4.5.1

La preuve de la premiére partie est une application directe de la proposition 4.5.2: pour
obtenir ’estimation du gradient de la vitesse, on fait le choix suivant r = -ﬁ_—gl-:-g et e = . 11
2 4

reste alors & vérifier la limite non visqueuse. Choisissons v par exemple dans [0,1]. Alors nous
avons par la proposition 4.5.2 que pour tout k fixé dans ]0,e~}] et pour tout ¢ € [0,7]

sup || Xoh (D) (t)||creor-2/e < +o0. (4.76)
vel0,1]

D’un autre coté, on a
Xoan(z, DY (t) — Xoan(z,D)p(t) = div (Xo,,\,h%(f) - Xo,x,mb(t))
- ('l/lv(t,.'r) - 'l,b(t,m))divXo,A,h.
Ce qui implique que
1 Xo (DY (t) — Xoan(-DYb(B)llo-1 < Cll Xomllzee 1 () — %(t)| oo

Or, on sait que dans le cas des solutions de Yudovich le flot visqueux converge uniformément
vers le flot eulérien. De facon plus précise, on a pour tout T" € R,

Jimn, 1, — 9llz=go.myxmey = O
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La preuve de ce résultat est basée sur le résultat de convergence L? de v, — v vers zéro, établi
dans [7]. Ceci implique par interpolation entre L? et C} la convergence L. Ensuite on applique
le lemme d’Osgood profitant de 'uniformité par rapport & v de la norme de v, dans Cr.

En conséquence de la convergence uniforme du flot visqueux, nous déduisons alors la convergence
non visqueuse de X 3 (-,D)t,(t) dans I'espace C~1. Ainsi par un argument d'interpolation, on
déduit, ponctuellement en temps, la convergence forte dans 'espace C1to+—2/P—7, pour tout 5
strictement positif. Nous obtenons encore

Jim [ Xon(- D)ty (8) — Xoan (DY (E)| Lowpo,71xm2) = 0. (4.77)

Concernant la convergence de X}, ; vers X; 5, nous procédons comme suit. Nous avons, d’aprés

la proposition 4.5.1, un contréle uniforme par rapport a v du champ Xy, , dans ClHoe~2/p of
d'un autre cdté, nous avons par {4.64)

< W XEn oty = Xeano¥llLe + | XA n 0 Y — Xian 0 thulLeo
< XS sy (DY ~ Xoasen) (D)l e +
H| Xeah 0Py — Xpap 0 Yl Leo.

X2 A — Xeanllze

Nous en déduisons alors la convergence & 'aide de (4.77) et de la convergence uniforme du flot
visqueux. Par interpolation nous trouvons la convergence dans C119+=2/P—1 pour tout réel n > 0.
Nous avons encore la convergence dans C? localement en temps. Par contre la convergence de
disz Ah VeIS divX; 5 n se déduit & partir du résultat précédent interpolé avec 'uniformité par
rapport & v du contrdle dans Cl+o:=2/p

Remarque: Nous avons supposé implicitement le long du calcul qu’'on a effectué dans les sec-
tions précédentes que la vitesse est suffisamment réguliere. Ainsi en toute rigueur, il conviendrait
de régulariser la donnée initiale et de montrer que les estimations correspondant & la solution
réguliére sont aussi valables pour la solution limite. Ce travail a été déja fait dans le chapitre 9
de [6] ou encore dans [14].

4.6 Appendice

4.6.1 Autour de la théorie pseudo-locale de Littlewood-Paley

Ce paragraphe est consacré  I'élaboration de quelques lemmes techniques abordant certains
aspects pseudo-locaux de la théorie de Littlewood-Paley. Ils constituent, comme nous I’avons
constaté, un ingrédient fondamental dans la preuve du théoréme 4.5.1. Ils ont été démontrés
dans les espaces de Hélder [6] et que nous allons généraliser par les mémes techniques dans les
espaces de Besov. Le premier lemme que nous allons citer n’est autre que le lemme 9.2.1 de [6].

Lemme 4.8.1. Il existe une constante C telle que, si K est un sous ensemble fermé de R et
si u est une fonction valant zéro en dehors de K, alors pour tout h € (0,e7!] et pour tout g € N

1Sq-1ulleee < Clg+2)|ulle et Sg-1ullzeo(kg) < CllullL(—logh).

Le résultat suivant généralise le lemme 9.2.2 abordé dans [6] et qui traite le cas p = 400. La
preuve est une légére adaptation de la méthode utilisée par J.-Y. Chemin.
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Lemme 4.6.2. Pour tout entier N et pour fout réel s, il existe une constante C telle gue,
pour tout p € [1, + oo], pour tout fermé K et pour toute distribution u supportée dans K et
appartenant ¢ u € By, on a

1So-rullzocaegy < C279(2%h) ™ ful 5.

Ceci étant pour tout couple (q,h) tel que 29h > 1.
Démeonstration : Soit p une fonction appartenant & D(B(0,1)) valant 1 dans B(O,%). Comme

pour tout z € Kf et pour tout y € K on a p(g’—g’i) = 0, alors

o 7 T Ny 5\ 29(x — \
Sq-1u(z) = 2 fR 2@ =)L - p) (%)U(y;dy-

Posons
u=2%%, h*(z)= fz(;z:)(l - p)(%) et hg‘(:c) = 2qdh‘“(2qa:).

La fonction h* est dans S(R?) et son support est inclus dans {|z| > 4} et pour tout o € N¢ et
pour tout couple (N,M), il existe une constante Cy a1 o telle que,

- 1M8*R* 1 < CN M ™™ (4.78)

L’égalité de convolution ci-dessus se réécrit

Sp-u(e) = [ Hila - pu)dy (4.79)

Nous pouvons écrire grice & {4.79) que pour tout élément z n’appartenant pas & K

So-aufa) =2 | WI(e - ) (ue) - ule)dy (4.80)

En décomposant u en basses et en hautes fréquences, alors on trouve que pour tout z € K

3
Sg—1u{z) = Z Ig (z) avec,
—

Iz) = (W x(d-S)u)(a)
|, ew)(Sputa ) - Sputa))dy

(1 - S,)u(z) /R Ry,

HE)

I3(z)

Occupons-nous dans un premier temps de l’estimation de [, (}. Alors en utilisant la décomposition
de Littlewood-Paley, on trouve

Iiz) = ( Y Apht xAp_i(ld - Sq)u) ().
ielfflo
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Ainsi I'inégalité de convolution donne

17llLe < Cllullps > 277 (| Aphhip.

P24 ’
Comme ¢q est positif, alors le lemme de Bernstein nous assure que
13l < Cllullsy Y- 27727711 4,8% bl
P29
jefj=|a|
Or, par Vinégalité (4.78), nous aurons
10 hells = 2%elo

< Crap~Nadel (4.81)

Par suite
I3 llze < ONae™N27%lul| gy Y 20@ P,
o]
Alors il suffit de prendre « de fagon a ce que |a| + s > 0.
Si s est strictement négatif alors la majoration de la somme I2 + I3 est immédiate. En effet
pourz € K, on a
Ig(:r) + Ig(ﬂ:) = hf x Squ(z).

En conséquence, on trouve grice a (4.81)( avec o = 0),
122 + I3l o xey < Cnots™ N 272 il s
Ainsi nous obtenons pour tout s < 0
[18q-1ulle(sy = I * ullLoxs) < Cnv,ep™ 272 |lull ;.- (4.82)

Quant aux indices positifs s, nous allons commencer par l'identité

2D = N (i) g

e =[s]+1
Donc il existe des fonctions g, appartenant & S telles que pour g € N
Au=27% 3" 29g,(29.) %%
|erl=[s}+1

Or le support de 8%u est inclus dans K. Par conséquent, en réappliquant le résultat de (4.82)
avec s — [s] — 1 nous trouvons

_ -N
[Agullzogics) < Cn,s27%(270) 7 [l B;- (4.83)
Ainsi nous en déduisons que pour s positif

1Blzoksy < CnallBlih ™ Jullgg Y 277+
p2q

EA

Cn,s2~ 5V lul| 5.
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Le dernier passage est vrai pour tout N strictement positif. Il reste & prouver une estimation
similaire pour Ig dans le cas ol s € R,. Pour ce faire, on écrit pour tout z ¢ K

S,0%(z) = S;0%(x) — 8%u(x)

= Z a*Apu.

p2q
Il s’ensuit alors grace & (4.83)
1507 u| Lo(kz) < Cn.a2%4%1=)(29h) ~Nju| 5. (4.84)
La formule de Taylor & l'ordre [s] + 1 donne
Squy) — Squ(z) = Z @_T‘”)aasqu(m)
lod<[s]
y—z)= [! (s}
+ vy Y =S / (1 — )18 Su(z + ty — z))dt.
o=+ 7O
Ce qui donne
@< Y Ca2 9| - |h#)|11]8% Squlz)] + J3(=), (4.85)
led <fs]

avec

1
B@=2t 3 Cu [ [ -l — )Io"Syul(e + ty - o))dydr
le=[s]+1

En faisant le changement de variables z = ¥ — z et en prenant la norme LP, alors on trouve par
I'inégalité de Minkowski,
1
I7ellee < Ca2% sup f |21 |R#|(272) 8% Squ(- + t2) |- dzdt
|a|=[s]+1/0 JRd
< Ca2 || PR L1 |07 S qul -

Par suite, en se servant des inégalités (4.78) et (4.83), on trouve 'estimation voulue.

Lemme 4.6.3. Soient p € [1,+ o0] et s € R. On se donne un ensemble fermé ¥ et une
distribution tempérée f € By tels que h = dist (suppf,X) appartient ¢ (0,e71]. Alors il eziste
une constante absolue C telle qu’on ait
[TufllBg < C(=log h)llullooeylif iz
{Ag Tl llze < C(= log A2~V |V Lrors | £l 5.
Démonstration: La preuve de la premiére estimation est fondée sur une estimation L7

de S;_juA,f. Pour ce faire, nous distinguons tout d’abord un cas simple, celui des basses
fréquences. Si g < ~logyh, alors nous aurons par le biais du lemme 4.6.1

|Sg—1zllr= < Clg+2)|lul
< C(-logh)|ullL-
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En conséquence, nous aurons
[Sg—1ulgf|lLe < C(—logh)2™ % ||ullL]|f | 5;-

Dans le cas 27h > 1, nous faisons la décomposition suivante

3
Sg-1ulg f = ZTg,h(u, ) avec, (4.86)
i=1

Ton(w, f) = Se-1(lgg ,u)Af,
T2y(u,h) = Sp_1(1g,,w)lze  Agf et

3hi4

Tq:?,h(uf) = Sq—l(lzh/zu)lzah/4ﬂ'qf'

Pour l’estimation du premier terme, on utilise le fait que u € L(X) et 'uniformité en ¢ de la
norme de S;_; comme étant un opérateur de £(L*), et 'on trouve

h/2

C(— log h)|lull p¢)-

Concernant 'estimation de T,i »(u, f), nous nous servons du lemme 4.6.1, qui implique

18g-1(1gg Lu)llee < Cliixg uflre
<

< C(-log h)nlzh/zu”L
< C(—log h)|lullL.

1S, _1(12h/2u)||L°°(2§h/4)

L’estimation de Tq3' (1, f) est plus délicate et c’est justement dans cet endroit que nous ferons
appel & ’hypothése sur le support de f. En utilisant I'inégalité de Bernstein, on trouve pour
tout b > a,
qd
1Sg-1(1xs, ,uW)llLe < CB27% |13, ,ullL

< CB2%||u||z.

D’un autre c6té, comme supp f C X£F, /4 alors le lemme 4.6.2 nous assure que

YN, 3CN/ |8gf Lo, 0 < Cn27(27R) " (i 5;-

Ainsi nous montrons que

d
1720 Hllze < Cwb2¥279°(290) N il | £l
< Cnb2~#h~$(29R) 8N fullz | £|15;-

En choisissant b = —a log b, alors on trouve

d

NT2 5, llze < Cn(=log h)272(27h) "= ® N ||ulIL | £ 35
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Or h € (0,e7!] et @ > 1. Donc il s’ensuit

d
alogh“d

Ainsi il suffit de prendre NV = d, pour déduire dans le cas 27h > 1 que

| T (s H)llze < C(log k)27 |lullL[1£1|5;-

Par suite la preuve de la premidre partie du lemme est achevée.
Pour la seconde partie, nous écrivons

[Be, TS = Z 1Bg, Sgr—1(u)]Ag f.

la—g'|<No
Or en écrivant 'opérateur A, comme une convolution, on trouve

Coa(u.f) Y [Ag, Sq:._l('u.)]Aqrf

= [ (Symru)e = 27%) = Sy_ru(@) ) (A f) (@ - 2 )y,

En appliquant la formule de Taylor & ’ordre 2, on obtient
d -
Coq(w,f) = —277) Sy_185u(z) /1; L Yim(@)(Ag f)(z — 27%)dy
i=1

1
2-% @R (y){(8%S,_ — 277 (A, — 2%\ dyd
£ 7S [ I sy - o) - T
Gl (wf) +Cy(wf).

Posons ¢; = —idjp. On rappelle que ¢ est la fonction de & (R%) définissant l'opérateur Ag
par &g = ¢(279D). En conséquence

Sy-10,u(z) [ 1iF(0)(Ar )@ — 21y = Sy-1Bu(a)es @ DA,

On applique le résultat fourni par la premiére partie du lemme modulo une légére modification
de la preuve: on remplace dans (4.86) la quantité Ay f par ¢,;(279D)A,. Alors on trouve

1Sy -185u(z)e; (272 D) Ay fllLr < C(=log B)27*|VuliLm) |1 fll3s-
En conséquence, on aura
ICse (wH)llze < C(~log B2~V Va3 || | 3. (4.87)
Pour le second terme, on utilise une simple inégalité de convolution qui donne

I1C2 ¢ (wHllze < C27% 3 [|Sy-18%ul |10 || Ag: f 1.
|el=2
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Or, il est facile de voir que pour |[o| =2 on a
[|Sg—10%ul|ze < C‘2ql|Vu||qg.

Par suite

f |¢E| C2 |l < C29+ [Vl ol fll 3. (4.88)
—q|<4

Nous déduisons donc le résultat souhaité a 'aide de (4.87) et (4.88) . B

Ce lemme permet d’avoir le résultat suivant qui porte sur une estimation du commutateur.

Corollaire 4.6.1. Soient p € [1, + 0|, s €] — 1,1] et u un champ de vecteurs de divergence
nulle. On se donne un ensemble fermé ¥ et une distribution tempérée f € By lels que h =
dist (suppf,Z) appartient & |0, ). Alors il eriste une constante universelle C telle qu’on ait

C
1— 52

I[Agyu- V]fllze < (— log A)27%||Vullpro(sy | f 1l Bs-

Preuve : 1l suffit d’aprés le lemme (4.6.3) de montrer que

C
1— 352

[[Agu-VIf = [AgTu - VIS0 < 27| Vulicg |71 3y (4.89)

Pour démontrer cette estimation nous allons faire usage du calcul paradifiérentiel. Alors on peut
écrire

[Agu-VIf — [Ag,Tu - V]f = {Ag,Ty. - u]f — [Ag, R(u, V)] f.
Pour estimer le premier terme, on écrit par définition du paraproduit

[AgToulf = > [ApAyu- Sy 1VIf.
lg'—ql<4

Comme dans cette somme g’ € N, alors on peut déduire en vertu du lemme de Bernstein que,

I1Sgr—1u- VfAgullps < C2771Sy_1V Sl |Ag V|| oo
< Clivulleellfilzz2™? ) " opli=s)

Psq

C -
T 1Vellee2™llfils;-

IA

Ceci permet de retrouver pour s < 1

C
27| Vulico llulla;.- (4.90)

1A To.ul |, < 1—s

En ce qui concerne le terme de reste, nous allons utiliser la condition de divergence nulle qui
implique
[Ag,B(w,0;)]f = Z [aquvAQ'u]Aq'—if'
q'2q—Np
i€{F1,0}
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Or en développant le commutateur et en procédant 3 un simple calcul utilisant le lemme de
Bernstein on trouve pour tout ¢’ € N

18,2 0,80u]8g—if | » C2)|Agullsl|Ag—if]lLe

<
< C279U+)279Vu| o £l 5. (4.91)
Si ¢ = —1etie {F1,0}, alors on utilise estimation

[{AgA 1w f || 1o < C27A 1 V]| o | A fl 2o (4.92)

Ainsi en combinant (4.91) et (4.92) on trouve que pour tout s > —1

C
141

[1Ag, R 071 f| - < 27| Vulloll £l a3 (4.93)

Donc en combinant (4.90) et (4.93) on parvient alors & 1'estimation (4.89).

4.6.2 Application

Comme application des résultats du paragraphe précédent, on a

Lemme 4.6.4. Il existe une constante C vérifiant les propriétés suivantes. Soient s,r €]0,1{,
p € [1,400] et & un ensemble fermé de R2. On se donne un champ de vecteurs X qui appartient,
ainsi que sa divergence, & By et supporté dans Xf. Soit v un champ de vecteurs tel que son
rotationnel est borné et son gradient est dans LL(Y). Alors pour tout ¢ > —1

c
18X (@ Dylle < C2AX (2, D)lle + 727 divX g5 s
C g
+ 52 Xl (llcg + IVellzomy(-log B).

Démonstration: La preuve suit de prés celle du corollaire 9.2.1 du [6]. Elle est basée sur la
décomposition suivante que ]’on retrouve dans le lemme 3.3.2 du méme ouvrage

5
X(z,Dy = Z V. avec

i=1

Vi = (Id-A_)\VIA™1X(z,Dw,
2

Vo = Z[TX:',VJ'A_I]BJ""=
i=1
Vi = (Id-A_)VIA™IR(w, divX),
2
=1

2
Vs = Y (T5,uX? + R(8;v,X7)).
j=1
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Ainsi on peut écrire

3 2
X(z, Dy =Y Wi(Xw)+ > TouX?, (4.94)
i=1 ji=1
oil 'on a posé
Wi(Xp) = W

2
Wo(Xp) = Va+Va+Ve—) ThoX? et
i=1
Wi(Xp) = Va.

Pour estimer W1, il suffit d’utiliser le lemme de Bernstein qui implique 1'existence d'une constante
absolue C telle que pour tout p > 1 et pour tout g > —1 .

1AgVillze < C279A X (@, D)o (4.95)

Le terme W3 s’estime comme suit

lAValle < CldivX|g27? > 2777
g’ zq—No
Co g
S 277 |div Xl[B;. (4.96)
Un calcul analogue montre que
C
WX ,v) — VallBs < ;"X”B;- (4.97)

Par contre 'estimation de V5 est plus délicate. Nous avons

Vo= 3 [SpaXiviaa6md S T, (4.98)
q'eN 9’ €N
je{1,2} je{1,2}

Or le fait que le spectre fréquenciel de T}; # est supporté dans une couronne de taille 2¢ nous
assure 'existence d'une fonction 1) € S(R?) supportée dans une couronne fixe telle qu’on ait

Tig =277 [Sp-1X7 (277 D) Ay bjw.

Soit ¢ ’élément de S correspondant 2 la transformée de Fourier inverse de 3. Alors en écrivant
I'opérateur 1(2~7 D) comme une convolution, on parvient & I'expression

T (@) =27 [ 807 0)A00(a ~ 1)(Sp-1X) (&) — Sy X9(e — 1)) dy.

En utilisant la formule de Taylor a 'ordre 1 on trouve
4 2 1 ! : >
27Ty p(a) = —2% ) f f $(27 Y)Agdjw(z — )y 8iSy_1X7 (z — ty)dydt.
j=1 v0 R2
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Par suite, il vient

1
27 |T; +(2)] < Cl|VAyw| 2% fo /R i |y(27 ¥) V Sy -1 X (z ~ ty)|dyds. (4.99)
Ainsi en utilisant I'inégalité triangulaire et 'invariance par translation des normes I, on trouve

ITigllce < Clll- 19122272 | VAgywliLe | VSgr—1 X7 | 1o
< 027 ||wlegll VS -1 X L. (4.100)

Donc en reportant (4.100) dans (4.98) on trouve, vu que s < 1

aVillze < > ITgllze
lg'—q|<4
< ClwlcellXllps > 27%2r09
lg' —ql<4
psg—2
C —gs
< T2 "wlceliX] 5. (4.101)

Ceci achive les estimations des W;(X,v). Concernant le terme T5,, X7 nous utilisons tout sim-
plement le lemme 4.6.3, qui implique

I T5,0% (| 35 < ~Clog W)||Vl|zr(z) ]I X |5

Ainsi la preuve du lemme 4.6.4 est achevée.
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