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Introduction

Les objets combinatoires de forme arborescente, ou arbres, se rencontrent partout en infor-
matique [11, 194]. Ils peuvent représenter des structures de données pour augmenter l'efficacité
des programmes, des expressions arithmétiques ou booléennes, des arbres de dérivation dans
le cadre de la théorie des langages formels, et d’autres choses encore. Ce sont aussi des objets
mathématiques & part entiére, dans le cadre de la théorie des graphes. Un type d’arbre particu-
lierement étudié est celui des arbres binaires, constitués d'une racine et de neeuds comportant
zéro ou deux sous-arbres binaires.

Des grandeurs associées & l'objet physique représenté par les arbres peuvent souvent se
traduire de maniére mathématique sur ’arbre par des paramétres récursifs qui peuvent s’étudier
de maniére analytique. Prenons par exemple Ie cas d’un arbre binaire complet représentant une
expression arithmétique : ses feuilles ou noeuds externes comportent des opérandes, et les noeuds
internes des opérateurs. Le nombre de registres pour effectuer le calcul de la valeur de cette
expression, un registre comportant un opérande ou un opérateur, est égal au nombre de Strahler
St défini de la maniére suivante : le nombre de Strahler d’une feuille vaut 1, et le nombre de
Strahler d’un arbre binaire de sous-arbres ¢ et 3 vaut max(St{t1),St(¢2))} si St(¢1} et St(¢2) sont
différents, et 1+St(¢1) sinon.

Etudier un tel paramétre permet de savoir par exemple de quelle taille mémoire il faut dis-
poser si l'on veut faire des calculs faigsant intervenir un grand nombre d’opérations. Il n’est pas
toujours possible de faire des calculs exacts, aussi essaie-t-on de trouver des valeurs asympto-
tiques pour les grandeurs d'intérét. Dans le cas du nombre de Strahler, il s’agit par exemple
de savoir, pour n opérations, de combien de registres on a besoin en moyenne, ou de connaitre
la digtribution du nombre de Strahler de maniére plus fine. A défaut d’identifier une distribu-
tion exacte de la variable aléatoire pour tout n, on essaie de connaitre une distribution limite
lorsqu’on fait tendre n vers U'infini pour pouvoir ensuite approcher la distribution de la variable
aléatoire étudiée pour des n grands. Dans la pratique, n est déja grand lorsqu’il est de l'ordre de
la centaine. Le nombre de Strahler a été étudié en moyenne et en distribution lorsqu’on considére
tous les arbres d’une taille donnée n (en nombre d’opérateurs) lorsque n tend vers U'infini.

Suivant les problémes, les structures arborescentes gui sous-tendent les objets étudiés 4 taille
n fixée ne suivent pas toujours la méme distribution, et peuvent donc a ce titre soit étre équipro-
bables, cas des arbres binaires de Catalan, soit ne pas 1’étre, comme par exemple pour les arbres
de permutation, qui sont des arbres binaires étiquetés représentant des permutations. Un arbre
de permutation peut représenter la succession d’opérations effectuées par un tri rapide (sur une
instance différente de la permutation représentée par I’arbre). On parle alors d’arbre binaire de
recherche (ABR). Le nombre de comparaisons effectuées, coiit de I'algorithme, est alors égal 4 la
longueur de cheminement de I'arbre, ¢’est-d-dire la somme des distances des nceuds & la racine.

Les arbres binaires de recherche sont plus équilibrés que les arbres binaires de Catalan, ce
qui se traduit par des statistiques différentes pour des paramétres identiques. Le paramétre de
Strahler, par exemple, a été étudié en moyenne sur des arbres binaires de recherche par Devroye,
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et conduit & une moyenne différente de celle des arbres de Catalan. Une telle étude peut revétir
un intérét plus mathématique que pratique, puisqu’étudier le nombre de Strahler sur des ABR
a moins de sens que sur des arbres de Catalan.

Un autre type d’arbre abondamment étudié est le trie, dont le nom vient de retrieval. 11
g'agit d’un arbre dictionnaire dans lequel on stocke n mots ou clés. On pourra en trouver une
présentation dans le livre de Mahmoud [146] ou la thése de Julien Clément [36]. Dans ce type
d’arbre, contrairement aux arbres de Catalan ou de recherche, dans 'étude d’un parameétre
donné, on ne conditionne pas par la taille mais par le nombre de clés, qu’on fait ensuite tendre
vers l'infini.

La taille des tries admet une distribution limite gaussienne quand on fait fendre le nombre
de clés vers I'infini, lorsqu’on engendre les lettres des clés par une source de Bernoulli {79, 78,
80, 113, 114, 146].

On peut sur ces exemples mesurer la grande diversité des situations et des méthodes d’analyse
développées pour les étudier. L'étude de la distribution limite de parameétres d’arbre fait appel
& des outils mathématiques aussi variés que sohistiqués.

La part belle est faite A I’analyse d’algorithmes, domaine initié par Knuth [129, 131, 132] &
base de séries génératrices servant a énumérer les objets combinatoires. Manipuler des nombres
exacts dans ’énumération d’objets est illusoire, il s’avére souvent nécessaire et utile de manipuler
ces grandeurs de manidre asymptotique, d’oll 'intervention d’outils analytiques, notamment
d’analyse complexe. La méthode de Darboux, développée d’abord par [9, 25, 39|, permettait
de connaitre asymptotiquement certains nombres, comme par exemple le nombre de certains
objets de taille n. Cette méthode fut raffinée par Flajolet et Odlyzko [75], & base de contours
de Hankel, donnant lien & une analyse de singularité précise des séries génératrices, permettant
en plus de non seulement conpaitre Pasymptotique de ces nombres, mais d’obtenir des termes
d’erreurs uniformes.

Dans le cadre de I’analyse de singularité bivariée, on retrouve 'omniprésence des lois gaus-
siennes & travers des clones du théoréme central limite [8, 89]. Les termes d’erreurs uniformes ont
permis une éiude assez systématique de I’apparition de lois limites normales en distribution avec
le théoréme des quasi-puissances de Hwang [89, 108]. Des outils bien connus de 1’analyse tels
que la méthode du col et plus généralement d’intégration complexe permettent d’établir des lois
limites locales dans le cas gaussien [95, 45, 96], voire dans le cas de lois de Rayleigh [49, 192] ou
de lois stables dont en particulier la loi d’Airy-carte [6], ainsi surnommée car elle fait intervenir
la fonction d’Airy et elle survient dans Pestimation de la taille de noyaux d'une grande variété
de cartes [6, 10, 94].

Par la méthode de pompage des moments développée par Takacs [198, 199, 200], on peut
& partir d’équations fonctionnelles sur des séries génératrices bivariées, déduire des équations
fonctionnelles univariées portant sur des moments de 'ordre qu’on veut, puis trouver les moments
de la distribution limite. On peut quelquefois identifier alors la distribution limite comme dans les
articles de Takics. On peut sinon au moins trouver des récurrences sur les moments permettant
de tirer des informations sur la distribution limite [105]. Dans la plupart des cas, on peut au moins
caleuler les premiers moments, espérance et variance en particulier, quitte ensuite 4 trouver la
distribution limite par des méthodes différentes (martingales, point fixe...).

En dehors de ces méthodes générales, des moyens ad hoc construits sur I’analyse de singu-
larité, en rapport avec le probléme considéré, nécessitant finesse et créativité, permettent de
trouver la distribution limite, principalement dans le cas des arbres de Catalan. C’est souvent le
cas pour des paramétres extrémaux mettant en jeu 'opérateur max de type nombre de Strah-
ler {77, 76, 93, 124, 125, 161, 164, 165, 162] ou hauteur d’arbre [74, 71].
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Certains types d’arbre comme les tries nécessitent 'usage d’outils analytiques particuliére-
ment sophistiqués, comme la transformation de Mellin [72, 78, 83, 84, 146, 195, 211], et le cycle
poissonisation-dépoissonisation [78, 195]. Dans le chapitre 9, nous nous intéressons & des tries
construits sur des mots engendrés par une source de Bernoulli. Un premier paramétre d’intérét
est le nombre d’occurrences d’un motif (trie) donné dans les tries avec une source de Bernoulli,
Un autre paramétre d’intérét est la longueur de cheminement interne des tries, dans la méme
lignée que la taille (nombre de nceuds internes) des tries, déja étudiée [78, 113, 114].

Des outils classiques de probabilités tels que les martingales permettent d’obtenir 'existence
de loi limite avec des convergences assez fortes, comme dans Lq ou dans Lo. Ainsi, le coiit du
tri rapide, autrement dit la longueur de cheminement interne des arbres binaires de recherche
fait 'objet d’une étude & base de martingales [181], prolongée pour le polynéme de niveau des
arbres binaires de recherche par [30].

Si Yutilisation des martingales dans le cadre des convergences fortes ne permet pas de déter-
miner les distributions limites, il existe, avec alors des convergences faibles, un théoréme central
limite par martingales [54, 53, 104, 112], utilisé dans [145, 191] dans des problémes proches des
modéles d’urnes.

Si ce théordme peut s’avérer assez puissant, comme en témoigne I'étude assez générale de
fonctions & péage dans les tries faite dans [187], un outil au moins assez puissant et pratique
ge trouve dans les méthodes de point fixe, présentées dans 'annexe B, particulidrement bien
adaptées aux arbres binaires de recherche et aux tries [109, 169, 178, 179, 180, 201]. Notons que
ces méthodes s’appliquent assez mal aux arbres de Catalan, car dans ces arbres la probabilité
d’avoir un sous-arbre de taille 1 vaut 1/2. Seul un article de Svante Janson [115] parvient &
étudier un parametre sur des arbres de Catalan. Les techniques utilisées dans cet article ne
peuvent s’appliquer qu’a des variables ne nécessitant aucune normalisation, et donc restent
difficiles & étendre.

Mentionnons enfin que le mouvement brownien, objet limite des marches aléatoires, qui a
connu un grand développement au cours du XXe siécle, connait une littérature abondante, avec
un outillage analytique sophistiqué en termes de probabilités continues. Voir par exemple [62, 63,
100, 111, 122, 123, 139, 185]. Le contour des arbres de Catalan, ou plus généralement d’arbres
simplement engendrés, converge faiblement vers une excursion brownienne [102, 151, 152], si bien
que 'on peut récupérer des résultats connus sur la distribution de fonctionnelles de ’excursion
brownienne et les interpréter comme distribution limite [13, 110, 128, 140, 141, 142, 143, 183,
213, 214] de certains paramétres d’arbre. (Une fonctionnelle d’un mouvement brownien est une
variable aléatoire construite sur une trajectoire tirée au hasard).

Le paysage semble done assez hétérogéne. Nous avons essayé dans ce mémoire d’en donner
un aper¢u plus linéaire et plus structuré.

Le corps de cette thése se divise en deux parties. La premiére est associée & 1’étude des
parametres d’arbre associés aux valuations arithmétiques. La seconde étudie des paramétres du
type longueur de cheminement interne (somme des distances des nceuds 3 la racine} ou moment
d’inertie (somme des carrés des distances des nceuds & la racine).

La premiére partie comporte les chapitres 1 & 6.

Dans le chapitre 1, on définit la valuation d’un arbre d’expression arithmétique comme
le résultat de cette expression arithmétique. On y étudie la distribution limite de valuations
arithmétiques sur des arbres binaires de Catalan, avec opérandes {min,+}, {+, -}, et {+,x}. 11
est fait usage d’analyse de singularité, pour prouver une limite discréte dans le cas des opérandes
{min, +}, une limite gaussienne dans le cas des opérandes {+, ~}, et pour calculer les moments
dans le cas des opérandes {+, x}.
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Le chapitre 2 étudie la distribution limite de valuations arithmétiques sur des arbres bi-
naires de recherche, avec opérandes {+,—}. L’utilisation de fonctions génératrices et d’analyse
de singularité sert surtout & déterminer ’espérance et la variance de la valuation. On établit la
nature de Ia loi limite — gaussienne dans la plupart des cas — & ’'aide de méthodes de point
fixe.

Le chapitre 3 retrouve une partie des résultats précédents en utilisant le théoréme central
limite sur les martingales. On établit 4 nouveau le caractére gaussien de la distribution limite
des nombres de Narayana d'une part, et des valuations arithmétiques sur des arbres binaires de
recherche d’autre part, avec opérandes {+, —} lorsque Popérateur + apparait avec probabilité
moindre que celle de 'opérateur —.

Le chapitre 4 étudie la distribution limite de la taille d’arbres réduits, of1 la réduction
d’un arbre d’expression logique ou arithmétique suit une régle logique ou arithmétique, comme
X AX — X. 1l est fait usage de fonctions génératrices et d’analyse de singularité. La princi-
pale difficulté consiste & établir des inégalités montrant qu’on se trouve dans les conditions du
théoréme des quasi-puissances.

Le chapitre 5 étudie la distribution de Vénergie des molécules d’ARN et ébauche com-
ment améliorer en complexité un algorithme permettant de trouver une structure secondaire
minimisant ’énergie d'un mot d’ARN donné.

Le chapitre 6 étudie les valuations arithmétiques sur des arbres binaires de Catalan, avec
opérandes — et certaines lois sans variances aux nceuds externes, en faisant appel & de 'analyse
de singularité. On y ébauche un début de généralisation du théoréme des quasi-puissances, en
faisant cette fois-ci apparaitre des lois stables & la limite.

La seconde partie comporte les chapitres 7 & 9.

Le chapitre 7 étudie les fonctionnelles de type aire ou quadratique du pont brownien et de
V’excursion, a l'aide de la formule de Feynman-Kac. Ces résultats sont déja connus, mais nous
donnons une nouvelle preuve de la distribution de I'intégrale du carré de ’excursion, & 'aide du
théoréme de Louchard, et nous faisons une ébauche de I’étude de la distribution jointe entre les
deux fonctionnelles. Pour cette dernidre nous donnons la double transformée de Laplace de la
distribution jointe, et effectuons le calcul du moment joint d’ordre (1, 1).

Le chapitre 8 reprend cette étude pour le pont brownien, ’excursion, les méandres et les
marches de Bernoulli, en utilisant de analyse de singularité et du pompage de moments. Nous
montrons comment calculer par récurrence les moments joints d’ordre arbitraire, qui seraient
plus difficilement accessibles en utilisant les objets continus exposés dans le chapitre précédent.

Le chapitre 9 étudie la distribution limite du nombre d’occurrences d'un certain motif dans
les tries, et de la longueur de cheminement interne des tries, avec une source de Bernoulli. Pour
le premier parameétre, nous faisons une premiére preuve en utilisant uniquement des outils de
variable complexe, puis une seconde preuve utilisant des méthodes de point fixe. Pour le second,
la seule utilisation de ’analyse complexe semble insuffisante, et nous devons avoir recours aux
méthodes de point fixe.

L’annexe A rappelle des résultats fondamentaux de 'analyse de singularité.

IL’annexe B rappelle les résultats sur les méthodes de point fixe, utilisés dans le chapitre 2
et surtout le chapitre 9.



Premiere partie

Valuations liées aux expressions
arithmétiques






Chapitre 1

Valuations arithmétiques sur des
arbres binaires de Catalan

Dang ce chapitre, nous étudions la distribution limite du résultat d’expressions arithmétiques
tirées au hasard, dont on fait tendre la taille (le nombre d’opérateurs) vers linfini, A une ex-
pression arithmétique peut étre associé un arbre d’expression. Nous appellerons valuation d’un
arbre d’expression le résultat de P'expression arithmétique correspondante.

Nous tirons les expressions arithmétiques de la manidre suivante. Nous nous fixons un entier
naturel n, nous tirons uniformément au hasard un arbre binaire complet de Catalan parmi
les arbres binaires complets de Catalan de taille n, i.e. & noeuds internes. Puis nous mettons
aux nceuds externes, de maniére indépendante, un entier choisi parmi un nombre fini d’entiers
formant un engemble I, suivant une probabilité fixée quelconque : &4 chaque nceud externe, 'entier
i apparait avec la probabilité f;. Nous plagons enfin des opérateurs choisis dans un ensemble
de deux opérateurs, par exemple {+,~}, avec probabilités respectives o et 8. Nous noterons
T ((+,@),(—, 8),I) Vensemble de ces expressions arithmétiques, pondérées par le produit des
probabilités des opérateurs et opérandes présents dans ’expression. Ainsi, si 'arbre d’expression
t posséde U(t) opérateurs “+”, |t| noeuds internes et N;(t} opérandes %, alors son poids est donné
par V'expression

poids(t) = oV ® gltI-U () H f;vi(t).
il

Le parameétre étudié ici est la valeur de 'expression arithmétigue tirée au hasard. Tout au long
de ce chapitre, nous noterons X,, la variable aléatoire égale & cette valeur, pour une expression
arithmétiques de taille n. Notre but consiste & trouver la distribution limite de X, lorsque n
tend vers l'infini, en terme de convergence en distribution.

Nous nous intéresserons i des jeux d’opérateurs {min, +}, {4+, —} et {+, x}. Ce dernier jeu
d’opérateurs apparait dans [12]. Nous ferons au passage I’étude du parametre 2-bud, introduit
par Blondel [16], qui suit la méme méthodologie que ’étude du jeu d’opérateurs {min, +}.

Ces résultats pour I'instant sont seulement intéressants en eux-mémes, et il n'en existe pas
d’application directe. Il faut remarquer que l'aléa provient d'une grande part de la forme des
arbre, i bien que les problémes ici sont trés différents de ceux gu’étudient Devroye et Kamoun
dans [42], oi: tous les arbres sont parfaits.

Dans ce chapitre est fait grand usage de séries génératrices et d’analyse de singularité. Le
lecteur non familiarisé avec ces outils pourra consulter avec profit [81, 99, 188, 193] pour la partie
combinatoire, et [81, 85] pour la partie analytique.

7



Chapitre 1. Veluations arithmétigues sur des arbres binaires de Catalan

1.1 Arbres avec opérateurs "min”,”+” et opérandes dans un en-
semble fini I d’entiers positifs

Nous mélangeons des opérateurs minimum et addition. Pour cela, nous définissons, sur tout
arbre ¢, la valuation v par

( k si ¢

a,veckeI,

min(v(t1), v(t2))

o
—
L
e
l
-
o
L
o~
Il

L v(t) +ou(te)

N
™~
-

Nous tirons chaque entier k avec la probabilité f; aux nceuds externes, indépendamment
les uns des autres. On note F(u) = Y .¢s fru* la fonction génératrice des entiers aux nocuds
externes. A chaque nceud interne, indépendamment des autres noends, nous mettons un “+” avec
probabilité o et un “min” avec probabilité 3 =1— c.

11 est évident que la valuation d’expressions mettant uniguement en jeu des “min” convergera
en distribution vers une masse de Dirac, et que celle qui met uniquement en jeu des additions
convergera en distribution — aprés normalisation — vers une loi gaussienne. Nous prouvons
que mélanger des “min” et des "+” meéne & des lois limites discrtes. Nous renvoyons le lecteur
4 'annexe A pour une définition de ce qu’est une limite discréte. Notons qu’on parle alors de
convergence en distribution.

Nous allons done d’abord traiter les cas extrémes o = 0 et 3 = 0, qui sont les plus faciles.
Nous traitons ensuite le cas quelconque «- 3 # 0.

Nous notons X, la variable aléatoire égale & la valuation d’un arbre de taille n tiré au hasard
dans T ((+1 a)v ('_7 ﬁ)’ I)'

1.1.1 “min” seulement

Soient k1 < k2 < -+ < kyj| les éléments ordonnés de I. Si on n’a que des min, la structure
d’arbre n’intervient visiblement pas : calculer la valuation des expressions revient & calculer
le mininum des opérandes. Pour tout i, la probabilité que la valuation X,, d’une expression
arithmétique & n opérandes vaille k; est donc donnée par

n+1 n+l
Pr{X, = k] = (ka) -(Za)
k2k; k>k;
et la loi limite est une masse de Dirac en &k = k; = minI. En d’autres termes, X,, converge en
distribution vers la variable aléatoire X définie par PriX = k1) = 1et Pr[X = k;] = 0 si k; # k1.
1.1.2 “4” seulement

Lorsgqu’on ne met que des opérateurs “4-”, c’est comme si on ne faisait qu’additionner des
variables aléatoires identiques et indépendamment distribuées selon la probabilité de série géné-
ratrice F. On retrouve donc le théoréme central limite.
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1.1. Arbres avec opérateurs “min” 4 * et opérandes dans un ensemble fini I d’entiers positifs

Proposition 1.1 Avec les notations ci-dessus, si les opérateurs sont tous égauz ¢ Uaddition, et
— (n+ 1)F'(1)

v/ (n+ 1) Var(F).

si I n’est pas réduit & un singleton, alors converge en loi vers N'(0,1) lorsque

n tend vers linfini.

Démonstration. La structure de 'arbre n’intervient pas, et la valuation de Parbre de taille n
admet F™! pour fonction génératrice de probabilité. Le caractére gaussien de la limite est un
résultat classique qu’on peut trouver en calculant la fonction caractéristique de X, :

log ¢x,_,(t) = nlog( i Zezkt = nlog(l+ | | ZZ (atk)ﬂ

kel kEIp>1
= kt — )22+ O(#%).
SUPILES DI LS MRS

Posant .
Xn— (4 1) 5 2kerk

v+l (|Tlr| ke ¥ — i1 (S k)z) ,

nous avons ¢xs(t) = e /240 /VntT} qui pour tout ¢ tend vers e~t*/2 lorsque n tend vers
P'infini, et cela établit la convergence en distribution vers une limite gaussienne. d

X5 =

1.1.3 “min” et ¥+” avec probabilités non nulles

Nous tirons maintenant "+” avec probabilité ¢ et “min” avec probabilité 3 =1 — o, en sup-
posant a3 # 0. Les principaux résultats que nous allons montrer dans ce paragraphe consistent
d’une part en le théoréme :

Théoréme 1.1 Lorsque n tend vers linfini, la distribution de la valuation X, converge en loi
vers une limite discréte X donnée par

Pr(X = k| = by,
ot la suite (bg) est déﬁm'e conjointement avec une suite (ax) par :
1
ap = 2a (o: ~ /a2 — fo(20 — 1)) sia# 5 G0 = fo sinon,

by = l—«a o
20 —1 \/(]!2 fo 20!—1)
et, pourk 2 1,

) 8o ,bg— 0 Sinon,

1 Mt <2

1 k-1 k-1
adr = —= 1—aag—ﬂ 1- a; +ﬁ fk+a2ajak_j y
ﬁ i=0 =1
[ M i 7
1 ) k-1 )]
T — [1l~oagy—-F|1—- a;
B _ =)
L eXibe, —bu (Sh0y 1)
k= .
k
\ 1—aag—ﬁ(1— —0“'2)



Chapitre 1. Valuations arithmétiques sur des arbres binoires de Catalon

et d’autre part en le théoréme suivant, établissant 'asymptotique des by, :

Théoréme 1.2 1] existe des constantes C et pp, dépendant de «, telle que, pour les by non
nuls,

—k
~ PB

Ny

Remarque. pp n’est rien d’autre que le rayon de convergence de la série Y, b 2®.

Avant de donner la preuve proprement dite des théorémes 1.1 et 1.2, nous allons établir des
résultats préliminaires sous forme de lemmes.

Définissons, pour k 2 0, les fonctions génératrices des arbres de valuation &

Wi(z) = Z 27,

Tx(T)=k

et notons fi = Pr[Xp = k] = [u*]F(u) les probabilités aux feuilles. Nous allons d’abord montrer
que tous les W}, admettent une singularité dominante égale 4 1/4 (tant que W;, # 0), et satisfont
un développement asympiotique similaire.

Lemme 1.1 Tout Wy # 0 posséde un développement asymptotique au voisinage de 1/4 (sa
singularité dominante) de la forme

Wi = 2ay, — 2bgv/'1 — 42+ O(1 — 42), avec ap >0, b 2 0.

Démonstration. Ecrivons W, = Xp

Wsk. Notons T(2) = W(z,1) = 1 + 2T(2)? = 1_‘4—;_42 Un arbre est de valuation 0 §’il s’agit
d'un arbre réduit 4 I'opérande 0, ou bien d’'un arbre avec opérateur + ou min & la racine et deux
sous-arbres de valuation 0, ou bien d’un arbre avec opérateur min 4 la racine et deux sous-arbres
dont I'un (le sous-arbre gauche ou bien le sous-arbre droit) est de valuation 0, et I'autre de
valuation strictement plus grande que 0. Rappelons en outre que 'opérateur + est pondéré par
« et Vopérateur min par § = 1 — . De cette décomposition on déduit

Wo = fo+ (a+B8)2WE+28:WWsp
= fo+2WZ + 28:Wy(T — Wp)
= fo+ (1 —28)zW¢ + 282W,T.

Si o # 8, Wy vérifie

(1— 282T) — /(L — 2B2T)2 — 4fo(1 — 2B)z
2(1 — 28)z

= 20.0 - 260‘\/1 — 4z 4+ 0(1 - 43),

<k Wp, et utilisons les notations similaires Weg, Wy,

Wo

avec ap = 51 (a —va? ~ fo2a - 1)) et bo = 535 (\/&2_;0(241—1) - 1)'
Sia=p8=1/2, alors

Wy = fo + ZW02 + 2WoWso = fo + ZWg + zWy (T - Wo) = foT.

Donc ag = by = fo, et on peut remarquer que les expressions de ag(cx) et bp(a) trouvées ci-dessus
pour a # 1/2 tendent vers fy lorsque o tend vers 1/2.
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1.1. Arbres avec opérateurs “min”, "+ ” et opérandes dans un ensemble fini I d’entiers positifs

En distinguant, pour tout &, parmi les arbres de valuation &, les arbres réduits & une feuille,
les arbres avec opérateur + 4 la racine, et les arbres avec opérateur min 3 la racine, on trouve
facilement que les Wy pour & > 1 sont donnés par la récurrence

k

Wi = fo+az) WiWe+28:WsrWi + B2W]
i=0
k
= fetaz) WiWei+282(T ~ W)Wy, + B2Wi
=0
k—1
= fr+ azz WiWi—i + 22{aWp + B(T — Wgp—1)) Wy — B2W} (1.1)
=1
_ = +2:((Wge1 — T) — aWh))
206z
\/ (1+22(8(Wgr— — T') — aWp))? + 482 (fk +azy i} Wsz—a)
+ .

28z
Wy, correspond 4 la solution de 'équation quadratique analytique en zéro, ayant des coefficients
positifs. Le comportement autour de la singularité % est fondamentalement identique pour tous
les W} non nuls :
Wi(2) = 2a; — 2bpv/1 — 42 + O(1 — 42).

Les Wy sont des séries avec des coeflicients positifs majorés par C,, alors les Wj non nuls sont
croissants sur [0, 1/4] avec 2a3 = lim,_, 1 Wi(2z) > 0; les séries correspondantes 2a; — W, sont des
fonctions décroissantes et positives sur [0,1/4[, et sont donc positives prés de 1/4 avec by = 0.
Finalement, les W}, non nuls vérifient

Wi = 2ay, — 2051 — 4z + O(1 — 4z), avec 2a; > 0, 2b; > 0.
0

On peut déja deviner que les (by) constituent la distribution limite de X,. Pour le mon-
trer rigoureusement, nous devons montrer que les sommes } , ax et >, by convergent et sont
égales & 1. Nous allons en fait établir des propriétés un peu plus fortes, permettant d’obtenir
I'asymptotique de la suite (b).

Examinons maintenant les propriétés des suites (ax) et (bx)- Nous pouvons calculer chaque
ar et bg & 1'aide d’une récurrence utilisant les termes précédents des deux suites :

Lemme 1.2 Pour k > 1, les suites (ag) et (by) sont données par la récurrence :

( ' 2

k—1 k-1
1
a = | [1-ew-8 1-Y"a; || +8| fitad ajan;],
7=0 j=1
1 k-1
4 —=|l—aag—p 1—203-
B =
) aY i) biar—; — Bax (Z;:é bj — 1)
k = .
\ 1—aao—ﬂ(1—2f=oaj)
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Chapitre 1. Valuations arithmétiques sur des arbres binaires de Catalan

Démonstration. Dans I’équation (1.1), on développe les séries en £ = /1 — 42 et on identifie
les termes en z0 et z1. Nous obtenons les relations

k-1 k—1 )
20y, = frta zajak_j + 28ax(1 — Zaj) + 2ecagay, — ﬁa;‘:, (1.2a)
Jj=1 J=0
k k k
~2b = 20y bjag_; — 2Baxby +2Bax(d by — 1) — 26bk(1 - D _ a;). (1.2b)
j=0 i=0 j=0

Nous résolvons ces équations en choisissant la méme branche de Riemann que pour les Wy,
et nous trouvons les relations de récurrence voulues. O

Lemme 1.3 7,505 = 1.

Démonstration. Comme nous travaillons avec des séries dont les coefficients sont positifs, nous
avons 1’égalité W(1/4’ 1) = ]jmz—b1/4 W(Z, 1) = limz—>1/4 E?};ﬂ Wk(z) = 22020 ]jmz—>1/4 Wk(z)
= 3 k>0 Wi(1/4), ce qui signifie que la somme 37, -, 2ay, est convergente de limite 2, c’est-a-dire
Zk?ﬂ Qp = 1. D

Lemme 1.4 Le rayon de convergence Ry de la série A définie par A(z) =3, axz® est stricte-
ment plus grand que 1.

Démonstration. Pour montrer que le rayon de convergence de A est strictement plus grand
que 1, nous allons introduire une série entigre dont les coefficients sont plus grands que ceux de
A, et dont nous pouvons montrer plus facilement que le rayon de convergence est striciement
plus grand que 1.

Construire une telle série n’est pas trivial, aussi introduisons une famille de séries M (k)
indexée par un double paramétre (k,n), ol k et n sont entiers avec k 2 2. Précisons comment
s'interprétent les entiers n et k.

Si on écrit M®") = Ej?;l mg-k’")zj , alors les premiers coefficients de M %™ sont identiques
4 ceux de A jusqu’au rang n — 1, et different de ceux de A & partir du rang n. Autrement dit,
on a m_g-k’n) =gjpourjEn—1

L’entier k varie avec la proximité de la définition par récurrence des termes de M %"} par
rapport & la définition par récurrence des termes de A, & partir du rang n. Plus précisément,
pour j 2 n, on pose

j—1
m;(ik’n) = O szg"’"}m(-k‘”)

i—q
g=1

(8]
2(a+ (8- oo+ BT a)

Utilisant I’équation (1.2) et les inégalités 1/8x > 1/0; pour tous k < k', et vVI+z < 1+ 3z
pour tout z 2 0, nous avons, pour j 2 k, a; < 6 Eg;i a40j—q. Par conséquent, pour tout j > 1,

a; < m;k’") et, pour établir que R4 > 1, il suffit de montrer qu'’il existe &, n tels que B, > 1.

Fixons maintenant K tel que 8x < 1/2, e.g. K = min[I.

O, =

12



1.1. Arbres avec opérateurs "min”, "™t ” et opérandes dens un ensemble fini I d’entiers positifs

Pour toute série H = Enzﬂ hn2" et tous entiers 0 < p < g, introduisons la notation Hy, ¢ =

g

n=p In?". La définition de M (K:p} peut se réécrire de la manitre suivante :

{ MED, = 5 mfmi = 5
MER) _ &("’) = O ((11;/1("{""'))2 ((M(K’“))2)1..n—1) .
Ainsi, M(&") est défini par
20, MER = 1 V1 — 46, (M 1 — 0(M2)1. 1)
= 1—+/1-46k(0xA1.0-1 — (A — a0)D)1.n-1)
= 1- \/((1 — 20,(A — a0})?)g_p1-

GE) = (1 — 26,(A — ag))? est une série positive sur [0,1] telle que >i>09; (K) est absolu-

ment convergente car chaque | g( )| est majoré par la quantité [27](1 + 260x(A — ap))?*(2). Donc

22540 gJ( Vi converge uniformément sur [0,1], et il existe N tel que G((){{}{'—J est positif sur [0,1].

Pour conclure, M ¥N) posséde un rayon de convergence R Aty strictement plus grand que 1,
et finalement R4 2 Rypxn > 1L O

Lemme 1.5 37~ b < 1.

Démonstration. Introduisons les séries Yji(z) = % qui sont analytiques sur [0, 1/4],

et dont la somme pour z < % vaut

Cnap—22Wi(z)  par—22), Wilz) 1-22W(2) 1-4z
PRACEDY Ji-4z * ¢1——4;€ T oLz

Les Yj sont positifs sur [0,1/4] et vérifient Yi(z) = by + O(v1 — 4z). Pour tous n € Net z < g,
nous avons ) ;.. Yx(2) < 1, et en faisant tendre z vers 1/4, nous obtenons 7, b < 1. Comme
les by sont positifs, la somme .., by est convergente, de somme B(1) plus petite que 1 {au
sens large). O

=1.

Lemme 1.6 La série B(z} = 3", byz* posséde un rayon de convergence au moins égal & celui
de la série A(z) = > 45 arz.

Démonstration. Introduisons les séries B(z) = 3", Rxz* et §(z) = ¥, Skz* de telle sorte que
R =) jok41% et Sp = 1—37, b; pour tout k. La série A est strictement croissante sur [0, R 4]
avec R4 > 1 (comme on I vu dans le lemme 1.4) et A(1) = 1, si bien que R(z) = 1=4 posside
seulement une singularité artificielle en z = 1 et son rayon de convergence est strictement plus
grand que 1; celui-ci en fait vaut R4. Quant & S, telle que 0 £ S, < 1 pour tout & d’aprés le
lemme précédent 1.5, son rayon de convergence est également plus grand que 1.

Introduisons la notation ® pour le produit de Hadamard des séries, si bien que

A®B(z) = Z akbkzk.

La relation (1.2a) se rééerit 2A = F +0A? 4+ 26AO R+ BAG A, ou

1-+/1—a(F+BAG (2R + aAd))
S .

A=
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Chapitre 1. Valuations arithmétiques sur des arbres binaires de Catlalan

A l'aide de la formule de Cauchy-Hadamard, il est aisé de voir que le produit de Hadamard X @Y

de deux séries de rayons de convergence respectifs Rx et Ry posséde un rayon de convergence
égal A Ry Ry. En effet si X(z) =), zn2" et Y(2) =3, yn2", alors

Erel i T kS o 1
Rxor =1/ ( Jm. oatnl®) =1/ (Fm |eal) -1/ (B |yl" ) = RxBy-

AG®{2R+ aA) posséde done un rayon de convergence strictement plus grand que R 4, et il existe

£ > 0 tel que F+BA®(2R+ aA) est une fonciion positive strictement croissante sur [0, R 4 +¢],

valant 1/ en z = R4. En outre, R4 est une racine simple de la fonction 1—a(F+8A®(2R+cA)).

La singularité dominante p4 = R4 of A correspond au réel pour lequel le radical de A devient

nul, autrement dit A(p4) = %

AGS+BeoR+AQBRB
1—oA

La relation (1.2b) se réécrit B = 3 , OU encore

A®S+BOR+AGOB
V1-a(F + BA© 2R+ aA))

B=g (1.3)

On peut déduire de cette expression que B a un rayon de convergence strictement plus grand
que 1. En effet, d’une part, la série 1/1/1 — a(F + BA © (2R + A)) est analytique de rayon de
convergence p4. D'autre part, le numérateur A© S+ BO® R+ A® B a un rayon de convergence
strictement plus grand que celui de B : les rayons de convergence de A® S, BO R et A® B sont
respectivement égaux 4 RaRg (qui vaut au moins B4 > 1 puisque Rg > 1), RgRr = RpRa
et R4Rp. Donc si B admettait un rayon de convergence plus petit que 1 (au sens large), alors
par une nouvelle application du théoréme de Cauchy-Hadamard le membre de droite aurait un
rayon de convergence strictement plus grand que celui de B, ce qui est absurde.

Du fait que B posséde un rayon de convergence strictement plus grand que 1, on déduit que
le numérateur A® S+ B® R+ A® B posséde un rayon de convergence au moins égal & R 4, et
qu’il en est de méme pour B.

O

Lemme 1.7 3 .- ob; = 1.

Démonstration. Introduisons maintenant les séries Yi(z) = 5%12—) qui sont analytiques
sur [0,1/4], et dont la somme Y, Y} vaut \1/% = 1. Les Y} sont positifs sur [0, 1/4] et vérifient
Yi(2) = b + O(v/1 — 4z). Pour tout n, nous avons » .. Yx(2} < 1, et en faisant tendre z vers

1/4, nous obtenons } kn Ok < 1. Comme les by sont positifs, 1a somme 3, by est convergente,
de somme B(1) plus petite que 1 (au sens large).

Posons x = /1 — 4z, si bienque z = I_T‘”z. Du développement asymptotique de Wi(z) donné
dans le lemme 1.1, on déduit donc ’écriture

2:Wi(2) = ag — bz + cp(2)2?,
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1.1. Arbres avec opérateurs “min”, "+ 7 et opérandes dans un ensemble fini I d’entiers positifs

ot ¢, est une fonction bornée de z. En gardant dans (1.1) les termes en z2, 23, ---, z®, ---, avec
7 2z 2, nous obtenons

k
2 - 2aap — 2,6(1 - Zaj)
i=0

k k
+2aboz + 25(1 - Z bj):r: —2aep(z)x? + 28 Z cj(z)z? — Ber(z)z? | cx(z)
k k k k-1
= —fitao Z bjbk_j + 20 Z ajck__,-(a:) + 2,@(1 E bj,)bk — 28ay, ch (x)
= i=1 i=0 i=0
k-1 k-1
+682 — 20 Z bjck—j(x)x + 20by Z ci(@)z +a Y cj(@)op—j()a?.
i=1 j=0 j=1

Introduisons & nouveau les séries Yk(z) = Mﬁl déja définies dans le lemme 1.5. En re-

marquant que zcg(z) = by — Yy (12

Pinégalité

), nous obtenons, pour tous entiers i,7 tels que i < 7,

i

Zﬁmw =3
th+Yt (1
I=i

|- (5)

$)$3m+L

Le cas ag = 1 est trivial. Nous pouvons donc supposer ag # 1. Soit € un réel strictement compris
entre 0 et 25 (notons que nous avons aussi € < 2 — 2aagp).

Solent K et xp tels que, pour k > K et 0 € z < zg, on ait 4 ls fois

k
28(1—) a;) <&/2
i=0

et

k

2aboz + 28(1 — ) _b;)x + 2az|eo(z)|x + 2,6[2 zcj(z)|z < £/2.
=0 =0
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Chapitre 1. Valuations arithmétigues sur des arbres binaires de Catalan

Alors pour k > K et 0 € £ € zo nous avons

k k
(2—2a09 —e)er(z) € fitao ijbk_j + 20 Zaj[ck,_j (z)|

i=0 i=
k—1
+248(1 - Eb b+ 2Bax Y _ fc;(z)| + BB}
j=0 J=0

k k—1 k~-1
+20 2 blen-s(ele + 200 1 el + o X" ci@ens(w)a?
: 2

i=1

< fixt+ O‘Z bjbg—j + 20 Z ajlex—;(x)|
J"“O i=1
k-1
+26(1 - Zb:f)bk +2Ba Z les ()| + BbR
F=0 =0
X .
+200 ) bjlex—j(z)|z + 286k (B(1) + 1) + a(B(1) + 1)
=1
Pour z; €]0, zg], soit D(z) = >4 dz* la série, dépendant de z;, définie pour k < K par

dy = mé?c?,'fl cx (),

et pour k > K par

k k
(2 — 2&&0 - E) dk = fk + (}IZ bjbk...j + 2a za_.,-dk_j
j—() j=1
k—1
+26(1 - Zb b, + 2Pax Y d; + BB}
7=0 F=0
k
+200 Y bid_jz1 + 26b(B(1) + 1) + (B(1) + 1)2.
i=1
Il est facile de montrer par récurrence que dy, est plus grand que |cx(z)| pour tous & > 0 et
z € [0,21).
Si on multiplie ces égalités par z¥ et qu’on les somme ensuite pour & > K, on obtient
I'existence d'un polynéme Pk en z de degré strictement plus petit que K tel que

(2—2009—€)D = PK+F+aBZ+2a(A—ao)D+2ﬁ£@B

D

+28A0 zll +BB® B +20(B — bz, D
+2(B(1) + 1)3 + a{B(1) + 1),
01l
9 1-B
2(1 — aA—a(B —b)x1 —€/2)D =Pk + F+aB?+ 2;6-—-_— ©B

1-
1-—-

+28A0z D ~+#BOB+ 2(B(1) + 1)B + a{B(1) + 1)%.
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1.1. Arbres avec opérateurs "min” " et opérandes dans un ensemble fini I d’entiers positifs

Soit Rp le rayon de convergence de D. Le membre de droite posséde clairement un rayon
de convergence au moins égal & min{Rpg, R4 - min(1, Rp)). Fixons maintenant z, €]0, 1] de telle
sorte que =1 < c&%_f_/i). Alors la série H(z) = 1 — aA(z) — a(B(z) — bo)z1 — /2 satisfait

H1l)=1-—a—a((B(1) —bo)z —&/2 > 0.

Comme H est strictement décroissante sur [0, 1], il s’ensuit que H est strictement positive sur le
méme intervalle. En raisonnant par Pabsurde et en utilisant la formule de Cauchy-Hadamard, on
en déduit que D n’admet pas de singularité dans [0, 1] et posstde un rayon de convergence stricte-
ment plus grand que 1. En conséquence, }, cx(x) converge normalement et donc uniformément

sur [0,x1], et nous pouvons conclure que, sur [0,z1], Y, Wk(l_fz) =30k — 2z =1-1z
et donc que ) by = 1. ]

Nous sommes maintenant en mesure d’établir la nature de la loi limite de X,, dans le cas
général. Soit T ((+, @), (min, 3), I} ’ensemble pondéré des arbres de Catalan tels que, d’une
part, les opérateurs sont égaux & "+ avec probabilité o et & “min” avec probabilité 3 =1 — a,
et d’autre part, les opérandes sont choisis au hasard dans un ensemble fini pondéré d’entiers I.

Cela nous permet d’établir la preuve du théoréme annoncé en début de paragraphe.
Preuve du théoréme 1.1 Pour tout k on a Wy = 2a; — 2bx/1 — 42 + O(1 — 4z), avec ay, et
by, tous les deux strictement positifs ou égaux & zéro — le dernier cas correspond 4 Wi = 0. On
admettra que Wy ne posséde pas de singularité dominante autre que z = %. Alors par analyse
de singularité [82], nous en déduisons que pour tout k,

b 1 [ W
n _ n =
[2"|Wg = @4 +O(n5/2) et 'n,hI-E C. bk,

ol Zh;o b = 1. Dongc la valnation a une limite discréte X définie par les probabilités

Pr(X = k| = b
pour tout k.
Les suites (ay) et (by) sont définies par leurs premiers termes calculés dans la preuve de la
proposition 1.1, et par les récurrences indiquées dans la proposition 1.2. O

A défaut de trouver une expression générale pour tous les by, nous pouvons établir la nature
asymptotique de la suite (by), comme décrite dans la proposition 1.2.
Preuve de la proposition 1.2 De Y, by = 1, et de ce que B est une série analytique au-dela
de 1 avec B(1) = 1, on déduit que 1 est racine au moins simple de 1 — B. Il s’ensuit que la série
8(z) = tf introduite dans la preuve du lemme 1.6 admet seulement une singularité artificielle
en 1 et que son rayon de convergence vaut en fait Bp. Il s’ensuit que A ® S admet un rayon de
convergence strictement plus grand que celui de A et que le numérateur AOS+BOR+AGRB
dans I’expression {1.3) de B est analytique au-dela de R 4.

On en déduit que la singularité dominante pg est un zéro simple du radical du numérateur,
et nous obtenons 1'asymptotique de B comme nous 'avions affirmé par analyse de singularité.
O

Dans la figure 1.1, on peut voir comment les grandeurs pg et C, définies dans la proposition
précédente, varient avec & pour Pr[Xy = 0] = Pr[X = 1] = 1/2. Notons que, heuristiquement,
limg—0 pB = +00 et limgy—1 pg = 1, comme on pouvait 8’y attendre étant donné les lois limites
pour les cas extrémes, 4 savoir une distribution de masse de Dirac pour a = 0, et une distribution
gausgienne pour o = 1.
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1.1. Arbres avec opérateurs "min”, "} ” et opérandes dans un ensemble fini I d’entiers positifs

1.1.4 Interprétation probabiliste des ay

On a vu que la somme des ay, valait 1, avec ag 22 0 pour tout k, si bien que A(x) est une série
génératrice de probabilité. En raisonnant comme dans [31], on peut trouver une interprétation
probabiliste de cette distribution.

Lemme 1.8 La probabilité d’obtenir un arbre de valuation k en partant d’un processus de bran-
chement simple critique, avec probabilité % d’obtenir zéro ou deuz fils, el un étiquetage des neeuds
internes et externes suivant le modéle étudié plus haut, est donnée par la suite (ay) définie comme
dans (1.1).

Démonstration. Soit 7 un arbre de Galton-Watson correctement étiqueté, i.e. les nosuds
internes comportent un “+” avec probabilité a, un “min” avec probabilité 1 — ¢, et chaque nceud
externe comporte un k avec probabilité f. Soit T 'arbre non étiqueté de méme structure que 7.
Soit |7 le nombre total de nceuds de I'arbre 7, et |7|; et |T]e les nombres de nceuds respectivement
internes et externes. (Rappelons les relations |7|; = 2|7}; =|7|; + 1).

Dans ce processus critique de Galton-Watson, la probabilité d’obtenir un arbre 7 de taille
|7|: est donnée par

Pr(7) = o

La probabilité d'un arbre r de structure 7, d’étiquettes internes o; et externes e;, est donnée par
Pr(r) = H,llil‘i Pe; H,lf_l‘l Do, Pr(7). Maintenant, la probabilité 7 (k) qu'un arbre de Galton-Watson
étiqueté soit de valuation & est donnée par :

n(k) = Z Pr(r)

Tval{r)=k
Irle  I7ls
= 2. lrallrPr®
val(T)=ki=1 i=1

Irle  I7ls

= ¥ Y ¥ [lea]lragmn

T,va.]{'r) kn207,|'r|,_nz 1 =1
Irle 7k
=3 X 2% Ilrllm(3)
-rva.l(q-) kn207lrlj=ni=1  i=1

= Qg

1.1.5 Un mot sur les arbres max, +

Notons que le comportement de la valuation d’arbres arithmétiques avec des max et des “4”
est complétement différent. En effet, si W, désigne la série génératrice des arbres de valuation
k, alors les Wy n’ont pas la méme singularité. Plus précisément, si on note py la singularité de
Wy, alors pg > ppr pour k < ¥/, si bien qu’on n’a plus de limite discréte.

Pour l'instant, méme la moyenne de la valuation reste encore inconnue. Nous savons seule-
ment qu’elle tend vers U'infini avec la taille de 1'arbre, puisque la propriété ci-dessus signifie que
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Chapitre 1. Valuations arithmétiques sur des arbres binaires de Catalan
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F1G. 1.3 - Distribution de la valuation max, + pour des arbres de taille 70.

le nombre d’arbres de valustions & est asymptotiquement exponentiellement petit par rapport
au nombre d’arbres de valuations k' si k < &'

Des simulations montrent une loi asymétrique, si bien que la limite pourrait ne pas étre
gaussienne, si cette asymétrie est conservée a la limite. La figure 1.3 montre la distribution de
la valuation d’arbres avec opérateurs équiprobables max et “+”, et opérandes équiprobables 0 et
1 (les arbres sont comptés sans pondération).

La différence de comportement entre les jeux d’opérateurs {min,+} et {max,+} peut e
priori surprendre, puisque ces jeux d’opérateurs ménent habituellement aux mémes types de
résultats [4]. Néanmoins, dans un arbre de Catalan, des sous-arbres de taille finie, méme avec
un arbre de taille arbitrairement grande, apparaissent avec des probabilités non nulles, (la taille
des sous-arbres suit une loi limite discréte), si bien que 'opérateur min écrase les valuations, ce
qui n’est pas le cas de 'opérateur max.

1.2 Le parameétre 2-bud

La méthodologie permet de trouver la distribution limite d’une valuation existant déja dans
la littérature, & savoir la valuation 2-bud introduite par Vincent Blondel dans [16] : on y trouve
des considérations algébriques sur ce paramétre, mais pas d’étude statistique. Ce parameétre
posséde plusieurs interprétations, mais nous les omettons ici par manque de place, car elles
nécessitent des définitions un peu compliquées.

Ce paramétre ressemble beaucoup au nombre de Strahler, dont la définition differe de 2-bud
en remplagant min par max.

Définition 1.1 Le paramétre 2-bud d’un arbre de Catalan T = o(T},Ty) est une valuation v
définie par v(T) =1 si T =0, et v(T) = [w{T1) = v(Te)] + min{v(T1), v(T2)) si T = o(T1,T3).

Autrement dit, v(T"} vaut 1+ v(71) si v(Th) = v(T3), et min (v(71}, v(T3)) sinon.
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1.2. Le paramétre 2-bud

Théordme 1.3 Soit, pour tout k € N*, la série génératrice Wy, des arbres de valuation k. Alors
pour tout k, pour z tendant vers ;li, on a le développement asymptotique :

Wi = 205 — 2bpv1 — 42 + O(1 - 42),

oti (ax)kens et (bx)pen vérifient > pap = pbx=1.

Démonstration. Posons

W)=Y Wile) = -5 %
k

la série génératrice des arbres binaires de Catalan. On a

W, = 14+22WWo,=1+ 2zW1(W - Wl)
= 1+2:WW; — 22W}
1—2:W — /(1 -2:W)2+82
-4z ’

et généralement pour tout k,
Wi = 2WZ | +2:WWsy
= Wi | +2:Wi (W — W1 — W)
= W2, +2:(W — W1 )Wy — 2. W7 (1.4)
—(1— 22(W — W) + \/ (1— 22(W — Wg_1))2 + 822W2
4z )

Par construction, pour tout & les coefficients de W}, en tant que série en z sont majorés par
ceux de W, si bien que W}, posséde un rayon de convergence au moins égal a 41, en laquelle il
admet au pire une singularité de type quadratique.

Ecrivons W}, = 2ay, — 2bv/1 — 4z 4+ O(1 — 42), olt by, peut a priori étre nul. Par identification
en le terme constant et le terme en /1 — 4z dans le développement asymptotique de (1.4) autour
de z = 1/4, on obtient :

20 = ai_;+2a(1— f_é aj) — 2a,k,
—2b = —2ap_1be-1 +2(—bu(1 — 525 a5) — ax(1 — 523 by)) + daby,

soit :

aj + Zg—o ajar — 3a;_y =0,
agby + Z 0 a,:,bk — Gg—10p—1 — Gk(l EJ_D b ) =

et finalement :

— k-1
- EJ:(]]- a’j + \/( j=0 GJ) + 20'%_1,
(ak + Z;Ln aj) by = ap_1bp1+(1- ZJ o bj)ag.

Notons qu'on a a; = v/2/2, by = 1/2.
Montrons que la série entiére axz® posséde un rayon de convergence infini. On a :

2 = di_;+2ax(1— Y F0a;) — 242
= ¥ ja; (“1+1/1+2a,2€_1),
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Chapitre 1. Valuations arithmétiques sur des arbres binaires de Catalan

d’ol, en utilisant /1 + y < 1+ y/2 pout tout g :
k-1 2
1 > Gj—1
ap < 5 s ﬂjai_l < —-2——.

Or, puisque }_, ar = 3. Wi(1/4), on a limg_, ag = 0 et, pour tout € > 0, il existe ko tel que,
pour k 2 ko, o4x—1 < €, et par suite a; < (g/2)* % qy,. Autrement dit limzage—* est fini pour
tout € > 0, done 3" axz* a un rayon de convergence infini.

Montrons }°, bx < 1. Posons pour cela Y (z) = EE\/_T%—V:E, 8i bien que Yz( 1_4”2) = by — cg(z)zx.
Nous avons :

ap — 22Wy
DV(d) = Y e
P - v1—4z
1—2zW_

A

1-—4z

avec Y3,(2) > O sur {0,1/4] car, d’une part, Y (1/4) = by et d’autre part, pour z < 1/4, on a
V1 —4z > 0 et 2:W; < ag. On en déduit pour tous n,z :

PR AOESHE

k<n

d'oll en faisant tendre z vers 1/4 :

D N(1/4 <1,

k<n

Zbkgl.

k<n

soit

On en déduit que la série de terme général by, est convergente vers une somme B(1) < 1.
Montrons que le rayon de convergence de la série B est infini. Soient € €]0,1[ et kg entier
tels que Ej..(._k ay > 1 — & pour tout & = kg. De

k k
Z ajbr = ap_1bg_1+ap | 1— ij ,
—r e

sachant quon a 0 < b1 € let 01— E§=n b; € 1, on tire pour k > kp :

1

<
b l—¢

(ak_l + ak) .

On en déduit que le rayon de convergence de B est plus grand que celui de A et est donc aussi
infini.

Posons maintenant pour tout &, par commodité de calcul, Zy = 2:Wy, et £ = +/1 — 42, si bien
que z = 1_4“:2 . Du développement asymptotique de Wi autour de 2z = i, on déduit 1'existence
d’une fonction ¢ de x, bornée au voisinage de = = 0, telle que

1— 2
Zp ( 4:1: ) = ay, — bpz + cx{z)2>.
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1.2. Le paramétre 2-bud

Notons Z =}, Zy =1 — V1 — 4z et Zgx = 3 ;< Zj- Nous avons :

1
Zy. = 52%_1 + (Z - Z<k) 2y — Z_;":,

soit :
ag — bz + cp(z)2? = %(ak—l — bp1T + cp—1(z)2?) (@k—1 — bp_1Z + ck—1(z)7?)
k-1 k—1 k-1
+((1 - Z a;) — (1- Zb,—):c - Z cj(x)a:z) - (ax — brz + cx(z)a?)
pr =0 §=0
~(ax — bex + cu(z)2?) (ar — bz + cx(z)2?). (1.5)

Montrons B(1) = 1. Pour cela on va montrer la convergence uniforme de la somme des cg(z)
au voisinage de z = 0. Remarquons tout d’abord pour tout x € [0, 1] et tout sous-ensemble E
de N :

x ch(m) =

keE

> b —Y;

keE

<Y b+ Y Vi <B(1)+1 (1.6)

keE kecE

En éliminant les termes en z° et en x de égalité (1.5) et en divisant ce qui reste par z2 on
obtient

1
cr(z) = 5(2ak_1ck_1 (z) + b2_; — 22bg_1ck—1(2) + ch_, (2)2?)
k-1

+(1 - Zaj)ck(w (1 - ij)bk - achJ(:L‘)

J=D

+zer(x) Z b + xby Z cj — 2ocx(x Zc, — Zapcr() — b2 + 22bper () — )z’
j=0 j=0

d’olr :

(Z ak+akm(1 —Zb —bk) +:1r:2Z:cJ a:))ck(:c)

F=0
1
= ak_lck_l(:n) + Ebi 1 .’Bbk 1Ck— 1(.’3 (IL‘).'L'
(1 — Zb )b‘]c - ach,(m) +$bk2cy(a:) b2,
Jj= j=0

Soient € €]0,1[, zg €]0,1[ et K € N tels que, pour & € g et k > K on ait

Zak+akm(1—zbj—bk)+m ch )>1-¢

=0 j=0
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Chapitre 1. Valuations erithmétiques sur des arbres binaires de Catalan

Pour k =2 K et 0 € 2 < 20, on a en utilisant la majoration 1.6 :

1 1
(1 —eler(z)] < ap—1lep—1(z)| + Ebk—ll'z + zbg_1|ex—1(2)] + 5612.:_1(93)952

k—1 k-1 k—1
+ (1 - Ebj)bk + akz lej ()| + a:bkl ZCJ(.'E)I + 2.
o j=0 3=0

B()+1_

5 Jexl-

9 k-1
< armlai@)+ (2 +2B) +2)be +ar Y Jei(@)] + 25+
=0

Définissons maintenant la série D(z) = 3~ di2® par :

( max |cx(z)| 8i k < K,
AL

L0

1 x2
dk = { 1_& (ak_ldk._l -+ (EO + 23(1) + 2) bk_]_

+ar Yiog di + 25 + 3(B(1) + 1)dk_1xo) sik>K

.
On a |cx(z)| < di pour = < zp et k < K, et par récurrence on montre que cette inégalité
reste vérifiée pour k = K.
Par définition des dy, pour k > K, il existe un polynéme Py (z) de degré au plus K — 1 tel
que :

1-D
1—-2z2

B(1) +1
2

(z(A@D) +z(5”—% +2B(1) +2)B+ A0 (2

2B
. )+2B+

mgzD) + Pg,
l1—¢

soit, :
(B(1)+ =
(-2 P
z
2

- (z(AG)D)—I—z(

1—¢ +2B(1)+2)B+A®(zll—D)—IrzB)—erK.

~z
Il existe des constantes u et v telles que di < pdr—1 + v pour tout & 2> K, donec D a
un rayon de convergence non nul. On en déduit, & V'aide de la formule de Cauchy-Hadamard,

que A@Det A® (z 11‘_2 ) ont un rayon de convergence infini. Rappelons que B a aussi un

rayon de convergence infini. Il s'ensuit que le membre de droite est une série entidre de rayon
de convergence infini. Il en est donc de méme du membre de gauche, et le rayon de convergence
Rp de D vérifie :

2(1—¢)
Bpz ——+—"—.
77 B+ Dao
Pour xg suffisamment petit, on a Bp > 1.
Finalement, la somme _, cx(z) converge uniformément sur [0, zo] pour un tel zg. Il en est de
méme pour la somme ), Yk(l_fz) et en particulier 3, Y3 (1/4) = limg_o4 (3 5 Ya( 1_4""2 hH=1,
i.e. Zbk =1. O

Lemme 1.9 Tous les arbres de taille paire ont un paramétre 2-bud égal d 1.
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1.2. Le paramétre 2-bud

Démonstration. De l'expression trouvée précédemment pour W1, série génératrice des arbres
de valuation 1, on déduit facilement

Vv1+4z—+/1—-4z
4z
W(z)+ W(-=2)
2 T

Wi(z) =

ce qui est la partie paire de la série génératrice compléte des arbres de Catalan binaires. On en
déduit que tous les arbres de taille paire ont un parametre 2-bud égal 4 1. O

Théoréme 1.4 Lorsqu’on fait tendre n vers Uinfini par valeurs impaires, lo valuation 2-bud des
arbres de taille n tend vers une limite discréte.

Démonstration. Montrons par récurrence sur k que W est une fonction impaire pour & 2 2,
au sens ot Wi(z) = —Wj(2). Pour & = 2 on a facilement

VI—dz+ VI+4dz—/6—2/1— 421+ 4z

Wa(z) = 2

ce qui montre la propriété voulue au rang 2. Soit maintenant & > 3 et supposons la propriété
prouvée jusqu’au rang k — 1 avec k > 3. D’aprés le lemme 1.9, W1 est la partie paire de W done
W — W1 est impaire. On en déduit, en utilisant en outre la propriété de récurrence, que la série

k-1
W—Wg 1= (W -W)— > W,
i=2

est une somme de séries impaires et est donc impaire. Les séries 2z (W — Wxg_1) et 22WZ_; sont
donc paire et 'expression

—(1 = 22(W — Wegem1)) + /(1 — 22(W — Wig—1))? + 822WE_,

Wy = " (L.7)

montre que W est impaire.

Montrons maintenant que pour tout k les seules singularités de Wy, sur le cercle |z| = % sont
—L et k. On sait déja que c’est vrai pour k = 1 puisqu'alors Wy(z) = § (W(2) + W(—z)). Pour
montrer que Wy n’admet pas de singularité autre que —% et § pour |z| = §, il suffit d’aprés
I’expression (1.7) que le radical (1 — 2z(W — Wx_1))? + 822W}_; ne s’annule pas sur |2| = 1.
Or pour |z| = (et méme pour |2| < §) on a d’une part

WE_i1(2)] < Wi_y(l2])
< af,
1 1 2 1
|822W,3_1| < Eai_l < 1 puisque a1 < 1l—a1=1-— % < 2
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Chapitre 1. Valuations arithmétiques sur des arbres binaires de Catalon

et d’autre part
1= 2(W = W 1)] > 1-20a]- W~ Wen]

1
1—21-22%

ik

v

v
[T
i
—
|
N
£

i<k—~1
V2
= Z a; > a1 = 5
j<k—1
1
11— 22(W - Wgp)? > 5

11 est donc impossible d’avoir pour |z] < §
(1 —22(W — W 1))® = -822W_,

puisque les membres de part et d’autre de cette égalité different en module d’au moins %, ce qui
montre que le radical (1 — 22(W — Wgx—1))? + 822W2_| ne peut pas s’annuler pour |z < 1.
Les séries Wy pour & > 2 sont impaires et vérifient done, en leurs singularités dominantes i—
et —1
re)

Wk(z) =1 20.;5 - 2ka 1—4z4 0(1 — 42),
z—1

-4
et
Wi(z) = . —2a + 20 v/1+ 42+ O(1 4 42).

z——3

Du point de vue asymptotique et de 'analyse de singularité, les contributions des singularités i
et _.Zl s’additionnent donc et

42n+1

Vr@2n+1)8

11 s’ensuit, connaissant 1’asymptotique des nombres de Catalan [22"1 W (2) = Cap41,

[2m | Wi(2) ~ 2by

[2*M 1 Wi(2)
e = 2by.

[22+1]W (2)

On a vu précédemment que d’'une part Ek;l by =1 ef d’autre part b; = %, done 3 4o 2b; = 1.
On peut donc conclure que, pour n tendant vers l'infini par valeurs impaires, la valuation 2-bud
des arbres de taille n admet une distribution limite discréte donnée par (2bg)r>2. a

Il semble encore difficile de trouver la nature asymptotique exacte de la suite (bg), mais
on peut facilement montrer que la suite décroit plus qu’exponentiellement. Cette décroissance
rapide est confirmée par les valeurs numériques des premiers by, : bs est de Pordre de 1079 et bg
de Vordre de 10~12.
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1.2. Le paramétre 2-bud

"2-bud" ——

3 4 5

Fi1q. 1.4 — Distribution limite du parameétre 2-bud.
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Chapitre 1. Valuations arithmétiques sur des arbres binaires de Catalan

1.3 Arbres avec opérateurs “+” et “—”

Soit I I'ensemble fini d’entiers qu’on peut placer aux nceuds externes. Chaque entier k € [
apparait avec probabilité fi & chaque nceud externe.
Dans cette section, la valuation est définie par

( k si £ = pourkeI,

v(t;) —w(ts) si ¢ / \ )
v(t) = <
31 ta
+
L v(t) +o(ty) si t = / \ .
t to

Nous avons déja vu dans la section 1.1 que les arbres munis du seul opérateur “+” ont
une valuation de distribution limite gaussienne. Nous allons voir que les arbres munis du seul
opérateur “—” aboutissent aussi 4 une limite gaussienne, et qu'un mélange des deux opérateurs
aboutit toujours & une limite gaussienne.

1.3.1 Arbres avec opérateurs “—” et opérandes dans ’ensemble fini

Bien que la loi limite puisse étre déterminée par une méthode plus générale utilisée ci-apres,
mettant en jeu un systéme d’équations, nous traitons le cas particulier avec des opérateurs
"—" parce que d'une part, il peut &tre traité avec des méthodes élémentaires, et d’autre part,
parce que ce cas introduit notre méthodologie. Nous reprendrons en outre certaines expressions
de séries génératrices dans le chapitre 6, oll nous étudierons une valuation définie de la méme
maniére récursivement, mais en mettant cetie fois des lois sans variance aux feuilles. Dans le
chapitre 3, nous démontrerons & nouveau le caractére gaussien de la limite de la distribution de
Narayana définie ci-dessous, en utilisant des martingales,

Loi limite

Nous montrons le caractére gaussien de notre variable aléatoire & l'aide d’une analyse de
singularité bivariée et du théoréme des quasi-puissances de Hwang,

Proposition 1.2 5i v est définie par

k si t = a‘ueckeI,

v(t))—v(ts) & t = / \ s
1 to

converge en distribution vers N(0,1). (L’espérance E[X,] est

u(t) =

Xy

\/n (Var(F) + §F/(1)2)
asymptotiguement négligeable devant Uécart-type de X, ).

alors
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1.3. Arbres avec opérateurs “+” et “—”

Démonstration. Pour tout arbre ¢ de sous-arbres ¢; et ¢2, sa valuation est v(t) = v(f1) — v(ts)
et l'arbre t' de sous-arbres 3 et £y a pour valuation v(t') = —wv(¢). C’est pourquoi on introduit
la série bivariée H(z,u) = W(z,u) — F(u) des arbres de taille non nulle énumérés par taille et
valuation, qui vérifie donc H(z,u) = H(z,u™!). En notant F(u) = F(1/u), on déduit donc de

H(z,u) = 2(F(u) + H(z,w))(F(x™') + H(z,u™))
une expression pour H :
H = 20F+H)YF+H)=2H?>42(F+F)H + 2FF
1—2(F+F) - /(1 - (F + F))’ — 422FF

2z
H — 1—2(22+F)
\/(1—z(F+F)+2zﬁ) (1—2(F+F)—2z\/ﬁ_)

2z ’

si bien qu’on peut écrire zH sous la forme
q

zH = A(2}+ B(2)\/C(2),

avec _
Az) = 1—z(§‘+F),
B(z) = ——\/(1 — 2(VF — \/'E')z),
et

C(z) = (1 - 2(VF+VF?).

La série H, considérée comme fonction de 2z, admet pour singularité dominante p(u) =
(VF + \/?)_2, avec p analytique dans un voisinage de « = 1, ol il vaut 1/4. En utilisant
le schéma méromorphe du théoréme des quasi-puissances de Hwang (p.56 de [85]), rappelé en
annexe A, et le fait que /(1) = 0, comme on peut le vérifier facilement & partir de I'expression
de p{u), nous obtenons que la valuation des arbres considérés est asymptotiquement gaussienne,
avec B[X,] = —ng/(1)/p(1) + O(1) = O(1) et Var{X,] = —np"(1)/p(1) + O(1).

Un calcul élémentaire permet de montrer que

Var (M

2
: ) =Var(F)—l—%F’(1)2,

et donec que
E['Xﬂ] = 0(1)

et
Var[X,] = — (Var(F) + %F'(n?) n+O(L).
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Chapitre 1. Valuations arithmétiques sur des arbres binaires de Catalan

Nombres de Narayana

L’expression exacte de la fonction génératrice de probabilité des X, fait intervenir les nombres

de Narayana [98, 134]
1/n e
N = H(k) (k— 1)’

qui comptent le nombre d’arbres binaires avec n noeuds et k feuilles gauches (et doncn+1—k
feuilles droites), en bijection avec les mots de Dyck de taille n et & pics. En effet, par la formule
d’inversion de Lagrange,

["H = [M2(F+H{F+H)= [icn;l](F + z)*(F + =)™

S I e A

Ceci montre qu’évaluer des arbres binaires avec opérateurs “—” et la distribution F'(u) aux feuilles
donne la méme statistique que I'évaluation des arbres binaires avec opérateurs “+” et distribution
F(u) (F(u), respectivement) aux feuilles gauches (droites, respectivement). En effet, cela peut
ge voir directement : la fonction génératrice bivariée pour cette dernidre classe d’arbres vérifie
visiblement la méme équation que H (voir le début de la preuve de Prop. 1.2).

La restriction & I = {1}, pour laquelle F*"*1(1) = 1, va nous permettre de montrer plus
clairement d’oll proviennent les nombres de Narayana. On a la proposition :

Proposition 1.3 5i v est défini par :

'U(t) = - 1
v(t1) —v(ts) si ¢

I
™~
~

alors pour tout n > 1,j € {1,--- ,n}, le nombre wy, 3;_(n41) d’arbres de taille n et de valuation
2j — (n+1) est égal & Ny;.

Une bijection combinatoire permet de mieux expliquer 1’apparition des nombres de Narayana.
Premiérement, il est connu que les arbres généraux avec n+ 1 noeuds et § feuilles sont en bijection
avec les arbres binaires & n nceuds et j feuilles gauches, suivant la correspondance de Knuth.
Deuxiémement, un arbre binaire 4 n neeuds et j feuilles gauches possede n+ 1 — j feuilles droites.
Si on remarque que j — (n+1— j) = 27 — (n + 1), et que la valuation k de tout arbre est de
la forme k = 2j — (n + 1) avec j € {1,--- ,n}, la proposition ci-dessus peut se réécrire d’une
maniére combinatoire :

n_»

Proposition 1.4 II eriste une bijection entre les arbres binaires de taille n avec opérateurs
et opérandes 1, de valuation 2j — (n + 1), et les arbres binaires de taille n dont la différence
entre le nombre de feuilles gauches et le nombre de feuilles droites vaut j.

Démonstration. [Preuve combinatoire.] Introduisons la notion de symétrigue d’un arbre. Si ¢
est réduit & un simple noeud, son symétrique est ¢ lui-méme. Sit = o(t1,t2), son symétrique s(¢)
est o(s(tz), s(t1))-
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1.3. Arbres avec opérateurs “4+7 et “—7”

Soit £ un arbre de valuation k. Appelons aréte positive une aréte telle que la valuation du
sous-arbre correspondant sera comptée positivement & la racine de Parbre, et aréte négative
une aréte non positive (donc telle que la valuation du sous-arbre correspondant sera comptée
négativement & la racine de l'arbre). Nous transformons ¢ en un arbre dont la différence entre
le nombre de feuilles gauches et le nombre de feuilles droites vaut %, en utilisant 1’algorithme
bijectif suivant, qui transforme récursivement une aréte positive en une aréte négative par un
parcours préfixe de 'arbre (modifié au cours du parcours par I’algorithme) :

— N « Racine.
— Répéter
1. Visiter N.

2. Si I'aréte droite partant de N est positive, alors hanger le sous-arbre enraciné en N
en son symétrique.

3. N « prochain nceud dans la visite préfixe de P'arbre.

Jusqu'a (N = dernier neeud).

Bien que larbre soit modifié par I’algorithme, le parcours préfixe reste bien défini car les
setlls les noeuds non encore rencontrés lors du parcours peuvent étre déplacés par Palgorithme.
O

Les figures ci-dessous illustrent les cas o1 'on doit changer un sous-arbre en son symétrique.
dans ’étape 2 de D'algorithme ci-dessus. Les arétes positives sont mises en gras.

S(T1)

T, ‘\E-/ T s(T,)

)

T, A T, s(Ty) | s(Ty)

3



Chapitre 1. Valuations arithmétiques sur des arbres binaires de Catalan

1.3.2 Arbres i opérateurs "+”,” —" et opérandes dans un ensemble fini

w_»

Nous considérons maintenant des expressions plus réalistes avec a la fois des “+” et des “—",
pondérés par des probabilités. Soit T ((+,e), (—, 3),I) Pensemble pondéré des arbres binaires
de Catalan oll, d’une part, les opérateurs sont égaux & "+” avec probabilité ¢ et & ™" avec
probabilité 7 = 1 — @, et d’autre part les opérandes sont choisis au hasard dans un ensemble fini
d’entiers pondérés I. On notera encore F(z) = 3, fuz" la série génératrice des probabilités des
valeurs des opérandes.

Avant de déterminer la distribution limite, nous allons d’abord calculer la moyenne et 1’es-
pérance de la valuation des arbres considérés, en utilisant de ’analyse de singularité univariée
sur les séries génératrices des moments factoriels d’ordre 1 et 2. En effet, les calculs directs sur

les séries bivariées sont plus difficiles.

Proposition 1.5 Soit X, la verieble aléatoire égale ¢ lo valuation d’un arbre de taille n tiré
av hasard dans T ((+,a),(—,8),I) avec o < 1. Alors

E[X,] = g?f_’—(;))z +0 (%) ) (1.8)
Var[X,] = n (Var(F) + 3%"_(1&3;1)1?'(1)2) + O(1). (1.9)

Démonstration. Nous appellerons poids d’un arbre sa probabilité d’apparition conditionnée
par la taille de cet arbre. Ainsi, si ¢ posséde U(t) opérateurs “+”, |t| nceuds internes et N;(t)
opérandes 1, alors son poids est donné par ’expression

poids(t) = oV ® glt-U(®) H f;‘fi(t)_
icl

Soit W la série génératrice bivariée définie par

Wizu) = poids()Aty*®,
teT

et posons W(z,u) = W(z,u™!). Comme l'opérateur "+” apparait avec probabilité o et I'opéra-
teur "—" avec probabilité 3, W{z, u} vérifie

W(z,u) = Zpoids(t)z'“u”(*)

teT

= F+ Y poids(@(t, o))zt tHiulHalyot) o)

(t15t2)ET2
+ Z poids(S(ty, t2)) 21 T Flt2lyult)—vitz)
(tlatﬂ)ETz
= F+oz ), poids(t)zu™) } poids(ty)2lfshu*¢s)
t]ET tzET

+8z Z poids(tl)z'tllu”(tl) Z poids(ts) Zltzly—vlt2)

el tocT
W(z,u) = F+oazW?+8WW. (1.10)
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1.8. Arbres avec opérateurs “+” et “—”

En dérivant la relation ci-dessus par rapport & u et en faisant u = 1 on trouve (en notant
que (W (z,1)), = —=Wu (2 1) et donc quen u =1 (W (2,1)), | _, =-Wu(z,1),
W, = FE,+20:WW, )

Fu(1-a+ayvl—42)
1—2a+4a22z '

[2"1Wu(z,1) = Q(ff;;y \/% (1 +0 (%))

par analyse de singularité, et en utilisant

whi—

d’ou

[2"]Wo(z,1)

BlXal = (e, 1)

on obtient le relation annoncée (1.8)

F(1 1
E[X,] = H+O (E)

En dérivant (1.10) une deuxiéme fois par rapport & % et en faisant « = 1 on trouve
(1-22W)W,2 = Fpa+2(a—pB):W2+202WW,
2
F,(1—- Vv1i-—
VIi—@eW,, = Fp+2o-8)z ( u(l—o+avl 4"))

1—2a+ 402z
vy 1-v1-4zF,(1-a+ayl—4z)
z 2z 1-2a+4a2z °
donc
Aa—RNzF2(1-a)? | BF(1-a)
["|W,2 = ["] Pz + (1—a)! + {i-o)? (1 +0 (l
v Vv1—4z n

] 1 20.’(1 - a) 2 4" 1
_ +F, —F24 F -
(Fuz Fy — F? +2(1 ) 7= (1o (3))

et le moment factoriel d’ordre 2 est donné asymptotiquement par

%"(%): (F“”FH‘F«?"*“;(—?ﬂ%F&) (n+0(1)).

Or E[X,,] et (E[X,])? sont en O(1), donc on a la méme expression asymptotique pour Var[X,].
u

Proposition 1.6 Soit X, lo variable aléatoire égale & la valuation d’un arbre de taille n tiré
au hasard dans T ((+, @), (—,8),I). Alors

Xn

\/n (Var(F) + Ff(1)2)

converge en distribution vers N'(0,1).



Chapitre 1. Valuations arithmétiques sur des arbres binaires de Catalan

Démonstration. En remplagant  par 1/u dans 1’équation (1.10)}, on obtient une autre équation
sur W et W, et les deux équations fonctionnelles satisfaites par W et W peuvent se réécrire sous
la forme du systéme d’équations fonctionnelles

{W = F+oazW?+B:WW

W = FtaiW 4+8:WW "’
soit, si nous définissons y; = W et yo = W :
{ n = F+azg+ B
v = F+azd+Bany
sous la forme
y = G(z,u,y)
olly = (31,%2), et 21 et yo sont des séries holomorphes & coefficients positifs, et G est un systéme

d’équations algébriques dont le graphe de dépendances est connexe.
Soit p(u) la singularité de y;. Selon [46], il suffit de montrer que

Var (%) >0, e #"(1) + #/(1) - #(1)? <,

pour établir que la loi limite de X, est gaussienne, ou on sait que

ar (20 — i Va2

pu)) noeo  m
Or les calculs précédents nous assurent cette condition avec
p(1) 1+20(l-0) ,, 2
V. ) = Var(F) + ————————F(1
o (533 = Ver® + SRl P >

d’ou le résultat annoncé. 0

11 est théoriquement possible [46] de retrouver p’(1) et p”(1)  partir de

Y = G(z,u,y)
{D(z,u,y) - 0 , (1.10)

D(z,u,y) = dét(Id — Gy(zau’ y))
= (1- 220w + By2))(1 — 2202 + B1)) — B2 w1y

Pour ce faire on dérive le systéme une et deux fois par rapport & u, ce qui nous donne deux
nouveaux systémes d'équations. En faisant u = 1 dans ces deux derniers systémes et dans (1.10},
on obtient un systtme de six équations qu'il ne reste plus qu’ad résoudre. Les caleuls qui en
découlent deviennent cependant plus compliqués, d’ol1 I'usage précédent d’analyse de singularité
univariée pour déterminer les deux premiers moments de notre variable aléatoire.

Notons que le résultat reste valide méme avec un ensemble infini d’entiers, tant que la fonction
génératrice de probabilité u +— F(u) reste analytique au voisinage de 1.

Il est aussi intéressant de remarquer que le travail ci-dessus est valide pour & = 0 mais
pas pour ¢ = 1, ce gui correspond au cas avec seulement des plus. Concluons en récapitulant
comment V'espérance et la variance de X,, varient avec a. Elles dépendent de 'espérance F'(1)
et plus généralement de la distribution des entiers aux noeuds externes de la maniére suivante :
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1.4. Arbres +, x

— 8i F'(1) = 0, alors bien siir E[X,] = 0, et nous avons obtenu que la variance de X, est
asymptotiquement égale & n Var(F} pour tout a.

— 8i F'(1) est non nul, alors nous avons E[X,| = O(1) pour @ < 1, E[X,,]| = (n+ 1)F'(1)
pour a = 1, et par conséquent il n’est pas surprenant que la variance de la distribution
limite, vue comme fonction de «, ne soit pas continue en o = 1.

1.4 Arbres +, x

11 est possible de calculer les premiers moments de la valuation des arbres avec opérateurs +
et X qui apparaissent dans [12]. Nous notons & nouveau I I’ensemble des opérandes possibles, &
valeurs dans N, et F(z) = > ..; pizt la fonction génératrice de probabilités des opérandes placés
aux neceuds externes. Nous notons a et 3 les probabilités d’apparition respectives des opérateurs
addition et multiplication. A chaque arbre ¢ est associé son poids poids(t), qui représente sa
probabilité d’apparition conditionnée par sa taille.

1.4.1 Séries génératrices des puissances des moments

Proposition 1.7 Seit T o classe des arbres pondérés a opérateurs + et X et opérandes dans
I. Soit ™) le moment d’ordre m de la distribution des opérandes, autrement dit

O =" pk™.
kel
Alors la série génératrice des puissances d’ordre m des valuations des arbres d’une taille donnée
vérifie :
= {m
Mp(z) = ™ + 0z Z (p ) MpMpm_p + BzM2,.
p=0

Démonstration. La classe des arbres étiquetés pondérés est donnée par :

T = Y ,crpoids(t)t

+ X
= Tmli]l + e / \ + 8 / \s
T 7 T 7
donc la série génératrice correspondante 7' vérifie :
T(z) =14 2T(2)* = 1—_—-‘2—1"2.
La classe des arbres étiquetés comptés par valuations est donnée par :
My =) (DT
TeT + x
= Senild + o/ \(v(frl) +o(B) + / \(v(crl).v(:ra))
Ty T T T

d’oil, pour la série génératrice correspondante, en remarquant My =T :

My = fO420TM + B2M2.
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Chapitre 1. Valuations erithmétiques sur des arbres binaires de Catalan

Pour les moments d’ordre 2 on trouve :

My =) vt
teT + x
=1 + a / \(v(m+v(:'a>)2 + 8 / \(v('za)-vm))%
i h i %

d’oll, pour la série génératrice correspondante :
My, = f(z) + 2eezTMs + 22:1\/[12 + ﬁzMg.

De maniére plus générale, on établit avec des calculs similaires que la fonction génératrice
Mm(2) = X550 2-1,/71=n ¥(T)™2" des moments d’ordre m vérifie :

Mn(2) = f™ + 0z} (";) MpMy,_p + BzM2,.
p=0

0O

Ce résultat nous permet de calculer une série M, & I'aide des séries précédentes My pour
k < m, puisqu’en fait la récurrence n'est rien d’autre qu'une équation du second degré en M,
ce que nous résumons en le corollaire

Corollaire 1.1 Avec les mémes notations, pour m = 1 la série génératrice des puissances
d’ordre m des valuations des arbres d’une taille donnée vérifie, pour0 < a <1 :

m~—1
1-2a2T — |(1-202T)? — 4z | f™ 4oz (’;) MMy, _,
p=1

Mpm(z) =

255 (1.11)

1.4.2 Asymptotique des moments

Le moment d’ordre m des valuations des arbres de taille n est donné par
[2"| Mm(2)
[27]T(2) ’

dont on peut calculer I'asymptotique en effectuant une analyse de singularité des séries généra-
trices T et M,,.

Si I se compose d’éléments strictement positifs, il est possible de déterminer la nature de
Tasymptotique des coefficients de M,,.

Proposition 1.8 Si les éléments de I sont strictement positifs, alors pour tout m il existe
Am >0 et oy, tels que

)M ()~ Am—2R, (1.12)
™

et la suite (pp,)men est strictement décroissante.
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1.4. Arbres 4+, x

Démonstration. Soit P(m) la propriété composée de (1.12) et de la stricte décroissance de la

suite (Pm)meﬁo,m—l}]-
Montrons cette propriété par récurrence. Pour m =0, on a

1—+1—-42

MG(Z) =T(.Z) = 2 )

et on retrouve 'asymptotique connue des nombres de Catalan, ce qui montre P(0).
Pour m=1,0na

My(z) = L2222 V(1 ;;:zT)z — 462F"(1)

L’expression
Ri(2) = (1 — 202T)* — 482F'(1)

est visiblement analytique pour 2 € pp = %. En z = i, sachant que T(%) =2ona

1 1.\’ 1oy _ g2 w

Comme d’autre part R{0) = 1 est strictement positif, on en déduit que R admet un zéro dans
10, i[ Soit p; le plus petit zéro de R. C’est une singularité de type quadratique pour M; qui
vérifie p1 < pg, d’olt la propriété P(1).

Soit maintenant m plus grand que 2, et supposons P(k) montré pour & 2> m — 1. De l'ex-
pression générale (1.11) des M, on déduit que la singularité dominante de p,, est soit égale &
la plus petite des singularités dominantes des My pour k < m, c’est-d-dire pp,—1, soit au plus
petit réel z positif tel que Pexpression

m—1

Rn(z)=(1—-2azD)? — 4z | f™ + az Z: (?;) My(2)Mpy,_p(2)

p=1

soit nulle.
L’expression I, est visiblement analytique au moins jusqu’a pp,—). Or on sait que pm—1 est
racine de R,,_1, ce qui s'écrit

m—2

_ -1

4pm-1 f(m by + apm-1 E , (mp ) Mp(Pm—l)Mm—l—p(Pm—l) =B+ ay/1— 4Pm—1)2'
p=1

Comme on travaille avec des opérandes plus grands que 1, on a
FO =3 k™ > f D =3 k™,
kel kel

Le fait d’avoir des opérandes plus grands que 1 et des opérateurs + et x implique également
qu’on a des valuations plus grandes que 1, et, tant que z réel positif reste inférieur aux rayons
de convergence des séries considérées, si p < ¢,

My(z) =Y o(TVP2TI < My(z) = w(T)22/7.
T T
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Chapitre 1. Valuations arithmétiques sur des arbres binaires de Catalan

Pour tous m = 1 et p entiers, il est clair aussi qu’on a I’égalité suivante :

("))

De ces diverses inégalités on déduit que la quantité
m—1 m
4z [ F™ + 0z Z ( ) My(2)Mm_p(2)
p=1 P
est strictement plus grande que
m—2 m—1
S FA R ol () IV ACI VNG
p=1

pour z € [0, pm—1]. Par conséquent, Ry,(pm—1) est strictement négatif, et d’autre part R (0)
vaut 1 et est strictement positif, donc R, admet un zéro strictement compris entre 0 et pm—1.
Soit py, le plus petit de ces zéros. C’est une singularité de type quadratique pour M, qui vérifie
Pm < pm—1, d’ol la propriété P(m). O

Les résultats ci-dessus ne subsistent pas forcément si on travaille également avec des opé-
randes strictement plus petits que 1. Un travail futur congisterait & établir une typologie des
comportements de M,, suivant ces opérandes.

Calcul numériques pour I = {1}

En effectuant une analyse de singularité sur les premiers M,,, on trouve numériquement les
résultats suivants :

o ["| Mp(z) ~ “\/';—f;m

o [2"|M1(2) ~ 3V3 22 ~ 5,196152420 25,

o [2"|Ma(2) ~ 7, 163798465 @j;fj-—f}f,—s)—

o [2"]|M3(2) ~ 9, 711750970 6“%3;2125

o (27| My(2) ~ 13, 15596181@*"3'%2—5R
o [z"]Ms(z) ~ 17, 91555400 (LL2L106734)"

\/.,—ma 2

o [2"|Me(z) ~ 24, 57004515 15’f}§i§5§3’"

o [2"IMy(2) ~ 33, 934488649%2

1.4.3 Conséquences sur la distribution limite

Dans le cas ol nous avons une explogion exponentielle des moments, on ne peut pas espérer
avoir une distribution limite sympathique & partir d'une normalisation du type

Xn — E[X,]
Var[X,] ’

puisque la fonction caractéristique limite aurait un rayon de convergence nul.
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1.5. Conclusion

1.5 Conclusion

Suivant les opérateurs des expressions arithmétiques tirés au hasard, la distribution limite
du résultat de 'expression varie beaucoup. Avec des “min” et des "+”, et des opérandes positifs,
on obtient une limite discréte. La méthodologie s’applique aussi au paramétre 2-bud qui fait
intervenir 'opérateur min. Il semblerait que des paramétres extrémaux avec des opérations de
type minimisation méne & des limites discrétes, ce qui n’est pas trés étonnant lorsqu’on sait
qu’un arbre de Catalan a une chance sur deux d’avoir un sous-arbre réduit & une feuille.

Avec des opérateurs "+” et des "—", on obtient une limite gaussienne. Passer & travers une
structure algébrique qu’est 1’arbre semble ne pas changer le phénomeéne de théoréme central
limite. Cependant, lorsque la variance de la distribution ¥ des opérandes aux nceuds externes
n’est pas nulle, il se passe un phénomene intéressant : si a est la probabilité d’avoir un + aux
nceuds internes, alors on a une espérance asymptotiquement bornée, et une variance de Pordre
de n fois Var(F) + 1"2'—(21"‘_(11—")",'51F’(1)2 au lieu de seulement n fois Var(F") si on ne faisait que des
additions.

Avec des "+” et des "x”, on observe une explosion exponentielle des moments.
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Chapitre 2

Valuations arithmétiques sur des
arbres tirés suivant la distribution
des arbres binaires de recherche

Dans ce chapitre, nous effectuons une étude similaire & 1’étude précédente sur des arbres
de Catalan pour des arbres avec opérateurs “+” et “—”, en tirant cette fois les arbres selon la
distribution des arbres binaires de recherche. Pour la définition des arbres binaires de recherche,
nous renvoyons 3 [82], ol Pon voit que ces arbres ont la méme distribution que les arbres de
permutation.

Les arbres binaires de recherche sont surtout utilisés pour étudier le tri rapide : un arbre
binaire de recherche de taille n donnée représente I'historique du iri rapide appliqué & une
permutation de n entiers distincts. Le coiit du tri rapide correspond alors & la longueur de
cheminement interne de I'arbre, c’est-a-dire 3 la somme des distances des nceuds & la racine. La
distribution limite du cofit du tri rapide ou quicksort est toujours inconnue et fait encore ’objet
d’une étude intensive [32, 44, 66, 67, 68, 69, 105, 127, 159, 172, 181, 201]. Le quicksort lui-méme
fait l'objet de diverses recherches en vue d’étre optimisé 57, 158, 155].

Les arbres binaires de recherche obéissent & une statistique différente des arbres de Catalan
et en particulier sont globalement plus équilibrés. Alors que tous les arbres de Catalan d’une
taille n donnée sont équiprobables, la probabilité de tirer un arbre 7" est donnée par {132, 154] :

1 siT=0
P(Ty=<¢ P(TH-PT") ., _ (2.1)
m SIT—O(TI,T).

Un méme paramétre sur des arbres de Catalan ou de recherche suivra donc des statistiques
différentes, et aura donc une distribution lunite différente, lorsque n tend vers l'infini. Ainsi, la
distribution limite de la longueur de cheminement des arbres de Catalan est connue, et différe
de la distribution limite de la longueur de cheminement des arbres binaires de recherche.

Divers paramétres sont étudiés sur les arbres binaires de recherche [5, 28, 58, 154, 156, 157],
et souvent par intérét essentiellement mathématique on peut constater des différences entre les
distributions limite, sinon en caractérisant leur nature, au moins en comparant leur moyenne.
Parmi les parameétres étudiés, on peut citer en particulier la recherche de motifs [73], le nombre
de Strahler [43], la hauteur [41].

Nous verrons que notre valuation arithmétique avec opérateurs + et —, et toujours opérandes
choisis parmi un ensemble fini d’entiers, posséde une espérance asymptotiquement différente de
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celle du méme paramétre sur les arbres de Catalan. Pour notre paramétre d’intérét, on notera
encore ¢ la probabilité de mettre un + aux nceuds internes et @ = 1 — & la probabilité de mettre
un —. Ainsi, si arbre d’expression ¢ posséde U(t) opérateurs “+7, |t| noeuds internes et Ny(t)
opérandes 4, alors son poids est donné par ’expression

pOidS(t) — aU(t)ﬁ]ﬂ—U(t) H fiNi(t) . P(T),
el

avec P(T') défini comme dans (2.1).

Nous verrons que la nature de la distribution limite varie en fonction de @ et de la distri-
bution des opérandes. La loi limite sera le plus souvent gaussienne, mais dés que la moyenne
des opérandes est non nulle et que a est strictement compris entre % et 1, nous avons affaire
a une distribution limite exotique asymétrique, que nous caractérisons a 'aide d'une équation
fonctionnelle sur la fonction caractéristique par exemple.

Comme nous le verrons dans le chapitre suivant consacré aux martingales, ce parametre est
d’autant plus intéressant qu'’il suit une récurrence rappelant celle qu'on peut trouver avec le

polyndéme de niveau (chapitre 3 remarque 3.1).

2.1 Arbres +, — de recherche

On met un + avec probabilité &, et un — avec probabilité 8 = 1 — . On suppose que la
distribution de chaque opérande suit la méme loi, de manidre indépendante des autres opérandes,
et qu’elle est donnée par une série génératrice F analytique en 1. On étudie la valuation X, des
ABR ainsi étiquetés.

2.1.1 Moyenne et variance

Nous calculons la moyenne et la variance de la distribution limite en utilisant des fonctions
génératrices.

Proposition 2.1 Posons f' = F'(1) et f" = F"(1). Soient

a-1/2

a=gT3q’ o=1"-Caf?+f.

Sgénérée, i.e. variance ulle. Alo 4 n n
Supposons F non dégénérée, i.e. de variance non nulle. Alors 'espérance de X, vaut

I'(n+ 2a)
7
pm = T'(2a)n! °
avec, si f' #0,
n2a—1 f’
Fn™ Toa)’

et la variance o2 dépend des valeurs de f' et de o de la maniére qui suit :
Si0<a<3/doua=1, ousi f'=0, alors :

0}2: ~ AT

Sia=3/4 et f' #0, alors :
o2 ~ ?nlogn.
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Sid/fd<a<letf £0, alors:

2 Ca 1 12 An—2
"“”(r(m—l)‘r(za)z)f we

Démonstration. Notons & nouveau v(¢) la valuation de ¢.

W(z,u) = Z poids(z)21u¥®,
¢

En utilisant ’expression du poids de chaque arbre ¢ en fonction de celles de ses sous-arbres,
§’ils ne sont pas vides, ou bien en procédant plus formellement comme dans [82], on obtient
facilement le systéme d’équations

{EV} = aW?+ BWW, (22)

W, = oW+ 3WW,
avec les conditions limites

W(z,1)=1T12 . Wu(0,u) = F,

W(0,u) = F , W20,u) = F".
Pour calculer moyenne et variance, nous allons dériver (2.2) une et deux fois par rapport & u et

faire u = 1.
En dérivant une premiére fois, on trouve

Wy = 20WW,, + SW W + SWW,,
qui devient en u = 1 {car W, = —;%Wu) :
W, = 2aWW,
2c

= W,
1—z

Résolvons cette équation. On a

Waulz,1) 20
Wau(z,1)  1-2

et il existe ¢ tel que
Wo(z,1) = efe?® log(1—2)

!
Or W,(0,1) = f/ donc e® = f' et : Wy(z,1) = E“fﬁfw On en déduit :
I(n+ 2a)
n 1) = ! .
Pour o # 0, on a 'asymptotique
— 1 n2a—1
[z"1Wu(2,1) ~ T2a)
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En dérivant (2.2) une seconde fois, on obtient
Woa = 20(W2+WWaa) (WoW + W Wy + W),

soit,enu =1:

_ f W2 i W + 2Wy
Wea = 30—+ 2+ B W A
_ f W,z W2 f’2 W2+ 2—'1?—(1__; =
IR Tl I R e Bkt s pp s
= 2((1 JG) (1 f )4a +2(a+ﬁ) (1 u2 + B( £)2a+l
_ f! W2 f
= 20— A= p= + 25 +2'B(1—z)2°‘+1'
La solution de 1’éguation homogeéne s'écrit :
A
Wuz(z, 1) = ’(—:'l—_"";)"i,

donc on utilise la méthode de la variation de la constante en écrivant :

Wuz (z, 1) = (]_A_(zi)2 .

Il vient :
A(z) N(z)

G-z T =27

sz(z, 1) =2

Sia#3/4,ona

Cof” f Ao
Wu2(2,1)= (1 —2)40‘_1 - (1—2)2‘” + (1—2)2-
ol1
_0-'_1/2 _ 72 ']
0—0_3/4) Aﬂ_f Cﬂf +f‘

Sia=3/4, ona

__logll—z) F+ 1
Wuz(z, 1) = — (1 —_ 2)2 - (1 _ z)3/2 + (1 _ z)2.

En effectuant une analyse de singularité sur
an = (["Waa(2,1) + Wy (2, 1)) — ([2"]Wa(z, 1))7,

on trouve les asymptotiques annoncées. a

Nous voyons donc que la variance est linéaire dans le cas F'(1) = 0. Si F'(1) # 0, la variance
n’est linéaire que dans le cas dégénéré ex = 1, et dans le cas & < %. Le fait de mettre une loi de
moyenne non niulle aux neeuds externes introduit un déséquilibre.
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2.1. Arbres +,— de recherche

2.1.2 Point fixe

Nous montrons dans ce paragraphe que pour le cas ol la variance est linéaire, ou presque —
nous traitons aussi le cas ol la variance est en nlogn —, la distribution limite est gaussienne.
Nous utiliserons pour cela des théorémes de point fixe, comme présentés dans B.

Commengons d’abord pas le cas ol la variance est linéaire.

Théorgme 2.1 Soit X, la variable aléatoire égale d la valuation de l'arbre de taille n tiré dans
notre modéle. Lorsque la variance est linéaire, c’est-d-dire lorsque 'une des conditions F'(1) =0,
0 < a<3/4 ou =1 est remplie, alors X, converge en distribution vers une loi limite normale.

Démonstration. Comme obn a un opérateur soustractif, on ne peut pas utiliser la boite & outils
de 'annexe B, donc on va montrer la convergence & “la main”, comme dans [180).

Il faut d’abord avoir une idée de la distribution limite, puis montrer rigoureusement la conver-
gence vers cette distribution limite.

Soit Y une variable aléatoire telle que P[Y = 1] = a =1 - 8 = 1-P[Y = 0]. Etant donné la
définition récursive des arbres binaires de recherche, X, vérifie I'identité

Xn g Y(AZn + Bﬂ.—l—Zn) + (1 - Y)(CZ,; - D'n.--l-—Zn) (23)

avec pour tout n Xy, Ay, B, Cp, Dy, i.id, et Vk € {0,...,n — 1}, P[Z, = k] = . Z, représente
la taille de Varbre gauche, Az, et Cz, la valuation de ’'arbre gauche dans les cas ol Popérateur
est respectivement un plus ou un moins, et Bz, et Dg, la valuation de I'arbre droit dans les cas
oli Popérateur est respectivement un plus ou un moins.

La variance étant agsymptotiquement linéaire, on introduit la variable normalisée X, =

Xn—E[Xn
Vo 2
fo200—1
On a E[X,] ~ f[‘(2 o) dans le cas f' # 0 (E[X,] est ml si f' = 0), et E[X2] ~ Aon, avec
o - 1/2 g 12 ’
Cam =31 =S -Caf’+]

Si f/ =0, alors E[X,] = 0 et E[X2] = f'n. Si o < 3/4, on a E[X,]/+/E[X2] — 0, soit
Var[X,] ~ E[X2} ~ Agn. (Naturellement, on a bien Ag > 0 car Ag = Var(f) + (1 — Cp)f’* avec
Cy < 0 pour a < 3/4).

Dans les deux cas ci-dessus, X, := X“_—E[X"‘] Xn Xn

Vvn \/Va.r(X

On définit o2 par o2 = E[(X2)?], et o2 par 02 = Ag si 0 a < 3/4ou f' =0, et par o2 = f"
sia=1

Le relation (2.3) sur X, se traduit sur X par

(\/—Az.1 \/— n—1— Zn)
T e ==

A la limite, si 7 désigne la loi uniforme sur [0,1], et si on appelle X, A, B, C et D les limites
respectives de (X)), (A2L), (B}), (CF) et (D)), on obtient

X £ yE'24+(1-7)Y2By+ (1 —-Y)(2C - (1 - 7)'/2D). (2.4)
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Remarquons d’abord que les lois normales, de moyenne nulle, et de variance quelconque,
sont solutions de cette équation en distribution (pour le voir, il suffit de réécrire cette équation
avec des fonctions caractéristiques). Si o2 est la variance de X, on peut donc raisonnablement
penser que X} converge vers une loi normale de variance ¢? = limo2.

Pour montrer cette conjecture, nous allons définir des lois normales accompagnatrices N,
de méme variance o2 que X}, dont on sait qu'elles convergent vers A/(0,02}. Nous montrerons
alors que (Np) et X ont méme limite, ce qui établira le résultat voulu.

Nous allons utiliser un théoréme de point fixe suivant la métrique

¢ =sup{|EF(X) = Ef(Y)]; f € € || FP|1/@-ry < 1},

ol1 r est un réel quelconque fixé stricternent compris entre 2 et 3.
En effet, Z, vérifie de bonnes propriétés :

Zn T/2 n— Zn 1‘/2 _ 'f'/2 n— k r/2
s|(%)7(52)7) - 2S00
1
2
—_— 7"/2 —
n—oe 2‘/0 ztde 1+T"/2<

3 H : . “ T I_ Zn 7'/2 n— Zﬂ T/
(il s’agit de sommes de Riemann), autrement dit b, = lim E o + — <1,

I

ol b, joue physiquement le réle d’un coefficient de contraction, comme nous le verrons 3 la fin
de la preuve ci-dessous.

Nous introduisons maintenant pour chaque entier n une loi normale de méme variance que
X,,. Nous montrons que ces lois normales vérifient des récurrences similaires & celles de X,
qu’elles admettent une loi limite normale, et que (X,) sont proches de ces lois normales et
admet la méme loi limite.

Lemme 2.1 Soient N, 4 N(0,02), ap = (X7, Ny,). Soit a = supay,. Alors : a < 00.
Démonstration. Soit o
we=r [ la " Fx(@) - Fr(@)] do.

—0
On sait qu’on a alors I'inégalité [178] :
I(r—-1)
T(i+r)
et par conséquent, en appliquant cette inégalité 4 X} et N, on trouve l’existence d’une constance
C > 0 telle que

GXY) < Ke(X,Y),

sup ay < C’sup (E| X" + E|Np|) < co.

Lemme 2.2 Posons

- v (VB RN )
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2.1. Arbres 4+, de recherche

ot les Ny 4) sont des copies indépendantes de Nj. On a alors im (.(X}, N}) < ab, < o0.

Démonst_ration.
1/2 —k 1/2
GILN) € adPlZa=K c(() Né”+("T) N
k=0
B\ /2 n—E\VZ_,
() %+ (") %o
1/2 1/2
@ (n—k @
+6§P[Z —klcr(() NP+ (2E) T,
1/2 _E\Y2_,
() m+ () = )
n
r/2 n k /2
< kZP[Z ~ 1 o) | ( nt)
r/2
e
n
Donc

lim (X}, N}) < ab, < o0.

Comme conséquence de ce lemme, on obtient, d’aprés la proposition B.3 de annexe B :
E[X;] = E[N;] =0,  E[(X;)*] = E[(N3))] = of.
Lemme 2.3 Soit d,, = (-(Np, N}}). Alors dp, — 0.

Démonstration. Comme la moyenne et la variance de Ny, coincident avec celles de IV}, puisque
I'inégalité
(N, X3) < o0
implique
B((N;Y — (X3Y1=0, j,=1,2,

toujours d’aprés la proposition B.3 de Pannexe B, il s’ensuit que d, < Ckr(Np, N}) pour une
certaine constante C. Soit N une variable aléatoire normale standard indépendante de Z,, et
de Y. Rappelons au passage les relations

N(0,0%) = aN(0,1)

et
a1 N(0,1) + c2N(0,1) = /a2 + a2N(0,1)
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pour tous réels oy, as. Alors

d Z, 1 n—1-2 2
Ly (\/—,;N;: ' —n—ﬂN,szl_z,.)
Z 3 fn—1-2, 4
d Z. n—-1-2 1/2
= Y (—nﬂ'%" nﬂ'ﬁ_‘_lmzﬂ) N()
n—-1-2 1/2
+(1-Y) (” 0%, — nU‘?&—l—Zﬂ) No
zZ n—1-2 1/2
g (—no'%-n na'i_l__zn) NO
n
= ﬂan],
avec "
T — (1902 +(1 p)a2) 2 _ o,
donc dn = C-r(Nn., Nf:) — 0. D
Avec

an = (X5, Nu) < C,.(X::,N:;) + dn,
posant @ = lim ay, on obtient finalement :
Lemme 2.4 @ =0.

Démonstration. Soit £ > 0 et soit ng tel que a, < @4 € pour n = ny. Alors pour n 2> ng, on
a:

ap, < &GNy, Xp) +dn
k 1"/2 n— 1 _ k 1'/2
< = — —_—
< > Plzn =k  suwp (ak‘l'an—l—k)((n) +( " )

ke[0,rp—1]un—ng,n—1] n-ng<ksnal
n—ng—1 r/2 —1—k r/2
+ Y Piza=Fk [( ) (a+e)+("'—) (E+e)]+dn.
k=mnop "
Faisant n — oo, on obtient :

g < Im > P(Z,=k] - 4a+ (@ + €)b,
ke[[0,no—1]U[[n~no,n—1]
< (a+ eby,
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puisque la quantité

3 P[Z, =k = 2%
kef0,n0—1]U[n—n0,n—1] )
& ng fixé tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini. a

Conclusion (fin de la preuve du théoréme 2.1). Comme b, < 1, on obtient & = 0,
¢t la preuve du théoréme est compléte puisque la {,-~convergence entraine la convergence faible,
d’aprés le théoréme B.1de 'annexe B. |

Nous traitons maintenant le cas ol la variance est en nlogn.
Théoréme 2.2 5ia = 3/4, alors X, converge aussi en distribution vers une loi limite normale.

Démonstration. On effectue la méme preuve que précédemment, avec les mémes notations,
en utilisant
Zplog Zy L,
—_— =5

nlogn 7 (loi uniforme sur {0,1]) -

(convergence du moment d’ordre r), ce qui se voit en écrivant

ZplogZ, é log Z,
nlogn ~  n logn
_Zy 1 Zn
= T iogn (log'n,+log n)

1 Zn  Zn

Zm

n logn n gn
%+ (iga)
7l logn

puisque la fonction z — z log z est bornée sur [0, 1] et que Z,, appartient & [[0,n —1]. O

2.1.3 Cas non gaussiens

Traitons maintenant le cas oll la variance n’est pas linéaire ni en nlogn, mais en n4®2,

Nous montrons que la loi limite n’est pas gaussienne, et nous donnons une équation fonctionnelle
caractérisant la fonction caractéristique de la distribution limite.

Théoreéme 2.3 Dans le cas F/(1) >0 et 3/4 < a < 1, ;;2}%11 tend vers une variable X dont la
fonction caractéristiqgue ¢x est donnée par

tlox(t) = F'(1) (2.5)
1
bx(t) = a ]ﬂ ox @ 1)gx (1 — w)/1t)du

1
+ﬁf ox (@M dx(—(1 — u) /" E)du. (2.6)
0
avec 1/y = 1/2 + 2(a — 3/4), les relations (2.5) et (2.6) déterminant une unique distribution.
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Démonstration. Soit ¥ une variable aléatoire telle que P[Y =1]=a=1-8=1-P[Y =0].
Alors X, vérifie Pidentité

Xn 2 Y(Az, + Bu-1-2,) + (1 = Y)(Cz, — Dn-1-7),

avec X,A,B,C,D iid, et Vk€{0,...,n -1}, P[Z, =k| = 1.

Soit X7 := —#ay avec Var(X,) x nie2,
En normalisant on trouve

. d ZNY ., (n—1-Z\M7_,
w4 (%) () e
zZ N\ N n—1-—2, 1/
+(1-Y) ((f) Cz,,"(T) h—1—Zy | -

On peut donc raisonnablement penser qu’on a & la limite

X & yY"A+(Q -7)VB)
+1 -YC - (1 -7 D),
qui en terme de fonction caractéristique se traduit par (2.6).
Nous allons montrer ce résultat en donnant une borne asymptotique sur les moments, dont
on donnera une expression récursive en fonction des moments précédents. La méthodologie que

nous allons utiliser s’appelle .
En dérivant W, = aW?2 + BWW k fois par rapport & u, on obtient :

k
W = Z (f) W, (O‘.’Wuk—j + ﬂWuk—j) .
=0

Par récurrence, on peut montrer que pour tout & existent des réels e et g tels que :

_ O 1
W = =z +o((1_z)ek), gr > 0.

De la propriété
dj<k telque e —1=¢€; —1+ex_;—1,

on monire facilement par récurrence Ja relation
Vk,er = (20 — 1)k + 1 =2ak — (k- 1),
sachant que les premiéres valeurs de e, sont données par : eg = 1,e; = 20,5 =4da—1,....
Par identification en les termes dominants, on a la relation de récurrence

k

exdk = ) (f) gj (O!gk—j + ﬁ(_l)k_jgk_j) : (2.7)

=0

avec gg = l et gy = f'.
Soit my, la limite du #* moment de la variable X. Le moment d’ordre j de X, étant négli-
geable devant celui d’ordre k& pour tout 7 < k, on a

_ [zn]Wu’“ (z’ 1) - 9k
M = nlLHc}o nk2a-1) I (2a-Dk+1) (2.8)
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En écrivant

(—t)*
kO

ox(t) = ma
k

et en utilisant (2.7) et la relation (propriété des fonctions béta}

1 LI T4 1 w(n—k)/
vk r(g+1) =/0 r(§+1)r(ﬂ;—’°+1) i

on obtient (2.6}, sous réserve que lim X existe.
Pour montrer cette dernitre condition, il suffit ([63] vol. 2 p.514) de montrer

=—1
]imﬁm;/” < 0o0.

Pour ce faire, introduisons la suite (k;) définie par hg = go, b1 = g1 et

exhy = zk: (f) hj (ahk_j +3 ’(—l)k_j’ hk—j) = i (‘]:) hihg_;. (2.9)

j=0 =0

On montre facilement par récurrence, en utilisant la propriété eq < ex pour k 2 2, que (h;) est
une suite majorante de ({g;), si bien que la série H, définie par

H(z) = Z %w",

vérifie
62H(.'L‘) = H?>+ eg(hn + hlx) - hﬁ - 2hohyx
€y — e% -4 (62(h0 + hla:) - hg - 2h0h1$)
2

ez — v/(ea — 2hg)? — 4h1(ea — 2ho)z
5 :

H(x) =

Notons que ex > 2 équivaut & o > 3/4, si bien que 'expression de H ci-dessus est bien valide,
avec en particulier H(0) = 1.
Si on définit n par
_ €y — 2h0
VT

qui est strictement positif comme on peut le voir en écrivant

_ €y — 2 _ do— 3
|71 Fil
alors, par analyse de singularité appliquée & H,
hn 0"

'n.' ﬂ'n3
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On peut donc borner les moments m.,, définis plus haut

i = |gn| < n! b n! "
" T{(2a—1Dn+1) T T({(2a—1)n+1) nal [ {(2c —1)n+1) /7n?
(”—e‘)"’ 2mn n™
(L___)___‘Za—le "’+1)n V27 (2a — )n+1) Vrnd’
d’ol1

|mn|1/n = lgnl o < n! E o ~ LS 7
F{(2a—1n+1) I'(2a—1)n+1)n! e(2a=1n+1

~ n
20 -1
Donc lim ;1;|m.,,,11/ ™ = 0, et on a convergence des moments de tous les ordres de X ¥ vers X définie
par (2.5) et (2.6). O
Remarque 2.1 On peut remarquer que les lois stables de fonction caractéristique e~ véri-

fient (2.6) mais ne vérifient pas (2.5), et ne sont donc pas solutions. En outre, les lois stables
ne posseédent en général pas de moment fini de tout ordre, ce qui les carte d’autant plus.

Remarque 2.2 On peut caractériser X directement par (2.7} & la place de (2.6), ce qui sur la
série G(z) =Y, T (—z)", se traduit par

—(2a - 1)zG'(z) + G(z) = aG*(x) + BG(z)G(—x),

et, en utilisant (2.8) et T'(z) = f:" e~t12-1 g,

® 4 201 ® w1 1/(2a-1}, 1/(2a—1)-1
G(z) =/ e tox(xt® ) dt = e x U dx(u) du.
0 0

On peut noter que la distribution limite n’est pas symétrique :

Corollaire 2.1 La variable aléatoire X définie dans le théoréme 2.3 suil une distribution asy-
métrique.

Démonstration. Avec les notations précédentes, on trouve

_ 2_a—1/2 4
g2 - O!f —'a_3/4.f 4

_ 3.2ag:92 6o _ 6a /3
B = (2a—1)-3—2a_4a—39192_4a—30°‘ ’

si bien que le cumulant d’ordre 3 vérifie

Ky = E[(X —mi)’

mg — 3mima + 2m‘;’
3

— 93 _g_ N g2 42 51
I'6a—2) T(20)T(4x—-1) "T'(2a)3
6a__ Caf” Caf” 24"

= 4a-3T(6a-—2) 3P(2a)r(4a —-1) + ['(2a)3
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2.1. Arbres +,— de recherche

Or la fonction K : o k3f' 2 est non nulle sur ]3/4, 1]. Voir la courbe

350 1 T T~

K(x)

300 .

250 -

200 -

150 -

100 .

50 | .

0 1 1 i 12
0.75 0.8 0.85 09 0.95 1

Le moment d’ordre 3 de la variable X — E[X] est donc non nulle, et il en résulte que sa
distribution est asymétrique. g

2.1.4 Perspectives : analyse de singularité

La question qui se pose est de savoir si on peut retrouver les résultats ci-dessus par analyse
de singularités. Pour o« = 0, on peut retrouver une loi limite normale par le théoréeme des
quasi-puissances.

Théoréme 2.4 5i o = 0, Iz valuation des ABR avec des + et des — suit une loi limite gaus-
sienne.

Démonstration. On a 1'équation fonctionnelle

de condition initiale
W(0,u) =F.

Par symétrie, on a W — F = W — F, d’olt ’équation de Ricatti
W, =W(W - F+F),

de solution :

1 1 pF 1 -
- (F-F)z - _ J(F-F)=z
Wiz F- +F_F(1 ¢ )
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Chapitre 2. Valuations arithmétiques sur des arbres tirés suivant la distribution des arbres binaires de recherche

0.018 T T— T

ABR +,- densitly ——

0.016

0.014

0.012

0.01 | 1
0.008 |- 3
0.006 | .

0.004

0.002

1] 1 1 1 1 1
-100 -50 0 50 100 150 200

F1G. 2.1 — Fonction densité pour o = 0,85 et F(z) = .

La singularité dominante est donnée par la singularité simple

1 F
= = _._.1 —_—
z = p(u) T og(F),

avec p(1) =1, p/(1) = 0 et p"(1) = Var(F) + %F’(1)2, si bien que la condition de variabilité est

vérifiée. On a la limite gaussienne en appliquant le théoréme des quasi-puissances (rappelé dans
'annexe A). O

Il apparait encore difficile de traiter le cas o €]0,1[ par séries génératrices ct analyse de
singularité uniquement.

2.2 Conclusion

Avec des opérateurs “+” et “—”, si on tire la structure de 'arbre de maniére non uniforme
mais selon la distribution des arbres de recherche, on obtient dans la plupart des cas une limite
gaussienne, mais on obtient aussi parfois une loi limite exotique, dans le cas ol la probabilité de
l'opérande “+” est entre 3/4 et 1 et ol la moyenne des variables aléatoires placées aux feuilles
est non nulle.

Il serait intéressant de pouvoir donner une interprétation physique de I'apparition d’une telle
loi, et en particulier de trouver le pourquoi d’un phénoméne de seuil en o« = 3/4.
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2.2. Conclusion

Une question d’ordre plus technique consisterait & pouvoir retrouver ces résultats en utilisant
seulement des outils de variable complexe, sans avoir recours aux méthodes de point fixe.

Dans le chapitre suivant, nous démontrerons & nouveau le caractére gaussien de la limite
dans le cas o < 1/2, en utilisant des méthodes de martingales.
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Chapitre 3

Martingales

Dauns les chapitres précédents, nous avons étudié des parameétres définis de maniére récursive
sur les arbres, ce qui se prétait bien & ’utilisation de séries génératrices ou de méthodes de point
fixe : le caractére récursif des paramétres se retrouve dans le produit de séries, ou encore dans
des équations limites portant sur des distributions de probabilités.

Certains de ces paramétres peuvent étre vus d'une autre maniére, & savoir d’une maniére
itérative. Pour ces paramétres, il est possible, & partir d’un arbre de taille n, de définir un
algorithme permettant de transformer cet arbre en un arbre de taille n41, et de décrire comment
le parametre considéré varie au cours de cette transformation.

Pour ces paramétres, il est alors possible d’étudier la distribution limite & 1’'aide de martin-
gales, les arbres de taille n formant alors une filtration au temps n. Par manque de place il ne
nous est pas possible d’effectuer des rappels sur les martingales, Le lecteur non familier avec les
martingales pourra se référer aux livres d’introduction [7] ou [210], ainsi qu’au cours [29].

Dans ce chapitre, nous utilisons le théoréme central limite par martingales [53, 54, 60, 104]
afin de donner une autre preuve du caractére gaussien d’une part de la distribution limite des
nombres de Narayana, et d’autre part de la distribution limite de la valuation des ABR avec des
“+” placés avec probabilité o < % Le seuil a = % provient de ce que, comme on le verra plus
bas, on peut démontrer une condition de Lindeberg pour o < %

3.1 Rappels sur le théoréme central limite par martingales

On rappelle les théoréme 3.2 et corollaire 3.1 de Hall-Heyde {104] p.58-59 :

Théortéme 3.1 (3.2 de Hall-Heyde) Soit {Sni, Fni, 1 € i € kn, n 2 1} un tableau de mar-
tingale de moyenne nulle et de carré intégrable, auzx différences Xp;, et soit u® une variable
aléatoire presque sirement finie. Supposons que

max; | Xp;) Lo, (3.18)
¥, X% 5w, (3.19)
E (max; X2,) est bornée en n, (3.20)

et que les o—filtrations sont emboités : Fpy C Fpy1s pour 1 i< ky, n2 1. (3.21)
Alors Spg, = 3 Xni 4 7 , ot la variable aléatoire Z a pour fonction ceractéristique E [ '%”ztz] .

Le lecteur trouvera une définition des tableaux de martingales dans le méme livre [104], p. 52-53.

La notation - indique la convergence en probabilité {23, 91].
Dans les cas qui nous intéressent, la variable aléatoire p sera en fait constante.
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Chapitre 3. Martingales

Corollaire 3.1 (3.1 de Hall-Heyde) Si (3.18) et (3.20) sont remplacés par la condition de
Lindeberg conditionelle (8.7) :

Pour tout € > Q, ZE [X;‘:;'I([Xnﬂ > £) |-7:n,=7—1] 5 0,
i

i (8.19) est remplacé par une condition analogue sur la variance conditionnelle :

Vi =Y B (X% |Fui1) 5 u?

et si (3.21) est vérifié, alors la conclusion du théoréme 3.2 reste vraie.

3.2 Distribution des nombres de Narayana

Dans cette section, nous retrouvons la nature de la distribution limite des nombres de Na-
rayana par argument de martingales. Nous considérons les nombres de Narayana comme para-
métres sur des arbres de Catalan. Nous passons d’un arbre de Catalan de taille n & un arbre de
Catalan de taille n+ 1 par algorithme de Rémy, et nous verrons que les nombres de Narayana
se comportent de manidre sympathique par rapport & ce processus de croissance des arbres.

3.2.1 Algorithme de Rémy

Pour engendrer un arbre de Catalan de maniére uniforme, il existe l’algorithme de Rémy,
décrit dans [182], qui consiste & faire pousser un arbre de la maniére suivante : on choisit un
neeud q, interne ou externe, au hasard dans V'arbre de Catalan T, de taille n. Soit S le sous-arbre
de racine a. On le remplace de maniére équiprobable par le sous-arbre O - S ou le sous-arbre
S - O pour obtenir un arbre T4 de taille n + 1. Cette procédure se traduit par la formule :

2(2n+1)
n+2 Co-
Le 2 indique les deux possibilités d’ajouter une feuille gauche ou une feuille droite, (2n + 1)

énumere les nceuds internes et externes de 'arbre Th,, et (n + 2) pointe sur la derniére feuille
ajoutée dans arbre T),41.

Cﬂ+1 =

3.2.2 Les nombres de Narayana comme martingales

L’algorithme ci-dessus permet de passer d’un arbre de taille n & un arbre de taille n 4+ 1.
On peut considérer ’ensemble des arbres de taille n comime une filtration 4 un instant n. Nous
allons montrer que les nombres de Narayana possédent la propriété de martingales suivant cette
filtration.

Théoréme 3.2 Soit Ly, le nombre de feuilles gauches d’un arbre de Catalan taille n. Soient les
suites (Py) et (ay) définies par

et

a0=1,

1 1
= 1- -3
Ont1 ( 22n+ )) n + pourn =z 0.
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3.2. Distribution des nombres de Narayano

Alors la variable S, := % — ay, est une martingale.

n
Démonstration. Supposons qu’on passe d'un arbre de taille n & un arbre de taille n+ 1 en
suivant Palgorithme de Rémy. Soient AG I'événement "’ancien noeud est une feuille gauche”, AD
I’événement "'ancien neeud est une feuille droite”, AT 'événement *I’ancien neeud est la racine
d’un sous-arbre de taille non nulle”, NG I’événement "la nouvelle feuille est une feuille gauche”,
ND I’événement “la nouvelle feuille est une feuille droite”.

On peut comparer ce phénomeéne A un modéle d'urne : un arbre contient un certain nombre de
types de feuille. On peut donc Passimiler & une urne contenant des boules de couleurs différentes.
Suivant la couleur de la boule qu’on tire, on va rajouter une boule d’une certaine couleur.

Le tableau qui donne la variation de L, suivant I'opération effectuée s’éerit :

AG | AD | AT
NG| 0 |41 ]|+
ND| 0 |[+1{ O

Chaque case du tableau correspond & la conjonction de deux événements, et le contenu de la
case représente la variation de L. Par exemple, dans la case (NG,AD), qui signifie que ’ancien
neeud est une feuille droite (événement AD), et qu’on produit une nouvelle feuille gauche, on
a un contenu “+1” car le nouvel arbre contient une feuille gauche de plus que 'ancien arbre.
Notons qu’on a aussi un “+1” dans la case (ND,AD) car dans ce cas, méme si la nouvelle feuille
qu’on ajoute est une feuille droite, 'ancienne feuille droite devient une feuille gauche et le nouvel
arbre contient aussi une feuille gauche de plus que 'ancien arbre.

Rappelons qu'un arbre de taille n posséde 2r2 4+ I noeuds dont n internes et n + 1 externes,
ces derniers se répartissant en L, feuilles gauches et n + 1 — Ly, feuilles droites. Les probabilités
de chacun de ces petits événements sont donc données par

1 L, _n+l-L, _n
We=Mp=3 Pac=g, 1 PAD="39,77  Par=g17

Le nombre L, de feuilles gauches d*un arbre T;,;;1 se déduit de I'arbre T, & L, feuilles
gauches par la relation

Lnyy = Lo+ IngT_Ag + INDIAD,
d'otr:

Ellpia|To] = Ln+ 2 on+1 2 2n+1

1 3n + 2
= (1_ 2n+1) In+ ra

1]
1
Posant P, = 1— ——— ], on obtient :
n 51;[1( 2_7-!-1) ien

1(1_ L, ) 1n+1-—1L,

E Tl = =+
[ F n+1 " R n 2R n41
avec Lg=L,=1.
. i s 1 1 ]
Si on définit (a,) par ap := 1 et apt; = (1 - m) an + 3 pour n = 0, la variable
S, = % — ay, est donc une martingale, et X, := S, — Sp—1, 7 = 1 une martingale aux
diﬁ'érencefé. O
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Chapitre 8. Martingales

3.2.3 Distribution limite des nombres de Narayana par les martingales
On utilise la méthodologie développée par [145, 148, 150, 149, 147, 191].

Théoréme 3.3 Les nombres de Narayana, aprés normalisation, convergent en distribution vers
une loi gaussienne.

Démonstration. En utilisant les notations précédentes, on a

1 I In+2
o2n+1/)7" 4n+ 2

B{Lon|Th] = (1 -

Posons X, = L, — p, = Ly, — %1, qui vérifie done

1
E[Xn+11Tﬂ] = (1 - 21,'—“) X’l’l

Notons qu’on peut retrouver p, & partir de la relation de récurrence

_(__1 L Snt2
Hna1 = ont1)™ Iny2

et des conditions initiales up = g1 = 0 (la valeur de g est indifférente).
En effet, si on pose g(z) = 3 ppz™, il vient

3 2
@+ Dunt1 = 2np, + n2+
In+2
2(n + Dppnt1 — fint1 = 2npin + 2
- 3z 1
29 (z) -z (9(=) - 1) = 2xg'(z)+ +

21-z)2 1-=z

de solution générale, lorsque I'expression ci-dessous est définie :
q P

_ x? T ) VT
g(z) =1/2 Cira? (Teap +(-1+2z) +0—m,

avec C une constante. On veut que g soit analytique donc la solution cherchée est :

x? z

(1-z? (1-=z)

g(z) =1/2 +(1-2)7%,

de terme général g, = pn = 2L pourn > 1.

De )
EXnn|Ta]l = (1 - m) Xns
on tire .
E{X,| Ty 1] = (1 - L 1) Xn_t,
puis
1
E{Xn — Xﬂ—llT _]_] - (“m) Xn_]_.
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8.2. Distribution des nombres de Narayana

Soit (AMy,) définie par

AMn — AXn - E [AanTn—]_]
Xn - X'n.—l ~FE [Xn - X'n,—1|Tn—1]

1
= Xp—Xp-1— 2n___1'Xn—1

n-1 1
= Xa- (2n—1 _2n—1)X"‘1

In —2
= Xn=Xn (2n—1)‘

Soient pour tout n la suite (b;,)1gi<n €t le nombre ¢, tels que

n .
2i—2
me I:Xt (z_)] = Xp+cn,
2i—1
i=1
n—1 ,
2§ 2-1-2
bpnXn + ; [bi,n - bi+1,n'2‘m:| X; — bl'n-Q_-l_——i = X, +cn,
\ . . . 2i
(aprés une transformation d’Abel), d’ot1: ¢, =0, by =let Vi€ [1,n—1], bjp = b,-+1,n2é—+1.

Ona
max bi " max bin
2 0in — 0).

— 0 (, qui entraine aussi ———
/ b2 n—oo
i_

?=l b?,n R—oa
En effet, soit k € N*. On a, pour tout i < k,

Hm bjp =bppn =1,

n—oc
donc
k—1
. 2 _
Jim > b=k
i=0
et
o maxbfn < 1
"’ Ez—l
biﬂAM

Appliquons le théoréme de Hall-Heyde avec X,,; = oy .
i=1

1,7

bin | AM;
Les AM; étant bornés, on a aussi max m| ‘ —— 0, ainsi que le fait que

i n o p2 ﬂ—>oc
i=1Yin

E | max b2n(AMi)2
i z—l b;“,n

est uniformément borné en n.
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E[(AXn)|Ta-1] = E[(Xn— Xn-1)*|Tn1]
= E [(Ln — Hn — (Ln—l - “n—l))len—l]
= E [(Ln - Ln—1)2| Tn—l] - 2E [(L-n - Ln—l)(#'n - P:n—l)|Tn—1] + (Mn - #-n—l)z

1 1
= E[Ln—Lo|Th] - 2§E [Ln — Lpn—1]Tn-1] + 1 (car Ly — Lyp—1 € {0,1})
1
= 7
Ona
E [(AMn)2|Tn—1] = E [(AXn)ZITn—l] —-E [A-anTn—l]z
X . \2
=  E[(AXp)?|Tao] - ( 2'n.n—11)
nfiii %, car la variance E[X2_|] est linéaire.

Par le théoréme de Césaro, on a aussi

—roo4

z:bfn(.lﬁ.l\d’.,,)2 moy 1

'I’i.ﬂ

et & plus forte raison

—_—

1
Zi b2 n—oc Z )

mn

Z B (AM)? p

Donc

binAMi — Xn 2’ N(O 1)
Z?:l begn V Z?=l bt?n e 4

En regardant le moment d’ordre 2on a :

x2 1
E[ b bz]n:;)oz

i=1 “in

Or on sait que E [X2] = 02 ~ 42 ~ %, donc 3.7 b2, ~ 2 Y1 b2, ~ /3. Finalement,

X, 1
vn/ — N, Z)’
ct

Xn D, a0, 1).
n/s n—0oo

62



3.83. ABR +,— et martingales

3.3 ABR +, — et martingales

Dans ce paragraphe, nous étudions la distribution limite des résultats d’expressions arithmé-
tiques formées sur des arbres binaires de recherche avec opérateurs + et —, lorsque Popérateur
+ apparait avec une probabilité o strictement inférieure & 1/2. Nous montrons en utilisant le
théoréme central limite sur les martingales, qu'a cette derniére condition, nous obtenons une loi
limite gaussienne. La technologie du théoréme central limite sur les martingales apparait donc
a priori moins puissante que celle du théoréme du point fixe.

La condition & < 1/2 apparait de manidre cruciale lorsqu’on veut que la condition de Lin-
deberg soit réalisée. Remarquons également que la moyenne de la valuation, en n2*~!, est alors
évanescente.

Soit Y7, la valuation de I'arbre de taille n, avec Y une variable aléatoire de fonction génératrice
F' analytique en 1.

On note S{n) la variable aléatoire notant le nombre de nceuds externes remontant positive-
ment & la racine (c’est-a-dire que la variable aldatoire Yy se trouvant & ce nceud externe garde
le méme signe dans I’évaluation de ’expression arithmétique finale), et S(n) =n+1— S(n) le
nombre de noeuds externes remontant négativement 4 la racine. Autrement dit, pour tout n, la
variable Y;, a la distribution :

S(n) B(n)
d
Yol Yo = Yo
k=1 k=1

ol les variables Yg; et de sont des variables indépendantes de méme distribution que Yj.

3.3.1 Moments de Y,, et S,

Nous verrons que les incréments de Y,, dépendent de ceux de S,, si bien qu’il est utile de
connaitre les moments joints d’ordre 1 et 2 de Y, et S,,.

—1
Proposition 3.1 Notons f' = F'(1), f' = F'(1), Cy = Z—_ﬁ- et Ag = F' — Cof? + f'. Alors

4
asymptotiguement, pour r+ s < 2, le terme dominant du moment joint E[Y,[ S| de Y, et Sy, est
donné par la case située & la ligne r et la colonne s du tableau

Ya\Sy 0 1 2
0 1 1| $on
1 ’“ﬁzr;—;; 1=Cap
2 )\Qn

Démonstration. Nous connaissons déja les moments de Yy, par les calculs effectués dans le
chapitre 3. En remarquant que pour Yy = 1, nous avons Y, = S(n) — S(n) = 25, — (n+ 1), nous
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avons directerment la moyenne et la variance de S, :

[V, +n+1 n+1 T(n+2a)
ES,) = E|*———|=E =
[5n] 2 ] ¥a] + 2 I'(2a)n!
i
n—00 _ﬁ,
(Y2 Ya(n+1) (n+1)?
2 _ n n
E [52] HE_4+ g+t
1 2 n+1 (n+ 1)
= JEM+ 5-EN+
1 (n+1)? (n+1)?
V&I'[Sn] n—?oo ZADW: + 4 - 4
1
n::co ZADTL

Pour calculer la covariance de ¥, et 8, il apparait judicieux d’utiliser des séries génératrices,
ce qui au passage nous fera retrouver les moyennes de Yy, et S,,. On introduit W(z,u, v), la série
génératrice des arbres binaires de recherche, ou z énumeére la taille, u la valuation Y,, et v le
nombre S,; de nceuds externes remontant positivement. En dérivant

W, (z,u,v) = aW(z,u,v)? + oW (2,4, v)W (20,01, v 1)

le nombre de fois idoine par rapport & u et v, et en faisant 4 = v = 1, nous obtenons des
équations différentielles linéaires qui se résolvent en

ff
Wu = (1— 2)2’
1 1 1
Wo =3 (1—2)% * (1-*2)2] ’
20—1 f af’ 1 F 11-C,
W, - ! .
w S fa 31—l (1wt T \aT% T T a2
O
Lemme 3.1 Soit T,, la filtration des arbres de taille n. Nous avons les relations :
20 — 1
E{Sp+1|T] = (1 + -1 ) Sp+1-—a, (3.1)
E¥o1[T] = Yo+ f(2a~ 1) [ 2n _ 1 (3.2)
n+llin| = In ntl . .

Démonstration. Pour passer d’un arbre de taille n 4 un arbre de taille n 4+ 1, on choisit un
nceud externe au hasard, de manidre uniforme, parmi n + 1. Dans l'arbre de taille n, ce noeud
remonte positivement & la racine, i.e. sa valeur est comptée positivement dans le calcul final de
la valuation (événement I, contraire de i) avec la probabilité nﬁ_ﬁ. Dans arbre de taille n+1,
il est remplacé par nceud interne comportant un opérateur + avec la probabilité ¢ (événement
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I, d’événement contraire X_). Ceci s’écrit
Sﬂ+1 = Sn, + ]I+][> + ][_I<

S S,
ElSun|Ta] = Sn+a—" +ﬁ(1— n)

n+1 n+1
200 —1
= 1-—
(1+ rn‘_}_l)Sﬂ+ o

YTH']- - Yﬂ + Y(-] (][+][> "I“ I_][< —— ]Ll'][( + ]I_I>)
= Yo+ Y (2(I4 I, + I_1) - 1)

25,
ElYoulTh] = Yo+ fCa-1) (n+1—1)

i

Théoréme 3.4 Y, posséde une distribution limite normaele.

Démonstration. Nous allons en fait montrer que (¥, S,) suit une loi limite normale, pour
en déduire que la marginale Y,, est également normale. On introduit les notations y, = E[Y,],
8p = E[S‘n]a AY, =Y, — Y, 1, AS, = 5, — Sp—1, Xn = Yo — Yn, Zn = Sn — 8p, AMQX =
AX; — E[AX;|Ti—1] et AMZ = AZ; — E[AZ;|T;_,). De

2 -1
n+1

E[Spn|Ta] = (1 + ) Sp+ 1 - a,

ElY,u|Ty] = Yn+f’(2a—1)(28“ —1),

n+1
on déduit
=(1+2 s 41-0
Spt1 = nt1 8p, »
2s
it =t + 720 -1) (222 1)),
Puis en tirant le fil on obtient successivement
E[AXi|Ti-1] = E[AYi|Ti-] — Ay
28;_ 28,
= f’(za—1)( S;; - —1) +f’(2cx—1)( 3; ! —1)
_ foa- 1)2(35—1?:— 8i—1)

Z;_
= 2f’(205 - 1)_"%"1"1

AMY = AX;—E[AX|T;]
— AXi-2f(2a— 1)Z"i—1,
E[AZ|Tiy] = E[AS|Tiiy] - As;
= 20:%._ 1Si—1 +1l-a- (za; ls,;ﬂl +1- a)
_ 2ai— 1 (Siz1 — 8i1)
- 2 — 13«:—1,

[
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AMZ = AZ;—E[AZ|Ti]

_ AZ‘:—zai_IZ,;_I

Zi — (1 420= 1) Zi .
]

Soient maintenant deux réels fixés o, et aq. Pour tout n nous voulons des réels by, et ¢, pour
i=1,---,n tels que

fl

n n
D binAME + " cinAME = a1 X + 02 Zn,
i=1 i=1
soit

n

> bin (AX ~2f'(2a

=1

20 - 1
) + Zcm ( ( ; ) Zi—l) = mXp+ agZy,

2 1 1
me (X — Xi-1)+ Ecm ( (1+ a% ) +bin2f (22— 1) = )Zi—l = Xy + gy

=1

Aprés une transformation d’Abel cetté égalité devient :

n—1

brnXn + Y, (bin — bis1,0) Xi + CunZn
i=1

n—1
200—1 1
+=Z=; (Cin T GHin (1 T ) = bit1,n2f'(20 = Um) Z; = oyXp+agZ,.

Par identification, on trouve b;, = a; pour tout i, et ¢,y = oo,

200 —1 s3]
im =1 ; 2f (20 — 1) ==
Cin (+i+1)Q+1,n+f(a )z.

Posons
Zin = binAM{X =+ CinAMiZ-

11 vient

2 = b2 (AMY)" + &, (AMZ)’ + bincin AMF AMZ

Nous voulons trouver la limite en probabilité de E [ziznﬁ'&ml]. Pour cela, nous allons d’abord

commencer par étudier chacun des trois termes (AM%X )2, (AMiz )2 et AMXAME.

Premier terme (AMX )2

Nous avons )
E [(AMY) 1] = B[(AX:)? [Tea] - BIAXG T

Etudions E [(AX,‘)2 [Té_l] :

E|(AX) 5] = B[(AY: - Ap) 5]
E [(AY)?|Ti-1| - 2A4E [AV{Tia] + (A)?
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3.8. ABR +, — et martingales

I'(n + 2¢) n+2a—-1Tn+20) n+2a-1
3 — — ! —
Or, d’une part, ¢y, = f Taml Zayn] bi - T@a)nl Yn—1, done
(n +20—-1 )
Un —¥n—1 = ————— =1} ¥yn
n
_ 2a-1 fi+ 20
- 2 ()
20 —1 24 0
I'(2c) n—co

gi bien que
(y"' - y'"'_l)E [(Yﬂ - Yn—1)|T —~1] n?c;o 0,

ce qui reste bien slir vrai pour (y; — y‘,-_l)2 sy — %’-1)2 — 0.
T— 00
ID’autre part,

E[AY;|T;1] = E[Y(2A8;—1)|Ti]
= E[Y] (2E [AS;|Ti—1] - 1)
< |EW],

done AyE[AY;|T;-1] i_%o 0. (Nous calculerons la limite en probabilité de E [AY;|T;_1] plus

tard).
Par ailleurs, AY; = Y5 (2(1,. 1. + I_1I.) — 1) donc, comme ]vaént =0 peetquel, - I_=
I.-I.=0,0na

(AY)? = ¥§ (4 (L4 s + 1 10) — 4 (L 05 + T 1) +1) = ¢

et B [(AY)* Tis | =B [¥g] = £+ 1"

Etudions maintenant le terme E [AXE-|T,-_1]2. 11 est donné par

2
2Zi

EB[AXITi]* = £°4(20 — 155

La variance de Z; est linéaire, donc par I'inégalité de Tchebychev, Z; /i tend vers 0 en probabilité.

Finalement,
E[(AMY) [ Tia| =2 7+ 1.

Deuxi¢me terme E [(AMZ-Z ) 2]
Nous avons )
E [(AM:‘Z) lTi—l] =E [(AZ’@)2 |Ti—1] -EB[AZ|Tin]%.
Etudions E [(AS,-)2 ]T-_1] , qui s’écrit

E[(AZ)ITia] = E[(ASi—As)? Ty

E [(AS,-)2 |T-,1] — 2ASE [AS|Tioy] + (As:)?.
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P
Nous avons d’une part u; — w;—1 = 9; — ¥i—1 + %, donc 8; — 8;-1 —> %, et d’autre part
—00

200 — 1

E [AS,‘lT‘-l] = . S;'_l +1—«
200 — 1 20— 1
= ; (Si-1—ai—1)+ a1+
20— 1 20—1 {1
= az. Zi 1+ az. (-;—-Fyi—l) +1—a

= (2@;—1)2”;1 + (20 — 1) (%+y‘;l) +1-a,

d'od E[AS)|Tia] 2> 2o —Di+1-a=1.
T—00

On a AS; € {0,1} donc B [(AS,;)Z |T,:_1] = E[ASi|Tj_].
P

1 1
Enfin, 5; — 8i—1 = 3 — 3i+1 + 5 donc 8; — 81 =

Finalement ,
1 11 1
E[(AzP ] 2y -2 5+ (_) _
—00

Etudions maintenant E [AZ;|T;_1]?. Nous avons vu

E[AZ|Ti] = (20 - 1)%,

donc
E[AZ|Ti1] 2 0.
300
Finalement \ 1
P
B (M) ] 5 7

Troisitme terme E [AM - AMZ|T, ;]
Le terme E [AMZ - AMZ|T; 1] peut se réécrire en

E[AMY - AMZ|Ti1] =E[AX; - AZi|Ti] — E[AXG|Ti] - E[AZ;|Ti1]
avec
' Zi—1
E [AX-_.;]'T,‘_;[] = 2f (20! — 1)—-1'—,

20 -1
E[AZ|T,] = : Zi_1,

donc E [AX;[Ti—1] - E [AZ|Ti—1] > 0.
T—30oC
De plus,

E[AX;-AZ|T;.1] = E[(AY; — Ay) - (AS; — As;) |Tia]
E[AY; - AS;] — AyE[ASi|Ti—1] — As;E [AY|Tiq] + Ayils;

Delim P;_, E [AS;|T;—1} = %, on déduit que E [AY;|T;_1] = E [Yg] (2E [ASilT,-_l] — 1) converge
en probabilité vers 0.
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3.8. ABR +,— et martingales

En outre,
E[AY;-AS)] = E[Y(2AS;—1)-AS)
= E[YASj]
= E[Y)E[AS)]
p 1,
o 27

Les autres termes convergent en probabilité vers 0, donc finalement

1
E[AMY - AMZ|T; ] 55 =
i—oo 2

Etude finale de E [23,|T;]
Des paragraphes précédents on déduit

P 1 1
E [z'izﬂlTi—l] ‘é:oo btgﬂ (f” + fl) + c?nz + bincinif’-

Si on pose ¢ = (a1, ), alors pour n > 1

1-C,
o= 0 F
0= 1-C, Ap ’
3 1

qui par construction est définie positive, et

Ly =n (cTEyc),

alors on a
1 = 2 P
e & PPl 2
goit
1 P
L_n ' E [z?n]T,'_1] i:o 1.

i=1
De V'expression ¢, = (1 + 3%_‘_“% Citin +2f (20 — 1) &, on déduit
K
Cin § Cit1n Tt i
avec K = 2f' (2a — 1) oy, donc Cy, = O(logn). De plus, pour tout i, b, = a;, done b, = O(1).

11 s’ensuit B2 T
max —[z"'"l iﬂl] 2,

i€<n Ln 00

0,
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ce qui prouve la condition de Lindeberg. g

. ; 2a—1
Remarquons que si a > 1/2, alors c‘—‘j_‘f: >14+ Fg, et

c >ﬁ 1+2a'—1 = {}(n)
1n = i+1 = )

et la condition de Lindeberg n’est plus satisfaite.

Remarque 3.1 La variable S, := S, —E[5,] (oiy, rappelons-le, Sy, dénombre les nceuds externes
remontant positivement & la racine,} vérifie la relation de récurrence

~ 20— 1\ ~

qui rappelle beaucoup la relation de récurrence concernant le polyndéme de niveau Wy (2) [30]
d’un arbre de taille n, dont les coefficients [2¥]W,(z) comptent le nombre de noeuds internes au
niveau k :

2z—-1
E[W, Tx]=1{1 Wy (2).
[ n+1(3)| n] ( + ntl ) ()
Or le polyndéme de niveau n’admet pas les méme lois limites que §n. On voit donc que ces
récurrences sont trés sensibles aux premiers termes, déterminants dans la valeur asymptotique
des premiers moments et la nature de la loi limite.

3.4 Conclusion

Lorsqu’on peut mettre le parameétre étudié sous la forme d’un modéle d'urnes, on peut faire
apparaitre une martingale et parfois montrer une limite gaussienne en utilisant le théoréme
central limite des martingales.

C’est ce qu’on & pu faire sur les arbres de Catalan en utilisant P'algorithme de Rémy, et sur
les arbres binaires de recherche. Pour étudier la valuation sur les arbres binaires de recherche,
il a fallu introduire un autre parameétre, & savoir le nombre de feuilles positives, et étudier la
distribution jointe entre ce dernier paramatre et la valuation de Parbre.

Reste qu’introduire des martingales sur des arbres de Catalan semble moins naturel que sur
des arbres suivant la distribution des arbres binaires de recherche. En effet, étudier les nombres
de Narayana revient & étudier la valuation des arbres de Catalan avec opérateurs —, d’aprés
la bijection qu’on a montrée dans le chapitre 1. Cependant, nous n’avons pas pu introduire de
martingales sur les arbres de Catalan pour le cas générique a €0, 1].

Notons qu’avec T'algorithme de Rémy, ¢’est la premiére fois qu’on fait apparaitre des mar-
tingales sur des familles simples d’arbres. Une question serait de savoir si l'on peut en faire
apparaitre d’autres & ’aide de régles de succession plus générales [50], avec 'opérateur ECO.
Suivant les régles de succession considérées, cela peut nécessiter de gérer un autre paramatre
(par exemple le nombre de pas dans la derniére descente) : si ce paramétre est sympathique par
rapport au paramétre auquel on s’intéresse initialement, cela pourrait permettre d’en déterminer
la distribution limite.
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Chapitre 4

Simplification et réduction d’arbres
p-aires

Les sections 4.2 et 4.3 de ce chapitre reprennent 'article [171] en généralisant & des symboles,
choisis dans un ensemble fini, pouvant étre choisis avec des probabilités fixées quelconques, au lieu
d’étre choisis de maniére uniforme. Afin gue ce chapitre se suffise & lui-méme, les preuves ici sont
complétes, et ne s’appuient pas sur des résultats issus des articles [26, 27] ou de la thése [64]. Elles
en reprennent cependant les idées, en particulier, de [64]. Néanmoins les démonstrations de [64]
ne se généralisent pas naturellement & des probabilités quelconques aux feuilles, et beaucoup de
tatonnements ont été nécessaires pour trouver des inégalités du type de celles des lemmes 4.3,
4.9, 4.10 et 4.11.

La section 4.4 est nouvelle : elle traite du méme probléme mais avec des types d’opératenrs
différents.

4.1 Introduction

Plusieurs analyses, surtout limitées 3 la moyenne, ont été effectuées concernant les algo-
rithmes en calcul symbolique : différentiation symbolique [90] et des régles plus générales de
réécriture [33], unification {3].

Ce chapitre porte sur I'analyse de certaines régles de réécriture, comme celles qui sont utili-
sées en calcul formel. Des exemples de telles régles de réécriture communément rencontrées en
mathématiques sont par exemple z2 = z dans les anneaux booléens, p-z = 0 et P = z dans
des corps de caractéristique p, z-0=0, £-1 =1, £ — z = 0 pour des réels, etc.

Nous considérerons trois types de régles de réécriture simplifiantes.

Concernant le premier type, nous considérons des expressions engendrées par une algébre
finie partant d’un nombre fini ¢ > 2 de constantes e; apparaissant avec probabilité m;, et une loi
p-aire idempotente ® (p > 2) : étant donné une expression f, Pexpression ®(f,--- , f) (p fois)
est équivalente 4 f. L'opération de réécriture d'une expression vers son expression équivalente
la plus courte sera appelée simplification. Pour le cas binaire, nous utiliserons la notation infixe
f© f au lieu de O(f, f).

Concernant le second type, nous considérons le méme genre d’expressions, mais cette fois la
loi ® sera nilpotente, de telle sorte qu'il existe une étiquette spéciale e telle que toute expression
O(f e ,f) (p fois) est équivalente & e. L’opération de réécriture d’une expression vers son
expression équivalente la plus courte sera appelée réduction.
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Chapitre 4. Simplification et réduction d’arbres p-aires

Concernant le troisidme type, nous considérons un jeu d’opérateurs booléens de type absorp-
tion, comme X OU VRAI — VRAI

Une question naturelle consiste & savoir le gain en espace apporté par ces différents types
d’opération. L'étude de ce probléme pour les deux premiers types d’opérateurs fut étudide pour
la. premitre fois dans [27] puis développée dans [64] et [26], ol 'on calcule la moyenne et la
variance de la taille des arbres simplifiées et réduits et Pon montre qu'elles sont linéaires en
n, en utilisant la méthode de Darboux-Pélya. Des progrés ont ét€ faits depuis avec 'analyse de
singularité et le théoréme des quasi-puissances développé par Hwang [108]. Dans ce chapitre, nous
montrerons concernant les deux premiers types d’opérateurs que ces nouveaux outils permettent
d’établir que la distribution limite de la taille des arbres simplifiés et réduits est gaussienne.
Nous montrons ensuite que le troisieme type d’opérateurs méne & des limites discrétes.

4.2 Simplification d’arbres

Dans cette section, nous définissons l'opération de simplification & travers un algorithme,
établissons des fonctions génératrices et montrons le caractére gaussien de la distribution limite
de la taille des arbres simplifiées.

4.2.1 Algorithme et fonctions génératrices

Commencons par étudier quelques exemples de simplification comme définie dans 'introduc-
tion : @ © b ne peut pas étre encore simplifié, a ® a se simplifie en a, (a ©b) ® (a © b) se simplifie
enea®d, (a@a)®(a®b) se simplifieen a ® (a ® b), (e ® b} ® (b ® a) ne peut pas étre encore
simplifié, et (@ @ a) ® (¢ ® a) peut se simplifier en a & travers la suite des réécritures :

(a@a)@(a@a)—a®(a®a) >a®a—a,

(aGa)®(@a®a) = (aGa)®a—ab®a—a.

Ce systéme est confluent, ce qui se traduit par le fait que toute expression admet une et seule-
ment une expression équivalente la plus courte, et que la suite de réécritures n’importe pas.
Néanmoins, une bonne stratégie pour simplifier une expression consiste 4 utiliser la procédure
simplify définie ci-dessous, dépendant de la procédure equal testant ’égalité de deux arbres. La
procédure simplify simplifie récursivement les arbres en ordre préfixe, et transforme clairement
toute arbre d’expression en son équivalent le plus petit.

function simplify(tree :Q) :Q;
local t : array of p Q; eq : boolean; i : integer;
if tree.degree = 0 then simplify :=tree;
else for i :=1 to p do
t[i] :=simplify(tree.child[i]);
od;
i:=1; eq :=true;
while i<p-1 and eq do
if equal(tree.child[i],tree.child[i+1]) then i :=i+1;
else eq :=false; fi od
if eq then simplify :=t[1];
else simplify :=o(t[1],--- ,t[p]) fi fi.
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Programme pour la simplification d’expressions avec une loi idempotente.,
Les variables arbres consistent en trois champs : degree (0 pour les feuilles, p pour les noeuds
internes), info (opérande e; (pour ¢ = 1,2,--- ,q), ou opérateur @), child tableau de p sous-arbres.

A cette procédure correspond une et une seule suite de réécritures menant & ’expression
équivalente la plus courte. Par exemple, 'expression

(e@a)©(b@b)) O (a®b)
se simplifie en a @ b suivant la suite de réécritures
(a@a)® (b)) (@ob)— (a0 (d0b))C@ob) —(a®b)e(e0b) —adb.

Concernant une telle procédure, on parle d’algorithme bottom-up, parce qu’elle opére d’abord

sur les feuilles, puis sur les petits sous-arbres, et ainsi de suite, en montant jusqu’'a la racine.
La famille @ d’arbres p-aires ¢ avec g symboles possibles aux nosuds externes, pondérés par

leurs poids ¢, produit des probabilités des symboles aux feuilles, est définie par la série formelle

q
Q=S nfal +0(@ - 9)
i=1

La fonction génératrice @ de la classe Q s’écrit

Q(z) =14 2QP(z). (4.1)
Soit p la singularité dominante de Q et 7 = Q(p). Bien entendu on peut trouver la valeur de
p & partir de la forme close Iﬁ(’m: D) gP=Dn+1 des coefficients de @, qui peuvent étre calculés

par exemple grace au théoréme d’inversion de Lagrange appliqué & 2Q(2?), mais pour des raisons
qui apparaitront ci-dessous, nous effectuerons l'analyse & 1’aide de fonctions génératrices et de
I'analyse de singularité,

Tant que la fonction @ peut étre définie implicitement par (4.1), elle reste analytique (quand
|z| < p); elle n’est plus analytique quand 1’équation fonctionnelle définissant ¢} cesses d’étre
régulidre, c’est-3-dire quand la dérivée de ’équation fonctionnelle (4.1) par rapport & Q devient
nulle : cela correspond au moment ol z devient égal & p.

On dit souvent que la singularité dominante correspond & 1’échec du théoréme des fonctions
implicites [81].

Soient p et 7 les solutions du systéme

T=1+p77, 1=ppr?7},

dont nous déduisons

—(p — 1)p—1 et T = P (4.2)

p= .
P p—1

On appelle arbre irréductible un arbre qui ne peut &tre simplifié. Soit Z la classe des arbres
irréductibles pondérés définie récursivement par

g
I = Y wfe] +{O(t1, -~ ,tp) | 3 i,j such that & # t;}

i=1

= zq:m +®(I,-~ ,I) —{@(t,:-- ,1) |teI},
i=1
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de fonction génératrice I(z) = ¥,y m2l!l = 2onyolnz™. 1L est facile de voir que le nombre
d’arbres irréductibles est petit :

Lemme 4.1 Soit pr la singularité dominante de I. Alors p < pr < 1. Autrement dit le nombre
d’arbres irréductibles de taille n est asymptotiquement exponentiellement petit, comparé ou
nombre total d’arbres de cette taille.

Démonstration. Soit J(z) = ¥, ;7 2#!l. On a
I(z) =14 2IP(z) — 2J(2),

et
I{pr) = 1+ p1I?(pr) — p1J (pr)-

D’apres le théoréme des fonctions implicites, I admet une singularité en p tel que 1 = peI{g)?~!.
Or, I{g)P"1 > 1, donc p < 1, et p; € ¢ < 1, et en fait py = p.

On a 7} < m; pour tout ¢, donc le rayon de convergence de J est au moins égal & p? > pr.
Donc si on pose 77 = I(pr), on a

11 =1+ pr7} — prJ(p1), 1 =PPIT}’_1,

avec prJ(pr) > 0. Les coefficients de I sont plus petits que ceux de Q, donc pr 2 p. En comparant
avec

T =1+ pr?, 1:1’.07-?_1,

on voit que pr ne peut pas étre égal a p, donc pr > p.
O

Pour chaque v € Q, soit s{u) larbre irréductible vers lequel u se simplifie. Définissons
pour chaque arbre irréductible ¢ la fonction génératrice Q:(z) = EsM:t 2l¥l, et introduisons

la fonction génératrice bivariée X (z,y) = 3 ",co meyl* @211, Alors le lemme suivant fournit une
équation fonctionnelle :

Lemme 4.2

X(z,9) = 1+ 32X (9 - 2 (v - M) Q).

tel

Démonstration. Nous avons les équations

Qe = E| + @(Qe,"' ,Qe), Qt = G(Qtu"' !Qtp) + Q(Qt:"' 1Qt):

» P
ol e € {ej,--- ,eq} et t EIavect=@(t1,--- ,tp).
P
Sommant les égalités yQ.(z) = yzHyit"Qt,. (z) + 23" Q.(z), nous obtenons expression

i=1

voulue pour X (z,y). a
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4.2.2 Une singularité algébrique

Cette section est destinée & montrer que la singularité z = p(y) de la fonction génératrice
bivariéee satisfait certaines propriétés, si bien que p(1)/p(u) ressemble & une fonction génératrice
de probabilité. Ces propriétés sont résumées dans la proposition suivante :

Proposition 4.1 I exisie des nombres réels z1 > p, 11 > 1, et des fonctions analytiques A, B
et C telles gue, dans le domaine

D= {(z'ry) I |Z| <2, |y| < yl}-;

X admet la représentation
X(z,y) = A(z,9) + B(z, 9}V C(z,p).

Cette proposition affirme en premier lieu que pour tout y, la singularité z est du type algé-
brique, et en second lieu que la fonction y — p(y) est analytique au voisinage de 1.

Pour prouver la proposition, it suffit de montrer (comme cela sera fait dans le Lemme 4.4
en-dessous) que la fonction (z,y) — 3,7 (¥7!H? — yll) QP(2) est analytique pour (z,y) av-dels
de (p, 1). Pour ce faire, nous utiliserons le fait que les fonctions @; sont suffisamment petites :

Lemme 4.3 Notons m; la produit des probabilités des éliguettes de Uarbre t. Alovs il existe
2>p 7, c>0, tel gue vF < p et, pour tout t € I, Q¢(z) < c{/ﬁ“y'tl.

Démonstration. La preuve s’inspire fortement des travaux effectués dans [64]. On distingue
le cas binaire et le cas p > 3.
Cas p = 2. — On veut Q;(2) < \/ﬁc’y'tl pour ¢ >0, zp > 1/4 = p = pp, 0 < v < /pr (en fait
on va avoir v° < p).

Ona Qe(p) =2 — 2/T—m = BT

Soit E I'étiquette de plus grande probabilité.

ler cas : On suppose g < % Donc pour toute étiquette e, 7. < %

Hest clair que pour 0 < z < 1,1 —x < /1 —x, donc 1 — /1 —z < z. Done Q.(p') =
2 - 2¢/T =, < 2,/Te < V2. Donc il existe p’ €]p, p1[ tel qu'on a encore Qe(p’) < V2.

Montrons par récurrence Q;(p’) < c\/ﬁ'}'m avec ¢ = /2. En fait on montre plus précisément :

Qe(p) < 2\/Tor/Te, OU T, est le plus grand des g, et Q:(p) < V2wt pour tout ¢ # e. On
montre au passage que le rayon de convergence de (); est toujours au moins égal 4 po'.

. 1—y/1—422 o s
On aura Q; < c/my!t si % < e/mpyltl, soit si

1 - 2zy/mer™ < 1-422Q,Qy,

1 — dzymeyt + 422,28 < 1 - 42%Q,,Qs,
—dz/meyt + 4222 € —422 St
—y 4 2T < —zc

ze(1+ gyt < oy

2e(1+ TEY) <7

1
ze(1 + \/;72) <.

Tt vttt
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Orpourc=\/§,fy=%,ona

Bl

>

1.

e(1+ \f ) ve(ie /B

Donc on peut trouver v < } et z > %1 tels que l'inégalité ze(1 + \/g'}'z) < +y soit encore vérifiée.
2nd cas : On suppose Tg > % Les autres w. (e # E) sont plus petits que 1 — 7w g.

Soit € > 0 un réel arbitrairement petit. On a Qg(¢) < 2;2‘@,/1@. La fonction z —

% est strictement croissante, et pour e # E Q.(p) = 2= 2" Lome ,/ e 21 2 \/-_";\’f Te

Soit cg = ﬂ‘/@ + . Montrons par récurrence Qt(p’) < e /Tt avec ¢ > —2 ,1—2_":; si

t# E, et v # %.Pour ¢ légérement plus grand que p, et strictement plus petit que pr. on a
Qr(p') < ce/TE-
— —42
On a Q; = 2Q4, @y, + 2Q% = l—m, o I'un au moins des sous-arbres est différent

de E. Autrement dit, par hypothése de récurrence, @, < ch/?rtl'y'*l' et Qp, < cg,/vrtzf‘/'t?', olt
Pun au moins des ¢; est plus petit que cg, et 'autre plus petit que c.

-— — 422
On aura Q; < cﬁ’y'ﬂ si 1—@ < c\/ﬁ'ym, soit si
1-2zymey! < /1-422Q,,Q,

& 1= dzy/mey + 42?mc?y8 < 1 - 422Q4, @y,
& —dzyme + 422 mP P < 422 mcopy ™!
& zep€Y— z\/_C’yltH'l

& zep € 7 — 2/ Tiey:.

Pour v = oela est impliqué par

2
dcg + /7
2
2 —
deg + JTEC

z <

On veut pouvoir choisir % < z, donc on veut

4 = dcg + /TEe

& 4dep+/TEC <8

< 4deg+ e < 8

2-2/1-7g 2— 2‘/‘71'-1:3_
s VT

Or il est facile de vérifier que la fonction x +— 8 — A=z | 22T oo girictement positive
NZ Vvi-z

< 84—

sur ]1/2,1]. Doncona z < ngﬁ pour z = 1/4, cg = 2;27—— v I;“E etc= 2\;12_Lf, donc il existe
£>0 tel < 2-2/I—mp 2-2/7E
el que cette égalité reste vérifiéesi z € 1/4+ ¢, cg < i +e etes Jirs + €.
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Pourtout 0 < z < 1, 1—+/I—z < z (car 1 —z < +/1 — z), donc ¢y < 162%/Fem;/(22/77) =

1 .
8z/Te, €t on aura v < 5 si

11— /1 —1622 /T < 21/%
< 1- 1/3’2% < /1 - 1622 /mom;

1—2mz+ 7—;22 <1- 1622\/71'617,3
= 22 (% + 1622 1re1rt) < +/2mz
2m, _ V2
T+ 16/mem; N/Tﬁ +16,/7;

V2
1+16°

= <

= z<

Cas p =2 3. — On veut
Qi(20) < c/mM, 20> p, 0 < v < 1.
On a la relation de récurrence
P
Qe(20) — 20QF(20) = 20 [ [ Qu:(20) < zocg/mey".
i=1

On introduit la fonction g(z) = = — 29zP. Q:(2) est la plus petite racine positive de ’équation
9(Q¢(20)) = z[[5_, Q1 (20) : utiliser par exemple le théoréme des fonctions implicites. (Ou
montrer que Pautre solution réelle correspond & une série entiére non définie en z = 0).

Cela implique en particulier que @Q;(20) est plus petit que zo, valeur en laquelle g atteint
son maximum. Or g|j_q z,] €8t croissante, si bien que pour montrer Q¢(z0) < cf/ﬁ'ym, il suffit

de montrer g (Q:(z0)) < g {c¢/my"). Or par hypothese de récurrence, g (Q4(z0)) < zoc /@Y,
donc il suffit de montrer

cmyl < g(c mv’t')
r
< egm -2 (C{’/??ﬂ't') ,

soit pour tout |¢| = 1,
ot (Lano) <

Or v < 1, donc ’égalité sera vraie en général si elle est déja vraie pour [t| = 1, soit
a1l -1
zoc? ; + 9® < 1.

Notons que pour tout i,

o {pmnpt L pm
Pi=pPQ;, = _’ppﬂ‘,?_l aQ‘l(p‘l)_ .

p—1
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1-% 1
Soit g tel que m;, = max; m;. Posons ¢ = Ifm o ©- Alors pour tout 4, Qi(p) < enf. Rappelons
p—1
p= (p—1)P"p~P. Considérons la fonction H(zg,7) = 2o (5?;—1) . % {(1+47).0na:

Hp,p¥) = (1%1),,_1 L+

() () (e ()

1
Montrons que H{p, p7) < 1 pour p > 3. Nous avons

_ . e
H(p, p%) = pp*lp—P"Tl(p_ 1)~ 1= -1) (1 + g%)

2

= (-1 (1+ (1 —i)p (p—1)‘p)

_ (-1 log(p-1) (1 L ios(l—%)e—plog(p—l))

1
donc nous aurons H(p, pr) < 1 si et seulement si

1+ epzlog(l—%) e—Plogl-1) e(l—%) log(p—1)

Cette inégalité est vérifiée pour p = 3. Or p? log (1 - %) et —plog(p—1) sont strictement négatifs
pour p 2 3, si bien que le membre de gauche est inférieur & 2 pour p > 3. D’autre part, le membre
de droite est supéricur & 2 pour p = 4, et c'est une fonction croissante en p, puisque

d 1 1-2 1
—|1-=)logp—1)=—= + S log(p—1) > 0.
dp( p) Bp-1) =1+ el
L’inégalité H(zp,7v) < 1 reste donc vraie pour (2g,y) restant dans un voisinage de (p, p%). O

Lemme 4.4 Soitd(z,y) =3 s (ypllﬂ"'l - yltf) Q2(2) la fonction telle que
X(zy) =1+ yzX(z,y)® — 2d(z,y).

Il eriste zg > p et yo > 1 tels que d(z,y) est holomorphe en les deuz variables z et y et dans le
domaine |z| < z, |y] < yo-

Démonstration. Soient zy et v comme dans le Lemma 4.3. Comme on a 1 < py™P < pry~?,
on peut trouver un nombre réel ¥y dans I'intervalle |1, p}/ Py~ et, pour |z| < 2, |y < yo :

Zyp|t|+1tas(z) < ZngHQf(z) < ZIﬂygnﬂcp,Ym

tel tel n=0

78



4.2. Simplification d’arbres

et
> Q8 () < Y Q) < 3 Ly,
tel tel

n>0

dont on déduit que les séries numériques

> vQl(2) and ) yMQE(2)

el teT

convergent. Comme elles ont des coefficients positifs en z™y*, elles sont normalement comnver-
gentes, et donc holomorphes en z et y. Par conséquent, leur différence d(z,y) est aussi holo-
morphe en z et y pour |z| < z9, |y < vo- O

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que la fonction génératrice bivariée X admet
une singularité algébrique, et de prouver la Proposition 4.1.

Preuve de la Proposition 4.1. Soit F(z,y, z) = z—1—yzzP+2zd(z, y), qui satisfait F(z,y, X(z,¥)) =
0 pour tout z, y dans le domaine de convergence de X. Tant que d est analytique et que %—5 est
non nul, le théoréme des fonctions implicites affirmes que X est analytique en z et y (c’est une
conséquence directe du théoréme des residus qui permet d’écrire X(z,y) = Mu du
c F (Z, y,'U-)
pour une courbe appropriée C).

Soient zg et yo des réels comme dans le Lemme 4.4. Montrons que pour tout y tel que |y| < ya,
z — X(z,y) admet une singularité z = p(y) implicitement définie par une fonction analytique
et qui est du type quadratique dans un voisinage de y = 1.

Pour tout y, le systéme d’équations

{ F(z,y,x) = 0
8F _
Az

définit une singularité p(y) dépendant de y. Ce systéme définit donc implicitement une fonction
z = p(y). Réduisons ce systéme & une seule équation. Le systéme peut s’écrire

z—qg—yzzP+zd(z,y) = 0 (4.2.2.a)
1—pyeaP~! = 0. {4.22)0)

1
(4.2.2.b) se réécrit en zP ! = pve et le remplacement de zP par I% dans (4.2.2.a) délivre une

1-2zd
équation linéaire en x qui se résout en z = : zl . En injectant cette expression dans (4.2.2.b)
P
on trouve
p—1
1—2zd
1—-pyz ( 1 z ) = 0,
P
ou C(z,y) =0, avec
1 1\F! 1
Clz,y) = 7 (1 - 1—)) +yz(g — zd(z, y))p .

D’aprés le Lemma 4.4 portant sur d(z,y), la fonction C est analytique dans un domaine de la
forme { (z,%) | |2] < 20, |¥| < wo}, avec zg > p et yo > 1. De plus, elle vérifie C;(p,1) # 0. En
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conséquence, la singularité z = p(y) de z — X (z,y) est implicitement définie dans un voisinage

de y = 1 par C{p(y),y) = 0.
Comme la fonction définissant implicitement X satisfait

Fa(p,1,X(p,1)) = (p — LppX (p, )P > #£0,

p(1) est une singularité de type quadratique, et cela reste vrai pour p(y) si y reste au voisinage
de 1. Ainsi, il existe des réels 21, y1, et des fonctions analytiques A et B telles que p < 21, 1 < 13,
et X admet une représentation

X(z! y) = A(Z, y) + B(zsy) V C(Z’y)‘

4.2.3 Loi limite

Avant de faire appel an théorgme des quasi-puissances, nous devons établir la condition de
variabilité, ce qui est I'objet du lemme suivant.

Proposition 4.2 L’espérance u, et la variance v, de la taille des arbres simplifiés vérifient
tn = pn+ O(1),vn = Tn + O(1),
avec y €]0,1[ et T > 0.

Démonstration. Par analyse de singularité, on a I'asymptotique

[z"’]Xy(z, 1) dy(P, 1)
P'n [Zﬂ]Q(Z) ,u.'n, ( ) avec ,U T — 1 1
et
o = [2"] (X,2(2,1) + Xy (2, 1))
" [2"]Q(2)
L’expression de p nous montre que p est strictement plus petit que 1. On peut montrer que g
est non nul. Supposons en effet que I'espérance soit bornée par K.
Nous avons vi que tous les Q; étaient analytiques au moins jusqu’d zg > p, donc ¢’est aussi

le cas de
QQ[K’I = z Qts

teZ, 1<K

— 42 =Tn+ 0O(1).

qui est une somme finie de ;. Les coefficients de Q¢[x7 étant positifs, il est facile de voir
que, pour tout n, [2"|Q¢rx < Qgrx)(20)2;". Comme d’autre part nous avons [2"]Q(z) =~
Cqp™/Vnn3 pour une certaine constante Cg, cela entraine que

["1Q«ix1

o BRE)

et imy.oo pin 2 [K| + 1 > K, ce qui est absurde. O

Notons que si 7 = 0, cela signifie que la variance est bornée. On peut donc raisonnablement
penser que T est strictement positif dans le cas général, mais seuls des calculs numériques ou des
simulations permettent de corroborer ce fait dans des cas particuliers.

Il est maintenant possible de trouver la distribution limite de la taille des arbres simplifiés.
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Théoréme 4.1 On suppose la variance non dégénérée. Alors lo taille des arbres p-aires a une
distribution limite gaussienne, avec moyenne liy, et variance vy, telles que

p=lim £% =1 — p(p— 1)d,(p, 1)

n—o0 i

et

v = Jim = [pp—1) - (p— D -2 dylp, 1) - 3(p — 1)2*d(p, 1)

n—oo 1

+20%(p — Ddyz(p, 1) — 20 (p — 1)? dy(p, Dy (p, 1) — (p — 1)pdy2(p, 1).
Démonstration. Selon le Lemme 4.1, dans un domaine de la forme

D={(zy) | |2| <21, [yl <y}

pour un certain z; > p et un certain y > 1, X admet la représentation

X(z,y) = Alz,y) + B(z,)v/C(2,9)
avec A, B et C analytique,
B(p,1) #0
et

-1
C(z,y) = —% (1 - %)p +y2(l — 2d(z, )"

Comme d(z, 1) = 0, il est facile de voir que { = p est une racine simple de { — C({, 1). X satisfait
donc les conditions algebraico-logarithmiques du théoréme 9.8 de [85] p.68-69, qui établit une
limite gaussienne pour toute variable aléatoire Y,, de fonction generatrice de probabilité

[z"]X(z,y)
[z X (2,1)’

étant donné la condition de variabilité

Y,
tim Y2) 5
N—0 T
vérifiée par hypothése.
On sait & partir du méme théoréme 9.8 que p = im %E [¥,] et 7 = lim 1 Var(¥,) sont donnés
par les expressions

_Py(l)

p(1)’
e +p,(1) | (D))
7 o+ (20

Pour calculer ces valeurs, il est seulement besoin de résoudre le systéme d’équations
Cy(ﬂ, 1) =0, Cy2 (ps 1) =0,

et de remarquer que d;(p,1) = d,2(p,1) = 0, ce qui est plus simple que d’utiliser les dérivées
partielles Xy (z,1) et X,2(z, 1) et les égalités asymptotiques du lemme précédent.
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Pour le calcul de la moyenne, on a en effet d’une part

Clo(y),y) = 0
Cy(p(w), ) + py(¥)Clp(y),y) = O.

et d’autre part

—1
Clz,y) = —}) (1 — I—lj)p + yz (1 — zd(z, y))p_1
Cy(zy) = 2(1—2d(z,1))" " — (p— Dy2Pdy(z,y) (1 — 2d(z,y))"
Ci(z,y) = y(1—2zd(z,1))" " — (p— Vyz (d(z,y) + 2dy(2 3)) (1 — 2d(z, y))*
d’ol
Cy(p1) = p—p*(p—1)dy(2,1)
C,(p,1) = 1
Donc en y =1 (et p(1) = p),
py(l) = —ggﬁﬁ: 3

= —p+(p—1)pPdy(z,1)

_Pv_f)l) = 1—(p—Dpdy(z1)

Pour le calcul de la variance, on a d’une part

Cp2(p(y), 1) + 2 Co(p(1), ) + 20, Cy(0(3), ¥) = 0,
et d’autre part

Cplzy) = —2(p—1)2%d(2,y) (1 ~ 2d(z,9))" " — (p — Dy22dy(z,y) (1 — zd(2,9))P
+(p — 1)(p ~ 2)23d2(2,y) (1 — zd(z,1))*°

Coy(z,y) = (1—2d(z,9))"" — (p— yady(2,y) (1 - 2d(z, )"
—(p — Dyz (dy(2,y) + 2dys(2,9)) (1 — 2d(z,y))7 >
—(p— 1z (d(z,y) + 2d,(2, 1)) (1 — 2d(z, )"
+(p — 1)(p — 2)yz (d(z, ) + 2d(z, 1)) (1 — 2d(z,1))"

donc
C 2 + 2pyCzy

Pyr = _y—cz—

= 20%(p—1dy + p*(p — )dyp — p*(p — 1)(p — 2)d} + 204 (20(p — V)dy — 1 — p*(p ~ 1)dzy)
puis

2
s = _Petey (P_y)
p p

= Pp—1)(p—2)ds - 2p(p — 1)dy — p(p — )d,2
—2(1= (p - Vpdy (2, 1) (1 - 20(p — 1dy — p2(p— 1)) diy
+1— (p— Dpdy(2,1) + (1 — (p — 1pdy{2,1))*
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O

Des calculs numériques effectués par Ferndndez-Camacho dans [64] pour p = ¢ = 2 et
m =my =1 /2 donnent les valeurs u = 0.8196... et T = 0.2166... . Heuristiquement, Fernandez-
Camacho a aussi obtenu que g et T sont respectivement croissant et décroissant lorsque p et g
sont croissants.

4.3 Lois p-aires nilpotentes

Dans cette section, comme pour la simplification, nous définissons I'opération de réduction
4 travers un algorithme, établissons des fonctions génératrices et montrons le caractére gaussien
de la distribution limite de la taille des arbres réduits.

4.3.1 Algorithme et fonctions génératrices

Nous considérons maintenant un algorithme de réduction un peu différent de la simplifica-
tion. Nous travaillons maintenant avec un opérateur d’arité p, qui est nilpotent au lieu d’étre
idempotent : il existe un opérande particulier e tel que, si un arbre a des sous-arbres identiques,
il se réduit a e.

Des exemples de réduction, comme définis dans Pintroduction, sont, pour un opérateur © :
a ® b ne peut &tre réduit, a © o se réduit en e, (6 ©b) ® (a ©® b) se réduit ene, (a®0) ® (¢ ® b)
se réduit en e ® (a ©b), (e ©b) © (b ® a) ne peut &tre réduit, et (a ® a) © (a © a) peut se réduire
en e & travers la suite de régles simplifiantes :

(ea@a)®(a@a)—e@{a®a) o e®e—e,

(a@a)®(a@a) = (e®a)Pe—e@e—e

Nous définissons une procédure reduce de maniére trés similaire & la procédure simplify :
on remplace seulement les occurrences de simplify par reduce dans 'algorithme, et on définit le
résultat comme étant égal A e quand on trouve des sous-arbres identiques, au lieu d’étre égal au
sous-arbre commun lui-méme.

A titre d’exemple, 'expression ((c®a)© (b® b)) ® (a ©b) se réduit en e ® (a © b) suivant
la suite de régles

((eea)o(d0b))e(@Ob) - (0 (o)) @@b) —(eCe)®(a®b) -e@(ad®b).

On peut noter que dans cet exemple la réduction de 1'expression initiale méne a un arbre pos-
sédant plus de nceuds que 'arbre obtenu par simplification.

Nous considérons la classe R des arbres p-aires dont les nocuds externes peuvent &tre mu-
nis d’une des ¢ constantes e;,, dont le symbole particulier e = e, et dont les neeuds internes
comportent opérateur nilpotent. Comme précédemment, on affecte 4 chaque symbole a; une
probabilité ;.

La fonction génératrice énumérant les objets pondérés de la classe R par leur taille vérifie

R(z) = mz" =1+ 2RP(2).
teR

On note encore g la singularité dominante de R, et 7 = R{p).
Nous définissons & nouveau la notion d’arbre #rréductible, qui est un arbre qui ne peut étre
réduit. La classe des arbres irréductibles est isomorphe 3 la classe précédente définie dans le cas
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de la simplification : dans les deux cas, un arbre est irréductible si et seulement si tout noeud
interne posséde au moins deux sous-arbres différents. Comme il ne peut y avoir de confusion
possible, nous noterons encore cette classe Z. La fonction génératrice énumérant les objets de la
classe Z par leur taille est la méme série généraftrice I(z) que celle qui a été introduite dans la
section précédente. Soit p; sa singularité dominante.

Pour tout u € R, soit s{u) arbre irréductible vers lequel # se réduit. Définissons pour
tout arbre irréductible ¢ la fonction génératrice Ri(z) = 3. (u)= 721", et introduisons la fonc-

tion génératrice bivariée H(z,y) = 3 cp myl" @2l H est donné par équation fonctionnelle
suivante :

Lemme 4.5

Hew) = 1+us (P -2 (#4-1) 7).
teZ

Démonstration. Pour tout arbre irréductible £, on note R; la classe des arbres pondérés qui
se réduisent en {. Nous avons :

VaE{eg,"' ,eq}, Ra = ﬂ'a,@,

Re = 'ﬂ'e@ +®(RE,,"' :Re):
P
Vt=0(t, - ,tp) €T, Re = @i(Rey, -+ 1Ry,

ce qui, en termes de fonctions génératrices, devient :

Ya € {e1, - ,eq}, Ra(2) =,

Re(2) = me + zth(z)pa

teZ

VE=0O(t, - ,tp) €I, Ri(2) =zrp_[R¢j(z).

=1

Sommant ces égalités, nous obtenons I’expression voulue de H(z,y). O

4.3.2 Une singularité algébrique

Pour obtenir une représentation de la fonction génératrice bivariée H, nous devons montrer
que la fonction (z,y) — ¥ ,cq {y?I1+! — 1) RP(z) est analytique assez loin (Lemme 4.12). Pour
ce faire, nous allons encore une fois montrer que H; est analytique jusqu’a un certain 2z > p,
puis trouver des bornes supérieures pour R:(zp).

Lemme 4.6 Il existe € > 0 tel que, pour tout t € I, R; a un rayon de convergence au moins
égal d e.

Démonstration. Pour a # e, R, = 7, posséde un rayon de convergence infini. En déroulant la
relation de récurrence R;(z) = zH?_:l Ry, (2) pour t = ®;{ty,-- ,1p)t de taille au moins un, on
trouve I'égalité

Bu(z) = [ ol 2y,
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si bien que les R;, pour [¢| 2 1, ont méme rayon de convergence que R,. Il suffit donc de montrer
que R, converge an-dela de p.
R, est implicitement défini par
F(z‘l Re(z)) =0

avec

q P
"
Flz,y) =y—me—2) (l [ =i ‘Z'”y'”")
i=2

tel

Les coefficients de R, étant plus petits que ceux de R, il est clair que le rayon de convergence
de R, vaut au moins p. Pour montrer que R, converge au-deld, il suffit donc de montrer

oF
a—y(m R.(p)) > 0.
Or %E(z, Re(2)) =1 —pz ¥, 1 [te|RE(2)Re(2) L. Montrons que pour tout ¢ € Z,

[te| RE(p)Re(p) L < RY "} (p),

soit
lte| Re(p)Re(p) ™ < 1,

avec parfois inégalité stricte. Cette inégalité est clairement vérifiée pour ¢ = e, auquel cas on a
égalité, et pour |f|. = 0 — on a alors une inégalité stricte. Supposons qu’on ne soit pas dans ces
cas-13, ce qui implique |t| > 1.

Dans un arbre irréductible, tout nceud interne a au moins un fils différent de e. Cela se
traduit par l'inégalité (p — 1)[|t| > [t]e,

Donc

q
tel Re(p)Re(p) ™" = [tel [ b= Re(p)Hle

i=2
< (p— DftlpHrE-Dl

Orpourtousp=2etx 21, 0na

donc on a bien |te|Ry(p)Re(p)~! < 1 avec parfois inégalité stricte. Donc

S ltel B (p)R(p)! < Y REp) < (ZRt(P))

tel tel

-1

et

p—1
(p,Re(p )=1 —ppz jtelRE(p)Re(p) ™" > 1~ pp (ZRt(P)) = 1—mpR(pf’ = 0.

tel
a

A ce titre, nous utiliserons le lemme suivant, qui caractérise un ensemble de bornes supé-
rieures :
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Lemme 4.7 Soient f(y) :==1—n(e)+yP —y, etz > 0. 8i f(r —z) > 0, alors R.(p) < .

Démonstration. Soit Rz la famille des arbres de R ne comportant pas 1'étiquette e. On peut
injecter Rz dans un sous-ensemble de R dont aucun arbre ne se réduit en e. Cette injection ¢
se définit de la maniére suivante :

¢:Re — R\Re
tgRe — ¢
teER, — t

Si ¢ € Rg, deux cas de figure se présentent :

a) t possdéde un ncoeud interne de profondeur maximale tel que tous ses fils sont identiques,
égaux & . Alors ¢/ est 'arbre obtenu & partir de ¢ en transformant le premier fils en e.

b) ¢ posséde un neeud interne de profondeur maximale avec p fils qui sont des noeuds internes
dont pendent (éventuellement via d’autres nceuds internes) une méme succession d’étiquettes.
Du premier fils (par exemple), on remplace la deuxidéme étiquetie par un e.

Il est clair que ¢ est une injection stricte de Rz dans R \ R, puisque dans le cas b} par
exemple, on aurait pu choisir de remplacer la deuxiéme étiquette du deuxieéme fils.

Donc (Rz + R.)(p) < R(p)-

R(p) = 1+pRP(p)=7

Re(p) = 1—m(e)+ pRE(p)
Siz>7, Re(p) <1< 2.
Siz <7, onaura R(p) <z <Tsi

R(p) - Re(p) < =z
R(p)—z=7-2 < Ra(p)
r—o < l-n(e)+ pRE(p)

z 0 Rz(p) 7 +00
F(z) - 0 4+ 4o
1—mw(e) 400
f(z) B /"
—7(e)
On sait que 7 — & < 7, donc si f(r —x) > 0, cela signifie que 7 — z < Re{p). 0

Lemme 4.8 Pour p=2, R.(p) < 24/7(e).
Démonstration. g(r7 — z) > 0 s’écrit

T—2z < 1-—mu(e)+ p(r— )P,
1+4prP—z < 1—m(e)+ p(r —z)?,

ﬂ-(e)—_x-l-rp—(f—:r)” < 0.

o
Pour p = 2, il vient 4m(e) < 2. En fait on a une équation du second degré et le résultat exact
Rg(p) = T — 24/m(e). Donc R.(p) < R(p) — Re(p) = 2/ (e). O
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Lemme 4.9 T existe ¢ > 0, zg €]p, p1l, v < /pr tels que pour tout t € Z,
Ry(20) < /meey™. .

Démonstration. De p = 1/4 on déduit \/pRe(p) < \/7(e).

Pour tout ¢, nous avons Ry(z) = []L, wltl‘zlﬂ_tt'eRe(z)"t'e, si bien que

q
Re(z) =T+ Z Hﬂltlizltl_uhRe(z)lﬂg.

tel i=2

Une application du théoréme des fonctions implicites permet de montrer que R.(z} est encore
analytique au voisinage de p, si bien R, est analytique au-deld de p. Soit 2p €]p, pi[ tel qu’on ait
encore

VZoRe(20) < V7 (e).

Soient alors ¢ = 7, 1/ 2, et v = /2p. On a Re(z) < cre7°. Remarquons ¢ > 1, done pour toute
étiquette a # e, Ra(20) = ma < cmaY°.
Par récurrence, on obtient que pour ¢ = o(u,v) de taille > 1,

Ry(20) = 20(RouRy)(20) < mumty2oy™ P = myc(2pe)yl1=1 = myelt,

puisque zpc = /20 = 7. (]

La preuve d’une inégalité du type R:(zp) < mcy™ avec 47 < pr peut encore se faire de
manidre similaire pour p = 3 en utilisant la relation de récurrence R.(2) = ZH?=1 R;;(z}, mais
plus pour p 2 4, ot il sera nécessaire d’utiliser une relation du type

g
[tls |t~ ¢
H"Ti i, ltl IEeRe(z)I !e,

i=2

ol |t|e est le nombre de fois ol le symbole e apparait dans l'arbre ¢. Ce deuxiéme schéma de
preuve marchera pour p > 3 (il ne marcherait pas pour p = 2, comme le montreront les calculs).

Pour établir cette inégalité dans le cas p > 3, nous introduisons afin de simplifier les calculs
la série génératrice comptant les arbres par le nombre total de nceuds, M(z) = 2+ zMP(z), avec
p Varité de 'arbre, et M; la série génératrice des arbres se réduisant en ¢ comptés par nombre
total de noeuds. Pour tout arbre ¢, on note || ¢ || son nombre total de nceuds. Nous montrons le
lemme suivant :

Lemme 4.10 Soient ¢ la singularité dominante de M, et p; la singulerité dominante de la
série génératrice des arbres irréductibles comptés par nombre total de neeuds. Alors il existe
g’ > 0 tel que pour tout arbre t, M; posséde un rayon de convergence au moins égal & p' + &’ et

Mo+ &) < w22
Démonstration. Soit 7/ = M(p'). Nous avons

, p-—1 1 ' 1 P
=———V——ﬂ r:ﬁ#——:——— <1.
P P p—1 p—1 p—lp
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Montrons que M, posséde un rayon de convergence strictement supérieur & p’. Pour tout ¢, nous
tli _|l¢l[— .1
avons M(z) = [[L, ‘JT,E; b el ltle M, (2)ltle, si bien que

q
Mo(2) = mez+ Y [ i lell=ltle ag, (z)He.
tel i=2

Une application du théoréme des fonctions implicites permet de montrer que M,(z) est encore
analytique aun voisinage de p’, si bien que g est strictement inférieur & son rayon de convergence.
Il est clair que Me(p') < 7'. Soit &’ > 0 tel que p’' +¢’ < pf et que M,(p’+¢’) soit convergent,
avec tOlleUI'S Me(pl + E’) < 7. L’expression Mt(z) = Hg=2 Wﬁt]iz]'tll_JtleMe(z)|ﬂ= montre que les
M, ont méme rayon de convergence que M,.
On aura

1 q
i - il : Il
My +¢) = H"d:tl o +Er)lltll |t|eMe(p! + Er)me < 7r1s1/1: [ = Hﬁiﬂ /p /—_Ad:'[

=2 i=1
q

(p’ + &-’)”t" |t|eMe(p’ + E’)iﬂe < H,ﬂ.lt't/P leﬂe \/pTI” I
i=1

si
fell-1e) T el
AT M + Yl < []m el /i
i=1
g

i
i=1

Mo + EI)|t|g < H altle/p=lts it prt;Ie—lltIIﬂ
£
Or pour tout t # e € T,
-1
e < 2= T1tll (et fz<1).
En effet, si ||t}} est le nombre total de nceuds d’un arbre p-aire et |t] son nombre de nceuds
internes, alors ||¢||= p[t| + 1, ce qui entraine || <||¢|| /p. Dans un arbre irréductible, tout nceud

interne a au moins un fils différent de e. Cela se traduit par I'inégalité (p — 1)|¢| > [t|e, puis en
utilisant 'inégalité précédente [t < 252 ||¢|| . Il suffit donc

g

t]s/p— It [tle~ 525 [tle/2 1) 251t [tle— 525 1t]e/2
Me(p’+e’)|"= < Hﬂl li/p II.WLtJeprI -1 =,,rt(v )p WLtleP’I -1
i=1
L ye 9 _ 1--2 /2 (o) P2
Me(p""e’) < 'JTe(p )p_lﬂeﬂﬂlﬂ’/p lt'iP’I »-l ‘-:H?Ti(p ) ip;;:p—1
i=2 i=2

Or
ﬁ“’z‘(%q)ltli >1,
=2
donc il suffit
M(p' +£) < p’?% :
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4.8. Lois p-aires nilpotentes

—2
En fait, on montre 7’ < p '26-D ; ce sera vrai si

o) < (5 ()

— B < @_1)(1‘5)2(1»— = (p-1)5 = (p—1)5
= P T < (-1

— 1 <« (p — 1) _Ep2(p—1)_§

— 0 < (1——) log(p — 1)+ (%—1) log p.

Le membre de droite vaut 0,187... > 0 en p = 3 (et nul en p = 2}, et sa dérivée

1 1 1 1 1 1 1
-+ sloglp—1)+ ——=—+4 sloglp—1)+ —/———
P p-Dh+ -1 2 2 p° (v 2p(p - 1)
est strictement positive, done c’est une fonction croissante en p, et 'inégalité est vérifiée pour
2

—2 —
= 3. Donc on a bien M.(p'} < 7' < p'ﬁf;,Tﬁ < p'gh. O

Lemme 4.11 Soit p = 3. Il existe ¢ > 0, 20 €]p,p1l, ¥* < pr tels que pour tout t € T,
Re(z0) < ey,

Démonstration. Fixons p > 3. Soit &’ > 0 comme dans le lemme précédent, tel que pour tout
[
Mg +¢) < ﬂ.1/10‘0!iltII/2

Posons zy = (p' + €')P. Etant donné M;(z) = zR¢(z), p P et pr = p'%, il vient :

(pl +E’)Rt((,0’ 4 Sf)p) < ,n,]-/P f||t||/2
1 _j_{ﬂ
zg By(20) < 7%1/%'1

Ri(20) < 2°p] “'t/p

1

Il suiffit de poser ¢ = zo_ ;p?’m’ et v= p}/ 2 pour avoir le résultat voulu, puisque
=2
Y= pI =pr® - pr,
avec pff"”/ 2<1des quep > 2. d

Lemme 4.12 Soit g(2,9y) = Y ez (™11 — 1) RP(2) la fonction telle que H(z,y) = 1+
2H(z,y)™ — 2g{z,y). Il existe zy > pr et yo > 1 tels que g(z,y) est holomorphe en les deuz
variables z et y dans le domaine |z| < zg, |¥] < wo-

Démonstration. Soient ¢, 2g et v comme dans les propositions 4.9 ou 4.11 suivant p = 2
ou p > 3. Soit yo € |1,4/pry~?[. Alors pour |z| < 29, |y| < yo, les relations suivantes sont
satisfaites :

Z (yp|t|+1) RP(2) < z (yplti+1) RPz) < ZI (ypnﬂ) PP

teT tel n>0
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Chapitre 4. Simplification et réduction d’arbres p-aires

D Ri(2) <Y RE(a0) < ) Inc®y™.

tex teT n>0
De yh+* < pr et 4P < pr, nous déduisons que les deux séries numériques

SAHEG et Y RR)

tel tel

convergent. Comme les deux séries ont des coefficients positifs en 2”y*, elles sont normalement
convergentes, et donc holomorphes en z et y. Leur différence g(z,y) est par conséquent aussi
holomorphe en z et y. 3|

Comme c¢’était le cas dans la section 4.2, nous pouvons montrer que H suit un schéma
algébrique :
Proposition 4.3 Il existe des réels z1 > p, 11 > 1, et des fonctions analytiques A, B et C telles
que, dons le domaine
D={(zy) | |zl <z, ly] <@},

H admet la représentation H(z,y) = A(z,¥) + B(z, 1)V C(z,¥).

Démonstration. Nous procédons comme dans la preuve de la Proposition 4.1, en considérant
la function (z,y, ) — z — 1 — y2z? + 29(2,y). O

4.3.3 Loi limite

Nous sommes maintenant capables de déterminer la distribution limite de la taille des arbres
réduits.
Théoréme 4.2 On suppose la condition de variabilité vérifiée (i.e. lim %2 > 0). Alors la

n—o0
taille des arbres p-aires réduits admet une distribution limite gaussienne, et la moyenne iy, et

la déviation standard o, sont asymptotiquement linéaires en n, avec
lim 42 = u et tim Z° =7,
n n
ot p=1—p(p—1)gy(p,1) et
7= [o(p—1) — (p — ) - 2)p*] g (0, 1) — 3(p — )*p?g} (p, 1)
2
+20*p — 1gy:(p, 1) — 20° (P — 1)° gy (p, gy (0, 1) — (m — 1)pgy2(p, 1).
Démonstration. Elle est identique 4 celle du Théoréme 4.1. d
Des calculs numériques pour p =g =2 et 7, = % donnent les valeurs u = 0.8162... et 7 =

(.2469.... Le taux de réduction moyen n’est pas beaucoup plus petit que le taux de simplification
moyen.

4.4 Regles d’absorption

On considére des expressions booléennes, représentées par des arbres d’expressions qui sont
des arbres binaires complets, soit réduits & une feuille, 4 savoir V, F ou un littéral, soit formé &
la racine d’un opérateur V ou A, et de deux sous-arbres d’expression booléenne.

Nous allons voir qu’on a toujours une distribution limite discréte, avec un jeu de réductions
plus restreint.

On introduit les régles de réduction suivante :

90



4.4. Régles d’absorption

Absorption (4 régles) Elément neutre (4 rigles)
fAF — F fAV — f
FAf - F VAf = f
fvv — V fVF — f
Vvvf - V FVvf — f

Par la suite on notera © et & les opérateurs A et V, pour souligner que nous nous trouvons
dans une algébre de Boole.

On se place dans le modéle suivant : les opérateurs ® et @ sont équiprobables. On tire V et
F avec des probabilités chacune égale & p/2, et on tire une variable générique X avec probabilité
g = 1—p. On associe 4 chaque arbre son poids, qui est le produit des probabilités de ses opérandes
et de ses opérateurs.

Notons qu’étant donné les régles de réductions considérées, on n’a pas besoin de distinguer
les variables les unes des autres, si bien qu'on notera X n’importe laquelle de ces variables.

Nous appellerons taille d’une expression le nombre de ses opérandes, ce qui revient au nombre
de feuilles des arbres correspondants.

Notre modéle est différent de celui qui est étudié [31] puisque nous ne considérons pas toutes
les régles de réduction. Par ailleurs nous étudions la taille limite des arbres réduits, et pas la
probabilité qu'un arbre représente une fonction booléenne, classe d’équivalence d’expressions
booléennes.

4.4.1 Séries génératrices univariées

On s’intéresse d’abord aux séries génératrices des arbres se réduisant en un arbre donné.

Proposition 4.4 Soit, pour tout arbre t, S, lo série génératrice des arbres se réduisant en t.
Soit B la série génératrice des arbres de Catalan. Alors

r
SV = EB,
Sr = Sv,

etpour tout f=FL O faou f = fi ® fo,
1
5 = ESfIsz + 25v ;.
Démonstration. Les séries génératrices s’écrivent
P 1 1
Sv = Sz+[feVIg(B-5Sv)Sv+[VefloSv(B - Sv)

1 1
+Ve V]ES% +Voe V]§S?,

P pz/2 pz
A Sy S B e v
pz(l—+4/1—42) »p
= .
4z 2
Sp = Sy.
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On a 4 régles d’élément neutre, chacune avec poids 1/2, ce qui se somme & 2, d’ot

gz gz -
l—pB_l_p(l_—@)

2

Sx = ¢z+25vSx =q9z+pBSx =

1
§ = ESfIsz + 25y 5¢.

O

Notons que la singularité —g/p? qui semble apparaitre dans la dernire expression de Sx est
artificielle, et qu’elle apparait parce que nous avons voulu avoir un dénominateur sans radical,
et multiplié numérateur et dénominateur de la premiere fraction par la quantité conjuguée de
1-pB.

On introduit la notation [J pour une étiquette V', F ou X. En particulier, Sg = Sy +Srp+Sx.

4.4.2 Série génératrice bivariée

Nous introduisons maintenant la série génératrice bivariée énumérant les arbres & la fois par
taille (variable z) et par taille de l'arbre en lequel ils se réduisent (variable y).

Proposition 4.5 Soient I Uensemble des arbres irréductibles et H(z,y) la fonction génératrice
bivariée des arbres d’expressions booléennes énumérés par taille et taille d’arbre réduit. Alors

H(z,y) = ySo+ (H — 2ySy)* + 25v (H — 2y50).

Corollaire 4.1 H admet pour expression

1-2(1 - )8y — /(1 — 21 - y)Sv)? — 4 (ySo — 4SvSo + 425?)

H(z,y): 9

Démonstration. Introduisons les sous-ensembles de 7 suivants :

I"=I\{V,F}; 17 =I\{V,F, X}
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4.4. Régles d’absorption

On a alors
H(zy) = Y ye0ll1 =3 "ylg (2
teB tel
= ySo+ Y ySy(z)
tEI'*
= ySo+ Y YRS, 6 (2) + Shen(2)
t1,ta€T*

1 1
= ySo+ »  ylbHeEl (Estl Sta(2) + 25v Styeta + 55450 (2) + 2SVSt1@t2)

t1,b0€T*
= ySo+ Z yitltialg, 5, 4 ogy, Z Y (Styets + Strot)
t1,taT* t1,ta€T*; t=o(t1,iz)

= ySo+ (H —2ySv)? + 25y (H — 2ySn) .

4.4.3 Distribution limite

La proposition précédente permet d’avoir une expression exacte de H(z,y). Pour en extraire
la distribution limite, nous allons en fait calculer exactement les séries génératrices des arbres
de paramétre k (taille de ’arbre réduit), puis par analyse de singularité trouver la probabilité

qu'un arbre, dont la taille tend vers Vinfini, se réduise en un arbre de taille %.

Théoréme 4.3 La taille des arbres réduits selon les régles d’absorption ou de multiplication

par un élément neutre admet une limite discréte, donnée par la série génératrice

9(y) =py+pf ((li—yq)g) .

ol on a posé

@ ==z 3

2z 1—v1—4x

Démonstration. Posons K(z,y) = H(z,y) — 2ySv(z). Il vient

K = (1-28y)ySx +25vK + K?

1—4/1-4y5%
= (1—231;) 1-25%

2

Pour k£ 2 1 on a, en utilisant les expressions précédemment trouvées

=_ 9% =P
Sx(z) = 1—pB(2) et Sy 2B,
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k
WK = (1-2Sv) (I—S%V) Cr—1

= (g2)*(1 - pB)"%*Cy 4
(g2)*Ch_1
(1 - pB)?-1

2k—1
k q+pB
= Cr_
(qz) k—1 (q+p23)

= @) Chalg+72) Y (g4 L (1-vIi—m))"
= (22)"Ci1(2g +2%2) D (20 +p (1 - vI=42))*
= (g2)*Ce1(2+2p%2) "D (2g +p—pvT —22) "
= (g2)*Ci1(2q + 29%2) "D (2q 4+ p) —pvVT—22) .

Donc
K~ [2"(a2)Cron (20 +29%2) " F D (2K — 1)(2q + p)* P (—pvT — 42)

1 1
~ . 200 Ce1(20 + 297 )V (2K — 1)(24 + p)**Cp.

n—00
D’autre part,
gz (¢ + pB)gz
Sp = 8x + 25y 1_MS,+1::B P +pB,
d’olt
mon ~ (P24
[Z ] O 00 (q+p2/4 +p) Cn—l-

Donc pour tout k on a
["y*1H (z,0)
oo MH(z1) | F

avec g(y) = Y, pry* d’expression

g(y) — ( pQ/4 ) +Z Q/ ) Ok-—12 (2k_1)(2q+p)2k—2yk

¢ +p*/4 & Qa+2 p2/a) "
L 24+ _ a/4(2¢ +p)’y \*
T g(% Do ((2 +2p?/4)* ) .
Si on pose
2 1—+/1—4zx
f(:l?) — /—1 — - 2 ’
alors

_ 20+20%/4 , (9/42¢+ D)%y _ ay
g(y) =py+2p 22+ ) f((2q+2p2/4)2) ‘py+pf((1+q)2)'

On a toujours (l—fag < % car 0 < (1 — g)? donc f est analytique au-dela de 1, de méme pour g.
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21—z 2
1 1
g(1) = p+p————x -3
2, /1~ 4t 2
1 1
= p+p -
1- 2
2(359)
_ p(1+q+pl-q 1
2(1—gq) 2
- 1
2 2
= 1.

On en déduit que g est bien une série génératrice de probabilité, et on a une limite discréte
donnée par g. a

Corollaire 4.2 La moyenne de la taille limite des arbres réduits dans le modéle précédent vaut

P -2 +6p—2
i .

p
Démonstration. I suffit de calculer g'(1).
’ q 2
g) = p-p
(2—p)? aqy )%
(1~ o%)
2
"My = pe g
T T ey
T+q
_ . _2pq(l+9q)
(1-g)?

1-p)}(2—
p_2( p)g )

p®—2p% +6p—2
p .

4.5 Conclusion et questions ouvertes

Nous avons prouvé que la taille des arbres simplifiés (loi idempotente) et réduits (loi nilpo-
tente) sont asymptotiquement gaussiennes, alors que seules la moyenne et la variance étaient
connues avant., Notre schéma de travail permet aussi d’affirmer, dans le cadre du théoréme des
quasi puissances, que la vitesse de convergence vers une limite gaussienne est en O(1/+/n) grice
aux inégalités de Berry-Essén.

Pour les lois idempotente et nilpotente, on voit que la simplification ou la réduction n’apporte
pas un gain en place probant. En revanche, la présence de lois de type absorbant méne & des lois
limites diserétes, ce qui rend la réduction trés intéressante.
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4.5. Conclusion et questions ouvertes

Un développement naturel consisterait a étendre cette étude a une plus large famille d’arbres,
et & mélanger de maniére plus sélective les différents types d’opérateurs.

Un défi aussi difficile et intéressant consisterait a étudier les distributions des limites des
coiits des algorithmes de simplification et de réduction. Leurs moyennes sont connues (pour les
lois idempotente et nilpotente) et sont linéaires en 7, mais leurs variances n’ont pas encore été
calculées. Leurs distributions en sont d’autant plus inconnues.
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Chapitre 5

Energie de structures secondaires
d’ARN

Les molécules d’ARN jouent un role fondamental dans la transmission du message génétique
contenu dans 'ADN aux protéines chargées des fonctions cellulaires. Leur forme de repliement
est liée & leur fonction biologique, si bien qu’elle revét une grande importance pour les biologistes.
Les structures secondaires, version bidimensionnelle de ce repliement, capturent déja une grande
partie de l'information contenue dans cette forme de repliement.

Depuis que M.S. Waterman [209, 208] a formalisé les structures secondaires d’ARN, celles-ci
font 'objet d'une étude intensive de la part des informaticiens [24, 55, 56, 92, 97, 117, 184, 197,
196, 216], en particulier autour de la prédiction de la forme des structures secondaires & partir
d’un mot d’ARN, qui se traduit souvent par la minimisation de 1"énergie de la molécule d’ARN
calculée & partir des structures secondaires possibles.

Trés vite sont apparues des séries génératrices pour énumérer les molécules d’ARN [106],
et Markus Nebel, tout récemment, donne une approche plus fine de ces molécules pour étudier
la. distribution de la présence de conformations particuliéres type boucle, épingle, etc. (voir la
définition de ces conformations particuliéres plus bas) [163, 166, 167, 168).

Dans ce chapitre, nous étudions la distribution limite de 1’énergie de structures secondaires
d’ARN tirées de manigre complétement aléatoire, dans un modgle simplifié & base de grammaires
S-attribuées {130, 136, 137, 135], qui généralisent les grammaires attribuées. Dans un modele
encore plus simple, Xiong et Waterman [212] montrent 'existence d’une distribution limite
de l’énergie optimale & 1'aide d’une généralisation du théoréme de Kingman [126] (affirmant
la convergence de suites sous-additives vers sa limite inférieure), appliquée & la surmartingale
qu’est 1’énergie. Ils obtiennent des ordres de grandeur & 1'aide de simulations.

Nous nous intéressons ici d’abord & la distribution limite des énergies de structures secon-
daires non optimales, dont on montre qu'elle est gaussienne & I'aide du théoréme des quasi-
puissances, avec des paramétres (espérance et variance) calculables numériquement & 'aide de
Maple. Nous ébauchons ensuite, suite 4 une idée de Jean-Marc Steyaert, grice d'une part &
cette étude, et d’autre part également & des simulations permettant de connaitre les ordres de
grandeur des énergies optimales, comment améliorer en complexité 1’algorithme AMSAG, qui
recherche la structure secondaire optimale d'un mot d’ARN donné.
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5.1 Rappels

On peut représenter des structures secondaires par des arbres de dérivation de grammaire.
On fait correspondre & chaque régle un attribut, correspondant physiquement & de 'énergie. On
a indiqué des exemples d’attribut dans la figure 5.2 ci-dessous.

/G\
G G

/ L3

\A——U .
|

|
A U.

| A A
G—C a
/ \ z

GAAGGGUUAZC

F1c. 5.1 — Portion de structure secondaire. Fi1G. 5.2 — Arbre de dérivation correspon-
dant.

5.2 Grammaire

Dans un mail daté du 27 décembre 2001, inspiré par [135], Jérome Waldispiihl propose la
grammaire suivante :

Struct -> Loop | * | Struct Loop | Struct *

Loop -> ( Loop ) | ( Hairpin ) | ( LoopSeq )} | ( Internal )
Internal ~> * Rgauche | Rdroite * | * B_int *

Hairpin -> Hairpin # | * * *

LoopSeq -> Loop | #* | LoopSeq Loop | LoopSeq *

Rgauche -> * Rgauche | Loop

Rdroite -> Rdroite * | Loop

B_int => * B int | * B.int | Loop

Afin de disposer de notations plus légéres, notons les éléments de 'alphabet de la grammaire
ci-dessus par des lettres, en général l'initiale, sauf pour LoopSeq désigné par T comme Tréfle
(méme si on n’a pas forcément un tréfle), et pour Rgauche et Rdroite respectivement notés G
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et D comme Gauche et Droite, ce qui se réécrit :

§ — L|*|SL|Sx
L — @ @@
I — xG|Dx| xBx
H — Hx | xxx

T — L|*|TL|T=*
G — *xG|L

D — Dx|L

B — B=x|*B|L

Les parenthéses autour de M ou de S correspondent & une paire de bases appariées A — U,
U—-A,G-C, C -G, et chague paire de parenthéses donnent en fait lieu & quatre dérivations.
Les autres lettres correspondent respectivement & :

boucle extérieure

hélice ou échelle

boucle interne de tout type

épingle (hairpin)

suite de boucles

renflement & gauche (bulge), ou boucle proéminente

renflement & droite

[ovill w B e W R~ R I )

boucle interne bilatérale, ou double renflement (& droite et & gauche)

Les étoiles * se réécrivent chacune en une des lettres A, U, G ou C.

5.3 Energie

La structure secondaire d’un ARN correspond & I'énergie libre maximale de la molécule. Cette
énergie est négative, donc il s’agit de minimiser I'opposé de cette énergie. Afin de manipuler des
grandeurs positives, on travaillera avec I'opposé de ’énergie libre, et lorsqu’on parlera d’énergie,
il s’agira toujours de 'opposé de I'énergie libre. On note a et b les énergies A — U et G — C.
On reprend les notations de [212] pour les énergies (positives) des différentes sous-structures
(k=21):

£(k) =Tk + 7= énergie de fin de boucle {hairpin} de k bases

B(k) = Ak + Ao énergie d*un bulge de k bases

¥{k) =¥k + g = énergie d'une boucle intérieure de k bases

p(k) = ¢k + ¢p = énergie de k bases non appariées dans une boucle multibranchée

De maniére heuristique, en s’appuyant sur les tables de valeur données en kcal/mole dans
{135] p.57-58, on trouve en interpolant avec Maple :

> #boucle proeminente
> fit[leastsquarel(x,yl]1](I(I1,2,3,4,5,6,7,8,92,10],
> {3.9,3.1,3.5,4.2,4.8,5.0,5.1,5.3,5.4,5.5]1);
y = 3.166666667 + .2569696970 x
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> #epingle a cheveux

> fit[leastsquarellx,y]11(([[3,4,5,6,7,8,9,10],

> [4.5,6.5,4.9,5.1,5.2,5.5,5.8,5.9]11); .
y = 4.278571429 + 1571428571 x

v

#boucle interne
fit[leastsquare[[x,y]]]([[2,3,4.5.5,7-8,9,10],
i4.1,4.5,4.9,5.3,6.7,6.8,6.0,6.1,6.211);

y = 3.810000000 + .2650000000 x

donc on prend 7 = 4,279, 70 = 0,157, A = 3,167, Xy = 0,257, ¢ = 3,810, 10 = 0, 265.

En jetant un coup d’eeil & la table correspondante, on prend une moyenne de 0,1 pour
Iénergie de mauvais appariement terminal, d’oli ¢ = 0,1 et ¢g = 0. En regardant la table des
énergies des empilements, on prend en moyenne a = e(AU) = —1 et b = ¢(GC) = —2 pour les
énergies de liaison. Il faudra raffiner ces valeurs plus tard, d’une part numériquement, et d’autre
part qualitativement, en considérant effectivement des énergies d’empilement et pas seulement
de liaison.

v Vv

5.4 Série génératrice (SG)
5.4.1 Nature de la loi limite

On énumére les ARN par taille (nombre d’acides aminés) et opposé des énergies a 'aide des
variables z et u. On note les SG avec les mémes lettres et on trouve :

S(z,u) = L{z,u)+ 42u®™® + S(2,u)L(z, u) + 42u®S(z, u)

L{z,u) = 222(u® +u®)(L(z,u) + H(z,v) + T(z,u) + I(z,u))
I(z,u) = 4zu™(G(z,u)+ D(z,u)) + 422229 B(z, u)

H(z,u) = 4zu"H(z,u)+ 435571

T(z,u) = L{z,u)+ 420t + T(z,u)L(2,u) + 42u®T (2, u)
G(z,u) = 42u*G(z,u) + L{z,u)

D(z,u) = 4zu*D(z,u)+ L(z,u)

B(z,u) = 2x4zu¥B(z,u)+ L(z,u)

On remarque S =T et G = D. On résout du bas vers la haut.

S est une fonction de la forme A(z,u) + B(z,u)+/C(z, u), et admet en tant que fonction de
z une singularité dominante p(u) de type quadratique, racine de z — C(z,u), et 2z — A(z,u) et
z — B(z,u) sont analytiques sur un intervalle de la forme [0, p(u) + ¢]. C’est une racine simple
— sauf valeurs numériques exceptionnelles —, et on a :

"1(:) = fp)etw) " (140 (1)),

D’aprés le théoréme des quasi-puissances de Hwang[85], on a une limite gaussienne suivant une
convergence en loi : si on note X, 'énergie d'un ARN tiré uniformément parmi tous les ARN de
taille n, et p,, et o2 respectivement la moyenne et la variance de cette variable aléatoire, alors

pour tous «, 3, on a
2

_ 8,
Pr[a<M<ﬁ] n:-%of e 7 dx.
Tn o
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On trouve pu, et o, par les formules

_ {2"]8u(z,1) o? = [27](Sy2(2,1) + Su(2,1)) _ [2"]Su(z,1) 2
= TmlS(1) o= 275z 1) ( 298z 1) ) :

5.4.2 Moyenne et écart-type
Energie et nombre de liaisons A — U et G~ C

On peut affiner 1’étude précédente prenant en compte le nombre de liaisons A —U et G —C
présentes dans la structure secondaire et intervenant dans le calcul final de Iénergie de cette
structure secondaire.

On calcule la moyenne de ces parametres, et la matrice de covariance entre ’énergie de la
molécule, le nombre de liaisons A — U, et le nombre de laisons G — €, en introduisant d’autres
variables v et w pour énumérer ces deux derniers parameétres, si bien qu’a la place de la série
bivariée L{z, ) on a notamment la série quadrivariée

L(z,u, v, w) = 22%((uv)® + (vw)®)(L(z, %, v, w) + H(z,u,v,w) + T(z,u,v,w) + I(2,u,v,w)).

Les grandeurs voulues se calculent en effectuant des dérivations par rapport & la variable
idoine dans la série S(z,u, v, w), en faisant u© = v = w = 1, et en effectuant Pasymptotique de la
série génératrice univariée obtenue.

En effectuant des calculs similaires aux précédents avec Maple, on trouve finalement :

a:=1000;b:=2000;
tau:=4279;tau0:=157;1lam:=3167;1am0:=257;
psi:=3810;psi0:~265;phi:=100;phi0:=0;

B:=golve {B=2%z*u" (psi)*B+L,B);
DD:=solve (DD=z*u" (lam)*DD+L,DD) ;

G:=DD;
T:=solve{T=L+z*u" (phi+phiQ) +z*T*L+z*u"phi*T,T);
H:=so0lve (H=z*u" (tau) *H+z"3+u" (3*tau+tauld)} ,H);
II:=solve(II=z*u" (lam+lamQ)+z"2*u~ (2*phi+phi0)*B,II};

#changement par rapport & 1l’univarié
24z~ 24X (L+H+T+IT) * (z4u~100+=z#L-1) ;
expr:=simplify(%);
LL:=solve(L*(z*u~100+z*L-1)=expr,L) ;
subs(X=1,LL[1});
series{subs{{X=1,u=1},LL[1]),z,5);
series(subs({X=1,u=1},LL[2]),=.5);

#0n choisit la deuxieéme solution
L:=subs (X=(u*ua) ~a+(u*ub) "b,LLL2]};

S:=solve(S=L+z*u" (phi+phi0)+z#S*L+z+u"phi*S,8);

80:=subs({u=1,ua=1,ub=1},8);
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SM:=proc(i,j,k)
option remember;
local res;

#if i*j*k=0 then subs({u=1,ua=1,ub=1},8); £fi;
if i>0 then reg:=diff(S,u$i); else res:=5;fi;
if j>0 then res:=diff(res,ua$j);fi;
if k>0 then res:=diff{res,ub$k);fi;
subs({u=1,ua=1,ub=1},res);

end:

#Ajout de la librairit algolib
libname:="$HOME/AlgolibMaple7/algolib",libname:
libname:="/auto/algo/mnguyen/AlgolibMaple7/algolib”,libname:
readlib(equivalent):

Mom:=proc(i,j,k)

#option remember;

local res;

#if i*j*k=0 then subs({u=1,ua=1,ub=1},8); fi;

if i=2 themn res:=evalf (equivalent (8M(2,0,0)+8M(1,0,0),z,n,3));fi;

if j=2 then res:=evalf (equivalent(SM(0,2,0)+5M(0,1,0),z,n,3)};fi;

if k=2 then res:=evalf(equivalent (SM(0,0,2)+5M(0,0,1),2,n,3));fi;

if i<2 and j<2 and k<2 then res:=evalf(equivalent(8M(i,j,k),z,n,3));fi;
Tes;

end:

num:=evalf (equivalent (SM(0,0,0},z,n,2));

Cov:=proc(i,j,k)

#option remember;

local res;

if k=0 then res:=Mom(i, j,k)/num-Mom(1,0,0)*Mom(0,1,0)/num"2;

elif j=0 thea res:=Mom(i,j,k)/num-Mom(1,0,0)*Mom{0,0,1)/num"2;
elif i=0 then res:=Mom(i,j,k)/nun-Mom(0,1,0)*Mom(0,0,1)/nun~2;£i;
res:=evalf (gdev(res,n=infinity,4));
end:

Var:=proc(i,j,k)
local res;
#option remember;
if k=2 then res:=Mom(i,j,k)/num-Mom(0,0,1)"2/num~2;fi;
if j=2 then res:=Mom(i,j,k)/num-Mom(0,1,0)"2/num"~2;fi;
if i=2 then res:=Mom(i,j,k)/num-Mom(1,0,0) "2/num~2;fi;
res:=evalf(gdev(res,n=infinity,4));
end:

Moy:=proc(i,j,k)
local res;
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res:=Mom(i, j,k) /num;

res:=evalf (gdev(res,n=infinity,4));

end:

#BRESULTATS

X,Y,Z : energie, #liaisons AU, #liaisons GC

Moy(1,0,0);
345.6109241 11142,498186 1
714.0634242 n + 870.973221 - -- - + — ——we 4 O(——==)
1/2 n 3/2
n n
Moy (0,1,0};
84.02983606 2359.967909 1
173.6132405 n - 22.0308706 - ~——=——————— + m————————— + 0{~——-)
1/2 n 3/2
n n
Moy (0,0,1);
168.0696706 4719.935723 1
347.2264777 n - 44.061760 - —————- + - ———— + 0(-—==)
1/2 n 3/2
n n
Cov(1,1,0);
2 3/2 1/2
L0020 n + .01543978883 n - 95452.1043 n + O0(n )
Cov(1,0,1);
2 3/2 1/2
0040 n + .03087957766 n + 156322.2593 n + 0O(n )
Cov(0,1,1);
2 3/2 1/2
00096 n + .007598892935 n - 144351.6321 n + D(n )
Var(2,0,0});
2 3/2 1/2
.0084 n + .06340477544 n + 970613.845 n + O(n )
Var(0,2,0);
2 3/2 1/2
00048 n + .0037756246171 n + 101437.4229 n + O(n )
Var(0,0,2);

2

3/2

.0020 n + ,01500418350 n

+ 40b6749.

1/2
6933 n + 0(n )
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Donc si on note m le vecteur de la limite des moyennes de 1’énergie des ARN, du nombre de
liaisons A — U, et du nombre de liaisons G' — C, divisés par n et X la matrice de covariance de
ces trois parameétres normalisés par /7, on a

714.063
m= | 173.613
347.226

et
970.613 —95.452 156.322

Y= | —95.452 101.437 —144.352
156.322 —144.352 405.750

Soit x = (X1, X2, X3) la distribution normale trivariée A (m, ¥) de paramétres m et X. Alors
elle admet pour fonction densité la fonction

1 it )Tl (x—
1) = s e T,

et les fonctions cumulatives pour une variable donnée X}, les valeurs des deux autres variables
étant connues, ont pour expression

Fyuxi, vizh (@ | T, Vi#E) = Pr[Xp#a | Xi =z Vi £ K]
K Fx1 %2, x3(%1, 7+ s The1, Uiy Th—1, " -+ , T3) i
fxl,'“ X1, X1, X3 ((L']_, g P11 Tk—1,""" IS) )

5.4.3 Amélioration de la complexité de I’algo AMSAG?
Premiers résultats

Gréce & lalgorithme AMSAG [207] (une version améliorée des algorithmes d’Earley et de
Cocke-Kasami-Younger [2, 133, 144]), minimisant V'énergie de la molécule en cherchant les régles
de dérivation optimales par le biais d’une programmation dynamique, on peut prévoir la struc-
ture secondaire de maniére fiable, ainsi que trouver des structures secondaires sous-optimales
(d’énergie proche de 1’énergie minimale possible) pouvant également posséder une signification
biologique. Cela généralise la recherche d'un plus grand sous-mot bien parenthésé d'un mot
donné, puisqu’il s’agit de rechercher grosso modo le plus de liaisons possibles entre des acides
aminés [L77].

Afin d’améliorer la complexité de I'algo AMSAG, nous allons éviter & 'algorithme de consi-
dérer toutes les dérivations possibles menant & un mot ou sous-mot de la chaine de départ. Pour
ce faire, on utilise la distribution des énergies pour pouvoir reconnaitre si une énergie est opti-
male ou non. D&s qu'un attribut a une valeur visiblement non optimale, on élimine la dérivation
correspondante. Cela élimine non seulement la dérivation, mais aussi toutes les sous-dérivations
qu’on aurait di considérer en conservant la dérivation.

Nous allons écarter les énergies non optimales X,, des sous-structures secondaires de sous-
mots de taille n avec la politique suivante dans I'algorithme AMSAG :

1. Calculer p, = pun et o2 = o°

2. Calculer X, — py.

.
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__on
(Xn - .u'n)2 .

4. Garder X, si P < f(n).

3. Calculer P =

avec f(n) une fonction & déterminer heuristiquement.

Ace jour, des simulations faites avec des fonctions de coupure f(n)} heuristiques, permettent
de se débarrasser d’environ 50% des dérivations.

Néanmoins si Palgorithme semble globalement mieux marcher, si on engendre des mots
d’ARN engendrés de maniére complétement aléatoires, sur les mots d’ARN naturels il ne semble
pas fonctionner plus vite. Cela signifie que les mots d’ARN ne sont pas distribués uniformément
et que notre modéle est insuffisant.

Travaux futurs

Plusieurs pistes s’offrent & nous dans la poursuite de cette étude.

On pourrait affiner les résultats selon le mot A’ARN de départ. S’il semble encore irréalisable
de connaitre la distribution des énergies possibles d’un mot d’ARN donné, il devrait étre possible
de connaitre, an moins asymptotiquement, la distribution des énergies possibles d’un mot d’ARN
en fonction du nombre de lettres 4, U, G et C, ou du nombre de liaisons A — UV ou G — C
intervenant dans le calcul de I'attribut de la structure secondaire. Pour cela, il faudrait étudier des
distributions limites jointes, ce qui ne parait pas trop difficile ¢ prieri puisqu’on ne fait apparaitre
les lettres A, U, G et C que dans une seule régle, au dernier moment, lorsqu’on remplace des
parenthéses appariées par des liaisons. Cependant pour I'instant les valeurs numériques trouvées
pour les matrices de covariance entre ces divers paramétres ne semblent pas engageants pour
trouver de meilleurs résultats dans cette voie.

Il reste aussi & étendre cette étude & d’autres modeéles. L'utilisation de packages de gram-
maires attribuées devraient permettre le calcul automatique de moyennes et de variances en
introduisant seulement les régles de dérivation accompagnées de leur coiit.

5.4.4 Figures

00 T me30-10000.daf” —— " *muto-Tooo0.aar’ ——
F1c. 5.3 — 10000 ARN de longueur 30. F1G. 5.4 — 10000 ARN de longueur 40.
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T *mD-10000 det” ——

F1G. 5.5 — 10000 ARN de longueur 50.

" *ma?0- 1000048 ——
=0 b
20
%0
200
180
1©0
50
o

F1G. 5.7 — 10000 ARN de longueur 70.

5.5 Conclusion

T mas0-10000.da’ ——

F1c. 5.6 — 10000 ARN de longueur 60.

250 T T — T

T *maB0-10000.dat” ——

o L : ) N L M M b L

Fia. 5.8 — 10000 ARN de longueur 80.

Nous avons heuristiquement mis en évidence un algorithme de recherche de structures se-

condaires d’ARN qui fonctionne plus rapidement pour des mots d’ARN engendrés de maniére
aléatoire uniforme. Cependant il n’y & pas d’amélioration notable de I'algorithme lorsqu’on V'ap-
plique & des mots d’ARN issus du monde biologique, ce qui montre que dans notre problématique
on ne peut pas considérer la distribution de ces mots comme uniforme.
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" 100-10000 Ao’ ——

Fic. 5.9 — 10000 ARN de longueur 90.

“mai 161000040t ——

Fi1c. 5.11 — 10000 ARN de longueur 110. F1G. 5.12 -~ 10000 ARN de longueur 120.

a0 1000 daf” ——

25 [

Fia. 5.13 — 1000 ARN de longueur 200. Fi1G. 5.14 — 1000 ARN de longueur 300.
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110

Fic. 5.15 ~ 1000 ARN de longueur 400.

Légende : Pour les graphes d’ARN de
taille strictement inférieure a4 200, une
unité graphique représente une variation de
0,1 kcal /mol, sinon & 1 keal/mol. Le point
d’abscisse z correspond au nombre d’ARN
dont I’énergie minimale de repliement ap-
partient & [z, z + 1].



Chapitre 6

Lois stables pour arbres avec
opérateurs “—”

Le théoréme central limite s’applique & des somines de variables aléatoires identiques identi-
quement distribuées avec variance. Lorsqu’on somme des variables i.i.d. sans variance, on obtient
des lois stables. Le lecteur non familiarisé avec les lois stables pourra consulter avec profit les
ouvrages [22, 63, 186].

Dans ce chapitre, nous ébauchons une nouvelle preuve de ce fait en utilisant des méthodes
d’analyse complexe dans des cas particuliers. Nous montrons tout d’abord que la technologie
développée en appendice dans [6] permet d’obtenir des lois limites locales stables en sommant
des lois de Zipf.

Nous montrons ensuite que cette technologie ne fonctionne pas si 'on veut sommer des
variables pouvant prendre des valeurs positives ou négatives arbitrairement grandes en valeur
absolue. Nous nous attachons dong & passer par des fonctions caractéristiques, pour montrer que
nous obtenons encore des lois stables pour la distribution limite de la valuation d’arbres avec
opérateurs “~” et des opérandes suivant une loi de Zipf sans variance.

Ce qui resterait & faire consisterait & généraliser le théoréme des quasi-puissances pour traiter
des lois sans variance, lorsqu’on a une singularité z = p(u) sans variance.

6.1 Lois sans variance : préliminaires

Nous donnons un exemple de loi sans variance, & savoir des lois de Zipf, présentées dans [70].
Nous rappelons ensuite comment obtenir une expansion de la densité de lois sans variance.

6.1.1 Loi de Zipf

Dans [70, 87|, on introduit la notion de polylogarithme généralisé :

Définition 6.1 Le polylogarithme généralisé Li, » d’ordre fractionnaire v, ot r est un entier et
« un nombre complere quelcongue, est donné par :

zn

Lig,(2) = Z(log n)rﬁ'

nzl
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Théoréme 6.1 La fonction Lis,(2) est analytique dans le plan C\ [1,+oo[. Poura #1,2,---,
la fonction Ligo(z) admet le développement

{ Ling(e) ~ T(1 ~ @)t~ + 550 7 ¢~ ), 6.

£
t=—logz=) 2, gl_—ezl.
quand z — 1 dans le secteur (& étant un réel arbitraire strictement positif)
~—rt+e<arg(l—-z)<m—e.

Pour r > 0, lezpansion singuliére de Liy ,(2) s’obtient par

Ligs(2) = (- 1)'

et correspond & une dérivation terme 4 terme de (6.1).

Définition 6.2 La loi de Zipf généralisée de parametre s > 1 est la loi de la variable aléatoire
Z définie par :
11
PriZ=kl=———.
=R E
Du théoréme 6.1 se déduit la proposition suivante :

Proposition 6.1 Soit g la série génératrice de probabilité de la loi de Zipf généralisée de para-
métre 8 > 1, d’expression

9(w) =D 7y C(S) W

k21

Soit A = 8 — 1. Astreignons u 4 rester dans le secteur
—7m+e<arg(l —z) <7 —¢,
ot € > 0. Alors, lorsque u est qu voisinage de 1 :
(1) Si0 < A< 1, il existe hy > 0 tel que
gu) =1—hy(1 - u)* + 01 —u).
(2) Sil< <2, il existe hy,hy > 0 tels que
g(w) =1 —h1(1 —u) + hy(1 — u)* + O((1 — w)2).
(3) SiA> 2, alors il existe hy, hy > 0 tels que
g(u) =1~ h1(1 — u) + ho(1 — ) + O((1 — w)*)
avec X' = min(A, 3).
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6.1.2 Densités Stables

Dans [63] p.581-583 (Feller volume II), on trouve le lemme suivant :

Lemme 6.1 Soit )
Y() = — [ - ¥

le logarithme de la fonction caractéristique générique des lois stables, avec + = sgn(() et :

Il < A 51 0<A<l
v 2\ si l<Ai<?2

Notons p(z; \,7y) la fonction densité correspondante. Alors :

(1) Pourz>0etl< <1

p(x; A7) = MZ

k=1

I‘(kA+ D (g gin BT (7 Y

(2) Pourz>0etl<Ai<2

(o \,7) = MZL’“/’,’C‘,—*-—Q( )*sin 0% (y - X).
k..-»

Les valeurs pour z < 0 se déduisent de la formule
p(—z; A7) = p(z; A, —7)-

Corollaire 6.1 5i .
w(() = —b|¢|* - 2,

avec b > 0, alors lo densité f de lo variable aléatoire correspondante s’écrit
F(@) = b p~ 2z 0, 7).

Démonstration. En utilisant le changement de variable ¢ = b1/A(, et en remarquant que ¢ et
¢ sont de méme gigne, on trouve

1 ™ _iihdiny/2
f(a:) — "2_1? e uj:r:e b|C|re=4F Y d(;
- gi e T
T f_

= 5767 a0, 7).
g
Lescasy=-Apour 0 < A<lety=A—-2pourl < A< 2 se montreront d’un intérét
particulier pour la suite, si bien qu’on introduit la notation simplifiée p(x; A) définie par :
Définition 6.3 Pour A <1,
p(x;A) = plz;A,—A)

o0
= %Z—F(k;j_ 1)(—1)k_1m—k‘\sink'fr)\.
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Pourl< A<?2,
p(x;A) = plE; A —2)
1 o0
- Z P(k/)\ + 1) (_l)k—lsck sin k_ﬂ-
e~ k! A

Remarque 6.1 L’ezpression ci-dessus pour p(x;A), a priori valide seulement pour z > 0, est
aussi valide pour z < 0.

Démonstration. Soit z < 0. Alors —z > 0 et

p(z;2) = plz; A A—2)
= p(—z;A,2-})

= ,,(;) g Lk/ 2!+ D (—(—))*sin ’2"—:((2 —X)=A)
- _é g ka sin ’2“—;(2 —2))

= _}1} :Z;; ka(—l)k sin kTﬂ

= % i 1q(k#ll—)(—1)"‘1:«:’“ sin %’3

=1

6.2 Loi limite stable

6.2.1 Loi limite locale

Dans [6] appendice B, on trouve la phrase suivante :

“The sum of a large number of independent copies of the Zipf law of parameter s € (1,3)
satisfies a local fimit law of the stable type with parameter s —1. ”

Nous nous proposons ici de détailler la preuve de ce fait. Notons que dans [6], on cherchait
plutdt la taille 7 d’une structure, étant donné la taille k fixée d’une sous-structure. En outre,
pour des exposants A < 1, on semblait conduit & des lois stables d’index 1/, Ici, de maniére
classique, on veut trouver, en sommant n variables i.i.d., trouver la distribution limite de la
somme k de ces variables, et on reirouve bien dans tous les cas A comme index de la loi limite
stable.

Proposition 6.2 La somme de n variables i.i.d. suivant une loi de Zipf généralisée de paramétre
s # 2 posséde une loi limite locale stable de paramétre min(2,s — 1).

Démonstration. Notons H(u) la série génératrice de probabilité de la loi de Zipf de paramétre
8§ = A + 1. Nous allons distinguer troig cas.

eCas0<AL]:

Supposons H(u) = 1— k(1 ~u)*+ O(1 — u). Pour k = zn'/2, £ = O(1) (i.e. = restant dans
un compact de R, ), on veut calculer [u*|H™(u) = [ H™(u)u=*"1 du.
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Si on effectue le changement de variable 1 — u = t/nl/ A, de telle sorte que £ parcourt un
contour de Hankel partant de —oo, le contour initial pour u étant choisi & cet effet, on obtient
d’une part

H* = (1-h(1-w+01-u)"

= (=) +o(m))’

t 2 ¢

- cxn(-mi s ofm(55.)
A tZA

~ e—h,\_t’\,

et d’autre part
ent/A41
T T
nl/A
o)t r0(f))
~ e-:t:t.

Donc

[uk]Hn(u) ~ #-/'[H- e_h"t'\emt dt
2imnl/* J_

0+ A
IR / Gt g
2irrnt/A J_o

1 o+ 1 AN
~ —(—hair) at
2imrnl/ f_we ;j! ( '\z")
1 1 hy\?
™~ IAZ (=M (__A)
znl/ jzoJ'F( M\ =z
1 TA+A) . o f Y
~ -""-"7”1/‘\;; i sin{7Aj) (—m—,\)

~ pla/my* N/ (an) '/,

ce qui correspond & une loi stable de fonction caractéristique

s AP

e Casl<A<2:
Supposons H(u) = 1 —hy(1 —u)+hr(1 —w)* +0((1 —u)?). Pour k = hyn—znl/, 2 = O(1)
(z dans un compact de R), on veut calculer [u¥|H"(u) = [ H™(u)u™*"! du. Si on effectue le
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changement de variable 1 — u on obtient d*une part

t
= 5
H* = (1-h(1=-u)+ha(1-u)*+0(1 - w?)"

= (1_hln1t/’\+h)‘(nf/3\) +O((nffx)2))n

t tA 2 \\n
= (1-mgz i +0(55))
¢ A £ ¢ A
= ewn(~hi i+ +0( ) ~ o (= hazer + ),
et d’autre part,
o= (1o E fanentfia (-t ehln—mlli(_;ﬁ+o(ﬁf;))
i/ /A

¢
~ E—hl W +$t.

On effectue le changement de variable w = ht* de telle sorte que w parcourt un contour de
Hankel partant de —oo. Pour cela on & choisi pour £ le parcours d’intégration suivant :
t —tg = reTi/A
avec ty = 1. Le parcours initial de u s’en déduit :
u— ug = re™,
avec ug = 1 —tg/n/* et y =1 — 1/A. En effet :
u—uy = rer?
= (1—-tn YN —uy
= (1= (to+reF™)n=12) —
= 1—ton YA —ug — /A
= 1—tgn Y? — yp + reFT1-/2

Donc, sion pose a =1/ :

W) ~ s [ ar

2imnl/A
1 0+ 'w—a:%;'w“ o .1
~ Sl f e A h—?\;aw dw
g% 1 0+ zoowe _
~ O S 1 f e "™ aw*ldw
hg 2irnl/> J_
L 2.5 (=)
w &
~ ——— —'w dw
mznt/A f_o A hg

1 o\’
T and Zj!l“(—aj) (ﬂmﬁ)

I'(oj + 1) sin (maj) i
~ :r:nl/ A z 4! xh"’

j=>0
gl/A ol/A
P(—z—73 A),
h}‘/)\nlf)i h}\/x
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ce qui correspond & une loi stable de fonction caractéristique

PN e—halfl‘\eii"{"_z) _ e_hhltlleiiﬁ‘\_

e Cas 2 < A. Posons X = min(}, 3).

Supposons H(u) =1 — k(1 —u) + ho(1 — 1)+ O((1 — uw)*). Pour k = hyn+z/n, = = O(1)
(z dans un compact de Ry), on veut caleuler [u*|H"(u) = [ H™(u)u=*! du.

i
Si on effectue le changement de variable 1 —u = i/ On obtient
n

H™ = (1—hi(1—u)+ho(l —u)2+0O((1 — w)*)"
2 t)\

(i o)
= exp”(_hI%Jr(hz_hg) +O( E‘Afz))

A!

= exp (— hitv/n + (hz - hf)tz + 0(#)) ~ exp (— hity/n + (hz - h%)t2)

et
n T
_ (1_ L) mrreva(-grEro(7))
vn
_ (1_t e—hltvfﬁ+h1r2—mt+o(“—‘,;;—2))
vn
~  exp (—hlt\/ﬁ - a:t) .
Donc
k o+ 23,2
W)~ g f_m exp ( N (h2 - hl)t Fhityn+ :ct) dt
~ 1 f0+ exp (tz -+ (ha + by — W)#) at
2in/n J_o 1 ’
ce qui méne bien & une loi limite normale de variance hs + by — hf. O

6.2.2 Limite faible

La preuve précédente n’est plus valide dans le cas oit la série génératrice de probabilité n’est
pas prolongeable dans un secteur an-deld de # = 1. On peut néanmeinsg trouver des limites
faibles en faisant intervenir les séries génératrices des moments et les fonctions caractéristiques.

Loi de Zipf

On traite d’abord le cas précédent en sommant des lois de Zipf.
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Proposition 6.3 Soit une loi de Zipf de paramétre s = A+ 1 €]1,2[U]2, 3[, de série génératrice
de probabilité F de la forme

Fluy=1-f(1-u*+0((1 —w)
3i 3 < 2, et de la forme
F(u) =1- fi(l—u) - (1 - )} + 0((1 ~w)?)

si s > 2. Alors si X, est la somme den variables i.i.d. suivant cette loi de Zipf, X, /nV/* si X < 1,
(X —nf1)/n'/* si X > 1, converge en distribution vers une loi stable de fonction caractéristique

9(t) = exp (= falt 5,
ot € désigne le signe de £.

Démonstration. Traitons d’abord le cas 0 < A < 1. En effectuant le changement de variable
u = e* on trouve

Flu) = 1-fH1-v)*+0(1—u)
Fe¥) = 1-fi(1—e")+01 -
= 1- £l —e®)* +0(t) car e = (—?L)Tfi

Donc
F(eft) = (1 - A1 -+ O(t))n
= exp ('n.log (1 — A - eit))‘ + O(t)))

(
(n (At + 0 + 0(4))
— exp (n (=t i+ O + O(e))
(n (~AAPSTAL+ OB + O()))
(n (~ e8>+ 0(e2)),
et
¢x,(t)

exp (—nfalt e H + O(mlt))

It O\ eza o (2
exp (_'n'f}\ (m etz + 0 )
2
= exp (—faltl"e“'%" +0 (——ltL )) )

d’ol1 le résultat en passant a la limite.
Par des calculs similaires sur F(e*)?e™"/1¢, on montre

¢Xn/n1/)‘ (t)

B G, —nfuyms () = exp (£ EAE)

n—00
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Loi de Zipf symétrisée

On considére une variable aléatoire de départ de variance infinie pouvant prendre aussi bien
des valeurs positives que des valeurs négatives, de telle sorte que sa série génératrice ne soit
définie ni en-deca ni au-dels de © = 1. Nous allons montrer que les calculs précédents peuvent
encore parfois marcher sur un exemple, alors qu'on ne peut plus montrer de loi limite locale
stable en faisant appel & un contour de Hankel,

Proposition 6.4 Seit F la série génératrice d’une loi de Zipf de paramétre s = A+ 1 €]1,2].
Soit X, la somme de n variables i.i.d. de série génératrice de probabilité (F(u) + F(1/u))/2.
Alors Xﬂ/nl/ A converge en distribution vers une loi stable de fonction caractéristique

P(t) = exp (— co8 (g-)\) Itl)‘) ,

Démonstration. Supposons 0 < A < 1. Alors en utilisant le théordme 6.1, on voit que la série
génératrice F' admet un développement de la forme

Flu)=1-fil—u)* - Al —u) ~ frpa(l —u)" + O((1 —w)?),

oti € désigne le signe de t.

done ]
Feh) + F(e™) = 2-fi[(1- e+ (1— 7]
+i[(L- &)+ (1 -e™)]
+fien :(1 _ eif.)1+)\ + (1 _ e—it)H-A] + O(t2)
= 2—f ( it)A ( -—zt))t] +O(t2)

Sil < A <2, alors un calcul similaire donne le méme résultat final.
Or pour tout £,

(1—e* + (1 — e ™) = 2cos ( ) [t]* 4+ Asin ( ) t|1H* + O(t?),

done il existe A’ > A tel que

it —ii '
F(et) +2F(e ) 1 oos (%) 1t + o(1E*)

" o - (B
- (1_005( )ftr‘w(ltlA ))n
= exp (nlog (1—cos( )1t|A+0(|t|"')))
= exp (neos () P+ 01

d’ol1

JHm @y (t) = exp (CUS ( ) W)
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6.3 Arbre —

Proposition 6.5 Soit X, la valuation des arbres de Catalan de taille n avec des opérateurs
~ aut neeuds internes et une loi de Zipf de paramétre s = X+ 1 €]1,2] auz feuilles, de série
génératrice de probabilité F' de la forme

Flu)=1- il —u)*— Al —u) — fra(l — )™+ O((1 - w)?).

Alors X, /nV/0tX) converge en distribution vers une loi stable de fonetion caractéristique

6(t) = exp (cos (%A) lt|") .

Démonstration. Soit 7(z,u) la série génératrice énumérant les arbres par la taille selon z, et
par valuation selon u. Rappelons que si F est la série génératrice des feuilles, et F(u) = F(1/u),
alors on a

1—z(F + F)
T(z,u) = —
\/(l—z(F+?)+2Z\/ﬁ) (1 —2z(F +F) —22\/.151_?)
_ 1- #(F+F) *
2z
\/ (1 ~ 2(VF ~ \/?)2) (1 —2(VF + \/?)2)

2z
Soit A’ = min(1 + 2A, 2). En utilisant les formules

=3 (7)o,

pour « — 1 dans le secteur
—nr+e<arg(l—2)<m—g¢,

et
(1 - €M% + (1 — 7% = 2c08 (Zar) [t + O(¢min(+e2)

pour tout o > 0, on trouve A’ > X tel que (N =min(1,2\)si A<let N =28 A> 1)

VI A VI _ 1~ Dppaos (T2) + 0)

et
=1— falt]* cos (g)\) +O(lE).

(ﬁ(e“) + me—"*)) 2
2

La singularité dominante de T'(z,u) est
1
—=\2"
(VF+VF)
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En outre, on a (1 — e®)* = O (|t|") , donc, d’une part, pour ¢ au voisinage de 0, T'(z, e®*) est
analytique en z, et d’autre part,

VEE) - vFeh)\' _
(\/F(ei*) ¥ x/F(e—“)) =0,

Par analyse de singularité, on obtient

[2"]T(2, %) = \/% (1403t (1 - it cos (53) + 0())" (1 +0 (%)) ,

avec un terme d’erreur O (%) uniforme en t.
Or

["]T (2, €%)

$xa(8) = [27]T(2,1)

On obtient donc pour X, /nlf A, en suivant les mémes calculs que précédemment, une loi limite
stable de fonction caractéristique

o= o () ).

Notons qu'on obtient la méme loi limite qu'une somme de variables aléatoires i.i.d. de série
génératrice de probabilité (F + F)/2, car la moyenne f; = F/(1), lorsqu’elle existe, n’intervient
pas dans la normalisation. Lorsqu’on développe des séries telles que v/ F, on a toujours un méme
plus grand moment fractionnaire d’ordre A < 2.

Si on manipulait des séries F & variance, alors on n’obtiendrait pas la méme loi limite qu’une
somme de variables aléatoires i.i.d. de série génératrice de probabilité (F + F)/2. En effet VF
ou F n’ont plus nécessairement la méme variance que F, ce qui induit des changements. On a
notamment vu dans le chapitre 1

Var (—‘[F; ﬁ) ar(F) + (21)2

ce qui est différent de

Var (%F) = F"(1) + F'(1) = Var(F) + F'(1)%.

6.4 Conclusion

Nous avons montré qu’on pouvait exhiber des lois limites stables dans le cadre de 'analyse
de singularité, en ébauchant une généralisation du théordme des quasi-puissances. Il aurait été
possible de poursuivre I'étude de Papparition de lois stables avec les martingales ou les théorémes
de point fixe.
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Deuxieme partie

Longueur de cheminement et
moment d’inertie
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Chapitre 7

Mouvement brownien

Soit {z(t})ser, une trajectoire aléatoire dans R, dépendant du temps t, typiquement un
mouvement brownien (W ()),cg, - On appelle fonctionnelle de z une variable aléatoire dépendant

de la trajectoire z. Les fonctionnelles fnl |W(t)| dt et _];31 W2(t) dt — qu’on pourra appeler aire
et fonctionnelle quadratique respectivement — pour le mouvement brownien (W(t)),cg, ont
abondamment été étudiées : mentionnons [14, 118, 101, 116]. Par commodité de langage, méme
si ce n'est pas 'usage, il nous arrivera également de parler de moment d’inertie & la place
de fonctionnelle quadratique, puisque cela revient & calculer le moment d’inertie physique du
mouvement considéré par rapport & ’axe des abscisses.

Dans ce chapitre, nous étudierons en particulier le pont brownien et ’excursion brownienne.
Un pont brownien est un mouvement brownien partant de 0 au temps ¢ = 0 et retournant sur
P’axe des abscisses en un temps ¢ — c’est donc en fait une portion de mouvement brownien. Une
excursion brownienne est un pont brownien conditionné i rester au-dessus de V'axe des abscisses.
Un pont brownien normalisé est un pont brownien qui retourne sur ’axe des abscisses au temps
t = 1. De méme, une excursion brownienne normalisée est une excursion gui retourne sur Paxe
des abscisses au temps £ = 1.

Nous considérons les transformées de Laplace

prante,) =B [oxp (= ([ polae) -u ([ o0%ar) )]
$12e(z,y) =E [exp (—a: (/01 et dt) Y (fol ¥’ dt))] ’

olt (b{t))g<tc1 €t (e(t))gci<, désignent respectivement le pont brownien et l'excursion brow-
nienne normalisés, et nous introduisons les notations ¢15(z) = ¢128(x,0), ¢28(x) = ¢128(0, Z),
b1E(x) = d128(2, 0}, d2r(x) = d128(0, ).

Nous montrerons comment déterminer la distribution de I'aire et du moment d’inertie du
pont brownien et de P'excursion brownienne & I’aide de la formule de Feynman-Kac [111] et du
théoréme de Louchard [140], permettant de passer du pont & Iexcursion. Ces calculs sont des
rappels, & ’'exception du calcul de ¢af, dont 'expression était néanmoing connue par une autre
approche (voir plus bas).

En utilisant la méme méthodologie, nous montrons qu’on a concernant ¢12p et ¢12r des
formules du type :

foo e—at¢ (Etsjz Etg) dt _ 1 Da%‘**—%‘*_é (20,5_3/2)
0 12B\ 9% g V2mt o pl/2 D;%_s_z_n_ (2a,b—3/2)
b

bl
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et
D o 2 b_3/2
[T - o (2om S L - Vo (2a77)
0 2 '8 2nt3 Dzp-3_20_1 (235—3/2)
B2

~3/2

_‘/5 azb a_ %(Zab 3;2).

azb 3_ % (2ab )

Notons en particulier que les résultats ci-dessous pour la fonctionnelle quadratique fol z2(t) dt
peuvent également se retrouver (voir [213] par exemple) avec des outils plus sophistiqués, via la
formule de Girsanov appliquée aux processus de Bessel de dimension §, & 1'aide de laquelle on

trouve la transformée de Laplace
3
@)= (%)
2/ \sinvz/ ’

si on conditionne le processus 4 avoir longueur 1. Or un pont brownien est un processus de Bessel
de dimension 1 conditionné & retourner & zéro, et une excursion brownienne est un processus
de Bessel de dimension 3 conditionné & retourner & zéro. Donc on obtient la transformée de
Laplace de la distribution de la fonctionnelle quadratique pour le pont et ’excursion en faisant
respectivement § = 1 et § = 3.

A la fin du chapitre, nous donnons également une méthode pour calculer le moment joint
d’ordre (1,1) de l'aire et du moment d’inertie du pont brownien et de I'excursion.

L’aire et le moment d’inertie pour le pont brownien font encore 'objet d’une étude récente
par Leonid Tolmatz [202, 204, 205, 206).

7.1 Rappels

Dans ce paragraphe, nous effectuons deux rappels sur des résultats classiques sur le mouve-
ment brownien : la propriété de scaling, portant sur plusieurs types de mouvement brownien, et
la formule de Feynman-Kac, pour le mouvement brownien standard.

7.1.1 Propriété de scaling
La propriété de scaling s’exprime ainsi :

Proposntlon 7.1 (propriété de scalmg) Soit W un mouvement broumien de longueur L, ef
W un mouvement brounien normalisé, W (u) = [W(u) | L = 1]. Alors

W (u) Zvi W(u/t), avec L =4¢.

Cette propriété de scaling reste vraie si on remplace W par respectivement un pont brownien ou
une excursion de longueur L, donc se terminant sur ’axe des abscisses au temps £ = L, et si on
remplace W par respectivement un pont brownien ou une excursion normalisé(e). La longueur
L devient alors une variable aléatoire représentant la longueur du pont ou de ’excursion.

La propriété de scaling se montre trés utile lorsqu’on étudie des fonctionnelles de type
puissance. En effet, si on connait une transformée de Laplace ¢ d’une fonctionnelle puissance
(@(t))o<t<1 — _]61 |z(¢)|* dt appliquée & un mouvement brownien W (s), alors la fonctionnelle du
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mouvement brownien normalisé admet une transformée de Laplace ¢n lide & ¢ de la maniére
suivante :

(1)

E [e— Jiw(s)|* ds ]
= E[e-*1+“’2féiW(s)lds]
$(t) = ¢n(t+e2).

Encore une fois ce calcul et donc la derniére égalité restent valables pour le pont et Vexcursion.

7.1.2 Formule de Feynman-Kac

Ce qu’on appelle “formule de Feynman-Kac” recouvre en fait plusieurs formules exprimant
la méme idée. Nous donnons ici une formule portant sur des doubles transformées de Laplace de
fonctionnelles de mouvement brownien. Les hypothéses du théoréme ci-dessous pourraient aussi
étre affaiblies, mais elles se révéleront suffisantes pour 1’'usage que nous en ferons. On trouvera
un exposé sur cette formule dans [111].

Théordme 7.1 Soient V une fonction paire positive conlinue et f une fonction bornée et &
support compact. Alors l’équation

_éuﬂ(w) +(a+ V(@) u@) = f(z)

admet pour unique solution bornée C2 la fonction u définie par

0

u(z) =E, [ f ” =[S VOV (s ds 5y (1) dt] .

La notation E; signifie que 'espérance de la grandeur entre crochets est prise en intégrant sur
I’ensemble des mouvements browniens W(s) partant de z au temps £ = 0.

7.2 Pont brownien

Le théoréme ci-dessous est montré dans [190} pour le cas des fonctionnelles du type _]61 V(x(t)) dt
avec V :x — |z| et V : £ +— z2, mais en reprenant la méme preuve, on peut généraliser aux cas
des fonctionnelles fgl V' (z(t)) dt associées & toute fonction V' paire positive continue :

Théordme 7.2 (Shepp) Soient V une fonction paire positive continue et g une solution bornée
a linfini de :

~3u'(2) + (a+ V@) u(@) =0. (1)

Alars la fonction
6(t) = Eo [~ VIV | w(g) = o]
vérifie

® gy & __ =30
fi e = Ve
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Démonstration. Soient g; et go les deux solutions de (7.1) telles que g1 est bornée en +oc, go
est bornée en —oo, et

9195 — 9192 = 2.
Alors pour toute fonction f bornée et & support compact, 'unique solution bornée u de

5@ + (@ + V(@) ule) = (z)

est donnée par 'opérateur de Green appliquée a f :
¢ 00
wa)=a@ [ @6 d+a6 [ a®ie @,
—0o T

et la formule de Feynman-Kac permet d’affirmer que
o0
we) =By | [ e BV () ),
0

oll W(s) est un mouvement brownien pasgsant par z au temps s = 0.
En faisant z = 0, on obtient

o0 " 0 o0
Ey [ fo e~ lo VWD s £ (w7 (s)) dt] = 91(0}) j_ . 92(8)F(t) dt + g2(0) fo 9:1(B)f(2) dt.

Pour obtenir un pont brownien & partir du mouvement brownien standard W, i.e. un mouvement
brownien se terminant sur 'axe des abscisses au temps ¢, on choisit
V2w

flz)= ¥X(|$| <e),

ol x (|z| < £) vaut 1 si |z| < ¢, 0 sinon, et on fait € — 0.
Pour le membre de gauche, on obtient

. * X(W)l <o) Pr(W(Hl<e) d
i [ exo {-ot - [vovenan} Sy e v

Comre le rapport
Pr(|W(t)| <e)
2e <1

V2t
tend vers 1 quand £ — 0, le théoréme de convergence dominée donne

/ ” ooy, [e_ JevWads| py (1) = 0] at
0

i
=2 0)ga2(0).
iV 791(0)g2(0)
Par symétrie, g1(z) = g2(—z), donc 91(0) = g2(0) et ¢{(0) = —g5(0). L égalité g1g; — 9192 = 2
écrite en zéro donne donc ~g2(0)g}(0) =1, et

e Ry le= o VW) ds) Wiy = o] 22 _rgz(
ol W0 =0] 7= ~Vro
Si g est une solution bornée en +oco de (7.1), g est proportionnelle & g1, et on a encore
" eatgy [ ©
e MR, |e Jo VIW(s)) ds Wt =o| == \/—g
el | W =0] 77 =~V
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7.2. Pont brounien

7.2.1 Aire

En appliquant le théoréme précédent & la fonction V' : z +— |z}, on obtient la double trans-
formée de Laplace de la distribution de la fonctionnelle aite du pont brownien normalisé :

Proposition 7.2 {Shepp) La transformée de Laplace ¢1p de la distribution de Uaire du pont
brownien normalisé (b(s))ac(p,1) vérifie

/ N e U¢15(V25%2)s7H2 ds = —/T Ai(u) (7.2)

0 At (u)
Démonstration. On s’intéresse & la fonction V' (z) = |z|. Par propriété de scaling, on a
E [ BWOISs | (1) = o] = B [ BW@Ie | (1) = 0] = E = e,
Une solution bornée g 4 U'infini de
—3u"(@) + (o + Jaf) u(z) =0,
admet, pour z > 0, I'expression
g(z) = Ai2P(z + o).

L’expression de g pour z < 0 est différente, mais nous n’avons pas besoin de la calculer : seules
les valeurs en 0 de g et g’ nous intéressent, et nous avons g(0—) = g(0+) et g'(0—) = ¢’'(0+).
g
La transformée de Laplace ¢1p(u) = E [e_“ 1%l d”] vérifie :

© &t _ Ai(2Y3())
Jy e = gy
Ai(u)

“‘/’_’Ai'(u) '

o0
f e—us¢13(\/533/2)8—1/2 ds
0

7.2.2 Fonctionnelle quadratique

Dans ce paragraphe, nous montrons comment déterminer la distribution de la fonctionnelle
quadratique du pont brownien & ’aide du théoréme 7.2. Pour cette fonctionnelie, on peut trouver
une expression sympathique pour la transformée de Laplace ¢2p : on n’a pas seulement & se
contenter d'une double transformée de Laplace. Shepp avait montré comment obtenir cette
double transformée de Laplace, mais a déterminé ¢op en ayant recours i une autre méthode.
Nous montrerons dans la preuve du lemme 7.1 comment procéder pour récupérer ¢op & l'aide de
la double transformée de Laplace. L’expression de ¢ap avait déja été trouvé par Marc Kac [120,
119}, en utilisant des formules assez compliquées, notamment vie la théorie des expansions des
fonctions propres, appliquée au fonctions paraboliques cylindrigues.

Proposition 7.3 La trensformée de Laplace ¢op de la distribution de la fonctionnelle quadra-
tique du pont brownien normalisé vérifie

o (3)- ()
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Chapitre 7. Mouvement brownien

Démeonstration. On g’intéresse  la fonction V(z) = 22, Par propriété de scaling,
E[em BWEre | W) = 0] =B e WErd | w() =0 = B[S b ]

Soit D, la fonction parabolique ¢ylindrique habituelle, dont le lecteur pourra trouver une défi-
nition dans [1]. C’est une solution bornée en +co de

Si on pose

alors
¢25(s) =E [6‘52‘"] =E [e_” Jo Wy dt] ,

et d’aprés le théoréme 7.2, on a

o 1, dt _ D,(0) _ ~T{a+1/4) !
[ e () G =~ ~ Vo sy vt

Or en consultant une table de transformées de Laplace. comme dans {34}, on trouve en
particulier la formule, £ désignant la transformation de Laplace :

al'(ap)L'(8)
T(ap+B) ~

(Nous donnons une démonstration de cette formule dans le lemme en-dessous).
En utilisant T'(1) = /7, a=1, 8 = % et p= a + 1, on trouve finalement

P2B (%) = (ﬁm); (7.4)

O

L (t — (1 — e"t/“)ﬁ_l) =p+—aBlap,B)=p+— (7.3)

Démontrons la formule (7.3), résumée dans le lemme en-dessous, de maniére constructive,
c’est-&-dire montrons que l"inverse de la transformation de Laplace de la fonction

p+— aB(ap, 5)

est donnée par la fonction
-1
t— (1 - e_t/“)ﬂ .

Lemme 7.1 Lo transformée de Laplace de la fonction t — (1 — et/ “)'ﬂ_l est donnée par la

formule
L ((1 - e_*/“)ﬁ—l) = aB(ap, ) = %):‘_I—‘(ﬁi)).
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7.2. Pont brownien

Démonstration. Il suffit d’appliquer la formule d’inversion de la transformation de Laplace
et la formule des résidus. Les résidus de la fonction I' sont donnés par

Res(T’, ~n) = %,-

car pour tout n

F(—n+h) ~ = l)n.

=0 nlh
Donc
1 fotieo al'(@s)l'(B) , 1 foeetio e T(w)T(8) e—t/oyn_ TW)
313 oo © Tlas+8) P Tt Jopioe © Tt ) = 2 S Ay

et pour conclure il suffit d’appliquer la formule du bindme de Newton

tjayi-1 _ N (B =1\, —tjayn _ L(B)(—et/*)
(1 — et/2)8 1“2( - ) et/ Zr(n+1)r(—n+6)'

n=>0

7.2.3 Aire et moment d’inertie joints

Trouver une expression de la double transformée de Laplace via la formule de Feynman-Kac
requiert la connaissance d’une solution explicite de

u” — 2(a+ V)u =0,

oil o est une constante. Or on sait résoudre ce type d’équation pour V polynéme du second
degré [1]. Si on considere les coefficients de V' comme des variables, cela revient & étudier la
distribution jointe de 1'aire et du moment d’inertie. On obtient donc un résultat du type

Proposition 7.4 Soit ¢12 la distribution jointe de l’aire et du moment d'inertie |z| et z? du
pont brownien normalisé. Si D, désigne la solution bornée en +o0o de

elors ¢19 vérifie

. & 3D, (a2
-/; s ( pr v ) 7= WA D @ (7.5)

Démonstration. Considérons 'équation différentielle
u — 2(a+ V)u =0
avec V(z) = 523:2 + &|z|. Pour x > 0, elle s’écrit
b2
u”’ — (Zmz +ax +2a) u=0,
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Chapitre 7. Mouvement brownien

soit

1 2 a?
u’ — (i_l (bm+2§) —%+2a)u=0.

Cherchons une solution de cette équation. I, est solution bornée en +o0o de

"o__ _1_ 2 _1
y" = (4m v-35)y
Donc si on pose y(z) = D,(pz + q),
v"(z) = P’Dj(pz+4q)
= p? (i(pﬂr+q)2 —v— %) y(z)

1 1 q? 1
— 20,22 = g ., =t
= p (4pq + Pt v 2)

- (ip‘*qz + —;—ps‘qx + ‘ffi A (u - -;—))
Par identification on trouve, pour respectivement p, g et v,
o p* = b% d’otr p = b1/,
o p’q=a doll g =ap=3 =ab~¥7?,
) ﬁ —p? (v— 1) = 2a d’of

4 2
2,2 ) 1
2-3—4 20+ p V+§)
2 .2

= pPr+3) = %—2&:
1 _ 20

= +5; = 294-—5;
— 2« 1

= - f-x-y
a“b” 20 i
g v % T2

Donc une solution est

¢z} = cD.(pz+q)
= cDgap-3 34 ; (bl/z:‘l7 + a‘b_3/2) ’
4

b2
olt ¢p est une constante, de valeur indifférente par rapport & notre probléme.
Si 12 est définie par

¢12(a,b) = E [e*(ﬂ»J“n1 |Wa| ds+b [ W2 ds)] ,

il vient
E [ BaW@REWEr & | gy — o] = Ble (P elo Wil ast? ;W as))

= ¢12 (a'ts/z; b2t2) ’
et en utilisant le théoréme 7.2, on obtient finalement

et (10 ) Do
0 2" '8/t /2D {ab3/2)
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7.8. Ezcursion brownienne

7.3 Excursion brownienne

Dans [140], on trouve le résultat suivant, permettant, connaissant la double transformée
de Laplace de la distribution d’une fonctionnelle du pont brownien, d’en déduire la double
transformée de Laplace de la distribution de la méme fonctionnelle, appliquée a4 l’excursion
brownienne.

Théoréme 7.3 (Louchard) On note W(s) le mouvement brownien standard, e(s) D’excursion
brownienne, et L la durée de celle-ci. Soit h > 0 une fonction paire continue par morceauz et

sott
00 dt
_ ~atp [o= JERW(Nds | iy — o] %
g(a) fo e 0[‘3 ° I ®) ]\/2m:

* ot —fthiea)ds [ 7 — a1 o L
/o (e 1)E°[e ’ [L_t] o gla) Tamogla)

Cette formule nous permet de connaitre les lois de Paire et du moment d’inertie de 'excursion
brownienne.

Alors

7.3.1 Aire sous excursion

Proposition 7.5 (Louchard) La transformée de Laplace ¢1g de la distribution de l'aire sous
Uexcursion est donnée par

oo 2/3
$15(2) = Vorz Y enl#VA) T (7.6)
1
ot les ay désignent les zéros consécutifs (par ordre décroissant sur la demi-droite négative de

l'aze des abscisses) de la fonction d’Airy Ai.

Démonstration. La transformée de Laplace ¢ g de la distribution de I'aire du pont brownien

vérifie
ety gy B _ o A2 ()
J) et G = Vo gty

donc d’aprés le théoréme 7.3 on a

]00 (e~ 1)E [e_ts/z et da] it _ 2173 A (21/3) _ 21/3 A¢(0)
i 2nt3 Ai(21/3 ) Ai(0)

En effectuant les changements de variables u = 21/3a et o = ¢/2'/3, on obtient

o RBdg  2PAI(w) 2Y3A¢(0)
ur _ 1 —v258/2 [Le(s) ds 2 = - . 7.7
fo (e )E [e ° ] 2rodv2 | Ai(u) Ai(0) (1)

En appliquant 'opérateur 211 73 (,;9 de part et d’autre de 1’égalité, on trouve
fw —w¢(f03/2) _ Az”( )_ A_Z (u)
o 2\/mo

— u—(%) (u).
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Chapitre 7. Mouvement brownien

Or on a Pasymptotique
o0 e—ua¢(\/_a3/2) Ai’(u) 2
fo T oyme W T T (Az'(u))
- o(3),
donec on peut utiliser la formule des résidus pour inverser la transformation de Laplace ci-dessus
et calculer ¢.

g9(z)

Or, la formule deg résidus, appliquée & f(2) = ok de pdle multiple ¢ d’ordre n, permet

d’affirmer que le résidu By en a est donné par

-1 2z —a)®
m-vim = o [
-1
= (@)

Pour n = 2, il vient

B = 2 lz-0f10),.,
= —af(a)+ [(z—a)f'(2)],_,-

Dans le cas qui nous intéresse,

¢(\/§03/2) _ 1 c+ico Ai aka
—T\/—ﬂ'—;— = %l_im ek [(Az) (u)—u] du-—Zae

d’ol

¢(\/§O’3/2) — 2\/%0'3/223‘}"0
1

#(z) = Vomz i e (#/ ‘@)2/3.
1

7.3.2 Fonctionnelle quadratique

Proposition 7.6 La transformée de Laplace ¢op de la distribution de la fonctionnelle quadra-
tigue de Pexcursion est donnée par

(\/2_0)3/2
(/2 (7.8)

Démonstration. Dans le cas qui nous intéresse, ¢op étant la transformée de Laplace de Ia
distribution de la fonctionnelle quadratique du pont brownien, et étant donné

ot 2) dt ® iz dat % _avEs 2\ g1/4 95
/oe "’ﬂﬁ(st)\/f [ e ¢2B((\f8—))\/f—/l; e ean () 8

por(o) =

134



7.8. Ezcursion broumienne

on pose
_ 87VAT(a/VE+})
v2 T{a/V8+%)
pour se placer dans les notations du théoréme 7.3.
Si on fait le changement de variable u = a/v/8, o = £/8, o® = t°8+/8, I’équation
% dt
e 1 2 = —g Ya)+ lim g e
j(; ( ) b25(t")—— g (e) + lim g7} ()
— 2.8V4 _I‘(a/\/g-{-%) +F(%)
T(a/v8+31) T(3)

g{a)

devient
= o2 do Tu+3) T
ug 1 - 81/4 — \/i . 81/4 _ 4 + 4 .
./o (€7 =) 0ae ( 8 ) Vangs Pu+3) " T
En dérivant par rapport & u, on obtient

© o o?\ do Mu+d) Tu+Hrw+])
./; ) ¢2E("§")\/2w_a_‘/§( 1“(u+§4)Jr r(;+i)2 4)’

puis

02 (F) _va o, (Dt | Te+Pre+]Y
om0 27 Joio F(s—}-%) T'(s + 3)2 ’

Pour |arg(z)| < w, nous avons

z+3) TE+IVE+D 1 L3 1. ( 1
I(z+ %) I(z+ %)2 T 9pl/f2 128 5/2 272/
donc on peut utiliser le théoréme des résidus pour calculer I'inversée de la transformée de Laplace.
Comme P(Lz)l) a des poles simples en z = —n pour n € N, ses dérivées ont des pdles
£—3
doubles en z = —n, si bien que
I'(—n+h) T[{-n+R)'(-n+h-3) -Hpm 1
_1-1 T + T3 = ——"—1—2+0(1).
(—n+h—3) I(-n+h—3) h—0 pll'(-n—3)h
D’autre part,
ea(—n+h—%) — e—(n+§)aea’h h=n e-(n+,—"i)cr(1 +oh +O(h2)),
si bien que :
’ 3 3y 1 _{\B e So—n0
Res [ £7@—3) _I‘ (s+14) + I'(s+ 3 £s2+ ) e=_n)= _( 1') e s 10‘_
F(S + t_l) F(S + Z) n: I‘(—'n. — i)

Etant donné I'(—1/2) = —24/7, on trouve donc

3
4

e ()

-
ore —-—\/EHEE; n! T(-n-—3) =-V2
= \/50'&_%”(1 — e"“)—%

"o
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Chapitre 7. Mouvement broumien

pour finalement, obtenir le résultat annoncé

(V)2

sinh(v/20)3/2 (7.9)

2E(0)

7.4 Calcul des moments

Dans cette section, nous montrons qu'il est possible de calculer des moments joints de tout
ordre de la distribution de Pintégrale d’une fonction puissance d'un mouvement brownien, Ces
calculs restent fastidieux, difficiles & implémenter & cause d’intégrales multiples avec un nombre
de plus en plus grand de signes d’intégration.

7.4.1 Cas univarié

Dans le cas de la fonctionnelle aire, les formules (7.2} et (7.7) et le développement asympto-
tique des fonctions d’Airy permettent d’obtenir des récurrences sur les moments et de calculer
ceux-ci.

Dans le cas de la fonctionnelle quadratique, on dispose de formules explicites pour les trans-
formées de Laplace, et un simple développement en série permet de trouver les moments. Notons
cependant que le calcul de ces moments directement 3 partir de la double transformée serait plus
difficile que dans le cas de la fonctionnelle précédente, car il faut utiliser I'expansion asymptotique
des fonctions T,

7.4.2 Moments joints

Le calcul direct d’un moment (joint ou non} d’un ordre choisi est possible. Calculons par
exemple le moment joint d’ordre (1,1) de l'aire et du moment d’inertie d'un pont brownien. En
procédant comme Mark Kac [121], nous avons :

E [(f: W (r)] d—r) (f:W(»r)2 dT) |W(ﬁ) - o]

= 2E [/ﬁ/m W(TI)2|W(1-2)|dnd72|W(ﬁ)=0]
_ / f (W) W ()| [W(8) = 0] dradrs

= 2/ f lim {E [W(Tl)2IW(T2)I; —&e < W(B) < ¢] [Pr{—e < W(0) < &} dridry
_% (mmz_—zflj )2 >

= f/ f f ale? S e ia b 355 doydupdnidm,
Ve2rm 2n(re — ) § B— T2

car
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7.4. Calcul des moments

Il ne reste plus qu’a effectuer le calcul de l'intégrale multiple. En utilisant les formules (pour
a,b,T > 0):

[T ettt g = Vamek (45
fnmxe—% -7
fomm?’e—% = 277,
on trouve finalement
E[(/:|W(T)| dT) (/OHW(T)Z dr) |W(ﬁ)=0] = m(lés 768) g,
E[(/U1|W(r)|d7) (/:W('r)z d’r) ‘W(1)=0] _ 113\’{3_11"

Calculons maintenant le moment joint d’ordre {1,1) de l’aire et du moment d’inertie d’une
excursion brownienne. Pour cela, en reprenant les notations de [143], on utilise les covariances
généralisées K définies dans [143] par

K(x1,@2, - ,2q) = E[rt(z1)7H(z2) - - 71 (2g)], 71 < 22 € -+ € T4,

telles que, pour toute fonctionnelle g,
d [ o] oG o
BIGY = dt [ do [ doye-- [ dva glan)at@a)-+ ofoa) - K(on, a1 2a)
0 Tl Td—1

Sia >0, et my :=inf {5 | X(s) =z}, il existe une fonction O telle que
a+oc
E [e‘zfﬁif+(x‘), 1> mzd] = 1 - f e*0(d) da, xq>xg—1 > > 2,

2mi a—co

et en posant
E(i) := e‘/g_“"",

les transformées de Laplace K de K vérifient, pour z; € z2 < -+~ < Z4,

Koo o) = | T8
(21, &m) = OB -~ 0B20B1 |, 5, .. g
et en particulier
a0 -
Roa) = |5z =280,
=
. 329 2\/_
R (a,7,59) = |2 =R 2 (E1)" .
(o, @1, 22) ‘Bﬁzaﬁl ms=0 V@ e

Donc, si on définit

2 —2\/27-7@2 —2v20z; = __85
fila) = / f \/_ (e 1) dzg dx 51203
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Chapitre 7. Mouvement brownien

et

00 o0
fala) = fo f \/gzze“”ﬂ”(e*@l—n dz doy =
£ |

et si on note I et Fb leurs inversées de Laplace en a, alors

85 59
F]_(t)-:mvzﬂ'tz, F2(t)=ﬁ\/2ﬂ't2,

et le moment d’ordre (1,1) cherché vérifie :

E[(/:e(‘r) dr) (fole(r)z d’r)] ~ Var (Fy(1) + Fa(1))
= oV

59
51203’

Un calcul direct de cette derniére valeur est théoriquement possible en utilisant

K(z1,22) = Blrt(z)rT (z2)] = ~4le 2@ 122 _ ~221) g > gy,

si bien que

E[( j; e(r) d’r) ( /0 el df)] - fo "~ day fm jodmg w173 (K (21, ©2) + K (<2, 71)).

7.5 Conclusion

A l'aide de la formule de Feynman-Kac, du théoréme de Louchard et de manipulations
relativement élémentaires, nous avong obtenu des expressions pour la transformée de Laplace de
la digtribution des fonctionnelles aire et moment d’inertie des pont et excursion browniens, ainsi
qu’une expression pour la double transformée de Laplace de la distribution jointe de ces deux

fonctionnelles.

Alors que le calcul des moments de ces deux fontionnelles se faisait assez facilement, il
apparait difficile de dégager un schéma de récurrence pour calculer les moments joints. En effet,
il n’existe pas de développement asymptotique disponible en +oco pour le membre de droite de

la. formule (7.5).

Nous verrons dans le chapitre suivant qu’un pompage de moments sur des séries génératrices

permet de trouver un tel schéma.
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Chapitre 8

Pompage de moments

Dans ce chapitre, nous étudions l'aire et la somme des carrés des hauteurs (aussi appelée
fonctionnelle quadratique ou moment d’inertie) des chemins de Dyck et des chemins de Dyck
bilatéres, aussi appelés chemins de Grand Dyck. Nous utilisons pour cela la méthode de pom-
page des moments, qu'on peut appeler plus simplement méthode des moments, & base de séries
génératrices développée par Takacs [198, 199, 200].

Notons qu’il est bien connu que les chemins de Dyck sont en bijection avec les arbres de
Catalan — voir par exemple les papiers de Takécs mentionnés ci-dessus, voire [193] pour trouver
une liste d’objets combinatoires énumérés par les nombres de Catalan —, et qu’étudier la somme
d'une fonction des hauteurs sur les chemins de Dyck revient & étudier la somme d’une fonction
des distances des nceuds & la racine d’un arbre binaire. Une correspondance bijective entre
chemin de Dyck et arbre binaire peut se résumer en quelques mots : les pas du chemin de Dyck
correspondent aux arétes de 1'arbre parcouru dans 'ordre préfixe. Ainsi, 'aire sous un chemin de
Dyck correspond a la longueur de cheminement interne gauche d’un arbre binaire, et le moment
d'inertie d’un chemin de Dyck par rapport & 'axe des abscisses correspond au moment d’inertie
(en ne prenant que les arétes gauches en compte dans le calcul des distances des nceuds a la
racine)} d*un arbre binaire par rapport & sa racine.

Pour une fonctionnelle de 1’ensemble des distances des neeuds & la racine, il importe peu que
ces distances soient calculées en prenant en compte les arétes gauches et/ou droites, ou qu’on
prenne en compie les nosuds internes et/ou externes : on obtient des calculs similaires et les
mémes distributions limites.

On parle de pompage car pour calculer le moment d*un ordre donné r désiré, on dérive r fois
une certaine équation fonctionnelle pour en tirer, aprés quelques manipulations, une récurrence
entre ce moment et les moments d’ordre strictement plus petits que r. C’est cette opération de
dérivation, & effectuer plusieurs fois, qu’on appelle un peu familiérement, pompage.

C’est la premigre fois & notre connaissance qu'on utilise ainsi le méthode des moments pour
des parametres multivariés. Nous avons vu dans le chapitre précédent que le calcul de moments
joints de V'aire et du moment d’inertie du mouvement brownien, en particulier du pont et de
Iexcursion, pouvait s’avérer ardu. Or la méthode des moments nous permet au passage de
trouver des récurrences faciles & implémenter pour calculer les moments joints de la distribution
limite de ces deux paramétres.

En particulier, si b désigne le pont brownien normalisé et e ’excursion brownienne normalisée,
nous montrons gu'on a des moments joints sous la forme

N [(/(;1 |b(t)|dt)r ( / lb(t)zdt)s] - e (@i )
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[ eow) ([ ore) |- ity

avec certaines constantes rationnelles By, et A, vérifiant certaines relations de récurrence.

Déterminer ces récurrences, néanmoins, peut se révéler difficile, mais le fait que les moments
de 'aire et du moment d’inertie étaient déja connus permet de valider a posteriori ces calculs, car
dans nos récurrences les moments de la fonctionnelle guadratique dépendent des moments joints.
Le mécanisme du pompage de moments bivarié étant bien débrousaillé, il serait maintenant aisé
de le généraliger aux parameétres somme-de-puissances pour une puissance fixée.

Nous étendons cette étude aux méandres (chemins partant de zéro et restant au-dessus de
Paxe des abscisses) et aux marches de Bernoulli quelconques dont nous retrouvons la distribution
de ’aire. Nous montrons en outre que cette méthodologie par fonctions génératrices permet de
retrouver des relations entre doubles transformées de Laplace de fonctionnelles polynomiales de
divers mouvements browniens, qui, si elles étaient déja connues des probabilistes, n’en restent
pas moins assez élaborées.

Notons que la méthode des moments permet également de traiter les fonctionnelles signées
et permet de retrouver des relations entre doubles transformées de Laplace de fonetionnelles
gignées et non signées.

Méme si cette méthode semble faire double emploi avec le mouvement brownien, elle per-
met tout de méme de retrouver des lois de maniére constructive. En outre, cette méthode est
inévitable dans le cas ol le coniour de V'arbre ne converge pas forcément vers une excursion
brownienne, comme dans le cas des arbres non orientés. Le fait de connaitre la distribution 1i-
mite du moment d’inertie & partir du mouvement brownien, des récurrences sur les moments de
cette distribution qui l'identifie de maniére unique, et de retrouver ces récurrences sur d’autres
classes d’arbres, permet d’affirmer que la distribution limite du moment d’inertie de ces classes
d’arbres est la méme et de l'identifier.

et

8.1 Convergence des moments

Drmota [47, 48] a récemment montré la convergence des moments pour les fonctionnelles
polynomialement bornées de marches discrétes convergeant vers un mouvement brownien, sans
avoir recours au théoréme de Carleman. Auparavant, seule la convergence en loi était connue a
priori {15].

Théoreme 8.1 Supposons qu’une distribution de descendants £ d’un processus de Galton- Watson
est critique, i.e. E[¢] = 1, et que la variance 02 = Var[€] soit non nulle et finie. Alors le pro-

cessus de recherche en profondeur rééchelonné converge faiblement vers %ge(t), ot e désigne

Dexcursion brownienne stendard de durée 1 :

V2

X.(2nt), 0<t < 1) 2, (7e(t), 0<t< 1) .

1
(\/21:,
Théoréme 8.2 Supposons qu’une suite de processus stochastiques T,(t) définie surC[0, 1] converge
faiblement vers z(t). Supposons de plus qu’il existe sp € [0,1] tel que pour tout r > 0,

sup Bl (s0)["] < oo,
n>0
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8.2. Aire et moment d’inertie joints sous les chemins de Grand Dyck

et que, pour tout o > 1, i existe 5> 0 et C > 0 avec
E [[2n(t) — on(s)l’] < Clt— 5|7, V¥s,te[0,1]

Soit F : C[0,1] — R une fonctionnelle continue & croissance polynomiale, i.e. telle qu’il existe
r > 0 avec

IF) <lylls
pour tout y € C[0,1]. Alors
lim EF(z,) = EF(z).
—+CO

8.2 Aire et moment d’inertie joints sous les chemins de Grand
Dyck

8.2.1 Equation fonctionnelle

Proposition 8.1 Soit D(z,u,v) la fonction génératrice trivariée énumérant les chemins de
Dyck selon leur longueur (variable z), Uaire S (variable u), et la fonctionnelle quadratigue
S2 (vaeriable v). Alors D(z,u,v) satisfait :

D(z,u,v) = 1 + 22uvD(z, u, v) D(zuv, uv?, v).

Démonstration. Considérons une arche positive a de longueur 2n+2, et soient hg, b1, , hapy2
les altitudes de ses points. les entiers h] = by —1,hy = ho—1,--- , b5, .y = hony1 — 1 définissent
une chemin de Dyck d, et de

2n+2 2n41
Do b= L+ R
i=0 i=1

on déduit Si(a) = 2n+ 1+ S1(d) et Sa(a) = 2n+ 1 + 251(d) + S2(d). La fonction génératrice
des arches positives est donc donnée par z2uvD{zuv,uv?,v). Comme un chemin de Dyck est
soit un chemin vide, soit un chemin de Dyck suivie d’'une arche positive, nous avons ’équation
fonctionnelle voulue. O

8.2.2 Pompage des moments
Afin de simplifier les calculs, nous introduisons la fonction G(z, u, v) = zD(z, u, v), qui vérifie
G(z,u,v) = z + 2G(2,u, )G (zuv, uv?, v).
Alors nous avons la proposition :
Proposition 8.2 Soit 7, le moment d’ordre (r,s) de la distribution jointe de laire et de la
fonctionnelle quadratique de excursion. Autrement dit, si X = _]'01 e(s) ds ety = f;,l e2(s) ds,

ol e est une excursion normalisée, 1., = E{X"Y?®|. Alors il existe des constantes Ay, # 0 telles

que, pour tous r, s,
e = 44,, /mrls!
" P T ()

Elles peuvent étre calculées ¢ Uaides des récurrences suivantes :

Agp = -3,
Ars = (T+1)Ar1e1+ E;=u 3 im0 Lt joo,rtemiei) AijAr—ie—j  (8.2)
+Ir>0£3‘r+é_4&vﬁAr—l,3-
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Chapitre 8. Pompage de moments

Avant de procéder & la preuve de la proposition elle-méme, nous allons montrer un résultat
intermédiaire matérialisé par le lemme 8.1 en-dessous, pour lequel nous avons besoin d’introduire
la notion de degré de série de Laurent : .

Définition 8.1 Svit f une série de Laurent en &, comprenant un nombre fini de termes en ™
pour n € N. On appellera degré de [ le degré du polynéme formé des termes en z™ de f.

Lemme 8.1 Pour tous 7,9 € N tels que r + s > 0, 2Gyry=(2,1,1) est une série de Laurent
en 1/R de degre fini, égal 6 3r + 438 ~ 1, o R = +/1—42%. Pour r = s = 0, nous avons
2G(z,1,1) = 158, Si nous définissons (A ) de telle maniére que

F4 —
TaiCwe(mL 1) ~ Ay g/ RI T

Z—’E

alors (Ars) est donnée par la récurrence (8.2).

Démonstration. Notons que, excepté pour r = s = 0 pour lesquels 2G(z,1,1} = 2R, Ay st
le coefficient dominant de ;5 Gyrys{(2,1,1), vu comme une série de Laurent en 1/R.

On montre le lemme par récurrence on (r,s), ou (r', &) < (r,8) sir'+ 8 <r+sou(r+4 =
7+ s and &' < s). la propriété voulue est vraie pour r = s = 0. Maintenant fixons r, s de telle
sorte que r + s > 0 et supposons le résultat vrai pour 7/, ' tel que (r/, ') < (r, 3).

Alors, la formule

+8 i+j —its—j 2
IFt2Q(z, u, v) = Gzt Z (]) (:) d G(z, u, v} o G(zm;, uv?, v}
i=0

Our v dutdvd Sur—tdus—I

entraine

6‘”"’G(2, U, U)
(1= 2:G(a, L 1)) 03 50 uoct

-+ ¥ (0 e

DLig<r0Ljgs
O<iti<r+a

+2C(z,1,1) (z

O I Gzuv, uv?, v)
u=v=1 AuT iy I u=v=1

u=v=1) (8.1)

TG (2w, ur?, v)
ourdv®

Gz, u,0)
u=v=1 rlglour Ovs

avec 1 —22G(z,1,1) = R. Pour tous i,j telsque 0 < i+ j < v+,

FT4CQ(z, u,v)
A sBur v

u=y=1
est une série de Laurent de degré 3i + 45 — 1 en 1/R. Montrons qu’il en est de méme pour
I H8G(zuv, wv?, v)
Sur—iHys—i
En utilisant la formule de Faa di Bruno [160], nous obtenons, pour i + j > 0,
& G(zuv, wv?, v)
z -
ovd

j! 292 k 2
= ekl 2 g T Gt Gt ),
ki+2ka=j ° qitgztaashy 110 0

u=v=1.
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8.2. Aire et moment d’inertie joints sous les chemins de Grand Dyck

donc
I G (zuw, uv?,v)
Sutdvi
og2

il !

§ : : E : k: 2

= out ka! q1!q2!gs! 2Ty Bet 2Gz‘11u‘12+"2»u43 (zu'”’“'” ,'b')
ki+2ko=j ° @tgetqa=ks T 7

3! 2% 8 k 2

= Z ! Z algalgsl Zm%uq”"’“ 2G a1 gz thages (ZUuv, u0%,0). (8.2)
k1+2k2=7 1+ga+ga=k;

11 est clair que si 2F est une série de Laurent quelconque en 1/R de degré p # 0, alors zF, est

une série de Laurent de degré p+ 2n en 1/R. Il est alors clair que, pour n > 1, 2G;n(2,1,1) une

série de Laurent de degré 2n — 1 en 1/R. En outre, les termes dans la formule (8.2)

ot
ﬁuql+02+kzgqu ya2+kayts (zuv, ’U.'U2, 'U)
sont tous des séries de Laurent de degré 2¢; + 3(i+ g2+ k2}+4gs — 1 en 1/ R (sauf éventuellement
Gyrys(2,1,1) qui reste inconnu).

Nous en déduisons en premier lieu que dans la formule (8.1}, pour 0 < i +j < r+ 8, les
termes

u=v=1

OIG(z, u,v)
Sutdvd

u=v=1

et . .
851G (zuv, uv?, v)

Sur—igv*i
sont des séries de Laurent de degrés respectifs 3i + 45 — 1 et 3(r — 2) + 4(s — j) — 1, si bien que
leurs produits sont des séries de Laurent de degré 3i+45 — 1+ 3(r—i)+4(s—i)—1 =3r+4s—2.

Nous en déduisons en second lieu, & partir de la formule (8.2) appliquée & (¢,5) = (r,s), que

2

u=v=1

TG (zuv, uv?, v) FtG(z,u, v)

z
durdv® u=v=1 rlsldur dvs

u=v=1

est une somme de termes de la forme G,i ik (2,1,1) aveci+j+ k< r+set (4,k) < (r,s), et
donc est une série de Laurent de degré strictement plus petit que 3r + 45 — 1 et est en fait une
série de Laurent de degré 3r 4 4s — 2, & cause de la présence des termes G r+1ye—1 6t Gpr—1,s
(ce dernier terme vient de %uGﬂa (zuv, uv?, v)).

Avec ces résultats en téte, nous déduisons finalement, de la formule (8.1) que 2Grys(2,1,1)
est une série de Laurent en 1/R de degré 3r + 43 — 1. Nous pouvons définir rlslA, ; comme étant
son coeflicient dominant.

Calculons le coefficient de plus grand degré en 1/R de

I+HG (zuv, uv?, v) z@"""G(z, U, v)

Ourovs u=v=1 rlsldurov®  lu=v=1
sl 242 ar
_ +gatk 2
= E ] z i 20 o BFETRRG ) yaa+hayas (20, w0, V) ot
ki+2ko=s *© gitgatga=ks ~= 0 0
—ZGurvs (Z, 1, 1)
sl 2¢m or
— q1 qr+gatka 2
= —_— 2 —y G +k ZUV, UV, U .
2 k! qi'golgs! — Ou” smuszthaons (200, W50)|

k14+2ka=8,q1 +oa+az=k1
(k1.k2.01,92.93)#(8,0,0,0,8)
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Chapitre 8. Pompage de moments

Il proviennent des termes ci-dessus en 1/R3714~2 pour (ky, k2, 91, g2, 93) égal & (5,0,0,1,5 — 1)
et (5,0,1,0,s — 1). En utilisant

z

msz_lm (2,1,1) ZN% 2(3r + ds — 2)Ap1 041/ RO TE2,

—

obtenu par dérivation par rapport & z de G r-1,4(2, 1, 1), faisant notamment intervenir le calcul

d 1 _d 1 8z Il 4y(8r 4 45 - 2)
dz R3(r—1H4s—1 = (> (1 _422)3_1-__r L—4 - (1 “_422)#3’" 49-2 - R3r+4s-2 ’

nous trouvons

Ot CG (zuv, wv?, v)

- zGu"vS (Z, 1, 1)

rlsl@urdv® u=y=1
1(s — 1}! — Disl
2% lzri? — Apjre 1 /[RITE2 4 u r1:1) = % ~2(3r + 45 — 4)Ap_y o/ RTTH72 4-

= 20r+ D) App1e-1/R¥T2 4 (3r 445 —4) Ay 4/RIH2 4.

ol1 les termes restants représentent une série de Laurent en 1/R de degré strictement plus petit
que 3r + 45 — 2.
Finalement, par identification dans (8.1)

1 s ™
Ar,s = 9 : 2("" + 1)Al'r+1,er—1 + Z Z ][[i+j>0,r+s>i+j]Ai,jAr—z’,s—j
=0 i=0

1
+][T>0§ . 2(3?‘ + 45 — 4)A7-_1’3

8 T
("' + 1)A’r+1,s—1 + Z Z I[ii+j>0,r+s>i+j}Ai,jAr—i,s—j

§=0 i=0
3r+4s—4
+L>D%Ar—1,s:
ce qui counstitue la formule annoncée. 0

Preuve de la Proposition 8.2. Comme [z"]|Gyryi(z,1,1) (le coefficient de 2™ dans le dévelop-
pement en série de Gyrye(2, 1, 1)) est négligeable devant [2"|Gyrye(2,1,1) dés que p+g <7+,
les moments factoriels sont les mémes que les moments eux-mémes. En utilisant I’'asymptotique
bien connue des nombres de Catalan [81], on obtient le résultat voulu. O

1l est maintenant facile de calculer les moments joints avec quelques lignes de Maple, ce qui
méne aux tableaux 7.1 and 7.2, ot nous avons mis les premiéres valeurs de A; ; et 1) 5. Pour r = 0
et s = 0 nous retrouvons dans le tableau 2 les valeurs trouvées respectivement par Takécs [198]
ou en effectuant le développement en série de ¢2p.

8.2.3 Moments joints de chemins de Grand Dyck

Prouvons maintenant des résultats similaires pour le pont brownien. Nous allons maintenant
diriger notre attention sur les cheming de Grand Dyck.

Proposition 8.3 Soit 5, le moment d’ordre (r,s) de lo distribution jointe de l'aire et du
moment d’inertie de Uexcursion. En d’autres termes, si X = fol b(s)ds et = jbl b%(s) ds, alors

144



8.2. Aire et moment d’inertie joints sous les chemins de Grand Dyck

TAB. 8.1 — Valeurs de A, ,.

rs| 0 [ 1 2 3 4 5

0| .12 | 12 | 13/4 63 37207/16 2803712

1| 1/4 | 3/2 | 239/8 | 4515/4 | 2199119/32 24733149/4

2 | 5/16 | 107/16 | 8461/32 | 66045/4 | 192844087/128 | 3045954135/16

3 | 15/16 | 159/4 2585 482475/2 | 3951804863/128 | 83537034105/16

4 1105 75783 14599815 475670055 1300934713135 35461554388785
256 256 512 128 2048 256

5 1695 84843 11323097 3526382201 3455175997157 235919056678557
64 32 32 64 256 64

TAB. 8.2 — Moments joints de 'aire et du moment d’inertie de 'excursion,

rns| 0 | 1 | 2 ] 3 | 4 | 5
19 631 1219 92723
0 1 1/2 8 2520 5040 352640
1 Van 9v2x 512w T143v2x% 422781/ 27 25311493 2m
4 64 512 81920 4687520 220200060
2 5 221 1643 4321753 201886013 8817256807
12 840 7920 21621600 1269777600 2855588736
3 15+/2m 330v2m 16573+ 2m 838799+ 271 13125751/ 27 330256199219/ 2
128 4096 229376 11010048 138412032 2418335023104
4 221 16565 40594139 5310071279 181927010953 87609843192007
1008 96096 245044800 27935107200 713897184000 223592598028800
5 5654/ 2 3935+ 27 463551/ 2o 3648007367 2% 3817396540159/ 27 199793478812293+/ 21
8192 655636 7340032 465606442752 33866690323456 1083414090350592

b est une excursion normalisée, frs = E [X"Y®]. Alors il existe des constantes By # 0 telles

que, pour tous r, 8,

By Bys  +/mrls!
T8 2%+23F(3r+§s+1)'

Elles peuvent étre calculées d Paide des récurrences

Byp = -3,
By (r+ I)B'r+1,s—1 + Z;=u E:xo ][[i+j>0,r+s>i+j]Bi,jBr—i,s—j (8.3)
+][r>0£3"+éﬂ B

r—1,s-

Démonstration. Introduisons la fonction génératrice P(z,u,v) des chemins de Grand Dyck
non vides. Un chemin de Grand Dyck non vide est une suite d’arches positives, d’ol1

(1 — 22%ww D(zuv, wv?, v))P(z, u,v) = 1.

Nous en déduisons que, pour tous r, 8, Pyry=(2, u,v) est une série de Laurent en 1/R de degré
3r + 45 + 1. Définissons la double suite (B, ;) telle que

Pyrys(2,1,1) ~ rls! B, ./ R3 T4,

Définissons maintenant H(z,u,v) := 1—2z%uvD(zuv, wv?,v) = 1—22G(zuv, uv?,v). De HP = 1,

nous déduisons
3 r
s\ (1
> (J) (;) Hyis Pursyo-i = Oro0sp.

j=0 i=0
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Chapitre 8. Pompage de moments

En identifiant les coefficienis, on obtient

8

.
Z Z AijBr_is—j = 6r08,0A00Bo0,

=0 1=0

ce qui donne déja une formule de récurrence assez pratique pour calculer les B, g, qui s’écrit

g8 T
AD,O = _1/2s BD,D = 11 Br,s =2 ZZ ][i+j>0,r+s>i+in,jBr—i,a-j-
§=0 i=0

Néanmoins, nous pouvons en fait trouver une récurrence dépendant seulement des B, de la
maniére suivante.

En premier lieu, si nous définissons A(u,v) = ¥ Ars(—1)"t*uTv%, la récurrence sur les A, ,
se traduit par

vA, + A% — A(0,0)% - guzA,., + 2uvA, + ;A =0. (823)
De HP =1, nous déduisons que, si nous définissons B(u,v) = 3 By ,(—1)"**u"v®, alors BA est

constant, égal & BA = {BA)(0,0) = —1/2,d’ot1 A = —1/(2B), A, = B,/(2B?), A, = B,/(2B?),
et la formule (8.2.3) devient

ou
2vB, +1— B? — 34’B,, + 4uwvB, —uB = 0. (8.3)
En utilisant
B(u,v) = Y (-1y**Bpu’v®
vB, = Z(_l)‘r+s,r B, ulyst+!
ul B, = Z(_l)rﬂrr Bmu'r'+1vs
wwB, = Z(—l)f"'ssB,.su’""'lvs
uB = Z(—l)"'“sBﬁu"Hvs.
nous obtenons, pour r + s > 0,
r s
2(r+ 1)Bryaoe1 — 3 O BijBr_iej+ (3r+ 45— 2)By_y s =0.
=0 j=0
B, /mris!

O

A nouveau, une analyse de singularité [81] nous donne 8, , = SE 42T (31, ] gs 1) .

Nous pouvons facilement calculer les moments gy, dont le lecteur trouvera les premigres
valeurs dans le tableau 8.4.Pour r = 0 et s = 0, nous retrouvons les valeurs trouvées par
Shepp [190] ou Tolmatz [202, 204, 205].
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TAB. 8.3 — Valeurs de B, ;.

r,8 0 | 1 2 3 | 4 )
0 1 1/2 21/8 671/16 180323/128 20898423 /256
1 |1/2| 11/4 173/4 22931/16 | 1319183/16 233526463/32
9 T 273 38733 4615949 3344400297 856393361595
] 16 (7} 128 10694 2048
3 21 2037 275373 1672797 7175989065 5097582269451
[:] 16 32 2 64 256
4 | 1463 | 289555 | 133182175 | 39357656121 | 5961650866005 | 28408170184726485
128 266 1024 2048 16384 32768
5 2121 187677 67703769 87697769535 50486822349255 | - 2313457431011811
32 16 32 128 512 64

TAB. 8.4 — Moments joints de 1'aire et du moment d’inertie du pont brownien.

TS 0 1 2 3 4 5
51 1261 79
0 1 1/ 6 1 / 20 2520 76600 5280
1 Vaw 1127 173y/2m 22031+ 27w 1319183+ 2 233526463 2
8 384 153560 3440640 247726080 43599790080
9 i 13 12911 355073 53085719 19030963591
60 360 720720 28274400 4655851200 1499184086400
3 212w 67927 13113+2xr 79667y 2w 683427634/ 2w 26971334759/ 2m
1024 81920 2621440 19660800 16609443840 5374077829120
4 19 8273 761041 1874174101 3974363381067 1893878012315099
720 617760 73814592 214169155200 404779703328000 | 145b58781316748800
5 101v2x | 993+v2r | 358221v2= | 54950256727 | 62949018369+ 2w 122405615607989+/ 21
16384 262144 115343360 172738216936 16122233487360 2192623754280060
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Chapitre 8. Pompage de moments

11 semble difficile de trouver une expression sympathique de B (ou A). Cependant, si nous

définissons -~ @
g(a? a,b) = f e_at¢12B (at3/21 b2t2) -
0

2mt’

un calcul direct donne

1 o b2
o(es8) = 755 (G Gt
B(w,v) = 9(1/2,5 V5),

et la formule (7.5) oit le chapitre précédent donne I'expression suivante de B :

ou

1 Du2”w3/22—1/2_%_%(23/4,”‘,”—3/4)
a (8v)1/4 D:‘ 2y —374)’

B(u,v) =

2,,—3/22—1/2_7{‘7 ,_% (

Nous n’avons pas réussi a trouver ou seulement vérifier que cette expression est solution de (8.3) :
¥ parvenir donnerait une preuve de la proposition 7.3 sans recourir au mouvernent brownien du
tout.

8.2.4 La formule de Louchard pour les polynémes

Nous allons monirer une nouvelle preuve du théoréme de Louchard pour les fonctionnelles
polyndmiales.

Théoréme 8.3 Soit V une fonction de la forme V(z) = vo+vi|z|+- - - +vm|z|M avec M € N et
v 20,v1 20, ,um 20, |ve|+ |v1| - - + |var| > 0. Soit = le mouvement brownien standard,
el soit

g(a) :=f e ¥R [exp (—f Viz(s)] ds) z(t) = 0] —_—.
0 0 27t
Alors siY désigne Uezcursion brounienne et L sa longueur, on a
/m (™ -1)E [ex (— ft V[Y (s)] ds) L= ] at_ __ o) + lim g7} ()
0 P 0 V2rt? g a0? -

Corollaire 8.1 Soit V une fonction de la forme V(z) = |z|™ avec M € N. Alors si ¢p est la
transformée de Laplace de la distribution de la fonctionnelle V du pont brownien normalisé, et ¢ g
est la transformée de Laplace de la distribution de la fonctionnelle V de Uezcursion normalisée,

alors si : o &
s@) = [ eton(+¥) 2,
0 27t
alors ~ p
—ot 1+ t PR |
e ™ -1 B(t 2)———9 a)+ lim g~ (a).
[ =1 @)+ i@
Démonstration. Pour un chemin p = (hg, h1,--- , ha,), Dous noterons

2n
Sm(p) =Y [hil™

i=0
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8.2. Aire et moment d’inertie joints sous les chemins de Grand Dyck

le parameétre auquel nous nous intéressons. Si a = (hg, k1, - , hapya) st une arche positive, et
d = (hi, -+ ,hany1) le chemin de Dyck associée, Sps(a) = ;“io (T)Sg(d) Si D(z,u1, - ,un)
énumere les chemins de Dyck, o1 chaque u; correspond au paramétre f;, G(2,u,v) = 2D(z,u,v)
vérifie une équation fonctionnelle du type :

G(z,u,v) = 2+ 2G(z,u, v)G(2uy - - - upg, -+ , UM),

ou G(zuy - -- upr, -+ ,un)/z énumere les arches positives — sa (5 + 1) composante est donnée
par
M-1 M =M
“j”32'+1"'“5411)“1(\f) = H ﬂgj)-
g=j
En utilisant la méme méthodologie que précédemment, nous obtenons par récurrence que pour
tout M-uplet (o, -+ ,ap), il existe une constante Ay, ... ap, telle que, au voisinage de z = %,

si R =+1— 422,

zazaiG(z’ul, Tt ,UM)

Aa -
_ 140 yOERL
- ugH = ol ap! T

1
TR (2 M)y +0 (R—2+E£1(2+M)ai ) '

Si Thr, .- rps désigne le moment joint E [¥{* --- YyM], ol1 Y; est la variable aléatoire correspondant
& la distribution de la fonctionnelle z — |z|* pour l'excursion, une analyse de singularité fournit
I'égalité

— 4Ar, - ras Vvar! - rp!
Mryyesrm = 23r1+4rz+---2+t2+M)rM r (3r1+4m+---+(2+M)rM—1)‘
2
Posons G4 (z,u1, - ,upm) = G(zug -+~ up, -+ ,upr). On a encore
zaEaiG+(z,u11... L uAf) oyl ! Ay 1
OuSt - - ulH T R (24 Moy R-HTE @+M)a; J’
et la fonction génératrice P
1
P=—u
1—2:G4

On montre par récurrence qu’il existe des constantes By, oq.- a5 > 0 telles que

DL % P(z,uy, - ,up) N ailag! -+, om!Bay a0 an
Buftug? - ug¥ ol (V1 dg2) T

Si By, ... vy désigne le moment joint E [X e Xﬂ‘] , o1 X est la variable aléatoire correspondant
4 la distribution de la fonctionnelle z +— |z|* pour I'excursion, une analyse de singularité fournit
Pégalité

s _ By vy VATl ray!
T1y'* AL 231"1+4r2+-~2+(2+M)rM T (31‘1+47‘2+'"+(2+M)7‘M+1) )
2

En prenant les termes dominants dans P'égalité
(1-2:G1)P=1

dérivée r; fois par rapport & u;, on obtient, pour {ry,--- ,ras) # (0,---,0) :

> Ay v ing Bia e jng = 0.

t1+ii=r1, i tiv=ra
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Définissant les séries

et

A(Hl, A ’U'M) = Z ATI,'".TM (_1)1'1+-..+1'M,ur1 ceey™™

Tl T

‘B(ul'l R 'U'M) = Z Brl,...,,-M(—l)r1+"'+rMu"1 R 'U;rM,

Ty TM

on obtient donec

AB(uy,--- ,up) = cte = A(0--- ,0)B(0--- ,0) = —=.
Supposons d’abord vg = 0. La double transformée de Laplace pour le pont = s’écrit :

o0 - dt
= —atg [~ L Vis@)lds| oy — o] 2
g(a) j; € 0 _e | :l?( ) ] \/2?
oo - t dt
_— _ME - f E‘U:,Ia:(s”"ds t o 0 -
-/0 e 0le 0 I z(t) ] 5
dt

(1) = 0] T

o0 -
- f e~y [ St 2 L lao® ds
0 L

— —at Z ﬂ'l‘h T ('U t1+1/2)r1 (,UMt1+M/2)‘rM(_1)r1+...+rM dt
V2ni
Z B it V' > 8 (- 1)r1+ FrAMTL T f m e~ ot {1+ 1/2)r -+ (14+ M/ 2)r dt
ril---ral ' M Jo V2nt
Z ﬂn,--.f‘M ( 1 Fibeeb s Tl ver((1+1/2)T1 +"'+(1+M/2)7'M+1/2)
T ! M VoradnHret 2+ Miru+1

_ 1 B U1 U UM
Vo \Qa)'ta’  T(20)*F (20)*%

Un calcul similaire pour la double transformée de Laplace pour I’excursion ¥ donne :

0 2wt

= (2\/_ (_,_, % .. _¥M ))
@)’ (o)t T (2a)*E

Autrement dit, on a f'(a) = (—1/g(c))’, ce qui par intégration par rapport & o donne le

théoréme de Louchard.

Si ug # 0, il suffit de remplacer o par o + vg dans les calculs ci-dessus.
0

8.3 Arbres non orientés et polyominos parallélogrammes

Rappelons gu’un arbre non orienté (ou non planaire) est un arbre tel qu’a chaque sous-nceud

les sous-arbres ne sont pas ordonnés, contrairement aux arbres ordonnés (ou planaires). Quant
aux polyominos parallélogrammes, nous renvoyons le lecteur & [20] pour y trouver une définition.
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8.3. Arbres non orientés et polyominos parallélogrammes

A Yaide des résultats ci-dessus, et du fait que la distribution limite des fonctionnelles aire
et moment d’inertie pour les cheming de Dyck est connue, on peut montrer que la distribution
limite de ces fonctionnelles est la méme pour les arbres non orientés ou pour les polyominos
parallélogrammes. La démarche est ia suivante : on a trouvé la distribution limite pour des
familles simples d’arbres grice au fait que la distribution du contour de ces arbres converge vers
une excursion. On sait qu’on a convergence 4 la fois en distribution et des moments pour les
fonctionnelles qui nous intéressent. La seule connaissance de la convergence des moments nous
suffit en fait & affirmer la convergence en distribution, griace au théordme de Carleman-Lévy :
on a une expression explicite de la fonction caractéristique de la distribution limite et on en
sait donc suffisamment sur I'asymptotique des moments pour que soit vérifiée la condition de
Carleman. Ces moments caractérisent donc uniquemnent la distribution limite.

En effectuant un pompage des moments sur les séries génératrices des arbres non orientés ou
des polyominos (on trouvera ces séries génératrices dans [20, 21, 40, 59]), on retrouve les mémes
types de récurrences sur les termes dominants des séries génératrices des moments de tout ordre.
On prouve donc par analyse de singularité la convergence des moments de tout ordre. Il suffit
donc de retrouver des récurrences sur les moments identiques & celles qu’on avait trouvées pour
les arbres de Catalan ou les chemins de Dyck pour pouvoir affirmer qu’on a la méme distribution
limite pour 'aire ou le moment d’inertie.

8.3.1 Arbres non orientés

Proposition 8.4 Soit V(z,u,v) la fonction génératrice des arbres binaires non orientés, z énu-
mérant leur taille, u la longueur de cheminement interne, v la fonctionnelle quadratique. Alors
V est donnée par Uéquation fonctionnelle

1 1
Viz,u,v) =1+ —izV(zuv, uv?, v)? + EzV(z2u2v2,u2v4, v?). (8.4)
Démonstration. Laigsée au lectenr. O

Proposition 8.5 La fonction génératrice V(z,1,1) énumérant les arbres binaires non orientés
admet une singularité dominante p de type quadratique, si bien qu’il existe C > 0, p > 0 tels que
p™
n
[Z ]V(Z, 1, 1) ~ Cm.
Démonstration. Théoréme des fonctions implicites ou Varticle d’Otter [175] (qui donne des
valeurs approchées de C et p). O

Proposition 8.6 Les moments vérifient lo méme récurrence que pour les chemins de Dyck.

Démonstration. I est clair que p < 1. Il s’ensuit que la singularité dominante de V (22,1, 1) est
strictement plus grande que p, si bien qu’on n’a pas & prendre en compte le terme V (z2u?v?, u?v4,1?)
lors du pompage de moments.

Il faut essenticllement remarquer

1—4/1—4l (1+12v(22,1,1)
V(Z,1,1)= \/ 2(22 LRt ),
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si bien que

1-2V(z,1,1) = \/1 — 4% (1 + %zV(zZ, 1, 1)) =+/1— pzf(2),

avec f analytique au-deld de p. Ensuite, le pompage de moments s’effectue de la méme maniére
qu’avant, en dérivant 1’égalité 8.4 le nombre idoine de fois par rapport &4 u et & v, et en faisant
u=ov=1, O

On peut établir une bijection entre les polyminos parallélogrammes et les chemins de Dyck.
Les hauteurs des colonnes dans le polyomino correspondent alors 4 la hauteur des pics du chemin
de Dyck associé [51, 61].

8.3.2 Polyominos

On notera qu’étudier des fonctionnelles telles que la somme des hauteurs ou la somme des
carrés des hauteurs des colonnes de polyominos parallélogrammes meénerait & des séries géné-
ratrices similaires, aux mémes récurrences et aux mémes distributions limites. Nous laissons le
lecteur effectuer cette vérification.

Une autre maniére de voir cela consiste & remarquer que les pics et vallées dans les chemins de
Dyck correspondent respectivement & une montée suivie d’une descente et 4 une descente suivie
d’une montée, et donc &4 des motifs dans des chemins discrets. En utilisant la méme méthodologie
que dans [153], on pourrait montrer que le chemin formé des hauteurs de ces motifs converge
aussi vers des excursions.

Nous allons maintenant montrer que nous pouvons répondre au passage A la question posée
dans [52] qui demandait la nature de la distribution limite du moment d’inertie des polyominos
parallélogrammes. Cependant ce que Philippe Duchon appelle moment d’inertie, ou parametre
de rang 3, est un peu différent de ce que nous appelons moment d'inertie. En effet, au lieu de
considérer la somme des carrés des hauteurs, Duchon considére la somme des (37}, ol k décrit
les hauteurs des colonnes.

Nous allons montrer qu’étudier la somme des (k'{l) au lieu des k2 d’un processus brownien
— avant normalisation du processus par /n — revient asymptotiquement au méme — comme le
conjecturait déja Philippe Duchon. En effet, si X est le processus de la hauteur d’un processus de
branchement £ de Galton-Watson critique, i.e. d’espérance E£ = 1, et de variance 02 = Var{ €
RY, alors

1 2
— <t —_— <t
(ﬁXn(2nt), 0t 1) = (ae(t), 0t 1) ,

et d’aprés les travaux de Drmota [47], on a
. 1 2

pour F fonctionnelle polynomialement bornée, si bien que, pour 3 > 0, et F intégrale de puis-
sance,

[ 0 — () fara

1 ann(s)ﬁ ds — (g)ﬂj:e(t)ﬁ di

2n 0

1 2n 9 B 1
- 8 z B
2n1+ﬁ/2§X“(z) — (J) fne(t) di.
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En particulier, E?:o X,(3), qui est de ordre de n2, est négligeable devant Zfzo X,o(t)?, de

Pordre de n?, et
2n 2n
Xn(t) 1 S ag
(") sz g %00
=0 i=0

8.3.3 Des calculs plus simples

Etudier le paramétre de rang 3 au lieu de la somme des carrés des hauteurs simplifie le
calcul : pour les chemins de Dyck il méne & des formules du type

D(z,u,v) = 1 + 22uvD(z,u, v) D(zu, wv, v), (8.5)

tandis que le paramatre somme des carrés des hauteurs méne & des formules du type

D(z,u,v) = 1+ 2%uvD(z, u, v) D{zuv, uv?, v).
Le lecteur intéressé pourra donc reprendre les calculs de ce chapitre avec des formules du
type (8.5), ou élargir & d’autres familles d’arbres ou classes d’objets combinatoires, avec des

équations fonctionnelles plus simples.

8.3.4 Encore d’autres objets ?

Nous avons vu que les mots de Dyck étaient reliés & de nombreux objets combinatoires. On
peut se demander si les mots de Dyck bilatéres sont reliés & d’autres objets combinatoires, sur
lequel l'aire du mot de Dyck bilaiére peut se lire de maniére sympathique, ou se retrouve, au
moins asymptotiquement parlant, dans un parameétre assez naturel de ces autres objets combi-
natoires. On notera par exemple qu’il existe une bijection entre les mots de Dyck bilatéres et
les polyominos convexes dirigés [19]. L’aire des mots et le moment d’inertie des mots de Dyck
bilatéres se retrouvent-ils, au moins asymptotiquement, dans des parameétres assez naturels dans
ces autres objets ?

8.4 Meéandre et mouvement brownien

Cette section reprend 'article [173].

Nous allons montrer que la manipulation de séries génératrices puis le pompage de moments
permet de retrouver la distribution limite de l'aire sous les méandres discrets et la marche de
Bernoulli, correspondant & la distribution limite de 1’aire sous les méandres (continus) et le
mouvement brownien.

Les méandres discrets sont des facteurs gauches de mots de Dyck et peuvent aussi étre vus
comme des arbres binaires tronqués. De 1'étude de ’aire sous les méandres discrets se déduit
facilement ’aire sous les marches quelconques, d’ou cette digression légérement hors sujet par
rapport & la thése. En outre, nous pourrons énoncer un théoréme similaire au théoréme de Lou-
chard, liant cette fois les doubles transformées de la distribution des fonctionnelles polynomiales
du mouvement brownien, des méandres et des ponts browniens.

Comme nous Pavons déja remarqué, dans le monde des fonctions génératrices, 'aire des ponts
se déduit de 'aire sous les chemins de Dyck, tandis que 1'aire des excursions se déduit de 'aire
sous les ponts browniens [140]. Dans le méme ordre d’idées, tandis que dans le monde continu
Paire sous le mouvement brownien peut se calculer directement, nous devons d’abord calculer
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P’aire sous les chemins de Dyck, les ponts et les méandres discrets avant de trouver 1'aire sous
les chemins de Bernoulli.

En utilisant la formute de Feynman-Kac, on peut trouver assez facilement la distribution de
'aire signée du mouvement brownien et des ponts browniens [176]. C’est aussi le cas en utilisant
la “generatingfunctionology” (la technologie des fonctions génératrices).

8.4.1 Fonctions génératrices

Soient D, F', P et B les fonctions génératrices de respectivement les chemins de Dyck, les
méandres, les chemins de Grand Dyck, et les marches aléatoires de Bernoulli (avec des pas —1
et —1), oll 2z énumére la longueur des marches, et u son aire. Nous appellerons chemin de Dyck
positif un chemin de Dyck classique, et chemin de Dyck négatif un chemin tel que son symétrigue
par rapport a I'axe des x soit un chemin de Dyck positif. De la méme maniére, nous définissons
les notions de méandres positifs et négatifs. Nous avons

Proposition 8.7

D(z,u) = 1+ 22uD(z,u)D(zu,u) (8.6)

F(z,u) = D(z,u)+ uzD(z,u)F(zu,u) (8.7)
1

Pzu) = 1 — 2u2?2D(zu,u) (88)

B(z,u) = P(z,u)(2zuF(zu,u)+1) (8.9)

Démonstration. Un chemin de Dyck est soit un chemin de Dyck vide, énuméré par 1-2% = 1,
soit un chemin de Dyck, énuméré par D(z, u), suivi d’'un chemin de Dyck non vide, énuméré par
22uD(zu, u).

Un méandre est soit un chemin de Dyck, i.e. un méandre se terminant en zéro, énuméré par
D(z,u), soit un chemin de Dyck, énuméré par D(z,u), suivi d’un méandre ne se terminant pas
en zéro, énuméré par uzF (zu,u).

Un chemin de Grand Dyck est une suite de chemins de Dyck non vides positifs ou négatifs,
énumérés par 2uz’ D(zu, u).

Un chemin de Bernoulli soit se termine en zéro, auquel cas ¢’est un chemin de Grand Dyck,
énuméré par P(z,u), soit ne se termine pas en zéro, auquel cas c’est un chemin de Grand Dyck,
énuméré par P(z,u), suivi d'un méandre strictement positif ou négatif, énuméré par 22uF(zu, u).
O

Remarque. Pour les méandres ou les chemins de Bernoulli, le paramétre “somme des valeurs
absolues des hauteurs” peut différer de I’aire comprise entre 1’axe des abscisses et le chemin, d’un
nombre de 'ordre de la racine carrée du nombre de retours en zéro. Néanmoins, ce paramétre
et la véritable aire possédent asymptotiquement la méme distribution.

8.4.2 Chemins de Dyck et chemins de Grand Dyck

Nous rappelons ici les résultats concernant la distribution limite de 'aire de chemins de Dyck
et des chemins de Grand Dyck. Les schémas de preuve fourniront des notations utiles pour la
section suivante.

Le lecteur intéressé par des preuves plus complétes pourra soit reprendre la méthodologie
utilisée en début de chapitre dans le cas multivarié, soit lire en-dessous, pour le cas multivarié,
les preuves des lemme 8.1 et théoréme 8.3.
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8.4. Méandre et mouvement brownien

. . cry s . D
Si B, est un mouvement brownien, alors la propriété de scaling B, = V4B, /¢, pour tout £,
aussi valide pour les méandres, ponts et excursions (£ est alors dans ces deux derniers cas une
variable aléatoire égale 4 la longueur du mouvement), implique

i D 1
f{, |B,| ds = £3/2 /0 |B,| ds, (8.10)

et des formules similaires pour les méandres, ponts et excursions, conditionnées & avoir longueur
1 dans le membre de droite. Donc, en ce qui concerne les chemins de Dyck et les chemins de
Grand Dyck de longueur 2, il est naturel de normaliser leur aire par (2n)3/ 211 serait facile de
vérifier, 4 1’aide des calculs ci-aprés pour les moments de tout ordre entier, que la variance de
I'aire des divers chemins considérés est en effet d’ordre a2n® avec o2 > 0, quoique o # 2.

Théoréme 8.1 Soit ¢p lo transformée de Laplace de Unire des excursions conditionnés ¢ avoir
longueur 1. Alors elle vérifie :

f (e7 — 1)¢p (\/533/2)3—/2 27 ( A;((z))—fif((g))). (8.11)

Démonstration. Nous rappelons dans les grandes lignes la preuve de Takécs [200]. En déri-
vant (8.6) r fois par rapport & « et en faisant u = 1, on peut montrer par récurrence qu’il existe
pour tout r une constante K, non nulle telle que

D, PARES

8.12
,r' 22_'_ (1 o 4z2)3r 1 * ( )
En outre, la suite (K} vérifie la récurrence
r—1
K, = Z KiK,_; — KoK,_1(3r — 4)/2 (8.13)
i=1
avec Ko = —1/2. La série y(z) = ) K,(—2)" est alors solution de P'équation
322y (2) — 2y(2) = 4% (2) — 1 (8.14)
qui (étant donné y(0) = —1/2) se résout en
y(z) = Ai (z72/3)1/3 / [244(z~%/3)], (8.15)

ol Ai est la fonction d’Airy, qui est la solution de w” = zw telle que im, o w(z) =0 (p. 446
de [1]). Si M2 est le moment d’ordre n de la distribution limite de l'aire des chemins de Dyck
normalisé par (v/2n)3, alors par analyse de singularité [81]

[ 211,] artig
[22%] Dyr (2,1) o (1—- 4z2)—2— _ 4y/7K,r!

MP = lim = lim = . (8.16
T n—o0 (\2n)3r (2 D(2,1) 5o (V2n)I[22)(-2v1-422) T (%) 23 (8.16)
En utilisant
MP
¢p(z) =) —(- (8.17)
il est facile de trouver (8.11) en faisant une intégration par parties. O

La distribution de Vaire sous les excursions étant maintenant connue, nous allons maintenant
déterminer la distribution de 'aire sous les ponts.

155



Chapitre 8. Pompoege de moments

Théoréme 8.2 Soit ¢p la transformée de Laplace de la distribution de la valeur absolue de
l'aire des ponts browniens conditionnés & avoir longueur 1. Alors elle vérifie

Ai(u)

© s 3/2y ~1/2 —
./0 e ¥ pp(v25%%)s ds \/_Az’(u) (8.18)
Démonstration. Nous procédons comme dans {174]. En différentiant
(1 — 2uz’D(2u, uw)) P(z,u) = 1 (8.19)

7 fois par rapport & u et en faisant u = 1, on peut montrer qu’il existe une suite (@;) de nombres
positifs telle que

! Qs

ZPyr(z,1) ~ ¥ 8.20

Y ( )zz_,% (V1 = 422)3r+1 (8.20)
Elle est donnée par

r

Q=1 and Vr>1, Q=2 K;Qr ;. (8.21)

La fonction g(z) = 3,50 @r(—2)" vérifie
1 Ai(z=%/3)
= — = — ] .22
Définissant (MF) telle que ¢p(z) = E ( x)", on obtient par analyse de singularité
211.] P r(z ,’_1
MFP = lim 2] Pur (5 —\/*-’”— (8.23)
r n—00 2n) i [z2"] P(z 1) ar/2T (3'r+1)

et il est alors facile d’établir la formule (8.18). O

8.4.3 Mdéandre et marche de Bernoulli

Dans cette section, nous retrouvons la distribution de 1'aire des méandres et des marches de
Bernoulli. Comme cela n’a pas été fait auparavant avec le seul usage de fonctions génératrices,
nous allons effectuer les caleuls de maniére plus détaillée que dans la section précédente.

Lemme 8.1 I existe pour tout r des constantes non nulles aD aF . f.’ , et a , telles que
l:t!ﬁ ! ’—GP‘S? (8.24)
I:-T 1 (1_—;2@ (8.25)
Ij::r ! F*;%E (8.26)
T~ '—GBW (8.27)
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on (af ) est donnde par la condition initiale af = /2 et la récurrence

|
-

T

1 1 .
Vr21, V2ol = Z(BT —2al | + 5 a,‘?_jaf. (8.28)
§=0
En outre, (af) vérifie
r
Vr>0, af =) al_jaf. (8.29)
j=0

Démonstration. D’aprés les résultats précédents, al et ol existent de manidre évidente et
sont égaux respectivement 4 2™+2K, et 2§ Q,, ce qui prouve (8.24) et (8.26).
Montrons (8.25). Nous avons

S EE

F(z,1) = , 8.30
(1) 2:  2o1V1-22 (8:30)
8i bien que (8.25) est vrai pour r = 0.
Si on différencie r fois 1’égalité (8.7), on obtient
Fyr=Dyr+2z Z (T) Dyr-i (uF (zu, u))P (8.31)
i \j
avec
(uF (2, u))9 = u(Fy + jaFopi-1 4+ )+ 1-(-++). (8.32)
Doncenu=1
s
(1—zD)Fyr =r2’DF,r1 + ZZ (J) Dy—iFyi+---, (8.33)
=0

oi1 les termes mis en points de suspension sont négligeables par rapport & ceux qui sont écrits
lorsque z tend vers 2.

Soit R = (v/1—22)" L. Les D,; et F,; ont des termes dominants en R respectivement de
degrés 3(r — ) — 1 et 3j + 1, si bien que D, ; F,~—; est de degré 3». En outre, 'asymptotique

suivante, pour z tendant vers

Fﬂr_l ~ af—]. — a"f}'?—l (8 34)
r=0'  q-2)™5" (1-20"F
entraine
Fyyr- 3r — 2)af_
U 1' ~ ( T )a’!;r 1 (8-35)
r=1!  (1-29)7
si bien que F,,r-1 est de degré 3r. Comme nous avons
1-2D ~ V2v1-22, (8.36)
Z—’E
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on en déduit que (1 — 2D)F,r est de degré 3r, si bien que F,r est de degré 3r + 1 et {8.25) est
prouveé.
Nous avons (z2D)(2) = § donc, en identifiant les coefficients du monéme R3", nous obtenons

\/_a ri= (:r- — 1)(3r — 2)a,,. 1+ = 5 Z (J) (r— )'a,, leaj , (8.37)

qui, divisé par rl, devient (8.28).
Nous montrons (8.27) et (8.29) de la méme maniére. En dérivant (8.9) r fois, nous obtenons

Byr(z,1) = z (J) > i (2, 1) Fs(2,1) + - (8.38)

ce qui nous donne (8.27) avec (a?) vérifiant (8.29). [

Nous pouvons maintenant déterminer les doubles transformées de Laplace de la distribution
de 'aire des méandres et du mouvement brownien. Remarquons gue la longueur n des méandres
discrets et des marches de Bernoulli peut &tre aussi bien paire qu’impaire, si bien que nous
normalisons la variable aléatoire par n®/2.

Théoréme 8.3 Soit ¢r la transformée de Laplace de la distribution de laire absolue des méan-
dres browniens de longueur 1. Elle vérifie

o0 3 [l Ait) dt —1
—ug 3 —-1/2 - 0 .
fo e (\/23 )s ds = —T— (8.39)
Démonstration. Comme D ~ —+/2R, nous avons ao = —+/2, si bien que (8.28) peut se réécrire
3 1
5= Vel | + 2a,._1 +3 Za D al =0 (8.40)

Si nous multiplions chaque égalité par {—z)" et sommons les égalités obtenues de r = 1 & V'infini,
nous obtenons

3 2AF - 2zAp + (ApmD afa?) =0, (8.41)
ol
T T
Ap(z) =) af (-z)" and Ap(z) =) eP(-2)". (8.42)
j=0 =0

Comme nous avons af = v/2, (8.41) peut se réécrire
3 2.4 Ap 1
-= - = 8.4
2:1','A (2 2:1': Ap+2=0, (8.43)

et, en remplacant z par 47z, nous obtenons

31 ,/ 1 1 1 1 1
BEYP (zT/z) + (EAD (Wa) - 4—3/3) Ar (2—3/2) +2=0 (8.44)
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Soit f(z) = Ap (ﬂ) . Cette fonction vérifie

2372
f'(z) = —23—{314% (;5‘%) : ' (8.45)
Nous savons déja
—2/3
AY [ (=
Ap(z) = 4v2y (%) =42 ((ﬂ) — /3) , (8.46)
2 4i ((:%) )
si bien que
V2 Ai'(z)z71/2
Ap (zT/E) = zﬁW’ (8.47)
et
10 =5~ %) 1) - V2= (8.48)

Résolvons cette équation, avec la condition initiale f(oco) = /2, & 'aide de méthode de la
variation de la constante. L’équation homogéne associde s’écrit

F_1_ AR
Ff 2z Ai(2)
d’oit
log f = Llog 2 — log Ai = log %
ogf—ﬁ ogz —log Ai = og i
et 12
z
F=2%
Ensuite,
2112 o
A T’t- = —/2z
entraine .
Az) = ~V2 (f Ai(u) du — c') :
0
done

fe) = ”@f;m%)(:)u—_c_

et la condition f(co) = /2 entraine C = , étant donné la condition initiale f(co) = v/2 et les
asymptotiques 10.4.59 et 10.4.82 de [1], pour = grand

/2

Ai(z) ~ %ﬂ_1/2$_1/4e"%”3 , (8.49)
L
f Ai(t) dt ~ 1 Eﬂf_l/za:_a/‘L exp (_21.3/2) . (8.50)
0 372 3
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On trouve donc finalement

fla) = _ a3 Aiw) du—1

34T (8.51)
En effectuant une analyse de singularité sur Fyr(z, 1), nous trouvons
. " F, r(z 1) \/_‘J‘FT'!GF
MF = i 0 Fw(ED) P 8.52
T () VAL (5 o
Finalement
o0 -~} F
f e “or (\/2?) s712 45 = f ZM—:’(—\/is:s/z)’"s‘l/ze‘”" ds (8.53)
0 0 r
r=20
- f o - Sy (- VZSYT a2 gy (8.54)
'r>D )
3y
- of Y21 T V2
3 Ai(t) dt — 1
i 4 O (856

3A4i(u)

Théoréme 8.4 Soif ¢p la transformée de Laplace de la distribution de Daire absolue du mou-
vement brownien de longueur 1. Elle vérifie

o 3 [F Ai(u) du—1
fo e *qu(\/zT ) dt = =02 Trra— (8.57)

Démonstration. Soit Ap(z) =3, el (—z)", qui est donné par

4 1 T ) 1 24i (( z2)_2/3) 1 Ai(2)zY? (8.58
rle) =9 (I/? V2 ((i)—z/s) =T A -58)
V2
De (8.29) nous déduisons
Ap(z) = Ap(x)Ap(z), (8.59)
si bien que
V2 V2 V2
() - +(2)0(2)
1 Ai(z)2/? 3 fF Ai(u) du—1
( \/_ At'(z) ) (\/2_2 ; 34i(z) ) (8.61)
Iy Aiu) du—1
3A44(z) (8.62)
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8.4. Méandre et mouvement brownien

d’olr

f e *dp (\/2?33) dt = / e""tzM—lfn(—l)"@ta)g dt
0 0 >0 n.

dBn = —ztropd R

= Z—(‘l)"f e=#(2%)% dt

H?OI\(3112;|:2) 0
dBn m _3n_4 (3'”-"‘2)

= — 9% 2 P ——— ] dt
3n

2 (= 2
_ Ny VAR
= 2im| ) ;

n2=0

1 V2

3 [y Ai(u) du—1
3A#(z)

8.4.4 Aires signées

Nous avons jusqu’a maintenant uniquement considéré des fonctionnelles ne dépendant que
de la distance a4 'axe des abscisses de la particule décrivant un mouvement brownien. Or on
peut trés bien prendre en compte le fait que la particule se déplace au-dessus ou en-dessous de
I’axe des x. Dans [176] se trouve le théoréme suivant, qui donne la distribution jointe de 'aire
du mouvement brownien respectivernent au-dessus ef en-dessous de 'axe des z, en utilisant le
théoréme de Feynman-Kac.

Théoréme 8.5 Definissons

o _ ,
_,__{:;c six >0, P { r siz <0, (8.63)

=10 sinon, T =1 o sinon.
Soit V la fonction z — Bzt + vz~. Alors pour o, 8,7 > 0 nous avons

] ° D) [ e—t3/2 Jo Vibs) ds] dt

2
O Yas(2) /) 4i(28) v/ (8.64)

T (@) PAV((27)Pa/y)Ai((26)/Pa/B) + (26)175 A¥((28) Pa/A) Ai((27) Pa/)

et, 31 W; désigne le mouvement brownien standard,

e t
f e Eg[e~ o V(W) do] gy

" 24i((20)8a/B) J3° Ai((27)3(a + o/7)) da

@) PARY) Pajy)Ai((260) P/ B) + (28) 73 Ai((26) e/ B)Ai((27)Pa/)
24i((27) /) fo© Ai((28)* (= + o/B)) dz

@) BAA2Y)Ba/r) Ai((20)Pa/B) + (28)1/3 Ai((28)Pa/B) Ai((27)PPa/)

(8.65)

161



Chapitre 8. Pompage de moments

En utilisant le cadre précédent, il est possible de donner une autre preuve de ce théoréme.
Résumé de preuve du théoréme 8.5. Si u énumere 1’aire d’un chemin au-dessus de 1'axe des z,
et #_ laire d'un chemin en-dessous de 'axe des 2z, alors les fonctions génératrices P et B des
cheming de Grand Dyck et de Bernoulli vérifient

1

Plz,uy,u-) = 1— 22 (us-D(zuy,uy) + u_D(zu_,u_)) (8.66)

B(z,uy,u_) = P(z,uy,u_) (1 + 2/ uy Fzuy, uy) + 2/ u_Fzu_,u_)) (8.67)
Si nous définissons @y, de telle sorte que

By (2,1 +8

oL A (8:68)
rls! =1 (1—22)73

et g(u,v) = Y, Qrs(—u)"(—v)?, alors apreés dérivation

(1 — 2% (uy D(2uy, ut) + u—D(zu_,u_))) P(z,uy,u) =1 (8.69)

par rapport & u, et u_, et identification des coefficients dominants en (1 — 422)~%/2, nous
obtenons

R
y{u_) +yluy)’

qui se rééerit en (8.64) avec uy = §-2712a7 32 ot y_ =~.271/2073/2,
(8.65) peut se prouver de la méme maniere, en partant de (8.67). O

Notons que la relation (8.70) se retrouve aussi dans 'exercice 4.18 du chapitre XIII de [183],
pour toute fonctionnelle additive. Par pompage de moments, nous pourrions aussi étendre cette
relation & des fonctionnelles de type polynomial, en effectuant des calculs similaires & la section
suivante.

Mentionnons également la référence [203] qui traite de 'asymptotique de la partie positive
d’un pont brownien.

g(u—,uy) = (8.70)

8.4.5 Auires fonctionnelles

Dans [174], le théoréme de Louchard est prouvé pour des fonctionnelles polynomiales, en
utilisant une version multivariée de (8.8). 11 est possible d'utiliser la méme méthode avec (8.9)
pour établir un théoréme similaire, liant le mouvement brownien standard, les méandres et les
ponts browniens.

Théoréme 8.6 Notons m le méandre et, comme avant, b le pont brownien et W le mouvement
brownien standard. Pour des réels strictement positifs ho, h1,--- , hay tels que |ha|+- - -+|hpt| # 0,
posons h : x — Zjﬂiu hjlxl. Soient gs, gp et gm des doubles transformées de Laplace de la
distribution de la fonctionnelle h pour respectivement le mouvement brownien standard partant
de 0, le pont broumien et le méandre :

gs(a) = / ” e *Eqgle” J3 n(Wa) 9] dt (8.71)
0
_ [T et ) dsp 4t
gn() /u e “E[e” b ]\/2Tt (8.72)
(@) = [ eotp[e fiktme) as) _E_ 8.73
im(@) = [ eetpleRimaa) .73
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8.4. Méandre et mouvement brownien

Alors

9s = 2gbgm-

(8.74)

Démonstration. Soit M € N*. Notons ug la variable énumérant la somme des puissances
kémes de la valeur absolue des altitudes de la chemin. Alors

B(z,uy, - ,up) = P(z,u1,--- ,up) (2201 - - -up ) Fzuq, -+ ,up) + 1), (8.75)
oil la (j + 1)éme composante de F' est donnée par
M-1y (M =M
Ujud g - ugfil )u](,j ) ugj). (8.76)
g=j
Soit aﬁ,m,... rart B ra,e rant af;’,_z,...,,.M les constantes telles que, pour tout (r1, 72, -+ ,7ar) € N¥,
Fpugoage B 0y (8.77)
T]_!T2! e TM! Z—P% (1 _ 22) 1+E(§+i)"i .
Pui'lu;ﬂ '"urMM (z, 1) ~ af}:.:r2)'" ST (8 78)
rilral - rag! z—1 (1 —2z) ﬁ—m—’-l+2(§+i)r' ’
Bui'l u;:!'"urMM (Z, 1) ~ a'fl T2, T (8 79)
ol gl zﬂ»% (1 _ 22)2+2(§+,-),-- . .
Soit
Ap(ut, - unM) =Y L r e gy () - (—uad)™, (8.80)
AP(UI’ T uM) = Zaﬂyrz,'",ru(_ul)rl e (_'U'M)TM! (881)
Ap(ur, - uar) = D0 a5 ()™ - (—uan)™. (8.82)
Alors (8.75) se réécrit Ap = ApAr. Comme nous avons
1 hy Ry has
gs(a) - EAB (a1+%1"'1a1+%9"'3a1+% (883)
1 h ha
gb(a) - ﬁAP (a1+%,”. al_l_%) ) (884)
1 hl hM
Imla) = mAF (m,"' aﬂ) 3 (8.85)
cela établit le théoréme pour hg = 0. Pour traiter le cas kg # 0, il suffit de remplacer o pour
a+ hg. O

Ce résultat reste vrai pour toute fonctionnelle paire borélienne, ce qu'on peut montrer en
utilisant le co-méandre brownien [183, 214]

1
LTl | Box-+u(-gn)|

indépendant de F,, et en utilisant, dans le monde continu, une décomposition similaire & la
décomposition combinatoire utilisée ici. Un mouvement brownien de longueur d; (temps de
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Chapitre 8. Pompage de moments

premier retour & zéro aprés I'instant 1) est un pont de longueur g; (temps de dernier passage &
zéro avant 'instant 1), suivi du co-méandre défini ci-dessus.
Pour la fonctionnelle h(z) = x?, en injectant les résultats connus (via les objets continus)

Eo[61_".'5‘1”"2 ] = (oosh(t\/i))—l/ 2, (8.86)
E[ef % 4] = (t\/é/sinh(t\/i))m, (8.87)
Elefimi 4] — (ch(t\/i))_l (tv2/ smh(t\/i))l/2, (8.88)

dans (8.74) et en inversant en ¢ les transformées de Laplace de chaque c6té de I'égalité, on
retrouve I'identité de convolution

1 1 f” dz (8.89)

(cosh )1/ T 0 (sinhz)'? (sinh(r — z))"/? cosh(v — z)

déja discutée dans [116).

Remarque. 11 n’est pas toujours évident, & partir d’une relation entre séries génératrices, d’en
déduire une relation simple entre doubles transformées de Laplace de fonctionnelles quelcongues.
Ainsi, de la relation (8.7) liant chemins de Dyck et méandres, nous avons pu déduire la rela-
tion (8.41) entre doubles transformées de Laplace sur l'aire des excursions et méandres. Il semble
néanmoins difficile d’en déduire une relation similaire pour des fonctionnelles plus générales.

8.5 Conclusion

L'utilisation des fonctions génératrices permet de retrouver plusieurs résultats sur 1'aire du
mouvement brownien, sans plus de prérequis que ’analyse de singularité, et donne une intuition
sur les relations entre les différents types de distribution. Bien que le méthode des moments ne
semble pas fournir de nouveaux résultats, elle peut étre appliquée & des objets combinatoires qui
ne convergent pas nécessairement vers un mouvement brownien connu.

Pour d’autres fonctionnelles du type 22, il semble difficile de se débarrasser de variables
catalytiques et d’obtenir la distribution limite.

Un travail futur possible comprend 1’étude de la distribution jointe de I'aire et de Daltitude
finales des méandres — comme effectuée dans [35] pour le mouvement brownien —, en utilisant
des équations fonctionnelles du type [86]

1 z
F =1 il _~ )
(z,u,v) +z (uv + uv) F(z,u,vu) - F(z,u,0}, (8.90)

olt F' est la fonction génératrice des méandres énumérés par taille (variable z), aire (variable u),
et altitude finale (variable v). Pour ce type d’équation, la méthode des moments pourrait ne pas
étre suffisante.
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Chapitre 9

Tries : occurrences de motifs et
longueur de cheminement interne

Les tries sont des arbres permettant de ranger des mots ou clés engendrés de maniére aléa-
toire. Pour une présentation de ces objets, nous renvoyons & [146] ou [36]. Contrairement aux
arbres étudiés jusqu’ici dans cette thése, on n'étudie habituellement des paramétres non pas en
conditionnant par leur taille, mais par le nombre de mots qu’ils contiennent. En effet, méme
pour un nombre fini de mots, la taille du trie peut étre arbitrairement grande, dans la mesure
oi1 des préfixes communs aux mots peuvent étre arbitrairement longs. On étudie des paramétres
limites sur des tries en faisant tendre vers I'infini le nombre de mots contenus dans le trie.

Des parametres classiques [113, 114, 146, 169] étudiés sont la taille et la longueur de chemi-
nement externe. La taille mesure Pespace mémoire occupé par le trie, tandis que la longueur de
cheminement externe, divisée par le nombre de clés, compte le temps de recherche moyen d’'une
clé donnée.

Dans ce chapitre, nous considérons des tries formés sur des mots engendrés par une source
de Bernoulli, c’est-&-dire que les lettres des mots sont des 0 ou des 1, et que chaque lettre est
tirée indépendamment des autres suivant la distribution B(1, p).

Les tries font encore 'objet de recherches actuellement. On peut notamment considérer des
sources de mots différentes, comme dans [38] ou des arbres proches des tries [37]. On notera
également 'avénement des Patricia tries, qui sont des arbres obtenus & partir des tries, en
compactant en un seul noeud les suites de nceuds internes 4 un seul fils, dont Jérémie Bourdon
a étudié la taille et la longueur de cheminement [17, 18].

Notons enfin que les tries, avec des mots engendrés par une source de Bernoulli, sont étudiés
actuellement par Michael Fuchs, Hsien-Kuei Hwang et Ralph Neininger, afin de classifier des
distributions limites de paramétres définis récursivement sur des tries selon des fonctions de
péage : un parametre v défini sur un arbre t de sous-arbres t1 et ¢z sera de la forme v(t) = f(t)+
v(t1) + v(t2), et selon ce que vaut f asymptotiquement, dans des échelles du type O (n®log Bn),
ol n est le nombre de clés, on veut savoir quelle est la distribution himite de v. Cette volonté de
clasgifier des distributions selon des fonctions de péage a déja donné lieu 4 des études sur les arbres
binaires de recherche {109] et sur les arbres de Catalan [65]; dans les échelles asymptotiques du
type O(n" log ﬁn) concernant la fonction de péage, n correspond alors bien siir 4 la taille n de
Parbre. 11 est donc naturel de l’étendre aux tries.

Dans une mouvance similaire, ce chapitre cherche & généraliser aux tries des paramétres
déja étudiés et connus sur d’autres arbres. Nous chercherons, dans un premier temps, sur une
suggestion de Julien Clément, & étudier le nombre d’occurrences d’un motif donné dans un trie.
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Nous chercherons, dans un deuxidme temps, & étudier la longueur de cheminement interne des
tries.

Le nombre d’occurrences d’un motif donné dans un trie, méme s’il n’a jamais été étudié au-
paravant, méne & des calculs pratiquement identiques & ceux qui ont déja été faits pour la taille
des tries, que ce soit par méthodes d’analyse complexe uniquement [113, 114, 146], ou en s’aidant
également de méthodes de point fixe [169]. En outre, ce paramétre rentre dans les travaux en
cours de Michael Fuchs, Hsien-Kuei Hwang et Ralph Neininger. Cette premiére partie consti-
tue donc essentiellement une révision. On rappelle notamment comment faire usage de ’astuce
consistant 4 poissoniser la source, rendant Pétude des moyenne et variance plus facile, par mani-
pulations de séries génératrices et transformations de Mellin, puis & dépoissoniser la source, pour
en déduire les résultats pour une source de Bernoulli. Au cours de cette révision, nous montrons
le caractére gaussien de la distribution limite en utilisant seulement des méthodes d’analyse
complexe, comme dans [113, 114, 146), puis des méthodes de point fixe, comme dans [169]. Nous
couvrons le cas général p € [0, 1], oll p est la probabilité d’avoir un 0. Notons que les méthodes
de point fixe [169] ont seulement été présentées jusqu’a présent pour des sources de Bernoulli
équilibrées, i.e. avec des 0 et 1 équiprobables, et que le cas général n’sa pas encore donné lieu
a publication. L’auteur de cette thése n’a en outre pas accds aux travaux en cours de Michael
Fuchs, Hsien-Kuei Hwang et Ralph Neininger.

La longueur de cheminement interne suit un phénomeéne différent, dans la mesure oil il §’agit
d’un parameétre récursif avec une fonction de péage égale & la taille du trie. En outre, la longueur
de cheminement interne ne se déduit pas facilement de la longueur de cheminement externe
comme dans le cas des arbres binaires [189, 188], car les tries sont des arbres unaires-binaires.
Cette fonction de péage, méme si elle est de moyenne linéaire, est arbitrairement grande, si bien
que les travaux en cours de Michael Fuchs, Hsien-Kuei Hwang et Ralph Neininger ne couvrent pas
Pétude de la longueur de cheminement interne. L’étude de la longueur de cheminement interne
requiert en fait d’étudier la distribution jointe de la taille et de la longueur de cheminement
interne. Il semble qu’'on ne puisse plus se contenter d’analyse complexe pour déterminer la
distribution limite, et cela implique notamment de développer des résultats intermédiaires pour
montrer qu’on se trouve dans de bonnes conditions de dépoissonisation. Munis de la matrice
de covariance de la taille et de la longueur de cheminement interne, nous montrons le caractére
gaussien de la distribution limite jointe (taille, longueur de cheminement interne).

La longueur de cheminement interne posséde un intérét en elle-méme dans la mesure ol
elles s’interpréte physiquement comme la somme des longueurs des préfixes communs stricts
des clés du trie. L’étude mathématique de ce trie procéde aussi d’une volonié d’étudier des
parametres vus précédemment comme le moment d’inertie. On pourrait en utilisant la. méme
méthode que dans ce chapitre étudier le moment d’inertie externe des tries et montrer qu’on
a une limite gaussienne. Si on veut étudier des parameétres du type moment d’inertie interne
ou somme des cubes des distances des noeuds & la racine, voire la somme des puissances de ces
distances, il faudrait alors pouvoir gérer des matrices de taille au moins 3 x 3. On peut alors
naturellement conjecturer des limites jointes gaussiennes entre tous ces paramatres, mais il n’est
pas aisé d’étendre le calcul car ici on utilise une astuce de calcul pour calculer la racine carrée
nos matrices de taille 2 x 2, due 4 Bernard W. Levinger [138].

9.1 Rappels

Nous effectuons des rappels sur les zéros de 1 — p~9 - ¢~ %, sur la transformation de Mellin, et
sur la méthode de poissonisation. Nous établissons quelques lemmes utiles permettant d’établir

166



9.1. Rappels

des conditions de dépoissonisation.

9.1.1 Zérosdel—p?—qg*

Lors de Vinversion de la transformation de Mellin, on est amené a effectuer un calcul de
résidus. Or, ces résidus sont souvent issus de poles de fractions du type
1
1— pE — q—z’
d’ot1 I'utilité du lemme ci-dessous.

Lemme 9.1 (Jacquet 1989, Schachinger 1993)
(o) Les solutions de
p_z + q—z =1,
pour p+ q = 1, p,q réels et z complexre, sont en nombre dénombrable. Soient zy, &k € Z, ces
solutions.
(i) Pour tout k € Z,
-1 < Re(Zk) < 00,

ot og est la solution positive de 1 + g—* = p~%. En outre,

2k — 2
(2k — 1)w < Tm(z) < ( k+1)1r.
log p logp
(ii) Si Re(zx) = —1 et Im(zx) # 0, alors logp/ logq est rationnel. Dans ce cas, plus précisé-
logp 51
ment, si @ = ;2, ot pged(sy, s2) = 1 pour 81,82 € Z, alors
2k31'ﬂ' 1
=1
2k + Tog p
pour tout k € Z.
En particulier, on a la conséquence suivante :
Corollaire 9.1 Pour tout k,
2%k + 1)m\?
2 _ 2 ( _
|2¢|" € max(| — 1], 00)* + BT

lo
Le lemme précédent dit donc que, dans le cas % irrationnel, les racines de 1 —p™® — g—*

différentes de —1 possédent une partie réelle strictement plus grande que —1.

On peut décrire les racines de 1 —p~° — g~ dans le cas 12?: rationnel de maniére plus fine :
1 !
Lemine 9.2 Supposons ogp € Q, de la forme 8P _ 2L Lensemble des parties réelles des
log g loggq 82

racines de 1 — p™° — q% est fini. Soient r1, 2, ..., T ces réels. Soit 8 'ensemble des racines
del—p % —q7®% Alors il existe 21, 23, ..., 2y dans 8, de parties réelles r1, ra, ..., 'y, tels que

S—G : omi L) | kez
= Zj * €xXp miSE}B € .

i=1
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Démonstration. Posons
_logp s

logg s’
I vient

p?+g® = exp(—slogp)+exp(—slogqg)
(6—0:3)31 + (8—08)82.

Donc s est solution de p~% + g~% = 1 si et seulement si e~*® est solution de X3! 4 X2 = 1.
Maintenant, & chaque racine x du polynéme X 14+ X2 —1 correspond une infinité de solutions
sde p7® 4+ ¢ % =1 de la forme

s=——BT L om” = 28T Lomi L (ke Z)
o 44 (4 2pr

O

Corollaire 9.2 Soit S(z) la somme des résidus de ﬁ%fL;,, avec |a(s + ik} = 0 expo-
—00

nentiellement en k — typiquement une fonction I' — et a(zx) # 0, ot les z, sont les 2éros de

1
1—p7%— g% Alors si OB P e ¢, log,]r x — S(x), avec v tel que

log g
logp
log,p= “logp oL log, ¢ = —s2,
81
est une fonction I1-périodique de log, z. 51 iz% ¢ Q, alors S est de la forme
a(=1) -1
S(x)=————a7 (1+ oz
(@) plogp+ qlogyq ( 2

pour x tendant vers +oo.

2ksq mi
Démonstration. S est une somme infinie de Agze™ P87 . Soit la fonction
h(t) =p*logp+q tlogyg,

et par abus on notera h = k(—1). On a

S@ =% 5,

keZ
!
Si IZEZ € 9, alors pour tout k, d’aprés la forme générale des z;, on voit facilement que
log, z — =™ est une fonction 1-périodique de log, z. Il en est de méme de log, z — § (z)-
log p
log ¢ Q, alors

- a(z %k
Sz h(l 27+ ) R

keZ*
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Montrons que 3, 4. ﬁ%:"% % tend vers zéro quand z tend vers +oo, avec arg(z) < 8. Soit
& > 0. Soit K € N* tel que
a(z
> il <
|ke|>K
Soit alors A > 1 tel que pour |z| > A,
> [r e <e.
k<K VR
Alors pour |z| > A,
Y |5 pa) < g
ez | )
O
Si on g’intéresse plutdt & la somme S des résidus de ﬁ—;%, alors on a aussi une somme

de terme de la forme % log®z, et on peut faire une discussion similaire.

9.1.2 Transformées de Mellin

Définition 9.1 Seit f une fonction définie sur Ry. Sa transformde de Mellin est donnée par
°° 1
M{f@lis} = 1) = [ fla)e" o

On trouve dans [195] les propositions suivantes :

Proposition 9.1 Soit f une fonction deux fois différentiable. Si sa transformée de Mellin f*(s)
est de la forme

f(s) = Z )k+1’

et si f*(s) peut étre analytiquement prolongée & B < Re(s) < M, alors

e M—Z( 7 logh 5+ 0 (a7M).

Proposition 9.2 Soit f une fonction continue de transformée de Mellin f*(s) définie sur une
bande fondamentale non vide (o, 8). Si f admet le développement asymptotique

fl@) = —Z( 1)'“ B ¥ log* z+0 (@M},

T—00
alors .

f(s) = Z kb7 - ll))),ﬂl
pour o < Re(s) < M.
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9.1.3 Dépoissonisation

Définition 9.2 Soit 8 € ]0, g [ Alors S = {z | |arg(z)| < 0} .

Théoréme 9.1 Supposons les deux conditions suivantes vérifiées pour des nombres A, B, R > 0
eta>0, Bety:
(I) Pour z € 8y,

2l > B = |G(»)| < BlzlP¥(2)),
U(tz)
(@)

ot U est une fonction & faible variation, i.e. telle que pour t fizé, Jslim =1 (e.g. ¥(z) =
—0c0

log?z pour un d > 0);
(O) Pour tout z = pe'® avec ¥ < 7 tel que z ¢ Sp et

p=|z|>R — |é(z)ez < ApTexp [(1 — a9?)p] .

Alors pour tout entier m positif

m i+m

gn = Z 3 bin'GU)(n) + O (nﬁ_m_lllf(n))

i=0 j=0

m k
= G(n)+ Z E by g i GEH () + O (nﬂ_m_lvll(n)) .
k=1 i=1
ot; les by; sont les coefficients de exp(zlog(l + y) — zy) en 'y, soit
o0 00 L
3> bya'y’ = exp(zlog(l + y) ~ zy)
=0 j=0
avec by; = 0 pour j < 2i.
Les premiers termes du développement ci-dessus s’écrivent

- 1~ 1~ 1 =

Théordme 9.2 Soient X (z) et V(z) + X2(z) satisfaisant la condition (O) et X(2) et V(2)
satisfaisant la condition (I} du Théoréme 9.1 avec B < 1, e.g. X(2) = O (2°¥(2)), et V(z) =
O (zﬂlll(z)) dans un cone lindaire Sy et les conditions appropriées (O) en dehors du cdne, o
¥(2) est une fonction d faible variation. Alors les égalités

E[X,] = X(n)- %n;?@) (n) + O (2T (n)),
Var[X,| = V(n)—n[X.]? + 0(n®1¥(n)),
sont vérifiées pour n grand.

Théoreme 9.3 Si X(z) = O (2PU(2)), Y(2) = 0 (2#¥(2)), C(z) = O(2P¥(2)), dans un
céne linéaire Sp et si X(2), Y(2) et C(2) + X(2)Y (2) satisfont la condition (O) en dehors du
céne, alors la covariance dépoissonisée s’écrit :

E[X,Y,] — E[X,|E[Y;] = C(n) — nX'()¥'(n) + O (nﬁ—lw(n)) :
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Démonstration. On a
?(Z) = a’:'(z‘) +%(Z)17£2), o
~G’(z) = g'(z)+~X'(z)Y£z),+X£z)YIz), o
GA(z) = C()+XDR)Y(2)+ X' (2)Y'(2) + X ()Y B (2),
E[X,Y)] = O(n)+Xm)¥(n)— %n(5(2)(n)+0 (n*22(m)),
+ XD (n) + XY P (n) + 2)’5'(n)17'(n)),
+0 (n*79(m)),
E[XnYa] — EXJE[Ya] = C(n)—nX'(m)¥(n)+0 (n*1%(n)),

car nC@(n) = O (nf1¥(n)). . |
Dans [195], la preuve du théoréme 10.6 permet d’affirmer
Théoréme 9.4 Considérons ’équation fonctionnelle suivante, avec p,q > 0 de somme 1,
G(2) = n(2)C(2p) + 1(2)G(20) + t(2),
et supposons qu’elle ait une solution G entiére. Supposons en outre qu’il existe 3 >0, 0< 8 <
w/2, et 0 < p <1 tels que pour |z| > & :
(I) Pour z € 8
m@)® +In2)d < 1-p,
#z)l < Bul2l’;
(O) Pour z ¢ Sy et pour ¢ < 1,

In(2)] eRe(2) < %eaIZIq

(@™ < gelb,

it(2)] Re® < %ealzl.

]

Alors il eziste B,B' > 0, et a < 1 tels que
V2 € S, |Gl2)| < BI2P,

et

Vz ¢ S5, [c”;(z)ez < B|2°.

Corollaire 9.3 Sous les mémes hypothéses, on a
On = é(n) +0 (nﬁ_l) ,
avee gp = [2™] (n!ezé(z)) .
Remarque 9.1 Quitie ¢ augmenter o et £, on peut choisir B’ arbitrairement petit.
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Lemme 9.3 Soient G et t deuz séries entiéres de rayon de convergence infini telles que :
G(2) = G(p2) + G(g2) + t(2),

avecp+qg=1etp> '0, q > 0. Supposons qu’il existe des nombres A, B, R>0eta>0, ety :
(O) Pour tout z = pe™® avec 6 < 7 tel que z ¢ Sp et

p=|2| >R = [t(2)e?| < Ap7exp [(1 — a¥?)p] .

Alors il eziste des nombres A', B', R' >0 etd >0, ety :
(O} Pour tout z = pe™® avec 0 < 7 tel que z ¢ Sy et

p=12l>F = |G(2)e"| < 45" exp [(1— a'8%)p] .

Démonstration. Soit G(z) = G(2)e®. Alors G vérifie
G(z) = G(pz)e” + G(gz)e?” + t(z)e”.
Soient 4/ > max(vy,1) et R’ tel que pour tout ¢ € [, 7]
p>R = Ap exp[(1—a¥?)p] < (1-p" —¢")exp [(1 - ¥®)p].
Supposons p € g. Soient A’ > max(4,1) et o/ < min(a, 1) tel que

Ié(z)ez < A'p" exp [(1- a’ﬂz)p]

pour tout z = pe®? tel que z € Sp et R’ < p < R'/p. Posons
i
M:{Z¢Se, R’< |Z| QW}.

11 est clair que (O’) est vérifié pour z € Ro. Montrons par récurrence sur m que pour fout m, si
z € Ry, alors (O’) est vérifié. On remarque d’abord la propriété

ZERm1\Ro = pz € Ry et gz € Ry
1l s'ensuit done, pour z = pe’® € Rypt1 \ Ro,
[G(2)| < |G(p2)|- €| + |G(gz)| - [€7] + [t(2)e”|
< A'(pp)" exp [(1 — o'9*)pp] exp [(1 — &'9%)gp]
+4'(gp)” exp [(1 — o'8%)qp] exp [(1 — o/9%)pp]
+(1 - p" ~ ¢")exp [(1 - o'8%)p)
A'p" exp [(1~ o/9?)p] .

N

O

Lemme 9.4 Soient p < g deux réels sirictement positifs de somme 1. Soient a(z) et r(z) deuz
séries entiéres analytiques dans tout C telles que

a(z) = a(pz) + a(gz) + r(z),
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a(0) =0,

et
r(z) = O(}z%)

pour |z| tendant vers 0o, z restant dans un céne Sy avec 8 2 1. Alors pour tout € > 0,
a(z) = O(2|F+*).
Démonstration. Soient £ > 0, et b(z) = —é;% Posons B/ =f3+¢.Ona

b(z) = p7b(p2) + ¢° b(2) + ’;L;’l
Or
r(z) = O(|2}®),

done

(2) .
=5 =0(z).

2z
Soient A > 0 et M tels que M > suPRe()<A 2e5, [2(%); et que pour Re(z) > A (z € Sp), on ait

'r(z

<(1-97 -

Soient C,;, les portions de cones linéaires définis par
A
Cm = {z € 8, Re(z) q—m}

Montrons par récurrence sur m que sup,cc, |b(z}| est majoré par M. C’est vrai au rang m = 0.
Supposons la propriété vérifiée au rang m. Soit z € Crpy1- On a pz, gz € Cpy, donc

’"(z) <PM+PM+(1-p% — )M M.

8(2)] < P [b(p2)| + ¢ [p(2)] +

On en conclut
Yz € Sp, |a(z)] < M|z|P*e.

9.2 Occurrences de motifs

Cette partie est inspirée de [88, 73], sur une suggestion de Julien Clément.

On cherche le nombre d’oceurrences d'un trie m fixé & m clés dans les tries, indépendamment
des étiquettes des tries. On tire les 0 et les 1 indépendamment avec probabilités respectives p et
¢ = 1 —p (loi de Bernoulli B(1, p)). En particulier, les tailles I {") et Ig"’) des sous-arbres gauche
et droit d’un trie & n clés suivent respectivement les lois B(n,p) et B(n, g).

Mathématiquement parlant, cette section n’est donnée qu’a titre pédagogique, notamment
par méthode de point fixe, puisque 1’étude est la méme que pour la taille. En outre, cette étude
rentre dans le cadre des travaux — encore en cours de rédaction — de Michael Fuchs, Hsien-Kuei
Hwang et Ralph Neininger, partiellement présentés au Ninth Seminar on Analysis of Algorithms,
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qui inclueront aussi le cas p # g, avec une preuve sans doute similaire & celle qui est présentée
ici. L’article [169] n'étudie la taille avec des méthodes de point fixe que dans le cas p = ¢ = 1/2.

Néanmoins, il est clair qu’on peut se cantonner aux cas m = 2 : pour m = 1, m serait un
nceud externe, cas trivial, et pour m = 0, m serait un nceud interne, ce qui revient & 1’étude déja
faite de la taille d*un trie.

Théoréme 9.5 Soit m un arbre fixé a m neuds externes, avec m = 2. Soit w[t] la variable
aléatoire comptant le nombre d’occurrences de m dans t. Soit

T(z,u) = Z Z Plwy, = klp;2lthuF
t k30

la série génératrice des iries comptés par nombre de necuds erternes selon z dans le modéle de
Poisson et par nombre d’occurrences de m dans les tries selon u. Alors

T(z,u) =T (pz,u) T (gz,u) + pmg(u - 1)e™. (9.1)
En outre, T' est analytique pour tous z et u.
Démonstration. Soit [[t = m] la variable aléatoire indicatrice de 'événement ¢ = m. Alors
wt] = wlto] + wltr] + [t = m], w[f] = 0.
Soient £y et ¢ les sous-arbres gauche et droit de ¢. Il vient alors
wWltl — g lt=ml, wit], wlts] — witel wita] [t = mf(u — 1).

En effet, [[t = m]] = 1 entraine w(to] =w[t1] =0
Soient m un arbre fixé 4 m > 2 clés, ei wy, le nombre d’occurrences de m dans les arbres a n
clés. On notera p; la probabilité de 'arbre ¢, définie récursivement par

py = pltilgltal (ll |‘)Pt1pt2

avec |t| égal au nombre de clés de £, et t = o(t1,t2). Alors

Plun=klNy=ny,Ny=ng] = > Pluny=kilPwn = ks]+ pm,
k1+ke=k
_ P[wnl—kll 7 P[wn2=k2] n, k_—z
ZP[wn—k] =3 > 0P T fue
o2 722 ky+ha—k
k>0 k20 n1+ne=n

zm —z
m
T(zu)—e *—2e"% = T(pz,u)T (qz,u) —e *—2e * + pm%(u —1)e7?,

mn
T(z,u) = T(pz,u)T(qz,qum%(u—1)e-z,

car

Z Z wnl kﬂ mP[wnzmkz] Myke—?
<2 by o=k na!
k20 nj+ng=n

_ Z Z P[wnl—o] ngP[wﬂz_O] 2Mule%

’."1.2!

n<2 ni+ng=n
= 2% +(p-1+1-q)ze_z
e *+ ze 2.
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Le nombre d’occurrences de m dans un arbre ¢ étant inférieur au nombre de clés, P(z,u) est
clairement analytique pour tous z et u. d

9.2.1 Moyenne et variance

Nous évaluons V’asymptotique de la moyenne X g(n) et la variance Vg(n) du nombre d’occur-
rences d’un motif dans le modele de Bernoulli. Nous devons au passage évaluer V'asymptotique
des grandeurs similaires X (2} et V' (), puis dépoissoniser X (z) et V(2) + X%(z).

Moyenne

Dans cette section, nous montrons gue la moyenne du nombre d’occurrences d’un motif est
linéaire en le nombre de clés, & une fonction périodique preés.

Théoréme 9.6 Soit w, la variable aléatoire comptant le nombre d’occurrences de Uarbre m
dans un trie & n neuds externes tiré au hasard. Alors la moyenne de w,, est asymptotiguement
linéaire, & une fonction périodique prés de petite amplitude silogp/logq € Q. Plus précisément,

Pm

Elw,] =
m(m — 1) (% logp + %log q)

nGi(n) + O(1),

ot G est une fonction de propriétés différentes suivant la rationalité de logp/logq.
Silogp/logq € Q, alors Gy est de la forme 1 + o(n).
Silogp/logg = 8/t € Q, on peut écrire Gy comme combinaison linéaire de fonctions de la
forme n'~%w(log, n), avec v vérifiant

log, p=—_— = —31, log, ¢ = —s2,

les ay, €tant les différentes parties réelles possibles des racines de 1 — p~% — q™9, et les fonctions
@y, Etant périodiques de période 1, de moyenne I, et d’amplitude négligeable par rapport & 1.

Démonstration. En dérivant (9.1) par rapport & u et en faisant » = 1 (rappelons que T'(z,1) =
1) :

FULE

Tu(z,1) = Tu(pz, )+ T, (qz,1)+pmr—nTe z
2™
X(z) = X(pz)+X(qz)+pm-7-n—'e #

Donc la transformée de Mellin X*(s} = M(X;s) vérifie :
zm
X*(s) = (p7°+q°) X*(s) +paM (ge"‘;s)
00 2.:ﬂ'l
= (p—-" -+ q_s) X*(s) +pmf —13"’”27"_1 dx
0 m.

= (P +) X () + IR0 (m+ o)

Pl (m + 8)
mi(l—p — )
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Comme m 2 2, on a wy = 0 pour n £ 1, donc X (z) o O (?). En outre, on a
— 1+
X(x) o O (z'*)

pour tout € > 0, d’aprés le lemme 9.4, si bien que X* admet (—2, —~1) comme bande fondamen-
tale, a l'intérieur de laquelle seuls les résidus zx sont & prendre en compte. Done, avec —2 < ¢ < 1
etd>0:

1 et pol(s+m)

X(z) = — —s
(m) 2mi c—100 m! (1 - p—s - q_s)m ds

- I'(s +m) _
= Oz — Res P zf
) igz =z m!(1—p~° —g~°)

_ Pml{zx +m) _
—_ O(x d) + E - S r zk
!
por mlh(z)

On obtient

X(z) = Pm 2G1(z) + O(z™9), (9.2)
m(m — 1) (% logp+ % logq)

oll G vérifie les propriétés énoncées suivant la rationalité de log p/ log g : dans le cas irrationnel,
on utlise le corollaire 9.2 ; dans le cas irrationnel, on utlise le le lemme 9.2 et on regroupe les
racines qui sont conjuguées.
On trouve aprés dépoissonisation que Efwy] est bien de la forme indiquée.
A

On peut obtenir une expression plus explicite dans le cas p = g = 1/2. On connait en effet
tous les résidus :

o 2z = —1+ 2mik/log 2, Z, de 2°t! — 1

e s=—m—j jeN* deI'(m+s).

Cn g alors
1 ctico pmr(s + m)
X — Fm ST s
() i /c_,,co mid—get)® &
— —dy _ Pmr(3+m) —8
= 0@™) =) Res o —gemy®
kcZ
— 0% pml 2k + m) J—
B + Z mllog 2
2mik
_ o+ par(n— )y p 30 Pt g 1
m!log 2 m!log 2
keZ*
2mik
_ ot P Pl =1+ )
X@ = O+ (m(m —1)log2 + ,g;‘ ml! log2 I
X = —d _ Pm o~ 2miklogy %
(2) O=™) + (m(m —1)log2 + kezz* m!log 2 z
X = 0 —d Pm
@ = 0@+ et (g 2)
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Dim-1+268%y | | . . .
avec w1 (logy &) = 14+Y peze —(gre 2wiklogz2 = Fn dépoissonisant, on trouve que la moyenne

X(n) de wy, vérifie asymptotiquement

X(n) = T—n-mf‘“_m@nwl (logy ) + O(1).

Variance

Dans cette section, nous montrons que la variance du nombre d’occurrences d’un motif est
linéaire en le nombre de clés, & une fonction périodique prés.

Théoréme 9.7 Soit w, la variable aléatoire comptant le nombre d’occurrences de DUarbre m
dans un trie & n neeuds externes tiré au hasard. Alors la variance de w,, est asymptotiquement
linéaire, & une fonction périodique prés de petite amplitude si log p/log q € Q. Plus précisément,
il existe v > 0 tel que
Var|wy] = vGa(n) + O(1),
ot Ga est une fonction de propriétés différentes suivant la rationalité de log p/ logq, de maniére
similaire ¢ la fonction G définie pour 'espérance.
Démonstration. On pose m
— Z —Z

R(Z) - pmme )

si bien que
T(z,u) =T (pz,u) T (gz,u) + (u — 1)R(z).

En dérivant 9.1 par rapport & u successivement une fois et deux fois, et en faisant u = 1, on
obtient

Tu(z,u) = Ty(pz,u)T (gz,u) + T (pz,u) Ty (g2, u) + R(z)

Tu(z,1) T, (pz,u) T (gz,u) + T (pz,u) Ty, (g2, u) + R(z)
T2(z,u) = Ty (pz,u)T (gz,u) + T (pz,u) TTy2 (gz,u) + 2T, (pz, u) T (g2, u)
T2(z,1) = T, (pz,u)+ T2 (g2, u) + 2X(pz) X(gz)

V(2) = Tualz, 1)+ Tu(z,1) — T2(z,1)

T2z, 1) + T2 (pz, u) + T2 (g2, u) + 2X (p2) X (g2) + X (2) — X{(2)?

Vi(pz) + V(gz) — X(pz) — X(gz) + X(p2)? + X(q2)? + 2X (p2) X (g2) + X (z) — X(2)?
V(p2) + V(gz) + (X (p2) + X(g2))” — (X(p2) + X(g2)) + X (2) — X(2)*

V(pz) + V(gz) — X(pz) — X(gz) + X (p2)? + X (g2)* 4+ 2X (pz) X (q2) + X (2) — X (2)?
V(pz) + V(gz) + (X(z) ~ R)* — (X(2) - B) + X(2) — X(2)*

V(pz) + V(gz) — 2X(2)R(2) + R(2)? + R(z)

A Taide du lemme 9.4, on sait que V(z) W O (|2]**¢) pour tout € > 0. On a clairement
zZ|—co

V(z) =0 O(z?), donc la transformée de Mellin V* de V admet (—2,—1) comme bande fonda-
r—

mentale.
Quelle est la nature de ses résidus? On a vu, si p =

Pm
que
m{m—1) (% logp+% log q) !

X(2) = O™+ uwi (log; 2) 2,

—00
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done
z™ —r —d z™ -
X(@)R(z) = Pm_;e "0@@™") +pm e pw) (log, z) z,
et d’aprés (9.2), (pmm-n:;-e_‘”O(m_d) + pm%n_re_“’uwl (logy z) :B)* n’a pas de résidus en s = —1.
D’autre part,
- 2 s 2™,
R(z) =Pm_te , R (2) = Parmya® i
donc

2
R*(s) = %I‘(m +35), (R?)*(s) =2 (@m+s) (%) T'(2m + s).
Donc d’aprés (9.2}, la transformée de Mellin

R*(s) + (R?)*(s) — 2(XR)*(s)

V*(s) = =5 g

1’a que des résidus simples, et la variance V(z) est linéaire.
En dépaissonisant, on obtient que la variance dans le modéle de Bernoulli vérifie asymptoti-
quement
Varfun] = V(n) - n(X'(2))? + O(1),

et est bien linéaire. O

9.2.2 Preuve résumée de la limite gaussienne par analyse complexe

On peut procéder exactement comme dans [78, 80, 113, 114, 146] pour montrer qu’on a une
limite gaussienne.

Notons qu’en fait on a seulement besoin de 'asymptotique des moyenne et variance dans le
modéle de Poisson. La dépoissonisation se fera en cours de notre analyse complexe multivariée.

On travaille alors directement sur T'(z,u), u restant dans un voisinage V(1) de 1, pour
montrer & V’aide de cones croissants

Cp = {z € Sp, A< Re(2) < ﬁﬁ} x V(1),

oll A un réel bien choisi, qu’on se trouve dans de bonnes conditions de dépoissonisation du type
z€8 = [T'(2,u)] >c1le*|, (9.3)
z¢ Sy = [T(zu)e™?| < cale™ %, (9.4)

avec ci,cp > 0,0 € [0, 5[ et a €]0, 1],
On travaille ensuite sur L(z, ) = log T'(2z, u} pour montrer, toujours & P'aide de cOnes crois-
sants

1
Cr = {(m)  weV(1),z € S, Re() < (-ﬁ},

que la fonction w est bornée sur S x V(1), olt V(1) est un voisinage de 1.
En écrivant, pour z € V(1) et t € V(0),

L(z,u) = iX(2)t — 1’%‘-1:2 + g:(1)%,
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et

1 [ L(z,€™)
X&) = 2i7r£;7dw
v(z) 1 L{z, ™)
2 ‘2ierf£ w W

1 L(z,ew
9:(t) = 2% ﬁ w3((zw _ t)) dw

olt C est un contour inclus dans V(0), on montre
X(z) = O(z) et V{2) = O(z) pour z — o0, z € Sy,

ce qui avec
X(@) =0 (%), V(z)=0 (2%,
z—0 x—0
permet d’affirmer que les transformées de Mellin de X et V' sont définies dans la bande | —2, —1].
On montre alors (voir ci-dessous la formule (9.2)) les asymptotiques

X(z) ~ z@(2),
V(z) ~ zQa(2),

avec )1 et )2 chacun bornés par des constantes positives.
On montre alors qu’on a une limite gaussienne pour la variable aléatoire w dans le modéle
de Poisson en passant par la fonction caractéristique, autrement dit
t2

T(z, et/ VV(R))e~#X() _, o5,

Faands o]
On revient au modele de Bernoulli en évaluant

n! dz

To(u) = %in _#i;|=n T{z,u)e” pren g

Pour ce faire, on écrit

V(ne?) V(n) + O(nd),

{ X(ne®) = X(n)+nX'(n)id + 0(nd?),

dans un cbne Sg_, , et on utilise les inégalités (9.3), qui permettent de négliger ce qui se passe
en dehors du cdéne. On montre alors la convergence de la fonction caractéristique vers celle d'une
loi normale avec certains paramétres. On déduit de ces paramétres que la moyenne X g(n) et la
variance Vg(n) de notre variable aléatoire dans le modéle de Bernouilli satisfont

XB(n) ~ X(n)s
Ve(n) ~ V(n)—nX'(n)?
an < Vg(n) < fn,

pour certaines constantes o et 3 strictement positives.
On a ainsi effectué une dépoissonisation au passage, mais en montrant au préalable la conver-
gence vers une limite normale.
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9.2.3 Preuve de la limite gaussienne par méthode de point fixe

Nous montrons que le nombre d’occurrences d’un motif dans les tries dans le modéle de Ber-
noulli suit une limite gaussienne, en utilisant cette fois la méthode de point fixe. C’est pour cette
méthode que nous avons eu besoin d’une expansion asymptotique des grandeurs dépoissonisées,
et d’établir des conditions de dépoissonisation plus fortes pour X(z) et V(z) + X?(z).

Théoréme 9.8 w, posséde une limite gaussienne.

Démonstration. On peut procéder mutatis mutandis comme dans [114], ol est établie la
limite gaussienne de la taille des tries & I'aide d’une analyse complexe bivariée. Pour fixer les
idées par rapport & la prochaine section, nous allons donner une autre preuve en utilisant des
méthodes de point fixe, en procédant comme dans [169], qui ne traitait que le cas p=¢q =1/2,
en généralisant au cas log p/ log ¢ rationnel. Notons que by, est nul & partir du rang n=m+1,
et qu'on peut donc en faire abstraction.
wy, vérifie la récurrence
2 1)

2
Wn = Wy + wg(l) + by,
1 2

oil by, est une variable aléatoire valant 1 si le trie considéré a n clés est égal & Parbre m, et vaut
zéro sinon. Selon les notations de (B.1),

Ew, = f(n}+ 0(9'1/2('"-))3 Var(wy,) = g(n) + o(g(n)),

avec f(n) = nwy(log, n) et g(n) = nwa(log, n).
On veut montrer qu'il existe s €]2, 3] tel que

K

;17%@ (bn FIOEDY f(I,ﬂ"'))) Loy (9.5)
=1

et
g(I™) Lo, e

( ey ) 4 (96)

K

Y (An?=1, Pr(@r, Af=1)<1. (9.7)

r=1

Montrons (9.5) avec 8 = 3. On distinguera les cas log p/ log g rationnel et log p/ log g irrationnel.

Cas logp/ logq rationnel. —
Fcrivons
M

G1(n) = p1nw (logy n) + Z pen'*wi(log, n),
k=2

oil les ri sont définies par log z ol les x, sont les racines du polynéme X! + X52 — 1.
Montrons d’abord

5w (log., I1) + Lyw (log, I2) — nw (log,, n) L.
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Soient
B = {[1{” — np| < n¥/4} = {|1{" — ng| < n¥/4}
P = {|I{n) —np| > n3/4} _ {lIén) _ ng| > n3/4}
I](,n) ~ B(nap)
™ =n— 1" ~ B(n,q)
On pose mp =p, T2 = gq.
Gr = I?(."), by = nary.

1

T
n(z) =7, +log»y n ”’?’(95) = zlogy’

1l existe ¢, entre a, et b,

7e) = n(by) — nlar)

b-r - aur
_ @y +log, m — m, — log, ) _ & +log, I
n, — I ™ _anr,
don {n) (n)
" —nx ™ —
S+ 108-}, Ir('n) = nn’(c'l‘)# =Up—
n n
avec n
— () —
Yor = nn (C-r) o log'y

Or ¢, est entre I,gn) et nwp, et sur £, on a
|I,§“) — n1r.,-| < n¥4,
donc a plus forte raison |c,. — mrr| < n3/%, poit

—p3/4 3/4

L Cp—Np <N

=& — 3/4+n7r,.<c.,-<n3/4+mrr

1 1 1
34 L, e < —n3/4 + nn,
n n n
n3/4 + nr, < e < —n3/t + nm,
n n n
n3/4 + nn, < P 7 + nary
1 34 /x, n 1 n34 /.
v " W <o < m

On a dong, sur E,,

|e

nr

1 “ 1 n?4x,
oo

2, —1/47 . .—1
- <m ‘n Yo .
7 log 7y log v n3/4 + nx, T &7
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11 8’ensuit que, pour n suffisamment grand, |¥,,| est borné par une constante M. Done, toujours
sur E,,

{
| e BLLIPS VIS

|s- + log,, IS”')I = |¥p,
ce qui implique, wy étant 1-périodique,

wy (log'y Iqs")) = w (31' + log,, Iﬁ”'))

A
w1 | log, 7 + sy + log,, -

)
wy (log, 1) + Py | - + log, —
avec
&, € {wi (a:+log,], n) | |z| < Mn_1/4} =:B,, r=1,2.

La continuité de w] entraine que les B, sont des intervalles. Or, comme sa primitive, w{ est pério-
dique donc uniformément continue, et la longueur des intervalles B, tend vers zéro. Finalement,
sur E,, comme &, et ®,,5 appartiennent tous deux & B,

“‘Pnl - q’nZ!Im — 0.

n—oe
Posons dypr = ¥y — ml;og,y.
Tien (]l:og,’r I1) + Lwy (log,y Ig) — T (log,y n)

I I
= huw (log,y n) + I1®n (31 + log, i) + Toun (log,y n) + I ®n (32 + log, -5) — nw (log,y n)

I I
= L®, (31 - log,Y ﬁ—) 4+ L Py (32 + log.r f)

I —_
= &, ¥, 1 + B Upaly 2 nnq

1 I — 1 I, —ng
= @, (di + I L ‘np+¢n2 da + Iy 2
7 log ¥ ) w2 logy n

_ %m (ﬂh—np_'_I_zIz—nq) Pz — @1 I I — g

L —np

nlogy \m n T logy @ n
I —np

I —
+@n1d1 I 2 nnq

+ ®Ppada

Posons R, = %— —-p=g— %, qui vérifie || Ry, € n~* sur E,. Il vient

Lhh- L I - L I
hhn np+rg2 HQ_(_l_j)Rn
M n L) n p q

_ (qu -sz) R,

g
(Q(ﬁ + ) - (p+ Q)Iz) R,
pq

_ qﬂ—szﬂ
pq
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Donc 3
qn— Iz 1 3
dP < —E ||IN(0,1 +0(1) — 0.
[ || ap < Ralle =B [WO.DF] +00)
D’a.utreﬁart,
1 @pe—-2ublh-ng 1 (@pg — @ Ihh—ng
vrn logy m n mlogy: " "W /n
avecﬁs{fgl, donc
f L (@ hh-ngf® .
B, |T2logy "2 "n vn n—oo

De méme, puisque dy, el 0 pour r = 1,2, et que les $,, sont bornés par |jwi|l,, , on a aussi

3
@n,d,I,.L”—nff’fi dP — 0.

n—oo

1
vn JE,
Chacun des termes étudiés ci-dessus tend vers zéro dans I'espace L des fonctions continues
munies de la métrique

f—’fﬁn 72 ap,

donec leur somme

1
ﬁ (Ilwl (Iog,v I1) + Iawn (log,Y Ig) — T (log,), n))

aussi.
Montrons maintenant

I*wy(log, I1) + I *wi(log, Is) — n" g (log, n) EZN)!

pour toute racine Th de 1 —p~% — ¢7%. On a, avec des notations similaires & précédemment, en
remarquant (np) ™ + (ng) ™" = n~"",

IT*wy(log, I1) + I3*wy(log, Iz) — n"*wg(log,, n)

I I
= I*®y (31 +log,, ;1) + LF®py (32 + log, ;2)

_ I _ I
+’l"kc7i"= 1q>n1 (81 + log,,, ;1) + 'r'kc;k 1(I)ﬂ2 (82 + log,,, _TI)

Ii —np Iy —ng

= 'I)nl ‘I;nlI;‘k

-+ ¢7:2‘I"n2-r£'c

re—1 ﬂ rip—1 é
+reel® " Pm (31 + log, n) + rpcy* T Py (82 + log,, n) ,
avec ¢; compris entre Iy, et nmg. On obtient facilement, comme précédemment,

I —np
n

EZN

(Pnl 'I'nl I{k

+ By U o I b ;"'q

sur E,.
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Les W,;; étant bornés, on montre aussi facilement

_ I _ I
rrcp " B (81 + log,, ;:—) + ey B (32 + log,, f) EZN)

sur E,.
Les convergences sur F;, sont évidentes.
e i 1 < i
Avec my 1= mingep 1 wa(z) > 0, preTen reste bornée par T’ donc

1
9172(n) (hiwi (log, It) + Ipw (log, I2) — nwi (log, n))

tend aussi vers zéro dans L3E".
Or d’aprés les bornes de Chernoff [103], si S, est la somme de n variables de Bernoulli
indépendantes de méme moyenne p, alors pour tout 0 S e < 1,

P[Sn > (1 + €)np| < e~<*"P/3,

PSS, < (1—¢emnp| < e~nP/2,

Donc
P[Fn] < e—eznp/.?» + e—eznp/Z < 2e—eznp/2,

avec € = p~ln~1/4, ce qui entraine
PlF,} < 9e—Vn/(2p)

Avec mg = mingejp ) wa(x) > 0, nous obtenons pour 7 = 1,2,

A

Finalement, en rassemblant avec les résultats en-dessus,
1

o

Montrons maintenant (9.6). Remarquons d’abord

g(B™) _ I wn(log, (5™))
gn)  n w (log, n)

1

3 3
972(n) (1 — f(n) + f(I{“)) + f(Ié")))’ dP < (M) n3/29e~VA/E0) __, q.

m;/ 2 n—oo

(1= Fmy + F(I) + 1)) }3 dP — 0.

n—od

(1 - O(Ig_l)) )

ot a est la plus petite partie réelle différente de —1, parmi les parties réelles des racines de
1-p~* —g % (Donca—1<0).

{n)

Par 1a loi simple des grands nombres et par convergence dominée, on a % — 7, dans tout
L,. En outre,

()
wa(log, (I™)) . wa(log, n+ sy +log, ()} — wa (log, n)
ws (log., n) ws (log, n)

wWa (log,, n+ s + log, (55—:1)) ~ wy (log, n})
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Par la loi simple des grands nombres et la continuité uniforme de ws, cela tend presque siirement
vers zéro. Par convergence dominée, cette convergence reste vraie dans tout L,,.
En utilisant d'une part le fait que

wa (log,,,( m )
ws (log,, n)

est borné et d’autre part
o) L0

en utilisant les bornes de Chernoff, on montre facilement que

w2 (logT(I,(-n))) .o(-1
wy (log., n) O™

converge vers 0 dans L,.
Finalement, cela implique pour tout s €]2, 3] (et donc pour s = 3)

7
g(ir") &
o)
(9.7) est évident :

(Vr)? + (V) =let Pr(3r, YA, =1) < 1.
Cas logp/ log q irrationnel. —

La fonction f s’écrit
(:B) Pm I‘(m + sk)m_sk
EcZ* m: (Sk)
ol
h{t) = —p*logp— g ‘logg
et 5; sont les racines # 1 de 1 — p~® — ¢~? On a donc f(np) + f(ng) — f(n) =0, et pour tout &k
il existe ¢1 € [min(k, np), max(k,np)| et c2 € [min(n — k, ng), max(n — k,ng)] tels que
FRY+f(n—Kk)—f(n) = f(k) - f(np}+ f(n—k)— flng)

_ Z meI‘(m-l-sJ) —s,—I(k np)

!
=™ h{s;)
pmT(m + 55} &% -1

E 5j l ( ng — k)

= m h(s;)
11 est clair que .

fFO) + f(n) — f(n) _

v Prlk = 0] — 0

si n tend vers I'infini. D’autre part, de Re(s;) > —1, on déduit ’cl I | <1let |c2 | < 1 des

que k£ # 0 et k # n. Montrons maintenant

)+ f(n= k) = f() 1o,
= .

185



Chapitre 9. Tries : occurrences de motifs et longueur de cheminement interne

Soit £ > 0. A aide de
Ve eR, [Na+iy)l oy VIrlylF e/,

et toujours du lemme 9.1, qui entraine notamment

2% + 1)\ ?
[sx)? < max(1, op)? + (M)
logp
on trouve J € N* tel que
Pm |[D(m+ sJ)
D .
Z | Jlm. h(s ) <€

13>J

3 3
En outre, [ ‘kv_gl‘ — E/pg|N(0,1)%, done [ Ik;fzﬂl est borné par une constante C. Donc,
nous avons

3
/ > stm Tim + s5) cor 1B 1) gpr < o3,
ke{om} [ 55 ! h{s;) Vvn 7
pour tout n.
Soit N tel que, pour n > N, on ait
F0) + f(m) - f(m)|® _
/n Prik=0] <e.

Il existe o > 0 tel que, pour tout j tel que |j| < J, Re(s;) > =1+ a. A partir de 14, il est facile
de montrer, en utilisant les bornes de Chernoff comme précédemment, que

Z | Jipm I'(m + s5) I k—mnp
el h(s;) | lerltt

tend vers zéro dans L3 lorsque n tend vers l'infini, et qu'il existe N’ > N tel que, pour n > N’,

fz:'lem 1 T(im+s;)k— P b <

lil< m C‘;JH hs;) v

Pour n assez grand, on a donc

!f(k) - 3
Jn

aussi petit qu'on veut. C’est aussi vrai pour

bf(n— k) — f(ng)|?
N

On en déduit
HEY+ f(n—k)— f(n) Ly 0
VN )

Les propriétés (9.6) et (9.7) sont évidentes car on a immédiatement

9( &n)) ia_,

g(n) oo

186
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9.3 Longueur de cheminement interne

On s’intéresse & la somme des hauteurs des noeuds internes dans un trie, correspondant &
la somme des longueurs des préfixes stricts communs degs mots aux feuilles. On considére une
source de Bernoulli B(n,p), et on note ¢ =1 — p.

Nous montrons la limite gaussienne de ce paramétre en suivant le méme cheminement que
dans la section précédente, si ce n’est que I'étude de la longueur de cheminement interne passe
par 1'étude de la taille des tries. Ainsi, on considére d’abord une source suivant une loi de
Poisson. En utilisant une série génératrice muitivariée, on trouve 'asymptotique de la matrice
de covariance des taille et longueur de cheminement interne, d’abord dans le cas poissonien, puis
dans le cas d’une source de Bernoulli, puis on utilise un théoréme de point fixe multivarié.

En plus de la difficulté que rajoute I'étude d'un paramétre multivarié, apparaitra une autre
difficulté : la matrice de covariance ne sera pas linéaire mais légérement surlinéaire, avec 1'appa-
rition de termes en nlogn et nlog2 n, rendant les calculs plus compliqués.

Nous donnons d’abord un lemme permettant de montrer 'analyticité d’une série entidre.

Lemme 9.5 Soient G et t deuz séries entiéres telles que t posséde un rayon de convergence
infini, et

G(z) = G(pz) + G(gz) + t(z).

Alors G posséde aussi un rayon de convergence infini.

Démonstration. Ecrivons G(z) = D om0 9n2” et t(z) = 37, ~otn2". Pour tout n > 2 nous
avons

In =T g g
Or
1 —
n—oo 1 — p* — g -
donc
lgn| < 2[tn|
& partir d’un certain rang, et G posséde aussi un rayon de convergence infini. O

Nous établissons maintenant des éguations fonctionnelles sur les séries en z des moyennes,
variances et covariance des paramétres qui nous intéressent, dans le cas d’une source de Poisson
de paramétre z.

Théoréme 9.9 Placons-nous dans le cas poissonien tiré de la source de Bernoulli B(n,p), et
soient I et L les taille et longueur de cheminement des tries. On définit
2

eafz) = 14+2+---4 o

fo(2) = exz)e”™
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et R(2) = 1 — fa(z). Les séries X(z), Y(z), C(2) et W(z) représentant E[I|, E[L], Var(I),

Cou(I,L) et Var(L) vérifient

X(2) = X(pz)+ X(gz) +1—es(2)e™® = X(pz) + X(gz) + R(z),

Y(z) = X(pz)+ X(gz) +Y(pz) + Y(gz) = X(2) ~ R(z) + Y(pz) + Y(g2),
V(z) = Vipz)+V(gz)+ H(z),

C(z) = C(pz)+Clgz) +V(2) — H(2) + (1 — R(2)}Y (2),

W(z) = Wi(pz)+W(gz) +2C(2) — V{(2) — (3+2R)Y (2) + H{(z),

avec H(z) = (2X — R)(1 — R)(2), et sont analytigues sur C tout entier.

(9.8)
(0.9)
(9.10)
(9.11)
(9.12)

Démonstration. Si T est un trie de sous-arbres T et T%, alors sa taille (nombre de nceuds

internes) et sa longueur de cheminement interne vérifient

IT) = KTb)+ IT)+1-x(T| > b),
L(T) = I(Ty)+ I(TL) + L(Tp) + L(TY).

On en déduit facilement que la série génératrice bivariée des tries, oll z est le parametre de la

source poissonienne, u dénombre la taille et v la longueur de cheminement interne,
P(z,u,v) = uP(pz,uv,v)P{gz,uv,v) + (1 — u)ex(2)e >
En dérivant P par rapport respectivement & u et & v, on obtient

P, = P?4+uwP,P+4 uwPP, —ey(2)e”?,
P, = u(uPy+ P,)P+ uP(uP, + P,).

En faisant © = 1 on trouve

X(z) = X(pz)+ X(gz) +1—ez(z)e* = X(p2) + X(gz) + R(2),
Y(2) X(pz)+ X(gz) + Y(pz) + Y(gz) = X(2) — R(2) + Y {(pz) + Y (gz).

En poursuivant les dérivations de P par rapport & u et v, on obtient

Pz = 20wP,P+vPP,)+uw?(PpP +2P,P, + PP,),
Puw = (Pu+uPpa+ Pp)P+ (uPy+ P,)P,
+P,(uP, + P,) + P(P, + uP,;2 + Py) + (uP, + P,)P + P(uP, + P,),
Py = u(u(uPyg + Pyy) + uPyy + P2)P + 2u(uP, + Py} (uPy + Py)
+uP(u(uPy2 + Puy) + uPyy + Py2).

En u =v =1, il vient

Pa = 2(Pu(pz)+ Pu(gz)) + P (pz) + P,2(gz) + 2P, (p2)Py(g2) + B,2(qz),

Py = Pu(p2) +uPa(p2) + Puo(pz) + (uPulp2) + Po(p2) Pulaz)
+Pu(pz)(Pu(gz) + Py(q2)) + Pul(gz) + F2(gz) + Pu(g2)
+uPy(pz) + Py(pz) + Py(gz) + Py(qz2),

Pp = Pa(pz) + 2Py, (pz) + Pa(pz) + 2(Pu(pz) + Py(pz))(Py(gz) + Py(gz))
+P,2(qz) + 2Pyuu(gz) + P2 (gz),
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9.3. Longueur de cheminement interne

d’olt
V(z) Pa+ P, ~ P3
' P,2(pz) + Pu(pz) — P2(pz) + P,2(gz) + Pulqz) — P2(qz)
+P,(p2) + Pu(gz) + 2P,(p2) Pu(g2) + P, — P2 + PX(pz) + P2(q2)
Vpz) + V(gz) + X(p2) + X(gz) + 2X (p2) X (g2} + X(2) — X%(pz) — X?(q2)
—2X(p2)X(qz) — 2X (pz)R — 2X(g2)R — R?
V(pz) + V{gz) +2X(z) —R—2(X — R)R— R?
V(pz) + V(gz) + 2X(z) - R— 2XR + 2R? — R?
V(pz) +V(gz) +2X(2)(R-1)+ R(R-1)
V(pz)+ Vigz) + (2X — R)(1 — R),

o

V(z)

C(z) Pyy — PP,

Fuy(pz) + Pun(qz) — (Pu(p2) + Pulgz) + R)(Pu(p2) + Pulgz) + Pu(pz) + Py(q2))
+ “ae

C(p2) + C(g2) — Pi(p2) — Pu(p2) Pu(gz) — Pu(p2)Po(9z) — Pu(g2) Pu(p2)
_Pg(qz) - Pu(qz)Pv(pz) — RPBy(2) + Pu(pz) + Pz @z)

+(Pu(pz) + Py(p2)) Pyu(gz) + Pu(p2)(Pyu(gz) + Py(g2)) + Pu(gz) + P2(g2)

HX +Y)p2)+ (X +Y)(gz)

C(pz) + Clgz) + V(pz) + V(gz) + Y(z) — RY (2)

C(pz) + Clgz) + V(z) — (2X(2) — R(2))(1 — R(2)) + (1 — R)Y (2),

I

Q
Fomn)
L3
p—
[

P2+ P, — P2
Po2(pz) + 2P,y (pz) + P2 (p2) + Pp2(q2) + 2Pyy{gz) + P,2(qz) + 2(Pyu + P)(Py + By)
+P, — (X (p2) + X(g2) + Y (p2) + Y(g2))*

o

W(pz) + W(gz) — X(pz) — X(gz) + V(pz) + V(g2)
+2(C(pz) + Clg2)) — Y (pz) — Y(q2)
W(pz) + W(gz) — Y(2) + V(2) — (2X(2) — R(z)}(1 — R(2))
+2(C(2) — V(2) + (2X () — R(2))(1 — R(2)) — Y (2) — RP,(2))
= Wipz)+ Wigz) —3Y(z) — V(2) + (2X(2) — R(2))(1 — R(2))
+2C(z) — 2RP,(z)
Wi(z) = Wipz)+Wigz)+2C(2) — V(z) - (3+2R)Y(2) + H(z2).

Le lemme 9.5 permet de montrer successivement que les séries ci-dessus ont un rayon de conver-
gence infini. O

A T'aide des équations trouvées précédemment, nous déterminons maintenant ’asymptotique

des séries qui nous intéressent.
Théoreme 9.10 Il eriste des constantes strictement positives mgp), m&P) s mg), (P lP),

wP), et des fonctions Ggf), Ggf), Gg?, Gg), G(CI,J), Gg:), en G(z7¢) (pour z — ) avec e > 0
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st logp/log g ¢ Q, périodiques en log.(n) d’amplitude négligeable devant I sinon, telles que

Xz = mf? (1+69) 2+ 0), : (9.13)
v(z) = m{" (1460 (2) 2108(2) +mip (1+65(2)) 2 +0(), (9.14)
V() = o) (1 +6P (z)) 2+ 0(1), (9.15)
Clz) = P (1 +G& (z)) zlog(z) + O (log(2)) (9.16)
W) = P (1 +aiP) (z)) 2log?(2) + O (zlog(2)) . (9.17)

En outre, si on note

1 1
h=plog-+qlog—,
p q

on a les relations suivantes

)

mgp) i (9.18)
(P)

£PY o UT (9.19)
(P)

WP = -”h—g (9.20)

Remarque. Nous gardons les deux premiers termes dominants dans Y (z) afin d’avoir un terme
résiduel O(1) négligeable devant la racine carrée de la variance.
Démonstration. Il est clair que les séries considérées sont en O (|2|1*¢) lorsque z tend vers
co dans un cone linéaire, grice 4 une application successive du lemme 9.4, et qu'elles sont en
O(|z[?) lorsque z tend vers 0.

Leurs transformées de Mellin respectives admettent donc toutes (—2, —1) comme bande fon-
damentale.

En prenant la transformée de Mellin de X(z) et de son expression (9.8), on obtient

X*(s) = p*X*(8)+ g X*(s)—T(s)—T(s+1)
= p °X*(8) + 47" X*(s) — (s + 1)T(s)
(s+1)I'(s) I'(s+2)
pS4+gs—1 - 3(p~s+q—s_1)'

Soient ¢ €] — 2, —1], et sy les racines de p~* + ¢~* — 1. En inversant la transformation de Mellin
X*(z), on en déduit 1'expression de X (z)

1 et T(s+2) ;
2mi c—ico ¥ (p—s +97° — 1)

= —ZRes _Fs(s+_i) 7 2z~ °
ez 2PHee-D)

= Z Dlsk +2) Z% 4+ 0 (z_d) ’

pors sph(sk)

X(z) = ~% ds

pour tout d > 0.
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9.8. Longueur de cheminement interne

De méme, la transformée de Mellin de Y'(z) s’écrit

Y*s) = X*(s)+ (s+1)['(s) +p°Y*(s) +a°Y™(s)
X*(s) + (s + DT'(s)

T ptHge—1

__ (s+1)I(s) (s+ 1)T(s)
(p—s+q—a _ 1)2 - p—s+qw~s _ 1'

On a des pdles doubles provenant de (p-:gﬂlT_l);, d’oll un terme dominant en zlog z :

Yz} = sz_”k log z

2
£ skh?(sk)
Misp+2) A(sg)T(sp+2) T(sp+2) TI(sp+ 2)) - —d
+ - — - 2% 4+ 0(27%).
,;z( skh?(sk) sxh?(sg) sph?(sk)  sih(sk) ( )
De plus, le fait d’avoir
.oy X*(s)
Yo = pP4g -1
avec
h=—(p~+q7°-1) (-1),
entraine
(P) 'm((JP)
ml - T.

En outre, d’aprés le lemme 9.1, dans le cas log p/ log ¢ rationnel, les racines zy de s — p~7+¢*—1

sont de la forme . .
2ksyim 1 2ktim

2=-14+ -
logp logp
avec k, s,t entiers, donc on a aussi
Vk, — (™ + a7 - 1)’ (z) = log pp™** + log gq~** = h, (9.21)

do G =G
La transformée de Mellin de Y'(z) s’écrit
Vis) = p°V*(s) + 47V (s) + H'(s)
_ s
petgt -1
On en déduit Pexpression de V'(z) par inversion de la transformation de Mellin. La transformée
de Mellin de C(z) s'écrit
C™s) = p°C’(s)+q °C*(s) + V*(s) — H'(s) + M((1 - R)Y)
H x(s) — V*(s) - M((1 - R)YY)
pet+gt -1
H*(s) H*(s) —M((1 - R)YY)
(p—-a +q 5 — 1)2 pf4qg -1

et les péles doubles de

1

p—_qh donnent un terme dominant en zlog z pour C(z), avec

(P)
P _v’
C h )
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suivant un raisonnement similaire au précédent.
W*(s) = p°W*(s)+q *W*(s) +2C*(s) ~ V*(8) + M((3+2R)Y) + H*(s)
2C*(s) — V*(s) + M((3+2R)Y) + H*(s)
1 — p-a —_ q—B

2H™*(s) .
(1 _p—a _ q—s)3
donc on a des poles d’ordre 3 et un terme dominant en z log2 z. En utilisant la proposition 9.1,
on & la relation

9.3.1 Dépoissonisation et matrice de covariance

Nous pouvons donner 'asymptotique des coefficients la matrice de covariance de la dis-
tribution jointe de la taille et de la longueur de cheminement des tries, en dépoissonisant les
asymptotiques trouvées plus haut.

Théoréme 9.11 I existe des constentes strictement positives mf,B), m{lB), mg), v(B), (B

w'B), et des fonctions Gg?), G(f), G%), G{,B), G'g'?), G&?), en O(n*) avece > 0 silogp/logq ¢
Q, périodiques en log,y(n) d’amplitude négligeable devant 1 sinon, telles que

Xp(n) = m{> (1 +GP (n)) n+ O(1),
Yg(n) = m&B) (1 + G%?) (n)) nlog(n) + mgg) (1 + Gg‘?z) (n)) n+ 0O(1},
Va(n) = vB® (1 + Ggf) (n)) n+ O(1),
Cg(n) = & (1 + G’gg)(n)) nlog(n) + O (n),
Wa(n) = w'® (1 + Ggg) (n)) nlog?(n) 4+ O (nlog(n)).
En outre, on a m{®) = m{P /b, B = B /b, et wiB) = BV /12,

Démonstration. A l'aide d'une application successive du lemme 9.3 et de la remarque 9.1, on
montre que les séries considérées vérifients les conditions de dépoissonisation du théoréme 9.1,
et le cas échéant des théorémes 9.2 et 9.3 pour les trois dernieres séries.

Aprés dépoissonisation, on trouve

ml(]B) mgB),
m(lﬂ) mgB ),
B B
mgz) = mg.z)s
2
B — LB mgﬂ) ,
(B) (B) (B)
B), (8 v B)m v
) = ) P = VL e 0,
B (8)? B
wB = B _ v mfPT o)

h2 2 R
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9.8. Longueur de cheminement interne

On sait que v®) est non nul par les travaux de Régnier, Jacquet [113, 114]. Les expressions
B = 1(;? wiB) = %zl montrent alors ¢t® > 0 et w(B) > 0. O

Il ne nous a pas été possible de généraliser la méthode présentée dans la sous-section 9.2.2. En
effet la présence du terme uv dans Ia formule (9.13) nous empéche de définir des cones croissants
sympathiques : en itérant des cOnes croissants, on n'a plus 'assurance que le terme uv reste dans
un voisinage borné de 1. Il semble donc nécessaire d'utiliser des méthodes de point fixe.

Contrairement & ce qu’on obtenait avec des méthodes d’analyse complexe, avec les méthodes
de point fixe, on ne sait rien a priori sur la loi limite du paramétre étudié dans le cas d’une
source suivant une loi de Poisson

A Yaide des asymptotiques trouvées précédemment, nous pouvons maintenant montrer que la
longueur de cheminement interne posséde une loi limite gaussienne avec une source de Bernoullli.
Nous aurons au cours de la preuve A distinguer les cas logp/logg € Q et logp/logq € Q.

Afin d’écourter la preuve du théoréme ci-dessous, nous avons renvoyé la démonstration de
certains résultats intermédaires dans des lemmes ci-aprés.

9.3.2 Une limite gaussienne

Théoréme 9.12 La loi jointe de la taille et de la longueur de cheminement interne d’un trie
est asymptotiquement gaussienne.

Démonstration. On note Lo, la variable aléatoire désignant la taille d’un trie, et L1, la
variable aléatoire désignant la longueur de cheminement interne d’un trie. Soit I, la variable
aléatoire égale aux nombre de clés du sous-arbre gauche. On a les relations

Lo = Log,+Lopn-1, +1,
Lin = Log, +Lopn-r, +L11, + Lin-1,,

L)+ (o)

qui se traduisent matricielloment par :
LomnY 1 0| {Los,
Ll,n - 1 1 L]_,In
Notons
o = mi? (1+ @) (10g,(n)))
Hin = mgB) (1 + w(B) (log,’, n)))
pam = my (14w (log,(m)),
v = v'b) (1 + wg, )(logv(n))) ,
e = B (1 + wéB) (Iog,,(n))) ,
wy, = wB (1 + wg)(logq(n))) .

On pose

C. = Up T cpnlogn
"~ | epnlogn wynlog?n

Pour alléger les notations, lorsque les fonctions périodiques n’interviennent pas de maniére eri-
tique, on notera parfois
un cnlogn
Cn = [ g ] :

enlogn wnlog?n
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Comme on va normaliser par Cy 1 2, on cherche la racine carrée S, de C,, de la forme
Pdiag(+v/A1,vA2)P~1si C, = Pdiag(A1, \2) P~ L. Pour calculer S, on procéde comme dans [138],
en utilisant le théoréme de Cayley-Hamilton, d’aprés lequel S, vérifie

82 — Tx(Sp)Sn + dét(Sy)Idy =0,

donc
Sy = Tr(Sy) " HCy, + dét(Sn)1ds),

avec dét(S,) = /dét(Cy,), puisque dét(S,) > 0, et
Tr(S2) — Tr(S,)? + 2dét(Sy,) = 0,

soit Tr(S,) = +/Tr(Cr) + 2dét(S,,), puisque Tr(S,) > 0.

On pose Cy, = g ,et d =ovw —c2, d’olr
S, = Tr( 57 (Cn +dét(So)1da)

- ! (Cat+ VaB =714, )
\/a+ﬁ+2\/aﬁ — 2
Vv (v+ Vd)logn clogn

== , ]
\/Ulogn+wlog2n+2\/a]0gn [ clogn wlog? n+ Vdlogn

_ Vvrlogn [v+\/a c ]

\/v+2\/c_i+wlogn ¢ wlogn + vd
Soient M, = (mnl;;":_mln) Y. = (L"“) et X, =Cp 1’/2(Y — M,). On pose
10
A=Ay = [ 11 ] .
Nous avons

X, = C;Y(Y,-M,)
= AMX, 0y + AP X,y + 8,
avec
AY = crac’,
Agn,) — 07:1/2 A2C}2/2’

™ = AMC My + A Cr Py, - O (M +(flJ))

On refait les preuves comme précédemment.
Commencgons par montrer les convergences du type

g(™)

_} W
g(n) mn—ooo
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9.3. Longueur de cheminement interne

Remarquons que si @y est périodique, son carré I’est aussi, et que

W2 (logqf (If(‘n) ))
wa (log,r n)

tend vers 1 dans tout L,, donc on voit que les fonctions périodiques n’interviennent pas dans le
calcul de la limite de A™.
Avec cette remarque, et muni des lemmes 9.6 et 9.7 en-dessous, on montre facilement

A‘E'n) B dia’g(‘\/"_rrs \/7_1'1')

en effectuant les calculs des matrices coefficient par coefficient. (Noter que Ag") s’obtient & partir
de A&ﬂ) en remplacant k par n — k).

En effet, on a

-1
\/E v+ 2V/dlogn + wlog?n (A("))
ny{ v+ 2Vdlogk +wlog?k 1/n

_ ( wlog(n) + Vd
vw log(n) + vvd + (log(n))2 Vdw + log(n)d — 2 log(n)
c
"~ vwlog(n) +vvd + (log(n))? vdw + log(n)d — c? log(n)) (U + Vdlog k)
clogk

ow log(n) + vvd + (log(n))? Vidw + log(n)d — ¢ log(n)

\/Ewlogk_l_o( 1 )___logk+o( 1 ),
Vdwlogn logn logn logn

k [v+2Vdlogn+wlog’n (n)
n 2 (Al )12
nV v+2Vdlogk +wlog®k

_ ( wlog(n) + vd

vw log(n) + vvd + (log(n))? vVdw + log(n)d — 2 log(n)

“ow log(n) + vv/d + (log(n))? vVidw + log(n)d — c2log(n)
c (w log?k + vdlog k)

vw log(n) + vvd + (log(n))? vdw + log(n)d — ¢ log(n)

ilogk_ilogzk ( 1 )

vdlogn +/dlogin logn

- o(&)
logn

)clogk
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\ —1
k [v4+2Vdlogn+wlog?in (n)
" 2 (Al )21
n\ v+ 2vdlogk + wlog?k

_ ( v+ vdlog(n)

logn (vw log(n) + vv/d + (log(n))? vidw + log(n)d — ¢2 Iog(n))

¢
Cww log(n) + vv/d + (log(n))* vdw + log(n)d — c? Iog(n)) (U + Vdlog k)

('u + \/Elog(n)) clogk
+fuw log(n) + vv/d + (log(n))? Vdw + log(n)d — ¢ log(n)

- ofa)
logn

et

-1
\/E\/v+2\/alogn+wlog2n (A("))
nV v+ 2vdlogk +wlog?k 1 /a2
_ ( v+ Vdlog(n)
logn (vw log(n) + vvd + (log(n))? Vidw + log(n)d — log(n))

ow log(n) + vv/d + (log(n))? vdw + log(n)d — ¢ log(n))dog b

(v ++/d log(n)) (w log® k + \/Elog(k)) logk
vwlog(n) + vvd + (log(n))* vidw + log(n)d ~ ¢ log(n)

wlog? k 1 log? k ( 1 )
wlog?n + (log n) logZn + logn

Pour les convergences du type,

K
91/2;(11) (bn - f(n) + Ef(‘[?gﬂ))) Lo, 0,

r=1
il est nécessaire de regarder de plus prés l'effet des fonctions périodiques. Posons

1 K
Z = ng(n) (bn—f(n)+z.f(Ir(-n))) .

r=1
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9.5. Longueur de cheminement inlerne

Les coeflicients Z; et Z5 sont donnés respectivement par

7 = ( wy, log(n) + Vdn

1og(n) (vn wn 10g(n) + vn v/dy + vdy wy, log(n) + dn, — ¢2)
Cn
B log(n) (v,,, wy, log(n) + v vy + dy wy, log(n) +dp, — cﬁ) ) Ho i K
: cn (p1,p k log(k) + pox k)
log(n) (vn wy, log(n) + vp Vs + vdp wy log(n) + dn, — c2)
N ( wy, log(n) + Vd,
log(n) (vn wr log(n) + vy vy, + vdy wy log(n) +dp — c2)

Cn
" log(n) (Vn Wn 1og(n) + vn Vdn + Vdn w, log(n) + dp — 2) ) pon—tk (n— k)

_ cn (1,0 (n — k) log(n — k) + pan—k (n — k))

log(n) {vn wn log(n) + vn vdn + vdn wn log(n) +dp — c2)
_ ('wn log(n) + \/@) (Homm —1)

log(n) (vn wy log(n) + va vV, + vdy wn log(n) + dn — ¢2)
+ en (pi1,nn log(n) + po.nn)

log(n) ('Un Win 105("') + Un \/ﬂTn + \/d_nw'n. IOE('“) +dp — C%,) ’

et

= | — Cn
Zy = ( log(n) ('Un wy, log(n) + vp vy + Vdy wy, log(n) + d, — c%)
+ Un + m .
1og (1) (vn wn log(n) + vn vy + v/, wy, log(n) + dp — 2) o,k

+ (vn + Vdu) (p1x k log(k) + pax k)
log{n) (vn wy, log(n} + vn vVdy + vdn wy log(n) + dn — ¢2)

+= Cn
log(n) (Uﬂ Wn log(n) +tn \/‘Tn + \/d_'n.wn IOg(n) +dp — 6123)

n vn + Vdy i x (n ~ k)
log(n) (vn wy, log(n) + v Vi, + Vdn wy, log(n) +dy — c2) e

(’Uﬂ + Vdn) (Ju'l,n—k (n—k) log(n — k) + pzn—k(n— k))
log(n) ('Un Wy, log(n) + v dn + vdn wy, log(n) + d, — C?;)
+ &n (ponn—1)
log(”) ('Un Wn log(n) + Un \/dj_k \/‘Ewn 105(7?:) +d, — C-%,)
3 (vn + Vdn) (1,0 7 log(n) + ponn)
log(n) (Un wy, log(n) + vn Vs + Vdp wn log(n) +dn — C?,,) ‘

En inspectant ces expressions, on voit que, pour montrer que & tend vers zéro, il suffit de
montrer, toujours dans L,

1
Jrlogn (#t0,6k + popn—r(n — k) — poan) — 0, (9.24)
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1
Jrlog?n (Branlogn — py pklogk — pyn_k(n — k)log(n — k) — pork — pon—r{n — k)) — 0,
(9.25)
et
1
m (B2,nn — p2 ik — pion—k(n — k)) — 0. (9.26)

On peut montrer (9.24) et (9.26) comme dans la preuve du théoréme 9.8. Pour montrer (9.25),
écrivons :

pranlogn — pyxklogk — py p—k(n — k) log(n — k) — pok — po,n—k(n — k)
= pipnlogn — py kklogk — pyp—r(n — k) log(n — k) — ponn (9.27)
+poan — pork — pon—k(n — k). (9.28)

1

Jalog®n (Honn — poxk — pon-k(n —k)) — 0

en procédant comme dans la preuve du théoréme 9.8,
Il reste donc & montrer que le terme (9.27) tend vers zéro dans L3. On va distinguer les cas
logp

rationnel et irrationnel.
log g

Cas logp/ log g rationnel. —

Io
si 8P € @, alors on peut écrire
log g
M
tonnt = Z n~ "ot {logy )
i=1
et
M
tipn = Z n~ajh(r;)m;(log, n).
j=1
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On en déduit

tipnlogn — 1 pklogk — gy n_i(n — k) log(n - k} — ponn (9.29)
M M
= Z n”" logn - ajh(r;)wi;(log, n} — z k771 logk - a;h(r;)m;(log, k) (9.30)
i=1 =1
M
~ > (n— k)" log(n — k) - ojh(r;)w1;(log,(n — k)) (9.31)
j=1
M
— Z a;n”"7 - ajwyj{log, n) (9.32)
3=1

M
= Z a;jw1;(log,n) (n"7logn — k7 logk — (n — k)~ log(n — k) — A(r;)n"™)(9.33)

j=1
M

+ Z ajk™" log k (w3 (log., k) — m;(log,, n)) (9.34)
j=1
M

+ Zaj (n— k)™ log(n — k) (wlj(log,v(n - k)) — w;(log, n)) (9.35)
i=1

Ona 1
m (nlogn —klogk — (n — k)log(n — k) — hn) — 0

en utilisant le lemme 9.8 en-dessous. On montre de méme
m (n~" logn — k™" logk — (n — k)" log(n — k) — h(rjJn"") — 0

pour tout 7 en utilisant le lemme plus général 9.9.
Il reste & montrer des convergences du type

1

m (k7" log k (w1, (log., k) — wy;(log,, n))) — 0

et

1 .
N ((n— k)" log(n — k) (m15(log,(n — k)} — wiz(log, n)}) — 0.
Cr on a vu qu’il existe @1, V1, Pno, Tpa bornés tels que

E—np

wlj (log,y k) — wlj(log,,, n) = ‘I)nl‘I'nl

et
n—k—n
Wij (log.),(n - k)) — Wij (log,y TL) = ‘Png‘lfnz—q.
En introduisant & nouveau les ensembles
E, = {[If”’) —np| < n3/4} = {IIS‘) - ng| < n3/4}

et Fn={|1£n)"”p| 2n3/4}={|fén)—nq| 211.3/4},
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en utilisant les bornes de Chernoff et en faisant usage des mémes manipulations que dans la
preuve du lemme 9.6 ci-dessous, on montre aisément les convergences

1 ® kTilogkk—np 0
logn ™ ™ n logn +/n
et
1 (n=—k) " logknp—Fk
logwfa@"'zq’”'2 n_ logn vn 0
dans L3.
Cas logp/log g irrationnel. —
|
Si i 7 4 ¢ Q, alors on peut écrire
logg
M
Honn =Y 1 f;
jez
et

M
pinn = Z n~ % B8;h(25),
JEZ
ol les B; décroissent exponentiellement avec j.

On montre la convergence vers zéro comme dans la preuve du théordme 9.8. On se fixe un
€, on coupe la somme

mnnlogn — py pklogk — p1pnr(n — k) log(n — k) — ponn

M M
= Y n¥logn- Bih(z) — D k% logk - Bih(z;)

jEZ JEZ
M M

= (n~ k) Tilog(n— k) - Bjh(z;) — I _n % logn - B
JEZ jEZ

en deux, si bien qu’on se raméne & prouver les convergences
)

1
Jnlogin (n%logn— k™% logk — (n— k)% log(n — k) — h(z;)n™%) — 0
pour un nombre fini de racines z;. O

9.3.3 Lemmes restants

Il reste maintenant & prouver les quelques résultats utilisés dans la preuve du théordme
précédent, matérialisés par des lemmes, qui se démontrent essentiellement en ayant recours aux
bornes de Chernoff. Montrer ces résultats demandent beaucoup de soin, et donc beaucoup de
place, ce qui explique que par souci de lisibilité nous n’ayons pas intégré leur preuve dans la
démonstration du théoréme.
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Lemme 9.6 Soit k ~ B(n,p). Alors
\/E log & N
nlogn
\/E log k& 2
- — —_
n \logn

Démonstration. Il suffit de se rappeler que les fonctions z 1 /Zlogz et z — /z log? z sont
bornées sur [0, 1], et d’écrire

\/Elogk_ Elogn+log%_\/§ 1_i_log% _ E+O 1
valogn  Vn logn " ¥Vn logn] Vn logn
2
\/Elogzkz\/g 1+log~f; _ E-l—O 1
Vvnlog?n n logn n logn /"’

Lemme 9.7 Soit k ~ B(n,p). Alors

et

dans tout L, (s>2).

et

{klogn
nlogk
dans tout L, (s>2).

Démonstration. On écrit

\/Ek’ﬂ _ \/E N J_\/Elo k
nlogk Vn ' logkVn Bn
Or \/glog% est borné, donc il suffit de montrer b‘ﬁ — 0 dans tout L,. Si on pose

E, = {Ik - np| < n3/4} y

et F,, = LE,, alors sur F,,, si on excepte le cas de probabilité asymptotiquement nulle ol k = 1,
|1/ log k| est majoré par |1/log 2|, et pour tout s > 0

fF |log™® | < u(Fr)/|log2| — 0,

puisqu’on a vu dans la preuve du théoréme 9.8 que par les bornes de Chernoff
w(Fy) < 9e—Vn/(2p)

D'autre part, pour n assez grand (n > p™4),

1
log 8|l < ————— — 0.
[E,,' 0 < ——
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Lemme 9.8 Soit k ~ B(n,p), et h =plog }l, +qlog %. Alors

|
Vnlogin

Démonstration. On commence par écrire

nlogn — klogk — (n— k) log(n — k) = hn) =% 0.
(

n_klo n—=k
g n

nlogn—klogk— (n—k)logln—k)—hn = n (plog;p+qlogq— glogg -

= n --]Elo + [ lo —lo-]-c--ﬁ
= n gD gpP gnn

n—k n—k\ n—k
+ q—T logg+ { logg —log —_—,

n n

puis, posant I; = k et I3 = n — k, on procéde comme dans la preuve de (9.5) en introduisant la
fonction n(z) = log %, et ¢, entre I, et nn, si [I; — nwy| < n3/4, tel que

(I} = ninm,) + 'f(cr)(I'r — Ny

On pose ¥, = n1f'(c;), et il existe M > 0 tel que

Wy — ﬂ'lr < Mn714,
On obtient
h 105% +I21°gIT: +hn = kL (1ogp+ Ty ;”p) +1p (logp+ T2 ;np) +hn
= (I —np)logp+ (I —ng)logg+ Tn1 ]y honp | g2~ ™
= (I1—np) IOgE + O AT g, 2T

3
Ona [B2t2" ~ |N(0, 1)/, done si By = {|I; — np| < n¥4}, on a

V/1tPq

1 Ii —np Is, 4
log’n Jg, Vn '

Il est clair que, si F,, est le compiémentaire de E,,

1 I —np Is,
log’nJg, n '

Comme log g, \I!m% et ‘Dnz% sont bornés, cela assure la convergence vers 0 de chacun des termes
et done de la somme. O

Lemme 9.9 Soient k ~ B(n,p), h:t+— —p~tlogp—q tlogq et r une racine de 1 —p~% — g~ %.
Alors

(n_r logn— k™ "logk — (n — k)log(n — k) — h(T)n_T) 2, 0.

1
Vnlog®n
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9.4. Conelusion

Démonstration. On commence par écrire

n"logn—k""logk — (n— k)" log(n — k) — h(r)n™"
= n"logn—k"logk—(n— k) "log(n — k) + (p_t logp+ g tlog q) n~"

EN™T. &k -k k
= n""(p‘"logp+q“"logq—(a) log———(nn ) logn

n
(-G) -(57) )esr)
- n k E n-—- k n—k
- P n n n
[ p— )10g;p+(10gp—logﬁ)E

n/n

—k n—kyn—k
~——)logg+ | logg — log .
n n

On montre d'une part
1 -r _ k -r
—n" (p"" logp+q " logg— (E) log k_ (____n ) log n- k) LN
\/nlc»g§ n n n n

en effectuant des calculs similaires a ceux de la preuve du lemme précédent.
D’autre part, en utilisant 1'égalité 1 — p™" — ¢~ " = 0 et les bornes de Chernoff, on montre

T (=) - (57) Jwen) 2o
nlog*n n n .

=+

= n

9.4 Conclusion

Nous avons établi la limite gaussienne pour le nombre d’occurrences d’un trie fixé m dans
T’ensemble des tries avec une source de Bernoulli. 1l reste alors & étudier 'effet de la compactifi-
cation sur les tries, comme dans [88] ou [73].

Nous avons également montré une limite gaussienne pour la longueur de cheminement des
tries, avec une moyenne en nlogn et une variance en nlogZn dans tous les cas, phénoméne
différent de la longueur de cheminement externe, d’espérance linéaire, et de variance linéaire si
p=g= %, en nlogn si p # g. Nous avons dit pour cela utiliser des méthodes de point fixe :
I'analyse complexe bivariée sembie inguffisante o priori.

Notons que nous avons dil établir quelques résultats intermédiaires pour pouvoir nous placer
dans de bonnes hypothéses pour la dépoissonisation.

Une question mathématique consisterait & étudier la longueur de cheminement totale des
tries, voire la somme des carrés ou d’une puissance quelconque des distances des noeuds 4 la
racine. Pour ce dernier probléme, des méthodes de point fixe ferait intervenir des matrices de
plus grande dimension, avec vraisemblablement des termes en nlog®n. Il faudrait donc trouver
une maniére de trouver 'asymptotique des coefficients des racines carrées de ces matrices de
dimension supérieure & 2.
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Conclusion

Dans cette thése, nous avons étudié divers paramdtres d’arbres, avec des méthodologies
différentes suivant les problémes, notamment suivant la nature des paramétres étudiés et des
arbres considérés.

L’approche par fonctions génératrices suivie d’une analyse de singularité se montre trés
efficace pour calculer les premiers moments, et permet souvent d’obtenir la nature de la loi
limite, notamment par théoréme des quasi-puissances ou par pompage de moments.

La seule utilisation de Vanalyse complexe se réveéle parfois insuffisante pour conclure quant
4 la nature de la loi limite, auquel cas il faut parfois avoir recours 4 d’autres méthodes, commes
les théorémes de point fixe ou le mouvement brownien.

Des méthodes comme les martingales, qui paraissaient réservées aux arbres binaires de re-
cherche, ont pu nous ’avons vu s’appliquer & des arbres de Catalan. Sans doute d’autres métho-
dologies pourront également élargir leur champ d’applications.

Les applications pratiques de 'étude de parametres d’arbres n’ont pas été négligés puisque
nous avons abordé entre autres la simplification d’expressions arithmétiques ou booléennes, la
prédiction de la forme des structures secondaires A’ARN et la compactification des tries. Ces
pistes de recherche mériteraient d’étre explorées plus avant.
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Annexe A

Analyse de singularité

Cette annexe contient quelques rappels d’analyse de singularité. Rappelons que si A est une
série A(2) = ), an2™, alors la notation [2"]A(z) désigne le coefficient a,.

A.1 Analyse de singularité univariée

Dans [81], on trouve :

Théoréme A.1 Soit o un réel n'appartenant pas ¢ —N. Alors :
no—1 Zoo ex{c)
n R —c ~ — ——

ot ex(a) est un polynéme en o de degré 2k.

On a en particulier

" -vV1—2z ~ Wl (A.1)
(2] ,/11“—;; ~ % (A.2)

Définition A.1 Etant donné deuz nombres ¢, R avec R> 1 et 0 < ¢ < 5, le domaine ouvert
A(¢p, R) est défini par

A(¢, R) = {z‘ 2| < R, z#1, |Arg(z —1)| >¢}.

Un domaine est un A-domaine si ¢’est un A, R) pour un certain R > 1 et un certain ¢ €]0, Z[.
Une fonction est A-analytique si elle est analytique dans un A-domaine.

Théoréme A.2 (Transfert, premiére espéce) Supposons que f(z) est analytique et que,
dans Uintersection d’un voisinage de 1 et d’un A-domaine, elle satisfait

fz)=0 ((1 — ) (10g : . z)ﬁ) .

[2"]f(2) = O (n="" (log n)’) .

Alors
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Anneze A. Analyse de singularité

Théordme A.3 (Transfert, deuxidbme espéce) Supposons que f(z) est analytique et que,
dans lintersection d'un voisinage de 1 et d’un A-domaine, elle satisfait

F2) =0 ((1 _ ) (log : 1 Z)ﬁ) .-

[2"]5(2) = 0 (n®~! (logm)? ) .

Alors

A.2 Limite discrete

Il peut arriver qu'une variable aléaoitre X, & valeurs dans N converge vers une variable
X sans normalisation. On parle alors de limite discrdte. Plus formellement, on a la définition
suivante [85] :

Définition A.2 Une variable aléatoire X, posséde une limite discréte X de distribution {pr}r>0
81

lim Pr[X, = k] = pg.

n—os

On porle alors de convergence en distribution.

A.3 Théoréme des quasi-puissances
Dans [85], & propos du schéma, algébraico-logarithmique, on trouve le théoréme suivant :

Théoréme A.4 (Hwang) Soit F'(z,u) une fonction bivaride analytiqgue dans un domaine
Do ={(zu) | |2| <pJu] <1},

dont le développement en série en (0,0) posséde des coefficients positifs. Supposons qu’il eriste
€>0,9 < § el r > p tels que dans le domaine

D= {(z?u) l |z| <r AT‘g(Z - .0) € [19,271— - ﬁ]a |u— 1| < E},
la fonction admette la représentation
F(z,u) = A(z,u) + B(z,u)C(z,uv)"*(log C(z, u))k,

ot A(z,u), B(z,u), C(z,u) sont analytiques pour (z,u) € D, k est un entier positif, et o ¢
{0,-1,~2,-.-}. Supposons également que I’équation C({,1) = 0 posséde seulement une racine
(simple} { = p dans |z| < r et que B(p,1) # 0. Supposons finalement vérifide la “condition de
variabilite”,

o2

0 < liminf —Z,

n
[2"1F (2, u)
[2"]F (2, 1)
bution vers une variable gaussienne avec une vitesse de convergence en O(n_l/ 2}. La moyenne
iy et lo déviation standard o, sont asymptotiquement linéaires en n.

Alors lo variable avec fonction génératrice de probabilité p,(u) = converge en distri-
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A.4. Remargues heuristiques

Ce théoréme est irés puissant et permet d’obtenir automatiquement la limite gaussienne de
parameétres définis sur des objets combinatoires dés qu’on en connait une série génératrice et
que celle-ci a une expression sympathique. Ainsi par exemple, dans [170], j’ai pu rapidement
trouver la série génératrice des oreilles de triangulations, et partant le caractére gaussien de la
distribution limite, dont on ne connaissait que la moyenne asymptotiquement par des arguments
combinatoires, qui faisait I'objet de I'article [107].

A.4 Remarques heuristiques

Lorsqu’on se trouve dans les hypotheéses du théoréme des quasi-puissances, on peut également
faire les remarques suivantes.

Remarque A.1 Les égalités

 [Fus )
= FFED (&.3)
et
EFeal) | RED (R
% = P ) [ﬂﬂmﬂ_(WWMD) (A-4)

nous assurent, aprés analyse de singularité (théoréme A.1), que uy et o2 possédent un dévelop-
pement dans un échelle de . Autrement dit, il n’y a pas de terme en n3/2, nl/2, n=1/2, ni de
maniére générale en n~P/2 gvec p € N,

Remarque A.2 Si f est une série génératrice de probabilité, et si gn(u) = f™(u), alors il est
clair que

Var(gn) = g5(1) + g5(1) = gp(1)* = n (7(1) + F'(1) - £'(1)*) = n Var(f),

si bien qu’il n’y a pas de terme en n?. Le théoréme des quasi-puissances, qui nous affirme que

n
la loi limite est essentiellement donnée par (H%ﬁ) , ott p(u) est la singularité en z et joue un

réle similaire & une série génératrice de probebilité, nous assure qu’il n’y a pas de terme en n?

dans U'ezpansion en 1/n de

2 _ FIFa(l) | "R ([z“]Fu(z, 1))2
T EFGED C EFRED) \RFED )

Ces remarques sont pratiques lorsqu’on peut étre amené & utiliser les formules (A.3) et (A.4)
pour avoir des ordres de grandeur de la moyenne et de la variance & 1’aide des seules séries
génératrices, lorsque le calcul de p{u) n’est @ priori pas aisé.

A.5 Moments factoriels

Soit F'(z,u) = En,k f n,kz"'uk une fonction génératrice 4 deux variables, énumérant des objets
combinatoires selon deux paramétres. Typiquement 2z énumeére la taille de 'objet combinatoire.
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L’ensemble des objets de taille n est énuméré par F'(z, 1), si bien que la probabilité qu’un objet
de taille n ait son second parameétre égal A est donné par
Fak _ [uF]F (2, w)
Yt [RPIF(z,1)

Soit m € N. Le moment factoriel d’ordre m du paramétre énuméré par u, conditionné 3 ce
que le parameétre énuméré par z, est donné par

Ik e _ ["Fum(z,1)
ijzjfﬂjk(k 1)---(k—m+1) PG

212



Annexe B

Rappels sur le point fixe

Dans cette annexe, nous rappelons les principaux résultats sur les théorémes de point fixe
sur des distributions de probabilités.

On trouve les résultats cités ici dans [169]. Signalons également le livre [178] qui sert de
référence sur les théorémes de point fixe sur les distributions de probabilités, et contient tous les
résultats importans accompagnés de leur preuve.

Pour s=m-+a avec 0 < a £ 1, m € Np, on définit

Fo={f ecm®,R) | [£@) - s @)|| < ho-wi%}-
Zolotarev [215] a défini la métrique {; sur des vecteurs de dimension d de la maniére suivante :

e = sup [E(f(X) - f(Y))I.
feFs

Théoreme B.1 Lu convergence selon , impligue la convergence faible.
Démonstration. On a convergence pour les fonctions cos et sin, d’oll convergence pour la

fonction caractéristique. O

Proposition B.1 La loi normale est solution de Uégquation

d 1 1
X=—72X1+—X,,
V2T et

o Xy et Xo sont des copies indépendantes de X.

On a une proposition similaire en dimension quelconque. Si on note *M la transposée d'une
matrice M, alors on a la

Proposition B.2 Soient A, et Ay deuzr matrices de taille d x d telles que
Ay -tA 4+ Ay -TAr = 1,

ot Iy est lo mairice identité de dimension d. Alors la loi normale N (0,1,) est solution de
Uégquation .
x4 A X + A X,

ot X et X sont des copies indépendantes de X.
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Démonstration. Soit X de distribution A (0, I3). Alors sa fonction caractéristique & x vérifie
Bx(ur, - ,ug) = E[ei(z'!-:l u:,-x,-)] _ E[e_gé'vv],

donc pour toute matrice carrée A et tout vecteur U de dimension d,

E [ei(E}Ll ﬂa‘(AX)j)]

- B [ei(2?=1 u (Thea aijk))]

[e"(Ef:z IR (“:'ka))]

Dax(ur, - ,uq)

E

E [ei(zzzl(z;?ﬂ uja,,-k)Xk)]
= E [e*'(ELl(tUA),,Xk)]

E [e"(z‘:fal(tAU)ka)]

E

et

_ _ [ i(A XU+AXU)
@A1X+A2Y(U) - e ? ]

o1 VA AU+Ei ‘UAz‘AzU]

-e%i 'U(A1‘A1+A2‘°A2)U]

(o3 tUU]

= @&x(U).

Les résultats suivants sont fournis sans preuve.

Proposition B.3 Lo finitude de (,(X,Y) impligue que X et Y ont des moments identiques
jusqu’a Vordre m.

Pour 2 < s < 3, un vecteur m € R?, soit
Mi(m,C) = {,u e M?: ||ulls < 00, EBp = m, Cov(u) = C} .
Soit 'opérateur
T: M¥Hm,C) — M¥m,C), pr— L (AIZ(I) + Azz@)) ,

ol Ay, Az, ZW et Z® gont indépendants et Z( ~ i pour r =1,2.

Proposition B.4 Si
& =E [ 4ullp+ 1 42lp] < 1,

alors T posséde un unique point fixe dans Mg(m, C).
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Théoréme B.2 (Théoréme de transfert univarié) Soit Y, vérifiant, pour un certain entier
Ny,

K
Y, 2 ZY}{,}, +b,,  n3ng, (B.1)
r=1

avec (Y.n(,l) ), e (Y.,SK)), (I,En),bﬂ) indépendants, vérifiant
Y\ ~Y;, pour tout j > 0,

PI'[I.,(.R} :n] n:;oﬂ pour r = ]_’ ,K,

et il existe ny tel que
Var(Yy,) > 0 pour n = ny.

Supposons que pour les fonctions f,g: N — Rb" avec g(n} > 0 pour n suffisamment grand
nous ayons d’une part la condition de stabilité dans Ls pour s € |0,3], qui se traduit par les
convergences

K
v /; = (bn ~ f(n) + Zf(Iﬁ"’)) =20 (B2)
r=1
et
(n) 1/2
(ﬁﬁf) Lo gs, re=le K, (5.3

et d’autre part la condition de contraction
K
E> (A1) <L
r=1

Supposons

EY, = f(n) + o(g"/*(n)), Var(Ys) = g(n) +o(g(n)), s 2<s<3,
EY, = f(n)+ o(¢g'/%?(n)), si 1<s<2
Alors
Yo—fln) ¢
@y
ot X est l'unique point fize de

K
XE3 4 xO 4 b

r=1

dans M1(0,1), et (A%, ---, A%, b%), X, ..., XK) gont indépendants aveec X ~ X.
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Corollaire B.1 Supposons que Y,, vérifie (B.1), et qu’il existe de plus s € ]2, 3] tel que

K
m (bn —fm)+) f(I,(-"))) = ' (B.4)
r=1
et
(n)
(gél(':b))) Lo, 40 (B5)
K
Y (42 =1, Pr(@, A =1)<1. (B.6)
r=1
Alors Y, — ()
n—JnN) £
W — N(0,1),

ot N(0,1) désigne la distribution normale standard.

216



Bibliographie

{1] Abramowitz (Milton) and Stegun (Irene A.). — Handbook of Mathematicel Functions. — Dover,
1973. A reprint of the tenth National Bureau of Standards edition, 1964.

{2] Aho {Alfred V.)}, Sethi (Ravi), and Ullman (Jeffrey D.). — Compilers. Principles, Techniques, and
tools. — Addison-Wesley, 1988.

{3] Albert (Luc), Casas (Rafael), and Fages (Francois). — Average-case analysis of unification algo-
rithms. Theoretical Computer Science, vol. 113, n°1, 1993, pp. 3-34.

[4] Baccelli (Frangois), Cohen (Guy), Olsder (Geert Jan), and Quadrat (Jean-Pierre). — Synchronization
and Linearity. — John Wiley & Sons, Paris, 1g92.

[5] Baeza-Yates (Ricardo), Casas (Rafael), Diaz (Josep), and Martinez {Conrado). — On the average
size of the intersection of binary trees. SIAM J. on Computing, vol. 21, n°1, 1992, pp. 24-32.

[6] Banderier (Cyril), Flajolet (Philippe), Schaeffer (Gilles), and Soria (Michéle). - Random maps,
coalescing saddles, singularity analysis, and Airy phenomena. Random Structures & Algorithms,
vol. 19, n°3/4, 2001, pp. 194246,

[7] Barbe (Philippe) and Ledoux (Michel). — Probabilités. — Belin, 1998, De la licence d l'agrégation.
262 pages.

[8) Bender (Edward Anton). — Central and local limit theorems applied to asymptotic enumeration.
Journal of Combinatorial Theory, vol. 15, 1973, pp. 91-111.

[9] Bender (Edward Anton). — Asymptotic methods in enumeration. SIAM Rewview, vol. 16, n°4,
October 1974, pp. 485-515.

[10] Bender (Edward Anton), Richmond (Lawrence Bruce), and Wormald (Nicholas Charles). — Largest
4-connected components of 3-connected planar triangulations. Random Structures and Algorithms,
vol. 7, n°4, 1995, pp. 273-285.

[11] Bergeron (Frangois), Labelle (Gilbert), and Leroux (Pierre). — Combinatorial Species and Tree-like
Structures. — Cambridge University Press, 1998, Encyclopedie of Mathematics and its Applications,
vol. 67, XX, 457 s.p.

[12] Berstel (Jean) and Reutenauer (Christophe). — Recognizable formal power series on trees. Theore-
tical Computer Science, vol. 18, 1982, pp. 115-148.

[13] Bertoin (Jean) and Pitman (Jim). — Path transformations connecting brownian bridge, excursion
and meander. Bull. Sci. Math. (2), vol. 118, 1994, pp. 147-166.

[14] Biane (Philippe) and Yor (Marc). — Valeurs principales associées au temps locaux Browniens. Buli.
Sei. Math. (2), vol. 111, 1987, pp. 23-101.

[15] Billingsley (Patrick). — Probebility and Measure, third edition. — John Wiley & Sons, 1995.

[16] Blondel (Vincent D.). — Structured numbers : Properties of a hierarchy of operations on binary
trees. Acta Informatica, vol. 35, n°1, 1998, pp. 1-15.

[17] Bourdon (Jérémie). — Size and Path Length of Patricia Tries : Dynamical Sources Context. Random
Structures and Algorithms, vol. 19, n°3-4, 2001, pp. 289-315.

[18] Bourdon (Jérémie). — Méthodes d’analyse dynamigue dans Uétude en moyenne d’algorithmes arith-
métiques et de la théorie de linformation. — PhD thesis, Université de Caen, December 2002.

217



Bibliographie

[19] Bousquei-Mélou (Mireille). — Une bijection entre les polyominos convexes dirigés et les mots de
dyck bilatéres. R.A.LR.Q. Informatique Théorique et Applications, vol. 26, 1992, pp. 205-219.

[20] Bousquet-Mélou (Mireille). - Codage des polyominos convexes et équations pour ’énumération
suivent P'aire. Discrete Applied Maethematics, vol. 48, 1994, pp. 21-43.

[21] Bousquet-Mélou (Mireille). — Rapport scientifique. — Habilitation & diriger des recherches, Université
Bordeaux I, December 19g6.

[22] Breiman (Leo). — Probability. — STAM, Philadelphia, 1992, Classics in applied mathematics; 7.

[23] Brémaud (Pierre). — Introduction auz Probabilités. — Springer, 1g88.

[24] Bruccoleri (Robert) and Heinrich {Gerhard). — An improved algorithm for nucleic acid secondary
structure display. Comput. Appl. Biosci., vol. 4, 1988, pp. 167-173.

[25] Canfield (E. Rodney). — Remarks on an asymptotic method in combinatorics. Journal of Combi-
natorial Theory, Series A, vol. 37, 1984, pp. 348-352.

[26] Casas (Rafael), Ferndndez Camacho (Maria-Inés), and Steyaert (Jean-Marc). — Algebraic Simplifi-
cation in Computer Algebra : An Analysis of Bottom-up Algorithms. Theoretical Computer Science,
vol. 74, n°74, 1990, pp. 273-298.

[27] Casas (Rafael) and Steyaert (Jean-Marc). — Bottom-up recursion in trees. In Proceedings of
CAAP’86. Lecture Notes in Computer Science, vol. 214, pp. 172-182. — Springer-Verlag, 1986.

[28] Casas (Ricardo), Diaz (Josep), and Martinez (Conrado). — Average-case analysis on simple families
of trees using a balanced probability model. Theoretical Comp. Sci., vol. 117, 1993, pp- 99-112.

[29] Chauvin (Brigitte). - Martingales discrétes et applications & I'analyse d’algorithmes. In Chyzak
(Frédéric) (editor), Algorithms seminar, 2001-2002. pp. 151-166. — Research Report n°5003, INRIA,
2002.

[30] Chsuvin (Brigitte), Drmota {Michael), and Jabbour-Hattab (Jean). - The profile of binary search
trees. Annels of Probability, vol. 11, 2001, pp. 1042-1062.

[31] Chauvin (Brigitte), Flajolet (Philippe), Gardy (Dani?le), and Gittenberger (Bernhard). — And/or
trees revisited. Combinatorics, Probability, and Computing, 2002.

{32] Chern (Hua-Huai) and Hwang (Hsien-Kuei). ~ Phase changes in random m-ary search trees and
generalized quicksort. Random Structures and Algorithms, vol. 19, 2001, pp. 316-358.

[33] Choppy (Christine), Kaplan (Stéphane), and Soria (Michéle). — Complexity analysis of term rewri-
ting systems. Theoretical Computer Science, vol. 67, 198g, pp. 261-282.

[34] Chossat (Maurice). — Mathématiques de l'ingénieur. — Dunod, Paris, 2001, Aide-mémaoire.

[35] Cifarelli (Donato Michele). — Contributi intorno ad un test per I'omogeneita tra due campioni. G.
Econom. Ann. Econ. (N.8.), vol. 34, 1975, pp. 233-249.

(36] Clément (Julien). — Arbres Digitaux et Sources Dynamigues. — Doctorat, Université de Caen, 1998.

[37] Clément (Julien), Flajolet (Philippe), and Valiée (Brigitte). — The analysis of hybrid trie structures.
In Proceedings of the Ninth Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms (Philadelphia,
1998). pp. 531-539. — SIAM Press, Philadelphia, PA, 1098.

[38] Clément (Julien), Flajolet (Philippe), and Vallée (Brigitte). - Dynamical sources in information
theory : A general analysis of trie structures. Algorithmica, vol. 29, 2001, pp. 307-369.

[39] Darboux (Gaston). - Mémoire sur ’approximation des fonctions de trés grands nombres, et sur
une classe étendue de développements en série. Journal de Mathématiques Pures et Appliquées,
February 1878, pp. 5-56,377—416.

[40] Delest (Maylis P.) and Viennot (Gérard). — Algebraic languages and polyominoes enumeration.
Theoretical Computer Science, vol. 34, 1984, pp. 169-206.

[41] Devroye (Luc). — A note on the height of binary search trees. Journal of the ACM, vol. 33, 1986,
pp. 489-498.

[42] Devroye (Luc) and Kamoun (Olivier). - Random minimax game trees. In Aldous (David) and
Pemantle (Robin) (editors), Random Discrete Structures. pp. 55-80. - John Wiley, New York,
1996.

218



[43] Devroye (Luc) and Kruszewski (Paul). — A note on the Horton-Strahler number for random binary
trees. Information Processing Letters, vol. 52, 1991, pp. 155-159.

[44] Devroye (Luc), Neininger (Relph), and Fill (James). — Perfect simulation from the quicksort limit
distribution. Electronic Communications in Probability, vol. 5, 2000, pp. 9599,

rmota (Michael). — Asymptotic distributions and a multivariate Darboux method in enumeration
45] D Michael A ic distributi d ltivariate Darb hod i i
problems. Journal of Combinatorial Theory, Series A, vol. 67, 1gg4, pp. 169-184.

[46] Drmote (Michael). — Systems of functional equations. Random Structures and Algorithms, vol. 10,
1997, pp. 103-124,

[47] Drmota (Michael). — Stochastic analysis of tree-like data structures. Proe. R. Sec. Lond., vol. A
460, 2004, pp. 271-307.

[48] Drmota {Michael) and Marckert (Jean-Frangois}. — Reinforced weak convergence of stochastic
processes. Statistics Probab. Letters, 2004. — To appear.

[49] Drmota (Michael) and Soria (Michéle). — Marking in combinatorial constructions : Generating
functions and limiting distributions. Theoretical Computer Science, vol. 144, n°1-2, 1995, pp. 67—
99.

[50] Duchi (Enrica), Frosini (Andrea), Pinzani (Renzo), and Rinaldi (Simone). — A note on rational
succession rules. Journal of Integer Sequences, vol. 6, 2003. — Article 03.1.7.

[51] Duchon (Philippe). — @-gremmaires : un outil pour 'énumération. — Doctorat, Université de
Bordesux I, 19g8.

[52] Duchon (Philippe). — Q-grammars and wall polyominces. Annals of Combinatorics, vol. 3, 1999,
pp. 311-321.

(53] Duflo (Marie). — Méthodes récursives aléatoires. — Masson, Paris, 1ggo.

[54] Duflo (Marie) and Dacuhna-Castelle (Didier). — Probabilités ef Statistiques, tomes 1 et 2. — Masson,
Paris, 1984.

[65] Dulucq (Serge) and Tichit (Laurent). ~ A propos de la comparaison de structures secondaires
d’ARN. In Actes du Colloque JOBIM 2001 Biologie, Informatique Mathématiques, pp. 125-134. —
Toulouse, 2001. June 2001.

[56] Dulueq (Serge) and Tichit (Laurent). — RNA secondary structure comparison : exact analysis of
the Zhang-Shasha tree edit algorithm. Theoretical Computer Science, 2003. — To appear.

[57) Durand (Marianne). — Asymptotic analysis of an optimized quicksort. Inf. Process. Lett., vol. 85,
n°2, 2003, pp- 73-77.

[68] Durand (Marianne} and Taylor (Stephen). — Emerging behavior as binary search trees are symme-
trically updated. Theoretical Computer Science, vol. 297, n°1-3, 2003, pp. 425-445.

[59] Dutour (Isabelle). — Grammaires d’objets : énumération, bijections et génération aléatoire. — Doc-
torat, Université de Bordeaux I, 19g6.

[60] Ethier (Stewart N.) and Kurtz (Thomas G.). — Markov Processes : Characterization and Conver-
gence. — Wiley, New York, 1g86.

[61] Fédou (Jean-Marc). - Grammaires et g-énumération de polyominos. — Doctorat, Université Bor-
deaux I, 198g.

[62] Feller (William). — An Introduction to Probability Theory and Its Applications. — John Wiley, 1968,
third edition, vol. 1.

[63] Feller (William). — An Introduction to Probability Theory and Its Applications. — John Wiley, 1971,
vol. 2.

[64] Ferndindez-Camacho (Maria-Inés). — Analisis Medio de Algoritmos de reduccidn sobre drboles. —
Tesis, Universidad Complutense de Madrid, 19588.

[65] Fill (James), Flajolet (Philippe), and Kapur (Nevin). — Singularity analysis, hadamard products,
and tree recurrence. Journal of Computational and Applied Mathematics, 2003. — Submitted.

219



Bibliographie

[66] Fill {James) and Janson (Svante). — A characterization of the set of fixed points of the quicksort
transformation. Electronic Communications in Probability, vol. 5, 2000, pp. 77-84.

[67] Fill (James) and Janson (Svante). - Smoothness and Decay Properties of the Limiting Quick-
sort Density Function. In Colloguium on Mathematics end Computer Science : Algorithms, Trees,
Combinatorics and Probabilities. Trends in Mathematics, pp. 53—64. — Birkh#user, Versailles, 2000.

[68] Fill (James) and Janson (Svante). — Approximating the limiting quicksort distribution. Special
issue on Analysis of Algorithms, Random Structures & Algorithms, vol. 19, 2001, pp. 376-406.

[69] Fill (James} and Janson (Svante). — Quicksort asymptotics. Special issue on Analysis of Algorithms,
Journal of Algorithms, vol. 44, 2002, pp. 4-28.

[70] Flajolet (Philippe). — Singularity analysis and asymptotics of Bernoulli sums. Theoretical Computer
Seience, vol. 215, n°1-2, 1999, pp. 371-381.

{71} Flajolet (Philippe), Gao (Zhicheng), Odlyzko (Andrew), and Richmond (Bruce). -- The distribution
of heights of binary trees and other simple trees. SIAM Journal on Discrete Mathematics, vol. 2,
1993, pp. 145-156.

[72} Flajolet (Philippe), Gourdon (Xavier), and Dumas (Philippe). — Mellin transforms and asympto-
tics : harmonic sums. Theoretical Computer Science, Special Volume on Mathematical Analysis of
Algorithms, vol. 144, 1l-2, June 1995, pp. 3-58.

[73] Flajolet (Philippe), Gourdon (Xavier), and Martinez (Conrado). — Patterns in Random Binary
Search Trees. Rendom Structures and Algorithms, vol. 11, n°3, October 1997, pp. 223-244.

[74] Flajolet (Philippe) and Odlyzko (Andrew M.). — The average height of binary trees and other
simple trees. Journal of Computer and System Sciences, vol. 25, 1982, pp. 171-213.

[75] Flajolet {Philippe) and Qdlyzko (Audrew M.). — Singularity analysis of generating functions. SIAM
Journal on Discrete Mathematics, vol. 3, n°2, 1990, pp. 216-240.

[76] Flajolet (Philippe) and Prodinger (Helmut). — Register allocation for unary binary trees. STAM
Journal on Computing, vol. 15, n°3, August 1986, pp. 629-640.

[77] Flajolet (Philippe), Raoult (Jean-Claude), and Vuillemin (Jean). - The number of registers required
for evaluating arithmetic expressions. Theoretical Computer Science, vol. 9, 1979, pp. 99-125.

[78] Flajolet (Philippe), Régnier (Mireille), and Sedgewick (Robert). — Some Uses of the Mellin Integral
Transform in the Analysis of Algorithms. In Apostolico (A.) and Galil (Z.} (editors), Combinatorial
Algorithms on Words. NATO Advance Science Institute Series. Series F : Computer and Systems
Sciences, vol. 12, pp. 241-254. — Springer-Verlag, 1985.

[79] Flajolet (Philippe), Régnier (Mireille}, and Sotteau (Dominique). — Algebraic Methods for Trie
Statistics. — Research Report n®298, Institut National de Recherche en Informatique et en Auto-
matique, 1984. 32 pages.

[80] Flajolet (Philippe), Régnier (Mireille), and Sotteau (Dominique). — Algebraic methods for trie
statistics. Annals of Discrefe Mathematics, vol. 25, 1985, pp. 145-188.

[81] Flajolet (Philippe) and Sedgewick (Robert). — The Average Case Analysis of Algorithms : Complez
Asymptotics and Generating Functions. — Research Report n°2026, Institut National de Recherche
en Informatique et en Automatique, 19g3. 100 pages.

[82] Flajolet (Philippe) and Sedgewick (Robert). - The Average Case Analysis of Algorithms : Coun-
ting and Generating Functions. — Research Report n °1888, Institut National de Recherche en
Informatique et en Automatique, 19g93. 116 pages.

[83] Flajolet (Philippe) and Sedgewick (Robert). — Mellin transforms and asymptotics : finite differences
and Rice’s integrals. Theoretical Computer Science, vol. 144, n°1-2, June 1995, pp. 101-124.

[84] Flajolet (Philippe) and Sedgewick (Robert). - The Average Case Analysis of Algorithms : Mellin
Trangform Asymptotics. — Research Report n®2956, Institut National de Recherche en Informatique
et en Automatique, 19g6. 93 pages.

[85] Flajolet (Philippe) and Sedgewick {Robert). — The Average Case Analysis of Algorithms : Mul-
tivariate Asymptotics and Limit Distributions. — Research Report n °3162, Institut National de
Recherche en Informatique et en Automatique, 19g7. 123 pages.

220



[86] Flajolet (Philippe) and Sedgewick (Robert). — Punectional Equations, Rational and Algebraic Func-
tions. — Research Report n°4103, Institut National de Recherche en Informatique et en Automatique,
2001. 98 pages.

[87] Flajolet (Philippe) and Sedgewick (Robert). — Analytic Combinatorics : Basic Complex Asympto-
tics. — 2003. http ://algo.inria.fr/flajolet/Publications/F1Se03.ps. 133 pages.

[88] Flajolet (Philippe), Sipala (Paolo), and Steyaert (Jean-Marc). — Analytic variations on the common
subexpression problem. In Paterson (M. 8.) (editor), Automata, Languages, and Programming,
Lecture Notes in Computer Science, vol. 443, pp. 220-234. — 19go. Proceedings of the 17th ICALP
Conference, Warwick, July 1990.

[89] Flajolet (Philippe) and Soria (Michele). — Gaussien limiting distributions for the number of com-
ponents in combinatorial structures. Journal of Combinatorial Theory, Series A, vol. 53, 1ggo,
pp. 165-182,

[90] Flajolet (Philippe) and Steyaert (Jean-Marc). — A complexity calculus for recursive tree algorithms.
Mathematical Systems Theory, vol. 19, 1987, pp. 301-331.

[81] Foata (Dominique) and Fuchs (Aimé). - Calcul des probabilités. — Dunod, Paris, 1gg8.

[92] Fontana (W.), Konings (D.), Stadler (P.), and Schuster (P.). — Statistics of rna secondary structures.
Biopolymers, vol. 33, 1993, pp. 1389-1404. 7

[93] Frangon (Jean). — Sur le nombre de registres nécessaires & I’évaluation d’une expression arithmé-
tique. RAIRO Theoret Info Appl, vol. 18, n°2, 1984, pp. 355-364.

[94] Gao (Zhicheng) and Wormald (Nicholas). — The size of the largest components in random planar
graphs. STAM Journal of Discrete Mathematics, vol. 12, n®2, 1ggg, pp. 217-228.

[95] Gardy (Daniéle). — Méthode de col et lois limites en analyse combinatoire. Theoretical Computer
Science, vol. 92, n°2, 1992, pp. 261-280.

[96] Gardy (Danigle). — Sorme results on the asymptotic behaviour of coefficients of large powers of
functions. Discrete Mathematics, vol. 139, n°1-3, 1995, pp. 189-217.

[97] Gaspin (Christine) and Westhof (Eric). — The determination of the secondary structures of rna
as a constraint satisfaction problem. In SCHULZE-KREMER 8. (IOS Press) (editor), Advances in
Molecular Bioinformatics. — 1994.

[98] Goulden (Ian P.) and Jackson (David M.). — Combinatorial Enumeration. — John Wiley, New York,
1983.

[29] Graham (Ronald L.), Knuth (Donald Ervin), and Patashnik (Oren). — Concrete Mathematics. —
Addison Wesley, 1989.

[100] Grimmett (Geoffrey) and Stirzaker (David). — Probobility and Random Processes. — Oxford Uni-
versity Press, 2001, third edition.

{101] Groeneboom (Piet). — Brownian motion with a parabolic drift and airy functions. Probability Theory
and Related Fields, vol. 81, 198g, pp. 79-109.

[102] Gutjahr (Walter J.) and Pflug (Georg Ch.). — The asymptotic contour process of a binary tree is
a brownian excursion. Stochastic Processes and their Applications, vol. 41, 1092, pp. 69-89.

{103) Hagerup (Torben) and Riib (Christine). — A Guided Tour of Chernoff Bounds. nformation Pro-
cessing Letters, vol. 33, 1989, pp. 305-308.

[104] Hall (Peter G.) and Heyde {Christopher C.). - Martingale Emit theory and its application. —
Academic Press, New York, 1980.

[105] Hennequin (Pascal). — Analyse en moyenne d’algorithmes, tri rapide et arbres de recherche. —
Doctorat, Ecole Polytechnique, March 1994. 162 pages.

[106] Howell (JoAnn), Smith {Temple F.), and Waterman (Michael S.). - Computation of generating
functions for biological molecules. STAM J. Appl. Math., vol. 39, 1980, pp. 119-133.

[167] Hurtado (Ferran) and Noy (Marc). — Ears of triangulations and Catalan numbers. Discrete Mathe-
matics, vol. 149, 1996, pp. 319-324.

221



Bibliographie

[108] Hwang (Hsien-Kuei). — Théorémes limites pour les structures combinatoires ef les fonctions arith-
métigues. — Doctorat, Ecole Polytechnique, December 1994.

[109] Hwang (Hsien-Kuei). — Phase change of limit laws in the quicksort recurrences under varying toll
functions. SIAM Journal on Computing, vol. 31, 2002.

[110] Imhof (Jean-Pierre). — Density factorizations for brownian motion, meander and the three-
dimensional bessel process, and applications. Journal of Applied Probability, vol. 21, 1984, pp. 500-
510.

[111] Ito (Kiyosi) and McKean (Henry P. Jr.). — Diffusion processes and their sample paths. — Academic
Press, New York, 196s5.

[112] Jacod (Jean). — Caleul stochastique et problémes de martingales. — Springer-Verlag, Berlin, Heidel-
berg, New York, 1979.

[113] Jacquet (Philippe) and Régnier (Mireille). — Trie partitioning process : Limiting distributions. In
Franchi-Zanetacchi (P.) (editor), CAAP’86, Lecture Notes in Computer Science, vol. 214, pp. 196—
210. — 1986. Proceedings of the 11th Colloguium on Trees in Algebra and Programming, Nice
France, March 1986.

[114] Jacquet (Philippe) and Régnier (Mireille). — Normal limiting distributions for the size and the exter-
nal path length of tries. — Research Report n°827, Institut National de Recherche en Informatique
et en Automatique, 1998. 18 pages.

[115] Janson {Svante). — Ideals in a forest, one-way infinite binary trees and the contraction method.
In Colloguium on Mathematics and Compuler Science : Algorithms, Trees, Combinatorics and
Probabilities. Trends in Mathematics, pp. 393-414. — Birkh&user, 2002. Versailles.

[116] Jeanblanc (Monigue), Pitman (Jim), and Yor (Marc). - The Feynman-Kac formula and decompo-
sition of Brownian paths. Computational and Applied Mathematics, vol. 16, 1997, pp- 27-52.

{117] Juan (Vernica} and Wilson (Charles). — RNA secondary structure prediction based on free energy
and phylogenetic analysis. Journal of Molecular Biclogy, vol. 289, 1999, pp. 935-947.

[118] Kac {Marc) and Erdds (Paul). — On certain limits theoretns of the theory of probability. Bulletin
of the American Mathematical Society, vol. 52, 1944, pp. 292-302.

[119] Kac (Mark). — On some connections between Probability Theory and Differential and Integral
equations. In Neyman (J.) (editor), Proc. 2nd Berkeley Symp. Math. Stat. Prob., pp. 189-215. —
1949. University of California.

[120) Kac (Mark). — On the distribution of certain Wiener functionals. Transactions of the American
Mathematical Society, vol. 65, 1949, pp. 1-13.

[121] Kac (Mark). — Probability and related topics in physical sciences. — Interscience Publishers, London,
New York, 1g59. Summer seminar on applied mathematics (University of Colorado). (1; 1957;
Boulder, Colorado).

[122] Karatzas (Ioannis) and Shreve (Steven E.). — Brownian Motion and Stochastic Calculus, 2nd ed. —
Springer-Verlag, New York, 1997.

[123] Karlin (Samuel} and Taylor (Howard M.}. — A First Course in Stochastic Processes. Second edi-
tion. — Academic Press, New York, 1997.

{124] Kemp (Rainer). — The average number of registers needed to evaluate s binary tree optimally. Acta
Informatica, vol. 11, 1979, pp. 363-372.

[125] Kemp (Rainer). - Fundamentals of the Average Case Analysis of Particular Algorithms. — John
Wiley & Sons, Inc., New York, 1985.

[126] Kingman (John F. C.). — Subadditive ergodic theory. Annals of Probability, vol. 1, 1973, pp. 883—
909.

[127] Knessl (Charles) and Szpankowski (Wojciech). — Quicksort algorithm again revisited. Discrefe
Mathematies and Theoretical Computer Science, vol. 3, 1999, pp. 43-64.

[128] Knight (Frank B.). — On the excursion process of brownian motion. Transactions of the American
Mathematical Society, vol. 258, 1980, pp. 77-86.

222



[129] Knuth (Donald Ervin). - The Art of Computer Programiming. — Addison-Wesley, 1968, vol. 1 :
Fundamental Algorithms. Second edition, 1973.

[130] Knuth (Donald Ervin). - Semantic of context-free languages. Mathematical Systems theory, vol. 2,
1968, pp. 127-145. — Correction : Mathematical Systems theory 5 :95-96, 1971.

[131] Knuth (Donsld Ervin). — Mathematicsl analysis of algorithms. — IFIP Congress, Ljubljana, Yugo-
slavia, 1971.

[132] Knutk (Donald Ervin). — The Art of Computer Programming. — Addison-Wesley, 1973, vol. 3 :
Sorting and Searching,.

[133] Kozen (Dexter C.). - Automata and computability. — Springer, New York, Berlin, Paris, 1997,
XTI1-400p.

[134] Kreweras (Germain). — Traitement simultané du "Probldme de Young” et du "Probléme de Simon
Newcomb”. Cahiers du Bureaw Universitaire de Recherche Opérationnelle, vol. 1, 1967, pp. 333-350.

[135] Lefebvre (Fabrice). — Grammaires S-attribuées multi-bandes et applications & U'analyse automatique
de ségquences biologiques. — PhD thesis, Université de Paris-Sud, Orsay, July 1ggo.

[136] Lefebvre (Fabrice). — An optimized parsing algorithm well-suited to RNA folding. In press (AAAT)
(editor}, Proceedings of the Third International Conference on Intelligent Systems for Molecular
Biology, pp. 222-230. — 19g5.

[137] Lefebvre (Fabrice). - A grammar-based unification of several alignment and folding algorithms. In
press (AAAT) (editor), Proceedings of the Fourth International Conference on Intelligent Systems
for Molecular Biology, pp. 143-154. — 19g6.

[138] Levinger (Bernard W.). — The square root of a 2 x 2 matrix. Math. Mag., vol. 53, n °4, 1980,
Pp- 222-224.
[139] Lévy (Paul). — Processus stochastiques et mouvement broumien. — Gauthier-Villars, Paris, 1965.

[140] Louchard (Guy). — Kac’s Formula, Lévy’s Local Time and Brownian Excursion. Journal of Applied
Probability, vol. 21, 1984, pp. 479—499.

[141] Louchard (Guy). — The Brownian Excursion Ares : a Numerical Analysis. Computers and Mathe-
matics with Applications, vol. 10, 1984, pp. 413-417.

[142] Louchard (Guy). — Erratum. Computers and Mathematics with Applications A, vol. 12, 1986, p. 375.

[143] Louchard {Guy) and Turner {John W.). — Generalized covariances of multi-dimensional Brownian
Excursion local times. Theoretical Computer Science, vol. 21, 2003.

[144] Lyon (Gordon). — Syntax-directed least-errors analysis for context-free languages : A pratical
approach. Comm. of the ACM, vol. 17, 1974, pp. 5-37.

[145] Mahmoud (Hosam). — On the distribution of leaves in rooted subtrees of recursive trees. Annals of
Applied Probability, vol. 1, 1991, pp. 406—418.

[146] Mahmoud (Hosam). - Ewvoluiion of Random Search Trees. — John Wiley & Sons, Inc., 1992,
Wiley-Interscience Series in Discrete Mathematics and Optimization, xii+324p.

[147] Mahmoud (Hosam). — The joint distribution of the three types of nodes in uniform binary trees.
Algorithmica, vol. 13, 1905, pp. 313-323.

[148] Mahmoud (Hosam) and Pittel (Boris). — On the most probable shape of a search tree grown from
random permutations. SIAM Journal on Algebruic and Discrete Methods, vol. 1, 1984, pp. 69-81.

[149] Mahmoud {Hosam), Smythe (R.}, and Szymanski (J.). — On the structure of plane-oriented recursive
trees and their branches. Random Structures end Algorithms, vol. 4, 1993, pp. 151-176.

[150] Mahmoud (Hosam) and Smythe (Robert). — Asymptotic joint normality of outdegrees of nodes in
random recursive trees. Random Structures and Algorithms, vol. 3, 1988, pp. 255-266.

[181] Marckert (Jean-Frangois). — The contour of size n general planar trees. http ://fer-
mat.math.uvsq.fr/“marckert/contour.ps.gz, 2000.
[152]) Marckert  (Jean-Francois). - Cours sur les  arbres.  http ://fer-

mat.math.uvsq.fr/“marckert/tunis.ps.gz, 2001.

223



Bibliographie

[153] Marckert (Jean-Frangois) and Mokkadem (Abdelkader}). — Ladder variables, Internal structure of
Galton-Watson trees and Finite branching random walks. Journal of Applied Probability, vol. 40,
n°3, 2003, pp. 671-689.

[154] Martinez (Conrado). — Statistics under the BST Model. — Doctorat, Université Polytechnique de
Catalogne, March 1g9g2.

[185] Martinez (Conrado). — Partial quicksort. In Proc. of the First ACM-SIAM Workshop on Analytic
Algorithmics and Combinatorics (ANALCO). — 2004. Accepted.

[156] Martinez (Conrado), Panholzer (Alois), and Prodinger (Helmut). — On the number of descendants
and ascendants in random search trees. Electronic Journal of Combinatorics, vol. 5, nf#R20, 1998.

[157] Martinez (Conrado) and Roura (Salvador). — Randomized binary search trees. J. ACM, vol. 45,
n°2, 1998, pp. 288-323.

[158] Martinez (Conrado) and Roura (Salvador). — Optimal sampling strategies in quicksort and quick-
select. SIAM J. on Computing, vol. 31, n°3, 2001, pp. 683-705.

[159] McDiarmid {Colin J. H.) and Hayward (Ryan B.). - Large devistions for Quicksort. Journal of
Algorithms, vol. 21, 1996, pp. 476-507.

[160] Mishkov (Rumen L.). — Generalisation of the formula of Faa di Bruno for a composite function
with a vector argument. Fnternat. J. Math. & Math. Sci., vol. 24, 1¥, 1999, pp. 481-491.

[161} Nebel (Markus E.). — On the Horton-Strahler mumber for combinatorial tries. RAIRO Theoret Inf
Appl, vol. 34, 2000, pp. 279-296.

[162] Nebel (Markus E.). — A unified approach to the analysis of Horton-Strahler parameters of binary
tree structures. Random Structures and Algorithms, vol. 21, n°3-4, 200z, pp. 252-277.

[163] Nebel {Markus E.). - On a Statistical Filter for RNA Secondary Structures. — Technical Report
1n°5/2002, Frankfurter Informatik-Berichte, 2002.

[164] Nebel (Markus E.). — The stack-size of combinatorial tries revisited. Discrete Math Theoret Comput
Set, vol. 5, 2002, pp. 1-16.

[165] Nebel (Markus E.). — The stack-size of tries : a combinatorial study. Theoretical Computer Science,
vol. 270, n°1-2, 2002, pp. 441-461.

[166] Nebel (Markus E.). - Combinatorial Properties of RNA Secondary Structures. Journal of Compu-
tational Biology, vol. 9, n°3, 2003, pp. 541-574.

[167] Nebel (Markus E.). — Identifying Good Predictions of RNA Secondary Structure. ~ Technical Report
n°5/2003, Frankfurter Informatik-Berichte, 2003.

[168] Nebel (Markus E.). — Investigation of the Bernoulli-Model of RNA Secondary Structures. Bulletin
of Mathematical Biology, 2004. — To appear.

[169] Neininger (Ralph) and Riischendorf (Ludger). — A general limit theorem for recursive algorithms
and combinatorial structures. The Annals of Applied Probability, 2002.

[170] Nguyén Thé (Michel). - Enumeration of Geometric Configurations on a Convex Polygon, summary
of a talk by Marc Noy. In Chyzak (Frédéric) {(editor), Algorithms seminar, 1999-2000. pp. 17-22. -
Research Report n°4056, INRIA, 2000.

[171] Nguyén Thé (Michel). — Distribution of the Size of Simplified or Reduced Trees. In Colloguium on
Mothematics and Computer Science : Algorithms, Trees, Combinatorics and Probabilities. Trends
in Mathematics, pp. 341-354. — Birkh#user, Versailles, 2002.

[172] Nguyén Thé (Michel). — Everything You Always Wanted to Know about Quicksort, but Were
Afraid to Ask, summary of a talk by Marianne Durand. In Chyzak (Frédéric) (editor), Algorithms
seminar, 2001-2002. pp. 57-62. — Research Report n°5003, INRIA, 2002.

[173) Nguyén Thé (Michel). - Area of Brownian Motion with Generatingfunctionology. In Banderier
(Cyril} and Krattenthaler (Christian) (editors), Discrete Random Walks : Theory and Applications
in Combinatorics, Computational Biology, Computer Science, Probabilities, and Statistical Physics.
pp. 229-242. — Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science, Paris, Institut Henri
Poincaré, 2003.

224



[174] Nguyén Thé (Michel). — Area and Inertial Moment of Dyck Paths. Combinatorics, Probability and
Computing, vol. 13, 2004. — To appear.

[175] Otter (Richard). — The number of trees. Annals of Mathematics, vol. 49, 1948, pp. 583-599.

[176] Perman (Mihael) and Wellner (Jon). — On the distribution of Brownian areas. Annals of Applied
Probability, vol. 6, 1995, pp. 1091-1111.

f177] Petazzoni (Bruno). — Seize problémes d’informatigue. — Springer, Paris, 2001.

[178] Rachev (Svetlozar T.). — Probability Metrics and the Stability of Stochastic Models. — John Wiley,
New York, 1ggi.

[179] Rachev (Svetlozar T.) and Riischendorf (Ludger). - Propagation of chaos and contraction of sto-
chastic mappings. Siberian Advances in Mathematics, vol. 1, 1994, pp. 114-150.

[180] Rachev (Svetlozar T.) and Riischendorf (Ludger). — Probability metrics and recursive algorithms.
Advances in Applied Probability, vol. 27, 1995, pp. 770-799.

[181] Régnier (Mireille). — A limiting distribution for quicksort. RATRO Theoretical Informatics and
Applications, vol. 23, 1g8g, pp. 335-343.

[182] Rémy (Jean-Luc). — Un procédé itératif de dénombrement d’arbres binaires et son application

& leur génération aléatoire. RAIRO Theoretical Informatics and Applications, vol. 19, n°2, 1985,
pp. 179-195. :

[183] Revuz (Daniel) and Yor (Marc). — Continuous Martingales and Broumian Motion, 3rd edition. -
Springer-Verlag, New York, 19g8.

{184] Rivas (Elena) and Eddy (Sean R.). - A dynamic programming algorithm for RNA structure
prediction including pseudoknots. Journal of Molecular Biology, vol. 285, 19gg, pp. 2053-2068.

[185] Rogers (L. Chris G.) and Williams (David). - Diffusions, Markov Processes, and Martingales. —
Cambridge University Press, 2000.

[186] Samorodnitsky (Gennady) and Tagqu (Murad 8.}. — Stable non-gaussian random processes : sto-
chastic models with infinite variance. — Chapman and Hall, 1994.

[187] Schachinger (Werner). ~ Asymptotic normality of recursive algorithms via martingale difference
arrays. Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science, vol. 4, n°2, 2001, pp. 363—398.

[188] Sedgewick (Robert) and Flajolet (Philippe). — Fntroduction & Vanalyse des algorithmes. — Interna-
tional Thomson Publishing, France, 1gg6. 492 pages. A translation of the original English version
(ISBN 2-84180-957-9).

[189] Sedgewick (Robert) and Flajolet (Philippe}. - An Introduction to the Analysis of Algorithms. —
Addison-Wesley Publishing Company, 1996.

[190] Shepp (Lawrence A.). — On the Integral of the Absolute Value of the Pinned Wiener Process. The
Annals of Probability, vol. 10, 1982, pp. 234-239.

[191] Smythe (Robert T.) and Mshmoud {Hosam M.). — A survey of recursive trees. Theory of Probability
and Mathematical Stotistics, vol. 51, 1995, pp. 1-27.

[192] Soria-Cousineau (Michsle). — Méthodes d’analyse pour les constructions combinatoires et les algo-
rithmes. — PhD thesis, Université de Paris-Sud, Orsay, July 1990.

[193] Stanley (Richard P.). - Enumerative Combinatorics. — Cambridge University Press, New York,
1999, vol. 2.

[194] Steyaert (Jean-Marc). — Structure et complezité des algorithmes. — Doctorat d'Etat, Université
Paris VII, April 1984.

[195] Szpankowski {Wojciech). — Average Case Analysis of Algorithms on Seguences. — John Wiley &
Sons, zo01.

[196] Tahi (Fariza), Engelen (Stefan), and Régnier (Mireille). — A fast algorithm for RNA secondary struc-
ture prediction including pseudoknots. It 3rd IEEE Symposium on Bioinformatics and Bioenginee-
ring (BIBE 2003). Bioinformatics, pp. 11-17. — IEEE Computer Society proceedings, Bethesda,
Maryland, 2003. March 10-12 2003.

225



Bibliographie

[197) Tahi (Fariza), Gouy (Manolo), and Régnier (Mireille). — Automatic RNA secondary structure
prediction with a comparative approach. Computers and Chemistry, vol. 26, n°5, 2002, pp. 521-
530.

[198] Takécs (Lajos). — A bernoulli excursion and its various applications. Advances of Applied Probability,
vol. 23, 1991, pp. 557-585.

[199] Takdcs (Lajos). — On a probability problem connected with railway traffic. Journal of Applied
Mathematics and Stochastic Analysis, vol. 4, n°1, 1991, pp. 1-27.

[200] Takdcs (Lajos). — On the distribution of the integral of the absolute value of the Brownian motion.
Annals of Applied Probability, vol. 3, 1993, pp- 186-197.

[201] Tan (Kok Hooi) and Hadjicostas (Petros). — Some properties of a limiting distribution in Quicksort.
Statist. Probab. Lett., vol. 25, 1995, pp. 87-94.

[202] Tolmatz (Leonid). — Asymptotics of the distribution of the integral of the absolute value of the
Brownian bridge for large arguments. The Annals of Probability, vol. 28, 2000, pp. 132-139.

[203] Tolmatz (Leonid). — Asymptotics of the distribution of the integral of the positive part of the Brow-
nian bridge for large arguments. 2001. — http ://www.tolmatz.net/PAPERS/04P0OSBB/30s.pdf.

[204] Tolmatz (Leonid). — On the distribution of the square integral of the Brownian bridge. The Annals
of Probability, vol. 30, 2002, pp. 253-269. :

[205] Tolmatz (Leonid). — Addenda : On the distribution of the square integral of the Brownian bridge.
The Annals of Probability, vol. 31, 2003, pp. 530-532.

[206] Tolmatz (Leonid). — The saddle point method for the integral of the absolute value of the Brownian
motion. In Banderier (Cyril) and Krattenthaler (Christian) (editors), Discrete Random Walks :
Theory and Applications in Combinatorics, Computational Biology, Computer Science, Probabi-
lities, and Statistical Physics. pp. 309-324. — Discrete Mathematics and Theoretical Computer
Science, Paris, Institut Henri Poincaré, 2003.

[207] Waldispiihl (Jéréme), Behzadi (Behshad), and Steysert {(Jean-Marc). — An approximate matching
algorithm for finding (sub-)optimal sequences in s-attributed grammars. In Proceedings of the first
European Conference on Computational Biology, ECCB 2002. Bioinformatics, vol. 18, pp. 250
259. — OXFORD University Press, 2002.

[208] Waterman (Michael S.). — Introduction to Computational Biology. Maps, Sequences and Genomes. -
Chapman & Hall, 1995.

[209] Waterman (Michael S.) and Smith (Temple F.). — RNA secondary structure : a complete mathe-
matical analysis. Math Biosci., vol. 42, 1978, pp. 257-266.

[210] Williams (David). — Probability with Martingales. — Cambridge University Press, 1ggi.

[211] Wong (Roderick). - Asymptotic Approximations of Integrals. — Academic Press, 198g.

[212] Xiong (Momiac) and Waterman (Michael 8.). — A Phase Transition for the Minimum Free Energy of

Secondary Structures of a random RNA. Advances in Applied Mathematics, vol. 18, 1997, pp. 111-
132.

[213] Yor (Marc). — Some Aspects of Brownian Motion, Part I : Some Special Functionals. — Birkhiuser
Verlag, Basel, Boston, Berlin, 1992, Lectures in Mathematics.

{214] Yor (Marc). — Local times and ezcursions for brownian motion : a concise introduction. — Postgrado
de Matemadticas, Facultad de Ciencias, Universidad Central de Venezuala, Caracas, 19g5. Lecciones
en Mathemiticas, vol. 1.

[215] Zolotarev (Vladimir M.). - Approximation of the distributions of sums of independant random
variables with values in infinite-dimensional spaces. Theor. Probability Appl., vol. 21, 1976, pp. 721-
737.

[216] Zucker {(Michael) and Sankoff (David). - RNA secondary structure and their prediction. Bull. Math.
Biol., vol. 46, 1984, pp. 591-621.

226



Résumé de la theése

Distribution de valuations sur les arbres

Résumé : Les arbres sont des structures combinatoires qui peuvent représenter plusieurs choses
en informatique, comme des structures de données, des expressions booléennes ou arithmétiques,
des arbres de dérivation en langages formels. Cette thése étudie la distribution limite de para-
meétres récursifs (appelés “valuations”) définis sur des arbres, lorsque la taille des arbres tend
vers 'infini. .

Dans la premiére partie, nous étudions des paramétres associés & des expressions arithmé-
tiques. Nous étudions la distribution limite de résultats d’expressions arithmétiques tirées au
hasard, avec différents jeux d’opérateurs, qui sont {min,+}, {+,—} et {+, x}, et obtenons di-
verses loi limites. Nous étudions la loi limite de la taille d’arbres réduits lorsque nous simplifions
des expressions booléennes ou avec des régles telles que (X ET X = X), (z—2z =0), (X ou
TRUE = TRUE), etc. Nous étudions aussi des structures secondaires de molécules d’ARN, &
travers des arbres de dérivation, ce qui constitue le premier pas dans la tentative de trouver
un algorithme plus rapide pour déterminer la structure secondaire optimale d’'un mot d’ARN
donné.

Dans la seconde partie, nous étudions la distribution jointe de la longueur de cheminement
et du moment d’inertie d’arbres et de divers chemins aléatoires. Nous étudions également la
distribution jointe de la taille et de la longueur de cheminement interne de tries conditionnés
par leur nombre de clés avec des sources de Bernoulli, et obtenons une loi limite gaussienne.

Distribution of Valuations on Trees

Abstract : Trees are combinatorial structures that can represent many things in computer
science such as data structures, boolean or arithmetic expressions, derivation trees in formal
languages. This thesis studies the limit distribution of recursive parameters (called "valuations™)
defined on trees, when the size of the trees tends to infinity.

In the first part, we study parameters associated with arithmetic expressions. We study the
limit distribution of the results of arithmetic expressions drawn at random, with different sets of
operators, that are {min,+}, {+,~} and {+, x}, and obtain various limit laws. We study the
limit law of the size:of reduced trees when we simplify boolean or arithmetic expressions with
rules such as (X AND X = X)), (z —z = 0), (X orR TRUE = TRUE), and so on. We also
study secondary structures of RNA molecules through derivation trees, which is the first step
of an attempt to find a faster algorithm to compute the optimal secondary structure of a given
RNA word. !

In the second part, we study the joint distribution of the internal path length and the inertial
moment of trees and of various random walks. We also study the joint distribution of the size
and the internal path length of tries conditioned by number of keys with a Bernoulli source, and
find a limit Gaussian distribution.
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