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����� �� � 	� �����	/�
3�/ /������ # *%)6 4

SINAD(dB) = 6 ENOB + 1, 76
3% *'6



� 	� 	 ��� � ��� ��
����
 ����� %1

• %1
�� 	'�� �	��� �� ��	� �����	�� 3 7%# 6
#������ �
��� � �����	���� �� /�
��� �
��� �� ����� �� �� ��	� 3��� 
������	����
�
(����
	'�� 6 �����	�� �� � ��� /���� ����	���� ��
� �� ��
�� �� �1'�	�� *

• %	�����	�
 (����
	'�� 3!�% 6
#������ �
��� �� ��	���
�� ��� � ���� 	)��� ��	�� (����
	'��� �� �� �� 	���
�� ��
/�
��� �
��� 3

fo
6 * �
 ��3�� ���
��� �
 ������ �
 �3�
���� ����	���
� �� ������

���� ������ 	
�� �� /��'��
�� �� ��� ��	�� * %� /�	� �� � ���(�
�	���

�5� ������+�	
��
� �
 ���� ������ '�� 4

fh = (k · fo) modulo fs k = ±2,±3, · · · ,±M
3% *#)6

• &
����������	�
 3&�% 6
� �	
����������	�
 ��������	�� �� 
�
 �	
���	�� �� ��
3���	����� �
 �����
�� ��
����	���� �	5
�� �	
��� ���� * �� ��� �� � ��� �	���� ��� ����	 �� ��� �	5
�� ��
/��'��
���

f1
��

f2
* ���+�	 ��

�
� 
�	���
�� �� �����	�� � �	
����������	�
� 4

fim = (i · f1 + j · f2) modulo fs
3% *##6

��
i
��

j
��
� ��� �
�	��� �����	/� * 2
 �����	� � �	
����������	�
 � ������

k
��� ���

'�� |i| + |j| = k > 1
* �� ����� )��� � �	
����������	�
 ��� ����� ��6
	 �����

�� ������� �
��� �� ��	���
�� �����	3� � ��� �	����
�� �����	�� . ��'� �� �
 �����
��

� �� ����� �� �	5
�� � ��
���� *

• #������ �� ��	���
�� �� ���	� 3�0# 6
�� �����)��� ���� �� �� ��������	��� �� ��
3���	����� �
 �����
�� � ��
 �	5
��
���5� ��
�� * � ��
���� ��� �
 ���	� ���
� 6 ���� ��� �
 ��. ������ �� ��
�� ����	��
B = f2 − f1

* �� ����� )��� ��� ��

� ��� �� ������� 3�
 ����	� �� ��
3���	�����6
�
��� �� ��	���
�� �� ���	� ��
� �
� ��
�� �� � ,�� ���5��� � �	� �
 ��(���
�� ����� �� 6���� ��. ������ ��� �� ��	���
�� �� ��� 	� ��
� �� ��
��

[f1, f2]
* ��

�����)��� ��� ����	���	)��� �
� 	������
� ���� ��������	��� �� ��5�����	�
 �	��
� � �	
����������	�
 ���� �
 �1��)� � ����	+��
�� * �� ��
��

[f1, f2]
��������
�

��
� �� ��� � �
 ��
�� �� �1��)� � �� � ��
������ ��� ������ ��
�� ��� ���	� 	��
�� ���	� ���
� 6 ���� *

� �� � $( $ �* �"#	)(�# )��*
��� ����� )���� ���� '�� �� /��'��
�� � ���(�
�	���

�5� �� �� �������	�
 ��
� ��)�

��� �
��
�� �� �� ���(
���5	� �� �� � ����(	������� �� ��
3���	����� * �
 ���� ����
��
�
��5�5�� �����	
�� �	� 	��� /�
����
����� '�	 ��������
� ����	'��� �
� ���� �1�� ��
��
3���	����� �� '�	 /�
� ���������� ��� ����	)��� � ��3�� ���� �� ��	���� ��� � ��/��� �
���
�� ��� �������
�� *
� �� �� ���� ���� ����� �� ���� �������

�� ����� )��� ��� ��)� 	������
� ��
� ��� �1��)� �� �� �� �	5
�� ��	�� $ �� /�	� ��
����	���� $ ���� ,��� �������5
� � ��
 �	5
�� � ����������� $ �� /���� ����	���� $ ��
��
,��� ��	� 	
� ��� 6 ����5� 
����	'�� ���)� ��
3���	�
 * %� /�	� ��� 
�
 �	
���	��� 	
���+
��	��� ��� �� � ����������� $ ��� ��	�� �����	��� � ��3�
� ���������� ��
� �� ��
�� ��	��
�� ��5����� /����� �
� �� ������� �	5
�� ��� ���	� * �
 � 3� �� �(��	��� # '�� ���� �

'��
�	6������ 	���� ��

n
�	� $ 	� � 	��� �
� �	� 	�� �(���	'�� ��

SFDR ' 9 n dB
� ��

����� )��� * ����� 5��
���� ��� 	�������� ��� �� 65��� % *( '�	 �������
�� �� �� ����� � ��
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�
 �	
���	��� ���	�	�

����� ��
��	��
� ����
��
�
� �
� 3����� � ��� /�	��� ��

SFDR
* �� ����� )��� $ ����� ��  &�:% $ �3���� �3�� ��

/��'��
�� �� �	5
�� �� /�	� ��� ������� �1
�� 	'��� �� ��� ��� ����� )���� ��
� 5�+

������ �
� ������ �
 /�
��	�
 �� ����� /��'��
�� * 2
� ����� ��� � �����
 �#()� /�	����� �
 5��
� 
����� �� ��
3���	������ ��
��� '�� � ������	���� �
� �� ���/��� �
���
�
 ���� � ��  7%# ��� ��)� ��
� $ ��������
��
� � �
� �� ��	����	�
 �� � ������ �� 2 �"
�
 (�	� �
� ���� �
� /��'��
�� � ���(�
�	���

�5� ��

�� * ��� � ���	
� ����	6'��� ��
����	���	�
� �� �����
	���	�
� �
� ��� �
��
� ����	��� ��� ���3�� ����
�� �'0� ����
�� ��	���� �� ����� )��� *

� �� �� ����������� � ��������������
� ��� ����	�
 � ���(�
�	���

�5� '�	 � ��� ����	�� �� �(��	��� # ������� �
� (����5�

���/�	�� $ ��
� �� ���	��� ��� �	�
 ��6
	� �� ������ ��
� �� ����� * �� ��� 	� 	
��	
�)'��
�� �	����	�	/� '�	 3�
� �����	�� ����� (����5� 3���	������� 6� �� 3��	���� $ � ����� �
3�����	���5� �� �(��� $***6 	
�����	� ����
��
� �
� �����	
� 	
����	����

tj
3� ���
� 6 ���

� �	
 ���
� ���� � ���(�
�	���

�5� 4
t = kT + tj(kT )

3% *#%6

p(t)

j

ej

t

��� � % *0 � &
����	���� � ���(�
�	���

�5� *

���� �� � ���(�
�	���

�5� � ��
 �	5
��
x(t)

�3�� �� � ��	��� ! �� �
 �������
� '��
� �	
 ����	���� ���������� ��� ��� �����
� ���	�� $ �
 � �� ���� 	�� ����� �
� ������



� 	� 	 ��� � ��� ��
����
 ����� %$

��������
��
�� ��� � �����	���� 365��� % *06 4
ej(kT ) = tj(kT )

∂x

∂t
|kT = tj(kT ) · x′

(kT )
3% *#(6

0��� �
 �	5
�� ������	�� $ �3�� �
� 	
����	���� � ���(�
�	���

�5� 	
����
��
�� �� ��
��1�

� 
���� $ �
 ���� ������ 	
�� �� /�
��	�
 � �������������	�
 �� ����� ������ 4

Rej(kT ) = Rx′ (kT ) · Rtj(kT ) = −R
′′

x(kT ) · Rtj(kT )
3% *#0 6

�� �
 � ��	�	�� �� /�	� '�� � ����� ��������	�
 �� �� ���	3�� � ��
 ��� ������ ��� �� ���	3�� ��
����
� ����� �� � ����� ��������	�
 �� ��� ������ �%2� * �� ��
�	�� �� ������� ��������
��
��
� ��
 ����	� ��� ���
�/��� ��	�
 �� 7���	�� 4

Sej(f) = [(2πf)2Sx(f)] ? Stj(f)
3% *#16

�� 3
?
6 ���	5
� � ��� ����	�
 �� ��
3����	�
 * �� /������ 3% *#06 ���� �� � �����
	� �
� �+

�����	�
 5�
����� ���� �� ������� �	5
�� ��� ���	� �; � � �	
����	���� � ���(�
�	���

�5� 4
SNRj(dB) = 10 log10

Rx(0)

Rej(0)
= 10 log10

Rx(0)

−R′′

x(0) · Rtj(0)

3% *#26
�� ��

�	���
�� �� � ����� ��������	�


Rx
�� �	5
�� �� �� �� 3��	�
��

σ2
j = Rtj(0)

��
� �	
����	���� ���������� ��
� �	
�	 ��� ��
��� ���� �3����� ��� ���/��� �
��� �� � ���(�
+
�	���

�5� �
 ����� �� ������� �	5
�� ��� ���	� �%2� *

0��� �
 �	5
�� �	
�������
x(t) = Acos(ωt+φ)

��
φ
��� �
� �(��� ������	�� �
	/��� �

���
[0, 2π]

�
 � 4
Rx(τ) =

A2

2
cos(ωτ) R

′′

x(τ) = −A2ω2

2
cos(ωτ)

3% *#$6
�� ������� �	5
�� ��� ���	� ��� ����� ����
� � ����	� �� �� /������ 3% *#26 4

SNRj(dB) = −20 log10(ωσj)
3% *#&6

% ����)� �� /������ % *#& �� ���� �
� 	
����	����
σj

��

�� $ �� ������� �	5
�� ���
���	� �(��� � ��
3	��
 2 �" ���� �
� � ���3� ������� �
��	�� �� �� /��'��
�� � ���(�
+
�	���

�5� $ ��	� �
� ����� �� �������	�
 �� # �	� * �� 65��� % *1 ��
��� � ��3����	�
 �� ��
������� �
 /�
��	�
 �� �� /��'��
�� �� �	5
�� ���� ��� 3������ �� � �	
����	���� � ���(�
+
�	���

�5� 4 σ = 1 ps

��
σ = 10 ps

* ��  &�:% �� '���'��� ��
3���	������ ��� ����
��
��� �5���� �
� ������� ��� �� � ,�� 5���(� * � �	
����	���� � ���(�
�	���

�5� ��
��	���
�
� �	� 	�� 	������
�� ���� ��� ��
3���	������ ���	��� �#()� * � �����	����	�
 ��� � ��+
/��� �
��� ���
� ���5�� �
� ������ 	
�� ��� �� ����	�	�	�� �� /���
	� �
 �	5
�� � �(����5�
�3�� �
� 5��
�� ����	�	�� �%$� *
� �� �� � ����� �����

2
� ����� �	� 	�� 	������
�� � � ���	�	���	�
 � ��
� /��'��
�� � ���(�
�	���

�5� ���3��
��� �	�� �� �	����	�	/ �� �������	��
 '�	 ��	� ������� �
� ���	�	�
 ��5	'�� �
 �
 �����
�	� 	�� * 0��� ��� 3������ �� �	5
�� � ��
���� ��� �(� �� ��
 ���	� �� ���	�	�
 $ �
 ��� +
�������� � ��� 
� ��� ����	
��� �
 
	3��� �� ����	� ��� ��
� ���� ,��� ������ �����
�
 ���� ��5	'�� 3��	�� * � ����� �� ����������� ��� �	� � ��������� * �
 ���� �����	���
�� /�	� ��� �
� ���5� � �	
����	����

δme
�� � ��
���� ���� ��'����� � ����� �� ����	� ���

�
� 3��	���� ������	�� ���
�
� � ����� ��5	'�� �)� �� � #� �3�� �
� �5��� ������	�	�� * ��
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��� � % *1 � #������ �	5
�� ��� ���	� �; � � �	
����	���� � ���(�
�	���

�5� *

��������	�	�� � ��� ,��� ��
�	����� ����� �
� ������ �� ���	� ������� �
��	�� '�	 3�
��5����� �� ������� �	5
�� ��� ���	� 5����� * �� 3����� �� � ������� �� ����	� �������
� ��
�� ��	�� �� ���	�	�
 ��� ������������ ��� /����� �
� ����
��
�� �� �� ��5	'�� �� ��+
��5� �� ��
3���	����� * �� �(�
�� )
� ������
� ����
�	����� �
� ��� ��
3���	������ ��)�
���	��� $ 
��� ��
�	����
� �
	'��� �
� �� ��� ��� ��
3���	������ �� �1� � 7���( '�	 ����
�
����	�� �
 ����	� �� �(��	��� 0 * 0��� ���+�	 $ �� �6
 �� �	� 	��� � ����� �� �� � ������� 	+
�	�� $ �
 ��	�	�� 5�
������ �
� �
 ���� 	
���� ��	�	�� �� 9��1* %�
� �� ���� $ ��� ����
��
�����	/� 
� �	�)��
� '�� ��� �
 ��� � �	� * � ������� �������
�� �� �� � �������	�	�� � ��

����������� ��� ����� � ��
 '��
��� �� �� ������	�	�� ���� �	�� � ����� ������ ��� �� 1

23�� �	� ����
� � �
� �(�
�� ��� ��� � �,��� /�� 6 * �� 3��	�
�� �� � ������� �	�� � ��
��������	�	�� � ��
 ����������� ��� ��
� 4

σ2
me = Pme ·

∆2

2

3% *#'6
�� ������	�	�� � ��3�	� �
 ���� � ������� ��

Pme
����
� �� �� ����	��	'�� �� �	5
�� * 0���

�
� �	���	���	�
 �
	/��� � �� ����	+�	 $ ���� ��� �5��� �
Pme = δme

∆

* �
 ���� ���	�	���
����� ������	�	�� �
 /�
��	�
 ��� �����)���� �� ����������� �#)(� 4

Pme =
2 VL

Gc ∆
e

−tr
τ =

2(n+1) VL

Gc · FSR
e−

tr
τ

3% *%)6
��

VL
��� � ������	�
 
������	�� �
 ����	� ���� ��6
	� �
 ���� ��5	'�� 3��	�� $

Gc
��� ��

5�	
 �� ����������� ��
� � ����� ���
�����
� $
tr

��� �� ����� �� �������	��
 ��
τ
���

�� ��
���
�� �� ����� �� ��5�
����	�
 �� ����������� *
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0��� �
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���� �	
��� ����� ���	
� ��(���� 3
A = FSR

2

6 �� ������� �	5
�� ��� ��� 	�
�	� � �� � ������� 	�	�� ��� ����
� � � ��	�� ��� /������� % *#' �� % *%) 4

SNRme =
A2

2

σ2
me

=
22n

4 Pme
= 2n Gc · FSR

8 VL
e

tr
τ

3% *%#6
 �	� �
 �" 4

SNRme[dB] ≈ 6 n + 10 log10
Gc·FSR

8 VL
+ 4, 3 tr

τ

= SNRq − 1, 76 + 10 log10
Gc·FSR

8 VL
+ 4, 34 tr

τ

3% *%%6
��

SNRq
��� �� ���	� �� '��
�	6���	�
 ��������
��
� �

n
�	� �� �������	�
 * �� ���	�	)��

���� � ��� �	� �	�� � �3����� �3�� �
� ��

� ����	�	�
 �
 ��	��
 �� �����)���
VL

'�	
��� ��)� ��� �
��
� ��� �	�����	�
� ���(
���5	'��� �#)(� * �
 ���
�
� ���� �	���	6��
VL = FSR

�� �
 �������
� �
 5�	

Gc = 2

�� ���� � 3��� �
3	��
 +2�" * �� ���
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����� ����� �� ������������ ��� �� $�(� #) ����� '� ��
� ��������� 	��( �	����� �
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code

32

24

16

8

1 2 3 4

Q1

Q2

3

2

F

e

e

��� � 0 *## � !��(
	'�� �� ��� �	�� �
� *

����	� 
�����	�� ( # * �� ����	���	�
 � ��
� ����� /��� � �� �	5
�� ���� �� ���+���	����
� ���
��� �
��
� ��)� ���	���� * �
 ���/)�� �
 ����	'�� ��	�	��� ����
� �� �	���	�� �� ����	�� �
�
'�� �� ���	�� 
������	��� ���� ��� �	� �� ��	�� /�	��� ����� 	
�	'�� � �� 65��� 0 *#% *%�
� � ������� �������
� $ & ��� �� �� ��� �	�� �
� ����	�
� ��	�	��� $ �(���
 ���
� ���� �	�
� �
 ����������� *

F

1 2 431 2 431 2 43

VF

VE

F4F3

F1

F2

��� � 0 *#% �  	5
�� �� ����	���
� ��	�	��� �
 ����	'�� *

%�
� �� ��� 5�
���� $ � ��� �
 ��
3���	����� ��
n = p + m

�	� $
p
�	� ��
� ����	����

� �� ��
3���	�
 5����	)�� �� �� /������ �� ����	�� �
� ���
Fr = 2p *  	 �(�'�� ���	� ��

���
�	�	�
 �� �� '��
�	6���	�
 6
� ��� ���� �	� � �
 �	5
�� $ ���	 
�����	��
NF = 2m ��� ��

�� 5�
����	�
 ���� ��� �	5
�� * �� 65��� 0 *#( ��
��� �
 ������ �� �	���	� �� ���+
���	��� �
� �3�� �
 /������ �� ��� �	�� �
�

Fr = 2
* �
 ��� ��'�� '�� �� 
����� �� ��	���

�	����
�	����� ��� �5��� �
Fr + 1

* �� /������ �� ����	�� �
� ��� �
 ����	'�� �	� 	�� ���
��� ��
�	�����	�
� ����	'��� �� �1
�� 	'��� * 2
 /������ �� ����	�� �
� ���3� $ ���� �	� ��
/�	��� 5�	
 ��� ��	��� �	����
�	����� $ �
����
� �
 ���� �
� /���� ��
�	�	�	�� �� ��
�	�
�
�� ������5� * % ������ ���� $ � ���5��
���	�
 �� 
����� �� ��	��� �	����
�	����� �� �����	�
��� �
� �����	�� �� ����	� ������ �� ��� � �� ����	�� �
� '�	 �
����
� �
� ������	�
 ��
�� ��
�� �����
�� �� ��
3���	����� *

�� �������	�
 �
 �������	�
 5����	)�� �� 6
� 
 ���� ��� �� ���� � �1�
 �� ����������
�� ����5� 	
�����	� ��� �� ���+���	��� �
� �
���5	'�� ���� �
 ����	�� �� ������ 	�� * �

���� �
 ���� $ � ����)� �� �(���)�� �� ����� �(	
�	� $ /�����	��� �� ����

X
�


M
���	���

�� ��
	)�� �
 	'��
X → {x1, x2, ..., xM} * ��� ���	���

xi
��
� ��
5��� �

X
������

mi
*



� 	� 	 ��� ���������
 � �
������� 1(

’Vdd

Vss

Ve

Vo

Vo
’

r3

Vr1

Vr2

Vr3

Vo Vo

Vr1 Vr2 V

��� � 0 *#( � "�� � �� ����	�� �
� 37�%6 *

��� �������
mi

��
�
M

�
�	��� ���� 	��� �
��� �� �� �� � ��5� �� ����5� ��� ��

��
��� ���� �����	� ∏M

i=1 mi
* �� 65��� 0 *#0 ��

� �
 ������ � ��
 ��� ����5� � � ��	�� ��

��� ������� 3
m1, m2

6� 30 $( 6 *

2

X

1

2

x

x

0 1 4 5 7 8 9 10 112 3 6

0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1

��� � 0 *#0 � ������ �� ���	����
� ���	���� 3
m1, m2

6� 30 $( 6 *

� �	
���,� � ��
 ��� ����5� ��� �� ���� ����� �� ���	��� �
� �
 ������)�� ��� ��� �	����
��
���	��� ��
� ����
��� * ��� ������	�
� � ����	�	�
 $ �� ���������	�
 �� �� ����	��	���	�

���3�
� �	
�	 ,��� ����	���� �� � �
	)�� ��� 	�� �� ���
�� 	'�� 3��� �� �������� ��
� ��
��	��� ����	�� 6 �	������ �
� ��� �� ���� 	��� �� ��
3���	����� * �� �����)� � �� �1
�(��
	+
���	�
 ��� �	����
�� ����� ���	����� ��� ��� �
��
� ���	��� * �� ��/���
�� �'(� ��

� �

������ �� ���� ���	���� ������� 3	� � 3	� �� �� �����)� � * ����	+�	 �� �����	� ����
+
��
� ��� �
� ������	�
 ��� ����� �����	3�� �
� ����	��� ��� �� �� � ������	�
 � ��
����
�� ��
3���	����� ��� ������� � �� ��
�	�
 � ���	� �
���	�
 *

� �� �� ������� ����� ����� ��� � �� �� �� ��� ���� ���
:6
 �� ����	�� �� 
����� � �����	6 ������� 
������	��� �� ���+���	����
� �� �	5
�� $

�
 ���� �������� �
� 	
��������	�
 �
��� ��� ����	�� ��� ����� �� ����	���
� * 2
� 	
+
��������	�
 � ������

NI
���� �� ����� �� ����	�� �� 
����� �� ��� ��� �� �

NF = 2m

NI

* ��
��	
�	� � ��� 	��
�	'�� � ���� 	 �� �� 65��� 0 *#) �� �(�'�� ����	6������ ��� 	�	 ��������
��� �
 ��� � �� ����	�� �
� *



10 �������� � 	 ��
 �������� �� �����

� �� '"#
�! $**�&!* �)*/ � - $ 
�� ��� ���� 0 *# ��

� '���'��� ����	���	�
� ����
��� �� ��
3���	������ 	��( �� 2 �	�

�� �������	�
 3�

��� #''&+%))%6 * �� �(�	 �� ����� �������	�
 ��� �	��� ��� �� 
�����
	������
� �� ����	���	�
� �	��� �� ����	
�� � �����	���	�
 3�	��� 	� �� ������� ����
�	�'�� ��� �� %)% $ �'�	� �� �
� �� ���� $***6 '�	 
�����	��
� �
� �������	�
 ��1�

� ��
�
� 5��
�� /��'��
�� � ���(�
�	���

�5� * �� /��'��
��

Fsig
��������
� � �� � ����� ��


����� �����	/ �� �	� 3
ENOB

6 * 0��� �����	
 � ��
3���	������ $ ����� /��'��
�� ��� �	�

	
/��	���� � �� ��� 	+/��'��
�� � ���(�
�	���

�5� 3

Fclk
6 �� ��� ���/��� �
��� �
 ���� � ��

������� �	5
�� ��� ���	� �� ��5����
� ���	����
� �3�� �� /��'��
�� �� �	5
�� *
�� 	
 )�� 0 ���"

Fsig Fclk
: �� #�/

3
µm

6 3
V

6 3
mW

6 3
bit

6 3
MHz

6 3
MHz

6 3
mm2

6 3
pJ

6
) $2 1 $) (&) 1 $) #)) %)) % $$ 1' $0 �%&�
) $2 ( $) (() 0 $2 1) 1)) 1 $( %$ $% �#((�
) $1 ( $( ##) 1 $( #) $1 # $) ($ $% �&$�
) $1 ( $% %)) 1 *% #) 0)) ) $2 #( $2 �(1�
) $0 ( $( 0)) 1 $1 #%1 1)) % $0 #$ $2 �#% #�
) $(1 ( $( %%1 1 $# %)) 0)) ) $& #2 $0 �$'�
) $(1 ( $( ##11 0 $0 #0 # #))) ) $& 10 $$ �#%0�
) $(1 ( $( 101 1 $) 21) #()) ) $& #( $# �%(�
) $(1 ( $( ()) 1 $0 01) ')) ) $( $ $' �(&�
) $(1 ( $) #') 1 $) #)) 0)) # $% #0 $& �#%(�
) $%1 ( $( #&$ 1 $1 #(2 $)) ) $1 1 $' �&&�
) $%1 ( $( 0)) 1 $) %)) &)) # $$ #1 $2 �##'�
) $%1 % $1 #'( 1 $# #)) 2)) ) $% ' $0 �#)&�
) $%1 % $% #1) 0 $$ %)) 0)) # $% #0 $0 �(%�
) $#& # $'1 (%& 1 $) 22) #1)) ) $#% 2 $& �#)'�
) $#& # $& $) 0 $& #)) 0)) ) $' 2 $( �'%�
) $#( ) $& ) $0& 1 $% #) %% ) $( ) $2 �$1�

��� � 0 *# � 	��( 2 �	�
� ��3����	�
 �� �� ���(
���5	� ��� ���� ����� ���	��� ��� �	5
	6���	3� * �
 
���

�
 ���� $'�� �� ��
5���� �� ��
�� �� �� ��
�	�
 � ���	� �
���	�
 ��
� �	3	���� ��� �

/������ �� � ������ �� 1 ��
� ����� � ��	��� * � ,�� �	 �� �	�����	�
 ����� ��)� 	������
�� $
� �	� ���� �� �� �	� 	
��	�
 ��� �	� �
�	�
� ��� �� ���/���

A
�� �	���	� ��� 
������ ���� ���

����	���	�
 ��� � ��� ����
��� �#)'� * :6
 �� �������� � ��� ���	�� �
 ��	���
�� ��
������
P

���� ��� �	����
��� ����	���	�
� $ � ��
��5	� ��� ��
3���	�
 �� ��� '��
���
Ec

�$1� ���
��	�	��� 4

Ec =
P

2ENOB.Fclk

30 *#16
�� 65��� 0 *#1 �������
�� � ��3����	�
 �� ����� �
��5	� �
 /�
��	�
 �� �� ��
5���� ��

��
�� * 2
� ��5����	�
 �	
��	�� ��� ��� ��

��� �� ������� 0 *# ��� �5���� �
� �������
��� *
% ����)� ����� ����� 	� ��	�
 $ � ��
��5	� ��� ��
3���	�
 � �5���� �
� ��� ����	�� ��� �

/������ �� � ������ �� 1 ���� �� � ��	��� ��
�	����� $ �� 3����� �������� ���
� 	
/��	��� �
#)

pJ
*

:6
 �� � 	�� �����(�
��� � �	
	��
�� ��� �	����
�� ����� )���� ��� �� ��
�����+
�	�
 $ 
��� ���3�
� ��	�	��� �� � ��)�� ���	�	'�� ��	3�
� 	
��	�� �� �� ��/���
�� �#%'� 4

P = F a1

clk · Vdd
a2 · Lmin

a3 · a4
30 *#26
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��� � 0 *#1 � �3����	�
 �� � ��
��5	� ��� ��
3���	�
 �
 /�
��	�
 �� �� ��
5���� �� ��
�� *

�� ������� 0 *% ��

� ��� ����� )���� �� �� ���)�� $ 	���� � ��
 �. ����� �
� '�����+
�	'�� ��� ��� ��

��� �������
��� 3��� �
	��� ���
� ������ �� ������� 0 *#6 *

a1 a2 a3 a4) $'( # $$ ) $$2 ) $%(

��� � 0 *% � ���� �	�
�� �� ���)�� 0 *#2
�
 
��� � �	� �����
�� �� �� ��
�	�
 � ���	� �
���	�


Vdd
* 2
� ��
������	�
 ��+

��� �
� �1
�� 	'�� �	�� �� ��������	�
� ��� �	���	�� 
�� ��	'��� ��
��	��	� � �
�
����
��
�� �


Vdd
2 3��	� �
 ����� )���

a2 = 2
6 * �� ���� �� ��
������	�
 ��� �� +

� �	6������� ���
� ��
�	���� �
� �������	�

���� �
Vdd

�#%'� $ �� /������ 3��	� �
��� # ��
% �
 /�
��	�
 �� �� ��
������	�
 ���� ���	3� �� ��� ��� �1��� �� �	���	�� * %�
� ���
��� ��� $ �� ��
������	�
 ��� ��
�	� ����
� �������	�

���� � �� /��'��
�� � ���(�
+
�	���

�5� �� � ����� �� �	5
�� $ �� '�	 �� �����	� ��� �
 ���� �	�
�

a1
3�	�	
 �� # * ��3����� �� ���� �	�
�

a3
$ �	
�	 '�� �� 65��� 0 *#1 $ � �
���
� '�� ���� ��� ��
5����� ��

��
�� ��
�	������ �� ������	�
 ��� �	��
�	�
� ��� /�3������ � �� ��������� 	��( *
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�������� �

	� �-�,������, � �� � ����

� �� �# !"	&� $"#
�� ��	
�	�� �� ��
3���	����� �	� ��	
� �� ��� ��
3���	������ �	�� ��5��	�(� 	'��� 3��

�1��	'���6 ������ ��� � ���5��	�(� � �� �	3	�	�
 �������
�� * �� 65��� 1 *# 	������� �
�
��
3���	�
 �� �� �1�� ���

n
�	� �
 ���� % *

non oui

nonoui
FIN

(a) (b)
q(i + 1) = 1 q(i + 1) = −1

x(i + 1) = 2 x(i) − y x(i + 1) = 2 x(i) + y

x(i) < 0

i = 0

x(0) = x

i = i + 1

i < n

��� � 1 *# � ��
3���	�
 ��5��	�(� 	'�� *

� �
���
� '� �� � �	���� ���
n

	�����	�
� $ ��� �( 	� ���
q(i)

��
�	�

�
� �
� ����� 	� �+
�	�
 
����	'�� �� '���	�
� x

y

*
��� ���� �� 3�6 �� 3� 6 ������
� �
 ���� '�� �	 |x| < y

$ ���� ��� ������ ����	���
x(i)��
� ���� '�� |x(i)| < y

* 0�� �	������ $ ������+�	 ���3�
� � ����	�� ���� �� /���� ��
��
��� 4
x(i + 1) = 2 x(i) − q(i + 1) y

31 *#6
1$
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�

�
 � ����� ��� �������
�� 4
x(0) = x

x(1) = 2 x − q(1) y

x(2) = 22 x − (2 q(1) + q(2)) y

· · ·
x(n) = 2n x − (

n
∑

i=1

q(i) 2n−i) y
31 *%6

�� '�	 ��

� 6
���� �
� 4
x

y
=

n
∑

i=1

q(i) 2−i +
x(n)

y
2−n 31 *(6

�� ���
	�� ���� � ���
� ���	���� �
� 	
/��	��� �
2−n $ �
 3�	� '�� ��� �( 	� ���

q(i)
��
��	+

���
� � 	�
 �
� �������
���	�
 ����� �(�� �� '���	�
� x
y

* ���� �3�
� �(�	�	 �� /�	��
	
���3�
	� ��� ��(	� ��� �	5
��� $ ��� ���� �
�� �� '���	�
� ���3�
� ,��� ���	�	/� �� 
�+
5��	/� * � ���	�	���	�
 �� �(	� ��� �	5
�� ��� ����	���	)��� �
� 	
�������
�� ��� ���� � ��� ��
� �	
�����	�� �
� 
����	�
 ����
��
�� ��� 
������ * � ��

�� " ����	� �
 ��� �1��)��
�� 
������ �� ��
 ��	�	���	�
 ��
� � ���5��	�(� � �� �	3	�	�
 * � ������	 �� �� ����
��
��
��� ����	'����
� �1������	'�� ��
� ���� ��� ��
3���	������ ����� ��� �� �	3	�	�
 �����+
��
�� * � ��� ���� �� $ ����� 
��� ����
� �� 3�	� $ �� ����	5�� �����	
�� ������� 	
(���
���
�� 	����/���	�
� ��� �������
�� *

� ���5��	�(� � �������
� /�	� 	
���3�
	� �
� ����	��	���	�
 ��� ��� � �(�'�� ���� ��
�� �� ������	�
 * �
 ���� �����	� �� ����� ����	��	���	�
 �
 /�	��
� 	
���3�
	� �� ������
� ��
 ����� ����� ����	��

z(i) = 2−i x(i)
* �� �����	�
 1 *# ��3	�
� ����� 4

z(i + 1) = z(i) − q(i + 1) 2−(i+1) y
31 *0 6

�� ��� ������ �� �� 65��� 1 *# ���� �5�����
� ,��� ��	�	��� �3�� ����� ��6
	�	�
 ��
����� ����	�� ��
� ��� ������ 3�6 �� 3� 6 * �� ����	��	���	�
 ��� ��� 
 ���� ���� 
������	��
��	� �
 3�	� � ����)� �� �����	�
 1 *0 '�� � ��
 ��	� �	������ ��� ����	����
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MT ) · e−j2π i·n
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]
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S(f) =
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∑
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e−j2π δi T(f− n
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∑
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M
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|Dn|2 =
1

M

M−1
∑

i=0
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∑
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(
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λk = −4 sin2 kπ
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avec k = 1, ..., m

- �6.
$ ��� 
	 "	
"��

λmin = −4 sin2 π
2(m+1)

� *� #"�� "�#��� "� �"��" "	
"�� "� �������� $�
���!�" $" !�� � $� ���""�����"�� �	�$	�� ��" $	�� �" �	� �� 	

m = 2n − 1
#��"���" 
�

$" �����"��" �� 	
λmin = −4 sin2 π

2n+1

�  #	���� $" ��� !�� �"��" "	
"�� #"�� ,��"
	##�� �$�" #	�

λmin ' π2

22n

� �	 �����	��" $" �"� # � � 	� ���� -���� 	
���" #	� �	##���
 

RCp
. ����"�#��$	��" "�� 	
��� 

τmax =
22n

π2

- ��.
�"��" "	
"�� "�� �"#����" $	�� 
" �	! 
"	�  �5 #��� $"� ����
������ "���" � "� � !�� �

���� �� ���" #"����!	���� ��	
"  
 �	� # 
���$" # 
" ��" ��$" 

" $� ���""�����"�� -
A =

2nq
2

. $���" ��" "��"�� ������"��" 	� ��	���� �� $��� 	"��� 

e−
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x =

n−1
∑

i=0

dib
i -� �5.

(d0, d1, ..., dn−1)
"�� 
	 $���� #������� $"

x
"� !	�"

b
�

	 

" "�� ����" 
dn−1dn−2...d1d0

�
 ���� ��������� � ��� �!�� ��� ������

*� �����$��" 
" �&���� " $" ���!�"�
S{b, α, β, n} $" !	�"

b
���������� $"

n
�$�0�"�

# ��� $	�� 
 �"��"�!
"
[α, α + 1, ..., α + β]

�
α
"�� �� "���"� �" 
	��� ��" 
�����" 	
��� ��"

β"�� ������"� "�� #������ � � ��������" # ����$"��" -� �5. "�� �� �	� #	�����
�"� 	""�
α = 0

"�
β = b − 1

�
+���

N{b, α, β, n} 
 �"��"�!
" $"� ���!�"� ��" 
 ��� #"�� �����" $	�� �" �&���� " � *�
#"�� $ ��� ����"� ����� �	� �" 
�� 
	 "	
"�� $"

β


β < b − 1
*� 	 $"� ������ � $	�� 
" �&���� " $" �����	����  "���" $"�� �
�� "��� $"

� � �� #"�� ����""� �� "���"� ��� � �	##	���"�� #	�  � � 	� "0"�
N ∈ [α(bn − 1)/(b − 1), (α + β)(bn − 1)/(b − 1)]

"� �����"�� 	� # 
��
(β + 1)n �
�� "��� � *� "���" �"� $"�� !���"� �� 	

β(bn − 1)/(b − 1) + 1

56�



5��
�
�� "��� � ���!�" ������"� "�� ��# ���"��  

(β + 1)n #���
β < b − 1

�
�" �&���� " $" �����	���� "�� $��� #"� �	����	��	�� �

β = b − 1 N
"�� ��	
  
 �"��"�!
" $"� "���"�� 	##	��"�	��  

[α(bn − 1)/(b − 1), (α + b − 1)(bn − 1)/(b − 1)]

"� 
 ��������" $" �$	��� $" �"� "���"�� "�� �����" � *� 	 $	�� �" �	� ��" !�� "�����
"���" �� ���!�"

x
$	��

S{b, α, b − 1, n} "� �� ���!�"
x − α(bn − 1)/(b − 1)

����� $	��
S{b, 0, b− 1, n} �

β > b − 1 N
"�� ��	
  
 �"��"�!
" $"� "���"�� 	##	��"�	��  

[α(bn − 1)/(b − 1), (α + β)(bn − 1)/(b − 1)]

�	�� 
 ��������" $" �"� "���"�� � �"�� # 
�� �� ���"  
" �&���� " "�� $ �� �"$��$	�� �
�"�� ���� �����" ��" #��� �����" �� ���!�" "� !	�"

b
�
 �	�� ���
��"� 	� �����

b
�$�0�"� ����������� � ��" �������" �����" $"� ���!�"� ���"����" "�	��"� "��

b
�$�0�"�

����������� �
��� ����� � ���� ��$"� 
"� ���!�"� ���	���� �� $��� 	"���

α < 0
� ���� �!�"���

�	��
"� "�� 
 ��##��� $ ��� ���!�" �� #"�� #�"�$�" 
 ��##��� $" �$	��" �$�0�" �" ���
���"����" ��" �&� ����" $" 
 �"��"�!
" $"� �$�0�"� 

−m,−m + 1,−m + 2, ..., 0, 1, ..., m− 1, m
	
�� �����
 � *� $��� #��"��� �	��
"� "�� $�� �$"� $� ����" $ ��� "���"� $	�� 
"

�&���� "
S{b,−m, 2m, n} � +��� �� "���"�

x = (dn−1, dn−2, ...d0)
	""�

dk
#�"� �"� �$�0�"

��� ��
 "� #	��	�� $" 
	 �	��$" � ���� ��" 
" ����" $"
x

���� �" 
� � $"
dk

� �� $��� 	"��� 

|dk|bk >

k−1
∑

i=0

|di|bi

�"�� "�� "�	� ��" 
� ��" ���"�� 
"�
dj

#��� 

bk >

k−1
∑

i=0

mbi = m
bk − 1

b − 1

��" ���$ �� ��� ���"��	��" "� ��% �	��" $" ��� #	�	���� "� ���
��	�� 
" #�"� �"� �$�0�"
��� ��
 "�� �!�"��" #��� 

m ≤ b − 1
	� ���� 
����� � 
"� "� ��"��"� $" �&� ����" "� $" ��� #	�	���� �� #��"�� 
"� �"����������

���"	��"� ��� 
 ��������" $"� ���!�"� 	""� $"� �$�0�"� ������ 
di ∈ {−m,−m + 1,−m + 2, ..., 0, 1, ..., m− 1, m}

-� ��.
	""�

b−1
2 ≤ m ≤ b − 1

�" �	##���
ρ = m

b−1

"�� 	##" 
� �	��"�� $" �"$��$	��" � ""� 
"� �"���������� #����$"��"� �
�� 	 

1

2
≤ ρ =

m

b − 1
≤ 1

-� ��.
+�

ρ = 1
2


" �&���� " "�� $ �� ��� �"$��$	�� � ����
ρ = 1

� 
	 �"$��$	��" "�� � 	� �� 	
" �
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�	 �" 
	���� �����	
" $" ������"��" #��� �!�"��� 
"� $ �0��"��� �
�� "��� $ ��� �����"��
$"

m
�$�0�"� "�� $����" #	� 

rj+1 = b · rj − qj+1 · d
-� �� .

j
��$ ��" $" 
	 ������"��" 

j = 0, 1, ..., m − 1
rj

�"��" #	���" 
 �� ����$� 	� �&�
"
j

r0
$ �" �$"�$"

rn
�"��"

qj j ème �$�0�" $� �����"�� 
q = q0.q1q2...qm

d
$ �" ��"��

b
!	�"

#	�� 
" �	� #�	����" $" �"#���"��	���� !��	��" � �� 	
b = 2n "� 
" $ �"��"�� "�� $����

���� ���� " ����	
���"  1
2 ≤ d < 1

� #���
m

����	����� �� �!��"�� 
	 "	
"�� 	##�� �$�"
$� �����"�� 

q =

n
∑

j=1

qj · b−j -� �6.
���� ���� �����"����� �� � 	� �	� �� 
"� �$�0�"� $� �����"�� ���� ������ "� 	��

���$ �� ���� ��� ���� ��" �"��" ������"��" ���""��" � � �"��  $ ��" ��" 
" �"��" #	���" 
 �"��"
!���� ��$�#"�$	�� "�� $" 
 ���$ ��"

j
$" 
 �����	���� �

 �� �� �� ������� � �� � ������ �� ��������
*� ��##��" �� ��� �
�� "�� $" �����"��

qj
"�� $	�� 
 �"��"�!
"

Dm
$���� #	� 

Dm = {−m,−m + 1, ...,−1, 0, 1, ..., m− 1, m}
�	 ��
"����� $"

qj+1
"� �������� $� ����$�

rj
"� $� $ �" ��"��

d
$��� �	����	��" 	��

$"�� #��#������ ���� 
� �" ����$� $��� �"��"� !���� ��$�#"�$	�� "�� $"

j


R ≤ rj ≤ R̄

� ���� �$	��" "	
"�� $"
b · rj

�� $��� #��"��� ��
"������"� �� �
�� "�� $" �����"��
$	��

Dm
��� �"�#"��" 
	 !���" #����$"��" �

������ �� �� ����� �� ���������� �� �� ���� ���
*� ���"

[Lk, Uk]

 ����"�"	

" $"

b · rj
�" 
 ��"

qj+1 = k
	""� �� ����$� !���� 

Lk ≤ b · rj ≤ Uk ⇒ R ≤ rj+1 = b · rj − k · d ≤ R̄
-� ��.

�"��" �" 
	���� "�� �	����	��" 	""� 
R̄ = Uk − k · d R = Lk − k · d

-� ��.
# �	���" #	�� � 
"� !���"� "���,� "� $� $�� 	��"

Dm
��#��"�� 

Um = b · R̄ "�
Lm = b · R -� ��.
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�"� �" 
	����� � �� "� � �� ���$���"�� 	�� !���"� ���"	��"� #��� 
" ����$� 

R̄ =
m

b − 1
d = ρ · d R =

−m

b − 1
d = −ρ · d

-� ��.
	� ����� � � 
 ����"�"	

" $" ��
"����� #���

qj+1 = k
��� $���" �� ����$� !���� "��

�" 
 ��" 
Lk = (−ρ + k) · d ≤ b · rj ≤ (ρ + k) · d = Uk

-� �5�.
�	 �"# ���"��	���� ��	#$���" $" 
	 �������� $" ��
"����� $ ��� �
�� "�� $" �����"�� "��

$����"  
	 ����" � �5� �"��" �"# ���"��	���� #���" 
" ��� $" $ �	��	�� " $" ��! "����� �
	 

" #"�� "� $" $��"�� ��"�  �$	��" ����	���� $" 
	 $ �" ����� 
	 "	
"�� $� ����$�  
 ���	#"
���"	��" � *� 	 ��	
"� "�� �	�� 	##	�	���" ��� �" $ �	��	�� " 
"� !���"� $" ��
"�����
[Lk, Uk]

��� ����"�#��$"�� 	� �$��� $" 
 ��
�� "�� $" �����"��
qj+1 = k

�

ρ d

−ρ d

k d−k d m d−m d

rj+1

b rj

qj+1

Lk Uk

b ρ d−b ρ d

−k k−m m0−1 1

�	
 � � �5 � #�	��	�� " $" ��!"����� �

�� ������� � �� � ��� ��� �� ��� ���� �� ������ �� ����������
)
 "�� �"�$"�� � $ �	#��� �"��" ����" � ��" #��� �	�	���� 
 �"� ���"��" $ ��� �
�� "�� $"

�����"�� #��� ����" "	
"�� $"
b · rj

�� $��� 	"��� 
Uk−1 ≥ Lk

-� �55.
# �	#��� 
	 �" 
	���� � �5� � �"��" ���$ ����� "�� �	����	��" #���

ρ ≥ 1
2

��� ����"�#��$  

	 
�� ��" $ ��� �&���� " $" �����	���� 	""� �"$��$	��" � *� �!��"�� ��	
"� "�� 
	 ���"
$" �"���"�"� "�� ��� 	������" 
" �$��� $" $"�� "	
"��� #����!
"� #��� �� �
�� "�� $�
�����"�� 

Uk−1 − Lk = (k − 1 + ρ)d − (k − ρ)d = (2ρ − 1)d
-� �5�.

� ��� #���	��" $" �"��" ���" "�� $ ��"��"� "�� 
��" 	� �	��"�� $" �"$��$	��" � 	 

" "�� ��

"
#��� �� �&���� " ��� �"$��$	�� "� ��	
"  

d

�����" 
	 �"$��$	��" "�� � 	� �� 	
" �



������ �

�� � �� �� � � �� � �	 � �
��� �� �
� ��� �	 � � � ��

Σ∆

� � ��������
 �	 ����
�	�� �	
 ���� ���	��
 � �� 
	� �
����������	��

� ���� ��������� �� ����� ��� ��! "#$���
�% �&$�� 	 �����	
 %�� '����  
	 ����% � �5 

n

α 1

 1β

Z   

1 − Z   

 −1

 −1

Z   

1 − Z   

 −1

 −1

Y

Intégrateur

α

β

n

n

X

Intégrateur  1  n
Quantificateur

K

u

�	
 � � �5 � � �'�
	�%�� ��� ( 
% ' ���'�% � �

)���� ��� �� ��������� �� � ����*+�����

Xi =
aiz

−1

1 − biz−1
[αie

+ − βie
−]

)���� ��� �� ��������� � �����,����� -� ��.�� ���*� ���/

y = Ku + n

)��� � +*�*���� ��� ����� ��� �� ��������� 0 �� �� ��+��� �� 0 �� �� 1���

STF =
Ns

D
NTF =

Nn

D

5��
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���� ���� 
%� � �'�
	�%��� 

Ns = K

L
∏

i=1

aiαi

�� � %�� 
% ���!�% ' �������	�%���
� �� ����� � 0��� ��� �����

Nn = 1 − b1z−1 D = 1 + (Ka1β1 − b1)z
−1 -� �5.

� �� ����� � ������ �����

Nn = 1 − (
∑2

i=1 bi)z
−1 + (

∏2
i=1 bi)z

−2

D = 1 + [Ka2β2 −
∑2

i=1 bi]z
−1 + (Ka2W +

∏2
i=1 bi)z

−2

W = a1α2β1 − b1β2

-� ��.
� �� ����� � ��� ���.� � �����

Nn = 1 − (
∑3

i=1 bi)z
−1 + θz−2 − (

∏3
i=1 bi)z

−3

θ = b1b2 + b2b3 + b1b3

D = 1 + [Ka3β3 −
∑3

i=1 bi]z
−1 + (Ka3R + θ)z−2

+(Ka3U −∏3
i=1 bi)z

−3

R = a2α3β2 − (b1 + b2)β3 U = a2α3W + b1b2β3

-� ��.
� �� ����� � ���� �.� � �����

Nn = 1 − (
∑4

i=1 bi)z
−1 + γz−2 − δz−3 + (

∏4
i=1 bi)z

−4

γ = (b1 + b2 + b3)b4 + θ δ = b4θ + b1b2b3

D = 1 + [Ka4β4 −
∑4

i=1 bi]z
−1 + (Ka4T + γ)z−2

+[Ka4(β4θ + a3α4R) − δ]z−3

+(Ka4V +
∏4

i=1 bi)z
−4

V = a3α4U − b1b2b3β4 T = a3α4β3 − β4(b1 + b2 + b3)
-� �� .

� ���� ��������� �� ����� ��� ��!"#�����
�%� %�(�%������ �� �"	��%� '���%�� 
%� ���&����� '% ��	���%�� ( ��&�'%��%� 
�����% 
%�

������	�%��� ���� &����'���� &��� % (	��	��� -
ai = bi = 1

. �
� �� ����� � 0��� ��� �����

NTF =
(1 − z−1)

1 + (Kβ1 − 1)z−1

-� �6.
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� �� ����� � ������ �����

NTF =
(1 − z−1)2

1 + (Kβ2 − 2) z−1 + (K (α2β1 − β2) + 1)z−2

-� ��.

� �� ����� � ��� ���.� � �����

NTF =
(1 − z−1)3

1 + (Kβ3 − 3)z−1 + (K r + 3)z−2 + (K s − 1)z−3

-� ��.

r = α3β2 − 2β3 s = α3(α2β1 − β2) + β3

� �� ����� � ���� �.� � �����

NTF =
(1 − z−1)4

1 + (Kβ4 − 4) z−1 + (K t + 6) z−2 + (K u − 4) z−3 + (K v + 1)z−4

-� ��.

t = α4β3 − 3 β4 u = 3 β4 + α4 (α3β2 − 2 β3)

v = α4 (α3 (α2β1 − β2) + β3) − β4
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������ �

��� �� ��	� �� � � � �����

�� ��	�' ���!�% '% � %���%� '% (%�����	�&%� (%�"%�� � �%�(��� %� ���� 
	 ���� % '%
���&����� (	���&�
���%� '%� "	��	!
%� '% &��&%(���� ' ��%� � 
���� ����� ���� � +�

x
%�� ��

"%&�%�� (������� '% ' �� %�����
n (x ∈ R+

n )
� ��% �% 

% ���&���� � �%�( ��� % '% 
	 � 	����%

���"	��% 
f(x) =

∑

k

(

ck

∏

n

xank
n

) -# �5.
��

ck ∈ R+ %�
ank ∈ R � �%� ���&����� ���� �%�� �%� (��� 
 �	'' ����� %� 
	 ��
��( 
�&���� �

�% (��!
�� % ' ��(��� ��	���� (%�� 	
��� � �%�(��� %� (	� 
	 � ���� ��	���� '% 
	 ���&����
�!� %&���

f0(x)
���� 
%� &����	���%� 

fi(x) =
∑

k

(

cik

∏

n

xank
n

)

≤ 1 gj(x) = cj

∏

m

xamj
m = 1

-# ��.

�� 
	 ���&���� �!� %&��� %� 
%� &����	���%� ���� ���� ���� % (��&�	� �	
% � �	 &����	���%
��	
��� %�� (	���&�
���%  % 

% �% (����'% �� ��� �%�
 �%�� % '% 
	 ���� % # �5� �% &	�(	���&�
�%� '% ���&���� %�� ��	
%� %�� �%�� � (��� 
	 ' �" ����� �

�% (��! 
�� % 	���� '����� � �%�� (	� '% �&(% &��"%�% �	�� �� (%�� �	& �
%� %�� � �&
�	� %�%� (	� 
% &$	��%� %�� '% "	��	! 
%

yi = log xi
%�

bik = log cik
��� &��'���  

� ���� ��%�
p0(y) = log

∑

k

exp(aT
0ky + b0k)

-# ��.
���� 
%� &����	���%�

pi(y) = log
∑

k

exp(aT
iky + bik) ≤ 0

aT
j y + bj = 0

���� % 
% 
��	���$� % ' ���% ���� % ' �%�(��%���% 

%� %�� ��% ���&���� &��"%�% � 
	 ���&(
� ��� �!� %&��� %� 
%� &����	���%� 
% ���� ��	
%� %�� � 	���� ��% 
 �%��%�!
% '%� (����� ���
�	������� # �� �

��% (��(����� %��%���% 

% '% &% �&(% '% (��!
�� % %� ��% 
����� ��� (����
x∗ &�������%

�� � ���� �� 
� &	
 � �
 %�� ��	
%� %�� �� � �� ���� �
�!	
 � �%&� 	 &��� % &������%�&%�
��% 
	 ����
����� '� �&���� % ����� �� 
% (���� �(����� � ��
 %� ���% %� &%& � ��'�(%�'	� (
� %�� '� (���� '% '�(	�� � )
 %� ���% '% ( 
�� '%� ���$�'%� ��&%��%� ���� (%����� 	��%�(��� �	 ����
����� ���� 
	 ���� % # �� ��� (%�� %��%�� '% ��	��%� ( 
���%��� &%��	��%� '%
"	��	!
%� ���� �

5��
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������ �

� �� �� ��� 	� ���� ��

� �������	���� � � 	�	 � ����
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=
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+

dQ2

dt
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∆v =
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