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Présentation

Les moyens de calcul mis 4 la disposition du mécanicien sont devenus suffisamment puissants
pour concevoir une structure mécanique complexe et prévoir son évolution dans le temps, pour
les nombreux types de chargements qu’elle est susceptible de subir au cours de sa vie. Le cofiit
réduit des ces simulations, en temps et en moyens matériels, ouvre ainsi des possibilités au niveau
de la compréhension des phénomeénes mécaniques et physiques dont la structure est le siege. En
conséquence, il permet 'optimisation de cette structure.

Cependant, il ne faut jamais perdre de vue que la validité d’une simulation n’est acquise que
par sa concordance avec l'expérimentation. C’est pourquoi, il est nécessaire de développer des
modélisations cohérentes avec les observations expérimentales, en particulier en ce qui concerne
le comportement du (des) matériau(x) constituant la structure.

La motivation initiale de cette étude est liée au cas de la simulation de I’évolution dynamique
d’une structure, dans des cas de chargements transitoires. Un exemple qui illustre bien cette
situation est celui du choc d’une automobile sur un obstacle. Les éléments de la structures
sont alors sollicités & de grendes vitesses de déformation : le code de calcul, pour fournir une
simulation réaliste, doit utiliser une lo: de comportement capable de décrire le matériau soumis
a de telles vitesses de déformation.

Pour déterminer un comportement, on envisage généralement des expériences simples et
d’interprétation facile. Dans le cadre du comportement dynamique des matériaux, un dispositif
adéquat est le dispositif des barres de Hopkinson, qui impose le plus souvent un chargement
dynamique de compression & un échantillon. L’exploitation de ce test simple donne accés au
comportement {ou au moins & une partie de celui-ci, si I'essai se limite & la compression).
L’analyse classique de cet essai est similaire & celle que 'on appliquerait & un test de com-
pression simple avec une presse hydraulique : cette analyse quasi-statique conduit & une courbe
contrainte-déformation ¢ = f(¢), ol la vitesse de déformation, si elle intervient, est généralement
considérée comme un paramétre, fixé par ’expérience. Cette analyse donne ainsi acceés au com-
portement du matériau.

Ce qui pose probléeme dans ’essai aux barres de Hopkinson est précisément cette analyse
quasi-statique puisque, justement, cet essai est dynamique. Cette étude consiste donc en une
nouvelle approche du dépouillement de ’essai aux barres de Hopkinson, qui tient compte, pour
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interpréter I’essai, des effets transitoires, avec pour but final la détermination du comportement
du matériau testé.

Ce mémoire s’articule sur trois parties. Dans la premiére partie, on précise ce que I'on entend
par comportement d’une structure dans le domaine dynamique et on décrit le dispositif des
barres de Hopkinson utilisé pour caractériser le comportement des matériaux dans ce domaine.
On s’intéresse en particulier aux possibilités et aux limites du dispositif : elles permettent de
mettre & jour les difficultés posées par l'interprétation des mesures, qui conduisent, dans la
deuxiéme partie, & une approche du type tnverse pour exploiter les resultats du test.

Dans cette deuxiéme partie, les données expérimentales de I'essai aux barres de Hopkinson
sont analysées pour donner un cadre général & l'identification d’un comportement homogéne,
développé ici de facon théorique. Cette identification consiste en un probléme inverse, dont on
discute et on caractérise les solutions, selon le type de données expérimentales. La définition de
ces solutions repose sur une notion d’écart entre €volutions, aussi présentée dans cette partie.

Dans la troisitme et derniére partie, on applique le cadre théorique construit & l'essai aux
barres de Hopkinson. Pour cela, sont explicitées la maniére de modéliser le test aux barres de
Hopkinson et la méthode d’identification, qui conduisent & quelques applications numériques
permettant d’illustrer les possibilités et les difficultés de la détermination du comportement.



Partie 1

I’ESSAT AUX BARRES DE
HOPKINSON






Les essais dynamiques

RESUME : On présente ce que I'on entend par domaine de comportement d’une structure et
quelles sont les motivations de I’expérimentation dans le domaine particulier de la dynamique.
On décrit ensuite le dispositif des barres de Hopkinson bien adapté pour caractériser le com-
portement des matériaux dans ce domaine.

1.1 Motivation

La puissance actuelle de 'outil informatique autorise des calculs et simulations de structures
de complexité croissante soumises & des chargements dynemigues. Un exemple représentatif
est la simulation du “crash test” d'un véhicule automobile. Une situation de ce type occa-
sionne d’importantes déformations avec des vitesses telles que les effets d’inertie ne peuvent étre
négligés : le cadre est donc celui de la dynamique transitoire.

Bien entendu, pour ces simulations il est nécessaire de connaitre le comportement du matériau
et comme la réponse de celui-ci est bien souvent dépendante de la vitesse de sollicitation, il faut
fournir au code de calcul une loi de comportement dynamigue, valable pour les sollicitations ren-
contrées en chaque point de la structure et A tout instant du chargement. C’est 'expérimentation
dynamique sur des structures simples, principalement 4 1'aide de barres de Hopkinson (ou autre
systéme dérivé) qui donne accés au comportement dynamique des matériaux. Les possibilités
alors ouvertes pour le calcul de structures en dynamique transitoire représentent 1'une des prin-
cipales motivations de 'expérimentation dynamique.

1.2 Domaines de comportement

La connaissance du comportement des matériaux entrant dans la construction d’une struc-
ture mécanique est nécessaire pour prévoir Pévolution de cette stucture. Il n’est cependant pas
possible, dans une modélisation simple, de décrire le comportement du matériau pour tous types
de sollicitation. C'est pourquoi on se restreint 4 la réponse du matériau pour des chargements
rencontrés sur la structure “en service”. Cette notion couvre généralement non seulement le
fonctionnement usuel de la structure, mals encore certaines situations exceptionnelles ou acci-
dentelles. Il est donc nécessaire de connaitre avec précision quels chargements subit la structure

9
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en service. Les principaux parameétres qui caractérisent une sollicitation sont (en premitre ap-
proche) au nombre de trois:

e Pamplitude A du chargement,
e 33 durée D,

e la fagon dont le chargement varie au cours du temps ; un temps caractéristique T de ces
variations est alors introduit.

La description de la structure est, de la méme maniére, réduite aux trois paramétres :
¢ L ara, une dimension caractéristique de la structure,

® Tiora, Un temps caractéristique de la structure. II s’interpréte comme le temps mis par une
impulsion {typiquement produite par un “coup de marteau”) pour parcourir une distance de
l'ordre de Lcarq au sein de la structure. On peut aussi définir une célérité caractéristique des
ondes dans la structure par Cearq = Leara/Teara-

e Acure, une intensité du chargement maximal admissible pour la structure pour un type de
chargement donné, au sens ol pour toute intensité de chargement inférieure & A,y 'intégrité
de la structure est assurée (une intensité supérieure rendant la ruine de la structure possible).
(charge maximale d'un pont, couple maximal applicable & un arbre, etc...). De plus, si le
chargement est faible (A <« A,4r4) la réponse de la structure est généralement linéaire et
devient non-linéaire lorsque A devient de 'ordre de Acqro (tout en restant inférieure 3 cette
valeur).

La comparaison des parameétres caractéristiques de la structure et du chargement permet de
classer les différents types de chargements.

Si D » T, on suppose bien siir que l'intensité du chargement A est suffisament faible devant
Acare pour que la durée de vie de la structure soit effectivement au moins de 'ordre de I et donc
bien supérieure A la période caractéristique du chargement. Si T >3 T¢sr, la variation temporelle
du chargement est suffisament lente pour que la structure puisse suivre de fagon globale les
variations de la sollicitation : les effets d'inertie sont alors négligés et il n’y a pas de phénomeéne
de propagation d’ondes si bien que le chargement peut étre considéré comme quasi-statique.

Danslecas T ~ Toprq 0uT & Teyra, les effets d’inertie doivent étre pris en compte : la réponse
de la structure est qualifié¢e de dynamique et cette structure est le siege de phénoménes de
propagations d’ondes, conséquence des effets inertiels. Lorsque 'amplifude des sollicitations
est faible (A € Acara) la réponse de la structure est généralement linéaire et si le chargement est
périodique, la réponse est qualifiée de vibratoire, état limite succédant & une (bréve) période
transitoire.

Lorsque la sollicitation est quelconque (non périodique), le phénomeéne est qualifié de dy-
namique transitoire. Dans ce cas, le chargement peut généralement se décomposer en deux
phases. Pour le choc de deux structures, par exemple, il existe une phase de mise en charge
dont le temps caractéristique est T < Tigrq, Suivi d’une phase de mise en équilibre durant
laquelle le chargement varie peu (le temps caractéristique associé au chargement devient dans
cette phase est T 3> Ti4rq). Cette mise en équilibre de la structure (homogénéisation des champs
mécaniques) correspond généralement & quelques dizaines de Tiurq ; les instants suivants peu-
vent étre décrits de maniére quasi-statique, dans la mesure oil le chargement ne conduit pas &
la ruine totale de la structure (c’est & dire A ~ A pre). Clest ce type de chargement qui sera
prépondérant tout au long de I'étude, puisque c’est celui qui est obtenu lors des tests dynamiques
aux barres de Hopkinson.
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1.3 Les essais aux barres de Hopkinson

1.3.1 Description du dispositif

Le dispositif expérimental des barres de Hopkinson (Kolsky [62], [63], Hopkinson [56], Davies
[31}) ou SHPB (pour Split Hopkinson Pressure Bar) permet d’étudier le comportement des
matériaux sous sollicitation dynamique. Le chargement appliqué durant I’essai est, suivant le
dispositif employé, de compression, de torsion ou de traction 4 grande vitesse de déformation.
On s’intéressera plus particulidrement au dispositif de compression (figure 1.1). Ce dispositif

Impacteur " Barre entrante Barre Sortante
| | - | - o - ]
jauge A Echantillon jauge B

Figure 1.1 : Systéme de barres de Hopkinson

fonctionne de la fagon suivante : Iéchantillon & tester est placé entre deux barres appelées
barre entrante et barre sortante ; une troisitme barre, I'impacteur, est projetée sur la barre
entrante (systéme pneumatique) : de ce choc résulte le chargement dynamique de I'échantillon.
Bien que le dispositif serve a caractériser le comportement de Péchantillon, le choc de 'impacteur
sollicite de fagon globale le systéme. Le chargement induit par le choc de 'impacteur est toujours
suffisamment violent pour que le temps caractéristique T qui lui est associé soit trés petit devant
le temps caractéristique Teqrq associé, par exemple, 4 I'une des barres. Un temps caractéristique
T représentatif du chargement est fourni par la durée du “flanc de montée” de ’onde incidente
(figure 1.2, T # 40 pus) ; le temps caractéristique 74, est la durée d’un aller-retour dans une
barre (soit Teopq # 1000 8). Une description correcte du chargement passe donc obligatoirement
par une description dynamique transitoire de tout le dispositif.

1.3.2 Principe

Comme nous Pavons dit ci-dessus, le principe du chargement repose sur la propagation
d’ondes dans le systéme de barres. Le projectile induit une onde de compression élastique dans
la barre entrante. On suppose par ailleurs rester en régime élastique en tout point des barres
(intégrité du banc de test !). Cette onde incidente se propage alors jusqu’a ’échantillon. Le
changement de nature du milieu entraine, au niveau de Pinterface, une réflexion dans la barre
entrante et une transmission, 3 travers ’échantillon, vers la barre sortante. Cet ensemble de
barres permet le chargement de I’échantillon et la mesure des ondes de déformation dans les
barres, équipées de jauges de déformation. Le traitement des mesures des ondes incidente,
réfléchie et transmise permet de déterminer quel a été le chargement de I’échantillon. Pour
éviter la superposition des signaux incident et réfléchi au niveau de la mesure en A, la longueur
de I'impacteur est choisie strictement inférieure & la moitié de celle de la barre entrante (en
supposant ces deux barres de méme nature). La figure 1.2 représente un enregistrement des
signaux obtenus au niveau des jauges de la barre entrante {ondes incidente et réfléchie) et
sortante (onde transmise).



12 LES ESSAIS DYNAMIQUES

Vit vida L
a
onde transmise
-1 |
1 ! ] 1
18m 788 tenps (Ps)

Figure 1.2 : Signaux de jauge aux barres de Hopkinson

1.3.3 Elargissement du systéme des barres de Hopkinson
Différents chargements

Le dispositif le plus simple et le plus couramment utilisé est celui permettant une sollicitation
en compression de 'échantillon. Cette géométrie est trés simple et autorise un dépouillement
de qualité. Cependant, et au prix d'un traitement moins rigoureux (hypothéses simplificatrices
concernant 1’équilibre de I'échantillon et ’homogénéité des champs mécaniques dans celui-ci),
les développements de ce systéme, présentés ci-aprés, permettent d’étendre significativement le
champ d’application du systéme des barres de Hopkinson.

o Les essais de traction dynamique utilisent un montage inverseur dont 'impédance est égale
& celle des barres, ou plus simplement un impacteur tubulaire qui permet une sollicitation
en traction de la barre entrante (Harding, Wood, Campbell [54]). Néanmoins, la fixation de
I’échantillon sur les barres reste délicate, et les conséquences de cet encastrement imparfait
ne sont pas sans poser des difficuités d’interprétation lors du dépouillement.

Barre entrante —\ v
[rnri)

: Echantillon
I o] }I

Barre sortante -/

Projectile tubulaire

Figure 1.3 : Montage de traction dynamique

e I’essai de torsion dynamique (Duffy, Campbell, Hawley [34]) nécessite lui aussi un échantillon
solidaire des barres. Le chargement est obtenu en libérant brutalement une portion de barre
entrante préalablement précontrainte en torsion ; le systéme de barres est alors parcouru par
une onde de cisailllement.

e L’essai de cisaillement dynamique de tdles mis au point par Nowacki et Gary (Gary, Nowacki
[44]) utilise un montage transformant la compression en cisaillement de la téle dans son plan.
La t6le est prise entre les parties (1) et (2) d’un systéme coulissant en contact respectivement
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Crampon de
maintien

Echantillon
( = - = ]

Zone en 2 Barre entrante Barre sortante
torsion o

Figure 1.4 : Montage de torsion dynamique

avec les barres entrante et sortante. Les portions rectanglaires situées entre les mors (1) et
(2) sont ainsi soumises 4 un cisaillement.
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Figure 1.5 : Montage de cisaillement dynamique

o Les essais de sollicitation dynamique de géomatériaux granulaires (sables, argiles) sont réali-
sés grace A une cellule de confinement rigide, pour les essais cedométriques, ou 4 confinement
imposé (Semblat [87]). Dans ce dernier cas, le confinement est obtenu en imposant une
pression i D'intérieur de la cellule grice & un fluide. Ce confinement est qualifié de souple si
ce fluide est de I'air et de semi-rigide pour de I'’huile. On peut noter qu'il est possible dutiliser
une troisiéme barre, perpendiculaire 4 ’axe du systéme et en contact avec 1’échantillon, qui
permet une mesure de contrainte latérale de 1’échantillon. Cette mesure donne accés aux
grandeurs scalaires p et ¢, les contraintes moyenne et déviatorique, classiquement utilisées
dans 1’étude des matériaux granulaires.

-— P .

Cellule de air / huile
v confinement Barre sortante
me— o /_ e
[ | | _/ [ |
B trant
arre entrante Echantillon

Figure 1.6 : Cellule de confinement
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® Des essais de rupture dynamique ont été développés par Maigre et Rittel (Maigre, Rittel
[72], [82]). L’essai sur des éprouvettes de forme particuliére, dites éprouvettes compactes
de compression (ECC) (Maigre, Rittel [73]), donne accés, moyennant Phypothése du régime
¢élastique, au facteurs d’intensité des contraintes en dynamique. La détermination des facteurs
d’intensité des contraintes K¢ (mode I) et de K& (mode II) repose sur une méthode de
déconvolution (Bui, Maigre, Rittel [21]) par comparaison de deux expressions d’un méme
invariant intégral.

Ma

ECC

impacteur barre 1 barre 2
— ® ®

Figure 1.7 : Essai de rupture dynamique

Figure 1.8 : Eprouvette compacte de compression

e Avec le montage bloc-barre, le chargement est obtenu par impact direct de 'impacteur sur
Péchantillon (figure 1.9) et non pas via une onde de compression transmise par une barre
entrante. L'impacteur est généralement assez massif si bien que les vitesses de déformations
obtenues durant ce test sont (généralement) plus élevées qu’avec le systeme & trois barres
(10% s~ & 10° s~1). Ce dispositif a ainsi permis de caractériser des métaux & trés grande

Impacteur Barre de mesure
— - B
Echantillon jauge

Figure 1.9 : Montage bloc-barre

vitesse de déformation (Gorham [51], Gorham, Pope, Field [52]) et de comprendre la sensi-
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bilité aux chocs de certains explosifs, en les soumettant & ces vitesses de déformation (Walley,
Field , Palmer [93)).

Prises de vue

Diverses techniques permettent de réaliser des prises de vues & trés court temps de pose
(inférieur & 10ps). Dans notre laboratoire, un ensemble de quatre caméras CCD permet de
visualiser 1'échantillon lors du test. La dureée du test (de 'ordre de quelques centaines de
microsecondes) est telle que chaque caméra ne peut prendre qu'une seule vue durant I'essai
(période de restauration de la matrice CCD trop importante) de sorte que ’on dispose de
quatre instantanés, synchronisés sur I’'arrivée de 'onde incidente au niveau de la jauge de 1a
barre entrante. Ces prises de vues permettent d’apporter une information qualitative sur le

Figure 1,10 : Prise de vue - caméra rapide

déroulement de l'essai ; en particulier, dans le cas de la figure 1.10, I'échantillon n’est pas en
équilibre au moment de la prise de vue {voir chapitre 2) et l'on a une idée de la déformation
dans l'échantillon grace au quadrillage, initialement régulier.

Les matériaux testés

Les essais aux barves de Hopkinson ont d’abord étés réalisés sur des alliages métalliques
(Davies, Hunter [32]). Ces essais autorisent une modélisation dans une large gamme de vitesses
de déformation (Gary, Klepaczko, Zhao [40], [41], [42], [43]). Des essais ont aussi été réalisés
sur des géomatériaux, par exemple sur du sel gemme {Gary, Klepaczko, Barberis [60]), ou sur
des matériaux fragiles (Zhao, Gary, Rota [100}). L’expérimentation sur de tels matériaux est
possible grace i 'adeptation d’impédance correcte que 'on peut obtenir entre barres métalliques
et échantillon (voir chapitre 2 pour I'adaptation d’impédance).

L’utilisation récente de barres de faible impédance (Zhao [95]) a permis de tester des maté-
riaux *moins résistants” (on précise cette notion “intuitive” dans la suite) comme des mousses,
des caoutchoucs. Ces matériaux entrent en effet de plus en plus dans la fabrication d’éléments ab-
sorbants ou de sécurité dans de nombreux domaines industriels (automobile, emballages divers)
et leur comportement dynamique suscite un intérét croissant.
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Théorie des barres de Hopkinson

RESUME : On étudie plus en détail le dispositif des barres de Hopkinson, en vue d’en cerner les
possibilités et les limites : d’une part en ce qui concerne le montage (de fagon intrinséque) et
d’autre part en ce qui concerne 'exploitation que 1’on peut faire des mesure obtenues lors d'un
test dynamique. Ce sont les difficultés posées par I'interprétation de ces mesures qui conduisent
a une approche du type “méthode inverse” pour exploiter au mieux les résultats du test.

2.1 Hypotheéses

Comme on l'a vu, le fonctionnement des barres de Hopkinson repose sur la propagation
d’ondes élastiques. D’autre part, la géométrie du dispositif est bien adaptée 3 une modélisation
unidimensionnelle : les barres sont supposées longues devant leur rayon, et ce rayon est faible
devant les longueurs d’onde caractéristiques du chargement. Ces deux hypothéses permettent
respectivement de considérer les barres comme infiniment longues et de faire, dans une premiére
approche, 'hypothése d’ondes planes dans les barres (les variations des champs mécaniques au
travers d'une section sont alors négligées).

2.2 Modélisation des barres

2.2.1 Equations du mouvement

Avec ces hypothéses, une barre est considéreée comme un milieu unidimensionnel, occupant
un segment [z1,z3] de 'axe réel Oz (modélisation poutre en extension). Les paramétres carac-
térisant ce systéme sont donc les longueurs des barres, leur section S, leur module élastique E
et leur masse volumique p. Les équations d’équilibre et de comportement sont les suivantes :

8r _ &
oz Poan

o
og=FEe avec e=£

ol o, € représentent respectivement les champs de contrainte et de déformation longitudinales
dans la barre, u étant le déplacement du point matériel d’abscisse . Ces champs sont, sous les

17
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hypotheéses faites, homogenes dans chaque section.
Par élimination de o et g, on retrouve I'équation des ondes :
32_"' - (;-292_” =
a2 ox?
avec C = /E/p la célérité des ondes élastiques unidimensionnelles dans la barre. La solution
générale de cette équation est de la forme :

u(z,t) = f(z - Ct) + g(z + Ct) (2.1)

dans laquelle les fonctions arbitraires f et g décrivent respectivement les ondes se propageant
vers les x positifs et vers les x négatifs & la célérité C. Par hypothése, le déplacement u(z,t)
est supposé continu en z et ¢ (intégrité de la barre et pas d’accélération infinie), ce qui entraine
la continuité des déplacements f et g. En revanche, rien n’impose & f et g d’&étre dérivables,
aussi, leurs dérivées premidres dans 'expression de o et v = % doivent étre prises au sens des
distributions ; ceci permet de décrire d’éventuelles discontinuités de contrainte et de vitesse. Ces
discontinuités doivent vérifier Péquilibre et ne sont done pas indépendantes ; il convient alors
d’ajouter la relation de saut  travers une discontinuité ([y] = y(m*) —y(m™) représente le saut
du champ y & travers la surface de discontinuité, au point m) :

[e] + oCv] =0 (2.2)

Cette discontinuité se déplace & la vitesse € valant +C (resp. —C) pour une discontinuité qui
se déplace vers les x positifs (resp. négatifs).

2.2.2 Ondes

Dans la modélisation choisie, les champs de vitesse, déformation et contrainte sont décrits
par des grandeurs f’ et g’ (dérivées par rapport & I'argument), pouvant présenter des sauts et
se propageant & la célérité C. Nous somme donc amenés 4 préciser ce que ’on entend par onde.
On adoptera la définition suivante d’une onde (Germain, Muller [48]) :

DEFINITION : Considérons une structure 2 € IR® sur laquelle est défini un champ mécanique

u(z,t). Soit & une surface dans 2 telle que u ainsi que toutes ses dérivées partielles jusqu’a

l’ordre (n — 1) soit continues & travers cette surface et que I'une au moins de ses dérivées i

lordre n soit discontinue A travers S. Si de plus & est une surface mobile, & = §(%) est qualifiée

d’onde.

L’entier n caractérise 'ordre de discontinuité de 'onde. Certaines valeurs de n sont remarquables

lorsque u(z, ) représente un champ de déplacement dans 2 :

e 1 =0 : discontinuité des déplacements ; c’est le cas d’une fissure dans le milieun, d'une perte

de connexité ou encore d’une incompatibilité cinématique par interpénétration (ce cas n’est
donc pas & proprement parler une onde).

e n =1: cas de 'onde de choc ou onde i forte discontinuité. Les principaux champs
mécaniques sont alors discontinus : on montre que la vitesse particulaire v = du/dt et la
déformation £ = %—(Vu + Vtu) sont discontinues le long du front & = S(¢) qui se déplace 4 la
célérité C, (dite) célérité des ondes. Par suite la contrainte est aussi discontinue (conservation
de la quantité de mouvement).

e n > 2 : l'onde est appelée onde d’accélération. o

Le cadre fixé au paragraphe précédent permet ainsi I’existence d’ondes de choc, dues aux dis-
continuités éventuelles des fonctions f' et g'.
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2.2.3 Remarque sur la modélisation des barres

Dans les hypothéses de I'élasticité (unidimensionnelle), ce choc n’a pas son origine dans la
physique du phénomeéne mais est uniquement di au choix d’un espace fonctionnel suffisament
vaste pour la recherche de solutions.

De facon générale, la description d’un systéme physique s’obtient en écrivant les bilans des
grandeurs physiques qui nous intéressent (densités volumiques, flux) pour un volume de contrdle
quelconque donné (fixe ou mobile). De cette analyse, on déduit un systéme d’équations aux
dérivées partielles et des conditions qui doivent étre vérifiées aux limites du systéme étudié.
Deux cas se présentent selon que le systéme d’équations aux dérivées partielles est linéaire ou
non linéaire.

Dans le cas d’un systéme linéaire, on peut définir une solution élémentaire sy, réponse i une
sollicitation unitaire 8y, de sorte que la réponse s & une sollicitation quelconque e s’obtient par
convolution avec la solution élémentaire s = sy * e (la définition de la sollicitation unitaire et
du produit de convolution étant particuliére & chaque probléme). On obtient donc une selution
au sens des distributions pour toute sollicitation dans le sous-espace des distributions 4 support
convolutif avec celui de la solution élémentaire. Ceci explique pourquoi la solution de ’équation
des ondes est prise au sens des distributions et justifie que l'on s’intéresse dans la suite & la
réponse d’un systéme de barres & un pic de Dirac en vitesse ou en contrainte.

En revanche, si le systéme d’équations aux dérivées partielles est non linéaire, il se peut
que les solutions présentent des discontinuités sur certaines surfaces, mobiles & Uintérieur du
systeme. Sur ces surfaces sont vérifiées des relations de saut obtenues conjointement au systéme
d'équations aux dérivées partielles, mais & partir d'un bilan qui autorise I'existence de disconti-
nuités (mobiles). La génération de ces discontinuités est généralement liée & des phénomeénes non
linéaires de convection ; ceux-ci ont en quelque sorte un effet “cumulatif” qui tend & générer de
discontinuités. Un bon exemple de ce phénoméne est celui du gaz parfait compressible que 1'on
comprime & l’aide d’un piston dans un tube semi-infini (Mandel [75]) : en supposant ’écoulement
isentropique, la célérité des ondes croit avec la pression, ainsi, 'onde créée au temps £ + dt se
propage dans le milieu plus vite que celle créée au temps ¢ (puisque la pression est alors plus
élevée), si bien que les ondes ont tendance i se superposer et créer “naturellement” une dis-
continuité. Les discontinuités rencontrées dans les systémes non-linéaires sont donc de nature
totalement différente de celles autorisées dans un probléme linéaire ol les discontinuités de la
solution sont nécessitées par la modélisation adoptée et il n’existe pas de solution classigue C*°
(Germain [46]).

L'analyse faite par P. Germain et E.H. Lee (Germain, Lee [47]) entraine une hiérarchisation
dans la modélisation d’un méme phénomeéne. En effet, la solution discontinue ou de choc cor-
respond en quelque sorte & une “carence” du modéle dans la description de la zone de choc.
La prise en compte d’effets dissipatifs complémentaires dans les zones & fort gradient (meilleure
description physique locale) conduit 4 I'existence d’une solution au sens classique (le mécanisme
dissipatif régularise la solution). Les effets dissipatifs introduits restent bien siir négligeables
dans les zones initialement réguliéres {cohérence du modéle initial) et contrebalancent les effets
de convection, générateurs de discontinuité, dans les zones a fort gradient. On constate donc
qu’a un raffinement du modele correspond, en général, une diminution de la taille de I’espace
fonctionnel dans lequel on recherche les solutions.
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2.3 Résolution de I’équation des ondes. Conséquences

2.3.1 Réponse impulsionnelle

Considérons tout d’abord une barre semi-infinie de caractéristiques suivantes : masse vo-
lumique pg, section Sp célérité des ondes élastiques Cg. Le module d’élasticité est noté Ep
et vérifie Eg = pp C?B. On définit alors 'impédance Z de la barre par Zg = ppCp Sp. La
relation de saut pour 'équation des ondes (2.2) séerit :

[71+Z[s] =0

avec f = oS résultante des efforts appliqués & une section de barreet Z = —Z {(resp. +Z) pour
une onde se déplagant vers les = positifs (resp. négatifs).

Si la barre est initialement au repos (v = 0, ¢ = 0, Vz), 'application d’un échelon de vitesse
(Vo) & £ = 0 génére une onde se déplagant vers les = positifs 4 la célérité Cp. L’état de la barre
est donc le suivant :

spourxz< Cpt:v=WV, =2V
e pourz>Cpgpt:v=0,f=0

De la méme fagon, l'application d'un dirac de vitesse p & I'instant £ = 0 entraine la propagation
de ce dirac en vitesse A la célérité Cp et d’un dirac de contrainte d'intensité Zg 4 la méme
célérité Cg. Cette dernidre solution constitue la solution élémentaire de la barre semi-infinje.
La solution pour une sollicitation quelconque s’obtient ensuite simplement par convelution avec
la solution élémentaire, par exemple :

v(z,t) = bz—cg ) * Vo(t) = Vot —z/Cp)

oit 8, est la distribution de Dirac 4 l'instant 7, et Vj(t) la vitesse imposée en bout de barre
(z =0).

Ce cadre permet d’introduire la méthode de résolution par poleires de choc appliquée & un
systeéme de barres unidimensionnelles. On constate, en effet, que I’état du milieu est déterminé
par le couple (v, f) formé de la vitesse particulaire an niveau de la section d’abscisse x et de la
résultante des efforts sur cette méme section. On repére alors 1'état d’une section donnée par
ses coordonnées (v, f) dans le plan R2. L’tat initial étant repéré par (vg, fo), une perturbation
entraine une modification de cet état qui se trouve obligatoirement sur la droite :

f=Ffox Z{v—w)

selon que l'onde arrive des z négatifs (signe —) ou des z positifs (signe +). Ilustrons cette
méthode par I'exemple simple de deux barres semi-infinies qui se heurtent & 'instant ¢ = 0. La
barre 1, de caractéristiques Z,, C) arrive & la vitesse vg sur la barre 2, de caractéristiques Zs,
C; initialement au repos. Les états respectifs des barres sont repérés par les points A;(vg,0)
et A2(0,0). Aprés le choc, un état A identique se propage dans les deux barres (conditions de
continuité a V'interface). Cet ébranlement du milieu se déplace respectivement aux célérités +C;
et —C;. Le point représentatif de 1'état A se trouve donc sur les polaires issues de A; (pente
—Z3) et de A; (pente +27) soit :

&, an
_Zl+Zg ¢ Z1+ Zy ¢

Cette méthode permet donc une résolution rapide des probléemes de propagation d’ondes dans le
milien unidimensionnel puisque cette analyse donne directement accés & la solution élémentaire.

f=....

v
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Pour le cas simple des deux barres, I'application & l'interface des deux barres d’un dirac de
vitesse & £ = 0 (noté (vo,0) 6y = A1 ) entraine la propagation des pics A 6z4c, ¢) et Ab_cyy
dans les barres 1 et 2 aux célérités —C; et +C; respectivement.

On applique a présent la méthode des polaires de choc au montage suivant, proche des
barres de Hopkinson, mais formé de barres élastiques semi-infinies (identiques). L’échantillon est
supposé élastique lui aussi. Les caractéristiques du dispositif sont la masse volumique la section
et la célérité pp, Sg, Cp des barres et pg, Sg, Cg de I'échantillon. Les modules d’élasticité
respectifs sont Fg et Fp. Zg = pgCpSy et Zg = ppCgSE sont les impédances des barres et

Barre 1 Echantillon Barre 2
4 Pz ]
Pg.Sp.Cy Pe-Sg. Cg Pp-Sg.Cp

Figure 2.1 : Barres semi-infinies

de ’échantillon. T = Lg/Cg est appelé temps de transfert de I"échantillon ; il correspond au
temps mis par une onde pour traverser ’échantillon.

La recherche de la solution élémentaire consiste & imposer, 4 t = 0, sur la face entrante de
’échantillon un pic d’ébranlement (dirac) d’intensité (v, fo) venant des z négatifs en traversant
un milieu initialement au repos (ce qui impose fo = —Zp vg). Ce signal incident s’écrit donc :

I=468(t) I=(v,fo)I

La méthode des polaires permet de déterminer graphiquement les états successifs des faces
entrantes et sortantes de 'échantillon (figure 2.2).

Figure 2.2 : Polaires pour le systéme de Hopkinson

L'état ¢ = (wp, fo) est le signal incident. r, est 1’état de la face entrante au temps t =
2(n — 1) T ; le signal engendré correspond & l'onde réfiéchie dans la barre 1. i, est I'état de
la face sortante au temps £t = (2n — 1) T ; le signal correspondant est 'onde transmise dans la
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barre 2. L’état des faces entrante et sortante est donc repectivement I + R et T avec :

IT+R = rmbép+rafer+..+1r, 62(n—1)T+'-'
T = ti1br+tabsr+..+1t, 5(2n—1)T+
I = i

La figure permet d’obtenir simplement les états successifs ry,, t,, en progression géométrique,
pour obtenir finalement :

R=(-v,fo)R T=(v,fo)7T I=(v,fo)T

en posant :
_ ZB - ZE
Zp+ Zg
et avec :

e Signal incident élémentaire, sur la face entrante :
T = 6o(t)
e Signal élémentaire transmis par la face sortante :

4Zp7p

+oo
T = 22B2B ™ g ¢
(Zn + Z5)? pz;:] ep+1)7(t)

e Signal élémentaire réflechi par la face entrante :

4727 IX

R = —abp(t) + oppare
73 - 23 =

2}:"52107‘ (t)

On peut noter que 'on retrouve le classique changement de signe pour les vitesses particulaires
relatives A 'onde réfléchie.

2.3.2 Réponse dans le cas général

La réponse du systéme barres/échantillon 4 une onde incidente ¢t = fi | Eg Sp est obtenue
par convolution temporelle avec les noyaux Z, 7, R (&%, €, € sont les déformations dans les
barres aux niveau des faces de ’échantillon) :

g = Txet
g = Txe
e = Rxe

Cette convolution a un intérét pratique dans la mesure ol elle fournit un algorithme rapide
de construction des signaux réfléchi et transmis par des opérations simples de multiplication,
translation et addition réalisées sur £*(t). Les efforts sur les faces de I'échantillon sont obtenues
respectivement par les relations :

fi,t,r = ZB CB Ei,t,r
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Considérons I'exemple instructif d’une sollicitation en échelon £i(t) = e™*=H(t) (oh H(t)
représente la fonction de Heavyside) ; ceci revient 4 imposer un déplacement linéaire en temps en
z = —o0. Plagons nous dans le cas ot I’échantillon est “plus mou” que les barres : Zg < Zp, soit
a €]0,1] La sollicitation envisagée fait tendre le systéme barres/échantillon vers un état limite.
Cet état d’équilibre limite correspond & un état quasi-statique pour lequel les déformations sont
homogénes dans les barres (¢ = e™%*) et dans l'échantillon (¢ = %g—g—.g-e"‘“). En effet, on a :

e(t) = Txe
+o0
= m(zizfzzi)ﬂ;] T =
e"(t) = Rxe
) (e
 soit £4(t) + 7 (1) =X gmas

Cette analyse entraine le constat suivant : les variations relatives des champs au temps ¢ sont
de l'ordre de o®F avec 2pT ~ t, soit une variation exponentiellement décroissante avec le temps
caractéristique 7. = ~T/log . Ce temps caractéristique est strictement décroissant (de +o0 A
0) en fonction de Zg/Zp €]0,1].

Pour une sollicitation de type Heavyside “lissé”, les efforts f! et f2 au niveau des interfaces
entre I'échantillon et la barre 1 et ’échantillon et la barre 2 présentent (figure 2.3) les variations
suivantes en fonction du temps (Zhao [95]), avec en trait plein la force sortante et en pointillé
la force entrante :

10T 2T
Figure 2.3 : Forces entrante et sortante

Si Zg <« Zpg, o est proche de 1 et donc 7, est grand : I'équilibre est atteint au bout d’un temps
long devant T : I’échantillon n’est pas en équilibre et les effets d’inertie restent importants (sur la
durée d’observation). Si au contraire Zg est proche de Zpg, 7. est petit et le chargement pourra
étre considéré comme quasi-statique aprés un bref état transitoire de mise en charge (les deux
courbes f1(t) et f%(t) sont pratiquement confondues). Le cas limite correspond A 1'égalité des
impédances : il n'y a pas de changement de I'impédance du milieu et donc pas d’onde réfléchie :
tout le signal est transmis.
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2.4 L’essai aux barres de Hopkinson

On rappelle que I'information de base obtenue lors d’un essai aux barres de Hopkinson est la
mesure des ondes de déformation grice & des jauges situées sur les barres entrante et sortante.

2.4.1 Relations aux interfaces barres - échantillon

Les signaux bruts obtenus aux barres de Hopkinson sont I'onde incidente £;(¢) suivie de 'onde
réfléchie €,(t), mesurées par la jauge de la barre entrante, et 'onde transmise ;(t) enregistrée par
la jauge qui équipe la barre sortante. La connaissance de ces trois ondes au niveau des interfaces
entre les barres et I’échantillon permet d’écrire d’aprés la solution élastique générale (2.1) :

ve(t) = Cglei(t) — (1))

v:(t) = Cpe(t) (2.3)
oe(t) = %IEiEB(E-;(t) +&-(1))
0t) = Z2Eseilt)

ol v et o sont les vitesses et les contraintes sur les faces entrante (e) et sortante (s). On a donc
acces A I'histoire du chargement o(t) et v{t) sur les deux faces de ’échantillon. La difficulté réside
alors dans la transformation des signaux bruts de jauges, mesurés donc & une certaine distance
des interfaces barres-échantillon, en déformations e;(t), £-(t), £:(t) sur les faces de I’échantillon.

A partir des relations (2.3) il est possible de construire, sous certaines hypothéses, une courbe
de comportement ¢ = f(¢). En effet, si les contraintes o.(t) et o,(t) sont proches (c’est & dire
pratiquement égales aprés un temps court devant la durée de Vexpérience), il y a équilibre et le
chargement peut étre considéré comme quasi-statique (voir figure 2.4). En supposant 1'égalité
des forces sur les faces entrante et sortante il est alors justifié de définir une contrainte moyenne,
une vitesse de déformation moyenne et par intégration temporelle une déformation moyenne
dans ’échantillon par :

om(t) = o.(t) = a4(t)
ém(t) = (vs(t) —ve(t))/Lp (2.4)

em(t) = f ‘e (r)dr
4]

ce qui entraine les relations :

Sp

om(t) = 32 Ened)
[
enlt) = 2 [Centr)ar

On peut noter que cette approche simplifiée ne nécessite que les deux ondes £:(t) et e.(t),
puisque I'hypothése faite sur les forces se traduit par la relation &(t) = ei(t) + e-(t). Elle
ge justifiait du temps ol les méthodes numériques n’existaient pas et o seule une intégration
directe (analogique) des signaux était possible. L’approche compléte dite “a trois ondes” utlise
la définition suivante de la contrainte moyenne (Lindholm [70]) :

oe(t) + o4(t)

on(t) = 3
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qui se traduit par :

Sp

onlt) = 55 Ba (l0) +erl®) +uft)

(2.5)
Em(t) = % /0 (ee(r) + &n(T) — €(7)) dr

Adaptation d’impédance

Pour une exploitation correcte d’un essai aux barres de Hopkinson, I'adaptation d’impédance
entre les barres et I'échantillon est primordiale. En effet, pour une impédance relative de
P’échantillon trop faible :

o d’une part le signal transmis est de faible amplitude ce qui entraine une mauvaise détermina-
tion des grandeurs sur la face sortante : vitesse et force sont d’amplitudes trés faibles (voire
noyées dans le bruit de mesure),

e d’autre part, les ondes incidente et réfléchie sont quasiment opposées mais d’amplitudes
voisines {|e;| ~ |e;|)} puisque la quasi-totalité du signal incident est réfléchie ; ceci détermine
mal la force entrante.

La seule grandeur bien connue reste alors la vitesse sur la face entrante et par 13, le taux de
déformation moyen é,, puisque le déplacement de la face sortante est négligeable.

2.4.2 Hypothése quasi-statique

Cette hypothése concerne le dépouillement classique des essais SHPB. Par exemple, les essais
sur les métaux peuvent étre considérés comme quasi-statiques rapides avec une bonne approxi-
mation. La compression dynamique sollicite trés rapidement le métal dans son domaine plastique
ol la contrainte o,,(t) ne varie que peu : la somme ¢;{t)+¢.(t)+£¢(t) est donc pratiquement cons-
tante (cf. (2.5)). Mais comme le chargement &; est proche d’un créneau (choc de 'impacteur),
il est quasiment constant, donc la somme ¢.(t) + £;(t) 1'est aussi, par conséquent le taux de
déformation moyen €., oc €:(t) + e,(t) — €:(t) peut aussi étre considéré comme constant durant
Pessai (figure 1.2). Le résultat de cet expérience est par conséquent classiquement donné sous
forme d’une courbe ¢ = f{e) & taux de déformation ¢ fixé. Un ensemble de courbes obtenues i
diverses vitesses de déformation permet d’appréhender le comportement dynamique du métal.

La validité de ’analyse quasi-statique de 'essai SHPB a été étudiée par de nombreux auteurs.
Bell (Bell [4]), par exemple, étudie 'inhomogénéité de la déformation le long de I’échantillon
de facon expérimentale par une méthode de diffraction. On trouve dans Conn (Conn [25]) une
analyse théorique compléte des ondes dans 1'échantilion, pour un comportement élastoplastique
(sans effet de vitesse de déformation), et dans les barres, la corrélation expérience/simulation
étant recherchée au niveau des signaux de jauges. Jahsman (Jahsman [59]) compare, pour
un comportement élastoplastique bilinéaire et pour deux chargements types {onde incidente
trapézoidale ou triangulaire), le dépouillement classique (i.e. quasi-statique) de la dynamique
simulée A la courbe de comportement quasi-statique.

Toutes ces analyses permettent de comprendre les limites du dépouillement quasi-statique
et quand il est nécessaire de prendre en compte 'effet transitoire dans ’échantillon. Les in-
homogénéités des champs mécaniques dans I’échantillon prennent dans ce cas une grande im-
portance et celui-ci doit étre considéré non pas comme un élément matériel mais comme une
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structure i part entitre qui est le siége de propagations d’ondes. Ceci pose le :

PROBLEME D’IDENTIFICATION : Lorsque, pour un essai aux barres de Hopkinson, on ne peut
décrire l'essai par une courbe ¢ = f(c), paramétrée par ¢, vitesse de déformation que I'on sup-
pose quasiment constante durant l'essai, les effets transitoires dans I'échantillon ne peuvent plus
étre négligés : I'échantillon est alors considéré comme une structure dont il faut déterminer le
comportement, pour décrire 'essai en question. o

Cette question d’interprétation d'un essai aux barres de Hopkinson constitue le point de départ
de I’étude menée dans ce mémoire. Cette étude présente d’une part le probléme d’identification
du comportement généralisé & d’autres types de sollicitations que celles obtenues avec le dispositif
des barres de Hopkinson, pour une structure quelconque, et d’autre part, on discute la maniére
de déterminer ce comportement et plus particulitrement le critére mis en ceuvre pour évaluer la
pertinence de celui-ci.

2.4.3 Traitement des signaux de jauge

Au paragraphe précédent, Panalyse s’est concentrée sur I’échantillon ; il ne faut cependant
pas perdre de vue le banc de test, un montage de barres de Hopkinson étant & la fois instrument
de mesure et de chargement.

Le point clef est de passer de la mesure des ondes par les jauges équipant les barres aux
ondes incidente, réfléchie et transmise qui arrivent ou partent des interfaces barres - échantillon,
puisque de ces grandeurs dépend directement I’histoire du chargement de 1'échantillon. Cet
aspect a été étudié par de nombreux auteurs (Davies [31], Kolsky [63], Blanc [8], Humen, Potesil
(58], Coquin [27]) et plus récemment par Gary et Zhao (Gary, Zhao [40], [97], Zhao [95]). On
en rappelle donc ici briévement le principe pour mémoire.

Pour cela, il faut commencer par synchroniser les trois signaux &%, €7, ' pour une origine
choisie sur le signal incident (Zhao, Gary [98]). Une détermination correcte de I'instant initial
relatif des trois signaux est importante pour obtenir une histoire précise du chargement, surtout
dans les premiers instants, trés sensibles 4 la synchronisation des ondes (les fronts d’ondes sont en
effet raides et comme on s'intéresse 4 leur différence, une petite erreur de choix d’origine implique
une erreur importante sur cette différence). La détermination de I'instant initial de chaque onde
se fait en supposant le comportement de I’échantillon linéaire élastique (au moins dans les
premiers instants du chargement). Avec une estimation du module d’élasticité de I’échantillon,
on peut simuler les ondes réfléchie et transmise (dont on connait alors parfaitement l'origine par
référence 4 celle de 'onde incidente) : le zéro des ondes expérimentales est obtenu en faisant
coincider le début de ces dernitres avec le début des ondes simulées.

Ensuite, il est clair que les ondes dans les barres ne peuvent rester planes ; il existe, en
effet, des phénoménes de dispersion dus 4 la géométrie cylindrique des barres. La résolution
de 'équation des ondes élastiques tridimensionnelles dans un barreau élastique linéaire infini
(Pochhammer [80], Chree [24]) permet d’affiner considérablement le traitement “onde plane” :
cette résolution fournit en effet une relation de dispersion géoméirique obtenue dans cette
résolution (I’hypothése du barreau infini et des ondes stationnaires est licite car le rapport
diamétre/longueur des barres est trés petit).

D’autre part, le matériau constitutif des barres peut présenter une certaine viscosité (par ex-
emple, des barres viscoélastiques en Nylon sont utilisées pour tester des matériaux d’impédance
faible). L’équation des ondes dans un barreau infini est donc résolue dans le cadre de la
viscoélasticité linéaire et fournit une relation de dispersion visqueuse et géométrique couplées. 11
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faut noter que cette correction est, pour l'utilisation de barres visco-élastiques, essentielle (Zhao,
Gary [97]).

2.4.4 Limitations du dispositif

Comme on I'a vu, le chargement obtenu avec un montage classique de barres de Hopkinson
est directement lié aux dimensions des barres. L’onde incidente peut étre assimilée & un créneau
dont la durée 7 est directement proportionnelle & la longuenr de 'impacteur. La déformation
maximale atieinte dans ’échantillon s’écrit

Emaz = XT Em (<)

oll £, est la vitesse de déformation moyenne dans 1’échantillon (directement fonction de la vitesse
initiale de l'impacteur), et a un coefficient fonction de 'impédance relative de 1’échantillon
et des barres. La taille (longueur) du systéme est donc un facteur qui limite la déformation
maximale susceptible d’étre atteinte lors d'un test, particuliérement pour les faibles vitesses de
déformation. Les ordres de grandeur des vitesses de déformation, pour des essais sur des métaux,
se situent typiquement entre 100 s~ et 1000 57!, vitesses qui permettent d’étudier la plasticité
du matériau.

Une des difficultés actuelles est de réaliser des essais entre 15~ 1 et 100s~L, c’est & dire dans
une zone de vitesses de déformation comprise entre celle des essais quasi-statiques (rapides) et
celle des essais dynamiques, tout en ayant, en fin de chargement, une déformation maximale suff-
isamment élevée. Ce point est d’autant plus important que ce sont les vitesses de déformation
rencontrées dans les structures industrielles, par exemple lors d’un crash-test d’automobile.

Figure 2.4 : Test d'un élément de caisse automobile

C’est pourquoi sont développés, au L.M.S., des systémes capables de générer une onde de
chargement de durée plus importante que celle obtenue avec un impacteur classique : impacteur
plus long et/ou d’impédance plus élevée, utilisation d’'un vérin hydraulique rapide. Ceci a pour
conséquence, puisque 'on conserve la partie barre entrante + barre sortante, que les ondes
incidente et réfléchie se superposent lors de leur enregistrement via la jauge sur la barre entrante
et ne sont plus discernables : la difficulté est contournée par Pemploi d’un dispositif SHPB 4
quatre jauges (deux sur la barre entrante, deux sur la barre sortante) qui, par une méthode
de déconvolution, permet de séparer les ondes “montante” et “descendante” dans chaque barre
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(Zhao, Gary [99]). Cette méthode est aussi bien utilisée pour tester des mousses en grandes
déformations (sur un montage de barres viscoélastiques de faible impédance (Zhao [95]), voir
figure 1.10 au chapitre 1) que pour des essais globaux sur de petites structures de type coque,
en tdle mince, représentatives de certains éléments de caisse d’automobile et utilisées pour leurs
propriétés d’absorption d’énergie par flambage (Gary [39)).

Une derniére remarque concerne la fagon d’imposer le chargement. Le montage de Hopkin-
son peut é&tre, de ce point de vue, qualifié de “passif”. En effet, contrairement & une presse
hydraulique, par exemple, avec laquelle il est possible de contrdler déplacements ou efforts, les
barres de Hopkinson ne permettent pas d’imposer quoique ce soit eu niveau de [’échantillon : tout
est conséquence de la vitesse de 'impacteur, unique paramétre ajustable une fois la géométrie
de V’essai fixée.

2.5 Conclusion de la premieére partie

Dans un premier temps on a présenté les différents domaines de comportement d'une struc-
ture et les motivations de I'expérimentation dans le domaine particulier de la dynamique. Pour la
caractérisation du comportement dynamique des matériaux, un outil bien adapté est le montage
des barres de Hopkinson. L’exploitation de certains resultats expérimentaux impose de recon-
sidérer I’analyse usuelle : on considére I’échantillon testé non plus comme un volume élémentaire
de matiére (homogeéne) mais comme une séructure a part entiére. Cette nouvelle approche con-
duit nécessairement 3 un probléme de type inverse, posé et résolu {de maniére théorique) dans
un cadre plus général que celui des barres de Hopkinson, dans la deuxiéme partie.



Partie I1

APPROCHE THEORIQUE,
'PROBLEME INVERSE






Analyse de 1’essai SHPB dans 1’optique
du calcul inverse

RESUME : Dans cette section, on analyse les données expérimentales de 1'essai aux barres de
Hopkinson et leur traitement en vue de la détermination du comportement de I'échantillon testé.
Cette analyse introduit aussi le cadre général de 'identification d’un comportement homogéne
développé par la suite.

3.1 Analyse des données experimentales

Comme nous ’avons vu dans la partie précédente, la mesure brute aux barres de Hopkinson
consiste en trois signaux de déformation, les ondes incidente (g;), réfléchie (e,) et transmise
(£¢). On peut donc se poser le probleme d’identification du comportement de 1’échantillon en
considérant de facon globale le systéme barre + échantillon : le comportement des barres étant
connu, celui de 'échantillon doit étre tel que l'excitation du systéme par 1’onde ¢; permette de
retrouver les ondes réfléchie et transmise mesurées.

Cependant, 'analyse du dispositif des barres de Hopkinson (section 2.4) conduit & considérer
comme données expérimentales les efforts F,, F, et les vitesses v., v, sur les faces entrantes
et sortantes de Péchantillon. Dans cette analyse, le systéme SHPB est décrit par un modéle
unidimensionnel, corrigé par la prise en compte des effets tridimensionnels dans les barres. Les
efforts et les vitesses au niveau de ’échantillon sont donc des données unidimensionnelles. Cette
situation est illustrée par la figure 3.1.

(o *
1D

Figure 3.1 : Données sur I'échantillon

On remarque que la donnée de base est constituée de trois fonctions du temps (g;(t), (%),
g¢(t)) & partir desquelles on construit les quatre fonctions Fe(t), F5(t), ve(t), vs(t), en tenant
compte de la proportionnalité de l'effort et de la vitesse sur la face sortante existant dans

31
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les essais SHPB classiques. Dans un montage & quaire jauges (section 2.4.4), qui permet une
exploitation de I’essai sur un temps supérieur au temps de transfert de la barre entrante grace 3
une méthode de déconvolution (Zhao, Gary [99]), cette proportionnalité n'est plus vérifiée mais
Pon construit les quatre signaux Fe(t), Fy(t), ve(t) et vy(t) & partir de quatre signaux de jauge.
Ces remarques conduisent donc & :

* ne considérer que I'échantillon, indépendamment de la machine de chargement et de mesure
que sont les barres,

e prendre comme données expérimentales les efforts F,, F; et les vitesses ve, v, sur les faces
entrantes et sortantes de 1'échantillon, ces quatre grandeurs éiant i priori indépendantes et
considérées comme données unidimensionnelles.

Dans ce qui précéde on s'est intéressé aux barres mais aucune hypothése n’a été avancée
gquant au caractére uni- ou tri-dimensionnel de l'échantillon. Une analyse tridimensionnelle
de I'échantillon (figure 3.2) permet de considérer que I'essai donne accés aux résulfantes nor-

Figure 3.2 : Analyse tridimensionnelle de I'échantillon

males des efforts sur chaque face de 1'échantillon ainsi qu’aux wvitesses moyennes des faces de
Péchantillon :
Fe,s=/ ﬂgﬂds ) Ue,s=%f ﬂﬂds (31)
fac: fac

Par ailleurs, la surface latérale de P'échantillon reste libre de confraintes. Les effets tridimen-
sionnels dans 'échantillon sont d’une part dus au chargement qui n'est pas rigourensement plan
(I'onde dans la barre n'est pas plane, conséquence de la géométrie tridimensionnelle des bar-
res) (Davies [31]) et comme pour tout contact, des efforts de frottement existent aux interfaces
barres-échantillon. D’autre part 'inertie radicle dans I’échantillon doit étre prise en compte.

1] est donc naturel d’exarminer sous quelles conditions on peut aussi adopter une modélisation
unidimensionnelle pour Péchantillon. Les effets tridimensionnels - axisymétriques, vue la géomé-
trie du systéme - ont été étudiés par de nombreux auteurs (Bertholf, Karnes [5]). L'approche
unidimensionnelle se justifie dans les cas suivants :

e les effets d’inertie radiale restent faibles ; leur contribution & la tenue globale de la structure
est négligeable. Rappelons briévement le raisonnement (Kolsky [62]) pour un échantillon
élastique : une déformation longitudinale £ induit une déformation radiale du,/0r = e, =
—ve dans Phypothese d’homogénéité pour chaque tranche de I'échantilion (v : coefficient de
Poisson). La vitesse particulaire radiale est donc v, = —vre si bien que l'energie cinétique
radiale d'une tranche d’échantillon est :

R
El = / 1 p(v?) (2nrdr) = l'.'r,r;w'z.R'iéz
0o 2 16

oil p et R représentent respectivement la masse volumique et le rayon de I’échantillon. La
contrainte longitudinale mesurée (o,) est plus élevée que la contrainte longitudinale vraie



3.1 — Analyse des données experimentales : 33

(o) et I'on suppose que la puissance de cette différence de contraintes contribue entidrement
4 l'augmentation de I’énergie cinétique radiale si bien que :

d
—-0)édS = —E,
~/trm¢h=(am J)E dt ¢
qui fournit la relation de correction :
1
0 =0m— -2—pv2R2é'

Considérons un échantillon en acier, pour lequel p = 8.108kg/m?, v = 0.3, R = 5mm. Des
valeurs courantes de contraintes et de déformations atteintes lors d'un test sont & # 500 MPa,
¢ #5005~ avec un flanc de montée de 10 us si bien que & peut étre majoré par 5.107s~2 car
c’est en début de chargement que les variations de € sont les plus importantes. On obtient
par conséquent une correction de 'ordre de 0,5 MPa, trés inférieure au nivean de contrainte
atteint durant ’essai (I’échantillon plastifie ...).

¢ les frottements aux interfaces barres - échantillon sont faibles : en effet, toujours & cause de
I'effet Poisson, les frottements aux interfaces barre - échantillon entrainent une déformation
globale de Véchantillon “en tonneau” ; la résistance apparente est donc plus grande que la
résistance effective. Une étude de Davis et Hunter (Davis, Hunter [32]) montre que l'on peut

négliger ce frottement si :
2uR
3L <1
ol u est le coefficient de frottement de Coulomb et L la longueur de ’échantillon. Klepaczko
et Malinowski (Klepaczko, Malinowski [61]) proposent une correction globale incluant frot-

tements et effets d’inertie radiale :

et valable pour les matériaux métalliques présentant un comportement plastique. Lors du
test on prend bien soin de lubrifier les interfaces barre - échantillon si bien que I'on suppose
négligeables les effets du frottement.

L’approche la plus simple pour passer des données expérimentales de nature unidimension-
nelle & I'échantillon tridimensionnel consiste 4 supposer le chargement homogeéne sur les faces
(figure 3.3). Cette hypothése n’est bien entendu pas rigoureuse mais permet d’appréhender cor-

Figure 3.3 : Chargement homoggne de |'échantillon

rectement les effets tridimensionnels dans I'échantillon en fournissant par exemple des conditions
aux limites cohérentes dans un code de calcul.
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3.2 Exploitation des données experimentales

A ce stade, la situation est bien résumée par la figure 3.2 : un échantillon cylindrique, de
comportement inconnu est soumis aux conditions aux limites de la figure 3.2 ; ces conditions
aux limites sont expérimentalement connues par leur résultante ou moyenne (cf. relations (3.1))
a chaque extrémité de I’échantillon. La surface latérale est libre de contraintes.

L’interprétation classique de ces essais est unidimensionnelle. Le probléme de non-homo-
généité des efforts et vitesses sur les faces n’intervient donc plus. L'interprétation repose sur
Phypothése de phénoméne gquasi-statique rapide c’est & dire sur ’hypothése d’homogénéité spa-
tiale de I'échantillon au cours du temps (la déformation peut y étre considérée comme uniforme,
4 chaque instant). Le résultat final du dépouillement consiste alors généralement en une courbe
o = f(e) que l'on référence par un taux de déformatiorn £ nominal, représentatif de 1’essai,
puisque celui-ci est quasiment constant au cours de ’essai.

La prise en compte, dans I'évolution de ’échantillon, des effets transitoires (effets inertiels et
donc de propagation d’onde) devient cependant nécessaire lorsque la durée de mise en équilibre
n’est pas négligeable devant la durée totale du test, et ce, quelle que soit la fagon de modéliser
Péchantillon (uni- ou tri-dimensionnelle). Une situation de ce type est présentée sur la figure 3.4,
pour un essai réalisé sur un échantillon de sel gemme. La courbe en pointillés représente la force

0 effort nomalise

4.0 - ' —

0.0 100.0 00.0

2
temps (ps)
Figure 3.4 : Non équilibre des forces

(normalisée, négative en compression) sur la face entrante de I'échantillon et la courbe en trait
plein celle sur la face sortante. L’interprétation d'une telle situation ne peut se passer de la prise
en compte des effets transitoires, c’est & dire qu'il devient nécessaire de considérér I'échantillon
comme une structure et non plus comme un unique volume élémentaire de matiére : la simplifi-
cation usuelle devient caduque.

Le but du test dynamique étant de caractériser le comportement dynamique du maeiériau
constitutif de la structure, il faut faire le “lien” entre cette inconue locale qu’est le comportement
et les données globales sur la structure ( = échantillon) que sont les efforts et les vitesses an
niveau des faces de ’échantillon. Le dépouillement, dans les cas olt 'hypothése de phénoméne
quasi-statique rapide ne peut s’appliquer, pose donc le :
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PROBLEME D'IDENTIFICATION DU COMPORTEMENT : Connaissant ’histoire des forces et des
vitesses au niveau des interfaces barres - échantillon, est-il possible de déterminer le comporte-
ment du matérian constitutif de ’échantillon ? o

Pour résoudre cette question, il est nécessaire de préciser un certain nombre d’éléments : on a,
vu que I'interprétation des mesures pose probléme, que sont exactement les mesures, qu’entend-t-
on par comportement, qu’en est-t-il de I'existence et de 'unicité éventuelle de la solution, ... 7 Ce
type de probléme posé par Pinterprétation de I'essai SHPB releve de la catégorie des problémes
inverses. Il s’inscrit dans une classe plus générale de problémes d'identification d'un comporte-
ment homogéne, développée dans la suite. Ce cadre théorique permet d’apporter une réponse
au probléme d’identification et de qualifier les données expérimentales susceptibles d’apporter
de 'information sur le comportement.



36

ANALYSE DE L'ESSAI SHPB DANS L'OPTIQUE DU CALCUL INVERSE




Le probleme d’identification

RESUME : On définit le probléme type, problme d’identification d’un comportement homogéne
qui généralise celui posé par 'essai SHPB. La notion de probléme inverse est introduite, le
probleme type faisant partie de cette classe de problémes. Les propriétés des données expéri-
mentales qui permettent 'identification d’un comportement sont analysées. De plus, on fixe le
cadre de modélisation de la structure et de son comportement.

4.1 Généralisation du probléme posé par ’essai SHPB

On considére a présent une structure constituée d'un matériau homogéne. On la sollicite
et sa réponse est qualifiée par diverses mesures. L’ensemble de ces mesures forme les données
expérimentales. Dans le cas de I'essai SHPB, ces données sont bien slir F.(t;), Fs(t:), ve(ti),
vs(t;) (les temps ¢; sont les instants de mesure) mais aussi, par exemple, 'information apportée
par une éventuelle prise de vue durant l'essai.

Partant de 14, on se demande ce que 'on peut dire @ partir de ces données expérimentales
sur le comportement du matériau constitutif de la structure. Parallélement, ceci revient i se
demander quelles sont les données expérimentales nécessaires pour déterminer ce comportement.

sollicitations

Structure | COMPORTEMENT ?

homogene

donnees
experimentales

Figure 4.1 : Probleme type

DEFINITION (PT) : On appelle probléme type le probleme d’identification du comportement &
partir de données expérimentales défini par la figure 4.1. o
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Les différents éléments de la figure 4.1 (structure et sollicitations, données expérimentales, com-
portement) qui définissent le probléme type sont détaillés dans la suite.

Le probléme type entre dans la catégorie des problémes inverses, par opposition au probléme
direct, qui consiste dans ce cas & déterminer I’évolution de la structure, son comportement et les
sollicitations étant connus. Les problémes qui relévent de cette catégorie des problémes inverses
sont en général bien plus délicats i résoudre que les problémes directs dont ils sont issus. On
introduit par conséquent quelques notions nécessaires pour appréhender un probléme inverse.

4.2 Problématique inverse

On commence par introduire les notions de problémes bien et mal posés, ces notions étant
trés liées 4 celle de probléme inverse.

De fagon trés formelle, on entend ici par probléme la détermination de certaines grandeurs
(champs mécaniques, constantes...) notées z, appartenant 4 un ensemble Z, & partir de données
z € X, via un processus (modéle physique) défini :

Pb:zeX —z2zeZ2

On qualifie ce probléme de bien posé (au sens de Hadamard) si pour toute donnée d’entrée
x € X il existe une unique solution z € Z. A cette condition d’existence et d'unicité on ad-
joint une condition de continuité qui exige que deux entrées z; et zy voisines conduisent 4 deux
réponses 2 et 2z voisines elles aussi. Généralement, cette hypothése de continuité correspond
A une certaine régularité du modele physique qui régit le passage de = vers z. La notion de

Figure 4.2 : Problémes direct et inverse

voisinage est bien entendu subordonnée & la facon de mesurer dans les ensembles X et Z, mais
une bonne mesure est bien souvent reliée au modeéle physique, comme on le constatera dans
la suite. On peut par ailleurs noter que dans le cas de P'existence de solutions multiples, le
probléme devient bien posé en ajoutant par exemple un critére de discrimination au medéle ou
en identifiant certains éléments de Z, considérés alors comme équivalents (dans un probléme
de bifurcation - flambage, par exemple - on ne considére que la seule solution physiquement
observable).

Le probléme est en revanche qualifié de mal posé si P'une au moins des trois conditions
d’existence, d'unicité ou de continuité tombe en défaut. Ce cas de figure est fréquent lorsque
I'on s’intéresse & un probléme du type :

Pbvl:z€eZm—2zeX

qualifié de probléme inverse associé au probléme direct que 'on a défini plus haut. Ce dernier est
implicitement supposé bien posé. Il faut noter qu’a partir d’un probléme direct on peut construire
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plusieurs problemes inverses. Par exemple dans ce mémoire, le probléme direct est le probléme
d’évolution d’une structure : dés lors que comportement et chargement sont connus, on sait
déterminer I'état de la structure & tout instant. Un comportement inconnu ou un chargement
connu que partiellement conduisent & deux problémes inverses différents mais tous deux relatifs
au méme probléme direct.

e La non-ezistence de solution est généralement due au modéle physique reliant & z ; en
effet, D’existence d’une solution n’est acquise que si la donnée d’entrée du probléme in-
verse z se trouve dans I'image Pb(X) de P’ensemble X par le modéle (zone grisée sur la
figure 4.2) ; si le modéle n’est pas suffisamment “riche”, ’ensemble Pb(X) ne recouvre Z
qu’en partie et la solution au probléme inverse n’est pas assurée pour tout élément z € Z.
L’élément Z (figure 4.2) est une mesure expérimentale pour laquelle la petite boule autour de
Z représente les incertitudes de mesure. Z est supposé contenir l'image Pb(X) de I'ensemble
X et Pensemble des mesures expérimentales réalisables ; la petite boule autour de Z ne
rencontre pas nécessairement dans 'image Pb(X). La démarche habituelle consiste alors &
construire une quasi-solution de Pb~1(%). Pour cela, on choisit un antécédent de I'élément de
Pb(X) le “plus proche” de 2(Pb{Z} sur la figure 4.2). On considére que cette quasi-solution
vérifie en quelque sorte “au mieux” le modéle.

Considérons par exemple un modéle linéaire sur IR™ ; il est entiérement déterminé par la
donnée d’une matrice A € M™"(IR). Prenons comme probléme direct :

Pb: {z1,..2p, A} € (R") x M*(R) — {z1, Az, ..., Zp, AZp} € (R")%P

qui associe & un p-uplet de IR™ et une matrice le p-uplet et les images respectives des éléments
du p-uplet par la matrice en question. Ce probléme est bien posé. Un probléme inverse as-
socié consiste, par exemple, pour une série de p mesures {z;,7;} & trouver la loi linéaire
vérifiée par ces mesures. Sauf cas particulier et pour p assez grand, il est bien connu que ce
probléme n’admet pas de solution, mais que 'on peut définir une solution optimale vérifiée
au mieux par |'ensemble des couples de mesures ; les méthodes classiquement utilisées pour
ce type de probléme linéaire sont alors les méthodes de moindres carrés, d’inversion gaussi-
enne ou des filtres de Kalman (Bittanti, Maier, Nappi [7], Hoshiya, Saito [57], Murakami,
Hasegawa [78]). La solution obtenue est qualifiée de quasi-solution puisque la compatibilité
des mesures avec le modéle ne peut étre vérifiée. Par ailleurs, si I’on enrichit le modéle
(termes supplémentaires non linéaires), on peut réduire ’écart modele/expérience et, par 13,
améliorer la quasi-solution. Pour l’exemple précédent, le modéle linéaire peut étre amélioré
en Paugmentant d’une correction quadratique.

¢ On peut pallier une éventuelle non-unicité de la solution en ajoutant un critére de discrimi-
nation, ce qui n’est généralement pas pénalisant (bien au contraire, s'il est construit pour
éliminer des solutions physiquement non acceptables). La non-unicité peuf par exemple
étre occasionnée par une sollicitation “incompléte” du modéle par la donnée z € Z. Par
exemple si on cherche & caractériser le comportement plastique d’un métal, il faut le solliciter
effectivement dans la zone de comportement plastique ; dans le cas contraire, c’est & dire pour
des sollicitations restant dans le domaine élastique, les caractéristiques plastiques admissibles
avec les sollicitations envisagées sont quelconques et il n'y a pas unicité de la solution du
probléme de détermination du comportement & partir de la sollicitation en question. Il faut
cependant noter que dans ce cas, une méthode de moindres carrés ou d’inversion gaussienne
fournissent par construction une {quasi-) solution unigue en fournissant par exemple, pour
les paramétres relatifs 4 la partie plastique du comportement du matériau, un jeu de norme
minimale (i.e. nul), puisque ceux-ci ne jouent aucun réle pour les sollicitations considérées.
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En reprenant le modele linéaire et si n > p, la sollicitation du modeéle est “incompléte” car
un certain nombre d’éléments de la matrice restent indéterminés (le modéle est cependant
susceptible d’&tre vérifié exactement par les données expérimentales, si ’on fait abstraction
des bruits expérimentaux).

e La continuité de z € Z — z € X est un point important dans la résolution du probléme

inverse. En effet, pour le bien fondé du modéle, il est nécessaire qu'une petite variation de la
donnde d’entrée 6z n’engendre qu'une faible variation 6z de la solution du probléme inverse.
Dans la pratique, il faut considérer comme donnée la mesure expérimentale Z avec une boule
’incertitude (figure 4.2) représentant le bruit de mesure : si la propriété de continuité n’est
pas assurée, on ne peut mettre aucune confiance dans I'inversion du modele, cette opération
perdant alors tout son sens. Il faut donc rendre le probléme inverse (localement) bien posé.
L’idée consiste alors 4 modifier le probléme inverse en le régulerisant (Tikhonov, Arse-
nine [31]} : cette opération est trés dépendante du type de probléme mais elle correspond
généralement 3 une légére modification du modéle, de 1'espace X ou d’un compromis entre
le respect du modéle initial et d’informations supplémentaires. Elle permet d’assurer la con-
tinuité du probléme inverse.
Ce cas de figure peut s'observer sur un modeéle linéaire s’il existe une direction propre
wy € IR™ associée & un valeur propre A petite {devant les autres valeurs propres). Le probléme
direct est alors peu sensible aux variations de x dans cette direction w). Le probléme inverse
est, lui, trés sensible dans cette méme direction puisque la valeur propre associée est A™?,
dont Videntification est trés sensible au bruit sur les données expérimentales {erreur relative
élevée sur cette composante). Dans ce cas, il peut étre intéressant de reformuler le probléme
sur R"~! (i.e. le régulariser) en supprimant cette direction w, “pathologique”.

4.3 Analyse des données expérimentales

Dans le probleme type d’identification décrit par la figure 4.1, I'information objective et
non soumise & une guelconque modélisation est contenue dans les données expérimentales. Ces
mesures sont la conséquence de la sollicitation de la structure : le choix pratique de Pexcitation
et des mesures que ’on réalise dépend de la caractérisation de la structure que l'on recherche
pour en donner une modélisation dans le domaine de sollicitation considéré.

Les données expérimentales sont les suivantes. On suppose avoir accés, pour certains ins-
tants ¢; € [0,T], sur des zones de la structure et notamment sur sa frontiére, & des grandeurs
mécaniques (efforts, déplacements, déformations) : ce sont les endroits ot la sollicitation est
imposée (et donc connue), et bien siir les zones ou sont placés des capteurs. Qutre le fait que les
mesures sont discrétes en temps (et que ce signal est bruité), elles peuvent étre ponctuelles en
espace {c’est 3 dire que la mesure se fait sur une zone suffisamment petite pour &ire considérée
comme ponctuelle ; c’est le cas avec une jauge de déformation ou un accélérométre} ou consister
en une donnée globale relative & une portion de structure (c’est le cas lorsque 'on mesure la
résultante des efforts sur un appui, comme pour P'essai aux barre de Hopkinson).

D’autre part, le chargement est bien connu et 4 tout instant sur certaines zones comme par
exemple les surfaces libres ol l'effort est nul, et, de facon analogue, les parties encastrées ol
le déplacement peut étre considéré comme nul avec une bonne approximation. On répartit les
mesures en deux catégories.
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Données duales

Les données expérimentales qui sont qualifiées de duales sont celles qui, en un point ou
une zone de structure associent une information en déplacement A une information en effort.
Pratiquement, cela correspond & la mesure simultanée, en certains points de la structure, et sur
intervalle de temps t; € 0,77}, d’une composante d'effort et de la composante de déplacement
(ou vitesse) dans la méme direction ; on peut noter que dans bien des cas, I'une de ces grandeurs
résulte de 'application contrdlée de 'autre {contrdle en effort ou en déplacement, de ’expérience ;
on note que ce n’est pas le cas du systéme aux barres de Hopkinson...). On peut noter que les
cas limites suivants entrent dans cette catégories de données : d’une part une mesure de force
réalisée au niveau d’un encastrement et d’autre part une mesure de déplacement (ou de vitesse ou
d’accélération) sur une surface libre. Cette derniére situation est fréquente puisque sa réalisation
expérimentale est généralement simple ; elle se rencontre notamment pour le recalage de modeéles
vibratoires (Ladevéze, Reynier [67], Billet [6], Zhang, Lallement, Fillod, Miranda [94]).

Pour la caractérisation du comportement, la connaissance de grandeurs duales est primor-
diale. Elles sont qualifiées de duales parce que leur produit (dans le Principe des Puissance
Virtuelles) correspond & la puissance (ou au travail) apporté au systéme (au niveau de la zone
considérée) lors de son évolution et donc directement reliées au comportement du matériau qui
constitue la structure.

Sil'on considére une classique expérience de compression, pour laquelle on fait des hypothéses
d’homogénéité et d’uniaxialité des champs mécaniques, c’est bien la donnée des déplacements et
des efforts aux deuz extrémités de I’éprouvette qui permet de tracer un diagramme (g, o) et, par
14, d’appréhender le comportement du matériau constituant 1'échantillon. Cette notion est trés
intuitive dans la mesure oli, pour avoir une information sur le comportement, il faut “palper”
le solide, c¢’est A dire estimer sa déformation relativement i sa résistance.

Données complémentaires

Les données expérimentales entrant dans cette catégorie sont en fait toutes celles “qui ne
sont pas duales”. Entrent donc dans cette catégorie :

¢ les données homogénes (nulles) issues d’'une connaissance a priori des conditions sur une
portion de structure (surface libre ou encastrement) et pour laquelle aucune autre mesure
n’est réalisée,

e les mesures de déplacement ou de déformation sans mesure d’effort associé (ou vice versa) ;
c’est le cas par exemple pour une jauge noyée dans une structure ;

¢ les mesures relatives 4 un instant donné comme, par exemple, un cliché de la structure.

Cette catégorie de données expérimentales ne contient pas d’information sur le comportement,
c'est pourquoi elles sont qualifiées de complémentaires. En effet, pour faire un paralléle avec
les données duales qui correspondent & une palpation, les données complémentaires seraient
associées 4 I'unique fait de visualiser I’évolution de la structure sans mesurer 'effort (ou vice
versa), ce qui n’apporte évidemment rien sur le comportement du matériau. Le cliché 1.10 en
est bien entendu un bonne illustration.

4.4 Modélisations

Aprés ce passage en revue des données expérimentales et si I'on se référe toujours a la
figure 4.1, il est nécessaire de décrire la structure, du point de vue de sa géométrie, des champs
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meécaniques qui y sont attachés et qui traduisent les sollicitations, et de définir ce que I'on entend
par comportement.

4.4.1 Description géométrique de la structure

On se place dans le cadre de la mécanique des milieux continus. Pour décrire 1'évolution de la
structure considérée, on considére un espace euclidien affine £ de dimension 3 associé & I'espace
vectorie] E muni d’une base orthonormée et du produit scalaire usuel. Ceci permet d’identifier
E et son dual E* ainsi que leurs bases respectives ; la représentation des grandeurs vectorielles
et tensorielles est donc unique et les opérations sur ces grandeurs peuvent étre assimilées & des
opérations matricielles.

On suppose vérifiée, dans cette étude, 'Hypothése des Petites Perturbations (HPP), c’est
a dire que ’on peut confondre les points de la configuration déformée, & l'instant ¢, avec leurs
points homologues dans la configuration initiale et que les déformations du milieu restent petites.
On note de fagon générique 2 le domaine occupé par la structure.

Les notations utilisées pour les grandeurs cinématiques attachées i la structure sont u{x, 1),
pour le déplacement du point =z € Q 4 l'instantt € 0,7, et v(z,t) = ‘-%, pour la vitesse de ce
méme point.

On définit par ailleurs 'opérateur de déformation associant & un champ de vecteurs w(zx)
sur { le champ tensoriel d’ordre 2 (dans E ® E, défini sur Q) :

= grad "™ w(zx)

1Im

_ 1 {ow dw?
(ﬂ)—z(“érax)

qui permet de définir le taux de déformation sur £ par :

d(z,t) = gv(z, )]

4.4.2 Modélisation des efforts

A partir de cette construction géométrique, on introduit la modélisation des efforts par
dualité grice au Principe des Puissances Virtuelles qui traduit Péquilibre (dynamique) de la
structure, soumise 4 des efforts et assujettie & certains déplacements. L’espace vectoriel des
mouvements virtuels en chaque point est ’espace vectoriel E ; il contient donc de fagon certaine
les vitesses associées aux mouvements réels de la structure ainsi qu’aux mouvements rigidifiants
pour la structure. On note v* = v*(z|z € ) les champs de vitesses virtuelles 2. On écrit le
Principe des Puissances Virtuelles :

Vo' €E,  Pie’) + Pe(v’) = Palr’) (4.1)

avec P,(v*) puissance virtuelle des efforts d’accélération, P.(v*) puissance virtuelle des efforts
extérieurs et P;(z*), puissance virtuelle des efforts intérieurs, mise en jeu uniquement lors d’une
déformation du milieu continu et qui reste nulle pour tout mouvement rigidifiant.

Le choix de I'espace fonctionnel des vitesses virtuelles détermine par dualité I'espace fonc-
tionnel auquel appartiennent les efforts modélisés. De fagon générale, ’espace des mouvements
virtuels doit contenir les taux de mouvements réels & chaque instant, ce qui assure (par dualité)
que les puissances mises en jeu a chaque instent restent finies ; les conditions de régularité tem-
porelle des champs mécaniques sont choisies de maniére 4 ce que les énergies associées a ces
champs soient bornées. Les termes du PPV s’explicitent comme suit :
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¢ la puissance virtuelle des efforts d’accélération modélise les efforts d’inertie dans la structure
et donc la répartition de masse dans celle-ci :

Pu(v”) = /npl-u* 1Y) (4.2)

ol p = p(z,t) est la masse volumique de la structure au point courant = et v = v(z, )
I'accélération particulaire.

¢ la puissance virtuelle des efforts intérieurs s’écrit :
Pi(n*) = — f g: d"dQ (4.3)
aZ 2

avec g tenseur des contraintes de Cauchy et &* = g(v*) taux de déformation virtuel. Cette
écriture est imposée par le choix d’une description locale des efforts (en fait, du comportement,
voir paragraphe 4.4.3) : ils ne dépendent gue de la cinématique au voisinage du point matériel
considéré. Dans le champ de vitesse réel u, P;(u) représente la puissance nécessaire pour
déformer la structure ; elle contient 'information sur le comportement du matériau constitutif
de la structure.

o les efforts extérieurs sont de deux natures : il peuvent étre volumiques (actions 4 distance de
densité f) et s’appliquer sur les éléments de matiere ou s’appliquer sur la surface extérieure
de la structure (densité surfacique T, conséquence des actions de contact du milieu extérieur
sur la structure). La puissance virtuelle des efforts extérieurs s’écrit :

?e(u*)=Li-y*dn+an-g*ds (4.4)

4.4.3 Comportement

Dans les sections précédentes ont été présentés le cadre cinématique d’une part et la de-
scription par dualité des efforts dans la structure d'autre part. Ces deux groupes d’équations
ne suffisent pas pour déterminer les champs mécaniques lors du chargement de la structure. II
est nécessaire de leur adjoindre des relations qui décrivent les propriétés du milieu considéré
c’est & dire la facon qu’a la matiére de réagir aux actions mécaniques. Ce sont les relations
de comportement ou équations constitutives. Ces relations font donc le lien entre les grandeurs
cinématiques et les efforts. Dans le Principe des Puissances Virtuelles, c’est le terme P; des
efforts intérieurs, relatif 4 la nature du milieu, qui se trouve précisé par la donnée du comporte-
ment : le comportement constitue une relation entre les contraintes et les déformations & tout
instant, en un point donné (dans ’hypothése du principe d'action locale).

Forme du comportement

Dans un premier temps, on note par q le vecteur des variables cinématiques ou de déformation
et par Q le vecteur des variables d’effort associées {c’est i dire que le produit @ - ¢ représente
la puissance de déformation mise en jeu dans le processus - ¢ représente la dérivée temporelle
de g(t)). On utilise & dessein une notation qui ne précise pas ce que sont déformation et con-
trainte ; elle représente aussi bien une déformation d’une particule du milieu (respectivement
une contrainte) qu’'une grandeur cinématique (respectivement une force) globale a laquelle on
aurait accés lors d’'une expérience.

Les lois les plus simples sont bien entendu représentées par des lois linéaires entre ¢ et
q (élasticité), entre @ et ¢ (viscosité). Si les deux phénoménes entrent en jeu, on écrira une
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relation @ = f(g,4) et en prolongeant ce raisonnement on peut imaginer faire intervenir les

dérivées successives (), @, Q,... et ¢, ¢, §,... pour obtenir une relation de comportement de la
forme :

f(Q!'j'iﬁs""Q!Q"év") =0

Mais bien souvent, ce type de formulation se révéle insuffisant ; en effet, I'expérience fournit
de nombreux cas pour lesquels c’est tout le trajet de chargement qui influence le comporte-
ment A I'instant actuel : il est donc nécessaire de tenir compte de I’histoire du chargement sur
I'intervalle de temps | — oo, [ en plus des valeurs & Uinstant ¢, g(t), ¢(t), §(t),... et Q(t), Q(¢),
Q(t),..., indépendantes de cette histoire. On écrit donc a priori le comportement sous la forme
fonctionnelle ! :

f( Q‘(TlTE]-oo,t{)a Q(TITE]——oo,t[)1 g(t),4(t), G(¢), -, Q(t)!Q(t):Q(t)a'" ) =10

dans laquelle la dépendance fonctionnelle peut faire intervenir la fonction elle méme, mais aussi
I'une quelconque de ses dérivées, s'il existe une dépendance horaire du trajet de chargement.
Cette écriture n’a cependant d’intérét que si 'on peut (par intégration) exprimer ¢ en fonction
de @ ou vice versa c’est & dire :

Q(t) = f( Q(Tlfe]—oo,t[)’ g(t), 4(£), G(t), .., )

et, en tenant compte du principe de non dualité :

g(t) = f( Q(Tl're]—co,t[)a Q(t))

Ce principe de non dualité, introduit par Mandel (Mandel [76]), reléve du fait qu’il n’existe pas
de phénomeéne dual de la viscosité : si Q(¢) peut dépendre de I'histoire de ¢ ainsi que de ses
dérivées successives A P'instant ¢, il n’en est pas de méme pour g(¢) qui, en plus de sa dépendance
de 'histoire de Q, ne peut dépendre que de la seule valeur actuelle Q(¢).

Cette formulation du comportement est la seule qui scit entiérement rigoureuse. Son in-
convénient majeur est de ne pas étre pratiquement utilisable & cause de la dépendance fonc-
tionnelle en I’histoire du chargement. C’est pourquoi, cette dépendance est souvent remplacée
par un jeu de variables internes (noté a), dont la connaissance & l'instant { représente avec
une bonne approximation ’histoire jusqu’a cet instant. Cette formulation nécessite bien en-
tendu Pintroduction de lois complémentaires qui décrivent 1’évolution de ces variables internes
au cours du processus :

Q1) = f( Q(t),(i(t),ff(t),---, Or(t) ) ) a(t) = h’( Q(t)v‘j(t)) 6(t)v"'1 a(t) )

L’hypothése du matériau standard généralisé (Halphen, Nguyen [53]) entre dans ce cadre. On
s'y donne, en effet, un potentiel énergie (libre) ¥(g, o) duquel dérivent les efforts @ et les forces
internes A associées aux variables internes :
av ov

3 A= —
g da
L’introduction d’un second potentiel {de dissipation) ¢(Q, A) permet de décrire 1’évolution des

variables internes :
:

Q=
aA
Dans le cas ou 'on prend en compte la température, on ajoute cette variable comme coordonnée
suplémentaire du vecteur g, la variable duale étant alors ’entropie (ajoutée au vecteur Q).

e terme “f” est ici utilisé de fagon générique et désigne une fonction ou une fonctionnelle de ses arguments
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Conditions sur la forme du comportement

Les premiéres écritures proposées dans le paragraphe précédent sont issues d'une approche
expérimentale. La formulation du comportement doit cependant vérifier un certain nombre de
principes physiques et la signification de ¢ et @ doit étre précisée.

On suppose que le matériau vérifie le principe d’action locale, c’est 3 dire que la relation de
comportement au niveau d'une particule de matidre ne fait intervenir que les interactions avec les
particules de son voisinage. Le matériau est de plus supposé matériellement simple, c’est & dire
que dans la formulation du comportement le vecteur g, contenant I'information cinématique,
représente la déformation de I'élément de matiére. Par dualité, le vecteur @ correspond au
tenseur des contraintes g.

Le matériau doit présenter une certaine stebilit¢ dans un voisinage de son état naturel :
dans la mesure o1 il est possible de définir une énergie libre, celle-ci doit &tre convexe dans ce
voisinage de 'état naturel. En élasticité linéaire, par exemple, ceci se traduit par le caractére
défini positif du tenseur des coefficients élastiques.

Le comportement doit de plus vérifier la condition d’admissibilité thermodynamique, c'est &
dire ne pas violer les restrictions de dissipations (intrinséque et thermique) positives imposées
par le second principe de la thermodynamique. Dans le cas des matériaux standards (Halphen,
Nguyen [53]), cette condition revient & imposer au potentiel de dissipation d’étre convexe.

Quelle que soit ’écriture choisie pour le comportement, celle-ci nécessite un certain nombre
n de parametres, supposés réels et notés {p;,¢ = 1..n} dans toute la suite. On fait 'hypothése de
continuité du comportement par rapport auzr paramétres : pour un chargement fizé, on considére
I"évolution d’une structure sur un intervalle de temps [0,7] ; les champs mécaniques sur cette
structure, pour ¢t € [0,T], obtenus avec le jeu de paramétres {p; + §p;} restent “proches” de
ceux résultant du choix des paramétres {p;}, pourvu que les dp; soient suffisamment petits (un
cadre adéquat permettra de préciser cette notion au paragraphe 5.4.2). Concrétement, cette
hypothése traduit le fait qu’d propriétés mécaniques voisines, la réponse de deux matériaux est
semblable.

NOTE: On a, 4 ce stade, donné un cadre a tous les acteurs de la figure 4.1 qui définit le probléme
type. Il faut & présent les faire interagir en introduisant un certain nombre d’“outils”. o
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Outils de résolution

RESUME : On se donne dans cette section les outils nécessaires & la résolution du probléme
type. Le probléme type étant de nature tnverse, la premiére étape consiste i poser précisément
le probléme direct. Ensuite, on introduit le probléeme type idéalisé, qui permettra la résolution
du probléme type.

5.1 Le probléeme direct

Ce premier et peut étre le plus important des outils est la résolution du probléme direct dont
est issu le probléme type, de nature inverse. Il est nécessaire qu’il soit bien posé {cf section 4.2).

On considére donc le probieme d'évolution sur un intervalle de temps fixé [0, 77 d’un solide
occupant le domaine €2 de £. Ce probléme consiste 4 déterminer, pour tout ¢ € [0, 7], quels sont
les champs mécaniques dans la structure.

Le référentiel dans lequel on se place est supposé galiléen de sorte que 1'accélération parti-
culaire vaut : 2

vz, t) = F% = ii(z, ).

L’état initial de la stucture 4 { = 0 est supposé libre de contraintes et la structure est au
repos ; en conséquence, les champs mécaniques sont tous nuls & ¢t = 0. On note {807, 92/} une
partition de la frontiére 992 de 2.

1. Les conditions aux limites du probléme d’évolution sont imposées de la fagon suivante :

A. vitesse imposée & chaque instant sur 3" :

vz, t) =2v%z,t) sur IN°

B. effort imposé & chaque instant sur 997 :

T(z,t) = g(z.t) - n =Tz, t) sur QS
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Figure 5.1 : Probléme direct

2. L’équilibre dynamique de la structure & chaque instant est assuré par le Principe des Puis-
sance Virtuelles :

V*€E, Vte[0,T], -—/g:i*dﬂ+ ’._I‘_-y*dS=-/p7-1_J*dQ (5.1)
Q= = Jaa Q' = ) |

Piu*) Pe(u*) Palz*)

o’ -

oh d*(x) = gfp*(z)] est le taux de déformation virtuelle associée au champ de vitesses
virtuelles ¢*, et ol Pon a supposé, comme dans toute la suite, négligeables les efforts de
volume.

3. A ces deux groupes d’équations, 4 savoir les équations de liaison {conditions aux limites sur
la frontiére & chaque instant) et I’équilibre (Principe de Puissance Virtuelles) il faut, pour que
le problkme d’évolution aif un sens, introduire les propriétés du matériau constitutif de la
structure c’est & dire les relations de comportement liant les efforts intérieurs a la déformation
du inilieu.

Sous les conditions des points 1, 2, 3, et dans un cadre fonctionnel adéquat, ce probléme
d’évolution est généralement bien posé, sous réserve de certaines propriétés des relations de
comportement. Ces propriétés du comportement sont examinées dans la suite et on les suppose
vérifiées.

DEFINITION (PD) : On appelle probléme direct le probléme d’évolution bien posé défini par les

points 1, 2, 3 ci-dessus 1. o

5.2 Etude du probleme direct

On examine dans cette section quelques propriétés de la solution du probléme direct. Ces
propriétés sont hien entendu développées en vue de la résolution du probléme type.

1c'est & dire que ce n’est pas n'importe quel probléme d’évolution mais bien celui qui vérifie ces frois points.
Par exemple, le probléme de Cauchy décrit dans la suite est aussi un probléme d’evolution mais ne constitue pas
un probléme direct au sens de cette définition.
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5.2.1 Unicité de la solution

Pour prouver, entre autres, I'unicité de la solution du probléme direct, il est utile de donner
une formulation intégrée en temps du Principe des Puissances Virtuelles. Cette formulation
intégrée en temps permet une approche globale du processus d’évolution de la structure. Puisque
'on se place dans I'Hypothése des Petites Perturbations, le domaine Q sur lequel portent les
intégrales dans le Principe des Puissances Virtuelles est invariant ; la sommation en temps est
alors possible.

L’unicité de la solution du probleme direct s’obtient alors en comparant deux chemins
d’évolution a priori distincts de la méme structure, sur le méme intervalle de temps [0,77] et
bien entendu en partant d’états initiaux identiques. On donne les indices (1) et (2) aux deux
évolutions considérées. Choisissons & chaque instant comme champ de vitesses virtuelles la
différence des champs de vitesses des deux évolutions : v*(z) = v!(z,t) — 2%(x, ) ; le taux de
déformation virtuel est alors g*(z) = glv*(z)] = gM(z, t) — £2(x, t) et le PPV s'erit (i = 1,2)

I"-(gl—22)d5=fg":(§1~§2)dﬂ +/m"-(y1—g2)dn
an a0 - = o -

de sorte que par différence des relations obtenues pour i =1 et i = 2, il vient :
(T -1 (2 - v)dS = f (¢! -2 : (¢ -£%)aa + / p(a't - 7% - (@' - 2*)dQ
a5 Q- - - - Q - -

relation qu'il est possible d'intégrer sur [0,£] (V¢ < T') pour obtenir la relation globale :
i r
[ [ @ -1 @ -Pdsdr =
0 Jan

fotfn(gl ~g'): (@ - £)dadr + fut/ﬂ oyt -2 - (@' —2?)dQdr

On peut évaluer exactement 1'intégrale par rapport au temps dans le dernier terme :

t 1
/ oy - 7% - (@' - dr = Sp (! - ),
0 2
puisque y* = d;;;, ce qui conduit donc & :
&
[ (T'-T%- (z' — %) dSdr =
%
t
[ @ -2 -aadr+ [ 1@l -2 a0 (5.2)

Pour prouver 'unicité de la solution, supposons qu’il existe deux évolutions (1) et (2) dis-
tinctes mais relatives A la méme histoire de conditions aux limites :

vz,t) = Ed(ma t) sur aQ®
T(z,t) = T%zx,t) sur O
Ceci entraine la nullité du premier membre de I'équation (5.2) puisque v! = ? sur 9Q° et

T = T? sur 9. L'équation (5.2) s’écrit alors :

t
fo /Q(gl —g?): (@ - ) dQdr + fn%p(yl —p?)%,d2 =0 (5.3)
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Pour obtenir 'unicité de 1’évolution de la structure, on introduit la condition de stebilité du
matéricu av sens de Drucker (Drucker [33]). Cette hypothése s’ennonce de la maniére suivante :

HyPOTHESE {(H) : le comportement du matériau constituant la structure vérifie la condition de
stabilité au sens de Drucker si :

£
VeeQ , Vie[o,T] , f(_a_‘l—g2):(§l—§2)d720
(@ - -

pour tout couple d’évolutions de la structure (en partant d’un méme état initial). Cette condition
est vérifiée au sens strict si, lorsque I’inégalité ci-dessus devient une égalité et que el =2 =0
a t =0, les deux évolutions considérées sonf nécessairement identiques.

Lo |

Sous cette hypothése, qui correspond A une hypothése de monotonie du comportement, la rela-
tion (5.3) entraine :

vVt € [0, T] /ﬂ 3o(u' — ")}, d < 0

ce qui équivaut a :
vie[0,T],Vz e  vl(z,t) = v¥(z,1)

et prouve l'unicité de la solution en déplacement puisque ’état initial a été supposé identique
pour les deux évolutions (l'intégration en temps de la vitesse permettant de remonter aux
déplacements). Ensuite, par dérivation, les histoires des déformations g!(z,t) = g2(z,t) sont
identiques et, via la relation de comportement, les histoires des efforts dans la structure le sont
aussi.

RESULTAT : sous I’hypothése de monotonie (H), la solution du probléme direct d’évolution est
unique. <o

L'idée de “stabilité” est trés intuitive dans cette condition puisque, traduisant I'unicité de la
solution, elle empéche toute bifurcation éventuelle de la solution du probléme d’évolution.

11 faut noter que I’hypothése de monotonie faite sur le comportement couvre dans la pratigue
une large classe de matériaux ; en effet, de fagon élémentaire, I'inégalité de monotonie traduit
le constat expérimental selon lequel plus les efforts appliqués sur une structure sont importants,
plus les déformations et vitesses de déformations sont grandes (et vice versa). La condition de
stabilité au sens de Drucker correspond & cette propriété vérifiée par un élément de matiere
quelconque.

5.2.2 Egquivalence des conditions aux limites

Dauns le probléme direct, pour lequel les vitesses sont données sur 3QY et les efforts sur 907,
on détermine, entre autres, les quantités duales sur la frontiére & savoir les efforts sur 90 et les
vitesses sur 98f. On se demande alors ce que devient la solution de ce probléme si 'on change
de partition {9QY, 30 }. Ceci revient, de manidre plus directe, 4 se poser la

QUESTION : Peut-on imposer de fagon équivalente les efforts ou les vitesses dans le probleme
direct ? °
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Fixons une partition {807,99/}. La résolution du probléme d’évolution (solution (1)) donne
acces au couple (y,T") sur toute la frontiére. Ces champs, & présent considérés comme données,
permettent de construire une deuxidme solution (2) si I'on se donne une partition {37, /)
de 002 différente de la premidre. Dans le Principe des Puissance Virtuelles, le terme :

@ -1Y- @ -ahdsar
an

est alors toujours nul. En effet, sur 8Q° N Y et sur QS N 8K on impose respectivement les
mémes vitesses et les mémes efforts donc 1'un des termes de I'intégrale est nul. Sur 80" N 8Qf
les efforts imposés dans le probléme (2) sont ceux obtenus dans la résolution du probléme (1)
par conséquent T — T2 est nul sur cette portion de frontié¢re. De la méme fagon, on trouve que
le terme v ~ »? est nul sur 8 NAQY. On est par conséquent ramené au probléme d’unicité de
la solution du probléme d’évolution (relation (5.3) vérifiée), d’ol le :

RESULTAT : sous I'hypothése (H), il est équivalent dans le probléme direct d’imposer des condi-
tions aux limites en effort ou en vitesse. o

Ceci explique le terme de “condition de stabilité ” employé ci-dessus. En effet, imaginons une
expérience de compression simple. Le résultat précédent permet d’affirmer qu'il est possible, en
supposant ’hypothése (H) vérifiée, de piloter cette expérience de fagon équivalente en effort ou
en déplacement. Concrétement, on sait que cette affirmation reste valable tant que le matériau
est durcissant ¢’est A dire tant que la pente de la courbe effort déplacement reste positive ; dans
le cas contraire, le pilotage en effort conduit & la ruine de la structure, qui peut s’interpréter
comme une instabilité.

5.2.3 Opérateur Dirichlet-Neumann

Le résultat obtenu précédemment repose sur la monotonie du comportement. La formulation
intégrée du Principe des Puissances Virtuelles (5.2) implique, dans le cadre de ’hypotheése (H),
la positivité du terme :

- ¢ _ 2 . 1__,02 r
M(”‘fof.m(f T2) . (o} — p?)dSdr > 0

pour tout instant ¢ € [0, T et pour tout couple (1} et (2) d’évolutions.

La quantité M(t) ne dépend que des termes d’effort et de vitesse sur la frontiére ; sa positivité
traduit donc les conséquences de la monotonie du comportement au niveau de la surface de la
structure (on rappelle qu'un opérateur A : E — E est monotone si pour tout couple (u,v) € E?
on a (Au — Av)-(u—v) > 0 ; on a noté - le produit scalaire dans E). Cette monotonie
n’est autre que celle de 'opérateur Dirichlet-Neumann, qui, pour une structure donnée relie les
déplacements de la frontiére et les efforts qui y sont appliqués :

DN : {u(z,t),z € 092,t€[0,T]} — {T(z,t),z € dQ,t€[0,T]}
Dans la relation (5.2) le dernier terme :
fﬂ 3ot —")%d2 >0

s'interpréte comme une énergie cinétique associée & ’écart entre les deux évolutions. La positivité
de ce terme pour tout instant ¢ € [0, T'] fait que I'on ne peut avoir équivalence entre monotonie du
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comportement et monotonie de ’opérateur Dirichlet-Neumann, puisque dans ce cas, la positivité
de M(t) n’entraine pas la monotonie du comportement.

Sion considére une évolution quasi-statique, le terme d’énergie cinétique disparait : Punicité
de la solution et la propriété d'équivalence des conditions aux limites en effort et en vitesse qui en
découle sont dans ce cas assurées par la condition de stabilité au sens strict. En élasto-statique
(isotrope inhomogene), par exemple, le temps n’intervient pas explicitement et on montre que
la donnée de 'opérateur Dirichlet-Neumann est équivalente & la donnée du comportement (Con-
stantinescu [26]), grice au PPV et & une relation de polarisation de la fonctionnelle d’énergie
élastique liant grandeurs de volume et grandeurs sur la surface.

Ceci améne 4 penser que I’hypothése de monotonie de Popérateur Dirichlet-Neumann est
plus faible que I'hypothése (H) de monotonie du comportement. Dans le Principe des Puis-
sances Virtuelles (5.2), le terme relatif au comportement ne prend bien entendu pas en compte
les effets d’inertie ; ceux-ci ont cependant une grande importance dans la tenue de la structure
sous sollicitation dynamique. Ce sount les effets d’inertie qui expliquent la différence entre les
propriétés de monotonie de DN et du comportement.

Dans le cas du flambage dynamique par exemple (Gary [39]), les effets inertiels ont un effet
stabilisateur pour la structure et ils retardent I'instant de ruine. Cet aspect prend toute son
importance lorsqu'il s’agit de dimensionner des éléments absorbants (situés par exemple 4 Pavant
d’un véhicule automobile) puisqu’il influence (légérement) le seuil de flambage mais allonge
significativement le plateau (& effort pratiquement constant) précédent la ruine de la structure
{(figure 5.2). Faire 'hypothése de monotonie pour I'opérateur Dirichlet-Neumann revient donc a

F

vitesse de sollicitation
croissante

Figure 5.2 : Consolidation dynamique

considérer globalement la monotonie du comportement plus celle des effets inertiels.

Trés schématiquement, les effets d’inertie ont pour effet de compenser, dans une certaine
mesure, un comportement “radoucissant” si bien qu’au niveau de sa frontiére, la structure
peut présenter un comportement “durcissant” (sur un certain intervalle de temps, au moins)
correspondant & la positivité de M(%).

5.2.4 Le probleme de Cauchy

L’opérateur de Dirichlet-Neumann introduit assez naturellement le probléme de Cauchy. En
effet, on s'intéresse & un probléme d’évolution de la structure qui n’entre plus dans le cadre qui
définit le probléme direct (figure 5.1) : le comportement de la structure étant connu, on impose
3 la fois les efforts et les vitesses sur une partie 80° de la frontiére : on fixe ainsi partiellement
Iapplication de Dirichlet-Neumann.
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Dans P'espace-temps (z,t), ce probléme constitue un probléeme de Cauchy pour lequel les
conditions initieles sont données sur la surface dQ° x [0,T]. Le probléme étant de caractére
hyperbolique, on sait qu'il est intégrable au voisinage d’une surface sur laquelle on se donne la
valeur du champ cherché (ici la vitesse) ainsi qu'une dérivée de celui-ci eztérieure & la surface
('effort joue ici ce réle), pourvu que cette surface ne soit pas une surface caractéristique (Eringen,
Suhubi [36]). Ces surfaces s’identifient ici aux fronés d’onde : le probléme de Cauchy est donc
intégrable au voisinage de 8¢ x [0, T] (qui n’est pas un front d’onde...).

Considérons, dans {2, un sous-domaine variable §2,, indicé par le parameétre s € R (s corre-
spond & un “temps” auxiliaire). La variation de £2; par rapport 4 s est repérée par la “vitesse”
normale de sa frontiére ¢ = % -1 (ol P est un point de la frontiere de Q, de normale n) (figure
5.3). D’autre part on sait que la surface définie par 9, (considérée & s fixé) n’est pas une

Figure 5.3 : Probleme de Cauchy

surface caractéristique (Courant, Hilbert [28]). L’idée est d’exprimer la variation des champs
mécaniques dans ’évolution de la surface mobile, donnée par les relations (5.4) et (5.5). Ces
relations sont obtenues & partir du principe des puissances virtuelles sur le domaine 2, écrit
pour tout s :
/ c:Ved + [ pi-v*d = [ T.v*dS
P Q; 0,

Dans cette expression les champs mécaniques sont fonction de I'espace et du temps (de méme
que le champ de vitesses virtuelles v*). La dérivation des deux intégrales de volume par rapport
au “temps” s ne font apparaitre qu’un terme de flux (vitesse normale ), puisque 'intégrande,
noté Z, est indépendant de s :

d [ 740 = f o1 d§2+/ I ds
ds ,. 08
=0

de plus on a, pour l'intégrale de surface :

d

- .p*dS§ = T - v*) div, ds

P m’l v'dS faﬂ_ 5(L-4) + (L") diva(ym)

ol div, représente la divergence surfacique div—n- % ; la dérivée du produit T -v* se développe

en tenant compte de :
dv* ov* 8'0

d_s ds " (Yn) = an

la dérivée partielle par rapport & s étant nulle puisque ¥* est indépendante de s ; la dérivation
du principe des puissances virtuelles devient alors :

/ ¢: Ve wdS + [ pii-o'ydS —f (£+wa,(¢n))
Qs an, \ d

8’0
" on
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Les champs-test indépendants étant y* et sa dérivée normale %—‘E, on introduit le gradient sur-

facique V, = V-n® 38; pour intégrer par parties le produit g : Vu* et faire apparaitre la
dérivée normale du champ-test :

/Q:Vg“wds = / Q‘Vs2*¢d5+f o002 yds
o~ a9,~ . on
= —f (diVs(¢0)+2K¢a-n)-v*ds+f e-n)- 2L yas
a0, = = - - 3ﬂ,= = aﬂ

ou K représente la courbure moyenne de la surface 8}, au point courant. L utilisation de cette
relation dans I'équation précédente du principe des puissances virtuelles dérivé par rapport 3 s
donne :

' . ) dl ] N ov* _
/an’(d:pg— divs(yg) - 2Ky g-n— T —Idlvs(’l,bﬂ)) <" dS + fan.d) (g-n-T)- Fﬂ:dS =0

Ainsi, l'identification des cofacteurs de %‘ et de v* fournissent respectivement la relation
d’équilibre sur la frontiére, g - n =T, et la relation :

dT
25 = Vel divi(yg) — Tdivs(Yn) - 2K ¥ gn
Le développement div,(¥n) = ¢ divsn + V,% - n permet de transformer I’équation précédente,
en tenant compte des relations géométrique divyn = —2K et d’équilibre g-n =T, en :
dT . .
= = Yei-diviyg) - (Vey-2) T (5.4)

La velation (5.4) permet d'incrémenter sur le front 982, le vecteur d’effort normal T A partir des
grandeurs du second membre qui sont définies sur ce front.

Une relation supplémentaire est nécessaire pour déterminer I'évolution des champs ciné-
matiques. Cette seconde relation est liée au comportement, qui relie (de fagon bijective dans
I'hypothese (H)) Phistoire des efforts dans Q; A celle des déformations : comme on ne s’intéresse
qu’a des grandeurs définies sur la surface constituée par le front mobile, c’est en fait I’application
de Dirichlet-Neumann (pour la sous-structure définie par s fixée) qui est importante. C'est elle
qui donne le comportement surfacique. En particulier, on a accés au taux de déformation normal
(% et donc, sur le front 9§, de fagon équivalente, A :

2yt (5.5)

DEFINITION (PC) : Ce que 'on appelle probléme de Cauchy correspond a I'intégration des
relations (5.4) et (5.5) sur le front mobile 8f2,. °

En élasticité, on peut donner une expression explicite du comportement “surfacique”, c’est
a dire de la relation qui relie l'effort surfacique T & la déformation normale % (Bui [20]).

Si d’un point de vue théorique on traite ainsi la résolution du probléme de Cauchy, une
application pratique de cette méthode parait beaucoup plus délicate. En effet, I'intégration des
équations sur le front mobile est généralement instable, c'est & dire que pour une faible modifi-
cation des données sur le front initial, les solutions obtenues peuvent étre trés différentes. (voir
par exemple le probléme du laplacien, étudié par de nombreux auteurs (Bui [20])). Le probléme
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de Cauchy constitue ainsi un probléme d’évolution mal posé puisque trés sensible aux perturba-
tions des données aux limites. C’est pourquoi, il doit plutdt étre considéré comme un probléme
inverse, relatif au probléme direct défini en 5.1 puisqu’une régularisation est nécessaire. Une
méthode de contréle optimal par les déplacements sur la portion de frontiére olt aucun champ
n’est prescrit permet par exemple cette régularisation (voir dans la suite).

Pour fixer les idées, on peut par exemple considérer (en quasi-statique) le principe de Saint-
Venant. Considérons deux poutres chargées de facon identique mais encastrées de maniére
un peu différente ; au voisinage de 1’encastrement les champs mécaniques sont assez différents
alors qu’ailleurs ils sont quasiment égaux : des données de Cauchy dans une région éloignée de
I'encastrement ne sont pas discriminantes : elles ne permettent pas de “voir” l’encastrement.
L’intégration de ces données ne permet pas de reconstruire les conditions d’encastrement, qui
sont & ce moment-la trés sensibles au bruitage des données (d’ol1 la nécessité d’une régularisation
ou en d’autres termes de stabiliser le probléme en introduisant de Vinformation supplémentaire).

La formulation précédente du probléme de Cauchy n’exploite cependant pas le caractére
hyperbolique du systéme différentiel régissant I’évolution de la structure, c'est & dire l'existence
des surfaces caractéristiques correspondant aux fronts d’onde (contrairement au probléme quasi-
statique pour lequel ces surfaces n’existent pas). Dans le cas d’un systéme unidimensionnel {en
espace), les surfaces caractéristiques deviennent des lignes caractéristiques le long desquelles
il est possible de définir un invariant appelé invariant de Riemenn et de construire ainsi les
champs mécaniques & l'intersection de ces caractéristiques. Ces quantités invariantes ont pour
effet de stabiliser la résolution du probléme de Cauchy par la méthode des caractéristiques. Cette
méthode est examinée plus en détails au paragraphe 7.4.1 dans le cas de propagation d’ondes
dans un milieu unidimensionnel et appliqué au cas de la barre de Hopkinson.

5.3 Le probléme type idéalisé

Dans la section précédente, on a explicité comment la situation pratique illustrée par la
figure 3.1 pour l'essai aux barres de Hopkinson se généralise au probléme type défini par la
figure 4.1. Cependant, une analyse plus fine de 'essai SHPB, figure 3.2, montre que 'information
est bien plus riche si les données expérimentales sont des données en chague point et non pas
des grandeurs globales sur les faces de I’échantillon.

Comme la figure 3.1 s’est généralisée au probléme type, on généralise la situation, en quelque
sorte idéale, de la figure 3.2 & un probléme que 'on appelle le probléme type idéalisé.

Ce probléme type idéalisé est un outil pour la résolution du probléeme type, c’est & dire pour
Iidentification du comportement. Il est défin: comme suit :

DEFINITION (PTI) : Dans le probléme fype idéalisé, on se donne ezactement, sans incertitudes
de mesure et V¢ € [0,T] les efforts sur une premiére portion de frontiere, les vilesses sur une
autre portion de frontiére. Ces deux portions de frontitre sont a priori distinctes, pas obligatoire-
ment disjointes et leur réunion n’est pas forcément la frontiére entiere. A partir de ces données,
on cherche une solution au probléme d’évolution de la structure (i.e. la détermination des
champs mécaniques dans la structure, & tout instant). Le comportement du matériau constitutif
de la structure peut, selon les cas, constituer aussi une inconnue du probléme ou bien étre fixé. ¢

Supposons pour commencer le comportement fixé. Le probléme d’évolution (PTI) est en
général mal posé, et pour plusieurs raisons. Il se déduit en effet du probléme direct en relazant
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I'hypothése sur les conditions aux limites qui doivent dans (PD) &tre imposées soit en effort, soit
en déplacement et sur toute la frontiére. Les notations sont par conséquent les mémes que pour

Figure 5.4 : Probleme type idéalisé

le probleme direct. On introduit la partition de la frontiére (figure 5.4) :
an = 800 u a0 u 8 U B (5.6)

telle que :
«s aucune grandeur n’est donnée sur 809,
— les vitesses sont données sur 9€2%,
= les efforts sont donnés sur d§2Y,
s les vitesses et les effort sont donnés sur 8Q¥/.

Comme on !'a déja signalé, ce probléeme n’est bien posé que st AN = Q™ = 0, c’est i dire
lorsque I'on & affaire au probléme direct. Hormis ce cas particulier, on peut distinguer :

o si AN = P et O £ 0 le probleme est indéterminé et admet une infinité de solutions,
obtenues, par exemple, en complétant, de fagon arbitraire, les conditions aux limites sur 0%
pour construire un probléme bien posé (au sens défini au paragraphe 5.1). Ce cas se présente
notamment si la structure est en contact avec une autre structure (frottement, appui...)
auquel cas une mesure locale est souvent impossible est seules sont accessibles des grandeurs
globales (pour le cas du frottement c’est par exemple la resultante des efforts sur la surface
en contact : un loi de contact permet de lever I'indétermination et de fournir une solution).

o si Q" # @, on a affaire & un probléme de Cauchy si ’on ne prend pas en compte les données
sur 9§ et Q. Celui-ci détermine comme on I’a vu, de manitre théorique au moins, les
champs dans toute la structure, et en particuler les valeurs sur la portion 8Q \ 8Q*/ de la
frontiere. Ces derniéres quantités ne sont a priori pas égales avec les données sur 9N et
0/, ce qui rend ce probleme généralement mal posé, au sens défini au paragraphe 4.2.

Sauf cas particulier, le probleme d’évolution qu’est le (PTI) est donc mal posé. Deux types
de situations se présentent qui sont dues soit 4 un mangue d'information sur la frontiére, ce qui
autorise une infinité de solutions, soit A une surabondance de données sur certaines zones qui rend
impossible 'existence d’une solution compatible avec la totelité des données. On remarque que le
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probléme de Cauchy (PC) constitue la situation “charniére” : il y a a priori assez d’information
et aucune compatibilité n'est & vérifier sur la frontitre puisque 80" = 8QF = @. En tant que
sous-cas, le probléeme de Cauchy entre dans le cadre du probléme type idéalisé.

Pour construire une solution du (PTT), on va utiliser certains problémes directs “bien choisis”,
en utilisant les données aux limites, puisque, finalement, le seul probléme que ’on sache résoudre
est le (PD). Bien entendu, cette solution n’est pas unique puisqu’en fait on va transformer
le (PTI) pour obtenir un probléme bien posé, ce qui nécessite l'introduction d’informations
supplémentaires. Pour cela, on a besoin de quelques notions de compatibilité et d’admissibilité.

5.4 Admissibilité et compatibilité

5.4.1 Admissibilité statique, cinématique et dynamique

Les deux premiéres notions sont des notions classiques, & savoir qu’un champ de contraintes
(de Cauchy) est dit statiquement admissible s’il équilibre, & I'instant ¢ < T, sur la configuration
actuelle, les efforts de volume ainsi que les efforts imposés sur (une partie de) la frontiére :

SA(t)={g e H'(Q) | divg+ f =0 sur Q, g-n=T% sur 90}

De la méme maniére, un champ de déplacement est cinématiquement admissible & I'instant ¢ 8'il
vérifie, les conditions de déplacement imposé :

CA(t)={ue Hy(Q) | n=2u% sur 80%}

ou, de fagon équivalente par dérivation temporelle, un champ de vitesses est admissible 4 I'instant
t s'il appartient A : '
CA(t)={v e Hpy(Q) | u=1% sur 80"}

Le choix des espaces fonctionnels intervenant dans ces définitions détermine la régularité des
champs recherchés ; pour les problémes mécaniques on impose aux champs d’avoir une énergie
{de déformation, cinétique,...) finie, ce qui signifie que ces espaces sont généralement batis sur
une norme de type L? (ou similaire) (Dautray, Lions {30], Lions, Magenes [71]). On rappelle de
plus que les portions de frontiere 8Q¥ et 80/ sont a priori quelconques.

Dans le cas quasi-statique, les ensembles CA et SA sont définis indépendamment. En re-
vanche, en dynamique, les ensembles SA et CA sont couplés par les efforts d’inertie présents
" dans la distribution volumique d’efforts f ; on peut ainsi construire un ensemble de champs
(u,0) dynamiquement admissibles, sur un intervalle de temps [0,7] si les champs u(zx,t) et
g(;r:?t) sont respectivement cinématiquement admissible & tout instant et, par abus de langage,
-s-i;atiquement admissible avec un f qui contient les efforts d’inertie. A ces conditions qui portent
sur les données aux limites et sur 'équilibre de la structure, il convient d’ajouter des conditions
snitiales pour les champs sur la structure & ¢ = 0. On peut alors définir :

(u(z,t), afz,t)) € CAL(t) x SA(t), Vt € [0,T]

DA y(z,0) = yo(z) , g(2,0) = g, (), Vz € Q

f contient les termes d’inertie

La structure se trouve généralement au repos & t = 0 (gp(x) =0, Vz € Q) ; g () est alors un
champ d’autocontraintes.
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5.4.2 Réponses admissibles d’un comportement

L’ensemble des réponses admissibles d’un comportement va permettre de préciser la raison
pour laquelle le probléme type idéalisé est mal posé. Cet ensemble est 3 la base de la construction
d’une solution du (PTI).

L’ensemble des réponses admissibles est relatif & une structure donnée. On suppose que le
modele de comportement du matériau constitutif de la structure peut se définir par un vecteur
de paramétres réels {p;,i = l.n} (cf. paragraphe 4.4.3). On imagine ensuite I'ensemble des
problémes directs obtenus en appliquant toutes les conditions aux limites possibles A cette struc-
ture pour un jeu de paramétres donné.

DEFINITION : L’ensemble R*({p;}) des réponses admissibles du comportement défini par le
jeu de parametres {p;} est 'ensemble des couples { (v(z,t), T(xz,t)) | z€8Q, te€{0,T]}
formés par la vitesse et 1'effort sur la frontitre, & chaque instant, pour I’ensemble des problémes
directs envisagés. ©

On remarque que d'appliquer “toutes les conditions aux limites possibles” revient, & cause de
I’équivalence des conditions aux limites en effort et en vitesse (section 5.2.2), & appliquer un
champ de vitesses w(x,£) quelconque (dans un ensemble B donné) en tout point de la frontiére
et & chaque instant. On peut donc écrire :

R*({p:}) = A(B, {p:})

oi1 A est I'opérateur suivant :

A: BxR" — BxC

(w(z,t), {m}) — (wlz,t), I(z,t) = DN[uw(z,t), {p:}])

bati sur 'opérateur de Dirichlet-Neumann (c’est 4 dire sur la résolution du probléme direct
bien posé i cinématique w imposée sur toute la frontiére). B et C sont des parties des es-
paces de fonctions 5 et C qui contiennent respectivement les conditions aux limites en vitesse
et les conditions aux limites en force sur l'intervalle de temps [0,7]. On se donne d’autre part
des mesures sur ces espaces fonctionnels (et donc sur les ensembles B et C), de telle sorte que
I'opérateur de Dirichlet-Neumann ainsi que sa réciproque (opérateur Neumann-Dirichlet) soient
continus de B vers C et de C vers B respectivement : ce fait traduit "hypothése physique de
continuité du comportement. Dans le cadre de ’hypothése de monotonie (H), l'opérateur de
Dirichlet-Neumann est injectif de B vers C (il est équivalent d’'imposer les efforts et les vitesses).
11 définit donc une bijection continue de B vers DN(B, {p;}) (cette notation permet de préciser
la dépendance de DN par rapport aux paramétres de comportement) ; sa réciproque étant con-
tinue, B et DN(B, {p;}) sont difféomorphes, pour chaque vecteur de parameétres {p;} fixé. On
est & présent en mesure de définir correctement I’hypothése de continuité du comportement par
rapport au jeu de paramétres (voir paragraphe 4.4.3) :

DEFINITION : le comportement est continu par rapport aun jeu de parameétres si DN{y(z, t), {p: +
8p;}) — DN{u(z,t), {pi}) au sens de la mesure sur C pour v(z, t) fixé et dp; — 0. o

On fait ensuite varier le vecteur de paramétres {p;} dans une partie physiquement raisonnable
de IR*. On suppose donc que les parameétres {p;} décrivent un domaine borné K, de IR", donc
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compact. Supposons I'ensemble B fermé ; il en est de méme pour DN(B, {p;}) (difféomorphisme)
et B x DN(B, {p;}). On a la relation suivante :

R“=AB,Kn)= |J R*{m}))= |J BxDN@B,{m})=BxCs ,
{Pi}EKn {Pt’}EKn

en choisissant Cs = |J {p:}eKan DN(B, {p:}). Ceci entraine le :

RESULTAT : sous les hypothéses de monotonie et de continuité du comportement, sous les
hypothéses faites sur les domaines décrits par les conditions aux limites et les paramétres de
comportement, 'ensemble R est fermé. o

En effet, si on considére une suite convergente (v, T,,) d’éléments de R*¢ (au sens des métriques
de B et C), il faut prouver que la limite est toujours dans R®¢. On peut par définition associer
chaque (u,,ZT,) un vecteur de paramatres {p;},. De cette suite du compact K,, on peut extraire
une sous-suite convergente {pi}m — {pi}oo € K. La sous suite v,,, C B ainsi obtenune converge
vers un élément v, € B puisque B est fermé.

Considérons enfin la suite T! = DN(1,,, {p:}co)- Elle appartient au fermé DN(B, {p;:}co),
relatif au vecteur de parametres {p;}e donc elle converge vers un élément T"_ de DN(B, {p; }c0)-
Le comportement est supposé continu par rapport aux parameétres {p;} : c’est une propriété de
Papplication Dirichlet-Neumann et par suite de V'opérateur A. Cette continuité de A permet
d’affirmer que la sous-suite T,,, = DN(¥,,, {Pi}m) de la suite convergente T,, posséde la méme
limite que la suite T%, soit T0, € DN(B, {pi}«) ce qui prouve que la limite (v, T%,) de la suite
(0, T, ) est dans R*? qui est donc fermé.

5.4.3 Compatibilité des conditions aux limites

La notion de compatibilité des conditions aux limites par rapport au comportement repose
sur U"ensemble des réponses admissibles R2¢. On rappelle que cette question de compatibilité se
pose pour le (PTI) lorsque deux grandeurs duales (force et vitesse) sont données sur une portion
a0 de la frontiére.

Un jeu de conditions aux limites dans B x C (v donnée sur 8Q° x [0,T] et T donnée sur
AN x [0,7)) est donc gualifié de compatible par rapport au comportement défini par le vecteur
{pi}, ¢'il existe un élément de R**({p;}) qui coincide avec ces données sur les portions de frontiére
sur lesquelles ces données sont prescrites :

DEFINITION : les conditions aux limites sont dites compatibles avec le comportement défint par
{p,'} s

= DN(u, {pi})

= ¢ sur 9Q" x[0,7T]

= T% sur 9Qf x[0,7)

1(@.I)eBxCs

Rk N

cest & dire qu’il est possible de prolonger les données (v%,T%) par au moins un élément de
R ({p:})- e

Dans la suite on donne une méthode qui permet de construire, & partir de données aux limites
nou compatibles, des conditions aux limites “proches” des conditions initiales et compatibles, avec
un comportement fixé.
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Cette notion s’étend naturellement en considérant le degré de liberté supplémentaire consti-
tué par le vecteur {p;}, c’est & dire en examinant non plus uniquement les éléments de R*4({p;})
mais ceux de R en entier :

DEFINITION : il y a compatibilité avec le modéle de comportement si :

I = DN(z{m})
3w, T, {n})€BxCpxKn , v = z¢ sur 89" x[0,7]
T = T% sur 9 x[0,7) o

Dans le cadre que 'on vient de construire, on est en mesure de donner une solution au
probléme type idéalisé.



Solution du Probleme Type Idéalisé
et écarts. Solution du Probleme Type

RESUME : On traite dans cette section la résolution du probléme type idéalisé, résolution qui
permettra celle du probléme type. Cette résclution repose sur la notion d'écart entre évolutions.

6.1 Solution du probléme type idéalisé

La situation peut se schématiser de la facon suivante (figure 6.1) qui s’appuie sur ’ensemble
R* ou R*({p;}) selon que l'on autorise (probléme d’identification du comportement) ou non
{probléme d’évolution de type Cauchy ou apparenté) aux parameétres du modéle de comporte-
ment de varier dans K,. (Comme K, est compact, il suffit, pour passer de R®® & R*({p;}),
de restreindre K,, au point {p;} correspondant au comportement fixé. C’est pourquoi dans la
suite on travaillera systématiquement sur R°?, puisque les propriétés de ces deux ensembles sont
identiques). Il convient de préciser que, sur la figure 6.1, le point (%, 7%) représente en fait tous

{pi} T

Kn

B w v

Figure 6.1 : Situation du probléme type idéalisé

les prolongements (dans B x C) 4 la frontiére entiére des données 2 sur 8Q° U 3Q%/ et T¢ sur
anf uannf.

Bien entendu, ce schéma donne 'idée d’exhiber dans R®¢ un point proche du point (¢, T%)
comme solution du probléme type idéalisé. C’est pourquoi, on cherche comme solution du (PTT)

61
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celle(s) gui minimise(nt) une expression de la forme :

QR dl@D), (@4, 17%)] (6.1)
dans laquelle d [ ] représente une quantité qui mesure une “distance” (dans un sens qui reste
4 définir) entre un point de R*? et les données expérimentales (u?,T'?), de facon continue par
rapport au point courant (v, T") de R*.

Cette “distance” prend en compte 'intervalle de temps [0, T} et porte respectivement sur les
portions de frontiéres concernées par les données en vitesse (8Q°UIQYf) et en effort (8QfLHOS)
dans la mesure ot d [(z,T), (2%, T%)] = 0 si et seulement si ¥ = v? et T = T% sur, respective-

ment, Q¢ U 8% et 80Qf LAY, pour tout ¢ € [0,T]. On a alors la :

PROPRIETE : L’ensemble R%¢ étant fermé et d | ] supposée continue sur R, on sait que pour
le probléme (6.1) le minimum existe et est atteint pour un couple (z,T) € R*?. De plus on a
I’équivalence :

v%,T%) compatibles = min  d[(x,T), @%TH] =0

(%, 7% comp JEin, D), 1%

qui implique que, pour des données correspondant & un probléme direct, la solution cbtenue
par {6.1) est bien le solution de ce probléme direct. o

L’implication = vient du fait (cf. définition de la compatibilité) que, si v¢ et T% sont compatibles,
il existe une solution du probléme direct vérifiant v = et T =19 qui annule donc d| | ;
réciproquement 8'il existe (¢, T) € R* qui annule d | ], 2% et T% sont par définition compatibles
(section 5.4.3).

Ce procédé de construction donne toujours une solution au probléme type idéalisé (donc
aussi, comme cas particulier, au probléme de Cauchy) et posséde la propriété - nécessaire - qui
est de fournir la solution du probléme direct lorsque le {PTI) est de forme (PD). Qutre I'existence
d’un minimum dans (6.1), la minimisation doit étre bien posée par rapport aux données v? et
T2, c’est & dire qu'elle doit vérifier la continuité de la solution par rapport & celles-ci.

Notons @ la quantitée minimisée dans (6.1) et Qg la valeur prise par @ sur la solution.
Raisonnons par I’absurde et supposons que le processus de minimisation ci-dessus ne fournisse
pas des arguments dépendant continiiment des données aux limites. Il existe alors ¢ > 0 tel
que, pour tout 7 > 0, on peut trouver un couple (6v¢,8T%) de norme inférieure 7, c’est 2
dire [|6v%)l, + 6T < 7, pour lequel la norme de la variation de la solution du probléme
de minimisation (6.1) soit strictement supérieure & € : {[6u|ls + [|6Tlr + [|{pi}lim= > € (ol les
normes sont associées, respectivement, aux grandeurs apparaissant en indice).

Par hypothése, la variation de 'optimum de @ due au changement des conditions (4, T%) —
(v? + 6v¢,T¢ + 6T7?) peut étre rendue arbitrairement petite par choix de 5. La variation de
I'argument (z,T) — (v + 6v,T + §T) reste en revanche de 'ordre de ¢ ce qui implique que @
est minorée par Qg + a(¢) ol afe) est une expression strictement positive de e. En effet, si a(e)
était négative, comme 7 est arbitrairement petit, le couple (v + 6u, T + 6T) serait un meilleur
argument que (¥, T") pour la minimisation (6.1) : ceci contredit la définition de (u,T).

On considére i présent la valeur :

Q(a) =d[(v+ abu, DN(z + aby), (2 - 6%, T* — 6T%)]

obtenue avec les données v + §p¢ et T¢ + 6T, et une variation ady (0 < o < 1} de v.
L’hypothése de continuité de I'application DN entraine la continuité de Q(a) par rapport & o
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(puisque T = DN(u + a §v) est continue par rapport 4 a) ; pour un choix de 7 et a sufisamment
petits, les variations dv?, §T%, v et 6T sont telles que la valeur Q{a) peut étre rendue inférieure
aQo+ %a(e) ce qui contredit le fait que v + dv et T + 8T sont arguments optimaux de (6.1)
avec les données v? + fu? et T + 5T°.

RESULTAT : La solution du probléme de minimisation (6.1) est continue par rapport aux condi-
tions aux limites données, sous 'hypothése de continuité de 'application de Dirichlet-Neumann.
Ceci fait de (6.1) une méthode de résolution bien posée du probleéme type idéalisé. o

6.2 Construction de la solution du (PTT)

La difficulté de cette approche réside dans la description de I’ensemble R2¢ qui est trés vaste
et ne permet que difficilement de construire pratiguement la solution liée au processus de mini-
misation (6.1). La méthode est donc de restreindre le probléme en ne considérant qu'une partie
de R*® (fermée, pour ne pas changer la nature du probléme). On envisage deux réductions
successives de R,

1*¥* réduction :

Cette réduction consiste & fizer les conditions aux limites données uniquement en effort et unique-
ment en vitesse dans les problemes directs qui générent R puisque cette information est la
seule qui soit indépendante et non soumise a des conditions de compatibilité. On note S(w) (on
S(w, {p:}) si 'on veut insister sur la dépendance par rapport aux parameétres de comportement)
les solutions de ces problémes directs, définis par :

< vitesse v¢

— effort T imposé sur 9 x [0,77,
< vitesse w imposée sur (80%f U a0y x [0, T,

imposée sur 80" x [0, T,

ol le champ de vitesses w est considéré comme une varieble de contrdle. Le choix d’imposer
une vitesse plutdét qu'un effort est licite puisqu'il est équivalent d’imposer effort ou vitesse (sec-
tion 5.2.2). Dans ce cas, la minimisation revient 4 ajuster le champ w de fagon & minimiser
I'écart entre les couples (w, T(w)) et (2, T%) sur le domaine 8Q¥f x [0,T] (supposé non vide).

1l faut faire la remarque suivante concernant le probldme de minimisation (6.1) lorsque 89°
n’est pas vide. En effet, supposons pour simplifier que 3% = 80/ = @ ; le (PTT) est alors un
probléme de Cauchy. Notons wy, la variable de contréle qui correspond A la solution optimale
de (6.1) pour ce probléme de Cauchy. La valeur du minimum dans (6.1} est trés peu modifiée
par une petite perturbation §w, quelconque de w,, pourvu qu’elle n’affecte qu’une petite zone
éloignée de 90Q™f et reste limitée dans le temps (en effet, les solutions pour wy et wy + §wy
sont quasiment identiques, a fortiori au voisinage de 8Q%f). En revanche, d’un point de vue
pratique, il est délicat de discerner la solution w, de ses perturbations wg + é wy. Pour lever
cette indétermination, il faut ajouter de l'information e priori qui régularise le probléme de
minimisation {6.1). La contrainte sur wy n’étant en quelque sorte pas suffisante sur 0%, pour
prévenir par exemple des oscillations du contrdle wj, on peut pénaliser (6.1) par un terme
mesurant les variations de .

Une critique que 'on peut formuler tient au fait que cette approche est trop “mathématique”
et n'introduit aucune considération physique dans la comparaison des conditions aux limites ;
d’autre part, si 809 # 0, il faut prendre garde au sens physique de linformation ajoutée en
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régularisant le probleme (6.1).

27de réduction :

Cet inconvénient améne 4 considérer la méthode suivante. A partir des données du (PTI),
il est possible de construire, pour tout jeu de paramétres de comportement {p;}, les couples
de problemes directs dont les solutions sont notées - comme précédemment - S(w, {p;}) et
S*(w, {p;}), Pétoile faisant référence & leur caractére dual puisque ces solutions sont définies par
les conditions aux limites suivantes :

— vitesse imposée sur 92" pour S(w, {p:}) et S*(w, {p:}),
— effort imposé sur 8 pour S(w, {p;}) et 5*(w, {pi}),

< si la condition aux limites CL relative & S(w, {p;}) sur 0%/ correspond 3 la donnée du
vecteur vitesse sur une partie de 8Q%f et du vecteur traction sur la partie complémentaire,
la solution 5*(w, {p;}) est définie par les conditions aux limites duales CL* (c’est 4 dire,
pour S*(w, {p;}), la donnée de la vitesse sur la portion de Q" oi1 on impose la traction
pour S(w, {p;}) et vice versa),

— sur 0¥, on compléte arbitrairement les conditions aux limites, de la méme manidre pour
S(w, {p:}) et S*(w, {p:}) en imposant le champ de vitesse w.

Ces conditions aux limites fournissent la description d’une partie de R4, incluse dans la premiére
réduction (tableau 6.1). On a en effet réduit les degrés de liberté en fixant les formes possibles

an/f any FIVd aq?
Rd quelconque | quelconque quelconque quelconque
1% réduction T=T1¢ y = p® quelconque quelconque
274 réduction T=T* v = p® T=T%ouuy=20" guelcongue

Tableau 6.1 : Réductions de R°¢

des conditions aux limites sur 9Q¥/.

On note que les solutions S(w, {p:}) et $*(w, {pi}) ne sont identiques que si les conditions aux
limites sont compatibles par rapport & la loi de comportement. Cette question de compatibilité
ne se pose que si Q%S #£ @, ce que I'on suppose vérifié dans la suite. En effet, le probléme qui
nous intéresse au premier chef est celui de I'identification du comportement, identification qui
repose sur la connaissance des efforts et des vitesses sur une portion commune de frontiére.

Le principe est donc de construire une mesure de cette (non)-compatibilité : cette mesure est
appelée écart @ la compatibilité. Cette notion est introduite dans la section 6.4 ot sont explicités
et comparés différents écarts.

CONSEQUENCE : la solution du (PTI) sera construite & partir du couple (S(w, {pi}), S*(w), {pi})
qui présente [’écart le plus faible c’est & dire celui qui vérifie au mieux la compatiblilité des
conditions aux limites ; il vérifie donc :

min e (S(w, {p:}), 5 (w, {p:})) (6.2)
w,{p:}

Cette solution dépend a priori de I'écart choisi pour mesurer la différence entre deux solutions. ¢

La question qui se pose A présent est comment, a partir de S(w, {p:}) et S*(w, {p:}), don-
ner une solution au (PTI). Si I’écart entre ces solutions est faible, chacune est raisonnablement
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une candidate solution du (PTI). Cependant, si pour S(w, {p;}) on choisit v = v¢ sur 9Qf
et pour S*(w, {p:}) T = T° sur 0%, on constate que S(w,{p:}) est une solution plutdt
“cinématiquement admissible” tandis que S*(w, {p:}) est plutdt “statiquement admissible” :
ces solutions vérifient en effet respectivement un maximum de données en vitesse et un max-
imum de données en effort sur la frontiére (ce choix constitue une réduction supplémentaire).
On peut alors choisir comme solution du (PTI) le champ de vitesse v de la solution S(w, {p;})
et le champ de contrainte g* de la solution S*(w, {p;}). L’élément ¢* qui reldve de ensemble
SA et I'élément v dans CA ne sont pas compatibles, c’est & dire qu’ils n’appartiennent pas 3
DA : g* est en équilibre avec les efforts d’inertie issus du champ de vitesses ¥* qui ne sont pas
a priori compatibles avec les vitesses imposées. D’autre part, le champ de contraintes g associé
par la loi de comportement & la cinématique v est différent du g* choisi dans la solution.

Ces remarques font apparaitre comment doit fonctionner Uécart. 11 doit ére en mesure,
premiérement, de refléter la différence de cinétique (relation cinématique - efforts inertiels) en-
tre v et v* ; ensuite, il doit prendre en compte les différences liées au comportement (relation
cinématique - efforts internes) g et g*. L’erreur commise en prennant pour solution du (PTT)
le couple (u,g*) est alors mesurée par 1’écart entre les solutions S(w, {p:}) et S*(w, {p:}). On
rappelle aussi que cet écart est lié au défaut de compatibilité des données aux limites v% et T¢.

Dans le méme esprit, en utilisant des champs cinématiquement ou statiquement admissibles
et toujours grace & la notion d’écart entre solutions, on peut aussi imaginer partir de I'ensemble
DA pour donner une solution au (PTI). En effet, & un éément (z,g) € DA on peut associer
4 g par l'équation de comportement un champ de vitesses & et réciproquement un champ de

contraintes & en équilibre avec le champ d'efforts inertiels p 3 dt L’erreur associée & ’élément
(v,g) € DA est alors I'écart entre les deux solutions (z ,&) et (Z,¢). D’un point de vue théorique
cette approche peut paraitre intéressante, cependant la description de 'ensemble DA est en
général aussi délicate que celle de R%? en entier.

6.3 Construction d’une solution compatible du (PTT)

On suppose dans cette section que I'on a construit les solutions S(w, {p:}) et S*(w, {p;}) qui
minimisent {6.1) dans le cadre de la seconde réduction de I'ensemble R??. La solution du (PTI)
préconisée plus haut utilise le champ de vitesses v de la solution S(w, {p:}), qui présente un
caractire cinématiquement admissible, et le champ de contraintes g* de la solution S*(w, {p:}),
de caractére statiquement admissible. On rappelle que 'on a dans ce cas v = ¥ sur 8Q° UdQY/
et T =T sur 30F L QY.

On fize & présent le jeu de paramétres du comportement. A partir de (v, g*-n) ¢ R({p;})
(couple non compatible) on construit un couple de R24({p;}) grice  la suite de couples (v,,T,,)
dont on montre la compatibilité croissante et qui converge vers un élément de R*4({p;}) :

v =12
lh=g-n
U = ND{(t,)
{ £, =DN(v.) (n > 0) (6:3)
Un+t = i (Un +3'}n)
L tay1 = 3 (tn + tn)

et dont les termes successifs vy, t, sont de type “conditions aux limites sur toute la fronti¢re”
(en vitesse ou en force). Ils sont construits de la maniére suivante : la vitesse (resp. la force)
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a 'étape n + 1 est la moyenne arithmétique de la vitesse (resp. de la force) i ’étape n et de
I'image par I'application de Neumann-Dirichlet (resp. Dirichlet-Neumann) de la force (resp. de
la vitesse) & 'étape n (on rappelle que ND = DN~1). La suite v, (resp. ¢,) tend donc & “per-

o

Figure 6.2 : Construction de conditions compatibles

dre” son caractére cinématiquement admissible (resp. statiquement admissible) au profit d'une
meilleure admissibilité statique, via DN (resp. cinématique, via ND) (figure 6.2). Le couple
limite compatible (voo,tco) permet aussi visuellement de situer les données initiales vp et g (ce
sont de fonctions du temps).

Les termes de la suite sont construits dans I’espace des fonctions (vectorielles) L? sur le

domaine 902x]0,T{. Le produit scalaire sur cet espace de Hilbert et la norme associée sont
notés :

<g;;>=foT/an-;d5dt el = (2 2)

Pour obtenir les propriétés de convergence de (6.3) on va supposer que I'application DN
vérifie la propriété de régularité suivante : pour tous u, u', w, w' avec w et w' dans le segment
[u,u'], il existe n réel et strictement positif tel que :

|PN(w) ~DN@)I (., IDN@) = DNG)| 6.4)

fo—wl = =

H

Cette relation signifie que, sur un segment donné [u,u'], la “dilatation” d'un sous segment
[w,w'] quelconque par DN n’excéde pas le rapport (1 + %). A priori, plus le segment initial
[u, %] est étendu et plus le ccefficient 7 est élevé. Cette majoration est reliée a la non-linéarité
de Papplication DN et le coefficient (1 + %) > 1 obtenu pour la valeur la plus faible 5, de 7
est un indicateur de cette non-linéarité sur [u,u']. On généralise cette notion lorsque le segment
[z, u'] est remplacé par une partie de 1'espace.

Si Vapplication est linéaire, les rapports des normes intervenant dans les deux membres
de (6.4) sont constants et égaux 4 la norme de I’application linéaire en question : le coefficient
de non-lindarité est alors égal a 1.

Réciproquement, supposons 7,, nul. L’inégalité (6.4) devient alors une égalité. On identifie
[, w'] au segment [0,1] C R, et on pose v = (u' — u)/||v' — u||. Si pour un ensemble de points
w € [u, '] de mesure non nulle, 'inégalité (6.4) est stricte, on a :

IDN(u) - DN()|| =

fu 'DN(u + (o + da)v) — DN(u + aw)
1

< fo JIDN(u + (o + dav) — DN(u + o) (6.5)

J
< |IDN(u) - DN(u)|
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puisque J < [[DN(u) — DN(u')}]| do dans une zone de mesure non nulle. Cette contradiction
entraine I’égalité dans (6.4). La restriction de DN & [u,u'] est une dilatation de rapport z donc
elle est linéaire.

En conséquence, dés que 'application présente une non-linéarité, n,, est nécessairement
strictement positif. Si la propriété 7, = 0 est vérifiée pour tout segment d'un ouvert donné, la
continuité de DN impose & g (a priori relatif & chaque segment considéré) une valeur uniforme
sur cet ouvert et par suite la restriction de DN & cet ouvert est linéaire.

Si I'application DN admet une dérivée directionnelle 8, DN selon v au point w, le passage
a la limite w' — w dans le premier membre de (6.4) fait apparaitre la norme de cette dérivée
directionnelle. On interpréte donc (6.4) comme un contrdle, via 7, de I'accroissement local
8, DN (w) par 'accroissement maoyen p.

Dans la suite on supposera l'existence d’'un i > 0 permettant de vérifier uniformément la
propriété (6.4) dans un voisinage V assez grand de vy et Ty (cela suppose vg et ¥ proches c’est
4 dire que l'incompatibilité des données initiales vy et g n’est pas trop forte).

Etude des propriétés de la suite

Etudions & partir de 'hypothese (6.4) les propriétés de convergence de la suite (6.3) et pour
cela considérons I’étape n de sa construction. On écrit I'inégalité (6.4} entre le point {v541,E041)
et les extrémités du segment [(Tn,tn), {Un, fﬂ)] :

an+1 - tn” (1+ ) ” t n”

—r <
””ﬂ+1 — G| ” Un — Un|
||£n+1 - En“ ” tn — £n||
lvas1 ~ vall ( ) “'”ﬂ- - 'Un"

c’est A dire en tenant compte de la définition de v,; comme milieu de [v,,3,] :

[Ensr = tall < 52 || tn — &l
(6.6)
"tn+1 - tn” < 1_?2 ” tn — tn"

Ces relations permettent de situer le point £,;; dans l’intersection des boules centrées en ¢, et
tn, de rayon —'1” tn . Cette intersection forme le fuseau (a, b) (figure 6.3) de “diamatre”
V2 + 20 || ta—1a] et d“‘epaxsseur 7 || tn—Zall. On pose & = /7% + 25. Le point ¢,42, milieu
du segment [t,11,fn4+1] appartient par conséquent au fuseau image de (a,b) par Phomothétie
de centre t,41 et de rapport 1. La suite {t,} suit donc le schéma de la figure 6.4 qui permet
d’obtenir la relation :

| tnez = tnaall € max(3, 6) | tnsr = tall = & | tasr — tall (6.7)

dans laquelle s < 1sig <vVh—let & < % si 7 < V2 — 1 c’est & dire lorsque 1’on suppose la
non-linéarité de DN pas trop forte dans le voisinage V.

La relation (6.7) montre que la suite {t,} est de Cauchy et converge dans l'espace de
Hilbert choisi puisque la décroissance de la suite ||t,+1 — ¢a|| est plus rapide qu'une décroissance
géométrique de rapport x < 1. La suite {£,} présente des propriétés de convergence analogues et
posséde la méme limite, notée to,. L'image {v,} de {f,} par I'application ND est par conséquent
aussi convergente (ainsi que {#,}) puisque I’application ND est continue et sa limite v, n’est
autre que l'image de .
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! “tn' fn"

Figure 6.3 : Fuseau contenant £,

tn-l-z
2 Itn' tm-ll
t \t/_

n th' tn+ll

Figure 6.4 : La suite {t,}

RESULTAT : La construction définie par (6.3) fournit un couple (vs,fx) de conditions compa-
tibles, c’est & dire vérifiant ¢, = DN(ts). o

La compatibilité des couples successifs (v,,t,) est améliorée & chaque pas. Celle-ci est
quantifiée par I'écart entre les solutions S, et S, de conditions aux limites respectives (vn,f, =
DN{v,)) et (i, = ND(¢,),ts). En effet, une mesure de cet écart (voir section 6.4.1 pour sa
définition) est par exemple donnée par :

T
M, = f/(vn—ﬁn)-(fn—tn) dSdt = (vp — T} fn — tn)
0 Jan
< lvn = Ball - [l — tall =70 (6.8)

Schématiquement, la solution S, = S, relative aux conditions compatibles (v, too) S€ trouvent
“entre” les estimations successives S, et S}, (figure 6.5). La décroissance de chacune des normes
dans la majoration (6.8) est (plus rapide que) géométrique de rapport « ; la suite {M,} est donc
majorée par une suite géométrique de rapport x2. La compatibilité entre S,, et Sf s’interpréte sur
la figure 6.5 comme ’aire M,, du rectangle de sommets S, et S,. Le rapport My, /M, des aires
successives est un indicateur de la non-linéarité de DN : plus il est faible, plus la non-linéarité
(an voisinage de vy, #,) 'est. Si 'application est linéaire, ce rapport est nul (figure 6.6).

Dans la définition de la suite, le choix du milieu des segments pour construire les points a
I’étape suivante provient du fait que, lorsque 'application DN est linéaire, la suite est station-
naire & partir de n = 1 puisque le couple (3 (x? + ND(T%)), 1 (Z¢ + DN(z%)}) obtenu lors du
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n n+l

)
-

v V.

n+l n

Figure 6.5 : Construction "géométrique” de la suite, décroissance de M,

premier pas est compatible. Le choix dans (6.3) d’une pondération différente de (%, %) dans la

S

n

Figure 6.6 : Cas linéaire, pondérations (0.2, 0.8)

définition du pas n + 1 conduirait dans le cas linéaire & une suite géométrique, moins “perfor-
mante” que la suite stationnaire (figure 6.6).

Quelques résultats supplémentaires

On peut en effet étre un peu plus précis en ce qui concerne le “gain” de compatibilité. En
effet, la relation (6.7) permet d’écrire :

I tatp — tell < %&3 | tne1 — tull Y (n,p) € IN?

d’ol1 Pon tire, avec (6.7) :

I too = t1ll < 22 N 2 =t < 1% | 82 — toll = gy | Fo — ol
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soit :
| too — 2380 < g5l fo — toll < § || &0 — ol (6.9)

que I'on traduit par la figure 6.7 : 1o, appartient 4 la boule centrée en i de rayon ey I fo—
to]|. On en déduit les relations (6.10).

It —toll < 5=y Il o — all < || %0 — toll
) ] ) (6.10)
lteo = foll < g7y Il fo—toll < Il o — tol

Dans (6.9) et (6.10), I'inégalité stricte est subordonnée 4 la condition & < % (ie. 7 <2 -1).
Un raisonnement analogue reposant sur une minoration des variations de DN {parallélement &

tw
mﬁgfn Ito- ol
] -

- -
s

to £ ty

Figure 6.7 : Position de to,

la majoration (6.4)) ou, ce qui est équivalent, une majoration des variations de ND, conduit &
des relations similaires portant sur la vitesse mais avec des ceefficient #’ et &' (a priori différents
denetx):

¥

llveo ~ 23| < gy [1%0 — voll < 3 10 — woll (6.11)

fives = woll < grriry 9o — voll < {ioo — voll
(6.12)

lvoo — doll < =y 50 — voll < 170 — woll
Les relations (6.9) a (6.12) s'interprétent de la facon suivante. #; (resp. %p représente
’équivalent de la vitesse initiale vy (resp. l'effort initial ¢5) dans 'espace des efforts (resp. des
vitesses). J|fg — tg|| et ||Bp — vg|| mesurent donc le défaut de compatibilité du couple de conditions

aux limites initiales (vg, f5). Les relations (6.9) & (6.12) montrent que le défaut de compatibilité
entre la solution (veo,teo) €t les estimations initiales {wp,%p) et (Dg,1p) est améliorée.

Une autre propriété peut étre déduite de ces relations, qui concerne la figure 6.5 et la mesure
M,, de I'écart de compatibilité. Plagons nous dans les plans définis par les vecteurs vp — 7 et
to — tg et passant par vg et £y respectivement (figure 6.8). On peut donc écrire :

teo —to = a(fg — to) + £ too — o = (1 — @) (to — to) +t&
(6.13)
Yoo — B0 = B (vo — T0) + v Voo — ¥p = (1 ~ B) (Tp — vo) + v%

oi1 t1 et v sont respectivement orthogonaux & vg — 9 et fo — tg. On a donc :

Moo = (Voo = B0 too —t0) = @B {vo—To;fo—to) + (v ; tL)

Mooo = (Voo — V03 to— o) = (L—a)(l—B){ve —Tio; fo — o) + (v ; ta)
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L
max v o

|
|
|
|
|
|
\

1
|
|
|
1
|

Figure 6.8 : Construction pour la majoration
s0it :
Moo+ Moo= (1+208—a—B) My + 2{v5;tL)

ot My, My, et Mo,m sont des quantités positives. On définit ensuite 'angle entre les vecteurs
vg — Tg et tg — tp (cf. figure 6.8) par :

cos by = — = 2
llvo — Toll llte — toll

Comimne les points v, et to, sont respectivement dans les boules centrées en v; et £; de rayons
2—(1‘7_‘;—,7 [lve — o] et 2,(1—"_';) llto — to]| {cf. figure 6.8), on a les majorations :

&l <€ 3€lw-nl €=
ltSll < 3 € lito -l S (T
et les encadrements :
-6 <a<ia+9) \ s(1-€)<B<31+€)

ce qui permet d’écrire, en tenant compte de la définition de 8y :

Mooo+ Moo < (3 +E+€+3(1+ 525) 66) Mo = A My (6.14)
Cette majoration relie I'écart de compatibilité initial (c’est & dire sur les données) My i la somme
des écarts de compatibilité entre la solution (vee,%0) et les estimations initiales (%g,%0) (écart
Mﬂ,oo) et ('U‘o,fo) (écart Molm).

Dans le cas linéaire, on a bien entendu £ = £ =0et A = % Si l'on reprend la figure 6.6
on voit que (veo,too) est le centre du rectangle dont la diagonale est définie par les estimations
initiales (@, tp) et (vo,fo). En interprétant les mesures comme des aires, My est la surface du
rectangle de diagonale [(7o, fo); (20, 70)], Mo co celle du rectange de diagonale ({7, t0); (too to)]
et My oo du rectange de diagonale [(veo, too); (vo, 0)]- (6.14) devient dans ce cas une égalité avec
A=1,

D2ans le cas général, si la non linéarité n’est pas trop forte, c’est & dire 77 et 7’ sont suffisamment
petits, £ et £’ le sont aussi, si bien que 'on peut dans ce cas supposer :

Moo+ Moo < AMy avee L1<A<1 (6.15)
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Si toutefois cette relation ne peut étre vérifiée, on peut reprendre cette analyse a I'étape n de
la suite, c’est a dire prendre comme données initiales v, et ¢,. Pour n suffisamment grand, le
voisinage V de (voo, o) dans lequel on a & travailler est alors assez restreint pour que la non
linéarité de DN soit faible de sorte que 'on vérifie :

Moo+ Mpoo < AM, avee 1<A<1 (6.16)

Ces relations s’interpretent de la fagon suivante : la mesure Mp de la compatibilité des données
initiales vy et {p se partage en deux termes My o, et Mg,m qui situent ces données par rapport
a la solution compatible (¥eo,tac). Celle-ci est en quelque sorte optimale puisqu’elle contient &
la fois le caractére CA de vy et le caractére SA de £p.

Dans la pratique, les données aux limites initiales vp et £y fournies par les solutions S(w, {p;})
et S*(w, {p:}) ne présentent pas une incompatibilité trop forte si le modéle de comportement est
bien choisi, puisque I'écart entre S{w, {p;}) et $*(w, {p:}) a déja été minimisé. On exploite donc
dans 'algorithme (6.3) les applications DN et ND au voisinage de vy et #p, c’est & dire dans une
zone limitée pour laquelle on peut supposer la non-linéarité suffisamment faible de sorte que les
propriétés énoncées sont valables.

6.4 Mesure de I’écart entre solutions

6.4.1 Deéfinition d’un écart

On considére, pour une structure de comportement donné, deux évolutions repérées par les
indices (1) et (2). Ces évolutions sont les solutions (S;) et (S;) d'un probléme direct, pour les
conditions aux limites notées (1) et (2) respectivement. L’état initial est supposé identique dans
les deux problémes directs. Une mesure d’écart entre les solutions (S1) et (S2) doit posséder les
propriétés suivantes :

e(S1, S2) = e(Sz, 51) (symétrie)
e(S1,52) >0 (positivité)

6(51,32)=0 = S]_ES2

Deux évolutions sont considérées comme proches lorsque leur écart est faible. Quand cet écart
s’annule, les deux solutions sont confondues. Il faut noter que cet écart n’est pas une distance
puisque I'inégalité triangulaire n’est pas a priori vérifiée. On va donc dans cette section proposer
et examiner différents écarts.

6.4.2 Ecarts quadratiques

Cette catégorie d'écarts repose sur I’écart quadratique des conditions aux limites en effort et
en vitesse des deux évolutions, sur des portions données I'” et I'f de la frontiére de la structure
(sur la configuration de référence, ce qui explique Pindice 0 dans I'). Cette norme L? est ensuite
intégrée en temps. On définit donc :

T
J(T%,T) = /U fr Aot - o7 as dt

T
swhy= [ i - Ty s ar
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Les dimensions physiques de ces intégrales sont différentes ; on introduit donc les grandeurs :
0 T
1@y = [ [ 3t +221% dsdt
0 U

T
Jor!,T) = /0 /N YTt + 12|13, dS dt
qui permettent de normaliser J, et J; pour par exemple construire ’écart global :

J (I, T)
JOIY,T)

Ji (T4, 7)

v pf = ZrA: a2/

+1-7

oll v € [0,1] est un paramétre de pondération qui dépend de la qualité relative accordée aux
données en force ou en vitesse, puisque I'une des grandeurs correspond généralement 4 un champ
auquel on a expérimentalement accés.

Pour fixer les idées, on considére le cas ol on connait, & tout instant, I'effort sur toute la
frontiere 12 et la vitesse sur une partie 8Q%f de celle-ci. C’est la situation que 1'on rencontre
dans ’essai aux barres de Hopkinson puisque la vitesse et 'effort sont connus sur les extrémités
de I’échantillon (portion 8Q%f de la frontiére) et que la surface latérale est libre de contraintes
(portion 80, et QY = @). Les deux calculs directs qui s’imposent dans ce cas (conformément
au principe de réduction de R°¢, tableau 6.1) sont :

e Probléme (1), solution S :
vitesse imposée sur Q™ effort nul sur 97,

o Probléme (2), solution S5 :
effort imposé sur 0%/, effort nul sur 8.

La comparaison des vitesses de (1) et (2) se fait sur I C 80"/ et des efforts sur I ¢ Qv /.
Dans les applications, on choisira par exemple I'¥ = § et I'f = 8Q¥/ situation qui correspond &
'approche intuitive consistant i calculer les efforts 4 partir des vitesses données et les comparer
aux efforts donnés. Ceci dissymétrise bien entendu le probléme mais le simplifie aussi puisque
la solution {2} n’a pas & étre calculée.

Une variante consiste 4 affecter, en chaque point de la frontiére et toujours selon la confiance
accordée & la mesure en ce point, une pondération 8(X) € [0,1], X € 02 (la valeur 8 = 0
correspondant 4 un point oll 'on ne réalise aucune mesure et ol la comparaison n’a pas lieu
d'étre). On écrit alors :

T
Su(T) = fo fr Bo(X) lu* ~ v2[IFy dS dt

T
7@ = [ [ 800 IT" - T% ds at

Pour combiner ces deux écarts, il faut bien entendu comme précédemment les normaliser.

PROPRIETE : Dans le cadre de I'hypothése (H1) (voir section 5.2.1), si I" UTY = 8Q ou si
Bu{X )+ Bs(X) > 0 pour tout X € 82, si J = 0 (nom générique pour 'un quelconque des écarts
définis plus haunt) alors les solutions S; et S; sont identiques. o

En effet, si J = 0 on a, sous les hypothéses données, au moins 'un des termes |jz! — 22|| ou
|T! — T?|| qui est nul cest & dire égalité soit des efforts, soit des vitesses en tout point de la
frontiére ; on sait qu’alors la solution au probléme d’évolution est unique.
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Cet écart a une signification “visuelle” puisqu’en un point donné, il mesure I’écart entre les
deux courbes représentant 1’histoire des conditions aux Limites en ce point (il faut cependant
se méfier puisque, lorsque la pente des courbes comparées devient grande, I’écart quadratique
augmente bien plus rapidement que ce qu'un examen visuel des courbes ne laisse croire). Sa
signification mécanique reste cependant trés réduite puisque les écarts J, et Js ne représentent
pas des grandeurs énergétiques directement comparables (avec 1’énergie globale de la structure
par exemple). Les écarts proposés dans la suite tentent donc de pallier cet inconvénient.

6.4.3 Ecarts énergétiques
Principe

Considérons un systéme physique dont 1'état est repéré par un champ (tensoriel} z € E
(E ~ IR®). A cet état z on suppose qu’il correspond une grandeur scalaire W{x) appelée
énergie potentielle du systéme qui caractérise 'état . On fait de plus I'hypothése :

Wz — W(z) estconvexe

Une variation d’état £ — = + éx nécessite un certain travail (la notation (., .} représente le
crochet de dualité entre E et E*) :

W(x+éz) - W(z)= (%vmz,ﬁw) + O(6z%)

dans la mesure ou W est supposée différentiable. Ce travail est produit par la grandeur duale
(par rapport a 'énergie W) y € E*, appelée force associée :

_w
y“a:.:

Le crochet de dualité {y,z) a par définition la dimension d’une énergie. On peut définir, par
transformation de Legendre, une énergie duale ou complémentaire W*, dépendant de la force
associée :

W*(y) = sup{< 3,£ > -W({)} (6.17)
(EE
de sorte que soient vérifiées de fagon équivalente les relations de comportement :

aw _ow*

==- T= 5y (6.18)

puisque W (et par construction W*) est convexe.

On considére & présent deux états distincts du systéme z! et 2. On cherche A quantifier la
différence entre ces deux états, par une quantité ayant la dimension d’une énergie. La premiére
idée consiste & associer la différence des énergies des deux états |W (z!) — W (x?)|. Cette quantité
est bien entendu symétrique et positive mais n’est pas discriminante puisque deux états distincts
peuvent posséder la méme énergie et annuler W(z!) — W(z?).

Il s’agit donc d’utiliser les relations de comportement et de décrire les différences entre les
deux états par dualité en faisant “travailler” la force associée 4 'un des états avec l'autre état
et vice versa. Posons pour cela :

ez, y) =W(E)+ WHy)-<y,z> Vi(z,y)€ ExE" (6.19)
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pour tout couple (z,y) dans E x E*.

PROPRIETE : le défaut de compatibilité vérifie :
e(z,y) 20 VY(z,y)c ExE"
e(z,y) =0 <= (z,y) vérifie (6.18) o

La quantité e{z, y) caractérise ’écart du couple (x,y) par rapport aux relations de comportement
(6.18) ; autrement dit, e(xz,y) représente le défaut de compatibilité de la force y lorsque 'on se
place dans P'état x, ou, réciproquement, le défaut de 1’état = lorsque la force est y. La seconde
partie de la propriété découle de la transformation de Legendre : si e(z,y) = 0, on constate que
x est 1'élément £ qui réalise 'extrémum dans la relation (6.17) et qui est unique par convexité
de W(¢) ; il vérifie par conséquent la premiére relation de comportement (6.18).

On applique 3 présent ce défaut de compatibilité aux états z! et x2, et & leurs forces associées
y! et y%. On utilise donc les quantités e(x!,3?) et e(z?,y'} qui permettent de construire la
fonction A, symétrique et & valeurs positives :

A: (ExE*)? - IR

(zh,y', 2% 9%) — e(zl,y?) +e(z?,y!)
Cette expression se modifie avantageusement lorsqu’on lui retranche e(z!,y') et e(z?,5?), qui
sont par hypothése nuls (états du systéme) :
A = WEH+W(h)- <zl > -W(") -w*(@eh)+<ylz' >
+ W (z?) + WHyl)— < ¢t 2? > -W(z?) - W)+ < 2,22 >
c’est & dire :
A(Slas2) = A(mlvylim:!’yz) =< y2 - y1,$2 - xl >y (620)

en notant S; = (2%, %*) une solution, c’est & dire un couple qui vérifie les relations de comporte-
ment. Cette expression montre que la description de ’écart se fait par dualité ; elle ne fait de
plus pas intervenir explicitement les énergies potentielle et complémentaire : seul 'état et ses
variations locales au premier ordre (via y) entrent dans l’expression de A. On a la

PROPRIETE : ’écart A vérifie, pour tout couple de solutions (S;,S3) :

A(S1, 82) = A(S2,51) (symétrie)
A(81,83) >0 (positivité)
A(81,52) =0 = 5 =5 <

puisque A(S),S2) = 0 entraine la nullité de e(z!,3?) et de e(z?,3!), les couples (z1,3?) et
(z2,y') vérifient le comportement et sont par suite égaux. Cet écart entre solutions est, comme
voulu, de la dimension d’une énergie : c’est le travail de la différence des forces associées dans
la différence des états.

Une autre manigre de construire A est de remarquer que I’hypothése de convexité faite sur
W(z) entraine la monotonie de 'opérateur de comportement :

BW::EEEHa—W—EE*
dx
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La condition de monotonie s’écrit alors simplement :
0 < <aW(@h)-oW(z!),z? -zl >=<y? -yl 22—z > = A(S5,,5))

mais ce point de vue ne permet pas d’introduire le défaut de compatibilité e(z, y).

D’autre part, la formulation est totalement symétrique en x et en ¥ puisqu’on peut utiliser
indifféremment W (2} ou W*(y) comme potentiel de départ, ’bypothése de convexité et la trans-
formation de Legendre assurant 1’équivalence.

Dans le cas de potentiels énérgétiques quadratiques (si W(x) est quadratique il en est de
méme pour W*(y) et vice versa) les relations de comportement sont linéaires. Pour un état
et une force y quelconques, on a la relation :

2e(z,9) = A(Sz, ) (6.21)
ce qui montre que, pour (z,y} donnés, e(z,y) s'interpréte comme 1’écart entre la solution S; =

(z,0W/0zx) a “z imposé” et la solution Sy = (6W*/8y,y) & “y imposé”. En effet, 'énergie et
le comportement s'écrivent dans ce cas :

1
W(m)zgm-K-m et W*(y)=ly-K_1-y

y=K-z et r=K1.y

ce qui donne :

e(,y) = %m-K-m+%y-K‘1-y—m.y
1 _
= E(ZL'—I( 1-y)-(}'{.x_y)
1 -1 -1 1 —1
= 5(17_1-{ -y)-I{'(:E—K .y):i(y__I{_:E)_I{ -(y—K-g_;)
1 aw* aw 1
= E(m_a_y ‘(g—y)—EA(Sx,Sy)

La troisieéme ligne permet d'interpréter e{x,y) ou A comme une énergie W associée i la différence
des champs z et 2(y) = K~! -y ou, ce qui est équivalent, comme une énergie complémentaire
W* associée a la différence des champs y et y(z) = K - z.

Dans le cas linéaire, A posséde en fait les propriétés d’une distance. En effet, on peut écrire :

A(Sl,SQ) = (:r:l—:t:2)-(y1—y2) - (1{1/2271—I(szz)'(K—llzyl—K_1/2y2) = ||K1/2x1—K1/2:c2l[2

avec IC1/2 une racine de K (K est positive par convexité de W), ce qui fait de A2 une distance
dans l'espace des quantités de type K Y2z ou K12y, espace intermédiaire & I'espace des états
et 'espace de forces associées.

Ces propriétés sont évidemment caduques lorsque la loi de comportement est non linéaire ;
on conservera tout de méme le vocabulaire d’énergie associée a la différence des solutions pour 1a
quantité A(S;,S2). On peut cependant, lorsque I'on se place au voisinage d’une solution donnée
et que les relations de comportement sont suffisamment régulitres, linéariser ce comportement
pour obtenir localement une inégalité triangulaire. En reprenant I'idée de la racine de K, si la
relation de comportement y = y(x) peut se mettre sous la forme y = (f o f)(z) avec f bijective,
on constate que f(z) et f~l(y) jouent des réles équivalents et que A devient une distance,
localement dans I'espace des f(z) et f~1(y).
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Formulation pour les matériaux standards

Dans le cadre des matériaux standards (Halphen, Nguyen [53]), la description du comporte-
ment du matériau se fait grice & des potentiels énergétiques. Ces potentiels sont supposés
convexes de sorte que la démarche précédente leur est applicable.

Le comportement est généralement décrit par un potentiel d’énergie libre ; on note 9 cette
énergie libre massique. Elle dépend de 1’état de déformation défini par le tenseur de déformation
(HPP) g, de ’état interne repéré par le vecteur o et de la température 7. L’énergie libre de la
structure est donc :

W(e,a,T) = fn (e, 2, T) d2

L’énergie cinétique globale de la structure sécrit :

K(v) = / 3 p2?dQ
1]
On définit alors une fonctionnelle H correspondant i 'énergie totale de la structure :
H(g,a,T.v) =W aT) + K(v)

Cette fonctionnelle est proche du Hamiltonien de la structure puisque seul le terme de potentiel
des efforts extérieurs donnés n’est pas pris en compte. Ceci se justifie dans le cadre présent
ol les conditions aux limites sont imposées de maniére différente dans chaque probléme direct
d’évolution. Comme 7 est g, a-convexe et T-concave, H est g, @, v-convexe et T-concave. Les
variables de forces associées sont définies par les relations de comportement :

oy Y
—"“’ag’ A“’aa’
__% _ 9 (1, 2\ _
et p aﬂ(gﬂﬂ) pY

ou, de maniére équivalente, en introduisant une énergie complémentaire H*(g, A, s, p), obtenue
par transformation de Legendre par rapport au produit de dualité :

((Q,A,s,p),(g,Q,T,y))=/ [g:§+A-g—st+p-y]dQ
a p), g L LEE P

dont on vérifie qu’il a la dimension d’une énergie. Les résultats du paragraphe 6.4.3 appliqués
au couple (H, H*) fournissent la fonctionnelle :

A(S1,8) = /n [(g_‘ _gz) . (gl __E__z) + (Al __42) . (gl _‘Qz)

(6.22)
- p(T =T (1 =% + (@~ ) (@ —2?) | 49

qui mesure l'écart entre les deux solutions S; = @",g",T",f, g*,Ai, s",g") (: = 1,2), représen-
tatives de 1'état de la structure suite & son évolution sur l'intervalle de temps [0,7]. Le fait
qu’apparaissent les variables d’état implique que le contrdle de Iécart se fait aussi dans une
certaine mesure sur toute I'histoire de I'évolution sur [0,7]. On peut bien entendu affiner ce

contrdle en introduisant des écarts modifiés, tels que :

T
| awasusya  ou supgom AL S)
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o1 3(t) est une fonction de pondération définie sur [0, T]. D’autre part, le domaine de contrale,
noté ici §2, ne représente pas forcément la structure entiére mais peut ne représenter qu'un sous
domaine de celle-ci.

On peut noter la nécessité d’utiliser dans cette démarche une transformation de Legendre
par rapport A toules les variables puisque les résuitats reposent sur la convexiié de la fonction-
nelle par rapport & tous ses arguments. La seule transformation partielle possible est reliée a
'indépendance des termes d'énergie cinétique et d’énergie libre, puisque W et K ne sont couplées
par aucune variable et chacune de ces quantités est convexe par rapport a ses arguments.

Pour un solide élastique (tenseur des modules élastiques E), par exemple, en équilibre,
’énergie élastique s’écrit :

W(g)=-;-/ng:E:ng

Ce potentiel permet d’écrire le comportement ¢ = dW/d¢ = E : ¢ et de construire ’énergie
complémentaire W*(o) :

L’écart en comportement s’écrit dans ce cas :
e(g,g)=%/§:E:§_dQ+%/g:E_I:gdﬂ—/g:gdﬂ
== (7 = 13 = Q- =
et si l'on considére deux solutions (gi, gi), i = 1,2 leur écart sera mesuré par :
Algh gl g g = / (¢! —¢?) : (' — &) dn
£.2,£,2 g = £ £ &

Dans le cas ol la solution (1) est solution d’un probléme de Dirichlet {déplacement imposé sur
toute la frontiére) et la solution (2), d'un probléme de Neumann (effort donné sur la frontiére)
si 'on note ¢ la déformation de la solution (1), (solution cinématiquement admissible) et ¢ la
contrainte de la solution (2), (solution statiquement admissible), on retrouve I'erreur en loi de
comportement proposée par Ladevéze (Ladevéze [64]) :

A=L(Q-E‘§)’(E_l'-g—é)d9=./;(E-1:g“g):E:(E'l:g—g)dQ

Cette derniére expression s'interpréte comme une énergie élastique associée an champ de dé-
formation (E~! : ¢ — €) (resp. au champ de contraintes (¢ — E : £)) de la différence entre les
solutions (2) et (1), puisque la loi est linéaire.

Dans le cadre des matériaux standards, on utilise un second potentiel, le potentiel de dissi-
pation (convexe lui aussi), pour décrire ’évolution des variables internes :

a_(P Tr. Legendre A " _6(p*
0A =7 8a

&=—

le défaut de compatibilité en loi dissipative est alors (d’aprés 6.19} :

ep(@, A) = p(A) + " (@) +4A-&
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tandis que ’écart de deux évolutions (1) et (2) sur la partie dissipative du comportement s’écrit :
5(51,8) = - [ (4~ ) (& - &) do
o

Cet écart n’a pas la dimension d’une énergie mais d’une puissance ; on utilise plutdt sa forme
intégrée en temps sur [0,7], que 'on interpréte comme une énergie “de dissipation” associée &
la différence des solutions :

D(S1,8:) = —/OT/Q (A' - A% - (@' - g?)dQdt

Ce type d’écart peut notamment étre employé lorsque les lois d’état sont connues et que l'on
cherche 4 quantifier ’écart uniquement sur la partie dissipative du comportement.
6.4.4 Ecart en puissance

Cet écart repose sur la formulation intégrée en temps du principe des puissances virtuelles
donné au paragraphe 5.2 et dont on rappelle 'écriture :

t
MsLSa = [ [ @ -1 -ohasar
(6.23)
t
= [[@-a:@-anir+ [ ot - oy a0
Jo 1 - - - | J0 .

A

B

La positivité de M(S;,S2,t) est assurée par la monotonie du comportement (A > 0} et par
la positivité de B qui représente une énergie cinétique associée i la différence des solutions.
M (51, 52,1} est bien entendu symétrique en S; et Sz et comme on I’a prouvé au paragraphe 5.2,
la nullité de M entraine 1’égalité des solutions S; et Sz. M est donc une mesure de ’écart entre

les évolutions (dont le nom vient de I'intégrande, qui a la dimension d’une puissance) qui prend
en compte :

e le terme A, qui associe i la différence des évelutions une énergie liée & ’écart en comporte-
ment,

e le terme B, qui lui associe une énergie cinétique.

D’autre part, I'une des formes de M est une intégrale de frontiére : le contréle de la structure
peut donc se ramener & son contréle sur sa frontiére, dans le sens o, si les écarts sur la frontiere
restent faibles, on sait que les champs mécaniques & 'intérieur de la structure présentent eux
aussi des écarts faibles.

Dans le cadre des matériaux standards et pour des potentiels quadratiques, on a les égalités
suivantes :

A= /:/‘;(gl _22) . (§__1 —gz)dﬂd’r= %L(gl_g2) . (él —§2)|(¢')d9

D(S1,52) = —f:fn(Al -4 (@ - @it = -} [ (41 - 49)- (@ ~ )y 40
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qui permettent d’écrire (d’aprés la définition (6.22) de A) :

M(S1,50,8) = 1 [ﬂ (@ - : (€~ )yda + B

= JA(51,8) + D(SLS) + § [ (@ -TH(s! - Ay a0

e

M(51,53,t) = %A(S}_,Sz) + D(51,82) -+ B(51, S7) (6.24)

Dans I'expression (6.24) le terme ®(S;, S7) représente une énergie associée A la différence des
évolutions thermiques des solutions Sy et S3. Ce terme s’annule dans le cas d’évolutions isother-
mes ou adiabetigues, puisque 'état initial (thermomécanique) est par hypothése identique pour
les deux évolutions. Pour un essai de compression dynamique, par exemple, on s’intéresse &
un intervalle de temps [0, 7] suffisamment petit pour supposer 1’évolution adiabatique. Dans le
cas ou il y a découplage des effets mécaniques et thermiques, le potentiel d’énergie libre peut
s'écrire comme la somme W(g,a,T) = Wiig, a) + We(T) d'une énergie mécanique et d’une
énergie thermique. L’énergie ®(51,52) s’interpréte alors comme 1’écart des évolutions §; et S,
construit & partir du potentiel Wg{T') grace & (6.19). On peut noter que Wg(T') est T-concave,
mais la variable duale s étant définie comme 'opposé de 0Wy /8T, la positivité de I'écart P est
assurée.

La relation (6.24) M = %A + D + @, dans laquelle chacun des termes est positif, permet de
comprendre comment le contréle de ’écart des évolutions est réalisé. L'écart mesuré par M est
global ce qui est somme toute compréhensible puisque le contrdle se restreint aux champs sur
la frontiére de la structure. M est la somme de 'écart %A portant sur les lois d’état et sur le
contrdle en énergie cinétique, de 'écart D relatif aux lois de dissipation et de 'écart thermique
& (dans ’hypothése de découplage). On a en particulier la majoration M > %A.

Intégration temporelle

Comme on vient de le voir, dans le cadre des matériuax standards, les expressions A et B
dans 1'équation 6.23 sont explicitement intégrables en temps. Cette intégration conduit & la
relation 6.24 qui ne dépend gque de I’état é l"instant £. La conséquence est que les termes de 6.24
ne mesurent des écarts que sur la configuration actuelle (’écart di & la différence des histoires
de chargement étant pris en compte par les parameétres internes et les forces thermodynamiques
associées). L’idée est alors d’intégrer ces relations en temps sur [0,7]. Grace & la relation :

fOT(T—t)f(t)dt= [(T—t) /Utf('r)dr]:+[0Tfotf(r)d1'=f:fotf(r)df,

~ "

=0

obtenue par intégration par parties, on peut écrire :

Mr(51,5;) = [)TM(Sl, Sy, t)dt = /‘;TfaéT —t) (Il — Iz) (yl - _'lf)kt) ds dr {(6.25)

Cette version de I'écart en puissance, intégrée en temps, permet ainsi un contrdle sur toute la
durée de I'expérience, de manidre homogéne pour chaque instant (i.e. le poids accordé a I’écart
M(S1, Ss,t) & Vinstant t est identique Vit € [0,T]). Ce qui est intéressant avec cette intégration
est qu’elle ne modifie quasiment pas 'expression initiale de M, notamment la propriété de
contrdle par la frontiére.

Bien évidemment, les expressions de A(Si,S2), D(S1,S2) et ®(51,S5;2) peuvent aussi &tre
intégrées en temps. Elles exercent alors de la méme fagon un contrdle homogeéne en temps.
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6.4.5 Commentaires
Remarque sur I’inégalité triangulaire

La définition de I'écart donnée au paragraphe 6.4.1 différe de la définition d’une distance
par I'inégalité triangulaire : celle-ci n’est en effet pas a priori vérifiée pour un écart. On peut
cependant remarquer que les distances définies précédemment s’expriment toujours formellement
comme une intégrale

| @@ -yhana
t.0

en temps et /ou en espace dans laquelle z* et ', (i = 1, 2) représentent respectivement un champ
mécanique et son champ dual.

Si les évolutions (1) et (2) sont suffisamment proches et si I'application & : z + y (déterminée
par la résolution du probléme direct) peut étre linéarisée au voisinage de z! (par exemple) on
est en mesure d’écrire y? = h(z?) =~ h{z!)+ H - (22 —z') = y' + H - (2?2 — z!). La mesure d’écart
représentée par l'intégrale ci-dessus devient donc, par approzimation, une forme quadratique de
écart 2* — x/ pour tout couple de champs (z*,z7) dans un voisinage de z!.

CONSEQUENCE : au voisinage d’un point tel que 2! ot Papplication h est différentiable, 1’écart
entre deux solutions du probleme d’évolution peut étre considéré comme quadratique, ce qui lui
confére, localement les propriétés d'une distance. o

On peut remarquer que la “taille” du voisinage sur lequel I'écart vérifie l'inégalité triangulaire
(et est donc une distance) est liée A la non-linéarité de P’application h au point z!. Cette non-
linéarité est par exemple déterminée par 'importance des termes d’ordre supérieur dans le
développement de h (dans la mesure ol ce développement existe).

Retour sur la solution du (PTI)

La solution au probléme type idéalisé donnée au paragraphe 6.1 entraine quelques remarques
relatives & la définition de 1’écart. On utilise la solution S = (z,g) qui est plutét “cinémati-
quement” admissible et la solution $*(z*,g*) qui est plutét “statiquement” admissible avec les
données sur la frontiére pour donner une solution (z,g*) au probléme de référence mais qui ne
vérifie ni I’équilibre ni le comportment.

Les écarts tels que M ou A sont la somme de deux termes positifs : le premier (noté A, cf.
relation 6.23) est I’écart associé au comportement et le second (B) relatif & I'énergie cinétique,
c’est & dire A 'équilibre dynamique.

A évalue P’erreur sur le comportement lorsqu’on associe les efforts internes g* 4 la cinématique
u ; ce champ de contraintes n’est de plus pas en équilibre avec les efforts d'inertie p % : le terme B
mesure ce défaut d’équilibre, si bien que 'on peut I'interpréter comme un critére d’admissibilité
dynamique du couple (v, g*). Il est donc possible en utilisant un écart pondéré (1 —y)A + B
(v € [0,1]) d’augmenter 'admissibilité dynamique de la solution au détriment de I'admissibilité
du comportement ou vice versa.

Une autre approche est celle utilisée dans les problémes de recalage de modeles vibratoires
(Ladevéze, Maia, Proslier, Reynier [68], {65]). En effet, méme si la répartition de masse dans
une structure est a priori connue, elle peut présenter des défauts, qui, via la masse volumique,
rend sujette & caution la relation “cinématique < efforts d’inertie”. Le cadre est celui des
petites perturbations et le temps n'intervient pas explicitement (description dans I'espace des
fréquences). La masse volumique, a priori constante, peut présenter une répartition qui n’est
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pas optimale vis & vis de I'écart en énergie cinétique B, ce qui conduit A recaler la répartition de
masse, au méme titre que la “rigidité” de la structure l'est par 1'écart A.

Mise en ceuvre numérique des écarts

Dans les sections précédentes trois écarts de nature et de signification différentes ont été
construits. On compare donc ces trois écarts et on examine la faisabilité de leur mise en ceuvre
nmérique.

L’écart quadratique J posséde I'avantage d'étre simple et d’une signification “visuelle” évi-
dente puisqu’il mesure la distance entre deux courbes, considérées comme fonctions du temps.
Par analogie aux méthodes de moindres carrés cet écart est celui qui, par sa simplicité, est le
plus évident & construire. Le défaut de cet écart est sa signification physique qui reste trés
limitée. De plus un écart quadratique en effort n’est pas directement comparable & un écart
quadratique en vitesse {dimension physiques différentes) ce qui rend leur pondération relative
délicate si 'on désire les combiner. La mise en ceuvre numérique d’un écart quadratique est
assez simple puisque l'intégration ne porte que sur la frontiére de la structure.

L’écart énergétique A (et ses dérivés) est lui un peu plus délicat i évaluer puisque I'intégration
porte sur le volume de la structure. Par ailleurs, si sa construction n’est pas immédiate, sa
signification physique est claire puisqu’il associe une énergie 3 la différence des deux évolutions
prises en compte. Cette énergie peut de plus étre décomposée en une somme de termes reliés
chacun 4 un processus physique bien déterminé (relation (6.24)).

L’écart M est appelé écart en puissence car il correspond & la puissance définie par le produit
de la différence des efforts par la différence des vitesses des deux solutions S; et 5. Son sens
mécanique est explicité dans un cas particulier par la relation (6.24) : cet écart correspond &
une mesure globale de 'écart des évolutions sans tenir compte des processus physiques distincts
explicités par (6.24). Tout comme ['écart quadratique J, I'écart M est facile & évaluer puisque
I'intégration se réduit & la frontiére de la structure.

6.5 Reésolution du probleme type

Ce qui précede a servi 4 construire une solution du probléme type idéalisé. 1l s’agit 4 présent
de faire le lien entre ce premier probléme, que 'on s'est donné de maniére idéale, et le probléme
type. Ce probléme, on le rappelle, est le probleme d’identification du comportement défini par
la figure 4.1.

Par analogie avec la méthode utilisée pour le (PTI), la premiére idée que 'on a est de
rechercher dans ’ensemble R des réponses admissibles du modéle un élément proche ’ensemble
des données expérimentales, notées d (de facon générique). Pour faire cette comparaison, une
projection (figure 6.9) des éléments de R®? sur 'espace des données expérimentales D (espace
discret) est nécessaire. Le comportement (défini par le vecteur de paramétres {p;}) que l'on
recherche est ainsi celui qui correspond & l'argument du probléme de minimisation :

Join_ {lproi($) - dllz, (6.26)

ol la projection et la norme || [{ezp sont adaptées au format des données expérimentales, typi-
quement une norme L? en temps (discréte) pour chaque voie de mesure. Cette norme peut
présenter des pondérations relatives & la qualité de chacune des composantes de d. L’espace
des données expérimentales étant discret, ensemble proj(R®?) est fermé (puisque R Pest) ce
qui donne une solution dans D et par suite au moins un antécédent dans R au probléme de
minimisation.
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Figure 6.9 : Projection sur les données expérimentales

Réduction de R

La difficulté se retrouve cependant toujours dans la description de Pensemble R®¢ qui est trés
vaste. On va donc se servir, comme pour le (PTI), des réductions de I’ensemble R?, exposées an
tableau 6.1. La question qui se pose alors est comment faire ces réductions a partir de ensemble
des données expérimentales. Pour cela, il faut séparer les données expérimentales en trois types,
d = d* udf Ud® les données d” étant des informations de type vitesse sur la frontitre, les
données df de type effort sur la frontitre et d® représentant tout le reste des données. Avec
cette distinction, on suppose pouvoir déterminer les portions de frontiére 802V ol la vitesse est
donnée, 89 o I'effort est donné, Q¥ ol vitesse et effort sont donnés et enfin Q2 o1 'on ne
connait aucune de ces grandeurs. Le probléme (6.26) peut donc se réécrire :

Sré]'riz%d ||projU(S) - dvllga:p + “projf(s) - df"ga:p + “projo(S) - douzzp (6'27)
dans laquelle les projections et les normes on été adaptées aux formats respectifs des données
expérimentales.

Intéressons nous au premier terme. proj,(S) n’est autre que la traduction de la vitesse de la
solution S en terme de “vitesse expérimentale”, c’est 4 dire au “format” de d”. Dans le cas de
’essai SHP B, par exemple, cette projection correspond au passage de la vitesse en tout point de
la face de ’échantillon A la vitesse moyenne de cette face, quantité effectivement mesurée. Il est
donc généralement possible de trouver une solution § € R*¢ vérifiant proj,(S) = d” (il y a plus
de degrés de liberté pour S que pour d”). L'opération inverse, a savoir déterminer le champ de
vitesse sur la face & partir de la vitesse moyenne est donc délicate puisqu'il existe une infinité de
solutions. Or, pour se ramener au (PTI), on a besoin de la vitesse en chaque point de la portion
de frontiére concernée. On considére donc un nombre J de champs 1_:.‘;, bien choisis, définis sur
AU, et qui représentent les données expérimentales, c’est & dire que leur projection n’est
autre gue d°, soit :

J J
v (0511 ...CIL'J) tels que Z ;= 1 alors pI'Oj.u Z &y _,1_),? = d
=1 =t

Dans ce cas, si l'on prend Z}T:l o yj-' comme conditions aux limites en vitesse sur 8Q° U aQv/f
dans un probléme direct, la solution S de ce probléme direct vérifiera proj,(S) = d°. En repren-
nant le cas de l'essai SHPB, les y;-l représentent des profils de vitesse sur la face de 1'échantillon
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qui sont physzquement acceptables (on suppose alors que leur combinaison l’est aussi). Les
champs v permettent ainsi de restreindre R%? en imposant la condition cinématique :

v =y? Z o U ] sur QU aOwS (6.28)
3=1

Le premier terme de (6.27) est alors identiquement nul.

Pour le deuxiéme terme de (6.27), le raisonnement est identique : on introduit des champs
Iﬁ qui permettent le relévement des conditions expérimentales d/ dans ’espace des conditions
aux limites du probléme direct. Ils vérifient :

K K
V(f,..0x) telsque > Br=1 alors proj; Y B Ti=df
k=1 k=1

De la méme facon, un probleéme direct de conditions aux limites en effort sur 89 U 9QYS et de
solution S$*, vérifiera projs(5*) = df. Les champs Iﬁ permettent ainsi de restreindre R d’une
seconde maniére (statique), en imposant :

K
T=T= Z sur 9 voaqyf - (6.29)

Le deuxiéme terme de (6.27) s’annule alors aussi. Si l'on reprend a& nouveau l'essai SHPB,
I'opération de projection, pour les efforts, revient i intégrer sur la face de 1’échantillon 'effort
g - n, puisque la donnée d? correspond dans ce cas 3 la résultante des efforts sur la face.

Cette réduction de R*? permet, comme on I'a fait pour le (PTI), de travailler sur des solutions
qui sont :
¢ plutdt cinématiquement admissibles, notées S, en choisissant comme conditions aux limites :
J
— y=2v%=3"o;uf sur 80° U AQ",
j= l

Z B T8 sur 99,

— un champ de vitesses de contrdle w sur 808.

e plutdt statiquement admissibles, notées S*, en choisissant comme conditions aux limites :

K
mI:I":ZﬂZLﬁ sur 8QF U 80/,

=1 =za;‘ dsurBQ”

— 1N cha.mp de vitesses de contrdle w* sur 0P.

En ce qui concerne la zone 8§% ou les données expérimentales ne permettent pas de fixer la
vitesse ou l’effort, on peut en général, pour un probléme d’identification du comportement, la
supposer assez petite. En effet, comme on I'a déja mentionné (section 4.3), pour déterminer
correctement le comportement, il faut limiter la portion de frontitre ‘libre” 309, Ceci peut
par exemple &tre réalisé lors du choiz de la partition de 9§ relativement & celle des données
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expérimentales d = d® Udf Ud®. En effet, la “taille” de QP peut &tre diminuée en y extrapolant
(avec un sens physique...) les champs de base gg et/ou T¢. Si toutefois il subsiste une portion
de frontitre 809, pas trop étendue mais qui nécessite un champ de contrdle 2w ou w*, on choisit
de représenter ce contréle sur une base w, (I = 1...R) de champs définis sur 809, supposée
suffisamment riche pour que le caractére inconnu des données sur cette portion de frontiére soit
effectivement respecté. On écrit done :

R
w=Y ywuw, e w=> Nu

r=1 r=1

Les solutions de R%® présentées précédemment seront donc notées :

S(ij, ﬁka'Yr:pi) et 5*(0;5,16;,‘}’:,19:')

oil les p; représentent les paramétres du comportement, identiques pour les deux solutions.

Dans le probléme de minimisation (6.27), les deux premiers termes sont identiquement nuls
pour respectivement S(cj, Bk, ¥, pi) et S*(aj, 85,17, pi) puisque proj,S{a;, Be, ¥r,pi) = d” et
proj;S* (e}, i, ¥, pi) = df. En revanche les expressions “croisées”, Jlproj 7S, Bry¥r, pi) —
d7||ezp €t ||proj,S* (@3, 8% 77 pi) — @"|lexp, représentent la compatibilité relative de ces solutions.
On additionne donc les expressions de (6.27) pour S(oy, Bk, v, p:) et S*(af, B, 77, pi) et on ex-
prime la mesure de la compatibilité relative de ces solutions plutdt avec I'un des écarts introduits
section 6.4. Le probléme devient :

min T (05, Brs Vrs O, Bir Ve Pi) (6.30)
g, ﬁka Yr
Cl!;, ﬁ’:! ’Y:! Di

avee  J(0g, Bt 05, B0 vEo0:) = € (S(05 B 1o pi) s S*(03, B0 14))
+ ‘u“pI'OjOS(Ozj, Bes¥ropi) — douga:p

+ p*llprojoS*(a}, Bt vr, pi) — 112z,

On peut remarquer que les données d° sont comparées avec les deux solutions S(c;, Bk, Vr.Pi)
et $*(aj, B,y , i) avec des pondérations a priori égales, puisque les données d® ne présentent
pas plus un caractére cinématique que statique. Cette approche impose certains commentaires :

e Sion estime qu'une donnée expérimentale est connue avec précision, on doit pouveir I'imposer
de maniére (quasiment) exacte. Supposons pour fixer les idées que la vitesse soit bien définie
sur une zone. Il suffit alors de choisir les éléments g;-[ de base (quasiment) égaux sur la zone
en question, la situation limite correspondant & un seul élément dans la base (connaissance
parfaite de la condition).

e Sl n’y a pas de données de type d° le probléme est simplifié et se réduit & la minimisation de
'incompatibilité entre les solutions S(a;, Br,¥r, pi) et S*(aj, B, ¥, pi). Dansle cas contraire,
le choix des pondérations p et u* est assez délicat : il est bien entendu plus important de
traiter le probléme de compatibilité (terme décart e) que la concordance avec les données d°.
Les données d° correspondent en fait aux données complémentaires (section 4.3) qui ne sont
ni des efforts ni des vitesses mesurées sans leur quantité duale.
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¢ Le fait de travailler dans un espace de dimension finie (celui des (a5, Brs¥r 05, Brs Ve i),
régularise le probleme. Les conditions aux limites sont en effet contraintes par la base qui
les définit et leur assure une certaine régularité.

e Si certains paramétres de comportement sont connus a priori on les suppose bien entendu
implicitemnent fixés pour la description de R%4. Ils disparaissent donc du probléme d’optimi-
sation.

o 5'il existe des conditions de liaisons, comme par exemple la proportionalité de la force et de
la vitesse sur la face sortante de 1’échantillon dans un essai SHPB classique, il suffit en fait
de répercuter cette propriété dans les bases (y_g) et (Zg) et de prendre des coefficients a;, G
identiques pour les conditions en vitesse et en effort.

» Avec 'algorithme de construction de conditions compatibles de la section 6.3 et pour le jeu de
paramétres identifiés, il est possible de batir un probléme d’évolution idéalisé et représentatif
des données expérimentales. Ceci reste bien entendu valable dans la mesure ol le choix du
modéle de comportement n’est pas “absurde”, c’est A dire qu’il existe un élément de R** qui
soit raisonnablement proche des conditions aux limites expérimentales, de la méme fagon que
pour le (PTT) ; une bonne estimation d’un tel élément de R*¢ est alors fourni par l'algorithme
de construction de conditions compatibles (6.3).

Stabilité vis-a-vis des conditions expérimentales

La question qui se pose pour le probléme (6.30) est la suivante : que se passe-t-il pour
la solution de (6.30) lorsque I'on perturbe légérement les données expérimentales ? Ceci pose
le probléme de la continuité de I'identification vis-a-vis des données expérimentales. En effet,
pour bien poser le probleme inverse, il est nécessaire (voir paragraphe 4.2) qu'une petite varia-
tion des données expérimentales n'entraine qu'une faible modification de la solution construite
initialement.

Pour cela, on utilise le résultat suivant relatif au (PTI) (section 6.1) qui affirme que la solution
du (PTI) est continue par rapport aux conditions aux limites. La différence entre (6.30) et le
(PTI) se trouve premiérement dans les termes supplémentaires entrant dans la fonctionnelle &
minimiser et deuxiémement dans la liberté autorisée, au niveau des conditions aux limites pour
la description de R, par le choix des bases (v9), (T'%), (w,).

La variation d° — d®+6d® modifie les termes supplémentaires de 7 de facon continue (termes
quadratiques) ce qui impose & la solution de (6.30) une variation continue par rapport & 8d°.

Une variation des données expérimentales en vitesse d° — d* +5d” ou en effort df — df +6df
conduit en principe a une modification des bases (g?) et (T%). Si cette modification se fait de
maniére continue par rapport aux données expérimentales, on sait que la solution (6.30), comme
pour le (PTI), est continue. On en déduit la continuité de la solution de (6.30) par rapport &
5d® et 6d7.

Comme il existe une incertitude de mesure, il est bon d’avoir une base “floue” qui permet
de la prendre en compte. Cette liberté supplémentaire de la solution par rapport aux données
mesurées d° et df peut étre obtenue de la maniére suivante, dont ’avantage est de ne pas changer
la nature du probléme (6.30).

Supposons par exemple que d” soit connu avec une incertitude relative e. On peut alors
donner aux «a; un degré de liberté supplémentaire en autorisant 1'écart :

J

Za_-,-—-l

i=1

<€
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c’est & dire que proj,, j___l o yg’-’ = d” & ¢ prés. Cette condition se trouve aussi réalisée lorsque

I'on augmente la fonctionnelle 7 du terme x,| 2_3{=1 a; — 1| avec un ccefficient &, bien choisi et
d’autant plus grand que € est faible ; ce terme s'interpréte comme un “potentiel de rappel” vers
la condition Z}"=1 a; = 1 qui posséde 'avantage d’étre différentiable.

Une fagon équivalente de procédér, surtout si la base ne posséde que peu d’éléments, est
d'y inclure des vecteurs 6y;?, dont les combinaisons Z}Ll e 63?, représentent le bruit de la
mesure. On impose dans ce cas 23;1 a; =1et sz,':l a;r| < e. La maniére la plus simple reste
cependant celle qui utilise un potentiel de rappel.

Bien entendu, on procéde de la méme fagon pour les données df et les conditions aux limites
en effort. La fonctionnelle .7 modifiée s’écrit alors :

T (0, B Ve, 05, B0 v 06) = € (S(eys BesverPi) » §*(05, B2, 75 74))

+ ,U.”prOjOS(aj, Bies VrsPi) — dollg:cp + ﬂ*”projOS*(a;, Bes Vs pi} — dollgxp

J *_12 * K *_12
+ Ky ijl (Ij + H‘f Ek:l ﬁk

J 2 K 2 .
Ej:l a] - 1| + ﬁ:f IEk:l ﬁk - 1| + Ky

Cette prise en compte du bruit sur les mesures n’est cependant pas toujours justifiée. En
effet, supposons dans un premier temps, qu’on ne tienne pas compte du bruit sur les mesures
(soit E;—;l a; = 1}. On minimise donc ’écart entre les solutions S et S*. Si la différence des
conditions aux limites de S et 5* est de 'ordre du bruit (situation A, figure 6.10), on peut espérer
construire, en tenant 4 présent compte du bruit, des solutions S et S* d’écart nul, c’est & dire
S = §*. La prise en compte du bruit est dans ce cas justifiée ; le choix de &, &f, &} et K§ pour
avoir une liberté sur les conditions aux limites de 1'ordre de € est délicat. Si en revanche cette

4 solution compatible

s bruit
A B

Figure 6.10 : Situations de prise en compte du bruit

différence est plus grande que le bruit (situation B, figure 6.10), le gain apporté par la prise en
compte du bruit est négligeable si bien que le choix des x dans I'expression de J est simplifié :
en les prenant “grands”, on verrouille les conditions aux limites, sans tenir compte du bruit.

RESULTAT : la résolution du probléme type (PT) d'identification du comportement choisie
est bien posée dans la mesure ol il eriste une solution qui est localement unigue et dont la
dépendance vis 4 vis des conditions expérimentales est continue. ©

6.6 Conclusion de la deuxiéme partie

Dans un premier temps, ’analyse des données expérimentales a permis de poser correctement
3 la fois le probleme de calcul de structure et par 13, celui d’identification du comportement.
Pour cela, on s’est intéressé 4 la résolution du probléme direct qui est bien posé et qui constitue
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I'outil de base pour la résolution du probléme inverse d’identification du comportement. Le
probléme inverse est d’abord traité sous une forme idéalisée (PTI) puis tel qu'il se pose en
pratique, i partir des données expérimeniales (PT). Pour la résolution du probléme inverse, un
outil important a été introduit, la notion d’écart entre évolutions, dont on a proposé et étudié
certaines expressions.



Partie I11

APPLICATION A I’ESSAI AUX
BARRES DE HOPKINSON






Modélisation de ’essai dynamique

RESUME : On discute ici la maniére de modéliser ’échantillon lors d’un test aux barres de
Hopkinson. Cette modélisation consiste en un choix du type de loi de comportement et de
la méthode de résolution utilisée pour résoudre le systéme différentiel régissant ’évolution de
I’échantiltlon.

7.1 Probléme direct

Comme on {'a vu en premiére partie de ce mémoire, le montage des barres de Hopkinson
est correctement décrit par une modélisation unidimensionnelle. Dans le début de la deuxidme
partie, on a analysé les conditions qui permettent aussi d’adopter une modélisation unidimen-
sionnelle pour 'échantillon. Les données expérimentales d’un essai aux barres de Hopkinson
sont les efforts appliqués sur chaque face de ’échantillon au cours du temps ainsi que les vitesses
de ces faces (ces donnés étant de nature unidimensionnelles). 1l est donc justifié d’adopter la
modélisation suivante : 1’échantillon, de longueur L, occupe initialement sur I'axe réel Ox le
domaine z € Q =]0, L[. On cherche & décrire son évolution sur un intervalle de temps ¢ € [0, 7.
De plus, on fait pour I'ensemble de cette partie, I’hypothése des petites perturbations, ce qui
permet de travailler sur le domaine [0, L] x [0, T]. On notera ainsi 6 = g, € = £, la contrainte
et la déformation uniaxiales sur 'axe z, u = u, le déplacement, v = v, la vitesse particulaire
sur cet axe.

Les conditions aux limites, dans cette modélisation, se réduisent i la donnée d’une vitesse
ou d’une contrainte sur I'extrémité considérée, x = 0 ou x = L, pour tout instant ¢ € {0,7] ;
la contrainte en question est bien entendu obtenue en rapportant la résultante des efforts sur la
face de I’échantillon & la surface unitaire (¢ = F/S). L’équation d’équilibre se réduit, puisqu’il
n'y a pas de forces de volume, 4 :

8o ov
%P5 =0 V@b €0, L[x]a, T

La relation de compatibilité des déformations € = du/8z s'écrit de facon équivalente :

ov B¢
53 =0 Vi@t €o,Lix]o,T]

91
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Pour poser correctement le probléeme d'évolution, il reste & compléter ces relations par les rela-
tions de comportement.

7.2 Choix d’une classe de comportement

Le choix d’une classe de comportement est bien siir dicté par la nature des matériaux que
I'on envisage de tester. Cependant, le modéle de comportement ne doit pas, pour des raisons
pratiques, engendrer des coiits de calcul prohibitifs.

C'est pourquoi, une classe de modéle couramment retenue pour des simulations unidimen-
sionnelles est la classe des modeles de Sokolowski-Malvern (Malvern [74]) qui se mettent sous la
forme suivante :

t
o(z,t) = Ee(x,t) + E./l; 9(0, &)z, dT (7.1)

ol E représente le module d’¢lasticité (unidimensionnel) et g une fonction de I'état de contrainte

et de déformation. L’écriture différentielle de cette relation :

g

E

permet d’interpréter g{o,e) comme une déformation anélastique :

£ = — + g(o,€) (7.2)

e=e" 4" ==+

g
E
E%" = g(o,¢)

L’équation (7.2) relie les incréments de contrainte et de déformation & partir et en fonction de
Pétat actuel de contrainte et de déformation. La forme intégrée (7.1) est une écriture implicite (en
o) de la formulation générale d’une relation de comportement comme fonctionnelle de I’histoire
des déformations et fonction de 1'état de déformation actuel.

La richesse de ce modéle provient de la grande latitude laissée par le choix de la fone-
tion g(o,¢), la seule contrainte étant 'admissibilité thermodynamique du comportement ainsi
construit. L’admissibilité thermodynamique revient dans ce cas 4 imposer une dissipation in-
trinséque non négative pour toute histoire de chargement :

V{e(r), 7€[0,T]} Vtelo,T] o(t)-&(t) >0

7.2.1 Lois phénoménologiques

De nombreux auteurs ont proposé des relations de comportement issues généralement d’une
approche expérimentale et fondées sur une approche phénoménologique.

L’approche initiale de Malvern (Malvern [74]) consiste & ajouter, & partir d’une courbe
maitresse o = f(e) correspondant au comportement quasi-statique, une déformation anélastique

proportionelle a I'écart & cette courbe maitresse :

o(0,6) = - (o — f(e))

D’autres expressions sont largement utilisées telles que la forme exponentielle, ol g est fonction
de 'écart relatif avec la courbe maitresse :
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ou encore une forme en puissance, relative au rapport entre la contrainte effective et la contrainte
que l'on aurait en régime quasi-statique :

g(o,¢) = &0 (%)“

La fonction

1/M
glo,e) =& o/ ] si

0+ (Ee-0)as)’ (1-pT) 2% (7.3)
glo,e) =0 si o< o,

est bien adaptée 4 la description du comportement dynamique des métaux (Tugcu, Neale [92],
Zhao, Gary [96]) ; elle tient compte de 'effet thermique, le facteur (1 — uT) ayant un effet
adoucissant sur 1’écrouissage. Le chargement est suffisamment bref pour étre adiabatique avec
une bonne approximation ce qui justifie ’hypothése selon laquelle la puissance plastique est
entiérement transformée en chaleur :

1

1 £p t
T=T+—f ode =T+—-—/a o,e)dt 7.4

ot C, représente la chaleur massique.

7.2.2 Modéles rhéologiques

Ce type de schématisation permet, en utilisant des éléments, linéaires ou non, de type ressort,
amortisseur et palin de construire une grande diversité de modéles de comportement.

Pour qu'un modéle de ce type entre dans la catégorie des modéles de Sokolowski-Malvern
il doit nécessairement présenter une élasticité linéaire infinitésimale : 'assemblage doit étre de
la forme “ressort linéaire (module E) + assemblage quelconque”. Si l'on se restreint stricte-
ment 4 la forme de comportement ¢ = /FE + g(o,e) donnée plus haut, ’“assemblage quel-
conque” est nécessairement constitué de trois éléments {un de chaque type) en paralléle. En
effet, la déformation de cet ensemble d’éléments en paralléle est connue, c’est e = ¢ — o /E.
Les contraintes dans 1’élément élastique et le patin sont fonction de £%* soit s;(¢*") ; dans
I’élément amortissant la contrainte est fonction du taux de déformation soit s2(¢€%"). On a donc
o = 31(e"") + s2(€°") soit, en supposant sz bijective, £%" = 55 Yo — 51(e**)) que P'on met, en
explicitant " sous la forme cherchée £ = ¢/F + g(o, ).

Si I'“assemblage quelconque” n’est pas de la forme dont il est question plus haut (c’est a
dire trois éléments - un de chaque type - en paralléle), le comportement ne peut s’exprimer au
moyen de la seule relation é = 6/E + g(o,€). En effet, pour décrire 'évolution d’'un assemblage
présentant des éléments en série, il est nécessaire d'introduire des variables internes a € R"
repérant P’état des différentes parties de 'assemblage. Bien entendu, il faut préciser 1'évolution
de ces variables internes, cette évolution étant fonction, elle aussi, de I'état actuel. On a donc :

2 =¢/E + g(0,¢,a)
& = h{o,e,a)

Pour fixer les idées, considérons le modele de la figure 7.1, ol ¢ est la déformation dans le petit
groupe en paralléle. La contrainte dans la branche du bas est o, = (¢ — 6/F) ; dans celle du
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Figure 7.1 : Modgle viscoélastique linéaire

haut on a g, = E'(c ~ ¢/E — a) = E"a + #"&. Comme o = g + 0}, la premiére expression de
oy, conduit rapidement A :

_1 E’ f 1
g(a,e,a)—q (a(1+ E) —Ee+Ea)

et la seconde 4 : ) B
h(o,e,a) = 7 (E’e - Zo- (E'+ E”)a) .
Pour un assemblage de ce type la condition d’admissibilité thermodynamique revient simplement
a la positivité des coefficients de viscosité.
On peut remarquer que le modéle de 7.2.1 qui prend en compte Peffet d’adoucissement
thermique suit ce formalisme. En effet, en considérant T comme un paramétre dans (7.3), on
peut écrire, grice & (7.4) :

§=0/E +g(o,e,T)

T= ;Jl?p o g(o,e,T) = h{o,e,T)

Une autre fagon d’aborder les relations de comportements consiste i se placer dans le cadre
des Matériaux Standards (Halphen, Nguyen {53]). Sous ces hypotéses, le comportement de
I’échantillon est déterminé par la donnée de son énergie libre ¥(e®, a) et d’un potentiel de dis-
sipation ¢*(o, A) oh @ et A sont respectivement les paramétres internes et les forces thermody-
namiques associées. L’'inégalité de dissipation (second principe) est dans ce cadre automatique-
ment vérifiée, les potentiels étant supposés convezes. Par exemple, un comportement élasto-
visco-plastique est décrit par les potentiels (o, A réels) :

B, a) = %E(::ﬂ)2 + -;—Egrﬁ
* _ 1 _ _ m-+1
¢ (g, A) = T n <|lo—-Al—0oy >

ou < & >= (z+|z|)/2 représente la partie positive de z, E et E; sont des modules d'élasticité, oy
un seuil de contrainte, n une viscosité et m > 1 un réel. Dans ce cadre, ces potentiels conduisent
aux équations de comportement (Halphen, Nguyen [53]) :

k4

dec

ag =

= Ee*® E%=Ega £ = =- =Y
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La derniére expression montre qu'il y a identité entre a et £*® = £ — ¢/E (I’état initial étant
I’état naturel) ce qui permet d’exprimer A avec la deuxidme relation et par suite g(a,¢e) = £
griace a la troisiéme égalité :
1 Ey E;
El=—<|l1+ =)o~ Ei|~0ay,>" 8 (1 -—) -
g(a,¢€) n|(+E) te| - oy gn[ +E0Ets

Ce modéle de comportement correspond au modéle de la figure 7.2 avec un élément visqueux non
linéaire et un seuil . Une variante de ce modéle utilisant un seuil défini non pas en contrainte

Figure 7.2 : Modéle élasto-visco-plastique
mais en déformation critique permet de modéliser le comportement dynamique du béton (Sluys,
de Borst [88]).
7.3 Equations d’évolution

Le systeme d’équations aux dérivées partielles qui gouverne I’évolution de ’échantillon sécrit
d'aprés tout ce qui précéde :

oo _ v _
oz "o
Qv _120 _ g(c,c,0)
dans |]0,L[x]0,T{: ! 6z E3&t '
ad _ 9
ot T 8z
Ja
o = h(o,e,a)

(7.5)

dans ]0,L{x{t,t <0} : ¢=0,e=0,v=0,a=0

sur {0,L}x}0,T|: et/ou
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La contrainte ¢ étant scalaire, la condition de bord en effort est donnée sous la forme o = o2 avec
Sg o®-n = T4 (resultante normale des efforts sur la face). n représente la “normale sortante” &
I'échantillon soit n=—1lenz=0etn=+lenz=L.

Les équations sont regroupées en trois parties : les équations de champs, les conditions
initiales (état naturel, quitte & changer I'origine temporelle) et les conditions aux limites qui
sont données en = = 0 etf/ou z = L, en effort et/ou en vitesse et & tout instant.

Ce systéme d’équations aux dérivées partielles est de type hyperbolique ; la propagation des
ondes est gouvernée par les deux premiéres équations, c’est & dire par Popérateur d’évolution qui
relie les dérivées partielles temporelle et spatiale de la contrainte et de la vitesse. La discussion
faite au paragraphe 2.2.3, permet de supposer les conditions aux limites suffisamment régulidres
(continues en fait) de facon & ne pas avoir de discontinuités a traiter. Les relations de saut sont
par conséquent laissées volontairement de coté. Les deux équations suivantes sont relatives i ¢ et
a, vus dans ce systéme comme des paraméetres dont I'évolution temporelle dépend uniquement
de I'état actuel. Dans la suite, on notera indifféremment g(o, e, @) ou g(o, ¢, a; {p;}) selon que
I'on s’intéresse explicitement ou non A la dépendance de g par rapport au jeu de paramétres
{pi} qui entrent dans ’écriture de la fonction g.

7.4 Résolution numérique du probléme direct d’évolution

7.4.1 Méthode des caractéristiques

Le probléme d’évolution présente la forme générale de systéme hyperbolique suivante (Erin-
gen, Suhubi [36]) :
ou oU

A +Bo-=C (7.6)

dans lequel A et B sont des matrices de dimension 2, C est un vecteur et U le vecteur inconnu

du probléme :
U= [ g ]
v

Toutes ces grandeurs sont a priori fonction de x et t. Considérons dans le plan (z,t) € R? une
courbe I' paramétrée par t :
r- R — R?
t — (z(t)t)

On cherche & résoudre le probleme de Cauchy sur (z,t) € IR? défini par P'équation (7.6) avec la
condition :

Ulzx,t) = Up(t) le long de T

ot Uy est une fonction suffisamment réguliére du temps.

DEFINITION : une courbe caractéristigue du systéme (7.6) est une courbe I' pour laquelle le
probleme de Cauchy ci-dessus est indéterminé. En d’autres termes, sur la courbe T, il est im-
possible de déterminer le gradient (par rapport & z et t) de U et en conséquence d’intégrer le
champ U i partir de I. o
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Sur T, le systéme vérifié par le gradient de U est :

équation d'évolution : Af?E + B@— =C
oz ot
8U . U _ dU 0
U(z,t) = U(t tout ¢ : ()= 4 — = —2
(z,t) o{t) pour tou z (t) 7 + 3t pr
qui s’écrit aussi matriciellement (1 : matrice identité (2x2) :
ouU
A B|| 5 C
= (7.8)
(1 1 U 4l
E dt
dont on écrit les deux conditions d’indétermination :
1. le déteminant du systéme doit &tre nul :
A B
det =0
()1 1
ce qui s’écerit en retranchant la deuxiéme colonne de la premiére :
det (A ~z'(1)B) =0 (7.9)

Cette équation du second degré en z'(t) donne, si ses solutions sont réelles, les pentes z/, et
z!_ des courbes caractéristiques I'y. et T'_, issues du point (z(t),t) € R2.

2. le second membre doit étre compatible :

C A B
€Im

d_lZg b1 1

dt

ce qui traduit, pour chaque valeur =/, ou z, 'appartenance du vecteur formant le second
membre & un hyperplan de IR? soit une relation linéaire que doivent verifier, le long de Ty
ou I'_, les composantes de %‘1, a savoir les incréments de contrainte dog et de vitesse duvy :
c’est la relation covactéristique.

Dans le cas ol ces relations, sur ', et I'_, admettent des intégrales premiéres et peuvent donc
s’écrive dJy = 0 et dJ_ = 0, les grandeurs J, et J_ se conservent le long des caractéristiques
et sont appelés invariants de Riemann.

Les courbes caractéristiques ont une signification physique forte. En effet, dans le cas ol les
invariants de Riemann existent, on interpréte la conservation de 'invariant comme un transport
de la quantité J = Jy. le long de la courbe caractéristique issue de Mp(xg, tp){Jo étant la valeur
de J au point donné My). C’est pourquoi, si 'on se donne, en deux points A et B (distincts et
n'appartenant pas 4 une méme caractéristique), la valeur des invariants de Riemann et que des
courbes caractéristiques issues respectivement de A et B et se coupent en M, on peut déterminer
en A la valeur du champ U. C’est ainsi que la construction d'un réseau de caractéristiques
permet de résoudre le probléeme d’évolution (7.6) par la détermination, sur les nceuds de ce
réseau la valeur du champ U. On peut remarquer que si les invariants de Riemann existent,
cette intégration est exacte et que dans le cas contraire, la précision dépend naturellement de la
finesse du réseau de caractéristiques.
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7.4.2 Application de la méthode des caractéristiques

Le systéme (7.5) est bien résolu par la méthode des caractéristiques : le comportement est
de type Sokolowski-Malvern donc le réseau de caractéristiques est constitué de droites de pentes
connues a priori et le passage du régime élastique au régime visco-plastique n’affecte pas ce
réseau.

Les équations de propagation prennent la forme générale :

8o v

o P =h

(7.10)
@ 100 =f
oxr Eot °°

ol fi et fo sont des fonctions de z, i, o, v, £ et a. La résolution de I’équation (7.9) donne les

valeurs :
! = :|: ﬁ
Ty 1/ B

Ces valeurs étant constantes, le réseau de caractétistiques est entitrement connu : c’est 'en-
semble des droites du plan (z,t) de pente +1/¢ (¢ = /E/p). Physiquement ces droites corre-
spondent aux fronts de propagation des ondes dans le milieu : la pente 4+1/c¢ pour les ondes se
propageant vers les z > 0 et la pente —1/c pour celles allant vers les £ < 0. La condition de
compatibilité du second membre s’ecrit :

@_ﬂ:cdau

it “E dt i"fr_fl

c’est A dire en terme d’incréments :

c 1
=+4— dt — — .
dv :I:Eda:tcfg pfl dt (7.11)

relation que doit vérifier la solution de (7.10) le long de toute droite caractéristique de pente *c.
A partir de la figure (7.3), en supposant connus les champs de vitesse et de contrainte en A et

tl

Figure 7.3 : Intégration sur les caractéristiques

B, la relation (7.11) écrite respectivement entre ces points et le point M, sur les caractéristiques
{+} et {—}, conduit & un systéme linéaire de deux équations aux deux inconnues vpr et oy
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dont la résolution conduit 3 :
1 cdt dt
vy = E('”B +v4) +op (U'B ~04) - —(fz - - iz(ffg +

(7.12)

oM = -(UB +04) + _('”B - uy) — Eﬁ(fz - C—dt(fx

relations auxquelles il faut ajouter les relations incrémentales (en temps) qui actualisent ¢ et «
qui sont écrites de fagon explicite, par exemple :

1 1
EM = E(EA +eB)+ EE(vB — v4)

1 dt
ay = E(C’A +ag) + I[h(U'A,EAaOfA) + h{op,eB,an)]

7.4.3 Résolution par différences finies

Cette approche consiste & discrétiser le domaine (z,t) €]0,L[x]0,T| de IR? par la grille
constituée des points {(i Az,nAt),i =0,1..],n = 0,1..N} sur laquelle seront discrétisés les
champs mécaniques. Les opérateurs différentiels 8/0x et 8/8t sont par exemple remplacés par
une différence finie centrée :

oG Gry1 — G
— = Skl T TRl avec G; = G(j Aa)
da a=k Aa 2Aa
qui approche la dérivée de la grandeur G, au second ordre en Ae. Le systéme différentiel :
da v —0
9z "o
dv 1o (@,¢,a)
oz Eot I7F
est donc discrétisé de la fagon suivante :
oy =ofy it oot
2Az 2A¢
Vi ~vhy 1 oft —op!

= g{o™. . a7
2A$ E 2At —g(atietial)

dans lequel les indices inférieur et supérieur repérent respectivement les positions en espace
{#) et en temps (n). Pour montrer que ce schéma est stable (Dautray, Lions {30]), on applique
une transformée de Fourier spatiale au systéme discrétisé, les valeurs aux nceuds étant supposées
celles prises par des fonctions sufisamment réguliéres : o = o(i Az, n At) et v] = v(i Az, n At).
En utilisant le résultat suivant : soit f (;c) une fonction réelle, on note f;(x) = f(x+iAzx), alors:

£, [fi-i-l(-'l?; Af 1(:.:)] €) = 2At Flfi@)(€) avec B=2i 2—:: sin{§ Az)

ot F; [f(2)] (€) = f(€) est la transformée de Fourier spatiale de f(z), dans I'espace (£,t) le
systéme discrétisé devient :

o7+ 0 BE 1 0 67 -—2EAt‘“
G _ | Ble 0 01 oF 0
52 [T 1 o oo -1 | ¥ 0
s 0 1 00 T 0
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qui est stable si la matrice de passage donnant I'état A I'instant (n -+ 1) en fonction de Iétat a
I'instant n a ses valeurs propres de module inférieur 4 1, soit :

Az
. < 2z _
VE€R, Isin(fAzx)| < AL avec c=4/E/p

Le schéma aux différences finies est donc stable si :

A
At < Tm (7.13)

c’est & dire si la discrétisation en temps est suffisante pour autoriser la “transmission” d’un signal
a la célérité c des ondes dans le matériau considéré. Les équations d’actualisation en temps des
champs € et « sont écrites, de la méme fagon, sur la grille (i Az, n At).

7.4.4 Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis n'a pas été utilisée dans cette étude dont le cadre se restreint
4 une modélisation unidimensionnelle. On constate en effet que pour la classe de lois de com-
portement choisie, la méthode des caractéristiques s’avére de loin la plus performante (aussi
bien en précision qu'en de temps de calcul) en comparaison des méthodes aux différences finies
et des éléments finis.

En revanche, si l'on se pose le probleme d’identification du comportement dans le cadre
des grandes transformations, on utilise une méthodes d’éléments finis pour la simulation du
probleme direct. Ce cas se présente par exemple lorsque les données expérimentales provien-
nent d’essais aux barres de Hopkinson réalisés sur des mousses qui présentent généralement des
déformations importantes. Les élements finis sont bien entendu nécessaires lorsque I'on sort de
la modélisation unidimensionnelle ou que l’on a 4 traiter des structures plus complexes. Ce cas
se présente lorsque, dans 'exemple précédent d’une mousse, le gonflement de I'échantillon est
tel, que les effets d’inertie radiale ne sont plus négligeables et qu'une modélisation correcte est
obligatoirement bidimensionnelle (axisymétrique dans ce cas).

7.4.5 Probléme aux limites et probléme de Cauchy

Dans le systéme (7.5} des équations d’évolution, les conditions aux limites peuvent étire
imposées de différentes fagons. La premiére est 'approche classique d'un probléme de mécanique
pour lequel on se donne soit la vitesse soit 1'effort en tout point de la frontiére du domaine occupé
par la structure c’est a dire ici en z = 0 et £ = L. Le probléme d’évolution est alors bien posé
et est résolu par I'une ou I'autre des méthodes.

L’autre approche est celle du probléme de Cauchy qui est natureilement reliée & la méthode
des caractéristiques : on se donne la vitesse et 'effort sur une ligne dans l'espace (z,t) € IR?
qui n’est pas une ligne caractéristique. Le systéme différentiel peut alors s’intégrer, le long des
caractéristiques, & partir de ces données initiales. Dans notre cas, on peut imposer o et v sur
Pune des faces de 1’échantillon, les droites {z = 0,¢ € IR} et {z = L,t € IR} n'étant pas des
lignes caractéristiques.

L’approche classique du probléme aux limites est celle que I'on utilisera dans la suite, puisque
I'essai anx barres de Hopkinson fournit a priori les efforts et les vitesses sur les deuz faces de
I'échantillon. Cependant, dans certaines situations pour lesquelles les données ne sont fiables
que sur I'unc des faces de 'échantillon, on peut &tre amené & utiliser une approche de type
“probleme de Cauchy”. Ce cas se présente notamment pour un montage de type bloc-barre
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dans lequel I'impacteur, de grande impédance et de masse importante, vient directement im-
pacter P'échantillon et ol seules la force et la vitesse sur la face sortante peuvent &tre mesurées
(puisqu’une jauge de déformation collée sur la barre sortante permet un traitement analogue
a celui appliqué au systéme de Hopkinson). Ce type de simulation permet par exemple, pour
le montage bloc-barre (figure 1.9), de savoir & partir de quel instant ’hypothése classiquement
adoptée pour la vitesse de I'impacteur est justifiée. Cette hypothése est que la décélération de
I'impacteur est diie & la réaction de I'échantillon, effort mesuré par la jauge dont est équipée la
barre sortante. Cela revient 4 supposer I'impacteur rigide (Girardot, Rota [45]), c’est 3 dire de
négliger la propagation des ondes dans celui-ci.

L’intégration du probléme de Cauchy (voir section 5.2.4) se fait, dans le cas unidimensionnel,
par des relations analogues & (7.12), en calculant vitesse et contrainte en M A partir de celles
en A et A’ (figure 7.3). On précise sous quelle condition cette intégration est possible. En
particulier on étudie V'influence sur la stabilité du schéma d’un bruit (blanc) sur les données
initiales (4 l'abscisse x = 0, par exemple). En s’appuyant sur la figure 7.4, on voit que I'on peut
regrouper ces relations sous forme matricielle :

Xni1 = My - Xn + Fo(X,)dt (7.14)

dans laquelle X, est le vecteur des états (o,v) de tous les points de I'étape n (figure 7.4) (la
taille de X, est donc le double du nombre de points & I’étape n}. Le nombre de points diminue
d'une unité a chaque étape ; supposons que 'on soit parti de N points : & I’étape n il reste donc
N — n points. La matrice M,, est alors rectangulaire 2(N —n — 1) x 2(N — n) ; elle contient

~ etape n

Figure 7.4 : Intégration de Cauchy par les caractéristiques

sur chaque ligne quetre termes non nuls égaux a i% (voir (7.12}). F, est construite & partir des
seconds membres f et f> (a priori non linéaires) du systéme (7.10). f) et fo sont des fonctions
lipschitziennes de o et v ce qui permet d’écrire ||F;(X;)|| < £]|X;]| (en supposant F;(0} = 0, ce
qui ne modifie pas le raisonnement, et £ est indépendant de j puisqu’il ne dépend que de f; et
fa)-

Dans la relation (7.14), le terme F,(X,)df peut étre considéré comme une correction,
d’autant plus faible que le pas de temps dt est petit, si bien que Xp4+1 peut s'écrire X, 41 =~
M, - X,,. La matricc M,, s’obtient a partir de M,, 4 laquelle on a ajouté aux termes non nuls
:i:% une correction que l'on peut majorer par K £dt (K constante).

Pour étudier la stabilité, on suppose que X, est un vecteur aléatoire. L’espérance des
composantes est donnée et leur écart type est supposé identique (o,,). La variance de la j*™
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composante de X, ;) est donnée par :

Var(X;fH) = (Mg,k)z Var(X,’f) — 03“ Z(ﬂg,k)z
k

D’aprés la forme de la matrice My, la somme porte sur quatre termes dont la valeur absolue
est majorée par % + K fdt. Les écarts types des composantes de X, +; (ils sont tous du méme
ordre, noté g,41) vérifient donc :

Ot =~ (1 + 2K £dt) o

Une “profondeur” L de propagation nécessite un nombre L/dzx d’itérations, oll dz == C'dt est la
discrétisation spatiale (C, célérité des ondes). L'écart type final og,. est alors majoré :

Ot (1 +2K¢ dt)wdx Tinitial = Tinitial exP(.K £ Tmﬁ)

ol T** est le temps de transfert des ondes (temps d’aller retour) pour la prefondeur L con-
sidérée. L’étalement du signal croit avec le temps de transfert et la rapidité de cette croissance
est reliée & € (qui indique la variation “maximale” du second membre de (7.10)). Dans le cas
du modele de la figure 7.2, la valeur de £ peut étre estimée par le rapport E/n qui borne les
variations de la fonction g(o, ) associée i ce modele. La valeur de T** est typiquement de
quelques microsecondes dans les cas pratiques, ce qui rend généralement la simulation possible.

Dans le cas purement linéaire, il suffit de remplacer formellement £ par 0 : I’écart type se
conserve dans la transformation X,, — X, 4;. Cette conservation de la qualité de l'information,
dont on a naturellement tendance & penser qu’elle se dégrade au cours de l'intégration, est die
au fait que cette dégradation est contrebalancée par la réduction du nombre de points pris en
compte.

7.4.6 Comparaison des méthodes

Comime on ’a déja précisé, la méthode des caractéristiques présente un intérét si la pente des
caractéristiques est connue a priori, ce qui a pour conséquence de fixer le réseau et de permettre
une simulation rapide.

D’autre part, on peut noter que la méthode des caractéristiques est une intégration analytique
des équations d’évolution, c’est pourquoi, elle ne présente pas, contrairement aux différences
finies, de dérive temporelle et permet une intégration sur des temps plus importants. La fi-
gure 7.5 (de gauche) présente la force entrante obtenue en imposant les vitesses sur les faces
d’un échantillon dont le comportement est représenté par un modéle Zener par la méthode
des caractéristiques (courbe réguliére} et par un schéma aux différences finies centrées (courbe
perturbée au dela de 200 us) (N.B. : les courbes ont été décalées pour plus de clarté ; 'unité de
force a été normalisée). Le graphique de droite montre la sensibilité du schéma aux différences
finies lorsqu’on le sollicite “4 fréquence élevé”. En effet, la vitesse imposée est quasiment un
échelon, dont le spectre contient des fréquences élevées ; celles-ci sont amplifiées lors de la
propagation de 'onde : & chaque aller-retour de Ponde la réponse en force (sur la méme face)
se trouve de plus en plus bruitée (les grandeurs ont été normalisées pour apparaitre sur ce
graphique).

Dans le méme ordre d’idées, on réalise une simulation avec des conditions aux limites CL ;
puis & partir des conditions aux limites duales CL* obtenues par ce calcul (si C'L représente
un effort, CL* représente une vitesse et vice versa), on refait une simulation pour comparer les
conditions aux limites “biduales” CL** aux conditions CL initialement imposées : la propriété
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0.0 - v 2.0
10 vitesse

10 b caractéristiques

' 0.0

10 effort

-2.0
20

-3.0 ' + . .

0 100 200 300 400 pus o 100 200 300 400 ps

Figure 7.5 : Comparaison des deux méthodes

d'équivalence des conditions aux limites en effort et en vitesse permet d’affirmer que CL = CL*;
une méthode de calcul se doit donc d’étre suffisamment stable pour reproduire ce fait. La
méthode des caractéristiques est alors bien plus performante que la méthode des différences
finies ; dans I'exemple choisi, on simule des efforts & partir de vitesses et on essaie de retrouver
ces vitesses & partir des efforts que Pon vient d’obtenir par le calcul. La figure 7.6 représente
la vitesse entrante (CL) imposée (régulitre). La vitesse calculée (C'L**) ne s'en distingue pas
lorsqu’elle est issue du calcul par la méthode des caractéristiques mais est trés bruitée avec le
calcul provenant du schéma aux différences finies. Cet aspect prendra toute son importance
dans le choix de la méthode de simulation directe, puisque la résolution du probléme inverse
d’identification nécessite d’enchainer deux simulations de ce type.

200
Pl diil I

0.0

0 100 200 300 S
Figure 7.6 : Conditions "primales” et "biduales"

En revanche, un schéma aux différences finies n’est pas limité aux lois de type Sokolowski-
Malvern : le module élastique n’est pas forcément constant et peut par exemple dépendre de
I'état de charge, pourvu que la condition de stabilité donnée plus haut soit remplie ; ceci permet
I'utilisation d’autres formes de relations de comportement.

La méthode des caractéristiques présente un phénomene de divergence numérique analogue
a celui qui existe pour les différences finies lorsque la condition de stabilité (7.13) n’est pas
satisfaite : il existe un seuil fréquentiel au deld duquel les fréquences ne peuvent plus étre prises
en compte par le modéle numérique.

Pour les différences finies ceci se traduit, pour une discrétisation spatio-temporelle dounée,
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par une célérité maximale admissible par le schéma.

Dans le cas des caractéristiques, considérons le modele de la figure 7.2 auquel on a retiré le
patin (ce qui a pour effet de translater 'origine des contraintes) et ot 'amortissement est supposé
linéaire {m = 1). 1l est représenté figure 7.7. Ce modéle rhéologique présente un comportement

E,
E
VWV —

@'ﬂ

Figure 7.7 : Modgle simplifié

visco-élastique linéaire et peut donc étre traité dans le domaine fréquentiel, en vue de déterminer
le domaine de validité de la méthode numérique des caractéristiques. L'impédance complexe de
cet ensemble est définie par :

1 + 1
E E+iwy

1
o=Y"¢, —=
Y*
ce qui permet de définir le gain, en posant X = (5"3’1)2 et A= % :

G(w) = 20 Log,q

£
Y‘t

X4+ A2

‘e 2

et d’obtenir la courbe G = G(Log;o(X)) qui correspond a la courbe de gain d'un filtre passe bas
(figure 7.8). Cette courbe présente une fréquence de coupure que 'on peut estimer au point X,

G@e) !

B (xﬂ nGD)

X:“ LOgu?(
Figure 7.8 : Courbe de gain

point défini comme D’intersection avec 'axe des Log,,(X) de la tangente & la courbe au point
d’inflexion (Log;4(X0),Go). On a alors :

. 1 5 13 21+%)
Xo=A(L+A), Gu=10Logm(1+-X), X, =X (“'X)
d’otli Pexpression de la fréquence de coupure :
E 1\*
=—{14+X{14+— 7.15
ve= T+ N (1+5) (7.15)

Sil’on se place dans un cadre mécanique, on a généralement une valeur plus faible pour le module
élastique E' que pour le module E, soit A < 1, qui permet de majorer (141 /M) par 2 et donc
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we par wg* = 2(E + E') /5. Concrétement, cette fréquence de coupure w, signifie qu’au niveau
de la simulation, seules les pulsations w < w, seront prises en compte. Les conditions aux limites
que l'on impose dans les simulations sont échantillonnées sur une base de temps At ; d’aprés le
théoréme de 1’échantillonnage de Nyquist, cette base de temps représente les pulsations w < X
Pour éviter le phénomeéne de confusion des fréquences, il est donc nécessaire d’échantillonner les
données d’entrée (conditions aux limites) sur une base de temps suffisamment fine pour décrire

entiérement la bande de fréquence [0, w,}, soit :

m

—_— > wmﬂﬂ:

At~ °
(puisque dans le cas contraire, la bande [7/At,w], normalement “vide”, fera apparaitre, de
facon parasite, les harmoniques des pulsations w < w,). Ceci permet de définir un pas de temps
critique, correspondant & ’échantillonage le moins fin admissible :

2w

n

At < At = m (7.16)
Si cette relation n’est pas satisfaite, la solution calculée par la méthode des caractéristiques
est bruitée. La figure 7.9 montre cette divergence numérique lorsque, pour un pas de temps
fixé, 1 décroit et se rapproche de la valeur critique 7, = 2{E + E')At/n, obtenue i partir de
la relation (7.16). Les trois courbes représentent la force sur la face entrante de 1’échantillon,
obtenue avec un couple donné de vitesses, imposées sur les faces de ’échantillon pour différentes
valeurs de 7. {Les courbes ne sont pas identiques puisque le comportement change avec 7, les
unités de forces sont normalisées et la valeur relative de # par rapport a 7. est indiquée). On
note que la valeur de 7, (respectivement Af.) n'est pas une frontiére stricte pour la divergence
numérique du calcul mais elle définit une zone de transition (pour n/7, < 1 l'amplitude du
bruit est supérieure i celle de la solution).

0.0 — -
-1.0 R
-2.0 J
-3.0 4
-4.0 1.414 ) | 1.285 ) S 1.022 . | temps
o 200 o] 200 o 200 (n1s)

Figure 7.9 : Instabilité de l'intégration lorsque 7 décroit

Cette analyse rejoint celle du probléme de Cauchy, de schéma trés semblable (Suliciu {90])
(la différence se trouvant dans les limites du domaine d’intégration). En effet, I'écart type du
vecteur X, croit, pour le modéle considéré ici, exponentiellement en E T*" /5 dans I'intégration
du probléeme de Cauchy. Ceci implique, pour 5 pas trop petit, que I'intégration du probléme de
Cauchy dans la profondeur relative & T n’est pas trop bruitée. Cette analogic indique que la
divergence obtenue figure 7.9 est exponentielle lorsque 7 — 7.
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Il faut cependant rappeler que la motivation initiale de cette étude est d’optimiser le dé-
pouiliement de Pessai aux barres de Hopkinson, lorsque les conditions classiques ne sont pas
réunies, étape que 'on doit considérer comme préliminaire & la détermination du comportement
du matériau constitutif de I’échantillon, qui nécessiterait une identification systématique sur un
grand nombre d’essais.

Cette approche peut s’appliquer & un autre cas intéressant, proche de celui de barres de
Hopkinson, qui est le montage bloc-barre. Dans ce cas, les données induisent naturellement un
probléme de type Cauchy, qui n’a n'a pas été traité explicitement dans ce mémoire. Le systéme
des barres de Hopkinson fournit en effet des informations plus complétes, raison pour laquelle il
est plus couramment utilisé.



Conclusion

Dans un premier temps on a présenté et étudié les possibilités et les difficultés de I'expé-
rimentation dynamique, relatives en particulier & l’essai aux barres de Hopkinson, pour la
détermination du comportement dynamique. Cette analyse nous a amené a reconsidérer I'exploi-
tation classique des données du test, ce qui a conduit 4 une nouvelle approche, de type probléme
inverse. Cette approche inverse, présentée de maniére théorique dans un cadre plus général
que celui des barres de Hopkinson, repose sur la prise en compte des effets transitoires dans
I’échantillon, considéré alors comme une structure 4 part entiére et non plus comme un volume
élémentaire de matitre (ce qui correspond 4 ’analyse quasi-statique habituelle).

Le probleme inverse apporte ainsi une réponse i la question de l'identification d'un com-
portement & partir - principalement - de données duales sur la frontiére de la structure (effort
et vitesses). La résolution du probléeme inverse repose sur la notion d’écart entre évolutions.
Cet écart mesure la différence entre deux évolutions d’une structure, en partant d’un méme état
initial. En fait, le cadre introduit pour la résolution du probléme d'identification fournit, de
maniére plus générale, une solution & toute une classe de problemes aux limites mal posés, par
indétermination ou surdétermination des conditions aux limites. On propose dans ce cas un
algorithme permettant de construire des conditions aux limites compatibles puis une solution
qui posséde, sans toutefois les vérifier exactement, les caractéres cinématiquement admissible et
statiquement admissible, par rapport aux données en vitesse et en effort.

Pour appliquer la méthode inverse au cas du test aux barres de Hopkinson, il a été nécessaire,
aprés avoir fixé la modélisation de I’échantillon, de développer une méthode de résolution du
probleme direct d’évolution. Cette approche a permis de souligner certaines difficultés lides a
'essai aux barres de Hopkinson, comme le calage de l'origine relative des ondes et son cor-
rolaire, la détermination du module d’élasticité de 1'échantillon, ou le probléme d’adaptation
d’impédance entre les barres et ’échantillon dont dépend la qualité des mesures. Dans un pre-
mier temps on s’est limité & une classe de comportement qui permet une simulation rapide du
probleme direct, en vue de tester la méthode. Il est bien entendu intéressant, dans la pratique,
d’enrichir cette classe de comportement en y ajoutant des paramétres internes et en autorisant,
par exemple, une élasticité non linéaire. Dans le méme ordre d'idées, on peut enrichir le modeéle
par une modélisation axisymétrique de I’échantillon.
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Pour le probléme du calage de 'origine relative des données expérimentales, on peut, en
fixant une origine sur 'un des quatre signaux, introduire trois décalges relatifs, 71, 73, 73, des
trois autres signaux : on les considére alors comme des paramétres que I'on cherche A optimiser
au méme titre que ceux décrivant le comportement. On voit ici la puissance de la méthode de
Pétat adjoint puisqu’avec le méme Lagrangien (équation (8.8)), il suffit de reécrire sa différentielle
(8.9) :

6L = boeporerp L + basp o050 L + 8L + bny iy L (9.2)

pour constater que le gradient V, ;, o7 du coiit J par rapport & 71, 72 et 73 s’identifie &
Vry ima,73 £, qui, toujours d’aprés (8.8) s’exprime analytiquement & partir des termes de conditions
aux limites et 7.

Une autre remarque concerne la motivation de départ qui est d'optimiser le dépouillement
de P'essai SHPB ; on cherche en effet un modéle capable de décrire au mieux ’essai, ce qui
n'implique pas que ’on détermine le comportement du matériau constitutif de 'échantillon.
Cette détermination nécessiterait par exemple une identification systématique sur un grand
nombre d’essais et pour une gamme suffisamment large de vitesses d’impacteur (et donc de
niveaux de sollicitation). On peut, dans ce cas, construire une fonctionnelle coiit qui exerce un
contrdle global sur plusieurs essais en considérant, par exemple, la somme (pondérée) des coiits
relatifs & chaque essai.
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local ; le minimum est alors atteint plus rapidement qu'avec ’AG et avec précision.

9.6 Conclusion de la troisiéeme partie

Cette partie s'est intéressée plus particuli¢rement au traitement de l’essai aux barres de
Hopkinson. Comme pour tout probleme inverse on s’est tout d’abord donné une modélisation
du test : choix du comportement de 1'échantillon et méthode de résolution donnant accés &
Pévolution de celui-ci. Ensuite, on a explicité la méthode inverse et notamment la question du
calcul du gradient de la mesure d’écart entre évolutions qui en constitue une étape importante.

Le calcul inverse est ensuite testé sur quelques cas type pour valider la méthode et en souligner
les difficultés. On peut cependant préciser les choses en ce qui concerne I'application de la
méthode. D'une part, on s’est limité & un type de comportement simple (élasto-visco-plastique
4 quatre paramétres) mais qui présente 'avantage de décrire une classe de comportements que
’on a supposée suffisamment large dans un premier temps, et de permettre un traitement rapide
du probléme direct. Un axe de développement consiste donc & implémenter le calcul direct
pour d'eutres modeéles de comportement, notamment & paramétres internes et/ou présentant
une élasticité non linéaire. La figure 9.27 présente un exemple de calcul de la propagation
des ondes dans un échantillon élastique non linéaire, grice & une méthode des caractéristiques
modifiée, récemment développée. En ce qui concerne le dépouillement de 1'essai SHPB, on peut

1o
£

comportement
elastique
non lineaire

temps {us)

Figure 9.27 ; Simulation é&lastique non linéaire

envisager dans I’avenir des calculs axisymétriques, mais cet aspect passe certainement aprés
Penrichissement des simulations 1D ; on peut & ce sujet rappeler que la détermination du gradient
par état adjoint, si elle est la plus performante, nécessite pour de nouveaux comportements une
reformulation (au moins partielle), puisque son développement se limite ici & un modéle de type
Sokolowski-Malvern (section 7.2).
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fonctionnelles non intégrées en temps mesurent un écart sur 'état de la structure au temps T ;
comme le comportement est élastique, I'histoire du chargement n’est pes prise en compte par
ces mesures, ce qui explique leur faible résolution.

L’application de 'algorithme génétique 4 une polpulation d’une centaine d’individus tirés
au hasard sur l'intervalle [0,1] (représentant le segment [100 000 MPa,500 000 MPa)) que l'on
reporte sur le tracé de I'écart sur ce méme segment (figure 9.26, gauche). Aprds une ving-
taine de générations, 1’état de la population est celui de la figure 9.26, droite : les individus
se sont regroupés dans les zones de minimum local. Le tableau 9.6 indique les abscisses ap-

ecan ocart
10 10
0.8 o8}
06 ] 08 b
04 . 1 04
0.2 oz}
%0 2 B 04 A 06 b 08 modle 10 995 02 B 04 A s i 08 module 10

Figure 9.26 : Population initiale et finale

prochées de ces minima locaux, la valeur de I'écart en ces points et bien entendu le nombre
d'individus qui se regroupent au voisinage des minima (leur somme ne fait pas 100 puisque
certains individus restent isolés). Il est certain que dans le cas d’un seul paramétre I'algorithme

abscisse sur [0,1] | 0.12 | 0.26 | 0.49 | 0.74 | 0.92
écart normalisé | 0.64 { 0.37 | 0.17 | 0.53 | 0.81
nbre d'individus 8 15 38 15 19

Tableau 9.6 : Minima locaux

n’a pas de grande difficulté pour détecter les minima locaux. Pour un nombre plus important de
paramétres, cette opération est plus délicate puisqu’il faut couvrir, avec une population initiale
de taille raisonnable, un pavé de IR® et qu'un bon choix de paramétres de selection, mutation
et croisement devient important. Sur la figure 9.26, par exemple, on est pas allé jusqu’au bout
de I’évolution (le critére d’arrét étant généralement atteint lorsque la population n’évolue plus).
Un nombre plus grand de générations conduirait & un regroupement plus piqué aun voisinage
des minima. Pour amener, par exemple, toute la population sur le minimum absolu on peut
augmenter le facteur de mutation qui permet aux individus “bloqués” sur un minimum local de
“sauter” hors de ce puits pour se retrouver dans la zone d’attraction du minimum global (Sebag,
Schoenauer [86]).

Pour obtenir une bonne précision sur le(s) point(s) minimum(a), I'algorithme génétique
nécessite de nombreuses itérations. On voit cependant 'intérét du caractére exploratoire de la
méthode puisqu’avec un petit nombre de générations, elle permet de détecter et sélectionner les
zones de minimum, lorque l’on a aucune idée a priori de la solution ; un algorithme de descente
classique peut alors prendre le relais dans le voisinage du meilleur et/ou plus physique minimum
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Ep, est relativement “proche” de la réponse A, relative au module moyen E4 = % 5 (Ep+ Eg).
La courbe C contient en quelque sorte les caractéres relatifs aux deux réponses dont on a pris la
moyenne. On choisit donc comme données expérimentales les vitesses ayant servi aux simulations
et les efforts définis par les courbes moyennes C.

ecart

20

15F

1.0
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oo 0.2 0.4 08 08 10
é A é parametres

Figure 9.25 : Différents écarts

La figure 9.25 représente les variations de différentes fonctionnelles d’écart en fonction du
module élastique (elles ont été normalisées pour la représentation).  Les points B, A et B’
correspondent aux modules Eg, E4 et Eg:. Les quatre courbes représentent :

T T
1. I'écart quadratique sur les efforts, J; = f o -l gdt + f o~ o%2_p dt,
0 0
T (L
2. Décart énergétique, intégré en temps, ici Jo = f / Aa Ae + pA'v2) dz dt,

3. Pécart en puissance, intégré en temps, J3 = f (T -t)Aco Av|“"'" dt,

4. deux courbes quasiment confondues représentant les fonctlonnelles écart en puissance et écart
énergétique au temps 7, dont les expressions sont similaires & J» et J3 respectivement, sans
le facteur (T — t) dans 'intégrande.

De imaniére générale, on sait que 'écart en puissance majore 'écart énergétique (voir sec-
tion 6.4.4, M > %A). Il en est de méme pour les formes intégrées en temps, J3 > %Jz.
Dans le cas élastique, cette majoration devient une égalité (pas de termes dissipatifs dans le
comportement, cf. 6.4.4). On le vérifie sur la figure 9.25 oli J> = 273 ont été normalisés par le
méme ccefficient. On a choisi une normalisation qui permet de superposer les écarts non intégrés
en temps : ils sont confondus (courbes 4) aux erreurs numériques prés.

L’analyse de ces courbes montre que la solution la meilleure semble effectivement se trouver
dans un voisinage de A, comme le laissait supposer le tracé des efforts 9.24, mais surtout,
on retrouve le fait que ces efforts on été construits & partir des réponses B et B’, au niveau
desquelles on constate l'existence de minima locaux. Pour les fonctionnelles non intégrées en
temps {courbes 4), ils ne sont pas trés nets. Ceci permet d'illustrer le fait, déja signalé dans
la section 6.4.4, que les formes intégrée en temps sont a priori plus performantes. En effet, les
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I'essai SHPB, trés sensible aux origines relatives des données expérimentales.

Sur la figure 9.23, on compare le traitement classique des vitesses expérimentales an méme
traitement réalisé sur les données calculées & partir des efforts et des paramétres identifiés. La
différence des vitesses sortante et entrante fournit le taux de déformation ; il est beaucoup plus
oscillant pour les données calculées, en particulier dans les premiers instants o 1’“équilibre”
n’est pas atteint. Cet “équilibre”, ou plutdt deséquilibre, n’est pas I'équilibre physique (puisque
les efforts sont trés rapidement équivalents, figure 9.22) mais le deséquilibre engendré par le
mauvais calage de l'origine des données. Par intégration, on obtient la déformation en fonction
du temps qui bénéficie de l'effet régularisant de I'intégration. La vitesse moyenne de ’échantillon
permet aussi de constater, de facon globale, I’effet de ce deséquilibre.

9.5 Algorithme génétique

L’emploi d’un algorithme génétique, plus lourd en temps de calcul que les méthodes de
descente classiques, se justifie lorsque la fonctionnelle colit & optimiser n’est par exemple pas
continue, pas dérivable, définie sur un ensemble discret ou, et c’est le cas qui nous préoccupe,
s’il existe des minima locaux.

De fagon générale, sur les cas que nous avons pu rencontrer, la variation de 1’écart 7 le long
d’un segment dans 1'espace des paramétres est, aux dérives numériques prés (voir par exemple le
probléme lié au calcul du gradient par différences finies, section 8.4.4, figure 8.2), relativement
régulidre et reste convexe (le segment se trouvant dans une zone physiquement acceptable...).

C’est pourquoi on cherche & simuler un essai pour lequel I'écart n’est pas convere. Pour
cela, on a choisi un sollicitation simple de ’échantillon : face sortante encasirée et déplacement
sur la face entrante de forme triangulaire (lissée) qui impose une compression. Pour simplifier,
on prend un comportement élastique. On considére les trois réponses en effort pour les valeurs

effort (10° Pa)
50.0

Q0

0.0 100.0 2000

temps (us)

Figure 9.24 : Efforts simulés B, A, B' et moyenne C, face entrante

Ep = 200 000 MPa, E4 = 300 000 MPa et Ep: = 400 000 MPa. Le graphe 9.24 représente ces
trois réponses {courbes indicée respectivement B, A et B’) ainsi que la moyenne des réponses B
et B’ (cowrbe C = % (B + B")), sur la face entrante de I’échantillon (Pallure étant similaire sur
la face sortante). On constate que la réponse C, moyenne des réponses pour les modules Eg et
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Figure 9.23 : Comparaison avec 'analyse classique, essai XES

vitesses présentent un écart de 7 a 8 s, alors que les ondes dans un acier ont une célérité
typique d'environ 5000 m. - s™! = 5 mm - us~! et que la longueur de ’échantillon est de 8 mm.
Le temps de transfert (8/5 = 1.6 us) est donc trés mal représenté par les mesures des vitesses :
il est trop long ; comme il correspond & une célérité des ondes bien plus faible que 5000 m - 572,
Peffet de ce décalage sur l'identification conduit & un module élastique trop faible.

Ceci est aussi di au fait que I"écart employé est Pécart quadratique en effort, qui compare les
efforts calculés 4 partir des vitesses expérimentales aux efforts expérimentaux : avec cet écart,
une erreur sur les données en vitesses ne peut étre contrebalancée par I'information sur les efforts
(les données expérimentales en effort sont en quelque sorte “passives”). Cette difficulté est trés
lide au dispositif SHPB pour lequel il est souvent délicat de déterminer avec précision les origines
relatives des trois ondes (Zhao, Gary, Rota [100]). Une erreur de calage des ondes induit bien
entendu une erreur similaire pour les origines des courbes expérimentales de vitesse et d’effort.

L'utilisation de la fonctionnelle d’écart en puissance permet en revanche de prendre en compte
de maniére symétrique les données en effort et en vitesse : les paramétres Ey, 7 et oy iden-
tifiés sont dans ce cas & peu prés identiques mais le module d"Young est un peu plus élevé
- 121 000 MPa - (ce qui reste faible...).

Cet exemple illustre bien la difficulté (historique) de I'identification du module élastique par
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Le tableau 9.4 donne les variations relatives des paramétres identifiés lors du bruitage des
données expérimentales, par rapport aux paramdtres exacts. La continuité est numériquement

parameétre E E; i oy | écart J
bruit blanc 1% | 1.020 | 0.962 | 1.049 | 0.935 | 0.978
bruit non blanc 2% [ 1.024 | 0.903 { 1.045 | 0.951 | 0.949

Tableau 9.4 : Effet du bruit

vérifiée puisque ces variations relatives restent de 'ordre de 2 & 4 %. La différence non négligeable
qui existe entre vitesses calculées (figure 9.21, courbes €2 et s2) et vitesses données (figure 9.18
que l'on bruite) fait que la compatibilité des données bruitées dans le cas 2 n’est en fait pas
trés bonne, ce qui peut expliquer I’écart plus important (10 %) observé sur E;. La derniére
colonne du tableau montre de la méme fagon la continuité de I’écart par rapport aux conditions
expérimentales. Bien entendu cet écart (valeur relative < 1) a diminué pour les paramétres
identifiés dans les deux cas, et il a plus diminué dans le second puisque 'incompatibilité initiale
était plus grande.

Remarque sur le dépouillement quasi-statique

On a vu qu’une méthode inverse pour le dépouillement d'un essai aux barres Hopkinson se
justifie lorsque P’équilibre de I'échantillon n’est pas rapidement atteint (par rapport i la durée
du test). Appliquons cette méthode 4 un essai sur un acier, pour lequel on sait que 'équilibre
est rapidement atteint et le dépouillement classique licite.

E (Pa) E¢ (Pa) | n(Pa.sm™)| oy(Pa) | p(kg.m™®) [ L (m)
8.291 1017 | 1.902 10° 9.504 10° 4.7159 10° 8100.0 0.008

Tableau 9.5 ;: Paramétres initiaux

Les données expérimentales sont présentées figure 9.22. L’identification est réalisée avec un
écart quadratique en effort. Les résultats sont consignés dans le tableau 9.5. Sur ces parmétres

vitesse (m/s) effort (MPa)
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Figure 9.22 : Vitesses et efforts, essai acier

on remarque tout de suite la valeur identifiée du module d"Young - 83 000 MPa - qui est bien
trop faible pour un acier ! Pourquoi une valeur si faible ? On remarque que les données en
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Figure 9.20 : Histoire des efforts

suivante. Le bruit non blanc correspond physiquement i 1’ajout d'une (petite) force sur I'une
des faces de 1'échantillon ; il s’ensuit un deséquilibre de I'échantillon. La conséquence sur les
vitesses est 'addition d’un mouvement de corps rigide, de masse celle de ’échantillon, produit
par cette force parasite, ce que I'on vérifie numériquement sur les données de la figure 9.21. 11
faut cependant remarquer que cette analyse, si elle permet d’expliquer 'effet d’un bruit non
blane, n’est en revanche pas eracte. En effet, elle ne permet pas, par exemple, de rendre un
essai “symétrique” en retranchant aux efforts o, et o, |'effort moyen %(ae + ;) (on obtient ainsi
le chargement syméirique o = % %(cnE — o,) sur chaque face) et en retranchant aux vitesses
la vitesse moyenne vy, correspondant au mouvement de corps rigide associé (c'est & dire tel
que (pL) oy, = %(ae + o,)) : l'application de vitesses ou d’efforts égauz sur les deuz faces de
I’échantillon ne conduit bien évidement pas & la solution de type mouvement de corps rigide (a
cause des effets d’inertie...).

vitesse {mvs) vitesse (m/s)
20 r T 200

150
100

0o

0.0
50

i

u'uan 100.0 2000 300.0 "Mmo 100.0 200.0 3000

temps {us) temps (us)

Figure 9.21 : Vitesses initiales et histoire des vitesses
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Figure 9.19 : Efforts sur les faces de i"échantillon

Dans les graphiques qui suivent, les données sur la face z = 0 sont repérées par e, sur la face
x = L par s (par référence 3 la barre de Hopkinson pour entrant et sortant) et les indices 1 et
2 indiquent le type de bruit. Les histoires de ces efforts et vitesses calculés sont données par les
graphes 9.21 et 9.20. Par “histoire” on entend simplement 1'évolution des données aux limites
v(t) et o(t) en fonction des itérations de I'algorithme.

Ce que I'on constate sur la figure 9.20 c’est que le bruit n’a quasiment pas d’influence sur les
courbes d’efforts, qui sont confondues avec celle de la figure 9.19 (donnée “idéale” sans bruit) :
la présence d’un bruit sur les vitesses n’affecte que trés peu la réponse en effort. En revanche
les réponses en vitesse sont plus sensibles, et de maniére différente selon le type de bruit sur les
efforts (figure 9.21).

Un bruit blanc génére des oscillations (figure 9.21) de la réponse autour des données non
bruitées (figure 9.18) dont V'amplitude est plus forte que sur les efforts. On peut avancer
I'explication suivante. Les ondes, lors de la partie visco-plastique de la réponse de 'échantillon,
se déplacent & une célérité c; = /E;/p, inférieure A la célérité des ondes élastiques (¢ = /E/p),
et vérifient {en supposant les ondes plastiques et non visco-plastique comme l'impose le modele)
une relation de saut du type [o] = pc;[v]. On peut noter que P'échantillon, dans la phase du
chargement représentée par le plateau, ne subit pas de décharge (élastique en ’occurence) ce
qui fait que toutes les ondes se déplacent A une célérité (proche de) ¢;. Le rapport E/E; est ici
proche de 40 soit ¢/c; ~ 6. On a donc :

M_ o I gld (9.1)
Uy  pCiUy Oy Oy

pour p = 8100 kg - m™3, ¢, = 849 m - s71. Les rapports [v]/v, et Jo]/oy représentent le bruit
relatif sur chacune de ces quantités, puisque o, = 472 MPa et v, = 10 m - 571 (par exemple)
sont de bons indicateurs de leur amplitude “globale”. Ce rapport entre les bruits sur la vitesse
et l'effort est donc expliqué, an moins qualitativement, par la relation (9.1} (le choix de v, étant
un peu arbitraire...).

Le bruit non blanc posséde, en plus de ce qui vient d’étre explicité pour le bruit blanc,
un cffet d’ensemble important sur la réponse en vitesse. Celui-ci s’interpréte de la maniére



9.4 — Effet du bruit 139

Le fait de présenter, in fine, un élément de R°¢ comme résultat de 1’algorithme d’identification
du comportement est en fait plus significatif de la qualité de I'identification puisque cet élément
est a posteriori indépendant des données.

Comme on l'a déja exposé i la section 6.3, la suite de conditions aux limites en effort
acquiert progressivement les “caractéres” CA et, réciproquement, les conditions aux limites en
vitesses, les “caractéres” SA. Cet aspect est remarquable sur données sur la face sortante : la
vitesse compatible présente les oscillations de la force expérimentale et la force tend A perdre
son caractére oscillant.

Les graphiques 9.16 et 9.17 présentent les champs de vitesse et de contrainte (simulés) pour
la solution compatible, construite a partir de I'identification sur du sel gemme, dans la longueur
de I’échantillon et en fonction du temps. Ce type de vue permet de bien se rendre compte de la
non homogénéité, A la fois spatiale et temporelle, des champs dans 1’échantillon.

9.4 Effet du bruit

Comme on l'a prouvé dans les chapitres précédents, I'identification des paramétres de com-
portement est steble vis & vis d’une faible variation des données expérimentales fournies &
lalgorithme.

On présente ici une approche numérique de ce phénomeéne. Pour cela, on considére un essai
simulé qui représente bien un essai réalisé sur de I’acier, puisque ces efforts sont rapidement
en équilibre (en fait, ces données simulées sont obtenues par l'algorithme de construction de
conditions compatibles, ¢ partir d’une identification sur un acier ; les vitesses et les efforts sont
représentés respectivement figures 9.18 et 9.19).

vitesse (mv/s)
200

15.0
100+

50 +

0ol

oo 106.0 200.0 300.0
temps (us)

Figure 9.18 : Vitesses sur les faces de I'échantillon

L'idée est alors de bruiter ces données et de refaire un calcul inverse, en suivant 'évolution des
conditions aux limites calculées au cours de I'identification. Pour cela, on a choisi la fonctionnelle
écart en puissance. Deux bruitages sont envisagés, un bruit blanc d’amplitude relative 1 % et un
bruit non blanc d’amplitude 2 % (la composante moyenne de ce bruit suit une sinusoide de basse
fréquence par rapport a la durée de I'essai, w = 10 s~!, T' = 628 ps). Les vitesses et les efforts
sont calculés & partir des efforts expérimentaux et des vitesses expérimentales (respectivement).
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Les données expérimentales de départ et les données compatibles sont présentées figures 9.14
et 9.15. Les lettres e et s font référence aux données expérimentales sur les faces entrante et
sortante, ec et sc aux mémes grandeurs rendues compatibles par 'algorithme. Les conditions
aux limites vec(t), vsc(t), Oec(t) et o5e(t) correspondent en quelque sorte & la réponse du modéle
de comportement (élément de R*?) la plus proche des données expérimentales.

200

temps (s)

Figure 9.16 : Vitesses dans I'échantillon, identification sel gemme

200 abscisse
temps (15) 2.5  (mm)

Figure 9.17 : Efforts dans |'échantillon, identification sel gemme
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proprement dite, puisque c’est un cas ol I'équilibre de 1’échantillon n'est pas vérifié, out les efforts
présentent d’importantes oscillations et oi1 le dépouillement classique ne peut s’appliquer.

9.3 Construction de conditions compatibles

Comme on I'a vu dans la section 6.3, on dispose d’un algorithme qui permet de construire,
a partir du calcul d’identification fait précédemment, un élément compatible qui se situe “en-
tre” les solutions cinématiquement admissible (ol v.(t) et v;(¢) sont imposées) et statiquement
admisssible (ol o.() et o,(t) sont imposés). Cette construction d’un élément de R? permet de
visualiser en quelque sort la qualité de la solution.

vitesse (m/s)
20.0
a8
-/—\._/-—
150 ]
ec
100 ¢
£0 |
2= S,
D'oo.o 106.0 2000
temps (us)

Figure 9.14 : Vitesses compatibles

0.0

effort (10° Pa)

-40.0 b

-60.0 |

[s 1] 106.0 2000
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Figure 9.15 : Efforts compatibles
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charge de Péchantillon, c'est 4 dire le flanc de montée et la premitre oscillation sur la force
entrante (f < 60us), et la mise en équilibre progressive de I’échantillon (¢ > 60us). On prend
donc ce résultat comme base de comparaison.

Les courbes issues de Pidentification sur 80 us présentent en revanche une dérive assez
importante au dela de la durée d’identification, ce qui est somme toute logique. On constate
d’autre part que le module élastique E est bien plus faible que pour l'identification sur 120 us :
ceci peut s'interpréter par le poids plus grand qu’ont la premiére oscillation de la force entrante
et le décrochement que présente la force sortante & ¢ ~ 35us, lorsque I'on se limite 4 une durée de
80 ps. La valeur de la viscosité 7 est du méme ordre de grandeur pour 80 gs et 120 us puisque
c’est ce paramétre qui gouverne la période des oscillations. Le module tangent E; est assez mal
identifié puisque la “pente moyenne” du plateau est en quelgue sorte indéterminée avant 80 us.

Pour l'identification sur 200 us on observe par contre 'effet inverse : le plateau a un poids trop
important : les paramétres identifiés sont alors tels que la réponse est globalement d’amplitude
plus faible. Le module élastique E est donc plus faible ainsi que le seuil o, et le module tangent
E,.

C’est pourquoi un indicateur intéressant de la qualité de identification est la valeur de I’écart
J aprés convergence de l'algorithme, ramené & 1'unité de temps (tableau 9.3 et graphe 9.13). En

JITe (107)
120

100

80

80t

40|

20| —_—

o"l’ia.t.v 106.0 1400

1800
Tndem ‘p.s)
Figure 9.13 : Evolution de J /T

dessous de 80 us 'identification ne va quasiment concerner que le module élastique, si bien que
Pidentification peut étre correcte mais siirement pas représentative de 1’essai, et on s’est limité
a la durée de 200 ps pour laquelle 7 /T devient grand. La durée optimale d’identification
correspond & T%¢* = 120us, minimum de .7 /T, ce qui conforte le constat visuel déja fait a
priori sur la meilleur qualité de cette identification.

Les résultats présentés montrent qu’il est assez difficile de réaliser une identification “précise”
A partir de données expérimentales, vu 'accord que l'on obtient entre celles-ci et les grandeurs
calculées. Il faut cependant modérer cet aspect par le fait que le modéle de comportement utilisé
ne comporte gue quatre parameétres et que ce n’est peut &tre pas le modgle idéal pour décrire
le comportement dynamique d’un sel gemme (un modéle présentant de 'endomagement serait
en principe micux adapté). Ceci dit, cet exemple sert plutét de test pour la méthode, avec un
modéle de comportement simple et permettant une simulation rapide, que d’une identification
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Figure 9.7 : Sel gemme, effort entrant, identi- Figure 9.10 : Sel gemme, effort sortant, identi-
fication sur 80 us fication sur 80 us
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Figure 9.8 : Sel gemme, effort entrant, identi- Figure 9.11 : Sel gemme, effort sortant, identi-
fication sur 120 ps fication sur 120 pus
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Figure 9.9 : Sel gemme, effort entrant, identi- Figure 9.12 : Sel gemme, effort sortant, identi-

fication sur 200 us

fication sur 200 us
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par rapport & z est :
s(z) = z df(x) __ 2z
f(z) dz T —zp

qui tend vers l'infini lorsque 2 —— zp. Dans la pratique, I’écart 7 tend vers 0, aux erreurs
numeériques pres (log(.J) stagne & —16 sur la figure 9.5) ce qui rend incertaines les valeurs des
sensibilités. Il faut noter que ce cas n’est génant pour le calcul des sensibilités que dans le
cas de données idéales pour lesquelles on a donc J — 0 ; dés que celles-ci présentent une
incompatibilité la valeur minimum de J reste strictement positive. Ce cas sera présenté dans la
section suivante.

L’expression analytique du gradient de J par rapport aux paramétres de comportement :

or=1, |} (555 - og] s

o[ [ [ o

permet de comprendre comment 1’état adjoint intervient dans le calcul des sensibilités. Chaque
sensibilité est obtenue par le produit de la déformation adjointe é par la dérivée du comportement
par rapport au parametre relatif a cette sensibilité. L'état adjoint intervient donc de la méme
facon pour toutes les sensibilités, la différence étant due en quelque sorte i la sensibilité du
comportement vis i vis de chaque parameétre, i travers gg—

9.2 Données expérimentales

Dans cette section on teste I'algorithme sur des données issues d’un essai réel. Cet essal,
réalisé sur un échantillon de sel gemme, présente un intérét vis A vis de la méthode puisque
les efforts sur les faces entrante et sortante sont trés différents : le dépouillement classique
qui suppose ’équilibre de 1'échantillon ne peut pas s’appliquer et l'approche inverse se justifie
pleinement. L'essai a été réalisé au L.M.S. sur des barres de diameétre 40 mm en aluminium et
Péchantillon présente une longueur et un diameétre identiques de 36 mm. La durée de la mesure
est de 300 us.

La mesure d’écart choisie est I'écart en puissance intégré en temps. L’identification est
réalisée sur différentes durées et les résultats sont rassemblés dans le tableau 9.3.

Tent | E (Pa) E; (Pa) 7 (Pa.s.m™') | oy, (Pa) J [Tieent

80 s | 1.4863 10'Y | —1.4406 10° 5.2424 10* { 1.6694 107 | 2.0182 107
120 ps | 1.8693 10'° | —4.2691 10° 7.5995 10* | 1.0301 10° | 1.5859 107
200 ps | 1.4737 1010 | —0.9413 108 4.4912 10* | 0.8673 107 | 10.3552 107

Tableau 9.3 : Paramétres identifiés pour le sel gemme

Les figures 9.7 4 9.12 donnent une idée “visuelle” de l'identification, en comparant les
cfforts calculés (4 partir des vitesses erpérimentales et des parameétres identifiés) et les ef-
forts expérimentaux, respectivement sur les faces entrante et sortante, et pour les trois durées
d'identification (représentées par une barre verticale). On a choisi de présenter les efforts et non
les vitesses puisque ce sont eux qui montrent le non-équilibre de 'échantillon.

Ou constate visuellement que la meilleure identification est celle réalisée sur une durée de
120 ps. En cffet, c’est sur les courbes 9.8 et 9.11 que 1’on décrit au mieux & la fois la mise en
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La figure 9.6 représente les conditions aux limites de I'état adjoint & la dixidéme itération.
On rappelle que ces conditions sont les “vitesses” ¥ imposées (cf. section 8.4.3), puisque 'écart
choisi est I'écart quadratique en effort (on a ici pris cet écart pour des raisons de simplicité,
puisqu’il ne Jui est associé qu’un seul état adjoint). On retrouve aussi que ce sont les conditions
finales (homgeénes) qui sont fixées dans le calcul de Pétat adjoint. L’amplitude de la vitesse
adjointe est, sur la figure 9.6 typiquement de 25 MPa alors que les efforts, sur la figure 9.2, sont
de 'ordre de 500 MPa, soit quelques 5 % d’écart relatif entre les contraintes exactes et calculées.

Globalement, ces conditions aux limites montrent que I'amplitude des champs adjoints est la
plus élevée au début du chargement : en interprétant les champs adjoints comme des “forces de
rappel” vers les données expérimentales (simulées dans ce cas) on voit que c’est dans la premiére
partie du chargement que le systéme est le plus contraint (au sens du probléme de minimisation).
Au fur et & mesure des itérations, I'intensité de I’état adjoint décroit. Dans les cas idéal des
données simulées, lorsque 'algorithme a convergé, on a égalité des efforts calculés et des efforts
expérimentaux o ~ ¢%, soit # ~ O en z = 0 et z = L : 1'état adjoint est alors nul puisque les
conditions initiales et aux limites le sont.

On définit la sensibilité s{p;) de 'algorithme par rapport au paramétre p; par la dérivée
logarithmique de I’écart par rapport au parametre :

4. 9log(J) _pi 8T
) = Blogler) ~ 7 o

Ces expressions correspondent simplement & une normalisation (locale) de chacune des com-
posantes du gradient de 'écart, par I'écart et le paramétre relatif & cette composante. Ces
quantités présentent bien entendu l'avantage d’étre comparables.

itération it 00 | it 20 | it 40 it 60
s(E) |-18.53]12.62 | 30.28 | 194.68
s(Ey) 3.78 | -1.71 | -1.83 | -1.92
s(m) 215 | 2.64| 3.07| 6.58
s{ay) -1.54 | -1.87 | -459 | -8.01

Tableau 9.2 : Sensibilités

Toujours pour le méme exemple, les sensibilités, & certaines étapes de 1'algorithme, sont
regroupées dans le tableau 9.2. Celles-ci permettent d’expliquer les constatations heuristiques
formulées précédemment. Un premiére remarque concerne le signe des sensibilités : lorsque le
parameétre est inférieur (resp. supérieur) i la valeur vraie, il faut 'augmenter (resp. le diminuer)
pour faire décroitre J ce qui explique le signe négatif (resp. positif) de la sensibilité. Ceci est
cohérent avec les courbes d’évolution des parameétres 9.3 et 9.4.

La sensibilité par rapport & F est la plus grande : si le module élastique est mal identifié, on a
peu de chances de se trouver sur une solution acceptable. Pour E,; en revanche, la sensibilité est
tout de méme assez forte, mais il faut ponderer ce fait par les grandes variations de ce paramétre
au cours des itérations (figure 9.3). Les sensibilités par rapport a n et o, sont comparables mais
de signe opposé ce qui explique la compétition entre ces parameétres. D’autre part ces deux
sensibilités croissent sensiblement dans les derniéres itérations : de fagon générale, lorsque l'on se
rapproche de la solution exacte, dans les derniéres itérations, les sensibilités deviennent grandes,
et méme non significatives (elles ne sont donc pas reportées dans le tableau 9.2), pour la raison
suivante : considérons la fonction f(x) = k(x — 2¢)?, quadratique et nulle en x = xp, qui peut
représenter ’écart 7, nul lorsque les paramétres sont les vrais paramétres. La sensibilité de f
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Figure 9.5 : Evolution de J et log(.J)

pour les derniéres itérations (on a normalisé 7 par sa valeur initiale). On peut remarquer que
pour les derniéres itérations, la décroissance de log(.7) est quasiment linéaire ce qui implique
une décroissance géométrique de 7. Au voisinage de son minimum la fonctionnelle peut étre
assimilée 4 une forme quadratique des parameétres (cf. section 8.4.3, Effets d’une variation des
données), ce qui entraine de méme une décroissance géométrique, pour l'itération courante, de
I’écart des paramétres aux paramétres exacts.

vitesse adjointe (10°MPa)
400 — :

200

PR

0.0 0.0 1200 1800 2400 3000
temps (ps)

Figure 9.6 : Etat adjoint, fonctionnelle quadratique

L’évaluation du gradient pour cette identification est réalisée par la méthode de I'état ad-
joint. Le comportement de I'algorithme est bien entendu équivalent avec une évaluation par
différentiation directe {la comparaison de ces methodes est faite & la section 7.4.6). L’état adjoint
apporte cependant des informations supplémentaires qui permettent certaines interprétations.
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Figure 9.3 : Evolution de n et E,

plastique (figure 8.1). Lorsqu’on a dépassé le seuil plastique oy, I'effet de la viscosité 7, si 'on
suppose la vitesse de déformation quasiment constante, joue un réle équivalent au seuil . C'est
pourquoi on observe ce phénoméne de “compétition” entre seuil plastique et viscosité du modéle.

En ce qui concerne le module élastique tangent E, il est logique, & la lumiére de I'analyse
précédente, qu'il soit identifié en dernier : il est en effet illusoire de déterminer la penfe du
plateau plastique (voir par exemple la courbe des efforts 9.2) tant que le niveau de celui-ci
(défini par oy et 17) n’est pas & peu prés fixé. La sensibilité de 1'algorithme & E; est faible dans
les premiéres itérations.

Parallélement & I’évolution des parameétres, on suit ’évolution de I'écart au cours des ité-
rations. La figure 9.5 présente la décroissance de 7 et de son logarithme, plus significatif

15

1.0 1

0s |

oe 1] 2.0 40 so 80
iterations

Figure 9.4 : Evolution de E et oy
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Figure 9.1 : Vitesses imposées

un premier temps et par souci de simplicité, la fonctionnelle choisie est ’écart quadratique en
effort :

T T
J= fo Yo — 092, dt+fu Lo —o%2_, dt

De maniére heuristique sur quelques exemples, on peut constater une sensibilité grande de
I'algorithme, dans les premiéres itérations, & la valeur du module d’élasticité : concrétement,
c’est le paramétre qui nécessite le moins d’itérations pour étre raisonnablement proche de sa
valeur vraie.

En suivant le processus d’identification (figures 9.3 et 9.4), on constate, sur I’exemple choisi,
que 157 décroit alors que gy croif. Pour 'expliquer, il suffit d’analyser le modéle élasto-visco-

effort (10° Pa)
0.0

201
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0}
80
0% 1000 2000 300.0
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Figure 9.2 : Efforts simulés
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RESUME : Dans ce chapitre, on donne quelques applications et on teste la méthode d’inversion
proposée. On s’intéresse tout d’abord & un probléme idéal, qui repose sur des données simulées.
Ensuite on applique la méthode & un dépouillement réel, auquel il est intéressant d’adjoindre
Palgorithme de construction de conditions compatibles. On étudie ensuite I'effet du bruit et on
présente enfin l'intérét d’un algorithme génétique.

9.1 Données simulées

L'étude de 'algorithme d’identification du comportement passe tout d’abord par des essais
sur des données simulées. On sait alors que les données que l'on utilise pour I'identification sont
compatibles avec le comportement, ¢’est 4 dire que l'on se donne explicitement un élément de
R%%. La donnée des vitesses (figure 9.1) sur les faces entrante v.(t) et sortante v,(t) conduit,
pour les parametres du tableau 9.1 & un probléme direct bien posé qui permet le calcul des efforts
sur les deux faces de 1'échantillon (figure 9.2). Le comportement est élasto-visco-plastique, donné
par le figure 8.1 (avec une viscosité linéaire, m = 1).

E (Pa) | E; (Pa) | 7 (Pa.s.m™!) | 0y (Pa) | p (kg m™%) { L (m) [ T (us)
1.0 101% | 1.0 10° 9.9 10° 5.5 107 5000.0 0.01 | 100.0

Tableau 9.1 : Paramétres du modéle {vrais)

On choisit ensuite des estimations initiales des paramétres du comportement (différentes
bien entendu des vraies valeurs). Parmi les quatre paramétres du modéle, on peut estimer,
avec un bon ordre de grandeur, le module élastique E qui correspond a la pente du flanc de
montée des courbes d’effort. Le module tangent E; correspond & la pente du “plateau” sur ces
mémes courbes. Le seuil plastique oy et la viscosité sont en revanche plus délicats 4 évaluer a
priori (comme on l'explique plus loin, il contribuent tous deuz au niveau du “plateaun”). C’est
pourquoi, sur les figures 9.3 et 9.4 qui représentent ’évolution de ces parameéfres en fonction
du nombre d’itérations de l'algorithme, on a pris comme paramétres initiaux pour l'algerithme
0.7 Er==t, 2.0 Ep<et, 10.07™>* et 0.105*. Sur ces figures, les valeurs ont été normalisées par
les valeurs exactes. L’algorithme est de type quasi-Newton (BFGS, voir section 8.3.1). Dans
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est particulitrement important lorsque I’évolution est déja avancée et qu’apparaissent plusieurs
zones potentiellement optimales, tandis qu'au début d’algorithme il représente une contrainte
inutile.

La mutation

La mutation consiste a altérer de maniére aléatoire les éléments de la population IT” pour
obtenir la (7 + 1)*"* population. Comme pour les opérateurs de sélection et de croisement, la
mutation doit étre adaptée au probléme, ainsi pour le cas de vecteurs de IR® qui nous préoccupe,
[a mutation peunt par exemple consister en un bruitage de chaque coordonnée du vecteur. Ce
bruit aléatoire est centré en zéro et I'importance de la mutation contrélée par I'amplitude et
’écart type de ce bruit. Il est clair que cet opérateur d’évolution privilégie Pobjectif d’ezploration
par rapport & celui d’ezploitation. Si ce bruit est trop important, 'information présente dans
les individus de la population courante est détruite et la recherche devient équivalente & une
recherche aléatoire. Dans cet ordre d’idées, il est avantageux de réduire 'intensité des mutations
en fin d’évolution pour obtenir une population courante suffisamment stable.

8.6 Récapitulation

Globalement, deux grandes classes de méthodes peuvent étre utilisées selon qu’elles utilisent
ou non le gradient de la fonctionnelle 4 optimiser. Celles qui ne I'utilisent pas sont plus lourdes
en temps de calcul, mais sont généralement & méme de détecter des minima locaux, puisqu’a
priori rien n'impose a la fonctionnelle d’étre convexe. Les algorithmes qui utilisent le gradi-
ent convergent plus vite mais sont contraints & ne fournir qu’un minimum local si celui-ci est
découvert en premier. L'idée peut donc étre de coupler les deux stratégies : détection de mini-
ma locaux avec une méthode du premier type puis recherche par une méthode de gradient au
voisinage du “meilleur” des minima. Le calcul du gradient le plus efficient est réalisé par la
méthode de ’état adjoint (en terme de temps de calcul et & précision équivalente i celle de la
différentiation directe).
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0.0 1.0

Figure 8.3 : Sélection par tirage a la roulette

de 1a sélection. C’est pourquoi, dans la pratique, la sélection ne repose pas en fait directement
sur la fonction de performance G mais sur une fonction TSR(p) (pour Target Sampling Rate)
construite & partir de G, présentant des variations similaires et dépendant de paramétres per-
mettant d’ajuster la sélection. D’autre part, pour la détermination de minima locaux, cette
fonction TSR(p) prend en compte le nombre de voisins proches : sans cela, dés qu'un mini-
mum local est découvert, il exerce, de par la sélection, une attraction d’autant plus grande que
la concentration de population aux voisinage de cet optimum est élevée. En conséquence, un
autre minimum local, initialement moins peuplé ne sera pas découvert. Une concentration de
population doit donc faire décroitre la fonction TSR(p).

Le croisement

Le croisement permet de générer & partir de deux individus de IT', deux individus enfants
appartenant & IT". Empiriquement, on constate que cet opérateur d’évolution est le plus puissant
des trois. D'autre part, cet opérateur réalise plutdt un objectif d’ezploitation que d’ezploration
puisque le croisement est fait de maniére & ce que les vecteurs enfants restent assez proches
des vecteurs parents. Pour des vecteurs dans IR", on réalise le croisement suivant, & partir des
parents :

p' = {p1, 75, ....0™}

q = {4}, 49, q"}

o1 construit :
P ={apl+(1~-a)g),cophp +(1—a2)gp,., anp, + (1 - cn) g}

¢"={aqg+(1-—a)p], 0t +{1-)ph,.., ongy, + (1 — an) P}

avec a = {a),02,...,an} tel que 0 € a; £ 1, Vj qui représente les pondérations des caractéres
de chacun des deux parents. Celles-ci peuvent étre tirées au hasard ou bien construites en
s'appuyant sur les performances relatives des deux parents.

Comme pour une population biologique, il faut espérer construire des enfants au moins aussi
performants que leurs parents. II peut cependant arriver qu'aucun des enfants ne posséde les
bons traits de leurs parents. Il faut alors mettre en ceuvre un test permettant de rejeter ces
individus (Manner, Manderick [77]). Ce cas de figure peut notamment arriver lorsque 'on croise
deux individus se trouvant chacun au voisinage d’un minimum local ; les enfants se retrouvent
(avec le croisement explicité plus haut) “entre” ces minima locaux de la fonction F' & minimiser,
par conséquent, leurs performances ont toutes les chances d’étre inférieures a celles des parents
(on se retrouve sur une “bosse” de F). C'est pourquoi, des méthodes ont été développées
qui utilisent des heuristiques de croisement restreint (Goldberg, Richardson [50}). Cet aspect
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8.5.2 Initialisation et critére d’arrét

La génération de la population initiale Ily se fait, si 'on ne posséde pas d'information a
priori sur le systéme, de fagon aléatoire. Généralement, les vecteurs p formant la population
déterminent des caractéristiques physigues d’un systéme, par conséquent la partie W i laquelle
ils appartiennent est bornée (dans IR"). Bien entendu, toute information complémentaire doit
étre prise en compte en vue d’améliorer la performance moyenne de la population initiale puisque
le choix de la population oriente I’évolution ; notamment on a intérét A forcer I'introduction dans
Iy d’éléments p dont on connait la (bonne) performance.

Le critére d’arrét représente une difficulté importante de ce genre d’approche. En effet,
Pévolution de la performance d'une population n’est pas forcément monotone (des“accidents”
dans I'évolution peuvent générer une population de II;4; moins bonne que II;). Il faut donc
considerer un critére fondé sur I’évolution moyenne de la performance dans le temps (i.e. sur
les quelques dernitres générations). Lorsque celle-ci n’évolue pratiquement plus, 'algorithme
ne peut plus progresser. On ajoute encore dans la pratique un test sur le nombre maximal de
générations.

8.5.3 Opérateurs d’évolution

Les opérateurs-d'évolution jouent un role double : tout d’abord, le processus génétique doit
ezploiter les zones dans lesquelles les individus possédent une performance correcte, c’est 4 dire
qu'au fil des générations, une partie stable de la population reste confinée dans la zone en
question. Ensuite, 'évolution doit permettre 1'ezploration des zones inconnues par un certain
nombre d’individus. Ces deux objectifs assignés aux opérateurs d’évolution sont clairement
antagonistes (Goldberg [49]) puisque la taille de la population reste identique d’une génération
a la suivante. ' '

La sélection

L’objectif de la sélection est de transformer la population courante II; en IT' en supprimant
d'une part les individus inadaptés et en dupliquant d’autre part ceux qui possédent une perfor-
mance supérieure i la moyenne, en respectant bien entendu la contrainte de cardinal constant
de 1a population.

Si la sélection est insuffisante, trop d'individus inadaptés sont conservés, les individus per-
formants, insuffisamment dupliqués, risquent d’étre perdus lors des opérations de croisement
et de mutation et en conséquence I’évolution est ralentie. Si la sélection est en revanche trop
puissante, la diversité génétique de la population se trouve appauvrie et I’évolution risque de
stagner.

En pratique, cette sélection opére en s’appuyant sur la performance relative G(p?)/G de
chacun des k individus par rapport 4 la performance moyenne G de la population. Le tirage &
la roulette utilise un tirage aléatoire uniforme de k points sur [0,1] que 'on a partitionné en &k
intervalles de longueurs G(p?)/G ; le nombre de points tombant dans l'intervalle correspondant
4 p? fournit le nombre de copies de p’ présentes dans IF (figure 8.3). Une variante de ce tirage,
appelée méthode du reste stochastigque, consiste i recopier d’emblée chaque individu un nombre
de fois égal & la partie entiére de sa performance relative G(p?)/G et de compléter la population
par un tirage a la roulette, avec des cases de longueur proportionelles & la partie décimale de
G(»')/G.

On constate I'importance du choix de la fonction performance ; en effet, si par exemple on
remplace G par G? les performances relatives des individus sont modifiées et par I3, le résultat
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par un processus d’iniégration, qui a pour effet de régulariser le calcul. L'intégration dont il est
question est celle de la relation (8.5) ou la convolution avec I’état adjoint (relations (8.19, 8.20)).
La comparaisen numérique du gradient obtenu par différentiation directe et par état adjoint
conduit & des différences relatives sur chaque coordonnée de V.7 de I'ordre de 1072 4 10~* selon
la discrétisation de I'échantillon utilisée (c’est & dire dans un domaine usuel de quelques dizaines
de pas en espace). Ceci permet en outre de valider 'évaluation numérique du gradient.

8.5 Algorithmes génétiques

8.5.1 Principe

Le but est I'optimisation d'une fonction colit F' qui dépend du vecteur de paramétres (réels)
p € W C IR". Les algorithmes génétiques, proposés par Holland (Holland [55]), utilisent une
population II de k individus, qui forment un ensemble de vecteurs {p!,?, ..., p*} de méme nature
que p, & laquelle on applique, pour passer a la génération suivante, un certain nombre de régles
d’évolution liées & la performance de chaque individu par rapport 4 la fonction cofit. Dans le
cas de la minimisation de F, la performance G d’un individu sera d’autant meilleure que le coiit
F qui lui est associé est faible. Dégageons tout de suite quelques caractéristiques générales des
algorithmes génétiques :

¢ le domaine d’application des algorithmes génétiques (AG) est plus vaste que celui des métho-
des classiques. En effet, celles-ci utilisent, dans la plupart des cas, une fonction coiit “assez
réguliére” tandis que les algorithmes génétiques autorisent une fonction coit non convexe,
non dérivable, non continue, définie sur une partie W de IR™ non nécessairement connexe ;
c'est le cas notamment si certaines composantes des individus sont dans un espace discret
et les autres sont réelles, probléme pour lequel les méthodes “classiques” sont généralement
inopérantes.

e en terme de temps de calcul (nombre d’évaluations de la fonction coiit), les AG sont d’un
ou deux ordres de grandeur plus coiiteux que les méthodes d’optimisations classiques lorsque
celles-ci sont applicables. La puissance actuelle de 'outil de calcul permet cependant de
palier cet inconvénient dans bien des cas.

e avec les AG il est possible de détecter plusieurs minima locaux (pour un “bon” choix du
paramétrage des opérateurs d’évolution} alors que les méthodes classiques d’optimisation
restent bloquées sur le minimum (a priori local) détecté. Dans les situations oll une méthode
classique est applicable, il est alors intéressant de coupler les approches : Palgorithme
génétique explore 'espace des individus et fournit de fagon approchée les zones dans lesquelles
se trouve un minimum local (on limite pour cela le nombre de générations, donc le coiit, par
un critére d’arrét peu sévére) ; ensuite, une méthode classique prend le relais dans la zone
du meilleur minimum local détecté.

Les étapes d’un algorithme génétique qui sont détaillées dans la suite sont les suivantes (Gold-
berg [49]) :

1. création d'une population initiale et évaluation de sa performance

2. application des opérateurs d’évolution, dans I’ordre :

e sélection
s croisement

s mutation

3. évaluation de la performance de la nouvelle population et test d'arrét (fin / retour en 1.)
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e la différence finie nécessite np + 1 blocs de calcul et aucun stockage,

e la différentiation directe nécessite aussi np + 1 blocs de calcul et le stockage (3 blocs) de la
solution du probleme direct, utilisée pour le calcul du second membre,

e I’état adjoint conduit au gradient en 2 blocs de calcul ;: un pour le probléme direct et un
pour le calcul de I'état adjoint. Ces deux solutions doivent étre sockées (6 blocs) en vue
de leur convolution (expressions (8.19, 8.20)). (Une convolution représente au plus le quart
d'un bloc de calcul).

La principale conséquence est le coiit de calcul (linéairement) croissant avec le nombre de
paramétres pour les deux premiéres méthodes tandis que la méthode de 1'état adjoint n'utilise
invariablement que deuz blocs de calcul, plus autant de convelutions que de paramétres. En
revanche, la place mémoire nécessaire au stockage des champs et champs adjoints peut devenir
assez importante {de 'ordre de quelques Mo pour notre modéle unidimensionnel, ce qui implique
une certaine attention si 'on applique la méthode & une situation bi- ou tri- dimensionnelle).

Pour un petit nombre de paramétres, la méthode de différentiation directe peut sembler
intéressante. On se heurte cependant & un probléme rédhibitoire dans la mise en ceuvre de cette
méthode, illustré par la figure 8.2. En effet, cette figure représente la fonctionnelle 7 sur un
segment dans l'espace des paramétres, 'abscisse relative variant de 0 & 1 sur ce segment (la
fonctionnelle représentée est I'écart en puissance, normalisé ; les conditions aux limites pour
ce calcul sont fixées ainsi que la discrétisation de I’échantillon). La courbe A est obtenue avec

1.00
090 |
0.80 |
070 |
060 |

A B
0'500.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0

Figure 8.2 : Impossibilité d'utiliser les différences finies

un découpage régulier de [0,1] en 50 éléments et la courbe B avec 100 éléments. Le taux de
variation de J n’admet clairement pas de limite numérigue : les petits segments représentent la
dérivée de J de part et d’autre d'un point anguleux. Les irrégularités des courbes s’expliquent
par la discrétisation en temps imposée par la méthode des caractéristiques (le calcul est, en effet,
effectué jusqu'au pas de temps le plus proche du temps T et le pas de temps At utilisé dépend du
comportement, donc du point sur le segment dans I'espace des paramétres). Contourner cette
difficulté serait possible mais le cofit engendré est trop élevé, ce qui rend dans le cas présent
caduque la méthode de calcul du gradient par différences finies.

Les deux autres méthodes sont au contraire beaucoup plus stables. En effet, cela se comprend
bien si I'on considére que les coordonnées du gradient sont exprimées analytiguement et obtenues
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2. Lors d’un test aux barres de Hopkinson, la vitesse et I'effort mesurés sur la face sortante
de I’échantillon sont proportionnelles. En effet, les relations (2.3) permettent d’écrire (Z est

donné) :

Sp E
a(x=L,t)=£C—§vm=L,t)=zu(x.—.L,t) Vi

On modifie donc la fonctionnelle en ajoutant le résidu relatif i la relation précédente :

Y 1/2.]%

Ttigison = 2 /0 [Z o—Z 'U] (z=L) dt

ce qui a pour effet de modifier les dérivées du terme jT et par conséquent les conditions
aux limites en z = L. Pour la solution & v(z = L,t) = v%x = L,t) imposée, j?,: n'est pas
modifiée (puisque v = v¢ est fixée) mais :

R . 24
iL— T+ v(g—vd)

et réciproquement, lorsque l'on impose leffort o(z = L,t) = o%(z = L,t), j'T,, n'est pas
modifiée (puisque o = o2 est fixée) et :

iy — i +7(0% - 2v)
Pour I’écart quadratique, la condition en £ = L devient :
o
b+o—ol+ (= —vH)=0
Z
et pour I’écart en puissance on a :
o
i=v"—v? + (5 —0?
1(z =)

5*=g—0® + y(c? - Zv)

de sorte que pour <y assez grand, c’est la condition de proportionnalité qui se trouve pré-
férentiellement vérifiée (1'état adjoint, interprété comme une “force de rappel” vers cette
condition, est alors de norme grande).

8.4.4 Comparaison des méthodes

On dispose de trois méthodes de calcul du gradient. L’avantage des deux premiéres est la
facilité de mise en ceuvre, puisqu’elles ne nécessitent pas le développement plus lourd imposé
par la méthode de 'état adjoint. Cette derniére méthode est cependant compétitive au niveau
du coflit de I'évaluation du gradient.

Le bloc élémentaire de calcul consiste toujours en la résolution d'un probléme direct du
type (8.4), avec, selon les cas, des conditions aux limites homogénes ou non, un second membre
plus ou moins compliqué et une propagation rétrograde en temps pour les calculs d’états ad-
joints. Le bloc élémentaire de stockage est celui d’'un champ scalaire défini sur la grille formée
par le réseau de caractéristiques dans le domaine [0, L] x [0,7]. Ceci permet de comparer les
coiits des différentes méthodes. Placons-nous pour fixer les idées dans le cas de la fonctionnelle
quadratique, le volume de calcul étant simplement doublé dans le cas de ’écart en puissance (en
effet, ce dernier fait intervenir les solutions (o,¢,v) et (¢*,£*,v*)). De fagon générale (Bonnet,
Pilvin, Raynaud, Reynier [10]), on peut constater que :
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e Pour les choix {p;} = {p;}°" et [¢] = —[HP*|™), la variation globale des I'; se réduit, car
alors I'; = p;, aux relations suivantes :

i N 4
aly = 6crdpi 90 dap 1!)3:60'
3T
6,,.;I‘,- = 6v.1p,- = Wﬂpﬁ&vd
relations qui donnent la variation des parameétres identifiés au minimum de 7 en fonction de

la variation des données 14 et g%,

Si 'on reprend par exemple la fonctionnelle d’écart en puissance, on avait au paragraphe
précédent :

aJ oJ

il hudhdl 5% . Syt

oy 60 = (#; bo%) et E» d6v (6" ; 6v%)

soit 3T ot 3*g as*
T sat =% 5ad g d
Badap-éa (8 ;i 5} et dvidp; v’ (ap_., 5%

oil les champs et a" sont issus d’un calcul du type “systéme dérivé” (8.6). L’expression

analytique des va.na.tlons des paramétres par rapport aux conditions aux limites au point
d’identification est alors :
o9 _ 3
boapi = (—IH™5l- 55 60%) et uapi = (—[HP 55 60) (8.33)
Pj
dans lesquelles la matrice [H ] est définie positive (minimum de ) ce qui assure la continuité
des paramétres identifiés par rapport aux conditions aux limites.

Prise en compte de données complémentaires

La prise en compte de données complémentaires est réalisée en modifiant la fonctionnelle.
On envisage deux modifications du coiit (section 6.5).

1. Les prises de vue réalisées durant un essai constituent une source d’information complémen-
taire. La fonctionnelle colit est modifiée par le terme supplémentaire :

Team =34 /OT /DL [et@.t) - B(t - 1) ef(a)]” dwat

ol les ¢; sont les instants de prise de vue £(x) une estimation de la déformée & ces instants
et B(t} une fonction de pondération concentrée en £ = 0. Cette fonction autorise une liberté
sur I'instant de la prise de vue d’autant plus grande que B(¢) est étalée. Cette modification
de la fonctionnelle entraine une modification du terme j37 dans le second membre de (8.12) :

i — ST+ Y B(e(zt) - Bt —t)e(z))

Plus 3 est grand, plus on donne de l'importance & l'information photographique. Si la
fonction B(t) est trés concentrée (cas limite : fonction de Dirac), cela revient & imposer 2 la
solution un saut aux instants #;, ce qui est bien trop contraignant par rapport a la qualité
relative de I'information. Le choix d’un B(t) étalé permet de tempérer I'introduction des
données supplémentaires.
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ol les 1;; sont des multiplicateurs. On écrit la différentielle globale de T; :

&’ 8F ., | 8T &’
apJ 'l,[)k,)&p_g pj‘s"»bjz e "6 ".1’_1: a "8

ou {§;;} représente la matrice identité [I]. De cette définition il vient :

6T = (65 + qb,,&u (8.29)

e Lorsque {p;:} = {p:}°"* on a l'identité :

3
5,/,:, 5¢J. =0

ce qui entraine:
Fi=p

» Le point précédent étant vérifié, on cherche & annuler la variation des I'; par rapport aux p;.
On pose pour cela :
ot _ O

7 ap,t?pj {pe}={ps}or*

matrice hessienne de la fonctionrelle 7 au minimum ; cette matrice est positive (minimum
de 7). Il vient :

85T = (I + H P 1:)6p;

variation que 'on annule en choisissant la matrice [¢} = {4:;} telle que :
[H] - [4] = ~[1] (8.30)

La matrice {y] est correctement définie si la matrice hessienne de la fonctionnelle J est
inversible. Pour celd, aucune de ses valeurs propres ne doit étre nulle. Dans le cas contraire,
il existe un sous-espace propre de l'espace des paramétres dans lequel la variation de {p;}
n’entraine pas de variation de 7. Dans ce cas, on peut définir une “pseudo-inversion” obtenue
en ajoutant & la fonctionnelle 7, un e-terme quadratique dans chaque direction de base P
du sous-espace en question :

Jrouveau jancien + E"-Pllz (8.31)

ce qui rend la fonctionelle 7 strictement convexe dans un voisinage de {p;}°Pt. L’équation
(8.30) perment alors de définir [¢)] :

9] = ~(H | (8.32)

Les éléments de la matrice —[3] représentent la sensibilité de la fonctionnelle aux parameétres
A l'optimum. Ses directions propres sont interprétées comme des directions préférentielles de
couplage entre les paramétres et la valeur propre correspondante comme la sensibilité de la
fonctionnelle dans cette direction préférentielle. Exemple : supposons {p;} = {p1,p2,p3.p4} €
R* et (1,3,0,0) € IR* vecteur propre de [¢/] ; une variation én dans cette direction correspond
a: {6p; x 6n,dpy ox 36n,8ps = 0,8py = 0} : il y a couplage entre p; et p2 et découplage avec
(p?n » P4 ) .
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Pour utiliser la fonctionnelle en puissance intégrée en temps (voir section 6.4.4) il suffit ici, et
dans toute la suite, de multiplier formellement 1'intégrande définissant 7 par le facteur (T - t).
Les conditions aux limites de 1'état adjoint deviennent par exemple simplement :

b=(T-t)(v*—v?) Vi,z=0et z=1L
*=(T-t)(c—0%) Vi,z=0etz=L

Facteurs de sensibilité

Les facteurs de sensibilité permettent de déterminer la sensibilité de la fonctionnelle 7 aux
conditions aux limites. On considére pour cela les données o ou v¢ comme des variables dans la
fonctionnelle 7. On cherche donc I'expression de 6,4 ,2.7, pour les deux fonctionnelles présentées
ci-dessus.

s Pour la fonctionnelle quadratique, on a :

T T T
5ddj,-=f0 (g0 )-8 emo dt + fo (J—-crd)(—(iad)lg:f,dt:]o 3 60|

v -

T T T
§.ud = f (0 — 09)(6,00)|amo &t + / (0 — 69)(6,40)|omr dt = — f 36,40k
0 0 0

Dans cette derniére expression, le champ 6,40 est solution du probléme (8.4) linéarisé au
voisinage de la donnée aux limites v%. L’application A(v%) : 6v% s S0 = A(v?) : 6,0
est donc linéaire en §v%. En introduisant adjoint A*(v?%) de A(v?) par rapport au produit
scalaire L? : {u;v) = f{,T uv|§ dt, on peut finalement écrire :

80T = (; 809 et 64T =(A(vY)-0; 6v%) (8.25)

e Pour l'écart en puissance, la différentiation directe de 'expression de J donne, en tenant
comme précédemment compte des conditions aux limites des états adjoints :

80T = (0; 669 et 64T = (6*; 6v%) (8.26)

Les relations (8.26, 8.26) permettent d’interpréter les champs adjoints comme les facteurs de
sensibilité de la variation de .7 lorsque les données aux limites varient.

Effets d’une variation des données

L’interprétation des champs adjoints que 'on vient de donner va maintenant servir 4 déter-
miner l'influence des conditions aux limites non plus sur la valeur de la fonctionnelle 7 mais sur
le jeu de paramétres optimaux obtenus en minimisant 7.

On se place donc implicitement sur le jeu de paramétres {p;} = {p;}°"* qui minimise J pour
un couple (v%, o) donné ; on a donc :

oT
Op;

(e%,v%,p; = p;”t) =0 pour i=1l.np (8.27)

ot I'on a omis les autres champs dont dépend 7. Cette équation définit ainsi {p;}°" comme
fonctionnelle implicite des conditions (v?,¢?). On introduit alors les np fonctionnelles suivantes :

= pi+ 32 s (8:28)

At o2 pd o
P;({pz}sa ,‘U 1¢IJ) ?. apj

= l.np
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ce qui permet, avec (8.14), d'écrire les conditions aux limites du probléme adjoint :
enz=0: P—0+0%=0

enx=0L: f+oc—0c%=0

La condition aux limites du probléme adjoint correspond & 1’écart du probléine direct avec
les données expérimentales.

3. les conditions finales & £ = T et Vx sont homogénes :

=0, 6

0,é

fil

0, vt=T

Il

Ecart en puissance

Toujours d’aprés la section 6.4.2, cet écart s’exprime par :
T
J= [ AvAdlf dt
0

On choisit de prendre, comme couple de problémes directs, un premier & vitesses imposées et un
second a efforts imposés (conditions expérimentales duales, solution “étoilée”). Ce choix conduit
i Pexpression explicite suivante de 7 :

— T w _ dye d L
.7-]0 (v* —v%)(o® — o)|g dt

On a ici deux problémes adjoints & résoudre. Les équations d’évolution qui les régissent sont
similaires au systéme (8.24) et les conditions finales sont aussi homoggnes, pour les deux états
adjoints. De fagon générale, lorsque la fonctionnelle coilt ne porte que sur la frontiére (somme
en temps sur celle-ci) les conditions finales des états adjoints sont homogénes et ’évolution est
donnée par le systéme (8.24). Les conditions aux limites sont en revanche différentes. On choisit
la formulation faible (dans £) pour les conditions aux limites de la maniére suivante :

T . T
f sCL-CL|L dt = / §(v — vi)(—8) | dt
a 0

T — T
f sCL*. L'k dt = f §(c* — o¥)(—5*)|b dt
0 0
ce qui permet d’écrire, griace 4 (8.14) et (8.15) :
F=v*— o Vi,z=0et z=1L

F=g—-0 Vt,z=0etz=L

On remarque que les conditions aux limites respectives des problémes adjoints sont de méme
nature que celles des problémes directs correspondants : ceci provient du fait que la dimension
de 'écart est une énergie. 1ls s’expriment comme précédemment par une différence entre un état
calculé et les quantités données : on congoit que plus cet écart est important, plus I'“énergie”
de Pétat adjoint est élevée et la simulation est dans ce cas loin de 1’expérience ; lorsque les
parametres du comnportement décrivent correctement les données expérimentales, cette “énergie”
de I'état adjoint devient faible. D’autre part, on note que ce sont les conditions aux limites qui
couplent les deux problémes adjoints.
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dont les dérivées par rapport aux champs sont :

9 _ _E_‘)E m—1
3 = (1+E n<]u| oy >

(8.21)
= = —=—<|ul-oy>
% |u] - &
et dont les dérivées par rapport aux parameétres sont :
dg g E:m m-1
3 = 72 < |u| —oy >
dg a m m—-1
BE = (E—E)F<lu| oy >
9 _ _¢ (8.22)
M n
ag m m~—1
3oy = " sgn(u) < |u| - oy >
%;— = ngﬂ < |u| = oy >™ log(< |u| — oy >)

oll, pour des raisons de continuité (lorsque m — 1%), on pose < z >%= H(z) (fonction de
Heavyside). Ces fonctions dérivées sont continues par rapport aux champs o et ¢, sauf dans le
cas m = 1 ol elles présentent un saut. Celui-ci n'est cependant pas génant puisque ces dérivées
n’interviennent que dans les convolutions (8.19, 8.20).

On explicite & présent I'état adjoint pour les fonctionnelles qui seront utilisées au chapitre
suivant dans les exemples numériques. Les conditions aux limites données (expérimentales) sont
repérées par 'exposant d.

Ecart quadratique en effort

Cet écart s'exprime, d’aprés la section 6.4.2 par :
T d T a2
J=f0 jlo-o i:adt+[o Ho—o2_pdi (8.23)

dans lequel le champ o est solution du systéme (8.4) pour lequel les conditions aux limites sont
des vitesses imposées sur les deux extrémités de I’échantillon. Un seul calcul d'état adjoint est
donc nécessaire et consiste A résoudre le systéme :

1. équations d’évolution sur [0, L] x [0,7] :

13

&= B = €00 + E9e) (8.24)

é,t - &,t = "ég.e

2. conditions aux limites en x = 0 et x = L, V¢ : on choisit dans 'expression du Lagrangien la
formulation faible suivante pour les conditions aux limites :

T - T
/ SCL-CL|b dt = f §(v — v4)(—8)IE dt
0 0
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Si donc on suppose que (o,v,£) et (o*,v*,€*) sont solutions du probléme d’évolution (8.4),
que 1'état adjoint vérifie les points 1., 2., 3. ci-dessus, la variation du Lagrangien se réduit au
terme C de la relation (8.9) :

Sipi} £ = bip} T = VT - 8{pi} (8.18)

qui fournit une expression analytique du gradient de la fonctionnelle implicite 7. Les paramétres
n’intervenant pas explicitement dans J la dérivation de £ par rapport & ceux-ci conduit a :

T L yTi1 8o dg 1 8o* g*1 .,
ﬁ—fofo [ﬁat 3E “**ff [E2 ot ag]edxd‘ (8-19)

apz // [ ap,]e‘i“"dt*f f[ ]é*d-'rdt (i # E) (8.20)

ol1, pour mémoire, g = g(o, ¢, {pi}) et ¢* = g(¢*,e*, {pi}). Le gradient de J par rapport aux
paramétres s'exprime comme une intégrale en espace et en temps du produit d’un champ qui
n’est fonction que de la solution (o,v,¢) ou (¢*,v*,e*) du probléme direct (entre crochets) et
des champs “de déformation” € ou é* relatifs aux états adjoints. Cette intégrale n’est donc autre
qu'une convolution (spatio-temporelle) de la solution du probléme direct avec I'état adjoint pour
les variables transformées t — (T —t) et £ — (L — x).

Cette remarque entraine la conséquence pratique suivante : 1'état adjoint dépendant du
probleme d’évolution et étant rétrograde en temps, cette convolution ne peut étre évaluée
qu’aprés avoir calculé et stocké (en pratique !) la totalité des solutions des problémes directs.

En contrepartie, une fois les champs et les champs adjoints connus, le nombre de parameétres
décrivant le comportement n’intervient que par le nombre de convolutions dans le cofit du calcul
du gradient.

On choisira dans la suite la fonction g(o, €, {p;}) associée au modele élasto-visco-plastique
linéaire déja présenté i la section 7.2.2 :

€

Figure 8.1 : Modale élasto-visco-plastique

Ce modéle permet de décrire une assez grande diversité de comportements selon le jeu de
paramétres choisi. Pour ce modéle de type Sokolowsky-Malvern la fonction g est {m > 1,
< x >= §(|x| + ) représente la partie positive de x) :

Ey

E)O‘—EgE

1
glo, e E By, n,0y4,m) = 7 < |u| — oy >™ sgn(u) en posant U= (1 +
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Dans cette intégration par parties on a utilisé le fait que :

o J% et T gont fonctionnelles de o, v, €, o*, v*, £* tandis que JT n'est fonctionnelle que
~des champs o, v, ¢*, v* (la déformation n’intervenant pas sur le bord x = 0, x = L).

e les éléments variationnels §o, d¢, dv, 6o*, de*, dv* sont identiquement nuls & £ = 0 et Vz
puisque les conditions initiales des problemes directs primal et dual sont par hypothése fixées.

L’équation (8.11) permet ainsi de formuler le systéme d’équations vérifiées par les états adjoints,
couplés par la présence, au second membre, des différentielles de 7, fonctionnelles des champs
(o,v,£) et (o*,v*, %) :

1. équations d’évolution sur [0, L] x [0,7 :

(62— pbe=j0

7 bo— 26, =71 — g+ (72T —ég,) (8.12)

ér—04= JET —ég,

§ B — 50 =W — &g e + 5T - Ege) (8.13)

. 1 ¥

2. conditions aux limitesenz=0et x =L, Vt:

bu (5 + 1) + 60 (6 +4T)+6CL-CL=0 Vb, bc (8.14)

bv* (6% + j1.) + 60* (3* + L)+ 6CL* - CL* =0 VY év*, §o* (8.15)

3. conditions finales 4 t =T et Vx :

(9=

{ é=Ej% (8.16)
| 6 =Ej% +5%
(0= 1%

{ & =Ejf. (8.17)
| & = Ej% +j%.

Les équations de chacun des problémes adjoints constituent des systémes d’évolution qui reposent
sur le méme opérateur différentiel que le probléme direct. Elles sont rétrogrades en temps, mais
conduisent & des problémes bien posés, en tant que systéme d'équations des ondes. En effet,
si I'on fait le changement de variables t — (T — t) et + — (L — z}, on constate que I'état
adjoint, pour ces nouvelles variables, s’écrit de la méme fagon qu’un probléme direct sur [0, T,
de conditions aux limites et d’état initial donnés.
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+ 661-,El-,ﬂtj
T L .
+ f / 60’* - p&v’ﬁ) v* dzdt
+/ / ( €% -—6at—6g(a € )) e* dxdt
+ f [ 0%, - 6¢%,) o+ dudt
0 Jo

T —
-f sCL* . CIE dt
0
=0 (8.10)

Une intégration par parties en espace ou en temps permet de reporter les dérivations sur les
champs adjoints :

L T
60',5,1:,0".5',1:'1: = /0 j T6'U +3 T o +]‘2T6€ dtdx
0
T
-] f (6.2 — pivg) v dzdt
f f ( ——e¢+gae) so dxdt
- f / (5= &4 +g.c6) be dzdt
4] 0
T ——
+ f 6CL-CL|¢ dt
0
T T )
+ f 560 + 360lb dt + f 6w + jTsolk dt
0 1]
L
+ fu %0 + j%60 + j%6elr dz
E
L T
+f / T T su* +j Tso* +J Tse* dtdz

/ f . — piy) bu* dedt
f _[ (,x——é:;+g,,.e)6a*dxdt
- /0 fo (&~ 6% + g.8*) bc* dadt

T —t
+ f scL* L |k dt
0

L
- / [pﬁ&u + lét’Sn:r + (6 — é)6s] dx

T T
+ -/(; o*5v* + i 60*|§ dt + ju Foebv* + §T.60*|§ dt
L
+ [ %o + b0 + 8 de
0]

L
- [ [pﬁ*év* + lé*b‘a"’ + (6™ — é*)&e*] dx (8.11)
0 E T
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naturellement & l'introduction d’un Lagrangien £ qui augmente la fonctionnelle d’écart 7 de la
manigre suivante : .

L({pi},0,€,v,0%,e*,v",6,8,9,6%, &, ) = T({p:}, 0,¢,v, 0%, £*,v*)

+f f (—— —) dzdt

[ (- 55 —stowe touh) camat
+/f(@—§5)&dmdt

—-/ cr- Lk at

+ff( z a”*) * dzdt
,//(%1 180 o€ ‘}))é*dxdt
+f0 fu (%%—-a;—t)&*dxdt

T ———
—/ crLt. EL b dt
4]

(8.8)

dans lequel les champs adjoints sont les champs “chapeau”, &, £ et ¥ pour la solution S, et
les champs “chapeau-étoile” &*, é* et 4* pour la solution S*. Pour I'instant, on ne fixe pas les
conditions aux limites “chapeau” et “chapeau-étoile” puisque ce sont ces conditions aux limites
qui, dans la suite, permettent de “bien” définir les états adjoints.

On note 64, F = (8F/a) ba + (OF/3b) §b + ... la différentielle globale d’une fonctionnelle
F. La différentielle globale du Lagrangien s’écrit donc :

8L = boepor e £+ G805 80 0L + Opa L (8.9)
: " > T8 il g
A B C

Le terme B n’est autre que la formulation fasble du systéme (8.4}, il est par conséquent nul dés
que l'on se place sur des solutions (o,¢e,v) et (¢*,£%,v*) du probléme direct. L’annulation du
terme A constitue la définition des états adjoints. Cette condition de stationnarité du Lagrangien
L par rapport aux champs o, £, v et o*, £*, v* g’écrit ;

6a.s.v.o',e',u*£ = Ja,e.uj
: T pL
+ / f (60,0 — pbu,) & dzdt
0 0

T L i
+ f f (55,, — Lso,—sg(c, s)) é dzdt
o Jo E
T rL
+ j / (60,5 — b.4) & dodt
0 0

T —
- f §CL - CLIE dt
0
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ol j représente 'une des densités de la relation (8.1) et s la variable d ’intégration de cette
densité. Cette expression fait intervenir les champs 80/8p;, 9¢/8p;, dv/8p;, solutions du
probléme (8.4) “dérivé” :

[ 8% 8%y
Oxp; Otop;
2 2
dans ]0,L[x]0,T]: { 8y 1080 _ S
0zdp; E 8t8p; *
8% A
wre ~ Ozdp;
g dg do dg Qe
S’i= o (e, ] o Y&, ] o Uik, ] a
api(o- £ {pj}) + aa(a 3 {pJ}) apt + ae(a £ {pJ}) ap‘
(8.6)
' o B¢ v
dans ]0,L[x{¢ ¢t <0} : =0, —=0,—=0
0. Lpx{te <0} = 5 =0 50 =0 By
v
i
sur {0,L}x]0,7T]: ou i=1,..,np
o
dpi

Le colit pour obtenir le gradient est de np résolutions du type (8.6), probleme en tout point
similaire au probléme {8.4). On note cependant que les conditions aux limites sont homogénes
et que le second membre S; dépend de la solution (o, ¢, v).

8.4.3 Gradient évalué par état adjoint

La méthode de ’état adjoint permet d’exprimer de fagon analytique le gradient de la fonction-
nelle par rapport aux paramétres du comportement grace a I'introduction de champs auxiliaires,
puisque la dépendence de J n’est, par rapport i ces paramétres, pas explicite.

On note dans la suite CL les conditions aux limites du probléeme direct et CL* celles du
probleme aux limites dual (si CL représente une vitesse CL* est un effort et vice versa). Comme
précédemment, on écrit J sous la forme :

J = JT+ g%+ 597
- T L L T
fo iTiEat + fo PMrdz + fo fo i dtda (8.7)

La dérivation de J par rapport aux paramétres du comportement {p;} doit bien entendu se
faire sur la variété des champs solutions du probléme direct ce qui revient & une dérivation
sous la contrainte “o, €, v solution du probléme direct (8.4)". Dans le cas le plus général,
la fonctionnelle dépend A la fois de la solution S du probléme primal, dont les champs sont
notés o, £, v et du probleme dual, dont la solution §* est o*, £*, v*. La remarque qui précéde
s’applique donc a I'ensemble de ces deux solutions. La présence de cette contrainte conduit
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8.4 Evaluation du gradient de la fonctionnelle coiit

Le gradient de la fonction cofit nécessité par les méthodes de descente peut s’obtenir de
différentes mani¢res. Gardons aussi 4 P'esprit que généralement, hormis & la fin du processus
de minimisation, l'algorithme de descente nécessite plutét une estimation du gradient qu’une
détermination précise de celui-ci (une connaissance précise n’est, en effet, requise que pour le
test d’arrét de l'algorithme, lorsque I'on approche le minimum oii la norme du gradient doit étre
“petite”). Trois fagons de calculer ce gradient sont développées ici et leurs coiits en termes de
temps de calcul comparés.

On se place dans le cadre défini section 7.2 avec un comportement de type Sokolowski-
Malvern (Malvern [74]). Les équations du probléme d’évolution sont données par le systéme (7.5)
que l'on rappelle ici (h = 0, pas de paramétre o) :

[ d¢ v — 0
az Pa T
dv 1d8o
dans |0, L[x]0, 77 : L L _29% _ .
10, L[x]0, T %= BBt gla,e, {p:i})
o« . _
. 9t T Bz

(8.4)
dans |0,L{x{t,t <0} : ¢=0,e=0,v=0

v=1l
sur {0, L}x]0, T : ou
g = O'd

8.4.1 Gradient évalué par différences finies

L’évaluation du gradient de la fonctionnelle colit par différences finies consiste, pour un
jeu de parameétre donné, & suivre la variation de la fonctionnelle pour une petite variation
d’un paramétre (i), les autres np restant fixés (np est le nombre de paramétres). On a alors
simplement 'approximation suivante du gradient :

ag 1

opi - om
On note que le coiit d’un tel calcul est de (np+1) calculs directs. En contrepartie, cette approche
est immédiate & mettre en ceuvre puisqu’elle ne nécessite pas de module de calcul particulier.

(T(p1,p2sa i + 095y ) — T (D1, 92,04 Piy =) 1=1,..,np

8.4.2 Gradient évalué par différentiation directe

Le principe de la différentiation directe repose sur le calcul des solutions du probléme direct
’évolution (8.4) “dérivées par rapport aux paramétres”, puisqu’'une différentiation directe de
J(o,€,v) conduit & :

oF 33 do 9o , 8_7 36 8] v

_— = 8.5
api 30’ 313, s+ 35 ap, 3’” 3131 ( )
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® le choix v = wy conduit & la correction BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno) ot :

1
Hoy=[I- He (1=
k+1 ( - wkuk ® 'wk) H; ( ~

La différence entre ces corrections est la suivante :

HEP =H +d.®d

1
Wi, @ uk) + ur @ ug
Wi U - Wy

avec : q )
_ 1/2 a
dy, = (wy. - Hy, - wy,) [uk-w;cwk " we Hy _wk(Hk ‘wk)]
et s’exprime naturellement comme un produit tensoriel di ® dy avec d vecteur orthogonal & wy,.
On peut noter que pour ces deux schémas, si la fonction F est quadratique, on obtient
I'inverse A~! du hessien en n itérations exactement (Fletcher [38]) (n : nombre de variables).
L’implémentation de chacune de ces deux méthodes est identique. La formule BFGS est géné-

ralement considérée comme un peu plus performante en pratique (Fletcher {38]).

8.3.2 Meéthode de minimisation unidimensionnelle, ou “line search”

On s’intéresse & la minimisation de f(z) = F(®®) + zg®)). La résolution “précise” de ce
probléme n’est ici pas nécessaire, puisque I'information sur la fonction F sera augmentée au pas
&k + 1 (meilleur hessien) : on cherche donc z tel que la décroissance de f soit au moins p fois la
décroissance initiale (1 > p > 0, fixé assez petit) :

f(@) < £0) + pz(VF: - g*) (8.3)
c’est & dire :

f(z) £ f(0) = pz(VF, - Hy - VF)
puisque Pon prend Pincrément de Newton ¢(*) = — Hy- VF;, comme direction initiale. Le premier
pas est le pas de Newton z = 1. S'il ne satisfait pas la condition (8.3), on connait f(0), f(1)
et f'(0) = VF, - ¢*) = —~VF,, - H, - VF, < 0 ce qui permet de donner une approximation
quadratique de f :
f(2) = [£(1) = £(0) = f'(0)]a? + F'(O)x + £(0)
dont le minimum est obtenu pour :
_ f(0)
2[£(1) = £(0) — f(0)]

Si la valeur de f(x;) ne satisfait pas (8.3), on construit une suite d’approximations cubiques &
partir de f(0), f(0) et les deux derniers couples calculés (z;, f(z;)) et (%41, f(Zj41)) :

f(z) = Az® + Bz? + f'(0)z + F(0)

I =

avec :
Al__ 1 1z  ~Yzig | | fl) - fOz; - f(0)
B Tj — Tjer | —Titr/TE Ti[Th f(ziv) — f0)zinn — f(0)

dont le minimum est atteint pour :

—B + BT - 34F(0)
34

Dans la pratique, on ajoute la condition z > x,,, de fagon a obienir en un nombre d’itérations
limité une valeur de a acceptable. En effet, une valeur trop faible de a aprés la k**™® étape
de BFGS conduit grosso-modo & la recherche d’un minimum dans la méme direction dans le
line-search de la (k + 1)"™¢ étape.

Tjpe =
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inverse Hy (& la k™™ étape), est construit de la fagon suivante : plagons nous i la k*™ itération ;
le point p{(*+1) est obtenu en minimisant la fonction F dans la direction ¢*) = ~H, - VF; en
partant du point p*} (on note VF}, = VF(p®)). La variation entre p*+1) et p(*) du gradient
de F s'écrit donc (au premier ordre en p(F+1) — pE)y

VFi1 — VEF = (Heqa) ™! - (%) — p(k))

puisque (Hy41)7 ! est le gradient de VF au point p(*+1) et 'écart (relatif) entre deux estimations
succéssives p(¥) et pt*+1) est supposé (relativement) faible. C’est pour cette derniére raison que
'on cherche I'approximation Hy.1 du hessien (k + 1)*™ étape sous la forme Hy 1 = H; + AH.
On a donc :

AH - wp =up — Hy - wy

en notant :
up = p(k+1) - p(k) et wy = VFk-I—I - VFk

ce qui améne i chercher dans un premier temps AH sous la forme (® désignant le produit
tensoriel) :

AH=— (wr — Hy - wp) ®@v (8.2)
v wg

pourvu que le vecteur v soit non orthogonal & wy. Cette correction est simple mais a pour

défaut de ne pas conserver le caractétre défini positif du hessien et elle n’est généralement pas

symétrique, sauf bien entendu pour le choix v = up — Hy, - wy §'il est possible. L’idée consiste

alors, & partir de cette correction, de passer de Hy a4 Hy,q de maniére itérative :

H = H
F4+1 5 ¥, \ _ i
Hi = Hk+2,v ™ [(“k Hi - w)®v+v® (uy — Hy wk)]

Cette suite est convergente et assure la symétrie du hessien & chaque étape. L'algorithme ainsi
obtenu est dit “de rang 2" (Broyden [16], [17]) (contrairement & la correction simple présentée
plus haut (8.2) qui est “de rang 1”} puisque la correction agit sur la direction u; — H’ -wy, utilisée
dans le terme correctif de HJ On montre que la limite de la suite HJ vérifie :

up — Hp - wy) - w

k--
(‘U"!.Uk)z v®v

1
Hyi =Hk+v o [(uk—Hkowk)®v+'v®(uk—Hk-wk)]—(

pour tout vecteur v non orthogonal & wx. On note que le choix v = ur — Hi - wy redonne la
récurrence de rang 1 citée plus haut. Les principales corrections proposées utilisent pour v I'un
des vecteur disponibles lors du calcul, & savoir uy et wy (puisque uy — Hy. - wy est a priori moins
intéressant !). Il est prouvé que, sous la condition uy - w; > 0, le caractére défini positif de la
matrice Hy..; est assuré (Roux [85]).

e le choix v = uy, conduit A la correction DFP (Davison, Fletcher, Powell) pour laquelle :

Hk+1 = Hk +

1
up ® ug — (Hi - wi) @ (Hy - wi)
uf - Wy wy - Hi - wy,
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ot g*) est une direction de IR™ pour laquelle la fonction :
fiz€R m f(z)=F® +z4%) e R

est décroissante dans un voisinage de z = 0 et o{*) € IR un paramétre redlisant le minimum de
f(z) dans ce voisinage (a(*} est donc positif).

La méthode comporte ainsi deux étapes. La premiére consiste & déterminer, au point actuel
p*), une direction de descente g(") “optimisée” par rapport & la connaissance actuelle de la
fonctionnelle (c’est & dire toutes les informations concernant les étapes précédant la k*™) ; c'est
principalement cette construction qui différencie les méthodes de descente. Si seules les dérivées
premiéres sont utilisées, la méthode est dite “de pente maximale” et si elle fait intervenir les
dérivées secondes, elle est qualifiée de méthode 4 métrique variable ou méthode de Newton,
qui possede comme on s’en doute de meilleures propriétés de convergence que les méthodes du
premier type cité. La méthode de Newton consiste 4 approcher, localement autour de p*), la
fonction F' par son développement au second ordre :

F(p) = FG®) + VE@E®) - (o~ p) + 2(p - p¥) - A+ (p — p®)

oi1 A est le hessien de F au point p{*), supposé défini positif, et de choisir la direction de descente
celle vers le minimum pg de I'approximation quadratique qui vérifie :

[VF(E®) + A- (po —p“)]-6p=10
¢’est & dire, comme A est inversible :
g®) = —A71. VR

Dans de nombreux cas, le calcul du hessien est cependant trop coiiteux (voire impossible pra-
tiquement) ce qui entraine Putilisation d’expressions approchées de celui-ci ; la méthode est alors
appelée “quasi-Newton” (Broyden [15]). Ce type de méthode posséde ’avantage de ne faire in-
tervenir que le calcul du gradient et d’avoir une vitesse de convergence généralement supérieure
aux algorithmes de pente maximale {Broyden, Dennis, Moré [18], Powell [81]). D'autre part,
si la surface définie par F : IR®™ — TR présente une “vallée” étroite, les méthodes de pente
maximale convergent lentement par rapport aux méthodes de Newton qui prennent en compte
Pinformation de courbure de la surface. La deuxiéme étape, dite de “line-search”, est la mini-
misation de la fonction f, une fois la direction ¢(*) choisie, pour déterminer le paramétre a(*
optimal.

D'un point de vue pratique, il est important de travailler, dans chacune des deux étapes,
sur des grandeurs normalisées (Fletcher [38]) : les composantes des vecteurs P&} doivent étre
du méme ordre de grandeur, sans quoi on risque d’obtenir des matrices (hessiens) mal condi-
tionnées et par la des directions de recherche de minimum absurdes. On choisit ici de nor-
maliser (dans la mesure du possible) les composantes des p(") par }k) — pf,-k) /pg-o) et F par
Fp¥) — F(p®)/F(p®).

8.3.1 Algorithme BFGS

L’algorithme de type quasi-Newton que l'on a utilisé ici est l'algorithme BFGS (pour Broy-
den - Fletcher - Goldfarb - Shanno). L’approximation du hessien, ou plus précisément de son
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8.2 Fonction coiit

Les données d’un essai classique aux barres de Hopkinson sont les efforts et les vitesses
appliqués aux deux faces de I'échantillon en fonction du temps. D’aprés la section 6.5, les
données expérimentales se regroupent en grandeurs cinématiques (d?) v¥(x = 0,t = t;), v¥(z =
L,t = t;) et les efforts, données duales (df), o%(x = 0,t = t;), 0%z = L,t = t;). On a noté
t; les instants de mesure, généralement ¢; = ¢ At, avec At pas d'échantillonage imposé par le
dispositif expérimental, typiquement 1 us. On suppose pour l'instant qu’il n’y a pas de données
complémentaires (c’est & dire d° = @ avec les notations de la section 6.5).

On suppose aussi dans un premier temps ces données suffisamment fiables pour pouvoir les
utiliser directement comme conditions aux limites dans les calculs directs qui servent 3 décrire
R%?, Les solutions de ces problémes directs sont :

e la solution pour laquelle on impose 'vd(:c =0,t =t;) et v¥(x = L,t = t;), et la solution duale
obtenue en imposant ¢%(z = 0,t = t;) et ¢%(x = L,t = t;).

e la solution pour laquelle on impose v¥(z = 0,¢ = t;) et e%(z = L,t =t;), et la solution duale
obtenue en imposant 6%(z = 0, = ¢;) et v¥(x = L,t = t;).

soit au total quatre types de problemes directs.

En fait, les conditions aux limites expérimentales ne peuvent étre imposées ainsi dans le cal-
cul numérique. Il est nécessaire, en effet, de définir une procédure d’interpolation pour adapter
ces données au format imposé par le pas de temps du calcul direct, fixé, lui, par la discrétisation
spatiale de I’éprouvette et la célérité des ondes (cette derniére dépend des paramétres de com-
portement).

La description de R2% est alors trés simple : ce sont les solutions obtenues en faisant varier le
jeu de parametres de la loi de comportement (dans des bornes physiquement admissibles) pour
les quatre types de conditions aux limites citées plus haut.

Les différentes expressions de la fonctionnelle J reposent sur les écarts définis dans la sec-
tion G.4. Un traitement global est alors possible si I'on remarque que ces écarts peuvent se
mettre sous la forme d’une somme d’intégrales de champs mécaniques sur :

e la frontiere de la structure et pour ¢ € [0, 7] (notée J7),

e I’état final de la structure (notée J ),

e la structure entitre et pour ¢ € [0, T] (notée J%7),

de sorte que, dans notre cadre unidimensionnel, on peut écrire la fonctionelle cofit :
J = JT+J%+ g%
T T La LT oar
=fj|0dt+fuj|q~dx+j;fug dtdz (8.1)

0

olt jT, j% et 9T sont des densités d’écart. Ces densités d’écart sont des fonctionnelles des
champs mécaniques (o, ¢, v) ; elles sont détaillées dans la suite pour certains cas particuliers.

8.3 Meéthodes de descente

Le principe des méthodes de descente est de générer une suite (p*)) telle que :
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RESUME : On explicite la méthode d’identification du comportement dans le cadre de P'essai
aux barres de Hopkinson. Différentes approches sont comparées.

8.1 Stratégies de minimisation

La résolution du probléme inverse repose, comme on I'a vu dans la deuxiéme partie, sur la
minimisation d'une fonctionnelle mesurant 1’écart entre données expérimentales et simulations.
Cette minimisation se fait par rapport 4 un nombre n de paramétres, regroupés dans le vecteur
? = {p1,02,--,Pn}, dont dépendent les données simulées. La résolution du probléme inverse
s'écrit. ;

trouver min F(p)
"
rclR

probléme pour lequel on ne peut faire a priori aucune hypothése de convexité concernant F. Les
algorithmes permettant cette minimisation peuvent étre classés en deux catégories :

o les méthodes de descente qui, & partir d’'un point p{®) donné, suivent un chemin dans IR™ tel
que F soit décroissante le long de ce chemin. On pergoit immédiatement 'inconvénient de ce
genre d’algorithme s’il existe des minima locaux : le minimum (a priori) local atteint dépend
du point initial et rien ne permet d’affirmer qu'éventuellement ce minimum est global. On
trouve une revue de ces différentes méthodes dans Belegundu (Belegundu, Arora [2}, [3]).

e les méthodes génétiques qui consistent A faire évoluer une population initiale d’éléments pl¥)
de IR™ avec la régle de sélection selon laquelle un individu est plus performant qu'un autre
5'il réalise une valeur inférieure de F' (Holland [55]). L’avantage de ce genre de méthode est
de pouvoir obtenir, sclon la sévérité de la sélection, des fractions de population stagnant sur
des minima locaux. La contrepartie est que le cofit, en terme de nombre d’évaluations de F,
est généralement bien plus élevé que pour les méthodes de descente.
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APPLICATION DE METHODES INVERSES AU DEPOUILLEMENT DE L’ESSAI
AUX BARRES DE HOPKINSON

Ce travail a pour but I'optimisation du dépouillement de I'essai aux barres de Hopkinson dans les cas
ol une analyse classique ne peut s'appli;:;uer. L'analyse Elassique suppose, en effet, I'équilibre des
efforts imposés a I'échantillon au cours du chargement. Le comportement est, dans ce cas assimilable
a une situation quasi-statique et oll les champs mécaniques dans I'échantilion sont considérés comme
homogeénes, donné sous la forme d'une courbe contrainte - déformation. Dans certains cas cependant,
cette hypothése d’'équilibre est illicite : I'échantillon doit &tre considéré comme une structure et non
‘plus comme un élément de matigre, puisque les effets d'inertie y jouent un rdle important. |l s’agit
alors de trouver le comportement de I'échantillon 3 partir des efforts et des vitesses mesurées durant
essai. Ceci constitue un probléme de type inverse pour lequel l'information (sur le comportement)
réside dans la donnée de conditions aux limites duales.

On propose une résolution du probléeme inverse général qui consiste & déterminer le comportement
d’'une structure pour laquelle on se donne ie chargement 3 la fois en effort et en déplacement sur la
frontiére, comme fonctions du temps. Cette analyse permet, dans ce cadre mal posé (et pour des
problémes voisins comme le probléeme de Cauchy), de donner une solution au probléme d’évolution
de a structure. La résolution de ce probléme inversé repose sur une notion d’écart au comportement,

développée et discutée dans ce travail.

APPLICATION OF INVERSE METHODS TO THE ANALYSIS OF THE SPLIT
HOPKINSON PRESSURE BAR TEST

The aim of the present work is the optimisation of the analysis of the split Hopkinson pressure bar
test in cases where the classical method cannot apply. The classical assumption is the equilibrium
of forces acting on by the specimen during the loading. In this case he behaviour can be given
as a stress - strain curve because of the similarity with the quasi-static case and the assumption
of homogeneity of mecanical fields in the specimen. However the assumption of equilibrium is not
verified for any test. As a consequence, in these situations the specimen must be considered as a
structure, taking account of inertial effects, and no longer as an element of matter and one has to
find the specimen's behaviour through the forces and the velocities- measured on it's faces during
the experiment. This is an inverse problem for which the information lies in the duality of the given
boundary conditions. o

A solution is proposed for the generalized inverse problem : determine the behaviour of a structure
with both forces and velocities given on the boundary as functions of time. The presented method
provides a solution for the considered ill-posed problem (and otl nilar problems like Cauch+’
of the evolution of a structure. The construction of this s ‘ ased upon t*

compatibility gap developped and discussed in this work.






