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Introduction

ette thése est consacrée a ’étude du frottement et du blocage dans

les écoulements granulaires. Les matériaux granulaires sont des maté-
riaux extrémement courants [63]. En particulier, ils représentent une grande
partie des matériaux du génie civil et de I'environnement (ciments, sables,
granulats. ..). Ils jouent un rdle important dans de nombreux phénomeénes
naturels comme les avalanches de débris, les éboulements rocheux ou encore
les mouvements de dunes. Leur aptitude a I’écoulement représente aussi un
enjeu économique non négligeable, puisque les matériaux granulaires sont
trés répandus dans U'industrie (poudres, graines...), ou se posent des pro-
blémes d’acheminement et de stockage.

Du fait de la complexité de ces matériaux, nous allons limiter notre champ
d’investigation, en considérant des assemblées de grains secs, sans cohésion.
Ceci signifie que nous négligeons I'influence éventuelle du fluide interstitiel, et
que les grains n’interagissent que par contact direct (collisions, frottement).
Nous excluons donc les forces de cohésion (van der Waals pour les poudres,
ou ponts capillaires dans les matériaux granulaires humides [161, 72, 17, 78])
ou encore les effets électrostatiques [196]. On ne considére donc que des
grains assez gros (de diameétre supérieur a quelques centaines de microns)
dans un fluide peu visqueux tel que l’air. De plus, nous nous limitons &
des ensembles de particules de forme bien définie (sphérique!) et dont les
propriétés micromécaniques (coefficient de restitution et de frottement) sont
bien maitrisées. Par ailleurs, nous allons considérer des assemblées de grains
de faible polydispersité (une trop forte distribution de taille engendre des
problémes de ségrégation qui sont I'objet d’études spécifiques [63, 171]).

Dans le cas des matériaux granulaires secs, la rhéologie n’est commandée
que par les transferts de quantité de mouvement et la dissipation d’énergie
intervenant dans les contacts directs entre grains et avec les parois. Mais en
dépit de I’apparente simplicité de ce systéme, le comportement des matériaux
granulaires modéles s’avére trés riche [38, 159, 57, 84, 63, 87, 170, 191, 22|,
et présente des analogies avec les différents états de la matiére selon les
sollicitations.

!Sauf exception de sables anguleux



2 Introduction

Effectivement, on peut trouver les matériaux granulaires sous au moins

trois états [91], comme dans un sablier (Fig. 1) :

— Dans le régime dilué [74, 28], le comportement du milieu est celui d’un
gaz dense dont la description théorique peut se faire par analogie avec
la théorie cinétique.

— Une assemblée de grains formant un tas est semblable & un solide. Il
est alors possible de décrire le matériau granulaire dans le cadre de la
mécanique des sols [134, 174].

— Enfin, dans le cas intermédiaire, lors d’écoulements denses, les milieux
granulaires se comportent comme un liquide. Comme pour les états de
la matiére, c’est cet état "liquide" qui s’avére étre le plus difficile a
appréhender.

F1G. 1 — Le sablier : illustration des trois états de la matiére granulaire. Dans
le compartiment inférieur, le tas de grain se comporte comme un solide, sur
lequel on observe des avalanches de grains ot le matériau se comporte comme
un liquide. A la sortie de l’orifice, on observe un écoulement rapide analogue
a un gaz.

Enjeux

Nous nous intéressons dans cette these a la question du blocage des écou-
lements granulaires, c’est a dire a la transition d’un écoulement dense a un
état solide; on parlera aussi d’arrét de ’écoulement. Cette sorte de transi-



tion de phase est ’objet de grands débats dans la communauté mécanicienne
et physicienne [106]. Elle présente des enjeux pour l'industrie : lors du sto-
ckage et de l'acheminement de matériaux granulaires le blocage de trémie
ou de conduite peut s’avérer extrémement dommageable. La compréhension
du démarrage et de ’arrét d’un écoulement granulaire sur une pente repré-
sente aussi un enjeu important pour la gestion et la prévention des risques
naturels [64, 8, 70]. Le "boxing day" du 26 décembre 1997 [83] illustre bien
I'importance d’avoir une bonne compréhension de la rhéologie des matériaux
granulaires jusqu’a larrét (Fig. 2). Ce jour-la, suite a une éruption volca-
nique, le dome et tout un pan d’un volcan de I'lle Montserrat s’écroulent
provoquant une avalanche de débris, suivie d'un coulée pyroclastique? plus
mobile qui atteint rapidement la mer. Ce qui provoque un tsunami qui se
propage le long des cotes de Montserrat. On comprend que la longueur d’ar-
rét de ’écoulement est un facteur déterminant pour 'ampleur des dégats
occasionnés.

FIG. 2 — fle de Montserrat. Ecoulement granulaire ayant atteint la mer-.

Caractéristiques de la transition liquide-solide

Les situations de blocage sont diverses. Elles dépendent du type de ma-
tériau granulaire mis en jeu, de la géométrie de ’écoulement, et surtout des
sollicitations mécaniques : vitesse ou force imposée, inclinaison de la pente,
vibrations... Dans le cas d’écoulements confinés en trémies et en conduites
verticales, c’est le rapport de taille entre les grains et 1'ouverture qui dé-
termine en grande partie la formation d’arches ou de voiites, susceptibles
d’arréter 1’écoulement [189]. Jenike [195, 94| a proposé une méthode de di-

2Une coulée pyroclastique est constituée de particules (cendres, lapilli et blocs) distri-
buées entre une partie basale dense et un nuage dilué et turbulent.
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mensionnement d’un silo de fagon a éviter la formation d’arche. Il peut étre
aussi nécessaire d’apporter de I’énergie par vibration pour briser les votites et
améliorer I’écoulement. Dans certaines géométries, on observe la coexistence
de zones en écoulement et de zones statiques (appelées zones mortes dans
les silos). Les bandes de cisaillement, d’une largeur de l'ordre d’une dizaine
de taille de grains [118, 149], sont aussi des zones fluides entre deux zones
solides.

Role du frottement

Le blocage est intimement 1ié au frottement du matériau. Un simple patin
sur un plan incliné montre le role du frottement pour décrire la mise en
mouvement et ’arrét d’'une masse sur une pente. Dans le cas des avalanches
de débris, le frottement de la masse de grains sur le flanc de la montagne
joue effectivement un réle déterminant sur la propagation de celle-ci. 1l s’agit
cette fois-ci d'un frottement macroscopique [1, 90| différent du frottement
microscopique entre deux grains. Sur un plan incliné, la transition solide-
fluide correspond & un angle maximal de stabilité Ogs, & partir duquel se
déclenche une avalanche. L’inclinaison est alors réduite & une valeur inférieure
Ostop, I'angle de repos. L’hystérésis de seuil peut étre associé a la différence
entre le frottement statique et le frottement dynamique.

Problématique

On s’apercgoit, aprés cet inventaire non exhaustif, que les situations de
blocage que 1’on rencontre dans la nature ou dans l'industrie sont trés va-
riées. La richesse du comportement des matériaux granulaires et les phéno-
meénes physiques qu’ils engendrent suscitent donc de nombreuses questions
fondamentales : Que vaut le frottement effectif d’'un matériau granulaire ?
Quelle est 'origine de I'hystérésis de seuil 7 Quel est le role des conditions
aux limites 7 La localisation du cisaillement est-elle liée & 'hétérogénéité des
contraintes dans le milieu ?

Approche envisagée

Afin d’avoir une meilleure compréhension des phénoménes physiques qui
régissent le blocage des matériaux granulaires, nous avons orienté ce travail
de recherche vers I’étude rhéologique de matériaux modéles, simples et bien
caractérisés.

La méme démarche de modélisation a été adoptée vis & vis de la géomé-
trie d’écoulement. Couplée au moteur de ’écoulement (gravité, mouvement
imposé ou force imposée a une paroi), elle joue un role non négligeable sur
I'aptitude & I’écoulement d’un matériau granulaire. Etant donnée la grande
variété de géométries qui existent, nous nous sommes efforcés de choisir des



géométries simples, dont les propriétés et les paramétres sont bien maitrisés,
afin de mettre en évidence les principes physiques de base du blocage.

Nous commengons par des situations de cisaillement & vitesse imposée
ou il n’y a pas a proprement parler de blocage, puis nous étudions des si-
tuations & force imposée. Afin d’étudier le comportement et en particulier le
frottement & proximité de ’arrét, nous commencgons par la géométrie de ci-
saillement & vitesse imposée la plus simple : le cisaillement plan sans gravité.
Puis, nous introduisons une hétérogénéité de contrainte, via le cisaillement
plan avec gravité puis le cisaillement annulaire (ou géomeétrie de Couette).
Pour étudier le blocage lui-méme, il est nécessaire de travailler & contrainte
imposée. Nous avons choisi d’étudier les deux géométries suivantes : le ci-
saillement annulaire et le plan incliné. Bien que ces deux approches (vitesse
imposée - force imposée) soient liées, nous adoptons ce découpage afin de
présenter nos résultats.

Ainsi, I’étude est menée a partir de systémes modeéles en introduisant
graduellement des éléments de complexité. Ce travail se situe donc a la fron-
tiére entre les recherches plus "amont" sur la transition fluide - solide dans
les matériaux "fragiles", et les essais plus ou moins réalisables sur matériaux
réels. Les expériences sur matériaux modéles (rhéométrie - IRM) et les si-
mulations numériques discrétes constituent deux voies d’étude, au niveau
macroscopique (frottement en fonction du taux de cisaillement) et microsco-
pique (profils de vitesse, mobilisation du frottement ...), pour identifier et
mesurer les caractéristiques robustes et reproductibles, isoler les influences
déterminantes, et discuter les expériences sur matériau réel (lorsqu’elles sont
possibles). Ceci a suscité un effort important de développement d’outils de
simulation numérique et de techniques d’imagerie.

Annonce du plan

Nous commengons par une vue d’ensemble des connaissances acquises
ces derniéres années sur les matériaux granulaires et notamment sur leur
comportement prés de la transition vers I'arrét (Chapitre 1).

Dans une premiére partie, nous mesurons ’évolution des grandeurs tant
macroscopiques (frottement, dilatance...) que microscopiques (coordinence,
mobilisation du frottement. ..) dans la transition progressive entre le régime
quasistatique et le régime dynamique & vitesse imposée. Nous commengons
par une situation de cisaillement homogéne, avant d’aborder l'effet d’une
hétérogénéité de contraintes.

Dans la deuxiéme partie, nous étudions le comportement du matériau
granulaire cette fois-ci a contrainte imposée. Nous mettons alors en évidence
une transition nette de I’état fluide vers I'état solide, et nous examinons
I’évolution des différentes grandeurs physiques précédentes au voisinage de
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cette transition. Deux géométries sont étudiées, le cisaillement annulaire et
le plan incliné.

La troisiéme partie a pour objet une synthése et une comparaison des
deux parties précédentes vis & vis du probléme du blocage des écoulements
granulaires. Elle propose aussi quelques pistes de modélisation sur I'influence
des corrélations dans le systéme et le role du piégeage initié & la paroi.



Chapitre 1

Etat des connaissances

C e premier chapitre a pour objet de donner quelques informations géné-
rales sur les matériaux granulaires utiles pour ’étude du frottement et
du blocage. Ainsi on commence par décrire ces matériaux a 1’échelle micro-
scopique (I’échelle du contact entre grains). On décrit ensuite leur compor-
tement en statique, puis en écoulement, notamment & proximité de I'arrét.

Cette présentation est loin d’étre exhaustive et nous nous sommes limités
aux points qui nous seront les plus utiles. Les lecteurs désireux d’avoir une
vision plus compléte des choses sont invités & se reporter aux références
suivantes [150, 146, 43, 11, 63, 91].

1.1 Matériaux granulaires

Dans cette thése on appellera matériau (ou milieu) granulaire un maté-
riau formé d’une collection de particules macroscopiques de taille supérieure
a environ 100 um. Cela signifie qu’elles sont visibles & ’oeil nu, par oppo-
sition aux milieux mésoscopiques ou microscopiques. Cette taille peut aller
jusqu’au meétre, si 'on songe a des blocs rocheux. Ils ont donc des dimen-
sions qui s’étendent sur plusieurs ordres de grandeur. Cette limitation sur la
taille des particules correspond & une limitation quant au type d’interactions
existant entre les grains : nous nous intéresserons & des assemblées de grains
non browniens qui interagissent par contact et en I’absence d’interactions co-
hésives de type van der Waals. La température thermodynamique n’a donc
pas d’influence sur la physique de ces matériaux.

Les matériaux granulaires ont la particularité d’étre biphasiques : il s’agit
d’une phase solide dispersée dans une phase liquide ou gazeuse. La phase
solide est composée d’objets macroscopiques. En fait, ce sont les interactions
au sein d’'une méme phase et entre les deux phases qui sont a l'origine de
I’extréme variété des comportements observés. Dans la suite, on néglige le
fluide interstitiel et on parle alors de matériau granulaire sec.



8 Etat des connaissances

Les grains ont des formes quelconques, toutefois afin de simplifier le pro-
bléme, on considére dans la suite, le cas de sphéres en dimension 3 (3D) et
de disques en dimension 2 (2D), de diamétre d (rayon R) et de masse m.

1.2 Interactions entre particules

Dans le cas des grains secs non cohésifs (qui font 'objet de cette étude),
les propriétés du matériau dépendent de la nature des interactions des par-
ticules entre elles (voir [11] pour une discussion des interactions grain air).
Les interactions se résument alors & des contacts directs, qui constituent
les mécanismes élémentaires de transfert de quantité de mouvement et de
dissipation de 1’énergie.

1.2.1 Contacts maintenus et collisionnels
Modéle de Hertz

Considérons deux billes sphériques en contact sur lesquelles on impose
une force normale N. Au niveau du contact, les deux spheéres vont se déformer
légérement. On cherche alors la relation entre la force IV et I’écrasement 9.
Sous I'hypothése que les deux sphéres sont élastiques, il est possible de calcu-
ler exactement 1’état de contraintes (calcul réalisé par Hertz en 1880). Nous
nous contenterons ici d'un raisonnement approché. Au niveau du contact
nous connaissons la relation contrainte (o) - déformation () donnée par la
loi de Hooke : 0 = E¢, ou E est le module d’Young. La contrainte est de
I'ordre de N/a? ot a est le rayon de la surface de contact (Fig. 1.1). Pour
estimer les déformations, nous avons besoin de connaitre la taille de la zone
affectée par I’écrasement. On peut se convaincre que la déformation s’étend
autour du contact dans une région de rayon a (ce sont les propriétés des équa-
tions de l'élasticité qui permettent de justifier ce raisonnement). L’ordre de
grandeur de la déformation est donc d/a. On trouve donc : N ~ Fad. Or
en considérant le triangle rectangle OAB, on montre que pour de petites
déformations, a ~ v20 R. On trouve donc que :

N = k2 (1.1)

avec k ~ FE+/2R. Le calcul exact de Hertz indique que k est aussi fonction
du coefficient de Poisson.
En dimension deux, on a plutot :

N = ks (1.2)

Dans le cas de milieux granulaires, le contact entre particules peut rester
actif pendant une durée significative, on parle alors de contact maintenu.
En écoulement, on s’attend a ce que les contacts s’ouvrent et se ferment
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©

FiG. 1.1 - (a) Collision entre deuzx particules. (b) Déformations élastiques
lors d’un contact entre deux sphéres. (c) Variation de la force normale en
fonction de l’écrasement.

fréquemment. Le cas élémentaire est la collision binaire, mais il peut aussi
y avoir des situations de contact multiple. De fagon générale, on parlera de
collision lorsqu’il y a une variation brutale de la vitesse relative au point de
contact. Le modéle de Hertz permet la description du contact, en particulier
le calcul de la durée de la collision 7. et de I'interpénétration maximale &,,
en fonction de la vitesse relative d’impact v; :

Te =T\/51 et 6, ="t pour des disques
Te = 2,94,/

et Oy = % pour des sphéres

Notons qu’en dimension deux la durée de la collision est indépendante de
la vitesse d'impact. Ce modéle de contact est a la base de certaines méthodes
de simulation numeérique (voir Annexe A).

Le coefficient de restitution

Le raisonnement précédent est valide tant que les vitesses de déformation
sont faibles par rapport & la vitesse de propagation des ondes élastiques
dans le milieu. Lors d’une collision entre deux particules, ce n’est souvent
pas le cas, et la description des évolutions des contraintes et déformations
devient un probléme trés complexe. Nous nous contenterons d’introduire le
concept de coefficient d’inélasticité ou coefficient de restitution e, introduit
par Newton en 1687.

Considérons une bille rentrant en collision & la vitesse v; contre un plan.
Alors la vitesse aprés rebond sera v, = —ewv;. Cette différence de vitesse
provient de la dissipation d’énergie qui se produit lors du choc, on a donc
e < 1. L’origine de la perte d’énergie cinétique est multiple [66] : déformation
plastique, rayonnement en ondes de surface, en modes de vibration propres
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de la bille... Le coefficient de restitution est typiquement égal & 0.9 pour
de I'acier, 0.6 pour de I’aluminium. Le coefficient dépend légérement de la
vitesse d’impact. Mais 'approximation e constant est suffisante pour décrire
de nombreux phénoménes. L’existence de dissipation lors des collisions est au
cceur des propriétés des écoulements granulaires rapides. Plus généralement
lors de la collision entre deux particules comme sur la figure 1.1 (a), la régle
de collision reliant les vitesses aprés le choc et avant le choc s’écrit en prenant
en compte l'inélasticité :

(@ — @) = —e(lz — 1) (1.3)

ou l'indice n indique que I'on a projeté sur ’axe 77 normal & la collision.

Ainsi, & I’échelle microscopique les particules lors d’un choc normal sont
caractérisées par deux parameétres : le coefficient de raideur k et le coefficient
de restitution e.

1.2.2 Contacts frictionnels
Lois de Coulomb

Les lois macroscopiques empiriques régissant la friction entre deux solides
ont été établies & l'aide d’expériences de patin glissant sur un solide. Les
expériences historiques de Léonard de Vinci, puis de Guillaume d’Amontons
conduisent aux observations suivantes pour la friction entre deux solides :

— Partant du repos, il faut une force tangentielle |T'| = us N pour mettre
en mouvement un patin. ug est le coefficient de frottement statique, NV
la force normale.

— Une fois en mouvement, la norme de la force de friction est égale a
|T| = paN. pq est le coefficient de friction dynamique.

— us et pg sont des constantes ne dépendant que de la nature des maté-
riaux en contact avec typiquement 1 2 pus > pg 2 0.1

Il est d’usage de baptiser I’ensemble de cette description "lois de Cou-
lomb" parce que ce dernier en fit une généralisation aux matériaux granu-
laires [41].

Cette description est bien souvent suffisante pour décrire nombre de phé-
nomeénes. Il convient toutefois de noter que pg, = constantes sont des ap-
proximations et des phénoménes comme le vieillissement statique (augmen-
tation de us avec 1’age du contact [16]) ou laffaiblissement cinétique (dimi-
nution de pg avec la vitesse de glissement [23]) sont observés. Notons enfin
que les lois de Coulomb distinguent le coefficient de frottement statique pus,
qui décrit la résistance a vaincre pour la mise au mouvement & partir du
repos, du coefficient de frottement dynamique pg, qui décrit la force qu’il
faut appliquer pour maintenir une vitesse de glissement constante. On a
ls > g, ceci signifie que la force nécessaire au mouvement du patin peut
étre inférieure & celle de mise en mouvement. L’origine microscopique des
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FiG. 1.2 — Zoom sur un contact.

lois de frottement macroscopique trouve une explication sommaire dans la
description suivante.

Interprétation microscopique

A Téchelle microscopique, les surfaces sont rugueuses (Fig. 1.2). Le contact
ne se produit donc que pour un nombre limité d’aspérités et la distance entre
les éléments de surface correspondants est si faible que ceux-ci interagissent
par le biais de forces attractives (interaction de van der Waals, . ..) [184]. On
comprend donc, que pour des températures usuelles, les deux mécanismes
microscopiques du frottement sont, d'une part, I'adhérence due aux forces
attractives et, d’autre part, le cisaillement des aspérités.

Sous 'action d’une force normale N (le poids de I'objet par exemple),
chaque aspérité se déforme. La surface de contact effective A.y; étant beau-
coup plus petite que la surface apparente, la contrainte exercée au niveau de
chaque aspérité est supérieure au seuil de plasticité du matériau p. Elles se
déforment donc & pression constante p jusqu’a supporter la force normale N

N=Ac¢p (1.4)

Afin de séparer les deux objets, il est nécessaire d’exercer une force tan-
gentielle T' suffisante pour rompre ’ensemble des liaisons établies au niveau
des aspérités. Bowden et Tabor ont montré que cette force est proportionnelle
a la surface de contact effective [21] :

T = Agjys (1.5)

ou s caractérise la résistance moyenne au cisaillement du matériau. En rem-
placant A.¢s par son expression (1.4) dans (1.5), on obtient que la force
tangentielle exercée sur les surfaces afin de les séparer est proportionnelle &
la force normale
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T = uN (1.6)

avec (4 = %. Ainsi, le coefficient de frottement est indépendant de la surface
en contact. Il est uniquement fonction des caractéristiques mécaniques des
matériaux.

T/N 4

<V

-u

Fi1G. 1.3 — Loi de contact tangentielle.

Il n’y a pas lieu d’entrer dans une étude plus détaillée de ces phénomeénes,
qui reléve de la physique du contact [96]. Toutefois, afin de décrire le contact
entre deux particules, nous adopterons les lois de Coulomb. La figure 1.3
résume la loi de contact tangentielle entre deux particules : |L| < p. Iy a
inégalité si la vitesse tangentielle au point de contact (v;) est nulle (contact
"roulant"), égalité sinon (contact "glissant").

1.3 Les trois états de la matiére granulaire

Les milieux granulaires se comportent de facon tres différente [91] selon
le mode de sollicitation (Fig. 1.4). Un ensemble de grains posés sur une table
peut former un tas statique. Malgré des contraintes de cisaillement présentes
dans le tas, le milieu reste sans mouvement et se comporte donc comme
un solide. Dans ce régime, le systéme est dominé par les interactions de
contact entre les grains. A I'autre extréme, si I'on secoue énergiquement un
sac de billes, le milieu devient tres agité avec des particules bougeant dans
tous les sens et interagissant par collisions. Dans ce régime que ’'on appelle
collisionnel, le milieu ressemble & un gaz. Enfin entre les deux, on observe,
comme dans un sablier par exemple, des écoulements denses, ou les particules
interagissent a la fois par collision et contacts frictionnels de longue durée.
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(a) (b) ©

Fi1G. 1.4 — Les milieuz granulaires peuvent se comporter comme un solide (a),
un liqguide (b) ou un gaz (c) selon le mode de sollicitation. Figure extraite

de [144].

1.3.1 Roéle de la compacité

La compacité, ou fraction volumique, notée v, nous renseigne sur le taux
de remplissage d’un volume donné. Il s’agit du volume des grains sur le
volume total du matériau granulaire. On comprend facilement que si la com-
pacité augmente, le milieu va se bloquer. C’est donc un parameétre important
de I'étude du blocage.

La figure 1.5 illustre la relation qui existe entre la structure du matériau et
la compacité dans le cas d’'un milieu constitué de sphéres ou de disques. Aux
faibles compacités (milieu dilué), les grains sont séparés les uns des autres
(mais entrent en contact lors des collisions). Il s’agit d’une fluide désordonné
qui correspond au régime collisionnel. Lorsque la compacité augmente, le
milieu devient dense. Dans le cas de particules monodisperses, I’état cristallin
est atteint pour v = 0.74 pour des sphéres et v = 0.91 pour des disques.
Mais en fait I’état "solide" est atteint pour des compacités plus faibles. Le
milieu se compacte jusqu’a une compacité maximale vy; dite d’empilement
désordonnée compact ; pour des sphéres dures vy; = 0.64 et pour des disques
vy = 0.82.

Dans le régime d’écoulement dense, pour des questions d’encombrement
stérique, il s’établit un réseau de contacts entre grains, dont la densité peut
étre mesurée par la coordinence Z (c’est-a-dire le nombre moyen de contacts
par grain). En terme de connexité de ce réseau, on peut ainsi définir une
compacité v,,, a partir de laquelle le réseau s’étend a travers tout 1’échan-
tillon, ce qui évoque un seuil de percolation. On parle alors d’empilement
désordonné lache. Dans un écoulement, il faut plutét retenir I'image d’une
percolation dynamique ou "brassée", dans la mesure ou ce réseau est en
constante réorganisation. Des mesures de cette compacité critique réalisées
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-2D

F1G. 1.5 — Structure et compacité des milieur granulaires (2D et 3D).

par simulation numérique du cisaillement simple d’assemblées de disques ou
de sphéres monodisperses [2, 115] ont donné v,, = T = 0, 78 pour des disques,
et vy, = § ~ 0,52 pour des sphéres (structure cubique simple). D’autres ex-
périences numériques [138], concernant la stabilité d’empilements de sphéres,
montrent plutot que v, ~ 0,57. En terme de coordinence, on aurait pour
les cas des disques Z =3 a vy, et Z =4 & vy [85].

Dans la suite, nous traiterons uniquement des écoulements denses de
grains, c’est & dire des écoulements caractérisés par une compacité proche de
Vm. Notons qu’Azanza avait proposé une classification des régimes d’écoule-
ment de disques monodisperses (cinétique, collisionnel, dense, bloc) en fonc-
tion de leur compacité [11]. Dans cette étude, les écoulements bidimension-
nels étaient qualifiées de denses pour une compacité entre 0,6 et 0,82.

Notons enfin qu’'une polydispersité suffisante (supérieure a 15% selon [114])
empéche la cristallisation.

1.3.2 Principe de dilatance

Lors de la mise en mouvement d’un empilement dense, les grains doivent
se désenchevétrer. Le mouvement relatif des grains va donc induire une di-
minution de la compacité comme schématisé sur la figure 1.6. Le premier
a mettre en évidence ce phénoméne a été O. Reynolds en 1885 [162]. Le
phénomene de la dilatance de Reynolds dépend bien entendu des conditions
initiales. Partant d’un empilement lache, les grains n’ont pas & se désenche-
vétrer et il n’y a pas de dilatance. Une contractance peut en revanche étre
observée.

Lorsque la vitesse de cisaillement augmente, on peut s’attendre & une
intensification de la dilatation du milieu granulaire, car il s’ajoute & D'effet
géométrique précédent un effet dynamique associé aux collisions entre grains,
qui engendre une pression interne.
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F1G. 1.6 — Principe de dilatance de Reynolds.

1.3.3 Classification des régimes

1E-6 F

1E-5F

1E-4 F

B 13

Ecoulement Rapide

0,01

01f 3

0,5 0,6 0,7 08 0,9

FIG. 1.7 — Classification des régimes [12]. Echelle semi-log. A correspond au
régime de collision multiple et B au régime de chaine de force intermittente.

Babic et al. [12, 29] proposent une classification des régimes d’écoulement
par rapport & la compacité v, mais aussi par rapport & un autre nombre sans
dimension B qui compare le temps de collision entre particules au temps de
vol libre. Ce nombre prend en compte 1’élasticité des grains; il s’écrit :

4d

VE/pp

B =

(1.7)
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ou 7 est le taux de cisaillement, d le diameétre des grains, F leur module
d’Young et p, leur masse volumique. v et B définissent un espace des para-
metres qui permet la classification des écoulement en quatre régimes (Fig. 1.7).

Dans le régime quasistatique, les forces sont supportées par les chaines de
forces. Dans le régime transitoire B, lorsque la compacité diminue ou lorsque
B augmente, les chaines de forces deviennent intermittentes : elles sont en
permanence détruites et générées par le mouvement des grains. Le régime
A, pour une compacité plus faible ou un nombre B plus grand, est le régime
des collisions multiples. Enfin, pour des compacités encore plus faibles, ou
si on augmente encore B, le mouvement des particules devient encore plus
agité. C’est le régime des collisions binaires.

1.4 Statique et faibles déformations

Nous nous intéressons ici & une assemblée statique de grains ot les grains
interagissent a travers des contacts maintenus frottants. C’est le régime étu-
dié par les mécaniciens des sols, & la fois pour des problémes de stabilité
(talus...) et pour des problémes de tassement (fondations...) [134].

1.4.1 Frottement interne

Le test classique pour étudier les faibles déformations d’un matériau
granulaire, mis au point par les mécaniciens des sols, est 1’essai triaxial.
L’échantillon est placé dans une cellule cylindrique soumise & une contrainte
normale axisymétrique sur le cylindre (équivalente & une pression) et a une
contrainte verticale selon ’axe du cylindre. Le matériau est soumis a une
différence de contraintes normales et se déforme. On mesure la déformation
axiale et la déformation volumique. En pratique, c’est le taux de déformation
axiale qui est controlé. Lorsque la déformation axiale augmente, on observe
une augmentation du déviateur des contraintes, puis un palier correspon-
dant a une déformation plastique. L’état initial (dense ou lache) introduit
quelques nuances, particuliérement pour ce qui est de la déformation volu-
mique (contractance ou dilatance respectivement). En grande déformation,
les états de contrainte et de volume tendent vers un état d’équilibre indé-
pendant des conditions initiales, appelé état critique ou de plasticité par-
faite [174], caractérisé par sa densité qui ne dépend que de la contrainte
moyenne. Dans la mesure ou les déformations élastiques sont trés faibles de-
vant les déformations plastiques, on peut utiliser un modéle rigide-plastique
(plutot quun modele élasto-plastique).

Avant d’atteindre 1’état critique, on peut aussi observer la rupture du ma-
tériau par localisation de la déformation. Le critére de rupture (F(g) = 0)
définit 1’état de contrainte ot 'on atteint le régime plastique. Si ce critére
n’évolue pas, on parle de plasticité parfaite. Le critére de rupture de Mohr-
Coulomb peut étre utilisé en premiére approximation. Ce critére énonce



1.4 Statique et faibles déformations 17

qu’un point d'un matériau granulaire est stable si pour tout couple d’orien-
tation (i,1), les contraintes normales et tangentielles vérifient I'inégalite
stricte :

lot| < optang (1.8)

Lorsque I'égalité est atteinte (|oy| = oy, tan¢ ), le matériau s’appréte a
glisser dans la direction . Le critére s’écrit donc F(g) = |oy| — o, tan¢. ¢
est appelé angle de frottement interne du matériau (Ttle I'ordre de 30° dans
les sols). Ce critére est analogue a la loi de Coulomb locale, mais 1’angle de
frottement interne dépend non seulement du coefficient de frottement p entre
grains, mais aussi de la forme des grains et de la géométrie de 'empilement

(granulométrie, compacité).

1.4.2 Réseau de contact

Les empilement de grains sont caractérisés par un réseau de contact qui
transmet les forces. La statistique de la répartition des forces a fait I'objet
de nombreux travaux de recherche [131, 157, 152, 108]. Les premiéres expé-
riences permettant de visualiser ce réseau de contact ont été réalisées par
Dantu [56], sur des assemblées bidimensionnelles de cylindres. Elles avaient
révélé que, dans un empilement, le moindre désordre (distribution de taille
des grains en particulier) introduit une distribution trés hétérogeéne des forces
de contact.

F1G. 1.8 — Mise en évidence du réseau de contact par photoélasticimétrie [86]

Ce réseau porte les forces de contact [155, 154]. Tant les simulations nu-
mériques [182, 152|, que les expériences de grains photo-élastiques [86, 131,
108] montrent clairement des fluctuations spatiales et temporelles du réseau
des contacts (Fig. 1.8). Ces fluctuations spatio-temporelles ont été mesu-
rées expérimentalement ou numériquement au niveau des parois de confi-



18 Etat des connaissances

nement [2, 193, 135, 176, 119]. Les forces entre grains présentent deux lois
de distribution différentes selon qu’elles sont supérieures ou inférieures a la
valeur moyenne [157]. Alors que le nombre de "fortes forces" décroit expo-
nentiellement avec l'intensité de la force, le nombre de "faibles forces" est
indépendant de celle-ci. Ainsi le réseau des contacts peut étre décomposé en
deux sous réseaux.

Au repos, les vottes, en reportant les forces vers les parois, sont respon-
sables de la saturation de la pression au sein d’une colonne de grains [139].
La dynamique de ces voutes (formation et rupture des chaines de force) est
trés importante pour comprendre comment l'orifice de sortie régule le dé-
bit dans les silos [22]. De plus, une densification du réseau de contact ainsi
qu’'une augmentation conjointe du nombre moyen de coordination conduit a
des situations de blocage [137, 2].

Dans le régime des faibles déformations [40], on observe, pour des grains
frottants ou non, une courbe contrainte-déformation en forme d’escalier.
Chaque marche élémentaire est composée d'un intervalle stable ou le ré-
seau des contacts supporte les contraintes sans entrainer de mouvements.
Cela reste vrai jusqu’a ce qu'une force de contact devienne négative, alors le
contact s’ouvre, entrainant le réarrangement du systéme et par conséquent
un incrément de déformation. Le mouvement s’arréte & nouveau lorsqu’un
contact se ferme et qu'un nouvel état d’équilibre est atteint. Lorsqu’on re-
garde le champ de vitesse d'un tel systéme, on remarque des vortex complexes
qui s’étendent a I'ensemble du systéme [167, 153]. Bien que chaque configu-
ration d’équilibre soit rigide, une petite perturbation de contrainte entraine
un réarrangement des contacts. Ces réarrangements sont des événements qui
sont non locaux, et qui touchent donc I’ensemble du systéme.

Dans les écoulements denses, ce réseau de contact reste important. Il
est alors constitué de particules qui restent en contact prolongé, c’est a dire
qui n’interagissent pas par des collisions quasi-instantanées. La proportion
relative des contacts maintenus et des collisions a été discutée dans des expé-
riences [117] et des simulations numeériques [58, 12]. L’analyse quantitative a
montré que pour un taux de cisaillement assez élevé, le nombre de contacts
maintenus est relié de facon non-triviale & la compacité, au taux de cisaille-
ment et & la pression de confinement [112, 58, 175, 12]. Par ailleurs, sous
cisaillement, ce réseau de contact est fortement anisotrope avec des orienta-
tions préférentielles dans la direction du cisaillement et de la pesanteur.

1.5 Frottement effectif

Nous avons indiqué que le frottement microscopique joue un réle impor-
tant vis a vis du comportement des matériaux granulaires. Dans le régime
quasistatique, le frottement interne permet de définir le critére de rupture.
En fait, il est possible de généraliser la notion de frottement interne ou effec-



1.6 Géométries d’écoulement 19

tif & 'ensemble des régimes d’écoulement. D’une maniére générale, on définit
le frottement effectif pu* dans un matériau granulaire comme étant le rapport
des contraintes tangentielles (7) sur les contraintes normales (o) :

p=— (1.9)

La variation du frottement effectif avec le taux de cisaillement nous ren-
seigne sur la loi de comportement du milieu granulaire. Le frottement effectif
a donc fait I’objet de nombreuses études : certains auteurs ont montré que
celui-ci augmente avec le taux de cisaillement [139, 188, 172, 47, 79], d’autres
qu’il diminue avec la pression [59, 128].

Certains travaux analysent les relations entre le frottement et le blo-
cage [164], a travers des modeéles décrivant I'interaction d’un systéme de pa-
tin et de ressort avec un ensemble d’aspérités. Il est alors possible de prédire
un hystérésis et une transition brutale.

Il parait donc important d’avoir une bonne compréhension du frottement
effectif dans un matériau granulaire afin de pouvoir étudier le blocage.

1.6 Géométries d’écoulement

L’écoulement peut étre confiné (conduite verticale, cisaillement annu-
laire. ..) ou a surface libre (plan incliné, écoulement sur socle meuble...). La
figure 1.9 résume les six géométries d’intérét pour I’étude des écoulements
granulaires.

1.6.1 Distribution des contraintes

Commencons par décrire la distribution des contraintes dans le maté-
riau, que 'on peut déduire de I’équation de conservation de la quantité de
mouvement :

ov R — —_—

p (E +7- gmdv) = pF + divx (1.10)
ol p = ppv est le densité apparente du fluide, F' la résultante des forces
en volume et X le tenseur des contraintes. On choisit alors le repére des
coordonnées de telle facon que l'axe porté par €, ou €y soit dans la direction
de I’écoulement. De plus, nous faisons ’hypothése que ’on peut considérer le
matériau granulaire comme un fluide incompressible. Il nous est alors possible
de donner la distribution des contraintes dans chacune des géométries qui
nous intéresse.

En cisaillement plan sans gravité, il n’y a pas de force en volume et en
dimension deux I’équation de la quantité de mouvement se réduit a :
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(d)

Fic. 1.9 — Siz géométries d’écoulement : (a) la conduite verticale, (b) le
cisaillement plan, (c) le cisaillement annulaire, (d) le plan incliné, (e) le socle
meuble, (f) le tambour tournant. Les géométries (b), (c) et (d) feront l’objet
d’une étude détaillée dans les chapitres suivants. Figure extraite de [118].

v, vy vy 0Yps  O¥ay

AL R 111
p(at“’ 8x+vy8y) or T oy (1.11)

vy vy Ovy OXys 0%y

Py 4, 2 4, ) 1.12
”(at ”ax+“yay> ar | oy (1.12)

Dans le cas d’écoulement stationnaire uniforme, les dérivées par rapport
au temps et a la direction de 1’écoulement x sont nulles. De plus, puisqu’il
n’y a pas de mouvement selon y, on a v, = 0. Les équations précédentes se
réduisent donc a :

_ O¥ay
0= 57 (1.13)
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0 = % (1.14)
Ay
On trouve donc que la contrainte normale et la contrainte de cisaillement
sont des constantes. Il s’agit donc d’un systéme homogéne. Cela signifie, en
particulier, que p*(y) = % = (Clst.
Si maintenant on introduit la gravité selon y, il faut ajouter un terme de
force de volume a 1’équation de conservation de la quantité de mouvement.
Apreés simplification, on obtient :

0%y,

0= (1.15)
9%y,

rg= 5 (1.16)

On a donc X,y (y) = Cst et Xy (y) = pg(H — y), H étant P'épaisseur de
I’écoulement. Le systéme présente donc une hétérogénéité de contrainte.

Le cas du plan incliné est analogue a celui du cisaillement plan sauf que
I’écoulement est incliné d’un angle 8 par rapport a la gravité. On a alors :

Yg
—pgcosf = aﬁ—yy (1.17)
0%
—pgsinh = a;y (1.18)
soit :
Yy = pgcos(H —y) (1.19)
Yyy = pgsin0(H — y) (1.20)

On trouve alors, comme pour le cisaillement plan sans gravité, que p*(y) =
tan @ = C'st.

Enfin, dans la cas du cisaillement annulaire, il est plus commode d’utiliser
les coordonnées polaires (r, ). L’équation de conservation de la quantité de
mouvement se réécrit alors :

8217» 81;,, (] avr Ug 82W 1 82T9 Err — 299
. i _ ) = - 1.21
p(8t+v6r+r89 r or v a6 T 7 (1.21)
Ovg Ovg  vgOug wvrvg\ 0% 10%g PN
<E+””W+7W , >— o Troe T 13
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Dans le cas d’un écoulement stationnaire uniforme (% = % = 0) sans

écoulement radial (v, = 0), les équations précédentes se réduisent a :

2
Vg 827‘7‘ er - 266’
S S - 1.23
P or + r (1.23)
0
0 = o (r*S,0) (1.24)
On trouve donc que X,9(r) = %, par contre la contrainte radiale X, (r)

reste indéterminée. La distribution des contraintes en cisaillement annulaire
est donc hétérogéne.

1.7 Ecoulements rapides de grains

Nous abordons ici le régime gazeux pour lequel le milieu granulaire est
trés agité. Trouver les équations constitutives pour ce régime a fait I'objet
de nombreuses études ces 20 derniéres années [74, 28, 76, 95].

Des milieux granulaires agités peuvent étre obtenus en vibrant verticale-
ment une boite contenant des billes [67], ou sur un plan fortement incliné [11].

L’analogie avec un gaz est due a Ogawa en 1978 [136]. Il fut le premier
a introduire la notion de température granulaire que ’on définit comme la
moyenne du carré des fluctuations de vitesses. Si on décompose la vitesse ins-
tantanée d’une particule en une vitesse moyenne plus une partie fluctuante :
U; = Upmoy + 07, la température granulaire est définie comme T' =< 5% >.
Cette analogie avec un gaz permet alors de s’inspirer de la théorie cinétique
des gaz denses pour formuler des équations constitutives pour les écoulements
de milieux granulaires. La différence fondamentale entre un gaz granulaire et
un gaz moléculaire est la dissipation d’énergie lors des collisions. Nous avons
vu que cette perte d’énergie peut étre décrite par un coefficient de restitution
e. Pour rester dans un état agité il faut injecter de I’énergie continuellement
puisqu’elle est perdue a 1’échelle des grains.

Dans des situations denses (v — v,,,) approche heuristique proposée par
Haff en 1983 [76] permet de cerner l'origine microscopique des coefficients
de transport. On considére un ensemble de particules de diamétre d et de
densité p,. Une hypothese de base pour la théorie cinétique est que les par-
ticules interagissent uniquement lors de collisions binaires et instantanées.
Pour décrire la densité du milieu granulaire nous utiliserons dans la suite
la distance moyenne interparticule s plutét que la compacité v. La relation
entre s et v se trouve en écrivant simplement qu’une particule occupe un
volume proportionnel & (s + d)® et que pour s = 0 on a v = v,. On trouve
alors :

v 1
vm  (1+s/d)3 (1.25)
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L’hypothése de milieu dense en terme de distance interparticule signifie
s << d. Elle nous permet de nous affranchir des effets de compressibilité.
Nous allons donc nous intéresser & un gaz de particules proches les unes des
autres, qui s’agitent et se cognent dans la cage formée par leurs voisines.

Avec ces hypothéses on peut écrire les équations de conservation de la
masse, de la quantité de mouvement et de 1’énergie pour ce gaz en fonction
des grandeurs moyennes que sont la densité du milieu : p = p,v, la vitesse
moyenne Up,qy €t la température granulaire 7.

Nous allons raisonner sur les transferts qui ont lieu lors des collisions pour
déterminer la dépendance de la pression et de la viscosité avec la densité et la
température. Si dv = /T est ordre de grandeur des fluctuations de vitesse,
alors le temps entre deux collisions pour une particule est égal au temps qu’il
faut pour parcourir la distance interparticule s c’est & dire 3-. Le nombre de
collisions par unité de temps sera donc de 'ordre de %”.

Afin de déterminer la pression, il faut considérer le milieu dans un écou-
lement moyen. Une particule s’agite dans la cage formée par ses voisines et
transfere la quantité de mouvement mdv & chaque collision. La pression est
la contrainte qui résulte de ces transferts :

mov X 0v/s
P~ T/ (1.26)
soit :
d
P~ 'OPET (1.27)

On retrouve la variation linéaire de la pression avec la température du gaz.

Fi1G. 1.10 — Gradient de vitesse uniforme pour le calcul de la viscosité.

Pour obtenir I'expression de la viscosité n pour un écoulement rapide, on
considére un gradient de vitesse uniforme dv/dy = 4 = Cst (Fig 1.10). Une
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particule de la couche A posséde une vitesse relative u = d% par rapport a
la couche B. Elle transfére sa quantité de mouvement mu lors de la collision
avec la couche B. La contrainte tangentielle S = 1% qu’exerce la couche A
sur la couche B est donc :

mu X 0v/s
T~ — 2 (1.28)
On obtient donc pour la viscosité :
VT
n =~ ppd*~— (1.29)

S
La dépendance avec la racine carré de la température est celle des gaz.

Dans le cas du cisaillement simple, la vitesse s’écrit ¥ = Jye,. On cherche
une solution pour laquelle la température est uniforme dans 1’échantillon.
L’équation de 1’énergie se réduit alors a 1’équilibre entre travail des forces
visqueuses et dissipation ce qui nous donne pour la température T o< 2.
On peut alors montrer que la pression P et la contrainte de cisaillement S
s’écrivent :

P = AW)ppdi (1.30)
S = f)ods (1.31)

ou les f; sont des fonctions de la compacité qui divergent lorsque v — Vpqz-

Cette configuration simple met en évidence le couplage entre la tempéra-
ture et I’écoulement. Plus on cisaille un milieu, plus la température d’équi-
libre est grande, et donc la pression et la viscosité sont grandes.

L’expérience a été réalisée en 1954 par Bagnold [13] bien avant le dévelop-
pement de la théorie cinétique. L’expérience consiste en une cellule de type
Couette (deux cylindres concentriques) remplie d’une suspension de parti-
cules dans un fluide iso densité. Le cisaillement est induit par la rotation d’un
des deux cylindres, et des capteurs aux parois mesurent alors la contrainte
tangentielle et normale. A faible cisaillement, le comportement est de type
visqueux. Par contre, a fort cisaillement les collisions entre grains deviennent
prépondérantes et Bagnold trouve alors un régime collisionnel ot la pression
et la contrainte de cisaillement sont décrites par les équations précédentes.
Il définit aussi un frottement dynamique % = tan(¢p), ot ¢p(v) est I'angle
de frottement dynamique.

1.8 Ecoulements denses

Les écoulements denses de grains peuvent étre considérés comme la phase
"liquide" des matériaux granulaires. Le régime d’écoulement dense fait 1’ob-
jet a 'heure actuelle de nombreuses recherches; les équations constitutives
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ne sont pas encore établies [118, 146, 150]. Toutefois, notre étude ne por-
tant que sur le cisaillement (plan et annulaire) et le plan incliné, nous nous
contenterons ici de présenter quelques résultats marquants observés dans ces
trois géomeétries. Nous renvoyons aux références [118, 146| pour une revue
détaillée des six géométries d’écoulement précédentes.

1.8.1 Cellules de Cisaillement

Le cisaillement plan sans gravité est la géométrie la plus simple que I'on
peut imaginer. L’écoulement est obtenu entre deux parois rugueuses paral-
leles. A cause de la gravité, il est difficile d’obtenir un systéme homogéne
expérimentalement [79, 173], toutefois ceci est possible numériquement. La
plupart des résultats de la littérature sont obtenus par simulation numérique
en imposant la vitesse (sauf [194] ou la contrainte est imposée) et en mesu-
rant la contrainte de cisaillement [3, 89, 176, 197, 188, 12]|. La plupart des
simulations sont bidimensionnelles, sauf [29].

La cellule de cisaillement annulaire est la géométrie classique utilisée
pour ’étude rhéologique des fluides complexes. Les matériaux granulaires
ont fait I'objet a la fois d’études expérimentales [18, 24, 130, 86, 193, 119]
et numériques [112, 175|. Tardos [187| mesure et discute des contraintes au
sein du matériau. Il ressort de ces études que le profil de vitesse est localisé
prés du cylindre intérieur. Les ajustements avec des fonctions exponentielles
sont possibles, par contre, pour des particules qui ne sont pas sphériques un
ajustement avec une fonction gaussienne est préférable [130].

1.8.2 Plan incliné

Les écoulements sur un plan incliné sont des événements que l'on ren-
contre souvent parmi les écoulements géophysiques. Une revue détaillée des
études expérimentales et numériques pourra étre consultée dans [150, 11]. En
outre, deux études numériques récentes et trés complétes ont été effectuées
par Ertas et Silbert [180, 177, 179, 65, 178] (systémes de I'ordre de 10000
sphéres assez élastiques en 2D ou 3D) et par Prochnow [150] (systémes de
Pordre de 5000 disques rigides en 2D).

La premiére observation est I'existence d’un seuil d’écoulement. En ef-
fet, un empilement de grains ne peut étre incliné que jusqu’a un angle g4yt
dit angle de stabilité maximale ou encore angle statique (c’est-a-dire corres-
pondant a une transition statique-dynamique), au-deld duquel se déclenche
une avalanche. L’inclinaison est alors réduite & une valeur inférieure 60y,
angle de repos ou encore angle dynamique (c¢’est-a-dire correspondant a une
transition dynamique-statique). L’écart entre ces deux angles est de quelques
degrés. Les valeurs typiques vont de 25° (billes de verre) a 40° (sable angu-
leux). L’existence de ces deux angles met en évidence la nature hystérétique
des matériaux granulaires. Sur un plan incliné, I’écoulement d’une fine couche
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FiG. 1.11 — Epaisseur d’arrét (Hgiop(0) en trait plein) et de démarrage
(Hstart(0) en tireté) en fonction de 6.

(dont ’épaisseur H est de 'ordre de grandeur d’une dizaine de grains) s’ar-
réte pour un angle d’inclinaison 6. Ceci permet de tracer la courbe Hgp(6)
(la hauteur d’arrét en fonction d'un angle d’inclinaison donné) [148, 54, 143|.
Cette courbe dépend de la rugosité du socle sur lequel a lieu I’écoulement [75].
Les deux courbes Hgop(0) et Hgiare(0) de la figure 1.11 divisent I'espace des
parameétres (H, 6) en trois régions : une région o 1’écoulement est impossible
(H < Hsgiep), une région métastable ou il peut exister soit une couche en
écoulement, soit une couche statique (Hgtop < H < Hgart) €t une région
ou I’écoulement est obligatoire (H > Hgiqrt). Dans le régime d’écoulement,
I’écoulement est stationnaire et uniforme pour des inclinaisons modérées et
il devient accéléré pour des inclinaisons plus importantes.

FEn dehors des caractéristiques mécaniques des grains, 1’écoulement est
gouverné par trois parameétres : U'inclinaison, le débit (et le mode d’alimen-
tation) et la rugosité du socle. Sur un socle lisse, I’écoulement est localisé a
la paroi, et n’est ni stationnaire ni uniforme [111, 62, 98, 140, 185].

Dans le régime d’écoulement stationnaire uniforme, si I’on suppose un
régime collisionnel (équations 1.30 et 1.31), les équations 1.19 et 1.20 per-
mettent de prédire le profil de vitesse. A compacité constante, la pression de
la couche de grain est proportionnelle & H — y, on a alors ‘i—‘; ~ H =y ce
qui donne un profil de vitesse V (y) variant en %2, de type Bagnold. Les
simulations numeériques [150, 180, 178] indiquent que le profil de vitesse est
effectivement de ce type :
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Vgd
mais le préfacteur A(f) met en évidence un effet de seuil. Les mesures sys-
tématiques de la vitesse moyenne U =< v(y) > ont permis de mettre en

évidence une loi d’échelle entre le nombre de Froude (%) et la hauteur de

M A(6) (H3/2 —(H - y)3/2)

= 2 (1.32)

I’écoulement adimensionnée par Hgop [150, 179, 143] :

v L3 H
\/g_H “ Hstop(e)

Les coefficients « et § dépendent des caractéristiques du systéme. Notons
que pour les billes de verre a = 0.

Etant donné que tan 6 = p*, le frottement effectif est obtenu en rempla-
cant 6 dans (1.33) et en inversant la relation [148, 143]. Il est alors possible
de mesurer le frottement effectif en fonction du nombre de Froude. Toutefois,
étant donné que la loi d’échelle précédente prédit une vitesse non nulle pour
H = Hgi,p, la mesure ne peut se faire pour F'r < 3. 1l faut alors proposer
un raccordement [142|. Pour une hauteur donnée, le frottement varie nota-
blement avec le nombre de Froude. Il augmente avec la vitesse et tend vers
une valeur asymptotique pour les grandes vitesses (Fig. 1.12). Par contre, il

diminue avec H.
A ey TR

hEZmim

(1.33)
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FiG. 1.12 — Variation du coefficient de frottement avec le nombre de Froude
Fr pour différentes épaisseurs H, dans le cas de billes de verre sur plan

incliné [148].

Des approches hydrodynamiques proposées récemment [148, 61, 172] per-
mettent de décrire I’écoulement sur un plan incliné et 1’écoulement sur un
tas. Savage et Hutter [172], s’inspirant des équations de Saint Venant pour
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les couches minces, ont proposé une approche hydrodynamique consistant
a4 moyenner sur 1’épaisseur les équations de conservation. En faisant ainsi,
le seul parameétre qui reste inconnu est le coefficient de frottement effectif
w* au socle. La connaissance de la variation du frottement effectif est donc
une information importante pour la modélisation des écoulements sur plan
incliné [148, 143] et pour des applications a des cas réels [82, 132, 83|.

L’exemple des écoulements sur plan incliné montre que des approches hy-
drodynamiques permettent de décrire les écoulements denses jusqu’a ’arrét.
Cependant, leur généralisation a d’autres géométries (socle meuble, conduite
verticale...) reste un objet de débat. Par ailleurs, ces approches ne décrivent
pas les mécanismes physiques responsables du blocage.

1.9 Blocage

Quelles sont les variables pertinentes vis a vis du blocage des matériaux
granulaires 7 La transition de phase fluide-solide usuelle est bien décrite par
la thermodynamique, et est gérée par la température et/ou la densité.

Si, en prolongeant les intuitions thermodynamiques, on peut naturelle-
ment retenir la densité du matériau granulaire, en revanche, la température
thermodynamique devra étre remplacée par une température effective.

Si les fluctuations de vitesse constituent une variable naturelle de la des-
cription des écoulements granulaires dilués, leur réle est plus difficile & mo-
déliser dans le cas des écoulements denses ol existent de nombreux contacts
maintenus. La définition méme de ces fluctuations pose question [156], car
elles dépendent de 1’échelle d’analyse. A 1’échelle de 1’écoulement dans son
ensemble, on mesurera les fluctuations associées a des mouvements de blocs,
dont les particules ont des mouvements et des vitesses corrélés [129, 58]. A
I’échelle d’un grain, les fluctuations de vitesse sont associées aux mouvements
de la particule dans sa cage, formée par ses plus proches voisines, mouve-
ments analogues a ceux d’une molécule d'un liquide soumise a 1’agitation
thermique. La température effective d’un milieu granulaire pourrait donc
étre associée a des mécanismes de réarrangement des grains, par exemple
sous effet de vibrations [55].

Mais surtout, la transition fluide-solide dépend aussi des sollicitations
mécaniques. Il a ainsi été récemment proposé [106] d’ajouter une troisiéme
variable responsable de la transition : c’est ’état de contrainte auquel est
soumis le matériau. C’est ainsi qu'un matériau granulaire se mettra a couler
lorsque le critére de rupture de Coulomb est atteint. Ceci fournit alors un
diagramme de phase conceptuel pour le blocage des matériaux granulaires
(Fig. 1.13).

Cette derniére observation pour les matériaux granulaires secs vaut plus
généralement pour des systémes constitués d’assemblées d’éléments en in-
teraction (particules, grains, bulles), c’est & dire des pétes au sens large
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Loose grains,

1 / P * Bubbles, droplets, etc.

F1G. 1.13 — Diagramme de phase schématique. Extrait de [107]

(suspensions colloidales, mousses, émulsions, suspensions concentrées non
browniennes. . .). L’idée usuelle est que ces matériaux sont des fluides a seuil,
c’est a dire qu’ils ne s’écoulent pas pour une contrainte inférieure & une
contrainte seuil, puis commencent & s’écouler au-dela, mais avec une vitesse
qui augmente depuis zéro.

Passons aux mécanismes du blocage. Dans une situation d’écoulement
donnée, la distribution des contraintes macroscopiques est connue au sein du
matériau en écoulement. Le matériau granulaire est alors considéré comme
un milieu continu. Nous avons vu cependant qu’a 1’échelle microscopique
du réseau de contact, le matériau est loin d’étre homogéne : le réseau de
contacts (coordinence, forces de contact, mobilisation du frottement) est trés
fluctuant, a la fois dans ’espace et dans le temps.

Il est clair que c’est a I’échelle de ce réseau de contact que se jouent les
mécanismes de blocage. Sous certaines sollicitations, les grains vont former
des chaines de force le long des directions de compression [68|. Ce réseau de
chaines de forces peut alors supporter la contrainte de cisaillement indéfini-
ment. Ce squelette solide est cependant extrémement sensible aux perturba-
tions, et des réarrangements sont susceptibles de se produire sous 1’effet de
petits incréments des contraintes [40]. Ce constat a donné lieu a la définition
des matériaux "fragiles" [32, 34, 33|, qui englobe une classe plus large que
les matériaux granulaires, puisqu’il s’agit des matériaux dont la structure in-
terne est susceptible de se bloquer sous contraintes dans des états instables.
Cela englobe les suspensions colloidales, les mousses et les émulsions. La va-
lidité du diagramme conceptuel de blocage pour I’ensemble de ces matériaux
fragiles est actuellement ’objet de nombreuses recherches.
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Des tentatives ont été faites pour décrire cette transition avec des outils
de la physique statistique, en faisant ’analogie avec les transitions de phase
a Déquilibre et la transition vitreuse (divergence du temps de relaxation,
phénomenes de vieillissement) [192, 181].

D’autres travaux ont analysé les mécanismes de blocage a partir de
considérations géométriques (formation de vottes au voisinage d’un ori-
fice) [198, 189] ou a partir des fluctuations. Le modeéle proposé par Le-
maitre [105, 104|, par analogie avec la transition élastoplastique dans les
solides amorphes, repose sur 'idée que le cisaillement macroscopique résulte
de l'activation des réarrangements locaux & 1’échelle mésoscopique. La fré-
quence de mise & jour des processus microscopiques est déterminée par les
fluctuations de vitesse. Dans un autre modeéle, inspiré du modeéle de Eyring
pour la viscosité des liquides [147], les réarrangements en un certain point de
I’écoulement sont activés par les réarrangements dans une autre zone, et c’est
I’échelle des fluctuations de contrainte qui joue le réle de la température.

Nous voulons enfin signaler des travaux qui concernent plutot ’analyse de
la micromécanique du matériau granulaire. Ainsi, le blocage se signalerait par
Papparition d’un plateau dans la distribution des faibles forces [137]. La theése
de Staron [182] analyse plutot les mécanismes microscopiques de déblocage,
et montre que pour une contrainte critique, une certaine population des
contacts, qualifiés de "sensibles" (et définis par la fagon dont le frottement
est mobilisé), percolent, ce qui déclenche une avalanche.

1.10 Bilan

La mise en évidence de ce nouveau type de transition de phase dans les
matériaux fragiles, et du diagramme de phase généralisé en fonction des trois
paramétres compacité, fluctuations et contraintes, a suscite de nombreuses
recherches ces toutes derniéres années dans la communauté physicienne [107].

Il n’en reste pas moins qu’une description semi-macroscopique du phéno-
meéne de blocage dans les matériaux granulaires fait toujours défaut. Ainsi,
la réponse a la question "Qu’est ce qui gére le blocage ?" reste encore assez
confuse.

Nous souhaitons ainsi éclaircir le réle du type de sollicitation appliqué au
matériau (vitesse ou force appliquée, distribution des contraintes, conditions
aux limites), déterminer les bonnes variables qui gérent le comportement
prés de la transition. Nous insisterons en particulier sur I’étude des nombres
sans dimension, tel le frottement effectif.

Nous pensons qu’une telle étude doit méler des informations macrosco-
piques obtenues expérimentalement (rhéométrie classique, vitesse a la surface
libre d’un écoulement sur plan incliné), et des informations microscopiques
a l'intérieur du matériau (par IRM) et a I’échelle du réseau de contact (par
simulations numériques discrétes).
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La premiére partie de notre étude concerne le cisaillement & vitesse impo-
sée, et va mettre en évidence les grandeurs physiques nécessaires a la compré-
hension du comportement du matériau prés de 'arrét. La deuxiéme partie
aborde le comportement a force imposée, ce qui permet d’étudier directe-
ment la transition fluide-solide. Le manuscrit se termine par une synthése de
nos résultats, et par quelques pistes de modélisation.






Premiére partie

Cisaillement a vitesse imposée






ans cette partie, on se propose d’aborder le probléme du blocage et

du frottement des écoulements granulaires en étudiant le cisaillement
A vitesse imposée par simulation numérique discréte et une expérience de
rhéométrie. Dans ce cas, le matériau ne se bloque pas; toutefois, cette si-
tuation a l'avantage de créer des écoulements ayant une vitesse aussi faible
que souhaitée. Cela permet d’étudier le matériau pour de faibles taux de
déformation (c’est a dire dans le régime quasi statique) et ainsi de pouvoir
étudier son comportement lorsqu’il est proche de I’arrét.

Apreés quelques remarques préliminaires sur les systémes étudiés (cha-
pitre 2), nous commengons par étudier la géométrie de cisaillement la plus
simple possible (& savoir le cisaillement plan sans gravité) pour laquelle la dis-
tribution des contraintes est homogeéne a I'intérieur de la couche cisaillée (cha-
pitre 3). La possibilité de bien controler 1’état de cisaillement du matériau va
permettre une mesure détaillée de la loi de comportement. Remarquons que
cette géomeétrie modele, d’intérét pour la tribologie [88] et pour la compré-
hension du glissement des failles a I’origine des tremblements de terre [3, 128],
a déja fait 'objet de nombreuses études [29, 81, 176, 59, 197, 188, 12, 48|.

Dans un deuxiéme temps (chapitre 4), nous allons étudier Ieffet d’une
hétérogénéité des contraintes, & travers deux situations, le cisaillement plan
avec gravité et le cisaillement annulaire. Dans le premier cas, la contrainte
de cisaillement est constante et la pression varie, alors que dans le second,
c’est 'inverse. Nous montrerons alors dans quelle mesure les résultats mis en
évidence en cisaillement homogéne restent valables.






Chapitre 2

Remarques préliminaires

ous commengons par présenter les deux systémes étudiés (Fig. 2.1).

Bien que les géométries soient différentes, ces deux systémes partagent
de nombreuses caractéristiques en commun. Il s’agit de milieux granulaires
bidimensionnels soumis a un cisaillement & vitesse imposée, en ’absence de
gravité (la gravité sera ajoutée au paragraphe 4.2).

Le matériau granulaire est constitué d’une assemblée de n disques poly-
disperses de diamétre moyen d (£20%, sauf au paragraphe 3.7.3), de masse
moyenne m et de masse volumique p,. Ces particules sont caractérisées par
un coefficient de frottement p (on parlera de frottement intergranulaire ou
microscopique, par opposition au frottement effectif ou macroscopique) et
un coefficient de restitution e.

FiG. 2.1 — Les deux géométries de cisaillement étudiées. (a) Cisaillement
plan. (b) Cisaillement annulaire.
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Dans la géométrie de cisaillement plan, le matériau est cisaillé entre deux
parois rugueuses paralléles distantes de H. Une des parois est fixée et I'autre
se déplace & une vitesse imposée V. On note x la direction de I’écoulement
et y la direction orthogonale. Des conditions aux limites périodiques sont
appliquées selon la direction x de ’écoulement : les écoulements sont simulés
a lintérieur d’une fenétre de longueur L (toujours supérieure ou égale a
40 grains). Cette taille nous parait suffisante pour ne pas avoir d’effet de
longueur de la cellule; c’est du moins ce qui est observé dans le cas d’'un
plan incliné bidimensionnel [150].

Dans le cas du cisaillement annulaire, on simule tout le systéme : il n’y a
pas de conditions aux limites périodiques. Le matériau est cisaillé entre deux
anneaux rugueux de rayon R; et R, (H = R, — R;). On impose la vitesse a
la paroi de l'anneau intérieur (via la vitesse de rotation §2). On utilise alors
les coordonnées cylindriques r et 6.

Dans les deux cas, la rugosité des parois est constituée de grains jointifs
ayant les mémes caractéristiques que les grains en écoulement (méme poly-
dispersité et mémes propriétés mécaniques). En cisaillement plan, l'origine
de la coordonnée dans la direction orthogonale & 1’écoulement est prise au
centre des particules collées a la paroi fixe. En annulaire, elle est prise au
centre du cylindre intérieur.

Une caractéristique importante de nos simulations est que la pression
P est controlée (nous évoquerons plus tard des simulations menées par une
autre équipe, cette fois-ci & volume imposé). Les grains exercent une force
normale N sur les parois. Le controle de la pression P se fait en autorisant
la dilatation du matériau (H n’est pas fixée) par le mouvement de I'une des
parois (la paroi mobile dans le cas du cisaillement plan et la paroi fixe dans
le cas du cisaillement annulaire). A chaque pas de temps, la vitesse normale
vy, de cette paroi est déterminée de la facon suivante : v, = (Pl — N)/gp, ol
gp est un coefficient d’amortissement visqueux et [ la longueur de la paroi
(I = L pour le cisaillement plan et | = 27 R, pour le cisaillement annu-
laire). I’équilibre est obtenu quand P = N/I. L’ensemble des paramétres du
systéme est résumé dans le tableau 2.1.

TAB. 2.1 - Paramétres des systémes simulés. Grandeurs adimensionnées (voir
§ 2.2).

n L Rz Re H 9p
cisaillement plan 900 - 5000 40 - 100 - - 20-100 100
cisaillement annulaire 2700 - 10 30 20 100
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2.1 Meéthode de simulation numérique

Le cisaillement du matériau est simulé par la méthode de dynamique
moléculaire adaptée aux milieux granulaires [49] (voir annexe A). Le modéle
de contact est caractérisé par le coefficient de restitution normal e (défini
pour les collisions binaires) et le coefficient de frottement p. En accord avec
le modeéle de Hertz décrit au chapitre 1, la force de contact normale entre
deux grains est la somme de deux termes :

— Une force élastique linéaire F¢ = k,d,, ou 6, est la déformation nor-
male, et k, est le coefficient de raideur normale. Cette force est nulle
si le contact est ouvert.

— Une force de dissipation visqueuse F) = Gn0y, décrivant Dinélasticité
(gn est un coefficient d’amortissement visqueux).

La force de contact tangentielle est une force élastique linéaire limitée

par le critére de Coulomb :

Ft = ktét
: v| — pFy . < e
(515 = { ’ t| O/.L } S1 ‘k‘tdt’ { > }MFn

ou &y est le déplacement tangentiel relatif, vy la vitesse relative tangentielle et
k¢ le coefficient de raideur tangentiel (on choisit toujours k¢ = k,, /2 [29]). La
valeur du coefficient d’amortissement g, est directement reliée au coefficient
de restitution e et au coefficient de raideur normale k,, par la relation g, =
200y/mky,, ol a est le coefficient de dissipation o = —In(e) /(7% + ln2(e))%.
Les paramétres mécaniques des particules sont résumés dans le tableau 2.2.

TAB. 2.2 — Paramétres du matériau simulé. Grandeurs adimensionnées (voir

§2.2).

polydispersité ¢ I e ky ®
cisaillement plan +0% a £50% 0a0.8 0.1-0.9 10°a 10°
cisaillement annulaire +20% 0.4 0.1 104

2Sauf précision, les résultats sont présentés pour une polydispersité de +20%.
Sauf précision, les résultats sont présentés pour k, = 10%.

Le temps de collision est donné par 7. = \/72m/(2k, (1 — a?)). Le pas
de temps de la simulation est choisi égal & 7./100.
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2.2 Analyse dimensionnelle

Les résultats sont systématiquement présentés en grandeurs adimension-
nées, a partir des échelles naturelles de longueur (d), de temps (7.) et de
masse (m) du systéme simulé.

En plus des paramétres locaux décrivant l'interaction entre les grains (u
et e), le systéme est caractérisé par trois nombres sans dimension :

i) Le premier \/zf—k est associé au mouvement normal de la paroi controé-
n

lant la pression. Une valeur petite signifie que 1’échelle de temps des
fluctuations de H est imposée par le matériau et non par la paroi, et
que la paroi "colle" au matériau.

ii) Le second kﬂ décrit la rigidité des grains. Il correspond aussi a la dé-
n
formation 6, de grains soumis & une pression de confinement P.

iii) Le troisiéme %w/dﬂp réunit les trois parameétres globaux décrivant le
cisaillement (la vitesse V', la pression P et ’épaisseur H). L’état de
cisaillement dépend uniquement de la combinaison de ces trois para-
metres.

Le premier nombre sans dimension est toujours petit dans nos simulations
(sa valeur maximale est 0.6). Nous n’avons pas étudié son influence car nous
considérons qu’elle est faible dans cette gamme (effet de matériau plus que
de paroi).

Sauf au paragraphe 3.7.3, le choix de P et de k, est tel que P/k, <
2.5-1073. 11 a été montré que I'on se trouve alors dans la limite des grains
rigides [167], c’est & dire que le comportement macroscopique ne devrait plus
dépendre de ce nombre. Nous verrons cependant son influence sur certaines
grandeurs locales (§ 3.5.2).

Dans la suite de notre étude, nous allons donc nous intéresser a l'effet du
troisiéme nombre sans dimension et des paramétres mécaniques e et u.

2.3 Nombre inertiel 7

Le troisiéme nombre sans dimension caractérise 1’état de cisaillement. Il
s’agit d’'un nombre global, & ’échelle du systéme. Nous allons maintenant
construire un analogue local. V/H correspondant au taux de cisaillement 7,
on va donc définir le nombre sans dimension suivant :

Y
I 7P (2.1)

Ce nombre correspond en fait a la racine carrée du rapport entre 'inertie
des grains ma (o0 a est l'accélération) et la force moyenne F' subie par les
grains. a est estimée par di? et F par Pd?, de sorte que ma/F = m#?/Pd.

. . . . . 3
Avant adimensionnement, on a donc en dimension trois (avec m = pp%) :
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m

I=7/— 2.2
N g (2.2)
En dimension deux, la force est estimée par Pd, dans ce cas on a (avec
_ wd?y .
m = ppTg)
m
I=4/= 2.3
W p (2.3)

Ce nombre sans dimension mesure le role de l'inertie et sera donc nommé
nombre inertiel dans la suite. Nous allons voir qu’il joue un role essentiel
pour l'étude de nos systémes. Ainsi, une petite valeur de I (petit V et/ou
grand P) correspond & un régime ou linertie des grains ne compte pas :
c’est le régime "quasi-statique". A linverse, une grand valeur de I (petit
P et/ou grand V') correspond au régime "inertiel" ou encore "dynamique".
Faire varier I permet d’étudier la transition entre ces deux régimes. Ainsi la
gamme de nombre inertiel exploré s’étend de 6- 1074 & 0.3.

@@ O

0.0 0.1 0.2 0.3 1E-3 0.01 0.1

F1G. 2.2 — Comparaison entre I et Iyopq1 pour l'ensemble des systemes étudiés
en cisaillement plan. (a) Igopq fonction de I. (b) Rapport des deur mesures
du nombre inertiel en fonction de I. Echelle log.

Dans un systéme homogeéne, en ’absence de vitesse de glissement a la
paroi, les deux définitions, locale et globale, sont équivalentes, mais dans
un systéme hétérogene, il faut prendre en compte les variations du nombre
inertiel local I(y). On doit donc distinguer a priori :

I(y) = (2.4)
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, V/H
global — T
P

Dans le cas particulier du cisaillement plan, ot la pression est constante
dans la couche, on définit I = < I(y) >, la valeur moyenne étant prise
au cceur du matériau, en éliminant les 5 premiéres couches prés des parois.
La figure 2.2 compare I et Igopq. Pour les valeurs de I inférieures a 0.2
(on verra dans la suite que c’est la gamme qui nous intéresse), les deux
grandeurs sont & peu prés égales. La petite différence que I'on observe est
due & une petite vitesse de glissement & la paroi. L’écart mesure la différence
entre le taux de cisaillement moyen au cceur de la couche et le taux de
cisaillement macroscopique mesuré par % Pour I > 0.2, 'écart augmente
considérablement. C’est le signe que le systéme n’est plus homogéne. On en
aura la preuve lors de la mesure des profils de vitesse au paragraphe 3.1.

Dans la suite, on choisira de travailler soit avec I dans le cas d’un ci-
saillement homogene (cisaillement plan sans gravité), soit avec I(y) dans le
cas d’un cisaillement hétérogene (cisaillement plan avec gravité, cisaillement
annulaire).

Remarquons qu’il est possible de construire d’autres nombres sans di-
mension. Ainsi, Campbell [29] propose %”, ce qui est 1ié au rapport des deux

nombres que 'on a défini précédemment %” ~ ’%I% Dans le cas du plan

incliné, certains auteurs proposent le nombre de Coulomb Cy = 7;—;2 [43], ou
g est la gravité et H 1’épaisseur de la couche de grains.

(2.5)

2.4 Préparation

Le premier type de préparation (celui que l'on a utilisé le plus souvent)
consiste a partir d’'une configuration initiale ou les disques sont disposés
aléatoirement, sans contact et immobiles entre les deux parois éloignées, ce
qui permet d’atteindre une compacité moyenne de 0.5, puis on commence
la compression tout en cisaillant & faible vitesse. Le milieu se compacte jus-
qu’a ce que la réaction exercée par les grains sur les parois égale la pression
imposée.

Le deuxiéme type de préparation consiste & partir d’'une compacité trés
élevée (de l'ordre de 0.81), obtenue par un dépot aléatoire suivi d’une com-
paction cyclique sans frottement, puis on introduit le frottement et on impose
la vitesse de cisaillement souhaitée.

Ces deux modes de préparation permettent de partir soit d’un état lache
(le premier), soit d'un état dense (le second). Plus ponctuellement, nous
avons aussi utilisé un troisieme mode de préparation consistant & partir d’un
profil de vitesse localisé prés de I'une ou ’autre des parois. Nous y reviendrons
plus tard.
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2.5 Recherche d’un état stationnaire

Dans les deux cas, on recherche un état d’écoulement stationnaire, carac-
térisé par les paliers de I'énergie cinétique totale et de I’épaisseur de 1’écoule-
ment (Fig. 2.3). Au bout d’un temps suffisant, les deux types de préparation
(lache ou dense) conduisent au méme état stationnaire (méme énergie ciné-
tique, méme épaisseur, méme compacité et méme ). Il n’y a donc pas d’effet
de la préparation sur les caractéristiques macroscopiques de 1’écoulement (et
il en est de méme des caractéristiques microscopiques analysées plus loin).
Par contre, I’état stationnaire obtenu dépend fortement du nombre inertiel.

(b)

C L
160 206
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80}
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40t

I I 2070 I I I I
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5 10

Fic. 2.3 — Influence de I (carrés I = 0.03, ligne I = 0.1) sur I’évolution

temporelle de l’énergie cinétique (a) et de la hauteur de la paroi mobile (b).
(Cisaillement plan : H =20, e =0.1, p=0.4)

Lorsqu’un état stationnaire est atteint, la simulation numérique se pour-
suit sur une durée de plusieurs dizaines de milliers d’unités de temps (1 u.t. =
Tc), soit quelques millions de pas de temps. Ceci correspond & un déplacement
relatif de deux couches adjacentes de quelques dizaines & quelques milliers
de grains, selon le taux de cisaillement appliqué. Dans I’état stationnaire,
on consideére alors que les grandeurs d’intérét (positions, vitesses, forces. . .)
ont un comportement moyen indépendant du temps et de la direction de
I’écoulement. En conséquence, on procéde a une double moyenne, dans 1’es-
pace (selon la direction de I’écoulement) et dans le temps (en considérant
200 instants successifs, séparés entre eux de 50 unités de temps).
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Ce sont ces méthodes de préparation et de mise en place que nous
avons utilisées pour étudier le cisaillement homogeéne (Chap. 3) et hétéro-
geéne (Chap. 4) d'une assemblée de grain.



Chapitre 3

Cisaillement homogéne :
Cisaillement plan sans gravité

D ans ce chapitre, nous nous intéressons exclusivement au cisaillement
plan sans gravité, c’est a dire a la situation la plus simple d’un cisaille-
ment homogeéne. L’étude approfondie de cette situation va nous permettre
de mesurer la loi de comportement du matériau, et d’obtenir des informa-
tions sur sa microstructure et sur les fluctuations. Dans le chapitre suivant,
nous nous demanderons dans quelle mesure ces conclusions restent valables
pour une situation de cisaillement hétérogeéne (cisaillement plan avec gravité,
cisaillement annulaire).

Indiquons d’emblée 'un des résultats trés importants de ce chapitre :
parmi les nombres sans dimension qui geérent le systéme, le seul parametre

pertinent pour étudier la rhéologie est le nombre inertiel I = —L.

VP

3.1 Mise en évidence de I’homogénéité

Nous allons commencer par discuter les profils de compacité, vitesse et
contraintes.

3.1.1 Compacité

Le profil de compacité v(y) met en évidence une structuration pres des
parois (i.e. le milieu est organisé en couches) (Fig. 3.1 (a)). Mais on remarque
toutefois que la compacité reste constante au centre, ce qui permet de définir
une compacité moyenne interne < v >. Celle-ci augmente légérement lorsque
I diminue. Nous nous restreignons & 1’étude des systémes denses, correspon-
dant & une compacité moyenne supérieure & 0.7, ou encore a I inférieur a
0.2.
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F1G. 3.1 — Profils de compacité v(y) (a) et de vitesse normalisée 3% (b) pour
différents I. En rouge I = 1.3-107!, en vert I = 5-1072 et en bleu I = 1072,
(H~40, e =0.1, u=0.4)

3.1.2 Vitesse

Le profil de vitesse vz(y) (Fig. 3.1 (b)) met en évidence le fait que le
milieu est entiérement cisaillé. Il n'y a pas de localisation de I’écoulement
prés de la paroi mobile. En fait les profils de vitesse sont quasiment linéaires,
sauf dans les régions proches des parois. On a donc un cisaillement homogéne.

A partir du profil de vitesse, on détermine le profil de taux de cisaillement
(Fig. 3.2 (a)) : 9(y) = dvs(y)/dy. Ayant un profil de vitesse linéaire on obtient
un profil de taux de cisaillement constant au centre. On observe toutefois une
légere courbure du profil qui correspond aux effets de parois. De la méme
maniére que pour les autres grandeurs, on peut définir une valeur moyenne
du taux de cisaillement au centre. C’est cette valeur qui permet le calcul de
1.

Nous pouvons aussi mesurer le profil de vitesse de rotation moyenne w(y)
(Fig. 3.2 (b)). On observe la relation simple suivante :

1

w(y) =—57) (3.1)

Cette relation est analogue & celle obtenue en hydrodynamique pour un
fluide. Elle a été observée dans de nombreuses simulations numériques d’écou-
lement, tant en 2D qu’en 3D [150, 112, 193, 11, 60, 115, 30, 31], et dans les dé-
formations quasi-statiques (rotation moyenne égale a la demi-distorsion) [27].
Elle a été mise en évidence dans le cas du plan incliné [150]. Ce résultat
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Fi1G. 3.2 - (a) Profil du tauz de cisaillement §(y). (b) Profils de vitesse
de rotation moyenne w(y) et demi gradient de vitesse de translation. (I =
2.5-1072, u =04 ete=0.1)

semble donc indépendant de la géométrie et caractéristique des écoulements
granulaires denses. Des déviations existent cependant dans les toutes pre-
miéres couches prés des parois.

3.1.3 Comparaison avec des simulations & volume!' fixé

La figure 3.3 compare nos résultats (simulations a pression controlée
PC) avec ceux de simulations & volume fixé VF, menées par Ivan Torda-
noff [118, 51, 89, 88|, dont les parameétres sont résumés dans le tableau 3.1.
Elle montre que les profils ne sont pas affectés pas les conditions aux limites.
La structuration en couche prés des parois pour les simulations PC n’est que
le résultat d’une discrétisation plus fine.

TaAB. 3.1 — Parametres des simulations bidimensionnelles a volume fixé [89]

n L H grains
Volume fixé 900 - 1400 50 15 sphéres (d £+ 10%)

!C’est un abus de langage pour parler de simulation & aire fixée.
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FiG. 3.3 — Comparaison de simulations a volume fizé VF et & pression contro-
lée PC (a) Profils de vitesse normalisée. (b) Profils de compacité. Cercle VF
H =15, =0.8. Courbe PC H=20,e=0.1. (I=02,4=0)

3.1.4 Contraintes

(a) (b)
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Fi1G. 3.4 — Profils des composantes du tenseur des contraintes, normalisées
par la pression P, pour différents I. (a) En noir et en bleu Y., (y) et Xy (y)
pour I =7.3-107%. En vert et en rouge Sy (y) et Lyy(y) pour I =2.4-1071.
(b) En bleu Xpy(y) pour I =17.3-107* et en rouge Xy, (y) pour I = 1.3-107L.
(H=140,e=0.1,4=0.4)
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Par les mémes techniques de prise de moyenne que pour la compacité ou
la vitesse, on peut calculer les profils des différentes composantes du tenseur
des contraintes, selon la formulation de Moreau [126] (voir Annexe B) au
sein de I’écoulement.
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Fi1G. 3.5 — Variation du rapport des contraintes normales en fonction de I.

La figure 3.4 représente les profils des composantes X;;, ¥y, et 3z du
tenseur des contraintes (normalisées par la pression P). On observe que le
tenseur des contraintes est constant selon y, comme attendu. Les figures 3.4
(a) et 3.5 montrent, de plus, que la composante 3., est égale a la composante
Yyy quel que soit le nombre inertiel. Ce résultat a aussi été mis en évidence
pour les écoulements denses sur plan incliné [150, 178]. C’est une informa-
tion importante pour les modélisations de type Saint-Venant [148, 61], pour
décrire les variations d’épaisseur le long de ’écoulement.

Une deuxiéme observation est ’existence de déviations dans les 2 ou 3
premiéres couches prés des parois. La figure 3.4 (b) indique que, comme
attendu, la contrainte de cisaillement est constante au sein de la couche
cisaillée, avec toutefois des déviations dans les premiéres couches prés des
parois. Mais surtout, cette figure montre que le rapport de la contrainte
de cisaillement sur la pression augmente avec le nombre inertiel. C’est un
point capital sur lequel nous reviendrons au paragraphe 3.2. Nous analyse-
rons plus en détail les différentes contributions au tenseur des contraintes au
paragraphe 3.6.

Disposant des profils de taux de cisaillement et de pression au sein de
I’écoulement, nous pouvons maintenant calculer le profil du nombre inertiel
I(y) (Fig. 3.6). Celui-ci oscille dans les 5 premiéres couches prés des parois
et est approximativement constant dans le ceeur de la couche cisaillée.



50 Cisaillement homogéne

20

Yy 1ot g

0 1 i
0.000 0.005 0.010 0.015

F1G. 3.6 — Profil du nombre inertiel I(y). (H =20, e =0.1 et up = 0.4)

3.1.5 Systéme homogéne

La premiére observation inattendue est donc l’absence de localisation
(Fig. 3.3 (a)). Ceci contraste avec les observations de [3, 116, 48]. Nous
verrons dans la suite (chapitre 4) qu'une hétérogénéité de contraintes conduit
a une localisation du cisaillement. Nous verrons aussi qu’une localisation
est observée lorsque les grains sont assez mous, ou encore lorsqu’ils sont
monodisperses. Nous devons aussi indiquer que lorsque I est assez faible,
I’écoulement présente des intermittences (voir § 3.6).

Nous avons testé I'influence d’une localisation forcée du cisaillement, en
choisissant de partir d’un profil localisé par la gravité, et en regardant com-
ment il évolue en ’absence de gravité. Nous avons systématiquement observé
que ce profil relaxe vers un profil linéaire.

De fagon générale, aussi bien pour la compacité, la vitesse que les contraintes,
on observe des comportements particuliers au voisinage des parois, d’une
part une structuration dans les 5 premiéres couches, d’autre part des dévia-
tions au comportement moyen (vitesse de rotation, composantes du tenseur
des contraintes) dans les 2 premiéres couches. Nous y reviendrons au pa-
ragraphe 3.5. Ainsi, toutes les grandeurs moyennes sont mesurées dans la
région centrale de la cellule de cisaillement (en excluant les cingq couches
proches des parois).

L’homogénéité du milieu est un avantage important pour ’étude de la
loi de comportement du matériau (effectivement il n’existe que trés peu de
systémes homogeénes dans le cas des matériaux granulaires et I’hétérogénéité
de I’écoulement complique souvent ’étude de ceux-ci). Ces états homogeénes
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permettent une mesure directe de la loi de comportement a travers deux
grandeurs fondamentales : la dilatance et le frottement effectif.

3.1.6 Rugosité
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F1G. 3.7 — Influence de la rugosité sur le profil de vitesse. (Igiopar = 0.03,e =
0.1,u=0.4)

Quelques simulations ont été faites pour tester 'influence de la rugosité,
en prenant des grains collés aux parois deux fois plus petits (R = 0.5) ou
deux fois plus grands (R = 2). La figure 3.7 montre que ce rapport de taille
a une incidence sur la vitesse de glissement. Elle est notable pour R = 0.5
et diminue lorsque R augmente. Les particules proches des parois restent
alors piégées et ont donc une vitesse nulle. Pour une plus ample discussion,
nous renvoyons aux études sur plan incliné [75] et en conduite verticale [150].
Du fait de 'existence de cette vitesse de glissement, le taux de cisaillement
diminue avec R, donc I diminue lorsque la rugosité diminue (voir § 3.2).
Toutefois le systéme reste homogéne au coeur.

3.2 Comportement

La loi de comportement décrivant I’écoulement d’assemblées denses de
grains secs est l'objet de débats [146]|. Toutefois la mesure du coefficient
de frottement effectif et de la dilatance permet d’avoir accés a celle-ci. Nous
allons donc mesurer les dépendances de la dilatance, puis du frottement effec-
tif, en fonction du nombre inertiel I, ce qui constitue 'effet dominant. Nous
étudierons les dépendances en fonction des autres parameétres au paragraphe
suivant.
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3.2.1 Dilatance

Afin que I’écoulement puisse se produire, le milieu doit se dilater. C’est
cette dilatation que I’on mesure a travers les variations de la compacité v
(moyennée sur I'épaisseur dans la région centrale de I’écoulement), en fonc-
tion des différents parameétres du systéme.

0.82 | B

0.80

0.78

0.76

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

F1c. 3.8 — Variation de la compacité en fonction de I. (u = 0.4 et e, H, %
variables.)

On mesure ainsi les dépendance de la compacité en fonction du nombre
inertiel (Fig. 3.8). Lorsque I augmente, c’est a dire lorsque le taux de cisaille-
ment augmente et/ou la pression diminue, le milieu se dilate légérement.
Cette tendance est plus prononcée pour I > 0.2. Pour I < 0.2, la compacité
est une fonction linéaire du nombre inertiel :

v(I) = Vmaa — al (3.2)

avec Vg = 0.81 et a = 0.3 (pour p = 0.4).

Nous avons aussi calculé 'écart type de v(y) a la valeur moyenne v dans
cette région. C’est cet écart qui sert pour la barre d’erreur de la figure 3.8
(elle est indépendante de I).

Il est & noter qu’'une faible dilatance a des conséquences importantes sur
le réseau de contact. Les faibles I correspondent au régime quasi-statique,
associé a un réseau dense de contacts maintenus [167]. Le régime dynamique
apparait pour des nombres inertiels importants. Dans ce régime, le réseau de
contacts a cédé la place aux collisions binaires entre particules (voir § 3.5).
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3.2.2 Frottement effectif

Le coefficient de frottement effectif est une grandeur fondamentale pour
I’étude des écoulements granulaires denses. Il a donc été mesuré dans diverses
géométries [139, 148, 187]. Celui-ci peut étre défini soit comme le rapport de
la force de cisaillement sur la force normale & la paroi u, = %, soit comme
le rapport des contraintes tangentielles sur les contraintes normales au sein
du matériau p* = Zﬁ’. Les deux définitions donnent approximativement
la méme chose, les fluctuations sont toutefois plus importantes a la paroi

(Fig. 3.9) et d’une fagon générale oy >
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FiG. 3.9 — Variation du coefficient de frottement effectif en fonction de I.
(a) A la paroi. (b) Dans la couche en écoulement.

Comme pour la compacité, on peut mesurer le frottement effectif (moyenné
sur la durée de ’écoulement et dans ’épaisseur de la couche) en fonction du
nombre inertiel. Les barres d’erreurs correspondent & 1’écart type lorsqu’on
fait une statistique sur I’épaisseur pour p*. Dans le cas du frottement effec-
tif & la paroi, la moyenne et I'écart type ne sont pris que sur la durée de
la simulation (pas de moyenne spatiale). C’est ce qui peut expliquer que la
dispersion des mesures de frottement effectif soit plus importante a la pa-
roi qu’au ceeur de 'écoulement (Fig. 3.9). Ces deux grandeurs varient de
la méme maniére avec I. On note toutefois que le frottement a la paroi
semble légérement supérieur a celui mesuré dans la couche en écoulement.
Les fluctuations rendent cette comparaison délicate, mais c’est peut étre 13
une indication importante pour comprendre le role des parois vis & vis du
blocage.

Nous citons & ce stade une information complémentaire sur le frottement
effectif a la paroi, qui a trait a l'influence de la rugosité (Fig. 3.10). Ces
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mesures, faites pour un méme Jgopq (c’est a dire un méme couple (V, P)),
montrent que le frottement augmente avec la rugosité (au moins dans la
gamme considérée). Cependant, l'effet est subtil, car la rugosité modifie la
vitesse de glissement & la paroi, ce qui change le [j,q;, et donc finalement
le frottement effectif conformément & la courbe mesurée sans variation de la
rugosité (Fig. 3.9 (b)). Ceci montrerait que le frottement effectif & la paroi
ne dépend que du Ij,eq, €t non de la rugosité, cependant nous n’avons pas
mené une étude suffisamment poussée pour pouvoir conclure.
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Fic. 3.10 — Coefficient de frottement effectif a la paroi en fonction de la
rugosité, toutes choses égales par ailleurs(ie méme V', méme P).

Par la suite, seuls les résultats concernant le frottement effectif & l'inté-
rieur de la couche seront présentés.

La figure 3.11 représente la variation du coefficient de frottement effectif
w* en fonction de I. Elle montre que p* augmente a partir de pus = tan ¢, ol ¢
devrait correspondre & ’angle de frottement interne de Mohr-Coulomb dans
Pétat critique de la mécanique des sols [134]. On observe que le frottement
effectif varie linéairement avec I :

w=ps+ 0l (3.3)

avec g = 0.22 et b= 1.0, pour p # 0.

La figure 3.11 (b) indique que le frottement effectif ne varie plus pour I <
10~2. Pour des plus grandes valeurs de I, les variations du frottement effectif
avec le taux de cisaillement ou la pression deviennent significatives [3, 12]. On
observe toutefois une tendance a la saturation pour les trés grandes valeurs
de I (>0.2).
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Fi1G. 3.11 — Variation du coefficient de frottement effectif en fonction de I.
(a) en échelle linéaire. (b) en échelle logarithmique.

3.2.3 Transition quasi-statique dynamique

En résumé, dans le régime quasi-statique, correspondant aux petites va-
leurs du nombre inertiel (I < 1072), le milieu est trés dense, proche de la
compacité maximale et le frottement effectif est indépendant du cisaillement.
Les grandes valeurs du nombre inertiel (I > 0.2) correspondent au régime
dynamique. La dilatance devient plus importante et le frottement effectif sa-
ture. La transition entre les deux régimes se fait de maniére progressive. On
parlera alors de régime intermédiaire (1072 < I < 0.2). C’est dans ce régime
intermédiaire que 1’on observe les variations linéaires de la compacité et du
frottement avec I (equ. 3.2 et 3.3).

3.3 Loi de comportement

Nous allons maintenant montrer en quoi les dépendances de la compacité
et du frottement en fonction de I permettent de déduire la loi de compor-
tement du matériau. Nous allons pour cela utiliser les lois linéaires mises en
évidence, ce qui limite la validité de la loi de comportement présentée ici a
I < 0.2. Dans le principe, on peut tout aussi bien déduire la loi de compor-
tement pour I plus élevé, mais elle prendra alors une forme différente. On
rentre cependant alors dans le régime décrit par la théorie cinétique (voir
§3.4).
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3.3.1 Pression

En reprenant la définition de I = 4/+/P et le fait que la compacité varie
linéairement avec le nombre inertiel, on trouve que :

P =a—1 (3.4)
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FiG. 3.12 - %2 ou encore % en fonction de la compacité v (a) (cercle noir
wu =0, cercle blanc p = 0.4, carre noir i = 0.8), de (Vimaz — V) (b). La droite
indique une pente de —2.

La figure 3.12 (a) indique une divergence de ,.y% lorsque v — Vpqq. La
figure 3.12 (b) montre qu’il y a un bon accord entre I’équation 3.4 et les
mesures. On remarque cependant que I'exposant est légérement différent de
2. Ceci n’est pas significatif, car cette courbe est sensible au choix de vpqz-
En outre, dans le régime dynamique on note une diminution de cet exposant
vers une valeur plus proche de 2.

3.3.2 Contrainte de cisaillement

De la méme maniére, en utilisant cette fois-ci le fait que le coefficient de
frottement effectif (X,,/P = S/P) est une fonction linéaire de I, on obtient :

22
S = pgP+ba—1r (3.5)

(Vmax - V)

ou encore :
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avec V" = Upae + 252 (v* = 0.86).

On remarque ainsi que la loi de comportement dépend du taux de cisaille-
ment au carré et d’une fonction de la compacité qui diverge pour Vpq,. On
note aussi qu’il est possible de faire une décomposition de la contrainte de ci-
saillement en un terme frictionnel (psP) et un autre collisionnel (ba(ymjﬁ).

Cette loi de comportement est donc analogue & celle observée par Bagnold
(chapitre 1).

3.4 Etude paramétrique

Jusqu’a présent, nous avons présenté des résultats sans discussion de
Ieffet des paramétres microscopiques. Nous nous attachons dans cette partie
a décrire Deffet du coefficient de frottement intergranulaire et du coefficient

de restitution sur la variation de la compacité et du frottement effectif avec
1.

3.4.1 Effet du coefficient de frottement intergranulaire

Le frottement entre particules a une influence notable sur la compacité.
La compacité reste une fonction linéaire décroissante de I, mais les deux
parameétres V.. et a deviennent fonction du coefficient de frottement inter-
granulaire (Fig. 3.13 (a)) :

V= Vaa () — a(p)l (3.7)

La figure 3.13 (b) montre que Vpq. (1) est une fonction décroissante de
p. Ceci montre que la compacité maximale en écoulement n’a pas une signi-
fication purement géométrique, mais dépend du matériau. Par contre a n’a
pas de variation simple. On a ainsi ¢ = 0.38 pour px = 0.0, 0.31 pour p = 0.4
et 0.37 pour p = 0.8.

Pour ce qui concerne la variation du frottement effectif avec le nombre
inertiel, I'effet de p sur p* est moins significatif, hormis le cas ou le frottement
entre grains est nul. La figure 3.14 (qui est la méme que la figure 3.11 avec
un code de couleur selon le frottement intergranulaire) montre la variation
du frottement effectif avec I pour différents p (u = 0.1,0.2,0.4,0.6,0.8).

Cette figure montre clairement que la valeur du coefficient de frottement
microscopique p n’a pas d’effet sur le frottement effectif. La figure 3.15 (a)
montre plus précisément la variation du frottement effectif en fonction du
frottement intergranulaire pour un I donné. Il y a une variation brutale entre
uw=0et u = 0.2, mais au dela de u = 0.2 le frottement effectif reste constant.
Cette variation atteint un facteur deux aux faibles I, et diminue ensuite.
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F1c. 3.13 = (a) Variation de la compacité en fonction de I et de p. En noir
w=0.0, en rouge = 0.4 et en vert = 0.8. (b) Variation de la compacité
mazimale Vmqy en fonction de p.
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F1a. 3.14 — Coefficient de frottement effectif en fonction de I, pour p # 0.
(a) représentation linéaire. (b) représentation logarithmique.

Ainsi, dans le cas ou le frottement entre grains est nul (u = 0), la courbe
du frottement effectif en fonction de I est modifiée. Elle garde la méme allure
mais est décalée vers des valeurs de frottement plus faibles (Fig. 3.15 (b)).
Dans ce cas et pour des nombres inertiels I < 0.1, ’équation 3.3 reste la
méme, mais les parameétres b et ps sont modifiés. On a alors b = 1.62 et
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F1c. 3.15 = (a) Coefficient de frottement effectif en fonction du coefficient
de frottement intergranulaire pour I = 4 - 1073 et e = 0.1. (b) Coefficient
de frottement effectif en fonction de I. Les carrés noirs correspondent aux
grains sans frottement, et les croix auz grains frottants.

s = 0.11. Ainsi le cas des grains non frottants apparait comme un cas
singulier, qu’il faut traiter a part. Aux plus grandes valeurs de I, il apparait
des déviations qui sont liées & la nature du matériau, et qui feront I’objet du

paragraphe suivant.
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FiG. 3.16 — Coefficient de frottement effectif en fonction de la compacité.
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Compte tenu des variations conjointes de la compacité et du frottement
effectif en fonction du frottement intergranulaire, il est tentant de repré-
senter le frottement effectif, non en fonction de I, mais de la compacité
(Fig. 3.16). Cette nouvelle représentation des résultats met en évidence une
courbe maitresse regroupant ’ensemble des données. Cette courbe est consti-
tuée de zones complémentaires, forte compacité pour les grains non frottants,
et plus faible compacité pour les grains frottants. Il est remarquable qu’une
petite variation de compacité (de l'ordre de 10%) suffise a induire une varia-
tion du frottement d’un facteur 4! Remarquons aussi que la diminution du
frottement effectif avec la compacité n’est pas vraiment intuitive.

3.4.2 Effet du coefficient de restitution

La figure 3.14 montre qu’il n’y a pas d’effet du coefficient de restitu-
tion sur la courbe du frottement effectif pour un coefficient de frottement
intergranulaire non nul. Par contre, la figure 3.15 (b) indique un effet pour
1 =0 et I grand. Nous avons donc étudié spécifiquement cet effet du coeffi-
cient de restitution dans la limite des grains non frottants, aussi bien pour la
compacité que pour le frottement effectif (figure 3.17). Sur cette figure sont
représentées les données issues de deux types de simulations différentes, nos
simulations & pression controlée et les simulations & volume fixé menées par
I. Tordanoff [89], dont les caractéristiques sont résumées dans le tableau 3.1.
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F1G. 3.17 — Influence de I et de e pour pn =0 [51] (a) Compacité (b) Frotte-
ment. En blanc les simulations a pression contrélée, en noir celles a volume
fizé. Carré e = 0.9, cercle e = 0.1 (H wvariable).

Ces deux types de simulations donnent les mémes résultats. Les condi-
tions aux limites n’ont donc pas d’influence sur les grandeurs macroscopiques
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comme la dilatance (Fig. 3.17 (a)) ou le frottement effectif (Fig. 3.17 (b)).
Ces figures représentent les résultats obtenus lorsque 1’on fait varier le coeffi-
cient de restitution e (systéme trés dissipatif e = 0.1 et systéme peu dissipatif
e = 0.9). On observe que e n’a pas d’influence sur ces grandeurs macrosco-
piques pour les faibles valeurs de I (I < 0.1). Par contre, pour I > 0.1, le
comportement du matériau dépend de sa nature (fortement ou faiblement
dissipatif).

En ce qui concerne la compacité, on observe dans tous les cas une chute
rapide de celle-ci lorsqu’on atteint le régime dynamique. Cette chute est
d’autant plus rapide que le matériau est plus dissipatif (e = 0.1).

En ce qui concerne le frottement effectif, on n’observe pas d’effet de
e pour les petits I, mais une dépendance trés marquée pour les grands [
(I > 0.1). La courbe du frottement effectif en fonction de I n’est plus uni-
verselle. Contrairement aux matériaux dissipatifs, le frottement effectif sa-
ture ou diminue lorsque e — 1. Nous allons voir que ceci correspond & une
transition vers un régime collisionnel, susceptible d’étre décrit par la théorie
cinétique.

3.4.3 Comparaison avec la théorie cinétique
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Fi1c. 3.18 — (a) Transition entre le régime de collision multiple et le régime
de collision binaire en fonction du coefficient de restitution et de la compa-
cité [89]. (b) Prédiction de la théorie cinétique pour le frottement effectif. La
courbe correspond a la prédiction et les cercles noirs indiquent les résultats
obtenus en simulation a volume fixé et le cercle blanc & pression fizée.
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En effet, 'analyse de la durée moyenne des contacts, menée par 1. Torda-
noff [89], permet de délimiter les régimes de collisions multiples (faible e et
forte compacité, c’est a dire faible I) et de collision binaire (e — 1 et faible
compacité, c’est a dire grand I) (Fig. 3.18 (a)).

On peut estimer le coefficient de frottement effectif dans le cadre de la
théorie cinétique (pour I grand, u = 0 et e ~ 1), dans la situation simple d'un
cisaillement homogéne. Le frottement effectif est alors obtenu en écrivant
I’équation bilan de I’énergie, qui se résume, en ’absence de gradient de tem-
pérature (systéme homogene), a I’équilibre entre le travail de la contrainte
de cisaillement S et la dissipation I" due aux chocs entre particules Sy =T.
La contrainte de cisaillement, la pression et le taux de dissipation d’énergie
s’expriment en fonction du taux de cisaillement <, des fluctuations de vitesse
T = §v?, et d'une fonction de la compacité F(v) :

P = ApF(v)T (3.8)
S = AgF(w)T24 (3.9)
I' = ArF(v)T

De ce systéme d’équations, on tire aisément la valeur du frottement ef-
fectif, qui dépend de e :

(o) = Y (3.11)

Les trois préfacteurs sont parfaitement connus dans le cadre de la théorie
cinétique [11], on obtient donc :

W) = & (”8)é Vi-e (3.12)

2 2

C’est cette courbe que nous avons tracée sur la figure 3.18 (b). Elle montre
un bon accord pour e > 0.8. Les différences observées sont peut étre dues
a l'influence des parois qui introduisent des gradients de fluctuations et qui
fixent les conditions aux limites (vitesse de glissement, fluctuations aux parois

).

3.5 Micromécanique

En plus des grandeurs macroscopiques que nous venons de discuter, les
simulations numériques nous donnent accés & des informations microsco-
piques : la coordinence, la mobilisation du frottement ou encore la distribu-
tion des angles de contact.



3.5 Micromécanique 63

3.5.1 Reéseau de contacts

Nous représentons sur les figures 3.19 et 3.20 les réseaux de contact dans
les deux régimes extrémes, quasi-statique (tres faible /) et dynamique (grand
I). Nous observons ainsi que le régime quasi-statique est caractérisé par un
réseau de contacts maintenus dense. La distribution du nombre de contacts
par particule est représentée sur la figure 3.21 (a). La majorité des particules
ont trois ou quatre contacts, et le nombre moyen de contacts par particule
est proche de 3.5.
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F1G. 3.19 — Image du réseau de contacts dans le régime quasi-statique (I =
1072,e =01, = 0.4).

FiG. 3.20 — Image du réseau de contacts dans le régime dynamique (I =
0.2,e=0.1,u=0.4).
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Fic. 3.21 — Distribution des contacts. (a) Pour I = 0.01, régime quasi-
statique. (b) Pour I = 0.2, régime dynamique.

Le réseau de contacts dense disparait progressivement lorsque I aug-
mente. La figure 3.20 met en évidence un régime de collisions multiples qui
vont devenir des collisions binaires (cf. paragraphe précédent). La figure 3.21
(b) montre que dans ce régime, la majorité des particules n’a pas de contact,
les autres ayant un, deux ou trois contacts. Le nombre moyen de contact
chute & 0.7.

3.5.2 Coordinence

On peut mesurer la coordinence Z, c’est & dire le nombre moyen de
contacts par grain, en fonction du nombre inertiel ou de la compacité. La
coordinence est une fonction de I, mais elle a aussi une forte dépendance
vis & vis du coefficient de frottement p, du coefficient de restitution e et
du paramétre de rigidité P/k,. Par contre la taille du systéme ainsi que la
rugosité des parois ne semblent avoir aucun effet.

D’une maniére générale, Z augmente lorsque I diminue (Fig. 3.22 et 3.23),
et tend vers sa valeur maximale Z,,,, pour I — 0. La figure 3.22 indique
— pour un jeu de parameétres microscopiques donné — que la coordinence
diminue lorsque I augmente. Un ajustement possible est le suivant :

Z = Zomaw — a' T (3.13)

nous avons tracé cet ajustement sur les figures 3.23 (a) et (b), qui regroupent
Pensemble des résultats pour un P/k, donné et permettent de discuter 1'in-
fluence des coefficients de restitution et de frottement.
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F1G. 3.22 — Variation de la coordinence en fonction de I (n =0 et P/k, =
2.5-107%). Echelle semi-log. Effet de e. Cercles e = 0.9, carrés e = 0.1

Les figures 3.22 et 3.23 (a) et (b) montrent que la coordinence augmente
lorsque le coefficient de restitution diminue, ce qui est assez intuitif (sauf si
l’on considére qu’en paralléle la compacité n’est pas affectée). Elles montrent
aussi que la coordinence diminue lorsque le frottement intergranulaire aug-
mente.

Au total, on constate que ’exposant de la loi de puissance est peu dé-
pendant des coefficients de frottement et de restitution (o ~ 1). Par contre,
Zmaz €t @' dépendent des caractéristiques mécaniques des grains.

Les ajustements des différentes courbes donnent accés a la variation de
Zmaz en fonction de P/k,. La figure 3.24 (a) indique que la coordinence
maximale augmente significativement avec P/ky, ce qui est assez intuitif.

Il est aussi possible de mesurer 'effet du coefficient de frottement sur la
coordinence. Comme nous ne possédons pas assez de données pour étudier
Ieffet sur Z,,4z, nous avons choisi de regarder la variation de la coordinence
en fonction de y, pour un nombre inertiel petit (I = 4-1073). Cette fois-ci, la
coordinence diminue de maniére linéaire lorsque le coefficient de frottement
intergranulaire augmente (Fig. 3.23 (b)).

Comme nous ’avons remarqué au paragraphe sur la dilatance, il existe
une relation de bijection simple entre la compacité et le nombre inertiel. On
peut donc représenter les données en tragant la coordinence en fonction de la
compacité (Fig. 3.25). En combinant les ajustements précédemment mis en
évidence, d’une part pour la compacité en fonction de I, d’autre part pour la
coordinence en fonction de I, on est conduit & utiliser I’ajustement suivant
(avec aw = 1/2), qui fonctionne assez bien :
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FiG. 3.23 — Variation de la coordinence en fonction de I, (P/k, = 107*
et e = 0.1 carrés noirs, e = 0.9 cercles). (a) p = 0.0. Ajustements Z =
3.75 — 7.111°5% en tireté, Z = 3.00 — 6.041%4 en trait plein. (b) p = 0.4.
Ajustements Z = 2.84 — 3.80I%*® en tireté, Z = 2.60 — 5.481°°0 en trait

plein.
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Variation de la coordinence en fonction des caractéristique des

grains. (a) Zmax fonction de P/k, (e = 0.1, u = 0.4 et I — 0). Les barres
d’erreurs sont calculées par la méthode des moindres carrés sur les données
ajustées. (b) Z fonction de p (e = 0.1, P/k, =2.5-1073 et [ =4-1073).
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Fi1G. 3.25 — Variation de la coordinence en fonction de la compacité et ajus-
tements (P/k, = 1074, e = 0.1 carrés noirs, e = 0.9 cercles). (a) u = 0.0.
(b) p=0.4.

En résumé, 'approche de la coordinence maximale prés de I'arrét se fait
selon une loi de puissance. On observe alors une trés forte variation de Z pour
une petite variation de v. De plus, on insiste sur le fait que la coordinence
n’est pas une simple fonction de la géométrie, & travers la compacité, mais
qu’elle dépend aussi des caractéristiques microscopiques des grains.

3.5.3 Mobilisation du frottement

Au sein de la population des contacts qui vient d’étre discutée, nous vou-
lons maintenant introduire une distinction entre les contacts "glissants" pour
lesquels le frottement est entiérement mobilisé, et les autres contacts. Cette
distinction est un peu différente de celle proposée par [194], qui sépare les
contacts "fluides" (collisionnels, contacts maintenus glissants), des contacts
"solides" (contacts maintenus non glissants).

Nous définissons donc une "coordinence glissante" (Z,), égale au nombre
moyen des contacts glissants par grain. Remarquons que cette notion n’a de
sens que dans les assemblées de grains frictionnels.

Il est 14 aussi possible de mesurer la coordinence glissante comme une
fonction du nombre inertiel (Fig. 3.26). On observe tout d’abord que pour
les faibles valeurs du nombre inertiel, la coordinence glissante augmente avec
I. Méme si dans la gamme de I étudiée, elle semble partir d’'une valeur
non nulle, nous verrons au paragraphe 7.3 qu’elle chute a zéro a l'arrét. Par
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FiG. 3.26 — Variation de la coordinence glissante en fonction de I. Carrés
noirs e = 0.1, cercles blancs e = 0.9 (P/k, =2.5-107%, 1= 0.4).

ailleurs, au dela d'une certaine valeur du nombre inertiel I4, elle diminue, ce
qui peut se comprendre dans la mesure ot la coordinence Z diminue lorsque
augmente. De plus, la figure 3.26 indique que le maximum de la coordinence
glissante, i.e. le couple 1.4 et Z4(I.4), dépend du coefficient de restitution e.
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FiG. 3.27 — Variation de la coordinence glissante en fonction de kﬁ. (a)
n

I=10"2(e=01,u=04) (b)) I=10"" (e=0.1, = 0.4).
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La figure 3.27 montre 'effet de la rigidité des grains (décrite par le nombre
adimensionnel P/k,) sur la coordinence glissante. Il n’y a pas d’effet lorsque
le matériau est proche de I'arrét (I petit), mais une augmentation significa-
tive de Z, avec P/k, dans le régime dynamique.
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FiGc. 3.28 — Mobilisation du frottement en fonction de I, pour différentes
rigidités de contact et ajustement par une loi de puissance.

Il est tentant d’étudier le rapport de la coordinence glissante sur la co-
ordinence, c’est a dire la proportion de contacts glissants parmi 1’ensemble
des contacts, ou encore la proportion de contacts pour lesquels le frottement
est complétement mobilisé. Nous appelons donc M = % la mobilisation du
frottement. La figure 3.28 montre les variations de M en fonction de I. On
observe une loi de puissance du type :

M ~ al® (3.15)

aveca ~ let b~ %. Cette tendance est en premiére approximation indépen-
dante de P/k, ; plus précisément la mobilisation est plus importante lorsque
la rigidité des grains augmente. Nous insistons sur le fait que la dépendance
de M avec I est monotone, contrairement a la dépendance de Z, qui pré-
sente un maximum. Les deux grandeurs fondamentales sont donc Z et M,
Z4 étant une grandeur dérivée.

3.5.4 Anisotropie des contacts

Une troisiéme grandeur nous informant sur la distribution des contacts
dans le systéme concerne Iorientation de ces contacts. La figure 3.21 montre
que cette distribution est trés vraisemblablement anisotrope. Nous avons
donc mesuré la distribution des angles de contact p(6). La figure 3.29 (a)
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F1G. 3.29 — Distribution normalisée de l’angle de contact (a) I = 7.3-1074
(b)) I=21-10"1

correspond a la limite ’quasi-statique’ et la figure 3.29 (b) a la limite ’dy-
namique’. D’une maniére générale les deux courbes sont similaires, bien que
la coordinence s’effondre lorsqu’on passe du premier régime au second. On
observe bien des angles privilégiés, en premier lieu des pics tres fins a 0° et
180°, dans la direction de 1’écoulement, dont on peut penser qu’il s’agit d’un
artefact lié & la géométrie de cisaillement plan. Mais, de plus, on remarque
une deuxiéme plage de contacts privilégiés qui évolue entre le régime quasi-
statique et le régime dynamique. Pour le discuter, nous allons adopter une
image trés simplifiée d’un milieu structuré en couches. Dans le premier ré-
gime, cette plage se situe environ entre 60° et 120°. De fait, 120° correspond
approximativement & la direction de compression sous cisaillement, qui doit
favoriser la création de contacts "intercouches". La plage entre 60° et 120°
correspondrait a une phase de roulement. Dans le régime dynamique, on note
que le pic vers 75° disparait au profit de la plage autour de 150°, i.e. dans la
direction de compression. On peut penser que dans le régime ’quasi-statique’
les grains roulent plus longtemps les uns par dessus les autres, alors que dans
le régime 'dynamique’ les contacts se font préférentiellement lors des chocs
et donc les grains ne roulent que trés peu. La plus faible mobilisation du
frottement dans le régime quasi-statique pourrait étre associée a ces phases
de roulement, donc sans glissement.
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3.6 Fluctuations

Jusqu’a présent, nous nous sommes intéressés uniquement a des gran-
deurs moyennées dans ’espace et dans le temps. Cependant, dans les sys-
témes étudiés, ces grandeurs présentent des fluctuations importantes. Nous
allons successivement discuter les fluctuations des vitesses, puis des forces.

3.6.1 Energie cinétique

La Fig. 3.30 (a) représente les fluctuations relatives de 'énergie cinétique
globale en fonction du temps. On observe d’une part des variations a basse
fréquence, d’autre part des pics. De plus, on observe que ces fluctuations re-
latives augmentent lorsque I diminue (Fig. 3.30 (b)), selon la loi de puissance

suivante :
AE, B
<E,>

ou Iy définit, de maniére plus ou moins précise, la limite entre le régime quasi
statique et le régime dynamique. De plus on remarque que les fluctuations
relatives d’énergie cinétique saturent, dans le régime quasi-statique, autour
d’une constante % légérement plus petite que 1.

pour I < I
pour I > I

~lo S e
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F1G. 3.30 — (a) Energie cinétique relative en fonction du temps. En rouge
I=11-10"1 enwert I =1.4-1072 et en bleu I = 7-10~%. (H =20, e = 0.1
et w =0.4). (b) Fluctuations relatives de I’énergie cinétique en fonction de
1. En rouge, une droite de pente -1.
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3.6.2 Mouvements collectifs

Pour des nombres inertiel trés petits (I < 1073), la visualisation du mou-
vement des grains et les profils de vitesse instantanés (Fig. 3.31), indiquent
que le milieu oscille entre différents états : soit seule une couche mince de
grains est entrainée par la paroi en mouvement, soit c’est I’ensemble des
grains qui est entrainé dans un écoulement bouchon, et pour passer d’un
état a lautre, le systéme est cisaillé d’une maniére assez homogéne sur toute
son épaisseur. Les deux états extrémes durent trés peu de temps, et nous
semblent correspondre aux pics de la figure 3.30, les états de cisaillement
plus homogenes correspondants aux variations de plus basse fréquence.

(a) | | (b)

20f E—
=
10} ;-i—'_
=
N
i == =
0 _;-_
0,0 0,5 1,0 0,0 0,5 1,0
VX/ Vv vx/ Vv

F1G. 3.31 — Profil de vitesse instantané pour (a) I = 1073. (b) I = 1071,
(H=20,e=0.1,u=0.4)

Ainsi, I’écoulement semble intermittent pour les nombres inertiels petits
(Fig. 3.31 (a)), alors qu’il est continu et stationnaire pour les I plus grands
(Fig. 3.31 (b)). Ce sont ces intermittences de I’écoulement qui provoquent
les variations rapides de ’énergie cinétique. Nous venons donc de mettre en
évidence des mouvements collectifs des grains dans le régime quasi-statique.

Nous présentons maintenant des images du champ de vitesse instantané
(Fig. 3.32). On remarque ainsi I'apparition, dans le régime quasi statique,
de petits "vortex" qui ne durent pas dans le temps. Ceux-ci disparaissent
dans le régime dynamique. A ce champ de vitesse instantané, on peut retirer
le champ moyen, et on obtient alors le champ des fluctuations de vitesse.
On observe alors des corrélations spatiales importantes, sous la forme de
rouleaux de taille comparable (3 a 4 grains de diamétre). Ceux ci semblent
persister dans le temps dans le régime dynamique (les figures 3.33 (c) et (d)
correspondent a des instants peu éloignés). On observe aussi des événements
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b) d)

Fi1G. 3.32 — Champs de vitesse instantanée. Les images (a) et (b) corres-
pondent au régime 'quasi-statique’, (c) et (d) au régime ’dynamique’.

catastrophiques localisés comme sur la figure 3.33 (b). Cette observation de
mouvements corrélés des grains rappelle les observations que ’on trouve dans
les références suivantes [167, 19, 156, 130]. De telles corrélations peuvent avoir
des conséquences importantes pour la rhéologie, sur lesquelles nous revien-
drons au chapitre 9. Nous en sommes restés a des observations qualitatives,
mais c’est un sujet qui mériterait une étude plus approfondie.

3.6.3 Vitesse

Nous voulons maintenant discuter les fluctuations des vitesses de transla-
tion dv et de rotation dw des particules. Celles-ci sont définies comme 1’écart
quadratique a la valeur moyenne :

5 (y) =
5P (y) =

ot
—

y)? > — < ily) >2 (3.16)
2

» (3.17)

<
<d(y)? > - <d(y)

€1

Ces fluctuations de vitesse correspondent & une notion de température
granulaire étendue aux écoulements denses.



74 Cisaillement homogéne

FiG. 3.33 — Champs des fluctuations de vitesse instantanée. Les images (a)
et (b) correspondent au régime ’quasi-statique’, (c) et (d) au régime ’dyna-
mique’.

Cependant, compte tenu de I'observation des mouvements collectifs, on
aurait pu tout aussi bien adopter une autre définition, consistant a analyser
les fluctuations & une échelle de temps plus courte (c’est a dire autour des
écoulements instantanés du type écoulement bouchon). Les fluctuations se-
raient alors naturellement plus petites. Notre définition prend en compte a la
fois les petites fluctuations autour du mouvement moyen et les grandes fluc-
tuations associées aux mouvements collectifs. Les deux définitions doivent
converger dans le régime dynamique, mais on peut s’attendre a une diffé-
rence dans le régime quasi-statique. Une analyse approfondie a été menée
par Radjai, ce qui I’a conduit & parler de "granulence" [156].

Remarquons aussi que la grandeur considérée est locale (i.e. fonction de
y). On peut alors tracer les profils des fluctuations de vitesse (v ou dw)
pour un I donné (Fig. 3.34). Ces deux figures indiquent que, comme les
autres grandeurs, les fluctuations de vitesse sont constantes au centre de la
couche. S’agissant d’un régime dynamique, on observe que le milieu est agité
— "chauffé" — par les parois [150, 130, 58, 193]. Cet effet s’accentue encore
pour des I plus grands [89], mais au contraire diminue pour des I plus faibles.
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Dans la suite, on raisonne sur la valeur & peu prés constante, dans la partie
centrale de ’écoulement, en retirant les 5 premiéres couches prés des parois.

(a) (b)
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F1G. 3.34 — Profil de fluctuations de vitesse (a) Vitesse de translation. (b)
Vitesse de rotation. (e =0.1,u=0.4,1 =0.1)

L’analyse dimensionnelle suggére de regarder les variations de la quan-
tité %” (en utilisant 1’échelle de vitesse naturelle ) en fonction de I, plutot
que 6v([l). L’échelle de vitesse naturelle pour la vitesse de rotation est aussi
¥, puisque la vitesse de rotation moyenne est proportionnelle au taux de ci-
saillement (§ 3.1). Nous avons donc tracé les variations de ces deux quantités
en fonction du nombre inertiel sur la figure 3.35.

Ces figures mettent en évidence 'existence de deux lois d’échelle indé-
pendantes des parameétres du systéme. Ces lois sont de la forme :

i” o« 77 (3.18)
Y

avec 3 >~ % et :
(Lw x ¢ (3.19)
Y

~ 1
avec € ™~ 3.

Cela signifie que les fluctuations de vitesse sont plus prononcées dans le
régime "quasi-statique", ot 'on observe les intermittences. Remarquons que
ces fluctuations relatives de vitesse sont trés importantes (de 1 & 10!). En
comparaison, selon les équations (3.8) a (3.10), la théorie cinétique predit
que :
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F1G. 3.35 — Fluctuations de vitesse en fonction de I. (a) Vitesse de transla-
tion. (b) Vitesse de rotation. (Sont représentés ici l’ensemble des systémes
étudiés).

=, /= (3.20)

VT A,
8 Ar

soit 8 y = 1.3, pour e = 0.9, ce qui correspond & ce que l'on mesure

1)
dans le régime dynamique.

De méme, la vitesse de rotation varie énormément autour de sa valeur
moyenne, les fluctuations sont 4 & 20 fois plus grandes que la vitesse de
rotation moyenne (Fig. 3.35 (b)).

Il est maintenant possible d’interpréter les variations des fluctuations
relatives d’énergie cinétique en fonction de I (Fig.3.30), en tenant compte
des considérations précédentes sur le mouvement collectif des grains et des
fluctuations relatives de vitesse. L’énergie cinétique moyenne, dans les deux
régimes quasi statique et dynamique, est dominée par ’énergie cinétique de
vitesse de translation et s’écrit donc : < E, >~ % fOH("yy)zdy. Dans les

. ‘2 3 . .
deux régimes, on a : < E, >~ %. Or le taux de cisaillement moyen est

%, donc < E, >~ VQTH.

Comme nous ’avons vu, dans le régime quasi statique, il y a apparition
d’intermittences ol alternent des mouvements en bloc et des situations ou
quasiment tous les grains sont arrétés. Dans ce cas, les fluctuations d’énergie

cinétique sont de 'ordre de : AE, ~ HTW On a bien :

AFE,

¢ —(Cst~1 21
“E.S Cs (3.21)
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dans le régime quasi statique, ot ont lieu les intermittences.

Dans le régime dynamique, les fluctuations d’énergie cinétique se dé-
duisent des fluctuations de vitesse de translation : AE, ~ % fOH Sv3dy.
En utilisant la loi d’échelle observée précédemment pour les fluctuations de
vitesse de translation, on obtient : AE. ~ 42HI~!1. On a alors :

AE, 1
<E.> H?I
On retrouve bien la décroissance en 1/I observée a la figure 3.30 (b). On

note toutefois une dépendance en H. La figure 3.36 met en évidence cette
dépendance d’une maniére qualitative.

(3.22)
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Fi1G. 3.36 — Fluctuations relatives d’énergie cinétique en fonction du nombre
wnertiel. Effet de H.

3.6.4 Forces aux parois

Apres avoir discuté les fluctuations des grandeurs cinématiques, nous
abordons le cas des forces, et en premier lieu des forces aux parois.

La simulation permet de mesurer les forces normales et tangentielles ré-
sultantes sur les parois de la cellule de cisaillement. On peut alors tracer ces
forces, normalisées par la force normale imposée & la paroi en mouvement
(Fig. 3.37). Ainsi, la force tangentielle normalisée moyenne correspond au
frottement effectif a la paroi p, = %. On observe de plus que les fluctua-
tions sont de plus en plus importantes lorsque le nombre inertiel augmente.
Ainsi, si elles ne représentent que quelques pourcents pour les I faibles, elles
peuvent atteindre un facteur 3 & 4 dans le régime dynamique.On trouve une
étude des fluctuations de contrainte dans |2, 193, 119].
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F1G. 3.37 — Forces normales (a et c) et tangentielles (b et d) normalisées
par la pression sur les parois de la cellule (haut a,b, [indice s bas c,d [indice
if) en fonction du temps pour différents I (en noir I = 7-107%, en rouge
I=2-10"2, enwvert [ =2-1071).

3.6.5 Frottement effectif

La figure 3.38 représente les fluctuations relatives du frottement effectif
a la paroi. On remarque qu’elles diminuent quand I/ diminue. On remarque
aussi que les fluctuations du frottement aux parois sont plus importantes que
les fluctuations spatiales (selon y) mesurées en interne.

3.6.6 Tenseur des contraintes

Selon le résultat établi par Moreau [126] (voir annexe B), le tenseur des
contraintes X, symétrique par construction, est la somme de trois contribu-
tions :

T=r+2+y (3.23)

Le premier terme ("contact") est le terme usuel en statique, associé aux
efforts de contacts entre grains. Le deuxiéme terme ("fluctuations") est le
tenseur de Reynolds usuel en mécanique des fluides, associé aux fluctuations
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FiG. 3.38 — Fluctuation relative du coefficient de frottement & la paroi en
fonction de I.

de vitesse des grains. Le troisiéme terme ("rotation") est inhabituel. Tl est
lié & la rotation propre des grains :

N N;
c 1 - FC o =C
¢ = gZZSym(f ® 7°) (3.24)
i=1 c=1
N
1
3 = E;miéﬁiéééﬁi (3.25)
N
. 1 1
X = g Z 5110012@ (3.26)
=1

La figure 3.39 montre que dans la gamme du paramétre I explorée, seule
la partie "contact" est significative. On a X ~ 3¢ Les termes liés aux fluc-
tuations de vitesse et & la rotation des particules ne deviennent significatifs
que pour les grandes valeurs de I (supérieur a 0.3) (Fig. 3.39 (b)). On re-
marque sur la figure (b) que le poids relatif des termes de fluctuation et de
rotation augmente avec I, selon une loi de puissance :

wf
27‘

Ces lois de puissance s’expliquent tout simplement par les lois de puis-
sance observées pour les fluctuations de vitesse de translation et de rota-
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FiG. 3.39 — Importance relative des différentes contributions du tenseur des
contraintes. (a) Carrés ouverts : tenseur des contraintes total, courbe : partie
"contact” du tenseur (I = 0.02) (b) Poids relatif des différentes contributions
au tenseur des contraintes. Les carrés noirs correspondent a la partie "rota-
tion", les cercles ouverts a la partie "fluctuations”. La droite en trait tireté
indique une pente 1 et la droite en tait plein indique une pente %.

tion (les fluctuations de vitesse de rotation étant dominantes devant la ro-
tation moyenne). Etant donné 1’écriture des différents termes du tenseur des
contraintes on a pour la partie "fluctuations" :

»f sv?

En utilisant la loi d’échelle equ. 3.18, on retrouve bien la loi de puissance
(equ. 3.28). Il en va de méme pour la partie "rotations", ou cette fois-ci il
faut tenir compte du fait que w ~ dw, puisque méme pour les grands I, les
fluctuations de vitesse de rotation sont beaucoup plus grandes que la vitesse
de rotation moyenne. On a alors :

Y dw?

En utilisant 1a loi d’échelle equ. 3.19, on retrouve 1a aussi la loi de puis-
sance précédente (equ. 3.28).

En conclusion de cette partie, on doit insister sur I'importance des fluc-
tuations dans les écoulements denses proches de 'arrét. Les fluctuations rela-
tives de vitesse augmentent & proximité de I’arrét. Par contre les fluctuations
relatives des composantes du tenseur des contraintes diminuent.
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3.7 Limite du cisaillement homogéne

Comme nous venons de le voir, le cisaillement plan sans gravité, dans la
limite des grains rigides, se révéle étre un systéme modele homogéne. Toute-
fois il existe des limites & cette homogénéité. Nous discutons successivement
I'influence des parois, de la polydispersité et de la rigidité des grains sur le
caractére homogene ou non de 1’écoulement.

3.7.1 Proximité de la paroi

Précédemment nous avons déja remarqué 'influence des parois sur les
profils des différentes grandeurs mesurées. Ainsi, si la rugosité n’a pas d’effet
notable sur le caractére homogéne de ’écoulement, on remarque cependant
que les profils évoluent rapidement aux abords des parois. On remarque
en particulier que les profils de vitesse ne sont plus tout a fait linéaires a
proximité des parois : ils s’incurvent. Ceci est d’autant plus notable pour les
systémes épais, mais la longueur d’influence des parois est toujours de 'ordre
de 5 diamétres de grain. Nous avons donc cherché & tester I’homogénéité de
nos systémes pour des épaisseurs petites (H ~ 5).

1
/
0,0 0,2 0,4 0,6 08 1,0

5,/P

Fi1a. 3.40 — Profil du frottement effectif. En trait tireté gzz (y) et en trait

plein ;zz (y). (H=06,e=0.1,u=0.4,1 =0.03)

Des variations rapides, ou méme des discontinuités des grandeurs mesu-
rées s’observent dans les deux premiéres couches de grains en contact avec
la paroi. On remarque ainsi que dans la couche la plus proche de la paroi on
a: Ygp # Xy (Fig. 3.40).
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On comprend bien que ces couches sont particuliéres puisqu’elles sont le
siege de frustrations de rotations. Ces frustrations sont liées au fait que les
particules des parois sont immobiles et donc ne tournent pas.

Ces systémes peu épais (H ~ 6) sont structurés sur toute 1’épaisseur. On
peut observer cette structuration en couches sur les profils de compacité, de
vitesse et du nombre inertiel (Fig. 3.41).

F1G. 3.41 — Profil au sein de petits systémes. En noir Igopa = 0.003, en
rouge Igopar = 0.03 et en vert Igyoe = 0.21 (a) Profil de compacité. (b)
Profil de vitesse. (c¢) Profil du nombre inertiel. (H ~ 6,e =0.1,u = 0.4)

Pour ces petits systémes, nous avons aussi cherché & mesurer la compacité
et le frottement effectif en fonction du nombre inertiel. Pour ce faire, nous
avons mesuré ces grandeurs (v, u*, I) dans une unique couche au centre de
Iécoulement. Les figures 3.42 (a) et (b) indiquent le comportement du ma-
tériau pour des systémes peu épais. On note la grande similitude entre ces
courbes et celles obtenues pour des épaisseurs plus importantes (H > 40)
(Fig. 3.8 et 3.11). On retrouve les variations linéaires de la compacité et
du frottement effectif avec I, que ce soit pour un coefficient de frottement
intergranulaire nul ou non. Les paramétres restent quasiment les mémes
(a ~ 1,b ~ 03,us ~ 0.2 pour p = 0.4 et ps ~ 0.1 pour g = 0, voir
equ. 3.2 et equ. 3.3). Comme on pouvait s’y attendre, on note que la com-
pacité maximale est affectée par la structuration en couches. Ainsi, elle est
plus faible que dans les systémes épais (Vpmaqz (0 = 0) = 0.82 au lieu de 0.84
et Umaz (e = 0.4) = 0.78 au lieu de 0.81).

En résumé, 'analyse des petits systémes indique que la perturbation liée
aux parois est trés localisée. Elle se limite aux premiére et deuxiéme couches
de grains prés des parois. Et bien que les petits systémes soient entiérement
structurés, cette structuration n’a que peu d’effet sur le comportement du
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(b)

0.01 0.1

Fic. 3.42 — (a) Compacité fonction de I et ajustement linéaire. (b) Frot-
tement effectif fonction de I et ajustement linéaire (Echelle semi-log). Les
carrés = 0.4 et les cercles p =0 (H =6,e =0.1)

matériau. Ainsi la structuration en couche qui s’étend sur cing couches dans
les systémes plus épais ne perturbe pas les mesures.

3.7.2 Effet de la polydispersité

Il nous a paru intéressant de regarder l'effet de la polydispersité vis & vis
du caractére homogéne des écoulements en cisaillement plan sans gravité.
Nous avons augmenté la polydispersité jusqu’a 50%, ceci n’a pas d’effet sur
le comportement du matériau. Par contre, les systémes monodisperses, ou
faiblement monodisperses sont des cas singuliers ot apparait une localisation
du cisaillement. La figure 3.43 (a) montre que le systéme cristallise au niveau
des parois. Le matériau n’est cisaillé que sur une dizaine de couches au centre
de la cellule. C’est aussi ce que 'on observe sur le profil de vitesse (Fig. 3.43
(b)). Dans la partie proche de la paroi mobile, les grains se déplacent en bloc,
alors qu’ils sont a I'arrét du coté de la paroi fixe. On note toutefois que dans
la partie cisaillée le profil reste linéaire.

L’analyse du tenseur des contraintes fournit d’autres renseignements. A
la différence des systémes homogeénes précédents, les composantes du tenseur
des contraintes ne sont plus constantes dans ’épaisseur. Les figures 3.44 (a)
et (b) montrent que les variations de ¥, et de ¥, avec y restent faibles et
sont liées a la structuration en couches présente dans le matériau cristallisé.
Par contre la composante X, varie de maniére significative avec y. De méme,
le profil de frottement effectif n’est pas constant (Fig. 3.45 (b)). On note en
particulier que X, # Xy, ce qui est une différence majeure par rapport aux
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

F1G. 3.43 = (a) Image d’un systéme monodisperse. (b) Profil de vitesse cor-
respondant (Igopa = 2 - 1072,e =01, = 0.4).

(b)

40 T T T

30 1

il Xy

Fi1G. 3.44 — Tenseur des contraintes pour un systéme monodisperse : (a) En
noir Lz2(y), en rouge Syy(y). (b) Say(y) (Lgiobar = 2-1072, e = 0.1, 4 = 0.4).

autres systémes que nous avons étudiés (homogéne ou méme hétérogeéne).
On peut aussi remarquer sur la figure 3.45 (a), que les limites de la zone
cisaillée correspondent aux pics de %

vy
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Fi1G. 3.45 — Profil du rapport des composantes du tenseur des contraintes :
(a) Rapport des composantes normales. (b) Rapport des composantes tangen-
tielles et normales (Iglobal =25-102,e=0.1,u= 0.4).
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F1G. 3.46 — Polydispersité de 5%. (a) Profil de vitesse. (b) Profil des com-
posantes normales du tenseur des contraintes. En noir Y, et en rouge Xy,
(I=25-10"2e=0.1,u = 0.4).

Pour des systémes ayant une polydispersité de 1%, les mémes remarques
(cristallisation, localisation, anisotropie des contraintes) peuvent étre faites.
Dans ce cas, les profils des contraintes sont plus bruités.
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Toutefois, si on continue d’augmenter la polydispersité (a 5%), la loca-
lisation du cisaillement se fixe sur la paroi mobile (Fig. 3.46(a)). La zone
cisaillée devient plus importante ; dans ce cas, elle atteint les trois quarts de
I’épaisseur. Le désordre introduit par la polydispersité empéche le milieu de
cristalliser. On peut alors penser qu’il est plus facile de cisailler le matériau,
il est donc cisaillé sur une épaisseur plus importante. Pour des polydispersi-
tés encore plus élevées (ce qui est la cas dans ensemble de notre étude), le
matériau est cisaillé sur toute son épaisseur.

3.7.3 Grand systéme de grains peu rigides

On peut penser que si on s’éloigne de la limite des grains rigides, le
systéme risque de ne plus étre homogéne. En effet dans le cas de grains mous,
une perturbation de déformation ne se propage pas aussi loin, ce qui pourrait
conduire & localiser le cisaillement prés de la paroi mobile. Nous avons donc
testé cette hypothése vis a vis de grands systémes (H = 100) composés d’une
assemblée de grains ayant un coefficient de rigidité plus petit (k, = 103 au
lieu de k,, = 10%).

Nous avons alors distingué deux cas : Dans le premier, la pression imposée
est faible, de telle maniére que le paramétre caractérisant la rigidité des grains
% est égal & 1073, Ainsi le systéme reste dans la limite des grains rigides.
On observe alors que le matériau est entiérement cisaillé sur son épaisseur.
Les figures 3.47 (a), (b) et (c) représentant les profils de vitesse, du nombre
inertiel et du coefficient de frottement effectif indiquent que le matériau est
soumis a un cisaillement homogéne. Ainsi ce systéme se place encore dans la
limite des grains rigides.

Afin de tester I’hypothése précédente, dans le deuxiéme cas, nous avons
augmenté la pression de telle sorte que % = 2.5.1072. Cette fois-ci nous
obtenons un état stationnaire ou le matériau n’est pas cisaillé sur toute son
épaisseur. Les profils des figures 3.48 (a), (b) et (¢) montrent effectivement
que le matériau n’est plus cisaillé d’'une maniére homogeéne : il y a localisation
du cisaillement. On peut penser que la localisation est induite par la faible
rigidité des grains.

Comme pour les systémes que nous avons étudiés précédemment, on peut
mesurer les différentes grandeurs physiques en fonction du nombre inertiel.
Mais ici, nous prendrons en compte les variations de I et des autres gran-
deurs avec y, les mesures sont donc faites localement. On mesure alors une
grandeur physique a la cote y en fonction de I(y). Il nous faut aussi faire
la remarque suivante : ce systéme se situe clairement dans le régime quasi-
statique, puisque lgjopa = 2 - 107, ce qui est en dessous de la gamme que
nous avons explorée dans le cas du cisaillement homogéne.

Toutefois nous remarquons que les variations de différentes grandeurs
avec I restent similaires a celles observées dans le cas du cisaillement homo-

géne. C’est ce que montrent les figures 3.49 (a) et (b) pour la compacité et
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F1G. 3.47 — Grains mous — Faible pression (k, = 103, P = 1). (a) Profil de
vitesse. (b) Profil du nombre inertiel. (¢) Profil du coefficient de frottement
effectif. (I =2-1072,e=0.1,4 = 0.4)
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F1G. 3.48 — Grains mous — Forte pression (k, = 103, P = 25). (a) Profil de
vitesse. (b) Profil du nombre inertiel. (Echelle log.) (c) Profil du coefficient
de frottement effectif. (I =2-107% e =0.1,u = 0.4)

le frottement effectif en fonction de I. Ainsi on observe sur la figure (a) que
la compacité est toujours une fonction linéaire légérement décroissante de I.
Cependant, la compacité maximale est plus élevée. La figure 3.49 (b) indique
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que les mesures faites localement dans ce systéme complétent parfaitement
celles obtenues dans le cas des systémes homogénes.

(a | (b)

i
0.87} 1 o4l |
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Fi1G. 3.49 — (a) Compacité en fonction de 1. (b) Frottement effectif en fonc-
tion de I. Les carrés noirs correspondent aux mesures effectuées dans le cas
d’un systéme de grains mous (% =25-1072,1=2-107%e=0.1,4 = 0.4),
les croixz correspondent auxr mesures effectuées dans les systémes homogénes
(% > 2.5-1073). Echelle semi-log.

Les figures 3.50 (a), (b) et (c) montrent que les observations microsco-
piques faites dans le cas de systémes homogénes restent qualitativement
valables. Ainsi on observe bien que les fluctuations de vitesse augmentent
lorsque I diminue. De méme, on retrouve le fait que la mobilisation du
frottement augmente avec le nombre inertiel. Toutefois, on remarque que
concernant les fluctuations de vitesse, les lois d’échelle que nous avions mises
en évidence ne sont plus les mémes (8 — £ et e — 2). En outre, on note
que les fluctuations saturent pour les trés petits I. Les différences que I'on
observe ici avec le cas du cisaillement homogéne s’expliquent peut étre par
le fait que I'on n’étudie pas la méme gamme de nombre inertiel.

1l existe peut étre encore d’autres gammes de paramétres qui permettent
au cisaillement de se localiser, mais notre but n’est pas de déterminer avec
précision les limites du cisaillement homogéne. Une étude plus détaillée des
limites du cisaillement homogéne pourrait étre faite. Nous voulons plutot
montrer qu’en cisaillement plan il est possible d’obtenir des états internes
homogeénes pour une large gamme de paramétres, a partir du moment ot 'on
n’étudie pas un systéme monodisperse. Enfin, 'exemple précédent montre
que l'analyse (u*(I) et v(I)) que nous avons effectuée dans le cadre du ci-
saillement homogéne reste valable pour des systémes qui localisent, pourvu
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F1G. 3.50 — (a) Fluctuations de vitesse de translation relative en fonction
de I. La droite indique une pente de -7/4. (b) Fluctuations de vitesse de
rotation relative en fonction de I. La droite indique une pente de —5/4. (c)
Mobilisation du frottement en fonction de I. (I =2-1074 e = 0.1, = 0.4)

que 'on remplace les grandeurs étudiées par leur valeur locale. Nous verrons
au chapitre 4 qu’il est possible d’étendre cela & d’autres systémes hétéro-
génes. Nous avons donc étudié deux systémes modeles : le cisaillement plan
avec gravité et le cisaillement annulaire.






Chapitre 4

Systémes hétérogénes

N ous abordons maintenant les systémes qui présentent une hétérogé-
néité de contrainte, du fait soit de la géométrie (cisaillement annu-
laire), soit d'un gradient de pression da a la gravité (cisaillement plan avec
gravité). Alors nous ne pouvons plus faire les moyennes spatiales sur les dif-
férentes grandeurs d’intérét. L’analyse se fera donc localement, ce qui est
un avantage non négligeable du point de vue numérique. En effet, une seule
simulation numérique permet alors de balayer une gamme du nombre iner-
tiel sur plusieurs décades. Mais voyons tout d’abord quelles prédictions il est
possible de faire en étendant les résultats obtenus en cisaillement homogéne
au cisaillement hétérogéne.

4.1 Prédiction de la loi de frottement

Nous avons mesuré dans le cas du cisaillement homogeéne la variation du
frottement effectif en fonction du nombre inertiel, c’est ce que 'on a appelé
la loi de frottement effectif. La connaissance de cette loi et de la distribution
des contraintes dans une géomeétrie donnée, permet de prédire le profil de
I(y) et donc le profil de vitesse dans cette géométrie.

Les variations de p*(I) peuvent étre ajustées par une loi linéaire :

WD) = i+ b (4.1)

Le taux de cisaillement s’écrit alors :

i = 35— V) 42

4.1.1 Cisaillement plan avec gravité

En cisaillement plan avec gravité (cas de la figure 4.1 (a)) les contraintes
s’écrivent :
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P(y) = Po+pprg(H —y) (4.3)
S(y) = Cst (4.4)

ou Py est la pression imposée a la paroi du haut ! et H I’épaisseur en écou-
lement (l'origine étant prise en bas). On a donc :

. V/Po+pprg(H —y) S B
' b <P0 + pprg(H — ) Ms) (49)
soit :
wnly) = YL (3 2y gt - ) ) + st (49

Lorsque p < ps I = 0, le taux de cisaillement ou la vitesse sont nuls
(léquation précédente est valable tant que v, > 0, au delad on a v, = 0).
Ceci correspond donc & une localisation du cisaillement. La constante est
telle que v (y = H) =V.

4.1.2 Cisaillement annulaire

Dans le cas du cisaillement annulaire, la contrainte de cisaillement s’écrit :

C
S = 2 (4.7)
Toutefois, la contrainte normale reste indéterminée. Nous faisons I’hypo-
thése qu’elle est constante P = C'st. Dans ce cas on obtient :

i =50 (5 - e (49

soit :

b P r 2

Comme dans le cas précédent cette relation n’est valable que pour v(6) >
0, ceci correspond donc & une localisation du cisaillement. Comme précédem-
ment, il faudrait tenir compte des conditions aux limites vg(r = R;) = QR;.

Nous allons maintenant regarder si ces prédictions se vérifient. On se
propose donc d’aborder le cisaillement plan avec gravité dans un premier
temps, puis on étudiera le cisaillement annulaire.

wo(r) = Y <91n(’”) - Mﬁ) +Cst (4.9)

'On notera dans la suite Py la pression imposée, afin de la différencier de la pression
dans le matériau P.
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4.2 Cisaillement plan avec gravité

Cette géométrie est exactement la méme que celle que nous venons d’étu-
dier dans le chapitre précédent. La différence est que 1'on a placé la cellule
de cisaillement dans un champ gravitationnel § perpendiculaire au taux de
cisaillement. Selon les simulations, g varie entre 0.2 et 5 en unités adimen-
sionnées. La gravité définit naturellement le haut et le bas de la cellule de
cisaillement. Alors, on doit distinguer quatre cas selon la position (haut ou
bas) de la paroi imposant le cisaillement et de la paroi imposant la pression.
La figure 4.1 représente ces quatre configurations. Sauf précision, c’est la
situation (a) ou la paroi imposant la vitesse et la pression est en haut, qui a
été étudiée.

L —= P} >
3 V2
by
- Pl el ==
(a) (b) © ((e)]

FiG. 4.1 — Différentes orientations de la gravité par rapport aux parois im-
posant le cisaillement ou la pression.

4.2.1 Localisation

Comme pour le cisaillement plan sans gravité, nous avons mesuré les
profils de différentes grandeurs. Pour un couple gravité et pression (g, Pp)
donné, on obtient les profils de compacité et de vitesse des figures 4.2 (a)
et (b). On observe alors des profils analogues a ceux de Volfson et al. [194]
pour des simulations similaires.

Le profil moyen de compacité (Fig. 4.2 (a)) indique que la compacité
n’est pas constante dans le matériau. Elle est presque constante et trés élevée
(v =~ 0.84) dans les 20 premiéres couches proches du bas. Dans la vingtaine
de couches suivantes, elle diminue de facon significative pour atteindre une
compacité de 0.78. Le matériau s’est donc dilaté uniquement dans sa partie
supérieure pour pouvoir s’écouler.

Le profil de vitesse (Fig. 4.2 (b)) indique effectivement que le cisaillement
est localisé sur une dizaine de couches de grains prés de la paroi supérieure.
C’est 1a une différence majeure avec le cisaillement plan sans gravité. C’est
ici I’hétérogénéité de contraintes qui est responsable de la localisation.
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Fi1G. 4.2 — (a) Profil de compacité. En trait plus épais un profil moyenné sur
2 grains. (b) Profil de vitesse. (e =01,y =04,V =1,Py=25etg=1)
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FiG. 4.3 — Profil des composantes du tenseur des contraintes. Comparaison
avec la conservation de la quantité de mouvement. (e = 0.1,u = 0.4,V =
1,Ph=25¢etg=1)

En cisaillement plan avec gravité, on sait que la pression dans le maté-
riau s’écrit P(y) = Py + vppg(H — y). C'est effectivement ce que montre la
figure 4.3. Comme attendu, on observe bien la conservation de la quantité
de mouvement : la composante tangentielle du tenseur des contraintes reste
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constante et la composante normale augmente linéairement avec la profon-
deur. Remarquons encore que Y., = Y.

En outre, la figure 4.4 montre que les profils de vitesse semblent exponen-
tiels, du moins dans leur partie supérieure. Le profil de taux de cisaillement
semble lui aussi exponentiel, avec une structuration en couche proche de la
paroi du haut.

) (b).
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FIG. 4.4 — (a) Profil de vitesse. Echelle semi-log. (b) Profil du tauz de ci-
saillement. (Droite de pente 0.4)

A partir de ces grandeurs, on peut alors calculer le profil du nombre
inertiel, qui doit varier comme :

- Yo exp(%)

v/ Po+vppg(H —y)
avec o et A des paramétres qui s’ajustent pour le profil de taux de cisaille-
ment, A correspondant a la largeur de la bande de cisaillement. De méme,

il est possible de calculer le coefficient de frottement effectif, il doit varier
comme :

I(y) (4.10)

_ Ex?/
Po+vppg(H —y)
La figure 4.5 indique que ce sont bien ces variations qui sont observées.
Remarquons toutefois que pour les couches les plus profondes (c’est a dire
y — 0 ou encore I — 0) les fluctuations deviennent de plus en plus impor-
tantes.
Pour résumer, 'introduction de la gravité crée une hétérogénéité de contraintes
qui a pour conséquence la localisation du cisaillement. Le systéme est alors

1(y) (4.11)
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Fic. 45 — (a) Profil du nombre inertiel et comparaison l'ajustement

(equ. 4.10). (b) Profil du coefficient de frottement effectif et comparaison
avec lajustement (equ. 4.11).

hétérogéne, mais il est toujours possible de définir les grandeurs d’intérét
pour I'étude de I’écoulement d’un point de vue local.

4.2.2 Dilatance et frottement effectif

On se propose donc ici de retrouver la loi sur la dilatance et le frottement
effectif a partir des valeurs locales I(y),u*(y) et v(y). Il est possible de
mesurer v(I(y)), ou encore p*(I(y)), que I'on notera plus simplement dans
la suite v(I) et p*(I).

Les figures 4.6 (a) et (b) indiquent, pour le systéme étudié précédemment,
la variation de la dilatance et du frottement effectif en fonction du nombre
inertiel. La figure 4.6 (a) montre que la compacité diminue linéairement avec
1. La petite remontée que ’on voit lorsque I — 0 n’est pas significative. En
fait, l'insert de la figure 4.6 (a) indique que cela est da a la dispersion des
mesures aux trés faibles /. Ainsi, il nous est donc impossible de mesurer avec
précision la compacité aux toutes petites valeurs de I. La méthode de dy-
namique moléculaire utilisée ici n’est pas adaptée pour ’étude des systémes
statiques (ou quasi statiques avec des I < 107%). Des méthodes adaptées on
été développées par G. Combe et J.N. Roux [40].

Notons toutefois que I'on retrouve un comportement tout a fait analogue
a celui observé en cisaillement plan sans gravité. Méme pour un systéme hé-
térogéne, la compacité varie linéairement avec le nombre inertiel. Cependant,



4.2 Cisaillement plan avec gravité 97

@ (b)

0.9

A% 09
0.7+ O,SM
0.7t v
0.6
0.6 I K
N 0% iE-4 163 001 ‘ 0‘08. - ‘ ‘ ‘
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 1E-5 1E-4 1E-3 0.01 0.1
I I

F1G. 4.6 — (a) Variation de la compacité en fonction de I, et ajustement par
une droite. En insert échelle semi log. (b) Variation du frottement effectif en
fonction de I et comparaison avec lajustement (equ. 4.12). Echelle semi log.
(Ph=25pu=04,e=0.1)

on ne retrouve pas quantitativement la méme courbe. Par exemple, pour un
méme p, la compacité décroit plus rapidement en présence de gravité.

Il en va de méme pour le frottement effectif en fonction de I. Celui-ci
augmente avec I a partir d’une valeur ps d’'une maniére analogue a ce qui a
été observé en cisaillement homogéne. Ce comportement se déduit d’ailleurs
des équations 4.10 et 4.11 :

Sy
) = Po+ pprg(H — I71(y))

On observe sur la figure 4.6 (b) une trés bonne correspondance entre ce
résultat, représenté par la courbe et les mesures effectuées au sein du maté-
riau. Cependant, on note encore la dispersion des mesures pour les faibles
valeurs de I. En outre, ’équation 4.12 et I'expression de I(y) suggérent une
variation logarithmique du frottement effectif avec I. Toutefois, la gamme
de I explorée en cisaillement homogéne ne permet pas de discriminer une
variation linéaire ou logarithmique.

Les figures 4.7 (a) et (b) comparent v(I) et p*(I) avec et sans gravité.
On remarque une assez bonne correspondance pour v(I), mais un écart pour
p*(I). On rappelle que le frottement effectif en cisaillement sans gravité
s’écrit pu* = ps+bl, avec s = 0.22 et b = 1, pour des grains frottants. Dans
le cas avec gravité, la variation du frottement effectif semble plutét logarith-
mique et pg = 0.14, toutefois, le comportement qualitatif reste similaire.

(4.12)
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F1G. 4.7 — Variation en fonction de I (a) de la compacité, (b) du frottement
effectif. Echelle semi log. En trait plein sans gravité, en tireté avec gravité.

Ainsi, bien que le systéme soit hétérogéne, le comportement du matériau,
déterminé par la variation de la compacité et du frottement avec le nombre
inertiel, reste similaire & celui observé pour un cisaillement homogéne. Tou-
tefois on observe des déviations quantitatives des grandeurs mesurées par
rapport a leurs valeurs prises pour un systéme homogéne.

4.2.3 Nouveau nombre adimensionnel

On s’apercoit que les déviations dépendent du couple (P, g). En fait, en
introduisant la gravité, on introduit un nouveau parametre. L’analyse dimen-
sionnelle suggére donc 1'utilisation d’un nouveau nombre adimensionnel :

G, = Lo (4.13)

Celui-ci compare donc la pression associée & la gravité avec la pression
imposée. Les profils de vitesse (Fig. 4.8) varient avec Gj. Ils indiquent que
la largeur de la bande de cisaillement augmente lorsque G, diminue.

En ajustant les profils par une fonction exponentielle du type :

v2(y) = vo exp(—H; y) (4.14)

On peut estimer la largeur de la bande de cisaillement par A. La figure 4.9
montre les variations de cette longueur en fonction de G,. On observe une
loi de puissance :
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F1G. 4.8 — Profil de vitesse pour différents G,. (a) Echelle linéaire. (b) Echelle
logarithmique. (H = 40,e = 0.1, = 0.4)

A=A, X (4.15)

avec Ao = 3 et x = 0.5. On note en particulier que la longueur de la bande
de cisaillement diverge pour G, — 0. Ainsi, dans le cas d’un écoulement
d’épaisseur finie H, il existe un moment ou A — H. Cela correspond au
moment ol le systéme ne sent plus l'effet de la gravité.

Il nous est possible de mesurer la dilatance et le frottement effectif en
fonction du nombre inertiel, selon la valeur de G,. On obtient alors la fi-
gure 4.10. Ainsi, on retrouve bien le fait que pour une valeur de G, quel-
conque on a un comportement similaire pour la compacité et le frottement
effectif. On remarque aussi que les données paraissent plus bruitées pour les
systémes avec gravité, ce qui est particuliérement visible sur la figure 4.10
(a). En fait cela est di a la mesure locale des différentes grandeurs. La fi-
gure 4.10 (b) indique que le nombre sans dimension G, détermine la forme
exacte de la courbe de frottement en fonction de I. Ainsi pour un systéme
soumis a la gravité, le frottement effectif est une fonction a la fois de I et
de Gp. Pour les faibles valeurs de G, la gravité est écrantée, on obtient une
courbe p*(I) analogue a celle sans gravité. Lorsque G, augmente p* diminue
pour les faibles valeurs du nombre inertiel.

4.2.4 Micromécanique

Pour finir, notons I'influence de la gravité sur la micromécanique du sys-
téme en regardant la coordinence Z, la mobilisation du frottement M et les
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F1G. 4.9 — Largeur de la bande de cisaillement en fonction de G). La courbe
correspond a un ajustement en loi de puissance (equ. 4.15).
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F1G. 4.10 - (a) Variation de la compacité en fonction de I. (b) Variation du
frottement effectif en fonction de I. Echelle semi log.

fluctuations relatives de vitesse. Les figures 4.11 (a) et (b) représentent les
profils de coordinence et de mobilisation du frottement respectivement, pour
un systéme donné (le méme que celui des figures 4.2 (a) et (b)). On remarque
que comme pour les autres grandeurs, celles-ci varient notablement dans la
zone de cisaillement. Dans la zone de cisaillement, la coordinence chute & 0
et la mobilisation augmente.
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Fi1G. 4.11 - (a) Profil de coordinence. (b) Profil de mobilisation de frottement.
(H=40,e=0.1,50=0.4,Gp =0.1)

Cependant, cette variation de la coordinence et de la mobilisation du
frottement est directement et uniquement liée & la variation du nombre iner-
tiel. En effet, on remarque sur les figures 4.12 (a) et (b) que le nombre G,
n’a que peu d’influence sur ces grandeurs microscopiques. Les observations
faites en cisaillement sans gravité pour la coordinence restent pour ainsi dire
inchangées. La mobilisation du frottement est légérement modifiée, mais la
variation de la mobilisation avec I reste qualitativement la méme avec ou
sans gravité.

Les figures 4.13 (a) et (b) indiquent que pour un systéme hétérogene il
existe toujours une loi d’échelle entre les fluctuations relatives de vitesse et
le nombre inertiel. Toutefois, on remarque que dans ce systéme les exposants
de la loi d’échelle sont modifiés, pour la vitesse de translation on a 0.6 au
lieu de 0.5 et pour la vitesse de rotation on a 0.5 au lieu de 0.3.

Ainsi, il semble que les grandeurs macroscopiques comme le frottement,
ainsi que les lois d’échelle des fluctuations de vitesse dépendent & la fois du
nombre inertiel et de G, alors que les grandeurs microscopiques comme la
coordinence et la mobilisation du frottement dépendent de I et faiblement
de Gy,

4.2.5 Orientation relative de la gravité par rapport aux pa-
rois mobiles

On se propose ici de décrire 'effet de I'orientation de la gravité par rap-
port & la paroi imposant la pression et par rapport & la paroi imposant la
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F1G. 4.12 — Variation en fonction de I, pour différents G, de la coordinence
(a) et de la mobilisation du frottement (b).
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FiG. 4.13 — Variation en fonction de I des fluctuations relatives de vitesse
(a) et de vitesse de rotation (b). Les droites indiquent une pente de -0.6 et
-0.5 respectivement. (H =40,e =0.1,4=0.4,G, =0.5)

vitesse. Pour des valeurs des paramétres équivalentes nous avons regardé les
quatre cas de figures schématisés sur la figure 4.1.

La figure 4.14 indique que le cisaillement localise toujours en haut. L’en-
droit ou la localisation du cisaillement se produit est donc déterminé uni-
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quement par le sens de la gravité. La symétrie du cisaillement homogéne en
cisaillement plan sans gravité est brisée par l'introduction de la gravité.

En résumé, nous avons montré que la gravité introduit une hétérogénéité
qui est responsable de la localisation du cisaillement. Dans ce cas, le matériau
est décrit par une loi de frottement effectif p*(7) qui est analogue a celle ob-
tenue en cisaillement plan sans gravité. Toutefois celle-ci dépend du nombre
Gp qui traduit le rapport entre la pression liée a la gravité et la pression
imposée. La courbe p*(I) se décale vers les faibles valeurs du frottement
lorsque G, augmente. Ceci constitue une information importante pour les
systémes soumis a la gravité. En particulier, ceci signifie que le seuil d’arrét
sur un plan incliné est affecté par la pression. Le seuil d’arrét n’est donc pas
le méme proche de la surface libre ou proche du socle. Nous reviendrons sur
cette application au plan incliné dans la troisiéme partie.
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4.3 Cisaillement annulaire

Un deuxiéme systéme simple présentant une hétérogénéité de contraintes
est le cisaillement annulaire. Cette géométrie, appelée aussi cellule de Couette,
est une géométrie courante en rhéométrie. Nous montrons ici qu'il est possible
de retrouver dans cette géométrie les principaux résultats mis en évidence
en cisaillement plan sans gravité.

Notons dés a présent que cette géométrie a fait 'objet & la fois d’une étude
numérique et d’'une étude expérimentale. La différence entre ’expérience et
la simulation vient de ce qu’expérimentalement on n’impose pas la pression
radiale.

4.3.1 Simulations numériques

A la différence du cisaillement plan avec gravité, c’est la géométrie annu-
laire qui introduit I’hétérogénéité de contraintes. La distribution de contrainte
est alors donnée par (chapitre 1) :

Cst
2
Vy 827"7" Err‘ - 299
—pp—> = 4.17
Prv r or + r ( )

Afin de déterminer les variations du tenseur des contraintes, le calcul de
celui-ci doit tenir compte du passage aux coordonnées polaires (Voir An-
nexe C). On observe alors les profils de contraintes représentés sur les fi-
gures 4.15 (a) et (b).

Comme on s’y attendait la contrainte tangentielle varie en 1/r? avec
ici un constante qui vaut Cst = 1105. On observe également le fait que
> = g comme dans toutes les autres géométries que nous avons étudiées
(cisaillement plan, plan incliné [partie II]). Cette observation implique une

variation de X, avec r. On n’observe pas une telle variation. Mais la dérivée

02

de ¥, varie comme -% qui est une quantité treés petite dés que I'on s’éloigne
du cylindre intérieur. Il est donc difficile d’observer les variation de X, avec
r. On note toutefois I'existence de déviations au niveau des deux derniéres
couches de grains pres des parois. Mais prés du cylindre intérieur il ne nous
est pas possible de distinguer les effets de paroi des effet liés a ’équation de
conservation de la quantité de mouvement.

L’hétérogénéité de la contrainte de cisaillement s’accompagne d’une lo-
calisation du cisaillement. C’est ce qu’indiquent les profils de vitesse des
figures 4.16 (a) et (b). Afin de simplifier les notations, nous avons classe les
profils en fonction de Iyopq = HL\/ﬁ (I1pcqr varie dans un systéme hétérogene).

On observe sur ces figures que pour un Iy, suffisamment grand (>
2-1072) il n’y a pas d’effet de ce dernier sur la forme du profil : celui-ci reste
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FiG. 4.15 — Profil de contrainte en géométrie annulaire. (n = 0.4,e =
0.1,V =5,P =10). (a) 3,7(r) en trait plein et 3gpp(r) en tireté. (b) X,9(r)
en trait plein et ajustement (equ. 4.16) en tireté.
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F1G. 4.16 — Profil de vitesse en géométrie annulaire. (1 = 0.4,e = 0.1). (a)
Echelle linéaire. (b) Echelle semi-log.

en premiére approximation exponentiel. Remarquons qu’un ajustement par
une loi de puissance est tout aussi possible. Par contre, on remarque que
pour Igopar = 1073 le profil est différent. Pour les faibles valeur de I, globals 1€
profil de vitesse semble décroitre avec r plus rapidement. On note aussi que
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pour des valeurs de r suffisamment grandes, la vitesse des particules semble
constante. Toutefois, cela n’est pas forcément significatif; en effet, il s’agit ici
de vitesse inférieure a 1073, les particules soumises a de telles vitesses peuvent
étre considérées comme immobiles. On peut aussi penser que ces particules
sont immobiles la plupart du temps mais soumises & des fluctuations de
vitesse importantes (ce qui est le cas dans le régime quasi statique) ce qui
nous donne une vitesse moyenne non nulle. On peut penser que loin du
cylindre en rotation I’écoulement est intermittent et les mouvements se font
par blocs [130, 99].
Pour Igopa > 2 - 102, la forme des profils semble étre exponentielle :
r

Vo(r) = 2mRif2 exp(—+) (4.18)

ou A est la largeur de la bande de cisaillement. Les ajustements des pro-
fils précédents donnent une valeur de 2 pour A. Il s’en suit que le taux de
cisaillement est lui aussi exponentiel, puisque ¥(r) = %%(Vr). Ona:

90 = v |1 - 5] (4.19)

En utilisant I’équation précédente, il nous est possible de calculer I(r).
De la méme maniére en reprenant I’équation 4.16 on peut calculer le profil
du coefficient de frottement effectif. Les figures 4.17 (a) et (b) comparent les
valeurs mesurées aux calculs. On observe un bon accord entre les deux, ce
qui valide ’hypothése de profil exponentiel pour le taux de cisaillement.
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FiG. 4.17 — (a) Profil du nombre inertiel. Trait plein mesure, trait tireté
calcul. (b) Profil du coefficient de frottement effectif. Trait plein mesure, trait
tireté calcul.
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Il nous est aussi possible de tracer les profils de compacité en géométrie
annulaire. Les figures 4.18 représentent des profils de compacité pour diffé-
rents Igiopq- On note sur ces figures comme pour le cisaillement plan une
structuration en couches prés des parois. En outre, on observe que la compa-
cité diminue notablement du c6té du cylindre intérieur lorsque le cisaillement
devient plus important. A la difféerence des autres systémes étudiés, nous re-
marquons donc une forte dilatation du milieu au niveau de la paroi mobile.
Nous verrons dans la suite que cette forte dilatation est aussi observée expé-
rimentalement.
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F1G. 4.18 — Profil de compacité en géométrie annulaire. (a) Discrétisation
fine. (b) Lissage sur deux tailles de grains.

La figure 4.19 (a) indique que si on augmente encore Igopqr, la compacité
chute & zéro a proximité de la paroi mobile. On remarque aussi que la largeur
de la bande de cisaillement augmente (Fig. 4.19 (b)), pour des valeurs de
Igiopar grandes. Ainsi, on a A ~ 3.0 pour Igppe < 107!, mais A\ ~ 5.5 pour
Tjiobar = 0.3 et X ~ 6.0 pour Ig e = 0.7. Ceci est en accord avec les
observations de Losert [110] qui remarque & partir d’un taux de cisaillement
critique une augmentation de la largeur de la bande de cisaillement avec le

taux de cisaillement apparent.

4.3.2 Expérience

Nous avons eu la possibilité de mener des expériences en géométrie de
Couette. En fait, deux types d’expériences ont été effectuées avec la méme
cellule de cisaillement.
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F1G. 4.19 - Profil de compacité (a) et de vitesse (b) pour Q = 0.1tr /u.t. En
symbole Igopar = 0.1, en noir Iyopa = 0.3, en tireté Igopa = 0.7.

La cellule de cisaillement est constituée de deux cylindres concentriques.
C’est le cylindre intérieur qui tourne & la vitesse ). Celui-ci est recouvert
d’une rugosité composée de grains collés. Le cylindre extérieur est quant a
lui immobile; il peut étre pour certaines expériences recouvert d’une rugo-
sité composée de grains collés. La pression radiale n’est pas controlée et on
autorise la dilatation verticale. Les grains que nous avons utilisés ont été soit
des graines de moutarde de 2 mm de diameétre, soit des billes de verre de
350 — 390 pum. La figure 4.20 résume les dimensions du systéme.

‘-y@ RC =o6cm

h Ri=3cm
—QP h=15cm
Qde1a80tr/min

Fi1G. 4.20 — Cellule de Couette expérimentale.
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Ainsi la cellule de Couette est une cellule de cisaillement annulaire tridi-
mensionnelle (3D). Le passage au 3D souléve des questions sur la distribu-
tions des contraintes dans le matériau. En effet, il faut tenir compte de la
pression verticale P(z) (on choisit z orienté vers le bas).

Dans un silo, on sait que la pression sature lorsque z augmente, c’est I'effet
Janssen. Ceci s’explique par le fait que la pression verticale est redirigée vers
les parois. On a alors ¥,, = kP(z), ou k est le facteur de redirection des
contraintes. Dans ce cas on a : 3.9 = ku*P(2).

Cependant, dans un écoulement en géométrie de Couette la situation
n’est pas aussi claire. Comment évolue la pression avec z 7 Existe - t - il un
effet Janssen 7 Certains auteurs [187| donnent quelques réponses a ces ques-
tions. A travers les expériences de mesures du couple nous discuterons de la
variation du couple avec z. Au paravent nous discuterons de I’évolution de
la compacité et des profils de vitesse en fonction du taux de cisaillement.

Rhéométrie classique

Le premier type d’expérience a consisté a regarder 1’évolution de la hau-
teur de grains dans la cellule de cisaillement en fonction de la vitesse de
rotation du cylindre intérieur, aprés un précisaillement de 50 s~!. Ces ex-
périences ont été réalisées au Laboratoire de Physique Statistique de I'Ecole
Normale Supérieure de Paris, avec les billes de verre. Nous avons utilisé un
rhéomeétre qui permet le contrdle de la vitesse du cylindre intérieur. La cuve
extérieure étant transparente, on peut alors mesurer la hauteur /& et donc la
compacité effective moyenne & chaque instant, puisque v = 3)]1(14{;%%, ou
M, est la masse de grains versée, m la masse d’une bille et r son diameétre.
Nous avons tracé sur la figure 4.21 la variation de la compacité en fonction
du taux de cisaillement apparent a la paroi 4, calculé de la maniere suivante :

3y = 0 (4.20)

Les barres d’erreur de la figure correspondent & ’erreur systématique de
0.5mm que 'on fait lorsqu’on mesure la hauteur de grains.

La figure 4.21 indique que pour toute une gamme de taux de cisaillement
apparent la compacité n’est pas affectée notablement par celui-ci. Dans cette
gamme de taux de cisaillement, on observe & la surface libre que la bande de
cisaillement a une largeur constante de quelques grains.

On note aussi l'existence d'un taux de cisaillement critique (aux alentours
de 2500 s~1) a partir duquel la compacité chute de maniére significative. 11
est alors possible d’identifier un nombre inertiel critique correspondant au
taux de cisaillement critique. On peut estimer P par p,vgh. On trouve alors
I. ~ 1. Ce qui est 'ordre de grandeur de I a laquelle se produit la transition
vers le régime collisionnel (Fig. 3.17).
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F1G. 4.21 — Variation de la compacité avec le taux de cisaillement apparent.

Au dela de ce taux de cisaillement critique, on observe & la surface libre
que la largeur de la bande de cisaillement augmente jusqu’a étre aussi large
que 'entrefer. On verra dans la deuxiéme partie que cette décompaction est
liée & un changement de régime.

Rhéométrie IRM

Le deuxiéme type d’expérience permet d’obtenir les profils de vitesse a
I'intérieur de la cellule de cisaillement. L’expérience consiste & introduire la
cellule de cisaillement & l'intérieur d’un imageur par résonance magnétique
(IRM), le moteur du rhéométre étant déporté a I'extérieur. Nous avons cette
fois-ci travaillé avec les graines de moutarde. En effet, celles-ci contiennent
de Thuile et ainsi suffisamment de proton pour que 1’on puisse obtenir un
signal RMN. Une méthode spécifique de vélocimétrie IRM [46] permet alors
de mesurer le profil de vitesse (Voir Annexe D).

Les figures 4.22 (a) et (b) représentent les profils de vitesse normalisée
obtenue par cette méthode avec un Couette a surface libre a différentes hau-
teurs z (z étant la cote du systéme de coordonnée cylindrique). Ces figures
montrent clairement que pour des hauteurs entre 3 et 12 ¢m il n’y a pas
d’effet 1ié & la hauteur. Ceci semble indiquer que ’on se situe dans le régime
quasistatique. Dans la suite, la mesure du profil de vitesse se fait donc au
milieu de la cellule. On remarque aussi que cette technique de vélocimétrie
IRM est sensible a la structuration en couche, visible a proximité du cylindre
intérieur. La figure 4.23 présente une comparaison d’un profil de vitesse nu-
mérique et d’un profil expérimental. On remarque qu’ils sont similaires, ce
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qui valide les simulations. Ceci indique qu’il n’y a pas d’effet majeur lié au
passage en dimension trois.

@ (b)
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F1G. 4.22 — Profil de vitesse, pour des coupes a différentes hauteurs (3, =
11s71). En trait plein z = 3 cm, en tiretés z = 12 ecm. (a) Echelle linéaire.
(b) Echelle log.

Nous avons fait varier la rugosité du cylindre intérieur, en collant des
billes de verre de 4 mm, deux fois plus grosse que les graines. On observe
alors que cela n’a que peu d’influence sur la forme du profil de vitesse.

Nous avons aussi fait varier la vitesse de rotation du cylindre intérieur
(2 =1 4 80 tr/min soit 4, = 8 s~ & 128 s~ !). Les figures 4.24 indiquent
que pour la gamme de vitesse étudiée 2 la forme des profils n’est pas affectée
par le taux de cisaillement. Comme pour les simulations numériques, ceux-ci
ont une forme exponentielle (equ. 4.18).

Ce résultat a déja été mis en évidence par d’autres méthodes de vélocimé-
trie IRM ou encore par imagerie a la surface libre [18, 130]. Les figures 4.25
présentent une comparaison des différents résultats parus dans la littérature
ces derniéres années [118]; le détail de ces expériences est donné dans le
tableau. Ces expériences sont faites pour des taux de cisaillement variables
et des entrefers différents, cependant les profils de vitesse et la taille de la
bande de cisaillement sont qualitativement similaires. Nous pensons toute-
fois, que 'obtention d’un profil dont la forme est indépendante du taux de
cisaillement vient de la gamme de taux de cisaillement explorée (de 1 & 200
s~1), ou plutét de la gamme de I de I'ordre de 10™* 4 0.2 (correspondant au

2Nous sommes limités par la méthode de vélocimétrie IRM qui n’est pas adaptée aux
vitesses supérieures 4 0.3 m/s. De plus, la vitesse maximale du rhéomeétre est d’une centaine
de tours par minute.
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Fi1G. 4.23 — Profil de vitesse normalisé. En trait plein simulation numérique
(b =04, e =0.1, Igopae = 0.1), en tiretés expérience IRM (%, = 32 s~
Igi0ba1 = 0.05).
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Fi1G. 4.24 — Profil de vitesse, pour différentes vitesses de rotation. La légende
indique le tauz de cisaillement apparent & la paroi. (a) Echelle linéaire. (b)
Echelle log.

régime quasi statique). Cependant, comme le suggérent les simulations nu-
mériques, les expériences sur la variation de la compacité et les observations
de Losert [110], il est possible qu’au dela d’un taux de cisaillement apparent
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suffisamment grand la taille de la bande de cisaillement, et donc la forme du
profil change.

TAB. 4.1 — Les différentes expériences de cisaillement annulaire. IRM : Ima-
gerie par Résonance Magnétique, IR : Imagerie Rapide. Dans les expériences
CA3, le matériau granulaire peut étre fluidisé.

nom Type  Particules Ri/d R./d h/d 4,[s7!] Ref
CA1 IRM moutarde 15 325 80 8§ — 128 -

(d=2mm)

CA2a IRM moutarde 14 23 33 25—50 [130]
(d=1.8 mm)

CA2b IRM pavot 32 51 75 2550 [130]
(d=0.8 mm)

CA3 IR verre 68 84 - 1L7—171  [18]
(d=1mm)

F1G. 4.25 — Profil de vitesse (cercles blancs CA1, triangles noirs CA2a, carrés
noirs CA2b, triangle blancs CA3). (a) Echelle linéaire. (b) Echelle semi-log.

4.3.3 Mesure du couple

En plus des profils de vitesse, les expériences précédentes ont permis la
mesure du couple par le rhéométre. Nous avons donc mesuré le couple en
fonction du taux de cisaillement apparent et de la pression imposée.
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Auparavant nous avons voulu tester I'influence de la hauteur h sur le
couple. La figure 4.26 montre que le couple varie en h?, ce qui signifie que
la pression au sein du matériau peut étre considérée comme une pression
hydrostatique.

Si on considére que les contraintes tangentielles sont entiérement détermi-
nées par la pression (X9 = ku*P(z)), on peut prévoir I’évolution du couple
avec h en prédisant celle de P(z). En effet, le couple ne varie pas de la méme
maniére selon que I'on considére que I’on a une pression hydrostatique dans
le milieu (P(z) ~ z) ou qu’il existe un effet Janssen, c’est a dire que les
contraintes sont redirigées vers les parois ce qui implique qu’elles saturent a
partir d'une certaine profondeur (P(z) ~ C'st). Le couple s’écrit de la fagon
suivante en fonction de la contrainte :

h
C = 2rR? / Y,0dz (4.21)
0

soit :

h
C = 2rku* R? / P(z)dz (4.22)
0

Il s’ensuit que le couple devrait varier comme la hauteur h? dans le cas
d’une pression hydrostatique et comme h, si il existe un effet Janssen en ci-
saillement. Ainsi, un matériau granulaire cisaillé dans une cellule de Couette
n’est pas soumis & 'effet Janssen. La figure 4.26 indique que ’on retrouve
bien le résultat de Tardos [186]. Cela s’explique par le fait qu’en cisaillement,
le frottement au niveau des parois est mobilisé dans la direction de 1’écou-
lement, horizontalement, et non verticalement. Les contraintes verticales ne
sont donc pas redirigées vers les parois. La pression au sein du matériau peut
donc étre considérée comme une pression hydrostatique.

Fort de ce constat, nous avons alors regardé ’effet du taux de cisaillement
apparent ¥, sur le couple. La figure 4.27 (a) indique que le couple n’est pas
sensible & ,, du moins dans la gamme étudiée. Les barres d’erreur corres-
pondent & I’écart type temporel calculé sur la durée de la mesure. Ceci est
en accord avec les observations de Tardos [187] qui indique que le couple est
indépendant du taux de cisaillement si le matériau est autorisé a se dilater.
Nous verrons dans la deuxiéme partie que cela indique un régime d’écoule-
ment particulier, qui doit correspondre & l’observation précédente de profil
de vitesse indépendant du taux de cisaillement apparent. Nous verrons alors
qu’il existe un autre régime ou les dépendances avec le taux de cisaillement
sont notables.

4.3.4 Effet d’une surcharge

Afin de pouvoir comparer 'expérience avec les simulations numériques
nous avons cherché & mieux contréler la pression. Nous avons placé une sur-
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Fic. 4.26 — Variation du couple en fonction de la hauteur de grains dans
la cellule de cisaillement; la courbe correspond a un ajustement avec ume
parabole.
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FiGg. 4.27 - Variation du couple en fonction (a) du tauz de cisaillement
apparent (en noir on augmente progressivement la vitesse, en blanc on la
diminue), (b) de la surcharge (%, = 64 s~'). La droite correspond & un
ajustement linéaire.

charge qui appuie sur la surface libre de la cellule de cisaillement (Fig. 4.28).
La surcharge varie de Og & 4000g ce qui peut multiplier la pression P au
sein du matériau par un facteur 2. On fait alors '’hypothése que la pression
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verticale est redistribuée horizontalement. On controlerait ainsi la pression
radiale dans la cellule. Le couple varie alors linéairement avec la surcharge
(Fig. 4.27 (b))

(a) (b)

F1G. 4.28 — Cellule de cisaillement confinée. (a) Schéma 2D. (b) Photographie
du dispositif.

Il nous est alors possible de mesurer les profils de vitesse pour différentes
pressions (Fig. 4.29). On remarque ici que dans la gamme de pression explorée
il n’y a pas d’influence de la pression sur la forme des profils. Les profils
restent exponentiels et la largeur de la bande de cisaillement reste inchangée.

La connaissance du couple et le controle de la pression permet d’évaluer
un coefficient de frottement effectif. I1 nous est donc maintenant possible
de mesurer p*(I) a la fois du point de vue numérique et du point de vue
expérimental.

4.3.5 Loi de comportement

Comme nous 'avons vu pour le cisaillement plan, la mesure de la di-
latance et du frottement effectif en fonction de I donne accés a la loi de
comportement du matériau. Il faut remarquer qu’en cisaillement annulaire
les mesures se font avec les grandeurs locales, car le systéme est hétérogéne.
Une seule simulation permet donc d’explorer plusieurs décades de 1.
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F1G. 4.29 — Profil de vitesse, pour différentes compressions. (a) yp = 32 s
(b) 4, =64 s7L.

Dilatance et frottement effectif

La figure 4.30 compare les variations de la compacité avec le nombre
inertiel pour les deux géométries : le cisaillement plan sans gravité et le
cisaillement annulaire. On observe que la forme de la courbe reste linéaire,
toutefois la pente change, elle est plus importante dans le cas du cisaillement
annulaire.

Notons la ressemblance entre ces courbes (Fig. 4.30, ainsi que 3.17 (a))
et la partie constante de la courbe expérimentale de la dilatance en fonc-
tion du taux de cisaillement apparent (Fig. 4.21). Ainsi, il existe un régime
d’écoulement stationnaire ou la compacité varie trés peu (les expériences ne
doivent pas étre sensibles & cette variation) : c’est le régime intermédiaire. 1
est différent du régime dynamique ou collisionnel, associé & une décroissance
rapide de la compacité avec I (ou 4p). Il est aussi différent du régime quasi
statique, qui est lui caractérisé par des écoulements intermittents. Les ex-
périences de rhéométrie pour des faibles taux de cisaillement montrent que
P’écoulement se fait par & coup, on observe alors du stick slip [133].

Il est aussi possible de mesurer le frottement effectif en fonction du
nombre inertiel. D’un point de vue expérimental, la connaissance de la pres-
sion verticale nous renseigne sur la pression de confinement radiale (en faisant
I’hypotheése d’une pression hydrostatique). Le couple s’écrit alors :

h
C =2nR? / Y,0(2)dz (4.23)
0
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Fi1G. 4.30 — Variation de la compacité en fonction de I. Comparaison entre le
cisaillement plan (croiz), et deuz situations de cisaillement annulaire (cercles
Igiobar = 0.06, carrés noirs Igopq = 0.02 ).
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FiG. 4.31 — Variation du frottement effectif en fonction de I — Ezpériences.
Résultat obtenu en considérant une variation linéaire du couple avec M.

Or ¥,9(2) = kp*P(z) = kp*(Py + pprgz), ou Py = % et k le

7

facteur de redirection des contraintes, ce qui donne :

k" (M) = oan

— (4.24)
27 R2(Py(M)h + pprg™)
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De la méme maniére, le nombre inertiel varie avec la surcharge de la facon
suivante :

T = %\/(Po(M ) + pprgh)d

pp est choisie égale a la densité de ’eau. Nous avons tracé sur la figure 4.31
kp*(I), en considérant que le couple varie linéairement avec la surcharge
M (Fig. 4.27 (b)). Cette figure semble montrer que le frottement effectif
augmente avec I. De plus, la forme de la courbe est comparable & ce qui est
obtenu en simulation numérique (Fig. 4.32). Toutefois, nous n’avons acces
qu’au produit ku*, or les valeurs de ku* augmentent au moins deux fois plus
rapidement que ce a quoi on pourrait s’attendre. Ceci est peut étre lié aux
variations de k avec 1.

(4.25)

(a)

0,0 0,1 0,2 0,3 1E-3 0,01 0,1

Fi1G. 4.32 — Variation du frottement effectif en fonction de 1. Comparaison
avec le cisaillement plan sans gravité (croiz), et deuz situations de cisaille-
ment annulaire (cercles blancs Igopq = 0.02, carrés noirs Igopa = 0.1).
La courbe représente la variation du frottement calculée & partir des profils
ajustés des contraintes et des vitesses. (a) Echelle linéaire. (b) Echelle log.

La figure 4.32 compare la mesure par simulation numérique de p*(I) en
cisaillement annulaire et en cisaillement plan. On remarque que les courbes
sont qualitativement similaires, surtout pour les grandes valeurs du nombre
inertiel, par contre la gamme de I exploré change. La courbe en trait plein
de la figure 4.32 représente un ajustement effectué en faisant I’hypotheése
que le profil de vitesse est exponentiel (equ. 4.19 et 4.16). On observe un
bon accord entre les mesures et cet ajustement. Toutefois, ’ajustement n’est
pas valable pour les grandes valeurs de I puisqu’il n’y a pas de saturation
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comme l'indiquent les mesures. Ceci correspond aux limites de 'hypothése
d’un profil exponentiel de vitesse avec une bande de cisaillement constante.

De plus, la figure 4.32 montre que les mesures faites en cisaillement an-
nulaire sont en accord qualitatif de celles effectuées en cisaillement plan.
Cependant, le seuil d’arrét défini par ug n’est pas le méme pour le cisaille-
ment plan et pour le cisaillement annulaire. La variation du frottement est
du type :

w(I) = pig + bI° (4.26)

avec a # 1.

Ces variations du frottement effectif et de la compacité en fonction du
nombre inertiel observé en cisaillement annulaire correspondent a la loi de
comportement suivante :

Poo o (4.27)
(Vmaz - V)2
,'}/2

= psP+ba* " ———
S a +ha (Vmax_V)Zia

(4.28)

Cette loi est presque la méme que celle établie pour le cisaillement plan.
A ceci prés que les valeurs de p,, a, b et des exposants sont différentes.
Toutefois, cette loi de comportement n’est valable que pour le régime inter-
médiaire (1072 < I < 0.1). 11 s’ensuit que la loi de comportement pour le
cisaillement annulaire n’est que peu modifiée par rapport & celle du cisaille-
ment plan. Dans le régime intermédiaire, la loi de comportement du matériau
est qualitativement la méme en cisaillement plan ou annulaire. Cependant,
des déviations apparaissent pour des petites valeurs du nombre inertiel.

Micromécanique

Pour finir, nous avons voulu savoir si les observations microscopiques
faites en cisaillement plan restaient valables en cisaillement annulaire. Nous
avons donc regardé 1’évolution de la coordinence, de la mobilisation du frot-
tement et des fluctuations de vitesse en fonction du nombre inertiel.

Les figures 4.33 (a) et (b) indiquent que les lois de puissance mises en
évidence en cisaillement plan restent valables en cisaillement annulaire. On
observe toutefois, pour la mobilisation du frottement, une déviation pour les
faibles valeurs de 1.

Les figures 4.34 (a) et (b) montrent quant a elles I'existence en cisaille-
ment annulaire de loi I’échelle entre les fluctuations de vitesse relatives et
le nombre inertiel. Cependant, ’exposant de ces lois est modifié¢ par la géo-
meétrie de ’écoulement. Ainsi on trouve que les fluctuations de vitesse de
translation varie comme dv ~ 4%4. L'exposant 0.4 est identique a ce qui a
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F1G. 4.33 — (a) Coordinence en fonction de I et ajustement avec la loi de
puissance 3.14. (b) Mobilisation du frottement en fonction de I. La droite
indique une pente de 0.25.

été obtenu expérimentalement [18, 130]. Comme pour le cisaillement plan,
I’exposant de la loi de puissance pour les fluctuations relatives de vitesse
de translation est plus petit que celui des vitesses de rotation. Mais, d’une
maniére générale en cisaillement annulaire, I’exposant de la loi 1’échelle pour
les fluctuations de vitesse est plus petit que celui obtenu dans le cas du ci-
saillement plan.

Ainsi, ce qui a été observé en cisaillement homogéne s’observe d’une ma-
niére qualitative en cisaillement hétérogeéne (cisaillement plan avec gravité
et cisaillement annulaire). On observe toutefois des déviations quantitatives,
essentiellement pour les petites et grandes valeurs du nombre inertiel. Ce-
pendant dans le régime intermédiaire, la loi de comportement déterminée
pour le cisaillement plan reste valable.



F1G. 4.34 — Fluctuations de vitesse relatives en fonction de I. (a) Vitesse
de translation. Comparaison avec une droite de pente -0.6. (b) Vitesse de
rotation. Comparaison avec une droite de pente -0.5. (Iglobal =0.1)



Chapitre 5

Bilan et conclusion

TAB. 5.1 — Récapitulatif des différents parameétres étudiés.

1 e u % G,

6-100*—-03 01-09 00—08 4-1075—-25.10"2 0 — 10

N ous venons de voir a travers cette partie que I’état de cisaillement d’un
matériau granulaire est principalement déterminé par la connaissance
du nombre inertiel I, traduisant le rapport des forces d’inertie sur les forces
de pression. Les faibles I correspondent au régime quasi statique (I < 1072).
Les grandes valeurs de I (= 0.1) correspondent au régime dynamique ou
collisionnel (Tab. 5.1). La loi de comportement se déduit alors de la variation
de la compacité et du frottement effectif avec ce nombre (Fig. 5.1 (a) et (b)).

La transition entre les régimes quasi statique et dynamique est progres-
sive, et correspond au régime intermédiaire. C’est dans ce régime inter-
médiaire que la loi de comportement prend la forme simple décrite précé-
demment. En particulier, la pression au sein du milieu est une pression du
type Bagnold. De plus, dans le régime intermédiaire, la loi de comportement
semble indépendante de la géométrie et du type de matériaux (faiblement ou
fortement dissipatif). On remarque, en particulier, que dans le régime inter-
meédiaire la loi de comportement est qualitativement la méme, que le systéme
soit homogéne ou hétérogéne. Dans le cas d’écoulements soumis a la gravité,
il faut toutefois introduire un autre nombre adimensionnel G, traduisant le
rapport des forces de pesanteur sur les forces de pression.

Pour les faibles valeurs de I, dans le régime quasi statique, on observe des
déviations a la loi de comportement. Dans ce régime, les fluctuations relatives
de vitesse sont extrémement importantes (Fig. 5.2 (a)) et I'écoulement se
fait alors de maniére intermittente. De plus, la coordinence augmente vers
sa valeur limite et la mobilisation du frottement semble chuter a 0 lorsque
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FiG. 5.1 — Variation qualitative en fonction du nombre inertiel de la compa-
cité (a), et du frottement effectif (b). (Schéma indicatif)

tend vers 0 (Fig. 5.2 (b)). Ces deux grandeurs dépendent des caractéristiques
du matériau.
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F1G. 5.2 — Schéma des dépendances avec le nombre inertiel (a) des fluctua-
tions de vitesse de translation (trait plein) et de rotation (tiretés) et (b) de
la coordinence Z (trait plein) et de la mobilisation du frottement (tiretés).
(Schéma indicatif )



125

Pour les grandes valeurs de I, dans le régime dynamique, la loi de com-
portement dépend du caractére dissipatif du matériau. Il est alors possible
d’avoir une description de I’écoulement dans le cadre de la théorie cinétique.

Quelque soit le régime les fluctuations vérifient des lois de puissances en
fonction de I. L’exposant de ces lois de puissances ne semble dépendre que
de la géométrie de 1’écoulement.

Comme nous I’avons vu, il est possible d’étendre la loi de comportement
observée dans la géométrie simple de cisaillement plan, & d’autres géométries
(cisaillement annulaire). Pour ce qui est du cisaillement annulaire, les mesures
expérimentales des profils de vitesse et de la compacité en fonction du taux
de cisaillement apparent indiquent que la plupart des expériences sont faites
dans le régime intermédiaire.

Cependant, cette description ne suffit pas, notamment pour décrire I’hys-
térésis entre le démarrage et I'arrét (Chapitre 1). Afin de décrire la transition
vers ’arrét d’un écoulement granulaire, nous avons mené des expériences a
force imposée, ce qui fait 'objet de la deuxiéme partie de ce document.






Deuxiéme partie

Cisaillement & force imposée






es simulations & vitesse imposée nous ont permis de déterminer la loi

de comportement, notamment la variation du frottement effectif prés
de 'arrét. Toutefois, elles ne permettent pas d’étudier la transition « fluide-
solide ». Nous abordons donc dans cette partie ’étude de cette transition a
travers des expériences et des simulations & force imposée.

Nous avons considéré les deux géométries de Couette et du plan incliné.
Nous verrons que ces deux géométries font apparaitre des comportements
tout & fait similaires, le plan incliné pouvant étre considéré comme un rhéo-
meétre.

Nous aborderons dans un premier temps (chapitre 6) I’étude des seuils
d’écoulement & travers des expériences de rampes de contrainte (Couette)
ou d’inclinaison (plan incliné). Dans un deuxiéme temps (chapitre 7), nous
nous attacherons a décrire la dynamique de I’arrét.






Chapitre 6

Seuils et hystérésis

C omme nous I’avons vu au chapitre 1, les matériaux granulaires peuvent

étre comparés a des fluides a seuil : I’écoulement n’est possible que pour
une contrainte suffisamment élevée. Nous avions alors remarqué ’existence
d’un hystérésis entre le démarrage et I’arrét de 1’écoulement. Ceci fera I'objet
de cette partie & travers des expériences sur plan incliné et en cisaillement
annulaire.

6.1 Plan incliné

6.1.1 Cas du grain unique

Nous considérons d’abord un plan bidimensionnel rugueux incliné d’un
angle 60, sur lequel s’écoule un grain. Ce systéme extrémement simple a le
mérite de mettre en évidence ’existence d’un seuil de mise en écoulement dif-
férent du seuil d’arrét. Ceci a fait I’objet d’expériences menées par Quartier et
al. [151]. Pour notre part, nous avons étudié ce systéme par des simulations
numériques discretes.

Stop

(a) (b)

e < eStart( e > e

F1G. 6.1 — Un grain sur une pente rugueuse, (a) au repos, (b) en écoulement.
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La figure 6.1 représente le systéme simulé. On note en particulier que
la rugosité est constituée de grains jointifs en tous points identiques & celui
qui s’écoule. Au repos, le grain se trouve bloqué entre deux grains de la
rugosité. Le grain quittera le piége formé par ces deux grains lorsque ’angle
0 sera supérieur a Ogiqr¢- Un simple argument géométrique permet alors de
déterminer le seuil d’écoulement Osiq = .

Accéléré par la gravité et ralenti par les chocs et le frottement sur le
socle, le grain atteint une vitesse stationnaire V'(#), dans un certain inter-
valle d’inclinaison (pour des inclinaisons plus élevées, le grain est accéléré).
La figure 6.2 indique les résultats obtenus numériquement pour le systéme
précédent. Elle montre que si 'on diminue I’inclinaison, le grain ralentit et
s’arréte brutalement (il y a une plage de vitesse inaccessible) pour une incli-
naison 0g,, = 5.5° d’origine dynamique. Cette figure est tout a fait analogue
a celle obtenue expérimentalement par Quartier [151].
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Fi1G. 6.2 — Vitesse du grain en fonction de la pente. Pour de plus grandes
pentes, le grain est accéléré et on ne peut plus définir de vitesse stationnaire.
Vitesse adimensionnée par \/gd.

Le modéle proposé par celui-ci et sur lequel nous reviendrons au para-
graphe 10.3.1, permet de décrire ce comportement, en faisant jouer un role
prépondérant au piégeage du grain par la rugosité. Lorsque l'inclinaison di-
minue, le grain subit de plus en plus I'influence de la rugosité, et lorsque sa
vitesse devient inférieure & la vitesse de libération des piéges, il s’arréte. La
rugosité conduit ainsi a I’hystérésis entre 0giqrt €t Ogiop-
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6.1.2 Hauteur de départ et hauteur d’arrét

Considérons maintenant I’écoulement d’une couche d’épaisseur H sur un
plan incliné de 6. Il faut que le socle soit suffisamment rugueux pour accrocher
Pécoulement (non glissement), sans quoi toute la couche coule en bloc. Les
seuils d’écoulement dépendent alors de I'inclinaison mais aussi de I’épaisseur.
On définit donc des épaisseurs de démarrage Hgiqre(6) et d’arrét Hgyop(6),

représentées sur la figure 6.3. L’épaisseur d’arrét, mesurée pour divers couples
matériau-rugosité [165, 53, 143|, est décrite par :

Histop(6) _ 0 — 0

i~ Paa, (6.1)

Les parameétres 6, et 0y; (bornes pour un écoulement épais ou mince)
et B (longueur d’influence de la rugosité) dépendent du couple matériau-
rugosité (en dimension deux, ils sont d’ordre 6,, =~ 13°, 0y ~ 35° et B/d ~ 1
et en dimension trois 6,, ~ 25°, Oy ~ 40° et B/d ~ 5). 0,,, est 'angle d’arrét

d’une couche infiniment épaisse (il peut étre assimilé a ’angle de frottement
interne du matériau ¢).
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FiG. 6.3 — Epaisseur d’arrét (Hsiop(0) en trait plein) et de démarrage
(Hstart(0) en tireté) en fonction de 6.

Un modele rhéologique simple [37] permet de justifier la forme de la
courbe Hgyop(#). Les simulations numériques de M. Prochnow [150| montrent
que la compacité v est constante dans 1’épaisseur de la couche en écoule-
ment. Dans ce cas, la conservation de la quantité de matiére indique que
N(y) = a(H —vy) avec a = pprg. De méme, la conservation de la quantité de

mouvement indique que S(y) = tan(f)N(y). Pour la plage d’angle étudiée,
nous considérerons que tan(f) ~ #. On a donc :



134 Seuils et hystérésis

S(y) = af(H —y) (6.2)

Trois forces s’opposent au mouvement et constituent 1’expression de S(y).

— La premiére, notée ST, est liée au frottement dynamique entre les
grains. Par analogie avec le frottement de Coulomb, on écrira : S¥ =
tan(@) N (y) =~ ¢N(y) ou tan(¢) est le coefficient de frottement interne
du matériau.

— La deuxiéme, notée SC, est liée aux chocs entre les grains. Contrai-
rement au premier terme, elle dépend du taux de cisaillement 4 (fré-
quence des chocs). On peut donc ’écrire sous la forme 7%, comme pour
un fluide newtonien, ou la viscosité 7 peut elle-méme dépendre du taux
de cisaillement.

— La troisiéme, notée SP, est liée a l'effet de piégeage des grains dans
la rugosité. On peut penser que ce piégeage disparait pour un angle
élevé baptisé 0y7. Dans une analyse au premier ordre de I'inclinaison,
on écrira SP = b(0y; — ). On peut par ailleurs penser que cette force
de piégeage est maximum prés de la paroi et s’atténue lorsque 1'on
s’éloigne.

Au socle, on a donc :

S(0) = SP(0)+ S°(0) +5F(0) (6.3)
= ON(0) = b0 —6) +15(0) + aH¢ (6.4)
LA0) = a0 — ) H : b(0 — Orr) 65)

Ce taux de cisaillement s’annule au socle pour :

b(Or — 0)
H = Hgyop(0) = a0 —3) (6.6)
On suppose alors que le taux de cisaillement s’annule rapidement depuis
le socle jusqu’en haut de la couche (remontée de la rugosité).
Par contre, la dynamique du départ est encore mal comprise. Du fait de sa
ressemblance avec la courbe Hgtop(#), nous donnerons a la courbe Hgyar(6)

la méme forme mathématique mais avec des paramétres B, 6,,, et ¢ différents.
Mode opératoire

Nous avons donc procédé & des mesures systématiques de ces courbes
Hstop(0) et Hgiare(0) pour différents types de matériaux (Tab. 6.1) et dif-
férents types de rugosité (trois moquettes dont ’état de surface changeait
notablement la taille des piéges). Pour ce qui est des matériaux, nous avons
voulu choisir un sable particuliérement anguleux (Fig. 6.4) afin qu’il se dif-
férencie bien des autres matériaux.
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TAB. 6.1 — Matériaux utilisés.

billes de verre graines de moutarde sables anguleux
d=15mm d=2mm 087<d<1040ulld<d<1.2mm

F1G. 6.4 — Photographie d’un grain de sable.

Nous avons utilisé un plan incliné alimenté par un réservoir (voir an-
nexe D et figure 6.5) de 2 m de long sur 70 c¢m de large, en espérant ainsi
s’affranchir des effets de bord. L’inclinaison et sa vitesse de variation sont
controlées par un vérin. L’écoulement est filmé par une caméra numérique
haute résolution (1280 x 1024) & 24 images par seconde. Les outils d’ima-
gerie (décrits dans 'annexe D) permettent alors la mesure de la vitesse de
I’écoulement, de la hauteur, ainsi que de l'incertitude sur ces grandeurs.

F1G. 6.5 — Schéma du plan incliné.

Les mesures d’épaisseur d’arrét sont généralement obtenues en diminuant
I'inclinaison d’un écoulement stationnaire d’épaisseur connue jusqu’a ’angle
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d’arrét. Pour ’angle de départ, on incline une couche immobile de grains
d’épaisseur connue jusqu’au départ. Pour éviter de devoir remplir trop sou-
vent le réservoir du plan incliné, nous avons suivi une démarche plus économe
en grains (Fig. 6.6). On part d’'une couche immobile de hauteur connue et
uniforme. On augmente I'inclinaison du plan jusqu’a I’écoulement. On a ainsi
le premier point de la courbe de départ (Hgiert). L'écoulement n’étant pas
alimenté par le réservoir, I’épaisseur de la couche diminue jusqu’a arriver a
la hauteur d’arrét. On a alors le premier point de la courbe d’arrét (Hgop).

On peut recommencer 'opération tant qu’il reste une épaisseur non nulle de
matériau.

Ecoulement

:%\
s |

-

Arrét

Fi1G. 6.6 — Mesures de Hgiop et Hgiart. Protocole opératoire. En trait plein
Hsiop, en trait tireté Hgyqre.

Mesures et résultats

A titre d’exemple, nous ne présenterons ici que deux séries de données

(Fig. 6.7 et 6.8). L’ensemble des résultats se trouve dans I’annexe E. Les
courbes sont des courbes d’ajustement, en trait plein pour ’arrét et en tiretés
pour le départ.

Les courbes de démarrage et d’arrét obtenues sont du méme type que
celles mesurées par O. Pouliquen [143] et S. Douady [54]. Cette série de
mesures valide donc notre dispositif expérimental et notre mode opératoire.
Les résultats sont reproductibles a différentes dates, ce qui indique que les
grains ne s’altérent pas et que les fluctuations de température et d’humidité
atmosphérique ne modifient pas de facon notable le comportement des ma-
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F1G. 6.7 — Mesures de Hgiop et Hgiqre pour différents matériauz et méme
rugosité (moquette ayant la rugosité la plus importante). En symboles opaques
et en trait plein, mesure et ajustement de Hgiop. En symbole ouvert et en
trait tireté, mesure et ajustement de Hgiari- En noir les billes de verre, en
rouge les graines de moutarde, en vert le sable de grande taille et en bleu le
sable de taille moyenne.

F1G. 6.8 — Mesures de Hgyop et Hgiqre pour différentes rugosités et méme
matériau (billes de verre). En symboles opaques et en trait plein, mesure et
agustement de Hgiop. En symbole ouvert et en trait tireté, mesure et ajuste-
ment de Hgiart- En noir la rugosité la plus grande, en vert la plus faible, en
rouge la rugosité intermédiaire.
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tériaux. Au vu de I’ensemble des résultats, on peut remarquer les tendances
suivantes :

— Les courbes du verre et des graines de moutarde sont relativement
proches par rapport a celles des deux sables. Malgré la différence de
taille des grains de sable fins et gros, leurs courbes d’arrét et de dé-
marrage sont confondues. L’effet de taille des grains est négligeable par
rapport a l'effet de leur angularité.

— Pour les sables, un changement de rugosité n’a que peu d’effet. Il faut
se placer sur une surface trés lisse (une planche en bois) pour avoir
une différence notable des courbes d’arrét et de départ. Par contre,
pour les grains sphériques (verre et moutarde), les différentes rugosités
modifient notablement ces courbes. Si la rugosité est trop faible, les
grains roulent dessus et I’écoulement stationnaire n’est jamais observé.
C’est le cas pour les graines de moutarde sur la moquette la moins
rugueuse ou pour les sphéres sur le bois. L’effet de la rugosité est
important pour un matériau a grains sphériques mais limité pour des
grains anguleux.

Nous pouvons reformuler ces deux observations :

— Pour des matériaux anguleux, la contrainte de piégeage des grains dans
la rugosité est faible par rapport aux contraintes liées aux chocs entre
grains et au frottement entre grains.

— Pour des grains sphériques, 'effet de piégeage joue un réle important.

Ainsi, les courbes d’arrét (Hgop(0)) et de départ (Hgiqr(6)) résument les

conditions d’écoulement propres & un matériau et a la rugosité sur laquelle
il s’écoule.

6.1.3 Ecoulement stationnaire uniforme

Dans le régime stationnaire d’écoulement au-dessus du seuil, les dépen-
dances de la vitesse adimensionnelle & la surface de ’écoulement (nombre
de Froude Fr) en fonction de H et de 6 s’expriment sous la forme d’une loi
d’échelle, mise en évidence par O. Pouliquen [143] et confirmée par simula-
tions numériques [150, 180] :

V(H,0) H
Fr(0,H) = = 6.7
(6, H) o g oo (0) (6.7)
Remarquons que ’on peut aussi écrire cette loi en fonction de Gsfop :
ﬁHHStOp ( 0 )
Fr(0,H)=p0+ -1 6.8

On note aussi que cette loi d’échelle ne prédit pas une vitesse nulle pour
H = Hgiop(Fr = (), mais plutét que la vitesse diminue progressivement
jusqu’'a H = 0. Ce qui n’est pas observé.
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Dans la suite, nous utiliserons systématiquement la vitesse a la surface de
I’écoulement pour déterminer le nombre de Froude. Ceci introduit un facteur
environ deux par rapport aux mesures d’O. Pouliquen qui utilise plutot la
vitesse moyenne dans I’épaisseur.

6.1.4 Comportement prés de ’arrét

En fait, la loi d’échelle est vérifice pour H > kHg;,p, avec k un facteur
numérique dépendant du matériau qui vaut environ 1.5. Nous avons étudié
I’écart & cette loi pour des épaisseurs d’écoulement inférieures, s’approchant
de la hauteur d’arrét (Fig. 6.9 (a)). Des mesures des corrections a la loi
d’échelle prés du seuil ont été réalisées [165], soit directement pour des billes
de verre (Fig. 6.9 (b)), soit au niveau du front arriére d’'un écoulement dont
Palimentation en matériau était coupée (écoulement stationnaire mais non
uniforme).

Ja (b)

0.6
3L
Fr .l | Fr 04}
1 [ 0.2 | —a—
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/ Stop(0) H/HStop(e)

F1G. 6.9 — Limite de la loi d’échelle. (a) Représentation schématique. (b)
Mesure pour des billes de verre de 1.5 mm de diamétre, pour la plus grosse
rugosité. La droite correspond a la loi d’échelle. (0 = 23.2°, Hgyop = 6 mm, H
variable).

On retrouve la loi d’échelle pour H suffisamment grand. La droite passant
par ces points passe par zéro et a une pente de 0,25. Celle trouvée par O.
Pouliquen pour des billes plus petites a une pente de 2x0,136 = 0, 272. Nous
n’avons réalisé les mesures que pour un seul angle.

Les mesures pour H voisin de Hg;,p, sont, a notre connaissance, inédites.
On observe bien I’écart a la loi d’échelle soupgonné. Nous avons donc pour-
suivi les recherches sur le sable qui permet une mesure de la hauteur par
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coupe laser. L’inconvénient du sable est qu’il est difficile d’obtenir un écou-
lement stationnaire et uniforme de faible vitesse. Pour contourner cette dif-
ficulté, nous avons testé le mode opératoire du front arriére décrit par la
figure 6.10.

(a)

F1G. 6.10 — Mode opératoire du front arriére. (a) Situation ot ’écoulement
est alimenté par le réservoir. (b) Alimentation stoppée. Le front arriére cor-
respond a la zone transitoire encore en écoulement.

La procédure expérimentale est alors la suivante : on coupe ’arrivée de
grains d’un écoulement stationnaire uniforme, ce qui crée un front arriére qui
fait la transition entre I’écoulement stoppé et I’écoulement aval. Les mesures
sont alors réalisées en un point fixe du front arriére. On a donc accés pen-

. N H . H e .
dant environ une seconde a F'r(t) et m(t}, soit F'r( HStop) en éliminant la

variable t.

Le front arriére comporte donc toutes les hauteurs (et vitesses associées)
comprises entre H et Hgyop(0). Mais les mesures prises dans le front arriére
(Fig. 6.11) sont des mesures de hauteur et de vitesse d’'un écoulement non
uniforme dans le référentiel du plan incliné. Nous nous appuierons sur deux
hypothéses pour exploiter ces couples hauteur-vitesse :

— Il nous semble que le front arriére se déplace & vitesse constante et
identiquement a lui-méme. Dans le référentiel de ce front (référentiel
en translation par rapport au référentiel du plan), I’écoulement est
stationnaire mais pas uniforme.

— En surface, nous observons a la fois une diminution de 1’épaisseur (de
H a Hgtop) et de la vitesse (de V(H,6) a 0) dans la zone du front.
Cependant, on ne sait pas ce qu’il en est dans le volume. Des expé-
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Fi1G. 6.11 — Variation du nombre de Froude et de la hauteur au passage du

front arriére. Les carrés moirs correspondent auz nombres de Froude et les

\ H
cercles a
HStop

riences [7] indiqueraient 1'existence de zone statique au voisinage d’un

socle trés rugueux, mais cela reste sujet a controverse. Nous ferons I’hy-

pothése d’une transition abrupte de toute la couche lorsque H atteint
HStop-

En faisant correspondre les données H(t) et V' (t) pour chaque ¢, on ob-

tient la figure 6.12 représentant la variation du nombre de Froude en fonction

de la hauteur adimensionnée (les barres d’erreurs représentées correspondent

aux erreurs maximum). Pour des valeurs de HH suffisamment grandes, la fi-

gure 6.12 indique que la loi d’échelle est vérifiée. La pente ( de la loi d’échelle
est deux fois et demi plus élevée pour le sable (0,62) que pour le verre (0,25).
Cette différence n’est pas choquante compte - tenu de la grande différence
de comportement déja observée dans les mesures d’épaisseur d’arrét et de
départ entre ces deux matériaux.

L’ajustement des zones décroissantes des courbes F'r(t) et H(t)/H stop(6)
(Fig. 6.11) par des fonctions simples, respectivement des polynoémes d’ordre
un et deux, permet de déterminer une fonction unique f, telle que Fr =

f ( Hg ) (courbe en trait plein sur la figure 6.12). Ceci permet d’éliminer
op

une partie du bruit lié aux mesures expérimentales.

De plus, la figure 6.12 semble indiquer qu’il y a une variation continue du
nombre de Froude avec I'épaisseur. Toutefois, des mesures directes [158] (c’est
a dire en écoulement stationnaire uniforme), effectuées au plus prés de I'arrét
indiquent, pour une épaisseur donnée, une transition brutale, c’est & dire une
discontinuité de la vitesse au moment de 'arrét (Fig. 6.13). Les expériences
de dynamique de ’arrét, au chapitre suivant, indiquent effectivement une
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Fi1G. 6.12 — Nombre de Froude en fonction de Hft . Les différentes séries de
op

données correspondent a différentes inclinaisons. La droite en tiretés corres-

pond a la loi d’échelle et la courbe en trait plein représente f <H§{ )
op

transition brutale. Comme nous ’avons vu, la loi d’échelle peut s’écrire aussi
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Fi1G. 6.13 — Nombre de Froude en fonction de %, a proximité du seuil. La
op

droite en tiretés représente ’équation 6.9 et la courbe en trait plein correspond
a la lov d’échelle.

en fonction de %. La figure 6.13 permet aussi de retrouver le coefficient
op

(. La variation brutale du nombre de Froude avec 6 est ajustée par une loi
de puissance du type :
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Fr(@)zA( b —1>a (6.9)

GStop

avec o = 0.26.

Notons que cette courbe est analogue & celle que nous avons obtenue
numériquement dans le cas du grain unique (Fig. 6.2). Ce qui nous per-
met d’insister sur ’observation d’une transition brutale, c’est & dire d’une
discontinuité de vitesse au moment de I’arrét.

6.1.5 Conséquence pour le frottement effectif

La connaissance de la variation du nombre de Froude avec la hauteur
adimensionnée H/Hgy,, proche de I'arrét permet une détermination précise
du coefficient de frottement pour les faibles vitesses. Or, les variations du
frottement effectif en fonction de I'épaisseur du matériau et de la vitesse de
I’écoulement sont des informations importantes pour modéliser I’écoulement
de grains sur une pente [148, 61|, & partir des équations de Saint Venant.

Comme nous ’avons vu au chapitre 1, les équations de Saint Venant
consistent & moyenner les équations de conservation de la masse et de la
quantité de mouvement sur ’épaisseur de 1’écoulement. Ces équations ne
laissent qu’un seul paramétre & déterminer pour caractériser I’écoulement :
le coefficient de frottement effectif au socle qui dépend de 1’épaisseur et de
la vitesse (u*(H,V)). O.Pouliquen [143] a mesuré ce coefficient p*(H, Fr)
pour des écoulements stationnaires sur plan incliné, mais uniquement pour
des valeurs de H/H g, suffisamment grandes. Nous avons cherché & obtenir
les variations du frottement effectif au socle pour des écoulements prés de
Parrét (%mp —1).

Etant donné que pour un écoulement stationnaire uniforme sur un plan
incliné on a p* = tanf ~ 6, on obtient & partir de I’équation 6.1 :

f~YUFr)BOy + oH
f~YFr)B+ H

p(H, Fr) = (6.10)
avec Fr = f (%m), f étant une fonction inversible définie a partir des
mesures. Les mesures prés de I’arrét permettent de déterminer cette fonction
pour les petites valeurs du nombre de Froude.

Dans le cas des mesures effectuées par la méthode du front arriére, I’écou-
lement n’est pas uniforme. Dans ce cas, la gravité ne compense plus exacte-
ment les frottements, on a alors :

Oh(z)
Cor
K est le facteur de proportionnalité entre la pression verticale et la pression
horizontale (K = 1, d’aprés les observations dans différentes géométries qui

tanf — p* =~ K (6.11)
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indiquent que g—ﬂy“;‘ ~ 1). Les fronts arriéres que nous avons étudiés font
environ 50 ¢m de long et 5 mm d’épaisseur, donc dh/dx ~ 0,01. Cette
valeur est relativement importante au vu de la variation de p*(F'r). Toutefois,
notre hypothése de travail est que la contribution du gradient de pression
est négligeable par rapport aux effets de la gravité et du frottement effectif.
Cette hypothése revient & considérer le front arriére comme un écoulement
uniforme. C’est une hypothése forte, mais il semble que cela n’a que peu
d’influence sur les résultats, puisque par cette méthode de front arriére on
retrouve des résultats analogues & ceux d’O.Pouliquen [143].

Les figures 6.14 (a) et (b) indiquent les variations du coefficient de frot-
tement effectif en fonction du nombre de Froude et de la hauteur d’écoule-
ment. Nous n’indiquons ici que les ajustements des courbes expérimentales
par I'équation 6.10. La figure (a) a été obtenue pour les billes de verre et la
figure (b) pour le sable de taille moyenne. En fait, la forme de ces courbes
reste inchangée pour différents couples matériau-rugosité (voir Annexe E).

On remarque aussi que le raccordement jusqu’a Fr = 0 se fait de ma-
niére progressive par la fonction qui est déterminée expérimentalement par la
méthode du front arriére. Cependant, si on considére les mesures en écoule-
ment stationnaire uniforme qui indiquent une transition abrupte (Fig. 6.13),
il n’y a pas de raccordement possible, puisque toute une plage de nombre de
Froude est inaccessible.

Enfin, on observe bien sur ces courbes I'hystérésis de seuil entre le coeffi-
cient de frottement dynamique pg et le coefficient de frottement statique ps
(déduit de Hgtart), avec g < fis-

6.1.6 Role du nombre inertiel

Les figures 6.14 (a) et (b) mettent en évidence ’effet notable de I’épaisseur
sur le frottement effectif. Le frottement effectif au socle augmente lorsque
I’épaisseur diminue, c’est a dire lorsque la pression au socle diminue. Notons
que la pression au socle s’écrit P = pgH, on a donc F'r LP. Si I’on suppose
le taux de cisaillement constant, le nombre inertiel global s’écrit :

Fr
- H

H étant adimensionnée par le diametre des grains. Il est donc possible de
tracer le frottement effectif en fonction du nombre inertiel (Fig. 6.15). Cette
figure indique qu’il existe un nombre inertiel critique, fonction de H, en
dessous duquel le matériau s’arréte.

Le fait de tracer le frottement au socle en fonction du nombre inertiel
permet de remettre & 1’échelle 'ensemble des courbes. On note aussi que la
courbe a une forme similaire & celle que ’on obtient en cisaillement plan.

Afin de comparer ce résultat a ce qui a été obtenu par d’autres auteurs
dans une géométrie de plan incliné tridimensionnel, tant du point de vue

I (6.12)
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Fi1G. 6.14 — Coefficient de frottement effectif en fonction de la hauteur et
du nombre de Froude obtenu pour les billes de verre (a) et le sable de taille
moyenne (b). Ajustement avec equ. 6.10. Les points correspondent aux coef-
ficients de frottement statique ps = tan Ogsqrt.-
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Fi1G. 6.15 — Coefficient de frottement effectif en fonction du nombre inertiel
global obtenu pour les billes de verre (a) et le sable de taille moyenne (b).

expérimental (Pouliquen [143]) que numérique (Silbert [180]), nous avons
tracé sur la figure 6.16 les variations du frottement effectif en fonction du
nombre inertiel global. On observe alors un trés bon accord entre les deux
expériences pour un méme type de matériau (billes de verres), mais aussi
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un bon accord avec les simulations numériques de sphéres. Ceci valide le fait

0.6 T

0.3

Fi1G. 6.16 — Coefficient de frottement effectif en fonction du nombre inertiel
global pour un plan incliné 3D. La courbe en tiretés correspond auxr mesures
que l'on a effectuées sur les billes de verre, la courbe continue correspond
auz mesures d’O.Pouliquen sur des billes de verres (d = 0.5mm [148]) et les
cercles correspondent auzr mesures déduites des simulations numériques de

Silbert [180)].

que le nombre inertiel est le bon nombre pour décrire le cisaillement d’un
matériau granulaire.
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F1G. 6.17 — Profil de compacité (a), de vitesse (b) et de contrainte (c), pour
un plan incliné bidimensionnel. (H = 25,0 = 18°). Résultats de M. Proch-
now [150].
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Nous avons aussi mesuré le frottement effectif en fonction de I & travers
les simulations numériques de M.Prochnow [150]. Il s’agit ici d’un plan incliné
bidimensionnel simulé par la méthode de dynamique des contacts. Les profils
de compacité, de vitesse et de contraintes sont représentés sur la figure 6.17
pour une inclinaison donnée. La connaissance de ces profils permet de faire
cette fois-ci une mesure locale du nombre inertiel. Il est alors possible de
tracer le profil du nombre inertiel pour une couche de grains en écoulement
sur un plan incliné. La figure 6.18 représente la variation de ces profils en
fonction de l'inclinaison pour des écoulements de méme épaisseur.

0.25

Fi1G. 6.18 — Profil du nombre inertiel pour un plan incliné bidimensionnel,
pour différentes inclinaisons. (H = 40).

Cette figure indique que le nombre inertiel augmente avec l'inclinaison,
ce qui correspond au fait que le matériau est plus fortement cisaillé pour
des inclinaisons élevées. Elle montre aussi qu’en premiére approximation, on
peut considérer le profil de I comme constant au centre de la couche de
grains. L’augmentation de I prés de la surface libre & un effet du nombre
G)p qui traduit le rapport des force de pression sur les force de gravité (voir
§4.2.3 et § 9.2.2). Dans la suite, on ne tiendra pas compte des zones proches
de la surface libre. Par contre, on note 'existence de déviations importantes
prés du socle.

La figure 6.19 présente une comparaison entre les mesures de frottement
sur plan incliné et en cisaillement plan. Notons ici que 'on compare des
résultats issus de deux méthodes de simulation différentes : la dynamique
des contacts (plan inclingé) et la dynamique moléculaire (cisaillement plan).
Cependant, on a vérifié en comparant des systémes identiques simulés par
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F1G. 6.19 — Coefficient de frottement effectif en fonction du nombre inertiel
pour des systémes bidimensionnels. La courbe (plan incliné) et les carrés
noirs (cisaillement plan sans gravité) correspondent auzr mesures pour des
nombres inertiels globauz. Les symboles de couleur correspondent auz mesures
locales.

I'une ou l'autre méthode que la méthode de simulation n’a pas d’influence
sur la mesure du frottement effectif et du nombre inertiel.

On remarque alors que le frottement effectif varie qualitativement de la
méme maniére dans les deux géométries. Toutefois, le frottement en fonction
du nombre inertiel global est plus faible en cisaillement plan que pour le plan
incliné. Si, par contre, on tient compte des variations de I(y), on remarque
que pour un coefficient de frottement donné (c’est a dire pour un angle 6
donné) on balaye une gamme de I qui s’étend de la valeur globale mesurée
au centre de I’écoulement & la valeur au socle. On note alors que la valeur
au socle correspond & la valeur de I en cisaillement plan pour un méme
frottement effectif.

Notons enfin que cette diminution du frottement effectif avec la pression
rejoint les observations de J.Dent [59]. J.Dent explique que ce serait cette
diminution du coefficient de frottement interne avec la pression qui serait
responsable du déclenchement des avalanches dans les couches de neige pro-
fonde.

6.2 Cisaillement annulaire

Il est aussi possible d’observer cet hystérésis de seuil en rhéométrie a
contrainte controlée, dans une géomeétrie de Couette (cisaillement annulaire,
géomeétrie analogue a celle utilisée a vitesse imposée dans la premiére partie).
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Les essais ont été réalisés avec un rhéometre Bohlin C-VOR (Fig. 6.20)
équipé d’un scissomeétre (six pales, diametre = 2,5 ¢m, hauteur = 4,5 c¢m)
ou d’un cylindre intérieur rugueux (diametre = 2,4 ¢m, hauteur = 3,4 cm)
inséré dans une cuve rugueuse (diameétre = 3,7 em, hauteur = 6,0 ¢m). Dans
la suite, on appelle R; et R, le rayon du cylindre intérieur (ou du scissométre)
et le rayon de la cuve. La hauteur du cylindre est notée h. Les résultats sont
identiques avec les deux géométries. La géométrie du scissométre a permis de
tester qu’il n’y a pas d’effet de glissement sur le cylindre intérieur. De plus,
cette géométrie est réputée pour étre un trés bon équivalent de la géométrie
de Couette [14].

Fi1G. 6.20 — Photographies du rhéométre et des deux géométrie utilisées.

La distribution de la contrainte de cisaillement est hétérogéne dans cette
géométrie, de sorte que le taux de cisaillement n’est pas homogéne. A la
différence des simulations numériques de cisaillement annulaire & vitesse im-
posée (voir § 4.3), la pression radiale n’est pas controlée. De plus, le matériau
granulaire au repos n’est pas confiné, et peut donc se dilater verticalement
sous cisaillement. De récentes expériences ont montré, pour des faibles dila-
tations dues & une fluidisation, que ceci ne change pas significativement le
profil de vitesse [109]. Nous ne présentons que les grandeurs macroscopiques :
contrainte en fonction du taux de cisaillement apparent 4, (voir § 4.3). La
gamme de contrainte et de taux de cisaillement étudiée ici correspond & celle
étudiée en rhéométrie IRM (o quelques centaines de Pa et 4, de environ 10
4100 s71).

Notons aussi que pour éviter de perdre de la matiére lors de certaines
expériences, nous avons placé un couvercle transparent au dessus de la cuve
contenant le matériau. Le couvercle se trouvant & quelques mm de la surface
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libre, il autorise une légére dilatance du milieu. Toutefois, pour des régimes
fortement cisaillés, il bloque la dilatance du matériau. On observe, cependant,
un comportement similaire entre les expériences avec et sans couvercle.

Les matériaux sont des billes de polystyréne (diameétre = 200 — 300 pm),
deux types de billes de verre (350 — 390 pm et 500 um) ainsi que du sable de
Fontainebleau (une centaine de um) pour lesquels les résultats se sont révélés
qualitativement similaires. Il existe, toutefois, une différence notable dans la
loi de comportement entre les billes et le sable de Fontainebleau. Ceci peut
s’expliquer par le fait que le sable est composé de particules dont la forme
et la taille (entre 100 et 200 um) est quelconque, alors que les billes sont de
forme sphérique et peu polydisperse.

De facon a ne pas étre dépendant du mode de mise en place de I'échan-
tillon dans le théomeétre, on précisaille vigoureusement le matériau (fort taux
de cisaillement 4 = 50 s~! pendant 10 s) jusqu’a atteindre un état station-
naire dans lequel I’ensemble du matériau semble en écoulement (on 1'observe
a la surface libre). Les mesures sont effectuées immédiatement aprés sans
temps de repos.

6.2.1 Boucle d’hystérésis

Un essai typique consiste & faire une rampe de contrainte en montée
puis en descente. La contrainte est augmentée logarithmiquement, avec un
arrét de une a quelques secondes pour chaque valeur de contrainte. Ainsi une
rampe de contrainte a une durée de quelques secondes a plusieurs centaines
de secondes. On mesure alors le couple instantané, sans nécessairement avoir
atteint un régime stationnaire.

Les figures 6.21 (a) et (b) indiquent les rhéogrammes obtenus lors d’un
tel essai pour des billes de polystyréne et des billes de verre. Afin de pouvoir
comparer les rhéogrammes pour des matériaux différents (dont la taille des
particules sont différentes), nous présenterons les rhéogrammes contraintes
o en fonction du taux de cisaillement apparent & la paroi 7,. Il est donc
nécessaire de convertir les grandeurs mesurées par le rhéometre (couple C' et
vitesse de rotation 2), de la maniére suivante :

C

= — 1
7 2nR?h (6.13)
QR; d
_ _ 14
) QR;
T = d (6.15)

Les figures 6.21 (a) et (b) indiquent l'existence d’un seuil d’écoulement,
observé a la montée, et d’un seuil d’arrét, observé a la descente. Cet hystérésis
de seuil est observé pour ’ensemble des matériaux que l'on a étudié. Les
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F1G. 6.21 — Rhéogramme (en noir la montée, en blanc la descente) (a) Billes
de polystyréne (200 pm). Rampe entre 75 et 107 Pa en 60 s (montée) et
descente en 60 s. (b) Billes de verre (500 pum). Rampe entre 180 et 238 Pa
en 30 s et descente en 30 s.

figures 6.22 (a) et (b) montrent clairement cet hystérésis pour le sable et les
billes de verre. Du fait de la forme de ces courbes, on peut parler de boucle
d’hystérésis.

Les figures 6.22 (a) et (b) montrent les résultats obtenus pour des essais
effectués a plusieurs heures d’intervalle. On vérifie ainsi la reproductibilité des
expériences. On remarque en particulier que le comportement du matériau
(loi de comportement o(%) dans le régime liquide) et le seuil d’arrét sont
bien reproductibles. Par contre, le seuil de mise en écoulement est sensible
aux conditions extérieures (vibrations, préparation, ...) et donc n’est pas
reproductible.

En outre, la figure 6.23 indique que la vitesse de la rampe n’a pas d’effet
sur le régime d’écoulement. Par contre, on observe que le seuil d’arrét est
modifié pour des vitesses de rampe élevées. Effectivement, si on diminue trop
rapidement la contrainte on mesure des vitesses qui sont liées a la dynamique
de l'arrét du matériau (voir Chap. 7). Ainsi le seuil d’arrét ne peut étre défini
que pour des vitesses de rampe suffisamment faibles.

Remarquons enfin que le taux de cisaillement (,) critique, pour lequel
le milieu granulaire est dans sa "phase liquide", varie notablement : entre
environ 100 et 10000 s~! selon le type de matériau. En exprimant la masse
d’un grain et la pression au sein du matériau, cette gamme de +, peut étre
directement reliée au nombre inertiel I :
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Fi1G. 6.22 — Rhéogramme pour 2 essais identiques en trait tireté et en trait
plein. (a) Billes de verre (370 um). Rampe de 50 6 300 Pa en 900 s (montée)
et 900 s (descente). (b) Sable de Fontainebleau (100 pum). Rampe de 600 a
1300 Pa en 50 s, de 1300 a 400 Pa en 75 s.
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FiG. 6.23 — Effet de la vitesse de la rampe : En noir montée et descente en
940 s, en rouge 470 s, en vert 352 s et en bleu 29 s. Billes de polystyréne
(200 pm).
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Pour une hauteur A de 5 ¢cm, on a I = 1.49,d. La gamme de I critique est
autour de 1.

6.2.2 Comportement autour de ’arrét

Les observations font apparaitre différents régimes.

Le premier régime — contrainte croissante et faible taux de cisaillement —
correspond & un régime ol on peut qualifier le matériau de solide élastoplas-
tique. Pour de petites contraintes, on observe une augmentation progressive
du taux de déformation apparent moyen, par petits a-coup. On peut penser
qu’il s’agit de changements irréversibles de configuration [40, 102, 133].

Puis pour une contrainte critique ogy,, on observe la transition solide-
fluide. Il y a alors une augmentation brutale du taux de déformation (plu-
sieurs décades). Ceci correspond au deuxiéme régime caractérisé par le pla-
teau du rhéogramme (pour la valeur ogy).

Comme nous ’avons remarqué, cette contrainte critique dépend de fac-
teurs extérieurs. En fait, sous contrainte, le matériau présente une extréme
sensibilité aux perturbations, ainsi, il se mettra brutalement en écoulement
s’il ressent une légere vibration (produite par le rhéomeétre par exemple). Une
vibration controlée (une petite tape sur la table du rhéométre) permet de dé-
clencher I’écoulement toujours & la méme contrainte. Il est aussi possible que
la vitesse de la rampe affecte le seuil d’écoulement, mais il est impossible de
différentier cette cause de perturbations extérieures. Toutefois, on peut pen-
ser que pour des vitesses de rampe suffisamment lentes, ’effet de la vitesse de
la rampe est négligeable. Enfin, on a remarqué que le seuil d’écoulement est
modifié par la préparation du systéme. En particulier, si ’on ne précisaille
pas le matériau, plus la compacité initiale sera grande plus la contrainte
critique sera élevée. Afin de s’affranchir de cette sensibilité, nous avons sys-
tématiquement cisaillé fortement le matériau avant ’essai. Etant donné que
le systéme est extrémement sensible aux faibles perturbations (les vibrations
provenant du rhéomeétre), nous n’avons pas pu étudier le seuil d’écoulement
avec précision.

On remarque de plus que cette transition solide-fluide est associée a une
chute de la force normale mesurée sur 1’axe de rotation du rhéométre dans la
direction verticale (Fig. 6.24). On observe effectivement que la force normale
chute (de 17 & 5 u.a.), lorsque le milieu se met en écoulement. Dans le méme
temps, on observe & la surface libre, que le matériau vient occuper 1’ensemble
de I'espace disponible dans la cuve qui est fermée par un couvercle. Il semble
que l'on peut associer cette variation rapide de la force normale avec la
chute de la compacité en écoulement observée lorsque le matériau se met en
écoulement (voir chapitre 4).

Dans le troisiéme régime — pour des taux de cisaillement apparents et des
contraintes élevés — le matériau se comporte comme un fluide. La transition
entre le deuxiéme (plateau) et le troisiéme régime pourrait indiquer qu’il
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F1G. 6.24 — Variation de la force normale en fonction de la contrainte (les
cercles). La courbe en trait plein correspond a la déformation en fonction de la
contrainte, elle indique le seuil d’écoulement. Billes de polystyréne (200 pum,).
Montée de 80 a 130 Pa en 352 s.

y a un changement brusque de I’aspect de 1’écoulement. Les observations
faites & la surface libre semblent effectivement montrer que ’ensemble du
matériau compris dans I'entrefer et non seulement la bande de cisaillement
s’écoule dans le troisiéme régime. Ceci suggére qu'une couche de 'ordre de
25 particules est cisaillée a un taux sensiblement plus grand que ce qui est
observé dans la queue des profils de vitesse exponentielle. Cette valeur est
sensiblement plus grande que celle trouvée pour des bandes de cisaillement
typiques (autour de 10) [130, 109].

Dans ce troisiéme régime, la contrainte et le taux de cisaillement aug-
mentent de concert. On remarque aussi que le comportement du matériau
est réversible ; la courbe de descente est identique a la courbe de montée. Il
n’y a donc pas d’effet mémoire : la loi de comportement o(7,) est unique;
elle ne dépend pas de la préparation du systéme, ni de la vitesse de la rampe
de contrainte.

De plus, comme le montrent les figures 6.25 (a) et (b), on observe que la
loi de comportement est une loi de puissance du type :

o= a'yé3 (6.17)

L’exposant § vaut 1.2 pour les billes de polystyréne et les billes de verre,
et 1.7 pour le sable de Fontainebleau. Ces valeurs correspondent & un com-
portement rhéoépaississant. Des expériences rhéométriques effectuées a vi-
tesse imposée indiquent également une transition d’un régime indépendant
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Fi1G. 6.25 — Contrainte en fonction du tauz de cisaillement apparent : loi
de comportement dans le régime fluide. (a) Billes de polystyréne. En blanc
vitesse de rampe rapide, en noir vitesse de rampe lente. La droite correspond
a une droite de pente 1.2. (b) Sable de Fontainebleau. En blanc vitesse de
rampe rapide, en moir vitesse de rampe lente. La droite correspond o une
droite de pente 1.7.

du taux de cisaillement & un régime pour lequel la contrainte varie en loi de
puissance avec le taux de cisaillement [5, 186, 47, 79, 173]. Les expériences
et les simulations [12] donnent un exposant qui varie entre 0 et 2. La valeur
des exposants mesurée pour les billes et le sable est intermédiaire entre la
valeur correspondante a un fluide newtonien (1), et celle correspondante &
une loi du type Bagnold (2).

Si on diminue la contrainte depuis le régime fluide, on peut définir un
quatriéme régime. Bien que 1’on soit sous la valeur de la contrainte critique
de transition solide-fluide, le matériau reste dans un état fluide. Ce régime
est donc tout a fait analogue au troisieme régime. On a toujours une re-
lation contrainte - taux de cisaillement bien définie. La courbe est 14 aussi
réversible : si on réaugmente la contrainte, on passe par les mémes états. A
nouveau, il n’y pas d’effet de mémoire, ni de la vitesse de la rampe, si celle-ci
est suffisamment faible. En outre, ’écoulement est stable : dans ce régime,
si on fixe une contrainte, on définit un taux de cisaillement, et inversement.

Il est & noter que dans ce régime, on observe un décrochement du taux de
cisaillement apparent. La figure 6.26 présente un agrandissement des rhéo-
grammes dans cette zone. On observe ainsi que pour une contrainte donnée
le taux de cisaillement diminue rapidement, mais le matériau ne s’arréte pas,
il reste fluide. Ce décrochement correspond au moment ou le matériau, se
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F1G. 6.26 — Variation du tauz de cisaillement en fonction de la contrainte :
décrochement. En noir vitesse de rampe élevée, en blanc vitesse de rampe
lente. Billes de polystyréne.

compactant sous gravité, n’est plus en contact avec le couvercle transparent.
Ceci est donc lié & I'augmentation brutale de la compacité, lorsque le mi-
lieu ralentit. Notons que 1’on observe aussi une variation de la force normale
pour cette valeur de la contrainte. En dessous de celle-ci, le milieu continue
donc de s’écouler, mais on observe cette fois-ci que ’écoulement ne concerne
qu’une petite bande de cisaillement proche du cylindre intérieur.

Enfin, en dessous d’une certaine contrainte critique, org, on observe la
transition fluide-solide correspondant au deuxiéme plateau du rhéogramme.
On remarque, en particulier I’hystérésis de seuil org < ogr, analogue a ce
qui est observé sur plan incliné, c’est & dire une chute soudaine du taux de
cisaillement.

Pour résumer, il faut remarquer que la boucle d’hystérésis décrit le com-
portement du matériau dans son état solide et fluide. Les transitions solide
fluide et fluide solide sont associées & une variation brusque du taux de
cisaillement pour deux contraintes critiques : org et ogr. Ces transitions
correspondent aux plateaux du rhéogramme; ceux-ci indiquent que pour
une contrainte donnée (opg ou ogy) il existe toute une gamme de taux de
cisaillement. Ceci rappelle les mesures de couple effectuées a vitesse impo-
sée (Chap. 2) : le couple reste constant pour toute une gamme de vitesse
de rotation. Nous pensons que les observations a vitesse imposée d’un pro-
fil de vitesse exponentiel avec localisation du cisaillement dans une petite
bande prés du cylindre de rotation [130, 109] sont faites pour des taux de
cisaillement correspondants au plateau du rhéogramme & force imposée. Ef-
fectivement les expériences & vitesse imposées sont faites pour des taux de
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cisaillement apparent a la paroi 7, inférieurs a 200 s71, or les expériences &
contraintes imposées semblent indiquer un changement de régime pour des
taux de cisaillement supérieurs.
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F1G. 6.27 — Simulations numériques & vitesse imposée bidimensionnelles. (a)
Contrainte en fonction de *,. (b) Frottement effectif en fonction du nombre
inertiel apparent a la paroi.

Nous avons voulu comparer ces observations avec les simulations de ci-
saillement annulaire & vitesse imposée, que 'on a déja traitées au chapitre
4. Pour une simulation donnée, nous avons calculé la contrainte & la paroi
du cylindre intérieur o, ainsi que le taux de cisaillement apparent & la pa-
roi 4p. L’ensemble des simulations permet alors de tracer o(¥,) (Fig. 6.27
(a)). La figure obtenue n’est pas treés significative : Il n'y a pas de relation
simple entre la contrainte et le taux de cisaillement. En fait, les simulations
étant effectuées a pression controlée, nous avons tracé sur la figure 6.27 (b)
la variation du frottement effectif a la paroi % en fonction du nombre inertiel
apparent & la paroi I, = %. On observe alors un plateau analogue a celui
observé sur les rhéogrammes des expériences a contraintes imposées. Le pla-
teau correspond aux simulations ou la bande de cisaillement est constante
(Fig. 4.16), alors que 'augmentation du frottement avec I, est associée aux
simulations dont la bande de cisaillement est plus grande (Fig. 4.19 (b)).

Notons toutefois que ces grandeurs sont moyennées dans le temps et que
Pécart a la moyenne est d'une dizaine de pourcents sur le plateau (sur la fi-
gure 6.27 (b), les barres d’erreurs correspondent a I’écart type). Cependant,
I’écart & la moyenne peut atteindre plusieurs fois la valeur moyenne pour
les points en dehors du plateau. Ceci correspond au fait que la compacité
diminue fortement prés de la paroi intérieure pour ces simulations (Fig. 4.19
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(a)), les contacts parois particules sont alors moins nombreux et plus er-
ratiques, ce qui induit des fluctuations de contraintes importantes. Afin de
s’affranchir de telles fluctuations il faudrait simuler des systémes beaucoup
plus grands. Ceci ne permet donc pas de conclure sur la variation de la lar-
geur de la bande de cisaillement. Toutefois, nous avangons ’hypothése que
la largeur de la bande de cisaillement est constante dans le régime quasi sta-
tique correspondant au plateau, et que par contre elle varie avec le taux de
cisaillement dans le régime fluide.

Afin d’élucider, d’un point de vue physique, la transition solide-liquide
pour ces matériaux, il semble crucial d’obtenir des profils de vitesse par
des techniques spécifiques (RMN, rayon X, diffusion de lumiére) pour des
plus grands taux de cisaillement, et d’établir ainsi la correspondance de ces
données avec la rhéométrie conventionnelle.



Chapitre 7

Dynamique de ’arrét

n se propose dans ce chapitre d’aborder la question de la dynamique

de I'arrét. Comme nous l'avons fait remarquer au chapitre précédent,
le quatrieme régime correspondant a la phase fluide de 1’écoulement est un
régime stable. Nous avions alors remarqué que le matériau s’arréte & partir
d’une contrainte critique o9, qui dépend légérement de la vitesse a laquelle
la rampe de contraintes est effectuée. Nous nous intéressons maintenant a
la dynamique de I'arrét. L’expérience en géométrie annulaire consiste  faire
varier brusquement la contrainte autour de org. Nous verrons ensuite qu’il
est possible de faire I’expérience sur plan incliné en variant brusquement I'in-
clinaison autour de 6g;,,. Ces informations expérimentales seront complétées
par des informations de simulations numériques.

7.1 Bifurcation de viscosité

Lors d’une expérience de rampe de contraintes, I’écoulement d’un ma-
tériau granulaire s’arréte en dessous d’une contrainte critique org, qui dé-
pend légérement de la vitesse a laquelle la rampe de contraintes est effectuée
(Fig. 6.23). Afin de déterminer avec précision la valeur de cette contrainte cri-
tique, nous avons, a partir de I’état fluide, effectué des rampes de contrainte
décroissante jusqu’a une certaine contrainte maintenue pendant un temps
relativement long (plusieurs minutes). On s’affranchit ainsi des effets liés a
la vitesse de la rampe de contraintes. Ceci permet donc de définir les points
de fonctionnement (couple taux de cisaillement/contrainte) pour lesquels le
matériau continue de s’écouler.

Les figures 7.1 (a) et (b) représentent les résultats obtenus dans le cas
des billes de polystyréne. Afin de situer ces résultats par rapport aux boucles
d’hystérésis, nous avons tracé sur la figure 7.1 (a) la courbe noire qui cor-
respond & une boucle d’hystérésis faite pour une vitesse de rampe faible. On
remarque sur la figure (b) que lorsque 1’'on maintient la contrainte pour des
valeurs supérieures a 82,5 Pa, le matériau continue de s’écouler indéfiniment.
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Fic. 7.1 — Variation du tauz de cisaillement en fonction de la contrainte.
Rampe décroissante de contrainte avec contrainte maintenue a 90 Pa (sym-
bole rose), 85 Pa (symbole cyan), 82,5 Pa (symbole bleu), 82 Pa (symbole
vert), 81 Pa (symbole rouge), 80 Pa (symbole noir). (a) Rhéogramme. La
courbe noire correspond & une vitesse de rampe faible. (b) Agrandissement.
(Billes de polystyréne)

Par contre, on s’apercoit que le matériau s’arréte en dessous de 82 Pa. Le
seuil d’arrét se situe donc entre 82 Pa et 82,5 Pa, ce qui est une valeur 1é-
gérement supérieure a celle que 'on déduit de la boucle d’hystérésis. Ces
expériences montrent clairement que I’on ne peut pas négliger la dynamique
de I'arrét.

Afin d’étudier plus en détail la dynamique du matériau lors de la transi-
tion fluide-solide, nous avons effectué un autre type d’expérience en géométrie
annulaire et sur le plan incliné.

7.1.1 Cisaillement annulaire

Nous avons étudié le transitoire au voisinage du seuil en géométrie an-
nulaire. Pour cela, aprés le précisaillement initial, on place le matériau dans
un état fluide au-dessus de la contrainte critique solide fluide ogy, (soit en
imposant un taux de cisaillement g élevé, soit en imposant une contrainte
09 > 0sL), puis on change soudainement la contrainte a une valeur o, et
on mesure 1’évolution dans le temps du taux de cisaillement. Les figures 7.2,
obtenues pour les différents matériaux étudiés, montrent que si ¢ > org,
alors le matériau reste fluide et le taux de cisaillement évolue vers une nou-
velle valeur non nulle. En revanche, si ¢ < org, le matériau va finalement
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s’arréter, mais le temps d’arrét est extrémement sensible & o1 g — 0. Il existe
donc une plage de taux de cisaillement qui ne peut pas étre atteinte de fagon
stable. Pour ¢ < org, méme pour une toute petite différence, le taux de
cisaillement chute & zéro. On prédit donc que 1a ou le taux de cisaillement
devient inférieur & un taux de cisaillement critique §(ors) = 9., le matériau
transite dans ’état solide. C’est ce comportement que l'on appelle bifurca-
tion de viscosité. On remarque aussi, sur les figures 7.2 (a) et (c), une lente
déformation résiduelle dans 1’état solide.
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F1G. 7.2 — Variation du taux de cisaillement en fonction du temps pour (a) les
billes de polystyréne (la légende indique la contrainte initiale et la contrainte
finale), (b) le sable de Fontainebleau (la légende indique la contrainte initiale
ou le tauz de cisaillement initial et la contrainte finale), les billes de verre
(contrainte initiale de 200 Pa) (c) 500 pm et (d) 370 pum.

Notons que la contrainte critique org pour laquelle la bifurcation de
viscosité se produit correspond au plateau de contrainte dans nos essais de
rampe. La petite différence qui existe entre la valeur de la contrainte définie
par le plateau et celle mesurée par les expériences de bifurcation de viscosité,
est due au fait que la vitesse de la rampe affecte 'arrét du matériau. Pour des
vitesses de rampe rapides la dynamique de ’arrét est imposée par la rampe
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et non intrinséque au matériau. La contrainte critique org pour laquelle la
bifurcation se produit est trés exactement la méme que celle que I’on mesure
sur les figures 7.1 (a) et (b).

De plus, remarquons que ce comportement (temps d’arrét dépendant de
la contrainte appliquée) n’est pas un effet lié a I'inertie du cylindre intérieur
du rhéomeétre. Effectivement, si on applique une contrainte nulle (o = 0)
Parrét se produit en un temps trés rapide (moins d’un dixiéme de seconde).
Les temps d’arrét que I’on mesure ici sont de plusieurs dizaines de seconde.
C’est donc bien le matériau qui impose sa dynamique au systéme.

Ainsi, la transition fluide-solide en fonction de la contrainte appliquée est
discontinue : I’écoulement n’est stable qu’au-dessus d’une contrainte critique,
ou encore d’un taux de cisaillement critique.

7.1.2 Plan incliné

Nous avons aussi voulu mesuré cette dynamique de l'arrét sur plan in-
cliné, tant du point de vue expérimental [158] que numérique. Dans cette
géométrie, le changement brusque d’inclinaison est équivalent au change-
ment brusque de contrainte en cisaillement annulaire.

Ezxpériences

Les expériences sont réalisées a 1’aide du plan incliné et des graines de
moutarde (d = 2 mm) utilisés pour la mesure des courbes Hgop(6). La
rugosité du plan est constituée de la moquette la plus rugueuse. Les outils
d’imagerie permettent la mesure de la vitesse & la surface par autocorrélation
d’image. Le dispositif du plan incliné, ainsi que les outils d’imagerie sont
décrits en Annexe D.

Arrét Zone métastable Ecoulement
0 efin eStop efin estart eil’li 0
| / [ | | L1 >
| / / | | 1 | L
> >
-—
3

F1G. 7.3 — Protocole : Nous commencgons par aller vers un état stationnaire
(1) puis on diminue linclinaison soit vers un nouvel état stationnaire (2),
soit vers larrét (3).

Toutes les expériences ont été faites pour une méme ouverture du ré-
servoir (fixée & 30 mm). Ceci fixe une épaisseur H & peu prés constante,
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d’ordre 18 mm, soit H/d =~ 9. Les mesures a proximité du seuil ont été
réalisées selon le protocole suivant (Fig. 7.3) : on se place dans un écoule-
ment stationnaire uniforme & une inclinaison 6;,,; au-dela de g4+ (H) (état
considéré comme ne présentant pas d’effet mémoire puisqu’on est au-dessus
de la plage métastable). On lance I’enregistrement vidéo et immédiatement
on diminue l'inclinaison jusqu’a 6;, autour de g, (H). Cette variation de
Iinclinaison est faite a une vitesse 6 aussi rapide que possible, et constante
dans toutes les expériences. On appelle Af = 6;,,; — 0;,,. L’enregistrement
mesure I’évolution de la vitesse jusqu’a un nouvel écoulement stationnaire (si
O fin > Ostop) OU jusqu’a larrét (si Oy, < Osi0p). Les valeurs expérimentales
sont les suivantes : Ogiop = 27.7° — Ogtart = 29° — O3 = 29.2° — 6 = 1.2°/s
et 0, varie de 28.7° a 25.5°, ou encore Af varie de 0.5° & 3.7°.

La figure 7.4 (a) montre l'effet de Af sur la dynamique de 'arrét. Ces
courbes sont des courbes lissées des données brutes, qui sont présentées en
annexe E. La résolution de la méthode de mesure de la vitesse (0,5 mm/s)
suffit pour mettre en évidence le phénoméne souhaité. On observe en effet
une bifurcation de viscosité autour de g0, qui est I’analogue de o dans
le cas du cisaillement annulaire. On observe aussi la sensibilité du temps
d’arrét en fonction de A# : il varie entre 4 et 10 secondes. Il existe donc
une plage de vitesse qui ne peut pas étre atteinte de fagon stable. On peut
penser qu’un dispositif de controle de I'inclinaison plus précis et plus rapide
permettrait d’étendre cette gamme, d’une part en diminuant abruptement
I'inclinaison vers I’horizontale conduisant & un arrét trés rapide, et d’autre
part en choisissant 0y;, trés proche de 6g;,, conduisant a un arrét beaucoup
plus lent.

Simulations

Nous avons effectué des simulations numériques discrétes afin de repro-
duire la bifurcation de viscosité. Le systéme simulé par dynamique molécu-
laire est un plan incliné bidimensionnel ayant une longueur de 40 grains avec
des conditions aux limites périodiques. C’est un plan rugueux dont le socle
est constitué de grains jointifs ayant les mémes caractéristiques que les grains
en écoulement.

La couche de grains en écoulement d’épaisseur H (12, 20 et 40 diametres
de grains) est constituée de disques frottants (u = 0.4) de diamétre moyen d
(£20%) et de masse m. De plus, le systéme simulé est un systéme fortement
dissipatif (e = 0.1). k, est choisi égal a 10%, soit P/k, = 2- 1072 au socle
(H = 20), de telle sorte que le systéme peut étre considéré dans la limite des
grains rigides. Les différentes grandeurs sont adimensionnées par les échelles

naturelles de temps (\/g), de longueur (d) et de masse (m).
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F1G. 7.4 — Bifurcation de viscosité sur plan incliné. (a) Expériences (Graine
de moutarde d =2 mm,H =9). (b) Simulations (H = 20,e = 0.1, = 0.4).
Vitesse et temps adimensionnés par /gd et \/g.

II nous est alors possible de mesurer 6g;.p, en diminuant I'inclinaison pro-
gressivement jusqu’a I'arrét. On obtient : Ogop(H = 12) = 14.7°, 0510p(H =
20) = 14.25° et Og0p(H = 40) = 14.0°.

Le protocole de la simulation numérique est le méme que celui de 'ex-
périence :
clinaison d’'un angle Af. On mesure alors la vitesse moyenne de la couche
superficielle de grains en fonction du temps. Les résultats issus des simula-
tions pour les trois épaisseurs (H = 12,20 et 40) sont similaires, nous ne
présenterons donc que ceux pour lesquels H = 20. La figure 7.4 (b) montre
leffet de A6 sur la dynamique de I'arrét. Le comportement du matériau est
tout & fait similaire a celui observé expérimentalement. On observe une ex-
tréme sensibilité du temps d’arrét & A6, ainsi qu’'une plage de vitesse qui ne
peut étre atteinte de facon stable.

11 faut aussi remarquer que I’énergie cinétique moyenne par particule évo-
lue exactement de la méme maniére que la vitesse a la surface libre (Fig. 7.5).
La bifurcation de viscosité n’est donc pas uniquement localisée a la surface.

De plus, les simulations permettent de mesurer I’évolution des profils de
vitesse en fonction du temps lors de I'arrét (Fig. 7.6). On observe alors que la
vitesse diminue progressivement, mais on remarque aussi que l’arrét s’amorce
a partir du socle. Ceci correspond aux observations faites par Silbert [178].
C’est un point important que les modélisations doivent pouvoir prédire.

& partir d’un écoulement stationnaire uniforme, on diminue 1'in-
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F1G. 7.5 — Bifurcation de viscosité sur plan incliné (simulation). Variation

de Uénergie cinétique en fonction du temps pour différents changements d’in-

clinaison. L’énergie est adimensionnée par mgd et le temps par \/g.

F1G. 7.6 — Transition vers larrét. Variation du profil de vitesse avec le temps.
En noir, profil de vitesse dans l’état stationnaire, en couleur profil a différents

instants séparés de 2\/5. (b) Agrandissement prés du socle de (a). (H =
20, A0 = 12°)

7.2 Effet rebond

En outre, ces expériences de bifurcation de viscosité ont mis en évidence
un phénoméne nouveau. Effectivement, on remarque que les courbes des
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Fi1G. 7.7 — Effet rebond sur plan incliné. Variation de la vitesse en fonction
du temps. Les diminutions de l’inclinaison sont telles que l’inclinaison finale
est trés proche de Ogqop. Echelle log-log. (a) Expérience (graines de moutarde
H=9). (b) Simulation (H = 20,e = 0.1, u = 0.4, k, = 10%).

figures 7.4 présentent un minimum, pour des inclinaisons finales (6;,) su-
périeures a Og40p. On a ainsi I'impression que le matériau hésite a s’arréter :
il commence par ralentir, puis se met a accélérer jusqu’a atteindre un nou-
vel état stationnaire. Nous avons donc baptisé cet effet "effet rebond". Les
figures 7.7 (a) et (b) représentent un agrandissement des figures 7.4 (a) et
(b). Elles montrent clairement que l'effet rebond ne se manifeste que pour
des inclinaisons proches du seuil.

Nous avons vérifié la trés bonne reproductibilité de cette observation. De
plus, on observe aussi cet effet en géométrie annulaire dans le cas du stable de
Fontainebleau (voir Fig. 7.8). La aussi, on observe ce comportement prés du
seuil, lorsque la contrainte imposée finale o est légérement supérieur a oyg.
Notons, cependant que cet effet est moins visible en géométrie annulaire avec
les billes de verre ou de polystyréne. Nous avons aussi étudié 'influence de la
vitesse de variation de l'inclinaison, ou de la contrainte, sur ce phénoméne.
Dans la plage disponible de 6, nous avons observé un étalement de l'effet
mais non sa disparition (le creux de la courbe devient plus large lorsque 9
ou ¢ diminue).

Sur plan incliné, la mesure de la variation de la hauteur (Fig. 7.9 (a))
lors de l'effet rebond indique une augmentation brusque de celle-ci au mo-
ment de la réaccélération du matériau, puis la hauteur revient a sa valeur
initiale alors que I’écoulement redevient stationnaire. Cette variation de hau-
teur correspond & une variation de compacité de ordre de 10%, ce qui est
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FiG. 7.8 — Effet rebond en cisaillement annulaire. Variation du taur de
cisaillement en fonction du temps. Les diminutions de contrainte sont telles
que la contrainte finale est trés proche de org.

trés significatif. Cependant, les simulations numériques ne mettent pas en
évidence une telle variation de hauteur. Cette observation reste donc objet
d’interrogation. Par contre, les profils de vitesse (Fig. 7.9 (b)) obtenus par
simulation lors de 'effet rebond indique un freinage important suivi par une
réaccélération du matériau prés du socle.

Nous ne disposons pas de tous les éléments pour discuter ce phénomeéne.
S'il est possible d’en rendre compte dans le cadre de modéle (voir § 10.3.1),
mais nous ne sommes pas capables & ce stade de comprendre 'origine phy-
sique de ce comportement.

7.3 Micromécanique

Dans un milieu granulaire, origine de la bifurcation de viscosité est a
chercher dans ’évolution du réseau de contact (coordinence, mobilisation du
frottement) prés du seuil d’écoulement [177, 182, 137, 183]. Les simulations
numeériques de bifurcation de viscosité sur plan incliné permettent d’avoir
acces a ces grandeurs microscopiques (évolution temporelle de la compacité,
du nombre inertiel, de la coordinence, de la mobilisation du frottement et
des fluctuations de vitesse).

Nous commencons par discuter de I’évolution des profils de compacité
en fonction du temps, lors de I’arrét. La figure 7.10 indique une légére aug-
mentation de la compacité lors de 'arrét. La compacité moyenne au centre
augmente de 2%. Malheureusement, les profils de compacité sont trop bruités
pour pouvoir discuter ’évolution de cette compacité lors de I’arrét.
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FiG. 7.9 — Effet rebond sur plan incliné. Variation en fonction du temps
(a) de la vitesse et de la hauteur (expérience sur graines de moutarde), les
croixz correspondent auzr mesures de vitesse brutes, la courbe grise est un
lissage de ces mesures et la courbe noir représente la hauteur; (b) du profil
de vitesse. En trait plein noir le profil ajusté dans l’état stationnaire initial,
en gris un profil instantané aprés le changement de pente et en tiretés le
profil ajusté dans l’état stationnaire final (simulation numérique 2D, H =
20,e = 0.1, = 0.4, k, = 10%).

Au paragraphe 6.1.6, nous avions montré des profils du nombre inertiel
en régime stationnaire (Fig. 6.18). On avait observé alors que ce profil est
constant (sauf prés du socle et de la surface libre). Les figures 7.11 (a) et
(b) représentent la dynamique du nombre inertiel lors de 'arrét pour deux
systémes de tailles différentes (H = 20 et H = 40). Méme si les données
sont aussi bruitées, on constate une diminution générale de I. Quelque soit
I’épaisseur du systéme, on observe bien que l'arrét (I — 0) est initié au socle
et se propage rapidement vers le haut. Ces figures suggérent qu’il y a un
effet de taille : Pour une couche épaisse le systéme explore des I plus petits.
On peut donc penser qu’il existe un nombre inertiel critique qui dépend de
H. On remarque enfin que la valeur du nombre inertiel reste relativement
élevée pres de la surface libre et cela méme longtemps apreés le changement
de pente. Ces observations suggérent que le seuil d’arrét est plus faible & la
surface qu’au socle (voir § 9.2.2). Notons qu’il y a 1a deux effets différents :

— La paroi rugueuse initie le blocage.

— Il y a un gradient du seuil de blocage dans le matériau massif.

Nous allons maintenant analyser des grandeurs plus fines : fluctuation,
coordinence et mobilisation du frottement.
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FiG. 7.10 — Comparaison d’un profil de compacité en écoulement stationnaire
(tireté) avec un profil a Uarrét (trait plein). Simulation numérique 2D, H =
20,e = 0.1, u = 0.4, k, = 10*, A = 5°).

FiG. 7.11 — Variation du profil du nombre inertiel au cours du temps lors
de Uarrét. En noir, profil mesuré dans l’état stationnaire, en couleur profils

mesurés o différents instants successifs séparés de \/g. (a) H = 20, (b)
H =40. (e=0.1,u = 0.4,k, = 10*, A = 5°)
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Fi1G. 7.12 — Variation des fluctuations de wvitesse relatives moyennées dans
l’épaisseur en fonction du temps. Le temps est adimensionné par \/g. (a)
H =20, (b)) H=12. (e=0.1,u = 0.4,k, = 10*, A0 = 12°)

Premiérement, nous analysons ’évolution dans le temps des fluctuations
relatives de vitesse %“ (Fig. 7.12 (a) et (b)), moyennées au sein de la couche
(t = 0 correspond au changement d’inclinaison Af). Dans une premiére
phase ot le matériau ralentit, % reste sensiblement constant (méme si le
taux de cisaillement diminue), puis on observe une brusque augmentation
des fluctuations relatives (d’un facteur 2 pour H = 20 a 6 pour H = 12),
exactement au moment de I'arrét. Au dela le matériau a "larrét" subit en-
core des petites déformations trés bruités mais cependant, les fluctuations
relatives moyennées dans la couche restent bien définies. Qualitativement,
ceci semble montrer qu’il existe des niveaux de fluctuations de vitesse dif-
férents dans I'état fluide et dans 1’état solide. Cette observation s’accorde
bien avec le fait que les fluctuations relatives de vitesse augmentent dans le
régime quasi statique en cisaillement plan (Fig. 3.35 (a)) : dans la phase de
ralentissement [ varie approximativement entre 0.05 et 0.01, ce qui corres-
pond a %” variant entre 2 et 3. Puis I chute soudainement sous 1073, de sorte
que %” ~ 10.

Pour le méme systéme (H = 20 et Af = 12°) nous tragons 1’évolution
dans le temps du profil de coordinence Z (Fig. 7.13). Comme pour les fluc-
tuations, nous observons une transition brusque au moment précis de I'arrét.
La coordinence reste constante pendant que le matériau ralentit. Contraire-
ment au profil I(y,t), on ne voit pas ici de transitoire fixé par la paroi. On
observe toutefois un effet spécifique dans la premiére couche. La figure 7.14
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20

Fic. 7.13 — Variation du profil de coordinence en fonction du temps. En
noir le profil mesuré dans [’état stationnaire, en couleur profils mesurés a

différents instants successifs séparés de \/g aprés le changement de pente.

(H=20,e=0.1,u=04,k, =10* A = 12°)

(a) montre I’évolution dans le temps de la coordinence moyenne. Elle met
en évidence une transition brusque, analogue & la bifurcation de viscosité
(méme dynamique). Il semble que la coordinence moyenne a 'arrét soit in-
dépendante de A#, et donc de la dynamique d’arrét.

Toujours pour le méme systéme, nous montrons enfin 1’évolution dans le
temps de la mobilisation du frottement M (Fig. 7.14 (b)) moyennée sur la
couche (les profils M (y) sont approximativement constants). Comme pour les
fluctuations et la coordinence, on observe une chute brutale de M au moment
précis de I'arrét. La mobilisation reste constante pendant que le matériau
ralentit (autour de 0.4, ce qui est cohérent avec I ~ 0.02 cf. Fig. 3.28)
puis chute & 0, ce qui a été observé par Silbert [180] pour des simulations
numériques tridimensionnelles (H = 50). Une mobilisation du frottement
nulle signifie que la coordinence glissante est nulle, c’est & dire que tous
les contacts sont en dessous du seuil de frottement. Notons aussi que L.
Staron [182] observe dans une couche de grains progressivement inclinée une
augmentation de la mobilisation du frottement jusqu’a une valeur critique
de T'ordre de 0.1 avant ’avalanche.

FEn résumé, notre analyse micromécanique a permis de mettre en évidence
I’évolution du réseau de contact lors de la transition vers I’arrét. Les trois
grandeurs (fluctuation, coordinence et mobilisation du frottement) ont des
valeurs trés différentes dans ’état fluide et dans 1’état solide. La transition
est brutale, et la dynamique de ces trois variables (en fonction de Af) est
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Dynamique de ’arrét
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F1G. 7.14 — Variation en fonction du temps de la coordinence (a) et de la
mobilisation du frottement (b) pour différent A8. (H = 20,e = 0.1, =
0.4,k, = 10%)

tout a fait analogue. La transition de blocage est donc associée a une tran-
sition microstructurelle massive. Silbert [180] avait déja mis en évidence la
transition pour M, et il avait aussi étudié ’évolution de la distribution des
forces (apparition d'un plateau aux faibles forces [69, 137]) et de la fonction
de distribution radiale (dédoublement du deuxiéme pic [11], signature d’une
structure amorphe). Nous avons complété cette étude par des informations
sur la coordinence et sur les fluctuations.



Chapitre 8

Bilan

q travers cette partie, nous avons cherché & décrire le comportement
mécanique d’un matériau granulaire lorsqu’il s’arréte de couler, tant
en géométrie de Couette que sur plan incliné.

(a) (b)

1,0 : : : : 0,50
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Fi1G. 8.1 — (a) Vitesse, tauz de cisaillement en fonction de l'inclinaison ou
de la contrainte. (b) Variation du frottement effectif en fonction du nombre
inertiel sur plan incliné.

Les simulations et les expériences indiquent que la transition fluide solide
se fait de maniére brusque (Fig. 8.1 (a)). Il est aussi possible de mesurer 1’évo-
lution du frottement effectif en fonction du nombre inertiel & proximité de
Parrét. La figure 8.1 (b) indique que la loi de frottement effectif est analogue
a celle observée en cisaillement plan a vitesse imposée (Partie I). Cependant,
on a montré qu’il existe des déviations notables. Nous verrons dans la partie
suivante que celles-ci peuvent étre liées a un effet de paroi.
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F1G. 8.2~ Comportement mécanique a prozimité de l’arrét : (a) Boucle d’hys-
térésis (billes de polystyréne). (b) Bifurcation de viscosité (sable de Fontai-
nebleau) — la légende indique la contrainte o finale.

Les figures 8.2 (a) et (b) résument le comportement du matériau granu-
laire lors de deux expériences de rhéométrie (en géométrie de Couette). La
figure 8.2 (a) correspond & une expérience consistant a imposer une rampe
de contrainte croissante puis décroissante. Elle indique I'existence d’un seuil
d’écoulement, observé a la montée, et d’un seuil d’arrét, observé a la descente.
Cet hysterésis de seuils (Fig. 8.1 (a) et 8.2 (a)) est observé pour '’ensemble
des matériaux que 'on a étudié. Du fait de la forme de ces courbes, on peut
parler de boucle d’hystérésis. Cet hystérésis de seuils est tout a fait similaire
a ce qui est observé sur plan incliné lorsque 'on mesure les courbes Hgyop
et Hgart- Comme dans le cas du plan incling, la figure 8.2 (a) indique aussi
une transition brusque.

La figure 8.2 (b) résume 1’étude du transitoire au voisinage du seuil. On
place le matériau dans un état fluide au-dessus de la contrainte critique so-
lide fluide ogy,, puis on change soudainement la contrainte a une valeur o. La
figure 8.2 (b) représente alors I’évolution du taux de cisaillement apparent
en fonction du temps. Elle montre que si ¢ > org, alors le matériau reste
fluide, o5 correspondant au plateau de contrainte dans les boucles d’hys-
térésis. En revanche, si ¢ < org, le matériau va finalement s’arréter, mais
le temps d’arrét est extrémement sensible & la différence de contraintes :
ors — o. 1l existe donc une plage de taux de cisaillement qui ne peut pas
étre atteinte de fagon stable, ce qui corrobore I'observation d’une transition
brusque. On prédit donc que 14 ot le taux de cisaillement devient inférieur a
un taux de cisaillement critique ¥(os) = 9., le matériau transite dans I’état
solide. C’est ce comportement que I'on appelle bifurcation de viscosité. Ce
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comportement observé & l'origine en géométrie de Couette, s’observe aussi
sur plan incliné en variant brusquement l'inclinaison autour de 6g;op.

Ainsi, la transition fluide-solide en fonction de la contrainte appliquée est
discontinue : ’écoulement n’est stable qu’au-dessus d’une contrainte critique,
ou encore d'un taux de cisaillement critique.

@ (b)
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Fia. 8.3 — Comportement micromécanique lors de l’arrét sur plan incliné :
(a) Variation de la mobilisation du frottement en fonction du temps et de

Ad. (b) Evolution des fluctuations de vitesse. (Temps adimensionné par \/g)

Parallelement a ces expériences, nous avons effectué des simulations nu-
mériques de plan incliné afin d’étudier 1’évolution des grandeurs micromé-
caniques lors de 'arrét. L’analyse micromécanique a permis de mettre en
évidence 1’évolution du réseau de contact lors de la transition vers l’arrét.
Les trois grandeurs (fluctuation, coordinence et mobilisation du frottement)
ont des valeurs trés différentes dans ’état fluide et dans I’état solide. Les
figures 8.3 (a) et (b) montrent 1'évolution dans le temps de la mobilisation
du frottement et des fluctuations de vitesse lors du blocage. La figure (a)
montre que la mobilisation du frottement chute brusquement & 0 lors de
Parrét. Par contre, la figure (b) indique que les fluctuations relatives de vi-
tesse augmentent notablement lors de cette transition.

Ainsi, la transition de blocage est brutale et associée & une transition
microstructurelle massive, ol la mobilisation du frottement tend vers 0.






Troisiéme partie

Synthése et Modélisation






D ans cette derniére partie, nous nous proposons de faire la synthése des
résultats obtenus a vitesse et & force imposée. Nous nous efforcerons,
en particulier, de faire ressortir les idées importantes, communes & ces deux
approches, qu’il faut prendre en compte pour proposer une modélisation de
la transition de blocage pour les matériaux granulaires. Nous chercherons
aussi a déterminer les liens qui existent entre les matériaux granulaires et
d’autres fluides complexes.

Nous terminerons cette partie en évoquant quelques pistes de modélisa-
tions qui permettent de décrire arrét d’un écoulement de grains secs (hys-
térésis de seuil, bifurcation de viscosité et dynamique de l’arrét).






Chapitre 9

Synthése des résultats

D ans ce chapitre, nous nous proposons de faire une synthése des ré-
sultats marquants mis en évidence dans les deux parties précédentes.
Dans un premier temps, on discute de la loi de comportement d’'un maté-
riau granulaire dense en écoulement stationnaire. Ensuite, on considere les
conséquences des observations & vitesse et force imposée pour le plan incliné.
Enfin on s’intéresse aux analogies entre les matériaux granulaires et d’autres
fluides particulaires. Cette discussion nous conduit & mettre en évidence deux
mécanismes importants dans le blocage des écoulements granulaires : le pié-
geage prés d'une paroi rugueuse, et 'augmentation des corrélations dans le
mouvement des grains.

9.1 Loi de comportement

9.1.1 Frottement et dilatance

Comme nous l'avons vu, la loi de comportement peut se déduire de la
variation de la compacité et du frottement effectif avec le nombre inertiel 1
(Fig. 9.1 (a) et (b)).

La loi de frottement est en accord avec les résultats de la littérature [139,
128, 188, 47] : p* augmente avec le taux de cisaillement (ou encore avec
la vitesse) et diminue avec la pression. Cette loi de frottement indique une
transition progressive entre le régime quasi statique et dynamique. Dans le
régime intermédiaire (0.01 < I < 0.2), pour le cisaillement plan, la loi de
comportement prend la forme simple suivante :

R (9.1)
(Vmax_V)2
,.')/2

S = psP+ba
(Vmaac - V)
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Fi1G. 9.1 — Schéma des dépendances avec le nombre inertiel de la compacité
(a), et du frottement effectif (b).

Ceci indique que la compacité augmente pour atteindre la compacité
maximale (V' — Vpqz), lorsque le matériau s’arréte (% — 0). On remarque
aussi que les contraintes dépendent du taux de cisaillement au carré et d’'une
fonction de la compacité qui diverge pour vmq,. Cette loi de comportement
est donc analogue a celle observée par Bagnold. L’expression de S correspond
a une décomposition du tenseur des contraintes du type viscoplastique. Ceci
semble indiquer que les modéles frictionnels — collisionnels [4, 122, 6, 98,
97, 169| peuvent étre utilisés pour décrire les écoulements denses. La loi de
comportement mesurée constitue une information précieuse dans les débats
actuels [18].

De plus, on remarque que, dans le régime intermédiaire, la loi de com-
portement est qualitativement la méme que le systéme soit homogéne ou
hétérogéne. En particulier, la forme de la courbe de frottement effectif en
fonction du nombre inertiel parait "universelle" pour différentes tailles du
systéme, pour différents P/k,, pour différents e et méme pour différents p
dans la limite des faibles 1.

9.1.2 Interprétation élémentaire de la loi de frottement

Contrairement a la loi de dilatance, la loi de frottement n’est pas intuitive
(augmentation du frottement avec le taux de cisaillement ou quand la pres-
sion diminue). Une premiére interprétation élémentaire consiste a regarder
Pévolution concomitante de la mobilisation du frottement M (Fig. 9.2 (b)).
De fait, celle-ci augmente avec I, ce qui signifie que les contacts deviennent
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glissants plutot que roulants. Ainsi dans le régime dynamique, les contacts
sont plus rares, mais le frottement microscopique y est complétement mo-
bilisé. On mesure alors un frottement effectif élevé. Au contraire, dans le
régime quasistatique, la coordinence est élevée mais les contacts sont plu-
tot roulants, le frottement est donc plus faible. Naturellement, cette analyse
reste extrémement schématique. Le frottement macroscopique n’a pas qu’un
origine liée au frottement microscopique. Il a aussi une origine géométrique,
liée a orientation des contacts p(¢). C’est ainsi que le frottement macrosco-
pique d’une assemblée de grains non frottants n’est pas nul. De fagon plus
quantitative, on peut tenter d’exprimer le tenseur des contraintes moyen (la
partie dominante associée aux forces de contact [voir § 3.1.4 et Annexe B|)
dans un milieu cisaillé de fagon homogéne en fonction des grandeurs micro-
mécaniques N(¢) et T'(¢) qui désignent les forces normales et tangentielles
moyennes dans la direction ¢. Ainsi, dans I'hypothése de non corrélation des
forces de contact autour d’un grain, on a :

r = %<zc:fc®ﬁc> (9.3)
vz 2w . .
= 5 [ PN, + T()ts]dd (9.4)
0

ou v est la compacité, Z la coordinence, R le rayon des grains et (i, L?(z)) le
repére locale du contact dans la direction ¢. Pour éliminer la force normale

moyenne N, on définit : En(¢) = —NZS? ) On introduit alors le frottement en
écrivant :
7(¢) |
T(¢p) = =m N 9.5
(¢) N (o) (9)En(9) (9.5)

o m*(¢) désigne une mobilisation locale du frottement selon la direction ¢.
On a donc :

v 2w - ~
= [ s @it @ ity + m @ 0 5lds (90

En conséquence, le frottement effectif s’écrit :

[

. ENCS +menC?

= 9.7
W NS T miEnSC 67
ou on a utilisé une notation condensée [150] du type :
27
enCS = [ p(0)en () cos(o) sin(0)do 99

Cette expression (9.7) montre bien que le frottement macroscopique ré-
sulte & la fois de la mobilisation du frottement (& travers m*) mais aussi de
la géométrie (& travers les intégrales sur les directions de contact).
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F1c. 9.2 — Variation qualitative en fonction du nombre inertiel (a) des fluc-
tuations de vitesse de translation (trait plein) et de rotation (tiretés) et (b)
de la coordinence Z (trait plein) et de la mobilisation du frottement (tiretés).
(Schéma indicatif )

Ainsi, si la distribution des contacts (ainsi que £y) est isotrope (p =
Cste, {n = Cste) alors p* ~ m*, le frottement effectif est déterminé par la
mobilisation du frottement.

Si par contre, le frottement locale est nul (ce qui implique que m* = 0),
mais que l'on suppose qu’il y a une direction privilégiée de contact (p(¢) =
0(¢ — ¢p), ou J est la fonction de Dirac), alors p* = |tan(m — ¢g)|.

La situation générale est évidement intermédiaire. On croit qu’'une me-
sure détaillée des grandeurs microscopiques (p, {n, m*) doit permettre de
remonter au frottement effectifs.

9.1.3 Fluctuations de vitesse

Nous avons montré que les fluctuations relatives de vitesse sont signifi-
catives dans le régime dense et qu’elles peuvent s’écrire comme une loi de
puissance de I (Fig. 9.2(a)) :

i” x I~ (9.9)
v
ce qui peut se réécrire de la sorte :

v o A1 PPS (9.10)
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ou 8 = 0.5 en cisaillement plan sans gravité et 0.6 en cisaillement hétéro-
géne (cisaillement plan avec gravité et cisaillement annulaire). Il est possible
de proposer une explication de la valeur de cet exposant dans le cas homo-
géne [118]. Ainsi lorsque la pression est fixée dans le systéme, les fluctuations
de vitesse varient comme 4%, en cisaillement annulaire. C’est ce qui est ob-
servé expérimentalement dans une géométrie de Couette [18, 130].

9.2 Ecoulement sur plan incliné

Nous allons maintenant discuter si la loi de frottement effectif mesurée
dans le cas du cisaillement homogéne peut étre appliquée au cas du plan
incliné.

9.2.1 Loi d’échelle

La loi de frottement peut, en premiére approximation, s’écrire :

pr=ps + bl (9.11)

Nous avons vu que cette loi de frottement, mise en évidence pour le
cisaillement plan, reste qualitativement valable dans la géométrie du plan
incliné. Dans ce cas, u* = tanf ~ 0, donc 6 = us + bl soit % = %.
Puisque p = Cst, la pression dans la couche varie comme (H — y). On

obtient alors :

A~ (0—P)\VH —y (9.12)

ce qui donne un profil de vitesse de Bagnold, et en conséquence la loi
d’échelle suivante :

Vo~ (0—®)H?2 (9.13)

La loi de frottement effectif prédit la loi d’échelle observée expérimen-
talement [11] et le profil de vitesse de type Bagnold, observé numérique-
ment [150].

9.2.2 Arrét de I’écoulement

Commencons par remarquer que I'équation p*(I) = ps + bl permet de
définir ’angle d’arrét d’un écoulement sur un plan incliné. L’écoulement
s’arréte (I = 0) pour tané = us ou encore 6 = ¢.

Nous avons vu qu’en présence de gravité, la loi de frottement est 1égeére-
ment modifiée : il faut alors introduire un deuxiéme nombre adimensionnel
G, traduisant le rapport des forces de pesanteur sur les forces de pression.
En premiere approximation, on peut considérer que 'effet de G, se limite &
une diminution de ps (Fig. 9.3 (a)).
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(a) (b) (©) (d)

Fi1G. 9.3 — (a) Représentation schématique de la loi de frottement. En trait
plein sans gravité, en tireté avec gravité. (b) Ecoulement tanf > us™. (c)

sup

LS < tan @ < psUP. (d) Arrét tan6 < pi.

La variation de la loi de frottement effectif avec G, fournit un scéna-
rio pour l'arrét de I’écoulement. On peut considérer, pour simplifier, que le
matériau en écoulement se décompose en deux couches (Fig. 9.3 (b), (c) et
(d)) : une proche du socle et une autre proche de la surface libre. La pre-
miére est soumise a une forte pression et la seconde & une faible pression.
La gravité est donc écrantée dans les couches de grains proches du socle (G,
petit) ; le comportement est alors déterminé par une courbe p*(I) analogue
a celle obtenue sans gravité. us et donc le seuil d’arrét est plus élevé pour
les couches proches du socle. Proche de la surface, G}, est plus grand et le
comportement est alors décrit par une courbe p*(I) qui est décalée vers les
petites valeurs du frottement, le seuil d’arrét y est plus faible. Cette analyse
prédit donc que 'arrét de ’écoulement s’effectue & partir du socle, ce qui est
bien observé en simulation numérique (voir Partie II).

Par contre, cette analyse prévoit que I’écoulement se décompose en deux
couches pour ,uzsnf < 60 < ™. Ceci est en contradiction avec les observations
expérimentales qui montrent un arrét brusque pour un angle 6., dépendant
de H. On constate donc que la loi de frottement en cisaillement plan & vitesse
imposée est insuffisante pour décrire ’arrét.

9.2.3 Effet de la paroi

Une premiére observation concernant le cisaillement plan est une dévia-
tion du profil de Bagnold prés de la surface libre et prés du socle. Ceci se
manifeste particuliérement sur les profils de I. La figure 9.4 (a) indique que
les profils de I pour différentes inclinaisons se superposent, c’est a dire :
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1(0,y) = f(y)g(0) (9.14)

ou f et g sont des fonctions distinctes. On remarque de plus que le nombre
inertiel, et donc le taux de cisaillement, est plus élevé au socle. La consé-
quence est que lorsque l'on trace la loi de frottement sur plan incliné on
obtient la courbe de la figure 9.4 (b). Pour chaque inclinaison, on a un seg-
ment correspondant & la plage de I mesurée, entre une valeur minimale au
coeur de ’écoulement est une valeur maximale au socle.
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F1G. 9.4 — (a) Profil du nombre inertiel normalisé par le minimum. (b) Co-
efficient de frottement effectif en fonction du nombre inertiel pour des sys-
témes bidimensionnels. La courbe (plan incliné - méthode de dynamique des
contacts) et les carrés noirs (cisaillement plan) correspondent auz mesures
pour des nombres inertiels au ceur. Les segments de couleur correspondent
aux mesures locales. Les cercles correspondent aur mesures effectuées sur
plan incliné par la méthode de dynamique moléculaire.

La figure 9.4 (b) présente une comparaison entre les mesures de frot-
tement sur plan incliné (par deux techniques de simulation numérique dif-
férentes, en excellent accord!) et les mesures de frottement en cisaillement
plan. Comme nous ’avons montré, le frottement effectif varie qualitative-
ment de la méme maniére dans les deux géométries. Toutefois, le frottement
en fonction du nombre inertiel global (courbe noire) est plus faible en ci-
saillement plan que pour le plan incliné. Si on tient compte des variations de
I(y), on remarque que pour un coefficient de frottement donné (c’est a dire
pour un angle # donné) on balaye une gamme de I qui s’étend de la valeur
mesurée au centre de I’écoulement a la valeur au socle (segment de couleur).
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Ces déviations de profil prés de la paroi indiquent qu’une description
compléte doit sans doute prendre en compte un effet de la paroi. Nous avons
montré que d’autres grandeurs présentent des déviations importantes & proxi-
mité des parois (dans toutes les géométries que nous avons étudiées). La paroi
induit une structuration en couche et des frustrations de rotation. En parti-
culier, dans les deux couches proches des parois le milieu n’est plus isotrope
(X2 # Xyy) et la vitesse de rotation n’est plus égale au demi gradient de vi-
tesse (w # %) On peut penser qu'une description de type milieu de Cosserat
est adaptée pour ces deux couches [123].

Nous ne chercherons pas a décrire exactement ce qui ce passe prés de
la paroi, mais il faut noter que la rugosité de la paroi induit d’autres phé-
nomeénes : vitesse de glissement nulle, piégeage, hystérésis de seuil. Nous
discuterons, au chapitre suivant, de l'effet de la rugosité de la paroi a travers
des modeéles de piégeage.

9.3 Généralisation aux fluides particulaires

Nous avons 'intention de montrer ici que la transition liquide-solide pour
les matériaux granulaires présente de nombreuses similitudes, d’un point de
vue mécanique, avec le comportement thixotrope d’autres fluides particu-
laires contenant des bulles (mousses) ou des gouttes (émulsions) [50].

9.3.1 Expériences

Nous avons donc comparé le comportement d’une mousse (Gilette) et
d’une émulsion [mayonnaise (Amora)| avec le comportement de matériaux
granulaires. Pour ce faire nous avons réalisé les mémes expériences de seuil
et de bifurcation de viscosité en géométrie de Couette que celles évoquées
aux chapitres 6 et 7. Ces expériences ont été en partie réalisées par Daniel
Bonn.

Les figures 9.5 (a) et (b) présentent les résultats obtenus lors des expé-
riences de seuil, en imposant une rampe de contrainte montante puis des-
cendante. On mesure ainsi les variations du taux de cisaillement en fonction
de la contrainte appliquée. Cette fois-ci, nous utilisons la définition classique
du taux de cisaillement dans une géométrie de Couette :

QR;,  pd

Re - Rz B Re - Rz

Ces résultats indiquent ’existence des mémes régimes d’écoulement que
ceux observés pour les matériaux granulaires. On note en particulier I'hys-
térésis de seuil entre ogy, et org, ainsi que ’existence d’un état liquide indé-
pendant de I'histoire subie par le matériau.

Les expériences de bifurcation de viscosité résumeées par les figures 9.6
(a) et (b) sont analogues a celles effectuées avec des matériaux granulaires.

y = (9.15)
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FiG. 9.5 — Contrainte en fonction du taux de cisaillement pour une rampe
de contrainte : (a) mousse (Précisaillement 200 s=! pendant 10 s, 20 s de
repos), de 80 a 250 Pa, montée, en noir, pendant 120 s, descente, en blanc,
pendant 120 s ; (b) émulsion (Précisaillement 150 Pa pendant 100 s, 120 s
de repos), de 1 a4 100 Pa, montée, en noir, pendant 240 s, descente, en blanc,
pendant 240 s.

Aprés le précisaillement initial, on place le matériau dans un état fluide au-
dessus de la contrainte critique solide fluide, puis on abaisse soudainement
la contrainte. On observe que si o > o1, alors le matériau reste fluide, par
contre si 0 < org, le matériau s’arréte. Le temps d’arrét est extrémement
sensible & ors — 0. Pour ces matériaux, il existe une plage de taux de ci-
saillement qui ne pas étre atteinte de facon stable, ce qui définit un taux de
cisaillement critique.

9.3.2 Discussion

Ces résultats remettent en cause le modéle simple de transition liquide-
solide considéré jusqu’ici pour les fluides & seuil et prouvent que tous les
fluides particulaires montrent des similitudes mécaniques fortes autour de
cette transition de blocage. Nos résultats prouvent que le comportement mé-
canique apparent des matériaux granulaires, des mousses et des émulsions
est qualitativement semblable & celui d’un polymére, d'un gel ou d’un verre
colloidal. Bien que les origines microscopiques et les temps caractéristiques
soient trés différents, tous ces systémes présentent un comportement ap-
parent thixotrope : ils montrent une bifurcation de viscosité autour d’une
contrainte critique. Ceci tend & montrer, comme le proposent Liu et Na-
gel [106], que les systémes bloqués ont des propriétés mécaniques communes.
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Fic. 9.6 — Taux de cisaillement en fonction du temps pour différentes
contraintes : (a) mousse (Précisaillement 200s~! pendant 10 s, 20 s de re-
pos); (b) émulsion (Précisaillement 150 Pa pendant 20 s, 20 s de repos).

De plus, nos mesures montrent clairement que ’on ne passe pas d’'une ma-
niére continue d’un systéme bloqué & un systéme en écoulement : il existe
une réelle discontinuité entre ces deux situations. Le plateau observé sur les
rhéogrammes est la signature d’une transition [141, 36].

Toutefois, certaines observations sur les fluides particulaires semblent en
contradiction avec ce qui est observé sur le matériaux granulaires. Ainsi,
les simulations numeériques de mousse en cisaillement plan sans gravité in-
diquent une localisation du cisaillement [100]. Nous pensons que ceci est
cohérent avec nos observations sur des assemblées de grains mous, que nous
n’avons abordées que d’un point de vue exploratoire (voir paragraphe 3.7.3).
Nous avons alors constaté, contrairement au cas des grains rigides, une loca-
lisation du cisaillement. Notre interprétation était alors que les corrélations
de mouvement sont a plus faible portée. C’est un sujet qui mériterait plus
de réflexion.

De la méme maniére, une observation trés importante en géométrie de
Couette, pour les fluides thixotropes, est une rupture de pente dans le profil
de vitesse [46]. Le taux de cisaillement passe brusquement d'une valeur non
nulle & zéro pour un taux de cisaillement critique. Ceci semble en désac-
cord avec nos observations en géométrie de Couette de profils de vitesse
exponentiels et d'une bande de cisaillement indépendante du taux de ci-
saillement [118, 130].

Nous voulons cependant indiquer plusieurs observations qui pourraient
aller dans le sens d’un changement de régime pour une contrainte critique :
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— D’abord, les simulations numériques semblent montrer une augmenta-
tion de la taille de la bande de cisaillement avec le taux de cisaillement
(voir § 4.3.1).

— Ensuite, la figure 9.7 (a) semble indiquer une rupture de pente dans le
cas du cisaillement plan avec gravité pour une pression faible.

— De plus, I'analyse microstructurelle indique que les systémes non blo-
qués (I grand) sont caractérisés par une majorité de contacts glissants
et une mobilisation du frottement élevée, ce qui correspond a un frotte-
ment effectif élevé. Dans le cas du cisaillement plan a vitesse imposée
et pression faible, la figure 9.7 (b) montre qu’en dessous d'un I cri-
tique de l'ordre de 1073, le frottement n’est plus correctement défini.
Les mesures du frottement effectif pour I < 1072 correspondent & une
partie du matériau ou les mouvements sont bloqués (p < ps).

— Enfin, en cisaillement plan sans gravité, pour I < 1073, on observe
des intermittences (voir § 3.6.2). Des observations analogues d’inter-
mittences ont été faites dans des mousses et dans des émulsions [168].

40 (a)
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y 201
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F1G. 9.7 — Cisaillement plan avec gravité (G, = 0.5, p = 0.4, e = 0.1).
(a) Profil de vitesse. La droite correspond o un ajustement exponentiel. (b)
Frottement effectif en fonction de I et ajustement.

La conclusion de ces différentes observations est qu’il pourrait exister un
nombre inertiel critique, sous lequel le matériau se bloque. Ainsi, en cisaille-
ment annulaire, sous 'effet du cisaillement imposé par le cylindre intérieur,
le matériau serait fluide dans une bande de cisaillement proche du cylindre
intérieur, et il se déplacerait par blocs au-dela, de maniére intermittente. La
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mesure d'un profil de vitesse moyen lisserait la rupture de pente pour donner
un profil de type exponentiel.

9.4 Longueur de corrélation

Un ingrédient intéressant pour la description du comportement au voi-
sinage de 'arrét a été suggéré lors de la rédaction de l'article commun du
Groupe De Recherche Mllieux DIvisés [118]. L’approche consiste & introduire
une longueur de corrélation [, qui serait reliée a la taille des blocs de grains
qui se trouvent dans ’écoulement. Cette approche s’inspire des écoulements
turbulents ol 1’'on définit une viscosité turbulente égale a pl%4; on a alors :

S = pl?4? (9.16)

soit :

p¥*(y)  dpI*(y) I

Nous avons donc mesuré cette longueur de corrélation dans le cas du plan
incliné et du cisaillement annulaire. Les figures 9.8 (a) et (b) représentent les
résultats obtenus. Dans le cas du plan incliné, on observe que lorsque l'in-
clinaison s’approche de gy, | — H. Ceci signifie que lorsque 1'écoulement
ralentit la taille des blocs augmente et lorsque celle-ci devient comparable
a Dépaisseur de la couche en écoulement, le matériau s’arréte. De la méme
maniére, en cisaillement annulaire, on remarque que la longueur de corréla-
tion [(r) augmente avec r. La valeur de [ reste plus petite que la taille de
I’entrefer & U'intérieur de la bande de cisaillement. Au dela, [ est plus grand
que entrefer et le matériau peut étre considéré comme bloqué.

De plus, les mesures de cette longueur en cisaillement plan sans gravité
montre que [ > H lorsque les intermittences de 1’écoulement apparaissent.
Ceci semble indiquer que pour un nombre inertiel critique de ordre de 102
pour H =~ 40, la taille des blocs dans I’écoulement est comparable & I’épais-
seur de l'écoulement. On pense donc que pour ce I critique ’écoulement
devrait s’arréter & force imposée. A vitesse imposée, on force I’écoulement,
et pour que celui-ci soit maintenu, il faut que les blocs de grains corrélés se
brisent, ce qui conduit aux intermittences.

La description en terme de longueur de corrélation permet de décrire avec
un méme formalisme la transition vers 'arrét pour le plan incliné et la géo-
métrie de Couette, ainsi que dans d’autres géométries [118]. Cette description
suggére de mesurer les corrélations proprement dites dans les écoulements
granulaires pour mieux comprendre les mécanismes non locaux. La mesure
des corrélations de mouvements des grains & la surface d’un écoulement sur
plan incliné a été tout récemment menée par O. Pouliquen [145]. Elle montre
une augmentation pres du seuil d’écoulement. Reste a faire une mesure au

= 1/d~ (9.17)
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Fi1G. 9.8 — Longueur de corrélation | en fonction de y et de 60 dans un écou-
lement sur plan incliné (a), et en fonction de r pour Igope = 0.1 dans un
écoulement en géométrie de Couette (b).

sein de I’écoulement, ce qui est possible & 'aide des simulations numériques.
Effectivement, des structures comme des votites, des blocs (amas de grains
corrélés) et la dissipation non-locale due aux collisions multiples ont été ob-
servés expérimentalement ou numériquement [35, 69, 19, 156]. Ils ont motivé
I’élaboration de plusieurs modeéles non-locaux [147, 77, 121, 120]. A I’heure
actuelle, aucun de ces modéles n’a réussi a rendre compte des propriétés des
écoulements granulaires denses dans toutes les géométries. Des efforts sont
encore nécessaires afin d’identifier 'origine et les conséquences de la non-
localité.

En conclusion, les observations et les commentaires précédents indiquent
des éléments importants dont il faut tenir compte pour la modélisation et la
description de 'arrét d’écoulements granulaires. Le chapitre suivant a pour
objet de présenter quelques pistes de modélisation qui prennent en compte
ces différentes remarques.






Chapitre 10

Pistes de modélisation

Le chapitre précédent nous a permis de dégager quelques idées impor-
tantes pour la description des écoulements granulaires prés de l'arrét. En
effet, la plupart des modéles d’écoulement granulaire ne décrivent que le
régime stationnaire et ne sont pas capables de décrire le comportement hys-
térétique prés du seuil. Nous allons successivement examiner trois pistes de
modélisation. La premiére piste consiste & introduire une variable interne de
microstructure, et une équation d’évolution pour cette variable. La deuxiéme
piste cherche & prendre en compte les effets de corrélation a travers un modéle
de rhéologie non-locale. Enfin, la troisiéme piste montre comment l'introduc-
tion d’'un mécanisme de piégeage dans la rugosité est & méme de décrire le
comportement hystérétique prés du seuil.

10.1 Variable interne

10.1.1 Fluides thixotropes : Equation cinétique

Nous commencgons par décrire un modele phénoménologique simple pro-
posé pour les fluides thixotropes (suspensions colloidales, mousses, émul-
sions) [44, 46, 45]. Dans ce modele, la viscosité est une fonction de la structure
instantanée du matériau, qui est le résultat de I’équilibre entre la restructura-
tion interne du matériau, et la déstructuration sous cisaillement (qui dépend
du taux de cisaillement instantané). Cette compétition conduit a une aug-
mentation progressive et méme une divergence de la viscosité sous faible
cisaillement, lorsque la restructuration I’emporte sur la déstructuration : le
systéme peut éventuellement cesser de s’écouler. Ceci définit donc un taux de
cisaillement critique en dessous duquel c’est la restructuration qui I’emporte
et conduit finalement & l'arrét (courbe d’écoulement décroissante a faible
taux de cisaillement). Pour des contraintes élevées, c’est la déstructuration
qui domine conduisant & un état de faible viscosité. Ce modéle reproduit
bien la bifurcation de viscosité (pour plus de détails voir Ref. [44]).
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La structure instantanée du matériau est décrite par une variable interne
A dont dépend la viscosité. La loi de comportement du matériau est donnée
par :

o=mno(1l+A\")% (10.1)

avec 19 une viscosité caractéristique et n un parameétre propre au matériau.
Cette variable interne évolue avec la structure au cours du temps, selon
I’équation cinétique suivante :
A = 1 aNy (10.2)
dt T
T étant un temps caractéristique et o un coefficient, tous deux dépendant des
caractéristiques du matériau. Le premier terme de ’équation 10.2 correspond
a la restructuration (vieillissement); 7 est donc le temps caractéristique de
restructuration du matériau. Le deuxiéme terme correspond quant & lui a la
déstructuration activée par le cisaillement (rajeunissement sous cisaillement).

10.1.2 Frottement des roches : Equation cinétique

Dans le cas du frottement entre deux roches, Ruina et Rice [23, 163]
ont proposé un modéle phénomeénologique, dans lequel le frottement dépend
de la vitesse instantanée de glissement entre les deux roches v(t) et d’une
variable interne A :

v Vo
* = Aln [ — Bln | — 10.
(v, A) = po + n(vo)—i- n(D()) (10.3)

ou A et B sont des constantes positives, et pg est la valeur du coefficient de
frottement & la vitesse de référence Vj. La longueur Dy correspond, comme 'a
proposé Dieterich [23], a la distance nécessaire pour renouveler la population
des microcontacts.

Le terme Aln(v) correspond a un "renforcement" du frottement, il tra-
duit les variations instantanées de la force de frottement avec la vitesse.

Le terme BIn(A) décrit Paugmentation de la force de frottement avec la
variable interne A, dont 1’équation cinétique est donnée par :

h=1o22 (10.4)

Lorsque la vitesse de glissement est nulle, A = ¢, A s’interpréte donc comme
"’age de l'interface".

Dans le cas d’un glissement stationnaire, I’équation 10.3 se réécrit comme
suit :

|4

1 (V) =po+ (A—B)In (7()) (10.5)
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ou V est la vitesse moyenne de glissement. Cette loi du frottement évoque
la loi de frottement que l'on a mesuré p* = ps + bl.

Toutefois, cette loi ne fait intervenir que la vitesse et non la pression.
Surtout, (A — B) est négatif, ce qui correspond & un effet de radoucissement,
a Dorigine d’une instabilité de type stick slip, a I'ceuvre dans les failles res-
ponsables des tremblement de terre. Ces failles sont des couches granulaire
d’une dizaine de grain d’épaisseur, avec une taille de grain d’ordre 100 a 500
pm. Dans la phase de glissement, la vitesse est de l'ordre de 1 m/s et la
pression appliquée de I'ordre de 100 MPa. On trouve alors I < 1073, c’est a
dire que I'on se trouve dans le régime quasistatique. Cependant, pour de plus
forte vitesse de glissement (10 m/s) et des pressions plus faibles, on pourrait
atteindre le régime intermédiaire de renforcement du frottement effectif.

10.1.3 Milieux granulaires : Equation de Landau-Ginzburg

La difficulté dans le cas des matériaux granulaires est de donner une
origine physique & la variable interne A. On peut penser que celle-ci est
étroitement liée au réseau de contacts (coordinence, mobilisation du frotte-
ment. ..). C’est ainsi que Volfson et al. [194] propose d’utiliser comme va-
riable interne la fraction de contacts "solides" (maintenus non glissants). Les
autres contacts ("fluides") sont les contacts collisionnels ou maintenus glis-
sants. Cette variable vaut donc 0 dans ’état fluide (régime dynamique) et 1
dans I'état solide (régime statique). C’est une grandeur qui est analogue a la
mobilisation du frottement que ’on a défini au paragraphe 3.5.

Ils utilisent ensuite une décomposition du tenseur des contraintes du type
frictionnel (F) - collisionnel (C) (voir paragraphe 9.1.1) :

P = pPF4pc
s = sF4+5¢

Ils considérent de plus que les proportions relatives sont fonction de cette
variable interne :
C
PTC = qr(})
5 = (V)

Une décomposition de ce type (avec pour variable interne la densité) a
été proposée dans [150].

Considérant que dans les écoulements purement collisionnels, les contacts
sont tous "fluides", et que dans le régime statique, les contacts sont tous
"solides" (ce qui a bien été observé au paragraphe 3.5), il semble donc rai-
sonnable de choisir, en premiére approximation :

gps=1—2A (10.6)
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Les auteurs se placent ensuite dans un cadre général de description des
transitions de phase du second ordre. A\ s’interpréte comme un parameétre
d’ordre, qui vérifie une équation de Landau-Ginzburg :

A= DV2\+ F()\0) (10.7)

Par rapport a ’équation cinétique du paragraphe précédent, cette équa-
tion contient un terme de diffusion, qui exprime qu’une variation dans l’es-
pace du parameétre d’ordre a un certain cott (D est un coefficient de diffusion,
d’ordre 1 car I’équation est adimensionnée). L’autre terme F apparait comme
une énergie libre, au sens de la thermodynamique. § s’interpréte comme S/N,
c’est & dire 0 sur un plan incliné ou p* en cisaillement plan.

La fonction F(),d) doit rendre compte du comportement hystérétique,
c’est & dire un comportement solide pour § < &1, un comportement fluide
pour § > Jo, et un état métastable pour 61 < d < J9. Les simulations
numériques permettent de mesurer F'(A,0) :

F(X6) = (1= X)(A2 =2\ X+ X2f(5)) (10.8)

avec f(8) = exp(—A' (62—6*2)) ou A*, §* correspondent au paramétre d’ordre
et au frottement effectif critiques de transition fluide-solide (0,6 et 0,26) et
A" = 25 est une constante d’ajustement. En conséquence, la relation A(4)
prés de la transition fluide-solide est :

A(8) = N (1= \/1— f(5)) (10.9)

pour la branche stable.

Lorsque 'on cherche des solutions de I’équation 10.7, il est facile de mon-
ter que dans l'intervalle 0 < § < 1, il existe deux solutions stables A = 0 et
A =1 correspondant aux états solide et liquide de 1’écoulement et une solu-
tion instable A = 4. Dans le cas d'un écoulement sur un plan incliné (§ = 0)
on a toujours la solution A = 1. Mais cette solution est instable au-dela d’une
courbe Hgyqr(0), qui correspond bien a la forme observée expérimentale-
ment. Une étude plus compléte (le lecteur est renvoyé aux Réf. [194, 10, 9])
donne aussi Hgyop(0), et les zones correspondant aux types d’avalanches ob-
servées par A. Daerr [53]. Le modéle permet aussi de retrouver les instabilités
de vortex mises en évidence par Y. Forterre [148, 71]. Il décrit aussi la transi-
tion continu-intermittent dans un tambour tournant. Par contre, ce modéle
ne donne pas la loi d’échelle de Pouliquen.

Remarquons que les observations numeériques de ces auteurs sont en bon
accord avec les notres. Ils observent numériquement une variation de la com-
pacité du type v = Ve + In(N)/A, avec A = 100. On peut alors faire la
correspondance entre I et A, ce qui donne :

A=exp(b 1) (10.10)
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Avec b = Ab. Les équations 10.9 et 10.10 donnent alors pour le frottement
effectif :

i = g1 — (- 2P Dy (10.11)

avec g(z) = 4/6*2 — lnéfc). On obtient alors la courbe de la figure 10.1, en bon

accord avec nos observations numeériques, & ceci prés que cette courbe met en
évidence une remontée du frottement & faible I, responsable de I’hystérésis.

Fic. 10.1 — Variation du frottement effectif en fonction de I, déduite du
modéle de Volfson et al. [194]

10.2 Rhéologie non-locale

Les modéles rhéologiques sont le plus souvent locaux, c’est & dire que la
contrainte de cisaillement en un point s’exprime en fonction des grandeurs
telles que le taux de cisaillement, la compacité ou les fluctuations de vitesse
en ce méme point.

Dans un écoulement granulaire dense, on a vu qu’il existe un réseau de
contacts, susceptible de transmettre de I'impulsion d’un point & un autre de
I’écoulement. C’est ainsi qu’une collision ayant lieu a la surface d’un écoule-
ment sur plan incliné pourra étre directement ressentie au socle. En ce sens,
on est conduit a penser & une rhéologie non-locale.

Nos simulations ont clairement mis en évidence les fortes variations de
la coordinence en fonction de la compacité. Les variations de la connexité
du systéme sont particuliérement bien illustrées sur les figures 3.19 et 3.20.
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Ainsi, lorsque le systéme s’approche de 'arrét, il devient de plus en plus
connexe, et la rhéologie pourrait devenir de plus en plus locale.

Cependant, il ne suffit pas que le systéme soit connexe pour conduire &
une rhéologie non locale, car la transmission de forces a travers une chaine
de grains ne sera efficace que si cette chaine de grains est rigide. Plus que
d’une transition de connexité, c’est donc d’'une transition de rigidité qu’il
faudrait parler. C’est un sujet délicat sur lequel nous restons qualitatif. Il
faudrait pour préciser cette question mener des mesures de mouvements cor-
rélés d’amas de grains, a travers les simulations numériques. On rejoint ici la
question évoquée au chapitre précédent du role d’'une longueur de corrélation
dans le systéme, qui augmenterait pres de 'arrét.

De fagon plus précise, nous développons le modeéle proposé par Mills
et Chevoir [121, 120, 150|. Dans ce modéle, le milieu granulaire en écoule-
ment est décrit comme un fluide visqueux (les contacts "fluides" du modéle
précédent) dans lequel est plongé un réseau transitoire de grains en contact
("solide" dans 'acception précédente). Ce réseau de contacts solides propage
les contraintes au travers de la couche d’une maniére non locale.

Les contraintes se décomposent en une partie frictionnelle et une partie
collisionnelle. La contrainte collisionnelle s’écrit comme la somme d’un terme
local o, associé aux chocs entre grains et d'un terme non local oV%, corres-
pondant & la transmission des contraintes a travers le réseau de contacts.

On décrit la géométrie du réseau de contacts solides a ’aide de deux lon-
gueurs caractéristiques. Une premiére longueur ¢ mesure la taille moyenne
des amas rigides (longueur de corrélation). La deuxiéme longueur £ est as-
sociée a la densité de ces amas rigides, qui vaut en 2D 1.

Supposant que I'on peut décrire la probabilité de connexion par une fonc-
tion exponentielle exp(—y/¢), on écrit le terme non local sous la forme :

NL 1A t—y
o (y) =z [ o(t)exp(——")dt (10.12)
& Jy ¢
de sorte que la contrainte collisionnelle totale s’écrit :
c I t—y
S%(y) =o(y) + 3 o(t) exp(——C )dt (10.13)
y

Ces deux longueurs sont supposées ne dépendre que de la compacité. La
longueur de corrélation diverge pour une compacité v™%* ("seuil de percola-
tion"). On Décrit :

S
(Vmaz - V)ﬁ
ou 3 est un exposant de percolation ("brassée"), dont la valeur serait com-

prise entre 0,5 et 1. £ peut étre estimé simplement a partir de la coordinence
Z et de la compacité :

¢ = (10.14)



10.2 Rhéologie non-locale 201

™
= 10.15
£=5, (10.15)
20 4
n
1,50 1
| |
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Fic. 10.2 — Variation de la densité des chaine de force en fonction de la
compacité. (ﬁ =25-1004 u=04 ete=0.1)

Ainsi £ — 0.5 (Z = 4) au seuil de percolation, et augmente comme
Iinverse de la coordinence lorsque la compacité diminue (voir figure 10.2).
& présente les mémes dépendances que Z vis & vis de e, de p et de %. De

plus, des considérations de géométrie statistique, permettent d’écrire :

1 1
=—4 — 10.16
E=et o (10.16)
Au voisinage du seuil de percolation, on écrira donc :
1 8
&= (Vmaz — V)7 + &0 (10.17)
C(Jl/maz

avec & entre 0,5 et 1.

Ces deux longueurs varient notablement au voisinage de la transition de
percolation. Dans la limite dense : £ — &y, — 00, et dans la limite diluée :
& — 00, — 0.

Si on pose % = %—i—% et si on dérive I’équation 10.13, on obtient I’équation
différentielle suivante :

C (&
do o _d5" 57 (10.18)
dy A dy ¢

Dans le cas d’un cisaillement homogéne (cisaillement plan sans gravité)
les dérivées en y s’annulent et on obtient :
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S¢ = %a (10.19)

La contrainte de cisaillement totale est proportionnelle & la longueur de cor-
rélation ¢ (longueur sur laquelle la contrainte locale se propage, ou encore la
taille des amas de grains rigides). Remarquons que ce modeéle prédit que la
contrainte de cisaillement varie linéairement avec la longueur de corrélation,
et non quadratiquement comme dans du paragraphe 9.4).

Dans une couche d’épaisseur H, il est important de prendre en compte des
effets de taille finie. Dans le cas du milieu homogéne (compacité constante),
les deux longueurs de percolation sont constantes dans la couche. Par contre,
la compacité, et a travers elle les longueurs de percolation, dépend de I. Ainsi,
lorsque I diminue ou v augmente, la longueur de corrélation ( augmente.
Tant que ( < H le matériau s’écoule sans probléme. Par contre, lorsque
¢ = H le milieu s’arréte si on est & force imposée. Puisque la loi de dilatance
en cisaillement plan sans gravité s’écrit vy, — v = al, avec (10.14) il est
possible de déterminer un nombre inertiel critique :

1¢ 1/8
I=(-= 10.20
(i) (10.20)
En utilisant cette fois la loi de frottement on peut déterminer le frottement
seuil correspondant au seuil d’écoulement :

Go\""?
Wiewit = s + b <ﬁ> (10.21)

Ceci prédit que le seuil d’écoulement du matériau dépend de la taille du sys-
téme. Cependant, a vitesse imposée, ce seuil n’est pas observable, le matériau
étant contraint de s’écouler. On peut toutefois penser que les mouvements
en blocs observés aux faibles nombres inertiels sont la signature que { = H
(voir § 3.6.2).

Dans le cas du plan incliné, la loi de dilatance et la loi de frottement
permettent d’écrire :

o) = — 0 (10.22)

(50 -9)"
La figure 10.3 représente le tracé de H en fonction de 6 dans le cas ou
¢ = H. Cette courbe délimite deux parties de ’espace des paramétres (H,
0) :
— pour H et # grands (au dessus de la courbe) la contrainte de cisaille-
ment est dominée par le terme local,
— pour H et 6 petits (en dessous de la courbe) la contrainte de cisaille-
ment est dominée par le terme non-local,
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LOCAL ]

o [NON-LOCAL
20 25 30 35

Fi1G. 10.3 — Prédiction du modéle non local. H = ().

On observe que cette courbe diverge pour § = ¢ et que son allure est
celle de la courbe Hgyop. Ceci définit donc une épaisseur critique H () sous
laquelle la rhéologie est non locale. En dessous de cette courbe il existe dans
la couche des blocs rigides de taille H. Toutefois, ceci ne prédit pas l'arrét
de I’écoulement. Pour décrire ’arrét, il faut tenir compte d’un mécanisme de
piégeage a la paroi rugueuse. On propose d’aborder la question de 'effet de
la rugosité dans le paragraphe suivant.

10.3 Influence de la rugosité

Nous avons montré que le comportement d’'un matériau granulaire est
modifié dans les toutes premiéres couches au voisinage d’une paroi. Nous
voulons montrer dans ce paragraphe que c’est en fait la rugosité de la paroi
qui peut déterminer les seuils d’écoulement (arrét-démarrage). Nous com-
mencons par décrire un modele élémentaire d’un seul grain s’écoulant sur
un plan incliné rugueux, proposé par Quartier et al. [151]. Ses ingrédients
de base sont l'effet de la gravité, des collisions et le piégeage par la rugosité.
Nous chercherons ensuite a étendre ce modéle a une couche de grains.

10.3.1 Un grain

Le principe du modéle est le suivant. La force & laquelle est soumis un
grain se décompose en une force de piégeage dans la rugosité (FP) et une
force dans I'état stationnaire associée & l'accélération par la gravité et a
la dissipation sous Deffet des chocs (F'%). La force totale est une moyenne
pondérée de ces deux termes :
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F=(1—h)F% + hF? (10.23)

ou le facteur de pondération est une fonction h(V) de la vitesse qui tend
vers zéro a grande vitesse (pas de contribution des piéges) et vers 1 a faible
vitesse (contribution dominante des piéges). On fait le choix suivant h(V) =
exp(—V'), mais d’autre choix sont possibles.

Dans ce modéle simple, les grandeurs sont adimensionnées par les échelles
naturelles de masse (la masse d'un grain), de longueur (le diamétre d'un
grain) et de temps (le temps de chute d’'un grain dans un piége). La force
F'“9 est bien connue & travers les expériences et simulations numériques. On
choisit I'expression simplifiée suivante :

F9 = (0—¢)—V? (10.24)

¢ apparait comme 'angle de frottement interne du matériau. La dépendance
en V2 rappelle 'analyse de Bagnold. La force de piégeage est supposée avoir
la forme suivante :

FP=VY2(0 -0, (10.25)

ou 6,, apparait comme un angle seuil de piégeage (géométrique). La dépen-
dance en V1/2 n'est pas claire. On peut choisir plus généralement V<. 11 faut
que cet exposant « soit supérieur a zéro, de fagon que la force soit nulle
a larrét et inférieur a un afin que l’arrét se produise en un temps fini. Au
total :

FO,V)=(1—exp(=V))((0 —¢) =V + VY20 —0,,) exp(—V) (10.26)

Le tracé de la fonction Fy(V') pour différents 6 met en évidence une bis-
tabilité (voir Fig. 10.4 (a)). Un mouvement stationnaire du grain correspond
en effet a Fyp(V) = 0 . La solution V' = 0 est toujours possible. Dans une
certaine plage d’inclinaison [0, 6], c’est la seule solution. Dans une plage
[0c, O], 1l existe deux autre solutions. Enfin dans la plage [0, oc], il existe
une seule autre solution.

La stabilité des solutions doit étre discutée par la relation fondamentale
de la dynamique F' = %. Ainsi, seule la vitesse la plus grande est stable
dans la plage [0.,0,,]. Au total, ce modéle prédit le comportement suivant :

— Sil'on part d’un état arrété, et que ’on augmente l'inclinaison, I’écou-

lement démarre pour l'inclinaison 6,,,, qui apparait ainsi comme le seuil
d’écoulement @gyq4,, d’origine géométrique (piégeage d’un grain dans
la rugosité). Le grain atteint alors trés vite une vitesse non nulle (saut
de vitesse).

— Si, réciproquement, on part du régime stationnaire, on peut redes-

cendre 'inclinaison jusqu’a I'angle 6., ot 'arrét a lieu, avec un saut de
vitesse.
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F1G. 10.4 — Hystérésis (a) Fonction Fp(V') pour différentes inclinaisons. Les
courbes vertes correspondent a [’existence d’états stationnaires en écoule-
ment, la courbe orange indique ’existence d’un état instable et les courbes
rouges indiquent que le seul état stationnaire est l’arrét. La fleche bleu in-
dique un changement d’inclinaison qui maintient l’écoulement, la fleche rouge
indique un changement d’inclinaison qui arréte l’écoulement. (b) Diagramme
des états stationnaires. En bleu, V(0) en ne tenant compte que d’une force
liée a la gravité, au frottement et aux chocs, en vert la vitesse de libération
d’un piege et en rouge V(0) en tenant compte d’une force de piégeage.

L’inclinaison 6. apparait ainsi comme le seuil d’écoulement g4, d’ori-
gine dynamique : le grain s’arréte lorsque sa vitesse devient inférieure a la
vitesse de libération du piege (voir Fig. 10.4 (b)).

Quelles sont alors les prédictions de ce modéle vis & vis de la dynamique
de I'arrét 7 Ceci revient & intégrer I’équation de la dynamique : Fp(V') = ‘fi—‘;.
On part d’un état stationnaire pour une inclinaison 6y ou la vitesse vaut V5.
A la date t = 0, on change l'inclinaison & une valeur 61, et on trace alors
Pévolution de la vitesse (Fig. 10.5). Dans une certaine plage d’inclinaison
(f2 > 6.), I'écoulement se maintient : la vitesse décroit vers une nouvelle
vitesse non nulle. Par contre, si 3 < 0., le grain finit par s’arréter. L’arrét
est brutal, mais le temps d’arrét est extrémement sensible a 'écart (6. — 65).

Comme le montre la figure 10.6 (a), ce modeéle prédit une variation du
temps d’arrét en loi de puissance du type :

T~ A9t (10.27)

ou encore :
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Fia. 10.5 — Dynamique de l’arrét, prédiction du modéle a un grain. Les pa-
rameétres sont ¢ = 1,0, =2 et Vo = 2.

T~ Aot (10.28)

C’est ce qui est observé pour ’écoulement d’une couche sur plan incliné
en simulation numérique (figure 10.6b), mais aussi en cisaillement annulaire
dans lexpérience avec des billes de polystyréne (figure 10.6¢).

(a) (b) | ()

100} ] 3r

0,1 1 1 10

AB AO

F1c. 10.6 — Variation du temps d’arrét : (a) dans le cas du modéle a un
grain, (pente -1) (b) dans le cas de simulation numérique sur plan incliné
(H = 20,e = 0.1,u = 0.4) pente -1.07, (c) en cisaillement annulaire avec
des billes de polystyréne (pente -1.12)
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Ainsi, ce modéle d’écoulement d’un grain unique sur un plan incliné
rugueux est trés séduisant puisqu’il reproduit le comportement mécanique
d’une assemblée de grains non seulement sur un plan incliné, mais aussi en
géométrie de Couette. Il reproduit a la fois I’hystérésis de seuil, la bifurcation
de viscosité, et la dynamique de 'arrét (Fig. 8.1 (a) et 8.2 (a) et (b)).

Les mesures expérimentales sur plan incliné nous donnent V'(t) pour dif-
ferents Af. 11 est donc possible de calculer 'accélération dV/dt en fonction
du temps, ou encore en fonction de la vitesse V' (c’est en somme le por-
trait de phase). Mais dans le modéle & un grain, dV/dt est aussi la force
F(0,V). On a donc ainsi acces directement a la force a laquelle est soumise
la couche de grains en fonction de sa vitesse et de I'inclinaison ! Pour limiter
Peffet du bruit, on présente des courbes ajustées par un polynéme [158]. On
a tracé cette détermination de F'(6,V) sur la figure 10.7. En terme d’ordre
de grandeur, on remarque que les accélérations maximales sont de 'ordre de
100 a 200 mm/s?. L’équation de la dynamique prévoit un ordre de grandeur
g(0 — @), ou @ — ¢ ~ 0.02. L’ordre de grandeur est le bon. Concernant la
forme des courbes, elle est qualitativement correcte prés de V = 0. Le "dé-
but" de la courbe (F(0,V) =0—V # 0) correspond a la variation soudaine
d’inclinaison. Les courbes sont raisonnablement ordonnées.

0 50 100 150 200 250 300
0 T T T T T

V [mm/s]

-100 1

F [mm/s?]

200 1 1 1 1 1

F1c. 10.7 — Variation de F(0,V) avec V' pour Af = 1.6° et 3.2°.

En introduisant une dynamique propre pour certains des paramétres du
modéle, il est méme possible de décrire I’effet rebond. Pour cela, nous avons
introduit une variable interne A intervenant dans la force de piégeage, re-
laxant avec un temps caractéristique 7' vers le facteur V1/2 du modele ini-
tial :

d\ _ a=vi/2

{ FP(0,)) = M0 — 6,,)
dt T
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La figure 10.8 représente la modélisation d’une expérience de bifurcation
de viscosité avec un tel modele. Celui-ci décrit bien I'effet rebond, cependant
nous ne sommes pas capables a ce stade de comprendre 1’origine physique de
ce modele de piégeage a variable interne.

-0.2
-0.4
-06
-0.8

log(V)

1.2
1.4
16
1.8

FiG. 10.8 — Effet rebond avec un modéle & variable interne. Les paramétres
sont p=1,0, =2,Vo =2 et T = 10.

Au total, ce modeéle semble capable, avec un minimum d’ingrédients, de
prendre en compte le réle important joué par la rugosité.

10.3.2 Une couche
Objectifs

Ce modéle & un grain ne peut cependant décrire le comportement d’une
couche de grains en écoulement, et ne peut donc prédire les courbes Hgyqp(6),
qui sont une caractéristique importante des matériaux granulaires. Nous pro-
posons maintenant d’étendre les idées de ce modéle a I’étude de I’écoulement
d’une couche de grains prés de I’arrét sur un plan incliné [52]. On cherche a
reproduire les observations suivantes :

— la bistabilité,

— le profil de type Bagnold,

— la courbe d’arrét Hgop(0) = Beg’:f avec B ~ 1,

— la loi d’échelle Fr = ﬁHs%p(e), avec 0 =~ 0.1.

L’utilisation d’ingrédients élémentaires du modeéle a un grain (gravité,
collisions, piégeage) pour une couche correspond a un esprit de champ moyen [90].
Plutot que la vitesse (modeéle & un grain), c’est le nombre inertiel I qui va

jouer un role essentiel dans ce modele.
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Equation de conservation

On considére une couche d’épaisseur H s’écoulant sur un plan incliné de
0. La densité p est considérée comme constante. Considérant 1’écoulement
uniforme selon la direction x, I’équation de conservation de la quantité de
mouvement s’écrit :
p% = Z—i + pgb (10.29)
On exprime la vitesse moyenne u en fonction du nombre inertiel I, en
tenant compte de I’absence de vitesse de glissement :

P 755) i (10.30)

u(y,t)—/Oy"y(z,t)dz—/oyl(z,t)

On exprime la contrainte de cisaillement & 1’aide du frottement effectif
S = p*P avec P = pg(H — y), puis on adimensionne :

\/EQ </Oy1(z,t)\/mdz> =0+ (%[,u*(H —y)] (10.31)

T Ot

Le préfacteur /4v/m peut raisonnablement étre approximé par 1.

On utilise alors la loi de frottement mise en évidence en cisaillement
homogene : p*(I) = ¢ + bl.

Enfin, on considére que I reste constant dans toute la couche. 1l vient
alors :

If(y) = 60— w*(I) = Fy(D) (10.32)

avec f(y) = %(Hg’/2 — (H — y)*/?). Fy(I) est 'équivalent du terme associé
aux chocs et a la gravité F9(V) du modeéle a un grain.

Le régime stationnaire vérifie Fy(I) = 0, ce qui conduit a la loi d’échelle :
V(0, H) ~ (6 — ¢)H?2.

Par ailleurs cette analyse explique pourquoi 'arrét s’amorce au socle :
c’est 1a o f — 0. Pendant la phase d’arrét, I’équation doit en toute rigueur
prendre en compte des dérivée spatiales de I. C’est un aspect que nous
n’analyserons pas dans la suite, et nous nous restreindrons & l’analyse d’ordre
de grandeur suivante :

TH3? = Fy(I) (10.33)

Effet de la rugosité

L’analyse précédente ne décrit pas les effets de 1’épaisseur sur l'arrét
(Hstop(0)), ni de la présence de cette épaisseur d’arrét dans la loi d’échelle.
I étant supposé constant dans ’épaisseur, la loi d’échelle :
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H3/2
V(O,H)=pF——>= 10.34
(0,H)=p Hoon (@) (10.34)
correspond trés exactement a :
0 —
oy=—>0 _5606=9¢ (10.35)

T 2H,,,(0) 2B6,—0

Pour expliquer cela, on considére une fonction Fy(I) dans 'esprit du
modéle & un grain :

Fop(I) = (1 = h(1)) (0 — p* (1)) + h(I)g(I) (0 = Om) (10.36)

h(I) est une fonction de pondération entre le terme volumique & grand I
et le terme de rugosité a faible I. La fonction g(I) doit de plus s’annuler a
larrét (I = 0). On choisit :

_ 1
M = mamy (10.37)
oD = e

avec 3 et « positifs. Si ’on choisit & = 2 et = 1, on constate que le régime
stationnaire (Fy(I) = 0) correspond a :

(6) = %én__qﬁe (10.38)
avec 07, =0, + %.
Ceci permet d’identifier :
{ ¢ = s 5 (10.39)
O, = On+355

L’adjonction de ce terme d’influence de la rugosité permet donc de re-
trouver une loi d’échelle analogue & celle observée expérimentalement. En
revanche, ce modéle ne décrit arrét du matériau que pour 6 = ¢, indépen-
damment de I’épaisseur H.

Effet de I’épaisseur

Nous avons donc cherché dans un deuxiéme temps a modifier ce modéle
de fagon a décrire l'arrét pour H = Hgop(6). Compte-tenu du fait que
1(0) = #ﬁ)(e), nous avons cherché a ajouter dans Fy(I) une condition de
pénalisation si H < Hgop(0) = 56/21, soit 2IH/53 < 1. Pour cela, nous
avons modifié la fonction de pondération de la fagon suivante :

1
1 + I/Iyexp(—50/21H)

h(I) (10.40)
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Pour la simplicité des calculs ultérieurs, nous introduisons les notations
suivantes :

Hy — g (10.41)
H,

Iy(H) = ?0 (10.42)

x = L (10.43)
Iy

La fonction de pondération s’écrit donc :

1
1+ Xexp(—1/X)

Cette fonction (Fig. 10.9) vaut environ 1 pour X < 1et 1/X pour X > 1.
Ce qui signifie que 'effet de piégeage est prépondérant pour IH < Hy.

h(X) (10.44)

F1G. 10.9 — Fonction de pondération h(X).

Par ailleurs, la fonction Fy s’écrit maintenant comme une fonction de la
variable X, avec un terme de piégeage d’autant moins actif que la couche est
épaisse :

(‘9 - em)
H
L’écriture précédente est relativement "ad-hoc", mais nous allons voir

qu’elle conduit & des prédictions intéressantes. Nous proposons a ce stade

une interprétation possible, associée au critére de dilatance de Reynolds, dans

Pesprit d’'un modéle proposé par Coussot [42]. Lorsque le milieu s’arréte, il

Fop(X) = (1—h)(0— u*(IpX)) + hX? (10.45)
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PN H0

Fia. 10.10 — Illustration du piégeage d’un grain.

se piége dans la rugosité, alors qu’en écoulement, les grains s’échappent de
ces mémes piéges. On peut considérer en conséquence qu'’il existe une petite
variation structurelle, qui se traduit par une petite variation de la compacité
entre I’état bloqué et I’état en écoulement. Schématiquement, cette variation
correspond a une variation d’épaisseur Hy, différence de hauteur entre les
pics et les creux (Fig. 10.10). Géométriquement, celle-ci doit étre, en 2D,
de 'ordre de quelques dixiémes. Le terme Iy peut s’interpréter comme une
variation relative d’énergie potentielle pour une couche de hauteur H entre
sa position arrétée (dans les creux) et sa position en écoulement (au niveau
des pics). Plus la couche est épaisse, plus cette variable est petite. Un ar-
gument énergétique comparant 1’énergie cinétique totale dans le systéme a
la variation d’énergie potentielle entre 1’état en écoulement et ’état arrété

donne plutét :
H,
I’H?>> HHy = Iy = ’/FO (10.46)

Loi d’échelle

Les états stationnaires sont obtenus pour Fy(X) =0, soit :

{ X =0 (10.47)
exp(—1/X)(0 — p*(X)) + X520 = 0 '
La deuxiéme équation équivaut a :
_ L (10.48)
Ty +dexp(1/X) '
avecvz%etdzgf—ﬁq.
Pour X >> 1, on a donc :
1 0—¢)H
_ =9 (10.49)

40 0,0
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ou l'on a posé 0, = 60, + aHy, c’est & dire une petite correction a 6, de
quelques degrés.
Ceci donne alors :

., 0—9¢)  Hy
1(0) = Hy G —0  H(0) (10.50)
ou l'on a posé :
0r, —0
H*(0) = = 10.51
0) =5 (10.51)

Ce régime X >> 1 correspond a I >> Iy, soit H >> H*(#). On a alors
la loi d’échelle :

H
Fr=0—— 10.52
"= (10.52)
avec 3 = %.
Epaisseur d’arrét

! iV e
181y + S exp(l/ X)

Fi1a. 10.11 — Principe de la tangente.

Cependant H*(0) n’est pas exactement 1’épaisseur d’arrét. Pour détermi-
ner celle-ci, on doit étudier I’équation pour X << 1. Il vient un moment ot
il n’y a plus de solution a la deuxiéme équation, et donc X = 0 : I'’écoulement
s’arréte. On utilise le fait que ceci se produit lorsque la courbe tangente X
(Fig. 10.11). On peut donc écrire :

1 " Sexp(1/X)/X%
(’y +5exp(1/X)> o (v + 5exp(1/X))2 =1 (10.53)
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= dexp(l/X)=1=Jdexp(l+v) =1 (10.54)

Ceci définit Hgop(0) qui peut s’écrire :

Hauopl0) = H™(6)£(0) (10.55)
*ok 9m -0
H* () = - (10.56)
et f(0) est solution de :

avec €(f) = (fm—%.

f(0) = e pour 0 =~ ¢, et diverge pres de 0,,. Ainsi, sauf prés de 6,,, on a :

Hitop(0) =~ H™(0)f(¢)- (10.58)

Cette forme de I'épaisseur d’arrét est conforme & ce qui est observé expé-
rimentalement. Le préfacteur est de 'ordre de 3 tailles de grains. Les deux
angles caractéristiques qui apparaissent sont d’une part le frottement interne
quasi-statique en cisaillement homogéne, d’autre part I’angle de piégeage géo-
métrique dans la rugosité.

Par ailleurs :

1 0—¢
X 0) = = 10.59
st0p( ) 1+ +(0) 0 — o ( )
avec ¢* = ¢ — %
En conséquence :
Hy 0 —0¢
Lsiop(0) = — 10.
wl0) = g (10.60
Retour sur la loi d’échelle
On peut ainsi déterminer la loi d’échelle, loin de I'arrét :
H H  Hgop(0) H
Fr= = P2 =B3(0) —r 10.61
'T0 o) 70 e O
avec (3(0) = %f(@) z;”:z R~ % ~ Hy, ce qui est cohérent avec 'ordre de

grandeur observé pour § (= 0.1).
Prés de arrét, la loi d’échelle s’écrit :
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H

Fr= ﬁstop(e)m

(10.62)
avec fstop(9) = 27 X (0) f(0)H* (6).

Ce modéle prédit donc des déviations de la loi d’échelle pres de larrét,
qui sont déterminées par :

Banl®) _ Ly =0

B(9) H 0—¢

Si on cherche maintenant a tracer ce facteur en fonction de ﬁ, on
obtient la courbe 10.12, qui est en bon accord avec nos observations expéri-

mentales.

(10.63)

Bsiop/P

Fic. 10.12 - Bsgz—gge) en fonction de &

Frottement effectif

Il est possible de déduire des informations précédentes le frottement ef-
fectif sur plan incliné. 11 s’exprime sous la forme d’une fonction du nombre
inertiel :

* 1
pH(I) = % (10.64)
T

Par ailleurs, I’écoulement s’arréte lorsque I atteint la valeur Iy, ce qui
définit un frottement limite fonction de H. Ces informations sont résumées
sur la figure 10.13, sur laquelle on a aussi reproduit la loi de frottement
en cisaillement plan, et quelques points résultant de mesures en simulations
numeériques.
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0.2
0

0.05 0.1 0.15 0.2

F1G. 10.13 — Frottement effectif en fonction de 1. La droite verte symbolise les
résultats du cisaillement homogéne. Les points correspondent auzx mesures sur
plan incliné, la courbe rouge correspond a la prédiction du modéle (¢ = 0.22,
0, = 0.6 et Hy = 0.14). Les droites en pointillés noirs (fonction de H)
correspondent auz déviations prés de l'arrét.

On ne doit pas étre étonné de l'accord avec les observations sur plan
incliné, dans la mesure ou le modéle a précisément été construit pour cela.

Bilan

Nous rappelons les hypothéses de ce modéle. Le nombre inertiel I est
supposé constant dans la couche. On utilise dans ’expression des contraintes
un terme décrivant 'influence de la rugosité, dont la signification physique
demande & étre éclaircie.

L’écoulement dépend alors :

— Du matériau, a travers p*(I) = ¢ + bl, c’est a dire a travers le frotte-
ment interne ¢ et la viscosité effective b. Les simulations numériques
indiquent que ces parameétres ne dépendent pas de la rugosité. Il y a
peut étre une diminution du frottement tout prés de la rugosité, et une
diminution de b associée & une organisation en couche.

— De la rugosité, a travers 6, et Hy (qui sont liés 'un a l'autre). Nous
renvoyons aux travaux de C. Goujon [75] pour une étude détaillée des
effets de rugosité sur plan incliné.

Ce modéle décrit bien ’épaisseur d’arrét, la loi d’échelle fonction de cette
épaisseur d’arrét, ainsi que ses déviations pres de ’arrét. Corrélativement, il
décrit bien les caractéristiques du frottement effectif sur plan incliné.

La dynamique de 'arrét est donnée, sous forme schématique, par I’équa-
tion suivante :
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1
- H0H1/2

avec f(y) = %(H?’/Q— (H—y)?/?). On retrouve bien la bifurcation de viscosité,
mais 'arrét ne s’effectue pas en temps fini du fait que le terme de rugosité
est en X?2.

Par contre, ce modéle prédit un démarrage a 0 = 0,,, pour toute épais-
seur. Pour retrouver la courbe de démarrage Hgyqrt(0), une piste pourrait
étre d’introduire une équation d’évolution pour la microstructure lors de la
transition solide-fluide. En effet, partant de 'arrét, I’écoulement s’amorce par
le haut, et atteint brusquement toute la couche. On aurait donc envie d’écrire
0., comme une fonction croissante depuis le socle, de sorte que 1’écoulement
démarre a la surface, pour I’épaisseur Hgyqrt. Pour que la transition se pro-
page a toute la couche, on peut supposer que dés que le matériau s’écoule,
le paramétre 6, s’abaisse spontanément . . .

Xf(y) Fp(X) (10.65)

10.4 Conclusion

Voici donc quelques pistes de modélisation pour la transition de blocage
d’un matériau granulaire, a la lueur de nos résultats expérimentaux ou numé-
riques. Naturellement, ces considérations doivent étre prises avec prudence.
Cet aspect n’a pas constitué le point central de notre thése, et le tableau pro-
posé est loin d’étre exhaustif par rapport a toutes les pistes de modélisation
qui ont été récemment proposées [105, 77, 147, 121, 120].
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Conclusion et perspectives

D ans ce travail, nous avons tout d’abord abordé la question du blo-
cage d'un matériau granulaire a travers ’étude du comportement du
matériau & proximité de 'arrét, & vitesse imposée.

L’état de cisaillement d’un matériau granulaire est principalement dé-
terminé par la connaissance d’un nombre sans dimension baptisé nombre
inertiel I, traduisant le rapport des forces d’inertie sur les forces de pression.
Les faibles I correspondent au régime quasi statique (I < 1072). Les grandes
valeurs de I (= 0.1) correspondent au régime dynamique ou collisionnel. La
loi de comportement se déduit alors des variations de la compacité et du
frottement effectif avec ce nombre.

La transition entre les régimes quasi statique et dynamique est progres-
sive. Pour les grandes valeurs de I, dans le régime dynamique, la loi de com-
portement dépend du caractére dissipatif du matériau. Il est alors possible
d’avoir une description de ’écoulement dans le cadre de la théorie cinétique.

Dans le régime intermédiaire, la pression au sein du milieu est une pres-
sion du type Bagnold, c’est & dire proportionnelle au carré du taux de cisaille-
ment et divergeant prés de la compacité maximale. Par ailleurs, le frottement
augmente linéairement avec I, & partir d’un seuil quasistatique. Cette loi de
frottement semble indépendante du type de matériaux (faiblement ou forte-
ment dissipatif). La loi de comportement est qualitativement la méme, que la
distribution de contrainte soit homogéne ou hétérogéne. Dans le cas d’écou-
lements soumis a la gravité, il faut de plus introduire un autre nombre sans
dimension G, traduisant le rapport des forces de pesanteur sur les forces
de pression. L’étude comparée du cisaillement homogéne et du cisaillement
hétérogéne a permis de montrer que la localisation du cisaillement est liée a
I’hétérogénéité des contraintes dans le milieu.

Laloi de comportement observée dans la géométrie simple de cisaillement
plan peut étre étendue & d’autres géométries (cisaillement annulaire, plan in-
cliné utilisé comme rhéometre). Pour ce qui est du cisaillement annulaire, nos
mesures expérimentales des profils de vitesse et de la compacité en fonction
du taux de cisaillement apparent indiquent que la plupart des expériences
sont faites dans le régime quasistatique. Pour le plan incliné, I’'augmentation
du frottement par rapport au cisaillement plan semble pouvoir s’expliquer
par un effet de paroi rugueuse.
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Dans un deuxiéme temps, nous avons étudié la transition elle-méme, a
force imposée. Les expériences (en cisaillement annulaire et sur plan incliné)
et les simulations numeériques (sur plan incliné) indiquent 'existence d'un
hystérésis du seuil d’écoulement. Dans tous les cas, on observe que la tran-
sition liquide-solide (LS) se fait de maniére brusque.

Les expériences de bifurcation de viscosité ont permis de mesurer la dy-
namique de I'arrét. Elles montrent que si ¢ > org, alors le matériau reste
fluide, 01,5 correspondant au seuil d’arrét. En revanche, si o < o5, le maté-
riau va finalement s’arréter, mais le temps d’arrét est extrémement sensible
a la différence de contraintes : o5, — 0. Ce comportement s’observe aussi sur
plan incliné en variant brusquement I'inclinaison autour de 6g;.p.

Il existe donc une plage de taux de cisaillement qui ne peut pas étre
atteinte de fagon stable, ce qui corrobore ’observation d’une transition dis-
continue. L’écoulement n’est stable qu’au-dessus d’un taux de cisaillement
critique ¥ (org). Cette transition est associée & un taux de cisaillement cri-
tique, mais nous conjecturons que la bonne grandeur est plutdét un nombre
inertiel critique. L’observation d’une épaisseur d’arrét sur plan incliné et
I’apparition d’intermittences en cisaillement plan a vitesse imposée indiquent
que le nombre inertiel critique doit dépendre de I’épaisseur en écoulement.
Ces effets de taille finie montrent qu’il faut prendre en compte une longueur
caractéristique du systéme qui augmente prés de ’arrét.

Les simulations numériques ont permis de mesurer certaines grandeurs
micromécaniques (coordinence, fluctuation et mobilisation du frottement)
lors de 'arrét. La mobilisation du frottement et les fluctuations relatives de
vitesse vérifient des lois d’échelle en fonction de I & vitesse imposée. Par
ailleurs, on observe une variation discontinue de ces trois grandeurs lors de
I’arrét. En particulier, la mobilisation du frottement chute brusquement a
0 et les fluctuations relatives de vitesse augmentent notablement lors de
cette transition. La transition de blocage est donc associée & une transition
microstructurelle massive !

Nos expériences de rhéométrie confirment le fait que le comportement
mécanique des matériaux granulaires secs est similaire & celui d’autres fluides
particulaires. Ceci suggére donc qu’il existe des mécanismes communs faisant
intervenir une variable interne [45]. Dans le cas des matériaux granulaires, on
peut penser que cette variable interne est liée aux caractéristiques du réseau
de contacts, telle la proportion de contacts "solides" [194].

Cependant, nous avons montré qu'un mécanisme de piégeage initié par
la rugosité de la paroi est capable, comme pour un grain unique [151], de
décrire le comportement d’une couche de grains sur un plan incliné au voisi-
nage de l'arrét (hystérésis, épaisseur d’arrét et dynamique de 'arrét).

Naturellement, ce travail est loin d’étre exhaustif. Nous avons répondu
a quelques questions, mais nos réponses en posent d’autres. C’est ainsi qu’il
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semble important de prolonger ce travail par différentes études spécifiques et
nous proposons ci dessous quelques pistes.

Dans cette thése, nous nous sommes limités & quelques géométries d’in-
térét ; il serait toutefois souhaitable de pouvoir mesurer la loi de frottement
et donc la loi de comportement dans d’autres géométries : le socle meuble,
la conduite verticale. . .

Nous avons mis en évidence des effets bien spécifiques liés a la proximité
de la paroi. Il nous parait donc important de pouvoir étudier ces zones a
I'interface entre le milieu granulaire et le paroi, et de comprendre leur inter-
action avec le comportement en volume, notamment les aspects non locaux.

Afin d’élucider, d’'un point de vue physique, la transition solide-liquide
pour les matériaux granulaires, il semble crucial d’obtenir des profils de vi-
tesse par des techniques spécifiques (RMN, rayons X, diffusion de lumiére)
pour des plus grands taux de cisaillement, afin d’établir I’existence ou non
d’une variation de la largeur de la bande de cisaillement.

La description en terme de longueur de corrélation permet de décrire
avec un méme formalisme la transition vers 'arrét pour différentes géomeé-
tries [118]. Pour mieux comprendre les mécanismes non locaux, il nous parait
important de mesurer les corrélations au sein des écoulements granulaires.

1l serait aussi pertinent d’étendre cette étude a une classe de matériaux
plus large. On peut songer en premier lieu aux matériaux granulaires cohé-
sifs. Ce travail a été entamé et donne des informations sur le frottement et
la dilatance, ainsi que sur I’apparition d’intermittences [166] en fonction du
niveau de cohésion.

Il nous semble important de faire le lien entre les matériaux granulaires
et les fluides particulaires. Ces différentes pistes de travail pourraient fournir
des informations mécaniques en vue d’une description unifiée du blocage
dans les matériaux fragiles.
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Annexe A

Méthodes de simulation
numeérique discreéte

N ous présentons dans cette annexe deux méthodes de simulation nu-
mérique couramment utilisées pour simuler les écoulements granu-
laires. La premiére, la dynamique moléculaire est la méthode que nous avons
choisie pour simuler la majorité de nos systémes. Nous n’avons utilisé que
ponctuellement la seconde, la dynamique des contacts, mais nous avons ré-
guliérement comparé nos résultats a ceux issus de simulations utilisant cette

méthode [150].

A.1 Dynamique moléculaire

La dynamique moléculaire appliquée a la simulation de matériaux gra-
nulaires est issue des simulations numériques d’atomes et de molécules (d’ou
son nom) en prenant en compte la dissipation d’énergie. Le lecteur désireux
d’une discussion plus détaillée de cette méthode est renvoyé aux références
suivantes [40, 175, 113, 49].

La dynamique moléculaire utilise un algorithme assez simple et intuitif.
Elle consiste, & chaque itération et pour chaque particule, a :

1. rechercher les particules qui interagissent avec elle;

2. traiter de fagon binaire ces interactions de fagon a calculer la force
totale qu’elle subit comme somme de leurs contributions respectives ;

3. intégrer les relations fondamentales de la dynamique afin d’obtenir les
caractéristiques de son mouvement, qui seront considérées uniformes
jusqu’au pas de temps suivant.

Cette technique nécessite 1'utilisation d’un algorithme de prédiction -
correction (d’ordre 2 dans notre programme) basé sur un développement de
Taylor des positions, vitesses et accélérations (translation et rotation) de



226 Meéthodes de simulation numérique discréte

chaque grain. Pour un instant donné, on commence par prédire la position
des particules en intégrant les équations de la dynamique a partir des vitesses
initiales. On recherche alors les particules en contact, afin de déterminer les
forces qui s’exercent. La connaissance des forces de contact entre particules
permet, pour cet instant, de corriger la position et la vitesse des grains.

Son défaut principal réside dans le fait que les calculs effectués pour dé-
terminer les contacts sont trés lourds et répétitifs. Pour accélérer la simula-
tion, on a recours donc & une fonction de "détection des voisins" permettant
d’établir pour chaque particule une liste des particules susceptibles d’entrer
en contact avec elle sur des laps de temps plus longs qu’une unique itération.
On ne cherche alors les contacts que parmi cette liste et non sur ’ensemble
des particules ce qui est un gain de temps considérable.

grain j

grain i

FiG. A.1 — Modéle de contact sec (modéle de sphéres molles)

Lorsque deux particules sont en contact, on adopte un modele dit de
"sphéres molles" [49], dans lequel les particules s’interpénétrent et réagissent
en fonction de cette interpénétration (Fig. A.1). Le modéle choisi et présenté
ci-dessous est un modéle relativement simple prenant en compte un terme
de répulsion élastique linéaire, inspiré du modéle de Hertz, et un terme de
dissipation visqueuse d’énergie. Considérons la partie normale du contact
entre deux grains i et j (Fig. A.1). Le grain j est soumis a deux forces
suivant 7;; :

— Une force élastique linéaire F"Z? = kponfi;j, ol 0, est la déformation
normale, et k, est le coefficient de raideur normale. Cette force est
nulle si le contact est ouvert.

— Une force de dissipation visqueuse F;Z’ = gnSnﬁij, décrivant 1'inélasti-
cité (gp est un coefficient d’amortissement visqueux).
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Pour certaines valeurs de § et de 5, ces deux forces sont opposées et
la résultante peut étre négative : la force de répulsion est alors attractive!
Ceci se produit en fait pour des vitesses correspondant & des grains qui se
séparent : les grains ne s’attirent donc pas. Numériquement il est possible
d’annuler la force normale lorsqu’elle devient négative. Nous avons vérifié
que cela n’a pas d’influence sur les grandeurs que nous avons mesurées. Nous
renvoyons le lecteur a la référence [175] pour une discussion plus approfondie
de cela.

La force de contact tangentielle est une force élastique linéaire limitée
par le critére de Coulomb :

F, = Fds
: v| — pFy . < e
0 = { v OH } s VWM{ > }MFn

ou d; est le déplacement tangentiel relatif, v; la vitesse relative tangentielle
et k; le coefficient de raideur tangentiel (on choisit toujours k; = ky /2 [29]).

Pour rester dans la limite des grains rigides, il faut bien entendu limiter
linterpénétration entre les grains a des valeurs trés faibles (typiquement un
milliéme du diamétre des grains). Cette limitation impose des choix judicieux
des parameétres du systéme.

Lors d’un choc binaire de vitesse d’impact vg entre 2 grains de masse m;
et mj, I'interpénétration  obéit a I’équation différentielle suivante :

meff5 + gnS + k0 =0 (Al)
ol Meff = T:Lnf;fb est la masse réduite du systéme binaire. C’est une équation
i J
différentielle linéaire homogéne & coefficients constants, dont la résolution
donne, sous réserve de la condition de stabilité g, < 2\/mesrky :

e (o N (ot
I(t) = vo - eXP < sy t> sin <7TTC> (A.2)

ou 7. désigne la durée du contact, et vaut exactement :

- 9\ —1/2
Te=T - — ( In > (A.3)
Meff 2meyy

On peut caractériser la dissipation d’énergie durant un choc par un co-
efficient de restitution e, défini comme le rapport des modules des vitesses
finale et initiale du choc. Pour le choc normal considéré, on trouve :

= exp (— In ) (A.4)

2meff

5(7'0)

Vo

e =

En combinant les deux équations précédentes, on peut alors exprimer g, en
fonction de e par la relation :
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mky,

= 2lney | ——>—
In 72 4+ 1n’e

(A.5)
Pour e € [0;1], on vérifie bien que la condition de stabilité précédente est
respectée.

La validité de ce modéle dans le cadre de notre étude repose essentielle-
ment sur la condition de faibles interpénétrations. Pour nous situer dans la
limite des grains rigides, on souhaite limiter les interpénétrations a environ
un milliéme du diamétre moyen des grains. De plus, le traitement numérique
discret du temps impose certaines conditions au dela desquelles la fiabilité
du calcul serait remise en cause.

Ainsi, le pas de temps doit étre judicieusement choisi, de telle sorte que
les grains ne s’interpénétrent pas trop et qu’il ne puisse pas se produire d’évé-
nements importants entre 2 itérations, événements qui seraient alors ignorés
par la simulation. Cependant, le pas de temps ne doit pas non plus étre in-
utilement court, car de lui dépend grandement le temps total de réalisation
d’une simulation numérique. Pour régler ce pas de temps, nous avons utilisé
le temps caractéristique le plus court existant dans notre probléme : le temps
de collision 7.. Le pas de temps devant étre nettement inférieur a ce temps
caractéristique, nous I'avons choisi égal & une fraction de 7, :

Te -1
dt = N ol T = kp 2 (A.6)

Forts de l'expérience de J.N.Roux [167, 40] nous savons que pour des
déformations assez lentes avec k,, = 10%, on se situe dans la limite des grains
rigides pour N = 100. On congoit également que plus on se situe dans le
cadre d’événements rapides, plus il faudrait choisir une valeur de N élevée.
Le choix de N impose donc de limiter les vitesses relatives entre les grains. En
considérant que la vitesse maximale du probléme est la vitesse de cisaillement
imposée a la paroi, une solution efficace est de limiter cette vitesse en fonction
du choix de N. Typiquement, on souhaiterait limiter I'interpénétration entre
les grains & un milliéme de leur diametre au maximum. La distance parcourue
par une particule de diameétre 1 animée de la vitesse maximale autorisée
Vi entre deux pas de temps successifs doit donc étre inférieure a la moitié

de cette valeur : V,,dt < % avec dt =~ le/E' On en déduit que V,,, =

5104 N+/k,. Pour plus de sécurité, nous avons choisi de considérer V;,, =
10~*N+/k,. Ainsi, afin d’étre en accord avec la limite des grains rigides, on
a toujours choisit une vitesse imposée V' tel que V < V,,, (dans la plus part
des cas on a V,, = 1).

En ce qui concerne les contraintes imposées au systéme, il est clair que
des conditions similaires doivent étre respectées sous peine de forcer des
interpénétrations trop importantes entre les grains. Cependant, la grande
hétérogénéité de la répartition des contraintes au sein du milieu complique
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I’établissement d’une condition simple et efficace. De plus, on peut consi-
dérer qu’un état de contrainte qui force des interpénétrations trop grandes
dans notre modele correspondrait dans la réalité a un état ou les grains qui
constituent le matériaux seraient déformés plastiquement. C’est pourquoi
nous ne nous imposons pas de limites quant aux forces appliquées au sys-
téme, mais nous nous contentons de suivre de prés la valeur maximale des
interpénétrations.

A.2 Dynamique des contacts

L’expérience du "berceau de Newton" indique que lors d’une collision
d’une particule avec un empilement de particules, il faut traiter ’ensemble
du réseau des contacts. C’est un processus collectif qui ne peut étre réduit aux
chocs binaires. Il est donc nécessaire de formuler les lois de contact de maniére
plus générale afin de traiter de la méme fagon les contacts maintenus et les
collisions, mais également pour prendre en compte I’ensemble du réseau.

La dynamique des contacts est particuliérement adaptée & ce type de
probléme. Elle a été mise au point par Moreau et Jean dans les années
1980 [124, 127, 93, 92], et appliquée avec succes a différents problémes, sta-
tiques [152], quasi-statiques [126], ou dynamiques [125, 11, 150]. Nous nous
contenterons de présenter succinctement le principe de cette méthode. Pour
une discussion plus approfondie, nous renvoyons le lecteur aux références
précédentes.

L’originalité de cette méthode réside dans 1’écriture de lois de contact
généralisées qui permettent de décrire les contacts maintenus et les collisions
de la méme facon, et donc de traiter ainsi correctement les collisions mul-
tiples, sans recourir & une régularisation des lois de contact (comme c’est le
cas en dynamique moléculaire).

Les équations de la dynamique pour un ensemble de corps rigides avec
contact frottant sont reformulées au sens des mesures, c’est & dire intégrées
sur un pas de temps infinitésimal (typiquement le temps de collision). Les
forces de contact et les forces développées au cours des chocs sont toutes
deux remplacées par des percussions. Il n’y a plus de différence entre elles.

Moreau a reformulé la condition de non-interpénétration de Signorini
en reliant la percussion normale P, de non-interpénétration non plus a la
distance mais une vitesse normale formelle T,,, moyenne des vitesses normales
avant et aprés le choc pondérée par un coefficient de restitution normale
en (et), qui modélise U'inélasticité des collisions. De la méme maniére, il a
reformulé les lois de Coulomb en reliant la percussion tangentielle P; a la
vitesse tangentielle formelle 7y, moyenne des vitesses tangentielles avant et
apres le choc, pondérée par un coefficient de restitution tangentielle e;. Ceci
est résumé sur la figure A.2
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(a) (b)

F1c. A.2 — Graphes de Signorini (a) et de Coulomb (b) généralisés (pour
des disques de méme diamétre). Les droites représentent les droites de la
dynamique.

A partir de ces lois de contacts généralisées 'algorithme va calculer les
percussions et les vitesses des particules. Tout comme pour la dynamique
moléculaire, il faut d’abord repérer les contacts. Ceux-ci sont repérés lorsque
deux particules s’interpénétrent. Toutefois, cette interpénétration n’a pas
de sens physique et les percussions ne sont pas calculées & partir ce celle-
ci. Cela permet d’avoir des pas de temps plus important qu’en dynamique
moléculaire. En fait, pour ’ensemble des contacts, on résout simultanément
les équations de la dynamique associées aux graphes généralisés de Signorini
et de Coulomb.

Les conditions de Signorini et de Coulomb étant non-réguliéres (non-
interpénétrabilité, discontinuité de la vitesse, non-régularité des forces) une
résolution matricielle du probléme n’est pas envisageable. La solution est ap-
prochée par une méthode itérative. A un pas de temps donné, on connait la
valeur de la vitesse relative pour chaque contact. Lors la premiére itération
(0), on attribue une certaine valeur aux impulsions P} et P (nulle dans
un cas dilué, ou celle du pas de temps précédent dans le cas dense). A une
itération quelconque (i) la connaissance des impulsions P! et P} sur tous les
contacts permet de calculer les contributions des autres contacts. Les inter-
sections des droites de la dynamique définies avec les graphes de Signorini et
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de Coulomb donnent a la fois une nouvelle estimation des impulsions et des
vitesses formelles.

A.3 Conclusion

La dynamique moléculaire posséde le grand avantage de pouvoir étre
implémentée avec une grande gamme d’interaction entre particules. Elle est
en outre capable de traiter des situations dynamiques variées en terme de
compacité et de dissipation d’énergie. Cette grande adaptabilité se fait au
détriment du temps de calcul qui est élevé.

La dynamique des contacts permet d’avoir des temps de calcul plus
courts. Elle est aussi particuliérement adaptée pour I’étude du réseau de
contact, puisqu’elle a été concu pour gérer les contacts multiples.

Ces deux méthodes apparaissent donc comme complémentaires. Bien que
la dynamique des contacts et la dynamique moléculaire soient des méthodes
fonciérement différentes, elles donnent toute deux des résultats comparables.
Ceci valide le fait que les simulations numériques peuvent étre considérées
comme des expériences sur un matériau modéle virtuel.
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Annexe B

Calcul du tenseur des
contraintes

L es simulations nous donnent accés & I’ensemble des forces entre les par-
ticules en contact, ainsi qu’a I'angle de contact. On peut alors calculer
le tenseur de contrainte dans le matériau.

Dans le cas des assemblées de grains en équilibre statique, on trouve dans
la littérature plusieurs expressions, plus ou moins équivalentes, du tenseur
des contraintes en fonction des forces de contact entre les grains [39, 103, 20].
Ainsi, pour une assemblée de grains occupant un volume V', interagissant
par des forces de contact f; aux points @, le tenseur des contraintes (¢ pour
"contact") s’écrit :

c 1 - g
; :szc(@fc (B'l)

Nous voulons ici examiner la situation d’un écoulement dans lequel les
grains, animés de vitesse de translation et de rotation, transportent de la
quantité de mouvement, et par ailleurs interagissent par contact maintenu
ou collisions. Dans le cas tres dilué, on dispose du tenseur des contraintes
de Reynolds qui décrit le transport de quantité de mouvement associé aux
mouvements fluctuants. Ainsi pour une assemblée de N grains (masse m;,
vitesses fluctuantes 07;), occupant un volume V', le tenseur des contraintes
(f pour "fluctuant") s’écrit :

n - % S middi @ 6 (B.2)

Dans le cas d’'un écoulement plus dense, on a des situations de contact
multiple, ou se mélent contacts maintenus et collisions, de sorte que l'on
doit dépasser 'expression fournie par la théorie cinétique. 11 faut trouver
une expression plus générale, compatible avec la limite de la statique des
empilements et avec la limite des écoulements dilués, collisionnel.
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Pour cela on reprend le résultat de Batchelor [15] qui, partant de la
définition primitive de la contrainte en mécanique, c’est a dire la résultante
des forces exercées sur une surface élémentaire et le flux de la quantité de
mouvement a travers cette surface, aboutit & la décomposition du tenseur
des contraintes moyennes macroscopique, au sein d’un volume V', entre un
terme associé aux efforts intérieurs, et un terme associé aux fluctuations du
mouvement (le tenseur de Reynolds), défini ci-dessus :

1 - N
X= v /V(g + p(7)0T ® 00)dr (B.3)

Dans cette expression ¢ représente le tenseur local des contraintes, dont
la définition sera donnée précisément dans les paragraphes suivants. Cette
définition n’est pas unique, mais elle reste la définition la plus simple qui
soit compatible avec les concepts de la mécanique des milieux continus et
que l'on puisse étendre aux écoulements granulaires en régime permanent.
Notons que I'analyse de Batchelor a souvent été utilisée dans la modélisation
d’écoulement de suspensions concentrées.

Pour décrire les efforts intérieurs dans un milieu granulaire, on peut consi-
dérer chacun des grains comme un milieu continu, mais on peut aussi ne
décrire que les efforts de contact entre les grains. Cette deuxiéme approche
est naturelle si I'on considére les grains comme des corps rigides.

L’analyse qui suit reprend le travail mené par Moreau [126]. Dans le
cadre de la mécanique des milieux continus, n’importe quel effort subi par
un systéme matériel peut-étre défini par la puissance qui serait développée
par cet effort si les éléments du systéme étaient soumis & un champ de vitesse
virtuelle. C’est dans cet esprit que Moreau, en écrivant le principe des puis-
sances virtuelles, a introduit la notion de moment interne associé a chaque
grain. Nous raisonnons dans un systéme & deux dimensions.

B.1 Moment interne d’un grain

Considérons un grain ¢ homogeéne (de masse volumique p,) de centre de

gravité 7;, occupant une surface S;, et soumis a des forces de contact f. de
la part de ses voisins (¢ = 1 a N;). Le mouvement réel du grain, considéré
comme un solide rigide, est décrit par :

171(77‘) =V +G; AT (B.4)

ou ; est la vitesse de son centre de gravité et oJ; la vitesse de rotation. Son
accélération s’écrit donc :

Fil(F) = Fi+ @i A (@i A ) (B.5)

On lui associe un champ de vitesse virtuel rigidifiant défini par :
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u(r) = (r}) +w - 7 (B.6)

ou w est le tenseur du second ordre antisymétrique associé au vecteur rotation
virtuel & du systéme.

On applique alors le principe des puissances virtuelles : pour tout champ
de vitesse virtuelle :

Plnt(a) + PEmt(ﬁ) = PAcc(a) (B7)

avec

Pyce() - fsi ppYi - U(F)dr
Pgat(0) = Y0 ¢ 0(%) + [g ppdf - U(F)dF

Pry:(U) étant une forme linéaire du champ de vitesse virtuelle, il existe R et
M tel que :

Pot(0) = R-0(7) + M : w (B.8)

Cependant, pour un mouvement rigidifiant, la puissance des efforts inté-
rieures est nulle. Ceci implique que R=0et que le tenseur M est symétrique
dans une base orthonormée. Ce tenseur est appelé moment interne du grain
7. On le notera %z

Si on considére le grain comme un milieu continu, on peut lui associer un
tenseur de contrainte de Cauchy ¢, de sorte que pour tout champ de vitesse
virtuelle : B

Prpi (V) = — /S o : grad(v)dr (B.9)

En prenant le méme champ de vecteur vitesse affine défini précédemment,
on obtient :

M =— /S o (B.10)

C’est-a-dire que l'on peut définir un tenseur des contraintes moyen dans le
grain par :

1
=M. B.11
g@ Si:Z ( )

Le principe des puissances virtuelles donne alors une partie statique et une
partie dynamique pour le tenseur de moment interne (avec l'accélération
réelle) :

Nec
M =3 fer- /S po¥i ® FdF (B.12)
c=1 i
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Le terme dynamique s’écrit sous la forme :

/ 5.(F) ©Fdi = / 5@+ / (@A) @+ / (GA@AR) @FdF (B.13)
S; Si Si Si

7

Le premier terme est nul pour un grain a symétrie de révolution. A deux
dimensions, le vecteur vitesse de rotation &; est normal au plan et :

d‘)’i/\f’:wigf’avec g:((l) _01> (B.14)
de sorte que le deuxiéme terme :
Si - Si
est un tenseur antisymétrique. Par ailleurs,
/ (BN (W AT)) @ 7di = —w?/ ¥ ® rdr (B.16)
Si Si
Or
T |
/ pp(P)F @ 7dr =5 - 1; - 1d (B.17)

Au total, le moment interne étant symétrique, on obtient en symétrisant
I’expression initiale :

. 1
M =Sym(d_ feoi)+ 5 1 w?Id (B.18)

B.2 Cas d’une assemblée de N grains

Dans le cas ou le systéme X est composé d’une assemblée de N sous-
systémes ¥; (grains i) qui interagissent entre eux uniquement au travers
de contacts, pour lesquels on a le principe de 'action et de la réaction (on
néglige tout type d’interaction mutuelle & distance), le moment interne de
> est égal & la somme des moments internes des sous-systémes. Le tenseur
des contraintes moyen dans une surface S contenant N grains est alors la
moyenne surfacique des moments internes individuels :

N

1Y 1
E:—E M =— 0. B.1
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B.3 Définition du tenseur des contraintes

Le tenseur des contraintes est la somme de trois contributions :

S=r 42+ ¥ (B.20)

Le premier terme ("contact") est le terme usuel en statique, associé aux
efforts de contact entre grains. Le deuxiéme terme ("fluctuations") est le
tenseur de Reynolds usuel en mécanique des fluides, associé aux fluctuations
de vitesse des grains. Le troisiéme terme ("rotation") est lié a la rotation
propre des grains :

N N;
1 . =
¢ = §E E Sym(f¢ ® ) (B.21)
i=1 c=1
| X
o= = [07; ® O; B.22
po, S;m 0U; ® 0 ( )

1L
o= —§ ~Lw?ld B.2
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Annexe C

Méthode de prise des moyennes

n décrit dans cette annexe les procédures statistiques qui permettent

de calculer des grandeurs moyennes (compacité et vitesse moyenne,
tenseur des contraintes) a partir des grandeurs locales (positions, vitesses,
"moment interne").

C.1 Coordonnées cartésiennes

On considére que notre systéme est dans un état stationnaire, et, compte-
tenu des conditions aux limites périodiques, qu’il est homogéne selon la di-
rection x de I’écoulement. On va donc réaliser des moyennes spatiales selon
la direction z. Par ailleurs, dans le cadre d’une hypothése d’ergodicité, on
compléte par une moyenne dans le temps. En revanche, aucune moyenne
n’est effectuée selon la direction y perpendiculaire & ’écoulement. Ce sont
précisément ces dépendances selon la hauteur de I’écoulement que 1’'on veut
mesurer.

GO0 200,

U O

O OO0
OO O% OOO%gé O(%)O

Fig. C.1 — Calcul des grandeurs moyennes sur une ligne de longueur L.
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Soit un ensemble de grains ¢ de diamétre d; appartenant & une cellule
périodique bidimensionnelle de longueur L, dont les centres de masses 7; et
les vitesses de translation ¢; sont exprimés dans le repére (Ozy) lié a la cellule
(Fig. C.1). Les écoulements étant uniformes dans la direction z, on découpe
la cellule en ligne de longueur L. A chacun des grains sont associées des
grandeurs scalaires, vectorielles ou bien tensorielles G; (position 77, vitesse
U, rotation w;...) dont on va construire la valeur moyenne < G > (y) sur
chaque ligne. Les valeurs moyennes sont définies par la quantité :

N
=& e )
dim1 Ni(y)
ol \;(y) est la longueur d’une corde d’un cercle correspondant a 'intersection
de la ligne a 'ordonnée y avec le grain ¢. Cette longueur vaut :

<G> (y)

22
Ni() =24/ (- Yi)? (C.2)

Notons que la compacité moyenne linéique vaut :

N
1
<v>(y) =7 ) (C3)
i=1
On aura ainsi pour la vitesse moyenne :

S vidi(y)
== (C.4)
> izt Ai(Y)

Pour le tenseur des contraintes la démarche est similaire. Suivant les
travaux de Moreau [126], le tenseur des contraintes dans un milieu granulaire
peut s’exprimer comme une moyenne des "moments internes" des grains (voir
Annexe B). Ainsi, le tenseur des contraintes dans une surface S = L x Ay
englobant N grains vaut :

<v>(y)=

N
1

ou g est le tenseur des contraintes locale associé au grain i (voir Annexe B).
Compte-tenu de ce qui précéde, on propose ’expression suivante pour la
moyenne linéique du tenseur des contraintes :

SARPYIN S DR RPN .
> i1 AilY) i=1
Enfin, 'expression des écarts-types des grandeurs moyennes est donnée
par :

I
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<AG?> (y) =< G*> (y)- <G >% (y) (C.7)

C.2 Coordonnées polaires

Dans le cas d’une cellule de cisaillement annulaire, on utilise les coor-
données polaires. La cellule est alors découpée en cercles concentriques. En
coordonnée polaire (de base €., €y) la fonction de pondération \; est modifiée.
Elle ne correspond plus & une longueur de corde mais a l'angle ; = A0B
correspondant a l'intersection de deux cercles (Fig. C.2).

grain i

€o

—
€,

Fic. C.2 - Calcul des grandeurs moyennes en annulaire. Définition des angles

0, ¢ et .
Dans ce cas, la valeur moyenne d’une grandeur G s’écrit comme suit :

N
<G> ()= 5> Gty (C8)
1=1

Pour un grain ¢ de coordonnées r; et 6;, I'arc de cercle AB décrit Ien-
semble des positions (r, ¢) ou ¢ est compris entre 6; — % et 6; + % Dans

un repére cartésien, la base de vecteurs €, et €y est aussi fonction de ¢ :

L [ cos¢ L [ —sing
eT( sin ¢ > et 60( cos ¢ )

Etant donné que le tenseur des contraintes local g, associé au grain 1
est calculé dans une base cartésienne. Il est donc nécessaire de passer aux
coordonnées polaires :

ol (rd) = &(6) ()& () (C.9)
() = E(6)-a(r) &) (C.10)
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oho(r,d) = @(9)-a\"(r) - &(9) (C.11)

=

La contribution du tenseur des contraintes pour le grain i s’obtient en
intégrant les équations précédentes sur ¢ et le tenseur des contraintes moyen
s’obtient en sommant sur ’ensemble des grains :

Su(r) = 3= [ 7 ol (C12)



Annexe D

Outils expérimentaux

N ous présentons dans cette annexe les outils expérimentaux que nous
avons utilisé. 11 s’agit d’outil de rhéométrie faisant appel & des tech-
niques d’imagerie. On décrit en premier lieu le plan incliné puis le rhéomeétre
insérable dans 'TRM.

D.1 Le plan incliné

Le plan

réservoir laser

Inclinometre  vérrin et moteur rugosité

Fia. D.1 — Vue de coté du plan incliné.

Le plan incliné est constitué¢ d'une toéle en aluminium recouverte d’une
moquette qui sert de rugosité. Le tout est maintenu par un berceau en profilé
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Caméra numérique

Fi1G. D.2 — Vue de face du plan incliné.

(©Norcan et soutenu par un vérin hydraulique qui permet le contréle de

I'inclinaison. Le dispositif est présenté sur les figures D.1 et D.2.
Caractéristiques du plan incliné :

Longueur : 2 m

Largeur : 0,7 m

Charge maximum : 250 kg

Epaisseur maximum de I’écoulement : 6 cm

Plage d’angle possible : de 3° & 39° modifiable selon les besoins

Il est en outre possible de changer la rugosité du plan.

Outil d’imagerie

L’accés a la vitesse et & la hauteur de I’écoulement a nécessité la mise
au point d’outils de mesures spécifiques. Une caméra numérique fournit un
film de dix secondes a 24 images par seconde codées sur 256 niveaux de gris.
Les images sont de haute résolution (1024*1280 pixels). Deux programmes
en langage C (basés sur le traitement de ces images) ont été élaborés pour
répondre aux besoins de chaque expérience [158, 165].

Mesure de vitesse

La méthode employée est une méthode analogue a la méthode PIV (par-
ticule image velocimetry). Le matériau possédant des traceurs a la surface
(des grains de méme nature peints en noir), on mesure le déplacement de
ceux-ci entre deux image par une fonction d’autocorrélation.
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X
y(t) . x(t+dt)
() [ ——
y(t+dt)
Ecoulement Ecoulement
Image au temps Image au
y v t temps t+dt

Fi1Gg. D.3 — Fenétre de corrélation.

La démarche est de sélectionner une fenétre de corrélation dans 'image
seuillée au temps t et de trouver sa position au temps ¢ + dt (Fig. D.3).
Un léger déplacement de la fenétre est possible selon y si la caméra n’est
pas parfaitement alignée avec I’écoulement. Ce déplacement est faible (dy <
0,05 * dx). Pour économiser le temps de calcul, le programme recherchera
uniquement la position z(t + dt). La vitesse est alors calculée de la maniére
suivante : V = dz/dt, avec dz = x(t + dt) — x(t) et dy = y(t + dt) — y(t)

On translate cette fenétre systématiquement sur ’ensemble des positions
possibles en la comparant avec la nouvelle image. I’ensemble des positions
possibles doit étre le plus petit pour limiter le temps de calcul et le plus grand
possible pour étre stir d’y retrouver la fenétre de corrélation. La ressemblance
entre les deux fenétres est évaluée avec une fonction de corrélation discréte :

F(dx) = [I(x;,yj5,t) * I(x; + dx,yj,t + dt)] (D.1)

Avec I(x;,y;,t) Uintensité lumineuse vue par la caméra au point (x;,y;) sur
I'image correspondante au temps t.

Le déplacement de la fenétre de corrélation est alors la valeur de dx
pour laquelle la fonction F' est maximum. La détermination de ce maximum
se fait par une interpolation par la méthode des moindres carrés (pivot de
Gauss). L’interpolation va chercher & définir une abscisse plus précise du pic
de corrélation. Pour cela, nous avons choisi un nombre de points autour du
maximum de corrélation, puis nous avons fait passer un polynéme par ces
points. Cette méthode repousse nos limites de mesure et nous fait gagner en
précision en diminuant le bruit de maniére conséquente.

Mesure de la hauteur
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Pour mesurer la hauteur de la couche en écoulement, nous mesurons la
position de l'intersection d'un faisceau laser (He / Ne 10mW) en incidence
rasante avec la surface de la couche du matériau & étudier.

N Cagéra
Fai LASER
Faisceau A inaclisceau S
LASER //
réfléchi \ (0}
H :
X0 X(H)

F1G. D.4 — Principe de la mesure de hauteur

Aprés avoir seuillé I'image, on commence par repérer la coordonnée X
de l'intersection du faisceau laser avec la surface du plan. Puis, lorsqu’une
couche de matériau granulaire s’écoule on mesure la coordonnée X de l'in-
tersection du faisceau laser avec la surface du matériau. La connaissance
de l'angle d’incidence a nous donne la hauteur H correspondante selon la
relation :

H = (X — Xp) tan(«) (D.2)

Notons que plus l'angle d’incidence est petit (incidence rasante) plus
I'incertitude sur la mesure est faible.

Il faut remarquer que cette technique ne s’applique pas aux billes de
verre. En effet, celles-ci diffusent trop la lumiére et il est difficile de trouver
I'intersection du faisceau avec la surface.

Incertitudes sur les mesures

La mesure de 'inclinaison est donnée par un inclinométre électronique
(précision de 0, 1°).

L’incertitude sur le nombre de Froude (Fr) se déduit de U'incertitude sur
la vitesse AV et sur la hauteur AH :

AV Vg
AFfr=—+AH—F———
(gH)'/? (2% (gH)3/?)
Nous calculons la vitesse en mesurant le déplacement de traceurs entre
deux images espacées d'un pas de temps dt variant de 1/24 & 1/4 seconde

(D.3)



D.2 Rhéométrie IRM 247

selon la gamme de vitesse explorée. Notre précision spatiale est de 1 pixel (en-
viron 1mm). L'incertitude sur la mesure de vitesse est donc AV = 4 mm/s.
Quant a A(H), il est surestimé a 0,5mm.

D.2 Rhéométrie IRM

On se contente ici de donner quelques indications sur la méthode de
vélocimétrie par résonance magnétique nucléaire (RMN) utilisée dans cette
thése [160]. Pour une description détaillée, on renvoie aux ouvrages spéciali-
sés [101, 26, 73, 25].

En RMN, on mesure ’évolution d’une assemblée de moments magné-
tiques portés par certain noyaux atomiques (en premier lieu celui d’hydro-
géne) plongés dans un champ statique et soumis & un champ radiofréquence.
L’utilisation de gradients de champ magnétique dans les trois directions de
I’espace permet d’extraire des informations d’une région bien précise de 1’es-
pace : le voxel. La variation des gradients permet d’explorer plusieurs voxels
et donc de construire une image bidimensionnelle ou méme tridimensionnelle.

Mais le signal RMN est aussi porteur d’une information sur la vitesse
des moments magnétiques, ce qui permet d’utiliseé 'TRM pour faire de la
vélocimétrie.

La séquence que I'on utilise est dérivée de celle de Hanlon et al. [80]. Le
principe de cette technique est d’appliquer successivement deux gradients
encodés dans des directions opposées pendant un temps court § et séparés
par un temps long A. Si les variations de la vitesse sont négligeables durant
Pintervalle de temps, le décalage de phase résultant (A®) de la magnétisation
du voxel (enregistré par RMN) est linéairement dépendant de la composante
de vitesse (v) dans la direction du gradient :

AP = yG5Av (D.4)

ou v est le rapport gyromagnétique du proton.

Nos expériences ont été menées dans I'imageur RMN du LMSGC (Fig D.5)
avec 'assistance de Francois Bertrand, Jean Pierre Guilbaud et Jean Sébas-
tien Raynaud. Les caractéristiques de cet imageur sont qu’il est constitué
d’un aiment vertical, générant un champ statique de 0.5 T et dont la zone
utile est une sphére de 25 cm de diamétre. Le rhéomeétre est fait de matériau
amagnétique et le moteur est déporté & distance de I'aimant de tel sorte que
la cuve du rhéométre soit insérable dans I'TRM.
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Fi1Gg. D.5 — Vue de 'IRM. La cuve du rhéométre est insérée dans le tube de
gradient par l'ouverture située en dessous.



Annexe E

Détails des résultats

D ans cette annexe, nous répertorions ’ensemble des mesures expéri-
mentales réalisées sur plan incliné pour le sable, les billes de verre et
les graines de moutarde sur les quatre rugosités [165, 190, 158]. On présente
tout d’abord les résultats obtenus pour les courbes de hauteur de démar-
rage et d’arrét. Ensuite, on présente les courbes des variations du nombre de
Froude avec la hauteur, puis quelques résultats de mesure de vitesse lors de
la transition vers 1’arrét.

E.1 Courbes Hgy,,(0) et Hgiari(0)

Ces courbes sont toutes de la forme :

HStop/Start(e) - B (0m - 9) (El)
d (0 =)

A la suite de ces courbes, nous indiquons dans un tableau les parameétres
des fonctions d’ajustement (B, 6, et ¢). Sur les figures les courbes en trait
plein correspondent a l'ajustement de Hgyop(6) et les courbes en tiretés a
Pajustement de Hgyqrt(6).

La rugosité du plan est constituée par une moquette plus ou moins
épaisse. Plus le numéro de la moquette est petit plus la rugosité est grande.
Pour certains matériaux, nous avons testé ’écoulement sur une planche de
bois.

Les deux premiéres figures montrent les barres d’erreur ; pour les figures
suivantes la taille des symboles indique 1’erreur commise sur la mesure.

Ces différentes courbes indiquent que 'effet de taille des grains est négli-
geable par rapport a Ueffet de leur angularité (le sable). De plus, l'effet de
la rugosité est important pour un matériau a grains sphériques mais limité
pour des grains anguleux.
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40 T T T T T T T
L] Hsmp moquette
351 o H  moquette]]
30 o Hsmp moquette2]
4 Hg,, moquetteZ]
25 > =
B A Hsmp moquette3)
20 | v Hg,, moquette3,
T 5L v Hsmp bois
<&
10 - —
5 4
ok .
-5 1 1 1 1 1 1 1
26 28 30 32 34 36 38 40

FiGg. E.1 — Sable gros — plusieurs rugosités

30 T T T T T
28 = H__ moquettel 7
26 L Stop ]
b o Hsmn moquette] 7
2L 2 . HSIop moquette2 ]
20 & Hg,  moquette?
18 ]
16 - B
14 - B
oL B
10| ]
8t ]
6 4
4 ]
2L [ATA'e .
ok ]

2 Il Il Il Il Il

22 24 26 28 30

0

Fic. E.2 — Moutarde — plusieurs rugosités
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H_, moquettel
H Stop
20 b
Hg,,, moquettel
HSIop moquette2
s Hg,, moquette2

H, moquette3 |

Stop

H_  moquette3

Start

[&)]

FiG. E.3 — Billes de verre — plusieurs rugosités

T T
sl HSlop moquette1 i
Stop Hg,,, moquettel
H, moquette2
Stop
30l Hg,, moquette2 |
HmT moquette3
Hg,,, moquette3
20b Hy,, bois
H_ bois
Start
10F & 1
% 4
2B A
O 1
36 39

Fic. E.4 — Sable fin — plusieurs rugosités
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35 T ! R
H | (9 = Hy, Sable gros
30k o Hg Sable gros |
L ) [} Hsmp Sable fin
25+ H, Sable fin o
20 - B
15 B
10 B
5L 0 4
r O “ao
O -
28 32

FiGg. E.5 — Sable fin et gros sur du bois

40 Hsmp billes de verre
H Hj,, billes de verre
HS‘np Moutarde
30 Hg,, Moutarde
H  Sable fin
Stop
Hg, Sable fin
20 Hy, Sable gros |
Hy,, Sable gros
10
0
16

Fic. E.6 — Différents matériaux sur la moquette 1
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T T =H Billes de verre
H 40H A 0 Hg billes de verre]
& . HSmp Moutarde
o H_  Moutarde
L& Start
30 A Hsmp Sable fin -
<& & H,, Sable fin
Q& * Hsmp Sable gros
20 1O H,, Sable gros
«}\
A
10 o e
.
0 ) N
16 24 32 40 48

Fic. E.7 — Différents matériauz sur la moquette 2

T
H__ billes de verre
Stop

H_ billes de verre
Start

H__Sable fin
Stop

Hg,, Sable fin
Start
H,, Sable gros

40

30

Sto

> » O @ O

H_ _Sable gros

Start

Fic. E.8 — Différents matériaur sur la moquette 3
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TAB. E.1 — Paramétres d’ajustement déterminés numériquement. Les valeurs
soulignées sont fixées arbitrairement. (bv : billes de verre, m : moutarde, sf :
sable fin, sg : sable gros; les chiffres correspondent a la moquette et le b
indique une rugosité constituée d'une planche en bois).
HStop Hgtart
B O ¢ | B O ¢
bvl | 3,7 292 172 ]| 1,8 33,5 18,5
bv2 | 1,2 35 12,1 ] 1,1 40 12,3
bv3 | 1,2 30 13,71 1 35 14,2
ml | 5,1 30,7 22,8 | 3,3 35 23,6
m2 | 2,5 358 20,7 1,8 395 219
sfl | 6,7 40 287 | 5 45 30
sf2 | 6,5 40,1 29 13,2 398 30
sf3 | 5,4 436 28,3 | 4,7 457 30,3
stb | 15,2 31 252 1 19,7 325 259
sgl | 6,4 41,1 28 | 3.8 45 30,7
sg2 | 10,3 40,7 26,5 | 4,6 45 30,6
sgd | 8,1 416 27,1 | 10,8 42,8 279
sgb | 21,2 30,3 24,1 | 30 323 243
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E.2 Frottement et nombre de Froude

La connaissance de Hgiop(6), ainsi que la connaissance des variations
du nombre de Froude avec la hauteur en écoulement, permet de mesurer le
frottement effectif en fonction du nombre de Froude. Au chapitre 6, nous
avons montré les mesures faites pour les billes de verre et le sable gros pour
une rugosité donnée (moquette 1). Nous présentons ici les mesures qui ont
été faites avec d’autres matériaux.

La figure E.9 résume les mesures du nombre de Froude en fonction de

% pour différents couples de matériaux et de rugosités.
op

Fr

Fic. E.9 — Variation du nombre de Froude avec la hauteur adimensionnée.
Les carrés correspondent au couple sable fin moquette 2, les cercles au couple
sable fin moquette 1, les triangles hauts au couple graines de moutarde mo-
quette 1, les triangles bas au couple billes de verre moquette 1.

On note l'influence non négligeable de la rugosité. En effet, plus la ru-
gosité est faible (moquette 2), plus la pente augmente. Les piéges de la ru-
gosité étant moins efficaces, les grains roulent davantage malgré I’angularité
des grains de sable. Toutefois, I'influence d’un changement de rugosité n’a
été vérifie que pour le sable fin. Les mémes expériences ont été faites pour
les graines de moutarde, mais de grosses difficultés sont rapidement appa-
rues. La rugosité étant trop faible, les grains roulent dessus et I’écoulement
stationnaire n’est jamais observé.

Nous présentons sur la figure E.10 les mesures du frottement effectif en
fonction du nombre de Froude pour une hauteur donnée pour ces différents
couples matériaux - rugosité.
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0,7 T T T T

06 /

04 | g

Fr

Fic. E.10 — Variation du frottement effectif avec le nombre de Froude pour
une hauteur H = 40. En noir (en haut) couple sable fin moquette 2, en
gris foncé couple sable fin moquette 1, en gris couple graines de moutarde
moquette 1, et en gris clair (en bas) couple billes de verre moquette 1.

Cette figure montre que le coefficient de frottement effectif p*(Fr, H)
dépend de l'angularité du matériau. La forme générale des courbes pour
les trois matériaux étudiés est identique, seule la valeur du coefficient de
frottement effectif augmente selon que 1’on étudie un matériau lisse ou treés
anguleux (dans 'ordre, les billes de verre, les graines de moutarde, et les plus
anguleux, les grains de sable).

On note également que le changement de rugosité sur le sable fin n’a eu
que peu d’influence sur le coefficient de frottement effectif. En effet I’allure de
la courbe p*(F'r, H) est identique pour les deux couples matériau-rugosité.

E.3 Dynamique de l'arrét

Nous présentons maintenant quelques résultats de mesures de vitesse a
la surface sur plan incliné afin d’illustrer la maniére dont on a obtenu les
résultats de bifurcation de viscosité sur le plan incliné (chapitre 7).

Sur la figure E.11, nous voyons que ’écoulement s’arréte progressivement
a partir des bords du plan incliné. Pour éviter ces effets de bord, nous avons
décidé d’enregistrer I’écoulement dans une zone centrale du plan incliné en
modifiant le grossissement de la caméra numérique. Le projeté de cette figure
sur le plan (v, t) donne la figure E.12 ou on observe les effets de bord. Les
figures E.13 et E.14 présente les résultats obtenus dans la zone centrale. On
n’observe plus les effets de bord, il est alors possible de prendre la moyenne
de ces courbes (courbe grise claire) afin de discuter des résultats.
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Fia. E.11 — Transition vers l'arrét A0 = 1.6°. y est la coordonnée dans le
sens orthogonal a l’écoulement.

V [mm/s]

FiG. E.12 — Transition vers l'arrét AQ = 1.6°. Projeté sur le pan (v, t).
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t [s] t [s]

FiG. E.13 — Transition vers l’arrét AQ = 2.1°. (a) Echelle linéaire, (b) échelle
log. log.

1000
@ 12 100
S S . ;
£ | E
> | ~ 10¢
] 1 1
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t [s]

Fic. E.14 — Effet rebond. Transition vers 'arrét AO = 1.1°. La droite verti-
cale indique le changement de pente.
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