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Notations.
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matrice d’élasticité reliant les contraintes aux déformations

degrés de liberté
module d’élasticité
épaisseur de la couche k
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cOtes supérieure et inférieure de la couche k

matrice Jacobienne
matrice de rigidité élémentaire
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fonctions d’interpolation

fonction d’interpolation au noeud 7
vecteur de sollicitation volumique
vecteur de sollicitation surfacique

tenseur de raideur
composants du tenseur de raideur

tenseur de souplesse

composants du tenseur de souplesse
vecteur de déplacement nodal

vecteur de déplacement nodal élémentaire
vecteur de déplacement nodal au noeud i
tenseurs de déformation 3D

vecteur de déformation

tenseurs de contrainte 3D

vecteur de contrainte

énergie potentielle totale de la structure
énergie potentielle élémentaire
coordonnées parametriques

volume de la plaque
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Partie I : Modele de plaque monocouche équivalente et son implémentation
dans un code éléments finis.

Aapys rigidités membranaires de la plaque

Bagys rigidités de couplage membrane-flexion de la plaque
B™, Bf, B* matrices reliant e, x, v aux variables nodales
Deagpys rigidités de flexion de la plaque

D™ matrice des rigidités membranaires

D/ matrice des rigidités en flexion

D™f matrice des rigidités de couplage membrane-flexion
D? matrice des rigidités a Ueffort tranchant

€a déformations membranaires de la plaque

e vecteur de déformation membranaire

Fup rigidités a effort tranchant de la plaque

2h épaisseur totale de la plaque

kag facteurs de correction

M.p moments fléchissants de la plaque

M vecteur des moments fléchissants

Nog efforts membranaires de la plaque

N vecteur des efforts membranaires

Qo efforts tranchants de la plaque

Q vecteur des efforts tranchants

M 3 N 3 Q, précontraintes

Qapys composants du tenseur plan de rigidité

Q matrice des rigidités plannes

T T~ sollicitations surfaciques sur la face supérieure et inférieure
U, U; tenseur et composants du tenseur de déplacement 3D
U; déplacements généralisés de la plaque
U=U,,V=U, déplacements membranaire de la plaque

ue,ve déplacements membranaire de la plaque au plan z =0
W =W°=Us déflexion de la plaque (constant en z)

T1,T9,T3 coordonnées cartésiennes

T, 2

o; rotations de la plaque

Gz, Oy rotations de la plaque suivant z, y

Eij composants du tenseurs de déformation 3D

€af composants plans du tenseurs de déformation 3D
Ya déformations de cisaillement transverse de la plaque
v vecteur de déformation de cisaillement transverse
Xas coubures de la plaque

X vecteur de coubure

Oij composants du tenseurs de contrainte 3D

Oap composants plans du tenseurs de contrainte 3D

0a3, 033 contraintes de cisaillement transverse et contrainte normale

fj,? dz intégrale dans I’épaisseur de la plaque
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Partie II : Développement d’un élément fini multiparticulaire pour
une approche locale des plaques multicouches.

B¢, BY, BY matrices reliant €€, €”, €9 aux variables nodales

Di+l déformations associées aux cisaillement d’interface 7,5 + 1
DIt déformation associée a 'effort d’arachement d’interface 7,5 + 1
D¢, DV, D¢ matrices de rigidité reliant o¢, oV, 09 aux e, e, ¥

ek épaisseur de la couche &

f forces de volume

H.R. fonctionnelle d’Hellinger-Reissner

K¢, K7, K§ matrices de rigidité élémentaires

M?, ;E tenseur plan M ¢ des moments de flexion de la couche 4
Mﬁx, My, M, k moments de flexion da la couche &

N, éﬂ tenseur plan des efforts membranaires de la couche ¢

NE  NE NF efforts membranaires da la couche k&

Q' Q. vecteur plan d’effort tranchant de la couche 4
Qk, ’; efforts tranchants da la couche k&
S tenseur d’ordre quatre plan des souplesses membranaires dans la couche %
St scalaire de souplesse d’arrachement dans la couche ¢
S’ZQ tenseur d’ordre 2 plan de souplesse de cisaillement dans la couche ¢
5’% tenseur d’ordre 2 plan de souplesse de couplage membranaire-arrachement
Sc, S¥, S@ matrices de souplesse reliant €¢, €”, e? aux o€, ¥, 0@
7 efforts imposés sur la partie 0Q7 de la frontiere OS2
ur champ de vecteur 3D continu sur €, de classe C! par morceaux sur )
U déplacements imposés sur la partie 9Qy de la frontiere OS2
Ui, UL déplacements membranaires de la couche i
Ui déplacement moyen normal de la couche ¢
Uik, Vlk , Wik déplacements nodaux en x,y, z de la couche k au noeud ¢
Ws'h énergie de déformation élastique
w‘C”* énergie élastique des contraintes membranaires o3 de la couche ¢
wl‘fi* énergie élastique de la contrainte o33 normale & la couche 7
wgi* énergie élastique de couplage membranaire-normale de la couche %
wéi* énergie élastique du cisaillement perpendiculaire au plan de la couche i
P, o7 rotations de la couche ¢
gbxf, yf rotations nodales suivant z,y de la couche k£ au noeud ¢
gt 525 tenseur de déformation membranaire de la couche %
ek, algjy, Egy déformations membranaires de la couche k
€’ vecteur de déformation initiale
€ vecteur de déformation membranaire
€’ vecteur de déformation normale
Q vecteur de déformation a ’effort tranchant
X, ch'x 3 tenseur de courbure de la couche @
X]l%x, ?glygy, X’;y co’urbure§ de la couche k
Voo Vy déformations transverses de la couche k
c* champ de tenseur d’ordre 2 symétrique, de classe C! par morceaux sur €2

o¢, ov, o9
il gl
Fhitl I
i+l

vecteurs contraintes associés aux déformations ¢, ¥, e?

vecteur plan d’effort intérieur de cisaillement a 'interface j,j + 1
effort d’arrachement a l'interface j,j + 1

intégrale dans I’épaisseur de la couche ¢
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Introduction générale.

L’optimisation fine des structures composites nécessite de mettre en place des outils de modé-
lisation du comportement mécanique de plus en plus sophistiqués et prenant en compte les spécifités
de ces matériaux-structure. D’un point de vue pratique, les méthode numériques, notamment les
calculs éléments finis sont indispensables pour le dimensionnement des structures composites com-
plexes.

Il est bien connu que les théories de plaques classiques basées sur les hypotheses de Kirchhoff,
négligeant les cisaillements transverses [Reissner 61, Yang 66] ne sont adéquates que pour ’analyse
des plaques composite minces. Ces théories prévoient mal les réponses des structures multicouches
modernes épaisses avec un degré d’anisotropie élevé; le cisaillement transverse joue un role plus
important dans les plaques anisotropes que dans les plaques isotropes.

Plusieurs modeles de plaque 2D ont été proposés pour prendre en compte l'effet du cisaillement
transverse. On peut regrouper ces théories de plaque 2D en deux catégories générales : les modeles de
monocouche équivalente (approximation globale) et les modeéles de couches discrétes (approximation
locale).

La premiere catégorie contient des théories du type Reissner-Mindlin [Mindlin 51] étendues aux
multicouches ou 'on remplace le multicouche par une plaque anisotrope homogene équivalente.
Des théories du premier ordre postulent une cinématique du premier degré en z [Whitney 70,
Reissner 72]. On trouve également des théories d’ordre supérieur basées sur l’approximation non
linéaire des déplacements 3D, des contraintes 3D ou mixtes [Tang 75, Lo 77b, Reissner 84] et
[Touratier 91].

Dans la deuxieme catégorie, les modeles sont basés sur I’approche par couche et se distinguent
par la linéarité ou non des champs dans I’épaisseur de chaque couche [Seide 80, Pagano 83, Chabot 97,
Carreira 02]. Ce sont des modeles sophistiqués qui permettent d’étudier des réponses locales, no-
tamment & l'interface entre les couches. Bien evidemment le nombre de variables dépend du nombre
de couches, ce qui augmente considérablement le volume de calcul. Di Sciuva propose le modele dit
?zig-zag”, source de nombreux travaux complémentaires, qui se base sur une approche par couche
mais avec un nombre de variable indépendant du nombre des couches [Di Sciuva 84, Di Sciuva 86,
Di Sciuva 93b].

Grace a son caractere universel, la méthode des éléments finis (EF) est I'outil d’ingénieur indis-
pensable pour "analyse des structures composites par les modeles décrits ci-dessus. La plupart des
modeles EF raffinés basés sur les théories d’ordre supérieur ou de couches discretes présentent un
nombre de variables nodales qui augmente avec le nombre de couche ou des degrés de liberté non
conventionnels, c’est a dire difficile a appliquer en pratique. L’ingénieur doit choisir entre les EF
classiques moins cotiteux mais beaucoup moins précis au niveau local et les EF raffinés sophistiqués
mais cotiteux. A I'heure actuelle, il est évident qu’on devrait aborder le dimensionnement des struc-
tures multicouches par une stratégie globale-locale [Raghuram 99]. En effet, le dimensionnement
en raideur peut étre réalisé en utilisant un modele global avec des EF conventionnels,et ’analyse
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locale en contrainte dans les zones sensibles (bord libre, trou, assemblage ... ), a 'aide des modeles
raffinés avec les sollicitations résultantes de I’analyse globale précédente.

Il s’agit bien la de 'objectif de ce mémoire de proposer des outils EF simples et opérationnels
pour 'analyse globale-locale des structures multicouches.

Le mémoire commence par une synthese bibliographique qui tente de classifier les différentes
approches des plaques multicouches avec leurs avantages et inconvénients. Nous nous intéressons
particulierement aux modeles susceptibles d’étre implémentés numériquement.

Puis, le mémoire est divisé en deux parties.

La premiere partie propose un modele de plaques multicouches bien adapté pour le calcul en
raideur des structures soumises a d’importants efforts tranchants. Le modele est de type plaque
homogene équivalente en ajoutant des termes raffinés en efforts généralisés que l'on appelle les
précontraintes. La construction du modele est décrite dans le chapitre 1. Les hypotheses du modele
portent directement sur les déformations 3D. Les contraintes vérifient exactement 1’équilibre sauf
pres des bords libres. La loi de comportement 3D est respectée. Les équations globales sont de
type Reissner-Mindlin avec précontraintes. Nous proposons également une nouvelle expression de
la matrice des rigidités a l’effort tranchant plus adaptée pour les multicouches épais, notamment
les plaques sandwich. L’introduction des coefficients correcteurs est ainsi évitée.

Au chapitre 2, nous présentons un algorithme itératif pour la résolution des équations du modele
proposé au chapitre 1. En effet, on ne connait pas a priori les précontraintes qui sont des termes
raffinées par rapport au modele Reissner-Mindlin classique. L’idée est de calculer ces précontraintes
de maniere itérative en partant d’une solution classique avec des précontraintes nulles. Chaque
itération est calculée comme un probleme de plaque Reissner-Mindlin classique avec les sollicitations
issues des précontraintes déterminées a l'itération précédente. L’algorithme est ensuite validé par
une comparaison avec plusieurs modeles existants dans la littérature pour les problemes de flexion
cylindrique des plaques sandwich.

Contenue dans le chapitre 3, 'implémentation numérique du modele proposé est réalisée avec
un élément fini multicouche classique en modifiant le comportement a l’effort tranchant. La mise en
oeuvre de 'algorithme itératif est réalisée en intégrant un programme de post-traitement dans le
code éléments finis ABAQUS. L’exemple académique de plaque multicouche simplement appuyée
en flexion est étudié en comparant a la solution élastique tridimensionnelle et aux modeles d’ordre
supérieur. Un calcul en deux temps s’avere suffisamment précis.

La deuxieme partie du mémoire vise a construire un nouvel élément fini basé sur les modeles
multiparticulaires M4 (Modeles Multiparticulaires des Matériaux Multicouches) développés au
LAMI, ENPC pendant ces derniéres années pour ’analyse locale des contraintes d’interface dans
les multicouches.

Au chapitre 4, nous commengons par un bref rappel des travaux déja réalisés en décrivant
le modele M 4-5n qui est le modele multiparticulaire qui allie le mieux richesse de description
des champs et caractere opératoire. Le modele consideére le multicouche comme la superposition
de plaque de Reissner liées par des efforts d’interface. La construction du modeéle est fondée sur
la méthode d’approximation d’Hellinger-Reissner [Reissner 50]. L’introduction des contraintes ap-
prochées a partir des efforts généralisés dans une adaptation de la fonctionnelle d’Hellinger-Reissner
a permis d’identifier les déplacements et les déformations généralisés. L’application du théoreme de
Reissner et avec quelques hypotheses énergétiques, donne ensuite les équations de comportement
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et d’équilibre et les conditions aux limites.

Dans le chapitre 5, on développe un élément fini parametrique a 8 noeuds de type plaque a conti-
nuité C° basé sur le modele M 4-5n décrit dans le chapitre précédent. Cet élément possede 5n degrés
de liberté (d.d.l.) par noeud (n étant le nombre de couches du laminé), donc un total de 40n d.d.l.
par élément. Le champ de déplacement est biquadratique en z et y. Les contraintes interlaminaires
peuvent étre calculées directement en évitant des post-traitements grice aux équations constitu-
tives du modele. Un programme éléments finis nommé MPFEAP (M ultiParticle Finite Element
Analysis Program) est également développé pour I'implémentation de 1’élément M4 . Quelques
tests ont permis de justifier le bon comportement numérique de ’élément M/ . La convergence est
assurée et il n’existe pas de phénomene de verrouillage en cisaillement transverse.

Au cours du chapitre 6, différents exemples sont étudiés pour valider la capacité de I’élément M /
a prédire précisément des contraintes d’interface. Le probleme de bord libre est traité avec un char-
gement de type traction uniforme et chargement thermique uniforme. Le résultats du programme
MPFEAP ont été comparés avec d’autres approches analytiques et numériques. Les résultats de
MPFEAP convergent tres vite, méme aux bords. Contrairement aux analyses EF 3D, il n’existe
pas de singularités au bord pour le calcul par MPFEAP. Ce résultat propre a l'analyse M/ et a
lanalyse local de [Pagano 78] dont le M4 dérive, a déja été abondamment commenté dans des tra-
vaux précédents [Chabot 97, Carreira 02, Diaz Diaz 01]. Les résultats de MPFEAP et EF 3D sont
cependant trés proches au voisinage immédiat du bord dans ce que Carreira [Carreira 98] nomme
zone de confiance, c’est a dire la ou un calcul 3D sur un matériau fibre-résine considéré comme
homogene équivalent a encore un sens compte tenu de la taille des constituants.

Le dernier chapitre est destiné a 'application de 1’élément fini M/ pour étudier les plaques
multicouches trouées. Des comparaisons sont effectuées pour le cas de plaque (0,90)s et (90,0)5 en
carbone-epoxy soumise & un chargement de traction uniforme. Afin d’illustrer la stratégie d’analyse
globale-locale, le méme exemple est étudié en utilisant le modele monocouche équivalente proposé
dans la premieére partie pour I'analyse globale et les éléments finis M4 pour I'analyse locale au
voisinage du trou.
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Analyse bibliographique.

Dans un premier temps, on présente les différents modeles de structure multicouche existants.
Leurs hypotheses de base, leurs avantages et inconvénients sont ainsi décrits. Ensuite, on aborde
les développements des éléments finis issus de ces modeles analytiques. Leurs variables principales,
leurs méthodes de formulation et leurs difficultés numériques de I'implémentation sont également
discutées.

1 Modeles de structures multicouches.

Une structure composite multicouche peut étre considérée comme un corps hétérogene constitué
d’un nombre fini de couches homogenes anisotropes collées. La caractéristique géométrique d’une
plaque est une épaisseur faible par rapport aux autres dimensions. La modélisation des structures
multicouches modernes avec une forte anisotropie (par exemple : faible rapport du module de ci-
saillement transverse de I’ame par rapport au module d’élasticité longitudinal des peaux dans le cas
des structures sandwich) exige des théories raffinées qui prennent en compte une bonne description
des cisaillements transverses. On trouve dans [Noor 89a|, [Kapania 89], [Kant 00] et [Carrera 00]
des revues completes sur les différents modeles existants de type élasticité tridimensionnelle ou de
type plaque.

L’intérét d’une approche tridimensionnelle réside dans l’obtention de résultats exacts tridi-
mensionnels, utiles notamment comme référence. L’adoption d’une approche tridimensionnelle ne
présente toutefois d’utilité que dans la mesure ou les équations différentielles finalement obte-
nues peuvent étre résolues. L’approche tridimensionnelle (3D) est donc limitée & certains cas de
géométrie, empilement et chargement simple [Pagano 69], [Pagano 70], [Srinivas 70], [Srinivas 73b].
De méme la prise en compte des endommagements spécifiques aux stratifiés (délaminage, fissure
transverse, ...) exige un bonne description des champs au voisinage des interfaces, sites privilégiés
de ces endommagements. La encore une approche 3D peut fournir des informations dans certains
cas (bord libre droit, plaque trouée ...) mais il est préférable d’envisager des démarches bidimen-
sionnelles (2D) de type plaque plus opératoires. Dans la suite ce sont ces approches 2D qui seront
mentionnées.

Durant ces dernieres années, plusieurs modeles bidimensionnels ont été développés pour la
modélisation des structures multicouches tenant compte les cisaillements transverses ou des en-
dommagements. Ils peuvent étre regroupés en fonction du type d’approche adopté :

— Approche monocouche équivalente
— Approche par couche
— Approche développement asymptotique
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1.1 Approche monocouche équivalente.

Dans ’approche monocouche équivalente, le nombre d’équations ne dépend pas du nombre de
couche, la plaque multicouche est homogénéisée et est donc considérée comme une seule couche.

Depuis le premier travail de Sophie Germain en 1815 sur les plaques minces en passant par
les modeles du premier ordre de Love-Kirchhoff et de Reissner-Mindlin, de nombreux auteurs ont
développé des théories de plaques a partir de cinématiques ou champs de contraintes plus raffinés.
Nous passons en revue, dans ce qui suit, les principaux modeles.

1.1.1 Les modeéles classiques Love-Kirchhoff.

Les modeles sont basé sur une distribution linéaire des déplacements dans I'épaisseur [Reissner 61],
[Yang 66]. L’hypothese adoptée est celle de Love-Kirchhoff [Kirchhoff 50] de contraintes planes, les
déformations dues aux cisaillements transverses sont négligées. La normale reste droite et est per-
pendiculaire & la surface moyenne apres avoir déformée (Fig. 1).

xs3

Fic. 1 — Cinématique de Love-Kirchhoff.

Le champ de déplacements de Love-Kirchhoff s’écrit alors,

U (z1, 22,23 =2) = ul(z1,r2) — 2w (21, 22) ya=1,2

uz(r1, 2,73 = 2) = w(z1,72) (1)
avec,
u?, : le déplacement de membrane dans la direction «,

w : la fleche de la plaque,
W, : la rotation due a la flexion (sans cisaillement).

1.1.2 Les modeles Reissner-Mindlin.

Pour introduire I'effet du cisaillement transverse, ’hypothese cinématique [Mindlin 51] est adoptée :
la normale reste droite mais non perpendiculaire & la surface moyenne (a cause de l'effet du cisaille-
ment transverse) dans la configuration déformée (Fig. 2).

Le champ de déplacements de Reissner-Mindlin s’écrit :

o (1, 22,23 = 2) = ul(x1,x2) + 2¢a(z1,22)

uz(r1, 2,73 = 2) = w(x1,72) (2)
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avec,

o : la rotation de la normale au plan moyen autour des axes x,
)
7S = (W,q + ¢o) : la déformation de cisaillement transverse mesurée sur le plan moyen.

€3

Fia. 2 — Cinématique de Reissner-Mindlin.

Avec ce choix de la forme des champs de déplacements, les déformations transversales 7, sont
constantes en z. Les contraintes de cisaillement sont donc uniformes dans chaque couche et discon-
tinues entre les couches. Cette mauvaise description oblige & introduire des coefficients correcteurs
pour mieux prendre en compte, dans ’écriture de 1’énergie, les effets de cisaillement transversal
[Whitney 73]. Les résultats obtenus dépendent essentiellement du choix empirique dans des situa-
tions complexes des coefficients correcteurs et ’étude des composites épais reste aléatoire par ce
type d’approche cinématique.

1.1.3 Les modeéles d’ordre supérieur.

Pour franchir les limites des théories du premier ordre, plusieurs auteurs proposent des théories
a un ordre supérieur. Les modeles sont basés sur une distribution non linéaire des champs dans
I’épaisseur. Ces modeles permettent de représenter le gauchissement de la section dans la configura-
tion déformée (Fig. 3) [Liberscu 67, Whitney 73, Nelson 74, Lo 77a, Lo 77b, Touratier 91, Kant 02,
Swaminathan 04].

La plupart des modeles d’ordre supérieur utilisent un développement en série de Taylor des
champs de déplacements qui s’écrivent, avec i € {1,2,3} :

wi(x1, T2, 23) = Uf(fﬂl,$2)+Z¢?(1)($1,$2)+22¢f(2)($1,$2)+Z3¢?(3)($1,$2)+Z4¢f(4)(9617362)+' -~ (3)

Dans le cas des théories du premier ordre Reissner-Mindlin, on a (b?(j ) =0 pour j = 2,3,4 et

¢9(1) =0
5 =0.

Hildebrand et al. [Hildebrand 49] sont les premiers & introduire ces raffinements avec qbf(4) =
qbf(g) = 0. Le méme développement est utilisé par Nelson et Lorch [Nelson 74] en introduisant des
coefficients de correction. Lo et al. [Lo 77b] proposent un modele qui prend en compte également
leffet de déformation normale : ¢?(4) =0 et ¢§(3) = 0. Les solutions analytiques de différents
modeles d’ordre supérieur sont comparées dans [Kant 02]. En principe, ces modeles d’ordre supérieur

sont plus précis que les modeles du premier ordre. La précision est augmentée avec l'ordre du
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Zs3

Fi1G. 3 — Cinématique d’ordre supérieur.

développement, c’est a dire avec le nombre de parametres supplémentaires. Cependant, les condi-
tions limites sur les bords sont difficiles a satisfaire et le nombre de variables de déplacements
indépendantes dépasse celui des modeles classiques (trois dans le modele Love-Kirchhoff et cing
pour le modele Reissner-Mindlin).

Pour réduire le nombre de parametres de déplacement, plusieurs simplifications sont proposées.
Souvent on impose les conditions de nullité des contraintes de cisaillement transversal aux surfaces

supérieure et inférieure de la plaque. Le développement de (3) est utilisé avec ¢?(4) = qbf(Q) = ¢§(3) =

¢§(1) =0, ¢>3(3), a = {1,2} dépendent a qbg(l) et & w . L'expression de (3) devient :

Ua (1, 02,03 = 2) = ug(x1,x2) — 2w, + f(2)v0 (1, 22)

uz(z1, 22,23 = 2) = w(x1,T2) (4)

Voici quelques contributions importantes de développement de modeles d’ordre supérieur qui
different par la fonction de cisaillement f(z) :

— [Ambartsumyan 69] :
z (h? 22

— [Reissner 45|, [Panc 75] et [Kaczkowski 80] :

h étant I’épaisseur du multicouche.

Dans le modele de [Reddy 84], le champ de déplacement membranaire est cubique et le déplace-
ment normal w est constant. Ce modele donne une bonne approximation pour les contraintes de
cisaillement transverse par rapport a la solution élastique tridimensionnelle. La distribution des
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contraintes de cisaillement transversal est parabolique dans ’épaisseur. Les conditions aux limites
sur les surfaces libres sont satisfaites.

Touratier [Touratier 91, Idlbi 97] propose le modele “sinus” qui est différent des autres modeles
d’ordre supérieur puisqu’il n’utilise pas de fonction polynoémiale. Une fonction trigonométrique
sinusoidale est donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement dans
I’épaisseur. La fonction de cisaillement transverse s’écrit comme ci dessous :

flz) = %sin <%Z> — ZT;% (%z>Qn+1

7T2 22 7T4 Z4 7T6 26
:ZQ‘§ﬁ+EM‘Wﬁ+”)

Les différents termes du développement correspondent aux différents modeles cités précédemment.
Suivant la troncature choisie, on obtient la théorie Love-Kirchhoff, la théorie Reissner-Mindlin ou
les modeles d’ordre supérieur (aux coefficients preés). Les contraintes de cisaillement transversal
déterminées par le modele “sinus” prennent une forme cosinusoidale dans ’épaisseur de la plaque.
La précision de ce modele par rapport a la solution exacte est meilleure que la théorie de [Reddy 84].

Récemment, Afaq et al. [Afaq 03b] propose un modele exponentiel avec une cinématique plus
riche. La fonction de cisaillement transverse est de la forme suivante :

2

f(z) = ze (7).

Le choix de la fonction exponentielle permet un développement en puissance paires et impaires
de la variable z alors que la fonction “sinus” [Touratier 91| ne permet qu'un développement en
puissances impaires.

Il faut remarquer que les modeles issus d’une approche monocouche équivalente présentent
des contraintes de cisaillement transverse discontinues aux interfaces si les couches ont des pro-
priétés différentes, méme si la continuité du champ de déformation est assurée. Ceci présente un
inconvénient sérieux lors de I’analyse locale a U'interface des structures multicouches (effets de bord
sur les contraintes, délaminage . ..).

1.2 Approche par couche.

Ces approches sont destinées justement & mieux décrire les effets d’interface. Ainsi différents
modeles issus de I’approche par couche ont été proposés [Srinivas 73b, Pagano 78, Seide 80, Di Sciuva 84,
Di Sciuva 86, Murakami 86, Reddy 87, Chabot 97, Ossadzow 01, Carreira 02, Diaz Diaz 02, Afaq 03a].
Le multicouche est subdivisé en sous-structures (correspondant en fait & chaque couche ou chaque
ensemble de couche). On applique a chaque sous-structure une théorie du premier ordre ou un
modele d’ordre supérieur. Les modeles de ce type sont relativement cotiiteux (le nombre de variables
dépend du nombre de couche), mais permettent 1’obtention de résultats plus précis, notamment en
ce qui concerne le calcul des contraintes hors plan.

D’une maniere générale, les modeles issus de ’approche par couche peuvent étre classés en
deux groupes : les modeles couches discretes ou chaque couche est considérée comme une plaque en
imposant les conditions de continuité en déplacement ou en contrainte aux interfaces et les modeles
zig-zag ou la cinématique satisfait & priori les conditions de contact et est indépendante du nombre
de couche (Figs. 4, 5).
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2 1]
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Premier ordra i
Pramier ordre Ordre supériaur Ordre supérieur

¢ Interfaces *; Fonction

0 Interfaces
- —. Champ de déplacement sans effat Zig-Zag
Fi1G. 4 — Champ de déplacements des modeéles

N o i Fig. 5 — Champ de déplacements des modeles
couches discretes, approche cinématique.

zig-zag, approche cinématique.

1.2.1 Les modéles zig-zag.

Afin de réduire le nombre de parametres inconnus, Di Sciuva est le premier a proposer le
modele zig-zag du premier ordre [Di Sciuva 84, Di Sciuva 86, Di Sciuva 87]. Dans ce modele, les
déplacements membranaires sont les résultats de la superposition du champ de déplacement global
d’une théorie du premier ordre et d’une fonction zig-zag (avec 'emploi de la fonction d’Heaviside).
La fonction zig-zag donne une contribution des déplacements membranaires qui est continue en z
mais sa dérivée premiere est discontinue a l'interface (voir Fig. 6). Les déformations transversales
sont donc discontinues et la continuité des contraintes de cisaillement transverse aux interfaces est
assurée.

Lineaire Zig-Zag Linéaire + Zig-Zag

Fi1a. 6 — Champ de déplacements des modeles zig-zag du premier ordre.

L’avantage principal du champ de déplacement des modeles zig-zag réside dans la bonne modélis-
ation de la distorsion de la normale de la surface déformée, ainsi que dans la vérification des
conditions de continuité, et ce sans augmenter pour autant le nombre et 'ordre des équations
fondamentales de la théorie du premier ordre. Le recours a des coefficients de correction pour le
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cisaillement transverse est évité.

En se basant sur le concept de [Di Sciuva 84|, plusieurs auteurs ont réalisé des améliorations si-
gnificatives pour le modele zig-zag [Murakami 86, Cho 93, Averill 94, He 94, Icardi 0la, Icardi 01b,
Carrera 04]. L’amélioration principale est I'introduction d’une distribution non linéaire des déplace-
ments. On superpose le champ zig-zag (linéaire par morceau) a un champ de déplacement d’ordre
supérieur (souvent cubique) (voir Fig. 7). Les conditions de compatibilité sont satisfaites sur les
surfaces supérieure et inférieure des plaques pour réduire le nombre de parametres.

MNon Linéaire Zig-Zag Non Linéaire -+ Zig-Zag

W RN

Fig. 7 — Champ de déplacements des modeles zig-zag d’ordre supérieur.

Dans les travaux de [Ossadzow 96, Karama 98, Ossadzow 01], la fonction “sinus” de [Touratier 91]
est combiné avec la fonction zig-zag pour raffiner les effets de cisaillement. Récemment, Afaq et al.
[Afaq 03a, Afaq 03b] combine le modele exponentiel avec 'effet zig-zag pour une cinématique plus
riche.

Les résultats numériques de tous ces travaux montrent que le modele zig-zag assure un bon
compromis entre la précision des solutions et le cout de calcul. Néanmoins, les modeles zig-zag
ont des limites de validation dans I'analyse du délaminage. En effet rien de physique ne pousse a
penser que ces modeles quelque peu “artificiels” peuvent prévoir les délaminages, par exemple. Le
calcul des contraintes de cisaillement transverse par les équations constitutives des modeles zig-zag
devient moins précis quand le rapport d’élancement diminue [Icardi Ola]. Un autre inconvénient
des modeles zig-zag, tout comme pour les modeles d’ordre supérieur est la continuité de type C!
demandée qui complique leur implémentation numérique.

1.2.2 Les modeles couches discretes.

Les modeles couches discretes adoptent une approximation plus fine des champs suivant 1’épai-
sseur du multicouche que les modeles de plaque d’ordre supérieur ou zig-zag puisqu’ils proposent une
cinématique par couche plutot qu’une cinématique globale (voir Fig. 4). En fait, avec les modeles
couches discretes, le multicouche est représenté par un ensemble de plaques (objets 2D) couplés
par des efforts d’interface. Les conditions de continuité aux interfaces sont assurées. Le nombre de
parametres inconnus dépend du nombre de couche de la plaque composite.

Dans les travaux de [Srinivas 73a, Seide 80, Reddy 87, Naciri 98, Tahani 03|, on postule une
cinématique du premier ordre ou d’ordre supérieur par couche. Les équations fondamentales par
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couche sont obtenues en utilisant le principe des travaux virtuels. Les conditions aux limites sont
également données couche par couche.

D’une maniére alternative, les travaux de [Ren 86a, Kassapoglou 86, Kassapoglou 87] et [Yin 94a,
Yin 94b] utilisent une approximation des champs de contraintes par couche ou un mixte contrainte-
cinématique. Ainsi [Ren 86a] utilise un champ de contrainte dont la composante de cisaillement
transversal est quadratique par couche et les déplacements sont considérés cubiques par couche
et continus aux interfaces. Dans [Kassapoglou 86, Kassapoglou 87|, le champ de contrainte est
construit sous la forme d’un produit de fonctions & variables séparées, par couche, & partir de
I’équilibre des forces et moments. Les contraintes planes sont supposées constantes dans 1’épaisseur.
Dans [Yin 94a, Yin 94b], les fonctions de contraintes de Lekhnitskii [Lekhnitskii 63] sont utilisées
par couche pour déterminer les contraintes interlaminaires. Elles sont approximées de fagons po-
lynomiale dans ’épaisseur.

Nous passons a présent a une famille de modele couches discretes particulieres, les modeles
multiparticulaires. Le premier travail semble étre celui de Pagano qui propose le modele local dans
[Pagano 78]. Le modele local a été construit a partir de la formulation variationnelle d’Hellinger-
Reissner et d’une approximation polynomiale des champs de contraintes par couche. Les polynomes
sont du premier degré pour les contraintes membranaires, quadratique pour les contraintes de
cisaillement et donc cubique pour les contraintes normales.

La formulation variationnelle d’Hellinger-Reissner restreinte aux approximations de ces champs
de contraintes conduit & une cinématique du multicouches a 7n champs en (z,y), n étant le nombre
de couche de la plaque. Ces champs cinématiques contiennent des composantes correspondants a
des moments du second ordre qui n’ont pas un sens physique tres clair.

La formulation mixte d’Hellinger-Reissner permet de déduire le comportement élastique linéaire
généralisé du modele. Ce modele pose quelques difficultés au niveau des conditions aux limites et
reste assez lourd compte tenu du nombre élevé de champs cinématiques intervenants. Ce modele a
été le point de départ pour un ensemble de travaux menés a 'ENPC dont ’objectif est de proposer
une série de simplifications permettant alléger tout en conservant un bon niveau de prédictibilité.

Les différents travaux de [Caron 97, Chabot 97, Naciri 98, Hadj-Ahmed 01, Diaz Diaz 01] et
[Carreira 02] réalisés au sein du LAMI, ENPC ont aboutit & la formulation complete d’une famille
de modeles multiparticulaires dits M/ (Modeles Multiparticulaires des Matériaux Multicouches) ,
a partir de la méthode d’approximation d’Hellinger-Reissner. Le modele le plus complet est iden-
tique au modele local de Pagano et on déduit a partir de celui-ci les autres modeles moyennant
des approximations successives. Dans cette famille de modeles, on trouve les modeles M/-5n et
M4-2n+1 comportant respectivement 5n et 2n 4 1 champs cinématiques pour un multicouche a n
couches. Le premier modele approche chaque couche par une plaque de Reissner; en revanche, le
second modele approche chaque couche par une membrane. Les deux modeles font figurer des efforts
d’interface dans leurs efforts généralisés. Les comparaisons de la prédiction de ces modeles par rap-
port aux éléments finis tridimensionnels [Carreira 98|, et aux essais expérimentaux de délaminage
[Diaz Diaz 01] sont treés satisfaisants.

1.3 Approche développement asymptotique.

Le développement asymptotique est appliqué a des structures a priori peu épaisses ou le
rapport entre ’épaisseur et la plus grande dimension est petit. Il est donc naturel d’envisager
un développement asymptotique suivant ce rapport. Ce développement intervient au niveau de
I'intégration des équations de 1'élasticité (équations constitutives, équations de mouvements).

L’état caractérisant les déformations de la structure est donc constitué par la réunion des par-
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ties respectivement situées a I'intérieur et aux frontieres, ce qui explique le procédé classique pour
résoudre ce type de probleme, a savoir la construction d’intégrales dites intérieures, qui corres-
pondent & des solutions variant faiblement a I'intérieur du domaine, que 'on estime déterminées
avec une erreur asymptotique (tres petite). Un deuxiéme type d’intégrales, a fortes variations,
caractérisant la solution prés des bords (couche limite) est également construit [Fredrichs 61,
Goldenveizer 62, Goldenveizer 65, Widera 70, Johnson 71, Destuynder 80, Engrand 82, Allix 89,
Lecuyer 91]. Le travail le plus complet et intéressant semble celui de [Ladeveze 88, Allix 89]. Dans
un premier temps, ils utilisent les résultats de la théorie classique des plaques. Puis, au voisinage
du bord, ils posent le probleme tridimensionnel de la détermination des champs (contraintes et
déplacements) correcteurs. Ce probleme est décomposé en probleme bidimensionnels (couches li-
mites perpendiculaires au bord). Ensuite, on fait une approche mixte en contrainte-déplacement
résolue par exemple, par des développements en séries de Fourier. L’endommagement dans les
couches et a la fois aux interfaces sont pris en compte.

Les approches développement asymptotique ont la méme caractéristique a savoir qu’il faut pour
calculer un effet de bord, effectuer deux calculs : un de plaque, ’autre de correction d’effet de bord.
Ce deuxieme calcul résolu de fagon semi-analytique est limité a certains types de conditions limites
et est donc difficile a appliquer pour les cas généraux.

2 Modeéle éléments finis de structure multicouche.

Les solutions analytiques fournies par les approches décrites précédemment ne concernent que
des cas de géométrie, chargement et empilement simples. Pour les cas complexes, plusieurs méthodes
numériques ont été développées. On ne s’intéresse ici qu’aux méthodes des éléments finis, outil
d’ingénierie dominant pour l'analyse des structures.

Les éléments finis sont généralement classés suivant le type de description géométrique (2D, 3D),
la méthode de construction et le choix du type d’inconnues principales du modele (déplacements,
contraintes, mixte, hybride). Ci dessous, nous passons en revue différentes contributions éléments
finis relatives & des modeles mécaniques décrits précédemment.

2.1 Modéele éléments finis 2D.

Les premiers éléments finis multicouches sont construits en se basant sur les théories du premier
ordre, notamment les modeles Reissner-Mindlin avec facteurs de correction [Pryor 71, Reddy 80,
Engblom 86, Hamdallah 90, Ganapathi 97]. Ces éléments finis possedent 5 degrés de liberté par
noeuds. L’intégration numérique réduite est souvent utilisée pour éviter le phénomene de blocage
en cisaillement transverse. Grace a leurs avantages numériques (formulation simple, continuité C°,
les degrés de liberté et les conditions limites physiquement facile a interpréter, convergence rapide
... ) et leurs précisions en estimant des champs globaux, les éléments finis Reissner-Mindlin restent
les plus utilisés et sont présents dans tous les codes de calcul commerciaux. Un des inconvénients
majeur de ce type d’élément réside dans l'estimation des facteurs de correction [Noor 89a]. On
trouve dans [Noor 89b, Sze 00] une procédure en deux phases pour estimation correcte de ces
facteurs correctifs. Les contraintes de cisaillement transverse calculées par les équations constitutives
sont moins précises et discontinues aux interfaces. On integre donc I’équation d’équilibre 3D pour
mieux les estimer [Noor 89b, Rolfes 97, Rolfes 98a, Rolfes 98b, Sze 00].

Un large volume consacré au développement des éléments finis multicouches concerne des
éléments finis d’ordre supérieur. Comme déja discuté ci-dessus, les théories d’ordre supérieur im-
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pliquent souvent la dérivée seconde des déplacements transversaux. Cela demande une continuité
de type C! pour des fonctions de déplacement des éléments finis correspondants. Non seulement les
déplacements transversaux w mais encore leurs dérivées normales Ow/9n doivent étre continus & tra-
vers des frontiéres interéléments [Phan 85, Ren 86b, Beakou 93, Polit 97, Reddy 99, Raghuram 99,
Polit 00, Ganapathi 00, Subramanian 01, Polit 02].

Dans [Phan 85, Ren 86b], un élément de continuité C' basé sur le modele cubique de [Reddy 84]
est proposé. Cet élément contient 7 degrés de liberté par noeud. Les contraintes de cisaillement
transverse sont paraboliques dans 1’épaisseur et 1’élément est libre du blocage de cisaillement trans-
verse.

En se basant sur le modeéle "sinus” de [Touratier 91|, différents éléments finis quadrilatere et tri-
angulaire de continuité C! sont développés [Beakou 93, Polit 97, Ganapathi 00, Mistou 00, Polit 00,
Polit 02]. L’élément triangulaire développé par Polit et al. est capable d’étudier divers problemes
linéaires et non linéaires. L’élément possede 6 noeuds. La continuité des champs aux interfaces et
les conditions limites aux surfaces supérieures et inférieures sont assurées. La géométrie de 1’élément
est présentée sur la Fig. 8. Pour un noeud [ au coin (I = 1,2,3), le vecteur de déplacement nodal

FIG. 8 — Elément “sinus” triangulaire 6 noeuds & continuité C! [Polit 97].

est : .
0, = U Ug Uy v Vg Uy
W Wy Wy Wy Wyy Way
gx 950,27 9$,y Gy 9’!,/71’ 0y7y > °

Pour un noeud m a mi-coété (m = 4,5,6), le vecteur de déplacement nodal est :

5?,1 =< U U, vV Uy
W n
O Oppn Oy 0Oyn >.
Les contraintes hors-plan 0., 0. et 0., sont déterminées en intégrant dans I’épaisseur les équations
d’équilibre appropriées.
Raghuram et al. [Raghuram 99] propose un élément triangulaire de continuité C! & 18 degrés
de liberté par noeud (voir Fig. 9). Le champ de déplacement adopté est :

2
— o z

U = U — Wy — EWLQ
o Z2

v = v — ZU)7y — ?’U)Ly

w = w’+ 2w
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Le terme w; est pour tenir compte de la déformation de compression dans I’épaisseur.

1ix,y,)

A|+A2+A3-_-. A

= _Al A A
=R MRS

2 3
(%2, ¥} {Xq,Y5)

Nodal variables :  u, Uyx gUiy 5 V, Vix ) Vyy
Wy Wix y Woy 3 Woxx ) Wixyd W,yy

Wea Wikt Winy  Wyixxs Wiixyr Wi yy

Fic. 9 — Elément triangulaire 3 noeuds & continuité C! [Raghuram 99].

Récemment, Sheikh et al. [Sheikh 02a, Sheikh 02b] proposent un élément triangulaire & 16
noeuds. Dans cet élément, un polynome d’ordre quatre complet est utilisé pour le déplacement
transversal w. Les déplacements membranaires (u et v) et les rotations (6, et 6,) sont décrits par
des polynomes cubiques. Avec une substitution appropriée des composants de déplacements aux
différents noeuds, les 55 inconnues dans ces 5 polynémes sont exprimés en termes de 55 déplacements
nodaux (voir Fig. 10). Cet élément est ensuite utilisé pour ’étude des plaques multicouches de
différentes geometries.

®* W
a u,vJBx,By
o U,V'W'Bxl 9y

F1G. 10 — Elément triangulaire 16 noeuds [Sheikh 02a].

Pour éviter les difficultés numériques imposées par les continuités C! des modeles éléments finis
précédents, certains auteurs introduisent le concept de fonction ”penalty” [Pandya 88a, Pandya 88b,
Fukunaga 01, Hu 02] pour développer un élément quadrilatere Lagrangien & 9 noeuds (voir Fig. 11).
En se basant toujours sur le modele cubique de [Reddy 84], ils introduisent des degrés de liberté
additionnels en rassurant les contraintes cinématiques par les fonctions penalty. Le vecteur x suivant
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est introduit :
X =< Xz, Xy > =< Ow/dz, dw/dy >

Les contraintes cinématiques ¢, = x, — 0w/0z =0 et ¢, = x, — Ow/Jy = 0 sont introduites dans
I’expression des travaux virtuels grace aux fonctions penalty. En effet le terme ajouté est ¢TDP,
ou ¢ =< Pz, Oy >T et DP est la matrice de penalty qui peut étre exprimée par :

>-(% )
0 ay )’
ou ay et oy sont des parametres de penalty qui prennent expérimentalement une valeur qui vaut
10% & 10° fois la valeur absolue maximale des termes de la matrice de rigidité normale.

Certains auteurs proposent une formulation mixte pour obtenir des éléments & continuité
C°. Putcha et al. [Putcha 86] utilise le principe variationnel mixte de Reissner pour introduire
indépendamment les déplacements et les moments. L’élément déduit contient 11 degrés de liberté
(3 déplacements, 2 rotations et 6 moments résultants) par noeud. Dans [Wu 93a, Wu 93b], les
déplacements et les contraintes interlaminaires (0., oy et 0.;) sont approchés indépendamment.
Un élément quadrilatere a 9 noeuds, de continuité C° est utilisé dans la formulation (Fig. 11).
Les variables nodales sont les 3 déplacements, les 3 rotations, 5 fonctions d’ordre supérieur et
3 contraintes interlaminaires. L’avantage pricipal de cette formulation est que les contraintes in-
terlaminaires sont des variables principales. Elles peuvent, donc étre déterminées précisement et
facilement sans avoir recours aux calculs supplémentaires.

< ¢z

9 & ® *—<
*——o—90 o ——o—9o
Fic. 11 — Elément quadrilatere de type La- Fi1G. 12 — Elément quadrilatére de type Seren-
grange a 9 noeuds. dip a 8 noeuds.

Les travaux de [Barboni 90, Manjunatha 92, Kant 94, Shankara 96, Khare 04] ont pour objectif
de développer une famille d’éléments d’ordre supérieur a continuité C°. Plusieurs éléments quadri-
lateres de type Lagrange a 9 et 16 noeuds sont proposés (voir Figs. 11 et 13). Ils different par 1'ordre
du développement de série de Taylor adopté pour le champ de déplacement :

empilement symétrique

— Les éléments a 5 degrés de liberté par noeud, le champ de déplacement est :

u(@,y,2) = 20.(x,y) + 20 (2, y)
v(x,y,z) = Zey(.%,y)—FZSeZ(.T,y)

w($7 Y, Z) = wo(xv y)
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Fic. 13 — Elément quadrilatere de type Lagrange a 16 noeuds.

— Les éléments a 6 degrés de liberté par noeud, le champ de déplacement est :

U(l’,y, Z) = z@x(x,y) + 239;(35,3/)
U(x7y? Z) = Z@y(.’ﬂ,y) +239;j(1‘,y)
w(dj’% Z) = wo(x7y) + ZQw:(x7y)

empilement non symétrique
— Les éléments a 7 degrés de liberté par noeud, le champ de déplacement est :

u(@,y,2) = uo(z,y)+ 20z(z,y) + 2°0;(z,y)
U($7y7 Z) = Uo(x,y)+z9y(m,y)+z39;(:z:,y)
w(x,y,z) = wo(:p,y)

— Les éléments a 9 degrés de liberté par noeud, le champ de déplacement est :

w@,y,z) = uo(@,y) + 20 (z,y) + 22ul(x,y) + 2°0; (2, y)
’U(fL’,y, Z) = Uo(l“ay)+Zey($ay)+221’;($»y)JFZSGZ(@",?J)
w(z,y,z) = we(x,y)

— Les éléments a 11 degrés de liberté par noeud, le champ de déplacement est :

w(z,y,2) = uo(x,y) + 20:(x,y) + 22ul(z,y) + 2°05(z,y)
v(w,y,2) = vo(m,y) + 20, (z,y) + 2%V} (2, y) + 220} (2, 1)
w(z,y,2) = wol(z,y)+ 20:(z,y) + 22wz, y)

— Les éléments a 12 degrés de liberté par noeud, le champ de déplacement est :

W@, y,2) = uo(w,y) + 205(x,y) + 22l (2, y) + 2205 (z, y)
v(z,y,2) = vo(x,y) + 20y(x,y) + 2°vi(z,y) + 2°0; (2, y)
w(z,y,2) = wo(z,y)+ 20.(z,y) + 2°wi(z,y) + 2°05(z, y)

Sadek [Sadek 98] quand & lui propose une famille d’élément rectangulaire de type Serendip &
8 noeuds (voir Fig. 12). Les éléments se distinguent encore par l'ordre du développement adopté
pour le champ de déplacement :
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— Les éléments a 7 degrés de liberté par noeud, le champ de déplacement est :

wz,y,z) = uo(z,y) + 2&(2,y) + 2°C(2,y)
v(z,y,2) = vo(m,y) + 2y (2,y) + 2°y(z,y)
w(xayvz) = w0($>y)

— Les éléments a 9 degrés de liberté par noeud, le champ de déplacement est :

w(z,y,z) = uo(z,y) + 26 (2,y) + 222, y) + 22 du(z,y)
v(x,y,2) = vo(x,y) + 28 (x,y) + 2°Cy(2,y) + 2 dy (2, y)
U)(Ji,y, Z) = wo(:c,y)

— Les éléments a 11 degrés de liberté par noeud, le champ de déplacement est :

u(x, Y, Z) = uo(l‘, y) + Zfz(l‘, y) + zQCx(x, y) + Z3¢x($, y)
’U(IL‘,y, Z) = vo(x,y) +Z£y($,y) +Z2Cy($ay) +Z3¢y(x,y)
w(x7y, Z) = wo("an) +Z§z($ay) +22Cz(xay)

Récemment, les modeles zig-zag ont suscité une attention toute particuliere car ils assurent
un bon compromis entre la précision et le cout de calcul. Dans [Carrera 96, Averill 96, Cho 97,
Carrera 97, Carrera 98], les auteurs proposent des éléments finis du type zig-zag du premier ordre.
En fait, la cinématique du modele est le résultat de la superposition de la cinématique Reissner-
Mindlin et des fonctions zig-zag (Fig. 6). Les travaux de Carrera [Carrera 96, Carrera 97, Carrera 98]
ont abouti a un élément quadrilateére a 9 noeuds, de continuité C°. Cet élément possedant 7 degrés de
liberté par noeud est utilisé pour étudier les plaques multicouches ainsi que les panneaux sandwich.

Quand aux travaux de [Makhecha 01, Patel 02], les auteurs combinent un développement Taylor
d’odre trois et les fonctions zig-zag. L’élément résultant est de type Serendip a 8 noeuds, de conti-
nuité C! avec 13 degrés de liberté par noeud. Pourtant les conditions limites aux surfaces supérieures
et inférieures ne sont pas satisfaites. Pour assurer ces conditions, Di Sciuva utilise la cinématique
cubique de [Reddy 84]. Il propose un élément quadrilatére 4 noeuds et un élément triangulaire 3
noeuds [Di Sciuva 93a, Di Sciuva 95a]. Les éléments sont de continuité C! et possedent 10 degrés
de liberté par noeud. Plus tard, il propose un élément zig-zag conforme 8 noeuds & continuité C?
[Di Sciuva 95b, Icardi 98]. Pour un noeud ! au coin, le vecteur de déplacement nodal est :

T _
0, = < u v w0y 0y
Wy Wy War Wy Wyy >

)

Pour un noeud m a mi-coté, le vecteur de déplacement nodal est :

6L, = < uw v 0, 0, >

m

A Theure actuelle, malgré ses difficultés d’implémentation numérique cet élément est connu comme
le plus précis parmi les modeles éléments finis zig-zag.

Pour aller plus loin il faut utiliser des modeles couches discretes, et accepter les cotits de calcul
car ils sont avec les éléments finis 3D les seuls modeles capable d’étudier localement des champs.
Cependant, jusqu’a maintenant, tres peu travaux sont destinés au développement des éléments finis
couches discretes.
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Les premiers développement numériques concernant ces modeles sont les travaux de [Mau 72,
Spilker 77, Spilker 82, Liou 87, Sun 89]. Le principe variationnel de Pian [Pian 64] est utilisé pour
formuler les éléments quadrilateres hybrides a 4 et 8 noeuds. Dans cette formulation, une approxima-
tion des contraintes est postulée pour assurer 1’équilibre a 'intérieur de I’élément. Les parametres de
contraintes inconnues sont écrites en fonction des variables de déplacement nodal grace au principe
variationnel [Pian 64]. Les inconnues principales sont donc des déplacements nodaux ordinaires.
Ce sont les déplacements membranaires au niveau des interfaces et le déplacement transverse w
constant dans I’épaisseur soit 2(n+ 1)+ 1 degrés de liberté par noeud. La continuité C est assurée.

Seide et Chaudhuri [Chaudhuri 87, Seide 87, Chaudhuri 04] développe un élément triangulaire
6 noeuds (Fig. 14) a continuité C° en se basant sur le modele couche discrete de [Seide 80].
Les déplacements nodaux sont les déplacements membrannaires au niveau des interfaces et le
déplacement transverse w constant dans I’épaisseur soit 2(n + 1) + 1 degrés de liberté par noeud.

Interface i+1
couche i

X2

1
Interface i X,

F1G. 14 — Elément triangulaire couches discrétes a 6 noeuds, continuité C° [Chaudhuri 87].

Tous les modeles éléments finis couches discretes cités ci-dessus adoptent un champ de déplacement
linéaire par couche. Dans [Gaudenzi 95, Kimpara 98] on trouve des éléments quadrilatéres 8 noeuds
a continuité C° avec une cinématique d’ordre supérieur (cubique) par couche.

On termine cette bréve revue des éléments finis 2D sur un type d’élément particulier : les
éléments finis semi analytiques proposés par [Sheng 02a, Sheng 02b, Ye 04]. Il s’agit d’une approche
mixte, les contraintes et les déplacements a la surface supérieure sont déterminés par des éléments
finis classiques tandis que leurs distributions dans 1’épaisseur sont calculées par la méthode de
fonction initiale [Sheng 02a]. En effet, les champs dans ’épaisseur sont calculés de maniére récursive.

2.1 Modéle éléments finis 3D.

Les analyses 3D conduisent a un large systeme d’équations. Cela necessite donc un grand espace
de stockage qui réserve la modélisation 3D pour I’étude locale des champs dans les zones critiques.

Les éléments brique isoparametrique 20 noeuds sont couramment utilisés pour étudier les
champs pres des bords libres [Wang 77a, Wang 77b, Raju 81, Icardi 95, Lessard 96, Chen 96,
Carreira 98]. Un maillage typique pour lanalyse des contraintes d’interface est présenté sur la
Fig. 15.

Dans [Raju 82, Ericson 84, Lucking 84, Kim 91, Hu 97, Carreira 98|, la plaque multicouche
trouée est étudiée avec un maillage 3D raffiné aux interfaces (voir Fig. 16). A cause du grand
nombre de degrés de liberté on doit avoir recours a la technique de sous-struturation pour résoudre
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Fia. 15 — Eléments finis 3D pour déterminer les contraintes interlaminaires.

le probleme.

F1G. 16 — Raffinement du maillage 3D pour I’étude des plaques trouées [Lessard 96].

Icardi et al. [Icardi 95] étudient la singularité des contraintes au bord libre en utilisant un
élément brique 20 noeuds (Fig. 17) et un élément singulier 15 noeuds (Fig. 18) généré a partir d’'un
élément de brique 20 noeuds. Une procédure de calcul a deux phases “prédicteur-correcteur” est
utilisée pour assurer les conditions de contact aux interfaces. Le maillage utilisé est présenté sur la
Fig. 19.

Cho et al. [Cho 00] développe un élément fini brique zig-zag a 8 noeuds. Suivant 1'épaisseur,
chaque couche est modélisée par un élément qui adopte une cinématique de type zig-zag du premier
ordre. Dans [Ramtekkar 02, Ramtekkar 03, Desai 03] un élément mixte a 18 noeuds est proposé
(Fig. 20). Les variables nodales sont les 3 déplacements et les trois contraintes hors plan. Chaque
élément est a I’épaisseur d’une couche et les contraintes déterminées aux noeuds sont les contraintes
interlaminaires.

Dans [Bui 99, Bui 00] les interfaces sont modélisées par un élément typique a ’épaisseur zéro.
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Fic. 17 — Elément brique a 20 noeuds. F1G. 18 — Elément singulier & 15 noeuds

[Icardi 95].

Exploratory self-equilibrated Joads

inclined edges

vertex angle

uniform strain ¢, singular wedge elements
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The modeling on the reference plane The modeling across the thickness

F1a. 19 — Etudes du probleme de bord libre par EF 3D [Icardi 95].
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F1c. 20 — Elément brique mixte a 18 noeuds [Ramtekkar 02].

Cet élément d’interface est formulé en dégénérant continuellement vers zéro I’épaisseur d’un élément
de plaque mince (voir Fig. 21). Les couches sont modélisées par des éléments finis volumiques
ordinaires.

F1G. 21 — Elément d’interface [Bui 99].

La derniere méthode évite un écueil classique des approches 3D. Compte tenu du fait que
les contraintes sont calculées dans élément et non sur sa frontiere, I’estimation des contraintes
d’interface par les éléments finis 3D nécessite souvent un travail de post-processeur pour relocaliser
et calculer les valeurs précises aux interfaces. En plus, les contraintes obtenues aux voisinages des
bords libres sont singulieres et dépendent du raffinement du maillage.



Premiere partie

Modele de plague monocouche
équivalente et son implémentation
dans un code éléments finis.
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On propose un modele de plaques multicouches bien adapté pour le calcul global en raideur des
structures soumises a d’importants efforts tranchants.

Dans le premier chapitre, nous construisons le modele monocouche équivalente. Le modele est
de type plaque monocouche équivalente. Les hypotheses du modele portent directement sur les
déformations 3D. Les contraintes vérifient exactement I’équilibre sauf pres des bords libres. La
loi de comportement 3D est respectée. Les équations globales sont de type Reissner-Mindlin avec
précontraintes. Nous proposons également une nouvelle expression pour le calcul de la rigidité a
I'effort tranchant. Ensuite nous développons dans le deuxiéme chapitre un schéma itératif pour la
résolution des équations du modele. Les prédictions du modele sont comparées, sur des exemples
classiques, a des calculs par éléments-finis, a des calculs d’élasticité 3D exacts et aux prédictions
de différents modeles. Le troisieme chapitre décrit I'implémentation numérique du modele global
proposé dans un code de calcul éléments finis conventionnel. Un programme de type post-processeur
est introduit dans le code éléments finis ABAQUS. Un calcul a deux phases est suggéré et de tres
bons résultats sont obtenus. La nouvelle expression de la raideur a l'effort tranchant s’avere bien
adaptée pour les multicouches épais, notamment des plaques sandwichs.
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Chapitre 1

Le modele de plaque monocouche
équivalente.

1.1 Introduction.

L’objet de toute théorie de plaque est le calcul approché des grandeurs généralisées sur la
base du systeme d’équations d’équilibre, de compatibilité, de conditions limites sur le bord latéral,
complété par une loi de comportement reliant contraintes et déformations généralisées.

Comme déja discuté dans I'analyse bibliographique, on peut regrouper les théories de plaque
multicouche en deux catégories générales. La premiere catégorie contient des théories du type
Reissner-Mindlin [Mindlin 51] étendues aux multicouches ot I'on remplace le multicouche par une
plaque homogene équivalente. Dans la deuxieme catégorie, les modeles sont basés sur 'approche
par couche et se distinguent par la linéarité ou non des champs dans ’épaisseur de chaque couche.

Néanmoins en pratique, le modele le plus répandu est le modele classique [Whitney 73] ou
Pon introduit des coefficients de correction sur les composantes de la raideur de cisaillement pour
améliorer le comportement a l’effort tranchant. Les résultats obtenus dépendent essentiellement du
choix des coefficients correcteurs et I’étude des composites épais reste aléatoire par ce type d’ap-
proche cinématique. En effet, la démarche adoptée pour identifier ces coefficients correcteurs consiste
a postuler I’égalité de certaines réponses globales (contraintes moyennes, énergie de déformations
transverse, modes propres ... ) calculées par des théories du premier degré et celles obtenues par la
théorie élastique tridimensionnelle. Ces facteurs de correction sont donc liés d’une part au matériau
et d’autre part au chargement. Aussi les coefficients (ki11, ka2, k12) sont évalués en considérant des
hypotheéses matériau ou chargement (flexion cylindrique) qui rendent 'identification possible mais
difficiles & justifier dans les cas complexes. On trouvera dans [Noor 89b] des commentaires et un
procédé de calcul en deux phases pour mieux estimer ces coefficients de correction.

Afin d’éviter les restrictions des modeles avec facteurs de corrections tout en gardant le ca-
racteére opératoire des modeles plaques homogenes équivalentes on propose ici (voir aussi [Caron 01,
Nguyen 03]) un nouveau modele bien adapté au calcul des grandeurs généralisées dans une plaque
multicouche & faible élancement et a fort gradient de comportement, comme I’est une plaque sand-
wich. Ce modele ne prétend pas bien estimer les contraintes dans les couches et aux interfaces et
donc proposer un dimensionnement a la rupture. On propose dans la deuxieme partie de cette these
des modeles spécifiques pour cet autre but.
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1.2 Position du probleme.

On considere une plaque multicouche d’épaisseur 2h qui occupe le domaine 2 = wx] — h, +h|
de R? ol w est un domaine de bord suffisamment régulier Ow. Pour simplifier la formulation, nous
limitons au cas d’une plaque encastrée sur une partie de son bord latéral I'* = Jw™ x| — h, +h][, et
libre de contrainte sur son complémentaire, I't = Ow’x] — h, +h].

A cet objet 3D, on associe un repere orthonormé (e;,es,e3) tel que e5 = e; A ey et tel que le plan
défini par (e;,ey) coincide avec le plan moyen de la plaque. Un point de systéme est présenté par

(z1, 22,23 = 2).

L3

F+

Fi1G. 1.1 — Description de la plaque multicouche

La plaque est soumise & des forces surfaciques T sur sa face supérieure, I't, et T~ sur sa face
inférieure, I'". On suppose qu’il n’y a pas de forces de volume et on se place dans 'hypothese de
petites pertubations. Le matériau constitutif de la plaque est un stratifié élastique linéaire isotrope
transverse d’axe 3. Le comportement s’écrit :

é‘jk(fvl,itz,z) = Sjklm('z)glm(wlyfﬁ%z) (1 1)
oik(21,22,2) = Rjrm(2)em (21,2, 2)

Sikim sont les composants du tenseur de souplesse et R, celles du tenseur de raideur. Les
composantes ayant un nombre impair d’indice 3 sont nulles.
Dans toute la suite, sauf cas mentioné précis, les indices grecs parcourent {1,2}, les indices latins
{1,2,3}.
La solution du probléme revient & la recherche d’un champ de contrainte & statiquement admissible
qui vérifie :
G €SATT,T7)=1{7|divc =0 et 7(te3) =T surl'*} (1.2)

et .
/ 55 :(S:7)d2 =0 VG € SA(0,0) = SA,. (1.3)

Naturellement, la condition précédente est équivalente a dire que la déformation solution définie
par €i;(x1, 22, 2) = Sijri(2)ow(r1, 22, 2) dérive d'un champ de déplacement nul sur I'".
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1.3 Formulation du modeéle.

1.3.1 Contraintes et déplacements généralisés.

Nous allons réécrire la condition diva = 0 de maniére équivalente. Soit u(z1, xa, 2) = u;(x1, 2, 2).¢;,
un champ de déplacement 3D quelconque, on a :

/ngg(g)dﬁ = —/Q@E.gdKH/ (7.n).udS

o0
= / (@. £ e3).utdl'* + / (G.n).udl. (1.4)
r+ r
Nous examinons, en premier lieu, les contributions des faces supérieure et inférieure :
=+ + gt - -
/Fi (. £eg)udl'™ = / (ohqul + odug — o juy, — og3u3 )dw (1.5)
w

ot f*(zy1,x2) = f(x1, 22, +h) pour tout champ f(z1,x2,2) suffisamment régulier.
En regroupant les termes, on obtient :

= o (uf g _ uj —u;
/Fi (ai. + e3).uTdlE = /w [(aig —053) <%) + h(of + 033) <T)] dw. (1.6)

De maniere a retrouver les expressions des efforts généralisés classiques bien connus, nous
réécrivons les termes de contraintes dans (1.6) :

h(ogs +033) = Qs(x1,12)
+h +h
Of3—0n3 = / Oa3,3dz =/ —(0ap,8)dz = —Nag (21, 22)
—h —h

+h +h
U;z% - 0'3_3 = / 03373d2: = _/ Uoz3,ozdz = _Qa,a(xlva)
—h —h

+h +h +h
h(a;r3+a;3) = /h (zaa3)73d2:/h zaa373d2+/h On3dz

+h +h
= / Z(—Uaﬁ”g)dz + / Uagdz = — aﬁ}ﬁ(ﬂ?hﬂfg) + Qa(arl,a:g)
—h —h
avec les contraintes généralisées Nyg, Mys, Q; associées & & définies par :
+h
Nag(x1,22) = / oap(x1, 22, 2)dz (1.7)
—h
+h
Myg(z1,22) = / 2008(x1, %2, 2)dz (1.8)
—h
+h
Qulare) = [ oualor, a2z (1.9)
—h
QS(mla:I:?) = hx (0’33((171,{1}2,}1)+0'33($1,£U2,—h)) (110)

On définit également les déplacements généralisés de plaque :

ui (w1, 22, h) + ui(r1, 22, —h)

ui(z1, x2, h) — ui(z1, 22, —h)
2 ’ '

Ui(x1,22) = 5%

(1.11)

di(x1,22) =
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" .. . ‘o oo —+
Quant aux conditions limites en contrainte sur les faces supérieure et inférieure 6. £e3 = Ii,
elles s’écrivent en tenant compte des calculs précédents :

Nogp+ (TH+T;)=0

Mag s — Qa +MTyF —T,) =0
Qaa + (T3 +Ty)
Q3 = h(T3 —1Ty)

i (1.12)
=0
On retrouve les équations d’équilibre généralisées Reissner-Mindlin dans les 3 premieres équations
de (1.12). L’équilibre concernant @3 est auto-assurée par la derniere équation de (1.12).

Les conditions limites sur le bord latéral de la plaque se traduisent par les conditions suivantes
ou n est la normale & Ow :

(71, 22) € O’
(x1,m2) € OW* (1.13)

Nagng(z1,22) = 0;  Magng(z1,22) =0;  Qanalz1,22) =0
Ui(z1,22) = 0;  ¢i(x1,22) =0
1.3.2 Déformations généralisées.

Les déformations membranaires sont définies identiquement a celles des modeles Reissner-
Mindlin :

1
eap(z1,22) = 5 (Ua,p + Up,a); (1.14)
de méme que les courbures :

Xap(z1,22) = %(%,ﬁ + 95.a)- (1.15)

Quant aux déformations en cisaillement, elles s’écrivent :

+ — _
Uz, T U + _
Ya(@1,72) = Us o + o = 2232 4 Ta o (1.16)
’ 2 2h
que 'on peut réécrire :
1 +h 1 +h
Yo = o /_h (u3,0 + Ua,3) dz + <U3,a ~ 57 /_h U3,0 dz) : (1.17)
En posant
< 1 +h
SR L s
* 2h J_y, o
on obtient :
1 +h
Ya = % . (U3,o¢ + ua,S) dz + 7;
1 +h
= 5 » 2eq3 dz + 7). (1.19)

Remarquons que cette déformation en cisaillement v, est par hypothese identiquement nulle
dans la théorie classique de Love-Kirchhoff et reste constante dans 1’épaisseur (v = 2¢,3) dans
la théorie de Reissner-Mindlin. C’est cette estimation relativement pauvre qui oblige & introduire
des facteurs de correction sur les composantes de la raideur de cisaillement du dernier modele. Ces
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facteurs correcteurs sont identifiés a 1’aide d’une procédure numérique qui devrait imposer certaines
restrictions sur son domaine d’emploi.

Avec ces définitions, pour tout champ & vérifiant dive = 0 et u vérifiant u = 0 sur I' on peut
écrire de maniere équivalente :

/ﬂ 5.200 = / (= NagsWa + (Mags — Qa)ba + QaaWs] + Qsds) dw

= / [Nageas + MapXap + Qada + Q3¢3] du. (1.20)

1.3.3 Hypotheses et équations du modele

La démarche consiste a définir un modele approché 3D dont les grandeurs généralisées sont tres
proches des grandeurs généralisées associées au modele exact proposé dans 1.3.1 et 1.3.2. Dans le
modele approché, on fait I’hypothese que la partie plane de la déformation 3D est affine en z, et
qu’elle est reliée aux déformations généralisées (1.14)(1.15) par :

cap(®1, 22, 2) = eqp(1,22) + 2Xap(z1, 2). (1.21)

En exploitant le caractere isotrope transverse de la loi de comportement, on peut exprimer o,g
en fonction de .3 et 033 :

Oap — Qa,@'yég'y(S + Xaﬁ033; Oa3 = 2Ra3ﬂ3gﬁ3§
R33apR33+6 Rapss (1.22)

Q 6 — R 6 — 5 X = .
) ey R3333 *? ™ Rgga

Les équations d’équilibre 3D nous permettent de calculer les contraintes transverses et contraintes
normales a partir du champ de contrainte plane. En effet, I'équation 0,33 = —0,3,3 implique que
043 est une primitive de —o, 3 en z. On définit alors 'opérateur ¥,3 qui associe a tout champ de
contrainte plane o, le seul champ ¥,3(0qs) qui vérifie :

+h
Ya33 = —0a8,8; / Yazdz = 0. (1.23)
—h
Alors, I'équation d’équilibre 0433 = —0,3,3 est équivalente a :
Qa
=X — 1.24
0a3 a3+ oh ( )

ol Qn/2h apparait comme une constante d’intégration. Les contraintes normales sont calculées
ensuite par :
033,33 = OaB,a8; o33(x,y, £h) = £T5". (1.25)

L’équation de comportement membranaire s’écrit en considérant ’hypothese (1.21)

OaB = Qa,@wé(ewcs + ZX@/B) + Xa[i’ 033- (1'26)

Intégrant cette équation de comportement 3D par rapport & z, on obtient :

+h
Xag0'33 dz (1.27)
h

+h +h
Na,@’ = Qaﬁ7§ €46 dz + / z Qaﬂ’y& X~s dz +
h —h
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De méme maniere, on calcule :

+h +h +h
Mug = / 2 Qapys eys dz + / 2* Qaprys X5 dz + / 2 Xoposs dz (1.28)
—h h

L’expression des déformations transverses (1.19) s’écrit en utilisant I’équation (1.24) :

1 +h i} 1 +h Qg .
Jao = 5p i 2603 A2+, = ﬁ/—h 454383 <E +2[33> dz + 7,
1 [th 9 [th
- (ﬁ Sa3p3 dz) Qs+ ’ SaspsXps dz + ), (1.29)
_h _h

On obtient finalement le comportement généralisé a l'effort tranchant en inversant ’équation
précédente :

1 +h -1 1 +h 1 2 +h
Qo = <— Sa383 dz) V8 — (- Sa3p3 dz) (— Sp3u3%3 dz + 7*> (1.30)

Ces équations de comportement généralisé peuvent s’écrire sous forme

Naﬁ = Aaﬁfyée'yé + Baﬁ'yéX'y(s + N;:B
Maﬁ = Bag,ﬂge,yg + Dag,y(gxfyg + M;ﬁ (1.31)
Qa = ragYp + QZ

Aapyss Bapyss Dapys sont les rigidités classiques de type Reissner-Mindlin (voir par ex. [Whitney 73]) :

+h
(Augss Bagnss Dans) = / (1,2 2) Qugps d=. (1.32)
—h

Les rigidités a Ueffort tranchant sont :

1 [th -1
[Fa ]: [ﬁ . 57353 d2:| . (133)

Remarquons que en évitant les hypotheses contradictoires de contraintes plannes et déformations
planes (utilisées dans la formulation des modeles Reissner-Mindlin) on obtient des termes suppléme-
ntaires nommées précontraintes qui sont données par

+h
;ﬁ = Xa50'33 dz
+h
o = Xopo33z dz (1.34)
h

* 2 h *
Qa - _Faﬂ E . Sﬁ3u3zu3 dz + '7[3
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Enfin, pour fermer le probléme, on formule une hypothese sur 7} de ’équation (1.19) qui assure
I’équivalence des énergies de cisaillement fj: 2603043 dz = Qa7e- En utilisant (1.19) et (1.24),
cette expression peut étre réécrite sous forme :

+h Q 1 +h
2603 | Za +—"‘> dz = Qg <—/ 260 dz—i—y(’;). 1.35
/. 3< - i [ 2 (1.35)

En considérant 2e,3 = 45,333033, on obtient :

+h Qﬁ
/h 42a35a3ﬁ3 <253 + %> dz = Qa’y; (136)
ou encore :
2 +h +h
Qa <’YZ - E/ EﬁgSggag dZ) = / 42&35a3632,63 dZ. (137)
—h —h
Le membre gauche de I'équation ci-dessus est donc necéssairement positif. On postule :
2 +h
’y; — h/ ZﬁgSﬂgag dz = tQa (1-38)
—h
ce qui est équivalent & :
+h
/ 420435a3ﬂ32,83 dz = tQi. (139)
—h
Finalement, on obtient :
2 +h

Yo =7 . Sa3p3digs dz +1Qq
o (1.40)
HQT +Q3) = /h 4%03S0383%83 dz

En résumé, le probleme 3D approché consiste a chercher un couple de champs de contrainte et
de déformation qui vérifient : la loi de comportement 3D, ’équilibre 3D, les conditions limites en
contrainte sur I'* et '~ (1.12), les conditions limites généralisées (1.13), et enfin, les hypotheses
(1.21) et (1.40).

1.3.4 Pertinence du comportement a I’effort tranchant : cas plaque sandwich.

Signalons que l'expression de [F,z] ci-dessus (1.33) est & comparer avec le comportement de
cisaillement couramment rencontré dans la littérature [Whitney 73] :

[Fagl = [/_:h (Syss3) " dz] : (1.41)

Cette expression classique est établie avec une approche combinant des hypotheses contradictoires
de déformations planes et de contraintes planes. Notons que la nouvelle expression trouvée en (1.33)
a précédemment été établie en utilisant une formulation variationnelle mixte [Caron 00].

Prenons un exemple de plaque sandwich symétrique : I’épaisseur des peaux est e, celle de I’ame

est de 2d. Le module de cisaillement de I’ame est G¢s, G£3 est le module de cisaillement des peaux
(Gly >> G2).
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%

FiGc. 1.2 — Sandwich symétrique a peaux épaisses.

D’une part, la matrice de rigidités transverses classique des modeles Reissner-Mindlin (1.41)
est :
FRM = 2(dGSy + eGly) ~ 2eGL,.

D’autre part, la matrice de rigidités transverses proposée (1.33) est :

1
d e

_|_
20e+d)*Gis  2(e +d)2GY,

d

—1
Fop = ~l—c |
{2(6+d)2G3J

Or il est bien accepté que la raideur transverse dans une plaque sandwich dépend essentiellement
a celle de I’ame et pas de celle des peaux donc de G£3. L’expression proposée pour le comportement
a leffort tranchant semble physiquement plus correcte que celle des modeles classiques. On verra
dans les paragraphes qui suivent qu’il est effectivement plus pertinent de 'utiliser surtout pour
I’étude des plaques sandwich.

1.4 Conclusion.

Nous avons proposé un nouveau modele de plaque multicouche de type monocouche équivalente.
Le modele présente un comportement aux cisaillements transverses différent & celui des modeles
classiques. Ce comportement semble bien adapté pour les structures sandwichs. Les améliorations du
modele viennent des termes d’efforts généralisés supplémentaires que I’on nomme des précontraintes.
On verra dans le chapitre suivant comment on procede pour évaluer ces termes précontraintes.



Chapitre 2

Résolution itérative et validation
analytique.

2.1 Introduction.

Dans le chapitre précédent, a été dévéloppé un nouveau modele de plaque monocouche équivalente
pour des structures multicouches. Le modele proposé differe des modeles classiques par la présence
des efforts généralisés nommés précontraintes (voir eq. 1.34). Etant données ses précontraintes, on
peut facilement calculer les champs inconnus comme solutions d’un probleme de plaque Reissner-
Mindlin précontrainte. Cependant on ne connait pas a priori ses données précontraintes. L’idée est
de calculer les précontraintes N , M *5, Q}, de maniere itérative. La procédure de calcul itératif
est inspiré du travail de [Noor 89b] En effet, ces précontraintes sont des termes petits. On calcule
d’abord la solution principale avec des précontraintes nulles. Ensuite, on détermine les incréments
dus a ces efforts de précontraintes.

2.2 Décomposition des solutions.

On cherche a décomposer les solutions finales du probleme en une partie due au chargement
extérieur (solution initiale avec précontraintes nulles), et les autres parties engendrées par les
incréments de précontaintes a chaque itération.

Les solutions finales peuvent s’écrire comme la somme des solutions de chaque étape :

n
total _ (3). ttl ttl_ (z)

total Z Xaﬁv total Z d total Z U]k : (21)

93
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Nous réalisons l'intégration en z des équations de comportement de méme maniére que (1.31)

N =3 (i B+ 20) = 3 (5 20

i=0 i=0
n n
Mgl =3 ( Bugnsel) + Dagnox) + M (z)> 3 ( M)+ M*(n) (2.2)
i=0 i=0
n n
Qirel =37 (Fasd) +@a7) =3 (@9 + @)
i=0 i=0
En utilisant la décomposition (2.2), les équations d’équilibre généralisé peuvent s’exprimer :
- + *(2)
Z e = —(TH+Ts Z Nagp
Y () -
(M;ﬂ,g—@ﬁf) — —h (T} -T7) —z (v, -~ @:) (2.3
=0 =0
n
Y. QU = — (T +1Ty) EZQaa
i=0

Les conditions aux limites sur Ow? sont :
0, (0
Z Nygng = ZN
Z a8 = —ZM nj (2:4)
> Q0 = -3 Qi
i=0 =0

Les conditions aux limites sur dw® s’écrivent :
n . n o
S Ul =o; ¢\ = 0. (2.5)
i=0 i=0

La procédure de calcul itératif sera donc détaillé dans les paragraphes qui suivent.

2.3 Algorithme itératif.

2.3.1 Initialisation (itération (0)).
(

On résoud le probleme de plaque multicouche avec des précontraintes N, ;7 , M 5 , Qa nuls. En
fait c’est un probléme de plaque Reissner-Mindlin classique avec la matrice de rigidité de cisaillement
transverse (1.33) différente. Les équations d’équilibre s’écrivent :

N(O) — _(T(;r _+_T(;), Q&O,ZX = _(T3+ + T3_)’

aB,B
Mc@ﬁ = QY = —h(TF - T7).

(2.6)
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Les conditions aux limites sont :

N(O)ng =0; M(O)ng =0; Q&O)ng =0 sur Ow't

af af 0 0
U]():(); qbg-):O sur Jw"

(2.7)

Les solutions e&oﬁ), Xéoﬁ),dgo),oéoﬁ) sont déterminées en utilisant la théorie classique des plaques

multicouches avec des sollicitations surfaciques 7.5, 7, données en utilisant le comportement &
Peffort tranchant (1.33). Les équilibres tridimensionnels (1.24) permettent de déterminer 2&03) , aég).
Ensuite, les précontraintes pour 1’étape suivante (N ;(51)7 M */(31), Q’Zﬂl)) sont évaluées en fonction

des 2&03) , a?()g) .

2.3.2 Itération (i).

Probleme de plaque
RM standard

Calcul o((jg, aé?

par équations d’équilibre

v

Calcul des précontraintes

NZGHD 2G| grlHy

afB
Calcul des charges équivalentes
D, 0, g

______________________

F1G. 2.1 — Procédure de calcul pour itération (i).

Les équations d’équilibre généralisé de la plaque précontrainte sont :

(@) _ (@) @ _ *(3),
BT o e = s (2.8)
Mg —Qa’ = (Mag,ﬂ — Qa ) :
Les conditions aux limites s’expriment par
No(ézﬂ) - _N:a(ﬂi); Még = _M;(ﬁi)Q QY =-Qi" sur o' (2.9)

UJ@ =0; qﬁy) =0 sur dw"



56 CHAPITRE 2. RESOLUTION ITERATIVE.

@) ) 40

Les solutions e, 3 Xa3 da” sont déterminées en utilisant la théorie classique des plaques multi-
couches modifiée par (1.33) avec des sollicitations surfaciques 1), T}, équivalentes :

me = WTF—Ty) =MD — Qi

[ [ qﬁﬁ
G = (T3 +T7) =N, (2.10)
s = (TF +T5) = Qi

Les équilibres tridimensionnels (1.24) permettent la détermination de ES%, az(,)?. Les précontraintes

(N;(Bi), M;(Bi), Qz(i)) sont calculées de nouveau en utilisant les équations (1.34).

2.3.3 Solutions finales.

Les solutions finales du probléeme s’écrivent alors comme la somme des solutions de chaque
itération.

2.4 Validation analytique du modele.

Afin de valider le modele proposé, deux exemples de flexion cylindrique seront étudiés. Le
premier exemple traite la flexion d’une plaque sandwich encastrée. C’est un exemple qui met en
oeuvre des efforts tranchants importants. Sans solution analytique exacte connue, une comparai-
son avec les résultats des éléments finis 3D et du modeéle Reissner-Mindlin sera présentée. Dans le
deuxieme exemple, nous étudions le probleme académique de la flexion cylindrique d’une plaque
sandwich sur appuis simples. La solution de référence est tirée de ’analyse élastique tridimen-
sionnelle [Pagano 69]. Les résultats d’'un modele de type couche discréte (approche par couche)
[Philippe 99] seront également introduits dans la comparaison.

2.4.1 Plaque sandwich encastrée-libre, en flexion cylindrique,
sous charge concentrée.

La plaque sandwich est encastrée a une extrémité et est soumise a 'autre extrémité a une
charge ponctuelle P. Les caractéristiques des matériaux utilisés sont données dans le tableau 2.1.
Pour simplifier, la méme orientation de la fibre suivant I’axe x1 est utilisé pour les peaux (orientation

de 0°).
P

o

L

FiG. 2.2 — Plaque sandwich encastrée-libre, sous charge concentrée.

En absence d’une solution exacte pour ce probleme, les résultats des éléments finis tridimen-
sionnels sont utilisés comme référence. Les calculs éléments finis ont été réalisés a 1’aide du logiciel
ABAQUS. L’élément utilisé pour cette analyse est de type CPS8 (élément quadrilatéral 8 noeuds,
16 dégrés de liberté par élément). La convergence est assurée en utilisant un maillage raffiné.



2.4. VALIDATION ANALYTIQUE DU MODELE. o7

TaB. 2.1 — Caractéristiques mécaniques du sandwich encastré-libre

Eq Ey,=FE; Gi2=0Gi3 Gas Vi = 193

Peaux (MPa) 1.75x 10> 7x 103  3.5x10% 1.4 x103 0.25
By =F» E3 G2 Gaz =G13 V12 V13 = 193

Ame (MPa) 280 3500 112 420 0.25 0.02

Nous étudierons trois configurations de panneaux sandwichs en changeant le rapport de I’épaisseur
de ’ame sur ’épaisseur des peaux o = 2?‘1, mais en gardant les mémes propriétés mécaniques.
Le premier cas correspond a un rapport classique de sandwich @ = 20. Le deuxieme correspond
au rapport minimum « = 10 défini par Gay [Gay 89], pour lequel un sandwich doit étre, selon lui,
défini. Enfin, puisqu’il arrive de rencontrer dans la littérature des panneaux sandwichs qui ne res-
pectent pas tout a fait cette regle, nous regarderons également un cas ou le rapport « est inférieur
a 10. Nous étudierons le cas limite a = 5.

Dans ce cas spécifique, la solution analytique finale du probleme approché 3D est obtenue en
deux itérations en partant d’une précontrainte nulle (voir Annexe B.1). La déflexion maximale du

modele en deux itérations est :
—-P—-Q PL3
Wiaer) = ( 1) L- :

3Dy

Q7 est la précontrainte déterminée dans ’étape initiale (ici Ny = M7 = 0). Ce résultat est a
comparer & la solution des modeles Reissner-Mindlin classique [Whitney 70] :

whv _ PL PL3
(@=L) = gy FRM — 3Dyy’

Les déflexions maximales W (L) sont étudiées en fonction du rapport de la longueur du panneau
sur ’épaisseur L/2h, qui représente 1’élancement de la structure. Elles sont détaillées dans les
tableaux 2.2, 2.3 et 2.4 sous forme W/W, avec W, = —PL3/(3D1;) I'expression de la déflexion
maximale obtenue par la solution classique de Love-Kirchhoff. Remarquons que les coefficients
de correction utilisés dans la comparaison sont déterminés suivant la démarche proposée dans
[Whitney 73] et [Noor 89b]. En effet, ils sont calculés en assurant I’équivalence de 1'énergie de
déformation au cisaillement transverse des théories du premier ordre et celle obtenue par théorie
élastique tridimensionnelle.

Nous indiquons ’erreur commise avec la solution d’éléments finis de référence pour toutes les
modélisations étudiées. Pour une grandeur @), 'erreur commise sera définie par la relation suivante,

Q20 — QEF
QEr

en notant Qgp la valeur de ) obtenue par éléments finis et QQop la valeur de ) obtenue par une
modélisation 2D (ce modele et celui de type classique).

Sur la Fig. 2.3, on présente les erreurs commises avec le modele proposé et avec des modeles
classiques [Whitney 70] (avec ou sans coefficients correcteurs). Les valeurs précises peuvent étre
trouvées dans les tableaux 2.2, 2.3 et 2.4.

Nous constatons en premier lieu que les résultats du modele proposé et du modele classique
avec correction sont trés proches pour tous les élancements L/2h. La précision du modele clas-
sique dépend fortement des valeurs des facteurs correctifs. Les facteurs de correction utilisés dans

erreur =
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TAB. 2.2 — Déflexions adimensionnelles et erreurs relatives d’un sandwich encastré-libre (cas a =

2d/e = 20)
L/2h ABAQUS Initial. Ite. 1 Théorie classique Reissner-Mindlin [Whitney 73]
ki =ke=1 ki =ky=5/6 k1 =0.8244
ko = 0.589
4 2.583 2.501 2.633 1.979 2.175 2.662
(-3.17%)  (1.93%)  (-23.38%) (-15.8%) (3.06%)
10 1.260 1.240 1.261 1.157 1.188 1.266
(1.60%)  (0.08%)  (-8.23%) (-5.74%) (0.45%)
20 1.068 1.060 1.065 1.039 1.047 1.066
(0.7%)  (-0.21%)  (-2.66%) (-1.93%) (-0.10%)
30 1.032 1.027 1.029 1.017 1.021 1.030
(-0.48%) (-0.25%)  (-1.38%) (-1.04%) (-0.20%)
40 1.019 1.015 1.016 1.009 1.012 1.017
(-0.40%) (-0.27%)  (-0.91%) (-0.72%) (-0.24%)
50 1.013 1.009 1.010 1.006 1.008 1.011
(-0.36%) (-0.27%)  (-0.69%) (-0.56%) (-0.25%)

TAB. 2.3 — Déflexions adimensionnelles et erreurs relatives d’'un sandwich encastré-libre (cas o =

2d/e = 10)
L/2h  ABAQUS  Initial. Ite. 1~ Théorie classique Reissner-Mindlin [Whitney 73]
ki =ke=1 ki =ky=5/6 k1 = 0.6885
ko = 0.3996
4 3.953 3.629 4.160 2.294 2.552 4.237
(-8.20%) (5.23%)  (-41.98%)  (-35.44%) (7.18%)
10 1.493 1.421 1.506 1.207 1.248 1.518
(-4.86%) (0.83%) (-19.17%)  (-16.40%) (1.65%)
20 1.125 1.105 1.126 1.052 1.062 1.129
(-1.75%) (0.14%)  (-6.5%) (-5.58%) (0.42%)
30 1.056 1.047 1.056 1.023 1.028 1.058
(-0.85%) (0.05%)  (-3.10%) (-2.66%) (0.18%)
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TAB. 2.4 — Déflexions adimensionnelles et erreurs relatives d’un sandwich encastré-libre (cas a =
2d/e =5)

L/2h  ABAQUS  Initial. Ite. 1~ Théorie classique Reissner-Mindlin [Whitney 73]
ki=ky=1 ki =ky=5/6 ki =0.6177

ko = 0.3219
4 4,636 4,108 5,034 2,341 2,610 5,167
(-11.38%)  (8.58%) (-49.49%) (-43.70%) (11.47%)
10 1,621 1,497 1,645 1,215 1,258 1,667
(-7.63%) (1.50%) (-25.07%) (-22.42%) (2.83%)
20 1,160 1,124 1,161 1,054 1,064 1,167
(-3.10%) (0.09%) (-9.19%) (-8.26%) (0.56%)
30 1,073 1,055 1,072 1,024 1,029 1,074
(-1.66%)  (-0.13%) (-4.59%) (-4.15%) (0.09%)
M——————T 7T T T
- -0o- - Initial
—<&—  Itération 1
--8-- Théorie classique 7]
- .A- . Théorie classique avec correction
A = A - A - A b g g__%__ - - -
GGGGGGGG&G—:—:';):—--z-j_g—_ja-—ﬂ——ﬂ'"B_—E__E'__
o G-
x -10 - G&&crc"a Hauﬂ' _
~ a
— at H ¢2h
g e
£ -20 H . } 7
€3} A L
;(Fl E1 E2=E3 G12=G13 Gas3 Vvi2=V23
-30 Z Peaux (MPa)1,75e5 7e3 3,53 1,4e3 0,25 -
ﬁl E\=E, E;3 Gi2 Ga23=G13 vi2 Vizg=ra3
40 - Fi/ Ame (MPa) 280 38500 112 420 0,25 0,02 _
¢/
_50...m/l....l....I....I....I....I....I....I....I....
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

L/2h

F1a. 2.3 — Erreurs relatives de déflexion d’un sandwich encastré-libre (cas o = 5).
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cette comparaison sont obtenus en adoptant ’hypothese de flexion cylindrique (voir [Whitney 73,
Noor 89b]).

En augmentant ’épaisseur de peaux vis & vis de "ame (soit en diminuant le rapport «) les
solutions de déflexions obtenues par les modeles classiques (avec ou sans coefficients de correc-
tions) et celles du modele proposé s’écartent de plus en plus des solutions de référence en éléments
finis. Ceci est surtout vrai pour les premieres valeurs du rapport d’élancement ou les écarts aug-
mentent tres vite lorsque « diminue. La théorie classique donne des erreurs inacceptables avec
de faibles élancement (L/2h < 10) dans les trois configurations. Remarquons que notre modele
avec précontraintes, qui propose une autre expression de la raideur en cisaillement transverse de la
théorie classique, dans sa premiere itération (initialisation), sans coefficients correcteurs approche
mieux la solution référente que le modele classique. Les résultats obtenus en deux itérations sont
plus précis que ceux des modeles classiques avec coefficients de correction.

2.4.2 Plaque sandwich simplement appuyée, en flexion cylindrique, sous charge
répartie sinusoidale.

Il s’agit d’une plaque en appuis simples aux extrémités, soumises a un chargement sinusoidal
q(r1) = gosin™* ol g, est une constante (voir Fig. 2.4). La plaque sandwich est de longueur

L et d’épaisseur total 2h avec les deux peaux identiques et homogenes d’épaisseur e, d’'une ame
d’épaisseur 2d.

e

iZd |2h
ie

! L L

1 7

Fi1G. 2.4 — Flexion cylindrique d’un sandwich simplement appuyé

La plaque est constituée d’une mousse isotrope Rohacell 71 et de peaux multicouches en
matériaux composites T300/174, a fibres de carbone préimprégnées par une matrice époxyde. Les
caractéristiques mécaniques sont les suivantes :

Peaux (carbone epoxy T300/174)

Ef =119 GPa,  EJ = E] =9.25 GPa
v, =032, vy =vl, =049

Gl, = G55.1 GPa

Ame (mousse isotrope)

E{ = E5 = E5 = 92 MPa

Gy = G55 = G{3 = 30 MPa

Uiy = V53 = {3 = 0.53

Nous comparons les déflexions maximales W(L/2) avec celles des théories classiques, et de
la solution exacte de Pagano [Pagano 69]. Nous rajoutons aussi a cette comparaison la solution
obtenue par un modele couches discretes. Ce modele multiparticulaire utilisé pour la comparaison
[Philippe 99] est issu d’une approche par couche.

Dans cet exemple, la solution finale n’est pas atteinte au bout de deux itération comme dans
I’exemple précédent. Cependant nous montrerons dans les applications numériques que les incréments
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des solutions sont négligables apres la deuxieéme itération. Nous ne retiendrons donc que les deux
premieres itérations (initialisation et itération 1) pour la comparaison. Les calculs détaillés sont
dans Pannexe B.2. Les solutions pour différentes valeurs L/2h sont décrites dans le tableau 2.5
pour le cas o = 2d/e = 10.
Les résultats sont reportés sous formes adimensionnelles suivantes :
W m, 15 = 013(0,2)’ Fas = o33(L/2,z2)
W, do 9o

gL

T
Remarquons que tous les modele proposés présentent de bonne approximations. Les déflexions

est la deflexion Love-Kirchhoff.

avec W, =

prédites par les modeles sont du méme ordre de précision.

Les distributions des contraintes &3 et o33 dans I'épaisseur sont reportées sur les Figs. 2.5, 2.6
et 2.7. On constate encore une fois la bonne approximation de tous les modeles. Cette exemple
académique abondamment utilisé n’est pas tres discréminant.

TAB. 2.5 — Déflexions et contraintes adimensionnelles d’un sandwich (0°/ame/0°) simple appuyé
en flexion cylindrique

L/2h  Théorie - source W 713(0,0) @33(L/2,0)
4 Elasticité [Pagano 69] 71.027  1.139 0.533
Modele proposé (itération 1) 87.278  1.350 0.526

Couches discretes [Philippe 99]  87.547  1.389 -

10 Elasticité [Pagano 69] 14.318  3.348 0.506
Modele proposé (itération 1) 14.803  3.451 0.504
Couches discretes [Philippe 99] 14.891 3.472 -

20 Elasticité [Pagano 69] 4.421 6.872 0.501
Modele proposé (itération 1) 4.450 6.924 0.501
Couches discretes [Philippe 99]  4.476 6.945 -

50 Elasticité [Pagano 69] 1.551  17.307 0.500
Modele proposé (itération 1) 1.551  17.326 0.500
Couches discretes [Philippe 99]  1.559  17.362 -

2.5 Conclusion.

Nous avons proposé un algorithme itératif pour la résolution du modele proposé. Deux exemples
classiques de flexion cylindrique sont étudiés pour valider 1’algorithme proposé. Les solution analy-
tiques sont données en détail.

Le dernier cas traité (sandwich simplement appuyé) n’est pas tres révélateur de la qualité de
notre approche. Nous avons cependant choisi ce cas classique souvent rencontré dans la littérature
car il possede une solution analytique tridimensionnelle exacte du probleme. Le cas cantilever
est bien entendu beaucoup plus pertinent mettant en jeu d’importants efforts tranchants, surtout
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Fi1c. 2.5 — Distribution des contraintes de cisaillement transverse d’un sandwich simple appuyé
pour 2d/e =10 et L/2h = 20.
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Fi1G. 2.6 — Distribution des contraintes de cisaillement transverse d’un sandwich simple appuyé
pour 2d/e =10 et L/2h = 10.
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—— Elasticité [Pagano 69]
A Modele proposé

0.4+

0.2

-0.2

-0.4

A

F1a. 2.7 — Distribution des contraintes normales d’un sandwich simple appuyé pour 2d/e = 10 and
L/2h = 10.

pour les épaisseurs importantes. La nos résultats sont intéressants et permettent une amélioration
de la description du comportement sans ajout d’hypotheéses supplémentaires ni I'introduction de
coefficients correcteurs.

L’aspect itératif proposé est aisément maitrisable numériquement a 1’aide d’un code éléments
finis standard. C’est ce qui est détaillé dans la suite.
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Chapitre 3

Implémentation numérique et
application.

3.1 Introduction.

Nous avons dévéloppé un nouveau modele de plaque multicouche de type Reissner-Mindlin au
premier chapitre. Ensuite, dans le deuxieéme chapitre, nous avons proposé un algorithme itératif pour
résoudre ce probleme de plaque Reissner-Mindlin avec précontraintes. Quelques exemples simples
dont nous possedons des solutions analytiques sont également présentés. Les bons résultats obtenus
de ces analyses analytiques nous encouragent & implémenter ce modele dans un code éléments finis
pour le calcul en raideur des structures multicouches.

L’idée est d’utiliser un élément multicouche classique de type Reissner-Mindlin en modifiant le
comportement & l'effort tranchant original donné par ’équation (1.33) et discuté dans 1.3.4.

Dans un premier temps, on rappelle les hypotheses et les démarches de calcul d’un modele
élément fini multicouche Reissner-Mindlin conventionnel. Ensuite on applique un processus simple
pour évaluer les contraintes transverses (en post-traitement). Les précontraintes et leurs sollici-
tations équivalentes seront facilement obtenues en connaissant le champ de contrainte. La mise
en oeuvre de l'algorithme itératif sera réalisée en intégrant un programme post-traitement sous

ABAQUS.

3.2 Procédure générale et discrétisation par éléments finis.

3.2.1 Formulation intégrale en déplacement.

La méthode des éléments finis est une technique particuliere d’approximation des fonctions
solutions par sous-domaines. Les inconnues notées d sont des valeurs de ces fonctions en certains
points ou noeuds de chaque sous-domaine. La forme variationnelle définie sur le milieu continu
est ainsi représentée par une forme variationnelle dite discrétisée qui fait intervenir les inconnues
nodales 4. Dans une formulation en déplacement, 1’énergie potentielle totale , 7, s’écrit [Hinton 77]

W:E/ Tedﬂ—/andQ— 67q ds (3.1)
2 Jo Q o0

ol o et € sont respectivement le vecteur contraintes et le vecteur déformations, § les déplacements
d’un point quelconque, p les forces volumiques et q les tractions de surface. L’intégration est réalisée
sur le volume € de la structure et sur les surfaces 92 ou s’exercent les forces imposées.

65
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Le premier terme du membre de droite de (3.1) représente I’énergie interne de déformation,
le second et le troisieme termes sont respectivement le potentiel des forces de volume et celui de
surface.

Dans la méthode des éléments finis en déplacements, le champ de déplacement est obtenu par
interpolation nodale

5 = N&° (3.2)

ou N est I'ensemble des fonctions d’interpolation dites fonction de formes et 6 est le vecteur de
déplacement nodal élémentaire. Les déformations dans 1I’élément peuvent exprimer en terme de

déplacements nodaux comme ci-dessous
€ = B6° (3.3)

ou B est la matrice reliant les déformations aux variables nodales. Finallement, les contraintes sont
reliées aux déformations par la matrice d’élasticité D

o = De. (3.4)

Supposant que les fonctions de forme ont été choisies pour qu’il n’existe aucune singularité dans
les intégrales de la fonctionnelle, ’énergie potentielle totale de la structure peut s’écrire comme la
somme des énergies élémentaires

T = Z Te. (3.5)
e

L’énergie potentielle totale m, de I’élément e, en utilisant (3.1) peut s’éxprimer sous la forme
1
Te =3 / 0‘TBTDBS dQ) — / 0TNTp dQ — / 0TNTq ds (3.6)
e e aQe

ou ¢ est le volume élémentaire et 002° est la surface élémentaire ot s’exercent les forces imposées.
La minimisation dans ’élément e par rapport aux variables nodales 6 donne

8”: — / (BTDB) & d — / NTp dQ — / NTq dS
66 e e aQE
= K°°—F° (3.7)
ou
Fe = / NTp dQ — / NTq dS (3.8)
e o0e

sont des forces nodales équivalentes de 1’élément, et
K¢ = / (B"DB) d (3.9)

est la matrice de rigidité élémentaire. Pour ne pas alourdir I’écriture, les exposants e indiquant le
niveau élémentaire seront supprimés.

3.3 Elément fini multicouche Reissner-Mindlin.

3.3.1 Approximation nodale des déplacements.

Pour I'implémentation numérique du modele, nous choisissons un élément fini parametrique (de
continuité C°) quadrilatéral a 8 noeuds (voir Fig. 3.1). Cet élément est tres utilisé grace a sa per-
formance numérique (stabilité, pas de blocage de cisaillement ... ). Les coordonnées parametriques
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Ui

Fi1G. 3.1 — Elément parameétrique a 8 noeuds et ordre des points de Gauss.

sont notées £ et 7. Chaque noeud de I’élément possede 5 dégrés de liberté (d.d.l.) de type ingénieur,
trois déplacements U°, V?, W? et deux rotations ¢, ¢, soit un total de 40 d.d.l par élément. Les
coordonnées x(&,n) et y(£,n) d'un point quelconque (&, 7n) sont définies par

8
=1
8
y(&m) =Y Ni&n)-yi (3.10)
=1

ou (z;,y;) sont les coordonnées du noeud ¢, et les fonctions d’interpolation quadratique sont données
par [Dhatt 84]

Nifen) = {0-O0 -m(-1-€—)

Nafgn) = {0+ -n)E—n-1)

Ns(Em) = OO+ mEEn—1) (3.11)
Nien) = 0-O0+m(~E+y-1)

Ny(&n) = S0 -€)1-n)

Nelen) = 3(1+61-7?)

Nelgn) = 5(-€)1+)

Ne(en) = 30— )
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Le champ de déplacement Reissner-Mindlin sont :

U U°+ z¢,
u=<q V p=4¢ Vo+tzp, ». (3.12)
w we

Les variables de déplacements Uy, Vo, Wo, ¢, et ¢, sont fonctions de x et y.
L’approximation nodale pour le champ de déplacement s’écrit en utilisant les mémes fonctions
d’approximation que I’ approximation géométrique

8
5= N (3.13)
=1

ou la matrice de fonction d’interpolation associée au noeud 7 est
N; = Nil5

I5 est la matrice unitaire de dimension 5 x 5. Le vecteur de déplacements au noeud ¢ s’écrit

67 =< UP VP WP dus dy; > (3.14)
Les dérivées des fonctions d’interpolation seront calculées par la formule
ON;  ON; % n ON; @
or  0¢ 0x  On Ox
= — — 3.15
oy~ o€ oy o oy (315

Les dérivées 0§/0x etc. peuvent étre déterminées a partir de la matrice Jacobienne inversée
J-L

3.3.2 Approximation des déformations et contraintes généralisées.
Le vecteur de déformations € est définie comme ci-dessous :
el =<ex,v>. (3.16)

L’approximation nodale des déformations membranaires s’écrit :

Ea Us 8
e=1{ ey o= Ve => BJ"S; (3.17)
2eyy vy, +Vva i=1

ou la matrice B}" de dimension 3 x 5 est définie par

Niz 0 0 0 0
B = 0 Niy 00 0 (3.18)
Niy Niz 0 0 0
L’approximation nodale des courbures s’écrit :
Xzxz ¢x,x 8 s
X = Xyy = Pyy = ZBi 9 (3.19)

2Xay by + Oy i=1
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ou la matrice IB%{ de dimension 3 x 5 est définie par

000 Ny 0
Bf=[000 0 N, |. (3.20)
000 Ny Nig

L’approximation nodale des déformations de cisaillement transversal s’écrit :

8

7:{31 }:{%i’iii }:Z}Bféi (3.21)

ou la matrice B de dimension 2 x 5 est définie par
B = ( 8 8 xz z(v) Ni ) . (3.22)

Le vecteur de contraintes associées a € est défini par
ol =<N,M,Q > (3.23)
ol

N = < Ng Ny Ny >T (3.24)
M = < My, My, My, >T (3.25)
Q = <QyQ.>" (3.26)

3.3.3 Comportement généralisé.

Les relations contraintes-déformations généralisées Reissner-Mindlin [Whitney 70, Batoz 90]
s’écrivent sous forme matricielle

N D™ D™ 0 e
M ;= D Df o0 X ¢- (3.27)
Q 0 0 D¢ v

Pour un matériau composite, les composantes des matrices de dimension 3 x 3 D™, D™/ et de
dimension 2 x 2 Df sont simplement les composantes de Aapyss Bagys et Dagys dans I'équation
(1.32).

La matrice D™ est dite matrice des rigidités membranaires :

+h n n
D™= [ Qdz=) (b —h)Q"=> Q" (3.28)
—h k=1 k=1
La matrice Df est dite matrice des rigidités en flexion :
+h n 1 9 9
D/ = / 2Qdz =Y (b —h; Q" (3.29)
_h 2
k=1
La matrice D™/ est dite matrice de couplage membrane-flexion :
f o 2 1 +3 3Ok
m _
D :/_hz@dz:zg(hk —hQt (3.30)

k=1
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Q est la matrice de rigidité réduite définie dans I’équation (1.22), h;r et h, sont des cotes
extrémes de chaque couche k (k= 1---n). Le calcul détaillé de Q est donnés dans I'annexe A.1.
Quant a la matrice des rigidités a ’effort tranchant D?, elle s’écrit classiquement :

k1Fos  ki2F12
S __
b= ( kioF12 ko1 ) ' (3:31)

Les rigidités classiques a l’effort tranchant sont calculées par :
n
Fop=Y €"REys. (3.32)
k=1
Les facteurs de correction ki, ko et k1o sont souvent évalués en assurant 1’équivalence entre
Iénergie 3D et l'énergie de plaque. On trouve dans [Whitney 73] et [Noor 89b] les procédures
de calcul et les commentaires sur 1’'utilisation de ces facteurs correctifs. Pour un cas de plaque
homogene orthotrope, nous avons k1 = ky = 5/6, k12 = 0. Dans notre modele, nous allons remplacer
Pexpression classique (3.32) du comportement & l'effort tranchant par celle proposée en (1.33).
L’utilisation des facteurs correctifs est donc évitée.

3.3.4 DMatrice de rigidité.

L’énergie élémentaire de déformation s’écrit :

ndef = % /w e (eTDme +xTD™x + 2eTD™ x + 7TDm7) dw = %JTKeé. (3.33)

La matrice de rigidité est définie par
K¢ — / e (BmTDmBm) dw + / e (IB%f "I/ ) dw (3.34)
+ 2 / (BmTDmf B/ ) dw + / (IB%STDSIB%S> d. (3.35)

Apres I'assemblage des matrices de rigidité élémentaires en considérant des conditions limites, les
dégrés de liberté nodaux peuvent étre calculés (élimination de Gauss par exemple). Les contraintes
membranaires sont déterminées par les équations (1.22) en adoptant I’hypothese des contraintes
planes.

3.4 Implémentation numérique du modele proposé.

L’implémentation numérique du modele proposé sera réalisée en utilisant 1’élément fini de plaque
Reissner-Mindlin conventionnel décrit ci-dessus. Le comportement généralisé classique sera modifié.
Pour éviter des difficultés du calcul des dérivées du champ de déplacement (voir [Reddy 89]), la
procédure proposée dans [Sze 00] est utilisée pour calculer les contraintes de cisaillement transversal.

3.4.1 Modification du comportement généralisé.

Les matrices des rigidités membranaires D™, des rigidités en flexion Df et de couplage membrane-
flexion D™ restent inchangées. Quant & la matrice des rigidités & Peffort tranchant D* :

Fyy  Fig
S __
D’ = ( o ) (3.36)
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elle s’exprime par les expressions proposées dans I’équation (1.33) :

n -1
[Flp] = [Z %] . (3.37)

k=1

3.4.2 Calcul des contraintes de cisaillement transverse.

Il est bien connu que l'estimation des contraintes de cisaillement transverse dans un modele
Reissner-Mindlin classique par les équations de comportement n’est pas adéquate. Une démarche
souvent adoptée pour améliorer cette estimation est d’intégrer les équations d’équilibre dans I’épaisseur
du multicouche [Noor 89b] :

B B 2 (00  O0gy

013 = Tgz = /_h ( 5 + 9y > dz + c1(z,y) (3.38)
B L ? (00yy  Ooyy

023 = Ty = /h < o + By > dz + ca(z,y) (3.39)

c1, co sont déterminés en satisfaisant les conditions de surfaces :

oz (Y, —h) = Tyz<$>ya —h) =0
Tez (%, Y, +h) = Tyz(wa y,+h) =0 (3.40)

Soulignons que la précision des contraintes de cisaillement transverse et les charges équivalentes
dues aux précontraintes dépendent de la précision de ’estimation des dérivées des champs sui-
vant x et y. En fait, une procédure de rétablissement des contraintes (stress recovery) par exemple
celle basée sur le concept de superconvergence proposé dans [Zienkiewicz 92] doit étre utilisée pour
évaluer des dérivées spatiales. Cependant pour éviter ces difficultés de calcul des dérivées de second
ordre du champ de déplacement, on utilise la démarche proposée dans [Sze 00]. Les contraintes
transversales seront calculées au centre des éléments en fonction des valeurs de contraintes mem-
branaires obtenues aux quatre points de Gauss (schéma d’intégration réduite).

Le champ de contraintes membranaires entre ces points de Gauss peut étre interpolé par :

ray = Sl + LTt )

wdg(z) n wgég@ (3.41)

ou 036 sont les contraintes membranaires aux "¢ point de Gauss (voir Fig. 3.1), §~ = &V3 et

i=nV3.

Les dérivées des contraintes membranaires sont calculées & ’aide de cette interpolation :

90ap %9 V3 I I 111 1V
e = Ba - e (—aaﬁ +003 =003 T aaﬁ)
0 3
L D Bt ol ol o) (3.42)
§=n=0
99ap 29 V3 I 11 111 v
—- = = — (—0a T 003 —0ag t0
9y Pyl o d (=0as +0as = 0up +0ap)
0 3
b B Bt ol ol oY) (3.43)
Yle=n=0
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La matrice Jacobienne est :

oz 0y o . 9N,
o€ 0 ot o

J= 8_3% 8_5 -y aléfix, ajgi‘ (3.44)
on O =Ll e Y

ou x; et y; sont les coordonnées du noeud 3.

3.4.3 Calcul des précontraintes et des sollicitations nodales équivalentes.

En connaissant les contraintes transversales au centre de chaque élément, on peut calculer les
contraintes normales :

B * (00y,  Ooy,
Ozz = /h< or + Ay >dz—|—63(m,y) (345)

c3 est déterminé par les conditions de surface :
Uzz(l'aya+h) :T;, O-zz(l'aya *h) = *T;;

Les dérivées des contraintes transversales sont déterminées en utilisant un schéma de calcul
différences finies. Les précontraintes Nog-, Maf*, Q}, sont facilement obtenues en utilisant (1.34,
1.40). Elles sont ensuite imposées sur la structures via les sollicitations mq, ¢q, g3 calculées par
(2.10).

On peut considérer ces sollicitations équivalentes comme uniformes dans chaque élément. La
contribution nodale ¢; de la composante g, uniforme sera calculée par :

+1 41
G = / Niqodzdy = / NiqodetJd&dn
e -1 Ja
2 2
= 35 WiW;NigodetJ (3.46)
i=1 j=1

W;, W; sont des fonctions de poids de Gauss.

3.5 Applications et validations.

Le modele proposé est clairement congu pour I'implémentation dans un code élément fini stan-
dard. Pour ’aspect itératif, un programme de post-traitement écrit en FORTRAN 77 a été introduit
dans ABAQUS. Le diagramme du calcul de post-traitement est présenté sur la Fig. 3.2. Dans cette
section, ’exemple académique de plaque simplement appuyée en flexion est étudié. Les dimen-
sions de la plaque multicouche suivant x, y et z sont L, L et 2h, respectivement. La plaque est

T

soumise & un chargement sinusoidal réparti ¢ = qosin(%)sin(%y). La solution d’élasticité 3D de
Pagano [Pagano 70] est également présentée pour la comparaison. Trois cas seront étudiés :

Cas 1 :  Plaque multicouche (0°/90°/0°) rectangulaire avec 3 couches de méme épaisseur.

Cas 2 :  Plaque multicouche (0°/90°/0°/90°/0°) rectangulaire avec 5 couches de méme épaisseur.
Cas 3 : Panneau sandwich (0°/ame/0°) avec I’épaisseur des peaux valant 2h/10.

Les mémes matériaux utilisés dans [Pagano 70] sont utilisés pour faciliter la comparaison :
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Probleme de plaque
Code EF standard

Calcul a((lig, agg)

par équations d’équilibre

v

Calcul des précontraintes

NIGHD prOHD) gD

!

Calcul des charges équivalentes
1 1 i1 L
g, gt

______________________

F1a. 3.2 — Implémentation numérique : post-traitement pour itération (i).

Materiau 1 :

E1/Ey = 25, Ey = E3 = 7TGPa (10%psi)
G12 = G13 = 0.5E2, G23 = 0.2E2

V1o = 93 = 13 = 0.25

Materiau 2 :

Peauz

El/EQ = 25, EQ = E3 = 7GPa

G192 = G13 = 0.5E5, Gaos = 0.2F,

V19 = V93 = V13 = 0.25

Ame

E\/E3=0.08, FEy/E3=0.08, FE3=35GPa
Gi3/Bs =0.12, Gas/Es=0.12, vy =0.25
V93 = V13 = 0.02

La plaque est modélisée par 10 x 10 éléments pour différents rapports d’élancement S = [/h.
On utilise 5 points d’intégration Simpsons par couche pour le calcul des contraintes de cisaillement
transverse et contraintes normales.

Les contraintes de cisaillement transverse et les déflexions rapportées dans les tableaux et les
figures suivants sont de forme adimensionnelles :

= _w < 1005, ) - 013 _ 023 L

q02hS4 g13 Sqo’ 023
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Les déflexions maximums et les erreurs par rapport a la solution exacte de Pagano [Pagano 70]
du multicouche (0°/90°/0°) sont rapportées dans le tableau 3.1. Les calculs ont été réalisés en
quatre itérations. Les résultats des calculs éléments finis classiques (basés sur la théorie du premier
ordre avec k = 5/6), et des théories d’ordre supérieur dans la littérature [Reddy 84, Kant 02] sont
également fournis. On constate qu'une valeur inférieure et une valeur supérieure de la déflexion par
rapport a la solution exacte peuvent étre trouvées dans les deux itérations successives. Au cours
des itérations, ces deux valeurs convergent vers la solution exacte. L’amélioration des déflexions
est évidente pour les élancements S < 20. Le modele proposé donnent des résultats plus précis en
déflexions. Cependant, comme précisé dans le chapitre précédent, 'ordre de champ de contraintes
augmentent a chaque itération. Le calcul précis des dérivées necéssaires pour 1’évaluation des
précontraintes n’est pas toujours trivial a calculer avec la procédure actuelle. Néanmoins, pra-
tiquement, un calcul & deux phases est suffisant (mieux que le calcul éléments finis classique et les
théories d’ordre supérieur de [Reddy 84, Kant 02]).

TaB. 3.1 — Déflexions adimensionnelles et erreurs par rapport a la solution élastique 3D [Pagano 70]
dans une plaque multicouche (0°/90°/0°) simplement appuyée sous chargement sinuisoidal

L/2h  Elasticité EF Modele proposé Th. d’ordre supérieure
k=5/6 Initial. Ite. 1 Ite. 2 Ite. 3 [Kant 02] [Reddy 84]

5 1.5253 1.3463 1.3463 1.6584 1.4166 1.5867 - -
(-11.74%) (-11.74%) (8.73%) (-7.13%) (4.03%) - -

10 0.7530 0.6782 0.6782 0.7720 0.6825 0.7651 0.7176 0.7125
(-9.93%)  (-9.93%) (2.51%) (-9.36%) (1.60%) (5.81%) (5.05%)

15 0.5803 0.5442 0.5442 0.5881 0.5449 0.5864 - -
(-6.21%)  (-6.21%) (1.35%) (-6.09%) (1.05%) - -

20 0.5164 0.4960 0.4960 0.5216 0.4963 0.5210 0.5058 0.5041

(-3.94%)  (-3.94%) (1.01%) (-3.89%) (0.90%) (1.97%)  (1.63%)

Les déflexions calculées en deux itérations et leurs erreurs par rapport a la solution exacte
[Pagano 70] pour les deux cas suivants (sandwich (0°/ame/0°) et plaque (0°/90°/0°/90°/0°) sont
rapportées dans les tableaux 3.2, 3.3 et 3.4. Encore une fois, une bonne correlation entre le modele
proposé et la solution exacte est trouvée. A I’exception d’élancement S < 20 ou le modele raffiné de
Kant [Kant 02] prend l’avantage, les déflexions estimées du modele proposé sont les plus précises.

Une autre remarque est que le résultat de ’étape initiale (sans itérer) pour le cas sandwich (voir
tableau 3.3) est satisfaisant pour tous les élancement L/2h considérés (erreur < 7%). Rappelons
que cette méme remarque a été faite dans ’exemple de calcul analytique du chapitre précédent. La
rigidité a l'effort tranchant [F, 3] proposée semble vraiment adéquate pour les structures sandwichs.

Les contraintes de cisaillement transverse sont rapportées dans le tableau 3.2 pour le cas de
panneaux sandwichs. Les Figs. 3.3 - 3.6 représentent la variation dans I’épaisseur de 013 a (z1 =
L/20,29 = 9L/20) et de 023 & (x1 = 9L/20,29 = L/20) des deux derniers cas considérés avec
un rapport S = 10. Ces résultats sont issus d’'un calcul a deux itérations. Les deux points pour
I’estimation des contraintes sont les centres des éléments les plus proches des bords de la plaque.
Les résultats obtenus sont donc satisfaisants.
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TAB. 3.2 — Déflexions et contraintes adimensionnelles dans un panneau sandwich (0°/ame/0°) sous
chargement sinusoidal

L/2h Elasticité EF Modele proposé Th. d’ordre supérieure
k=5/6 Initial. Ite.1 [Kant 02] [Reddy 84]
4 W(% 7.5962 4.8993 7.0573 8.0783 7.1539 7.0873

)
2L?, 2L,0)  0.2328  0.2829 0.2600 0.2475 - -
St.55,0)  0.1046  0.0710 0.0975 0.1029 - -
10 W) 2.2004  1.5860 2.0349 2.2494  2.0848 2.0629
13(0, 2,0)  0.2924  0.3102  0.3036  0.2993 - -
(%, 4,0)  0.0514  0.0390 0.0470 0.0499 - -
20 W 1.2264  1.0623 1.1817 1.2397  1.1939 1.1876
(%, 5,0) 03096  0.3146 0.3128 0.3109 - -
23(35,55,0)  0.0352  0.0312 0.0336 0.0345 - -
50 W) 0.9348  0.9099 0.9295 0.9391  0.9294 0.9284
3,0) 03152 03138 0.3140 0.3163 - -
55,0)  0.0298  0.0285 0.0289 0.0291 - -

TAB. 3.3 — Erreurs relatives(%) par rapport a la solution élastique 3D [Pagano 70] dans un panneau
sandwich (0°/ame/0°)

L/2h EF Modele proposé Th. d’ordre supérieure
k=5/6 Initial. TIte. 1 [Kant 02] [Reddy 84]

4 W) 3550 -7.10  6.35 -5.82 -6.70
as(;—?, 90) 2150 11.65  6.28 - -
Tos(L, L.0) -32.15  -6.78  -1.61 - -

10 W(i) 27.92 752 2.22 -5.25 -6.25
T3, L.0) 608 381 235 - -
Tos(2, 4,0) 2412 861  -2.88 ; _

20 W) -13.38  -3.65  1.09 -2.65 -3.17
513(#, 2L,0) 163 1.03 0.41 - -
T23(35.25.0) -11.23  -4.63  -2.07 - -

50 W) 2.67  -0.57 0.6 -0.58 -0.69
as(;—?, 90) -044 038 -0.35 ; ;
Tog(2, L,0) 452 -3.08  -2.45 § -
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TAB. 3.4 — Déflexions adimensionnelles et erreurs dans une plaque multicouche (0°/90°/0°/90°/0°)
simplement appuyée sous chargement sinuisoidal

L/2h Elasticité EF Modele proposé
k=5/6 Initial. Tte. 1
) 1.3922 1.1943 1.2040 1.4422
(-14.22%)  (-13.52%)  (3.59%)
10 0.6866 0.6351 0.6377 0.6962
(-7.5%) (-7.13%)  (1.4%)
15 0.5467 0.5250 0.5262 0.5534
(-3.96%)  (-3.74%) (1.23%)
20 0.4966 0.4854 0.4861 0.5023

(-2.27%)  (-2.13%)  (1.13%)

0.5

Elasticité [Pagano 70]
Initial
Itération 1

>0

013/5¢0

0.0

z/2h

-0.5

F1G. 3.3 — Distribution de cisaillement 13 du multicouche (0°/90°/0°) avec S = 10 & z; = L/20,
@y = 9L/20.
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0.5

Elasticité [Pagano 70]
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Itération 1

>0

023/5(10

z/2h

0.14

F1G. 3.4 — Distribution de cisaillement 723 du multicouche (0°/90°/0°) avec S = 10 & z1 = 9L/20,
s = L/20.

0.5

Elasticité [Pagano 70]
B O Initial

A Itération 1

013/5Go
0.3

z/2h

F1a. 3.5 — Distribution de cisaillement @13 du multicouche (0°/90°/0°/90°/0°) avec S = 10 a
r1 = L/QO, o = 9L/20.
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0.5

Elasticité [Pagano 70]
Initial
Itération 1

>0

UlB/SQO
0.16

z/2h

0.12

Boppp

-0.5

F1c. 3.6 — Distribution de cisaillement 23 du multicouche (0°/90°/0°/90°/0°) avec S = 10 a
w1 = 9L/20, x5 = L/20.

3.6 Conlusion.

Nous avons rappelé en détail dans un premier temps la formulation et les démarches de cal-
cul des éléments finis de plaque multicouche du premier ordre. Ensuite, nous avons présenté
I'implémentation numérique du modele proposé en appliquant sur un élément fini de plaque mul-
ticouche quadrilatéral 8 noeuds conventionnel. Les contraintes de cisaillement transverse sont cal-
culées a 'aide d’une procédure simple proposé dans [Sze 00]. A chaque itération, les sollicitations
imposées engendrées par les précontraintes sont calculées a partir des solutions de contraintes de
I'itération précédente.

Cet algorithme itératif décrit dans chapitre 2 est introduite sous ABAQUS grace a un pro-
gramme post-traitement écrit en FORTRAN. Les comparaisons avec les calculs éléments finis du
premier ordre conventionnels et certains modeles d’ordre supérieur ont été réalisées. Pratiquement
une procédure de calcul en deux phases (c.a.d 1 itération) s’avere suffisante.



Conclusion partie 1.

Dans cette premiere partie de la these, un modele simple pour les multicouches épais a été
proposé. Ce modele appartient a la famille des modeles monocouche homogene équivalent et est
concu pour 'analyse en raideur des multicouches épais, notamment les structures sandwichs. Les
équations obtenues sont de type Reissner-Mindlin avec quelques raffinements. Ces raffinements du
modele sont regroupés dans des termes précontraintes. Ces précontraintes sont calculées a partir
des contraintes membranaires de maniere itérative. Le comportement a l’effort tranchant classique
est modifié. On s’affranchit de la difficulté liée a I’estimation des facteurs de correction.

Le modele proposé a été implémenté dans le code de calcul éléments finis ABAQUS en utilisant
un programme de type postprocesseur. Un calcul a deux phases non couteux est suggéré. Les
résultats obtenus en déplacements sont excellents pour tous les rapports d’élancement. La prédiction
des contraintes hors plan est également satisfaisante. La rigidité a I’effort tranchant proposée dans
le modele est bien adaptée pour les structures sandwichs. L’utilisation d’'un élément fini classique
dans un code de calcul conventionnel représente beaucoup d’avantages.
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CONCLUSION PARTIE 1L



Deuxieme partie

Développement d’un élément fini
multiparticulaire pour une approche
locale des plaques multicouches.
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Un nouveau modele monocouche équivalente et son implémentation numérique viennent d’étre
établis dans la premiere partie de ce mémoire de these. Le modele s’avere bien adapté pour le
dimensionnement en raideur des structures multicouches. Cependant, comme la plupart des modeles
issus de ’approche monocouche équivalente, le modele proposé ne permet pas l'analyse précise des
contraintes interlaminaires, surtout en présence des bords libres.

Dans cette seconde partie, nous allons dévélopper un élément fini basé sur le modeéle multiparti-
culaire M4 (Modeles Multiparticulaires des Matériaux Multicouches) dévéloppé au LAMI/ENPC
pour I'analyse locale des contraintes d’interface.

Dans le chapitre 4, nous rappelons la formulation du modele M4-5n (5n champs cinématiques
pour un multicouche & n couches) & partir de la méthode d’approximation d’Hellinger-Reissner
[Reissner 50]. Nous proposons ensuite dans le chapitre 5 un élément fini associé. Un programme
éléments finis appelé MPFEAP est également présenté pour I'implémentation de I’élément proposé.
La validation numérique et les tests numériques sont abordés dans le chapitre 6 en insistant sur la
capacité de I’élément M4 & bien estimer les contraintes d’interface dans un multicouche a bords
libres. Finalement, le dernier chapitre traite des exemples d’application de 1’élément proposé pour
étudier une plaque composite trouée.
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Chapitre 4

Formulation du modele
multiparticulaire des matériaux
multicouches : rappel.

4.1 Introduction.

Comme déja discuté dans I'introducion générale de cette these, les modeles multiparticulaires
adoptent une approximation plus fine des champs suivant I’épaisseur du multicouche que les modeles
de plaque d’ordre supérieur puisqu’ils proposent une cinématique par couche plutot qu’une cinématique
globale. En fait, avec les modeles multiparticulaires, le multicouche est représenté par un ensemble
de plaques (objets 2D) couplés par des efforts d’interface. Le multicouche devient ainsi un objet
2D dont chaque point géométrique est le siege d’une superposition de particules matérielles cor-
respondant aux plaques modélisant les couches (on a donc autant de particules que de couches,
voir figure 4.1). Cette propriété justifie la dénomination “modeles multiparticulaires”. Les modeles
servent surtout a évaluer correctement les contraintes aux interfaces entre les couches. Ci-dessous,
nous donnerons une bréve description de la formulation des modeles multiparticulaires M/ .

A chaque couche est
modélisée par une

plaque ou membrane .
superposition des

plaques ou membranes

FiG. 4.1 — Approche multiparticulaire des multicouches.

L’une des premieres approches simplifiées qu’on peut appeler multiparticulaire est celle de
Puppo et Evensen [Puppo 70| pour des multicouches chargés dans leur plan. Les champs par couche
sont approchés par des champs moyens dans chaque couche. Le modele prend en compte des efforts
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de cisaillement d’interface reliés dans le comportement aux différences de déplacement moyen des
couches adjacentes. Garett et Bailey reprennent cette idée et développent le trés connu Shear Lag
Analysis pour modéliser la fissuration transverse dans des empilements (0,90)s [Garret 77]. Le
modele Shear Lag est le modele multiparticulaire le plus simple que ’on puisse considérer.

Pagano construit le modele local [Pagano 78], le plus complet des modeles multiparticulaires
élastiques, a partir de la méthode d’approximation d’Hellinger-Reissner que nous rappelerons plus
loin. Dans ce modele, chaque couche est modélisée par une plaque a 7 champs cinématiques (plaque
du troisieme ordre). Le modele est construit a partir d’'une approximation en contrainte injectée
dans la fonctionnelle d’Hellinger-Reissner. Les contraintes sont approchées par des polyndmes en
z. Les équations du modele sont obtenues par le théoréme variationnel de Reissner [Reissner 50].
Pagano fait apparaitre dans son modele des efforts généralisés d’interface et souligne ’absence de
singularités pour ces champs. Le modele local est malgré tout un peu lourd & manipuler pour
des multicouches constitués d’un grand nombre de couches. Pagano et Soni développent alors un
modele élastique plus opérationnel : le modele global-local [Pagano 83]. Dans ce modele, on privilégie
certaines interfaces et les couches les plus proches de ces interfaces sont modélisées par le modele
local. Les couches restantes sont regroupées en paquets qui sont ensuite approchés par une plaque
homogene. L’avantage de ce modele global-local par rapport au modele local est la diminution du
nombre d’inconnues et la précision de ce modele dépend du choix des interfaces privilégiées. Les
interfaces les plus sollicitées doivent étre les premieres a étre privilégiées.

Kassapoglu et Lagace proposent une approche en contrainte par couche sous forme polynomiale
en z avec des coefficients exponentiels [Kassapoglou 87]. Les équations du modele sont obtenues
par minimisation de 1’énergie complémentaire.

A T’Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, Caron étudie la cinétique de fissuration transverse
dans le pli & 90 d’une éprouvette (0,90)s avec un Shear Lag 2D béati par le principe des puissances
virtuelles [Caron 97]. Naciri et al. s’'inspirent des travaux de Pagano dans [Naciri 98] et construisent
un modele multiparticulaire plus complet que le Shear Lag mais plus simple que le modele local de
Pagano. Les équations sont encore obtenues par la méthode des puissances virtuelles. Chabot forma-
lise ensuite la construction d’une famille de modeles multiparticulaires élastiques dits M/ (Modeles
Multiparticulaires des Matériaux Multicouches) [Chabot 97], & partir de la méthode d’approxima-
tion d’Hellinger-Reissner. Le modele le plus complet est identique au modele local de Pagano et on
déduit a partir de celui-ci les autres modeles moyennant des approximations successives par exemple
en prenant en compte la faible épaisseur des couches. Dans cette famille de modeles, on trouve les
modeles M /-5n et M4-2n+1 comportant respectivement 5n et 2n + 1 champs cinématiques pour
un multicouche a n couches. Le premier modele approche chaque couche par une plaque de Reiss-
ner; en revanche, le second modele approche chaque couche par une membrane. Les deux modeles
font figurer des efforts d’interface dans leurs efforts généralisés.

Carreira fait ensuite une validation des modeles M 4-5n et M4-2n+1 en comparant les résultats
des modeles et ceux obtenus par éléments finis pour les problemes de quadricouches en traction
avec bord droit ou avec un trou [Carreira 98]. La comparaison est aussi effectuée pour le cas d'un
(0,90)s en traction. Les deux modeles donnent de bons résultats.

Hadj-Ahmed utilise le modele M /4-2n+1 pour analyser les contraintes dans un joint de colle
[Hadj-Ahmed 01]. De nouvelles comparaisons par rapport aux éléments finis sont effectuées et la
bonne description des champs par les modeles est confirmée.

Diaz Diaz [Diaz Diaz 01] a adapté les deux modeles M 4-5n et M4-2n+1 en prenant en compte
des variation de température et des champs anélastiques constant dans chaque couche ainsi que des
discontinuité d’interface. Un logiciel appelé DEILAM (Détermination des Efforts d’'Interface dans un
LAMiné) a été dévéloppé pour Ianalyse du probléme de bord libre. Divers travaux expérimentaux
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[Caron 99, Diaz Diaz 01] ont finalement montré la pertinence de critéres de délaminage utilisant
les valeurs de contraintes calculées au bord par la modélisation multiparticulaire.

Limam utilise le modele M 4-2n+1 pour étudier la réparation de poutres et de dalles en béton
armé par des composites en carbone-époxy [Limam 03]. Moyennant la théorie du calcul & la rupture
adaptée au modele M 4-2n+1, Limam distingue plusieurs mécanismes de ruine dans les matériaux
réparés et propose un dimensionnement en contrainte ultime.

Plus récemment, Tran étudie le probleme de chaussée fissurée a 'aide du modele M4-5n
[Tran 04]. Les chaussées fissurées sont modélisées par un multiplaque Reissner M4-5n , et le sol
par un massif semi-infini élastique. Cette approche a transformée le probleme 3D de chaussée en un
probleme 2D. Le modele simplifié obtenu, nommé M4-Boussinesq, donne un systeme d’équations
différentielles couplées avec un systeme d’équations intégrales. Le systeme d’équation est résolu par
différence finie. Le modele a montré son efficacité par comparaison avec des calculs éléments finis
3D.

Hormis lapproche calcul & la rupture de [Limam 03] qui n’a pas besoin d’'un comportement
généralisé, les modeles multiparticulaires utilisent la formulation mixte d’Hellinger-Reissner pour
obtenir une approximation des déplacements et des contraintes 3D cohérente et pour déterminer
les équations fondamentales.

4.2 Méthode de construction d’un modele approché par ’approxi-
mation d’Hellinger-Reissner.

4.2.1 Les étapes des construction d’un modele approché par Hellinger-Reissner.

Dans [Chabot 97], la méthode d’approximation d’Hellinger-Reissner pour les multicouches est
présentée en détail, nous n’en montrons ici qu’'un résumé. Pour construire un modele de plaque ap-
proché a partir de la fonctionnelle Hellinger-Reisner (que 1’on notera H.R.) et d’une approximation
en contraintes, on effectue les étapes suivantes :

1. On définit les efforts intérieurs généralisés que 'on désire voir appraitre dans les équations
d’équilibre et on propose une approximation en contrainte sous forme polynomiale en z. Les
coefficients des polyndmes font intervenir les efforts intérieurs généralisés.

2. On injecte le champ de contraintes approché dans la fonctionnelle H.R. et on identifie les
déplacements généralisés et les déformations généralisées cohérentes avec I’approximation en
contrainte. Par exemple, ces derniers sont les co-facteurs des efforts généralisés dans I'expres-
sions de H.R..

3. En faisant une variation de H.R. par rapport aux déplacements intérieurs généralisés, on
obtient les équations d’équilibre généralisées et les conditions aux limites généralisées.

4. De la méme maniere, la stationnarité de la fonctionnelle H.R. par rapport & une variation
des efforts intérieurs généralisés donnent les équations de comportement.
4.2.2 Méthode d’approximation d’Hellinger-Reissner pour un probleme 3D.

On considere un volume de matiere 2 de frontiere 0€). Le matériau est supposé élastique et on
désigne par
— x la variable d’espace,

— S le tenseur d’ordre quatre des souplesses en z,
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Qll

le tenseur solution des contraintes 3D en z,

* un champ de tenseur d’ordre 2 symétrique, de classe C! par morceaux sur €,

Qll

U le vecteur déplacement 3D en z,

U* un champ de vecteur 3D continu sur €2, de classe C! par morceaux sur €2
Z le tenseur des déformations 3D en z,

U? les déplacements imposés sur la partie 9Qy de la frontiere 992,

T% les efforts imposés sur la partie Q7 de la frontiere 99,

f les forces de volume en z.

Le probleme d’élasticité 3D a résoudre revient a déterminer les champs de déplacement U et
contrainte &, dans le domaine tridimensionnel €2, de frontiere 9 satisfaisant les équations
suivantes :

équation de compatibilité :

- 1
£ () = 5(gradU +' grad ) (4.1)
équation d’équilibre quasi-statique :

dive (z) + f(z) =0 (4.2)

ot f (z) est le champ de forces de volume
équation de comportement élastique

F(2) =S (@) : 7 (2) (43)

oit S (z) est le tenseur d’ordre quatre des souplesses du matériau en z
conditions aux limites
U(z)=Uz) sur 0Qy (4.4)

(7 .n)(z) =T%z) sar OQp (4.5)

avec 0Ny NON = 0 et Ny UON = 9N, U (z) est le déplacement imposé sur la partie 0Qy
de la frontiere Q et T%(z) est le vecteur contrainte imposé sur la partie Q7 de la frontiere
0.

On définit alors la fonctionnelle d’Hellinger-Reissner sur le couple (Q *,?*) :

Qll

nr@s) = [ [ﬁ*(@:?@*)@)—i@.w@——a*@):3@:%*@)} a9
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Le théoreme de Reissner [Reissner 50] est le suivant :

La solution du probléeme élastique est le couple (Q,?) qui rend stationnaire la fonctionnelle
H.R..

En effet, on voit que la stationnarité par rapport a une variation quelconque du champ de
déplacement tridimensionnel U* donne les équations d’équilibre et les conditions aux limites en
contrainte sur 9y :

vouU*

- [ (4007 (@00 (@) + f(@) 0" (@ / ~T7) (2).0U"(z) dS = 0
I

div5 (z) + f (2) =
<:’{w)()— Tz) sur aaT

La stationnarité par rapport a une variation quelconque du champ de contrainte tridimensionnel
o donne le comportement élastique linéaire et les conditions aux limites en déplacement sur 0Q :

Voo *

-/ [@aﬁ*@a(@wa (2):S(2): 7 ()] 0

— * d — * _
+/BQU (07 *.n)(z).U (g)dS—i—/ (07 *.n)(z).U(z)dS = 0

4.2.3 Méthode d’approximation d’Hellinger-Reissner pour un probleme 2D :
plaque multicouche.

On considere le multicouche formé de n couches d’épaisseur e’ dont les interfaces sont notées
I'; i+1. Le volume occupé par le multicouche est noté 2 = w x [h;; h;ﬂ

On définit alors la fonctionnelle H.R. d’Hellinger-Reissner sur les couples de champs (U*,7 *)
comme dans (4.6). Le champ U* est un champ de vecteur 3D, C! par morceaux sur € et le champ
de contraintes @ * est un champ de tenseur d’ordre 2 symétrique, C! par morceaux sur .

Pour simplifier les écritures, dans tout ce chapitre on suppose que 9Qy = () et que les forces de
volume f sont négligeables. Les conditions aux limites en déplacement ne posent aucune difficulté
technique ; on verra dans d’autres chapitres, des applications ot ’on impose les déplacements aux
bords.

Dans ce chapitre, nous décrirons tout particulierement le modele M 4-5n . Ce modele considérant
les couches comme des plaques Reissner-Mindlin collées entre elles est sans doute le modele le plus
intéressant de la famille M4 car trés physique et adapté au calcul numérique. Les étapes de la
construction du modele approché par H.R. décrites dans 4.2.1 seront détaillées dans les sections
suivantes.
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F1G. 4.2 — Multicouches étudiés.

Notations.

D’une maniere générale, nous adoptons dans ce chapitre les notations suivantes :
— Pexposant ¢ désigne la couche i et varie de 1 a n,
— Pexposant j, 7 + 1 designe 'interface entre les couches j et j + 1 et variede 1 a n — 1,

— les indices grecs « et (3 varient de 1 & 2 et serviront a exprimer les composantes des champs
dans le plan (z,y).

4.3 Etape 1 : approximation des champs de contraintes du modele

M4-5n

Nous approchons les contraintes dans le plan par des polynémes en z du premier degré. On les
notera oag ((a, 8) € {1,2}). Afin de pouvoir vérifier les équilibres 3D, nous choisissons donc les
dégrés des polynomes en z approchant les contraintes 0,3 et o33, respectivement 2 et 3. On choisit
les coefficients des polyndémes qui apparaissent dans ’écriture des contraintes approchées de maniere
a faire intervenir les champs suivants qu’on appelle efforts intérieurs généralisés du M4-5n :

— le tenseur plan N d’ordre 2 des efforts membranaires de la couche i (avec 1 <i<mn):

et
() = /h " ap(my,2) dz; (47)

— le tenseur plan M? d’ordre 2 des moments de flexion de la couche i par rapport au plan

médian de la couche (avec 1 <i<n):

+
hi —

Migaw) = [ =) usle ) d (18)

7

— le vecteur plan Q’ d’effort tranchant de la couche i (avec 1 <i <n) :

A hi
Q;Lx(xay) :/ O‘ag(ﬂl',y,Z) dZ; (49)

i
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— le vecteur plan 77711 d’effort intérieur de cisaillement & I'interface 7,741 (avec 1 < j <n—1)
3 (@, y) = oas(@,y, b)) (4.10)
— le scalaire 7+ d’effort d’arrachement a I'interface 7,7 + 1 (avec 1 < j <n —1)
Vj7j+1(x7y) = 0'33(1‘,y,h;r). (411)
vai+1
A
> i

b
___44;T$i+1
7.—2

g i

p£y1+1

ﬁ@

| Dlw

1-11 !

L phi-l

_A'z,'lz L1

e

F1a. 4.3 — Efforts généralisés du modele M 4-5n .

On définit une base (Pj>0< . des polynomes de degré inférieur ou égal a 3 avec
<j

(Py=1
T
pi="_
1 el
S —B\? 1 4.12
Pi—6< ) - (4.12)
el 2
—\ 3 —\ 2
Pi=—-2 : = :
3 ( et >+10< et >

\
Ces polynomes de Légendre ainsi définis sont orthogonaux entre eux, c’est a dire que :

h+
B Pi(z )Pé(z)dz:() si a#p.

i
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Les contraintes approchées dans la couche i s’écrivent alors :

. Pi(z) 12 . ;
O'g%(.’ﬂ, Y, Z) = &ﬁ(x7 y) Oel + 62_2M(Z)¢6(m7 y)Pl (Z) (413)
A Pi(z y o ,
By = Qhley) 0D ¢ (3w, y) — i ) K
. et . L Pi(z
+ (i) = § () + o) ) A (4.14)
i,i+1 i—1 i N o ,
ooy z) = (D) £ i (955 ) - 7)) ) P
i . o div O’ . o .
+ (f—odw (B4 (@) + 7)) - PEED i) <y>) Pi(2)
i
+ogdiv (7 (w,y) = 7 @, y) Pi()
i ~ .
+ (%div (%“H (x,y) + Firbi(g, y)) — divQ(z, y)) P3(z) (4.15)
Puisque les polynomes (P;) beics sont donnés, la connaissance des efforts intérieurs généralisés
<j<

définis ci-dessus (des champs en (x,y)) permettra de déterminer en retour si il y a lieu I’état de
contraintes 3D approché du modele M4-5n. On souligne qu’ici, les contraintes 3D aux interfaces
seraient connues puisqu’étant égales aux efforts généralisés d’interface, sans aucun besoin de cette
relocalisation.

Remarque 1. Dans ce qui précede, les efforts intérieurs 744+ et v sont définis pour i variant
de 1 & n—1 (les interfaces entre les couches). Cependant il est commode de noter :
— 706 et 701 F1 Jeg efforts extérieurs de cisaillement sur la face inférieure de la couche

1 et supérieure de la couche n

0.1 et pmntl Peffort extérieur normal sur la face inférieure de la couche 1 et
supérieure de la couche n.

iyi+1

— UV

Les efforts 791, 7t )01 o ynntl sont done des données. Sinous notons T, (respectivement
T,") k € {1,3} la composante suivant k du vecteur contrainte imposé sur la face externe inférieure
(respectivement supérieure) du multicouche, nous avons :

' (x,y) = ~Ty (z,y) " @, y) = T (2, y)
Tg’l(x,y) =T, (z,y) respectivement T;"”“(q:,y) = T;(x,y)
vl (z,y) = —T5 (z,y) vt y) = T4 (3, y)

4.4 Etape 2 : déplacements généralisés et déformations généralisées
cohérents avec ’approximation en contraintes.

4.4.1 Déplacements généralisés du modele M j-5n .

Pour identifier des déplacements généralisés associés aux contraintes généralisées, il suffit de
prendre en compte que la partie suivante de la fonctionnelle H.R. qui fait apparaitre le champ U™ :

T(Q*,?*)——/Q [divg*.U"] dQ+/

. ((?*.@) - zd) U*dS
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0,17 ,7~_n,n+1’ n,n+1

VOL et v et en

Grace a la remarque du paragraphe 4.3 concernant les données 7
7 * (cf. équations (4.13 &

introduisant ’approximation en contrainte du M4-5n dans I’écriture de &
4.15)), la fonctionnelle T' devient

(divN™(2,y) + 7515 (2,) = 7717 (2,y) ) O (2, y)
+ (dva *(z,y) — Q™ (x,y)
/ +%i ((7~_i,i+1* _i_%ifl,i*) )) q)@* (z,)
i (dei* it (g, y) — i Lix( )
Nz* Uz* (]\?z*ﬂ)(i)z* + (Qz* . 62_’(7_1,1—1—1* + Tz—l,i*)) ﬂﬁé*
+Z/ i% i% datle | mie1iky . TTHF g —
+Q% .nU* + &' (75 -7 ’).@U3—fh_iz.g dz

dw (4.16)

ds

oll nous avons introduit les notations suivantes pour i € [1,n] :
— U™ est le champ de déplacements membranaires de la couche i (champ de vecteurs du plan)
de composantes UL* « € {1,2} avec :

h+
U;*(x,y)_/ B (2,4, 2)d (4.17)

- et
K2

u * étant le champ de déplacements 3D
— @™ est le champ de rotations de la couche i (champ de vecteurs du plan) de composantes
P o € {1,2} avec :

h+
; 12
By = [ Py (419

— Ui* est le champ de déplacement moyen normal de la couche i avec :

h+ Pl( )
hy o €

Uit (2,y) = Us (z,y, z)dz (4.19)

ik . . . ,
— Uj est un champ scalaire que nous pourrions appeler premier moment du déplacement normal
de la couche i avec :

FTI* 1 hj 7 *
Us ) = [ AU )i (1.20)

— U3" est un champ scalaire que nous pourrions appeler, de méme, second moment du déplacement
normal de la couche i avec :

h+ 7
0 @) = [ B e 2,y 2)d (4.21)

— el
i

Nous voyons que la contribution des déplacements 3D U* dans le terme de surface / est

w
contenue dans ce qu’on appellera les déplacements généralisés du modele. Il s’agit des 5n champs
en (z,y) suivants (voir Fig. 4.4) :

O & et UL
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F1G. 4.4 — Déplacements généralisés du modele M /-5n .

4.4.2 Déformations généralisées du modele M 4-5n

En faisant une intégration par parties sur les divergences 1’équation (4.16) devient d’apres
I’hypothese 1 (voir section 4.5.2) :

/ [N CEE M 4 O (B GﬁadUg*)] dw
=1

% ei+1

n
~iad e [ Fridls _ prix € Fix 5it1x
+3 /wr” .<UZ U = 5" — &' >dw
=0

n
+ Z /w Vz,z—l—l*(UéJrl* o Ug*)dw
=0

- Zn:/aw (/hhi+ Id.Q*dz> ds (4.22)

i=1 i

avec les notations
— & est le champ tensoriel d’ordre 2 de déformation membranaire de la couche ¢ de compo-

santes :
4 1 (oUl  OUF
% _ = a 1.2 4.2
b5 (@.y) 2<8x5+8$a o, € {12} (4.23)

— X% est le champ tensoriel d’ordre 2 de courbure de la couche i de composantes :

1 (o0l 0¥
Xap(%,9) = 3 ((%ﬂ + %z) a8 € {12} (4.24)
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On peut en déduire la dualité énergétique entre efforts et déformations généralisés pour i € [1,n]
etjel,n—1]:

N s &= % (Gr‘édﬁi 4T Gr:adﬁi)

~. 1 M M
M — X'= 3 (GraalCPZ +T Grad@’)
Q" — 7' =&+ GradU} (4.25)
. _ y Y B TS
it DIl it g - i - @it
2 2

. . i .
phitl Dt — U§+ - Uj

4.5 Etape 3 : équations d’équilibre et conditions aux limites cohérentes

avec 'approximation en contraintes.

Si nous suivons la démarche proposée par le théoreme de Reissner [Reissner 50] pour déterminer
les équations d’équilibre et les conditions aux limites, nous aurons & faire une variation de la
fonctionnelle d’Hellinger-Reissner par rapport aux déplacements. Nous devons donc dans un premier
temps déterminer ’approximation des déplacements qui est cohérente avec 'approximation en
contrainte ; et ce, moyennant ’écriture de la fonctionnelle d’Hellinger Reissner.

Dans I’écriture de la fonctionnelle d’Hellinger-Reissner (équation (4.6)), on ne prendra en compte
que les termes qui font apparaitre le champ de déplacements U*. On obtient ainsi une fonctionnelle
T sur (U*,5*) définie par

ﬂ@fﬂz—é[@ﬁ%ﬂ@@ﬂm+éﬂ@?@%IQ@MNQM (4.26)

4.5.1 Equations d’équilibre.

Nous allons maintenant appliquer le théoreme de Reissner pour déterminer les équations d’équilibre

du modele. Pour une variation quelconque des déplacements 3D U*, et donc des déplacements
généralisés, on trouve dans le terme de surface de 1’équation (4.16) les 5n équations d’équilibre
généralisé -des équations en (z,y)- du modele M 4-5n, ce qui légitime son appellation :

divN'(z,y) + 70 (2, y) — 77 (2, 9) =0 sur w

oA il il _

divQ" + v (z,y) —v (z,y) =0 sur w (4.27)
~ = . ~ . l
diod (z,y) — Q'(a,y) +

5 (%i’iﬂ(m,y) +7~'i_1’i(1:,y)) =0 sur w

Les équations d’équilibre généralisé sont du type “Reissner par couche” et cohérentes avec I’équation
d’équilibre 3D local

divg " (z,y,z) = 0.
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En effet, le calcul de div °"(x, 3, 2) & partir des équations (4.13) & (4.15) donne apres simplification

b7 a2 = () + 7 )~ 7 ) B o, (1.29)
(2 (@t - G+ § (G + 77 @) ) PIG)) <o
divF (e, = (divd+ v (@) - i) OO (1.29)

Sachant que les deux polynomes Pé et Pf sont linéairement indépendants, on retrouve les 5n
équations d’équilibre du modele M /-5n . C’est une autre maniere de les retrouver, H.R. était
avant tout destiné a identifier le comportement généralisé.

4.5.2 Conditions aux limites en contrainte.

Ces conditions vont découler du théoreme de Reissner et nous allons les obtenir dans le terme de
bord de 'expression de T' dans 1’équation (4.16). Nous nous intéressons donc a ce terme de bord. Afin
de pouvoir dériver le terme de bord par rapport aux déplacements généralisés nous décomposons
sous forme polynomiale le champ de déplacements 3D U*(z,y,2) de la maniére suivante pour
z € [h»_ hﬂ :

17"

Unl@,y, 2) = Fi(2)Ug (w,y) + ' Pi(2) 25 (2, y) + AU (2, y, 2)

) ) : 4.30
U3 (2, 2) = P(2)Us* (2, y) + AUE (1, 2) (430)

U'(z,y,2) = '

avec AU (z,y, ) orthogonal & Pi(z) et P{(z) et AU (z,y,2) orthogonal & Pg(z).

Hypotheése 1 La contribution des termes de perturbation AU et AU%* dans les termes de bord
est supposée négligeable devant celle des déplacements généralisés.
hi

Le terme de bord —/ ' Id.Q* dz s’écrit alors :
h

—TyU™ — Mjd™ — Q4,U5" (4.31)
ou

ht
Nga:/ T2 .Pi(2)dz

7

o .
Méa:/ T Pi(z)dz (4.32)
ho

7

h+

QY= /Z TS .Pi(z)dz

i

Si maintenant nous modifions la fonctionnelle T’ (Q T *) écrite en (4.16) en négligeant les termes de

bord faisant intervenir les composantes U;* et Ug* et qui font partie des termes de perturbation du
champ de déplacements (cf. hypothese 1), nous obtenons grace a la stationnarité de la fonctionnelle
d’Hellinger-Reissner les conditions aux limites sur la frontiere dw ci-dessous :

Nim = N

Mt = M; (4.33)
Q'n = Qy
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Ces expressions par couche sont de la méme forme que le conditions limites de plaque Reissner-
Mindlin classique.

4.6 Etape 4 : écriture du comportement cohérent avec les approxi-
mations

Le comportement généralisé reliant les efforts intérieurs généralisés aux déformations généralisées
s’obtient en écrivant la stationnarité de la fonctionnelle d’Hellinger-Reissner par rapport a une va-
riation des contraintes approchées et donc des efforts intérieurs généralisés. On s’intéresse donc a
la fonctionnelle 7" déduite de la fonctionnelle H.R. en ne prenant en compte que les termes faisant
intervenir le champ de contrainte & :

5°(2):S(2):7%(x)| do

N | =

TU* %) = —/Q [@5*(£).Q*(£)+

+ /8 F@@as (4.34)

L[ = = = AU -
Le terme — ; g (x) : S(z) : @ (x)d) n'est autre que énergie élastique WY}, écrite en
contrainte. Donnons une décomposition de W}, qui nous permettra de mieux comprendre nos

deux modéles. Nous notons S (z) le tenseur d’ordre 4 des souplesses du matériau. §(z) est constant

dans chaque couche et est égal au tenseur S* de composantes S’

mnop

avec m,n,o0,p € {1,2,3}%

Compte tenu des matériauz qu’on étudie, on considére des couches orthotropes admettant l'aze es
comme axe d’orthotropie. Alors, les composantes de la matrice de souplesse contenant un nombre
impair d’indice 3 sont nulles.

Nous notons S? le tenseur d’ordre quatre plan des souplesses sur les efforts tridimensionnels
membranaires, S¢ le scalaire de souplesse sur les efforts tridimensionnels d’arrachement, Ség le ten-
seur d’ordre 2 plan de souplesse sur les efforts tridimensionnels de cisaillement et S’é le tenseur

d’ordre 2 plan de souplesse caractéristique du couplage entre les efforts tridimensionnels membra-
naires et d’arrachement. Ces tenseurs ont pour composantes :

un

(si) 81,51 (S1) = Sl <ng2> =S (sg;,) 987 (B0)e{12)",
aByd @

af

On montre alors que, ’énergie en contrainte du champ de contrainte tridimensionnel approché
s’exprime sur chacune des couches en fonction de quatre termes :

n

5= / w8 ™ g™ + ] ds (4.35)
i=1vY¥
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at

* /7 . 7’ . . . .
— wg" est I'énergie élastique des contraintes membranaires 0,5 de la couche 7 :

A
/ o :8': 0% dz (4.36)

ai*

2" est ’énergie élastique de la contrainte o33 normale & la couche i :

- w

1 .
wy' = / 053" 5,053 dz (4.37)

L ¥ , P . . . .
— wg" est I'énergie élastique de couplage entre les contraintes membranaires o, et la contrainte
normale o33 de la couche 7 :

. 1 hZL ok =
w§' = 5/ <aa :S§> 083" dz (4.38)

— w%i* est 'énergie élastique du cisaillement perpendiculaire au plan de la couche 7 :

hzr z
/ oo™ <S&2> 033 dz (4.39)
af

Afin d’obtenir les équations de comportement en souplesse (cf. [Chabot 97]), il suffit donc de
dériver les énergies élastiques, associées aux champs de contraintes approchées W, par rapport a
chacun des efforts inférieurs généralisés.
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4.6.1 Expression de ’énergie élastique écrite en contrainte.

Si nous injectons I'expression des contraintes approchées de (4.13 a 4.15) dans les expressions
(4.36 & 4.39) des énergies élastiques, nous obtenons

' 1 =% § =+ =x 19% ==
wgnZ* = S| N = N+ M P58 M (4.40)
2 e’ el
[ phit1* + i 1% el 1 1 2 |
< 5 Ed“}( zz—l— *_FrT ,z*))
2
. +f_2 ( div(7 hitlx 4 %171,1*) 4 g(yi,iJrl* B yil’i*)>
lE:n — _Sll/ ; i 9 (4.41)
2 6_ (—dl’U( 1,04 1% Ti—l,i*))
5 12
2
e ( i,i+1% z 1,4% )_|_ dZU( zz+1*+Tz lz*)>
1 :é (( i 1% —|— Vi ,i*> N 1e_idl’l)( 3,0+ 1% 7~_7L—1,i*>>
5n ¢
3 = = B (4.42)
2 SNEL), zz+1* Vifl,i ) dl’U( 4,0+ 1% +7:i1,i*))
10
' z’ ) z,i—i—l* _ %i_l’i*).%gég.(%i’i+l* _ 7~_i—1,i*)
5n i
- = 4.43)
Q 9 ~ (
it 6 zz+1* ~1—1,i% S i* ' 7,04 1% ~1—1,i%
Qi - 5 +7 ) Bl Qi - ( +7 )

. -
Remarque 2. Dans le calcul de w?" " intervient un terme en —divQ* que nous avons remplacé par
vl — pi=Li q’apres la deuxieme équation d’équilibre (4.27).

Le comportement généralisé déduit des expressions ci-dessus donne des calculs trop lourds. Nous

simplifions donc 'expression des énergies élastiques approchées en négligeant certaines contribu-
tions.
Hypotheése 2 Nous négligeons les énergies wg’”l* de couplage entre les efforts membranaires et les
contraintes perpendiculaires auzx couches. Cela revient a négliger en quelque sorte les effets Poisson
dus au “pincement” des couches. Cette hypothése est habituelle dans la plupart des théories de
plaque et a été validée par le travail de Carreira [Carreira 98].

De plus, les termes div(757+! £ Fi=Li) et div(FHiH! :l: 71=11)2 dans Pécriture de w®" compliquent
beaucoup les calculs alors que multipliés par e’ 2 ou et , leur contribution a I’énergie est probablement
faible, ainsi :

Hypothése 3 On néglige les termes en e dw( LIl 4 FimLiy o of dw( Litl 4 7102 dans Dex-
pression de W5”*.
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4.6.2 Equations de comportement du modele M 4-5n .

En introduisant, dans la fonctionnelle de Hellinger-Reissner, I’expression de W??g* et en dérivant
par rapport aux efforts intérieurs généralisés, on en déduit alors :
— loi de comportement des efforts normaux de membrane de la couche i pour 1 <i¢ <n:

e'(z,y) =

|0311U
S

]G'(x Y (4.44)

— loi de comportement des moments de flexion et de torsion dans le plan de la couche 7 pour
1<i1<n:

i(,y) = 1235 Mi(z,y): (4.45)

— loi de comportement des efforts de cisaillement hors plan de la couche i pour 1 <i¢ < mn :
i 6 :z 3 ~z 2,04+1 ~i—1,3
Y@, y) = =—54-Q" — —S (T T (4.46)

— loi de comportement des efforts de cisaillement a l'interface 7,7+ 1 pour 1 <i<n—1:

~ .. 1 = ~. 1 = ~ .

DY (wy) = —15%Q - 5% QT - SZ P (4.47)
2 (ISQ—F 'L+1SH-1) ~i,04+1 €i+ Sl+1 ~i+1, 1+2
15 30

— loi de comportement des efforts d’arrachement a l'interface ¢,4 + 1 pour 1 <i<mn—1:

- 9 . . . . 13 o .
Dyt (z,y) = %ezsi’/_l’w% (e'S} + e t1gitt) phitt (4.48)
+36¢+1S£+1Vz+1,z+2.

70

4.7 Recapitulatif des équations et des champs généralisés.
Champs généralisés pour 1 <i<net1<j<n-—1:
— efforts intérieurs généralisés N LM QF, 799FY et 30T définis aux équations (4.7) & (4.11)
— déplacements généralisés U?, & et Ui définis aux équations (4.17), (4.18) et (4.19)

,J 41

— déformations généralisées gt )ZCZ', *;i, DI+l et DI définies aux équations (4.25)

Equations d’équilibre sur w pour 1 <i < n (cf. équations (4.27)) :

divN' (2, 9) +7 7 ) = 7 (y) =0
divQ + 1" (@, ) — v (2, y) = 0

divdT () = Qi) + 5 (71 (@0) + 77 (,) =0
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Equations de comportement sur w pour 1 < i < netl < j <n—1 (cf équations (4.44) a
(4.48)) :

aan
R.

el(zy) = i N'(my);
z 195 =
X'(z,y) = e?SZ:MZ(x,y);
i 6 G A L g miie1 | o~
Vi(x,y) = @SQQ —TOSQ-(T’ +77)
~ .. 1 = ~. 1 = ~ . ej < . .
D+l — Gl 00— —gitt i+l _ = _gi zi-1j
(z,y) 10 QQ 10°Q Q 30 QT
- - i+l .
+2 (ej%+6j+1§é+1) igr ¢ R
15 30 ’
. 9 . . . .. 13, . . o .
DEIT (g ) = 7—06351{1/3_1’3 + 35 (78] + et grtt) ittt
9
+%6]+1S£+1VJ+1’J+2.

Conditions aux limites en effort généralisé sur dw pour 1 < ¢ <n (cf. équations (4.33)) :

Ninp = Né
Min = M}
Q'n=Q}

4.8 Conclusion.

Nous avons redétaillé la construction du modele multiparticulaire M4-5n que 'on peut trou-
ver dans [Chabot 97| pour évaluer les efforts d’interface dans un multicouche. Le modele considere
le multicouche comme la superposition des plaque de Reissner liées par des efforts d’interface.
La construction du modele est fondée sur la méthode d’approximation d’Hellinger-Reissner. L’in-
troduction des contraintes approchées a partir des efforts généralisés dans une adaptation de
la fonctionnelle d’Hellinger-Reissner a permis d’identifier les déplacements et les déformations
généralisés. L’application du théoreme de Reissner et certaines hypotheses appropriées donne en-
suite les équations de comportement et d’équilibre et les conditions aux limites.

La résolution des équations du modele permettra d’évaluer les contraintes d’interface en tenant
compte des effets de bord. L’originalité de ce travail est I’écriture d’un élément fini associé, objet
du chapitre suivant.
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Structure multicouche 3D

Modele M 4-5n

1. Géomeétrie

L 34 y

2. Déplacements
Ua(z), Us(2)

3. Déformations

(z) =

4. Contraintes

o

(gradU +' gradU)

N =

7 (z)

5. Equilibre

dive (z) + f(z) =0

6. Comportement

(@) =S(2):7 @)

™|

7. Conditions limites

@.n)(z) =T%z) sur 00Qr

1. Géométrie

I s

2. Déplacements généralisés

Ui(xq), P (x4), Ui(zs) (eq. 4.17, 4.18, 4.19)

3. Déformations généralisées

g, N, i, D3I et D3It (eq. 4.25)
4. Contraintes généralisées

Ni, M, QF, 799+ etpditl

eq. (4.7) a (4.11)

5. Equilibre généralisé

divN* + 7+ — 774 =

div@i 4 b il —

. Z ~ . el - oo

diUMZ o Qz + 5 (7:1,1+1 =+ 7~_171,z) =0

6. Comportement généralisé

équations (4.44) a (4.48)

7. Conditions limites généralisées

Nin = N
Min— I
Q'.n = Q4

FiGc. 4.5 — Equations 3D et équivalences pour le modele M 4-6n .



Chapitre 5

Présentation de I’élément fini M4 et
le programme MPFEAP.

5.1 Introduction.

Dans ce chapitre, on dévéloppe un élément fini de plaque isoparametrique a 8 noeuds et de conti-
nuité C° basé sur le modele M 4-5n décrit dans le chapitre précédent. Un programme éléments finis
appelé MPFEAP (MultiParticle Finite Flement Analysis Program) est écrit pour I'implémentation
numérique de 1’élément M 4-5n .

Dans un premier temps, nous allons décrire la formulation de I’élément multiparticulaire M 4-5n
pour un probleme statique élastique quelconque (chargement mécanique, chargement thermique).
Ensuite, nous présentons le programme éléments finis MPFEAP. L’organisation générale du pro-
gramme sera décrite en détail. ’organisation et un exemple du fichier de données sont en Annexe E.

5.2 Elément fini multiparticulaire M/ .

5.2.1 Approximation nodale du déplacement.

L’application numérique du modele M 4-5n sera décrite en utilisant un élément parametrique
bidimensionnel & 8 noeuds (Fig. 5.1). Les coordonnées parametriques sont notées £ et 7. Chaque
noeud de I'élément possede 5n d.d.l. dont 5 d.L1. par couche (n étant le nombre de couches de la
plaque). Les coordonnées z(&,n) et y(£,n) d'un point quelconque (£, 7n) sont définies par

8

2(&m) =Y Ni(&,m).ai;

=1

y(&m) =D Ni(&,n).ys; (5.1)

i=1
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ou (z;,y;) sont les coordonnées du noeud i, et les fonctions d’interpolation quadratique sont données
par [Dhatt 84]

NiEn) = S1-61-m(-1—¢—n)

4

Nalen) = S(1-€)(1 - )

Na(em) = 1+ -n)E—n—1)

Nien) = SO+90 )

Ns(&n) = 04O +m)E+n—1) (52)
Ne(en) = 5(1-€)(1+n)

Ne(en) = (1= O+ n)(~E 47— 1)

Na(en) = (-0 ).

F1G. 5.1 — Orientation des axes locaux &,n, et ordres des points de Gauss pour élément M/

L’approximation nodale pour le champ de déplacement s’écrit en utilisant les mémes fonctions
de formes que I’ approximation géométrique (& continuité C°)

8
(5 == ZNZ(SZ, (5.3)
=1

ou la matrice de fonction d’interpolation associée au noeud 7 est

N; = N;I5,.
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I5,, est la matrice unitaire de dimension 5n x 5n. Le vecteur de déplacements au noeud 7 s’écrit

6 = < U V' W} 6o byi, UPVEWE 6af 07, -+, UP VW ¢al 07 > (5.4)

5n

Les dérivées des fonctions d’interpolation seront calculées par la formule

or Ot dx ' on oz
ON; _ ON; 9§ ON; On (5.5)
oy o Oy On Oy '

Les dérivées 0&/0x etc. peuvent étre déterminées a partir de la matrice Jacobienne inversée
J-n

5.2.2 Déformations et contraintes.

On définit le vecteur de déformations € de dimension 11n — 3 en séparant les composantes
concernant le comportement membranaire €, le comportement normal €”, et le comportement au
cisaillement €¥ par

el = <€ e, e? > . (5.6)

Les déformations membranaires généralisées s’écrivent

€ = < ey €y 260y Xaw Xyy 2Xays -+ e gy 260y Xow Xy 2Xay > - (5.7)
“6n
Les déformations normales généralisées sont
€ = <D?p2% . prlnsT, (5.8)
n—1

Les déformations généralisées a l’effort tranchant

€= <y Dy Dyt iy Ty T DT DT A g ST (5.9)

4n — 2

L’expressions de ces déformations généralisées définies par (4.25) peuvent étre explicitement
écrites comme ci-dessous, pour k € [1,n] :

. oU* .1 /oU%  ovh . vk
g = —= g == —=—+—=—); gy = ——;
e Qx ] w2\ oy ox )’ v oy’
dk 1 [o¢k 00 oy
k T ., kK _ = T Ty | k _ ZVk.
T O] Xay = 3 oy + or |’ W oy’ (5-10)
w_ OWE w_ OWE
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et pour [ € [1,n —1] :

el

1,141 lrl+1 (ﬂ l el ' I+1
1,141 +1 l el l el ' I+1

Dl,l-‘rl — Wl+1 _ Wl
v .

Le vecteur de contraintes associées a € est défini par

ol =<o%0”, 09> (5.12)

ou

o¢ = <N,, N,, N}, M}, M, M. . .. N Ny N¢ MMM >"; (5.13)
v <pb223  ynmin ST (5.14)

1Al 1212 A2 A2 ~1 -1 _n—1 ~1 T
= <QuQuTy T, QLQy, .., Qy QYT T T T QE QY > (5.15)

Q
I

5.2.3 Approximation nodale des déformations et contraintes - matrice B.

L’approximation nodale du champ de déformations de ’élément s’écrit (voir équations 5.10 et
5.11) :

8
€= Bid;=[By,...,Bs] 8 (5.16)
=1
ou, encore en détail
8
e = ) B =[Bf,...,BS; (5.17)
=1
8
e = > BIS; =[BY,....BYS; (5.18)
=1
8
€@ = > B, - BY,....B¢|0. (5.19)

=1
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La matrice Bf de dimension 6n x 5n définie par

Nie 0 0 0 0 0
0 Ny 0 0 0 0
Niy Nig 0 0 0 0
0 0 0 Nz 0 0
0 0 0 0 Ny 0
0 0 0 Niy Nig 0
Bf = ' (5.20)
0 0 0 Ni, 0 0 O 0
0 0 0 0 Niy, 0 0 0
0 0 0 Niy Nig 0 0 0
0 0 0 0 0 0 N O
0 0 0 0 0 0 0 DNy
0 0 0 0 0 0 Niy Nig
La matrice BY de dimension (n — 1) x 5n définie par
00 -N, O0O0O0 N . . o . . . R
00 0000 -N;,0O0O0O0 N; . . .. . . . .0
B! =
00 0 O0O0O0O . . . . . . . —=N; 00O0O0N 00O
(5.21)
Finallement, la matrice ]B%ZQ de dimension (4n — 2) x 5n est définie par
0 0 Nig N; 0 0 0 0 0 0 0
0 0 Ny 0 N; 0 0 O 0 0 0
-N; 0 0 -9Ni 0 N, 0 0 —SNi 0 0
BY=| 0o -N, 0 0 -SNi 0 N, 0 0 —ZNi 0
0O 0 0 0 0 . Niy. 0 N
(5.22)

5.2.4 Comportement - matrice d’élasticité D.
Comportement en souplesse.

Les équations de comportement généralisé du modele M/-5n (eq. 4.44 a 4.48) sont en général
couplées. La séparation de comportement d’interface et celui des plis n’est effective que dans certains
empilements particuliers (voir [Carreira 98], [Caron 03]).

Le comportement du modele M 4-5n en souplesse peut étre réecrit sous forme matricielle

€ =So + €°. (5.23)
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Le vecteur €° contient les termes reliés aux sollicitations surfaciques 7~ et T intervenants aux
comportements (4.46), (4.47) et (4.48). Ce sont des données du probleme. On a donc affaire & un
probleme avec déformation initiale. Sa résolution est I'objet de la section suivante.

Dans (5.23), S est la matrice de souplesse de dimension (11n — 3) x (11n — 3)

S¢ 0 0
S=| o0 s o (5.24)
0 0 S@

el el el 0 0 0 ’
E O |
%1116 %%16 i_éla 0 0 o . . . . . : : 0
00 0 TR TR o - - o - !
0 0 0 e e owmo.. . . -0
g _ . . . (5.25)

0 “Wo®E o0 0 0
0 w00 o

0 0 0 o 2 TR 2

0 0 0 o b % 2

S¥ matrice de dimension (n — 1) x (n — 1) est définie par
55 (€' 535 + €753;) 7062555 0
Sv — 70¢° 53 55 (€293; + €*S83)  75e*Sis 0
0 0 | | %6717‘1533_1 %(enflsgzs_l + e"S53)

(5.26)
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S¥ matrice de dimension (4n — 2) x

6 1
5150
1 1
—1090

0
0

)

1650 0
&(er8H+€*Sy) —1555
~15% 5250
-5  —15%

0 0

0 0

(4n — 2) est définie par

0 0
e? o2
5090 0
556 0
2(e28% +38%) —18%
1 3 6 3
—1050 5350
0 0

ol S]é est la souplesse du cisaillement de la couche j (voi annexe A.2).

Le vecteur des déformations initiales dues aux sollicitations surfaciques imposées €°

sion 11n — 3, avec n > 2, est défini par

9 1¢ql 0,1

nqQn nn+1
706 Sis

—%(S§5Tx + S%Uy
545 L 544

5557'1‘ + Siy y

—~~ o~
\/\/\/\/

%I“L %I“L SIH

545 L 544

n _n,n+1 n _nn+1
(555727 + 55Ty

n n,n+1 n nn+1

n _n,n+1 n _nn+1
SgsTe’ + S5y

n _n,n+1 n _nn+1
SisTz STy

O|§OS
~—~ o~ o~
— — ~— —

S‘H 5|>_. w|® wlm

( 0
—%elééng
0
0
706nS33T+
10 (S5 Ty + S3Ty)
16 (SisTT + SiyTy)
S (SLTr + STy
%(5i5T1_ + S Ty)
0
0
— S (SET + S3Ty)
~ 5 (ST + SHTY)
—16 (S5TY + S5T5")
— 15 (SET + SHTY)

109
0 0
0 0
0 0
_£53 0
1 Q3
~ 10 SQ 0
6 gn
Ben S
(5. 27)
, de dimen-
!
6n+1
!
m—1
(5.28)
!
11In—3
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Dans le cas n = 2, le vecteur €° s’écrit sous forme

0 !

9 1¢l 0,1 9 2@2 .23
1/q1 .01 1 .01
—15(S557e + S5uTy7)

0,1 0,1 5.29
— 5 (Shart + Lt (5.29)

1 2 .23 2 2,3
—15 (5572 + S5,7y7)

2.3 2.3
\ — 15 (83572 + S3y7y7) 19

ou encore

—qp¢' 5Ty 0+ 706”5515 1l3

16 (35T + S34T5)

ST + S4T3) (530

%(SésTf + STy ) — %(S§5T1+ + S3,T5)

%(SisTf +SLTy) - %(5351? +SuTy)
—15(SET + S4,TY)

—10 (ST + SHTY) 19

Comportement en raideur.

Le comportement du modele en raideur s’écrit

o=S"1(e—¢€)=D(e—¢€) (5.31)

DE 0 0 Sl 0
D=S'=| 0 DY 0 = 0o st o0

) (5.32)
0 0 D¢ 0 0 SQ°
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La matrice D¢ peut étre écrite de maniere explicite sous forme

etQl, e'Qi, e'Qig 0 0 0 0
etQl, e'Qly elQi 0 0 0 0
elQ%G elQéﬁ elel36 0 0 0 0
1\3 61 3 1\3
00 0 b ‘Foh ek 0
c __ e1 3 61 3 61 3
D" = 0 0 0 (12) Q%1 (12) Q%Q (12) Q%G 0 (5.33)
e1 3 61 3 61 3
00 0 ol TRk TQk 0
0 0 0 (e”)3Qn
. . . . . 12 66

Les matrices D¥ et DY seront calculées par inversion numérique respectivement des matrices
S” et SY.

5.2.5 Procédé de calcul pour un probleme a déformation initiale.

Considérons un élément supportant des sollicitations nodales F€ et des sollicitations volumiques
p- L’élément est en équilibre et est soumis & un champ de contraintes o. On suppose que 1’élement
est soumis & un champ de déplacements nodaux virtuels arbitraire 5. Les champs de déplacements
et de déformations internes compatibles sont d, et €,. Au niveau élémentaire, le principe de travaux
virtuels s’écrit

0TFe+ [ 8. pdQ = / e.lo dQ (5.34)
Qe =
En utilisant (3.2) et (3.3) on obtient
ocT <F + / N'p dQ> =gt / B o dQ (5.35)

Comme le champ de déplacements nodaux virtuels est arbitraire, ’expression ci-dessus doit étre
vraie pour toutes valeurs 6¢. Alors

F° +/ NTp dQ = / Bl o d. (5.36)
En remplacant o par D(€ — €°) avec €° le champ de déformation initiale,
F° +/ NTp dQ = </ B'DB dQ) 6¢ —/ B De’ dQ, (5.37)
ou encore
F¢ +F, + Fo = K¢, (5.38)
ol
K¢ = / BTDB dQ, (5.39)
e T
F, = /e N*p d©2, (5.40)

€0

F¢ = /IBSTDeOdQ. (5.41)
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5.2.6 Formulation intégrale en déplacement du modele M j-5n .

Avec toutes les définitions matricielles précédentes, le probleme & résoudre revient & déterminer
les vecteurs de déplacements nodaux &, dans le domaine bidimensionnel w, de frontiere dw satisfai-
sant les équations suivantes :

— équation de compatibilité généralisée :

€ =BS =B + B"5 + BYS (5.42)
— équation d’équilibre généralisée :
B'o =BT + B " + B 6@ = 0 (5.43)
— équation de comportement élastique
oc=D(e—¢€) (5.44)

— conditions aux limites portant sur les forces extérieures linéiques aux bords dw (4.33). Les
conditions limites portant sur les forces extérieures surfaciques appliquées sur w™ et w™ sont
introduites (et donc vérifiées) dans €° (voir eq. 5.28 et 5.30).

La forme intégrale faible de type Galerkine du probleme s’écrit :

1
™= / d"BTDBédw — [ 6TNTqds — / B De’ dw (5.45)

ow

ou le vecteur de sollicitation linéique est défini par

q" =< Na, Nay Qi May May, Na Nay Q4 M Ma, -+, Na Nay Qi My May > (5.46)
avec .
hy hi
Nk = / T{dz; Ny = / Tidz:
hy hy
hyf _ hi _
M = / Ti(z — hy)dz; Mgk = / T (= — hy)dz; (5.47)
hy hy
hy
Qfl :/ ngz;
hy

ot T% sont les efforts imposés sur la partie dQp de la frontiere 9.
On trouve donc, I'expression de la matrice de rigidité :

K¢ = / (B"DB) dw (5.48)
_ / (IB%CTDCIB%C) dw + / (IB%”TD”IB%”) dw + / (IB%QTDQIB%Q> dw (5.49)
— K{+KS+K5 (5.50)

......

les degrés de liberté nodaux peuvent étre calculés (élimination de Gauss par exemple) par résolution
du systeme linéaire classique Ké = F.
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5.2.7 Chargement thermique linéaire par couche.

Dans son travail [Diaz Diaz 01], Diaz Diaz a proposé une adaptation du modele M4 en trodui-
sant des déformations anélastiques et des discontinuités d’interface. Un chargement thermique est
une déformations anélastique.

Supposons que le multicouche est soumis a une variation de température 7'(z) linéaire par
morceau, c¢’est-a-dire pour z € [0,€e'], (Z=2—h; ) :

T'(z) = Tj + = (T} — T3, (5.51)

Ty, T} sont les températures aux cote inférieure et supérieure de la couche i, respectivement.

A

couche n : %/
i =1
hi ]
i _ A TI}L
couche i __= Thi el |
| E
|
couche 1 | 3

F1G. 5.2 — Multicouche sous gradient thermique.

Les déformations anélastiques 3D engendrées par T"(z) dans la couche i s’écrivent dans le repere
propre (L, T, N) de la couche

E(z) =T'(2) (aer ®er + dper @ ep + alye, @ e,) (5.52)
ol o/L, o/T et aév sont les coefficients de dilatation thermique de la couche 1.

Le tenseur des déformations anélastiques est donc linéaire par couche. Dans le repere global
(z,y,2) le tenseur de déformation s’écrit

U (2) = T'(2) (00 @ 0+ abpey Gy +aly (ca®ey +ey D) +alge@e)  (553)

ou on définit

oy = cos®0; ol 4 sin?6; o
aby = sin®0; af + cos*0; o
aly = cosb;sinb; (af — o)

7 _ 7
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D’apres [Diaz Diaz 01], les déformations anélastiques généralisées s’écrivent dans ce cas pour
(i,7) € [1,2n] x [1,2n — 1] :

h+
1

Eafy (2,y) = / Sas (@,,2)dz . B € {1,2} (5.54)

h

hiq

) = [ e (5.55)

hi 12
Wew= [ 56 Ry e ase . (5.56)
Yo, y) =0 a€{1,2} (5.57)
DMz, y) = 0 ae{1,2} (5.58)

j,j+1an e’ an et an
D}]/7J+1 (m,y) 28%3 ( 7y)+7€§,;_1 (377y) (559)
Nous en tirons :
zcm 7 TZ + TZ
Eag (T,y) = aaﬁ( L 5 b) (5.60)
ian i TP — T}
Xa,@ ( y) - aaﬁ ( b €i b) (561)
Y6 (@,y) = 0 (5.62)
DIt Mz y) = 0 (5.63)
. A TJ TJ j TitL it i+l

Didtlan(p ) — 0‘%3( —; > o+ J+1< h ‘;‘ b 62 (5.64)

Les équations de comportement du M 4-5n en présence de déformations anélastiques s’écrivent
suivant [Diaz Diaz 01] :

~ = S:z ~
€Z(xay) - Elan(m7y) = Z : NZ(QU,y) )
:i i:an 12 Ei ~i
X(@y) =X (wy) = 585 M(@,y);
~. ~ 6 = L
’yl(x,y) _ ’y“m(x,y) — » zSQ Qz _ _Osz ( ,i+1 + 7:271,1) : (5.65)
el =
D+l _ Digtlan _ __SJ _ _SJ+1 YL = gl zi—Lg
(2, y) (z,y) 10 Qi 10 Q s0°a 7
2 . ej""l = . .
J i+1 Gi+1 ~5,7+1 7+l ~j+1,5+2 .
+r (e]S +eitsh ).TH R IR
Dy (2,y) - DY M (ay) = %efszvj—w%(efsz+ej“sz“)vj’j“

49 gttt
0 Y
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Le comportement du modele M /-5n en souplesse s’écrit sous forme matricille
€ =So +¢€° + €. (5.66)

Le vecteur de déformations anélastiques est définie par :

ecmT = < ecanj 61/(177,, eQan > (567)
avec
€M = < gl IM e AT Qe AT LA LA DN AT Rt gan el an g an o an gxman ST (5.68)
6n
el = < D1,2an D2,3an Dn—l,nan >T (5 69)
v v L v .

n—1
€99 = <000000,...,000000>T (5.70)

4n — 2

A nouveau, on a a résoudre un probléme & déformation initiale comme déja discuté précédemment.

5.3 Description du programme MPFEAP (MultiParticle Finite
Element Analysis Program).

Nous présentons dans ce paragraphe un programme appelé MPFEAP (MultiParticle Finite
FElement Analysis Program) dans lequel nous avons implémenté 1’élément multiparticulaire M4
dévéloppé précédemment. Le programme présenté ici peut étre utilisé pour analyser des problemes
statiques élastiques quelconques.

Le programme MPFEAP (écrit en FORTRANTT7) est une adaptation du programme MEF
présenté dans [Dhatt 84] pour ce probleme spécifique. Les spécifications du probléeme du point de
vue des éléments finis sont fournies dans un fichier d’entrée et peuvent étre préparées a l'aide
d’instructions précisées dans ’annexe E. La création du maillage et la représentation graphique
du programme peut étre facilement réalisé a ’aide du programme de pré et postprocesseur GID
[CIMNE 04]. La figure 5.3 montre I'interface graphique du programme GID.

5.3.1 Organisation générale.

Sur la Fig. 5.4, nous avons une description schématique des entrées, du fonctionnement et des
sorties du programme MPFEAP. Afin que le programme puisse effectuer le calcul, 'utilisateur
doit fournir un fichier de données spécifiques. Différents sous-programmes servent a la lecture des
données, enchalnement des opérations, impression de résultats. L utilisateur controle la procédure
de calcul en utilisant des commandes correspondants aux blocs fonctionnels spécifiques.
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=Bl
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Couche 1
Cantour Fill of Displacements, U.

2 0855

x
Couche 1 Interface 1 02
Contour Fill of Stress On Layer, Ny, Contour Fil of Interiaminar Stress, Tauy-01,02

rent
il Touir"01,02: Min = 3985.5, Ma = 7974.7
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o el
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Evaluation

Maillage

avec GID vecteurs élémentaires

|

|

I

:

des matrices et 1
I

|

K° et F* |
I

I

Fichier des données

Visualistion
avec GID

C.Limites
par couche

Détermination des
variables nodales
d du probléme

\4

Fichier de résultat

Températures -
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aux points de Gauss

ENTREES MPFEAP SORTIES

Fic. 5.4 — Description globale de MPFEAP.
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lire sur une carte de données le nom
du bloc a exécuter (par exemple ’‘COOR”)

bloc [ 'COOR’ bloc | ’ELEM’ bloc,’nnnn’  ploc ’STOP:
v v oY v
BLCOOR BLELEM ' BLnnnn | | BLSTOP
L _2Hhnon
EXCOOR EXELEM ' EXnnnn Stop

Hoe @

F1G. 5.5 — Enchainement des blocs fonctionnels.

Enchainement des blocs fonctionnels.

Le programme principal enchaine I’exécution des blocs fonctionnels sous le contréle de 1'utilisa-
teur, en appelant les sous-programmes correspondant a chaque bloc (voir figure 5.5).
Le sous-programme BLnnnn exécute les opérations préliminaires suivantes du bloc 'nnnn’ :
— définition les numéros logiques des fichiers sur disque utilisé par le bloc,
— lecture des parametres de controle nécessaires en particulier pour déterminer la taille des
tables du bloc,
— création les nouvelles tables nécessaires, en utilisant la technique d’allocation pseudo-dynamique
décrite au paragraphe suivant,
— appel du sous-programme EXnnnn.
Le sous-programme EXnnnn exécute toutes les opérations que doit éffectuer le bloc fonctionnel
‘nnnn’, en faisant appel, si nécessaire, a la librairie générale de sous-programmes.

Allocation pseudo-dynamique des tables.

Dans MPFEAP nous utilisons la technique d’allocation pseudo-dynamique des tables :

— les tables volumineuses sont dimensionnées comme des vecteurs et non pas comme des ma-
trices.

— toutes les tables entieres ou réelles sont placées séquentiellement dans une table unique VA,

— chaque table ’tttt’ est répérée par la position 'Ltttt’ de son premier terme dans VA.

— la dimension totale de I’ensemble des tables est limitée par la dimension du vecteur VA qui
peut étre redéfinie dans le programme principal.

— la création d’une table (calcul du pointeur Ltttt, et modification du pointeur IVA) est effectuée
par le sous-programme ESPACE. La suppression d’une table (décalage des tables qui la
suivent et modification de leurs pointeurs et de IVA) est effectuée par le sous-programme
VIDE.
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début de la prochaine
table a créer:

|
table réelle table entiere |
| | "rree’ | "eeee’ " VA(IVA+1) ‘
| \ ! \ |
VA(1) VA(Lrrrr) VA(Leeee) VA(IVA) VA(NVA)
début de la table VA fin de la table VA
< >e— >
zone de VA utilisée zone de VA

non utilisée

F1G. 5.6 — Allocation pseudo-dynamique des tables.

Normes de programmation.

Dans le programme MPFEAP, on adopte les régles de [Dhatt 84] que 1'on rappelle ci-dessous :

1. Blocs fonctionnels : Chaque bloc fonctionnel a un nom de 4 caracteres 'nnnn’. Il lui corres-
pond en général un sous-programme de préparation BLnnnn, un sous-programme d’exécution
EXnnnn et un COMMON /nnnn/.

2. Tables : Une table a un nom, en général de 4 lettres : ’tttt’. Son premier terme se trouve en
VA(Ltttt). Son nom dans les sous-programmes d’exécution est
— Vitttt pour une table réelle (par exemple VCORG),
— Ktttt pour une table entiere (par exemple KLOCE).

3. Variables : La premiere lettre des noms des variables caractérise la nature des variables
— V... Tables réelles
— K...Tables entieres
— L...Position du début d’une table dans VA
— M. .. Variables liées aux opérations d’entrée-sortie.

5.3.2 Organisation des données.
Blocs de lecture des données et blocs d’exécution

MPFEAP utilise des blocs fonctionnels spécialisés dans la lecture, la vérification et ’organisation

des données. Par exemple :

— le bloc ’"COOR’ lit les coordonnées des noeuds et le nombre de degrés de liberté de chaque
noeud. Apres vérification, il crée les tables VCORG (coordonnées des noeuds) et KDLNC
(nombre de dégrés de liberté de chaque noeud, cumulatif).

— le bloc "COND’ lit les conditions aux limites et crée les tables KNEQ (numéro d’équation de
chaque degré de liberté) et VDIMP (valeurs des dégrés de liberté imposés).

— le bloc ’TELEM’ lit les connectivités et autres caractéristiques des éléments, puis il crée un
fichier qui contient toutes ces informations. De plus ce bloc crée la table KLD (localisation
des débuts de colonne de la matrice globale stockée par ligne de ciel).

D’autres blocs fonctionnels de MPFEAP sont des blocs d’exécution des opérations d’éléments

finis. Ils utilisent des tables construites par les blocs de lecture des données. Par exemple :
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— le bloc ’LINM’ assemble puis résoud le systeme d’équations d’un probléeme linéaire, la matrice
de rigidité globale est stockée en mémoire centrale.
— le bloc ’"LIND’ est semblable au bloc '"LINM’, mais la matrice globale est stockée sur disque.

Tables en mémoire centrale et tables sur disque

Dans MPFEAP, la plupart des tables résident en mémoire centrale. Cependant certaines tables

volumineuses sont conservées sur fichier :

— les tables caractéristiques de chaque élément : connectivité, localisation élémentaire, pro-
priétés de I’élément et de ses noeuds, coordonnées des noeuds. Ces informations sont écrites
et relues sur le fichier des éléments par les deux sous-programmes WRELEM et RDELEM.

— la matrice globale VKG, dans le bloc d’exécution 'LIND’, est segmentée et écrite sur le fichier
de la matrice globale. Pendant la résolution, deux segments seulement résident a la fois en
mémoire centrale. La matrice VKG, une fois finis la triangularisation est écrite sur le fichier
de la matrice globale triangularisée.

— pour le calcul des résidus et réactions, la matrice globale et le vecteur second membre sont
temporairement sauvegardés sur le fichier des résidus.

Description des tables principales et variables des COMMON

On peut classer les différentes tables construites par MPFEAP en trois groupes. Les tables
globales sont utilisées par la plupart des blocs fonctionnels. Elles contiennent la description générale
du probleme et du systeme d’équations correspondant. Les tables élémentaires décrivent un élément
donné. Elles sont utilisées par les sous-programmes de calcul des matrices et vecteurs élémentaires.
Les tables locales sont utilisées par un bloc particulier. Une description détaillée des tables et
variables utilisées dans MPFEAP est fournie dans ’annexe C.

5.3.3 Description des blocs fonctionnels.
Programme principal

Fonction Le programme principal est composé de deux parties :

1. La section de contréle de I’enchainement des blocs lit une carte de données contenant :
— le nom du bloc fonctionnel a exécuter : IMAG, COMT, COOR, COND, PREL, ELEM,
SOLC, SOLR, LINM, LIND, STOP
— le niveau d’impression (fichier de résultat) désiré : M les numéros de 10 fichiers
éventuellement utilisés par le bloc : MLUN(10)
Le controéle passe ensuite a I'un des sous-programmes appelés dans la deuxieme section.

2. La section d’éxécution qui appelle des divers sous-programmes, suivis du retour au début
de la section de controle.

Sous-programmes appelés BLCOOR, BLCOND ... qui sont des sous-programmes d’appel des
divers bloc fonctionnels disponibles

5.4 Tests numériques.

Dans les deux sections précédentes de ce chapitre, nous avons présenté 1’élément multiparticu-
laire M/ et le programme éléments finis correspondant MPFEAP. Cette section est donc consacrée
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A4

Section de contrdle. Détermination du
bloc fonctionnel a exécuter

BLCOOR
Section d’exécution: BLCOND

appel du sous—programme correspondant

au bloc fonctionnel o>

—>

4% BLSTOP
v

Fia. 5.7 — Organigramme du programme principal.

a des tests numériques classiques indispensables pour assurer le bon comportement d’un élément
fini de type plaque. Quant aux problemes spécifiques de la détermination des contraintes d’interface
en présence des bords libres, ils feront le sujet de discussion des chapitres qui viennent.

Nous vérifions tout d’abord l'insensibilité au phénomene de verrouillage dans la domaine des
plaques minces (voir [Batoz 90], [Hughes 00]). Puis I’étude de la convergence de 1’élément M4 est
effectuée.

L’ensemble des résultats présentés dans cette partie est souvent accompagné du calcul de I’erreur
par rapport a une solution de référence :

W — Wre
erreur = Tff.lOO (5.71)

5.4.1 Test de Verrouillage.

Nous allons vérifier la stabilité de I’élément par une étude ou ’on varie le rapport d’élancement
L/2h entre la plus grande dimension de la structure et I’épaisseur. Cette étude permet de vérifier la
sensibilité de I’élément proposé au phénomene de verrouillage en cisaillement transverse spécifique
au domaine des plaques minces et treés minces.

Pour ce test, nous considérons une plaque en flexion cylindrique comme le probleme déja traité
dans 2.4.1. La plaque isotrope de longueur L et ’épaisseur 2h est encastrée a une extrémité et est
soumise a 'autre extrémité a une charge ponctuelle P. Nous avons ensuite comparé la valeur de la
déflexion maximale W, obtenue avec un maillage 04 x 04 éléments. La plaque est modélisé comme
une plaque stratifiée a deux couches identiques n = 2. La valeur de référence W,.; est fournie par
la solution de Love-Kirchhoff :

PL? E(2h)3

WT@f:73—D; aVGCD: m

A titre d’indication, nous donnons également les résultats obtenus avec un élément plaque Reissner-

Mindlin (élément S8R de PABAQUS).
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Fia. 5.8 — Test de verrouillage : écart de la déflexion maximale par rapport a la solution Love-
Kirchhoff.

La courbe présentée sur la figure 5.8, avec en abscisse 1’élancement L/2h et en ordonnée ’écart
sur la fleche montre clairement que la déflexion maximale obtenue avec élément M/ tout comme
élément S8R devient assymptotique a la solution de Love-Kirchhoff dans le domaine des plaques
minces. Le phénomene de verrouillage est donc inexistant et une premiere information sur la rapidité
de convergence de la déflexion dans le domaine des plaques minces est constatée (compte tenu du
faible nombe de degrés de liberté mis en jeu).

5.4.2 Test de Convergence.

Nous allons étudier dans ce paragraphe la convergence de I’élément M 4 en terme de déplacement.
La plaque carrée, dont le rapport d’élancement est égal a 10 et 5, soumise a une pression uniforme
q, est modélisée par différents maillages. Les valeurs de référence sont données par les solutions
tridimensionnelles exactes [Srinivas 70], [Srinivas 73b].

F1a. 5.9 — Plaque encastrée sur les quatre cotés et soumise a une pression uniforme.
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Les données du probleme sont :

module d’élasticité E = 70000 Pa

coefficient Poisson v = 0,3
longueur L = 2m
pression q = 1Pa

Les solutions tridimensionnelles exactes [Srinivas 73b] sont présentés sous forme adimension-
nelles pour la fleche :

7 GWoy
p—
2hq

Pour un matériau isotrope dont le coefficient de Poisson v = 0.3, nous avons suivant [Srinivas 73b] :

— cas L/2h =10 : W = 62.83 W = 4.66738E-04

— cas L/2h =5 W = 5.604 W = 8.32597E-05

Nous avons comparé la valeur de la déflexion maximale W, obtenue avec différents maillages.
La plaque est modélisé comme une plaque stratifiée a deux couches identiques n = 2.

TAB. 5.1 — Convergence de déplacement, L/2h = 5 et 10, charge uniforme avec élément fini M/
(MPFEAP) et S8R (ABAQUS)

Wnaz (1075) Wiaz (1074)
Maillage L/2h =5 L/2h =10

My S8R MY S8R
02x02  9.10600 9.04035 5.47950 5.46501
04x04  8.45000 8.47346 4.68130 4.68356
06x06  8.44490 8.47434 4.69470 4.69780
08x08  8.44230 8.47189 4.69190 4.69534
10x10  8.44200 8.47159 4.69140 4.69534

Les résultats de déflexion maximale sont reportés dans le tableau 5.1 pour les deux configurations
de plaque considérées. Les résultats du calcul en utilisant 1’élément fini Reissner-Mindlin S8R de
ABAQUS sont également présentés. Un bon comportement de 1’élément M/ est constaté. Les
figures 5.11 et 5.12 présentent l'erreur de la déflexion maximale par rapport a la solution exacte.
A la convergence, les écarts par rapport a la solution exacte 3D [Srinivas 73b] sont de 1.39% et
0.51% pour le cas de plaque épaisse (L/2h = 5) et semi épaisses (L/2h = 10), respectivement. Les
résultats de MPFEAP pour un maillage 10 x 10 est présenté sur la figure 5.10 (cas L/2h = 10).

5.5 Conclusion.

Un nouvel élément fini multiparticulaire destiné a I’analyse locale des contraintes d’interface est
présenté. Il s’agit d’un élément plaque 8 noeuds a continuité C° avec 5n degrés de liberté par noeud.

L’implémentation numérique de I’élément M4 proposé est réalisé en développant un programme
éléments finis nommé MPFEAP.
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W

]

-5.2126e-05

-0.00010425
- -0.00015638

- -0.00020851
| -0.00026063

-0.00031278
I -0.000326489

-0.00041701
-0.00046914

Fia. 5.10 — Déflexion de la plaque encastrée a quatre cotés et soummise a une pression uniforme :
L/2h=10, Maillage 10 x 10.

12 T T T T T

—e— élément M/
coea-. 8lément S8R

Erreur (%)

.................. LA

5] —F

0 | | | | |
0 20 40 60 80 100 120

Nombre d’éléments

F1c. 5.11 — Convergence de la déflexion maximale, L/2h = 5 : erreur par rapport a la solution
exacte.
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F1a. 5.12 — Convergence de la déflexion maximale, L/2h = 10 : erreur par rapport a la solution
exacte.

La version actuelle de MPFEAP permet 'analyse statique élastique quelconque. Les condi-
tions limites et les chargements (y compris le chargement thermique) peuvent étre imposées pour
chaque couche. Les contraintes d’interface sont obtenues directement en utilisant les équation de
comportement du modele.

Quelques tests ont permis de justifier le bon comportement numérique de 1’élément M4 . La
convergence est assurée et il n’existe pas de phénomene de verrouillage en cisaillement transverse.



Chapitre 6

Validation d’élément M4 et le
programme MPFEAP.

6.1 Introduction.

Dans le chapitre précédent, nous avons proposé un nouvel élément fini multiparticulaire M4 .
Les tests numériques réalisés montrent clairement le bon comportement numérique de cet élément.
Le modeéle M 4-5n tout comme 1’élément fini M4 est surtout destiné a I’analyse locale des contraintes
d’interface. Au cours de ce chapitre, différents exemples sont étudiés pour valider la capacité de
I’élément M4 & prédire précisement les contraintes d’interface.

6.2 Multicouches (0,90)s et (90,0)s en traction : probléeme du bord
libre.

Afin de valider la pertinence de I’élément M/ et du logiciel MPFEAP, nous allons traiter
un exemple classique des plaques (0,90)5 et (90,0)s en traction uniforme. Ce probleme appelé
communément “probléme de bord libre” a fait I'objet de plusieurs études analytiques [Pagano 78|,
[Pagano 83] (global-local model) et numériques [Wang 77a, Carreira 98] et [Diaz Diaz 01].

Ces études montrent qu’au voisinage du bord, la théorie classique des plaques stratifiées n’est
plus valable car un état tridimensionnel des contraintes est présent : les bords libres induisent
des concentrations de contraintes dues aux propriétés élastiques différentes des plis adjacents. Les
théories de plaques classiques et les éléments finis 2D de plaque composite sont donc incapables de
prédire la réponse au voisinage des bords libres. Les études analytiques sophistiquées [Pagano 78|
sont limitées a certains cas simples. Les calculs éléments finis 3D cotteux présentent des singula-
rités aux bords et convergent difficilement. Le modéle M/ a été prouvé comme un outil efficace
et opératoire pour I’étude du probléme de bord libre [Carreira 02, Diaz Diaz 02]. L’objectif de ce
paragraphe est de vérifier les solutions numériques obtenues par 1’élément finis M/ avec les so-
lutions analytiques du modele [Chabot 97, Diaz Diaz 01], les résultats des calculs éléments finis
tridimensionnels [Carreira 98, Carreira 02] et du modele local de Pagano [Pagano 78].

6.2.1 Position du probleme.

L’empilement (0,90)s est représenté sur la Fig. 6.1. En notant e I’épaisseur d’un pli et b la demi-
largeur de la plaque, le rapport b = 8e est vérifié. En effet, au-dela de cette distance, on considére

125
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classiquement que 'effet de bord n’apparait plus. Le choix d’une plaque de faible largeur ici, rend
cet effet visible sur ’ensemble de la largeur de la plaque. La plaque est soumise a un champ de
déplacement uniforme £A selon x aux extrémités z = £a (¢ = A/a = 1). Les deux faces inférieure
et supérieure et les faces y = +b sont libres de contraintes.

—-A

2a
z
S v, Y
4de 1 SN
‘E—FA
2b

Fic. 6.1 — Probleme de bord libre - multicouche en traction simple.

Les caractéristiques du matériau et la géométrie de ’éprouvette sont :

Er = 137,90GPa
Er=FEy = 14,48GPa
Grr=Gin=Gry = 5,86GPa
vit =viNy =vry = 0,21
e = 0.14mm

6.2.2 Solution analytique du modele M /-5n .

Le probleme du bord libre peut étre traité analytiquement a l’aide du modele M4 . Dans
[Chabot 97] on trouve une résolution analytique des équations du modele M/-5n pour le cas d'un
essai de traction d’un quadricouche symétrique sans variation de température. Nous soulignons
seulement que les différentes équations d’équilibre et de comportement de ce modele peuvent se
rammener & la forme simple suivante :

" (y) = P.g(y)

ou g(y) est fonction des inconnues du probléme que sont les champs de déplacements et d’efforts
géngralisés.

Le probleme consiste donc a déterminer les valeurs et vecteurs propres de la matrice P et a
écrire g(y) sous la forme d’une combinaison linéaire d’exponentielles.

Diaz Diaz a proposé dans sa thése [Diaz Diaz 01] 'outil numérique (calcul différences finis)
pour I'étude de ce probleme. Son logiciel DEILAM permet ’étude du probléme de bord libre d’un
empilement quelconque avec la possibilité de tenir compte des variations de températures.
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Ces auteurs ont comparé les résultats du modele M4-5n avec le modele local de Pagano
[Pagano 83] et les éléments finis 3D [Carreira 98]. Le modele M/ présente une bonne précision
avec un cout de calcul réduit par rapports aux derniers.

6.2.3 Analyse éléments finis 3D.

Il est bien connu que les contraintes obtenues par les calculs éléments finis tridimensionnels
(EF 3D) présentent une singularité aux bords libres (voir [Wang 77a], [Raju 81]). Les valeurs de
contraintes aux bords sont dépendantes du maillage (Fig. 6.2) et sont donc peu pertinentes.

T T T T
P Influence du maillage sur la contrainte |
1900 "moyenne du cisaillement EF a | interface]
i 0/90 d un empilement {0,90), '
T T T T ¥
— L & RS i
© e T i fn
Ay i __.—-—'.—'._'.‘.':'_'_-j---”.“_ i i
=lonn oo £ | / :
- AL I
L I 500 . j ; ; ﬂ // 1
5 085 096 0897 0988 089 1/
-
=1 : -
500 - rmaillage B0Y1LR P n
i
- maillage 25*6 H‘,,.f'
maillage 16%4 l_’_,»--"
.»-’J-..
‘--—"'"M
) ORI Y ST S S I
0 0.2 0.4 . 0.8 0.0 1
v/b

F1G. 6.2 — Influence du maillage pour analyse éléments finis 3D du probleme de bord libre.

Carreira, dans son travail [Carreira 02] propose une nouvelle procédure pour évaluer des efforts
d’interface généralisés éléments finis. Les efforts généralisés Nog, Mnp et Qo dans chaque couche
sont déduits numériquement des équations (4.7), (4.8) et (4.9), & partir des contraintes tridimen-
sionnelles o, obtenues par un calcul EF 3D classique. Ensuite, les contraintes d’interface 7, v sont
calculées en utilisant les équations d’équilibre du modele M 4-5n (4.27). La qualité de convergence
des résultats de cette méthode est meilleure que celle des modeles EF 3D classiques, notamment
aux bords. En plus, cette méthode permet 'identification des contraintes exactement a l'interface
(eq. 4.10, 4.11), comme dans le modele M/-5n , et non dans I’élément au dessus et au dessous
de l'interface, comme dans les calculs EF 3D classiques. Cette procédure d’analyse éléments finis
tridimensionnels modifiés (EF 3D modifiés) sera utilisée pour les comparaisons qui viennent.

6.2.4 Validation, étude de convergence du calcul des contraintes d’interface.

Nous allons mesurer la précision de I’élément M pour la prédiction des contraintes d’interface.
Afin d’évaluer la qualité de convergence de I’élément M/ , plusieurs maillages ont été analysés. Les
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symétries du probleme par rapport aux plans x = 0 et y = 0 permettent de nous ramener a 1’étude
d’un quart de la structure. Les maillages utilisés ont le méme nombre d’éléments dans les deux
directions x et y. Les mailles sont plus fines vers le bord libre (voir Fig. 6.4). Les caractéristiques
des maillages utilisés sont rapportées dans le tableau 6.1.

TAB. 6.1 — Description des maillages pour ’étude des multicouches (0,90)s et (90,0)s & bords droits

en traction uniforme.
N. d’éléments N. de noeuds N. de d.d.l. N. d’équations

a résoudre

02 x 02 21 420 360
03 x 03 40 800 716
04 x 04 65 1300 1192
05 x 05 96 1920 1788
10 x 10 341 6820 6568

La Fig. 6.3 montre la rapidité de convergence des résultats. Il suffit en effet d’'un maillage de
2 ou 3 mailles pour obtenir numériquement des points de la courbe analytique. Pour un maillage
02 x 02 les erreurs par rapport a la solution M/-5n analytique [Diaz Diaz 01] sont de 10%, 0.5%
pour un maillage 05 x 05. Pour un maillage de 10 mailles, la précision est meilleure que 0.1%. Notons
toutefois que 'on devrait raffiner le maillage pour obtenir les valeurs pres des bords car celles ci
sont calculées aux points de Gauss de ’élément. Le résultat d’un maillage 10 x 10 est présenté sur
la figure 6.4.

Il faut remarquer que I'élément M/ , a la différence des éléments finis 3D classiques, converge
trés vite et ne présente pas de singularités aux bords. De plus le sens physique de la valeur fi-
nie au bord a été justifié expérimentalement par un critére en contrainte de délaminage proposé
dans [Caron 99]. Les mémes qualités de convergence ont été trouvées pour les différentes efforts
généralisés du modele M /-5n . On ne présente que les résultats obtenus avec un maillage 10 x 10.

Les calculs réalisés avec MPFEAP pour I'empilement (90,0)5 confirment encore la précision et
la rapidité de convergence de I’élément M/ (voir Fig. 6.8).

Sur la Fig. 6.5, nous avons tracé la distribution des contraintes de cisaillement transverse 7'5 ,90
a l'interface 0/90. Les résultats des analyses par EF 3D modifiés [Carreira 02] et par le modele
local de Pagano [Pagano 78] sont également rapportés pour la comparaison. On constate que loin
des bords, le calcul EF 3D modifiés, le modele local et MPFEAP donnent presque la méme forme
de courbe de cisaillement d’interface. Les cisaillements d’interface du MPFEAP sont plus proches
de ceux du calcul EF 3D modifiés que ceux du modele local. La différence au voisinage du bord
libre est due au fait que les contraintes de cisaillement 7, du modele local vérifient exactement
les conditions limites de bord libre et pas celles du modele M4-5n . Cependant, la forme de ces
courbes de cisaillement sont similaires et les valeurs maximales sont de mémes ordres de grandeur
et sont des valeurs finies (pas de singularité). Pour prendre en compte précisément des conditions
limites, un modele plus complexe de la famile M4 serait nécessaire (voir [Chabot 97]).

On présente également les distributions des efforts d’arrachement v%% et 17990 obtenues par
tous les modeles (Figs. 6.6 et 6.8). On constate une tres bonne corrélation entre les courbes.

Sur la Fig. 6.8, on trouve les distributions des contraintes interlaminaires de 'empilement (90, 0)
obtenues par MPFEAP et M /-5n analytique. Remarquons qu’une comparaison des deux exemples
permet de juger de 'influence de la séquence d’empilement sur les contraintes normales d’arrache-
ment. Pour Pempilement (0,90)s les contraintes aux deux interfaces travaillent en traction (dans le
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Fic. 6.3 — Etude de convergence : cisaillement 729 20 e long de l'interface 0/90 du (0,90), en traction

uniforme.
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‘ Interface 1
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Contour Fill of Interlaminar Stress, Tauy-01,02.
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Fi1G. 6.4 — Champs de cisaillement 7'8 20 A Tinterface 0/90 du (0,90), en traction uniforme.
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F1G. 6.5 — Cisaillement 7'19 905 Pinterface 0/90 du (0,90), en traction uniforme.

2000 T
2000 [T T
1500 | 1500 £
1000 ;
1000 [ 500 |
PR (T SR ST TR T SO ST SR S S S T N

L MPFEAP 00.92 0.94 0.96 0.98 1
500 [ o Modele local [Pagano 78]
----- EF 3D modifiés [Carreira 02]
[ ——— M-5n analytique [Diaz Diaz 02]
0 & = = A \

90 /e (M Pa)

1)) R S N
0 . .
y/b

Fic. 6.6 — Contraintes d’arrachement v%% & I'interfaces 0/90 du (0,90)s en traction uniforme.
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FIG. 6.7 — Contraintes d’arrachement 9%% & D'interfaces 90/90 du (0,90) en traction uniforme.
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sens d’un décollement des couches), celles calculées sur le (90, 0)4 s’annulent & 'interface 0/90 et sont
en compression & 'interface 0/0 et permettent de “retarder”l’apparition d’un éventuel délaminage.

6.3 Genéralisation du probleme du bord libre a des empilements
(0, —0)s.
6.3.1 Position du probleme.

Considérons une éprouvette de mémes dimensions que celle étudiée dans le paragraphe précédent,
avec un empilement symétrique (6, —0);. En effet, 'hypothese d’invariance des champs de contraintes
et de déformations n’est valable que loin de la zone d’application du chargement. En plus, le
probleme n’est plus symétrique par rapport au plan y = 0.

z

bord libre Interfuces
X 4 =&
!

I y F/‘\

& IRES

b
/ bord libre T \1
Orientation 3" de
des plis 1

F1G. 6.9 — Probleme de bord libre dans un (6, —0)s,.

Cependant, dans la partie centrale de ’éprouvette, loin des bords x = a et x = —a, on peut toute
fois accepter une hypothése d’invariance par translation parallelement a ’axe x. Cette hypothese
proposée par Pagano [Pipes 70| est a la base de plusieurs études analytiques. Elle a été justifiée
par des calculs éléments finis 2D spécifiques [Robbins 93] et éléments finis volumiques classiques
[Carreira 98].

En utilisant cette hypotheése, Chabot [Chabot 97] a résolu analytiquement ce probleme a ’aide
du modele M /-5n et validé par Diaz [Diaz Diaz 01]. Les comparaisons avec les résultats éléments
finis volumiques [Carreira 98] donnent de trés bon résultats.

6.3.2 Comparaison.
Empilement (45, —45),.

On utilise les mémes matériaux que le cas (0,90); traité ci-dessus. Les géométries sont :

e =0.14mm b=28e a = 10b
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L’éprouvette entiere a été étudiée avec différents maillages. Les mailles sont plus serrées vers le
bord libre (y = +b) et vers le centre de I’éprouvette. Pour respecter I’hypothese d’invariance, on a
reserré le maillage dans la direction de x jusqu’a l'obtention des champs invariants en x dans les
éléments au centre de I’éprouvette. L’étude de convergence a été réalisée avec le méme nombre de
mailles en z. La Fig. 6.10 représente un maillage typique pour cette étude.

F1G. 6.10 — Maillage 20 x 10 pour ’étude des empilements (6, —0), par MPFEAP.

Notons que 'on devrait utiliser la méthode de sous-structure pour le calcul EF 3D a cause d'un
nombre important de degrés de liberté. L’éprouvette entiere est d’abord maillé par un maillage
moins raffiné. Ensuite on étudie seulement la partie centrale de I’éprouvette avec un maillage raffiné
a laquelle on impose comme conditions limites le champ de déplacements calculé sur ’éprouvette
entiere. La Fig. 6.11 présente le maillage utilisé dans [Carreira 98] pour étudier la partie centrale
de I’éprouvette.

F1c. 6.11 — Maillage 3D de la partie centrale des empilements (6, —0), [Carreira 98].

Ce calcul étant fait, nous récuperons en chaque section (y,z) de I’éprouvette le champ de
déplacement de la forme suivante :
A
U(.fL', Y, Z) =—T+ u(a:, Y, Z)
: (6.1)
Vz,y, z) .
W(z,y, z)

Le champ U est la somme de deux contributions : un terme linéaire en z (de méme que pour
un multicouche (0,90)s auquel s’ajoute un champ qui rend compte du fait que les sections de
I’éprouvette ne demeure pas droites.

On a rappelé précédemment que ’hypothese d’invariance par rapport & = du champ u(z,y, s)
est souvent adoptée dans les calculs analytiques. Nous allons alors vérifier cette hypothese.
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Nous avons tracé les courbes de déplacements u(y, z = 0) et u(y, z = 2e) pour différents abcisses
x (voir Figs. 6.12, 6.13). On constate bien que le champ u est indépendant de = dans la partie
centrale de I’éprouvette. Les résultats du calcul de MPFEAP dans la partie centrale sont donc a
comparer aux solutions analytiques [Pagano 78, Chabot 97].

0.006 ] 0.006
C x?azO ]
. o L s x/a=0.38
0.004 | ; 0.004 f} T YaZose
- % b\ - — - x/a=0.77 1
0.002 [ = 0.002 ) : x/a=1 o
< r ] = F ]
~ L i ~ L )
= 0F . = oo0p -
= ] s C
-0.002 = 0.002 |
-0.004 ] -0.004
-0.006 - -0.006 ——— e
1 -1 -0.5 0 0.5 1
y/b
F1G. 6.12 — Allure du déplacement u(y) en z = F1G. 6.13 — Allure du déplacement u(y) en z =
0 pour différentes sections = du (45, —45)s en 2e pour différentes sections z du (45, —45) en
traction uniforme. traction uniforme.

Nous représentons ci-dessous (voir Fig. 6.14) les champs de déplacements U suivant 'axe z du
(45, —45)s dans la partie centrale de 1’éprouvette. Nous noterons la forme en S prise par I’éprouvette
et bien connu des expérimentateurs (essais hors axes) : un S a ’endroit pour le pli & 45° (z = 2e)
et inversé pour le pli & —45° (z = 0). Ces formes caractérisent les champs u(y, z) (voir Fig. 6.12,
6.13).

O NAO y
SONSIAooNAdN
O NN AN NN o X
dBS TP PP

© 3733

F1G. 6.14 — Allure de la déformée d’un multicouche (45, —45)s en traction uniforme.

Sur la Fig. 6.15, nous avons tracé la contrainte de cisaillement 725745 e long de l'interface



6.3. EMPILEMENT (6,—0)s. 135

45/ — 45. Les résultats du modele local [Pagano 78] et du EF 3D [Carreira 98] sont également
rapportés pour la comparaison. On constate la bonne corrélation des résultats de tous les modeéles.
Le modele local [Pagano 78] et le calcul par MPFEAP donnent une valeur finie du cisaillement a
Iinterface.

Les résultats en contraintes d’arrachement sont rapportés sur la Fig. 6.15. Dans son travail
[Pagano 78], Pagano ne donnent pas de résultats de contraintes normales. Nous ne possédons que
les résultats du EF 3D pour la comparaison. Encore une fois, on trouve une trés bonne concordances
entre les résultats EF 3D et MPFEAP.

L I

- FT T T T T T T T T T T T T ™ 4

12000 [ 12000 ZOOM 1 s

= _ 8000 | :
Q
S 8000 F .
v ' 4000 e
o 0.94 0.96 0.98 1
‘F -
TE 4000 F MPFEAP

I s Modele local [Pagano 78]

—— EF 3D modifiés [Carreira 98]
(0 A—e = s
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y/b

FIG. 6.15 — Cisaillement 7, * le long de interface 45/ — 45 du (45, —45), en traction uniforme.

On constate que a l'interface (45, —45), la contrainte prépondérante au bord est le cisaillement
72574 arrachement 14545 travaille en compression et ne contribue pas a l'apparition d’un
endommagement sous forme de délaminage. En revanche, la contrainte v~4%7%5 est en traction
mais de moindre d’ordre de grandeur. Le délaminage peut survenir & cette interface mais pour un

chargement plus important que celui qui provoquerait du délaminage & I'interface 45/ —45 en raison
de 7';215’745.

Analyse de ’ensemble des empilements (0, —0),.

Apres avoir étudié dans le détail ’empilement (45, —45),, nous nous sommes intéressés au cas
plus général des stratifiés (6, —6)s en traction uniforme pour lesquels l'orientation 6 des couches
est respectivement : 15, 30, 45, 60 et 75°. On cherche quel type d’empilement sera plus chargé a
I'interface et par quel type de contrainte (7 ou v). Le maillage 20 x 15 a été utilisé pour tous les
empilements.

Nous tracons, tout d’abord, les différentes contraintes a U'interface 8/ — 60 et —0/ — 6 pour toutes
les orientations étudiées. Les Figs. 6.17, 6.19 et 6.21 montrent que les résultats MPFEAP collent,
d’un point de vue qualitatif du moins, aux résultats EF 3D [Carreira 98]. Il faut souligner que le
calcul EF 3D calcule mal les valeurs au bord (singularité des contraintes) et que ces contraintes
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F1Gc. 6.16 — Contraites d’arrachement & l'interface 45/-45 et -45/-45 du (45, —45), en traction
uniforme.

déterminées n’ont toute fagon de sens qu’a une certaine distance au bord (ou il y a la convergence).

On présente sur la Fig. 6.18 la valeur maximale de Tﬁ =0 (valeurs calculées au bord rapportées
aux valeurs critiques, ici au bord, de ’empilement (15, —15)5) en fonction de l'orientation 6. Nous
constatons bien le changement de signe pour 6 ~ 75° prévu par tous les calculs. Le méme type de
présentation graphique est réalisé pour les contraintes d’arrachement v%~¢ et v=%~¢ Encore une
fois une tres bonne corrélation entre les courbes est obtenue.

6.4 Variation de température sur empilement libre.

Le probleme de bord libre sous chargement thermique a été étudié par plusieurs auteurs.
Nous citons, entre autres les analyses par éléments finis 3D de [Wang 77a] et [Carreira 98]. On
trouve dans [Yin 97] un modele analytique basé sur les fonction de contraintes et le principe de
I’énergie complémentaire. Le programme DEILAM dévéloppé par Diaz Diaz permet la résolution du
probléeme de variation de température sur empilement libre par le modele M 4-5n (voir [Diaz Diaz 01]).

Dans cette section, les empilements (0, 90); et (45, —45)s sont soumis a une variation de tempér-
ature uniforme AT = 1°C. La comparaison avec les différents modeles cités ci-dessus est également
réalisée.

6.4.1 Empilement (0,90);.

Les Figs. 6.23, 6.24 et 6.25 donnent 1’évolution des contraintes interlaminaires 75 ’90, 090 et

19990 pour les différents modeles. Les calculs de MPFEAP sont réalisés avec un maillage 10 x 10
(un quart de I’éprouvette).

Suffisamment loin du bord, les contraintes de cisaillement Tg? %0 de MPFEAP sont en accord
avec les calculs semi-analytiques de [Yin 97, Diaz Diaz 01], et les EF 3D [Wang 77a, Carreira 98].
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F1G. 6.17 - Cisaillements 72"~ & I'interface 0/ —6 d’un (6, —0)s en traction uniforme par MPFEAP
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FI1G. 6.18 — Cisaillements 72 maximals d’un empilement (0, —0)s en traction uniforme en fonction
de l'orientation 6.
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FIG. 6.19 — Arrachements v%~% & I'interface 8/ —6 d'un (6, —6), en traction uniforme par MPFEAP
et par EF 3D modifiés.
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FIG. 6.20 — Arrachement %~ maximals d’un empilement (6, —6), en traction uniforme en fonction
de l'orientation 6.
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FIG. 6.21 — Arrachements v=%~% & Dinterface —0/ — 0 d'un (6, —0)s en traction uniforme par
MPFEAP et par EF 3D modifiés.
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FIG. 6.22 — Arrachement v~%~¢ maximales d’un empilement (0, —6), en traction uniforme en
fonction de 'orientation 6.
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Les résultats de [Yin 97] satisfont mieux les conditions limites de bord libre.
Quand aux contraintes d’arrachement, une bonne corrélation entre les résultat de DEILAM
[Diaz Diaz 01], MPFEAP et des calculs EF 3D [Wang 77a, Yin 97, Carreira 98] est obtenue.

O L B L I L L

0t .

0.05 | .

) : :
& o1 >
=2 — DEILAM [Diaz Diaz 01] S
o+ _____ . N +
S 015l [Yin 97] . R :
S I R EF 3D [Carreira 98] d
i o MPFEAP y 1]

-02 [ a  EF 3D [Wang 77a] &

025 F '

0.3 Co. o ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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F1G. 6.23 — Cisaillement 75" du (0,90)s pour AT = 1°C.

6.4.2 Empilement (45, —45);.

L’éprouvette entiere est modélisée avec un maillage 34 x 10 éléments. L’allure de la déformée
de I’éprouvette est présentée sur la Fig. 6.26.

Les Figs. 6.27 et 6.28 présentent 1’évolution de cisaillement 7274 ot les arrachements v
et v=45745_ Encore une fois, une bonne corrélation entre les résultat de DEILAM [Diaz Diaz 01],
MPFEAP et des calculs EF 3D [Wang 77al, [Yin 97], [Carreira 98] est obtenue.

45,—45

6.5 Conclusion.

Afin de valider la capacité a prédire les contraintes interlaminaires de 1’élément M/ et son
implémentation numérique par le programme MPFEAP proposée au chapitre 5, le probleme de
bord libre a été étudié. Plusieurs empilements ont été traités avec un chargement de type traction
uniforme ainsi qu’un chargement thermique uniforme.

Les résultats du programme MPFEAP ont été comparés avec d’autre approches analytiques
et numériques. Les résultats de MPFEAP convergent trés vite, méme aux bords. Contrairement
aux analyses EF 3D, il n’existe pas de singularités, pour le calcul par MPFEAP ainsi que pour le
modele local de Pagano. Les résultats de MPFEAP et EF 3D sont cependant trés proches dans la
zone de confiance, c.a.d. 1a ou considérer le matériau de la couche comme homogene équivalent est
raisonnable compte tenu du diameétre de la fibre. Cette absence de singularité pour les contraintes
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FIG. 6.25 — Arrachement %%% du (0,90)s pour AT = 1°C.
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F1G. 6.26 — Allure de la déformée d’un (45, —45)s pour AT = 1°C.
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F1G. 6.27 — Cisaillement 7> % du (45, —45), pour AT = 1°C.
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FIG. 6.28 — Arrachement 14545 et v =454 du (45, —45), pour AT = 1°C.
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d’interface est un grand avantage par rapport aux calculs EF 3D car 'utilisateur n’a plus a se soucier
des problemes de convergence. L’utilisateur évite ainsi le travail de post-traitement nécessaire pour

identifier exactement des contraintes a l'interface.
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Chapitre 7

Application d’élément M4 pour
I’étude des plaques trouées.

7.1 Introduction.

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié des multicouches a bords droits a ’aide du
programme MPFEAP. I’analyse de I’état des contraintes est encore plus complexe dans le cas de
bords courbes. En effet, ’état tridimensionnel des contraintes aux bords courbes est du aux deux
effets : le gradient des contraintes interlaminaires pres du bord, similaire au cas bord libre droit ;
et le gradient des contraintes planes a cause de la présence des bords courbes. L’exemple que nous
nous proposons d’étudier est celui de la plaque trouée (0,90) et (90,0)s en carbone-époxy soumise
a un chargement de traction uniforme. La solution de ce probleme est cruciale, particulierement
pour le dimensionnement des assemblages composites.

A Theure actuel la seule solution exacte du probleme de plaque trouée est la solution bidi-
mensionnelle de Lekhnitskii [Lekhnitskii 63] pour une plaque orthotrope. De nombreux auteurs
ont étudié le probleme a 'aide des calculs éléments finis 3D. Dana et Barker [Dana 74] ont com-
mencé a utiliser des éléments finis pour analyser les contraintes pres des trous dans les empilements
(0,90)s, (90,0)5 et (45, —45)s. Raju et Crews [Raju 82] ont mis en évidence le caractére singulier
des contraintes interlaminaires et la dépendance de leurs valeurs a la finesse du maillage adopté.
Ericson et al. [Ericson 84] ont choisi des éléments finis pour lesquels la singularité était directement
prise en compte. L’influence de la géométrie (rapport du rayon du trou sur épaisseur de pli) a
été analysée dans [Lucking 84]. Rybicki et Schmeuser [Rybicki 78] ont étudié différentes séquences
d’empilement.

Chabot [Chabot 97] et Diaz-Diaz [Diaz Diaz 02] ont adopté la démarche proposée par Raju et
Crews [Raju 82] pour résoudre le probleme a 'aide du modele M/-5n . La procédure est basée
sur ’hypothese que le bord courbe du trou peut étre approché par une série de barreaux droits
(0,0 —90). La déformation tangentielle g9 imposée a chaque barreau est la solution analytique 2D
fournie par Lekhnitskii [Lekhnitskii 63] pour le cas d’une plaque infinie trouée homogene anisotrope
équivalente (voir Fig. 7.1).

7.2 Description du probleme.

La géométrie de la plaque étudiée est présentée sur la Fig. 7.2. La plaque est de longueur
L = 480e de largeur w = 240e et contient 4 couches d’épaisseur identique e. Le rayon du trou est

145
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F1G. 7.1 — Hypothese d’approximation de Raju & Crews [Raju 82].

R = 20e. Les caractéristiques du matériau et la géométrie de ’éprouvette sont celles utilisées dans
les analyses de Raju et Crews [Raju 82] :

E;, = 137,90GPa

Er=FEy = 14,48GPa

Grr=Gin=Gry = 5,86GPa
vt =viy =vpy = 0,21

e = 0.125mm

La plaque est soumise & un champ de traction uniforme o, & 'extrémité x = +L/2. Le calcul a
été réalisé en imposant une déformation € = 0.5. Les contraintes correspondantes sont :

_EL+ET

o, = FE,e € = 38095 M Pa

7.3 Maillage utilisé, étude de convergence.

Un maillage grossier et un maillage raffiné ont été utilisés pour ’étude du probleme de plaque
trouée (voir Tableau 7.1). Les symétries du probléme par rapport aux plan x = 0 et y = 0 per-
mettent de nous rammener a un quart de la structure. Les maillages utilisés sont présentés sur les
Figs. 7.3 et 7.4. On retrouve la bonne qualité de convergence comme pour les bords libres droits
traités au chapitre précédent. Les calculs sont donc convergents et aucune singularité n’apparait,
contrairement aux approches 3D. Sur la Fig. 7.5, nous illustrons la convergence de calcul par I'uti-
lisation des deux maillages a 1979 et a 811 noeuds. Sur cette figure, on représente les courbes des
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Fia. 7.2 — Plaque trouée en traction uniforme.

contraintes o, dans le pli 0° et dans le pli 90° normalisées par la contrainte imposée o,. Nous voyons
que les points du calcul du maillage grossier (maillage 2) coincident avec la courbe du maillage raf-
finé (maillage 1). On présente également les contraintes moyennes dans 1’épaisseur en comparant
avec la solution exacte de [Lekhnitskii 63]. L’accord entre ses valeurs est excellent. On remarque
que les contraintes o, dans le pli 0° sont approximativement 10 fois plus grandes que celles dans
le pli 90°. Ceci est du a la grande différence entre les modules longitudinaux et transversaux. On
trouve sur la Fig. 7.6 la visualisation du champs de N, dans le pli 0° pour un (0,90), troué.

TAB. 7.1 — Description des maillages pour la plaque trouée (0,90)s et (90,0)s.
N. d’éléments N. de noeuds N. de d.d.l. N. d’équations
a résoudre
Maillage 1 624 1979 39580 39128
Maillage 2 248 811 16220 15896

7.4 Etude des déformations transverses cyy.

Avant d’analyser les contraintes 3D au bord du trou, il est intéressant de vérifier ’hypothese
de Raju et Crews [Raju 82] adoptée dans les études analytiques de Chabot [Chabot 97| et Diaz-
Diaz [Diaz Diaz 02]. Nous vérifions particulierement 1’allure autour du trou de la déformation trans-
verses £gg. La contrainte egg(r) est calculée par :

£09(1) = €40 (r).510%0 + £,y (r).co520 — 22, (r).sinbcosh (7.1)

Les Figs. 7.7 montrent la variation de egg en fonction de la distance au trou r et sa variation
selon I’épaisseur z. On constate, en comparaison a la solution analytique de [Lekhnitskii 63], un
gradient important de egg suivant r surtout pour des valeurs de 6 entre 60° et 90°. De méme, la
dépendance de egg en z n’est pas négligable. L’hypothese de Raju et Crews [Raju 82] est donc a
utiliser avec précaution.
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F1a. 7.3 — Plaque trouée (0,90)s et (90,0)s en traction : Maillage 1.

F1G. 7.4 — Plaque trouée (0,90)5 et (90,0)s en traction : Maillage 2.
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F1a. 7.5 — Distribution de 0, /0, suivant la direction radiale & 6 = 90° : deux types de maillage.
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Fi1a. 7.6 — Champs de N, dans la couche 0 d’un (0,90) troué en traction.
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F1G. 7.7 — Allure de la déformation tangentielle egg(r, 6, z) au bord du trou par MPFEAP en fonction
de r et z pour une plaque trouée (0,90)s en traction. Comparaison avec eg9(R,6,0) obtenue par
[Lekhnitskii 63].

7.5 Résultats en contraintes interlaminaires et discussions.

Nous allons examiner et interpréter les différents résultats en contraintes obtenus utilisant
I’élément fini M/ . Nous comparons également ces résultats a ceux obtenus par éléments finis
3D par Raju et Crews [Raju 82] et Carreira [Carreira 98]. Nous nous placons en coordonnées po-
laires et nous calculons les contraintes de cisaillements d’interface 7, et 79, par :

Try = Tzc0s0 + Tysind
To. = Tycost — Tysinb

(7.2)

Les courbes de contraintes d’interface sont tracées de deux manieres : distribution radiale et distri-
bution circonférentielle.

7.5.1 Contraintes de cisaillement d’interface.

Les distributions des contraintes de cisaillements d’interface 7y, autour du trou a différentes
distances (r — R)/e sont présentées sur la Fig. 7.8 pour 'empilement (0,90)s et sur la Fig. 7.10
pour 'empilement (90, 0)s.

A part la différence de signe, les distributions de 7y, sont identiques pour les deux configura-
tions. On constate tout comme pour les bords libres droits, que 'intensité des contraintes décroit
rapidement en s’éloignant du trou.

Les résultats des analyses EF 3D trouvés dans [Raju 82, Lucking 84| et [Carreira 98] sont
également présentés sur les Figs. 7.9 et 7.11 pour comparer aux résultats obtenus par MPFEAP.
Malgré la différence de magnitude toutes les courbes présentent la méme allure avec une valeur
maximum aux alentour de § = 75°. La différence de magnitude vient évidemment du fait de la
singularité dans les modeles éléments finis 3D. En effet, Raju & Crews [Raju 82] ont utilisé un
maillage tres raffiné au bord du trou (les résultats reportés sur les Figs. 7.9 et 7.11 sont calculés
a une distance r — R = 0.002¢). Les résultats MPFEAP présentés sont calculés dans les éléments
adjacents du trou en utilisant le maillage raffiné (r — R = 0.025¢). Concernant les singularité 3D,
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F1c. 7.8 — Cisaillement 7y, /0, & U'interface 90/0 autour du trou d’un (0,90), troué en traction par
MPFEAP.
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Fi1c. 7.9 — Cisaillement 7g,/0, a l'interface 90/0 au bord du trou d’un (0,90), troué en traction :
différents modeles.
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08 N B L B L B I L

THZ/UO

_02-....I....I....I....I....I....I....I....I....

0 (degres)

F1G. 7.10 — Cisaillement 79, /0, a l'interface 0/90 autour du trou d’un (90, 0)s troué en traction par
MPFEAP.
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F1a. 7.11 — Cisaillement 7y, /0, a 'interface 0/90 au bord du trou d’un (90,0)s troué en traction :
différents modeles.
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F1a. 7.12 — Distribution radiale de 7,./0, et 79,/0, & 'interface 90/0 autour du trou d’un (0,90),
troué en traction par MPFEAP.
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F1a. 7.13 — Distribution radiale de 7. /0, et 79, /0, & 'interface 0/90 autour du trou d’un (90, 0),
troué en traction par MPFEAP.
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tout comme pour les bords libres, Carreira a déja mentionné dans son traval [Carreira 98] que les
contraintes calulées dans un modele 3D n’ont de toute fagon de sens compte tenu des hypotheses
d’homogenéité de la couche que si elles sont “lues”a une certaine distance du bord. Il définit alors
une zone de confiance ou le calcul numérique converge. Les résultats 3D de Carreira sont donc
obtenus & une distance d, arbitraire (env. 2¢ fibre) mais pour laquelle les contraintes calculées sont
indépendantes du maillage. Quant a eux, Lucking et al. [Lucking 84] ont utilisé un maillage moins
serré que celui de Raju & Crews. Leurs résultats, comme ceux de Carreira ont été déterminés a
une distance r — R = 0.05¢. Remarquons que les résultats MPFEAP et élément finis de Carreira
et Lucking sont tres proches. Leurs contraintes 7y, maximales sont égales environ a 60% de la
contraintes appliquée o,. Les valeurs maximales prévues par Raju & Crews présentent 150% de o,.

Les Figs. 7.12 et 7.13 montrent la variation radiale des contraintes de cisaillement 7,, et 79, &
0 = 13°,28°,47°,64° et 89° a l'interface 90/0 pour 'empilement (0,90)s et 0/90 pour 'empilement
(90,0)5. On constate des gradients importants tout pres du trou. Les contraintes 7,, sont tres petites
par rapports aux Ty,.

7.5.2 Contraintes normales (arrachements d’interface).

90,0 90,90

Les Figs. 7.14 présentent les efforts d’arrachement v et v , & linterface z = eet z =0
respectivement, pour 'empilements (0,90)s. On présente également des résultats EF 3D trouvés
dans [Raju 82] et [Carreira 98].

A linterface 90/0, les contraintes d’arrachement obtenues avec MPFEAP sont tres petites par
rapports a celles des analyses EF 3D. De plus on note une différence dans I’allure de la courbe entre
I’approche multiparticulaire et les EF 3D.

Par contre a I'interface 90/90 la corrélation entre les résultats MPFEAP et EF 3D [Carreira 98]
est meilleure (Raju & Crews ne donnent pas v9%% dans [Raju 82]).

Notons toute fois que les contraintes d’arrachement sont tres faibles devant 7y, qui est la
contrainte susceptible de piloter le délaminage.

Olp— T T T 0.16 T T T T T T T T ]
- — MPFEAP 3 f
0.05 b s EF 3D [Raju 82 ?] ]
L a2  EF 3D [Carreira 98] " 0.12 ¢ E
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FiG. 7.14 — Arrachements v%°%/0, (z = €) et 9% /5, (z = 0) au bord du trou du (0,90)s en
traction.

Les Figs. 7.15 et 7.16 montrent la variation radiale des contraintes d’arrachement v a 6§ =
13°,28°,47° et 89° & 'interface z = e et z = 0 pour I'empilement (0,90); et (90,0)s,.



F1G. 7.16 — Distribution radiale de v/o,. autour du trou d'un (90,0)s & z =e et z = 0.
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7.6 Analyse globale-locale des plaques trouées.

7.6.1 Meéthodologie de I’analyse globale-locale.

Bien que l'analyse des contraintes interlaminaires soit moins volumineuse que pour les calculs
3D, la modélisation d’une structure multicouche complete a ’aide de 1’élément fini M4 reste re-
lativement coliteuse. En pratique, une stratégie d’analyse globale-locale est donc nécessaire. Le
probleme a traiter est analogue a une analyse globale-locale 2D-3D. Plusieurs démarches sont pos-
sibles, citons entre autres les méthodes de sous-structures [Wilkins 83], sous-modélisation [Ransom 90,
Thomson 90, Thomson 92, Raghuram 99] et “exact zooming” [Hirai 84, Hirai 85].

A ce stade de travail, on adopte une démarche classique a deux phases (sous-modélisation).
L’analyse globale est réalisée indépendamment de ’analyse locale. Le développement d’une telle
analyse globale-locale pour une structure générale implique quatre étapes principales. La premiere
étape est une analyse globale adéquate. Dans ce contexte, “adéquate” veut dire que le compor-
tement global de la struture est déterminé avec précision et le détail local de la structure est au
moins incorporé. La seconde étape est une stratégie pour identifier, dans le modele global, les
régions ou une étude détaillée est nécessaire. La troisieme étape est une procédure pour définir les
conditions aux limites & appliquer au modele local. Finalement, la derniere étape est une analyse
locale représentative du probleme. Les contraintes locales sont alors déterminées avec précision. Le
développement d’une méthodologie d’analyse globale-locale nécessite la compréhension de chaque
étape et de leurs intéractions.

Ci-dessous, nous montrons un exemple d’application de ’analyse globale-locale pour la méme
plaque trouée étudiée précédemment. Le premier calcul global utilise le modele monocouche équival-
ente de la premiere partie de cette these. Ensuite, I’analyse locale est réalisée a ’aide des éléments
finis multiparticulaires M4 . Les résultats en déplacement obtenus par le calcul global sont inter-
polés pour donner des champs de déplacement qui servent comme conditions aux limites pour le
calcul local.

7.6.2 Analyse globale-locale des plaques trouées.

Afin d’illustrer la stratégie d’analyse globale-locale, la plaque trouée (0,90), étudiée précéde-
mment est considérée. Pour simplifier le calcul, le méme maillage (Maillage 1, voir Fig. 7.3) est
adopté pour I'analyse globale et locale.

Modéle local

FiG. 7.17 — Analyse gloabale-locale d’une plaque trouée
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Le modele local correspond a la région en pointillé sur la Fig. 7.17. L’amplitude de variation des
contraintes sert d’indicateur pour choisir le domaine a étudier en détail. Il s’agit des domaines ou le
gradient de contrainte Ao est significatif en passant d’un élément & I’autre. En pratique I’énergie de
déformation par unité de surface est le meilleur indicateur car elle représente une combinaison des
différentes composantes de contrainte. Les régions & fort gradient de contraintes ont leurs énergies
de déformation tres variables d’un élément a I’autre.

Dans le tableau 7.2, la comparaison du volume de calcul entre ’analyse de I’éprouvette entiere
par les éléments finis M/ et 'analyse global-local est présentée. Le volume de calcul est ici réduit
d’un tiers.

TAB. 7.2 — Description des modeles EF pour I’analyse de la plaque trouée (0,90)s.
Modele EF N. de d.d.l. N. d’équations
a résoudre
M entiere 39580 39128
Global-local 30305 29516

Exx
MuZ-01,02

25124

22332 968.82

- J lzéﬂt11
i g : . 55941
1.3957 = s -354.71

1.1165 I ; . 1554”7
033734 L T i

055816 b : =0

484,11
027898 ity
-0.00019892

-873.51

Fia. 7.18 — Modeéle local : Déformation mem- F1G. 7.19 — Modele local : Arrachement a l'in-
branaire dans la couche 0 d’un (0, 90), troué. terface 0/90 d’'un (0,90)s troué.

7.7 Conclusion.

Les distributions des contraintes autour d’un trou pour des multicouches croisés symétriques
ont été étudiées dans ce chapitre a ’aide d’élément fini M4 . Les résultats obtenus montrent que les
contraintes membranaires sont en bonne corrélation avec la solution analytique de [Lekhnitskii 63].

Quant aux contraintes interlaminaires, a I’exception des contraintes d’arrachement a 'interface
0/90, les allures des courbes de distribution sont en accord avec les calculs EF 3D. La différence
de magnitude entre les analyses EF 3D et celles réalisées par MPFEAP viennent évidemment du
fait de la singularité dans le modeéles EF 3D. Compte tenu des discussions au chapitre précédent
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Taux-01,02 Tauy-01,02
35676 7910.2
I 109.81 l B593.6
-33479 5277
- 66057 - 3960.4
- -10263 = 2643.8
I -13721 I 1327.2
17179 10.644
-20637 -1305.9
24094 ‘26225
-27552 -3939.1
N ot 0,90 s . 0,90
F1Gc. 7.20 — Modele local : Cisaillement 7, FiG. 7.21 — Modele local : Cisaillement 7,
d’un (0,90), troué. d’un (0,90), troué.
0.1 —
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F1G. 7.22 — Cisaillement 7p,/0, & U'interface 90/0 au bord du trou d’un (0,90)s troué en traction :
analyse global-local.
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sur la pertinence du modele multiparticulaire pour ’estimation des contraintes interlaminaires, les
résultats obtenus par nos modeles semblent plus intéressants pour ’étude des multicouches troués.

Pour illustrer la méthodologie d’analyse globale-locale, la méme plaque trouée est étudiée. Une
bonne concordance entre le calcul global-local et le calcul entier par I’élément M4 a été obtenue.
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Conclusion partie II.

Nous avons proposé dans cette deuxieme partie de la these, un nouvel élément fini multiparti-
culaire pour I’analyse locale des contraintes d’interface. Cet élément est formulé en se basant sur le
modele M /-5n développé au LAMI, ENPC qui considére le multicouche comme la superposition
des plaques de Reissner couplées par des efforts d’interface. Ainsi un élément parametrique a 8
noeuds est développé. Cet élément de plaque est a continuité C° et présente 5n d.d.l. par noeud
soit un total 40n d.d.l. par élément.

L’implémentation numérique de I’élément multiparticulaire M/ est réalisée en développant un
programme éléments finis appelé MPFEAP. Dans sa version actuelle, le programme MPFEAP per-
met des analyses de problemes statiques quelconques (chargement thermique inclus). Quelques tests
ont permis de vérifier le comportement numérique de 1’élément M/ . Il n’existe pas de phénomene
de verrouillage en cisaillement transverse et la convergence est assurée.

La pertinence de I'élément M/ en prédiction des contraintes interlaminaires est prouvée sur
différents exemples de multicouche en présence des bords libres en comparant avec les éléments finis
3D [Wang 77a, Carreira 98], le calcul analytique M4-5n [Chabot 97], [Diaz Diaz 01] et le modele
local de Pagano [Pagano 78].

Finalement, I’exemple de la plaque composite trouée est étudiées a 'aide d’élémentfini M/ .
Les résultats donnent de bons résultats en comparant avec les éléments finis 3D dans la zone de
confiance. Comme dans les probleme de bord libre, les contraintes interlaminaires M/ sont finies
et convergentes.

La méme plaque troué est ensuite analyser avec un calcul global-local en deux phases. Une
bonne concordance entre le calcul global-local et le calcul entier par ’élément M4 a été obtenue.
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Conclusions générales & Perspectives.
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Conclusions générales & Perspectives.

Conclusions générales.

La modélisation de structures multicouches a été étudiée par des éléments finis de type plaque
en adoptant en fonction de la précision requise, soit une approche globale des champs (calcul en
raideur), soit une approche locale, par exemple aux niveaux des interfaces, endroits susceptibles
d’étre le site des endommagements. Nous avons proposé un modele global de type monocouche
équivalente, implémenté ce modele dans un code éléments finis, développé un élément fini multi-
particulaire basé sur un modele local de type couche discréte et créé un programme éléments finis
pour 'analyse des structures multicouches.

Dans la premiere partie de ce mémoire, nous avons formulé un nouveau modele monocouche
équivalente destiné a ’analyse globale des multicouches épais, notamment des structures sandwich.
L’originalité du modele réside dans les termes raffinés des efforts généralisés que 'on nomme les
précontraintes et dans la nouvelle expression de la matrice de rigidités a l'effort tranchant. L utili-
sation des coeflicients correcteurs est évitée. Les équations fondamentales du modele sont de type
Reissner-Mindlin avec précontraintes. Un algorithme itératif est proposé pour la résolution de ces
équations. Les précontraintes sont calculées de maniere itérative en partant d’une solution du pre-
mier ordre avec des précontraintes nulles. Des caluls analytiques réalisés sur certains exemples
classiques servent a valider le modele.

La mise en oeuvre numérique du modele global proposé est réalisée en intégrant un programme
de post-traitement dans le code éléments finis ABAQUS. Un élément fini Reissner-Mindlin classique
a 8 noeuds (élément S8R de ABAQUS) est utilisé en modifiant son comportement & U'effort tran-
chant. L’exemple académique de la plaque multicouche rectangulaire en flexion est ensuite étudié
en comparant avec la solution exacte de Pagano [Pagano 70], les éléments finis classiques et des
théories d’ordre supérieure [Reddy 84, Kant 02]. Un calcul & deux phases non couteux est suggéré
et s’avere suffisamment précis. La rigidité a ’effort tranchant proposée s’avere particulierement
adéquate pour les structures sandwichs. L’utilisation d’un élément fini classique dans un code de
calcul conventionnel représente un certain avantage.

Malgré la bonne description du comportement global des multicouches, les modeles issus de
I’approche monocouche équivalente ne permettent pas I’analyse des contraintes interlaminaires avec
précision, notamment en présence de bords libres. On doit alors avoir recours aux calculs éléments
finis volumiques cotiteux qui sont de plus peu fiables en raison des singularités aux bords. L’objectif
de la deuxieme partie de ce mémoire est de développer un outil éléments finis opératoire et efficace
pour l'analyse locale des multicouches.

Pour cela, nous sommes partis d’un modele multipariculaire des matériaux multicouches M 4-5n
qui considere le multicouche comme un ensemble de plaques couplées par des contraintes d’interface.
Ainsi nous avons formulé un élément fini multiparticulaire M4 pour I’étude des problemes statiques
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élastiques quelconques (chargement thermique inclus). Cet élément parametrique & 8 noeuds est
de continuité C° et posséde 5n d.l.l. par noeud. L’évaluation de sa matrice de rigidité est réalisée
par intégration numérique réduite qui assure le bon comportement numérique de 1’élément (pas
de blocage en cisaillement transverse). Le programme MPFEAP a été écrit en langage FORTRAN
pour 'implémentation numérique de I’élément M4 . Les résultats fournis sont les déplacements
nodaux et les efforts généralisés (y compris les contraintes interlaminaires) aux points de Gauss.
Les applications suivantes ont été étudiées a I’aide du programme MPFEAP :

— probleme de bord libre dans des empilements (0,90)s, (90,0)s et (6, —6)s en traction simple

— probléme de bord libre dans des empilements (0,90)s, (45, —45), sous chargement thermique
uniforme

— plaque trouée (0,90)s, (90,0)s en traction simple

L’élément M4 présente un bon comportement numérique (convergence rapide, pas de blocage
en cisaillement transverse). Les résultats de MPFEAP convergent sur les bords et les interfaces . En
comparaison aux analyses éléments finis tridimensionnels, le calcul par MPFEAP, tout comme le
modele local de [Pagano 78] ne présente pas de singularité. Les résultats de MPFEAP et éléments
finis tridimensionnels sont cependant tres proches jusqu’a tres prés du bord. Les valeurs finies des
contraintes interlaminaires obtenues avec le modele M/ ont été justifiées par le travail expérimental
de [Diaz Diaz 01] : un critere en contraintes limites utilise ces valeurs finies pour la prédiction de
I’initiation du délaminage avec succes.

L’absence de singularité des contraintes d’interface est un grand avantage par rapport aux
calculs éléments finis volumiques car I'utilisateur n’a plus a se soucier des probléemes de convergence.
L’utilisateur évite ainsi le travail de post-traitement nécessaire et hasardeux pour identifier des
contraintes a l'interface. En plus, grace a la géométrie 2D du modele, la préparation de données
(maillage, conditions limites ...) et I'interprétation des résultats peuvent étre réalisées facilement.

Finalement, pour illustrer la stratégie d’analyse globale-locale, la plaque trouée (0,90)s a été
étudiée. Le calcul global a été réalisé en utilisant le modele monocouche équivalent proposé dans la
premiere partie de ce travail. Le calcul local au voisinage du trou est fait a ’aide des éléments finis
multiparticulaires M/ . De bonnes corrélations entre les calculs par élément fini M4 de I’éprouvette
entiere et 'analyse globale-locale ont été démontrées.

Perspectives.

Le calcul des précontraintes pour le modele monocouche équivalente proposé dans la premiere
partie de ce mémoire nécessite une bonne estimation des dérivées des champs. Nous avons utilisé
dans ce travail un schéma simple de différence finie. Il est donc possible d’améliorer la procédure
pour mieux estimer les précontraintes.

En ce qui concerne I'élément M/ issu du modele local, les travaux envisagés sont nombreux.
Dans un premier temps, le calcul dynamique avec le programme MPFEAP est & développer. D’ores
et déja, le module de calcul dynamique avec différents schémas d’intégration directe est prét. Il
faut donc introduire la matrice de masse propre du modele M/-5n . Une fois ce travail achevé,
I'utilisation de I’élément fini M/ pour I’étude des multicouches sous choc d’impact est possible.
En effet, 'application du modele M/ pour ce type de probleme ou 'analyse EF 3D devient tres
couteux, voir impossible est particulierement intéressant comme ’a déja montré Smaoui [Smaoui 96]

En paralléle, on peut aussi prendre en compte des déformations anélastiques dans les couches
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et des discontinuités a l'interface. En effet le travail théorique a déja été accompli par Diaz
[Diaz Diaz 01].

Une suite logique a ce travail serait aussi de développer une procédure de calcul global-local de
maniere automatique. L’énergie de déformation par unité de surface pourrait étre utilisée comme
indicateur pour choisir le domaine a étudier en détail par un calcul local.

Enfin mais cela ne représente qu’une difficulté technique, une extension de la modélisation plaque
a une modélisation coque est bien entendu une priorité pour rendre le code plus opérationnel.



168 PERSPECTIVES.



Réftérences bibliographiques.

169






Bibliographie

[Afaq 03a]

[Afaq 03b]

[Allix 89)
[Ambartsumyan 69
[Averill 94]

[Averill 96]

[Barboni 90]

[Batoz 90]

[Beakou 93]

[Bui 99]

[Bui 00]

[Caron 97]

[Caron 99

K.S. Afaq. Développement d’un nouveau modele pour les structures composites
"multicouches et sandwichs” avec prise en compte du cisaillement transverse
et des effets de bord. PhD thesis, Université Toulouse III - Paul Sabatier, 2003.

K.S. Afaq, M. Karama & S. Mistou. Un nouveau modéle raffiné pour les
structures multicouches. In Comptes-rendus des 13emes Journées Nationales
sur les Composites, pages 289-292. Strasbourg, March 2003.

O. Allix. Modélisation du comportement des composites strafié : application a
analyse du délaminage. PhD thesis, Université Pierre et Marie Curie, 1989.

S.A. Ambartsumyan. Theory of anisotropic plate. Technomic Publishing Co,
1969.

R.C. Averill. Static and dynamic response of moderately thick laminate beams
with damage. Composite Eng., vol. 4, pages 381-395, 1994.

R.C. Averill & Y.C. Yip. Development of simple, robust finite elements based
on refined theories for thick laminated beams. Computers and Structures,
vol. 59, no. 3, pages 529-546, 1996.

R. Barboni, P. Gaudenzi & S. Carlini. A three-dimensional analysis of edge ef-
fects in composite laminates with circular holes. Composite Structures, vol. 15,
pages 115-136, 1990.

J.L. Batoz & G. Dhatt. Modélisation des structures par éléments finis, vo-
lume 2. Hermes, 1990.

A. Beakou & M. Touratier. A rectangular finite element for analysing com-
posite multilayered shallow shells in statics, vibration and buckling. Int. J.
Numer. Meth. Engng., vol. 36, pages 627-653, 1993.

V.Q. Bui, E. Marechal & H. Nguyen-Dang. Imperfect interlaminar interfaces
i laminated composites : bending, buckling and transient responses. Compo-
sites Science and Technology, vol. 59, pages 22692277, 1999.

V.Q. Bui, E. Marechal & H. Nguyen-Dang. Imperfect interlaminar interfaces
i laminated composites : interlaminar stresses and strain-energy release rates.
Composites Science and Technology, vol. 60, pages 131-143, 2000.

J.F. Caron & A. Ehrlacher. Modelling the kinetics of transverse cracking in
composite laminates. Composites Science and Technology, vol. 57, pages 1261—
1270, 1997.

J.F. Caron, R.P. Carreira & A. Diaz Diaz. Critéres d’initiation de délaminage
dans les tratifiés. Académie des sciences, vol. 327, page 1291, 1999.

171



172

[Caron 00]
[Caron 01]
[Caron 03]
[Carreira 98]

[Carreira 02]

[Carrera 96]

[Carrera 97]

[Carrera 98]

[Carrera 00]

[Carrera 04]

[Chabot 97]

[Chaudhuri 87]

[Chaudhuri 04]

[Chen 96]

[Cho 93]

[Cho 97]

[Cho 00]

BIBLIOGRAPHIE

J.F. Caron & A. Ehrlacher. Un modeéle pour les composites épais. In Comptes-
rendus des 12émes Journées Nationales sur les Composites. Cachan, Nov 2000.

J.F. Caron & K. Sab. Un nouveau modéle de plagque multicouche épaisse.
Académie des sciences, vol. 329, pages 595-600, 2001.

J.F. Caron & R.P. Carreira. Interface behaviour in laminates with simplified
model. Composites Science and Technology, vol. 63, pages 633-640, 2003.

R.P. Carreira. Validations par éléments finis des Modéles Multiparticulaires
de Matériaur Multicouches M. PhD thesis, ENPC, 1998.

R.P. Carreira, J.F. Caron & A. Diaz Diaz. Model of multilayered materials
for interface stresses estimation and validation by finite element calculations.
Mechanics of Materials, vol. 34, pages 217-230, 2002.

E. Carrera. Co Reissner-Mindlin multilayered plate elements including zig-zag
and interlaminar stresses continuity. Int. J. Numer. Meth. Eng., vol. 39, pages
1797-1820, 1996.

E. Carrera & B. Kroplin. Zig-zag and interlaminar equilibria effects in large
deflection and postbuckling analysis of multilayered plates. Mechanics of Com-
posite Materials and Structures, vol. 4, pages 69-94, 1997.

E. Carrera. A refined multilayered finite element model applied to linear and
non-linear analysis of sandwich plates. Composites Science and Technology,
vol. 58, pages 15531569, 1998.

E. Carrera. An assessment of mized and classical theories on global and local
response of multilayered orthotropic plates. Composite structures, vol. 50,
pages 183-198, 2000.

E. Carrera. On the use of Murakami’s zig-zag function in the modeling of
layered plates and shells. Computers and Structures, vol. 82, pages 541-554,
2004.

A. Chabot. Analyse des efforts a linterface entre les couches des matériauz
composites a l’aide de modéles multipariculaires de matériaux multicouches.
PhD thesis, ENPC, 1997.

R.A. Chaudhuri & P. Seide. Triangular finite element for analysis of thick
laminated plates. Int. J. Num. Meth. Engng., vol. 24, pages 1203-1204, 1987.
R.A. Chaudhuri. Analysis of laminated shear-flexible angle-ply plates. Com-
posite Structures (Article in press), 2004.

D.J. Chen, D.K. Shah & W.S. Chan. Interfacial stress estimation using least-
square extrapolation and local stress smoothing in laminated composites. Com-
put. Struct., vol. 58, no. 4, pages 765-774, 1996.

M. Cho & R.R. Parmerter. Efficient higher order composite plate theory for
general lamination configuration. AIAA J., vol. 31, pages 1299-1306, 1993.
Y.B. Cho & R.C. Averill. An improved theory and finite-element model for
laminated composite and sandwich beams using first-order zig-zag sublaminate
approximations. Composite Structures, vol. 37, no. 3-4, pages 281-298, 1997.
Y.B. Cho & R.C. Averill. Fist-order zig-zag sublaminate plate theory and

finite element model for laminated composite and sandwich panels. Composite
Structures, vol. 50, pages 1-15, 2000.



BIBLIOGRAPHIE

[CIMNE 04]

[Dana 74]

[Desai 03]

[Destuynder 80]
[Dhatt 84]
[Di Sciuva 84]

[Di Sciuva 86]

[Di Sciuva 87]

[Di Sciuva 93a]

[Di Sciuva 93b]

[Di Sciuva 95a]

[Di Sciuva 95b]
[Diaz Diaz 01]

[Diaz Diaz 02]

[Engblom 86]

[Engrand 82]

173

CIMNE. GID The personal pre and postprocessor User Manual Version 7.
International Center for Numerical Methods in Engineering, Barcelona, Spain,
2004.

J.R. Dana & R.M. Barker. Three-dimensional analysis for the stress distribu-
tion near circular holes in laminated composites. Rapport technique VPI-E-
74-18, Virginia Polytechnic Institute and State University, Blacksburg, 1974.

Y.M. Desai, G.S. Ramtekkar & A.H. Shah. Dynamic analysis of laminated
composite plates using a layer-wise mized finite element model. Composite
Structures, vol. 59, pages 237249, 2003.

P. Destuynder. Sur une justification des modéles de plaques et de coques par
les méthodes asymtotiques. PhD thesis, Université Pierre et Marie Curie, 1980.

G. Dhatt & G. Touzot. Une présentation de la méthode des éléments finis. 2
edition, 1984.

M. Di Sciuva. A refined transverse shear deformation theory for multilayered
anisotropic plates. Atti. Accad. Sci. Torino, vol. 118, pages 279-295, 1984.

M. Di Sciuva. Bending, vibration and buckling of simply supported thick multi-
layered orthotropic plates. An evaluation of a new displacement model. Journal
of Sound and Vibration, vol. 105, no. 3, pages 425—442, 1986.

M. Di Sciuva. An improved shear-deformation theory for moderately thick mul-
tilayered anisotropic shells and plates. Journal of Applied Mechanics, vol. 54,
pages 589-596, 1987.

M. Di Sciuva. A general quadrilateral multilayered plate element with continous
interlaminar stresses. Computers and Structures, vol. 47, no. 1, pages 91-105,
1993.

M. Di Sciuva & U. Icardi. Discrete-layer models for multilayered shells ac-
counting for interlayer continuity. Meccanica, vol. 28, pages 281-291, 1993.

M. Di Sciuva. A third-order triangular multilayered plate finite element with
continuous interlaminar stresses. International Journal for Numerical Methods
in Engineering, vol. 38, pages 1-26, 1995.

M. Di Sciuva & U. Icardi. Analysis of thick multilayered anisotropic plates by
a higher order plate element. ATAA J., vol. 33, no. 12, pages 2435-2437, 1995.

A. Diaz Diaz. Délaminage des matériaux multicouches : Phénoménes, Modéles
et Criteres. PhD thesis, ENPC, 2001.

A. Diaz Diaz, J.F. Caron & R.P. Carreira. Software application for evaluating
interfacial stresses in inelastic symmetrical laminates with free edges. Com-
posite Structures, vol. 58, pages 195-208, 2002.

J.J. Engblom & O.0. Ochoa. Finite element formulation including interlami-
nar stress calculations. Comput. Struct., vol. 23, pages 241-249, 1986.

D. Engrand. Calcul des contraintes de bords libres dans les plaques composites
symétriques avec ou sans trou, comparaison avec I’ expérience. In Comptes-
rendus des 3emes Journées Nationales sur les Composites, pages 289-297, Sep-
tembre 1982.



174

[Ericson 84]

[Fredrichs 61]

[Fukunaga 01]

[Ganapathi 97]

[Ganapathi 00]

[Garret 77]

[Gaudenzi 95]

[Gay 89|
[Goldenveizer 62]

[Goldenveizer 65]

[Hadj-Ahmed 01]

[Hamdallah 90]

[He 94]

[Hildebrand 49]
[Hinton 77]

[Hirai 84]

BIBLIOGRAPHIE

K. Ericson, M. Persson, L. Carlsson & A. Gustavsson. On the predection of the
initiation of delamination in a (0/90)s laminate with a circular hole. Journal
of Composite Materials, vol. 18, pages 495-506, 1984.

K.O. Fredrichs & R.F. Dressler. A boundary layer theory for elastic plates.
Comm. on Pure Applied Mathematics, vol. 14, pages 1-33, 1961.

H. Fukunaga, N. Hu & G.X. Ren. FEM modeling of adaptive composite struc-
tures using a reduced higher-order plate theory via penalty functions. Interna-
tional Journal of Solids and Structures, vol. 38, pages 8735-8752, 2001.

M. Ganapathi & M. Touratier. A study on thermal postbuckling behaviour of
laminated composite plates using a shear-flexible finite element. Finite Element
in Analysis and Design, vol. 28, pages 115-135, 1997.

M. Ganapathi, B.P. Patel, P. Boisse & M. Touratier. Non-linear dynamic
stability characteristics of elastic plates subjected to periodic in-plane load.
International Journal of Non-Lineaire Mechanics, vol. 35, pages 467—480, 2000.

K.W. Garret & J.E. Bailey. Multiple transverse fracture in 90° cross ply lami-
nates of glass fibre-reinforced polyester. Journal of Materials Science, vol. 12,
1977.

P. Gaudenzi, R. Barboni & A. Mannini. A finite element evaluation of single-
layer and multi-layer theories for the analysis of laminated plates. Composite
Structures, vol. 30, pages 427-440, 1995.

D. Gay. Matériaux composites. Hermes, 1989.

A L. Goldenveizer. Derivation of an approximate theory of bending of plate by
the method of asymtotic integration of the equations of the theory of elasticity.
Prik. Mat. Mech., vol. 26, no. 4, pages 668—686, 1962.

A L. Goldenveizer & A.V. Kolos. On the derivation of two dimensional equ-
tions in the theory of thin elastic plates. Prik. Mat. Mech., vol. 29, no. 1, pages
141-155, 1965.

R. Hadj-Ahmed, G. Foret & A. Ehrlacher. Stress analysis in adhesive joints
with a multiparticle model of multilayered materials (M4 ).
Jornal of Adhesion and Adhesives, vol. 21, pages 297-307, 2001.

J.M. Hamdallah & J.J. Engblom. Finite element plate formulation including
transverse shear effects for representing composite shell structures. J. Reinfor-
ced Plastic and Comp., vol. 9, no. 3, pages 226-239, 1990.

International

L.H. He. A linear theory of laminated shell accounting for continuity of dis-
placement and transverse shear stresses at layer interfaces. Int J Solids Struc-
tures, vol. 31, no. 5, pages 613—627, 1994.

F.B. Hildebrand, E. Reissner & G.B. Thomas. Note on the foundations of the
theory of small displacements of orthotropic shells. NACA TN-1833, 1949.

E. Hinton & D.R.J. Owen. Finite element programming. Academic press,
1977.

1. Hirai, B.P. Wang & W.D. Pilkey. An efficient zooming method for finite
element analysis. Int. J. Numer. Meth. Engng., vol. 20, pages 1671-1683,
1984.



BIBLIOGRAPHIE

[Hirai 85]
[Hu 97]

[Hu 02]

[Hughes 00]

[Icardi 95]

[Icardi 98]

[Icardi Ola]

[Icardi 01b]
[Id1bi 97)
[Johnson 71]

[Kaczkowski 80]
[Kant 94]

[Kant 00]

[Kant 02]

[Kapania 89

[Karama 98]

[Kassapoglou 86]

175

1. Hirai, B.P. Wang & W.D. Pilkey. An exact zooming method. Finite Elements
Anal. Des., vol. 1, pages 6168, 1985.

F.Z. Hu, C. Soutis & E.C. Edge. Interlaminar stresses in composite laminates
with a circular hole. Composite Structures, vol. 37, pages 223232, 1997.

N. Hu, H. Fukunaga, M. Kameyama, Y. Aramaki & F.K. Chang. Vibrtion
analysis of delaminated composite beams and plates using a higher-order finite
element. International Journal of Mechanical Sciences, vol. 44, pages 1479—
1503, 2002.

Thomas J. R. Hughes. The finite element method : Linear static and dynamic
finite element analysis. Dover, 2000.

U. Icardi & A.M. Bertetto. An evaluation of the influence of geometry and
of material properties at free edges and at corners of composite laminates.
Comput. Struct., vol. 57, no. 4, pages 555-571, 1995.

U. Icardi. FEight-noded zig-zag element for deflection and stress analysis of
plates with gemeral lay-up. Composites Part B : Engineering, vol. 29, no. 4,
pages 425441, 1998.

U. Icardi. Higher-order zig-zag model for analysis of thick composite beams

with inclusion of transverse normal stress and sublaminates approzimations.
Composites : Part B, vol. 32, pages 343-354, 2001.

U. Icardi. A three-dimensional zig-zag theory for analysis of thick laminated
beams. Composite Structures, vol. 52, pages 123-135, 2001.

A. Idlbi, M. Karama & M. Touratier. Comparaison of various laminated plate
theories. Composite Structures, vol. 37, pages 173784, 1997.

M.W. Johnson & O.E. Widera. An asymtotic theory for the vibration of non-
homogeneous plates. Acta. Mech., vol. 12, no. 1, pages 131-142, 1971.

S.A. Kaczkowski. Plpty obliczenia statyczne. Arkady, 2 edition, 1980.

T. Kant & B.S. Manjunatha. On accurate estimation of transverse stresses in
multilayer laminates. Comput. Struct., vol. 50, no. 3, pages 351-365, 1994.

T. Kant & K. Swaminathan. Estimation of transverse/interlaminar stresses in
laminated composites - a selective review and survey of current developments.
Composite structures, vol. 49, pages 65-75, 2000.

T. Kant & K. Swaminathan. Analytical solutions for the static analysis of la-
minated composite and sandwich plates based on a higher order refined theory.
Composite Structures, vol. 56, pages 329-344, 2002.

R. K. Kapania & S. Raciti. Recent advances in analysis of laminated beams
and plates, Part I : Shear effects and buckling. ATIAA Journal, vol. 27, no. 7,
pages 923-934, 1989.

M. Karama, B. Abou Harb, S. Mistou & S. Caperaa. Bending, buckling and
free vibration of laminated composite with a transverse shear stress continuity
model. Composite Part B, vol. 29, no. 3, pages 223-234, 1998.

C. Kassapoglou & P.A. Lagace. An efficient method for the calculation of
interlaminar stresses in composite materials. Journal of Applied Mechanics,
vol. 53, pages 774-750, 1986.



176

[Kassapoglou 87]

[Khare 04]

[Kim 91]

[Kimpara 98|

[Kirchhoff 50]

[Ladeveze 88|

[Lecuyer 91]
[Lekhnitskii 63]

[Lessard 96]

[Levinson 80]
[Liberscu 67]

[Limam 03]

[Liou 87]

[Lo 77a]

[Lo 77Db]

[Lucking 84]

BIBLIOGRAPHIE

C. Kassapoglou & P.A. Lagace. Closed form solutions for the interlaminar
stress field in angle-ply and cross-ply laminates. Journal of Composite Mate-
rials, vol. 27, pages 292-308, 1987.

R.K. Khare, T. Kant & A.K. Garg. Free vibration of composite and sand-
wich laminates with a higher-order facet shell element. Composite Structures,
vol. 65, pages 405—418, 2004.

J.Y. Kim & C.S. Hong. Three-dimensional finite element analysis of interlami-
nar stresses in thick composite laminates. Computers and Structures, vol. 40,
pages 1395-1404, 1991.

I. Kimpara, K. Kageyama & K. Suzuki. Finite element stress analysis of
interlayer based on selctive layerwise higher-order theory. Composites Part A,
vol. 29, pages 1049-1056, 1998.

G. Kirchhoff. Uber das gleichgewicht und die bewegung einer elastischen
scheibe. Journal fur reine und angewandte Mathematik, vol. 40, pages 51—
88, 1850.

P. Ladeveze. Les modeles classiques et leurs extension pour le calcul des
plaques, volume 2 of Calcul de Structures et Intelligence Artificielle. Pluralis,
1988.

F. Lecuyer. Ftude des effets de bord dans les structures minces multicouches.
PhD thesis, Université Pierre et Marie Curie, 1991.

S.G. Lekhnitskii. Theory of elasticity of an anisotropic elastic body. Holden
Dey, San Francisco, 1963.

L.B. Lessard, A.S. Schmidt & M.M. Shokrieh. Three-dimensional stress analy-
sis of free-edge effects in a simple composite cross-ply laminate. International
Journal of Solids and Structures, vol. 33, no. 15, pages 2243-2259, 1996.

M. Levinson. An accurate simple theory of the statics and dynamics of elastic
plates. Mechanics Research Communication, vol. 7, pages 343-350, 1980.

L. Liberscu. On the theory of anisotropic elastic shell and plates. Int J Solids
Structures, vol. 3, pages 53—68, 1967.

O. Limam, G. Foret & A. Ehrlacher. RC beam strengthened with composite
material : a limit analysis approach and experimental study. Composite Struc-
tures, vol. 59, pages 467-472, 2003.

W.J. Liou & C.T. Sun. A three-dimensional hybrid stress isoparametric ele-
ment for the analysis of laminated composite plates. Computers and Struc-
tures, vol. 25, no. 2, pages 241-249, 1987.

K.H. Lo & R.M. Christensen. A high-order theory of plate deformation. Part
1 : Homogeneous plates. Journal of Applied Mechanics, vol. 44, no. 4, pages
663—-668, 1977.

K.H. Lo & R.M. Christensen. A high-order theory of plate deformation. Part
2 : laminated plates. J. Applied Mechanics, vol. 44, pages 669-676, 1977.

W.M. Lucking, S.V. Hoa & T.S. Sankar. The effect of geometry on interla-
minar stresses of (0/90)s composite laminates with circular holes. Journal of
Composite Materials, vol. 17, page 188, 1984.



BIBLIOGRAPHIE

[Makhecha 01]

[Manjunatha 92]

[Mau 72]

[Mindlin 51]

[Mistou 00]

[Murakami 86]
[Murthy 81]

[Naciri 98]

[Nelson 74]

[Nguyen 03]

[Noor 89al

[Noor 89b]
[Ossadzow 96]
[Ossadzow 01]
[Pagano 69]
[Pagano 70]
[Pagano 78]

[Pagano 83]

177

D.P. Makhecha, M. Ganapathi & B.P. Patel. Dynamic analysis of lamina-
ted composite plates subjected to thermal/mechanical loads using an accurate
theory. Composite Structures, vol. 51, no. 3, pages 221-236, 2001.

B.S. Manjunatha & T. Kant. A comparison of 9 and 16 node quadrilateral
elements based on higher-order laminate theories for estimation of transverse
stresses. J. Reinforced Plastic and Comp., vol. 11, no. 9, pages 968-1002, 1992.

S.T. Mau, P. Tong & T.H.H Pian. Finite element solutions for laminated thick
plates. J. Composite Materials, vol. 6, pages 304-311, 1972.

R.D. Mindlin. Influence of rotary inertia and shear on flexural motions of
isotropic, elastic plates. Journal of Applied Mechanics, vol. 18, pages 31-38,
1951.

S. Mistou. Développement d’un élément fini de coque composite a double cour-
bure pour l'implémentation d’une application orientée objet. PhD thesis, Uni-
versité Bordeaux I, 2000.

H. Murakami. Laminated composite plate theory with improved in-plane res-
ponses. Journal of Applied Mechanics, vol. 53, pages 661-666, 1986.

M.V.V. Murthy. An improved transverse shear deformation theory for lami-
nated anisotropic plate. Rapport technique, NASA, 1981.

T. Naciri, A. Ehrlacher & A. Chabot. Interlaminar stress analysis with a
new Multiparticle Modelization of Multilayered Materials (M4 ). Composites
Science and Technology, vol. 58, page 337, 1998.

R.B. Nelson & D.R. Lorch. A refined theory for laminated orthotropic plates.
ASME J. Appl. Mech., vol. 41, pages 177-183, 1974.

V.T. Nguyen, J.F. Caron & K. Sab. Un modeéle itératif pour des multicouches
épais. In Comptes-rendus des 13emes Journées Nationales sur les Composites,
pages 255-264. Strasbourg, March 2003.

A. K. Noor & W. S. Burton. Assesment of shear deformation theories for
multilayered composite plates. Appl Mech Rev, vol. 42, no. 1, pages 1-12,
1989.

A.K. Noor & W.S. Burton. Stress and free vibration analyses of multilayered
composite plates. Composite Structures, vol. 11, pages 183—204, 1989.

C. Ossadzow. Modélisation de coques composites multicouches. PhD thesis,
Ecole Normale Supérieure de Cachan, 1996.

C. Ossadzow & M. Touratier. An improved shear-membrane theory for multi-
layered shells. Composite Structures, vol. 52, pages 85-95, 2001.

N.J. Pagano. Ezact solutions for composite laminates in cylindrical bending.
J. Comp. Mat., vol. 3, pages 398-411, 1969.

N.J. Pagano. Ezact solutions for rectangular bidirectional composite and sand-
wich plates. J. Comp. Mat., vol. 4, pages 20-35, 1970.

N.J Pagano. Stress fields in composite laminates. International Journal of
Solids and Structures, vol. 14, page 385, 1978.

N.J. Pagano & S.R. Soni. Global-local variational model. Int. J. Solids Struc-
tures, vol. 19, pages 207-228, 1983.



178

[Panc 75]
[Pandya 88a]

[Pandya 88b]

[Patel 02]

[Phan 85]

[Philippe 99]

[Pian 64]
[Pipes 70]

[Polit 97]

[Polit 00]

[Polit 02]

[Pryor 71]

[Puppo 70]

[Putcha 86]

[Raghuram 99|

[Raju 81]

BIBLIOGRAPHIE

V. Panc. Theories of elastic plates. Noordhoff, Leyden, Netherlands, 1975.

B.N. Pandya & T. Kant. Flexural analysis of laminated composites using
refined higher-order Co plate bending elements. Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, vol. 66, pages 173-198, 1988.

B.N. Pandya & T. Kant. A refined higher-order generally orthotropic Co plate
bending element. Computers & Structures, vol. 28, pages 119-133, 1988.

B.P. Patel, M. Ganapathi & D.P. Makhecha. Hygrothermal effects on the
structural behaviour of thick composite laminates using higher-order theory.
Composite Structures, vol. 56, pages 25-34, 2002.

N.D. Phan & J.N. Reddy. Analysis of laminated composite plates using a
higher-order shear deformation theory. International Journal for Numerical
Methods in Engineering, vol. 21, pages 2201-2219, 1985.

M.H. Philippe, T. Naciri & A. Ehrlacher. A tri-particle model of sandwich pa-
nels. Composites Science and Technology, vol. 59, pages 1195-1206, November
1999.

T.H.H. Pian. Derivation of element stiffness matrices by assumed stress dis-
tributions. ATAA Journal, vol. 2, page 1333, 1964.

R.B. Pipes & N.J. Pagano. Interlaminar stresses in composite laminates under
uniform axial extension. Journal of Composite Materials, pages 538-548, 1970.

O. Polit & M. Touratier. A new laminated triangular finite element assuring
interface continuity for displacements and stresses. Composite Structures,
vol. 38, pages 37-44, 1997.

O. Polit & M. Touratier. High-order triangular sandwich plate finite element
for linear and non-linear analyses. Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, vol. 185, pages 305-324, 2000.

O. Polit & M. Touratier. A multilayered/sandwich triangular finite element
applied to linear and non-linear analyses. Composite Structures, vol. 58, pages
121-128, 2002.

C.W. Pryor & R.M. Barker. A finite-element analysis including transverse
shear effects for applications to laminated plates. ATAA Journal, vol. 9, no. 5,
pages 912-917, 1971.

A.H. Puppo & H.A. Evensen. Interlaminar shear in laminated composites
under generalized plane stress. Journal of Composite Materials, vol. 4, pages
204-220, 1970.

N.S. Putcha & J.N. Reddy. Stablity and natural vibration analysis of laminated
plates by using a mized element on a refined plate theory. Journal of Sound
and Vibration, vol. 104, no. 2, pages 285-300, 1986.

P.V. Raghuram & A.V. Krishna Murty. A high precision coupled bending exten-
sion triangular finite element for laminated plates. Computers and Structures,
vol. 72, no. 6, pages 763-777, 1999.

I.S. Raju & J.H. Crews. Interlaminar stress singularities at a straight free edge
in composite laminates. Comput. Struct., vol. 14, page 21, 1981.



BIBLIOGRAPHIE

[Raju 82]

[Ramtekkar 02]

[Ramtekkar 03]

[Ransom 90]

[Reddy 80]

[Reddy 84]
[Reddy 87]

[Reddy 89]

[Reddy 99]
[Reissner 45]
[Reissner 50]
[Reissner 61]
[Reissner 72]
[Reissner 84]
[Ren 86a]

[Ren 86b]

[Robbins 93]

[Rolfes 97]

179

LS. Raju & J.H. Crews. Three-dimensional analysis of (0/90)s and (90/0)s
laminates with a central circular hole. Composites Technology Review, vol. 4,
no. 4, pages 116-124, 1982.

G.S. Ramtekkar, Y.M. Desai & A.H. Shah. Mized finite element model for
thick composite laminated plates. Mech. Adv. Mater. Struct., vol. 9, pages
133-156, 2002.

G.S. Ramtekkar, Y.M. Desai & A.H. Shah. Application of a three-dimensional
mixed finite element model to the flexure of sandwich plate. Computers and
Structures, vol. 81, pages 21832198, 2003.

J.B. Ransom & Jr.N.F. Knight. Global/local stress analysis of composite pa-
nels. Computers and Structures, vol. 37, no. 4, pages 375-395, 1990.

J.N. Reddy. A penalty plate-bending element for the analysis of laminated
anisotropic composite plates. International Journal for Numerical Methods in
Engineering, vol. 15, pages 1187-1206, 1980.

J.N. Reddy. A simple higher-order theory for laminated composite plates. Jor-
nal of Applied Mechanics, vol. 51, pages 745-752, 1984.

J.N. Reddy. A generalization of two-dimensional theories of laminated com-
posite plates. Commun. Appl. Numer. Methods, vol. 3, pages 173—-180, 1987.

J.N. Reddy, E.J. Barbero & J.L. Teply. A plate bending element based on
a generalized laminate plate theory. Int J Numer Meth Eng, vol. 28, pages
2275-2292, 1989.

A.R.K Reddy & R. Palaninathan. Free vibration of skew laminates. Computers
and Structures, vol. 70, no. 4, pages 415-423, 1999.

E Reissner. The effect of transverse shear deformation on the bending of elastic
plates. J. Appl. Mech., vol. 12, pages 69-77, 1945.

E. Reissner. On a variational theorem in elasticity. J. Math. Phys., vol. 29,
pages 90-95, 1950.

E. Reissner & Y. Stavsky. Bending and stretching of certain types of hetero-
geneous aelotropic elastic plate. J. Appl. Mech., vol. 28, pages 402-408, 1961.

E. Reissner. A consistent treatment of transverse shear deformation in lami-
nated anisotropic plates. AIAA J, vol. 10, pages 716-718, 1972.

E. Reissner. On a certain mized variational theorem and a proposed applica-
tion. Int. J. Numer. Methods Eng., vol. 20, pages 1366-1368, 1984.

J.G. Ren. A new theory of laminated plate. Composite Science and Technology,
vol. 26, pages 225—239, 1986.

J.G. Ren & E. Hinton. The finite-element analysis of homogeneous and lami-

nated composite plates using a simple higher-order theory. Communications in
Applied Numerical Methods, vol. 2, pages 217-228, March/April 1986.

D.H. Robbins & J.N. Reddy. Moddeling of thick composite using a layerwise
laminate theory. International Journal for Numerical Methods in Engineering,
vol. 36, pages 655—677, 1993.

R. Rolfes & K. Rohwer. Improved transverse shear stresses in composite finite

elements based on first oder shear deformation theory. Int. J. Num. Meth.
Engng., vol. 40, pages 51-60, 1997.



180

[Rolfes 98a]

[Rolfes 98b]

[Rybicki 78]

[Sadek 98]
[Seide 80]
[Seide 87]

[Shankara 96|

[Sheikh 02a]

[Sheikh 02b]

[Sheng 02a]

[Sheng 02b]

[Smaoui 96]

[Spilker 77]

[Spilker 82]

[Srinivas 70]

[Srinivas 73a]

[Srinivas 73b]

BIBLIOGRAPHIE

R. Rolfes, A.K. Noor & H. Sparr. Ewvaluation of transverse thermal stresses
in composite plates based on first-order shear deformation theory. Comput.
Methods Appl. Mech. Engrg., vol. 167, pages 355-368, 1998.

R. Rolfes, K. Rohwer & Ballerstaedt. Efficient linear transverse normal stress
analysis of layered composite plates. Computers and Structures, vol. 68, pages
643-652, 1998.

E.F. Rybicki & D.W. Schmeuser. Effect of stacking sequence and lay-up angle
on free edge stresses around a hole in a laminated plate under tension. Journal
of Composite Materials, vol. 12, page 300, 1978.

E.A. Sadek. Some serendipity finite element for the analysis of laminated
plates. Computers and Structures, vol. 69, pages 37-51, 1998.

P. Seide. An improved approximate theory for the bending of laminated plates.
Mech Today, vol. 5, pages 451-466, 1980.

P. Seide & R.A. Chaudhuri. Triangular finite element for analysis of thick
laminated plates. Int. J. Num. Meth. Engng., vol. 24, pages 1563-1579, 1987.

C.A. Shankara & N.G.R. Iyengar. A Co element for the free vibration analysis
of laminated composite plates. Journal of Sound and Vibration, vol. 191, no. 5,
pages 721-738, 1996.

A_H. Sheikh, S. Haldar & D. Sengupta. A high precision shear deformable ele-
ment for the anaysis of laminated composite plates of different shapes. Com-
posite Structures, vol. 55, pages 329-336, 2002.

A.H. Sheikh, S. Haldar & D. Sengupta. Vibration of plates in different situa-
tions using a high-precision shear deformable element. Journal of Sound and
Vibration, vol. 253, no. 2, pages 329-345, 2002.

H.Y. Sheng & J.Q. Ye. A semi-analytical finite element for laminated compo-
site plates. Composite Structures, vol. 57, pages 117-123, 2002.

H.Y. Sheng & J.Q. Ye. A state space finite element for laminated composite
plates. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, vol. 191,
pages 4259-4276, 2002.

M. Smaoui. Nouwvelle modélisation multiparticulaire pour I’ analyse des efforts
dans les plaques composites multiocuches impactées. PhD thesis, ENPC, 1996.

R.L. Spilker, S.C. Chou & O. Orringer. Alternate hybrid-stress elements for
analysis of multilayer composite plates. J. Composite Materials, vol. 11, pages
51-70, 1977.

R.L. Spilker. Hybrid-stress eight-node element for thin and thick multilayer
laminated plates. Int. J. Numer. Meth. Engrg., vol. 18, pages 801-828, 1982.

S. Srinivas & A. K. Rao. Bending, vibration and buckling of simply supported
thick orthotropic rectangular plates and laminates. Int J Solids Structures,
vol. 6, pages 1463—-1481, 1970.

S. Srinivas. A refined analysis of composite laminates. Journal of Sound and
Vibration, vol. 30, no. 4, pages 495-507, 1973.

S. Srinivas & A.K. Rao. Flexure of thick plates. ASME, pages 298-299, 1973.



BIBLIOGRAPHIE

[Subramanian 01]

[Sun 89

[Swaminathan 04]

[Sze 00]

[Tahani 03]
[Tang 75]

[Thomson 90|

[Thomson 92]

[Touratier 91]
[Tran 04]
[Wang 77al
[Wang 77b]
[Whitney 70]
[Whitney 73]
[Widera 70]

[Wilkins 83]

[Wu 93a]

181

P. Subramanian. Flexural analysis of symmetric laminated composite beams
using C1 finite element. Composite Structures, vol. 54, no. 1, pages 121-126,
2001.

C.T. Sun & W.J. Liou. Investigation of laminated composite plates under
impact dynamic loading using a three-dimensional hybrid stress finite element
method. Computers and Structures, vol. 33, no. 3, pages 879-884, 1989.

K. Swaminathan & D. Ragounadin. Analytical solutions using a higher-order
refined theory for the static analysis of antisymmetric angle-ply composite and
sandwich plates. Composite Structures, vol. 64, pages 405417, 2004.

K.Y. Sze, L.W. He & Y.K. Cheung. Predictor-corrector procedures for analysis
of laminated plates using standard Mindlin finite element models. Composite
Structures, vol. 50, pages 171-182, 2000.

M. Tahani & A. Nosier. Fdge effect of uniformly loaded cross-ply composite
laminate. Material and Design, vol. 24, pages 647—658, 2003.

S. Tang. A boundary layer theory. Part 1 : laminated composites in plane
stress. J. Compos. Mater., vol. 9, pages 33-41, 1975.

D.M. Thomson & Jr.OH. Griffin. 2D to 8D global/local finite element analysis
of cross ply composite laminates. J. Reinforced Plastics and Comp., vol. 9,
no. 5, pages 492-502, 1990.

D.M. Thomson & Jr.OH. Griffin. Verification of a 2D to 3D global/local finite
element method for symmetric laminates. J. Reinforced Plastics and Comp.,
vol. 11, no. 8, pages 910-931, 1992.

M. Touratier. An efficient standard plate theory. FEngng Sci, vol. 29, no. 8,
pages 901-916, 1991.

Q.D. Tran. Modeéle simplifié pour les chaussées fissurées multicouches. PhD
thesis, ENPC, 2004.

A.S.D. Wang & F.W. Crossman. Edge effects on thermally induced stresses in
composite laminates. Journal of Composite Materials, vol. 11, page 300, 1977.

A.S.D. Wang & F.W. Crossman. Some new results on edge effect in symmetric
composite laminates. Journal of Composite Materials, vol. 11, page 92, 1977.

J.M. Whitney & N.J. Pagano. Shear deformation in heterogeneous anisotropic
plates. J. Applied Mechanics, vol. 37, pages 1031-1036, 1970.

J.M. Whitney. Shear correction factors for orthotropic laminates under static
load. J. Applied Mechanics, vol. 40, pages 302—-304, 1973.

O.E. Widera. An asymtotic theory for the motion of elastic plates. Acta.
Mech., vol. 9, pages 54-66, 1970.

D.J. Wilkins. A preliminary damage tolerence methodology for composite struc-
tures. In Proc. NASA Workshop on Failure Analysis and Mechanisms of Failure
of Fibrous Composite Structures, pages 61-93, 1983.

C.P. Wu & H.C. Kuo. An interlaminar stress mized finite element method for
the analysis of thick laminated composite plates. Composites and Structures,
vol. 24, no. 1, pages 29-42, 1993.



182

[Wu 93b]

[Yang 66]

[Ye 04]

[Yin 94a]

[Yin 94b)]

[Yin 97]

[Zienkiewicz 92]

BIBLIOGRAPHIE

C.P. Wu & C.B. Yen. Interlaminar stress mized finite element analysis of un-
symmetrically laminated composite plates. Computers and Structures, vol. 49,
no. 3, pages 411-419, 1993.

P.C. Yang, C.H. Norris & Y. Stavsky. FElastic wave propagation in heteroge-
neous plate. Int. J. Sol. Struct., vol. 2, pages 665684, 1966.

J.Q. Ye, H.Y. Sheng & Q.H. Qin. A state space finite element for lamina-
ted composites with free edges and subjected to transverse and in-plane loads.
Composite Structures, vol. 82, pages 1131-1141, 2004.

W.L. Yin. Free-edge effects in anisotropic laminated under extension, bending
and twisting, Part I : A stress function Besed variational approach. Journal
of Applied Mechanics, vol. 61, page 410, 1994.

W.L. Yin. Interlaminar stress analysis of composite laminates using a subla-
minate/layer model. International Journal of Solids and Structures, vol. 31,
no. 11, pages 1549-1564, 1994.

W.L. Yin. The effect of temperature gradient on the free-edge interlaminar
stresses in multi-layered structures. Journal of Composite Materials, vol. 31,
no. 24, pages 2460-2477, 1997.

0.C. Zienkiewicz & J.Z. Zhu. The superconvergent patch recovery and a poste-
riori error estimates. Part 1 : the recovery technique. Int J Numer Meth Eng,
vol. 33, pages 1331-1364, 1992.



Annexes.

183






Annexe A

Comportement d’un matériau
orthotrope ou isotrope transverse :
rappels.

Dans 'hypothese d’un comportement élastique linéaire, chaque composante de la matrice de
déformation ¢;; est une fonction linéaire des composantes de la matrice des contraintes o;; :

€ij = SijklOk (A1)

S est la matrice de souplesse.

En notation ingénieur, la matrice S peut s’écrire S, compte tenu des symétries des tenseurs de
contrainte, déformation et souplesse. On a alors :

S11 Sz S13 S Si5 Sie Stiir Stz Stzz 251123 251113 251112
So1 Soo S23 Saa Sas Sog So211 So222  S2233 252223 252213 252212
S_ S31 Sz S33 S34 S35 Sz6 | _ | Sssur Sszz2 Ssszz 253323 253313 253312
Sa1 Ssz Ss3 Saa Sas Sae 259311 28592320 252333 452323 452313 452312
Ss1 Ss2 Ss3 Ssa Sss Sse 251311 251322 251333 451323 451313 451312
Se1 Se2 Se3 Sea Ses  Ses 251211 251222 251233 451203 451213 451212
(A2)

Compte tenu des trois plans de symétrie, la matrice S s’écrit alors dans le repére L, T, N lié
aux symétries, sous la forme suivante.

St Si2 Si3 0 0 0
Sa1 Sg2 S23 O 0 O
= | Sz Sz S33 0 0 0
Sty =10 0 0 S 0 0 (A-3)
0 0 0 0 Ss5 O
0 0 0 0 0 Sge

Si on effectue une rotation 6 autour de I’axe 3, le matériau conserve une symétrie, et la matrice
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186 ANNEXE A. COMPORTEMENT D’UN MATERIAU ORTHOTROPE.

S a la forme suivante :

S11 S22 Si3 0 0 Sie
Sa1 Sa2 Sa3 0 0 Sg
S | 531 S32 S 0 0 Sz
81’2’3 o 0 0 0 544 545 0 (A4)
0 0 0 Sis S5 O
Se1 Se2 Sgz O 0 Sgs
et on a la méme forme pour la raideur R= (§)_1
Ri1 Ry Riz O 0  Rig
Ro1 Roo Roz 0 0 R
= R R R 0 0 R
Riss = 31 R32 Rss 36 (A.5)

= 0 0 0 Ry Rys 0
0 0 0 Rys Rss O
Re1 Rex Rg3 0 0 Res

A.1 Comportement membranaire.

On identifie la partie plane de §, a savoir la matrice 3 X 3 constituée des composantes Sog+s
avec «, 3,7,0 = 1,2 qui caractérisent le comportement membranaire de la plaque. En notation
ingénieur :

— S11 S12 Sis
S = So1 Sog Sog (Aﬁ)
S31 S32 Ss36

On note, @ = (§p)_1, Pinverse de S (et non la partie plane de ﬁ) :

_ Qu Q12 Qie
Q=1 Qu Q2 Q% (A.7)
Q@31 Q32 Q36

—i
En notation ingénieur la matrice Q suivante, écrite ci-dessous dans les axes de symétrie 1, 2,
3, classiquement, L, T, N :

o faw a o
Qry=| Qr @rr 0 (A.8)
0 0 lLT

Dans les cas des symétries étudiées ici (orthotropie ou isotropie transverse), on a les relations
suivantes faisant intervenir les grandeurs ingénieurs :

QL = <L> ; Qrr = <L> ; Qur= <ﬂ> : (A.9)

1—vprvrg 1—vprvrg 1—vprvrg
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Si on effectue une rotation 6 autour de I’axe 3, on obtient (avec ¢ = cos(f) et s = sin(0)) :

Q11
Q22
Q12
Q16
Q26
Q66

AQrr + s*Qrr +225%(Qrr + 2GLr)

sYQrr + rQrr + 225 (Qrr + 2G L)

(c* +sMQrr + 25*(Qrr + Qrr — 4GL7) (A.10)
As(Qrr — Qrr — 2Gr7) + 8°c(Qrr — Qrr + 2GL7)

As(Qrr — Qrr +2Grr) + 5°¢(Qrr — Qrr — 2Grr)

(c*+sYGrr + 2s*(Qrr + Qrr — 2Qrr — 2G 1)

A.2 Comportement en cisaillement transverse.

On identifie aussi dans (A.3) le bloc 2 x 2 découplé reliant cisaillement et déformations trans-

verses, que I’on notora §Q. La souplesse du cisaillement dans le repere d’orthotropie, en notation

de Voigt, est

et dans le repere global

avec

L 0
_ [ @
SQ(gL,gT,gN)—< o L (A.11)
TN
[ Ss5 Sus
SQ(gx,gy,gz)_ ( Sis S44> (A.12)
02 82
Sss =

Su =

g ) < 1 1 >
= - —— ) sc
© Gy Grn




188 ANNEXE A. COMPORTEMENT D’UN MATERIAU ORTHOTROPE.



Annexe B

Solutions analytiques pour ’analyse
des panneaux sandwichs.

B.1 Solution analytique finale pour un sandwich encastré-libre en
flexion cylindrique.

B.1.1 Initialisation <Nf1(0) = Mfl(o) = QT(O) = 0).

Le champ de déplacements peut étre approché en utilisant le modele Reissner-Mindlin :

g = ymo (z) + zd)&o) (x)
v (0) VO ()
wo — pm0) ()

Le champ de déformations correspondant est :

Y = U + 20 Ny =W + "
ey =0 7 =0
et = Vi

Pour ce cas spécifique, les équations d’équilibre et les conditions limites s’écrivent comme ci-

dessus :
N, =0
0 0
oo
1,x =0

Les équations de comportement sont :

NO = 4,070

Um0 (z=0)=0
VO(z=0)=0
WO (z=0)=¢"(z=0)=0

MY = Dyl

Q' = Fuu (W + 4
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ou :

1

A1y = 2(eR{, + dRS,) D= [2(h3 — dR], + 283 f;l]
= GGl o B
dGL, + eGe, 1 — vy vy

Les indices supérieures f and c représentent respectivement les peaux et I’ame.
Les solutions s’écrivent :

R L

P PL P
oLz —z2) WO = _— 5 2+ z°
( ) Fss 2D11 6D11

m(0) _ 0) _ 0) _
U 0oV 0 ¢ 3D

I (0) (0) I
— L — X (o} - O g - Z(Q Z)—— L — X

Les contraintes transverses et contraintes normales sont obtenues en utilisant les équations
d’équilibre (1.24) :

052) = zR11(2)

z2R{1 3 dS(R{1_R§1)

o 5D _E_i%fDn for —h<z<-—d
0 22 R§ 3 ed?(R},—RS,)
o2 (x,2) =P o 3 o edtlv, —iy,) _
13 (7, 2) 5D, it 2D for d<z<d
2Ry, 3 d*(Rq, —R{,)
5D — ih — 9D for d<z<h
(0) (0) P (0)
Yiz (@,2) = 03 (3372)+ﬁ o33 (7,2) =0
Ensuite, les précontraintes sont déduites de (1.34),
#(1) (1)
Ny~ =My =0
oW —_pR, e _ B | a4 (Rf)P | R (WBWd%) e
1 212G, 106,02, 2h2G5;  10G§3DY,  2nGY,Din 8h2GY,
+R{1(R{1—R§1)d3(h3—d3) + R§1d3 _ Rfl(R{1_Rfl)ed5 __9d
3nGI, D2 2hGE3 D11 3hG$3 DY, 8h2GS,
_(R{1*Ril)2ed6 _ 3(R{1*R§1)6d3 _ (R{1*R§1)262d5 3(R{1*R(1:1)€d3
2h2G1, D2, 2h2GY, D11 2h2GS4 D3, 2h2G{3 D11

B.1.2 Etape 1 (Nl*l(l) = M1*1(1) = 0; Q*{(U ” 0)

Les équations d’équilibre et les conditions limites de la plaque Reissner-Mindlin précontrainte
s’écrivent :
1 _ *(1) _
i T 0 T sy s
*k * *
Mll,:v_ 1 ==(My, — Q) =@

Xz

NY@=1)=-NP@=1)=0 Um(z = 0) =0
MP@=1)=-MM@=1)=0 V(z =0)=0
We=r1)=-QW@=01)#0 W (z=0)=¢(@=0)=0



B.2. SOLUTION ANALYTIQUE POUR UN SANDWICH SIMPLE APPUYE EN FLEXION CYLINDRIQUE

Les équations de comportement sont :
NS) = AUz Mﬁ) = D11¢§a)c
Q" = Fss (W,gcl) + ¢§1)>

Les solution de cette plaque Reissner-Mindlin précontrainte est :

Mco Moo P g
*(1)
1 _ 1 _ @
=0 W\ = T
o1 Fs5
A0 o0 oo
#(1)
1 Q 1 1
U§3) = 21h 253) =0 U:(sg) =0

Les précontraintes sont a nouveaux calculées :
NP =0 P oo =

Cela veut dire que la solution finale a été obtenue.

B.2 Solution analytique pour un sandwich simple appuyé en flexion
cylindrique.

B.2.1 Initialisation (N}|” = M;{” = Qi” = 0).

Les déplacements et les déformations correspondantes sont identiques a celles du probleme d’un
sandwich encastré-libre. Les équations d’équilibre et les conditions aux limites s’écrivent :

0
Nl(l,):p =0

0 0
Qﬁf’; + gosin™E =0

WO (z=1L)=0 WO(z=0)=0
NY9@=L)=0 NY@=0)=0
0 0
M1(1)(x:L):0 M1(1)($: )=0
Les déplacements qui satisfaite les conditions aux limites précédentes sont de type :
gm0 — Apcos
o = DBpcos™
wo = Cmsin'f
Finalement, les solutions du s’expriment par :
3
0 0 —qoL T
um) = o 2 ¢ = 7732DH cos—
L 1 L T
wo o L (- B )T
w2 \ Fks + 72Dy S
L2
ag) = zRH(z)qo—sinﬂ—w
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Les contraintes transverses et contraintes normales sont obtenues en utilisant les équations

d’équilibre (1.24) :

Z2R{1 1 d3(R —R{y)
o Wl mp| P Ta Tt Tmnn for —h<z<-d
0 o —22R¢ d2(R{,—RS))
Yis(x, 2) = —cos— Z 0 o4 1 e | e\ Tig) —
13 ( Y ) L 2D11 + 4d 4dh ; 2hD11 fOl" d S z S d
22R11 *(Ry,—R{y)
Tot S for d<z<h
(0) (0) oL T
015 (z,2) = i3 (x, 2) + 5 COS T
( —2R{, d3z(RI —R$))  hPRI,
Do Tt 2hD11 _f 6D11 for  —h<z<-d
d®(Ry; —R{))
e
(0) i ) 2RY 2 ze d&*(R], —R§))
0'33 (iE,Z)—qOSZTLT 6D11 _4_d+_ Z—'_T fOI' —dSZSd
_23R11 d3Z(R{1_RT1) h3 Ry,
6Dn T ar T 2hbn ' Du
d3(R],—R¢
~1 SR for d<z<h
Ensuite, les précontraintes sont déduites de (1.34),
(1) _
Ni; =0
Y. X{d®  Xfed®  XfjedS(R{-Rf)  X{d°R§ " Xf d2
11 6 6h 3hD11 501
+X{1d5(R{1_Ril) _ X{1h2 _ X{1h2d3(R{1_R$1) Xf d2h3R{1 + X{1h5R{1 sinTZ
2D11 12 6D11 6D11 10D5; | 9o5'N7L
= Mg,sin* (M = const)
Q*(l) _ —1 + e + edS(Rfl_Rfl) - e? - e2d2(R{1—R§1) _ 32d5(R{1_R51)2
1 = 8dGS, T 2R2GE, h2D11G5y 8dR2G<, 2h2D11 G, 212DZ, G5,
1 + e + €d2(R{1_Ril) 4 d? R{y 4 dJR{'l _ ed2Rf1 _ ed5R11(R{1 —R$,)
2hGS, T 1dhG, 2hD11Goy 6D11GS; | 3hD1GS,;  6hD11 G, 3hDZ,Gey
_ d5(Rf1)2 _ 1 _ dg(Rfl_Ril) _ d° (R{1_R§1) _ e _ edS(Rn_Ru) _ ngn
10D7,G{;  8w2G],  2h2DiGI, 2n2D2, G, 2h2G1, h2D11GY, 2hD11 G,
CORL (R R WRy | RAERL (R R ERL? R ol e
3hD2,G1, 2D11GY, 3D?,GY, 1002,G{,  10D% G, A
= Qq‘;TL cos T (Q = const)
Ri1a3 f _ Ria
dot: Xy =7y A= R
3333
1 1 1)
B.2.2 Etapel(N*() *()7&0 Q*( 7£0>

Les équations d’équilibre et les conditions limites de la plaque Reissner-Mindlin précontrainte
s’écrivent :

Wh(z=L)=0 W (z=0)=
Nyp)( = L) = =Ny} (= L) =0 Nyp (= 0) = =Ny (= 0) =0
M1(1($:L):—M11)$:L):0 M1(1( 0) =My (z=0)=0



B.2. SOLUTION ANALYTIQUE POUR UN SANDWICH SIMPLE APPUYE EN FLEXION CYLINDRIQUE

Les déplacements trouvés sont :

ym1) — o
1 s
¢§ ) = iq[‘)’?fl cos T

2
Wi - (M 0
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Annexe C

Description des tables principales et
variables du MPFEAP.

TaB. C.1 — Tables globales pour la description du probléme physique

Nom Pointeur Dimension Bloc créant
de la table la table
VCORG LCORG NNTxNDIM COOR
KDLNC LDLNC NNT +1 COOR
KNEQ LNEQ NDLT ELEM
VDIMP LDIMP NCLT COND
VTEMG LTEMG NNTxNCOUCH VART
VPREG LPREG NGPExNPRE PREL
KLD LLD NEQ + 1 ELEM
Description
VCORG = Coordonnées globales de tous les noeuds < x1 y1 T2 yo -+ >
KDLNC = Nombre de degrés de liberté par noeud, cumulative :

KDLNC(I41) contient le nombre total de d.d.l des noeuds 1,2,3,...,I —
KDLNC(NNT+1) = NDLT; KDLNC(1) =0
KNEQ = Numéro d’équation de chaque degré de liberté J = KNEQ(!) :
a) J >0 :led.d.l I est inconnu et correspond & ’équation J
b) J <0 :led.dl I est connu et sa valeur est VDIMP(—J)

VDIMP = Valeur de tous les d.d.l imposés par des conditions aux limites
VPREG = Liste de I’ensemble des propriétés nodales :
< P1 P2 ---PNPRN P1 P2 ---PNPRN---PI P2 '--PNPRN >
groupe 1 groupe 2 groupe NGPE
KLD = Localisation du début de chaque colonne de la matrice KG

1,1.
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TaB. C.2 — Matrice et vecteurs globaux

Nom Pointeur Dimension Bloc créant
de la table la table
VKGS LKGS NKG = KLD(NEQ+1)-1 Blocs d’exécution
VKGD LKGD NEQ idem
VKGI LKGI NKG idem
VFG LFG NEQ idem
VRES LRES NDLT LINM, LIND
Description
VKGS = Termes de KG, triangle supérieur, hors diagonale, par lignes de gauche & droite,
stockés par ligne de ciel, si la matrice est non symétrique
VKGD = Termes de KG diagonaux
VKGI = Termes de KG, triangle inférieur si la matrice est non symétrique
VFG = Vecteurs sollicitations global
VRES = Vecteurs des résidus et réactions

TaB. C.3 — Tables pour la description des éléments

Nom Pointeur Dimension
de la table

KNE LNE NNEL
KLOCE LLOCE NDLE

VCORE LCORE NNELxNDIM
VTEME LTEME NNELxNCOUCH

VPREE LPREE NPRE
Description
KNE = Numéro des noeuds d’un élément (connectivité élémentaire)
KLOCE = Localisation élémentaire, obtenue par extraction de KNEQ
des informations correspondant aux noeuds d’un élément donné
VCORE = Coordonnées élémentaires extraites de VCORG

(structure analogue & VCORG)
VPREE = Liste des propriétés élémentaires d’'un élément donné, extraite de VPREG




TAB. C.4 — Matrices et vecteurs élémentaires

Dimension

NKE = NDLEx(NDLE+1)/2 si NSYM=0
NKE = NDLEXNDLE si NSYM=1
NDLE
NDLE

Description

= matrice k élémentaire, par colonnes descendantes,
triangle supérieur seulement pour une matrice symétrique
= Vecteur sollicitations élémentaire

Nom Pointeur
de la table

VKE LKE
VFE LFE
VDLE LDLE
VKE

VFE

VDLE

= Vecteur des d.d.l d’un élément (vecteur solution élémentaire)

TaB. C.5 — Intégration numérique, stockage des fonction d’interpolation et de la matrice Jacobienne

Nom Dimension Description

de la table

VKPG IPGxNDIM Coordonnées des points d’intégration numérique sur
I’élément de référence : structurée comme VCORG

VCPG 1IPG Poids des points d’intégration numérique
(coefficient des points de Gauss)

VNI IPGXNNELX(NDIM+1) Liste des valeurs en tous les points d’intégration,
des fonctions d’interpolation N et de leurs dérivées :
< N1 Ny 8N1 6N26N1 8N2...; el e

LIS on On I~~~
point 1 point 2
V], VIJ1 NDIM xNDIM Matrice Jacobienne et son inverse
VNIX NNELxNDIM Liste des valeurs, en un point d’intégration donnée, des

dérivées en x, y des fonctions d’interpolation N
8N1 8]\72 ) 8]\71 8N2

WE..., 8—y8—y...>

TAB. C.6 — Tables locales pour le bloc '"LIND’

Nom Dimension Description

de la table

KEB NBLM + 1  Numéro de colonne du début de chaque bloc de KG :
KEB(NBLM+1) = NEQ + 1

KPB NBLM Numéro du premier bloc connecté a chaque bloc de KG
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TAB. C.7 — Description des variables dans COMMON

Nom de variable

Description

COMMON/COOR/

NDIM

NNT

NDLN

FAC(3)

NCOUCH

NNVAT
COMMON/COND/

NCLT

NCLZ

NCLNZ
COMMON /PREL/

NGPE

NPRE
COMMON/ELEM/

NELT

NNEL

NTPE

NGRE

ME

NIDENT

NPG
COMMON/ASSE/

NSYM

NKG

NKE

NDLE
COMMON/RESO/

NEQ

NRES

MRES
COMMON/RGDT/

IEL

ITPE

ITPEL

IGRE

IDLE

ICE

IPREE

INEL

IPG

ICODE

IDLEO
INELO
IPGO

Nombre de dimension du probleme

Nombre de noeuds total

Nombre de degrés de liberté maximum par noeud
Fecteurs d’échelle dans directions x, y, 2

Nombre de couches du composite

Nombre de points de températures imposées

Nombre de conditions aux limites total
Nombre de conditions aux limites imposées a zéro
Nombre de conditions aux limites imposées non zéro

Nombre de groupes de propriétés nodales attachée a chaque noeud
Nombre de propriétés par groupe (par élément)

Nombre d’éléments total

Nombre de noeuds maximum par élément

Tpe d’élément par défaut

Nombre de groupes d’éléments

Numéro logique par défaut du fichier des éléments (ME=1)
= 1 si toutes les matrice k£ sont identiques

Nombre total de points d’intégration de la structure globale

= ( si la matrice K est symétrique

= 1 si la matrice K n’est pas symétrique

Nombre de termes du triangle supérieur (ou inférieur) de K
(hors diagonale)

Nombre de termes maximal de la table VKE

Nombre maximum de dégrés de liberté d’un élément

Nombre d’équations du probléeme
=1 si 'on calcule le résidu de résolution
Numéro logique par défaut du fichier des résidus (MRES=2)

Numéro d’un élément

Type d’un élément

Type de I’élément précédent I’élément TEL

Numéro de groupe d’un élément

Nombre de degrés de liberté d’un élément

Nombre de coordonnées des noeuds d’'un élément (INELxNDIM)
Nombre de propriétés élémentaires d’un élément

Nombre de noeuds d’un élément

Nombre de points d’intégration d’un élément

Indice définissant le type de fonction élémentaire & exécuter par
le sous-programme ELEMxx

Variable de vérification de IDLE utilisée par le bloc ELEM
Variable de vérification de INEL utilisée par le bloc ELEM
Variable de vérification de IPG utilisée par le bloc ELEM
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TAB. C.8 — Description des variables dans COMMON (continue)

Nom de variable

Description

COMMON//LIND/
NLBL
NBLM
MKG1
MKG2

COMMON/ES/

M

MR

MP

MLUN(10)
COMMON/ALLOC/

NVA

IVA

IVAMAX

NREEL

NTBL

Longueur des segments de K

Nombre de bloc maximum de K

Numéro logique par défaut du fichier de la matrice K (MKG1=4)
Numéro logique par défaut du fichier de K triangularisée (MKG2=T)

Indice d’impression : 0 en production

1 impression réduite

2 mise au point

3 impression maximum
Numéro de I'unité logique de lecture des données (MR=3)
Numéro de 1'unité logique d’impression des résultats (MP=6)
Numéros logiques des divers fichiers utilisés par un bloc

Nombre de mots réels dans le vecteur COMMON VA

Position du dernier mot réels utilisé dans VA

Nombre de mots réels maximum utilisés dans VA au cours du probleme
Nombre de variables entieres que 1’on peut placer dans une variable
réelle (simple précision NREEL=1, double précision NREEL=2)
Nombre de tables dont les pointeurs sont conservés dans
COMMON/LOC/ (ici NTBL=25)
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Annexe D

Description des blocs fonctionnels du
programme MPFEAP.

Dans cette annexe, nous donnons une description détaillée des blocs fonctionnels du programme
MPFEAP. Les modifications et les nouvelles implémentations par rapport a la version MEF origi-
nelle [Dhatt 84] seront écrit en italique.

D.1 Blocs fonctionnels de lecture des données.

Les blocs fonctionnels de MPFEAP pour la lecture des données sont :
— IMAG : impression de toutes les données

— COMT : lecture et impression de commentaires

— COOR : lecture des coordonnées des noeuds

— COND : lecture des conditions aux limites

— PREL : lecture des propriétés élémentaires

— ELEM : lecture des connectivités

— SOLC : lecture des sollicitations concentrées

1. Bloc 'IMAG’

Fonction Ce bloc imprime I’ensemble des cartes de données du fichier de données MR.

! |
. Programme !
' principal I BLIMAG
! |

FiG. D.1 — Organigramme du bloc fonctionnel 'TMAG’.

Sous-programmes appelés BLIMAG : exécute le bloc 'IMAG’.
Remarque Le bloc 'IMAG’ doit étre le premier bloc exécuté.
2. Bloc ’COMT”
Fonction Ce bloc lit puis imprime des commentaires, jusqu’a la prochaine carte blanche.
Sous-programmes appelés BLCOMT : exécute le bloc 'COMT’

Remarque Ce bloc peut étre exécuté a tout moment pour insérer des commentaires dans la
liste de sortie de MPFEAP.
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! |
. Programme
" principa . — [ BLooumT
! |

Fia. D.2 — Organigramme du bloc fonctionnel ’‘COMT".

3. Bloc "COOR’

Fonction Ce bloc lit le nombre de couches, les coordonnées, génere des noeuds par interpola-
tion, calcul le nombre de dégrés de liberté par noeuds NDLN et créer les tables VCORG

et KDLNC,
| EPACE | | ERREUR]
E:ﬁ%i;me — BLCOOR [—* EXCOOR |

Fia. D.3 — Organigramme du bloc fonctionnel ‘TCOOR’.

Sous-programme Les sous-programmes appelés sont :

— BLCOOR : lit et imprime une carte contenant les variables NNT, NDLN, NDIM, FAC
définies au tableau C.7. Le nombre de degrés de liberté par noeud est calculé apres
avoir lu le nombre de couches NCOUCH.

— ESPACE : alloue I’espace pour les tables VCORG et KDLNC.

— EXCOOR : lit des cartes de noeuds contenant les numéros et coordonnées, vérifie la
cohérence des données, génere des noeuds, construit puis imprime les tables VCORG
et KDLNC.

— ERREUR : imprime des commentaires d’erreur.

Remarque Les coordonnées nodaux peuvent étre préparées a l’aide du programme préprocesseur
GID et puis exporter sous format proprié au MPFEAP.
4. Bloc "COND’

Fonction Ce bloc lit et interprete les cartes de conditions aux limites puis crée les tables
VDIMP et KNEQ.

| ESPACE | | ERREUR]

E:ﬁ%ﬂ;me H] BLCOND [—¥ EXCOND |
: 1

************* v

Fi1G. D.4 — Organigramme du bloc fonctionnel "COND’.

Sous-programme Les sous-programmes appelés sont :
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— BLCOND : crée les tables KNEQ et VDIMP.

— ESPACE : alloue ’espace pour les tables KNEQ et VDIMP.

— VIDE : supprime la partie inutile de la table VDIMP.

— EXCOND : transforme la table KDLNC en table cumulative, puis il lit des cartes de
type de conditions auz limites par couche et la liste des numéros de noeuds correspon-
dants. Il construit et imprime les tables VDIMP (valeurs de dégrés de liberté imposés)
et KNEQ (numéro d’équation de chaque degré de liberté).

— ERREUR : imprime des commentaires d’erreur.

5. Bloc ’VART"’

Fonction Ce bloc lit et imprime les variation de températures auzr noeuds (n valeur de
température par noeud) et crée la table VIEMG. La table VTEMG contient toutes les
donnnées de températures nodales de la structure.

. Pr |
| neina ] BLVART | ExvarT ]|

b e e e e - -

Fi1G. D.5 — Organigramme du bloc fonctionnel "VART”.

Sous-programme Les sous-programmes appelés sont :
— BLVART : Créer la table VTEMG.
— ESPACE : alloue l’espace pour la table VTEMG.
— EXVART : lit des cartes de température contenant les variations de températures,
vérifie la cohérence des données, construit puis imprime la table VIEMG.
— ERREUR : imprime des commentaires d’erreur.

6. Bloc '"PREL’

Fonction Ce bloc lit et imprime les cartes de propriétés élémentaires (y compris les solici-
tations surfaciques) et crée la table VPREG qui contient tous les groupes de propriétés
élémentaires.

| ESPACE | | ERREUR]

. Programme i
- principa —» BLPREL |—* EXPREL |

************* v

Fi1G. D.6 — Organigramme du bloc fonctionnel 'PREL’.

Sous-programme Les sous-programmes appelés sont :
— BLPREL : lit le nombre de groupes de propriétés élémentaires NGPE, et le nombre
de propriétés par groupe NPRE. Ensuite il crée la table VPREG, ainsi que la table
de travail temporel V.
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ESPACE : alloue I’espace pour les tables VPREG, V.

VIDE : supprime la table V.

EXPREL : lit, pour chaque groupe, le numéro du groupe et les NPRE valeurs des pro-
priétés correspondantes, puis transfere ces valeurs dans VPREG. Pour chaque groupe,
les propriétés sont lu couche par couche.

ERREUR : imprime des commentaires d’erreur.

7. Bloc "ELEM’

Fonction Ce bloc lit les cartes de connectivité des éléments et crée le fichier des éléments.

| EPACE | | ERREUR| | LOCELD |
A A

;&%rii;me ] BLELEM || EXELEM || XTRELM |
|

(I

v

| WRELEM | — PRELEM |

—{ ELEMLB }—»] ELEMO3

Fia. D.7 — Organigramme du bloc fonctionnel "TELEM’.

Sous-programme Les sous-programmes appelés sont :

BLELEM : lit une carte contenant les variables NELT, NNEL, NTPE, NGRE, NSYM,

NIDENT et crée les tables KLD, KLOCE, VCORE, KNE, VPREE.

ESPACE

EXELEM : lit une carte de connectivité KNE. Puis EXLEM exécute les opération

suivantes pour chaque élément :

— vérification de la validité des données

— transfert des numéros d’équations des degrés de liberté de ’élément, de KNEQ dans
KLOCE

— transfert des coordonnées des noueds de I’élément de VCORG dans VCORE

— mise a jour de la table des hauteurs de colonne KLD

— trandfert des propriétés élémentaires de I’élément, de VPREG dans VPREE

— appel de WRELEM

Enfin, EXELEM transforme KLD en la table de localisation des débuts de colonnes

de la matrice globale.

LOCELD : construit la table KLOCE puis met a jour la table KLLD, pour un élément.

XTRELM : extrait les coordonnées des noueds, propriétés élémentaires des tables

globales, pour un élément donné.

PRELEM : imprime toutes les informations correspondant a un élément.

WRELEM : écrit sur le fichier des éléments un enregistrement contenant toutes les

tables élémentaires construites par EXELEM.

RDELEM : programme de lecture correspondant a WRELEM qui sera utilisé par les

blocs d’exécution.

ERREUR :

ELEMLB : appel du type d’élément approprié (ici élément M4 est ELEMO03).
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8. Bloc ’SOLC’

Fonction Ce bloc lit et accumule dans la table VFG les sollicitations concentrées.

| ESPACE | | ERREUR]

" principa —»{ BLSOLC [—* EXSOLC |

Fia. D.8 — Organigramme du bloc fonctionnel ’SOLC’.

Sous-programme Les sous-programmes appelés sont :

— BLSOLC : crée la table VFG.

— ESPACE :

— EXSOLC : lit, pour chaque groupe de sollicitations concentrées, le numéro du groupe,
les valeurs des sollicitations pour chaque degré de liberté et la liste des numéros des
noeuds ainsi sollicités. Puis EXSOLC ajoute a VFG les sollicitations correspondant a
chaque degré de liberté de chaque noeud sollicité. Les sollicitations sont lues couche
par couche.

— ERREUR :

D.2 Blocs fonctionnels d’exécution.

Les blocs fonctionnels d’exécution existant dans la présente version de MPFEAP sont :
— SOLR : assemblage des sollicitations réparties

— LINM : résolution d’un probléeme linéaire avec matrice globale en mémoire centrale
— LIND : résolution d’un probleme linéaire avec matrice globale sur disque

1. Bloc 'SOLR’

ESPACE

A

- pripa ] BUsOLR | Exsotr | (—f RoeLEwM]
|

,,,,,,,,,,,,,

v

ass | eows)

ASSEL

FiG. D.9 — Organigramme du bloc fonctionnel 'SOLR’.

Fonction Ce bloc assemble les vecteurs élémentaires correspondant a des sollicitations de
volume.

Sous-programmes Les sous-programmes appelés sont :
— BLSOLR : crée la table VFG si elle n’existe pas déja.
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— ESPACE :

— EXSOLR : ajoute au vecteur FG les sollicitations de volume.
ASFG : assemble les sollicitations de volume

RDELEM :

— ELEMLB :

— ASSEL : assemble un vecteur ou une matrice élémentaire.

2. Bloc ’LINM’

[ roeew]
e eewz |

» ASRESD >] ELEMLB [ ELEMO3

s |

T construction des matrices globales
| BLLINM | EXLINM 5o ‘

|
| | e SOL résolution |
| Programme ! ! 3
| principal | L,,,,,,,,,,,,,,,,,,J
7777777777777 |
pEEES————e 1
. | PRPVTS |
|
' | PRSOL l
| . 3 |
— PRRESD | —>| MULKU impression !
' | PRSOL1 |
i prGID |
| |

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Fia. D.10 — Organigramme du bloc fonctionnel "LINM’.

Fonction Ce bloc assemble la matrice globale, résout le systeme d’équations linéaires, puis
imprime les résultats, dans le cas d’un probleme linéaire dont la matrice globale réside
en mémoire centrale.

Sous-programmes Les sous-programmes appelés sont :

— BLLINM : lit sur une carte I'indice NRES de calcul du résidu de résolution, puis crée
les tables VKGS, VKGI, VFG, VKE, VFE, VRES, VDLE.

— ESPACE :

— EXLINM : assemble la matrice KG en appelant ASKG, puis résout le systeme linéaire
en appelant SOL. Ensuite EXLINM calcule et imprime :
— les pivots de la matrice globale (PRPVTS)
— le résidu de résolution si NRES égale 1 (PRRESD)
— la solution pour le fichier de résultat MP (PRSOL)
— les gradients (déformations, contraintes) (ASGRAD)
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— la solution pour la visualisation avec le postprocesseur GID (PRSOL1)

— les gradients pour la visualisation avec le postprocesseur GID (prGID)

— les résidus d’équilibre et les réactions (ASRESD)

ASKG : assemble la matrice globale.

ASGRAD : calcule les gradients aux points d’intégration numérique.

ASRESD : assemble les résidus et réactions

ELEMLB : choisit le sous programme ELEM correspondant a un type d’élément donné
(ELEMO3 pour l’élément M4 ).

ASSEL : assemble un vecteur ou une matrice élémentaire.

MODEFG : modifie le vecteur FG pour tenir compte des conditions aux limites non
nulles.

PRPVTS : imprime les pivots de la matrice globale.

PRRESD : imprime les résidus de résolution KU — F.

PRSOL : imprime la solution U dans le fichier de résultat MP.

PRSOL1 : imprime la solution U pour la visualisation sous GID.

DLELM : extrait les degrés de liberté d’un élément donné.

MULKU : effectue le produit de la matrice globale par un vecteur.

ELEMO0S3 : sous-programme élémentaire pour l’élément M4 .

SOL : résolvent un systeme d’équations linéaires.

3. Bloc ’LIND’

[E—

s |
t
E:?n%ri?;me —/ BLLIND || ExLIND [ sOLD |

L—» Sous—programmes
communs a tous les
blocs d’exécution

FiG. D.11 — Organigramme du bloc fonctionnel "LIND’.

Fonction Ce bloc est semblable au bloc LINM, mais la matrice globale est segmentée sur
disque. Cette matrice est assemblée sur le fichier MKGI1 puis elle est triangularisée et
réécrite sur le fichier MKG2.

Sous-programmes Les sous-programmes appelés sont :

BLLIND : semblable & BLLINM. Il lit les variables NRES, NLBL et NBLM et crée
les tables VKGD, VFG, VKE, VFE, VRES, VDLE, KEB, KPB, VKGS, VKGI.
EXLIND : semblable & EXLINM.

EQBLOC : construit les tables KEB et KPB qui décrivent les blocs de la matrice
globale.

ASKGD : assemble la matrice globale segmentée sur disque.

SOLD : résout un systeme dont la matrice est segmentée sur disque.
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— ASSELD : est semblable au ASSEL mais n’assemble que les degrés de liberté dont les
numéros sont compris entre IE1 et TE2.



Annexe E

Instruction des données de MPFEAP.

E.1 Conventions.

A chaque bloc fonctionel décrit dans I’annexe D correspond un ensemble de cartes de données
constitué :

— d’une carte d’en-téte définissant le bloc

— d’une carte de parametres si nécessaire

— des cartes additionnelles de données si nécessaire

Les cartes d’en-téte présentent le méme format pour tous les blocs :

Variable lue Colonnes Défaut Format Description

BLOC 1-4 - A4 Nom du bloc a exécuter

M 5-10 0 16 Parametre controlant le niveau
d’impression (0 < M < 4)

M1 11-15 MR 15 Numéro de 'unité logique de
lecture des données du bloc

M2 16-20 - 15 Numéro des unités

: : : logiques des fichiers
M10 56-60 - 15 utilisés par ce bloc

En général toutes les variables entieres sont lues avec le format 15 et les variables réelles avec le
format F10.0.

Pour toutes les cartes de données, nous utilisons la méme description que pour les cartes d’en-
téte ci-dessus.

Les blocs doivent normalement étre exécutés dans ’ordre dans lequel ils sont présentés au section
suivante.

E.2 Données correspondant a chaque bloc.

E.2.1 IMAG

Impression de I'ensemble des données (facultatif, mais doit étre le premier bloc & exécuté)
— 1 carte d’en-téte IMAG’

209
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E.2.2 COMT

Imression de cartes de commentaires (facultatif, peut étre exécuté a tout moment)
— 1 carte d’en-téte ‘COMT”’
— des cartes de commentaire terminées par une carte blanche

E.2.3 COOR

Lecture du nombre de couches, des coordonnées et nombre de degré de liberté des noeuds
(obligatoire)

— 1 carte d’en-téte ‘COOR’

— 1 carte de parametres :

Variable lue Colonnes Défaut Format Description

NNT 1-5 20 15 Nombre maximum de noeuds

NCOUCH 6-10 1 I5 Nombre de couches

NDIM 11-15 2 15 Nombre de dimension du
probleme (1,2 ou 3)

FAC(1) 16-25 1.0 F10.0  Facteur d’échelle en z

FAC(2) 26-35 1.0 F10.0  Facteur d’échelle en y

FAC(1) 36-45 1.0 F10.0  Facteur d’échelle en z

NDLN = 5*NCOUCH
— des cartes de noeuds terminées par une carte sur laquelle IN1 < 0 (chaque carte peut générer
plusieurs noeuds) :

Variable lue Colonnes Défaut Format Description

IN1 1-5 - 15 Numéro du premier noeud
a générer
X1(1) 6-15 - F10.0  Coordonnée x de ce noeud
X1(2) 16-25 - F10.0  Coordonnée y de ce noeud
X1(3) 26-35 - F10.0  Coordonnée z de ce noeud
IN2 36-40 IN1 I5 Numéro du dernier noeud
a générer
X2(1) 41-50 X1(1) F10.0  Coordonnée z de ce noeud
X2(2) 51-60 X1(2) F10.0  Coordonnée y de ce noeud
X2(3) 61-70 X1(3) F10.0  Coordonnée z de ce noeud
INCR 71-75 1 I5 Accroisement de numéro de
noeud pour la génération
IDLN 75-80 NDLN I5 Nombre de d.d.l des noeuds

générés s’il est différent
du nombre par défaut (NDLN)

Remarques

Si les noeuds sont données un par un, seules les colonnes de 1 & 35 sont nécessaires.
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E.2.4 COND

Lecture des conditions aux limites (obligatoire)

— 1 carte d’en-téte "COND’

— des groupes de cartes terminées par une carte sur laquelle ICODE=0 :
— NCOUCH cartes d’en-téte de groupe de conditions aux limites

Variable lue Colonnes Défaut Format Description

ICODE 1-5 - 511 Pour chaque d.d.l de chaque
couche (de bas en haut)
0 si libre
1 si imposé = 0
2 si imposé # 0

A% 6-55 - 5F10.0  Liste des valeurs des d.d.l
imposés (nuls ou non nuls)

— 1 carte de numéro des noeuds

Variable lue Colonnes Défaut Format Description
KV 1-80 - 1615 Liste des numéros des noeuds
terminée par un numéro nul

Remarques

— Dans le cas ou la premiere carte d’en-téte d’un groupe de conditions aux limites ayant
(ICOD(I)=0, I=1,5), on est obligé utiliser au moins une valeur V(I) # 0. Par exemple :

00000 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 incorrect
00000 00 0.0 1.0 0.0 0.0 correct
— La liste des numéros de noeuds KV peut s’étendre sur des cartes additionnelles de format
1615.
E.2.5 VART

Lecture des températures nodaux (facultatif)

— 1 carte d’en-téte "VART’

— des groupes de cartes terminées par une carte sur laquelle ICODE=0 :
— NCOUCH cartes d’en-téte de groupe de températures nodaux

Variable lue Colonnes Défaut Format Description

ICODE 1-5 - 15 Numéro de couche

A% 6-15 - F10.0  Valeurs de la variation
de température

— 1 carte de numéro des noeuds comme dans 'COND’

E.2.6 PREL

Lecture des propriétés élémentaires (obligatoire)



212 ANNEXE E. INSTRUCTION DES DONNEES DE MPFEAP.

— 1 carte d’en-téte 'PREL’
— 1 carte de parametre du bloc :

Variable lue Colonnes Défaut Format Description

NGPE 1-5 0 15 Nombre de groupes de
propriétés élémentaires
NRPE 6-10 0 15 Nombre de propriétés

par groupe

— des cartes de groupes de propriétés terminées par une carte sur laquelle IGPE < 0 :
— 1 carte contient les propriétés de la premiere couche (en bas)

Variable lue Colonnes Défaut Format Description
IGPE 1-5 - 15 Numéro du groupe

Vl 6-185 - 18F100 EI,EQ,Eg, V12,V13,V23, Glg,G13,

0,1 .01 01
G237 1,002,003, 6707Q7 Vot T Ty

— NCOUCH-2 carte contiennent les propriétés des couches suivantes (de bas en haut)

Variable lue Colonnes Défaut Format Description

- 1-5 - 5X espace blanc

V1 6-155 - 15F10.0 El,EQ,Eg, V12,V13,23, G12,G13,
G23, 1,009,003, 6,9,(]

— 1 carte contient les propriétés de la derniere couche (en haut)

Variable lue Colonnes Défaut Format Description

- 1-5 - 5X espace blanc
V1 6-185 - 18F10.0  E1,E»,E3, V12,113,103, G12,G13,G23,
aq,00,03, 6,9,(], Vn,n-i—l’T;L,nJrl’T;L,nJrl

E.2.7 ELEM

Lecture des éléments (connectivités) (obligatoire) Lecture des propriétés élémentaires (obliga-
toire)

— 1 carte d’en-téte 'ELEM’

— 1 carte de parametres du bloc

Variable lue Colonnes Défaut Format Description

NELT 1-5 20 15 Nombre maximum d’éléments
NNEL 6-10 8 I5 Nombre maximum de noeuds/élém.
NTPE 11-15 3 15 Numéro du type d’élément

par défaut
NGRE 16-20 1 15 Numéro du groupe d’élément

par défaut
NSYM 21-25 0 I5 = 0 si [K] symétrique

= 1 si [K] non symétrique
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— des cartes d’élément terminées par une carte sur laquelle IEL < 0 (chaque carte génére un ou
plusieurs éléments)

Variable lue Colonnes Défaut Format Description

IEL 1-5 - 15 Numéro du premier élément

IGEN 6-10 1 15 Nombre d’éléments a générer a
partir de I’élément IEL
(incluant le premier)

INCR 11-15 1 15 Accroisement de numéro noeud
utilisé pour la génération

ITPE 16-20 NTPE I5 Numéro du type d’élément
(si différent de NTPE)

IGPE 21-25 1 15 Numéro de groupe de propriétés
élémentaires

IGRE 26-30 1 15 Numéro de groupe d’éléments

KNE 31-80 - 1015 Liste des numéros des noeuds

E.2.8 SOLC

Lecture des sollicitations concentrées (facultatif)

— 1 carte d’en-téte ’SOLC’

— des groupes de cartes terminées par une carte sur laquelle IG < 0 :
— NCOUCH cartes d’en-téte de groupe de sollicitation

Variable lue Colonnes Défaut Format Description

IG 1-5 - 15 Numéro du groupe

A% 6-55 - 5F10.0  Valeurs des sollicitations
correspondant a chaque d.d.l

— 1 carte de numéro des noeuds comme dans 'COND’ et "VART”

Remarques

Si NDLN > 5 (c’est-a-dire NCOUCH > 1), les listes de V se poursuitent sur des cartes addi-
tionnelles de format (5X, 5F10.0).

E.2.9 SOLR

Calcul et assemblage des sollicitations réparties (facultatif)
— 1 carte d’en-téte 'SOLR’

E.2.10 LINM

Assemblage et résolution d’'un probleme linéaire en mémoire (facultatif)

— 1 carte d’en-téte "LINM’
M2 : numéro logique du fichier des éléments (défaut : M2 = 1)
M3 : numéro logique du fichier du fichier de stockage de [K] et F' pour le calcul des résidus
(défaut : M3 = 2)
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— 1 carte de parametres :

Variable lue Colonnes Défaut Format Description
NRES 1-5 0 15 Calcul du résidu de résolution
[K]U — F si NRES =1

E.2.11 LIND

Assemblage et résolution d’un probléme linéaire avec matrice segmentée sur disque (facultatif)
— 1 carte d’en-téte 'LIND’

M2, M3 : voir le bloc "LINM’

M4 : numéro logique du fichier contenant [K| (défaut : M4 = 4)

M5 : numéro logique du fichier contenant [K] triangularisée (défaut : M5 = 7)
— 1 carte de parametres :

Variable lue Colonnes Défaut Format Description

NRES 1-5 0 I5  (Non utilisé, voir 'LINM’)
NLBL 6-10 (calculé)* I5 Longueur des blocs de [K]
NBLM 11-15 (calculé)* I5 N. maximum de blocs de [K]

(* : calculé pour utiliser au maximum la mémoire disponible)

E.2.12 STOP

Fin (obligatoire)
— 1 carte d’en-téte 'STOP’

E.3 Exemple de fichier de données.

On présent ci-dessous le fichier de données correspondant au probleme de bord libre discuté
dans chapitre 6. Le quart de ’éprouvette est modélisée par un seul élément.
IMAG
COMT
Traction Bord libre [0,90]s un quart (01x01 element)

COOR

842

1 0.00000 0.00000
2 0.00000 0.56000
3 0.00000 1.12000
4 1.12000 0.00000
5 1.12000 1.12000
6 2.24000 0.00000
7 2.24000 0.56000
8 2.24000 1.12000
-1
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COND

20000 2.24 0.0 0.0 0.0 0.0

20000 2.24 0.0 0.0 0.0 0.0

20000 2.24 0.0 0.0 0.0 0.0

20000 2.24 0.0 0.0 0.0 0.0

678

10000 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

10000 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

10000 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

10000 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

123

01000 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

01000 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

01000 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

01000 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

146

0

PREL

154

1 137900 14480 14480 0.21 0.21 0.21 5860 5860 5860 0.14 0. 0.00 0.00 0.00 0.00
137900 14480 14480 0.21 0.21 0.21 5860 5860 5860 0.14 90. 0.00
137900 14480 14480 0.21 0.21 0.21 5860 5860 5860 0.14 90. 0.00
137900 14480 14480 0.21 0.21 0.21 5860 5860 5860 0.14 0. 0.00 0.00 0.00 0.00
-1

ELEM

18310

114678532

-1

LINM 1

1

STOP



