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RÉSUMÉ

Un mod̀ele discret tridimensionnel dédíe à la pŕediction des propriét́esélastiques
linéaires et en fatigue des matériaux granulaires cohésifs (matrice+inclusions) tel que
les b́etons bitumineux est présent́e. Le mat́eriau est consid́eŕe comme un assemblage
d’inclusions coh́esives infiniment rigides. La mosaı̈que de Voronöı pour un ensemble
de sph̀eres et sa triangulation duale de Delaunay sont utilisées pour mod́eliser la
microstructure du matériau. Le comportement ḿecanique des contacts entre particules
est mod́elisé via une loi d’interface. Une ḿethode d’homoǵeńeisation discr̀ete est
emploýee pour l’estimation des propriét́es effectives du matériau. Les pŕedictions du
mod̀ele sont comparéesà celles d́etermińees par la ḿethode deśeléments finis pour
les ŕeseaux cubique simple et cubique centré. Les ŕesultats des simulations ont montré
que les erreurs de modélisation sont inf́erieuresà 15% lorsquèa la fois le contraste
entre rigidit́e des inclusions et celle de la matrice est supérieureà 100 et la compacité
des inclusions est assezélev́ee (> 50%).

Dans un premier lieu, le modèle discret est appliqué aux mat́eriaux aĺeatoires pour
la détermination de la taille minimale du VolumeÉlémentaire Représentatif (VER) en
élasticit́e linéaire et en fatigue en utilisant une approche statistique.

Dans un second lieu, le modèle propośe est appliqúeeà l’étude de l’influence des
caract́eristiques morphologiques sur les propriét́es effectives du matériau.

Mots clefs : Modélisation discr̀ete ; Homoǵeńeisation ; VolumeÉlémentaire
Repŕesentatif ; Caractéristiques morphologiques.
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ABSRACT

A discrete 3D model for the elastic behavior of random aggregate composites has
been proposed. The aggregates are rigid particles embedded into an elastic matrix.
The inter-particle contact layers are modeled by an elastic interface constitutive
equation. The Dirichlet tessellation and its dual Delaunay network are used to connect
the neighboring particles. A discrete homogenization method is used to estimate the
linear effective properties of the material. The validity and limitations of the model
have been discussed through comparisons with finite element simulations on regular
periodic unit cells in the limit case of rigid inclusions.

The proposed model has been applied to random microstructures generated by the
Voronöı tessellation.

Firstly, the minimum RVE size for the (not weighted) Voronoı̈ tessellation model
has been numerically determined.

Secondly, a fatigue damage law has been introduced into the interfaces in order
to determine the minimum RVE size in the fatigue damage case. Lastly, the proposed
model has been used in the study of the influence of the morphological characteristics
on the effective properties of the material.

Key words : A discrete 3D model ; Homogenization ; Representative Volume
Element ; Morphological characteristics.
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Introduction g énérale 1
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1.2.1.2 Prise en compte de la répartition du film de bitume . 10
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perses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.3.1 Principe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.3.2 Assemblage de sphères . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.3.2.1 Empilements RSA (Random Sequential Adsorp-
tion) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.3.2.2 Empilements RSA densifiés . . . . . . . . . . . . 47
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3.3 Écriture du comportement du système de particules . . . . . . . . . . 68

3.3.1 Interactions inter-particulaires : Une loi d’interface en
élasticit́e endommageable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
3.3.1.1 Mod́elisation asymptotique d’une interface mince
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4 Comparaisons et validation eńelasticité linéaire 93
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1.5 Mod̀ele de contact simplifíe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.6 Configuration des particules d’après Zhu et Nodes (2000). . . . . . . 23
1.7 Contact des particules avec prise en compte d’un liant d’après Zhu et

Nodes (2000). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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d’apr̀es Zhu et al. (1996a). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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fonctions de côut assocíees : un semis régulier (i) ; et deux structures
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3.6 La microstructure continue et périodique est́equivalentèa un ŕeseau
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5.2 Nombre de ŕealisations en fonction du nombre moyen de particule
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est ǵeńeŕee à partir de la ḿethode des plans radicaux et la fraction

volumique globale des inclusions est fixéeà 75% :(a) FVLi =
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diff érentes valeurs deγ pour la microstructure de Poisson-Voronoı̈ :

FVLi =
V i

g

V i
V

= 1

1+η2

(
Vi

v
〈VV〉

)γ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181



xxii TABLE DES FIGURES



Liste des tableaux
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Introduction g énérale

Les enrob́es bitumineux sont des matériaux h́et́erog̀enes aĺeatoires constitúes d’un
mélange, dans une proportion choisie, de particules solides de différentes tailles (les
granulats et les fines) enrobés d’une matrice (le liant hydrocarboné). Dans ce ḿelange,
le liant hydrocarbońe (le bitume) est principalement responsable de la cohésion tandis
que le squelette mińeral constitúe par les granulats assure la rigidité de l’ensemble.

Les granulats se répartissent suivant leur taille moyenne en plusieurs familles :
fine, sable, gravillons et cailloux. Les diamètres minimaux de ces familles sont nor-
maliśes. La morphologie des granulats est caractériśee par plusieurs paramètres ayant
une influence importante sur le comportement du mélange. Parmi ces paramètres, on
distingue essentiellement :

– La granularit́e caract́eriśee par la distribution dimensionnelle des grains d’un
granulat. Elle conditionne la compacité de l’enrob́e ainsi que ces caractéristiques
mécaniques.

– La courbe granuloḿetrique du ḿelange traduisant la distribution de la taille
de différents grains. Celle-ci peut-être continue ou discontinue, selon la
destination du ḿelange et les propriét́es viśees.Á titre d’exemple, la courbe
granuloḿetrique des enrob́es drainants est fortement discontinue, ce qui permet
d’obtenir une porosit́e apr̀es la mise en place.

– La forme d’une particule est définie par ses trois caractéristiques dimension-
nelles principales : la longueur, la largeur et l’épaisseur. Les particules de
mauvaise forme se fragmentent plus facilement, ils diminuent la maniabilité et
le compactage devient plus difficile.

– L’angularit́e des grains qui permet de caractériser la stabilit́e et la maniabilit́e
du mélange. En effet, leśeléments qui pŕesentent des faces se coupant avec les
angles vifs augmentent l’angle de frottement interne du matériau et diminuent
sa maniabilit́e. Ils conf̀erent une stabilit́e plusélev́ee.



2 Introduction ǵeńerale

Les enrob́es bitumineux h́eritent des caractéristiques viscóelastiques et thermo-
plastiques du liant hydrocarboné qu’ils contiennent. Leurs propriét́es ḿecaniques
dépendent de la durée de sollicitation et de la température.

Sous l’effet du passage réṕet́e des charges roulantes, les enrobés bitumineux
subissent une d́egradation progressive de la rigidité allant jusqu’̀a la rupture de la
structure de chaussée.

La détermination du comportement effectif de ce matériau à partir de la donńee
de l’ensemble des paramètres morphologiques et mécaniques constitue une tâche
difficile. La plupart des mod̀eles actuels sont empiriques ou phénoḿenologiques.
Parmi eux, un mod̀ele d’endommagement continu aét́e d́evelopṕe par Bodin (2002).

Le propos de ce travail de thèse est de proposer une modélisation simplifíee de ce
type de mat́eriau permettant de prendre en compte les paramètres morphologiques et
mécaniques des différents constituants.

Cette question est abordée sous l’angle des simulations numériques des milieux
granulaires coh́esifs òu chaque grain est considéŕe comme un solide rigide doué d’un
mouvement de translation et de rotation. Le nombre et la taille des granulats corres-
pondentà la courbe granuloḿetrique du squelette du matériau. La microstructure est
géńeŕee nuḿeriquement par la ḿethode de Voronöı. Une fois la microstructure du
mat́eriau ŕealiśee, un mod̀ele ḿecanique est b̂ati en prenant en compte l’interaction
entre deux granulats selon une loi d’interface.

Ce ḿemoire se compose de trois parties : après la premìere partie consacrée à
l’introduction bibliographique, vient la deuxième partie d́edíee à la construction du
mod̀ele propośe. Dans la troisìeme partie, nous présentons la validation et l’exploita-
tion du mod̀ele.

Dans la premìere partie, nous présentons un rapide aperçu sur les travaux portant
sur la mod́elisation des enrob́es bitumineux̀a partir des caractéristiques ḿecaniques
et morphologiques des différents constituants (chapitre 1). En particulier, nous
distinguons deux approches : une approche dite continue, et une approche dite discrète
que nous adopterons par la suite.

Dans la seconde partie, nous présentons, d’abord, les aspects géoḿetriques de la
mod́elisation propośee (chapitre 2). Pour cela, des régions polýedriques ǵeńeŕees par
la méthode de Voronöı sont utiliśees pour approcher la forme et la distribution gra-
nulométrique des particules rigides. Ensuite, nous présentons les aspects mécaniques
de la mod́elisation (chapitre 4). En utilisant une loi d’interface, nous montrons, en
particulier, que le système matrice-inclusions rigides estéquivalent un ŕeseau de
poutres encastrées. Une ḿethode d’homoǵeńeisation discr̀ete est alors utiliśee pour la
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prédiction des propriét́es effectives.

La troisìeme partie est consacrée à la validation età l’exploitation de l’outil
numérique. Elle est composée des chapitres 4, 5 et 6.

Dans le chapitre 4, la validité et les limitations du mod̀ele sont discut́eesà travers
des comparaisons avec des simulations par la méthode deśeléments finis sur des
cellules unitaires ṕeriodiques ŕegulìeres, dans le cas limite où les inclusions sont
infiniment rigides. Les microstructures choisies sont le réseau cubique simple (CS) et
le réseau cubique centré (CC).

Après la validation, vient l’exploitation du modèle propośe au cours des chapitres
5 et 6. Dans un premier temps, l’outil numérique est utiliśe pour la d́etermination de
la taille minimale du VoluméElémentaire Représentatif (VER) enélasticit́e linéaire et
en fatigue (chapitre 5). Pour ce faire, nous utilisons la méthode de Monte-Carlo pour
estimer les propriét́es effectives lińeaires et en fatigue d’une microstructure géńeŕee
par la tessellation de Poisson-Voronoı̈. Des simulations sont effectuées sur des tailles
du VER croissantes. Pour chaque taille, plusieurs réalisations ind́ependantes sont
consid́eŕees.
En fatigue, le nombre de cycles avant rupture de chacune des interfaces est calculé
en utilisant la r̀egle de cumul de Miner. Deux modes de rupture ontét́e envisaǵes (1)
chaque interface subit une dégradation continue de sa rigidité (variant de 0̀a 1) et (2)
la rupture de chaque interface est brutale (la dégradation vaut 0 ou 1). La moyenne
du nombre de cycles̀a la rupture de l’́echantillon est d́etermińee pour des tailles
croissantes deV.

Dans le chapitre 6, le modèle propośe est appliqúe à l’étude de l’influence des
caract́eristiques morphologiques sur les propriét́es effectives du matériau. Uneétude
paraḿetrique qui porte sur la répartition des fractions volumiques locales (FVL) des
inclusions est meńee.

Enfin, la conclusion du ḿemoire reprend les principaux résultats obtenus et
préconise un certain nombre de voies potentielles d’amélioration du mod̀ele propośe.
On propose en particulier la prise en compte de la déformation des particules dans la
mod́elisation et l’introduction de lois d’interface prenant en compte la viscosité, la
plasticit́e et la thermo-susceptibilité de la matrice.
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1.1 Introduction

L’objet de ce premier chapitre est de donner un aperçu des travaux et théories
dévelopṕees autour de la modélisation des enrob́es bitumineux. Nous nous atta-
cherons en particulier aux modèles permettant de prendre en compteà la fois les
caract́eristiques ḿecaniques et morphologiques des constituants (forme de grains,
distribution spatiale des différentes composantes,épaisseur du film de bitume..).

Deux classes de modèles existent dans la littérature :(1) des mod̀eles traitant ce
mat́eriau comme un biphasé matrice-inclusions(2) des mod̀eles nuḿeriques simulant
les enrob́es bitumineux sous l’angle des milieux granulaires cohésifs.

Concernant la première classe de modèles, nous pŕesentons deux modélisations
micromécaniques ; l’une proposée par Hammoum et al. (1999), Hammoum (2000)
et Castenada et al. (2004) et l’autre par Christoffersen (1983)(section 2) permettant
de prendre en compte des caractéristiques morphologiques et mécaniques des consti-
tuants.

Quant à la deuxìeme classe de modèles pour les matériaux bitumineux, nous
commençons, tout d’abord, par une brève pŕesentation des milieux granulaires secs
(section 3.1). Nous nous attacherons par la suiteà la mod́elisation des milieux
granulaires coh́esifs propośee par Zhu et Nodes (2000) (sections 3.2) et nous finissons
par donner un bref aperçu sur les techniques d’homogéńeisation dans les milieux
granulaires (sections 3.3).

Enfin, la section 4 est dédíeeà la conclusion de ce chapitre.



1.2 Mod́elisation continue des matériaux matrice-inclusions 9

1.2 Modélisation continue des mat́eriaux matrice-
inclusions

1.2.1 Mod̀eles microḿecaniques pour les enrob́es bitumineux

Nous pŕesentons, dans cette section, deux modèles microḿecaniques, l’un utiliśe
par Hammoum et al. (1999), Hammoum (2000) et Castenada et al. (2004) pour la
détermination des propriét́es effectives du matériau à partir des caractéristiques des
diff érents constituants (grains, matrice), et l’autre utilisé par Shashidhar et Shenoy
(2002) pour la pŕediction des propriét́es ḿecanique des mastics d’asphalte (mélange
de bitume et de fines) et la prise en compte du concept de percolation.

Les deux mod́elisations sont basées sur un mod̀ele autocoh́erent à trois phases
”inclusion couronne” d́evelopṕe par Christensen et Lo (1969, 1979) et Hervé et Zaoui
(1990).

1.2.1.1 Aperçu sur le mod̀ele autocoh́erent à trois phases

Ce mod̀ele apparâıt comme un sch́ema autocoh́erent pour lequel le problème de
localisation concerne une inclusion sphérique élastique isotrope de rayond. Cette
sph̀ere est surmontée d’une couronne de rayon extérieurd + e. La sph̀ere composite
est sitúee dans un milieu homogèneéquivalent dont le module de compressibilité est
k∗ et le module de cisaillementµ∗ (cf. Fig. 1.1).

FIG. 1.1 – Mod̀eleà trois phases (dans Hammoum (2000)).

Les propríet́esélastiques ou viscóelastiques de ces matériaux sont d́etermińees en
résolvant les deux problèmeśelémentaires (compression hydrostatique et cisaillement
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simple) pośes sur le milieu infini. Le module de compressibilité,k∗, est donńe par :

k∗ = kM +
c
(
kI −kM

)
1+(1−c)(kI −kM)

(
km+ 4

3µM
) (1.1)

où c =
(

d
d+e

)3
est la fraction volumique de renfort.

Le module de cisaillement complexe est donné par la solution de l’́equation
quadratique suivante :

A

(
µ∗

µM

)2

+2B

(
µ∗

µM

)
+C = 0 (1.2)

Les valeurs des constantes complexesA, B et C sont d́etermińeesà partir des
expressions proposées par Herv́e et Zaoui (1990). Ces constantes dépendent de la
fraction volumique du renfort et des caractéristiques ḿecaniques des constituants.

1.2.1.2 Prise en compte de la répartition du film de bitume

Hammoum et al. (1999), Hammoum (2000) et Castenada et al. (2004) ont proposé
une description plus précise de la morphologie de l’enrobé. Cette description passe
par la donńee de la variation de l’épaisseur du liant permet d’accéderà la valeur de la
fraction volumique de renfort pour chacune des classes granulaires.

Soit N le nombre de classes granulaires, chaque grain de tailled j d’une classe

j sera enrob́e d’une pellicule d’́epaisseurej . Le param̀etre c j =
(

d j
d j+ej

)3
prend en

compte la variation de la pellicule de bitume sur les différents grains.

Les expressions théoriques du module complexe pour chaque classe granulaire
sont ensuite d́etermińeesà l’aide du mod̀ele autocoh́erent.

Pour un niveau de d́eformation donńee, la contrainte moyenne calculée dans les
diff érentes classes granulaires seraégaleà la contrainteéquivalente dans l’enrobé
et par conśequent, on enduit le module complexe de l’enrobé sous la forme d’une
moyenne pond́eŕee sur l’ensemble des classes granulaires.

 k∗ = ∑
N

w jk
∗
j

µ∗ = ∑N w jµ∗j
(1.3)
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Où w j est la proportion volumique de la classej.

Ainsi, un mod̀ele prenant en compte la granulométrie des agŕegats áet́e developṕe.

Dans la section suivante, nous présentons une modélisation micoḿecanique d́edíee
à la pŕediction du comportement des mastics d’asphalte (le bitume et les fines), utilisant
le mod̀ele autocoh́erentà trois phases.

1.2.1.3 Une mod́elisation micromécanique des mastics d’asphalte d’après Sha-
shidhar et Shenoy (2002)

Shashidhar et Shenoy (2002) ont proposé une simplification du mod̀ele à trois
phases d́evelopṕe par Christensen et Lo (1979). La version simplifiée aét́e appliqúee
à la pŕediction du comportement des mastics d’asphalte.

Cette simplification consistèa ńegliger la rigidit́e du bitume par rapport aux fines.
Ainsi, des expressions simplifiées des constantesA, B et C de l’équation 1.2 ont́et́e
obtenues.

Afin d’introduire le concept de percolation de la matrice (le bitume) dans la
mod́elisation, Shashidhar et Shenoy (2002) ont proposé de modifier la fraction vo-
lumique des finesc, parce f f comme suit :

ce f f = 1− (1−c)

(
1− c

cmax

1− cpt
cmax

)0.4

(1.4)

où :

– cmaxest la concentration volumique des fines pour laquelle la fraction volumique
de la partie de la matrice non-percolée, fmp, est ńegligée (cf. Fig 1.2) :

cmp = 0 pourc = cmax

– cpt est la concentration volumique des fines telle que (cf. Fig 1.2) :

cmp = 1− f pourc = cpt

D’autres mod́elisations continues des milieux granulaires cohésifs existent dans la
litt érature. Nous présentons, dans la section suivante, une modélisation propośee par
Christoffersen (1983).
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FIG. 1.2 – Sch́ematisation du concept de percolation d’après Shashidhar et Shenoy
(2002).

1.2.2 Une mod́elisation des milieux granulaires coh́esifs (Christof-
fersen, (1983))

1.2.2.1 Description ǵeométrique

La figure 1.3 montre des grains de différentes tailles śepaŕees par une matrice
d’épaisseur uniforme d’après Christoffersen (1983). La forme des grains est supposée
polyédrique. Les particules voisines sont connectées par une matrice d’épaisseur
uniforme. L’interface particule-matrice est caractériśee par la normalenα et sa surface
Aα. Le vecteur reliant les centres de deux particules voisines est notédα.

FIG. 1.3 – Configuration des particules d’après Christoffersen (1983).

Une ḿethode d’homoǵeńeisation non-conventionnelle aét́e utilisée pour mod́eliser
le comportement ḿecanique du système. Dans la suite, nous développons les grandes
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lignes de cette ḿethode.

1.2.2.2 Position du probl̀eme ḿecanique

L’approche locale de problème est baśee sur la d́efinition d’un contexte
cinématique simplifíe. Quatre hypoth̀eses ont́et́e postuĺees :

1. la cińematique du centre des grains est caractériśee par la d́eformation macro-
scopiqueE = gradS(U),

2. la d́eformation dans tous les grains est supposée uniforme et est́egaleà e0 =
gradS

(
u0
)
,

3. pour chaque interfaceα, la d́eformation est supposée homog̀ene (eα =
gradS(uα)),

4. les perturbations locales dans les bords et les coins des grains sont négligées.

Avec les hypoth̀eses pŕećedentes, la continuité du d́eplacement dans les interfaces
grain-matrice impose que la déformation dans la coucheα soit de la forme :

eα
i j = e0

i j +
(
Eik−e0

ik

) dα
k nα

j

hα (1.5)

où hα est l’épaisseur de la coucheα.

Afin d’assurer la compatibilit́e entre les d́eformations locales et globales ca-
ract́eriśees parE, la condition de moyenne suivante est imposée :

E =
〈
e
〉

V
= (1−c)e0 +

1
|V|∑α

eα Aα hα, c =
1
|V|∑α

Aα hα (1.6)

où |V| est le volume des grains et des interfaces. Les zones se trouvant entre les
interfaces ont́et́e exclues de|V| (i.e. les triangles en pointillé dans la figure 1.3).
L’insertion de l’́equation 1.5 montre que la condition de compatibilité est satisfaite si,
et seulement si :

1
|V|∑α

dα
i nα

j Aα = δi j (1.7)
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où δi j = 1 si i = j et 0 sinon. (pour l’interpŕetation ǵeoḿetrique de l’́equation 1.7,
voir Christoffersen (1983))

Supposons qu’on impose une traction uniforme,Σ, aux bords du volume
élémentaire représentatif. Alors, l’application du lemme de Hill-Mandel nous permet
de conclure que :

Σ : E = (1−c)σ0 +
1
|V|∑α

σα : eα Aα hα (1.8)

pour toutE et toute0. σ0 etσα repŕesentent, respectivement, la contrainte moyenne
dans les grains et dans la coucheα. En inśerant l’́equation 1.5 et en prenant deux
valeurs particulìeres dee0, on peut montrer que :


Σ =

〈
σ
〉

V
= (1−c)σ0 +

1
|V|∑α

σα Aα hα

Σ = 1
|V| ∑α tα⊗dα, tα = Aα.σα.nα

(1.9)

où tα repŕesente la force totale transmiseà travers la coucheα.

Le probl̀eme consistèa trouvere0 de manìere à ce que le champs de contrainte
réelle satisfasse le système (1.9), lorsqueeα est substitúe dans l’́equation 1.5.

Pour la d́etermination dee0, Christoffersen (1983) a considéŕe le cas òu le
comportement des constituants est linéaire isotrope. Les modules de tous les grains
sont uniformes et notésL0. Ceux des couches sont aussi uniformes mais différents et

sont not́esL (e)l . e0 est donc obtenue de la manière suivante :


e0 = E−B−1 : A : E ;

A =
〈

L (e)
〉

V
−L (e)l ,

〈
L (e)

〉
V

= (1−c)L0 +cL (e)l
(1.10)

{
Bi jkl = Ai jkl −L(e)l

i jkl +L(e)l
m jnlRimkn ,

Rimkn = 1
|V| ∑α dα

i nα
j dα

k nα
l

Aα

hα

(1.11)

En inśerant l’́equation 1.10 dans l’équation 1.5, on obtient l’expression deeα en
fonction deE. La d́eformation locale est d́eduiteà partir de la relation de localisation
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comme suit :



ε
(
y
)

= C
(
y
)

: E

Ci jkl
(
y
)

=


C0

i jkl =
(

1−1 : B−1 : A
)

i jkl
poury ∈ grains

Cα
i jkl = 1i jkl −1i juv

(
B−1 : A

)
vmkl

Πα
mu poury ∈ coucheα

(1.12)

où 1i jkl = 1
2

(
δikδil +δil δ jk

)
et Πα

mu = δi j − dα
i nα

j /hα. Finalement, la contrainte
macroscopique est déduiteà partir de l’́equation 1.9 :

Σ
(
E
)

= L : E ; L =
〈

L (e)
〉

V
−A : B−1 : A (1.13)

Ainsi, à partir des caractéristiques ǵeoḿetriques et ḿecaniques des constituants,
ce mod̀ele permet de prédire le comportement effectif du matériau consid́eŕe. En
particulier, la morphologie des inclusions est prise en compte. Toutefois, la méthode
d’homoǵeńeisation utiliśee est non conventionnelle.

Dans la section suivante, nous présentons la deuxième classe de modèles pour les
enrob́es bitumineux : ceux traitant le matériaux sous l’angle des milieux granulaires.

1.3 Modélisation discr̀ete des mat́eriaux matrice-
inclusions

Outre la mod́elisation des enrob́es bitumineux comme un biphasé matrice-
inclusions, une autre approche consisteà consid́erer ce type de matériaux comme un
milieu granulaire coh́esif.

Dans un premier temps, nous rappelons la description classique des milieux
granulaires.

Dans un second temps, nous nous attacherons aux descriptions adaptées aux
milieux granulaires coh́esifs tels que les enrobés bitumineux.
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1.3.1 Description classique des matériaux granulaires

Qu’est-ce qu’un milieu granulaire ? C’est un assemblage de nombreuxéléments
solides, qui peuvent interagir par exemple lors de collisions, mais aussi sous l’effet de
forcesélectromagńetiques ou gravitationnelles. Ceséléments, d́esigńes sous le terme
géńerique de grains, sont géńeralement arranǵes de manìere d́esordonńee et pŕesentent
souvent des diff́erences de forme, de taille et d’état de surface. On trouve des milieux
granulaires̀a toutes leśechelles : des fines poudres compactées composant les cachets
d’aspirine, en passant par les dunes du désert, jusqu’aux infrastructures routières et
ferroviaires. La structure et les propriét́es de ces milieux ne dépendent pas seulement
des caract́eristiques des grains, mais aussi de l’histoire du milieu, c’est-à-dire de
l’ensemble des mouvements subis, des traitements appliqués, etc.

Bien que tr̀es courants, les milieux granulaires présentent une variét́e de comporte-
ments qui les rendent inclassables parmi les troisétats de la matière habituels,̀a savoir
solide, liquide et gazeux.

Ces milieux ont par ailleurs des propriét́es que l’on ne trouve dans aucun des
trois autresétats, parmi lesquelles on peut citer l’effet de voûte, la dilatance et la
ségŕegation.

La mod́elisation du comportement d’un milieu granulaireà partir de sa microstruc-
ture comporte diff́erents aspects : géoḿetrie, cińematique, statique, comportement.
Et elle implique deux́echelles d’analyse : celle du milieu discret et celle du milieu
continuéquivalent.

1.3.1.1 Description ǵeométrique des mat́eriaux granulaires

Géńeralement, pour la modélisation ǵeoḿetrique des milieux granulaires sont
utilisé des grains ayant une géoḿetrie simple : sph̀eres ou disques, et plus rarement
des ellipses ou des polygones.

Coordinance
Pour un assemblage, on définit la coordinance (z) comme le nombre moyen

de contacts d’un grain. Dans un empilement constitué de sph̀eres ou de disques
identiques, la coordinancezest voisine de 6 pour des sphères et de 4 pour des disques.

Pour un empilement dense et désordonńe, la coordinance minimum, assurant
la stabilit́e sous gravit́e, estégale à 3 pour des sph̀eres età 2 pour des disques.
(Shafabakhsh (1999))
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Orientations des contacts
L’orientation du contact entre deux particules est caractériśee par la direction de

la normalen au plan de contact. dans un assemblage de particules, la distribution
des orientations de contacts peutêtre d́efinie par la d́etermination de la probabilité
d’obtenir un contact dans les différents angles d’orientation de contactθ. Cette
répartition des orientations de contact est un paramètre essentiel pour décrire la
géoḿetrie de l’assemblage des particules.

La distribution des orientations de contact permet de caractériser l’anisotropie du
milieu. Elle peut̂etre d́ecrite par diverses représentations mathématiques.́A partir des
résultats des simulations numériques sur un assemblage de particules, Rothenburg
et al. (1989) ont proposé uneéquation polaire pour la distribution des contacts :

P(θ) =
1
2

(1+a cos2(θ−θ0))

où a est un param̀etre d́etermińe nuḿeriquement etθ0 est la direction de l’axe
majeur de contacts (direction de la sollicitation imposée).

Pour d́ecrire l’arrangement des particules d’une structure granulaire, de nombreux
auteurs (Satake (1978), Oda et al. (1982), etc) ont proposé un tenseur du second ordre
appeĺe ”tenseur de structure” (fabric tensor).

Satake (1978) a présent́e l’anisotropie structuralèa l’aide d’un tenseur d́efini par :

Φi j =
〈
ni ,n j

〉
(1.13)

où ni et n j repŕesentent les composantes du vecteur d’orientations de contacts et
〈.〉 signifie la valeur moyenne spatiale.

Une autre d́efinition a ét́e propośee par Oda et al. (1982) pour un assemblage
de particules. Elle est connue sous le nom de tenseur de structure,Fi j , qui prend en
compte d’une part l’anisotropie structuraleà l’aide du tenseur de Satake et d’autre
part la compacit́e du milieu par le termeN D :

Fi j = N D
∫

ω
P(n)nin jdΩ

= N D
〈
ni ,n j

〉
(1.14)

où :
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– N : nombre de contacts par unité de volume,
– D : diamètre moyen des particules,
– Ω : cercle ou sph̀ere unitaire,
– P(n) : fonction paire de distribution des normales aux contacts.

La densit́e de probabilit́e de contact doit v́erifier :

∫
Ω

P(n)dΩ = 1 (1.15a)

P(n) = P(−n) (1.15b)

1.3.1.2 Description statique des matériaux granulaires

Dans un milieu granulaire, la transmission des efforts est un phénom̀ene essen-
tiellement discontinu : les forces de ne se transmettent qu’aux points de contact et
dépendent̀a la fois de la sollicitation appliqúee et de la ǵeoḿetrie de la structure
formée par les particules.

Des ḿethodes d’homoǵeńeisation permettent de décrire le passage du niveau
local au niveau global en termes de paramètres statiques (Love (1929), Weber (1966),
Cambou (1989), Sidoroff et al. (1993)).

Weber (1966) a proposé une relation, dans un milieu granulaire quelconqueà
l’ équilibre, qui permet de construire un tenseur de contraintesà partir des forces de
contact dans un volumeV. Elle s’écrit sous la forme :

σi j =
1
V

k=n

∑
k=1

f k
i lkj (1.16)

où :

– f k
i et lki repŕesentent respectivement les composantesi de la force de contact au

point k et j du vecteur joignant les centres des deux particules en contact au
pointk,

– n est le nombre de contacts dans le volume considéŕeV.

En introduisant une variable statique locale dépendant de la direction du contact
n, f (n), la relation pŕećedente (Eq. 1.16) peut s’écrire sous la forme :

σi j = N D
∫

Ω
fi (n) n jdΩ (1.17)
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où N et D sont respectivement le nombre de contacts par unité de volume et le
diamètre moyen des particules.

Cambou (1989) a proposé d’exprimer fi (n) en fonction de la probabilité de
contact,P(n), et la force moyenne de contact,F i (n), dans la directionn.

fi (n) =
3

N D π(d+1)
P(n) F i (n) dΩ (1.18)

où d est la dimension de l’espace (2 ou 3) etN le nombre de contact par unité de
volume ou de surface.

1.3.1.3 Description cińematique des mat́eriaux granulaires

Les variables cińematiques̀a l’échelle des grains sont les déplacements (transla-
tions et rotations) relatifs entre particules voisines. Ils peuventêtre d́ecrits par :

1. le d́eplacement relatif entre les centres des deux particules voisines,

2. le d́eplacement relatif du point de contact.

Pour chaque orientation de contact,n, on peut d́efinir les valeurs moyennes des
déplacements relatifsu(n).

L’opération d’homoǵeńeisation pour les variables cinématiques peut̂etre d́ecrite
par la d́efinition du tenseur de déformationε à partir des d́eplacements locaux moyens
des centres des particules(ui).

Si on consid̀ere une partition deΩ (Ω1,..,ΩN), le gradient moyen des déplacements,(
εk

i j

)
, calcuĺe sur un sous domaineΩk s’écrit sous la forme :

εk
i j =

1
Vk

∫
Ωi∈Ω

εi j dΩk (1.19)

=
1

Vk

∫
Sk=∂Vk

ui(n) n j dSk (1.20)

où :

– Vk est le volume du sous domaineΩk,
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– ui(n), n j sont respectivement les composantes suivant les directionsi et j du
déplacement relatif des particules et de la normalen.

Le tenseur des d́eformations macroscopiques,
(
εi j
)
, peut alorŝetre d́etermińe par

la relation suivante :

εi j =
1
V ∑

Ωk∈Ω
Vk εk

i j (1.21)

Bagi (1996), et Sab (1996) ont proposé d’utiliser la triangulation de Delaunay
pour partitionnerΩ (cf. Fig. 1.4 ). Ainsi, une interpolation lińeaire du d́eplacement

u à l’intérieur de chaque triangleΩk, permet d’exprimer
(

εk
i j

)
en fonction des

déplacements relatifs aux points de contact.

(a) (b)

FIG. 1.4 – D́efinition de la d́eformation microscopiquèa partir d’une triangulation de
l’ensemble de particules circulaires rigides.(a) D’après Sab (1996) et(b) D’après Bagi
(1996).

Une autre relation áet́e propośee par Cambou (1989), dans le cas d’un milieu
isotrope, entre la variable cinématique globale et le déplacement relatif moyen au
contact entre les particules :

εi j =
3

d+1

∫
Ω

(
µ nj ui +

1−µ
2

(
(2+d)nin j −δi j

)
nk uk

)
dΩ (1.22)

où d et D repŕesentent respectivement la dimension de l’espace et le diamètre
moyen des particules ;µ est un param̀etre.
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1.3.2 Comportement local dans les milieux granulaires secs ou
cohésifs

1.3.2.1 Les milieux granulaires secs : loi de contact de Hertz et de Mindlin

La loi de comportement local d’un matériau granulaire, d́ecrit la relation entre la
force de contact et le déplacement relatif de deux particules en contact. Le compor-
tement ḿecanique au contact de deux grains est complexe mais il est le plus souvent
décrit par des lois relativement simples. L’élasticit́e linéaire est ǵeńeralement d́ecrite
par :

Fn = kn.δn (1.23a)

F t = kt .δt (1.23b)

où Fn et F t sont respectivement les composantes normale et tangentielle de la
force de contact.
Kn, Kt , δn et δt repŕesentent, respectivement, les rigidités normale et tangentielle de
contact, les composantes normale et tangentielle du déplacement relatif entre deux
particules en contact.

Dans le cas non lińeaire, on peut citer les théories de Hertz et de Mindlin qui sont
adapt́ees pour la mod́elisation des d́eformations des particules de forme sphérique
ou cylindrique. Hertz áetabli des relations th́eoriques dans le domainéelastique,
pour des contacts ponctuels. Il a considéŕe des cas simples tels que : sphère-sph̀ere,
sph̀ere-plan, cylindre-plan, etc.

Dans le cas de deux sphèresélastiques de rayonR1, R2 soumises̀a une force de
normaleFn, le rapprochement de leurs centresd (cf. Fig 1.5 ) est donńe par la relation
suivante :

d3/2 =
3
4

√
R1 +R2

R1 R2

(
1−ν2

1

E1
+

1−ν2
2

E2

)
.Fn (1.24)

où E1, E2, ν1 etν2 sont respectivement les modules de Young et les coefficients de
Poisson des matériaux constitutifs des sphères 1 et 2.

D’autre part, Mindlin (1945) a introduit dans la théorie de Hertz, les effets d’une
composante tangentielle non nulle de la force de contact. Il a montré que la surface de
contact entre deux sphères, qui est circulaire, est formée de deux zones :
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FIG. 1.5 – Mod̀ele de contact simplifíe.

– une zone autour du point de contact où il n’y pas de d́eplacement relatif entre les
deux solides en contact,

– une zone pour le contour du cercle de contact où le frottement arrivèa une
valeur maximale et òu apparâıt le glissement entre les deux solides.

Dans le domainéelastique, l’intensit́e de la composante tangentielle de la force de
contact est d́etermińee par l’́equation 1.24. Pour des sphères de m̂eme rayonR et de
mêmes propríet́esélastiques (E, G, ν), Mindlin a d́etermińe le coefficientKt , quand la
composanteFn reste constante, par :

Kt =
4Ga
2−ν

(
1− F t

f .Fn

)1/3

avec : a3 =

(
3
(
1−ν2

)
4E

)
Fn R (1.25)

a est le rayon de la surface de contact. La loi de contact est non linéaire etKt

dépend de la force normale et tangentielle.
Ici f caract́erise la loi de frottement de Coulomb :

F t = f Fn (1.26)

D’autres lois de contact de type (visco)-élasto-plastique ont́et́e utilisées dans la
mod́elisation des milieux granulaires métalliques. Parmi ces lois, nous citons la loi
(visco)-́elasto-plastique utiliśee dans Storakers et al. (1999), Martin et al. (2003) et
Martin et Bouvard (2004).

Dans la section suivante, nous présentons une loi de contact entre deux grains
coh́esifs propośee par Zhu et Nodes (2000).
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1.3.2.2 Une loi de contact dans les milieux granulaires cohésifs propośee par
Zhu et Nodes (2000) :

Récemment, Zhu et Nodes (2000) ont dévelopṕe un mod̀ele de contact inter
granulaire avec prise en compte de la présence d’un liant. Ils ont traité le cas d’un
liant élastique, viscóelastique de type Voigt et viscoélastique de type Maxwell.

Comme le montre la figure 1.6, les particules sont modélisées par des ellipses. Le
contact entre deux particules voisines est schématiśe dans la figure 1.7.

FIG. 1.6 – Configuration des particules d’après Zhu et Nodes (2000).

FIG. 1.7 – Contact des particules avec prise en compte d’un liant d’après Zhu et Nodes
(2000).

Dans le cas de l’élasticit́e, les relations entre le déplacementδ et la forcef sont
donńees par :
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δ = k(r)p(r)+
∫

A
K
(
r, r ′
)

p
(
r ′
)

dA
(
r ′
)
, (1.27a)

f =
∫

A
p(r)dA (1.27b)

où :

– k(r) et K (r, r ′) sont deux fonctions qui d́ependent de la ǵeoḿetrie et des
propríet́es ḿecaniques des particules et de la matrice.

– p(r) est la pression de contact dans l’interface entre la matrice et la particule, et
A est la surface de contact.

Dans le cas òu le comportement de la matrice et des particules estélastique
isotrope, Zhu et al. (1996a) ont montré que le syst̀eme (particule- matrice- particule)
estéquivalent̀a deux ressortśelastiquesC1 etC2 mont́es en śerie (cf. Fig. 1.8).

FIG. 1.8 – Repŕesentation sch́ematique d’un système élastique particule-matrice
d’apr̀es Zhu et al. (1996a).

Les rigidit́es normale et tangentielle (C1z etC1x) , du ressortC1 sont calcuĺees dans
le cas limite òu les particules sont infiniment rigides. Elles sont données par :

C1z =
h0

π a2 E2 X
(1.28a)

C1x =
h0

π a2 G2 X
(1.28b)
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où :

– h0 = h(0), h(r) est l’épaisseur de la matrice se trouvant entre deux particules
voisines (cf. Fig 1.7),

– X est donńe par :

X =
log(1+d)

d
(1.29)

– d est donńe par :

d =
a2

2 R h0
(1.30)

– E2 et G2 sont, respectivement, le module d’Young et de cisaillement de la
matrice.

Celles du ressortC2 sont calcuĺees dans le cas limite où la matrice est infiniment
rigide. Elles sont donńees par :

C2z =
1−ν2

1

2 a E1
(1.31a)

C2x =
2−ν1

8 a G1
(1.31b)

où E1, G1 et ν1 sont respectivement le module d’Young, le module de cisaillement
et le coefficient de Poisson des particules.X est d́efini dans l’́equation 1.29.

La viscóelasticit́e aét́e introduite dans le comportement mécanique de la matrice
(Zhu et al. (1996b)). Deux modèles rh́eologiques de viscóelasticit́e ontét́e trait́es : le
mod̀ele de Maxwell et le mod̀ele de Voigt.

Il a ét́e montŕe dans Zhu et al. (1996b) que le système (particule-matrice-particule),
dans le cas de la viscoélasticit́e, estéquivalentà celui sch́ematiśe dans la figure 1.9a
(resp. 1.9b) pour le modèle de Maxwell (resp. Voigt).

Les rigidit́es normale et tangentielle (C1z et C1x) , du ressortC1 sont donńees,
respectivement, par leséquations 1.28a et 1.28b.

Celles du ressortC2 sont donńees par leśequations 1.31a et 1.31b.
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(a) (b)

FIG. 1.9 – Deux types de systèmeéquivalent ressort-amortisseur d’après Zhu et al.
(1996b) :(a) matrice de Maxwell et(b) matrice de Voigt.

Les coefficients (cz etcx) de l’amortisseurc sont donńes par :

cz =
ηε

E2 C1z
(1.32a)

cx =
ηγ

G2 C1x
(1.32b)

ηε et ηγ sont, respectivement, le coefficient de viscosité dans la direction normale
et tangentielle.

Les lois de comportement s’écrivent alors :

δ̇z(t) = (C1z+C2z) ḟz(t)+
ḟz(t)
cz

(1.33a)

δ̇x(t) = (C1x +C2x) ḟz(t)+
ḟz(t)
cx

(1.33b)

pour le mod̀ele rh́eologique de Maxwell, et :

δ̇z(t)+
δz(t)
C1z cz

= C2z ḟz(t)+
C1z+C2z

C1z cz
fz(t) (1.34a)

δ̇z(t)+
δz(t)

C1x cx
= C2x ḟx(t)+

C1x +C2x

C1x cx
fz(t) (1.34b)

pour le mod̀ele rh́eologique de Voigt.
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Á partir des ces loi de contact, Zhu et Nodes (2000) ont détermińe le comportement
macroscopique des enrobés bitumineux. Pour cela, une technique d’homogéńeisation
a ét́e utilisée. Celle-ci consistèa imposer une contrainte macroscopiqueE et d’utiliser
une relation de localisation permettant d’exprimer les déplacements relatifs aux points
de contact en fonction deE. Une relation est alors déduite entre la contrainte ma-
croscopiqueΣ, calcuĺeeà partir de l’́equation 1.16, et la d́eformation macroscopique
E. Plus de d́etails sur les techniques d’homogéńeisation dans les milieux granulaires
seront pŕesent́es dans la section suivante.

1.3.3 Relation entre comportement local et comportement global :
Technique d’homoǵenéisation

L’homogéńeisation des milieux granulaires viseà établir un lien entre le comporte-
ment macroscopique d’uńechantillon et les ḿecanismes de déformation et de rupture
qui se produisent̀a l’échelle des grains. Bien que les approches puissent différer d’un
auteurà l’autre, le principe de l’homoǵeńeisation est ǵeńeralement celui sch́ematiśe
par Cambou et al. (1995) (cf. Figure 1.10).

FIG. 1.10 – Principe de l’homoǵeńeisation dans les milieux granulaires d’après Cam-
bou et al. (1995).

D’une part, la d́etermination des param̀etres macroscopiques̀a partir des pa-
ramètres microscopiques peut se faire formellement par l’utilisation des relations de
comportement local et celles de localisation et d’homogéńeisation en respectant le
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sch́ema d́ecrit pŕećedemment (Fig. 1.10).

D’autre part, les simulations nuḿeriques permettent de déterminer directement
les param̀etres de comportement macroscopique. Roux (1997) a mis enévidence,
par cette voie, l’influence de la microstructure sur le comportementélastique d’un
assemblage de disques lisses soumisà une compression isotrope.

Également, par simulations numériques, un certain nombre de résultats ont
ét́e obtenus permettant de relier l’angle de frottement macroscopiqueà l’angle
microscopique correspondant aux contacts inter-particulaires (Mahboubi et al. (1996),
Shafabakhsh (1999)).
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1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présent́e brìevement quelques modèles pour la
prédiction du comportement des enrobés bitumineuxà partir des caractéristiques
mécaniques et morphologiques des différents constituants.

Deux classes de modèles ont́et́e distingúees : ceux s’inspirant de la modélisation
des milieux continus et ceux traitant le matériau sous l’angle des simulations
numériques des milieux granulaires.

Dans la suite, nous proposerons une modélisation de ce type de matériaux
s’appuyant sur les simulations numériques des milieux granulaires où chaque grain est
repŕesent́e discr̀etement et consid́eŕe comme un solide rigide doué d’un mouvement
de translation et de rotation. La cohésion du mat́eriau est assurée par une matrice
enrobant les particules rigides.
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Deuxième partie

Construction du modèle propośe





Chapitre 2

Modélisation ǵeométrique de la
microstructure
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ronöı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.2.3 Disposition des centres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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2.1 Introduction

La premìere étape pour effectuer des simulations numériques consistèa ǵeńerer
des microstructures̀a l’image des matériaux granulaires cohésifs. Nous avons choisi
de consid́erer ces structures sous la forme d’assemblage d’inclusions cohésives
infiniment rigides. La distribution granuloḿetrique des inclusions pour ce type de
mat́eriaux pŕesente ǵeńeralement une assez large dispersion. Typiquement, pour les
enrob́es bitumineux, les rayons des plus petits grains sont de l’ordre de quelques
dixièmes de millim̀etre, alors que les plus gros grains peuvent atteindre quelques
dizaines de millim̀etres. Ceci nous am̀eneà distinguer deux classes d’inclusions : une
premìere classe òu les grains ont un petit rayońequivalent (le rayon de la sphère ayant
le même volume) et une deuxieme classe où les grains pŕesentent une taille assez
grande. Un choix sur le rayon de troncaturermin doit être fait. Zhu et Nodes (2000)
ont propośe 1.118mmpour les enrob́es bitumineux.

Comme illustŕe dans la figure 2.1, nous supposerons que la matrice est constituée
du liant et des inclusions de petites tailles, autrement dit, le liant et les grains apparte-
nantà la premìere classe.

FIG. 2.1 – Constitution du ḿelange : (1) Les ”grosses” inclusions (2) La matrice, elle-
même constitúee des ”petites” inclusions et du liant (le bitume).

Quantà la deuxìeme classe d’inclusions, celles ayant un rayonéquivalent suṕerieur
à rmin, elles seront mod́elisées par des régions polýedriques convexes. Nous avons
choisi d’utiliser la mosäıque de Voronöı pour les ǵeńerer.

Deux ḿethodes de ǵeńeration de microstructures numériques sont d́etaillées dans
ce chapitre. On traite tout d’abord des géoḿetries les plus classiques utilisées dans
la littérature (cellule de Voronoı̈, section 2.2). Les limites de cette méthode sont
également abord́ees. Des microstructures plus diversifiées et adaptéesà ce mat́eriau
sont propośees au cours de la section 2.3 après avoir expośe la ḿethode des plans
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radicaux.

2.2 Tessellation de Voronöı pour un ensemble de points

2.2.1 Principe

C’est une technique de partition du plan ou de l’espace introduite par P.G.L.
Dirichlet en 1850. Elle est aujourd’hui associée au nom de G.F. Voronoı̈ qui a établit
en 1905 une ǵeńeralisation aux espacesà n dimensions. Ce procéd́e està l’origine de
la plupart des ḿethodes commuńement utiliśees pour ŕealiser des microstructures.

Dans ce travail, on s’interessse aux microstructures périodiques ǵeńeŕees par la
méthode de Voronöı. Afin de d́efinir la mosäıque ṕeriodique de Voronöı d’un ensemble
de points, consid́erons une population de sites (ou de points deR3) E =

{
p1, . . . , pn

}
contenus dans une cellule parallélépiṕediqueV. (a1,a2,a3) les trois vecteurs de
translation permettant de géńerer par ṕeriodicit́e toute la microstructure (cf. Fig. 2.2).

FIG. 2.2 – La microstructure est constituée par la ŕeṕetition d’un ensemble de points
contenus dans une cellule de baseV.

NotonsEα l’image deE par une certaine composition des vecteurs de translation
(a1,a2,a3). Ici, α est un triplet d’entiers reṕerantEα :

Eα =
{

pα, j = p j +α1.a1 +α2.a2 +α3.a3, α ∈ Z3, j = 1..n
}
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La mosäıque ṕeriodique de Voronöı de E est l’ensemble des régions polýedriques
convexes

{
Vor

(
p1
)
, . . . ,Vor(pn)

}
. La région Vor

(
pi
)

assocíee au point pi est
constitúee des points de l’espace ayant la plus courte distanceà pi que tous les autres
sites deE, ainsi que de leurs images respectives par périodicit́e.

Vor
(
pi)=

{
x ∈ /d

(
pi ,x

)
≤ d

(
pα, j ,x

)
∀ j, ∀α ∈ Z3} (2.0)

Par construction, la frontière de chaque région est la plus petite enveloppe des
médiatrices en 2D (des plans médiateurs en 3D) des segments reliant le centreà
tous les autres points. La figue 2.3 illustre ce principe en 2D par la construction de la
cellule assocíee au site central.

(a) (b)

FIG. 2.3 – Construction de la cellule de Voronoı̈ du pointP0 à partir des ḿediatrices des
segmentsP0Pj avec j ∈ [1,7]. Le pointP5 n’est pas voisin deP0 au sens de Voronoı̈. La
médiatrice joignant ces deux points ne coupe pas le plus petit polygone convexe formé
par les autres ḿediatrices. La cellule correspondante est représent́ee en (b).

Une partition ṕeriodique du plan en polygones convexes bornés est obtenue
en ŕeṕetant l’oṕeration pŕećedente pour chaque centre. Cette construction peut
être étendueà une assemblée de disques (ou sphères en 3D) monotailles qui ne
s’interṕeǹetrent pas ; il suffit de faire la m̂eme construction en utilisant les centres des
sph̀eresà la place des points.

De façon ǵeńerale, une tessellation de Voronoı̈ d’une assemblée de sph̀eres mono-
tailles (ou d’un ensemble de points) doit vérifier les relations de valence suivantes :

- chaque face est communeà deux polỳedres,
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- chaque ar̂ete est communèa trois faces,

- les sommets sont communsà quatre ar̂etes.

Quelques structures pathologiques, dites déǵeńeŕees, peuvent cependant exister.
C’est notamment le cas pour la cellule de Voronoı̈ des empilements Cubique Simple
(CS), Cubique Centŕe (CC) et Cubiquèa Faces Centrées (CFC) où des sommets sont
communs̀a huit ar̂etes. Ces cas sont cependant fortement instables, et un déplacement
infinitésimal des noeuds du réseau suffit̀a lever cette d́eǵeńerescence (Troadec et al.
(1998)). Nous pŕesenterons un peu plus en détail les cas des structuresCS, CC etCFC
dans la section 2.2.3.

La triangulation duale de Delaunay est obtenue en joignant les paires de points
ayant une facette de Voronoı̈ commune. Ainsi la d́etermination des régions de
Voronöı nous permet de situer préciśement la forme de toutes les surfaces communes
entre chaque paire de points qui interagissent.
Un exemple d’une tessellation périodique de Voronöı et la triangulation duale de
Delaunay est représent́e en deux dimensions dans la figure 2.4.

FIG. 2.4 – Diagramme ṕeriodique de Voronöı et triangulation duale de Delaunay d’un
ensemble de points en 2D.

2.2.2 Quelques algorithmes de construction du diagramme de Vo-
ronoı̈

Soit E=
{

p1, . . . , pn
}

un ensemble de n points. On dit que tous les points de E sont
en positon ǵeńerale si, et seulement si, il n’existe pas plus de cinq points co-sphériques
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Un tétraèdre T= (pi ; p j ; pk; pl ) où pi , pj , pk et pl sont dans E est un tétraèdre
de Delaunay si, et seulement si, l’intérieur de la sph́ere circonscriteà T ne contient
aucun point de E.

Nous avons vu dans la section préćedente que lorsque les points initialement
géńeŕes sont en position géńerale, la triangulation duale de Delaunay est obtenue en
joignant tous les centres de points ayant une face de Voronoı̈ commune.

Inversement, le pavage de Voronoı̈ peut-̂etre obtenùa partir d’une triangulation de
Delaunay. En effet, les sommets des polyèdres de Voronöı sont d́eduitsà partir des
centres de gravité des t́etràedres de Delaunay. Les arêtes de Voronöı sont d́eduites en
déterminant les deux tétràedres adjacents̀a chacun des faces (triangles) de Delaunay.
Les polygones de Voronoı̈ sont d́eduits en regardant tous les tétràedres adjacents̀a
chacune des arêtes de Delaunay. Enfin, chaque polyèdre de Voronöı est d́eduit en
déterminant toutes les arêtes de Delaunay contenant le point considéŕe. La figure 2.5
illustre cette dualit́e entre le pavage de Voronoı̈ et la triangulation de Delaunay.

FIG. 2.5 – Dualit́e entre le pavage de Voronoı̈ et la triangulation de Delaunay.

Dans la litt́erature on trouve des nombreuses méthodes de construction du
diagramme de Voronoı̈ dans le plan (Aurenhammer et Klein (2000)). Dans l’espace
(3D) et en dimensiond, les articles sont moins nombreux. Les méthodes utiliśees sont
essentiellement de deux types :

1. Méthodes globales,

2. Méthodes incŕementales.

Les ḿethodes seront dites globales si tous les points sont néćessaires au d́emarrage
de la construction du diagramme de Voronoı̈.
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Les ḿethodes seront dites incrémentales si cette donnée pŕealable n’est pas
nécessaire. Contrairement aux méthodes globales, les méthodes incŕementales sont
intrinsèquement dynamiques. Ces deux types de méthodes sont donc fondamentale-
ment diff́erentes et leur utilisation dépend entìerement des applications envisagées.

Pour ce qui nous concerne, nous avons choisi d’implémenter une ḿethode
incrémentale pour la construction de la tessellation de Delaunay. L’algorithme utilisé
est celui de Watson (D.F. Watson (1981)).
On peut brìevement d́ecrire l’algorithme de Watson en 3D de la manìere suivante.
Supposons qu’on ait construit le diagramme de Delaunay pourn sites. L’ajout d’un
nouveau sitepn+1 dans la structure se fait comme suit (D.F. Watson (1981)) :

1. Chercher un tétràedreT de Delaunay(E) dont la sph̀ere circonscrite contient le
nouveau site.

2. Chercher tous les tétràedres dont la sph̀ere circonscrite contient le nouveau site,
L’ensemble de ces tétràedres forme le polỳedreétoiléPE(pn+1),

3. Ret́etràedriser le polỳedreétoilé.

Dans l’́etape 1, le t́etràedreT existe bien, mais sa recherche n’est pas locale. Cette
recherche peut se faire par un algorithme de descente en gradient.

L’ étape 2 se fait par un parcours (local en géńeral) dans la structure de données.
Les t́etràedres trouv́es ne sont plus des tétràedres de Delaunay. Ces tétràedres sont
doncà supprimer et forment le polyèdreétoilée associé au nouveau site inséŕe.

Pour l’étape 3, on d́emontre que retétràedriser le polỳedreétoilé PE(pn+1) revient
à supprimer toutes les arêtes int́erieures̀a PE(pn+1), et à cŕeer toutes les arêtes liant
le nouveau sitèa tous les sommets dePE(pn+1).

2.2.3 Disposition des centres

2.2.3.1 Structures ŕegulières

Il est possible de créer des structures spécifiques en disposant les germes
régulìerement.

Plusieurs polỳedres permettent de réaliser une partition régulìere de l’espace. En
positionnant les points de germination suivant un réseau cubique simple(SC), on
géǹere un assemblage de cubes (cf. figure 2.6).

Placer les centres sur un réseau cubique centré (CC), on ǵeǹere un assemblage
de t́etrakäıdécàedres. Ces polỳedres comptent quatorze faces (huit hexagonales et six



40 Mod́elisation ǵeoḿetrique de la microstructure

carŕees), vingt quatre sommets et trente-six arêtes (cf. figure 2.7).

Placer les centres sur un réseau cubiquèa faces centrées(CFC) permet de ǵeńerer
une partition en dod́ecàedres rhomböıdaux, polỳedresà douze faces losanges (cf.
figure 2.8).

FIG. 2.6 – Disposition ”cubique simple” des sites de germination et structure en cube
correspondante géńeŕee par la ḿethode de Voronöı.

FIG. 2.7 – Disposition ”cubique centrée” des sites de germination et structure en
tétrakäıdécàedres correspondante géńeŕee par la ḿethode de Voronöı.

2.2.3.2 Structures aĺeatoires :

Ce terme d́esigne des microstructures crééesà partir d’une disposition aléatoire
des centres. Quelle que soit la dimension de l’espace et la manière dont on ǵeǹere les
coordonńees des points, le principe reste le même.
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FIG. 2.8 – Disposition ”cubiquèa faces centrées” des sites de germination et structure
en dod́ecàedres rhomböıdaux correspondante géńeŕee par la ḿethode de Voronöı.

Plusieurs processus de géńeration aĺeatoire de points peuventêtre envisaǵes. On
distingue parmis eux :

Le processus de Poisson : Un processus de Poisson est un processus ponctuel
homog̀ene isotrope pour lequel la disposition des points est complètement aĺeatoireà
chaque ŕealisation.

La probabilit́e de pŕesence d’un point dans une région donńee est, en particulier,
indépendante de la position des autres points du processus. Le processus de Poisson
està la fois un processus ponctuel très utile et tr̀es simplèa simuler.

Pour simuler une ŕealisation d’un processus de Poisson homogène d’intensit́e ρ (
le nombre moyen de points par unité de volume ) dans un domaine de volumeV, on
calcule d’abord le nombre de pointsn(V) contenus dans le volumeV. Ce nombre,
n(V), suit une loi de Poisson de paramètreégalà ρ |V| (cf. Fig. 2.9).

Prob{n(V) = n}= e−ρV (ρV)n

n!

Le nombre de pointsn(V) peutêtre simuĺe de la manìere suivante :
Réṕeter la ǵeńeration d’une variable aléatoire uniformeu dans l’intervalle [0,1]
jusqu’̀a ce que la propriét́e suivante (Eq. 2.1) soit vérifiée :

i=n

∑
i=0
− log(ui) < ρ |V|<

i=n+1

∑
i=0

− log(ui) (2.1)
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=⇒

FIG. 2.9 – Le nombre de points contenus dans une surfaceS quelconque pour
diff érentes ŕealisations d’un processus de Poisson suit une loi de Poisson de paramètre
ρS.

Une fois le nombre de points est détermińe, les cordonńees (xi ,xi ,zi) sont ensuite
définisà l’aide de trois nombres aléatoires tiŕes dans une loi uniforme.

Si onétudie unéchantillon de points pour lequel le nombre de pointsn est parfai-
tement connu, on peut choisir de simuler des réalisations comportant le m̂eme nombre
de points n (= ρ |V|).

Le processus de Neyman-Scott : Le processus de Neyman-Scott est construità
partir d’un processus de Poisson ”père”, dont les points servent de centres pour des
agŕegats. Chaque agrégat est constitúe d’un nombre aĺeatoire de points fils dont les
positions sont ind́ependantes et identiquement distribuées autour du point père.

D’après Goreaud (2000), le processus de Neyman-Scott simple peutêtre le sui-
vant : dans chaque agrégat les points fils sont répartis dans un disque de rayonr centŕe
sur le point p̀ere, selon un autre processus de Poisson de paramètreρ f ils = nf ils/

(
πr2
)

(ou ρ f ils = nf ile/
(
πr3
)

en 3D) , òu nf ils est donc le nombre moyen de points dans un
agŕegat.

Pour simuler une ŕealisation d’un tel processus, on simule d’abord un semis
de Poisson p̀ere (conditionnel au nombre d’agrégats d́esiŕe nag). Autour de chaque
point p̀ere Ai , on cŕee un agŕegat dont le nombre de points,ni , résulte d’un tirage
pseudo-aĺeatoire selon une loi de Poisson de paramètre nf ils. Pour chaque pointB j

de l’agŕegat, les coordonnéesdxj , dyj , dzj (relatives au point p̀ereAi) résultent d’un
tirage pseudo-aléatoire dans une loi uniforme sur[−r, r], effectúe jusqu’̀a ce que le
point soit effectivement dans le disque de rayonr.

Notons que pour les points pères trop pr̀es de la limite du domaine d’étude,
certains points fils sont en dehors du domaine. Dans ce cas, ils sont simplement
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éliminés. La figure 2.10 présente deux semis agréǵes.

FIG. 2.10 – Deux exemples de simulations de processus de Neyman-Scott d’après
Goreaud (2000).

Le Processus de Gibbs : La classe ǵeńerale des processus de Gibbs permet
d’obtenir des structures variées et complexes. L’id́ee du processus de Gibbs est de
répartir les points du semis selon des relations d’attraction ou de répulsion avec des
port́ees variables. Par exemple, avec une répulsion de 0 (mm)̀a x (mm), les points
du semis seront répartis de façoǹa avoir le moins de voisins possiblesà moins dex
(mm). Inversement, une attractionà x (mm) se traduira par un nombre de voisinsà x
(mm) élev́e. Il est possible de combiner plusieurs effets.

Un tel processus peutêtre d́efini par une fonction de coût f (r) 1, qui repŕesente en
quelque sorte le côut assocíe à la pŕesence dans le semis de deux points sépaŕes par
une distancer. Pour un semis de points donné, on peut calculer un coût total,égalà la
somme des côuts assocíesà chaque paire de points (Eq. 2.2).

coût total= ∑
paires de points

f
(
distance

(
Ai ,A j

))
= ∑

paires de points

f (r) (2.2)

Par d́efinition, la probabilit́e qu’un semis soit une réalisation du processus de
Gibbs consid́eŕe est d’autant plus forte que le coût total obtenu sur ce semis est faible.
Ainsi, à r fixé, si la fonction de côut f (r) est positive, il est peu probable de trouver

1Cette fonction de côut f (r) est souvent appelée potentiel d’interaction de paire, par analogie avec
les interactions entre particules en physique.
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deux pointsà distancer (on dira qu’il y a ŕepulsionà distancer). Inversement, si la
fonction de côut f (r) est ńegative, il est tr̀es probable de trouver deux pointsà distance
r (on dira qu’il y a attractioǹa distance r).

FIG. 2.11 – Exemple de trois semis obtenus par un processus de Gibbs, avec les fonc-
tions de côut assocíees : un semis régulier (i) ; et deux structures mixtes (ii) et (iii)
constitúees de petits agrégats ŕepartis ŕegulìerement dans l’espace. ( D’après Goreaud
(2000))

Pour obtenir les ŕealisations les plus probables du processus, on cherche doncà
simuler des semis dont le coût total est suffisamment faible, c’est-à-direà se rappro-
cher d’un minimum de la fonction de coût total. De tels semis de points peuventêtre
obtenus par un algorithme de type ”depletions and replacements” : partant par exemple
d’un semis de Poisson, on itère un grand nombre de fois une modification du semis,
qui consistèa d́eplacer aĺeatoirement un point arbitraire. Si ce déplacement augmente
le côut total, l’ancienne configuration est conservée. Sinon la nouvelle position est re-
tenue. Ainsi, les attractions et répulsions entre points entraı̂nent la ŕeorganisation pro-
gressive du semis vers un semis plus agréǵe ou plus ŕegulier. D’apr̀es Goreaud (2000),
cet algorithme converge assez rapidement vers une réalisation probable du processus.
Selon la forme de la fonction de coût, ce processus peutêtre utiliśe pour simuler des
agŕegats de taille variable, des semis plus ou moins réguliers, ou des structures mixtes
(figure 2.11).

Choix d’un processus et construction du diagramme de Voronöı En raison de sa
simplicité, nous avons choisi le processus de Poisson pour la géńeration aĺeatoire de
points.
Un exemple de construction de Voronoı̈ à partir d’un ensemble de points géńeŕes par
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le processus de Poisson est montré sur la figure 2.12.

=⇒

FIG. 2.12 – Disposition aléatoire des sites de germination et structure en polyèdres
convexes correspondante géńeŕee par la ḿethode de Voronöı.

En compĺement de ces visualisations, une caractérisation microstructurale som-
maire aét́e effectúee, dans la section 2.4.2, en analysant la distribution des tailles des
cellules de Poisson-Voronoı̈.

2.3 Généralisations de la tessellation de Voronöı à des
syst̀emes polydisperses

2.3.1 Principe

Dans le cas d’un système de sph̀eres de diff́erentes tailles, utiliser la tessellation de
Voronöı n’a plus de sens. En effet, prenons par exemple le cas d’une sphère de rayon
r1 et d’une sph̀ere de rayonr2 dont les centres sont sépaŕes par une distanced (cf. Fig
2.13).

Dans le cas òu les deux sph̀eres sont en contact (d = r1 + r2), le plan ḿediateur
coupe la sph̀ere de rayonr2 (cf. Fig 2.13).

La tessellation de Voronoı̈ telle qu’elle aét́e d́efinie, ne convient pas̀a l’étude de
syst̀emes polydisperses.

Afin de palier aux inconv́enients de la tessellation de Voronoı̈, une ǵeńeralisation
à un ensemble de sphères áet́e introduite ( voir Aurenhammer et Klein (2000)). Son
principe de construction est schématiśee sur la figure 2.14.
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FIG. 2.13 – Le plan ḿediateur entre deux sphères de rayons différents peut couper une
des sph̀eres.

FIG. 2.14 – Ǵeńeralisation de le tessellation de Voronoı̈. (a) Tessellation de Vo-
ronöı pour un syst̀eme monodisperse (b) Tessellation radicale.
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La tessellation radicale, encore appelée tessellation de Laguerre, consisteà
pond́erer la position des plans en fonction de la taille des sphères (Aurenhammer
et Klein (2000)). Cette pondération est faite de façoǹa ce que le plan ḿediateur
soit remplaće par le plan d’́egale tangence aux deux sphères, appelé plan radical
(cf. figure 2.15). La distance entre le plan et le centre de la sphère de rayonr1 est alors :

d1 =
d
2

+
r2
1− r2

2

2d

FIG. 2.15 – Lorsque les sphères sont en contact, le plan radical passe par le point de
contact.

Comme le montre la figure 2.15, lorsque deux particules de tailles différentes sont
en contact, le plan radical, contrairement au plan médian, passe par le point de contact.

Ainsi, à partir d’une population de sphères polydispersesE =
{

s1, . . . ,sn
}

contenues dans une cellule de baseV (ci est le centre de la sphèresi et r i son rayon),
il est possible de ŕealiser une partition ṕeriodique de l’espace en régions polýedriques
convexes

{
Vor

(
s1
)
, . . . ,Vor(sn)

}
. Pour ce faire, notons(a1,a2,a3) trois vecteurs de

translation permettant de géńerer la microstructure par la réṕetition spatiale de la
cellule de baseV (cf. Fig. 2.16).

Comme pour le cas d’un ensemble de points, notonsEα l’image deE par une
certaine composition des vecteurs de translations(a1,a2,a3) :

Eα =
{

sα, j =
(
cα, j , rα, j) , { cα, j = c j +α1.a1 +α2.a2 +α3.a3,

rα, j = r j
α ∈ Z3, j = 1..n

}
La régionVor

(
si
)

assocíee à la sph̀ere si est constitúee des points de l’espace
ayant la plus courte tangenteà si que tous les autres sphères deE ainsi que de leurs
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FIG. 2.16 – La structure est constituée par la ŕeṕetition bidimensionnelle (spatiale)
d’un ensemble de cercles (sphères).

images respectives par périodicit́e.

Vor
(
si)=

{
x ∈ /σ

(
sα,i ,x

)
≤ σ

(
sα, j ,x

)
∀i 6= j, ∀α ∈ Z3} (2.2)

Comme le montre la figure 2.17,σ
(
si ,x
)

est la puissance du pointx par rapport̀a
la sph̀eresi définie par :

σ
(
si ,x
)

= d
(
ci ,x
)2− r i2 (2.3)

Comme pour la cas de la tessellation de Voronoı̈ pour un syst̀eme monodisperse,
il est possible d’obtenir la triangulation duale de Delaunay en joignant les paires des
centres de sph̀eres ayant une face de Voronoı̈ commune.

2.3.2 Assemblage de sphères

2.3.2.1 Empilements RSA (Random Sequential Adsorption)

Le principe de cet algorithme consisteà placer aĺeatoirement des sphères unèa
une dans une boı̂te sans que ces dernières ne s’interṕeǹetrent (Widom (1966)). C’est
la méthode la plus naturelle et la plus simple pour géńerer des assemblages de sphères.
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FIG. 2.17 – Ḿethode des plans radicaux.

Le nombre ainsi que les rayons des sphères sont fix́esà l’avance. Les coordonnées
cart́esiennes de la sphère que nous cherchons̀a placer sont tiŕees au sort. Nous
vérifions alors que cette sphère ne chevauche aucune autre sphère d́ejà en place. Si tel
est le cas, elle est définitivement plaćee et, dans le cas contraire, nous recommençons
le tirage de la position.

La proćedure s’arr̂ete lorsque plus aucune sphère suppĺementaire ne peut̂etre
plaćee (”jumping limit”) ou quand la compacitée souhait́ee aét́e atteinte. De façon
pratique, on consid̀ere que l’assemblage est terminé apr̀es n tentatives avort́ees de
nouveau positionnement. La valeur effectuéeà ce nombre d’́echecs successifs fixe la
densit́e finale d’empilement. Elle ne peut dépasser 0.382 en 3D et 0.547 en 2D avec
des sph̀eres de m̂eme tailles (Richard (2000)). Le choix den est un compromis entre
la densit́e d’empilement et le temps de calcul.

Nous avons utiliśe ce proced́e pour un syst̀eme polydisperse. Les sphères les plus
grosses sont d’abord toutes placées, puis les petites. Le rapport entre le rayon de la
plus grosse sph̀ere et le rayon de la plus petite sphère est́egaleà 24 pour le système
consid́eŕe. La compacit́e maximale qui áet́e atteinte, avec ce type de procéd́e, est
proche de 50%.
Ainsi, un inconvenient majeur de ce type de procéd́e est sa faible densité d’empilement.

2.3.2.2 Empilements RSA densifíes

Afin de palier au d́efaut principal des asssemblages RSA, uneétape ult́erieure de
densification peut̂etre ŕealiśee.
On utilise un algorithme de type Ḿethodes deśElements Distincts ( ou Dynamique
particulaire).À partir d’un empilement RSA, il simule l’évolution d’une population
de particules soumises̀a des forces données : attraction répulsion (”force centrale”)
et non ṕeńetration ( par exemple loi de Hertz). Les mouvements des particules
doiventégalement assurer la conservation des conditions aux limites périodiques̀a la
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périph́erie.

En ce qui nous concerne, l’étape de densification áet́e effectúee à l’aide d’un
programme ŕealiśe par Jean Nöel Roux, Chercheur au Laboratoire des Matériaux et
Structures de Ǵenie Civil. L’algorithme de ŕesolution est schematisé dans la figure
2.18.

FIG. 2.18 – Dynamique moléculaire : Algorithme de prédiction-correction d’ordre 3
d’apŕes Emam (2002).

La valeur de la densité finale est proche des classiques 64% dans le cas des empi-
lements monodisperses aléatoires compacts en 3D et 80% pour les assemblages poly-
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disperses.

2.4 Génération de microstructures contrôlées

Dans cette section, nous nous intéressons̀a la ǵeńeration de microstructures, par
la méthode de Voronöı, dont la distribution granuloḿetrique est fix́eeà l’avance. Pour
ce faire, la distribution granuloḿetrique des ŕegions de Voronöı a ét́e compaŕeeà celle
des sph̀eres initialement ǵeńeŕees pour plusieurs densités.

Nous commençons, tout d’abord, par définir la fonction de ŕepartition des rayons,
aussi bien pour les régions de Voronöı que pour les sph̀eres initialement ǵeńeŕees.
Ensuite, nous rappelons le principe de la méthode de Monte-Carlo. Enfin, nous
présentons les résultats de nos simulations.

2.4.1 Caract́erisation d’une distribution granulom étrique par la
fonction de répartition des rayons

2.4.1.1 La tessellation de Voronöı

Afin de d́ecrire la distribution granuloḿetrique des ŕegions de Voronöı, nous
associons̀a chaque ŕegion de Voronöı de volumeV i , un rayonr i . Ce rayon est calculé
commeétant le rayon de la sphère ayant le m̂eme volumeV i :

r i =
(

3
4π

V i
) 1

3

Nous introduisons aussi la fonction de répartition des rayonśequivalents des régions
de Voronöı PV(R< r) :

PR
V (r) = Probabilit́e{R< r}

=
∫ r

rmin

Probabilit́e

{
R∈ [r ′− dr′

2
, r ′+

dr′

2
]
}

dr′ (2.4)

où Rest la variable aléatoire dont lesr i sont les ŕealisations ind́ependantes.
Dans la limite du nombre total de réalisations,N, tendant vers l’infini,PR

V (r) n’est
autre que :

PR
V (r) =

Nombre der i < r
N

(2.5)
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Á partir de la variable aléatoireR portant sur les rayonsr i , nous d́efinissons la
variable aĺeatoire adimensionnelleX comme suit :

X ≡ R
rmoy

, avecPR
V (rmoy) =

1
2

Nous avons utiliśe la ḿethode de Monte-Carlo pour déterminer la fonction
de ŕepartition PX

V (x) des tessellations de Voronoı̈ géńeŕeesà partir des trois types
d’empilement suivants :

1. Processus de Poisson,

2. Empilement de sphères RSA,

3. Empilement de sphères RSA densifíe,

2.4.1.2 Calcul de la fonction de ŕepartition à partir de la courbe granu-
lométrique

En ce qui concerne les sites géńeŕesà partir du processus de Poisson, la densité ρ
est fix́eeà 0.15. Ainsi, pour des ŕealisations dans un domaine de volume|V| = 53, le
nombre moyen de points par réalisation est́egalà ρ. |V|= 19.

Pour les empilement de sphères polydisperses, on introduit la courbe granulométrique
g exprimant le pourcentage volumique (ou massique) des tamisats cumulées en fonc-
tion des rayons comme suit :

g(r) =
Volume des sph̀eres dont le rayon est< r

Volume total des sph̀eres

soitdr > 0, on a alors :

g
(
r + dr

2

)
−g
(
r− dr

2

)
=

Volume des sph̀eres dont le rayon∈[r− dr
2 ,r+ dr

2 ]
Volume total des sph̀eres

(2.6)

si on note :

– n(r) le nombre de sph̀ereséquivalentes dont le rayon est compris entrer− dr
2 et

r + dr
2 ,

– VS le volume total des sphèreséquivalentes,
– N le nombre total des sphèreséquivalentes,
alors, lorsquedr tend vers źero :
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g

(
r +

dr
2

)
−g

(
r− dr

2

)
=

n(r).4
3.π.r3

VS
(2.7)

= g′(r)dr (2.8)

(2.9)

d’où n(r) s’exprime de la manière suivante :

n(r) =
g′(r).VS

4
3.π.r3

.dr (2.10)

et le nombre de sphères dont le rayon est inférieurà r :

(Nombre de sph̀eres de rayon< r) =
∫ r

rmin

n(r)dr (2.11)

Le nombre total de sphères,N, s’exprime comme suit :

N =
∫ rmax

rmin

n(r)dr (2.12)

Pour N tendant vers l’infini, nous en déduisons la fonction de répartition des
rayons,PR(r), définie par l’́equation 2.5 de la manière suivante :

PR
S(r) =

∫ r

rmin

g′(t)
4
3.π.t3

dt.
1∫ rmax

rmin

g′(t)
4
3 .π.t3dt

(2.13)

Comme pour le cas des régions de Voronöı, nous introduisons la fonction de répartition
des rayons normalisésPX

S (x) :

X ≡ R
rmoy

, avecPR
S (rmoy) =

1
2
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2.4.2 Étude paramètrique de la distribution granulomètrique des
r égions de Voronöı par la méthode de Monte-Carlo

Dans cette section, nous allonsétudier l’allure de la fonction de répartition
des rayonséquivalents des régions de Voronöı en fonction de la compacité des
sph̀eres initialement ǵeńeŕees (f = 0.1, 0.3, 0.5, 0.75). Nous utilisons la ḿethode de
Monte-Carlo pour d́eterminer la courbe moyenne de la fonction de répartitionPX

V (x)
sur plusieurs ŕealisations.

Nous commençons, tout d’abord, par rappeler le principe de la méthode de
Monte-Carlo. Nous exposons, ensuite, une méthode d’inversion de la fonction de
répartition des rayons des sphères qu’on s’est donnée. Enfin, nous présentons les
résultats des simulations.

2.4.2.1 Rappel sur le principe de la ḿethode de Monte-Carlo

Rappelons que la ḿethode de Monte-Carlo a pour but d’estimer l’espérance d’une
variable aĺeatoireZ, E(Z), à partir de la moyenne arithḿetiqueZ sur N réalisations
indépendantes deZ. Notons :

ZN =
1
N

(Z1 + . . .+ZN) (2.14)

σ2
N =

1
N−1∑

i

(
Zi −ZN

)2
(2.15)

εN = 1.96
σN

ZN
√

N
(2.16)

Alors, quandN tend vers l’infini, et avec une probabilité de 95%,E(Z) se trouve
dans l’intervalle :

E(Z) ∈
[
ZN− εNZN,ZN + εNZN

]
(2.17)

Dans cettéetude, l’erreur relativeεN est inf́erieureà 0.5%. Les sites initialement
géńeŕees sont supposésà l’intérieur d’un cube de volume 5×5×5.

2.4.2.2 Ǵenération d’un ensemble de sph́eres à partir d’une fonction de
r épartition des rayons

La division MSC du Laboratoire Central des Ponts et Chaussées (LCPC)à
Nantes nous a fourni un exemple de distribution granulométrique utiliśee dans la
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formulation des enrob́es bitumineux. Cette courbe exprime le pourcentage massique
(ou volumique) des tamisats cumulés en fonctions des rayonséquivalent des tamis (cf.
Tab. 2.1).

tamis enmm 0.08 0.315 1.00 2.00 4.00 6.30 8.00 10.00 12.00

% passant 11.8 22.6 25.0 33.0 58.2 77.0 82.0 92.0 100.0

TAB . 2.1 – La distribution granuloḿetrique non tronqúee du ḿelange : pourcentage du
passant en fonction des dimensions des tamis.

Le rayon minimal de cette courbe,g0, estégal à 0.08mm. Nous avons choisi de
fixer le rayon de troncature,rmin, à 0.5mm, le rayon maximalrmax estégalà 12mm.

La distribution granuloḿetrique tronqúee, not́e g, est d́eduite de la distribution
granulom̀etrique non tronqúee,g0, de la maníere suivante :

Notons r0
1, .., r

0
t les rayons dest tamis consid́eŕes (ici 9 tamis). Le rayon de

troncaturermin = 0.5mm étant compris entrer0
2 et r0

3 (i.e. 0.315mmet 1mmcf. Tab
2.1). On suppose que la courbeg0 varie linéairement entrer0

2 et r0
3, d’où :

g0(rmin) =
g0
(
r0
2

)
−g0

(
r0
1

)
r0
2− r0

1

(
rmin− r0

1

)
+g0

(
r0
1

)
Ainsi pourr i > rmin, la valeur deg

(
r i
)

s’exprime comme suit :

∀r i ≥ rmin g(r i) =
g0(r i)−g0(rmin)

1−g0(rmin)
(2.18)

La courbe tronqúee,g, est pŕesent́ee dans le tableau 2.2. Cette courbe tronquée a
ét́e transforḿee en terme de fonction de répartition des rayons normalisés des sph̀eres
en utilisant la ḿethode expośee au paragraphe 2.4.1.2 (cf. Fig. 2.19).

tamis enmm 0.50 1.00 2.00 4.00 6.30 8.00 10.00 12.00

% passant 0.00 1.88 12.35 45.32 69.91 76.45 89.53 100.0

TAB . 2.2 – La distribution granuloḿetrique tronqúee utiliśee dans les simulations :
rmin = 0.5mm.
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FIG. 2.19 – La fonction de répartition des rayons normalisés des sph̀eres.

Une fois que la fonction de répartition des rayons des sphères aét́e choisie,
plusieurs ŕealisations d’ensembles de sphères ob́eissant̀a cette fonction de répartition
doiventêtre ǵeńeŕes.

Pour ce faire, nous utilisons une méthode d’inversion de la fonction de répartition
baśee sur la proposition suivante (voir Bouleau86) :

Si la fonction de ŕepartition de la loi est P et U une variable aléatoire de loi
uniforme sur[0,1] alors la loi de X= P−1(U) a comme fonction de répartition P. P−1

est ici l’inverseà droite de P ; c’est-̀a-dire que :

P−1(α) = inf {x;P(x)≤ α}

Ainsi, connaissant le volumeV du domaineà l’intérieur duquel les sphères
seront plaćees ainsi que la compacité globale f des granulats, un algorithme simple
d’inversion de la fonction de répartitionPS serait le suivant :

C_tmp=0;
n_sphere=0;
tanque (c_tmp<C) faire

n_sphere++;
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u=rand_uniforme();
r[n_sphere]=P_inverse(u);
C_tmp+=(4/3)*pi()*r[n_sphere]ˆ3/V;

fin tanque;

Une fois que le nombre ainsi que les rayons des sphères sont d́etermińes, nous
utilisons la ḿethode d’empilement RSA, exposée au paragraphe 2.3.2.1, pour les
densit́es assez faible (< 50%), et la ḿethode d’empilement de sphères RSA densifíes,
expośee au paragraphe 2.3.2.2, pour les densités assez fortes.

2.4.2.3 Ŕesultats des simulations

Quatre fractions volumiques des sphères sont consid́eŕees : f = 10%, f = 30%,
f = 50% et f = 75%. Nous avons utiliśes l’empilement RSA pour les compacités
f = 10%, f = 30% et f = 50%. Pour la densité f = 75%, nous avons utiliśe la
méthode d’empilement de sphères RSA densifíe. L’étape de densificatioǹa ét́e
réaliśeeà l’aide du logiciel de dynamique moléculaire d́evelopṕe par Jean Nöel Roux,
chercheur au Laboratoire des Matériaux et des Structures du Génie Civil.

La taille deśechantillons ainsi que le nombre de réalisations ńećessaire pour avoir
convergence de la ḿethode de Monte-Carlo avec une erreur relative inférieureà 1%
sont pŕesent́es dans le tableau 2.3 pour les quatre densités de sph̀eres envisaǵees
et aussi pour les ensembles de points géńeŕes à partir du processus de Poisson
(ρ = 0.15%).

Nombre moyen Nombre
de sites de ŕealisations

Processus de Poisson (ρ = 0.15) 507 20
Sph̀eres densifíeesà f = 10% 802 20
Sph̀eres densifíeesà f = 30% 960 20
Sph̀eres densifíeesà f = 50% 1150 20
Sph̀eres densifíeesà f = 75% 1520 20

TAB . 2.3 – Les tailles deśechantillons et les nombres de réalisations.

La fonction de ŕepartition des sph̀eres initialement ǵeńeŕees ainsi que les fonction
de ŕepartitions des régions de Voronöı assocíees, pour diff́erentes fractions volumique
de sph̀eres, sont traćees sur la figure 2.20.́A partir de cette figure, on constate que la
courbe granuloḿetrique des ŕegions de Voronöı est tŕes proche de celle des sphères
initialement ǵeńeŕees lorsque les rayons sont inférieursà rmoy (x < 1). L’écart se
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creuse pour les rayons supérieursà rmoy (x > 1).

(a) (b)

(c) (d)

FIG. 2.20 – Comparaisons entre la fonction de répartition des rayons des sphères ini-
tialement ǵeńeŕees et la fonction de répartition des rayonśequivalents des régions de
Voronöı assocíees.(a) RSA avec f = 10%, (b) RSA avec f = 30%, (c) RSA avec
f = 50%,(d) RSA densifíe avecf = 75%.

La fonction de ŕepartition des rayonśequivalents des régions de Voronöı obtenue
à partir d’un ensemble de points géńeŕes par le processus de Poisson, appelés regions
de Poisson-Voronoı̈, est traćee sur la figure 2.21.

Afin de comparer tous les résultats, toutes les fonctions de répartition des rayons
équivalents normaliśees sont traćees sur la figure 2.22.́A partir de cette figure, on
constate que quelque soit la fraction volumique, toutes les courbes des fonctions de
répartition sont tr̀es proche lorsque les rayons normalisés x = r

rmoy
sont inf́erieursà

1 (x < 1). Les sph̀eres de ”faible” rayon (r < rmoy) ont donc peu d’influence sur la
fonction de ŕepartition de l’ensemble.
Pour les sph̀eres de rayonr > rmoy (i.e.x > 1), il est clair que la fonction de répartition
des ŕegions de Voronöı admet deux limites :

1. Lorsque la fraction volumique des sphères initialement ǵeńeŕees tends vers
zéro (f −→ 0%), la fonction de ŕepartition des rayonśequivalents des régions
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FIG. 2.21 – Fonction de répartition des rayonśequivalents des régions de Poisson-
Voronöı.

de Voronöı tend vers celles des régions de Voronöı obtenues avec des points
géńeŕees par le processus de Poisson,

2. Lorsque la fraction volumique des sphères initialement ǵeńeŕees tend vers
la compacit́e maximale pouvant̂etre atteinte par densification, la fonction de
répartition des rayonśequivalents des régions de Voronöı est proche de celles
des sph̀eres initialement ǵeńeŕees.

En pratique, la densité maximale des sphères ne peut pas exceder 75%. Afin de
quantifier l’́ecart entre la distribution granulométrique des ŕegions de Voronöı et celles
des sph̀eres initialement ǵeńeŕees et densifíees à 75%, nous avons défini l’erreur
relative en un pointx, εr(x) comme suit :

εr(x) =
PX

V (x)−PX
S (x)

PX
S (x)

L’ écart relatif, εr(x), est traće sur la figure 2.23 pour les rayons normalisés
x = r

rmin
> 1. La valeur maximale est proche de 15%.

Ainsi, à partir d’un empilement de sphères, il est possible de géńerer une mosaı̈que
de Voronöı dont la fonction de ŕepartition des rayonśequivalents (ou des volumes),
PV(X < x), est fix́eeà l’avance,̀a condition que :
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FIG. 2.22 – Comparaisons entre la fonction de répartition des rayonśequivalents
des ŕegions de Voronöı et celle des rayons des sphères initialement ǵeńeŕees pour
diff érentes fractions volumiques.

FIG. 2.23 –Écart relatif entre la fonction de répartition des rayons des sphères et celle
des rayonśequivalents des régions de Voronöı : Densit́e des sph̀eres 75%.
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1. La fonction de ŕepartition des rayons des sphères,PS(X < x), soit égaleà la
fonction de ŕepartition initialement fix́ee (PX

V (x)),

2. L’empilement de sph̀eres soit densifíe à la densit́e maximale possible (ici 75%).

Dans ce cas, l’écart relatif entre la fonction de répartition fix́ee et la fonction de
répartition ŕeelle est inf́erieurà 15%.

Avec un RSA densifíe, on peut ǵeńerer des polỳedres convexes (Voronoı̈) dont la
granuloḿetrie est fix́eeà l’avance. Pour cela, on géǹere des sph̀eres, on les densifie
selon cette granuloḿetrie, puis on partitionne l’espace par Voronoı̈, on obtient les
polyèdres convexes qui ont une granulométrie homoth́etique de celle des sphères.

2.5 Le mod̀ele ǵeométrique proposé

Les inclusions sont modélisées par les ŕegions de Voronöı auxquelles on applique
une homoth́etie. Ainsi, on introduit le concept de la Fraction Volumique LocaleFVL
des inclusions. En effet, soitVor(Si) la région de Voronöı assocíee au siteSi ( point
ou sph́ere de centreCi), la région homoth́etique associéeàVor(Si), Pi , est d́efinie de
la manìere suivante (́Equation 2.19) :

Pi =
{

M
′
/CiM

′
=
(
ki)1/3

CiM ,M ∈Vor
(
Si)} (2.19)

où ki est la fraction volumique de l’inclusioni (FVL). Plusieurs choix duFVL
sont possibles :

1. LaFVL est uniforme :

ki = f ∀i = 1..n (2.20)

2. Lorsque la fraction volumique des sphères ǵeńeŕees estégale à la fraction
volumique des agrégats (f ), un autre choix possible de laFVL est :

ki =
Volume

(
Si
)

Volume(Vor(Si))
(2.21)
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3. LaFVL varie en fonction du rayońequivalent de la ŕegion de Voronöı assocíee :

ki = g(r i
eq) (2.22)

Le rayonéquivalentr i
eq pourrait être d́efini commeétant le rayon de la sphère

ayant le m̂eme volume que la régionVor
(
Si
)
.

Uneétude paraḿetrique sur l’influence de la répartition de laFVL sur le compor-
tement macroscopique sera menée dans le chapitre 6.

FIG. 2.24 – Configuration des particules.

La figure 2.24 montre deux cellules voisines, la matrice est située dans l’interface
entre ces deux cellules, notonsSi j la face communèaVor

(
Si
)

etVor
(
Sj
)
, l’ épaisseur

de la couche du liantei j est calcuĺee de la manière suivante :

ei j =
(
1−ki)∥∥∥CiOij

∥∥∥+
(
1−k j)∥∥∥Cj Oij

∥∥∥ (2.23)

La microstructure nuḿerique est constitúee d’un assemblage cohésif d’inclusions
rigides mod́elisées par les ŕegions de Voronöı homoth́etiques. Le liant (ou la matrice)
est sitúe dans l’interface mince entre deux régions voisines.
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Signalons que les microstructures numériques ǵeńeŕeesà partir de la tessellation
de Voronöı ont ét́e largement utiliśees dans plusieurs travaux de recherche. Nous
citons, en particulier, Fazekas (2003) et Fazekas et al. (2002) qui ont utilisé ce type
de microstructures pouŕetudier l’influence des dispersions microstructurales sur les
propríet́es effectives des matériaux cellulaires.

Afin géńerer, nuḿeriquement, la microstructure, nous avons dévelopṕe un pro-
gramme en langage C permettant la détermination du pavage de Voronoı̈ et de la
triangulation duale de Delaunay d’un ensemble de sphères polydisperses. Ce logiciel
est nomḿe DVP (Delaunay Voronöı Pond́eŕe).

Ainsi, à partir d’un ensemble de sphères polydisperses densifiées avec le logiciel
de dynamique moléculaire d́evelopṕe par Jean Nöel Roux, chercheur au Laboratoire
des Mat́eriaux et des Structures du Génie Civil, il est possible de géńerer des ŕegions
polyédriques dont la granuloḿetrie est fix́eeà l’avance, en utilisant le logiciel DVP.
Une homoth́etie est, par la suite, appliquée à chacune des régions selon la loi de
répartition desFVL des inclusions.

Dans le chapitre suivant, Nous nous intéresserons̀a la mod́elisation ḿecanique de
interfaces. Nous montrerons en particulier que le système est́equivalentà un ŕeseau
de ”poutres” encastrées et uniquement chargé en ses noeuds.
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3.6 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89



66 Mod́elisation ḿecanique des connexions inter-particulaires

3.1 Introduction

Nous avons vu au chapitre préćedent que la mosaı̈que ṕeriodique tridimension-
nelle de Voronöı a ét́e choisie pour approcher la géoḿetrie du mat́eriau étudíe.
Chaque inclusion est modélisée par une ŕegion de Voronöı à laquelle on applique une
contraction uniforme. Le liant est situé dans l’interface entre deux régions voisines.
Une illustration bidimensionnel est montrée sur la figure 3.1.

FIG. 3.1 – Les inclusions sont modélisées par les ŕegions de Voronöı contract́ees. La
matrice se situe dans l’interface entre deux régions voisines. L’ensemble forme une
celluleélémentaire ṕeriodique.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons̀a la mod́elisation du comportement
mécanique du matériau mod̀ele.
Les inclusions sont infiniment rigides et l’épaisseur des interfaces est faible par
rapport aux dimensions des inclusions. Ainsi, tout comme Klarbring (1991), Avila-
Pozos et al. (1999) et Cecchi et Sab (2002), un développement asymptotique
est utiliśe pour mod́eliser le comportement lińeaire élastique de ces interfaces.
Nous montrerons que le matériau continu tridimensionnel modèle estéquivalentà
un ŕeseau tridimensionnel de ”poutres” encastrées et uniquement chargé en ses noeuds.

Nous utilisons, par la suite, une méthode de passage d’un milieu discret formé
par un ŕeseau de ”poutres”̀a un milieu homog̀ene équivalent (Pradel (1998) et
Pradel et Sab (1998)). Nous en déduisons, ainsi, le comportementélastique lińeaire
homoǵeńeiśe.
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3.2 Écriture de l’ équilibre du syst̀eme de particules

Le syst̀eme,E, est constitúe d’un ensemble deN particules en interaction entre
elles :E =

{
P1,P2, ...,PN

}
. Á chaque particulePi , on associe un nombre la repérant

de façon univoque. Sa position dans l’espace est notéexi .

Chaque particule est douée de mouvement de solide rigide. Ainsi, six degrés de

liberté,
(

ui ,ϕi
)

3 en translations et 3 en rotations, sont associésà chaquePi .

Afin de d́ecrire les efforts int́erieurs, pour chaque couple de particules
c =

(
Pi ,P j

)
∈ E×E, i 6= j, on d́efinit la force,fc et le moment enPi , mc, exerćes par

la particuleP j sur la particulePi (cf. Fig. 3.2).

FIG. 3.2 – Les efforts exercés par la particuleP j sur la particulePi .

Les actions ḿecaniques sont représent́ees par des torseurs, avec un vecteur
résultantfc et un vecteur moment résultant en un certain point. Ici, nous choisissons
Pi comme point d’application. on peut définir, ainsi, un torseurT c comme suit :

T c =
{

fc

mc

}
Pi

Pour simplifier les notations, on introduit un opérateur de transposition,t , sur les
couples de particules défini par :

∀e=
(
Pi ,P j) ∈ E×E, te=

(
P j ,Pi) ∈ E×E
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Par ailleurs, l’action de l’extérieur du syst̀emeE sur la particulePi est un torseur
dont leséléments de ŕeductionPi sont la forcef i

ext et le momentmi
ext.

T c
ext =

{
fc
ext

mc
ext

}
Pi

Un tel syst̀eme peut mod́eliser un assemblage de barres encastrées aux noeuds et
charǵees en ces noeuds. Les noeuds sont alors doués d’une cińematique de translation
et de rotation. Ainsi, tout comme Pradel (1998) et Salençon (1988), nous pouvons
obtenir leśequations d’́equilibre pour un système de points ayant des degrés de libert́e
en translation et en rotation. Elles se traduisent par deux lois :

1. La loi des actions mutuelles :Elle exprime que le torseur des efforts exercés
par la particuleP j sur la particulePi sont oppośes :

∀e=
(
Pi ,P j) , i 6= j,τc + τ

te = 0⇔
{

fc + f
tc = 0

mc +m
tc + fc∧ lc = 0

(3.1)

NotonsOi j le point d’intersection de la droite
(
PiP j

)
(=
(
CiC j

)
) avec la surface

de Voronöı Si j et lc le vecteurPiPj (=CiCj ) (cf. Figs. 2.24, 3.2) :

Oi j = (1−α) xi +αx j , α =
‖ CiOij ‖
‖ lc ‖

Nous introduisons une fonction indicatriceχi définie par :

χi (c) = 1 si c=
(
Pi ,P j

)
= 0 sinon

(3.2)

2. La loi fondamentale de la statique :Elle stipule que le torseur de tous les
efforts s’exerçant sur la particulePi est nul :

{
f i
ext+∑cχi(c) fc = 0

mi
ext+∑cχi(c) fc = 0

∀Pi ∈ E (3.3)
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Leséléments de ŕeduction du torseurT c au pointOi j s’écrivent sous la forme :

T̃ c =
{

fc

m̃c

}
Oi j

=
{

fc

mc +α fc∧ lc

}
Oi j

(3.4)

De la m̂eme manìere, leséléments de ŕeduction du torseurT tc au point Oi j

s’écrivent sous la forme :

T̃
tc =

{
f
tc

m̃
tc

}
Oi j

=

{
f
tc

m
tc +(1−α) f

tc∧ l
tc

}
Oi j

(3.5)

En utilisant leséléments de ŕeduction au pointOi j du torseur des efforts exercés
parP j surPi , la loi des actions mutuelles (Eq. 3.1) s’écrit :

T̃ c + T̃
tc = 0 ⇔

{
fc + f

tc = 0

m̃c + m̃
tc = 0

(3.6)

m̃c (respectivement̃m
tc) est le moment d́efini dans l’́equations 3.4 (respectivement

Eq. 3.5).

Nous allons maintenantétudier la puissance des efforts intérieurs en exploitant la
loi des actions mutuelles (Eq. 3.1). On considère le sous-systèmeE

′
=
{

Pi ,P j
}
⊂ E.

Le travail des efforts int́erieurs du systèmeE
′
, Pint

(
E
′
)

estégaleà l’oppośe du travail

des d́eformations, il vient :

Pint

(
E
′
)

=−Pde f

(
E
′
)

= fcui + f
teu j +mcϕi +m

teϕ j

= fc (ui −u j)+(m̃c−α fc∧ lc)φi +
(

m̃
tc− (1−α) f

tc∧ l
tc
)

φ j

= fc
(

ui −u j +
(

αϕi +(1−α) ϕ j
)
∧ lc
)

+ m̃c
(

ϕi −ϕ j
)

=−(fcdc + m̃cδc)
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Ainsi, on fait apparâıtre deux d́eplacements ǵeńeraliśeesdc et δc définis par :

{
dc = u j −ui −

(
αϕi +(1−α) ϕ j

)
∧ lc

δc = ϕ j −ϕi
(3.7)

les relations suivantes sontévidentes :

{
dc =−d

tc

δc =−δ
tc (3.8)

3.3 Écriture du comportement du syst̀eme de parti-
cules

Il a ét́e suppośe que chaque régionPi est doúe d’un mouvement de solide rigide(
u
(
Ci
)
,ϕi
)

. L’ épaisseur de la couche du liantei j est suppośee faible par rapport

aux dimensions des particulesPi et P j . Ainsi le comportement ḿecanique de cette
connexion pourrait̂etre mod́elisé par une loi d’interface reliant le saut de déplacement
[[u]] à la contrainte au voisinage de la surfaceSi j (σ.n).

Dans le paragraphe suivant, nous allons exposer les grandes lignes de la formula-
tion de la loi d’interface utiliśee dans ce travail.

3.3.1 Interactions inter-particulaires : Une loi d’interface en
élasticité endommageable

3.3.1.1 Mod́elisation asymptotique d’une interface mince entre solides rigides
en élasticité linéaire

Consid́erons deux corpśelastiquesΩe
1 et Ωe

2 sépaŕes par une couche de ”mastic”
Ωe

0 d’épaisseure (cf. Fig. 3.3).

Dans la suite, on adoptera le terme d’inclusions pour les deux corps déformables
occuṕes par les domainesΩe

0 et Ωe
1 . Celui occuṕe par le domaineΩe

0 sera appelé
matrice. Pour simplifier l’expośe, on suppose que le comportement des inclusions et
de la matrice est lińeaire isotrope. On noteraEM le module d’Young de la matrice et
EI celui des inclusions.
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FIG. 3.3 – Ǵeoḿetrie du probl̀eme tridimensionnel.

En outre, on supposera quel’ épaisseur e est faible par rapport aux dimensions
des inclusions(Hypothèse H1), et quela matrice est beaucoup plus souple que les
inclusions(Hypothèse H2).
On noteraα le rapport entre le module d’Young de la matrice et celui des inclusions.

α =
EM

EI

et β le rapport entre l’́epaisseureet une dimension caractéristique des inclusionsh,

β =
e
h

La figure 3.4 illustre le domaineΩe = Ωe
0∪Ωe

1∪Ωe
2 et les conditions aux limites

appliqúees.

Le probl̀eme (P) consisteà trouver le champs de déplacementu = (ui) et de
contraintesσ =

(
σi j
)

des trois corps d́eformables occuṕes par les domainesΩe
0, Ωe

1 et
Ωe

2.

La solution du probl̀eme d́epend des deux paramètresα et β. Klarbring (1991),
Avila-Pozos et al. (1999) et Cecchi et Sab (2002) ontétudíe la solution lorsque les
deux param̀etresα et β tendent vers zero.

Lorsque le param̀etreβ, qui traduit le rapport entre l’épaisseure et les dimensions
des inclusions, tend vers zéro, le domaineΩ0 occuṕe par la matrice est assimilé à une
surfaceS(cf. Fig. 3.5).



72 Mod́elisation ḿecanique des connexions inter-particulaires

FIG. 3.4 – Le chargement appliqué à la structureΩe.

FIG. 3.5 – Le domaine occupé par la matrice est assimilé à une surfaceS.



3.3Écriture du comportement du système de particules 73

Il a ét́e montŕe par Klarbring (1991), Avila-Pozos et al. (1999) et Cecchi et Sab
(2002), que, lorsque le rapportα est de m̂eme ordre de grandeur que le rapportβ et
que tous les deux sont proche de zéro, le comportement asymptotique enélasticit́e
linéaire de la matrice est piloté par une loiélastique lińeaire d’interface reliant le
saut de d́eplacement[[u]]12 à la contrainteσ.n12 au voisinage de la surfaceS via une
matrice de rigidit́e localeK .

si α << 1, β << 1 et
α
β
∼ 1 alors

σ.n = K . [[u]] (3.9)

Où :

– n est la normalèa la surfaceS(dirigée deΩ1 versΩ2)
– [[u]] = u+−u−, u+ (resp.u−) est le d́eplacement en un point de la surfaceSdu

cot́e deΩ2 (resp.Ω1)
– K est la matrice de rigidité locale de l’interface. Elle s’exprime en fonction des

coefficients de Laḿe de la matrice (λM etµM) et de la normalen12 comme suit :

K =
1
e

(
µM 1+

(
µM +λM)(n12⊗n12)) (3.10)

1 est la matrice identité d’ordre 3.

Dans le cas òu le comportement de la matrice est anisotrope, la matrice de rigidité
locale de l’interface s’́ecrit alors sous la forme :

(
K i j )

kl =
1
e

aM
kmnl

(
n12)

m

(
n12)

n (3.11)

aM =
(
aM

kmnl

)
est le tenseur de souplesse de la matrice.

L’ énergie de d́eformation de cette interface s’écrit en fonction du saut de
déplacement[[u]] et de la matrice de rigidité localeK comme suit :

w =
1
2

∫
S
[[u]].K . [[u]]dS (3.12)

Le déplacement d’un point̀a l’intérieur de la matrice ( le domaineΩ0) est
suppośe être lińeaire enx3. Il s’exprime donc en fonction deu+ = u

(
x1,x2,+e

2

)
,
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u− = u
(
x1,x2,−e

2

)
et dex3 comme suit :

∀M (x1,x2,x3) ∈Ωe
0 u(M) =

x3

e

(
u+−u−

)
+

u+ +u−

2
(3.13)

Ainsi la déformationà l’intérieur de la matrice s’exprime de la manière suivante :

∀M (x1,x2,x3) ∈Ω0 ε(M) =
n⊗S[[u]]

e

+
(

1
2

+
x3

e

)
.gradS(u+)

+
(

1
2
− x3

e

)
.gradS(u−) (3.14)

où :

– ⊗S désigne le produit tensoriel symétriśe,

– gradS(u+) (resp.gradS(u−)) est le gradient syḿetriśe par rapport aux variables

x1 etx2 deu+ (resp.u−). Il s’exprime de la manière suivante :

gradS(u+)=


u+

1,1
1
2

(
u+

1,2 +u+
2,1

)
0

1
2

(
u+

1,2 +u+
2,1

)
u+

2,2 0

0 0 0

 (3.15)

u+
i, j est la d́erivé de la composanteu+

i par rapport̀a la variablex j (i, j ∈ {1,2}).
Et idem pourgradS(u−).

En pratique, les corpsΩe
1 et Ωe

2 seront consid́eŕes infiniment rigides. Dans ce
cas, les quantités gradS(u+) et gradS(u+) peuventêtre expriḿes en fonction des
rotations des centres des deux corps rigides (les inclusions). Or, il est bien connu que,
contrairement aux milieux de Cosserat, la cinématique des milieux de Cauchy est
uniquement d́ecrites par des translations. Ainsi, les termesgradS(u+) et gradS(u+)
qui interviennent dans l’expression de la déformation à l’intérieur de l’interface
consid́eŕee seront ńegligés par la suite. L’expression retenue deε(M) est donc la
suivante :
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∀M (x1,x2,x3) ∈Ωe
0 ε(M) =

n⊗S[[u]]
e

(3.16)

3.3.1.2 Extensioǹa l’ élasticité endommageable

Le pŕesent mod̀ele discret sera d́edíe à la mod́elisation des enrob́es bitumineux. Ce
type de mat́eriau est bien entendu largement utilisé dans les structures de chaussées.
Sous l’effet du passage repét́e des charges roulantes, ce matériau subit une d́egradation
progressive de sa rigidité allant jusqu’̀a sa rupture. La prise en compte de l’endomma-
gement dans les interactions entre particules rigides s’avère donc ńećessaire pour la
mod́elisation de ce type de matériau.

Aperçu sur la théorie de l’endommagement :
Dans le cadre de la thermodynamique des processus irréversibles, la th́eorie de

l’endommagement permet de rendre compte de cette dégradation. Son domaine
d’application couvre aussi bien le domaine des premières d́et́eriorations, la prise en
compte des effets de cumul du dommage, ainsi que la prévision de l’amorçage ou
l’initiation d’une macrofissure.

Á travers un concept d’homogéńeisation, l’́evolution du dommage est décrite
d’une façon macroscopiquèa l’aide d’une variableD. Cette dernìere repŕesente la
variation du tenseur d’élasticit́e par rapport̀a l’état vierge (non endommagé).
Dans une th́eorie isotrope,D est le scalaire d́efini par :

D = 1− E
E0

(3.17)

où E est le module d’young actuel etE0 le module d’Young̀a l’état vierge.

La théorie de l’endommagement continu est basée sur les hypoth̀eses de la
mécanique des milieux continus. L’élément de volume est considéŕe assez grand par
rapport aux h́et́eroǵeńeité du milieu et assez petit pour qu’on puisse le considérer
comme un point matériel. Les relations de comportement sont décrites pour cet
élément de volume considéŕe continu et homog̀ene et dans lequel on peut définir des
contraintes et des déformations. Les mod̀eles locaux proposent de relier le dommage
au pointx, D(x), à l’état de d́eformation qui r̀egne en ce point.

D(x) = f
(

ε(x)
)

(3.18)
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f est la loi d’́evolution du dommageD.

L’endommagement par fatigue correspondà la naissance et la croissance de
microfissures sous l’effet de sollicitations cycliques jusqu’à l’amorçage d’une fissure
macroscopique (Lemaitre et Chaboche (1985)).
Les lois classiques d’évolution s’expriment en fonction de grandeurs définies sur un
cycle :

– amplitude de contrainte ou de déformation,
– valeur moyenne (sur un cycle) de contrainte ou de déformation,
– rapport de la contrainte (ou de la déformation) minimalèa la contrainte (ou la

déformation) maximale.

En ce qui nous concerne, nous nous interessons uniquementà l’endommagement
par fatigue.

Prise en compte de l’endommagement dans les interactions entre particules :
Pour chaque couple de particules connectées, nous introduisons un paramètre D

traduisant l’́etat du dommage de la matrice se trouvant dans l’interface entre ces deux
particules.
Dans ce cas, la loi d’interface de l’équation 3.9 se reécrit sous la forme :

σ.n = (1−D)K . [[u]] (3.19)

Nous nous int́eresserons̀a l’endommagement par fatigue. Dans ce cas, un
probl̀eme enélasticit́e linéaire doitêtre ŕesoluà chaquéetape de chargement (On se
référeraà la section 5.4.2 du chapitre 5 pour plus de détails sur la prise en compte de
l’endommagement et l’algorithme de résolution).

Dans la section suivante, nous allonsécrire le comportement du système de
particules eńelasticit́e linéaire.

3.3.2 Comportementélastique linéaire du syst̀eme de particules

Nous avons vu dans la section 3.3.1.1 que l’énergie de d́eformationélastique
d’une interfacec = (i, j), wc, s’écrit en fonction du saut du déplacement,[[u]] et de la
matrice de rigidit́e de dec, Kc, comme suit :
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wc =
1
2

∫
Sc

T [[u]]K [[u]]dSc (3.20)

Dans le cas òu le comportement de la matrice estélastique et isotrope (λM, et µM

les coeficient de Laḿe),K s’écrit sous la forme :

K =
1
e

(
µM 1+

(
µM +λM)(n12⊗n12))

Soit M, un point de la surfaceSc, le saut de d́eplacement enM, [[u]], peut s’́ecrire
de la façon suivante :

[[u]](M) = u(M+)−u(M−)

Compte tenu du fait queM+, respectivementM−, appartientà la particule
P j , respectivementPi , et que les particulesPi et P j sont doúees de mouvement de
solide rigide, le saut de déplacement enM, [[u]], peut se ŕeécrire de la manière suivante :

[[u]](M) =
(

u j +ϕ j ∧Oj M
)
−
(

ui +ϕi ∧OiM
)

= u j −ui +ϕ j ∧Oj Oij −ϕi ∧OiOij +
(

ϕ j −ϕi
)
∧Oij M

= dc +δc∧Oij M (3.20)

dc et δc sont les d́eplacements ǵeńeraliśes d́efinis dans l’́equation 3.7.

En d́esignant parM la matrice antisyḿetrique d́efinie par :

M .a = a∧Oij M ∀a∈ R3

Le saut du d́eplacement[[u]] au pointM s’écrit alors :

[[u]](M) = dc +M δc

Ainsi l’ énergiéelastique de d́eformation de l’interfacec s’écrit alors :
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2wc = Tdc.

(∫
Sc

K dSc
)

.dc +T δc.

(∫
Sc

TM .K .M dSc
)

.dc

= +dc.

(
Kc.

∫
Sc

M dSc
)

.δc +dc.T
(

δc.
∫

Sc
M dSc

)
.Kc

Ou encore :

2wc =
{

dc

δc

}T

K̃
c
{

dc

δc

}
(3.21)

K̃
c

est une matrice 6×6 définie par :

K̃
c
=
[

Ac Bc

BcT Dc

]
(3.22)

avec :

Ac = mes(Sc)Kc

Bc = Kc.
∫

Sc
M dSc

Dc =
∫

Sc
MT .Kc.M dSc

Ac sera appelée la matrice de rigidité de l’effort normal.
Dc sera appelée la matrice de rigidité des moments.
Bc sera appelée la matrice de rigidité du couplage entre les moments et l’effort normal.

La résultante des forces,fc, exerćees par la particuleP j surPi s’écrit comme suit :

fc =
∫

Sc
σ.ncdSc

=
∫

Sc
Kc. [[u]]dSc

=
∫

Sc
Kc.
(
dc +M .δc) dSc

= Ac.dc +Bc.δc
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La résultante des moments̃mc exerćes par la particuleP j surPi et d́efinie au point
Oi j s’écrit de la manìere suivante :

m̃c =
∫

Sc
OcM ∧σ.ncdSc

=
∫

Sc
Oij M ∧Kc. [[u]]dSc

=
∫

Sc
MT .Kc.

(
dc +M .δc) dSc

= Dc.δc +BcT .dc

Ainsi, on en d́eduit une autre expression de l’énergie de d́eformation (cf. Eq. 3.21) :

2wc =
[

fc

m̃c

]T

.

[
dc

δc

]
Plaçons-nous dans la base locale(n, t,b) de l’interface(i, j). n étant la normalèa

(i, j). Les coordonńees du vecteurOij M dans cette base sont(0,x2,x3).
La matriceM s’écrit sous la forme :

M =

 0 x2 −x3

−x3 0 0
x2 0 0


et la matrice de rigidit́e élémentaire tridimensionnelleKc s’écrit sous la forme :

Kc =
1
ec

 λM +2µM 0 0
0 µM 0
0 0 µM

 (3.22)

λM etµM sont les coefficients de Laḿe de la matrice.

La matrice de rigidit́e ǵeńeraliśee des moments dans la base locale(n, t,b) s’écrit
sous la forme :

Dc =

 Kc
22I

c
3 +Kc

33I
c
2 0 0

0 Kc
11I

c
3 −Kc

11I
c
23

0 −Kc
11I

c
23 Kc

11I
c
2

 (3.23)
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Ic
2, Ic

3 et Ic
23 sont les moments d’inertie de la sectionSc définis par :

Ic
2 =

∫
Sc

(x2)
2dSc

Ic
3 =

∫
Sc

(x3)
2dSc

Ic
23 =

∫
Sc

x2.x3dSc

La matrice de rigidit́e élémentaire du couplage entre forces et moments dans la
base locale(n, t,b) s’écrit sous la forme :

Bc = Kc

 0 Sc
3 −Sc

2
−Sc

3 0 0
Sc

2 0 0

 (3.24)

Sc
2 etSc

3 sont les moments statique de la sectionSc :

Sc
2 =−

∫
Sc

x2dSc (3.25a)

Sc
3 =−

∫
Sc

x3dSc (3.25b)

3.3.3 Ŕecapitulatif

Sous les hypoth̀eses H1 (́epaisseurs faibles par rapport aux dimensions des
particules) et H2 (inclusions infiniment rigides), nous avons pu montrer que la micro-
structure continue estéquivalentèa un ŕeseau ṕeriodique de ”poutres” encastrées. Les
noeuds du ŕeseau cöıncident avec les centres des particules rigides ; ainsi, la géoḿetrie
du ŕeseau est complètement d́etermińee par la donńee des centres des particules et de
leur connectivit́e (cf. Fig 3.6).

Le comportement ḿecaniquéelastique de chaque liaison (ou poutre) est caractériśe
par les donńees ǵeoḿetriques de l’interface (l’́epaisseur et la forme géoḿetrique de la
surface) et les propriét́esélastiques de la matrice.

En outre, la ṕeriodicit́e de la microstructure impose que le réseau de poutres soit,
lui aussi, ṕeriodique. Ainsi, une ḿethode d’homoǵeńeisation ṕeriodique discr̀ete sera
appliqúee au ŕeseau ṕeriodique afin d’identifier le comportement macroscopique.
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FIG. 3.6 – La microstructure continue et périodique est́equivalenteà un ŕeseau de
”poutres” encastŕees.

3.4 Du micro au macro : Homoǵenéisation discr̀ete

3.4.1 Principe

Les mod́elisations ḿecaniques existantes des matériaux bitumineux se situent
dans le cadre des milieux continus et les lois de comportement sont détermińeesà
partir d’exṕeriences macroscopiques qui masquent, par conséquent, le comportement
à l’échelle microscopique. Une alternativeà cette approche macroscopique est de
déduire la loi de comportement des matériaux bitumineux̀a partir du comportement
des connexions entre particules et de leur organisation géoḿetrique, c’est-̀a-dire d’ho-
moǵeńeiser le ŕeseau de liaisons. Cette démarche d’homoǵeńeisation est d́evelopṕee
dans cette section.

Le point de d́epart de l’homoǵeńeisation est la mod́elisation ḿecanique du milieu
étudíe au niveau microscopique, ici le réseau de liaisons assimiléesà des ”poutres”.
Nous avons choisi de modéliser le mat́eriau comme un milieu discret périodique ayant
une cińematique de translation et de rotations, le cadre est celui de l’élasticit́e linéaire.
Pour homoǵeńeiser le ŕeseau de liaisons, nous avons adapté, à la mod́elisation choisie,
la méthode d’homoǵeńeisation discr̀ete d́evelopṕee dans Pradel et Sab (1998), Pradel
(1998).

3.4.2 D́eveloppement de la d́emarche

Un milieu 3D discret ṕeriodique est ǵeńeŕe à partir d’une cellule unitaire et 3
vecteurs de translation (a1,a2,a3). Deux noeuds (ou atomes) du réseau sont du m̂eme
type s’ils peuventêtre obtenus l’un de l’autre par une certaine composition des
vecteurs translations.

Comme illustŕe dans le ŕeseau bi-dimensionnel tri-atomique de la figure 3.7,
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la cellule de base n’est pas définie d’une façon unique. Cependant, les modules
élastiques effectifs ne sont pas sensibles au choix de la cellule unitaireà condition que
la même microstructure soit produite.

FIG. 3.7 – Le m̂eme ŕeseau ṕeriodique de liaisons est produit avec deux cellules uni-
taires diff́erentes.

On consid̀ere un ŕeseau ṕeriodique de poutres encastrées et charǵees en leurs
extŕemit́es qui occupent l’espace. Chaque extrémit́e est une particule ayant six de
degŕes de libert́e : Trois en translation et trois en rotation (ϕ). xα,i est la position
géoḿetrique de la particulePα,i où α est un triplet d’entiers reṕerant la celluleYα ( cf.
Eq. 3.26) dans le repère (a1,a2,a3), et i est le nuḿero de la particule dans cette cellule.

Yα = {x = x1.a1 +x2.a2 +x3.a3 xk ∈ [αk,αk +1] } (3.26)

La cinématique de ce milieu est décrite par l’́equation 3.27 :

(
u,ϕ
)

=
{(

uα,i ,ϕα,i
)

, i = 1..n, α ∈ Z
}

(3.27)

Où (u), (ϕ) désignent les translations et les rotations respectivement.

Pour chaque couple de noeuds connectésc=
(

Pα,i ,Pβ, j
)

, l’energie de d́eformation

wc(dc,δc) est donńee par l’́equation 3.21. L’́eńergie totale de la cellule unitaireYγ est
donńee par l’́equation suivante :

W
(

u,ϕ
)

= ∑
c

χγ(c) .wc(dc,δc) (3.28)
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La fonction indicatriceχγ(c) du couplec repŕesente la moitíe du nombre de
particules du couplec appartenant̀a la celluleYγ :

χγ(e) =
1
2
Card

({
Pα,i ,Pβ, j

}
∩Yγ

)
(3.29)

L’objectif de la d́emarche initialement proposée par Pradel et Sab (1998) est de
remplacer le milieu discret par un milieu continu de Cosserat. Nous nous limitons ici
au cas ou le milieu homogèneéquivalent est de type ”Cauchy”.

Afin d’identifier le comportement homogéńeiśe, une proćedure de localisation
qui lie les grandeurs cińematiques macroscopiquèa la cińematique discr̀ete doit
être identifíee. Pour cela, on introduit l’ensemble des champs cinématiquement
admissibles avec la déformation macroscopiqueE comme suit :

K
(
E
)

=

(u,ϕ
)

, ∀
(

β,α, i
) uα,i −uβ,i = E.

(
xα,i −xβ,i

)
ϕα,i −ϕβ,i = 0

 (3.30)

L’ énergie de d́eformation associée au chargement macroscopique périodiqueE,
W
(
E
)

d’une celluleYγ se calcule de la manière suivante :

W
(
E
)

= min
(u,ϕ)∈K(E)

∑
c

χγ(c) .wc(dc,δc) (3.31)

La solution du probl̀eme de minimisation préćedent (cf. Eq. 3.31) d́epend
linéairement en fonction du paramètre de chargementE.

Le comportement du milieu homogèneéquivalent est d́efini de la manìere suivante :

W
(
E
)

=
1
2

E.AHom.E (3.32)

AHom repŕesente les modules linéaires effectifs du réseau.

3.5 Mise en oeuvre nuḿerique

Dans cette section, on développe les techniques numériques les plus couramment
utilisées pour la ŕesolution des problèmes eńelasticit́e linéaire.
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3.5.1 Position du probl̀eme

Le probl̀eme physique consiste en la détermination de la position d’équilibre
finale de chaque particuleP du syst̀emeE occupant une certaine positionx dans sa
configuration initiale. On se restreindra au cas où le mode de chargement auquel
le syst̀emeE est soumis est de type translations (et/ou rotations ) imposées sur les
particules se trouvant sur les bords :


ui = E.xi

et/ou
ϕi = 0

∀i ∈ bord

ou de type chargement périodique en translations et rotations :

{
ui −u j = E.

(
xi −x j

)
ϕi −ϕ j = 0

∀(i, j) en vis-̀a-vis

Dans tous les cas, les conditions aux limites en translations et/ou en rotations
peuvent̂etreécrites comme suit :

B.y = c

où :

– y =
[
u1,ϕ1, ..,uN,ϕN

]
est le vecteur des déplacements et des rotations de tous

les noeuds,

– B est une matriceM × N. M est le nombre total d’équation lińeairement
indépendantes traduisant les conditions aux limites,

– c est un vecteur d’ordreM.

Ainsi, la d́etermination de la solution du problème se ram̀eneà la ŕesolution du
probl̀eme de minimisation sous contraintes d’une fonctionnelle quadratique :

min
{y, B.y=c}

1
2

y.A.y (3.32)

où A est la matriceN×N de la rigidit́e globale.
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Ce probl̀eme peut̂etre ŕesolu par diverses ḿethodes d’optimisation telles que la
méthode de ṕenalisation, la ḿethode des multiplicateurs de Lagrange et la méthode
du lagrangien augmenté (voir Glowinski (1984)).

Dans le cas òu les conditions aux limites sont périodiques, Michel et al. (1999)
ont developṕe une ḿethode de ŕesolution baśee sur la Transforḿe de Fourier Rapide
(TFR).

Nous avons choisie d’utiliser la ḿethode du lagrangien augmenté pour la
résolution de (3.32).

Dans le pragraphe suivant, on donne les principaux résultats (th́eor̀emes de
convergence et d’équivalence). On se référeraà Glowinski (1984) pour plus de détails.

3.5.2 Méthode du Lagrangian augment́e

3.5.2.1 Principe de la ḿethode

Soit A une matriceN×N symétrique, d́efinie positive etb ∈ RN, on associèa A
etb la fonctionnelle quadratiqueJ : RN −→ R définie par :

J(v) =
1
2

(
A.v,v

)
− (b,v) (3.33)

où dans l’́equation 3.33,(., .) désigne le produit scalaire canonique deRN.

SoitB une application lińeaire deRN àRM, donc identifiablèa une matriceM×N.
on introduitégalementc∈ RM tel que :

c∈
{

q ∈ RM,∃v ∈ RN tel queq = B.v
}

(3.34)

On consid̀ere le probl̀eme de minimisation suivant :

{
Trouveru ∈ Htel que
J(u)≤ J(v) ∀v ∈ H

(3.35)

avec

H =
{

v ∈ RN, B.v = c
}

(3.36)
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l’ensembleH est non-vide (H 6= Ø), ce qui signifie que le problème (3.35) admet une
solution unique.

Suivant une technique bien connue, on introduit un multiplicateur de Lagrange
p ∈RM qui transforme le problème de l’́equation 3.35 en un problème sans contrainte,
soit :

min
v∈RN

{
J(v)+

(
p,v−c

)}
(3.37)

Le multiplicateur de Lagrangep apparait comme une inconnue supplmentaire qui
peut être obtenue moyennant la résolution d’un probl̀eme de point-selle. De façon
précise on d́efinit le LagrangienL : RN×RM −→ R par :

L
(
v,q
)

= J(v)+
(
q,B.v

)
(3.38)

On rappelle que{u,v} sera point-selle deL surRN×RM, si

L
(
u,q
)
≤ L

(
v,q
)
∀v ∈ RN, q ∈ RM (3.39)

et l’équation pŕecedente implique

min
v∈RN

max
q∈RM

L
(
v,q
)

= max
q∈RM

min
v∈RN

L
(
v,q
)

= L
(
u,p
)

(3.40)

D’après Glowinski (1984), le point-selle solution,
{

u,p
}

surRN×RM, est unique si
et seulement si la matriceB est surjective, i.e.Rang

(
B
)

= M. Ceci implique queles
conditions aux limites traduites parB, doiventêtre linéairement ind́ependentes.

Le résultat classique suivant est essentiel pour la suite :

Théorème 3.1La solutionu du probl̀eme de (3.35) est caractérisée par l’existence de
p ∈ RM telque [

A TB
B 0

][
u
p

]
=
[

b
c

]
(3.41)

Le lagrangien augmenté Lr pourr > 0 est d́efini comme suit :
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Lr
(
v,q
)

= J(v)+
(
q,B.v−c

)
+

r
2

∣∣B.v−c
∣∣2

= L
(
v,q
)
+

r
2

∣∣B.v−c
∣∣2 (3.42)

|.| désigne la norme euclidienne canonique deRM. On d́emontre facilement que
tout point-selle deLr est point-selle deL et ŕeciproquement. Ceci tient au fait que
r.
∣∣B.v−c

∣∣ s’annule quand la contrainteB.v = c est satisfaite. Ainsi, la solution de
3.35 est caractériśee par l’existence dep ∈ RM telque :

[
A

r
TB

B 0

][
u
p

]
=
[

br
c

]
(3.43)

avec :

– A
r
= A + r.TB.B

– br = b+ r.TB.c

Il convient de remarquer que pourq = 0 on a :

Lr (v,0) = J(v)+
r
2

∣∣B.v−c
∣∣2 (3.44)

Soit la fonctionnelle pénaliśeeclassique relativèa la contrainteB.v = c.

L’avantage du Lagrangien augmenté est que, par suite de la présence du terme(
q,B.v−c

)
, la solution exacte du problème 3.35 peut̂etre d́etermińee sans faire

tendrer vers l’infini, contrairement aux ḿethodes de ṕenalisation ordinaires où cela a
pour effet de d́et́eriorer le conditionnement des systèmes̀a ŕesoudre.
En outre, le fait d’ajouter le terme quadratiquer2

∣∣B.v−c
∣∣2 au LagrangienL ,

améliorera les propríet́es de convergence des algorithmes décrits dans la suite.

3.5.2.2 Algorithmes de d́etermination de point-selle

Á partir de l’équation 3.43, il est clair quep ∈ RM est solution du système lińeaire
suivant :
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B.A−1
r

.TB.p = B.A−1
r

.br −c (3.45)

D’après Glowinski (1984), la matriceB.A−1
r

.TB est syḿetrique semi-definie
positive. Ainsi, deux algorithmes itératifs peuvent̂etre appliqúes pour la ŕesolution du
syst̀eme lińeaire (3.45) :

1. Algorithme du gradient̀a pas fixe (gradient standard). Dans ce cas la méthode
est d́esigńee sous le nom d’algorithme de Uzawa avec gradient standard.

2. Algorithme du gradient conjugué. Dans ce cas la ḿethode est d́esigńee sous le
nom d’algorithme de Uzawa avec gradient conjugué.

Nous avons choisi l’algorithme du gradient conjugué. Lesétapes de cet algorithme
sont d́ecrites dans le paragraphe suivant.

Algorithme de Uzawa avec gradient conjugúe
Introduisons la matriceM×M B, et le vecteurβ deRM comme suit :

B = B.A−1
r

.TB, β = B.A−1
r

.br −c

Lorsque la matriceB est (semi) d́efinie positive, le système lińeaireB.p = β peut
être ŕesolu par l’algorithme du gradient conjugué suivant :

Étape 0 : initialisation

p0 ∈ RMarbitrairement donńe (3.46a)

g0 = B.p0−β (3.46b)

w0 = g0 (3.46c)

Pour n> 0, pn+1, gn+1, wn+1 se calculent en fonction depn, gn etwn comme suit :

Étape 1 : la descente

ρn =

(
gn,wn

)(
B.wn,wn

) =

∣∣gn
∣∣2(

B.wn,wn
) (3.47a)

pn+1 = pn−ρn.wn (3.47b)
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Étape 2 : la nouvelle direction de descente

gn+1 = B.pn+1−β (3.48a)

γn =

∣∣gn+1
∣∣2∣∣gn
∣∣2 (3.48b)

wn+1 = gn+1 + γn.wn (3.48c)

Une fois que
{

pn
}

n≥0
a converǵe vers la solutionp, le vecteuru est obtenu via la

relation :

u = A−1
r

.
(
br −T B

)
(3.49)

Compte tenu du fait queB = B.A−1
r

.TB, l’impl émentation pratique du préc̀edent
algorithme est la suivante :

Étape 0 : initialisation

p0 ∈ RMarbitrairement donńe (3.50a)

x0 = A−1
r

.
(
br −T B.p0) (3.50b)

g0 = c−B.x0, w0 = g0 (3.50c)

Pour n> 0, pn+1, gn+1, wn+1 se calculent en fonction depn, gn etwn comme suit :

Étape 1 : la descente

ξn = A−1
r

.TB.wn (3.51a)

ηn = Bξn(= Bwn) (3.51b)

ρn =

∣∣gn
∣∣2

ηn,wn (3.51c)
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pn+1 = pn−ρnwn (3.51d)

Étape 2 : la nouvelle direction de descente

gn+1 = gn−ρnηn (3.52a)

γn =

∣∣gn+1
∣∣2∣∣gn
∣∣2 (3.52b)

wn+1 = gn+1 + γn.wn (3.52c)

Chaque it́eration de l’algorithme préc̀edent ńecessite la ŕesolution d’un syst̀eme
linéaire faisant intervenir la matrice symétrique d́efinie positiveA

r
(cf. Eqs 3.51a

et 3.51a). Il est donc possible d’utiliser la même factorisation de Cholesky de
A

r
= L

r
.TL

r
pour toutes les it́erations.

Nous avons choisi d’utiliser la ḿethode du gradient conjugué pour la ŕesolution du
syst̀eme lineaire dans chaque itération.
En effet la ḿethode du gradient conjugué est sṕecialement attrayante car
théoriquement, i.e. si on néglige les erreurs d’arrondis, elle converge en un nombre
fini d’it érations (≤M).
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3.6 Conclusions

Dans ce chapitre, une modélisation ḿecanique discrète de la microstructure
continue constitúee par un assemblage cohésif d’inclusions áet́e propośee. L’assem-
blage est constitúe par deux phases : Les inclusions, modélisées par les ŕegions de
Voronöı contract́ees, et la matrice occupant les interfaces entre inclusions voisines.

Au prix de deux hypoth̀eses :H1 (épaisseurs faibles par rapport aux dimensions
des inclusions) etH2 (inclusions infiniment rigides), nous avons pu montrer que
la microstructure continue est́equivalenteà un ŕeseau ṕeriodique de ”poutres”
encastŕees. Les noeuds du réseau cöıncident avec les centres des particules rigides ;
ainsi, la ǵeoḿetrie du ŕeseau est complètement d́etermińee par la donńee des centres
des particules et des leur connectivité.

Le comportement ḿecaniquéelastique de chaque liaison (ou poutre) est caractériśe
par les donńees ǵeoḿetriques de l’interface (l’́epaisseur et la forme géoḿetrique de la
surface) et les propriét́esélastiques de la matrice.
En outre, la ṕeriodicit́e de la microstructure continue, impose que le réseau de poutres
soit, lui aussi, ṕeriodique. Ainsi, une ḿethode d’homoǵeńeisation ṕeriodiques discr̀ete
a ét́e appliqúee au ŕeseau ṕeriodique afin d’identifier le comportement macroscopique.

Le mod̀ele propośe a fait l’objet d’une publication dans un congrès international
(Lachihab et al. (2002)).

Un outil nuḿerique aét́e d́evelopṕe en langage C/C++, permettant le calcul et
l’assemblage des matrices des rigiditésélémentaires ainsi que la résolution nuḿerique
du probl̀eme de minimisation par la ḿethode du lagrangien augmenté en utilisant
l’algorithme de Uzawa avec gradient conjugué.

Dans le chapitre suivant, la validité et les limitations du mod̀ele discret propośe
serontétudíeesà travers des comparaisons avec la méthode deśeléments finis sur
deux microstructures régulìeres : le ŕeseau cubique simple et le réseau cubique centré.
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Troisi ème partie

Validation et exploitation du modèle





Chapitre 4

Comparaisons et validation en
élasticité linéaire
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4.1 Introduction

Rappelons que la microstructure du matériau mod̀ele étudíe ici, consiste en
un assemblage cohésif d’inclusions doúees de mouvement de solide rigide. Les
inclusions sont mod́elisées par les ŕegions de Voronöı contract́ees. La matrice se situe
dans l’interface entre deux régions voisines.

Dans le chapitre préćedent, il aét́e montŕe que dans le cas limite où lesépaisseurs
des interfaces sont faibles par rapport aux dimensions des inclusions (hypothèse H1),
et les inclusions sont infiniment rigides (hypothèse H2) , un tel syst̀eme est́equivalent
à un ŕeseau de ”poutres” encastrées et charǵees aux noeuds. Le réseau de ”poutres”
est alors homoǵeńeiśe via une ḿethode d’homoǵeńeisation discr̀ete (cf. Fig. 4.1).

FIG. 4.1 – La microstructure modèle est équivalenteà un ŕeseau ṕeriodique de
”poutres” encastŕees. Le milieu homog̀eneéquivalent est d́eduit en appliquant une
méthode d’homoǵeńeisation discr̀ete.

Dans ce chapitre, les prédictions du mod̀ele discret propośe sont compaŕeesà
celles donńees par la ḿethode deśeléments finis. Deux structures régulìeres ont́et́e
choisis : le ŕeseau Cubique Simple (CS) et le ŕeseau Cubique Centré (CC).

Nous avons, tout d’abord,́etudíe l’influence de l’hypoth̀eseH2 sur les ŕesultats
obtenus. Pour ce faire, les estimations par la méthode deśeléments finis des propriét́es
effectives dans le cas limite où les inclusions sont infiniment rigides ontét́e compaŕees
à celles prenant en compte la rigidité des inclusions pour trois fractions volumiques
d’agŕegats (f = 61%, 73% et 80%).

Afin d’améliorer le mod̀ele pour le ŕeseauCS, un mod̀ele analytique prenant
en compte la d́eformation des inclusions áet́e, ensuite, d́evelopṕe. Les estimations
du mod̀ele analytique ont́et́e compaŕees à celles obtenues par la méthode des
éléments finis. Les propriét́es effectives du mod̀ele analytique dans le cas limite où les
inclusions sont infiniment rigides ontét́e compaŕees aussìa celles prenant en compte
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les d́eformations des inclusions.

Enfin, les pŕedictions du mod̀ele discret propośe ont ét́e compaŕees avec les
estimations obtenues par la méthode deśeléments finis dans le cas limite où les
inclusions sont infiniment rigides pour les deux réseauxCSetCC.

4.2 Limitations de l’hypothèse H2 ”inclusions infini-
ment rigides”

Dans la mod́elisation discr̀ete propośee, les inclusions sont supposées infiniment
rigides (hypoth̀eseH2). La premìere question que nous nous sommes posée est ”quelle
est l’erreur commise par le modèle duèa la d́eformation des agrégats ?”.

Pour ŕepondre à cette question, nous avons fait appelà la ḿethode d’ho-
moǵeńeisation ṕeriodique des milieux continus. Deux microstructures périodiques ont
ét́e choisies :(1) les inclusions sont disposées suivant un réseau Cubique Simple (CS)
et (2) les inclusions sont disposées suivant un réseau Cubique Centré (CC).

Dans un premier temps, les problèmes auxiliaires d’homogéńeisation ṕeriodiques
sont ŕesolus nuḿeriquement par la ḿethode deśeléments finis. Ainsi, les propriét́es
effectives dans le cas limite d’inclusions rigides sont comparéesà celles tenant compte
de la d́eformation des inclusions pour les deux microstructures choisies.

Dans un second temps, nous proposons une solution analytique approchée des
probl̀emes auxiliaires d’homogéńeisation ṕeriodique pour le ŕeseauCS. Ainsi, une
borne suṕerieure des modules effectifs faisant intervenir la déformation des inclusions
est d́eduite.
Afin de valider le mod̀ele analytique proposé, une comparaison avec la méthode des
éléments finis áet́e effectúee dans le cas limite d’inclusions infiniment rigides.
Enfin, ce mod̀ele analytique est utiliśe pour l’estimation de l’erreur induite par
l’hypothèseH2.

4.2.1 Homoǵenéisation ṕeriodique par la méthode deśeléments fi-
nis des ŕeseauxCSet CC

4.2.1.1 Ǵeométries et problèmesà résoudre

Nous avons vu dans le chapitre 2 qu’une structure en cubes est géńeŕee par la
méthode de Voronöı en plaçant les sites suivant un réseau cubique. En plaçant les
sites suivant un ŕeseau Cubique Centré (CC), une structure en tétràedres tronqúees
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(appeĺes encore t́etrakäıdécàedres) est ǵeńeŕee par la ḿethode de Voronöı (cf. Fig. 4.2).

(a) (b)

FIG. 4.2 – (a) ŕegion de Voronöı pour le ŕeseauCS(b) région de Voronöı pour le ŕeseau
CC.

Les inclusions sont, alors, modélisées par les ŕegions de Voronöı contract́ees (des
cubes pour le ŕeseauCS, et des t́etrakäıdécàedres pour le ŕeseauCC ). Le rapport de
l’homothétie appliqúeeà ces structures estégalà f 1/3 ( f est la fraction volumique des
inclusions).

Ces structures régulìeres pŕesentent l’avantage d’être ṕeriodique. En effet,̀a partir
d’une celluleélémentaire et de trois vecteurs de translations, il est possible de géńerer
des structures en cubes ou en tétrakäıdécàedres. Plusieurs choix de la cellule de base
sont possibles, toutefois, le comportement effectif est insensible au choix de la cellule
de base.

Pour d́eterminer les propriét́es lińeaires effectives, il est possible d’utiliser la
méthode d’homoǵeńeisation ṕeriodique des matériaux continus. Dans la suite,
nous pŕesentons quelques rappels sur la méthode d’homoǵeńeisation ṕeriodique en
élasticit́e linéaire.

Quelques rappels sur l’homoǵenéisation ṕeriodique des mat́eriaux continus en
élasticité linéaire

Soit un mat́eriau composite dont la microstructure est formée par la ŕeṕetition
spatiale d’un motifélémentaire constitúe de diff́erents mat́eriaux comme le montre
la figure 4.3. Pour la simplicité de l’expośe, on se limiteà des repŕesentations
bidimensionnelles. Ce motif́elémentaire, qui se rép̀ete de proche en proche, est
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géńeralement d́esigńe sous le vocable decellule de basedu mat́eriau.

FIG. 4.3 – Microstructure ṕeriodique d’un mat́eriau composite.

En premier lieu, il s’agit de d́efinir le processus de chargement auquel est soumis
la cellule de base.
Pour ce faire, on introduit deux espaces :

1. Espace des champs de contraintesstatiquement admissibles(SA) :

σ ∈ SA ⇔
{

div(σ(x)) = 0
σ(x+ai) .n = σ(x) .(−n)

(4.1a)
(4.1b)

L’ équation 4.1a traduit l’équation d’́equilibre.
L’ équation 4.1b représente la condition dite d’antipériodicit́e entre deux
points en vis-̀a-vis du bord de la cellule de base (l’un se déduit de l’autre par
périodicit́e).

2. Espace des champs de déplacementscinématiquement admissibles(C A) :

u ∈ CA ⇔

{
u(x) = E.x+uper(x)
uper(x+ai) = uper(x)

(4.2a)
(4.2b)

Les équations 4.2a et 4.2b expriment que le champs des déplacements estégal
à la somme d’une fluctuation périodiqueuper et d’un champs de d́eplacement
linéaire caract́eriśe par son gradient syḿetriqueE.
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L’ énergie des d́eformations calculée sur la cellule de base, d’un champ de
déplacementCA dans un champ de contraintesSA , s’écrit de la manìere suivante :

∀u ∈ CA , ∀σ ∈ SA W
(

σ,u
)

=
∫

Ω
σ : gradS(u)dΩ

=
∫

Ω
σ :
(

E+gradS(uper

))
dΩ

=
〈

σ
〉

Ω
: E+

∫
Ω

σ : gradS(uper

)
dΩ

=
〈

σ
〉

Ω
: E+

∫
∂Ω

(
σ.n
)

.uperdS (4.3)

< . >Ω désigne l’operateur de moyenne volumique sur la cellule de baseΩ.
Du fait que la fluctuationuper est ṕeriodique etσ.n est antiṕeriodique, on peut montrer
que (lemme de Hill-Mandel) :

∀u ∈ CA , ∀σ ∈ SA


∫

∂Ω

(
σ.n
)

.uperdS = 0〈
σ : gradS(u)

〉
Ω

=
〈

σ
〉

Ω
:
〈

ε
〉

Ω
= Σ : E

(4.4a)

(4.4b)

Σ est la contrainte macroscopique homogène etE est la d́eformation macrosco-
pique homog̀ene.

L’ équation pŕećedente (Eq. 4.4b) exprime que la cellule de base est soumiseà
un mode de chargementà six param̀etres (les six composantes deE). La contrainte
Σ apparâıt comme le param̀etre statique en dualité dans l’expression de l’énergie de
déformations.

Ainsi, pour chaque d́eformation impośee E, le probl̀eme auxiliaire d’ho-
moǵeńeisationà ŕesoudre est le suivant (pour plus de détails cf. Sanchez-Hubert et
Sanchez-Palencia (1992)) :



div σ(x) = 0
σ(x) = a(x)ε(x)

ε(x) = grads(u(x))

u(x) = E.x+uper(x)

uper(x) = uper
(

x
′
)

∀
(

x,x
′
)

en vis-̀a-vis

σ.n(x)+σ.n
(

x
′
)

= 0 ∀
(

x,x
′
)

en vis-̀a-vis

(4.5)
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Les modules homoǵeńeiśeesAHom sont d́efinis de la manìere suivante :

W
(
E
)

= min
u∈CA

∫
Ω

(
E+gradS(uper

))
: a :

(
E+gradS(uper

))
dΩ

= E : AHom.E (4.6)

et la contrainte macroscopiqueΣ par :

Σ =
〈

σ(x)
〉

Ω
= AHom : E (4.7)

Retour aux structuresCSet CC
Les structuresCS et CC poss̀edent trois plan de syḿetrie. On parle, alors, d’une

symétrie cubique. Le comportement linéaire élastique homoǵeńeiśe de ce type de
structures est modélise par trois constantes indépendante : les deux coefficients de
Lamé λHom et µHom et un coefficientδµHom qui mesure l’anisotropie cubique (cf. Eq.
4.8) :

{
σi j = λHomTr

(
ε
)

+2
(
µHom+δµHom

)
εi j ∀i = j

σi j = 2µHomεi j ∀i 6= j
(4.8)

Il est aussi possible de définir le module de compressibilité homoǵeńeiśe kHom et
le coefficient de Poisson homogéńeiśe νHom comme suit :

kHom =
1
3

(
3λHom+2

(
µHom+δµHom)) (4.9)

νHom =
3kHom−2

(
µHom+δµHom

)
6kHom+2(µHom+δµHom)

(4.10)

Ainsi, la d́etermination des propriét́es élastique lińeaires effectives (kHom, µHom

et δµHom) nécessitent la ŕesolution de trois problèmes auxilliairesP(1), P(2) et P(2)

pośes sur le huitìeme de la celluléelémentaire ṕeriodique. Les trois d́eformations
homog̀enes appliqúees sont :
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1. Déformation (1) :Allongement dans la direction 1 :

E(1) =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 (4.11)

2. Déformation (2) :Une dilatation isotrope :

E(2) =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (4.12)

3. Déformation (3) :Cisaillement dans le plan(1,2) :

E(3) =

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 (4.13)

Chaque probl̀eme P( j) ( j = 1,2,3) est ŕesolu à l’aide du code de calcul par
éléments finisCASTEM2000. Leséléments finis utiliśes sont des tétràedresà 4
noeuds (cf. Fig. 4.4).

(1) (2)

FIG. 4.4 – Maillage du huitìeme de la celluléelémentaire ṕeriodique : (1) ŕeseauCS;
(2) réseauCC.

Á partir des énergies des d́eformationsW( j) ( j = 1,2,3) correspondant aux
déformations macroscopiquesE( j) ( j = 1,2,3), les propríet́es lińeairesélastiques
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homoǵeńeiśees (module de compressibilité kHom, module de cisaillementµHom et
coefficient d’anisotropie cubiqueδµHom) se calculent de la manière suivante :

kHom =
2
3

W(2)

V
(4.14a)

µHom =
1
2

W(3)

V
(4.14b)

δµHom =
1
V

(
3
2
W(1)− 1

6
W(2)− 1

2
W(3)

)
(4.14c)

V est le volume de la celluléelémentaire.

4.2.1.2 Ŕesultats des simulations paŕeléments finis

Le coefficient de Poisson de la matrice et celui des inclusions sont fixésà 0.25.
Une étude paraḿetrique sur le rapport entre le module de Young de la matriceEM

et celui des inclusionsEI a ét́e meńee pour trois fractions volumique d’inclusions
( f = 61%,73%et80%).

Les ŕesultats des simulations numériques sont traćees sur la figure 4.5 pour le
réseau cubique centré et sur la figure 4.6 pour le réseau cubique centré.

Á partir de ces courbes, on constate que chacun des modulesélastiques effectifs
(kHom, µHom et δµHom) converge vers une valeur asymptotique (kHom

∞ , µHom
∞ et δµHom

∞ )
lorsque le rapport entre le module d’Young des inclusions et celui de la matrice tend
vers l’infini :

lim
EI

EM→∞
kHom = kHom

∞

lim
EI

EM→∞
µHom = µHom

∞

lim
EI

EM→∞
δµHom = δµHom

∞

Afin de quantifier l’́ecart entre les moduleśelastiques prenant en compte la
déformation des inclusions et ceux dans le cas limite où les inclusions sont infiniment
rigides, pour chaque moduleélastique effectifZHom

x obtenu avec un contrastex = EI

EM ,
on d́efinit l’erreur relative comme suit :

εX (x) =
ZHom

x −Z∞
x

ZHom
∞

(4.15)
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(a)

(b)

(c)

FIG. 4.5 – Variation des propriét́es effectives en fonction du rapportEI

EM pourle réseau
cubique simple: (a) f = 61%, (b) f = 73% et (c)f = 80%.
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(a)

(b)

(c)

FIG. 4.6 – Variation des propriét́es effectives en fonction du rapportEI

EM pourle réseau
cubique centŕe : (a) f = 61%, (b) f = 73% et (c)f = 80%.
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ZHom
∞ est la valeur asymptotique deZHom

x lorsquex tend vers l’infini (≈ 104).
Les erreurs relatives sur les trois modulesélastiques pour le réseauCSsont traćees sur
la figure 4.7. Celles du réseauCC sont traćees sur le figure 4.7.

Á partir des figures 4.7 et 4.8, on peut conclure qu’un contraste minimal de 100
entre la rigidit́e de la matrice et celle des inclusions est nécessaire pour avoir desécart
relatifs acceptables. Leśecart relatifs pour un contrasteégal à 100 sur les modules
de compressibilit́e et les modules de cisaillement des deux réseauxCS et CC sont
inférieursà 15% (cf. Tab. 4.1 pour le réseauCSet 4.2 pour le ŕeseauCC).

f = 61% f = 73% f = 80%

Module de compressibilité −4% −6% −8%
Module de cisaillement −3% −5% −7%

coefficient d’anisotropie cubique −13% −16% −21%

TAB . 4.1 – Ŕecapitulatif des erreurs relatives pour un contraste de 100. Cas du réseau
CS(calculs paŕeléments finis).

f = 61% f = 73% f = 80%

Module de compressibilité −4% −5% −8%
Module de cisaillement −7% −10% −14%

coefficient d’anisotropie cubique −8% −10% −13%

TAB . 4.2 – Ŕecapitulatif des erreurs relatives pour un contraste de 100. Cas du réseau
CC (calculs paŕeléments finis).

4.2.2 Une borne suṕerieure des coefficients élastiques ho-
mogénéiśes pour le ŕeseauCS

La détermination des moduleśelastiques effectifs du réseauCS nécessite la
résolution de trois problèmes auxiliaires (P j pour j = 1,2,3) correspondant aux trois
déformations homog̀enes appliqúeesE( j) pour j = 1,2,3 (cf. Eqs. 4.11, 4.12 et 4.13).

Dans la section préćedente, la ŕesolution desP( j) (pour j = 1,2,3) a ét́e meńee
numériquementà l’aide du code de calculCASTEM2000. Une alternativèa cette
approche, serait de proposer une solution analytique approchée de chacun de ces
probl̀emes auxiliaires. Dans cette section, une solution approchée en d́eformation sera
propośee pour le ŕeseau Cubique Simple. Ainsi, une borne supérieure deśenergies
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(a)

(b)

(c)

FIG. 4.7 – Estimation,par la méthode deséléments finis, de l’erreur relative sur
les moduleśelastiques effectifs induite par l’hypothèse ”inclusions infiniment rigides”
pourle réseau cubique simple: (a) module de compressibilité,(b) module de cisaille-
ment et(c) coefficient d’anisotropie cubique.
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(a)

(b)

(c)

FIG. 4.8 – Estimation,par la méthode deséléments finis, de l’erreur relative sur
les moduleśelastiques effectifs induite par l’hypothèse ”inclusions infiniment rigides”
pourle réseau cubique centŕe : (a) module de compressibilité,(b) module de cisaille-
ment et(c) coefficient d’anisotropie cubique.
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W( j) (pour j = 1,2,3) assocíees, respectivement, aux problèmesP( j) (pour j = 1,2,3)
du ŕeseauCSsera d́eduite.
Cette borne suṕerieure sera, par la suite, utilisée pourétudier l’́ecart relatif entre les
modulesélastiques homoǵeńeiśes tenant compte des déformations des inclusions et
ceux dans le cas limite où les inclusions sont infiniment rigides.

4.2.2.1 D́eveloppement de la d́emarche

Les inclusions sont disposées suivant un réseau cubique simple. Elles sont,
périodiquement śepaŕees par une couche de matrice.
Une solution approch́ee du probl̀eme d’homoǵeńeisationP (cf. Eq. 4.5) consistèa
supposer que :

1. les d́eformations sont homogènes par morceau. La figure 4.9 montre une illus-
tration en 2D des diff́erentes zones,

εk (x) = εk ∀x ∈ région(k), ∀k = 1..n (4.16)

2. les ŕegions en vis-̀a-vis doivent avoir une m̂eme d́eformation,

εi = ε jpour chaque couple de régions(i, j) en vis-̀a-vis (4.17)

3. la moyenne volumique de toutes les déformationsεk (k = 1..n) doit êtreégaleà
la déformation homog̀ene macroscopique imposéeE :〈

εk
〉

V
= E (4.18)

En outre, la continuit́e du d́eplacement̀a l’interface entre deux domaines voisin si
et j doit être satisfaite, d’òu :


t1.
(

εi − ε j
)

.t1 = 0

t2.
(

εi − ε j
)

.t2 = 0

t1.
(

εi − ε j
)

.t2 = 0

(4.19)

(
n, t1, t2

)
est la base locale de l’interface entre les deux domaines voisinsi et j.

NotonsCA
(
E
)

l’ensemble des champs de déformation
{

εk, k = 1..n
}

compa-

tibles avec les conditions deséquations 4.16, 4.17 et 4.19 et vérifiant la relation de
moyenne associée à la d́eformation macroscopiqueE (cf. Eq. 4.18). L’́energie des
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FIG. 4.9 – En 2D, les inclusions sont disposées suivant un réseau carré. Les
déformations sont homogènes par morceau.

déformationśelastiques associéeà la d́eformationE se calcule de la manière suivante :

W
(
E
)

= min
{εk,k=1..n}∈CA(E)

i=n

∑
i=1

1
2
.εi .Ri .εi (4.20)

Ri est la matrice des raideurs du domainei.

Le réseau cubique simple possède une syḿetrie mat́erielle cubique. Ainsi, la
résolution du probl̀eme de minimisation de l’équation 4.20 pour les trois chargement
E(1), E(2) et E(3) (cf. Eqs 4.11, 4.12 et 4.13 respectivement), nous permet de déduire
une borne suṕerieure des coefficientśelastiques homoǵeńeiśes.

En outre, seul le huitième de cellule de base est considéŕe. Dans ce cas, comme le
montre la figure 4.10, le nombre total de zones s’élèveà huit :

– une zone correspondant au huitième de l’inclusion. Son volume est notéVi = f
et la d́eformation correspondante est notéeε

1
,

– trois zones associées aux faces (AA′B′B), (AA′D′D) et (ABCD). Les d́eformations
correspondantes sont notées, respectivement,ε

2
, ε

3
etε

4
. Le volume de chacune

estVf = f 2/3.
(

1− f 1/3
)

,

– trois zones associées aux ar̂etes (AB), (AA′) et (AD). Les d́eformations corres-
pondantes sont notées, respectivement,ε

5
, ε

6
et ε

7
. Le volume de chaque zone
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estVa = f 1/3.
(

1− f 1/3
)2

,

– une zone associée au pointA. La d́eformation correspondante est notéeε
5
. Le

volume de cette zone estVp =
(

1− f 1/3
)3

,

Il est facile de v́erifier que :

Vi +3.
(
Vf +Va

)
+Vp = 1

FIG. 4.10 – Un huitìeme de la cellule de base tridimensionnelle. Les déformations sont
homog̀enes par morceau. Le nombre total de zones est huit.

4.2.2.2 Ŕesultats des calculs analytiques et comparaison avec les simulations par
EF dans le cas limite d’inclusions infiniment rigides

Résultats des calculs analytiques :
La résolution des trois problèmes de minimisation (Eq. 4.20) associés aux trois

chargementE(1), E(2) et E(3) a ét́e meńee à l’aide du logiciel de calcul formel
MalpeVII. Une borne suṕerieure des coefficientśelastiques homoǵeńeiśes aét́e ainsi
déduite :
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µsup=
µM
((

µI −µM
)

f 1/3 +µM
)

(−µI +µM) f +(µI −µM) f 1/3 +µM
(4.21)

ksup=
−2
(
2µM−kM

)
f −3 f 2/3kM +

kM(kM+4µM)
kM−kI

3 f −3 f 2/3 + kM+4µM

kM−kI

(4.22)

δµsup= −1
4

(18(kM−kI)(−µI +µM) f 4/3( f 1/3−1)−2(kM+4µM)(µM−µI−kI +kM) f)

18
(kM−kI )(−µI +µM) f 4/3( f 1/3−1)2

kM+4µM +3(2µM−kI−2µI +kM)( f− f 2/3)+kM+4µM

−1
4

(
3(kM+4µM)(2µM−kI−2µI +kM) f 2/3−(kM+4µM)2

)
18

(kM−kI )(−µI +µM) f 4/3( f 1/3−1)2

kM+4µM +3(2µM−kI−2µI +kM)( f− f 2/3)+kM+4µM

−1
4

−2(2µM−kM) f−3 f 2/3kM+
kM(kM+4µM)

kM−kI

3 f−3 f 2/3+ kM+4µM

kM−kI

+
µM(( f 1/3−1)µM−µI f 1/3)

(− f+ f 1/3)µI +(− f 1/3+ f+1)µM

(4.23)

avec :

– f est la fraction volumique des inclusions,

– µM, kM sont, respectivement, le module de cisaillement et le module de com-
pressibilit́e de la matrice,

– µI , kI sont, respectivement, le module de cisaillement et le module de compres-
sibilité des inclusions,

– µsup, ksup et δµsup sont, respectivement, le module de cisaillement, le module
de compressibilit́e et le coefficient d’anisotropie cubique estimés par la borne
suṕerieure.

Il est à noter que, contrairement au coefficient d’anisotropie cubiqueδµsup, les
coefficientsµupper et kupper sont des limites suṕerieures des modules ”exacts”µHom

et kHom estiḿes par la ḿethode deśeléments finis. En outre, les estimations des
équations 4.21-4.22 sont exactes pourf = 0% et f = 100%.

Lorsque les inclusions sont infiniment rigides, un passageà la limite deśequations
4.21-4.23 lorsquekI et µI tendent vers l’infini, nous permet de déduire une estimation
des coefficientśelastiques homoǵeńeises dans le cas limite où les inclusions sont
infiniment rigides :
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µsup
∞ =

µM

1− f 2/3
(4.24)

ksup
∞ =

1
3

(
4µM−2kM

)
f 1/3 +3kM

1− f 1/3
(4.25)

δµsup
∞ =

1
6

(
−2µM +kM

)
f 2/3 +

(
kM +4µM

)
f 1/3

1− f 2/3
(4.26)

Comparaisons avec les simulations parEF dans le cas limite d’inclusions
infiniment rigides :

Afin de valider le mod̀ele analytique proposé, les pŕedictionsksup
∞ , µsup

∞ et δµsup
rig

dans le cas limite d’inclusions infiniment rigides sont comparées, respectivement, aux
coefficients ”exacts” obtenus par la méthode deśelément finis (kEF

∞ , µEF
∞ et δµEF

∞ ).
Pour ce faire, nous introduisons l’erreur relative sur un moduleZsup

∞ par rapport au
module ”exact” obtenu paŕeléments finisZEF

∞ comme suit :

εr =
Zsup

∞ −ZEF
∞

ZEF
∞

pourZEF
∞ 6= 0

Signalons que, lorsque la fraction volumique des inclusions est nulle, on a :

δµEF
∞ = δµsup

∞ = 0 d’ou,εr = 0%

Les ŕesultats des comparaisons sont tracés dans les figures 4.11, 4.12 et 4.13
respectivement, pour le module de compressibilité normaliśe (k

Hom

kM ), le module de

cisaillement normaliśe (µ
Hom

µM ) et le coefficient d’anisotropie cubique normalisé (δµHom

µM ).

Une courbe ŕecapitulative des diff́erentes erreurs relatives est tracée sur la figure
4.14.
Á partir de cette figure, il est clair que les prédictions de la borne supérieure sont
en accord avec les estimations par la méthode deśeléments finis des coefficients
élastiques homoǵeńeiśes aussi bien, pour les très faibles fractions volumiques
( f < 10%) que pour les fortes fractions volumiques (f > 50%).

L’erreur relative sur le module de cisaillement est inférieureà 5% pour toutes les
fractions volumiques. Les valeurs négatives des erreurs relatives qui apparaissent dans
la courbe de la figure 4.12 (et aussi dans la figure 4.14) lorsque la fraction volumique
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FIG. 4.11 – Comparaisons entrele module de compressibilit́e normaliśe obtenue par

la méthode deśeléments finis (k
EF
∞
kM ) et celui estiḿe par la borne suṕerieure (k

sup
∞
kM ).

FIG. 4.12 – Comparaisons entrele module de cisaillementnormaliśe obtenue par la

méthode deśeléments finis (µ
EF
∞

µM ) et celui estiḿe par la borne suṕerieure (µ
sup
∞
µM ).
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FIG. 4.13 – Comparaisons entrele coefficient d’anisotropie cubiquenormaliśe ob-

tenue par la ḿethode deśeléments finis (δµEF
∞

µM ) et celui estiḿe par la borne suṕerieure

(δµsup
∞

µM ).
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des inclusions est importante, sont duesà un raffinement insuffisant du maillage de la
structure. En effet, pour les fortes fractions volumiques d’inclusions, le raffinement
du maillage dans l’́epaisseur de la couche de liant (la matrice) rend la résolution
numérique par la ḿethode deśeléments finis tr̀es côuteuse en terme de temps de calcul
et de capacit́e de stockage.

FIG. 4.14 – Ŕecapitulatif des erreurs relatives surles trois coefficientsélastiques:
comparaisons entre les coefficientsélastiques ”exacts” obtenus parla méthode des
éléments finiset les estimations dela borne suṕerieure.

4.2.2.3 Applicationà l’estimation de l’erreur induite par l’hypoth èse ”inclusions
infiniment rigides”

Le mod̀ele analytique qui áet́e propośe pour le ŕeseauCS nous fournit une
assez bonne approximation des propriét́es effectives. Ces coefficients effectifs (Eqs.
4.21,4.22 et 4.23) tiennent compte des déformations des inclusions.

Afin d’estimer l’erreur induite par l’hypoth̀eseH2 (inclusions infiniment rigides),
les estimations des modules effectifs dans le cas limite où les inclusions sont infini-
ment rigides (Eqs. 4.21,4.22 et 4.23) sont comparées aux coefficients effectifs des
équations 4.21,4.22 et 4.23.
Par analogie avec ce qui aét́e fait avec la ḿethode deśeléments finis (§4.2.1.2), nous
avons d́efini l’erreur relative sur le moduleZ comme suit :
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εr(x) =
Zsup

x −Zsup
rig

Zupper
rig

, x =
EI

EM

Les variations des erreurs relative sur les trois coefficients effectifs en fonction
du rapportx = EI

EM sont traćees sur la figure 4.15 pour les trois fractions volumique
( f = 61%,73%et80%).

Les écart relatifs pour un contrasteégalà 100 sur les modules de compressibilité
et les modules de cisaillement sont inférieursà 15% (cf. Tab. 4.3).

f = 61% f = 73% f = 80%

Module de compressibilité −8% −3% −12%
Module de cisaillement −11% −4% −15%

coefficient d’anisotropie cubique −15% −6% −20%

TAB . 4.3 – Ŕecapitulatif des erreurs relatives pour un contraste de 100. Cas du réseau
CS(calculs par la borne suṕerieure propośee).

4.2.3 Conclusions

Les comparaisons entre les propriét́es effectives des microstructures choisies
(réseauCSet ŕeseauCC) dans le cas limite òu les inclusions sont infiniment rigides
avec celles prenant en compte les déformations des agrégats ont montŕe que le
contraste minimal entre les rigidités des deux constituants du matériau (les inclusions
et la matrice) pour lequel les coefficientsélastiques homoǵeńeiśes sont peu sensibles
à la rigidit́e des inclusions (avec une erreur relative inférieureà 15%) est́egaleà 100.

Un mod̀ele analytique prenant en compte les déformations des inclusions áet́e
dévelopṕe pour estimer les propriét́esélastiques effectives du réseau cubique simple
CS. Les limitations de cette approximation ontét́e discut́eesà travers des comparai-
sons avec la ḿethode deśeléments finis dans le cas limite où les d́eformations des
inclusions sont nulles.

L’approximation propośee ainsi valid́ee aét́e utilisée pour estimer le contraste
minimal entre la rigidit́e des inclusions et celle de la matrice avec lequel les propriét́es
élastique effective du réseauCSsont peu sensibles̀a la raideur des inclusions.

Le résultat pŕećedemment́etabli paréléments finis áet́e confirḿe. En effet, avec
un contraste minimal de 100, les erreurs relatives sur le module de cisaillement et le
module de compressibilité homoǵeńeises est inf́erieurà 15%.
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(a)

(b)

(c)

FIG. 4.15 – Estimation,par la borne supérieure propośee, de l’erreur relative sur
les moduleśelastiques effectifs induite par l’hypothèse ”inclusions infiniment rigides”
pour le réseau cubiques simple: (a) module de compressibilité, (b) module de ci-
saillement et(c) coefficient d’anisotropie cubique.
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4.3 Comparaisonśeléments finis-mod̀ele discret

Dans cette section, le modèle discret propośe dans le chapitre préćedent sera
appliqúe aux ŕeseauxCSetCC. La méthode d’homoǵeńeisation discr̀ete sera utiliśee
pour calculer les coefficientśelastiques effectifs des deux réseaux discrets choisis.
Les ŕesultats seront confrontés à ceux obtenus paŕeléments finis sur les structures
tridimensionnelles continues dans le cas limite où les inclusions sont infiniment
rigides.

4.3.1 Homoǵenéisation discr̀ete des ŕeseauxCSet CC

4.3.1.1 Ǵeomètrie et problèmesà résoudre

Rappelons que la région de Voronöı assocíee au ŕeseauCSest un cube.́A chaque
face du cubique est associée un connection (cf. Fig. 4.16).

FIG. 4.16 – Cellule de base périodique dur éseau discretCS. La région de Voronöı est
un cube :6 connections identiquessont associées aux 6 faces (carrés) du cube.

Celle du ŕeseauCC est un t́etrakäıdécàedre. Ce polỳedre compte six carrés et huit
hexagones (cf. Fig. 4.17).

Rappelons, aussi, que ces microstructures possèdent trois plans de syḿetrie. Ainsi,
tout comme le cas de l’homogéńeisation ṕeriodique de microstructures continues, trois
chargements sont néćessaires pour la détermination des coefficientsélastiques effectifs
kdis (module de compressibilité), µdis (module de cisaillement),δµdis (coefficient
d’anisotropie cubique).

Nous consid́erons les d́eformations homog̀enesE(1), E(2) et E(3) définies, respec-
tivement dans leśequations 4.11, 4.12 et 4.13.
La cellule de base aussi bien pour le réseauCSque pour le ŕeseauCC contient un seul
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FIG. 4.17 – Cellule de base périodique dur éseau discretCS. La région de Voronöı est
un t́etrakäıdécàedres : 8 connections identiques associées aux 8 hexagones et 6 connec-
tions identiques associées aux 6 carrés(14 connections).

noeud. On parle alors d’unestructure mono-atomique.

Le noeud central de la cellule de base pour le réseauCSest connect́e à huit autre
noeuds se trouvant dans les cellules voisines. Celui du réseauCC est connect́e à
quatorze autres noeuds se trouvant dans les cellules voisines. Ainsi, seul la moitié
desénergies de d́eformationélastiques associéesà ces connections seront considéŕees
dans le calcul de l’́energie de d́eformationélastique totale.

La résolution de chaque problème auxiliaireP( j) ( j = 1,2,3) est uniqueà un
mouvement de translation près. En annulant la partie périodique du mouvement de
translation du noeud central (u1

per = 0), les conditions aux limites appliquéesà tous
les noeuds seront de la forme :

{
ui = E( j).xi

ϕi = ϕ( j) ∀i = 1..n ∀ j = 1..3 (4.27)

n est le nombre total de noeuds (8 pour le réseauCSet 14 pour le ŕeseauCC.
E( j) est la d́eformation macroscopique homogène associée au probl̀eme auxiliaireP( j)

pour j = 1,2,3. ϕ( j) sont les trois rotations inconnues associéesàP( j).

4.3.1.2 Ŕesultats des calculs analytiques

La résolution de chaque problème auxiliaireP( j) ( j = 1,2,3) nous permet de
calculer les trois rotations inconnuesϕinconnu. Cette ŕesolution áet́e meńeeà l’aide du
logiciel de calcul formelMapleVII.
Les propríet́es élastiques effectives du réseau discret se calculent en fonction des



4.3 Comparaisonśeléments finis-mod̀ele discret 121

énergiesélastiques de d́eformationW( j) ( j = 1,2,3) respectivement, associées aux
probl̀emesP( j) ( j = 1,2,3) (cf. Eqs. 4.14a, 4.14b et 4.14c ).

Les ŕesultats des calculs sont :

kDiscret =
1
3

λM +2µM

1− f 1/3
(4.28a)

µDiscret =
1
2

µM

1− f 1/3
(4.28b)

δµDiscret =−1
2

λM +3µM

1− f 1/3
(4.28c)

pour le ŕeseauCS, et :

kDiscret =
1
3

λM +2µM

1− f 1/3
(4.29a)

µDiscret =
1
4

λM +3µM

1− f 1/3
(4.29b)

δµDiscret =
1
8

λM +µM

1− f 1/3
(4.29c)

pour le ŕeseauCC.
f est la fraction volumique des inclusions.

Á partir deséquations 4.28c et 4.29c, on remarque que les réseauxCSetCC ont le
même module de compressibilité homoǵeńeiśe. Nous verrons dans le chapitre 5 que
cette expression reste aussi valable pour les microstructures aléatoires lorsque laFVL
(Fraction Volumique Locale) des inclusions est uniforme.

Il est bien connu que le coefficient de Poisson pour les matériaux isotropes tridi-
mensionnels (ν) est encadŕe par−1< ν < 0.5. Rappelons que pour les microstructures
à syḿetrie cubique, la formule pour le coefficient de Poisson est :

ν =
3k−2(µ+δµ)
6k+2(µ+δµ)

Ainsi, à partir deśequations 4.28 et 4.28, il est possible de calculer le coefficient
de Poisson homogéńeiśe pour les deux microstructures. Ce qui donne :
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νDiscret = 0 (4.30)

pour le ŕeseauCS, et :

νDiscret =
λM +µM

3λM +7µM =
1

7−8νM <
1
3

(4.31)

pour le ŕeseauCC. Remarquons que ces coefficients de Poisson homogéńeiśes ne
dépendent pas de la fraction volumique des inclusions. Nous verrons dans le chapitre
5 que cette ind́ependance reste aussi valable pour les microstructure aléatoire lorsque
la FVL des inclusions est uniforme.

Le coefficient de Poisson homogeneisé νDiscret est toujours nul pour le réseauCS.
Cependant, pour le réseauCC, la gamme des combinaisons possibles du coefficient de
Poisson qui peuventêtre couverts par le modèle discret admet deux limites :

{
νDiscret = 1

3 if νM −→ 0.5−

νDiscret = 1
15 if νM −→−1+ (4.32)

Les moments statiquesSi j
2 et Si j

3 (cf. Eq. 3.25 du chapitre 3) de toutes les connec-
tions, pour les deux réseaux consid́eŕees, sont nuls. Ainsi, pour ce type de réseau,
toutes les connections sontéquivalentes̀a un ressort avec force normale, force de
cisaillement et moments de flexion et sans couplage entre les forces et les moments.
Comme illustŕe par Ostoja-Starzewski et al. (1996) et Schlangen et Garboczi (1996),
ce genre de réseau ŕeguliers peuvent seulement représenter un milieu continu avec un
coefficient de Poisson inférieurà 1/3.
Selon Schlangen et Garboczi (1996), Day et al. (1992) ont dévelopṕe une ḿethode
pour mod́eliser des matériaux avec un coefficient de Poisson supérieurà 1/3.

Le mod̀ele courant sera appliqué aux enrob́es bitumineux. Le coefficient de
Poisson pour ce type de matériaux est inf́erieur à 1/3. Ainsi le ŕeseauCC pourrait
mod́eliser ce type de matériaux ; cependant, le désordre n’est pas pris en considération
et les propríet́es élastiques effectives du réseau ne sont pas isotropes. Les réseaux
aléatoires sont ŕeellement plus appropriésà ce type de matériaux.
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4.3.2 Comparaisons avec la ḿethode deśeléments finis

Les pŕedictions du mod̀ele discret sur les propriét́es effectiveskDiscret, µDiscret et
δµDiscret des deux ŕeseaux choisis (cf. Eq 4.28 pour le réseauCS et Eq. 4.28 pour
le réseauCC) sont confront́ees aux modules ”exacts”kEF

∞ , kEF
∞ et δµEF

∞ obtenus par
éléments finis dans le cas limite où les inclusions sont infiniment rigides.

Les comparaisons, pour le réseauCS, sont traćees sur les figures 4.18, 4.19 et 4.20
respectivement pour le module de compressibilité (k), le module de cisaillement (µ) et
le coefficient d’anisotropie cubique (δµ).
Celles du ŕeseauCC sont traćes sur les figures 4.21, 4.22 et 4.23 respectivement
pour le module de compressibilité (k), le module de cisaillement (µ) et le coefficient
d’anisotropie cubique (δµ).

Á partir de ces courbes, On remarque que l’erreur relative converge vers zéro
lorsque la fraction volumique des inclusions tend vers un. Les prédictions du mod̀ele
discret propośe sont donc meilleures lorsque la fraction volumique des inclusions
rigides est́elev́ee. En effet, lorsque la fraction volumique des inclusions est supérieure
à 50%, l’erreur relative sur le module de cisaillement et le module de compressibilité,
pour les deux microstructuresCSetCC, est inf́erieureà 15%.

FIG. 4.18 – Comparaisons entrele module de compressibilit́e normaliśe obtenu par

la méthode deśeléments finis (k
EF
∞
kM ) et celui estiḿe par le mod̀ele discret (k

Discet

kM ) : Cas
du r éseau cubique simple.
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FIG. 4.19 – Comparaisons entrele module de cisaillementnormaliśe obtenu par la

méthode deśeléments finis (µ
EF
∞

µM ) et celui estiḿe par le mod̀ele discret (µ
discet

µM ) : Cas du
r éseau cubique simple.

FIG. 4.20 – Comparaisons entrele coefficient d’anisotropie cubiquenormaliśe ob-

tenu paréléments finis (δµEF
∞

µM ) et celui estiḿe par le mod̀ele discret (δµdiscet

µM ) : Cas du
r éseau cubique simple.
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FIG. 4.21 – Comparaisons entrele module de compressibilit́e normaliśe obtenue par

la méthode deśeléments finis (k
EF
∞
kM ) et celui estiḿe par le mod̀ele discret (k

Discet

kM ) : Cas
du r éseau cubique centŕe.

FIG. 4.22 – Comparaisons entrele module de cisaillementnormaliśe obtenu par la

méthode deśeléments finis (µ
EF
∞

µM ) et celui estiḿe par le mod̀ele discret (µ
discet

µM ) : Cas du
r éseau cubique centŕe.
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FIG. 4.23 – Comparaisons entrele coefficient d’anisotropie cubiquenormaliśe ob-

tenuéléments finis (δµEF
∞

µM ) et celui estiḿe par le mod̀ele discret (δµdiscet

µM ) : Cas dur éseau
cubique centŕe.
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4.4 Conclusions

Dans ce chapitre, la validité et les limitations du mod̀ele sont discut́eesà travers
des comparaisons avec des simulations par la méthode deśeléments finis sur des
cellules unitaires ṕeriodiques ŕegulìeres dans le cas limite ou les inclusions sont
infiniment rigides. Les microstructures choisies sont le réseau cubique simple (CS)
et le ŕeseau cubique centré (CC). Les ŕesultats des comparaisons montrent que les
estimations du mod̀ele discret propośe sont acceptables (erreur< 15%) pour des
densit́es volumiques d’inclusions assezélev́ees (f > 50%).

Les estimations par la ḿethode deśeléments finis des propriét́es effectives dans
le cas limite òu les inclusions sont infiniment rigides ontét́e compaŕeesà celles
prenant en compte la rigidité des inclusions pour trois fractions volumiques d’agrégats
( f = 61%, 73% et 80%). Les résultats des comparaisons pourf = 61% montrent que
l’erreur est significative (> 15%) lorsque le rapport entre le module d’Young de la
matrice et celui des inclusions (EI/EM) est inf́erieurà 100.

Concernant les enrobés bitumineux,EI/EM est de l’ordre de 50. Dans ce cas, les
erreurs commises sur le module de compressibilité et le module de cisaillement pour
une fraction volumique d’inclusionśegaleà 80% sont ŕesuḿees dans le tableau 4.4.
Ce dernier montre que l’erreur sur le module de cisaillement peut atteindre−24%
pour le ŕeseauCC.

CS CC

Module de compressibilité −15% −14%
Module de cisaillement −13% −24%

TAB . 4.4 – Ŕecapitulatif des erreurs relatives commises par le modèle discret pour un
contrasteEI

EM = 50 dans le cas òu f = 80%.

Afin d’améliorer le mod̀ele pour le ŕeseauCS, un mod̀ele analytique prenant en
compte la d́eformation des inclusions áet́e d́evelopṕe. Les estimations du modèle
analytiques ont́et́e compaŕeesà celles obtenues par la méthode deśeléments finis.
Les ŕesultats montrent que l’erreur relative est acceptable aussi bien pour les faibles
que pour les fortes fractions volumiques d’inclusions. Les propriét́es effectives du
mod̀ele analytique dans le cas limite où les inclusions sont infiniment rigides ont
ét́e compaŕees aussìa celles prenant en compte les déformations des inclusions. Les
résultats montrent que l’erreur relative est un peu inférieure quand le rapport entre la
rigidité des inclusions et celle de la matrice augmente. Il aét́e conclu encore une fois
que le mod̀ele discret propośe doitêtre ŕeserv́e au casEI/EM > 100.
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Cependant, afin de tenir compte de la déformation des grains, on pourrait s’inspirer
du mod̀ele analytique d́evelopṕe pourCS: On enrichit le mod̀ele discret en introdui-
sant des degrés de libert́e suppĺementaires d́ecrivant une d́eformation homog̀ene dans
chaque grain. On aurait alors trois translations, trois rotations et six déformations as-
socíeesà chaque grain, multipliant par deux le nombre de d.d.l.
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5.3.4 Application de l’approche utilisant les fonctions de corrélation146
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5.1 Introduction

Estimer les propríet́es effectives des matériaux h́et́erog̀enes aĺeatoiresà partir
de la donńee des lois de comportement et de la distribution spatiale des différentes
composantes de la microstructure est une tâche capitale dans la mécanique des
mat́eriaux aĺeatoires. Des ḿethodes d’homoǵeńeisation ontét́e d́evelopṕeesà cette
égard. Parmi les ḿethodes les plus connues enélasticit́e linéaire, on cite le mod̀ele
des cylindres composites (Composite Cylinder Model, CCM) par Hashin (1962),
la méthode auto-coh́erente propośee par le Hill (1965), la ḿethode auto-coh́erente
géńeraliśee (General Self-Consistent Method, GSCM) par Christensen et Lo (1969,
1979). D’autres sophistications et extensions aux cas non-linéaires ont́et́e propośees
par Willis (1981), Sanchez-Palencia et Zaoui (1987), Nemat-Nasser et Hori (1993)
et plus ŕecemment Suquet (1997), Castaneda et Suquet (1998), Bornert et al. (2001),
Besson et al. (2001) et Jeulin et Ostoja-Starzewski (2001)

Par ailleurs, les ḿecaniciens des enrobés bitumineux supposent depuis longtemps
que le comportement d’un matériau bitumineux peut̂etre assimiĺe à celui d’un
milieu homog̀ene dont le comportement est défini par une loi macroscopique en
contrainte-d́eformation. Ils consid̀erent ǵeńeralement que ceci n’est vrai que si l’on
s’intéressèa un volume comportant un nombre de grains suffisant. Vient alors un
probl̀eme de d́efinition : Qu’entend-on par ” suffisant ” ?

On introduit ǵeńeralement dans ce cas la notion de VolumeÉlémentaire
Repŕesentatif (VER). Ce dernier áet́e largement́etudíe ces dernìeres anńees et des
méthodes nuḿeriques et statistiques ontét́e d́evelopṕees afin de donner une définition
quantitative duVER.(Sab (1992), Drugan et Willis (1996), Gusev (1997), Kanit et al.
(2003), Kanit (2003), Sab et Nedjar (2004)).

Dans ce chapitre, le modèle propośe est appliqúe à la d́etermination de la taille
minimale duVER des mat́eriaux bitumineux eńelasticit́e linéaire et en fatigue.
Pour ce faire, nous utilisons la méthode de Monte-Carlo pour estimer les propriét́es
effectives d’une microstructure géńeŕee par la tessellation de Poisson-Voronoı̈. Des
simulations sont effectúees sur des tailles duVER croissantes. Pour chaque taille,
plusieurs ŕealisations ind́ependantes sont considéŕees.

Le plan de ce chapitre est le suivant : Après unéetude bibliographique sommaire
sur leVERdans la section 2, vient l’application du modèle propośe à la d́etermination
de la taille minimale duVERenélasticit́e linéaire (section 3) et en fatigue (section 4).
Enfin la section 5 est d́edíeeà la conclusion.
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5.2 Notion deVERet étude bibliographique

Lors de la d́etermination des propriét́es du composite, il n’est pas raisonnable
ni encore possible de prendre directement en compte l’influence de l’ensemble des
hét́eroǵeńeité sur la ŕeponse du composant. On cherche doncà remplacer le matériau
hét́erog̀ene par un milieu dithomog̀ene équivalentcaract́eriśe par des propriét́es
mécaniques effectives. Ces dernières ŕesultent de l’interaction des constituants entre
eux au sein d’un voluméelémentaireV du mat́eriau consid́eŕe. L’objectif est donc, par
exemple dans le cas des enrobés bitumineux, de d́eterminer aussi bien les modules
d’élasticit́e effectifs que le nombre de cyclesà la rupture du matériau à partir de la
connaissance des propriét́esélastiques et en fatigue des constituants, de leur fraction
volumique et de leur arrangement.

On parle alors d’homoǵeńeisation du composite. Le volume sur lequel les
propríet́es sont moyenńees est appelé VolumeÉlémentaire Représentatif (VER).

Les propríet́es effectives du milieu homogène équivalent recherch́ees peuvent
être obtenues en résolvant un problème aux limites sur le voluméelémentaire
V, à condition que celui-ci soit suffisamment grand pourêtre repŕesentatif de la
microstructure du matériau h́et́erog̀ene. Ce volume doit pour cela contenir suffisam-
ment d’h́et́eroǵeńeité. Si la distribution des constituants est périodique, le volume
nécessaire se réduità une celluléelémentaire permettant de reconstituer l’ensemble de
la microstructure par simple translation (pavage). On soumet alors le volume retenuà
des sollicitationśelémentaires pour d́eterminer la ŕeponse ŕesultante.

5.2.1 Les conditions aux limites

Une difficult́e ŕeside dans le choix des conditions aux limitesà appliquer au volume
consid́eŕe pour imposer une déformation ou contrainte globale moyenne donnée (dite
macroscopique). On mentionne ici trois types de conditions aux limites permettant
d’imposer au volume considéŕe une d́eformation ou une contrainte moyenne :

1. Conditions de d́eformation homog̀enes au contour :

u = E.x ∀x ∈ ∂V (5.1)

avecE champ de tenseur de déformation donńe et uniforme,
∂V contour du volumeV,
u déplacement du point matériel.
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Il s’ensuit que la d́eformation moyenne au sein du volume sollicité est́egaleàE :

〈
ε
〉

V
=

1
V

∫
V

εdV

= E (5.2)

On d́efinit alors la contrainte macroscopique par :

Σ =
1
V

∫
V

σdV (5.3)

2. Conditions de ṕeriodicit é :

u = E.x+uper ∀x ∈V (5.4)

où la perturbationuper est ṕeriodique. Les vecteurs traction (σ.n) de deux points
homologues sur deux faces opposées du cubéelémentaire doivent̂etre oppośes
pour garantir l’́equilibre. Dans ce cas les relations 5.2 et 5.3 restent valides aussi.

3. Conditions de contrainte homog̀ene au contour :

σ.n = Σ.n ∀x ∈ ∂V (5.5)

avecΣ champ de tenseur de contrainte donné et uniforme,n normale ext́erieure
en tout point du contour.
Cette condition implique que la moyenne des contraintes surV est égaleà Σ
(équation 5.3). On d́efinit alors la d́eformation macroscopiqueE par la relation
5.2.

On peut calculer la moyenne du travail des efforts internes au sein du volume
élémentaire sollicit́e et montrer,̀a nouveau gr̂ace au lemme de Hill-Mandel, que pour
les trois conditions aux limites préćedentes :

〈
σ : ε

〉
V

=
〈
Σ
〉

V
:
〈

ε
〉

V
= Σ : E (5.6)

Le travail des efforts internes macroscopiques est alorségal à la moyenne du travail
des efforts internes microscopiques.
La solution des problèmes correspondantà ces conditions aux limites n’est en géńeral
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pas analytique. On a recoursà des simulations nuḿeriques, par exemple, par la
méthode deśeléments finis.

Dans le caśelastique lińeaire, la solution unique dépend lińeairement du charge-
ment macroscopique (E ou Σ) impośe.

Pour les conditions de déformation homog̀ene au contour et les conditions de
périodicit́e, il existe donc un tenseur unique dit de concentration permettant d’ex-
primer la d́eformation en un pointx au sein duVERen fonction de la d́eformation
macroscopique appliquée.

ε(x) = A (x) : E (5.7)

De même, si leVERest soumis au tenseur de contraintes macroscopiquesΣ, il existe
un tenseur de localisationB donnant le tenseur des contraintes en chaque point du

VERen fonction de la charge imposée :

σ(x) = B(x) : Σ (5.8)

Les deux tenseurs de concentrationA etB vérifient :

〈
A
〉

V
=
〈

B
〉

V
= 1 (5.9)

1 est le tenseur identité d’ordre 4.

5.2.2 Les moduleśelastiques apparents et effectifs

Notons c(x) le tenseur de rigidit́e du mat́eriau h́et́erog̀ene qui occupeV et

s(x) = c−1(x) le tenseur de souplesse.

Les modules de souplesse apparentsS et les modules de rigidité apparentsC s’ex-

priment alors de la manière suivante :


E = Sapp

Σ
: Σ avecSapp

Σ
=
〈

B : s(x)
〉

V

Σ = Capp

E
: E avecCapp

E
=
〈

A : c(x)
〉

V

(5.10)
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Les modules apparentsCapp etSapp

Σ
sont des moyennes pondéŕees par les tenseurs

de concentrationA etB respectivement.

Les tenseurs d’élasticit́e apparents peuvent aussiêtre d́efinis à l’aide d’une
définition énerǵetique de la forme :

w =
〈

σ(x) : ε(x)
〉

V

= E : Capp

E
: E (5.11)

= Σ : Sapp

Σ
: Σ (5.12)

Les modules apparents s’expriment alors de la façon suivanteà l’aide des tenseurs de
concentrationA etB préćedents :


Capp

E
=
〈

A : c(x) : A
〉

V

Sapp

Σ
=
〈

B : s(x) : B
〉

V

(5.13)

On montre,à l’aide des relations de symétrie et du lemme de Hill-Mandel, que
les d́efinitions directe (Eq. 5.10) et́enerǵetique (Eq. 5.13) sont́equivalentes (cf.
Sanchez-Palencia et Zaoui (1987)).

Lorsque le volumeV est suffisamment grand, les modules apparents ne dépendent
plus des conditions aux limites et ils coı̈ncident avec les modules effectifs recherchés
du mat́eriau aĺeatoire (cf. Sab (1992)) :

Capp

E
−→

V→+∞
Ce f f (5.14a)

Sapp

Σ
−→

V→+∞
Se f f = Ce f f−1 (5.14b)

Pour des volumes interḿediairesV, les modules effectifsCe f f sont encadŕes par

la moyenne statistique des modules apparents comme suit (Huet (1990), Sab (1992)) :

Sapp−1

Σ
≤ Ce f f ≤ Capp

E
(5.15)

Les ińegalit́es pŕećedentes sont́ecrites au sens des formes quadratiques.
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5.2.3 D́etermination de la taille du VERpar une approche statis-
tique

Dans ces dernières anńees, la taille duVER a ét́e étudíee et d́etermińee par
des approches nuḿeriques et statistiques. En particulier, il aét́e montŕe dans Gusev
(1997), Terada et al. (1998) et Kanit et al. (2003), que les propriét́es lińeaires effectives
des mat́eriaux aĺeatoires peuvent̂etre calcuĺees en utilisant la ḿethode de Monte-Carlo
sur des petites tailles duVERavec des conditions aux limites périodiques,̀a condition
que le nombre de réalisations ind́ependantes soit suffisant.

Les modules effectifs peuvent doncêtre calcuĺes en moyennant les coefficients
apparents obtenus avec des conditions aux limites périodiques surN réalisations
indépendante (Z1,Z2, ..,ZN) de la microstructure dans un volumeV. Asymptoti-
quement, pourN tendant vers l’infini, l’esṕerance du moduleZ, E(Z), se trouve
dans l’intervalle

[
ZN− εrZN,ZN + εrZN

]
avec une probabilité de 95% òu ZN et σ2

N
sont , respectivement, la moyenne arithmétique et la variance de (Z1,Z2, ..,ZN) et
εr = 1.96 σN

ZN
√

N
.

Inversement, pour une précisions fix́ee εr , le nombre de ŕealisations ńecessaires

est d́etermińe en fonction deσ2
N et deεr (N = σ2

N

(
1.96
ZNεr

)2
).

D’une part, une approche basée sur la notion de laportée integrale(integral
range), aét́e propośee dans Kanit et al. (2003) pour l’estimation de la variance du
moduleZ (σ2

N), et donc la d́etermination du nombre de réalisations ńecessaires pour
εr fixée.

D’autre part, un crit̀ere baśe sur les fonctions de corrélation aét́e propośe par Sab
et Nedjar (2004) pour d́eterminer siV est unVERou non dans le cas des conditions
périodiques.

Dans la suite, nous présentons un aperçu des deux approches.

5.2.3.1 Rappel sur la covariance et notions de ”portée int́egrale”

La dispersion ǵeoḿetrique d’une microstructure aléatoire peut-̂etre d́ecrite par une
fonction traduisant l’́etat de deux pointsx1 et x2 sépaŕes par une distanceh comme
suit (Matheron (1971), Serra (1982), Jeulin (2001)) :

CX (h) =
∫

χX(x)χX(x+h)dx= Mes(X∩X−h) (5.16)

où χX est la fonction indicatrice de la phaseX :
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χX (x) =
{

1 six∈ X
0 sinon

CX est appeĺee covariance deX.

Pourh tendant vers l’infini, la covariance tend vers le carré du volume occuṕe par la
phaseX (VV (X)) :

lim
h−→∞

CX(h) = (VV(X))2

Dans le cas òu cette limite est atteinte pour une valeur finie deh = A, les points
de la microstructure sépaŕes par une distance supérieureà A ne sont plus corŕelés
(Matheron (1971), Serra (1982), Jeulin (2001)). Cette distance peut représenter le
support de la covariance (ou encore la gamme dans laquelle la variance est non-nulle).

Il est aussi possible de définir un intervalle[0,An] qui contient des informations
statistiques assez representatifs de la microstructure. cette gamme est appelé la portée
integrale (integral range) (Matheron (1971), Jeulin (2001), Kanit (2003)Kanit et al.
(2003)). Dans l’espaceRn, An est d́efini comme suit :

An =
1

CX(0)−CX(0)2

∫
Rn

(
CX(h)−CX(0)2)dh (5.16)

Cette notion permet de prédire la variabilit́e des propríet́es du mat́eriau en fonction
de la ǵeoḿetrie d’une partie de la microstructure. Par exemple, la varianceσ2(V∗

V )
de la fraction volume de la phaseX, V∗

V = Mes(X∪V)/V dans une ŕealisation d’une
microstructure de volumeV, de covarianceCX, est dońee par (Matheron (1971)) :

σ2(V∗
V ) =

1
V2

∫
V

∫
V

(
CX(x−y)−P2)dxdy (5.17)

P étant la fraction volumique de la microstucture ”infinie”.

Pour un volumeV suffisamment grand (V � An), σ2(V∗
V ) s’exprime en fonction

deAn :

σ2(V∗
V ) =

P(1−P)An

V
(5.18)
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Ainsi, statistiquement, la microstructureV est équivalenteà N ' V/An parties
non-corŕelées.

Concernant la variance des propriét́es élastiques lińeaires,σ2
Z (V), Kanit et al.

(2003) ont propośe une loi de puissance :

σ2
Z (V) = σ2

Z

(
A3

V

)α
(5.19)

où α est un param̀etre diff̀erent de 1,σ2
Z est la variance ponctuelle deZ(x) et A3 le

rang int́egrale de la variable aléatoireZ(x) (sur différents ŕealisations). Dans le cas
des mat́eriaux contenant deux phases avec deux propriét́esélastiquesZ1 et Z2, σ2

Z est
donńe par (Kanit et al. (2003)) :

σ2
Z = P(1−P)(Z1−Z2)

2 (5.20)

Dans le cas òu l’une des deux phases est infiniment rigide, la relation préćedente
(Eq. 5.20) ne peut plus s’appliquer.

5.2.3.2 Les fonctions de corŕelation

Afin d’expliquer le fait que les propriét́es lińeaires effectives des matériaux
aléatoires puissent̂etre d́etermińees sur des petites tailles soumisesà des conditions
aux limites ṕeriodiques, Sab et Nedjar (2004) ont proposé d’utiliser le cadre th́eorique
adapt́e à l’homoǵeńeisation des milieux aléatoires. Ils ont en plus déduit un crit̀ere de
convergence basé sur l’analyse des fonctions de corrélation.

Le milieu infini est d́ecrit par un espace de probabilité (Ω,A ,P) où Ω répŕesente
l’ensemble des ŕealisations possiblesω ∈Ω, τtω est la translat́ee deω part.
Pour assurer l’homoǵeńeite statistique du milieu, on suppose queτtω a les deux
proprit́es suivantes :

τ0 = Identit́e, ∀t,u ∈ Rd, τt ◦ τu = τt+u (5.21a)

∀t ∈ Rd,∀A∈ A ,P(A) = P(τtA) , τt = {ω,τ−tω ∈ A} (5.21b)

Á chaque variable aléatoire ŕeelleX : Ω−→ R est associé le processus statistique-
ment homog̀ene (s.h.)X̃ défini par :
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∀t ∈ Rd,∀ω ∈Ω, X̃ (ω, t) = X (τ−tω) = X̃ (τ−tω,0) (5.22)

La fonction de corŕelation entre deux processus s.h. de carré int́egrable est donńee
par :

∀Y,Z ∈ L2(Ω) ,〈YZ〉(t) = E
(

δ̃Y(ω,0)δ̃Z(ω, t)
)

, δX = X−EX (5.23)

E étant l’oṕerateur esṕerance math́ematique.

L’ élasticit́e du milieu est d́ecrite parc̃(ω, t), le processus s.h. des tenseurs de
rigidité.

Pour un bi-phaśec(ω) est d́efini come suit :

c(ω)=χ(ω)cI +(1−χ(ω))cII

où χ̃(ω, t) = χ(τ−tω) est la fonction caractéristique de la phaseI :

χ̃(ω, t) = χ(τ−tω) =
{

1 si t est dans la phaseI
0 sinon

Sk est la probabilit́e de trouvert1, · · · , tk dans la phaseI (cf. Eq. 5.23) :

Sk (t1, · · · , tk) = Eχ̃(ω, t1) · · · χ̃(ω, tk) (5.23)

La détermination du tenseur d’élasticit́e homoǵeńeiśeChom se fait par la ŕesolution
du probl̀eme auxiliaire (cf. Eqs. 5.24-5.25) :

σ ∈ S , e∗ ∈K ∗, σ(ω) = c(ω) : (e∗ (ω)+E) a.s., Eσ=Chom : E (5.24)

oùE est la d́eformation macroscopique ;K ∗, l’ensemble de champs de déformation
s.h avec une espérance nulle, etS , l’ensemble de champs de contrainte s.h statique-
ment compatibles , est défini par :
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K ∗ =
{

e∗ =
(
e∗i j
)
, e∗i j = e∗ji ∈ L2(Ω) , Ee∗i j = 0, ẽ∗ (ω, t) compatible a.s.

}
S =

{
σ =

(
σi j
)
, σi j = σ ji ∈ L2(Ω) , div σ̃(ω, t) = 0 a.s.

}
(5.25)

En introduisant un milieu de comparaison homogène,C0, le tenseur de polarisation
p = σ−C0 : (e∗+E) est solution de (5.26) :

p =
(
c−C0) :

(
−Γ0∗δp+E

)
(5.26)

et rend stationnaire la fonctionnelle (5.27). Voir Willis (1977).

H
(
p′
)

= E
(

2p′ : E−p′ :
(
c−C0)−1

: p′−p′ : Γ0∗p′
)

(5.27)

Ici, l’opérateurΓ0 est d́efini par (5.28) :

(
−Γ0∗p′

)
∈K ∗,

(
C0 :

(
−Γ0∗p′

)
+p′

)
∈ S (5.28)

Il s’exprime en fonction du noyau de Green du milieu de comparaison lorsque les
corŕelations

〈
ci jmnpkl

〉
(t) sont dansL2

(
Rd
)
.

Dans ce cas,Chom est aussi donńe par (5.29-5.30).

Chom : E =Ec : E−E
(
δc : Γ0∗δp

)
(5.29)

[
E
(
δc : Γ0∗δp

)]
i j =

∫
t∈Rd

Γ0
mnkl(−t)

〈
ci jmnpkl

〉
(t) dt (5.30)

En fait,−C0 : e∗ peut remplacerδp dans (5.29-5.30) de manièreéquivalente.

On se restreint dans la suite aux matériaux bi-phaśes. L’idée de la ṕeriodisation
est de construire une suite

(
ΩL,AL,PL

)
L>0 d’espaces de probabilité statistiquement

homog̀enes sur le sous-ensembleΩL ⊂ Ω des ŕealisationsL-périodiques, c’est̀a dire
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que (cf. Eq. 5.31) :

ωL ∈ΩL ⇐⇒ τuωL = ωL,∀u ∈ {Le1, · · · ,Led} (5.31)

où {e1, · · · ,ed} est la base canonique deRd.

Cette suite doit v́erifier (cf. Eq. 5.32) :

∀k,∀t1, · · · , tk, SL
k (t1, · · · , tk) = ELχ̃

(
ωL, t1

)
· · · χ̃

(
ωL, tk

)
,

lim
L→+∞

SL
k (t1, · · · , tk) = Sk (t1, · · · , tk) (5.32)

Le tenseur effectifChom,L relatif au milieu ṕeriodiśe est donńe par (cf. Eq.5.33) :

pL (ωL)=
(
c
(
ωL)−C0) :

(
−Γ0,L ∗δpL +E

)
Chom,L : E =ELc : E−

∫
t∈VL

Γ0,L
mnkl(−t)

〈
ci jmnpL

kl

〉
(t) dt (5.33)

où l’opérateurΓ0,L est celui de l’homoǵeńeisation ṕeriodique classique sur la
cellule de base cubique de tailleL, VL.

Introduisons
〈
ci jmnpL

kl

〉∞
comme suit :

〈
ci jmnpL

kl

〉∞
(t) =

{ 〈
ci jmnpL

kl

〉
(t) ∀t ∈VL

0 ∀t ∈ Rd \VL (5.34)

Une analyse de Fourier (Suquet (1990)) montre que l’opérateurΓ0,L a la propríet́e
suivante :

∫
t∈VL

Γ0,L
mnkl(−t)

〈
ci jmnpL

kl

〉
(t) dt =

∫
t∈Rd

Γ0
mnkl(−t)

〈
ci jmnpL

kl

〉∞
(t)dt (5.35)

Comparant leśequations (5.29-5.30) et (5.33-5.35), on s’attendà la convergence
suivante :
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〈
ci jmnpL

kl

〉∞
(t) −→

L→+∞

〈
ci jmnpkl

〉
(t) dansL2

(
Rd
)

(5.36)

et à la convergence deChom,L versChom pourL croissant.

Chom,L −→
L→+∞

Chom

Autrement dit,̀a la convergence
〈
ci jmnpL

kl

〉∞
et
〈
ci jmnpkl

〉
doivent cöıncider.

Une condition ńecessaire est que la fonction
〈
ci jmnpL

kl

〉
présente un plateau sur le bord

du volumeVL. On obtient ainsi le crit̀ere suivant̀a la convergence :

∫
t∈Rd

Γ0,L
mnkl(−t)

〈
ci jmnpL

kl

〉
(t)dt = Ec : E−Chom,L : E (5.36)

≈
∫

t∈Rd
Γ0

mnkl(−t)
〈
ci jmnpkl

〉∞ (t) dt (5.37)

5.3 Détermination de la taille du VER en élasticité
lin éaire

Dans cette section, le modèle discret propośe est utiliśe pour la d́etermination de
la taille minimale duVER. Pour ce faire, les propriét́es apparentes sontétudíees en
fonction de la taille de la celluléelémentaire. Les microstructures considéŕees sont
géńeŕees par la tessellation de Voronoı̈ d’un ensemble de points. Le processus de
Poisson est utiliśee pour la ǵeńeration des points en 3D.

Nous utilisons la ḿethode de Monte-Carlo pour estimer les propriét́es apparentes
pour chaque taille duVER. Ainsi, plusieurs ŕealisations sont considéŕees pour chaque
taille. Comme l’indique la ḿethode de Monte-Carlo, les propriét́es apparentes sont
ensuite calcuĺees en moyennant les modules apparents sur les différentes ŕealisations.

5.3.1 Ǵenération des microstructures et conditions aux limites

5.3.1.1 Ǵenération des microstructures

Des points en 3D dans une cellule de tailleV sont ǵeńeŕees par le processus de Pois-
son. La tessellation périodique de Voronöı est appliqúeeà cette ensemble de points.
Ainsi, une microstructure aléatoire ṕeriodiśee forḿee par les ŕegions de Voronöı est
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géńeŕee (cf. Fig. 5.1). La fraction volumique locale des inclusions est supposée uni-
forme (́egaleà 75% dans notre cas).

FIG. 5.1 – Illusutration de la microstructure aléatoire ṕeriodiśee en 2D.

5.3.1.2 Conditions aux limites

Nous avons vu au d́ebut de ce chapitre que trois chargements sont possibles pour
la détermination des modules apparents des milieux continus aléatoires,à savoir
conditions de ṕeriodicit́e et les deux conditions de contrainte ou de déformation
homog̀ene au contour.

Concernant les réseaux discrets ayant une cinématique de translations et de
rotations, les chargements imposées peuvent̂etre soit en terme de translations et/ou
rotations, ce qui traduit une déformation homog̀ene impośee, ou soit encore en terme
de forces et/ou moments imposées aux noeuds, ce qui traduit une contrainte homogène
impośee.
Nous nous limitons ici au cas où les translations et/ou rotations sont imposées sur le
bord. Dans ce cas, trois conditions aux limites sont possibles.
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Notons E0 =
{

p1, .., pn
}

l’ensemble den particules en interaction,xi les co-
ordonńees du centre de la particulepi et (a1,a2,a3) trois vecteurs de translation
permettant de reconstituer la microstructure ”infinie” par réṕetition spatiale deE0.
Pour un chargement macroscopique en déformation,E, les trois conditions aux limites
évoqúees pŕećedemment peuventêtreécrites de la manière suivante :

1. Chargement ṕeriodique :

∀ pi ∈ E0

{
u
(
xi +a j

)
−u
(
xi
)

= E.a j

ϕ
(
xi +a j

)
−ϕ

(
xi
)

= 0

(5.38a)
(5.38b)

Dans la suite ce chargement sera notéPERIODIC.

2. Chargement cińematique uniforme en translation : Les translations des
pointsxi se trouvant sur les bords de la cellule de calcul sont imposées.

u
(
xi)= E.xi ∀pi ∈

{
Bord deE0

}
(5.39)

Un point pi est sur le bord le deE0 si, et seulement si, il est connecté à un point
p j n’appartenant pas̀aE0.
Dans la suite ce chargement sera notéKUBC1.

3. Chargement cińematique uniforme en translations et en rotations :Les
translations et les rotations des pointsxi se trouvant sur le bord de la cellule de
calcul sont impośees.

∀ pi ∈
{

Bord deE0
} { u

(
xi
)

= E.xi

ϕ
(
xi
)

= 0

(5.40a)
(5.40b)

Dans la suite ce chargement sera notéKUBC2.

5.3.2 Les moduleśelastiques homoǵenéiśes

Pour chaque taille fix́ee,V, nous avons utiliśe la ḿethode de Monte-Carlo pour
estimer les moduleśelastiques apparents. Ainsi plusieurs réalisations ind́ependantes
doiventêtre envisaǵees. Rappelons que, selon la méthode de Monte-Carlo, l’espérance
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du moduleZ, E (Z), se calcul̀a partir de la moyenne arithḿetique deN réalisations
indépendante deZ. PourN tendant vers l’infini, et avec une probabilité de 95%,E (Z)
est encadŕe par :

E (Z) ∈
[
ZN− εNZN,ZN + εNZN

]
où :

ZN =
1
N

(Z1 + . . .+ZN)

σ2
N =

1
N−1∑

i

(
Zi −ZN

)2
εN = 1.96

σN

ZN
√

N

Dans notre exemple, l’erreur relativeεN est fix́eeà 0.5%, le coefficient de Poisson
et le module d’Young de la matrice sont, respectivement fixésà 0.25 et 1. Le nombre
moyen de point par unité de volume (i.e. l’intensité du processus de poisson ) est fixé
à ρ = 0.15. LaFVL des inclusions est supposé uniforme et est fix́eeà 75%.

A priori, le comportement macroscopique des matériaux aĺeatoires occupant un
volumeV dont la taille est ”petite” n’est pas isotrope. En revanche, il est clair que les
microstructures aléatoires ṕeriodiques consid́eŕees poss̀edent une syḿetrie mat́erielle
cubique. Ainsi, tout comme les réseaux ŕeguliersCSet CC, trois moduleśelastiques
sont à d́eterminer : le module de compressibilité (kHom), le module de cisaillement
(µHom) et un coefficient d’anisotropie cubique (δµHom).
Pour chaque type de chargement considéŕe, trois d́eformations macroscopiques sont
nécessaires pour la détermination des modules apparentskHom, µHom et δµHom.

Le nombre de ŕealisations ind́ependantes pour chaque volume (ce qui estéquivalent
au nombre moyen de particules) est tracé sur la figure 5.2. Ce nombre est choisi de
manìereà ce que l’erreur relative sur les modules apparents,εN, ne d́epasse pas 0.5%.
Á partir de cette figure, on constate que le nombre de réalisations ńecessaires diminue
lorsque la taille duVERaugmente.

5.3.3 Ŕesultats des simulations par le mod̀ele discret

5.3.3.1 Les propríetésélastiques moyennes

Afin de vérifier l’isotropie, nous avons tracé sur la figure 5.3 la variation de la va-
leur moyenne et de l’intervalle de confiance ( dispersion ) du coefficient d’anisotropie

cubique normaliśe (δµHom

µM ) en fonction de la taille duVERpour les trois chargements
PERIODIC, KUBC1 etKUBC2.
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FIG. 5.2 – Nombre de réalisations en fonction du nombre moyen de particuleρ |V|
(équivalent̀a la taille duVER) pour la d́etermination des modulesélastiques apparents.

Il est clair que la valeur moyenne deδµHom

µM est proche de źero pour les trois type de
chargement. Toutefois, la dispersion des résultats est d’autant plus importante que le
volume est petit.

Ceci implique que les moduleśelastiques homoǵeńeiśes moyens sont isotropes
quelque soit la taille duVER.

Concernant les moduleśelastiqueskHom et µHom, les variations de la valeur
moyenne et de l’intervalle de confiance en fonction de la taille duVERsont traćees
sur les figures 5.4 et 5.5, respectivement pourkHom etµHom.

En raison de l’hypoth̀ese d’uniformit́e des fractions volumiques locales des
inclusions (FVLi = 75%,∀i), la valeur du module de compressibilité homoǵeńeiśe est
presque constante pour les trois conditions aux limites. Aussi, la dispersion est quasi
nulle et l’expression dekHom établie pour le ŕeseauCSetCC (cf. Eqs. 4.28a et 4.29a
du chapitre 4) reste valable dans ce cas.

La figure 5.5 repŕesente le module de cisaillement. Elle montre que la dispersion
des valeurs moyennes diminue lorsque la taille duVERaugmente pour les trois condi-
tions aux limites. Les valeurs moyennes avec les conditions aux limitesPERIODIC
sont presque constantes (avec une erreur relative inférieureà 1%) pour une taille du
VERsuṕerieureà 19 particules.

D’autre part, les valeurs moyennes obtenues avec les conditions aux limites
KUBC1 et KUBC2 dépendent fortement de la taille duVER. Cependant, elles
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FIG. 5.3 – La valeur moyenne et l’intervalle de confiance ducoefficient d’anisotropie
cubique normalisé (δµHom

µM ) en fonction de la taille du voluméelémentaire.

FIG. 5.4 – La valeur moyenne et l’intervalle de confiance dumodule de compressibi-
lit é normalisé (kHom

kM ) en fonction de la taille du voluméelémentaire.
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convergent vers la valeur obtenue avecPERIODIC.

Du fait que les rotations sont libres avecKUBC1, le module de cisaillement obtenu
avecKUBC2 est une borne supérieure de celui obtenu avecKUBC1.

FIG. 5.5 – La valeur moyenne et l’intervalle de confiance dumodule de cisaillement
normalisé (µHom

µM ) en fonction de la taille du voluméelémentaire.

5.3.3.2 Dispersion des moduleśelastiques effectifs

Tout comme Kanit et al. (2003), dans cette section, la dispersion des résultats est
étudíee en fonction de la taille duVER.

Pour la fraction volumique, nous avons vu dans la section 5.2.3.1 que la dispersion
varie linéairement en fonction de l’inverse de la taille duVER(cf. Eq 5.18) :

σ2(V∗
V ) =

P(1−P)An

V

En ce qui nous concerne, la fraction volumique locale des inclusions est supposée
uniforme dans nos simulations. De ce fait, il n’y a pas d’aléa sur la fraction volumique
globale.

Nous nous int́eressons seulementà la variation de la dispersion sur les propriét́es
effectifs du mat́eriau. Kanit et al. (2003) ont proposé la loi en puissance reliant la
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dispersion sur le module linéaire effectiveZ et l’inverse de la taille duVERdécrite
dans leśequations 5.19 et 5.20. Dans notre cas, la rigidité des inclusionśetant infinie,
cette loi ne peut s’appliquer.

En fait, les propríet́es apparentes moyennées sur suffisamment de réalisations avec
les conditions aux limites ṕeriodiques sont très proches des valeurs asymptotiquesà
partir d’une taille duVERsuṕerieureà 19 grains. On peut supposer qu’à partir de cette
taille critique, la distribution des contraintes dans l’échantillon est la ŕealisation du
même processus aléatoire quelque soit le volume considéŕe. Dans ce cas, tout comme
la dispersion sur les fractions volumiques (cf. Eq. 5.17), la dispersion sur les modules
devraient varier lińeairement en fonction de l’inverse du volumeV.
Pour le v́erifier, nous avons tracé sur la figure 5.6 la variation de la dispersion du
module de cisaillement en fonction de la taille duVER. Il est clair que la dispersion
varie linéairement en1V avec un coefficient de détermination,R2 (au sens des moindres
carŕes),égaleà 0.9992.

FIG. 5.6 – Variation de la variance (σ2
µ) sur le module de cisaillement normalisé en

fonction de l’inverse de taille duVER.

5.3.4 Application de l’approche utilisant les fonctions de
corr élation

Dans cette section, nous utilisons l’approche proposée par Sab et Nedjar (2004)
(cf. §5.2.3.2) pour l’estimation de la taille duVERenélasticit́e linéaire. On se restreint
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au cas òu le chargement ṕeriodique est en traction suivant l’axex (E = e1⊗e1).

NotonsVm etVi le volume occuṕe, respectivement, par la matrice et les inclusions,
V = Vi +Vm le total duVERet fm (resp. fi = 1− fm ) la fraction volumique de la
matrice (resp. des inclusions). D’après l’équation 5.23, la fonction de corrélation entre
la déformationε11 et la fonction indicatrice de la matriceχm est d́efinie comme suit :

〈ε11χm〉(h) =
1
V

∫
V

(χm(x)− fm)(ε11(x+h)−〈ε11〉V)dx (5.39)

=
1
V

∫
V

χm(x)ε11(x+h)dx− fm 〈ε11〉V (5.40)

Pourh = 0 on a :

〈ε11χm〉(0) =
1
V

∫
V

χm(x)ε11(x)dx (5.41)

= fm〈ε11〉Vm
− fm 〈ε11〉V (5.42)

(5.43)

Or, pour une d́eformation macroscopique imposéeE = e1⊗e1, on sait que :

〈ε11〉V = (1− fi)〈ε11〉Vm
+ fi 〈ε11〉Vi

= 1 (5.44)

Les inclusionśetant infiniment rigides, ainsi〈ε11〉Vi
= 0. Il vient donc :

〈ε11χm〉(0) = 1− fm = fi (5.45)

Pourh tendant vers l’infini (i.e|h| → ∞) on a :

lim
|h|→∞

〈ε11χm〉= 0

(5.46)

〈ε11χm〉 seraétudíee pour trois tailles duVER(cf. Tab. 5.1). La fraction volumique
des inclusions est fix́eeà 90%. Le module d’Young et le coefficients de Poisson de la
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Nombre moyen Diamètre L
D Nombre

de sites moyen (D) de ŕealisations

4 2.335 1.285 300
19 2.335 2.141 100
150 2.335 4.282 20

TAB . 5.1 – Nombre de réalisations pour chaque taille duVERconsid́eŕee (intensit́e du
processus de Poissonρ = 0.15).

matrice sont, respectivement, fixésà 1 et 0.25.

Rappelons que les déformations̀a l’intérieur des inclusions sont nulles du fait que
ces dernìeres sont infiniment rigides. La déformation d’un pointx à l’intérieur de
l’interface c, εc(x), s’exprime en fonction du saut du déplacement[[u]]c(x) comme
suit (cf. Eq. 3.16) :

εc(x) =
nc⊗S[[u]]c(x)

ec

où ec est l’épaisseur de l’interfacec, etnc est la normalèac.

Il est possible d’utiliser les techniques de transformée de Fourier rapide pour
le calcul de〈ε11χm〉. Cependant, vue la forte compacité des inclusions (90%), les
épaisseurs des couches de liant sont très faibles. Il est donc nécessaire d’effectuer
un quadrillage tr̀es fin duVER pour tenir compte de toutes les hét́eroǵeńeités (en
particulier les couches de liant se trouvant dans les interface). Ceci est très côuteux en
terme de capacité de stockage et en temps de calcul. C’est pour cette raison que nous
avons choisi de calculer la fonction tridimensionnelle〈ε11χm〉(h) uniquement sui-
vant quelques axes en utilisant la méthode de Monte-carlo pour le calcul des intégrales.

Á titre d’exemple, le calcul de〈ε11χm〉 suivant l’axe desx (axee1) se fait de la
manìere suivante :

Suivant l’axee1, le vecteurh s’écrith = he1. Pourh fixé, l’intégrale suivante :

I(h) =
1
V

∫
V

χm(x)ε11(x+he1)dx

=
1
V

∫
V

i (x,h)dx
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se calcule en moyennanti (x,h) sur N points(x1,x2..xN) aléatoirement distribúes de
manìere uniformèa l’intérieur duVER:

IN(h) =
i (x1,h)+ i (x2,h)+ ..+ i (xN,h)

N

Le nombre de pointsN se calcule en fonction de la précision, εr , fixée à
l’avance et de la dispersion sur{i (x1,h)+ i (x2,h)+ ..+ i (xN,h)}. Dans notre cas,
εr est fix́eeà 5%. La fonction de corrélation〈ε11χm〉 se calcule en fonction deIN et fm :

〈ε11χm〉(h) = IN(h)− fm

Les ŕesultats des calculs des fonctions de corrélation suivant l’axex (h = he1) pour
les trois taillesL

D = 4.282, L
D = 2.141 et L

D = 1.285 sont traćes sur la figure 5.7.

D’une part, cette figure (Fig. 5.7) montre que la fonction de corrélation〈ε11χm〉
suivant l’axex pour la taille L

D = 4.282 est ńegligeable en dehors d’un intervalle
[−D,D].

De même, pour la tailleL
D = 2.141 la fonction de corrélation〈ε11χm〉 est nulle en

dehors de[−D,D].

Quantà la taille L
D = 1.285< 2, ε11 et χm sont toujours corŕelés.

Tout comme Sab et Nedjar (2004), ceci nous amène à conclure que la taille
minimale duVER est 2D. Les valeurs deśeńergiesélastiques moyennes pour les
trois tailles consid́eŕees est traćee sur la figure 5.8. Pour la tailleLD = 1,285, l’erreur
commise sur l’́energie élastique moyenne par rapportà la valeur asymptotique,
correspondant̀a la taille L

D = 4.282, est proche de 5%.

D’autre part, la valeur th́eorique de〈ε11χm〉 au pointh = 0 vaut fi (la fraction
volumique des inclusions, cf. Eq. 5.45). Dans notre casfi = 90%. Or la valeur
numérique trouv́ee est proche de 86%. On commet donc une erreur de 5% sur la
valeur th́eorique.

Il s’agit d’une erreur de mod́elisation. En effet, et comme nous l’avons vu au
chapitre 4, l’erreur induite par le modèle discret d́epends de la fraction volumique des
inclusions. Lorsque cette dernière est proche de 100% (asymtotiquement), l’erreur
du mod̀ele est proche de 0. C’est pour cette raison que nous avons considéŕee une
fraction volumique d’inclusions assezélev́ee.
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(a)

(b)

(c)

FIG. 5.7 – Fonctions de corrélation〈χmε11〉 suivant l’axex pour trois diff́erentes tailles
duVER: (a) L

D = 4.282,(b) L
D = 2.141 et(c) L

D = 1.285.
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FIG. 5.8 –Énergieśelastiques moyennes et intervalles de confiance pour les trois tailles
duVERconsid́eŕees.

Pour la tailleL
D = 2.14, nous avons aussiétudíe la fonction de correlation〈ε11χm〉

suivant les deux diagonales(e1 +e2) et (e1 +e2 +e3) (cf. Fig. 5.9).

Cette figure (Fig. 5.9) montre que les corrélations〈ε11χm〉 sont ńegligeables pour
une distance plus grande queD. A noter aussi que ces courbes sont lég̀erement
diff érentes de celles correspondantà un axe de la cellule de base traduisant une lég̀ere
anisotropie qui s’estompe lorsque la taille de cette cellule augmente.

5.4 Détermination de la taille duVERen fatigue

Dans cette section, une loi de fatigue est introduite dans le comportement des
interfaces. Un chargement cyclique en déformation est appliqúe aux microstructures
géńeŕees. La r̀egle de cumul lińeaire de Miner est utiliśee pour calculer le niveau de
dégradation de chaque connexion età chaquéetape de calcul. La variation de l’énergie
de d́eformation sera donćetudíee en fonction du nombre de cycles appliqués.

Plusieurs tailles duVER seront consid́eŕees. Pour chaque taille, le nombre
conventionnel de cycles̀a la rupture (i.e. diminution de 50% de la rigidité initiale) est
détermińe.

5.4.1 Quelques rappels sur la fatigue

Le ph́enom̀ene de fatigue d’un matériau se caractérise par sa rupture après appli-
cation ŕeṕet́ee d’un grand nombre de sollicitations dont l’amplitude est inférieureà la
résistancèa la rupture du matériau.
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(a) La diagonaleh = h(e1 +e2)

(b) La diagonaleh = h(e1 +e2 +e3)

FIG. 5.9 – Fonctions de corrélation〈χmε11〉 pour la taille L
D = 2.14 suivant diff́erents

axes.
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Ce ph́enom̀ene est rencontré fréquemment dans de nombreux domaines qui mettent en
jeu des sollicitations cycliques :

1. Sollicitation par flexion alterńee d’une pìece tournante (essieu),

2. Sollicitation par vibrations (avions, ouvrage d’art),

3. Sollicitation de la carlingue des avions par des cycles de pressurisation,
dépressurisations̀a chaque vol.

Les premìeresétudes fondamentales du phénom̀ene de fatigue en laboratoire ont
ét́e entreprises en 1852 par Wöhler sur les ḿetaux.
L’essai classique, permettant de caractériser le ph́enom̀ene de fatigue consistèa
soumettre unéeprouvette du matériauà étudierà des sollicitations ŕeṕet́ees et̀a noter
le nombre de cycles entraı̂nant la rupture de l’eprouvette, appelédurée de vie.

La repŕesentation classique des résultats de l’essai est la courbe de fatigue ou la
courbe de Ẅohler (cf. Fig. 5.10). Cette courbe fait correspondre une durée de vièa la
sollicitation exerćee, qui peut̂etre une contrainte ou une déformation impośee.

FIG. 5.10 – Courbe de Ẅohler d’apr̀es Baaj (2002).

L’ équation de la courbe obtenue est souvent considéŕee de la forme :

S= A.N−β

ou
log(S) = α−β log(N)
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où S est la sollicitation impośee (contrainte ou d́eformation),N la duŕee de vie
correspondante etA,B (α, β) sont deux param̀etres.

Dispersion des duŕees de vie et d́etermination du VER:
Les essais de fatigue sur divers matériaux montrent qu’il existe une dispersion

importante dans les résultats des durées de vie. Cela est dû à l’hét́eroǵeńeité du
mat́eriau et au ph́enom̀ene de fatigue lui-m̂eme.

Pour les mat́eriaux bitumineux, la durée de vie peut varier dans un rapport de 1à
30 (Baaj (2002), Soliman (1976)) et même de 1̀a 100 pour certains matériaux trait́es
aux liants hydrauliques.

Il faut donc tester un grand nombre d’échantillons pour obtenir un ensemble de
valeurs de nombre de cycles représentatif du ph́enom̀ene ŕeel.

5.4.2 Prise en compte de la fatigue des interfaces inter-granulaires

Comme nous l’avons mentionné au chapitre 3, l’endommagement d’une connexion
entre deux grains est modélisé par une variableD traduisant le taux de diminution de
la rigidité macroscopique du liant se trouvantà l’interface.

Pour un chargement cyclique, nous utilisons une loi de fatigue pour l’interface
c = (i, j) définie de la manìere suivante :

δDc

δN
= Dcα

(εeq

a

)β
(5.45)

où α et β sont deux param̀etres.εc
eq est une quantité scalaireévalúee à chaque

cycle en fonction de la d́eformationà l’interfacec.

Pour un chargement périodique en traction,E = E11e1⊗e1, nous supposons que
εeq est l’extension principale maximale :

εc
eq = max

x∈c

(
εc(x)

)+
(5.46)

Rappelons que la déformation d’un pointx à l’intérieur de l’interfacec, εc(x),
s’exprime en fonction du saut du déplacement[[u]]c(x) comme suit (cf. Eq. 3.16) :
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εc(x) =
nc⊗S[[u]]c(x)

ec

où ec est l’épaisseur de l’interfacec, etnc est la normalèac.

La duŕee de vie de l’interfacec peut être mod́elisée par le nombre de cyclesNc
f

pour lequelDc < 1 d’où :

δN = Dc−α
(εeq

a

)−β
δDc ⇒ Nc

f =
∫ 1

0
Dc−α

(εeq

a

)−β
dDc (5.46)

=
1

1−α

(εeq

a

)−β
(5.47)

Pour les param̀etresα et β qui interviennent dans l’équation 5.45, dans un premier
temps, nous adoptons les valeurs proposée par Alimami (1987) :

{
β = 3.8
α = 1−2.42∗103εeq

(5.48)

Dans un second temps, uneétude paraḿetrique est meńee pouŕetudier l’influence
de ces deux param̀etres sur le nombre de cycleà la rupture de la microstructure.

Le param̀etrea sera priśegalà 0.038 et le niveau de chargement,E11, sera priśegal
à 10−4

5.4.2.1 Cumul des dommages

L’amplitude des sollicitations̀a l’intérieur de chaque interface n’est pas constante.
Il faut donc disposer d’un moyen pour permettre d’additionner les dommages
provoqúes par diff́erents niveaux de sollicitations et de prévoir la duŕee de vie dans ce
cas.

La loi la plus connue est celle proposée parMiner en 1945. Ses travaux font suite
à ceux dePalmgrenen 1924, exploitant des essais en fatigue en traction-compression
sur l’aluminium. Une analyse de ses résultats par une approcheénerǵetique aét́e
effectúee par Miner (cf. Baaj (2002)).

On consid̀ere d’abord le cas d’application successive de deux sollicitations :
soit N1 la duŕee de vie sous la sollicitationS1 et N2 la duŕee de vie de vie sous la
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sollicitationS2 ( Dans le cas d’un chargement en déformation, les sollicitationsS1 et
S2 sontéquivalentes auxε1

eq et ε2
eq).

Si la connexion a d́ejà subitn1 fois la sollicitationS1, le probl̀eme sera de trouver
le nombren2 que peut encore supporter la sollicitation d’amplitudeS2 avant sa rupture.

D’aprés la loi de cumul lińeaire de Miner, le nombren2 est tel que :

n1

N1
+

n2

N2
= 1

Cette loi se ǵeńeralise pour plusieurs séquences de sollicitations aux diverses
amplitudes :

∑ ni

Ni
= 1 (5.48)

Pour chaque interface, deux modes de rupture peuventêtre envisaǵees :

1. Chaque connexion subit une dégradation progressive de sa rigidité allant jusqu’̀a
la rupture (Rupture progressive de chaque connexion). Ainsi, à l’étapek du
calcul, le dommageDc

k de la connexionc vaut :

Dc
k =

i=k

∑
i=1

Nk

Nc
fk

(5.49)

où :

– Nk est le nombre de cycles appliquésà l’étapek,
– Nc

fk
est la duŕee de vie de la connexionc à l’étapek

2. la rupture de chaque connexion est de type brutal : le dommageDc vaut 0 ou 1
(Rupture brutale de chaque connexion)

{
Dc = 0 si ∑i=k

i=1
Nk
Nc

fk
< 1

Dc = 1 sinon
(5.50)

Dans les deux cas, l’algorithme de résolution peut-̂etre comme celui schématiśe
sur la figure 5.11.
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FIG. 5.11 – Algorithme de ŕesolution eńelasticit́e endommageable par fatigue.
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5.4.2.2 Ǵenération des microstructures et conditions aux limites

Nous avons consid́eŕe les m̂emes microstructures géńeŕees pour la d́etermination
de la taille duVERenélasticit́e linéaire.

Le chargement imposé est cyclique et ṕeriodique. Nous avons considéŕe le cas
d’une traction suivant l’axex :

E = E11e1⊗e1

Pour chaque taille, plusieurs réalisations sont considéŕees. La courbe moyenne de
variation de l’́energie de d́eformations associéeà E estétudíee en fonction du nombre
de cycles impośes.

Le nombre de ŕealisations pour chaque taille duVERest traće sur la figure 5.12
pour une erreur relative fixéeà 5%.

FIG. 5.12 – Nombre de réalisations en fonction du nombre moyen de particuleρ |V|
(équivalent̀a la taille duVER) pour la d́etermination duVERen fatigue. (Erreur rela-
tive de Monte-Carlo est fix́eeà 5%).

Les deux modes de rupture mentionnés dans la section préćedente ont́et́e envi-
saǵees :

1. rupture progressivede chaque connexion,

2. rupture brutale de chaque connexion.
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5.4.3 Ŕesultats des simulations pour la d́etermination de la taille
du VER

Un exemple de variation de l’énergieélastique en fonction du nombre de cycles
d’une ŕealisation contenant 154 grains est tracé sur la figure 5.13.́A partir de cette
courbe, il est clair que la fracture de la structure se produit lorsque le rapport entre
l’ énergie actuelle et l’énergie initiale est proche de 40%, pour les deux modes de
rupture des connexions.

En outre, la rigidit́e globale de la structure diminue plus rapidement lorsque la
rupture des connexions est progressive.

Contrairement̀a la courbe avec rupture progressive, la variation de l’énergie avec
un rupture brutale des connexion présente un palier horizontal au début de l’essai.

FIG. 5.13 – Exemple d’́evolution de l’endommagement en fonction du nombre de
cycles impośes pour les deux modes de ruptures envisagés. Taille de la ŕealisation 154
grains.

La courbe moyenne et l’intervalle de confiance de l’énergie normaliśee par
rapport à l’état initiale en fonction du nombre de cycles pour différentes tailles
du VERest traće sur la figure 5.14 pour le calcul avec une rupture progressive des
connexions et sur la figure 5.15 pour le calcul avec une rupture brutale des connexions.

Ces deux figures (Figs 5.14 et 5.15) montrent que les résultats d́ependent de la
taille duVER: Plus la taille duVERaugmente et plus la dégradation de la structure
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FIG. 5.14 – Courbe moyenne etécart type de l’́energie normaliśee (par rapport̀a l’état
vierge) en fonction du nombre de cycles pour différentes tailles duVER : Rupture
progressivede chaque connexion.

FIG. 5.15 – Courbe moyenne etécart type de l’́energie normaliśee (par rapport̀a l’état
vierge) en fonction du nombre de cycles pour différentes tailles duVER : Rupture
brutale de chaque connexion.
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est rapide.

Afin de quantifier la duŕee de vie d’une structure soumiseà un chargement
cyclique, un nombre conventionnel de cyclesà la rupture est d́efini lorsque la structure
perd 50% de sa rigidité initiale.

Ainsi, nous avons traće la valeur moyenne et l’écart type du nombre de cyclesà
la rupture en fonction de la taille duVERsur les figures 5.16 et 5.17 respectivement
pour le calcul avec rupture progressive des connexion et celui avec une rupture brutale.

FIG. 5.16 – Valeur moyenne etécart type du nombre de cyclesà la rupture (diminution
de 50% de la rigidit́e initiale) en fonction de la taille duVER: Rupture progressive
de chaque connexion.

Á partir de ces courbes (Figs. 5.16 et 5.17), il est clair que le nombre de cyclesà la
rupture d́epends de la taille duVER. Il décrôıt lorsque la taille duVERaugmente. Pour
les valeurs suffisamment grandes, la durée de vie moyenne tend asymptotiquement
vers une valeur constante.

Afin d’estimer l’erreur commise sur la détermination de la durée de vie en fonction
de la taille duVER, nous avons d́efinieε(x) comme suit :

ε(x) =
N(x)−N∞

N∞

où :
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FIG. 5.17 – Valeur moyenne etécart type du nombre de cyclesà la rupture (diminution
de 50% de la rigidit́e initiale) en fonction de la taille duVER : Rupture brutale de
chaque connexion.

– N(x) est le nombre de cycles̀a la rupture pour une taillex,

– N∞ est le nombre de cycles̀a la rupture lorsque la taille duVER devient
suffisamment grande. Ici, 1201 grains.

La courbe de variation de l’erreur commise est tracée sur la figure 5.18. On
observe que l’erreur relative par rapportà la valeur asymptotique varie entre 28% pour
une taille de 19 grains et 0.5% pour une taille de 507 grains. La taille qui aét́e retenue
est de 151 grains ( erreur relative 5%).

5.4.4 Influence des param̀etres de la loi de fatigue consid́erée

On rappelle que la loi utiliśee pour la d́etermination duVER en fatigue, nous
avons utiliśe une loi en puissance permettant de modéliser le nombre de cycles̀a la
rupture de chaque connexion. Cette loi est de la forme (cf. Eq. 5.47) :

Nc
f =

1
1−α

(εc
eq

a

)β

Les valeurs des paramétresα et β propośees par Alimami (1987) ont́et́e utilisées.
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FIG. 5.18 – Estimation de l’erreur commise sur la détermination de la durée de vie de
la microstructure en fonction de la taille duVER.

Dans cette section, uneétude paraḿetrique sur ces deux paramétres est effectúee.
Pour cela, la taille duVERconsid́eŕee est celle determinée dans la section précedente
(i.e. 151 grains).

Pourβ fixé, il est clair que la durée de vie (N(50%)) varie linéairement en fonction
de 1

1−α (cf. Fig. 5.19). Ainsi,α est un paraḿetre de calage et n’a pas d’influence sur
la forme de la courbe d’évolution de l’endommagement.

En revanche, l’́evolution de l’́energie de d́eformation en fonction du nombre de
cycles normaliśe ( N

N(50%)) dépend du param̀etreβ. La figure 5.20 montre que pour des
valeurs deβ tendant vers 0, la rupture du matériau est presque brutale.
Inversement, la rupture du matériau est d’autant plus progressive que la valeur deβ
augmente.
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FIG. 5.19 – Influence du param̀etreα.

FIG. 5.20 – Influence du param̀etreβ.
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5.5 Conclusions

Dans ce chapitre, le modèle discret propośe est appliqúe à la d́etermination de la
taille minimale duVERenélasticit́e linéaire et en fatigue.

Dans un premier temps, les résultats des simulations enélasticit́e linéaire montrent
que les propríet́es effectives peuvent̂etre d́etermińees sur des petites tailles deVER
en utilisant des conditions périodiques̀a condition que le nombre de réalisations soit
suffisant. Cette observation est en accord avec plusieursétudes nuḿeriques existantes,
Gusev (1997), Terada et al. (1998) et Kanit et al. (2003),

Les simulations avec les fonctions de corrélation entre la fonction indicatrice de la
matrice et la d́eformationà l’intérieur des interfaces ont montré que la taille minimale
du VERne peutêtre inf́erieureà deux fois le diam̀etre moyen des inclusions (Sab et
Nedjar (2004)).

Dans le cas de la microstructure considéŕee, la taille retenue pour la détermination
des propríet́es lińeaires effectives est de 19 grains (2.14×D).

Dans un second temps, une loi de fatigue aét́e introduite dans les interfaces. Le
nombre de cycles avant rupture de chacune des interfaces est calculé en utilisant
la règle de cumul de Miner. Deux modes de rupture ontét́e envisaǵes (1) chaque
interface subit une d́egradation continue de sa rigidité (variant de 0̀a 1) et (2) la
rupture de chaque interface est brutale (la dégradation vaut 0 ou 1).
Les ŕesultats des simulations montrent que la valeur moyenne du nombre de
cyclesà la rupture,N(50%) ( dégradation de 50% de la rigidité initiale ) diminue
lorsque la taille duVERaugmente. L’erreur relative par rapportà la valeur asympto-
tique varie entre 28% pour une taille de 19 grains et 0.5% pour une taille de 507 grains.

La taille qui a ét́e retenue pour la d́etermination deN(50%) est de 151 grains
( erreur relative 4%). Cette taille est plus grande que celle détermińee dans le
cas élastique lińeaire. Il est donc clair que la taille minimale duVER dépend du
comportement ḿecanique du matériau consid́eŕe.

En pratique, le nombre de cyclesà la rupture des enrobés bitumineux est d́etermińe
à partir d’un essai de fatigue réaliśe sur unéeprouvette traṕezöıdale dont la dimension
de la plus petite arête est́egaleà 25mm. Ainsi, en comparant le nombre moyen de
grains se trouvant sur cette arête avec celui se trouvant dans une arête duVERdont
la taille est minimale (i.e. 151

1
3 ' 5.3 > 5), il est possible de donner une première

estimation du nombre des essais nécessaire et l’erreur commise surN(50%).

À titre d’exemple, supposons que la courbe granulométrique de l’enrob́e est celle
donńee par le tableau 2.2 (Chapitre 2). Dans ce cas, le diamètre moyen des granulats
(correspondant̀a 50% du passant) estégal à 5 mm. Pour une ar̂ete de dimension
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25 mm, le nombre moyen de grains est 5. Ce nombre est lég̀erement inf́erieur à
151

1
3 ' 5.3. L’erreur commise dans ce cas est proche de 8% et le nombre d’essais

nécessaires est supérieurà 70.

Ces estimations doiventêtre compĺet́ees par unéetude plus d́etaillée sur la taille
minimale duVERdes enrob́es bitumineux. Plusieurs courbes granulométriques avec
diverses compacités de granulats doiventêtre consid́eŕees.

Ces ŕesultats ont fait l’objet de deux publications Lachihab et Sab (2004a) et
Lachihab et Sab (2004b).

Dans le chapitre suivant, le modèle discret propośe sera appliqúe à l’étude de
l’influence des caractéristiques morphologiques sur les propriét́es effectives du
mat́eriau.
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6.1 Introduction

Rappelons que la Fraction Volumique Locale d’une inclusion (FVL) est d́efinie
commeétant le rapport entre le volume de l’inclusion et celui de sa région de Voronöı.

Jusqu’̀a pŕesent, nous avons toujours considéŕe que la ŕepartition desFVL des
inclusions est uniforme et estégaleà la fraction volumique globale des granulats.

Dans ce chapitre, nous proposons d’autres lois de répartition desFVL et nous
étudions l’influence des paramètres desFVL sur le comportement effectif du matériau.

Deux lois de ŕepartition sont proposées : une première loi logarithmique

(FVLi =
V i

g

V i
V

= γ log

(
V i

g

〈Vg〉

)
+ η) inspiŕee des ŕesultats obtenus avec les essais d’ana-

lyse d’images sur les enrobés bitumineux (Bonnet (2002), Hammoum et al. (2003),

Hammoum et Hornych (2004)) et une seconde de la formeFVLi =
V i

g

V i
V

= 1

1+η2

(
Vi

v
〈Vv〉

)γ .

Pour les deux fonctions considéŕees, uneétude paraḿetrique surγ est meńee
sur deux types de microstructures : la microstructure de Poisson-Voronoı̈ et une
microstructure ǵeńeŕeeà partir du pavage du Voronoı̈ d’un ensemble de sphères.

La proćedure de ǵeńeration des microstructures est présent́ee dans la sec-
tion 2. Les ŕesultats des simulations enélasticit́e linéaire et en fatigue sont ensuite
présent́es dans la section 3. Enfin, la section 4 est dédíeeà la conclusion de ce chapitre.
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6.2 Génération des microstructures

Deux types de microstructures sont considéŕes : la microstructure de Poisson-
Voronöı et une microstructure géńeŕeeà partir du pavage du Voronoı̈ d’un ensemble
de sph̀eres. La fonction de répartition des volumes des régions de Voronöı de cette
dernìere aét́e fixée à l’avance. Nous avons utilisé pour cela la ḿethode expośee
au chapitre 2 (§2.4) pour la géńeration de microstructures contrôlées. En effet, des
sph̀eres dont la granuloḿetrie est donńee par le tableau 2.2 (chapitre 2) sont géńeŕees.
Celles-ci sont ensuite densifiées à 75% en utilisant le programme de dynamique
moléculaire. Enfin, en partitionnant l’espace par Voronoı̈, on obtient les polỳedres
convexes qui ont une granulométrie presque homothétique de celle des sphères.

La fraction volumique globale des inclusionsétant fix́ee (dans notre cas̀a 75%),
les Fractions Volumiques Locales (FVL) des inclusions doivent satisfaire deux
conditions :

1. LaFVL de chaque inclusioni doit être comprise entre 0 et 1.

2. La fraction volumique globale (f ) doit être conserv́ee :

f =
∑
i

V i
g

∑
i

V i
v

=
∑
i

(
FVLi V i

v

)
∑
i

V i
v

(6.1)

où V i
g est le volume de l’inclusioni etV i

v est le volume de sa région de Voronöı.

Nous avons choisies deux lois de répartition : Une première loi logarithmique
dépendant de deux paramètresγ et η :

FVLi =
V i

g

V i
V

= γ log

(
V i

g〈
Vg
〉)+η (6.2)
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Où
〈
Vg
〉

=
1
N

(
V1

g + ...+VN
g

)
= f

1
N ∑

i
V i

v est le volume moyen des inclusions.

Celle-ci a ét́e inspiŕee des ŕesultats deśetudes de la morphologie des enrobés
bitumineux par analyse d’images réaliśees au LCPC.
En effet, Bonnet (2002), Hammoum et al. (2003), Hammoum et Hornych (2004) ont
observ́e que lesFVL des granulats varient linéairement en fonction du logarithme des
rayons.

Et une deuxìeme loi d́ependant aussi de deux paramètresγ et η. Elle est de la
forme :

FVLi =
V i

g

V i
V

=
1

1+η2
(

V i
v

〈Vv〉

)γ (6.3)

Où 〈Vv〉= 1
N

(
V1

v + ...+VN
v

)
est le volume moyen des régions de Voronöı.

Remarquons que pour les deux lois, lorsqueγ est nul, on se ram̀ene au cas òu lesFVL

sont uniformes. Dans ce cas,η = f pour la premìere loi etη =
(

1− f
f

)1/2

pour la

seconde.

Pour les deux lois, unéetude paraḿetrique surγ a ét́e effectúee. Ainsi, pourγ
fixé, il est ńecessaire de déterminer la valeur deη pour laquelle la fraction volumique
globale des inclusions vautf . Pour cela, il est possible d’utiliser une méthode it́erative
pour la ŕesolution de (6.1). La ḿethode du point fixe áet́e utilisée pour la première loi
et la ḿethode de Newton-Raphson aét́e utilisée pour la seconde loi. Nous présentons
dans l’annexe A les grandes lignes de ces deux méthodes.

Les valeurs des couples(γ,η) utilisées dans nos simulations pour lesquellesf vaut
75% sont pŕesent́ees dans le tableau 6.1 pour la microstructure de Poisson-Voronoı̈ et
la microstructure ǵeńeŕeeà partir de la ḿethode des plans radicaux.

Sur la figure 6.1, nous avons tracé la variation desFVL en fonction des volumes
normaliśes des inclusions (Vg

〈Vg〉) pour différentes valeurs des paramètresγ et η. Á

partir de cette figure, il est clair que, pour des valeurs positives deγ, les deux lois
de ŕepartition consid́eŕees sont des fonctions croissantes. Et, inversement, pour des
valeurs ńegatives deγ, elles sont d́ecroissantes.
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(a)

(b)

FIG. 6.1 – Variation desFVL en fonction des volumes normalisés des inclusions (Vg

〈Vg〉)
pour différentes valeurs des paramètresγ et η. La microstructure est géńeŕeeà partir
de la ḿethode des plans radicaux et la fraction volumique globale des inclusions est

fixéeà 75% :(a) FVLi =
V i

g

V i
V

= γ log

(
V i

g

〈Vg〉

)
+η et (b) FVLi =

V i
g

V i
V

= 1

1+η2

(
Vi

v
〈Vv〉

)γ .
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TAB . 6.1 – Les valeurs des couples(γ,η) utilisées dans les simulations et pour les-
quellesf = 75%

Nous avons vu au chapitre 4 que, pour desFVL uniformes, les erreurs de
mod́elisation sont acceptablesà partir d’une fraction volumique globale des inclusions
suṕerieureà 50%. Dans le cas non uniforme, chacune desFVL des inclusions doit̂etre
donc aussi suṕerieureà 0.5. Afin de le v́erifier, nous avons tracé sur les figures 6.2 et
6.3 les fonctions de répartition desFVL pour les deux lois considéŕees respectivement
pour la microstructure de Poisson-Voronoı̈ et la microstructure ǵeńeŕee à partir de
la méthode des plans radicaux. La proportion du nombre de particules ayant une
FVL < 50% est inf́erieureà 5%.
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(a)

(b)

FIG. 6.2 – Fonction de répartition desFVL pour la microstructure de Poisson-Voronoı̈ :

(a) FVLi =
V i

g

V i
V

= γ log

(
V i

g

〈Vg〉

)
+η et (b) FVLi =

V i
g

V i
V

= 1

1+η2

(
Vi

v
〈VV〉

)γ .



176 Influence des caractéristiques morphologiques

(a)

(b)

FIG. 6.3 – Fonction de répartition desFVL pour la microstructure ǵeńeŕeeà partir de

la méthode des plans radicaux :(a) FVLi =
V i

g

V i
V

= γ log

(
V i

g

〈Vg〉

)
+η et (b) FVLi =

V i
g

V i
V

=

1

1+η2

(
Vi

v
〈VV〉

)γ .
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6.3 Résultats des simulations

Nous avons utiliśe la ḿethode de Monte-Carlo pour déterminer les propriét́es
effectives enélasticit́e linéaire et en fatigue du matériau. Le module d’Young et le
coefficient de Poisson de la matrice sont, respectivement, fixésà 1 et 0.25.

6.3.1 Élasticité linéaire

Pour la microstructure de Poisson de Voronoı̈, le nombre moyen de particules par
unité de volume est fix́e à 0.15. La taille minimale duVERen élasticit́e linéaire est
19 particules (correspondantà un cube de dimension 53) et le nombre de réalisations
nécessaires estégalà 100. (erreur relative sur les modules effectifs inférieureà 0.5%).

Concernant la microstructure géńeŕeeà partir de la ḿethode des plans radicaux,
9 réalisations ont́et́e consid́eŕees. Le nombre moyen de particules par réalisation est
égalà 1520 (erreur relative sur les modules effectifs inférieureà 1%).

La variation des moduleśelastiques effectifs en fonction du paramètreγ pour les
deux lois de ŕepartition desFVL est traćee sur les figures 6.4 et 6.5 respectivement
pour la microstructure de Poisson-Voronoı̈ et la microstructure ǵeńeŕee par la ḿethode
des plans radicaux.

Il est clair que, contrairementà la microstructure de Poisson-Voronoı̈, les modules
élastiques de la microstructure géńeŕee par la ḿethode des plans radicaux sont très
sensibles au param̀etre γ pour les deux lois considéŕees. La variation des modules
élastiques par rapport au cas où γ = 0 (FVL uniformes) peut atteindre 30% pour
certaines valeurs deγ (0.06 pour la premìere loi et 0.3 pour la seconde).
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(a)

(b)

FIG. 6.4 – Variation des modulesélastiques effectifs en fonction du paramètreγ pour la

microstructure de Poisson-Voronoı̈ : (a) FVLi =
V i

g

V i
V

= γ log

(
V i

g

〈Vg〉

)
+η et (b) FVLi =

V i
g

V i
V

= 1

1+η2

(
Vi

v
〈VV〉

)γ .
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(a)

(b)

FIG. 6.5 – Variation des moduleśelastiques effectifs en fonction du paramètreγ pour

la microstructure ǵeńeŕeeà partir de la ḿethode des plans radicaux :(a) FVLi =
V i

g

V i
V

=

γ log

(
V i

g

〈Vg〉

)
+η et (b) FVLi =

V i
g

V i
V

= 1

1+η2

(
Vi

v
〈VV〉

)γ .
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6.3.2 Élasticité endommageable par fatigue

Tout comme le cas des simulations pour la détermination de la taille minimale du
VERen fatigue (chapitre 5), une loi de fatigue est introduite dans les interfaces.
La microstructure est soumisèa un chargement macroscopique cyclique en ex-
tension simple (E = E11e1⊗ e1). La règle de cumul lińeaire de Miner est utiliśee
et le nombre de cycles avant rupture de chacune des interfaces (Nc) suit la loi suivante :

Nc =
1

1−α

(εc
eq

a

)−β

Le niveau de chargementE11 est fix́e à 10−4 et les valeurs des paramètresα, β et
a sont fix́eesà :

α = 0.5 , β = 3 eta = 0.0038

Nous supposons queεc
eq est l’extension principale maximale :

εc
eq = max

x∈c
εc(x)

Pour la microstructure de Poisson-Voronoı̈, le nombre moyen de particules par
unité de volume áet́e fixé à 0.15. La taille minimale duVER en fatigue est 151
particules (correspondantà un cube de dimension 103) et le nombre de réalisations
nécessaires estégal à 67. Dans ce cas, l’erreur sur le nombre de cyclesà la rupture
(N(50%)) est proche de 5%.

Concernant la microstructure géńeŕeeà partir de la ḿethode des plans radicaux,
12 ŕealisations ont́et́e consid́eŕees. Le nombre moyen de particules par réalisation est
égalà 1520.

La variation du nombre de cyclesà la rupture (N(50%)) de la microstructure des
plans radicaux en fonction du paramètre γ est traćee sur la figure 6.6. Cette figure
montre queN(50%) est tr̀es sensiblèa la valeur deγ. Une augmentation de 150% sur
N(50%) par rapport au cas où lesFVL seraient uniformes (γ = 0) est observ́ee pour
les valeurs maximales deγ (0.06 pour la premìere loi et 0.3 pour la seconde). Puisque

le nombre de cycles avant rupture de chaque interfacec est proportionnel̀a
(
εc

eq

)β

(β > 0), cette augmentation deN(50%) devrait s’accompagner d’une modification de
la répartition desεc

eq. En particulier, compte tenu du fait queβ > 0, les valeurs deεc
eq

devraient augmenter pour desγ croissants. Pour le vérifier, nous avons tracé sur la



6.3 Ŕesultats des simulations 181

figure 6.7 les fonctions de répartition desεc
eq pour différentes valeurs deγ. Cette figure

confirme que, en moyenne, les valeurs des déformationśequivalentes ont tendanceà
augmenter pour des valeurs croissantes deγ.

(a)

(b)

FIG. 6.6 – Variation du nombre de cyclesà la rupture (N(50%)) en fonction du pa-
ramètreγ pour la microstructure ǵeńeŕeeà partir de la ḿethode des plans radicaux :

(a) FVLi =
V i

g

V i
V

= γ log

(
V i

g

〈Vg〉

)
+η et (b) FVLi =

V i
g

V i
V

= 1

1+η2

(
Vi

v
〈VV〉

)γ .
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FIG. 6.7 – Fonction de répartition de la d́eformationéquivalente (εeq) pour différentes
valeurs deγ. La microstructure est géńeŕeeà partir de la ḿethode des plans radicaux

etFVLi =
V i

g

V i
V

= 1

1+η2

(
Vi

v
〈VV〉

)γ .

Concernant la microstructure de Poisson-Voronoı̈, la variation deN(50%) en

fonction deγ pour la deuxìeme loi (FVLi =
V i

g

V i
V

= 1

1+η2

(
Vi

v
〈VV〉

)γ ) est traćee sur la figure

6.8. Cette figure montre que, tout comme les modulesélastiques effectifs,N(50%) est
très peu sensible au choix deγ. Les fonctions de ŕepartition deεeq pour différentes
valeurs deγ sont aussi tr̀es proches (cf. Fig. 6.9).
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FIG. 6.8 – Variation du nombre de cyclesà la rupture (N(50%)) en fonction du pa-

ramètreγ pour la microstructure de Poisson-Voronoı̈ : FVLi =
V i

g

V i
V

= 1

1+η2

(
Vi

v
〈VV〉

)γ .

FIG. 6.9 – Fonction de répartition de la d́eformationéquivalente (εeq) pour différentes

valeurs deγ pour la microstructure de Poisson-Voronoı̈ : FVLi =
V i

g

V i
V

= 1

1+η2

(
Vi

v
〈VV〉

)γ .



184 Influence des caractéristiques morphologiques

6.4 Conclusions

Dans ce chapitre, l’influence de la répartition desFVL des inclusions sur le com-
portement effectif du matériau eńelasticit́e linéaire et en fatigue estétudíee pour deux
types de microstructures. Une première ǵeńeŕee par la ḿethode de Poisson-Voronoı̈ et
une seconde ǵeńeŕee en appliquant la ḿethode des plans radicauxà un ensemble
de sph̀eres polydisperses densifiées selon une granulométrie fixée à l’avance. La
répartition des volumes des régions de Voronöı obtenues est alors homothétique à
celle des sph̀eres.

Deux lois de ŕepartition desFVL dépendant de deux paramètresγ et η ont ét́e
consid́eŕees.η se calcule en fonction de la fraction volumique globale des inclusions
et uneétude paraḿetrique surγ a ét́e meńee.

Dans un premier temps, les simulations ontét́e ŕealiśees eńelasticit́e linéaire. Il
a ét́e observ́e que, pour la microstructure de Poisson-Voronoı̈, les modules lińeaires
effectifs sont tr̀es peu sensibles̀a γ. En revanche, pour la microstructure géńeŕee par la
méthode des plans radicaux, les propriét́es effectives sont beaucoup plus sensiblesà γ.
Une diminution de 30% par rapport au cas desFVL serait uniformes áet́e observ́ee
pour certaines valeurs deγ.

Dans un second temps, une loi de fatigue aét́e introduite dans le compor-
tement des interfaces. Le nombre de cycleà la rupture,N(50%) (correspondant
à une diminution de 50% de l’énergieélastiqueà l’état vierge) aét́e étudíe en
fonction de γ. Pour la microstructure de Poisson-Voronoı̈, et tout comme le cas
linéaire élastique,N(50%) est tr̀es peu sensible au choix deγ. En revanche, pour
la microstructure ǵeńeŕee par la ḿethode des plans radicaux, une augmentation de
150% par rapport au cas desFVL uniformes áet́e observ́ee pour certaines valeurs deγ.

Il est donc conclu que, dans le cas géńeral, les propríet́es effectives d́ependent̀a la
fois de la ŕepartition des volumes des régions de Voronöı et desFVL des inclusions.
Il est donc ńecessaire de compléter cetteétude par des simulations sur d’autres
microstructures en faisant varier la répartition des volumes des régions de Voronöı.
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Dans ce travail de th̀ese, un mod̀ele discret tridimensionnel dédíe à la pŕediction
des propríet́es élastiques lińeaires et endommageables des matériaux granulaires
coh́esifs (matrice+inclusions) tel que les bétons bitumineux est présent́e. Le mat́eriau
est consid́eŕe comme un assemblage d’inclusions cohésives infiniment rigides. La
mosäıque de Voronöı pour un ensemble de sphères et sa triangulation duale de
Delaunay sont utiliśees pour mod́eliser les aspects géoḿetriques du problème. Le
comportement ḿecanique des contacts entre particules est modélisé par une loi
d’interface. Une ḿethode d’homoǵeńeisation discr̀ete est emploýee pour l’estimation
des propríet́es effectives du matériau.

La validité et les limitations du mod̀ele sont discut́eesà travers des comparaisons
avec des simulations par la méthode deśeléments finis sur des cellules unitaires
périodiques ŕegulìeres dans le cas limite où les inclusions sont infiniment rigides. Les
microstructures choisies sont le réseau cubique simple (CS) et le ŕeseau cubique centré
(CC). Les ŕesultats des comparaisons montrent que les estimations du modèle discret
propośe sont acceptables (erreur< 15%) pour des densités volumiques d’inclusions
asseźelev́ees (f > 50%).

Les estimations par la ḿethode deśeléments finis des propriét́es effectives dans
le cas limite òu les inclusions sont infiniment rigides ontét́e compaŕeesà celles
prenant en compte la rigidité des inclusions pour trois fractions volumiques d’agrégats
( f = 61%, 73% et 80%). Les résultats des comparaisons pourf = 61% montrent que
l’erreur est significative (> 15%) lorsque le rapport entre le module d’Young de la
matrice et celui des inclusions (EI/EM) est inf́erieurà 100.

Afin d’améliorer le mod̀ele pour le ŕeseauCS, un mod̀ele analytique prenant en
compte la d́eformation des inclusions áet́e d́evelopṕe. Les estimations du modèle
analytique ont́et́e compaŕeesà celles obtenues par la méthode deśeléments finis.
Les ŕesultats montrent que l’erreur relative est acceptable aussi bien pour les faibles
que pour les fortes fractions volumiques des inclusions. Les propriét́es effectives du
mod̀ele analytique dans le cas limite ou les inclusions sont infiniment rigides ont
ét́e compaŕees aussìa celles prenant en compte les déformations des inclusions. Les
résultats montrent que l’erreur relative est un peu inférieure quand le rapport entre la
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rigidité des inclusions et celle de la matrice augmente. Il aét́e conclu encore une fois
que le mod̀ele discret propośe doitêtre ŕeserv́e au casEI/EM > 100.

Après les comparaisons et l’étude des limitations, le modèle propośe est utiliśe
dans deux applications : la détermination de la taille minimale duVERen élasticit́e
linéaire et en fatigue, et l’étude de l’influence des caractéristiques morphologiques sur
le comportement effectif.

La détermination de la taille duVER est effectúee sur des microstructures
aléatoires ǵeńeŕees par la ḿethode de Voronöı. Le processus de Poisson aét́e utilisé
pour ǵeńerer un ensemble de pointsà l’intérieur d’un volume V. La fraction volumique
locale des inclusions est supposée uniforme.

Dans un premier temps, des simulations numériques eńelasticit́e linéaire, ont́et́e
meńees sur plusieurs tailles du volumeélémentaire V. Pour chaque taille, plusieurs
réalisations et trois conditions aux limites sont considéŕees : (1) conditions aux
limites ṕeriodiques (PERIODIC), (2) uniformes en translations (KUBC1) et (3)
uniformes en translations et rotations (KUBC2). Les ŕesultats montrent que, pour
des tailles croissantes de V, les valeurs moyennes obtenues avecKUBC1 et KUBC2
convergent versPERIODIC. En outre, les conditions aux limites de typePERIODIC
mènentà une convergence plus rapide : les propriét́es élastiques effectives peuvent
être d́etermińees non seulement par des simulations numériques sur deśeléments
de volume de grandes tailles, maiségalement en tant que valeurs moyennes des
propríet́esélastiques de volumes plus petits,à condition que le nombre de réalisations
consid́eŕees soit suffisant. La taille minimale duVERest environ 19 grains dans le
mat́eriau consid́eŕe.

Dans un second temps, une loi de fatigue aét́e introduite dans les interfaces. Le
nombre de cycles avant rupture de chacune des interfaces est calculé en utilisant la
règle de cumul de Miner. Deux modes de rupture ontét́e envisaǵes (1) chaque interface
subit une d́egradation continue de sa rigidité (variant de 0̀a 1) et (2) la rupture de
chaque interface est brutale (la dégradation vaut 0 ou 1). Les résultats des simulations
montrent que la valeur moyenne du nombre de cyclesà la rupture deN(50%) (50%
de la rigidit́e initiale) diminue lorsque la taille duVERaugmente. L’erreur relative par
rapportà la valeur asymptotique varie entre 28% pour une taille de 19 grains et 0.5%
pour une taille de 507 grains. La taille qui aét́e retenue est de 151 grains (erreur rela-
tive 4%). Cette taille est plus grande que celle détermińee dans le caśelastique lińeaire.

Enfin le mod̀ele propośe aét́e appliqúe à l’étude de l’influence des caractéristiques
morphologiques sur les propriét́es effectives du matériau. Unéetude paraḿetrique qui
porte sur la ŕepartition des fractions volumiques locales des inclusions (FVL) a ét́e
meńee.
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Les simulations eńelasticit́e linéaire ont montŕe que, à fraction volumique
globale d’inclusions constante, la rigidité linéaire effective des matériaux aĺeatoires
consid́eŕes d́epend de la distribution de la fraction volumique locale des inclusions.
Deux fonctions desFVL ont ét́e consid́eŕees : (1) laFVL de l’inclusion i est une

fonction logarithmique de son volumeV i
g (FVLi = γ log

(
V i

g〈
Vg
〉)+ η) et (2) laFVL

de l’inclusionsi est de la formeFVLi =
1

1+η2
(

V i
v

〈Vv〉

)γ .

Uneétude paraḿetrique surγ aét́e meńee pour les deux fonctions proposées. Deux
types de microstructures ontét́e consid́eŕes : La microstructure de Poisson-Voronoı̈ et
une microstructure ǵeńeŕeeà partir du pavage du Voronoı̈ d’un ensemble de sphères.

Il a ét́e observ́e que, pour la microstructure de Poisson-Voronoı̈, les modules
linéaires effectifs sont très peu sensibles̀a γ. En revanche, pour la microstructure
géńeŕee par la ḿethode des plans radicaux, les propriét́es effectives sont beaucoup
plus sensibles̀a γ. Une diminution de 30% par rapport au cas desFVL uniformes áet́e
observ́ee pour certaines valeurs deγ.

En fatigue, tout comme le casélastique lińeaire, le nombre de cyclesà la rupture
(N(50%)) pour la microstructure de Poisson-Voronoı̈ est tr̀es peu sensible au choix
de γ. Par contre, pour la microstructure géńeŕee par la ḿethode des plans radicaux,
une augmentation de 150% par rapport au cas desFVL uniformes áet́e observ́ee pour
certaines valeurs deγ.

Il a ét́e donc conclu que les propriét́es effectives eńelasticit́e linéaire et en fatigue
dépendent̀a la fois desFVL des inclusions et de la morphologie de la microstructure
(granuloḿetrie des inclusions).

Les perspectives de ce travail sont vastes. En effet il est possible d’introduire
plusieurs aḿeliorations aussi bien sur les aspects géoḿetriques que sur les aspects
mécaniques de la modélisation.

Pour les aspects géoḿetriques de la microstructure, il est possible d’introduire
des sophistications basées sur leśetudes morphologiques des enrobés bitumineux
par analyse d’images réaliśeesà la division MSC du Laboratoire Central des Ponts
et Chausśees (LCPC)̀a Nantes (Bonnet (2002), Hammoum et al. (2003), Hammoum
et Hornych (2004)). On pourrait, pour cela, utiliser d’autres processus de géńeration
aléatoire de points tels que le processus de Neyman-Scott ou le processus de Gibbs.
On pourrait aussi utiliser la tessellation de Voronoı̈ géńeraliśeeà un ensemble d’objets
tels que des segments de droite ou des ellipsoı̈des.
La répartition desFVL des inclusions pourrait̂etre d́eduiteà partir de ces essais.
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Concernant les aspects mécaniques, d’une part, il est possible de tenir compte de
la déformation des inclusions en introduisant des degrés de libert́es suppĺementaires
décrivant une d́eformation homog̀ene dans chaque grain. On aurait alors trois trans-
lations, trois rotations et six déformations associéesà chaque grain, multipliant par
deux le nombre de d.d.l.

D’autre part, il est aussi possible d’introduire d’autres lois de comportement
dans les interfaces inter-granulaires. En particulier, une loi thermo-visco-élastique
endommageable ou encore une loi thermo-visco-élasto-plastique endommageable
pour tenir compte du ph́enom̀ene de l’orníerage et des effets de la température et de la
viscosit́e du bitume. Ces lois pourraientêtre identifíeesà partir de l’essai de rupture
locale ŕeṕet́ee du bitume ŕealiśe à la division MSC-Nantes du LCPC (De La Roche
et al. (1999)), ou encore inspirées des lois proposées par Bodin (2002).
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asymptotiques et̀a l’homoǵeńeisation. Masson, Paris.
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Annexe A :
Quelques ḿethodes it́eratives pour la
r ésolution deśequations non lińeaires

Dans cette annexe, nous présentons les grandes lignes des deux méthodes
itératives utiliśees pour la d́etermination du param̀etreη dans l’́etude paraḿetrique sur
l’influence de la ŕepartition desFVL des inclusions sur le comportement effectif du
mat́eriau.

On rappelle que les deux lois de répartition desFVL que nous avons considéŕees
sont :

FVLi =
V i

g

V i
V

= γ log

(
V i

g〈
Vg
〉)+η

et

FVLi =
V i

g

V i
V

=
1

1+η2
(

V i
v

〈Vv〉

)γ

Les deux fonctions préćedentes d́ependent de deux paramétresγ et η. On notera
ki(γ,η) la FVL de l’inclusioni. Pourγ fixé,ki ne d́epend plus que deη :

ki(γ,η) = ki(η) ∀i = 1..N

Pour une fraction volumique globale des inclusions (f ) fixée,η doit vérifier :
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f −
∑
i

(
ki(η) V i

v

)
∑
i

V i
v

= 0 (A.1)

où (V i
v, i = 1..N) sont les volumes des régions de Voronöı.

On se ram̀ene donc̀a la ŕesolution d’unéequation de la forme :

h(x) = 0

où h est une fonction non lińeaire.

Pour la pŕemìere loi de ŕepartition desFVL, nous avons utiliśe la ḿethode du point
fixe pour la ŕesolution de (A.1). Concernant la deuxième loi de ŕepartition, la ḿethode
de Newton-Raphson áet́e choisie.

Dans la suite, nous présentons les grandes lignes de ces deux méthodes.

A.1 Méthode du point fixe

Cette ḿethode tr̀es simpleà implanter repose sur la transformation suivante.
On transforme l’́equation h(x) = 0 en l’équation x + h(x) = x et en nommant
g(x) = x+h(x), le probl̀emeh(x) = 0 revientàx = g(x).

La méthode repose sur lesétapes suivantes :

On se donnex0 (proche de la solution si possible)

On calculex1 = g(x0)
Puisx2 = g(x1)
Puisx3 = g(x2)

.

.

.

xk = g(xk)
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Et on esp̀ere que, au bout de plusieurs (éventuellement beaucoup) itérationsk, xk

converge vers une valeurx∗. S’il y a convergence, on a la relation :

x∗ = g(x∗)

D’après la d́efinition de la fonctiong, il s’ensuit que :

g(x∗) = x∗+h(x∗)

et

x∗ = x∗+h(x∗)
0 = h(x∗)

Il s’ensuit que si les it́erations sur la fonctiong convergent, la valeur obtenue par
convergence correspondà une solution de l’́equationh(x) = 0.

Définition : x∗ est un point fixe d’une fonctiong si x∗ = g(x∗).

S’il y a convergence, le point fixe deg est une solution deh(x) = 0.

La convergence (succès) de la ḿethode du point fixe d́epend de la forme deh et de
l’estimé de d́epartx0 .

Théorème 1 :Si la fonctiong(x) construiteà partir de la fonctionh(x), telle que
g(x) = x+h(x) a une d́erivéeg

′
(x) telle que|g′(x)|< 1 pour tous les pointsx, alors la

méthode du point fixe converge vers le point fixex∗ avech(x∗) = 0.

Ce th́eor̀eme est une condition suffisante pour assurer le succès (convergence) de
la méthode du point fixe. Elle n’est pas nécessaire (indispensable) pour assurer le
succ̀es.

A.2 Méthode de Newton-Raphson

La méthode du point fixe n’est pas très rapide et demande plusieurs itérations avant
d’obtenir une bonne approximation de la solution. Il existe donc des méthodes plus
efficaces comme la ḿethode de Newton-Raphson pour résoudre l’́equationh(x) = 0.

La formule de la ḿethode de Newton-Raphson est la suivante
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xk+1 = xk−
h(xk)
h′(xk)

C’est une ḿethode it́erative qui fait intervenir la fonctionh(x), la d́erivéeh′ de la
fonctionh(x) et un estiḿe de d́epart. Cette ḿethode est de la forme géńerale

xk+1 = g(xk) où

g(xk) = xk−
h(xk)
h′(xk)

C’est donc une ḿethode de type point fixe. Lorsque cette méthode converge vers
le point fixex∗, x∗ = g(x∗) ce qui signifie queh(x∗)/h′(x∗) = 0 et donc queh(x∗) = 0
(en supposant queh′(x∗) 6= 0) . il s’ensuit que si la ḿethode converge, elle converge
vers la solution de l’́equationh(x) = 0.

Pour que cette ḿethode fonctionne bien, il faut que la fonctionf ait une d́erivéeh′

et que cette d́erivée ne soit pas nullèa la solutionx∗ car la ḿethode fait une division
parh′(x).

Cette ḿethode converge vers une solution de l’équationh(x) = 0. Même avec le
même estiḿe de d́epart que la ḿethode du point fixe, elle n’a pas conduità la m̂eme
solution que la ḿethode du point fixe. On peut noter qu’en trois itérations, on obtient
une tr̀es bonne approximation de la solution. Cette méthode est en ǵeńeral plus rapide
que la ḿethode du point fixe mais elle est très sensiblèa l’estimé de d́epart.

Théorème 2: Si la fonctionh(x) est telle que
∣∣∣h(x)h′′(x)

h′(x)2

∣∣∣ < 1 pour tous lesx, la

méthode de Newton Raphson converge.

Démonstration :

On a vu que cette ḿethode est une ḿethode du point fixe avecg(x) = x− h(x)
h′(x) . Si

on calcule la d́erivéeg′(x), on obtient :

g′(x) =
h(x)h

′′
(x)

h′(x)2

D’après le th́eor̀eme de la section préćedente, il suffit que|g′(x)| < 1 ; il s’ensuit
que
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∣∣∣∣h(x)h′′(x)
h′(x)2

∣∣∣∣< 1

Il n’est pas toujours facile d’utiliser ce théor̀eme dans la pratique car l’inégalit́e
préćedente n’est pas facilèa traiter.
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