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RESUME

Un mockle discret tridimensionnelédiie a la pédiction des propétesélastiques
linéaires et en fatigue des reaiux granulaires c@sifs (matrice+inclusions) tel que
les ketons bitumineux est psené. Le maériau est consiglé comme un assemblage
d’inclusions colésives infiniment rigides. La mosge de Vorondbpour un ensemble
de spleres et sa triangulation duale de Delaunay sont @&ispour moeliser la
microstructure du matiau. Le comportement@&tanique des contacts entre particules
est mo@lise via une loi d'interface. Une athode d’homogréisation disogte est
employee pour I'estimation des proptes effectives du méatiau. Les pedictions du
mockle sont compdesa celles @étermireées par la rathode de€lements finis pour
les reseaux cubique simple et cubique céentres esultats des simulations ont mantr
gue les erreurs de mélisation sont infrieuresa 15% lorsquex la fois le contraste
entre rigidie des inclusions et celle de la matrice est&igurea 100 et la compadt
des inclusions est assélewee ( 50%).

Dans un premier lieu, le meéte discret est appliguaux matriaux aéatoires pour
la determination de la taille minimale du Voluni#émentaire Reg@sentatif VY ER) en
elasticig linéaire et en fatigue en utilisant une approche statistique.

Dans un second lieu, le mekk propoé est appligaea I'étude de l'influence des
caracéristigues morphologiques sur les pr@tes effectives du matiau.

Mots clefs : Modeélisation discéte; Homog@nreisation; Volume Elémentaire
Repesentatif ; Caraéristiques morphologiques.
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ABSRACT

A discrete 3D model for the elastic behavior of random aggregate composites has
been proposed. The aggregates are rigid particles embedded into an elastic matrix.
The inter-particle contact layers are modeled by an elastic interface constitutive
equation. The Dirichlet tessellation and its dual Delaunay network are used to connect
the neighboring particles. A discrete homogenization method is used to estimate the
linear effective properties of the material. The validity and limitations of the model
have been discussed through comparisons with finite element simulations on regular
periodic unit cells in the limit case of rigid inclusions.

The proposed model has been applied to random microstructures generated by the
Vorond tessellation.

Firstly, the minimum RVE size for the (not weighted) Vordénessellation model
has been numerically determined.

Secondly, a fatigue damage law has been introduced into the interfaces in order
to determine the minimum RVE size in the fatigue damage case. Lastly, the proposed
model has been used in the study of the influence of the morphological characteristics
on the effective properties of the material.

Key words : A discrete 3D model; Homogenization; Representative Volume
Element; Morphological characteristics.






Table des materes

Introduction g enerale 1

(Il Introduction bibliographique | 5

(1 Introduction bibliographique | 7

[1.2.1  Moceles micronecaniques pour les enr@®bitumineux . . . 9
(1.2.1.1  Apercu sur le m@&ie autocoarenta trois phases . . 9
[1.2.1.2  Prise en compte de partition du film de bitume . 10
(1.2.1.3 Une moelisation micronecaniqgue des mastics |

| d’asphalte d’ap¥s Shashidhar et Shenoy (2002) . . 11
(1.2.2  Une modlisation des milieux granulaires casifs (Christofl- |
| fersen, (1983)) . . . . .. .. . .. ..o 12
(1.2.2.1 Descriptiongonetrique . ... .......... 12
(1.2.2.2 Position du probme necanique . . ... .. ... 13
(1.3 Mocelisation discete des ma&riaux matrice-inclusions . . . . . . . . 15
(1.3.1 Description classique des m@iaaux granulaires . . . . . . . . 15
(1.3.1.1  Descriptiongonetrique des matriaux granulaires 16
[1.3.1.2  Description statique des maaux granulaires . . . 18

[1.3.1.3  Description cematique des matiaux granulaires . 19
[1.3.2 Comportement local dans les milieux granulaires secs ou
I COMBSITS . . . . . . . e 21
[1.3.2.1 Les milieux granulaires secs : ol de contact de Hertz |
I etdeMindlin. . . ... ... ... ... ... 21
[1.3.2.2 Une lol de contact dans les milieux granulaires |
| cohesifs propose par Zhu et Nodes (2000): . ... 23
[1.3.3 Relation entre comportement local et comportement global : |
| Technique d'homogreisation . . . ... ... ........ 27




Xii TABLE DES MATIERES
Il Construction du mod ele propos 29
[2  Modelisation geometrique de la microstructure| 31
2.1 Intr ION . . . . e 32
[2.2  Tessellation de Vorom@our un ensemble de poipts . . . . . . .. .. 33
[2.2.1 PrinCcipe . . . . . .. 33
[2.2.2  Quelgques algorithmes de construction du diagramme de Mp&io
[2.2.3 Dispositiondescentres . . . . . ... . ..o L. 37
[2.2.5.1  Structuresguleres . . . . ... ... ... ... 37
2.2.3.2 r r resl: . ... ... 38
[2.3  Cereralisations de la tessellation de Voromodes sysimes polydis- |
| PEISES . . . . . e 43
[2.3.1 Principe . . . . . .. 43
[2.3.2 Assemblagedespres . . . . ... ... ... ... ... .. 47
[2.3.2.1 Empilements RSA (Random Sequential Adsorp- |
| tlon)| . . . . . . . e 47
[2.3.2.2 Empillements RSAdengd . . .......... 47
2.4 (Cereration de microstructures cookees . . . ... ... ... ... 49
[2.4.1 Carad@risation d'une distribution granulatrique par la |
| fonction de epartittondesrayons . . . . .. ... ... ... 49
247171 L lationde Voroho . . . . . .. ... ... 49
[2.4.1.2 Calcul de la fonction despartitiona partir de la |
| courbe granulomtrique) . . . . . ... L L 50
[2.4.2 FEtude pararmatrique de la distribution granularique des |
| regions de Voronigpar la nethode de Monte-Cailo . . . . . . 52
[2.4.2.1 Rappel sur e principe de l&thode de Monte-Cailo 52
[2.4.2.2  (&reration d’'un ensemble de sgesa partir d'une |
| fonction de epartittondesrayons . . . . . . . . .. 52
[2.4.2.3 Fesultats des simulations . . . ... ... ... .. 55
[2.5 Le moale ceonetrique propog . . . . . . .. ... ... ... 59
[3  Modelisation mecanique des connexions Inter-particulaires 63
(3.1 Introduction . . . . .. .. .. ... ... ... 64
3.2 Ecriture de léquilibre du systme de particules . . . . ... ... .. 65
3.3 Ecriture du comportement du sgste de particules . . . . . ... .. 68
[3.3.1 Interactions inter-particulaires : Une loi d’'interface en |
| elasticie endommagealblle . . .. ... ... ......... 68
[3.3.1.1 Moelisation asymptotiqgue d’une Interface mince |
| entre solides rigides eglasticie lineairef . . . . . . 68
[3.3.1.2 Extensioa I'elasticie endommageable . . . . .. 73
[3.3.2 Comportemerdlastique li@aire du sysgme de particules . . 74
[3.3.3 FRecapitulatif . .. ... ... ... . ... o 78

[3.4 Du micro au macro : Homegeisation discgte . . . . . . ... ... 79




TABLE DES MATIERES Xiii

[3.4.1 PrinCipe . . . .. ... . .. 79
[3.4.2 Developpementde laegnarche . . . . ... ... ...... 79
[3.5 Mise enoeuvre nuenque . . . . . . .. ... 81
[3.5.1 Positionduprobme . . . . .. ... ... .. .. ...... 82
[5.5.2 Methode du Lagrangianaugment . . . . . . . ... .. .. 83
[.0.2.1 Principe de lagethode . ... ........... 83
[3.5.2.2 Algorithmes de&termination de point-sejle . ... 85
3.6 _Conclusions . . . . . . . ... 89
Il Validation et exploitation du mod ele 91
4 Comparaisons et validation erelasticite lineaire 93
4.1 Introductioh . . . . . . . . . . . ... 94
[4.2  Limitations de I'hypoteseH?2 "Iinclusions infiniment rigides” . . .. 95
4.2.1 Homognreisation @riodique par la rathode deglements finis |
I deseseauxcsSetCQ . . . . . . Lo 95
[4.2.1.1 (gonetries et prommesaresoudre . . . . . . . . . 95
[4.2.1.2 FResultats des simulations palements finis . . . . 101
4.2.2 Uneborne s@rieure des coefficiengastiques homaaeies |
pourleesealCS . . . . . . . .. .. ... 104
[4.2.2.1 Leveloppement de laegnarche . . . . . ... ... 107

[4.2.2.2 Resultats des calculs analytiques et comparaison |
| avec les simulations paF dans le cas limite d'in- |

| clusions infinimentrigides . . . . . . ... ... .. 109
[4.2.2.3 Applicationa l'estimation de l'erreur Iinduite par |
| I'nypothese "Inclusions infiniment rigides” . . . . . 114
423 Conclusions. . . . . . .. .. .. 115
[4.3 Comparaisonslements finis-moele discret . . . . . .. .. ... .. 117
4.3.1 Homognreisation disaete des@seauxcSetCQ. . . . . . . . 117
[4.3.1.1 (gonetrie et probémesa resoudrg . . . . . .. .. 117
[4.3.1.2 Fesultats des calculs analytigues . . . . ... ... 118
[4.3.2 Comparaisons avec lgethode deglementsftinis . . . . . . . 121
4.4 NCIUSIONS . . . . . . . . e e e 125
5 Volume Elémentaire Repésentatif enélasticité linéaire et en fatigué 127
0.1 Introductioh . . . . . ... .. . ... . 128
[5.2 Notion deV ERetetude bibliographique . . . . ... ... ... ... 129
5.2.1 [lesconditionsauxlimites . . .. ... .. ... ... .... 129
[5.2.2  Les moduleslastiques apparents et effedtifs . . . . ... .. 131

[>.2.3  Determination de la taille dU ERpar une approche statistique 133
[©.2.3.1 Rappel sur la covariance et notions de g®rt |
integrale™ . . .. ... .. L 133




Xiv TABLE DES MATIERES

0.2.3.2 lesfonctions de c@ation| . ........... 135
rmination de | 1l ERenelasticie linealre . . . ... .. 139
£.3.1 Gererafion des microstructures et conditions aux fimites 139
0.3.1.1 C(ererafion des microstructutes . . . . . . ... .. 139
£.3.1.2 Conditions auxlimites . . . . . ... ... ..... 140
[0.3.2 Les moduleslastigues homageises . . . . . . ... .. .. 141
[0.3.3 Resultats des simulations par le ned@discret . . . . . . . . 142
[2.3.3.1 Les propateselastiqgues moyennes . . . . . .. .. 142
[2.3.3.2 Dispersion des modulesstiques effectifs . . . . . 145
[>.3.4  Application de I'approche utilisant les fonctions de eation 146
[>.4 Determination de la tallle ddERen fatigue . . . . . . .. ... ... 151
[.4.1 Quelques rappelssurlatatigue . . . . ... ... ....... 151
[5.4.2  Prise en compte de la fatigue des interfaces inter-grandlaires . 154
[0.4.2.1 Cumuldesdommages . ... ... ......... 155
0.4.2.2 (ereration des microstructures et conditions aux li- |
I mites . . . . . . . . . e 156
[5.4.3 Resultats des simulations pour latdrmination de la taille du |
I VER. . . . . 158
[5.4.4 Influence des paraties de la lol de fatigue congge . . . . 162
B5 Conclusions . . . . . . . .. 165
6 Influence des caraatristigues morphologiques sur les propretes effectives |
L__du materiau | 167
6.1 Infroductioh . . .. .. .. .. ... . .. .. 168
6.2 C(ereration des microstructutes . . . . . . . .. ..o 169
6.3 FResultatsdessimulations . . . ... ... ............... 175
6.3.1 Elasticie linéairé . . . . . . . .. ... 175
16.3.2 Elasticié endommageable par fatigue . . . . ... ... ... 178
B4 ConcClusions . . . . . .« o v i 182
IConclusions et perspectives 185

Annexe 199



Table des figures

1.7 Mockeleatrois phases (dahs Hammdum (2000)). . . . . . . . . . . ..

(1.2 Sclematisation du concept de percolation degpbhashidhar et She-

noy (2002). . . . . . . ..

(1.3 Configuration des particules d'a&srChristoffersen (1988). . . . . . .

(1.4 Definition de la @formation microscopiqua partir d’'une triangula-

tion de Tensemble de particules circulaires rigides. D’apres| Sab

| (1996) ef(b) D’aprées Bagil(1996). . . . . . . . . . . ... ... ...

(1.5 Mocele de contactsimple} . . . . ... ... ... .........

(1.6 Configuration des particules a'asrZhu et Nod¢s (2000). . . . . . .

[I.7  Contact des particules avec prise en compte d’un liant&sapnu et

Nodes|(2000). . . . . . . . .«

(1.8 Repesentation samatique d'un sysimeelastique particule-matrice

dapes Zhu etal] (1996a). . . « . .« o« o e

(1.9 Deux types de sy&tne equivalent ressort-amortisseur d'aprZhu

et al. (1996D) (a) matrice de Maxwell efpb) matrice de Voigt. . . . .

[1.10 Principe de I'nomagreisation dans les milieux granulaires d'apr

Cambouetall (1995). . . . . . . . . . . ... .

(2.1 Constitution du mlange : (1) Les "grosses” Inclusions (2) La matrice,

elle-meme constitae des "petites” inclusions et du liant (e bitume). .

32

[2.2 La microstructure est consie par la epetition d'un ensemble de

points contenus dans une cellulede Bése. . . . . . ... .. ... 33

[2.3 Construction de la cellule de Vorandu point P, a partir des

médiatrices des segmersP; avec] € [1,7]. Le pointPs n'est pas

voisin deP, au sens de VoronolLa mediatrice joignant ces deux

points ne coupe pas le plus petit polygone convexe égoar les autres

mediatrices. La cellule correspondante estespnée en (b). . . . . .

34

(2.4 Diagramme @riodique de Voronicet triangulation duale de Delaunay

d'un ensemble de pointsenz2D.. . . . . .. ... ... ...

[2.5  Dualie entre le pavage de Voronet la triangulation de Delaunay. . .

35
36

[2.6 Disposition "cubique simple” des sites de germination et structure en|

cube correspondant@reree par la rathode de Vororig . . . . . . . 38




XVi TABLE DES FIGURES

(2.7 Disposition "cubique cerge” des sites de germination et structure en |

| tetrakadecadres correspondantermgree par la methode de Vorong 38
(2.8 Disposition "cubiquea faces cenges” des sites de germination et |

| structure en doecadres rhombmaux correspondanteegeree par |

[ TamethodedeVororid . . ... .................... 39
(2.9 Le nombre de points contenus dans une suri&agaelconque pour |

| differentesealisations d’'un processus de Poisson suit une lol de Pois-|

| son de paragtrepS| . . . . .. . L L. 40
[2.10 Deux exemples de simulations de processus de Neyman-Scodsa'apr |
| |Goreaud|(2000). . . . . . . . ... e 41

[2.11 Exemple de trois semis obtenus par un processus de GIbbs, avec les
| fonctions de cat asso@es : un semisegulier (1) ; et deux structures |
| mixtes (I1) et (i) constitees de petits aggats epartis egulierement |
| dansT'espace. (D'aps Goreaud (2000)) . .. ... .. ... .... 42
[2.12 Disposition &atoire des sites de germination et structure enguuss |
| convexes correspondantergree par la emthode de Vorona. . . . . 43
[2.13 Le plan nediateur entre deux spres de rayons derents peut couper |
| UNEdES SPEIES. . . . . v v v e e e e e e e e e 44
[2.14 (ereralisation de le tessellation de Voron(a) lessellation de Vo- |
| rond pour un sysgme monodisperse (b) Tessellation raditale. . . .. 44
[2.15 Lorsque les s@mes sont en contact, le plan radical passe par le point|
| decontacl. . . . . . . . . . .. .. 45
[2.16 La structure est constda par la epetition bidimensionnelle (spatiale) |
| dunensembledecercles(spbs). . ... ... ... ... ..... 46
[2.1/ Methode des plansradicauix. . . . . . . . . . . .. ... ... .... 46
[2.18 Dynamique me@culaire : Algorithme de j@diction-correction d'ordre |
| 3 dapes Emarmn (2004). . . . .. ..o o 48
[2.19 La tfonction degpartition des rayons normagis des spgres. . . . . . 54
[2.20 Comparaisons entre la fonction departition des rayons des
spreres Initialement gnerees et la fonction deepartition des rayons
equivalents desegions de Voronoassocees.(a) RSA avect = 10%,
(b) RSA avect = 30%, (c) RSA avect = 50%,(d) RSA densiie avec

FT=75%| . ... ... . @ 56
[2.21 Fonction deapartition des rayonsquivalents desgions de Poisson- |
| MOIONAL . . . . . o e e e e e 57

[2.22 Comparaisons entre la fonction @partition des rayonsquivalents |

| des egions de Voronioet celle des rayons des sBs Initialement |

| gererees pour direntes fractions volumiques. . . . . . .. ... .. 58
[2.23 Ecart relatif entre la fonction deépartition des rayons des sphs |

| et celle des rayonsquivalents desegions de Vorono: Densie des |

| spreres /5%. . . . .. 58
[2.24 Configuration des particules. . . . . . . .. ... .. ... ... ... 60




TABLE DES FIGURES Xvii

[3.1 Les inclusions sont medisees par lesagions de Voronocontracees. |
| La matrice se situe dans l'interface entre degglons voisines. L'en- |

| semble forme une celluementaire priodique. . . . . . . . . . .. 64
[3.2 Les efforts exeis par la particul®’ sur la particule®'| . . . . ... 65
[3.3 CGeonetrie du probéme tridimensionnel. . . . . . . .. ... ... .. 69
[3.4 Le chargement appli@a la structure)®,| . . . . ... .. ... ... 70
[3.5 Le domaine occugpar la matrice est assirai une surfac&| . . .. 70
[3.6 La microstructure continue eepodique esequivalentea un eseau |

| de’poutres’encastes. . . . . . . . ... 79
[3.7  Le neme eseau priodique de liaisons est produit avec deux cellules |

| unitaires diferentes. . . . . . . . . ... oo 80

[4.1 La microstructure made estequivalentea un eseau priodique de |
| “poutres” encasaes. Le milieu homagneequivalent esteduit en ap- |

| pliguant une rethode d’nhomogreisation discgte| . . . . . . . . . .. 94
[4.2 (a) egion de Voronopour le esealCS(b) region de Voronopour le |

| reseallLC. . . . . . . . . . 96
(4.3 Microstructure priodique d’'un mariau composite. . . . . . . . . .. 97
(4.4 Maillage du huieme de la cellulelementaire priodique : (1) eseau |

| CS;(2)resealCCl| . . . . . . . e 100

4.5 \Variation des propeiées effectives en fonction du rapp@';[ pourle

| reseau cubique simple (a) T =61%, (b)T = 73% et (c)f =80%| . 10

4.6 Variation des propeies effectives en fonction du rappcgiT pourle

| reseau cubique cene: (a) f = 61%, (b)T = 73% et (c)t =80%| . 103

[4.7 Estimationpar la methode deslements finis de I'erreur relative sur |
les modulelastiques effectits Induite par 'nypase "Inclusions in- |
finiment rigides” poutte reseau cubique simple (a) module de com- |
pressibilie, (b) module de cisaillement €¢) coefficient d'anisotropie |
CUDIQUE. . . . . . . . 105

[4.8 Estimationpar la methode deslements finis de 'erreur relative sur |

les moduleglastiques effectifs induite par 'nypase “inclusions In- |

finiment rigides” poute reseau cubique ceng& . (a) module de com- |

pressibilig, (b) module de cisailllement €€) coefficient d’anisotropie |

CUDIQUE. . . . . . . e 106
4.9 En D, les inclusions sont dispess sulivant unaseau ca#g. Les |
| deformations sont homeges par morceau. . . . . . . ... ... .. 108
4.1 n huitem | lul ridimensionnelle. Ion
| sont homognes par morceau. Le nombre total de zones esf huit. . . . 109

[4.11 Comparaisons entie module de compressibilie normali€ obtenue
EF
par la nethode de£lements finis %) et celui esting par la borne

sugrieure 7). ... 112




Xvili

TABLE DES FIGURES

[4.12 Comparaisons entie module de cisaillementnormali®€ obtenue

par la methode de€lements finis %) et celui esting par la borne

supgerieure %"W). ............................

[4.13 Comparaisons entfe coefficient d’anisotropie cubiquenormali€

- 1z T o
obtenue par la gthode de&léments finis %) et celui esting par la

borne suprieure (S—H“ﬁ—). .........................

{4.14 Recapitulatif des erreurs relatives $es trois coefficientselastiques:

comparaisons entre les coefficieptastiques "exacts” obtenus par

methode deslements finiset les estimations da borne superieure,

[4.15 Estimationpar la borne superieure proposee de l'erreur relative

sur les moduleslastiques eftectifs induite par 'nypatie "Inclusions

Infiniment rigides” poure reseau cubiques simple (a) module de

compressibilig, (b) module de cisalllement €c) coetficient d'aniso-

trople cubique. . . . . . . . . e e

[4.16 Cellule de baseepiodique dureseau discretCS La region de Vo-

rona est un cube 6 connections identiquessont asso&es aux 6

faces (cams) duCcube. . . . . . . . . . . .

[4.17 Cellule de baseepiodique dureseau discretCS La region de Vo-

rona est un etrakadecadres : 8 connections identiques assesiaux

8 hexagones et 6 connections identiques assscaux 6 caes (14

CONNECLIoONS)) . . . . . . . . . e e e e e

{4.18 Comparaisons entre module de compressibilie normali€ obtenu

par la methode de&léments finis {%) et celui esting par le moéle

. Discet S . .
discret €5) : Cas dwéseau cubique simple. . . . .. . ... ..

121

[4.19 Comparaisons entie module de cisalllementnormalis obtenu par

la méthode de&lements finis K—%) et celui estingd par le moéle dis-

discet , . .
cret (“—u,v,—) : Cas duréseau cubique simple. . . . . ... ... ...

122

[4.20 Comparaisons entfe coefficient d’anisotropie cubiquenormali€

L0 .. ng . ., N .
obtenu pagléments finis %) et celui esting par le moéle discret

discet L, _ K
(5““M ) : Cas duréseau cubique simpls

1”4

122

[4.21 Comparaisons entie module de compressibilie normali® obtenue

EF
par la néthode degléements finis %;W) et celui esting par le modle

K Discet , . .
discret (‘—k',smci) : Cas duréseau cubiquecent| . . . .. .. ... ..

123

[4.22 Comparaisons enftfe module de cisaillemeninormali€ obtenu par

la méthode deg&lements finis %) et celui estind par le moéle dis-

discet , . .
cret (“—HM—) :Casduéseau cubiqueceng|. . . .. ... ......




TABLE DES FIGURES XiX

[4.23 Comparaisons entfe coefficient d’anisotropie cubiquenormali€
EF
obtenuélements finis %) et celui estiné par le modle discret

(5“55083 : Cas duréseau cubiquecent|. . . . ... ......... 124
(2.1 lllusutration de la microstructureeatoire @riodiee en .| . . . . . 140
[0.2 Nombre de galisations en fonction du nombre moyen de particule
[ p]V] (équivalenta Ia taille duVER) pour la cetermination des mo- |
| duleselastiqgues apparents. . . . . . .. . ... ... . ... 143
[.3 Lavaleur moyenne et I'intervalle de confiancecoefficient d’aniso-
tropie cubique normalisé (5—‘:;1") en fonction de la taille du volume
elementaire. . . . . . . . ... e e 143
[>.4 La valeur moyenne et l'intervalle de conflancerdadule de com-
pressibilité normalisé (":%”) en fonction de la taille du volume
elementaire. . . . . . . ... .. e e 144
[0.o Lavaleur moyenne et l'intervalle de conflancenasodule de cisallle- |
ment normalisé (“T':,;),T) en fonction de la taille du volum@&émentaire. 145

5.6 Variation de la variance:ﬁ) sur le module de cisaillement normais |

n fonction I'inver 11} ERl ... ... 146

[5.7 Fonctions de cogtation (xm€11) suivant I'axex pour trois diferentes |

| tailles duVER: (a) 5 =4.282,(b) 5 = 2.141 et(c) 5 = 1.285 . .. 150

I5.8 Energielastiques moyennes et intervalles de confiance pour les trois

| tallles dUVERCONSIBIEES. . . . . . . . . v v v v v e 151

| differentsaxes. . . . . . . . . . . . . .. 152
[2.10 Courbe de \dhler d'apes Bag)/(2002). . . . ... .. .. ... ... 153
[5.11 Algorithme de@solution erelasticie endommageable par fatigue. . . 157

[5.12 Nombre de@alisations en fonction du nombre moyen de particule
| p V] (équivalenta la taille dJuVER) pour la cétermination dWER

| en fatigue. (Erreur relative de Monte-Carlo ese®a 5%)| . . . . . . 158

[0.13 Exemple cevolution de 'endommagement en fonction du nombre de |
| cycles impoas pour les deux modes de ruptures endsagaille de la |
| realisation 154 grains. . . . . . . . . . ..o

[0.14 Courbe moyenne etart type de energie normalese (par rappora |
| I etat vierge) en fonction du nombre de cycles pouredgntes tailles |

159

| duV ER: Rupture progressivede chaque connexign. . . . . . . . .. 160

[2.15 Courbe moyenne etart type de Energie normalise (par rappora |
| I etat vierge) en fonction du nombre de cycles poureagntes tailles |

| duV ER: Rupture brutale de chaque connexion. . . . . . ... ... 160

[>.16 Valeur moyenne &cart type du nombre de cyclasa rupture (dimi- |
| nution de 50% de la rigicg initiale) en fonction de la taille A ER: |

| Rupture progressivede chague connexion. . . . . . . . . . ... .. 161




XX

TABLE DES FIGURES

[5.17 Valeur moyenne @cart type du nombre de cyclada rupture (dimi-

nution de 50% de la rigicg initiale) en fonction de la taille AV ER:

W ...............................

Rupture brutale de chaque connexian. . . . . .. ... ... .... 162
.18 Estimation de l'erreur commi r rmination de | Vi
[ delamicrostructure en fonction de la tallled&R|. . . . . . . . .. 163

(.19 Influence du paragred.| . . . . . . . . . . ... ... 163

[5.20 Influence du paraaref3|. . . . . . . . . ... oL 164
(ﬁ) pour differentes valeurs des paratresy etn. La microstructure

9
est ggreree a partir de la rethode des plans radicaux et la fraction
volumique globale des inclusions estée@ 75% :(a) FVL' = %ﬁi =
V
ylog< )+n et(b) FVL = 28 ——1.V. ........... 171
i * (i)

[6.2 Fonction deepartmon desFVL pour la microstructure de P0|sson-
Vorond : (a) FVL = ong(< >> +n et (b) FVL = \79. =
—1iv ............................... 173
2 ( by )

[6.3 Fonction deé&partition de$VL pour la mlcrostructuregereea partir
de la néthode des plans radicaufa) FVL' = 9 =ylog (< >) +n
et(b) FVLi:vﬁl:—l.v. .................... 174

v 2 W_
N (<VV>

[6.4  Variation des moduleslastiques effectifs en fonction du paraime
y pour la microstructure de Poisson-Vordno(a) FVL' = ://, =
ylog< >+n et)FVL = — 1 [ 176

o Y ()

[6.5 Variation des moduleslastiques effectifs en fonction du pareime |
y pour la mlcrostructure @eree a partir de la mrethode des plans
radicaux :(a) FVL = ylog<< >> +n et(b) FVL = 9 =
— 177
()

[6.6 Variation du nombre de cyclesla rupture N(50%)) en fonction du |
parangtrey pour la mlcrostructure@rereea partir de la mathode des
plans radicaux(a) FVL = 9 —ylog (< >) +net(b) FVL = \791 =

179



TABLE DES FIGURES

XXI

6.7

Fonction de &pariition de la dformation equivalente gg;) pour

differentes valeurs ag La microstructure estemeree a partir de la

méthode des plans radicauxfey L' = \\//——ﬁl’ =—2r | ...... 180

W

it

6.8

Variation du nombre de cyclesla rupture N(50%)) en fonction du

parangtrey pour la microstructure de Poisson-Vorén&V L' = =
V

1*”2(10\//\/&)) .

6.9

Fonction de epartition de la drormation equivalente ggq) pour

differentes valeurs dg pour la microstructure de PoiSson-Vorono

i Vg 1
FVL —V\I/ — l+n2( V\Il )V. .......................
M)




Xxii TABLE DES FIGURES




Liste des tableaux

[2.1 La distribution granulogtrique non trongee du nelange : pourcen- |
tage du passant en fonction des dimensions destamis. . . . . . . . ..
[2.2 La distribution granulogtrique trongee utilisee dans les simula- |
tions :rmin=05mm| . . . ... ... ... .. ... 53
2.5 Les tallles deschantillons et les nombres ceafisations. . . . . . . . 55
[4.1 Recapitulatit des erreurs relatives pour un contraste de 100. Cas du
resealCS(calculs paelementsfinis). ... .... ... ....... 104
[4.2 Recapitulatit des erreurs relatives pour un contraste de 100. Cas du
resealCC (calculs paelementsfinis). . . . ... ........... 104
[4.3 Recapitulatif des erreurs relatives pour un contraste de 100. Cas du
resealCS(calculs par la borne sugerieure propoe.|. . . . . . .. 115
(4.4 Recapitulatif des erreurs relatives commises par legrediscret pour |
un contrast% =50danslecastwof =80%| . .. ... ....... 125
[>.1 Nombre deealisations pour chaque taille MER consiceree (inten- |
site du processus de Poisspr-0.15)] . . . . ... .. .. ... .. 148
[6.1 Les valeurs des couplég n) utilisees dans les simulations et pour |

lesquellest = /5% . . .. . ... ... ... ... . 172




XXIV LISTE DES TABLEAUX




Introduction g enerale






Introduction g enerale

Les enroles bitumineux sont des n@taux leterogenes aatoires constites d’'un
méelange, dans une proportion choisie, de particules solides dzatifes tailles (les
granulats et les fines) enredd’une matrice (le liant hydrocarb®n Dans ce relange,
le liant hydrocarboa (le bitume) est principalement responsable de |&simm tandis
gue le squelette méral constité par les granulats assure la rigidite 'ensemble.

Les granulats seépartissent suivant leur taille moyenne en plusieurs familles :
fine, sable, gravillons et cailloux. Les diatnres minimaux de ces familles sont nor-
malises. La morphologie des granulats est camagie par plusieurs parastres ayant
une influence importante sur le comportement ddlamge. Parmi ces paratnes, on
distingue essentiellement :

— La granularié caracdtrisee par la distribution dimensionnelle des grains d'un
granulat. Elle conditionne la compagite I'enrol@ ainsi que ces caragtstiques
mécaniques.

— La courbe granulostrigue du nélange traduisant la distribution de la taille
de differents grains. Celle-ci peetre continue ou discontinue, selon la
destination du relange et les prop#iés viges.A titre d’exemple, la courbe
granulongtrique des enrds drainants est fortement discontinue, ce qui permet
d’obtenir une porosé apes la mise en place.

— La forme d’une particule estéfinie par ses trois caragtstiques dimension-
nelles principales : la longueur, la largeur ekéfaisseur. Les particules de
mauvaise forme se fragmentent plus facilement, ils diminuent la mangadilit
le compactage devient plus difficile.

— L'angularié des grains qui permet de cagxtser la stabilié et la maniabili
du melange. En effet, leglements qui gesentent des faces se coupant avec les
angles vifs augmentent I'angle de frottement interne dwensai et diminuent
sa maniabilié. lls conkrent une stabilé pluséleee.
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Les enrolés bitumineux Britent des caraétistiques viscelastiques et thermo-
plastiques du liant hydrocarbenqu’ils contiennent. Leurs prog@tes nmécaniques
dépendent de la dae de sollicitation et de la terapature.

Sous l'effet du passageepete des charges roulantes, les e@®titumineux
subissent une &fradation progressive de la rigigiallant jusqua la rupture de la
structure de chaués.

La determination du comportement effectif de ce am@tua partir de la donee
de 'ensemble des paratmes morphologiques eté&unaniques constitue unéche
difficile. La plupart des mogles actuels sont empiriques ouéplerrénologiques.
Parmi eux, un mogle d’'endommagement continie& developg parf Bodin|(2002).

Le propos de ce travail dedbe est de proposer une natidation simplifee de ce
type de matriau permettant de prendre en compte les pataes morphologiques et
mécaniques des défents constituants.

Cette question est abdrd sous I'angle des simulations nemgues des milieux
granulaires cobsifs @l chaque grain est con&@® comme un solide rigide déuw’un
mouvement de translation et de rotation. Le nombre et la taille des granulats corres-
pondenta la courbe granulogtrique du squelette du n&tau. La microstructure est
géerérée nuneriquement par la gthode de Vororio Une fois la microstructure du
maeriau €alie, un modle nmecanique estdti en prenant en compte l'interaction
entre deux granulats selon une loi d’'interface.

Ce nmemoire se compose de trois parties :empla prengre partie consaee a
l'introduction bibliographique, vient la deuxine partie ddiéea la construction du
mockle propo&. Dans la troigme partie, nous psentons la validation et I'exploita-
tion du mockle.

Dans la prengre partie, nous psentons un rapide apercu sur les travaux portant
sur la moelisation des enrd#s bitumineuwa partir des caraétistiques récaniques
et morphologiques des défents constituants (chapitre 1). En particulier, nous
distinguons deux approches : une approche dite continue, et une approche dite discr
gue nous adopterons par la suite.

Dans la seconde partie, nougpentons, d’'abord, les aspecéogetriques de la
mocklisation propose (chapitre 2). Pour cela, désgions polgdriques grérees par
la méthode de Vororiosont utilises pour approcher la forme et la distribution gra-
nulométrique des particules rigides. Ensuite, nousspntons les aspecteoaniques
de la moelisation (chapitre 4). En utilisant une loi d’interface, nous montrons, en
particulier, que le sysme matrice-inclusions rigides estuivalent un &seau de
poutres encagtes. Une rathode d’homogreisation disagte est alors utilise pour la
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prédiction des propéites effectives.

La troiseme partie est consam a la validation eta I'exploitation de I'outil
numerique. Elle est compésg des chapitres 4, 5 et 6.

Dans le chapitre 4, la validitet les limitations du made sont disciesa travers
des comparaisons avec des simulations par é&hode desléments finis sur des
cellules unitaires @riodiques egulieres, dans le cas limiteuoles inclusions sont
infiniment rigides. Les microstructures choisies sonekerau cubique simpl€§ et
le reseau cubique cegt{CC).

Apres la validation, vient I'exploitation du mete propoé au cours des chapitres
5 et 6. Dans un premier temps, I'outil n@nmque est utilié pour la @termination de
la taille minimale du Volumélementaire Ref@isentatif Y ER enélasticié lingaire et
en fatigue (chapitre 5). Pour ce faire, nous utilisons &hunde de Monte-Carlo pour
estimer les propéites effectives ligaires et en fatigue d’'une microstructurengréee
par la tessellation de Poisson-VorénDes simulations sont effedas sur des tailles
du VER croissantes. Pour chaque taille, plusieugalisations indpendantes sont
consiceréees.
En fatigue, le nombre de cycles avant rupture de chacune des interfaces e calcul
en utilisant la egle de cumul de Miner. Deux modes de rupture&i@tenvisags (1)
chaque interface subit un@gradation continue de sa rigigifvariant de @& 1) et (2)
la rupture de chaque interface est brutale @grddation vaut 0 ou 1). La moyenne
du nombre de cyclea la rupture de Bchantillon est étermirée pour des tailles
croissantes d¥.

Dans le chapitre 6, le mete propogé est appligég a I'etude de l'influence des
caracéristigues morphologiques sur les pr@tes effectives du matiau. Uneétude
parangtriqgue qui porte sur laépartition des fractions volumiques local€d/(L) des
inclusions est mege.

Enfin, la conclusion du gmoire reprend les principawésultats obtenus et
préconise un certain nombre de voies potentielles élaration du moéle propos.
On propose en particulier la prise en compte dedfodnation des particules dans la
modcelisation et I'introduction de lois d’interface prenant en compte la viseokit
plasticié et la thermo-susceptibiitde la matrice.
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1.1 Introduction

L'objet de ce premier chapitre est de donner un apercu des travaurateth
déevelopgees autour de la métisation des enrds bitumineux. Nous nous atta-
cherons en particulier aux melgs permettant de prendre en comatéa fois les
caracéristiqgues racaniqgues et morphologiques des constituants (forme de grains,
distribution spatiale des défentes composantegpaisseur du film de bitume..).

Deux classes de metks existent dans la ltature :(1) des moeéles traitant ce
matriau comme un biphasmatrice-inclusion§2) des moéles nungriques simulant
les enrolés bitumineux sous I'angle des milieux granulairesasifs.

Concernant la prerare classe de metks, nous @sentons deux meédisations
micromécaniques; lI'une propés par Hammoum et al. (1999), Hammaum (2000)
et|Castenada et al. (2004) et l'autre par Christoffersen (1983)(section 2) permettant
de prendre en compte des cagaistiques morphologiques etaraniques des consti-
tuants.

Quanta la deuxéme classe de metks pour les matiaux bitumineux, nous
commencons, tout d'abord, par unetbe pésentation des milieux granulaires secs
(section 3.1). Nous nous attacherons par la saitla moclisation des milieux
granulaires cobsifs propoée paf Zhu et Nodes (2000) (sections 3.2) et nous finissons
par donner un bref apercu sur les techniqgues d’h@ngigation dans les milieux
granulaires (sections 3.3).

Enfin, la section 4 estatlieea la conclusion de ce chapitre.
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1.2 Modelisation continue des makriaux matrice-
inclusions

1.2.1 Mockles micromecaniques pour les enrobs bitumineux

Nous pEsentons, dans cette section, deux ebesl microneécaniques, I'un utilie
par/Hammoum et al! (1999), Hammoum (2000) et Castenada et al.| (2004) pour la
determination des propes effectives du matiaua partir des caraétistiques des
differents constituants (grains, matrice), et l'autre @ilar Shashidhar et Shenoy
(2002) pour la pediction des propétes mecanique des mastics d’asphalteg{amge
de bitume et de fines) et la prise en compte du concept de percolation.

Les deux modlisations sont b&es sur un mazle autocobrenta trois phases
"inclusion couronne” évelopge par Christensen et b (1969, 1979) et Heet Zaoui
(1990).

1.2.1.1 Apercu sur le mo@le autocotérent a trois phases

Ce mockle appart comme un sckma autoco@rent pour lequel le probine de
localisation concerne une inclusion §pigue élastique isotrope de rayah Cette
sphere est surmoge d’'une couronne de rayon éxeurd + e. La sphlere composite
est sitiee dans un milieu homegeéquivalent dont le module de compressibilést
k* et le module de cisaillemenpt (cf. Fig.[1.]).

Inclusion (&) LU | Matrice R

| Matériau équivalent (&' z)

FIG. 1.1 — Mocklea trois phases (dahs Hammagum (2000)).

Les propréetesélastiques ou vis@astiques de ces néataux sont étermirees en
résolvant les deux probinestlementaires (compression hydrostatique et cisaillement
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simple) pogs sur le milieu infini. Le module de compressil@jit*, est dong par :

c (k' —KkM)

k* :kM :
14 (1—c) (K — kM) (km+ M)

(1.1)

N d \3 . .
olic= (g&s)  est la fraction volumique de renfort.

Le module de cisaillement complexe est denpar la solution de &quation
guadratique suivante :

Les valeurs des constantes compleResB et C sont cetermireesa partir des

expressions propéss pal Her@ et Zaoui [(1990). Ces constantespdndent de la
fraction volumique du renfort et des car@gstiques r@caniques des constituants.

1.2.1.2 Prise en compte de lagpartition du film de bitume

Hammoum et al/ (1999), Hammoum (2000) et Castenadd ét al.|(2004) ont @ropos
une description plus pcise de la morphologie de I'enrebCette description passe
par la dongie de la variation deépaisseur du liant permet d’&mbera la valeur de la
fraction volumique de renfort pour chacune des classes granulaires.

Soit N le nombre de classes granulaires, chaque grain de tgiltBune classe

N
j sera enrob d'une pellicule cepaisseue;j. Le parangtrecj = <%> prend en
compte la variation de la pellicule de bitume sur lesatihts grains.

Les expressions #@oriques du module complexe pour chaque classe granulaire
sont ensuite termireesa I'aide du moeéle autocobrent.

Pour un niveau deé&formation donae, la contrainte moyenne calealdans les
difféerentes classes granulaires ségalea la contrainteequivalente dans I'enr@b
et par consquent, on enduit le module complexe de I'er@@wus la forme d’'une
moyenne ponérée sur I'ensemble des classes granulaires.

AP (1.3)
W= SN Wi
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Ou w; est la proportion volumique de la claspe
Ainsi, un moctle prenant en compte la granuletrie des agrgats &te developp.

Dans la section suivante, nougpentons une métisation micong@canique édiee
a la pediction du comportement des mastics d’asphalte (le bitume et les fines), utilisant
le mockle autocobrenta trois phases.

1.2.1.3 Une moélisation micromécanique des mastics d’'asphalte d’ags Sha-
shidhar et Shenoy (2002)

Shashidhar et Shenoy (2002) ont propase simplification du made a trois
phases évelopge par Christensen et Lo (1979). La version simpéfaéte appliqiee
a la pediction du comportement des mastics d’asphalte.

Cette simplification consist regliger la rigidie du bitume par rapport aux fines.
Ainsi, des expressions simpé#s des constantés B et C de I'equatior] 1.p onété
obtenues.

Afin d’introduire le concept de percolation de la matrice (le bitume) dans la
modcelisation, Shashidhar et Shendy (2002) ont prépds modifier la fraction vo-
lumique des fines, parceff cOmme suit :

c \ 04
Ceff=1—(1-c) (1—%?) (1.4)

Cmax

ou:

— Cmax€St la concentration volumique des fines pour laquelle la fraction volumique
de la partie de la matrice non-peree| fmp, est regligée (cf. Fig 1.2) :

Cmp = 0 pouUrc = Cmax

— Cpt est la concentration volumique des fines telle que (cf[ Fig 1.2) :

Cmp=1— f pourc = cp

D’autres moélisations continues des milieux granulaires&sifs existent dans la
littérature. Nous f@sentons, dans la section suivante, uneétisation propose par
Christoffersen| (1983).
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Nuoi-pescolated

Fic. 1.2 — Sclematisation du concept de percolation d&gShashidhar et Shenoy

(2002).

1.2.2 Une moelisation des milieux granulaires coksifs (Christof-
fersen, (1983))

1.2.2.1 Description gometrique

La figure[I.B montre des grains de éiféntes tailles &aées par une matrice
d’épaisseur uniforme d’aps Christoffersen (1983). La forme des grains est slggos
polyédrique. Les particules voisines sont congest par une matrice &paisseur
uniforme. Linterface particule-matrice est caiigee par la normala® et sa surface
A%, Le vecteur reliant les centres de deux particules voisines estifiot

Surface 4%

FiIG. 1.3 — Configuration des particules d’aprChristoffersen (1983).

Une nethode d’homogreisation non-conventionnellege utilisee pour modliser
le comportement &canique du syste. Dans la suite, nougwkloppons les grandes



1.2 Mocklisation continue des n&iaux matrice-inclusions 13

lignes de cette &thode.

1.2.2.2 Position du probéme necanique

L'approche locale de probine est ba&e sur la éfinition d'un contexte
cinematique simplif. Quatre hypotkses onéte postuges :

1. la cirematique du centre des grains est canaste par la éformation macro-
scopiqueE = grad®(U),

2. la deformation dans tous les grains est su@eosniforme et estgalea go =
grad®(u°),

3. pour chaque interfacer, la deformation est suppés homogne €% =
grad®(u®)),

4. les perturbations locales dans les bords et les coins des grainggbgtes.

Avec les hypotBses pecedentes, la contin@tdu ceplacement dans les interfaces
grain-matrice impose que la&tbrmation dans la coucltesoit de la forme :

o} 0 0 dg r](J'}(
& =& + (B —€ik) g (15)

ou h® est I'epaisseur de la coucloe

Afin d’assurer la compatibil entre les @formations locales et globales ca-
racerises pak, la condition de moyenne suivante est impes

[Im

1 1
:<S>V:(1—c)g°+‘v—|§:“ A% W C:MZA"‘ h® (1.6)

ou |V| est le volume des grains et des interfaces. Les zones se trouvant entre les

interfaces onéte exclues deV| (i.e. les triangles en pointél dans la figure¢ 1]3).
L'insertion de l'equatiorj 1.b montre que la condition de compatibiést satisfaite si,

et seulement si ;

1

m Zdia n‘j’ A% = dij (1.7)
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ou &j = 1sii = j et 0 sinon. (pour l'intergrtation gonretrique de lequatiorj 1.J7,
voir [Christoffersen|(1983))

Supposons qu’on impose une traction uniforne, aux bords du volume
elementaire re@sentatif. Alors, I'application du lemme de Hill-Mandel nous permet

de conclure que :

S:E=(1- Zg e A% (1.8)
a

pour toutE et toutgo. c:ro etg® repiesentent, respectivement, la contrainte moyenne
dans les grains et dans la coudneEn ingrant l'equation 1.6 et en prenant deux
valeurs particures de:‘ao, on peut montrer que :

M

:<g>v (1-c)a® +m20 A% h?

I= g att®d, t% = A% g% n®

(1.9)

ou t represente la force totale transm&éravers la couche.

Le probBme consisté trouvere® de manérea ce que le champs de contrainte
réelle satisfasse le sgshe [(1.9), lorsque® est substita dans lequatiorj 1.5.

Pour la dtermination dee®, [Christoffersen |(1983) a conéi@ le cas @ le
comportement des constituants esédire isotrope. Les modules de tous les grains
sont uniformes et nésgo. Ceux des couches sont aussi uniformes maigwdiffts et

sont noésL (). €” est donc obtenue de la mané suivante :

@ =E-B:AE;
= = 1.10
A— L<e>> L <L<e>> = (1-c)LO+cL® .
= \= /v = = /v = =
Bijk = Aijui — Ijk)| +LmJn|R'Amkn’ (1.12)
Rimkn: MZG dia n? dl? nla ho

En ingrant l'equatior] 1.10 danséquatiorf 1.5, on obtient I'expression €& en
fonction deE. La deformation locale estatluitea partir de la relation de localisation
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comme suit :
(e(y)=C(y)E
Cia = (%—%ig_lié)__ poury € grains (1.12)
CijkI (X) = - - = =/ ijkl
Gl = i — Lijuv <§1 : é) Mf, poury € couchen
. = =/ vmkI

o Lij = 3 (3di + & djk) et N, = dij — d®n®/h®. Finalement, la contrainte
macroscopique eséduitea partir de lequatiorj 1.p :

z(E)=L:E; L= <Qe>>v—é:

1{flex;
AR
(11>

(1.13)

Ainsi, a partir des caraetistiques gomnetriques et racaniques des constituants,
ce moele permet de g@dire le comportement effectif du néatau consiéré. En
particulier, la morphologie des inclusions est prise en compte. Toutefoigtlzone
d’homocgereisation utili€e est non conventionnelle.

Dans la section suivante, nougpentons la deu&me classe de metes pour les
enroles bitumineux : ceux traitant le né&ataux sous I'angle des milieux granulaires.

1.3 Modelisation discrete des magriaux matrice-
inclusions
Outre la modélisation des enrds bitumineux comme un biphtasmatrice-

inclusions, une autre approche consiteonsi@rer ce type de matiaux comme un
milieu granulaire coésif.

Dans un premier temps, nous rappelons la description classique des milieux
granulaires.

Dans un second temps, nous nous attacherons aux descriptiongesdapi
milieux granulaires co#sifs tels que les enréb bitumineux.
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1.3.1 Description classique des matiaux granulaires

Qu’est-ce qu’un milieu granulaire ? C’est un assemblage de nomig&éments
solides, qui peuvent interagir par exemple lors de collisions, mais aussi sous l'effet de
forcesélectromagétiques ou gravitationnelles. Céements, ésigres sous le terme
gérérique de grains, sonégéralement arrarés de marire cesordonge et pesentent
souvent des diffrences de forme, de taille e@ttat de surface. On trouve des milieux
granulairesa toutes le€chelles : des fines poudres compgastcomposant les cachets
d’aspirine, en passant par les dunes ésatt, jusqu’aux infrastructures raeres et
ferroviaires. La structure et les prop@s de ces milieux neégpendent pas seulement
des caradristiqgues des grains, mais aussi de I'histoire du milieu, Gedire de
'ensemble des mouvements subis, des traitements apgligtc.

Bien que tés courants, les milieux granulaireg€pentent une varée de comporte-
ments qui les rendent inclassables parmi les &tiss de la magre habituelsa savoir
solide, liquide et gazeux.

Ces milieux ont par ailleurs des progigs que I'on ne trouve dans aucun des
trois autresétats, parmi lesquelles on peut citer I'effet delie la dilatance et la
segregation.

La mocklisation du comportement d’un milieu granulagrpartir de sa microstruc-
ture comporte diffrents aspects :égnetrie, cirematique, statigue, comportement.
Et elle implique dewéchelles d’analyse : celle du milieu discret et celle du milieu
continuéquivalent.

1.3.1.1 Description gometriqgue des magériaux granulaires

Géréralement, pour la madisation gonetrique des milieux granulaires sont
utilisé des grains ayant une&gnetrie simple : spéres ou disques, et plus rarement
des ellipses ou des polygones.

Coordinance

Pour un assemblage, oréfthit la coordinance ] comme le nombre moyen
de contacts d’'un grain. Dans un empilement constitie spkres ou de disques
identiques, la coordinan@est voisine de 6 pour des sies et de 4 pour des disques.

Pour un empilement dense eésbrdong, la coordinance minimum, assurant
la stabilieé sous gravét, estégalea 3 pour des spres eta 2 pour des disques.
(Shafabakhsh (1999))
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Orientations des contacts

L'orientation du contact entre deux particules est céristte par la direction de
la normalen au plan de contact. dans un assemblage de particules, la distribution
des orientations de contacts péitte cefinie par la étermination de la probabiét
d’obtenir un contact dans les diffents angles d’orientation de contdtt Cette
répartition des orientations de contact est un pateenessentiel pourédrire la
géeontetrie de I'assemblage des particules.

La distribution des orientations de contact permet de carigetr I'anisotropie du
milieu. Elle peutétre cécrite par diverses repsentations maématiquesA partir des
résultats des simulations nénigques sur un assemblage de particules, Rothenburg
et all (1989) ont prop@suneéquation polaire pour la distribution des contacts :

P(8) = % (1+acos26—8p))

ou a est un paramtre cetermireé nuneriqguement efg est la direction de I'axe
majeur de contacts (direction de la sollicitation impes

Pour cecrire 'arrangement des particules d’'une structure granulaire, de nombreux
auteurs|(Satake (19/78), Oda et al. (1982), etc) ont popogenseur du second ordre
appeé "tenseur de structure” (fabric tensor).

Satake[(1978) a pseng I'anisotropie structurala I'aide d’un tenseur &fini par :

®jj = (i, n;) (1.13)
ou n; et nj repesentent les composantes du vecteur d’'orientations de contacts et
(.) signifie la valeur moyenne spatiale.

Une autre éfinition aéte propoge par Oda et all (1982) pour un assemblage
de particules. Elle est connue sous le nom de tenseur de strugiumgui prend en
compte d’'une part I'anisotropie structurael’aide du tenseur de Satake et d’autre
part la compacé du milieu par le term&l D :

Fij :Nﬁ/P(g)ninde
w
=ND <ni,nj> (1.14)
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— N : nombre de contacts par uaitle volume,

— D : diametre moyen des particules,

— Q: cercle ou spére unitaire,

— P(n) : fonction paire de distribution des normales aux contacts.

La densié de probabilié de contact doitérifier :

/QP(Q)szl (1.15a)
P(n)=P(-n) (1.15b)

1.3.1.2 Description statique des mafriaux granulaires

Dans un milieu granulaire, la transmission des efforts est @nq@mene essen-
tiellement discontinu : les forces de ne se transmettent qu’aux points de contact et
dépendenta la fois de la sollicitation applidee et de la gonetrie de la structure
formée par les particules.

Des methodes d’homaogreisation permettent deédrire le passage du niveau
local au niveau global en termes de paéares statiques (Love (1929), Weber (1966),
Cambou[(1989), Sidoroff et . (1993)).

Webef (1966) a propésune relation, dans un milieu granulaire quelconque

I’ équilibre, qui permet de construire un tenseur de contraenfesrtir des forces de
contact dans un volumé. Elle s’écrit sous la forme :

R T 1.16
Gu—vk;ij (1.16)
ou :
- fik et Ii" representent respectivement les composantiesla force de contact au
point k et j du vecteur joignant les centres des deux particules en contact au
pointKk,

— nest le nombre de contacts dans le volume cansid.

En introduisant une variable statique locafpdndant de la direction du contact
n, f(n), la relation pecedente (Ed. 1.16) peutéLrire sous la forme :

Gij :Nﬁ/in (n) njdQ (1.17)
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ol N et D sont respectivement le nombre de contacts pagéuatét volume et le
diametre moyen des particules.

Cambou [(1989) a propésd’exprimer fi (n) en fonction de la probabiét de
contact,P(n), et la force moyenne de contak,(n), dans la directiom.

3

= mpm) Fi(n) dQ (1.18)

fi (n)

ou d est la dimension de I'espace (2 ou 3)\ete nombre de contact par uaitle
volume ou de surface.

1.3.1.3 Description ciematique des magriaux granulaires

Les variables ciamatiquesa I'echelle des grains sont legémlacements (transla-
tions et rotations) relatifs entre particules voisines. lls peuggetdcrits par :

1. le ceplacement relatif entre les centres des deux particules voisines,
2. le ceplacement relatif du point de contact.

Pour chaque orientation de contagt,on peut @finir les valeurs moyennes des
déplacements relatiig(n).

L'opération d’homog@réisation pour les variables @matiques peuktre decrite
par la cefinition du tenseur desdormatione a partir des dplacements locaux moyens
des centres des particul@s).

Si on consi@re une partition d@ (Q1,...QN), le gradient moyen desgglacements,

<€!‘j ) calcuk sur un sous domair®@ s’ecrit sous la forme :

1
=K
gk :\W/Qiegs”dgk (1.19)
1
:\W/sk—avku‘@ n; dsk (1.20)

ou:

— VK est le volume du sous domaif,
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— ui(n), n; sont respectivement les composantes suivant les diredtieng du
deplacement relatif des particules et de la normmale

Le tenseur desaformations macroscopique(iij), peut alorsetre determiré par
la relation suivante :

= 1 K =k
§i=— V*ES 1.21
ij VQZEQ ij ( )

Bagi (1996), et Sab (1996) ont prom@od'utiliser la triangulation de Delaunay
pour partitionnerQ (cf. Fig.[1.4 ). Ainsi, une interpolation leaire du éplacement
=k
i]

u a lintérieur de chaque triangl@, permet d’exprimer(s

) en fonction des
déplacements relatifs aux points de contact.

(,

/"‘_ | F

(b)

FiG. 1.4 — Definition de la @formation microscopiqua partir d’une triangulation de
I'ensemble de particules circulaires rigidées). D’apres Sab| (1996) €b) D’apres Badi
(1996).

Une autre relation &% propoge par Cambou (1989), dans le cas d’'un milieu
isotrope, entre la variable @matique globale et legblacement relatif moyen au
contact entre les particules :

3 1—n
&ij = m/g (U nj Ui+T((2+d)ninj — 8jj ) Nk uk> dQ (1.22)

ol d et D repiésentent respectivement la dimension de I'espace et leétliam
moyen des particulegtest un parartre.
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1.3.2 Comportement local dans les milieux granulaires secs ou
cohésifs
1.3.2.1 Les milieux granulaires secs : loi de contact de Hertz et de Mindlin

La loi de comportement local d’'un nétau granulaire, €crit la relation entre la
force de contact et leaplacement relatif de deux particules en contact. Le compor-
tement nécanique au contact de deux grains est complexe mais il est le plus souvent
décrit par des lois relativement simpleséldsticié linéaire est greralement dcrite
par :

FM=k".3" (1.23a)
Ft =K. (1.23b)

ol F" et F! sont respectivement les composantes normale et tangentielle de la
force de contact.
K", Kt, &" et &' repiesentent, respectivement, les riggditnormale et tangentielle de
contact, les composantes normale et tangentielle ghladement relatif entre deux
particules en contact.

Dans le cas non ligaire, on peut citer les &ories de Hertz et de Mindlin qui sont
adapées pour la maglisation des édformations des particules de forme éphue
ou cylindrique. Hertz atabli des relations #oriques dans le domairidastique,
pour des contacts ponctuels. Il a cos@ldes cas simples tels que : spdrsplere,
sphere-plan, cylindre-plan, etc.

Dans le cas de deux spitesélastiques de rayoR;, R, soumisesa une force de
normaleF", le rapprochement de leurs centde&f. Fig[1.3 ) est don@par la relation
Suivante :

3 [Ri+Ry /1—-Vv? 1-—V2
d¥2="° 1 2) " 1.24
N RR \E 5 (1.24)

ou Ej, Ep, v1 etvy sont respectivement les modules de Young et les coefficients de
Poisson des matiaux constitutifs des sphes 1 et 2.

D’autre part, Mindlin (1945) a introduit dans laébrie de Hertz, les effets d'une
composante tangentielle non nulle de la force de contact. Il a fnqot la surface de
contact entre deux sphes, qui est circulaire, est foam de deux zones :
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AR
VY

FIG. 1.5 — Mockle de contact simplii.

— une zone autour du point de contagtiln’y pas de @placement relatif entre les
deux solides en contact,

— une zone pour le contour du cercle de contactieofrottement arrivea une
valeur maximale etwappar#t le glissement entre les deux solides.

Dans le domainélastique, l'intensé de la composante tangentielle de la force de
contact est étermirée par lequatior] 1.24. Pour des spies de réme rayorR et de
mémes propétesélastiquesk, G, v), Mindlin a determiré le coefficienK!, quand la
composanté& " reste constante, par :

4Ga Ft\Y3 3(1-v?)
t_ _ . 3 _ n
K'= 5y (1 f.F“) avec: a —IE F'R  (1.25)

a est le rayon de la surface de contact. La loi de contact est néaifa etk!
dépend de la force normale et tangentielle.
Ici f caracérise la loi de frottement de Coulomb :

Ft=fF" (1.26)

D’autres lois de contact de type (viscelasto-plastique oréte utilisees dans la
mocklisation des milieux granulairesatalliques. Parmi ces lois, nous citons la loi
(visco)-€lasto-plastique utilsse dans Storakers et|al. (1999), Martin et jal. (2003) et
Martin et Bouvard|(2004).

Dans la section suivante, nousepentons une loi de contact entre deux grains
cohésifs propose paf Zhu et Nodes (2000).



1.3 Mocklisation discete des ma@riaux matrice-inclusions 23

1.3.2.2 Une loi de contact dans les milieux granulaires cébifs propoge par
Zhu et Nodes (2000) :

Récemment| Zhu et Nodes (2000) orévelop@ un moele de contact inter
granulaire avec prise en compte de l@&g@nce d'un liant. lls ont tr&tle cas d’'un
liant élastique, viscelastique de type Voigt et visétastique de type Maxwell.

Comme le montre la figufe 1.6, les particules sont étisées par des ellipses. Le
contact entre deux particules voisines esésaati€ dans la figurg 1] 7.

2

L)

FIG. 1.6 — Configuration des particules d’agrZhu et Nodes (2000).

h(r)

=
i —

FIG. 1.7 — Contact des particules avec prise en compte d’un liantekafitu et Nodes
(2000).

Dans le cas de &lasticig, les relations entre leeglacemend et la forcef sont
donrees par :
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6:k(r)p(r)+/AK(r,r’)p(r’) dA(r'), (1.27a)
f:/Ap(r)dA (1.27b)
ou :

— k(r) et K(r,r") sont deux fonctions qui @endent de la &netrie et des
proprietes mecaniques des particules et de la matrice.

— p(r) est la pression de contact dans l'interface entre la matrice et la particule, et
A est la surface de contact.

Dans le cas 0 le comportement de la matrice et des particuleséesstique
isotrope| Zhu et all (1996a) ont moatgue le sygtme (particule- matrice- particule)
estéquivalent deux ressortlastique<; etC, monés en érie (cf. Fig[ 1.8).

C; Particle Compliance

C, Binder Compliance

Fic. 1.8 — Repesentation s@matique d'un sysime élastique particule-matrice
d’apres Zhu et al.[ (1996a).

Les rigiditts normale et tangentiell€{, etCiy) , du ressor€C; sont calcuées dans
le cas limite @i les particules sont infiniment rigides. Elles sont degspar :

ho
Ciz= 25X (1.28a)
Cix fo (1.28Db)
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ou :

— ho = h(0), h(r) est I'épaisseur de la matrice se trouvant entre deux particules

voisines (cf. Fig 1]7),

— X estdong par :

X — log(1-+d) (1.29)
d
— d estdone par:
2
a
d= 2Rhy (1.30)
— E2 et Gy sont, respectivement, le module d’Young et de cisaillement de la

matrice.

Celles du ressof®, sont calcukes dans le cas limitaida matrice est infiniment
rigide. Elles sont dorges par :

1-v2
2—V1
= 1.31
= gal (1.31b)

ou E;, G; etv; sont respectivement le module d’Young, le module de cisaillement
et le coefficient de Poisson des particukésest cfini dans lequatiorj 1.29.

La visccelasticie aéte introduite dans le comportemenéoanique de la matrice
(Zhu et al. [(1996b)). Deux mades rleologiques de vis@asticie ontéte traies : le
mockle de Maxwell et le mogle de Voigt.

Il a éte monteé dans$ Zhu et al. (1996b) que le sysie (particule-matrice-particule),
dans le cas de la visétasticig, esteéquivalenta celui sckmati€ dans la figurg 1}9a
(resp[1.Bb) pour le made de Maxwell (resp. Voigt).

Les rigiditts normale et tangentiell€{, et C1x) , du ressoriC; sont donges,
respectivement, par léjuation$ 1.28a pt 1.28b.

Celles du ressoff, sont donges par leg¢quation$ 1.3]a t 1.31b.
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C, Particle compliance
G, C, Particle compliance
]’ Binder Compliance
T

C ¢|=—] Binder Compliance

(a) (b)

Fic. 1.9 — Deux types de sysheéquivalent ressort-amortisseur d'aprZhu et al.
(1996b) :(a) matrice de Maxwell efb) matrice de Voigt.

Les coefficients €, etcy) de 'amortisseuc sont dongs par :

Ne
— 1.32
Cz E,Cp (1.32a)
Ny
= 1.32b
Cx Gy Co ( )

Ne etny sont, respectivement, le coefficient de visg@siains la direction normale
et tangentielle.

Les lois de comportementéLrivent alors :

5,(t) = (Cap + Can) (1) + 121

1.
. (1.33a)
S : fa(t)
X
pour le mo@le rreologique de Maxwell, et :
t : Ciz+C
5.1+ 22V — iyt + 2221 (1.342)
Cj_z 74 ClZ CZ
O(t) + Coor Cox fx(t) + Cuor f,(t) (1.34b)

pour le moele rieologique de Voigt.
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A partir des ces loi de contatt, Zhu et Nodes (2000) étexnire le comportement
macroscopique des en@bbitumineux. Pour cela, une technique d’hosrégsation
aéte utilisee. Celle-ci consista imposer une contrainte macroscopidlet d’utiliser
une relation de localisation permettant d’exprimer lepldcements relatifs aux points
de contact en fonction dB. Une relation est alorsédiuite entre la contrainte ma-
croscopiquez, calcubea partir de lequatio , et la&formation macroscopique
E. Plus de @tails sur les techniques d’hon@gisation dans les milieux granulaires
seront pesengs dans la section suivante.

1.3.3 Relation entre comportement local et comportement global :
Technigue d’homogenéisation

L’homogénréisation des milieux granulaires viaétablir un lien entre le comporte-
ment macroscopique d’ugchantillon et les @canismes dealormation et de rupture
qui se produiserd I'échelle des grains. Bien que les approches puisseatdift’un
auteura l'autre, le principe de 'lhomaareéisation est greralement celui s@mati€
par/Cambou et al| (1995) (cf. Figyre 1.10).

T loi constitutive macroscopinue
€ij - = Gij
déformations contraintes
homogéneisation T localization homogéneéisation ! localisation
Anglyse cinématique Analyse statique
loi constitutive
Ui micromécanipue Fi
déplacement retatit [ forces de contast
aux poinis de contact

FIG. 1.10 — Principe de I'homdaeisation dans les milieux granulaires d'agiCamn-
bou et al.[(1995).

D’une part, la @termination des paratres macroscopiques partir des pa-
rametres microscopiques peut se faire formellement par I'utilisation des relations de
comportement local et celles de localisation et d’hoérégsation en respectant le
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sckema acrit precedemment (Fid. 1.10).

D’autre part, les simulations nuariques permettent deeterminer directement
les paramtres de comportement macroscopidue. Roux (1997) a misvielence,
par cette voie, I'influence de la microstructure sur le comporteréstique d’'un
assemblage de disques lisses soumige compression isotrope.

Egalement, par simulations némques, un certain nombre désultats ont
ett obtenus permettant de relier I'angle de frottement macroscomgliangle
microscopique correspondant aux contacts inter-particulaires (Mahboubi et al. (1996),
Shafabakhsh (1999)).
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1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avonsepengé brievement quelques mebks pour la
prédiction du comportement des enésbbitumineuxa partir des caraétistiques
mécaniques et morphologiques deséliénts constituants.

Deux classes de metks ontéte distingees : ceux s’inspirant de la melisation
des milieux continus et ceux traitant le reaau sous l'angle des simulations
numériques des milieux granulaires.

Dans la suite, nous proposerons une &lisdtion de ce type de n@&taux
s’appuyant sur les simulations néngues des milieux granulairea chaque grain est
repeseng discetement et cons&é comme un solide rigide déud’'un mouvement
de translation et de rotation. La dadion du madiriau est assée par une matrice
enrobant les particules rigides.



30

Introduction bibliographique




Deuxieme partie

Construction du modele propos






Chapitre 2

Modelisation geometrique de la
microstructure

Sommaire
21 TInfroduction] . . . . . . . . .. . . 32
[2.2  Tessellation de Voronopour un ensemble de points . . . . . .. 33
221 Principe . . . . . .. 33
[2.2.2"Quelques algorithmes de construction du diagramme de Vo
| FONAIL . . . . v e e e e e 35
[2.2.3 Dispositiondescentres . .. ... ... ... ... ..., 37
[2.3  CGeneralisations de la tessellation de Voronioa des systmes po- |
| lydispersey . . . . . . . . . ..o 43
[2.3.1 Principe . . . . .. .. 43
[2.3.2 Assemblagedesptes . . . .. ... ... ... ... ... 47
2.4 Gereration de microstructures controlees . . . . .. ... ... 49
[2.4.1 Caradrisation d'une distribution granulaetrique par la |
[ fonction de epartitiondesrayohs . . . . ... ... . ... 49
[2.4.2 Etude paramitrique de la distribution granulatrique des |
[ regions de Voroniopar la nethode de Monte-Caflo . . . . . 52

[2.5 Le mockle geometrique proposg . . . . . .o e 59




34 Mocklisation gomnetrique de la microstructure

2.1 Introduction

La premere étape pour effectuer des simulations rauigues consista gerérer
des microstructurea I'image des ma&riaux granulaires c@sifs. Nous avons choisi
de consiérer ces structures sous la forme d’assemblage d’inclusionsesivels
infiniment rigides. La distribution granulagtrique des inclusions pour ce type de
matriaux pesente §reralement une assez large dispersion. Typiqguement, pour les
enroles bitumineux, les rayons des plus petits grains sont de l'ordre de quelques
dixiemes de millinetre, alors que les plus gros grains peuvent atteindre quelques
dizaines de millinetres. Ceci nous admea distinguer deux classes d’inclusions : une
premere classewles grains ont un petit rayaquivalent (le rayon de la sphe ayant
le méme volume) et une deuxieme classeles grains pEsentent une taille assez
grande. Un choix sur le rayon de troncatugg, doit &tre fait.| Zhu et Nodes (2000)
ont propog 1118 mmpour les enrobs bitumineux.

Comme illusté dans la figurg 2|1, nous supposerons que la matrice est céastitu
du liant et des inclusions de petites tailles, autrement dit, le liant et les grains apparte-
nanta la premeére classe.

FIG. 2.1 — Constitution du #ange : (1) Les "grosses” inclusions (2) La matrice, elle-
méme constitae des "petites” inclusions et du liant (le bitume).

Quanta la deuxéme classe d'inclusions, celles ayant un ragquivalent sugrieur
a rmin, elles seront maoglisees par deségions polgdriques convexes. Nous avons
choisi d'utiliser la mosgajue de Voronbpour les @rerer.

Deux nmethodes de @rération de microstructures némques sont etaillees dans
ce chapitre. On traite tout d'abord desagretries les plus classiques utéiss dans
la littérature (cellule de Voronpsection[ 2.R). Les limites de cetteéthode sont
eégalement abogks. Des microstructures plus diveiss et adapesa ce makriau
sont propo&es au cours de la sectipn|2.3 @pavoir expos la nmethode des plans
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radicaux.

2.2 Tessellation de Voronopour un ensemble de points

2.2.1 Principe

C’est une technique de partition du plan ou de I'espace introduite par P.G.L.
Dirichlet en 1850. Elle est aujourd’hui asseeiau nom de G.F. Vorohqui a établit
en 1905 une greralisation aux espacas dimensions. Ce pr@k esta I'origine de
la plupart des rathodes commument utili€es pour&aliser des microstructures.

Dans ce travail, on s’interessse aux microstructugrsodiques grérées par la
méthode de VororioAfin de cefinir la moségue geriodique de Voroniod’un ensemble
de points, consierons une population de sites (ou de pointRdpE = {p,...,p"}
contenus dans une cellule paédpipediqueV. (a;,8,,a3) les trois vecteurs de
translation permettant degérer par @riodicite toute la microstructure (cf. Fig. 2.2).

A2

* . . *
.. “ /‘:-F"l-\.

FIG. 2.2 — La microstructure est consétipar la epétition d’'un ensemble de points
contenus dans une cellule de bse

NotonsE® I'image deE par une certaine composition des vecteurs de translation
(21,85,83). Ici, a est un triplet d’entiers régpantE® :

E¢={p% =pl +ar.a +0z8,+038;, aeZ? j=1.n}
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La mosédque periodique de Voroniode E est 'ensemble desegions polgdriques
convexes{Vor(p'),...,Vor(p"}. La région Vor(p') assodke au pointp' est
constitilee des points de I'espace ayant la plus courte distapteue tous les autres
sites deE, ainsi que de leurs images respectives paigalicite.

Vor (p') = {x € /d(p',x) <d (p*},x) V], va € 2%} (2.0)

Par construction, la frorgre de chaqueéegion est la plus petite enveloppe des
médiatrices en 2D (des plansédiateurs en 3D) des segments reliant le ceatre
tous les autres points. La fighe 2.3 illustre ce principe en 2D par la construction de la
cellule asso@&e au site central.

(b)

FiG. 2.3 — Construction de la cellule de Voramu pointP, a partir des radiatrices des
segment$P; avecj € [1,7]. Le pointPs n'est pas voisin d€ au sens de VororioLa
médiatrice joignant ces deux points ne coupe pas le plus petit polygone convexe form
par les autres Bdiatrices. La cellule correspondante estéspnée en (b).

Une partition j@riodiqgue du plan en polygones convexes Bsrrest obtenue
en epetant I'ogeration pecédente pour chaque centre. Cette construction peut
étre étenduea une assemék de disques (ou sptes en B) monotailles qui ne
s'interperetrent pas; il suffit de faire la @me construction en utilisant les centres des
sphreresa la place des points.

De fagon @rérale, une tessellation de Vorarune assemigle de splres mono-
tailles (ou d’'un ensemble de points) dodrifier les relations de valence suivantes :

- chaque face est commuaaleux polgdres,
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- chaque a@te est communa trois faces,
- les sommets sont commuagjuatre ates.

Quelques structures pathologiques, ditéggderées, peuvent cependant exister.
C’est notamment le cas pour la cellule de Vorbdes empilements Cubique Simple
(C9, Cubigue Centr (CC) et Cubiquea Faces Centes CFC) ou des sommets sont
communsa huit aétes. Ces cas sont cependant fortement instables, €plexceément
infiniteésimal des noeuds déseau suffit lever cette @gerérescence (Troadec et al.
(1998)). Nous pesenterons un peu plus eétdil les cas des structuré§ CCetCFC
dans la section 2.2.3.

La triangulation duale de Delaunay est obtenue en joignant les paires de points
ayant une facette de Voroh@ommune. Ainsi la dtermination des égions de
Voronad nous permet de situer griement la forme de toutes les surfaces communes
entre chaque paire de points qui interagissent.

Un exemple d’'une tessellatiorépodique de Voronbet la triangulation duale de
Delaunay est repseng en deux dimensions dans la figure 2.4.

rhor gy

X .
N R
?
- S

I N N
FIG. 2.4 — Diagramme griodique de Voronicet triangulation duale de Delaunay d’un

ensemble de points en 2D.

2.2.2 Quelques algorithmes de construction du diagramme de Vo-
ronoi

SoitE= {pl, e p“} un ensemble de n points. On dit que tous les points de E sont
en positon grérale si, et seulement si, il n’existe pas plus de cing points cérgples
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Un tetraédre T= (p'; pl; p*; p') ot p, pl, p¥ et P sont dans E est uretragdre
de Delaunay si, et seulement si, lenteur de la spbre circonscrited T ne contient
aucun point de E

Nous avons vu dans la sectionépedente que lorsque les points initialement
géréres sont en positionéerale, la triangulation duale de Delaunay est obtenue en
joignant tous les centres de points ayant une face de Voommomune.

Inversement, le pavage de Voradmpeutétre obtenw partir d’'une triangulation de
Delaunay. En effet, les sommets des @alges de Vororiosont ceduitsa partir des
centres de gravétdes étrazdres de Delaunay. Lesées de Vororiosont ceduites en
déterminant les dewétraedres adjacen® chacun des faces (triangles) de Delaunay.
Les polygones de Voroiigont ceduits en regardant tous lestrieedres adjacenta
chacune des ates de Delaunay. Enfin, chaque palye de Voronbest ceduit en
déterminant toutes les @es de Delaunay contenant le point coagédLa figurg 2.p
illustre cette dualé entre le pavage de Voroinet la triangulation de Delaunay.

Sommet de Voronoi

&
¥

Tetracdre de Delaunay

F Y
h J

Face (Triangle) de Delaunay Aréte de Voronoi

&
¥

Aréte de Delaunay Polygone de Voronoi

&

Polyedre de Voronoi

h 4

Sommet de Delaunay

FiG. 2.5 — Dualié entre le pavage de Voroinet la triangulation de Delaunay.

Dans la literature on trouve des nombreuse&thodes de construction du
diagramme de Vororialans le plan[ (Aurenhammer et Klein (2000)). Dans I'espace
(3D) et en dimensioul, les articles sont moins nombreux. Leétimodes utilises sont
essentiellement de deux types :

1. Méthodes globales,
2. Méthodes in@mentales.

Les nethodes seront dites globales si tous les points s@saires auamnarrage
de la construction du diagramme de Vorano
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Les nethodes seront dites ir@nentales si cette doee pgéalable n’est pas
nécessaire. Contrairement awétinodes globales, leséthodes in@mentales sont
intrinsequement dynamiques. Ces deux types @thodes sont donc fondamentale-
ment differentes et leur utilisationeghend enérement des applications envigag.

Pour ce qui nous concerne, nous avons choisi de@manter une &thode
incrementale pour la construction de la tessellation de Delaunay. L'algorithme utilis
est celui de Watson (D.F. Watson (1981)).

On peut brévement écrire I'algorithme de Watson enD3de la mangre suivante.
Supposons qu’on ait construit le diagramme de Delaunay paites. L'ajout d’'un
nouveau sitg,; 1 dans la structure se fait comme suit (D.F. Watson (1981)) :

1. Chercher unétraédreT de DelaunayE) dont la splere circonscrite contient le
nouveau site.

2. Chercher tous legtraedres dont la sgre circonscrite contient le nouveau site,
L'ensemble de cegtraadres forme le poBdreétoile PE(pn+1),

3. Rettraedriser le polgdreétoilé.

Dans l'etape 1, leétraedreT existe bien, mais sa recherche n’est pas locale. Cette
recherche peut se faire par un algorithme de descente en gradient.

L’ étape 2 se fait par un parcours (local ém@ral) dans la structure de dares.
Les €traedres trou@s ne sont plus degttaedres de Delaunay. Cestitzedres sont
donca supprimer et forment le patgreétoilee assoé@ au nouveau site iBe.

Pour l'étape 3, on @montre que rétreedriser le poledreétoile PE(pp+1) revient
a supprimer toutes les&es inérieuresa PE(pn+1), eta ciéer toutes les ates liant
le nouveau sité tous les sommets dRE(pPpi1)-

2.2.3 Disposition des centres
2.2.3.1 Structures Egulieres
Il est possible de é&er des structures spifiques en disposant les germes

régulierement.

Plusieurs polgdres permettent déaliser une partitionaguliere de I'espace. En
positionnant les points de germination suivant @seau cubique simpleSC), on
gérere un assemblage de cubes (cf. figuré 2.6).

Placer les centres sur ugseau cubique cegt{CC), on ¢erere un assemblage
de etrakddécadres. Ces poBdres comptent quatorze faces (huit hexagonales et six
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carées), vingt quatre sommets et trente-sates (cf. figuré 2]7).

Placer les centres sur uaseau cubiqua faces cenées(CFC) permet de grérer
une partition en doecadres rhombimaux, polygdresa douze faces losanges (cf.

figure[2.8).

FIG. 2.6 — Disposition "cubique simple” des sites de germination et structure en cube
correspondantegyéree par la rethode de Vororio

Fic. 2.7 — Disposition "cubique certe” des sites de germination et structure en
tetrakddecadres correspondantémgrée par la réthode de Vororio

2.2.3.2 Structures akatoires :

Ce terme ésigne des microstructureseeesa partir d'une disposition ahtoire
des centres. Quelle que soit la dimension de I'espace et leeneathdnt on grere les
coordoniees des points, le principe reste |émre.
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FIG. 2.8 — Disposition "cubiqua faces cenées” des sites de germination et structure
en dodcadres rhombiolaux correspondantegeréee par la rethode de Vororio

Plusieurs processus démgration akatoire de points peuvesgtre envisags. On
distingue parmis eux :

Le processus de Poisson :Un processus de Poisson est un processus ponctuel
homogene isotrope pour lequel la disposition des points est céteplent &atoirea
chaque ealisation.

La probabilie de pésence d’'un point dans unegion donge est, en particulier,
indépendante de la position des autres points du processus. Le processus de Poisson
esta la fois un processus ponctuatdrutile et tes simplea simuler.

Pour simuler uneéalisation d’'un processus de Poisson hoemegd’intensi p (
le nombre moyen de points par unitle volume ) dans un domaine de voluvheon
calcule d’abord le nombre de point$V) contenus dans le volumé. Ce nombre,
n(V), suit une loi de Poisson de paratreégalap V| (cf. Fig.[2.9).

V n
Prob{n(V) =n} = e‘pv%
Le nombre de pointa(V) peutétre simué de la marére suivante :
Répeter la @grération d’'une variable ahtoire uniformeu dans l'intervalle [0,1]

jusqu’a ce que la propeie suivante (Ed. 2}1) soigvifiée :

i=n i=n+1

Zj—log(ui)<plvl < ; —log(u) (2.1)
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FIG. 2.9 — Le nombre de points contenus dans une surfacgielconque pour
differentes&alisations d’'un processus de Poisson suit une loi de Poisson degbiaam
pS

Une fois le nombre de points esttérmire, les cordone@es &;,X;,z) sont ensuite
définisa I'aide de trois nombres&@dtoires ties dans une loi uniforme.

Si onétudie unéchantillon de points pour lequel le nombre de poimgst parfai-
tement connu, on peut choisir de simuler dealisations comportant leédme nombre
de points n£ p|V|).

Le processus de Neyman-Scott : Le processus de Neyman-Scott est constuit
partir d'un processus de Poissoretp”, dont les points servent de centres pour des
agiegats. Chaque aggat est constifid’un nombre @atoire de points fils dont les
positions sont inépendantes et identiquement distéba autour du pointge.

D’apres| Goreaud (2000), le processus de Neyman-Scott simplegpeule sui-
vant : dans chaque a&gat les points fils sonépartis dans un disque de rayocenté
sur le point gre, selon un autre processus de Poisson de g s = nfi|s/(T[r2)
(ou prils = nf”e/(m?’) en 3D) , ai n¢jis est donc le nombre moyen de points dans un
agregat.

Pour simuler une &alisation d’'un tel processus, on simule d’abord un semis
de Poisson @re (conditionnel au nombre d'@gats @si nag). Autour de chaque
point pere A;, on ciee un agegat dont le nombre de points;, résulte d’'un tirage
pseudo-aatoire selon une loi de Poisson de pagtmanss. Pour chaque poinBd;
de l'agiegat, les coordorgesdx;, dy;, dz; (relatives au point @re A)) résultent d’'un
tirage pseudo-&htoire dans une loi uniforme sper,r], effectte jusqua ce que le
point soit effectivement dans le disque de rayon

Notons que pour les pointsepes trop pes de la limite du domaine efude,
certains points fils sont en dehors du domaine. Dans ce cas, ils sont simplement
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éliminés. La figur¢ 2.10 @sente deux semis a@ggs.

(i) (i)
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FIG. 2.10 — Deux exemples de simulations de processus de Neyman-Sco#sd’'apr
Goreaud[(2000).

Le Processus de Gibbs : La classe grérale des processus de Gibbs permet
d’obtenir des structures vé@es et complexes. L'k du processus de Gibbs est de
répartir les points du semis selon des relations d’attraction o@plgdsion avec des
portees variables. Par exemple, avec uapuision de 0 (mm# x (mm), les points
du semis serontepartis de facom avoir le moins de voisins possiblasmoins dex
(mm). Inversement, une attractiarx (mm) se traduira par un nombre de voisms
(mm)élewe. Il est possible de combiner plusieurs effets.

Un tel processus pee@tre cefini par une fonction de €a f (r) H qui repésente en
quelque sorte le dd asso@ a la pesence dans le semis de deux poigga®s par
une distance. Pour un semis de points damron peut calculer un ébtotal,égala la
somme des dais assod@sa chaque paire de points (Eq.[2.2).

colt total= % f (distancegAi,Aj))
S

paires de points

- % f(r) (2.2)

paires de points

Par cfinition, la probabilié qu’'un semis soit uneéalisation du processus de
Gibbs consiére est d’autant plus forte que lelttdotal obtenu sur ce semis est faible.
Ainsi, ar fixé, si la fonction de dat f(r) est positive, il est peu probable de trouver

ICette fonction de dt f(r) est souvent appeé potentiel d’interaction de paire, par analogie avec
les interactions entre particules en physique.
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deux pointsa distance (on dira qu’il y a €pulsiona distance). Inversement, si la
fonction de cét f (r) est regative, il est s probable de trouver deux poiatslistance
r (on dira qu’il y a attractiora distance r).
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FIG. 2.11 — Exemple de trois semis obtenus par un processus de Gibbs, avec les fonc-
tions de cdit assod@es : un semiségulier (i) ; et deux structures mixtes (ii) et (iii)
constitilees de petits aggats epartis egulierement dans I'espace. ( D’&sf Goreaud
(2000))

Pour obtenir lesé@alisations les plus probables du processus, on chercheadonc
simuler des semis dont le @btotal est suffisamment faible, c’estdirea se rappro-
cher d’un minimum de la fonction de @btotal. De tels semis de points peuvétre
obtenus par un algorithme de type "depletions and replacements” : partant par exemple
d’'un semis de Poisson, oreie un grand nombre de fois une modification du semis,
qui consistea ceplacer aatoirement un point arbitraire. Si cémlacement augmente
le calt total, 'ancienne configuration est conseev Sinon la nouvelle position est re-
tenue. Ainsi, les attractions épulsions entre points entne&nt la Eorganisation pro-
gressive du semis vers un semis plusggou plus egulier. D'apes Goreaud (2000),
cet algorithme converge assez rapidement vers éalésation probable du processus.
Selon la forme de la fonction de @b ce processus peatre utili€ pour simuler des
agregats de taille variable, des semis plus ou moaggiliers, ou des structures mixtes

(figure[2.11).

Choix d’un processus et construction du diagramme de Vororio En raison de sa
simplicité, nous avons choisi le processus de Poisson polariergtion atatoire de

points.

Un exemple de construction de Voraripartir d’'un ensemble de pointémgrées par
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le processus de Poisson est mérsur la figure 2.72.

—

FiG. 2.12 — Disposition @atoire des sites de germination et structure engusbs
convexes correspondantergree par la rathode de Vororio

En compément de ces visualisations, une caggstation microstructurale som-
maire aétt effectee, dans la sectign 2.4.2, en analysant la distribution des tailles des
cellules de Poisson-Vorono

2.3 Genéralisations de la tessellation de Voronioa des
sysemes polydisperses

2.3.1 Principe

Dans le cas d’'un sysime de spéres de diferentes tailles, utiliser la tessellation de
Vorond n’a plus de sens. En effet, prenons par exemple le cas d'urgesge rayon
r1 et d'une spkre de rayom; dont les centres sonépaés par une distanag(cf. Fig

2.13).

Dans le cas o les deux spéres sont en contaatl & ry +r2), le plan nédiateur
coupe la spére de rayom; (cf. Fig[2.13).

La tessellation de Vororidelle qu’elle aéte definie, ne convient paa I'étude de
sysemes polydisperses.

Afin de palier aux incongnients de la tessellation de Vordnone gréralisation
a un ensemble de sptes ate introduite ( voir Aurenhammer et Kleinh (2000)). Son
principe de construction est faati€e sur la figurg 2.14.
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FIG. 2.13 — Le plan radiateur entre deux sptes de rayons défents peut couper une
des sphres.

Tessellation de Voronoi Tessellation radicale
.IM MMI"‘"‘MM L
(a) (b)

FiGc. 2.14 — ereralisation de le tessellation de Vorénga) Tessellation de \Vo-
rond pour un sysme monodisperse (b) Tessellation radicale.
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La tessellation radicale, encore apeltessellation de Laguerre, consiste
poncerer la position des plans en fonction de la taille deseegh|(Aurenhammer
et Klein (2000)). Cette por&tation est faite de facoa ce que le plan Bdiateur
soit remplaé par le plan dgale tangence aux deux spbs, appé@ plan radical
(cf. figure[2.15). La distance entre le plan et le centre de largpdte rayom; est alors :

d r2—r3
h=3+"73

’ 3
_____x_____
Y

FiG. 2.15 — Lorsque les sghes sont en contact, le plan radical passe par le point de
contact.

Comme le montre la figufe 2.[L5, lorsque deux particules de taillezreliffes sont
en contact, le plan radical, contrairement au plddian, passe par le point de contact.

Ainsi, a partir d'une population de spres polydisperseE = {sl, . ,s”}
contenues dans une cellule de b¥sg' est le centre de la sphes etr' son rayon),
il est possible de&aliser une partitiongriodique de I'espace eggions polgdriques
convexes{Vor(st),...,Vor(s") }. Pour ce faire, noton&y,,a,,as) trois vecteurs de
translation permettant deegerer la microstructure par la&petition spatiale de la
cellule de bas¥ (cf. Fig.[2.16).

Comme pour le cas d'un ensemble de points, not®6hd'image deE par une
certaine composition des vecteurs de translatiapsy,, as) :

: . - a,j — cl ,
EY {SQJ — (g&l’rg,J)’ {Qaj Qj +01.20 +02.2, +03.83, ac ZS, j = 1..n}
r&l =r

La régionVor(§) assocke a la splere s est constitée des points de I'espace
ayant la plus courte tangendes' que tous les autres spies deE ainsi que de leurs
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FIG. 2.16 — La structure est constiel par la epetition bidimensionnelle (spatiale)
d’'un ensemble de cercles (sks).

images respectives paegodicite.

Vor () = {x € /o (s*,x) <o (%), x)Vi# j, Va € 23} (2.2)

Comme le montre la figufe 218,(s,x) est la puissance du poirtpar rapporé
la spreres définie par :

o(d.x)=d(d.x)*~r” (2.3)

Comme pour la cas de la tessellation de Voiiqmaur un systme monodisperse,
il est possible d’obtenir la triangulation duale de Delaunay en joignant les paires des
centres de spres ayant une face de Vorarammmune.

2.3.2 Assemblage de spines
2.3.2.1 Empilements RSA (Random Sequential Adsorption)

Le principe de cet algorithme consisteplacer a@atoirement des sphes unea
une dans une bie sans que ces deemes ne s'interpretrent (Widom [(1966)). C'est
la méthode la plus naturelle et la plus simple poénayer des assemblages de é&yas.
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JJo(x) X

FIG. 2.17 — Methode des plans radicaux.

Le nombre ainsi que les rayons desé@s sont figsa I'avance. Les coordo@es
carésiennes de la sphe que nous cherchorss placer sont te#es au sort. Nous
vérifions alors que cette spte ne chevauche aucune autressphgja en place. Si tel
est le cas, elle es&dinitivement plaée et, dans le cas contraire, nous recommengons
le tirage de la position.

La procdure s’arete lorsque plus aucune spb supgmentaire ne peuktre
placce ("jumping limit”") ou quand la compaéé souhaée aéte atteinte. De facon
pratique, on consite que I'assemblage est ter@iapes n tentatives avodes de
nouveau positionnement. La valeur effémia ce nombre @checs successifs fixe la
densié finale d’empilement. Elle ne peuépasser 382 en ® et 0547 en D avec
des spkres de rame tailles|(Richaid (2000)). Le choix deest un compromis entre
la densié d’empilement et le temps de calcul.

Nous avons utilis ce proceé pour un sygtme polydisperse. Les sptes les plus
grosses sont d’abord toutes @as, puis les petites. Le rapport entre le rayon de la
plus grosse spire et le rayon de la plus petite gph esttgalea 24 pour le sysime
consicere. La compacé maximale qui &t atteinte, avec ce type de peag, est
proche de 50%.

Ainsi, uninconvenient majeur de ce type de fdieest sa faible dengit’empilement.

2.3.2.2 Empilements RSA densifis

Afin de palier au éfaut principal des asssemblages RSA, étape ukrieure de
densification peugtre €alie.
On utilise un algorithme de type dthodes de&lements Distincts ( ou Dynamique
particulaire).A partir d’'un empilement RSA, il simule &volution d'une population
de particules soumises des forces dor@es : attractionépulsion ("force centrale”)
et non prétration ( par exemple loi de Hertz). Les mouvements des particules
doiventégalement assurer la conservation des conditions aux linéésdiquesa la
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périphérie.

En ce qui nous concernegtape de densification @e effectiee a l'aide d’'un
programme &ali® par Jean N&l Roux, Chercheur au Laboratoire des Btaux et
Structures de @nie Civil. L'algorithme de &solution est schemaéisgdans la figure

2.18.
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FIG. 2.18 — Dynamique meétulaire : Algorithme de @diction-correction d’ordre 3

d’apres Emarn/ (2002).

La valeur de la dendtfinale est proche des classiques 64% dans le cas des empi-
lements monodispersesatoires compacts erib3et 80% pour les assemblages poly-
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disperses.

2.4 Generation de microstructures controlees

Dans cette section, nous nouséir@ssons la gerération de microstructures, par
la méthode de Vororipdont la distribution granulogtrique est fikea I'avance. Pour
ce faire, la distribution granulo@trique desé&gions de Vororioca €t compagea celle
des spPRres initialement grérées pour plusieurs densit

Nous commencons, tout d’abord, pafidir la fonction de epartition des rayons,
aussi bien pour lesegions de Vororniogue pour les sgres initialement grérées.
Ensuite, nous rappelons le principe de l&thode de Monte-Carlo. Enfin, nous
présentons lessultats de nos simulations.

2.4.1 Caracerisation d’'une distribution granulom étrique par la
fonction de répartition des rayons

2.4.1.1 Latessellation de Voronb

Afin de decrire la distribution granulogétrique des &gions de Voronip nous
associons chaqueé&gion de Voronbde volumeV', un rayonr'. Ce rayon est calcal
commeétant le rayon de la sghe ayant le iame volumeV/' :

i (3 :
- \4n

Nous introduisons aussi la fonction departition des rayonsquivalents desegions
de Vorondé R, (R<r) :

R(r) = Probabilie{R < r}
r . , dr’ o dr ,
= /rm_nProbablllé{Re [r— T +7]} dr (2.4)
ol R est la variable @atoire dont les' sont les ealisations indpendantes.
Dans la limite du nombre total déalisationsN, tendant vers I'infini,RR(r) n’est
autre que :

Nombre de' < r
RA(r) = N (2.5)
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A partir de la variable @atoireR portant sur les rayons, nous @finissons la
variable atatoire adimensionnell¢ comme suit :

1

X=

Nous avons utilié la nethode de Monte-Carlo pouréterminer la fonction
de partition RS (x) des tessellations de Voroingéréréesa partir des trois types
d’empilement suivants :

1. Processus de Poisson,
2. Empilement de spgires RSA,
3. Empilement de spires RSA densi,

2.4.1.2 Calcul de la fonction de epartition a partir de la courbe granu-
lométrique

En ce qui concerne les siteérgresa partir du processus de Poisson, la dérpsit
est fixeea 015. Ainsi, pour deséalisations dans un domaine de volujé= 53, le
nombre moyen de points p&alisation eségalap. |V| = 19.

Pour les empilement de spies polydisperses, on introduit la courbe grand@tique
g exprimant le pourcentage volumique (ou massique) des tamisatséesren fonc-
tion des rayons comme suit :

(r) = Volume des spéres dont le rayon est r
o= Volume total des spires

soitdr > 0, on a alors :

dr dry __ Volume des spéres dont le rayon[r—% r+%]
7) -9 (I’ - _) - Volume total des sp@res (2.6)

si on note :

— n(r) le nombre de spgreséquivalentes dont le rayon est compris emt%e% et
dr
r + 7’
— Vs le volume total des spteséquivalentes,
— N le nombre total des spheséquivalentes,
alors, lorsquelr tend vers 2ro :
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dr dr n(r).2.mr3
g(r+7)—g(r—7):+s (2.7)
=g/ (r)dr (2.8)
(2.9)

d’ou n(r) s’exprime de la ma®ire suivante :

g(r).Vs
3.mur3

n(r) = dr (2.10)

et le nombre de sghies dont le rayon est iafieurar :

r
(Nombre de spbres de rayorn< r) = / n(r)dr (2.11)
min

Le nombre total de sgnesN, s’exprime comme suit :

I'max
N:/ n(r)dr (2.12)
Imin

Pour N tendant vers l'infini, nous ené&tluisons la fonction deépartition des
rayons,PR(r), définie par lequatior] 2.5 de la maie suivante :

" gt 1
P(r) = ——-dt. : (2.13)
I min §T[t3 rrr::gxggTagsdt

Comme pour le cas desgions de Voronip nous introduisons la fonction departition
des rayons normaksPX (x) :

R 1
X=—, avecPg(rmoy = =
I'moy 2
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2.4.2 Etude parameétrique de la distribution granulométrique des
régions de Vorond par la méthode de Monte-Carlo

Dans cette section, nous allosudier I'allure de la fonction deépartition
des rayonséquivalents deségions de \Voronioen fonction de la compaétdes
spteres initialement grérees § = 0.1, 0.3, 0.5, 0.75). Nous utilisons la @thode de
Monte-Carlo pour dterminer la courbe moyenne de la fonction @partitionRf (x)
sur plusieurséalisations.

Nous commencons, tout d'abord, par rappeler le principe de dthade de
Monte-Carlo. Nous exposons, ensuite, unetmde d’inversion de la fonction de
répartition des rayons des spbs qu'on s’est dor@e. Enfin, nous @sentons les
résultats des simulations.

2.4.2.1 Rappel sur le principe de la rathode de Monte-Carlo

Rappelons que la @thode de Monte-Carlo a pour but d’estimer 'esgnce d’'une
variable akatoirez, E(Z), a partir de la moyenne arithétiqueZ sur N réalisations
indépendantes dé. Notons :

= 1
ZN:N(Z]_—i—...—I—ZN) (2.14)
1 = \2
2
= — Zi—Z 2.1
ON=N_1 | (Z—2n) (2.15)
ON
ey = 1.96= 2.16
N Zny/N (2.16)

Alors, quandN tend vers l'infini, et avec une probabdide 95%F (Z) se trouve
dans l'intervalle :

E(Z) € [Zn—&nZN, 2N+ enZN] (2.17)

Dans cetteetude, 'erreur relativey est infrieurea 05%. Les sites initialement
gérérées sont suppésa l'intérieur d’'un cube de volume:b5 x 5.

2.4.2.2 reration d'un ensemble de spkres a partir d'une fonction de
répartition des rayons

La division MSC du Laboratoire Central des Ponts et CheesgLCPC)a
Nantes nous a fourni un exemple de distribution graneélknigue utili€e dans la
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formulation des enrdis bitumineux. Cette courbe exprime le pourcentage massique
(ou volumique) des tamisats curgslen fonctions des rayoéguivalent des tamis (cf.

Tab[2.1).

[ tamis enmm[[ 0.08] 0.315] 1.00] 2.00] 4.00] 6.30] 8.00[ 10.00] 12.00]
| % passant || 11.8] 22.6 | 25.0] 33.0| 58.2] 77.0] 82.0] 92.0 | 100.0]

TAB. 2.1 — La distribution granuloétrique non trongée du nélange : pourcentage du
passant en fonction des dimensions des tamis.

Le rayon minimal de cette courbgg, estégala 008mm Nous avons choisi de
fixer le rayon de troncaturemin, @ 0.5mm le rayon maximat nax €estégala 12nm

La distribution granuloratrique trongée, noé g, est cduite de la distribution
granulongtrique non trongee,go, de la mariére suivante :

Notons r?,...r2 les rayons des tamis consiérés (ici 9 tamis). Le rayon de
troncaturer min = 0.5mm étant compris entred et rd (i.e. 0315mmet Immcf. Tab
). On suppose que la courpgvarie lineairement entreg etrg, d'ou :

r9) —go (r?
go(rmin) = 90( i()) rgg( 1) (rmin— r(l)) +0Jo (r(f)
271

Ainsi pourr; > rmin, la valeur deg (r') s’exprime comme suit :

~ 9o(ri) —go(rmin)

Vi >rmin - 9(ri) = 1= 9o (Fran) (2.18)

La courbe trongée,g, est pésenkée dans le tabledu 2.2. Cette courbe tré@ma
été transforng@e en terme de fonction départition des rayons normadis des spkres

en utilisant la réthode expd=se au paragrapie 2.4.]1.2 (cf. fig. 2.19).

[ tamis ermm[[ 0.50[ 1.00] 2.00 | 4.00 | 6.30 | 8.00 | 10.00] 12.00]
| % passant ]| 0.00] 1.88] 12.35] 45.32] 69.91] 76.45] 89.53] 100.0]

TAB. 2.2 — La distribution granulogétrique tronqée utili€e dans les simulations :
I'min = 0.5mm
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P(X<x)-0,5

x=7r
; moy

FIG. 2.19 — La fonction deépartition des rayons normadis des spéres.

Une fois que la fonction deépartition des rayons des sghs aéte choisie,
plusieurs ealisations d’ensembles de spbs okissantx cette fonction deépartition
doiventétre gererés.

Pour ce faire, nous utilisons uneathode d’inversion de la fonction déepartition
base sur la proposition suivante (voir Bouleau86) :

Si la fonction de &partition de la loi est P et U une variable &dtoire de loi
uniforme sur0, 1] alors la loi de X=P~1(U) a comme fonction deepartition P. P*
estici I'inversea droite de P ; c’esta-dire que :

P~(a) = inf{xP(x) < a}

Ainsi, connaissant le volum® du domainea l'intérieur duquel les sgies
seront plaées ainsi que la compagiglobalef des granulats, un algorithme simple
d’inversion de la fonction degpartitionPs serait le suivant :

C_tmp=0;

n_sphere=0;

tanque (c_tmp<C) faire
n_sphere++;
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u=rand_uniforme () ;

r[n_sphere]=P_inverse (u);

C_tmp+=(4/3) *pi () *r[n_sphere] "3/V;
fin tanque;

Une fois que le nombre ainsi que les rayons dessgghsont dtermirés, nous
utilisons la néthode d’empilement RSA, expes au paragrapte 2.3.2.1, pour les
densiés assez faibleq{ 50%), et la néthode d’empilement de spres RSA densis,
expoge au paragraphe 2.3.2.2, pour les déssitssez fortes.

2.4.2.3 PResultats des simulations

Quatre fractions volumiques des gpés sont consatées :f = 10%, f = 30%,
f =50% etf = 75%. Nous avons utilss 'empilement RSA pour les compadast
f =10%, f = 30% etf = 50%. Pour la denstf = 75%, nous avons utiles la
méthode d’empilement de sptes RSA dens#i. L'étape de densificatioa éte
réalisea I'aide du logiciel de dynamique n&tulaire @velopg@ par Jean N& Roux,
chercheur au Laboratoire des Meaux et des Structures dieGie Civil.

La taille deséchantillons ainsi que le nombre dmafisations aeéssaire pour avoir
convergence de la @hode de Monte-Carlo avec une erreur relativérieurea 1%
sont pésenés dans le tablegu 2.3 pour les quatre désmsite spéres envisages
et aussi pour les ensembles de poing&¥gges a partir du processus de Poisson
(p = 0.15%).

Nombre moyen  Nombre
de sites de realisations
Processus de Poissqn=£ 0.15) 507 20
Spheres densiéiesa f = 10% 802 20
Spleres densiéesa f = 30% 960 20
Spleres densiéesa f = 50% 1150 20
Spleres densiéiesa f = 75% 1520 20

TAB. 2.3 — Les tailles deschantillons et les nombres dematisations.

La fonction de epartition des sgires initialement grérées ainsi que les fonction
de €partitions desagions de Voronibassocages, pour direntes fractions volumique
de spleres, sont traes sur la figur(i\ partir de cette figure, on constate que la
courbe granulortrique desé&gions de Vororioest tés proche de celle des sphs
initialement @rérées lorsque les rayons sonténkursa rmey (x < 1). L'écart se
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creuse pour les rayons SBursarmoy (X > 1).
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FIG. 2.20 — Comparaisons entre la fonction @eartition des rayons des sphs ini-

tialement grérées et la fonction deepartition des rayonsquivalents desegions de
Vorond assocges.(a) RSA avecf = 10%, (b) RSA avecf = 30%, (c) RSA avec
f =50%,(d) RSA densife avecf = 75%.

La fonction de epartition des rayonsquivalents desagions de Voronioobtenue
a partir d’'un ensemble de pointémgres par le processus de Poisson, agpedgions
de Poisson-Vororipest traée sur la figurg 2.21.

Afin de comparer tous le€sultats, toutes les fonctions departition des rayons
equivalents normalées sont trages sur la figur’A partir de cette figure, on
constate que quelque soit la fraction volumique, toutes les courbes des fonctions de
répartition sont &s proche lorsque les rayons normadis = #oy sont infrieursa
1 (x < 1). Les spkres de "faible” rayonr(< rmey) ont donc peu d’influence sur la
fonction de épartition de I'ensemble.

Pour les spares de rayon > rmoy (i.€.x > 1), il est clair que la fonction deepartition
des Egions de Vorornicadmet deux limites :

1. Lorsque la fraction volumique des ks initialement grerées tends vers
zéro (f — 0%), la fonction de &partition des rayonéquivalents desagions
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FIG. 2.21 — Fonction deépartition des rayongquivalents deségions de Poisson-
\Vorond.

de Vorond tend vers celles de€gions de Voronibobtenues avec des points
gérérées par le processus de Poisson,

2. Lorsque la fraction volumique des &hs initialement grérees tend vers
la compacié maximale pouvangtre atteinte par densification, la fonction de
répartition des rayonéquivalents desegions de Voronioest proche de celles
des sphres initialement grérees.

En pratique, la dengitmaximale des sgnes ne peut pas exceder 75%. Afin de
guantifier I'ecart entre la distribution granul@trique des&gions de Voronicet celles
des spkres initialement grérees et densiéiesa 75%, nous avonsédini I'erreur
relative en un poing, € (x) comme sulit :

_ R0 —P(x)
R

L' écart relatif, &;(x), est tra€@ sur la figure 2.23 pour les rayons normédis
x= — > 1. La valeur maximale est proche de 15%.

&r (X)

Ainsi, a partir d'un empilement de sples, il est possible de&egerer une mosgue
de Vorond dont la fonction de &partition des rayonéquivalents (ou des volumes),
R/ (X < x), est fixéea I'avancea condition que :
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FIG. 2.22 — Comparaisons entre la fonction @gpartition des rayongquivalents
des Egions de Vororioet celle des rayons des spbs initialement grérées pour
différentes fractions volumiques.
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FIG. 2.23 —Ecart relatif entre la fonction départition des rayons des spbs et celle
des rayongquivalents desgions de Voronio: Densig des spéares 75%.
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1. La fonction de &partition des rayons des sphs,Ps(X < x), soit égalea la
fonction de partition initialement fige @ (x)),

2. L'empilement de sp#res soit dens#ia la densié maximale possible (ici 75%).

Dans ce cas, &cart relatif entre la fonction departition fixee et la fonction de
répartition éelle est inérieura 15%.

Avec un RSA densiéi, on peut grérer des polgdres convexes (Voroijadont la
granulongtrie est fieea I'avance. Pour cela, orégere des spgres, on les densifie
selon cette granulogétrie, puis on partitionne I'espace par Vordnon obtient les
polyedres convexes qui ont une granultne homotktique de celle des sples.

2.5 Le mockle geometrique propose
Les inclusions sont madisees par lesagions de Voronioauxquelles on applique
une homotbtie. Ainsi, on introduit le concept de la Fraction Volumique Lodalel

des inclusions. En effet, soitor(S) la réegion de Voronbassodge au siteS ( point
ou splere de centr€'), la region homotktique assoéeaVor(S), P', est cfinie de

la mangre suivanteEquatio) :

P ={M'/c'M’ = (K)*C'M, M e Vor () } (2.19)

ol ki est la fraction volumique de I'inclusion(FVL). Plusieurs choix duFVL
sont possibles :

1. LaFVL estuniforme :

K=f Vi=1l.n (2.20)

2. Lorsque la fraction volumique des sghs @rérées estegalea la fraction
volumique des aggats (), un autre choix possible de VL est :

i Volume(S)
~ Volume(Vor(S))

(2.21)
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3. LaFVLvarie en fonction du rayoaquivalent de laggion de Voronbassocge :

K =g(rkg) (2.22)

Le rayonéquivalentrjBq pourraitétre cefini commeeétant le rayon de la sghe
ayant le néme volume que laégionVor (S).

Uneétude parargtrique sur I'influence de laépartition de la=V L sur le compor-
tement macroscopique sera réerdans le chapitfe 6.

FIG. 2.24 — Configuration des particules.

La figure[2.2%4 montre deux cellules voisines, la matrice esksitlans l'interface
entre ces deux cellules, notofl la face communaVor (S) etVor (), I'épaisseur
de la couche du liard! est calcude de la marire suivante :

¢l = (1-K) [ci0! ||+ (1K) |ciot | (2.23)

La microstructure nugrique est constite d’'un assemblage ocesif d’'inclusions
rigides moelisees par lesagions de Voronichomotletiques. Le liant (ou la matrice)
est site dans I'interface mince entre delégions voisines.



2.5 Le moele geonetrique propos 63

Signalons que les microstructures renques @réreesa partir de la tessellation
de Vorond ont é largement utilises dans plusieurs travaux de recherche. Nous
citons, en particulief, Fazekas (2003) et Fazekas et al. (2002) qui oné aisype
de microstructures pouatudier I'influence des dispersions microstructurales sur les
proprietes effectives des matiaux cellulaires.

Afin gérérer, nunériguement, la microstructure, nous avoreyelop@ un pro-
gramme en langage C permettant ktetmination du pavage de Vordnet de la
triangulation duale de Delaunay d’'un ensemble deesghpolydisperses. Ce logiciel
est nomnd DVP (Delaunay VororidPoncere).

Ainsi, a partir d’'un ensemble de sptes polydisperses denéiis avec le logiciel
de dynamique meéilculaire @velopg@ par Jean N& Roux, chercheur au Laboratoire
des Maériaux et des Structures dwe@ie Civil, il est possible deayérer des &gions
polyédriques dont la granulogtrie est fixea I'avance, en utilisant le logiciel DVP.
Une homotktie est, par la suite, appliga a chacune destgions selon la loi de
répartition de$=V L des inclusions.

Dans le chapitre suivant, Nous nousgrdgsserona la moclisation nécanique de
interfaces. Nous montrerons en particulier que le&yst esequivalenta un €seau
de "poutres” encastes et uniqguement cha@gn ses noeuds.
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3.1 Introduction

Nous avons vu au chapitre gzédent que la mosgue geriodique tridimension-
nelle de Vorono a et choisie pour approcher laggnetrie du maériau étudi.
Chaque inclusion est métiste par uneé&gion de Voronba laquelle on applique une
contraction uniforme. Le liant est séudans l'interface entre deukgions voisines.
Une illustration bidimensionnel est moéé sur la figurg 3]1.

FiG. 3.1 — Les inclusions sont mélisees par lesagions de Vororiocontracées. La
matrice se situe dans l'interface entre deégions voisines. L'ensemble forme une
cellule éElémentaire priodique.

Dans ce chapitre, nous nous @énéssonsa la moclisation du comportement
mécanique du matiau moele.
Les inclusions sont infiniment rigides etepaisseur des interfaces est faible par
rapport aux dimensions des inclusions. Ainsi, tout comme Klarpfing (1991), Avila-
Pozos et al.[(1999) et Cecchi et Sab (2002), wvetbppement asymptotique
est utili’¢ pour moéliser le comportement lgaire elastique de ces interfaces.
Nous montrerons que le nétau continu tridimensionnel metk estéquivalenta
un reseau tridimensionnel de "poutres” encas# et uniquement ch@gn ses noeuds.

Nous utilisons, par la suite, uneétihode de passage d’'un milieu discret férm
par un éseau de "poutresa un milieu homogne équivalent [(Pradell (1998) et
Pradel et Sald (1998)). Nous ebdliisons, ainsi, le comportemeglastique liaire
homogreise.
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3.2 Ecriture de I’ équilibre du systme de particules

Le syseme,E, est constité d’un ensemble d&l particules en interaction entre
elles :E = {Pl,Pz, ...,PN}. A chaque particulé', on associe un nombre la &@nt
de facon univoque. Sa position dans I'espace e&aot

Chaque particule est déa de mouvement de solide rigide. Ainsi, six degde
liberte, (gi,gi) 3 en translations et 3 en rotations, sont agsztichaque'.

Afin de cecrire les efforts irérieurs, pour chaque couple de particules
c=(P,P) € E xE,i # ], on cefinit la force,f° et le moment e, m°, exer@s par
la particuleP! sur la particuleP' (cf. Fig.[3.2).

a\PI'PfH
P

ot

FIG. 3.2 — Les efforts exefs par la particul®! sur la particule®'.

Les actions racaniques sont repsenkées par des torseurs, avec un vecteur
résultantf® et un vecteur momengésultant en un certain point. Ici, nous choisissons
P' comme point d’application. on peuéfinir, ainsi, un torseu# © comme suit :

fC
L),
— P!

Pour simplifier les notations, on introduit uné@pateur de transpositioh, sur les
couples de particulesfini par :

ve= (P ,P)) cExE, 'e=(P),P')cExE
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Par ailleurs, I'action de I'exdrieur du systmeE sur la partic_uIePi est un torseur
dont lesélements de&ductionP' sont la forcefy,, et le momenmk,.

fC
- { )
ext —

Mext pi

Un tel syséme peut mogliser un assemblage de barres enéastaux noeuds et
chargees en ces noeuds. Les noeuds sont aloregldwine ci@matique de translation
et de rotation. Ainsi, tout comme Pradel (1998) et Salengon (1988), nous pouvons
obtenir lesequations c&quilibre pour un sysime de points ayant des dégde liberd
en translation et en rotation. Elles se traduisent par deux lois :

1. La loi des actions mutuelles Elle exprime que le torseur des efforts exac
par la particule®! sur la particule® sont opposs :

fC+fe=0

Mmoo )

ve= (P,P)),i # j,Tc—l-Tte:O(:){

NotonsQ'! le point d’intersection de la droitgP'P!) (= (C'Cl)) avec la surface
de Vorona Si et|® le vecteurP' P! (=C'Cl) (cf. Figs|2.24] 3]2) :

. . : ciol
O'=(1-a)x'+ax!, a= ey el |

Nous introduisons une fonction indicatrigedéfinie par :

Xi(c) = 1 sic=(P,P})

0 sinon (3-2)

2. La loi fondamentale de la statique :Elle stipule que le torseur de tous les
efforts s’exercant sur la particuR est nul :

fiext+ chi (C) f°=0 i
- N VP € E 3.3
{ Mgy + Y Xi(€)f°=0 (3:3)
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Lesélements de&duction du torseut © au pointO'! s’écrivent sous la forme :

~1-C { f¢ }
T — I:ﬁC -
Ll Oii

fC }
=9 = 3.4
{ mC+atC/\lC oi ( )

N - IR , . t . H
De la néme margére, lesélements de éduction du torseufl ¢ au point O'
s’écrivent sous la forme :

- e
thz{ %tc }
i} Oii

fic
= - 35
me+(1—o)fenlc 5 (3-5)

]

En utilisant leselements deéduction au poin©' du torseur des efforts exds
parP! surP, la loi des actions mutuelles (Eq. B.1gsfit :

TC+TC=0

c, flc__
{t +17=0 (3.6)

M+ M°=0
~C . __te L . .
m~ (respectivemer ~) est le momentéfini dans Iéquat|0n4 (respectivement

Eq.[3.5).

Nous allons maintenar@tudier la puissance des effortsérieurs en exploitant la
loi des actions mutuelles (.1). On consielle sous-sy8tmeE = {P',P!} C E.

Le travail des efforts irtrieurs du smeeE/, Pt (E') estégalea I'oppo< du travail
des @&formations, il vient :

(€)= )

=f°u' +feul + mS¢' + mep]

= ¢ (u' —ul) + (M° — af°AI%) @ +
i (u' ~ul+ (ag'+(1-a) o)
= —(f°d°+m°%")
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Ainsi, on fait appartire deux @placementséreralisesd® et 3° définis par :

c_yi_yi_ i _ j c
{g u ot~ (ag'+ (1-a) ¢) Al -
&=l -9
les relations suivantes sogwidentes :
d°=—d°
{ gc _ _gtc (3.8)

3.3 Ecriture du comportement du syséme de parti-
cules

Il a éte suppos que chaqueagionP' est do@ d’un mouvement de solide rigide
(g () ,9‘). L’ épaisseur de la couche du liaglt est suppose faible par rapport
aux dimensions des particul® et P!. Ainsi le comportement éranique de cette

connexion pourraigtre moelise par une loi d'interface reliant le saut depllacement
[u] ala contrainte au voisinage de la surf&e(a.n).

Dans le paragraphe suivant, nous allons exposer les grandes lignes de la formula-
tion de la loi d'interface utilie dans ce travail.

3.3.1 Interactions inter-particulaires : Une loi d’interface en
élasticite endommageable

3.3.1.1 Mocklisation asymptotique d’'une interface mince entre solides rigides
en elasticite linéaire

Consicerons deux corpslastique§ et QS sepaés par une couche de "mastic”
QF d’épaisseue (cf. Fig.[3.3).

Dans la suite, on adoptera le terme d’'inclusions pour les deux céfpsnaables
occues par les domaineQg et Qf . Celui occu@ par le domain€§ sera appé
matrice. Pour simplifier I'expds on suppose que le comportement des inclusions et
de la matrice est limaire isotrope. On notef&" le module d’Young de la matrice et
E' celui des inclusions.
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FIG. 3.3 — Geonetrie du probdme tridimensionnel.

En outre, on supposera qli@paisseur e est faible par rapport aux dimensions
des inclusiongHypothese H1) et quela matrice est beaucoup plus souple que les
inclusions(Hypothese H2)

On noterax le rapport entre le module d’Young de la matrice et celui des inclusions.

El\/l
=0

et le rapport entre Bpaisseue et une dimension caraaistique des inclusiorts

a

e
h

La figure[3.4 illustre le domain@°® = QU QF U QS et les conditions aux limites
appliquees.

B=

Le probEme P) consistea trouver le champs deéglacemenu = (u;) et de
contraintex = (Gij) des trois corpsé&formables occugs par les domaind3g, QF et
Qs. B

La solution du prol#me épend des deux paratnesa et (3. Klarbring (1991),
Avila-Pozos et al.[(1999) et Cecchi et Sab (2002) etide la solution lorsque les
deux paramatresa et 3 tendent vers zero.

Lorsque le paragtref3, qui traduit le rapport entreépaisseue et les dimensions
des inclusions, tend ver&m, le domain€g occuge par la matrice est assiraih une
surfaceS (cf. Fig.[3.5).



72 Mocklisation neécanique des connexions inter-particulaires

|

FIG. 3.4 — Le chargement appliga la structureQ®.

; (D |
——— “\ S
A1
E (2 ;

FIG. 3.5 — Le domaine occ@par la matrice est assir@ih une surfac&.
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Il a éte monté par Klarbring [(1991), Avila-Pozos et|al. (1999) et Cecchi et Sab
(2002), que, lorsque le rapparxtest de néme ordre de grandeur que le rapg®et
gue tous les deux sont proche der@, le comportement asymptotique elasticie
linéaire de la matrice est piltpar une loielastique ligaire d’interface reliant le
saut de @placemenfiu]'? a la contrainteo.n'? au voisinage de la surfavia une
matrice de rigidié localeK. B

sio<<1lB<<1 et% ~ 1 alors
on=K.[u] (3.9)
Ou:

— n est la normalé la surfaces (dirigée deQ; versQy)
— [u] =u™ —u~,ut (resp.u”) est le @placement en un point de la surf&&du

cote deQ, (resp.Q1)
— K est la matrice de rigidét locale de l'interface. Elle s’exprime en fonction des

coefficients de Lam@ de la matriceX™ et M) et de la normal@'? comme suit :

K=< (1" 1+ (1 +AM) (02 n®) (3.10)
lest la matrice ident& d’ordre 3.

Dans le cas 0 le comportement de la matrice est anisotrope, la matrice de @gidit
locale de linterface €crit alors sous la forme :

(KD = éa&”mm (n*?),, (%), (3.12)

M _ (M :
= (g!,) estle tenseur de souplesse de la matrice.

[111f<b)

L' énergie de dformation de cette interface é&rit en fonction du saut de
deplacemenfu] et de la matrice de rigicitlocaleK comme suit

W= % /S [ul.K. [u]dS (3.12)

Le déplacement d’'un point l'intérieur de la matrice ( le domain@g) est
suppos étre lintaire enxs. Il s’exprime donc en fonction da* = g(xl,xz,+§),
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U~ = U (X1, X, —5) et dexs comme suit :

ut+u-
2

Ainsi la deformationa l'intérieur de la matrice s’exprime de la mare suivante :

X3

VM (x1,%2,%3) € Q5 U(M) == (u" —u") + (3.13)

VM (x1,%2,%3) € Qo (M) = —”_®Z[[9]]
#(3+%) )
1
* (z - X—S) grad®(u”) (314)

ou :
— ®° désigne le produit tensoriel syatrise,

— gradS(u*) (resp.grad®(u™)) est le gradient syétrise par rapport aux variables
X1 etxp deu™ (resp.u™). Il s'exprime de la marire suivante :

Uy 3 (u{z + u£l> 0
grad®(u*) = 1 (Uiz n u£1> 0, 0 (3.15)
0 0 0

uﬁj est la érivé de la composantg” par rapport: la variablex; (i, j € {1,2}).
Etidem pourgradS(u-).

En pratique, les corpQ] et Qf seront consiéés infiniment rigides. Dans ce
cas, les quanﬁs@s(w) et @S(y) peuventétre exprings en fonction des
rotations des centres des deux corps rigides (les inclusions). Or, il est bien connu que,
contrairement aux milieux de Cosserat, laérmatique des milieux de Cauchy est
uniquement écrites par des translations. Ainsi, les ter@s(m) et@s(f)
qui interviennent dans I'expression de léfdrmationa lintérieur de linterface
consicerée seront agligés par la suite. L'expression retenue gd@vl) est donc la
Suivante :
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M (X1, %2,%) € Q £(M) = S (3.16)

3.3.1.2 Extensiora I’ élasticitt endommageable

Le present modle discret seraétlié a la modatlisation des enrds bitumineux. Ce
type de matriau est bien entendu largement uélidans les structures de chaaess
Sous l'effet du passage refe des charges roulantes, ce aratu subit une ggradation
progressive de sa rigiditallant jusqua sa rupture. La prise en compte de 'endomma-
gement dans les interactions entre particules rigidesgagonc gessaire pour la
mocklisation de ce type de nétau.

Apercu sur la théorie de I'endommagement :

Dans le cadre de la thermodynamique des processeseisibles, la thorie de
'endommagement permet de rendre compte de cetgradlation. Son domaine
d’application couvre aussi bien le domaine des pezes @t€riorations, la prise en
compte des effets de cumul du dommage, ainsi que éaigion de I'amorcage ou
linitiation d’une macrofissure.

A travers un concept d’homéggisation, levolution du dommage estedrite
d’'une fagcon macroscopique l'aide d’'une variableD. Cette derrére repesente la
variation du tenseur élasticié par rappora |'état vierge (non endommaj
Dans une thorie isotropeD est le scalaire&fini par :

E
D=1-— 3.17
B (3.17)

ou E est le module d’young actuel Ep le module d’Younga I'état vierge.

La théorie de I'endommagement continu est émssur les hypottses de la
mécanique des milieux continus.dlément de volume est congié assez grand par
rapport aux bBterogeréite du milieu et assez petit pour qu’'on puisse le caersd
comme un point métiel. Les relations de comportement sorcdtes pour cet
elément de volume congie continu et homagne et dans lequel on pewfahir des
contraintes et deséformations. Les masles locaux proposent de relier le dommage
au pointx, D (x), a I'état de éformation qui €gne en ce point.

D®=f@®) (3.18)
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f est la loi dévolution du dommagB.

Lendommagement par fatigue correspoada naissance et la croissance de
microfissures sous I'effet de sollicitations cycliques jusgitamorcage d’une fissure
macroscopique (Lemaitre et Chaboche (1985)).

Les lois classiques @volution s’expriment en fonction de grandeugdidies sur un
cycle :

— amplitude de contrainte ou défdrmation,

— valeur moyenne (sur un cycle) de contrainte ou &fewanation,

— rapport de la contrainte (ou de léfdrmation) minimalex la contrainte (ou la
déformation) maximale.

En ce qui nous concerne, nous nous interessons uniquentendommagement
par fatigue.

Prise en compte de 'endommagement dans les interactions entre particules :

Pour chaque couple de particules conaest nous introduisons un pargine D
traduisant letat du dommage de la matrice se trouvant dans l'interface entre ces deux
particules.

Dans ce cas, la loi d'interface de&tjuatiorj 3. se Berit sous la forme :

g.n=(1-D)K.[u] (3.19)

Nous nous irgresseronsa I'endommagement par fatigue. Dans ce cas, un
probleme erélasticie linéaire doitétre €solua chaquettape de chargement (On se
réfereraa la section 5.4]2 du chapifré 5 pour plus @tadls sur la prise en compte de
'endommagement et I'algorithme désgolution).

Dans la section suivante, nous alloasrire le comportement du sgshe de
particules erelasticie linéaire.

3.3.2 Comportementélastique lineaire du syseme de particules

Nous avons vu dans la sectipn 3.3]1.1 quenérgie de dformationélastique
d’'une interfacec = (i, j), we, S’écrit en fonction du saut dueglacement]ju] et de la
matrice de rigidié de dec, K¢, comme suit :
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2/ uJK [u] (3.20)

Dans le cas @ le comportement de la matrice éastique et isotropa\l, et uM
les coeficient de Lagj),K s’écrit sous la forme :

K=< (' 1+ (1 +AM) (0P en?))

Soit M, un point de la surfac&, le saut de @placement eM, [[u], peut sécrire
de la facon suivante :

[uf(M) = u(M*)—u(M")

- Compte tenu du fait quev, respectivemenM ™, appartienta la particule
P!, respectivemenP', et que les particuleB' et P! sont do@es de mouvement de
solide rigide, le saut deaghlacement eM, [[u]], peut se&&crire de la marire suivante :

/\OJM> (d+¢'nOM)
glejoll QiAM-F (@—gi)AO”_M

||
|C /\

I
IQ.

+8°A

‘O

(3.20)
d® etd° sont les éplacements@réralises dfinis dans equatior} 3.J7.

En désignant paM la matrice antisyratrique @finie par :

M.a=aA0'M vacR?

Le saut du @placemenfu]] au pointM s’écrit alors :

[u](M) =d®+M &

Ainsi I' énergieélastique de eformation de l'interface s’écrit alors :
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Ou encore :

de T ¢ de
e { €V ) o

&C est une matrice & 6 déefinie par :

>

~C BC
K = { BCT Bc} (3.22)
avec :
A®=megS’)K®
B°=K: [ MdS
2 7L =

A° sera appée la matrice de rigidét de I'effort normal.
D¢ sera appée la matrice de rigidit des moments.
BF sera appde la matrice de rigiditdu couplage entre les moments et I'effort normal.

La résultante des forcef, exer@es par la particul! surP' s’écrit comme suit :

f¢ n°ds

la

*[u]ds

° (d°+M.5) dF
¢ BC.&°

I
(Q\qﬁ\(g\
A

2 =

I
>
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~ Larésultante des momemnts’ exer@s par la particul®! surP' et cefinie au point
0" s’écrit de la marére suivante :

Ainsi, on en @duit une autre expression detlergie de @formation (cf. Eq. 3.21):

fC T dC
e 5] (5

Plagons-nous dans la base localet,b) de l'interface(i, j). n étant la normalé
(i,]). Les coordon@es du vecteud” M dans cette base soft, x2, X3).
La matriceM s’écrit sous la forme :

0 X2 —X3
M = —X3 0 0
X2 0 0

et la matrice de rigidé élementaire tridimensionnell€® s’écrit sous la forme :

Myo2M 0 0
0 Moo (3.22)
0 o M

K=

AR

MM etpM sont les coefficients de Lade la matrice.

La matrice de rigidié geréralie des moments dans la base lo¢al¢,b) s’écrit
sous la forme :

C [KsiKgs 0 0
D" = 0 K1(31'3C —Kclﬂczs (3.23)
0 —Kiilzs  Kpls
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15, |5 etl55 sont les moments d'inertie de la sectigndéfinis par :

|g:/sc(x2)2d§
|§:/§(x3)2d§
I§3:/30xz.xe,dsC

La matrice de rigidié elémentaire du couplage entre forces et moments dans la
base localén,t,b) s’écrit sous la forme :

0 % -5
B°=K*| -§ 0 0 (3.24)
S 0 0
S etS; sont les moments statique de la sect®n
S = —/ xd S (3.25a)
s
$-— —/ xad'S (3.25b)
s

3.3.3 Recapitulatif

Sous les hypottses H1 &paisseurs faibles par rapport aux dimensions des
particules) et H2 (inclusions infiniment rigides), nous avons pu montrer que la micro-
structure continue egtquivalented un eseau priodique de "poutres” encaégs. Les
noeuds du&seau cimcident avec les centres des particules rigides ; ainsgdagtrie
du reseau est com@lement étermiree par la donee des centres des particules et de
leur connectivié (cf. Fig[3.6).

Le comportement gEcaniquetlastique de chaque liaison (ou poutre) est caresét
par les donaes @onetrigues de l'interface @paisseur et la formeegnetrique de la
surface) et les prog#iesélastiques de la matrice.

En outre, la priodicite de la microstructure impose que &seau de poutres soit,
lui aussi, @riodique. Ainsi, une ethode d’homogreisation griodique disckte sera
appliglee au eseau priodique afin d’identifier le comportement macroscopique.
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FiG. 3.6 — La microstructure continue eénodique eséquivalentea un Eseau de
"poutres” encasées.

3.4 Du micro au macro : Homogenéisation discrete

3.4.1 Principe

Les mocklisations nécaniques existantes des @&r&ux bitumineux se situent
dans le cadre des milieux continus et les lois de comportement stetndreesa
partir d’exgeriences macroscopiques qui masquent, parémprent, le comportement
a I'eéchelle microscopique. Une alternatigecette approche macroscopique est de
déduire la loi de comportement des ma&ux bitumineuxa partir du comportement
des connexions entre particules et de leur organisagomgtrique, c’esta-dire d’ho-
mogereiser le eseau de liaisons. Cettémarche d’homogréisation est @velopee
dans cette section.

Le point de @part de 'homogreisation est la maglisation nécanique du milieu
étudié au niveau microscopique, ici léseau de liaisons assigdésa des "poutres”.
Nous avons choisi de métiser le magriau comme un milieu discreépodique ayant
une cirematique de translation et de rotations, le cadre est celugldesticit lineaire.
Pour homog@reiser le eseau de liaisons, nous avons aéata modlisation choisie,
la méthode d’homogreéisation discete evelopgee dans Pradel et Sab (1998), Pradel
(1998).

3.4.2 D[eveloppement de la @marche

Un milieu 3D discret priodique est gréré a partir d'une cellule unitaire et 3
vecteurs de translatiom{, a,, a3). Deux noeuds (ou atomes) deseau sont du éme
type s’ils peuventétre obtenus I'un de l'autre par une certaine composition des
vecteurs translations.

Comme illusté dans le &seau bi-dimensionnel tri-atomique de la figlre] 3.7,
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la cellule de base n’est pasfihie d’une facon unigue. Cependant, les modules
élastiques effectifs ne sont pas sensibles au choix de la cellule uaitzoredition que
la méme microstructure soit produite.

FIG. 3.7 — Le néme Eseau priodique de liaisons est produit avec deux cellules uni-
taires diferentes.

On consi@re un eseau priodique de poutres encasts et chaiges en leurs
extremites qui occupent I'espace. Chaque éxtite est une particule ayant six de
deges de libe¢ : Trois en translation et trois en rotatiof)(x%' est la position

geonetrique de la particulP®' o a est un triplet d’entiers regrant la celluler® ( cf.
Eq.[3.26) dans le répe @,, a,,a3), eti est le nuréro de la particule dans cette cellule.

Y& = {x=x1.8) +%.8,+X3.85 X € [0k ax+1] } (3.26)

La cinéematique de ce milieu esédrite par lequation 3.27 :

(g,g) - {(gﬁvi,ggvi) Ci=1.n, ae Z} (3.27)

Ou (u), (¢) designent les translations et les rotations respectivement.

Pour chaque couple de noeuds conesct (ng‘, PE’J) , 'energie de éformation

W (d°,8°) est donie par lequatior] 3.2]1. l&rérgie totale de la cellule unitaiié’ est
donree par lequation suivante :

W (u.0) = 3 xy(0) e (d°5) (3.28)
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La fonction indicatricexy(c) du couplec repesente la moié du nombre de
particules du couple appartenana la celluleYY :

Xy(€) = %Card ({ngi , Pﬁvj} mYY> (3.29)

L'objectif de la cemarche initialement propee par Pradel et Sab (1998) est de
remplacer le milieu discret par un milieu continu de Cosserat. Nous nous limitons ici
au cas ou le milieu homegmeéequivalent est de type "Cauchy”.

Afin d’identifier le comportement homeégeis, une proédure de localisation
qui lie les grandeurs cématiques macroscopique la cirematique dis@te doit
étre identifee. Pour cela, on introduit 'ensemble des champ<£roatiquement
admissibles avec laéflormation macroscopiquge comme suit

usi - uB . (xe —xB1) (3.30)
0

K(E): <u’9>’ V(E’g’i> ¢g7l_¢ﬁl

L’ énergie de éformation assoée au chargement macroscopiquipdiquek,
W (E) d'une celluleY? se calcule de la magie suivante :

W(E)= min ny W (d°,8°) (3.31)
- u¢ eK

La solution du prol#me de mlnlmlsatlon gedent (cf. Eq.[ 3.31) &end
linéairement en fonction du paratne de chargemef.

Le comportement du milieu homegeéquivalent estéfini de la marére suivante :

W (E) = %géHOmg (3.32)

Ao repesente les modules Baires effectifs duaseau.

3.5 Mise en oeuvre nura@rigue

Dans cette section, oredeloppe les techniques nénques les plus couramment
utilisées pour la&solution des proBmes erelasticit linéaire.
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3.5.1 Position du probEme

Le probEme physique consiste en l&tdrmination de la position dguilibre
finale de chaque particule du sysemeE occupant une certaine positiandans sa
configuration initiale. On se restreindra au casle mode de chargement auquel
le sysemeE est soumis est de type translations (et/ou rotations ) iégssur les
particules se trouvant sur les bords :

gi — EXI
e_t/ou Vi € bord
¢ =0

ou de type chargemenépodique en translations et rotations :

u-u=E(X-x) oo
i —0 v(i, j) en visa-vis

Dans tous les cas, les conditions aux limites en translations et/ou en rotations
peuventtreécrites comme suit :

[fee

<<
]

10

~

ou :

—y= [gl,q)l, ., uN . oN| est le vecteur deséglacements et des rotations de tous
les noeuds,

— B est une matriceM x N. M est le nombre total @&quation lirgairement
indépendantes traduisant les conditions aux limites,

— cestun vecteur d’ordri.

Ainsi, la détermination de la solution du pr@vhe se ramnea la ©solution du
probleme de minimisation sous contraintes d’'une fonctionnelle quadratique :

min }
{y. By=c} 2

ou A est la matriceN x N de la rigidi€ globale.

yAY (3.32)
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Ce probéme peuttre Esolu par diverses @thodes d’optimisation telles que la
méthode de pnalisation, la rathode des multiplicateurs de Lagrange et kthode
du lagrangien augmeni{voir/Glowinski (1984)).

Dans le cas 0 les conditions aux limites songgodiques; Michel et al| (1999)
ont developg une néthode deé&solution base sur la Transforende Fourier Rapide
(TFR).

Nous avons choisie d'utiliser la @hode du lagrangien augménpour la
résolution de[(3.32).

Dans le pragraphe suivant, on donne les principagsultats (teoemes de
convergence et dguivalence). On sé&féreraa Glowinski (1984) pour plus decthils.

3.5.2 Meéthode du Lagrangian augmeng
3.5.2.1 Principe de la nethode

Soit A une matriceN x N symétrique, @finie positive eb RN, on associé A
etb la fonctionnelle quadratiqué: RN — R définie par :

(A.v,v) — (b,v) (3.33)
ou dans lequatior} 3.33(.,.) désigne le produit scalaire canoniqueRfe.

SoitB une application ligaire deRN aRM, donc identifiablé une matricévl x N.
on introduitégalement € RM tel que :

ce {qeR™ v e R tel queq =B.v} (3.34)

On consi@re le probdme de minimisation suivant :

{ Trouveru € Htel que

J(u)<J(v) WeH (3.35)

avec

H={veRN, Bv=c} (3.36)
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I'ensembleH est non-vide i # @), ce qui signifie que le prodine [3.3p) admet une
solution unique.

Suivant une technique bien connue, on introduit un multiplicateur de Lagrange
p € RM qui transforme le proiime de léquatior) 3.35 en un prafihe sans contrainte,
soit :

min {J(v)+ (p,v—c)} (3.37)

veRN

Le multiplicateur de Lagrange apparait comme une inconnue supplmentaire qui
peut étre obtenue moyennant lasolution d’'un prol®@me de point-selle. De facon
précise on éfinit le Lagrangiere : RN x RM — R par :

L(v,q) =J(v)+ (9,B.v) (3.38)

On rappelle qudu, v} sera point-selle d& surRN x RM, si

£(u,q) <L(v,q)WeRN geRM (3.39)

et I'equation pecedente implique

| = ' = 4
min, ma £ (v,q) = max min £(v.q) = £ (u.p) (3.40)

D’apres Glowinski|(1984), le point-selle solutiofu,p} surRN x RM, est unique si
et seulement si la matridg est surjective, i.eRang(g) = M. Ceci implique qudes
conditions aux limites traduites p&, doiventétre lineairement inépendentes

Le résultat classique suivant est essentiel pour la suite :

Théoreme 3.1La solutionu du probEme de[(3.35) est cardsisée par I'existence de

p € RM telque
™B1[u b
2 olls]-lc] @41

Le lagrangien augmeat’, pourr > 0 est @&fini comme suit :

l|l@m|>
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Bv—c|’ (3.42)

|.| désigne la norme euclidienne canoniqueRl¢. On cmontre facilement que
tout point-selle deZ; est point-selle deC et reciproquement. Ceci tient au fait que
r.|B.v—c| s'annule quand la contrain®.v = ¢ est satisfaite. Ainsi, la solution de

est caraétisee par I'existence de € RM telque :

HIBRH
avec
- A =A+1"BB
— b, =b+rTB.c
Il convient de remarquer que pogr=0on a:
£ (v,0) = 3(v)+ 5 [By—cf (3:44)

Soitla fonctionnelle pénalisteclassique relativa la contrainté8.v = c.

L'avantage du Lagrangien augméngst que, par suite de lagsence du terme
(g,g.y—g), la solution exacte du proéllne peuttre cetermiree sans faire
tendrer vers l'infini, contrairement aux Bthodes de gnalisation ordinairestocela a
pour effet de @teriorer le conditionnement des systesa resoudre.

En outre, le fait d’ajouter le terme quadratiqt%e}é.y—c_:]2 au Lagrangien.,
aneliorera les propétés de convergence des algorithmésrits dans la suite.

3.5.2.2 Algorithmes de @étermination de point-selle

A partir de I’équatio, il est clair quee RM est solution du systme lireaire
Suivant :
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oo
IIJ>

TBp=BA b -c (3.45)

D’apres | Glowinski (1984), la matrlcéSA 1TB est synetrique semi-definie
positive. Ainsi, deux algorithmeséitatifs peuvenétre appligés pour lagsolution du

syseme lirtaire [(3.4p) :

1. Algorithme du gradiena pas fixe (gradient standard). Dans ce caséthode
est desigree sous le nom d’algorithme de Uzawa avec gradient standard.

2. Algorithme du gradient conju@u Dans ce cas la @hode est @sigree sous le
nom d’algorithme de Uzawa avec gradient congigu

Nous avons choisi I'algorithme du gradient conjaéglesétapes de cet algorithme
sont cecrites dans le paragraphe suivant.

Algorithme de Uzawa avec gradient conjuge
Introduisons la matricé! x M B, et le vecteu§ deRM comme suit :

8-BA LB, B=BAb —C

Lorsque la matriceB est (semi) éfinie positive, le sysime lireaire8.p = 3 peut
étre &solu par I'algorithme du gradient conjugsuivant :

Etape 0 : initialisation

p° € RMarbitrairement dor (3.46a)
g’ = B.p°-B (3.46D)
wP = e (3.46¢)

Pour n> 0, p™*, g™, w™! se calculent en fonction ¢&', g" etw" comme suit :

Etape 1 : la descente

(gn’ wn) _ }9n| (347 a)

p"tt=p" —pp.w" (3.47h)
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Etape 2 : la nouvelle direction de descente

9n+1 — Z'En—’_l . E (3483)
‘gn+1‘2
whth = g™ 4 yw” (3.48¢)

Une fois que{ p”}n>0 a conver@ vers la solutiom, le vecteum est obtenu via la
relation : -

u=A"'(b,-"B) (3.49)

Compte tenu du fait que = g.é;l.Tg, I'impl émentation pratique du @eedent
algorithme est la suivante :

Etape 0 : initialisation

p? € RMarbitrairement doré (3.50a)
x*=A"" (b, —-TB.p°) (3.50b)
=c-Bx’ w=¢° (3.50¢)

Pour n> 0, p"*1, g™, w'! se calculent en fonction g#', g" etw" comme suit :

Etape 1 : la descente

=AtTBw" (3.51a)

n"=BE"(=Bw") (3.51b)
n|2

Pn= ‘9 ‘ (3.51¢c)
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p™t=p"— pw" (3.51d)

Etape 2 : la nouvelle direction de descente

g™t =g"—pnn" (3.52a)
|gn+l |2
Vo= =) (3.52b)
9"
WFH—l — 9n+1 +Vn.V_Vn (352C)

Chaque iération de I'algorithme g@eedent cessite la&solution d'un sygtme
lineéaire faisant intervenir la matrice sgtique @finie positiveA  (cf. Eqs
et [3.514). Il est donc possible d'utiliser laéme factorisation de Cholesky de
A =L, .TL_pourtoutes les érations.

Nous avons choisi d’utiliser la @thode du gradient conjuguoour la €solution du
syseme lineaire dans chaqueération.
En effet la neéthode du gradient conjuguest spcialement attrayante car
théoriquement, i.e. si onéglige les erreurs d’arrondis, elle converge en un nombre
fini d'it érations € M).
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3.6 Conclusions

Dans ce chapitre, une melisation nécanique dis@te de la microstructure
continue constitée par un assemblage &siif d’inclusions &te propoge. L'assem-
blage est constitu par deux phases : Les inclusions, relistes par lesagions de
\Vorona contracées, et la matrice occupant les interfaces entre inclusions voisines.

Au prix de deux hypotbses :H1 (épaisseurs faibles par rapport aux dimensions
des inclusions) eH2 (inclusions infiniment rigides), nous avons pu montrer que
la microstructure continue egtquivalentea un Eseau priodique de “"poutres”
encastees. Les noeuds déseau cimcident avec les centres des particules rigides ;
ainsi, la georrétrie du eseau est complement étermirée par la donee des centres
des particules et des leur connecévit

Le comportement gcaniquetlastique de chaque liaison (ou poutre) est caragt
par les donaes @onetriques de I'interface Epaisseur et la formesgnétrique de la
surface) et les propgtesélastiques de la matrice.

En outre, la priodicite de la microstructure continue, impose quetlesiau de poutres
soit, lui aussi, priodique. Ainsi, une thode d’homogréisation griodiques dis@te
aété appligeee au éseau priodique afin d’identifier le comportement macroscopique.

Le mockle propoé a fait I'objet d’'une publication dans un coegrinternational
(Lachihab et al.[(2002)).

Un outil nunérique aéte develop@ en langage C/C++, permettant le calcul et
'assemblage des matrices des rigiditlementaires ainsi que lé@solution nurérique
du probEme de minimisation par la @hode du lagrangien augméngn utilisant
I'algorithme de Uzawa avec gradient conjégu

Dans le chapitre suivant, la validitet les limitations du made discret propds
serontétudéesa travers des comparaisons avec latmode de€lements finis sur
deux microstructuresgulieres : le éseau cubigue simple et leseau cubique cegtr
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4.1 Introduction

Rappelons que la microstructure du éarédu moale étudié ici, consiste en
un assemblage cékif d’'inclusions doaes de mouvement de solide rigide. Les
inclusions sont maglisees par lesagions de Voroniocontracées. La matrice se situe
dans l'interface entre deuggions voisines.

Dans le chapitre @oedent, il agtt monté que dans le cas limitaidesépaisseurs
des interfaces sont faibles par rapport aux dimensions des inclubypiiese HJ,
et les inclusions sont infiniment rigidesypothese HJ , un tel systme eséquivalent
a un eseau de "poutres” encasds et cha@es aux noeuds. Lé&seau de "poutres”
est alors homagreis via une néthode d’homogréisation disaete (cf. Fig[ 4.]L).

| Milieu homogéne

= — équivalent

FIG. 4.1 — La microstructure meéde estéquivalentea un €seau priodique de
"poutres” encas@res. Le milieu homagne équivalent est @duit en appliquant une
méthode d’homogréisation disaete.

Dans ce chapitre, les @dictions du moéle discret propds sont compdresa
celles donges par la rathode de€lements finis. Deux structureggulieres ontete
choisis : le eseau Cubique Simpl€§ et le €seau Cubique CegtfCC).

Nous avons, tout d’abordatudie I'influence de I'hypotkseH?2 sur les esultats
obtenus. Pour ce faire, les estimations par édhude deglements finis des prof@ies
effectives dans le cas limitaides inclusions sont infiniment rigides d&té compages
a celles prenant en compte la rig&idles inclusions pour trois fractions volumiques
d’agrégats f = 61%, 73% et 80%).

Afin d’améliorer le moele pour le eseauCS un modle analytique prenant
en compte la dformation des inclusions @te, ensuite, @évelop. Les estimations
du mockle analytique ontete compagesa celles obtenues par laéthode des
eléments finis. Les promtées effectives du made analytique dans le cas limite tes
inclusions sont infiniment rigides oBté compages aussa celles prenant en compte
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les ceformations des inclusions.

Enfin, les pédictions du moedle discret propds ont &€& compages avec les
estimations obtenues par laéthode deslements finis dans le cas limiteudes
inclusions sont infiniment rigides pour les de@seauxCSetCC.

4.2 Limitations de I'hypothese H2 "inclusions infini-
ment rigides”

Dans la moélisation discéte propoée, les inclusions sont sup@es infiniment
rigides (hypoteseH2). La premére question que nous nous sommes$past "quelle
est I'erreur commise par le métk duea la ceformation des aggats ?".

Pour Epondrea cette question, nous avons fait apgella méthode d’ho-
mogereisation @riodique des milieux continus. Deux microstructuresqdiques ont
été choisies (1) les inclusions sont dispéss suivant unéseau Cubique Simpl€§
et(2) les inclusions sont dispéss suivant unéseau Cubique Cegt{CC).

Dans un premier temps, les prébies auxiliaires d’homageisation griodiques
sont €solus nurariquement par la gthode de€lements finis. Ainsi, les progies
effectives dans le cas limite d’'inclusions rigides sont cor@psa celles tenant compte
de la ceformation des inclusions pour les deux microstructures choisies.

Dans un second temps, nous proposons une solution analytique caproes
problemes auxiliaires d’homagéisation g@riodique pour le @eauCS Ainsi, une
borne suprieure des modules effectifs faisant intervenirééodmation des inclusions
est ceduite.

Afin de valider le moéle analytique prop&s une comparaison avec le&thode des
elements finis &te effectiee dans le cas limite d’inclusions infiniment rigides.
Enfin, ce moéle analytique est utiles pour I'estimation de l'erreur induite par
I’hypotheseH2.

4.2.1 Homognéisation periodique par la méthode deslements fi-
nis des eseauxXCSet CC

4.2.1.1 Gonetries et problemesa résoudre

Nous avons vu dans le chapitre 2 qu’une structure en cubesasEg par la
méthode de Vororioen placant les sites suivant uaseau cubique. En placant les
sites suivant unéseau Cubique Ce#gtrCC), une structure erétraadres tronqées
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(appeés encoredtrakadécadres) estgrérée par la rathode de Vorondcf. Fig.[4.2).

(a) (b)

FIG. 4.2 — (a) egion de Voronopour le EsealCS(b) région de Voronbpour le Eseau
CC.

Les inclusions sont, alors, mélisees par lesagions de Voroniocontracées (des
cubes pour le@sealCs et des étrakddécadres pour leé@sealuCC). Le rapport de
I'homothétie appliq@ea ces structures esgala f1/3 (f est la fraction volumique des
inclusions).

Ces structuresgulieres pesentent I'avantage efre geriodique. En effeta partir
d’une celluleelementaire et de trois vecteurs de translations, il est possibleréesy
des structures en cubes ou étrakddéecadres. Plusieurs choix de la cellule de base
sont possibles, toutefois, le comportement effectif est insensible au choix de la cellule
de base.

Pour ceterminer les propéites lineaires effectives, il est possible d'utiliser la
méthode d’homogréisation @riodique des matiaux continus. Dans la suite,
nous pésentons quelques rappels sur lathode d’homogreisation @riodique en
elasticié linéaire.

Quelques rappels sur I’homogneisation periodique des maeériaux continus en
élasticité lineaire

Soit un maériau composite dont la microstructure est féeempar la epétition
spatiale d’'un motifelementaire constitide diferents matriaux comme le montre
la figure[4.8. Pour la simplid@ de I'expog§, on se limited des repsentations
bidimensionnelles. Ce moti&lementaire, qui seépete de proche en proche, est
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géréralement dsigré sous le vocable d=ellule de baselu maériau.

& -

o I

FIG. 4.3 — Microstructure @riodique d’'un matriau composite.

En premier lieu, il s’agit de &finir le processus de chargement auquel est soumis
la cellule de base.
Pour ce faire, on introduit deux espaces :

1. Espace des champs de contraistasiqguement admissiblegs5.4) :

div(a(x))

0 (4.1a)
g(x+a).n =g

(X).(—n) (4.1b)

lna

65/‘7[<:>{

L' équatiorj 4.Tja traduit&quation dequilibre.

L' équation[ 4.Ib regsente la condition dite d’anépiodicitt entre deux
points en visa-vis du bord de la cellule de base ('un seddit de l'autre par
periodicite).

2. Espace des champs depthcementsinematiquement admissiblegC.4) :

u(x) = E.X+ Uper (X) (4.2a)

ueca e { Uper(X+8) = Uper(X) (4.2b)

Leséquation$ 4.7a ¢t 4.2b expriment que le champs @pkdements eétgal
a la somme d’une fluctuationepodiqueu,, et d’un champs deé&placement
linéaire caraéris par son gradient sy&triqueE.
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L’ énergie des &ormations calc@e sur la cellule de base, d'un champ de
déeplacement" 4 dans un champ de contraint€gl, s'ecrit de la marére suivante :

vueca voesa W(gu) = [ o:grad(u)do

- <c:r>Q Et (gn) upeds (4.3)

< . >gq désigne I'operateur de moyenne volumique sur la cellule de Qase
Du fait que la fluctuatiom ., est eriodique et.n est antigriodique, on peut montrer
gue (lemme de Hill-Mandel) :

Jso (g.g) UpedS = (4.43)
WECAVEEST | (o:gad)), <>Q:<é>g
3 E (4.4b)

Z est la contrainte macroscopique horaog etE est la @formation macrosco-
pique homogne.

I
la

L' équation pecedente (Eql 4.4b) exprime que la cellule de base est soumise
un mode de chargemeatsix parargtres (les six composantes B¢ La contrainte
2 apparé comme le paragtire statique en duaditdans I'expression deéhergie de

déeformations.

Ainsi, pour chaque &formation impose E, le probEme auxiliaire d’ho-
mogereisationa résoudre est le suivant (pour plus detalls cf. Sanchez-Hubert| et
Sanchez-Palencia (1992)) :

(diva(x) =0
a(x)=a(x)e(x)
£ (x) = grad® (u (x))
u(x) = Ex+uP® (x) (4.5)
UPer(x) = uPe" (X v(x, x) en visa-vis
| o.n(x)+a.n (x/ =0 V (x,x) en visa-vis
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Les modules homdgéis’eesé“om sont cefinis de la margre suivante :

RN S
:Q ICr;l/ E+ g: per)) g (E—'—M (gper))dQ
—E:A™ME (4.6)
et la contrainte macroscopiqiepar :
2= (o) =A"mE 4.7)

Retour aux structuresCSetCC

Les structure€S et CC pos®dent trois plan de syatrie. On parle, alors, d'une
symetrie cubique. Le comportement &aire élastique homagréis de ce type de
structures est madise par trois constantes iegendante : les deux coefficients de
Lamé AHoM et yHoM et un coefficiendu™°™ qui mesure 'anisotropie cubique (cf. Eq.

[4.8):

0ij = NHOMTT () -+ 2 (W1Om-+ o) g vi = | @)
Oij = ZUHomSij Vi |

Il est aussi possible deéfinir le module de compressibgithomognréise koM et
le coefficient de Poisson homexggise vH°™ comme suit :

1
kHom: é (3}\H0m_'_2 (uHom+ éuHom)) (49)
vHom _ 3kHom_ 2 (uHom_|_ 6uHom) (4 10)
6kHom+2(uHom+ 6|JH°m) '

Ainsi, la determination des prop@és élastique ligaires effectivesk{!om, pHom

et dpH°o™) nécessitent lagsolution de trois proBimes auxilliairePV, P2 et P2
poss sur le huitme de la celluleelementaire priodique. Les trois &formations

homogenes appligées sont :
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1. Déformation (1) :Allongement dans la direction 1 :

100
EYV=100 0 (4.11)
000
2. Déformation (2) :Une dilatation isotrope :
100
E@?=(010 (4.12)
001
3. Déformation (3) :Cisaillement dans le plafi, 2) :
010
E®=(100 (4.13)
000

Chaque protime PU) (j = 1,2,3) est ésolua l'aide du code de calcul par
éléments finisCASTENMOOO. Lesélements finis utiliés sont desétraedresa 4
noeuds (cf. Fig. 4]4).

(1) (2)

FIG. 4.4 — Maillage du huime de la cellul&€lémentaire priodique : (1) ésealCs;
(2) resealCC.

A partir des énergies des é_dormationsw(j) (j = 1,2,3) correspondant aux
deformations macroscopiqud;sm (j = 1,2,3), les propretes lircairesélastiques
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homogereises (module de compressit@likH°™ module de cisaillemento™ et
coefficient d’anisotropie cubiquit®™) se calculent de la magrie suivante :

2W(2)
Hom _ <
k =37V (4.14a)
1W@®)
Hom _ —
om = 220 (4.14Db)
1/3 1 1
Hom _ “w@ _ 2w@ _ 2w®)
3 v ( SWE — W@ - ow ) (4.14c¢)

V est le volume de la cellulelementaire.

4.2.1.2 Resultats des simulations paklements finis

Le coefficient de Poisson de la matrice et celui des inclusions s@s&Hi@ 25.
Une étude parai@trique sur le rapport entre le module de Young de la magfée
et celui des inclusiong&' a éte meree pour trois fractions volumique d’inclusions
(f =61% 73%¢t80%).

Les resultats des simulations néniques sont traes sur la figuré 4.5 pour le
réseau cubique ce®tet sur la figurg 4]6 pour I&€seau cubique cegtr

A partir de ces courbes, on constate que chacun des moelakijues effectifs
(kHom yHom et 5uHO™) converge vers une valeur asymptotiqi@d™, phiom et dptiom)
lorsque le rapport entre le module d’Young des inclusions et celui de la matrice tend
vers l'infini :

lim kHom — Hom
El koo

EM*)OO
I|im lJ'Hom:p'ol-{!om
EEM_M
|I|m 6|J.Hom: Iloljom
EEM_wo

Afin de quantifier lecart entre les moduleslastiques prenant en compte la
déformation des inclusions et ceux dans le cas limitées inclusions sont infiniment
rigides, pour chaque moduddastique effectiZt!°™ obtenu avec un contraste= EE,ér
on cEfinit I'erreur relative comme suit :

ztom_ 7%

ex (X) = ~ Zrom (4.15)
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ZHom et |a valeur asymptotique @&'°™ lorsquex tend vers l'infini & 10%).
Les erreurs relatives sur les trois moduddesstiques pour leasealCSsont traées sur
la figure[4.7. Celles dubsealCC sont tra€es sur le figure 4.7.

A partir des figure§ 4|7 ¢t 4.8, on peut conclure qu'un contraste minimal de 100
entre la rigidié de la matrice et celle des inclusions estessaire pour avoir désart
relatifs acceptables. Lexcart relatifs pour un contraségala 100 sur les modules
de compressibilé et les modules de cisaillement des deégeauxCsS et CC sont
inférieursa 15% (cf. Tal 4]1 pour l&sealCSet[4.2 pour le &sealCC).

| [ f=61%] f=73%] f =80%|

Module de compressibibt| —4% —6% —8%
Module de cisaillement —3% —5% —7%
coefficient d’anisotropie cubique —13% —16% —21%

TAB. 4.1 — Recapitulatif des erreurs relatives pour un contraste de 100. C&sedaur

CS(calculs pa€lements finis).

| [ f=61%] f=73%] f =80%]

Module de compressibiét| —4% —5% —8%
Module de cisaillement —7% —10% —14%
coefficient d’anisotropie cubique —8% —10% —13%

TAB. 4.2 — Recapitulatif des erreurs relatives pour un contraste de 100. C&sdau
CC (calculs pa€léments finis).

4.2.2 Une borne suprieure des coefficients élastigues ho-
MOQENEILS pour le reseauCsS
La détermination des moduleslastiques effectifs duéseauCS nécessite la

résolution de trois probimes auxiliair(_—:‘sF(j pour j = 1,2,3) correspondant aux trois
deformations homagnes appligeesE ) pour j = 1,2,3 (cf. Eqs| 4.1/1, 4.12 et 4.13).

Dans la section j@edente, la&solution ded) (pour j = 1,2,3) aéte meree
numeriquementa l'aide du code de calclCASTEMO000. Une alternativé cette
approche, serait de proposer une solution analytique appeodb chacun de ces
problemes auxiliaires. Dans cette section, une solution appeeh éformation sera
propo£e pour le gseau Cubique Simple. Ainsi, une borne énigure de€nergies
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FIG. 4.7 — Estimationpar la méthode desélements finis de I'erreur relative sur
les module£lastiques effectifs induite par I'hypatke "inclusions infiniment rigides”
pourle reseau cubique simple (a) module de compressibiéf(b) module de cisaille-
ment et(c) coefficient d’anisotropie cubique.
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FiG. 4.8 — Estimationpar la méthode desélements finis de I'erreur relative sur
les module£lastiques effectifs induite par I'hypatke "inclusions infiniment rigides”
pourle réseau cubique cent: (a) module de compressibidit (b) module de cisaille-
ment et(c) coefficient d’anisotropie cubique.
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W) (pourj = 1,2,3) assodes, respectivement, aux prébiiesP!l) (pourj = 1,2,3)
du résealCSsera @duite.

Cette borne sugrieure sera, par la suite, utdéis pouréetudier I'ecart relatif entre les
modulesélastiques homdgeises tenant compte de€frmations des inclusions et
ceux dans le cas limitetdes inclusions sont infiniment rigides.

4.2.2.1 [eveloppement de la @marche

Les inclusions sont dispéss suivant unéseau cubique simple. Elles sont,
périodiquement&pakées par une couche de matrice.
Une solution approde du prol®me d’homogreéisationP (cf. Eq.[4.5) consisté
supposer que :

1. les cformations sont homémes par morceau. La figyre 4.9 montre une illus-
tration en D des diferentes zones,

€(x) =€ Vxe regiork), Vvk=1.n (4.16)
2. les Egions en visa-vis doivent avoir une gme aformation,

¢ = &lpour chaque couple dégions(i, j) en visa-vis (4.17)

3. la moyenne volumique de toutes Iés‘coirmationsgk (k= 1..n) doit étreégalea
la deformation homogne macroscopique impesE :

<§k>v ~E (4.18)

En outre, la continué du ceplacemené I'interface entre deux domaines voisin s
et j doit étre satisfaite, d'o :

(e ) ¢
t(¢-¢) e

1:1. (gl _§j> 'EZ -0

1o
oo

I

o o

I1en

(4.19)

(n,gl,gz) est la base locale de l'interface entre les deux domaines vaistrjs

Notons C4 (E) I'ensemble des champs d@fdrmationq e, k=1..n} compa-

tibles avec les conditions dé&sjuations 4.16, 4.17 et 4]19 etnfiant la relation de
moyenne assoee a la ceformation macroscopiqug (cf. Eq.). LEnergie des
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FIG. 4.9 — En D, les inclusions sont dispess suivant unéseau ca&. Les
deformations sont homeges par morceau.

déformationlastiques assa@ea la ceformationkE se calcule de la magie suivante :

(4.20)

NI I—\
Ilm

W(E) = min 2

{gk k=1.n}ecAa(E)
est la matrice des raideurs du domaine

Le réseau cubique simple peéske une syr@trie maérielle cubique. Ainsi, la
résolution du protﬂme de minimisation deéquatiorj 4.20 pour les trois chargement
EW, E@ etE® (cf. Eqs 4.1]l} 4.12 ¢t 4.13 respectivement), nous permeédeirk
une borne sugrieure des coefficientdastiques homdeeises

En outre, seul le hugime de cellule de base est co@sd Dans ce cas, comme le
montre la figur¢ 4.0, le nombre total de zonedés/ea huit :

— une zone correspondant au heritie de 'inclusion. Son volume est Bat = f
et la ceformation correspondante est@et

— trois zones assa@es aux faceNA'B'B), (AAD'D) et (ABCD). Les ceformations
correspondantes sont get, respectlvememt2 € eta Le volume de chacune

estVy = £2/3 (1 ( _ f1/3)’

— trois zones assa®@s aux d@tes AB), (AA) et (AD). Les ceformations corres-
pondantes sont negs, respectivemergs, g, ete . Le volume de chaque zone
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estV, = f1/3. (1— f1/3>2,

— une zone assam® au pointA. La deformation correspondante est ém)gs. Le

3
volume de cette zone e} = (1— f1/3> :

Il est facile de erifier que :

Vi+3. (Vi +Va) +Vp=1

Df

o
A ]LB’

I

<D-
Y X
X —N

FIG. 4.10 — Un huittme de la cellule de base tridimensionnelle. Lef@dnations sont
homognes par morceau. Le nombre total de zones est huit.

4.2.2.2 Resultats des calculs analytiques et comparaison avec les simulations par
EF dans le cas limite d’inclusions infiniment rigides

Résultats des calculs analytiques :

La résolution des trois probines de minimisation (E¢. 4]20) asssciaux trois
chargementE®, E@ et E® a étt merge a l'aide du logiciel de calcul formel
Mal peVIl. Une borne suprieure des coefficientdastiques homdgeises aéte ainsi
deduite :
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p ((u'—u“") f1/3+uM)

pSUP = (4.21)
(—H M) £ (W — M) £1/3 M
) (ZHM . kM) f _3f2/3kM + kM(kM+4“M)
keUP = KK (4.22)
3f—3f2/34 Kira '
KM
spup_ 1 (8K ) () 935 1) 2(kMay) (1K) )
pr = 4 My (i Hl,\/|)f4/3(f1/371)2
18 T +3(2pM K -2l +KM) (£ —£2/3) +kM4-4pM
L (3(KM-+4RM) (24— 21+ ) 1273 (KM -+ 4,M)?)
1 YA 4/3(11/3_1)2 (4.23)
18(kM k) ( HIJ/IHTZJM (11/3-1) +3(24M K — 24 kM) (F— 2/3) kM- 4pM
M (M M
L —2(2uM—kM)f—3f2/3kM+% WM (( 13- 1) M £3/3)
4 3f,3f2/3+Tkl“(”+fEM (= F+ PR+ (— F1/34f 1) M

avec :
— f estla fraction volumique des inclusions,

— M, kM sont, respectivement, le module de cisaillement et le module de com-
pressibilie de la matrice,

— W', k! sont, respectivement, le module de cisaillement et le module de compres-
sibilité des inclusions,

— WSUP, kSUP et opSUP sont, respectivement, le module de cisaillement, le module
de compressibilé et le coefficient d’anisotropie cubique estignpar la borne
sugerieure.

Il est a noter que, contrairement au coefficient d’anisotropie cubdyie’, les
coefficientspPPe" et KUPPE" sont des limites sugyieures des modules "exactg™°™
et kHo™M estineés par la rethode destlements finis. En outre, les estimations des
équation$ 4.2[-4.22 sont exactes pbur 0% etf = 100%.

Lorsque les inclusions sont infiniment rigides, un passelgdimite desquations
[4.21[4.28 lorsqué' ety tendent vers l'infini, nous permet déduire une estimation
des coefficient€lastiques homdmeises dans le cas limiteudes inclusions sont
infiniment rigides :
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sup_ MM
W= (4.24)
1 (4pM —2KM) £1/3 - 3KM
up_ =
k3! =3 T (4.25)
1 (—ZHM—f—kM) f2/3+ (kM +4HM) £1/3
sup_ —
Bi'P= 72 T3 (4.26)

Comparaisons avec les simulations palEF dans le cas limite d’inclusions
infiniment rigides :

Afin de valider le moéle analytique prop@s les pedictionsks ", 1% et 3"
dans le cas limite d’inclusions infiniment rigides sont conggar respectivement, aux
coefficients "exacts” obtenus par ls&thode deglement finis kKEF, LE et SUEF).

Pour ce faire, nous introduisons I'erreur relative sur un modit& par rapport au
module "exact” obtenu paléments finiZEF comme suit :

7Sup_ 7EF
ZT,:Z(>0 pourZzF #0

Signalons que, lorsque la fraction volumique des inclusions est nulle, on a :

Sr:

SUEF = 5pSUP=0 d'ou, & = 0%
Les @sultats des comparaisons sont &aclans les figurds 4J1[1, 4.12[et 4.13
respectivement, pour le module de compresséitibrmali& (%’,T), le module de
.. ., yHom _ . . . L 1, ouHom
cisaillement normals(”—u,;—) et le coefficient d’anisotropie cubique normal(é—‘ilmo—).

Une courbe &capitulative des diffrentes erreurs relatives est &acsur la figure
4.14.
A partir de cette figure, il est clair que leséglictions de la borne sépeure sont
en accord avec les estimations par léthode deslements finis des coefficients
élastiques homameises aussi bien, pour leses faibles fractions volumiques
(f < 10%) que pour les fortes fractions volumiqués{ 50%).

L'erreur relative sur le module de cisaillement eseiéurea 5% pour toutes les
fractions volumiques. Les valeurggatives des erreurs relatives qui apparaissent dans
la courbe de la figure 4.112 (et aussi dans la figure|4.14) lorsque la fraction volumique
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FIG. 4.11 — Comparaisons entieemodule de compressibilie normali€ obtenue par
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la méthode deg&léments finis %) et celui esting par la borne swgieure {‘—ljwr).
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FIG. 4.12 — Comparaisons entieemodule de cisaillemennormali€ obtenue par la
sup

, . .. EF o .
méthode degléments finis %ﬁw) et celui esting par la borne swgieure (J—J“W).
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des inclusions est importante, sont daasm raffinement insuffisant du maillage de la
structure. En effet, pour les fortes fractions volumiques d’inclusions, le raffinement
du maillage dans &paisseur de la couche de liant (la matrice) rendekolution
numerique par la rathode deglements finis &s caiteuse en terme de temps de calcul
et de capacé#t de stockage.

100%
-+ Erretir relative sur fe module de
| | compressibifité
75% 4 f . | = Erreur relative sur fe module de
| | cisaiflernent
) 3 | Erreur relative sur le coefficient
-% o0 S SU—— e - danjsotropie cubique
E H H H
8 25% oy g —— s
5 | |
L e T
-25%
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Fraction volumique des inclusions rigides

FIG. 4.14 — Recapitulatif des erreurs relatives das trois coefficientsélastiques:
comparaisons entre les coefficiedastiques "exacts” obtenus plar méthode des
elements finiset les estimations da borne superieure.

4.2.2.3 Applicational'estimation de I'erreur induite par I'hypoth ese "inclusions
infiniment rigides”

Le mockle analytique qui @&te propog pour le eseauCsS nous fournit une
assez bonne approximation des préfs effectives. Ces coefficients effectifs (Egs.
4.21/4.22 et 4.23) tiennent compte dé$atmations des inclusions.

Afin d’estimer I'erreur induite par I'hypotseH2 (inclusions infiniment rigides),
les estimations des modules effectifs dans le cas limitées inclusions sont infini-
ment rigides (Eq9. 4.41,4.22 [et 4.23) sont coraparaux coefficients effectifs des
équation$ 4.21,4.22 let 4]23.

Par analogie avec ce quigd fait avec la rethode de€léments finis (84.2.1.2), nous
avons @fini I'erreur relative sur le modul comme suit :
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sup  —sup

B Zx "= Zig B E!

& (x) = —upper X= EM
rig

Les variationls des erreurs relative sur _les trois coefficients effectifs en fonction
du rapportx = EEM sont traées sur la figure 4.15 pour les trois fractions volumique
(f = 61% 73%et80%).

Lesécart relatifs pour un contraségala 100 sur les modules de compressibilit
et les modules de cisaillement sontérieursa 15% (cf. Tal. 4]3).

| | f=61%] f=73%] f =80%]

Module de compressibibt| —8% —3% —12%
Module de cisaillemenf —11% —4% —15%
coefficient d’anisotropie cubique —15% —6% —20%

TAB. 4.3 — Recapitulatif des erreurs relatives pour un contraste de 100. C&sedaur
CS(calculs par la borne sugerieure proposee.

4.2.3 Conclusions

Les comparaisons entre les pragtes effectives des microstructures choisies
(reseauCSet reseauCC) dans le cas limite w les inclusions sont infiniment rigides
avec celles prenant en compte lesfamations des aggats ont mon& que le
contraste minimal entre les rigié# des deux constituants du g&rddu (les inclusions
et la matrice) pour lequel les coefficiertastiques homameéises sont peu sensibles
a la rigidite des inclusions (avec une erreur relativeridurea 15%) eségalea 100.

Un mockle analytique prenant en compte léfatmations des inclusions &té
developg@ pour estimer les prog@iesélastiques effectives déseau cubique simple
CS Les limitations de cette approximation cete discuéesa travers des comparai-
sons avec la gthode de®lements finis dans le cas limitaides deformations des
inclusions sont nulles.

L'approximation propo8e ainsi valiée aéte utiliste pour estimer le contraste
minimal entre la rigidié des inclusions et celle de la matrice avec lequel les f@@pgri
élastique effective duesealCSsont peu sensiblesla raideur des inclusions.

Le resultat pecedemmenttabli parélements finis &t confirne. En effet, avec
un contraste minimal de 100, les erreurs relatives sur le module de cisaillement et le
module de compressibiithomo@nreises est irérieura 15%.
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FiG. 4.15 — Estimationpar la borne supérieure proposee de l'erreur relative sur
les module£lastiques effectifs induite par I’hypatke "inclusions infiniment rigides”
pour le réseau cubiques simple (a) module de compressibiéit (b) module de ci-

saillement e{c) coefficient d’anisotropie cubique.
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4.3 Comparaisonsléments finis-mockle discret

Dans cette section, le mekd discret propds dans le chapitre predent sera
appligle aux eseauxCSet CC. La méthode d’homogreisation disaete sera utilise
pour calculer les coefficientlastiques effectifs des deugseaux discrets choisis.
Les resultats seront confrord a ceux obtenus paléments finis sur les structures
tridimensionnelles continues dans le cas limite les inclusions sont infiniment
rigides.

4.3.1 Homogneisation discete des eseauxXCSetCC
4.3.1.1 Gometrie et problemesa résoudre

Rappelons que lz&gion de Voronbassodke au ésealCSest un cubeA chaque
face du cubique est asséeiun connection (cf. Fifj. 416).

FIG. 4.16 — Cellule de baseepodique du éseau discreCS La région de Voronbest
un cube 6 connections identiquesont assoées aux 6 faces (c&s) du cube.

Celle du EseauCC est un étrakddécadre. Ce polgdre compte six caes et huit
hexagones (cf. Fig. 4.17).

Rappelons, aussi, que ces microstructuresguEs# trois plans de syatrie. Ainsi,
tout comme le cas de 'homéggisation @riodique de microstructures continues, trois
chargements sonéréssaires pour laadermination des coefficienéastiques effectifs
kdis (module de compressibié), pd's (module de cisaillement)dud's (coefficient
d’anisotropie cubique).

Nous consiérons les @formations homagnes?, E® etE® définies, respec-

tivement dans leéquation$ 4.11, 4.12 et 4]13.
La cellule de base aussi bien pouré&sealCSque pour le @sealCC contient un seul
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FIG. 4.17 — Cellule de baseepodique du éseau discreCS La région de Voronbest
un tetrakddécadres : 8 connections identiques aséesiaux 8 hexagones et 6 connec-
tions identiques assams aux 6 caés(14 connections)

noeud. On parle alors d’'urggructure mono-atomique

Le noeud central de la cellule de base poulgealCSest conne&@a huit autre
noeuds se trouvant dans les cellules voisines. CeluiédeauCC est conne& a
quatorze autres noeuds se trouvant dans les cellules voisines. Ainsi, seul & moiti
desénergies de &ormationélastiques assam@sa ces connections seront corésieks
dans le calcul de &nergie de éformationélastique totale.

La resolution de chaque praghe auxiliaireP!) (j = 1,2,3) est uniqued un
mouvement de translation gs. En annulant la partieegodique du mouvement de
translation du noeud centraj?[(er = 0), les conditions aux limites appligasa tous
les noeuds seront de la forme :

u=EWX .
o = o) Vi=1.n Vj=1.3 (4.27)

n est le nombre total de noeuds (8 pourésgalCSet 14 pour le ésealCC. '

E() est la dformation macroscopique homine assoéie au prot#me auxiliaireP())

pour j = 1,2,3. ¢! sont les trois rotations inconnues asgesa PU).

4.3.1.2 Resultats des calculs analytiques

La réesolution de chaque prashe auxiliaireP()) (j = 1,2,3) nous permet de
calculer les trois rotations inconnu@8c°""u Cette Esolution &t mereéea I'aide du
logiciel de calcul formeMaplevil.

Les proprétés élastiques effectives dieseau discret se calculent en fonction des
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énergiestlastiques de aformationW()) (j = 1,2, 3) respectivement, asséeis aux
probemesP()) (j =1,2,3) (cf. Eqgs| 4.14, 4.14bjet 4.14c).

Les iésultats des calculs sont :

kDiscret _ }AM + ZHM

=S (4.28a)
poiscret _ % - _“I\:l/s (4.28b)
Discret _ _% % (4.28¢)

pour le esealCS et :
Discret _ %% (4.29a)
Discret _ %*’_j‘/‘z (4.29Db)
spDiscret _ % ):\LM_—'; 5\2 (4.29¢)

pour le €sealCC.
f est la fraction volumique des inclusions.

A partir deséquations 4.28¢ c, on remarque quedesauxXCSetCContle
méme module de compressib#ihomogreis. Nous verrons dans le chapitre 5 que
cette expression reste aussi valable pour les microstruct@a&®mes lorsque IRV L
(Fraction Volumique Locale) des inclusions est uniforme.

Il est bien connu que le coefficient de Poisson pour le€rnaaix isotropes tridi-
mensionnelsy) est encadr par—1 < v < 0.5. Rappelons que pour les microstructures
a synetrie cubique, la formule pour le coefficient de Poisson est :

y— 3k—2(pu+dp)
6K+ 2 (p+ o)

Ainsi, a partir desquation$ 4.28 ¢t 4.28, il est possible de calculer le coefficient
de Poisson homageise pour les deux microstructures. Ce qui donne :
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VDiSCI’et -0 (430)
pour le EsealCS et :
- M M 1 1
Discret __ _
VS R T e < 3 (#:31)

pour le E€seauCC. Remarquons que ces coefficients de Poisson hénegs ne
dépendent pas de la fraction volumique des inclusions. Nous verrons dans le chapitre
5 gue cette indpendance reste aussi valable pour les microstructeatoile lorsque

la FV L des inclusions est uniforme.

Le coefficient de Poisson homoger&i®'scet est toujours nul pour leésealCS
Cependant, pour l&esealCC, la gamme des combinaisons possibles du coefficient de
Poisson qui peuverdtre couverts par le metk discret admet deux limites :

VDiscret: 15 if VM -1t (4'32)

{ yDiscret _ % ifuM .05
15

Les moments statiqué?'.zJ etSé‘J (cf. Eq. du chapitre 3) de toutes les connec-
tions, pour les deuxé&seaux consilées, sont nuls. Ainsi, pour ce type deseau,
toutes les connections soatjuivalentesa un ressort avec force normale, force de
cisaillement et moments de flexion et sans couplage entre les forces et les moments.
Comme illusté par Ostoja-Starzewski etlal. (1996) et Schlangen et Garkoczil (1996),
ce genre de@seau &guliers peuvent seulement répenter un milieu continu avec un
coefficient de Poisson iafieura 1/3.
Selon| Schlangen et Garbocgzi (1996), Day et|al. (1992) éntldp@ une néthode
pour mocliser des mdriaux avec un coefficient de Poisson &rgura 1/3.

Le mockle courant sera appliGuaux enrobs bitumineux. Le coefficient de
Poisson pour ce type de rdaiaux est inkrieura 1/3. Ainsi le reseauCC pourrait
modeliser ce type de matiaux ; cependant, leedordre n’est pas pris en considtion
et les propretes elastiques effectives dieseau ne sont pas isotropes. Léseaux
aléatoires sontaellement plus approf@sa ce type de matiaux.
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4.3.2 Comparaisons avec la gthode deslements finis

Les pedictions du modle discret sur les propgies effectivekPiscret | Discret g
duPiscret des deux &seaux choisis (cf. Elq 428 pour leseauCS et Eq.[4.2B pour
le reseauCC) sont confrorkes aux modules "exact8EF, kEF et SUEF obtenus par
elements finis dans le cas limit& ées inclusions sont infiniment rigides.

Les comparaisons, pour legealCS sont traées sur les figurés 418, 4119 et 4.20
respectivement pour le module de compresséikj, le module de cisaillemengy et
le coefficient d’anisotropie cubiquéy).
Celles du éseauCC sont traés sur les figureg 4.2, 4122 [et 4.23 respectivement
pour le module de compressibditk), le module de cisaillementl) et le coefficient
d’anisotropie cubiqued{y).

A partir de ces courbes, On remarque que l'erreur relative converge &ms z
lorsque la fraction volumique des inclusions tend vers un. Lediptions du moele
discret propos sont donc meilleures lorsque la fraction volumique des inclusions
rigides estleee. En effet, lorsque la fraction volumique des inclusions esirseyre
a 50%, 'erreur relative sur le module de cisaillement et le module de compreésibilit
pour les deux microstructur€SetCC, est inErieurea 15%.
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FIG. 4.18 — Comparaisons entiemodule de compressibilié normali€ obtenu par

EF i
la méthode de&lements finis %’W) et celui esting par le modle discret @k,smc—et) : Cas
duréseau cubique simple
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4.4 Conclusions

Dans ce chapitre, la validitet les limitations du mase sont disci@esa travers
des comparaisons avec des simulations par é&hode desléments finis sur des
cellules unitaires @riodiques egulieres dans le cas limite ou les inclusions sont
infiniment rigides. Les microstructures choisies sontédseau cubique simpl€§
et le seau cubique celtrCC). Les Esultats des comparaisons montrent que les
estimations du mazle discret propds sont acceptables (erreurl5%) pour des
densiés volumiques d’inclusions asseteees > 50%).

Les estimations par la @hode de€lements finis des proptes effectives dans
le cas limite @ les inclusions sont infiniment rigides oéte compagesa celles
prenant en compte la rigiéitdes inclusions pour trois fractions volumiques déagts
(f =61%, 73% et 80%). Legsultats des comparaisons pdue 61% montrent que
I'erreur est significative ¥ 15%) lorsque le rapport entre le module d’Young de la
matrice et celui des inclusiong!(/EM) est inerieura 100.

Concernant les enr@s bitumineuxE' /EM est de I'ordre de 50. Dans ce cas, les
erreurs commises sur le module de compressébilitle module de cisaillement pour
une fraction volumique d'inclusionggalea 80% sonté&sunges dans le tablequ #.4.
Ce dernier montre que I'erreur sur le module de cisaillement peut attei24&6
pour le €sealCC.

| | €s [ cC |
Module de compressibiBt| —15% | —14%
Module de cisaillement | —13% | —24%

TAB. 4.4 — Recapitulatif des erreurs relatives commises par legtediscret pour un
| N
contrasteSy; = 50 dans le casiof = 80%.

Afin d’améliorer le mo@le pour le eseauCS un moale analytique prenant en
compte la @formation des inclusions @ cevelopg. Les estimations du mete
analytiques onéte compagesa celles obtenues par laéthode de€lements finis.

Les resultats montrent que I'erreur relative est acceptable aussi bien pour les faibles
gue pour les fortes fractions volumiques d’inclusions. Les petsieffectives du
mockle analytique dans le cas limitaides inclusions sont infiniment rigides ont

et compakes aussa celles prenant en compte lesfarmations des inclusions. Les
résultats montrent que I'erreur relative est un peeérielure quand le rapport entre la
rigidité des inclusions et celle de la matrice augmenteéteaonclu encore une fois

que le moéle discret propdsdoitétre esené au ca€' /EM > 100.
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Cependant, afin de tenir compte de &atmation des grains, on pourrait s'inspirer
du mockle analytique @velopg pourCS: On enrichit le moéle discret en introdui-
sant des de@s de libeé suppémentaires écrivant une dormation homogne dans
chaque grain. On aurait alors trois translations, trois rotations ee$btrdations as-
sociesa chaque grain, multipliant par deux le nombre de d.d.l.
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5.1 Introduction

Estimer les propates effectives des m@atiaux leterogenes adatoiresa partir
de la donge des lois de comportement et de la distribution spatiale degetites
composantes de la microstructure est uaehé capitale dans la @oanique des
matriaux aeatoires. Des gthodes d’homogréisation ontéte developgeesa cette
egard. Parmi les athodes les plus connues élasticie linéaire, on cite le maogle
des cylindres composites (Composite Cylinder Model, CCM) par Hashin {(1962),
la méthode auto-cdatrente propase par le Hill (1965), la rethode auto-cddrente
gérérali€e (General Self-Consistent Method, GSCM) [par Christensen|éet Lo|(1969,
1979). D’autres sophistications et extensions aux cas néaites onete propoges
par/Willis (1981),/ Sanchez-Palencia et Zaoui (1987), Nemat-Nasser et /Hori (1993)
et plus Ecemment Suquet (1997), Castaneda et Suguet|(1998), Bornert et al. (2001),
Besson et al! (2001) et Jeulin et Ostoja-Starzewski (2001)

Par ailleurs, les #caniciens des enréb bitumineux supposent depuis longtemps
gue le comportement d’'un n&tau bitumineux peugtre assimié a celui d’'un
milieu homogne dont le comportement eséftohi par une loi macroscopique en
contrainte-é@formation. lls consiérent gréeralement que ceci n’est vrai que si I'on
s'intéressea un volume comportant un nombre de grains suffisant. Vient alors un
probleme de éfinition : Qu’entend-on par ” suffisant " ?

On introduit ¢eréralement dans ce cas la notion de VoluEmentaire
Repésentatif YER). Ce dernier &t largemengtudié ces derrires anaes et des
méthodes nur@riques et statistiques o€ cevelopgees afin de donner unéfihition
guantitative dov ER(Sab [(1992), Drugan et Willis (1906), Gusev (1997), Kanit ét al.
(2003), Kanit|{(2008), Sab et Nedjar (2004)).

Dans ce chapitre, le méte propoé est appligé a la cetermination de la taille
minimale duVER des maériaux bitumineux erelasticie linéaire et en fatigue.
Pour ce faire, nous utilisons lagthode de Monte-Carlo pour estimer les préas
effectives d’une microstructureégeree par la tessellation de Poisson-Vorbrides
simulations sont effec&es sur des tailles AMER croissantes. Pour chaque taille,
plusieurs ealisations indpendantes sont congiées.

Le plan de ce chapitre est le suivant : Apruneétude bibliographique sommaire
sur leV ERdans la section 2, vient I'application du m#d propoé a la cetermination
de la taille minimale di¥ ERenélasticie lineaire (section 3) et en fatigue (section 4).
Enfin la section 5 esté&tliéea la conclusion.
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5.2 Notion deV ERet étude bibliographique

Lors de la @termination des progies du composite, il nest pas raisonnable
ni encore possible de prendre directement en compte l'influence de I'ensemble des
héteroggreéité sur la éponse du composant. On cherche damemplacer le matiau
héttrogene par un milieu dihomogne équivalentcaracérie par des propéies
mécaniques effectives. Ces démas ésultent de l'interaction des constituants entre
eux au sein d’'un volumeélémentaird/ du maériau consiéré. L'objectif est donc, par
exemple dans le cas des eneskbitumineux, de @erminer aussi bien les modules
d’élasticie effectifs que le nombre de cyclasla rupture du métiaua partir de la
connaissance des propiseélastiques et en fatigue des constituants, de leur fraction
volumique et de leur arrangement.

On parle alors d’homagreisation du composite. Le volume sur lequel les
proprietes sont moyerges est appelVolumeEleémentaire Re@sentatif V ER).

Les propretes effectives du milieu homege équivalent recher@es peuvent
étre obtenues enésolvant un prokme aux limites sur le volumeélementaire
V, a condition que celui-ci soit suffisamment grand pé@tre repesentatif de la
microstructure du métiau reterogene. Ce volume doit pour cela contenir suffisam-
ment d’teterogereité. Si la distribution des constituants edripdique, le volume
nécessaire seduita une celluleelémentaire permettant de reconstituer 'ensemble de
la microstructure par simple translation (pavage). On soumet alors le volume &etenu
des sollicitation€lementaires pouraterminer la éponse &sultante.

5.2.1 Les conditions aux limites

Une difficulte réside dans le choix des conditions aux limaegppliquer au volume
consiceré pour imposer une&ormation ou contrainte globale moyenne dearidite
macroscopique). On mentionne ici trois types de conditions aux limites permettant
d’'imposer au volume consite une @formation ou une contrainte moyenne :

1. Conditions de ceformation homogenes au contour :

u=Ex VvxeodV (5.1)

aveckE champ de tenseur d&fbrmation doné et uniforme,
dV contour du volum#/,
u déplacement du point matiel.
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Il s’ensuit que la @formation moyenne au sein du volume solé@stegaleaE :

(e, = =

—E (5.2)

On cEfinit alors la contrainte macroscopique par :

M
I

l[=}
a
<

(5.3)

<k

J

2. Conditions de périodicité :

Q:E-X‘f‘gper vxeV (5.4)

ou la perturbatiomnu ., est feriodique. Les vecteurs tractiog.() de deux points
homologues sur deux faces oppes du cubélémentaire doivengtre opposs
pour garantir lequilibre. Dans ce cas les relations|5.2 ef 5.3 restent valides aussi.

3. Conditions de contrainte homogne au contour :

cov (5.5)

na
1>
<

n=22n

avecXZ champ de tenseur de contrainte demt uniformen normale exérieure
en tout point du contour.

Cette condition impliqgue que la moyenne des contrainted/sastégalea X

(équatioqu). Onfinit alors la @formation macroscopiqug par la relation
5.2.

On peut calculer la moyenne du travail des efforts internes au sein du volume
elementaire sollic# et montrera nouveau gice au lemme de Hill-Mandel, que pour
les trois conditions aux limites peedentes :

=2:E (5.6)

Le travail des efforts internes macroscopiques est @gata la moyenne du travail
des efforts internes microscopiques.
La solution des prolimes correspondaatces conditions aux limites n’est eargral
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pas analytigue. On a recougs des simulations nueniques, par exemple, par la
méthode deglements finis.

Dans le ca%lastique liaire, la solution uniqueépend lircairement du charge-
ment macroscopiquéE(ou X) impo<.

Pour les conditions deé&flormation homogne au contour et les conditions de
periodicite, il existe donc un tenseur unigue dit de concentration permettant d’ex-
primer la deformation en un poink au sein dw ERen fonction de la @éformation
macroscopique applige.

E(X) =

>

(x):E (5.7)

De meéme, si leV ERest soumis au tenseur de contraintes macroscopjlesxiste
un tenseur de localisatioB donnant le tenseur des contraintes en chaque point du

V ERen fonction de la ch§ge impes :

a(x)

B(X):Z (5.8)

Les deux tenseurs de concentraﬂ:betg verifient :

<§>V B <%>v -1 (5.9)

; est le tenseur idenétd’ordre 4.

5.2.2 Les module€lastiques apparents et effectifs

Notons c(x) le tenseur de rigidé du makriau rettrogene qui occupe/ et
s(x) = (::_1 (?_() le tenseur de souplesse.
Les modules de souplesse apparehtt les modules de rigicitapparentE s’ex-

priment alors de la maéie suivante :

E=S"P:2 a"ec§app2<§1§(l>>

= = == IV (5.10)
I=C%PE avecgapp=<A 9(x>>
- = - =E = = \V;
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Les modules apparen&'P et S*PP sont des moyennes paréies par les tenseurs

de concentratioh etB res:pective:ment.
Les tenseurs @lasticie apparents peuvent aussire cfinis a I'aide d’'une

définition énergetique de la forme :

w={a(x):e())
E:C%PE (5.11)

=e
(SPP 3 (5.12)

=

Les modules apparents s’expriment alors de la fagon suivalaéle des tenseurs de

concentratiorA etB précedents :

Il
[IM

CoPP = <_A () :_A>
SPP = <E :8(x) :§>
=5 = = =/v

On montre,a l'aide des relations de syatrie et du lemme de Hill-Mandel, que
les cefinitions directe (Eq[ 5.10) etnergetique (Eq.[5.1]3) sonéquivalentes (cf.

Sanchez-Palencia et Zapui (1987)).

Lorsque le volum&/ est suffisamment grand, les modules apparent&pertient
plus des conditions aux limites et ilsiogident avec les modules effectifs reché&gh

du maériau aéatoire (cf| Sabj (1992)) :

carp _, ceff (5.14a)

= Votw=
sep —, s°ff— ceffit (5.14b)

=5 Voto= =
Pour des volumes intef@diairesV, les modules effectifgeff sont encad¥s par
la moyenne statistique des modules apparents commeé suit (Huel (1990), Sab (1992)) :

srpp-1 < ceff < Ccapp (5.15)

= = =E

Les inegali€s pecedentes sorécrites au sens des formes quadratiques.
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5.2.3 [etermination de la taille du VERpar une approche statis-
tique

Dans ces dereres anaes, la taille dWER a ét étudee et @termiree par
des approches nuariques et statistiques. En particulier, ie® monté dans Gusev
(1997), Terada et al. (1998) et Kanit et al. (2003), que les pegwlireaires effectives
des makriaux akatoires peuverdtre calcugées en utilisant la Bthode de Monte-Carlo
sur des petites tailles dUERavec des conditions aux limitegpodiquesa condition
gue le nombre degalisations indpendantes soit suffisant.

Les modules effectifs peuvent doitre calcués en moyennant les coefficients
apparents obtenus avec des conditions aux limitsogiques sumN réalisations
indépendante 43,25, ..,Zy) de la microstructure dans un volumé Asymptoti-
quement, pouN tendant vers l'infini, 'esprance du modul&, E(Z), se trouve
dans l'intervalle[Zy — &Zn,Zn + &2Zn] avec une probabilit de 95% @ Zy et 03
sont , respectivement, la moyenne ariéiiique et la variance deZ{,Zy,..,Zy) et

— ON
& = 1'96ZN N
Inversement, pour une @cisions fieeg,, le nombre de &alisations acessaires
2
est cetermiré en fonction de?, et dee; (N = 03 (,Zl_-N9EG) ).
)

D’une part, une approche ks sur la notion de Igortée integrale(integral
range), aéte propoge dans Kanit et al| (2003) pour I'estimation de la variance du
moduleZ (0%), et donc la étermination du nombre déalisations écessaires pour
& fixée.

D’autre part, un criégre bagé sur les fonctions de cdilation aété propog par Sab
et Nedjar [(2004) pour&terminer sV est unV ERou non dans le cas des conditions
périodiques.

Dans la suite, nous psentons un apercu des deux approches.

5.2.3.1 Rappel sur la covariance et notions de "poéte integrale”

La dispersion gonetrique d’une microstructure&dtoire peuétre cecrite par une
fonction traduisant Btat de deux pointg; et x, sepaés par une distande comme
suit (Matheron|(1971), Setra (198R), Jeulin (2001)) :

Cx (h) = / Yx (X)Xx (X -+ h)dx = Mes(X N X_p) (5.16)

ou Xx est la fonction indicatrice de la phaxe
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(X) = 1 sixeX
Xx (%) = 0 sinon

Cx est appede covariance dX.

Pourh tendant vers l'infini, la covariance tend vers le éaglu volume occup par la
phaseX (M, (X)) :

Jlim_Cx(h) = (W (X))*

Dans le cas o cette limite est atteinte pour une valeur finielde A, les points
de la microstructure&pagés par une distance senpeurea A ne sont plus coales
(Matheron [(19711), Serra (1982), Jeulin (2001)). Cette distance peldseger le

support de la covariance (ou encore la gamme dans laquelle la variance est non-nulle).

Il est aussi possible deadinir un intervalle[0, Ay] qui contient des informations
statistiques assez representatifs de la microstructure. cette gamme estappeee
integrale (integral range) (Matheron (19/71), Jeulin (2001), Kanit (2003)Kanit et al.
(2003)). Dans I'espacR", A, est cfini comme suit :

1

An= Cx(0) — Cx (0)2

/ (Cx(h) — Cx(0)2) dh (5.16)
Rn

Cette notion permet de @dire la variabilié des prop@tes du maériau en fonction
de la gonmétrie d’une partie de la microstructure. Par exemple, la variad¢s(;)

de la fraction volume de la pha3e \\; = Mes(XUV) /V dans uneé&alisation d’'une
microstructure de volumé, de covarianc€x, est dome par/(Matheran (1971)) :

1

2 1\ /% 2

o (VV):V—Z/V/V(CX(X—y)—P ) dxdy (5.17)
P étant la fraction volumique de la microstucture "infinie”.

Pour un volume/ suffisamment grand/(>> An), 62 (\;) s'exprime en fonction
deA,:

(5.18)
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Ainsi, statistiguement, la microstructuké est équivalentea N ~ V /A, parties
non-corglees.

Concernant la variance des prdés élastiques ligaires,02 (V), Kanit et al.
(2003) ont propas une loi de puissance :

03 (V) =02 (%) ’ (5.19)

ol a est un parartre diferent de 102 est la variance ponctuelle d&x) et As le
rang ingégrale de la variable @atoireZ(x) (sur differents ealisations). Dans le cas
des maériaux contenant deux phases avec deux petgselastiquesZ; et Zo, 0% est
donre par (Kanit et al.| (2003)) :

0% =P(1-P)(Z1—2»)? (5.20)

Dans le cas o I'une des deux phases est infiniment rigide, la relati@ogaente
(Eq.[5.20) ne peut plus s’appliquer.

5.2.3.2 Les fonctions de co@&lation

Afin d’expliquer le fait que les propgies lineaires effectives des n@taux
aléatoires puisseritre cetermirées sur des petites tailles soumigsedes conditions
aux limites geriodiques, Sab et Nedjar (2004) ont propd&utiliser le cadre thorique
adapé a I'homogeréisation des milieux @htoires. Ils ont en plusédiuit un criere de
convergence bassur I'analyse des fonctions de caation.

Le milieu infini est @crit par un espace de probal&@liQ, 4,P) ou Q répresente
'ensemble desaalisations possiblas € Q, T;w est la translde dew part.
Pour assurer 'homdgite statistique du milieu, on suppose que a les deux
proprites suivantes :

1o =Identitt, Vt,ueRY, 10Ty =Tisu (5.21a)
vt e RIVAE 4, P(2) =P (1.4), Ti={wTweA} (5.21b)

A chaque variable @htoire gelleX : Q — R est assoéi le processus statistique-
ment homogne (s.h.X défini par :
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vte R4, Vwe Q, X(w1) =X (T_1w) = X (T_tw,0) (5.22)

La fonction de comlation entre deux processus s.h. de&aregrable est dorae
par :

W,Z e L2(Q), (YD (t) =E (&(w, O)SZ(w,t)) , X =X_-EX (5.23)
[E étant I'oerateur esprance matbmatique.

L élasticie du milieu est dcrite parc(w,t), le processus s.h. des tenseurs de
rigidite.

Pour un bi-phasc(w) est cfini come suit :

c(w) =X (w)c'+(1-x(w))c"
ou X (w,t) =X (T_tw) est la fonction caraétistique de la phade:

~ 1 sitestdanslaphade
R@0=x(w={g Gon

& est la probabilié de trouvety, - - -ty dans la phask(cf. Eq.[5.2B) :

S((tla"' 7t|() :EX((*)J].)X((*)JK) (523)

La determination du tenseuré&asticie homognreéise C"o™ se fait par la@solution

du probEeme auxiliaire (cf. Eq$. 5.74-5.25) :

ges, € e X, o(w) =c(w): (6" (w)+E) as.,Eoc=C™M: E  (5.24)

ou E est la @formation macroscopiquek*, I'ensemble de champs défdrmation
s.h avec une egpance nulle, e§, I'ensemble de champs de contrainte s.h statique-
ment compatibles , eséfini par :
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K*={e"= (&), & =€ €L*(Q), Egj; =0, € (w,t) compatible a.g.
S={o=(gjj), gj =0j € L?(Q), diva(wt)=0as} (5.25)

En introduisant un milieu de comparaison horang,C°, le tenseur de polarisation

p=0-CO: (e +E) est solution de (5.26) :

p=(c—C%:(-r°«3p+E) (5.26)

et rend stationnaire la fonctionnelle (5.27). \Joir Willis (1977).

H (p') :E(Zp’ E—p': (c—CO)_1 p'—p: Fo*p’> (5.27)

Ici, 'opérateur © est cfini par [5.28) :
(—rO«p) e x*, (CO: (-r%p)+p) €S (5.28)

Il s’exprime en fonction du noyau de Green du milieu de comparaison lorsque les
corrélations(Cijmnpki ) (t) sont dang.? (RY).

Dans ce cas;"™ est aussi dorpar (5.28-5.30).
chom: E =Ec: E-E (&c: %+ 3p) (5.29)

[ o (=) (CijmnPir ) (t) dt (5.30)

[E (5c: ro*ép)}ij :/

teRd
En fait, —CP : * peut remplacedp dans|(5.29-5.30) de mameéquivalente.

On se restreint dans la suite aux Bréux bi-phass. Lidee de la priodisation
est de construire une suit@"-, 4-P-) _, d'espaces de probabiitstatistiquement

homogenes sur le sous-ensemi@é C Q des Ealisationd_-périodiques, c’esh dire
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que (cf. Eq[5.3]1) :

W et = 1w =whVue {Ley,- -, Leg} (5.31)
ol {ey,---,eq} est la base canonique &é€.

Cette suite doit &rifier (cf. Eq[5.3R) :

vKth? R (' SZ (tl7 T 7tk) = ELX ((A)L,t]_) .. 5(/ ((A)L,tk> ,
lim Se(ty, - t) = Sc(ta, -+ 1) (5.32)

L—4o0

Le tenseur effectiC"™! relatif au milieu @riodis est dona par (cf. EQ.5.33) :

pL ((.l)L) — (C( L) _C0> . (_rO,L*BpL+E)
choml . g —Elc:E- / o Mo (=) (CimnPl) (1) (5.33)

ou l'opérateur L est celui de 'nomogreisation @riodique classique sur la
cellule de base cubique de tailleV*.

IntroduisonS<Cijmn pkl>oo comme suit :

Ly [ (Gijmnpg) (1) vteVt
(CijmnPki) (t)—{o vt e ROV (5.34)

Une analyse de Fourier (Suquet (1990)) montre queefageurd %t a la propréete
Suivante :

/VLr?nhm ) {CijmnPii) (t) dt:/teRdr(r)nnkl<_t) (GimnPk)” (t)dt  (5.35)

Comparant legquations[(5.29-5.30) dt (5]83-5/35), on s’atténid convergence
suivante :
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(GijmnPk)” (1)~ (GjmnPa) (1) dansL? (Rd) (5.36)

eta la convergence dg"™L versCho™ pourL croissant.

ChomL Chom
L—4o0

Autrement dita la convergencéCiJ'mnph>oo et <Cijmnpk|> doivent cancider.
Une condition @cessaire est que la fonctiéqjmn p'|;|> présente un plateau sur le bord
du volumeV'L. On obtient ainsi le crétre suivant la convergence :

mnkl

/te]Rd rot (—t) <Cijmnp;'2|> (t)dt =Fc: E—ChomL . g (5.36)

~ Jiens ok (—1) (Gijmnpa) ™ (1) dt - (5.37)

5.3 Determination de la taille du VER en €lasticite
linéaire
Dans cette section, le mék discret propdsest utili€ pour la étermination de
la taille minimale duv ER Pour ce faire, les profies apparentes soatudies en
fonction de la taille de la cellulélementaire. Les microstructures cores&bs sont

gérérées par la tessellation de Vorandun ensemble de points. Le processus de
Poisson est utilise pour la @rération des points er’3

Nous utilisons la rathode de Monte-Carlo pour estimer les préfs apparentes
pour chaque taille dW ER Ainsi, plusieurs galisations sont conséees pour chaque
taille. Comme I'indique la rathode de Monte-Carlo, les prog#s apparentes sont
ensuite calc@es en moyennant les modules apparents sur l&seliffes alisations.

5.3.1 Generation des microstructures et conditions aux limites
5.3.1.1 @Gnéeration des microstructures

Des points enB dans une cellule de tail\ sont gerérées par le processus de Pois-
son. La tessellationgriodique de Vororioest appligéea cette ensemble de points.
Ainsi, une microstructure ahtoire jgriodie formee par les@&gions de Voronioest
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gérérée (cf. Fig[5.1L). La fraction volumique locale des inclusions est si@eposi-
forme €galea 75% dans notre cas).

,.?ﬁg&,:sﬁ,?gﬂyﬁ CIRTAT
Sl =y | SR £ A
et i
g4 é!ﬂh?"i"s i!ﬂh .

R e N L L

o R AR e
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‘ b e b A o [ et
e ot V90 A e aullirecent
‘E!i:.un' i PN g e R
.

FIG. 5.1 — lllusutration de la microstructureatoire g@riodie en D.

5.3.1.2 Conditions aux limites

Nous avons vu au&but de ce chapitre que trois chargements sont possibles pour
la determination des modules apparents des milieux continestaies,a savoir
conditions de priodicitt et les deux conditions de contrainte ou dfodmation
homogene au contour.

Concernant leséseaux discrets ayant une @matique de translations et de
rotations, les chargements imges peuvenigtre soit en terme de translations et/ou
rotations, ce qui traduit uneéfbrmation homogne impoée, ou soit encore en terme
de forces et/ou moments impE@Es aux noeuds, ce qui traduit une contrainte h@mneg
impose.

Nous nous limitons ici au cadudes translations et/ou rotations sont imges sur le
bord. Dans ce cas, trois conditions aux limites sont possibles.
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Notons EQ = {pl,..,p”} I'ensemble den particules en interaction' les co-
ordonrees du centre de la particulg et (a;,a,,a3) trois vecteurs de translation
permettant de reconstituer la microstructure ”infinie” pagétition spatiale deE?.
Pour un chargement macroscopique efodmationE, les trois conditions aux limites
évoqees pecedemment peuveitreécrites de la magre suivante :

1. Chargement periodique :

vp eE? H(E_—'_Qi) - (ll_) =E.3g; (5.38a)
0 (5.38b)
Dans la suite ce chargement sera&fERIODIC

2. Chargement cirematique uniforme en translation : Les translations des
pointsx' se trouvant sur les bords de la cellule de calcul sont ilbe®s

=

(xX)=Ex' Vvp'e { Bord deEQ} (5.39)
Un point p' est sur le bord le dE9 si, et seulement si, il est connéét un point
p! n’appartenant pasE?.

Dans la suite ce chargement seragit) BC1.

3. Chargement cirematique uniforme en translations et en rotations :Les
translations et les rotations des poirtse trouvant sur le bord de la cellule de
calcul sont imposes.

| u(x) =Ex (5.40a)
vp e { Bord deEQ} { 3 Zo o100

Dans la suite ce chargement seragit) BC2.

5.3.2 Les moduleglastigues homo@néiss

Pour chaque taille fixe,V, nous avons utilis la méthode de Monte-Carlo pour
estimer les moduleélastiques apparents. Ainsi plusieueslisations indpendantes
doiventétre envisages. Rappelons que, selon latiode de Monte-Carlo, I'eépance
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du modulez, E (Z), se calcula partir de la moyenne arittetique deN réalisations
indépendante d&. PourN tendant vers l'infini, et avec une probat#lide 95%F (Z)
est encady par :

E(Z) e [ZN —&eNZN, ZN + SNZN}

ou :
- 1
ZN:N(Z]_—I— --+ZN)
1 2
2
= — Zi—Z7Z
O—N N—1 | ( | N)
ON
en = 1.96=
N ZnvN

Dans notre exemple, I'erreur relatigg est fixcea 0.5%, le coefficient de Poisson
et le module d’Young de la matrice sont, respectivemeisiix0.25 et 1. Le nombre
moyen de point par urétde volume (i.e. I'intenst du processus de poisson ) eséfix
ap=0.15. LaFVL des inclusions est suppgosniforme et est fizea 75%.

A priori, le comportement macroscopique des @naiux akatoires occupant un
volumeV dont la taille est "petite” n'est pas isotrope. En revanche, il est clair que les
microstructures &atoires priodiques consigfées possdent une sygtrie maérielle
cubique. Ainsi, tout comme leg€seaux éguliersCSet CC, trois moduleslastiques
sonta determiner : le module de compressililikH°™), le module de cisaillement
(o™ et un coefficient d’anisotropie cubiquéfo™).

Pour chaque type de chargement coa&dtrois dformations macroscopiques sont
nécessaires pour latermination des modules apparekit8™, putom et sptom,

Le nombre deé&alisations indpendantes pour chaque volume (ce quéegsivalent
au nombre moyen de particules) est &auir la figurg¢ 5]2. Ce nombre est choisi de
mangerea ce que l'erreur relative sur les modules appareqtspe epasse pas. 5%.

A partir de cette figure, on constate que le nombreéddisations acessaires diminue
lorsque la taille div ERaugmente.

5.3.3 Reésultats des simulations par le modle discret
5.3.3.1 Les propretésélastiques moyennes

Afin de \&rifier l'isotropie, nous avons tracsur la figuré 5]3 la variation de la va-
leur moyenne et de l'intervalle de confiance ( dispersion ) du coefficient d’anisotropie
cubigue normalie (6—%(1“) en fonction de la taille diY ERpour les trois chargements
PERIODIC KUBCL1 etKUBCx2.
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FiG. 5.2 — Nombre deé&alisations en fonction du nombre moyen de partiq@.i\é|
(équivalenta la taille duv ER pour la cetermination des modulé&tastiques apparents.

. Hom , .
Il est clair que la valeur moyenne @%W est proche deé&o pour les trois type de

chargement. Toutefois, la dispersion désuitats est d’autant plus importante que le
volume est petit.

Ceci implique que les moduledastiques homdeises moyens sont isotropes
guelque soit la taille d ER

Concernant les moduleslastiqueskto™ et pH°™ |es variations de la valeur
moyenne et de l'intervalle de confiance en fonction de la taill&/ &R sont traées

sur les figurep 5|4 et §.5, respectivement gola™ et pHom,

En raison de I'hypotbse d'uniformié des fractions volumiques locales des
inclusions EV L' = 75%, Vi), la valeur du module de compressitéiliiomogreise est
presque constante pour les trois conditions aux limites. Aussi, la dispersion est quasi
nulle et 'expression di&Ho™ établie pour le @&sealCSetCC (cf. Eqs[4.28}a €t 4.29a
du chapitre 4) reste valable dans ce cas.

La figure[5.5 repsente le module de cisaillement. Elle montre que la dispersion
des valeurs moyennes diminue lorsque la taill& @iRaugmente pour les trois condi-
tions aux limites. Les valeurs moyennes avec les conditions aux lifdEéd ODIC
sont presque constantes (avec une erreur relatieeiénfrea 1%) pour une taille du
V ERsuperieurea 19 particules.

D’autre part, les valeurs moyennes obtenues avec les conditions aux limites
KUBC1 et KUBC2 dépendent fortement de la taille ddER Cependant, elles
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FIG. 5.4 — La valeur moyenne et I'intervalle de confiancemhdule de compressibi-
s .-, Hom . . s 4z .
lité normalisa ("k—M) en fonction de la taille du volum@&émentaire.
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convergent vers la valeur obtenue alr#RIODIC

Du fait que les rotations sont libres au€d BC1, le module de cisaillement obtenu
avecKUBC2 est une borne sépieure de celui obtenu avéd) BC1.
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FIG. 5.5 — La valeur moyenne et I'intervalle de confiancentdule de cisaillement
., Hom . . ;1 .
normalisé (uu_M) en fonction de la taille du volum@&émentaire.

5.3.3.2 Dispersion des moduleslastiques effectifs

Tout comme Kanit et all (2003), dans cette section, la dispersioredaffats est
étudie en fonction de la taille dMER

Pour la fraction volumique, nous avons vu dans la seftion 5/2.3.1 que la dispersion
varie lintairement en fonction de l'inverse de la taille\d&R(cf. Eq[5.18) :

P(1-P)A,
\%
En ce qui nous concerne, la fraction volumique locale des inclusions est &a@ppos
uniforme dans nos simulations. De ce fait, il n'y a pas@badur la fraction volumique
globale.

0 (W) =

Nous nous iréressons seulemeatla variation de la dispersion sur les prétés
effectifs du magriau./ Kanit et al.[(2003) ont propeda loi en puissance reliant la
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dispersion sur le module kaire effectiveZ et I'inverse de la taille di ER décrite
dans lesequation$ 5.19 €t 5.20. Dans notre cas, la rigidiés inclusiongtant infinie,
cette loi ne peut s’appliquer.

En fait, les prop@tes apparentes moyeees sur suffisamment dealisations avec
les conditions aux limitesgriodiques sont &s proches des valeurs asymptotiqaes
partir d’'une taille dv ERsuperieurea 19 grains. On peut supposer gyartir de cette
taille critique, la distribution des contraintes danschantillon est la&alisation du
méme processusédtoire quelque soit le volume congié. Dans ce cas, tout comme
la dispersion sur les fractions volumiques (cf. Eq. p.17), la dispersion sur les modules
devraient varier libairement en fonction de I'inverse du voluive
Pour le \erifier, nous avons tr&csur la figurg 5J6 la variation de la dispersion du
module de cisaillement en fonction de la taille &R |l est clair que la dispersion
varie lineairement er\% avec un coefficient dedderminationR? (au sens des moindres
cares),egalea 09992.

0,1
y =1,5278x%
LU N R R A R®=0,9992
: : : / + Simulations avec

@ 006 | e PERIODIC
g — Interpolation
& linéaire
[
S 004 oo j e S S

0 02 ,,,,,,,, Z e

o 3
0

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
x=1N

FIG. 5.6 — Variation de la variancerﬁ) sur le module de cisaillement norma&isn
fonction de l'inverse de taille dMER

5.3.4 Application de [l'approche utilisant les fonctions de
corrélation

Dans cette section, nous utilisons I'approche prépgsar Sab et Nedjar (2004)
(cf. §5.2.3.2) pour I'estimation de la taille ME Renélasticie linéaire. On se restreint
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au cas a le chargementgriodique est en traction suivant 'ax¢E = e; ® ;).
NotonsVy, etV le volume occup, respectivement, par la matrice et les inclusions,
V =V, +Vn le total duVERet fr, (resp.fi = 1— f, ) la fraction volumique de la

matrice (resp. des inclusions). D'&srl'équation 5.23, la fonction de cétation entre
la deéformationes; et la fonction indicatrice de la matrigg, est cefinie comme suit :

(e11%m) (h) = \% /V (Xm (X) — fm) (€12 (X +h) — (e12)y) dX (5.39)
= \%/\/Xm (X)€11(X+h)dx — fm (€11)y (5.40)

Pourh=0o0ona:

(12 (0) = [ xm(X)41() (5.41)
= fm(€1)y,, — fm (€12)y (5.42)
(5.43)

Or, pour une éformation macroscopique impEsE = e; ® e;, On sait que :

(€11)y = (1 fi) (ean)y,, + fi (€12)y,
—1 (5.44)

Les inclusiongtant infiniment rigides, ain3§5511>vi = 0. llvient donc :

(€11Xm) (0) =1— fm = f; (5.45)

Pourh tendant vers l'infini (i.egh| — o) on a:

lim (g12Xm) =0

|h|—o0

(5.46)

(e11Xm) seraétudie pour trois tailles dW ER(cf. Tab[5.1). La fraction volumique
des inclusions est feea 90%. Le module d’Young et le coefficients de Poisson de la
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Nombre moyen| Diametre | & Nombre
de sites moyen D) de realisations
4 2.335 | 1.285 300
19 2.335 2.141 100
150 2.335 | 4.282 20

TAB. 5.1 — Nombre degalisations pour chaque taille lE Rconsicrée (intensi du
processus de Poisspn= 0.15).

matrice sont, respectivement,dsa 1 et 025.

Rappelons que lesefbrmationsa I'intérieur des inclusions sont nulles du fait que
ces derrgres sont infiniment rigides. Laétbrmation d’un pointx a I'intérieur de
I'interface c, €°(x), s’exprime en fonction du saut dieplacemenfu]®(x) comme

suit (cf. Eq[3.1p) :

C oS
§®:2§%QJ§

ou €° est I'epaisseur de I'interface etn® est la normaléc.

Il est possible d'utiliser les techniques de transfeenrde Fourier rapide pour
le calcul de(e11Xm). Cependant, vue la forte compdritles inclusions (90%), les
épaisseurs des couches de liant soés fiaibles. 1l est doncéatessaire d’effectuer
un quadrillage s fin duV ER pour tenir compte de toutes legtbrogereéités (en
particulier les couches de liant se trouvant dans les interface). Ce@gstilteux en
terme de capa@tde stockage et en temps de calcul. C’est pour cette raison que nous
avons choisi de calculer la fonction tridimensionngitgixm) (h) uniqguement sui-
vant quelques axes en utilisant |&thode de Monte-carlo pour le calcul de€rales.

A titre d’exemple, le calcul dée11xm) suivant I'axe dex (axeg) se fait de la
mankgere suivante :

Suivant I'axeg;, le vecteurh s’écrith = he;. Pourh fixé, l'intégrale suivante :

1) = [ Xm0z (x-+ hey

=$LWLW%
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se calcule en moyennan(x, h) surN points (xq,X,..Xy) aleatoirement distribes de
mankiere uniformea I'intérieur duv ER:

Iy(h) = Zoh) (Zz,:l)+..+i (xx:h)

Le nombre de pointdN se calcule en fonction de la gwmision, g, fixee a
'avance et de la dispersion sdir(x;,h) +i(X,,h) +..+i (XN, h)}. Dans notre cas,
&r estfixeea 5%. La fonction de coetation(€11Xm) se calcule en fonction dg et f,:

(€11Xm) (h) = In(h) —

Les ésultats des calculs des fonctions de elation suivant I'axex (h = he;) pour
les trois tailles = 4.282, § = 2.141 et = 1.285 sont traés sur la figurg 5/7.

D’une part, cette figure (Fig. 5.7) montre que la fonction de&ation (€11Xm)
suivant I'axex pour la taiIIe% = 4.282 est kgligeable en dehors d'un intervalle
[_DvD]'

De méme, pour la taill%- = 2.141 la fonction de coglation (€11Xm) est nulle en
dehors dé—D,D].

Quanta la taiIIe% = 1.285< 2, €11 etxm sont toujours co@lés.

Tout comme Sab et Nedjar (2004), ceci nouseama conclure que la taille
minimale duVER est D. Les valeurs de&rérgiesélastiques moyennes pour les
trois tailles considréees est trage sur la figur8. Pour la tail\? = 1,285, l'erreur
commise sur Energie eélastique moyenne par rappadit la valeur asymptotique,
correspondard la taiIIe% = 4.282, est proche de 5%.

D’autre part, la valeur #orique de(e11Xm) au pointh = 0 vaut f; (la fraction
volumique des inclusions, cf. Ef|. 5]45). Dans notre €as- 90%. Or la valeur
numerique trouee est proche de 86%. On commet donc une erreur de 5% sur la
valeur treorique.

Il s’agit d'une erreur de maalisation. En effet, et comme nous l'avons vu au
chapitre 4, I'erreur induite par le meétk discret @pends de la fraction volumique des
inclusions. Lorsque cette deéme est proche de 100% (asymtotiguement), I'erreur
du mockle est proche de 0. C’est pour cette raison que nous avons e@esicghe
fraction volumique d’inclusions asséleee.
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FiIG. 5.7 — Fonctions de calation(xme11) suivant I'axex pour trois diferentes tailles
duVER: (a) § = 4.282,(b) 5 = 2.141 et(c) § = 1.285.
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FiG. 5.8 —Energielastiques moyennes et intervalles de confiance pour les trois tailles
duVERconsicrées.

Pour la taille% = 2.14, nous avons ausstude la fonction de correlatiofe;1Xm)
suivant les deux diagonalés, +¢,) et (e; + €, +&;) (cf. Fig.[5.9).

Cette figure (Figl 5]9) montre que les ddations(e11xm) sont regligeables pour
une distance plus grande gl A noter aussi que ces courbes soegerement
differentes de celles correspondanin axe de la cellule de base traduisant égere
anisotropie qui s’estompe lorsque la taille de cette cellule augmente.

5.4 Determination de la taille duV ERen fatigue

Dans cette section, une loi de fatigue est introduite dans le comportement des
interfaces. Un chargement cyclique esfarmation est applicgiaux microstructures
gérérées. La egle de cumul ligaire de Miner est utilee pour calculer le niveau de
déegradation de chaque connexiorahaqueétape de calcul. La variation d&hergie
de ceformation sera donetudée en fonction du nombre de cycles appéigu

Plusieurs tailles dwWER seront consiérées. Pour chaque taille, le nombre
conventionnel de cycles la rupture (i.e. diminution de 50% de la rigiginitiale) est
déetermire.

5.4.1 Quelques rappels sur la fatigue

Le pkeénonene de fatigue d’'un matiau se caraétise par sa rupture &s appli-
cation epétee d’'un grand nombre de sollicitations dont 'amplitude egtriefurea la
résistance la rupture du métiau.
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(a) La diagonaleh = h(e; + &)
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FiIG. 5.9 — Fonctions de catation (Xme11) pour la taille% = 2.14 suivant diferents

axes.
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Ce plenonene est rencoréirfrequemment dans de nombreux domaines qui mettent en
jeu des sollicitations cycliques :

1. Sollicitation par flexion alte&e d’'une p&ce tournante (essieu),
2. Sollicitation par vibrations (avions, ouvrage d’art),

3. Sollicitation de la carlingue des avions par des cycles de pressurisation,
déepressurisations chaque vol.

Les preméresétudes fondamentales du@tonene de fatigue en laboratoire ont
eté entreprises en 1852 pardMer sur les rataux.
L'essai classique, permettant de cagsiser le pknonene de fatigue consista
soumettre unéprouvette du matiaua étudiera des sollicitationsapetees eta noter
le nombre de cycles enfrant la rupture de I'eprouvette, appdurée de vie

La repesentation classique dessultats de I'essai est la courbe de fatigue ou la
courbe de Vihler (cf. Fig]5.1D). Cette courbe fait correspondre unéelae viea la
sollicitation exerée, qui peuétre une contrainte ou unéfrmation impoée.

Niveau de sollicitation
(contrainte ou déformation)

L J

Log N

FIG. 5.10 — Courbe de Whler d’apes Baédj|(2002).

L’ équation de la courbe obtenue est souvent céresdde la forme :

S=ANP

ou
log(S) = a — Blog(N)
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ou S est la sollicitation impase (contrainte ou &ormation),N la duree de vie
correspondante &4,B (a, B) sont deux paragtres.

Dispersion des dukées de vie et dtermination du VER:

Les essais de fatigue sur divers graux montrent qu’il existe une dispersion
importante dans lesésultats des dées de vie. Cela estida I'héterogereite du
magriau et au panonene de fatigue lui-@me.

Pour les matriaux bitumineux, la dée de vie peut varier dans un rapport d& 1
30 (Badj (200R), Soliman (1976)) etéme de 1a 100 pour certains matiaux traiés
aux liants hydrauliques.

Il faut donc tester un grand nombreédhantillons pour obtenir un ensemble de
valeurs de nombre de cycles repentatif du pnonene Eel.

5.4.2 Prise en compte de la fatigue des interfaces inter-granulaires

Comme nous I'avons mentioarmau chapitre 3, 'endommagement d’une connexion
entre deux grains est meliké par une variabl® traduisant le taux de diminution de
la rigidité macroscopique du liant se trouvaritinterface.

Pour un chargement cyclique, nous utilisons une loi de fatigue pour linterface
c= (i, ]) définie de la mardre suivante :

oD¢ €eq\ P

o —p (—q> 5.45

ON a ( )

ol a et 3 sont deux paragtres.eg, est une quantd scalaireévallee a chaque
cycle en fonction de la&ormationa I'interfacec.

Pour un chargementépiodique en tractiont = Ej1e; ® €;, nous supposons que
Eeq €St I'extension principale maximale :

Eaq = Max <§° (x)) ! (5.46)

Xec

Rappelons que la&ormation d’'un pointx a l'intérieur de linterfacec, £°(x),
s’exprime en fonction du saut d@placemenfu]|®(x) comme suit (cf. Ed. 3.36) :
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CS c
£ (x) = 2 ® Ecu]] (%)

ou €° est I'épaisseur de I'interfacg etn® est la normaléc.

La duree de vie de l'interface peutétre mo@lisee par le nombre de cyclé&
pour lequeD® < 1 d'ou :

SN — D°C (?) Por o N /01 pe-d (%) Pa (5.46)

L e

Pour les paragtresa etf3 qui interviennent danséquatiorj 5.45, dans un premier
temps, nous adoptons les valeurs pré@eogal Alimami[(1987) :

B=38
{ o =1-2.42x10%q (5.48)

Dans un second temps, uatide parai@trique est mege pouretudier I'influence
de ces deux paragtres sur le nombre de cydeda rupture de la microstructure.

Le paranetrea sera prigala 0.038 et le niveau de chargemehi;, sera priggal
alo?

5.4.2.1 Cumul des dommages

L'amplitude des sollicitationa I'intérieur de chaque interface n’est pas constante.
Il faut donc disposer d’'un moyen pour permettre d’additionner les dommages
provoqles par diferents niveaux de sollicitations et deepoir la duée de vie dans ce
cas.

La loi la plus connue est celle profasparMiner en 1945. Ses travaux font suite
a ceux dePalmgren en 1924, exploitant des essais en fatigue en traction-compression
sur I'aluminium. Une analyse de sessultats par une approclemergtique aéte
effectiee par Miner (cf. Baa/ (2002)).

On consiére d'abord le cas d'application successive de deux sollicitations :
soit N; la duree de vie sous la sollicitatiof; et N, la duree de vie de vie sous la
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sollicitation S, ( Dans le cas d’'un chargement eefdrmation, les sollicitation$; et
S sontéquivalentes auxéq et séq)

Si la connexion a @&ja subitn; fois la sollicitationS,, le probEme sera de trouver
le nombreny que peut encore supporter la sollicitation d’amplit&d@vant sa rupture.

D’aprés la loi de cumul ligaire de Miner, le nombne, est tel que :

ni N
— 4 ==
N1 N
Cette loi se @réralise pour plusieurseguences de sollicitations aux diverses
amplitudes :

1

N
i 5.48
>N (5.48)
Pour chaque interface, deux modes de rupture pe@enenvisages :
1. Chaque connexion subit unégtadation progressive de sa rigéditllant jusqua

la rupture Rupture progressive de chaque connexign Ainsi, a I'étapek du
calcul, le dommag®;, de la connexior vaut :

i=k
N
DE=§ & (5.49)
& Nt

~

ou :

— Nk est le nombre de cycles appliega I'étapek,
— Nf estla duée de vie de la connexiana I'étapek

2. la rupture de chaque connexion est de type brutal : le dommDageaut 0 ou 1
(Rupture brutale de chague connexioi

DE=0 siyizkMNe -1
{ 2I=LN;, (5.50)

D=1 sinon

Dans les deux cas, I'algorithme desolution peugtre comme celui sémati€

sur la figurg 5.1]1.
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Résolution en élasticité linéaire 4 1 *état vierge et calcul de 1 énergie
v

Calcul de 1a durée de vie de chaque connexion ¢ N 5‘“1

v

Calcul dunombre de cycle & ¢ pour lequel la premiére connexion
secasse N — mjn]\f“j,q1
c

y

B Mise ajour des rigidités locales et assemblage

Résolution en élasticité linéaire 4 1" étape & et calcul del énergie

Tester 1 erreur de résclution

non

_ out
Calcul de 1a durée de vie de chaque

conmexion ¢ 41 "étape k

N

Saitie,
Calcul du nombre de cycles &* pour rupture de la structure
lequel 1a premiére cormexion se casse

i .
N7 = min N

FiG. 5.11 — Algorithme deé&solution erelasticie endommageable par fatigue.
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5.4.2.2 @Gneration des microstructures et conditions aux limites

Nous avons cons@lé les némes microstructuresgerees pour la étermination
de la taille dw ERenélasticie linéaire.

Le chargement imp@sest cyclique et griodique. Nous avons congi@ le cas
d’une traction suivant I'axe :

E=Eue®e

Pour chaque taille, plusieurgalisations sont congétees. La courbe moyenne de
variation de Ienergie de @formations assogea E estétudie en fonction du nombre
de cycles impass.

Le nombre deé&alisations pour chaque taille MERest tra@ sur la figur¢ 5.72
pour une erreur relative feea 5%.

600
500

400 -

200
200 -

100
67

14 3

0 - —

Nombre de réalisations

19 33 52 151 507 1201 2344
Taille du VER

FiG. 5.12 — Nombre deéalisations en fonction du nombre moyen de partig\é|
(équivalenta la taille duv ER) pour la cetermination div ERen fatigue. (Erreur rela-
tive de Monte-Carlo est feea 5%).

Les deux modes de rupture menti@ndans la section @eedente onéte envi-
sages :

1. rupture progressive de chaque connexion,
2. rupture brutale de chaque connexion.
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5.4.3 Resultats des simulations pour la étermination de la taille
duVER

Un exemple de variation deédhergieélastique en fonction du nombre de cycles
d’une realisation contenant 154 grains est &aur la figurd 5.13A partir de cette
courbe, il est clair que la fracture de la structure se produit lorsque le rapport entre

I'énergie actuelle eté&nergie initiale est proche de 40%, pour les deux modes de
rupture des connexions.

En outre, la rigidié globale de la structure diminue plus rapidement lorsque la
rupture des connexions est progressive.

Contrairement la courbe avec rupture progressive, la variation €edigie avec
un rupture brutale des connexiorepente un palier horizontal aélolt de I'essai.

100%

— Rupture fragile des
connexions

— Rupture ductile des|
connexions

80% -

60% -

40% -~

20% frroeeereneeenea s B e F

Energie de déformation nomalisée

0% i i
0,0E+00 1,0E+02 2,0E+02 3,0E+02

Nombre de cycles

FIG. 5.13 — Exemple @volution de I'endommagement en fonction du nombre de
cycles impogés pour les deux modes de ruptures en@sagaille de la&alisation 154
grains.

La courbe moyenne et lintervalle de confiance denérgie normalise par
rapporta I'état initiale en fonction du nombre de cycles pour é&fintes tailles
duVERest traé sur la figur¢ 5.74 pour le calcul avec une rupture progressive des
connexions et sur la figufe 5]15 pour le calcul avec une rupture brutale des connexions.

Ces deux figures (Fids 5/14 [et §.15) montrent que éssiltats @pendent de la
taille duVER: Plus la taille dw ERaugmente et plus laégiradation de la structure
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125%
: 19 grains

: 33 grains

: 52 grains

1 151 grains
: 507 grains
11201 grains
: 2344 grains

75% -

50% -

Energie normalisée

25% A

0% T T
0,E+00 5E+03 1,E+04 2,E+04

Nombre de cycles

FIG. 5.14 — Courbe moyenne etart type de Energie normalise (par rappora I'état
vierge) en fonction du nombre de cycles pour &iéntes tailles di¥ ER: Rupture
progressivede chaque connexion.

2% | VER 1: 19 grains
——VER 2: 33 grains
;o1 T I 1 — VER 3: 52 grains
oot - VER 4: 151 grains
- VER 5: 507 grains
- VER 6: 1201 grains

100%

75% A

50% A

Energie normalisée

25% A

0% ‘ ‘
0,E+00 1,E+04 2,E+04 3,E+04
Nombre de cycles

FiG. 5.15 — Courbe moyenne etart type de Energie normalise (par rappora I'état
vierge) en fonction du nombre de cycles pour @iéntes tailles d¥ ER: Rupture
brutale de chague connexion.
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est rapide.

Afin de quantifier la duge de vie d’'une structure soumiseun chargement
cycligue, un nombre conventionnel de cyces rupture estéfini lorsque la structure
perd 50% de sa rigicktinitiale.

Ainsi, nous avons tra@la valeur moyenne etdtart type du nombre de cyclas
la rupture en fonction de la taille ddERsur les figure§ 5.16 €t 5.]17 respectivement
pour le calcul avec rupture progressive des connexion et celui avec une rupture brutale.

2 E+04

g

-

s

Z

s 936403

“«© p

3 gE+03

2 gE+03 -

8]

2 7 OE+03

5

g

=]

£

O

=

0,E+00 , T , T , —

10 100 1000 10000

Taille du VER

FIG. 5.16 — Valeur moyenne étart type du nombre de cyclasa rupture (diminution
de 50% de la rigidé initiale) en fonction de la taille dd ER: Rupture progressive
de chaque connexion.

A partir de ces courbes (Fi1.17), il est clair que le nombre de eyeles
rupture épends de la taille MER Il décrdt lorsque la taille diY ERaugmente. Pour

les valeurs suffisamment grandes, lagude vie moyenne tend asymptotiguement
vers une valeur constante.

Afin d’estimer I'erreur commise sur lsétermination de la dée de vie en fonction
de la taille dw ER nous avons é&finieg(x) comme suit :
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4 E+04

‘2,5E+04‘

2 E+04 -

Nombre de cycles a la rupture

0,E+00 T

10 100 1000 10000
Taille du VER

FIG. 5.17 — Valeur moyenne étart type du nombre de cyclasa rupture (diminution

v, or wge

chaque connexion.

— N(x) est le nombre de cyclesla rupture pour une tailbe

— N est le nombre de cyclea la rupture lorsque la taille dWER devient
suffisamment grande. Ici, 1201 grains.

La courbe de variation de l'erreur commise est éasur la figurg 5.18. On
observe que I'erreur relative par rappaia valeur asymptotique varie entre 28% pour
une taille de 19 grains et®% pour une taille de 507 grains. La taille quéta retenue
est de 151 grains ( erreur relative 5%).

5.4.4 Influence des pararatres de la loi de fatigue considree

On rappelle que la loi utilise pour la étermination dw ER en fatigue, nous
avons utili€ une loi en puissance permettant de &ls@r le nombre de cycles la
rupture de chaque connexion. Cette loi est de la forme (cf. Eqg. 5.47) :

N €&q)"
1-a\ a

Les valeurs des pardtresa et 3 propo£es par Alimami (1987) oréte utilisees.
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40%
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\ | connexions

,,,,,,,,,, —= Rupture fragile des |~

: connexions
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Erreur relative
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FiG. 5.18 — Estimation de I'erreur commise sur EBtelrmination de la dée de vie de
la microstructure en fonction de la taille iER

Dans cette section, urggude param@trique sur ces deux paré@tnes est effecte.
Pour cela, la taille d¥ ERconsicerée est celle determ@e dans la section @cedente
(i.e. 151 grains).

Pourp fixé, il est clair que la dée de vie K (50%)) varie lineairement en fonction
de ﬁ (cf. Fig. ). Ainsi,q est un pararetre de calage et n’a pas d’influence sur
la forme de la courbe évolution de 'endommagement.

En revanche, Bvolution de IEnergie de &formation en fonction du nombre de

cycles normalig (W) déepend du parastref. La figureg 5.20 montre que pour des

valeurs de3 tendant vers 0, la rupture du réaiiu est presque brutale.
Inversement, la rupture du n@iau est d’autant plus progressive que la valeufde

augmente.
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FIG. 5.19 — Influence du parastrea.
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FIG. 5.20 — Influence du paratref.
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5.5 Conclusions

Dans ce chapitre, le méte discret propdsest appligé a la cetermination de la
taille minimale dw ERenélasticie lingaire et en fatigue.

Dans un premier temps, lesgultats des simulations étasticie lineaire montrent
gue les propg@tes effectives peuverdttre cetermireées sur des petites tailles W&ER
en utilisant des conditionsgpiodiquesa condition que le nombre déalisations soit
suffisant. Cette observation est en accord avec plusgtudes nur@riques existantes,
GuseV|(199]7), Terada etlal. (1998) et Kanit et/al. (2003),

Les simulations avec les fonctions de &ation entre la fonction indicatrice de la
matrice et la @formationa l'intérieur des interfaces ont moatque la taille minimale
duVERnNe peutétre inerieurea deux fois le diamatre moyen des inclusions (Sab et
Nedjar (2004)).

Dans le cas de la microstructure corgsée, la taille retenue pour l&termination
des propts lintaires effectives est de 19 grainsl@x D).

Dans un second temps, une loi de fatiguet&introduite dans les interfaces. Le
nombre de cycles avant rupture de chacune des interfaces estceftultilisant
la regle de cumul de Miner. Deux modes de rupture @Btenvisag@s (1) chaque
interface subit une &gradation continue de sa rigigi{variant de Ga 1) et (2) la
rupture de chaque interface est brutale @gmdation vaut O ou 1).
Les resultats des simulations montrent que la valeur moyenne du nombre de
cyclesa la rupture N(50%) ( dégradation de 50% de la rigiditinitiale ) diminue
lorsque la taille div ERaugmente. L'erreur relative par rapparta valeur asympto-
tique varie entre 28% pour une taille de 19 grains. 8¥®pour une taille de 507 grains.

La taille qui aétt retenue pour la&ermination deN(50%) est de 151 grains
( erreur relative 4%). Cette taille est plus grande que celiterchiree dans le
cas €élastique lieaire. Il est donc clair que la taille minimale MER dépend du
comportement fecanique du métiau consiére.

En pratique, le nombre de cyclasa rupture des enr@s bitumineux est&termire
a partir d’'un essai de fatiguéali€ sur uneeprouvette trapzddale dont la dimension
de la plus petite &te estegalea 25mm Ainsi, en comparant le nombre moyen de
grains se trouvant sur cettegsée avec celui se trouvant dans unétarduV ER dont
la taille est minimale (i.e. 1%~ 5.3 > 5), il est possible de donner une premng
estimation du nombre des essagsassaire et I'erreur commise Nif50%).

A titre d’exemple, supposons gue la courbe gran@tigue de I'enrob est celle
donrée par le tablegu 2.2 (Chapitre 2). Dans ce cas, le&li@mmoyen des granulats
(correspondané 50% du passant) eégala 5 mm Pour une a@te de dimension
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25 mm le nombre moyen de grains est 5. Ce nombre egtrément ingrieur a

1 . .
1513 ~ 5.3. L'erreur commise dans ce cas est proche de 8% et le nombre d’essais
nécessaires est s@ipeura 70.

Ces estimations doiverétre compdtees par un€tude plus dtaillee sur la taille
minimale duV ERdes enrobs bitumineux. Plusieurs courbes granudtrigues avec
diverses compad@s de granulats doivebtre consiérées.

Ces esultats ont fait I'objet de deux publicatiohs Lachihab et/ $ab (2004a) et
Lachihab et S&b (2004b).

Dans le chapitre suivant, le mel@ discret propds sera appliggl a I'étude de
linfluence des caraétistiques morphologiques sur les prétes effectives du
magriau.
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6.1 Introduction

Rappelons que la Fraction Volumique Locale d’'une inclusie¥ I() est dfinie
commeeétant le rapport entre le volume de I'inclusion et celui deéggan de Vorond

Jusqua present, nous avons toujours corg& que la epartition desFVL des
inclusions est uniforme et esgalea la fraction volumique globale des granulats.

Dans ce chapitre, nous proposons d’autres loiségartition desFVL et nous
étudions l'influence des paraitnes de§V L sur le comportement effectif du néatdau.

Deux lois de epartition sont prop@&es : une premre loi logarithmique
VA VA L . .
(FVL = \7% =vylog (ﬁ) +n) inspiree des @sultats obtenus avec les essais d’ana-
V [¢]

lyse d’'images sur les enréb bitumineux|(Bonngt (2002), Hammoum et al. (2003),
Vé . 1
Vi
i (¥)
Pour les deux fonctions con&iges, uneétude paramtrique sury est mege

sur deux types de microstructures : la microstructure de Poisson-Vosbnane
microstructure greréea partir du pavage du Voroind’'un ensemble de sghes.

Hammoum et Hornych (2004)) et une seconde de la fdfvie' =

La procdure de §reration des microstructures estépenée dans la sec-
tion 2. Les Esultats des simulations étasticié linéaire et en fatigue sont ensuite
présenés dans la section 3. Enfin, la section 4 &stiglea la conclusion de ce chapitre.
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6.2 Generation des microstructures

Deux types de microstructures sont coigid : la microstructure de Poisson-
Vorond et une microstructuregyéreea partir du pavage du Voronhd'un ensemble
de spleéres. La fonction deépartition des volumes deggions de Voronibde cette
dernere aéte fixee a I'avance. Nous avons utiBspour cela la rathode expdse
au chapitre 2 (82]4) pour laégération de microstructures codlees. En effet, des
spheres dont la granuloétrie est donée par le tablegu 3.2 (chapitre 2) soétigrées.
Celles-ci sont ensuite dengifisa 75% en utilisant le programme de dynamique
moléculaire. Enfin, en partitionnant I'espace par Vofigran obtient les polgdres
convexes qui ont une granul@tnie presque homogtique de celle des sples.

La fraction volumique globale des inclusioétant fixée (dans notre cas 75%),

les Fractions Volumiques Locale$VYL) des inclusions doivent satisfaire deux
conditions :

1. LaFVL de chaque inclusiondoit &tre comprise entre O et 1.

2. La fraction volumique globalef§ doit &tre conserge :

Vs
- ﬁ
IZ(Fvu Vi)

f

(6.1)

ou Vé est le volume de l'inclusionetV, est le volume de s&gion de Vorond

Nous avons choisies deux lois departition : Une prengre loi logarithmique
dépendant de deux paratnesy etn :

i
FVL = V—?
VV

=ylog (V—é> +n (6.2)
(Vg) '
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1 i , .
Ou (Vg) = (V1+ V) =f N > \ estle volume moyen des inclusions.
|

Celle-ci aéte inspi€e des ésultats degtudes de la morphologie des engsb
bitumineux par analyse d’'imagesalises au LCPC.
En effet, Bonnet (2002), Hammoum et al. (2003), Hammoum et Hofnych |(2004) ont
obsene que led-V L des granulats varient lgairement en fonction du logarithme des
rayons.

Et une deweéme loi cependant aussi de deux paktnesy etn. Elle est de la
forme :

. Vi 1
FVL = 2 = : (6.3)

V\'/ 2( \WA )V
1+ v
Tl
Ou (W) = & (ViE+... +VN) est le volume moyen deégions de Voronio
Remarquons que pour les deux lois, lorsg@st nul, on se ragme au caswlesFVL

e\ 12
sont uniformes. Dans ce cag~= f pour la premére loi etn = (T) pour la

seconde.

Pour les deux lois, unétude parartrique sury a ét effectiee. Ainsi, poury
fixé, il est recessaire de&derminer la valeur dg pour laquelle la fraction volumique
globale des inclusions vaitit Pour cela, il est possible d’utiliser uneethode iérative
pour la esolution de[(6]1). La Bthode du point fixe &t utilisee pour la prendire loi
et la méthode de Newton-Raphsore# utilisee pour la seconde loi. Nousgsentons
dans I'annexe A les grandes lignes de ces deéthondes.

Les valeurs des couplég n) utilisées dans nos simulations pour lesqueflegut
75% sont pesenées dans le tablequ 6.1 pour la microstructure de Poisson-\icgbno
la microstructure greréea partir de la rethode des plans radicaux.

Sur la figurd 6.1, nous avons téata variation de$ VL en fonction des volumes
normaliges des mclusmns%—) pour differentes valeurs des paramesy et . A
partir de cette figure, il est clalr gue, pour des valeurs positiveg ths deux lois

de repartition considrées sont des fonctions croissantes. Et, inversement, pour des
valeurs ®gatives de, elles sont dcroissantes.
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L o . «r .. | Microstructure générée a partir de la
Microstructure de Poisson-Voronoi , .
méthode des plans radicaux
Premiére loi Deuxiéme loi Premiére loi Deuxieme loi
VL = }’lng% s E+I} FvL T v = }’lng% !—J i+.=,r FYL = 7o N
g-\<1,lf>;| I+ rf‘ 48 ‘ \ <i':i-'> / 1+77 i—‘ |
SUoY W)
4 Ui 4 Ui Y Ui Y Ui
-0.10 0.760 -0.05 0.82 -0.20 0.49 -1.0 0.536
0 0.750 0 0.75 -0.10 0.53 -0.5 0.560
0.05 0.745 0.03 0.71 0 0.58 0 0.58
0.10 0.740 0.05 0.68 0.10 0.62 0.25 0.584
0.12 0.738 0.06 0.66 0.20 0.66 0.50 0.589
- - - - 0.30 0.69 1.0 0.593

TAB. 6.1 — Les valeurs des couplégn) utilisees dans les simulations et pour les-
quellesf =75%

Nous avons vu au chapitre 4 que, pour degL uniformes, les erreurs de
mocklisation sont acceptablagartir d’une fraction volumique globale des inclusions
superieurea 50%. Dans le cas non uniforme, chacunefés des inclusions doitre
donc aussi sugrieurea 05. Afin de le \erifier, nous avons trécsur les figures 6.2 et
[6.3 les fonctions degpartition des=V L pour les deux lois conségées respectivement
pour la microstructure de Poisson-Vordrei la microstructure gerée a partir de
la méthode des plans radicaux. La proportion du nombre de particules ayant une
FVL < 50% est inérieurea 5%.
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6.3 Reésultats des simulations

Nous avons utilié la methode de Monte-Carlo poureterminer les propetes
effectives erélasticié linéaire et en fatigue du ni&iau. Le module d'Young et le
coefficient de Poisson de la matrice sont, respectivemegtdit et 025.

6.3.1 Elasticité linéaire

Pour la microstructure de Poisson de Vorh® nombre moyen de particules par
unité de volume est fixa 0.15. La taille minimale di/ ERen €élasticié lineaire est
19 particules (correspondaaitun cube de dimensiorf)pet le nombre de&alisations
nécessaires eégala 100. (erreur relative sur les modules effectif€idurea 0.5%).

Concernant la microstructureegeree a partir de la rethode des plans radicaux,
9 réalisations onété consi@rées. Le nombre moyen de particules paalisation est
égala 1520 (erreur relative sur les modules effectif&idurea 1%).

La variation des moduleslastiques effectifs en fonction du paratmey pour les
deux lois de &partition deFV L est traée sur les figures §.4 et 6.5 respectivement
pour la microstructure de Poisson-Vordetbla microstructuregerée par la rethode
des plans radicaux.

Il est clair que, contrairemeatla microstructure de Poisson-Vordnes modules
elastiques de la microstructur@rgree par la rethode des plans radicaux sorgsr
sensibles au paragtre y pour les deux lois cons@iées. La variation des modules
élastiques par rapport au casg p= 0 (FVL uniformes) peut atteindre 30% pour
certaines valeurs dg(0.06 pour la prengre loi et 03 pour la seconde).
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6.3.2 Elasticite endommageable par fatigue

Tout comme le cas des simulations pour éetmination de la taille minimale du
V ERen fatigue (chapitre 5), une loi de fatigue est introduite dans les interfaces.
La microstructure est soumis& un chargement macroscopique cyclique en ex-
tension simple £ = Ej1e; ® ;). La régle de cumul ligaire de Miner est utilie
et le nombre de cycles avant rupture de chacune des interfd®esut la loi suivante :

Noo L (%)
1-a \ a

Le niveau de chargemefi  est fixe & 10°* et les valeurs des paratnesa, B et
asont fixeesa :

a=05, B=3 eta=0.0038

Nous supposons qug, est I'extension principale maximale :

€eq = MaXE" (X)

Pour la microstructure de Poisson-Vorgnie nombre moyen de particules par
unite de volume ete fixé a 015. La taille minimale dw ER en fatigue est 151
particules (correspondaatun cube de dimension 3)0et le nombre deé&alisations
nécessaires esigala 67. Dans ce cas, I'erreur sur le nombre de cyalés rupture
(N(50%)) est proche de 5%.

Concernant la microstructureegereée a partir de la rethode des plans radicaux,
12 réalisations onéte consi@rées. Le nombre moyen de particules palisation est
égala 1520.

La variation du nombre de cyclésla rupture (50%)) de la microstructure des
plans radicaux en fonction du paratrey est traée sur la figur¢ 6]6. Cette figure
montre queN (50%) est tes sensiblé la valeur dey. Une augmentation de 150% sur
N(50%) par rapport au castolesFV L seraient uniformesy(= 0) est obser&e pour
les valeurs maximales dg(0.06 pour la prenére loi et 03 pour la seconde). Puisque

le nombre de cycles avant rupture de chaque interfaest proportionneh (egq)B

(B > 0), cette augmentation d&(50%) devrait s"accompagner d’'une modification de
la repartition desgq. En particulier, compte tenu du fait gfse> 0, les valeurs degcI
devraient augmenter pour dgsroissants. Pour leérifier, nous avons tr&csur la
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figure@’ les fonctions départition degg, pour differentes valeurs de Cette figure
confirme que, en moyenne, les valeurs defodnationsequivalentes ont tendanee
augmenter pour des valeurs croissanteg. de
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FIG. 6.6 — Variation du nombre de cyclesla rupture K(50%)) en fonction du pa-

rametrey pour la microstructure @réreea partir de la rathode des plans radicaux :
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FIG. 6.7 — Fonction deépartition de la @formationequivalentegeq) pour differentes
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Concernant la microstructure de Poisson-Voiipria variation deN(50%) en

fonction dey pour la deux@me loi FVL' = \% = —21 ) esttraée sur la figure
vk
[6.8. Cette figure montre que, tout comme les modeélastiques effectifd\l(50%) est
trés peu sensible au choix gelLes fonctions deépartition degeq pour differentes

valeurs dey sont aussi s proches (cf. Fig. 6.9).
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6.4 Conclusions

Dans ce chapitre, l'influence de lapartition des-V L des inclusions sur le com-
portement effectif du matiau erélasticié linéaire et en fatigue eétudiee pour deux
types de microstructures. Une préme gererée par la rathode de Poisson-Vorohet
une seconde @eree en appliquant la @thode des plans radicaaxun ensemble
de spleres polydisperses denéiis selon une granuld@trie fixee a I'avance. La
répartition des volumes deggions de Voronoobtenues est alors hométique a
celle des spéres.

Deux lois de epartition ded=V L dépendant de deux paratnesy et n ont éte
consicerées.n se calcule en fonction de la fraction volumique globale des inclusions
et uneétude parar@trique surly aéte meree.

Dans un premier temps, les simulations éti reali€es erélasticie linéaire. Il
a éte obsere que, pour la microstructure de Poisson-Voiipies modules ligaires
effectifs sont teés peu sensiblesy. En revanche, pour la microstructurergrée par la
méthode des plans radicaux, les préf@s effectives sont beaucoup plus sensibhgs
Une diminution de 30% par rapport au cas &84L serait uniformes &t obseree
pour certaines valeurs ge

Dans un second temps, une loi de fatigueeta introduite dans le compor-
tement des interfaces. Le nombre de cyalda rupture,N(50%) (correspondant
a une diminution de 50% deéhergieélastiquea I'état vierge) aéte étudeé en
fonction dey. Pour la microstructure de Poisson-Vorgnet tout comme le cas
linéaire élastiqgue,N(50%) est tes peu sensible au choix ¢e En revanche, pour
la microstructure grerée par la rethode des plans radicaux, une augmentation de
150% par rapport au cas de¥ L uniformes ate obseree pour certaines valeurs ge

Il est donc conclu que, dans le cangral, les propiétes effectives épendend la
fois de la Epartition des volumes deggions de Vororioet desFV L des inclusions.
Il est donc cessaire de confger cetteétude par des simulations sur d’autres
microstructures en faisant varier kyartition des volumes desgions de Voronio
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Dans ce travail de #se, un moele discret tridimensionnelédié a la pédiction
des proprtes élastiques libaires et endommageables des ériatx granulaires
cohésifs (matrice+inclusions) tel que leétbns bitumineux est psené. Le maériau
est consi@dré comme un assemblage d’inclusions &sikies infiniment rigides. La
mosdque de Vorond pour un ensemble de spites et sa triangulation duale de
Delaunay sont utilises pour mogliser les aspectségnetriques du prol@me. Le
comportement mcanique des contacts entre particules est &t par une loi
d’interface. Une rathode d’homogreisation disaéte est emplaye pour I'estimation
des propretes effectives du matiau.

La validité et les limitations du maxe sont discuitesa travers des comparaisons
avec des simulations par laathode deslements finis sur des cellules unitaires
périodiques egulieres dans le cas limitaudes inclusions sont infiniment rigides. Les
microstructures choisies sont eseau cubique simpl€§ et le ©seau cubique cegtr
(CO). Les iesultats des comparaisons montrent que les estimations delerdidcret
propo® sont acceptables (errexr15%) pour des den&s volumiques d’inclusions
assezleées f > 50%).

Les estimations par la @hode de€lements finis des proptes effectives dans
le cas limite @ les inclusions sont infiniment rigides oate compagesa celles
prenant en compte la rigiéitdes inclusions pour trois fractions volumiques déagts
(f =61%, 73% et 80%). Lesesultats des comparaisons pdue 61% montrent que
I'erreur est significative ¥ 15%) lorsque le rapport entre le module d’Young de la
matrice et celui des inclusiong!(/EM) est inferieura 100.

Afin d’'améliorer le mo@le pour le eseaulCS un mocle analytigue prenant en
compte la @formation des inclusions @t cevelopg. Les estimations du mete
analytique ontétt compagesa celles obtenues par laéthode desléments finis.

Les resultats montrent que I'erreur relative est acceptable aussi bien pour les faibles
gue pour les fortes fractions volumiques des inclusions. Les @tépreffectives du
modele analytique dans le cas limite ou les inclusions sont infiniment rigides ont
ete compages aussa celles prenant en compte lesformations des inclusions. Les
résultats montrent que I'erreur relative est un peérielure quand le rapport entre la
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rigidité des inclusions et celle de la matrice augmenteéleaconclu encore une fois
que le moele discret propdsdoitétre Eseré au ca€' /EM > 100.

Apres les comparaisons ettude des limitations, le mete propoé est utili€
dans deux applications : le&etermination de la taille minimale MER en élasticié
linéaire et en fatigue, etdtude de I'influence des carédistiques morphologiques sur
le comportement effectif.

La détermination de la taille dWER est effectée sur des microstructures
aléatoires @rérees par la rathode de Vororio Le processus de Poissorete utilise
pour ¢ererer un ensemble de poiréd'intérieur d'un volume V. La fraction volumique
locale des inclusions est supgesuniforme.

Dans un premier temps, des simulations @uoues erelasticié linéaire, ontete
merees sur plusieurs tailles du voluréEmentaire V. Pour chaque taille, plusieurs
réalisations et trois conditions aux limites sont coasds : (1) conditions aux
limites périodiques PERIODIO), (2) uniformes en translationdK(UBC1) et (3)
uniformes en translations et rotationsUBC2). Les Esultats montrent que, pour
des tailles croissantes de V, les valeurs moyennes obtenue&B\NBC1 et KUBC2
convergent ver®ERIODIC En outre, les conditions aux limites de tyPERIODIC
menenta une convergence plus rapide : les pregs elastiques effectives peuvent
étre cetermirées non seulement par des simulations @ugues sur deglements
de volume de grandes tailles, ma@galement en tant que valeurs moyennes des
proprietesélastiques de volumes plus petasgondition que le nombre déalisations
consicerées soit suffisant. La taille minimale MER est environ 19 grains dans le
magériau consiéré.

Dans un second temps, une loi de fatiguetaintroduite dans les interfaces. Le
nombre de cycles avant rupture de chacune des interfaces eseaatcutilisant la
regle de cumul de Miner. Deux modes de ruptureaidenvisa@s (1) chaque interface
subit une égradation continue de sa rigigifvariant de (& 1) et (2) la rupture de
chaque interface est brutale (lagtadation vaut 0 ou 1). Le&sultats des simulations
montrent que la valeur moyenne du nombre de cyalésrupture deN(50%) (50%
de la rigidi€ initiale) diminue lorsque la taille d/ERaugmente. L'erreur relative par
rapporta la valeur asymptotique varie entre 28% pour une taille de 19 grainS%t 0
pour une taille de 507 grains. La taille qué# retenue est de 151 grains (erreur rela-
tive 4%). Cette taille est plus grande que ceBéatimirée dans le caslastique liaire.

Enfin le moale propoé aéte appliqe a I'étude de I'influence des caradistiques
morphologiques sur les proptes effectives du matiau. Uneétude pararetrique qui
porte sur la epartition des fractions volumiques locales des inclusiéinslL) a ete
meree.
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Les simulations ergélasticie linéaire ont mon& que, a fraction volumique
globale d’'inclusions constante, la rigiditineaire effective des méatiaux aéatoires
consicereés cepend de la distribution de la fraction volumique locale des inclusions.

Deux fonctions de$VL ont éte consi@rees : (1) laFVL de l'inclusioni est une
i

) . V.,
fonction logarithmique de son volumé (FVL' = ylog (—g) +n) et (2) laFVL

(Vo)

de linclusionsi est de la formé&VL =

2 (M)
102 ()
Uneétude parai@trique suly aéte meree pour les deux fonctions prof@es. Deux

types de microstructures o@€ consi@rés : La microstructure de Poisson-Voroeo
une microstructure@reréea partir du pavage du Vorond’'un ensemble de sghes.

Il a étt obsereé que, pour la microstructure de Poisson-Voiipies modules
lineéaires effectifs sont é&s peu sensibled y. En revanche, pour la microstructure
géréree par la rathode des plans radicaux, les préfas effectives sont beaucoup
plus sensibleay. Une diminution de 30% par rapport au cas B®d_ uniformes &£te
obsenée pour certaines valeurs ge

En fatigue, tout comme le cadastique liaire, le nombre de cyclésla rupture
(N(50%)) pour la microstructure de Poisson-Vororest tes peu sensible au choix
dey. Par contre, pour la microstructurérgrée par la rethode des plans radicaux,
une augmentation de 150% par rapport au cag-#suniformes a&te obseree pour
certaines valeurs de

Il a éte donc conclu que les proptes effectives eglasticie linéaire et en fatigue
dépendent la fois deg=V L des inclusions et de la morphologie de la microstructure
(granulongtrie des inclusions).

Les perspectives de ce travail sont vastes. En effet il est possible d’introduire
plusieurs aréliorations aussi bien sur les aspecé&ogetriques que sur les aspects
mécaniques de la métisation.

Pour les aspectségnetriques de la microstructure, il est possible d’introduire
des sophistications bass sur le€tudes morphologiques des engsbbitumineux
par analyse d’'imagesali®esa la division MSC du Laboratoire Central des Ponts
et Chausses (LCPCh Nantes|(Bonngt (2002), Hammoum et al. (2003), Hammoum
et Hornych [(2004)). On pourrait, pour cela, utiliser d’autres processugmbzagion
aléatoire de points tels que le processus de Neyman-Scott ou le processus de Gibbs.
On pourrait aussi utiliser la tessellation de Vorbgeréraliea un ensemble d’objets
tels que des segments de droite ou des eligeso
La repartition des-V L des inclusions pourraéitre ceduitea partir de ces essais.
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Concernant les aspect€raniques, d’'une part, il est possible de tenir compte de
la déformation des inclusions en introduisant des degte libegs supgmentaires
décrivant une dformation homogne dans chaque grain. On aurait alors trois trans-
lations, trois rotations et sixélormations assoeesa chaque grain, multipliant par
deux le nombre de d.d.l.

D’autre part, il est aussi possible d’introduire d’autres lois de comportement
dans les interfaces inter-granulaires. En particulier, une loi thermo-eisstique
endommageable ou encore une loi thermo-vislasto-plastique endommageable
pour tenir compte du @nonene de l'ornérage et des effets de la teampture et de la
viscosie du bitume. Ces lois pourraieétre identifeesa partir de I'essai de rupture
locale epetee du bitume &ali€ a la division MSC-Nantes du LCPC (De La Roche
et al| (1999)), ou encore inspies des lois propéss par Bodin (2002).
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Annexe A :
Quelques nethodes ieratives pour la
resolution desequations non lineaires

Dans cette annexe, nousépentons les grandes lignes des deusthmdes
itératives utili€es pour la étermination du paraétren dans létude para@trique sur
l'influence de la epartition des=V L des inclusions sur le comportement effectif du
maeériau.

On rappelle que les deux lois departition ded=V L que nous avons congttes
sont :

et

V\i/:1+n2(<§—vvi>>y

~ Les deux fonctions @cedentes @pendent de deux paratnesy etn. On notera
K (y,n) laFVLde l'inclusioni. Poury fixé, k' ne cepend plus que de :

K(y,n)=k(n) Vi=1.N

Pour une fraction volumique globale des inclusiofisfixée,n doit vérifier :
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S (KmW)
S

ou (V!, i = 1..N) sont les volumes deg&gions de \Vororio

f ~0 (A1)

On se rarene dona la esolution d’uneequation de la forme :

h(x) =0
ou h est une fonction non ligaire.
Pour la pemiere loi de epartition de$-V L, nous avons utilis la méthode du point
fixe pour la Esolution de[(A.]l). Concernant la deémie loi de épartition, la néthode

de Newton-Raphsoné&té choisie.

Dans la suite, nous psentons les grandes lignes de ces deéthoudes.

A.1 Méthode du point fixe

Cette neéthode teés simplea implanter repose sur la transformation suivante.
On transforme Bquationh(x) = 0 en l'equationx + h(x) = x et en nommant
9(x) = x4+ h(x), le probEmeh(x) = 0 revientax = g(x).

La méthode repose sur I&apes suivantes :

Onsedonngg  (proche de la solution si possible)
On calculex; = g(xo)
Puisxo = g(x1)
Puisxs = g(x2)

Xk = 9(X)
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Et on espre que, au bout de plusieuvéntuellement beaucoupgiiaitionsk, x
converge vers une valeyt. S’il y a convergence, on a la relation :

X" =g(X")
D’apres la @finition de la fonctiorg, il s’ensuit que :

g(X*) =x"+h(x")
et

X =x"+h(x")
0= h(x")

Il s’ensuit que si les @rations sur la fonctiog convergent, la valeur obtenue par
convergence correspordune solution de &quationh(x) = 0.

Définition : x* est un point fixe d'une fonctiog si x* = g(x*).
S’il y a convergence, le point fixe dpest une solution de(x) = 0.

La convergence (sues) de la rethode du point fixe @end de la forme deet de
I'estimé de @partxg .

Théoreme 1 :Si la fonctiong(x) construitea partir de la fonctiorn(x), telle que
g(x) = x+h(x) a une @riveeg (x) telle que|g'(x)| < 1 pour tous les points, alors la
méthode du point fixe converge vers le point fikeavech(x*) = 0.

Ce tleoreme est une condition suffisante pour assurer leesu@mnvergence) de

la méthode du point fixe. Elle n’est pagecessaire (indispensable) pour assurer le
SUCE@S.

A.2 Méthode de Newton-Raphson
La méthode du point fixe n’est pags rapide et demande plusieués#tions avant
d’obtenir une bonne approximation de la solution. Il existe donc dethades plus

efficaces comme la éthode de Newton-Raphson poésoudre Equationh(x) = 0.

La formule de la rethode de Newton-Raphson est la suivante
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X1 = Xk — S((XXT())

C’est une néthode iérative qui fait intervenir la fonctioh(x), la deriveeh’ de la
fonctionh(x) et un estirgd de @part. Cette rethode est de la formeegérale

Xk+1 = 9(X) ou

G050 =X~ o

C’est donc une ethode de type point fixe. Lorsque cettéthrode converge vers
le point fixex*, x* = g(x*) ce qui signifie quéa(x*)/h’(x*) = 0 et donc quéa(x*) =0
(en supposant qug(x*) # 0) . il s’ensuit que si la rethode converge, elle converge
vers la solution de équationh(x) = 0.

Pour que cette gthode fonctionne bien, il faut que la fonctidrait une @ériveeh’
et que cette @rivee ne soit pas nulla la solutionx* car la néthode fait une division

parh’(x).

Cette néthode converge vers une solution degliationh(x) = 0. Méme avec le
méme estird de é&part que la rethode du point fixe, elle n’a pas condaita néme
solution que la rathode du point fixe. On peut noter qu’en troér#tions, on obtient
une tes bonne approximation de la solution. Cetttimode est enéréral plus rapide
que la néthode du point fixe mais elle esetrsensibla I'estimé de @épart.

Théoreme 2: Si la fonctionh(x) est telle qu%%&ﬁ < 1 pour tous leg, la
méthode de Newton Raphson converge.

Déemonstration :

On a vu que cette gthode est une @thode du point fixe aveg(x) = X — hx g

(%)
on calcule la ériveed’(x), on obtient :

"

D’apres le tlieome de la section predente, il suffit queg’(x)| < 1; il s’ensuit
que
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LELLTRS

Il n’est pas toujours facile d'utiliser ce éoreme dans la pratique car légalie
précdente n’est pas faciketraiter.
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