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, ˜̀=

`

cτ

s×�;ý ¸�¸ u
��L�

n
M��O��ó
�L�IN¢ K 
	�J��
��ü
Y� 
�$@M���L�	ý

i ó
���Ka��¶�
��üû��ü��
�¢íM��2�����5¶�
��ÖM5��
����·��M5¶�
	��ûÎ��L�
`min

M��2�
Ê��
��ü¢£M�L
��ÑM�LÑ��I�;ó �rlO�!ûÍ��ó �·��# ¡~ý's×�;ý ¸�í u
��L�t# ¡~ý�s×�;ý ¸.³ u ����
P�üM�¢ I�5�;��LN
���I�ü��û�
cI�¢q����
	� ý

1

10

100

1000

10 100 1000 10000

Fr
ag

m
en

t s
iz

e 
[m

m
]

Strain rate [s-1]

Kinetic energy based model
Total energy based model

Cohesive surface based model

~�M���I��
"�;ý�íKîNôj����¢ H ����M�����LÈ��
 ��
Ê¶�
	�����~¢d�@�
	��� � H ��
	�M��Ê��M���L� ��
A
c������¢£
	L0���üM��	
J¶�
��ü��I��� HH ��M�
��È� �����·M�L���·��
�s õ �·��
���M����n����LN�ü�;�·L0���P���ü
�ô
E = 64

��	�� w
ν = 0.2

w
ρ = 2200

�P�>¸·¢
3 w KIC = 1.3

õh	�� √ ¢ w
σc = 7

õ�	�� w
Γc = (1 − ν2)K2

IC/E
u

~�M��NýN�;ý�íKîÎ�	��¢ H ����
	�s��ó
 H �ü
��M��	��M���L� w 
c���s�Î��M5¶�
	L K��M5������
Q¢Î�·��
��üM���� w ��
 ��óN
�
c���·��¢£
	L.����M¢��
Q¶�
��ü��I�� HH ��M�
	�Ã�ü������M�LÃ���·��
"
c���j��ó
�j0M�LN
	��M��2
�L
	����ûÃ��L�Ã��ó
2�����;���@
�L
	����û�sPj0M�L
Ê��M��2
�L
	����ûïî��ü������
	�£� �����·M�L
�L
	����û u K ������L�	
�� HH �ü�.���;ó� w lJM5��óÑ��óN����
���
e��ó
��	��ó
��üM�¶�
V�üI��
 ���	
�����L�	
 H ��ý��L
O¶�
	�üûÃM�L0��
��ü
��ü��M�L�'
c
��·��IN��
2��
~��óN
2��
��üI����� ��ó�KlJLdM�L ��óM��%q��I��
2M��j��ó
"
 �·�	�j��ó �·� ��óN
 H ��
	�M��Ê��M���L���
 �����N¢£���
�������
	L�Ã���Mðl�	��L.¶�
	����
�ñ �·��óM���óÈ�ü������M�LÃ���·��
·ý i ó
�j0M�L
Ê��M��2
�L
	����ûÃ¢d���
����M�¶�
	����LdI HH 
����M�¢£M5�lJóM��;ó H �ü��K ��K�5ûÑ�!�·L Ka
V�·����IN���·��
 �·� óM���óö� ������M�Li���·��
�� w lJóNM���
P��ó
V�	��ó
	��M�¶�
½¢d�@�N
�� ��M5¶�
	�Y����Klq
��2��M�¢£M5��lJóNM��;ó H ����K��K��ûÎ�!��LiKa
V�·����IN���·��
V���J���Kl�
	�J�ü������M�LÖ���·��
	��ý
i óM��J�ü
���IN��� M��J
x$ H 
��Ê��
�� K 
	�!��I�ü
r�P���·�NûÖ� HH ���.���;ó �����üI¢d
��J��ó �·� �Nû�L �·¢£M��'
c������¢d
�L.���·��M���LÖM��J��LM�L� �;��L.����L
���I�P
	¶�
�L.� w lJóM���
 ò ��IN�.��L�� HH �ü�.���;óþ�����	��IL.��� 
c������ó
Ã��M�¢£
�� ¶·���üû�M�L�Î�Nû�L �·¢£M��Ã�
�
c�����¢Î����M���LÎ��ó ���J�@�	��I�ü� H �üM����q����
c������¢£
	L0���·��M���LÑ��L�ü
	��ý

íKñ



±4"®VWò °¯§�ès§ éä�áÃì;ç é ¦ó²Yáläjæ@âlç4è
~ ����¢ ��ó
 H �ü
	¶�M���IN�d�ü
��Ê��M���L w ��ó
Ö¢Î��M�L���
	��I�5�Ã��ó �·��lq
ö�üó��I����j�
�
 H M�L�¢dM�L��M�� ��ó ���£��L
Ö�!��L
H ��
	�M��Ê�V��ó
<
c������¢d
�L.�Q��M¢��
Í�·�½��
cIL�	��M���Lþ��
2¢£�·��
	��M���� H �ü� H 
	�ü��M�
��V��L�þ��ó
£� HH ��M�
	���ü������M�Lþ���·��
·ý�s�Kl w ��ó
 j�
Êû�
c
!�·��I��
����È����L�üM��
	�2����¢ H ��
x$Î���.���NM�L������L�Ñ� ����IN�	��IN��
�� w M������£�·����IN¢£
���ó �·�"lq
��!��L�;ó �������	��
���M¢��
d��ó
:
c������¢d
�L.�;����M���Lþ
Ê¶�
�L.�ÈK.û���ó
 H ��
��NM��	��M���Lþ��
 � ¢d
!��Lz
c������¢d
�L.�V��M¢��
 sm

lJóM��;ó
�!��L£K 
 ��
	���·��
�� w �·����óN
 Õ×ÓÒÎMà5Õ�Õ×Ö3ä¬Ö�Õ w ���½�V¢d
��;ó ��LNM��!�·�a¡0I �·L0��M��(û

G
s � ������M�Ld���·��
 w 
�L
	����û w ý5ý�ý u ý i óM��

��
	���·��M���L�üóM H �!��LiK 
 lJ�üM�����
�Lm
c���ü¢Î������û£���
sm(−→x ) = ψ(G(−→x ))

M�L
Ω

sP�;ý ¸>ó u
lJó
��ü


Ω
M��Y��ó
È�	��L��M��
��ü
�� Ka�@�NûhlJóM��;ó M��PIL�
	�PM�¢ H I���üM�¶�
 ���.�·�M�L�Ný ψ M��P�·L ÝPÑ¬ÛKßpÝPÑÊÜÇÝ{Î sc��L�5û

¢Î����
��üM����n�
 H 
	L�
	L0� u ����������� H ���üM���M�¶�
�
cIL�Ê��M���L�lJóM��;ó ����LTK 
½M��
	L0��M¢q 
	�TK.û ����L��M��
��üM�L�Í� H 
	��M����
c������¢£
	L0���·��M���L ��
	�ü����ýy����L��
	��LM�L�þ��ó
Ö¢£
	�;ó ��LM��!���2¡0I �·L0��M��(û w M��È�üó��I���¬Ka
Ö�!������I���·��
	��K0û���ó

��
	������IN��M���LT��
���ó
��(LM5��M���������IL� ��� û3�@4����I
�	 ����KN��
�¢iý i ó
	��
x
c����
 w M�
vlq
d�����üI¢d
È��ó �·�P��ó
È��ó � H 

 ���	�����2M��J�	��L�ü����L.�P��LN�i��ó �·�J��ó
�
c���·��¢£
	L.�;�·��M���LÑ
Ê¶�
�L.�P�y


Ω
M��J�
��ü����M�K 
	� K.ûÖ��ó
��þ
�M�KNI��� �NM��ü����MH�

KIN��M���L�lJM���ó H ������¢£
Ê��
	��� sm

��L�
α
w lq
�����LÍ��� I H ���½��ó
s��ó
��	I¢ I���·��M5¶�
 ¢Î���ü����
Ò
c������¢d
�L.���4K.ûI��M�L��# ¡aý0s×�;ý¢íÐó u lJóM��;ói�!��Lö�������ÈK 
P
�$ H ��
	����
	� ���

M(s) =
∫

Ω
φ (s, ψ (G(−→x )) , α) ρ(~x)dΩ

s×�;ý ¸3ö u
lJó
��ü


dΩ
M��J�·Li
	��
	¢£
	L0�����üûÎ¶�����I¢£
·ý

|@M�LN��
<lq
Í�
�������L��ûklJM5��ó �Nû�L �·¢£M���
c������¢d
�L.�;�·��M���L w M��VM��Q
��ü��
	L0��M����q��� M�L.�������I�	
Í� �	��M5��M�������¢£
��
�;ó ��LM��!����¡0I ��L.��M5�(û

Gc

���Ñ�M�� ��M�L��IM���ó Ka
	�nlq
�
	Lþ�Nû�L �·¢£M��Ã��L�T� �;�·��M���
c������¢d
�L.�;�·��M���Låý �(LW
 ���	� w �·�¶�
	�üûö���Kl ������
��s��
��������M�LN� w ¢£���ü�s¢Î�·��
��üM������ �ü
��üM��ü�s����
c�����Ê��I�ü
½IL.��M����£����M5��M��!����� ����
	����M��Y�ü
!���;ó
	� ý
i óM��QM�����óN
Í�ü���·��M���
 ��M���I�ü
Ã��
	��M�¢d
 w M�LzlJóNM��;ó�
c������¢d
�L.�;�·��M���L M��V���¢£M�L �·��
	��K.û ��ó
£�����Kl2��ó ��
J���M�L����
0l�
���j�
	�ü���~�9l�ý i óN
V�Nû�L �·¢£M�����
	��M�¢d
�M��2
	L.��
��ü
��tlJó
�Li�����Kl2��óö��
e��óNM��g�~�9l ����LL�·�J��
���M�
Ê¶�
��ó
 � HH ��M�
��ö���.�·�M�L� w � ���ü
����ü
�����M���
 M�L ��óN
Ã���po����	
�L.�P¢£�·��
	��M���� w ��L� L
�lô�~�9lJ�PK 
	��M�Li���ÑL0I�	��
!����

��L�Ö���ü�Ðl�ý
��M���óÍ��óM�� �	��L�üM��
	���·��M���L w # ¡aý�sP�;ý ¸3ö u Ka
��	��¢d
��

M(s) =
∫

Ω?

φ (s, ψ (G(−→x )) , α) ρ(~x)dΩ? s×�;ý ¸3ð u
lJó
��ü


Ω? M��2�N
�q L
	� ���
Ω? = {−→x ∈ Ω / G(−→x ) ≥ Gc}

sP�;ý ¸3ñ u
# ¡aý0s×�;ý ¸>ð u ¢Î�!ûÑ�·�����ÈKa
���
�lJ�üM��ü��
�Li���

M(s) =
∫

Ω
H (G(−→x ) −Gc)φ (s, ψ (G(−→x )) , α) ρ(~x)dΩ

s×�;ý ¸3ò u
lJó
��ü


H
M��O��ó
�*s
!�!¶�M��üM��
 
cILN�	��M���L ý

i ó
2���·�ü� ��óNM�L����ó �·��lq
�l���L.�����PM�L0�������I�	
2ó
��ü
 M��j��ó
2�	��L�	
 H �4��
å��¢£M�LM�¢½I¢ ¶��·��I
O�y
¬
c������¢d
�L.���M¢��
�ýÊ�(L�
	
�� w lJó
	L ��ó
q¢£
	�;ó ��LM��!���0¡0I ��L.��M��(ûVK 
	����¢d
���M�L�q LNM���
 w ��LN
��!�·L 
x$ H 
��	����ó �·�j�Y¢dM�LM�¢ I¢L��L���
	����
c������¢£
	L0�J�üM��	
Q¢£�!ûÍ
�$NM��ü� w M ý 
�ý
lim

G→+∞
ψ(G) = smin > 0

sP�;ýïó�´ u
�(L�
 ���	� w �üM�L�	
�l�
PLN����
Y��ó �·�O��ó
�
c������¢d
�L.�;�·��M���L£��
n¢£�·��
	��M��·���4M��q��ó
P��
	��I�5�O��
e�	�����2j H ��� H ���.�·��M���L w��L
£�!��L 
�$ H 
	�	�Ã��ó�·�Ã��L.û �nlq�T�����·�2j��Ã�	��¢ H ��
Ê��
��5û H ��� H ���.�·��
�� ¢½I�ü�½K 
Î�·�Ã� �NM��ü����L�	
Î���ü
!�·��
����ó �·L�� ��
�� �;��M�Lx¶·����I
 K 
	�!��I�ü
 ��
���ó
TILN���.���NM�L�þ
�¨ 
��	�i��
Q�ü
���
�����
hlO�!¶�
	� �·��M��üM�L�z
c����¢ �������2j
L0I����
!�·��M���L ý i óM��:
 ���Ê�Ñ��ó�KlJ�Ñ��ó�·�i� ¢£M�LM�¢½I¢÷
c������¢£
	L0�Î��M¢��
T¢ I� �Ö
x$@M�� �!ý¦��K0¶�M���I���5û w ��óM������LN��
 H �J��
n¢£M�LM�¢½I¢�
c������¢£
	L0����M¢��
�����LÑK 
P�ü
 H ������
	�ÑK.ûÑ��LÑM�����
	�I�	M�K��
s¢£�·��
	��M����~
���
	¢£
	L.�"lJó
�Ll�
��
����)lJM���óÖ
x$���
	L��M5¶�
��5ûÖ���üI��óM�L� H ����KN��
�¢iý

íKò



õ Á2Ä·ÁO¿�ÁJÂÖÚ�ÁJÒ

+ &�öQ&91 806t/�÷ � ÷ L # )('(*Aø�E�÷ L ��ù�ù�ú ÷üû%ý�þ<ÿ����������
ý
	����Tþjý����������	�� ý����6þJÿ����������þ�� ���!��	#"�$����%���&��þ'���(��$������*)>÷+ ,�'�÷-,f÷�;�6!3,*H.3=�;·'()(->1�'(-.)l<2= IKI/. ��� ? ����0 L ��1�ù�ù ? ��ù I 1 ÷
+ -.)() &Ç,/2�÷ " ÷ L ;�<�&�öQ&Ç,/3�÷ L ;·806y154Å<7682�÷  ÷ L ��ù�1 Q7÷:9�;
	��_þ<���=�7�
������$>�Vý��?)>ý��@�%A)�÷)G�8�6�=l*H12= " <�16!)('�= ��� Q .åJCB

ú�0 L � JKI ? I 1�1 ÷
2�*ED�+�60G�÷F,f÷ L % *,3H=�=l69,<3�÷ L # 3H..<-,�+.-.)GD L E�÷ L ��ù�1 J ÷=H:��	I���(�J���,þ���	K��)��(þ<���L�����
ý
	�ýG�M��N��O���(þ��O���ÿP��	���7	K����$���������$>�

�
	�Q��$G���_þ���	K�������
ý
	Nÿ�$*ý��5��)5)���)M��	<$Wý��7RS"��E�A)�����	���÷ + ,�'�÷Q,f÷ % -]ö ÷  ,�&Z÷AEÎ<�'(8�÷)/2<;6_ö�<21l8�&Ç,.*H12= ù LÇI � Qx? I ��ù ÷
2�*7<-,0<2=J,f÷FTª÷ L ��ù�1 J ÷VUW)���������)����%�>�
�X��NP�*ý
$�;�ý��=��$�� �_þ���	K�������
ý
	�ÿ�$*ý��5�Y)Y)��Y)>÷ÊEÎ<21l8�÷DEÍ&�'l<�)(*5&�3H= I � J ? IKIKJ ÷
2O69,]ø�/ R ÷ ZM÷ LV[ 6!->1 80<>ø\,f÷ L EÍ&ADK,.*7<�)�;8÷  ÷ L ��ù�ù Q7÷^]´ý��������	�����$���������$>�Y)\��	_$Wý��7R`"7�L�A)7����	���÷ + ,�'�÷a,f÷ " 6�1>4
EÎ<21l8�÷DE£*F,�÷Ê;�1�*O÷ I � . 1�0 L ��� JKI ? ����ú I ÷

2�)(-PD�&Ç,�b ÷F,f÷ L ������� ÷-9S;
	���þC�%�c�Y$G���_þ���	K��������ý
	�ý��?"�$����%���E�<þ'���(��$������*)�dO�
	��
��;������5�
�fþ��G��N���	I���7)Ye�">�A)��Gªþªý ����@)�f
,f÷>EÎ<21l8�÷CG�8�6M=�÷Ê;�6!3,*H.3= �@ù L ����1�� L ������1 ÷

6D=l1.*F,06K= &�OM÷F2M÷ L�g &�h�&�'('(*7<�)(*�G$÷F2�÷ L 2ji *EhÅ<2.�*5;8÷FTª÷ L ��ù�ù�1 ÷-Ulk-	K���(�j�����ý
$�þ'������ý�	/�:ý
	K����	I���7þ?mn
��)7�7$>�7�(�Nþjý�����
��ý
$o��N��<��Y)7�7$���ÿ�����ý�	�ý��-��$�� �_þ���	K�������
ý
	`�
	�/��_þ'�����C��	a"�$����%���&�Gþ'���(��$����
�@)�f?,f÷§E£<21 8�÷vG�8�6�=/÷�;�6!3,*H.3= �@ú. ����0 L ��ù���ù ? ��ù���� ÷

R 6!-.)n,0<76pbí÷F3�÷ L 2�*H1>4 " ÷F2M÷ L bi&Ç,PD8q�÷F,f÷ L bÖ<�*crª÷ L ��ù�ù I ÷jHn$G���_þ���	K�������
ý
	 þ��G�7N��
	I��)9þs��	t�7$G���(��$�"��E�A)7����	��1÷+ ,�'�÷-,f÷ " 6�1>4�EÎ<21l8�÷CEd*F,�÷Ê;�1�*O÷ B /O<;6_ö�<21l8�÷  +>=('()�÷ I � . ��0 L �0� I ? ����ù ÷
/�37<-,3,!3�÷  ÷ L + 8�->.M,06 h�=G4�6  ÷ L ��ù�1�ú ÷Mu���$G�
��	Ke���	��7$��
;!��v?�G����)�ý
	w
;
	��_þ<���=�Y$G���_þ���	K��������ý
	'÷=,f÷  1.1.3O÷)G�8�6�=�÷J ù . ��0 ÷
/�) &9.�6!2�÷763÷ L ��ù�ù�� ÷VxJ�
$����%�7�&��)Y�&y �S)���������)����%��)S��	z
;
	��_þ<�%�-��$G���_þ���	K�������
ý
	m÷=,m÷  1.1.3O÷CG�8�6M=�÷ ú�1 . ����0 ÷
/�) &9.�6#2M÷76<÷ L TO*,1.1 L E�÷76<÷ L ��ù�1 Q7÷{9�;
	��_þ<�%�|$Wý��7R}��$�� �_þ���	K�������
ý
	m÷ R ) &91�'(-.)l<mEÎ<21l8�&Ç,.*H12=d6A~ " 6�1>4�+�6 1�&9..<>öP*H1NGn)l<2=�= + ,>1�÷ . 3~69,>..69, 0 ÷
/�) &9.�6}2�÷763÷ L TO*,1.1�E�÷76<÷ L ��ù�1 J ÷����*ý_þ��7��$�����)7��������)7�����7)S�
	��
;
	��_þ<�%�=��$�� �_þ���	K�������
ý
	m÷=,f÷  1.1.3O÷ÒG�8�6�=�÷ J 1.åI 0 ÷
/�) &9.�6!2�÷763÷ L ��ù�1�� ÷V�;ý��>�
����	n��$����%�
����	|
;
	���þC�%�:�Y$G���_þ���	K��������ý
	'÷-,f÷  1.1.3O÷DG�8�6M=�÷ JKI/. � 0 ÷
/�) &9.�682M÷76<÷ L TO*,1.1�E�÷763÷ L ��ù�1�� ÷Vû%ý�	K����	K���7þ þªý ������@��	���ý����G�9ÿ��AýA)Y���A�-�Y$G��������$>����	 ý�����)5N��
�E��÷ + ,·'�÷=,f÷ " 6�1>4
EÎ<21l8�÷DE£*F,�÷Ê;�1�*O÷ B /O<;6_ö�<21 8�÷  +>=('()�÷ � Q L ��� Qx? � J Q7÷

TO37<�*F,�G$÷  ÷ LyR 6!-.3E4�,f÷ b ÷ L + 80<-,�63÷7G$÷ L b�*Aöªö�<�)�;8÷  ÷ L /2&!6NOG÷F,f÷ L ������� ÷-xVN�;A)Y�%��)YeG"G�A)��Gªþjý���7�@��	��ªý��?"�$����%���E�
��$���������$>��da�+ýAN��Y)����
����ý
$�þ<���E�����
ý
	P)\�
	�t��NP�\�9ÿ1ÿ��@�%�>�����
ý
	 ýG��þ��Y)YN5��$G�>�ïþ��7��N7ý A)�÷ � 80<;6]÷  1.1.3O÷ R ) &91�÷
EÎ<21l8�&Ç,.*H= I Q L ù�ù ? ��ú�ú ÷

3a&�'(8�&�ö�,f÷7G$÷ L E£-3,
� *AøÊ&  ÷ L 3 -  ÷ L ��ù�ù�ù ÷=�Fý��7RQ��$�� �_þ���	K�������
ý
	}"�;o"7�L�A)7����	���e��S�@���(��$G������$>�O)����P
;Vý��V$>�Y)��G�
$G��N
��	|��N��<�
�����X� )���	�}�������X� )�÷ R "4 / [ 3  ; � ? + ,�'�÷V,f÷ [ 35&9=�÷ R ) &AD�ö�<-,·' &�'(*769, IML ��ù I ? ����� ÷

EÎ<�376K=(8rOG÷F,f÷ L " 6�&Ç,r63÷ Z�÷ L  =(1.8�&�-PD 63÷ L ��ù�ù�� ÷:9�;
	��_þ<���=�Y$G���_þ���	K��������ý
	p��	\�6þJÿ�������)�dV�S;�
$Wý �+ý����)Y�6þ<���E�
e
���
ý
	´ýG�S�L��"+ý
$����Oý
$Y;}�6þ<ÿP������)�÷=,m÷§/O<;6!1.8�÷�)l<2=l<�&�)�1 8 ù Q . 6 ù�0 L Q IKJ ?�Q J ù ÷

E£-3,
� *AøÊ&  ÷ L 3a&�'(8�&�ö�,f÷7G$÷ L  ,>.�)l<7i�=�Tª÷ " ÷ R ÷ L ��ù�ù�ù ÷�û�N��
���E��	����Y)�ýG�C�/�+ý
�/ÿ��&�G|�+ý_þ�"���	��GSk:	I���(�7e�
��)7�7$>�7�(�
���&��þ���	K�=�9ÿ1ÿ�$Wý�����N��Oý��G�9ÿ��AýA)Y���A�?��	�
�P�5�GC$*ý���R:��$G���_þ���	K�������
ý
	m÷ R "4 / [ 3  ; � ? + ,�'�÷�,f÷ [ 35&9=�÷ R ) &AD�ö�<-,M?' &�'(*769, IML � I Qx? � J � ÷

E£-3,
� *AøÊ&  ÷ L # i�<-, " ÷F,m÷ L�[ *H1�&Ç,.*H1 % ÷ L ��ù�ù J ÷CU��+ý_þ�"���	��G�k-	I���(��e����)��7$G���(�8���&��þ���	K�3þ'����N7ý�/��	`��$G�
	P)��%��	��

;
	��_þ<�%��)�ý��=��$���������$���	��')�ý
����A)>÷Ò6Ò,PDf÷D1;6_öP1.-.' &�'(*769,>= ��� L ��� J ? � Q � ÷

# )('(*Aø " ÷ L ������� ÷S]p��)��<�
� ÿZý
��	K�Oc� ��	n�o��ý
������+ý�þ<ÿ]ý
$��(�>þ'�7	K���7�J��M��$G���_þ���	K�������
ý
	`
;
	���þC�%�7�I�<
�t">�7�Oý
	
)>ý��Lþ<��)�����	��<��	���$%�
�����G�9ÿ��AýA)Y���A�>÷ � 8092=l<�..<�..6�1�'l6!) &�' L 6D1;6!37<N..<2=�Ed*F,0<2=v..<�Gå&�)(*H= L>R ) &Ç,>1;<�÷

Gå6!'(6Å69,>.�6�2M÷ # ÷ L + -3,>.0&�3,3'G$÷  ÷ L ��ù�ù�ú ÷�] ý �������	�� ý��w)YN7ý���R�e��
	�����A)Ye�
$����A�7	l��$G��������$G�Y)l��	�
���Y�G�"�;��
"��E�A)��<��)Y��	���"+ý
	���G#�A)5)���þ�"����%�Y) ý�� )OÿKN��7$Y�%�>�
�Tÿ��
$7�������E�Y)�f " 6�1>4 R ) &AD�ö�<-,�' &�'(*769,�+�6�+.35&9=('(*F,PDf÷  ÷  ÷[ &�3E4Å<>öQ&�¡ " 6!'('l<�)�.0&�ö L�[ )l6·6
4�¢�<�3H.4÷

³�´



G�)l<;<21;</2�÷ L � 806!)l< [ ÷F,f÷ LV[ &!<�)'E ÷ " ÷ L ;�i�<7D�37</,f÷ b ÷ L ��ù�ù�� ÷íû%ý_þJÿ����(�7$8)��(þ<���L������ý
	 ýG�8$*ý���Ra"��E�A)�����	���dw�
)Y�7þ�þ'�
$Y;�ý��S£Tý
$YR���$*ý_þs�
���K¤C��N�$Wý
���AN|�
����¥�f%;  q% 2 ��ù ? ����� Q L $ ,.3,*AöP*,'l<2. " <�37<�&9=l<�÷

" <�1N<�'('l6�6<÷  ÷ L " &9..6 h·*,'*ø�4�6 " ÷ L # )('(*Aø�E ÷ L ������� ÷ H:��	I���(�}����þ���	���)��(þ<���L������ý
	¸ý��8�;A	��_þ<���?��$���������$>�/�
	�
��$�����þ'�7	K�������
ý
	 ý����
�E�A)5)S$*ý�A)�÷ + 6_öP1.-.'�÷CEÎ<�'(806y..<2=  1.1.3O÷DEÎ<21l8�÷D6D,PD�)GDf÷ ��1 IML�I ? ��� ÷

;�<�&�öQ&Ç,'3�÷ L + -.)() &Ç,'2�÷ " ÷ L ;·806y154Å<76C2�÷  ÷ L ��ù Q ú ÷gû%ý�þ<ÿ����������
ý
	����7þjý�����*)���ý
$J
�P�������&�j�
	�C"�$Y���%���&����$���������$>�>÷
,f÷  1.1.3O÷ÒG�8�6�=�÷ � Q . ��� 0 ÷

b�8.*,'(' &A4Å<�) [ ÷ % ÷ L ;·*F,PD�8 " ÷ % ÷ L ;·-3,�/�÷ L ��ù�ù�� ÷¦�Fý���R`Hn$G��������$>�z]z�G��N��
	K����)Y§'x�$Y��	��7��ÿ��&�Y)5§'9o�Y)��L��	��
	�
UDÿ@ÿ��@�%�>�����
ý
	P)>÷D6�3H=l<7h�*7<�)�=�1�*7<-,>1;<21.-.+.3,*H=l80<�)�= [ ÷ ZM÷

q�- L q�÷7G�÷ L % <;<2.�37<>öQ&Ç, L  ÷ L ��ù�ù�� ÷©¨S�Lþ���$����5�
��)Y�6þ<���E�����
ý
	P)�ýG�?���A)�����$����7R\��$Wý
£-��Nl��	ª"�$Y���%���&�})>ý��@�%A)�fl,m÷
EÎ<21l8�÷e&Ç,>.�Gn8�6M=�÷Ê;�6!3,*H.3= ��� L � I ù Qx? ��� I � ÷

re<7i + ÷7OM÷ L � &�6�376!)�G�÷  ÷ L ��ù�ù�� ÷oU«��N���$�þªý 
;
	��_þ<������N��*ý
$�;ïý���
;
	��_þ<�%���Y$G���_þ���	���������ý�	m÷ + ,·'�÷�,f÷ + öP1�&91�'
6Ò,PDK,PD � J/. ��0 L�I 1 J ? I ù�� ÷

³§í



Ë � ¥�� et_�¤ � �

Ë Z�X¼g�e��Aeh» e �c¬Ä_ d Z `[_a^Ò^%�ÒX[b

���B���(-"5��"����	��N2+�g� �F&�����)+�!�"��A�*���-+�����6T	9���g�
R*A�����6�,-*� ���+,	�������� �a2*	a����-�5��"����	9�g2+�g� ���
	E���	����� 	��g&��(��)*�!����T�"��%� �g�����6	�� ��+T2+�
��? ��������
�
��5"���-+��2_? 	��j56���
A�*���ª��-+�!Q"���N2+�!KL����	����"�O.�wf�*�J56-+��������	������I��9-*	��<5�-*�8��������2*���g� �D&����E)*�!�"��A�*��,-*��IT-*� 2+-*���I%A-*	�!2�? �:Q6-*�(2EI
5�-*�8��������2*���!� �"��5��
��A ������[��	��L5�-*��2*��,�,-*��������]�i? �
�+�9�+�
�����-*�g2+���LKL���6	��������"Z� �T5������������	��'�9�*�;� �+��	>�"��� �!5��"��2:�"�
���, "�����]�9�+�6�
����i.
S;�(��	9����	����D,�(�"��A�*�����T2�? �*�������"�(I�#%�9�*�
����T2+���$����+PE�*	+R�����-*�����,�"�
�%2+�Jp]�
� cV�UJ�"f���%®L����I4� �C~3��5��*���,�"	>�D2:�T� �B�m	E���	9���B�35�-*����	g	��
2+��PW�"� -
�+���"�!�"��@���8�9-*�
A�*��i.m�����]�$��5��*�����6�!���'2+�8�
	E���	9���;-*��1�"A�4Q"�����T5�-*�'�/�
���'��@Q"�����%�$-�2+�"� ���
���'���T�
	E���	9�(�@&�����)+��� �42+�*���m� �[5��*�'2_? 	��
�$��� ����	<5�-*��A�"���+��m����������*� �"�!����m	����%�
�"	�� �8KL�6��	������!�+5���-*�
5�-
���,�"	>�T��	��
56�(����,Q"� ��2+�%�
�4���(-
�9��):���%�6	���A��#C2+���!5
U��+�,)+���!�"������
R+����
����	��
�
.
S;�*���'� ��5��*�82�? 	��T)*�(�*��2$��-*�!Q"����2+�LKL����	9�����(I75��"�A�4�
�+�/��-"5OU��$�!�$-*������������m� ���$��A���'��1�
�4���-*	�PE������5��
�9�9QO� �;2+��,�(�*��A���'	����/��-:Q"�  ��$��2+�
&
����)+�$����A�*���-*�a2�? 	9�g�$��� ����	<����������*� �"�!����'������:5"i.%wf-+	9��5�-*�%QO� ���!5�������� ��������+,�,-*��I7�/� 	�������	9�
�%�*	�����"�!�
�+�/��-"5OU����%�$�*�U����!�*�����	����%-*��
��A�;2+��PE��� -
�+�9�����%oi�$��5���-*HA��A�*����������	����(I_�>U>�"��-*�!����-*� -�)*�,�"	>����I'.�.�.[���5(y+.
S;�*���45��!5
U��O��������OIZ���_�:? ��)+��_�9�*��2�? �*���+� =*�
����A-*	9A����5��"�4�
�+�/��-"5OU����;�!�*���f�/� 	�Ab*f2+�8�������
�"��A���4��-*����8����-
���(�!�$-�2+ "� �W.
k�-*����C�
�+���(-"5OU��
I�Q6�*�
�6�B��	��T� �<�U����
�$-�2*=*���*�$����	��F2:�"���$��� ����	+R<5�-*�������	9�(I��D�9-*	��D-:Q,`O��5��� &T2+�B�����/��-"2*	����(�3� �B5�-*�8�9-+�
����!�"����!�+5���-*H
�
5�-
���,�"	>��2+�����!�*A���
���*	+RC��	��*����H &�����)+��� ���!2:�%�=
�9�%��-�5
U>�"�!�"[Q6�"A-*��I'��'5��4��-*	9�%2*� n'�"��������;�=
�9����2:�%�
-*��� ��5���A�*���-+���
.!wm-*	9�%5���,A�!���+���
-*��I
� �4�������
�"��[5OU��
����,�(�T�
�����F-*�,):�*�����
�B2+��� �C�!�*���� �������	���PW�*��A���2+�*���!	9�C���(�"�$�����!����8���(I8��-*	��[������������A-*���$� �D56�:2*���%)+�����"�(�*�L2+�T��-*����
�!-"2+��� ���
�*���-*�M�"[��	���� ��	>�"�%��� ���$������%2+�BQ6�*�
�C2+�D� �<�U��"�
�!-"2+=*���*���,�"	>�C2+���%����� �,�"	+R35�-*�������	9�O.3S;�"	+R*�, "�!���$�����I8��-*	���2+��5"�
��PE-+���%� ���
-:Q"�
�"�
PW�*���-+���m��RO�9���
���!������+� ���Y&
�*��A�"�f��	��'2+���f��� ���$������]���(������������A�*�� &
�m�(KL�D2_? ��2:�"���� K7���'��	>�*� ��A�*���PW�"�!�"���� �[5�-*�'��-*�
A�"�!����L2+���f�!�*A�"�
��H
�*	+R<�"	>�*����H &
����)+��� �"�O.D�f����	9��A�
I4��-*	��8�/���"�
����A-*���!�i? �"���
���!Q"� �B2*	N�$-�2+ �� �C2+��PE��� -
�+�9�B��'� �"�%��� ���!�"����!2+�BQ6�*�
�B2+���
-*�a���'�/� ���$����A�*���-*�
��	��$���
����	>�E.8�]��KL��If��-*	��f�������
�"��A-*���;	9���!2*����5�	��6���,-*�J��	���� �[�>U�����-*�$ ����%2+�!� -"5��*� ���
�*���-+�N���3�
	E���	9���%2+=*���*���,�"	>�%��]	9�N��R:�"�8��� �!rES
����Z2:-*�����!56-+���!�$����� 	��6����+,�,-*�J2:��5��8����-:Q"�  "�!�E.

¢�¢F£Y¤ ¢ ÂÃÀ�¿�ºdËÖÐÖÚqÀnÉ	ºVÂ

¯ ��°J±�²9��³�´|° µ�¶W��¶(·E��µ ¸c²>����°�¹�¹�·�¹��|µ;��¶»ºK²9��¼O°Y½�¶G° µ�¹ ·E��µ �>±'¶
��°?±�²9�m� ¶(º�²7°�¸c²>����°�¹�¹.ôq��
c������¢d
�L.� M�� H �ü�y��I�	
��ÎK.ûÃ��ó
JM�L.��
	����
	�	��M���Ld��
å�QL0I¢ Ka
�����
å�������2j0� w 
!���;ó£�����·�2jr
c����¢dM�L�P�üI��
 �·��
��4��LÈ�nl��½���po����	
�L.�

c������¢£
	L0����ý i ó
	��
�
c����
 w ���TINL�
��ü�ü����L�¿
c������¢£
	L0���·��M���L ��LN
Í¢ I� ��q ��� ����ûþIL�N
���� �;��LN�¬Ka����ó ��ó
��ó�ü
��üó�����Ñ�	��L�M5��M���L�q��ó �·�2����M�����
��4��ó
�
c�����	��I��
 H ������
��ü� ��L�Í��óN
 j�M�L
	��M��	�OK.û�lJóM��;óÑM5� H �ü�@�	
�
��N��ýi ó
 ��
�� H ��L��
 ��
�����M�L����
2�����·�2j ���QK ����ó£� �;�·��M��J��LN�Î�Nû�L ��¢dM��2���.���M�L��� ó �·�4�ü
��	
�M�¶�
��Í�	��L�üM��
	����K��
�·����
�L.��M���L ��¶�
��Y��ó
 H �·�ü���ü
	¶�
����·���
	�!���
	����L� M5� M��Y�ü
!���ü��L ��KN��ûmlq
�����IL�
	��� �����@� ý i ó
�q���ü����L�óM���ó
�� ���P��óN
 ¢d��� �q�üI���	
��ü��
cI�å� HH �ü�.���;ód�
!����M�L�'lJM5��ó�
c�����Ê��I�ü
JM�� ��ó ��� H M���L
	
��ü
��dK0û<�P��M��È��ód��L��(��lJM�L w M�L�lJóNM��;óÑ�½¢£���	�����ü��� H M��J�����·�2j£M��4����
!����
��Í���O�Q�ü���ü
��ü�½�@
c�ü
�
�Ka��ILN� ���üûdM�LÍ�VKa��ILN� ���üûÈ¶·����I

H ����K��
	¢öý i ó
Í��ó��
	��ó����������LN�M���M���L�
c���½�������2j M�L�ü����KM���M��(û M��Ã�����üI¢d
������TKa
Ñ� ���üM���M��!�·�q
	L
��ü��û�
�LN��M��(û w � ���ü
�����M�L.��
	L��M5�(û�
 ���	����� w ���4����óN
��4¢£
�����I�ü
s�y
å��óN
Y�ü����
	���O�·L�Î� �����·M�L�q 
������L
�������ó
 �������2j
��M H ý i óM���� HH �ü�.���;ó w ��
���¢d
���
c���·�	��IN��
J¢£
	�;ó ��LM���� w ó����K 
	
�Ld
x$����ü
�¢d
���û ��I�	��
��ü��
cI�aM�LÈ������
	�vlJó
	��
��ó
�Ka
�ó �!¶�M���I�2��
��È�üM�L����
 w �����ü��
��������2jÑM�LÖK�üM��ü����
Y¢Î�·��
��üM����aM��2��
 H �üM�¢d
PM�L.��
	��
�� �!ý*s�Klq
	¶�
	� w ��ó
��ü
�� H ��L�ü
O��
a� �üû��ü��
�¢ �y
 �������2j0� IL�
	���ü����
	���½��lO�!¶�
 ���.���M�L�JM�����
��ü�Êlq
����@ILN�
��ü�ü������� ô
���ü
!�·��¢£
	L0�4��
 
!�·�;óÎ�������2jÈM�L�NM�¶�M��I�����5ûVKa
��	��¢d
���
c����KNM���M�L�ý%~~��� ��I�;óÍ������
	�q�·��ó
	�4¢£�·��ó
�¢£�·��M��!���
� HH �ü�.���;ó
	�Îó �!¶�
 Ka
�
�L¬�
	¶�
���� H 
	� w ��¢d��L� ��ó
	¢ ��L
i�!��L�q L�¬��ó
i¢£M������p�(�ü���·��M��ü��M��!�·��
c���·�	��IN��


³�³



¢£
	�;ó ��LM����	ý��(LÖ��óM�� � HH �ü�.���;óö��ó
�¢£M����ü�y�(�	�����2jÎ��L� ¢dM��	���y� ¶���M��Í����L��
	L0�����·��M���Lö����l�
	���n���J���üM�
	L§��;�·��M���L ��L�È��M¢��
J�M�� ���üM�KIN��M���LN�j���ü
2� H 
���M�q 
��dM�L ��ó
J�
��ü���üM H ��M���LÃ��
a��óN
2¢Î�·��
��üM����{� �e��ó
	��¢d�@�Nû�L �·¢£M���ü���·��
·ý i ó
	ûd�·��
2����L��M��
��ü
��Í�·�4M�L.��
��üL ���N¶·���üM���KN��
���M�LÃ��ó
J�	��L�ü��M���IN��M5¶�
J��
	���·��M���L�Ê
c���j��ó
J¢£�·��
	��M���� ý
ò M(�d�	I����M�
��Q��
	���·��
�� ���T�����	I������
Í� ���;�h
c���Q��ó
<
c����¢ IN���·��M���L���
J
	¶�����I@��M���L ���9lJ�½�y
J��I�;ó�M�L.��
���L���
¶·����M���K��
	��¢Î��j·
��Q��óM��½� HNH ���.�·�;ó IL�ü
!����M���
	�þ
	� H 
��	M�������ûk
c���Q�����2jT¢Î����
��üM�������ý��Y��ó
��½� HH �ü�.���;ó
	� wK ���ü
�� ��Lö����L.��M�L0II¢ H ó
	L��¢d
�L��������M��!���å¢£���
���� w ���ü
VI�ü
�� 
�$���
�LN��M�¶�
��5û M�Lö�ü� H óM��ü��M��!�·��
��ö�
��üM���L����¢ H IN��
��q�����
��O���Ã¢£���
��a¡0I ���üM��(KN��M��ü����
 H óN
�L��¢d
�L�Ný�� �JM��q��IN���üM��
s��ó
P�ü��� H 
���
n��óNM��O�;ó � H ��
	������M��ü��I�ü� �����å��ó
�¢£���
	���2�!¶·��M�����K��
YM�LÖ��M���
	���·��I��
·ý
�(L ��óM��%lq���Sj w ��I�j¢£��M�L ��K�oü
	�	��M5¶�
2M������P�
Ê¶�
	��� H ��¢Î�·����������� H M��q����L� ��M5��IN��M�¶�
2¢d���
���
c��� ��L �·��û���M�L��
�
c����¢£�·��M���L �·L�W
 ��M���I��
Q��
4¡0I ���üM��(KN��M��ü����
Q¢£�·��
���M������ M�LN����IN�M�L�£���.�·�§�(M�L�I�	
�� �·LM��ü�����ü� H û �IN
½����������2j0M�L�ý i ó
Ö�
Ê¶�
���� H 
�������LN�ü��M5��IN��M�¶�
Ñ��
����·��M���L��lJM����4Ka
Ñ��K��
Î��� ��
 H �����I�	
Í��ó
Ñ¢£���	�����ü��� H M���ü����
��ü�½� �ü������M�L£��
	���·��M���L��
c���4�NM¢¨ 
���
	L.�q���.���M�L������LN�M���M���L� w L
�����
��Ê��M�L�Q��ó
 ¢£M������������ H M��2¢d
��;ó �·LM��ü¢��
n��ó
�Ka
�ó �!¶�M���I��ý i M�¢d
x� �
 H 
�LN�
�L�	
�M��J������� �;�yj�
�LöM�L.���È�·������IL.�YM�LÑ��I�2¢d�@�
	� ý��(L�
 ���Ê� w 
c�ü��¢ �
H ó.û���M������ H ��M�L.�4��
å¶�M�
xl w ��M�¢d
x� �
 H 
�LN�
�L�	
����üM��ü
���L �·��I��������û�
c����¢ ��ó
�q LM���
 H ��� H �·�.�·��M���L ¶�
	������M5�(û��
q�����·�2j��	ý:�@
����.���NM�L�Ñ��
��Ö¡�I����MH�(K�üM�������
 ¢£�·��
���M�����M��PM�¢ H ����
����·�V�Ñ��
	���·��M�¶�
���û �����Ðl ���·��
Ã��ó
	L��
��M�L����
V�������2j �����Í��¢£�����nL0I¢ Ka
��P��
4�	�����2j0� w lJóNM��;ó ��
	��M�
Ê¶�
½��ó
Ã�ü����
	����
	��M�L�IN��
�� K.û ��ó
Ã� HNH ��M�
�����.�·�M�L� w M�� 
c���ü¢£
	�þ��
!���M�L�Í���i�!���;��� ����� H óM���
 ��M���I�ü
ÃK 
x
c����
Ã��ó
£�����Kl2��óþ��
O�·L0û �·��ó
	� H ����
	L.��M��·�
c�����Ê��I�ü
���M5��
sM��O�·�	��M5¶·�·��
	� ýv��LÎ��ó
P�·��ó
	��ó ��LN� w M¢
e�VK ���Nû£��
n¡0I ����MH�(K�üM��ü����
 ¢£�·��
	��M��·�aM����üIK�oü
��Ê��
	�
���TóM���ó�������
Ñ��
s�
�
c����¢£�·��M���L w ��������
Î�ü���ü
��ü��
��£���ü
Ö���;óM�
Ê¶�
	�¬M�L�� �ü
����·��M5¶�
��5û��üó��� �Ã��M�¢d
 w ��ó
�L �óM���ó
��P�
	L��M5�(û ��
v
c�����Ê��I�ü
��Q�!��L�K 
d���Ê��M5¶�����
��þ��L���!�·Lþ���ü�Kl ���ö�Ñ��M���LM¢q�!��L.����M¢��
�lJM���ó��IN�Q�����
��
	�ü��M�L�Ã
!�·�;ói�·��ó
	��ýv|@I�;ó H �ü�@�	
����ü
��J�!�·LÑK 
���ó
P����M���M�L£��
n��ó
�� HH ���ü
�L.�JM�L�	��
�����
��y
e��ó
'
c���·�	��IN��
��
	��M�� �;��LN��
�ý i óM�� M���lJó0ûÃ��ó
"
c���·�	��IN��
 H ������
	����M�� �y
���
�LÃ¶�M�
xl�
	�Í��� ���·��
2�N
 H 
�L�
	L.����LÃ��ó
J¢Î���	���������� H M��P��������
·ý��(Lö��I�"l����Sj w ��ó
�������
P�
 H 
	L�
�LN��
½M��2
x$@óM�KM���
��Ö��ó�ü��I��ói��Li��¶�
��ü�ü����
��ü��� HNH ���.�·�;ó ýi ó
2��
	¢Î�·M�L�
	�j��
a��óM��j�;ó � H ��
���M�� �����.�·LM��	
��ÃM�L ��ó
"
c�������KlJM�L�0lO�!û�ý%�(Ld�ü
��Ê��M���L����;ý?³�lq
J��
	¶�M�
�ly��ó
K ���üM���
c����¢ IN���·��M���L ��
O��ó
:�(LNM���M���������INL� ��� û>��4����IN
<	 �ü��K��
	¢ ��L��lq
Î��M5¶�
d��ó
d��ó
	��¢d�@�Nû�L �·¢£M��
��
	�ü���üM��Ê��M���L� ���ÎKa
½�	��L��M��
��ü
�� �NI��M�L�£��ó
½�
Ê¶�
	��� H ¢d
�L.�Y��
j��óN
½����L�ü��M���I@��M�¶�
½
	¡�I�·��M���L��ý0|@
	�	��M���L�S�;ý�îi�N
����	��M�K 
	�½����¢£
Ã�(û H M�������
x$ H 
���M�¢£
	L.�;��� �ü
���IN�����Q�;ó �������	��
��üM���M�L�Ö��ó
d�ü���·��M��£�·L�þ��ó
£�@û@L��¢£M��K 
	ó �!¶�M���I�Q��
2¡0I �·��M�� K��M5������
È¢Î����
��üM�������ý��(L���
��Ê��M���L����;ý ¸�lq
 H �ü
��ü
�L.� ��óN
Î�
Ê¶�
���� H 
�� �	��L�ü��M���IN��M5¶�
¢£���
	� ý�|@
	�	��M���L´�S�;ýïóÍ�
!����� lJM���ó K �·��M�� H �üM�L�	M H ��
����y
���óN
dL0I¢d
��üM������jM�¢ H ��
�¢d
�L.�;�·��M���L ��L������¢d
ILM��p$@M����e����¢ H IN���·��M���L ���e��
	��I�5���	ý�~�M�L �·����û w M�L ��
��Ê��M���L��S�;ý�ömlq
È�M��ü��I�ü�P��ó
Ã���@������M¢�!�·��M���L H ����K��
	¢M�LÃ�Nû�L �·¢£M��
c�����Ê��I�ü
J��L�£����L
��(�M�¢£
	L��M���L ���@
x$N��¢ H ��
OM��j���ü
!�·��
��d��� M�����I� �����·��M���L½��
a��óNM�� H �ü��K��
�¢iý
¾ Ó5ÛKà�ÛKÝPÓAÑ
i ó����I��ó��I@�Î��óNM��Í�;ó � H ��
	� w ��ó
 L�IN¢ K 
	�Í��
�ILN�
��ü��M�LN
��ÍKa
�L
��·��ó�� � û�¢ K ���sM�L�M����·��
	�£��ó
 ��
	L§������üM����������
	�V�y
���ó�·��¶��·��M��·K��
·ý�|@I H 
	�����	��M H � t

M�L�NM��!����
��P��ó
Ã�����·L� H ����
£� H 
�������M���L w lJóM���
�ð����:ñÈM����ó
Ñ�������	
i� H 
	���·������ý�|�û�¢ Ka��� �2ôk�Ö�
	L����
Ö��óN
iM�LL
	� H �����I�Ê��lJM5��ó ���IKN��
Ñ����L0�������Ê��M���L w 
�ý �ý
σ : ε = σijεji

w
(
*

: ε)ij =
*

ijklεlk
lJóN
���
ÃM�L�
�$N
	�P�
�LN����
Ã�����ü��
���M���L �	��¢ H ��L
	L.������L� ��
 H 
!����
��M�L�N
x$@
��OM�¢ H ��ûÃ�üI¢£¢£�·��M���LdIL��
����q����óN
���lJM���
�M�L�M��!�·��
�� ý�|�û�¢ K ���Ê� ý"� �
�LN����
 ��ó
���IN��
	� H �ü�@�IN�	�lJM���óþ�üM�L����
È����L.�������	��M���L w 
·ý �ý

(σ . ε)ij = σikεkj

ý i ó
£�Nû.�·�M��d������
�LN����� H �����I�Ê�½M��VM�L�M��!�·��
��lJM���ó�� ⊗ � w 
�ý �ý
(σ ⊗ ε)ijkl = σijεkl

w lJó
	��
������ ⊗ � �
	L����
�����óN
Ã�üû�¢£¢d
	����M¢��
�� �Nû.���NM�� H �ü�@�NI�	��
�qL
��y���Èÿ ⊗ �
:
�

=
ÿ
.
� s.
� w 
c���d��L.û����üKM�������� û���
	����L���(���ü�
��È��
	L�����ü�£ÿ w � w � w lJó
	��
� s = (

�
+
� t)/2

M��O��óN
V� û@¢d¢d
	���üM�� H �·�ü�J��
 � ý�� ��L�t� s �·��
���
	� H 
��	��M�¶�
���ûÑ��ó
���
	����L���(���ü�
��s��L��üû�¢d¢£
Ê����M���
c��I� ��ó§� �����N
��2M��N
�L.��M5�(ûÎ��
	L��������ý

¢�¢F£�¦ ¹»ºVÂÈÀnÉ	Â£ÐÖÐÖ¼ ¾Ö¿�ºQÛiØÊÁJ¼ Ä·º�¿j¼ ÐÑØ	Æ�ÀnÉÊº½Â

��
	� I� ����L�üM��
	�Y�È����L0��M�L0I��IN�sKa�@�@û
Ω ⊂ � � 3 INL�
��ü����M�L�Î�È�
x
c����¢£�·��M���L H ������
	����lJó���ü
½
	¶�
�L.�������
½�����
	��
	�TK0û �Í����������� H ������¢£
Ê��
	� t ��ó ���'lJM�����Ka
 ��
x
c
��ü��
������}¶»·%´|°Êý i ó
Ã�ü
�
c
	��
�LN��
È����L§q ��I���p�

��M���L�M�� �
�LN����
	��K0û
Ω0

��L�
∂Ω0

�N
�L����
�� ��ó
ÍKa��IL� �·�üûþ��

Ω0

ý´	���M�L0��� M�L
Ω0

�·��
Í����K 
	��
	��K.û
³�î



��ó
	M�� H ����M5��M���L�¶�
��Ê�����ü� −→
X

�ü
�������M�¶�
Ñ�����ü��¢d
ö���üM���M�L ý��n
Ê�
[0, T ] ⊂ � �

+

K 
i��ó
Ö��M�¢£
ÖM�L0��
�� ¶��·�
��
PM�L0��
��ü
��ü��ý ÿO�Ñ
����;ó¯M�LN�ü�;�·L0�

t ∈ [0, T ]
��ó
 K ���Nû �@�	��I H M�
��Î��L
xlß�	��L�q ��I���·��M���L w �
�LN����
	�

Ωt ⊂
� � 3 w lJM���ó�Ka��IL� �·�üû ∂Ωt

ý i óM��VM�����ó
d��I�ü��
�L.�V���Q�
�
c���ü¢£
	�þ�	��L�q ��I���·��M���L ��
q��ó
dKa�@�Nû�ý
��
	�

χ(
−→
X, t) : Ω0 × [0, T ] 7−→ Ωt

K 
Ã��ó
ÎL��L§�(��M�L
�����¢£� H �y
O¢£�·��
	��M��·� H ��M�L.��� −→X ∈ Ω0

��L.���
� H ����M��·� H ��M�L.��� −→x = χ(

−→
X, t) ∈ Ωt

ý
�(L�lJó�·�h
c�������KlJ��lq
þ�üó �����PK 
 
x$@�	��I�üM�¶�
	��û��	��L��
	��L
	� lJM���ó²�ü¢Î�·���Y������L�½
c����¢£�·��M���L�<
c���mlJóM��;ó
��ó
V�����·�M�
	L0�s��
j��ó
½�NM�� H �����	
�¢d
�L.�0q
���� −→u (

−→
X, t) : Ω0 × [0, T ] 7−→ Ωt

�ü
�¢£��M�Li��¢£����� ý�~ ��� ��ó

����j·
���
��üM�¢ H ��M���M5�(û w ��
	�J�N
�L����
 Ω

���2��óN
Q�ü
�
c
	��
�LN��
Q����L�q��I������M���Li�y
���IN�2K ���Nû�ý
i ó
Ñ��¢£�����4� ������M�L ��
�L�ü���ÃM��V�
�q LN
��¬���

ε = ∇s(−→u )
w lJó
��ü
 ∇s

M��V��ó
Ñ�üû�¢d¢£
Ê���üM�� H ���ü�Ã�y
 ��ó
�����·�M�
	L0�j� H 
	���·������ýC��
J�
	L����
J��ó
J�ü����
��ü� ��
�LN������K.û σ = σij
−→ei ⊗−→ej

w lJó
��ü

σij ∈

� �y�
	L����
	�4��ó

����¢ H ��L
�L.� ��
 σ ��
	���·��M�¶�
����£��ó
Q�ü�;�·L� ���ü�öK �·��M�� (−→e1 , −→e2 , −→e3 )

�y
�� � 3 ý�|@
	����L���(���ü�
�� �üû�¢d¢£
Ê����M����
	L�����ü� ����
���M�L
!�·��������L��
c����¢£�·��M���L��M�L©¿ w �
xq L
	� ���
¿

:=
{

x :
� � 3 7−→ � � 3 | x M��2��M�L
���� w ��L� x = xt

} s×�S�;ý�í u

�(L:lJó �·��
c�������KlJ� w l�
Y�����üI¢d
s��ó�·�
∂Ω = ∂uΩ ∪ ∂σΩ

��LN�
∂uΩ∩ ∂σΩ = ∅ w lJóN
���
 ∂uΩ

M��4��ó
 H �·�ü���

∂Ω

lJó
��ü
��M�� H �����	
�¢d
�L.��� ���ü
 H ��
	���	��M�Ka
��ö���
−→u |∂uΩ = −→u g

s ��M5¶�
	L u s×�S�;ý ³ u
lJó
��ü
!���

∂σΩ
M��O��ó
 H ���ü�J�y
 ∂Ω lJóN
���
�
c���ü��
�� ���ü
 H ��
	�����üM�Ka
��ö���

σ|∂σΩ.−→n =
−→i

g

s ��M�¶�
	L u s×�S�;ý�î u
*s
	��
 −→n M��O��ó
P¶�
��	����� L����¢£���a���

∂σΩ
ý

��
	� −→
f (−→x , t) K 
���ó
QKa�@�@ûm
c�����	
 H ���sINLM��J��
�¢Î�·��� w �d��M�¶�
�LÖ¶�
��Ê�����Nq 
���� w ��L�ö�
�LN����
���ó
Q¢£������
�LN��M��(ûÍK0û

ρ(−→x , t) ý i ó
Q�����!���A
c���ü¢£�2��
e��óN
Q¢d��¢d
�L.��IN¢E
�¡0I ����M���L�J����

−→�M5¶

σ + ρ
−→
f = ρ∂2−→u

∂t2

σ = σt

} M�L
Ω × [0, T ]

sP���;ý ¸ u
i óM��V�üû��ü��
�¢ ��
 H ��� ��M��·�4�NM¢¨ 
���
	L.��M��·�4
	¡0I �·��M���L� M��V�üI HH ��
�¢d
�L.��
	��K0û���óN
ÍK ��IL� ��� û�����L�NM���M���L� w� H 
��	M¢q 
	�öK.û´s×�S�;ý ³ u ��L�zsP���;ýïî u�w ��L�Ñ��óN
QM�LM���M����a� �·���

−→u (−→x , 0) = −→u 0(
−→x )

∂
−→u
∂t

(−→x , 0) = −→v 0(−→x )

} M�L
Ω

s×�S�;ýïó u
lJó
��ü
 −→u 0

��L� −→v 0

�·��
 H ��
	���	��M�Ka
��t
cIL�Ê��M���L�JM�L Ω
ý"# ¡0I �·��M���L��sP���;ý ¸ u �·L��s×�S�;ýïó uxw ������
Ê��ó
	�NlJM5��ó��ó
YK ��INL� ��� ûÎ�	��L�M5��M���L� s×�S�;ý ³ u ��LN�´sP�S�;ý�î u�w û�M�
	���Ñ��Lm�(LNM���M����A����ILN� ���üû3��4����I
	��	 ����K��
�¢f
c������ó


�M�� H ���·��
�¢d
�L.��q 
���� −→u (−→x , t) w lJó
�L���ó
Í�ü����
	���rq 
	��� σ(−→x , t) M��V��
	���·��
������ ��ó
Î�M�� H �����	
�¢d
�L.�q 
���� −→u ��ó����IN��ói� ÎMÓAÑCÜ�ÛÐÝåÛÐãDÛKÝ×äAÖ�ÖKÀ)ãCà§ÛÐÝPÓAÑ ý

±@±[W±g:¯ Á�ç4èsñ0æ@â æ'² æ@âGÂ�§ §=Ãg²Yäjæ@âlç�èYñ�Ä�ÅT¥s§ é ¦gç2¨sðOèYä4¦gâlã²ä àYàséç�ä�ã¥
ÿ2���	�����M�L�V���V��ó
 H ��M�LN��M H ��
��4��
 ØDÖ3ÛKÖ>ßyÚ�Ý{ÑCÝ{ÜÇÚ �·L� Õ×ÓÒÎMà5Õ�à5Î�ÛKÝPÓAÑ w ��ó
Y¢d��� �q��
�L
	�����a
x$ H �ü
����üM���L
c���O��óN
Q�	��L� ��M���IN��M5¶�
P
	¡�I�·��M���LÖ��
j�·Löó��¢£����
�L
	��I� Ü9ÝPÚ�ùÊÕPÖ ¢Î����
��üM���� �!��LiKa
P��M�¶�
�LiK0ûaô

σ(−→x , t) = Fτ≤t

[

∇−→χ
(−→
X, τ

)

,
ß (−→

X, τ
)] s×�S�;ý�ö u

lJó
��ü

F
M��2� ënãCÑCÎ�ÛÐÝPÓAÑDà5Õ ��
���ó
PóM��ü�����üû£I H ���Ã��M�¢£
 t ��
n��ó
P�
�
c����¢£�·��M���LÍ�������M�
	L.�J�����ü�@�	M��·��
��lJM���ód��ó
Y¢d����M���L −→x = −→χ (

−→
X, t)

������� û@M�L�V��ó
Y¢£�·��
���M���� H ��M�L.� −→X M�L£��óN
s�ü
�
c
��ü
�L�	
�����L�q ��I���·��M���L
³·¸



���dM���� H ���üM���M���L −→x M�Li��ó
V�	I���ü
�L.���	��L�q ��I���·��M���Li�·�J��M�¢d

t
��L� ß M��J��ó
V��K������IN��
���
�¢ H 
	���·��I��
·ý# ¡aý�s×�S�;ý�ö u 
	���ü
�L.��M������5ûö� �;�·��
��Y��ó �·����ó
 � ����
	������
�L�ü���

σ
M����:
cIL�Ê��M���L ��
 ��ó
 
�L.��M���
V�
�
c����¢£�·��M���L

óM�� ����� û w M ý 
�ý w ��ó ���Ã��ó
mj0L�KlJ��
	���
Ö��
 ��ó
Ñ� �;�·��
Ö��
 �ü������M�L����d� ��M�¶�
	L���M�¢d

t
M��ÃM�L���
�L
	������L���

��I8�d�	M�
�L.�J���È�
Ê��
	��¢dM�L
���ó
��ü���ü
��ü�Y�ü���·��
·ý
*s�Klq
	¶�
	� w l����Sj0M�L�mlJM5��ó ��I�;ó���
cIL�	��M���L��� H ����
	��
c����¢dM�� ��KN��
Q
x$ H 
	��M�¢£
	L0����� H �ü��K��
�¢d� w 
	¶�
�LþM�L��ó
 ��M�¢ H ��
�� �4�!���ü
���ý ÿsLÍ���5��
	��L �·��M�¶�
 � �����·��
	��û w lJóM��;ó£�Å¶�
��ü����¢d
��4��óM��q�M��d��I�5�(ûd��L�ÎM�������¢d¢£��L��û���� H ��
��Ñ����
c���ü¢ I���·��
s����L� ��M5��IN��M�¶�
�
	¡�I�·��M���L� w M��O��ó
�¢d
	��ó�@�Ö��
 ÕPÓÒÎMà}ÕÜ�ÛKà§ÛKÖ ý

i ó
Ö¢£
Ê��ó������
s�����!���q�ü�;����
 H ���ü��I���·��
��Ã��ó�·�Ã��ó
Ñ��ó
��ü¢£���Nû�L ��¢dM��£�ü�;����
Ö��
Y� �	��L.��M�L�INI¢ �·�d�
��M�¶�
�L H ��M�L.�È��LN� M�L�ü����L.�ÈM��Ã�	��¢ H ��
	��
��5û��
xq L
	�yK.û���
Ê¶�
	����� Ü�Û9à�ÛKÖaä}à�ßyÝ×à}ÞÊÕPÖ�Ü s �����ü�´j0L�KlJL¬�����ó
	��¢d�@�@û@L��¢£M��½����M�L�
 H 
�LN�
�L.��¶·����M���K��
	� u ý i ó
È��M�¢d
 �
	��M5¶�����M�¶�
��P��
4��óN����
È¶·����M���K��
	�P���ü
ÃL���M�L.¶�����¶�
	� M��J��ó
Q�
�q LNM���M���LÖ��
���ó
Q�ü�;����
 w ��óM�� H ���ü��IN���·��
QM�¢ H ��M�
	����ó�·�s��L.ûÖ
	¶�����IN��M���Li�!��LöK 
��	��L§���M��
��ü
��£���4�Q�üI���	
����üM���L£��
 
	¡0IM���M�K�üM�I¢ �ü���·��
	�'s���ó
	��
x
c����
JI�5�����P��� H M�� H óN
�L��¢d
�L�V���ü
J
x$@����I�
�� u ýi ó
	û ��ó��I��� �ü
��üI���'
c�ü��¢ª��K��
	�ü¶·�·��M���L�Y�·���Î¢dM��	���y� ��������
V��L�W
c�ü��¢ª�Íó��¢d����
�LNM��!����M���L H �ü�@�	
��ü��ýi ó
ÎL0I¢½K 
	�½��
O��ó
Î� �;�·��
£¶·���üM���K��
���M��Q�
Ê��
��ü¢£M�L
��þK.ûþ��ó
ÎL0I¢ Ka
��V��
 H óN
�L��¢d
�L�i�;�yj�
�L�M�L.�������LN��M��N
�������M���L ý i ó
Êû�����L�Ka
Î��KN��
�� ¶·��K��
�s M ý 
·ý�lJóM��;ó��!��LþK 
£¢£
�����I�ü
�� M�L��·L�
x$ H 
��üM�¢d
�L.� u ���M�L.��
	��L �·�)sc����óM���
	L u ý%~~��� H �����ü��M��q��L� ¶�M��ü��� H �����ü��M��4¢Î����
��üM����.Ka
�ó��¶�M���I� w ��ó
Oó.û H ����ó
	��M�� ��
~��¢£�����������L��
c����¢£�·��M���L���������KlJ�4��� ���N�M���M�¶�
	��ûÃ� H ��M5����ó
 ���������~�ü������M�L£M�L.������óN
Y
������ü��M��s��L�£M�L
	����� ��M�� H �·�ü��� w��
	� H 
��	��M�¶�
���ûÍ�
�L�·��
��öK.û εe ��L� εin ô

ε = εe + εin
s×�S�;ýïð u

i ó0I� w �nlq�P�ü���·��
4¶��·��M��·K��
	� w �ü
����·��
	�½K.û½��ó
O��Ka��¶�
O�N
�����¢ H ����M5��M���LV
	¡0I �·��M���L w �·��
�M��
�L.��M¢q 
	� ý��Y��óN
��
H ó
	L��¢d
�L � w ��I�;óþ�����ü��
���
	LM�LN� w � �·¢Î����
½��LN�W
c�����Ê��I�ü
 w �������D
c���s��ó
ÃM�L.�������I�	��M���Lö��
4����NM���M���L ���M�L.��
	��L �·��¶·����M���K��
��0lJóNM��;ó�lJM����e����¢ H ��
	��
½��ó
Ã�N
����	��M H ��M���L ��
���ó
 ��ó
��ü¢£���Nû�L ��¢dM��VM�L.��
	��L �����ü�;����
��
e��ó
�����L0��M�L0II¢iý
~�M�L�����5û w M�Lþ���ü�
��Q���i
�� �;��K��M��üó��Ö��ó
	��¢d�@�Nû�L �·¢£M��È���¢dM����üM�K��
 H ������
	��� w ��ó
 æ�ÕPà}ãÊÜ9ÝPãCÜ/Þ é ãTÝCÖ�ÚÝ{ÑDÖKÀ)ãDà5Õ{ÝåÛ ê ¢ I�ü�JKa
 
cI�¢q����
	� ý

±@±[W±gE± Á�á ä3²sñ@â+²Yñ�Æ�Ç ²Y¥s§n¦ âlèY§=ÃN²Yä�álâ(æ·ð
çKçLÊ õ Ê õ Ê è Ì ÑDÖ�ßÐÙ ê ÞÊà}ÕPà5ÑCÎMÖkÕ×à3Ô
i ó
�
	L
��ü��ûV
�¡0I �·��M���L�såq ��� �j���Kl ��
 ��ó
	��¢d�@�@û@L��¢£M���� u � �;�·��
�����ó �·�e��ó
�
�L
	����ûVM��e����LN��
�� ¶�
	� w lJóM��;ó

c���J� H ��� � Π

�y

Ω
lJM���óiKa��ILN� ���üû

∂Π
��� ��ó
P��M�¢£


t
w ����LÖK 
 lJ�üM�����
�Li���

˙# (Π) + ˙� (Π) =
	
(Π) +

¾
(Π)

s×�S�;ý�ñ u
lJM���ó

#
(Π) :=

∫

Π
ρedΠ,

�
(Π) =

1

2

∫

Π
ρ−̇→u .−̇→u dΠ sP�S�;ý�ò u

	
(Π) =

∫

Π
ρ
−→
f .−̇→u dΠ +

∫

∂Π
(σ.−→n ).−̇→u d(∂Π)

s×�S�;ý�í�´ u
¾

(Π) =
∫

Π
rdΠ −

∫

∂Π

−→q .−→n d(∂Π)
s×�S�;ý�íMí u

*s
	��
 w �Ã��·�J�
�L�·��
��J��óN
Q���·��
 lJM5��óÖ��
	� H 
��	�J���d��M�¢d
�ý�#x�·L� � ���ü
���ó
�M�L.��
	��L �·����L�Ö��ó
�j0M�LN
	��M��

�L
	����û w ��
�� H 
	�	��M�¶�
	��û w ��
 ��ó
 H �·�ü� Π

�·� ��ó
J��M�¢£

t
ý%��ó
	��
!�·�"	 ��LN��¾²�ü
 H �ü
��ü
�L.��¢d
��;ó��LM������~��L���ó
	��¢£��� H �Ðlq
��s��I HNH ��û�ýJõö���ü
���¶�
	� w e M��2��ó
V� H 
��	M¢q �QM�L.��
	��L �·�e
	L
��ü��û�s 
	L
��ü��û H 
	�sINLM�� ¢£����� uxw rM�����¶�����I¢d
	����M���ó
!�·�4�ü��I���	
 w −→q M��j��ó
Jó
��·�3� I§$£��LN� −→n M��j��ó
JL����¢£�����L

∂Π
ýv|@M�LN��
�sP���;ýïñ u ¢½I�ü�ó������
c���4��L.ûd���üKM�������� ûÃ�;ó���ü
�L H ���ü� Π

�y

Ω
�·L�ÎI�üM�L�Q��ó
 
�¡0IM���M�K��M�I¢ 
	¡�I�·��M���L w ��L
 �!��L£
!���üM��5û��KN����M�LÍ��ó
������!���A
c����¢Ó��
���ó
 q ��� �s���9l ��
e��óN
���¢d���Nû�L ��¢dM������!������
��Ö�·�����È
	L
��ü��ûÖK ������L��
P���9l�ô
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	§P¨(¦YX  ¨( �¤Y¡ © §�¨(¦L�+¤:¨ © §N£¬§P¤0¨�óI§P¨Eª(¥2�;ó2��¨(�+�L¤ ö�óF¤ ök£F��¨(§�¨(¦�� ø� §�£�õc£Aõ(��óF�!��¤:¨�ó2§ © �+¥¬¡
£F§P¤:¨�óI§P¨H÷�§�¨ © ý�§�£#ö«¤: � P¤yüDó-ö«¥F¤ ÷Ú£Aõ�!�+¤:¨�ó2§�ó2£F��¨(�gô%��¤:¨ © §�£F§P¤:¨c£�õ@¡
£

γ̇ =
1
¯Þ
(

∂
Ô
∂σ

:
&

: ε̇

) �RB2B ø/ú G� �
� §P¨(¡0 P �ô	ý
¡0���+¤:¥ © §�¨(¦C£F¤,£�õ(��¡ ©(© §�£¬§�ò:� © ���+¤	÷�ªf¤	ó2§�£¬§�¤:¨T¤ ö±£�õ(��£¬¤0£¬¡0 �ó�£¬¥F¡0§P¨#§�¨®£F¤,¡0¨#�� P¡ ó2£F§P�I¡
¨ © ª( ¢¡%ó2£¬§��ª@¡0¥�£Fý£F¤��«BFB ø�úFû	û � ý@¡0¨ © £¬¤��«BFB ø Í ú � ý§�£#ö«¤: � P¤yüDó�£Aõ(¡
£

σ̇ =
&

:
(

ε̇− ε̇in
)

=
&

:
(

ε̇− γ̇m
) �RB2B ø/ú G ú �

� õ(��¨Ló  Ç�ó2£F§�£  £¬§P¨¦��«BFB ø�ú G� � §�¨��RBFB ø�ú G ú � ý�ü �,¤:Ç£�¡
§P¨
σ̇ = Ê ep : ε̇

�RB2B ø/ú G � �
üDõ(��¥2� Ê ep §/ó�£Aõ(�,�� P¡ ó2£F¤ 	 ª ¢¡ ó�£¬§P�]ó2£F§���¨(�;óó�£F��¨�ó2¤:¥�¦:§/ò0��¨UÇUô

Ê ep =











& §�ö
γ̇ = 0,

& − 1
¯Þ
&

: m⊗ ∂
Ô
∂σ

:
& §�ö

γ̇ > 0

�RB2B ø/ú G W��
a ¤0£F�l£Aõ@¡\£Fý ©( ��£F¤�£�õ(�,¨(¤:¨ 	 ¡ ó�ó2¤��+§¢¡
£F§/ò0��¨(��ó�ó�¤ öS£Aõ(��`@¤yü´¥   P�%ý£Aõ�Jó�£¬§N�6¨(��ó�óI£¬�+¨�óF¤0¥ © ¤���ó�¨¤0£�ª�¤	ó 	óF��ó�ó_÷*¡��2¤0¥½óô?÷K÷��A£¬¥ô ø

�,Ä�Å�ÆaÑ@ÇÉÆ¨ÏyÊÎ�ÍcÎ@Ø�Å�Æ#Ð%ÊÆ4ÑÒÊ�×\ÈDÐ�ÕOÇgÚ4ÈËÍO×*ÍcÈGàgÖz×WÑ@ÇgÆ�Ç�×\ÈËÊÆËÍ��,Ê�Ï��Fà
¯� ≥ 0

Ö
¯� ÍOÚ#ÇÉÕ�ÜÙÇAàyÚ

> 0
Ü%Ñ@Ê,ÎuÈ�Ñ�Ê��%Å�ÜmÆ�Ô�ÕcÊ5ÍOÚÇ�ÚËÚËÅy×*ÍOÇ�ÈËÍ�ágÊ�Ö�Í ã Ê ã m = ∂ �

∂σ
ã Ð!Ñ@Í�Ú�×,ÅgÎ@×,ÕcÔ%Ú4Í�ÅgÎ:Í�ÚÙÈEÑ�ÊfÆ�ÊÚËÔ�Õ È�ÅgÑ�ÈEÑ�ÊfÐ%Å;Ú4ÍcÈËÍ�ágÊfÏyÊ �@Î�ÍcÈËÊÎ�ÊÚ�ÚzÅÉÑ�È�Ñ�ÊfÊÕ�Ç�ÚGÈ�Í�×,Í ÈGàDÈËÊ,Î%Ú4Å�Æ ã

G 8



� ¤: P �¤�ü�§�¨(¦>£Aõ�.¡0Çf¤yò:�V��¤:¨�ó2§ © �+¥¬¡
£F§P¤:¨�ó;ý £�õ(�>¡
��¤  ó�£¬§��U£F��¨�ó2¤:¥;ý�§�¨Ò£�õ(§�ó-ª@¡0¥�£¬§��   P¡0¥#�9¡ ó2� ýI��¡0¨�£¬¡�!0�£Aõ(��ö«¤:¥÷
C = C

(−→n , ¯& ) �RB2B ø/ú G û �
B]¨ß£�õ(§�ó,� �� ¡
£¬§�¤:¨zý�£Aõ(� © �+ª��+¨ © ��¨��� ý�ö«¤:¥!¡U¦:§�ò:�+¨ß£�õ(��¥÷�¤ © ô�¨@¡ ÷-§P�eó�£�¡
£F� ýS¤ ö�£�õ(�-¡0��¤  ó2£¬§��-£F��¨�ó2¤:¥¤:¨>£Aõ�T¨(¤:¥÷*¡0  −→n ¡0¨ © £Aõ�eõ@¡0¥ © ��¨(§�¨(¦®X%ó2¤ ök£¬�+¨(§P¨(¦u÷�¤ ©(    óC§/ól�;÷-ª�õ@¡ ó2§PO+� ©zø B]¨�¡ ©(© §N£¬§�¤:¨zý6 ��+£

ZÇ��l£�õ(�<óF�A£C¤ öIò
¡0   �;óI¤ ö ¯&èö«¤:¥½üDõ(§P��õ
C
Çf����¤ ÷���ó_ó2§P¨(¦   ¢¡0¥�§P¨HóF¤	÷-� © §�¥F���A£¬§�¤:¨ −→n ù

Z =
{

¯& ∈ BÏ7 | ∃−→n ∈ BÏ7 3 ; ||−→n || = 1 ; det
[

C

(−→n , ¯& )] = 0
} �RB2B ø/ú G0G �

B¨ö
Z 6= ∅ ý¤:¨(���9¡
¨U��õ¤�¤	ó2��£Aõ(���+¥F§�£F§P��¡0 Ùõ@¡
¥ © �+¨(§P¨(¦YX%óF¤ ök£F��¨(§�¨(¦e÷-¤ ©(    ó © �+�@¨§P¨(¦#£Aõ�� P¤��9¡0 �§PO9¡\£¬§P¤0¨¡ ó�£Aõ�J÷�¡"��§�÷  ÷Ú¤0¨(�,Ç��+ P¤:¨(¦0§P¨(¦T£F¤

Z
ù

¯&
cr = max

[

¯& ∈ Z

] �RB2B ø/ú G
J �
� õ(�!��¤:¥2¥F�;ó2ª�¤0¨ © §P¨¦ © §�¥F�+�+£¬§�¤:¨ −→n cr

© �+�@¨(�,£Aõ�'ªf¤	ó�ó2§PÇ( �� © §P¥2���+£F§P¤:¨%¤ ö�ª(¥F¤0ª@¡0¦Y¡
£F§P¤:¨%¤ ö³£Aõ(� © §/óF��¤0¨ 	£¬§�¨  §�£\ô
−→n cr ∈

{−→n ∈ BÏ7 3 ; ||−→n || = 1 ; det
[

C

(−→n , ¯&
cr

)]

= 0
} �RB2B ø/ú G0Í �

���(�Ëä���� åjæ]ç´�Hçzñ$# �#� � ç��D�Xéoê�ë � �#ì*é?íÙë��l�D�Xéoê�ì*í ê�� �:î ç � êméUê�ì\ï � ç�é�é ê�ç � é?ëfñ
� ¤:¥ © ��¥F§�ò�§P¨(¦*£�õ(�'£¬¡0¨(¦:�+¨Y£�ó2£F§���¨(�;óóC£¬�+¨�óF¤:¥C¤ ö�£Aõ(�&%³��¥2O�ô�¨@¡3ò�§�ó2��¤:ª( P¡ ó2£F§P�+§�£\ô	ý±£Aõ�L`@¤yüs¥   ��L§�ó © §�ó 	��¥2�+£¬§�O�� © ¡0¨ © £Aõ�nóF¤:   £¬§�¤:¨�§�ó*¡0¨@¡0 �ô?óF� © ¤yò:�+¥%¡('@¨(§N£¬�.£F§�÷-�V§�¨(��¥2�;÷-��¨Y£ ø*) ¤Ó£�õ(§�ó*ª  ¥Fªf¤	ó2� ýDü����¤:¨�óF§ © ��¥Q¡-£\ô�ª(§P��¡0 �£¬§/÷��,§P¨��¥F��÷��+¨Y£ [t, t + ∆t] ø �n�'¡ óó  ÷-�'£�õ@¡
£C¡0 P zò
¡0¥2§¢¡0Ç( ��;ó�¡0¥2�+!®¨(¤yü�¨<¡
£

t ø� ¤:¥�£Aõ�_óF¡�!0��¤ ödóF§/÷�ª P§P�+§�£\ô ý@ü �C¡
 �óF¤,¡%ó�ó  ÷��I£Aõ(¡
£�£Aõ(�#õ(¡0¥ © �+¨(§P¨¦®X%óF¤%ök£¬��¨§P¨(¦5ò
¡0¥2§¢¡0Ç( ��;ó7ü�§� P �Ç��I�+¤:¨ 	ó2£¬¡0¨Y£hü�§�£�õ(§P¨T£�õ(��£¬§/÷�� §P¨(�+¥F��÷��+¨®£ ø,) õ(�.-  ¡0¨Y£F§�£\ô εvp (t+ ∆t)
ý:��¤:¥2¥F��óFªf¤:¨ © §�¨(¦l£¬¤l£�õ(�½ò�§�óF�+¤:ª( P¡ ó2£F§P�ó2£F¥¬¡0§�¨%¡
£�£Aõ(��£¬§/÷��

t = t + ∆t
ý@§/ó�£Aõ  ó�¦:§�ò:��¨UÇUô

εvp (t+ ∆t) = εvp
0

+
∫ t+∆t

t
ε̇vpdτ = εvp

0
+ ∆εvp �RB2B ø/ú G =��

üDõ(��¥2�
εvp
0

= εvp(t)
¡0¨ © ∆εvp

§/ó�£Aõ�-ò�§�óF�+¤:ª( P¡ ó2£F§P�½ó�£¬¥¬¡
§P¨T§�¨(��¥2�;÷-��¨Y£ ø B]¨T£�õ(§�ó��9¡ ó2� ýUü��½ü�§� P ���¤:¨�óF§ © ��¥¡0¨%§�÷-ª( P§���§N£�§�¨®£F��¦:¥F¡
£¬§�¤:¨3óõ(�;÷-� ýtó  ��õV£Aõ(¡
£
∆εvp = ∆εvp

(

σ
) �RB2B ø/ú G 8��

üDõ(��¥2�
σ = σ (t+ ∆t) ø0/ óF§P¨¦ Ê - ø �RBFB ø�� =�� ¡
¨ © �RBFB ø W Í � ý1�RB2B ø/ú G 8�� ¥F� ©( �+�;óQ£F¤

εvp = εvp
0

+
∆t

η
ϕ(σ)m(σ)

�RB2B ø/ú J2 �
a ¤yü<ý�¡
����¤0¥ © §�¨(¦<£¬¤<£Aõ(�U¡ ©© §�£F§/ò:� © ����¤ ÷�ªf¤	óF§N£¬§�¤:¨ù¤ öC£�õ(�E£¬¤0£¬¡0 ½ó�£¬¥¬¡
§P¨²§P¨Y£¬¤ß¡0¨Ò�� P¡ ó2£F§P�%¡0¨ © ò�§�ó 	��¤:ª ¢¡ ó�£¬§P��ª(¡0¥2£Q¡0¨ ©V óF§�¨(¦ Ê - ø �«BFB ø�ú J2 � ý@£Aõ(�!¥F��ó   N£¬§P¨¦ © §�óF�+¥F�A£¬�!�3-  ¡
£F§P¤:¨U¥F��¡ © §�¨�ó�£¬¥F��ó�óQ¥F�;ó2§ ©( ¡0 ö«¤:¥�÷�¡ ó

r
(

σ, ε
)

= σ − 4 : ε+
∆t

η
ϕ(σ) 4 : m(σ) + 4 : εvp

0
= 0

�RB2B ø/ú J ú �
4 �+¥F� ε = ε(t+ ∆t) ø65 §�¨(�9¡
¥F§PO�¡
£¬§�¤:¨c¤ öS£�õ(�,¥F�;ó2§ ©( ¡0 �§P¨7�«BFB ø�ú J ú � ô�§P�+  © ó

∂r

∂σ
: dσ +

∂r

∂ε
: dε = 0

�«BFB ø�ú J � �
üDõ(��¥2��£Aõ(�,§P¨ © §/ò�§ © ¡0 �£F��¥÷Qó�§P¨7�«BFB ø�ú J � � ¡
¥F�

∂r

∂σ
=
B s +

∆t

η
4 :

[

∂ϕ

∂σ
⊗m + ϕ

∂m

∂σ

]

= 4 :

[

4 −1 +
∆t

η
ϕ
∂m

∂σ
+

∆t

η

∂ϕ

∂σ
⊗m

] �RB2B ø/ú J W��
J2



∂r

∂ε
= − 4 �RB2B ø/ú J û �

) õ  ó;ýtó  Ç�ó2£F§�£  £¬§P¨¦��«BFB ø�ú J W�� ¡0¨ © �RBFB ø�ú J û � §P¨Y£¬¤��RB2B ø/ú J � � ü �'¤0Ç£�¡0§�¨

dσ = Ê evp : dε
ü�§N£Aõ Ê evp =

[

4 −1 +
∆t

η
ϕ
∂m

∂σ
+

∆t

η

∂ϕ

∂σ
⊗m

]−1 �RB2B ø/ú J:G �
üDõ(��¥2� Ê evp §�ó�£�õ(�,�� P¡ ó2£F¤ 	 ò�§�ó2��¤:ª ¢¡ ó�£¬§P�:ó2£¬§986¨�;ó�óI£F��¨�ó2¤:¥ ø
� §P¨(¡0 P �ô	ýYÇUô  óF§P¨¦L£Aõ(�Q�n¤�¤ © Ç  ¥ôEö«¤:¥÷   P¡;:yý�£Aõ(��£�¡0¨(¦0��¨Y£#ó2£F§<8�¨(�;óó�£¬�+¨�óF¤0¥�¤ ö1%³�+¥FOgô�¨(¡eò�§/óF��¤0ª( ¢¡ ó 	£¬§���§�£\ô��9¡
¨VÇf�,����ª(¥F��ó�ó2� © ¡ ó

Ê evp = þ −
[

η

∆t
+m : þ :

∂ϕ

∂σ

]−1 þ :
∂ϕ

∂σ
⊗m : þ �RB2B ø/ú J:J �

üDõ(��¥2�
þ =

[

4 −1 +
∆t

η

) ]−1 ü�§�£�õ )
= ϕ

∂m

∂σ

�RB2B ø/ú J:Í �
Bp£�§�óC¤ ö�§�¨Y£¬��¥2�;ó�£�£¬¤E¨(¤0£F�T£Aõ@¡\£ Ê evp õ(¡ ól£Aõ(�eóF¡ ÷-�eó2£¬¥  �+£  ¥F��¡%ó Ê ep ü�§N£Aõ þ ª ¢¡Fô�§P¨(¦c£�õ(�#¥F¤: ��T¤ ö
£Aõ(�,�+ ¢¡ ó�£¬§P�+§�£\ô-£¬�+¨�óF¤:¥ 4 ø
) õ(��¥2��ö«¤:¥2� ý_ö«¥F¤	÷ �RB2B ø/ú J:G � üDõ(�+¨

η → ∞ ý Ê evp → 4 ý�¥F��ó   N£¬§P¨¦ù§P¨�§�¨�ó2£¬¡0¨Y£�¡0¨(�+¤  óE�+ ¢¡ ó�£¬§P�+§�£\ô ø
4 ¤yü ��ò:�+¥;ýRüDõ(�+¨ η → 0

ý þ → η
∆t
) −1 ý£Aõ��¨zý@§N£#ö«¤: P �¤�üDó9ö«¥F¤	÷=�RBFB ø�ú J:J � £Aõ@¡
£

Ê evp → η

∆t





) −1 −
(

m :
) −1 :

∂ϕ

∂σ

)−1 ) −1 :
∂ϕ

∂σ
⊗m :

) −1





�RB2B ø/ú J =��
B]¨�¤
£Aõ(�+¥�£F��¥÷Qó�ý®£�õ(�� P§/÷�§N£¬§P¨¦C�9¡%óF�

η → 0
¥2�;ó   �£Aó�§�¨�§�¨�ó2£¬¡0¨Y£�¡0¨(�+¤  ó�O��+¥F¤,£�¡0¨¦:��¨Y£9ó2£¬§986¨�;ó�ó�£F��¨�ó2¤:¥ ø

) õ(§�óIª(¡0¥2£F§P�   ¢¡0¥�Çf�;õ(¡yò�§�¤  ¥#÷�¡yôc�9¡  ó2�,¨  ÷��+¥F§P��¡0 �§�¨�ó2£¬¡0Ç(§P �§�£F§P�;ó ø
���(�Ëä��4� >=µI� � �C�*ç ª ë � ç �\� ì � ç � é�ì*ë � ��� � �fñÒ�:ñ�ë � �*ç �
þ Ç@¡0¥^¤ ö$-  ¡%óF§ 	 Ç(¥F§N£F£F P�f÷�¡
£¬�+¥F§¢¡
 %ü�§�£�õL¡  ¨(§�ö«¤:¥�÷���¥F¤ ó�ó 	 óF�+�+£¬§�¤:¨@¡0 �¡0¥2�9¡�§�ó^ªf��¥�÷-§�£2£¬� © £F¤ © ��ö«¤:¥÷ý¤:¨( /ô
§P¨%£Aõ(� © §�¥F���A£¬§�¤:¨%¤ öM£Aõ�'Ç@¡
¥�ÿ óC¡"��§/ó+� � §P¦ ø BFB ø�� G � ø?) õ(�!Ç@¡0¥_õ@¡ óQ¡Q÷�¡ ó�ó © �+¨�óF§N£\ô ρ = 2000

!®¦®X@÷
3
ý

L = 1 m 

x

y

σ = δR t

L = 1 m 

x

y

σ = δR t

� §�¦  ¥F��B2B ø@� G�ù6Al¨(� 	p© §�÷-��¨�ó2§P¤:¨(¡0 6Ç@¡
¥Iª(¥F¤:Ç P�;÷
¡CB/¤  ¨¦(ÿcó:÷�¤ ©(    ó E = 50 D %�¡c¡
¨ © ¡*ªf¤:§�óóF¤:¨�ÿ óC¥F¡
£¬§�¤ ν = 0 øE) õ(�#Ç�¤  ¨ © ¡0¥,ô.�+¤:¨ © §N£¬§�¤:¨�ó�¤:¨£Aõ(§/óIÇ@¡0¥�¡0¥2�

{

u(0, t) = 0 ∀ t ≥ 0
σ(L, t) = δRt ∀ t ≥ 0

�RB2B ø/ú J 8��
F:Ð!Ñ�Ê?G�Å;ÅyÏH�@Ô�ÆËà<Ä@ÅgÆ�Ó�Ô�ÕOÇ�I7Õ�Ê*È0JK�%Ê#Ç:ÚML;Ô@ÇgÆËÊ

n × n
Í�ÎFágÊ,ÆËÈËÍ���Õ�Ê9Ó#ÇÉÈËÆ�ÍONUÖoÜ%Ñ�ÊÆËÊ�ÇgÚ,P ÇÉÎ%ÏRQ ÇgÆËÊ�ÈGÜdÅ

n × kÓ#Ç�È�ÆËÍO×*Ê�ÚtÜ�ÍcÈ�Ñ
k ≤ n

ÇÉÎ@Ï
β
ÇÉÎ_ÇgÆM�@Í È�Æ�ÇgÆËà-ÚË×ÇÉÕOÇÉÆ ãTS Ú�ÚËÔ�Ó½ÊIÈEÑ@Ç�ÈdÈ�Ñ�Ê k× k

Ó#Ç�È�ÆËÍUN
Σ = V k + β

Q
t
J

−1
P(ÖFÍcÎ_Ü%Ñ�Í�×WÑ

V k

ÏyÊÎ�ÅÉÈ�ÊÚÙÈ�Ñ@Ê
k × k

Í�ÏyÊÎ;ÈËÍcÈGà_Ó#Ç�È�ÆËÍUNUÖyÍ�ÚzÍ�ÎFágÊ,ÆËÈËÍ���Õ�Ê ã Ð!Ñ�ÊÎ
( J

+ β
PWQ

t
)

−1
=

J
−1 − β

J
−1

P
Σ−1

Q
t
J

−1

Ð!Ñ�ÍOÚzÍOÚ�×,ÇgÕcÕ�ÊÏ_È�Ñ�ÊXG�ÅFÅyÏH��Ô�Æ�à#ÑÒÅgÆ�Ó�Ô@Õ�Ç
J ú



üDõ(��¥2�
Rt

§�ó�£Aõ�l£¬��¨�óF§P ���ó2£F¥F��¨¦0£Aõzý
δ
§�ó�¡Tªf¤	óF§N£¬§�ò:�5ó2�9¡0 P¡0¥;ý

u
§�ó�£�õ(�  ¨(§P¡"��§¢¡0  © §�ó2ª( ¢¡
���;÷-��¨Y£;ý(¡0¨ © σ§�ó�£�õ(�  ¨(§¢¡��§P¡0 Ùó�£¬¥2�;ó�ó ø

) õ(�,§P¨(§N£¬§P¡0 ��+¤:¨ © §N£¬§�¤:¨�óI¡0¥2�
{

u(x, 0) = 0 ∀ x ∈ [0, L]
v(x, 0) = 0 ∀ x ∈ [0, L]

�RB2B ø/ú Í� �
üDõ(��¥2�

v
§�ó#£Aõ(�  ¨§¢¡"��§¢¡
 -ò:�+ P¤���§�£\ô ø B¨ö

δ ∈ [1/2, 1]
ý/£Aõ(�+¨�£Aõ�%£F¥¬¡0¨�óF§P�+¨Y£Qü�¡Fò:��ü�§� P �ª¥F¤:ª@¡
¦Y¡
£¬�

£Aõ(¥2¤  ¦	õU£Aõ(�'Ç@¡0¥Q¡0¨ © §�£Aó�¥F�A`@���A£¬§�¤:¨>¡
£�£Aõ�Y'Z��� © �+¨ © ü�§� P �§P¨ ©( ���L¡-£F��¨�ó2§P P�<ó�£¬¥F��ó�ó:üDõ§P��õ>�[��+��� ©£Aõ(��£F��¨�ó2§P P�:ó2£¬¥2��¨(¦
£Aõ ø6) õ(��¥2��ö«¤:¥2� ý±¡� P¤��9¡0 �§PO+� © ó2¤ ök£¬�+¨(§P¨(¦�O+¤:¨(�,�;÷-��¥2¦:�;ó ø
B]¨müDõ(¡
£Eö«¤: P �¤�üDó2ü �U��õ(¤�¤ óF�

δ = 0.75 ø A  ¥-¡
£2£¬�+¨®£F§P¤:¨lü�§� P �Çf�=ö«¤��  óF� © ¤:¨²£Aõ�V�gò0¡
   ¡
£F§P¤:¨ù¤%ö£Aõ(�l¡0Ç(§P �§�£\ô�¤ ö�£�õ(��¥¬¡\£¬� 	 §P¨ © ��ªf��¨ © �+¨Y£�¡0¨ © £�õ(��¥¬¡
£F� 	p© ��ªf��¨ © ��¨Y£�ª( ¢¡%ó2£¬§���§N£\ôQ÷-¤ © �� /ó £¬¤ © �;ó2��¥F§�Ç��l£�õ(�
© ô�¨@¡ ÷-§P�JöR¡0§P   ¥F�'ª(¥F¤�����ó�ó øTÊ ��ª( �§P�+§�£¬ �ô	ý6¡c¥¬¡0¨$!®§�¨(�#ª( ¢¡%ó2£¬§���§N£\ô�÷-¤ © �� Iü�§P P SÇf�#§P¨Uò:��ó2£¬§�¦Y¡
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σ = 2µ
(

ε− εp
)

+ λ
£F¥ (

ε− εp
) B

ε̇p = γ̇−→n ⊗−→nÔ
(σ, ξ) = σ : −→n ⊗ −→n − R(ξ) ≤ 0

ξ̇ = ||ε̇p|| =
√

ε̇p : ε̇p

R(ξ) = Rt [α + (1 − α) exp (−ωξ2)] , α ∈ [0, 1], ω ≥ 0
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σ = 2µ
(

ε− εvp
)

+ λ
£¬¥ (

ε− εvp
) B

ε̇vp = γ̇−→n ⊗ −→n
γ̇ = 1

η
〈σ : −→n ⊗−→n

R(ξ)
− 1〉

ξ̇ = ||ε̇vp|| =
√

ε̇vp : ε̇vp

R(ξ) = Rt [α + (1 − α) exp (−ωξ2)] , α ∈ [0, 1], ω ≥ 0
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Ü¢Ô�Ø³Ö	÷EÞ�Ö	ó�Ú¥Ò�Ú�Ö�ÛåÙ�ÓFüýÖ ö�ÒAõ�Ô<ö�Ö=Õ�÷

e = e(p, ρe, λ), r = r(p, ρe, λ)
� Ð�Ð�Ð ø�ú �

4 Ô³Õ�Ô ý e ý p ý ρe

ý
r
ý
λ
Ó=Õ�Ô	Ò�õ¢ÔDó�Þ�Ô�Ø³Ú<'2Ø�Ú¥Û1Ò�Ô�Õ�Û2Ó=Ù¢Ô³Û¢Ô�Õ�à ô	ý:Ò�õ¢Ô�Þ¢Õ�Ô�ó�ó�Ý�Õ�Ô ý1ÒAõ�Ô�Ü¢Ô�Û�ó�Ú¥Ò\ô ý1Ò�õ¢Ô�Õ�Ô�Ó=Ø³Ò�Ú�Ö�Û)Õ�Ó°Ò¡Ô

Ó=Û¢ÜQÒAõ¢ÔÎÞ¢Õ�Ö=à�Õ�Ô�ó�ó]ò°Ó=Õ�ÚvÓ ß Ù�ÔæÖ ö7ÒAõ¢ÔÉØ�õ¢Ô;÷EÚ�Ø�Ó=ÙYÕ�Ô�Ó=Ø³Ò�Ú�Ö�Û øtþ õ¢Ô�Û
λ = 0

Ò�õ¢ÔÎÔ���Þ¢Ù�Ö ó�Ú/ò=ÔÉÚ/ó�Ý�Û¢Õ�Ô�Ó=Ø³Ò�Ô�Ü�ÿ
λ = 1

Ø�Ö�Õ�Õ�Ô;ó�Þ�Ö=Û¢Ü�ó)Ò¡ÖêÓìØ�Ö	÷EÞ¢Ù¥Ô³Ò¡Ô³Ù/ôüÕ�Ô�Ó=Ø³Ò�Ô�ÜíÔ���Þ¢Ù�Ö ó�Ú/ò=Ô ø Ð Û[ÒAõ¢Ú/óeó�Ò�Ý¢Ü�ô	ý�ü�ÔQÓ óó�Ý�÷EÔTÒAõ2Ó%Ò)ÒAõ¢Ô
à�Ô�Û�Ô�Õ¡Ó%Ò¡Ú�Ö=ÛdÖ ö!Ò�õ¢Ô4Ü�Ô³Ò¡Ö=Û2Ó°Ò¡Ú¥Ö�ÛQà:Ó ó�Ô�ó¾Ö«Ø�Ø�Ý�Õ�ó²Ú¥Û�ó�Ò¡Ó=Û:Ò?Ó=Û�Ô�Ö�Ý�ó�Ù/ô(�

λ = 1
� Ó°Û¢ÜçÒAõ¢Ó°Ò�Ò�õ¢Ô;ó�Ô×à:Ó ó�Ô;ó²Ó=Õ�Ô

Ü¢Ô;ó�Ø�Õ�Ú ß Ô�Ü ß ô0ÒAõ¢Ô�Þ�Ö�Ù/ô1Ò¡Õ�Ö�Þ¢Ú¥Ø¾Ô3-1Ý2Ó°Ò�Ú�Ö�Û�Ö ö7ó�Ò¡Ó°Ò¡Ô
e(p, ρe) =

1

γ − 1

p

ρe

� Ð�Ð�Ð ø�� �
üDõ¢Ô�Õ�Ô

γ
Ú�ó	Ò�õ¢Ô�Þ�Ö=Ù/ô1Ò¡Õ�Ö�Þ¢Ú�Ø²à:Ó ó�Ø�Ö=Û�ó�Ò¡Ó=Û:Ò ø��Ö�Û¢Ø³Ô�Õ�Û�Ú�Û¢à)ÒAõ�Ô�ó�Ö�Ù¥Ú�Üzý?ü�ÔÎØ�Ö�Û�ó�Ú�Ü�Ô�Õ�Ó=ÛHõ¢Ö	÷EÖ�à�Ô³Û¢Ô�Ö=Ý�ó;ý¢Ú/ó�Ö=Ò�Õ�Ö�Þ�Ú�ØæÓ=Û�ÜQÙ¥Ú�Û¢Ô�Ó=Õ	Ô³ÙvÓ ó�Ò¡Ú�Ø:ó�Ö�Ù¥Ú�Ü øhþ ó#ö�Ö�Õ

ÒAõ¢Ô ß Ö�Õ�Ô�õ¢Ö�Ù�Ô%ý ß Ö=Ò�õuó�Þ�õ¢Ô�Õ�Ú�Ø�Ó=Ù�Ó=Û¢Ü0Øgô«Ù�Ú�Û�Ü¢Õ�Ú¥Ø¯Ó=Ù¢Ø�Ó ó�Ô_ü�Ú�Ù¥Ù ß Ô�Ò¡Õ�Ô¯Ó°Ò�Ô�Ü ø � Ú�Û2Ó=Ù¥Ù/ô(ü�Ô²Ó ó�ó�Ý�÷ Ô�ÒAõ¢Ó°ÒtÒ�õ¢Ô
Ü¢Ô³Ò�Ö�Û2Ó°Ò�Ú�Ö�ÛÄÞ2Ó°Õ¡Ó ÷EÔ³Ò�Ô�Õ�ó¦Ø¯Ó°Û ß Ô�à�Ú�ò�Ô³Û ß ôÄÒAõ¢Ô��-õ2Ó=Þ�÷ Ó=Û 	�� Ö�Ý¢à�Ý�Ô³Ò�ó�Ò¡Ó°Ò¡Ô�ó	Ó=Û¢ÜEÒAõ2Ó%ÒtÒ�õ¢Ô�Ô[��Þ2Ó=Û�ó�Ú�Ö�ÛÖ ö5ÒAõ¢Ô�Ü¢ÔªÒ¡Ö�Û¢Ó°Ò¡Ú¥Û¢àÄÔ���Þ¢Ù�Ö ó�Ú/ò=Ô�ö�Õ�Ö	÷8ÒAõ¢ÔæÖ�Õ�Ú�à�Ú¥Û2Ó=Ù�Ô���Þ¢Ù¥Ö	ó�Ú�ò�Ô�ò�Ö�Ù¥Ý�÷EÔ¾Ò¡Ö)ÒAõ¢Ô ß Ö�Õ�Ô�õ¢Ö�Ù¥Ô5ò�Ö�Ù¥Ý�÷ Ô²Ú�ó�Ó=Û
Ú�ó�Ô�Û:Ò¡Õ�Ö�Þ¢Ú�ØæÞ�Õ�Ö«Ø�Ô;óó øÐ Û0ÒAõ�Ô]ö�Ö�Ù¥Ù�Öyü�Ú�Û¢à<ó�Ý ß ó�Ô³Ø³Ò�Ú�Ö�Û�ó½ütÔ]ü�Ú¥Ù�Ùù'2Õó�Ò¡Ù�ôEÚ�ÛUò�Ô�ó�Ò¡Ú¥à:Ó°Ò�Ô�ÒAõ�Ô¾Ó=Û2Ó°Ù/ô1Ò¡Ú¥Ø¯Ó=Ùtó�Ö=Ù�Ý�Ò�Ú�Ö�ÛEÖ ö�Ò�õ¢Ô5ó�Ö 	 Ø¯Ó°Ù�Ù�Ô³ÜØ¯ÓFò«Ú¥Ò\ôûÞ¢Õ�Ö ß Ù¥Ô;÷ øQÍ Ô�Ø³Ö�Û¢Ü¢Ù�ô	ý�ütÔQü�Ú¥Ù�Ù!Þ¢Õ�Ô;ó�Ô�Û:Ò ß Õ�Ú�Ô³Ì�ôìÒAõ¢Ô��-õ2Ó=Þ�÷ Ó=Û 	�� Ö�Ý¢à�Ý¢ÔªÒ�ó�Ò?Ó°Ò�Ô;ó ø � Ö�Ù¥Ù�Öyü�Ú�Û�à
ÒAõ¢Ú/ó;ý�Ò�õ¢Ô�Ô���Þ¢Ù¥Ö	ó�Ú�ò�Ô 	 ÷0Ó%Ò¡Ô�Õ�ÚvÓ=Ù�Ú�Û:Ò¡Ô³Õ¡Ó=ØªÒ¡Ú¥Ö�ÛTÞ¢Õ�Ö ß Ù�Ô�÷ ü�Ú�Ù¥Ù ß ÔæÒ¡Õ�Ô�Ó°Ò¡Ô³Ü ø
�����	��
��� �½ë����Dê�ì*ë�� ë��Eê�æ]çèí����#ì¨ê����:ñ�ë����! �"$#
þ ÔÎØ�Ö=Û&%�Ú¥Ü¢Ô�Õ�Ò('¢ÔÎÜ*)«Û2Ó,+EÚ�Ø ß Ô-'2Ó/.«Ú�Ö�Ý¢Õ�Ö,0!Ø1)«Ù�Ú�Û�Ü¢Õ�Ú¥Ø¯Ó=Ù5Ó=Û�Ü2%�Þ*'¢Ô�Õ�Ú�Ø¯Ó°Ù7Ø�Ó3.«Ú�Ò4)dÚ¥ÛçÓ°ÛçÚ�ÛT'2Û¢Ú¥Ò�Ô5'�Ö6+ Ö87à�Ô�Û�Ô�Ö�Ý&%-9!Ú:%�Ö=Ò¡Õ�Ö�Þ¢Ú�ØEÓ=Û�ÜëÙ�Ú¥Û¢Ô¯Ó=Õ�Ô³ÙvÓ,%�Ò¡Ú�Ø;%�Ö=Ù�Ú�Ü�< ) '¢Ô0Ø-)«Ù�Ú¥Û¢Ü¢Õ�Ú¥Ø¯Ó=Ù!Ø�Ó/.�Ú�Ò4)>=�Ú¥Ù�Ù ß Ô Ò¡Õ�Ô¯Ó°Ò�Ô�Ü?=�Ú�Ò('éÒ@'¢ÔÓ,%@%�Ý&+EÞ�Ò¡Ú¥Ö�ÛTÖ,07Þ¢ÙvÓ=Ú¥ÛA%�Ò�Õ¡Ó=Ú¥ÛQØ³Ö�Û¢Ü¢Ú�Ò¡Ú¥Ö�ÛB<
5 Ô³Ò�Ý&%�Ø�Ö�Û&%�Ú�Ü¢Ô³Õ�Ò('¢ÔC%@+ Ó=Ù�Ù�Ü¢Ú:%�Þ¢ÙvÓ=Ø³ÔD+EÔ�Û:Ò(%�Ó,%�%�Ý&+EÞ�Ò�Ú�Ö�ÛB< ) '1Ý&%D9�Ò('�ÔÉÜ¢Ô10�Ö�Õ@+EÔ�ÜQØ�Ö=ÛZ'2à�Ý¢Õ�Ó°Ò¡Ú¥Ö�ÛA=�Ú�Ù¥Ùß Ô×Ò@'¢ÔE%¡Ó,+EÔÄÓ,%¾Ò@'¢ÔÄÕ�Ô-0�Ô³Õ�Ô³Û¢Ø�ÔEØ�Ö�ÛT'2à�Ý¢Õ�Ó°Ò¡Ú¥Ö�ÛB< Ð ÛêØ-)«Ù¥Ú�Û¢Ü¢Õ�Ú�Ø�Ó=Ù�Ø³Ö�Ö�Õ�Ü¢Ú�Û¢Ó°Ò¡Ô-%EF

r
9
θ
9
z G 9YÒ('¢ÔE%�Ò�Õ�Ô-%@%!7Ü¢Ú:%�Þ¢ÙvÓ°Ø�ÔD+EÔ�Û:Ò�Õ�Ô�ÙvÓ%Ò¡Ú�Ö=Û&%	Ø¯Ó°Û ß ÔH=�Õ�Ú�Ò�Ò¡Ô³ÛçÓ�%

σr = Ê

[

∂u

∂r
+ k(1 − `)

u

r

] F Ð�Ð�Ð <JI G

σθ = Ê

[

(1 − `)
∂u

∂r
+ (k(1 − `) + `)

u

r

] F Ð�Ð�Ð <LK G
=�Ú¥Ò@'

Ê =
E(1 − ν)

(1 + ν)(1 − 2ν)
, ` =

1 − 2ν

1 − ν

F Ð�Ð�Ð <NM G
=O'¢Ô�Õ�Ô

u
Ú:%�Ò('¢Ô�Õ�Ó=Ü¢ÚvÓ°Ù�Ü¢Ú:%�Þ¢ÙvÓ°Ø�ÔD+EÔ�Û:ÒD9

σr

Ó=Û�Ü
σθ

Ó=Õ�ÔÎÕ�Ô-%�Þ�Ô�Ø³Ò�ÚP.=Ô�ÙP)TÒ@'¢ÔÎÕ¡Ó=Ü¢Ú�Ó=ÙYÓ=Û�ÜQÒ@'¢ÔÎÒ¡Ó=Û¢à�Ô³Û:Ò¡ÚvÓ°Ù%�Ò�Õ�ÔD%�%�Ô-%D<
k
Ú:%ÉÓ=ÛëÚ�Û:Ò�Ô�à�Ô³Õ4Ü¢Ô1Q2Û¢Ú�Û�àdÒ('�ÔR%�Ò�Ý¢Ü¢Ú¥Ô�Ü Ø¯Ó�%�ÔSF

k = 1
0�Ö�ÕÎØ-)«Ù¥Ú�Û¢Ü¢Õ�Ú�Ø�Ó=Ù!Ø¯Ó/.«Ú¥Ò4),9

k = 2
0�Ö=Õ

î6T



%�Þ&'�Ô�Õ�Ú¥Ø¯Ó=Ù�Ø¯Ó/.«Ú¥Ò4) G <U '¢Ô�Ö�Û¢ÙV)åÛ¢Ö�Û:Ò�Õ�ÚP.«Ú�Ó=Ù�Ô-W«Ý�Ú�Ù�Ú ß Õ�Ú¥Ý&+8ÔDW1Ý2Ó°Ò�Ú�Ö�Û�Ú:%	Ò@'¢Ô�Õ¡Ó=Ü�ÚvÓ=Ù�Ö�Û¢Ô
∂σr

∂r
+ k

σr − σθ

r
= ρ

∂2u

∂t2
F Ð�Ð�Ð < ÿ G

=O'¢Ô�Õ�Ô
ρ
ÚP%¾Ò('¢ÔE%�Ö=Ù�Ú�ÜìÜ�Ô�Û&%�Ú¥Ò4)6<;XY%�Ú�Û�à[Z�W\< Ð�Ð�Ð <NI*9 Ð�Ð�Ð <LKQÓ=Û¢Ü Ð�Ð�Ð < ÿ 9YÖ�Û�ÔEØ�Ó=ÛêÖ ß Ò?Ó°Ú�Û�Ò('�ÔE0�Ö=Ù�Ù�Ö3=�Ú¥Û¢à=	Ó/.=ÔÉÔ-W«Ý¢Ó°Ò¡Ú¥Ö�Û

∂2u

∂r2
+
k

r

(

∂u

∂r
− u

r

)

− 1

c2
∂2u

∂t2
= Γ = 0

F Ð�Ð�Ð < î G
=O'¢Ô�Õ�Ô

c =
√

Ê/ρ
ÚP%×Ò('¢Ô�.=Ô�Ù¥Ö�Ø³Ú¥Ò4)ëÖ�0²Ù¥Ö�Û¢à�Ú�Ò¡Ý¢Ü¢Ú¥Û2Ó=Ù#Ô�Ù�Ó,%�Ò�Ú�ØR=�Ó/.�Ô-% Ú¥Û[Ó=Û[Ú�Û*Q2Û�Ú¥Ò¡ÔR+ Ô³Ü¢Ú�Ý&+]9#Ó=Û¢Ü

Γ
Ú:%ÉÓçÕ¡Ó=Ü�ÚvÓ=Ù�.�Ö=Ù�Ý&+EÔ³Ò�Õ�Ú�ØE=tÔ�Ú�à,'1ÒD<SZ�W\< Ð�Ð�Ð < î '¢Ó,%ÉÒ�Ö ß Ô^%�Ö�ÙV.�Ô³Ü_=�Ú¥Ò('üÒ('¢Ô;0�Ö�Ù�Ù¥Ö`=�Ú¥Û¢àQÚ�Û¢Ú�Ò¡ÚvÓ°Ù!Ó=Û¢Ü

ß Ö=Ý¢Û¢Ü2Ó=Õ!)åØ³Ö�Û¢Ü¢Ú�Ò¡Ú�Ö=Û&%
u(r, 0) = 0 ∀ r ≥ a

F Ð�Ð�Ð < B G
lim

r→+∞
u(r, t) = 0 ∀ t ≥ 0

F Ð�Ð�Ð < G G
σr(a, t) = −p(t) ∀ t ≥ 0

F Ð�Ð�Ð <Pa/b G=O'¢Ô�Õ�Ô
a
ÚP%	Ò('¢ÔæÖ�Õ�Ú�à�Ú¥Û2Ó=Ù�Ø¯Ó/.«Ú¥Ò4)0Õ¡Ó=Ü¢Ú¥Ý&%�Ó=Û¢Ü

p(t)
Ú:%	Ò@'¢ÔæÞ¢Õ�ÔD%@%�Ý¢Õ�ÔÎÖ�ÛTÒ('�Ô ß Ö�Õ�ÔD'¢Ö�Ù¥Ô�=�Ó=Ù�Ùc< ã )TÝ&%�Ú�Û¢à

Ò('¢Ô�ÚP%�Ô�Û:Ò�Õ�Ö�Þ¢Ú¥Ø�Þ¢Õ�Ö«Ø�Ô-%@%�Ô1d�Þ2Ó=Û&%�Ú�Ö�ÛçÓ,%@%�Ý&+EÞ�Ò¡Ú¥Ö�ÛB9�Ò@'¢Ô ß Ö�Õ�ÔD'¢Ö�Ù¥ÔæÞ¢Õ�Ô-%@%�Ý¢Õ�ÔÉØ¯Ó=Û ß ÔÎÔ1d�Þ¢Õ�ÔD%�%�Ô�Ü�Ó,%�Ò@'¢Ô0�Ö�Ù�Ù¥Ö3=�Ú�Û¢à
p(t) = P0

(

ρe/ρ
0
e

)γ
= P0

(

1 +
u(a, t)

a

)−(k+1)γ F Ð�Ð�Ð <Pa,a G
=O'¢Ô�Õ�Ô

P0

Ú:%¾Ò('�Ô)Ú�Û¢Ú�Ò¡ÚvÓ°Ùe%�'¢Ö�ØgfìÞ�Õ�ÔD%�%�Ý¢Õ�Ô Ö=ÛûÒ@'¢Ô ß Ö=Õ�ÔD'�Ö�Ù�Ôh=�Ó=Ù¥Ù�95Ó=Û¢Ü
ρ0

e

Ú:%¾Ò@'¢ÔÄÚ�Û¢Ú�Ò¡ÚvÓ°Ù�Ü�Ô�Û&%�Ú¥Ò4)ûÖ,0
Ò('¢Ô�Ôid�Þ�Ù�Ö6%�ÚP.�Ô�<Z�Wj< Ð�Ð�Ð <Va6aæÚ:%�Ö ß Ò?Ó=Ú¥Û¢Ô�Ü�=�Ú�Ò('TÒ('¢ÔÎÓ,%�%�Ý&+EÞ�Ò�Ú�Ö�ÛåÒ@'2Ó°Ò�Ò('�ÔÎÜ�Ô�Û&%�Ú¥Ò4)TÖ,05Ò@'¢Ô�Ü¢Ô³Ò�Ö�Û2Ó°Ò�Ú�Ö�ÛTà:Ó�%�Ü¢Ô�Ø³Õ�Ô¯Ó�%�ÔD%
Ö�Û¢ÙV)åÜ¢Ý¢ÔæÒ�ÖÄÒ@'¢Ô�à:Ó,%�Ôid�Þ¢Ó=Û&%�Ú¥Ö�ÛB<�k�Ö3=l9�ÚP0�=tÔ4Ó�%@%�Ý*+ ÔæÒ('¢Ó°Ò

u(a, t)/a� 1
9	Z�W\< Ð�Ð�Ð <Va6a ß Ô³Ø�Ö6+EÔD%

p(t) = P0

(

1 − (k + 1)γ
u(a, t)

a

) F Ð�Ð�Ð <Pa T G
U ÖR%�Ö�ÙV.�Ô4Ò@'¢Ô×Ü¢Ô1Q2Û¢Ô�ÜûÚ¥Û¢Ú¥Ò�ÚvÓ=Ù ß Ö�Ý¢Û¢Ü¢Ó=Õ�)].°Ó=Ù�Ý¢ÔÉÞ¢Õ�Ö ß Ù�Ô-+[9\=�Ôm=�Ú¥Ù�Ù5Ý&%�Ô×Ò('¢Ôm%�Ö�Ù�Ý�Ò¡Ú�Ö=ÛçÜ¢Ô1.�Ô�Ù¥Ö�Þ�Ô�Ü ß )U Úon�Ó=Û�Ú�F!a G�G I G <�p�Ú�Õ�%�Ò¡ÙV)69�=�Ô�Ú�Û:Ò�Õ�Ö«Ü¢Ý¢Ø�ÔæÒ@'¢Ô�Ü¢Ú:+EÔ�Û&%�Ú�Ö�Û�Ù�ÔD%�%q.°Ó=Õ�Ú�Ó ß Ù¥ÔD%

ξ =
r

a

F Ð�Ð�Ð <Pa/I G
η = 1 +

ct− r

a

F Ð�Ð�Ð <PaDK G
ã )�Ó,%!)�+ Þ�Ò�Ö=Ò¡Ú¥Ø¾Ø�Ö=Û&%�Ú¥Ü¢Ô�Õ�Ó°Ò¡Ú¥Ö�Û&%D9 U Úon�Ó=Û¢Ú�%@'¢Ö3=O%�Ò('2Ó°Ò�Ò@'¢Ô�Õ¡Ó=Ü¢Ú�Ó=Ù�Ü�Ú:%�Þ�ÙvÓ=Ø³ÔD+EÔ�Û:Ò�Ø¯Ó=Û ß Ôl=�Õ�Ú¥Ò�Ò¡Ô�ÛQÓ,%

u(r, t) =
P0

Ê
a φ(ξ, η)

F Ð�Ð�Ð <Va`M G
=O'¢Ô�Õ�Ô

φ
ÚP%�à�ÚP.=Ô�Û ß )

φ(ξ, η) = ξ−kϕ(η) + ξ−k/2ψ(η)
F Ð�Ð�Ð <Va ÿ G

ϕ(η)
Ó=Û¢Ü

ψ(η)
Ó=Õ�Ô²Ü¢ÔªÒ¡Ô³Õ@+EÚ�Û¢Ô³Ü ß )^+EÚ�Û¢ÚP+ Ú¥Ï¯Ó°Ò�Ú�Ö�Û)Ö,0YÒ@'¢Ô�.=Ö�Ù�Ý&+EÔ³Ò�Õ�Ú¥ØY=tÔ�Ú¥à6':Ò

Γ
=�Ú¥Ò('0Õ�ÔD%�Þ�Ô³Ø³Ò�Ò�Ö)Ó

Ü¢Ô-Q¢Û¢Ô�Ü[+ ÔªÒ¡Õ�Ú¥Ø,<
Γ = 0

Ø�Ö�Õ�Õ�Ô-%�Þ�Ö�Û¢Ü&%�Ò¡ÖÄÒ('�ÔÎÔid�Ó=Ø³ÒY%�Ö=Ù�Ý�Ò�Ú�Ö�ÛB< Ð Û].«Ú�Ô1=mÖ,0rZ�W\< Ð�Ð�Ð <Va`M)Ó=Û¢Ü Ð�Ð�Ð <Pa ÿ 9
ΓÒ?Ó,f°ÔD%�Ò('�Ôl0�Õ�Ö6+

Γ =
P0

a

[

kϕ′ξ(−k−1) −
(

k2

4
+
k

2

)

ψξ(−2−k/2)

] F Ð�Ð�Ð <Pa î G
=O'¢Ô�Õ�Ô

f ′(x) = df/dx
<sp�Ö=Õ	Ò('¢Ôl%�Þ*'¢Ô�Õ�Ú�Ø¯Ó°ÙYØ¯Ó/.«Ú¥Ò4)692Ú�Ò�Ú:%�Þ�Ö6%@%�Ú ß Ù¥Ô²Ò¡ÖEÛ1Ý¢Ù�Ù¥ÚP0t)

Γ
ß )A%�Ú:+EÞ¢ÙP)EÒ?Ó,f1Ú¥Û¢à

ψ(η) = ϕ′(η) ∀ η ∈ [0, + ∞[
F Ð�Ð�Ð <Va B G

î I



Ð ÛTÒ('¢ÚP%�Ø¯Ó,%�Ô,9¢Ò('�ÔÎÖ ß Ò?Ó=Ú¥Û¢Ô�Üu%�Ö�Ù�Ý�Ò�Ú�Ö�Û�=�Ú¥Ù�Ù�Ø�Ö�Õ�Õ�ÔD%�Þ�Ö=Û¢ÜQÒ�Ö)Ò('¢ÔæÔid¢Ó°Ø³Ò�Ö�Û¢Ô�<wv�Ö3=�Ô1.�Ô�Õ-9x%�Ú�Û¢Ø³Ô,9&=tÔ�Ø¯Ó=Û
Û¢Ö=Ò�Ö ß Ò?Ó=Ú¥Û�Ó=ÛdÔid�Ó=Ø³ÒY%�Ö=Ù�Ý�Ò�Ú�Ö�Û�0�Ö�Õ	Ò@'¢Ô�Ø-)«Ù�Ú¥Û¢Ü¢Õ�Ú�Ø¯Ó°Ù�Ø¯Ó/.«Ú¥Ò4),9 U Úon�Ó=Û�ÚB%�Ý¢à=à�ÔD%�Ò(%�Ò('2Ó°Ò

ψ(η) = Aϕ′(η) ∀ η ∈ [0, + ∞[
F Ð�Ð�Ð <Va G G

=O'¢Ô�Õ�Ô
A
ÚP%	ÓÎØ�Ö�Û&%�Ò?Ó=Û:Ò�Ü�Ô³Ò¡Ô³Õ@+EÚ�Û¢Ô³Ü ß ) Ò@'¢Ôy+EÚ�Û¢ÚP+ Ú¥Ï¯Ó°Ò�Ú�Ö�Û4Ö,0

Γ
< U Ö×Ü¢Ö4Ò@'2Ó°Ò/9«Ö�Û¢Ôz=	Ó/) Ø�Ö�Û&%�Ú:%�Ò(%	Ö,0

Ò('¢Ôl+EÚ�Û¢ÚP+ Ú¥Ï¯Ó°Ò�Ú�Ö�ÛÄÖ,0�Ò('�ÔÎÜ�Ú:%�Ò¡Ó=Û¢Ø³Ô ß Ô³Ò4=tÔ�Ô³Û
f(ξ) = 3

4
Aξ−5/2

Ó=Û¢Ü
g(ξ) = ξ−2

Ü¢Ô1Q2Û¢Ô�ÜçÓ,%

d(f, g) =
[∫ ∞

1
(f(ξ) − g(ξ))2 ξdξ

]1/2 F Ð�Ð�Ð < T b G
U '¢Ú:%�Ù¥Ô¯Ó=Ü*%�Ò�Ö

A = 8/5
<

p�Ú�Û¢Ó=Ù�ÙV)69:Ò('¢Ô�à�Ô³Û¢Ô�Õ�Ó=Ù{%�Ö=Ù�Ý�Ò�Ú�Ö�ÛTØ�Ó=Û ß ÔH=�Õ�Ú�Ò�Ò¡Ô³ÛQÓ,%

u(r, t) =
P0

Ê
a φ(ξ, η) =

P0

Ê
a
[

ξ−kϕ(η) + Aξ−k/2ϕ′(η)
] F Ð�Ð�Ð < T a G

=�Ú¥Ò@'

− k = 1
Ó=Û�Ü

A = 8/5
0�Ö�Õ�Ø1)«Ù�Ú�Û�Ü¢Õ�Ú¥Ø¯Ó=Ù�Ø¯Ó/.«Ú¥Ò4)|F�Ó=Þ¢Þ¢Õ�Ö3d�ÚP+0Ó°Ò�Ôy%�Ö=Ù�Ý�Ò�Ú�Ö�Û G

− k = 2
Ó=Û�Ü

A = 1
0�Ö�Õ}%�Þ&'�Ô�Õ�Ú¥Ø¯Ó=ÙYØ�Ó/.�Ú�Ò4)|F�Ôid�Ó=Ø³Òz%�Ö�Ù¥Ý�Ò¡Ú¥Ö�Û G

− ϕ(0) = ϕ′(0) = 0
F Ð Û¢Ú�Ò¡ÚvÓ°Ù�Ø³Ö�Û¢Ü¢Ú�Ò¡Ú�Ö=Û&% G

− σr(1, η) = P0

[

∂φ
∂ξ (1, η) + k(1 − `)φ(1, η) − ∂φ

η (1, η)
]

= −p(η) F ã Ö�Ý�Û¢Ü2Ó=Õ!)äØ�Ö=Û¢Ü¢ÚV7
Ò�Ú�Ö�Û G

U '¢Ô�Õ�Ô-0�Ö�Õ�Ô,91Ò('¢Ô�Ö�Û�ÙP))Ý¢Û*f«Û�Ö`=�Û^0�Ý¢Û¢Ø³Ò�Ú�Ö�ÛEÚ:%
ϕ(η)

=O'¢Ú�Øg' Ø¯Ó=Û ß Ô�Ô�Ó,%�Ú¥ÙP))Ü¢ÔªÒ¡Ô³Õ@+EÚ�Û¢Ô³Ü ß )ÄØ�Ö=Û&%�Ú¥Ü¢Ô�Õ�Ú�Û¢à
Ò('¢Ô ß Ö�Ý¢Û¢Ü2Ó°Õ�)êØ�Ö�Û�Ü¢Ú¥Ò�Ú�Ö�ÛüÓ°ÒÎÒ('¢Ô Ø¯Ó/.«Ú¥Ò4)~=	Ó°Ù�ÙzF

ξ = 1 G < U '1Ý&%-9s=�Ô Ö ß Ò¡Ó=Ú�ÛûÒ('¢Ô;0�Ö�Ù�Ù¥Ö3=�Ú�Û¢àu%�Ô³Ø�Ö�Û�ÜÖ�Õ�Ü�Ô�Õ�Ù�Ú¥Û¢Ô¯Ó°Õ	Ü¢ÚP��Ô�Õ�Ô�Û:Ò¡Ú�Ó=Ù�Ô-W«Ý¢Ó°Ò¡Ú¥Ö�Û
ϕ′′ +mϕ′ + ωϕ = 1/A

F Ð�Ð�Ð < T6T G
=O'¢Ô�Õ�Ô







m = 1
A
− k

2
+ k` + γ(k + 1)P0

Ê

ω = 1
A

(

k`+ γ(k + 1)P0

Ê

)

F Ð�Ð�Ð < T I G
� Ô³Ò

∆ = m2 − 4ω
< U ÖE%�Ö=ÙP.�ÔCZ�W\< Ð�Ð�Ð < T6T 9*=tÔH=�Ú�Ù¥Ù�Ü¢Ú:%�Ò¡Ú¥Û¢à�Ý¢ÚP%@'åÒ('�Ôl0�Ö=Ù�Ù�Ö3=�Ú¥Û¢àÉÒ@'¢Õ�Ô³ÔÉØ�Ó,%�Ô-%
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(a)   Young modulus [GPa]
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(b)   Explosive density [Kg/m3]
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(c)   Detonation velocity [m/s]
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(d)   Polytropic gas constant

Initial shock pressure 
Initial particle velocity
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σr(a, z, t) = −p(z, t) ∀ (z, t) ∈ [0, h] × [0, T ]
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σr(a, z, t) = −p(t) ∀ t ∈ [0, T ]
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Ó=Õ�Õ�Ö�Ý¢Û¢ÜEÒ('¢Ô�ÔDW1Ý¢ÚV.=Ó°Ù�Ô�Û:Òw'¢Ö�Ù¥Ô,91Ø¯Ó=Û ß Ô�Ò?Ó,f°Ô�ÛåÚ¥Û:Ò¡Ö×Ó°Ø�Ø�Ö=Ý¢Û:Ò ß )ÄÒ('¢Ô�Ô�ÙvÓ�%�Ò¡Ö87 .«Ú:%�Ø�Ö�Þ¢Ù�Ó,%�Ò�Ú�Ø}+EÖ�Ü�Ô�Ù�<rp2Ö�Õ
Ø�Ö6+EÞ¢Ù¥Ô1d�ÔæÙ�Ö:Ó°Ü¢Ú�Û¢à*9«Ò@'¢Ô�Ø�Ö�Ý¢Þ�Ù�Ô�Ü]+EÖ�Ü¢Ô³Ù:%q=�Ú¥Ù�Ù ß ÔÎÓ=ØªÒ¡ÚP.°Ó°Ò�Ô�ÜB<
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12
Þ2Ó=Õ�Ó,+EÔ³Ò¡Ô³Õ@%E=O'¢Ú�Øg' Ø�Ó=Û ß Ô[Q¢Ò�Ò¡Ô³Ü'Ò¡ÖéÓ?%�Þ�Ô�Ø³ÚPQ2ØQÒ4)�Þ�Ô�Ö,0+0Ó%Ò¡Ô�Õ�ÚvÓ=Ù�0�Õ�Ö6+ Ó~%�Ô³Õ�Ú¥ÔD%0Ö�0¾Ô1d�Þ�Ô�Õ�Ú:+EÔ�Û:Ò(%-< U '¢Ô[+EÖ«Ü¢Ô�Ù�Õ�ÔD%�Þ�Ö�Û&%�Ô[0�Ö�ÕEÝ¢Û¢Ú�Ó8d�ÚvÓ=ÙtÒ¡ÔD%�Ò(% Ú:%Äà�ÚP.=Ô�Û-Ú�Û%�Ô³Ø³Ò¡Ú¥Ö�Û ���g<îM�< T < U '¢Ôq0�Ö=Ù�Ù�Ö3=�Ú¥Û¢à	Ò?Ó ß Ù�Ô¦à�ÚP.=ÔD%7Ò@'¢ÔD%�Ô�Ø�Ó=Ù�Ú ß Õ¡Ó°Ò�Ô�ÜÎÞ2Ó=Õ�Ó,+ ÔªÒ¡Ô³Õ@%�Ú�ÛÉÒ@'¢Ô�Ø�Ó,%�ÔtÖ,0�Ó�Ù�Ú:+EÔD%�Ò¡Ö�Û�Ô

Õ�Ö«Øgf0Ò4)«Þ�Ô�<
Z#Ù�Ó,%�Ò�Ú�Ø¾Þ¢Ó=Õ¡Ó,+EÔ³Ò�Ô�Õ�%

E
F"!#�%$ G 64 × 103

ν
b*< T

U%& Û&%�Ú¥Ù & Ü$,+'$=à & +)(«Ü &�*
Þ$	+,$�+ &�-,& +�%

Rd

F �/. + 3 G 7.8 × 102

vd(s
−1) 5 × 106

nd
T

Z * $,% - (�71032:%�45(�Þ * $,% - 2�4
4�(6+EÞ6+ & %@%�2�(87u+)(�9 &5* Þ$	+�$,+ &5-,& +@%

K
I

α1

b*< î�î
wc 105

α
b�<Pa

Rc

F"!#�%$ G î b
vc(s

−1)
I6b ×103

nc
T

�:7;$	96962 - 2�(	7B9�= & 4�(87&%�2�9 & +<$	7 & W>=62P.?$ *@& 7 - '6( *@& =A2 - 'B$C+�$	962�=*% & W>=$ *D- ( - ' & ß * $�% - '�( *�& +�$	962@=&%}+E= * 7
- 2¥Þ * 2 & 9 ß )F$h0�$	4 - (8+

2
<�pG2�à&<%�����g<N´m%�'6(3=O% - ' & Þ6+ & %@%�=6+ & 7 - 2:+ & '62:% - (8+!)H=*% & 9I(87 - ' &J& W>=62V.?$ *�& 7 - '6( *�& <

p0

4�$	7 ß & $=Þ¢Þ6+�(/d�2P+H$ -,& 9�%�2@764 &I- ' & %�2�� & (,0 - ' & 4�+�=&%@' & 9K$	767>= * =&%)4L$	7 ß & 9 &5-�& +�+'2@7 & 9 ß ) - ' &
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Time [ms]pG2�à8=�+ & �����g<J´*��Xz% & 9dÞ�+ & %�%�=6+ & 7 - 2:+ & '62:% - (8+!)
9*)M7$,+)2�4 - +�2�$8d�2N$ * 4�(6+EÞ6+ & %@%�2P. & % - + & 7¢à - '#(,0 - ' & +�(�4gf\<U ' & 7M=*+ & +�2�4�$ * + & %�= *O- % - '$ - =A2 *�* ß & 9 & %�4�+�2 ß & 9^=A2 *�* 45(8764 & +�7 - '6+ &�& 4-) * 2@7696+�2@4L$ * %,$,+EÞ *�& %O� - ' & Q+�% -F A G =A2 - 'P$ 962�$,+ &�-,& +Q(,0 300

+;+]9 - ' & % & 4�(	769|F B G =A2 - 'P$ 962�$,+ &�-,& +Q(,0 100
+;+[9M$,%�0�(8+ - ' &3- '62�+�9F C G 9>2 - =A2 *�* '$/. & $R962�$,+ &5-,& +S(,0 100

+;+T$	769H$CQ*d & 9H(8= - %�2�9 & %�=�+�0�$	4 & <�kU=*+ & +�2�4�$ * %�( * = - 2�(87&%�= & + &
( ß - $	2�7 & 9 ß )V=&%�2�7¢àR=6762V0�+�(6+W962:%�4�+ &�- 2P%,$ - 2�(87&%�=A2 - '^´R76(M9 & 9RW>=$	96+�2 * $ -,& +,$ *6&5*�& + & 7 - %D< ² b6b*9�I6b6bR$	769I6b6b &5*�& + & 7 - %y= & + & =&% & 9~0�(8+D9X+ & %�Þ & 4 - 2P. &�* ),9{%,$,+EÞ *@& F A G 9�F B G $	769�F C G < U ' &E- 2:+ & % -,& ÞY=&% & 9~0�(8+4�(6+EÞ6= - $ - 2@(87&%-9�=O'62@4g']= & + & 96(	7 & =A2 - ' * $	+�à & % - +�$	2�7A0�(8+�+E= * $ - 2@(87B9�=Z$,%

∆t = 10−6 ms
<

Â ß - $	2@7 & 9[7>=&+ & +�2�4L$ * + & %�= *O- %I2�769�2�4L$ -,&\- '6$ -I- ' & (87 * )]9$�+H$=à &\-,& 7*%�(8+I4�(,+ Þ^(87 & 7 - =O'62@4g' =_$,%
2�7�`6= & 764 & 9 ß )�% - + & %�%�=Z$/. & %P2:% - ' &#- $	7�à & 7 - 2�$ * (87 & <£Â - ' & +�=A2P% & 9}% * $ ß�ß 2�7¢àa+ & à82�(87*%H$	+ & $ ß % & 7 -=O'62�4g';2:%b2@7Tà8(M(�9;$=à8+ &�& + & 7 - =A2 - ' & d�Þ & +�2P+ & 7 - $ * ( ß % & +�.?$ - 2@(87&%-<pG2�à*<Z�����g< î 9������g< ± $	769#�����g< ² %�'6(3= - $	7�à & 7 - 2�$ * % - + & %�%J$ -<- ' & 2�767 & +Y%�=6+!0�$	4 & (,0 & $	4g'S%,$,+EÞ *@& <b� - 4L$	7
ß & % &�& 7 - '$ - $ - Q6+@% -R- ' &V- $	7¢à & 7 - 2N$ * % - + & %�% 2P% -�& 7&%�2 *@& < þ ' & 7 - ' &V-,& 7&%�2 *�& 45+�2 -�& +�2�(87Y2:%�+ & $	4g' & 9B9- $	7�à & 7 - 2�$ * 9$�+H$=à & % - $?+ - % - ()2�7�4�+ & $,% & $	7�9#+,$?962N$ * 4�+,$?4gf�%U$=Þ¢Þ & $?+D< U ' & 45(6+ Þ�+ & %�%�2V. & 4�+�2 -,& +�2�(	7;2P%
+ & $	4g' & 9 * $ -,& +D<epG2�à&<c�����g< ± $	769C�����g< ² %@'6(3=d4 *�& $	+ * ) - '$ - 9�0�(8+ - ' & %�$,+ &_* (8$	962�7�à396=6+�$ - 2@(87B9 ß (8=�769$	+!)
4�(87�962 - 2�(87&%S4�$	7P2�7�`6= & 764 &U- ' & % - + & %@%�% - $ -�& (,0 - ' & %�$,+ & +H$ -,& +�2N$ * =A2 - ' - ' & %�$,+ & à & (6+ &�- +!)6< pG2�à&<

± b
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pG2�à	=6+ & �����g< î � U $	7�à & 7 - 2�$ * % - + & %@%-9 - $	7¢à & 7 - 2�$ * 9$�+H$=à & $	769 - ' & %�(,0 -�& 762@7¢à�.?$	+�2�$ ß *@& $,%�$R0�=67�4 - 2@(87
(,0 - 2:+ & $ -b- ' & 2�767 & +}%�=�+�0�$	4 & (,0e%,$�+ Þ *@& F A G
�����g<Pa3b�9������g<Pa,a�$	769I�����g<Pa T %�'6(3= - $	7¢à & 7 - 2N$ * % - + & %�%<$ -b- ' & + & 9�2�=&+e(,0 & $	4g']%,$�+ Þ *@& <�k & à * 2�à82 ß *�& 2@7�7
4�+ & $,% & (�0 - $	7¢à & 7 - 2N$ * 9$,+'$=à & 2P%�%@'6(3=A7)2�7EpG2¥à&<G�����g<Va T =O'62@4g''2@76962�4�$ -,& % - ' & $ ß % & 764 & (,0X$	7¯)m0�$	2 * =6+ &+ & 4g'$	762P%@+]<sv<(`= & +!. & +D9&p%2�à&<%�����g<Va3bR$	769^pG2�à*<G�����g<Pa,aY%�'6(3= - =_(f962P� & + & 7 - 0�$	2 * =6+ & + & 4g'6$	762:%�+[<rp(8+%,$,+EÞ *@& F A G 9x0�$	2 * =6+ & 2P%�96= & - (P962�+ & 4 -�-,& 7&%�2 *�& % - + & %@%-9%$�%�0�(8+y%�$,+ Þ *�& F B G 9B0�$	2 * =6+ & 2:% - ' & + & %�= *@- (,0- ' & + & ` & 4 -,& 9 - $	7¢à & 7 - 2N$ * % - + & %�%D<pG2�à*<)�����g<Va3I*9g�����g<Pa/KB$	769a�����g<Pa`MA%@'�(`= - $	7¢à & 7 - 2N$ * % - + & %�%C$ -�- ' & (8= - %�2@9 & %�=6+!0�$	4 & (,0 & $	4g'?%�$,+EÞ *�& <�_(87 - +�$	+�) - ( - ' & 4�$,% & %E(,0O%,$�+ Þ *@& F A G $	769?%,$,+EÞ *�& F B G 9 - ' &H- $	7�à & 7 - 2�$ * % - + & %�%V$ - - ' & (8= - %�2@9 &%�=6+!0�$	4 & (�0�%�$,+ Þ *�& F C G 2P%C4�(6+EÞ6+ & %@%�2P. & <¥p=6+ - ' & +�+'(8+ & 9 - '�2:%C4�(,+ Þ6+ & %�%�2P. & % - $ -,& 2:% - (�( * 2 -�-,*�&V- (4L$	=*% & 0�$	2 * =6+ & <pG2�à*<g�����g<Va3´*9/�����g<Va î $	769C�����g<Va ± %@'6(3= - $	7¢à & 7 - 2�$ * 9$�+H$=à & $	769 - ' & %�(,0 -�& 762@7¢ày.?$	+�2�$ ß *@& $,%h$y0�=67�4 - 2@(87
(,0Q+,$	962@=&%R$ - 962P� & + & 7 -�- 2P+ & %D<;°�%�4L$	7 ß & % &�& 7�9 - =Q(#4�(,+ Þ *@& + & 7 - $?+�)\+ & à82@(87i$	+ & 4 *@& $	+ * )#962:% - 2�7�7
à8=62P%@' & 9B< U ' & Q+�% - + & à82@(87B9�2�7 - ' & 4 * (6% & .M2�4�2@762 - )�(,0 - ' &Q& WM=�2P.?$ *�& 7 - '6( *�& 9�2:%g4L$?=&% & 9 ß )5%�' & $?+e0�$	2 * =6+ &+ & 4g'$	762P%@+]< U '62P%�+ & à82�(	7B9j(,0 * 2:+)2 -�& 9 & d -,& 7 - 9k2:%�Þ6+,$	4 - 2@4L$ *@* ) - ' & %,$�+ & 0�(	+ - ' & - '6+ &�& 45(87&%�2�9 & + & 9%,$,+EÞ *@& %D<;°�%R+ & à/$	+�9&% - ' & % & 45(8769a+ & à	2�(87B9c45(6+^+)(87 * )�f>76(3=A7l$,% - ' & 0�+�$	4 - =6+ & ��(	7 & 9 - ' & 0�$	2 * =6+ &+ & 4g'$	762P%@+m2:%U96= & - ( - $	7¢à & 7 - 2�$ * % - + & %@%-<hp(8+z%,$,+EÞ *@& F C G 9 - '62P%3+ & à82�(	7\2:%3$ ß % & 7 - %�2�7�4 & + & ` & 4 -,& 9- $	7�à & 7 - 2�$ * % - + & %@% & %3$	+ & 4�(,+ Þ6+ & %�%�2P. & <

ï5ï�ï�ð:n o^Ò�ô�ú4ø ùApCqÁÙkr�s	ùutPr-ÙDq{ÒGr�v;wPqcr�xfp ×AÒ7ùAtIr³÷Qqcr�x p

�:7 - ' &<y + & .�2@(8=&%�% & 4 - 2�(87B9 - ' & 0�+�$	4 - =6+ &<y +�(�4 & %@% *�& $	962@76z - (l+H$ -,& +�2N$ * 0�$	2 * =6+ & =_$,%�9 & %�4�+�2�{ & 9B<�|�2@764 & 9
2 - 2P%P76( - 0 & $,%�2@{ *�& 0�(	+ - ' & 45(87 - 2�7>=6=*+ 9 & %�4�+�2 y�- 2�(87 - (}$	454�(8=�7 - 0�(8+ - ' & 0�(8+�+H$ - 2�(87~(,0 9�2:%�45+ &�-,&0�+,$	z,+ & 7 - %D9 - ' & (	{ - $	2@7 & 9P+ & %�= *@- 962�7 -�& +�+^%Z(�0 - ' &�- ' & +@+)(M9*)M7$,+)2�4Y% - $ -,& 9�(,0 - ' &3- 2:+ & 9 &5yX& 769 & 7 -0�+,$	4 - =6+ &Jy +�(M4 & %@%U$	+ &�y (6% -�y +�(M4 & %@% & 9 - ( y +�(M96=64 &�- ' & 0�+,$	z,+ & 7 - %�2�� & 9�2:% - +�2@{6= - 2@(87B<U ' & 4�=*+E= * $ - 2P. & +'$,%@%_(,0�0�+,$	z6+ & 7 - %q'$/.M2�76zV$m%�2�� &�*�& %@% - '6$	7P(8+ & WM=6$ *j- (

s
2:%Qz82P. & 7P{¯)uZ�W\<h�g<JK ² <U ' & + & $	7�0�+�$	z6+ & 7 - %�2�� & 2:%_+ &�* $ -,& 9 - ( - ' & + & 4g'$?762�4�$ * W>=$?7 - 2 - )'{¯)AZ�W\<��g<LK�M�<G�:7 - '62P%�% - =69*)69�= &

$,%@%�=&+ &�- '$ -b- ' & + & 4g'$	762@4L$ * W>=$?7 - 2 - )P2P%bz82P. & 7;{¯)
G(−→x ) = max

t∈[0, T ]

〈

σ(−→x , t)
〉

:
〈

ε̇(−→x , t)
〉 F������g<JK6´ G

± a
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pG2�z	=6+ & �����g< ± � U $	7�z & 7 - 2�$ * % - + & %@%-9 - $	76z & 7 - 2�$ * 9$�+H$	z & $	769 - ' & %�(,0 -�& 762@76z�.?$	+�2�$	{ *@& $,%�$R0�=67�4 - 2@(87
(,0 - 2:+ & $ -b- ' & 2�767 & +}%�=�+�0�$	4 & (,0e%,$�+ y6*@& F B G
�:7F(8+�9 & + - (h%�'6(3= - ' & 4L$ y $?{62 * 2 - )C(,0 - ' &3y +�( y (6% & 9P$ y6y +�(/$	4g' - ( y + & 962@4 -Q- ' & 0�+,$	z6+ & 7 - %�2@� & 9�2:% - +�2�7
{6= - 2�(87B9�= & 45(87&%�2�9 & +b$	z/$	2@7 - ' &3- '6+ &�& %�$,+ y�*�& %_9 & %�4�+�2@{ & 9I2�7F4g'$ y�-,& +b�g< U ' & 2�7 - +�2�7*%�2�4Y0�=6764 - 2�(	7

ψ2:%b2@9 & 7 - 2VQ & 9I{¯)P45=6+�. & Q -�- 2@76z&< U ' & 0�( *@* (3=A2�76z & + y 2�+�2�4L$ * + &5* $ - 2�(87*%@'62 y 2:%b=&% & 9

sm(−→x ) = ψ (G(−→x )) =















κ
(

G(
−→x )

Gd

)−n1

+ smin

0�(8+
G(−→x ) ∈ [Gc, Gd[

κ
(

G(
−→x )

Gd

)−n2

+ smin

0�(8+
G(−→x ) ∈ [Gd, + ∞[

F������g<JK î G

(κ, n1, n2, smin, Gd) ∈ � á 5
+

$	+ &��?�*�3���8���	�YÊ��&�`�	�?�¯�3���8� <
smin

$	769
Gc

$	+ & + & % yX& 4 - 2V. &5* ) - ' &+'2@762:+ =&+Ú0�+,$?z6+ & 7 - %�2@� & $	769 - ' & 4�+�2 - 2@4L$ * + & 4g'$?762�4�$ * W>=$?7 - 2 - )H2�7 - +�(�96=�4 & 9H2�7 - ' & Q+�% - 4g'$ y�-,& +D<U ' & Q -�- 2�76zV+ & %�= *@- 0�(8+ - ' & 4�(87&%�2�9 & + & 9[%�$,+ y�*�& %b2P%






























κ = 1.832
+^+

n1 = 1.764
n2 = 6.601
smin = 0.023

+;+
Gd = 1.278 � �%$ . %

F������g<JK ± G

kU(3=l9e0�+�(6+�7>=&+ & +�2�4L$ * %�2:+E= * $ - 2�(87&%3(,0 - ' & 0�+�$	4 - =6+ &)y +�(M4 & %@%C= & 4L$	7a4L$ * 4�= * $ -,&C- ' & 962P% - +�2�{�= - 2@(87
(,0 - ' & + & 4g'$	762@4L$ * W>=$?7 - 2 - )

G
$�%H$S0�=6764 - 2�(	7}(�0�+,$?962�=&%[F�pG2�z&<������g<Va ² G <d�J76(3=A2�76z - ' & 2@7 - +�2@7�7%�2@4E0�=�764 - 2�(87

ψ
9�= & 4�$	7 & $,%�2 * )\4L$ * 4�= * $ -,&E- ' & + & $	7|0�+�$	z6+ & 7 - %�2@� & $	769 - ' & + & 0�(8+ &C- ' & 0�+�$	z6+ & 7 -%�2@� & 962:% - +�2�{6= - 2�(87#(,0 & $	4g'>%�$,+ y6*�& <^p%2�z&<C�����g< T bA%@'6(3=O% - '$ - 7>=&+ & +�2�4L$ *�y + & 962�4 - 2@(87&%�$	+ & 2@7Yz8(�(M9

$	z8+ &�& + & 7 - =A2 - ' & d y^& +�2P+ & 7 - $ * + & %�= *@- %-<

±¯T
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pG2�z	=6+ & �����g< ² � U $	7�z & 7 - 2�$ * % - + & %@%-9 - $	76z & 7 - 2�$ * 9$�+H$	z & $	769 - ' & %�(,0 -�& 762@76z�.?$	+�2�$	{ *@& $,%�$R0�=67�4 - 2@(87
(,0 - 2:+ & $ -b- ' & 2�767 & +}%�=�+�0�$	4 & (,0e%,$�+ y6*@& F C G
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