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Déformation principale 1

Trajet direct
Après une prédéformation de 10% en expansion
Après une prédéformation de 15% en expansion

Après une prédéformation de 10% en traction uniaxiale
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�� �9=	\����EA���A������9= IE�K��������T�M�� ���#
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Ḟ .F−1 = Ḟ e.F e
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¾�GH��	�!�N���������!��8���T���� ��A� + ¸ #¼É�,p} + ¸ # Å ,L} + ¸ #¼Ì�,F�L� + ¸ # Ã ,7���c���h�3	5 �������R����UEcG�K���!���!��UYI;A�</

dp =
∑

g

Rgγ̇g
+ ¸ # È ,

wp =
∑

g

Sgγ̇g
+ ¸ #HÐ;,

¸ É
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¾������������B!������T�M�� ���� + ¸ # È ,J�p� + ¸ #HÐA,J���D����!C�����������8�"�BEA��;\[��M��������;A!��

Rg
�L�
Sg
}I��	A	S����K���	���!C�������B�CX�9:KL�M!���YI;��

�L�����"�����hX�9:KL��!���YI;���E�;Z�����A���8;�!^EA� Ä �M�A9:��Ec}S	A��!^�hX��h��N�9=�gEA�g�����������9=���"�
g
# ¹ ����	S��;��D���"�U���g�8�����8;�����!�<

	A��!h����!�EA���F�D���L�M��;�!��
m
�L�
n
EA�U�M�A��YI;����hX��h��N�9:��E��U�����������9=���"�

g
�� �9:9=�</

Rg =
�hX�9

(~mg ⊗ ~ng) + ¸ # ¸tº ,

Sg =
���"�M���CX�9

(~mg ⊗ ~ng) + ¸ # ¸"¸ ,
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PQ���8�������� ��O!�K��� ���;��

τ
�L�3�� ��{�M��;\[
	A��!��CX��h��N�9:��E��U�����������9=���"�

g
�� �9=9:�U�� ��D�3E�K��A�������� "9:9:�0/

τ g = σ : Rg
+ ¸ # ¸ »�,

τ̇ g = σ̂ : Rg
+ ¸ # ¸ ¿;,

¾������ + ¸ # ¸ ¿A,g�����?KL�MK{��K�������������!��lEcG����"��!� IE�;A��!��{���?EAK�!��y�DK��{ �R�~C���L�M�y�D�{E��{���³�� ��"��!������"���
E��OÆF��;A�M�"X
σ̂E��bjk���� ��u<Z �R\�M������!g;A���bK���!��y��;�!��bYI;��7���bE�K�	5���AE��b	A����E�;�!�K�j�K�!����"��������# | �z�pÁ5�L�T}�EA�����g���b�8��EA!��bE��8�

�!����AE����UE�K�j� "!�9=�T�M�� ����U���g�����A���8;�!��!���EA�����"��EA�����lEAK�j� �!�9=�T���� ��
F
EAK���!��y�W���lE�K�j� �!�9=�T���� ��³9=��������;A�����

���Z!� ��L�T���� ��zEA;�9=��������;z�� ��D�����I;c# ¹ ��j°��;\��E� ��A�e�8GH��Á-!������M�A��!gEA�e���p�����b!� ��M������ ��z	5 �;�!����D ���!g;A���b�� ��BE��
�� �9=	S �!h����9:�8�"�7YI;������3E�K8	S���AE���	�����EA�3��G� �R�����!h���T����;A!�#\Æ7�L�����3�� ���E��p��!���E� ��A�3!���������!�EA�����!�����EA��;�!��BYI;��
�� ��"�g���������hÍÒ9=i�9:���� �R�~C���L���y�I���� Ä ��E È » � #Q¾>���A����GH���A���L[��=rô�� ��"�WEAKp�A�A������YI;��8��YI;�����EAK�!��y�DK��8�� �R�~C���p���y�D���
�� �;A!���9:9=���"�7;\����������K��8��# ¹ ����}D���UEAK�!��y�DK��3�� �!� ��M�T���� "�����8������EA�������8 ��"��!������"���3E��^Æ���;��M�"X=���h�7��9:	��� 8XDK���}D�������
���h�3EAKp�A�����U�� �9:9=�</

σ̂ = σ̇ − we.σ + σ.we
+ ¸ # ¸�Ã ,

Æ7�L�����3E�K8!��y�DK��3�8�C�F��9:	A�� 8XDK��^�8��!��������^��;��y�7����!� ��M�T�M�� ��bE�;e!�K8j�K�!����D��������#\ÆF��	S�8��EA���D�t}D�� �9:9=�3�������^E�K�	5���AE
���������"�����8������9:�8�"�gE��:���
�� ������;�!��T���� ��dE��:!�K�j�K�!��8������}c���:�8�����8;��(���=jk���y�g���a�����!�����"�����d!�K8���p��;A��������K=��G����h�
<�E���!��³YI;�GH<��M�A��YI;A�?	����{E��³�8������;A�>������ ������;�!������� ��wE��?!�K�j�K�!��8�����?����!��z����E���!��A��N�!��³�� ������;�!������� ��
9=�T�MK�!������������8������;���K��"#

PQ��j� "!�9g;A���T���� ��O������������YI;A�UEA�U��GH���L���Â���y��K�E�GH;��
�hX��h��N�9=�UEA�U�����������9:���D�3���h�^E�Kp�������U	���! + ¸ # ¸ É�,�/

τ g < τ gc ⇒ γ̇g = 0
τ g = τ gc

�L�
τ̇ g < τ̇ gc ⇒ γ̇g = 0

τ g = τ gc
�L�
τ̇ g = τ̇ gc ⇒ γ̇g 6= 0

+ ¸ # ¸ É�,

÷��
τ gc
���h�l���a�8�������� ��Î��!��y����Y\;��Z	S �;A!=���Z�hX��h��N�9=�OEA�O�����������9=���"�

g
#�]3�_�hX��h��N89:�O����!��aEA ��������L����j����

�����l���������� ��A�l!�K��� ���;A���L�{��!��y����YI;A�� ��D�{�����l9=i�9:�O�"������;�!��l�L�{�����l9=i�9:�8�=�L��;\[-# ¹ �>��Kp��K�9: "�"��!�K?YI;��
	���;A������;�!��/�� ���;\�M�� ����+��;\[WK�Y\;A�T�M�� ���� + ¸ # ¸ É�,Q	S �;����������"�+�L[����h���8!�����9:i�9=�(����9=	��Ð� qA!�� È�Ã#� #�¾^�7�� �9�R�!���;A�����
9=���A��N�!��8�B	5 �;�!B!�K��� �;AE�!��>�����7	�!� �RA��N�9:�8�BEcG�����E�Kp����!�9=���A�T�M�� ��b ��"��KL��K^E�Kp�D���� �	�	5K����8}I�������gjk���y����G� �R�~C�L��E�;
	A��!����!���	A���U��;��Â�����"�t#
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Æ7�p�����=	���!C�����e�O	S �;A!URA;\�gE��=	A!�K������"�M��!������WE��ÂÁ-K�!����"�M����	A�"X�����YI;A���g���A�dEA�=�8������;A����!����l���y���������=E��

�����������9:�8�"��E����^�hX��h��N89:���>���p����j��8#5V� �;A!^�M�A����;A���gE��W�8���^9=KL���� \E����^���ej� �!�9�;����T���� "�Z"K���K�!�����������������YI;��
�����7	�!� �RA��N�9:�8�B�I;�9=K�!���YI;A���BYI;A������;A!��� ��D�7���A��K�!����"���B�p�7YI;A��	5��;\�D�8�"�7	A!� 8�D IY\;���!BE��^�!����AE����B�8!�!���;A!��BE��
�8������;A�Q���8!� ��"�>	�!�K������"��K��8#�¾�G�;A�O	5 ����"�>E��U��;��U������!�9: IE�X��A��9:��YI;A��}A�������y���������WE��W����������89:���"�>	5��;\�>iL��!��
��;A�U�� �9=9:�U;A�{ø�;\[{EA ��"�3���:j� �!�����9: ��M!����������h�3���:���������� "�
!�K�E�;��Â����#
¸8Å
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¾����A�e���O�8���eEA�O���³�������� �	������C�M�����y��K�}�;��A�O�� ���	A;��������������Z���h�b�K��AK�!�������9=���"�l�M�� ��������Z	S �;A!=�8������;A����!
E���!����L���89:���"�=��GH���L���y���y�MK{E�G�;A�u�hX��h��N�9=�lEA�{����������89:���"��� V�@7q + º�¸�� #+PQ�?�� �� + ¸ # ¸ É�,g���h�e�����A���F!���9:	A������K��	A��!�/

γ̇g = γ̇0
��R�� (τ g

τ gc

)n ��������
(τ g)

+ ¸ # ¸8Å ,
÷��

γ̇0
�8�C��;��A���� ��A�h�M���"�����L�

n
;��³	A��!���9:NL�M!���EA�������A����RA�����y��K:<l���e���y����������E� ��"�����e�������8;�!>�8�C��K����p�DK���#

Æ7�L�����(9: IEAK��������T���� "��E� ��A���(E��(RS "���c!�K8��;A�y�M�T���Q����9=������N�!��(EA�+	A!�K�EA���L���� ���EA;U�8 �9:	5 �!C����9=���"�T}����8	S���AEA���D�
���="��9=9:�WE��U���Â����������EA��EAK�j� �!�9=�T���� "�ZEA���A�3����YI;A�������W���W9: IEAN����W���h����	�	A�����8��RA���W!����h���U��!�N��^!����h��!������"����#
Pc���b	A��!���9:NL��!����e���D��!� IEA;��y���bEA���A�e�8�L�����Z�� ��3 "�"�l;��A�O������A�Â�A�8������ ��_	A�"X�����YI;A�ZE��Âée��������<d���"�M��!�	�!�KL����!�#
V/ �;�!
!��89:K�EA����!
<u�8�����u�L�Z	�!��8��E�!��³��� �� �9=	\���a���ajk���y�OY\;��a�����O9:K��8��������9:���OE��aE�K8j� �!�9e�T���� �� �� ��"�
���A��!�9=��YI;���9=���"�W���L�M�y�DK��U;������� "�/�p[�	S "�����"�M����������}S����!�K���E������e�M��K� �!�����E�����GH���L�M�y���T���� "�����A��!�9:��YI;���E������
9: "R������y��K�E�����EA������ I�8�T�M�� ����F������}�<�KL�MKU���"�M!� IE�;A�y����� â3 \�tÌ Å#� }a� @7��! º » � /

γ̇g = γ̇0

(
τ g

µ

)2

exp

(−∆G

kT

(
1−

(
τ g

τ gc

)p)q) + ¸ # ¸ Ì�,

÷��õ/
= µ

���h�3����9: \E�;�����E��U���������������89:���"�T}
= −∆G

kT

���h�3��G�K��A��!������E�G¼���L���y�������� ��O	S �;A!�j�!����A�M����!�������RA��!�!���N�!��8��E���V/����!����8}
= k

�8�C�^�����8 ����h�M���D���UEA��@7 ��y��ò�9e�����c}
= T

���h�^���g���89:	SK8!��T��;A!�����R��� ���;A��}
= p

�L�
q
�� ��D�3EA������ ����h�M���D������EA ��"�3��������������;A!����� ��"�3���y��;AK�����E�������;��O���"����!h����������RS �!���K�#

Æ7�L�����g��;\��!��g9: \E�K��������T���� "�Z	5��!�9=�L�>E�����!� �;��D��!^E��WR5 ����^!�K���;A�y�M�T���^E������^;A���W����!���g"��9:9=�WE������y���8�����
E���E�K�j� �!�9=�T�M�� ���#

¹ ��jk��;\����;������(�8GH������;A!���!WYI;��=�����W�� ���� + ¸ # ¸8Å ,U�L� + ¸ # ¸ Ì�,>�DK�!��Â�����"�gRA�����d���Oj� �!�9�;����T���� ���������������YI;A�=E��
��GH���L�M�y���y��KeE����W�hX��h��N�9:�8��E��=�����������9=���"�t#QPc �!���Y\;��=���
���������� ��d!�K��� ���;��e�T���������"�g���
���������� �����!��y�M��YI;��

τc
���

���y�M�������OE��O����������89:���"�b�8������;���K��OE� ��Â�eiL��!��l��!�N��="!�����EA��#+r)��G����"�D��!����O�������a���������� �� !�K��� ���;��O���h�ejk����R����
E��p�����"�^���=���������� ��Z��!��y����Y\;���}��������y���8�����WE��������������9=���"�>E� ��y�^ip��!����\;�������#5Æ7���3EA��;\[
�� "��E��y�M�� ����3��9:	5 ������"�
E� "���U<���G��L[�	5 ������"�

n
E��U������ �� + ¸ # ¸tÅ ,BEcG�iL��!��U�!����AE�#�PQ�g���;�!�� + ¸ #HÐ;,79: ��D��!���Y\;�GH���D���U;��A�^��������;A!FEA�

nK����L�IK������=���y�M��������EA������������89:���"�U�8�C�UY\;A�����/�I;��������� �!���YI;������b���������� ��³!�K��� ���;������h�Ujk����RA�����L�>��!�N��>�!�����E��
�� �!���Y\;��l���������LÍá���F�T���������D�:���Z�8�������� ��u��!��y����Y\;���# | �z�8�bY\;��7�� ����8��!����l������ �� + ¸ # ¸ Ì�,L}/�������e�DK�!��Â�A�lR����������8�
E��8;\[a�� ���EA�y���� ��A��	A!�K���K�EA��9:9=���"�g���y��K��8�W���(���
�� "���h�M���"�M�

p
���h�g	5 ����y���y�D��# | �d�pÁ5�p�t}c�� �!���YI;A�=���
���������� ��

!�K��� ���;A���8�C�Jjk����R����B��G��L[�	S ��A���"�����8������EcG�;��W�A �9gR�!�����K�D�T����j + YI;��D�8�C����!�N���	5�L���y�M�-,����h�/�t������;���K8��# ¹ �"�D��!�����9=���"�
�� �!���Y\;��=���
���������� ��d!�K��� ���;A�=�T���������"�g���
���������� ��d��!��y����YI;A�:�µG��L[�	5 ������D�����������=E�G�;A�a�A �9gRA!��:	5 ����y����j + YI;A�+���h�
�!�����E��!,g�8�C�b�8������;���K8��# ¹ �����h�b<³�� �����!:YI;cGH���D���
���{�áX�	S�
EA�
j� �!�9�;����T���� "��}+�����cG Xu�a	A���:EA�
�� ��M�� ��ËE��
�hX��h��N�9=�������L����jk��#�m� �;��F�����F�hX��h��N89:���F�� ��"�����L����j��F9e�����F����;�����9=���"��Y\;�����Y\;����hÍÒ;A���F��;A!� ��"��;����3���y���������>E��
�����������9=���"�>�� ��Z��K�"������8��RA����#S¾>��	A��;��8}A�� ��D��!�����!��89:���D�>��;Z�8���^K������h�� �	A�����h����YI;A��	A!�K������"�MK�	���;A�3�� ����c}A���8�
����9=	���E����8������;A��	5 �;�!����8���� ������� ��"�^	A��!C�M����;�����N8!���9:�8�"�3j°����R������8#

����¤��5��¢�¤��A p�t��J¤��� p�T�k·-©�¥
Pc���U!������T���� ��A� + ¸ # ¸ É�,>���"��!� \E�;��������D�������U�A ����� ��A�UE����hX��h��N89:���U	5 ����8�"�����������89:���"�g���L����jk�UYI;��/�DK�!��Â�����"�

τ g = τ gc
�����A���JYI;A������;�[?!�K��8������9:�8�"�W���L����j���YI;����IK�!��Â�A�8�"�

τ g = τ gc
�L�
τ̇ g = τ̇ gc

# ¹ �Jjk��;�������EA ������8!�;��
��!��Â��N�!���E�����K������L���� ��OEA�����CX��h��N�9:�8���pÁ5���L�M�y�D��9:�8�"�>���L����jk��	A��!�9=������;�[{Y\;����� ��D�3	5 ������"�M����������9=���"�>���L����j��8#
Æ>G��8�C�=���lY\;��F<��� "��E�;A�y�=<����D��!� IEA;���!��{���l	�!���������	5�lE��l9=������9=���������� ���#(Æ7 ��A��!�NL�M��9:���D�t}/���7�8�C�=��;A	�	5 ���K
YI;A�>���g�8 �9gR����������� ��{E��>�hX��h��N89:���FYI;A�5����!��g�M�A ����������� �9:9=�>!�K��8������9:���D�����p���y�D�>����!��g���8�����>YI;A�59=������9:�����
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τ
c

τ

γ

x�y{z}| ¸ #HÐ = Pc ��c	�;����������A���U�L�����y���������UEA�U�����������9:���D�

��G�K��A��!�����eE��=EAK�j� �!�9e�T���� ��c#QqA!��������� ������ q�!�� È�Ã#� E�Kp�A�A�y�������A����}Q	S �;A!�;����=�� "9gR����������� ��dEA�=�hX��h��N�9:�8�
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√
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P(G� �!����8�"�M�T���� "�ÎEcG�;��Î9= ��� I�8!����h�M���^	5��;\�{iL��!���E�Kp�A�A����EA���A�b��G��8��	��������!�f����?<�;A� ��!���	A���L�{E�GH����������
��	�	5����K��3����"������E�G | ;�����!$� �>V(P�Ì È#� #�Æ7�8�7�M!� ������������������ ��"�^�� ���K8�
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ϕ2
#�V� �;A!�E�Kp������!�����	5 ����y���� ��

E�;�!���	5N�!��l9= ��� I�8!����h�M���������u	A��!�!���	�	5 �!C�=��;�!���	SN�!��bEA;z9e�T��K�!�����;�}/���7���h�:��K��8����������!��lE�G���Á5���L��;A��!W��!� "���
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x�y{z}| ¸ # ¸�¸ = ¾>Kp�����y���� ��
E��8�3��������8��E�G | ;�����!

= ]3�A�U!� ��L�T���� ��OE�GH���A���� ϕ1
��;\�� �;A!�E�������EA��!����L�M�� ��
�A �!�9=�����

DN
YI;A����!�K������U!��8	SN�!�� ¸ }

= V(;����>;��A�W!� ��L�T���� ���EcGH����"��� φ ��;��� �;�!^EA�W���e�A �;\�D�8�����gE���!��8�L���� ���E��g����9=���A�����E�;�!���	5N�!�� ¸ DL1YI;A����!�K��U���U!���	SN8!��W»\}
= | ������}�;��A�U!� ��L�T���� ��OE�GH���A���� ϕ2
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P =




cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2 cosφ cosϕ2 sinϕ1 + sinϕ2 cosϕ1 cosφ sinϕ2 sinφ
− cosϕ1 sinϕ2 − sinϕ1 cosϕ2 cosφ − sinϕ1 sinϕ2 − cosϕ1 cosϕ2 cosφ cosϕ2 sinφ
sinϕ1 sinφ − cosϕ1 sinφ cosφ




+ ¸ #¼Ì�»�,
¾>�b	���;A�g���Z!� ��M�T���� ���E�;z��!����h�M���B���h����;�	A	S ���K��biL�M!��b;�����Y\;���9=���"��E�;A�b<Z���Z	A��!C�����bK������h�M��YI;��bEA;a�L��;\[
E��b!� ��M�T���� "�z��9:	5 ���K

we
� ¹ ñ^ñ È ¿ � }}� ñ^@7m º�¸�� #/PQ�Z�� ��BEcG�KL�D ���;����� ��zEcG�;��d�D���p����;�!

s
	5��;\�:�����A���B�8G�K���!���!��

� ¹ ñ>ñ È ¿ � /
ṡ = we.s

+ ¸ #¼Ì�¿;,
| �=�� "9gR��������"� + ¸ #¼Ì�»�,+�L� + ¸ #¼Ì�¿;,L}D�������� ����BE�G�KL�I ���;\���� "�=E��3�����+��!� ����B������������� ��"�B���8����;��y�����"������� ñ^@7m º�¸�� /

ϕ̇1 = −we12 −
cosφ

sinφ
(we13 cosϕ1 + we23 sinϕ1)

φ̇ = we23 cosϕ1 − we13 sinϕ1

ϕ̇2 =
1

sinφ
(we13 cosϕ1 + we23 sinϕ1)

+ ¸ #¼Ì Ã ,

¹ �/Xa�l�8��	S���AEA���D��;A�³	�!� �R���N�9=��EcG�����EAKL����!�9=���A�T�M�� ��aYI;��+���h�W������8��E�!�K�EA�����U���:�8���� ��
φ
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ϕ̇1 = −w
e
12

2
φ̇ = we23 cosϕ1 − we13 sinϕ1

ϕ̇2 = −w
e
12

2

+ ¸ #¼Ì�É�,

ù{£T��¨/��¥\�5�e¨Q¥³¤��a�8£T���� 8´µ��£�²d���T���S�
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g = Ḟ .F−1 + ¸ #¼Ì Å ,
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g
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F
#Sr 	A��!h����!^EA� + ¸ #¼Ì Å ,

����!������T���� ��O��;A�y�����"�M�U	S��;��3iL��!���E�K�EA;��y�M�</
Ḟ = g.F

+ ¸ #¼Ì�Ì;,
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yi (t+ ∆t) = yi (t) + ∆yi
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VJ��!���9=NL��!��8�
τc0 ρ0 ϕ10 φ0 ϕ20 g0 yc DÏB������;�!

100
��VJ�

1.0.109 9 −2 20◦ 40◦ 60◦ 120 1
�A9

1
9:9

�4�;��| ¸ # Ã = VJ��!���9:NL��!�����	5 �;�!�������!�K���;��y�M������YI;A�����y�M�T����jk�
Ä X��h��N�9=�

n m
Ä X��h��N�9=�

n m
Ä X��h��N89:�

n m¸ 〈111〉 [11̄0]
É 〈1̄11〉 [101]

Ð 〈11̄1〉 [011]» 〈111〉 [101̄]
Å 〈1̄11〉 [011̄]

¸8º 〈11̄1〉 [11̄0]¿ 〈111〉 [011̄]
Ì 〈11̄1〉 [110]

¸�¸ 〈11̄1〉 [101]Ã 〈1̄11〉 [110]
È 〈11̄1〉 [101̄]

¸ » 〈11̄1〉 [011]
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�� �9=9:��;�����!�K�j�K�!��8�����-,3	5 �;�!>EAKL����!�9:�����8!>�������hX��h��N�9=���U���L����jk��# ¹ ���� ��"�T}5E���	A��;��8}5	�!��������?�� "9:	\�M��;��A�
����;����^jk��9=�������^E��3�hX��h��N89:���BEA�3�����������9:���D��<������D ���! 〈111〉 < 110 >

#IPQ�W�I;�9=K�!� ��M������ ��bE��3�8���B�hX��h��N�9=���
���h�{E� "����K���E������l���O�M��RA���8��; + ¸ #¼É�,L# P��Z�M��R����8��; + ¸ # Å ,=9: ��D��!���YI;A��}BEA�����b�M������;A�ÎE����l�8���e�����h��K8��}
�����=�hX��h��N�9:�8�:9=��~C�8;�!��=���L����j��=�� "�"�e�����:9=i�9:�8�:	S �;A!������=E���;�[u��	A	�!� \�M�����8#(ÆF��	S�8��EA���D�=E������:;A�uE��8�
�8���8}�;A�_E��8�e�hX��h��N89:���b9:���A��;�!��e	A!�K�E��y�l	���!e���Z9= IE�N8���ZE��ZmJ��X��� �!b��G����h�l	����b	�!�K�EA�y�l	A��!b���Z9: \E�N����
	�!� �	S ���K�#(Æ7�p�����{EA�ÂÁ5K�!��8�����{	5��;\�=iL��!��{��9:	�;���K��
��;uj°���y�=YI;A�{��GH���L���y�"�T���� ��ËE����:�hX��h��N�9=����EAK�	S�8��Eu�� ��
����;����89:���D�/EA�B��G� �!������D�M�T���� �����!����h�M������ ��!���	A����YI;A�B9=�����/��;A�����IE��B���39e�T��!������BE�G����D����!����p���� ��g���"�M!��B�hX��h��N�9:�8�
E��^�����������9:�8�"�t#�Æ7�L���M�39e�T��!������^�cG�KL�M���"�F	A���B�L[�	��������y����9=���"�FE� ��A��K��^EA������� ñ^@7m º�¸�� �������W	5��;\�7�p[�	�����Y\;���!
��G���!�!���;�!8# ¹ �FXË��}+E������=���O9: IEAN����
	A!� �	5 ���K�}+E��8�=�hX��h��N�9=���=E��y���=!�K�����E�;��8���8# ¹ ���� "�"�l��	�	5����K��e�����A�����8��!
����;A!��M��;�[�E��l�����������9:���D�

γ̇
���h�:��;z9: "�����

100
j� �����	���;A��jk����R����bYI;A�b������;A�BEA�����CX��C�MN�9:�8�g9e��~C��;A!����L�

9:������;�!��8#�ÆF���7�hX��h��N89:���F��;A	�	A��K�9:���D�M����!��8�7�� ��"��E�;A�F<g��G����D��!� IEA;��L���� ��lE��>���g�� ����M��������D���>�"X�	5��!�R5 �����YI;A�
YI;A�����h��;��A��j� ����p���� ��:�8 ��"�����\;���;�����������K������:������;=�L��	A��������EcG�;��:����;A����#DÆ7���������h�B��������ò�����9=��������!��3<���G�K8�����h�� �Í
�������� �Íá	������h�����8�y��K�EA���A������YI;A�������g�� �;A���������hX��h��N89:���U�� "�"�W���L����j��U9=�����U���8;�����9=���"��YI;A����YI;��8�CÍá;����� ��D�UE��8�
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Lecture des paramètres d’entrée
τ y gc 0 ρ ϕ φ ϕ α b0a ...a 8 E νc0 10 00 10

Initialisation du problème

Application de l’incrément 
de déformation g

Calcul de la matrice d’écrouissage H

Calcul des vitesses de glissement

positives
Les vitesses sont

Oui

Non

On considère nulle

ϕσρτ φ ϕ F

σ>2.1τ etc

Oui

Non

à avoir 

On divise le pas de façon

Itération RK4 = Itération RK4+1

σ=0, l=C,F=Identité,Itération RK4=0

Oui

Non
Itération RK4 = 4

Aller au pas suivant

. . . . .. .

les vitesses négatives

Mise à jour des variables 

Calcul des incréments des variables

δσ=τ   /2

δσ>τ

c

c

Determination des systèmes actifs

x�yez | ¸ # ¸ » = r>��� �!��y���A9:��E�G����"�MK��!��T�M�� ��
EA�U���:�� ��c�� I�8�����

¿ Ã
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����9=���A����

Ä X��h�MN�9:���s9e�TÍ
~C��;A!���� ñ^@7m º�¸��

Ä X��h��N89:���
9:���A��;�!��
� ñ^@7m º�¸��

Ä X��h��N�9=���s9=��Í
~h��;�!�� + 9= IE�N8���
	A!� �	5 ���K-,

Ä X��h��N�9=���
9=������;A!��
+ 9: IEAN����
	A!� �	5 ���K-,

Ä X��h��N�9:�8�
!�K8����EA;������
+ 9= IE�N8���
	�!� �	S ���K-,
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}
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7
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9
}
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}
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5
}
6
}
8
}
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}
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}
8 1

}
2 10

}
8 1

}
2 3
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5
}
6
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7
}
12

(111) [11̄511] 6
}
8 3

}
11 6

}
8 3 4

}
7
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9

(001) [100] 2
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3
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6
}
8
}
9
}
11
}
12

r^;A��;��
2
}
3
}
5
}
6
}
8
}
9
}
11
}
12

r^;��8;�� r>;���;A�

�4�;��| ¸ # Å = Æ7 �9=	A��!������� ������D��!��g�����>�hX��h��N89:���>E�������������89:���D�U���L����jk�>E�KL���8�L��K��>	A��!^����9: IEAN����g	A!� �	5 ���K�L�^����;�[{E� ��A��K���EA�������������y����K�!��T�M;�!��
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Déformation de Green−Lagrange 11

x�y{z}| ¸ # ¸ ¿ = | �D ���;����� ��OEA�U����EA�������y��KUEA�UEA������ I�8�T���� "�
�� �!���E�G�;��O����������EA�U����9:��������

��9=	����y��;AE�����E��l�����������9:�8�"�:�� ����AK��������8��R������8#J¾�G�;A���l9=���A��N�!��l�K��AK�!������{���7���h��	5 �������R����lE��lEA��!��lYI;��
��G�;������������T���� ��lE�G�;��A�3�� ��S�8 ��"�����I;A�><����W	A�������^E�G�;A���^�� ��5<�����;A����	5��!�9=�L�7EA�3EAKL�����L�M��!B������)�R5 ��A��)F�hX��h��N�9:�8�
E�������������89:���D�t#

�?�����"���8�A���"�(��GH�������8�"�/�"�^iL��!��79:���J��;�!/��G�KL�M;�E��FE��7��G�KL�D ���;\���� ���E��8�Q�"��!�����RA�����J	�!� "	�!����+��;�9: ��A I��!����h�M���
<������D ���!�����E��������y�MK�E���E������� \�8�T���� ��A��}���������RA!���	A��!��� �;�!��F9= 8XD���
E�����E������� I�8������ ����8}��������������� ��
��!��y����Y\;����L�
��G� �!������"�M�T�M�� ��b��!����h�M������ ��!���	A����YI;A��#IPQ���A�;A!�� + ¸ # ¸ ¿;,(	�!�K������D���3��G�KL�I ���;\���� "�eEA�3���WE����A���y��K3E��^E������� I�8������ ����
�� �!��3EcG�;��O���������cE�������9:���A�����#SP+G�Kp�D ���;\���� ��O���h�^!���	A!�K������"�MK���	S �;A!���GH��������9gRA����E����3�hX��h��N�9=���3���p���y�DK��^��;
�� �;A!��QEA�(����EAK�j� �!�9e�T���� ��g���������DYI;���	S ";�!c;A��EA���Q�hX��h��N89:���Q�A ��g���L����jk��# Ä ;�!Q���L�����(�A";�!���}t��GH���8��!� ���������9=���"�
E��3����E��8�����y��K3E��3E������� I�8������ ����B���h����!�N��B!���	A��E��^��;eE�K�RA;\�BEA;e�M�A��!�"��9:���D�B	A;����+�M����Eb<����3�h�M��R�����������!+�D��!��
;��A�7��������;A!+����;�����#DÆ7���(!�K8��;A�y�M�T���(�� ��D���� ��AK�!����"�M�(�8�D�����8��;\[� "R\�����\;��(	A��!(V/���L�M��!��(�L�B���µ#P� V�@Bm + º�¸�� 	S �;A!����9= IEAN�����E��3�C�M I�Mn���"���L�BEcGH�����A���������T���� ��=EA����E������� I�8������ �����EAKL�M��������K3��;eE�K�RA;\�BE������3�M�A��	A�y��!���#I¾^�3	���;A��}
���^�������8;�!+9=�T[���9=������YI;A��	S��;����T�����8����E�!��F����EA�������y��K�E���E������� I�8������ ����(	S�8;\�(ip��!����8������;A��K���#DÆ>G����h���� �!���Y\;�G����
��G��8�C��	���;A�W	5 �������R����bE�G����z�C�M I�Mn���!g�� "�y�

ρ̇ = 0
# ¹ ����}�����������!����T���� ��A�gE����gEA�������y��K8�WEA�eE������� I�t�T���� ��A�g�� ��"�

E�K8	S���AEA���"�M���U������;��A���UEA���W��;\�M!����8#QÆ7 �9=9:�:���l��������;A!U���8;����+�A��	5��;���	�����iL��!��:�8������;���K��=E���!����L����9=���"�t}
E�GH��	�!�N��F���W�A�;A!�� + ¸ # ¸ ¿A,����5���h����;A	�	5 ���K^YI;A�>YI;A�T�M!��>�hX��h��N�9:�8�7E��>�����������9=���"���� ��"�����p���y�DK��FE��>���g9=i�9:�
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Déformation de Green−Lagrange 11

x�y{z}| ¸ # ¸�Ã = | �D ���;\�M�� ��
EA;
����RA!��U	���!��� �;A!���9: 8XD�8�
EA����E������� I�8������ ����3�� �!���EcG�;��
���������cE��U����9=���A��"�

9=���A��N�!����L�3Y\;��U�M����YI;����hX��h��N�9:��	S �����N�E�������9=i�9:��E����A���y�MKUE��UEA������ I�8�T�M�� ����8#Ar^�������J/

ρ̇g = 0⇔ 1

Lg
− 2ycρ

g = 0
+ ¸ #¼Ì�Ð;,

| �
�� "9gR��������"�^���L�����U�DX�	S ��M��N����U�p� + ¸ # Ã Ð;,L}A��������R�!���	A��!��� �;�!���9: 8XD�8�OE�����EA������ \�8�T���� ��A����;�!����U�hX��C�MN�9:�
���L����j

g
	5��;\�3iL�M!��U�8������;���K��� �9:9=�</

1

Lg
≈ 1

Dmoy
+

√
3ρg

g0

+ ¸ # È�º ,
¹ ��j°��;\�3EA �����!�K��� �;�EA!��U;��A�UK�YI;��T���� ��OE�;O���8�� ���EOE����!�KU�L�^���U!�K8��;A�y�M�T�^��;A�y�����D�3���h�3 �R������I; /

ρgmax =
1

8y2
c

(
3

g2
0

− 4yc
Dmoy

+
3

g0

√
3

g2
0

− 8yc
Dmoy

)
≈ 1.35 ∗ 1013m−2 + ¸ # È�¸ ,

Pc�(!�K8��;A�y�M�T�Q��!� �;��DK(���h�Q��!�N��Q	A!� I�M�A�(E������7�"������;�!Q����;����"�t������;���K8���I;�9=K�!���YI;A��9:�8�"�t#tPQ��EA�ÂÁ5K�!���������	�!� 8�������"�
E��e��G��"X�	5 �����N8���e������ �������YI;��8�����=���8�WE����A���Â��K��WE��=EA������ I�8�T�M�� ����W��;A!������WYI;��T��!��=�hX��C�MN�9:���WEA�=�����������9:�8�"�
�� ��"�F�����B9=i�9:�8��#�Æ7�����W	5��!�9=�L�7E� "���3EA����������E���!B���Wjk�#�� ��bE� "�"�7�8�C�F9: \E�K�������K��^��G�KL�D "��;\���� ��lE��^����EA�������y��K
E��UEA������ I�8�T�M�� ����8#

�?�����"���8�A���"�T}-���b�������8;�!UE�;³����RA!��:	A��!��8 �;�!���9: 8XD���aE��8�UE������� I�t�T���� ��A�U���h��Kp��;�E���K���# | �M���D��EA ����AK����
j� �!�9�;���� + ¸ # Ã Ð;,L}/���
�"������;�!8}/<Z;A�z9: �9=���"�:E� ����AK�}�E�;z����RA!��b	���!��� �;A!���9: 8XI���zEA����E������� I�8�T�M�� ����W�"��!����
��!�N8�g	S�8;�EcG�;��z�hX��h��N�9=�bE��b����������89:���D�:<Z��GH��;\�M!���# Ä ;A!W���O���;�!�� + ¸ # ¸�Ã ,��A�b���8!� ��"��	�!�K������"��K���YI;��b���8�
�hX��h��N�9=���bYI;��^ ��"�{���Z	A��;��b	S�p���y�l�p�l����	���;��b"!�����EÎ����R�!��Z	A��!��� �;�!��b9: 8XD���c#BV(�"X�����Y\;���9=���"�t}B���Z����R�!��
	A��!��� �;�!��W9= 8XD����EA���WEA������ I�8�T�M�� ����gEA ��y�W�����AE�!��"}c	5 �;�!WEA���W�!�����E��8�WE�K8j� �!�9e�T���� ��A��}c�D��!��g���{�M���������eE��8�
��������;A�����gEA�eE������� \�8�T���� ��A�o� V�@7m + º�¸�� }�� V��8� º » � #�¾����A�g���b�8���g	A!�K������"��Kb������}����B���h��	5 �������R����eEcG�;\�����������8!W���8�!����������� ���� + ¸ # È"º ,��L� + ¸ # È�¸ ,3	S �;A!^���D ���!^;A�� �!�EA!��WEA�W�!�����EA��;�!^E��g���:�������8;�!3EA;�����R�!��g	���!��� �;A!��^9: 8XI���
�� �!���YI;A�U���:E����A���Â��KUE���E������� I�8�T�M�� ����^�:�T���M�����"�3�� ��O9=��[���9g;�9O#APc�U!�K���;��y�M������!� �;��DKU�8�C��/

Lg ≈ 15µm
+ ¸ # È »�,

Pc�e�8�����8;��B���b!���	A	�!� I�M�A�eE� "���ej� �!h����9:�8�"��EA;�!�K���;A�y�M�T�g����K� �!���YI;��"#/Æ7�L���M�:��������;�!g���89gR����l��������òeK����p�DK��
	A��!:!���	�	5 �!C�b<?���OYI;������h�e�� �;�!���9:9=���"�e!������L�DKO�L[�	5K�!���9:�8�"�M������9=���"�b��;Ë9=����!� ����� "	S�
K������L�M!� �����Y\;��O<
��!�������9:�������� �� + � | mT,p#�Æ7�8���g���h�FE`u{��;l�M�� ��y[l��!�R��y�M!�����!��>E����7	���!���9=NL��!��8�>}\���D�8�>;��W~h��;lE��^	���!���9=NL��!��8�
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Déformation de Green−Lagrange 11

x�yez | ¸ # ¸ É = | �D ���;����� ��OE��U���:���������� ��O��!��y����Y\;����� �!���E�GH;��
���������cE��U����9=���A����

E��ÂÁ-K�!����D�:���F��;A!����y�=KL��K{	S �������R����{E�G� �R���������!�E���������RA!�����	A��!��� �;A!���9= 8XD���A��	���;���	A!� I�M�A����E�����YI;A����YI;��8�
9:����!� ����U"K���K�!�������9:���D�� �RA���8!C�DK��8#cÆ7�p���������;�!��������������=��	�	���!��! ��M!���;��A��E����U��9=	S��!�jk���L���� ��A��EA;³9: \E�N����
	�!� �	S ���K�# | �
�pÁ5�p�t}��� �!���E�GH;��l��!���~C�p�39: ��A ��� ����U�������Ujk �!�9:�U;A���U9:����!� ��h��!�;��p��;�!��UEA�UE������� I�8�T�M�� �����EA�����
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Déformation de Green−Lagrange 11
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Déformation logarithmique 11

Orientation 135°,50°,150°
Orientation 135°,45°,90°
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+ ¸ # È É�,
P(G��L[�	A!��������� �� + ¸ # È É;,79: ��D��!��UYI;A����������!� ��L�T���� ��
EA;{!�K����8��;
���h�3��;�ée����9:9:�8�"�3�!����AE������� �!����������h�3	S "�CÍ
����R����:E�GH�8�D ���!U;��a�hX��h��N�9=��EA�:�����������9:���D�WYI;��+�� ��y�g���L����j(�� ";\�W���d��XI���"�W;A���:�� ��"��!������"���:YI;A�+E���9:���\;���#
PQ�l���;�!�� + ¸ # ¸ Ì;,>	A!�K������"�M�:��G�KL�I ���;\���� ���E��:���{�� "�"��!������D���=�� �!���EcG�;��d���������+EA����!����L���� ��d;A�����T[��������:	5 �;�!
E���;�[d �!������D�M�T���� ��A�gE��ÂÁ-K�!����"�M���8# ¹ �B��	�	���!��! �����������!���9:���D��YI;��"}Q���8�� �����G� "!������"�L�T���� ��z�����y����������}Q���B���h��	S "�CÍ
����R����{EcG� �R\���8����!>~C;��h���
��	A!�N���Y\;��{���{9=����K�!�����;Ë�� "�y�=���"��!�K{���u	������h�������y�MK{;��A�l	A�A�����{E�GH��EA �;�����������9=���"�
��9:9=K�E���������9:�8�"�3��;��y�����U	A��!�;A���U	��������UE�G�K���!� �;������������#SÆ7������	A!� 8�����8�"�3E�;Ojk���y�3YI;A�U���U!�K����8��;
��!����h�M���������
<������AEA���A���><gR5�8��;��8 �;�	lKL�D ���;A��!F��;lEAK�R�;��FE��>���gEAK�j� �!�9e�T���� ��{���"���"��E��>�8G� �!����8�"����!FEA�����F;����>	5 ����y���� ��
�h�M��R������ ñ^@7m º�¸�� #
¿ È



���nÃ½��¿ÐULÙ.��ÖyÛµÔ�ÛkÙG����Ô S Û°Ü°ÛµÔ�Û°Ü ��Ù
m� ";��W���8��!�K8��;A�y�M�T���WY\;A�����y�M������j��W	5��!�9:�p�������D�WEA�=9: ��D��!���!WYI;��=��G�KL�I ���;\���� "�dEA���� �;������W�����U����!�����R������

E�;³9: \E�N�����	�!� �	S ���K����h�U�8 ���j� �!�9:�:��;\[³�T�������"���8��#�Pc���>��������;A!���E������T��;A!��T���� ��³ �R������\;������� ��"��	A!� I�M�A���
E��8�(��������;�!��F�T�����8��E�;A���8#IPQ�W	A��!C�����^��;��y�"���"���>��;A!��W	S ";�!�RA;\�FE����"������E���!BYI;����"���y�L�T���y�D��9=���"�F�����B!�K���;��y�M�T�M�
E�;O9: IEAN����U	���!�!���	�	5 �!C�^<�EA����!�K���;��y�L�T�����L[�	SK�!���9=���"�L��;\[b����!�K���E��U���:���y����K�!��T�M;�!���#

 "!<Ä $ . 4D( | 2Á0F2541ÅÆ(G031^25.C2&072-. 3 4

¾����A���8�3�M�A��	A�y��!���}I;����3�� ��SE��3�� �9=	S "!C����9=���"�79: "�� I��!����h�M�����������>��KL��K3EAKp�A�A����# | �����^��KL�MK3�� ����h��!�;��y���
E��^9e������N�!��><W!���	A!�K������"���8!B��;l9:����;�[=�����B	A��K��A �9:N��A���BK���K89:���"�L����!����7EA�3���gE�K�j� �!�9=�T���� "�b	������h����YI;���# ¹ �5�
KL��KF9: ��D��!�K7Y\;���}�Y\;A�����y�L�T���y�D��9=���"�t}T�� �;A�/�����JK���K�9=���"���J���D��!� IEA;��y���J	5��!�9=�L���M�����8�"�+E�G� �R������A��!/E��8�/!�K���;��y�M�T�M�
���"�MK�!����������"���8# ¹ �Qjk��;��^�8G����"�MK�!���������!39=�����"���������"��<=���=9: IEAK��������T���� ��ZEA��9e�T��K�!�����;\[O!�K��8����# | �Z�pÁ5�p�t}�	S �;A!
!�K8����������!e;��_9: IEAN����OEA�{�M!��������y���� "�_E�G�K��M�A���������b	S��!�jk �!�9=���"�t}(���3jk��;��b�8GH������;�!���!eYI;��Z���Z�� �9:	5 �!C���89:���D�
���h�=R����8�uE�K��8!��y�e<?�M�A��Y\;��{K��M�A��������#+Pc �!���YI;cG����h�=!�K8��������K��{���Z��!��������y���� ��uEcG�K��M���8�������8}JYI;A�F	S��;��:iL��!��b��;��
�� �9=9:��;A����9: tXD�����A��	S ��AE�K�!�K8��}��8��!C�M�����A���3��!�!���;�!��3	S�8;\�D���"�^iL�M!���9:���A��9:����K��8��EA;Ojk���y�>YI;�G��������8�3���8!� ��"�
)��A 8XDK����#)�EA�����7�����F �	SK8!��T���� ��A�7E��>9: 8XD���A����#�VJ��!7�L[��89:	����"}I���5;��l�� �9:	5 �!C���89:���"����R5��!�!��8�"�F�8�C���8�����8;���K
	5 �;�!>;A�?EA�����!������A�U���� "!���YI;A��	5 �;�!������U��;���!����������8������;��J���h���� �!�!��8�L�t}-���L�U�8!�!���;A!>��������!��l	A���^��������R����
���-����	5 ��yX���!����C�L���-�� �9=	S �!h����RS�t��;��� �;A	{E����!��������8#�¾>������9=i�9:��9e������N8!���}��L���8 �9:9=��9: ��D��!�K�	���;A���� �����}
���gEA���C�M�����L�M�� ��l���"�M!��>�����F���������� ����F��!��y�M��YI;��8�7EA���7j°��9:�������8�FE��>�hX��h��N�9=���7EA�>�����������9:���D����GH�gEcG��pÁ5�L�7��������R����
YI;A�=E������W���e�8���W9: "�� I��!����C�L����������#/Æ>G��8�C��	5 �;�!W�������OYI;A��}cE������W�8�L�����e	A��!C������}Q�����W!�K���;��y�M�T�M�WEA;d9: \E�N����
�D ��D�biL��!��
�8 �9:	���!�K��b��;\[Ë!�K���;A�y�M�T�M�=�L[�	5K�!���9=���"�M��;�[-#�PQ�a9:�����O���Ç��;\��!��
EcG�;��A�
�8��9:	A������OE�G��8���������
��;�!�E��8��9: ��A I��!����C�L��;\[aE��=j���!����h����!�N��WE���é=�������=�L�g�� �u�����;A���=���³�M��9:	A�� ¾>;� DÌ�Ì � }�� m���! Å�Å#� #�Æ7 �9=9:�=���
R�;��BEA�����39=K�9: ���!����8�C�7EcG�KL��;�EA����!(���3�� �9=	S "!C����9=���"�7E��3	S ��yX���!����h�M��;�[-}D������!�K���;A�y�M�T���B������;A��E��3E��ÂÁ-K�!����"�M�
��!�������;\[:���"��K�!�����;�!��(����!� "�"��;\����������K8��# ¹ �����8!���9: "�"��!�K�Y\;��������� ���EA���� �9=	S �!C�M��9:���D��	�!� �	5 ���K������h���8��	���R����
E���E�K��8!���!������Z�8 �9:	5 �!C����9=���"�{E��Z9= ��� \��!����h�M��;�[ 	5 �;�!bE����=�M!���~C�L�M�bE�������������������9:�8�"�t}BEA�
��!����L���� ��Î�L�
�� �9=	����L[����8#

798A»}8<7 � i�254aK;@�È C�GZK;@ X 4ði�2P6_E�Gâ9�Ga[\g`K�9�2P6
V/ �;�!3�M������;��ZEA���39=����K�!�����;�[{�����h��K��^���-XZ��;�!��=YI;A����!��W	A��!���9:NL��!����^<=��E����D���Â�A�8!3���Q��G� �!������D�M�T���� "�ZE��

�� �;A�/�����/9: ��A I��!����h�L��;\[W�� ��A�I;��B�p�J;��g�8����YI;A��N�9:�"}TYI;��I����!��^���B	�!��89:����!/��������7E�G | ;�����!8}TEA���A�����7�8���/ ��g���8�
 �!����8�"�M�T�M�� ����>��!����h�L������ ��!���	A����YI;A���>�A�g�� "�"��	A���>�� �9=	���NL�M��9:�8�"��E�Kp���������8#5¾>�g	A��;��8}S���L��������E����D���Â�A�t�T���� ��
���h�>������K��U�8��!�������	���!���9=NL��!��8��EAK�	S�8��E��8�"����!�N���	5��;
���8��;�����E����3��;���!����$/

= Pc�U	���!���9=NL��!�� Dmoy
���h�3����	A��;���	5�L���y���UEA��9:�8������ ��OE�����K�	�!� �;\�D�p�������F�����h��K8���8#

= Pc�B	���!���9=NL��!��BEA;g����RA!��B	���!��� �;A!��/9: 8XD����EA���/E������� I�8�T�M�� ���� g0
�3��;�!C�M �;\�J;A�g�pÁ5�p�J	5 �;�!�E��8�/	S�L���Â�����

EAK�j� �!�9e�T���� ��A��}A	���;A�����c���h�3jk����R����U	A��;������:	S�8�"���UEcG�K���!� �;A����������UE����������L���M�Uò� "���U���h�^j� �!C���"#
= PQ�{EA���C�L�������:EcGH�����A���������T�M�� ��a��!��y����YI;A� yc ~C �;��=��;A!C�� �;��W;��a!�ï����:	S ";�!UE�����E�K�jk �!�9=������ �������9=	S �!CÍ�M���"�����8}�	A��;��������������h�3jk����R�����	���;A�����:	S���D���UEcG�K���!� �;A����������U���h�^��9:	5 �!C�M���D���UEA���������L���M�Uò� ��A��#
= PQ�
���������� "�a�8!��y����YI;A�:���A�y��������� τc0 �
;��d�pÁ5�L�g	�!��8��Y\;��:;A����YI;A��9:�8�"�W��;�!U���
����9=�y���=K������h����YI;A�:EA ��"�������������;\�3���D����!� ��O����9= ��y����K"#

Æ7���> "R�����!C�������� ����>����!� ��"��!���	�!��������>	���;A�>����EAKL�M�����J��;��M�A��	��y��!���¿e�� �!���Y\;��g���bE�K�	5����E��������gEA�g���e����9=�y���
E��WEA;��L�������y��KU�����><������3EA���3	���!���9=NL��!����^9=����K�!�����;Z����!��=KL��;�EA��K���#5Æ7���^	A��!���9:NL�M!����3�8G���EA���"�����A���"�>��;�!3E��8�
	5 �!C���� ��A�^E��ÂÁ5K8!����"�M���^E��g���=�8 �;�!�R5�W�L[�	5K�!���9=���"�L�����W�8�WYI;A�Q	5��!�9:�p�>E�G¼���D ���!^;����g��E����D���Â�A�t�T���� ���;��A��YI;A��#
¾����������l�8���� ��z���l	�!���9=����!���������bEcG | ;A����!g�cG����h��	����g�� "���I;c}�;����b��EA���"�M�Â�A�8�T�M�� ��z	���!���9:Kp��!���YI;A�b����!��
!�K8��������K��l	S �;A!gE����W��������;�!���EA�b���L�=��������lE��
ÉO���ËÉ ◦ �� �;\�:���z���l�� ��A����EAK�!����D���� "���h�M���"�:E�G�;A�z���������7<��GH��;���!���#�P+GH����������M�� "�����c����!��:������;��cYI;���	5��!�9=�L�3EcG� �R\���8����!������39:���������8;�!���!�K8��;A�y�M�T���8#

¿�Ð



��� Ô��SÜkÛ°Þ�×������ R ØAU�Ö Ü�ÙpÔ�Û°Ü R�S Ø���w R Ú�� R ÞLÛÒ×pÚ=× S Û7Ø#�OÚ R#S5R wpÞLÜ�ÙLÛµÔ"ÖQ× S ��Þ�Ô S ØD×LÙWØAU�� R ÞLÚ=Ô�Û°Ü R#S Ù��-ÖyÔ�ÙLÛ°Ü����A×LÙ

V/��!���9:Np��!����
τc0{110} τc0{112} ρ0 g0 yc DmoyÏB������;A!
110

��VJ�
140

��VJ�
1.0.109 9 −2 25 4.5

�A9
1
9=9

�4�;��| ¸ #¼Ì = VJ��!���9=NL��!�����	S �;A!����:�� �9:	���!������� ��{����K8 �!����të��p[�	SK8!��������8�U	5 �;�!�E��8��������������E��U����������������9:���D�

798A»}8A: � 6#6�GH@F6Mi�2cC`@B6�GH@BNBNF25[\254aK�6�7�9Mi�256_[ X 4 X C`9A@F6!K#Ga7JI i:2ÉC×2P9 · 6�@BNB@FCD@B7�[
¾������=���p�����
	A��!h�����
�����:!�K���;��y�M�T�M�: �R������I;A�:	A��!:���
9= IE�N����O���D�8�
����;\[uEA�OÑ���;��M�L� Ñ3��;AÐ È#� ����!� ��"�

�� �9=	A��!�K8�U	5 �;�!�E�����9: ��A I��!����C�L��;\[³EA�:j���!CÍá������������;�9 �� ��"�M���A���"��»\#HÐ;�0E��:���������8��;�9
#QP+G¼��;\����;A!��{!�K8��������K
E������8����������EA������������������9:���D�7��;A!(YI;��T��!��39: ��� \��!����h�M��;�[-}"�M������;��b��XI���"�7;A���� �!����8�"�M�T�M�� ��eE��ÂÁ5K�!����"���"#DV/ �;�!
��������EA��!(����9= IE�N����"}";���~C��;=EA��	A��!���9:NL�M!�����YI;A�A	S��!�9:�L���M��E���	A!�K�EA��!��������8 �9:	5 �!C���89:���"�7E�;=9= ��� \��!����h�M���
EA���A�b�M����YI;����8���=�"��iL��!���!��8�M����!��L��K�#7Pc�O�M��RA���8��; + ¸ # Ì�,=E� ��A���������l	A��!���9:NL��!����b��EA���"�����AK��8# ¹ �>��KL��K
��K��8����������!��BE��BE��ÂÁ5K�!�����������!Q���8������������ ����/��!��y�M��YI;����/�����y������������EA����E���;�[�j°��9:�������8��E��B�hX��h��N�9=����E��B�����������9:�8�"�
E��^jk�#�� ��l<W9= IE�K��������8!B��;b9=����;\[e���W����9:�y�M�3K8�����h����YI;A��}I���L���M�3EA�ÂÁ5K�!��8�����>��XI���"�FKL�MK^9:�����^���eKp����E��8�����^	A��!
÷>!��������hÍC6� ������p����÷�6 È Ð � E������3��������N8���"#�¾>���3!�K8��;A�y�M�T�M�3 �R\���8�I;��^�����3�� ��A����;����� ��A�3��;��y�����"�����3	5��;��D���"�>iL��!��

 0

 50

 100

 150

 200

 250

 300

 350

 400

 450

 0  0.02  0.04  0.06  0.08  0.1  0.12  0.14  0.16

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
(M

Pa
)

Déformation de Cauchy 12

Calcul
Expérience

�;,F¾>��!��8�L���� �� � ¸�¸8º�� EA���������U	A�����
(11̄0)

 0

 50

 100

 150

 200

 250

 300

 350

 0  0.02  0.04  0.06  0.08  0.1  0.12  0.14  0.16

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
(M

Pa
)

Déformation de Cauchy 12

Calcul
Expérience

R5,F¾>��!����p���� �� � º�º�¸�� EA���A�����U	A�����
(11̄0)

 0

 50

 100

 150

 200

 250

 300

 0  0.02  0.04  0.06  0.08  0.1  0.12  0.14  0.16

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
(M

Pa
)

Déformation de Cauchy 12

Calcul
Expérience

�-,F¾>��!��8�L���� �� � ¸�¸ » � EA���A�����U	A�����
(11̄0)

 0

 50

 100

 150

 200

 250

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25  0.3

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
(M

Pa
)

Déformation de Cauchy 12

Calcul
Expérience

E5,F¾>��!����p���� �� � ¸�¸�¸�� EA���A�����U	A�����
(11̄0)

x�y{z}| ¸ # ¸8È = Æ7 �9=	A��!������� ������"�M!��U�M��K� �!����W�L���L[�	5K�!����8�����g	S �;A!3E����>�����������>E��g����������������9=���"�������� ���EA�ÂÁ5KLÍ!����D������ �!������D�M�T���� "���F�M��!�K���E��� Ñ3��;AÐ È��
����!�K8����/

= ¾��������M�A���8;���E������8���8}/��������9=�y���lK������h����YI;��l���h�:R�������	�!�K8E��y���{���� �!���YI;cG��������e����!����lK��A �!�9:K89:���"�E�G�;A�=����������<���GH��;\��!���#IÆF��RS "�=!�K���;��Â�M�T�B���h�B��;A!C�� �;��BE`ue<U����E���Á5K�!����D�����T���� ��eE��8������������ "������!��y�M��YI;��8�
���"�M!��3�����7jk��9:�������8�BE��^�CX��C�MN�9:���BEA�3�����������9:�8�"�t#IP(G� �!������"�M�T�M�� ��b��!����h�M������ ��!���	A����YI;A�(~C ";��3�8�����^��;A�����

Ã"º



���nÃ½��¿ÐULÙ.��ÖyÛµÔ�ÛkÙG����Ô S Û°Ü°ÛµÔ�Û°Ü ��Ù

VJ��!���9:Np��!����
ϕ10 τc0{110} τc0{112} ρ0 g0 yc DmoyÏB������;�!
90◦ 11

��VJ�
11.5

��VJ�
1.0.109 9 −2 280 3.25

��9
0.5

9:9

�Ê�;��| ¸ # È = VJ��!���9=NL��!����3	S �;A!�������������������EA�U���������������89:���"������!�K���E��� âUñ Å Ì �

;A�:!�ï"������9=	S "!C�M���"�B9=�����(����	S�8!�9:�L�B	A���(E����K���K�!���!(E����(K8�8��!C���B��;=���y�D�8��;=E�����������9=�y����K������h����Y\;��
��������ò���9:	5 �!C�M���D����	S �;A!����U!���	A	�!� \�M����!���;��M���"�^E�����G��L[�	5K�!������A����#

= PQ�e	S�8�"���gE�G�K��8!� �;���������������h�t}S����������;A������}A�M!�N��^RA������EAK���!��y������ ";\�U��;��� ��AbE�;O��!���~C�L�t#-Æ7�8	S���AEA���D�	5 �;�!FE��8�FEAK�j� �!�9e�T���� ��A�FEA����G� �!�EA!���EA�
8
�ôE�����������E���!����L���� ��

[001]
�8�����U�W�M����EA�������U<�iL�M!����� �;��hÍ

���h����9=K���#�Æ7���F!�K���;A�y�M�T���F�� ��"��E�;�����;ljk���y��YI;A�^���g	A�����C�M�����y��K>�8!����h�M���������A�>	�!����AEb���{�� �9:	����>���gj� �!C���
EAK�	S���AEA���A���UE��U���:	5���"���UEcG�K���!� �;A����������>�����3<g������E��U��G� �!������"�M������ ��O��!����h�M������ ��!���	A����YI;A��#

= Pc��9: IEAN��������h�U��	�����<e	A!�����EA!��g���?�� "9:	\�M�g����jk���y�UYI;A�g������	S���D�����>E�G�K8��!� �;A��������"���"��!������D�UK��� �!CÍ9=K�9:���D�UE�G�;A�?���������J<l��GH��;\��!���#-VJ��!��L[���9=	�����}-	S �;A!>�������8�����;,3�L���-,3��G�K���!� �;�����������:�l;�����������;A!��
YI;������������AK8����!���}����� �!��3YI;���}A	S �;A!�������EA��;\[
��;���!������t���8}���������!���	�	A!� I�M�A�U	���;A��EcG�;��A�U	A��!���RS ����"#

= Pc���7��������;�!���E��8�F	���!���9=NL��!�������E��8�"���Â��K���	S �;A!F���W��������E��T���� ��
�� ��"�3���
������ "!�E
���D���U����;�[l��E��8�"���Â�AK8�	���!$�3 \�=�L��Ñ��LX � �^Ñ º�º�� 	S ";�!�E��8��	5 ��yX��8!����h�M��;\[dE�GH��������!�E� ";\[-#QPc���g��;\����;A!��W;\�������������D�g;A���=�� ��
EA�U�� �9:	5 �!C�M��9:���D�39: ��A I��!����C�L����������������9:��������!��W<:����������KL��;�EA��K��U�����µ}����8	S���AEA���"�3�������y���8�����UEA�U������hÍ
����9=���"�����h��9: IEAK�������K����!�f��8��<l;A������ ��J	�;������������8��EA�����b9=i�9:��j� �!�9=��YI;A� + ¸ # ¸tÅ ,L#�Pc���^�"������;�!��
EA���:	A��!���9:NL�M!����:Kp�M���"�e	�!� \�M�����8}+�������³	5��!�9:�p�=E��
E���!��
YI;A�{��GH��	�	�!� I�M���
;\����������K8�{���8��E� ����A�{E��8�
	���!���9:Np��!�����Y\;��� ��"�^;��O��������	��DX�����YI;���#

Æ7���U!�K���;��y�L�T����	5��!�9=�L�����8�"�UEA���� "������E�K�!���!�YI;�������9: IEAN�����E����� �9=	S �!C�M��9:���D�U9= ��� I�8!����h�M���������³	A!� �	5 ���K
���h�^�8��	A��RA���UE���	�!�K8E���!������U�� �9=	S �!h����9=���"�3	5 �;�!�EA����������������E��U�8��������������9:�8�"�t#

798A»}8nm � 6#6�GH@B6_i�2cCD@F6�GH@BNBNF25[\254aK�6�7�9�i:256_[ X 4 X C`9A@F6!K#Ga7JI i�2ÉCÎ2P9
¾����A�3���L������	���!C�����"}A�����3!�K���;A�y�M�T���3�L[�	5K�!���9=���"�M��;\[
 �R������I;A��	���!3â����O�p�>ñ^��n���EA�_� â�ñ Å Ì � �D ��"�>iL��!��

�� �9=	A��!�K��F<W���8;\[e������;A�BEA;b9= IE�N����"#\¾������7�8�L����!h����������}\�� ��D��!�����!��89:���D��<g���W	���!C�����>	�!�K��8K�E����D����}I����;A���^���
E���!����L���� "�³E��:����������������9=���"�W����EA��YI;�K8��EA���A�U���g�M!�������"�����h�M���AEA��!�Ea���h��E� "����K��:	A��!U��������;�����;�!���# | �����:���
	5��!�9:�p�7E��3EAK�E�;A��!��3Y\;��3EA��;\[=EA���(��!� ����7����������BE�G | ;����8!�YI;A��EAKp�A�����������D�7��G� �!����8�"�M�T���� "�b9: ��A I��!����h�M������������#
¹ �/�eE� "���gKL��KgE�K��8��E�KgE��g	�!��8��E�!��W������!� �������N�9:�����A����gE�G | ;A����!^�� �9=9:�g	A��!���9:NL�M!���<=��E����"�M�Â�A��! + 9=i�9:�
��������;�!�	S �;A!B�M �;��������������������.,7�L�3E��U�M�A��!��M���8!F;A��~h��;
E��U	A��!���9:NL��!�����Y\;��-	5��!�9=�L�����UE�GH���D "��!�;��A��R5 ����A�
��EAK�YI;A������ ��e���"��!�������K� �!������L�7�L[�	5K�!������A����# | ���A�c}"EA����������!C�L��������E��8�(�8����������EA�����������������89:���"�T}"���S��	�	���!��! ��
�����h�M��E�� ¹ EA�����:E�K8j� �!�9e�T���� ��OEA�y�^�h�M��E���EA�������������9=���"�^j°����������#5Æ>G����h�^;A�O�C�L��E���EA ��"�^���:	A!�K������A������G����h�
��������RA���lY\;��{EA���A�����l�8����EA�l9: ��A I��!����C�L��;\[���;�RA��YI;������8���"��!�K�� � qJVBo-Ð"É�R � �p�:Y\;��7�cGH��	�����KL�MKl	A!��������
�� �9=	\����EA���A�(����9= IE�N�����	�!� �	S ���K�#IÆ7���h�M��EA���UE� ��A��KL��K")M� �9:9=K)B�� �!���YI;cG�������	�	���!������������y�B��;�!(�����(�8���������
�L[�	5K�!���9=���"�L��;\[
�L�^���Q�=KL��K���;�	A	S ���K�YI;A�U���=E�K�j� "!�9=�T�M�� ��O�� �9=9:���D�8���y�^EA��!����L�M��9:�8�"�>��;O�h�M��EA� ¹�¹ EA�����
����Y\;�����	���;A�����8;�!��W�hX��h��N�9=���WEA�=�����������9=���"���� ��"�����L���y�IK��8#/Æ7�L�����e�"X�	5 ����AN����=����9gRA���b��������	��M��R����e�8��!W���
9: \E�N�����	A!� �	5 ���K:�l	S �;A!�R�;\��E��:9: IEAK���������!����:�� �9:	5 �!C���89:���"��EA��	S ��yX���!����h�M��;�[?EA���A������YI;��8�/���:�h�M��E��
¹ E��g���bE�K�jk �!�9=������ ��?��G����h��	����> �RA����!C�DK�#-P��W�M��RA���8��; + ¸ # È ,�EA ����������3~h��;�EA�g	A��!���9:NL�M!����>��EA���"���Â��K��8# ¹ �
���h�=<?�� �����!�Y\;��{������	A��!���9:Np��!�������EA���"���Â��K����� ��"����!�N8��E��ÂÁ5K�!����"���:E�;u�8����j���!CÍá������������;�9O}J����	���!C�����8;�������!
����X³�l;A�³!���	�	5 �!C��E�G��8�"����!� "� ¸8º ���"�M!��������U����9:�y���8�UK������h����YI;A���UE����UE���;�[�9e�T��K�!�����;\[-#QÆ7�L������EA�ÂÁ5K�!��������
E�������9:�y�����3K������h�M��YI;������"�:E� ��A�U���A����AE�!���!3��;A�����cEA���!����AE��3K��8��!C�M�3��;Z���y�D�8��;ZE����^��;\��!�����	���!���9=NL��!��8��#
¾>�:�����U����	��������������8}�E� ��D��������!�K���;��y�M�����U�� ��D���� ��A�������K���EA���������l�A�;�!�� + ¸ # ¸ Ð;,L}�����!h�M�������8�U�� ��A����;����� ��A�
	5��;\�D���D�3iL��!��>����!�K��8��/

= m� �;��FEcGH��RS �!�E�}IE�;bjk���y�FE����7 �!����8�"�M�T�M�� ����7��!����C�L������ ��!���	A����Y\;����7�M�A ����������7	A��!B�����F��;\�M��;�!��8}I���W����9=�y���K������C�M��YI;��F�"��!�����	5��;=E�G�;��=�8��������<U��GH��;���!�������Y\;��A��;�	�	5 �����YI;A�����U���������� ��=�8!��y����YI;A�������y���������3���h�B	S��;
Ã�¸



��� Ô��SÜkÛ°Þ�×������ R ØAU�Ö Ü�ÙpÔ�Û°Ü R�S Ø���w R Ú�� R ÞLÛÒ×pÚ=× S Û7Ø#�OÚ R#S5R wpÞLÜ�ÙLÛµÔ"ÖQ× S ��Þ�Ô S ØD×LÙWØAU�� R ÞLÚ=Ô�Û°Ü R#S Ù��-ÖyÔ�ÙLÛ°Ü����A×LÙ
E��ÂÁ-K�!����D�������"��!��g���8�>j°��9:����������EA�g�hX��h��N89:����E��������������9:�8�"�t#�Æ7�����b�L[�	�����YI;���	5 �;�!�Y\;� ��/�����3�"������;�!��
��E��8�"���Â��K������� "�"�F��!�N���	�!� \�M����� + !�����	5���L���y�D�89:���"�

11
�L�

11.5
�?V/��	5 �;�! {110} �L� {112} ,L# Ä ;A!7����A";�!�� + ¸ # ¸ Ð;,L}AEA���A���M�A����;A�
EA�����8���8}����:����9=�y���UK������C�M��YI;������h�3RA�����
	A!�K�EA�y���U	A��!����U9= IE�N8����#

= PQ����������;A!�EA���� ��D��!������D���g�T���������"���WEA���A�3�����3�8���������^���h�^j°����R�����}���G��pÁ-�L�>E���������!�9=���3E�G� �!������"�M�T�M�� ������ �9=9:��	S �;A!��������;�!�� + ¸ # ¸ Ì�,F�A�UE� ��y�^	A���� �;O	S�8;
iL��!��� �R�����!C�IK�}��8�UYI;��c���h�3R����8�
�����8���8#
= | �z���eY\;��B�� ����8��!����b������	S���D�����gE�G�K8��!� �;A����������"}/<O�L�A��YI;A�ejk ����8}Q���Z	5���"���b�I;�9=K�!���YI;A�e�8�C�:��������ò	�!� I�M���BEA�B���3	5���"���B�L[�	SK�!���9=���"�L������#�Æ7��	5����E����"�J	5 �;�!���G����������I�-,p}TEA���A�����8YI;����I;A���7���L�M�y���T���� ���	�;A���
;��A�WE�K������L�M�y���T���� "�ZE�G�;��Z�hX��C�MN�9:�WE��W�����������9=���"�>���D��!��! ��A�W���=j� �!�9e�T���� ���E�G�;��Z	5 ����"�>E�GH����øA�p[��� ��
���W����!��p��!� �;������"�>	A���3��;�!3���:�� ";�!�R5���L[�	5K�!���9=���"�L������}A���W!�K���;��y�L�T�^�8�C�>9: ����A�3RS ��c#�¾�GH��;\��!���	���!C�t}
	5 �;�!���G��8�������+E5,L}-���{	5���"���:E�G�K��8!� �;�����������=��;aEAK�R�;������h�g�������8ò�j� �!h����9:�8�"�W��;A!����h����9=K��:���� �!��UY\;���}
��;d�� ��D��!�����!���}c<
	A��!h����!UEA� ¸8º �)EA�=E�K�j� �!�9=�T���� ��a�������=���h�Wj� �!h����9:�8�"�W�� �;A�CÍá���h����9:K8��#c�?�����!�K=���8�
E��8;\[Z����������� + �-,��L��E5,Ï,�YI;A���� ��A�� �!�EA���"��9= ������>RA�����?���D������G��L[�	SK�!��������������e	5���"���gEcG�K���!� ";�����������
���h���� �;\�^E��U9=i�9:��R������O����9�;���K���	S �;A!7�� �;������������� "!������"�M������ ����8#

= | ���A�c}����U�A�y�D�8��;OE����� ��"��!������"�����8������;A��K��I;�9=K�!���YI;A��9:���D�3���h���� ";�~C �;A!���	�!� \�M���UEA;
���y�D�8��;
�L[�	SKLÍ!���9=���"�M���c���D����;��A�U��!�!���;�!�"K���K�!�������9:�8�"�3���Aj�K�!����8;�!���< ¸8º �l#
m� �;A��������������������	5��!�9=�L�������D��E��bEA��!��bYI;A�b���l9: IEAN����b	A!� �	S "��Kb�8�C�:�8��	A��R����lE��bEAK���!���!��l���b�� "9:	5 �!C���LÍ
9:�8�"��E���9= ��� \��!����h�M��;�[��� �!��(EcG������������(E������������������89:���"�B	5 �;�!+E��ÂÁ-K�!����D���(9=�T��K8!�����;\[:E����hX�9=KL��!�������;�RA��YI;��
�����D��!�K���#
798A»}8?� � 6#6�GH@F6Mi�2 K�9�GâCK;@ X 4 6�7�9�i�2P6M[ X 4 X C�9A@F6!K�GH7JI i�2ÉCÎ2P9
¾������b���L�����Z	A��!h������}������e!�K8��;A�y�M�T���e�L[�	SK�!���9:���D�M��;\[  �R\���8�I;��e	A��!eV/ ������� � �p�l����#�� V�V�PQÌ�» � ����!� ��"�

�� �9=	A��!�K8��<U����;\[:������;��(EA;:9= IE�N����"#DÆF �9:9:��	5 �;�!(�����t���(	A!�K���K�EA���"�t}"����;��������UE���!��8�L���� ��=E��F��!����L���� ��=���h�
����EA��YI;�K8�>���>YI;A�5���>	S�8!�9:�L��EcGH���D ���!�������N��FY\;�GH<gE��8;\[bE��8����!� �������������8�FE�G | ;�����!8#�P��7~C��;lE��>	���!���9=NL��!��8�
��E��8�"���Â�AK8��EA���A���8�U�8�������h�^E� ��A��KUE����������>�L��R����8��; + ¸ #HÐA,L#

VJ��!���9=NL��!����
ϕ1 τc0{110} τc0{112} ρ0 g0 yc DmoyÏB������;�!
0◦ 17

�?V/�
18
�?V/�

1.0.109 9 −2 100 2.25
��9

2
9:9

�4�;��| ¸ #HÐ = VJ��!���9=NL��!����3	S �;A!�������������������EA�U����������������9=���"������!�K���E�����V(V�P�Ì�» �
Pc���=!�K���;��y�M�����: �R\�M���I;A�:�� "�"�=�8 ���������AK��:E������:���?�A�;A!�� + ¸ #¼» º ,p#(¾^�
���L���M�l���;�!���}J�����=�� ��A����;����� ��A�

��;��y�����"������	5��;\�D���D�3iL��!��>����!�K�����/
= V/ �;�!l�����l�����������{�;,L}HRP,L}��-,e�L�{E5,=E��?RS "���b!�K���;��y�M�T�M�l	S �;A!b����9= IE�K8������������ ��xE�;Î�8 �9:	5 �!C���89:���"��� ��"�> "R\�����\;��^YI;��W�8�����=�� ��y����;Z���y�D�t��;ZEA�����e	�!�K8E����L�M�� ��ZE��W���e����9:�y���gK������h����YI;A�W �;�E��W���=	5���"���
E�G�K8��!� �;A��������"��# ¹ �(���h�g<
�� ��M��!�YI;���}cEA���������=�8���WEP,L}c���
�� ��"��!������"���=EA��9:���I;A�=	�;����W��;A�9:�8�"���e��;
9: "9:���"��E��F��G����D��!�K�������	������h�������y��K�#DÆ7���������h�(E`u�}��8 �9:9=�F9: ��"�M!�KF	�!�K���K�EA��9:9=���"�t}���;�jk �!�9=��������9=�
E��8���!�����E��8��E�K8j� �!�9e�T���� ����WYI;A�+	5��;\�g�K��AK�!���!�EA�����8������Á5�L���WE�;djk���y�gEA�=���
!� ��M������ ��dEA;a!�K����8��;
��!����h�L������ ��!���	A����YI;A��#

= | �b���>YI;A�S�� ��A����!��A�^��G����������5�-,L}I���>!�K8��;A�y�M�T�����h�F9=��;\�������8#�P+G� "!������"�L�T���� ��lE�;l9: ��A I��!����h�M���5���h�B�M�������YI;A�3��������9:�y�M�3K������h����Y\;��3���h�7	���;A���!�����E��3Y\;��3EA���A�������7��;���!����B�8���8}D����	5����E����"�7�������3���h�7j� "!C����9=���"�
��;�!��8�C�M��9:K��"#DÆF�L�������8!�!���;A!(	S��;���	A!� 8�D���A��!(EA;=jk���y�BYI;A����G� �!����8�"�M�T���� "�=�L[A���L���3E�;=9: ��A I��!����C�L���A��G����h�
	A���+�� ��A�I;��"}����:�pÁ-�L��EA���A�+�����(E���;�[�9e�T��K�!�����;\[�KL�M;�E���K��+	�!�K���K�EA��9:9=���"�(���>����9:�y����K������C�M��YI;���KL�M���y�
R����8�e9: IEAK�������K���#\Æ7����������EA;��y�t}DE��3����9:i89:�39=���A��N�!��"}"���3jk���y�7YI;A������	5���"���3E�G�K8��!� �;A����������^�8������;A��K��
���h�^����!����9=���"�^��;A!����h����9=K��U����YI;��c�K���N�!��UE��8���8!�!���;A!�����;�	�	A��K�9:�8�"�M����!��8��#

= V/ �;�!:��G��8��������jd,L}+���³	5���"���
EcG�K���!� �;A����������
���h�e��;�!��8�C�M��9:K��
	5 �;�!:E����=jk����RA�����=E�K�jk �!�9=������ ����=	�;A����� �;��hÍÒ�8�C�M��9:K���	5 �;�!�EA�U	A��;����!�����EA����E�K�jk �!�9=������ ���#�Pc����K��t��!C���3	S �;A!������3�������������-,F�L�^jd,F	S��;��D���"�
Ã »



���nÃ½��¿ÐULÙ.��ÖyÛµÔ�ÛkÙG����Ô S Û°Ü°ÛµÔ�Û°Ü ��Ù

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
12

 (M
Pa

)

Déformation de Cauchy 12

Calcul
Expérience

�A,7r^�A������
90◦

}
90◦
}
0◦

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
12

 (M
Pa

)

Déformation de Cauchy 12

Calcul
Expérience

R5,7r^�A������
90◦
}
90◦

}
45◦

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 0  0.05  0.1  0.15  0.2

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
12

 (M
Pa

)

Déformation de Cauchy 12

Calcul
Expérience

�!,7r^��"�����
90◦
}
54◦

}
45◦

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
12

 (M
Pa

)

Déformation de Cauchy 12

Calcul
Expérience

E5,7r^�A������
90◦
}
86◦

}
45◦

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
12

 (M
Pa

)

Déformation de Cauchy 12

Calcul
Expérience

�!,7r^��"�����
90◦
}
82◦

}
45◦

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 0  0.05  0.1  0.15  0.2

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
12

 (M
Pa

)

Déformation de Cauchy 12

Calcul
Expérience

jd,7r>��������
90◦

}
72◦
}
45◦

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 0  0.05  0.1  0.15  0.2

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
12

 (M
Pa

)

Déformation de Cauchy 12

Calcul
Expérience

A,Fr^�A������
90◦

}
65◦
}
45◦

x�y{z}| ¸ # ¸ Ð = Æ7 "9:	A��!������� ������D��!��U�M��K� �!����W�L���L[�	SK�!����������g	S �;A!3E��8�^�����������^E��g����������������9=���"�������� ���EA�ÂÁ5KLÍ!����D������ �!����8�"�M�T���� "���F�M��!�K���EA��� âUñ Å Ì �
Ã ¿



��� Ô��SÜkÛ°Þ�×������ R ØAU�Ö Ü�ÙpÔ�Û°Ü R�S Ø���w R Ú�� R ÞLÛÒ×pÚ=× S Û7Ø#�OÚ R#S5R wpÞLÜ�ÙLÛµÔ"ÖQ× S ��Þ�Ô S ØD×LÙWØAU�� R ÞLÚ=Ô�Û°Ü R#S Ù��-ÖyÔ�ÙLÛ°Ü����A×LÙ

 0

 20

 40

 60

 80

 100

 120

 140

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
11

 (M
Pa

)

Déformation logarithmique 11

Calcul
Expérience

�;,Fr^�A������
0◦
}
90◦
}
45◦

 0

 20

 40

 60

 80

 100

 120

 140

 160

 180

 200

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
11

 (M
Pa

)

Déformation logarithmique 11

Calcul
Expérience

R5,7r^�A������
0◦
}
82◦
}
54◦

 0

 20

 40

 60

 80

 100

 120

 140

 160

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25  0.3

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
11

 (M
Pa

)

Déformation logarithmique 11

Calcul
Expérience

�!,7r^�A������
0◦
}
85◦

}
45◦

 0

 20

 40

 60

 80

 100

 120

 140

 160

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
11

 (M
Pa

)

Déformation logarithmique 11

Calcul
Expérience

E5,7r^�A������
0◦
}
72◦
}
75◦

 0

 50

 100

 150

 200

 250

 300

 350

 400

 450

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
11

 (M
Pa

)

Déformation logarithmique 11

Calcul
Expérience

�!,7r^�A������
0◦
}
60◦

}
45◦

 0

 20

 40

 60

 80

 100

 120

 140

 160

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
11

 (M
Pa

)

Déformation logarithmique 11

Calcul
Expérience

jd,7r>��������
0◦
}
83◦

}
62◦

 0

 20

 40

 60

 80

 100

 120

 140

 160

 180

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
11

 (M
Pa

)

Déformation logarithmique 11

Calcul
Expérience

A,Fr^�A������
0◦
}
80◦
}
74◦

x�y{z}| ¸ #¼» º = Æ7 �9=	A��!������� "�l���"�M!��3����K� �!����>�L���L[�	5K�!������A���>	S �;A!BEA���7�����������FE��3��!����L���� ��l������ "�lE��ÂÁ5K�!����"���8� �!����8�"�M�T���� "���F����!�K���E���� V�V�P�Ì�» �
Ã�Ã



���¨ËÌ� � R#S w�Ös�IÙMÜ R#S

VJ��!���9=NL��!��8�
ϕ1 τc0{110} τc0{112} ρ0 g0 yc DmoyÏ7������;A!
65◦ 8

�?V/�
9
�?V/�

1.0.109 9 −2 350 0.75
��9

1
9:9

�4�;��| ¸ # ¸8º = VJ��!���9=NL��!��8��	S �;A!�������������������EA�U����������������9=���"���M��!�K���E��� âUñ Å Ì �

iL�M!��U��9=	�;\�MK��3��;
jk���y�3YI;A�U��G� �!����8�"�M�T�M�� ��O��!����h�M������ ��!���	A����YI;A�U�cG����h�3	��������"����N�!���9:���D�3�� "���I;A��#
= V/ �;�!Q��G����������DA,-����!�K���;A�y�M�T�����h�/��� �RA�����89:���D��R5 ���}t����	S�8��EA���"��;��o)M����;���)/��;�!c������ �;A!�RS�(�\;�9:K8!���YI;A�YI;A�\�8 �!�!�����	5 ���E:<^�µGH���L���y�������� ���	A;����+<>���>E�K������p���y���T�M�� ���E�G�;A���hX��h��N89:�FE��F�����������9:���D�+�8�C�( �RA���8!C�DK�#

¾�G�;��A�g9=���A��N�!����K���K8!������g���/���h��	5 �������RA���gEA�gE���!���YI;��g���g9: IEAN����g	A!� �	5 ���Kg���h�U��	�����<e	A!�K�E���!��g���g�8 �9�Í
	5 �!C����9=���"�3E������������8����E�GH������������E��>��!����L���� ��O;��A���T[��������"#
798A»}8A� � 6#6�GH@B6_i�2cCD@F6�GH@BNBNF25[\254aK�C X [ E Ne2`IJ2�6�7:9�i�2P6M[ X 4 X C`9A@F6!K#Ga7�I i�2ÉCÎ2P9
¾����A�����L�����{�����L���� ��c}/�����������������:!�K8��������K���	���!�â��8���L�=ñ>��n���E��c� âUñ Å Ì � ��;�!�EA����9= ��� \��!����h�M��;�[zE��

j���!:����!� ��D�=�� "9:	A��!�K��=���D���
���³����9g;����T�M�� ���# ¹ �����h�e<³�� ����8!�Y\;��{���
9=����K�!�����;Ë�cG����h�=	����:���{9=i�9:�
YI;��
	5 �;�!������t����E�;³���������������89:���"������9=	�����#�Pc���U��;�����;A!��� ��"��!�K8��������K�;A�?�8�������JE������������������89:���"�W����9=	�������;��y���
E�G�;A���8��������EA�F����������������9:���D������9=	�����EA���A�+;A������;���!���E���!����L���� ��c#"V� �;A!J����9�;�����!+��������}"EA�����+�L�A����;A��EA���+�t���
KL��;AE���K��8}�;�����!���	����L��E�GH���A������(EcG | ;A����!+	S ";�!+����	A!���9:���8!/��!���~C�p���L��;��e��;\��!���	S �;A!J�������8�� ���E��M!���~C�L�B���8!� ��"�
E�K��A�����8#�Æ7 �9=9:�>E������F�����FE���;�[e�8���7	A!�K���K8E����"�M�7����;����FE���;�[bE����B��!� "���F���A������FE�G | ;����8!7�� ��"��E� "����K��F	A��!
�����l��;\���8;�!��8}(���
�M!� �������N�9:�Z����!��d�8������;���K��d	S ��h���8!��� �!���#BPc���e	���!���9=NL��!����b��E����"�M�Â�AK��e�� ��D�bEA ����AK��eEA�����
���l�M��R����8��; + ¸ # ¸8º ,>/(Pc���=!�K���;A�y�M�T���= �R\���8�I;��=�� ��"�e�� ��A����"��K��=EA���A�:���?���;�!�� + ¸ #¼» ¸ ,L#(Pc���=�� ��A����;����� ��A�
��;��y�"���"������	5��;\�D�8�"�3iL�M!��UEA ����AK�����/

= V/ �;�!^�����^�8���>�A,L}�RP,L}H�-,��L���-,�;A���WR5 ����A�g��E�K8YI;A�T�M�� ��Z���D��!��W�����^!�K���;��y�L�T���^�L[�	5K�!���9=���"�M��;�[O�L���8���yÍ��;A��K��3���h�3 "R�����!C�DK��"#SÆ7��	S�8��EA���"�t}A��;
9= �9:�8�"�^E�;O�M�A�������9=���"�^E�����!���~C�L�t}A���:ò� "����E�����!����A���y���� ��
���D��!��g�����>!�K8���9:���>K8�����h����YI;����L��	������C�M��YI;������h��9=����9= IE�K8������K���#5¾������>���g	A!���9=����!���!���~C�L��;A���g9:�yÍ
��!� ��C�M!�;��p��;�!��^EA�^E������� I�8�T�M�� ����7���h�F�8!�K�K��>�L�F���S���h�F�AK�������������!��>E��^��G{)��pÁ�������!�)��������D�FE�GH���b�����y�M������������!
;A�������8�� ���EA���� �!���E�;{EA��;\[���N89:���M�A��!����9:�8�"��� V/��� º » � #�¾>;�!����D�����L���M�>Kp�M��	S�"}\����E��������y�MK>EA��E������� �Í
�8�T�M�� ����U!��8�C�M���� ����h�M���"����9e�����U����;�!���!�!����A���9:�8�"����	A�T�M�����J���h��9= IE��Â��K�E���9=������N�!��=<l��!�K���!U;��A�
�A �;\�D��������9:���8!� ��h��!�;A�L��;�!���#�Pc�>9= IE�N�����	�!�K������"��K>���8�5����	�!����AEl	A�������l�� �9=	\�������g�A ����� ��{E��>	5 ����TÍ
!������T�M�� ��
E�����E������� I�t�T���� ��������-���������UE��U��������;A�����8#AÆ7�8�����L[�	�����YI;A��������K��t��!C�����L�3����jk���y�3YI;A�������8������;��
���U!���	�	A!� I�M����E��U��G��p[�	SK�!��������8�U�� �!���YI;A�U���:E�K�jk �!�9=�T�M�� ��O��;A�9:�8�"����#

= V/ �;�!U�����t���UEP,L}-;A����9e��;\���������=��EAK�YI;A������ ��³�8�"��!��:�8������;A�J�L�W�L[�	5K�!������A�������h�� �RA����!C�DK��"#cÆ7 �9=9:������BY\;A�T��!��^��;���!����(���8�C�M�BE� ��A�����D�7E��3R5 ����B!�K���;��y�M�T�M��}I���L���M�3��!�!���;�!B	S��;��7	�!� t�D������!BE��3��GH�"X�	5 �����N����
j� �!h���O���8�� ��Ë����YI;��������O���O	�!��89:����!e��������OE�G | ;A����!:���h�b�� �������EAK�!�K
�8 �9:9=�
�� ��A�C�L���"�bE�G�;A�Ë����������<
��GH��;���!�� + �����8�L�F���A����^���h�79= IE��Â��K3E��>¿ º ◦ }D���^!�K���;��y�L�T�7 "R\�����\;e���^!���	�	A!� I�M�A�^���� �!��7RS�t��;��� �;A	e	A��;��EA�U��G��L[�	SK�!����8�����-,p#

Æ7���{!�K8��;A�y�M�T���{9= ��"��!��8�"�
E� ��A�?YI;��?���z�� "�>E��?�� "9:	S "!C����9=���"�
�� I�8�����?	5��!�9:�p�
��;������>EA�?	�!�K8E���!��?E��8�
�M�A��!����9=���"�����8 �9:	A���L[����8#

 "!ÎÍ Ï %31�, | (�4�.6%31
¾����A�������M�A��	A�y��!���}-��G�Kp��;�EA��E��8��	��AK��� �9=N����8��<l��G� �!����������EA�����lE�K8j� �!�9e�T���� ��³	������C�M��YI;��:<l��G�K��M���8�����

E�G�;A�a9: ��A I��!����h�M���(�{KL��K:9=����K��"# ¹ �/Xa�{KL��K��� ";\�WE�GH��R5 �!�Ea!��L���8�I;aYI;��:���:	�!���������	����+9:K��8��������9:�:E��:���
E�K8j� �!�9e�T���� ���	������h����Y\;��7���h�t}�E������J�����J9=�T�MK�!�����;�[gKL��;AE���K��J������}����7�����������9:�8�"�+EA���/	A�������J��!����h�L�����������8#�å�!�f����
<�;��A����	A	�!� \�M����9g;��y�M�yÍÒ�hX��h��N�9=���8}\���W���y���������>EA������������89:���"��EA���F	A����������!����h�M���������A�F�8�C���8������;���K��U<�	���!C����!
E��F���>�� ���E�� Ä �M��9=��E�#�P+G�K8��!� �;A����������F���D��!�����!����h�M�����������8�C�T}�YI;����"��<^��;A��}�!�K8��\	���!J��G�KL�D ���;����� ���EA�7���3����!�����R����

Ã É



��� Ô��SÜkÛ°Þ�×������ R ØAU�Ö Ü�ÙpÔ�Û°Ü R�S Ø���w R Ú�� R ÞLÛÒ×pÚ=× S Û7Ø#�OÚ R#S5R wpÞLÜ�ÙLÛµÔ"ÖQ× S ��Þ�Ô S ØD×LÙWØAU�� R ÞLÚ=Ô�Û°Ü R#S Ù��-ÖyÔ�ÙLÛ°Ü����A×LÙ

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
12

 (M
Pa

)

Déformation logarithmique 12

Calcul
Expérience

�A,7r^�A������
65◦

}
82◦
}
66◦

	�;A���
65◦
}
82◦

}
66◦

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
12

 (M
Pa

)

Déformation logarithmique 12

Calcul
Expérience

R5,7r^�A������
65◦
}
82◦

}
66◦

	A;����
65◦

}
142◦

}
10◦

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 80

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
12

 (M
Pa

)

Déformation logarithmique 12

Calcul
Expérience

�-,Fr^��"�����
65◦
}
82◦

}
66◦

	�;����
65◦

}
52◦
}
102◦

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
12

 (M
Pa

)

Déformation logarithmique 12

Calcul
Expérience

E5,7r^�A������
65◦
}
82◦

}
66◦

	�;����
65◦

}
68◦
}
80◦

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
12

 (M
Pa

)

Déformation logarithmique 12

Calcul
Expérience

�-,Fr^������8�
65◦
}
82◦

}
66◦

	A;����
65◦
}
102◦

}
105◦

x�y{z}| ¸ #¼» ¸ = Æ7 �9:	���!������� ��z���"�M!��:���AK� �!����b�L���L[�	SK8!������A���e	S �;A!WE��8�W�8����������E��e���������������89:���D���� �9:	A���L[�������� ��OE��ÂÁ5K8!����"�M���� �!������D�M�T���� ��A�F����!�K8��E���� â�ñ Å Ì �

Ã"Å



���¨ËÌ� � R#S w�Ös�IÙMÜ R#S
E��8�����y��K�E���E������� I�8�T�M�� ����U9: 8XD���A����	A��!��hX��h��N�9=��EA�������������9=���"�t#cÆ7�p������KL�D ���;����� ��a�lKL��K�9: \E�K�������K������
	�!����A���D�U���³�� �9=	\��������;�!���!�K8�T���� ��c}5���8;�!>�h�� \�Mn�������p�U����;A!����A�����������T���� ��³�!�f����:<b;A������ "�/R�����K�����;A!>���
!������T���� ���E�G¼÷�!� � ���c��÷�!� "¿ Ã�� #SP(G����D����!����p���� ������"�M!��g�����^E��ÂÁ-K�!����"�M�^�hX��h��N�9=���^E��g�����������9:���D�>�8�C��	�!������g���
�� �9=	\����������;��A�39e�T��!������^E�GH���A���� ���!� �	A���3�� �9=	S �!h�M���"�7�A��;�jS���8!�9:���8}D�M����YI;A������!�9=�39= IE�K����������D�7;��=�áX�	5�
E�G����"����!����L���� ��O���"�M!��U�hX��h��N89:����E�������������89:���"�T#

ÆF�UY\;��cjk���y�^�����A �;\�D�t��;\��KW��;O���y�I�8��;OE��������� "�cE��U�8 �9:	5 �!C����9=���"�^��G����h�^���:����h���� ��OE�����GH���p���y���T�M�� ��
E��8�/�hX��h��N�9=���/EA�B"����������9=���"�T# | ���pÁ5�L�t}�EA�����J���7�8���JK������h�� �	A�����h����YI;��F���^j� �!�9g;����T�M�� ���������������YI;A�7	A�������7	A��!
;��A��9=������9=�����T���� ��bE��3��G�K�����!�����3���D��!��! ������"�7��G����"�M!� IEA;��L���� "�eE�G�;��A�3���A���yX����3�8 �9gR����A�T�� ���!��3�L[I�M!�i�9:�89:���D�
�� �u�����;A�����8�{����9=	���EA���8������;A��#�PQ�:j� �!�9g;����T�M�� ��OEA ����AK��������c�L�^���A��	���!�K���EA�������������� "	������h�������y�MK�}A	A!� �	5 ����
E��g�� ���~C;A�;��8!3�����>�������D�M������>E��W���:�������� �	������C�M�����y��K����D���g����;\[ZE��W��G�K8�����h�� �	������h�M�����y��KgE��g9=���A��N�!��g<eiL��!��
�pée�8�����=��;³�A�y�D�8��;aE�;��M��9:	A��EA���8������;A���� �;������aKL�M���D���� ��Aj� �!�9=�:��;\[?!�K���;��y�M�T�M�UE���!�K�j�K�!����A����#cÆF�L�����
�� ";\�D�������>j� �!�9�;����T���� "��}I	5 �;�!BiL�M!�����������R�����}\E� ��y�FEAKL�����p����!B���g9:i�9=�>���L���y�"�T���� ��{��;b�A�y�D�8��;lE����7�hX��h��N�9:�8�
E��������������9:���D�t#-Æ�G����h������YI;��J�eKL�MKg9: ��D��!�Kg�� "!���YI;��������>�hX��h��N�9=�������L����j���EA�����>����9: IEAN����g	A!� �	5 ���Kg ��"�
KL��K
�� "9:	A��!�K��=���I���
����;�[�!���" �;�!��8;\[uE��Oñ3�8�C�M �!������³�L�b����#T� ñ>@Bm º�¸�� # ¹ ���a��;�������KL��K
9: ��D��!�K
YI;A�{���8�
E��ÂÁ-K�!����D����	���!���9=NL��!��8��EA;³9: IEAN����:���������8�"��;��A��j� �!C��������øA;A����������;�!������8 �9:	5 �!C����9=���"��9:K8�8������Y\;����L�
YI;A�U����;�!�����ø�;����A���UKL�M���y�^�� ��AK�!����D�������D�8�U���8�3�T�����8�"�����8#

PQ���� �9:	���!������� ��eE���!����L���^���D���3��G��L[�	SK�!����������3	S �;A!(E��ÂÁ5K8!����"�M�+�áX�	S�8��E��F�M!���~C�L�M�B�U�����A�=Kp��K�j°���y����# ¹ ���
KL��KU9: ��"�M!�K�YI;���}�E��������M�A��YI;A���8���8}����-KL�L���y��	S "������RA���>EcG���E����D���Â�A�8!F;���~C��;{EA�>	���!���9=NL��!��8�FY\;��-	S��!�9=�L���M�
E��>9: \E�K���������!7������ �9:	5 �!C���89:���D�F	5 �;�!7;��l��������9�R����>E�G� "!������"�L�T���� ��A�7�8!����h�M������ ��!���	��A��YI;����8# ¹ �5���h����9=	S �!CÍ
�M���D�UEA��!���9=��!�YI;��8!>Y\;��������U	A��!���9:NL��!����U<l��E����D���Â�A�8!��� "�"��9: ����A���� �9�R�!��8;\[?YI;��������� �9�R�!���E�G��8���������
9:K8�8������Y\;����g�L��YI;A�e�����g �!������"�M�T�M�� �������!����h�M������ �"!���	��A��YI;��8�g�� ��"�g��!�N��gE��ÂÁ-K�!����"�M���gEcG�;����8�������7<O��GH��;���!��
	5 �;�!^;A�?9:i�9=�g9e�T��K�!�����;�#-V/ �;�!>����!h�M��������E����>9e�T��K�!�����;\[�KL�M;�E���K8�>EA���A�>�����M�A��	��y��!��"}S���J�bKL��K�9: "�"��!�K
YI;A�UE�����������������9:K��t������YI;A����Kp�M�������D�39=����!���	�!� \E�;��y�M�8#AÆF�L�����UEA�ÂÁ5K�!��8�����U	5��;\�3iL�M!��U	�!����A����	A������9:���D�3E�;A�
<�����9e��;\����������EAKp�A���y�M�� ��{E�����G� �!������"�M�T�M�� ��{�8!����h�M������ ��!���	�����YI;�� + ���W��������;A!7EcG�;��{EA�������A�������E�G | ;�����!F���h�
��E��8�"���Â��K��-,&Ðc���d�pÁ5�L�gEA���������=9=�T�MK�!�����;d	5 �;�!U����Y\;����(������ "!������"�L�T���� ��A����!����C�L������ ��!���	�����Y\;������� ��D�W�8 �9�Í
	���Np����9=���"��E�K��A�����8�^�����>!�K���;��y�L�T���>�I;�9=K�!���Y\;����^�� ��D�^��!�N��>	�!� \�M�����>E��g��G��L[�	SK�!�����������#�Æ7�����e	5��!�9=�L�>EA ����
E�GH��é=!�9=��!WYI;��e���O�� ����� \�8�����e�8�C����	\�M�b<O9: IEAK���������!W���e�� �9=	S �!C�M��9:���D�g�A �������;�����9=���"��	5 �;�!WE�������!��TÍ
~C�L�M�B����9=	������ + ��!����L���� ��c}I����������������9=���"�¶,�9=�����F��;A�����S	5 �;�!BE�������!���~h�L���7�� �9:	A���L[��8� + �8��������������9:�8�"��EA�����7;��A�
E���!����L���� "�
	A;���������������������9=���"�^EA���A��;����W��;\��!��UE���!��8�L���� ��5,L#

¹ �J���h��	S �������R�����EA��	A��������!�9=�����D�����A���"�W<b��G�Kp�M��	S����;��y�"���"����YI;A�/���h�����l9: IEAK��������T���� ��³EA;?�������³�8�"��!��
������ �9:	5 �!C���89:���"�><���G�K��L������������ I�8�����U�p�3������;A��E�����GH���!�K8"�T�^	S ��yX���!����h�M���������c#

Ã Ì



��� Ô��SÜkÛ°Þ�×������ R ØAU�Ö Ü�ÙpÔ�Û°Ü R�S Ø���w R Ú�� R ÞLÛÒ×pÚ=× S Û7Ø#�OÚ R#S5R wpÞLÜ�ÙLÛµÔ"ÖQ× S ��Þ�Ô S ØD×LÙWØAU�� R ÞLÚ=Ô�Û°Ü R#S Ù��-ÖyÔ�ÙLÛ°Ü����A×LÙ

Ã"È



� �������V���"� Ñ

& �Ç���J� � 
è� & q &5Ò (&�z� ' � � & 
Ç� �J�
q & � � & �a���¯� � ' � (��(�ê��� & ���(�ê�Z�z�J��
Ç�

� X [�[\GH@B9�2
¯� ¡� ¢.£V¤�¥�¦`§Z¨P©ª¤�«¬¦£  � 3 � 3 � � 3 � � 3 � � 3 � 3 � 3 � � 3 � � 3 � � 3 � 3 � � 3 �  �A®
¯� °¯ ±h¦D§5²�ã�«¬´.³#¤�«¬¦£�§5·�ã¬³�¤¶¥�³V£P´¶«Ë¤�«¬¦£�§ÔÓs²#©ªáP·�ã�ã¬·�´  3 � � 3 � � 3 � � 3 � 3 � � 3 �  �`�

¼#»�¼#»½º ¾P¿.ÃJÅ�Ö�È�ç.Ás¿.ÃJÈ�¿"Õ8Ê.æ�ÁtÖ-Í�øF¾PÂsÆ"¿dÇ�Ã�ÇÏÊ�ÇÎÂ½ô�ì;¿ »}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»Ùò#º
¼#»�¼#»Ò¼ ¾P¿.ÃJÌ¶ÊªÁsÌØìAÁsÃ:È�¿*ÌdÖ!Æ-ÇÎÍ×ÊªÂsÆ!ÇÎ¿.Ã:ÂsÆ-ÇÎ¿.ÍÎÆ�¿.Ã:È`í þaÃÄÛ�¿¶Átÿ�æ�¿dÇ�È�¿"Ö Í,×!Æ�¿.ÍM»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»Ùò-¼
¼#»�¼#»�Ú Ó Â � ÔØÍÄ¿.Æ!ÇÎ¿.Ã�Ê�É;É;ÍÄÖ�Ì×Û;¿.Ã�Ê�ì�ÇÎÖ#ÌdÖ!Û;ÔØÍÄ¿.Æ!ÇÄ¿¶Ã�»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»Ùò�è
¼#»�¼#» è óBÆ!ÇÎÍÄÖ#ÈAì;ÌÏÇ×ÂsÖ-Æ�È;ì�ÇÎ¿.Æ;ÃÄ¿.ì�Í:È�¿�Ø�ÍÄ¿.¿.Æ�»}»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»Ùò�è
¼#»�¼#»Òò å�ÂsÅ�ÉVÁsÂ�AÌ.Ê�Ç×ÂtÖ!Æ�È�¿*Á�í Ô.ô#ìAÊ�Ç×ÂtÖ!Æ�Â½Æ-ÇÎÔØÀ-Í×ÊªÁt¿ »Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»Ùòªê
¼#»�¼#»�ê ë�ÊªÁ½ÌØì;ÁDÈ;ì�Å�Ö�È;ìAÁt¿ ÇÏÊªÆ�À-¿.Æ!Ç�Êªì#ÇÎÖ�ÌdÖ!Û�ÔØÍÄ¿¶Æ-Ç »Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»Ùòªñ
¼#»�¼#»Òú þâù!Ö!Ásì#Ç×ÂsÖ!Æ�È�¿ÐÁËÊ�Å�Ö-ÍÄÉVÛ�Ö!ÁtÖ-À!Âs¿ÐÈ�¿.ÃJÀ-Í×ÊªÂsÆ;ÃÐ»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»Ùòªñ

¯� ËÝ ±h²!¤�á5¦`§8·0§5·0©!³Aã¬©�¨8ã�¨`¤�«�ã�«¬´.²#·<àH¦¨P¥$¥�²�´.¦�¨P§8¥�·�ã¬·�µ>¦`§&Ù#ã¬·0³V¨`¤�¦`©!¦á5²�¥�·�£V¤   ��

¼#» Ú�»½º Ú:Ô.Ã�Ö!Á½ì#Ç×ÂtÖ!Æ�È�¿*Á�í�ÊªÃ�É¿¶ÌÏÇ:Â½Å�ÉVÁsÂ½ÌØÂÒÇÎ¿*È�¿*Á½Ê�Å�ÔdÇ×Û�Ö�È�¿*Êªì�ÇÄÖ�ÌdÖ!Û�Ô.ÍÄ¿.Æ-ÇÎ¿ý»Ð»}»Ð»}»Ð» êªÑ
¼#» Ú�»Ò¼ óBÆ!ù-¿.ÍÎÃÄÂsÖ!Æ"È;¿ÐÅ�Ê¶ÇÎÍÎÂ½Ìd¿.ÃJÅ�ÊªÁ`ÌdÖ!Æ;ÈAÂÒÇ×ÂtÖ!ÆAÆ�ÔØ¿.Ã�»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð» êªÑ

¯� ½ä �$²#´¶¨5ãË¤�³#¤�´	�D¨P³Vã�«Ë¤�³#¤�«¬¸{´� � � 3 � � 3 � � 3 � 3 � 3 � � 3 � � 3 � � 3 � 3 � � 3 �  �¯
¼#» èA»½º þâù!Ö!Ásì#Ç×ÂsÖ!Æ�È�¿ÐÁËÊ�ÕËÖ-ÍÎÅ�¿ÐÈ�¿.ÃJÀ-Í×ÊªÂsÆ;Ã »}»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð» ê!¼
¼#» èA»Ò¼ ë�Ö!Å�ÉVÊ�Í×ÊªÂsÃÄÖ!Æ;Ã*¿.Æ-ÇÎÍÄ¿�Á½Ê<Å�ÔdÇ×Û�Ö�È�¿$È;¿�ÇÎÍ×ÊªÆ;ÃÎÂÒÇ×ÂsÖ!Æ È`í Ô.ÌÏÛ�¿.Á½Át¿.Ã�Êªì�ÇÄÖ�ÌdÖ!Û�Ô.ÍÄ¿.Æ-ÇÎ¿¿ØÇ�Ìd¿.ÁsÁs¿*È�¿"Õ8ÊØæ;ÁtÖ-Í�øF¾PÂsÆ�»Ð»}»}»Ð»Ð»}»Ð»}»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð» ê-Ú

¯� �� �T¦µoà5³A¥�³V«¬´.¦£�·#£V¤�¥�·}¤�á5²�¦V¥ª«¬·Ð·-¤:·ÜÛPàâ²#¥�«¬·#£5©!·ÐàH¦¨5¥:§8·�´�³A©�«¬·�¥�µ>¦�£P¦VàZáP³A´.²�´¸e·#¥�¥�«Ë¤�«?�P¨P·#´c 3 � � 3 � 3 � � 3 � � 3 � � 3 � 3 � 3 � � 3 � � 3 � � 3 � 3 � � 3 �  �@�
¼#»�ò#»½º þaÃÄÃ×ÊªÂsÃJÍÎÛ�ÔØÖ!ÁsÖªÀ!Â½ô�ì;¿.Ã0»}»Ð»}»}»Ð»Ð»}»Ð»}»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð» ê-ê
¼#»�ò#»Ò¼ Õ5¿dï#Ç×ì�ÍÄ¿.Ã:È�¿ÐÁ¡í�ÊªÌØÂt¿.Í�ë�º�ú-ò�è »Ð»Ð»}»Ð»}»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»Ùúªê
¼#»�ò#»�Ú å�ì�ÍÎÕ¬ÊªÌd¿¶ÃJÈ;¿ÐÌÏÛAÊ�ÍÄÀ-¿�»}»Ð»}»}»Ð»Ð»}»Ð»}»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð» ñªÑ
¼#»�ò#» è ë�Ö#¿#Ý�Ì.Ât¿.Æ!Ç×ÃJÈ�¿*¾5ÊªÆ½Þ#ÕËÖ-ÍÎÈ »}»Ð»Ð»}»Ð»}»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð» ñ�º

¯� �� �T¦µoà5³A¥�³V«¬´.¦£ ·�£V¤�¥�·¤�á5²�¦¥�«¬·o·-¤�·ÌÛDàH²�¥�«¬·�£P©!·oàH¦¨5¥<§5·�´"³A©�«¬·�¥�´)ßZ«¬à8á5³;´.²#´¸e·#¥�¥�«Ë¤¶·áà>µ>³A¥.¤�·#£P´�«Ë¤¶·  � � 3 � � 3 � � 3 � 3 � 3 � � 3 � � 3 � � 3 � 3 � � 3 �  âAä
¼#» ê�»½º þaÃÄÃ×ÊªÂsÃJÍÎÛ�ÔØÖ!ÁsÖªÀ!Â½ô�ì;¿.Ã0»}»Ð»}»}»Ð»Ð»}»Ð»}»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð» ñ!ò
¼#» ê�»Ò¼ å�ì�ÍÎÕ¬ÊªÌd¿¶ÃJÈ;¿ÐÌÏÛAÊ�ÍÄÀ-¿�»}»Ð»}»}»Ð»Ð»}»Ð»}»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð» ñ-ñ
¼#» ê�»�Ú ë�Ö#¿#Ý�Ì.Ât¿.Æ!Ç×ÃJÈ�¿*¾5ÊªÆ½Þ#ÕËÖ-ÍÎÈ »}»Ð»Ð»}»Ð»}»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð» üªÑ

¯� ¬÷ �T¦µoà5³A¥�³V«¬´.¦£õ·�£V¤�¥�·<¤�á5²�¦¥�«¬·�·-¤$·ÌÛDàH²�¥�«¬·�£P©!·�àH¦¨5¥"¨5£õ³A©�«¬·�¥"µo«¬©!¥�¦�ãÎ³Vã�ã�«¬²©!¦�£V¤�·#£5³A£V¤$§5·�´�à8¥�²�©�«¬àZ«Ë¤¶²#´  � � 3 � � 3 � 3 � 3 � � 3 � � 3 � � 3 � 3 � � 3 �  
D�
¼#»�ú#»½º þaÃÄÃ×ÊªÂsÃJÍÎÛ�ÔØÖ!ÁsÖªÀ!Â½ô�ì;¿.Ã0»}»Ð»}»}»Ð»Ð»}»Ð»}»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð» ü!¼
¼#»�ú#»Ò¼ ë�Ö#¿#Ý�Ì.Ât¿.Æ!Ç×ÃJÈ�¿*¾5ÊªÆ½Þ#ÕËÖ-ÍÎÈ »}»Ð»Ð»}»Ð»}»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð»}»Ð» ü�è

¯� �â �T¦£5©�ã�¨P´�«¬¦£P´c � � 3 � 3 � � 3 � � 3 � � 3 � 3 � 3 � � 3 � � 3 � � 3 � 3 � � 3 �  
Aä

Ã Ð



��� Ô��SÜkÛ°Þ�×G>@��� R ØDÝ�Ö�×gÔ���Û R w R � UpÞ�× S Û9� R ��Þ�Ö�×"w R Úz� R ÞpÛÒ×pÚ=× S Û}U�ÖyÔ�ÙLÛ R �5ÖÂÔ�ÙLÛ°Ü����A×
+	!# $ 1^2S*&%	')(g,c2-.*%31

¾����������L�����b	A��!h������}����Z9: \E�K��������T���� "�zE�;z�� �9=	S �!C�M��9:���D��EA�e�µGH���!�K�"����	5 ��yX���!����C�L����������<Z	A��!C����!gE��
������;A��E��U��G����A����9gR�����E������!������A� + E� ��"�3���:�� ���EA���8 �9:	5 �!C����9=���"�^<�Kp��KUE�K8��!��y������;
�L�A��	��y�M!��U	A!�K���K�EA���"�¶,
���WiL��!��3Kp��;�EA��K���#IV/ �;�!7��������}I���W�� ��SE��^�� "9:	S "!C����9=���"�F9=����!� ����� �	���Y\;��^!����������D�F���^�!���EA�����"�FE��^���U���y���8�����
9=���8!� ����� �	A��YI;��

G
��;
�M��;\[OE����8 ��"��!������"���W�� �9=���A�����W9=����!� ����� �	���Y\;��

Ṅ
�"�:iL��!���	�!�K������"��K��"#�PQ�:j� �!�9:�

E��U�8�L�������� ����8�C�^��;�	�	5 ���K��U�����8!�K�9:�8�"�M�������� �;��3�� �9=9:�U���:�� ��c�� I�8�����0/

Ṅ = L : G
+ »\# ¸ ,

Pc���������x���D��!��?�����8 ��"��!������"���?�� �9=���A�����?�� I�8�������p�{9e����!� ����� �	A��YI;��?	S�8;\�{iL��!��� �R������I;A�����x��9:	5 ������"�
�� �9=9:���� ���EA�y���� ��A����;�[{����9=�y��������;A!�����jk!� ��"����N8!��UEcG�;��O�� �����E��

∂V
E��U�A �!�9=����� −→m /

ṅ.−→m = Ṅ .−→m + »�#¼»�,
| �Ë��	A	�����YI;����"�=��G�K8YI;A�T�M�� ��ËE�G�K�YI;A������R�!��{E��y� (T ṅ) = 0

	A��!����D��K��!������� ����D ���;�9=��YI;A�{���?!������T���� �� + »\#¼É;,
	S�8;\�3iL��!��UE�K89: ��"�M!�K��</
∫

V
ṅijdV =

∫

V
(ṅikxj) ,k dV =

∫

∂V
ṅikxjmkdS = Ṅik

∫

∂V
xjmkdS =

Ṅik

∫

V
xj ,k dS = Ṅik

∫

∂V
δjkdV = V Ṅij

+ »\#H¿;,
Ä �QE����3�� "��E��y�M�� ����^��;�[
����9=�y�����^���ZE�K�j� �!�9=�T���� ��O�� ��"�>��9:	5 ���K����3;A�O�8������;��Q����9:��������!��g< + »\#H¿A,FEA ����A��;��
!�K���;A�y�M�T�F���A���� "�;��3���e���3YI;A�A�� "������!����3���3�!���EA�����"�7E��8�+���y���8��������� qJV�o�Ð"É�� � #IPQ���� ��"�M!������"���3�A �9:���������3�L�
���^�!���E������"��E��^���U���y���8�����^9e����!� ����� �	A��YI;A���B�� ��"�FEA ����^�����79: 8XI�����A���(�D ���;�9:��Y\;����7E��^����;A!��B�A �9: ��� "�;����
9:���8!� ����� �	���YI;���� + YI;���EAK�	S�8��E��8�"�3E��U���:	S ����y�M�� ��

x
,7�� ��y�$/

G = g (x)
+ »\# Ã ,

Ṅ = ṅ (x)
+ »\#¼É�,

V/ �;�!F9= IE�K8��������!F���U�������
YI;�G����5X{�����"��!��U�������!�����EA��;�!����� I�t���������L�3�������!�����E��8;�!���9=���8!� ����� �	A��YI;�����	5 �;�!
���{�� ��D��!������D���:�L�W���{EAK�j� �!�9=�T���� "��}�E��8;\[������A���8;�!��UEcG� �!�EA!�� Ã }

A
�L�
B
}�YI;A�JEAK�	S�8��E��8�"�WE��:���{	S "���y�M�� ��

E�; 	5 ����"�
x
}���	A	S�8��K��e!�����	S�8�L���y�D��9=���"�=�M��������;A!=�� ����8���"��!������� ��_E�;u�M��;\[ËEA�OE�K�jk �!�9=������ ��_�L�=���8������;�!

�� ��A�����"�M!��T���� ��OE�;{�M��;\[
E��U�8 ��"��!������"������ ��D�3���D��!� IEA;��y���8# ¹ ������ ��D�3EAKp�A������	���!�/

g (x) = A (x) : G
+ »\# Å ,

ṅ (x) = B (x) : Ṅ
+ »�#¼Ì�,

PQ�W9= 8XD�����A���D ���;A9:��Y\;��>E�;l�!���E����8�"�FEA�^�������y���������>�� I�8�����>���h��K�"��������;l�!���EA�����"��E��^�������y�M�������>9=����!� �Í
���� �	���Y\;���}A���UY\;�����9:	A����YI;A�UYI;A�

A
�L�
B
 ��"�3�8��!C�M�����A����	�!� �	�!���KL��K���/

G = g (x) = A (x) : G = A (x) : G⇒ A (x) = I
+ »\# È ,

¾>�U���:9:i�9=�U9e������N�!��</
B (x) = I

+ »\#HÐ;,
PQ��9= 8XD�����A�^�D ���;A9:��Y\;���EA�������7�M��������;A!��FEA���� I�t���������T���� ��
�8�C�3E� ��A��K�"��������;l�����A���8;�!F��E��8�"���y��KUE�G� �!�E�!��
Ã # | �O�� �9gRA���A���D�3������!������T���� ��A� + ¸ #¼É ¸ ,7�p� + »\#¼É�,�/

Ṅ = ṅ (x) = l (x) : A (x) : G = l (x) : A (x) : G
+ »\# ¸tº ,

É º
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Æ7��YI;���	5��!�9=�L�3EA�UE�K�EA;���!�����G��L[�	�!��������� ��
EA;
9= IE�;A���>�M���A����"�39e����!� "���8 �	���YI;A�</

L = l (x) : A (x)
+ »\# ¸�¸ ,

Pc�>�M��������;�!
B
	S��;��3���U�8�����8;�����!3<�	���!C����!�E�;l�M��������;A!

A
�8�
;��������������"� + »\#¼Ì�,F�L� + ¸ #¼É ¸ ,�/

ṅ (x) = B (x) : Ṅ = B (x) : L : G = l (x) : A (x) : G
+ »\# ¸ »�,

¾�G� ��
B (x) : L = l (x) : A (x)

+ »\# ¸ ¿;,
Ä  "�y�$/

B (x) = l (x) : A (x) : L−1

A (x) = l−1 (x) : B (x) : L

+ »�# ¸�Ã ,
¾������=���O�M�A��	A�y��!���}(�����=	�!����A����	A�������:9=KL���A IE��8�:E��l�M!��������y�M�� ��ËEcG�K��M���8�������=	S��!�9:�L���M���"�eE��O�8������;�����!:���8�
�����A����;�!��7E��^�� ��A�����"�M!��T���� ��e�D ��"�Fip��!��^!���	A	S�8��K����8#IPQ�W9=KL���A IE��^E�����!��������y���� "�eEcG�K��M�A���������7!��L�M���I;��^EA�L��!��
iL��!��:	5��!�j� �!�9=���"�M�:�L�g9: IEAK���������!W��;d9:����;�[³���
	��"X�����YI;���# ¹ ����}c���
!����M���8!��M���=E�G�;A�a�A �;\�D�8��;a9= IE�N����=E��
��!��������y���� ��wE�G�K��L�����������
���?����!���	A���{9=����K��?�t��!l���³��G����h�
	����{��G� �R�~h���L����jWE��?������!����"������#�Pc��9:KL�M�� IEA�
��;��� I�� ��AK�!����D���U�����8!�K�9=���"�M�����W��;O���8����E����^���������3��� Å�Å#� ����!��:��9:	A�� 8XDK���	S �;A!�	���;�������;A!���!������� ��A��/
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�� \E��UE����8������;A��#| ����;��y�M��}A���L������9:KL�M�� IEA��E�����!��������y���� ��ZE�G�K8�M�����������3����!��:;\�M��������K8��	S ";�!�9= IE�K���������!3������ "9:	S "!C����9=���"�^E��
	5 ��yX���!����h�L��;\[uEcGH��������!�#�V/ �;�!:�8������}+���8�:!�K���;��y�M�����=E�;Ë9= IE�N����O���8!� ��"�b�� �9:	���!�K��e<³�8��;\[u������;��=E�G��8���������
!��AK� ��� ����Y\;�����	S �;A!gE��8����������!���9: ��A �	��A����K8��j���!�!��y����YI;A�������D���l�L�:��������	A!�K�����	A�y��K������������BY\;��lR���	�������K��
j���!�!��y�� �Íá9=��!C�M�������y����Y\;����8#�Æ7�8���/����!��b!�K8��������K�	5 �;�!>EA�����M�A��!����9:�8�"��������9:	A����� + �M!����L���� "�?;A�����T[���������}�#�#�#t,^�L�
�� �9=	����L[���� + �����������3@F��;A���M�A������8!�}�#�#�#t,L#

¹ �A�8�C�B	S "������RA����EA��EAKp�A�A��!+;A�:�8!��y��N�!���EA��	5��!C�M��E���E�;A�L�������y�MK�Y\;����A��E�K�	5����E=YI;���E�;=9: \E�;����F�M���A����"�
�L��E�;��M����!���89:���"�T# Ä ����G��L[�	A!��������� ��zE�;z9: IEA;����:�M��������D�����h����;�é=����9:9=���"��	A!� I�M�A�eEA�e��G��L[�	SK�!����8������}
���� �!��U���/����!��l	S �������R�����EA��E�KL�M���L����!����l����9=�y����EA��E�;��p�������y��K + Y\;��J���h�����³jk���y��;A����	S�8!C����E�G���������	\�������y�MK�E�;
9: \E�;����W�M��������D�¶,L#�¾>�����U���L������ �	�����YI;A��}5���Jjk��;�E�!��bEA ���������E� ��A����!�;��³9: \E�N�����YI;A�/!���øANL���:��;³9=����;\[
��G��L[�	SK�!����������U�L�3KL�M;�E�����!����S�M �;������8��	A��K��A �9:N��A����	��"X�����YI;�����	�!������8�{�8 �9:	�����E����������L�����U9= IE�K��������T�M�� ��
	5��!�9:�p�������D��EA�UE� "������!�E��UR5 �����!�K8��;A�y�M�T���8#

+	!,+ - %	' .4| .�4´0F25.6%31ç'W% | 0ê2S*&031�4�.h25.6%�1ç'éè . ,êxg% |6| %(4
:;8�:;8<7 = 2P6M[ X i�g5Ne2P6Mi:2c1�G`f�N X 9 · = @B4 2DKM6!K#GZK;@F^J7:2

ÆF����E��8;\[�9=KL���A IE��8��E��W�M!��������y�M�� ��?EcG�K��M���8���������� ��D�U	���!�9:�J�����U	�!���9=��N�!����U<{���D ���!UKL��K����"��!� \E�;��Â�����
!�����	5���L���y�I��9:���D����� ¸ Ð"¿ È 	5 �;�!gm/��X��� "!o� m/��X�¿ È#� �L���8� ¸ Ð Ã Ð�	S �;A!g���b9: \E�N����l�C�L�T����YI;A��� @F@ Ã Ð � # | �������
�� ��"��EAKp�A�A�����U<l	���!C����!�E��8���"X�	5 ����AN������������U	���;A������9:	A�����UYI;�G����J���h��	5 �������R�����E���jk����!���	5 �;�!����������8�³YI;��
�L[����C�M�U���D��!��U������ �9:	5 �!C�M��9:���D�3E�G�;A�
�!������
�L�^������;��cE�;O	S ��yX���!����h�M���J/

= Ä  ��y�W�� �;A�W���8�W�!��������g ��"�����e9:i�9=�:�M��;�[dE��eE�K8j� �!�9e�T���� ���<O�M�A��YI;A�e�����h�M���"�t}Q���eY\;���!��L�������"��<EA��!��3YI;A�3���������A���8;�!�E��3�8 ��������D��!��T�M�� ��eE�;:�L��;\[=E��^E�K�j� "!�9=�T�M�� ��e���h�7K�D���S<���G���E��8�"���y��K^E�G� �!�E�!�� Ã /
A (x) = I

#�ÆF�������� "!�!�����	S "��EO��;
9: \E�N�����E��Um/��X��� �!CÍáPc���c#
É ¸
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= Ä  "�y�e�� �;��b�����b�!������A�e "�"�l���Z9:i�9=�
�M��;\[ EA�O�8 ��"��!������"����<d�M����YI;A�Z�����h�M���"�T}(�8�ZYI;��3!��L�������"�{<E���!��OYI;A�O���{�M��������;�!eE��O�8 ��������D��!��T�M�� �� EA;u�M��;�[ËE��Z�� ��"��!������"���Z���h�bK8"���3<d��G���E����D���y��KZE�G� �!�E�!��
Ã /

B (x) = I
#�ÆF�����
�� �!�!�����	S "��E���;d9= IE�N����=�h�M������YI;A� + �� �;\�D���D�g�� ���jk ���E�;����I���=���=9: \E�N����=EA�

Ä ���M���F	S �;A!B����Y\;����5���5���h����;�	A	S ���K>YI;��>������ ��"��!������"���>�� I�t�����>�8�C��	�!� �	S �!h���� ����A��������<g���g�� ��D��!������D���
9=����!� ����� �	A��YI;��>�L�FEA�����������>�� "!C���^Y\;��^�8GH���L�M�y�D��}\EA���A�B�M����YI;��>�!�������}\���^�hX��h��N89:�>��XI���D�F���>jk���L�M��;�!
E�� Ä �M�A9:��E
����	���;A��K����L�DK� @F@Få º�¸�� ,L#

| �
;\�M�����������"�^������!��8���T���� ��A� + »\# ¸�Ã ,F�����8�C�^	S �������R�����E�G�K8��!���!���YI;��0/
= V/ �;�!����U9= IE�N�����E��UmJ��X��� �!�/

A (x) = I,B (x) = l (x) : L−1 + »�# ¸ É�,
= V/ �;�!����U9= IE�N������h�M�T����Y\;��</

A (x) = l−1 (x) : L,B (x) = I
+ »\# ¸8Å ,

Æ7���=E���;�[�9: \E�N������:�� ��D�e��	A	S����K8�:9: IEAN������:�L[\��!�i�9=���:�8��!:�����:!��8	�!�K������D�����"�e�����:����9:	A���Â�A�8�T�M�� ����
�����>	���;��^jk �!C�����>YI;�G����Q���h��	S "������RA���WE��gjk����!��g	5 �;�!^9: IEAK���������!^���:��!����A���y�M�� ���E�G�K��M�A���������8# ¹ ���^�� "!�!����hÍ
	5 ���E��8�"�^��;\[
RS "!�������E��>ÏB �����^�L�^Ñ���;A�������OK������h�����8�y��K�#�P��8��!�K���;��y�M�T�M�� �R\���8�I;���	A��!�������9: \E�N����8�
�� ��"�F�K���K8!�������9=���"�F��������ò^K��� �����AK��BE��^��G��L[�	5K�!������A���3EA;ejk���y�FE��3���U��!�N��B�!�����E��^����9:	����Â���8�T���� "�eE��8�
���"�M��!����L�M�� ����8# | �
!�K8�����y��K�}��������!������������U����EAK�j� �!�9=���"�3	A����E��U����9:i�9=��9e������N�!���E�;
jk���y�3E��U����;�!
 �!����8�"�M�T���� ��d��!����C�L������ ��!���	�����Y\;��=EA�ÂÁ5K�!��8�"���=E��=��G�;A��<
��GH��;\�M!��=�L�gE��=���l��!�N����!�����EA�=���A���� ���!� �	A���
E�;O�� �9=	S �!C�M��9:���D�3	������h�M��YI;���#�Pc���������8 �9:	��T����R������Â��K���EA�UE�K�jk �!�9=������ ��Z���������c�K���K8!�K����F�D "�"�3�8!�K���!
E��8�g�� ��"�M!������"�M���g���D����!��A���gY\;����A�b�� ��D��	����g	A!��������g���z�8 �9:	\�M�eE������������g9= IE�N����8�gE��bm/��X��� "!g�L�
�h�M�T����Y\;���#�P��^9= IE�N8���3EA�^m/��X��� "!7�W���8	S���AEA���"�B�����AEA���A���><W�8G�K��� �����A��!B9= ������7E��^��G��L[�	SK�!����������>YI;��
���^9= IE�N����^�h�L�T����YI;A�3�t��!�}I�� �!���YI;A�^���WE�K�jk �!�9=������ ��l��;A�9:�8�"����}I��G�K��t��!C�F���bEAK�j� �!�9e�T���� ��lE�G�;��b"!������
<���GH��;\��!��3<�������E������8�3<UiL�M!���	A��;���jk����RA���3YI;������8��;������=�� "�"��!������"���"� P����AÐ"Ì � #IÆ7�����U�8G��L[�	A����YI;A��	���!(���
jk���y�(YI;A�7�����J�!��������J ��D�/�M����EA�������F<>��G� "!������"�M��!Q�I��!��JE��8�J	S ����y���� ��A�JE��y�M���J�C�L��R������+	S �;A!/E����J�!�����E��8�
E�K8j� �!�9e�T���� ����8#APQ��	���!C�����U��;��y�"���"���>�"��	A!�K������"�M��!����UYI;A�����h�^<�����RA�����UEA;{9= IE�N8������;\�� \�� ���K�!����"�
��G����h�><�EA��!��U�����8������;A��E��������8 ��"��!������"����E�G�;��A�U�����8��;����� ��
E�������;A�
9:�������8;
�����A���µ#

:;8�:;8A: = 256_C�GHNFCD7�NF6_i�2cC X 4aK�9�Ga@B4aK#2P6M@B4aK�2P9A4:2P6_iz� � 6�]:25N � fL2DKMi�2Éë 9�ì�4:2P9
| ��������RDXh� | ���SÉ�Ì � �{�t������;���K:���{�� "��;\���� ��dE�;a	A!� �R���N89:�:E�G�;A���:��������;����� ��a��;�RA���������"�W���{E�K�jk �!�9=������ ��

εp
EA���A��;A����9=����!������W�����A�A����K������h����Y\;����M����!��K��W;�����j� �!�9=K�9:���D�><:��G�����������#�PQ�:EAK�j� �!�9=�T���� "�O��9:	5 ���K��W<

��G������8��;����� ������h�>EA�y���g����R�!��g�8��!^�������g���W����!����y��	A���>������ "9:	A�����K��gE��g�� ��"�M!������"�M���^���Q�������g��"���������y����;�!^;��
K���K�9=���"�3���� ���K�� qJVBo-Ð"É�� � #�ÆF�U9: IEAN����U	5��;\�3iL�M!��U���M��K89=�T������K�	A��!������A�;�!�� + »\# ¸ ,p# ¹ �c�:KL��K�K���!��y�3E����������
�8��EA!��^E����7	S�L�M�y�����BEAK�j� �!�9e�T���� ��A�B�L�Fjk���y�F���D����!C�D�8����!B���^�������b�8�"��!��^���W�� ��D��!������"�M�^�L�F���WE�K�j� �!�9=�T���� ��b9=�����
�� ��³���D��!�������;�!��^���y�����������8#�¾> �����}-	A��!U�������� �����:��;�[³��;\��!�����9: IEAN������U	�!�K������D��K���������}-����!� ��"����9:	A�� 8XDK����
���=�8 ��"��!������"���gE���Æ���;��M�DX

Σ
�L�>���=E�K8j� �!�9=������ ��

E
���Z������;��L�>	A�������gE�;
�L��;\[OEA�W�� ��D��!������"�M�W�A �9:���������

Ṅ
�L�=EA;u�!���E������D�=EA�{�������y���������

G
#+Pc��������������;A!��:E��
�� ����8���"��!��T���� ��Ë����!� ��"�eE� ��A�{���
�������Ë���"��!��{�����

�� ��D��!������"�M���F�L�������FE�K8j� �!�9e�T���� ��A��#�Pc���� ��M�� ��lEA�3�����A����;�!7EA�Uå�!��8���l���"�M��!C�����8�"��E������F����9: IEAN�����}\���-����!��
�L[�	A�������y��K:EA���A�����{��;��y����#cP��������8�³���"�M!������{�� ��"��!������"���:�� I�8�����

σ
�L�����{�� ��"�M!������"���:9=���8!� ����� �	���Y\;��

Σ
���

�8������;A���U�8�
jk���������"�3���D����!C�D�8����!����>���8������;�!�EcG | ���A����R"X Ä � | ����É�Ì � �� �9=9:�</

σ = Σ + C : (I − S) : εp
+ »�# ¸ Ì�,

¾������������8����EA����G�K������h�������y�MK����� ���!� �	S�"}"E�G�;A����E�K�j� "!�9=�T�M�� ��=	������C�M��YI;��������� �9=	�!���������RA�����L�BE�G�;A���������8��;����� ��
��	���K8!���YI;A�U����!��8���T���� �� + »\# ¸ Ì�,7	5��;����8G�K8��!���!����� �;������:j� �!�9=��� @�o�Ì�Ð � /

σ = Σ− 2µ (1− β) εp
+ »�# ¸8È ,

É�»
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µ

Σ

ε p

x�y{z}| »\# ¸ = �� IEAK��������T���� ��OE�G | ��������RDX
Σ

ε p

E
p

x�y{z}| »\#¼» = �� IE�K8������������ ��OE���â�!�ã�����!

÷��
µ
���h������9: IEA;�����EA�����������������89:���D��EA������9e�T��!��������L�

β
����	A��!���9:Np��!���EcGH������ �9=9: IE��T���� ��=K������C�M��YI;������

E�K8	S���AEA���"�3Y\;��UEA;
�� I��é=�������D�3EA��V� "������ ��
ν
#A¾����A�����U�8���3E��U��G�K8�����h�������y��K����� ���!� �	S���������h�^E� ��A��KU	A��!�/

β =
2 (4− 5ν)

15 (1− ν)

+ »�# ¸ Ð;,
â�!�ã"����!(��KL�M����E�;:����9: \E�N�����EcG | ���A����R"X:��;:�8���( ��:����9e�T��!����8�F�8�C��K8�����h�� �	������C�M��YI;���#IÆ7 ��"��!�����!���9=���"�B<����
YI;A�Q�:KL�MK�jk���y����;�	���!��������D�t}A���Q���h�^�� ��A����EAK�!�K�Y\;������=9=�T��!�������	5��;\�^	A�����h���Â�A�8!�� @F@�å º�¸�� #�V/ �;A!�!�K8�� ";�E�!��
����	�!� "R���N�9=��}"â�!�ã�����!(	�!� �	5 �����E��������8 �������E�K8!���!+�� "9:9:��������;A��EcG�;�������������;A���� "�:EcG | ���A����R"X:�� ";�9:�����3<����
E�K8j� �!�9e�T���� ��=����R�!��

εp
EA�����(;��A��9e�T��!��������� �;�9=������<U���UE�K�j� �!�9=�T���� ��=;�����jk �!�9:�

Ep
#IÆ7�L���M��9= IE�K��������T�M�� ��

	5��;\��ÍáiL��!���!���	�!�K8���8�"��K���	���!U���b���;�!�� + »\#¼»�,p# ¹ �+�{KL��K:9: ��"�M!�K�Y\;������{!��8���T���� ��aE��:�� I�8�������������� ��a	5��;\�����
9:�p����!����� ";�������jk �!�9:�� @FocÌ�Ð � /

σ = Σ + 2µ (1− β) (Ep − εp) + »�#¼» º ,
Æ7�L�����U9= IE�K��������T�M�� ��
��9=	S ����UYI;A�U������E�K�j� �!�9=�T�M�� �����	������h����Y\;������8������;A��K������� ������D����!�N���	�!� I�M������������;��A���
E��8�7��;���!����8}I���^!�K���;��y�L�T�F �R\���8�I;b���h���M!�N��B����9�R�����RA���><W������;��SEA;e9= IE�N8���3EA�^m/��X��� �!CÍCP�����#\Pc���B�8 ��"��!������"�����
���"�M��!����8�� ��"�3E� ��A�^���8��EA���A����<�iL�M!�������!����9=���"�3��;�!��8�C�M��9:K��8�$� @FocÌ�Ð � }a� �³o-Ð�Ð � #�r3���{EA��9=����;\[{	�!��8��E�!��
���g�� �9:	�����������	A��K��A �9:N8�����QEcGH������ �9=9: \EA�T���� "�W	A�����h����YI;A�����"�M!�������9e�T��!����8���L�J��G���������;A���� ���}�@B�8!C�D����������!��L�
����#â� @�o�Ì�Ð �  ��"�����"��!� \E�;��y��;��A�0)�����9=	����>j� ��A�L���� ��l���8��������!��>E�GH�����8 �9:9= IEA�T�M�� ��

α
)�EA���A�7EA���A�7���g!������T�M�� ��

+ »\#¼» º ,FYI;����8G�K���!��y�3�� �;A������j� �!�9:�0/

σ = Σ + 2αµ (1− β) (Ep − εp) + »�#¼» ¸ ,
÷��

α
����;\�3���D����!� �� /

α ≈ 1

1 +
3µEp

2Σ

+ »�#¼»�»�,
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;\�M�����������"�^���U	�!���9:����!F�����A���8;�!�EA��V+�� "���TÍáâ���!��M�� �Á π /
div (π̇) = div

(
T ṅ
)

= ṅij,i = 0
+ »\#¼»�¿;,

= PQ���� ��cE����� �9:	5 �!C�M��9:���D�3�� I�8�����</
ṅij (x) = lijkl (x) glk (x) = lijkl (x) vl,k (x)

+ »\#¼» Ã ,
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vi (x) = Gijxj
��;�!

∂V
+ »�#¼»�É�,

| �
���D��!� IEA;��������"� + »\#¼» Ã ,FEA���A� + »\#¼»�¿;,�/
[lijkl (x) vl,k (x)],i = 0
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L0 ����������YI;��0/

lijkl (x) = L0
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[δlijkl (x) vl,k (x)],i = K̇j (x)
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gmn (x) = vm,n (x)
+ »\#H¿ ¸ ,
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∫
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� | ���SÉ�Ì � ��9= ��"��!�K�Y\;���}�	S �;A!�E������� �9:	5 �!C���89:���D����������Kt����!������L�3EA�����8 ���E��y�M�� �����E�GH���8�� �����9=���"�3	���!�jk���y�M�
<���G����"�M��!�jk���8��}����:�� "��;\���� ��OE�;
	A!� �R���N89:�U���h�3;A����j� "!�9:�UE���������G���������;A���� ��Y� @�o�Ð"Ì � #A¾> ��A��}��� ��A����E�K�!��8!�YI;��
�����7����!�����R��������� ��"���A �9: �"N�������	A��!F�!������ +  �;{	���!F��������;A���� ��P,B�8GH�����8 �!�E���RA�����
���D�8����G� �R�~C�8�L����jQEcG�KL������;���!
��G�KL�M����9=K��8���A��YI;��U9: 8XD�8�{	���!F	A�A������#A]3���Uj� ��A�L���� ��
����EA���8�T��!������

θI (x)
	S ";�!F���>�D ���;A9:�

V I EA���M�A��YI;�������8��;����� ��O���h�^���������c���"��!� \E�;��y�M�>����������YI;A�</

θI (x) =

{
1
���
x ∈ V I

0
���
x 6∈ V I

+ »�#H¿ Ã ,
r^���A���J/

g (x) =
N∑

I=1

gIθI (x)
+ »\#H¿"É;,

P(G�KL�D ���;����� ���E��8���8��!����L�MK�!����h����YI;A����9=K��8���A��YI;��������8!��ZE� ��A�b;A����j� "!�9:�b	���!g9= �!����8��;\[-#JPc�Z�A�;A!�� + »\#H¿;,
9: ��D��!����� �9=9:���D���� "�"��9: IEAK�������K����U�����UE��ÂÁ5K�!����"���8��	A!� �	�!���KL��K��UE�����"!��������U	A��!>!���	�	5 �!C�W<l����;�!^��������;�!
!�K��8������#

l (x) =
N∑

I=1

lIθI (x)
+ »\#H¿ Å ,

| �
	5 ������"�
∆lI = lI − L0 /

δl (x) =
N∑

I=1

∆lIθI (x)
+ »\#H¿"Ì;,

| ���A�c}����
�8 �9gR��������"� + »\#H¿"É�,F�L� + »\#H¿"Ì�,p}����:!����������� ��O��;A�y�����D���U���h�^ �R\���8�I;��</

δl (x) : g (x) =
N∑

I=1

∆lI : gIθI (x)
+ »\#H¿ È ,

É Å
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gI
���h�3E� "����K8�U	A��!�����9= 8XD�����A�>�D ���;A9:��YI;A�UEA�

g (x)
��;�!F�� �;\�^���U�!������

I
�� ��y��/

gI =
1

V I

∫

V I
g (x) dV

+ »\#H¿�ÐA,
| �
���D��K��!����"�3�8�L�����U!������T���� "�
E������ + Æ�#¼» Å ,�/

g (x) = g0 (x) +
N∑

I=1

∫

V I
Γ
(
x− x′

)
: ∆lI : gIθI

(
x′
)
dV I + »�# Ã"º ,

V/ �;�!��� "���A�! ���!��������!���E������D�^E����������y�M��������EcG�;��O�!�������}A���:!������T���� ��ZE���9: 8XD�8�������D "��;�9:��Y\;�� + »�#H¿�Ð;,F���h�
��	A	�����YI;AK���< + »\# Ã"º ,�/

gI =
1

V I

∫

V I
g0 (x) dV I +

1

V I

N∑

J=1

∫

V I

∫

V J
Γ
(
x− x′

)
: ∆lJ : gJθJ

(
x′
)
dV JdV I + »�# Ã�¸ ,

| �M���"��E� ����AK^YI;��^���8�B�� "��E��y�M�� ����F��;\[e����9:�y�����7�� ��"�F�A �9: "�N������8}I����j°��;\�FY\;��^���W�� ���;\�M�� ��b	5 �;�!B���^9:��������;
�� "9: ��N��A�

g0 �� ��y�3�A �9: �"N�����#SÆ7�����:���>��!���EA;��y�3EA ������� ����YI;A��9:���D�3	���!$� Pc��	AÐ"¿ � /
1

V I

∫

V I
g0 (x) dV I = g0 + »�# Ã »�,

| �
	5 ������"�$/
T IJ =

1

V I

∫

V I

∫

V J
ΓdV IdV J + »�# Ã ¿;,

r^�� "!���/
gI = g0 +

N∑

J=1

T IJ : ∆lJ : gJ
+ »�# Ã�Ã ,

¹ ��jk��;\��9e�����"���������"�U����9=	����Â����!^���L�����g!������T�M�� ��?�����M�� "�������������"�F~C;�EA��������;A���89:���"�U���g9:�������8;Z���L����j+E��g!�K�j�KLÍ
!����A����# ¹ �����h�g	S "������RA���=E��=	A!�����EA!��=;��d9= IE�;A�����M���A����"�gEA�=!�K8j�K�!����A���

L0 	�!� I�L���=E�;d9= IEA;����=�pÁ5�8�L����j!�K��8�
Leff

}\	���!7�L[��89:	����>E������F���>9: \E�N����U��;\�� \�� ���K�!����"�t}
L0 ����!��g�M�A ������5K�"����< Leff � @�o�Ì�Ð � �L������!������TÍ���� �� + »\# Ã�Ã ,�����!��=��	A	S����K�����GH��	A	�!� 8[���9=�T���� "�Z��;��� I�� ��AK�!����D���W<:���y���8��9�;��y����	A�����8#�¾������3�����t���3E�;O9: \E�N����

E��=�Z "!��yÍÒm/���A��n�� � �Zm^Ì�¿ � }� ��a���h���8 �������E�N8!���;A�³9e�T��K�!�����;aR���	A�A����K +
N = 2

}�9=�T�M!������:�L�W��������;A���� ����.,L}
L0 ����!��O�M�� ��������8 �9:9=�e9: IEA;����eE��e���O9e�T��!����8� LM + 	��������=EA ��"�����Ojk!����L���� "�a�D ���;A9:��YI;A�e���h�����O	A��;��
��9=	S �!C�L���"���-,p# | ��;��������������"�����:�áX�	S�eEcGH��	�	A!� 8[���9e�T���� ��c}QEA�����g���e�8���gEA;d9= IE�N8���b��;\�� \�� ���K8!����"�T}c�������h�
	5 �������RA����E�����;�	�	5 �����!�YI;��������>����!�9:���UE�;������A����;�!�E�G����"�M��!����L�M�� ��

T IJ
	5 �;�!

I 6= J
�� ��"���AK��������8��R������

E��p�����"�^���8;\[
	S �;A!
I = J

# | �Z�pÁ5�L�t}A����9= IE�;A����E���!�K�j�K8!������8�UKL�L���"�^����9: \E�;������pÁ-���L����já}����c���h�3	5 �������R����
E��e��;�	A	S �����!WYI;��e�����g���"���8!����L���� ����g���"��!��e;A�d"!��������L����������;���!����W�� ��D�g	A!��������g������ �9:	����b��;���������E�;
9:��������;Ë�pÁ5���L�M��já#(ÆF�{YI;A�F!��p�������"�b<?��;A	�	S "���8!�YI;��
���������8!�9:���:�A ��uEA����� ��A��;\[uE��
���{9e�T��!������

T
�� ��"�

��K8�������8��RA�����8#�ÆF�����:	�!�K������D���UE��8;\[
���"���"�M����8����9=	S �!C�L���"����/
= m� �;��BE�GH��RS �!�Ec}��8�����U����9:	A���Â�A��K8�� �!�9=K�9:�8�"�B��G�KL������;��T���� ��eE�� T IJ Y\;��A���h�7��������ò�E��Âée�������3<U!�K8����������!� qJq È É � #
= Pc��D�����
E��>����9:	A��E��U�8������;A�-���h����!�N8����9:	S "!C�M���"�3�8��!8}����-���W�"������;�! N ���h���!�����EA��}�������;�é:��E��U���
�8������;�����!3YI;A�

N
�����A���8;�!��3E�G����D����!����p���� ����

T II
��;O�����8;

N2 EA�����3���=�8���3EA;O�8������;��Q�� �9:	A���L�^EA�����9e�T��!������
T
#

Æ7�L�����W�DX�	S �����N����W	5��!�9=�L�>EA�W9:�p����!�� + »\# Ã�Ã ,��� �;A�^���=j� "!�9:����	�	5����K�����	�	A!� 8[���9e�T���� ��?��;��� I�� ��AK�!����D���g<
;��O���y���</

gI = g0 + T II : ∆lI : gI
+ »�# Ã É�,
É�Ì
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r�	A��!h����!�E�������!������T���� �� + »\# Ã É�,�/

g0 =
(
I − T II : ∆lI

)
: gI

+ »�# Ã"Å ,
Ä  ��y��/

gI =
(
I − T II : ∆lI

)−1
: g0 = aII : g0 + »�# Ã Ì�,

| �O��	A	�����YI;����"�^����!������T���� ��OE���9: 8XD���A�����D ���;�9=��YI;�� + »\# È ,�<���G�K8YI;A�T�M�� ��O	�!�K��8K�E����D���</

G = gI = aII : g0 = aII : g0 ⇒ g0 = aII
−1

: G
+ »\# Ã"È ,

| �
�� �9�R����A���"� + »\# Ã Ì�,F�L� + »\# Ã"È ,�/
gI = aII : aII

−1
: G

+ »\# Ã Ð;,
P(G��L[�	A!��������� ��
EA;l���8������;�!�EA�U�� ��A�����"��!��T���� ��

A
���h�3EA ����</

AI = aII : aII
−1 + »�#¼É º ,

P(G��L[�	A!��������� ��
EA;
9= IE�;A���>�M������8�"�^��;\�� I�8 ���K�!����"�3EA;
	5 ��yX���!����h�M���
LAC

����!��=���� �!���/

LAC = lI : AI
+ »�#¼É ¸ ,

V/ �;�!U����9:	����Â����! + »\#¼É ¸ ,L}����J���h��	5 �������R����:E�����;�	�	5 �����!�YI;A���M����YI;��:�!������
I
�{;�����jk!����L���� "���D "��;�9:��YI;��

f I =
V I

V

}�E������������3�� ���EA�y���� ����$/

AI = aII :

(
N∑

I=1

f IaI

)−1 + »�#¼É�»�,

LAC =
N∑

I=1

f I lI : AI
+ »�#¼É�¿;,

Æ7�L�����WE��8!�����N�!��W!������T�M�� �� + »\#¼É�¿;,��� ����h���Â��;��W��G��L[�	�!��������� ��?��;\�M I�� ��AK�!����"�M�WE�;Z9= IE�;A���U�M����"���"��<e;��Z���y���
�� �!�!�����	S ��AEA���D����;:9: IEAN�������;\�� \�� ���K8!����"�+������YI;�G����D��!� IEA;��y��	A��!:�3�����a� �3��� Å É � # | �����F	5 �����N�E���;����t��!����L��N8!��
j� �!C�M��9:�8�"�3��9=	��������y�M��#�P����8�����8;��cE�;l�M��������;A!�E�G����D����!����L���� ��O����	S��;��3	A���3����jk����!��UEA�Uj°�#�� ��O�L[�	��������y���ïÐA���
jk��;AE�!��=E� ����W!�K8����������!3;��A�����"�MK��!��T�M�� ��Z�I;�9=K�!���YI;A��#�Pc��	A!� �RA��N�9:�WE���EAK�	A��!h�^�� ����h���y�M;�K�EA�

N
�!��������^�

KL��K>��!�������j� �!�9:KU���
N
	�!� "R���N�9=����E�G�;A������������;A���� "�
EA���A��;��A��9e�T��!������U�����A������EA ��"�3���U9: IEA;����>�M����"���"�

���h�7���8��;���EA;e	S ��ÂX���!����h�M���µ#IPQ�U�A";�!�� + »�# Ã ,+������;A�h��!��^���3	�!����A����	5�3E��3��GH��	A	�!� 8[���9=�T���� ��l��;\�� \�� ���K8!����"���^<W;��
���y����#SP��W�8������;A�cEA;{�����A���8;�!�E�G����D����!����L���� ��Z���h�t}AY\;A���"��<:��;��µ}AE� "����K����Zr^�A���L[��W¾g# ¹ �c���h�^R�����K���;�!3;����
���"��K8�!��T���� "�
�\;�9:K8!���YI;����!�f����W<:����9:Kp���� IEA�UE��gåU��;����hÍáPc������AE�!��"#
:;8�:;8�ð �G�aX NB7JK;@ X 4ði�2�NeG�[ X 9�E ] X N X j�@e2�i:256 j�9�GH@B4�6

PQ��9= IE�K8�������T���� ��=YI;�����KL�MK�	�!�K������"��K��������A���h��K���!��y�M��E������(�����8��E�!���E����("!�����EA���(E�K�j� "!�9=�T�M�� ����8#"Pc �!��
E�G�;A�
�M�A��!�"��9:���D�3����j� �!�9:�UEA�����!���������KL�D ���;A��}��K��AK�!������89:���D�3����E�K�jk �!�9=������ ��
EA���8��;\[IÍá��� )���;��y��)3�8�������
YI;A�5����;�!F���h�3��9:	5 ���K8��#�V/��!F�L[��89:	����"}��� �!���EcG�;��{���������-E�������9:���������}��������!������A�����8!� ��"�3������ ����K���EA���������
E���!����L���� ��OE�;O�M�A��!���89:���D�t#A]^�
�!������
	5��;\�3ip��!���!���	�!�K������"��KU�!�f����W<����y[b�"��!�����RA������/

= m�!� "����E��89:�yÍá�T[������� ���K8� a } b �L� c YI;A��EAKp�A�����������D�3����j� "!�9:��E��U��G��8������	��� #mµEA��#
É È
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x�y{z}| »\# Ã = �Z \E�N����W��;\�� \�� ���K�!����"�^��;
�����A��EA���3�����

= m�!� ����g����"�����WE�G | ;�����!��� ���K�� ϕ′1 } φ′ �L� ϕ′1 YI;A�(E�Kp�������������"�g���O	S ����y���� "�dE�;�!���	5N�!��=	�!���������	����(E����G���������	��� #mµEA�F!���	�!�K������"�M���D�(�����!������:	A��!+!���	�	5 �!C�B��;:!���	5N�!���9=�T�MK�!��������� �9=9:��9: ��"�M!�K���;A!J���^���;�!��
+ ¸ # ¸�¸ ,

P(G�KL�D ���;����� ���EA���>���A������>E�G | ;�����!^E��g��G���������	A�� #mµE��g���h����;�	�	5 ���K��Wip��!��gE�;���<e���e!� ��M�T�M�� ��O�� ��M�����g��9=	S ���K��
��;O�!������

w
}�	���!��������� �����W���D������G�KL�I ���;\���� "�
EA���3����"������E�G | ;����8!�����K��^<����:��!����h�M������ "�!���	��A���0/

ϕ̇′1 = −w12 −
cosφ′

sinφ′
(
w13 cosϕ′1 + w23 sinϕ′1

)

φ̇′ = w23 cosϕ′1 + w13 sinϕ′1

ϕ̇′2 =
1

sinφ′
(
w13 cosϕ′1 + w23 sinϕ′1

)
+ »�#¼É Ã ,

Pc�39:i�9=�3	�!� �RA��N�9=��EcG�����EAKL����!�9:���A������ ��e���h�7���A�����EA!�K3EA�����B���3�8���� ��
φ′
�8�C�7�\;���#IPQ��9:i�9=�3�"X�	5 ����AN����

YI;A�U	�!�K8��K�E��89:9:�8�"�3����!��:�M�� ��������0/

ϕ̇′1 = −w12

2
φ̇′ = w23 cosϕ′1 + w13 sinϕ′1

ϕ̇′2 = −w12

2

+ »�#¼É�É�,

| �b���^YI;��S�� ��A����!��A�3�µG�KL�D ���;\�M�� ��bEA���BE��89:�yÍá��[����BEA�3��G��8������	��� #mµEA��}
gell

���h�F���W	A!� �~C���L�M�� ��bE�;b�!���EA�����"�FE��8�
���y�M�������8��EA���A������!���	5N�!��UEA�U��G���������	A�� #mµE��"}A�����A���J/

ȧ = a ∗ gell (1, 1)

ḃ = b ∗ gell (2, 2)
ċ = c ∗ gell (3, 3)

+ »�#¼É Å ,

+	!<r -/. 2&xw%	'W%ñ'g% ,�0 | ,;( | (U25. | .�4 . %ñvò%z(g*ö* . 4´%z()'W*5% | % '{%	'wó | %ô0"(�2Á%U,�%�õ
x . *5%(132

¾����A�����L���M��	���!C�����"}"���8��9: 8XD�8�����\;�9:K8!���YI;��8��9:�����8�ò��;\��!���	5 �;�!�!�K��� �;�EA!�����GH����	5���L�7��9:	A�������y���3EA�����
9:Kp���� \E��>��;��� I�� ��AK�!����D�����D ��D�FiL�M!��^�L[�	��������y�MK��8# | ����;��y�M��}I�����7 ";\�������F�I;�9=K�!���YI;A���7;\����������K������A�bEA�^	A����������!
��;�[{	�!� "R���N�9=��������K��3<:E��������"�I��!����� ����3E��U9e�T��!����8����9=���c�� ���EA�y���� ��A��K���������!� "�"�3�8;\[
��;A�����c	�!�K������D��K��8#

É�Ð



��� Ô��SÜkÛ°Þ�×G>@��� R ØDÝ�Ö�×gÔ���Û R w R � UpÞ�× S Û9� R ��Þ�Ö�×"w R Úz� R ÞpÛÒ×pÚ=× S Û}U�ÖyÔ�ÙLÛ R �5ÖÂÔ�ÙLÛ°Ü����A×
:;8Am}8<7 ö OP6 X N�7�KA@ X 4ði�2�N��¬GH6#E}25CK�@B[ E NB@FCD@{K#2�i�2�NeG�[\ODK;] X i�2cGH7JK X C X ]:OP9�284aK#2

P(GH��	�	A!� 8[���9e�T���� ��Z��;\�M I�� ��AK�!����"�M�U<�;��
���y����!��L�DiL�3;A�{�8��!����L��N�!��Uj� �!C����9=���"�3��9:	A�������y����}�����jk��;\��EA ����
���UEA ������8!�;�����9:KL���A IE���E��U!�K8�� "��;\���� ��c#AV/ �;�!��������:����!C�L�����������DX�	S ��M��N��������� ��"�^jk���y���8��/

= r ���e	A!���9:��N8!��g�y��K�!������� ���EA;Z	A!���9:���8!3	����^EA;��8������;A���M �;��>�����^"!��������>��;�RA���������D�>���e9=i�9:�gEAK�j� �!CÍ9=������ ���}A���OE�GH��;���!����F����!�9:���
AI = I

	S ";�!7�� �;A���������!��������8#
= PQ�W�� ���;\�M�� ��=�M!� �;\�IK��><W���W�A�bE�GH;����^�y�MK�!��T���� "�b���h�F���8�����^Y\;��S���h�F!���	�!������>��;lE�K�RA;\�FE��>���W��;��y�����"����}����YI;�����;A	�	S "����YI;��U���:��;��y���W����������EAKp�A�A���U�� ��D�D��!���"#
= Ä �(���e�� �9gRA!��=E�G��y�MK�!��T�M�� ����W���h�g��;�	SK8!�����;�!W<
E��Â[-}c���=�8�����8;��(����!��O�� �������E�K8!�K=�� �9=9:���"��E��y�D��!�����"��L�>�h�� �	A	SK�#5Æ7�L�����WE��y�D��!�������8�W���"����!h�������"�>�K8��K�!�������9:���D�>�� �!���YI;A�����8�3�� ��AE��y�M�� ����^E��WE�K�jk �!�9=������ ��
�� "9: ��N��A�
�A�
�� ��"�b	���;A�=!�����	S�8�L��K����=�t��!:����jk��;��b<a���
9= �9:���D��ÍÒ��<a���"�D�8!�����!:EA���=9=����!��������e�� ��
���"�D�8!�����R������8#

V/ �;�!:����9=	����Â����!������:�8������;����=��;u���y�I�8��;ËE��{���³�� ��F�� \�8�����
;��u�t������;������h�=jk���y�T}+<?�M����YI;��
	A���8}J	5 �;�!����
!���9=������!^<eE����^�� ���EA�y���� ��A�^��;�[O����9:�y���8�3;A����YI;A��9:�8�"�^�8�ZE�K�j� "!�9=�T�M�� ���#SV/ �;�!^��������}�����9= IE�;A���U�M���A����"�
E�;
	A����	�!�K���K�EA���"�����h�3��9:	A�� 8XDK����A�{EA��E�Kp����!�9=������!F�������� �9=	S ������D�����������8 ����I;A����E�;b�M��������;A!F�!���EA�����"�
E��a���z���y����������#�¾>�a	���;A�8}F���U�8�C�
�DK8!��Â�AK�}3<u�����A� E�; 	����
Y\;��a�����O�����8!�K�9=���"���OE��a�� ��"�M!������"���d�L�ZE��
E�K�jk �!�9=������ ��O�� "�"�3RA�����O������9:i89:����Y\;��U���8;\[{Y\;��� "�"�3Kp��KU��9=	S ���K��8#�ÆF�����:���h�^������;�!�K����{�DK�!��Â�S���"�3Y\;���}
���"�M!��ZE���;�[Ë�y��K8!��T���� ��A�8}����Z9: IEA;����
�M���A����"�l9e����!� ����� �	A��YI;���KL�D ���;���	S��;c#BÆ7�L�����Z9:Kp���� IEA�O�AK����������y���
��G����"�D�8!����� ���EA�=9e�T��!��������WY\;���	S��;��D���"��iL��!��=9e������ ���EA�y���� ��A��K����gE� ��"�����O9=KL���� \E��eE��e!�K��� ���;����� �������!��
	�!�K������"��K���E������U����	A��!����!���	A������;��y�����"�t#�PQ�b�A�;A!�� + »\#¼É;,^9: "�"��!�����GH����� "!��y����9=��;�����������K�	5 �;�!�!�K8�� �;AE�!��
���:���M�AK�9=�O��;\�� \�� ���K8!����"�t#Q¾����������=�8����EcG�;��a�M��������89:���D�WE�����!���~C�L�T}�	5 �;�!U���
	�!��89:��N�!��:�y��K�!������� ��dE�;
	�!���9:����!>	����>EA�������� �;��D�8��;Z�M!���~C�L�T}S���/���h�U��;A	�	5 ���K�YI;A�g����9: IEA;����W�M���A����"�U9e����!� ����� �	A��YI;������h�UK�"���
��;d���8������;�!gEcG�K������h�������y�MK�#/Pc������!�!���;�!����K���K8!�K�����	A��!g�8�L�����b�DX�	S �����N����b����!� ��D��������;��y�M�bK�����9:���AK�����EA���A�
������RS �;A��������E�G��y��K�!��T���� ��A��#c¾>�:	���;A�8}-EA�����U���l9e��~C �!��y�MK:E������M�A��!�"��9:���D������ �9:	A���L[�����	�!�K8���8�"��K���������}c��;
9: �9=���"��EA�^�M����YI;A�>�M�A����"��9:���D��E��3��!���~C�L�����>�� �9=	S �!C�M��9:���D�FEA;l9=�T��K8!�����;l���>���y��;��>E������F���>E� �9e�������
K������h����Y\;���#

:;8Am}8A: � 4 � 2P9;6�@ X 4 i�2�[\GZK�9A@FC�2P6M[\GaN3C X 4�i @{K;@ X 4�4:OD2P6
]^����9e�T��!����8��EA ��"�{�8��!C�M�������e����!�9:���l�� ��"�
E���	A��;�������;A!��l �!�EA!����lE��?�!����AE���;A!��l	���;A�b"!�����EA�lYI;��

E�GH��;���!��8�l�8�C�Z��	A	S����K8�?9=���>�� ��AE��y���� "����K8��#�Æ7���áX�	5�?EA�?9=����!������a��	�	���!��! ��O�� ��A�h�M��9:9=���"�O�� �!���YI;��³���
	����� ��M����=���=jk���y�����d	���!C�����=������ ��"��!������"���=�p�g���d	A��!h�����=���dEAK�j� �!�9e�T���� ��c#QV/ �;�!�!���9=K�E�����!W<
��������}Q;����
�����M�A����YI;A���I;A9:K�!���Y\;���	S�8;\��iL��!���;�����������K�# Ä G����-���h���AK�������������!���EcG����"�D��!�����!8}�<��M����YI;���	����

n
}�;��A��9=�T�M!������

An
YI;��cKp�D ���;���EA�Uj°�#�� ��O���8�"����# | �O��;�	A	S ������"�^YI;A��}�<:����	A���

n
�� ��O���"�D�8!������� ���K��

Bn
�� ��y�^�� ��A�I;���}A���

���h�3	5 �������RA���UEcG�K���!���!��</
Bn ∗An =

¹ E����D���y��K + »\#¼É"Ì�,
r^;O	A������;��y�"���"�t}�����jk��;��3�8�����8;�����!

A−1
n+1

}��8�
!���9=��!�YI;A���D�3YI;��0/

Bn ∗An+1 ≈
¹ E����D���y��K + »\#¼É È ,

Æ7 �9=9:�
Bn∗An+1

���h�(	�!� I�M����E��F��G���EA���"���y��K"}��� ������"�I��!����� ��:	S��;��(����jk����!����������+	�!� �RA��N�9=���J�I;A9:K�!���YI;��8��}
���� �!��$/

(Bn ∗An+1)−1 = A−1
n+1 ∗B−1

n

+ »�#¼É�Ð;,
¾�GH��	�!�N�� + »\#¼É�Ð;,�/

A−1
n+1 = (Bn ∗An+1)−1 ∗Bn

+ »�# Å�º ,
Æ7�L�����>9:KL�M�� IEA�>	S��!�9=�L��E�G�KL���y����!7�����F	A!� �R���N�9=���FE�G����"�I��!����� ��l����K8�F��;l	����� ��L����>�L��EA ����>EA�>9: IEAK���������!7���
9=��~h �!��y��K�E������8 ���E��Â���� ����3��;�[{����9=�y�������L[�	SK�!���9:���D�M��������EA����������������9:K��t������YI;A����KL��;AE���K���������#
Å�º



>@��~����õU�Û � R ØI×gØI×"w�Ô�Ö°w���ÖZ��Û°ÜkÖ Ü�Ù�U�×²� R �\Þ�ÞdULÙ R ��Ø�Þ�×gÖ�×�Ú R ØIÝ�ÖÂ×�Ô#��Û R w R � UpÞ�× S Û

Calcul du G imposé

de tous les grains
Calcul du g local

Calcul du module tangent

de tous les grains
Calcul du module tangent local

Itération=itération+1

I>1

Initialisation

||L −L   ||<ε

I>10

Non

Non

Oui

Oui

Arret du programme

Pas suivant

macroscopique L de l’itération i

Itération=0, A=identité

i+1i

Oui

Non

x�y{z}| »\#¼É = r>��� �!��y���A9:��E��U!�K��� ���;\���� "�
EA;
���L��K�9=�=��;\�M I�� ��AK�!����D�

Å�¸



��� Ô��SÜkÛ°Þ�×G>@��� R ØDÝ�Ö�×gÔ���Û R w R � UpÞ�× S Û9� R ��Þ�Ö�×"w R Úz� R ÞpÛÒ×pÚ=× S Û}U�ÖyÔ�ÙLÛ R �5ÖÂÔ�ÙLÛ°Ü����A×

VJ��!���9=NL��!��8�
τc0 ρ0 g0 yc Dmoy

å�!��������
Ï7������;�!

80
�?V/�

1.0.109 9 −2 80 2
��9

20
9=����!� ��A� ¸8º�º

�4�;��| »\# ¸ = V/��!���9:NL�M!�����	5 �;�!�������������E��T���� ��OYI;������y�M�T�M�y�D��E��U������!����A���Â���� ��OE�G�K��M�A���������

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1.1

 1.2

 1.3

 1.4

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25  0.3  0.35  0.4  0.45

L
on

gu
eu

r r
el

at
iv

e 
du

 d
em

i−
ax

e

Déformation logarithmique 11

Axe a
Axe b
Axe c

�;, | �������cE�������9:��������
 0.92

 0.94

 0.96

 0.98

 1

 1.02

 1.04

 1.06

 1.08

 1.1

 0  0.01  0.02  0.03  0.04  0.05  0.06  0.07  0.08  0.09  0.1

L
on

gu
eu

r r
el

at
iv

e 
du

 d
em

i−
ax

e

Déformation logarithmique 11

Axe a
Axe b
Axe c

RP, | ��������EA�>��!����p���� ��O;������T[��������
x�yez}| »\# Å = | �D ���;\���� ��OE��U���:9: �!�	A�� ��� "�����E�G�;��O�!������

+	!�³ $ . 4Á( | 2Á0F254ÂÅ	(G0 | .C2&072-. 3 4
¾������>���L���M�W	A��!C�����g��G�KL��;AE��WY\;A�����y�M�����y�D�gE����^EA�ÂÁ5K�!��8�"���^	A��K��A �9:N��A���^	��"X�����Y\;����^���D��!� IEA;��y���^E������^���

9: \E�K��������T���� ��bE��^���U��!��������y���� ��bEcG�K��M���8�����������WiL��!��39=����K8��# ¹ �S����!��U�DK�!��Â��K^�����µG�KL�D ���;\�M�� ��b9= �!�	A�� ��� ����YI;��
E����+�!������A�J���Fjk���y�(�� ��Aj� �!�9=K�9:�8�"�(��;\[��T�����8�"�����+������ ������F�M�A��!����9:�8�"�(��9:	5 ���K�#�¾^�F���>9=i�9:�F9e������N�!��F���8�
!�K���;A�y�M�T���>EA ����AK��>	A��!>���g9= IE�N8������;��� I�� "��K�!��8�"������!� "�"���8 �9:	���!�K������D�8������;\[�E���m/��X��� �!hÍáPc����#-V(;����>���8�
�� ��D��!������"�M���3�L�^���8�3E�K�j� �!�9=�T���� "���3�� I�8�������^��;O�8 �;�!��3EcG�;��O�M����!����9=���"�>����!� ��"�>���A���yX���K��8�3	S �;A!�9: ��"�M!���!
��GH��	A	S �!C��E�;?9= IE�N8������;��� I�� ��AK�!����D�t# ¹ �/����!��l��;������Q�IK�!��Â�AK�YI;������b�8 ��"��!������"����9: 8XD���A�����L�U���l9: 8XD���A���
E������� "�"��!������"����� + YI;��c�� ��D�3�8�����8;���K����3E��U9e������N�!�����E��ÂÁ-K�!����"�M���.,7�� ��"�^R������OK�"�������8#

:;8��48<7 �G�aX NB7JK;@ X 4ði�2�NeG÷C X 9A[\2ci�2P6 ja9�GH@�4:6
]^�b~C��;³EA��	A��!���9:NL�M!��������h���M�� "�����+��!�RA�y��!�����!���9:���D�U	A;���������;A!>����øA;A�����������h�UKL��;AE���K������³������jk���������"�

����!�����!7;��l	A��!7;��c#�Æ7�8�7	���!���9:Np��!����F�� "�"��E� ��A��K��7E������7���3�L��R����8��; + »\# ¸ ,L# ¹ �5���h��<g�� ����8!BYI;A�^�������"������;�!��
E����UEA��9:�yÍC�T[����U�� ��"���A �!�9e��������K����8}-�8�³�pÁ5�p��EA���A�U�����U�8������;A���U����;��J���8�U!��T���� 
���"��!��������UE��89:�yÍá��[����U�� ��"�
;\�M��������K8��#7P(G�KL�D "��;\���� ��ÎEA���=��!� ����lE���9=�yÍá�T[��8�bE�Kp�������������"�l����j� �!�9:��E��Z��G��8������	��� #mµEA�Z	5 �;�!b;��_"!������ÎE�;
	S "�yX���!����h�M����E� ��D�g�µG� �!������"�L�T���� ��z��!����C�L������ ��!���	�����Y\;��e�8�C� +

200◦
}

24◦
}

115◦
,U�8�C��KL��;�EA��K���#�P(G� �!����8�"�M�T�M�� ��

9: �!�	��� "�� ����YI;A��EA����G���������	��� #mµEA���8�C�T}-YI;����"�W<{��������}���;�	A	S ���K��:iL��!�� +
0◦
}

0◦
}

0◦
,^���:YI;A�J���h��	A!� I�M�A��E��8�

 �R�����!h���T���� "�����p[�	SK8!���9:���D�M�������/	S �;A!QEA���c��ï�����������9:����K8���8# | ���A��}T���I���h�J��;�	�	5 ���K�Y\;�GH��;gEAK�R�;\�JE�;g�8������;��I���
�!��������3;����Bj� �!�9=����	��AK�!���Y\;�� + �����c��!� �����E���9=�yÍá�T[��8�Q�� ��D�/K�D��;\[g< ¸ ,p#TPQ���A�;�!�� + »\# Å ,�9= ��"��!�����G�KL�D "��;\���� ��
E��:���b��������;�!UE��8�>��!� �����E���9=�yÍá�T[����UEA����G��8������	��� #mµEA�:�� �!���E�G�;��?��!���~C�L�WE��:����9=���A����:�p�WE�����!����L�M�� ���#QÆ7�8�
�A�;A!�����9= ��"�M!����"�3YI;���}�YI;������y�M�T���y�I��9:���D�t}��������pÁ5�L�M�������� �9=	\��K����� ��D��RA�����
!��L�M!� �;\�DK8��# | �{��Á5�L�t}�EA���������
�8���FEA;l����9:���A���� + »\# Å �;,B���>"!������{���h��KL����!�K>EA���A�F���gE���!����L���� "�lE��>�µGH�T[��

a
�� �!�!�����	S ��AEA���D��<g���gEA��!����L�M�� ��

E��W����9=���A����W�p�>K���!�����KWEA�����3���=EA��!����L�M�� ��Z�� �!�9e����� + �T[��
c
,L#S¾^�W	A��;��8}AE������^���=E���!����p���� ��
��!������h�D��!����W���

��G XZ�=	A���3EA��EAK�j� �!�9e�T���� ��ZEA;O"!�������}����WYI;A�c�� �!�!�����	S ��AEORA�����Z<=��G��p[�	SK�!��������8��# | �Z���WYI;��Q�� ��A����!��A�����
��!����L���� �� + »\# Å RP,L}���GH�T[��

a
���h��KL����!�K����� "!��FYI;A�>���8�FE��8;\[l��;���!����F�� ��D��K8��!�����K��8}�����X{��;�����E��ÂÁ-K�!����A���>���D��!��

�����3�T[����
b
�L�
c
YI;��c���h�3E�;A��<���GH���A���� ���!� �	A����E��U���:E�K�jk �!�9=������ ��
	A�����h����YI;A��#

Å »



>��°¯Á��¿ÐULÙ.��ÖyÛµÔ�ÛkÙG����Ô"Ö¼Ü°ÛµÔ�Û°Ü ��Ù

 0

 100

 200

 300

 400

 500

 600

 0  0.05  0.1  0.15  0.2

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
11

 (M
Pa

)
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Modèle autocohérent
Modèle de Taylor−Lin
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Déformation logarithmique 11

5% de déformation macroscopique
10% de déformation macroscopique
15% de déformation macroscopique
20% de déformation macroscopique
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Déformation logarithmique / cisaillement

Tu numérique
Tu expérimentale

Cs numérique
Cs expérimental

Cb 15 numérique
Cb 15 expérimental
Tu 10 cs numérique

Tu 10 cs expérimental
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YI;������y�M�T����jk�U	5 �;�!������U�8���������h��K��8#cPc�{	���!C�����:��;��y�����D���g�"�l�8G����"�MK�!���������!�<{���l	A!�K�EA���L���� ��aE��8����;A!�jk�����8�UE��
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�� I�t���������T���� ��³���W��!���E�;��y��	A��!>���b�8!�K8�T���� ��?EA��jk��9:�������8��E���������A����E�������������89:���"��9=����!� ����� �	���Y\;����8#
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x�y{z}| ¿�# ¸ = Ä �M��K89=�T�������T�M�� ��
EA�U���:�h��!����L�M�� ��

N LG

G LN

x�y{z}| ¿�#¼» = @F���AE��UE����� I�8���������T�M�� ��OE�������E�K8j� �!�9e�T���� ��

Ð"Ì
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x�y{z}| ¿�#H¿ = | �D ���;����� ��OE�����G�����EA �9:9e�����9=���"�

Æ7���^jk��9:���������3EA��������A���3�� ��"�>�K���K�!�K����3	���!����=�� ����8���"��!��T���� ��ZE�������"�����3EA�������������9=���"�>EA���A���8��!CÍ
�M�����A���U!�K���� ��A�UE��:��G�K�	A!� �;\�I�L������# | ������������	A!� �	A������"�W�L�g��!�!��Â�D���"�g<{��!�K��8!�EA���U9=����!� �R�����E��8�UE��
���������������89:���"�T}AE���;\[
�� ��"�3�K8��K�!������89:���D�3 �RA���8!C�DK�����EA ��"�3;A���U�8�C�^�� �;\�D�8�"�39=��~C �!��y�M����!���#

m}8�:;8A: = 256M[\OPC�GH4�@F6�[\2P6_Gâ6#6 X CD@eOP6�6öN��¬254�i X [�[\GâjH25[\254aK
Pc �!��>E��g���eE�K8j� �!�9e�T���� ��c}��8��!C�M�����A�^9e�T��K�!�����;\[Z ��"�^�M����EA��������<e��G��8��E� "9:9=�����!^E��g9=���A��N�!��g�� "�"���yÍ

�I;A��#�Æ7�e9:K8�8��������9=�=	5��;\��iL��!���}QEA���A�W����!C�M�������W�8���8}Q	�!�K�E� �9=���A���D�g	A��!W!���	A	S �!h����;\[d9:K��t��������9:�8�WE��
�� I�8�������������� ���E��7���>E�K�j� "!�9=�T�M�� ���#�Æ>GH���h�+	S �;A!/�������>YI;�G�����	S��;��J����9�R�����!J���"��K�!����������D�+E��7EAK��� �;A	�����!/���8�/	A��KLÍ
�� �9=N����8�3E�G����AE� �9=9=����89:���D�^EA�����8;\[OE��W�� I�8�������������� ���#5P��8�3	A��K��� "9:N��A���3E�G����AE� �9=9=����89:���"�>�� ��"��<
��G� �!���"�����gEA�W���e9=K��8���A��YI;��gE��g��G����AE� �9=9=����89:���"���� "�"�����I;c� ��;�E º�º�� }�� Ñ� �; º�º#� }�� Ä åU@F¾�Ð Å�� #5P(G�����EA �9�Í
9=��"��9:���D�^EcG�;��Z9=�T��K8!�����;Z	S�8;\�^iL��!�����;O�� �9=9:�W���=���!�9=���A�T�M�� ���}����:�8!� ��������������W�L�>���:�8 "�������������A���WE��
�8�����y�MK��8#5ÆF �����!�Np����9:�8�"�t}����8�^�8�����y��K8�^�� "�"�>�8!�K�K����>��;\�� �;A!3E�G���Kp��K�!� �"K���K��y�MK��^E��W���e9=�T�M��N�!��g�� �9:9=�WE��8�
	�!�K�����	��y�MK��3 �;OEA���(~C ����D���3E���"!��������8#SPc�:�A�;A!�� + ¿�#¼¿;,F	A!�K������"�M����G�KL�D ���;����� ��ZEA���3�8�����y��K8�3E�;A!����"�^���=9:�����
���aj� �!�9=��# Ä ;A!����L���M�����;�!��"}-���+���h����;A	�	S "��K:YI;��:���:9=�T�MK�!�����;?������!���:	S �����N�EA��;��a����!h�M�����a�� �9�R�!��:E��
9:���8!� I�8�����y��K��8}Q���������W�8!� ����������"��	5����EA���"�gYI;A�=E�G¼��;\��!����W���=��!�K����"���L������������!�!��y�D���"��<O�� "�����������8������#�¾>�
�� �9�R�!��8;\[d9= IE�N����8�W "�"��KL��KbE�KL�D�8�� �	�	5K��g	S �;A!WE�K���!���!��e��G�KL�D "��;\���� ��zEA�e��G�����EA �9:9e�����9=���"��E�;�!����"�����
E�K�jk �!�9=������ ��üÐ�����!C�L��������E�G����D��!��b��;�[�	�!��������8�"�����z�� �9=	\���b��G�Kp�D ���;\�M�� ��zEA�b���Zjk!����L���� "�d�D ���;�9=��YI;A�bE��
�8�����y�MK��<� @�å º�º#� }�� @ Ä �Zm�Ð Å#� }���å�;A!�Ì�Ì � }J� � Ä V º�º�� }J� ��@F�?Ð È�� }�� V�PQÐ º�� }J� V�@ º�º�� }J� Ñ� �; º�º#� #5¾�GH��;���!�����j� ��"�
���"���8!C�D���A��!B;��=�M��������;A!�EcG�����EA �9:9e�����9=���"� + 	5 �����K8EA���"���K���K�!�������9:�8�"�F;��A�><U��!� ����(�"��!�����R������.,L#�Æ7�3�����\Í
����;�!�	5��!�9:�p�3EA��E�Kp������!�E��8�F���8������;�!���E���EAK�j� �!�9e�T���� ��O�p�^E����� "�"��!������D���W�����A���QYI;�G�;A�O9: IEA;������M���A����"�
E��y�M�U�8��E� �9=9=��"K��� @7��ò8Ð È#� }���Æ���¾>Ð Å#� }���Æ��U¾�Ð"Ì � }�� ¾>��� º�º�� }�� �>oDEwÆ º�º#� }�� �^��9 º�º#� }�� PQV;E È É � }�� Ä � º�º�� }
� m/��� È�È#� #I¾����A�����8��EA�ÂÁ5K�!��8�"���B9: IEAN������BE�G����AE� �9=9=����89:���"�T}"���W	������h�������Â��K3	S�8;\�7 �;e�� "�e���"����!h�D������!�	5 �;�!
9: \E�K���������!B��G�KL�D ���;����� ��bEA�3��� +  �;eE��8�Ø,J����!�����R���� + �.,(E�Kp������� + �Ø,+	5 �;�!B�8��!����p��K�!�������!B���L�F����EA �9:9e�����9=���"��/
 ���	A��!�����!������� �!��QE��(9= IE�N8�����c�� ";�	���K8�c �;�EAK��� �;A	���K�� ��Æ��U¾�Ð Å#� }V� ¾>��� º�º�� }V� Ä � º�º#� # | ���A�c}�;A������;���!��(�����������
E���9= IE�N����8�F����RA��������;�!F����jk���y��YI;cG�;�������Kp��K�!� ��K8��K��y�MKU��;{�������{EA;l9e�T��K�!�����;{�L[����h���UE�N��F����E�K�RA;\��E������
9:�����W���Zj� �!�9=���p�^���8���:	5��!�9=�L�^EA��	A!� �	5 �����!�;A����9= IEAK��������T���� ��ZE��W��G�KL�D "��;\���� ���E��W��G�����EA �9:9e�����9=���"�
� Ñ� I� È Ð � } � @F��! È Ð � }}� @F��; È�Ã�� } ��Æ���¾�Ð Å�� }}��Æ��U¾�Ð"Ì � } � Pc��9 È É � }}� Ñ3��9 º�º#� } � mJ��� È�È#� #�Pc �!���YI;��b��G����AE� �9=9=�TÍ
���9=���"��E��L�������"�^��!� �	���9:	5 �!C�L���"�>���cX��=!�;������gE��W���e�h��!�;A�L��;A!���#5ÆF�����e������!���E�;��y���K���K8!�������9=���"��	A��!^���
��!�Kt�T���� ��=EcG�;��A�F�A����;�!���YI;A�A����	�!� �	A��"��EA��jk�#�� ��=	A��;��( �;=9= �������!���	A��E���#DPQ�U9:K��t������YI;A�������AK8����!��3�L�B�� ��
������Kt����!��^EA�^���W!�;A	\��;A!��^���h�F������;A�^E��^��G�KL�M;�E��>E��^�����79:K8�8��������9=����� �Z����Ð"É � #\Pc���79:K8�8��������9=���BEA�^!�;A	\��;�!��
	S�8;\�D���D�3iL��!�������������K������OE���;�[{�!�����E������8����K�� �!�������� qJVBo-Ð"É�R � }a� �>��9 º"º�� /
Ð È
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�;,FÑ��y����N8!�����EA�U�����y����"��� qJVBo-Ð"É�R � R5,7��;A	�;����8�-� V ¹ @F� º ¿ �
x�y{z}| ¿�# Ã = ¾>�ÂÁ5K�!����D����jk���8��N���E���!�;�	���;�!��

= PQ��!�;�	���;�!��>RA!�;\�M������# | ���������h�� �R�����!C�IK�����;��y���U<�;A�l�M����!���89:���"�39: ��� ��� ������p���8�C�3E�;��U<���GH��	A	A�TÍ!��y�M�� ��
EA�U9:����!� IE�K8jk��;\����E����������U9e�T��K�!�����;�# ¹ �5XO��E���;�[{	�!����A����	A��;\[b�áX�	5����E��U!�;�	\�M;�!��UR�!�;��M�����</
�� ��y�7���U!�;A	\��;A!������3jk���y�B	���!(�����y�"���� + !�;A	\��;A!���j�!���������-,+�� ��y�B����!�;�	���;�!����8�C�BEA;��L�M������#D¾������������8����E��
���e!�;�	���;�!��W	A��!^�����y������g�����>9:����!� \E�K�jk��;\���^���W��!�K����"�������� ��������^	������A�>�T�� �9=��YI;A���^�����^	A��;��^E��8�������
�L�W���:	A!� �	A��"���"�WYI;������yÍÒ�����h�M���D�M����K89:���D��E��������� �;\�W���:9e�T��K�!�����;�#cPQ�{!�;�	���;�!���E�;A�L�������:	A!�K������"�M�
;A� jk������N��e�� �;��ej� �!�9=�OE��O��;A	�;����8�=EA;����e<d��G�KL�D ���;����� �� EA���e�8�����y��K��8#B¾^�O	A��;��8}(���aE�K8j� �!�9e�T���� ��
	A�����C�M��YI;��� �R�����!h�DK��UE�������������"!���������	A!� I�M�A����E��U���:ò� ��A�UE���!�;�	���;�!��U�8�C����!�N8�����D����������#

= PQ��!�;�	���;�!��(E��ÂÁ-K�!�K��"#t¾����A�Q�����8���8}t����XW���8!�K8�T���� "�WE���9:���8!� IE�K8jk��;\�����K��AK�!�K��Q	���!QE������� "���������y�M�T�M�� �����LX�������YI;��8��� �>��9 º�º#�  ";O	A��!�E�GH��;���!����3	���K8�� �9:N8������E�K8	S���AEA���"�M��E�;{����9=	��F���8����YI;A�U���Uø�;A�����}A���
�� �!�!� ����� ���}�#�#�#a��q/VBo-ÐDÉ�R � #

¹ �S�p[����h���>��;A�����SEcGH��;\�M!����(�áX�	S���7E��>!�;�	���;�!��^�� �9=9:�^���W!�;�	\�M;�!��^���"�M��!��!����I;�������!���� qJVBo-Ð"É�R � #�Æ7�8	S���AEA���"�T}
���{�áX�	S�OE��
!�;�	\�M;�!��
��GH��	�	A��!��! ��b	A���=	S �;A!:�����=9e�T��K�!�����;\[ËKL��;AE���K��=������#�Pc�³�A";�!�� + ¿�# Ã ,�	�!�K������D���
���
�;,^E��8�>!��y����N�!��8��E��������y����"�����p�U���³RP,^E������8;�	�;A�����8#-¾��������8��9=K�9: ���!������J��G��8�C��	A���U	�!�KL��;?E���	�!��8��E�!��
���z�� �9=	\���b���O9= IE�K8������������ ��zE����g9=K��8���A����9=���gEA�e!�;A�����eEA���g9=�T�MK�!�����;�[-# ¹ ���g�� ��"��	�!�K������D��K��g�������g���8�
	�!�����EA!����8�
�� �9=	\���UEA���������:9: IEAK��������T���� ��c# | ��������}�	S ";�!������3��������!���R������8��!�R5 �����}�;A���U����øA;A����������������ò
��9=	S �!C�L���"���l	S �;A!gE������M�A��!����9:���D����EA�=�áX�	5�b�L[�	A�������� ��z9e���������h���AK��������8��RA���l	S �;A!g�����W��!���~C�L���W���8���
YI;A�U������!����L�M�� ��
 �;O����!�KL��!��8���"�t#

¹ �+�bKL��K�9= ��"��!�K�YI;���������	���K8�� �9=N������>Y\;��/�� ��AE�;A�����8�"��<b���l�� I�8���������T�M�� ��?EA�����bEAK�j� �!�9e�T���� ��³ ��"�</
�� ��y��;��A�e�� �;�!����eE��Â���e	A�����h����YI;A�eYI;A������!��O����!����9:�8�"���L[�	��������y��K��b	A��!g���Z��;��y����}��� ��y��;��A�e�� �;�!��8�e����K��l<
��G����AE� �9=9=����89:���"��EA ��"�������F�!����AE����B�D ������FE��>9: \E�K��������T�M�� ��e�D ��"��ip��!��>E� ��A��K��8�7EA���A�7���>	A��!����!���	A����#

m}8�:;8nm ; X i�O5NB@B6�G8K;@ X 4ði�2�N��¬284:i X [�[\GâjH25[\254�K
¾����A�J���L�����7	���!C�����"}�Y\;�����YI;A���J9= 8XD�����+	S �;A!/	�!�����EA!��7������ �9=	\���F��G����AE� �9=9=��"��9:���D�+EcG�;���9=�T��K8!�����;

�D ��D�^iL��!����L[�	��������y��K��8#�Pc����!��8�������c	A!�K������"��KWEA�����3�����M����	��y�M!��W�:	S �;A!�R�;\�^EA��	�!�K������D����!������� ";�	��������E�;
9: \E�N����O��;\�� \�� ���K8!����"�=�8�u�!�����E��8��EAK�j� �!�9=�T���� "���=���D���
���{�8!��y��N�!��{E��
Ñ����8��# ¹ �����h�=KL����E����"�eYI;��
��G����\Í
E� "9:9=�����9:�8�"�>	S�8;\�>���"����!h�D������!^�� �9:9=�Wjk���L�M��;�!^��"�!��������D�>EA�W���=	S�8!C���WE��WEA;��L�M�����y��K�}���G��8�C��	S �;A!�YI;A ��
YI;A����YI;A���F����E����t�T���� ��A�7�� ��D��E� ��A��K����F���b��;��>EcG�;��l�8 �;�	�������>j�;���;�!7�8�"��!������g�� ��-E��>�� �9=	S �!C�M��9:���D��K������hÍ
�� �	A�����h����YI;A�W	A!� �	5 ���K��g�L����G�����EA �9:9e�����9:�8�"�t# | �����gYI;����� ��A����!��A�W��G��8��E� �9=9=��"��9:���D��E���;�[O�!�����E��8�
K��� "�����3�L[����h�����D��/A�� ��y�>���h�^���"��!� \E�;A�y�^;�����jk!����L���� "�{�D ���;A9:��YI;A��E����t�����y��K��

f
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Æ>G��8�C�>;��O9= IE�N�����R�����K���;�!���G�KL�D ���;����� ��ZE������:jk!����L���� "�{�D ���;A9:��YI;A��E����8�����y��K��"� @�å º�º�� }�� @ Ä �Zm3Ð Å�� }
��å�;�!MÌ�Ì � }a� � Ä V º�º�� }�� V(@ º�º#� }a� �?@F��Ð È�� }�� Ñ� �; º�º#� }a� V�PcÐ º�� #SÆ7�U9: \E�N�����	A��!C�^E�;
	�!���������	5�UYI;�GH<:��G� �!�������A�
���(X���}�E����������b9e�T��K�!�����;�}/;����b���8!C�M�����A�bj�!����L���� ����D ���;A9:��YI;A�bEA�b�8�����y��K���YI;A�BKL�D ���;A�l��;��� �;�!��gEA�b���
E�K�jk �!�9=������ ���#QPQ�
j�!����L�M�� ��³�D ���;�9=��YI;A�:���A�y���������e�
KL�MK:9=����;�!�K��=	S ";�!U�8��!C�M�����A��9e�T��K�!�����;\[\� @F��! È Ð � #cPc�
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Φ =
σ2
eqVM

σ2
0

+ 2f
�� ���� (3σh

2σ0

)
− 1− f2 = 0
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÷��
σeqVM
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ḟ = ḟn + ḟcr + ḟco
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ḟcr =
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√

2π
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−1

2
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εpeqV M − εN

sN
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fN = 0.04
0.01 ≤ sN ≤ 0.1
0.3 ≤ εN ≤ 0.7

+ ¿�# Å ,
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f ≥ fc ⇒ ḟco = Aε̇peqV M
f < fc ⇒ ḟco = 0
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A =
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D1 0 0
0 D2 0
0 0 D3
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ν
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D1 ≈ 1− Ẽ

E

D2 = D3 ≈ 1− Ẽ
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1 + ν

1 + 3ν̃ − 2ν
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9=�T�MK�!�����;�[?	5 �;�!�;A���M!���~C�L�WE� ����AKg�D ��D��iL�M!���EAKL�M��������K8��# ¹ �+���8!��l9= ��"��!�K�	S ";�!�YI;A ��J����9= IEAN�����EA�:Ñ������
� Ñ����tÌ Å#� }a� Ñ3Ñ^Ì�É � ���h�3�M�A ��������L�>��	�	A����YI;�KW��;l��!�����K�E��WÆFPQq7#
¸8º »
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e0
b

e0
a

t

s

Y

Z

X

θ0

x�yez | ¿�#¼É = �� IE�K��������T�M�� ��OE����?��!������A����nb�p�^â�;��Mn\òLX�����n\�
m}8Am}8A: = 2�[ X i�g5Ne2ci�2 ; Gâ9;CD@B4�@eG> 2DK ëk7�C2@?�f�4:6AJ@ X 7LK;]:O X 9A@e2 ; · ë

ÆF�W9: \E�N����g���h��<�}S��G�����;A!��g���L�M;��������"}���G�;A�ZE��8�3	A��;��^;\�M��������K8�^	S �;A!3E�Kp����!�9=������!3EA����ÆFPQqáÐ����Q	5��;��^���
��!� �;\�D��!cEA�����cE��J��!�N8�c�� �9gRA!���;�[^��!�������;�[0� Ñ� I� È Ð � }V� @F��! È Ð � }A��@7��; È�Ã#� }V��Æ���¾>Ð Å#� }V��Æ���¾>Ð"Ì � }V� Ñ3��9 º�º#� #tP��
	5 ����"�7E�K�	���!C�7���h�B��GH�"X�	5 �����N����3E��3����	�!�K����8�����3E�G�;��eEAK�jk��;��B�K8 �9:KL�M!���YI;��3EA���������39e�T��K�!�����;�}D!���	A!�K������"�MK
	A��!J;�����ò� �����E��F�� �;��hÍáK�	A����������;�!+	A��!J!���	�	5 �!C����;:!����h���FE�;:9=�T�MK�!�����;:��;�	�	5 ���KFiL��!����� ";��+���>j� �!�9:�FEcG�;��A�
	�����YI;���# ¹ �����h�3��;�	A	S ���K�}����O	���;��8}�Y\;��U���U9e�T��K�!�����;
�8�C�^�� �;�9:���3<�;A�
KL�L�T�3E����� ��"��!������"���8��	������A���8#�Æ7�����
���h�g������;��h��!�K:	���!����{�A�;�!�� + ¿�#¼É�,L#QPQ�{�A ��M�T�M�� ��d�� �;�!���9:9=���"�g;\����������K8�=�� �!���YI;��=���=9: \E�N����=���h�g��9:	A�� 8XDK
���h�^������;��y�"���"���</

= Pc�����!�����E��8;�!��3���D����;A�
�� ";��hÍÒ����EA����� 0
�� ��"�^E�Kp����������EA���A�������� ����A�;A!��T���� "�
���A�y����������}

= Pc�����!�����E��8;�!������������� �;��hÍá����E����8�U�� ��"�^E�Kp�A�A������EA���A�������� ����A�;A!��T���� ��O�� �;A!����"�M��}
= m� �;A��������	5 ����"����YI;A�����>�M!� �;\�I���"�3�A �!���E�������ò� ��A�UEA;
E�K�j°��;\�3 ��D�3;A�
����EA����� b }
= m� �;A��������	5 ����"����YI;A�����>�M!� �;\�I���"�3E�������E�������ò� "���UEA;
E�K8jk��;\�3 "�"�3;A�
����EA����� a }
= e

EAKp�A���Â�3��G�K�	A����������;A!�EA�U����	A����YI;A��}
= I

}
II
�L�
III

!���	�!�K8���8�"�����D�������F��!� ����3E���!����p���� �����	A!����A����	A�����8��E�;l���8������;�!�EA�UE�K8j� �!�9e�T���� ��c}
= Pc���8��EA!���E�����	S�L�M�y�����(EAK�j� �!�9e�T���� ��A�(�8�C�B��9=	��� 8XDK"}"���U�� ��"��!������"����EA�^ÆF��;��L�"X σ �L�B���UE�K�jk �!�9=������ ��
ε
����!� "�"�3��9=	��� 8XDK8���8#

Pc�lE�K�jk��;��:���h�:�����������AKlE�G�;A�����A����
θ
	A��!�!���	�	5 �!C�=<���GH�T[�� −→

Y
# ¹ �7�8�C�:�8��!����L��K8!�����Kl	A��!�;A�z	���!���9=NL��!��

�K� "9:KL��!���YI;��
T
�����cYI;��</

T =
eb

ea
=
eb0 exp

(
εbIII

)

ea0 exp
(
εaIII

) = T0 exp
(
εbIII − εaIII

) + ¿�# ¸8È ,

Pc������ ��AE��y���� "����E����� ��"�����I;��y��K�E������pÁ- �!C����E�������������!���N�EA!�� (−→s ,−→t ,−→Z
) ���U!�K8E�;��������D�^<o/

σasse
a = σbsse

b

σaste
a = σbste

b

+ ¿�# ¸ Ð;,
¾>�U���:!������T�M�� �� + ¿�# ¸ Ð;,L}A���c���h�3	S "������RA���UE���E�K�EA;���!��</

σass
σbss

=
eb

ea
= T

+ ¿�# » º ,

¸8º ¿



��� Ô��SÜkÛ°Þ�×w~�� � ÞLÜkÛÒÝpÞ�×�ØD×�Ø#�Dw�Û°ÜkÖ ÜkÛ�U�Õ�Ô�Ù�U�Ù.�\Þ�� S ×Ê� R ÞLÚ"��ÖyÔ"Û°Ü R#S ØD×Æ¿�ÜBw�×
Æ7�����:9= ��"��!��URA�����O;������� ��A�����"�M!��T���� ��ZE��U�8 ��"��!������"�����3EA���������:ò� �����EA;
EAK�jk��;��3EA;��W<���G��AKL��K�!� ��K���K8�y��K
�K� �9=KL��!���YI;���E�;=9=�T�MK�!�����;c#"V/ �;�!(������;A�h��!���!(����9: IEAN�����}"��������ip��!��3��	�	�����YI;�K3<�;A������ "�AE����8 �9:	5 �!C���89:���"�
����9:	A����}�EA�>�áX�	5�qEz��� "����!��L�²E�����M� E÷E È ¿ � EA ����AK��U	A��!�/

σeqH = K (εpcum + ε0)n1 ε̇n2
pcum

+ ¿�#¼» ¸ ,
÷��

K
}
n1
�L�
n2
�� ��D��E��8�7�� ��A�h�M���"�M���F���"��!�������N�YI;A���F��;l9=�T�MK�!�����;c}

σeqH
EAK���������>������ ��"�M!������"�M�>K�YI;A�y���TÍ

�����"�M����;:�����A�+E��*�^�����a� �3��� ÃDÈ�� �L�
εpcum

����EAK�j� �!�9=�T���� "�:	������C�M��YI;�����;A9g;���K8��#"¾������(�����8���(E����8 ��"��!������"�����
	������A��� +

σZZ = σXZ = σY Z = 0
,L}
σeqH

���h�3E� ��A��K��U	���!�����!����������� �� /

σ2
eqH = Fσ2

Y Y +Gσ2
XX +H (σXX − σY Y )2 + 2Lσ2

XY

+ ¿�#¼»�»�,
å�K��AK�!�������9=���"�^�����3�� I��é=�������D����EA���^�����c�� ��"�^�8������;A��K��8}A�� "�y�><�	���!C����!�EA�>�M!� ������8 I�pé=�8�����"���3E��WPQ����nIjk �!�E
r
9:�8��;A!�K��3��;�!�E����3K�	A!� �;\�D�p�������3�����������AK����3E��

0◦
}
45◦

�L�
90◦

	A��!�!���	�	5 �!C�><:���:EA��!����L�M�� ��OEA������9:��������
E�G�;A�����Mï����

r0, r45, r90
}��� ��y��<>	A��!C����!JE����J����9=�y�����+K������h����Y\;����

σe
�� �!�!�����	S "��EA���D���+<>�����JEA��!����L�M�� ����

σe0, σ
e
45�L�

σe90

}(�� ��y�b<³	���!C����!:E�G�;��A�
�� �9�R����A������ �� E��8�:EA��;\[�#�Æ7���=!����������� ����e	S��;��D���"�e���
!��L��!� �;��D��!:E������=E��
�� �9�R�!��8;\[���!�������;\[\� E � Ä Ð�Ð � # | �d���:Y\;��+�8 ������8!����:��G�Kp�D ���;\�M�� ��dE��=��G� �!������D�M�T���� ���E�;aEAK�jk��;��t}��������=���h�
E� ��A��K���	A��!�/

tan (θ + dθ) = tan θ
1 + dεaI
1 + dεaII

+ ¿�#¼»�¿;,
Pc����K�YI;��T���� ��A��E�G�K�YI;A������R�!�� + ¿�# ¸ Ð;,F	S��!�9=�L���M���"�3E�G�K8��!���!���YI;��0/

σbst
σbss

=
σast
σass

+ ¿�#¼» Ã ,

Pc����K�YI;��T���� ��A��E��B�M�A���A���9=���"�/EA��!���	SN�!���	S ";�!Q	��������8!QEA� (−→s ,−→t ,−→Z
) < (−→

X,
−→
Y ,
−→
Z
) �� ��"�J9=�����"���������"�

��	�	A����YI;AK�����/

eront
σbss = σbXX cos2 θ + σbY Y sin2 θ + 2σbXY sin θ cos θ
σbtt = σbXX sin2 θ + σbY Y cos2 θ − 2σbXY sin θ cos θ

σbst = σbXY
(
cos2 θ − sin2 θ

)
+
(
σbY Y − σbXX

)
sin θ cos θ

+ ¿�#¼»�É�,

PQ���� �9�R����������� ��
EA� + ¿�#¼»�É�,F���I��� + ¿�#¼» Ã ,FE� "�����</

σbXY
σbXX

= A1
σaXY
σaXX

+A2
+ ¿�#¼» Å ,

rc�I���</
A1 =

sin θ cos θ

β sin2 θ − cos2 θ

}
A2 = −βA1

+ ¿�#¼»�Ì�,
| �

β =
σI
σII

���h������!���	A	S �!C�����D��!������8�F�� "�"��!������D������	�!���������	��������8# | �{K���!��y�"���"�������� ���EA�y���� ��{E��U�� �9:	��T���yÍ
R������y�MK������� "���E�������RA���AE��

b
Ð���G����h�3<�E���!���Y\;�����G����A��!�K�9=���"��EA��E�K�j� "!�9=�T�M�� ��b�L��������D�����������U���h������9:i89:�

E��U	���!C�3�p�3EcGH��;\��!��UE��U���:R�����E��0/
dεatt = dεbtt

+ ¿�#¼» È ,
PQ��!��8���T���� ��O��;��y�����D���U�8�C�>���������� "R\�����\;���� @F��! È Ð � /

A3

dεbpcum
dεapcum

σbXX
σbeqH

= sin2 θ −H cos2 θ +
σbY Y
σbXX

(
(F +H) cos2 θ −H sin2 θ

)
− 2L

σbXY
σbXX

sin θ cos θ
+ ¿�#¼»�Ð;,

¸8º�Ã
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÷��õ/

A3 =
(1− βH) sin2 θ + ((F +H)β −H) cos2 θ√

1− 2Hβ + (F +H)β2

+ ¿�#H¿ º ,
| �
�8 �9gR��������"� + ¿�#H¿ º ,L} + ¿�#¼» È ,L} + ¿�#¼»�Ì�,p} + ¿�#¼» Ã ,����� �!���� @F��! È Ð � }�� @F��; È�Ã�� /

(
cos2 θ + β sin2 θ

)2

1 + (F +H)β2 − 2Hβ
=

B1

(
dεapcum
εbpcum

)2

+B2

B3

+ ¿�#H¿ ¸ ,
rc�I���</

B1 = B4B8A
2
3 −B6B5A

2
3

B2 = B5B
2
7 −B4B

2
9

B3 = B8B
2
7 −B6B2

9

B4 =
(
sin2 θ − 2A1 sin θ cos θ

)2

B5 =
(
cos2 θ − 2A1 sin θ cos θ

)2
B6 = F +H + 2LA1B7 = (F +H) cos2 θ −H sin2 θ − 2LA1 sin θ cos θ
B8 = 1 + 2LA1

B9 = sin2 θ −H cos2 θ − 2LA2 sin θ cos θ

+ ¿�#H¿"»�,

| �
;��������������"� + ¿�#H¿ ¸ ,F���D�������:�� ��cE��U�� �9=	S �!h����9=���"� + ¿�#¼»�»�,F	S �;A!��M�A��Y\;��U!�K���� �� /

σann
σaeqH

= T

(
ε0 + εbpcum
ε0 + εapcum

)n1
(
dεbpcum
εapcum

)n2

√√√√√B1

(
dεapcum
εbpcum

)2

+B2

B3

+ ¿�#H¿�¿;,

| �����
���O��	�	�����Y\;A���"�^������ ���E����� �!�9=�����y��K�	A��!���G����"���8!�9:K�EA������!���E�;O9g;��y�M��	������8������;�!�	������h�M��YI;��
λ
/

dεpij = dλ
∂Φ

∂σij

}
dλ =

dεpeq
σeqH

+ ¿�#H¿ Ã ,
÷��

Φ
E�K�������A�U���:��;A!�jk������E��U�L�A��!���"}��A��������9=���"��/

dεbIII = −



H6

√√√√√B1

(
dεapcum
εbpcum

)2

+B2

B3
+H7

dεapcum
εbpcum



dεbpcum

+ ¿�#H¿"É�,

rc�I���U�� �9=9:��	A��!���9:NL��!�����/
H1 = sin2 θ −H cos2 θ
H2 = (F +H) cos2 θ −H sin2 θ
H3 = −2L sin θ cos θ
H4 = H1 cos2 θ +H2 sin2 θ + 2K0 sin θ cos θ (H2 −H1) +H3 sin θ cos θ −H3K0

(
sin2 θ − cos2 θ

)

H5 = H1 cos2 θ +H2 sin2 θ −H3 sin θ cos θ

H6 = G cos2 θ + F sin2 θ + 2K0 sin θ cos θ (F −G)−
(
G sin2 θ + F cos2 θ

) H4

H5

H7 =
A3

(
G sin2 θ + F cos2 θ

)

H5

K0 =
sin θ cos θ (β − 1)

cos2 θβ sin2 θ + ¿�#H¿ Å ,
¸8º É



��� Ô��SÜkÛ°Þ�×w~�� � ÞLÜkÛÒÝpÞ�×�ØD×�Ø#�Dw�Û°ÜkÖ ÜkÛ�U�Õ�Ô�Ù�U�Ù.�\Þ�� S ×Ê� R ÞLÚ"��ÖyÔ"Û°Ü R#S ØD×Æ¿�ÜBw�×
q/���A�����89:���"�T}(���³!��8���T���� �� Y\;����L[����h���O���"�M!��O���?��!� �������N�9=�OE�K�j� �!�9=�T���� �� 	�!����A����	A�����O�L�b���aE�K�jk �!�9=������ ��
	������h�M��YI;�����;�9�;���K��U�8�C��/

dεaIII =
1−H + Fβ√

1 + (F +H)β2 − 2Hβ
dεapcum

+ ¿�#H¿"Ì�,
Æ7��9: \E�N�����KL�M���D�3EAKp�A�A��}����cjk��;��3������;A�C�M!���!��� �9=9:���D�3����jk���y�^�� ��O��9:	A��K�9:���D�M�T���� ��c#�åUK���K�!�������9:���D�^��G����\Í
��K��!��T���� ��l�I;�9=K�!���YI;A�^���^j°���y�F�!�f��8�><W���W9:Kp���� \E��^E��>Ñ�;��A��LÍáâU;\���M�WE�G� �!�E�!�� Ã EA�^jk�#�� ��b������!�K89:���"�L������#
PQ�>�!����AE���;A!/EA ��"�( �����;��y�(	A��;��+	A��!C�M����;�����N�!���9:���D�(��G�KL�D ���;\���� ��:���h�(���F!��T�M�� �E����+������!�K89:���D���JEA�7EAK�j� �!�9=�TÍ
���� �� dεapcum

dεbpcum

#�Æ�G����h�F�� �!���YI;A�^���^!��T�M�� ��T���������"�F;A������������;A!B��!��y����Y\;��^YI;A�^��G������h�M��R������y��K>�� I�8�����>���h�F�����������D����#
å�K��AK�!�������9=���"�����^��������;�!+�M�� "���������8�C��E�����G� �!�E�!���EA�

0.1
#DÆF�F9= IE�N����F���h������!����9:�8�"��;\����������K��L�����A��	�!� �;��DK

���^�8��	A�����y�MKF<>	A!�K�E���!��7E�����ÆFPQqZE���!��8�L�����*� @F��! È Ð � }D��Æ���¾>Ð Å#� }D� m/��� È�È#� #"Æ7��	5����EA���"�t}�9e�T���AK�9=�T�M��YI;��89:���"�
�� �!���YI;A�

β =
�� ��L��� 2θ

}�<�;��
�����h�M���"�3E� "����K"}
A2

��G����h�3	���;A��E�Kp�����-�L�3���-�cG����h��	A��;���	S "������RA����E��U�8������;A����!
�����U��������;A!���EA����EA�ÂÁ5K�!��8�"����	���!���9=NL��!��8��#Q�?�����!�K=���8��RS "����!�K���;A�y�M�T�M������!C�L���������W!�K�����!C�I����	5��;\�I���"�giL��!��
E� ��A��K��8��/

= Æ7��9: IEAN����U�8�C����������RA�������8;�����9=���"�3���OE���;�[{E���9=�������� ��A�8}
= P(GH����	S���p�3	A�"X�����YI;A�UE��U��G��8��E� �9=9=��"��9:���D�3�cG����h�3	A����	A!��������O�� �9=	\����}
= ¹ �S��;��"N�!��^���W	�!�K������A���3EcG�;��bE�K�j°��;\�F�����y�������S���3Y\;��S��G����h�F	A���Bj� �!����89:���"�F���^�8���8}IEA�3	���;A�B���U��������;�!�����y�M�������eE��=���=EAK�jk��;���<
;A�d��9:	����L�g�� ��A����EAK�!���RA���=��;�!����8��!�K���;��y�M�����8#�Æ7�=	���!���9=NL��!��=	5��;��WEA ����
iL��!��U�� ��A����E�K�!�KU�� �9:9=�U;A�
	A��!���9:Np��!��UEA�U�8������"��#

= | ���A�c}����:�"������;A!^�M�� ��������g	5 �;�!^E�Kp������!^��G������h�M��RA�����y��K��� I�8�������e;����gK��� �!�9:�g����ø�;����A���g��;A!3���lÆFPcq �R������I;A��}I���S���8!����y�F	5 �������R����^E��^	���!�����!�}\��;l9:i�9=�����y��!��^Y\;��^	S �;A!B���^E�K�j°��;\�F�����y�M������}IE��^	���!���9=NL��!��
E����8������"��#

Æ>G����h�3	5 �;�!��8����!������� �����YI;������U9: IEAN����U�A�U���8!���	A����KL��;AE���KU	���;����8�
E�Kp�M�������L�3YI;A�U������;A��	�!�K������D��KU	���;A�
�� ����OEA���A�����U9=K�9: ���!��U��;A������!��:	�!�K�jkK�!�K�#

m}8Am}8nm ; X i�O5NB@F6�GZK;@ X 4 i�2�NeG 6!K;9A@FCVKA@ X 4
PQ���h��!����p���� ��w���h�O;�� 	���K��A �9:N8���?Y\;������h�OE`u <�����j� "���
<�����"K� �9:Kp��!����³EA�³��G�K�	�!� ";\�D�L�����³�L�Z��;

9=�T�MK�!�����;c# | �����>��	�	A��!��! ��7�� �!���YI;A�3���U!�K�E�;A�L���� ��eE��3�����L�M�� ��eYI;����K��AN�!��3;��b��EA �;�����������9:�8�"�7�K� �9=KL��!���YI;��
��G��8�C��	A��;��+�8 �9:	5������K���	A��!+��GHK���!� �;A��������"��YI;A����!�K���;A��EA;�!��8��������9=���"���h��!�;A�L��;�!�����#"¾>�����(�����8���+EcG�;��:���������
E��B�M!����L���� "��;A�����T[���������}����\X��>�h��!����p���� ��:�� �!���YI;A�F��G��pÁ5 "!C�B��	�	�����YI;�K�<���G�K�	�!� ";\�D�L�������T���������"�(;A��9e�T[���9g;A9Ü/

δFt = 0
+ ¿�#H¿ È ,

Æ7�����e	5��;\�>ip��!��W���M�AK�9=��������KW	���!3���=�A";�!�� + ¿�# Å ,L#5V/ �;�!^����9:	A���Â�A��!^��G�K���!��Â��;�!��"}����g�8�����8;������gjk���y��EA���A�^;��
�8���7;A����E���9=�������� ��A�����5	S �;A!B;����>K�	�!� ";\�D�L���M�^E��^jk �!�9:�>	A��!�������K���K�	A��	SK�EA��YI;��>E����I ���;�9=�

V
}IEA�^�����L���� ��

S�L��E��g�� ����;A��;�!
l
# | ��;\�������������D�>���eEAKp�A�A�y���� ���E��g���e�� ��"�M!������"���gEA��ÆF��;A�M�"X + EA �����K8�W���?�����A�L[��gr�,��L�

���
����EA�ÂÁ5K�!��8���������D�$/
σ =

Ft
St

+ ¿�#H¿�Ð;,

δFt = σδSt + Stδσ
+ ¿�# ÃDº ,

| �
;\�M�����������"�^������ "������!C�������� ��OE��>�D "��;�9:�0/

δV = ltδSt + Stδlt = 0
+ ¿�# ÃA¸ ,

Æ7�����:!��p�������"�><�K���!���!��</
δSt
St

= −δlt
lt

= −δε + ¿�# Ã »;,

¸8º�Å
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F

l

x�yez | ¿�# Å = �� �9:���D�3 ��Z��	�	A��!��! ��3���:�h��!����p���� ��
�� "!���EcG�;��
���������cE��>��!����L���� ��O;��A���T[��������

| �
�8 �9gR��������"� + ¿�#H¿ È ,L} + ¿�# ÃDº ,F�L� + ¿�# Ã »�,�/
δσt
σt

= −δSt
St

= δε
+ ¿�# Ã ¿;,

PQ��!��8���T���� ��
�A�������UY\;����8GH��	�	5�����������U��!��y��N�!���E��WÆF �������E�N8!�����Æ7 "� È É � ���h�3EA ����0/
δσ

δε
= σ

+ ¿�# Ã�Ã ,
Æ7�L�����3!������T���� ��b9= ��"��!��^YI;��^��������9=�y���3EA�3E�;A�L�������y�MK3���h�F�T���������"�M�3�� �!���YI;A�3���W	S���D���3E�G�K��8!� �;�����������>�T���������"�
;��A���"������;�!>�8!��y����YI;A��}5��G����h�U���b�� ����� ��?E�G�K��8!� �;��������������!��y����YI;�� � r>��� È ¿�R � #-ÆF���8������;��J�bKp��K�jk���y�UEA���A�>;��
�8����;A����EA��9:���A���� ������8��}5����	���!����!���	�������;��y�����D�U	�!� �	S �����EA��9: \E�K���������!����b�� \�8���������T���� ��a���I����;A�?��!��y��N�!��
��!���E���9:�8������ ����A����#
m}8Am}8?� ; X i�O5NB@B6�G8K;@ X 4ði�2�NeGöN X CGaNB@F6�GZK;@ X 4ði�2�NeG�i�ODC X 9A[\GZK;@ X 4

PQ�O�� I�t���������T���� ��zE� "�y��iL��!��:��;��e�� �9=9:�e;��A�eR���j�;A!��8�T���� ��\/Q���L���M�=RA��j�;�!��8�T���� ��z	�!� 8�������"��EcG�;����e�����\Í
�;A����!��y��K_� V/�L� º�º#� ��;a���y�D�8��;aE��:���l�� "�+E��:�� �9:	5 �!C���89:���"�T#�¾>�:�� �9�R�!���;�[Z�M!�������;�[?	5 �;�!U���{9: \E�K���������!
 ��"�gKL��K:���D��!���	A!����U�p�W;����:�� ��AE��y�M�� ��aE��:�� \�8���������T���� ��d���h�W;A���:	S��!h���:E�G���������	\�������y�MK:E�;d9: IEA;������M���A����"�
� r^��� È ¿�� � }5� ���>Ì�É � }5� V5r>ñ È ¿ � #IÆ>G��8�C�F<UEA��!���YI;cG�;�����R�����E��3E����� I�8���������T�M�� ���}DE� "�"�B����	A!������8��	S�����h�BKL�D \YI;�K
��;�!����g���;�!�� + ¿�#¼»�,p}����h���8!�K�K���#�r^;l��!����D�8!���E��U���L���M��R�����E��"}����SX
��	5��!C���UE��������� ��D�����I;��y�MK�EA������!h�M�������8�
E��8���� �9:	5 ������"�M����E��8���M�A��9:	���9=K��8���A��YI;��8� + �� ��D��!������D�����L��E�K�j� �!�9=�T���� ��P,L}-���l�� ��"�����\;��y��K��cG�KL�M���"��	����
��K8������������!���	5 �;�!B�DK�!����A��!F������K�Y\;A�T���� ��A��E����M�A��9=	��8#AÆ7��	5����E����"��������E������� ��"�M���I;��y�MK���E� ��y�D���D�3���D ���!�;��A�
j� �!�9:��RA�����?	�!�K8���������� �9=9:��9= ��"��!�K�E����������b��;��y�M��E�������	���!����!���	��A��#�Æ7���8������;��J�bKL�MK�jk���y�U	���!�Ñ������
� Ñ����tÌ Å#� }:� Ñ3Ñ^Ì�É � 9=�����U	5��;\�����g�M!� �;\�I��!��� �;A��EcGH��;\�M!�����jk �!�9:�8�0� r>Ñ^Ì�Ì � }:� V��8� È ¿ � }:� V5r>ñ È ¿ � }:��V��L� º�º�� # ¹ �
jk��;��3E�GH��RS �!�E{�DK�!��Â����!�������K�YI;��T���� ��A��E��U�M����9:	A��<:�����D ���!�/

E��y� (
ṄT
)

= 0

G =
�!���E

(V )

+ ¿�# Ã É�,

r^���A����YI;A�U������ ��cE����� �9:	5 �!C���89:���D�$/
Ṅ = L : G

+ ¿�# Ã"Å ,
¸8º Ì
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¹ ��jk��;\��!���~h �;\���8!^<e�������e�����>�� ���EA�y���� ��A�>��;�[O����9=�y�����>����E�K�jk �!�9=������ ��� �;����Z�8 ��"��!������"����#Sr>;���;A���Wjk �!����
E��7�D "��;�9:����G����h����;A	�	S "��K8�������!+��;�!+�����CX��C�MN�9:��# Ä ��!� ��D���� ��MK����(���I����;A�:����EA�����

+
�� �;������(�����(�!����AE���;�!��

���
EA���� "!���E��U����RA���AE��U�p�^���D����;�� − ������������E����������:RA����EA�UE����� I�8���������T���� ���#PQ���8 ���EA�y���� ��
������K89=�T����YI;���EA;{����;\�3E�;
�!���EA�����"�3E����7���y������������YI;���!�K���y�3����j� �!�9:�UYI;�GH���-	5��;\�3���D "��!
���h�$/

[G] = G+ −G− = κ⊗ λ + ¿�# Ã Ì;,
÷��

κ
E�Kp�����y�b���
�D���L�M��;�!b��9:	A���y��;�EA�OE�;_����;\�b�p�

λ
���d�� �!�9e�����Z<d���dRA���AE��OE��Z�� I�8���������T�M�� ���#7Æ7�p�����

�L[�	A!��������� ��
�8�C�^ �R\�M���I;��W<�	A��!C����!�EA;l���AK� �!�N�9=�UE��W����[ � ������� â���!�Ð�Ð � #
¹ �5j°��;\�t}\	5 �;�!��DK�!��Â�A��!7�µG�K�YI;�������R�!���}\Y\;�G�����Xl���y���� ��"�����\;��y��K�E��>���g�� ��D��!������D���>E��>	���!C���L��EcGH��;\��!��>E��>���

RA���AE���#-Æ7�����e!��L�������D��<eEA��!��gYI;��g���e	�!� �~C���L���� "��E�;O�����A���8;�!��L��;\[ZE��g�� "�"��!������D���g���h�����e9:i�9=�gE��W	���!C�
�L�^E�GH��;���!��UEA�U����R�����EA�</

ṄT+.λ = ṄT−.λ⇒
[
ṄT
]
.λ = 0

+ ¿�# Ã"È ,
| �O��	A	�����YI;����"�^������ ��cE��U�8 �9:	5 �!C����9=���"� + ¿�# Ã É�,FEA����� + ¿�# Ã"È ,�/

(
L+ : G+

)T
.λ =

(
L− : G−

)T
.λ

+ ¿�# Ã Ð;,
| �
���"�MK��!����D� + ¿�# Ã Ì�,FEA����� + ¿�# Ã Ð;,�/

(
L+ :

(
G− + κ⊗ λ

))T
.λ =

(
L− : G−

)T
.λ

+ ¿�#¼É º ,
Ä  ��y��/

(
L+ : κ⊗ λ

)T
.λ =

((
L− − L+

)
: G−

)T
.λ

+ ¿�#¼É ¸ ,
V/ �;�!�!����h���8!���;=	A��;���	A!� I�M�A��EA������	A�"X�����YI;A������jk��;\�7���3	A��������!B��;e9= �9:���D�B ;�=���WRA���AE���EA���� \�8���������T���� ��
��	�	���!��! ��T#\r �8�>9: �9=���"����<�}\���5�8�C��	S �������R�����E�GH��E�9=�L���M!��>YI;A�>���g�� ��-E��>�� �9=	S "!C����9=���"��E������F�L���A �!��FE��
����R�����EA�U�� ��y�3���:9:i�9=�U�"G����h�^<:E���!��

L+ = L− = L
#A¾> ���� + ¿�#¼É ¸ ,FE��L�������"��/

(L : κ⊗ λ)T .λ = Ljiklκkλlλj = 0
+ ¿�#¼É"»�,

Æ7�L�����UK�Y\;A�T�M�� ��O��EA9:�L�^E���;�[{�!����AE�����jk��9:���������3E��U�� ���;����� �����/
= Ä  "�y�+�M �;��(���8� κk �� ��D���\;����8}"���� �!�����GH��9:	A���y��;�EA��EA���(����;\�M�(���h�B�I;�������EA ����������cG X=��	A���(R���jk;�!��8������ ���}���-X
���8 ��"�����I;A�y��K�E������M�A��9:	���9=K��8���A��YI;��8���8�l�� �;��3	5 ����"�3EA;
9=����K�!�����;c#
= Ä  "�y����;?9: "�����>;A�?E���� κk ���h�U�� ��?�I;���}�<e�8��9: �9=���"�U��<b���QX?�b;��?�hX��C�MN�9:��E�G�K8YI;A�T�M�� ���������K����8#Pc���hX��h��N�9=��E�G�K�YI;��T���� ��A� + ¿�#¼É�»�,F��E�9:�p��;��A�>�����A���Â��K�E����� ���;����� ����8# ¹ �-�8�C�^���� �!���	5 �������RA����E�G�K��8!���!��
���L�����U�8 ���E��y�M�� ��
�� �;A������j� �!�9:�0/

det (Ljiklλlλj) = 0
+ ¿�#¼É�¿A,

]3�A�g!����������� ��?����9:	A���gY\;����A�gEAK�	S���AE�YI;A�gEA;�9= IE�;A�����M���A����"���eEA �����KL��K� �R\�M���I;�� � r>Ñ^Ì�Ì � }�� Ñ����tÌ Å�� }
� Ñ3Ñ^Ì�É � }8� V��8� È ¿ � }8� VSr�ñ È ¿ � }5� V/�L� º�º#� }"������ ��"�M!������"���3�L�B���UE�K�jk �!�9=������ ��=���"����!C���������A���"�B;A����YI;A��9:�8�"�BEA���A�
��G�K���!��y��;�!���E�;?9= IE�;A���W�M���A����"�T#�Æ>G����h�U�8�L������!������T���� ��³YI;A�/����!��l��	�	�����Y\;�K���	5 �;�!>�� "���A�� ���!�������9: �9=���"�
 ��O������ \�8���������T���� ��O���D����!C�������"�3�8�
j� ��A�L���� ��OE��8���t��!����L�MK�!����h����YI;A����9:K8�8������Y\;�����EA;
9=����K�!�����;c#

Æ7�p�����g!������T���� "�Z���h�����A���� ��;A��<=���=j� �!�9g;��������� ������Z	5�L���y�M���3EAK�j� �!�9e�T���� ��A�8}�����	5����E����"�>	5 �;�!3Y\;��W���
�8������;A�-!����h���3�"������E������-jk��;\��;\�����������8!7������ ��"�M!������"�M�>�A �9:���������U<g����	������8�>E��������� ��"�M!������"�M�>EA�UÆF��;��M�"XlE��
9=���A��N�!��:<{���D "��!�;��A��EAK�!��y�"�T���� ��³ "R�~C���L�M�y�D�ïÐ-�8�?j°���y�������U�pÁ5�L�M��EA��!� ��M�T�M�� ��³9=�T�MK�!����������:�� ��"�o)��8���L��K��#)
EA���A�B���^�8������;A�SE�;b9: IEA;������M����"���"�FE�;bjk���y�FEA�3��G�;������������T���� ��lE��^���W�� ��"�M!������"���^�A �9:���������^�L�FE�;b�!���EA�����"�
E����F���y�����������8#
¸8º�È
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m}8Am}8A� B @BNFGH4ð6�7�9�Ne2P6_C`9A@{K#gP9�256_i�2 � @�CÏ7�9;CGZK;@ X 4

Pc��	���!����!���	��A��	�!�K��8K�E����D����	5��!�9=���FEA��E�Kp������!F;��{��!��y��N�!��UE���R���j�;A!��8�T�M�� ���}����-���
�L[����h�������8	S���AEA���D�
E�GH��;\��!��8��#�Pc�:�L��R����8��; + ¿�# ¸ ,�E� ����A�e�����gE��ÂÁ5K�!����"�����áX�	5���gE��eR���j�;�!��8������ ����8#�PQ�O	5��!C���eE��b	S ����y���y���y��KeE�;
��!����������FEA;u������ ��AEu �!�EA!��{���h�e��;A��������	A	S����K��{��!��y��N8!��{E�� �^������#+Pc�{��!��y��N�!��
E��{	S�8!C���{E�GH��������	\�������y��K
j� �!C���
;\�M��������K>	A��!7�L[���9:	A���>	A��!Fñ^�����������l�L� Ä �M��!��pXD��!�� ñ Ä Ð�¿ � E�K8��!��y��;��A�^���A�h�M��R������y��K>�� I�t�����<� @}�^Ð ¸�� � â���!�Ð"Ð � �L�
�� "�
��� �R������U�8 �9:9:��������;��cE���Ñ����8��� Ñ����tÌ Å#� #APc�U��!��y�MN�!��UEA�U	5 ����"�3����9:�y�M�UEAKp�A�A�y�3;��A��R5 �!��A�U��;A	SK�!�����;�!��
� â���!�Ð�Ð � ��K8	A��!����D�3K��8!� �;������������	S ����y�M��j��L�^��K�"������já#

Æ7!��y�MN�!�� ¾>Kp�A�A�y���� �� r^;\�M��;�! �� IE��
	S�8!C���UEA�U	S ����y���Â���y��K

σ̇ : ε̇ = 0
�^������� �3����É È�� E��ÂÁ-;��

E�;{��!�����������E�;O���8�� ���EO �!�EA!�� EA�L�
(
�hX�9

(L)) = 0
 �;O�� I�8��������K

	S ����"�3����9=�y���
σ̇ = 0

E��ÂÁ-;��
+ ����;�����E��U!���E� �;A����������9:���D�¶, EA�L�

(L) = 0
 �;O�� I�8��������K

	S�8!C���UEcG���������	\�M�����y��K�j� �!C��� EA�L�
(n.
�hX�9
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E�GH��R5 �!�Ea9=����K8�:��;�!����:9= ��� \��!����h�M���(���d9: ��"�M!����"�T}����d	���;��8}c��G�����øA;A�����8����!�N8�
j� �!h���{E��{��G� �!������D�M�T���� ��Ë��!����h�M������ ��!���	A����YI;A�{��;�!����?	S��!h���lEA�lEA;��L�M�����y��K�# | ����;��y���"}/���{�8���:	5 ��yX���!����h�L���������
����!��b�8�"���������K����?j°���������"�����b9:i�9=��KL��;AE���YI;A��	5 �;�!>����9= ��� \��!����h�M����# | ���A��}5EA����ÆFPQq_���8!� ��"�>�M!�����K��8�
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Condition suffisante
d’unicité

Critère Global Critère local

Condition suffisante locale
d’unicité c’est à dire

Positivité du travail du second ordre
équivalent à la définie positivité

.

du module tangent L

Hill [Hil58]

Ellipticité forte des équations différentielles
gouvernant le problème en vitesse local

g    n:L:n    g>0

acoustique n.L.n sont réelles et positives
Les valeurs propres de chaque tenseur

Pas de localisation de la déformation Rudnicki et Rice [RR75]
Ellipticité des EDP du problème local en vitesse

célérités réelles des ondes d’accélération
det n.L.n>0

(5)

(1)

(2)

(4)

(3)

dv>0
..

: >0
.

(1) Pour un movement plan isochore
(2) Pour une plasticité associée
(3) Seulement si toutes les valeurs propres de n.L.n sont réelles
(4) Pour une plasticité associée
(5) Pour une plasticité associée, une cinématique contrainte sur toute la frontière

du corps et des conditions homogènes avant bifurcation

∆Σ:∆Ε Σ  Ε

x�y{z}| ¿�#¼Ì = Ñ��8���T���� ��A�����"��!��U������EA�ÂÁ5K�!����D������!��y�MN�!�����EA�UR���jk;�!��8�T�M�� ��
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x�y{z}| ¿�# È = ¾>Kp�A�A�y���� ��
EA����E��8;\[
����"������!��8	�!�K������D�M���"�^��G� �!������D�M�T���� ��OEA�U�����A �!�9e�����

rü!�³ $ . 4D( | 2Á0F254 ÅÆ(w0 | .h2Á0F25. 3 4ô4Á(W* | 0 ve%+*�2S% 'g% ')(�,c25. | .h2 . vy%z(W* | % '{%�1w%�õ
,�*�.�4�2Á0 |

Pc �!���E������b��!����A���y�M�� ��³EcG�K��M���8�������8}-���+���h��	S �������R����:YI;��:����!C�M�������U	��AK��� �9=N������U�� ������"�W9=����Y\;�K��U	A��!
�����g�pÁ5�p���gE��e9: 8XD�8�����"#/Æ>G����h��	5 �;�!�YI;� ������ejk���Â��E�G�KL�M;�E����8!���GH�pÁ5�L��EA���g	A��!���9=NL��!����W9e�T��K�!�����;�E�GH��RS �!�E
<���G�K��M�A�������³E�;w9: "�� I��!����h�M���>	5��!�9=�L�
EA�?�8GH��Á-!������M�A��!{E��³�����
	�!� �RA��N�9:�8��#�Æ7���
�pÁ5�L�M�{����!� ��D�O������;��y�M�
�� �9=	A��!�K��><e����;�[Z �R\�M���I;A�^EA�����>���g�8���>E�G�;A��	S ��yX���!����h�M����	5 �;�!^KL��;AE�����!^�8G����cX��eE����>�pÁ5�L���>	�!� �	�!��8�>��;
9: "�� : ";O��;O	S ��yX���!����h�M����#
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jk��;��t}Q<
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ν
#-PQ�b�� ���;\�M�� ��?���l	���;�������9=	������� ��A�����C�M��<bR�������XD��!���G����A���89gR�����E�����G��8��	�������E����� �!������D�M�T���� "���8#5r

���y�M!��WE�G��L[���9:	A����}����:�A�;A!�� + ¿�#HÐ;,�	A!�K������"�M����GHKL�D ���;\�M�� ���}5��;Z�� �;�!��3EA�����=EAK�j� �!�9e�T���� ��c}�E�;ZE�Kp����!�9=���A���D�
det (Ljiklλlλj)

 ������=EA��!����L�M�� ��
λ
E�K��8!��y�^�� �;\����G�����	A�����g�� �!��>E�G�;�������������E�����!����L�M�� ���;��A���T[��������g��;�!^;��

9: "�� I��!����h�M����EA ��"�3�����3	A��!���9=NL��!�����9=�T��K8!�����;\[
 ��"�^KL��KU�M�A ����������� "9:9:������E���Y\;�KUE������������M��R����t��; + ¿�#¼»�,L#
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9: �9=���"�3 ��
������ \�8���������T���� ��
E��?����E�K8j� �!�9e�T���� ��x���D����!C�������"�t#�V/��!l�� �;��8�>E��?������!C��K�}F;����?����;A���?����!�������E���Y\;�K��?E������{�M�A���8;��
E��8�U�8���>�M���h��K��8#�PQ�{E���!��8�L���� ��aE��:���{�� �!�9=���������b��!�N��Ujk �!C����9=���"�WE�K�	5����EA!���E��:��G� �!������D�M�T���� "�aE�;
9: "�� I��!����C�L���-E�;{jk���y��EA�>���W��!�N��F�!�����EA�����A���� ���!� �	A����E�;{�� �9=	S �!h����9:�8�"�������� I�8��K��U<���G� �!������D�M�T���� ��
��!����h�L������ ��!���	A����YI;A��#

PQ�a�A�;A!�� + ¿�# ¸8º ,:	A!�K������D���O	A��;�������;�!��e�����������bE��
��!����L���� ��_��;�!eEA���e9= ��� I�8!����h�M��;\[ E� "�"�l��G� �!������D�M�T���� ��
��!����h�M������ ��!���	A����YI;A�
���h�=����EA��YI;�K8�{��;�!:�M�A��YI;A�l�A";�!���#(Pc����!�N8��jk �!C���
E�K�	5����E��������{EA�{���³E���!����L���� ��ËE��
�� I�8�������������� ��Z������<:�����>EA�g��G� �!������D�M�T���� ��?��!����C�L������ ��!���	�����Y\;��g�8�C�UR������? �R�����!C�DK8�ïÐS���:��������;�!>E��g���eEAK�j� �!CÍ
9=�T�M�� ��z�� ""��!��y���A9:��YI;A�l<Z	���!C����!gEA�b����YI;A�������b���l��!��y��N8!��b���h�g�DK�!��Â�AK=�"��!����bR5�8��;A�� �;�	z�������{��;�������#/¾����A�
���
	A��!C�M���:��;A�y�����"�M�:��G� "!������"�M������ ��d�L�g���
	5 ����y���� ��dE��=���{R�����EA���D ��D�giL��!��=KL��;AE���K����8# ¹ �(jk��;\�gR����8�a�A �����!
YI;A�:���8��E��8;\[d����"������Y\;��(E�Kp�A�A���������"�g���
RA���AE��:	5��;\�I���"�giL��!��=EA�ÂÁ5K�!����D���W	S �;A!UE��8;\[a�����������W���� �!��WYI;��
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x�y{z}| ¿�# ¸tº = qA �!�9:��E������gj� ��A�L���� ��{EAKL����!�9=���A���D���L��E�K�j� �!�9=�T���� ��{<�����YI;A�����������"����!h�������"�����g�� \�8���������T���� "����Oj� ����L�M�� ��OE��U��G� �!������"�M�T�M�� ��O��!����h�M������ ��!���	A����YI;A�U�����y������������ �!���E�G�;��O����������E�����!����L�M�� ��O;�������[��������

��GH���A����{���D��!��{���?RA���AE��{�L�=���?E���!��8�L���� ��uEA�l�L�A��!���89:���"�=�� ��D�=��E����D����YI;��8��#+¾����A���M������;��uEA����YI;��T��!��
�8���3!���	�!�K8���8�"��K��3��;A!������A�;A!�� + ¿�# ¸tº ,L}A	���!��� �;��8��EA������9:	A�������y��K�}A����;A����;��A��E����3ò� ��A���3E�����G�����	A������EA�����
������YI;A��������������X?�l;��?E�Kp����!�9=���A���"����K�"�T�M��j(���h�U9= ��"��!�K���#-V/ �;�!������� �!������"�M�T�M�� �����	���!C�����8;�����N�!��8���M�� ����������
������}/���7��	�	���!��! ��:;����b9�;��y����	A�������y��KlE�����ò� ����8��E��b9:���A��9g;�9 E�;��8����;�[��hX�9:KL�M!�����������K��8��<����Z�h��!�;A�L��;�!��
��;AR���YI;A�U�����D��!�K���#
m}8��48A: C 9A@e254aK#GZK;@ X 4ð2`KME X 6�@{K;@ X 4ði�2�NeG � GH4�i�2ki�2�N X C�GaNB@F6�G8K;@ X 4

¾����A�3���L�����W	A��!h�����W��G�KL��;AE��WE��W��G� �!����8�"�M�T���� ��ZEA�����=R�����EA��E��W�� \�8���������T���� ��?�����A���QYI;A�������M!������WEA�����
����	������OE�;
�M����!����9=���"���D ��"�^iL��!��UKL��;AE���K����L�^�� �9:	���!�K��3��;\[{!�K8��;A�y�M�T���3������������YI;���9=���"�^ �R\�M���I;��8#

Ä �
θ1
�p�
θ2
�� ��"�������:��������8��YI;��BEAKp�A�A�������8�"�����Z�A �!�9e�����l<����ZRA���AE��bEA�b����������������9=���"�:�� ��MK��

nloc���� �!���/

nloc =




cos (θ1) cos (θ2)
sin (θ1) cos (θ2)

sin (θ2)


 + ¿�#¼É Ã ,

Pc �!���E�G�;��=�8�������AEA�7��!����L���� ��e;�������[���������E�����������EA��!����L�M�� ��=E�������9=���A����^��	�	5����K�� ¸ }"��GH���A�����j� �!�9=K�	A��!(���
�� "!�9=�����U��;{	������{E����� \�8���������T���� ��
�L������EA��!����L���� ��{E����M�A��!����9:�8�"���� ��MK

θloc
�����8������;A�������{!���9e��!�YI;����"�

YI;A�</
−→
X1.
−−→nloc = ||−→X1||.||−−→nloc||

�� �� (−→
X1,
−−→nloc

) + ¿�#¼É�É�,
¾�G� �� /

θloc = arccos (cos (θ1) cos (θ2))
+ ¿�# É Å ,

PQ�W�L��R����8��; + ¿�#H¿;,7!����!� �;�	5��������E��ÂÁ5K8!����"���8���� �!�9=��������YI;��5�DK�!��Â�����"�3���U��!��y��N8!���EA�UÑ����8��	5 �;�!�������YI;��T��!��
 �!����8�"�M�T�M�� ����7��!����h�M�������������7E��^�����A�;A!�� + ¿�# ¸8º ,L#�Æ7���M��R����t��;b9: ��D��!��^YI;��^���WRA����E��^E��^�� I�8���������T�M�� ��bj� "!�9:�
;��{��������>E�G����D����!� �� Ã É ◦ ���D���>���WE���!����L���� ��lE��^�L�A��!���89:���"��EA���A�(�M �;��7�����7�8���8#�ÆF�L�����>RA���AE��^���h�F���ljk���y�
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��� Ô��SÜkÛ°Þ�×w~�� � ÞLÜkÛÒÝpÞ�×�ØD×�Ø#�Dw�Û°ÜkÖ ÜkÛ�U�Õ�Ô�Ù�U�Ù.�\Þ�� S ×Ê� R ÞLÚ"��ÖyÔ"Û°Ü R#S ØD×Æ¿�ÜBw�×
���y��;�K8�e��;�!g;A����ï"���bE� ��"�����bE���9=�yÍá���A����l��;z�� �9:9=�L�����h��EA� Ã É ◦ }��M�� ����bYI;A�����h������������ "!�E����D���b���8���!����"��;\[
E����>���I;���� �>���AÐ�Ð � #

¹ �Ajk��;��B��;A�����AKL��;�EA����!+���U	5 ����y���� ��=E������>��!�������E�;=	������=E����� I�8���������T�M�� ��=	���!+!���	A	S �!h�B��;=�M�A��!����9:�8�"�t#
¾������+���F	A�����:E��F���3�Mï�����}���G� �!������"�M������ ��:E��F���^��!����8�FE�;�	A������EA�F�� I�8�������������� ��:���h�(E� "����K���	A��!J����j� �!�9g;A����/

θpos = arccos (sin (θ1))
+ ¿�#¼É"Ì�,

Pc���Q�"������;A!��/E��7���L����������7	5 �;�!/�����/EA�ÂÁ5K�!����"���J9: ��A I��!����h�L��;\[gKL��;AE���K��/�����\�� ��"�+�� ���������AK��JEA���A�/�����M��RA���8��;
+ ¿�#H¿;,p#A¾����������U�8����EcG�;��
9=����K�!�����;O���� ���!� �	5��}� ��
E��L��!����y����!� �;��D��!����g�������8;�!�������������YI;��UEA��É Ã ◦ +  "; ¸ »"É ◦	A��!e�hX�9:KL�M!����-,L#BÆF�L�����
��������;A!=���Z!��L��!� �;\�D�O	5 �;�!=�8��!C�M�����A�eE����e9: ��A I��!����h�L��;\[��M���h��K��e9=�����e	A���=	5 �;�!
�� �;A�BEA;bjk���y�FY\;��^���^�� "9:	5 �!C����9=���"�F9: "�� I��!����h�M���������l���h�B��!�N��F���A���� ���!� �	5��# ¹ �Sjk��;AE�!��WKp��;�EA����!B���W	5 ����y���� ��
E��?���L�����?RA����EA��EA���A�l�����8���lE�;x	S ��yX���!����h�M����}7	S �;A!b����YI;A���^�����8 �9:	5 �!C����9=���"�{���h�
RS�8��;A�� �;�	x9: ����A�
�������� ��M!� �	5��}��L���IK�!��Â�A�8!��������:RA���AE��UEA�U�� I�8�������������� ��O���h�3RA�����O�����������AK��UEA�WÉ Ã ◦ EA���A�����U	������
EA�U���g�Mï�����#Æ7�p�����U	A��!C�M���U��EA ����U9: ��"�M!�K�E��8;\[l�M�A ���������9:	5 �!C�M���"���������
����YI;A�-�� ��A����!��A��������R�����E��8�FEA���� I�t�����yÍ
���T���� �� /

= PQ�b�� �!�9e������YI;��Q�DK�!��Â���g������!��y��N�!���E���Ñ����������h�����y��;�K8��}5	S �;A!^��G����A���89gR�����E������8���3���8�C�MK��8}S��;�!>;����ï��A�UEA ��"�3����E���9=�yÍá���A�������;O�� �9:9=�L�3���h� Ã É ◦ }A���UY\;����� �!�!�����	S ��AEO��;�[
�T���M���"���8��#
= PQ����!������³EA�³���uRA����EA�³E��a�� I�8���������T���� �� ���h�O���A��������K��aE��dÉ Ã ◦ 	���!{!���	�	S "!C�Z<�����E���!����L���� �� E���� ����������y�L�T���� ���E������g����!C�M�������W�8���g9=�����W	����W��;�!U�� �;A�WE�;dj°���y��E��=���{��!�N��W�!����AE��e�������� ���!� "	����eE�;
�� �9=	S �!h����9:�8�"�39= ��� I�8!����h�M���������c#

m}8��48nm � 4ED}7J284:C�2ci�2P6_E�Gâ9�Ga[\g`K�9�2P6_E ]af:6�@F^J7:2P6_6�7�9�NeG�EÐ2P9#K#2ci�2ci 7�CK;@BNB@{K#O
¾����������:��;��y����}���G�����øA;��8�����UEA����EA�ÂÁ5K�!����"����	A��!���9:Np��!�����	��"X�����Y\;�����E�;
9= IE�N8���U��;�!�����	5��!C���UEA��EA;��LÍ

�������y�MK>���:iL��!���KL��;AE���K���<:�����D ���!�/
= Pc�U	���!���9=NL��!��U����KW��;O����R�!���	A��!��� �;�!���9= 8XD���OE����3E������� I�8�T�M�� ���� g0

}
= PQ��EA���C�L��������E�GH���A�����A�����T���� ��O��!��y�M��YI;�� yc }= PQ������������ ��O��!��y�M��YI;��������y��������� τ0

c

}
= PQ�7�L����������E����!�������Y\;��"EA ��y�/iL��!�����E��8�"���Â��K��(�� "9:9:������������E��(��G�K8	�!� �;��D�L���M�(	A;�����YI;�GH�����������(�� "9:	5 �!C���YI;cG�;��
����;A���!������c#

V/ �;�!+��������}������+	���!���9=NL��!��8�+E�;��M��RA���8��; + ¿�#¼»�,/����!� ��"��;�����������K��(�L��;��:	A��!���9:NL�M!��F����!���9: IEA�Â�AK����:"��!�E����"�
��������;\��!��8�g�� ����h�M���"���8#�Pc �!���Y\;��b���eEAKL����!�9:���A���"���8�C���8������;A��K�}����
��������;A!W �R������\;��e���h���� �9= ��N��A�b<Z;��
9: \E�;������M���A����"�g��;a��;�R5��#cV� �;A!� �R������A��!�EA���>��������;�!���	���;��U�8 ��"�D���D���� ����A���������8}����+��;�é:��E��:�8������;A����!U���
!����������l��;�RA��YI;��lE�;�E�Kp����!�9=���A���D�t#/Pc�l!�K���;A�y�M�T�:����!��?���� �!����� �9= ��N��A�{<�;���9: IEA;����e�M���A����"�:�L�:	���;A�
�� �9=9: IEA�><WKL��;�EA����!�#\Pc���B�A�;A!���� + ¿�# ¸�¸ ,B< + ¿�# ¸�Ã ,�	S��!�9:�L���M���"�FE��^EA ������8!������7�8 �������;A���� ����7��;��y�����D������/

= V/ �;�!{�M������;��wE��8�{�8���b�M���h��K��{�����"������;�!{9:���A��9=�����³EAK���!� # ��Oj� �!C���89:���"�O�L�O!���	A��E���9=���"�O���³YI;���� �!�!�����	S ��AE:<���G��8�"��!�K8�F�8��	A�����h�������y��K"}�	�;����+����EAK���!� "���������A������ ��"�M���I;���9=�����+EA�Fjk���� ��:	���;A��)������"�M�)t#
| ���A�c}Q�� �!���YI;��e���O	5��!C���eE��eE�;A�L�������y��Ke���h����;�!W���e	S "���"��E�G�iL��!��e�����������D���e���
EAK���!� "���������A���e���=j°���y�
	���;A�W!���	A��E��=	5 �;�!W �R\�M������!WE����U�"������;�!��W��K�"�����y�D���gYI;����� "�"�g�����W����9:�y�M���WEA���"������E��y��KeE�;�9: \E�N����
	�!� �	S ���K�#

= V(��;������U	A��!���9:NL��!�������K���;
����RA!��U	A��!��� �;�!���9: 8XD���OE�����EA������ I�8�T���� ��������h���!�����Ec}�	���;A�����U����R�!��U	A��!CÍ�� �;A!���9: 8XD���A�FEA���FEA������ I�8�T�M�� ��������h����9:	5 �!C�M���"�t#�¾> ���������9e�T��K�!�����;{	5 �;�!�!��g9= ������������� ����� �����EA��!
+ ¿�# ¸"¸ �;,F�L�3���:E�;A�L�������y��K�����!��:9: ����A����9=	S �!h�M���"�M� + ¿�# ¸�¸ R5,L#

= P(G��pÁ5�L��E������lE����h�M���A����E�GH���A�����A�����T���� ��³��!��y�M��YI;����8�C������9:��������!��:<b�8����;��/EA;?����R�!���	A��!��8 �;�!���9: 8XI���E��8�(EA������ I�8�T���� "���8}"���=��Á5�L�B���A;��e9=�T��K8!�����;e�U;A����E����h�M���A����E�G¼���������A�����T���� "�=��!��y����YI;��3jk����R����3���� �!������
	5��;\�3�h�� I�Mn"��!�E���	���;������
	A��;���E��UEA������ I�8�T���� "����E� "���U����!�K8�����h�M��������<����:E�K�jk �!�9=������ ��O��;��9:�8�"���
+ ¿�# ¸ »��;,L}\	A��!B���W9=i�9:�^ I�8�8������ ��b���WEA;��L�������y��K>��;������ + ¿�# ¸ »�RP,L# ¹ �S���h��<W�� ����8!�Y\;��^�� ��b�pÁ5�p�F���h�B��!�N8�
����������RA���U��;�!���������9=�y���UEA�UEA;��L�������y�MK����� �!��3YI;�GH������G����h�39= ������3��;A!������� ���EA�U�� �9=	S �!C�M��9:���D�t#
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x�y{z}| ¿�# ¸ É = | ����������EA�=��!����p���� �����;A!gE��8�g9= ��� \��!����h�M��;�[�E��b9= ��yX�R5E�N��A�l<ZEA�ÂÁ5K�!����D�����W����9=	SK8!��T��;A!����� Pc;�jkÐ ¸��

= P(G�����ø�;����A���(E��(�����8�������� ��W��!��y����Y\;��(	5��;\��iL�M!��(�� �9:	���!�K��B��;\[>��!�������;�[UE���Pc;�j��}� Pc;�j°Ð ¸�� YI;��D��!�K8��������KEA�����8���������3E��>��!����p���� ��O��;�!�E�����9= ��� I�8!����h�M��;\[{EA���� ��yX�RSEAN����UY\;��� ��"�^����9:i�9=�>)�	A�"X�����YI;A�)3E��
��G�K��8 �;�����9=���"�+	A�����h����YI;A�BYI;A�B�����+��������!���#�Pc���/!�K���;��y�M�T�M�/ �R\���8�I;��/�� ��D�J9= ��"��!�K��/��;�!/�������;�!�� + ¿�# ¸ É�,L#
¹ �JXa���h�W9= ��"��!�K:YI;A�:	A��;�����G��8�������(���h�gjk���y��<
;���������9=	SK�!��T��;�!��:jk����R�����}c	���;������
����9=�y���=K������h����Y\;��
��;A�9:���D���g�L��	���;A�^���eE�;A�L�������y�MKWEA��9:���\;���# Ä ��}S�������h�U��E�9=���^Y\;��g��G��pÁ5�L��EA�g���:����9:	5K�!�����;�!����e;��A�
	A!�K�E� �9=���A���A���W��;Z�A�y�D�8��;ZE��W�����"��!����T���� "�ZE������=����9=�y���WK������h����YI;A�W���� �!��3���=9:i89:�W����øA;A�����8��YI;��
E������������F��!�������;\[
E��WP�;Aj�� + ¿�# ¸ ¿��:�L�3R5,7���h�3!��L�M!� �;\�IK���#

= P(G��pÁ5�p�BEA�������M���������3EA����G�K�	A!� �;��D�L�����3���h�7����9=i�9:�3YI;��3������;A�A�8���8 �9:	���K�/D	���;������3�!������e���h�����=	A��;������9=�T��K8!�����;O���h�3EA;�! + ¿�# ¸8Ã �;,F�L�39= ����������Q�����:	S �������R������y�MKUEA�U���UE�K8j� �!�9=��! + ¿�# ¸8Ã RP,L#
m� �;A�>������!�K���;��y�M�����>	S�8!�9:�p�������"�UE����"������E���!>YI;������y�M�T���y�M�y�D��9=���"�U��G�����ø�;����A����E����>	A��!���9:Np��!����>	A�"X�����YI;A���
��;�!3������ �9=	S �!h����9:�8�"�t#�¾�GH��;���!����������h���^���D���WE����3 "!������"�L�T���� ����^��!����h�M������ "�!���	��A��YI;A���3E��ÂÁ-K�!����"�M���3 ��"�>KL��K
9:�8��K����L�3��G�����øA;��8������EA����	A��!���9:NL�M!�����	A�"X�����YI;A���7���g�� �;�~h �;�!���E����������U9:i89:�������A��}����UYI;����� �!�!��8��	5 ���E
R����8�O��;�[
�T���M���"���8��#

m}8��48?� � 4ED}7J284�C2ci�2�NeGö[\G8K�9A@FC�2ciz��OPC`9 X 7�@F6#6�GZja2c6�7:9�NeG�E}2P9#K#2�i�2ci�7�CK;@BN�@{K#O
¾����A�F���L���M�>	A��!C������}���G�����ø�;����A���>E������gjk �!�9:��E������g9e�T��!����8�>EcG�K���!� �;A�������������;A!7���g	5��!C�M�>E���E�;��p�������y��K

E�;
9: ��A I��!����h�M���-���h��Kp��;�EA��K���#�V/ �;A!F��������}�Y\;A�T��!��^�áX�	5����E�G�K8��!� �;�����������UE��ÂÁ-K�!����D������ ��"�3E�Kp���������� �9:9=��/
= P(G�K���!� �;������������������K8����!���E�Kp������	A��! Hgh

lin = h ∗ agh  �� h �8�C�^;��
	���!���9=NL��!��W<���EA���"�����A��!�}
= P(G�K���!� �;������������Ñ���;�RA!���ò>E�Kp�����S	A��! Hgh

reu =
h1

(τ gc − τ g)h2
agh

 ��
h1
�L�
h2
�� ��D�FEA���7	A��!���9:NL�M!����F<

��EA���"���Â����!�}
= P(G�K���!� �;�����������:ÏB I���eEAKp�A�A�(	���! Hgh

voc = h1
h2 − τ gc

(h2 − τ g)
agh

 ;�
h1
�L�
h2
�� ��"��EA���W	���!���9=NL��!��8�g<

��EA���"���Â����!�}
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x�y{z}| ¿�# ¸8Å = ¹ ��ø�;����A���UEA�U����9e�T��!�������E�G�K8��!� �;��������������;�!����U�� �9=	S "!C����9=���"�3E�;O9: ��A I��!����h�M���

= P(G�K���!� ";�����������b�� �9=9:�bEAKp�A�A��E����������b9:K�9= ���!��b	���! Hgh =
αµ

2
√
agkρk

agh
(

1

Lh
− 2ycρ

h

)  ��
yc
�L�
g0
+ YI;A�Q���D����!C�������"�UEA�����>���g�8�����8;���EA;�����R�!���	A��!��� ";�!��>9: 8XD�8���>E����>E������� I�t�T���� ��A�Ø,3�� ��"��E��8�

	A��!���9:Np��!����3<���EA���"�M�Â�A��!�#
PQ�b���;�!�� + ¿�# ¸8Å �;,>	�!�K������D����������!�K���;��y�L�T���U���a�� ��"�M!������"�M�=ëlE�K�jk �!�9=������ ��a	S �;A!�E����������������UE�����!����p���� ��
;��A���T[�����������;�!e;A�_9: "�� I��!����C�L���3EA ��"�l��G� �!������"�M������ ��Î��!����C�L������ ��!���	�����Y\;������h�lE� "����K���EA�����b���O�M��RA���8��;
+ ¿�#¼»�,p#�Pc����	���!���9=NL��!��8��E������� �����E�G�K���!� �;�����������U������K8����!���}AÑ���;�RA!���ò��L��Ï� I�8�U��XI���D��KL�MK��8����K���E��U9=���A��N�!��
<
���:!���	�	A!� I�M���8!UEA;d!�K���;��y�L�T�WEA ����AK:	���!����
�� ��(E�G�K8��!� �;A��������"�=��9:	A�� 8XDK��=������#QPc���g��;\�M!�����	���!���9=NL��!��8�
�� ��"�B���8�(9=i�9:����YI;������8;\[:�� ��A����"��K���EA���A�(���F�L��R����8��; + ¿�#¼»�,p#DPQ���A�;�!�� + ¿�# ¸8Å R5,J	�!�K8���8�"������G�KL�D ���;����� ��eE��
������������;A!BE�;lE�Kp����!�9=���A���"��9:������9�;�9ð��;b�8 �;�!��FE��^���gE�K8j� �!�9e�T���� ���#�Æ7���7EA��;\[e�A�;A!����79: ��D��!����"��YI;A��/

= Pc���JYI;��T��!��B�áX�	S�8�JE�G�K���!� �;�����������F��9:	A�� 8XDK��J	5��!�9=�L�����8�"�+E��7EA ����A��!/E��8�/!�K���;��y�M�T�M�+��������ò7����9=��������!���������8�gYI;����� ��A����!��A�g�����>�� �;A!�RS�8�^�� ��D��!������D����ë=E�K8j� �!�9e�T���� ��c#-Æ7��	5����E����"�t}S�����>	S�8�"�����>E�G�K���!� �;����hÍ
������3�8������;A��K�����	5 �;�!(�����BK���!� ";��������������������Kt����!���}IÑ���;AR�!���ò��L��Ï� I�8������9gRA�����"�B�A��	A����Kp�D ���;��8!���������ò
!���	A��E���9=���"�^��;
�� �;A!���E��U����E�K�jk �!�9=�T�M�� ��
	S ";�!����U!���	�	A!� I�M���8!FEA����G��p[�	SK8!��������8��# | �{��Á5�L�t}��L[�	SKLÍ
!���9=���"�M������9:���D�t}\���-���h�� �R�����!h�DK>Y\;��>����	S���D���>E�G�K���!� �;����������� + 	S ";�!7���������8����!��FKL�M;�E���K8�7���8��,��A�^j°���y�
YI;A�gE�K���!� � ���!��gE�;A!����"��;A�O��!���~C�L�U9: ��� ��� ����g�L���8�L���������8��EA�������g��G����h��	A���^RA����������9g;���K8�g	A��!^���8�
��!� "����9: IEAN������8#

= �����><b	A��!C�U��G�K���!� �;������������������Kt����!���}5�������h��	5 �������RA���gEA���DK�!��Â����!^������!��Â��N�!��gEA��Ñ������g	5 �;�!^���8�3��!� "�����;���!������8���8#�Pc����E�K8j� �!�9e�T���� ��A�F	5 �;�!F���8��Y\;������������8����!��y��N8!������h�F�DK8!��Â�AKU������ ��"�3	A����������9:i89:����E�;
jk���y��YI;��W�����^	S���D�����3EcG�K���!� �;A����������W���W�� ��"�>	A���^��E��8�"����YI;A���8# | �Z�pÁ-�L�t}�	S �;A!3�����M!���~C�L�>9= ��� ��M ����
����9g;A��K�������}�E���!���YI;��:���l�� \�8���������T���� ��a�8�C�g�T�����8���"����!��L�������D�W<lEA��!���Y\;������{	S���D����EcG�K���!� �;A��������"�:�
�T���M�����"��;A���U�"������;�!^��!��y����YI;A�WY\;���E�K�	5����E�E��g���e�� ���E��g�� �9=	S �!h����9:�8�"�<� r>��� È ¿�R � }�� �3�>Ì�É � #-Æ>G����h�
	5 �;�!=���8���aY\;���}B��;\[u��;A���eE����e	5���"�M���eE�G�K8��!� �;�����������Z����9g;A��K����8}����a�� "��EcG�K���!� �;A����������ZE��{ÏB I���
	�!�K�E��y�3;A���UEAK�j� �!�9=�T���� "�
EA�U�� I�8���������T�M�� ��O	���;A��	A!�K��� \���UY\;��U���8�����UEA��Ñ���;�RA!���ò�#

= Ä �8;������
9= IEAN����
EcG�K���!� ";�����������O	�!� "	S ���KO����9gR����Oip��!��O��� 9:����;A!��
EA�
9= IE�K��������8!=���Ojk���y�bYI;��O���	5���"���3EcG�K���!� �;A��������"�^��!�!��Â�D�^<����T��;�!��T���� ��b	S �;A!(EA����EAK�j� �!�9e�T���� ��A��j°����R������8#IPQ��EAK�j� �!�9e�T���� ��e	5 �;�!
����YI;A�������b���e��!��y�MN�!��bE��e�� I�t���������T���� ��z���h�W�DK8!��Â�AKb���h��E� ��A�e	���;A�Wjk����R����eY\;��eE��������� �;A�W���8�g��;\��!��8�
�8���8#
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VJ��!���9=NL��!��8� å�!������A�
τc0 [110] τc0 [112] ρ0 g0 yc DmoyÏB������;�! ¸8º�º
80
�?VJ�

80
�?V/�

1.0.109 9 −2 100 3
�A9

20 µ
9

�Ê����| ¿�# Ã = V/��!���9:Np��!�����	5 �;�!����g��������EA�T���� ��OYI;������y�M�T�M�y�D��E��U���:	S�8!C���UEA�UE�;A�L�������y��K�E�;
	5 ��yX���!����h�M���

rü!,À $ 1KJ�(W%(1�,�%Â'g%(4 v)0�*&03'5ó/2S*5%(4z' . ,�031�.#ÅÆ(W%(4�4D(g* | 0 ve%+*�2S%1'W%1')(g,c25. | .C2 .
')( vy% |:L ,�*-.�4�2Á0 |

ÆF �9:9=��	S ";�!>����9: ��A I��!����h�M����}5;A�b~C��;³E���	A��!���9:Np��!�����9e�T��K�!�����;?�8�C���M�� �������#�P��8��	A��!���9:NL��!�����9:KLÍ
�8���A��YI;��8�7�D ��"���"��!�����!���;\�M �;�!�E��U���F~C��;
E��U9=���A��N�!���<� �R�����!h�D��!�����;�!�����øA;����A�����p��KL�M;�E����8!F����	A!�K��������8�
 �;a�A ��aE�G��pÁ-�L����	�!� "	�!����W��;a	5 ��yX���!����h�M���+�K���K8!�K��U	���!U���b�M!��������y���� "�aE�G�K��M�A���������8#QÆ7�8�U	���!���9=NL��!��8�U�� ��"�
�� ��A�������K���EA���A�F���^�M��RA���8��; + ¿�# Ã ,p#�P+G�����øA;A��������E����FEA�ÂÁ5K�!����"����	A��!���9:NL��!����F9=K��8���A��YI;�������;�!7���g	5��!C����E��
E�;A�L�������y�MKUE�;O	S ��yX��8!����h�M���c���h�3KL��;AE���K��"}A<������D ���!�/

= Pc�U	���!���9=NL��!�������K���;
����R�!��U	A��!��� �;A!���9: 8XD���OE��8��E������� I�8������ ���� g0
}

= PQ��EA���h�M��������E�GH���������A�����T���� ��O��!��y�M��YI;�� yc }= PQ������������ ��O��!��y�M��YI;��������y�M������� τ0
c

}
= �����M����������E����!������ Dmoy

#
PQ�����L[I�M;�!�������!��:EAKp�A�A����<:��G¼����E���EA� ¸8º�º  �!������"�M�T�M�� ����3��!����h�M������ ��!���	A����YI;A���3E���9e������N�!���<: �R������A��!�;��A�
���L[\��;�!���YI;A�-���U!���	A	�!� I�M�A��EA���8�������UE�G�;A�
��������!�j���!�!��y����YI;A���8 �9:9=���8��;\[{KL��;AE���K��3��;
�M�A��	��Â��!��W»��M �;\�3���
��XI���D�7;A�:����9=	��BE��3�t������;��Sjk����R����"#IV/ �;�!BE�KL���8�L����!����39: "9:���"�F ��e���D����!C�������"�7���W	S��!h���3EA��EA;��L�M�����y��K^E���;\[
9:Kp���� \E������� "�"�3	5 �������R�������/

= Ä  ��y�����e�8!��y��N�!��bE��bÑ����8�e���h����	�	A����YI;�Kl<O�M�A����;���EA���g�!������A�g	S �;A!W�� ������! ���!��e���e9: �9=���"�� �������� I�t���������T���� ������h���T���������D����# ¹ �Qjk��;AE�!��=����	5����E����"�>���WEA ����A��!�;A�O�8!��y��N�!�����;A	�	���K89:���"�L����!��WYI;��Q����!��
���=j�!����L���� ��O�D ���;A9:��YI;A�WE��W�!��������^	S �;A!3������YI;��8���3���W��!��y��N8!��WE��gÑ������W�8�C�^�DK�!��Â��K�# | ���pÁ5�L�t}S���Wjk���y�
YI;cG�;����!������:���y�(�� I�8��������KF�cG����"��!��! ����7	����Jj� �!���K�9=���"�(���^�� I�t���������T���� ���EA;�	5 ��yX���!����h�M����#�ÆF�����>��;A	�	5 ����
EA ����UEcG����"��!� \E�;���!��U;��O��!��y��N8!��UY\;�����������!���	A��;��3��R��� ���;Z���� �!���YI;A�U���U��!��y��N�!���E��UEAK�	A��!h�3��G����h�t#

= Ä  ��y�����>�8!��y��N�!��>���h����	A	�����YI;AK���;l9= IE�;A���3�M���A����"���pÁ5���L�M��jcEA;l	S ��yX���!����h�M���-	S �;A!7����9g;�����!F���g�� I�t�����yÍ���T���� ��=E�������EAK�j� �!�9e�T���� ��c#�rx���L�������� ��AE��y�M�� ��:��<�}�������!��y��N�!���!��8�C�M����R��� ���;:�L�+�M!�N��+����9=	�����<�9:�p����!��
���O	�!��T����YI;A��#

PQ�W���;�!�� + ¿�# ¸ Ì;,�9= ��"��!��>����j�!����p���� ��b�D ���;�9=��YI;A�>EA�>�!�����������XI���"���� I�8��������K�	���!7!���	�	5 �!C��<������"������;�!FE�;
E�Kp����!�9=���A���D�39:������9g;A9s�� �!���EcG�;��O����������EA����!����L�M�� ��O	S �;A!�;A�
	5 ��yX���!����h�M���cE�� ¸8º�º �!������A�8#APc��9: �9=���"�
 ��a���{�� \�8���������T���� ��d���h�g�T�����8���"���:9e����!� ����� �	A��YI;A��9:���D���8 �!�!�����	5 ���Ed<{	S�8;³EA���M�A �������	�!�N��W��;a9: �9=���"�
 ��³��G���������9�R�����E������!����������b�� I�8��������K"#cÆ7�����g~C;A�C�M�Â�A��EA ���������jk���y��E�GH;\������������!�������!��y��N�!���	5 �;�!>����9= IE�;A���
�M���A����"��E�;?	5 ��yX���!����h�M����#-PQ�e���;�!�� + ¿�# ¸8È ,^9: ��D��!������8�>!�K���;��y�M�T�M�> "R\�����\;����� �!���EcG�;��?���������/EA�W��!����p���� ��
;��A���T[�����������;�!�;��
	5 ��yX���!����C�L����E�� ¸8º�º �!������A���L�3	5��!�9=�L�3E���E� ��A����!��������8 �������;A���� �������;��y�"���"���8��/

= ¾������>�����8����E��g��G�K������h�����8�y��K����g9=i�9:��!�K���;��y�L�T��YI;A�g	5 �;�!^�����8���>9= ��� I��!����h�M���������?���h��!��p��!� �;��DKg���YI;A���� �!�!��8��	5 ���E_��;\[ ���������D�����8# | � ��Á5�L�t}(��G�K������C�M�����y��KZ���h�b��;A	�	5 ���K��
�����AK8����!��O�p�b���� ���!� �	5�
EA ����
���AE�K�	5����E����"���UE�����G� �!������D�M�T���� ��c#

= PQ�Oj� �!�9=�=EA;�E�KL���8!�9:�������"������j� ����p���� ���E��e��G� �!����8�"�M�T���� ���EA�=���O�� "!�9=�����b��	A	A��!��! �����;������(�8 �9�Í	A���L[��>Y\;��>	5 �;�!7����9: ��A I��!����h�M����}�����	5����E����"�� ��{ �R�����!C�D��YI;A�>�����B����!����T���� �����E�G�;��A�> �!����8�"�M�T���� ��{<
��GH��;���!����� ��"�U���L������9=���"��9= ���������9:	5 �!C�M���D�����>	A!� �RA��RA����9=���"�UE`u?<b��G��pÁ-�L�UE���9: 8XD���A������;�!>��G����\Í
����9gRA���3EA���B�!��������8#IPc���Bò8 ������7E��39=������9e�� ��D�����8��EA���A���^<WiL��!��^	���;A��)��!����AE����#)FYI;��^EA���A�B���3�t���
9= ��� I�8!����h�M���������c#

= P(G�KL�D ���;����� ���E��W���=j� �!�9:�WE��W���=j� ��A�L���� ��ZEAKL����!�9:�������"�>���Zj� ��A�L���� ��ZEA�����:EAK�j� �!�9e�T���� ������h���M�������YI;A�W�����>ò� ������^EA�W9:������9=�e���W���gE�K�	A���������"��YI;A�W	S��;Z	5����E����"�>���W�M�A��!����9=���"�t#-Æ7 �9:9=�WE������^���
�8���B9: "�� I��!����C�L����������}D���A���h�7	S "������RA���3E�����!� �;��D��!�}I<�;��e9: �9=���"�7E� "����K�}D;��A�� "!������"�M������ ��:���8�����3YI;��
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Déformation logarithmique 11

Déterminant minimum du polycristal
Fraction volumique de grains ayant localisé

x�yez | ¿�# ¸ Ì = ñ3 �9�R�!���E��U�!��������3��X\���"�^�� I�8��������K����Oj� ����L�M�� ��OE�;
EAKL����!�9:���A���"�39:���A��9g;A9

����E�KL���8!�9:�������"�3EA�L�������A���U�AK�"�T����j/�L�^YI;����� "!�!�����	5 ���EO<:��������9=�y����E��UEA;��L�M�����y��K�#
P(G�����ø�;����A���UE��8��EA�ÂÁ5K�!����D����	A��!���9:NL��!�����9:K��8������YI;A������;A!�����	5��!C���UE���E�;��p�������y��KU�8�C�T}�E�G�;��A�U9=���A��N�!��

�K��AK�!�����������9:i�9=�FY\;��F	5 �;�!+���F�t���+E�;:9: "�� I��!����h�M����#�Pc���(�� ����8��;����� ��:��;��y�����"�����(	S��;��D���"�(ip��!���E� ��A��K����Ð/
= P(G�����ø�;����A����EA;³	A��!���9:NL�M!���EA������R�!���	A��!��� �;�!���9: 8XI���³E��8��E������� I�t�T���� ��A�����h�����l9=i�9:��YI;A��	5 �;�!����9= ��� \��!����h�M���c9e�����3����9�R�����9: "�����39=��!�YI;�K8��#SÆ7�����=���h�^E`u���;Ojk���y�>YI;A�������M����������EA���!������ZEA���A�
��G�����������EA�W!�K�jkK�!����A���g���h�3�M!�N��^E��ÂÁ-K�!����D���gE��g���������gE������^���g�8���^E�;�9: ��A I��!����C�L���Q�8�WY\;��/�e;����pÁ5�L�
��!�N8����9:	5 �!C�M���D�3��;�!������8������;A��EA;
����R�!��U	���!��� �;A!���9: 8XD���OE��8��EA������ I�8�T�M�� ����8#

= P(G�����ø�;����A����E������bEA���C�L��������EcGH�����A���������T�M�� ��³��!��y����Y\;����8�C�T}5�������:��;�������}5���l9:i�9=��YI;A��	5 �;�!>����9: �Í�� \��!����h�M���Q���D����;��
��Á5�L�^9: ����A��9e��!�YI;AKU	5 �;�!����8��9:i�9=����!������� �����Y\;���	S �;A!����U	A��!���9:Np��!��
g0
#

= P(G�����ø�;����A����E����������������� ��=��!��y����YI;A�������y�M�������3���h�B9: ����A�(9e��!�YI;AK���Y\;���	5 �;�!(�����t����E�;=9= ��� I�8!����h�M����}��G��pÁ-�L�3EA�U9: tXD�����A���T���M����EA;
���Ojk���������"�^;�������!����A���y�M�� ��
EcG�K��M���������������h�3��<=��;A�����cR������O �R�����!C�DK"#
= P(G�����ø�;����A���7EA�7���3�M���������FEA�7�!����������h�+9= ������+��9:	5 �!C�M���D���7YI;A�7���8�����7EA���+��;���!����+	A��!���9=NL��!����8}����7j°���y�YI;A�W	���;��^���g�!����������h�>�A��	���;A�^���W�8 �9:	5 �!C����9=���"��E�;�9=�T��K8!�����;����h�>EA;�!^�L�>9= ������>���Q�8�C��E�;A�L�������
���h�>��;������� �R�����!h�DK�#

= ¾�G�;��A�g9e������N�!��g�K8��K�!�������}5�����>�pÁ-�L���>EA���>	���!���9=NL��!�����9=�T��K8!�����;?��;�!^���b����9=�y����E���E�;A�L�������y��K��L�U����� �9=	S �!h����9:�8�"�g9:K��8������YI;A�:�� ��D�g������9=i�9=����YI;A�:	5 �;�!����=9: ��A I��!����C�L����#�Æ7��	5����E����"�t}c�����W�pÁ5�L�M�
�� ��"�7�A�L������9=���"�79: ����A����9:	5 �!C�L���"���8#\Æ7�������8G��L[�	A����YI;A��	���!�����j°���y�7YI;��3���3	5 ��yX���!����h�M���A�8�C�7jk���y�7EcG�;��
����!h�M�����{�A �9gR�!���E���9= ��� I�8!����h�M��;\[lEA ��"�������� "9:	5 �!C����9=���"�����h�F��!�N��FEA�ÂÁ5K�!����"��E�G�;A���� �!����8�"�M�T�M�� ��
��!����h�L������ ��!���	A����YI;A�Z<³��G¼��;\��!���}+�� "9:9:�O�������d�³Kp��KO9: ��"�M!�KO��; �M�A��	A�y��!�� ¸ #BÆ7 �9=9:�O��G��pÁ5�L�bE��8�
	A��!���9:Np��!���� + 	���;A�> �;?9= �������	A!� ��� ��A��K-,3E�K�	5����E?EA�g�µG� �!������"�L�T���� ��³��!����h�M������ �"!���	��A��YI;��"}5���L���pÁ5�L�
������!� �;��D�:E� ��A��jk �!���K�9=���"�g�T���MK��I;AK�	���!U!���	A	S �!C�g��;a�8���U9= ��� I��!����h�M���������aEA;ajk���y�WE��8�U!������T�M�� ����
E�G��A �9: "�K���K������T�M�� ���#
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����9=�T�MK�!�����;?�8 ��"�������D��EA���>�t�����y��K���E���9:i�9=�g!���XD ��
r
YI;A���� ��"�U!�K�";�����N�!��89:���D��!�K�	A��!h��������EA���A���M �;\�U���

9=�T�MK�!�����;c}����8����	S��!�9:�L��E��FEAKp�A�A��!J;��A�F���8����;�����K���K89:���"�L����!���E����� ����;A��;�!
l
�� �9=9:��9: ��D��!�K���;A!J���>�A�;A!��
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Déformation principale 2

x�y{z}| ¿�#¼» Ã = Æ7 �;A!�RS������9:�y����E���j� �!�9e����UEA��!����L�M�U����9g;A��K��UEA�U��GH�������8!�¾ ¸8È Ì�Ð

| �O�� "9gR��������"� + ¿�# Å�º ,��p� + ¿�# Å ¿;,����:EAK�j� �!�9e�T���� ��
εc11

<:	���!C����!3E��W����YI;��8�����W���:�� I�t���������T���� ��Z���h���T���M�����"���
	5��;\�biL�M!��O�8������;A��K���#7ÆF��X������������l�a������;��y�M�OKL�����AE�; �� ��_KL��;�EA�Z<aE�GH��;���!����:�M!���~C�L���eEA�O�M�A��!�"��9:���D�b���
jk���������D�^���"����!h�D������!������� \�pé=�8�����"�^E��WPQ����n\j� �!�E

r
#�Pc����!�K���;A�y�M�T���3 �R\���8�I;��3���O��9:	A�� 8XI���"�^��GH��	A	�!� \�M����E��

ÆF��X������������F�D ��"�3iL�M!����� �9=	A��!�K���<��8��;\[{ �R\�����\;������D���U���U��!��y��N8!���EA�UÑ�������# ¹ �-�8�C�^<��A �����!�YI;������U9: \E�N����
E���ÆF��X������������^��G����h���"������R����WYI;��W	S �;A!F��!����8��!�EA���>ÆFPQqu���{�M!���~C�L�>E���!��8�L� + 	����3E���	A!�K�E�K8j� �!�9e�T���� ��P,p}A���
��!���~C�L�3RA!�����KU���c���UEA ����A�U	A����EA�U!�K���;��y�L�T�������T������jk���������D���8#

m}8A»}8A: ¼ C`@F2P9 BÇ7�N�ðPO
¹ �8��}������� �;A!�RS������9=�y����EA��j� �!�9e����� �R������I;A��<U	A��!C�M��!+E�;:9=�T�MK�!�����;�������!�������h��	�!�K������D��K�����;�!+���>���;�!��

+ ¿�#¼» Ã ,L#cÆ7�g�áX�	5��EA���!���	��A��YI;������h����	�	S�8��K:Æ�PcqÎE���!��8�L����#cÆ7 ��"�M!�����!��89:���"�W��;�[?��;\��!��8�U�������8!��8}5���J��G X?�
	A���7E��>!�K8��;A�y�M�T���FE��>�� �9:	���!������� ��{��������������R������8#�]^�l�������FYI;A�����y�L�T����jc��;�!7���gj� �!�9:�>E��>���g�� �;A!�RS�> �R������I;A�
	5��;\�3����;����89:���D�3iL��!��UE� ��A��K</

= V/ �;�!^���W��!���~C�p�>EA����!����p���� ���	A������� + ρ = 0
,����g��!��y��N�!��gEA�W�� \�8���������T���� ��?���h�^�DK�!��Â�AKg	5 �;�!^���eEAK�j� �!CÍ

9e�T���� ��O����	A��;���jk����RA���U�8�UYI;��c�� �!�!�����	S ��AEO<�����YI;��c���h�3!������p�DKU�p[�	SK8!���9:�8�"�M������9=���"�"���^��EAÐDÌ � #
= V/ �;�!eE����:��!���~C�p���=EA�{�áX�	5�
!�KL��!��8���"� + ρ < 0

,L}(��G�KL�D "��;\���� ��_E��O���dE�K�j� "!�9=�T�M�� �� E��O�� \�8���������T���� ��
���h��YI;A�����yÍá������K8����!����8��YI;A�/���h����;������/�A��RA�y��;��8������9:���D�U �RA����!C�DK�#�Pc �!���YI;��

ρ
��GH��	�	�!� \�M����E�� −1

}-���
�M����!����9=���"�U�8�C�UK�Y\;��y���������"��<bEA;�����������������9:���D�U	5 �;�!>����YI;A���/���bE�K�j� "!�9=�T�M�� ��?EA�g�� I�t���������T���� ��³���
	5��;\�3ip��!��>�M��K� �!���YI;���9=���"�^�����������D����}�����YI;A�����h�^��;A�����c	�!�K�EA�y�3	A��!����U�t������;���#

= V/ �;�!WEA���U��!���~C�L���gE��:�áX�	5�=�p[�	A���A���� �� + ρ > 0
,L}Q��GH������;A!��eE��e���O�� �;A!�R5�=���h���� �!���ò� ��"�L�����e�� �9=9:�

 �RA���8!C�DK�# ¹ �J�8�C�g<l�A �����!UYI;���}�	S ";�!������áX�	5��E�����!���~C�L�T}-��GH����E� "9:9=�����9:�8�"��	5��;\�g���D ���!U;��a�pÁ5�L�
��!�N���	5K��A�����������D����;�!F��������9=�y���UE��UE�;��L�M�����y��KUYI;���	S��;���iL��!������p������9=���"��EA��9:���\;�K���#A¾������������3��������!��
KL�M;�E���K8�3������}�r^!��8���� �!^�:9=���3���ZKL����EA�������WYI;��W��G����AE� �9=9=����89:���"�>��G�Kp�M���y�>	A���3��;�é=����9:9=���"�>��9�Í
	5 �!C�M���D��	S �;A!������!�EA��9=������N�!����� ��L��R�������;�!U���l����9:�y�M��E���E�;A�L�������y�MK�#cÆ7��Y\;��J	S�8!�9:�L�T}5E������U;��A�
	A!���9:��N8!�����	A	�!� \�M���UEA�U��K�"�������!��� ��O�pÁ-�L�t#

Pc�����A�;A!���� + ¿�#¼»�É�,��A,F�L�^RP,F	�!�K������"���8�"�^�����>ÆFPQq� �R������I;A���3��	�!�N��3;�����EAK�j� �!�9e�T���� ��ZE��gÉ��ð�L� ¸8º �ð���
��!����L���� ��c# | �������+�� ��"����	�	5����K����(Æ�Pcq����W�M!���~C�L�(R�!�����K"#�Æ7 �9=9:�F	5 �;�!/���F�8���+E���!��8�L�t}�������G X�	A���/EA�7!�K���;��y�M�T�M�
E����� �9=	A��!������� "�?EA����	5 �����RA�����8}5���/j°��;�EA!��b��������9:�y����!U<lE�����!�K���;A�y�M�T����Y\;A�����y�M�T�M��j��8#�ÆF������ �;A!�RS�����A���� ��"�
YI;�������9:���D�B~h��9e�����^ �R������\;����^�L[�	SK�!���9:���"�L������9=���"�>�t��!^���������^�� ��D�3�M!�N��^�� ��A�;����8}S�� �u�����;������^�p�>E��Âée���������
<� �R���������!8#��>��E�E���E
<�9: ��"�M!�K�YI;������:Æ�Pcq7}��� �!��FEcG�;��{������ ��AEe�M!���~C�L��EA���M�A��!�"��9:���D�t}�����E�K�	A��������EA�����
�������8����E�;
	A!���9=����!7��!���~C�L�t#�V/��!��L[��89:	����"}�	S ";�!�������!����L�M�� ��O�� �9:9=�U��G����h�^���U�8��������� +  ;�

ρ
!����h����<:	S��;
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RP,Fr^	�!�N�� ¸8º �ðE�����!����L�M�� ��
x�y{z}| ¿�#¼»�É = Æ7 �;A!�RS�8�3����9=�y���gE��Wj� �!�9e����g����9�;���K��8�>��	�!�N8�3;A���W	�!�K�E�K�jk �!�9=������ ��Z���O��!����p���� ��Z;A�����T[��������E��U�µGH��������!3¾ ¸8È Ì�Ð

	�!�N��U�� ����h�M���"���L�U����;���Í º #¼É�,L}-���{�� �;A!�RS�:E� ��y�WE� ����:iL��!��:E�K8�8����K����D��!��U���{"��;A�M�����p���D�8!��U��������;\�W	A��!
!���	A	S �!h�^��;O�8���3E���!����L�t#SÆ>G����h�^R������O�8�UY\;��c���h�3 "R�����!C�DK���;�!����������;�!��8� + ¿�#¼»"É�,��;,F�L�3R5,L}A	S �;A!������8���3RP,
���l�� �;�!�RS������9=�y����E���j� "!�9=��"�����h��	���;A�>EAK��8����K���EA;?jk���y��E������b	A!�K�E�K8j� �!�9e�T���� ��³	���;�����9=	S "!C�M���"�M��#�Æ7�8�
��!� "���3ÆFPQqz9: ��D��!����D��E� ��A��}�	S ";�!F���L�^��������!�}�Y\;���������!�K���;��y�M������ �R\�M���I;����� ��"�3YI;A�����Â�M�T���y�D��9=���"�3	A!� I�M�A���
E����3�T�������"�M���8#

m}8A»}8nm ¼ CD@e259 ��7&ð9�&�
PQ�g�A�;A!�� + ¿�#¼» Å �;,7	�!�K8���8�"�������:ÆFPQq��8�����8;���K���	5 �;�!F��GH��������!3Æ ¸ Ì�É Ã ���e�M!���~C�L��EA��!����L�t# ¹ �SX{��;����^��!�N8�

�!����AE���E��ÂÁ5K8!������8�����D��!������U�� �;A!�RS��E�������9g;A���T���� ��=�p�����U�� �;A!�RS���L[�	5K�!���9=���"�M������YI;A�����h��	A!���������	�������9=���"�
E�;A����;\[
9:KL�M�� IEA����E��U9=����;A!��UEA�U���:E�K�j� �!�9=�T�M�� ��õ/

= | �Î���ZY\;��^�� ������8!�������������9�;����T���� ���}B����E�K�j� "!�9=�T�M�� ��_EA�Z�� \�8���������T���� "�Î���h�{�T���������"�M���� �!���YI;��������!��y�MN�!��:E��=Ñ������:���h�U�DK�!��Â�AK:��GH���h�W<
E���!��=��;a9= �9:���D�W ��a���{E�K�j� �!�9=�T�M�� ��a��G����h�W	���;��U�A �9: �"N����
EA��������G�K�	�!� �;\�D�L������#SÆ7�L���M�UE�Kp�����y���� "�
���h�^!������T���y�I��9:���D�3��KL�DN�!���#

= V/ �;�!���!�������!�������	5 ����"�M���L[�	5K�!���9=���"�M��;�[³EA�eÆ�Pcq7}c;��d���������-~h;���YI;�G¼<{���
!�;A	\��;A!��:���h�g!�K8��������K�#QPc�	�!� ��A�-E���E�K�j� "!�9=�T�M�� ��{���h��E�KL���8!�9:���AK�<�	A��!h����!FE����!��������8�B��!�����K�������;�!7�µG�K�	�!� ";\�D�L���M��#�Pc�>	5 ����"��E��
ÆFPQqË���h�^ �R������I;Z���Z���"�M��!�	5 ������"�>���W	�!� ��A� + ��;�Y\;����Q���=ò� ��A��EA��!�;A	\��;A!��W�=KL�MKW��;A	�	�!���9:K��!,F�L�>���
�M���8!��M�A���D�3����9=�T[���9g;�9O#�Æ7�p�����U9=KL���A IE��UEA ����A�UE����F��������;�!�����;A!����h����9=K����

Pc����	5 ����"�M��E��WÆFPQqz�� ��D�3E� ����U �R������I;A��E��UE���;�[l9e������N8!����F��!�N���E��ÂÁ5K�!����"�����8}����UYI;A�-�K8��N�!��UEA���!�����EA�
K��8��!h���8#�V/ �;�!W�� "9:	A��!���!WEA���W�L�� ������g�� �9=	A��!���R������8}Q�����8�C��	�!� �	5 ���KeE��e9= IE��Â����!W����ÆFPQq EA�=!�K�j�K�!��8�����
E��:9=���A��N�!��=<ljk����!��:�� #mµ�A����E���!U����	5 ����"�W�� �!�!�����	S ��AEA���"�g<l���b��!����L���� ��a;��A���T[��������=���D�8��r>A� + 9: �9=���"�
 �� ��G��pÁ5 "!C�l��	A	�����YI;AKZ<³��G�K8	�!� �;��D�L�����Z�����������D�b;�� 9=�T[���9g;�9,L#�Pc���e��;���!����e	S ����D���=KL�L���"�bE�K8E�;��y�M�=	A��!
�� �9= ����AKL������# | �³��X\���"��jk���y�U���p�����W��!�������j� �!�9=�T���� "�?������ÆFPQq_E���!�K�j�K�!���������9= IE��Â��K����L�U�p[�	SK8!���9:���D�M�����
	S�8;\�D���D��9=�����D�����A���"��iL�M!����� �9=	A��!�K������L�t}�EA���A�F���U�8���8}����8��!�K���;��y�M������E�������9g;A���T���� ��
�� ��"����!�N���	A!� I�M�A���
E����F!�K���;��y�M�T�M�7E���!�K�j�K�!���������9: IEA�Â�AK��8#�Æ7�L�����>9: \E��Â���8�T���� ��{��G����h�����8����	\�L��R����>Y\;�G����{	�!��89:��N�!��U��	�	A!� I�M���
�L�^��K����8�����y����;�����KL��;�EA�U	���;A�3��	�	�!� �j� ��AE���� + Y\;�����������!���	�����9:�8��K��U���8��,7E���9=���A��N�!��W<�iL��!��>��������E�K���#

Pc�����A�;A!���� + ¿�#¼»�Ì�,F�;,7�L�3RP,7	�!�K������"���8�"�������^ÆFPQq� �R\���8�I;����3��	�!�N8��E�����	�!�K�EAK�j� �!�9e�T���� ��A��E��WÉ��L� ¸8º
�)!�����	S���L�M�y�D��9:�8�"�t#cPc����9:i�9=���� �R�����!C�"�T���� ��A�UY\;��:	S �;A!U��GH��������!W¾ ¸8È Ì�Ð{	5��;\�I���"�WiL��!��:jk���y���8��<{�����D "��!
YI;A�U���:�� �;�!�R5�U����9:�y�M�UEA�Uj� �!�9=��������h�3EAK�	������8K��UEA���A�����U�����A��E�;
	A!���9=����!7��!���~C�L�3EA�U�M����!����9=���"�t#
¸ » Å
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Déformation principale 2
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� Ä 6DÌ�É � Ä # Ä �Mã�!����:����E=6�#¼ÑU#¼Ñ�������#�Pc I�8������ò���E������LnI��������W���A���������8�L���8#>TVR �\Þ S Ô�Ö R ��Û � ×æ�³×.w � Ô S ÜFwLÙ

Ô S ØWV � HTÙMÜFwLÙ R �YX R Ö Ü°Ø�Ù }�»�¿o/ Ã » ¸ = Ã�Ã�¸ } ¸ Ð"Ì"É\#
� Ä �M�8Ð Å�� V�# Ä �M������9e������#�÷>���� I�t���������T���� ��=���A���yX������+����9g;��Â������;�!�jk�����F�"X�	5��!��������h�� "	������h�������y�CXD#%TAR �\Þ �

S Ô�Ö R ��Û � ×Æ�a×Øw � Ô S ÜFwLÙWÔ S ØWV � HTÙMÜFwLÙ R �YX R Ö Ü°Ø�Ù } ¸ Ð�Ð Å / ¸8Å Ð ¸ = ¸ Ì ¸ ¿�} ¸ Ð�Ð Å #
� m/��R�Ð"» � P+#\m/��R5 �;�!� ��t# 7 R ÜJØI×$w R Ú�� R ÞLÛÒ×pÚ=× S Û�U�ÖÂÔ�ÙLÛ R ]tÜ�Ù�w R �5ÖÂÔ�ÙLÛ°Ü����A×�Ø#�{Ú R�SPR wpÞLÜ�ÙLÛµÔ�Ö�× S ��Þ�Ô S ØD×LÙ

ØAU�� R ÞLÚ:Ô"Û°Ü R#S Ù #(V(�A¾¯�����������8}A]^���y�D��!����Â��KUEA�Wå�!����A �R�����} ¸ Ð�Ð"»\#
� m/��� È�È#� E±#Ò�W#"m/����#5V(!���EA���L���� ��e �jS����9:�y�B�h��!��������(���e�������L�B9:�p�M���A;�������W�U	������C�M����EA��9e�����9: \E�����#

vØS ÛÒ×pÞ S Ô�Û°Ü R#S Ô"Ö TAR �\Þ S Ô"Ö R �q�a×.w � Ô S ÜFw�Ô"Ö�XâwpÜ�× S w�×LÙ } ¸ Ì + »�,�/ ¸"¸ Ð = ¸ » Å } ¸ Ð È�È #
� m/��X�¿ È�� å�# ¹ #�m/��X��� �!8#�V(�����h�����W�h�M!������Z���Z9=�L�M�����8#KTVR �\Þ S Ô�Ö R �WÛ � × v.S ÙLÛ°ÜkÛe��ÛÒ× R �Æ�a×�ÛµÔ�Ö¼Ù } Å�¸ /H¿ º Ì =¿"» Ã } ¸ Ð�¿ È #
� m���! Å�Å�� qB#�m���!�������n\��# � R#S Û°ÞLÜ�Õ���Û°Ü R#S h?Ö�ä U�Ûe��ØD×{Ø#�zÚ0UØw�Ô S Ü�ÙMÚe×{ØD×lÖÂÔ�Þ¶� �5Ûe�\Þ�×G��Ô�Þ wpÖ Ü�]�Ô-�D×{ØD×LÙ

Ú R#S5R wpÞMÜ�ÙLÛµÔ#��ùlØD×4��×pÞ �5�\Þ #JV(�A¾ �M���������8}�q�����;��y�MK�E��8�F�������8��������EA����G�;��A�y�D��!����y��KUE��UVJ��!����
Í7Æ7���D��!��UEcG¼÷>!�����XI} ¸ Ð Å�Å #

� m*�>Ð"É � Æ>#�m/�� IE� "����;:���AE:o/#��3;c# | �D ���;����� ��� �j������7���"��!���"!����I;A����!J9:����!� "�C�M!�;��L�M;�!����T�+9= IE��8!��T���
����E_����!���Z�h��!������A�_/�9: IEA�����������}B����E_�� �9=	�;��M�T���� �������������A�Â�����A����# ¹ � XSÜ�Ú���ÖÂÔ�Û°Ü R#S R �
�³Ô�ÛÒ×pÞMÜ°Ô"Ö¼Ù�VBÞ R w�×LÙ�ÙMÜ S ��a{Ó � × R Þ�H�bw�a×�Û � R Ø�ÙaÔ S Ø�[��½�5Ö ÜFw�Ô"Û°Ü R#S Ù }F	A������ ¸ Ì�¿ = ¸8È »\# Ä #Hq7#Ä ���8��}AV/#HÑ�#A¾�� � �� ���} | E��y���� ��A�8} ¸ Ð�Ð"É\#

� mc�D� È�¸�� Ï�#/mc�D��!�"�"��!�E�# ¹ ��ø�;����A���l �j7�I ���E��� ��������8��!�R�����E������h�M��RA�����y��������;��AE���!�	������A�l�C�M!������
�� ���EA�y���� ��A��# vØS ÛÒ×pÞ S Ô�Û°Ü R#S Ô"Ö TAR �\Þ S Ô"Ö R � ` Þ�ÔAw�Ûe�\Þ�× } ¸ Ìo/H¿ È Ð = ÃDº Ì\} ¸ Ð È�¸ #

� ÏB��� º ¿ � V�#"Ï7���M����!8#cr^	�	5 �!C�FE��8�(�M���M���A��YI;����7E��^�� "!�!�K����T�M�� ��bEcG���9=��"���7���b9=K��8������YI;���/Ir>�A���yX����
E����bE�K�j� �!�9=�T���� ����b�L�l�I;�9=K�!������T���� ��Î¿�¾�# �^��RA�����y�M�T�M�� ��Î<dE���!������!eEA���e!����M���8!��M�����bE��
��G�;����y�I��!����y��K�E�� Ä ���D �����}S» º�º ¿�#

� E � Ä Ð�Ð � �W#¼Æ>#ÔEz;�}��g#Hâ�#J�3 ���A}J����E ��#HV/# Ä ���� �#ar^�A���� ���!� �	A���l	������C�M�����y�áXu����Eu��	�	������t�T���� ��z�� 
���A���L�39=�L�M����# v.S ÛÒ×LÞ S Ô�Û°Ü R�S Ô�Ö TVR �\Þ S Ô�Ö R �q�³×.w � Ô S ÜFw�Ô"Ö�XâwpÜ�× S w�×LÙ } Ã�¸ /¼Ì º ¿ = Ì�» Ã } ¸ Ð�Ð�Ð�#

� E÷E È ¿ � Ñ�#Ò�W#4Ez��� ��A��!{����ExñW#H�z#4Ez���A�#�÷�	S��!����"�{�C�M!������Î!����������������y���y���y�áX_EA;�!����Aa�M�����������
�����MnI�����# �a×�ÛµÔ�ÖkÖs�\ÞF��ÜFw�Ô�Ö7Ó�Þ�Ô S ÙpÔAw�Û°Ü R�S Ù } ¸�Ã r�/¼»�¿"Ð"É = » Ã"º�Å } ¸ Ð È ¿�#

¸�Ã�Ã



� ��� ��� � �

� & ��� � �(�+�³� � ����� �ê�u� ' ����� �p(�� & �z� �ð�z� &�' �
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Pc�����!����AE����FEAK�j� �!�9=�T���� "���FKp�M���"��;��{j� �!�9=��������9:����	5K����Â��YI;���}����-���h����K�������������!��>EcG����{���"��!� \E�;���!��>���8�

�!�����E��8�>����"�����8#5m� �;��U����Y\;��/���h�UK��8!��y�UE����������L�����:�������p[������h�>����!�K�E�;?�8 �;�!���E�� Ä ��E� �!� �Á�� Ä ��E È » � #�Pc�
	�!���9:��N8!����M�� ����:<{�� ����8!����h�t}-YI;A��}-�����U�� ����A�;A!��T���� ��A��9e�T��K�!������������U���A�y�������������L�W���L��;A���������UEA ��y�D���"�WiL��!��
E��ÂÁ-K�!����A����K����8#�PQ�3�A�;�!�� + r�# ¸ ,Q������;��h��!��B���^EAK�j� �!�9e�T���� ���EcG�;����� �����E��7���D��!��7���3�8 ������;�!��T�M�� ���E��7!�K�j�K�!��������
C0
�L�3������ "���A";�!��T���� ��O���p��;��������

Ct
/

Configuration initiale Configuration actuelle

X
X

X

dX u

x

x

x

dx

2

x 3

1

2

X3

1

x�yez | rg# ¸ = ¾>K�j� �!�9e�T���� ��OEcG�;��
�� �����EA�
ÆF�L�����^�A�;�!��^	S��!�9:�L�T}D�8�b	�!��89:����!B������;�}\E�G����"�M!� IE�;A��!��^�����D�8�L����;A!BE�K8	��������89:���"� −→u �8�"��!��>���W	5 ����y���� ��

�����Â��������� −→
X
�L�3����	S "���y�M�� ��Z���L��;��8����� −→x �8 �9:9=� + r�# ¸ ,�/

−→x =
−→
X +−→u + rg# ¸ ,

r3���lEA�>E�Kp������!7����E�K�jk �!�9=������ ��{E�G�;��{�� "����E���}����h�����D��!� IEA;��y��;A�e�����A����;�!7EcG� �!�EA!��U»\}
F
}���	A	S����K��!���EA�����"�

¸8Ã É



[ SDS ×6ùI×Y[w� `HR ÞLÚ:Ô�Ö Ü�ÙLÚ=×�ØD×LÙT��Þ�Ô S ØD×LÙWØAU�� R ÞMÚ=Ô�Û°Ü R#S Ù
E��U���g��!�������j� �!�9=�T���� "�
�������"�^���:�� ������;�!��T���� ��O�����y���������W<:������ ����A�;A!��T���� "�O���p��;�������� + rg# »�,�/

Fij =
∂xi
∂Xj

+ rg#¼»�,

Pc�^jk���y�FEcG�;\�����������8!B;A�=���8�Sj� �!�9=��������9:�>	5��!�9:�p�FE��>E�K��8!���!��>E��ÂÁ5K8!����"���B�����A����;A!��7E��3��!����A��j� "!�9=�T�M�� ���#�V/ �;�!
��������}I�����(�"��!����T�M�� ����BEA�3�� ���";���;A!��B�L�7EcGH��������8�B�� ��"�7	A!��������B���b�� �9:	����3	���!���G����"�M��!�9:K8E�������!��3EA�3	�!� IE�;A�y���
���8��������!����8#-r^���A����}5E������U���l�� ����A�;A!��T���� ��³EA��!�K�j�K�!���������	5��;\��iL��!���EAKp�A�A�J���g����������;A!�E��=ÆF��;��L�"XIÍCå�!������
E�!� ��y�

Ccg
�L�^EA���A�����:�� ����A�;�!��T���� ��Z���L��;A��������������;��cE��WÆ���;��M�"X\ÍCå�!����8�
"��;��M���

Bcg
�� �9:9=�</

−→
dx.
−→
δx =

−→
dX.Ccg.

−→
δX

+ r�#H¿;,

−→
dX.
−→
δX =

−→
dx.B−1

cg .
−→
δx

+ r�# Ã ,
| �
�� �9�R����A���"� + rg#¼»�,F�L� + rg#H¿;,7	A;���� + rg#¼»�,7�L� + r�# Ã ,7���:!������T�M�� ��
��;A�y�����"�M�U���h�3 �R������\;��</

Ccg = F T .F
+ r�#¼É�,

Bcg = F.F T
+ rg# Å ,

Æ7��	5����E����"�>�8���^E���;�[{�����A����;�!��^EA�WE�K8j� �!�9e�T���� ��A�^���W�� ��D�>	�������!�N��^	A!��T����YI;����><e;\�����������8!�#SV/ �;�!^E�K��A����!
���g�� ����� "�bE��>E�K�jk �!�9=�T�M�� ��b�8 �!�!�����	5 ���E����"��<g;����3����!����T�M�� ��lE��^EA���h�M�����8�^!����������y�D�>�����M��������;�!7E���å�!������\Í
PQ���!����A��

E
E������W���O�8 ������;�!��T�M�� ���E��e!�K�j�K8!������8� + E�������!���	\���� ���E��Â���õ)MPc���!����A��������A�)¶,U�L�����:���8������;�!

E�G | ;����8!CÍÒr>��9=���A���
A
EA���������l�� "���A�;A!��T���� ��³���p��;�������� + E�������!���	\���� ��³E��y�M�_) | ;A��K�!������A���)¶,><l	���!C����!�E������

E��ÂÁ-K�!����A���UEA�U	�!� \E�;��y�M�����8��������!������� ��D�3���"�M!� IEA;��y������ �9=9:�</

−→
dx.
−→
δx−−→dX.−→δX = 2

−→
dX.E.

−→
δX = 2

−→
dx.A.

−→
δx

+ r�#¼Ì�,

| �
�� �9�R����A���"� + rg#¼Ì�,�} + r�# Å ,L} + rg#¼É�,L} + rg# Ã ,F�L� + rg#H¿;,F��G��L[�	�!��������� ��OE��U�8���F�����A���8;�!������h�3EA ����AK��U	A��!�/

E =
1

2
(C − I) =

1

2

(
F T .F − I

) + rg# È ,

A =
1

2

(
I −B−1

)
= F−1T .E.F−1 + rg#HÐ;,

| �d���"��!� \E�;��������D�W���������A���8;�!U�!���E������D�WEA�:���l��!�������j� �!�9e�T���� ��c}����=�!���E������D�WEA�:���l���y�M�������
G
	5��;\�Wip��!��

E�Kp�������� "9:9:�0/
G = Ḟ .F−1 + r�# ¸8º ,

¾�G�;��A�(9=���A��N�!��(�K8��K�!�������}8���"jk��;��t}8	5 �;�!c�M�A��Y\;��(�� "9:	A��!������� ����8�"��!������(�8������;A�"�I;A9:K�!���Y\;��(�L�����8�c!�K���;��y�M�T�M�
�L[�	5K�!���9=���"�M��;\[O�� �9=	A��!��8!3�����^9=i�9:���^�� ��"�M!������"�M���^�L�>EAK�j� �!�9e�T���� ��A�8#5Æ7�����ejk���y�>��G� "R�~C�L��E��W���eE���!�����N�!��
	A��!h������EA�����L���������A���L[���#"¾>�����U9:i�9=��9e������N�!���YI;���	S �;A!+�����(EAK�j� �!�9e�T���� ��A�8}"<�	���!C����!(E��������A�;A!�� + rg#¼»�,
YI;��T��!��>�M��������;A!���E��U�� ��D��!������D������EA�ÂÁ5K�!����D����	5��;\�D���D�3iL��!��UE�Kp��������/
¸�Ã"Å



[w��>@� � Õ �8×Øw�Û°Ü�]tÜkÛ�U�×�Û7ØAUpÞLÜ�]#U�× R Õ �8×Øw�Û°Ü�]�×

dF 0

0dS

dN0

dS

dN

dF
t

t

t

x�yez}| rg#¼» = ¾>Kp�A�A�y���� ��OE�����EA�ÂÁ5K�!��8�"���F���8������;�!���E����� ��"��!������"���

= n =
dFt
dS0

EAKp�A�A�y�3���>���8������;�!�E��U�� ��D��!������D���U�A �9:����������}
= S =

dF0

dS0

E�K��A���y�^���UEA��;\[���N89:�>�M��������;�!�E��U�� "�"��!������"���UEA��V(�� ����TÍáâU��!��M�� �ÁJ}
= σ =

dFt
dSt

EAKp�A�A�y�3��������������;A!�E��U�8 ��"��!������"����E��WÆ���;��M�"XI}
= k =

dF0

dSt

EAKp�A�A�y�3���>���8������;�!�E��U�� ��D��!������D���UEA��â���!��M�� �ÁJ#
¹ �����h�����"�MK�!����������"��EA�F�A �����!+YI;A�F����;A���+���7�M��������;A!JEA��Æ���;��M�"X + | ;���K�!������P,/�L������������ ��AE������A���8;�!JEA��V(�� ����TÍ
â���!��M�� �Á + Pc��"!�����������P,� ��"�>;A�Z���8���3	A�"X�����YI;A��#Ar^�A�ZE��W	5 �;\�D "��!��� "9:	A��!���!3���WYI;A�c�8�C�>�� �9=	A��!���R����W���
�����A����;�!3EA���8 ��"��!������"���WEA��ÆF��;��M�DXO����!��=;�����������KW�� �!��^EA���3�� "��j�!� "�"�M�T���� "���^���"��!��W����9�;����T�M�� ��Z�\;�9:K8!���YI;A�
�L�^�L[�	5K�!������A����#

� !,+ ¡ �K¢�%(,c25.¤£W.C2 . %�2ÿ' . *-.¤£ . %µ%5�o¢A%+,c2-.¤£3%
V/ �;�!B��!���������������!����{�!����AE����FEAK�j� �!�9e�T���� ��A�8}\����	�!���9:����!F	5 ��C�M;����T�����h��EcGH���D ���!F;A���>�� "�-E��>�8 �9:	5 �!C���LÍ

9:�8�"�3 �R�~h���L���y�D����G����h�^<�E���!��U���AE�K�	5����E����"���UE�;
!�K�jkK�!����"�M������# ¹ ��jk��;��3E� ��A��Y\;��U������ ���EA�U�� �9:	5 �!C���89:���D�
!��������gEA���^"!�����EA��;�!��>�������8�CÍá9:i�9=���> �R�~C�8�L���y�D���8# ¹ �����h�UKL����E��8�"��Y\;�G�;��A�g�� ���K8��!��y����EA�����>���b�� ������;�!��T���� ��
�����Â���������W���h�^ �R�~h���L���y�D�W�8��!F�M �;��3�������M��������;�!���EAKp�A�A����E������3����!���	SN8!����� ��"�^ "R�~C���L�M��j��8#�¾>�����=9:i�9=��9=�TÍ
����N8!���}��������h����K��8����������!���E�G����"�M!� IEA;���!��������� ����� ��:E���EAK�!��y�DK��� �R�~C���L�M�y�D��# | �:�pÁ5�p�t}�;��������A���8;�!+ �R�~C�8�L����jS��GH�
	A���7jk �!���K�9=���"�����gEAK�!��y�DK8�> �R�~C�8�L���y�D��# ¹ �5�L[����h���>	���;A������;�!��Fjk�#�� "���FE��>EAKp�A�A��!7;����>EAK�!��y�"�T���� ��l "R�~C���p���y�D�"/

= PQ��EAK�!��y�DK����� ��D�D���L���y�D���� "�"��!����"��!������"�M� Mcont = Ṁ −G.M −M.GT
}

= PQ��EAK�!��y�DK����� ��D�D���L���y�D���� 8�"��!������D��� Mcov = Ṁ +GT .M +M.G
}

= PQ��EAK�!��y�DK���E���m�!�;�����EA����� Mtr = Ṁ −G.M −M.GT +M.trace (G)
}

= PQ��EAK�!��y�DK���E��g6���;�9=���A� M̂ = Ṁ −W.M −M.W T #m� �;����������8��E�K�!��y�DK������� ��"�^!�������K��8��	A��!�����!��8���T���� �� /

Mcont = Mtr −M.trace (d) = M̂ −D.M −M.D = Mcov − 2 (D.M +M.D)
+ rg# ¸�¸ ,

rc�I���
D =

G+GT

2

+ r�# ¸ »�,
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Æ7 "9:9:�����+�l	�!�K8��K�E���9=9:���D�UKL�MK�9= ��"��!�K�}5���l9=KL���� \E���;�����������K���	S ";�!>9=����;�!��8!>���lE�K�jk �!�9=������ ������
j� �!C�M��9:�8�"������øA;A��!���;A!����b��������;A!�EA���8�������LÍÒ�8��# ¹ ����}������U!�K���;��y�M�T�M�UE�;a9: \E�N����:	�!� "	S ���K:���8!� ��"�W�� �9=	A��!�K8�
���l	���;���	5 �������R����{���D���{����;\[z������;���E��l�������y����K�!��T�M;�!��"}/��;������7���7jk��;�EA!��O�� �;�~h �;�!����� �9=	A��!���!����8��9=i�9:�8�
E�K�jk �!�9=������ ����7���D��!��^�������8��#�P��^	A!� �RA��N�9:�^�A�3���^	5 ����^	A���7���b���^Y\;��S�� ��A����!��A�^���W�� ��"�M!������"�M�^�8��!B���g����;����
YI;A�A���8!��U��9=	��� 8XDK��3���h�B���U�8 ��"��!������"����EA�^ÆF��;��M�DXD#D¾����A�(������ ������;�!��T���� ��=EA��!�K�jkK�!������8� + PQ���!����A������A���-,
����EAK�j� �!�9=�T���� "�

Eα
���h�^E�Kp�������U�� "9:9:�0/

Eα =
1

2α
(Cαdil − I)

+ rg# ¸ ¿A,
rc�I���</

E0 = ln (Cdil)
+ rg# ¸8Ã ,

| �
Cdil

��	�	5����K>�M��������;�!�E�����E������T�M�T���� ��A���L�^E�Kp�������� �9=9:�0/
Cdil = F.F T

+ r�# ¸ É�,
Ä �>EA���A�b���?�8���l;A����EA��9:���A���� "�����8��}

l0
���h�{���z�� ���";���;A!b���A�y���������?E�����GHK�	�!� �;��D�L���M���L�

l
���z�� ���";���;A!l<

��G������h�M���"�
t
}������F�M!� �����EAK�j� �!�9e�T���� ��A��������	���;����� �;�!���9:9=���"�3;�����������K������� ��D�$/

= E0
E��y���=E�K�j� �!�9=�T�M�� ��a�� �"��!��Â����9=��YI;���}c���a;��A��E���9=�������� ��A�����

ln

(
l

l0

) #QÆ�G����h�W���L�����:E�K�jk �!�9=������ ��
YI;A�5���h��;�����������K��>	5 �;�!7�����F������������E��3��!����L���� ��{�L��E�G��L[�	��������� ��{R����T[�K������������-YI;��>	5 �;�!7���^��!�����K>E��8�
ÆFPQq7#

= E 1
2

E��y���{EAK�j� �!�9e�T���� ��ËE��OÆF��;A�M�"XD}J�8�u;�����EA��9:�8������ ����A��� l − l0
l0

#(Æ>G��8�C�e���L�����{EAK�j� �!�9=�T���� "�uYI;��
���h�=;�����������K��{	5 �;�!����8���8���������:EA�{����������������9=���"�e����9:	�����}+@F��;����M�����A���!��p�=����������������9=���"�b��	�!�N��:;����
��!����L���� ��O;��A���T[��������"#

= E1
EA�y���UE�K8j� �!�9e�T���� ��OE��Wå�!������\ÍCPc���!�����"��}��8�
;��A��E���9=�������� ��A����� 1

2
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l

l0

)2

− 1

) #
PQ�a�A";�!�� + r�#H¿;,:	�!�K������"���Z�����b!�K���;��y�L�T���b �R\���8�I;��b���_j°���������"�l;A�_���������3E��Z�8��������������9:���D�l ";_E��
�M!����LÍ
���� �� ��;A!:;A� 	S ��yX���!����h�M����E�� ¸8º�º �!��������eEA�����=����Y\;����������e	A��!���9:NL�M!����eE�G�K���!� �;�����������O ��"�bKp��KO�M�� ��������
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R5, | �������cE��>�M!����L���� "�
x�y{z}| r�#H¿ = Æ7 �9:	���!������� ��OE�����EA�ÂÁ5K�!��8�"������9=����;�!�����EA�UE�K�jk �!�9=������ ����

Æ7 "9:9:�3���39= ��"��!������p�������A";�!��(~C;���YI;cGH<U�8�"����!� "�
10
� E��3E�K�j� �!�9=�T���� ��e�����+�M!� ����B9:����;�!�����E��3E�K8j� �!CÍ

9=�T�M�� �����E� ��A�����D��EA����!�K���;��y�M�T�M��YI;������yÍÒ��E��8�"����YI;A���8#AV� �;A!�E�����E�K�j� "!�9=�T�M�� �����	���;�����9:	5 �!C�L���"�����8}���G�K��8��!C�
���
���������{E�GH��;��9=���"����!8# ¹ �F����!��?E� "���b��!�N��:��9:	5 �!C�M���D�=E��
R������Ë��E����"�M�Â�A��!:YI;��������{���h�=���³E�K�jk �!�9=������ ��
9:�8��;A!�K��UE��������M�A��YI;��������������L[�	5K�!���9=���"�L����#
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¾����A�F���L�����>	���!C�����"}\���h��	A!�K������"�MK>����YI;����gEA���L��K����>�M�A ��y[lE��>���g9=KL���� \E��>EcG����"��K�"!��T���� ��{�\;�9:K8!���YI;A�
E��������� "��E��U�8 �9:	5 �!C���89:���"�^�� I�8������#

¨ !# Ï %�'{v)0�*&03.�4´%31ç'W%(4 4�,9x . '{0 'éè�© ( | %+*¯%/2ÿ'W%ö$ÿ(�1�M�%�õ2ªµ(�2A2Á0
PQ��E�������!���	\���� ��{E����F���"�MK��!��T�M�� ���� | ;A��K�!������A�����L��Ñ�;��A���â�;����M� Ã ���h�F����!�K���E�;{���y��!���E���V(!������F�L�3����#

� V(m7ÏUqJÐ"» � #APc �!���YI;cG������8�C�^��K����8��������!��UEcG����"��K��!���!�;A���UK8YI;A�T�M�� ��
EA�ÂÁ5K�!��8�"������������EA;l�áX�	5�</
dyi
dx

= fi (x, y1, ..., yn)
+ @># ¸ ,

÷��
y = (y1, y2, ..., yn)

���h�3;A�l�D���L�M��;�!�E�����������Y\;����c�� ��D�3	�������K����F�� �;������������F�"��!�����R�������E�;
	A!� �R���N89:��<
�8�����8;�����!�#�¾������������8����E������U9=K�9: "��!��U�����D���L�M��;�!

y
�� ��D�������AE�!�� /

= Pc�U�!���E������D�3EA�U���g�M!�������j� �!�9=�T���� "� F }= Pc���F��!� ����3����"������E�G | ;����8! ϕ1, φ, ϕ2
}

= PQ��EA�������y��K�E��UEA������ I�8�T���� �����	���!��hX��h��N�9=�UE�������������89:���D� ρg }= PQ������������ ��O��!��y�M��YI;���	A��!��hX��h��N�9=�UE��U"����������9=���"� τ gc }= PQ���� "�"��!������"��� σ }= ¾������������8����E�;?	5 ��yX��8!����h�M���/�����^��!� �����E���9=�yÍá�T[����>EA����G���������	��� #mÒE���E�K��A�����������"�U���bj� "!�9:��E�;³�!������
a, b, c

�L�3�����F��!� ����^����������3E�G | ;�����!�E�Kp�������������"�3��G� �!������"�M�T�M�� ��OE�����G���������	��� #mÒE��
ϕ′1, φ

′, ϕ′2
#

| �
�A ��M���D�
y = y

}����:9:KL�M�� IEA�UE�G����"�MK��!��T�M�� ��OE�G | ;�����!��8G�K���!��y�^�� �;������:j� �!�9=�</

yn+1 = yn + hf (xn, yn)
+ @>#¼»�,

÷��
h
!���	�!�K������"��������	A���+EcG����"��K8�!��T���� "��#DÆF�L������9=KL���A IE��3��	S �;A!(�������"�L�����E�G�iL�M!��F����R������L�BE����8 ��"�D��!����!

	���;A�>����	A���>EA���M��9:	A�>���h��jk����R�����# | ���������h�t}SEA�g	A��;��8}5�L[����L�M�g��������	����>E��W����9=	��>���h�U����������9:�8�"��	5�L���y�t#
PQ�U9=KL���A IE���EA�3Ñ�;��A��LÍáâU;\���M��E�G� �!�E�!�� Ã )�!���������9�R����)F<�YI;A�T�M!������D��K��!������� ���� | ;A��K�!������A�����B<�E��ÂÁ-K�!����"�M�
9: "9:���"�M�8}�	S �;A!��������:YI;��T��!��>�I���L����;A!���������!�K�9:���D���

k1
}
k2
}
k3
�L�
k4
�� ��"�^�8������;���K8���� �9=9:�</

k1 = hf (xn, yn)

k2 = hf
(
xn + h

2 , yn + k1
2

)

k3 = hf
(
xn + h

2 , yn + k2
2

)

k4 = hf
(
xn + h, yn + k3

)

+ @>#H¿;,

¸8Ã Ð
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x�y{z}| @># ¸ = Æ7 �9=	A��!������� ��
EA����E���;�[{9:Kp���� IEA����E�G����"�MK��!��T�M�� ��O	S �;A!�;��
���������cE��U����9:���A����

r^;
�A�A��������9=������<�~C �;�!�EA�U���g�"��!�����RA���
yn
���h�3E� ��A��K��U	���!�/

yn+1 = yn +
1

6

(
k1 + 2k2 + 2k3 + k4

) + @># Ã ,
Æ7�L�����³9=KL���A IE��³���h�t}��� ";\�D���D�t}F	A��;��{����RA���³YI;A�³���u9:KL�M�� IEA� | ;A��K�!������A���a�L�O	5��!�9:�p�OE��³EA ����A��!{E��
9:�8��������;�!��3!�K8��;A�y�M�T������ �;��^���Z��;A�9:���D�M���"�^����	����3E�������9=	��8#�V� �;A!F�DK�!��Â�A��!�Y\;A���"�M�y�M�T���y�D�89:���D�^��GH��	�	5 �!C�
E��>����9:KL�M�� IEA�^EA��Ñ�;A����pÍáâ�;\���M��}\�����F!�K���;��y�L�T���FYI;��>EA ����A���"�������FE��8;\[b9:KL�M�� IEA�����D ��D��iL�M!��>�� �9=	A��!�K8�
��;�!�E������t�������8�C�M��E��=����9:���������#Q]3�
~C�8;aEA�:	���!���9=NL��!��8�����h�WEAKp�A�A�(��!�RA�y��!�����!���9:���D�g���A�dE��=jk����!��=E��8�
�8������;A���8}5�������� ��"��E� ����AK���EA���A�>���g�M��R����t��; + @># ¸ ,p#-Pc����!�K���;��y�L�T������ "�"�U�8 ����������K8�>E����������b�A�;�!�� + @># ¸ ,L#
¾>���F��!� "�����A�;A!�����9:���D���� ��A��K��������yÍáE�������;���	���;A������;�!����M�A �������	S�8;\�D���D�3iL��!���E�K�EA;��y������/

= V/ �;�!>;A��j°����R�����	����>EA�g�t������;��/���8�>E��8;\[�9:KL�M�� IEA���>E� ��A�����D��;A��!�K���;��y�M�T�U��EA���"�M��YI;�������YI;A�/�� �!CÍ!�����	5 ���EO��;�[
���������"�M���8#
= ¾>N��UY\;��:���:	A����E�������9:	A�U���h�g��;��9=���"�MK�}-E������������UEA��;\[³�8�������:!�K���;��y�M���U������Ed<{��G�K8�� �������8!UE�����?�� ���;\�M�� ��u	S ";�!�;��ujk����RA���{	A���8#(Æ7��	5����E����"�:�8�L�=K��8��!h�=��!� � ��=9= ����������y���{	A��!����?9:KL���A IE��{E��
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K�YI;A�y�������8�"���B��;W��������EA�+Ï� ��g����������E�K�	���������E���;�[�j� ��������3���������� ��W!�K��� ���;���#Tru���B9: �9=���"�/��<3������ "�"��!������"���
���h�����y��;AK��l��;A!g������;A!�jk�����lE��l�M�A��!�"��#JV� �;A!gKL���y����!�E��bj°����!��bEA�=��!� �	z�!�����E��8����!�!��8;�!����I;�9=K�!���Y\;��������
jk��;�����GH������;A!���!WYI;A�=���e	����WEA�=�t������;����� ��y����;�é=����9=9:���"��	5�L���y�t#�V/ �;�!W���8����}Q���e��!��y�MN�!��e!��L�M���I;����h��YI;��
��G����A��!�K�9=���"��EA���� ��"�M!������"�M��	�!�K�EA�y��	A��!����:���M��K�9e� | ;A��K�!������aE� ��y��ip��!������Aj�K�!�����;A!U<l���l�8�������� ��a��!��y�M��YI;���#
| �
!�K���;�9:K"}����U���M��K89=��EA;
	A���^��EA��	��M�T����j/	S��;��3iL��!���E�Kp�������� �9=9:�0/

Ä �
σ > 2.1τc

�L�
δσ > τc

���� �!��
g ⇐ g ∗ τc

2δσ

+ @>#¼É�,
rô�M�A��YI;A��	A���UE����t������;���}�;��?�����h��EA��	�!�K�E����L�M�� ��³EA���A�U����YI;A���J���h�U�DK�!��Â��K��8G����J�cG X³�{	A���UEA��!�����YI;A��E��
jk����!��>;A�l	����B�M!� �	{�!����AE{���h��!�K8��������K�# Ä �-��K����8��������!��>����	����F���h��E���9=���I;�K"#�PQ��!������T�M�� �� + @>#¼É�,B	S��!�9:�L�T}\���
jk���y�T}SE��g�M�� "������!^���g	���;��>�!����AE�	A���>��������	\�L��R����g�� "!��^EA;��8������;A�c�� �;\������Kp�M���"�U������;�!�K"}S�� �!��>E�;�	A����������
K������h����YI;��të�	A�����h����YI;A��}tE��(jk����!��(E��8�c	5�L���y�M�c	����8#TÆ7�(Y\;��"���h��	A!�K������"�MK(�����"�cG����h��	A���Q;A�o)���!����Î)�	�������EA��	��M�T����j
�8��!^����	A���>E��g�t������;����A�g	S��;�����;��9=���"����!8#5¾^���>�t������;����8}S�A ���	�!�K8���8�"��K��>������}S "�"��KL��Kgjk���y��	S ";�!^��������XD��!
E�GH���!����AE���!���;�����������	A����EA�U�8������;��c9=���������8�������h�M��R������y��K8���I;A9:K�!���Y\;������K��AK�!�K��8�� ��"�^KL��K����c�� �9�R�!��8;������
YI;A�F���L�����F�� ���;����� ��:�>KL��K���R�����E� "����K��4Ð�;����Fjk�#�� ���EA�F�� ��"�� ";�!��A��!J���F	�!� �RA��N�9:�F���h�(E�G���9=	S "���8!/;����!�����E
	A���7E��>�8������;A��#�PQ�W�A�;�!�� + @^#¼»;,(	A!�K������D���^���8�7!�K8��;A�y�M�T���F �R\���8�I;������D���>�����F9:i�9=���7	A��!���9:Np��!����7Y\;��>EA�����
���?	A��!C�M���l	A!�K���K8E����"�M��}/��GH��E���	\�M������ ��uE�;u	A����EA�l�8������;�����XI���"�=KL��K
��~C �;���K���#+¾>�l�8���g��!� ������A�;A!����8}/���8�
�� ��A����;����� ��A����;��y�����"������	S�8;\�D���D�3iL��!��>����!�K��8��/

= V/ �;�!
;��wjk����R����³	����
E��³�8�����8;��������
EA��;\[x9=KL���A IE����
E� ��A�����D�
;A�w!�K���;��y�L�T�O��EA���"����Y\;��³�� �9=9:�	A!�K���K�EA��9:9=���"�t#
= Pc���^K��8��!h���^���"��!��W�����^!�K���;��y�L�T���^	S �;A!3E��ÂÁ5K8!����"���^	����3EA�W�8������;A�Q�� ��"�����L���M��9:���D�>	���;��^jk����RA�����^YI;��E����������U�t����	�!�K8��K�E��8�"�t#
= rQ�D�������=9:KL���A IE���EA�WÑ�;�����pÍáâ�;\���M�:E�G� �!�EA!�� Ã ���8�3!�K���;��y�M�������� ��D�^�� ��Aj� ���EA;��3	S �;A!���������!� ����3	����EA���8������;A��}����SX{��EA �����}�E������������8���8}�Y\;A�����-����EAK�	S���AEA���A�������"��!������W�M���������UE�;{	����FEA���8������;A�-�L�����
!�K8��;A�y�M�T�t#

| �d�8 �������;A���� ���E��e���L���M�=	���!C������}Q���B�OKL��Ke9: ��"�M!�KeYI;��e��G����"�MK��!��T�M�� ����I;A9:K�!���YI;��e�!�f����b<O���O9:KL�M�� IEA�
E���Ñ�;��A��LÍáâU;\���L�=E�G� �!�EA!�� Ã �p�>�µG����"��!� \E�;��p���� ���E�G�;A�Z	����>��E���	\�M������j+	S��!�9:�L��E��gjk����!��gE��8�^�8�����8;����^!���	��yÍ
E��89:���"���� �;\���8�{9:���A��9:�������"�3��G���!�!���;�!��I;�9=K�!���YI;A��#AÆ7���������h��E�GH��;\�M���D��	���;������D��K�!��8�������D��EA���A�F���U�8����E��
��G����"�M!� IEA;��L���� "��E��g���e�� ��/EA�����>;����� \E��gE�G�K8��K�9:���D���^�A�����>EA���A�^����Y\;������M����YI;��gK8��K�9:���D�����g���gE�K�j� "!�9:�
	A���:E��
���³9:i�9=�{9e������N�!���# | �Ë�pÁ5�p�t}J�8�uKp�M���"�e	�!��T����YI;A��9:�8�"�=���AE�K�	5����E����"�=EA;u	����:E��
�8������;A��}+;��A�
�!�����E���	A��!C�M���UE��8���8!�!���;A!����I;�9=K�!���YI;A�������h�^�����A���c��;�	A	�!���9=K���#

¸ É ¸
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x�y{z}| @>#¼» = ÆF �9:	���!������� ���E����WEA��;\[a9=KL���A IE����WE�G����"��K��!��T���� ���	S �;A!�;��d����������E��=����9=���A��"�e���D���e	A�����EA��	\�M�T�M��j
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� ��� ��� � �

� �ê�Jq 
À� ��� �K§( ��
À�ð�z� &�' � ' �Y(��ê�u� �+�
q � ' (¯� �ð�z�J��
Ç�

¹ �8�7��G�K�YI;��T���� ��uYI;��7�����l���l�!���E������D�:E����g���y���8��������!�K8���F<�������;A�7E�;�9:��������;��A�L����j��� �9= ��N����b����iL��!��
�8�����8;���K���#�m� �;\�������p������	A��!C���������h��j� �!C���89:���"��������	���!�K8��EA;Z�M!����������J!�K8��������K�	A��!U�� �!�!��t����� � �Z �!�Ð º�� EA�����
;��A�:�� ����=���"����!����:r^!������� �!�}c�������8������;A����	S�8;\�D���D�W��;������+������!� �;��D��!U�� �;A�UEA�y�D��!�������j� �!�9:������ ��M��9:9=���"�
EA������� @7��! º » � }5� r^;ARAÐ È�� }5��Pc@ È Ð � }5� PQâU@FÐ º�� #IP��������A���8;�!(E��^å�!��8���=	5��;\�BiL��!���E�Kp�����A�!�f����3<U���U!������T�M�� �� /

L0
ijklGlm,ki

(
x, x′

)
+ δjmδ

(
x, x′

)
= 0

+ Æ�# ¸ ,
¾����������U�8����EcG�;��
9:��������;
������������G�K���!��y��;A!��UE��U����	�!�K���K�E��8�"����!������T���� "�
	S�8;\��ip��!��U����9=	����Â��K��U���
K���!��Â�����"�
YI;A��� ñ^ñ��^Ð�¿ � /

Glm,ki

(
x, x′

)
= Glm,ki

(
x− x′

) + Æ>#¼»�,
Æ7��YI;���	5��!�9=�L�3EA�U!�K�K��8!���!�������!������T���� �� + Æ�# ¸ ,7�� �;A�����:j� �!�9:�</

L0
ijklGlm,ki

(
x− x′

)
+ δjmδ

(
x− x′

)
= 0

+ Æ�#H¿;,
P(G� �	SK8!��T����;A!�E��WPc��9:K

Λ
����������YI;A�U�� ��
 "	SK�!��T����;�!3��E�~C "���"�

Λ+ �� ��"�^E�Kp���������� �9=9:�� P���	�Ð�¿ � /

Λjl = L0
ijkl∂k∂i

+ Æ># Ã ,

Λ+
jl = Λlj = L0

klij∂k∂i
+ Æ>#¼É�,

| �
;��������������"�^���>�M��������;A!�E��Wå�!������
G+ ������ I����KW<

Λ+ ��G�K�Y\;A�T�M�� �� + Æ>#H¿;,FE��L�����8�"�$/

L0
klijG

+
lm,ki

(
x− x′

)
+ δjmδ

(
x− x′

)
= 0

+ Æ�# Å ,
| �
9�;��y����	A�������"�^����!������T���� �� + Æ># ¸ ,7	���!

vj (x′)
} + »\#¼» È ,F	A��!

G+
jm (x− x′) �p�3���O�������� �;��h��!���XI���"��/

G+
jm

(
x− x′

)
L0
ijklvl,ki

(
x′
)

+G+
jm

(
x− x′

)
K̇j

(
x′
)
− vj

(
x′
)
L0
klijG

+
lm,ki

(
x− x′

)
=

vj
(
x′
)
δjmδ

(
x− x′

) + Æ>#¼Ì�,
Æ7�L�����eK8YI;A�T�M�� ��z���h��9e�����"���������"�����"��K��!�K��b��;A!U�� ";\�����=�D ���;A9:�bE�;�	5 ��yX��8!����h�M����# | �z!��89=��!�Y\;A���"��YI;��
� r^;ARAÐ È�� /

vm (x) =

∫

V
δjmδ

(
x− x′

)
vj
(
x′
)
dV

+ Æ�# È ,

¸ É�¿
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| �
;\�M�����������"� + Æ># È ,FEA���A� + Æ>#¼Ì�,F���"��K8�!�K�����;A!7�� �;��3�����D ���;A9:�

V
����!�K���;��y�L�T�3��;A�y�����"�^���h�3 �R������I; /

∫

V

(
G+
jm

(
x− x′

)
L0
ijklvl,ki

(
x′
)

+G+
jm

(
x− x′

)
K̇j

(
x′
)
− vj

(
x′
)
L0
klijG

+
lm,ki

(
x− x′

))
dV =

vm (x)
+ Æ>#HÐA,

| ;
;\�M�����������"������K8 �!�N�9=�UE��U���:E��y�D�8!�������8����	A	�����YI;AK�< ∫
V
G+
jm

(
x− x′

)
L0
ijklvl,ki

(
x′
)
dV

/

∫

V
G+
jm

(
x− x′

)
L0
ijklvl,ki

(
x′
)
dV =

−
∫

V
G+
jm,i

(
x− x′

)
L0
ijklvl,k

(
x′
)
dV +

∫

∂V
G+
jm

(
x− x′

)
L0
ijklvl,k

(
x′
)
nidS

+ Æ># ¸tº ,

| �^��	A	�����YI;AK�< −
∫

V
vj
(
x′
)
L0
klijG

+
lm,ki

(
x− x′

)
dV

/

−
∫

V
vj
(
x′
)
L0
klijG

+
lm,ki

(
x− x′

)
dV =

−
∫

∂V
vj
(
x′
)
L0
klijG

+
lm,k

(
x− x′

)
nidS +

∫

V
vj,i
(
x′
)
L0
klijG

+
lm,k

(
x− x′

)
dV

+ Æ># ¸"¸ ,

| �
!���9e��!�YI;����"�^YI;��0/

−
∫

V
G+
jm,i

(
x− x′

)
L0
ijklvl,k

(
x′
)
dV = −

∫

V
G+
lm,k

(
x− x′

)
L0
klijvj,i

(
x′
)
dV

+ Æ># ¸ »�,

r^�� �!������
;��������������"� + Æ># ¸ »�,7���c���h�3	5 �������R����UEcG�K���!���!��UYI;A�</

−
∫

V
G+
jm,i

(
x− x′

)
L0
ijklvl,k

(
x′
)
dV +

∫

V
vj,i
(
x′
)
L0
klijG

+
lm,k

(
x− x′

)
dV =

−
∫

V
G+
lm,k

(
x− x′

)
L0
klijvj,i

(
x′
)
dV +

∫

V
vj,i
(
x′
)
L0
klijG

+
lm,k

(
x− x′

)
dV = 0

+ Æ># ¸ ¿A,

PQ��!��8���T���� �� + Æ>#HÐ;,F	5��;\�3iL�M!��U9=�������� �;������:j� �!�9=�</
∫

∂V
G+
jm

(
x− x′

)
L0
ijklvl,k

(
x′
)
nidS −

∫

∂V
vj
(
x′
)
L0
klijG

+
lm,k

(
x− x′

)
nidS+

∫

V
G+
jm

(
x− x′

)
K̇j

(
x′
)
dV = vm (x)

+ Æ># ¸�Ã ,

| �
�L[�	A�������y�M���"�
K̇j

�L�^���Ojk���������"�^;��������"��K��!��T���� ��O	A��!�	A��!h��������/
∫

V
G+
jm

(
x− x′

)
K̇j

(
x′
)
dV =

∫

V
G+
jm

(
x− x′

) [
δlijkl

(
x′
)
vl,k
(
x′
)]
,i
dV =

∫

V

(
G+
jm

(
x− x′

)
δlijkl

(
x′
)
vl,k
(
x′
))

,i
dV −

∫

V
G+
jm,i

(
x− x′

)
δlijkl

(
x′
)
vl,k
(
x′
)
dV

+ Æ># ¸ É�,

¸ É Ã



| �a��	�	A����YI;����"�t}-;A������ �;��D��������jk ����8}-���g���AK� �!�N�9=��E������{E��y�D��!���������:< ∫
V
G+
jm

(
x− x′

)
K̇j

(
x′
)
dV

���
!�K���;A�y�M�T�3 �R������\;
���h�$/
∫

V
G+
jm

(
x− x′

)
K̇j

(
x′
)
dV =

∫

∂V
G+
jm

(
x− x′

)
δlijkl

(
x′
)
vl,k
(
x′
)
nidS−

∫

V
G+
jm,i

(
x− x′

)
δlijkl

(
x′
)
vl,k
(
x′
)
dV

+ Æ�# ¸8Å ,
q/���A������9:���D�t}����O�� �9gRA���A���D� + Æ�# ¸�Ã ,F�L� + Æ�# ¸8Å ,�/

vm (x) =

∫

∂V
G+
jm

(
x− x′

)
L0
ijklvl,k

(
x′
)
nidS −

∫

∂V
vj
(
x′
)
L0
klijG

+
lm,k

(
x− x′

)
nidS+

∫

∂V
G+
jm

(
x− x′

)
δlijkl

(
x′
)
vl,k
(
x′
)
nidS −

∫

V
G+
jm,i

(
x− x′

)
δlijkl

(
x′
)
vl,k
(
x′
)
dV

+ Æ�# ¸ Ì�,
| �a;\�������������"�W���:jk���y�WYI;A�����:9:�������8;a���h����;�	A	S ���K������A����}����{�� ���EA�y���� ��d��;�[?����9:�Â�����U	5 �;�!U���g�M��������;A!�E��
å�!��8���
	5��;\�3ip��!�����	A	�����YI;AK��� r^;�R�Ð È��

lim
x−x′→∞

G+
(
x− x′

)
= 0

+ Æ># ¸tÈ ,
r^�� "!�� + Æ># ¸ Ì�,FE��L�����8�"�$/

vm (x) = −
∫

∂V
vj
(
x′
)
L0
klijG

+
lm,k

(
x− x′

)
nidS−

∫

V
G+
jm,i

(
x− x′

)
δlijkl

(
x′
)
vl,k
(
x′
)
dV

+ Æ�# ¸ Ð;,
PQ�^	A!���9=��N�!��7���D��K��!������7EA;������� ��AE�9=��9gRA!��7E��F���L���M�7K�Y\;A�T���� "�����h�(���^�� ���;\�M�� ���E�;�	�!� �R���N�9=�7�A �9: "�N�����#
| �O��	�	S�8�����"�

v0
m (x)

���p�������� "��;\���� �� /

vm (x) = v0
m (x)−

∫

V
G+
jm,i

(
x− x′

)
δlijkl

(
x′
)
vl,k
(
x′
)
dV

+ Æ�#¼» º ,
PQ��EAKp�A�A�y���� ��
EA;
�!���E������D�3E������g���y�M�����������h�$/

gmn (x) = vm,n (x)
+ Æ>#¼» ¸ ,

| �O!���9e��!�YI;����"�^Y\;���EA���A����G����D��K��!�������EA�U���=j� �!�9�;���� + Æ>#¼» º ,F����;A�c��������!�9:�
G+
jm,i (x− x′) E�K�	5����EOE�����:	S ����y���� ��

x
���� �!���/

gmn (x) = g0
mn (x) +

∫

V
G+
jm,in

(
x− x′

)
δlijkl

(
x′
)
vl,k
(
x′
)
dV

+ Æ�#¼»�»�,
V/ �;�!7!��p�D������!79e�����"���8�A���"����;e�M��������;�!7E��Uå�!����8�{������ \����K�<

Λ
���>!�K���;A�y�M�T��9: ��D��!�K>	A��!FPc��	����A��nI�J� P���	�Ð�¿ �

���h�^;\����������K0/
G+
nm

(
x− x′

)
= G+

mn

(
x′ − x

) + Æ�#¼»�¿;,
Pc�>�M��������;�!�EA�Wå�!������O�:����	A!� �	�!���KL��KU���D��K�!����������"�M��� ñ^ñ��^Ð�¿ � ������;��UEA;l���AK� �!�N�9=�UE������U!�K�����	�!� I���y��K0/

G+
mn

(
x′ − x

)
= Gnm

(
x− x′

) + Æ�#¼» Ã ,
| �����
���
���D��!� IEA;��������"�^���>���8������;�!�E��Wå�!������
9= IE��Â��KU�� "9:9:�0/

Γmnij
(
x− x′

)
= Gim,jn

(
x− x′

) + Æ�#¼»�É�,
PQ��!��8���T���� ��O��;��y�����"����}���	�	5����K��U�K8��K�!�������9:���D�3K�Y\;A�T���� "�
���D��K��!������������AK�9=������YI;A��}�	5��;\�3iL�M!��UEA �����K8�</

gmn (x) = g0
mn (x) +

∫

V
Γmnij

(
x− x′

)
δljikl

(
x′
)
glk
(
x′
)
dV

+ Æ�#¼» Å ,
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[ SDS ×6ùI× � � � Ô�Ö°w���ÖcØD×gÖ�ä U6����Ô"Û°Ü R#S Ü S Û�UB��Þ�Ô�Ö�×"wpÜ S UpÚ=Ô�Û°Ü����A×

¸ É Å



� ��� ��� � «

� �ê�Jq 
½� ��
 ��� ' �³��
�� � §�� ' ���&�u��qÎ�z� &�'

Pc�F����������;A!
tII
���"��!� IE�;A�y��EA�����+�����M�A��	A�y��!��^»>E� ��Â��iL��!���E�Kp������	S �;A!+iL��!����8������;A��K�#IÆ7�7��!�����������	5��;\�����

��!� �;\�D��!7EA���A�B��������N8���^EA�>q��������yÍáqA����!��SYI;��5�g�L[�	A�������y��K^�8�������A����;�!�# ¹ ����}I���5���8!��W�A ��b����;����89:���"���L[�	��������y��K
9=��������GH��	A	�!� 8[���9=�T���� "�a�\;�9:K8!���YI;A�:YI;��(	S�8!�9:�L�gE��:���=�8�����8;�����!�����!��
��;������+EA �����K8��#c¾����������=�8���WE�G�;��
�!������
��������	\����Y\;��UEA�UE��89:�yÍá�T[����

a, b
�L�
c
���>���8������;�!����h�3E� "����KU	���!$� qJq È É � /

tIIklmj =
abc

3

∫ π

0

∫ 2π

0

(
LACmnkpφpqφnrχqχr

)−1
χtφltχuφju sin θdθdϕ

+ ¾g# ¸ ,
rc�I���</

χ =




sin θ cos θ
sin θ sinϕ

cos θ


 + ¾�#¼»�,

| �

φ =




1 0 0

0
a

b
0

0 0
b

c




+ ¾�#H¿;,

V/ �;�!F�8�����8;�����!F��G����"�MK��!������ + ¾�# ¸ ,B���g9=KL���A IE����I;�9=K�!���YI;A�>EA�y���>EA��åU��;����hÍáPc������AE�!��>�8�C��;�����������K���# ¹ �-jk��;\�
E�GH��RS �!�EO!�K8���������8!�������EA��;\[
�M�A���A���9:���D����E�������!�����R���������;��y�"���"����/

x = −1 +
1

2π
θ

y = −1 +
1

π
ϕ

+ ¾�# Ã ,

+ ¾�# ¸ ,F	S��;��3E� ��A�U���U9=�L����!����� ";������:j� �!�9:�0/

tIIklmj =
abcπ2

3

∫ 1

−1

∫ 1

−1
f (x, y) dxdy

+ ¾�#¼É�,
V/ �;�!��8������;A����! + ¾g#¼É;,7���cjk��;\�^K���!���!��UYI;A�</

∫ −1

1

∫ −1

1
f (x, y) dxdy =

N∑

i=1

N∑

j=1

wiwjf (xi, yj)
+ ¾�# Å ,

Æ7�����l!��L�������D��E� ��A�:<{jk����!��:;����:9: 8XD�8�����:	S ��AE�K�!�K8��	A��!U�����U	5 ���E��
wi
EA�����ljk ����L�M�� ��d<l���"��K8�!���!���;\[

	5 ����"���e�M�A ���������#BPc���e	S ����D���eE�G����D��K��!��T�M�� ����e�M�A ��������e�� ��D�b�����e!������������eEA; 	S "�yX���ï�9=�OE��ZPc����8��E�!��OE��
¸ É�Ì



[ SDS ×6ùI×Æ�w� � Ô�Ö°w���ÖcØ��ZÛÒ× S Ù8×��\ÞWØåä Ü S ÛÒ×pÞ�ÔAw�Û°Ü R�S
��G� �!�EA!��WEA;Z�� �9�R�!��gE��W	5 ����"���^�M�� ��������8#-Æ7�L���M�W9:KL�M�� IEA�WE�G����D��K��!��T�M�� ���	S��!�9=�L�>E��g�8������;�����!3�������"������;�!��
�L[����L�����eE�G�;�� 	5 ��yX��Aï�9:�OEA ��"�b���OE��8�!�KO���h�b���OE� �;�RA���OE�; �� "9gR�!��OEA���=	5 ����"���eE�G����"�MK��!��T�M�� ���#Bñ3��;�j
	S "���"����EcG����"��K8�!��T���� "�³�� ��"����K8������������!���� + ����YI;A�/!��L�������D�W<{��	�	A!� 8[���9=��!����lj� ����p���� ��a<l���D��K��!��8!�	A��!�;��
	S "�yX���ï�9=�gEA��E����!�K ¸8È �8�

x
�L�
y
,��t��!���;\ÍÒEA����<b�����^��������;A!��>�I;A9:K�!���YI;������8������;A��K������� ��"�U��E����D����YI;��8��<

���������8�F��!� ";\�DK����3���D�8�U�A��;�j�	5 ����"�M��#�P���	S ��yX���ï�9=�UE��WP��8�����EA!��UE�GH �!�E�!���Ðg����;\�$/

Legendre9 (x) =
12155

128
x9 − 6435

32
x7 +

9009

64
x5 − 1155

32
x3 +

315

128
x

+ ¾�#¼Ì�,
Ä ����!����������������������D�$/

x1 = −x6 = −0.968160239507626
x2 = −x7 = −0.836031107326636
x3 = −x8 = −0.613371432700590
x4 = −x9 = −0.324253423403809

x5 = 0

+ ¾�# È ,

PQ��j� �!�9g;�����YI;��c	S��!�9=�L�3EA�UE� ��A����!����g��������;�!�E�;
	5 ���E��
wi
���h�3���:��;��y�"���"���0/

wi =

∫ 1

−1

∏

j 6=i

x− xj
xi − xj

dx
+ ¾�#HÐ;,

| �O��	A	�����YI;����"�^���L������K�YI;��T���� ��O�����F�������8;�!����\;�9:K8!���YI;A����EA����!��������������� ��"��/

w1 = w6 = 0.081274388361574
w2 = w7 = 0.180648160694857
w3 = w8 = 0.260610696402935
w4 = w9 = 0.312347077040003
w5 = 0.330239355001260

+ ¾�# ¸8º ,

Æ7�L�����lEA��!�����N8!��l!����������� ��u	S�8!�9:�L�:EA�lE�K��A����!��� �9:	A��NL����9=���"�:���?9=KL���� \E��l;\����������K8�l	5 �;�!�9= IE�K8��������!����
��!��������y���� ��OE�G�K��L�����������8#
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���"�M!������Z�� "9:	5 �!C����9=���"�{�� I�8���^�L�{������;��^E�G�;A�Î��"!�K�"�T�{	5 ��yX���!����h�M���������Î���h�{!�K8��������K����!�f�������;_���M�AK�9=�
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��!��y��N8!��UE��U	5��!C�M��EA�UE�;��p�������y��K
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� ��4�25*&0�,c2
m����>����9ô �jS���A����	A��E:�M���������B���(�� W9= IE��8�S��E�;A�L�������y�áXe�� ����B��!��y���8!��� ���#\¾> WE� ����A�T�T}�������� �  �!�n������
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���8�����
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	���;A�8}5���A����9= IE����(��y�D���g������ O� I \Ea!�����;��y���Wj� �!��8������;A��;��W �j7PQ���AnIj� �!�Ea�8 I�pé=�8�����"���g����E³X����8��Ed��;A!�jk�����8�
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��!��Â����!��� ��c#�m��A������!��y����!��� ��
����;�����Eb�M �	��� ���j� "!�9:���A�����9=�y��EA�����!���9=�����AE{�y�3�������� � �b�M�A�T�3� I IE
!�����;��y�M�
�8���OR5��"�y�D����#
O¥2®�¯���£�¨/ �¬5EA;��L�M�����y�áXD}�9=����!� �9=���M���������8���µ}�9= IE��8�������}A��!CX��h�M�����������U	A�����h�������y�áX
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