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Résumé. La décision dans l'incertain est un theme de recherche particulierement actif a
I’heure actuelle, en raison notamment de ses nombreuses applications dans différents domaines
de 'ingéniérie (télécommunications, transports,...), de la gestion et de la finance, etc. La formu-
lation de ces probléemes en termes de problemes d’optimisation sous contraintes est une approche
classique. Cependant, dans un contexte aléatoire (ou stochastique), la nature des contraintes
prises en compte requiert une attention particuliere :

— les contraintes a satisfaire “presque siurement” sont généralement irréalistes ou anti-
économiques (on ne dimensionne pas les réseaux pour écouler le trafic des heures de pointe
de 'année), en dehors bien sur des relations mathématiques qui représentent les lois de la
Physique;

— les contraintes & satisfaire “en espérance”, quoique mathématiquement agréables, n’ont
pas de signification pratique tres utile dans la mesure ou le respect d’une inégalité sur
I'espérance ne garantit rien sur la fréquence des dépassements de cette inégalité ;

— les contraintes a satisfaire avec une certaine probabilité sont généralement celles qui ont
le plus de signification pratique, mais elles sont difficiles a traiter mathématiquement ;

— d’autres mesures de risque ont été récemment proposées (CVaR, ordres stochastiques, .. .),
notamment dans le domaine de la finance, pour aller dans le sens d’un traitement
mathématique plus facile (préservation de la convexité par exemple), mais avec une cer-
taine perte de I'interprétation intuitive qu’on peut leur donner.

Sur le plan théorique, I'une des difficultés fondamentales que souleve le traitement des
contraintes en probabilité est que ces contraintes s’expriment essentiellement comme 1’espérance
d’une fonction indicatrice d’ensemble, fonction a la fois non convexe et discontinue : le traitement
de telles quantités par des méthodes d’approximation stochastique est donc tres difficile.

Dans cette these, trois voies sont explorées pour contourner ces difficultés :

— le recours a d’autres formulations du risque qui amenent a des problemes mathématiques

plus simples ;

— des méthodes d’intégration par parties ou de changement de variables dans le calcul de
I'espérance permettent, sous certaine condition, de remplacer la fonction indicatrice par
sa primitive, évidemment plus réguliere, et donc plus facile a traiter du point de vue de
I’approximation stochastique : on obtient ainsi des estimateurs non biaisés mais présentant
une certaine variance ;

— des méthodes de “lissage” remplacant la fonction indicatrice par une approximation “adou-
cie”, ce qui introduit un certain biais dans l’estimation, biais que 1’on cherche ensuite a
faire tendre asymptotiquement vers zéro.

Ces méthodes sont évaluées et comparées a la fois sur les plans théorique et numérique, en
utilisant pour cela deux exemples issus I'un d’un probléme de parcours optimal avec risque et
I'autre d’un probleme d’investissement en finance.






Introduction générale

L’optimisation, une aide a la décision

L’optimisation est une technique qui permet de “quantifier” les compromis entre des critéres
parfois non commensurables, i.e. peu susceptibles de s’évaluer dans les mémes unités E En effet,
si tout se ramenait a des euros, il suffirait d’additionner tous les effets d’une décision pour la
comparer a une autre. Mais que vaut la vie humaine ? Penser par exemple & une politique de
sécurité routiere qui cotte des investissements en euros et qui rapporte des économies ... de
morts.

En fait, la théorie de 'optimisation fournit des outils permettant de répondre a des questions
du type “si on accepte de perdre x sur un critére, combien pourra-t-on gagner au mieux sur un
autre critere 7 7 au moins de facon marginale (i.e. lorsque z est petit). Voila d’ou vient “le prix
de la vie humaine” : dans un contexte (et avec des contraintes) bien précis, x euros de plus de tel
investissement en matiére de sécurité permettront (statistiquement) d’économiser y morts, d’ou
le prix marginal du mort. Mais ce priz marginal pourra étre tres différent dans un autre cadre
décisionnel, avec d’autres niveaux de contraintes par exemple ... ce qui doit donner a réfléchir.

Finalement, 'optimisation ne se substitue pas a la responsabilité du décideur; elle rend les
conséquences de certains choix a priori (fixation d’un budget, d’un niveau de sécurité) plus
explicites en ayant fait le mieux possible a l'intérieur du contexte créé par ces choix.

Nomenclature de 'optimisation

L’idée d’optimisation étant tres générale, nous allons entrer un peu plus dans la description
de sous-catégories qui correspondent a des outils mathématiques et des niveaux de difficultés
assez variables :

e optlimisation continue et optimisation discréte : la premiere distinction a faire concerne
la nature des “espaces” dans lesquels les variables de décision prennent leurs valeurs,
c’est la dichotomie “discret-continu”, bien marqué en mathématiques et qui conditionne
beaucoup les possibilités de recourir a certains outils. On se situera dans le cas continu,
ce qui permet de considérer des variations infinitésimales et 1'usage de la notion de
dérivée des fonctions impliquées (les fonctions pourront ne pas étre parfaitement “lisses”
et seulement “sous-différentiables”, toujours est-il que 'on disposera d’une possibilité de
parler de petites variations) ;

'Le début de cette introduction est inspiré du cours Convezité et Optimisation enseigné par G. Cohen & I'Ecole
des Ponts en 1999-2000.



e optimisation déterministe et optimisation dans l'incertain : dans le cas déterministe,
tous les facteurs intervenant dans le probleme, en dehors des variables de décision
a notre disposition, sont supposés connus avec précision. Mais bien souvent, dans la
plupart des situations concretes, le décideur doit faire face a un certain nombre de
facteurs inconnus, ou plus précisément connus statistiquement par exemple. Une approche
possible de la décision dans l'incertain consiste alors a utiliser un cadre probabiliste pour
décrire mathématiquement 'incertain (on parle dans ce cas d’optimisation stochastique
et on cherche en général & minimiser l’espérance de la fonction coiit, ce qui suppose
implicitement qu’on accepte un comportement “optimal en moyenne”) ;

e optimisation statique et optimisation dynamique : le mot “dynamique” est le plus souvent
utilisé lorsque le temps intervient, i.e. qu’un systéme évolue, qu’il faut prendre des décisions
a diverses étapes de cette évolution, et que ces décisions auront une influence sur tout
le futur. On parle alors de commande optimale qui peut étre a nouveau déterministe ou
stochastique. Pour étre plus précis, dans une formulation déterministe, le mot “dynamique”
implique que 'on manipule des “trajectoires” : les “commandes”, comme les variables de
décision, les états du systeme, ... , sont des objets indexés par le temps. A I'inverse, si
on se place dans des situations dynamiques et en présence d’incertain, on entre le plus
souvent dans le monde de la commande en boucle fermée ou en feedback, o1 ’on a intérét
a prendre les décisions a chaque instant au vu des observations disponibles jusqu’a cet
instant.

Généralités sur 'optimisation stochastique sous contrainte

Il existe diverses notions mathématiques permettant de formuler des contraintes en optimi-
sation stochastique :

e les contraintes presque sures : elles sont trop exigeantes d’un point de vue économique
et réservées par conséquent aux équations décrivant un modele physique. En effet, si
I'on considere par exemple l'optimisation du dimensionnement d’un systéme collectif
(une autoroute, un réseau électrique), vouloir & tout prix satisfaire la demande quelle
que soit celle-ci, ou quel que soit I’état de panne de certains éléments, conduit a un
surdimensionnement du systéme économiquement inacceptable. On arrive donc a tolérer
la violation des contraintes (défaillance de fourniture de la demande par exemple) dans
un “certain nombre de cas pas trop grand” ;

e les contraintes en espérance : quoique mathématiquement agréables, elles n'ont pas de
signification pratique tres utile, dans la mesure ou le respect d’une inégalité sur I’espérance
ne garantit rien sur la fréquence des dépassements de cette inégalité ;

e les contraintes en probabilité : ces contraintes sont une formulation assez naturelle du
risque, mais elles sont difficiles & manipuler mathématiquement.

A ce stade de I'introduction, il nous semble indispensable de distinguer deux types de
“défaillance”, qui sont pratiquement de signification et mathématiquement de difficultés tres
différentes :

e la défaillance quantitative : lorsque l'on ne satisfait pas a une demande d’électricité
par exemple, il n’est pas indifférent de savoir combien de consommateurs ont été privés



d’électricité et pendant combien de temps; il est naturel que le “cotut de défaillance”
soit au moins proportionnel a la demande non servie; on est mathématiquement dans
l'optique de “couits convexes”, i.e. de colits marginaux croissants ;

o la défaillance qualitative : il est des situations ou le fait de violer une contrainte entraine une
issue fatale quel que soit le dépassement constaté du niveau de la contrainte souhaité ; par
exemple, si la contrainte correspond a la définition d’une cible a atteindre pour récupérer
I’équipage d’un aéronef en cas d’incident, et si le fait de ne pas pouvoir atteindre la cible
doit étre considéré comme fatal a la survie de I’équipage, il importe peu de savoir si on a
de “beaucoup” ou “de peu” manqué la cible : le processus est “en tout ou rien”, on est
mort ou on a survécu (colit marginal non monotone, ce qui correspond & une situation
non convexe).

La formulation des contraintes en probabilité étant particulierement bien adaptée a cette
deuxieme catégorie de défaillance, et s’agissant d’une formulation naturelle du risque, c’est
précisément a ce type de contraintes que nous allons nous intéresser dans ce travail.

Aspects algorithmiques : gradient stochastique

Afin de mettre en évidence les difficultés rencontrées lors du traitement mathématique de
la contrainte en probabilité, nous allons décrire succinctement la stratégie de résolution que
nous envisageons, stratégie basée sur un algorithme de type gradient stochastique (dans [[I3],
G. Cohen et J.-C. Culioli ont étendu la méthode du gradient stochastique et le traitement des
contraintes par dualité aux contraintes formulées en espérance).

1. On commence par écrire la contrainte comme une contrainte en espérance. Si la contrainte
en probabilité s’écrit
P{g(u,§) <a} >p,

N

ou
u désigne la variable de décision,

& désigne la variable aléatoire,

P désigne la probabilité d’un évenement,

p € [0, 1] désigne le niveau de probabilité requis pour la satisfaction de la contrainte,
« désigne le niveau de la contrainte,

et si Ig+ désigne la fonction indicatrice de la demi-droite réelle positive, i.e.,

1 si x>0,
I+ (2) = {0 sinon -

alors on peut écrire

P{g(u,€) < o} = E[Ig+ (a — g(u,))]

2. On utilise ensuite la dualité pour faire entrer, a I'aide d’un multiplicateur A, la contrainte
comme une partie de la fonction cott : soit E[j(u,£)] la fonction coiit initiale & minimi-
ser en u sous la contrainte en probabilité ; le Lagrangien ainsi obtenu s’écrit comme une
espérance

L, \) = E[j(,€) = A (p— Tt (@ = g(,9)) )]



En supposant I'existence d’un point selle de L, il s’agit de mini-maximiser cette espérance
par rapport aux variables primales et duales selon I'idée du gradient stochastique (algo-
rithme de Arrow-Hurwicz stochastique étudié dans ce contexte de contrainte en espérance
dans [T3]). Concretement, on doit donc résoudre un probléme d’optimisation formulé a
I'aide d’une espérance mathématique. Notons bien que 'on se place “en boucle ouverte”,
i.e. une situation ou les décisions doivent étre prises une fois pour toutes sur la base d’in-
formations a priori (statistiques, ... ). C’est le cas par exemple pour la détermination des
investissements a faire une fois pour toutes pour faire face a des aléas (pannes, consomma-
tions, ... ) qui ne sont connus a l’avance que par leurs statistiques. Le calcul des espérances
est le plus souvent difficile, voire impossible. La méthode du gradient stochastique apporte
une réponse a cette difficulté en “optimisant tout en calculant ’espérance”. 1l s’agit en fait
d’une combinaison de l'idée de la méthode de Monte-Carlo (tirages pseudo-aléatoires per-
mettant I’évaluation numérique des espérances) avec la procédure itérative des méthodes
de gradient en optimisation.

Deux types de difficultés apparaissent alors. On sait en effet (il s’agit d’un théoréme) que si
Pon considere J(u) = E [h(u)], et si 'on suppose que h est Lipschitz p.s., alors J'(u) = E [h’(u)]
La premiere difficulté, fondamentale, tient donc au fait que la fonction Ip+ est non seulement non
différentiable mais non continue. Il n’est pas impossible que I'expression E |:I[]R+ (a —g(u,& ))} soit

une fonction continue voire différentiable de w par le fait que la discontinuité de Ip+ “se déplace”
avec chaque £ et que 'on fait une opération de moyenne par E. Mais le gradient stochastique
opere malheureusement £ par £, ce qui signifie que 'opération régularisante de moyenne n’a pas
lieu et le gradient, voire méme un sous-gradient, de u — I+ (a - g(u,&)) n’existe pas. Pour
contourner cette difficulté trois approches sont envisagées :

— chercher d’autres formulations du risque qui ameneraient & des problemes mathématiques
plus simples (partie [l du mémoire) ;

— traiter directement le probleme de discontinuité en utilisant des idées d’intégration par par-
ties ou de régularisation obtenue par convolution avec des suites de fonctions régularisantes
(partie [l du mémoire, chapitre B ;

— reformuler la contrainte en probabilité comme une contrainte sur un quantile indépendant
de la variable de décision (partie [Tl du mémoire, chapitre H).

La deuxieme difficulté est liée a la stratégie de résolution elle-méme. En effet, 'existence d’un
point selle du Lagrangien n’étant pas du tout garantie, il est préférable de recourir a I'idée du
Lagrangien augmenté pour augmenter les chances que ce point selle existe. Or le mélange de
lespérance (traitée comme dans le gradient stochastique) et des non linéarités du Lagrangien
augmenté pose certains probléemes (partie [l du mémoire, chapitre ).
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Chapitre 1

Notations et résultats connus

On souhaite résoudre des problemes d’optimisation stochastique par un algorithme de
type gradient stochastique. On rappelle donc ici quelques résultats d’optimisation convexe et
de théorie des probabilités, ainsi qu’'un certain nombres d’hypotheéses qui seront faites assez
systématiquement par la suite. Enfin, on présente un algorithme dérivé de la méthode dite du
“gradient stochastique”, introduit par Robbins et Monro, et qui sera notre stratégie de résolution
tout au long de ce mémoire.

1.1 Optimisation convexe

Pour cette synthese, nous nous sommes inspirés de Aubin ([2], [3]), Faurre ([19]), Schwartz
([300, [31]) et Céa ([8]).
On se place dans un espace de Hilbert ¢/, de dimension quelconque, identifié & son dual I/’.

Définition 1.1. Soit C' un sous-ensemble de C. On dit que C' est un cone de sommet O si
Vge C, VYteR", tqge C.

Par définition, —C' = {q eC| —q € C}. Dans la suite, on suppose C' convexe, fermé
d’intérieur non vide et tel que C' N (—=C) = {0} (cone saillant). On définit alors la relation
d’ordre <, compatible avec la structure d’espace vectoriel :

Vp,qe C, p<qep—qe —C.

On considere des problemes d’optimisation convexe sous contraintes : on minimise la fonction-
nelle convexe J sur le fermé U2 de . On introduit un autre espace de Hilbert, C, dit “espace
des contraintes”, lui aussi identifié & son dual C’. On définit une contrainte par la donnée d’un
opérateur O(-) de U 2d dans C et d’un coéne convexe fermé C de C. Ainsi posé, le probleme s’écrit

min {J(u) | O(u) € —c}. (1.1)

uelUad
Remarque 1.2. Les contraintes d’égalité correspondent au cas C' = {O}

Dans notre cas, J est 'espérance d’une fonctionnelle j(u, ) définie de U x = dans R, £ étant
une variable aléatoire sur €2 :

J(u) & /Q J(u,€) P(dE) (1.2)



20 Notations et résultats connus

1.1.1 Optimisation libre

Définition 1.3. Une fonctionnelle J définie sur U est dite convexe si
Vte [0,1], V(u,v)eclU?, J(tu+ (1 —t)v) <tJ(u) + (1 —t)J(v).
Définition 1.4. Une fonctionnelle J définie sur U est dite strictement convexe si
vtelo, 1, V(uv)eU* utv, J(tu+(1—tw)<tJ(u)+(1—1t)J().
Définition 1.5. On appelle épigraphe et domaine de J respectivement les ensembles :

epiJ = {(v,y) EUXR|y> J(v)},

et
domJ:{UEU|J(v)<—|—oo}.

J est dite propre si son domaine est non vide et si elle n’est pas identique a —oo.

Définition 1.6. J est dite semi-continue inférieurement (ou s.c.i.) si

Vuel, J(u)<liminfJ(v).

v—Uu

Résultat 1.7. On a :
(i) une fonction est convexe si et seulement si son épigraphe est convexe ;
(ii) le domaine d’une fonction convexe est convexe ;

(iii) une fonction est s.c.i. si et seulement si son épigraphe est fermé ;

(iv) toute fonction convexe, s.c.i. et propre est minorée par une fonctionnelle affine.

Remarque 1.8. Le point (iv) est une application du théoréeme de séparation de Hahn-Banach
appliqué a epi J.

Définition 1.9. Une fonctionnelle J est dite coercive sur U2 si U24d est borné ou si

lim J(u) = +4o00.
u€U, ||ul|—+o00

Résultat 1.10. Soit U un espace de Hilbert, J : U4 — R une fonctionnelle convexe s.c.i. propre,
et U Cc U un conveze fermé. Si J est coercive sur U, alors J admet au moins un minimum
sur U, Si J est strictement conveze, alors ce minimum est unique.

Démonstration. Soit (u¥)reny une suite contenue dans U2?, et telle que J(u¥) tend vers
inf, crraa J(u). Une telle suite, dite suite minimisante, est bornée, donc faiblement compacte,
car J est coercive sur U?d. Elle admet donc une sous-suite u®*) faiblement convergente vers
un point u* € U24 (car U ad est convexe fermé, donc faiblement fermé). De plus, J étant s.c.i.
pour la topologie faible (car convexe), J(u*) < liminf J(u®®)) = inf, ;a0 J(u). L'unicité est
immédiate. O
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Définition 1.11. J est dite fortement convexe de module a, ou a-convexe, si
Vte [0,1], Y (u,v)eU? J(tu+ (1 —t)v) <tJ(u)+(1-1t)J(v) — gt(l — 1) [Ju—v|?.

Définition 1.12. Une fonctionnelle J est différentiable au point u € U s’il existe une forme
linéaire continue notée J'(u) : U — R telle que

voed, lim J(u+ hv) — J(u)

Jim SR () ).

J est dite différentiable sur U si elle 'est pour tout u € U.

Définition 1.13. On appelle sous-différentiel de J au point v € dom J, ’ensemble
8J(u) = {r cU' |Yoeld,J(v) — J(u) > (rv— u)} :

r € 0J(u) est un sous-gradient de J au point u. Si 9J(u) # 0, J est dite sous-différentiable
en u.

Définition 1.14. Soit f : i/ — R U {400} une fonction non identiquement égale & +oo. La
conjuguée ou transformée de Fenchel de f est la fonction f*: U — R U {+oo} définie par

e, ) =suw (o) - f@).

zel

L’application f — f* est appelée conjugaison ou transformation de Legendre-Fenchel. Par
construction, f* est convexe et semi-continue inférieurement (i.e. son épigraphe est fermsé).
Comme conséquence de cette définition, nous avons I'inégalité suivante :

Propriété 1.15.
f(x)+ f*(y) > (y, ) V(y,z)elU?.

Le calcul sous-différentiel et la transformation de Legendre-Fenchel sont tres étroitement liés.
En effet,

Propriété 1.16.
(veor@) e (F@) - - w2 =0).
Résultat 1.17. On a :
(i) si J est différentiable, l'a-converité équivaut a
V(u,v) € (domJ)*, J(0) = J(w) = (J'(w),v —u) = u— v,

ou

¥ (u,0) € (dom J)?,  (J'(v) = J'(u),0 —u) > alju —v?;

(ii) une fonctionnelle J a-convexe est strictement convezre et coercive ;

1) si J est sous-différentiable, (i) reste vraie en remplacan w) par tout r € u) ; on di
ii1) st J est différentiable, (1 t ] [ tJ tout o0J dit
que le sous-différentiel est fortement monotone de module a ou encore a-monotone.

Définition 1.18. (i) Une fonctionnelle J est dite lipschitzienne de constante L sur U si

V (u,0) € (dom J), | J(u) — J(v) |< Lju—o|;
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(ii) J est a sous-gradient linéairement borné (de parameétres ¢ et cz) si
VuedomJ, Vredd(u), |r]<er|lull+ec,

on résumera cette derniere définition par J est SGLB(c1,c¢2);

(iii) J est dite a dérivée lipschitzienne de constante B si
¥(u,v) € (dom 1)’ /() = S| < Bllu—v].

Résultat 1.19. Si la fonctionnelle J : U — R est a dérivée lipschitzienne de constante B, alors
2 / B 2
V (u,v) € (dom J)”, J(U)—J(u)§(J(u),v—u)—l—;”v—u” .

1.1.2 Dualité

On rappelle que C, dit “espace des contraintes”, est un espace de Hilbert, identifié & son dual
C’; et que I'on définit une contrainte par la donnée d’'un opérateur O(-) de U2 dans C et d’un
cone C de C. On considere toujours le probleme

min {J(u) | O(u) € —c}. (1.3)

uelUad
On note U* 'ensemble des solutions du probleme ([3)).
Définition 1.20. On appelle céne conjugué de C, I'ensemble C’ défini par
C'= {q'EC’ 1 {(¢,q) >0, Vqe C}'

Définition 1.21. © : U{ — C est dite C-convexe si

V(u,0) € URVt e [0,1], O(tu+(1—1t)v) —tO(u)—(1-t)O(w) e —C.
O est dite C-sous-différentiable en u si I’ensemble

00(u) = {1 € LU,C) | Vv el (v—u) - (O(v) - O) € ~C}
est non vide. Cet ensemble est appelé sous-différentiel de ©. Si © est C-convexe, la fonction-
nelle convexe f,(-) = (p, ©(+)) est convexe si p € C'; et dans ce cas, elle est dite régulierement
sous-différentiable si 0 f,(u) se réduit aux éléments de la forme 7' p avec 7 € 9O(u), le
signe | désignant I'opérateur adjoint.
Définition 1.22. Le Lagrangien associé au probleme ([3)), défini sur U ad 5 O est
L(u,\) = J(u) + (), O(u)) .

On appelle “condition de Slater” la condition

0e int(@(Uad) + C) ,

int désignant l'intérieur d’un ensemble.
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Résultat 1.23 (Théoréme du point selle). On suppose J convezxe, s.c.i. et coercive sur Uad .

e si la condition de Slater est satisfaite, alors u* € U solution de (I3

SIN e O V(N e U x O, L{u*,\) < L(u*, \*) < Lu, \Y)
o [Vue U, Jw) < Jw) + 05, 0)), (\,0w*) =0, 0@*) € —C, et X e'|;

o siJ est sous-différentiable et © est régquliérement C-sous différentiable, alors u* € U est
solution de (L) si et seulement si IN* € C’ tel que

Ir* e dJ(u*), I € 0™, (r + ()T N, u—u*) >0 Yue UM,
(A,0w")) =0, et O@)e —C.

Les conditions ci-dessus sont les conditions de Kuhn et Tucker pour le probleme ([[3)). On
est parfois amené a introduire le probleme dual de ([3]), ainsi que les ensembles U(\) et P(u
pour u € U et A € C'.

Définition 1.24. On note P* ’ensemble des solutions du probléeme dual suivant

G(\
max (A),

avec
GO\ = {minueUad L(u,\) si xec’

—00 sinon.

G(-) est dite fonction duale de J.

On note

~ N

U = in L(u,)\), et P(u)= L(u, \).
(A) =arg min L(u, ), et P(u)=arg max L(u, A)

Proposition 1.25. Sous les hypothéses du Résultat [LZ3, G est concave et
V(A u*) e P x U, U CUN) et P*C Pub).

On dit que le Lagrangien est stable en u si
VYA e P, U =U .
Résultat 1.26. Solutions primales et duales de ([IZ3) et propriétés de U :
o lensemble des points selles de L sur U*d x C' est égal o U* x P*;

o sild()\) existe, alors G est sous-différentiable et 0 G()) est Uenveloppe conveze fermée des
O(u) pour uw € U(N);

o sild(\) est un singleton, G est différentiable (il suffit en fait que © (Z;{()\)) soit réduit a un
singleton) ;

e si J est strictement convexe en u, alors L est stable en wu.
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1.1.3 Principe du probléeme auxiliaire

Basé sur une méthode de point fixe, le principe du probleme auxiliaire consiste a remplacer
le probleme

min J(u), (1.4)

uclUad

avec U2 convexe fermé d’un espace de Hilbert I et J fonctionnelle & valeurs réelles, sous
différentiable et convexe, par la séquence de problemes auxiliaires suivante :

min K(u) 4+ (er* — K'(u),u) — vt (1.5)
uelUad

K étant une fonctionnelle fortement convexe choisie par le concepteur de l'algorithme,
r* € 0J(uF) et e > 0.

Avec des hypotheses adéquates, la suite (u*)en ainsi engendrée converge faiblement vers la

solution u* du probleme ().
Théoreme 1.27. On suppose :

e J conveze, propre, s.c.i., et coercive sur U,

o K :U — R fortement conveze et différentiable.
Alors la solution de (L7) existe et est unique. Si de plus,

o J est SGLB(c1,c2) et (€¥)ken est une o-suite (i.e Y one =400 et 3oy (Ek)Q < 400),

e ou sie® = p¥/||r*||, avec p* une o-suite
alors

Jim Tk = (),

la suite (u¥)ren est bornée et tout point d’accumulation appartient aU*. Enfin, si J est fortement
convexe, alors :
U ={u*} et lim ||uf—u*|=0.
W) et dim [t -

La démonstration se trouve dans [I1].

Donnons une interprétation de 1’algorithme associé a ce principe du probleme auxiliaire. On
considere le probleme

min {J(u) | O(u) —c}.
uelUad

On suppose les hypotheéses nécessaires pour pouvoir garantir ’existence d’un point selle du

Lagrangien L. On choisit

R, A) = Sl — A2,
2 2c

avec a > 0 et A le multiplicateur associé a la contrainte. Il s’agit d’une fonction auxiliaire,
fortement convexe-fortement concave et différentiable. Soit (v,q) € U x C', r € 0,L(v,q),
s € O\L(v,q), et € > 0. Avec ces éléments, cherchons un point selle de

K(“? >‘) + <€T - KL(”aQ)?“) + <ES - K&(”vQ)7A>
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sur U* x P*, ce qui revient a résoudre, pour (u*,\*) € U* x P* la paire d’inéquations variation-
nelles
Vu € UM (K] (u*, \*) +er — K. (v,q),u —u*) >0,

VA € P, (K5 (u*, \*) +es — K\ (v,9),A = \*) <0.

On remarque facilement que si (v,q) est une solution de ce systéme, c’est aussi un point selle
de L sur les mémes sous-ensembles admissibles. L’obtention de I'algorithme repose alors sur les
observations suivantes :

— le probléme du point selle est remplacé, lors du déroulement de 'algorithme, par une
alternance de remises a jour des variables primales et duales : ces deux types de variables
sont donc traités dans un schéma séquentiel ;

— la remise a jour des variables duales se fait par un algorithme de type gradient.

On obtient ainsi 'algorithme d’Arrow-Hurwicz qui revient a une alternance de pas de gradient
projeté dans ’espace primal et dans ’espace dual selon le schéma, :

Pt = e (uk — eV, L(u", )\k)) ,

AL = 11, ()\k +aeVyL(uft, )\k)) .

1.1.4 Lagrangien augmenté
Pour une étude compléte du Lagrangien augmenté, le lecteur pourra se reporter a [[I4].

Définition 1.28. On considere le probleme

{ min J(u) | O(u) € —c}.
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On définit le Lagrangien augmenté comme suit :

Le(u, N) = min J(u) + (A ©() = x) + 5 [0(w) = x]*.

xe—C
Remarque 1.29. Si C = {0}, alors L¢(u,\) = J(u) + (A, O(u)) + £ [©(w)[*.

Cette définition n’étant pas trés opératoire, les résultats suivants, extraits de [[I4], donnent
plus d’informations sur les manipulations de Lagrangiens augmentés.

Résultat 1.30. L. peut se réécrire

Lo(u, A) = J(u) + ¢<®(u), )\)

avec c
¢:CxC =R, ¢0,)) = min (0 —x)+5 [0 x|
x€—C 2

1
6,)\) = 0) — — |lg — \||?.
ou encore (6, \) Eféac%@a ) 2CH(] |

¢ a les propriétés suivantes :
e ¢ est convexe en 0, concave en A\ et différentiable en 0 et A\, et on a

1

¢(0.0) = oA+ c0), GA(0,0) = = [Hor(A+ ) = ] ;
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o ¢ admet l’expression explicite
1
6(0.3) = 5= [ITer A+ cO) 2 = A
e enfin, on a les majorations suivantes
VAe O, V0 e —C, p(0,\) <0 et VOeC,Vre C',(0,)) > (\0).
Remarque 1.31. On a également
/ Chu 2
Tout l'intérét de l'introduction du Lagrangien augmenté provient du résultat suivant :

Résultat 1.32. Sous la condition de Slater, le Lagrangien augmenté a un point selle sur U xC’.
Plus précisément, les Lagrangiens L et L. ont le méme ensemble de points selles U* x P*,
respectivement sur les ensembles admissibles U2 x C' et U x C'. De plus, L. est stable en u :
en notant U,(\*) Uensemble des solutions de min,cjraa Leo(u, \*), on a

YA* € P*oucU.(\) = ueld*.

1.2 Modele probabiliste

Introduisons le modele probabiliste permettant de décrire un algorithme de type gradient
stochastique (pour plus de détails, on peut par exemple consulter [20]).

Définition 1.33. On appelle base stochastique un quadruplet (Q, (F¥)ren, F, IE”), dans lequel
Q) est un ensemble dont on note w un élément, F est une o-algebre de €, P est une loi de
probabilité sur (Q, F ) et F* une suite croissante (au sens de l'inclusion des ensembles) de sous-
o-algebres de F'. On supposera en général que F' est la o-algebre engendrée par la réunion des
F*.

Définition 1.34. Soit (Y, B) un espace mesurable. Un processus stochastique sur ’espace
de probabilité (Q, F, IE”) d’espace d’état (Y, B) est une application X de N x 2 dans Y mesurable.
Les applications X (.,@) : k — X (k, @), © € Q sont appelées trajectoires du processus.

Définition 1.35. Soit (Q, (F¥)ren, F, IE”) une base stochastique et X un processus stochas-
tique sur (Q,F, ]P’), d’espace d’état (Y, B). On dit que X est adapté a la filtration F' (ou
non-anticipatif) si pour tout k& € N, 'application & — X (k,®) est F'*-mesurable.

Définition 1.36 (Convergence d’une suite de variables aléatoires). Soit (X*)pen une
suite de variables aléatoires a valeurs dans un espace de Hilbert U/, '’espace probabilisé associé
étant (Q, F ]P). On dit que la suite converge vers 0

e en moyenne quadratique si limg_, 400 E [||Xk||2] =0;
e en probabilité si ¥e > 0,limy. . oo P{ | X*| > £} = 0;
e presque surement si, pour presque tout w € 2, X k(w) — 0.

Remarque 1.37. La convergence en moyenne quadratique implique la convergence en proba-
bilité ; la convergence presque sire implique également la convergence en probabilité.
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Définition 1.38 (Martingale). Soit (X*)rcy un processus aléatoire adapté & une filtration
F. On dit que (X*)ren est une martingale si

Vke N, E[X"] <400 et EF[XFH] = XxF,
ou EF est I'espérance conditionnelle sachant F*.

Définition 1.39 (Propriété caractéristique - Définition des quasi-martingales). Un
processus stochastique (Xj) adapté a la filtration F', tel que :

;ggE[Xk] > —00

et tel que,

3 E[Hgk (Xpp1 — Xk)} < +00
keN

avec

Gr = {5 €0 | BF[ X1 — Xi] > o}
est appelé une (F,P)-quasi-martingale.

Résultat 1.40 (Convergence p.s. des quasi-martingales). Soit (X*)zen une (F,P)-quasi-
martingale. Alors (X*)en converge p.s. vers une variable aléatoire mesurable X telle que

E[|1X>[] < liminf E[|X>[] < +oc.

Nous rappelons ci-dessous deux lemmes techniques, souvent utiles dans les preuves de conver-
gence des algorithmes que nous utilisons.

Lemme 1.41. Soit (2*)pen et (aF)pen deus suites de réels positifs telles que aF soit le terme

d’une série convergente et

A< sup ol 24 b

1<k+1

les ¥ étant bornés. Alors (2¥)en est une suite bornée.
La démonstration de ce lemme se trouve dans Cohen [[T1], p.146].

Lemme 1.42. Soit J, fonctionnelle lipschitzienne sur tout borné de Hilbert U. Soient (uk)keN
et (Ek)keN deuz suites a valeurs dans U et RT respectivement, telles que

36> 0,vkeN, [uFtt—uF| <sek

avec
Zek = +00 et HM,ZEk\\J(Uk) — pfl <400
keN keN
alors
lim J(u*) = p.
W ) =

La démonstration de ce lemme se trouve dans Cohen [[T1], p.144].
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1.3 Méthode de ’'ODE

La méthode de 'ODE (ODE pour Ordinary Differential Equation), dont on peut trouver une
présentation détaillée dans [23], permet d’analyser la convergence en moyenne d’un algorithme
itératif de la forme

Pt = oF P k) + R pF 4 ek ek (1.6)

ol u* € R™ est un vecteur que I'on souhaite estimer de facon récursive. On supposera vraies les
quatre hypotheses suivantes :

(H1) F >0 VEkeN, limy joeb =0et Y, ye" =+,

(H2) h:R™ — R" continue,

(H3) limp_ 4o 3% = 0 presque stirement

(114)

m
lim P{ sup stlng >5} —0, Ve>o0.
=k

k——4o0 m>k

Ces hypotheses permettent d’associer a un algorithme de la forme ([CH) son équation
différentielle moyenne définie par

% =u = h(u(r)). (1.7)
L’algorithme ([CO) est approximativement une discrétisation de cette équation différentielle
déterministe avec ’équivalence temps continu/temps discret t5 <« Zf:o el. Son obtention re-
pose sur l'utilisation

— du fait que u* varie lentement par rapport & ¥ et ¢* (sk << 1) et que h est réguliere ;

— de la loi forte des grands nombres.
L’ODE caractérise le comportement statistique moyen d’un algorithme et son étude permet de
traiter le probleme de la convergence locale grace au résultat suivant :

Théoréme 1.43. Supposons que (u*)en définie par {LA) vérifiant les hypothéses (H1) a (H4)
soit bornée presque stirement. Alors il existe Qg négligeable tel que si

1. u* € R™ est une solution localement asymptotiquement stable de I’ODE u = h(u) ayant
pour domaine d’attraction DA(u*) ;

2. pour 0 ¢ Qo uF(0) € A C DA(u*) infiniment souvent ;

alors
lim «*(@) = u*.
k—+o0

Corollaire 1.44. Si u(t) = u* est la seule trajectoire bornée de I’'ODE, alors u*

surement.

— u* presque

1.4 Meéthode du gradient stochastique

1.4.1 Approches intuitive et probabiliste

Les deux approches que nous donnons ici sont extraites de [16]. On s’intéresse au probleme
suivant

min J(u) =E[j(u,¢)].

uelUad
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Le modele probabiliste introduit précédemment permet de tenir compte du fait qu’a chaque
expérience, on ne dispose que de l'information j(u,§) et non de l'information J(u). A fortiori,
on ne disposera dans les bons cas que de V,, j(u,§), et le plus souvent, seul un sous-gradient de
j(u, &) sera disponible. D’ou 'algorithme suivant :

e on choisit un u° dans U?4;

e & chaque étape k, on effectue un tirage aléatoire £*! suivant la loi P, indépendamment
des tirages précédents ;

e on procede a la mise a jour suivante :
uFtt =k — kb ke 3uj(ukafk+1)> (1.8)

la suite (€¥)zey étant une o-suite.

En voici une premiere approche intuitive, motivant I’hypothese de o-suite. D’une part, on

4o K _ 0 K k.k ‘o E_ Kk :
peut écrire u™ = u’ — >, " r". En divisant les deux membres par o% =) ;" €", on obtient
alors «

uf — o’ Pk—o et
ok ok ’

Si uF converge vers @ (avec @ tel que V.J(#) = 0) et (e¥)ren est une suite & série divergente,
alors la suite de Cesaro K
k .k
k_ 2k=0E T

v
ok

converge vers 0, et n’est pas éloignée de la véritable moyenne E[r] = V.J(u). La série divergente

permet donc d’assurer la condition d’optimalité en moyenne de Cesaro. D’autre part, en suppo-

sant les sous-gradients bornés et en adaptant la preuve du cas déterministe, on démontrerait que

la propriété >, (e¥)? < +o0o0 permet de prouver la bornitude (presque siire) de la suite (u*)gen.

Considérons maintenant une motivation plus probabiliste d’un algorithme de gradient sto-
chastique. Supposons qu’a la suite d’expériences répétées, on obtienne des mesures y*, & des
instants successifs ¢ = 1,2, ..., et que 'on doive décider d’une action qui dépend de la moyenne
estimée de ces nombres. Il est alors judicieux, aux instants k, k41, .. ., d’effectuer des moyennes
partielles avec les données déja disponibles. Posons u* = % Zle y'. On note que ces moyennes
(conditionnelles) peuvent se calculer de maniere récursive de la fagon suivante

1
k+1 k kE_ . k+l
ut =u - ——(u” — . 1.9
Y (1.9
On reconnait (LX) avec r* = u¥ —yF 1 et ¥ = k%rl En effet, y*! n’est autre qu’une réalisation

de vy, variable aléatoire, dont chaque u*

résolu récursivement par ([LJ) est en fait

constitue une espérance conditionnelle. Le probleme

m&n %E [(u - y)2] , (1.10)

et il est classique en probabilités que la moyenne soit le nombre “autour duquel” la variable
aléatoire admet la dispersion minimale : ([LI0) admet pour solution u* = Ely] et le critere
optimal J(u*) vaut

T) = 5E[(Bly] - v)°] = garts).
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1.4.2 Convergence

Dans [15], J.-C. Culioli s’intéresse au probléme
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min /Q J(wOPWE) = J(u)  se. Ou) e —C. (1.11)

On appelle U* 'ensemble des solutions de ce probleme. On suppose qu’il existe un point selle
(u*, \*) pour le Lagrangien de ce probleme.

Lorsque J est strictement convexe, J.-C. Culioli propose I'algorithme suivant, basé sur le
principe du probléme auxiliaire décrit en ([CI3)) :
o soit u® € U et \0 e ¢’
e connaissant u* et \¥, on tire ¢**! suivant la loi P et indépendamment des tirages
précédents ; puis on calcule

k+1

-u par

gllijre}d K(u) 4 (¥ r* — K'(u®), u) + e (\F, 0(u)) (1.12)

avec 78 € 9, j(uF, ¢k

- et APt par
AR H()\k LG @(uk—i-l))

IT étant la projection sur C’, cone conjugué de C.

Cet algorithme permet de trouver une suite (uk)keN qui converge faiblement p.s. vers u* et de
prouver que la suite (A\¥)zen associée est bornée p.s..

Théoréme 1.45. En plus de l'ezistence d’un point selle au probléme (LI1l), on suppose :
e j(-,&) conveze, propre, s.c.i. pour tout £ € Q; j(u,.) mesurable sur Q pour tout u € U?! ;
o J(-) strictement conveze;
e O(-) lipschitzienne de constante L ;
e K fonctionnelle fortement convere de module b > 0, différentiable.

Alors, la solution de (LIQ) existe et est unique. Si de plus, pour tout &, j(-,&) est a sous-gradient
linéairement borné de paramétres cy et cy et si (€¥)ren est une o-suite, alors les suites (u¥)pen
et (\¥)ren sont bornées p.s. et (uF)pen converge faiblement Pp.s. vers u* (d’aprés la stricte
convexité de J, U* = {u*}). Enfin, si J est fortement convezxe, la convergence vers u* est forte.

Lorsque J est seulement convexe, on utilise le Lagrangien augmenté et ’algorithme est alors
le suivant :
o soit u¥ € U2 et A0 €/,
e connaissant u* et \*, on tire ¢*t! suivant la loi P et indépendamment des tirages
précédents ; puis on calcule

k+1

-u par

min, K (u) + (e — K'(u), u) +*(g", O(w)

avec ¢~ = ¢, (@(uk),)\k) et 7F € 0,5 (uk, 81,
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- et AP par
AR = Nk kgl (@(uk+1)’)\k) ‘

Le Lagrangien augmenté permet alors d’exhiber une suite double (u*, \¥)eny dont les points
d’accumulation faibles p.s. (@, A) sont tels que u € U* et A € P*, Yu* € U*.

Théoreme 1.46. On fait les mémes hypotheses sur J, j, K et © que pour le théoréme précédent,
excepté la stricte convexité de J. Alors la suite (uk)keN est bornée p.s. et tous ses points d’ac-
cumulation appartiennent o U*. La suite (\¥)pen est bornée p.s.. Tout point d’accumulation X
est tel que A € P(u*),Yu € U*.

1.4.3 Vitesse de convergence

Nous présentons ici les principaux résultats de [I7]. L’idée originale de cet article est, selon
nous, d’avoir cherché, sur un exemple particulier, a caractériser sur un algorithme de gradient
stochastique la borne de Cramer-Rao.

(Q, F ]P’) est un espace probabilisé, et U?d un convexe de R?. On suppose que

je Iq (Q,F, P),est convexe, continue en u pour tout & (1.13)
et vérifie sup {|g|, g € uj(u,&),u € UM ¢ e Q} <gq. (1.14)
Notons
J* = min J(u), M =argminJ(u), et [(u)= distance de u a M .
ueUad u

On suppose que J est a-convexe, avec a = 2c¢; on a donc

J(u) = J* zc(l(u))2 Vu € UM, (1.15)
Si g(u,&) € 0y j(u,§) désigne une sélection mesurable du sous-différentiel de u +— j(u,§) et
(e") e une suite vérifiant :

+o0
f10 et Zsk = +o0, (1.16)
k=1

on peut définir la suite de variables aléatoires

uF = IM;raa (uk _— gk),uo donné, (1.17)

ot g¥ = g(u”, £¥). On note y* = E[l(uk)2] On a alors

Théoréme 1.47 (Convergence en moyenne quadratique et vitesse de convergence).
Sous les hypothéses (LI3) o (LIA), la suite u* vérifie limy, y* = 0. De plus, pour une suite ¥
de la forme
1
k
=—, Vk
ck + ¢2/y0c’ ’

on obtient la vitesse de convergence : y* < m, Vk.
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Dans [I7], J.-C. Dodu et al. ont cherché & caractériser, sur un algorithme de gradient stochas-
tique, la borne de Cramer-Rao dans le cas ou la loi est atomique. Pour cela, ils se sont intéressés
a la minoration de la distance a 'optimum en fonction de la taille de ’échantillon.

On considere la structure statique (Q, FuelS ), S étant le simplexe de R™, i.e. que 'on est

dans la situation ou la probabilité p € S est discrete, de support constitué de m atomes. Etant
donné u € RY, la fonction cout est une application j : R% x Q — RT fortement convexe en u et
deux fois différentiable en u. On veut résoudre

mgn (E [7(u, )] = J(u)) .

Soit (Q, Fues ) “" 1n échantillon de taille n, et r une paramétrisation du simplexe, par exemple

-1 L s .
= (U1y-en s fim—1) €6 Ll = 1 — Z:’;l r;. On considére alors u* comme une fonction de r, et

on peut ainsi prendre le gradient de u* par rapport a r, qui est noté V,u* . Une minoration au
sens des matrices définies positives de E [(a — u*)®2], 4 étant une statistique sur ’échantillon et
u* Poptimum recherché, est donnée par la formule de Cramer-Rao :

1
E[(a - u*)®2] > EV,«u*I_IV,«u*, Va tel que E,fu] =u”,
ou Z désigne la matrice d’information
I=E [(VT log ,u(r))®2] .

La minoration cherchée est donnée par le théoréeme suivant.

Théoreme 1.48. Si j est fortement convexe en u et deux fois différentiable en u, on a
1
E[(4—u*)®?] > = VI 1 u*) Q VI (u)
n
Vi estimateur sans biais défini sur (Q,F, p € S)®2 et Q =E[V,j(u*,§%?].

Le théoreme suivant montre que la solution de

min (- 3 ) = J(w))
=1

u \n

ou &y, ..., &, est une suite de tirages indépendants selon la loi p, conduit & une solution optimale
atteignant la borne du théoreme précédent. On note

X L~
iy = argmin ~ 3 _j(u,&;)
i=1
Lorsque j est fortement convexe en u et deux fois différentiable en wu, i, est unique.

Théoreme 1.49. Lorsque j est fortement convere en u, deux fois différentiable en u et que
ur j(u,&) a sa dérivée troisiéme bornée, on a, lorsque n — oo,

ﬁ(an _ u) £ N(o, V2 (") Q VQJ_l(u*))

avec Q = ]E[(Vuj(u*,ﬁ))@] )
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Enfin, toujours dans [I7], J.-C. Dodu et al. présentent une méthode du second ordre, et
montrent que, dans le cas quadratique, ’algorithme de gradient stochastique atteint la vitesse
de convergence optimale. On appelle méthode du second ordre une méthode du type

uFt = ok — ARV, (b, )

ou AF est une suite de matrices, ceci par analogie avec la méthode de Newton dans le cas
déterministe
uk-l—l — uk _ vuu](uk)—l Vu](uk) ]

Ils montrent alors que la vitesse asymptotique optimale du Théoreme [L4]] est atteinte par une
méthode du second ordre au moins dans le cas ou la fonction & minimiser est quadratique

1
Jju, &) = iuTBu —bu+E&u

ou £ est une variable aléatoire centrée, de loi u, et admettant un moment d’ordre 2.

Théoreme 1.50. L’algorithme
uF Tt = oF — AF Vuj(uk,fk)

-1
ot AF = ((k: + 1)B + QB 'E[(u® — u*)®2]> atteint la vitesse de convergence optimale
B~'QB~'/n au moins dans le cas quadratique :

. 1
On observe que la vitesse de convergence optimale est obtenue avec la méthode du second
ordre, mais que le gain par rapport a la méthode avec pas scalaire est faible. Ceci vient du fait
que, bien réglé, un algorithme de gradient stochastique permet d’atteindre la plus petite valeur

propre de la borne de Cramer-Rao.

1.4.4 Amélioration asymptotique de P’algorithme de gradient stochastique

Dans [27], B.T. Poljak et A. Juditsky proposent une méthode permettant d’améliorer asymp-
totiquement un algorithme de gradient stochastique. L’idée consiste a laisser les trajectoires
explorer un domaine plus large en ralentissant la décroissance vers 0 du pas, mais de réduire
la variance en moyennant les trajectoires. Ils donnent pour ce nouvel algorithme un résultat de
convergence en probabilité, et montrent que ce type d’algorithme permet d’atteindre le meilleur
taux de convergence possible. L’avantage de I’algorithme de gradient stochastique moyenné est
qu’il permet d’atteindre la borne de Cramer-Rao avec des pas scalaires. De plus, la robustesse
sur le choix du pas est bien meilleure qu’avec le résultat de [I7], ou le réglage doit étre tres
pointu pour atteindre la plus petite valeur propre de la borne de Cramer-Rao.

On suppose que 'on cherche & minimiser une fonction J(u), u € R™, supposée différentiable.
On note u* ce minimum. Pour résoudre ce probleme, on utilise un algorithme de gradient sto-
chastique moyenné de la forme :

ut = w7t — Aoyt Yr=VJIWH) + € ou € est un bruit aléatoire
=
ﬂt:zZuZ, u e R".
i=0

On suppose
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(H1) J est deux fois continiiment différentiable, et [I < V2J(u) < LI pour tout u, avec
I >0, L>0et I lamatrice identité;

(H2) (ft)t>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées,
El¢!] =

(H3

(H4

) n‘d\@( )| < Ki(1+[ul);
) la fonction 1 (u) = E[p(u + £)] est définie et admet une dérivée en 0, ¥(0) = 0 et
u1p(u) > 0 pour tout u # 0; de plus, il existe &, Ky > 0 et 0 < 8 < 1, telles que

9/ (0)u — (u)| < Koful™7 . pour |u| <e;

(H5) la fonction x(u) = E[p(u + &) p(u + &) ] est définie et continue en zéro;
(H6) la matrice —G = —'(0) V2J(u*) est Hurwitz, i.e. Re \{(G) > 0,i=1,--+ ,n;
(H7) ona (y' —7) /7' =0(y),7" >0 Vt;

+0o0
Z(,}/t)(lﬂ-ﬁ)/? 12 o 4o
t=1

On a alors

Théoréme 1.51. On suppose que (H1) — (H7) sont vérifiées. Alors @' — u* presque sirement
et Vt(at —u*) — N(0,V), i.e., la distribution de ’erreur normalisée \/t (i — u*) est asympto-
tiquement une loi normale, de moyenne zéro et de matrice de covariance

V=a"x0)GHT.

Supposons que &' possede une densité qe contintiment différentiable et qu’il existe une matrice
d’information de Fischer finie

flae) = /(VquT%)qgl dy .

Si l'on choisit la fonction ¢ selon la densité g

p(u) = —f(ge) VInge(u),

on obtient alors

V = V2I() " flge) " VRI()

Comparons l'algorithme de gradient stochastique moyenné a l’algorithme d’optimisation sto-
chastique asymptotiquement optimal

u' =u'"t =17 Be(y'),

ou
B=V2J(u)™" et o) =—f"(g)VIng(y).

Dans cet algorithme, on utilise la valeur de la matrice V2J(u*). Il existe des versions
implémentables de cet algorithme, dans lesquelles un estimateur de la matrice est utilisé a la
place de la vraie valeur. On montre que ’algorithme de gradient stochastique moyenné atteint
le méme taux de convergence que l’algorithme optimal non implémentable.
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1.4.5 Analyse qualitative d’un algorithme de gradient stochastique

On souhaite résoudre le probleme
min J(u).

On suppose que ce probleme admet une solution unique u*. On s’intéresse a la situation pour
laquelle la valeur exacte du gradient est difficile a évaluer, et ol 'on ne dispose donc que
d’un estimateur du gradient, obtenu par exemple par simulation. La qualité de l’estimateur
(biais, variance,...) peut dépendre de la valeur de u en lequel il est évalué, mais elle peut aussi
dépendre du temps de calcul que I’on est prét a accepter pour faire la simulation. Nous présentons
brievement ici une analyse qualitative de cet estimateur, menée par P. L’Ecuyer et G. Yin
dans [24]. Lors de la résolution numérique de ce probléme par un algorithme de type gradient
stochastique, cette analyse va permettre d’établir un compromis entre le biais et la variance de
I’estimateur.

On considere ’algorithme
uF L = ko ghopk

ot YF est un estimateur du gradient évalué en u* et (¢¥)pcy. On définit le biais conditionnel et
la variance de l'estimateur du gradient a 'itération k par

b, = EF [ — J' (u*)

et
Vi = [l - E*[])?]

respectivement, ou || - || désigne la norme euclidienne. Contrairement & Vi, by est une va-
riable aléatoire. Remarquons également que V) est la trace de la matrice de covariance

E[(4* - E¥*)) (" — E* )T ].

Pour simplifier les notations, nous allons supposer que u* = 0. Les hypotheses suivantes
permettent d’établir la convergence presque siire de (u*)zen.
(H1) e =k ot 1/2 <y < 1; donc E[[|u!|?] < +o0;
(H2) il existe des constantes 3 > 0 et Kg > 0 telles que v+ (3 > 1 et pour tout £,

bl < Kgk™ ps.et E[||be]?] < Kjk 2
(H3) il existe des constantes § € R et K5 > 0 telles que 2y + J > 1 et pour tout k
Vi = E|[v* — B )|*] < Kok

(H4) J’ est continue;

(H5) PODE 4 = —J'(u) a une solution unique pour chaque condition initiale et J'(u) =0 a
une racine unique, u*;

(H6) il existe une constante finie K > 0 telle que ||J'(u)|| < K(1 + |Ju]]) et il existe € > 0 et
une matrice H telle que J'(u) = Hu + O(||u||?) pour ||u|| < €; toutes les valeurs propres
de H ont des parties réelles positives; notons Apj, > 0 le minimum de ces parties réelles.
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La condition (H1) donne une forme explicite pour £¥. (H2) force le biais & décroitre en O (k7).
Dans (H3), § peut étre positif, nul ou négatif, ce qui correspond & une variance qui (asympto-
tiquement) décroit, reste bornée ou augmente avec k respectivement. La condition 2y + 6 > 1
impose a la variance de ne pas augmenter trop vite. Enfin, (H6) requiert que la fonction J doit
étre quadratique pres de 'optimum. En dimension 1, ceci signifie que la dérivée seconde doit
étre bornée au voisinage de 0; ceci signifie également que J’ doit croitre au plus linéairement.

Proposition 1.52. Sous les hypothéses (H1)-(H6), u* — u* p.s. lorsque n — 4oc.

Démonstration. Ce résultat s’obtient grace a la méthode de ’ODE développée dans Kushner et
Clark [23]. O

Le théoréme suivant montre comment régler un algorithme de gradient stochastique de
fagon optimale afin d’assurer un compromis entre le biais et la variance de I'estimateur. Plus
précisément, P. L'Ecuyer et G. Yin montrent que si [|bg|| = O(k™?) p.s., Vi, = O(k™0) et e¥ = k7,
pour des constantes réelles 3,4, et 1/2 < v < 1, et si certaines conditions techniques sur J sont
satisfaites alors

E| [l 2] = o(k)
oll K = min (25,74—5).

Théoréme 1.53. Sous les hypothéses (H1)-(HG6), avec v < 1, il existe ko tel que pour tout
k > kO;

Kj 3K2
E[Huk+1”2] < )\Qé k.—2ﬂ+ 2)\2(.5 k—v—5+o(k—2ﬂ—1+k—7—5—1)

_ O(k‘_ min(2,6,'y+5)) _ O(k—n) ]
Cette estimation reste valable pour v =1, a condition que

Amin > max (5, (1+0) /2) .

Toujours pour des raisons de simplifications, nous allons également supposer que v = 1
(comme k est une fonction croissante de -y, on prend le plus grand 7 possible, ie. v = 1).
Lorsque 1 + 6 < 203, on observe que le biais diminue plus vite et devient asymptotiquement
négligeable comparé a la variance. Le cas 23 < 1 + § correspond a une situation pour laquelle
le biais est le facteur dominant. Enfin, si 26 = 1 + 4, le biais et le bruit contribuent chacun a la
distribution asymptotique.

1.5 Optimisation sous contrainte en espérance

Etant donné (Q,A, IP’) un espace de probabilité, U2 un sous-ensemble convexe fermé d’un
espace de Hilbert ¢ et C' un cone convexe fermé d’un espace de Hilbert C. Dans ([13]), G. Cohen
et J.-C. Culioli proposent un algorithme pour résoudre le probléeme :

min J(u) = E[j(uaf)]

uelUad

sc. O(u) =E[0(u,§)] € -C.

On suppose que j et § sont localement lipschitziennes sur U4 pour tout &, j(u,-) et 6(u,-)
sont mesurables pour tout u € U1, J est strictement convexe sur U?1, © est C-convexe et le
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Lagrangien associé a ce probleme, L(u, \) = J(u) + (A, O(u)) admet un point selle (u*, A*). Cet
algorithme, de type Arrow-Hurwicz stochastique, tient explicitement compte de la forme de la
contrainte, en ne faisant intervenir a chaque itération, qu’une réalisation d’un sous-gradient de
6 au point (u*, ¥+1) pour la remise & jour des variables primales :

e soit u® € U et A\ € €', ainsi que deux o-suites (¢¥)ren et (pF)ren;

e connaissant u® et A\* on tire ¢¥*! suivant la loi P, on calcule 7% € 9, j(uF, 1),
9% € 9, 0(u, 1) et on remet a jour uFt! et AL par

T | [uk — e (rF + (%) T Ak)} ,

PUSR I | O [)\k+pk e(uk+17£k+1)}7

ou Il;aa et Ilor sont respectivement les projections orthogonales sur U ad ot C’) cone
conjugué de C.

Les auteurs démontrent ensuite la convergence de ’algorithme dans le sens ot les variables pri-
males (u¥)ren et duales (A\¥),en engendrées sont bornées et la suite (u*)gen converge faiblement
vers u*.

Théoreme 1.54. En plus des hypothéses de mesurabilité ci-dessus, on suppose que le Lagrangien
L admet un point selle, noté (u*,\*), et que
i) J est strictement conveve sur U2 ;
i) pour tout &, j(-,€) est localement lipschitzienne sur U ;
i) pour tout &, 0(-,€) est localement lipschitzienne sur U, régulierement sous-
différentiable, de sous-gradient par rapport a u borné par o (uniformément en ), et sous-
lipschitzienne de constantes uniformes v >0 et u >0 :

VEEQ, Vu,u e UM, [0(u,&) = 0(v, )|l < vllu— vl + p;

iv) © est C-convexe et lipschitzienne de constante T ;
v) il existe des constantes positives « et 3 telles que

VEeQVue U Vred,j(u,), |rl<alu—u*|+3;

vi) (¥)ren et (pF)ren sont des o-suites et la suite (¥ /p*)ren est monotone au sens large ;
vii) il existe des constantes positives y et O positives telles que

2
Vue U™, E[0(u,) - 6] <vlu-u>+s.

Alors, presque sirement, la suite (u¥, \¥) engendrée est bornée, et (u*)en converge faiblement
vers u*. Si J est fortement conveze, alors (u*)ren converge fortement vers u*.

Ce résultat a tres largement motivé notre stratégie de résolution numérique, puisque ’on peut
toujours réécrire une contrainte en probabilité sous la forme d’une contrainte en espérance.

Remarque 1.55. Concernant les problemes convexes d’optimisation stochastique sous
contrainte en espérance convexe, on peut également consulter [25].
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1.6 En résumé

Tout au long de ce chapitre de rappels, on observe que les techniques de gradient stochastique,
sur lesquelles repose notre stratégie numérique, sont en fait une combinaison de l'idée de la
méthode de Monte-Carlo avec la procédure itérative des méthodes du gradient en optimisation.
La méthode de Monte-Carlo nous permet “d’optimiser tout en calculant ’espérance”, et d’éviter
ainsi des calculs d’espérances, qui correspondent souvent en pratique a des calculs d’intégrales
multiples, difficiles a effectuer. Grace a la théorie de la dualité, nous transformons, quand cela
est possible, un probléme de minimisation en un probléme de point selle du Lagrangien (ou du
Lagrangien augmenté). Ce probleme de point selle est alors remplacé, lors du déroulement de
I’algorithme, par une alternance de remises a jour des variables primales et duales. On obtient
ainsi un algorithme de type Arrow-Hurwicz stochastique, qui revient a une alternance de pas de
gradient projeté dans ’espace primal et dans I’espace dual.



Chapitre 2

L’état de I’art sur les contraintes en
probabilité

Depuis le milieu des années 1990, différents axes de recherche ont été développés autour des
problemes d’optimisation sous contrainte en probabilité. En 1995, S. Uryasev s’est intéressé au
calcul du gradient d’une fonction probabilité. Dans [32], il donne une représentation possible
de la dérivée de la fonction probabilité en proposant une formule générale du gradient d’une
intégrale pour laquelle I’ensemble d’intégration est défini par des inégalités. Un an plus tot, P.
Kall et S.W. Wallace se sont intéressés a la propriété de convexité de I’ensemble admissible
d’un probleme d’optimisation sous contrainte en probabilité (I'hypothese centrale sur laquelle
repose cette propriété est la quasi-concavité de la loi de probabilité). Mais pour R. Henrion et W.
Romisch, la non convexité des ensembles admissibles associés a une contrainte en probabilité n’est
rien, comparée aux difficultés engendrées par I'absence de connexité de ces mémes ensembles ; ils
se sont donc penchés sur les questions de structure et de stabilité des problemes d’optimisation
sous contraintes en probabilité. En 2000, R. Henrion donne, par exemple, un résultat de connexité
pour une contrainte en probabilité. Enfin, dans le domaine de la finance, certaines mesures de
risque (conditional value-at-risk ... ) apparaissent comme un moyen possible pour traiter les
contraintes en probabilité, ces dernieres s’écrivant plutot dans ce contexte comme les quantiles
d’une fonction de répartition.

2.1 Dérivée d’une fonction probabilité

La dérivée d’une fonction probabilité a plusieurs représentations équivalentes : elle peut étre
représentée comme une intégrale sur une surface, une intégrale sur un volume, ou une somme
d’intégrales sur un volume et sur une surface ; elle peut aussi étre calculée en utilisant des dérivées
faibles sur les mesures de probabilité ou bien encore des espérances conditionnelles. Dans [32],
S. Uryasev s’intéresse a la premiere de ces trois représentations.

On considére une fonction g(u,&) € R¥ par exemple des pertes associées & la décision
u € U C R” et un vecteur aléatoire £ € R™. En finance, le vecteur u peut représenter un
portefeuille, U étant I’ensemble des portefeuilles disponibles (soumis a différentes contraintes).
Le vecteur £ représente les incertitudes, par exemple les parametres du marché, qui peuvent
affecter 'objectif. Pour chaque u, la fonction objectif g(u, &) est une variable aléatoire ayant une
distribution dans R induite par celle de £. La distribution de probabilité sous-jacente de £ sera
supposée avoir une densité, que ’on notera g(u,&).
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Soit la fonction
Fw= [ awed (2.1)
(u,€)<0
définie sur R”, ot1 g : R” x R™ — RF et ¢ : R® x R — R.

= ]P){g(uvg) < 0} )

une fonction de probabilité on £ € R™ a une densité de probabilité ¢(u,&) qui dépend d'un
parametre u € R"”.

On divise 'ensemble des contraintes K < {1,...,k} en deux sous-ensembles K; et Ks. Sans
perte de généralité, on suppose que

Klz{l,...,l} et K2:{l+1,,k}

Remarque 2.1. Le choix des sous-ensembles K7 et K est, a priori, arbitraire. Par la suite, nous
verrons en fait que la représentation du gradient de (EZII) obtenue par cette méthode dépend
de ce choix. En pratique, on choisira donc K7 et Ko de sorte que la représentation du gradient
soit la plus simple possible; ce choix se révélera d’autant plus délicat que le nombre d’inégalités
définissant 1’ensemble d’intégration est important.

On note
,u(u):{fe]Rm:g(u,&)SO}def{feRm' ai(u, &) <0, 1§l§kz},

et 0 pu(u) la frontiere de p(u). On désignera donc par 9; u(u) une partie de la surface qui corres-
pond & g;(u, &), i.e. :
0 p(w) = plu) N {€ €R™: gi(u, ) =0}

On utilise également les notations

0 , o g1 (u,
91, €) Sl
gll(uvg) = ) g(“?&) = glk(uag) et vﬁg(u7§) =
gl(u7 5) a%lé(":;&) . a%kg(::g)

Enfin, on rappelle que la divergence pour la matrice H, n x m, composée des éléments h;; est
définie par

Jdhi;
Dt BE
dinH = .

2isi T

S. Uryasev propose alors de représenter la dérivée de l'intégrale (1) comme la somme d’'une
intégrale sur le volume p(u) et d’intégrales sur les surfaces 0;pu(u) :

ViF(w) = ()vqu,a+diV5(q<u,g>Hl<u,5>) d
n(uw

) AW u (u
Z%/ IIVggZ u, )| [Vugl( &) + Hi(u, §) Ve gi( 75)] s,  (2.2)
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ou la fonction H; : R™ x R™ — R™*™ vérifie I’équation

Hi(u,&) Vegu(u,§) + Vygu(u,§) =0. (2.3)

L’équation (Z3)) peut avoir plusieurs solutions et on en choisit alors une arbitrairement,
différentiable par rapport a la variable &.

Remarque 2.2. Rappelons que le choix de K et de K5 est arbitraire. Lorsque 1’ensemble K3
est vide, la matrice H; n’apparait pas dans la formule générale du gradient ; cette derniere se
réduit alors a 'intégrale sur la surface. Lorsque I'ensemble K est vide, on obtient une intégrale
sur le volume. Il y a donc plusieurs représentations équivalentes du gradient correspondant a
différents ensembles K; et K5 et solutions de (23]). Du point de vue numérique, un inconvénient
potentiel de cette formulation de la dérivée est que, dans la mesure ou les choix de K1, Ko, et
des solutions de (Z3]) sont arbitraires, il semble difficile d’évaluer, a priori, la difficulté liée aux
calculs de ces deux intégrales.

L’équation (Z3]) peut étre résolue explicitement. En général, cette équation a plusieurs so-
lutions. La matrice

—Vu gll(”?&) (Vggll(u7§) X Vfgll(uvg))_l vggll(uvg)

est solution de (E3]). Tres souvent, I’équation (E23)) peut étre résolue a 'aide d’un changement
de variables. Supposons qu’il existe un changement de variables

§= 7(“7 z)

qui élimine le vecteur u de la fonction g(u,§) définissant I'ensemble d’intégration ; autrement
dit, la fonction g(u, ~(u, z)) ne dépend plus de la variable u. Notons v~ !(u, &) la fonction inverse
définie par I’équation
y_l(u,'y(u,z)) =z.
Alors la matrice
H(u, &) = Vi y(u, 2) [i=y-1(ue)

est solution de (3)). En effet, le gradient de la fonction ’y(u,f (u,z)) par rapport a u vaut 0;
par conséquent

0=Vuygu (Ua 7(“7 z)) =Vy "Y(uv Z) vﬁ gll(ua g) ’ﬁ:fy(u,z) +Vy gll(ua g) ’ﬁz’y(u,z)

et la fonction Vy, y(u, 2) |,—y-1(u¢) est une solution de [23).

Hlustrons cette approche sur un exemple, toujours extrait de [32]. On souhaite calculer le
gradient de

ﬂmzf 9(¢) de, (2.4)

b(§)<u
1

§;20,i=1,---,m

otueR, E€R™ ¢:R™ =R, 0>0,0b(&) =", & En reprenant les notations précédentes,

on a
b(€) —u
0—&

g(u,€) = R sz/uﬂﬂaﬁzﬂ)mwé
g(u,§)< w(u

0 &
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On commence par diviser ’ensemble des contraintes en deux sous-ensembles K1 et K5. On
considere par exemple le cas ou | = 1, i.e., K1 = {1} et Ko = {2,--- ,m + 1}. En reprenant la
formule générale (Z2), le gradient V, F'(u) s’écrit

VuF(u) = Vuq(€) + dive (q(§) Hi(u, £)) | d€
()

m+1

Z / vagl u g)|| [Vugi(“v@ + Hy(u, &) Ve gi(u, €) | d

ou la matrice Hj(u, §) vérifie 'équation (23). Déterminons donc une solution de I’équation (E3)).
Comme

a—1

1

Vfgl (u,ﬁ) =« ’ et Vugl(u7§) = _1a

a—1
m

une solution H7(u,&) de (Z3) est

Hi (€)= B ™ (m(€0). - on(€n)) = (6170 60

Notons
0 1) = (&, ,&-1,0,&11, " ,&m)
= (&, &o &, 6m) et b(0; | &) =60%+ Z £
j=lg#i

Désignons par £~¢ > 6 lensemble des inégalités & > 60,5 = 1,---,i — 1,i +1,--- ,m. Les

ensembles O;ju(u), i = 2,--- ,m+ 1 s’écrivent alors
Oip(u) = p(w) N {EER™: & =0} = {7 €R™ T :b(0; | €) <u, &' >0},

Pouri=2,--- ,m+1,ona

(Vea(©) =0, j=1mijzi-1.  (Vea(®) =-1. e |[Vem(@l=1.
La fonction ¢(§) et les fonctions g;(§), i = 2,--- ,m + 1 ne dépendent pas de u, par conséquent,

Vuq(&) =0, et Vugi(§) =0, i=2,--- ,m+1;

et on peut ainsi simplifier écriture de V,, F'(u) :
m+1

Vi) = [ avaone)a -3 [ o O Ven©)

m+1

= div h d¢ — hi—1(0 d
[, van©) de =3 nis® /M(u)q@ :

_ / dive (q(¢ d§+z o q(0; | €) e

(&)<u b(£l§)<u
i=1,--- ,m €—z>g

Puisque

dive (a(€)h(€)) = h(€) Vea(€) + a(€) dive(h(e)) = —— 3" 22 gty )l = §~ga
=1 i
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on obtient finalement la représentation du gradient de (E4I) suivante :

VuF(u):/ iiz[&agg)ﬂl— )(§]d§+01a2/ q(6;]€)de.

b(¢ b(£l6)<u
£;20,i=1,---,m £—i>0

Cette formule est valable pour n’importe quelle fonction ¢(§) suffisamment réguliere.

La démarche que nous venons de présenter ne nous semble pas treés intuitive, et conduit a
une formulation de la dérivée relativement complexe. De plus, comme nous ’avons déja fait
remarquer, la représentation du gradient que 'on obtient dépend des choix faits pour K et
K> : il faut donc choisir ces deux sous-ensembles de sorte que la représentation du gradient soit
la plus simple possible. Or, dés que le nombre d’inégalités définissant I’ensemble d’intégration
augmente, ce choix devient de plus en plus délicat; et 'on risque alors de devoir manipuler
des représentations plus ou moins compliquées du gradient. D’un point de vue numérique, cette
approche ne semble donc effectivement applicable que si ’ensemble d’intégration n’est défini que
par un nombre limité d’inégalités.

2.2 Convexité de ’ensemble admissible

Dans [22], P. Kall et S.W. Wallace considérent des contraintes de la forme
P{g(u,&) <0} > p.

L’ensemble admissible associé est B(p) = {u | P{g(u,{) < 0} > p}. En général, B(p) n’est pas
convexe méme si {u | g(u,§) < 0} est convexe V.
On rappelle les définitions suivantes :

Définition 2.3. Une mesure de probabilité P est dite quasi-concave si pour tout ensemble
convexe S; € F,i =1,2, VA € [0,1],

P{AS) + (1 — A\)Sy} > min (P{S1}, P{S,}) .

Définition 2.4. Une mesure de probabilité P est dite log-concave si pour tout ensemble convexe
S; € Fi=1,2,VA€|0,1],

P{AS; + (1 — A\)S2} > PMS )+ P Sy}

Sous certaines hypotheses, on peut assurer la convexité et la fermeture de B(p) :

Proposition 2.5. Si g(-,-) est conjointement conveze en (u,§) et si la mesure de probabilité P
est quasi-concave alors B(p) est conveze Vp € [0,1].

Proposition 2.6. Si g: R"™ x Q — R™ est continue alors B(p) est fermé.

Proposition 2.7. Considérons le probleme

min EE[CT (€) u]

uelUad
s.c. P{T(u>h(&)} >p.
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Supposons que §~ ait une distribution discréte finie telle que P{& = &7} = pj pour j =1,---r
et avec pj > 0 Vj. Alors pour p > 1 —minje(y ... »} pj, l'ensemble admissible

B(p) = {u| P{T(©)u = h(e)} = p}
est conveze.

Les démonstrations de ces trois propositions sont données dans [22].

Dans le cas d’une mesure de probabilité définie sur R¥, et admettant une densité ¢, les auteurs
rappellent également les relations suivantes :

q log-concave < P log-concave = [P quasi-concave = q_l/ ¥ convexe .

Remarque 2.8. g est log-concave si le logarithme de g est une fonction concave.

Supposons par exemple que la contrainte s’écrive

P{T(©)uzh(©)} 2p.

Dans le cas de distributions continues, supposons que T'(§) = T (constante) ; deux situations
favorables peuvent alors se présenter :

— si h est la fonction identité et si la fonction de répartition de £ est quasi-concave alors
Pensemble admissible est convexe fermé (notons que si £ € R, la fonction de répartition
étant monotone est quasi-concave) ;

— si £ € R, et si I'inverse de la fonction de répartition, 1!, peut se calculer facilement, alors,
dans ce cas particulier, toute contrainte en probabilité se ramene a une contrainte linéaire.
En effet

P{Tu>h()} =(Tu) > p & Tu> 47" (p), ot v~ (p) = min{n € R| %(n) > p.

Les principales hypotheses faites par P. Kall et S.W. Wallace, nous semblent, en pratique, étre
des hypotheéses assez fortes, notamment la propriété de convexité conjointe de g en (u,&). En
effet, il existe en pratique de nombreux cas ou u et & se multiplient, comme dans le probleme
de finance que nous présentons au chapitre B, ou, dans un tout autre domaine, lorsque 1’on
modélise la panne d’un actionneur (’action de I’aléa vient alors tuer le contréle) ; et dans toutes
ces situations, la propriété de convexité conjointe de g en (u,&) n’est pas réaliste. De plus, une
autre technique efficace pour pallier la non convexité d’un probleme d’optimisation est le recours
au Lagrangien augmenté, et ce, afin d’augmenter les chances que le point selle du probléme existe.
Mais dans notre cas, on sait aussi que le mélange de 'espérance (traité comme dans le gradient
stochastique) et des non linéarités du Lagrangien augmenté pose des problemes ; ce sera I'objet
du chapitre [ de la partie ([TI]) de ce mémoire.

2.3 Connexité de ’ensemble admissible

A la fois pour les applications numériques et pour les investigations théoriques (stabilité), les
propriétés de convexité de 'ensemble admissible d’un probleme d’optimisation sont des résultats
de base. En se limitant aux solutions stationnaires d’un probléeme, la convexité des ensembles
admissibles n’est pas un prérequis indispensable a l’application de méthodes d’optimisation
non linéaire, comme par exemple la programmation quadratique séquentielle. Des ensembles
admissibles non connexes engendrent en revanche de sérieuses difficultés comparées a la simple
violation de la convexité. Les résultats de cette section sont extraits de [21].
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On considere T' C R un sous-ensemble arbitraire et on note C(7") I'ensemble des fonctions
définies de T" dans R continues.

Définition 2.9. Une fonction g : U x C(T1) — C(T>) définie pour des ensembles arbitraires U
et T}, T> C R est min stable par rapport & U si pour tous u!,u? € U, il existe u* € U tels que

g(u*,y)(t) < min (g(u',y)(H. 9w, y)(®)) Yy € C(T1), vt € Ty

Considérons ’ensemble
M = {u et | P{g(u.Y (&) <0} > p}, (2.5)

ou U est un espace de Banach, g : U x C(T1) — C(Tz), Y : Q@ x T1 — R est un processus
stochastique défini sur un espace de probabilité (Q, A, IE”) et p € [0, 1] un niveau de probabilité.
Le premier signe d’inégalité dans (EZ0]) doit étre compris dans le sens de 'ordre partiel sur C(7%)
défini point par point. On suppose que Y (£, ) € C(T1) pour tout £ € Q et que la fonction
& g(u, Y (¢, )) (t) est mesurable par rapport a A et par rapport aux sous-ensembles de Borel
de R pour tout u € U et pour tout ¢ € Ty (cette seconde hypotheése est toujours vérifiée dans le
cas séparable g(u,y) = h(u) —y).

Théoréme 2.10. Si g(-,y)(t) est quasi-convexe pour tout y € C(Ty) et pour tout t € Ty et si g
est min stable par rapport a U alors M est conneze.

Un critere plus simple est méme donné dans le cas d’une contrainte en probabilité linéaire :

Corollaire 2.11. On considére la contrainte en probabilité linéaire
M = {uGR”|]P’{Au2£(w)} Zp},

avec A une matrice s X n et & un vecteur aléatoire de dimension s. Si les lignes de A sont
lin€airement indépendantes positivement alors M est conneze.

Notons bien qu’aucune hypotheése sur la distribution de £ n’a été faite.

Mlustrons ce résultat sur un exemple, toujours extrait de [2I]. On considere le niveau d’eau
d’un barrage dont les apports sont aléatoires et sur lequel on peut agir en turbinant pour produire
de lélectricité. On fait les hypotheses suivantes :

(HI) Y : @ x [0,7] — R est un processus stochastique décrivant le niveau cumulé
d’apports (aléatoires) dans le barrage durant lintervalle [0,77]; on suppose que
(H2) uw e U = L*>[0,T] est la vitesse (controlée) a laquelle on turbine;

(H3) [ est le niveau maximum d’eau dans le barrage que 'on est autorisé & atteindre sur l’en-
semble de lintervalle [0, 7] avec un niveau de probabilité p € [0, 1].

En notant [(¢,£,u) le niveau d’eau dans le barrage & l'instant ¢, étant données & et u, on a

Ut €u) = lo+ Y (E,1) — /0 u(r)dr,

ou [y désigne le niveau d’eau initial (en ¢ = 0) dans le barrage. La contrainte en probabilité
s’écrit alors

P{l(t,{,u) < l_} >p.
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Comme précédemment, on note M le sous-ensemble des u € U vérifiant la contrainte en proba-
bilité ; on a
¢
T, =T, =1[0,T], glu,y)(t) :=1lo—1+yt)— / u(r)dr.
0
Notons que h est séparable par rapport a u et y ; par conséquent ’hypotheése de mesurabilité est
satisfaite. On vérifie que h(-,y)(t) est quasi-convexe pour tout y € C([0,7]) et tout ¢t € [0,T].

Ainsi, pour appliquer le Théoreme ELT0 il suffit de vérifier que h est min stable par rapport a
U. Pour cela, on se donne u! et u? € Y. Alors, en posant

w*(t) 1= max (ul(t),u2(t)) . telo,T],

/Otu*(f)df > max (/Otul(f) dr, /Otu2(7') ar)

ce qui démontre la propriété cherchée par définition de h. On peut donc en déduire la connexité
de I’ensemble des contréles admissibles.

onau*elet

2.4 L’aspect mesure de risque

Depuis quelques années en économie, et plus particulierement en finance, une littérature
abondante s’est développée autour des mesures de risque. En finance, la mesure la plus connue,
et la plus utilisée dans les établissements financiers est la value-at-risk (VaR) : la VaR de la
perte g(u, ) associée a la décision u, notée q,(p), est la plus petite quantité g telle que, avec une
probabilité au moins égale a p, la perte n’excéde pas gq. Autrement dit,

0u(p) = min {q|P{g(u,€) <} = p} = v (),

ott ;1 est I'inverse de la fonction de répartition associée & g(u,&). Mais son calcul est difficile
et nécessite en pratique des hypotheses relativement fortes et parfois contestées par les faits,
comme ’hypotheése de normalité des prix. Ces limites ont amené certains chercheurs, comme S.
Uryasev, a proposer d’autres mesures de risque alternatives a la value-at-risk, ayant de “bonnes
propriétés mathématiques” (conditional value-at-risk, ...).

D’apres la définition méme de la VaR, un probleme d’optimisation sous contrainte de VaR
n’est donc rien d’autre qu’un probleme d’optimisation sous contrainte en probabilité : on réécrit
la contrainte en probabilité comme une contrainte sur un quantile d’une fonction de répartition.
Dans la mesure ou il existe des mesures de risque alternatives a la VaR, et possédant de
meilleures propriétés mathématiques, une question naturelle s’est alors posée a nous : au lieu de
résoudre directement un probléme d’optimisation sous contrainte en probabilité, ne pourrait-on
pas résoudre un probléme auxiliaire formulé avec une autre mesure de risque plus réguliere sur
le plan mathématique ; et obtenir au final la solution du probleme initial 7 C’est I'objet de la
premiere partie de ce mémoire.

2.5 En résumé

Les problemes d’optimisation sous contraintes en probabilité font I’objet d’un certain nombre
de recherches depuis quelques années. Mais la plupart des résultats que l'on trouve dans la
littérature ne concernent que certains aspects du sujet, plutét théoriques, comme le calcul du
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gradient de la fonction probabilité, les propriétés de convexité, de connexité, ... L’objectif prin-
cipal de ce mémoire est de proposer une méthode générale permettant de résoudre ce type de
problemes, basée sur un algorithme de type gradient stochastique, en donnant des résultats aussi
bien théoriques que numériques.
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Deuxieme partie

Contraintes en probabilité et
mesures de risque






Chapitre 3

Mesures de risque et de sécurité

La contrainte en probabilité étant une formulation assez naturelle de la notion de risque, une
approche possible pour traiter ce type de contraintes consiste a chercher d’autres formulations
du risque qui ameneraient a des problemes mathématiques plus simples. Dans ce chapitre, nous
rappelons quelques mesures de risque et de sécurité usuelles basées sur les quantiles et les ca-
ractéristiques de la queue de la distribution d’une variable aléatoire X ; puis nous montrons que
presque toutes ces mesures peuvent étre reformulées simplement & partir de ’espérance de X,
notée px, du quantile, gx(p), de la fonction de répartition ¢ x, d’une espérance conditionnelle,
et de 'une de ces mesures de sécurité.

3.1 Les notions d’ordre stochastique

Soit X une variable aléatoire réelle représentant des pertes que l'on cherche a minimiser.
Dans la suite de ce chapitre, nous notons ¥ x sa fonction de répartition, qui est croissante et
continue a droite :

Yvx R — [0,1}
n—P{X < n}.

Les résultats de cette section reposent essentiellement sur les définitions et propriétés suivantes.

Propriété 3.1. Voici quelques propriétés utiles sur l'intégrale et l'inverse d’une fonction :
— lintégrale d’une fonction positive est croissante intégrable ;
— lintégrale d’une fonction croissante est convexe ;
— soit f une fonction numérique continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors
la fonction réciproque f~' est continue et strictement monotone, de méme sens que f.

Bien que tres populaire, le critere “moyenne-variance” ne suffit pas toujours & comparer deux
variables aléatoires, et peut méme conduire a des aberrations, comme le montrent P. Bernhard et
G. Cohen dans [10]. En effet, supposons que I’on souhaite minimiser un cout J pour les décisions
u et v, et pour les “états de la nature” &1 et & de probabilités égales :

ot
<

&G0 |21
& | 20 | 21
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On a E[J(u,&)] = 10 et E[J(v,&)] = 21. On prend comme mesure de 'incertitude 1'écart-type :
U(J(u,ﬁ)) =10 et a(J(u,g)) = 0. Alors, si on choisit de minimiser E[J] + aa(J), avec a > 0,
la stratégie v devient préférable a la stratégie u des que a > 1.1. Cependant, ce résultat est
absurde car la stratégie u est optimale, puisqu’elle a une probabilité 1 d’étre optimale (elle est
la meilleure pour tout &).

Une approche systématique pour assurer cette comparaison consiste a utiliser la notion d’ordre
stochastique. Un ordre stochastique peut étre vu comme un ordre partiel sur un ensemble de fonc-
tions de répartition cumulées. Il existe plusieurs types d’ordres stochastiques : nous commencons
tout d’abord par présenter la dominance stochastique, largement utilisée en économie et en fi-
nance pour comparer des variables aléatoires réelles représentant des gains ou des pertes; puis
nous définissons d’autres ordres stochastiques pour des variables aléatoires n-dimensionnelles.

3.1.1 La dominance stochastique a ordre 1

Soient X et Y des variables aléatoires réelles, représentant par exemple des pertes.

Définition 3.2. La dominance stochastique a I’ordre 1 (DS1) est définie par :
X =pa1 Y & E[f(X)] 2 E[f(Y)], Y f : R — R croissante continue .

La dominance stochastique a 'ordre 1 peut également étre caractérisée a ’aide des fonctions
de répartition :

Propriété 3.3.
X =ps1 Y & ¥x(n) < vy(n), vneR.

Fic. 3.1 - X =ps1 Y
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3.1.2 La dominance stochastique a ’ordre 2

X et Y sont toujours des variables aléatoires réelles, représentant par exemple des pertes.

Définition 3.4. La dominance stochastique a I’ordre 2 (DS2) est définie par :
X =ps2 Y © E[f(X)] = E[f(Y)], V f fonction croissante convexe .
Introduisons la fonction 1[%( qui est la primitive de la fonction de répartition :
Définition 3.5. On définit
V% R — R
n— [ e,
—o0
continue, convexe, positive et croissante.

Propriété 3.6. Il existe deux formulations pour 1@( :

k) =E|( - X)T| = vx(n) (n—E[X|X <n]).

Démonstration.

V() = /_Zo P{X < ¢}pdg = /ZH{&n}E[ﬂ{Xss}]df ZE[/

[e.e]

Iix<e<ny df} =E[(n-X)"],

ou [z est la fonction indicatrice de 'ensemble B. Et, en se rappelant que, si A est un événement,

E[X 1]
P{A}

E[X|A] = si P{A} #£0,

on a

E[(n— X)*] =E[01 - X)ixen | = nE[lxen] — E[XTixan] = x () (n - E[XIX <)

0

On peut alors utiliser wg( pour caractériser la dominance stochastique a l'ordre 2 :

Propriété 3.7. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles intégrables. Alors

X=peY < ¢x(n) <vim), VneR
& E|0-X)T| <E[n-Y)T], wieR.

Remarque 3.8. On a DS1 = DS2.

3.1.3 Le cas des variables aléatoires n-dimensionnelles

Les résultats suivants sont extraits de [4].
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D(R™) désigne 'ensemble des probabilités sur R™ et £ un sous-ensemble des applications de
R" dans R mesurables.

Définition 3.9. La relation <, sur D(R") est définie par

F<:G s / T@PU) < [ f@)Glo),

Vf € L telle que les intégrales soient bien définies.

Définition 3.10. Soient X et Y deux vecteurs aléatoires de R™. X <, Y si leur distribu-
tion de probabilité sont telles que Fx <, Fy. En utilisant la notation X = (X1,...,X,,) et
Y = (Y1,...,Y,), ceci est équivalent a

E[f(Xl,...,Xn)} gE[f(Yl,...,Yn)],

Vf:R" - Re€ L.

Différents exemples d’ensembles £ vont étre considérés dans la suite :

{i} = { fR*"—>R;f croissante} génere ['ordre intégral croissant sur D(R"™);

{cx} = { fR*"—>R;f convexe} génere [’ordre intégral convexe sur D(R"™);

{icx} = {i} ({cx}, génere l'ordre convexe croissant sur D(R™) ;

{cxs} = { f:R" = R; f convexe paire} génere [’ordre convexe symétrique ;

{ip} = {f : R* = RY; f = [I, fi(z:),f; : R — RY € {i}} génere l'ordre partiel produit
croissant.

Remarque 3.11. L’ordre intégral croissant correspond en fait a la dominance stochastique
d’ordre 1 et I'ordre convexe croissant & la dominance stochastique d’ordre 2.

On a évidemment les relations suivantes :

< = Siers <i = gil’ et Ser = Siex

Un résultat utile a retenir est le suivant : pour des variables aléatoires positives, chacune des
inégalités X <; YV, X <, Y, X < YV et X <;, Y implique I'inégalité correspondante entre les
moments (de n’importe quel ordre) des coordonnées de X et Y.

Enfin, en considérant également les ordres convexe décroissant (<g..) et concave décroissant
(<dev) On a les équivalences suivantes :

X Sicz Y & X Sdcr -Y
i i

Y <dcv X & Y < —X.
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Théoréme 3.12 (Théoréme de Strassen pour <;). Pour F' et G dans D(R"), F' <; G si et
seulement s’il existe deuzr variables aléatoires dans R™, X etY, définies sur le méme espace de
probabilité avec les distributions de probabilité F' et G respectivement, et telles que X <Y p.s..

Théoréme 3.13 (Théoréme de Strassen pour <..). Soient F et G deux distributions
intégrables dans D(R™); F <. G (resp. F' <ici G) si et seulement s’il existe deuzx variables
aléatoires dans R™, X et Y, définies sur le méme espace de probabilité avec les distributions de
probabilité F' et G respectivement, et telles que E[Y | X] = X (resp. E[Y | X] > X) p.s..

Dans la suite, X et Y désignent & nouveau des variables aléatoires réelles représentant des
pertes.

3.1.4 Caractérisation en terme de quantile

Dans [26], W. Ogryczak et A. Ruszczynski ont introduit des formulations duales de domi-
nance stochastique et ont exploité la dualité de Fenchel pour caractériser la dominance stochas-
tique en termes de quantiles. Les résultats suivants sont extraits de [26].

Définition 3.14. Soit p € [0, 1], gx(p) € R est un p-quantile de la variable aléatoire X si
P{X <qx(p)} <p < P{X <qx(p)}.
Définition 3.15. On définit
1/1)_(1 :10,1] - R
p inf {n:¥x(n) > p},
I'inverse de 9 x ; alors ¢;{1 est croissante et continue a gauche.

Remarque 3.16. Lorsque 'on manipule des fonctions monotones, mais pas strictement, et/ou
discontinues (continue & droite ou & gauche), la théorie de la résiduation permet de définir une
fonction inverse monotone. Ceci est valable non seulement pour des fonctions numériques , mais
également pour des fonctions ordonnées sur des ensembles généraux. La référence historique
pour cette théorie est [9] ; mais pour une présentation plus synthétique, on peut aussi consulter
[B]. Dans notre cas, ¥x : R — R étant une fonction monotone et continue a droite, elle est s.c.s
et dualement résiduable. La fonction zp)}l : R — R n’est autre que la résiduée duale de 1 x ; et on
sait alors qu’elle est monotone et continue a gauche de R dans R donc s.c.i. (@b)_(l est elle-méme
résiduable et sa résiduée est ¥x).

Remarque 3.17. Pour tout p €10, 1[, I’ensemble des p-quantiles est un intervalle fermé ; ¢)_(1 (p)
représente le plus petit p-quantile de cet intervalle :

p < ¥x(n) & vx'(p) <n.
Définition 3.18. Définissons
V2 R—R
7
p [ Ui(ada, Ve,
0
convexe par construction.
En fait, w;f n’est rien d’autre que la transformée de Fenchel de 1/13( et inversement :

Théoreme 3.19. Pour tout X tel que E[|X|] < 400, on a
(i) vx* = [WX]"

(ii) v% = WxT"
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Les Théorémes et B2T donnent d’autres caractérisations pour DS1 et DS2.

Théoréme 3.20.
X =ps1 Y & ' (p) > ¥y (p), Vp €]0,1].

Théoréme 3.21.
X =ps2 Y & ¥2(p) > ¥32(p), Vp € [0,1].

Théoréeme 3.22 (Caractérisation d’un quantile). Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) n est un p-quantile de X ;

(i) supy (§p - 7,!13((5)) est atteint en n, ou encore n € 81#;}2 (p);

(iti) sup, (na — w;f(a)) est atteint en p, ou encore p € D% (n) ;

(iv) v () + % () = pn.

Remarque 3.23. Ce théoréeme repose sur la Propriété [CLTA, qui est rappelons-le

(veor@) < (F@) - @ - =0).

3.2 Les mesures de risque et de sécurité usuelles

Le lecteur intéressé par les démonstrations des résultats concernant la value-at-risk et la
conditional value-at-risk, ou par une présentation plus détaillée de ces notions, pourra consulter
[29].

Considérons g(u, &) une variable aléatoire réelle représentant des pertes, ou u est la variable
de décision et £ un aléa. Soit p un niveau de probabilité donné. On suppose g(u,£) continue en
u, mesurable en £ et

E[|g(u,§)|} < 400, Vueld CR".

3.2.1 Value-at-risk ¢,(p)

Définition 3.24. La p-VaR de la perte g(u, £) associée a la décision u, notée q,(p), est la plus
petite quantité ¢ telle que, avec une probabilité au moins égale a p, la perte n’excede pas q.
Autrement dit,

au(p) = min {q| P{g(u,€) <} = p} = v, (),
ot 1, ! est I'inverse de la fonction de répartition associée & g(u, ).

Ce minimum est atteint car ¥, (q) = P{g(u,g) < q} est croissante et continue & droite.
Lorsque v,,(+) est continue et strictement croissante, ¢, (p) est I'unique solution de I’équation
¥y (q) = p, ce qui correspond au niveau de probabilité p; sur la Figure Autrement, cette
équation peut n’avoir aucune solution (lorsqu’il existe une masse atomique de probabilité, comme
pour p3), ou au contraire avoir plusieurs solutions (lorsque la densité de probabilité est nulle
pour une plage de valeurs, comme pour ps).
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F1G. 3.2 — Fonction de répartition ¢ (u, q)

Remarque 3.25. La p-VaR de la perte associée a la décision u n’est rien d’autre que le plus
petit p-quantile de la variable aléatoire g(u,§).

Remarque 3.26. Sur le plan mathématique, I’absence de convexité et de sous-additivité sont
les inconvénients majeurs de la VaR. En effet, en raison de ’absence de sous-additivité, on peut
par exemple rencontrer des cas ou la VaR d’un portefeuille composé de deux actifs est plus
grande que la somme des VaR de chacun de ces deux actifs.

3.2.2 Conditional value-at-risk ¢,(u)
Définition 3.27. La p-CVaR de la perte associée a la décision u est la valeur
¢p(u) = moyenne de la p-queue de distribution de g(u, &),

ou la distribution en question est celle qui a pour fonction de répartition v, (u,.), avec

B 0 si g < qup)
Yp(u,q) = {%)p—l? sinon,

¥y (q) étant la fonction de répartition associée a la variable aléatoire g(u,&).

Dans le cas ol 1, (+) a une probabilité atome en g, (p), cette définition comporte une subtilité.
En effet, introduisons les notions de CVaR™ et CVaR™ :

Définition 3.28. La p-CVaR™ de la perte associée a la décision u est la valeur
6 (w) = E|g(w,€) | 9(u,€) > 0u(p)]
alors que la p-CVaR™ de la perte est la valeur

¢y () = E|g(u.8) | 9(u.€) > u(p)]
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La proposition ci-dessous permet alors de définir la p-CVaR plus simplement. Dans le cas
de distributions continues, elle correspond a l’espérance des pertes dépassant la VaR ; et dans le
cas de distributions quelconques, elle est définie comme une moyenne pondérée entre la VaR et
la p-CVaR™ (les poids dépendent alors de la décision u).

Proposition 3.29. Soit A\,(u) la probabilité assignée a la perte q,(p) par la fonction de
répartition
Ap(w) = [Yulqu(p)) — p)/[1 —p] € [0,1].
1. SiYy(qu(p)) < 1, i.e. sila perte peut étre plus grande que qy(p), alors
¢p(u) = )‘p(u)Qu(p) =+ (1 - Ap(U)M;(U) )

avec A\p(u) < 1.

2. Siy(qu(p)) =1, i.e. qu(p) est la perte la plus importante qui puisse apparaitre,
Pp(u) = qu(p) -

Démonstration. Ces relations découlent de la Définition et du fait que l'on a toujours
p < w(u, qu(p)), et ce, d’apres la Définition O

On définit la fonction
s 1 R s
Fy(u,v) € v+ 1—IE [[u - 1/]+] , ot [t]" ¥ max(0,t).
—p

F,, est une fonction conjointement convexe de (u,r) (comme enveloppe supérieure de deux fonc-
tions affines en (u,v)), et croissante en wu.

Le théoreme ci-dessous est un résultat fondamental puisque, contrairement a ce que peut
laisser penser la définition, il réveéle que la p-CVaR peut étre calculée sans avoir auparavant
calculé la p-VaR.

Théoréme 3.30 (Formule fondamentale de minimisation). On a
Pp(u) = mjan(g(“>5)”/) :
En particulier, on a toujours
qu(p) € argmin Fy (g(u,§),v) et ¢p(u) = Fp(g(u.€), qu(p))

Remarque 3.31. La CVaR est monotone par rapport a DS1.
L’une des propriétés utiles de la CVaR est la propriété de convexité.

Proposition 3.32. Si g(u,§) est convexe en u, alors Fp(g(u,ﬁ), V) est conjointement convexe
en (u,v) et ¢p(u) est conveze en u.

Cette mesure de risque est tres utilisée dans le domaine des assurances. Lorsque I'on considere
des défaillances quantitatives, elle permet de remédier aux limites de la VaR (notamment son
incapacité a rendre compte de la concentration des risques) en prenant en compte la totalité de
la queue de la distribution et non plus un point précis de celle-ci.
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3.2.3 Une mesure de sécurité alternative S,(u)

En nous appuyant sur la définition et les propriétés de la CVaR, nous avons défini une
nouvelle mesure de sécurité, Sp(u).

On définit
S, (W) = E|g(u,€) | 9(1.€) < qu(p)]

Les événements {g(u,&) < qu(p)} et {g(u,&) > qu(p)} sont complémentaires. Dans le cas de
distributions continues, ils sont de probabilité p et 1 — p respectivement. En se rappelant que
pour des distributions continues, ¢,(u) = ¢, (u), on a donc

pS, (u) + (1= p) dp(u) = Elg(u,8)] .

Dans le cas de distributions discontinues, ces événements sont de probabilité 1, (q.(p)) et
1 — tu(qu(p)) respectivement. Comme on a

Gulgu(p) S, () + (1= v (aulp)) ) &5 (w) = E[g(w,€)] .
l'idée est de définir la mesure de sécurité Spy(u) de sorte que

pSp(u) + (1 = p) ¢p(u) = E[g(u,8)] -

Définition 3.33. Dans le cas de distributions continues, la mesure de sécurité S,(u) est définie
par

Sp(u) = E[g(w,€) | 9(u.) < qu(p)]

Dans le cas de distributions discontinues, elle est définie par
Sy(w) = Ay (w) E|9(1,€) [ 9(1,€) < aup)|+(1-25(w)) qu(p), avee  Xj(u)

On définit la fonction
déf

1 .
Gp(u,v) =v+ EE[mm(u —1,0)] .

G) est une fonction conjointement concave de (u,v) (comme enveloppe inférieure de deux fonc-
tions affines en (u,v)), et croissante en u. On a

pGp(g(uvg)’y) + (1 _p) Fp(g(u7£)7l/) = E[Q(“?&)] ;

ainsi, lorsque g(u, &) est convexe en w pour tout &, comme Fj(u,v) est convexe en u, Gp(u, )
est une fonction d.c. (i.e. “différence de fonctions convexes”).

Remarque 3.34. Comme

pGp(g(uvg)ﬂ y) + (1 _p) Fp(g(u7£)7 1/) = E[Q(“?é)] )
en se rappelant que 92 (v) = IE[ v —g(u, f)]ﬂ, Gy (g(u,{), 1/) peut aussi s’écrire

Gy (g(u,€),v) = v - %E[ - g(u, &) =v - }ng(u).

On a ainsi
pGy(g(u,&),v) =pv—v2(v),
et on en déduit
p max Gy (g(u,€),v) = max (pv — ¥3(1)) = ().

car 1,2 est la transformée de Fenchel de 12 (Théoréme BT).
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Théoréme 3.35 (Formule fondamentale de maximisation). On a
Sp(u) = Hll?.X Gp(g(u7£)7 1/) )
et en particulier,

qu(p) € arg mZ?JX GP(Q(“?&)? V) et Sp(u) = Gp (g(u7§)7QU(p)) .

Les mesures qui suivent, dites mesures de risque duales, sont basées sur la notion de dominance
stochastique. Pour une présentation plus détaillée de ces mesures, et en particulier pour les
démonstrations des résultats, le lecteur pourra se référer a [26].

X désigne désormais un gain aléatoire. On note px son espérance.

3.2.4 Weighted mean deviation from a quantile hx(p)

Cette mesure de risque est obtenue grace & une interprétation graphique de 1/1)_(2, illustrée sur
la Figure

L espace de dispersion dual

FI1G. 3.3 — Graphe de 11))}2 (p)

Pour tout rendement aléatoire X, w}—(z est continue, convexe, et relie les points (0,0) et (1, uz),
ou U est le rendement espéré de X ; a l'inverse, un rendement certain avec la méme valeur
espérée correspond & la corde reliant ces points. La quantité hx (p) correspond alors au diametre

vertical de l'espace entre la courbe (p, @b;(z(p)) ,0 < p < 1, et sa corde, appelé espace de
dispersion dual. Ainsi,

hx(p) = pxp — b2 (p) - (3.1)



3.2 Les mesures de risque et de sécurité usuelles 61

Lemme 3.36. Pour tout p €10, 1],
hx(p) = minE | max (p(X —€).(1 - p)(§ ~ X))

et ce minimum est atteint pour tout p-quantile.

Cette mesure est croissante et continue. Pour p € [0, 1], X — hx(p) est convexe et positive-
ment homogene sur £1.

3.2.5 Tail value-at-risk TVaRx(p)
Définition 3.37.

TVaRx(p) uf

Il s’agit d’une mesure de sécurité. La fonction 11))_(2 étant convexe, TVaRyx :]0,1] — R est
croissante, continue, et TVaRx (1) = px. En partant de la définition de la TVaRx, et en
utilisant le Lemme B30] il vient

TVaRx(p) = 1/1)_(;(17)
_ ~ hx(p)
p
= IE[X]—géiﬂlgE[maX(X—ﬁ,lp%p(g—X))}

- E[X]- ggﬂlgE[(X -9+ [%(5 - XW]

= E[X]-E[X] —Igleiﬂg(—H%EHf—Xm)

1
= max (¢ - B[l - XJ*])

£eR

= max (¢~ %d@c(i)) :

D’apres le Théoreme B22] on sait que ce maximum est atteint pour tout p-quantile ¢x(p), donc
finalement,

TVaRx(p) = QX(Z))—%)E[[QX(I?)—X]JF]- (3.2)

Remarque 3.38. Cette expression rappelle fortement celle de la CVaR obtenue grace a la
formule fondamentale de minimisation (Théoréme B30). La tail-VaR est en fait une mesure
duale de la CVaR : on utilise la tail-VaR pour éviter les petits gains alors que la CVaR permet
d’éviter les pertes importantes.

3.2.6 Tail Gini’s mean difference Gix(p)

Cette mesure de risque est basée sur les caractéristiques de l'aire de ’espace de dispersion
dual.

Définition 3.39.

Proposition 3.40. Pour p €]0,1], X — Gix(p) est conveze et positivement homogéne sur L.
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3.2.7 D’autres mesures de risque
Ezxpected shortfall

La perte moyenne pour un niveau souhaité 7 est définie par

Cette mesure de risque est en fait une autre formulation pour w%. En effet, d’apres la Pro-
priété Bl on a
2
k() =E[[n - X]"].
Absolute semideviation et standard semideviation

Ces deux quantités sont basées sur l'analyse des semi-moments centrés qui mesurent
I’étalement moyen de la variable aléatoire en dessous de son espérance. La premiere mesure
de risque est définie comme suit :

_ nx
Sx = / (jix — €)Px(de).
Lemme 3.41.
hac(p) = Bx
Jmax hx(p) = 0x

et le maximum est atteint en tout point px pour lequel
P{X <px} <px <P{X <ux}.

En d’autres termes, dy représente le diamétre vertical maximal de 'espace de dispersion
dual pour la variable aléatoire X.

Remarque 3.42. Si E[|X|] < +oo, alors 9% (ux) = dx.

L’autre mesure de risque, tres proche de la précédente, vaut :
3 Hnx 9 1/2
ox = ([ tux - e2Pxia)) "
—0o0
Proposition 3.43. Si E[X?] < 400, alors Gx > 0x et cette inégalité est stricte sauf dans le
cas ou ox = 0x = 0.
Gini’s mean (absolute) difference

Cette mesure correspond au double de l'aire de I’espace de dispersion dual :

rx=2 [ (uxp-ox0)ar=3 [ [n-ere e, 53)

Elle peut également étre formulée comme l'intégrale de ¢§( par rapport a la mesure de probabi-
lité Px :

Tx= [ |- PstayPian = [E[l-XI*]Px(in).
&<n
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Worst conditional expectation

Cette mesure a été introduite dans [I] pour pallier le manque de sous-additivité de la VaR.
WCE,(X) = — inf {E[X|A] | P{A} > p} ,

ou X désigne une variable aléatoire représentant des pertes. Elle est trés peu utilisée en pratique
car son calcul n’est possible que dans des situations tres particulieres.

3.3 Reformulation de ces mesures

Apres avoir répertorié ces différentes mesures, nous allons montrer finalement qu’elles peuvent
presque toutes se réécrire dans un “alphabet minimal” composé de cing éléments : ’espérance de
la variable aléatoire g(u, &) représentant des pertes, le quantile ¢, (u), la fonction de répartition
Yy, la quantité S, et la mesure de sécurité S,

3.3.1 Tail value-at-risk

En écrivant la formule fondamentale de maximisation (Théoreme B30]), on a

S(w) = Gylo(u,€),0u(0)
= () + [ min ((u.) — ,(p).0)]

= qu(p) + ];E | — max (Qu(p) —g(u,§), 0)}

— () — 5B [0p) ~ 0,)]"]
= TVaR,(p)

d’apres I'équation (B2). La mesure de sécurité que nous avons définie n’est donc qu’une formu-
lation différente de la tail-VaR.

Remarque 3.44. On a établi que

pGy(g(u,&),v) + (1 —p) Fp(g9(u,),v) =E[g(u,9)]

et
pGp(g(U,f),V) =pv— wi(”)ﬂ

on obtient ainsi
pGy(9(u,6).v) = E[g(u,€)] — (1 —p) F,(g(u,§),v) = pv —¢5(v),
puis, comme p max, Gy (g(u,€),v) = ¥ %(p),
max (E[g(u,€)] = (1= p) Fy(9(u,€),v) ) = E[g(w, )] = (1 = p) min Fy(g(u,),v) = %),
et comme ¢,(u) = min, Fp(g(u,&),v), on a

E[g(u,€)] — (1 — p)dp(u) = 1 %(p) -
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3.3.2 Weighted mean deviation from a quantile

En factorisant p dans la définition de h,(p) (Définition Bl), on obtient

ha(p) = E[g(w,&)]p—v;(p)

3.3.3 Tail Gini’s mean difference

En réécrivant la définition de Gi, a l’aide de la reformulation de h,, on a
9 [P
Giu(p) = —2/ hy(a)do

pP* Jo

= 2 [ [ (Bl ~ Sa(w) ] da
2/ glu, a

9 [P
= E[g(u,g)] —?/O aSy(u)da.

3.3.4 CVaR

En écrivant la formule fondamentale de minimisation (Théoreme B30), on a

(bp(u) = Fp(g(u, £), qu(p))

= () + ——E[lg(w.6) - qu®)]*]

1-p
~ 0u(p) - T Ellau®) - 9(0,O)"]
= qulp) - TlpE[(qu(p) —9(u,9)) H{qu<p><g<u,5>}}
= qulp) - %p P{qu(p) < g(u,€)} [qu(p) —Elg(u,8) | qulp) < g(u,i)}]

= 0up) ~ 7 (1 b)) [0u(0) ~ Elg(0.) | ) < 9(0.6)]]

= [0 (vutaalo) - ) + D g0, 0)) - B[00 | 900 €) < (0]

u\Yu u\Yu u - u\Yu
_ (16719)2 [qu(p) M — () Y (QP () a I()p) ¥ qu(p) + w E[g(u, £)]

p
L lgwe) 1 o.0) <] + L0 g

- _1p)2 [pzSp(quu(p) (d)u(qu(p)) —p) -pS, (u) + (1 —¢u(qu(p)))E[g(u,§)]],

9(1,€) | 9(u,€) < qu(p)]]

et ce, d’apres la définition de Sp(u) (Définition BZ33).
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Remarquons que, dans le cas de distributions continues, on a

Sp(u) =E[g(u,€) | 9(u,€) < qu(p)] et Yu(qulp)) =p,

et donc on retrouve bien que

3.3.5 Les autres mesures de risque
Expected shortfall

Soit 77 un niveau de perte souhaité. En utilisant le Théoreme de Fubini et le Théoreme
caractérisant la dominance stochastique en terme de quantile, et a condition que 7 soit le
quantile de la variable aléatoire g(u,&) associé au niveau de probabilité p, on peut donner la
formule suivante :

)
ra(n) =E[[n— 9w, 1T =va(n) =pn—1;%(p) =p (77 — w”p(p)) =p (77 - Sp(u)) :

Absolute semideviation

Cette mesure n’est rien d’autre que 'expected shortfall lorsque le niveau de perte souhaité
vaut ]E[g(u,g)]. Ainsi,

Oy =p (E [g(U,§)] - Sp(u)) = hu(p) .

Gini’s mean (absolute) difference

D’apres (B32)), en remplacant dans (B3) h, par sa nouvelle formulation, on obtient

ro=2 [ o (Elo(.9] - 5,00) .

3.4 En résumé

La contrainte en probabilité est une formulation naturelle du risque mais difficile & manipuler
sur le plan mathématique. Nous avons donc dans ce chapitre recensé les mesures de risque et
de sécurité les plus usuelles en économie et en finance. La littérature sur ce sujet étant tres
abondante, nous avons alors décidé d’essayer de relier toutes ces mesures entre elles, en les
reformulant dans un alphabet minimal : en notant X = g(u, £) une variable aléatoire représentant
des pertes et px son espérance, on a
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Définition Reformulation

-2
TVaRy(p) = Lx @ TVaRyx (p) = S, (u)

hx(p) = nxp — ¥x*(p) hx(p) = p (nx — Sp(u))
Gix(p) = p% I3 hx (e)da Gix(p) = px — p% I3 o Sa(u)du

¢p(u) = min, Fy(g(u, ), v) | ¢p(w) = g [pQSp(U) +ax(p) (¥x (ax(p)) —p)

—p S, () + (1= vx (ax (1)) x|
rx(n) =E[[n— X]"] rx(n) =p (n— Sp(u))

5X:E“NX_X]+] SX:hX(p)

Tx =2 (uxp—9>®))dp | Tx =2 [ p (ux — Sp(u))dp

Parmi toutes ces mesures, on s’apercoit que la contrainte en probabilité peut s’écrire, de
fagon équivalente comme une contrainte de VaR. La CVaR ayant été proposée comme une
mesure alternative a la VaR, et possédant des propriétés mathématiques intéressantes, nous
allons tenter, dans le prochain chapitre, d’exploiter cette autre mesure de risque dans la résolution
des problemes d’optimisation sous contrainte en probabilité.



Chapitre 4

Les mesures de risque en
optimisation

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l’application des mesures de risque dans les
problemes d’optimisation. Plus précisément, nous proposons des conditions et hypotheses sous
lesquelles il est possible de remplacer un probleme d’optimisation sous contrainte en probabilité
par le méme probleme d’optimisation formulé sous une contrainte de risque plus régulieére sur
le plan mathématique, tout en récupérant la solution du probleme initial sous contrainte en
probabilité.

4.1 Application des mesures de risque en optimisation

Notre stratégie de résolution étant basée sur la notion de gradient stochastique, la CVaR,
formulée en termes d’espérance et possédant de “bonnes” propriétés mathématiques, apparait
étre la mesure de risque la plus adaptée a notre approche.

On rappelle que g(u, ) est une variable aléatoire réelle (représentant des pertes par exemple),
ou u est la variable de décision et £ un aléa. Les deux théoréemes suivants, démontrés dans
[29], révelent 'un des avantages majeurs de la CVaR sur les autres mesures de risque dans les
problemes d’optimisation stochastique.

Théoréme 4.1. On a

min ¢, (u) = o0 F,(g(u,8),v),

ot de plus,

(u*,v*) € arg (%gleiEXRFp(g(u,{),V) sut e arglunéiillqﬁp(u)7 v* € arg gleilng(g(u,ﬁ), V).

Théoreme 4.2. Pour toute sélection de seuils de probabilité p; et de tolérance de perte
Vit = 1, -+, I, le probleme

min J(u)

S.C. ¢pz(u)§7la izl?”'ala
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est équivalent au probléme

min J(u)
(u,v1,+ ) EUXRX - xR
s.c. Fpi(g(u7§)7Vi) <7, i=1,---,l.

En effet, (u*,vf,--- ,v]) est solution du second probléme si et seulement siu* est solution du pre-
mier probleme et l'inégalité I, (g(u*, €), VZ*) < ~; est vraie pour i =1,--- 1. De plus, on a alors
¢p, () < ;i pour chaque i, et méme ¢p,(u*) = ; pour chaque i tel que F, i(g(u*,{), VZ*) = Y,
i.e. tel que la contrainte de CVaR associée est active.

Démonstration. Ce résultat provient de la formule de minimisation (B30) : comme
Pp; (u) = Vzel% Fp, (g(u7 £), Vz') )
on a ¢p,(u) <~ si et seulement sil existe v; tel que Fp, (9(u, &), v5) < 7. O

Enfin, on peut passer d’une contrainte CVaR a une contrainte de tail-VaR de la fagon suivante.

Théoréme 4.3. Pour tout niveau de probabilité p et de contrainte v, le probléme
min  J(u)
(u,v)eUXR
s.c. Fp(g(u,&),v) <7,
est équivalent au probléme
min _ J(u)
(u,v)eUXR

s.c. Gp(g(u,€),v) =+ (u),

avec

) = E[g(u,¢)] p— 1(1-p)

Démonstration. Cette équivalence est simplement basée sur le fait que
pGy(9(u,€),v) + (1 = p) Fy(9(u.€).v) =E[g(u,§)] .
O
Remarque 4.4. Il est important de noter que si la CVaR préserve la convexité en u, ce n’est

pas a priori le cas pour la tail-VaR.

4.2 Echange de la contrainte en probabilité avec une mesure de
risque plus réguliere

Théoreme 4.5. Considérons deux probléemes d’optimisation
min J(u)
u

s.e. f(u)<a
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et
min J(u)

s.e. g(u) <b

avec b = SUp,, 10/ g(u) = g(u), Ul et I/{% désignant les ensembles admissibles. On suppose que

Vu,u',  g(u) < g(u') = f(u) < f(u),
alors toute solution du second probléme est aussi une solution du premier probléme.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que 1’'on a Z/{({ - Z/{%, i.e toute solution admissible du

premier probléme est admissible pour le second probléme. En effet, si 4 € Z/{C{ , alors g(@) < b
puisSq.ue b= SUD,, ¢ 1f g(u), et donc u € L{%.
i
Vu,u',  g(u) < g(u') = f(u) < f(u),

on a en particulier pour u* solution du second probléme,
gw”) < g(u) = f(u) < f(a).

De plus, comme % € Z/Il{, on a f(u) < a et donc f(u*) < a : autrement dit, u* est aussi
admissible pour le premier probleme. Les critéres étant identiques dans les deux problémes, et
comme L{,{ - Z/{% , u* est donc solution du premier probleme. [l

Si ce théoreme est intéressant du point de vue théorique, ses hypotheses restent, en pratique,
difficiles a vérifier. En effet, considérons le cas ol le premier probleme correspond & un probleme
d’optimisation sous contrainte en probabilité, et le second probleme correspond a un probleme
d’optimisation sous contrainte de CVaR. Il y a tres peu de chance que I’hypothése sur la mono-
tonie des contraintes soit satisfaite, du fait que la CVaR se situe, en quelque sorte, a un degré
d’intégration supérieur. De plus, pour déterminer le niveau b, on doit résoudre un probléme
d’optimisation sous contrainte en probabilité, or c’est justement ce type de probleme que I'on
cherche & éviter!

Néanmoins, si I'on considére une situation ou ’hypothese sur la monotonie des contraintes
est vérifiée, on peut trés bien imaginer de trouver b par tdtonnement, et non en résolvant le
probleme d’optimisation sous-jacent.

En effet, dans le théoréme précédent, le choix strict de b et 'hypothése de monotonie des
contraintes servent d’une part a garantir I’admissibilité de u* pour le premier probleme, et
d’autre part, l'inclusion des ensembles admissibles. Cette derniere inclusion est assurée des que
b est “assez grand”, i.e. plus grand que b. Quant & I’admissibilité de u*, elle peut étre testée
directement. On propose donc la stratégie suivante :

— choisir un b assez grand,

— résoudre le probleme avec une contrainte de CVaR,

— tester l'admissibilité de u* : si u* est admissible on s’arréte, sinon on recommence en

choisissant un b plus petit.

4.3 Exemple

Afin d’illustrer que les hypotheses du Théoréme sont, en pratique, difficiles & vérifier,
nous allons donner un contre-exemple, dans lequel une solution d’un probléme avec contrainte
CVaR n’est pas une solution du méme probléme avec contrainte en probabilité.
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4.3.1 Présentation du probleme

On doit minimiser un temps de parcours en voiture, f(u,§), ou u € U désigne la variable de
pilotage et £ un incident, a savoir les freins qui lachent. On note v la vitesse au-dela de laquelle
tout incident devient mortel. Si on désigne par g(u,§) la vitesse, ceci nous ameéne a introduire
une contrainte en probabilité puisqu’il s’agit d’ajuster la vitesse de parcours pour assurer une
probabilité minimale de rester en vie. Ce probleme s’écrit donc

min E[f (1, )
s.c. P{g(u,&) <v}>p.

Enfin, en notant v,(p) le quantile de la fonction de répartition associée a g(u,§), on peut
considérer la contrainte

vy(p) <w.

4.3.2 Application de la CVaR
La notion de CVaR conduit & réécrire le probleme de la facon suivante
minE[f(u, €)]
S.C. Fp(g(u,g),l/) <7,

Fyl9(u.6).v) = v+ = Bllo(u. ) ~ v]*].

On sait que
IHViIl Fp(g(uv g)a V) = ¢P(u) .

Soit (u*,v*) la solution de ce probleme. On a
op(u”) <7y et argmin Fy(g(u,§),v) = vu(p).
Ainsi v* = v+ (p), et il suffit de comparer v,«(p) & v pour vérifier si la contrainte du probleme

initial est vérifiée.

Comme nous ’avons déja fait remarquer, ’avantage de cette reformulation du probleme est la
possibilité de mettre en ceuvre un algorithme de gradient stochastique pour obtenir la solution.
4.3.3 Relation a 'optimum entre les deux problemes

Considérons le probléeme initial. La variable est u et les parameétres sont v et p. Notons

U*(p,v) C U I'ensemble admissible de ce probléme.

Les variables du probléme avec contrainte CVaR sont u et v; les parametres sont p et +.
Notons C®(p,v) C U x R son ensemble admissible. Rappelons que

7> Fy(g(u,€),v) > min Fy(g(u, £),v) = 6y(u) > vulp)

Notons u* une solution du probleme avec contrainte CVaR. Pour que u* soit solution du
probléme initial, il suffit, d’apres le Théoreme ERl, que :

U (p,v) C Proj(C*(p,)) = {u € Cad(p,v)} et que  dp(u*) < dp(u) = vy+(p) < vu(p) .
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4.3.4 La non interchangeabilité des mesures de risque

On s’intéresse ici & un exemple numérique simple dans lequel la solution du probléme initial
ne peut étre obtenue comme la solution du probleme avec contrainte de CVaR.

Posons
g(u,§) =0.9u + &(1 —u),

ot £ suit une loi uniforme sur [0, 1] et u € U*! = [0, 1]. On consideére le cas ot u # 1 (pour rester
dans un cadre stochastique). On a

qg—09u
U

= q—0.9u)).

— min (1
} mm(,max(O, -

bula) = P{g(u€) < q} = P{¢ <

On a vy (p) = min {q|vy(q) > p}, donc
vu(p) = (0.9 —p)u+p.

Pour p € [0,0.9], v, est croissante en u; pour p > 0.9, v, est décroissante en wu.

Comme £ suit une loi uniforme, sa fonction de répartition est continue, et on a donc
Pp(u) = E|g(u, §)|g(u, &) > vu(p)| -
Calculons ¢p(u). On a

9(u, &) > vu(p) < 0.9u+E&(1 —u) > p+u(0.9—p) &= £ >p,

et donc

(bp(U):ﬁ/pl [0:00+€01—w)]dg =0.9u+ 1:;‘(%_%) _ (0.4_g)u+1¥_

Pour p € [0, 0.8], ¢, est croissante en u; pour p > 0.8, ¢, est décroissante en w.

Pour p €]0.8, 0.9[, on est donc dans la situation oti, lorsque u* est une solution du probléme
avec contrainte CVaR, on a

Gpu) 7= 0p() = mas Gylu) et ve(p) >0 2 va(p).

Posons par exemple p = 0.85 et v = 0.88. Dans ce cas, u € [0, %], ¢0.85(u) = —0.025u+0.925
et v =0.925.
Sur cet exemple, on ne peut pas trouver de valeur de v qui permette d’obtenir la solution
du probléme original grace a la résolution du probleme avec une contrainte CVaR, < 7.

4.4 En résumé

Dans ce chapitre, nous avons donné des conditions sous lesquelles il est possible de remplacer
la résolution d’un probleme d’optimisation sous contrainte en probabilité par la résolution d’un
probleme auxiliaire, formulé avec une mesure de risque plus réguliere, tout en récupérant, bien
entendu, la solution du probléme initial.
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Chapitre 5

Optimisation sous contrainte en
probabilité : le cas convexe

Nous présentons dans ce chapitre trois méthodes ayant pour objectif la mise en ceuvre d’un al-
gorithme de type gradient stochastique pour résoudre un probléme d’optimisation sous contrainte
en probabilité. Les deux premieres méthodes, [’intégration par parties et l'approximation par
convolution, permettent de surmonter la discontinuité de la fonction indicatrice qui apparait
lorsque ’on écrit la contrainte en probabilité sous la forme d’une contrainte en espérance. L’ob-
jectif de ces deux méthodes est de donner un estimateur du gradient de la contrainte en probabi-
lité. La troisieme méthode, I’approche par le quantile, consiste, lorsque c’est possible, a réécrire
la contrainte en probabilité comme une contrainte sur un quantile indépendant des variables de
décision. L’une de ces méthodes, 'intégration par parties, conduit, dans un cadre général, a des
formules assez complexes. Aussi, afin de rendre ce mémoire aussi clair que possible, nous allons
commencer par introduire deux exemples volontairement simples, mais qui posent de réelles dif-
ficultés mathématiques. Puis nous présenterons quelques difficultés structurelles relatives a un
probléeme d’optimisation sous contrainte en probabilité. Enfin, nous montrerons, sur chacun de
ces exemples, ce qu’il est possible de faire (ou de ne pas faire) avec ces trois méthodes.

5.1 Exemples

5.1.1 Le probleme du mobile

Un mobile doit traverser le segment [0, 1] en minimisant le temps pour atteindre z = 1, en
tenant compte de plus d’un critere d’énergie : wu(t) désignant la vitesse a l'instant ¢ (c’est le
contrdle), on minimise le critere

Ly
tf+/ u(t) dt .
0

Le temps final t; est tel que x(ty) = 1, la condition initiale est (0) = 0 et la dynamique du

modele est donnée par
dz

) = ult).

On introduit enfin une contrainte en probabilité qui est due au fait qu'une bombe peut tomber
sur le parcours en une position £ et un temps 7 tous les deux aléatoires. On suppose que ces
deux variables aléatoires sont indépendantes et distribuées selon des densités ¢(&) et g(7). Un
impact en £ cause la destruction du mobile s’il tombe a une distance inférieure ou égale a D de
la position qu’occupe ce dernier a l'instant 7. On suppose enfin que le mobile est a ’abri aux
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extrémités du segment [0, 1], c’est-a-dire avant ¢t = 0 et apres t = ¢ (nous ne considérerons donc
que le cas ot 7 < ty). La contrainte a respecter s’écrit

t z(T)+D
P} = [ ] o, danddr <y 5.1)

autrement dit, on souhaite que la probabilité de récupérer le mobile soit d’au moins p.

Afin de servir de référence a une résolution par une approche de type “gradient stochastique”,
on va chercher une solution du probleme dans un cas particulier en utilisant une formulation
déterministe. Pour cela, on introduit la variable z(t) définie par

t ra(t)+D
0 = [ [ @i

_ /0 ((x(r) + D) — $(a(r) — D))q(r) dr

en utilisant la fonction de répartition 1 de la densité ¢q. On a z(0) = 0 et
dz _
= (1) = (¥(@(7) + D) = ¢(x(7) — D))q(r)

On veut donc respecter la contrainte z(ts) <1 —p.

L’Hamiltonien du probléme s’écrit
H(z,t,u, A p) = u? + Au+ p(P(x(r) + D) = ¢(z(r) — D))q.
Les équations adjointes sont
A=—H, = —p(a(x+ D) —q(x = D))q,  Ats) =i,
/Z:_le:07 M(tf):)‘Qv
ol A1 est le multiplicateur de la contrainte sur z(t¢) et Ay celui sur z(ts). Pour compléter les
conditions d’optimalité, il faut écrire que H,, = 0, soit
u(-) = =A()/2,

et la condition d’optimalité sur ¢ qui s’écrit

L4+u?(ty) + Multy) + o (zb(a:(tf) + D) —p(z(ty) — D))q‘(tf) =0.

On observe que

e 4 est constant et égal a Ao ; on remplacera partout u par Ao ;

e avec la supposition que le support de ¢ est inclus dans un intervalle [0,¢;] C [0,%f], alors
q(t) = 0 pour t; <t < ty;on en déduit que z, A, et donc aussi u sont constants au dela de
I'instant ¢; ; A vaut alors Aj et z vaut 1 —p (dans 'hypothese ot la contrainte en probabilité
est saturée) ;

e la condition de transversalité sur ¢y s’écrit simplement

0 = L4+u?(ty)+ \u(ty)
= 1+ X\/4-)\)2

puisque u = —\/2 et A(tf) = A;. On en déduit que A} = 4, donc A\; = %2, mais il faut
privilégier la valeur —2 puisque u(ty) = —A1/2; le parcours au dela de ¢; se fait donc a la
vitesse 1. Les valeurs de \ et z dans cet intervalle (et en particulier a ;) sont respectivement
de —2 et 1 —p. Enfin, la valeur de x(t;) est 1 — (t; —t;) puisque z(tf) =1 et que u = 1 au
dela de t;.



5.1 Exemples s

Malgré ces observations, le probleme n’est pas tres facile a résoudre sans se placer dans des
cas plus particuliers. On va considérer le cas d’une densité ¢(-) linéairement croissante et d’une
densité ¢ uniforme sur [0, 0,5] (donc ¢(7) = 2 sur ce support).

On pose D =0,2 et

0.2+¢ pour —0,2 < & < 1,21421,
q(§) = .
0 sinon .

La borne supérieure de 'intervalle ci-dessus a été calculée pour que ¢ soit une densité de proba-
bilité d’intégrale égale a 1. Notons que cet intervalle englobe le segment [—D,1 + D].

On a alors
0 pour & < —0.2,
Y(€) =40.5&2+0.2+0.02 pour —0,2 < € < 1,21421,
1 sinon .

De plus g(x+D)—q(x— D) =04 et Y(x+D)—1p(x— D) = 0,42+0,08 dans la zone intéressante.
Déterminons d’abord le niveau de probabilité p* “naturel”, celui atteint par la commande
optimale du probléme sans contrainte (u(-) =1 donc z(t) =t). On a

0.5
1-p* = /0 2(Y(t+0.2) —¢(t—02))dt  dou p*=0.82.

Sachant que u optimale est égale & —\/2, on integre les équations en i, A, %, en partant de
z(0) = 0, A(0) = Ao (parametre inconnu) et z(0) = 0. Avec Mathematica, on obtient, pour
0<t<0,5,

z(t) = 0.2X0t% — 0.5 \ot

A(t) =X — 0,8 Aot

2(t) = (4/75)Aat® — 0,2 X\gt® + 0,16 ¢
Pour déterminer les inconnues Ag et Ao, il faut résoudre le systeme

A(0.5) = =2, 2(0.5) =1-p,
ce qui conduit a
Ao = T5p — 123/2, Ao =30p—133/5.
Avec ces valeurs de Ay et Ag, on obtient en particulier
u(t) =—=X\(t)/2 = (30p — 123/5)t + 13.3 — 15p.

e On observe que u(-) est une fonction linéaire dans 'intervalle [0, 0,5] (rejoignant la valeur
1 et s’y maintenant, comme déja dit, apres U'instant 0,5).

e Mais u(0) devient négative au dela de la valeur critique p° = 13,3/15 = 0,88666... : a
partir de ce niveau de probabilité, la stratégie consiste donc a s’enfuir vers le coté négatif
de l’axe des x, avant de revenir vers x = 1. Ceci est d{i au fait que 'on n’a pas modélisé le
fait que 'on est sous abri si 'on reste immobile en x = 0 apres l'instant 0. Il faut imaginer
que l’abri est retiré dés que le jeu commence a t = 0.

e En deca de la valeur critique p° du niveau de probabilité exigé pour rester en vie, la
stratégie consiste a courir toujours dans le sens positif, mais a une vitesse inférieure a 1
(en rejoignant la vitesse de croisiere 1 apres que 'on soit str que la bombe est tombée,
c’est-a-dire apres t = 0,5).
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Pour terminer, évaluons le cott optimal. Puisque 'on court & la vitesse 1 & partir de I'ins-
tant 0,5 et que l'on a atteint la distance x(0,5) avant cet instant, on a

ty=1—2(0.5)+0.5 = (15/4)p — 83/40.

Le cotit optimal J* vaut alors

0.5 tf
J* :tf+/ u2(t)dt—i—/ 1dt .
0 0

.5

Tous calculs faits, on obtient
J* = (75/2) p* — (123/2) p + 5443/200,

donc une fonction convexe de p. On peut vérifier, comme c’est normal, que J* vaut 2 et est
minimum en p* = 0,82 : en effet 2 est la valeur optimale sans contrainte, correspondant a une
valeur “naturelle” de p égale a 0,82, et le multiplicateur Ay est la dérivée de J* considéré comme
fonction de p (et il est nul pour p = 0,82). Bien str, I'expression ci-dessus de J* n’est valable
que pour p > 0,82, car en deca de cette valeur, J* reste égal a 2.

La Figure BJl résume un certain nombre de ces résultats.

5.1.2 Le probleme de finance

On emprunte un capital xy que ’on doit rembourser en fin de période avec un taux d’intérét [.
Ce capital peut servir a

— faire un placement au taux fixe b;

— faire un placement au taux risqué & ;

— ou enfin consommer le restant disponible, ce qui apporte une “satisfaction” mesurée par

une fonction concave f (satisfaction marginale décroissante).

On cherche a maximiser la somme de cette satisfaction et de I'espérance du capital final (auquel
il faudrait retrancher le remboursement, mais celui-ci est une quantité connue d’avance). Soit

— u la fraction du capital placée au taux fixe;

— v la fraction du capital placée au taux risqué.
Les variables de décisions u et v sont soumises aux conditions :

u>0, v>0 et ut+v<1. (5.2)

On doit résoudre sous ces contraintes le probleme suivant :

maxE[f(xo(l—u—v))+xo ((1+b)u+(1+§)v)]. (5.3)

u,v

On veut également étre en mesure de rembourser le capital et les intéréts (soit o (1 +1)) en
fin de période, et ce avec une probabilité d’au moins p. On veut donc respecter la contrainte
que la probabilité que le capital disponible en fin de période, i.e. g ((1 +bhu+ (1+¢) v), soit
supérieur ou égal a la somme due, ce qui s’écrit, en supposant v # 0 (le cas out v = 0 sera traité
a part) :

P{1+bu+(1+&v>1+1}>p;

ceci est équivalent a

]P’{§21+l—(1+b)u—1}2p. (5.4)

v v
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Remarque 5.1. Sous les hypotheéses £ > [ > b, la solution optimale du probléme de maximiser
(E3) sous les contraintes (B2)) — &) est telle que u = 0. Dans la suite, nous ferons donc les
hypotheses :

E>b>1, (5.5)

dans 'espoir d’obtenir, au moins pour certains niveaux p de la contrainte en probabilité, des
solutions avec u > 0.

On utilise les données suivantes :
T = 1, [ =0.15, b=0.2,

flz) = —22/2 4 2z,

0 ) ) ) si E<é—o
WO = KB 105 +15 () 48] s g<io
1 sinon

ol 1 est la fonction de répartition, les parametres € et o permettant de faire varier respectivement
la moyenne (£) et la variance de ¢ égale & 02 /7. Les expériences numériques sont réalisées dans
lecasou £ =04 et o =3.

Pour résoudre numériquement ce probleme d’optimisation, nous allons plutot nous intéresser
au probleme de minimisation équivalent. Notons

j(u,v,€) :—f(:ro(l—u—v)) —a:o((l—i-b)u—l—(l—l-f)v),
O1(u,v) =u+v-—1,

Os(u,v) =p—P{¢

1—|—l_(1+b)u_1}.
v v

Les contraintes de positivité sur v et v seront traitées par projection, et nous désignerons
respectivement par A1 et Ay les multiplicateurs associés aux contraintes ©1 < 0 et ©9 < 0.

Pour simuler une variable aléatoire ayant comme fonction de répartition v, nous pouvons soit
utiliser la technique classique qui consiste a inverser la fonction de répartition, soit utiliser la
méthode du rejet. La premiere méthode, dite “méthode de la fonction de répartition”, ne nous
a pas semblé étre trés pertinente sur cet exemple : il faudrait inverser un polynome de degré 5,
ce qui ralentirait ’algorithme programmé en Scilab. La méthode du rejet est particulierement
intéressante lorsque la variable aléatoire possede une densité qui est d’expression compliquée,
ou qui n’est pas connue analytiquement (mais qui est approchée par un histogramme). Nous
choisissons donc d’utiliser cette méthode, dont le principe est le suivant : soit a simuler une
variable aléatoire £ de densité gq. Supposons que ’on ait pu trouver une densité de probabilité g
telle que

— une variable de densité g soit aisée a simuler ;
— 1l existe une constante k telle que ¢ < kg.
Alors la procédure suivante permet de simuler une variable aléatoire £ de densité q :
1) on simule une variable & de densité g et une variable W indépendante uniformément
distribuée sur [0, 1], puis on pose V =k W g(U);
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2) si V < q(U), on pose £ =U ; sinon on retourne en 1).
Sur cet exemple, nous choisirons g comme étant la densité d’une loi uniforme sur [§—0,£+0],
et k = 2. En effet, ¢ est maximale en & et ¢(§) = 15/(16 o) ; on aura alors bien

q(§) < q(§) <29(8).

La Figure représente le cout optimal associé a ce probleme d’optimisation.

-1.45¢

-1.55¢

FiG. 5.2 — Cout optimal

On observe que le colit optimal comme fonction du niveau de probabilité p n’est pas convexe.
En fait, ce colt est convexe pour des niveaux de probabilité inférieurs a 0.57. Pour des niveaux
de probabilité proches de 0.57, le risque de ne pas pouvoir rembourser le capital et les intéréts
en fin de période est grand ; la variable de décision associée au placement risqué, v, décroit vers
0, alors que simultanément, celle associée au placement sans risque, u, décolle de la valeur 0.
Le cotlit optimal, qui était jusqu’alors une fonction convexe du niveau de probabilité p requis,
devient concave sur un transitoire assez rapide, la plage de valeurs des niveaux de probabilité
allant de 0.58 & 0.65. Au-dela de 0.65, v passe & 0, u = (1+1)/(1+b) = 0.95833, et le cott optimal
devient donc constant. Pour rester dans le cadre classique de la convexité, nous ne considérerons
dans ce chapitre que des niveaux de probabilité inférieurs a 0.57, le cas non convexe sera traité
au chapitre suivant.

Remarque 5.2. Afin de servir de référence a une résolution par une approche de type “gra-
dient stochastique”, nous avons considéré des exemples numériques qui ont pu parallelement
étre résolus grace a un programme FORTRAN utilisant le solveur NAG. Il faut signaler que
I'initialisation de l'algorithme s’est avérée délicate, probablement en raison de la non convexité
du probleme. Il a fallu, pour chaque valeur de p, choisir assez soigneusement cette initialisation.
La contrainte en probabilité a été codée sous la forme d’une contrainte écrite a 1’aide de la
fonction de répartition de la variable aléatoire £, avec une borne inférieure sur v de l'ordre de
10~2. Lorsque cette borne était atteinte, on considérait que la “vraie” solution correspondait &
v =0, et il était alors facile, d’apres ce qui a été expliqué plus haut, de calculer u.

Remarque 5.3. Sur le plan numérique, pour le probléme du mobile comme pour le probleme
de finance, nous nous intéresserons toujours aux erreurs sur les variables primales et duales
en fonction du nombre d’itérations : u* — u* en fonction de k lorsque la variable est scalaire
ou |[u* — u*||s lorsqu’il s’agit de vecteurs, u* étant la solution obtenue par la formulation

déterministe.
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5.2 Quelques difficultés structurelles

L’objectif de ce paragraphe est de mettre en évidence quelques difficultés structurelles rela-
tives aux problemes d’optimisation sous contrainte en probabilité.
5.2.1 La non convexité du probleme

On considere le probleme

1
S _12
wRg Y

sc. P{u<&}>p,
avec & ~ N(m, o). La contrainte s’écrit aussi

ou v est la fonction de répartition de . Le Lagrangien associé a ce probleme est

1
L(u,\) = 5(u—1)* + A (¢(u) 1 +p) :
En fixant p = 0.7, m = —2 et 0 = 0.1, la solution de Kuhn-Tucker est
u* = —2.05244 et A" =0.877913,

le cotlit optimal vaut alors 4.6587.

La Figure représente le graphe de la fonction Lagrangien et la position de la solution
primale-duale. Pour la section A = 0, on reconnait la forme de la fonction cotit seule. Lorsque A
augmente, la forme de la fonction de répartition se superpose avec un poids de plus en plus grand
a celle du cofit, ce qui crée deux bassins d’attraction pour un algorithme de type Arrow-Hurwicz
dont I’équation différentielle associée est

106—50(u+2)2
us ’

A =ILA\(u,\) = % <1 + erf (M\/%”» - 0.3> .

Ceci est mieux illustré par le champs de vecteurs correspondant, représenté sur la Figure B4l

=L (u,\)=—-u+1-X\

Le double cercle représente la solution qui n’est qu'un point selle local. La zone blanche
correspond grossierement au bassin d’attraction de ce point. La zone grise conduit a s’éloigner
plus ou moins indéfiniment (en A) dans une vallée située a u = 1 (le minimum sans contrainte).
En effet, pour cette valeur de u, le gradient de la fonction cotit est nul et le reste de la dérivée en
u du Lagrangien est égal a \ fois la densité de la variable aléatoire gaussienne (de moyenne —2 et
d’écart-type 0.1) au point 1, & savoir —1.47 x 107>\ ! Autant dire 0 méme pour \ trés grand !
Alors que la composante en A de ce champs de vecteurs est égale A la valeur de la contrainte
pour u = 1, donc quelque chose de positif (si le minimum sans contrainte ne satisfait pas la
contrainte). Ce qui signifie effectivement que, une fois atteinte la valeur u = 1, on se déplace
verticalement pratiquement jusqu’a I'infini.
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Optimisation sous contrainte en probabilité :
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F1G. 5.4 — Champs de vecteurs pour 'algorithme d’Arrow-Hurwicz

le cas convexe
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On considére maintenant le probleme de finance réduit a la variable v (on fixe v = 0) et
a la contrainte en probabilité (la contrainte u + v < 1 se réduit & v < 1 et peut étre traitée
par projection ; seule la contrainte en probabilité est traitée par dualité et on désigne par X le
multiplicateur correspondant). Autrement dit, le probleme s’écrit

Or%avigl (1(1 —v)?—2(1—v)—(1+ £)v>

2
1+4
S.C. w< + —1> <1l-p,
v
avec £ = 0.4 et £ = 0.15.
La solution du probleme sans contrainte est v* = 0.4, le colt optimal vaut alors —1.28,

correspondant & une probabilité 0.107959 de rembourser la dette en fin de période.

Plagons-nous dans le cas ou p = 0.24. On a alors v* = 0.504075, A\* = 0.0881451, et le cout
optimal vaut —1.57458. La surface du Lagrangien est représentée sur la Figure

FiG. 5.5 — Lagrangien et solution — Cas p = 0.24

La Figure représente le champs de vecteurs de lalgorithme d’Arrow-Hurwicz. Le
phénomene de superposition entre la forme convexe de la fonction cout et la forme non convexe
de la fonction de répartition (pondérée par ) peut encore s’observer, sauf que la fonction de
répartition est maintenant composée avec la fonction décroissante en v de la contrainte. Au final,
on voit que le champs de vecteurs comporte un vortex autour de la solution, mais aussi une zone,
pour v petit, dans laquelle ’algorithme tend a éloigner les itérées vers des valeurs grandes de A
un peu comme dans le cas du probleme élémentaire précédent. Ce phénomene sera plus prononcé
avec le cas ou p = 0.57 par exemple. Pour ce niveau de probabilté, v* = 0.978591, \* = 1.55926,
et le cout optimal vaut —1.41262. La surface du Lagrangien est représentée sur la Figure BT
Le champs de vecteurs de I’algorithme d’Arrow-Hurwicz est représenté sur la Figure
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Fi1G. 5.8 — Champs de vecteurs pour ’algorithme d’Arrow-Hurwicz — Cas p = 0.57

5.2.2 La dégénérescence du multiplicateur

On considere le probleme
1
min 5 (u—1)
s.c. P{ug&<a}l>p,

ou £ est une variable aléatoire de densité de probabilité uniforme entre 1—¢ et 1+¢. La contrainte
peut encore une fois se réécrire sous la forme

Y(u,a) > p,

ou la fonction de répartition de la variable aléatoire u& est donnée par :

0 si a<u(l—-e¢),
Y(u, ) = (a—u(l—¢))/(2ue) si u(l—¢g)<a<u(l+e),

1 sinon.

La solution de ce probleme, en considérant le Lagrangien L(u, A, o, p) = J(u)+ A (w(u, a) —p),
avec A < 0, est donnée par

. a )\*__Zas(l—a—i—e(Qp—l))

“ :1+€(2p—1)’ N (1+€(2p—1))3

)

siu*<1,ie sia<1+e(2p—1);sinon, la solution optimale est u* =1 et \* = 0, c’est le cas
ou la contrainte n’est pas saturée.

Le cott optimal vaut donc

T+e (2p—1)
sinon .

2
o0, p) = %<7a_1+5(1_2p)) si a<l+4+e(2p-1),
’ 0
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On a aussi
8s0( | E;Héi(l—i;g si a<l4+e(2p—1),
——(a,p) = c(2p-
da 0 sinon.
et
Do —2ae ot g <1 4e(2p—1),
2% (a,p) = (14 @p-1)
Op 0 sinon.
On observe que \* = —d¢/0p comme il se doit. Cependant, lim._,o \* = 0 alors que la contrainte

reste pourtant active (du moins lorsque e < 1+4¢(2p — 1) — 1). Ceci s’explique par le fait que
la dérivée en u de la contrainte a 'optimum tend vers 'infini lorsque € tend vers 0. En effet,

o (u, ) B a _ (1+e(2p— 1))2
2ace '

ou u=u* B 2ecu? u:m

Par contre, 0p/0a — a — 1 qui est non nul sauf si & — 1, auquel cas la contrainte devient en
fait inactive (en effet, u* — « lorsque ¢ — 0 et 1 est la solution du probléme sans contrainte).
Autrement dit, alors que la contrainte reste active si a < 1 et p > 0 lorsque ¢ tend vers 0, la
sensibilité du cotit optimal ¢ par rapport a p (ou le multiplicateur A*) devient nulle alors que la
sensibilité du colit optimal ¢ par rapport a « garde une valeur non nulle.

Pour comprendre ce phénomene, on peut aussi étudier la relation générale qui existe entre ces
deux sensibilités. On a
(v, p) = min max L(u, A, o, p) ,
u  A<0

et, dans 'hypothese ou ces dérivées existent, on a

8—a(a7p)_a_a(ua)\7a7p)_)‘ 8(1( 7a)_)‘d(u7a)7
d(u*, ) désignant la densité de la variable aléatoire u* & au point «, et
0y oL
zr _ T )\* kow) _)\* )
o (a,p) 8p(u AT, p")

On en déduit la relation, que ’on peut vérifier sur 'exemple,

dp _ Oy *
8—a(a7p) - ap (Oé,p) d(u ,Oé) .

Dans le cas qui nous intéresse, lorsque € tend vers 0, la densité, évaluée pour u* qui tend vers «,
tend vers U'infini, A* tend vers 0, mais 9 ¢/d « tend vers une valeur finie et non nulle, & savoir
a—1.

L’explication de ces phénomeénes est la suivante. On sait que la contrainte s’écrit en général
(avec dans notre exemple particulier g(u,§) = u¢) :

P{o(w,©) < a} =B[les (o - 9(,)] 2 p.

Lorsque la variable g(u, &) est vraiment aléatoire, la fonction I+ a priori discontinue (donc de
dérivée infinie au point crucial) est lissée par I’aléa. On ne bénéficie plus de ce lissage lorsque la
variable tend & devenir déterministe (ici lorsque € — 0, dans le probléeme de finance lorsque v*
se trouve étre nul). La méthode de 'approximation par convolution, qui s’attaque directement
a la discontinuité de I en la lissant, apporte une certaine forme de remede a ce probleme. Ce
n’est pas le cas avec la méthode d’intégration par parties, qui est elle une méthode exacte.
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5.2.3 Illustration sur le probleme de finance

Les considérations qui précedent ont montré que la non convexité typique d’un probléeme avec
contrainte en probabilité provient de I’apparition de la fonction de répartition dans ’expression
du Lagrangien. La forme typique d’une fonction de répartition (pour le cas le plus simple d’une
densité de probabilité “a une seule bosse”) est d’étre plate pour les valeurs extrémes (grandes
et petites) de son argument (donc de gradient pratiquement nul dans ces plages de valeurs), et
d’étre pentue (donc de gradient “grand”) pour les valeurs intermédiaires, c’est-a-dire 1a ou la
densité de probabilité est condensée.

Ce phénomene de non convexité sera d’autant plus brutal que la densité sera concentrée
dans un petit intervalle. Ceci peut se produire lorsque la variance des bruits est “petite” (cas du
probleéme au paragraphe précédent) ou bien, et c’est ce qui se passe dans le probleme de finance,
lorsque pour certaines valeurs des décisions, le bruit est “tué”. Pour illustrer ce phénomene, la
Figure montre la forme de la fonction “contrainte” des deux variables de décision w et v du
probléeme de finance (& savoir, ¢ ((14£)/v— (1+b)u/v—1), ol ¥ est la fonction de répartition du
taux aléatoire), sachant que le phénomene de “killing” du bruit se produit lorsque v passe a 0 :
la discontinuité se produit alors selon que v < (14 ¢)/(1 4 b) = 0.9583333 (contrainte satisfaite
avec la probabilité 0) ou plus grand que cette valeur (contrainte satisfaite avec la probabilité
1). On rappelle qu’en raison de cette discontinuité, le multiplicateur associé a la contrainte en
probabilité peut passer & 0 (pour compenser un gradient infini de la contrainte) méme si la
contrainte est active.
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F1G. 5.9 — Discontinuité de la fonction contrainte pour le probléeme de finance

Nous présentons dans la suite de ce chapitre trois méthodes permettant de résoudre un
probleme d’optimisation sous contrainte en probabilité par un algorithme de type gradient sto-
chastique.
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5.3 Premiere méthode : 'intégration par parties

5.3.1 Cas d’une seule fonction indicatrice

Lemme 5.4. Soit J(u) = E[HR+ (€ - g(u))], ot
— £ est une variable aléatoire réelle dont la loi de probabilité admet une densité q par rapport
a la mesure de Lebesgue, q est supposée C1(R) ;
— u est une variable de décision ;

— ¢ est a valeurs dans R et C'.
Alors

J'(u) = ETg (§ ~ g(w)) o (v)
Démonstration. Notons Y(z) une primitive de Ig+(z). On a
Jw) = E[lz (€ - g(w)]
R S OYGL:

—00

- / "Y€~ glu)) q(6) d

—00

_ _/“’ Y (€ - g(u) (€) de .

Alors

Fw = = [ (e gw)q(©) de

= [ (e o) 0 L ate) e

0

Cette méthode peut facilement se généraliser au cas ou ¢ est une variable aléatoire multidi-
mensionnelle, £ = (£1,...,&,) : intégration par parties se fait alors uniquement par rapport a
I'une des variables aléatoires &; :

Théoréeme 5.5. Soit (u) = E {]IR+ (g(u,ﬁ))], ot & € RP est un vecteur aléatoire de densité q, g

est a valeurs dans R et C. On suppose que Y& ,q(€) # 0. Notons Y+ () la primitive de I+ (-).
Alors, par intégration par parties, on a

$(u) = E| Vs (g(u, ) Mi(u,6)|
1 olog (g (w,6)/4(6))

Milw &)= o) o6, |

On en déduit alors que

¥/(u) = E [T+ (901,)) 91,1, €) Mi(u1,€) + Y (9w, ©)) (M) (1, )]
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avec

() o8 IO  ghln ok, (n
(&) (g1, (0,9)” " (gt (,6))" (g4, (u.€))°

Application au probleme de finance

(M; )y, (u, ) =

Nous pouvons désormais calculer facilement le gradient du Lagrangien associé au probleme
de finance. Ce Lagrangien s’écrit

L(u,v,A\1,X2) = E|j(u,v,&) + M (u+v—1) 4+ Ao (p—]IW (5 — g(u,v)))]

9

avec
o(u,v) = 1;rl B (1+vb)u 1

Grace au Lemme B4, on a alors
oL . : 7
%(U,’U,)\l,)\g) = E{ju('dﬂ%f) + A1 — A2 [Hw (f - 9(%”)) (9 )u(u,v) () H ,
g_f(“’”’ A1, A2) = E[j;(u,v,f) + A1 — A2 [HR+ (f - 9(“7”)) (9" )o(u,v) (Z]/((é)ﬂ ’
88>\L (U, v, A\, A0) =u+v—1
oL
T (102 %0) = p— E[Tes (€ — glu,0) |

avec

(j/)u(u7”l),£) = u+v—b,
(No(u,v,8) =u+v—¢,

(o)l 0) =~
(¢ )o(uy) = EEDEZ L
@ _, (-9

Lz = .
(f) (f 6) o2 [§—0,&+0] (f)
Notons £ la fonction sous l'espérance , i.e.,
L(U, v, )\1) >\2) = ]E[e(ua v, >\17 )‘2) 5)] .

L’algorithme général est donc le sulvant
— on se donne (u”, v, X%, \9) € (R+) et 2 o-suites (e¥)ren et (PF)ren;
— & Dlétape k de I’algorithme, u”, v*, )\]f et )\75 étant donnés, on tire (ou on observe) £¥*1 selon
sa loi de probabilité, puis on remet a jour les variables primales par

ukH:maX(Ou — R () (uF, 0k NE §,£k+1)),

7)k—i-l

= max (0,0% — " (¢/), (u, v, A}, A5, ¢FF1))
et les variables duales par
)\]f-i-l — max (07 )\]f + pk’ (6/))\1 (uk-i-l’vk-i-l’ )\]fa A§7£k+l)) ’

A5 =max (0, X5 + p* (£)r, (uM T oM N NS €))L
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Nous avons programmé cet algorithme. Nous avons fixé le niveau de probabilité a 0.24, on a
alors u* = 0 et v* = 0.50407, \] = 0 et A5 = 0.106. Les courbes de la Figure représentent,

erreur controle u erreur contrdle v

I PV ]('MW

erreur multiplicateur \; ] erreur multiplicateur A,

Fia. 5.10 — I.P., p = 0.24, version séquentielle

rappelons-le, les erreurs sur les variables primales et duales en fonction du nombre d’itérations
(uk —u* en fonction de k par exemple). Sur cet essai, les variables primales ainsi que le multipli-
cateur \q associé a la contrainte u + v < 1 convergent. Par contre, le multiplicateur A9 associé
a la contrainte en probabilité ne converge pas, mais a tendance a s’éloigner au contraire de la
solution. Ceci illustre I'une des difficultés structurelles relatives a un probléme d’optimisation
sous contrainte en probabilité, que 'on a décrite au paragraphe B2l

Afin de limiter ces instabilités numériques, nous avons programmé la version parallele de
I’algorithme :
— on se donne (u”, v, \?,\9) € (R+)4, et 2 o-suites (e¥)ren et (PF)ren;
— & Détape k de I’algorithme, u”, v*, )\’f et )\15 étant donnés, on tire (ou on observe) R+ 1 selon
sa loi de probabilité, puis on remet a jour les variables primales par

uk+1 = max (07 uk - gk (él)u(uk7 Uk7 >‘11€7 )\sz,gk—i-l)) )

ot = max (0,0% — ¥ (€)y(u®, 0", AT, A3, €)

et les variables duales par
)\]fH = max (0, )\’f + pk (), (uk, o, )\If, )\12“, §k+1)) ,

)\SH = max (0, )\15 + pk () x, (uk, ", )\’f, A\ {kH)) .

Toujours pour p = 0.24, nous avons obtenu les résultats présentés sur la Figure BTTl

On constate que la version parallele de 'algorithme, lorsque l'initialisation des variables
duales est “raisonnable”, réduit fortement les instabilités observées précédemment avec la version
séquentielle.

Remarque 5.6. : Une initialisation “raisonnable” des variables duales signifie que ces variables
ont été initialiées a des valeurs inférieures a 10.
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erreur controle u erreur contrdle v
J
J
hag r——
erreur multiplicateur A, ] erreur multiplicateur \,

Fic. 5.11 — I.P., p = 0.24, version paralléle

Application au probleme du mobile

On écrit la contrainte (BII) sous la forme d’une contrainte en espérance :

E\lg+(ty —7)L_p pj(x(r) =& | <1—-p. (5.6)

Si nous supposons que le support de la loi de 7 est inclus dans [0, ], on a I}y, /] (1) =1 (comme
ty dépend des commandes utilisées, cette hypothese doit étre vérifiée pour toute commande que
l'on peut étre amené a utiliser raisonnablement dans le probleme). La contrainte (B6) s’écrit
alors

E\l_p,pj(z(r) =& | <1-p.

Sur cet exemple, les calculs des gradients sont plus compliqués et nous n’allons pas directement
appliquer le résultat du Lemme B4, mais certains calculs qui ont été faits dans la démonstration.
Notons Y (x) une primitive de I_p,p (). En faisant une intégration par parties sur £, on montre
que

B[l ppye(r)=9)| = E[v((r)-¢ (5.7)

Nous pouvons désormais calculer le gradient du Lagrangien associé au probleme du mobile.
En utilisant cette nouvelle expression de la contrainte, ce Lagrangien s’écrit

L(u,tf,Al,Az)z/R/R[tf+/0tfu2(t)dt+Al (a(t;) - 1)

Fo(V(atr) - L)

q(§)

~1+p)|a(©) a(r) e dr.
Notons ¢ la fonction sous I'espérance, i.e.,

Lu,ty, A1, A2) = E[0(u, g, A1, Ao, &, 7)] .

En utilisant la technique de I’état adjoint présentée dans I’annexe [A], la variation de £ s’écrit

S0(uytp, A, Mgy &,7) = (2u + A, Su) + (A ulty) + 1+ u?(ty), oty).
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Notons H = u? + Au 'Hamiltonien. A Ioptimum, 1’adjoint est défini par :

A=—-H,=0, (5.8)
Aty) = A1, (5.9)

NG
A2 H[—D,D](‘T(T) 5) Q(g)

F A (1) = A_(1) =0. (5.10)

L’équation (BF]) montre que X\ est constante par morceaux, égale a A1 apres 'instant 7, et a
A =X I_p py(z(r) = &) % + A1 avant 7 d’apres (BI0).

On a

K/u(uvtf7>\17)\2)£77—) = 2u + /\7
:ff-(u)tfa)\la)\27€77-) =1+ U2(tf) + )\1 U(tf),
el)\l(u7tf7)\l7)\27§77—) = .fl;(tf) — ]_7
q(£)

K&Q(u,tf,)q,)\g,gm) =Y (z(r) = &) m —1+4p;

et I'algorithme est le suivant :

— on se donne %, A9, )y, 2 o-suites (€¥)ren et (pF)ren et on tire 70 et €9 selon leur loi de

0. on calcule I'état

probabilité ; on discrétise l'intervalle [O,t(}] en 100 pas; on se donne u
20 (dans ce calcul, la commande u” & P'instant ¢ est obtenue par interpolation linéaire),
puis I’état adjoint \0;

a ’étape k de 'algorithme, uk,tk,)\'f et )\’2“ étant donnés, on tire (ou on observe) EFFL et
7E+1 selon leur loi de probabilité, puis on remet & jour les variables primales sur [0, t’}] par

uF = oF — R (ﬂl)u(uk,t’}, )\’f, )\k,ka,TkH),

5+ = max (0.5, 5 — ¥ (¢), (uP, ¢h, M}, NS, F T o))

f
on remet a jour la discrétisation de [0,%f] car t’;fl a pu bouger; puis, sur ce nouvel
intervalle, on recalcule u**! (par interpolation linéaire), on rééchantillone u* sur [0, tlfrl],

et on recalcule zFt1 & partir de u**! sur [O,t'}“] ainsi que ’état adjoint ; enfin, on remet
a jour les variables duales par
k+1 k k k41 4k+1 vk vk ck+1 _k+1
)\1+ = )\1 +p (6,))\1('“ + ,tf+ ,)\1,)\2,{ + 77— + )7

A5 = max (0,75 + p% (), (w15 AT NS €8).

Remarque 5.7. Comme on a supposé que la densité g de 7 est uniforme sur [0, 0.5], la projection
dans la remise a jour de tl;ﬂ permet d’exclure les cas oul le mobile termine le parcours avant
que la bombe ne soit tombée.

Les résultats sont présentés sur la Figure L’algorithme a convergé sur la plupart des essais
que nous avons faits; mais on a rencontré quelques essais sur lesquels 'algorithme n’a pas
convergé, comme le montre la Figure Sur cet essai, le multiplicateur associé a la contrainte
en probabilité n’a pas convergé.
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05

erreur controle u

04

03

0.1

erreur controle tf

T T T T
23 3e3 4¢3 5e3 6e3 7e3 8e3 93 103

T T T T T T
5e3 6e3 73 8e3

T
1e3 23 3e3 4e3

T
93

10e3

erreur multiplicateur A,

erreur multiplicateur \,

0 P S S A o S P
Fic. 512 - 1.P., p=0.88
erreur controle u erreur contrdle ;
04
32
28 02
u]
1.6
12 04 -
0.6
04
T T T T T T T T T 08 T T T T T T T T T
L1
erreur multiplicateur \; N erreur multiplicateur A,

~09

Fia. 5.13 — I.P., p = 0.88, cas de non convergence
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Nous avons souhaité améliorer la convergence asymptotique de ’algorithme décrit ci-dessus
en utilisant ’algorithme de Poljak. Rappelons que l'idée de cet algorithme consiste a laisser
les trajectoires explorer un domaine plus large en ralentissant la décroissance vers 0 du pas,
mais de réduire la variance en moyennant les trajectoires; cette méthode permet d’améliorer
asymptotiquement un algorithme de gradient stochastique. Pour cela, nous avons repris 1’essai
présenté sur la Figure B.T2 sur lequel algorithme converge. Les résultats sont présentés sur la
Figure ET4l On observe que les courbes d’erreur sont plus lisses.

10 08

erreur controle u o] erreur controle i

09

08 06 -

07 - 05

06 - 04 -

05 03 -

04 02

03 - [

02+ 04

01+ 0.1

0.2
T T T T T
1e3 23 3e3 4e3 5e3 6e3 7e3 8e3 93 10¢3 0 1e3 23 3e3 4e3 53 6e3 7e3 8e3 93 10e3

o1

W : erreur multiplicateur A,

erreur multiplicateur \;

0.3 o

0.5 4

-07

~09

T T T T T
0 1e3 23 3e3 4e3 53 6e3 7e3 8e3 9e3 10e3 1e3 23 3e3 4e3 5e3 6e3 7e3 8e3 93 10¢3

Fi1c. 5.14 - I.P., p = 0.88, algorithme de Poljak

Une difficulté apparait en revanche lorsque 'on doit traiter un produit de fonctions indica-
trices : comment écrire une primitive de ce produit de fonctions sans faire apparaitre la fonction
indicatrice 7 Si I’aléa est de dimension 2 une solution envisageable consiste alors a faire précéder
Iintégration par parties d’un changement de variables.

5.3.2 Cas du produit de deux fonctions indicatrices

Nous considérons le cas ou l'on doit traiter le produit de deux fonctions indicatrices. Ce
produit survient lorsque I’événement critique a la probabilité duquel on s’intéresse est défini par
le “et” logique de deux conditions. Par exemple, dans le probleme du mobile, pour que le mobile
soit détruit il faut que la bombe tombe avant 'arrivée du mobile a l'extrémité du segment a
parcourir, i.e. 7 < ty, et que le point d’impact soit a une distance de moins de D de la position du
mobile au moment de I'impact. On peut trés bien également concevoir des exemples pour lesquels
il faut deux conditions, bien que ’aléa soit de dimension 1. Avec la méthode de 'intégration par
parties, il ne nous semble a priori pas possible de traiter de tels cas : on ne sait pas écrire une
primitive du produit des deux fonctions indicatrices sans faire apparaitre la fonction indicatrice.
Par contre, ces cas pourront facilement étre traités avec la méthode de I'approximation par
convolution, présentée a la section suivante. Lorsque ’aléa est de dimension 2, ce qui est le cas
pour le probléeme du mobile, 'intégration par parties est précédée d’un changement de variables
(on va faire en fait deux intégrations par parties successives).
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Cas général

Les calculs étant assez compliqués, on ne fait qu’esquisser la démarche qu’il est préférable
de chercher a reproduire sur chaque exemple particulier plutét que de chercher a appliquer des
formules générales beaucoup plus touffues.

On cherche a transformer I’expression suivante

J() = B{(92(0.€) < 1) N (ga(u.€) < 02) }
_E [HR+ (a1 — g1 (1, ) T (a2 ~ golu, g))} (5.11)

— £ est une variable aléatoire dans R” dont la loi de probabilité admet une densité g par
rapport a la mesure de Lebesgue;

u est une variable de décision dans un espace 7 ;

g1 et go sont des applications de 7 x R™ dans R

— a1 et ag sont des scalaires.

Rappelons que 'objectif est d’écrire (E.1T]) sous la forme d’une autre espérance ou Ip+ disparait
au profit de Y, une primitive de I+ avec Y(z) =z si # > 0, Y(z) = 0 sinon. La motivation est
de pouvoir ensuite calculer un “gradient stochastique” de lexpression (B.I1]) par rapport a u.

Le point de départ de la démarche est qu’il est facile de trouver une “double” primitive de la
fonction (21, z2) — Ip+(21)Ir+(22), en ce sens que

82Y(Z1)Y(Z2)

HR+ (ZI)HR+ (ZQ) = azl 822 Y

alors qu’il serait plus difficile de partir d’une stratégie analogue si on voulait travailler avec un
sous-vecteur (£1,&2) de & On suppose ici que n > 2.

L’idée est donc celle d'un “changement de variables” qui introduit, dans le calcul de (BT,
les variables (z1,22) = (g1(u,€), g2(u,€)) & la place de deux variables scalaires (£1,&) du vec-
teur £ € R™. On a ici un choix (il ne s’agit pas forcément des deux premieres coordonnées de &)
sous réserve que le changement de variables — qui dépend paramétriquement de u et des autres
coordonnées de £ — soit bien défini, c’est-a-dire que

— det 091(u,§)/0&  0g1(u,&)/0& (5.12)

Al g) 0g2(u,€) /061 Dga(u,£)/ 0

soit presque partout non nul.

On va noter &5 le vecteur de R" 2 obtenu en enlevant au vecteur & les coor-
données & et & impliquées dans le changement de variables (donc & = (£1,£2,€-2)), et
(hl(u, €_9,21,22), ho(u,&_ 9, 21, 22)) le changement de variables inverse, c¢’est-a-dire que

Z1 = gl(u7§) 51 = hl(u7£_2, 21, 22)
( 22 = g2(u, §) > = < Eo = holu, &g, 21, 22) ) : (5.13)
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Notons que

ahl (U7€_2721722)/821 ahl (’U,7€_2, 7217'22)/822
Oha(u,&—2,21,22)/0z1  Oha(u,& 2, 21,22)/0%

1/A (u, (h1(u, &2, 21, 22), ha(u, &2, 21, 22),5_2)) , (5.14)

det ‘

ou A a été défini par (I2). Alors

J(u)=E [Hw (o1 — g1(u, &) Ig+ (a2 — 92(%5))]
= //Mw (o1 — g1(u, &) Ig+ (a2 — g2 (u, &) q(§) d€r dEs . . . dEy,

h h _ _
//HR+ o — 21)gs (a2 — 22) (h1(u, €2, 21,22), ho(u, &2, 21, 22),€-2) ity dor do
‘A< hl 'LL 5 27Z17Z2) h2(u,§_2,21,22)75_2))‘

= //HR+(Q1 — 21)Ig+ (o0 — 22)0(w, {9, 21, 22) d§_o dzy dzy (5.15)

en ayant posé

Q(hl (’U,7 €—27 21, 22)7 h2(u7 €—27 21, 22)7 6—2)
‘A('LL, (hl (’U,7 €—27 21, 22)7 h2(u7 €—27 21, 22)7 g—2)> ‘

Uu,&9,21,22) = (5.16)

On accomplit les étapes suivantes :

— on observe d’abord que Ig+(ag — 21) = —0Y(a1 — 21)/021 (et de méme pour U'indice 2);

— D'intégration par parties en z; fait alors apparaitre Y(a; — 21) au prix du remplacement
de ¢ par sa dérivée 0¢/0z ;

— l'opération analogue sur la variable z fait apparaitre Y(ag — 22) au prix du remplacement
de 0¢/0z par sa dérivée 0?0020z ;

— il est clair que la conduite des calculs en commencant plutot par 'intégration par parties
en zo suivie de celle en z; aurait conduit au méme résultat qui s’énonce finalement

826 ) 6—25 <1,
_ / / Y(a1 — 21)Y(az — 22) (uai;zzl *2) e o den dzs

2 Uy, G—2,R1y %
://Y(al _gl(u7§))y(a2_92(u7€)) 8 K( éjlg;zl’ 2)

|A(u, §)] dg

21=4g1 (u7§)
22=g2 (u7§)

en ayant procédé au changement de variables inverse

826(“7 5—27 21, 22)

=E
82’1822

Y (a1 — g1(u, €)Y (az — g2(u, §))

|A<u,s>|]
zZ1=9g (uvé) q ’
Z;:g; (uvé) (g)

On voit a quel point cette expression serait compliquée une fois développée, et cette complexité
augmente encore si I'on veut calculer la différentielle en u. Cette différentielle ferait apparaitre
a priori des termes en Y comme des termes en Ip+ = Y’; de nouvelles opérations d’intégration
par parties pourraient avoir pour objectif soit de faire disparaitre les termes en Y, soit de faire
disparaitre les termes en Ip+.
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Application au probleme du mobile

On considere dans ce probleme la quantité
E\lg+(ty — 7)[—p,pj(z(T) = &), (5.17)

les variables aléatoires étant ici £ et 7, de densités respectives ¢(-) et g(-). On note Y (x) une
primitive de I;_p p)(7).

En vertu de la démarche générale précédente, on introduit le changement de variables
zlzx(T)_fa ZQth_Tv

et A(-,-) de (BI2) se trouve ici étre identiquement égal & 1. Le changement de variables inverse
s’écrit
E=a(ty — z) — 21, T=ty—T.

On a alors
B[l p.0)(o(r) ~ 1+ ¢ = 7)) = [ [ 10.01(() = Lty = T)a(a(r) de dr
_ / / T p.py(21) g+ (22)q (2(ts — 22) — 21)(ts — 22) d2y d2
par changement de variables,
_ //Y(zl)]IR+(z2)q'(:r(tf 2) = 21)qlty — z) de des
par intégration par parties en 21,
= [ [ C¥ ) (4" atey - 22) = 2)ilts — aty ~ 22)
+q (a(ty — ) — 21) 7 (ty — ZQ)) dz dz

par intégration par parties en zo,

=//Y@m—oww—ﬂwwmmaﬂ (5.18)

par changement de variables inverse (et avec & = u),

=E

Y (w(r) - ) ¥(t; - 7) (4

(5.19)

Dans la section précédente, on a supposé que le support de ¢(-) est toujours contenu dans
'intervalle [0,t¢] et, sous cette hypothese, on a trouvé ’expression suivante :

(5.20)
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Le lien entre (BId) et (B20) ne saute pas aux yeux mais est bien réel sous 'hypotheése retenue.
En effet, dans ce cas, Y(t; — 7) =ty — 7. Alors (BI9) prend la forme

/ / Y (2(r) — €)(t; — ) ("©a(r)i(r) + ¢ (€T () de dr

Dans le premier terme de la somme ci-dessus, on opére une intégration par parties en £ pour
transformer ¢” en ¢’. Dans le second terme de cette somme, on opére une intégration par parties
en 7 pour transformer ¢’ en . Ceci donne

[ 1000 = )t = e @atritr) dear
4 [ [ (Y6 =) ~ Loy (elr) - Oty - i ©ar) de dr. (521

Apres simplification, le résultat se réécrit bien sous la forme (B20).

Intéressons-nous maintenant au gradient du Lagrangien associé a ce probleme. On a

U tf’>\17)‘2)

/ / ty +/ () dt + A (z(ty) — 1) + Az (Y(:II(T) — &)Yt — ) [(tog a()) (log a(6)
7"(§) i

g v - 1) e am dear.

Pour une variation du(-) de la commande autour d’une trajectoire nominale, on obtient une
variation dz(-) de la trajectoire de = et une variation dt; de I'instant final. Ainsi,

5€(u7tf)>\1)>\27£77_) =
tf
Sty +ul(t;) oty + / 2u(s) du(s) ds + A (u(ts) 6ty + d2(t ;)
0

# e,y o(r) = ) ¥ty — 7)o (7)) (og €)' + L & u(r)] da(r)

+20Y (a(r) = ) Tty — ) [(og ) (o a(€)) + L utr)]
7" (§)

q(§)

A Y (2(r) — €)Y(ty — 1) [ ] Su(r) .

Le terme du(7) pose deux difficultés :
~ comme u € L%(0,1) , la quantité @ n’est pas bien définie ;
— le terme du(7) revient en fait a introduire un Dirac en 7 sur la variation du(-) de la
trajectoire, ce qui est difficile & gérer d’un point de vue informatique.

Ainsi, méme lorsqu’elle est facilement envisageable, la technique d’intégration par parties
suppose un degré suffisant de régularité des controles (autrement, cette technique ne fait que
déplacer le probleme de régularité). On pourrait par exemple envisager que ’espace des controles
soit I'espace de Sobolev

#(0,1]) = {u e 12(0,1), w € L2(0,1)},

autrement dit, H'(]0, 1[) est 'ensemble des fonctions de L%(0,1) dont les dérivées (au sens des
distributions) & 'ordre 1 sont dans L?(0,1).
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5.4 Deuxieme méthode : 'approximation par convolution

5.4.1 Rappels

Cette méthode peut étre décrite comme 'approximation d’une fonction f : R — R par
sa convolution avec une fonction approximant le Dirac lorsqu’un parametre r tend vers 0. On
considere pour cela une fonction h : R — R & valeurs non négatives, d’intégrale égale a 1, paire
et maximale en 0, et on batit 'approximation

-+ [ sw

ho(a) = (%),

r r

/_Zh(x)dxz%/_ih(%)dmzl.

Comme on a supposé h paire, une autre écriture possible de f, est
1 [ Yy—x
— [ rwn(=E) ay.
r — o0

ce qui s’interpréte comme l'espérance de f pour une variable aléatoire y et de distribution
h(-/r)/r centrée autour de z, donc de distribution de plus en plus concentrée autour de x
lorsque r — 0. L’approximation f, est différentiable, et la théorie des distributions donne

(fr)/(x) =[x (hr)/(x) = f, * hr(x) = do * hr(x) = hr(x) : (5‘22)

)dy_f*hTa

ou

en observant que

On peut considérer diverses expressions pour h. En notant H(x) = ficoo h(y)dy I'approxima-

tion de la fonction de Heaviside H(-) = (1+sign(-))/2, et I; la fonction indicatrice de I'intervalle
[—1,1], on a par exemple

h(z) H(x)

1] Ii(z)/2 (x+1)I(x)/2 4+ Ig+(z — 1)
2 (1 — |x]) I (z)

3 | meos(mx/2) 11 (x)/4

(1/2 4z — z|2]/2) L1 (2) 4 Ig+ ( — 1)

(1 +sin(rz/2)) 1 (z)/2 4 I+ (x — 1)

4| 3(1 —22)I;(x)/4 (=23 + 3z +2)I;(2) /4 + Ipt (z — 1)

5| 15(1 — 2?21 (x)/16 (32° — 1022 + 152 + 8) I1 () /16 + Ip+ (z — 1)

6| 35 (1 —22)3T;(x)/32 (=527 + 212° — 352% + 35z + 16) I () /32 + I+ (z — 1)
Tle/(1+e7)’ 1/(1+e?)

8 | e**/2)\/2m (1 + sign() erf(|z|/v/2)) /2
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Etudions le biais et la variance de l'estimateur obtenu par cette méthode, lorsque h est a
support borné (fonctions 1 & 6 du tableau ci-dessus) ; cette étude nous permettra, lorsque 1'on
appliquera cette méthode au probleme de finance, de choisir le parameétre r de fagon a minimiser
Perreur quadratique moyenne. La quantité qui nous intéresse est la dérivée d’une quantité du

type
J(u) =P{g(u,§) < a},

ou u est une variable de controle, et £ est une variable aléatoire. Remarquons que 1’on peut aussi
écrire, a ’aide de la fonction de Heaviside introduite ci-dessus,

J(u) =E [1 — H(g(u, &) — a)} : (5.23)
Lorsque g(u,-) est strictement croissante, on peut écrire

Tw) = S B{e < g7 (@) = oo (@) = (peoa' (@) alot @), (520

ol 9 et ¢ désignent respectivement la fonction de répartition et la densité de £, et g, ! désigne la
solution en ¢ de I’équation (paramétrée par u) g(u,&) = a. Dans la suite, nous noterons plutot
cette solution sous la forme z(u, ), qui est donc définie par l'identité

vyv Q(Uaz(%y)) =Y,

d’ou 'on déduit que

9 (4, 2(u, ) g—Z(u,y) —1= g—Z(u,y) - (g—g(u,z(u,y)))_l,

29
%(u,z(u,y))%—?—?(u,z(u,y)) %(u,y) =0 = %(u,y) = —(g—g(u,z(u,y)))_l %(u,z(u,y)) )
La formule (B24]) se réécrit maintenant :
J (u) = —(g—g(u,z(u,a)))_l %(u,z(u,a)) q(z(u,@)) . (5.25)

Etude du biais de I’estimateur

On rappelle que le principe de 'approximation stochastique utilisé est de partir de I'approxi-
mation de (B223]) ou l'on a remplacé H par H,, de dériver en u, puis de remplacer ’espérance
par un tirage indépendant de &, ce qui donne la formule

ol €) = —h(AD =) % g (5.26)

r r

On veut donc estimer la différence | J'(u) — Ele,(u,-)] | en fonction de 7. On a

Bles(u )] == [ 2n(EE ) B e

oo T r ou

On commence par effectuer le changement de variables

y=9(0.6) & € = ) > de = So(wg)dy = (i) dy G20

£
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d’ou

Blertu ) = = [ 1Y) 0% ) i) (G o)) .

o T

Pour alléger les notations, on va poser provisoirement

F() = 22 (u1(n,9) a(1(,) (52 (. 1(0,))) (5.29)

73

d’ou

Ele,(u, ) :—/OO 1h( —) P(y)dy.

o T r

On effectue maintenant le changement de variables

x:y%@y—a+m:>dy—rdx (5.29)

d’ou -
Efe, (u,-)] = — / hz) Fla + rz) dz .
—0o0
Comme on a supposé dans cette étude que h est a support borné, on peut effectuer un

développement limité en r sous l'intégrale — ceci est possible car la variable rx reste bien
un infiniment petit dans l'intégrale —. Le développement donne

Eler(u,-)] = — b h(z) ( F(a) + raF'(a) + 17“ 222 F" (o) + 17“ 3e3F" (o) + O(r?) ) da .
_ 2 6

Comme h est une fonction paire, les moments d’ordre impair sont nuls — on notera o2 le moment
d’ordre 2 égal & [ 2?h(z) dw—, et par ailleurs h est d’intégrale 1; alors

Ele (u,-)] = —F(a) — %rQUQF"(a) o0, (5.30)

En revenant sur le changement de notation ((.28]), on observe d’abord que le terme d’ordre 0
(la limite quand r tend vers 0) est bien égal a la formule exacte (B2H)). Ensuite, on voit que le
biais est d’ordre 72.

Etude de la variance de ’estimateur

On repart de lestimateur (B26)) et on s’intéresse maintenant &

Eler(u.)]? = & [75 02 (10972) (32(u.6))” o(6) de
-1
= 1 (52 (% (wdwo)) a(109)) (% (0 1(w,)))  dy (per (GZD)
2 -1
=1 /% Bz (8—g(u,l U, + 1T )) q(l(u, o + 7)) (g—g (u, l(u, o + rx))) dx
(par (E29)) -

Comme h? est paire, puisque h est paire, on peut dire que ce moment d’ordre 2 est en O(r). Par
ailleurs, la soustraction du carré de la moyenne a cette esperance apporte un terme en O(r?) a

I'erreur (le carré de la vraie moyenne puis un terme en O(r?), ce dernier dominé par le O(r) que
I'on vient de trouver). En conclusion, la variance est en 1/r + O(r?).
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L’avantage principal de cette méthode est qu’elle s’applique individuellement & chaque oc-
curence d’une fonction indicatrice. Mais, contrairement a la méthode d’intégration par parties,
cette méthode est biaisée, et le parametre r va permettre d’assurer un compromis entre le biais
et la variance de I'estimateur du gradient de la fonction probabilité.

5.4.2 Applications

Application au probleme du mobile

Nous supposons toujours que ¢y est supérieur au support de la loi de 7. Les contraintes que
I'on dualise, sont, rappelons-le,

E[lp(D—|o(r) =€) <1-p ot afty) =1.

Il s’agit d’approximer la fonction f(z) = Ig+(x); pour cela, nous allons choisir par exemple

e—CC

h(z) = Tt

L’approximation f,(z) est alors donnée par

fr(x) =fx hr($);

et finalement, on approximera donc

E[HR*(D_L’”(T)_&')} bar E[He—i(rl)—u(r)—a)]‘

Le Lagrangien associé au probleme s’écrit

- e—%é—mm—sn ~1+9)].

ty
L(u,tp, A, Ao) = E[tf +/ w3 (t)dt + M (a(ty) — 1) + AQ(
0

Nous noterons encore ¢ la fonction sous l'espérance. Toujours d’apres la technique de 1’état
adjoint présentée dans l’annexe [Al I’adjoint est défini & 'optimum par
A=—-H, =0, (5.31)
A(ty) = A1, (5.32)
e~ 7 (D=x(1)+€)

— Ao. + A4 (1) = A_(7) =0 sixz(r)>¢, (5.33)

r (1 + e—%(D—CE(T)+E))2
o L(D+a(r)-6)

Ao 5 + A4 (1) —A_(r) =0 sinon. (5.34)
L’algorithme est quasiment analogue a celui décrit pour la méthode de I'intégration par parties,
si ce n’est la remise & jour de A, qui s’obtient a partir de (B33)) et (34]). Dans nos essais
numériques, nous avons posé r¥ = 1 / (kl/ 3), k faisant référence a la ki®me jtération de ’algorithme.
Les résultats sont présentés sur la Figure L’algorithme converge sur cet essai, et sur tous
les autres essais que nous avons faits.

Remarque 5.8. Lorsque nous avons fait ces essais, nous ne savions pas encore quelle était
la regle asymtotiquement la meilleure pour choisir le parametre r. Cet essai montre donc une
certaine robustesse de la méthode de I’approximation par convolution, puisqu’elle donne de bons
résultats méme lorsque le parametre r n’est pas choisi de fagon optimale.



5.4 Deuxieme méthode : ’approximation par convolution 105

erreur controle u erreur controle i
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Fic. 5.15 — A.C., p = 0.88

Application au probleme de finance

Réécrivons (B4l sous la forme d’une contrainte en espérance :

E[Ins (¢ — g(u,v) | 2 p.
11 s’agit d’approximer la fonction f(z) = I+ (x); pour cela, nous allons choisir par exemple

3(1—2?)Iy(x)

() =

ou I; (x) est la fonction indicatrice de l'intervalle [—1,1[. On rappelle que 'approximation f,(x)
est alors donnée par

fr(w) =[x he(2),

@ =22 (D (L)

Finalement, on approximera donc

et d’apres (22), on a

Blles (€ g(w0)]  par  E[f(€—g(uv))].
En utilisant cette autre expression de la contrainte en probabilité, le Lagrangien s’écrit

L0, M o) = E 5, 0,€) + Auu+v = 1) + X (p = £(€ = glu,0)) )|
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L’algorithme est identique a celui décrit dans la section précédente, avec maintenant

(Nu(u, v, A1, 02) = 40 (u,v,6) + A — % (1— (MY)(_QL(U’U))L (%) 7
ntuedide) = e+ d =0 (1 () (- atwo)n(5),
() (w0, M1,X2) = u+v—1,

(o (u,v,M1,22) = p— fr(€ = g(u,v)).

Nous l'avons déja dit, l'estimateur du gradient de la fonction probabilité obtenu est un es-
timateur biaisé (bien qu’il soit asymptotiquement sans biais). Contrairement au probleme du
mobile, cet exemple est de petite taille (on travaille en dimension 4 puisqu’il y a deux variables
primales réelles et deux variables duales); nous allons donc essayer d’aller plus loin dans notre
étude en choisissant le parametre r de fagon a minimiser 'erreur quadratique moyenne asymp-
totiquement, autrement dit, la somme des erreurs quadratiques sur toutes les composantes du
gradient.

L’approximation par convolution nous a amené a approximer

Os(u,v) = E[Og(u,v,g)] = E[HR+ (5 — g(u,v))}

par
E[fr(g - g(ua U))] )
ol ) .

p@ =1~ () +3(5) +2n@) + e (e - 1).

On va donc s’intéresser aux estimateurs des gradients (05), et (©)),, ainsi qu’a l'estimateur de
la fonction probabilité elle-méme. Dans toute cette analyse, nous considérerons que les gradients
sont évalués pour les valeurs des arguments prises a leur valeur optimale (celle de la solution
que nous connaissons). D’un point de vue numérique, nous avons fixé le niveau de probabilité a

0.55, on a alors
u* =0 et v* = 0.92765.

Notons (65)" Pestimateur du gradient de la fonction probabilité basé sur un seul tirage. II
s’agit d’un estimateur biaisé. On construit l’estimateur basé sur N tirages indépendants

N

O = D)

i=1
En faisant des développements limités par rapport a r (voir BE30), on a trouvé
E[(63)N] — €3 ~ ar?,

et
b

var (05X ) ~—.
(05)%) ~ +
L’erreur quadratique de (05) par rapport a 0%, qui est rappelons-le, la somme de la variance
de (05)ly et du carré du biais s’écrit donc :

b
EQ((@&)?\], @,2) ~ m + (12 7"4 .
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En effet, d’aprés 1'étude de la variance présentée dans (BZTl), on sait que

EQ((eg)gv,@’g) ~ % +a’rt+ i]\';e ,
ou cste est méme égale au carré de la moyenne. Dans cette expression, le premier terme est
décroissant en 7, le deuxieme terme est croissant en r, et le dernier terme ne dépend pas de r
(tant que r et N ne sont pas liés). La minimisation de cette erreur quadratique en r a N fixé
donne r = (b/(4a®N))'/%. Les deux termes retenus sont alors d’ordre N~%/°, ce qui justifie a
posteriori de négliger le terme cste/N dominé par les deux autres.

On va donc évaluer a et b numériquement. Pour cela, nous avons considéré des estimateurs
basés sur 100 tirages (N = 100), pour lesquels nous avons évalué le biais et la variance en
répétant 1 000 000 fois cette expérience. En prenant r = 100#1/5 on a trouvé les constantes a,,
Gy, by et by, qui sont celles de la théorie générale expliquée ci-dessus pour les composantes de la
dérivée partielle en u puis en v de la fonction probabilité :

ay ~1,74.1072, ay ~ 1,80.1072
by ~0,247 et b, ~0,263.

Finalement,

EQ(((62)1)i00, (©2),) ~ 0,0026
EQ( (62,500, (©2);) ~ 0,0028.
Notons enfin f, y I'estimateur de la fonction probabilité basé sur NN tirages indépendants.

En refaisant un raisonnement analogue a celui qui vient d’étre fait, on montre que l'erreur
quadratique de f, v par rapport a O9 est

EQ(fT,N7@2) ~ ﬁ + 62 T47

avec

e=-1,95 et 7 =3,90.

Finalement, I'erreur quadratique moyenne vaut

et elle est minimale pour

r =

( by + by +Jj )1/5
4N (a2 + a2 + €2) '

Pour un niveau de probabilité fixé a 0.24, nous avons obtenu les résultats présentés sur la
Figure B.18l L’algorithme converge sur cet essai, et sur tous les autres essais que nous avons
faits.
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FIG. 5.16 — A.C., p = 0.24

5.5 Analyse qualitative des méthodes

5.5.1 L’analyse

Les méthodes de gradient stochastique utilisant une estimation non biaisée du gradient ont
une erreur quadratique moyenne asymptotiquement en 1/N (voir par exemple [24]). Notre es-
timation de cette erreur asymptotique avec la méthode biaisée basée sur 'approximation par
convolution est en 1/(N 4/ %), donc moins bonne. Mais dans la pratique, lorsque I'on met en
ceuvre un algorithme de type gradient stochastique, on ne travaille que sur quelques milliers
d’itérations. L’objet de cette sous-section est donc de présenter une analyse qualitative de ces
deux méthodes, sans se placer du point de vue asymptotique. Pour simplifier cette analyse, et ne
pas présenter au lecteur des formules trop compliquées, nous avons fait cette analyse directement
sur le probléeme de finance.

On rappelle que Oy (u,v) = E[Og(u,v,g)] = E[HR+ (5 — g(u,v))].

Dans la section précédente, nous avons montré qu’avec la méthode de I'approximation par
convolution, on obtient

EQ(((62)1)i00: (62, ) ~ 00026,
EQ(((62), )10+ (2); ) ~ 0,0028.

Intéressons-nous maintenant a la méthode de I'intégration par parties. Rappelons qu’il s’agit
d’une méthode dite non biaisée, dans le sens ou le biais de ’estimateur est nul, mais qui a une
certaine variance. Ainsi, en notant (0&)38 I’estimateur obtenu sur N tirages indépendants, on a :

B0} -0, =0 et var((@h)) =+
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En faisant des calculs analogues a ceux faits dans la section précédente pour l'approximation
par convolution, on trouve

E[((62),) 0] — (©2);, = 1,50.107°,
E[((62);)11%0] - (@2); =1, 55‘10_5 )
¢y, = 0,766 et cy, = 0,818.

Finalement, pour la méthode d’intégration par parties, on a
BQ(((62),)1ho- (€2);,) = 0,0076,

EQ(((62),)0: (€2, ) = 0,00815.

5.5.2 Idée nouvelle : combiner les deux méthodes

Dans un algorithme de gradient stochastique, on s’attend généralement & effectuer autour
de 4 000 itérations. Une nouvelle méthode est alors envisageable, dans laquelle I’estimateur du
gradient est en fait une combinaison linéaire des deux estimateurs obtenus d’une part par la
technique d’intégration par parties, et d’autre part par 'approximation par convolution :

@)n = ()P +(1—a) @)y, avec a €R.

L’intérét de cette nouvelle méthode est de donner, en fonction du nombre d’itérations, un poids
plus important a la meilleure des deux méthodes.

Calculons 'erreur quadratique.
EQ((6h)n,0) = E[((8)n — ©))’]
= E[((6)n — El(05)n] + E[(85)n] - ©5)’]
= a?EQ((62)%.04) + (1 - a)? EQ((64)}v, ©4) +2a (1 = a) cov ((65) %, (65)} ) -
On a p
cov ((05) %, (05) ) ~ <
ou d est une constante a évaluer numériquement. Pour cela, nous avons & nouveau considéré

des estimateurs basés sur 100 tirages, pour lesquels nous avons évalué la covariance en répétant
1 000 000 fois cette expérience ; les résultats sont les suivants :

dy = —0,112 et d, = —0,118.
Ainsi, il vient

b d
EQ((%)N,@’Q) = on%—l—(l—oz)2 <m+a2r4> +2a(1—0¢)N.

Cette erreur quadratique est minimale pour

= (awa)

On peut désormais substituer a r sa valeur optimale dans I’expression de 'erreur quadratique,
et minimiser cette erreur par rapport a «; elle est minimale pour
4d— 522/5 a2/5 b4/5 N1/5
T Sd—dc— 525 2BV NI
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On remarque que « tend vers 1 lorsque N tend vers l'infini — ce qui est logique puisque
I'estimateur obtenu par intégration par parties est asymptotiquement meilleur —, et que la
correction par rapport a 1 est d’ordre 1/(N 1/ ®). On peut ainsi donner I'expression de Ierreur
quadratique obtenue pour les valeurs optimales de r et de « :

BQ((05)x,03) = (c+ BN+ O )

avec
B 28/5(c — d)?
B=- 5 a2/5 pA/5

On observe que le gain par rapport & ¢/N, qui est 'erreur quadratique de Iestimateur obtenu
par intégration par parties, est d’autant plus grand que d est négatif et grand en valeur absolue,
i.e. que les deux estimateurs sont fortement corrélés négativement.

L’algorithme associé a cette méthode est le suivant :
— on se donne (u”, v, A%, \9) € (R+)4, et 2 o-suites (e¥)ren et (PF)ren;
— & Détape k de I’algorithme, u”, v*, )\’f et )\15 étant donnés, on tire (ou on observe) R+ 1 selon
sa loi de probabilité, puis on remet a jour les variables primales par

WM = mac (0, — &R (L (a0, € 4 0 = M T, (uF, oF O 0 o 6 )
Uk+l = max (07 vk - gk (];(uk7 Uk7£k+l) + )‘]f - )‘]5 Zv(ukv Uk) AIf) Ag) ak7§k+l))) )
et les variables duales par
)\]fH = max (0, A pF ()5, (W, 0" AF NS §k+1)) ,

A’;H = max (0, )\15 + pF ("), (uk, oF, )\’f, )\’2“, £k+1)) ,

avec
Blu o) = alu (- 9(00) (@alur) L
o - (SA)) o (),
O (u,0, M1, h0,0) = alps (5 - g(um)) (g")o(u,v) i/((g
o - () oo (.

(x, (uy v, A1, X2) =u+v—1,
(‘gl)Az(u7U7>‘17)‘2) =p—- fr(g - g(uvv))v
ok — 4(dy +dy) — 5225 (ay + ay + €)% (by + by + §)/° k1/°
8 (dy +dy) —4(cy +cy) —522/5 (ay + ay +€)2/5 (by + by + §)/5 k1/57
by +b, + ] 1/5
k u v
" _(4k(au—|—av—|—j)2) '

Remarque 5.9. Les essais sont faits en utilisant des évaluations des constantes a, b, ¢, d, e et
7, dont on ne dispose pas normalement. Ceci est simplement destiné a illustrer le potentiel de la
méthode dans un cas idéal. Dans la pratique, il faut utiliser une loi de variation de « qui s’inspire
des résultats théoriques ci-dessus : @ ~ 1 —m N5 pour un m a ajuster heuristiquement.



5.6 Troisieme méthode : ’approche par le quantile 111

Encore une fois, nous avons fixé le niveau de probabilité a 0,24. Les résultats numériques
montrent une amélioration significative concernant les variables primales et la variable duale
associée a la contrainte O(u,v) < 1. Malheureusement, sur cet exemple particulier, le fait
de combiner les estimateurs réintroduit le comportement pathologique lié au champs de vec-
teurs : lorsque 'on fait 4 000 itérations, a vaut 0.95, l'intégration par parties a donc un poids
considérable par rapport a 'approximation par convolution. On rencontre ainsi des situations
ou cette méthode améliore les résultats pour u, v, et A1, mais pas pour le multiplicateur associé
a la contrainte en probabilité, comme le montre la Figure B.T7
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Fi1G. 5.17 — Combinaison des deux estimateurs

5.6 Troisieme méthode : I’approche par le quantile
Afin d’éviter les difficultés engendrées par la nature tres particuliere du champs de vecteurs

gradient, nous allons essayer de résoudre, lorsque la variable aléatoire est scalaire, un probleme
d’optimisation, équivalent, formulé a ’aide d’un quantile indépendant des variables de décision.

On souhaite résoudre le probleme

min E

—

(. 6)]
s.c. P{g(u) <& >p.

]P’{g(u) < 5} >p & w(g(u)) <1-—p, 1étant la fonction de répartition
& g(u) <Qi—p, Q1—p étant le quantile d’ordrel —p.
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Nous allons donc désormais résoudre le probleme

min B [j(u, §)]

se. glu) < Qup.
Avec cette nouvelle formulation de la contrainte en probabilité, il apparait clairement que si g
est convexe en u, I’ensemble admissible défini par la contrainte en probabilité est convexe. Par

ailleurs, du point de vue algorithmique, les conséquences de cette formulation seront discutées
a la Remarque B.100

Pour évaluer le quantile, nous procédons de la facon suivante. Soient £1,---,&, n tirages
indépendants d’une loi donnée. On peut les réordonner en ordre croissant Y7,--- ,Y,, et estimer
le quantile d’ordre 1 — p par Y; avec

j/mn<1l—-p<(j+1)/n.

Cela revient a calculer le quantile d’ordre 1 — p de la fonction de répartition empirique
1 n
Yn(z) = " ZH{YkSz} :
(3

L’algorithme général est donc le suivant :
— on se donne (u®,v?, A9, \Y) € (R+)4, et 2 o-suites (e¥)ren et (PF)ren;
— aDétape k de I'algorithme, u¥, v¥, \¥ et A5 étant donnés, on tire (ou on observe) £¥*! selon
sa loi de probabilité, on remet a jour les variables primales par

1+
ukH:max(O,uk—sk (uk—l—vk—b+)\lf—>\'§< 1—; ))),

1+b)uf —1—1
v — max (O,z;k — ek (uk + ok — LA L <( + )(uk)2 ))) ,
v
puis on calcule Q'fle), le quantile d’ordre 1 — p estimé sur k + 1 tirages, et enfin, on remet

a jour les variables duales par
ML = max (0, PL (ukJrl + Pt — 1)) ,

1+1  (1+b)ukt!
W+ = mas (0,3 4 (Tt - DT o))

Nous avons fixé le niveau de probabilité a 0.24. On a obtenu des résultats présentés sur la
Figure BI8 A titre indicatif, nous avons également tracé ’estimation du quantile en fonction
du nombre d’itérations (Figure ET9).

Cette approche par le quantile donne donc de meilleurs résultats que 'intégration par parties
ou l'approximation par convolution : d’une part elle permet d’éviter les instabilités numériques
liées au phénomeéme de superposition entre la forme convexe de la fonction cott et la forme non
convexe de la fonction de répartition dans I’écriture du Lagrangien ; et d’autre part, elle donne
des courbes d’erreur beaucoup plus lisses.
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F1G. 5.18 — Formulation avec le quantile, p = 0.24
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Fi1a. 5.19 — Estimation du quantile
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Remarque 5.10. Dans un algorithme de gradient stochastique, les espérances sont remplacées
par une estimation basée sur une seule réalisation a chaque itération, et donc cette estimation
n’est jamais asymptotiquement exacte. Les réalisations successives du bruit intervenant dans
le gradient “sautent” brutalement; on utilise alors des “petits pas” pour moyenner ces sauts.
L’accumulation de I'information apportée par tous les tirages est donc faite par les itérées des
variables elles-mémes grace aux “petits pas” et a la formule linéaire du gradient (présentation
heuristique du gradient stochastique).

Dans la formulation que nous proposons ici, le quantile n’est pas calculable exactement, et
n’est pas exprimable, & notre connaissance, comme une espérance. Le principe a donc été de
remplacer ce quantile par une approximation asymptotiquement exacte car utilisant toutes les
réalisations passées du bruit. Autrement dit, ’estimation du quantile ne “saute” pas, mais au
contraire bouge de moins en moins au cours de l'algorithme. Heuristiquement, on pourrait donc
trés bien imaginer, dans la remise a jour des variables duales, choisir des “grands pas” (i.e. le
contraire de pas tendant vers 0).

5.7 En résumé

Nous avons tout d’abord montré dans ce chapitre que les contraintes en probabilité en-
gendrent tres souvent des difficultés structurelles dans la mise en ceuvre d’algorithmes de type
primal-dual (difficultés structurelles en termes de champs de vecteurs et de multiplicateurs no-
tamment). Nous avons ensuite présenté trois méthodes permettant de résoudre un probleme
d’optimisation sous contrainte en probabilité par un algorithme de type gradient stochastique :
Iintégration par parties, ’approximation par convolution et I’approche par le quantile.

L’intégration par parties est plus ou moins adaptée selon les situations auxquelles on est
confronté. Lorsque 'on doit traiter une seule fonction indicatrice, quelle que soit la dimension
de l'aléa, la technique d’intégration par parties ne pose pas de difficulté, du moins tant que
la densité de probabilité de la variable aléatoire reste non nulle (car cette densité apparait au
dénominateur des estimateurs obtenus). Lorsque ’on a un produit de deux fonctions indicatrices,
et que l'aléa est de dimension 2, 'intégration par parties est envisageable si elle est précédée
d’un changement de variables; mais elle suppose alors un degré suffisant de régularité sur les
controles (autrement, elle ne fait que déplacer le probleme de régularité). Enfin, il ne nous semble
pas possible de gérer le cas de deux fonctions indicatrices, si I’on ne considere qu’un seul aléa.
Par ailleurs, cette technique nécessite de connaitre I’expression analytique de la densité de la
variable aléatoire, ce qui n’est pas toujours le cas en pratique. Les avantages de 'approximation
par convolution sont, d’une part qu’elle s’applique individuellement a chaque occurence d’une
fonction indicatrice, et d’autre part, qu’elle ne nécessite pas de connaitre l’expression de la
densité de la variable aléatoire. Enfin, cette méthode semble, sur le plan numérique, moins
sensible que 'intégration par parties aux différentes difficultés structurelles que nous avons mises
en évidence au début de ce chapitre. Cette relative robustesse de la méthode peut s’expliquer
par le fait que ’approximation par convolution revient pratiquement & l'introduction d’un bruit
auxiliaire supplémentaire qui contribue a lisser le probleme, surtout lorsque le bruit original
tend a disparaitre comme on 1’a vu sur I'application en finance. Ce bruit artificiel se paie par
I'introduction d’un biais qu’il faut faire disparaitre asymptotiquement, mais qui aide beaucoup
dans les transitoires de l'algorithme. Lorsque 1’aléa est scalaire, et que la variable de décision et
laléa sont séparés (i.e. P{g(u) < £} > p) Papproche par le quantile permet d’éviter les difficultés
structurelles liées a la superposition, dans I'écriture du Lagrangien, entre la forme convexe de
la fonction coiit et la forme non convexe de la fonction de répartition ; de plus, si la fonction g
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est convexe, alors on vérifie facilement que ’ensemble admissible défini par cette contrainte est
convexe.
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Chapitre 6

Optimisation sous contrainte en
probabilité : le cas non convexe

La méthode primale-duale que nous avons appliquée au chapitre précédent repose sur l’exis-
tence d’un point selle du Lagrangien du probleme d’optimisation. Or, dans le cadre non convexe,
les sauts de dualité rendent 'utilisation de ce type de méthode impossible. La technique du La-
grangien augmenté a été introduite pour surmonter ces sauts de dualité : elle permet de retrouver
un point selle “local”, local au sens d’une limitation des variables primales a un voisinage de la
solution (pour les cas non convexes, on peut consulter [33] et [7]). Ce chapitre est divisé en deux
sections. Dans la premieére section, nous reprenons le probleme de finance présenté au chapitre
précédent, mais nous étudions cette fois le cas non convexe, lorsque la contrainte en probabilité
est reformulée comme une contrainte sur un quantile indépendant des variables de décision. Dans
la seconde section, nous donnons un algorithme général permettant de minimiser une fonction
non linéaire de I’espérance.

6.1 Exemple : le probleme de finance

Nous ne redonnons pas ici linterprétation économique de ce probleme de finance (elle
est donnée a la section BT2), nous réécrivons simplement la formulation mathématique du
probleme :

minE[j(u,v,f)]
sc. u+v—1<0
Q(U,U) - Ql—p < 0

Ju,v,6) = —fl—u—v)—(1+bu—(1+&wv, avec f(z)=—22/2+ 2z,

1+1 (1+Dbdu
-

(Q1—pest le quantile d’ordre 1 — p.

g(u,v) = 1,

Nous avons vu que pour des niveaux de probabilité supérieurs a 0.57, le cout optimal, comme
fonction du niveau de probabilité, n’est pas convexe (voir Figure B2).
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Le Lagrangien augmenté associé a ce probleme est

Le(u,v, A1, A2) = E[j(u,v, )] + % [(max (0,A\ +c(utv— 1)))2

2
= A2+ (max (0,00 + e (g(u,v) = Q1)) = N3]
avec ¢ > 0.

L’algorithme de Arrow-Hurwicz s’écrit alors :

1-p

w7 = max (0, uf—e* (j;(uk7vk7§k+1)+max (0, A +ec (uk+vk—1))+maX (0, As+c (g(u®, Uk)—QkH)) gu(u®, Uk))) )
v = max (0, gk (j; (uk7vk7§k+1)+max (0, )\]f-i-c (uk+vk—1))+max (07 A§+C (g(ukwk)—Qlfir;lz)) g;(uk7 Uk))) ,
AL — \k g P % [max (O, A4 c(uk"'1 +oFf = 1)) - )\]ﬂ ,
1-p

1
)\IQH—l = )\S + pk ¢ [max (07 )‘S + C(g(uk+17 UIH—l) - Qk+1)) - )‘Iﬂ )

ou Qlffil, est le quantile d’ordre 1 — p de la fonction de répartition empirique estimé sur k& + 1

tirages.

Nous avons posé p = 0.68, ¢ = 3. Sur 4 000 itérations, nous avons obtenu les résultats présentés
sur la Figure Sur la Figure B2 nous avons également tracé l’estimation du quantile en
fonction du nombre d’itérations.

0. 0.
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F1c. 6.1 — Formulation avec le quantile, p = 0.68

Les variables primales ainsi que le multiplicateur associé a la contrainte sur le quantile
convergent ; par contre, le multiplicateur associé a la contrainte u +v — 1 < 0 n’a pas encore
convergé. Nous avons donc relancé I'expérience sur 100 000 itérations (Figure E3).
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F1G. 6.2 — Estimation du quantile
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F1G. 6.3 — Formulation avec le quantile, p = 0.68, 100 000 itérations
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Comme 'un des multiplicateurs converge extrémement lentement, nous reprenons l’idée de la
Remarque BI0, et nous renouvelons 'expérience en modifiant le choix du pas dans la remise a
jour des variables duales : au lieu de choisir une o-suite, nous allons poser p* = ¢ (car d’apres
[12], pour assurer la convergence de I'algorithme dans le cas de contraintes de type inégalité, on
doit choisir 0 < p < ¢). Voici par exemple deux séries de résultats que nous avons obtenues :

= <
erreur controle u erreur controle v
o L 06
o
05 T T T T T T T T T T T T T T T T T T
erreur multiplicateur \, erreur multiplicateur )\,
]
N
N
o
N
(,,MWM
ol erreur contréle u 0] erreur controle v
midih,
05 T T T T T T T T T —T T T T T T T T T
erreur multiplicateur A, erreur multiplicateur )\,
]
o
o
N
o
N
o0 m

Avec ce choix de pas pour les variables duales, I’algorithme a convergé sur tous les essais que

nous avons faits.
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6.2 Minimisation d’une fonction non linéaire de ’espérance

6.2.1 Motivation

Considérons le probleme

min J(u) = E[j(u,§)]

uelUad

s.c. O(u) =E[f(u, )] =0,

avec j: U X Q =R, 0:U x Q — C (fonctions mesurables en &), U et C étant des espaces de
Hilbert, U2d un sous-ensemble convexe fermé de U, et (Q, A, P) un espace de probabilité.

Dans le chapitre précédent, notre approche pour résoudre ce probleme a consister a dualiser
la contrainte en espérance (avec un multiplicateur déterministe \), puis & utiliser un algorithme
de type Arrow-Hurwicz basé sur un gradient stochastique : le gradient en u et A du Lagrangien
ordinaire L(u,\) = J(u) + (), O(u)) est évalué, a chaque itération k, sur un seul tirage £++1
indépendant de la variable aléatoire £ suivant la loi P. Essentiellement, ceci est possible parce
que le Lagrangien s’écrit comme une espérance :

L(u,A) = E[j(u, &) + (A, 0(u,€))] .

Supposons que I'on souhaite utiliser le Lagrangien augmenté :
c
Le(u, A) = J(u) + (A, O(w)) + 5 [|O()[]*, (6.1)

ou ¢ est une constante positive. Alors L. ne peut plus s’écrire comme une espérance (il apparait
le carré d’une espérance) et 1'idée du gradient stochastique est plus difficile a utiliser pour
cette raison. D’une maniere plus générale, toute fonction cotit faisant intervenir une fonction
non linéaire d’'une espérance posera la méme difficulté vis-a-vis de l'utilisation du gradient
stochastique. Nous proposons dans la section suivante deux approches possibles pour écrire un
algorithme général permettant de résoudre ce type de probléme.

6.2.2 Algorithme général

La premiere approche part de I’algorithme de Arrow Hurwicz stochastique pour le Lagrangien
augmenté et construit en paralléle une estimation de I’espérance sous le carré pour 'utiliser dans
les autres formules de gradient. Concretement, 1’algorithme est le suivant :

W = T (0 — & (1 (€T + 0", €5 T (O + ey )
PP = (1 ech) ek (bt €,

Ak-i—l — )\k’ +pk yk+1’

¥ et p* étant deux o-suites.
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La deuxieme approche est basée sur une interprétation du Lagrangien augmenté. D’apres le
Résultat [C30, on peut remplacer Pexpression (Gl par 'expression équivalente suivante :

Lefu, ) = mae (T(0) + (A ©(w) = 5 la = M) (62)

Alors le probleme consistant & calculer min, cgaa maxycc+ Le(u, A) s’écrit, en tenant compte de

(B2,

min max max (J(u) + A\, 0(u)) — 2ic llg — )\||2) = min max max (E[j(u,§) + (q,0(u, &))] — 2ic lla — )\||2) ,

weUad AeC* qeC* weUad AeC* geC*

et donc, en supposant que le min max est un point selle, on est revenu a la situation ou il s’agit
de calculer le point selle d’'une espérance de fonction, par exemple avec un algorithme de type
Arrow-Hurwicz stochastique :

W =TT (uk — ek (g, (uk, T 4 (0] (uk, 4T qk)) 7 (6.3)
k _ )\k
= F 4 (9(uk+1’£k+1) _ QT) : (6.4)
k_ \k
kil _ Nk k(T A
NEHL = 3y (2220, (6.5)

ek, p¥ et 7F étant des o-suites.

En fait, on peut envisager de nombreuses variantes de cet algorithme qui a été écrit dans
l'optique max, , min,. A priori, on se rapproche plus de l'origine du probleme max ) min, L. en
cherchant a résoudre max) min, max, L. qui conduit a :

— utiliser d’abord (64) avec u* & la place de u**! |
— puis utiliser (B3) avec ¢Ft!
— puis utiliser (E3) avec ¢* L.

Une autre variante consisterait (dans 'idée que g est la variable “qui doit converger plus vite
que les autres” pour approcher le Lagrangien augmenté) a répéter deux fois la remise a jour de
g dans une itération, ce qui signifie

k+1/2

— que 'on passe d’abord de ¢* & ¢ sachant u”* |

k+1 k+1/2
)

— puis de v* & u en utilisant ce ¢

— puis de ¢¥t1/2 4 ¢F*t1 en utilisant w1,

— puis de A\* & A1 en utilisant ¢5t1.

Remarque 6.1. Si la premiere méthode nous semble parfaitement concevable, la seconde
méthode ’est peut-étre un peu moins. En effet, d’apres I'interprétation du Lagrangien aug-
menté, le schéma min, max, a des chances de commuter (existence d’un point selle) a condition
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d’avoir fait le calcul exact du max,. Or dans toutes les variantes que 'on a décrites, le max,
est fait en méme temps que les autres min max, et non pas completement a chaque itération ...
Mais la comparaison des formules obtenues par ces deux méthodes nous a semblé intéressante
en soi.

6.3 En résumé

Dans ce chapitre, nous avons étudié les problemes d’optimisation sous contrainte en probabi-
lité dans le cas non convexe. Du point de vue théorique, 'outil essentiel que nous avons utilisé est
le Lagrangien augmenté. Lorsque I’existence méme du point selle est remise en cause, il permet de
retrouver un point selle “local”, ce qui constitue un progres décisif pour appliquer une méthode
duale a un probleme d’optimisation sous contrainte non convexe. L’intérét de 1’utilisation du La-
grangien augmenté a été confirmé dans ce chapitre par les résultats numériques que nous avons
obtenus pour un probleme d’optimisation sous contrainte en probabilité non convexe, lorsque
I’on reformule la contrainte en probabilité comme une contrainte sur un quantile indépendant des
variables de décision. Plus généralement, 1'utilisation du Lagrangien augmenté nous a également
permis de donner un algorithme général permettant de minimiser une fonction non linéaire de
I’'espérance par un algorithme de type gradient stochastique.
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Conclusions et nouveaux axes de
recherche

A travers ce mémoire, notre objectif principal a été de proposer une méthode générale per-
mettant de résoudre un probléme d’optimisation stochastique sous contrainte en probabilité en
boucle ouverte :

— transformation de la contrainte en probabilité en une contrainte en espérance,

— recours a la dualité,

— recours a un algorithme d’Arrow-Hurwicz stochastique.

Cette méthode présente deux avantages majeurs : d’une part, elle permet de résoudre simul-
tanément le probleme d’optimisation et celui de 1’évaluation des espérances par Monte-Carlo ;
d’autre part, c’est une méthode qui a déja été utilisée pour la gestion des problemes d’optimi-
sation sous contrainte en espérance, et donc pour laquelle on dispose d’'un certain nombre de
résultats théoriques et numériques. Mais sur le plan mathématique, cette méthode souléve une
difficulté importante : on réécrit la contrainte en probabilité comme une contrainte en espérance
a I’aide de la fonction indicatrice, mais cette fonction indicatrice introduit un probléeme de dis-
continuité, probleme fondamental pour calculer ensuite le gradient de la contrainte. Pour lever
cette difficulté, nous avons proposé trois méthodes :

— lorsque c’est possible, remplacer la résolution du probléme d’optimisation sous contrainte
en probabilité par la résolution d’un probleme auxiliaire écrit avec une contrainte de risque
plus réguliere sur le plan mathématique;

— utiliser les techniques d’intégration par parties ou d’approximation par convolution pour
obtenir un estimateur du gradient de la contrainte en espérance, et si c¢’est possible, com-
biner ces deux techniques pour réduire 'erreur quadratique de I'estimateur ;

— lorsque c’est possible, reformuler la contrainte en probabilité comme une contrainte sur un
quantile indépendant des variables de décision.

A ce stade de nos réflexions, deux nouveaux axes de recherche nous semblent particulierement
intéressants : d’une part 1’étude de la combinaison des idées du gradient stochastique avec
les techniques de décomposition-coordination pour résoudre des problemes d’optimisation sous
contrainte en probabilité de grande taille ; et d’autre part, I’étude de problemes d’optimisation
sous contrainte en probabilité en boucle fermée.
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Annexe A

Calcul du gradient du cotit pour un
probleme de commande optimale

On considere ici un probleme relativement général (d’'un degré de généralité suffisant pour
notre utilisation) et on donne le calcul du gradient du cout par rapport a la commande. De cela,
on déduit la forme des conditions d’optimalité a la Pontriaguine.

Soit

= f(z,u,t), x(ty) = xo donné, (A1)
et il s’agit de minimiser le cotiit
ty
J=K(z(ty), ty) + M(z(t;), ;) +/ L(z(s),u(s),s)ds, (A.2)
to

ou l'instant ¢;, supposé inférieur a ¢y, est le premier instant intermédiaire ou

izt t:) =0, (A.3)

et t; est le premier instant final ol
pr(a(ty),tr) =0. (A4)

A noter qu’au temps intermédiaire ¢; est associé le paiement d’un cout instantané M.

Pour une variation du(-) de la commande autour d’une trajectoire nominale, on obtient une
variation dz(-) de la trajectoire de « et une variation 6¢; et 6t des instants intermédiaire et final.
Par définition de ¢; et t; & travers (AZ) et (A, ces variations sont liées par les équations (on
résume tous les arguments des fonctions par la seule indication de I'instant ou il faut évaluer les
arguments — x, t, u — de ces fonctions)

(i) (1) (82 (t:) 4+ @(t:)0t:) + (i);(t)dt; =0, (A.5a)
()i (ty) (0z(ty) + &(ty)oty) + (@f)i(ty)dty = 0. (A.5b)

Par ailleurs,
ok = fr(...)ox + fi(...)0u, dx(to) =0. (A.6)

Alors,

6J = K (tp)(6x(ty) + @(tp)dty) + Ky (ty)oty + My(t;) (5 (t;) + ©(t;)0t;) + My ()6t

o [ (1(9)82(s) + Ty (s)buls)) ds + Lty)t -

to
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On introduit 1’état adjoint dont I’équation différentielle est

A=—(f2C. ) A= (T )T, (A7)

et l'on précisera les conditions en t; et t; plus loin. De cette équation différentielle, on tire
L!(...) que l'on reporte dans I'expression de ./, ce qui donne

6J = K (tp)(6x(ty) + @(tp)dty) + Ky (ty)oty + My(t;) (5 (t;) + ©(t;)0t;) + My ()6t

[ (A7) = XTG£ + Ly s)5u(s)) ds + L)ty

to

Dans cette expression, on peut éliminer f.dz & l'aide de ([Afl), ce qui donne
6J = K (t5)(6x(ty) + a(tp)dty) + K[ (t)oty + My (t;) (6 (t;) + a(t:)0t;) + M (t;)dt;

+ /t ' (( — A (s)62(s) — AT ()8 (s)) + (A (s)f1(s) + L;(s))au(s)) ds + L(ts)dt .

0

On voit donc apparaitre la dérivée de —\ Tz par rapport au temps, mais comme \ subit une
discontinuité en ¢; (nous allons I'imposer !), il faut scinder I'intégrale de to & ¢y en deux morceaux
avant de prendre la primitive (on notera A_ et A les parties continues avant et apres ¢;). Alors,

6J = K (tp)(6x(ty) + (tp)dty) + Ky (ty)oty + My(t;) (5 (t;) + ©(t;)0t;) + My ()6t

. , ty
+ [ = Aloa]y + [ Afoa] + / M., (s)0u(s) ds + L(t oty
7 to

oll nous avons fait apparaitre la dérivée partielle en u de I'Hamiltonien H = A" f + L,

= (KL(ty) — ML(t7))0x(ty) + (KL(ts) f(t) + Kj(ts) + L(ts)) oty
+ (M () + ML) — AL ()0 (ts) + (M(t) f () + M (t:)) 6t

ty
+ H. (s)ou(s) ds .
to
L’idée est maintenant de faire en sorte que tous les termes ci-dessus, en dehors du terme intégral,
soient nuls deés que les variations dx(t;), dt;, dx(ty) et dx(ty) sont liées par les relations ([A).
D’apres le lemme de Farkas, ceci est vrai si, et seulement si, il existe des coefficients de propor-

tionnalité entre les coefficients de ces variations, c’est-a-dire qu’il existe des vecteurs a; et oy
(de la taille respective de ([(A3) et ([(A)) tels que

K(tg) = AL(ts) + o) (pp)L(ty) =0, (A.8)

KL (ty)f(ty) + Ki(ty) + L(tr) + of ((0p)u(ty) fty) + (0p)ilty)) =0, (A9)
ML(t:) + AL (t) — AL (t) + of (0a)(ti) =0, (A.10)

0. )

M () f(t:) + M(t:) + az'T((SDz')/z(tz')f(tz‘) + (i)t (t) =

La condition ([AZg)) impose la valeur finale de A. En se servant de cette valeur finale, on peut
réécrire la condition ([AZ0) sous la forme

H(ts) + K(tr) + of (pp)i(ty) = 0. (A.12)
De méme, la condition ((AI0) impose la condition de saut de 1’adjoint. Ensuite, ([ATTl) se réécrit

H((t)-) = H((t)+) + M{(t:) + ] (@i)i(t:) =0 . (A.13)
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Dans cette expression, on a tenu compte du fait de L est continue au point ¢;.

On en déduit qu’a Poptimum, 1’adjoint étant défini par les conditions ([A7)—([AS)—(AI0),
on doit avoir que H,,(-) = 0 (si la commande ne supporte aucune autre contrainte), les condi-
tions de transversalité ([(AT2)-[ATI3) doivent étre satisfaites ainsi bien sir que les contraintes
(ED)-E3)-[ED). Evidemment, o; et o # s’interpretent comme les multiplicateurs associés aux

contraintes ([A3])-([A).
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