
HAL Id: pastel-00001269
https://pastel.hal.science/pastel-00001269

Submitted on 3 Jun 2005

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Monte Carlo Methods and stochastic approximations
Bouhari Arouna

To cite this version:
Bouhari Arouna. Monte Carlo Methods and stochastic approximations. Mathematics [math]. Ecole
des Ponts ParisTech, 2004. English. �NNT : �. �pastel-00001269�

https://pastel.hal.science/pastel-00001269
https://hal.archives-ouvertes.fr


Th�ese de doctorat de l'�Ecole Nationale des Ponts etChauss�eesSp�ecialit�e : PROBABILIT�ES APPLIQU�EESPr�esent�ee par Bouhari AROUNAPour obtenir le grade de Docteur de l'�Ecole Nationale des Ponts etChauss�ees
Sujet de la th�ese:Algorithmes Stochastiques et M�ethodes deMonte Carlo

Soutenue le 15 D�ecembre 2004 devant le jury compos�e de :Mr Gilles PAGES (Pr�esident, Professeur Universit�e Paris VI)Mr Bernard LAPEYRE (directeur de th�ese, Professeur ENPC)Mr Denis TALAY (rapporteur, Directeur de Recherche INRIA)Mr Jean LACROIX (rapporteur, Professeur Universit�e Paris VI)Mr Damien LAMBERTON (examinateur, Professeur Universit�e MLV)Mr St�ephane TYC (examinateur, Head of Research at BNPPARIBAS)





A ma douce Emilie,A ma tr�es grande famille,A tous les enfants de la Terre.





Remerciements :
C'est une vieille tradition que de remercier au d�ebut d'un tel travail tous ceux qui, deloin ou de pr�es, directement ou indirectement, ont contribu�e �a le rendre possible. c'estavec mon enthousiasme le plus vif et le plus sinc�ere que je voudrais rendre m�erite �atous ceux qui �a leur mani�ere m'ont aid�e �a mener �a bien cette th�ese.Je d�esire exprimer ma profonde gratitude:Au Professeur et ami Bernard LAPEYRE pour avoir accept�e de me superviser durantces trois derni�eres ann�ees, pour sa disponibilit�e et sa g�en�erosit�e exceptionnelles et pourson soutien constant pendant la r�edaction de cette th�ese. Au cours de son exercise �a ladirection du cermics, il a su cr�eer une ambiance formidable et g�en�eratrice d'inspirations.Au Professeur Gilles PAG�ES qui m'a honor�e en acceptant d'être Pr�esident du juryde ma th�ese et plus particuli�erement pour son cours intitul�e \Martingales et Algo-rithmes Stochastiques" du D.E.A. \Analyse et Syst�emes Al�eatoires" de l'Universit�ede Marne-La-Vall�ee qui a constituer ma toute premi�ere exp�erience avec cette notionmath�ematique qui prends de plus en plus d'importance dans les applications.Aux Professeurs Denis TALAY et Jean LACROIX pour avoir accept�e la charge d'êtreRapporteurs de ma th�ese. Merci �a Denis TALAY pour son int�erêt pour mon travailde th�ese. La semaine que j'ai pass�ee �a son invitation, dans son �equipe de SophiaAntipolis a �et�e, pour moi, extrêmement enrichissante. Merci �a Jean LACROIX pouravoir accept�e, sans h�esitation cette tâche, alors même que nos chemins ne s'�etaientjamais crois�es auparavant.Au Professeur Damien LAMBERTON et au Docteur St�ephane TYC qui m'ont honor�een acceptant d'être Examinateurs dans ce jury et d'avoir �et�e pr�esents �a ma soutenancede th�ese. Chacun d'eux m�erite un remerciement plus particulier :
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Introduction





TABLE DES MATI�ERES 13IntroductionLe but de ce travail de th�ese est de proposer des techniques de r�eduction de variance,facilement impl�ementables, pour les m�ethodes de Monte Carlo. Notre approche se faiten deux �etapes:� La param�etrisation de la loi de simulation �a travers un changement de tendance(drift),� L'utilisation des Algorithmes Stochastiques pour estimer le param�etre de driftoptimal.Nous avons d'abord d�evelopp�e une impl�ementation s�equentielle de la m�ethode, suivieensuite d'une impl�ementation adaptative. Cette derni�ere technique sort du cadrehabituel des applications des m�ethodes de Monte Carlo. Nous avons ainsi �et�e amen�e �amettre en place et �a d�emontrer des r�esultats th�eoriques de convergence qui d�e�nissentle cadre pr�ecis de l'utilisation de cette m�ethode de r�eduction de variance adaptative.Voici sch�ematiquement comment se pr�esente les deux approches s�equentielle et adap-tative. Lorsque l'on cherche �a calculer la quantit�eE ['(X)];une simulation Monte Carlo s'av�ere souvent être la seule m�ethode ayant un facteur\gain/coût (temps de calcul)" raisonnable. C'est le cas, par exemple, lorsque X est unvecteur al�eatoire de tr�es grande dimension (> 10). Si l'on dispose d'une repr�esentationparam�etrique de l'esp�erance sous la forme:E ['(X)] = E [g(�;X)]; � 2 Rd ;il est alors naturel d'essayer d'identi�er un param�etre optimal �� qui minimise l'erreurstatistique ou la variance E [g2(�;X)]� E ['(X)]2de l'estimation. Les Algorithmes (ou Approximations) Stochastiques de type Robbins{Monro sont bien adapt�es pour ce type d'optimisation stochastique. Ils permettentd'obtenir une estimation asymptôtique du param�etre ��. Il suÆt ensuite d'utiliser laLoi Forte des Grands Nombres pour estimer l'esp�erance recherch�ee par1N NXn=1 g(��; Xn);o�u (Xn)n�N est une suite de vecteurs al�eatoires ind�ependants tous de même loi que Xet N un entier suÆsamment grand. Nous avons montr�e que si l'on sait construire une



14 TABLE DES MATI�ERESsuite (�n)n�0 qui converge presque sûrement vers ��, l'on peut utiliser l'approximationnon standard suivante E ['(X)] ' 1N NXn=1 g(�n�1; Xn):Nous obtenons �egalement un Th�eor�eme de la Limite Centrale et un r�esultat d'estimationde la variance empirique pour cette approximation et d�eveloppons ainsi une m�ethodologieMonte Carlo non standard1. Notons qu'il est possible de d�emontrer un r�esultat de typeBerry Essen pour cette m�ethode de Monte Carlo non standard.Pr�esentation du R�esultat AdaptatifOn veut calculer �a l'aide d'une m�ethode de Monte Carlo la quantit�e E ['(X)], pourune fonction (�eventuellement vectorielle) ' : Rd ! R suÆsamment int�egrable et unvecteur al�eatoire d�dimensionnel X de�ni sur un espace probabilis�e donn�e (
;F ;P).On suppose qu'il existe une transformationg : Rq � Rd �! R; q � 1suÆsamment int�egrable telle que:(A) E [g(�;X)] = E ['(X)]; 8 � 2 Rd :Soit �� un point donn�e de Rq et (�n)n�0 une suite de vecteurs al�eatoires d�e�nie sur(
;F ;P) et convergeant presque sûrement vers ��. On montre sous des hypoth�eses assezfaibles que si (Xn)n�0 est une suite de vecteurs al�eatoires ind�ependants identiquementdistribu�es selon la loi de X alors:le vecteur al�eatoire SN �= 1N NXn=1 g(�n�1; Xn)converge presque sûrement, quand N tend vers l'in�nie, vers l'esp�erance recherch�eeE [g(�� ; X)] = E ['(X)]:Sous les mêmes hypoth�eses, on montre qu'un th�eor�eme de la limite centrale existe:1le domaine d'application principal des r�esultats th�eoriques de ce travail est la �nance num�erique.Toutefois, il nous semble que les techniques d�evelopp�ees sont suÆsamment g�en�eriques pour êtreadapt�ees en vu de leur utilisation dans d'autres domaines comme par exemple la physique.



TABLE DES MATI�ERES 15pN [SN � E ['(X)]] L�!N!+1 N (0;�2);avec �2 une matrice de variance-covariance qu'on peut expliciter en fonction de ��.Sous des hypoth�eses l�eg�erement renforc�ees, on montre l'existence d'intervalles de con-�ance empiriques pour ce th�eor�eme de la limite centrale.Ces r�esultats, qui sont expos�es dans le Chapitre 3, sont �a la base de notre m�ethodologied'estimation Monte Carlo dans laquelle la variance empirique de l'estimation est r�eduitedynamiquement au cours des it�erations Monte Carlo.Mise en �uvre de la M�ethodeL'exemple du cas GaussienEn �nance l'impl�ementation du prix d'une option peut le plus ouvent se ramener aucalcul de E ['(X)] o�u ' est la fonction de payo� de l'option et X = (X1; : : : ; Xd) �N (0; Id) est un vecteur Gaussien standard. Id d�esigne la matrice identit�e de Rd . Unsimple changement de variable entraine l'�egalit�eE ['(X)] = E [g(�;X)]; avec g(�; x) = '(x+ �)e���x� 12 k�k2 ; � 2 Rd ;o�u kxk repr�esente la norme Euclidienne d'un vecteur x appartenant �a Rd et x�y d�esignele produit scalaire de deux vecteurs x; y 2 Rd . On note V (�) = E [g2(�;X)]�E ['(X)]2 .On montre sans diÆcult�e particul�ere que sila fonction de payo� '(X) est non nulle et suÆsamment int�egrable alors la fonctionV (�) est di��erentiable et poss�ede un unique minimum ��,unique solution du probl�eme de recherche du z�ero du gradient de VrV (�) = 0:A cause de la forme \exponentielle" derV (�), l'algorithme de Robbins{Monro classiquene permet pas de r�esoudre directement cette �equation. Pour cela nous utilisons unem�ethode de projection al�eatoire de l'algorithme de Robbins-Monro dûe �a Chen etZhu (1986). En exploitant cette m�ethode, on a montr�e que sous la seule conditiond'int�egrabilit�e de la fonction de payo�:E (j'(X)j4Æ ) < +1 pour un certain Æ > 1;



16 TABLE DES MATI�ERESon peut choisir une version (�n)n�0 de l'algorithme de Robbins-Monro convenablementtronqu�e par la m�ethode de Chen et Zhu qui converge presque sûrement vers l'uniqueracine �� du probl�eme rV (�) = 0, � 2 Rd .L'algorithme de Robbins{Monro projet�e par cette m�ethode de Chen est pr�esent�e dansle chapitre 1 et le r�esultat ci-dessus est expos�e dans le Chapitre 2.Dans ce Chapitre notre motivation a ensuite �et�e d'illustrer sur des exemples tir�es de la�nance l'int�erêt num�erique de l'approximationE ['(X)] ' 1N NXn=1 g(��; Xn);en comparant sa variance estim�ee et son coût (en temps de calcul) �a celle d'une m�ethodede Monte Carlo standard et �a celle de la m�ethode des fonctions d'importance de Glasser-man, Heidelberger et Shahabuddin (1999). Ce Chapitre fait l'objet d'un article parudans la revue \The Journal of Computational Finance".Dans le Chapitre 3 nous �etudions l'approximation Monte Carlo non standardE ['(X)] ' 1N NXn=1 g(�n�1; Xn):Dans la premi�ere partie de ce chapitre, nous utilisons les algorithmes de Robbins{Monro �a pas d�ecroissant pour d�evelopper une m�ethode de Monte Carlo adaptative.Dans cette m�ethode, la variance est r�eduite au fur et �a m�esure des it�erations MonteCarlo pour �nalement donner un estimateur de variance minimale en un certain sens.Cette partie du Chapitre 3 a constitu�e un article publi�e dans la revue \Monte CarloMethods and Applications".Dans la deuxi�eme partie de ce chapitre, nous reprenons les m�ethodes d�evelopp�ees auchapitre 2, en les adaptant aux algorithmes stochastiques �a pas constants  > 0 (maispetits). La premi�ere remarque �a faire est que ces algorithmes ne convergent pas presquesûrement vers �� mais convergent en loi vers un vecteur al�eatoire qu'on peut �ecrire sousla forme G = �� +p g;avec g un vecteur gaussien centr�e. Ainsi la loi du vecteur G se concentre autour de�� lorsque le pas  devient de plus en plus petit. C'est cette observation qui justi�e



TABLE DES MATI�ERES 17(moralement) le fait qu'on puisse utiliser une r�ealisation de la loi stationnaire des algo-rithmes stochastiques �a pas constants �a la place de �� dans les proc�edures de r�eductionde variance.Dans le Chapitre 4, nous consid�erons le probl�eme de r�eduction de variance sous unangle di��erent: celui de la minimisation de l'entropie relative entre une certaine prob-abilit�e optimale et une famille param�etrique de probabilit�es obtenue par le Th�eor�emede Girsanov. Nous montrons que ce point de vue conduit (en univers discret) �a laminimisation de la fonction suivante:V (�) = E �'(X)�12 k�k2 � � �X�� ; � 2 Rd :Il est clair que cela revient au même de chercher le z�ero �̂, de la fonctionrV (�) = E ['(X) (� �X)] ; � 2 Rd :A cause de la disparition du terme e���X+12k�k2 Ce dernier probl�eme est de loin plusfacile �a r�esoudre que la recherche de z�ero de la fonctionrV (�) = E [(� �X)'2(X)e���X+12k�k2 ]:Manifestement on a �̂ = E['(X)]E[X'(X)] et l'on peut ainsi simuler �̂ directement.Mais cette mani�ere de proc�eder ne permet pas de mettre en place une m�ethode der�eduction de variance adaptative. Nous avons donc utilis�e de nouveau des algorithmesstochastiques pour estimer �̂. Et nous avons surtout remarqu�e que le param�etre �̂permettait de construire un estimateur convergeant et consistant du delta de l'optiondont le payo� est '(�). Cette possibilit�e qu'a l'algorithme de fournir une estimation dela couverture delta2 de l'option est particuli�erement int�eressante.
2le delta d'une option est la d�eriv�e premi�ere de son prix par rapport au titre sur lequel l'optionporte. C'est cette quantit�e qui dit \de combien le prix de l'option varie lorsque le sous-jacent bouge".
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Chapitre 1Rappels Math�ematiques
1.1 Contenu du chapitreDans ce chapitre nous pr�esentons certains r�esultats et outils th�eoriques bien connus quinous seront utiles tout au long de cette th�ese. Nous commen�cons, dans les sections 1et 2, avec une br�eve pr�esentation des grandes lignes de la m�ethode de Monte Carlo etles r�esultats de convergence classique qui d�e�nissent son cadre d'utilisation. Dans lasection 3 nous rappelons les th�eor�emes limites pour martingales que nous utiliseronsdans les chapitres suivants. Par la suite nous introduisons les algorithmes stochastiquessous leur forme g�en�erale suivi par des r�esultats de convergence que nous commentons.Pour �nir nous pr�esentons la technique de projection �xe et la technique de projectional�eatoire de Chen qui sont utilis�ees dans les applications pratiques des algorithmesstochastiques.1.2 Pr�esentation de la m�ethode de Monte carloLe recours aux m�ethodes de Monte Carlo est tr�es courant chaque fois que l'on estconfront�e au calcul de certaines quantit�es moyennes. Apr�es avoir mis ces derni�eressous forme d'esp�erances, il reste �a calculer des quantit�es de la forme E ['(X)], o�u X estun vecteur al�eatoire et ' une fonction d�e�nie sur Rd . Pour pouvoir faire ce calcul, ilconvient de savoir simuler une suite (Xn; n � 1) de variables al�eatoires ind�ependantesselon la loi de X.Sur le plan informatique, on ram�ene la simulation d'une loi arbitraire �a celle d'une suitede variables al�eatoires ind�ependantes uniform�ement distribu�ees sur l'intervalle (0; 1)(pour plus de pr�ecision �a ce sujet voir [MAD02] et les r�ef�erences qui s'y trouvent). On



20 Rappels Math�ematiquesapproxime alors E ['(X)] parSN = 1N ['(X1) + � � �+ '(XN)]:C'est le principe des m�ethodes de Monte Carlo.1.3 R�esultats de ConvergenceNous pr�esentons bri�evement ici les di��erents r�esultats de convergence qui constituenten pratique la mise en �uvre des m�ethodes de Monte carlo. Ces r�esultats se trouventdans tous les trait�es classiques de probabilit�e.1.3.1 Loi Forte des Grands Nombres et m�ethode de MonteCarloTh�eor�eme .1. Si on suppose que E [k'(X)k] < +1 et qu'on dispose d'une suite(Xn; n � 1) de copies ind�ependantes de X alors, avec probabilit�e 1 on a :limn!+11n ['(X1) + � � �+ '(Xn)] = E ['(X)]:Dans la plupart des cas on dispose d'une estimation"n = E ['(X)] � 1n ['(X1) + � � �+ '(Xn)]de l'erreur de convergence.1.3.2 Th�eor�eme Central Limite et m�ethode de Monte CarloTh�eor�eme .2. Si on suppose que E [k'(X)k2] < +1 et si on note �2 la variance de'(X), alors : pn� "n converge en loi vers G;G �etant une variable al�eatoire suivant une loi normale centr�ee r�eduite.Une cons�equence (entre autres) de ce th�eor�eme est que pour tout a < b :limn!+1P� �pna � "n � �pnb� = Z ba e�x22 dxp2� :



1.3 R�esultats de Convergence 21En pratique une fa�con standard de mesurer l'erreur de convergence d'une m�ethodede Monte Carlo est de donner soit l'�ecart-type �pn de "n soit de donner un intervalleauquel appartient le r�esultat recherch�e avec une con�ance (par exemple) de 95%. Celaconduit, �etant donn�e que P(jGj � 1:96) ' 0:95;�a l'intervalle de con�ance suivant :�SN � 1:96 �pN ; SN + 1:96 �pN �:1.3.3 Estimation statistique de l'erreur "nLes consid�erations pr�ec�edentes prouvent que l'eÆcacit�e (ou la �abilit�e des r�esultats)d'une m�ethode de Monte Carlo d�epend de l'ordre de grandeur de la variance �2 dela variable al�eatoire dont on veut estimer la moyenne. On reprend les notationspr�ec�edentes. On rappelle que l'objectif est d'�evaluer:c = E ['(X)]:Soit X1; X2; : : : des r�ealisations ind�ependantes de la loi de X. D'apr�es la Loi Forte desGrands Nombres on peut approcher c par ĉ donn�e par:SN = 1N NXn=1 '(Xn);pour N \suÆsamment grand". Toujours d'apr�es la Loi Forte des Grands Nombres etdans le cadre des hypoth�eses du Th�eor�eme Central Limite, il est bien connu que laquantit�e �̂2 = 1N � 1 NXn=1('(Xn)� SN)2est un estimateur sans biais de la variance �2, appel�ee variance empirique de l'�echantillon.On peut alors obtenir un intervalle de con�ance approch�e (par exemple) �a 95% en rem-pla�cant dans l'intervalle de con�ance fourni par le Th�eor�eme Central Limite � par�̂ �SN � 2 �̂pN ; SN + 2 �̂pN �:Pour �nir on peut dire que les avantages de cette m�ethode sont:� sa progammation est facile,



22 Rappels Math�ematiques� elle auto-estime son erreur d'approximation (sans pratiquement aucun calculsuppl�ementaire),� elle ne d�epend pas de la r�egularit�e de la fonction ',� et surtout, elle est \presque" insensible �a la dimension d du probl�eme.Son inconv�enient principal est:� sa vitesse de convergence assez faible (de l'ordre de CpN avec C > 0).Am�elioration de la m�ethode de Monte Carlo standardPour am�eliorer la convergence d'une m�ethode de Monte carlo, l'on peut soit augmenterle nombre total de simulations N soit r�eduire la variance �2. Si l'on opte pour uneaugmentation de N , pour obtenir une pr�ecision suppl�ementaire d'un point l'on doitmultiplier le nombre total de simulations par un facteur de 100 (ce qui devient tr�esvite irr�ealisable compte tenu de la limitation de la puissance des machines). Si l'onopte pour une r�eduction de la valeur de �, une r�eduction d'un facteur de 10 signi�e parexemple que le nombre total de simulations requises pour obtenir le même degr�e depr�ecision (que pour la m�ethode dans laquelle � n'a pas �et�e r�eduit) doit être diviser par100. C'est ce qui justi�e la tr�es grande importance qui est accord�ee aux techniques,dites de r�eduction de variance, qui cherchent �a diminuer la valeur de �. Il existe unegrande vari�et�e de ces techniques souvent �a la fois simples et eÆcaces, mais dont le choixest sp�eci�que au probl�eme trait�e. Les plus connues (et aussi les plus classiques) sont� La technique des variables de contrôle,� La technique des variables antith�etiques,� La m�ethode de strati�cation,� La m�ethode de conditionnement et� La m�ethode des fonctions d'importance.La derni�ere m�ethode appel�ee encore m�ethode d'�echantillonnage pr�ef�erentiel consiste �a�ecrire E ['(X)] = E�'(Y )f(Y )�f(Y ) �;o�u X et Y ont respectivement les densit�es f(x)dx et �f(y)dy. Si l'on pose ~f(Y ) ='(Y )f(Y )= �f(Y ), on aura am�elior�e la m�ethode de Monte Carlo standard siVar( ~f(Y )) < Var('(X)):



1.4 Martingales et Th�eor�emes limites 23Les m�ethodes de r�eduction de variance que nous d�eveloppons dans cette th�ese, utilisentune version param�etrique de la technique d'�echantillonnage pr�ef�erentiel. Pour plus ded�etail sur les autres m�ethodes de r�eduction de variance nous citons entre autres leslivres [LPS98] et [MAD02].1.4 Martingales et Th�eor�emes limitesApr�es avoir d�e�ni la notion de martingale, nous exposons bri�evement dans cette sec-tion quelques r�esultats probabilistes importants sur les martingales. Plusieurs livresfondamentaux exposent en d�etail, ces notions. Nous citons entre autres les livres deWilliams [WIL95] (pour une initiation), de Neveu [NEV72] et de Hall-Heyde [HH80].1.4.1 D�e�nition et Propri�et�esD�e�nition .1. Soit (Mn)n�0 une suite de variables al�eatoires adapt�ee �a une �ltration(Fn)n�0.On dit que (Mn)n�0 est une martingale par rapport �a (Fn)n�0 si pour tout n � 0, p:s::E (Mn+1=Fn) =Mn:Remarque .1. Intuitivement, une martingale est une suite al�eatoire qui a tendance �arester constante en moyenne.Remarque .2. On rappelle qu'une esp�erance conditionnelle n'�etant d�e�nie que presquesûrement, toutes les relations o�u apparaissent des esp�erances conditionnelles sont desrelations presque sûres (p.s. en abr�eg�e). Ainsi, même quand on en fera pas mentionexplicitement, elle sera sous-entendue.1.4.2 Th�eor�emes LimitesLe th�eor�eme suivant qui nous sera utile dans la suite est relatif �a la convergence desmartingales de puissance a�int�egrable avec 1 � a � 2. On peut notamment trouverune preuve de ce th�eor�eme dans le livre de Hall et Heyde cit�e plus haut.Th�eor�eme .3. Soit (Mn)n�0 une martingale vectorielle de puissance a�int�egrable avec1 � a � 2 par rapport �a une �ltration (Fn)n�0. Notons�n = E (kMn+1 �Mnka =Fn) < +1; et Sn = �0 + � � �+ �n:Alors on a



24 Rappels Math�ematiques1. Sur l'�ev�enement fS1 <1g, Mn �!M1 o�u M1 est une variable al�eatoire �nie.2. Sur l'�ev�enement fS1 =1g on a une loi des grands nombres,MnSn p:s:��! 0:Remarque .3. Lorsque a = 2, (Sn�1)n�1 est le processus croissant ou crochet obliqueassoci�e �a la martingale de carr�e int�egrable (Mn)n�0 et l'on note hMin = Sn�1. Dans cecas �n = E �kMn+1 �Mnk2 =Fn� = E �kMn+1k2 =Fn�� kMnk2 :Remarque .4. La partie 1) du th�eor�eme est le Th�eor�eme de Chow classique. La partie 2)en r�esulte en consid�erant la nouvelle martingale (martingale transform�ee de (Mn)n�0)Nn = nXk=1(Mk �Mk�1)=(Sk�1b(lnSk�1))1=a;o�u b est une fonction v�eri�ant R +11 (1=b(t))dt < +1, et en lui appliquant le r�esultatde la partie 1) et le Lemme de Kronecker (que nous rappelons �a la �n de ce chapitre).Th�eor�eme .4. Soit (Mn)n�0 une martingale (vectorielle) par rapport �a une �ltra-tion (Fn)n�0, de carr�e int�egrable pour laquelle il existe une suite positive d�eterministe(vn)n�0 croissant vers +1 tel que son processus crochet h M in v�eri�e:(1) h M invn P�!n �2 avec �2 une matrice carr�ee d�e�nie positive;alors on a la loi forte des grands nombres suivanteMnvn p:s:��!n 0:Si de plus la condition de Lindberg est v�eri��ee:(2) 8" > 0; 1vn nXk=1 E�kMk �Mk�1k2 1fkMk�Mk�1k�"pvkg=Fk�1� P�!n 0;alors: Mnpvn L�!n N (0;�2):Pour une preuve de ce r�esultat, l'on peut consulter [NEV72] ou [DD83].



1.5 Algorithmes Stochastiques et Projection �a la Chen 251.5 Algorithmes Stochastiques et Projection �a laChenIl n'est pas n�ecessaire de rappeler ici tous les domaines des sciences appliqu�ees danslesquels peuvent intervenir les algorithmes stochastiques. Cela va du calcul proba-biliste des structures (M�ecanique) �a l'�etude des r�eseaux de neurones en passant parl'automatique, l'�economie ou encore la chimie. L'utilisation de ces algorithmes dans lesprobl�emes de la �nance num�erique est peu d�evelopp�ee. La recherche des points o�u unefonction r�eelle V atteint ses minima (avec sa transposition en recherche des maximapour la fonction �V ) argminV = �x; V (x) = infy fV (y)g�;est un probl�eme tr�es courant qu'on ram�ene souvent �a celui de la recherche de l'ensembledes points o�u une fonction h s'annuleh�1(0) = fx; h(x) = 0g;avec h = rV , le gradient de V . Le caract�ere stochastique des procedures de recherchede z�ero de h provient souvent de ce que� ou bien les fonctions h et V ne sont observables qu'�a des perturbations pr�es,� ou bien h est diÆcile �a expliciter, mais on sait facilement simuler une quantit�eal�eatoire qui lui est proche \en moyenne".Il arrive aussi que ce caract�ere stochastique provienne d'un bruit al�eatoire que l'onutilise pour interdire �a l'algorithme de converger vers des solutions aberrantes (minimalocaux, points selles, ...). La forme g�en�erale des algorithmes stochastiques pour leprobl�eme de recherche de z�ero de h s'�ecrit�n+1 = �n � n+1[h(�n) + "n+1] + �n+1�n+1: (.1.1)La fonction h est d�e�nie sur un ouvert O de Rd , �a valeurs dans Rd . Les pas (ou gains)de l'algorithme (n)n�0 et (�n)n�0 sont deux suites d�eterministes, de nombres r�eelsstrictement positifs et d�ecroissants (au sens large) qu'on peut r�egler �a priori librement.Les suites ("n)n�0 et (�n)n�0 sont des perturbations al�eatoires impos�ees par le mod�ele.Par exemple tandis que ("n)n�0 sera le plus souvent un accroissement de martingale(i:e: un bruit blanc), (�n)n�0 sera une \petite perturbation" �eventuellement rajout�eepour les besoins de convergence.



26 Rappels Math�ematiquesNous renvoyons aux livres de Duo Marie [DUF96] et [DUF97], �a celui de Benveniste,Metivier et Priouret [BMP87], �a celui de Pug [PFL96] ou encore au livre tr�es r�ecentde Kushner et Yin [KY03] pour un expos�e d�etaill�e sur le sujet. Il existe �egalementune multitude d'articles sur les propri�et�es de convergence de tels algorithmes dont onpourra trouver certains dans les r�ef�erences bibliographiques �a la �n de ce manuscrit.Dans les cas qui vont nous occuper tout au long de ce travail, l'algorithme consid�er�epourra toujours se mettre sous la forme�n+1 = �n � n+1h(�n) + n+1"n+1 + n+1rn+1;avec E ["n+1=Fn] = 0, (Fn)n�0 �etant une �ltration engendr�ee par la suite (�n)n�0.(rn)n�0 est une suite de termes r�esiduels qu'il faudra controler.Dans la suite de cette section, nous pr�esentons plus en d�etail les algorithmes stochas-tiques (markoviens sur Rd) et quelques outils permettant l'analyse num�erique de leurcomportement en temps long les r�esultats rappel�es ici nous servirons dans les prochainschapitres de cette th�ese.1.5.1 Pr�esentation g�en�eraleOn consid�ere une suite de vecteurs al�eatoires de Rd d�e�nie de fa�con r�ecursive par�0 donn�e, �n+1 = �n � n+1F (�n; Xn+1); n � 0: (.1.2)� (n)n�0 est une suite (d�ecroissante au sens large) de r�eels positifs , appel�ee pasou gain de l'algorithme stochastique, v�eri�antn > 0 et Xn�0 n = +1:� (Xn)n�0 est une suite de vecteurs al�eatoires ind�ependants suivant tous la mêmeloi que X.� La fonction F (�) est l'observation de l'algorithme stochastique. C'est un champde vecteurs d�e�ni sur Rd � Rq �a valeurs dans Rd et qui v�eri�e8� 2 Rd ; E [F (�;X)] < +1; et � 7! F (�; �) continue dPX � p:s:La fonction h donn�ee par h(�) = E [F (�;X)]; (?)



1.5 Algorithmes Stochastiques et Projection �a la Chen 27est appel�ee fonction moyenne de l'algorithme. La fonction h est en g�en�eral num�eriquementdiÆcile d'acc�es. Notons que l'on aE [F (�n ; Xn+1)=Fn] = h(�n); (.1.3)avec Fn = �f�0; Xi; 0 � i � ng. (Fn)n�0 est la �ltration propre de (Xn)n�0 (et de �0).On peut r�eecrire (.1.2) sous la forme�n+1 = �n � n+1h(�n) + n+1(h(�n)� F (�n; Xn+1)); n � 0: (.1.4)Les termes h(�n) � F (�n; Xn+1); n � 0 ont une esp�erance conditionnelle nulle parrapport �a Fn et sont par ailleurs m�esurables par rapport �a Fn+1. Ce sont donc lesaccroissements d'une Fn�martingale (Mn)n�0. Finalement l'algorithme stochastique(.1.2) s'�ecrit �n+1 = �n � n+1h(�n) + n+1�Mn+1; n � 0: (.1.5)Les outils utilis�es pour �etudier cet algorithme di��erent selon que le pas (n)n�0 estconstant ou tend vers 0.� n =  > 0 :{ L'algorithme (.1.2) est alors une Fn�châ�ne de Markov homog�ene de semi-groupe de transition fell�erien donn�ee parQ(f)(�) := E [f(� � F (�;X))]:{ On peut �egalement voir cet algorithme, via (.1.5), comme un sch�ema d'Eulerde pas  de l'�equation di��erentielle ordinaire associ�ee �a la fonction (�h), �asavoir :�(t) = �h(�(t)) t � 0; (ODEh)auquel l'on a rajout�e un bruit �Mn+1.Dans ce cas, pour  suÆsamment petit, le comportement de l'algorithme sto-chastique (.1.2) est tr�es proche de celui de la solution de (ODEh).� n ! 0 :{ Il s'agit alors d'une châ�ne de Markov inhomog�ene, dont la transition �a ladate n est donn�ee par E [f(�n+1)=Fn] = Qn+1f(�n):



28 Rappels Math�ematiques{ Ou, via (.1.5), le voir comme un sch�ema d'Euler �a pas \d�ecroissant" etperturb�e de (ODEh).Dans ce dernier cas l'algorithme stochastique (.1.2) permet d'estimer asymptôti-quement la solution de l'�equationh(�) = 0; � 2 Rd ; (??)o�u h est d�e�nie par (?).Il existe une litt�erature abondante sur l'analyse num�erique du comportement en tempslong de l'algorithme stochastique (.1.2). Nous allons simplement rappel�e ici quelquesr�esultats de convergence qui servirons dans les prochains chapitres. Dans la suite onutilisera la notation Yn+1 = F (�n; Xn+1; n � 0.1.5.2 Le cas o�u le pas (n)n�0 d�ecroit vers 0L'une des diÆcult�es dans l'utilisation pratique des Approximations Stochastiques r�esidedans le fait que leurs versions di��erent sensiblement d'un domaine d'applications �a unautre. De fait, les crit�eres th�eoriques de convergence sont tout aussi nombreux maispas toujours �evidents �a adapter �a la situation r�eelle de l'utilisateur. On peut trouverune d�emonstration du th�eor�eme ci-dessous dans [DUF97].Th�eor�eme .5. Sous les hypoth�eses suivantes(H1) 9 �� 2 Rd ; h(��) = 0; 8� 2 Rd � 6= ��; (� � ��) � h(�) > 0; (.1.6)(H2) Xn n = +1 et Xn 2n < +1; (.1.7)(H3) 9 C > 0; E [kYn+1k2=Fn] < C(1 + k�nk2) p:s:; (.1.8)l'algorithme (.1.2) (�n)n�0 converge presque sûrement vers ��.Remarque .5. Un point int�eressant �a noter est que la convergence de la suite (�n)n�0ne d�epend pas de la valeur initiale �0.Remarque .6. Pour une pr�esentation tr�es succinte des algorithmes stochastiques, l'onpeut consulter [MD02]. Pour une �etude plus appronfondie l'on se reportera par ex-emple �a des livres g�en�eraux comme [PFL96], [BMP87], [DUF97] ou [DUF96]. Pourdes discussions plus sp�ecialis�ees il existe une multitude d'articles comme par exemple[CLA84], [CZ86], [DEL96] ou [CGG88].



1.5 Algorithmes Stochastiques et Projection �a la Chen 29Remarque .7. De toutes les hypoth�eses du th�eor�eme .5, (H3) est de loin celle qui posele plus de diÆcult�e. L'hypoth�ese (H1) est ce qu'on appelle une condition de typeLyapounov. Elle traduit une force de rappel et assure la stabilit�e de (ODEh). Nousreviendrons plus en d�etail sur cette notion plus tard.Dans le th�eor�eme ci-dessus, si on remplace la condition (H3) par(H4) +1Xn=0 2n+1E [kYn+1k2=Fn] � c < +1 p:s:; (.1.9)le r�esultat reste inchang�e (voir [BLL86]).1.5.3 M�ethode de Projection �a la \Chen"En pratique il est diÆcile de montrer que ces conditions sont v�eri��ees comme l'illustrel'exemple unidimensionnel tr�es simple suivant (emprunt�e �a [CHE02])F (�; x) = �(� � 10)3 avec n = 1n:Il est clair que dans ce cas l'hypoth�ese (H3) du th�eor�eme .5 n'est pas satisfaite. Deplus il n'est pas �evident de montrer que (H4) est v�eri��ee.D'ailleurs quelques it�erations donnent �a partir de la valeur initiale �0 = 0�1 = 1000; �2 = �485148500; �3 ' 3:8� 1025;sugg�erant du même coup que l'algorithme (dans ce cas) diverge tr�es rapidement, et lan�ecessit�e d'avoir une hypoth�ese d'un type (H3) ou (H4) mention�e ci-dessus. Toutefoislorsqu'on choisit la valeur initiale �0 de l'algorithme de fa�con que j�0�10j < 1, alors cedernier converge vers la solution du probl�eme qui est manifestement �� = 10. Chen ob-serve �a propos de cet exemple que choisir la valeur initiale �0 dans un voisinage prochede 10, est en un sens �equivalent �a consid�erer les it�erations de l'algorithme (�n)n�0 �apartir d'un certain rang n0. On comprend bien que la diÆcult�e r�eside dans le choix dece rang n0. Pour contourner le probl�eme, Chen H-F. (1986) propose une m�ethode deprojections al�eatoires de l'agorithme. La m�ethode est la suivante:D'abord on g�en�eralise l'hypoth�ese de Lyapounov (H1)(H5) 9 �� 2 Rd ; 9 V : Rd ! R; deux fois continûment di��erentiable tels que,V (��) = 0; limkxk!1 V (x) = +1; et 8 � 6= �� V (�) > 0; h(�) � rV (�) > 0:



30 Rappels Math�ematiquesRemarque .8. A partir de cette hypoth�ese on retrouve en e�et (H1) avec la fonction deLyapounov V (�) = 12k� � ��k2.Ensuite, on choisit deux vecteurs distincts �1 et �2 de Rd et on �xe un r�eel M > 0 telsque max(V (�1); V (�2)) < min(M; inf(V (�); k�k > M)): (.1.10)Remarque .9. Une fois �1 6= �2 �x�es, le choix de M est toujours possible puisquelimkxk!1 V (x) = +1.Finalement on consid�ere une suite quelconque (Un)n de r�eels positifs strictement crois-sante, tendant vers l'in�ni avec U0 >> M (dans leur article, les auteurs choisisentU0 � M + 8 pour les besoins techniques de la preuve qu'ils donnent de leur principalr�esultat), pour n � 0 et �0 donn�e, on d�e�nit par r�ecurrence�n+1 = (�n � n+1Yn+1 si k�n � n+1Yn+1k � U�(n);��n sinon (.1.11)avec �(n) = n�1Xk=0 1fk�k�k+1Yk+1k>U�(k)g; �(0) = 0; (.1.12)et ��n = (�1 si �(n) est pair;�2 si �(n) est impair: (.1.13)Voici comment on peut interpr�eter cette technique de projection. Alors que �(n)d�esigne le nombre de projections e�ectu�ees aucours des n premi�eres it�erations, U�(n)repr�esente la taille maximale que ne doit pas d�epasser l'algorithme au bout de (n+ 1)it�erations. En e�et on voit de (.1.11) que si l'estim�e de rang (n + 1) calculer parl'algorithme de Robbins{Monro reste dans la sph�ere ferm�ee de rayon al�eatoire U�(n)alors il �evolue exactement comme un algorithme de RM classique (.1.2). Par contre si(�n� n+1Yn+1) sort de cette r�egion alors l'estim�e �a la date (n+1) est r�einitialis�e �a unpoint �x�e dans le pass�e, et la limite de projection est dilat�ee de U�(n) �a U�(n)+1. Danscette m�ethode, on n'impose pas �a l'algorithme �n d'être �a priori born�e. C'est d'ailleursle trait le plus remarquable de cette m�ethode de projection dûe Chen.Remarque .10. Il faut noter au passage que l'algorithme (.1.11) peut prendre la forme(.1.1), avec n = �n, "n+1 = h(�n) � Yn+1 et �n+1 = ( ��n � �n + n+1Yn+1) � 1fk�n �n+1Yn+1k > U�(n)gLe th�eor�eme suivant est prouv�e dans [CGG88].



1.5 Algorithmes Stochastiques et Projection �a la Chen 31Th�eor�eme .6. Supposons que l'hypoth�ese (H5) est v�eri��ee. Si la condition suivanteest satisfaite (H6) limn!+1n+1k n�1Xi=0 �Mi+1k = 0 p:s:; (.1.14)alors l'algorithme de Robbins-Monro tronqu�e par la m�ethode de Chen (.1.11) convergepresque sûrement vers �� et le nombre de projections �n est presque sûrement born�e.Ce r�esultat sera utilis�e dans le prochain chapitre.1.5.4 M�ethode de Projection �xeComme on l'a vu dans l'exemple de la section pr�ec�edente les it�erations d'algorithmesstochastiques peuvent exploser tr�es vite. Cela peut provenir d'un mauvais choix dela structure de l'algorithme dans la mod�elisation d'un ph�enom�ene physique (r�eel) outout simplement d'un artefact num�erique. Un aspect important des applications desalgorithmes stochastiques concerne donc l'attitude �a adopter lorsque les valeurs desit�erations deviennent trop grandes. Le probl�eme est qu'il n'existe pas de proc�edureuniverselle permettant de r�esoudre ce genre de situation. N�eanmoins dans la plupartdes situations pratiques, les probl�emes rencontr�es poss�edent, en r�ealit�e, des bornes im-plicites (contraintes physiques ou �economiques). Il convient alors, en cas de valeursexcessives, de tronquer les it�erations de l'algorithme. Il faut mentionner d'ailleursque même dans le cas o�u l'on a d�emontr�e qu'un algorithme stochastique (non born�e �apriori) converge fortement, il est tr�es courant que pour certains jeux de param�etres, sesit�erations successives explosent num�eriquement. En g�en�eral, dans l'�etude math�ematiquede ces algorithmes, on remplace les hypoth�eses de \bornitudes des it�erations suc-cessives" par diverses hypoth�eses de stabilit�e. Alors �evidemment cela aboutit �a desd�eveloppements math�ematiques compliqu�es (beaucoup plus compliqu�es que dans lecas born�e) et int�eressants (sur le plan de la th�eorie, voir par exemple, [PAG03]),mais en pratique, cela n'empêche pas de devoir tronquer les it�erations successives del'algorithme lorsqu'il s'agit de le mettre en �uvre num�eriquement.Soit K un compact non vide de Rd . Un algorithme stochastique (�n)n�0 projet�e sur Ksera d�e�ni r�ecursivement par la donn�ee de �0 2 K et par�n+1 = �K(�n � n+1Yn+1): (.1.15)On peut r�eecrire cet algorithme sous la forme�n+1 = �n � n+1Yn+1 + n+1Zn+1; (.1.16)



32 Rappels Math�ematiqueso�u (Zn)n�1 est un terme de correction ou de projection sur K. En faisant apparâ�tre lesobservations moyennes h(�n) = E [Yn+1=Fn], avec Fn = � fYk; k � ng cet algorithmelui même peut être r�eecrit sous la forme�n+1 = �n + n+1h(�n) + n+1"n+1 + n+1Zn+1; (.1.17)o�u "n+1 = �Yn+1 + h(�n). Le r�esultat de convergence suivant sera utilis�e dans leChapitre 3 et est dû �a Bernard Delyon 2000 (voir [DEL00]).Th�eor�eme .7. Si� limn!+1Pni=1 i"i < +1 et limn!+1 kZnk = 0; p:s:� Il existe �� 2 ÆK et une fonction V : Rd ! R+ , convexe, de classe C1 tels quelimkxk!+1V (x) = +1; V (��) = 0 et rV (�) � h(�) > 0; 8 � 6= ��;alors l'algorithme stochastique projet�e (�n)n�0 converge presque sûrement vers ��.1.5.5 Le cas des Algorithmes Stochastiques �a gain constantToute cette partie constitue un condens�e de r�esultats connus. Pour la coh�erence denotre expos�e, il nous a sembl�e important de faire un rappel sommaire de ces r�esultats.Ils sont essentiellement tir�es du livre de Kushner et Yin (2003 [KY03]).Nous avons vu �a la section 1.5.1 que les algorithmes �a pas constants s'�ecrivaient�n+1 = �n � h(�n) + "n+1; n � 0; �0 = �0; (.1.18)avec h(�n) = E �Y n+1=Fn�, Y n+1 l'observation de l'algorithme et "n+1 = h(�n)� Y n+1.Lorsque le pas  > 0 est suÆsamment petit, on peut montrer que pour n assez grand laloi de �n ressemble �a une gaussienne de moyenne �� et de matrice de variance-covariancep�, � �etant une matrice d�e�nie positive ind�ependante de . En d'autres termes pour assez petit, si � d�esigne la limite en loi de (.1.18) alors� L' �� +p G; avec G � N (0;�):Ainsi moralement lorsque  devient petit, la loi de (.1.18) va se concentrer autour de��. On rappelle que �� est solution de l'�equationh(�) = 0; � 2 Rd : (.1.19)



1.5 Algorithmes Stochastiques et Projection �a la Chen 33On va montrer que sous des conditions tr�es simples, �� est aussi limite d'une solutionde l'�equation di��erentielle ordinaire (EDO en abr�eg�e):�(t) = �h(�(t)); �(0) = �0: (EDOh)La technique la plus couramment utilis�ee pour �etudier la stabilit�e des solutions desEDO est la m�ethode de Lyapounov.1.5.6 M�ethode de Lyapounov pour les EDONous commen�cons par la d�e�nition des fonctions de LyapounovD�e�nition .2. Une fonction V : Rd ! R+ est dite de Lyapounov si elle est convexe,de classe C1, et v�eri�e limkxk!+1V (x) = +1.Le principe de la m�ethode de Lyapounov est le suivant (on peut se repporter �a [LL61]).Soit h une fonction de Rd dans lui même et �(�) une solution de l'EDO (.1.19). Onsuppose qu'il existe une fonction de Lyapounov V telle que:(A4:1) 9�̂; 2 Rd V (�̂) = 0 et V (�) > 0 8 � 6= �̂:et(A4:2) rV (x) � h(x) > 0 8x 2 Rd � f�̂g:Pour � > 0 si on pose �� = fx; V (x) � �g alors il est clair queddt [V (�(t))] =rV (�(t)) � :�(t)=�rV (�(t)) � h(�(t)):=� k(�(t))�0 8 t � 0;et la fonction t 7! V (�(t)) est d�ecroissante, d'o�u la proposition suivanteProposition 1.5.1. Soit �(�) une solution de l'EDO (.1.19) de condition initiale �0.Sous les hypoth�eses (A4:1) et (A4:2), on a�0 2 ��;) �(t) 2 ��; 8 t > 0:



34 Rappels Math�ematiquesMaintenant comme la fonction V est positive on aV (�(0)) � V (�(0))� V (�(t))= � Z t0 ddt [V (�(s))] ds= Z t0 k(�(s))ds:L'application x 7! k(x) �etant elle même positive (et continue), on a0 � Z +10 k(�(t))dt � V (�(0)) < +1; et limt!+1k(�(t)) = 0:Ce qui donne la proposition suivanteProposition 1.5.2. Soit �(�) une solution de l'EDO (.1.19) de condition initiale �0.Sous les hypoth�eses (A4:1) et (A4:2), si limt �(t) d�esigne une valeur d'adh�erence de(�(t))t�0, alors limt �(t) 2 fx 2 ��; k(x) = 0g ;� > 0 �etant choisi tel que �(0) 2 ��.Remarque .11. Si la fonction k est seulement mesurable mais est telle que8 Æ > 0; 9 " > 0 t:q: jxj � Æ ) k(x) � ";alors la conclusion de la proposition 1.5.2 est encore vraie.Remarque .12. La m�ethode de Lyapounov pour la stabilit�e des EDO fonctionne bienlorsque la fonction k s'annule en des points isol�es. Lorsque ce n'est le cas, il convientd'utiliser un r�esultat appel�e Th�eor�eme d'invariance de LaSalle (voir [LL61]) pour s'ensortir. Dans tous les cas que nous allons rencontrer, la fonction k s'annule en un seulet unique point not�e �� et ce probl�eme ne se pose donc pas.Maintenant nous allons de revisiter un r�esultat de convergence des algorithmes sto-chastiques �a pas constant. En fait nous nous contenterons de d�e�nir le cadre et depr�esenter un premier r�esultat de convergence.1.5.7 Un r�esultat g�en�eral de convergence faibleLe r�esultat de convergence que nous �enon�cons ici est tir�e de [KY03]. On consid�erel'algorithme stochastique projet�e suivant:�n+1 = �K(�n � Y n+1); n � 0; �0 2 K; (.1.20)o�u K est un compact non vide de Rd . En pratique, le plus souvent le compact K est :



1.5 Algorithmes Stochastiques et Projection �a la Chen 35� Soit un hypercube ferm�e de Rd ,� Soit K = fx; qi(x) � 0; i = 1; : : : pg o�u p � 1 pour i = 1; : : : p, qi(�) est une fonc-tion r�eelle de classe C1 d�e�nie sur Rd telle que rqi(x) 6= 0 si qi(x) = 0.Le second cas g�en�eralise le premier et est l'exemple le plus couramment rencontr�e dansles applications.Remarque .13. Dans le second cas, il est clair que K est une sous-vari�et�e, connexe,compact et non vide de Rd .Les qi sont alors ce qu'on appelle les contraintes de l'algorithme. Une contrainte qiest dite active en un point x si qi(x) = 0. On pose A(x) = fi; qi(x) = 0g l'ensembledes indices des contraintes actives en x, et on note C(x) le cône convexe engendr�e parfy; y = rqi(x); i 2 A(x)g l'ensemble des normales ext�erieurs en x.Si on suppose que pour chaque x tel que A(x) 6= ;, l'ensemble frqi(x); i 2 A(x)g estun syst�eme libre (au sens vectoriel du terme) alors on peut montrer que C(x) = f0gen tout point x 2 K tel que qi(x) 6= 0.Remarque .14. Il est facile de voir que siK est une boule ferm�ee de Rd alors C(x) = f0gen tout point x 2 ÆK appartenant �a l'interieur de K.On peut toujours r�eecrire l'algorithme (.1.20) sous la forme�n+1 = �n � Y n+1 + Zn+1; �0 2 K; (.1.21)o�u (Zn)n�1 est un terme de correction ou de projection sur K. On pose Fn =� f�k ; Y k ; k � ng la tribu engendr�ee par �k et Y k pour k � n et on fait les hypoth�esessuivantes:(H7) fY n ; n; g est uniform�ement int�egrable.(H8) il existe des fonctions hn(�) uniform�ement continues en n et  et des vecteursal�eatoires "n tels que:E �Y n+1=Fn� = hn(�n) + "n+1.(H9) il existe une fonction continue �h(�) telle que 8� 2 Klimm;n; 1mPm+n�1k=n �hn(�)� �h(�)� = 0(H10) limm;n; 1mPm+n�1k=n E �"k+1=Fn� = 0 en moyenne.



36 Rappels Math�ematiquesLe symbole limm;n; signi�e que la limite est consid�er�ee pour m;n ! +1 et  ! 0 dequelque fa�con que ce soit. On d�e�nit les processus interpol�es de l'algorithme (.1.21) dela mani�ere suivante:D'abord pour t = 0, �(0) = �0 et �(t) = �n sur l'intervalle de temps [n; n + [.Ensuite Z(0) = 0 et Z(t) =  P[t=]k=0 Zk pour t > 0. [a] d�esigne la partie enti�ere d'unr�eel a et par convention une somme sur un ensemble d'indice vide est nulle. Et en�non d�e�nit de mani�ere analogue le processus Y (�).Le th�eor�eme suivant est prouv�e dans [KY03] (page 248).Th�eor�eme .8. Sous les hypoth�eses (H7)-(H10), pour toute famille croissante d'entiers(N)>0, pour toute sous-suite de f�(N + �); Z(N + �);  > 0g, il existe une sous-suite que nous noterons encore f�(N + �); Z(N + �);  > 0g et un processus (�(�); Z(�))tels que (�(N + �); Z(N + �)) L�!!0 (�(�); Z(�)) ;avec �(t) = �(0) + Z t0 h(�(s))ds+ Z(t):De plus il existe un processus int�egrable z(t) tel queZ(t) = Z t0 z(s)ds et z(t) 2 �C(�(t));pour presque tout t et !.Lorsque K = Rd (i.e. il n'y a pas de projection), si on fait l'hypoth�ese supplementaireque la suite (�n)>0 est tendue alors les conclusions ci-dessus sont encore vraies avecZ(t) � 0 8 t > 0.Remarque .15. Lorsque N = 0; 8 > 0 et �(0) = �0, le r�esultat de la convergencefaible du Th�eor�eme .8 ci-dessus nous dit que la trajectoire �(�) est tr�es proche dela trajectoire de la solution de l'EDO :�(t) = �h(�(t)); �(0) = �0 avec une probabilit�earbitrairement grande (uniform�ement par rapport a la condition initiale) quand  ! 0.Remarque .16. Moyennant quelques hypoth�eses suppl�ementaires, on peut pr�eciser lavitesse de convergence faible du Th�eor�eme .8 ci-dessus (voir [KY03] page 319 ou [BMP87]chap.4). En e�et on montre que si �0 = �0 alors(�n � �0(n))p L�!!0 N (0; �);� �etant une matrice de variance-covariance (ne d�ependant pas de ) et (�0(t))t�0 lasolution de l'EDO :�(t) = �h(�(t)) avec comme condition initiale �(0) = �0.



1.6 Deux Lemmes d'Analyse 371.6 Deux Lemmes d'AnalyseNous rappelons simplement ici deux lemmes �el�ementaires (mais importants) d'analysequi serons utilis�es plus tard.Lemme .9. (Lemme de C�esaro) Soient (un)n�0 une suite convergente et (an)n�1une suite de nombres r�eels positifs croissant vers l'in�ni. Alors la suite d�e�nie parcn = 1an k=nXk=1(ak � ak�1)uk; n � 1;converge vers la même limite que (un)n�0Lemme .10. (Lemme de Kronecker) Soient (sn)n�0 une suite positive croissantvers l'in�ni et (xn)n�0 une suite r�eelle. On suppose que la s�erie de terme g�en�eral(xn=sn) converge. Alors 1sn k=nXk=1 xk �! 0:(voir par exemple [WIL95] p.117)1.7 Exemple d'Options en �nanceUne option est un contrat entre deux ou plusieurs contre-parties portant sur un actifsous-jacent (par exemple une action, un indice, un panier d'indices, une obligation, lecours du p�etrole etc...) et qui donne �a une des parties une pr�erogative sur les autres.Les options les plus simples qui existent sont le Call (opiton d'achat) et le Put (optionde vente) sur une action.A priori on peut envisager un nombre in�ni d'options (l'imagination de l'homme �etantsans limite!). Nous nous contenterons ici d'�ecrire tout simplement le payo� de certainesoptions dont les options utilis�ees pour des illustrations num�eriques dans cette th�ese:� Un Call (resp: Put) europ�een de maturit�e T est une option sur un sous-jacentSt, de prix d'exercise (ou strike) K, garantie, �a son d�etenteur, la richessemax(ST �K; 0) (resp: max(K � ST ; 0));�a la date T .



38 Rappels Math�ematiques� Un Call asiatique de maturit�e T et de strike K est un Call standard, mais quiporte sur la moyenne du cours du sous-jacent S entre 0 et T .Lorsque la moyenne est continue la richesse �nale est donn�ee par: (St; t � 0) = � 1T Z T0 St dt�K�+Alors que qu'elle vaut (Sti ; i = 1:::d) = �1d dXi=1 Sti �K�+;lorsque la moyenne est discr�ete.� Un Cap sur un taux d'int�erêt rt, de maturit�e T , de taux strike K, aux datesde paiement t1 < t2 < ::: < tn et tn+1 = T sur un nominal de L est uneoption qui verse �a son d�etenteur le ux L(rti �K)+ �a chaque date de paiementti+1; i = 0; : : : ; n. Le payo� de ce Cap est la somme de tous les ux actualis�esjusqu'�a maturit�e, c'est-�a-direL nXi=1 iYj=1 1(1 + rtj )h (rti �K)+:� Un Call barri�ere sur S de maturit�e T et de strike K donne �a son d�etenteur ledroit d'acheter ST au prix K, �a condition que le cours de S soit rest�e dans uncertain domaine D (option OUT) ou en soit sortie (option IN) entre 0 et T . Parexemple, avec une barri�ere haute (UP) la richesse �nale s'�ecrit:ISt�U(ST �K)+:Toutes ces options (et bien d'autres encore) peuvent être de type am�ericain: dans cecas l'acheteur peut exercer son droit �a toute date comprise entre 0 et T .



Chapitre 2Fonctions d'Importance etApproximations Stochastiques enFinanceCe chapitre est l'objet d'un article paru dans la revue \The Journal of Computa-tional Finance".2.1 IntroductionL'usage des simulations Monte Carlo pour l'estimation du prix de certains instruments�nanciers est apparu en 1977 dans un article de P. Boyle. Aujourd'hui encore lesm�ethodes de Monte Carlo restent tr�es comp�etitifs dans le pricing et la couverture desproduits d�eriv�es en �nance, surtout si ces produits sont complexes ou tout simplementd�ependent d'un nombre �elev�e d'actifs sous-jacents. L'eÆcacit�e d'une m�ethode de MonteCarlo �etant li�ee �a la variance statistique de l'estimation, l'on essaye, tant que faire sepeut, d'utiliser des techniques de r�eduction de variance pour am�eliorer sa pr�ecision. Lebut de ce chapitre, est de pr�esenter l'une de ces techniques. C'est une m�ethode nou-velle bas�ee sur une formulation simple de la technique des fonctions d'importance et surl'usage des algorithmes stochastiques de type Robbins-Monro. Les approximations sto-chastiques sont, depuis longtemps, largement utilis�es dans plusieurs domaines des sci-ences (voir Rubinstein et Melamed [RM98] pour plus de d�etails), mais leur apparitionen �nance num�erique est r�ecente (1998, Vazquez-Abad et Dufresne [VD98]). Newton(1994 [NEW94]) a montr�e qu'en th�eorie dans un probl�eme de pricing en temps continu,la technique des fonctions d'importance peut permettre d'avoir un estimateur de vari-ance nulle par un changement de drift stochastique. Toutefois, la d�etermination de ceparam�etre stochastique suppose la connaissance �a priori du prix �a estimer. Pour mettre



40 Fonctions d'Importance et Approximations Stochastiques en Financeen �uvre cette approche, on utilise donc des approximations (plus ou moins grossi�eres)du prix pour avoir des approximations du drift optimal. L'approche de Glasserman,Heidelberger et Shahabuddin (1999 [GHS99a] et [GHS99b]) est di��erente: Plutôt quede consid�erer un changement de param�etre stochastique (en temps continu), ils limi-tent leurs investigations �a un changement de param�etre d�eterministe �ni-dimensionnel.De fait cette restriction ne rend plus possible l'obtention d'estimateurs, du prix del'option, de variance nulle. Dans le papier que les auteurs ont publi�e �a ce sujet, lam�ethodologie consiste �a exhiber {en utilisant des techniques de Grandes D�eviations{une direction d'�echantillonnage pr�ef�erentiel lelong de laquelle une bonne approxima-tion de la vraie variance de l'estimateur Monte Carlo est minimale. Vazquez-Abadet Dufresne (1998 [VD98]) d'une part et Su et Fu (2002 [SF02]) d'autre part sont lespremiers �a combiner la technique des fonctions d'importance et une approximaton sto-chastique de type gradient stochastique dans une m�ethode de Monte Carlo en �nance.L'approche que nous pr�esentons ici est semblable �a chacune des approches ci-dessus.Tout comme Glasserman, Heidelberger et Shabuddin (1999) nous utilisons la techniquedes fonctions d'importance dans un cadre (celui du praticien) o�u la simulation desprocessus sous-jacents se fait �a partir d'une suite de vecteurs gaussiens ind�ependants.Mais notre m�ethode de recherche de la direction optimale d'�echantillonnage pr�ef�erentielest radicalement di��erente. Elle semble plus proche des travaux de Su et Fu (2002).L'id�ee principale de notre approche est d'utiliser une version convenablement adapt�eedes algorithmes de Robbins-Monro pour optimiser le choix de la direction d'�echantillonnagepr�ef�erentiel. Bien que la vitesse de convergence de ce type d'algorithmes soit en g�en�eralde l'ordre de C=pn, leur impl�ementation est directe et tr�es facile.La suite de ce chapitre se d�ecompose comme suit: dans la prochaine section nouspr�esentons bri�evement le cadre math�ematique et �nancier suivie, dans la section 3,d'une introduction rapide de la technique des fonctions d'importance (bas�ee sur leth�eor�eme de Girsanov). Dans la section 4, nous pr�esentons une m�ethode de r�eductionde variance bas�ee sur l'utilisation des algorithmes stochastiques combin�ee avec la tech-nique des fonctions d'importance. Cette même section contient une preuve du principalr�esultat th�eorique de ce chapitre, support de la m�ethodologie que nous exposons ici.2.2 Cadres math�ematique et �nancierNous mod�elisons le prix d'un actif sous-jacent directement sous la mesure risque-neutrepar l'�equation di��erentielle stochastique suivantedSt = St(rdt+ �(t; St)dWt); S0 = x; (.2.1)avec r le taux d'int�erêt sans risque, �(t; y) la nappe de volatilit�e de l'actif, Wt unmouvement brownien standard, et x un r�eel positif �x�e. Pour des raisons d'absence



2.3 Fonction d'Importance 41d'arbitrage, dans un march�e sans frictions, le prix d'une option de payo� � (St; t � T )est donn�ee par la formule (voir par exemple [LL96])C0 = E [e�rT � (St; t � T )]; (.2.2)o�u E d�esigne l'esp�erance prise sous la probabilit�e risque-neutre.Remarque .17. L'actif sous-jacent S peut être multidimensionnel. Dans ce cas, chacunede ses coordonn�ees v�eri�e une di�usion du type (.2.1) et la formule (.2.2) reste vraieen g�en�eral.En pratique, pour �evaluer num�eriquement une telle esp�erance, il faut le plus souventdiscr�etiser le processus de sous-jacent (St)t�0. Nous nous limiterons au cas o�u la sim-ulation du processus de sous-jacent est simplement gouvern�ee par une suite de copiesind�ependantes de la loi gaussienne centr�ee r�eduite. Ce n'est d'ailleurs pas un casparticulier puisqu'on peut toujours, par une transformation lin�eaire, ramener le cascorrel�e �a ce cas. N�eanmoins, nous devons garder �a l'esprit que lorsqu'une solution del'�equation di��erentielle stochastique (.2.1) n'est pas connue, la simulation de la di�u-sion (St)t�0 se fait apr�es une discr�etisation par un sch�ema num�erique de type sch�emad'Euler. Nous admettons donc qu'une telle discr�etisation existe sur une grille detemps 0 = T0 < T1 < � � � < Td = T , qu'elle est acceptable, et nous nous focalisons surl'obtention d'estimateurs pr�ecis du prix C0. Ainsi nous approximons C0 par Ĉ0 avecĈ0 = E [e�rT  ̂(ST1 ; : : : ; STd)];que nous pouvons r�eecrire comme Ĉ0 = E [ (X)]; (.2.3)o�u X = (X1; : : : ; Xd) � N (0; Id) et Id est la matrice identit�e de Rd . La fonction  peut être explicit�ee �a partir de la fonction de payo�  ̂ et de la discr�etisation de S.Nous nous int�eressons maintenant �a l'�evaluation Monte Carlo de (.2.3) par une tech-nique de fonctions d'importance param�etrique.2.3 Fonction d'ImportanceLa technique des fonctions d'importance param�etrique consiste �a \shifter" la loi deX enlui ajoutant un vecteur � = (�1; : : : ; �d) de Rd . Par un simple changement de variablesur Rd (ou une application d'une version �el�ementaire du th�eor�eme de Girsanov), onpeut r�eecrire (.2.3) sous la forme Ĉ0 = E [g(�;X)]; (.2.4)



42 Fonctions d'Importance et Approximations Stochastiques en Financeavec g(�;X) =  (X + �)e���X� 12k�k2 ; (.2.5)kxk et x � y d�esignant respectivement la norme Euclidienne d'un vecteur x 2 Rd etle produit scalaire usuel de deux vecteurs x; y 2 Rd . La famille (g(�;X))�2Rd estainsi une famille param�etrique d'estimateurs sans biais de Ĉ0. L'id�ee naturelle estd'essayer d'exhiber d'une telle famille l'estimateur le plus �eÆcace i:e: celui �a la variancela plus petite. Dans leur article [GHS99a] Glasserman Heidelberger et Shahabuddind�eveloppent une proc�edure de minimisation de la variance de g(�;X) en fonction de�. L'id�ee est de chercher �a �eliminer la contribution de la partie lin�eaire de la fonctionln( (�)) �a la formation de la variance totale de l'estimation. Par des techniques deGrandes D�eviations ils montrent que cela revient �a faire un �echantillonnage lelong dela direction �̂ de Rd solution du probl�eme de recherche de point �xe:r ln (�) = �; � 2 Rd t.q. (�) > 0:Cette approche consiste en r�ealit�e �a remplacer le vrai probl�eme de minimisation sto-chastique par un probl�eme approch�e de minimisation d�eterministe. La m�ethode marchebien dans le cas de fonctions de payo�  assez r�eguli�eres et pour lesquelles la partielin�eaire de ln( (�)) est pr�epond�erante.Notre premier objectif est d'�etudier directement le vrai probl�eme de minimisation pardes m�ethodes stochastiques. Si on note dans la suite H la fonction donn�ee parH(�) = E [g2(�;X)];alors le probl�eme �a r�esoudre est le suivantmin�2RdH(�): (.2.6)Le r�esultat qui suit nous permet de convertir ce probl�eme de minimsation en unprobl�eme de recherche de z�ero d'une fonction.Proposition 2.3.1. Supposons que P( (X) > 0) 6= 0. Si E ( 2a(X)) <1, avec a > 1,alors H est strictement convexe sur Rd et il existe un unique �� 2 Rd tel queH(��) = min�2RdH(�): (.2.7)Remarque .18. En �ecrivant les conditions d'optimalit�e de premier ordre pour H ons'aper�coit que le param�etre optimal �� est aussi l'unique solution de l'�equationrH(�) = 0; � 2 Rd ; (.2.8)



2.3 Fonction d'Importance 43Preuve. Un simple changement de variable montre queH(�) =E h 2(X + �)e�2��X�k�k2i=E h 2(X)e���X+ 12k�k2i :Consid�erons � 2 Rd tel que k�k � K avec K > 0 . Si on poseF (�; x) = (� � x) 2(x)e���x+ 12 k�k2 ;alors on obtient sans diÆcult�e l'in�egalit�e suivanteZ jF (�; x)je� 12kxk2dx � eK22 Z (K + kxk)eKkxke�(1� 1a ) 12kxk2 2(x)e� 12akxk2dx:Maintenant d'apr�es l'in�egalit�e de H�older, on aZ jF (�; x)je� 12 kxk2dx � eK22 �Z (K + kxk) aa�1 e aKa�1kxke� 12 kxk2dx�1� 1a�� �Z  2a(x)e� 12kxk2dx� 1a :Mais E ( 2a(X)) < 1, entraine que la quantit�e R jF (�; x)je� 12kxk2dx est born�ee d�esque k�k � K. D'apr�es le th�eor�eme de Lebesgue, on en d�eduit que la fonction H estdi��erentiable et querH(�) = E [F (�;X)] = E�(� �X) 2(X)e���X+ 12 k�k2�:En r�eit�erant cette argumentation, on montre sans diÆcult�e particuli�ere que H est deuxfois continûement di��erentiable et que sa matrice hessienne est donn�ee parHessH(�) = E��Id + (� �X)(� �X)T� 2(X)e���X+ 12k�k2�;Id �etant la matrice identit�e de Rd . Comme P( (X) > 0) 6= 0 on a 8 u 2 Rd � f0g, uTd�esignant le vecteur transpos�e de u,uT � HessH(�) � u = E��kuk2 + (u � (� �X))2� 2(X)e���X+ 12k�k2� > 0;



44 Fonctions d'Importance et Approximations Stochastiques en Financeet la matrice hessienne de H est d�e�nie positive. Ainsi la fonction H est strictementconvexe sur Rd . Pour terminer la preuve il suÆt de montrer quelimk�k!+1H(�) = +1:Mais on a H(�) � e 12k�k2E� 2(X)e�k�kkXk1fkXk< k�k4 g�� e 14k�k2E [ 2(X)1fkXk< k�k4 g]:Et toujours parce que P( (X) > 0) 6= 0, on voit que limk�k!+1H(�) = +1:�On a aussi le corollaire suivantCorollaire .11. Si h(�) d�esigne la fonction d�e�nie parh(�) = rH(�); � 2 Rd ; (.2.9)alors on a h(��) = 0 et 8 � 2 Rd ; �� 6= � h(�) � (� � ��) > 0;et la condition de Lyapounov (H1) du Th�eor�eme .5 est v�eri��ee.Preuve. C'est une application directe de la formule de la moyenne et de la Proposi-tion 2.3.1.Remarque .19. Plutôt que de r�esoudre le vrai probl�eme (.2.7), l'on peut tr�es bienchercher �a r�esoudre le probl�eme approch�e suivantmin�2Rd Ĥ(�); avec Ĥ(�) := 1N NXi=1 F (�;X(i));o�u N 2 N est tr�es grand et X(1); :::; X(N) est un �echantillon de copies ind�ependantesde X. En e�et une fois ces trajectoires X(i) g�en�er�ees, le probl�eme approch�e devientun probl�eme simple d'optimisation d�eterministe qu'on peut r�esoudre par des m�ethodesbien connues d'Analyse num�erique. Cette approche est particuli�erement eÆcace lorsquela loi de X est �a support �ni ou même d�enombrable. Pour plus de pr�ecision l�a dessusl'on pourra se reporter �a [SH00] et aux r�ef�erences qui s'y trouvent.La principale id�ee de cette partie de notre travail de th�ese consiste �a exhiber une bonneversion de l'algorithme de Robbins-Monro pour �evaluer la solution du probl�eme (.2.8),puis �a mettre en �uvre une m�ethode eÆcace de r�eduction de variance Monte Carlo.



2.4 Une proc�edure de R�eduction de Variance 452.4 Une proc�edure de R�eduction de VarianceD'apr�es la Proposition (2.3.1) et la Remarque (.18), il existe un unique �� 2 Rd tel queh(��) = 0. Ce param�etre nous fournit �egalement l'estimateur Monte Carlo g(��; X) devariance minimum de la quantit�e (.2.3), parmi tous les estimateurs de même forme.En g�en�eral, la fonction h est num�eriquement inaccessible même dans les cas les plussimples. On a vu dans le chapitre pr�ec�edent qu'un algorithme stochastique de la forme(.1.2) peut, dans de tels cas, être utilis�e pour �evaluer asymptôtiquement le param�etre��.D'apr�es le Corollaire .11, l'hypoth�ese (H1) du Th�eor�eme .5 est v�eri��ee. De plus il est�evident que (H2) est v�eri��ee pour une large gamme de pas n. Si l'on impl�ementedirectement cet algorithme, l'on s'aper�coit parfois qu'il diverge tr�es rapidement. Celaest dû, comme dans l'exemple de la section 1.5.3 au fait qu'une hypoth�ese de la forme(H3) ou (H4) est inv�eri�able dans ce cas. En e�etYn+1 := F (�n; Xn+1) = (�n �Xn+1) 2(Xn+1)e��n�Xn+1+ 12k�nk2 ; (.2.10)est l'observation de l'algorithme. Dans cette expression (�n)n�0 repr�esente l'agorithmestochastique (.1.2) et (Xn)n�0 est une suite i.i.d. de vecteurs gaussiens selon la loi deX. On rappelle que si Fn = �f�0; Xk; k � ng;il vient facilement que E [Yn+1=Fn] = h(�n):On a observ�e num�eriquement que la suite �(1 + k�nk2)�1E [kYn+1k2=Fn]�n�0 explosetr�es souvent avec n. Ce qu'on peut expliquer par la forme \en exponentielle du carr�ede la norme de �n" de la suite des observations de l'algorithme. Pour rem�edier �a cela,nous allons utiliser la m�ethode de projection de Chen introduite au chapitre pr�ec�edent.Remarque .20. On peut obtenir un th�eor�eme limite central pour l'algorithme stochas-tique (.1.2). Une �etude th�eorique plus �ne de sa vitesse de convergence montre que lavitesse optimale (� 1=pn) est atteinte pour des pas de convergence d�ecroissant versz�ero comme 1=n. Toutefois, en pratique l'on utilise des pas de la formen = �� + n �; � > 0:� et � �etant des param�etres �a r�egler pour avoir une bonne convergence num�erique del'algorithme. Dans tout ce chapitre et jusqu'au chapitre 3, nous utiliserons essentielle-ment des pas de convergence de ce type.



46 Fonctions d'Importance et Approximations Stochastiques en FinanceLe th�eor�eme suivant est le principal r�esultat de ce chapitre. Il nous permet de mettreen �uvre notre technique de r�eduction de variance.Th�eor�eme .12. Supposons que P('(X) > 0) > 0. Si E [j'(X)j4a] < +1 pour uncertain a > 1, alors en choisissant la suite Un (de la m�ethode de projection de Chen)�a croissance suÆsamment lente , l'algorithme d�e�ni par (.1.11-.1.13) converge presquesûrement vers l'unique solution �� de l'�equation h(�) = 0 � 2 Rd .Remarque .21. Notons que contrairement au r�esultat ci-dessus, dans le Th�eor�eme .4de [CGG88], la suite Un peut être n'importe quelle suite croissant vers l'in�ni. Lechoix convenable d'une telle suite apparâ�tra tout naturellement dans la preuve quenous allons donner du Th�eor�eme .12.Mais avant la preuve nous pouvons r�esumer la m�ethode comme suit: D'abord g�en�ererun grand nombre de trajectoires Monte Carlo (Xn)n�0(i) ensuite lancer l'algorithme (�n)n�0 de�ni par (.1.11)-(.1.13) lelong d'uncertain nombre de ces trajectoires pour obtenir un estim�e �̂ de ��,(ii) puis utiliser la valeur �̂ obtenue au (i) dans l'estimation Monte Carlo classiquede la quantit�e recherch�ee Ĉ0 ' 1N PNn=1 g(�̂; Xn):Maintenant voici une preuve du th�eor�eme .12Preuve. Soit (Xn)n�0 la suite i.i.d. de vecteurs gaussiens centr�es r�eduits utilis�eepour g�en�erer l'algorithme stochastique (�n)n�0. On rappelle que siFn = �f�0; Xk; k � ng;alors �n et Xn+1 sont respectivement Fn-mesurable et ind�ependant de Fn, de sorte queles observations de l'algorithme v�eri�entE [kYn+1k2=Fn] = s2(�n)o�u s2(�) = E [k� �Xk2'4(X)e�2��X+k�k2 ]:Notons f(�; x) la fonction d�e�nie par f(�; x) = k� � xk2e�2��x+k�k2 . 8� > 1 on a sansdiÆcult�es particuli�eresE (f� (�;X)) = E (k� �Xk2�e�2���X+�k�k2)= E (kXk2�e(2�+1)��X�(�+ 12 )k�k2) par un changement de variables� e�(�+ 12 )k�k2E (kXk2�e(2�+1)k�kkXk):



2.4 Une proc�edure de R�eduction de Variance 47Or la variable al�eatoire kXk2 suit une loi de Khi-deux �a d degr�es de libert�e. Par suiteen utilisant l'in�egalit�e (2�+1)k�kkXk � (2�+1)2k�k2+ 14kXk2 on obtient en utilisantla densit�e de cette loiE (f� (�;X)) � C1(d)e�(�+ 12 )k�k2+(2�+1)2k�k2 Z +10 r�+ d2�1e� r4dr= C2(�; d)e�(�+ 12 )k�k2+(2�+1)2k�k2 :D'apr�es l'in�egalit�e de H�older, il vient pour p > 14s2(�) � �E (j'(X)j4p)� 14p�E [f 4p4p�1 (�;X)]�1� 14p (.2.11)� C(p; d)eQ(p)k�k2 ; (.2.12)avec C1(d); C2(�; d); et C(p; d) trois constantes strictement positives. Q(p) est unefraction rationnelle (en p) d�e�nie parQ(p) := 7:5p2 � p+ 1=32p2 � p=4 :Maintenant en utilisant la d�e�nition même de l'algorithme (�n)n�0 donn�ee en (.1.11)-(.1.13) et la condition U0 � max(k�1k; k�2k), on voit quekXnk � max(U�(n�1); k��n�1k) � Un; et s2(�n) � CeQ(p)U2n ;pour n assez grand.Pour �nir la preuve, on pose �n+1 = h(�n)� Yn+1; n � 0 et on d�e�nitMn = n�1Xi=0 i+1�i+1 n � 1 et M0 = 0:Il est clair que (Mn)n�1 est une Fn-martingale de carr�e int�egrable. Son processuscrochet (oblique) est donn�e parhMin = n�1Xi=0 2i+1E�k�i+1k2=Fi�= n�1Xi=0 2i+1E [kYi+1k2=Fi]� n�1Xi=0 2i+1kh(Xi)k2� n�1Xi=0 2i+1E [kYi+1k2=Fi]:



48 Fonctions d'Importance et Approximations Stochastiques en FinanceEn exploitant l'estimation (.2.11) on voit qu'on peut choisir la suite (Un) de sorte quelimn!+1hMin � +1Xn=0 2n+1E [kYn+1k2=Fn] p:s:� CXn�0 2neQ(p)U2n p:s:< +1 p:s:;o�u C > 0 est une constante. On conclut, d'apr�es le Th�eor�eme .4, que la martingale(Mn)n�0 converge presque sûrement, i.e.,limn!+1 n�1Xi=0 i+1�i+1 < +1; p:s:Le Lemme .10 de Kronecker entraine alors quelimn!+1 n+1 n�1Xi=0 �i+1 = 0 p:s:Ainsi l'hypoth�ese (H6) est v�eri��ee et le Th�eor�eme .6 s'applique. �Remarque .22. Le choix de la suite Un de projection se fait en �etudiant le comportementde la fraction rationnelle Q(p) = 7:5p2�p+1=32p2�0:25p . En e�et on peut montrer que8 p > 1; Q(p) 2]7:5; 8:71[;De sorte que le choix Un =q 110 lnn +M + 10; n � 1 entraine8 p > 1; eQ(p)U2n < e9U2n = Constant� n 910 ; et la s�erie Xn 2neQ(p)U2n converge;puisque 2neQ(p)U2n � (1=n)1110 au voisinage de l'in�ni.2.5 Tests num�eriquesA travers nos illustrations num�eriques nous voulons voir si l'apport de la m�ethode der�eduction de variance que nous proposons ici est signi�catif. Nous mesurons cet apporten terme de rapport de variances de notre m�ethode et de la m�ethode de Monte Carlostandard. Ce c�Æcient est not�e RV dans le reste de ce chapitre (et même dans toute



2.5 Tests num�eriques 49cette th�ese). Nous verrons qu'il est suÆsant pour la comparaison. Le c�Æcient RVest d�e�ni par RV := 1N Pn=Nn=1 g2(0; Xn)� �C2N1N Pn=Nn=1 g2(��;Xn)� �C2N ;avec �� une estimation asymptôtique de ��, g2(�; x) := '2(x)e���x+ 12k�k2 , et �CN =1N Pn=Nn=1 '(Xn). Evidemment RV est une approximation du vrai coeÆcient RV�RV� := Var[g(0; X)]Var[g(��; X)] = H(0)� Ĉ20H(��)� Ĉ20 ;lequel ne peut manifestement pas être calcul�e explicitement. On peut toutefois montrerque jRV�RV�j p:s:��!n!+1 0:L'impl�ementation num�erique de l'algorithme (.1.11-.1.13) requiert une attention parti-culi�ere sur le choix de la suite de pas de convergence (n)n�0. Ce choix reste toujoursd�elicat. D'un point de vue th�eorique, la question est r�egl�ee: on montre que la meilleuresuite (celle qui permet d'avoir une vitesse optimale de convergence en loi dans le TCLde l'algorithme) doit d�ecroitre vers 0 comme 1=n. Mais comme nous l'avons vu �a laRemarque .20, dans les applications, il est plus commode de choisir des pas du typen = �� + n; �; � > 0;� et � �etant des param�etres �a r�egler pour obtenir une bonne convergence num�eriquede l'algorithme. Dans nos tests, nous avons observ�e que des variations du param�etre� a�ectait peu cette convergence, contrairement �a �. La question g�en�erale du choixempirique du bon � reste un probl�eme ouvert sur lequel nous reviendrons un peu �ala �n du prochain chapitre. Ce choix est li�e �a une bonne connaissance des ordres degrandeur des variables (des observations) qui interviennent dans la mise en �uvre del'algorithme. Nous nous limitons, dans ce qui suit, �a donner quelques indications utilessur ce choix en pricing d'options.Notons d'abord que nous avons observ�e que les valeurs de � d�ependent plus du ratioS0=K que des autres param�etres de l'options,K �etant le prix auquel l'option est exerc�ee.Par suite, les valeurs du param�etre � que nous donnons ici peuvent être utilis�ees pourle pricing Monte Carlo des options de même nature que celle pour lesquelles ces valeursont �et�e trouv�ees �a condition que les ratio S0=K soient du même ordre de grandeur queceux utilis�es ici. L'on pourra ainsi pousser les simulations plus loin en tabulant lesvaleurs de � correspondant au ratio S0=K.



50 Fonctions d'Importance et Approximations Stochastiques en FinanceDans tous nos tests, les points de r�einitialisation (.1.13) de l'algorithme de Chen quenous avons utilis�es sont x1 = 0:00925e et x2 = 0:0725e;pour les call et x1 = �0:00925e et x2 = �0:0725e;pour les put. e d�esigne le vecteur (1; :::; 1) de Rd . Nous rappelons que le choix de cesvecteurs est compl�etement arbitraire. Mais une fois ces vecteurs �x�es, les valeurs de laconstante M utilis�ees (voir (.1.10)) sont M = 50 et M = 100 respectivement pour lesmod�eles �a volatilit�e constante et �a volatilit�e stochastique.Remarque .23. Rappelons que l'objectif de notre m�ethode est de minimiser la fonctionH(�) = E [g2(�;X)] par un algorithme stochastique de type Robbins-Monro de la forme�n+1 = �n � �n+ 1F (�n; Xn+1);o�u � > 0 et F (�; x) est telle que rH(�) = E [F (�;X)]. Il est clair que les it�erationsci-dessus ont une variabilit�e importante selon que H est susceptible de prendre ou nonde grandes valeurs; ce qui d�egrade la convergence num�erique de l'algorithme. Unefa�con de r�eduire ce fait peut consister �a appliquer �a H (et donc �a F ) une homoth�etiede rapport strictement plus petit que 1. Par exemple en pricing d'options, pour descall ou put, si nous posons �'(x) = '(x)=S0, S0 �etant la valeur spot du sous-jacent,alors H(�) = S20 �H(�);avec �H(�) = E [ �'2(X)e���X+ 12k�k2 ];et argmin� H(�) = argmin� �H(�):La remarque consiste alors �a impl�ementer l'algorithme (.1.11-.1.13) pour estimer �� enutilisant les observations issues de �H plutôt que de H.Ainsi pour avoir les "vraies" valeurs du param�etre � de la suite de pas de convergence,il faut diviser les valeurs qui apparaissent sur l'axe des abscisses de toutes les �gurespar S20 .Remarque .24. Dans toutes nos illustrations num�eriques, la valeur initiale de l'algorithme(.1.11-.1.13) utilis�ee est �0 = 0. N�eanmoins dans certains cas, il est possible d'avoirune id�ee intuitive d'un bon \voisinage" du param�etre optimal ��. Il est, dans de telscas, plus naturel de choisir �0 dans ce voisinage.



2.5 Tests num�eriques 512.5.1 Mod�ele �a volatilit�e constanteNous �etudions ici la �abilit�e et la robustesse de la m�ethode que nous proposons. Pourdes Call et Put Europ�eens et Asiatiques, nous tra�cons le ratio RV en fonction duparam�etre � (not�e \alpha" sur les �gures) de la suite de pas de convergence mais avecdes trajectoires simul�ees di��erentes pour chaque courbe. L'objectif est de mesurer ledegr�e de stabilit�e de la r�eduction de variance obtenue en fonction des tirages MonteCarlo utilis�es. Sur la Figure 2.1, apparâ�ssent les courbes de pRV obtenues pour unPut europ�een �a la monnaie, tandis que la �gure 2.2 repr�esente les mêmes courbes pourun Call europ�een en dehors de la monnaie. Chacune des courbes sur ces �gures sonttra�c�ees avec 50 000 trajectoires Monte Carlo dont 10 000 ont servi �a faire convergerl'algorithme de Robbins-Monro. Les �gures 2.3 et 2.4 repr�esentent le pRV dans le casmultidimensionnel d'un Call et Put asiatiques respectivement. Ces graphiques sontbas�es sur 1 000 000 de trajectoires simul�ees au total. On remarque que globalement, lar�eduction de variance obtenue est bonne et e�ective pour une large fourchette de valeursde �. La �gure 2.5 qui suit repr�esente le pRV tra�c�e avec les mêmes tirages MonteCarlo dans le cas d' un Call europ�een �a la monnaie sur un panier de 10 actifs sous-jacents. Nous avons utilis�e un total de 90 000 tirages Monte Carlo dont respectivement2 500, 5 000, et 10 000 tirages ont servi pour l'estimation asymptôtique du drift optimal��. Il apparait clairement sur cet exemple que le taux de r�eduction de variance qu'onobtient diminue avec l'augmentation de la valeur du param�etre � (de la suite de pasde convergence de l'algorithme de Robbins-Monro) et la baisse du nombre d'it�erationse�ectu�ees pour estimer ce drift optimal.Cela souligne une variabilit�e importante de l'algorithme stochastique utilis�e. Une fa�conde r�eduire cette variabilit�e est de trouver une observation al�eatoire Ŷn+1 telle queE [Ŷn+1=Fn] = h(�n) et E [Ŷ 2n+1=Fn] < E [Y 2n+1=Fn]; (.2.13)et de l'utiliser �a la place de l'observation initiale Yn+1. En e�et, si la suite de variables(Yn+1)n�0 �etait d�eterministe, alors l'algorithme (.1.2) serait simplement un sch�emad'Euler �a pas d�ecroissant de recherche des racines d'une fonction. Nous reviendrons unpeu plus en d�etail sur l'�etude de ce ph�enom�ene de variabilit�e �a la �n du Chapitre 2.Remarque .25. Il est important de noter que sur toutes les �gures, nous avons toujourspRV � 1.



52 Fonctions d'Importance et Approximations Stochastiques en FinanceFigure 2.1: Stabilit�e du ratio de variance pRV pour un Put europ�een �a la monnaie.Les param�etres sont S0 = strike = 50; r = 0:10; T = 1; � = 15%
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Figure 2.2: Stabilit�e du ratio de variance pRV pour un Call europ�een en dehors de lamonnaie. Les param�etres sont S0 = 50; strike = 60; r = 0:05; T = 1; � = 30%.
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2.5 Tests num�eriques 53Figure 2.3: Stabilit�e du rapport de variance RV pour un Call asiatique �a la monnaie.Les param�etres sont n = 20; S0 = K = 50; r = 0:05; � = 30%; T = 0:5.
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Figure 2.4: Stabilit�e du ratio de variance RV pour un Put asiatique �a la monnaie. Lesparam�etres sont n = 20; S0 = K = 50; r = 0:05; � = 10%; T = 0:5.
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54 Fonctions d'Importance et Approximations Stochastiques en Finance

Figure 2.5: Taux de r�eduction de variance pRV pour un Call basket �a la monnaiepar rapport au nombre total de trajectoires Robbins-Monro. Les param�etres sontK = 50; r = 0:05; S0 = 50; T = 1.
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2.5 Tests num�eriques 552.5.2 D'autres r�esultats sur la volatilit�e constanteLes r�esultats de la suite de nos investigations num�eriques se pr�esentent sous forme detableaux. Les Tableaux 1 et 2 pr�esentent les r�esultats obtenus pour un Put et un Calleurop�eens respectivement. Evidemment les formules de pricing de ces options existentanalytiquement, mais il semble naturel de commencer les essais par ces exemples parmiles plus simples a�n de mesurer le gain en terme de r�eduction de variance mais aussil'absence de biais dans les estimateurs fournis par notre m�ethode. Dans ces tableaux,PrixRM, PrixMC etPrixBS d�esignent respectivement l'estimation du prix par notrem�ethode (Monte Carlo + Fonction d'Importance + Algorithme Stochastique), par lam�ethode de Monte Carlo standard et le prix Black & Scholes. Nous rappelons que RVd�esigne le rapport des variances statistiques de notre m�ethode et de celle de la m�ethodede Monte Carlo na��ve. Sur ces exemples, on remarque clairement que ce ratio est tr�esint�eressant. De plus nos prix sont nettement plus pr�ecis que ceux obtenus �a l'aide dela m�ethode Monte Carlo na��ve. le ratio RV est d'environ 5 dans le plus mauvais descas et peut d�epasser un facteur de 600 dans les cas les plus favorables (options loinsde la monnaie). Le Tableau 3 contient les taux de r�eduction de variance pour un CallAsiatique (sur moyenne arithm�etique). Comme on peut le constater le ratio RV estau moins �egal �a un facteur de 6. Ce qui signi�e pour ce cas qu'a un niveau deTableau 1 R�eduction de Variance estim�ee pour un Put Europ�een dans le mod�ele deBlack{ScholesParam�etres IS� � � K=S0 PrixRM PrixBS PrixMC RV1500 1. 0.3 0.6 0.13 0.13 0.13 38.450 0.8 1.28 1.28 1.27 10.950 1.0 4.68 4.68 4.70 6.310 1.2 10.54 10.53 10.58 4.85000 0.1 0.8 0.0042 0.0042 0.0040 350.50 1.0 0.97 0.96 0.96 9.650 1.2 7.31 7.31 7.33 6.3Les r�esultats utilisent 40,000 tirages Monte Carlo et 10,000 it�erations Robbins-Monro. Lesparam�etres sont: S0 = 50; r = 0:05; T = 1:0.pr�ecision �x�e, l'on a besoin approximativement de 6 fois moins de simulations dansnotre m�ethode que pour la m�ethode de Monte Carlo classique. Dans le Tableau 4 nousexposons les mêmes r�esultats, mais pour un Call europ�een sur panier. Dans le cadre du



56 Fonctions d'Importance et Approximations Stochastiques en Financemod�ele �a volatilit�e constante, le pricing des options sur panier est typiquement l'un desprobl�emes d'estimation pour lesquels une m�ethode de Monte Carlo est in�evitable. Pourobtenir des estimations �ables, il faut donc disposer d'une technique de r�eduction devariance eÆcace et syst�ematique. La nappe de volatilit�e est prise \at" �a 15% ou 30%et la valeur spot des sous-jacents est identique et �egale �a S0. Les r�esultats contenusdans ce tableau con�rment l'int�erêt de notre m�ethode. Dans tous les cas le ratio devariance est sup�erieur �a 10.La complexit�e (au sens algorithmique du terme) d'un algorithme stochastique est�equivalente �a celle d'une m�ethode de Monte Carlo. Soient RM et MC respective-ment le nombre d'it�erations de l'algorithme stochastique et de la m�ethode de MonteCarlo, si N d�esigne le nombre de pas de discr�etisations du mod�ele, alors la complexit�ede notre m�ethode est de l'ordre de Constant�N� (RM+MC). Dans tous nostests, RM est au plus �egal �a 20% de MC. Parall�element le taux de r�eduction de vari-ance a atteint dans le cas le moins favorable un facteur de 5 et un facteur de quelquescentaines dans les cas les plus int�eressants.



2.5 Tests num�eriques 57Tableau 2 R�eduction de Variance estim�ee pour un Call Europ�een sous le mod�ele deBlack-ScolesParam�etres IS� � � K=S0 PrixRM PrixBS PrixMC RV25 1. 0.3 0.6 21.63 21.60 21.52 16.825 1.0 7.12 7.12 7.01 10.950 1.2 3.45 3.45 3.43 15.250 1.6 0.67 0.67 0.68 46.210 0.1 0.6 21.47 21.46 21.52 112.420 1.0 3.41 3.40 3.38 7.8100 1.2 0.23 0.23 0.23 31.45000 1.4 0.004 0.004 0.004 625.0Les r�esultats utilisent 40,000 tirages Monte Carlo et 10,000 it�erations Robbins-Monro. Lesparam�etres sont: S0 = 50; r = 0:05; T = 1:0.Tableau 3 R�eduction de Variance estim�ee pour un Call Asiatique arithm�etique sous lemod�ele de Black-ScolesParam�etres ISn � � � K=S0 PrixRM RV20 25 1. 0.1 0.8 10.723 57.8250 1.0 1.53 7.35000 1.1 0.037 6.325 0.3 0.8 10.77 14.4250 1.0 2.99 9.02500 1.2 0.320 28.140 25 0.1 0.8 10.75 13.0250 1.0 2.99 9.02500 1.2 0.321 24.025 0.3 0.8 10.72 27.0250 1.0 1.53 6.810000 1.2 0.037 7.8Les r�esultats sont bas�es sur 40,000 tirages Monte Carlo et 20,000 it�erations Robbins-Monro.Les param�etres sont S0 = 50; r = 0:1; T = 0:5.



58 Fonctions d'Importance et Approximations Stochastiques en FinanceTableau 4 R�eduction de Variance estim�ee pour un Call Basket Europ�een sous le mod�ele deBlack-ScolesParam�etres ISn � � � K=S0 PrixRM RV10 2.5 1. 0.3 0.6 28.03 37.22.5 0.8 23.47 34.82.5 1.0 19.85 34.82.5 1.2 16.96 36.02.5 1.4 14.60 37.22.5 0.15 0.6 23.66 16.82.5 0.8 16.74 13.72.5 1.0 11.52 12.325 1.2 7.78 16.825 1.4 5.22 20.320 2.5 0.3 0.6 32.24 90.32.5 0.8 28.88 84.62.5 1.0 26.14 84.625 1.2 23.85 67.225 1.4 21.90 70.62.5 0.15 0.6 25.21 21.22.5 0.8 19.46 19.42.5 1.0 16.02 19.425 1.2 11.65 20.125 1.4 9.09 25.0Les r�esultats sont bas�es sur 90,000 tirages Monte Carlo et 10,000 it�erations Robbins-Monro.Les param�etres sont S0 = 50; r = 0:05; T = 1:0.2.5.3 Une comparaison avec la m�ethode GHSRappelons tout d'abord que le probl�eme de d�epart �etait le suivantmin�2Rd E h'2(X)e���X+ 12 k�k21Di ; (VP)



2.5 Tests num�eriques 59o�u D = fx 2 Rd '(x) > 0g. En posant '(X)1D = exp(�(X))1D, par la formule deLaplace classique (voir Bleistein et Handelsman 1975, ch 8.) on voit queE h'2(X)e���X+ 12 k�k21Di = (2�)d=2 ZDe2�(x)���x+(1=2)k�k2�(1=2)kxk2dx' const� exp�maxx2D f2�(x)� � � x + (1=2)k�k2 � (1=2)kxk2g� :Dans [GHS99a] les auteurs remplacent le probl�eme de minimisation stochastique (VP)par le probl�eme approch�e suivantmin�2Rdmaxx2D �2�(x)� � � x + 12k�k2 � 12kxk2� :En suite en utilisant des techniques de grandes d�eviations, ils d�eveloppent un contextdans lequel le probl�eme min-max ci-dessus est �equivalent �amaxx2D ��(x)� 12kxk2� :Ce dernier probl�eme d'optimisation est d�eterministe et facile �a r�esoudre par des tech-niques usuelles. Il faut souligner tout de même que cette m�ethode exige un certaindegr�e de r�egularit�e de la fonction de payo� '. Il est donc clair que notre m�ethode serameilleure �a celle de [GHS99a] pour le pricing des options de payo�s irr�eguliers. Ce quenous faisons ici, est simplement de comparer les deux m�ethodes dans le cas asiatique.Cette comparaison est r�esum�ee par le Tableau 5. IS+RM et IS+GHS correspon-dent respectivement aux r�esultats relatifs �a notre m�ethode et �a celle de [GHS99a]. Ony voit que, dans ce cas particulier les taux de r�eduction de variance sont �equivalentspour les deux m�ethodes. Nous avons pouss�e l'�etude en comparant les drifts optimauxdonnant les directions optimales d'�echantillonnage dans les deux m�ethodes. Les �g-ures 2.6 et 2.7 repr�esentent ces deux directions optimales d'�echantillonnage dans le casdes options (Asiatiques) sur moyenne arithm�etique. On voit que ces directions sontpresque identiques. D'ailleurs le coeÆcient de corr�elation des vecteurs correspondant �aces directions est de 99:97%. Nous avons utilis�e un ordinateur Pentium III 1Ghz / 1GoRam pour faire nos tests et les temps de calcul sont de 1s64 pour la m�ethode GHS etde 1s92 pour notre m�ethode.



60 Fonctions d'Importance et Approximations Stochastiques en FinanceTable 5 R�eduction de Variance estim�ee pour un Call Asiatique sous le mod�ele deBlack-Scoles. Comparaison entre notre m�ethode stochastique et la m�ethode d�eterministede [GHS99a]Param�etres IS+RM IS+GHS� � K=S0 Price RV Prix RV50 0.9 6.054 11.4 6.052 10.60.1 200 1.0 1.919 7.6 1.921 7.02.104 1.1 0.203 22.3 0.201 21.120 0.9 7.144 8.9 7.145 8.30.3 100 1.0 4.174 10.1 4.169 9.2500 1.1 2.211 13.0 2.206 12.0Les r�esultats sont bas�es sur 42,500 tirages Monte Carlo et 20,000 it�erations Robbins-Monro.Les param�etres sont n = 16; S0 = 50; T = 1:0; r = 0:05.Figure 2.6: Drifts optimaux avec IS+RM (trait continu) et IS+GHS(trait discontinu) pour une option Asiatique. Les param�etres sontn = 16; S0 = K = 50; r = 0:05; � = 0:1; � = 200; T = 1; 20; 000 it�erations.
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2.5 Tests num�eriques 61Figure 2.7: Drift optimaux avec IS+RM (trait continu) et IS+GHS(trait discontinu) pour une option Asiatique. Les param�etres sontn = 16; S0 = K = 50; r = 0:05; � = 0:3; � = 100; T = 1; 20; 000 it�erations.
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2.5.4 Mod�eles �a volatilit�e stochastiqueLe premier exemple consid�er�e, dans ce cadre, est le mod�ele �a volatilit�e stochastique deHeston (1993). Nous avons test�e notre m�ethode sur un Call europ�een. Ce choix estmotiv�e par le fait qu'il existe une formule ferm�ee pour ce type d'option sous le mod�elede Heston. On constate une fois de plus que notre technique de r�eduction de variancedonne des prix assez pr�ecis.Mod�ele de HestonSous ce mod�ele l'actif sous-jacent est gouvern�e par la dynamique suivante(dSt = rStdt+pvtStdW 1t ;dvt = k(�v � vt)dt+ �pvtdW 2t ;o�u W 1 et W 2 sont deux mouvements browniens correl�es avec hW 1;W 2it = �t etk; �v et � des constantes r�eelles positives. Pour mettre en �uvre notre m�ethode, nouscommen�cons par discr�etiser les di�usions ci-dessus par un sch�ema d'Euler simple(Sti+1 = Sti(1 + r�t+pvti�tX i);vti+1 = vti + k(�v � vti)�t + �p�tvti(�X i +p1� �2Xd+i);



62 Fonctions d'Importance et Approximations Stochastiques en Financeavec (X i)i�1 une suite de copies ind�ependantes de la loi normale centr�ee r�eduite.Dans notre impl�ementation nous utilisons en entr�ee, pour chaque it�eration, un vecteurde taille 2d (X1; : : : ; X2d). Le type d'option consid�er�e est un put sur la moyennearithm�etique Ŝ = 1d dXi=1 Sti :Les r�esultats que nous avons obtenu sont regroup�es dans le Tableau 6. Dans ce Tableau,ClosPR d�esigne le prix obtenu par la formule ferm�ee de Heston. Une fois de plus ilapparâ�t que notre m�ethode marche bien.Nous concluons ces tests avec le mod�ele �a volatilit�e stochastique de Hull et White(1987 [HW87]).Mod�ele de Hull et WhiteCe mod�ele est d�e�ni par (dSt = rStdt+p�tStdW 1t ;d�t = ��tdt+ ��tdW 2t ;o�u W 1 et W 2 sont deux mouvements browniens correl�es avec hW 1;W 2it = �t.Dans ce mod�ele, le sous-jacent S est d'esp�erance �nie, mais de variance in�nie. Dansun cadre discr�et, on remarque que cette variance est �nie mais augmente tr�es viteavec le nombre de pas de discr�etisations. Pour att�enuer cet e�et, on peut tronquer ladiscr�etisation comme suit (voir [GHS99a])(STi+1 = STi(1 + r�t +p�i�tX i);�i+1 = minfc; �ie(�� 12 �2)�t+�p�t(�Xi+p1��2Xd+i)g;avec c une constante r�eelle positive non nulle. L'impact d'une telle troncature sur lavaleur moyenne du sous-jacent est insigni�ante, mais elle stabilise les variances estim�ees.En prenant � = 0, on retombe dans le cas de la volatilit�e constante. Une fois ce travaile�ectu�e, l'impl�ementation de la m�ethode est presque aussi simple que dans le casdu mod�ele �a volatilit�e constante. Nous avons, de nouveau, test�e la robustesse de lam�ethode par rapport aux trajectoires Monte Carlo simul�ees en tra�cant le ratio pRVavec di��erents jeux de ces trajectoires. Dans les simulations e�ectu�ees nous avonsutilis�e les param�etres suivants c = 2, � = 0, S0 = 50, T = 0:5, et � = 0:5.



2.6 Remarques et premi�eres conclusions 63Table 6 R�eduction de Variance estim�ee pour un Call Europ�een sous le Mod�ele �a volatilit�estochastique de HestonParam�etres ISv0 � � K=S0 ClosPR PrixRM RV0.01 10 1. 0.8 11.95 11.94 9.050 0.9 7.27 7.27 7.3100 1.0 3.33 3.33 8.4500 1.1 1.13 1.12 13.0500 1.2 0.32 0.32 16.00.04 12.5 0.8 12.00 12.00 9.025 0.9 7.67 7.66 8.450 1.0 4.27 4.25 9.0250 1.1 2.11 2.10 11.6500 1.2 0.95 0.95 14.4Le nombre de pas de discr�etisations vaut n=100.Les r�esultats sont bas�es sur 15,000 tiragesMonte Carlo et 5,000 it�erations Robbins-Monro. Les param�etres sont S0 = 50; r = 0:05; k = 2:0;� = 0:01; � = 0:5; T = 1:0; � = 0:1.2.6 Remarques et premi�eres conclusionsL'originalit�e de la m�ethode de r�eduction de variance que nous proposons dans cechapitre provient de l'utilisation d'une bonne version des algorithmes de Robbins-Monro. Nous avons prouv�e th�eoriquement et num�eriquement que la m�ethode marche.Nous verrons au Chapitre 3 qu'elle pourrait être am�elior�ee, par un travail pr�ealable surla version des algorithmes stochastiques utilis�ee. Nous verrons �egalement qu'en com-binant notre m�ethode avec une m�ethode de r�eduction de variance standard, le tauxde r�eduction obtenu peut être tr�es grand. On peut en�n observer que cette m�ethoder�eduit le plus souvent la variance de l'estimation Monte Carlo d'une esp�erance E ['(X)];en tout cas elle ne l'augmente pas. (Lorsque la fonction '(�) est sym�etrique, il est facilede voir que la solution du probl�eme (.2.7) n'est autre que �� = 0. Cela signi�e toutsimplement qu'il vaut mieux ne pas appliquer de technique de fonction d'importancepour la r�eduction de variance dans ce cas! Puisque la probabilit�e initiale sous laquelleles simulations sont e�ectu�ees est d�ej�a en ce sens, une probabilit�e optimale.



64 Fonctions d'Importance et Approximations Stochastiques en FinanceFigure 2.8: Stabilit�e du ratio de Variance RV pour un Put Asiatique en dehors dela monnaie sous le mod�ele de Hull{White �a � = 50%. Les autres param�etres sontp�0 = 0:4; r = 0:1:
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Figure 2.9: Stabilit�e du ratio de Variance RV pour un Put Asiatique en dehors dela monnaie sous le mod�ele de Hull{White �a � = 100%. Les autres param�etres sontp�0 = 0:4; r = 0:1:
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Chapitre 3M�ethode de Monte CarloAdaptativeCe chapitre a fait l'objet d'un article paru dans la revue \Monte Carlo Methodsand Applications".3.1 IntroductionDans ce chapitre nous pr�esentons une version adaptative de la m�ethode de r�eductionde variance expos�ee dans le chapitre pr�ec�edent. Cette nouvelle m�ethode est justi��eepar des r�esultats th�eoriques g�en�eraux.Le chapitre se d�ecompose comme suit. Dans la section 2 nous exposons les motivationsqui nous ont pouss�e �a d�evelopper une telle m�ethode. La section 3 contient les r�esultatsprincipaux du chapitre et leurs d�emonstrations. Dans la section 4 nous expliquonscomment ces r�esultats permettent de proposer une technique de r�eduction de variance.Nous illustrons cette m�ethode par des applications en �nance et en �abilit�e. En�n laderni�ere section contient nos conclusions, des remarques pratiques et une �etude de lavariabilit�e de l'algorithme stochastique utilis�e.3.2 MotivationsConsid�erons le probl�eme g�en�eral de l'estimation d'une quantit�e de la formeE ['(X)];



66 M�ethode de Monte Carlo Adaptativeo�u X suit une loi quelconque simulable et supposons qu'il existe une transformationparam�etrique de la forme E ['(X)] = E [g(�;X)]:Remarque .26. En pratique une telle repr�esentation est assez facile �a obtenir d�es quela loi de X poss�ede une densit�e.1. Par exemple si X est un vecteur al�eatoire �a valeurs dans Rd avec une densit�emultivari�ee f(x) > 0, alors on a simplementE ['(X)] = E [g(�;X)];avec g(�; x) = '(x + �)f(x+�)f(x) .2. Un autre exemple consiste �a consid�erer la transformation matricielle suivanteE ['(X)] = E [g(�;X)];avec g(�; x) = (det�)�1 '(��1x)f(��1x)f(x) , et � une matrice carr�ee inversible de tailled.Dans une proc�edure Monte Carlo, il est naturel de chercher un (le) param�etre � quiminimise la variance de l'estimateur g(�;X) ou de mani�ere �equivalente, le param�etre �solution du probl�eme min� E [g2(�;X)]: (.3.1)Cela, dans le but de r�eduire l'erreur statistique de l'estimation. Si �� est un minimiseurde (.3.1) et si (Xn)n�0 est une suite de copies ind�ependantes de la loi de X alors onsait qu'il est souvent b�en�e�que d'utiliser l'approximation Monte Carlo classique (voirChapitre 2) E ['(X)] ' 1N NXn=1 g(��; Xn):Notre objectif dans ce chapitre est de d�evelopper un cadre rigoureux dans lequel, laquantit�e d'int�erêt E ['(X)] peut être approxim�ee parE ['(X)] ' 1N NXn=1 g(�n; Xn); (.3.2)pourN assez grand. (�n)n�0 �etant une suite (al�eatoire) qui converge vers ��. L'originalit�ede cette m�ethode viendra du fait que nous obtenons pour cette estimation ergodiqueun Th�eor�eme Central Limite (TCL) pour lequel la variance th�eorique est estimable sur



3.3 Principaux R�esultats 67l'�echantillon. Nous verrons d'ailleurs que cette variance peut être estim�ee de mani�ereempirique avec les mêmes trajectoires Monte Carlo (Xn)n�0 utilis�ees dans (.3.2). Cequi constituera une m�ethode de Monte Carlo qui r�eduit sa propre variance de mani�eredynamique.Remarque .27. Nous avons vu au Chapitre 1 que si le vecteur X suivait une loi de gaussstandard, alors la transformation g donn�ee dans la remarque pr�ec�edente devientg(�; x) = '(x + �)e���x� 12k�k2 :Dans cette �ecriture, kxk repr�esente la norme euclidienne d'un vecteur x 2 Rd et x � yle produit scalaire euclidien de deux vecteurs x; y 2 Rd .3.3 Principaux R�esultatsDans cette section nous �enon�cons et prouvons les r�esultats th�eoriques sur lesquels reposela mise en �uvre pratique de notre m�ethode. Nous nous pla�cons donc dans le cadreg�en�eral de l'estimation de E ['(X)];pour une fonction ' : Rd ! Rp telle que E [k'(X)k] < +1:La variable X suit une loi d�dimensionnelle d�e�nie sur un espace probabilis�e (
;F ;P).On suppose qu'il existe une transformationg : Rq � Rd �! Rpqui v�eri�e les propri�et�es(H11) 9 1 < a � 2; 8 � 2 Rq , g(�;X) 2 L2a(P); et E [g(�;X)] = E ['(X)]:Les r�esultats que nous avons obtenus sont les suivants.Th�eor�eme .13. Loi Forte des Grands Nombres.Pour un �� 2 Rq , supposons qu'il existe une suite de variables al�eatoires (�n)n�0 de�niesur (
;F ;P) telle que �n p:s:��!n!+1 �� (?):Sous l'hypoth�ese (H11), si nous supposons de plus que



68 M�ethode de Monte Carlo Adaptative(H12) La transformation � 7�! E [kg(�;X)k2a] := s2a(�) est continue en ��(H13) (�n)n�0 est adapt�ee �a la �ltration engendr�ee par �0 et (Xn)n�0;et pour tout n � 0, E (s2a(�n)) < +1,alors: Sn := 1n nXk=1 g(�k�1; Xk) p:s:��!n!+1 E ['(X)];avec (Xn)n�0 une suite i.i.d. de copies de XRemarque .28. Il faut noter que dans le Th�eor�eme ci-dessus la suite (�n)n�0 peut êtred�eterministe ou stochastique.Le th�eor�eme suivant nous pr�ecise la vitesse de convergence de l'estimationTh�eor�eme .14. Th�eor�eme Central Limite.Sous l'hypoth�ese (H11) et dans le cadre du Th�eor�eme .13, nous avons la convergenceen loi suivante pn[Sn � E ['(X)]] L�!n!+1 N (0;�2)avec �2 := E h(g(��; X)� E ['(X)]) (g(��; X)� E ['(X)])Ti ;o�u uT d�esigne le transpos�e d'un vecteur u de Rp .Ce qui induit le corollaire suivantCorollaire .15. Estimation de la variance empirique.Si l'hypoth�ese (H11) est v�eri��ee avec a = 2 et si�2n := 1n nXk=1 g(�k�1; Xk)g(�k�1; Xk)T � SnSTnest une matrice inversible, alors�2n p:s:��!n!+1 �2 et pn ��2n��1 � (Sn � E ['(X)]) L�!n!+1 N (0; Ip):Remarque .29. Il est important de noter que les variables al�eatoires (g(�n�1; Xn))n�1ne sont ni ind�ependantes ni distribu�ees selon la même loi. Les Th�eor�emes .13 et .14ci-dessus ne rentrent donc pas dans le cadre d'une m�ethode de Monte Carlo classique.



3.3 Principaux R�esultats 69Remarque .30. Le Corollaire .15 montre que l'�ecart-type de l'estimation peut êtreestim�e avec un coût suppl�ementaire n�egligeable en utilisant les mêmes trajectoires(g(�n�1; Xn))n�1 d�ej�a g�en�er�ees exactement comme dans une m�ethode de Monte Carlostandard. Cette facult�e que poss�ede la m�ethode de donner une estimation de l'erreurstatistique avec un coût marginal, par rapport �a l'estimation de la moyenne, est im-portante dans les applications.Nous donnons maintenant une preuve de ces r�esultats. Par souci de simplicit�e, nousallons e�ectuer cette preuve pour p = 1, l'extension au cas p > 1 ne posant pas deprobl�emes.Preuve. (du Th�eor�eme .13) La d�emonstration de ce th�eor�eme se fait par constructiond'une martingale ayant de bonnes propri�et�es.Consid�erons la suite (Mn)n�0 de�nie par M0 = 0 etMn = nXk=1[g(�k�1; Xk)� E ['(X)]]; n � 1:Soit Fn = �f�0; Xi; 0 � i � ng la �ltration propre de (Xn)n�0 (et de �0). Il est clair enutilisant l'hypoth�ese (H11) queE [g(�n�1 ; Xn)=Fn�1] = E ['(X)];et que (Mn)n�0 est une martingale par rapport �a (Fn)n�0. D'apr�es (H13), on aE ((�Mn)2) = E [E [(g(�n�1 ; Xn)� E ['(X)])2=Fn�1]]= E [E (g2(�n�1; Xn)=Fn�1)]� E ['(X)]2� E [s2(�n�1)] < +1;et (Mn)n�0 est une Fn�martingale de carr�e int�egrable. Son processus crochet obliqueest donn�e par hMin = nXk=1 E [(�Mk )2=Fk�1]= nXk=1�E [g2(�k�1; Xk)=Fk�1]� E ['(X)]2�= nXk=1�s2(�k�1)� E ['(X)]2�:



70 M�ethode de Monte Carlo AdaptativeComme �n p:s:��! ��, le Lemme .9 de C�esaro impliquehMinn �!n s2(��)� E ['(X)]2 = Var(g2(��; X)) = �2 p:s:Le Th�eor�eme .4 s'applique et donneMnn �!n 0 p:s:C'est-�a-dire, le r�esultat recherch�e. �Preuve. (du Th�eor�eme .14). En tenant compte du r�esultat du Th�eor�eme .13, il suÆtde d�emontrer que la condition de Lindberg est v�eri��ee pour la martingale (Mn)n�0.Or, un calcul simple m�ene �a l'estimation suivanteE�jg(�k�1; Xk)� E ('(X))j2a=Fk�1� � 22a�1�E [jg(�k�1 ; Xk)j2a=Fk�1]+ jE ('(X))j2a�= 22a�1(s2a(�k�1) + jE ('(X))j2a):L'hypoth�ese (H12) et le Lemme de C�esaro montrent alors que1n nXk=1(s2a(�k�1) + jE ('(X))j2a) �!n L;avec L = s2a(��) + jE ('(X))j2a ;une constante r�eelle positive pour laquelle nous avonslim supn!+1 1n nXk=1 E�jg(�k�1; Xk)� E ('(X))j2a=Fk�1� � L p:s:Maintenant pour un b > 0 �x�e et pour tout n � 0 si on d�e�nitFn(b) = 1n nXk=1 E�jg(�k�1; Xk)� E ('(X))j21fjg(�k�1;Xk)�E('(X))j>bg=Fk�1�;alors on a certainement l'estimationFn(b) � b�2(a�1)n nXk=1 E�jg(�k�1; Xk)� E ('(X))j2a=Fk�1� p:s:



3.3 Principaux R�esultats 71En faisant varier b �a travers la suite bn = "pn pour un " > 0 arbitraire on obtientFn(bn) � "�2(a�1)na nXk=1 E�jg(�k�1; Xk)� E ('(X))j2a=Fk�1� p:s:Ce qui prouve que lim supn!+1 Fn(bn) = limn!+1Fn(bn) = 0; p:s:Ainsi la condition de Lindberg est v�eri��ee pour la martingale (Mn)n�0. Finalement ler�esultat voulu s'obtient en appliquant le Th�eor�eme .12. �Preuve. (du Corollaire .15). Pour prouver le corollaire, nous avons simplementbesoin de montrer que les deux suites suivantes1n nXk=1 g2(�k�1; Xk) et 1n nXk=1 s2(�k�1) for n � 1;convergent presque sûrement vers la même limite. Pour cela on d�e�nit par r�ecurrencela suite Mn = nXk=1[g2(�k�1; Xk)� s2(�k�1)]; n � 1; M0 = 0:Nous rappelons que dans le Corollaire .15, nous avons renforc�e l'hypoth�ese (H11) ensupposant que a = 2. Dans ce cas une argumentation similaire �a celle de la preuve duTh�eor�eme .13 montre que (Mn)n�0 est une martingale de carr�e int�egrable par rapport �ala �ltration propre de (Xn)n�0 (et de �0) en l'occurence (Fn)n�0. Son processus crochetest donn�e par hMin = nXk=1�E [g4(�k�1; Xk)=Fk�1]� s22(�k�1)�= nXk=1�s4(�k�1)� s22(�k�1)�:De nouveau d'apr�es le Lemme de C�esaro et la continuit�e des fonctions s4 et s2 on voitque hMinn �!n s4(��)� s22(��) = Var(g2(��; X)) > 0 p:s:La premi�ere partie du Th�eor�eme .4 s'applique et montre queMnn �!n 0;



72 M�ethode de Monte Carlo Adaptativece qu'on r�eecrit sous la forme� 1n nXk=1 g2(�k�1; Xk)� 1n nXk=1 s2(�k�1)� �!n 0:Mais comme 1nPnk=1 s2(�k�1) �!n s2(��) on obtient �nalement�2n = 1n nXk=1 g2(�k�1; Xk)� S2n �!n s2(��)� s21(��) = Var(g(��; X)):Ce qui compl�ete notre preuve. �Remarque .31. Si la suite (�n)n�0 est ergodique, on a toujours hMinn �!n s2(��) �E ['(X)]2 , et la Loi Forte des Grands Nombres reste vraie. Pour le Th�eor�eme CentralLimite, c'est un peu plus compliqu�e. Mais cette remarque justi�e l'utilisation pratiquedes algorithmes stochastiques �n �a pas constant pour faire de la r�eduction de variance.Dans la section qui suit, notre objectif est de montrer dans quelle mesure ces r�esultatsth�eoriques peuvent permettre de mettre en �uvre une technique de r�eduction de vari-ance Monte Carlo.3.4 Une proc�edure de minimisation de varianceSupposons comme au debut de la section pr�ecedente que la quantit�e E ['(X)] peut semettre sous la forme E [g(�;X)]. Comme nous l'avons vu au Chapitre 2, il est naturelde d�eterminer l'estimateur g(��; X) dont la variance est la plus petite. Ce qui revient�a d�eterminer le param�etre �� qui v�eri�emin� V (�) = V (��);avec V (�) = E [g2(�;X)]:Sous certaines hypoth�eses, rV (�) existe et peut être �ecrit sous forme d'une esp�erancerV (�) = E [F (�;X)]; � 2 Rd ;qui v�eri�e E [F (�� ; X)] = 0:



3.4 Une proc�edure de minimisation de variance 73Lorsque cette esp�erance n'est pas accessible num�eriquement, mais qu'on sait simulerla loi de X, une id�ee naturelle est d'utiliser une version ad�equate des algorithmes deRobbins-Monro pour r�esoudre le probl�eme ci-dessus.Supposons pour l'instant qu'il existe une telle version des algorithmes de Robbins-Monro que nous notons (�n)n�0 et qui v�eri�e�n p:s:��!n!+1 ��:Supposons que la suite approximante (�n)n�0 est g�en�er�ee �a partir d'une suite (Xn)n�0de copies ind�ependantes de la loi de X. Alors la m�ethode d'estimation de l'esp�eranceE ['(X)], que nous proposons ici, se r�esume comme suit:1. Le Th�eor�eme .13 aÆrme quelimN!+1 1N NXn=1 g(�n�1; Xn) = E ['(X)]o�u (Xn)n�0 est la même suite utilis�ee pour g�en�erer (�n)n�0.2. D'apr�es le Th�eor�eme .14, la variance th�eorique du th�eor�eme de la limite centralepour ce probl�eme est donn�ee par :�2 = Var[g(��; X)] = min� Var[g(�;X)]:Cette variance est optimale au sens o�u, c'est la plus petite variance que l'on peutesp�erer avoir dans cette formulation param�etrique du probl�eme.3. Finalement en utilisant le Corollaire .15 on a l'estimation empirique suivante dela variance th�eorique �2N = 1N NXn=1 g2(�n�1; Xn)� S2N :Cette estimation empirique est obtenue en utlisant les mêmes trajectoires (Xn)n�0g�en�er�ees pr�ec�edemment, et c'est elle qui permet d'avoir des estimations d'erreur�a l'aide d'intervalle de con�ance.Remarque .32. La proc�edure d�ecrite ci-dessus est similaire en tout point �a la proc�edureMonte Carlo standard sauf pour la prise en compte additionnelle de la simulation de lasuite approximante (�n)n�0. Mais ce calcul suppl�ementaire qui se fait avec les mêmestrajectoires d�ej�a simul�ees permet en retour, une r�eduction de variance au fur et �amesure des it�erations Monte Carlo de l'estimation.



74 M�ethode de Monte Carlo AdaptativeNous d�etaillons dans la suite deux applications possibles de la m�ethode. La premi�ere (etla plus importante) concerne la �nance num�erique, et la deuxi�eme traite d'applicationsen �abilit�e des syst�emes.3.4.1 Applications �nanci�eresNous rappelons que le prix d'arbitrage d'une option qui paie le montant  (St; t � T )�a la date T est donn�e par (voir par exemple [HUL03])c = E [e� R T0 r(t)dt (St; t � T )]; (.3.3)o�u le sous-jacent S est suppos�e suivre la dynamique suivantedSt = St(r(t)dt+ �(t; St)dWt); S0 = x; (.3.4)avec r(t) le taux d'int�erêt sans risque, �(t; y) la fontion de volatilit�e locale, W unmouvement brownien et x > 0 �x�e.Lorsqu'on ne dispose pas d'une solution explicite de la di�usion (.3.4), comme auchapitre 2, nous consid�erons disposer d'une discr�etisation acceptable de cette solutionsur une grille de temps 0 = t0 < t1 < � � � < td = T . Dans ce cas en pratique, pourestimer la valeur de c, on est r�eduit �a calculerĉ = E [e�Pdi=1 r(ti) ̂(St1 ; : : : ; Std)]:ĉ peut être r�eecrit sous la forme ĉ = E ['(X)];o�u X = (X1; : : : ; Xd) � N (0; Id) et Id est la matrice identit�e de Rd . ' est une trans-formation dont l'expression d�epend �a la fois de la discr�etisation de S et du payo�  .Nous avons vu �a la section 3 du chapitre 2 que si g d�esigne la fonction d�e�nie parg(�; x) = '(x + �)e���x� 12k�k2 ;alors ĉ = E [g(�;X)]et la variance est donn�ee par V (�) = E [g2(�;X)]� ĉ2:Nous avons �egalement vu dans cette même section que le probl�eme de minimisationmin�2RdV (�);



3.4 Une proc�edure de minimisation de variance 75poss�ede une unique solution not�ee �� et que �� �etait aussi la seule solution du probl�emerV (�) := E [(� �X)'2(X)e���X+12k�k2 ] = 0: (.3.5)Nous avons en�n d�emontrer dans ce même chapitre (voir le Th�eor�eme .12) que �� estlimite presque sûre de l'algorithme stochastique (.1.11-.1.13) et la condition (?) duTh�eor�eme .13 est satisfaite.Nous poss�edons donc une suite approximante et sommes en mesure de d�evelopper notreproc�edure de r�eduction de variance. La proposition suivante r�esume tout cela.Proposition 3.4.1. Si ' v�eri�e E (j'(X)j4Æ ) < +1 pour un certain Æ > 1, et si nousnotons g(�; x) = '(x + �)e���x� 12 k�k2 , alors les hypoth�eses (H11), (H12) et (H13) sontsatisfaites et les Th�eor�emes .13 et .13 ainsi que le Corollaire .15 s'appliquent.Preuve. C'est facile de v�eri�er que (H11) est satisfaite avec a = 2. De plus on asp(�) = E (j'(X)jpe�(p�1)��X+ p�12 k�k2);si sp d�esigne le moment d'ordre p de g(�;X). Maintenant supposons que k�k � C avecC une constante r�eelle positive strictement. Avec la notationvp(�; x) = j'(x)jpe�(p�1)��x+ p�12 k�k2 ;on a l'estimation jvp(�; x)j � eC22 (p�1)j'p(x)jeC(p�1)kxk:En utilisant l'in�egalit�e de H�older il vientZ j'(x)jpeC(p�1)kxke� 12kxk2dx � �Z e ÆCÆ�1 (p�1)kxke� 12 kxk2dx�1� 1Æ�Z j'(x)jÆp�� e� 12 kxk2dx� 1Æ : (.3.6)Mais E (j'(X)j4Æ (X)) < 1, avec Æ > 1, et le Th�eor�eme de Lebesgue entraine que lafonction sp est continue pour p = 2; 3; 4. L'hypoth�ese (H12) est donc satisfaite.Par d�e�nition même de l'algorithme (.1.11-.1.13), on a pour n � 0, �n � Un, (Un)n�0faisant r�ef�erence �a la suite de projection intervenant dans la d�e�nition de cet algorithme.Et d'apr�es (.3.6) on a pour chaque n � 0 �x�esp(�n) � Cn; pour p = 2; 3; 4;et une certaine constante strictement positive Cn. L'hypoth�ese (H13) s'applique et onobtient le r�esultat �enonc�e. �La sous-section suivante traite des possibilit�es d'applications en �abilit�e.



76 M�ethode de Monte Carlo Adaptative3.4.2 Un exemple en �abilit�eEn �abilit�e des syst�emes, l'on a souvent besoin de mod�eliser la dur�ee de vie T (al�eatoire)d'un composant puis d'estimer sa dur�ee de vie moyenne. La variable T est supos�eeposs�eder une fonction de distribution continue F (t) = P(T � t); t � 0. La plupart dutemps les donn�ees empiriques sur le fonctionnement des composants d'un syst�eme sontrecueillies en termes de proportion conduisant �a l'introduction d'un taux de d�efaillancenot�e �(t). Ce taux mesure �a l'instant t la proportion de composants qui tombenten panne avant l'instant t + dt sachant qu'ils �etaient en fonction apr�es la date t. Sad�e�nition est donc donn�ee par�(t) = limh&0 1hP(T � t + h=T > t):On d�e�nit aussi le taux de d�efaillance cumul�ee �(t) (ou fonction de hasard) par �(t) =R t0 �(s)ds. Il est bien connu que (voir par exemple [AJ99]) la fonction de r�epartition Fest d�etermin�ee de mani�ere unique par la relationF (t) = 1� e��(t); t � 0:Supposons que l'on soit int�eress�e par le calcul de la dur�ee de vie moyenne du syst�emeMTTF = E (T ). La m�ethode la plus simple pour calculer MTTF est de fairel'hypoth�ese que l'on connait la loi de T . En pratique une hypoth�ese de loi exponen-tielle peut s'av�erer satisfaisante (c'est le cas, par exemple, des composants �electroniquesneufs). Ici nous d�ecidons de ne faire aucune hypoth�ese �a priori sur la loi de T .Soit  l'inverse (ou pseudo-inverse g�en�eralis�ee) de �. Si X est une variable de loi expo-nentielle de moyenne 1, alors les variables al�eatoires  (X) et T sont distribu�ees selonla même loi. En e�etP( (X) > t) = P(X > �(t)) = e��(t) = P(T > t):On renforce l'hypoth�ese (H11) de la mani�ere suivante(H14) : P( (X) > 0) > 0; 9 "� > 0; et a > 1 tels que ZR+xa 2a(x)e�"�xdx < +1:Remarque .33. Cette condition peut parâ�tre restrictive, mais il n'en est rien car onpeut montrer que lim (x)x!+1 = +1. En g�en�eral, la fonction  croit vers l'in�ni commeune fonction puissance x 7! x�, � > 0, et l'hythot�ese (H14) est v�eri��ee pour "� arbi-trairement petit. C'est par exemple le cas, lorsque la variable T suit une loi de Weibull,de Fr�echet ou encore une loi de Gumbel.



3.4 Une proc�edure de minimisation de variance 77Notre objectif est de montrer que l'on peut mettre en �uvre une m�ethode de MonteCarlo eÆcace pour l'estimation deMTTF lorsqu'il n'est pas facilement calculable maisqu'une \bonne approximation num�erique" de la fonction  est disponible.Un simple changement de variables donneMTTF = E [ (X)] = E [ (X=�)e(1�1=�)X ]=�; � > 0:Comme dans la section pr�ecedente, il est naturel de d�eterminer si la variance de lafamille d'estimateurs (g(�;X))�>0 poss�ede un minimum atteint en un point ��. Pourcela, remarquons d'abord queVar � (X=�)e(1�1=�)X=�� < +1 () 0 < � < 2:Nous devons donc nous restreindre au probl�eme de minimisation suivantmin0<�<2h(�); avec h(�) = E [ 2(X=�)e2(1�1=�)X ]=�2: (.3.7)La peuve de la proposition suivante est analogue �a celle de 2.3.1.Proposition 3.4.2. Sous l'hypoth�ese (H14), la fonction h d�e�nie ci-dessus est strictementconvexe sur ]0; 2[ et v�eri�e lim h(�)�!f0;2g = +1:h atteint donc son minimum en un unique point �� 2]0; 2[. De plus �� est donn�eecomme unique solution du probl�emeH(�) := E [(�X � 1) 2(X)e(��1)X ] = 0; 0 < � < 2:Remarque .34. Une transformation simple permet de voir queh(�) = E [ 2(X)e(��1)X ]=�; 0 < � < 2:Pour des raisons techniques, nous devons nous limiter au probl�eme suivantmin����2�Æ�h(�); avec � > 0 et aÆ� = a� 1 + "�: (.3.8)Cette restriction est une sorte de localisation du probl�eme de d�epart. Elle nous permetde traiter jusqu'au bout notre probl�eme de minimisation par l'utilisation d'un r�esultatdû �a Bernard Delyon (cf. [DEL00]).Remarque .35. Le choix de Æ� apparâ�t clairement dans une preuve que nous donnonsci-dessous. celui de � est moins naturel, mais il est essentiel pour des \besoins ded�emonstration". Comme le cas � = 1 correspond �a la m�ethode de Monte Carlo stan-dard, �a partir du moment o�u on choisit Æ� et � tels que 1 2 [�; 2� Æ�], la proc�edureque nous pr�esentons devrait toujours permettre de r�eduire la variance de l'estimation.



78 M�ethode de Monte Carlo AdaptativeD'apr�es la Proposition 3.4.2 et la remarque ci-dessus, le probl�eme de minimisation �ar�esoudre est le suivant H(�) = 0; � � � � 2� Æ�: (.3.9)Son unique solution not�ee �̂ coincidera avec �� si Æ� et � sont suÆsamment petits.Dans ce qui suit, nous nous concentrons sur la recherche d'une suite approximante duparam�etre �̂.On consid�ere la suite (�n)n�0 d�e�nie par la donn�ee de �0 2 [�; 2� Æ�] et par la relationde r�ecurrence pour n � 0�n+1 = (�n � n+1Yn+1 si �n � n+1Yn+1 2 [�; 2� Æ�];�n sinon; (.3.10)avec (n)n�0 une suite r�eelle positive v�eri�antXn�0 n = +1 et Xn�0 an < +1: (.3.11)La suite Yn est donn�ee d'apr�es l'expression de H(�) parYn+1 = (�nXn+1 � 1) 2(Xn+1)e(�n�1)Xn+1 ; (.3.12)o�u (Xn)n�0 est une suite de copies ind�ependantes de la loi exponentielle de moyenne1. La proposition suivante assure que la version des algorithmes stochastiques d�e�nieci-dessus constitue bien une suite approximante (al�eatoire) du param�etre �̂ recherch�e.Proposition 3.4.3. Sous l'hypoth�ese (H14) si on noteen+1 = H(�n)� Yn+1 et rn+1 = n+1Yn+11f�n�n+1Yn+1 62[�;2�Æ�]galors nous avons les r�esultats suivants:(R1) : H est continue sur ]0; 2[ et (x� ��)H(x) > 0; 8x 2]0; 2[�f��g:(R2) : limp!+1 pXn=1 nen < +1 p:s: et lim rnn!+1 = 0 p:s:L'algorithme (.3.10-.3.12) converge donc presque sûrement vers l'unique solution �� duprobl�eme .3.9.Preuve. L'assertion (R1) est une cons�equence imm�ediate de la convexit�e stricte dela fonction h (voir la Proposition 3.4.2). Soit ( �Fn)n�0 la �ltration propre de �0 et de



3.4 Une proc�edure de minimisation de variance 79(Xk)k�0. Il est alors clair que E [Yn+1= �Fn] = H(�n): De plus on aE [jen+1 ja= �Fn] � E [(jH(�n)j+ jYn+1j)a= �Fn]� 2a�1�jH(�n)ja + E [jYn+1 ja= �Fn]�� 2asa(�n); avec sa(�) = E [j�X � 1ja 2a(X)ea(��1)X ]� E [((2 � Æ�)X + 1)a 2a(X)ea(1�Æ�)X ] car �n � 2� Æ�= E [((2 � Æ�)X + 1)a 2a(X)e(1�"�)X ]< +1 p:s: grace �a (H14):Par cons�equent la suite (Mn)n�0 d�e�nie par Mn = Pnk=1 kek, et M0 = 0 est une�Fn-martingale de puissance a�int�egrable, telle quenXk=1 E [jMk �Mk�1ja= �Fk�1] = nXk=1 akE [jek ja= �Fk�1] < +1 p:s:D'apr�es le Th�eor�eme de Chow .3 on a+1Xn=1 nen < +1 p:s:Or par d�e�nition même la suite (H(�n))n�0 est born�ee; donclimnYnn!+1 = 0 p:s:; et lim rnn!+1 = 0 p:s:Pour conclure, il suÆt de r�eecrire l'algorithme (.3.6) sous la forme�n+1 = �n � n+1H(�n) + n+1en+1 + n+1rn+1;et d'appliquer le r�esultat du Th�eor�eme .7. �Nous terminons cette section avec la proposition suivante dont la preuve est analogue�a celle de la proposition 3.4.1.Proposition 3.4.4. Si l'hypoth�ese (H14) est satisfaite avec le param�etre a = 2, alors lesconditions (H11), (H12) and (H13) sont satisfaites avec g(�; x) = 1� (x� )e(1�1� )x et lesTh�eor�emes .13, .14 et Corollaire .15 s'appliquent.



80 M�ethode de Monte Carlo Adaptative3.5 Illustrations num�eriquesNous allons pr�esenter deux applications num�eriques:1. des cas gaussiens venant de la �nance, la m�ethode que nous proposons consiste�a approximer la quantit�e E ['(X)] par1n nXk=1 '(Xk + �k�1)e��k�1�Xk� 12k�k�1k2 ; ((?)a)avec (�k)k�0 d�e�ni par l'algorithme (.1.11-.1.13).2. Dans l'exemple de �abilit�e de la section pr�ec�edente, on approxime E [ (X)] (Xsuit une loi exponentielle de moyenne 1) par1n nXk=1 1�k�1 � Xk�k�1�eXk� Xk�k�1 ; ((?)b)o�u (�k)k�0 est donn�e par (.3.10-.3.12).D'apr�es les r�esultats th�eoriques vus plus haut, ces estimations permettent de r�eduire lavariance statistique par rapport �a une estimation Monte Carlo standard. La complexit�ede notre m�ethode est de l'ordre de C � n� d alors que celle d'une m�ethode de MonteCarlo classique est de C 0�n�d, d �etant la taille du vecteurX et C et C 0 deux constantesr�eelles positives. L'appel it�eratif �a la fonction exponentielle dans l'impl�ementation desapproximations ci-dessus sugg�ere que C va être l�eg�erement sup�erieur �a C 0. N�eanmoinsnous verrons que le gain in �ne de la m�ethode justi�e largement cette l�eg�ere augmen-tation de sa complexit�e de calcul.3.5.1 Le mod�ele de Black et ScholesNotre premier exemple concerne le pricing Monte Carlo d'un Call europ�een dans lemod�ele de Black et Scholes. Ce mod�ele est de�ni par (.3.4) dans le cas particulier d'untaux d'int�erêt r et d'une volatilit�e � > 0 constants. La simulation exacte du sous-jacentse fait alors par la formule St = S0e(r� 12�2)t+�Wt :Le prix d'arbitrage d'un Call (resp: Put) est donn�e pare�rTE [max(ST �K; 0)] (resp: e�rTE [max(K � ST ; 0)]):



3.5 Illustrations num�eriques 81C'est un fait bien connu que la variance Monte Carlo d'un Put est souvent inf�erieure�a celle d'un Call. Nous rappelons la formule dite de parit�e Call{Pute�rTE [max(ST �K; 0)]� e�rTE [max(K � ST ; 0)] = S0 �Ke�rT :D'apr�es cette formule et la remarque faite pr�ecedemment, il est souvent plus avan-tageux, lorsque l'on veut \pricer" un Call par une m�ethode de Monte Carlo, de pricersyst�ematiquement le Put correspondant. Le but, ici, est de combiner notre m�ethodede Monte Carlo adaptative avec cette technique de parit�e Call{Put a�n d'obtenir uner�eduction de variance encore plus importante. Cette id�ee est test�ee sur un Call eu-rop�een de maturit�e T = 1an, sur un sous-jacent de valeur spot S0 = 100, de volatilit�e� = 0:2 ou 0:3 avec un taux d'int�erêt sans risque r = 0:05 ou 0:1. Les r�esultats sontreproduits dans le Tableau 1. Err d�esigne l'erreur statistique sur les prix estim�eset est d�e�ni par Err = �N=pN , o�u �N est l'�ecart type Monte Carlo de l'estimation.Dans ce tableau, BS repr�esente le prix Black & Scholes et RV d�esigne le rapport desvariances. On y voit clairement que la variance Monte Carlo peut être r�eduite de fa�contr�es signi�cative.Cette observation plaide pour un usage (chaque fois que cela est possible) de la m�ethodeadaptative même si une autre m�ethode de r�eduction de variance est d�ej�a utilis�ee.
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Tableau 1 R�eduction de Variance estim�ee pour Call Europ�een loin dans la monnaie sous le mod�ele deBlack{ScholesIS + Indirect Indirect BS� K=x Prix Err RV Prix Err RV Prix5� 104 0.7 33.540 0.0006 23751 33.542 0.005 382 33.540r = 0:05 1� 104 0.8 24.587 0.003 1131 24.585 0.012 51 24.589� = 0:2 1� 103 0.9 16.698 0.007 118 16.689 0.023 11 16.6998� 102 1.0 10.449 0.014 22 10.433 0.039 3 10.4515� 104 0.7 36.722 0.0003 100793 36.724 0.003 877 36.722r = 0:1 1� 104 0.8 27.992 0.002 3371 27.994 0.009 105 27.993� = 0:2 1� 103 0.9 19.986 0.005 293 19.980 0.018 20 19.9898� 102 1.0 13.263 0.011 47 13.265 0.031 5.4 13.2705� 104 0.7 37.320 0.003 2726 37.319 0.013 112 37.321r = 0:1 1� 104 0.8 29.428 0.006 424 29.420 0.023 31 29.432� = 0:3 1� 103 0.9 22.503 0.012 101 22.500 0.036 11 22.5108� 102 1.0 16.730 0.02 29 16.733 0.05 4.6 16.734Les r�esultats sont bas�es sur 50,000 tirages Monte Carlo et Les autres param�etres de l'option sont x = 100; T = 1:0:



3.5 Illustrations num�eriques 833.5.2 Le mod�ele de HestonNous appliquons maintenant la proc�edure au mod�ele �a volatilit�e stochastique de Heston(voir Chapitre 2) dont la discr�etisation s'�ecrit(Sti+1 = Sti(1 + r�t+pvti�tX i);vti+1 = vti + k(�v � vti)�t + �p�tvti(�X i +p1� �2Xd+i);avec (X i)i�1 une suite de copies ind�ependantes de la loi normale centr�ee r�eduite.Comme nous l'avons vu au chapitre pr�ecedent, sous ce mod�ele, les prix des Call et Puteurop�eens sont disponibles sous forme analytique ([HES93]). Nous avons de nouveauimpl�ement�e ces formules. Les r�esultats obtenus sont dans le Tableau 2. Q-CF d�esignele prix calcul�e avec cette formule, et Brute repr�esente le prix et l'erreur statistiquede la m�ethode de Monte Carlo standard. Une fois de plus la r�eduction de varianceobtenue par notre m�ethode seule est signi�cative. Mais pour souligner encore une foisl'int�erêt de combiner notre m�ethode avec une autre technique de r�eduction de variance(plus ou moins standard), nous utilisons de nouveau la relation de parit�e Call{Put1.Tableau 2 R�eduction de Variance estim�ee pour un Call Europ�een loin en dehors dela monnaie sous le mod�ele �a volatilit�e stochastique de HestonIS Brute Q-CFv0 � K=S0 Price Err VR Price Err Price200 1.4 0.37 0.006 18.2 0.40 0.03 0.3880 1.3 0.70 0.01 13.1 0.73 0.04 0.700.04 50 1.2 1.38 0.01 10.1 1.43 0.05 1.3940 1.1 4.93 0.02 8.0 3.03 0.06 2.9430 1.05 4.42 0.03 6.2 4.57 0.07 4.4480 1.4 1.00 0.01 13.5 1.04 0.05 1.0180 1.3 1.66 0.02 12.1 1.72 0.06 1.680.09 50 1.2 2.85 0.02 9.4 2.95 0.07 2.8740 1.1 4.97 0.03 8.4 5.14 0.09 5.0430 1.05 6.61 0.04 8.0 6.84 0.1 6.72Nous avons utilis�e 20,000 Tirages Monte Carlo et n = 200 pas de discretisation. Les param�etresdu Call sont S0 = 100; r = 0:1; T = 0:5; k = 2; �v = 0:01; � = 0:5.1Nous rappelons que la relation de parit�e Call{Put est une cons�equence de l'absence d'opportunit�ed'arbitrage et de ce fait ne d�epend pas du mod�ele choisi pour le sous-jacent



84 M�ethode de Monte Carlo AdaptativeLe Tableau 3 contient les r�esultats que nous avons obtenus pour un Call europ�een loindans la monnaie dans le mod�ele de Heston. On y voit que la variance de l'estimationpeut être �enorm�ement r�eduite.Les r�esultats num�eriques regroup�es dans le Tableau 4 sont relatifs �a une option d'achatsur moyenne arithm�erique (Call Asiatique discret) dont le payo� s'�ecrit (Sti ; i = 1:::d) = �1d dXi=1 Sti �K�+:Tableau 3 R�eduction de Variance estim�ee pour un Call Europ�een loin dans lamonnaie sous le mod�ele �a volatilit�e stochastique de HestonIS + Indirect Indirect Q-CFv0 � K=S0 Price Err VR Price Err VR Price400 0.7 33.416 0.0007 18989 33.416 0.001 6609 33.417200 0.8 23.925 0.002 1437 23.927 0.003 793 23.9330.04 200 0.9 14.641 0.007 173 14.653 0.01 75 14.650100 1.0 6.875 0.017 23 6.913 0.028 8.8 6.86825 1.05 4.449 0.027 6.6 4.484 0.039 3 4.440800 0.7 33.432 0.002 5833 33.435 0.003 2068 33.443400 0.8 24.070 0.005 632 24.088 0.009 212 24.0860.09 100 0.9 15.476 0.015 70 15.498 0.023 29 15.48510 1.0 8.953 0.034 11 8.971 0.045 6 8.96610 1.05 6.701 0.047 4.6 6.714 0.057 3.1 6.718Nous avons utilis�e 20,000 Tirages Monte Carlo et n = 200 pas de discretisation. Les param�etresdu Call sontS0 = 100; r = 0:1; T = 0:5; k = 2; �v = 0:01; � = 0:5; � = 0:5.Pour le pricing d'une telle option, la seule m�ethode (envisageable) de pricing et/oude calcul de couverture est une m�ethode de Monte Carlo ou de Quasi-Monte Carlo.Ici la direction optimale d'�echantillonnage est un vecteur de R2d car pour simuler unetrajectoire du sous-jacent, l'on doit simuler aussi une trajectoire de la volatilit�e. Commedans les exemples pr�ec�edents, on voit que la proc�edure r�eduit de fa�con signi�cative lavariance Monte Carlo de l'estimation.



3.5 Illustrations num�eriques 85Tableau 4 R�eduction de Variance estim�ee pour un Call Asiatique sous le mod�ele �avolatilit�e stochastique de HestonIS Brutev0 � K=S0 Price Err VR Price Err1� 103 1.3 0.35 0.004 16 0.38 0.021� 103 1.2 0.85 0.005 17 0.90 0.020.04 5� 102 1.1 2.22 0.005 10.4 2.32 0.038� 101 1.0 6.12 0.01 6.4 6.25 0.042� 101 0.9 13.71 0.02 5.6 13.87 0.051� 101 0.8 22.60 0.02 5.5 22.81 0.058� 102 1.3 0.93 0.006 22 0.99 0.034� 102 1.2 1.84 0.009 16 1.93 0.040.09 2� 102 1.1 3.73 0.01 11 3.88 0.051� 102 1.0 7.55 0.02 8.1 7.75 0.062� 101 0.9 14.15 0.03 7.2 14.37 0.071� 101 0.8 22.65 0.03 7.6 22.89 0.07Nous avons utilis�e 20,000 Tirages Monte Carlo et n = 50 pas de discretisations. Les param�etresdu Call sont S0 = 100; r = 0:1; T = 1;k = 2; a = 0:01; � = 0:5; � = 0:5.3.5.3 Le mod�ele de Cox Ingersoll et RossNotre dernier exemple en �nance concerne le pricing d'un Cap sur taux d'interêt dansle mod�ele de Cox Ingersoll et Ross (CIR 1985) o�u le taux suit la dynamique suivante:drt = k(a� rt)dt+ �prtdWt;avec W un mouvement Brownien standard et k; a; � des constantes r�eelles positives.Il a �et�e prouv�e dans [ROG95] que lorsque d � 4ak=� est un entier, le processus(rt)t�0 suit la même loi que le processus (kXtk2)t�0, X �etant le processus d-dimensionelsolution de l'EDS dXt = �k2Xtdt+ �2dWt;avec comme condition initiale X0, le vecteur de taille d dont toutes les composantessont �egales �a pr0d.



86 M�ethode de Monte Carlo AdaptativeLe processus X est un processus d'Orstein Uhlenbeck dont la loi exacte est connue. Onmontre sans diÆcult�e que sur une grille de points tj = jh; h > 0 avec j = 0; :::; la iemecomposante de ce processus est simul�ee de fa�con exacte parX(i)tj+1 = e�12khX(i)tj + �2r1k (1� e�kh)G(i�1)n+j; j = 0; 1; :::; n� 1;o�u G1; :::; Gdn sont des r�ealisations ind�ependantes de la loi de Gauss centr�ee r�eduite.Nous nous pla�cons dans le cas o�u d = 1, a�n de s�eparer l'�etude de l'erreur statistiquedûe �a la variance, que nous faisons, de l'erreur dûe au biais �eventuels provenant de ladiscr�etisation.Tableau 5 R�eduction de Variance estim�ee pour un Cap de taux d'int�erêt sous lemod�ele CIRIS BruteT � K Price Err VR Price Err1� 10�3 0.044 30.215 0.006 33 30.258 0.0351� 10�3 0.054 15.311 0.008 18 15.344 0.0330.25 1� 10�1 0.064 3.565 0.006 11 3.579 0.0211� 101 0.074 0.402 0.001 24 0.405 0.0062� 102 0.084 0.029 0.0001 103 0.031 0.0011� 10�3 0.044 28.631 0.009 25 28.682 0.0461� 10�3 0.054 14.976 0.01 16 15.015 0.0410.50 1� 10�2 0.064 4.622 0.008 11 4.640 0.0271� 10�1 0.074 1.024 0.003 17 1.028 0.0121� 101 0.084 0.190 0.001 44 0.193 0.005Nous avons utilis�e 50,000 Tirages Monte Carlo et n = 16 dates de �xing. Les param�etres duCap sont r0 = 0:064; k = 0:05; d = 1; � = 0:08; � = 0:5, pour un nominal de 100.Soit un Cap de taux d'int�erêt, de maturi�e T , de taux strike K, sur un nominal de M .On suppose que les dates de paiement sont t1 < t2 < ::: < tn et tn+1 = T . A chaquedate de paiement ti+1; i = 0; 1; :::; n l'�echange de ux de ce Cap est M(rti �K)+. Lepayo� de ce Cap est la somme de tous les ux actualis�es et vautM nXi=1 e�hPij=1 rtj (rti �K)+:



3.5 Illustrations num�eriques 87Comme le note Glasserman, Heidelberger et Shahabuddin [GHS99a], cette formula-tion ne tient pas vraiment compte de la distinction entre \l'univers continu" et \lemonde discr�et" en termes d'actualisation (voir [MR97] ou [HUL03]). N�eanmoins, cetexemple reste instructif sur l'eÆcacit�e de la proc�edure de r�eduction de variance quenous proposons. Les tests sont r�esum�es dans le Tableau 5. On y voit que le taux der�eduction de variance est important et varie de 10 �a 100. Ce taux de r�eduction est peuinuenc�e par le param�etre2 � utilis�e pour d�e�nir la suite de pas de convergence.3.5.4 L'exemple de la �abilit�eNos terminons les essais num�eriques sur un probl�eme simple de �abilit�e: l'estimationMonte Carlo de la dur�ee de vie moyenne MTTF d'un syst�eme. Nous supposons pourcela que le temps de d�efaillance T du syst�eme suit une loi de WeibullWei(�; �; ) dontla fonction de r�epartition est donn�ee parF (t) = 1� exp (�( t�� )�); t > max (0; );o�u  2 R, et �; � > 0 sont des constantes. Il est facile de v�eri�er queMTTF =  + ��(1+�� );avec �(�) la fonction Gamma. Par suite dans ce cas particulier, le calcul de MTTF sefera par l'utilisation d'une approximation num�erique de la fonction �(�). Nous avonsimpl�ement�e cette technique naturelle et dans le tableau 6, CF d�esigne les valeursobtenues dans ce cas. Pour mettre en �uvre notre m�ethode, nous observons d'abordque la fonction de hasard (le taux de d�efaillance cumul�e) du syst�eme est donn�ee par�(t) = � t� � ��; t > max (0; );de sorte que son inverse  dont nous avons besoin est connue explicitement et vaut (x) = �x 1� + :L'on peut noter dans ce cas que l'hypoth�ese (H14) est facilement v�eri��ee. Le tauxde r�eduction de variance obtenue est particuli�erement int�eressant lorsque � est petit.C'est ce cas qui correspond aux grandes valeurs de MTTF. On peut noter au passagel'apparition d'un biais important dans l'estimation Monte Carlo standard du MTTFlorsque le param�etre � est de plus en plus petit, et que ce biais est automatiquementcorrig�e par notre m�ethode.2Il faut remarquer dans le Tableau 5 les variations des valeurs du param�etre � de la suite de pas deconvergence. Ici le payo� n'est plus renormalis�e comme dans les cas pr�ec�edents. Nous y reviendrons�a la �n de ce chapitre



88 M�ethode de Monte Carlo AdaptativeTableau 6 R�eduction de Variance estim�ee pour le temps moyen de survie MTTFd'un syst�eme, sous la loi de WeibullIS Brute CF� � MTTF Err VR MTTF Err MTTF0.2 0.0001 119.671 1.641 68 104.448 13.512 1200.25 0.1 24.059 0.331 37 22.528 2.001 240.5 0.1 1.999 0.018 12 2.011 0.061 20.75 0.5 1.190 0.009 7.0 1.203 0.023 1.1911 1 0.999 0.006 5.4 1.010 0.014 11.5 1 0.902 0.004 4.2 0.909 0.009 0.9032 1 0.886 0.003 3.7 0.891 0.007 0.886Les r�esultats sont bas�es sur 5,000 tirages Monte Carlo, et les param�etre de la loi sont�0 = 1:0; � = 1:0;  = 0:0.3.6 Quelques remarques pratiquesNotre but ici est d'exposer quelques indications int�eressantes pour une bonne impl�ementationd'un algorithme stochastique de type Robbins{Monro.� Le choix de (n)n�0Nous rappelons que les algorithmes stochastiques que nous avons vus jusqu'ici ont �et�eutilis�es pour estimer asymptôtiquement le minimum �� d'une certaine fonction V d�e�nipar V (�) = E [H(�;X)]:L'observation de cet algorithme (cf Chapitre 2) not�ee (Yn)n�1 v�eri�eE [Yn+1=Fn] = rV (�n);avec Fn = �f�0; Xk; 0 � k � ng la �ltration propre de l'algorithme. Soit r2V (��)la matrice hessienne (lorsqu'elle est bien d�e�nie) de V prise au point �� (nous avonsmontrer dans le Chapitre 2 que cette matrice est bien d�e�nie). Il est prouv�ee (parexemple dans [PEL96]) que si L d�esigne la plus grande valeur propre de r2V (��), alorsles meilleures suites de pas de convergence (n)n�0 parmi toutes les suites possibles sontdonn�ees par n = �n; n > 1 avec 2�L > 1: (??)Par \meilleures", nous entendons toutes les suites qui permettent d'obtenir la vitesseoptimale (en 1=pn) de convergence en loi de l'algorithme (�n)n�0.



3.6 Quelques remarques pratiques 89Malheureusement, le calcul pratique de la valeur propre L est impossible, puisque ��est inconnu. Mais cela nous sugg�ere l'heuristique suivante:� Pour \pricer" un Call ou un Put, avec notre m�ethode de Monte Carlo adaptative,il peut être plus int�eressant de normaliser la fonction de payo� �. En e�et dansce cas la fonction �a minimiser est donn�ee parV (�) = E ['2(X)e���X+ 12k�k2 ];et si l'on pose '̂(x) �= '(x)=S0, avec S0 le prix spot du sous-jacent, alors il estclair que argmin� V (�) = argmin� V̂ (�);o�u V̂ (�) = E ['̂2(X)e���X+ 12k�k2 ]:L'id�ee consiste, alors, �a mettre en �uvre un algorithme de Robbins{Monro pour V̂plutôt que pour V . On v�eri�e qu'une bonne valeur de � obtenue pour une optionde spot et strike S10 etK1 respectivement, devrait donner de bons r�esultats pour lepricing d'une autre option de spot S20 et de strikeK2 pourvu que S10=K1 = S20=K2.Dans tous nos tests num�eriques, nous avons pris en consid�eration cette remarquesauf pour le pricing des Caps de taux d'int�erêt (la valeur initiale du taux �etantd�ej�a < 1).� Si les observations Yn+1 �etaient d�eterministes, alors l'algorithme de Robbins{Monro �a pas d�ecroissant ou constant serait r�eduit �a un sch�ema d'Euler d'une�equation di��erentielle ordinaire. Cette simple remarque permet de comprendreque la variabilit�e des algorithmes stochastiques peut être control�ee par la varianceconditionnelle de Yn+1. On y revient un peu plus en d�etail �a la section suivante.� Le choix de �0Le choix de la valeur initiale �0 de l'algorithme (�n)n�0 peut s'av�erer important. Eng�en�eral, dans le cas d�eterministe, il existe des m�ethodes empiriques pour un tel choix,alors que dans le cas stochastique, �a cause de la pr�esence de l'al�ea, l'importance dece choix est moins signi�cative. Dans le cas particulier de notre m�ethode MCA, dufait de la prise en compte it�erative des valeurs de (�n)n�0 dans la moyennisation MonteCarlo, il importe de bien choisir la valeur de �0. Mais en g�en�erale l'on ne dispose pas demoyens eÆcaces pour le faire. Une mani�ere tr�es simple de contourner le probl�eme estde consid�erer (dans la moyennisation Monte Carlo) les valeurs de l'algorithme (�n)n�0�a partir d'un certain rang n0. Dans ce cas (?)a devient1n� n0 nXk=n0+1'(Xk + �k�1)e��k�1�Xk+k�k�1k2 ;



90 M�ethode de Monte Carlo Adaptativealors que (?)b est remplac�e par1n� n0 nXk=n0+1 1�k�1 � Xk�k�1�eXk� Xk�k�1 :Dans nos tests, nous avons utilis�e n0 = 500 dans le premier cas et n0 = 100 dans lesecond.3.7 M�ethodes de r�eduction de variance des Algo-rithmes StochastiquesPlusieurs pistes peuvent être explor�ees pour l'am�elioration de la convergence num�erique(li�ee �a la stabilit�e de l'algorithme stochastique utilis�e) de notre m�ethode de r�eductionde variance. Sans être exhaustifs, nous allons tenter dans cette section d'y apporterquelques �el�ements de r�eponse.Rappelons la forme g�en�erale des algorithmes stochastiques de type Robbins-Monro�n+1 = �n � n+1h(�n) + n+1("n+1 + rn+1); n � 0; (.3.13)avec E ["n+1=Fn] = 0, (Fn)n�0 �etant la �ltration naturelle de (�n)n�0 et (rn)n�1 unterme r�esiduel suppl�ementaire, le plus souvent nul, qui peut provenir par exemple d'uneprojection de l'algorithme stochastique. Nous avons vu dans le Chapitre 1, qu'un telalgorithme pouvait être vu comme un sch�ema d'Euler de pas d�ecroissant (n)n�0 del'�equation di��erentielle ordinaire associ�ee �a la fonction (�h), �a savoir:�(t) = �h(�(t)) t � 0; (ODEh)auquel on a ajout�e le bruit ("n + rn)n�1. La convergence de cet algorithme reposefondamentalement sur le controle du bruit ("n+ rn) (voir les Th�eor�emes .5 et .6). Pourplus de simplicit�e, nous allons supposer dans la suite que le terme (rn)n�1 est nul. Ilest clair que la suite (�n)n�0 convergerait d'autant plus vite que le bruit ("n)n�1 seraitde taille \petite". En e�et si ce bruit �etait nul, alors l'algorithme (�n)n�0 se reduirait�a un sch�ema d'Euler d�eterministe de l'�equation di��erentielle ODEh. L'acc�el�erationde la vitesse de convergence (num�erique) de l'algorithme stochastique repose donc engrande partie sur la r�eduction de sa variabilit�e (i:e: l'att�enuation de son caract�ere sto-chastique). Nous commencerons par sp�eci�er ce que nous entendons par variabilit�e desalgorithmes stochastiques. Ensuite dans le cas particulier des algorithmes �a dynamiquegaussienne, nous essayerons de trouver de nouvelles repr�esentations des observationsdont nous comparerons les variabilit�es.



3.7 M�ethodes de r�eduction de variance des Algorithmes Stochastiques 91R�eduire la variabilit�e de l'algorithme stochastique (�n)n�0 consiste �a rechercher unenouvelle repr�esentation du bruit ("n)n�1, que nous noterons ("̂n)n�0 telle queE ["̂n+1=Fn] = 0 et E [k"̂n+1k2=Fn] < E [k"n+1k2=Fn]; 8n � 0: (.3.14)Ces conditions sont les analogues des conditions (.2.13) qui portent sur les observationsde l'algorithme. On comprend bien qu'il est quasi-impossible de faire une �etude g�en�eralede ce type de probl�eme, sans sp�eci�er explicitement la forme de "n. On rappelle quel'observation F (�n; Xn+1) est li�ee au bruit "n+1 par la relation"n+1 = h(�n)� F (�n; Xn+1); n � 0:Pour des raisons de faisabilit�e, nous allons remplacer les conditions (.3.14) par lesconditions suivantes: trouver une repr�esentation F̂ (�; x) telle queE [F̂ (�n; Xn+1)=Fn] = h(�n) p:s: et 1N N�1Xn=0 F̂ (�n; Xn+1)2 << 1N N�1Xn=0 kF (�n; Xn+1)k2 ;(.3.15)D'apr�es le Th�eor�eme .13 on devrait avoir,1N N�1Xn=0 F̂ (�n; Xn+1)2 p:s:�!N!+1 E �kF (��; X)k2� :De plus comme 1N N�1Xn=0 F̂ (�n; Xn+1)2 = 1N N�1Xn=0 12n+1 k�n+1 � �nk2 ;on peut raisonnablement consid�erer la quantit�eV AR := 1N N�1Xn=0 F̂ (�n; Xn+1)2comme une \bonne" mesure de variabilit�e globale de l'algorithme (.3.13). Nous lim-iterons nos investigations num�eriques au cadre gaussien consid�er�e jusqu'�a maintenant.Ce cadre se caract�erise par des observations d�e�nies en (.2.10) parF (�n; Xn+1) = (�n �Xn+1)'2(Xn+1)e��n�Xn+1+ 12 k�nk2 ; n � 0:



92 M�ethode de Monte Carlo Adaptative3.7.1 M�ethode des Variables Antith�etiques et Fonction d'Im-portance pour les observationsCommeX est un vecteur gaussien on peut appliquer le th�eor�eme de Girsanov au vecteural�eatoire F (�;X) = (� �X)'2(X)e���X+12k�k2 , pour shifter la loi de X. Cela donneE [F (�;X)] =E [F (�;X + �)e���X�12k�k2 ]; 8 � 2 Rd ; (.3.16)=E [F (�;X � �)e+��X�12k�k2 ]; 8 � 2 Rd : (.3.17)En posant F1(�; x) = F (�; x+�)e���x�12k�k2 et F2(�; x) = F (�; x��)e��x�12 k�k2 on montrepar de simples manipulations queF1(�;X) = �X'2(X + �)e�2��X�k�k2 ; � 2 Rdet F2(�;X) = (2� �X)'2(X � �)ek�k2 � 2 Rd :Pour ces repr�esentations on a encoreE [F1(�n; Xn+1)=Fn] = E [F2(�n; Xn+1)=Fn] = h(�n) p:s:Lorsque P('(X) ' 0) ' 1, il peut être plus int�eressant d'utiliser F1 ou F2 (ou unecombinaison convexe des deux) comme observation plutôt que la repr�esentation F .La m�ethode des variables antith�etiques consiste �a consid�erer comme observationFa(�;X) = 12 (F (�;X) + F (�;�X)) : (.3.18)X �etant un vecteur gaussien centr�e, on a encoreE [Fa(�n; Xn+1)=Fn] = h(�n) p:s:Nous nous sommes content�es de l'exemple du Call sous le mod�ele de Black et Sc-holes pour e�ectuer les tests de variabilit�e de l'algorithme (.1.11-.1.13). Les r�esultatssont regroup�es dans les Tableaux 7 et 8 ci-dessous. Ces r�esultats concernent le casd'un Call Europ�een avec d'abord une faible volatilit�e (� = 10%) puis une volatilit�e�elev�ee (� = 30%). Les quatre derni�eres colonnes de ces tableaux contiennent le c�Æ-cient de variabilit�e V AR d�e�ni plus haut pour l'algorithme stochastique (.1.11-.1.13)avec respectivement F (�n; Xn+1), Fa(�n; Xn+1), F1(�n; Xn+1) et F2(�n; Xn+1) pour ob-servations. En dessous du coeÆcient de variabilit�e, apparait entre parenth�eses lavaleur estim�ee du drift optimal �� par l'algorithme correspondant. En fait nous avons



3.7 M�ethodes de r�eduction de variance des Algorithmes Stochastiques 93d�elib�er�ement \oubli�e" les premi�eres it�erations des algorithmes dans l'estimation de lavariabilit�e, car nous avons observ�e que ces premi�eres it�erations prenaient souvent desvaleurs excessives dûes probablement �a des valeurs de n trop grandes au d�ebut. Ainsile vrai coeÆcient de variablit�e que nous avons estim�e estV AR := 1N � n0 N�1Xn=n0 F̂ (�n; Xn+1)2 ;avec n0 = 100 dans nos tests. Pour faire ces tests nous avons utilis�e les mêmes valeursdu param�etre � de la suite de pas de convergence de l'algorithme que celles qu'on autilis�e dans le Chapitre 2 pour le même type d'options.On voit clairement dans les Tableaux 7 et 8 que l'observation F1 est, globalement, laplus satisfaisante dans tous les cas, dans la mesure o�u elle fournit souvent la variabilit�ela plus faible.Tableau 7 Variabilit�e de l'algorithme (.1.11-.1.13) pour un Call Europ�een peuvolatile� K=S0 VARs VARa VAR1 VAR210 0.6 0:03362(0:229) 0:00356(0:234) 0:03036(0:228) 0:04504(0:228)0.8 0:00294(0:407) 0:00094(0:413) 0:00225(0:406) 0:00629(0:409)20 1.0 0:000050:775 0:000030:747 0:00002(0:779) 0:00043(0:780)100 1.2 0:00001(0:437) 0:00001(0:412) 0:00000(0:436) 0:00004(0:439)Nous avons utilis�e RM=10,000 trajectoires simul�ees pour la convergence de l'algorithme. Lesparam�etres du call sont: r = 5%; � = 10%; T = 1:0.



94 M�ethode de Monte Carlo AdaptativeTableau 8 Variabilt�e de l'agorithme (.1.11-.1.13) pour un Call Europ�een volatile� K=S0 VARs VARa VAR1 VAR225 0.6 0:03837(0:656) 0:02037(0:666) 0:02053(0:675) 0:18557(0:677)0.8 0:00572(0:909) 0:00332(0:919) 0:00239(0:924) 0:07911(0:913)1.0 0:00061(1:231) 0:00032(1:234) 0:00019(1:230) 0:02897(1:270)50 1.2 0:00006(1:561) 0:00003(1:539) 0:00001(1:562) 0:00796(1:580)1.4 0:00004(1:443) 0:00003(1:388) 0:00000(1:397) 0:00361(1:441)1.6 0:00005(1:145) 0:00005(1:023) 0:00000(1:142) 0:00221(1:098)Nous avons utilis�e RM=10,000 trajectoires simul�ees pour la convergence de l'algorithme. Lesparam�etres du call sont: r = 5%; � = 30%; T = 1:0.Remarque .36. Pour �nir, nous �evoquons deux techniques (g�en�erales) de moyennisa-tion, de l'algorithme (�n)n�0. La premi�ere qui consiste �a moyenniser les it�erations del'algorithme est la m�ethode de Ruppert et Polyak, alors que la deuxi�eme consiste �amoyennisation les observations de l'algorithme. On peut montrer que, th�eoriquement,ces techniques sont optimales (en un sens que nous ne d�etaillons pas, pour plus depr�ecision �a ce sujet voir [KY03], [POL90] ou [RUP88]). Toutefois sur le plan stricte-ment num�erique, il est bien connu que la moyennisation ralentit consid�erablement laconvergence (num�erique) de l'algorithme. Lorsqu'on sait montrer que l'algorithme(�n)n�0 converge (p:s:) vers une valeur ��, on peut être tenter de dire que l'algorithmemoyennis�e suivant ��n = 1Nn k=nXk=n�Nn+1 �k (.3.19)est meilleur estimateur de �� que �n ne l'est, et ce pour une suite (Nn)n qui tend versl'in�ni et n�Nn � 0. En r�ealit�e cela d�epend beaucoup de la forme de la suite n de pasde convergence de l'algorithme �n. Polyak et Ruppert ont montr�e que si n d�ecroissait



3.8 R�eduction de Variance et Algorithmes Stochastiques �a gain constant95moins vite que 1=n alors la remarque ci-dessus est vraie: (.3.19) est pr�ef�erable �a �npour estimer ��. On peut se r�ef�erer �a [KY03] (chap.11), ou �a [DUF96] (chap.4.III)pour plus de d�etails.Remarque .37. La moyennisation des observations conduit �a l'algorithme suivant:�n+1 = �̂n � (n+ 1)n+1F̂ (�n; Xn+1); (.3.20)avec F̂ (�n; Xn+1) = 1n nXk=1 F̂ (�k; Xk+1); et �̂n = 1n nXk=1 �̂k: (.3.21)De nouveau, sous de bonnes hypoth�eses, on peut montrer que cet algorithme estasymptôtiquement \optimal" (voir [KY03] (chap.11) et [DUF96] (chap.2.I) et les nom-breuses r�ef�erences qui s'y trouvent).Même si ces deux techniques de moyennisation permettent de contourner le probl�emediÆcile du choix de la suite de pas de convergence n, Dans nos impl�ementations, ellesn'ont pas donn�e satisfaction. En e�et, la seule moyennisation peut multiplier par unfacteur de 10 (et même plus!) le temps global d'ex�ecution de la proc�edure de MonteCarlo avec r�eduction de variance par un algorithme stochastique non moyennis�e. Dansles proc�edures de r�eductions de variance que nous avons cherch�ees �a d�evelopper, nousavons port�e une attention particul�ere �a l'obtention d'une bonne r�eduction de variancepour un coût de calcul \raisonnable". Les techniques de moyennisation nous ont paru�a cet e�et trop ch�eres.3.8 R�eduction de Variance et Algorithmes Stochas-tiques �a gain constantJusqu'ici nous nous sommes servi des algorithmes stochastiques �a pas d�ecroissants pourd�evelopper nos m�ethodes de r�eduction de variance. L'objectif de cette section est demontrer que, grâce �a leurs propri�et�es ergodiques, les algorithmes stochastiques �a pasconstants permettent �egalement d'obtenir des r�eductions de variance int�eressantes.3.8.1 Cadre gaussienRevenons �a l'objectif initial de l'estimation du minimiseur de Var(g(�;X)) avec X unvecteur gaussien de taille d et g(�; x) = '(x + �)e���x� 12 k�k2 .On a vu (Proposition 2.3.1 et remarque .18) que ce probl�eme �etait �equivalent �ah(�) = 0; � 2 Rd ; (.3.22)



96 M�ethode de Monte Carlo Adaptativeavec h(�) = E [F (�;X)] et F (�; x) = (� � x)'2(x)e���x+ 12k�k2, dont la solution uniqueest not�ee �� 2 Rd . On �xe �0 2 Rd et on pose V (�) = 12 k� � ��k2. On consid�ere� > 0 et R� > 0 tels queV (�0) � � et R2�=2 > �+ k��k2 : (.3.23)Soit K� = ��; 2 Rd ; k�k2 � R2�	 la boule ferm�ee centr�ee de Rd de rayon R�.Remarque .38. Il est facile de voir que �0 2 K�, et donc d'apr�es la Proposition1.5.1 toute solution (�(�)) de (EDOh) de condition initiale �0 reste enti�erement dansl'interieur du compact K�. On consid�erera ce K� comme compact de projection del'algorithme stochastique (.1.20).En pratique, on d�e�nit l'algorithme stochastique projet�e (�n)n�0 de fa�con it�erative enposant: �0 = �0 et pour n � 0�n+1 = (�n � n+1Y n+1 si k�n � n+1Y n+1k � R�;�n sinon (.3.24)avec Y n+1 = F (�n; Xn+1) et (Xn)n�1 une suite i.i.d. de même loi que X.Remarque .39. Ici la �ltration propre de l'algorithme ne d�epend pas de  et est donn�eepar Fn = � fXk; k � ng. Il est clair qu'on peut r�eecrire cet algorithme sous la forme�n+1 = �K�(�n � Y n+1); n � 0; �0 2 K�:par d�e�nition même puisque �0 2 K�.On a le r�esultat suivantTh�eor�eme .16. Si E ['2a(X)] < +1 pour un 1 < a � 2, alors les hypoth�eses (H7) �a(H10) sont v�eri��ees et le processus interpol�e (�(t))t�0 associ�e �a l'algorithme stochas-tique (.3.24) converge en loi vers la solution de l'EDO:�(t) = �h(�(t)); h(�) = E [F (�;X)]de condition initiale �(0) = �0 2 K�.Preuve. D'abord remarquons que les hypoth�eses (H8), (H9) et (H10) sont triviale-ment satisfaites en prenant hn � h et �h � h:Pour v�eri�er (H7), choisissons 1 < b < a. On aE hY n+1bi = E hE hY n+1b =Fnii= E [sb(�n)]



3.8 R�eduction de Variance et Algorithmes Stochastiques �a gain constant97avec sb(�) =E hk� �Xkb '2b(X)e�b��X+ 12k�k2i�E h2b�1(Rb� + kXkb)'2b(X)ebR�kXk+ b2R2�i<+1:Ainsi 9L < +1 tel que E hY n+1bi � L avec b > 1; l'hypoth�ese (H7) est doncsatisfaite et le Th�eor�eme .8 s'applique. Maintenant �etudions le processus limite (Z(t))tdu th�eor�eme. D'apr�es le Th�eor�eme .8, il existe un processus int�egrable (z(t))t tel quez(t) 2 �C(�(t)) et Z(t) = Z t0 z(s)ds:Or d'apr�es la Remarque .38, 8 t � 0; �(t) 2 ÆK�. K� �etant la boule ferm�ee centr�ee derayon R� choisi comme dans (.3.23), la Remarque .14 aÆrme que 8 � 2 ÆK�; C(�) =f0g. Donc 8 t � 0; C(�(t)) = f0g et z(t) = 0:Finalement comme Z(0) = 0 (en t = 0 il n'a y pas eu de projection) on aZ(t) = 0; 8 t � 0:Ce qui prouve que toutes les sous-suites convergentes (faiblement) de (�(t))t convergevers la même limite, en l'occurrence l'unique solution de EDOh. Ce qui ach�eve lad�emonstration du th�eor�eme. �Remarque .40. En fait dans ce cadre gaussien qui est le notre, on peut v�eri�er quetoutes les hypoth�eses du Th�eor�eme 1.1 (page 319) de [KY03] sont satisfaites et quepour n assez grand (�n � �(n))p L�!!0 N (0; �);avec � = E �F (��; X)F (��; X)T �.3.8.2 Proc�edure de r�eduction de variancePour rendre notre discours plus coh�erent et autonome, nous reprenons ici une partiede ce qui a �et�e dit �a la section 4 du Chapitre 2.Notre objectif premier �etait de trouver une bonne m�ethode de r�eduction de variancepour l'estimation Monte Carlo de la quantit�e E ['(X)] avec X � N (0; Id).



98 M�ethode de Monte Carlo AdaptativeJusqu'ici, nous avons toujours estim�e le param�etre �� (solution de (.3.22)) par unalgorithme stochastique �a pas d�ecroissant. En e�et, nous avons prouv�e �a chaque foisun r�esultat de convergence presque sûr de l'algorithme vers ��.Pour les algorithmes �a pas constant, il n'est plus possible de d�emontrer un r�esultatde convergence de ce type, mais un r�esultat plus faible de convergence en loi. LeTh�eor�eme .16 et la Remarque .40 aÆrment en e�et que pour n assez grand et pour unpas  suÆsamment petit, l'algorithme (.3.24) v�eri�e:�n ' �� +p G;o�u G � N (0; �). Heuristiquement, pour  petit, le r�egime stationnaire de �n seconcentre autour de ��. C'est ce qui sugg�ere d'essayer l'approximation Monte Carlo'(X) ' 1N NXn=1 g(�̂n; Xn); (ALGO1)avec �̂ une estimation asymptôtique de �� par l'algorithme �n utilisant comme obser-vation Y n+1 = (�n �Xn+1)'2(Xn+1)e��n�Xn+1+ 12 k�nk2 :La mise en �uvre de cette proc�edure de r�eduction de variance se fait exactement commeaux sections 4 et 5 du Chapitre 2 �a la seule di��erence que l'algorithme (.1.11-.1.13) estremplac�e par l'algorithme (.3.24) �a pas constant (et petit).Remarque .41. Le même proc�ed�e peut être mis en �uvre dans le cadre du prochainChapitre. Il n'y a que le crit�ere �a minimiser qui change. Ce qui revient �a r�esoudrel'�equation (.4.21) ou (.4.20) par un algorithme stochastique �a pas constant.3.9 Illustration Num�eriqueComme dans le Chapitre 2, nous mesurons l'eÆcacit�e de cette m�ethode de r�eductionde variance par le rapport de sa variance et de celle de la m�ethode de Monte Carlosans r�eduction de variance. Dans le cas de l'approximation (ALGO1), ce ratio vautRV = 1N Pn=Nn=1 g2(0; Xn)� �Pn=Nn=1 g(0; Xn)�21N Pn=Nn=1 g2(�̂ ; Xn)� �Pn=Nn=1 g(�̂; Xn)�2 ;Quelques r�eglages s'imposent au niveau du choix e�ectif de la taille du compact K� deprojection de l'algorithme (.3.24):D'apr�es la forme des observations de cet algorithme (surtout la partie en exponentielle



3.9 Illustration Num�erique 99e��n�Xn+1+ 12k�nk2), il est facile de pr�edire que la norme k��k de �� ne d�epassera pasquelques unit�es. On prendra donc R� = 5 ou R� = 10 comme rayon du compact K�selon qu'on est en dimension grande ou pas. La Remarque .23 du Chapitre 1 sera priseen compte dans nos impl�ementations. Nous rappelons que d'apr�es cette remarque ilest plus commode de mettre en �uvre l'algorithme �n en utilisant comme observations�Y n+1 = (�n �Xn+1) �'2(Xn+1)e��n�Xn+1+ 12 k�nk2 ; avec �'(x) = '(x)=S0:Remarque .42. Toutes les valeurs de  qui apparaitront dans la suite devrons êtredivis�ees par S20 pour retrouver les \vraies petites valeurs" de .Par exemple une valeur  = 2 avec un spot S0 = 50 vaut en r�ealit�e ̂ = 0:0008Nous avons e�ectu�e une s�erie de tests qui con�rment que les algorithmes �a pas constantsconduisent �a des taux de r�eduction de variance du même ordre de grandeur que lesalgorithmes �a pas d�ecroissants. Nous pr�esentons ici quelques uns seulement de cestests num�eriques.Les �gures 1 et 2 montrent un exemple du type de d�ependance qui existe entre le ratiode variance RV et le param�etre  dans le cas simple d'un call europ�een �a la monnaiesous le mod�ele de Black-Scholes. On y voit que la r�eduction de variance est importantepour un large intervalle de valeurs de  et que cette r�eduction d�ecroit l�eg�erement lorsque devient de plus en plus grand. Ce qui est tout �a fait normal puisqu'une grande valeurde  correspond �a un bruit important dans l'estimation de �� par �n. En fait la Figure2 est un zoom de la Figure 1 autour de la valeur  = 0:01. Elle con�rme le fait que devrait être petit mais pas trop, sinon les it�erations de l'algorithme ne feront que \dusur-place". Dans la Tableau 1, sont r�esum�es les r�esultats num�eriques obtenus pour unCall europ�een sur moyenne arithm�etique. Rappelons que c'est l'un des cas d'optionsles plus simples pour lesquels le probl�eme de pricing ne peut être abord�e que par lasimulation (�a l'inverse du call asiatique sur moyenne continue). On peut ramarqer quele taux de r�eduction de variance obtenu est similaire �a celui des tests num�eriques duChapitres 2 et des r�esultats de [GHS99a] (Tableau 5.1). Le l�eger biais qui apparaitentre nos prix et ceux de [GHS99a] est dû au fait qu'on a utilis�e au total beaucoupmoins de simulations Monte Carlo.Un autre cas d'option simple dont le probl�eme de pricing requiert la simulation estcelui des options sur panier d'actions (ou sur indice). de payo�max dXi=1 aiSiT �K; 0! ;o�u les ai sont des poids positifs v�eri�ant Pdi=1 ai = 1.



100 M�ethode de Monte Carlo AdaptativeFigure 3.1: continum du ratio de variance RV par rapportau pas de convergence  pour un Call europ�een �a la monnaie.S0 = K = 50; r = 0:05; sigma = 0:3; T = 1; MC = 40; 000; RM = 10; 000.

alpha

RV

0 1 20.5 1.5

4

5

6

7

8

9

10

11

ratio de variance

Figure 3.2: continum du ratio de variance RV par rapportau pas de convergence  pour un Call europ�een �a la monnaie.S0 = K = 50; r = 0:05; sigma = 0:3; T = 1MC = 40; 000RM = 10; 000.
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3.9 Illustration Num�erique 101Sous la probabilit�e de pricing (probabilit�e risque-neutre) l'actif Sit suit la dynamiquede Black{Scholes dSitSit = rdt+ dXi=1 �ijdW it ; Si0 > 0avec W = (W 1; : : : ; W d) un mouvement brownien d�dimensionnel et � = (�ij)ijla matrice de volatilit�e de march�e. Par souci de simplicit�e de notre expos�e, nouspr�esentons dans le Tableau 2 le cas o�u �ij = � > 0 et Si0 = S0. On y voit par exempleque les valeurs de  sont plutôt petites, �a cause du probl�eme bien connu de la fortevariance des options sur panier. D'ailleurs la r�eduction de variance obtenue est plusimportante que dans le cas asiatique ci-dessus.Tableau 1 R�eduction de Variance estim�ee pour Call Asiatique sous le mod�ele deBlack-ScolesParam�etres ISn  � K=S0 PrixRM RV216 0.01 0.1 0.8 10.80 22.10.5 1.0 1.93 7.3500 1.2 0.006 142.70.01 0.3 0.8 11.09 9.70.05 1.0 4.19 9.70.5 1.2 1.09 19.164 0.005 0.1 0.8 10.73 11.40.3 1.0 1.83 7.310 1.1 0.17 20.70.01 0.3 0.8 10.94 9.20.05 1.0 3.99 9.60.5 1.2 0.98 18.7Les r�esultats sont bas�es sur 10,000 tirages Monte Carlo et 4,000 it�erations Robbins-Monro.Les param�etres sont S0 = 50; r = 0:05; T = 1:0.Pour �nir, nous anticipons un peu en testant l'estimation'(X) ' 1N NXn=1 g(��n�1; Xn); (ALGO2)



102 M�ethode de Monte Carlo Adaptativeo�u ��n est l'algorithme (.3.24) avec simplement comme observations (voir (.4.21) duChapitre 4) Y n+1 = '(Xn+1)(�n �Xn+1):Tableau 2 R�eduction de Variance estim�ee pour un Call Basket Europ�een sous le mod�ele deBlack-ScolesParam�etres ISn  � K=S0 PrixRM RV10 0.001 0.3 0.6 27.22 37.20.001 1.0 19.02 35.70.001 1.4 13.83 39.60.001 0.1 0.6 21.62 15.50.01 1.0 7.41 11.60.1 1.4 1.80 24.220 0.0005 0.3 0.6 31.77 103.90.001 1.0 25.61 96.10.001 1.4 21.36 104.20.001 0.1 0.6 22.35 15.60.005 1.0 9.94 14.10.05 1.4 4.03 21.8Les r�esultats sont bas�es sur 40,000 tirages Monte Carlo et 10,000 it�erations Robbins-Monro.Les param�etres sont S0 = 50; r = 0:05; T = 1:0.Tableau 3 R�eduction de Variance estim�ee par une m�ethode de Monte Carloadptative pour un Call Europ�een sous le mod�ele de Black-ScolesParam�etres IS � K=S0 PrixRM PrixBS RV00.005 0.3 0.6 21.59 21.60 15.30.05 1.0 7.12 7.12 11.10.1 1.2 3.45 3.45 15.00.5 1.6 0.67 0.67 40.70.004 0.1 0.6 21.45 21.46 50.60.5 1.0 3.40 3.40 7.850 1.2 0.23 0.23 31.3500 1.4 0.004 0.004 (>1000)



3.9 Illustration Num�erique 103Les r�esultats utilisent 50,000 tirages Monte Carlo. Les param�etres sont: S0 = 50; r = 0:05; T = 1:0.Remarque .43. Même si nous n'avons pas d�emontr�e ici des r�esultats th�eoriques quigarantissent la validit�e d'une telle approximation, nous pensons qu'elle devrait donnerde bons r�esultats. Nous pensons qu'avec quelques hypoth�eses suppl�ementaires (detype \ergodicit�e"), l'on peut d�emontrer de tels r�esultats en adaptant (avec de l�eg�eresmodi�cations) les d�emonstrations des Th�eor�emes .13 et .14 du Chapitres 2. Dans cedernier cas le ratio de variance que nous avons not�e par RV0 se calcule exactementde la même fa�con et par la même formule que RV. Le Tableau 3 r�esume les r�esultatsnum�eriques obtenus et con�rme l'heuristique ci-dessus; ce qui montre que la m�ethoder�eduit bien la variance de l'estimation.
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Chapitre 4EÆcient Variance Reduction ForFunctionals of Di�usions byRelative Entropy MinimizationCe chapitre a �et�e r�edig�e en collaboration avec Olivier Bardou.4.1 IntroductionExamples of successful use of Importance Sampling applied to derivatives pricingare Reider [REI93], Glasserman, Heidelberger and Shahabuddin [GHS99a] or Boyle,Broadie and Glasserman [BBG97]. More closely related to this work are the papersby Su and Fu [SF02], Vasquez-Abad and Dufresne [VD98] and Arouna [ARO04] wherestochastic approximations are used to �nd the optimal change of drift in an ImportanceSampling procedure. In these settings, the Importance Sampling problem was basedon the minimization of the variance of the estimation. In a recent work by Arouna[ARO04], such an idea was combined with the Robbins-Monro algorithm to developan Adaptative Monte Carlo method where the optimal sampling direction is selectedwithin the Monte Carlo iterations. The present work follows a similar idea but themain contribution is the introduction of a new minimization criterion: the Kullback-Leibler entropy (or relative entropy) between two probability measures.Since Newton [NEW94] it is known that an Importance Sampling method can lead toa zero-variance estimate through a stochastic change of drift. And by the GirsanovTheorem, this optimal drift corresponds to an optimal probability measure. The ideais then to use the relative entropy as a distance to minimize in order to �nd the \bestapproximation" of the optimal zero-variance probability measure. We show that in adiscret framework this can be achieved by using a very simple version of the Robbins-



106 Variance reduction as entropy minimizationMonro algorithm. Another nice feature of the method is that it allows to compute aconsistent approximation of the delta of the derivatives.The paper is organized as follows. We �rst recall the basic idea of Importance Samplingin the di�usions framework. In section 3, we show the equivalence between varianceminization and entropy minimization and we investigate, as a corollary, the computa-tion of the delta. Section 4 deals with the discrete framework for applying the methodand presents the Robbins-Monro algorithm as a tool for solving the entropy minimiza-tion problem. The eÆency of the method is numerically tested on a wide range ofderivatives including path-dependent options and interest rate caps.4.2 The Importance Sampling paradigmLet (
;F ; P) be a given probability space and (Wt)0�t�T be a standard d-dimensionalBrownian motion with natural �ltration F := (Ft)0�t�T de�ned on this space. Weconsider the Rn valued process X, solution to the stochastic di�erential equation� X0 = xdXt = b(Xt) dt+ �(Xt)dWt; t 2 [0; T ]: (.4.1)We suppose that there exists two constants K > 0 and C > 0 such that the functionsb and �, de�ned on Rn and valued in Rn and Rn�d respectively, verify, 8x; y 2 Rn ,jjb(x)� b(y)jj+ jj�(x)� �(y)jj � Kjjx� yjj;jjb(x)jj+ jj�(x)jj � Cjjxjjsuch that the SDE (.4.1) has a unique strong solution (see Karatzas and Shreve[KS88]).We are concerned with the Monte Carlo estimation of the expectationV0 := E [ T (X)]:We suppose that there exists an " > 0 such that the real valued non negative functional T (X) satis�es P ( T (X) � ") = 1:In a �nancial setting, the expectation V0 can be seen as the risk neutral price of anoption with underlying asset X. The eÆcient computation of this price using a Monte-Carlo method often requires variance reduction techniques. The variance reductionmethod considered here is the so-called importance sampling method. The basic ideais as follows. Let us de�ne



4.2 The Importance Sampling paradigm 107ET := ��; F -adapted such that E �exp�12 Z T0 k�tk2 dt�� < +1� (.4.2)and HT := ��; F -adapted such that E �Z T0 k�tk2 dt� < +1� : (.4.3)For � 2 HT , the norm k�k2T := E hR T0 k�tk2 dti induces a scalar product and HTendowed with this scalar product is an Hilbert space. Moreover, ET is a closed nonempty subset of HT . There is a correspondence between a process � := (�t)t�T 2 ETand P�equivalent probability measures as stated below (see Protter [PRO90]).Theorem 4.2.0.1 (Girsanov's Theorem). The process W �, de�ned byW �t := Wt � Z t0 �s ds;is a standard Brownian motion under the probability P� with densitydP�dP = exp�Z T0 �t � dWt � 12 Z T0 k�tk2dt�with respect to P.The following result is a consequence of the Martingale Representation Theorem.Theorem 4.2.0.2. Given a probability measure P�, equivalent to P on (
; FT ), thereexists an F-adapted process (�t)t�T such that R T0 k�tk2dt < +1 P � a:s: anddP�dP = exp�Z T0 �s � dWs � 12 Z T0 k�sk2ds� ; P � a:s:Under the probability P� on (
; FT ), the process X is solution to the following SDE� X0 = xdXt = (b(Xt) + �(Xt)�t) dt+ �(Xt) dW �t ; t 2 [0; T ]: (.4.4)Moreover, we have E [ T (X)] = E � � T (X) dPdP� � ; (.4.5)where the subscript indicates that the expectation is computed with respect to P�. Itfollows that, under the probabilty P�,  T (X) dPdP� is an unbiased estimator of the price



108 Variance reduction as entropy minimizationV0. This is precisely an importance sampling estimate. We now have to choose theprocess � that minimizes the variance of  T (X)dP=dP� under P� i:e: the process � thatsolves min�2ET Var� � T (X) dPdP� � : (.4.6)Theoretically, it is known that there exists a unique probability measure P�� for whichVar�� h T (X) dPdP��i vanishes. In fact, sinceVar� � T (X) dPdP� � = E � "� T (X) dPdP��2#� E � � T (X) dPdP� �2= E � T (X)2 dPdP� �� E [ T (X)]2 ;P�� should satisfy E � T (X)2 dPdP�� � = E [ T (X)]2 ;and this relation leads obviously todP��dP =  T (X)E [ T (X)] ;which is equivalent to dP�� =  T (X)V0 dP: (.4.7)Of course, this formula is of no direct practical interest since it requires the knowledgeof the expectation V0. Our aim is now to built an eÆcient estimator of the process ��.This problem will be formulated as a distance minimization issue. We are going to seethat a convenient choice of the distance is important from a numerical point of vue.The next section is thus devoted to the comparison between di�erent distances.4.3 Variance reduction as entropy minimization4.3.1 �2 minimizationThe �2 divergence between two probability measures is formally de�ned byR2 (P; Q) = 12 Z � dPdQ � 1�2 dQ if P � Q= +1 otherwise.



4.3 Variance reduction as entropy minimization 109When considering this distance, simple computations show that problem (.4.6) is equiv-alent to the following distance minimization problem between P� and P��min�2ET R2 (P�� ; P�) : (.4.8)To see this, �rst observe thatR2 (P�� ; P�) = 12 Z �dP��dP� � 1�2 dP�= 12  Z (dP��)2dP� � 1! :Plugging equation (.4.7) in this expression givesR2 (P�� ; P�) = 12 �Z  T (X)2E [ T (X)]2 dPdP� dP � 1�= 120@E h T (X)2 dPdP�iV 20 � 11A :Therefore, problem (.4.8) reexpresses asmin�2ET E � T (X)2 dPdP� � : (.4.9)By the Girsanov Theorem this latter problem reduces tomin�2ET E � T (X)2 exp�� Z T0 �t � dWt + 12 Z T0 k�tk2dt�� : (.4.10)Equation (.4.9) is exactly the usual criterion to minimize when refering to optimalimportance sampling. See for instance Newton [NEW94] and Arouna [ARO04]. Fromthis latter reference, we know that considering the �2 distance leads to numericaldiÆculties. In particular, it is shown that a truncated Robbins-Monro algorithm hasto be introduced in order to deal with the exponential martingale. We are now goingto see how a another choice of distance can overcome this diÆculty.4.3.2 Kullback-Leibler minimizationThis distance is de�ned byR0 (P; Q ) = Z ln� dPdQ � dP if P � Q= +1 otherwise.



110 Variance reduction as entropy minimizationOur aim is to minimize R0 (P�� ; P�). This quantity can be rewritten asR0 (P�� ; P�) = Z ln�dP��dP� � dP��= Z ln�dP��dP � dPdP�� dP��= Z ln�dP��dP � dP�� + Z ln� dPdP�� dP�� :The �rst integral does not depend on P�. Then, minimizing R0 (P�� ; P�) is equivalentto minimizing R ln� dPdP�� dP�� . Moreover, sincedP�� =  T (X)E [ T (X)]dP;we get, Z ln� dPdP�� dP�� = Z ln� dPdP��  T (X)E [ T (X)]dP= E h T (X) ln� dPdP��iE [ T (X)] :Thus, the problem of minimizing R0 (P�� ; P�) reduces tomin�2ET E � T (X) ln� dPdP��� ; (.4.11)which we rewrite as, by the virtue of the Girsanov Theorem,min�2ET J(�); (.4.12)with J(�) := E � T (X)�� Z T0 �t � dWt + 12 Z T0 k�tk2dt�� : (.4.13)The following result is important for the understanding of the numerical implementa-tion of our method.Theorem 4.3.2.1. Suppose that KT is a closed, convex and non empty subset of ET .If there exists " > 0 such that P[ T (X) � "] = 1 then J admits a unique minimum�� 2 KT and k� � ��k2T � 4" [J(�)� J(��)] ; 8 � 2 KT : (.4.14)Remark 4.3.1. For a proof, one could refer to any book of convex analysis.



4.3 Variance reduction as entropy minimization 1114.3.3 Comparison between these distancesFirst, notice that the pseudo-distances R2 (P; Q ) and R0 (P; Q) are non negativeand vanish if and only if P = Q . Therefore, they are equivalent in terms of zero-minimization. However, the Kullback Leibler distance is sharper than the �2 divergencein the sense that R0 (P; Q ) � R2 (P; Q) ; 8P � Q ; (.4.15)since lnx � 12(x2 � 1); 8x > 0. But, the most important fact is the quadratic depen-dance of the right hand side of equation (.4.12) instead of the exponential dependanceof equation (.4.10) upon �. Clearly, (.4.12) leads to a more tractable minimizationprocedure than (.4.10). We refer to Basseville (1996) for complements on entropy andpseudo-distances between probability measures.4.3.4 Delta computationAs noted in the introduction, a key feature of importance sampling for pricing a givenderivative is that the optimal control �� is closely related to the delta of this derivative.In fact, it is known from Newton [NEW94] that the zero-variance drift term �� of anoption with discounted payo�  T is given by��t = �(Xt)�tE [ T (X)jFt] ; t 2 [0; T ]where the process �t is the unique process implicitely de�ned by the Martingale Rep-resentation theorem T (X) = E [ T (X)] + Z T0 �t � �(Xt) dWt; a:s: (.4.16)The process � is refered to as the delta of the option with payo�  T (X). Thus, thecomputation of the optimal process �� gives also an estimation of the delta of the optionthrough the relation : �t = E [ T (X)jFt] ��1(Xt) � ��t a:s: (.4.17)which reduces to � := V0��1(x) � ��0; (.4.18)for t = 0. We now develop the discrete framework to perform the computation of ��and V0.



112 Variance reduction as entropy minimization4.4 The Variance Reduction ProcedureIn practice, when the solution to the SDE (.4.1) can not be computed explicitly, onemust discretize it. In such a case the computation of the price V0 reduces to thecomputation of V̂0 = E � T ( �Xh)� ;where �Xh is a discretization of the solution X to (.4.1). For sake of simplicity, we shallfocus on the Euler-Maruyama scheme (see Talay and Tubaro [TAL90]) although ourmethod could be extended to any other scheme. The discretization of equation (.4.1)with constant time step h := Tm is then� �X0 = X0�Xh(p+1) = �Xhp + b( �Xhp)h+ �( �Xhp)ph�Wp; p = 0 : : :m� 1with �Wp iid� N (0; Id) and Id the identity matrix of Rd . Similarly, equation (.4.4) isdiscretized by the following scheme :( ~X0 = X0~Xh(p+1) = ~Xhp + �b( ~Xhp) + � � ~Xhp� ~�p� h+ �( ~Xhp)ph�Wp; p = 0 : : :m� 1:In this representation, ~� := �~�0; : : : ; ~�m�1� is a d�m matrix. Let us de�ne the picewiseconstant function (~�t)t�T by setting~�t := ~�p; if t 2 [hp; h(p+ 1)[:Then ~� can be seen as a rough approximation of the random vector process �. In thesequel �W denotes the d � m matrix (�W0; : : : ;�Wm�1). In this discrete setting,equation (.4.5) translates intoV̂0 = E � T ( �X�= E � T ( ~X) exp��~� � ph�W � h2k~�k2�� (.4.19)where kMk = �Pmp=1Pdk=1M2kp�1=2 denotes the Frobenius norm of a matrix M ofsize d � m. These relations hold for each ~� 2 Rd�m . From equation (.4.12), theKullback-Leibler minimization becomesmin~�2ET ~J(~�); ~� 2 Rd�m ; (.4.20)



4.4 The Variance Reduction Procedure 113with ~J(~�) := E � T ( �X)��~� � ph�W + h2k~�k2�� :Using �rst order optimality conditions, we are reduced to solving the following zero-problem r ~J(~�) = 0; ~� 2 Rd�m ; (.4.21)with r ~J(~�) := E h T ( �X)�h~� �ph�W�i :Remark 4.4.1. The functional ~J(~�) is de�ned as an expectation under the initialprobability so that the functional  T ( �X) does not depend upon ~� which only appearsthrough the functional (�~� �ph�W+ h2k~�k2) which is clearly convex. As this functionalexplodes when k~�k ! +1, it admits a unique minimum ~�� 2 Rd�m .As the exponential is a convex application, the same arguments can be used to provethat the �2 distance is also a convex functional of ~� (see Arouna [ARO04]). Moreover,remember that the �2 distance is always greater than the Kullback-Leibler distance(see (.4.15)). This feature is illustrated in �gure 4.1. From this, it is easy to checkthat an optimization algorithm based on the Kullback-Leibler distance always leads toa decrease in the variance, even if the optimal process �� is not reached.4.4.1 The Martingale Monte Carlo AlgorithmFollowing Arouna [ARO04], the Monte Carlo method to be implemented in this case canbe described as follows. First suppose that we are able to compute eÆciently a sequence(~�i)i�0 of approximations of the optimal ~�� generated from a sequence of independentcopies (�W i)i�1 of �W . Then using (.4.19) and a result of Arouna [ARO04] we have~VN := 1N NXi=1  T ( ~X i) exp��~�i � ph�W i � h2k~�ik2� a:s:��!N!+1 E � T ( �X)� ; (.4.22)where ( ~X i)i=1:::N are independent copies of ~X simulated with �W i and ~�i. Note thatno restriction is assumed on the dependence between this sequence ~�i and the randomprocess �W i. The variance of the estimation is given by�2N := 1N NXi=1  2T ( ~X i) exp��2~�i � ph�W i � hk~�ik2�� ~V 2N ; (.4.23)
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4.4 The Variance Reduction Procedure 115and it is proved in Arouna [ARO04] that, on one hand,�2N a:s:��!N!+1 Var ~�� � T (X) dPdP~�� � (.4.24)and, on the other hand,pN ~VN � E � T ( �X)��2N Law����!N!+1 N (0; 1) : (.4.25)Thus, we have a central limit theorem that enables us to build con�dence intervals.Since the asymptotic variance of the estimation (.4.22) convergences to a variancesmaller than that of a crude Monte-Carlo simulation, it can be shown that for N largeenough �2N is also smaller than the variance of a crude Monte-Carlo simulation.In addition, we can get as a feedback a good approximation to the delta of the optionvia formula (.4.18) by setting �̂ := ~VN��1(0; x) � ~�N0 : (.4.26)Next the minimization issue (.4.21) will be performed using a simple Robbins-Monroprocedure as described below.4.4.2 A stochastic approximation scheme to learn the optimaldriftFrom the discretization of X, we see that the simulation of �X relies only upon thesimulation of the law of �W � N (0; Id�m). Hence there exists a function 'T (x)depending on the discretization of X such that T ( �X) = 'T (�W ):Let us de�ne F (�; x) := 'T (x)(ph� � x)and suppose that(H0) : 9� > 0 such that E �'2+�T (�W )� < +1:Our approach for solving problem (.4.21) relies on the following iterative scheme~�i+1 = ~�i � i+1F (~�i; �W i); (.4.27)



116 Variance reduction as entropy minimizationwhere (i)i�1 is a sequence of positive numbers converging to 0. This iterative stochasticapproximation in known as Robbins{Monro algorithm and is well indicated for theresolution of the zero-search problemE [F (~�� ; �W )] = 0; ~�� 2 Rd�m : (.4.28)This algorithm is particularly eÆcient when the expectation E [F (~�; �W )] cannot becomputed but one can easily simulate the law of F (~�; �W ). Let us now denote by� ~Fi�i=1:::n the �-algebra generated by the random vectors (�W i)i=1:::n. If we setE(~�) := E [F (~�; �W )];clearly we have E [F (~�i ; �W i)j ~Fi�1] = E(~�i);and E [kF (~�i ; �W i)k2j ~Fi�1] � C(1 + k~�ik2); a:s: (.4.29)where C = max �E ['2T (�W )]; E ['2T (�W )k�Wk2]�is a �nite positive constant by the virtue of hypothesis (H0). Next, we state a conver-gence Theorem for (.4.27) proved in Duo [DUF97]:Theorem 4.4.2.1. Under the following hypotheses9!~�� 2 Rd�m such that E(~��) = 0 and 8~� 2 Rd�m with ~� 6= ~��; (~� � ~��) � E(~�) > 0;(.4.30)Xi i = +1 and Xi 2i < +1; (.4.31)E [kF (~�i ; �W i)k2j ~Fi�1] < C(1 + k~�ik2); a:s:; (.4.32)the sequence of random vectors (~�i)i�0 de�ned in (.4.27) converges almost surely andin L2 to ~��.Since ~J is convex, it is clear that there exists a unique ~�� which minimizes the functional~J(~�) so that hypothesis (.4.30) is a simple consequence of the Theorem of �nite incre-ments. Since hypothesis (.4.32) is ful�lled from equation (.4.29), Theorem (4.4.2.1)applies for the iterative algorithm (.4.27).This algorithm is adaptive in the sense that the sequence ~� is built up within theMonte-Carlo algorithm. As this sequence is convergent it admits implicit bounds. Nev-ertheless, numerical events might lead to large values of ~� and make our exponentialterms unstable. We shall adress this issue in the next section.



4.5 Numerical Results 1174.4.3 SummaryFinally, let us summarize the Martingale Monte Carlo algorithm to be implemented inthe very general case.~�1 = �0; h = Tp ; i ����!i!+1 0; +1Xi=1 i = +1:for i = 1 : : :m;�X i0 = X0; ~X i0 = X0; �W i � N (0; Id; p)for j = 1 : : : p;�X ij = �X ij�1 + b( �X ij�1)h+ �( �X ij�1) � ph�W ij~X ij = ~X ij�1 + �b( ~X ij�1) + �( ~X ij�1) � ~�ij�1� h+ �( ~X ij�1) � ph�W ij~�i+1 = ~�i � i+1 T � �X i� �ph~�i ��W i�~VN := 1N NXi=1  T � ~X i� exp��phTr�~�i � t�W i�� h2 jj~�ijj2F�Remark 4.4.2. Of course, the Robbins-Monro algorithm and the Monte-Carlo proce-dure can also be performed separately.4.5 Numerical Results4.5.1 Preliminary remarksChoice of the sequence iIt is worth pointing out that the Robbins{Monro algorithm (.4.27) is very easy toimplement. In our numerical investigations, we use i = �=(1 + i) as sequence ofconvergent steps, where � > 0 is chosen empirically. In general this choice is not an easytask. Hence we followed the numerical recommandations for �nancial applications thatare made at section 6 of Arouna [ARO04]. For a more global insight into this problem,one can see Kushner and Yin [KY03], where the optimal numerical convergence of theRobbins{Monro algorithm is discussed in length.



118 Variance reduction as entropy minimizationReduction of the conditional varianceRemember that the observation of the the Robbins-Monro algorithm (.4.27) is de�nedas F (~�i; �W i) = 'T (�W i)(ph~�i ��W i); i � 0:In order to reduce the variability of the Robbins-Monro algorithm, one might reduce theconditional variance E [kF (~�i ; �W i)k2j ~Fi] of the sequence of the observations. This canbe done by replacing in equation (.4.27) the observation F (~�i; �W i) with F̂ (~�i; �W i)where F̂ (~�; �W ) = 12 �F (~�; �W ) + F (~�; ��W )� :Clearly we still have E [F̂ (~�; �W )] = 0;and Theorem (4.4.2.1) still applies for the Robbins-Monro algorithm de�ned as~�i+1 = ~�i � i+1F̂ (~�i; �W i); (.4.33)Control of the exponential termsSince this algorithm converges, it admits implicit bounds. But from a numerical point ofview, it is still possible for the ~�i to take excessive values. This might be a consequenceof the i that are too large or of numerical events. To deal with these problems, weimplement the following truncated version of the algorithm~�i+1 = (~�i � i+1F̂ (~�i; �W i) if ~�i � i+1F̂ (~�i; �W i) � U;~�i otherwise: (.4.34)U is a constant upperbound of ~�� taken equal to 5 in our all experimentations.4.5.2 European CallWe begin our experiments with a european Call option example in the Black{Scholesmodel. Thus, our discretized process follows the dynamic�Xti = �Xti�1e(r��2=2+~�ti�1 )(ti�ti�1)+�pti�ti�1�Wi; �X0 = 1; ti = in ; i = 1 : : : n: (.4.35)The pricing and the hedging of this option is available in closed form but this exampleis still illustrative by allowing us to measure both the variance reduction obtained and



4.5 Numerical Results 119the accuracy in prices and in delta hedging. The variance reduction is measured viathe ratio RV := 1N PNi=1  2T ( �X i)� � 1N PNn=1  T ( �X i)�2�2N ;where �2i is de�ned in (.4.23). The numerical results for this case are in Table 1 andshow the e�ectiveness of the procedure. PrixRM, PrixBS, �RM and �BS denoterespectively the Monte Carlo estimated price including our method (Importance Sam-pling + Relative entropy minimization + Robbins{Monro), the Black{Scholes exactprice, the delta computed by our method (using equation (.4.26)) and the exact deltagiven by the Black{Scholes formula.Table 1 Estimated variance reduction ratio and delta hedging for a european calloption in the Black{Scholes modelParameters RM+IS� � K=S0 PrixRM �RM PrixBS �BS RV1 0.1 0.6 21.46 1.00 21.46 1.00 104.120 1.0 3.41 0.71 3.40 0.71 7.75000 1.4 0.004 0.002 0.004 0.002 748.52.5 0.3 0.6 21.61 0.97 21.60 0.99 16.525 1.0 7.13 0.62 7.12 0.62 11.350 1.4 1.56 0.21 1.56 0.21 25.4The results are based on 40,000 Monte Carlo simulated paths.The parameters are: �X0 = 50; r = 0:05; T = 1:0.4.5.3 Asian CallOur second example is the pricing of an arithmetic asian call option in the Black{Scholes model. The discounted payo� of this option is given by'( �X) := e�rT max 1n nXi=1 �Xti �K; 0!where n is the total number of reset dates and �X is de�ned in (.4.35). Numerical pro-cedures are available for the pricing of this option with continuous averaging but notwith discret averaging (see Geman and Yor [GEM93]). In this latter case, simulation is



120 Variance reduction as entropy minimizationnecessary. The numerical results obtained are summarized in Table 2. �DF representsthe delta of the option computed with a �nite di�erences method (with step h = 0:01).Note the strong accuracy of the delta portofolio computed with our algorithm.Table 2 Estimated variance reduction ratio and delta hedging for an arithmetic asiancall option in the Black{Scholes modelParameters RM+ISn � � K=S0 PrixRM �RM �BS RV16 5 0.3 0.8 11.09 0.91 0.91 9.810 1.0 4.18 0.59 0.57 9.450 1.2 1.09 0.21 0.22 18.616 10 0.1 0.8 10.80 0.97 0.98 36.725 1.0 1.92 0.67 0.67 7.250 1.1 0.20 0.13 0.13 12.364 5 0.3 0.8 10.93 0.92 0.92 9.220 1.0 3.98 0.58 0.58 9.050 1.2 0.97 0.22 0.22 18.464 5 0.1 0.8 10.73 0.99 0.98 27.625 1.0 1.83 0.67 0.66 6.8500 1.1 0.17 0.13 0.13 21.1The results are based on 10,000 Monte Carlo simulated paths.The parameters are: �X0 = 50; r = 0:05; T = 1:0.4.5.4 European Basket CallOur last example deals with the pricing of a european basket call option. The payo�of this option is given by max dXi=1 ai �X iT �K; 0! ;where ai are positive constants such that Pdi=1 ai = 1. The dynamic of the ith asset�X i (under the so-called risk neutral probability) is de�ned asd �X it�X it = (r + dXj=1 �ij ~�(t)ij)dt+ dXj=1 �ijdW jt ; �X i0 > 0;



4.5 Numerical Results 121with W = (W 1; : : : ; W d) a d�dimensional Brownian motion, ~�(t)ij a deterministicd � d-sized matrix representing the Girsanov change of drift and � = (�ij)ij a d � d-sized matrix representing the volatility of the market. Once again, simulation is theonly method available for pricing, especially when d is large (d � 10). For simplicity,we �x the spot values of all the underlying assets equal to �X0. The volatility matrixis at at 10% or 30%. Table 3 displays the variance reduction obtained. Observethat in the worst case we have pRV > 3. This means that we are able to reduce thelength of the Monte Carlo con�dence intervals (at a given con�dence level) by a factorof at least 3. As mentioned above, our method also provide an estimate of the deltahedging strategy. Under at spot values and volatility matrix hypothesis, it can beproved that the pricing problem reduces to the pricing of a simple european call optionon an underlying �X that follows the dynamic
d �Xt�Xt = (r + �~�(t))dt+ �pd dBt; �X0 > 0;

with � = �ij; 8 i; j and Bt := 1pdPdj=1W jt , a one dimensional Brownian motion.Thus the delta hedging portofolio of the option is given by the so-called Black{Scholesformula.For example if n = 10 assets, �X0 = K = 50, � = 30%, then the seller of the optionmust hold �BS = 0:69 share of each underlying asset. With these values as inputs, weobtained the following hedging portofolio
�RM = f0:73; 0:69; 0:67; 0:69; 0:70; 0:71; 0:70; 0:72; 0:70; 0:72g ;

after RM = 20; 000 iterations of the Robbins-Monro algorithm (.4.34). This shows thepotential of the procedure even in high dimensional cases.



122 Variance reduction as entropy minimizationTable 3 Estimated variance reduction ratio for a european basket call option in theBlack{Scholes modelParameters RM+ISn � � K=�X0 PrixRM RV10 2.5 0.3 0.6 27.22 34.85 1.0 19.01 34.210 1.4 13.83 38.72.5 0.1 0.6 21.62 14.810 1.0 7.41 11.225 1.4 1.79 23.320 1.5 0.3 0.6 31.74 99.52.5 1.0 25.59 94.52.5 1.4 21.35 99.42.5 0.1 0.6 22.34 15.12.5 1.0 9.94 13.95 1.4 4.03 21.0The results are based on 40,000 Monte Carlo simulated paths.The parameters are: �X0 = 50; r = 0:05; T = 1:0.In all these examples the additional computing time per replication required to simulateusing Robbins-Monro algorithm is roughly (at most) about 30% of the time requiredto simulate without variance reduction. But this additional e�ort is negligible whencompared with the variance reduction achieved and as a feedback the method providesaccurate estimate of the delta of the option.4.6 ConclusionWe present in this paper a variance reduction method based on the relative entropyminimization between an optimal Importance Sampling measure and a set of para-metric Importance Sampling measures. The optimal Importance Sampling measurecorresponds to an optimal drift parameter which itself provides the optimal hedgingstrategy for the option (see Newton[NEW94]). We use the Robbins-Monro algorithmsto �nd a good asymptotic estimate of this optimal drift and thus for the delta of theoption. Our numerical tests indicate the e�ectiveness of the procedure, since the vari-ance reductions achieved are important. The method is as easy to implement as is astandard Monte Carlo method. One can take advantage of this facility to combine the



4.6 Conclusion 123method with other variance reduction techniques for more eÆciency.
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R�esum�e: Dans cette th�ese, nous proposons de nouvelles techniques de r�eduction de variance,pour les simulations Monte Carlo. Par un simple changement de variable, nous modi�ons la loide simulation de fa�con param�etrique. L'id�ee consiste ensuite �a utiliser une version convenable-ment projet�ee des algorithmes de Robbins-Monro pour d�eterminer le param�etre optimal qui\minimise" la variance de l'estimation. Nous avons d'abord d�evelopp�e une impl�ementations�equentielle dans laquelle le param�etre optimal est estim�e asymptôtiquement puis inject�edans la simulation Monte Carlo. Ensuite, nous avons d�evelopp�e une version adaptative, danslaquelle la variance est r�eduite dynamiquement au cours des it�erations Monte Carlo. En�n,dans la derni�ere partie de notre travail, l'id�ee principale a �et�e d'interpr�eter la r�eduction devariance en termes de minimisation d'entropie relative entre une mesure de probabilit�e opti-male donn�ee, et une famille param�etrique de mesures de probabilit�e. Nous avons prouv�e desr�esultats th�eoriques g�en�eraux qui d�e�nissent un cadre rigoureux d'utilisation de ces m�ethodes,puis nous avons e�ectu�e plusieurs exp�erimentations en �nance et en �abilit�e qui justi�ent deleur eÆcacit�e r�eelle.Abstract: The objective of this work is to present new competitive variance reduction tech-niques for Monte Carlo simulations. The methods use importance sampling scheme. By anelementary change of variable, we introduce a drift term into the computation of an expecta-tion via Monte Carlo simulations. Subsequently, the basic idea is to use a truncated versionof the Robbins-Monro algorithms to �nd the optimal drift that reduces the variance. First,we develop a sequential application of the method, in which the optimal drift is estimatedseparately and is plugged in the Monte Carlo simulation. In the second part of our work wedevelop an adaptative version of the method, where the change of drift is selected dynamicallythrough the Monte Carlo simulation. The last part of the work follows a similar idea but itsmain contribution is the introduction of a new minimisation criterion: the Kullback-Leiblerentropy (or relative entropy) between two probability measures. We develop two applica-tions of the procedure for variance reduction in Monte Carlo computation in �nance and inreliability.Discipline: PROBABILIT�ES APPLIQU�EES.MOTS-CL�ES: M�ethode de Monte Carlo, r�eduction de variance, Algorithmes Stochas-tiques, Projection �xe, Projection al�eatoire \�a la Chen", Martingales, Entropie relative.ADRESSE DU LABORATOIRECERMICS�Ecole Nationale des Ponts et Chauss�ees6 et 8 Avenue Blaise Pascal, Cit�e Descartes77455 Marne-La-Vall�ee cedex 2.


