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soutenue à Champs-sur-Marne le 12 avril 2005

devant le jury composé de :
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Résumé

Cette étude porte sur des non linéarités physiques des géomatériaux à travers une ap-

proche micromécanique. Le caractère frottant de ces matériaux nécessite une adaptation

des techniques d’homogénéisation non linéaire. Différentes méthodes de détermination de

critères de résistance macroscopiques sont élaborées. On détermine notamment les états

limites d’un milieu à matrice frottante suivant la nature de la règle d’écoulement (dilatante

ou non). On élabore ensuite une théorie micromécanique de la poroplasticité. Elle permet

d’apporter un éclairage sur l’existence d’une contrainte effective poroplastique. Dans le

cas d’une matrice frottante, on montre qu’une telle contrainte effective fait défaut. Les

non linéarités dues à la présence de fissures frottantes sont enfin examinées. On met en

évidence l’impact de la règle d’écoulement régissant le mouvement relatif des faces des

fissures (éventuellement dilatant) et de la propagation de celles-ci sur le comportement

macroscopique.

Mots-clés : homogénéisation, non linéaire, résistance, calcul à la rupture, critère frottant,

poroplasticité, contrainte effective, fissures, endommagement

Abstract

This study deals with physical nonlinearities of geomaterials through a micromechanical

approach. The frictional character of these materials needs to adapt the nonlinear ho-

mogenization techniques. Various methods for the determination of macroscopic strength

criteria are elaborated. The limit states of a medium made up with a frictional matrix are

found out depending on the nature of the flow rule (involving dilatancy or not). A micro-

mechanical theory of poroplasticity is then built. It casts a new light on the existence of a

poroplastic effective stress. It is proved that, in the case of a frictional matrix, no effective

stress can be found. The nonlinearities due to the presence of frictional cracks are finally

tackled. The impact of the flow rule governing the (possibly dilating) crack displacement

jump and that of the damage propagation on the macroscopic behavior are highlighted.

Keywords : homogenization, nonlinear, strength, yield design, fricitional criterion, po-

roplasticity, effective stress, cracks, damage
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6.3.3 Validation expérimentale des modèles . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

7 Annexes 149
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3

Les géomatériaux forment une classe de matériaux très complexes à divers égards. Tout

d’abord, ils peuvent être d’origine naturelle (sols, roches) ou artificielle (bétons) et les

microstructures rencontrées révèlent une grande diversité. Ils appartiennent à la famille

des milieux poreux, présentant une phase solide généralement hétèrogène et une phase

poreuse éventuellement saturée ou partiellement saturée par un ou plusieurs fluides.

La description géométrique des géomatériaux, comme celle de tout matériau hétérogène,

peut être envisagée selon deux points de vue. Le premier consiste à se placer à une échelle,

dite microscopique, où toutes les phases, considérées comme homogènes, peuvent être

discernées géométriquement. Le second point de vue est celui adopté par l’ingénieur no-

tamment lorsqu’il s’agit de recourir au calcul numérique pour lequel la précision de la

géométrie locale par rapport à la taille du domaine total est limitée par les moyens de

calcul actuels. Ce point de vue consiste à considérer le volume élémentaire de la struc-

ture (c’est-à-dire l’élément d’intégration apparaissant dans les intégrales de volume sur la

structure continue) comme la superposition des diverses phases formant le géomatériau en

interaction les unes avec les autres. Ainsi, à cette échelle, dite macroscopique, le volume

élémentaire correspond à un matériau multiphasique équivalent pour lequel on dispose

tout de même d’informations géométriques restreintes (comme la fraction volumique des

constituants) et dont il s’agit de déterminer les propriétés physico-chimiques.

On distingue deux approches permettant d’identifier ces propriétés. La première repose

sur la compatibilité de celles-ci avec les principes de la thermodynamique. Elle ne fournit

qu’un cadre général dans lequel on peut rechercher ces propriétés. Les équations de la

poroélasticité linéaire formulées par Biot sont nées de cette approche ([13], [14], [15]).

Celle-ci a également permis d’étendre la théorie au comportement poroélastoplastique

en transformation finie [18]. Elle présente l’intérêt de fournir la nature des équations de

comportement et permet ensuite de se livrer à une caractérisation expérimentale des pro-

priétés. La seconde approche, celle que nous allons adopter par la suite, est plus récente

et se fonde sur l’exploitation des propriétés des constituants à l’échelle microscopique

et sur une connaissance pouvant être complète (milieux périodiques) ou partielle (mi-

lieux désordonnés) de la distribution spatiale de ceux-ci. Cette approche, qualifiée de mi-

cromécanique, a déjà apporté un grand nombre de solutions dans le domaine des matériaux

hétérogènes en général [104] mais aussi en ce qui concerne les milieux poreux, tant sur

le plan de la modélisation mécanique que des phénomènes de transport ([43], [2], [67],

[35]). La nature des équations de comportement ainsi que les propriétés macroscopiques

en fonction des données locales se déduisent directement d’un problème théorique posé

sur un volume considéré comme une structure à l’échelle microscopique. Cette démarche

est valable dès lors qu’un volume élémentaire du point de vue de l’échelle macroscopique
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(ayant une dimension ` infinitésimale par rapport à la taille caractéristique L de la struc-

ture) est suffisamment représentatif des hétérogénéités locales. Dans le cas d’un milieu

périodique, il est suffisant d’imposer que la taille de la cellule de base soit petite devant

celle de la structure et le problème à résoudre pourra être posé sur une cellule de base

en respectant certaines règles de périodicité sur les conditions aux limites. Dans le cas

d’un milieu désordonné, il faut que la taille caractéristique des hétérogénéités d soit pe-

tite devant la taille du volume élémentaire. Ainsi la définition d’un volume élémentaire

représentatif (v.e.r.) repose sur la condition de séparation des échelles (cf. Fig. 1) :

– ` � L : cette condition garantit que le matériau homogène équivalent défini à

l’échelle macroscopique forme un milieu continu pour lequel on dispose des ou-

tils classiques de différentiation et d’intégration et sur lequel on est en mesure de

déterminer des champs de contrainte et de déformation,

– d � ` : cette condition confère au volume élémentaire son caractère représentatif

de la statistique des particules présentes à l’échelle microscopique et donne donc un

sens aux propriétés issues du processus d’homogénéisation.

La description périodique des géomatériaux a déjà permis de traiter de nombreux problèmes

en mécanique ou dans le domaine du transport ou de la diffusion ([43], [35], [67]). Dans un

grand nombre de cas, elle conduit à une formulation rigoureuse des équations à résoudre

dont la démonstration peut ne pas être acquise dans le cadre aléatoire (loi de Darcy par

exemple [35]). Mais les équations mises en jeu dans ce travail sont bien adaptées au cadre

aléatoire qui présente l’avantage d’être moins restrictif sur la géométrie de la microstruc-

ture du milieu étudié. C’est ce dernier point de vue que nous adopterons par la suite.

L

d

x

homogénéisation

`

X

v.e.r.

Ω(X)

matériau
homogène
équivalent

échelle

macroscopique

échelle

microscopique

Fig. 1 – Différentes échelles

Ce mémoire se compose de quatre parties correspondant aux thèmes principaux.
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• La partie I a pour but de rappeler les bases de la technique du changement d’échelle

ainsi que de l’homogénéisation linéaire dans le cadre des géomatériaux.

Le chapitre 1 s’appuie sur les raisonnements de [34] pour mettre en place les outils

mathématiques permettant de passer des grandeurs définies à l’échelle microsco-

pique aux grandeurs macroscopiques. On y rappelle également les conditions aux

limites envisageables dans le cadre des milieux à distribution aléatoire des phases.

Enfin, on précise la microstructure de géomatériau qui sera exploitée par la suite :

celle-ci se compose d’une phase solide déformable, de renforts rigides à surface par-

faitement adhérente ou lisse ainsi que de pores éventuellement saturés par un fluide

visqueux dont on rappellera le rôle.

Dans le chapitre 2, après avoir présenté l’homogénéisation linéaire et les schémas

classiques susceptibles d’être mis en œuvre sur les géomatériaux, nous nous propo-

sons de les prolonger au cas où il existe des défauts d’adhérence entre les renforts

rigides et la phase déformable. Nous effectuons également une étude critique de

différents schémas en montrant notamment l’importance des hypothèses morpholo-

giques sur l’effet de renforcement des inclusions rigides. Nous rappelons ensuite les

équations d’état de la poroélasticité obtenues par un raisonnement micromécanique

et nous les étendons au cas où la phase solide déformable présente une précontrainte

sphérique. La présence de cette précontrainte sphérique trouvera son utilité lors de

la détermination du critère de résistance macroscopique. Nous achevons enfin le cha-

pitre en adaptant le calcul de moyennes représentatives du niveau de déformation

dans la phase solide au cas où celle-ci est précontrainte.

• La partie II est consacrée à une approche micromécanique de la détermination

d’un critère de résistance macroscopique d’un géomatériau.

Le chapitre 4 présente les différentes méthodes que l’on se propose d’employer pour

estimer le critère macroscopique d’un géomatériau sec ou éventuellement saturé.

Nous montrons également une technique permettant d’accéder aux états limites dans

le cas d’une plasticité non associée du solide. Toutes les méthodes se ramènent à un

problème d’homogénéisation non linéaire dont on présente le principe de résolution.

Celle-ci s’appuie notamment sur une estimation du niveau de déformation dans le

solide et sur l’exploitation d’un schéma linéaire.



6 Introduction

Dans le chapitre 5, nous appliquons les méthodes du chapitre 4 au cas où la phase so-

lide déformable satisfait un critère de von Mises. Nous retrouvons quelques résultats

connus dans des cas simples (présence d’un seul type d’inclusions, pores ou renforts

rigides adhérents) et des résultats nouveaux en incorporant des inclusions lisses.

S’agissant des milieux poreux, nous traitons également le cas pressurisé et nous pro-

posons une confrontation de l’estimation théorique à quelques calculs numériques

dans le cadre bidimensionnel. Dans le cas des milieux renforcés notamment par des

inclusions lisses, nous mettons en évidence l’impact majeur du choix du schéma

d’homogénéisation sur l’effet des inclusions en montrant notamment que le schéma

de Mori-Tanaka et le schéma auto-cohérent fournissent des résultats très différents.

Le chapitre 6 montre la puissance de la méthode en offrant la possibilité d’être ap-

pliquée dans le cadre original d’une phase solide frottante de Drucker-Prager. Nous

trouvons ainsi les critères correspondant à un milieu poreux à matrice homogène sec

ou pressurisé et nous envisageons également une confrontation avec diverses solu-

tions numériques. Le cas du milieu renforcé est également traité en examinant tout

particulièrement l’effet de renforcement ou de dégradation engendré par les inclu-

sions lisses. Nous montrons pour chaque type de microstructure le rôle joué par la

règle d’écoulement microscopique : on envisage notamment le cas de la plasticité

associée et le cas de l’angle de dilatance nul.

Parmi d’autres résultats, nous présentons en annexe de cette partie la résolution

complète, par le calcul à la rupture ou l’homogénéisation non linéaire, du critère

macroscopique d’une sphère creuse de von Mises ou de Drucker-Prager soumise à

un chargement sphérique. On montre notamment comment la décomposition du so-

lide en sous-domaines peut améliorer l’estimation par homogénéisation non linéaire.

• La partie III se rapporte à la formulation du comportement poroplastique des

géomatériaux par changement d’échelle.

Le chapitre 8 propose une construction micromécanique du comportement poro-

plastique. On retrouve notamment les lois d’état et on établit l’expression du critère

de plasticité macroscopique.

Le chapitre 9 porte sur une notion fondamentale de l’étude thérorique et expérimentale

des géomatériaux, à savoir l’existence ou non d’une contrainte effective régissant le

comportement poroplastique. Après avoir établi une condition nécessaire et suffi-
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sante d’existence, nous la confrontons aux cas d’un géomatériau à matrice purement

cohérente et d’un géomatériau à matrice frottante.

• La partie IV a pour objet l’étude des milieux fissurés et des irréversibilités phy-

siques induites par les fissures sur le comportement macroscopique.

Dans le chapitre 10, on rappelle le lien entre le modèle classique de fissure considérée

comme une interface et un modèle de fissure vue comme un objet tridimensionnel

qui permet d’aborder les milieux fissurés à l’aide des schémas classiques de l’ho-

mogénéisation des milieux hétérogènes susceptibles de prendre en compte des in-

teractions et éventuellement d’autres hétérogénéités. Plusieurs types de fissures non

dissipatives sont envisagés. Le modèle tridimensionnel consiste à remplacer la fissure

par un matériau élastique fictif occupant un domaine ellipsoidal aplati et dont les ca-

ractéristiques doivent être adaptés au modèle bidimensionnel. Quelques exemples de

milieux fissurés présentant différentes répartitions spatiales des phases sont traités

au moyen des schémas de Mori-Tanaka et auto-cohérent. Dans ce dernier cas, nous

mettons en évidence un phénomène de percolation.

Le chapitre 11 s’appuie encore sur le modèle tridimensionnel pour traiter le cas de

fissures fermées à comportement plastique. La fissure bidimensionnelle est cette fois

remplacée par un domaine occupé par un matériau plastique fictif. La méthode nous

permet de construire le comportement macroscopique pour différents types de fis-

sures : purement cohérentes, frottantes non dilatantes et frottantes dilatantes. Dans

ce dernier cas, nous mettons en évidence l’effet de la dilatance microscopique sur le

comportement macroscopique. Nous traitons enfin le couplage entre la plasticité et

le phénomène de propagation de fissures alignées. Nous construisons notamment le

critère de propagation.
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HOMOGÉNÉISATION LINÉAIRE
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1.1 Homogénéisation des grandeurs mécaniques 13

1.1 Homogénéisation des grandeurs mécaniques

En définissant les échelles de travail en introduction générale, nous avons précisé l’as-

pect géométrique de l’homogénéisation des milieux aléatoires : un volume élémentaire

au point X de l’échelle macroscopique correspond à une structure à part entière occu-

pant un domaine noté Ω(X) à l’échelle microscopique (cf. Fig. 1). Par définition, ces

deux échelles sont pertinentes pour donner un sens aux grandeurs classiques des milieux

continus notamment le tenseur des déformations et celui des contraintes. Nous supposons

que l’hypothèse des petites perturbations (hpp) [92] est valable aux deux échelles. On

réservera les notations en minuscules à l’échelle microscopique et les notations en majus-

cules à l’échelle macroscopique. Ainsi, ε et σ désigneront respectivement le tenseur des

déformations linéarisé et le tenseur des contraintes à l’échelle microscopique tandis que

E et Σ désigneront ceux de l’échelle macroscopique. Il s’agit maintenant de s’intéresser

au lien existant entre les grandeurs homologues définies aux deux échelles. La première

idée consiste à définir la valeur d’une grandeur macroscopique en un point X comme

la moyenne sur le v.e.r. en X de la grandeur correspondante à l’échelle microscopique.

Les paragraphes suivants ont pour objet de montrer la pertinence de cette intuition et

s’inspirent des raisonnements présentés dans [34].

1.1.1 Opération de moyenne

Comme dans [34], on considère un v.e.r. Ω(0) centré à l’origine (sa dimension ca-

ractéristique est donc `) et on note χo sa fonction caractéristique à l’échelle microscopique :

χo(x) =







0 si x 6∈ Ω(0)

1 si x ∈ Ω(0)

(1.1)

On suppose que le domaine Ω(X) obtenu à partir de Ω(0) par la translation x 7→ X + x

définit bien un v.e.r. au point macroscopique X. La fonction caractéristique du domaine

Ω(X) notée χX est alors déduite de χo par χX(x) = χo(x − X). On écrit alors la moyenne

sur Ω(X) d’un champ microscopique d’une grandeur physique e par la formule suivante :

< e > (X) =
1

|Ω|

∫

Ω(
�

)

e(x) dΩx =
1

|Ω|

∫

χo(x − X) e(x) dΩx (1.2)

où |Ω| désigne le volume de Ω(X) ou de Ω(0) :

|Ω| = |Ω(X)| = |Ω(0)| (1.3)

Par exemple, si ρ(x) désigne le champ microscopique de masse volumique, la masse vo-

lumique macroscopique définie comme le rapport de la masse totale du v.e.r. Ω(X) sur
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son volume est donnée par une formule de moyenne :

< ρ > (X) =
1

|Ω|

∫

χo(x − X) ρ(x) dΩx (1.4)

De fait, la moyenne calculée en (1.2) dépend du point X et définit donc un champ à

l’échelle macroscopique dont la régularité est au moins égale à celle du champ microsco-

pique e. En effet, un changement de variable élémentaire conduit à :

< e > (X) =
1

|Ω|

∫

Ω(0)

e(X + x) dΩx =
1

|Ω|

∫

χo(x) e(X + x) dΩx (1.5)

Sur l’expression (1.5), il est évident de constater que les dérivées (éventuellement mul-

tiples) de < e > par rapport aux composantes de X sont les moyennes des dérivées de e

par rapport aux composantes correspondantes de x :

∂ < e >

∂Xi

=
1

|Ω|

∫

χo(x)
∂

∂Xi

(

e(X + x)
)

dΩx =
1

|Ω|

∫

χo(x)
∂e

∂xi

(X + x) dΩx (1.6)

soit
∂ < e >

∂Xi

=<
∂e

∂xi

> (1.7)

Les grandeurs physiques que nous allons manipuler par la suite pourront être de classe

C1 par morceaux ce qui signifie que l’on pourra éventuellement considérer des champs e

présentant des surfaces de discontinuité. Il faudra alors interpréter les opérateurs différentiels

sur e au sens des distributions. Par exemple, si le champ e présente une surface de dis-

continuité S séparant Ω(X) en Ω1(X) et Ω2(X), la dérivation s’applique de la manière

suivante par la formule des sauts [16] :

∂e

∂xi

=

{
∂e

∂xi

}

+ [[e ]]ni δS (1.8)

où l’on a noté {∂e/∂xi} la distribution définie de part et d’autre de S par la fonction

intégrable ∂e/∂xi puis n la normale à S orientée arbitrairement de Ω1(X) vers Ω2(X)

et enfin [[e ]] = e2 − e1 le saut du champ e à la traversée de S. La distribution notée δS

désigne la masse de Dirac surfacique de support S. En présence d’une discontinuité, la

lecture de (1.7) au sens des distributions donne :

∂ < e >

∂Xi
=

1

|Ω|

∫

Ω(
�

)

{
∂e

∂xi

}

(x) dΩx +
1

|Ω|

∫

S∩Ω(
�

)

[[e ]](x)ni(x) dSx (1.9)

soit encore par application du théorème de Stokes (en intégrant successivement ∂e/∂xi

sur Ω1(X) et Ω2(X) et en additionnant les deux contributions) :

∂ < e >

∂Xi
=

1

|Ω|

∫

∂Ω(
�

)

e(x)ni(x) dSx (1.10)
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1.1.2 Homogénéisation des contraintes

Considérons maintenant que la structure macroscopique soit soumise à un certain char-

gement notamment un champ de force massique f(x) à l’échelle microscopique. Notons

F (X) son homologue macroscopique. L’écriture de la force massique totale agissant sur

Ω(X) impose :

< ρ > F =< ρ(x) f(x) > (1.11)

Par hypothèse fondamentale de l’homogénéisation, on suppose que les efforts intérieurs

sont décrits par un champ de contrainte σ à l’échelle microscopique et Σ à l’échelle macro-

scopique. Dans une évolution quasi-statique, l’équilibre se traduit à l’échelle microscopique

par l’équation de champ suivante :

divxσ + ρf = 0 (1.12)

et à l’échelle macroscopique par :

divXΣ+ < ρ > F = 0 (1.13)

Il s’agit maintenant de déterminer un lien entre σ et Σ offrant la compatibilité entre (1.12)

et (1.13) sachant que l’on a (1.11). En prenant la moyenne de (1.12) et en exploitant la

règle (1.7), on obtient :

< divxσ + ρf >= divX< σ >+ < ρf >= 0 (1.14)

Comparant (1.14) et (1.13) en tenant compte de (1.11), il est naturel de poser :

Σ =< σ > (1.15)

Examinons à présent l’influence des forces massiques sur les variations de σ à l’échelle

microscopique. À la lumière de (1.15), il est clair que σ est d’un ordre de grandeur au moins

égal à celui de Σ. De plus, l’équilibre macroscopique (1.13) montre que ‖ρF ‖L = O (‖Σ‖),
ce qui signifie que Σ est d’un ordre de grandeur au moins égal à celui de ‖ρF ‖L mais

il peut être supérieur en fonction des conditions aux limites appliquées à la structure

macroscopique. Ainsi, invoquant la relation (1.11), on peut écrire

‖ρf‖L = O (‖σ‖) (1.16)

Or, il découle de (1.12) que les variations de σ dues à la prise en compte des forces

massiques à l’échelle microscopique sont de l’ordre de grandeur de ‖ρf‖ `, autrement

dit, en raison de la condition de séparation des échelles explicitée dans l’introduction

générale, elles sont négligeables par rapport à l’ordre de grandeur de σ (1.16). Ainsi,

on peut conclure que les forces massiques ont un effet purement macroscopique dans la
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mesure où elles induisent des variations sur Σ d’un ordre de grandeur plus important que

les variations induites sur σ à l’échelle du v.e.r.. L’équation d’équilibre microscopique

(1.12) se réécrit donc simplement :

divxσ = 0 (1.17)

Si le champ σ(x) admet une surface de discontinuité S, la formule (1.8) permet de réécrire

(1.17) :

divxσ = {divxσ} + [[σ ]] · n δS = 0 (1.18)

ce qui ajoute à l’équation de champ la condition classique de continuité du vecteur-

contrainte :

{divxσ} = 0 (a)

[[σ ]] · n = 0 (b)

(1.19)

Montrons maintenant une propriété remarquable d’un champ σ vérifiant (1.17), à savoir

que sa moyenne sur un domaine borné ω ne dépend que des valeurs du vecteur-contrainte

sur la frontière de ω. Considérons donc un champ de contrainte σ en équilibre. Il est aisé

de montrer la propriété suivante en utilisant (1.17) ainsi que la symétrie de σ :

divx(x ⊗ σ) =
∂ (xiσjk)

∂xk
ei ⊗ ej = σ (1.20)

Puis, à l’aide du théorème de Stokes [16] et de (1.20), il vient :

1

|ω|

∫

ω

σ dΩ =
1

|ω|

∫

∂ω

x ⊗ σ · n dS (1.21)

où n désigne la normale unitaire sortante au domaine ω. On constate bien sur (1.21) que

la moyenne de σ ne dépend que de la valeur du vecteur-contrainte σ · n au contour.

1.1.3 Homogénéisation des déformations

Alors que la règle de moyenne sur les contraintes (1.15) découle directement de la compa-

tibilité entre les équations d’équilibre aux différentes échelles, il est légitime de se poser la

question de l’homogénéisation du champ de déformation i.e. du passage de ε(x) à E(X).

Considérons un champ de déplacement microscopique ξ(x). Le tenseur de déformation

microscopique ε dérive de ξ :

ε =
1

2

(
gradxξ + tgradxξ

)
(1.22)

Si ξ présente une surface de discontinuité S, l’expression (1.22) devient, en exploitant la

formule (1.8) :

ε =
1

2

(
{gradxξ} +

{
tgradxξ

})
+ [[ξ ]]

s
⊗ n δS = {ε} + [[ξ ]]

s
⊗ n δS (1.23)
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où a
s
⊗ b désigne la partie symétrique du produit tensoriel a ⊗ b.

Considérons également un champ de contrainte microscopique σ(x) quelconque satisfai-

sant l’équilibre (1.17) et son état macroscopique associé Σ(X) (vérifiant (1.15)). Au-

cune relation de comportement ne lie les états de contrainte et ceux de déformation. Le

point de départ du raisonnement consiste à postuler que le travail virtuel de déformation

élémentaire à l’échelle macroscopique est égal au travail virtuel de déformation sur le

v.e.r. calculé à l’aide des grandeurs microscopiques. D’une part, ce travail développé par

le champ σ dans le déplacement ξ s’écrit :

Wdef =

∫

Ω(
�

)

σ : εdΩx (1.24)

En présence d’une discontinuité de déplacement, l’interprétation de (1.24) par les distri-

butions donne :

Wdef =

∫

Ω(
�

)

σ : {ε} dΩx +

∫

S

[[ξ ]] · σ · n dSx (1.25)

D’autre part, ce même travail s’exprime en termes de grandeurs macroscopiques :

Wdef = Σ : E |Ω| (1.26)

La comparaison de (1.24) et (1.26) permet d’écrire :

< σ : ε >= Σ : E (1.27)

Le raisonnement étant valable pour tout champ σ(x) satisfaisant (1.17) et (1.15), on

applique l’équation (1.27) à un état σ(x) uniforme valant Σ(X) sur le v.e.r. Ω(X). On

en déduit immédiatement que :

E =< ε > (1.28)

L’équation (1.28) découle donc directement de la compatibilité entre les expressions des

travaux de déformation microscopique et macroscopique. Il reste tout de même à vérifier

que le champ E(X) ainsi défini est bien géométriquement compatible. Cette propriété

s’obtient aisément en prenant la moyenne de (1.22) et en exploitant la règle (1.7) :

E =
1

2

(
gradX< ξ >+ tgradX< ξ >

)
(1.29)

L’équation (1.22) montre que E dérive du champ < ξ > qui a donc le statut de champ

de déplacement macroscopique.

Comme nous venons de donner un sens macroscopique à l’opération de moyenne du champ

de déformation, il est utile de rappeler une propriété remarquable d’un tel champ : sa

moyenne sur un domaine ω ne dépend que des valeurs du champ de déplacement dont

il dérive sur la frontière de ω. Considérons donc un champ de déformation ε dérivant
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du champ de déplacement ξ. Utilisant le théorème de Stokes, on montre la propriété

annoncée :

1

|ω|

∫

ω

ε dΩ =
1

|ω|

∫

ω

∂ξi
∂xj

ei

s
⊗ ej dΩ =

1

|ω|

∫

∂ω

ξ
s
⊗ n dS (1.30)

On peut également rappeler que la moyenne du travail virtuel de déformation d’un champ

de contrainte équilibré dans un champ de déformation ne dépend elle aussi que des valeurs

du vecteur-contrainte et du déplacement sur le bord et vaut (cf. intégration par parties

classique dans la démonstration du théorème des travaux virtuels [92]) :

1

|ω|

∫

ω

σ : ε dΩ =
1

|ω|

∫

∂ω

ξ · σ · n dS (1.31)

1.2 Conditions aux limites du v.e.r.

Après avoir déduit les correspondances naturelles entre les grandeurs mécaniques aux

deux échelles, on se pose naturellement la question de l’homogénéisation des propriétés du

matériau. Il s’agit donc d’exploiter les informations disponibles à l’échelle microscopique

pour déterminer les propriétés macroscopiques en résolvant un problème sur le v.e.r.

considéré comme une structure. Les équations dont on dispose pour l’instant sont :

– l’équation d’équilibre (1.17),

– les règles de moyenne (1.15) et (1.28),

– la relation entre la déformation et le déplacement (1.22),

– les propriétés locales (lois de comportement ou critères de résistance par exemple).

À ce stade, le chargement de la structure n’est perceptible que via les moyennes (1.15)

et (1.28) qui montrent que les champs locaux σ et ε doivent être compatibles avec un

certain état macroscopique. Mais ces conditions ne sont pas classiques en mécanique dans

la mesure où elles ne suffisent pas pour établir un problème bien posé mathématiquement.

Un tel problème nécessite en effet que le chargement se traduise en termes de conditions

aux limites correctement définies sur la frontière du domaine d’étude. Sous réserve de

rester compatible avec les équations de moyenne (1.15) et (1.28) mais aussi (1.27), on a a

priori le choix des conditions aux limites. Dans les paragraphes 1.2.1 et 1.2.2 sont présentés

les deux types classiques utilisés en homogénéisation des milieux aléatoires. Étant entendu

que nous travaillons désormais sur un v.e.r. situé en un point macroscopique quelconque

X , nous pouvons supprimer toute référence à X et considérer les valeurs des champs

macroscopique en X comme des constantes lorsqu’il s’agit de résoudre un problème sur

le v.e.r.. De plus, les opérateurs différentiels (divergence et gradient) font implicitement

référence aux coordonnées microscopiques x.
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1.2.1 Contraintes homogènes au contour

On se propose ici de définir des conditions aux limites portant, en tout point de la frontière

du v.e.r., sur le vecteur-contrainte σ ·n. En imposant également à ces conditions d’être

satisfaites par le seul champ homogène (et donc en équilibre) compatible avec (1.15), soit

σ(x) = Σ, on aboutit à :

∀x ∈ ∂Ω σ(x) · n(x) = Σ · n(x) (1.32)

D’après la formule (1.21) avec ω = Ω, il apparâıt clairement que les conditions aux limites

(1.32) déterminent sans ambigüıté la valeur de la moyenne de σ pourvu que ce champ

satisfasse l’équilibre (1.17) et l’on a :

< σ >=
1

|Ω|

∫

∂Ω

x ⊗ Σ · n dS (1.33)

Remarquant que le champ homogène σ(x) = Σ vérifie aussi (1.33), on en déduit que la

relation de moyenne (1.15) est satisfaite.

Montrons également que les conditions aux limites (1.32) sont bien compatibles avec la

condition énergétique (1.27). Il suffit pour cela d’invoquer le résultat (1.31) appliqué sur

σ quelconque vérifiant (1.32) et sur le champ homogène σ(x) = Σ pour écrire :

< σ : ε >= Σ :< ε >=
1

|Ω|

∫

∂Ω

ξ ·Σ · n dS (1.34)

ce qui prouve le résultat attendu en prenant (1.28) comme définition de E.

1.2.2 Déformations homogènes au contour

À la place de (1.32), on se propose de définir des conditions aux limites de type cinématique

en imposant le vecteur déplacement en tout de la frontière du v.e.r.. Si le champ

de déformation ε était homogène et donc égal à E en raison de (1.28), le champ de

déplacement s’écrirait en tout point ξ(x) = E · x à un mouvement rigidifiant près. L’idée

est donc ici de poser sur ∂Ω :

∀x ∈ ∂Ω ξ(x) = E · x (1.35)

Il est clair, d’après la formule (1.30) avec ω = Ω, que, comme le déplacement est connu

au contour par (1.35), quelle que soit les valeurs prises dans l’intérieur du v.e.r., la

moyenne du champ de déformation ε est déterminée. Celle-ci est donc égale à la moyenne

du champ de déformation issu du champ de déplacement linéaire ξ(x) = E · x soit E.

Ainsi la condition de moyenne (1.28) est automatiquement satisfaite.

Il reste à montrer la compatibilité de (1.35) avec la condition énergétique (1.27). On
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utilise encore la relation (1.31) appliquée à la fois à ε quelconque dérivant d’un champ de

déplacement vérifiant (1.35) et au champ homogène ε(x) = E pour montrer :

< σ : ε >=< σ >: E =
1

|Ω|

∫

∂Ω

(E · x) · σ · n dS (1.36)

ce qui prouve le résultat attendu en prenant (1.15) comme définition de Σ.

1.2.3 Lemme de Hill

Nous avons montré dans les deux paragraphes précédents que les conditions aux limites

(1.32) et (1.35) présentaient l’intérêt majeur de respecter les relations de moyenne (1.15),

(1.28) et (1.27). Précisons aussi que l’on appelle classiquement “lemme de Hill” le résultat

venant d’être démontré en (1.34) et (1.36) et qui peut se résumer ainsi :

div σ = 0

∃ξ tel que ε = 1
2

(
grad ξ + tgrad ξ

)

∃E ∈ R
6 tel que ξ = E · x sur ∂Ω

ou
∃Σ ∈ R

6 tel que σ · n = Σ · n sur ∂Ω







⇒< σ : ε >=< σ >:< ε > (1.37)

1.3 Le v.e.r. de géomatériau

1.3.1 Microstructure d’un v.e.r. de géomatériau

Description

Le v.e.r. de géomatériau que nous allons considérer dans toute la suite sera composé

d’une phase solide déformable occupant le domaine Ωs, d’inclusions poreuses Ωp, d’inclu-

sions rigides adhérentes Ωr et d’inclusions rigides à interface lisse Ωl. Le domaine occupé

par la réunion de ces inclusions est le complémentaire de Ωs i.e. Ωp ∪ Ωr ∪ Ωl = Ω \ Ωs

(cf. Fig. 1.1). Dans les géomatériaux, ces différents types d’inclusions ne coexistent pas

forcément à la même échelle. Lorsque des échelles différentes sont concernées, il convient

de procéder en plusieurs phases d’homogénéisation en considérant d’abord l’échelle la plus

fine i.e. celle faisant intervenir les plus petites inclusions et en utilisant à chaque étape

les propriétés homogénéisées de l’étape précédente. Néanmoins, le fait de faire intervenir

toutes les inclusions à la même échelle et une phase solide déformable pouvant être elle-

même le résultat d’une homogénéisation antérieure rend l’étude plus générale et présente
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phase solide (Ωs)

inclusion lisse (Ωl) pore (Ωp)

inclusion adhérente (Ωr)

Ω

Fig. 1.1 – Microstructure du v.e.r. Ω

un intérêt sur le plan académique.

On formulera des hypothèses sur la forme des inclusions et sur leur répartition spatiale

lorsque cela s’avérera nécessaire. On ne définit pour l’instant que les fractions volumiques

suivantes :

– fraction volumique de pores (ou porosité) :

ϕ =
|Ωp|
|Ω| (1.38)

– fraction volumique d’inclusions rigides adhérentes :

ϕr =
|Ωr|
|Ω| (1.39)

– fraction volumique d’inclusions rigides à interface lisse :

ϕl =
|Ωl|
|Ω| (1.40)

– fraction volumique de solide déformable :

ϕs =
|Ωs|
|Ω| (1.41)

On notera par la suite < e >D la moyenne de la grandeur physique e sur le domaine

D ⊂ Ω :

< e >D=
1

|D|

∫

D

e dΩ (1.42)

On conservera la notation simplifiée < · > (sans préciser le domaine) pour désigner la

moyenne sur l’ensemble du v.e.r. Ω.

A priori la frontière du v.e.r. possède une intersection non vide avec certaines inclusions,

ce qui est susceptible de poser un problème pour appliquer les conditions aux limites (1.32)

ou (1.35). Sans nuire à la généralité des raisonnements d’homogénéisation, on supposera

que la frontière du v.e.r. ne coupe que la phase matricielle. Ceci revient à modifier la
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microstructure sur un domaine au voisinage de la frontière de mesure négligeable par

rapport à la taille du v.e.r. en raison des conditions de changement d’échelle vus dans

l’introduction générale.

Les inclusions vides ou rigides constituent des cas extrêmes de matériaux du point de

vue de leur comportement. Les paragraphes suivants mettent en lumière quelques-unes

de leurs particularités.

Pores

Dans une inclusion vide, le champ de contrainte est nul tandis que le champ de déplacement

n’est, a priori, pas défini. Néanmoins celui-ci est défini sur la frontière du pore et il est donc

possible, par la formule (1.30) appliquée au domaine poreux, de calculer la contribution

de ce dernier à la moyenne de la déformation :

< ε >Ωp=
1

|Ωp|

∫

∂Ωp

ξ
s
⊗ n dS (1.43)

où n est la normale unitaire à ∂Ωp dirigée vers l’extérieur de Ωp. Rien n’empêche en

outre de prolonger arbitrairement le champ de déplacement par continuité à l’intérieur

du pore, la moyenne du champ de déformation étant parfaitement insensible au choix du

prolongement.

Inclusions rigides

Le cas particulier des inclusions rigides à interface lisse mérite quelques précisions en ce

qui concerne leur modélisation. Celle-ci se démarque en effet des inclusions adhérentes par

des conditions spéciales de régularité sur les champs de déplacement ou de contrainte au

niveau de l’interface avec la matrice : la composante tangentielle du déplacement peut être

discontinue mais pas la composante normale (pas de décohésion ni d’interpénétration) et

la contrainte tangentielle doit être nulle (le vecteur-contrainte, qui est forcément continu

pour respecter l’équilibre, est purement normal). Autrement dit :

[[ξ ]] · n = [[ξn ]] = 0 (a)

σ · n = σnn n (b)

(1.44)

Les conditions (1.44) correspondent à un contact bilatéral pour lequel on autorise un

signe positif de σnn sans que cela ne provoque de décohésion. Cette modélisation est sans

doute peu réaliste mais présente l’avantage de se traiter dans un cadre linéaire. Le modèle

d’interface lisse avec contact unilatéral, pouvant engendrer une décohésion dès lors que la

contrainte normale cesse d’être strictement négative, est plus convaincant mais introduit

une non linéarité. Nous choisissons donc plutôt le modèle bilatéral tout en précisant que
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son caractère pertinent ne sera assuré que si aucune traction n’apparâıt. On comprend

bien que cette condition sera d’autant mieux réalisé que le v.e.r. sera soumis à des pres-

sions de confinement suffisantes.

À l’inverse des pores, le champ de déformation est nul dans les inclusions rigides (i.e. le

champ de déplacement correspond à un mouvement rigidifiant par phase rigide connexe).

Néanmoins, lorsque des discontinuités de déplacement sont autorisées au niveau de l’inter-

face, celles-ci contribuent à la moyenne du champ de déformation. On écrit donc, d’après

(1.23) :

< ε >Ωl=
1

|Ωl|

∫

∂Ωl

[[ξ ]]
s
⊗ n dS (1.45)

Le champ de contrainte peut être quelconque pourvu qu’il réalise la continuité du vecteur-

contrainte au niveau des interfaces entre la phase matricielle et les renforts (et la condition

(1.44 b) si l’interface est lisse). Ce vecteur-contrainte étant fixé, on constate, en exploitant

la relation (1.21) appliquée au domaine Ωα (α = r ou l), que, quel que soit le prolongement

choisi pour σ (respectant l’équilibre) dans les inclusions rigides, la moyenne de ce champ

est déterminée sans ambigüıté :

< σ >Ωα=
1

|Ωα|

∫

∂Ωα

x ⊗ σ · n dS (α = r ou l) (1.46)

Pour conclure ce paragraphe, il est utile d’ajouter que le modèle (1.44) d’interface lisse

ne contribue pas au travail de déformation (1.25) car on observe en tout point de la

discontinuité :

[[ξ ]] · σ · n = σnn [[ξ ]] · n = σnn [[ξn ]] = 0 (1.47)

1.3.2 Effet d’un fluide saturant les pores [34]

La présence d’un fluide à l’intérieur de l’espace poreux ouvre la voie à l’étude de plusieurs

types de phénomènes physiques comme par exemple le transport, la diffusion d’un soluté

ainsi que l’effet mécanique sur le squelette. C’est ce dernier phénomène dont nous allons

nous préoccuper dans la mesure où le fluide introduit un paramètre supplémentaire de

chargement mécanique sur le v.e.r..

On suppose que le fluide sature les pores et il est modélisé comme un fluide visqueux

incompressible. Son comportement s’écrit donc :

σ = −p 1 + 2µd avec tr d = 0 (1.48)

où p désigne le champ de pression, µ correspond à la viscosité dynamique du fluide et d

est le champ de taux de déformation (partie symétrique du gradient du champ de vitesse).

Ainsi, d’après (1.48), l’action du fluide sur le solide a deux origines : le champ de pression

et les contraintes visqueuses.
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Examinons d’abord l’ordre de grandeur de la pression (ou de ses variations à l’échelle de la

structure macroscopique) que l’on note Π et de ses variations à l’échelle du v.e.r.. D’après

un résultat rigoureusement établi dans le cadre d’une microstructure périodique [2], le gra-

dient de pression microscopique est de l’ordre de grandeur de Π/L. On peut se convaincre

de ce résultat en examinant la solution d’un écoulement de Poiseuille à travers un conduit

cylindrique. On note en effet que le gradient de pression est constant et dirigé suivant l’axe

du cylindre ; il ne présente donc aucune composante dans la section droite du conduit.

Ainsi, à l’échelle du v.e.r., les variations de la pression sont de l’ordre de Π `/L et sont

donc négligeables par rapport à p qui est de l’ordre de Π. On peut donc, en première

approximation, considérer p comme constante à l’échelle du v.e.r. du point de vue de

l’action mécanique du fluide sur le solide.

On cherche maintenant à évaluer l’ordre de grandeur de la composante visqueuse de l’in-

teraction fluide/solide :

T v = 2µd · n (1.49)

On admet que les effets inertiels sont négligeables par rapport aux effets visqueux. Ceci

correspond à des valeurs faibles du nombre de Reynolds R = ρ V/µ où V désigne l’ordre

de grandeur de la vitesse du fluide v. Dans ce cas, l’équation d’équilibre est l’équation de

Stokes :

grad p = µ∆v (1.50)

Il est utile de rappeler la condition d’adhérence à une paroi solide de tout fluide visqueux,

soit v = 0 sur l’interface fluide/solide, ce qui indique que la longueur caractéristique de

variation de la vitesse est la taille des hétérogénéités d. Ce dernier résultat fait également

l’objet d’une démonstration rigoureuse en périodique [2]. De l’équation (1.50), on déduit

donc la relation suivante sur les ordres de grandeur :

Π

L
= µ

V

d2
(1.51)

De plus, l’ordre de grandeur de la force visqueuse (1.49) est donc Tv = µV/d, ce qui

permet d’écrire en utilisant (1.51) que :

Tv

Π
=
d

L
� 1 (1.52)

Il découle de (1.52) qu’il existe deux ordres de grandeur de différence entre l’effet de la

pression et l’effet de la viscosité dans l’interaction fluide/solide. On peut donc largement

négliger ce dernier et considérer, au niveau du v.e.r., que le fluide agit sur le solide par

un effort surfacique à l’interface valant −pn où p est une constante et n est la normale

unitaire dirigée du solide vers le fluide. Le raisonnement menant à la comparaison des

ordres de grandeur des différentes contraintes est valable aussi à l’intérieur du domaine
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fluide et l’on peut, dans (1.48), négliger la partie visqueuse et considérer que l’état de

contrainte s’écrit simplement :

∀x ∈ Ωp σ(x) = −p 1 (1.53)

N.B. : Tous les développements de ce chapitre peuvent être transposés en vitesse : il

suffit de remplacer les déplacements par des vitesses, les déformations par des taux de

déformation et les travaux par des puissances.
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Pour compléter le système des équations présentées au chapitre 1 (équilibre et conditions

aux limites) permettant de trouver les champs de contrainte et de déformation dans le

v.e.r., il faut introduire des modèles de comportement pour les différentes phases. Le

but de ce chapitre est de mettre en œuvre les méthodes classiques de l’homogénéisation

linéaire dans le cas d’un géomatériau décrit à la section 1.3 ayant une matrice élastique

linéaire. On considérera d’abord le géomatériau sec à l’état initial naturel puis on tiendra

compte d’un fluide saturant pour exprimer les lois de la poroélasticité linéaire.

2.1 Comportement du géomatériau sec

2.1.1 Détermination du tenseur d’élasticité macroscopique

On considère un géomatériau est sec, autrement dit les pores correspondent à un espace

vide (p = 0). La phase solide déformable est supposée élastique linéaire et l’évolution du

v.e.r. s’effectue de manière isotherme. L’état initial est naturel en chaque point du v.e.r.,

ce qui signifie que, dans l’état de référence (à partir duquel sont comptés les déplacements),

le tenseur des contraintes est nul. Ainsi le comportement de chaque point du v.e.r. peut

être considéré comme élastique linéaire et s’écrit donc à l’aide d’un tenseur d’élasticité
� (x) (2.3). L’hétérogénéité du v.e.r. est bien prise en compte à travers la dépendance en

x de � :

∀x ∈ Ωs � (x) = � s (a)

∀x ∈ Ωp � (x) =
�

(b)

∀x ∈ Ωr ∪ Ωl � (x) → ∞ (c)

(2.1)

L’objectif poursuivi est de trouver le lien existant entre les grandeurs macroscopiques E

(1.28) et Σ (1.15) en résolvant le problème d’élasticité isotherme formé par les équations

suivantes :

• équilibre

div σ = 0 (2.2)

• comportement élastique linéaire

σ(x) = � (x) : ε(x) ou ε(x) = � (x) : σ(x) (2.3)

• relation entre la déformation et le déplacement :

ε =
1

2

(
grad ξ + tgrad ξ

)
(2.4)



30 Comportement élastique linéaire

• conditions (1.44) sur l’interface lisse

[[ξn ]] = 0 et σ · n//n (2.5)

• conditions aux limites (cf. § 1.2.1 ou § 1.2.2)

∀x ∈ ∂Ω σ(x) · n(x) = Σ · n(x) ou ξ(x) = E · x (2.6)

Quelles que soient les conditions aux limites choisies (2.6), la solution (ξ,σ) de ce problème

existe et est unique [92] sauf à l’intérieur des pores ou des inclusions rigides où le prolon-

gement de l’un ou l’autre des champs est arbitraire (cf. section 1.3.1).

Considérons maintenant le problème correspondant aux déformations homogènes au contour,

E apparâıt alors comme le paramètre de chargement du v.e.r.. Appliquons le raison-

nement présenté dans [102] pour construire le tenseur d’élasticité macroscopique. Tout

d’abord, la linéarité des équations du problème implique l’existence d’une relation linéaire

entre le champ de déformation ε(x) et E :

ε(x) = � (x) : E (2.7)

Si le v.e.r. contient des inclusions rigides à interface lisse, par linéarité la partie singulière

de ε peut aussi s’écrire :

[[ξ ]]
s
⊗ n = � (x) : E (2.8)

Ainsi, le tenseur de localisation � dans (2.7) comporte un terme de distribution surfacique

de Dirac :

� (x) = { � } (x) + � (x) δ∂Ωl (2.9)

On note � l’identité dans l’ensemble des tenseurs d’ordre 4 opérant sur les tenseurs d’ordre

2 symétriques. On introduit également � = (1/3)1⊗ 1 le tenseur extrayant la partie

sphérique et � = � − � celui extrayant la partie déviatorique.

Seules les discontinuités tangentielles de déplacement sont autorisées (2.5), ce qui entrâıne

d’après (2.8) la propriété suivante :

� : � =
�

(2.10)

Sans connâıtre a priori l’expression de � , il est impératif que la relation (2.7) soit compa-

tible avec (1.28). On a donc la règle de cohérence suivante :

< � (x) >=
1

|Ω|

∫

Ω

{ � } (x) dΩ +
1

|Ω|

∫

∂Ωl

� (x) dS = � (2.11)

Dans la suite, par convention, la moyenne de déformation dans la phase solide ne prendra

pas en compte les éventuelles discontinuités de déplacement à l’interface entre celle-ci et

les renforts lisses :

< � >Ωs=< {A} >Ωs (2.12)
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En revanche, ces discontinuités seront intégrées à la moyenne de déformation sur le do-

maine des renforts rigides Ωl (1.45) :

< � >Ωl=< {A} >Ωl +
1

|Ωl|

∫

∂Ωl

� (x) dS avec lim� l→∞
< {A} >Ωl=

�
(2.13)

Contrairement à la déformation, le tenseur des contraintes ne présente pas de terme

singulier même en présence d’une interface lisse. Il en résulte que la moyenne de σ sur le

v.e.r. s’écrit :

< σ >=< σ >Ωs + < σ >Ωr + < σ >Ωl (2.14)

En combinant la loi de comportement (2.3), les règles de localisation (2.7) et de moyenne

(1.15) et (2.14), on obtient :

Σ =
� hom : E (2.15)

avec

� hom = lim� r→∞� l→∞

(

ϕs � s :< � >Ωs +ϕr � r :< � >Ωr +ϕl � l :< { � } >Ωl

)

(2.16)

D’une part, il est à noter dans (2.16) que les produits � r :< � >Ωr et � l :< { � } >Ωl corres-

pondent à des formes indéterminées au passage à la limite puisque les tenseurs d’élasticité

tendent vers l’infini alors que le tenseur de localisation tend vers
�

en raison du caractère

rigide des inclusions. D’autre part, même si le tenseur � (2.9) ne produit pas de terme

explicite dans (2.16), l’effet de l’interface est bien présent puisque celle-ci affecte la valeur

du champ {A} (x) en tout point.

L’expression (2.16) représente une adaptation en présence d’une interface lisse de la rela-

tion classique [102] :
� hom =< � : � > (2.17)

en notant bien que seule la partie fonctionnelle { � } de � joue un rôle. Autrement dit, tout

se passe comme si l’on avait conféré à l’interface lisse un tenseur d’élasticité caractérisé

par un module de cisaillement nul et un module de compression quelconque non nul :

∀x ∈ ∂Ωl � (x) = 3 kint � , kint > 0 (2.18)

ce qui, en vertu de la propriété (2.10), élimine de (2.17) la contribution explicite de

l’interface.

2.1.2 Influence des conditions aux limites

Si l’on considère le problème défini par des conditions de contrainte homogène au contour,

Σ apparâıt comme le paramètre de chargement du v.e.r.. On peut alors de manière

analogue faire intervenir un tenseur de localisation en contrainte :

σ(x) = � (x) : Σ (2.19)
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Par suite, on obtient la loi de comportement macroscopique écrite à l’aide du tenseur de

souplesse macroscopique � hom :

E = � hom : Σ (2.20)

avec

� hom =< � : � > (2.21)

Comme cela a été souligné à la section 1.2, les conditions aux limites en contrainte ou

déformation homogènes au contour ne découlent pas d’un raisonnement de changement

d’échelle et ne sont sans doute pas exactement respectées dans la réalité. Néanmoins ces

deux types de condition aux limites constituent un artifice permettant de poser correcte-

ment le problème mathématique sur le v.e.r. tout en restant compatible avec les règles de

moyenne. De plus, il est évident que les solutions des deux problèmes ne sont en général

pas les mêmes : il n’y a aucune raison en effet pour que la solution relative à des conditions

de déformation homogène au contour soit telle que le champ de contrainte satisfasse des

conditions de contrainte homogène au contour. La méthode d’homogénéisation n’a donc

de sens que si ces solutions sont peu différentes l’une de l’autre et si les caractéristiques

macroscopiques peuvent être considérées comme identiques. D’après un résultat dû à

Hill [56] et Mandel, cette situation est rencontrée dès lors que la séparation d’échelle (cf.

introduction générale) est acquise. Dans ce cas, les solutions diffèrent l’une de l’autre

uniquement sur une mince couche d’épaisseur de l’ordre de grandeur des hétérogénéités

(d). En dehors de cette mince couche, on peut donc confondre la solution en contrainte

(2.19) avec celle relative aux conditions en déformation homogène au contour obtenue en

combinant (2.3), (2.7) et (2.15) :

σ(x) = � (x) : � (x) : E = � (x) : � (x) :
� hom−1

: Σ (2.22)

soit donc :

� (x) ≈ � (x) : � (x) :
� hom−1

(2.23)

En prenant la moyenne des deux membres de (2.23) doublement contractés à gauche par

� (x) et en utilisant (2.11) et (2.21), on déduit

� hom ≈ � hom−1
(2.24)

Autrement dit, le tenseur de souplesse macroscopique déduit de l’approche en contrainte

est peu différent de l’inverse du tenseur de raideur macroscopique déduit de l’approche en

déformation. Hill [56] et Mandel ont quantifié l’erreur commise en confondant ces deux

tenseurs :

� hom :
� hom = � + O

((
d

`

)3
)

(2.25)
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2.1.3 Approche énergétique

Rappelant l’hypothèse présentée au paragraphe 1.1.3 selon laquelle le travail virtuel de

déformation macroscopique par unité de volume est égal à la moyenne des travaux virtuels

microscopiques, on déduit immédiatement de (1.27) appliqué à la solution (relative à l’une

ou l’autre des conditions aux limites) que l’énergie élastique macroscopique par unité de

volume s’écrit :

Ψ =
1

2
< ε : � : ε >=

1

2
< σ : � : σ >=

1

2
< σ : ε >=

1

2
Σ : E (2.26)

Dans le cas des déformations homogènes au contour (1.35), l’introduction de (2.7) et de

la loi de comportement macro (2.15) dans (2.26) permet d’écrire :

� hom =< t � : � : � > (2.27)

Par application du lemme de Hill (§ 1.2.3), on peut également montrer la cohérence

entre les expressions (2.17) et (2.27). Au passage, (2.27) prouve la symétrie de
� hom

(Chom
klij = Chom

ijkl ) liée à l’existence du potentiel macroscopique Ψ.

De manière parfaitement analogue, dans le cadre des contraintes homogènes au contour

(1.32), on montre que � hom (2.21) peut également s’écrire sous une forme permettant de

justifier son caractère symétrique :

� hom =< t � : � : � > (2.28)

2.1.4 Méthodes d’estimation

Comme on ne connâıt que des éléments statistiques plus ou moins précis de la morpho-

logie du v.e.r., il n’est pas possible de résoudre exactement le problème de localisation

c’est-à-dire d’identifier les champs de tenseur � (x) (2.7) ou � (x) (2.19) dont les moyennes

par phases sont nécessaires pour calculer les tenseurs macroscopiques de rigidité
�

hom

(2.17)-(2.16) ou de souplesse � hom (2.21). Néanmoins, à partir des connaissances ou des

hypothèses concernant la forme des phases et leur répartition spatiale, nous pouvons ob-

tenir des estimations de
�

hom basées sur des estimations des moyennes du tenseur de

localisation par phase. Celles-ci sont construites à partir de solutions de problèmes auxi-

liaires basés sur le problème d’Eshelby [44] rappelé en annexe 3.1. Le procédé d’estimation

est le suivant [102] :

1. Estimations des tenseurs de localisation du champ de déformation

Pour chaque phase en jeu (phase solide déformable, pores, inclusions rigides adhérentes

ou lisses), on identifie une famille d’ellipsoides censés représenter les différentes

formes et orientations des inclusions de cette phase ainsi que leur répartition spa-

tiale. Pour chacun des éléments de ces familles, on introduit le problème auxiliaire
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d’Eshelby consistant à placer l’ellipsoide en question dans un milieu de référence

d’élasticité � o soumis à une déformation homogène à l’infini E∞. Sauf dans le cas

non adhérent, ce problème conduit à des champs de déformation et de contrainte ho-

mogènes dans l’inclusion (3.11) qui seront prises comme estimations pour le v.e.r.

réel. Il faut bien noter que l’on introduit des tenseurs � I
o a priori différents pour

chaque phase, chacun de ces tenseurs dépendant non seulement de � o mais sur-

tout de la forme et de l’orientation de l’inclusion symbolisées par E . Pour simpli-

fier, supposons qu’un seul ellipsoide de référence soit suffisant pour chaque phase

(pas d’orientations multiples des pores etc.) � α
o (α=s,p,r). Dans le cas d’une inclusion

sphérique rigide lisse et d’un milieu de référence isotrope, les estimations seront cal-

culées au moyen des expressions (3.18) et (3.19) avec (3.24) et (3.25). On a alors :

∀α ∈ {s, p, r, l},







< ε >Ωα ≈ ˜� α : E∞

< σ >Ωα ≈ �̃ α : E∞

(2.29)

avec les expressions suivantes :






˜� s = ( � + � s
o : ( � s − � o))−1

˜� p = ( � − � p
o)

−1

˜� r =
�

˜� l = � o (3.24)

(2.30)

et 





�̃ s = � s : ( � + � s
o : ( � s − � o))−1

�̃ p =
�

�̃ r = � r
o
−1

�̃ l = � o (3.25)

(2.31)

Le choix du milieu de référence est guidé par le type de microstructure que l’on

cherche à modéliser. Citons par exemple [102] :

• � o = � s (estimation de Mori-Tanaka [78])

Cette estimation est bien adaptée au cas où l’on a clairement identifié une phase

matricielle dans laquelle sont plongées des inclusions (en l’occurence la phase “s”).

La matrice possède la propriété de connexité et entoure chacune des inclusions.
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• � o =
�

hom (estimation auto-cohérente)

Cette estimation peut être choisie lorsqu’il existe un désordre parfait dans la

répartition spatiale des phases, aucune d’entre elles ne jouant un rôle de matrice.

Cette estimation s’avère particulièrement efficace pour rendre compte des effets

de percolation de phase.

2. Lien entre la déformation auxiliaire E∞ et la déformation réelle E

Si les pores et les inclusions rigides sont suffisamment éloignés les uns des autres

(par rapport à leur taille caractéristique), il est raisonnable de négliger les interac-

tions entre ces hétérogénéités baignées dans le solide d’élasticité � s. On peut alors

naturellement estimer la moyenne des déformations s’établissant dans une inclusion

donnée par le tenseur de déformation solution du problème d’Eshelby relatif à cette

inclusion plongée dans le milieu de référence d’élasticité � s sollicité à l’infini par

E∞ = E. Cette estimation est qualifiée de diluée.

Lorsque les distances entre les différentes inclusions ne sont plus très grandes de-

vant leur taille caractéristique, il faut prendre en compte les interactions entre les

phases. L’idée est de considérer que, dans les problèmes auxiliaires, la déformation

à l’infini E∞, en étant a priori différente de E, intègre d’une certaine manière les

interactions. Le lien entre E∞ et E résulte simplement de la condition de cohérence

(1.28) :

E =< ε >≈< ˜� >: E∞ (2.32)

avec

< ˜� >=
∑

α=s,p,r,l

ϕα ˜� α (2.33)

On choisit donc E∞ tel que :

E∞ = < ˜� >
−1

: E (2.34)

Puis la combinaison de (2.29) et (2.34) fournit une approximation des localisations

par phase :

∀α ∈ {s, p, r, l} < ε >Ωα= � α : E avec � α ≈ ˜� α : < ˜� >
−1

(2.35)

3. Estimation de
�

hom

L’état de contrainte macroscopique est estimé en utilisant la localisation en contrainte

(2.29) et la règle de moyenne (1.15) :

Σ =< σ >≈< �̃ >: E∞ ≈< �̃ >: < ˜� >
−1

: E (2.36)

On en déduit donc l’estimation de
�

hom :

� hom ≈< �̃ >: < ˜� >
−1

(2.37)
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Il convient de remarquer que, même si la symétrie de
�

hom a été démontrée par (2.27), il

n’en est pas nécessairement de même en ce qui concerne son estimation (2.37) sauf dans le

cas particulier où l’on fait l’hypothèse d’isotropie locale et globale (tous les tenseurs sont

isotropes et donc symétriques). On montre en annexe 3.3 que cette estimation préserve la

symétrie si toutes les phases sont adhérentes et représentées par des inclusions semblables

aux autres (tous les problèmes auxiliaires utilisent le même tenseur � I
o ) ou si le v.e.r.

est un milieu poreux uniquement composé d’une matrice solide homogène et de pores

de formes ellipsoidales et d’orientations quelconques et que le schéma choisi est celui de

Mori-Tanaka.

2.1.5 Mise en œuvre d’un schéma d’homogénéisation linéaire

Schéma de Mori-Tanaka

On rappelle que ce schéma s’emploie dans la situation où la phase “s” est connexe et

représente une matrice dans laquelle sont plongées les autres phases.

Les estimations de Mori-Tanaka pour des matériaux biphasés (un seul type d’inclusion à

la fois) isotropes sont rassemblées en annexe 3.4. Comme cela sera utile par la suite, on

présente également dans cette annexe les dérivées des modules homogénéisés par rapport

aux modules de la matrice ainsi que des développements limités lorsque le comportement

de la matrice devient asymptotiquement incompressible. Il faut rappeler que, pour le

milieu poreux à matrice homogène, l’estimation de Mori-Tanaka correspond à la borne

supérieure de Hashin-Shtrikman tandis que, pour le milieu à renforts rigides adhérents,

cette estimation correspond à la borne inférieure de Hashin-Shtrikman ([53], [102], [17]).

On note sur les formules (3.85) et (3.97) que l’expression de khom n’est pas modifiée lorsque

l’on change la nature de l’interface matrice/renfort. Ceci est bien conforme à l’intuition

car, comme cela est souligné en annexe 3.1.3, le chargement purement sphérique ne sollicite

pas les défauts de l’interface lisse. En revanche, µhom dépend fortement de la nature de

cette interface. On montre en effet, sur la Fig. 2.1, que les inclusions lisses renforcent

bien µhom mais de manière nettement moins importante que les inclusions adhérentes.

Dans le cas général où toutes les phases sont présentes, en adoptant toujours l’hypothèse

d’isotropie locale et globale, les modules macroscopiques de compression et de cisaillement
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Fig. 2.1 – Effet de la nature de l’interface sur le module de cisaillement

issus du schéma de Mori-Tanaka s’écrivent :

khom =
4

3

(
3 (1 − ϕ) ks + 4

(
ϕr + ϕl

)
µs
)
µs

3ϕks + 4 (1 − ϕr − ϕl)µs
(2.38)

µhom =
1

6

9ks + 8µs

ks + 2µs

















(
30 − 30ϕ+ 45ϕr + 18ϕl

)
ks2

+
(
108 − 108ϕ+ 112ϕr + 52ϕl

)
ksµs

+
(
96 − 96ϕ+ 64ϕr + 32ϕl

)
µs2

(
45 + 30ϕ− 45ϕr − 18ϕl

)
ks2

+
(
112 + 108ϕ− 112ϕr − 52ϕl

)
ksµs

+
(
64 + 96ϕ− 64ϕr − 32ϕl

)
µs2

















µs (2.39)

La première remarque que l’on peut formuler sur khom (2.38) est que ce module ne dépend

des fractions volumiques de renforts qu’à travers le groupement ϕr + ϕl, autrement dit,

la nature de l’interface ne joue pas sur khom et donc seul le volume total de renfort in-

tervient. Ce résultat est dû à la méthode d’estimation basée sur le problème d’Eshelby

qui, du point de vue d’un chargement sphérique, est incapable de distinguer les inclusions

adhérentes des inclusions lisses plongées dans le milieu infini. En effet, les intéractions

entre phases ne sont prises en compte qu’à travers un ajustement des conditions aux

limites (à l’infini) des problèmes auxiliaires. Ceci peut être préjudiciable car cet ajuste-

ment relève d’une moyenne dont le résultat est ici isotrope et qui ne tient pas compte des

spécificités locales de la microstructure et donc des intéractions à distance qui peuvent

s’avérer déterminantes : en l’occurence, la présence d’un pore à proximité d’une inclusion

lisse induit par exemple des discontinuités locales à l’interface. En revanche, µhom (2.39)

est très sensible à la nature de l’interface car, pour une fraction volumique totale de ren-

forts ϕr + ϕl fixée et une porosité ϕ donnée, il peut présenter des variations importantes

en fonction de ϕl, c’est-à-dire de la proportion de renforts lisses. Ainsi l’endommagement
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Fig. 2.2 – Endommagement du matériau par réduction de l’adhérence des renforts

du matériau modélisé par une réduction de l’adhérence des renforts (soit une augmenta-

tion de la proportion de renforts lisses par rapport à celle de renforts adhérents), peut

engendrer une diminution notable de µhom, ce qui est illustré par la Fig. 2.2 dans le

cas particulier d’une matrice incompressible (νs = 1/2 ou µs/ks → 0). Dans ce cas, les

modules homogénéisés (2.38) et (2.39) deviennent :

khom =
4

3

1 − ϕ

ϕ
µs (2.40)

µhom =
1 − ϕ+ 3

2
ϕr + 3

5
ϕl

1 + 2
3
ϕ− ϕr − 2

5
ϕl
µs (2.41)

On constate que le module de compression khom (2.40) ne dépend plus de la fraction

volumique de renforts mais uniquement de celle des pores. Conformément à l’intuition

que l’on tire de la résolution du problème d’une sphère creuse soumise à une pression

sur la paroi externe [92], la compressiblité du matériau est due à la présence des trous

et à la possibilité d’induire des déformations déviatoriques dans la matrice (khom (2.40)

dépend de µs). Ainsi, il semble naturel de penser que la présence d’inclusions rigides en

quantité suffisante devrait provoquer une augmentation de cette raideur en cisaillement

et donc une augmentation de khom. Mais, comme on vient de le souligner, le schéma

de Mori-Tanaka n’est pas en mesure de rendre compte de ce raisonnement qualitatif

pour une raison déjà évoquée à la suite de (2.38). En effet, ce schéma s’appuie sur des

problèmes auxiliaires d’Eshelby (cf. 2.1.4) consistant à placer les inclusions dans le milieu

matriciel en rejetant à l’infini des conditions aux limites modifiées pour tenir compte de

l’interaction. En procédant ainsi, il est clair que, d’une part la matrice incompressible

et les inclusions rigides ont le même comportement vis-à-vis d’un chargement purement

sphérique, et d’autre part chaque phase (notamment les pores) ne “voit” autour d’elle que

de la matrice dont la souplesse en cisaillement n’est pas altérée par la présence de renforts
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rigides. Pour prendre en considération l’effet de ces derniers sur le milieu de référence des

problèmes auxiliaires, on peut mettre en œuvre le schéma auto-cohérent pour lequel ce

milieu de référence tient précisément compte de l’ensemble des phases en présence.

Schéma auto-cohérent

Pour simplifier les calculs sans réduire l’intérêt du raisonnement, on choisit de ne s’intéresser

qu’à un milieu poreux dont la phase solide est incompressible et renforcé par des inclusions

rigides adhérentes. Dans ce cas, le schéma auto-cohérent fournit les modules suivants :

khom =
4 (1 − ϕ) (1 − 2ϕ) (2 + ϕ)

ϕ (3 − ϕ) (2 + ϕ− 5ϕr)
µs (2.42)

µhom =
3 (1 − 2ϕ) (2 + ϕ)

(3 − ϕ) (2 + ϕ− 5ϕr)
µs (2.43)

On constate sur la Fig. 2.3 que le schéma auto-cohérent, contrairement à celui de Mori-

0 0.1 0.2 0.3 0.4
0
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10

ϕr

khom/µs (νs = 1/2)

ϕ = 0.3

Mori-Tanaka

Auto-cohérent

Fig. 2.3 – Effet des renforts sur le module de compression

Tanaka, révèle nettement le caractère renforçant des inclusions rigides. On obtient même

une asymptote khom → ∞ lorsque ϕr → (2 + ϕ)/5, ce qui correspond à un phénomène de

percolation des renforts. Ceci montre bien l’importance des hypothèses morphologiques

faites sur le v.e.r. puisque l’on obtient des résultats radicalement différents d’un modèle

à l’autre. Classiquement, le schéma auto-cohérent s’avère très efficace pour rendre compte

des phénomènes de percolation. Il a déjà fourni des résultats intéressants dans le domaine

des géomatériaux. Citons par exemple l’effet de l’endommagement sur la perméabilité d’un

milieu fissuré [36] ou la modélisation du comportement élastique d’une pâte de ciment

constituée de C-S-H, de particules de clinker anhydres, de cristaux de portlandites et de

pores [11].
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Influence de la morphologie sur l’effet de renforcement

On a vu aux paragraphes précédents que la morphologie du v.e.r. était un critère crucial

pour le choix du schéma d’homogénéisation. On a notamment montré que les renforts ont

un effet rigidifiant sur le module de compression dans le schéma auto-cohérent alors qu’ils

ne jouent aucun rôle dans le schéma de Mori-Tanaka lorsque la phase solide déformable

est incompressible et qu’il existe une phase poreuse de fraction volumique fixée. En effet,

deux v.e.r. ayant des volumes de renforts différents mais le même volume de pores ont

a priori le même module de compression (2.40). À la suite de ce surprenant résultat,

alors que l’on a déjà évoqué le défaut du schéma de Mori-Tanaka qui rejette les effets

de l’interaction entre phases à l’infini et s’appuie sur la matrice pure comme milieu de

référence, il faut aussi s’interroger sur les conséquences morphologiques d’une variation

du volume de renforts pour pouvoir comparer deux v.e.r.. Pour mieux comprendre les

effets d’une telle expérience, construisons un v.e.r. ayant une microstructure bien définie

formée par un assemblage fractal de deux familles de sphères (composites) (cf. Fig. 2.4) :

• la première famille est constituée de sphères creuses (pores entourés de la phase

solide déformable incompressible) de taille variable mais homothétiques les unes des

autres c’est-à-dire de rapport entre le rayon interne Ri et le rayon externe Re fixe,

soit donc de porosité η = (Ri/Re)
3 fixe,

• la seconde famille se compose d’un ensemble de sphères rigides de taille variable.

Fig. 2.4 – Assemblage de sphères creuses et de sphères rigides

On considère que le domaine Ω est obtenu par la réunion disjointe de ces deux familles

réparties de manière isotrope dans l’espace à la manière de l’assemblage des sphères com-

posites de Hashin ([51], [103]). Ainsi la fraction volumique de renforts rigides ϕr corres-

pond exactement au volume de la seconde famille rapporté au volume de Ω tandis que la

porosité totale et la fraction volumique de phase solide déformable sont données par :

ϕ = η (1 − ϕr) ; ϕs = (1 − η) (1 − ϕr) (2.44)
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Un tel assemblage confère à la phase solide déformable un rôle matriciel vis-à-vis des

pores, ce qui est fondamental pour générer une certaine compressiblité macroscopique.

On considère des conditions aux limites de type contraintes homogènes au contour (1.32)

avec Σ = Σm 1. En ramenant cette condition portant sur le vecteur-contrainte sur le

bord des sphères creuses, on est en mesure de contruire dans chacune des sphères un

champ solution du problème d’élasticité classique de sphère creuse [92]. En prolongeant

ce champ par continuité par la valeur uniforme Σ = Σm 1 dans les renforts rigides, on

a ainsi construit un champ de contrainte microscopique en équilibre compatible avec les

conditions aux limites. Ce champ peut alors être exploité dans le théorème du minimum

de l’énergie complémentaire ([92], [102]) pour donner une borne inférieure de khom. On

choisit cette borne, calculée en fonction du module de compression de la sphère creuse de

porosité η noté ksc(η), en guise d’estimation de khom :

khom =
ksc(η)

1 − ϕr
avec ksc(η) =

4

3

1 − η

η
µs (2.45)

En rappelant (2.44), (2.45) devient :

khom =
4

3

1 − ϕ− ϕr

ϕ (1 − ϕr)
µs (2.46)

On note que (2.46) est une fonction décroissante de ϕr lorsque ϕ est fixée. On aboutit

là à un résultat encore plus surprenant a priori que celui obtenu pour Mori-Tanaka mais

l’explication est évidente : quand on augmente ϕr en laissant ϕ fixe, il découle d’après

(2.44) que l’on augmente la porosité des sphères η et que l’on diminue la fraction de

coque matricielle qui contribuait directement à la raideur du v.e.r.. On a alors totalement

modifié la nature morphologique du milieu poreux. En revanche, lorsque l’on maintient η

fixé c’est-à-dire en gardant la géométrie des motifs poreux, l’augmentation de ϕr se fait

au détriment de la phase solide aussi bien que de la phase poreuse, auquel cas khom (2.45)

augmente. Cette dernière expérience semble être la plus convaincante pour appréhender

l’effet d’une augmentation de la fraction de renforts.

2.2 Poroélasticité linéaire

Dans cette section, le domaine Ωp est saturé par un fluide visqueux incompressible tandis

que la phase solide demeure élastique linéaire. Par une approche micromécanique ([33],

[34]), on retrouve dans cette section les équations d’état de la poroélasticité linéaire.

2.2.1 Énergie élastique macroscopique et variables d’état

Lorsque l’espace poreux est saturé par un fluide, on a montré à la section 1.3.2 que

l’effet mécanique de celui-ci sur le squelette était uniquement dû à la pression que l’on



42 Comportement élastique linéaire

pouvait considérer constante à l’échelle du v.e.r.. On considère en outre que ce dernier

est soumis à des déformations homogènes au contour. Ainsi, E et p apparaissent comme

les paramètres de chargement de la structure susceptibles de faire varier l’énergie élastique

emmagasinée dans le squelette. L’énergie libre étant une grandeur extensive, on définit

la densité volumique macroscopique d’énergie libre Ψ comme l’intégrale sur le squelette

de la densité d’énergie libre microscopique ψ rapportée au volume total du v.e.r.. Ainsi,

comme seule la phase solide déformable est en mesure de stocker de l’énergie, on a :

Ψ = ϕs < ψ(ε) >Ωs= ϕs <
1

2
ε : � s : ε >Ωs (2.47)

Comme le comportement local est supposé élastique donc réversible, lors d’une évolution

(Ė, ṗ), l’inégalité de Clausius-Duhem devient l’égalité :

∀x ∈ Ωs ψ̇ = σ : ε̇ (2.48)

En prenant la moyenne de (2.48), on obtient :

Ψ̇ = ϕs < σ : ε̇ >Ωs (2.49)

En exploitant le fait que ε reste constamment nul dans les renforts rigides, que les in-

terfaces lisses n’entrâınent aucune variation énergétique et que l’état de contrainte vaut

−p1, (2.49) devient à l’aide du lemme de Hill :

Ψ̇ = Σ : Ė + p ϕ 1 :< ε̇ >Ωp (2.50)

En se plaçant en hpp, nous avons systématiquement confondu la configuration initiale

et la configuration actuelle. Pour interpréter géométriquement la grandeur duale de p

dans le membre de droite de (2.50), il est toutefois nécessaire d’introduire explicitement

la configuration initiale Ωo du v.e.r. ainsi que le volume des pores normalisé Φ i.e. le

rapport entre le volume actuel de pore et le volume initial du v.e.r. :

Φ =
|Ωp|
|Ωo|

(2.51)

On note également Φo la porosité initiale et v la variation de volume des pores norma-

lisé entre la configuration initiale et la configuration actuelle, c’est-à-dire la variation de

volume poreux rapporté au volume initial total du v.e.r.. On a alors :

v = Φ − Φo = Φo 1 :< ε >Ωp (� Φo) (2.52)

Ainsi, en hpp, ϕ1 :< ε̇ >Ωp= Φo1 :< ε̇ >Ωp correspond au taux de variation de volume de

l’espace poreux rapporté au volume total du v.e.r. soit le taux de variation de porosité

v̇ = Φ̇. On a donc :

Ψ̇ = Σ : Ė + p v̇ (2.53)
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D’un point de vue micromécanique, la grandeur énergétique Ψ est une fonction des pa-

ramètres de chargement, en l’occurence E et p. En notant que v, obtenu à partir de la

solution du problème de poroélasticité, est une fonction de E et p, on introduit Ψ∗ dont

la dérivée se déduit de (2.53) :

Ψ∗ (E, p) = Ψ − p v ⇒ Ψ̇∗ = Σ : Ė − ṗ v (2.54)

En utilisant Ψ∗, les équations d’état s’écrivent donc :

Σ =
∂Ψ∗

∂E
(E, p) ; v = −∂Ψ

∗

∂p
(E, p) (2.55)

Considérant maintenant p comme une fonction de E et v, on peut envisager Ψ elle-même

comme une fonction de E et v, ce qui permet d’exploiter la dérivée (2.53) pour déduire

des équations d’état alternatives à (2.55) :

Σ =
∂Ψ

∂E
(E, v) ; p =

∂Ψ

∂v
(E, v) (2.56)

Il s’agit maintenant de préciser les expressions des équations d’état (2.55) à partir des

informations disponibles à l’échelle microscopique. Il apparâıtra à la section 2.2.3 que ces

expressions sont obtenus à partir d’un problème d’homogénéisation en élasticité linéaire

avec un état initial non naturel dont la méthode de résolution est rappelée auparavant à

la section suivante.

2.2.2 État initial non naturel : le théorème de Levin [102]

On s’intéresse à un comportement local présentant une précontrainte :

σ(x) = � (x) : ε(x) + σp(x) (2.57)

On peut également écrire (2.57) à l’aide d’un tenseur de déformation libre :

σ(x) = � (x) :
(
ε(x) − εL(x)

)
avec εL(x) = − � (x) : σp(x) (2.58)

Les autres équations formant le problème d’élasticité, à savoir (2.2), (2.6) et (2.4), restent

inchangées. On choisit de traiter le cas des conditions aux limites de type déformations

homogènes au contour. Conformément au raisonnement proposé dans [102], on décompose

linéairement le problème P à résoudre en deux sous-problèmes P ′ et P ′′ (cf. Fig. 2.5) :






(P)

div σ = 0

σ = � : ε + σp

ξ = E · x (∂Ω)

ε = 1
2

(
grad ξ + tgrad ξ

)

≡







(P ′)

div σ′ = 0

σ′ = � : ε′

ξ′ = E · x (∂Ω)

ε′ = 1
2

(
grad ξ′ + tgrad ξ′

)

+







(P ′′)

div σ′′ = 0

σ′′ = � : ε′′ + σp

ξ′′ = 0 (∂Ω)

ε′′ = 1
2

(
grad ξ′′ + tgrad ξ′′

)

(2.59)



44 Comportement élastique linéaire

E

σp(x)

P

≡

E

σp(x) = 0 +

P ′

E = 0

σp(x)

P ′′

Fig. 2.5 – Décomposition du problème élastique P ≡ P ′ + P ′′

D’un point de vue mathématique, il est clair sur les équations (2.59) que E et le champ

σp(x) apparaissent comme deux chargements du v.e.r. découplés. Il s’agit donc d’addi-

tionner la solution de P ′ (due à E) soit (σ′, ε′) et celle de P ′′ (dues à σp) soit (σ′′, ε′′)

pour obtenir la solution au problème total (σ, ε).

On cherche à écrire la loi de comportement macroscopique i.e. la relation entre E et Σ.

Faisant référence à la décomposition, ce dernier tenseur s’écrit :

Σ =< σ >=< σ′ > + < σ′′ > (2.60)

On constate sur (2.59) que le problème P ′ correspond au cas du matériau à l’état initial

naturel traité au paragraphe 2.1. En particulier, ce sont ε′ et E qui sont maintenant liés

par la règle de localisation (2.7) :

ε′(x) = � (x) : E (2.61)

Il vient également :

< σ′ >=
� hom : E (2.62)

où
�

hom est le tenseur défini en (2.17). Ainsi Σ (2.60) présente une partie linéaire en E à

laquelle s’ajoute un terme de précontrainte macroscopique :

Σ =
� hom : E + Σp avec Σp =< σ′′ > (2.63)

Appliquant le lemme de Hill (1.37) au couple (σ′′, ε′) (σ′′ est un champ équilibré et ε′ est

géométriquement compatible avec E au contour) et en exploitant la loi de comportement

σ′′ = � : ε′′ + σp, on obtient :

Σp : E =< σ′′ : ε′ >=< ε′′ : � : ε′
︸︷︷︸

σ′

> + < σp : ε′ > (2.64)

Comme σ′ est équilibré et ε′′ est géométriquement compatible avec des conditions de

déplacement nul au contour, on écrit le lemme de Hill sur le couple (σ ′, ε′′) pour annuler
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le premier terme du membre de droite de (2.64). On exploite enfin la règle de localisation

(2.61) dans le second terme pour aboutir à un résultat connu comme le théorème de

Levin [69] :

Σp =< σp : � > (2.65)

Il est clair sur (2.65) que la précontrainte macroscopique n’est, en général, pas égale à

la moyenne du champ de précontrainte microscopique. Ce ne serait vrai que si ce champ

satisfaisait l’équation d’équilibre (2.2), auquel cas il serait possible d’appliquer le lemme

de Hill au membre de droite de (2.65) puis la règle de cohérence (2.11) pour montrer le

résultat ou il suffirait plus simplement de remarquer que la solution du problème P ′′ (2.59)

serait donnée par (σ′′ = σp, ε′′ = 0). Dans le cas général où il est nécessaire d’introduire un

champ ε′′ non nul dans le problème P ′′ pour aboutir à un champ de contrainte en équilibre,

σp doit être pondéré par le tenseur de localisation � pour exprimer la précontrainte

macroscopique (2.65).

Réécrivons maintenant le comportement macroscopique (2.63) sous la forme :

Σ =
� hom :

(
E − EL

)
avec EL = − � hom−1

: Σp (2.66)

Si l’on remplace σp dans (2.65) par son expression en fonction de εL donnée par (2.58),

on obtient, en exploitant (2.66) :

EL =< εL : � : � :
� hom−1

> (2.67)

Dans une approche en contraintes homogènes au contour, on démontrerait de manière

analogue que la loi de comportement s’écrit :

E = � hom : Σ + EL (2.68)

avec � hom défini par (2.21) et EL obtenu par le théorème de Levin :

EL =< εL : � > (2.69)

La cohérence entre les expressions (2.67) et (2.69) est assurée en vertu de l’identité (2.23)

obtenue grâce au résultat de Hill et Mandel évoqué au paragraphe 2.1.2. En résumé, le

choix de l’un ou l’autre des deux types de conditions aux limites n’a d’impact ni sur la

définition du tenseur d’élasticité macroscopique ni sur celle de la précontrainte (ou de la

déformation libre) macroscopique si la séparation d’échelle est garantie.

Par la formule (2.69), il est possible de calculer par exemple un coefficient de dilatation

thermique homogénéisé [102].
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2.2.3 Approche microscopique des équations d’état de la poroélasticité

linéaire

Cas général

Pour prendre en compte la présence du fluide dans les pores, on s’inspire d’une remarque

d’André Zaoui et du raisonnement présenté dans [41] basé sur le fait que le comportement

peut s’écrire en tout point sous la forme (2.57) à l’aide d’un tenseur d’élasticité � (x) donné

par (2.1) et d’une précontrainte σp(x) définie par :

σp(x) = 0 (x ∈ Ωs) (a)

σp(x) = −p 1 (x ∈ Ωp) (b)

σp(x) = 0 (x ∈ Ωr ∪ Ωl) (c)

(2.70)

Ainsi le tenseur Σ de la première des équations d’état (2.55) s’écrit sous la forme (2.63)

avec
�

hom obtenu en (2.17) et Σp calculé par le théorème de Levin (2.65) :

Σp = −pB (2.71)

où le tenseur de Biot B est défini par :

B = ϕ 1 :< � >Ωp= 1 − ϕs 1 :< � >Ωs (2.72)

La seconde égalité dans (2.72) est obtenue en invoquant la règle de cohérence (2.11), la

nullité de � dans les inclusions rigides et en exploitant la propriété (2.10) signifiant que les

discontinuités de déplacement au niveau des interfaces lisses n’induisent pas de variation

de volume.

La seconde équation d’état (2.55) nécessite de décomposer v (2.52) en deux parties pro-

venant respectivement des solutions des problèmes P ′ et P ′′ :

v = ϕ 1 :< ε′ >Ωp +ϕ 1 :< ε′′ >Ωp (2.73)

Le premier terme de (2.73) s’écrit facilement à l’aide du tenseur de localisation puis en

exploitant la définition (2.72) de B :

ϕ 1 :< ε′ >Ωp= ϕ 1 :< � >Ωp : E = B : E (2.74)

Le second terme de (2.73) dépend linéairement de la solution de P ′′. Or celle-ci dépend elle-

même linéairement de p, si bien qu’il existe un deuxième champ de tenseur de localisation

L d’ordre 2 tel que :

ε′′(x) = pL(x) (2.75)
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On introduit donc le module de Biot M tel que :

ϕ 1 :< ε′′ >Ωp=
p

M
(2.76)

avec
1

M
= ϕ 1 :< L >Ωp= −ϕs 1 :< L >Ωs (2.77)

La seconde égalité dans (2.77) provient de la règle de cohérence selon laquelle la moyenne

de L sur le v.e.r. doit être nulle (en raison de la condition de déformation homogène

nulle au contour dans P ′′) et du fait que L est nul dans les inclusions rigides et que les

éventuelles discontinuités de déplacement au niveau des interfaces lisses n’induisent pas

de variation de volume.

En résumé les deux équations d’état de la poroélasticité s’écrivent :

Σ =
� hom : E − pB (2.78)

v = B : E +
p

M
(2.79)

�
hom apparâıt comme le tenseur d’élasticité en condition drainée (p = 0). Ces lois d’état

sont identiques à celles obtenues dans le cadre d’une approche thermodynamique ma-

croscopique ([13], [14], [15]). On retrouve notamment que le comportement poroélastique

s’écrit au moyen de la contrainte effective de Biot grâce à laquelle on peut déduire le

comportement non drainé du v.e.r. à partir du comportement drainé :

ΣB (Σ, p) = Σ + pB (2.80)

Il découle également des expressions (2.55), (2.78) et (2.79) que Ψ∗ s’écrit :

Ψ∗ (E, p) =
1

2
E :

� hom : E − pB : E − p2

2M
(2.81)

On déduit ensuite de (2.54) que la densité macroscopique d’énergie libre s’écrit :

Ψ (E, v) =
1

2
E :

� hom : E +
p2

2M
avec p = M (−B : E + v) (2.82)

L’intérêt de la méthode de changement d’échelle est de pouvoir relier les grandeurs
�

hom,

B et M aux informations dont on dispose à l’échelle inférieure. Dans le cas présent, on

est en mesure de construire des estimations de
�

hom et de � grâce à la méthode exposée

à la section 2.1.4 qui permet d’estimer les moyennes par phase du tenseur de localisation

� . En ce qui concerne M (2.77), il s’agit d’évaluer la moyenne sur la phase poreuse du

tenseur de localisation L du problème P ′′. Puisque le chargement du problème P ′′ consiste

en la présence d’une précontrainte dans une des phases inclusionnaires, il serait aisé de

construire une méthode d’estimation comparable à celle de la section 2.1.4 c’est-à-dire
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fondée sur les résultats de problèmes auxiliaires d’Eshelby.

Dans le cas où la phase matricielle est incompressible, il n’est toutefois pas utile de recourir

à des estimations puisque l’on a :

∀x ∈ Ωs 1 : � (x) = 0 et 1 : L(x) = 0 (2.83)

Ainsi B (2.72) et M (2.77) deviennent :

B = 1 ; M → ∞ (2.84)

Et la contrainte effective de Biot (2.80) devient la contrainte effective de Terzaghi :

ΣT (Σ, p) = Σ + p 1 (2.85)

Le paragraphe suivant présente un autre cas de figure où la seule connaissance de
�

hom

suffit à déterminer tout le comportement poroélastique.

Signalons que les résultats obtenus dans ce paragraphe peuvent être utilisés dans le cas

où la phase poreuse est complètement absente (ϕ = 0). En effet, dans ce cas, B (2.72) et

M (2.77) deviennent :

B = 0 ; M → ∞ (2.86)

Il convient de préciser que le cas limite ϕ→ 0 ne conduit pas nécessairement au résultat

(2.86) car la microstructure de l’espace poreux peut jouer un rôle important même si le

volume occupé par ce dernier est infinitésimal. Il suffit en effet de considérer un milieu

fissuré dont les fissures sont modélisées par des pores ellipsoidaux aplatis (de rapport

d’aspect tendant vers 0) pour constater que (2.86) est mis en défaut ([37], [38], [79]).

Dans le cas de figure où l’espace poreux est totalement inexistant, la seule équation de

comportement macroscopique (élastique linéaire) (2.78) devient alors simplement :

Σ =
� hom : E (2.87)

L’énergie libre macroscopique Ψ est alors égale au potentiel Ψ∗ et s’écrit :

Ψ (E) = Ψ∗ (E) =
1

2
E :

� hom : E (2.88)

Cas de la phase solide homogène [41]

Dans ce paragraphe, on suppose que la phase complémentaire des pores est constituée de

la seule phase solide homogène d’élasticité � s. Elle est donc dépourvue de renforts (ϕr = 0

et ϕl = 0). Pour un tel v.e.r., le tenseur d’élasticité drainé
�

hom (2.16) s’écrit :

� hom = ϕs � s :< � >Ωs (2.89)



2.2 Poroélasticité linéaire 49

L’équation (2.89) permet d’exprimer < � >Ωs en fonction de
�

hom et � s, ce qui entrâıne

que B (2.72) s’écrit :

B = 1 − 1 : � s−1 :
� hom (2.90)

Pour exprimer M , il faut revenir à sa définition dans (2.76) et exploiter le fait que la

moyenne de ε′′ sur le v.e.r. est nulle :

p

M
= ϕ 1 :< ε′′ >Ωp= −ϕs 1 :< ε′′ >Ωs (2.91)

En utilisant successivement la loi de comportement de la phase matricielle, puis la définition

(2.63) de Σp, on écrit :

p

M
= −ϕs 1 : � s−1 :< σ′′ >Ωs= 1 : � s−1 : (−Σp + ϕ < σ′′ >Ωp) (2.92)

Or le calcul de Σp par le théorème de Levin fournit (2.71) et l’état de contrainte σ′′ dans

les pores vaut −p 1, ce qui implique :

1

M
= 1 : � s−1 : (B − ϕ 1) (2.93)

Comme annoncé, seule l’identification de
�

hom suffit à déterminer B (2.90) puis M (2.93)

et donc le comportement poroélastique linéaire complet. Les formules (2.90) et (2.93)

peuvent également être obtenues dans [34] avec des conditions aux limites homogènes en

contraintes.

Adoptant l’hypothèse d’isotropie locale et globale, les tenseurs d’élasticité s’écrivent :

� s = 3 ks � + 2µs � (2.94)

et
� hom = 3 khom � + 2µhom � (2.95)

Le tenseur B devient alors sphérique :

B = b 1 avec b = 1 − khom

ks
(2.96)

La forme isotrope de (2.93) quant à elle s’écrit :

1

M
=
b− ϕ

ks
(2.97)

Au passage, en prenant la limite de (2.96) et (2.97) lorsque ks tend vers l’infini (incom-

pressibilité de la matrice), on retrouve le résultat (2.84).
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Précontrainte sphérique dans la matrice

Dans ce paragraphe, on étudie l’effet d’une précontrainte sphérique uniforme dans la

matrice sur la solution du problème de poroélasticité :

∀x ∈ Ωs σp(x) = σp
s = σp

s 1 (2.98)

L’idée est de décomposer linéairement le problème dont le chargement est (E, p) avec la

précontrainte σp
s 1 dans la matrice en deux problèmes. Dans le premier, on retrouve le

chargement E au contour tandis que l’état de contrainte dans les pores vaut −(p + σp
s) 1

sans précontrainte dans la matrice tandis que, dans le second, le contour est encastré (i.e.

E = 0) et l’état de contrainte dans les pores est égal à la précontrainte de la matrice

autrement dit σp
s 1 :







σ = � s : ε + σp
s1 (Ωs)

σ = −p1 (Ωp)

ε = 0 (Ωr ∪ Ωl)

[[ξn ]] = 0

et σ · n//n (∂Ωl)

ξ = E · x (∂Ω)

≡







P(1)

σ(1) = � s : ε(1) (Ωs)

σ(1) = −(p + σp
s )1 (Ωp)

ε(1) = 0 (Ωr ∪ Ωl)

[[ξ
(1)
n ]] = 0

et σ(1) · n//n (∂Ωl)

ξ(1) = E · x (∂Ω)

+







P(2)

σ(2) = � s : ε(2) + σp
s1 (Ωs)

σ(2) = σp
s 1 (Ωp)

ε(2) = 0 (Ωr ∪ Ωl)

[[ξ
(2)
n ]] = 0

et σ(2) · n//n (∂Ωl)

ξ(2) = 0 (∂Ω)

(2.99)

Il est clair, d’une part, que P (1) définit le problème de poroélasticité étudié précédemment

dans lequel on a remplacé la pression dans les pores par p+ σp
s (ce groupement peut très

bien être négatif sans que cela ne soit préjudiciable sur le plan mathématique). D’autre

part, la solution de P (2) est uniforme : ξ(2) = 0, ε(2) = 0 et σ(2) = σp
s 1 (cette solution

satisfait notamment bien les conditions (2.5) au niveau des interfaces lisses). Ainsi pour

passer de la solution sans précontrainte à la solution avec précontrainte, il suffit de changer

la pression p en p+ σp
s et d’ajouter σp

s 1 à tous les états de contrainte. Par exemple, les

lois d’état macroscopiques s’écrivent alors :

Σ =
� hom : E − pB + σp

s (1 − B) (2.100)

v = B : E +
p+ σp

s

M
(2.101)

Le raisonnement reste évidemment valable lorsque la phase poreuse est inexistante. Dans

ce cas, la solution en déformation est indépendante de l’éventuelle précontrainte sphérique

dans la phase solide déformable et il faut ajouter σp
s 1 aux états de contraintes microsco-

pique et macroscopique.
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2.3 Calcul des moments dans la matrice

Dans la suite de ce mémoire, nous aurons besoin d’obtenir des informations sur l’état de

déformation régnant au sein de la phase matricielle. En s’inspirant de [41] et en apportant

une généralisation au cas d’une matrice précontrainte, les paragraphes suivants présentent

deux types de moyenne que l’on peut calculer sur cette phase.

2.3.1 Moments d’ordre 1

Le moment d’ordre 1 de l’état de déformation dans la phase matricielle noté ε est tout

simplement la moyenne de ε sur le domaine Ωs :

ε =< ε >Ωs (2.102)

Le tenseur ε se décompose en une partie sphérique et une partie déviatorique à partir

desquels sont extraits les deux premiers invariants εv et εd :

ε =
1

3
tr ε 1 + εd et







εv = tr ε

εd =
√

εd : εd

(2.103)

On définit les moments d’ordre 1 des invariants εv et εd à partir de la moyenne ε :

εv = tr ε ; εd =
√

εd : εd avec εd = � : ε (2.104)

Le moment d’ordre 1 est aisé à obtenir dans les cas où il n’existe qu’un seul type d’inclusion

(pores ou inclusions rigides). Dans le cas général, il faut adapter la méthode d’estimation

vue à la section 2.1.4.

• Milieu poreux dont la phase solide est homogène

On envisage ici un milieu poreux sans inclusion dans la phase solide. On a donc

ϕr = ϕl = 0 et ϕs = 1 − ϕ. En rappelant que l’état de contrainte dans le fluide est

−p 1 et en utilisant la loi de comportement élastique linéaire sans précontrainte dans

le solide, ε s’obtient par la règle de moyenne (1.15) :

Σ = ϕs � s : ε − p ϕ 1 (2.105)

On a alors ε en fonction de Σ et p :

(1 − ϕ) ε = � s−1 : (Σ + p ϕ 1) (2.106)

À l’aide de (2.78), on peut écrire ε en fonction de E et p :

(1 − ϕ) ε = � s−1 :
( � hom : E + p (ϕ 1− B)

)
(2.107)
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On note que, dans (2.107),
�

hom et B interviennent explicitement. Dans ce cas, la

détermination de ε en fonction de E doit nécessairement passer par une estimation

de
�

hom, B découlant de
�

hom par (2.90).

En cas d’isotropie de � s (2.94), on peut écrire les invariants :

(1 − ϕ) εv =
Σm + p ϕ

ks
avec Σm =

1

3
trΣ (2.108)

(1 − ϕ) εd =
Σd

2µs
avec Σd = Σ − Σm 1 et Σd =

√

Σd : Σd (2.109)

ou encore, si
�

hom est également isotrope (2.95), en exploitant (2.96) dans (2.107) :

(1 − ϕ) εv =
khom

ks
Ev +

p

ks

(

ϕ− 1 +
khom

ks

)

(2.110)

(1 − ϕ) εv =
µhom

µs
Ed (2.111)

S’il existe une précontrainte sphérique σp
s 1 dans la matrice (cf. § 2.2.3), il suffit de

remplacer, dans les formules ci-avant, p par p+ σp
s et, le cas échéant, Σ par Σ − σp

s 1.

Par exemple, (2.108) et (2.110) deviennent respectivement :

(1 − ϕ) εv =
Σm + p ϕ− (1 − ϕ) σp

s

ks
(2.112)

et

(1 − ϕ) εv =
khom

ks
Ev +

p+ σp
s

ks

(

ϕ− 1 +
khom

ks

)

(2.113)

• Milieu renforcé (sans pores)

On s’intéresse cette fois à un milieu solide renforcé par des inclusions rigides en

l’absence de pores soit ϕ = 0. Du fait du caractère rigide des inclusions, outre la

phase solide déformable, seules les discontinuités de vitesse au niveau des interfaces

lisses contribuent à la déformation macroscopique. On écrit en effet d’après la règle

de moyenne (1.28) :

E = ϕs ε + ϕl < ε >Ωl (2.114)

En l’absence d’inclusions à interface lisse (ϕl = 0 et donc ϕs = 1 − ϕr), on a simple-

ment :

ε =
E

ϕs
=

E

1 − ϕr
(2.115)

Il n’est donc pas utile ici de faire appel à une méthode d’estimation pour écrire ε

en fonction de E. De plus, (2.115) est valable quel que soit l’état de précontrainte

de la phase déformable. En revanche, si on veut exprimer ε en fonction de Σ (en

l’absence de précontrainte), il faut estimer
�

hom puisque l’on a, d’après (2.100) avec

B = 0 :

ε =

�
hom−1

: (Σ − σp
s 1)

ϕs
(2.116)



2.3 Calcul des moments dans la matrice 53

Si maintenant l’ensemble des inclusions (sphériques) Ωl est non vide, on doit avoir

recours à une méthode d’estimation pour éliminer < ε >Ωl dans (2.114), ce qui

revient à utiliser directement une estimation de type (2.35) pour < ε >Ωs= ε. En

adoptant l’estimation de Mori-Tanaka, on obtient en utilisant (3.24) :

ε =
(
ϕs � + ϕl � o

)−1
: E (2.117)

dont les invariants s’écrivent :

εv =
Ev

ϕs
(2.118)

εd =
Ed

ϕs + ϕl αo
(2.119)

avec αo donné par (3.22).

• Cas général : adaptation de la méthode d’estimation

En présence de fluide à la pression p, on adapte la technique d’estimation employée

à la section 2.1.4 en ajoutant l’effet de cette pression. Dans les phases autres que

les pores, la localisation conduit toujours aux expressions (2.29) (α 6= p), tandis

que, dans les pores, celle-ci s’effectue maintenant en exploitant l’équation (3.15) (on

choisit une précontrainte nulle dans le milieu de référence) :

< ε >Ωp≈ ˜� p : (E∞ + p � p
o : 1) (2.120)

où ˜� p est toujours donné par (2.30). Le lien entre E∞ et E, issu de la condition de

cohérence (1.28), s’écrit :

E =< ε >≈< ˜� >: E∞ + ϕ p ˜� p : � p
o : 1 (2.121)

avec < ˜� > donné par (2.33). On choisit donc E∞ tel que :

E∞ = < ˜� >
−1

:
(

E − ϕ p ˜� p : � p
o : 1

)

(2.122)

Ainsi l’estimation de la localisation dans la phase solide s’écrit finalement :

ε ≈ � s :
(

E − ϕ p ˜� p : � p
o : 1

)

(2.123)

où l’on a toujours � s = ˜� s : < ˜� >
−1

.

Ajoutons enfin que la présence d’une éventuelle précontrainte sphérique σp
s 1 dans la

phase solide déformable se traduit par une simple substitution de p en p+ σp
s dans

(2.123).

Il est clair que si l’on adopte l’hypothèse d’isotropie locale et globale, les moyennes par

phase des tenseurs de localisation doivent être isotropes (ce n’est évidemment pas le cas



54 Comportement élastique linéaire

localement). Il découle alors un découplage total entre les effets sphérique et déviatorique

du chargement sur le moment d’ordre 1 car εv ne dépend que de Ev et p tandis que

εd ne dépend que de Ed (ce qui s’est clairement vérifié dans les cas particuliers (2.110),

(2.111), (2.115), (2.118) et (2.119)). Néanmoins, ce découplage est mis en défaut locale-

ment, comme en témoigne par exemple l’effet déviatorique local induit dans une sphère

creuse par une pression externe uniforme. Ainsi la moyenne directe masque les couplages

locaux. Il faudra donc recourir à un autre type de moyenne, par exemple quadratique

dans le paragraphe suivant, si l’on veut être capable de mesurer ces couplages.

2.3.2 Moments d’ordre 2

Le moment d’ordre 2 de l’état de déformation dans la matrice est le tenseur d’ordre 4 :

< ε ⊗ ε >Ωs=< εij εkl >Ωs ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el (2.124)

En ce qui concerne les deux premiers invariants, les moments d’ordre 2 sont définis par :

εv =
√

< ε2
v >Ωs =

√
1 :< ε ⊗ ε >Ωs: 1 (2.125)

εd =
√

< ε2
d >Ωs =

√
< εd : εd >Ωs =

√

� ::< ε ⊗ ε >Ωs (2.126)

Selon une idée présentée dans [60], [61] et [97] et étendue à la poroélasticité dans [41],

les composantes de la moyenne (2.124) ou les invariants (2.125) et (2.126) peuvent être

obtenus par dérivation du potentiel élastique par rapport aux composantes de � s. Dans

les développements suivants de ce paragraphe, on note δ l’opérateur générique désignant

une dérivation par rapport à une composante de � s (ou par rapport à ks ou µs si � s est

isotrope (2.94)). Montrons le résultat dans le cas général (toutes les phases sont présentes)

avant de le particulariser aux cas d’absence de l’une ou l’autre des phases. En utilisant

(2.47) et (2.52), on peut écrire le potentiel Ψ∗ (2.54) de la façon suivante :

Ψ∗ = ϕs <
1

2
ε : � s : ε >Ωs −ϕ p 1 :< ε >Ωp (2.127)

Différentions Ψ∗ à l’aide de l’opérateur δ, en notant que p est une donnée du problème

indépendante de � s tandis que la solution ε dépend de � s :

δΨ∗ = ϕs <
1

2
ε : δ � s : ε >Ωs +ϕs < ε : � s : δε >Ωs −ϕ p 1 :< δε >Ωp (2.128)

Dans le membre de droite de (2.128), on peut utiliser la loi de comportement du solide

σ = � s : ε, l’état de contrainte −p 1 dans le fluide, le caractère rigide des inclusions δε = 0

ainsi que la propriété de l’interface lisse (2.5) selon laquelle aucun travail de déformation

n’est produit au niveau de celle-ci (σ : δε = 0). On obtient alors :

δΨ∗ = ϕs <
1

2
ε : δ � s : ε >Ωs + < σ : δε > (2.129)
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Dans le dernier terme de (2.129), on peut appliquer le lemme de Hill (1.37) au couple

(σ, δε) en remarquant, d’une part, que σ est bien en équilibre et, d’autre part, que

δε dérive du champ δξ cinématiquement admissible avec 0 au contour puisque ξ est

cinématiquement admissible avec E qui est une donnée du problème (donc indépendante

de � s) (1). On a donc :

δΨ∗ = ϕs <
1

2
ε : δ � s : ε >Ωs (2.130)

Le moment d’ordre 2 (2.124) s’écrit par conséquent :

ϕs < ε ⊗ ε >Ωs= 2
∂Ψ∗

∂ � s
= 2

∂Ψ∗

∂csijkl

ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el (2.131)

avec Ψ∗ exprimé en (2.81).

Lorsque � s est isotrope (2.94), on peut obtenir les moments d’ordre 2 des invariants (2.125)

et (2.126) :

δ ≡ ∂

∂ks
⇒ δ � s = 3 � ⇒ < ε : δ � s : ε >Ωs= ε2v (2.132)

δ ≡ ∂

∂µs
⇒ δ � s = 2 � ⇒ < ε : δ � s : ε >Ωs= 2 ε2

d (2.133)

Lorsqu’il n’y pas de précontrainte dans la phase solide, on a donc :

ϕs ε2v = E :
∂

� hom

∂ks
: E − 2 p

∂B

∂ks
: E − p2 ∂

∂ks

(
1

M

)

(2.134)

ϕs ε2
d =

1

2
E :

∂
� hom

∂µs
: E − p

∂B

∂µs
: E − 1

2
p2 ∂

∂µs

(
1

M

)

(2.135)

et, en présence d’une précontrainte sphérique uniforme dans la phase solide, en vertu du

raisonnement de la section 2.2.3 :

ϕs ε2
v = E :

∂
� hom

∂ks
: E − 2 (p+ σp

s)
∂B

∂ks
: E − (p+ σp

s)
2 ∂

∂ks

(
1

M

)

(2.136)

ϕs ε2d =
1

2
E :

∂
� hom

∂µs
: E − (p+ σp

s)
∂B

∂µs
: E − 1

2
(p+ σp

s)
2 ∂

∂µs

(
1

M

)

(2.137)

Contrairement aux moments d’ordre 1, la forme générale des moments d’ordre 2 laisse

entrevoir les effets couplés des parties sphérique et déviatorique du chargement sur l’état

de déformation quadratique moyen du solide.

À ce stade, l’évaluation de εv et de εd passe, dans le cas général, par une estimation

analytique ou numérique de
�

hom, B, M et de leurs dérivées. En l’absence de certaines

phases, les expressions (2.136) et (2.137) peuvent être précisées.

(1)Il faut bien noter que, contrairement à E, le tenseur de contrainte macroscopique Σ n’est pas une

donnée mais un résultat du problème d’élasticité linéaire (2.78) et dépend donc de � s.
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• Milieu poreux dont la phase solide est homogène

On retrouve, dans ce paragraphe, des résultats obtenus dans [41] généralisés par la

présence de la précontrainte σp
s . Pour une telle microstructure, les expressions de B

et M ont été reliées à
� hom (cf. (2.90) et (2.93)). Il suffira donc d’estimer

� hom et ses

dérivées pour déduire les moments d’ordre 2. Les dérivées de B et M s’écrivent :

∂B

∂ks
= − 1

3 ks

∂
�

hom

∂ks
: 1 +

1

3 ks2

� hom : 1 (2.138)

∂

∂ks

(
1

M

)

= − 1

9 ks2 1 :
∂

�
hom

∂ks
: 1

+
2

9 ks3 1 :
� hom : 1 − 1

ks2 (1 − ϕ) (2.139)

∂B

∂µs
= − 1

3 ks

∂
�

hom

∂µs
: 1 (2.140)

∂

∂µs

(
1

M

)

= − 1

9 ks2 1 :
∂

�
hom

∂µs
: 1 (2.141)

Dans l’hypothèse d’isotropie globale, on peut utiliser les résultats (2.95), (2.96) et

(2.97) dans (2.136) et (2.137) en rappelant que l’on a ici ϕs = 1 − ϕ :

(1 − ϕ) ε2
v =

(

∂khom

∂ks
− 1

1 − ϕ

(
khom

ks

)2
) (

Ev +
p+ σp

s

ks

)2

+
1

1 − ϕ

(
khom

ks
Ev +

p+ σp
s

ks

(

ϕ− 1 +
khom

ks

))2

+2
∂µhom

∂ks
E2

d (2.142)

(1 − ϕ) ε2
d =

1

2

∂khom

∂µs

(

Ev +
p+ σp

s

ks

)2

+
∂µhom

∂µs
E2

d (2.143)

Si le schéma d’homogénéisation utilisé est celui de Mori-Tanaka (cf. annexe 3.4.1),

l’expression de εv (2.142) se simplifie :

(1 − ϕ) ε2
v =

1

1 − ϕ

(
khom

ks
Ev +

p+ σp
s

ks

(

ϕ− 1 +
khom

ks

))2

+ 2
∂µhom

∂ks
E2

d (2.144)

avec khom de µhom exprimés en (3.73) et (3.76).

Pour écrire les moments d’ordre 2 en fonction de Σ plutôt que E, il suffit de rappeler

la loi de comportement (2.100) et les dérivées de B et 1/M (2.138)-(2.141) ; on
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obtient alors à partir de (2.136) et (2.137) :

(1 − ϕ) ε2
v = − (Σ + p 1) :

∂
�

hom−1

∂ks
: (Σ + p 1)

−σ
p
s + p

3 ks2 1 :
(

− 2 (Σ + p 1) + (1 − ϕ) (σp
s + p) 1

)

(2.145)

(1 − ϕ) ε2
d = −1

2
(Σ + p 1) :

∂
�

hom−1

∂µs
: (Σ + p 1) (2.146)

où l’on a utilisé l’expression reliant les dérivées de
�

hom aux dérivées de son inverse :

� hom :
� hom−1

= � ⇒ δ
� hom = − � hom : δ

� hom−1
:

� hom (2.147)

Lorsque
�

hom est isotrope, (2.146) devient pour n’importe quel schéma linéaire :

(1 − ϕ) ε2
d = −1

2

∂

∂µs

(
1

khom

)

(Σm + p)2 − 1

4

∂

∂µs

(
1

µhom

)

Σ2
d (2.148)

et, dans le cas du schéma de Mori-Tanaka, (2.145) devient :

(1 − ϕ) ε2
v =

1

1 − ϕ

(
Σm + p ϕ− σp

s (1 − ϕ)

ks

)2

−1

2

∂

∂ks

(
1

µhom

)

Σ2
d (2.149)

• Milieu renforcé (sans pores)

Dans le cas où l’espace poreux Ωp est réduit à l’ensemble vide, le potentiel Ψ∗ prend

la forme simple (2.88) du fait de (2.86). Ainsi les expressions (2.136) et (2.137) se

réduisent ici à :

ϕs ε2
v = E :

∂
�

hom

∂ks
: E (2.150)

ϕs ε2
d =

1

2
E :

∂
�

hom

∂µs
: E (2.151)

Il faut bien préciser que ces résultats sont valables en présence des deux types

d’inclusions rigides considérées (parfaitement adhérentes ou à interface lisse) et ne

sont pas modifiées lorsque la phase solide déformable présente une précontrainte

sphérique uniforme quelconque (cf. § 2.2.3).

Dans le cas isotrope, (2.150) et (2.151) deviennent :

ϕs ε2
v =

∂khom

∂ks
E2

v + 2
∂µhom

∂ks
E2

d (2.152)

ϕs ε2d =
1

2

∂khom

∂µs
E2

v +
∂µhom

∂µs
E2

d (2.153)
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En utilisant (2.147) et la loi de comportement (2.100) avec B = 0, (2.150) et (2.151)

peuvent s’écrire en fonction de Σ :

ϕs ε2v = − (Σ − σp
s 1) :

∂
�

hom−1

∂ks
: (Σ − σp

s 1) (2.154)

ϕs ε2
d = −1

2
(Σ − σp

s 1) :
∂

�
hom−1

∂µs
: (Σ − σp

s 1) (2.155)
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3.1 Problème d’Eshelby [44]

3.1.1 Inclusion d’Eshelby

Considérons un domaine infini (Ω = R
3) occupé par un matériau élastique linéaire ho-

mogène de tenseur d’élasticité � o. Le matériau est à l’état initial naturel sauf dans une in-

clusion I de forme ellipsoidale où règne un champ de polarisation uniforme p (cf. Fig. 3.1).

On impose des déplacements nuls à l’infini. La solution du problème de l’inclusion satisfait

∞
ξ → 0

σ = � o : ε

σ = � o : ε + p

I

Fig. 3.1 – Problème de l’inclusion d’Eshelby

le système d’équations :

div σ = 0 (R3)

σ = � o : ε (R3 \ I)

σ = � o : ε + p (I)

lim
‖ � ‖→∞

ξ = 0

ε = 1
2

(
grad ξ + tgrad ξ

)
(R3)

(3.1)

Définissons l’espace occupé par l’inclusion par :

I =
{

x ∈ R
3 | x ·

(
tA · A

)−1 · x ≤ 1
}

(3.2)

où A est un tenseur d’ordre 2 indiquant l’orientation et les longueurs des axes de l’ellip-

soide. En notant e1, e2 et e3 les directions et a1, a2 et a3 les demi-longueurs des axes, A

s’écrit :

A = a1 e1 ⊗ e1 + a2 e2 ⊗ e2 + a3 e3 ⊗ e3 (3.3)
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et l’équation de l’ellipsoide :

(
x1

a1

)2

+

(
x2

a2

)2

+

(
x3

a3

)2

≤ 1 (3.4)

Le résultat remarquable obtenu par Eshelby [44] est que les champs de déformation et de

contrainte solutions de (3.1) sont uniformes à l’intérieur de l’inclusion. On écrit classique-

ment :

∀x ∈ I ε(x) = − � I
o : p (3.5)

où � I
o est un tenseur d’ordre 4 symétrique (Pklij = Pijkl). L’exposant o fait référence à

l’élasticité � o et I symbolise ici la forme et l’orientation de l’inclusion. On montre que

l’expression générale de � I
o s’écrit sous la forme d’une intégrale sur la sphère unité ([3],

[38], [45], [101]) :

� I
o =

det A

4 π

∫

‖ � ‖=1

υ
s
⊗ (υ · � o · υ)−1 s

⊗ υ
(

υ ·
(

tA · A
)−1 · υ

)3/2
dSυ (3.6)

L’opérateur
s
⊗ indique que le produit tensoriel est suivi d’une symétrisation entre les

indices encadrant celui-ci, en l’occurence entre les indices 1 et 2 d’une part et entre les

indices 3 et 4 d’autre part. Écrit sous la forme (3.6), il apparâıt clairement que � I
o dépend

de � o mais aussi de la forme de l’inclusion (rapports entre les axes de l’ellipsoide) et de

son orientation. On introduit également le tenseur d’Eshelby défini par :

� I
o = � I

o : � o (3.7)

Il faut bien noter que, dans le cas général, le tenseur d’Eshelby (3.7) n’admet pas la

symétrie par rapport aux couples d’indices (1, 2) et (3, 4). Différents cas de figure pour

lesquels une expression analytique du tenseur d’Eshelby est disponible figurent en an-

nexe 3.2. Signalons également que le problème d’Eshelby peut être transcrit dans un cadre

bidimensionnel où il s’agit de traiter le cas d’une inclusion cylindrique à base elliptique

plongée dans un milieu infini [100].

3.1.2 Inhomogénéité d’Eshelby

Considérons maintenant le problème de l’inhomogénéité d’Eshelby, c’est-à-dire que le

domaine I ne se distingue plus par l’existence d’une polarisation uniforme mais par la

présence d’un matériau différent de celui caractérisé par le tenseur d’élasticité � o. Le

matériau occupant le domaine I est supposé élastique linéaire de tenseur d’élasticité � I .

On suppose maintenant que le domaine infini est soumis à des conditions de déformation

homogène à l’infini (cf. Fig. 3.2). Le problème à résoudre est alors défini par les équations :
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∞
ξ ∼ E∞ · x

σ = � o : ε

σ = � I : ε

I

Fig. 3.2 – Problème de l’inhomogénéité d’Eshelby

div σ = 0 (R3)

σ = � o : ε (R3 \ I)

σ = � I : ε (I)

ξ ∼ E∞ · x (‖x‖ → ∞)

ε = 1
2

(
grad ξ + tgrad ξ

)
(R3)

(3.8)

Pour résoudre (3.8), on commence par faire l’hypothèse que le champ de déformation est

uniforme dans I et vaut εI . On peut alors constater que les systèmes (3.1) et (3.8) sont

équivalents si l’on prend :

p =
( � I − � o

)
: εI (3.9)

Par linéarité, la solution en déplacement de (3.8) est la somme d’un terme dû à p (3.9) qui

se présente sous la forme (3.5) à l’intérieur de I et d’un terme dû à E∞ qui est uniforme

valant E∞ en tout point :

∀x ∈ I ε = εI = − � I
o :
( � I − � o

)
: εI + E∞ (3.10)

Il découle alors de (3.10) que la solution de (3.8) s’écrit :

∀x ∈ I







ε =
(

� + � I
o :
( � I − � o

))−1
: E∞

σ = � I :
(

� + � I
o :
( � I − � o

))−1
: E∞

(3.11)

On vérifie donc bien a posteriori que l’hypothèse d’uniformité de ε dans I était fondée

puisque l’on a trouvé un candidat satisfaisant les équations (3.8) et que la solution de ce

système est unique.
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Dans le cas limite d’une inclusion vide ( � I → �
), la solution (3.11) s’écrit :

∀x ∈ I (pore)







ε =
(

� − � I
o

)−1
: E∞

σ = 0
(3.12)

et si l’inclusion est rigide ( � I → ∞), (3.11) devient :

∀x ∈ I (rigide)







ε = 0

σ = � I
o
−1

: E∞
(3.13)

Remarquons que le raisonnement menant à (3.11) tient toujours si l’on remplace le com-

portement élastique linéaire du matériau de I par un comportement élastique non linéaire

défini par un tenseur sécant � I(ε). En effet, on démontre alors, en supposant encore l’uni-

formité de la déformation dans I et en vérifiant cette hypothèse a posteriori, que ce

tenseur sécant définit en fait un tenseur d’élasticité uniforme � I(εI) dans I. Mais, pour

exprimer εI en fonction de E∞, il faudra résoudre l’équation non linéaire :

εI =
(

� + � I
o :
( � I(εI) − � o

))−1
: E∞ (3.14)

On peut aussi adapter le raisonnement si le comportement du matériau dans le domaine I
présente à la fois un tenseur d’élasticité � I a priori différent de � o ainsi qu’une précontrainte

uniforme σ
p
I et si le milieu de référence présente également une précontrainte uniforme

σp
o. En effet, on montre sans peine en invoquant la linéarité des équations en jeu que le

tenseur des déformations est uniforme dans I et s’écrit :

ε =
(

� + � I
o :
( � I − � o

))−1
:
(
E∞ + � I

o : (σp
o − σ

p
I)
)

(3.15)

3.1.3 Problème de l’inclusion rigide à interface lisse

Le problème d’Eshelby conduit à une évaluation de la déformation régnant dans une in-

clusion élastique baignée dans un milieu élastique linéaire infini dans l’hypothèse où le

champ de déplacement recherché vérifie certaines conditions de régularité et notamment

la continuité. Par conséquent, en utilisant la solution de ce problème, on suppose que

l’interface entre la matrice et l’inclusion est à adhérence parfaite. Dans [52], il est prouvé

qu’une interface imparfaite modélisée par une loi de comportement élastique (liant le

vecteur-contrainte et la discontinuité de déplacement) conduit à une solution non uni-

forme au sein de l’inclusion. On se propose, dans ce paragraphe, de revisiter le problème

d’Eshelby dans le cas extrême d’une inclusion rigide et d’une interface lisse modélisée par
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les équations (1.44). Il s’agit donc de résoudre le problème suivant :

div σ = 0 (R3 \ I)

σ = � o : ε (R3 \ I)

ξ · n = 0 (∂I)

σ · n //n (∂I)

ξ ∼ E∞ · x (‖x‖ → ∞)

ε = 1
2

(
grad ξ + tgrad ξ

)
(R3)

(3.16)

Pour obtenir une solution analytique du problème (3.16), nous ne considérons que le cas

de l’inclusion sphérique (on se placera donc dans le système de coordonnées sphériques

de la Fig. 3.3) et du comportement isotrope de la matrice. Le tenseur � o s’écrit donc :

� o = 3 ko � + 2µo � (3.17)

L’objectif est d’évaluer les moyennes sur le domaine I des tenseurs de déformation et

r

φ

θ

x1

x2

x3

er

eθ

eφ

Fig. 3.3 – Coordonnées sphériques

de contrainte. Conformément aux résultats obtenus en (1.45) et (1.46), ces moyennes

s’écrivent comme des intégrales au contour du domaine. La linéarité des équations (3.16)

implique que ces intégrales dépendent linéairement de E∞ :

< ε >I=
1

|I|

∫

∂I

[[ξ ]]
s
⊗ n dS = � o : E∞ (3.18)

< σ >I=
1

|I|

∫

∂I

x ⊗ σ · n dS = � o : E∞ (3.19)

où � o et � o sont deux tenseurs isotropes d’ordre 4, c’est-à-dire qu’ils se décomposent

sur � et � en raison de l’isotropie du comportement de la matrice et de la symétrie
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géométrique du problème. Il suffit donc de considérer un tenseur E∞ purement sphérique

(resp. déviatorique) pour identifier les coefficients de � o et � o sur � (resp. � ).

En ce qui concerne la partie sphérique, il apparâıt que l’interface ne joue aucun rôle. En

effet, la solution du problème avec adhérence parfaite à l’interface présente une symétrie

sphérique et vérifie donc les conditions (1.44). On en déduit qu’il s’agit également de

la solution du problème avec interface lisse. Ainsi, comme le déplacement est continu à

l’interface, la composante sur � de � o est nulle tandis que celle de � o se déduit de (3.13)

(avec � I
o relatif à une inclusion sphérique (3.28)) et vaut donc 3 ko + 4µo.

Pour déterminer la composante déviatorique, on fixe arbitrairement (e1, e2, e3) une base

orthonormée de R
3 et on considère le tenseur :

E∞ = E∞ (e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2) (3.20)

La forme de la solution en déplacement à la sollicitation (3.20) est donnée dans [24] ou [54].

En tenant compte des conditions à l’infini et à l’interface, on obtient les expressions sui-

vantes des composantes du déplacement dans la matrice (dans les coordonnées sphériques

de la Fig. 3.3) avec Ro désignant le rayon de l’inclusion sphérique :







ξr =

(

r − 5 (ko + µo)

5 ko + 8µo

R3
o

r2
− 3µo

5 ko + 8µo

R5
o

r4

)

sin2 θ cos(2φ)E∞

ξθ =

(

r − 10µo

3 (5 ko + 8µo)

R3
o

r2
+

2µo

5 ko + 8µo

R5
o

r4

)

sin θ cos θ cos(2φ)E∞

ξφ = −
(

r − 10µo

3 (5 ko + 8µo)

R3
o

r2
+

2µo

5 ko + 8µo

R5
o

r4

)

sin θ sin(2φ)E∞

(3.21)

En rappelant que ξ est nul dans l’inclusion, on exploite (3.21) dans (3.18) pour obtenir :

1

|I|

∫

∂I

[[ξ ]]
s
⊗ n dS = αo E∞ avec αo =

3 ko + 4µo

5 ko + 8µo
(3.22)

et, en utilisant la loi de comportement σ = � o : ε dans la matrice, on a :

1

|I|

∫

∂I

x ⊗ σ · n dS = βo E∞ avec βo =
16µo

3

3 ko + 4µo

5 ko + 8µo
(3.23)

Par conséquent, les tenseurs � o et � o s’écrivent :

� o =
3 ko + 4µo

5 ko + 8µo
� (3.24)

� o = (3 ko + 4µo) � +
16µo

3

3 ko + 4µo

5 ko + 8µo
� (3.25)

Contrairement au cas classique d’application du résultat d’Eshelby, dans le cas présent

de l’interface lisse, il n’est pas simple de déduire des résultats précédents l’effet d’une
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précontrainte dans la matrice et/ou dans l’inclusion. Toutefois, si ces précontraintes sont

sphériques, il est immédiat de constater que la nature de l’interface ne va pas interve-

nir puisque la solution du problème avec adhérence parfaite convient également pour le

problème avec interface lisse (pas de cisaillement induit). Ainsi les précontraintes n’au-

ront un effet que sur les contraintes (le même que dans le cas adhérent) et non sur la

discontinuité de déplacement.

3.2 Quelques expressions analytiques du tenseur d’Eshelby

3.2.1 Inclusion sphérique dans un milieu isotrope

Le milieu infini dans lequel baigne l’inclusion sphérique est isotrope, ce qui signifie que

son tenseur d’élasticité est donné par (3.17). Il est défini par son module de compression

ko et son module de cisaillement µo ou, de manière équivalente, par son module d’Young

Eo et son coefficient de Poisson νo :

3 ko =
Eo

1 − 2 νo

2µo =
Eo

1 + νo







⇔







Eo = 9
ko µo

3 ko + µo

νo =
1

2

3 ko − 2µo

3 ko + µo

(3.26)

Par symétrie, le tenseur d’Eshelby est isotrope et se décompose donc sur � et � ([38],

[102]) :

� I
o =

3 ko

3 ko + 4µo
� +

6

5

ko + 2µo

3 ko + 4µo
� =

1

3

1 + νo

1 − νo
� +

2

15

4 − 5 νo

1 − νo
� (3.27)

D’après (3.7), le tenseur � I
o s’écrit donc :

� I
o =

1

3 ko + 4µo
� +

3

5µo

ko + 2µo

3 ko + 4µo
� (3.28)

3.2.2 Inclusion ellipsoidale dans un milieu isotrope

Dans cette section, le milieu infini est toujours isotrope mais l’inclusion est maintenant

de forme ellipsoidale de révolution autour d’un axe que l’on prendra par convention dirigé

suivant le vecteur e3. Ainsi les axes selon e1 et e2 sont de longueur identique i.e. a2 = a1.

Le rapport entre la longueur du troisième axe et celle-ci, appelé rapport d’aspect et noté

ω, définit la forme de l’ellipsoide :

ω =
a3

a1
=
a3

a2
(3.29)

Outre le cas déjà traité de la sphère ω = 1, on distingue deux types d’ellipsoide :

– l’ellipsoide aplati (1) tel que a3 < a1 i.e. ω < 1 (cf. Fig. 3.4(a)),

(1)“oblate spheroid” en anglais
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– l’ellipsoide allongé (2) tel que a3 > a1 i.e. ω > 1 (cf. Fig. 3.4(b)).

a1

a2 = a1

a3 < a2 = a1

(a) ellipsoide aplati

a1

a2 = a1

a3 > a2 = a1

(b) ellipsoide allongé

Fig. 3.4 – Ellipsoides de révolution

Quel que soit le rapport d’aspect de l’inclusion ellipsoidale, la symétrie du problème

mène naturellement à un tenseur � I
o isotrope transverse. Ses composantes dans la base

(ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el)i,j,k,l=1,2,3 sont donc totalement déterminés à partir de 5 d’entre elles

tandis que le tenseur d’Eshelby, qui ne présente pas la symétrie entre le couple d’indices

(1, 2) et le couple d’indices (3, 4), sera lui déterminé à partir de 6 coefficients. On introduit

les notations suivantes :

Q =
3

8 π (1 − νo)
(3.30)

R =
1 − 2 νo

8 π (1 − νo)
(3.31)

I1 =







2 π ω
arccosω − ω

√
1 − ω2

(1 − ω2)3/2
si ω < 1 (ell. aplati)

2 π ω
ω
√
ω2 − 1 − argchω

(ω2 − 1)3/2
si ω > 1 (ell. allongé)

(3.32)

I3 = 4 π − 2 I1 (3.33)

I13 = − I1 − I3
3 (1 − ω2)

(3.34)

I12 =
π

3
− I13

4
(3.35)

I11 = 3 I12 (3.36)

I33 =
4 π

3ω2
− 2 I13 (3.37)

(2)“prolate spheroid” en anglais
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Voici les composantes de � I
o à partir desquelles les autres composantes non nulles peuvent

être déduites [38], soit en raison de l’isotropie transverse soit en invoquant la propriété de

symétrie entre les deux premiers et entre les deux derniers indices (i.e. Sijkl = Sjikl = Sijlk) :

S1111 = QI11 +R I1 (3.38)

S3333 = Qω2 I33 +R I3 (3.39)

S1122 = QI12 − RI1 (3.40)

S1133 = Qω2 I13 − R I1 (3.41)

S3311 = QI13 − RI3 (3.42)

S2323 =
Q

2
(1 + ω2) I13 +

R

2
(I1 + I3) (3.43)

L’isotropie transverse et les rôles symétriques joués par les axes 1 et 2 impliquent que le

coefficient S1212 s’écrit :

S1212 =
1

2
(S1111 − S1122) (3.44)

Les autres composantes non nulles sont obtenues à partir de (3.38) à (3.44) par permu-

tation entre l’axe 1 et l’axe 2 et par permutation entre les deux premiers indices et/ou

les deux derniers (par exemple S2222 = S1111 ou encore S3131 = S1313 = S1331 = S2323 etc.).

Toutes les composantes dont les indices ne peuvent se ramener, par ce procédé, à ceux de

l’une des expressions (3.38) à (3.44) sont nulles (par exemple S1112 = 0).

Développement limité au voisinage de ω = 0

Au voisinage de ω = 0 (l’ellipsoide est aplati, proche d’un disque), les composantes (3.38)

à (3.43) deviennent :

S1111 =
π

32

13 − 8 νo

1 − νo
ω + O

(
ω2
)

(3.45)

S3333 = 1 − π

4

1 − 2 νo

1 − νo
ω + O

(
ω2
)

(3.46)

S1122 = − π

32

1 − 8 νo

1 − νo
ω + O

(
ω2
)

(3.47)

S1133 = −π
8

1 − 2 νo

1 − νo
ω + O

(
ω2
)

(3.48)

S3311 =
νo

1 − νo
− π

8

1 + 4 νo

1 − νo
ω + O

(
ω2
)

(3.49)

S2323 =
1

2
− π

8

2 − νo

1 − νo
ω + O

(
ω2
)

(3.50)
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Développement limité au voisinage de ω = +∞
Au voisinage de ω = +∞ (l’ellipsoide est allongé, proche d’un segment), les compo-

santes (3.38) à (3.43) deviennent :

S1111 =
1

8

5 − 4 νo

1 − νo
− 1

4

1 − 2 νo

1 − νo

lnω

ω2
+ O

(
1

ω2

)

(3.51)

S3333 =
2 − νo

1 − νo

lnω

ω2
+ O

(
1

ω2

)

(3.52)

S1122 = −1

8

1 − 4 νo

1 − νo
+

1

4

1 − 2 νo

1 − νo

lnω

ω2
+ O

(
1

ω2

)

(3.53)

S1133 =
1

2

νo

1 − νo
+

1

2

1 + νo

1 − νo

lnω

ω2
+ O

(
1

ω2

)

(3.54)

S3311 = −1

2

1 − 2 νo

1 − νo

lnω

ω2
+ O

(
1

ω2

)

(3.55)

S2323 =
1

4
− 1

4

1 + νo

1 − νo

lnω

ω2
+ O

(
1

ω2

)

(3.56)

3.2.3 Inclusion cylindrique dans un milieu isotrope

L’inclusion sur laquelle est basée ce paragraphe correspond à une généralisation de la

limite d’un ellipsoide de type allongé (cf. Fig. 3.4(b)) avec a3/a1 → ∞ et a3/a2 → ∞ au

cas où les axes a1 et a2 sont différents. On note le rapport d’aspect $ = a2/a1. L’ellipsoide

n’est plus de révolution mais s’apparente dans ce cas limite à un cylindre à base elliptique

d’axe dirigé selon e3 (cf. Fig. 3.5). Toutes les composantes du tenseur d’Eshelby qui

a1

a2

Fig. 3.5 – Inclusion cylindrique

ne sont pas engendrées par les symétries Sijkl = Sjikl = Sijlk à partir des composantes
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suivantes sont nulles [98] :

S1111 =
$ (3 − 2 νo + 2$ (1 − νo))

2 (1 +$)2 (1 − νo)
(3.57)

S2222 =
2 (1 − νo) +$ (3 − 2 νo)

2 (1 +$)2 (1 − νo)
(3.58)

S1122 =
$ (− (1 − 2 νo) + 2$νo)

2 (1 +$)2 (1 − νo)
(3.59)

S2211 =
2 νo −$ (1 − 2 νo)

2 (1 +$)2 (1 − νo)
(3.60)

S1133 =
$νo

(1 +$) (1 − νo)
(3.61)

S2233 =
νo

(1 +$) (1 − νo)
(3.62)

S1212 =
1 − νo +$ (1 − 2 νo) +$2 (1 − νo)

2 (1 +$)2 (1 − νo)
(3.63)

S2323 =
1

2 (1 +$)
(3.64)

S3131 =
$

2 (1 +$)
(3.65)

Dans le contexte bidimensionnel de la déformation plane et d’une inclusion cylindrique

à base elliptique, les composantes du tenseur d’Eshelby bidimensionnel cöıncident avec

les composantes “utiles” (ne faisant pas intervenir le coefficient 3) explicitées dans ce

paragraphe [100].

On peut également trouver dans la littérature les expressions exactes ou approchées du

tenseur d’Eshelby dans certains cas d’anisotropie de la matrice et pour certaines formes

et orientations de l’inclusion ([62], [3], [98]).

3.3 Symétrie de l’estimation du tenseur d’élasticité

macroscopique

On cherche dans cette section à montrer la symétrie de l’estimation (2.37) de
�

hom dans

deux cas :

• Toutes les phases sont adhérentes (pas d’inclusions lisses) et représentées par des

inclusions semblables les unes aux autres (même tenseur � I
o ).

Quitte à effectuer a posteriori un passage à la limite sur le tenseur d’élasticité des

inclusions rigides, on travaille dans un premier temps avec une valeur finie de celui-

ci. Le tenseur d’élasticité en un point courant sera simplement noté � et on définit
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l’écart à l’élasticité de référence :

δ � = � − � o (3.66)

Par des manipulations algébriques et compte tenu de l’uniformité du tenseur � I
o ,

(2.37) s’écrit successivement :

� hom ≈< � :
(

� + � I
o : δ � )−1

>: <
(

� + � I
o : δ � )−1

>
−1

(3.67)

� hom ≈ � o+ < δ � :
(

� + � I
o : δ � )−1

>: <
(

� + � I
o : δ � )−1

>
−1

(3.68)

� hom ≈ � o+ < δ � :
(

� I
o

−1
+ δ �

)−1

>: <
(

� I
o

−1
+ δ �

)−1

>
−1

(3.69)

� hom ≈ � o − � I
o

−1
+<

(

� I
o

−1
+ δ �

)−1

>
−1

(3.70)

Le membre de droite de cette dernière expression est clairement symétrique en raison

de la symétrie des tenseurs � , � o et � I
o .

• Le v.e.r. est un milieu uniquement composé d’une phase solide homogène et de pores

de formes ellipsoidales et d’orientations quelconques et le schéma d’homogénéisation

est celui de Mori-Tanaka i.e. � o = � s.

On commence par regrouper les pores en N familles, chacune étant définie par

une forme et une orientation données. On note ϕj
(1≤j≤N) la fraction volumique de la

famille indexée par j. On a donc ϕs = 1 −∑N
j=1 ϕ

j. On note également � j
s le tenseur

� I
o relatif à la famille j et au milieu de référence d’élasticité � s.

L’estimation (2.37) de
�

hom s’écrit ici :

� hom ≈ ϕs � s :

(

ϕs � +
N∑

j=1

ϕj
(

� − � j
s : � s

)−1

)−1

(3.71)

ou encore

� hom ≈ ϕs

(

ϕs � s−1 +

N∑

j=1

ϕj
( � s − � s : � j

s : � s
)−1

)−1

(3.72)

L’expression (3.72) montre que la symétrie de l’estimation de
�

hom découle de celles

de � s et � j
s.

3.4 Estimations de Mori-Tanaka pour des matériaux

biphasés isotropes
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3.4.1 Milieu poreux dont la phase solide est homogène

Cas général

khom =
4 (1 − ϕ) ksµs

3ϕks + 4µs
(3.73)

∂khom

∂ks
=

16 (1 − ϕ)µs2

(3ϕks + 4µs)2 (3.74)

∂khom

∂µs
=

12 (1 − ϕ)ϕks2

(3ϕks + 4µs)2 (3.75)

µhom =
(1 − ϕ) (9ks + 8µs)µs

(9 + 6ϕ) ks + (8 + 12ϕ)µs
(3.76)

∂µhom

∂ks
=

60 (1 − ϕ)ϕµs2

((9 + 6ϕ) ks + (8 + 12ϕ)µs)2 (3.77)

∂µhom

∂µs
=

(1 − ϕ)
(
(81 + 54ϕ) ks2 + (144 + 96ϕ) ksµs + (64 + 96ϕ)µs2

)

((9 + 6ϕ) ks + (8 + 12ϕ)µs)2 (3.78)

Cas incompressible - D.L. en ρs = µs/ks au voisinage de 0

khom =
4

3

1 − ϕ

ϕ
µs (1 + O (ρs)) (3.79)

∂khom

∂ks
=

16

9

1 − ϕ

ϕ2
ρs2 + O

(
ρs3
)

(3.80)

∂khom

∂µs
=

4

3

1 − ϕ

ϕ
+ O (ρs) (3.81)

µhom =
1 − ϕ

1 + 2
3
ϕ
µs (1 + O (ρs)) (3.82)

∂µhom

∂ks
=

20

27

(1 − ϕ)ϕ
(
1 + 2

3
ϕ
)2ρ

s2 + O
(
ρs3
)

(3.83)

∂µhom

∂µs
=

1 − ϕ

1 + 2
3
ϕ

+ O (ρs) (3.84)
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3.4.2 Milieu renforcé par des inclusions rigides parfaitement

adhérentes

Cas général

khom =
1

3

3ks + 4ϕrµs

1 − ϕr
(3.85)

∂khom

∂ks
=

1

1 − ϕr
(3.86)

∂khom

∂µs
=

4

3

ϕr

1 − ϕr
(3.87)

µhom =
1

6

((6 + 9ϕr) ks + (12 + 8ϕr)µs)µs

(1 − ϕr) (ks + 2µs)
(3.88)

∂µhom

∂ks
=

5

3

ϕrµs2

(1 − ϕr) (ks + 2µs)2 (3.89)

∂µhom

∂µs
=

1

6

(6 + 9ϕr) ks2 + (24 + 16ϕr) ksµs + (24 + 16ϕr)µs2

(1 − ϕr) (ks + 2µs)2 (3.90)

Cas incompressible - D.L. en ρs = µs/ks au voisinage de 0

khom =
ks

1 − ϕr
(1 + O (ρs)) (3.91)

∂khom

∂ks
=

1

1 − ϕr
(3.92)

∂khom

∂µs
=

4

3

ϕr

1 − ϕr
(3.93)

µhom =
1 + 3

2
ϕr

1 − ϕr
µs (1 + O (ρs)) (3.94)

∂µhom

∂ks
=

5

3

ϕr

1 − ϕr
ρs2 + O

(
ρs3
)

(3.95)

∂µhom

∂µs
=

1 + 3
2
ϕr

1 − ϕr
+ O (ρs) (3.96)
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3.4.3 Milieu renforcé par des inclusions rigides lisses

Cas général

khom =
1

3

3ks + 4ϕlµs

1 − ϕl
(3.97)

∂khom

∂ks
=

1

1 − ϕl
(3.98)

∂khom

∂µs
=

4

3

ϕl

1 − ϕl
(3.99)

µhom =
1

3

((
15 + 9ϕl

)
ks +

(
24 + 8ϕl

)
µs
)
µs

(5 − 2ϕl) ks + (8 − 4ϕl)µs
(3.100)

∂µhom

∂ks
=

20

3

(
1 − ϕl

)
ϕlµs2

((5 − 2ϕl) ks + (8 − 4ϕl)µs)2 (3.101)

∂µhom

∂µs
=

(
5 − 2ϕl

) (
5 + 3ϕl

)
ks2

((5 − 2ϕl) ks + (8 − 4ϕl)µs)2 +
16

3

(
5 − 2ϕl

) (
3 + ϕl

)
ksµs

((5 − 2ϕl) ks + (8 − 4ϕl)µs)2

+
32

3

(
2 − ϕl

) (
3 + ϕl

)
µs2

((5 − 2ϕl) ks + (8 − 4ϕl)µs)2 (3.102)

Cas incompressible - D.L. en ρs = µs/ks au voisinage de 0

khom =
ks

1 − ϕl
(1 + O (ρs)) (3.103)

∂khom

∂ks
=

1

1 − ϕl
(3.104)

∂khom

∂µs
=

4

3

ϕl

1 − ϕl
(3.105)

µhom =
1 + 3

5
ϕl

1 − 2
5
ϕl
µs (1 + O (ρs)) (3.106)

∂µhom

∂ks
=

4

15

(
1 − ϕl

)
ϕl

(
1 − 2

5
ϕl
)2 ρ

s2 + O
(
ρs3
)

(3.107)

∂µhom

∂µs
=

1 + 3
5
ϕl

1 − 2
5
ϕl

+ O (ρs) (3.108)
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Chapitre 4

Définition et détermination du
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4.4.2 Choix de la déformation effective . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

79





4.1 Le critère de résistance macroscopique dans le cas sec 81

Après avoir rappelé les éléments fondamentaux de l’homogénéisation linéaire, on se pro-

pose dans cette partie d’étudier un problème d’homogénéisation de nature non linéaire,

à savoir les propriétés de résistance des géomatériaux. On obtient classiquement un en-

cadrement du critère de résistance macroscopique en mettant en œuvre les théorèmes de

la théorie du calcul à la rupture [91] mais on proposera d’autres méthodes fondées sur

l’attribution d’un comportement non linéaire fictif à la phase solide du v.e.r..

4.1 Le critère de résistance macroscopique dans le

cas sec

4.1.1 Caractéristiques des matériaux

Nous considérons un v.e.r. Ω de géomatériau tel qu’il a été modélisé à la section 1.3.1.

On s’intéressera par la suite à un v.e.r. simplifié ne comportant qu’une seule famille

d’inclusions (vides ou rigides) et d’une phase solide. Il s’agira par exemple d’examiner

l’influence de chaque type d’inclusion sur le critère macroscopique.

On suppose dans un premier temps que les pores sont vides. La matrice se caractérise par

son critère de résistance qui peut être défini de deux manières : la définition directe et

celle dite duale. L’approche directe repose sur la définition de l’ensemble convexe Gs des

états de contrainte microscopique compatibles avec la résistance du solide. D’un point de

vue mathématique, on peut décrire cet ensemble au moyen d’un critère convexe f s(σ) tel

que :

Gs = {σ | f s(σ) ≤ 0} (4.1)

On note alors que la frontière ∂Gs a pour équation f s(σ) = 0. On suppose en outre que

l’état de contrainte σ = 0 est compatible avec le critère i.e. f s(0) ≤ 0.

On introduit ensuite classiquement la fonction d’appui πs du convexe Gs. Cette fonction

opère sur l’ensemble des tenseurs d’ordre 2 symétriques (physiquement l’ensemble des

taux de déformation) de la façon suivante :

πs(d) = sup {σ : d, σ ∈ Gs} ∈ [0,+∞] (4.2)

Il est aisé de vérifier que πs est une fonction convexe. De plus, on montre que πs est

positivement homogène de degré 1 :

∀ θ ∈ R
∗
+ πs(θ d) = θ πs(d) (4.3)

La fonction d’appui permet de définir le domaine de résistance de la matrice de manière

duale :

σ ∈ Gs ⇔ ∀d σ : d ≤ πs(d) (4.4)
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Pour une valeur donnée de d telle que πs(d) < +∞ (c’est-à-dire dans une direction bornée

de Gs), la condition σ : d = πs(d) apparâıt comme l’équation d’un hyperplan H(d) dans

l’espace des contraintes. Ce dernier est tangent à la frontière ∂Gs en un point σ où

la normale à ∂Gs est parallèle à d (cf. Fig. 4.1). Si πs est suffisamment régulière (une

σij

σkl

H(d)

d

σ : d = πs(d)

σ : d > πs(d)

σ : d < πs(d)

Gs

Fig. 4.1 – Interprétation géométrique de la fonction d’appui

condition suffisante est fournie en annexe 7.1.1), la dérivation de (4.3) par rapport à θ > 0

fournit l’identité d’Euler :
∂πs

∂d
(d) : d = πs(d) (4.5)

L’équation (4.5) implique que l’état de contrainte σ = ∂πs/∂d (d) appartient à H(d). De

plus, la convexité de πs permet d’écrire :

πs(d′) − πs(d) ≥ ∂πs

∂d
(d) : (d′ − d) (4.6)

En exploitant (4.5) dans (4.6), on obtient :

∀ d′ πs(d′) ≥ ∂πs

∂d
(d) : d′ (4.7)

Selon la définition duale (4.4) du domaine de résistance, (4.7) indique que l’état de

contrainte ∂πs/∂d (d) appartient à Gs. Par conséquent ∂πs/∂d (d) est situé à l’inter-

section entre H(d) et ∂Gs.

Précisons maintenant les critères de résistance des inclusions vides et rigides apparaissant

comme des cas extrêmes. On notera Gp et πp (resp. Gr et πr) le domaine de résistance et

la fonction d’appui de l’inclusion vide (resp. rigide). Tout d’abord, les pores offrent une

résistance nulle, ce qui signifie que le seul état de contrainte compatible est le tenseur

nul :

Gp = {0} ⇔ ∀d πp(d) = 0 (4.8)
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À l’opposé, les inclusions rigides sont dotées d’une résistance infinie, c’est-à-dire que tout

état de contrainte appartient au domaine de résistance Gr. On définit donc un critère

valable en tout point de l’intérieur d’une inclusion rigide adhérente ou lisse :

Gr = R
6 ⇔







πr(d) = +∞ ∀d 6= 0

πr(0) = 0

(4.9)

Il est utile de rappeler que, même si la définition (4.2) est purement mathématique, d

représente physiquement un taux de déformation dérivant d’un champ de vitesse u :

d =
1

2

(
grad u + tgradu

)
(4.10)

En calcul à la rupture, on s’intéresse souvent à des mécanismes présentant des disconti-

nuités de vitesse. Dans le cas général, il suffit d’invoquer la formule (1.23) transcrite en

vitesse

d = {d} + [[u ]]
s
⊗ n δS (4.11)

pour constater qu’en un point de discontinuité, on évalue simplement la fonction d’appui

locale en [[u ]]
s
⊗ n [91]. Toutefois, le cas de l’interface lisse est particulier car il faut définir

un critère propre à celle-ci. Si n désigne la normale à la surface de discontinuité (ici la

normale à ∂Ωl), on note GI le domaine de résistance de l’interface dans l’espace des

vecteurs-contrainte T = σ · n. La grandeur duale de T étant la discontinuité de vitesse

dans l’écriture de la puissance de déformation, cette discontinuité sera l’argument naturel

de la fonction d’appui πI du critère surfacique. Pour l’interface lisse, on aura :

GI =
{
T ∈ R

3 | T //n
}
⇔







πI([[u ]],n) = 0 si [[u ]] · n = 0

πI([[u ]],n) = +∞ si [[u ]] · n 6= 0

(4.12)

4.1.2 Définition du critère macroscopique ([93], [27])

Afin de définir le critère macroscopique, il convient d’écrire le problème à résoudre sur

le v.e.r. considéré comme une structure et notamment le mode de chargement. Par le

lien qu’il entretient avec l’analyse limite, le calcul à la rupture s’écrit classiquement à

l’aide de grandeurs cinématiques en vitesse [91]. On pourra donc utiliser les résultats du

chapitre 1 transposés en vitesse. Parmi plusieurs modes de chargement possibles exposés

dans [27], on choisit un chargement défini par des conditions aux limites de type taux de

déformation homogène au contour du v.e.r. Ω c’est-à-dire que l’ensemble des champs de

vitesse microscopiques cinématiquement admissibles s’écrit :

CA(D) =
{
u : Ω → R

3 | ∀x ∈ ∂Ω u(x) = D · x
}

(4.13)
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En ce qui concerne la régularité des champs de vitesse cinématiquement admissibles, on

rappelle que l’on admet des champs C1 par morceaux ce qui signifie en particulier que

sont autorisées les discontinuités de vitesse.

Conformément à la théorie du calcul à la rupture [91], le chargement macroscopique

est déterminé en calculant la grandeur duale au taux de déformation macroscopique D

permettant d’exprimer la puissance des efforts extérieurs par unité de volume. Pour cela

transcrivons d’abord la règle de moyenne (1.27) en vitesse en utilisant un champ de vitesse

u ∈ CA(D) et un champ de contrainte σ en équilibre et de moyenne Σ :

Σ : D =< σ : d > (4.14)

Cette règle de moyenne n’est autre que le lemme de Hill (cf. § 1.2.3) transposé en vitesse

dans le cas de conditions aux limites de type (4.13). Le membre de droite de (4.14) est

la puissance de déformation par unité de volume qui est donc égale, d’après le ppv [92],

à la puissance des efforts extérieurs par unité de volume. On trouve naturellement dans

le membre de gauche que Σ est le chargement macroscopique recherché. On définit alors

l’ensemble des champs de contrainte microscopique σ statiquement admissibles avec un

état de contrainte macroscopique donné Σ par :

SA(Σ) =
{
σ : Ω → R

6 | div σ = 0 et < σ >= Σ
}

(4.15)

Nous sommes maintenant en mesure de définir l’ensemble Ghom des états de contrainte

macroscopiques compatibles avec les données en résistance du problème. Un tel état de

contrainte Σ est compatible si et seulement s’il est possible de l’équilibrer par un champ

σ ∈ SA(Σ) qui respecte en tout point le critère de résistance local :

Ghom =







Σ | ∃σ ∈ SA(Σ)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∀x ∈ Ωα (α = s, p, r, l) σ ∈ Gα

∀x ∈ ∂Ωl T = σ · n ∈ GI







(4.16)

Examinons maintenant la définition duale de Ghom. Prenons Σ ∈ Ghom et un champ σ

satisfaisant les propriétés explicitées dans (4.16). Considérons également l’ensemble des

champs de vitesse u ∈ CA(D). Comme le champ σ respecte en tout point le critère de

résistance local, il découle de (4.14) et de la définition de la fonction d’appui locale notée

π (dans Ωα
(α=s,p,r,l) on a π = πα et sur ∂Ωl on a π = πI) que :

Σ : D ≤ Πhom(D) avec Πhom(D) = inf
� ∈CA(

�
)
< π(d) > (4.17)

en notant que la moyenne de π peut comporter des termes d’intégrale de surface en

présence d’une discontinuité de vitesse :

< π(d) >=
1

|Ω|

(∫

Ω

π({d}) dΩ +

∫

S

π([[u ]],n) dS

)

(4.18)
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Le cas d’une surface de discontinuité traversant un domaine donné Ωα (même matériau

de part et d’autre de la surface) se traite aisément en calculant π([[u ]],n) = πα([[u ]]
s
⊗ n)

[91]. Si la surface de discontinuité sépare deux domaines délimitant des matériaux dis-

tincts, on évalue la fonction π de chacun d’entre eux en [[u ]]
s
⊗ n ainsi que la fonction π

relative à l’éventuel critère d’interface (ici πI si la surface de discontinuité est localement

tangente à ∂Ωl) puis on prendra pour valeur de π dans l’intégrale surfacique de (4.18) la

plus petite de ces deux ou trois valeurs [90], ce qui revient en quelque sorte à considérer

que la discontinuité se situe localement soit sur l’interface soit dans l’intérieur de l’un des

domaines à une distance infinitésimale de l’interface. Par exemple, si la surface de dis-

continuité est localement tangente à la frontière de Ωl et si la discontinuité est purement

tangentielle (i.e. [[u ]] · n = 0), alors, d’après (4.12), on a π([[u ]],n) = πI([[u ]],n) = 0. En

revanche, on considérera qu’une discontinuité ayant une composante normale non nulle

se situe à l’intérieur du domaine Ωs et non précisément sur l’interface où πI est infini.

Selon un résultat classique [46], la fonction Πhom introduite en (4.17) et obtenue en

résolvant un problème d’optimisation sur l’espace CA(D) correspond exactement à la

fonction d’appui du convexe Ghom défini en (4.16). Il est évident, d’après (4.17), que

les candidats pertinents u ∈ CA(D) utilisés pour résoudre ce problème d’optimisation

doivent correspondre à une valeur de π finie. Si de tels champs n’existent pas, cela si-

gnifie que D rend Πhom infini. Ainsi, pour que π soit fini, il est nécessaire d’après (4.9)

que le champ de vitesse satisfasse d = 0 dans les inclusions rigides, ce qui donne une

valeur nulle de π dans Ωr et Ωl. La fonction π prend également une valeur nulle dans les

pores (4.8) mais d y est quelconque. D’après (4.12), on doit aussi imposer [[u ]] · n = 0 sur

∂Ωl, ce qui annule encore π. Notons que l’on peut quand même imaginer des mécanismes

présentant une discontinuité normale au niveau de cette interface ou même une discon-

tinuité quelconque au niveau de l’interface entre la matrice et un renfort adhérent mais

alors, conformément au raisonnement proposé quelques lignes plus haut, on considérera

que la surface de discontinuité est située dans l’intérieur de Ωs (dans lequel π = πs). Une

telle discontinuité contribue alors à Πhom comme toute discontinuité traversant Ωs. On

introduit le sous-ensemble suivant de CA(D) :

CA′(D) =







u ∈ CA(D)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∀x ∈ Ωr ∪ Ωl d = 0

∀x ∈ ∂Ωl [[u ]] · n = 0







(4.19)

Ainsi, en tenant compte implicitement des remarques formulées plus haut sur la prise en

compte d’une discontinuité au niveau d’une interface en fonction de la nature de celle-ci,

la fonction d’appui du critère macroscopique s’écrit :

Πhom(D) = inf
� ∈CA′(

�
)
ϕs < πs(d) >Ωs (4.20)
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La relation (4.17) prouve queGhom est borné par l’hyperplan d’équation Σ : D = Πhom(D).

En particulier, si Σ appartient à la fois à cet hyperplan et à Ghom, ce tenseur appartient

alors à la frontière ∂Ghom en un point où la normale à ∂Ghom est parallèle à D :

Σ : D = Πhom(D)

Σ ∈ Ghom







⇒ Σ ∈ ∂Ghom (4.21)

Le raisonnement classique du calcul à la rupture permet d’obtenir une estimation par

l’intérieur de Ghom (en trouvant un ensemble contenu dans Ghom) et une estimation par

l’extérieur (en trouvant un ensemble qui contient Ghom) (cf. Fig. 4.2). Les deux approches

Σij

Σkl

Ghom

app. cinématique par l’extérieur

app. statique par l’intérieur

Fig. 4.2 – Approches statique et cinématique du calcul à la rupture

peuvent être ainsi résumées ([90],[91]) :

• Approche statique par l’intérieur

Il s’agit de trouver des états de contrainte macroscopiques Σ ∈ Ghom en construisant

explicitement, pour chaque Σ, un champ statiquement admissible et compatible

avec le critère au sens de (4.16). L’enveloppe convexe de tous ces états Σ est alors

incluse dans Ghom. Une idée possible est de conférer à la matrice un comportement

fictif élastique parfaitement plastique ayant pour critère de plasticité le critère de

résistance et de charger le v.e.r. selon diverses évolutions définies par D(t). Le

chemin parcouru par Σ(t) =< σ(t) > est appartient alors à Ghom.

• Approche cinématique par l’extérieur

S’il était possible de calculer explicitement la fonction Πhom(D) définie par (4.20)

pour toutes les orientations possibles de D,Ghom serait alors complètement déterminé.

Dans le cas général, il n’est pas envisageable d’effectuer la minimisation (4.20) sur

un espace aussi important que CA′(D). Toutefois, on peut obtenir une estimation
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par excès de Πhom(D) en restreignant la minimisation sur un sous-espace de CA′(D)

bien choisi. D’après l’inégalité (4.17), trouver un majorant de Πhom pour chaque D

envisagé revient à séparer l’espace des contraintes en deux demi-espaces dont l’un

contient entièrement Ghom.

La combinaison des approches par l’intérieur et par l’extérieur permet d’encadrer Ghom.

Il faut noter que la mise en œuvre de ces approches repose sur la connaissance précise

de la microstructure puisque l’une nécessite la construction de champs de contrainte et

l’autre de champs de vitesse. Or, on ne connait que des informations partielles sur la

microstructure dans le cas d’une distribution aléatoire. Il s’agira donc d’exploiter ces

informations pour obtenir une estimation de Ghom. Il faudra au préalable montrer que

Ghom peut être obtenu par la résolution d’un problème classique de mécanique non linéaire

susceptible d’être abordé par le biais de techniques d’homogénéisation non linéaire.

4.2 Le critère de résistance macroscopique en présence

d’un fluide

On suppose maintenant que les pores sont saturés par un fluide à la pression p. Le char-

gement mécanique du v.e.r., c’est-à-dire l’argument naturel du critère de résistance ma-

croscopique, n’est plus le seul tenseur Σ mais le couple (Σ, p). De manière équivalente, on

peut considérer que le critère de résistance continue à être argumenté par Σ et que p est

un paramètre. On définit encore un domaine de résistance dans l’espace des contraintes

macroscopiques mais ce domaine est paramétré par p : Ghom(p). On rappelle que, pour cer-

tains types de critère de la phase solide, le critère macroscopique est régi par une contrainte

effective s’écrivant comme une fonction de Σ et p. Cette situation est très intéressante

dans la mesure où la détermination du critère sec (p = 0) suffit pour en déduire le cas non

drainé (p 6= 0), comme ce fut le cas pour le comportement poroélastique avec l’introduc-

tion de la contrainte effective de Biot (2.80).
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4.2.1 Formulation générale du critère

La définition primale du domaine Ghom diffère de celle fournie en (4.16) puisque l’état de

contrainte dans les pores vaut maintenant −p1. On a donc :

Σ ∈ Ghom(p) ⇔ ∃σ(x) tel que







div σ = 0 (Ω) (a)

< σ >= Σ (b)

f s (σ) ≤ 0 (Ωs) (c)

σ = −p 1 (Ωp) (d)

σ · n//n (∂Ωl) (e)

(4.22)

La définition duale, quant à elle, s’écrit :

Σ ∈ Ghom(p) ⇔ ∀D Σ : D ≤ inf
� ∈CA′(

�
)
(ϕs < πs(d) >Ωs −p ϕ < tr d >Ωp) (4.23)

Si l’on souhaite faire jouer un rôle symétrique à Σ et p, on écrit :

Σ ∈ Ghom(p) ⇔ ∀(D, v̇) Σ : D + p v̇ ≤ inf
� ∈CA′(

�
)

ϕ <tr � >Ωp=v̇

ϕs < πs(d) >Ωs (4.24)

4.2.2 Existence d’une contrainte effective

Ce paragraphe rappelle des résultats montrés dans [28] ou [34] ayant pour but d’exhiber

une contrainte effective pour le critère de résistance macroscopique. L’existence d’une

contrainte effective est assurée lorsque le critère de la phase solide est purement cohérent

ou conique.

Critère purement cohérent

On suppose que le critère de la phase solide est indépendant de la contrainte moyenne,

autrement dit :

∀σ ∈ R
6 ∀α ∈ R f s (σ + α1) = f s (σ) (4.25)
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Les critères de Tresca ou de von Mises respectent cette condition.

En introduisant la notation σ̃ = σ + p 1 dans (4.22), il est facile de montrer :

Σ ∈ Ghom(p) ⇔ ∃ σ̃(x) tel que







div σ̃ = 0 (Ω) (a)

< σ̃ >= Σ + p 1 (b)

f s (σ̃) = f s (σ) ≤ 0 (Ωs) (c)

σ̃ = 0 (Ωp) (d)

σ̃ · n//σ · n//n (∂Ωl) (e)

(4.26)

Le système (4.26) traduit exactement l’équivalence :

Σ ∈ Ghom(p) ⇔ Σ + p 1 ∈ Ghom(0) (4.27)

soit Ghom(p) + p 1 = Ghom(0), ce qui signifie que le critère de résistance macroscopique

est régi par la contrainte effective de Terzaghi Σ + p 1.

Critère conique

On considère maintenant que le domaine de résistance de la phase solide est un cône dans

l’espace des contraintes tel que le sommet du cône se situe sur l’axe isotrope (il s’écrit h 1

où h ≥ 0 définit la limite en traction isotrope du critère) :

∀σ ∈ R
6 ∀α ≥ 0 σ ∈ Gs ⇒ (ασ + (1 − α) h 1) ∈ Gs (4.28)

En choisissant une écriture du critère homogène à une contrainte et telle que les isovaleurs

soient homothétiques à la frontière de Gs, on écrit :

∀σ ∈ R
6 ∀α ≥ 0 f s (ασ + (1 − α) h 1) = α f s (σ) (4.29)

Les critères de Mohr-Coulomb ou de Drucker-Prager respectent cette condition.

En supposant p > −h et en prenant α = 1/(1 + p/h) dans (4.29), on obtient aisément :

f s (σ) =
(

1 +
p

h

)

f s (σ̃) avec σ̃ =
σ + p 1

1 + p/h
(p > −h) (4.30)

On montre alors l’équivalence suivante à partir de (4.22) :

Σ ∈ Ghom(p) ⇔ ∃ σ̃(x) tel que







div σ̃ = 0 (Ω) (a)

< σ̃ >=
Σ + p 1

1 + p/h
(b)

f s (σ̃) = f s (σ) / (1 + p/h) ≤ 0 (Ωs) (c)

σ̃ = 0 (Ωp) (d)

σ̃ · n//σ · n//n (∂Ωl) (e)

(4.31)
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Ceci prouve :

Σ ∈ Ghom(p) ⇔ Σ + p 1

1 + p/h
∈ Ghom(0) (4.32)

Ainsi le critère macroscopique est régi par la contrainte effective :

Σ̃ =
Σ + p 1

1 + p/h
(4.33)

Contrairement à la contrainte effective de Terzaghi, Σ̃ (4.33) n’est pas linéaire en p et

présente surtout la particularité de dépendre explicitement d’une caractéristique physique

d’un de ses constituants, à savoir la limite en traction isotrope de la phase solide.

4.3 Méthodes de détermination du critère macrosco-

pique

Cette section est consacrée à la formulation de problèmes permettant une détermination

formelle dans le cas sec du critère de résistance macroscopique ou, de manière équivalente,

de sa frontière. En présence d’un fluide, on se ramène au cas sec lorsque l’on a démontré

l’existence d’une contrainte effective (cf. § 4.2.2) ou, dans le cas contraire, on adapte

facilement les problèmes qui suivent en tenant compte d’une pression dans les pores. Ces

problèmes sont construits à partir de comportements fictifs non linéaires de la matrice.

4.3.1 Comportement visqueux de la matrice

Formulation du problème ([85], [65], [47])

Donnons-nous un taux de déformation macroscopique D et supposons que Σ désigne un

point de la frontière de Ghom où D est normale extérieure. Supposons également avoir

trouvé un couple (σ,u) tel que σ soit statiquement admissible avec Σ et compatible

en tout point du v.e.r. avec le critère et que u réalise le minimum de (4.20). D’après

le théorème d’association [91], en tout point où d(u) 6= 0, σ appartient à la frontière du

critère local où d(u) est dirigé suivant la normale extérieure et, en tout point où d(u) = 0,

σ peut se trouver n’importe où dans le domaine de résistance.

On a vu (§ 4.1.1) que l’état de contrainte défini par ∂πs/∂d (d), sous réserve que la

fonction πs soit différentiable, est situé sur la frontière de Gs c’est-à-dire qu’il sature le

critère (f s(∂πs/∂d (d)) = 0). Supposons donc que πs soit suffisamment régulière (rappe-

lons qu’une condition suffisante est fournie en annexe 7.1.1) pour introduire la relation

σ = ∂πs/∂d (d) comme comportement fictif visqueux de la matrice. Il faut tout de même
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préciser que πs n’est jamais différentiable en 0 si le domaine de résistance n’est pas réduit

à {0} (cf. 7.1.2). On remplace alors la relation σ = ∂πs/∂d (d) en d = 0 par :

σ ∈ ∂ � π
s (0) (4.34)

où ∂ � π
s (0) est le sous-différentiel de πs en d = 0. Par définition ∂ � π

s (do) désigne l’en-

semble des états de contrainte σ satisfaisant l’inégalité suivante :

∀d, πs (d) − πs (do) ≥ σ : (d − do) (4.35)

Rappelant que πs (0) = 0, la condition (4.35) appliquée à do = 0 est satisfaite si et seule-

ment si σ ∈ Gs (cf. (4.4)). En d’autres termes, on peut conclure que ∂ � π
s (0) = Gs. Par

conséquent la condition devant être remplie par σ si d = 0 devient simplement σ ∈ Gs.

En particulier, σ n’appartient pas nécessairement à ∂Gs en tout point où d = 0. Ceci est

parfaitement cohérent avec le théorème d’association évoqué ci-avant.

Il parâıt naturel d’exploiter ce comportement fictif visqueux dans un problème posé sur le

v.e.r.. On impose naturellement σ = 0 dans les pores et d = 0 dans les renforts rigides

et on adapte les conditions d’interface lisse (2.5). Ainsi les équations de ce problème de

viscosité sont :

div σ = 0 (Ω) (a)

σ =
∂πs

∂d
(d) (Ωs) (b)

σ = 0 (Ωp) (c)

d = 0 (Ωr ∪ Ωl) (d)

d = 1
2

(
grad u + tgradu

)
(Ω) (e)

u = D · x (∂Ω) (f)

[[u ]] · n = 0 (∂Ωl) (g)

σ · n//n (∂Ωl) (h)

(4.36)

On note immédiatement que le problème (4.36) se présente formellement comme un

problème d’élasticité non linéaire dans lequel le taux de déformation jouerait le rôle de la

déformation elle-même et la fonction d’appui jouerait le rôle de l’énergie libre volumique

locale.

D’une part, il apparâıt clairement que les équations (4.36 a), (4.36 b), (4.36 c) et (4.36 h),

en générant un champ de contrainte compatible avec le critère en tout point, suffisent

pour affirmer que Σ =< σ > est situé dans Ghom (4.16). En particulier, l’inégalité (4.17)

est satisfaite. D’autre part, nous pouvons exploiter la relation (4.5) ainsi que (4.36 b) pour

obtenir :

∀x ∈ Ωs πs(d) = σ : d (4.37)
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qui est également vérifié pour d = 0. En prenant la moyenne de (4.37) sur la phase

matricielle et en utilisant le lemme de Hill (1.37), il vient :

ϕs < πs(d) >Ωs= ϕs < σ : d >Ωs= Σ : D ⇒ Πhom(D) ≤ Σ : D (4.38)

En combinant (4.17) et (4.38), on déduit que Πhom(D) = Σ : D. Ainsi les deux prémisses

de (4.21) sont vérifiées et il en résulte que Σ est une charge extrême (Σ ∈ ∂Ghom). Ajou-

tons que cela confère à Πhom le statut de fonction d’appui de Ghom. De plus, si Πhom est

suffisamment régulière, on a, pour D 6= 0 :

Σ =
∂Πhom

∂D
(D) (4.39)

Calculant Σ par (4.39) lorsque D varie dans toutes les directions de R
6, on décrit ainsi

la frontière de Ghom.

Il est également important de souligner le fait qu’un champ de vitesse solution de (4.36)

a un statut privilégié puisqu’il réalise le minimum de (4.20), c’est donc un mécanisme

solution au sens du calcul à la rupture.

Critère de la phase solide fonction des deux premiers invariants

Dorénavant on supposera que le critère de résistance de la phase solide est régi par la

contrainte moyenne et la contrainte déviatorique équivalente :

f s(σ) = F(σm, σd) avec







σm = 1
3

trσ

σd =
√

σd : σd

(4.40)

où σd = σ − σm 1 est la partie déviatorique du tenseur des contraintes.

Selon la définition (4.2), la fonction d’appui s’écrit maintenant à l’aide du taux de déformation

volumique dv et de la partie déviatorique du taux de déformation dd :

πs(d) = sup {σm dv + σd : dd, F(σm, σd) ≤ 0} (4.41)

Pour une valeur donnée de σd, le choix de σd qui maximise σd : dd est parallèle à dd,

c’est-à-dire σd = (σd/dd) dd. Ainsi (4.41) prend la forme suivante :

πs(d) = sup {σm dv + σd dd, F(σm, σd) ≤ 0} (4.42)

Ceci implique immédiatement que la fonction d’appui ne dépend que des invariants dv et

dd de d :

πs(d) = πs(dv, dd) (4.43)
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L’équation d’état (4.36 b) peut s’écrire :

σ =
∂πs

∂dv
(dv, dd) 1 +

1

dd

∂πs

∂dd
(dv, dd) dd = � s(d) : d (4.44)

Ainsi le comportement fictif visqueux de la matrice peut s’écrire au moyen d’un tenseur

sécant isotrope � s(d) (formellement comparable à un tenseur de raideur mais de dimension

différente) c’est-à-dire au moyen de “modules” de compression et de cisaillement sécants

ks(dv, dd) et µs(dv, dd) :

� s(d) = 3 ks(dv, dd) � + 2µs(dv, dd) � avec







ks (dv, dd) =
1

dv

∂πs

∂dv
(dv, dd)

2µs (dv, dd) =
1

dd

∂πs

∂dd
(dv, dd)

(4.45)

Il est rappelé dans [97] que la décomposition au moyen d’un tenseur sécant n’est pas

unique. Toutefois, l’expression (4.45) fournit le seul tenseur � s isotrope satisfaisant (4.44).

Comme πs est positivement homogène de degré 1 (4.3), σ défini par (4.36 b) ne dépend

que de l’orientation de d et pas de sa norme et les modules ks et µs sont positivement

homogènes de degré −1 :

∀ θ ∈ R
∗
+ ks(θ dv, θ dd) =

1

θ
ks(dv, dd) ; µs(θ dv, θ dd) =

1

θ
µs(dv, dd) (4.46)

Il est important de noter que la décomposition sécante du comportement fictif visqueux

figurant dans (4.44) n’est pas la seule décomposition possible. En effet, σ peut également

être exprimé selon une formulation “affine” (non linéaire) :

σ = � s(d) : d + σp
s(d) (4.47)

pourvu que σ satisfasse toujours l’équation d’état (4.36 b). On notera en particulier que

σp
s(d) ne doit dépendre que de l’orientation de d.

Il existe une formulation affine particulière faisant intervenir le tenseur des modules tan-

gents ([76], [75], [77], [72]). Celle-ci est définie par :

� s(d) =
∂2πs

∂d∂d
(d) ; σp

s(d) =
∂πs

∂d
(d) − ∂2πs

∂d∂d
(d) : d (4.48)

Signalons que, partant d’une fonction πs de type (4.43), les tenseurs � s et σp
s ne satisfont

généralement pas la propriété d’isotropie. Si l’on souhaite respecter l’isotropie dans la

formulation “affine” générale (4.47), on est amené à ne considérer que des tenseurs σp
s

sphériques :

σp
s = σp

s 1 (4.49)

Le choix d’une formulation et notamment le recours à un terme de précontrainte sera

essentiellement motivé par le caractère défini positif que doit prendre le tenseur � s(d).
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Régularisation de la fonction d’appui par une suite de critères

Les développements précédents ont été effectués dans l’hypothèse d’une certaine régularité

de πs. Or il s’avère que, dans le cas des critères usuels (von Mises, Tresca, Drucker-Prager

ou Coulomb), la fonction d’appui n’est pas différentiable. Pour pouvoir se ramener au

problème fictif visqueux (4.36), on décide de régulariser πs en construisant une suite

de critères (f s
n)n∈ � correspondant à une suite croissante de domaines bornés strictement

convexes (Gs
n)n∈ � tendant vers le domaine Gs au sens suivant :

∀n ∈ N Gs
n ⊂ Gs

n+1 et ∪n∈ � Gs
n = Gs (4.50)

où D désigne l’adhérence du domaine D dans la topologie usuelle de R
6. Pour tout n, le ca-

ractère borné strictement convexe de Gs
n assure à sa fonction d’appui πs

n la différentiabilité

requise (cf. 7.1.1).

Supposons maintenant pouvoir trouver, pour chaque problème paramétré par n, le do-

maine macroscopique correspondant Ghom
n . Ce domaine est théoriquement obtenu en sui-

vant la démarche exposée précédemment. En appliquant pour tout n la définition (4.16)

d’un critère homogénéisé à partir des critères locaux, il apparâıt que (Ghom
n )n∈ � est une

suite croissante de parties de Ghom :

∀n ∈ N Ghom
n ⊂ Ghom

n+1 ⊂ Ghom (4.51)

On admettra par la suite que le choix de la suite de critères (Gs
n)n∈ � est suffisamment

judicieux pour que la suite (Ghom
n )n∈ � tende bien vers le critère macroscopique au sens

suivant :

∪n∈ � Ghom
n = Ghom (4.52)

Régularisation de la fonction d’appui par une suite de potentiels

Afin de régulariser la fonction d’appui πs, on peut adopter un point de vue légèrement

différent que celui du paragraphe précédent. En effet, au lieu de s’intéresser à une suite

de critères tendant vers celui de la matrice, on construit une suite de fonctions convexes

de classe C1 (ψs
n)n∈ � tendant vers πs au sens de la limite simple :

∀d lim
n→∞

ψs
n(d) = πs(d) (4.53)

À la différence des fonctions d’appui πs
n du paragraphe précédent, les fonctions ψs

n ne sont

pas nécessairement positivement homogènes de degré 1 et ne sont donc pas des fonctions

d’appui.

Ce point de vue, adopté dans [7] et [9], sera illustré à la section 6.1.2.

4.3.2 Loi contrainte-déformation non linéaire de la matrice
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Du calcul à la rupture à l’analyse limite

On se propose, dans cette section, de déterminer les éléments de la frontière de Ghom non

comme des solutions de problèmes posés en vitesse mais comme des états asymptotiques

de problèmes d’évolution. Dans cet esprit, on confère à la matrice un comportement élasto-

plastique fictif : l’élasticité est linéaire quelconque tandis que la plasticité est supposée

parfaite, de critère de plasticité le critère de résistance f s, et associée. Rappelons que,

dans l’hypothèse des petites perturbations (hpp), le tenseur de déformation se décompose

additivement en une déformation élastique (liée linéairement au tenseur des contraintes

par le tenseur d’élasticité � s) et une déformation plastique dont le taux est obtenu par la

règle d’écoulement satisfaisant la règle de normalité dans le cas de la plasticité associée :

ε = εel + εpl avec







εel = � s−1 : σ

ε̇pl = λ̇
∂f s

∂σ
, λ̇ ≥ 0

(4.54)

Rappelons que, pour les états de contrainte pour lesquels f s n’est pas dérivable, il faut rem-

placer le terme ∂f s/∂σ par l’une des directions du cône convexe des normales extérieures

à Gs [91].

Les inclusions peuvent également être considérées comme des domaines occupés par des

matériaux fictifs élasto-plastiques extrêmes (vides ou renforts rigides) de plasticité parfaite

et associée. Le v.e.r. est soumis à des conditions en déplacement de type “déformation

homogène au contour” selon un trajet radial :

∀x ∈ ∂Ω ξ = E(t) · x avec E(t) = tD (4.55)

où D 6= 0 désigne une direction fixe donnée.

Une première constatation est que, quel que soit le trajet de chargement, le tenseur de

contrainte macroscopique Σ ne cesse d’appartenir à Ghom puisque le champ de contrainte

microscopique est en équilibre et respecte le critère en tout point. Mais ce qui est davan-

tage intéressant à signaler est que, en vertu du théorème d’existence et d’unicité de la

solution du problème d’évolution élasto-plastique quasi-statique [19], tout point intérieur à

Ghom peut effectivement être atteint pour un certain trajet de chargement. On ne peut rien

conclure en ce qui concerne la frontière mais celle-ci peut toujours s’obtenir asymptotique-

ment (lorsque t tend vers l’infini) et D correspond alors à la direction normale extérieure

au point de la frontière vers lequel Σ tend. On cherche donc la limite du tenseur des

contraintes macroscopique obtenu à partir de la solution du problème d’élasto-plasticité

lorsque t tend vers l’infini :

Σ = lim
t→∞

Σ(t) ∈ ∂Ghom (4.56)
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De l’élasto-plasticité à une loi contrainte-déformation non linéaire

La prise en compte d’un comportement élasto-plastique local, dont la définition est de

nature incrémentale, s’avère impossible dans la mise en œuvre de techniques analytiques

d’homogénéisation non linéaire. Celles-ci sont en effet mieux adaptées aux lois de compor-

tement mettant en jeu une relation explicite entre les contraintes et les déformations. C’est

pourquoi on choisit de remplacer ce comportement élasto-plastique, menant théoriquement

au critère macroscopique, par un comportement non linéaire compatible avec le critère

microscopique et défini par une relation de type :

σ = R(ε) avec ∀ε f s (R(ε)) ≤ 0 (4.57)

L’idée est ici de simuler le comportement élasto-plastique local par une relation du type

(4.57) et de suivre l’état de contrainte macroscopique au cours du chargement. La re-

lation R (4.57) est construite de manière à ce que σ satisfasse toujours en tout point

le critère. Cette méthode fournit donc une approche par l’intérieur (cf. § 4.1.2). Il est

ensuite raisonnable de s’attendre à ce que l’état de contrainte macroscopique fournisse

une bonne estimation de la charge limite macroscopique si les champs de déformation et

de contrainte se comportent comme les solutions du problème élasto-plastique au moins

dans le régime asymptotique menant à cette charge limite (c’est-à-dire lorsque t tend vers

l’infini).

Rappelant que le trajet de chargement est défini par un chemin radial dans l’espace des

déformations macroscopiques (4.55), il est évident que le v.e.r. va subir des déformations

locales grandes (diffuses ou localisées) lorsque t tendra vers l’infini. Les zones concernées

correspondent au cas où d est différent de 0 dans le théorème d’association [91] et donc,

pour se rapprocher au mieux d’une solution de calcul à la rupture, σ doit saturer le critère

lorsque ε devient grand :

f s

(

lim
‖ � ‖→∞

R(ε)

)

= 0 (4.58)

Il convient de préciser que cette étude se place dans le cadre hpp et le fait de faire tendre

‖ε‖ vers l’infini n’est qu’un artifice mathématique, pour l’instant purement formel, conçu

pour approcher le critère. Ce que l’on désigne ici par “grandes déformations” n’a donc rien

à voir avec sa définition habituelle. D’ailleurs ε est un tenseur de déformation linéarisé et

il n’est donc utilisable que lorsque les déformations sont infinitésimales.

La saturation du critère est une condition nécessaire pour simuler le comportement élasto-

plastique parfait mais ce n’est pas suffisant. Il s’agit en outre de rendre le nouveau

modèle cohérent avec la règle d’écoulement (4.54). Il faut donc s’assurer que le tenseur

de déformation, lorsqu’il tend vers l’infini, soit tel que le taux de déformation plastique

soit aligné et de même direction que ∂f s/∂σ. En fait, on vérifiera que c’est le tenseur de
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déformation lui-même qui s’aligne sur ∂f s/∂σ :

ε ∼
t→∞

λ
∂f s

∂σ
, λ ≥ 0 (4.59)

En effet, dans le cadre élasto-plastique [91], lorsque la charge limite macroscopique est at-

teinte, le système est en écoulement plastique libre ; le taux de déformation est alors égal au

taux de déformation plastique d = ε̇ = ε̇pl et reste constant puisque le taux de déformation

macroscopique D intervenant dans (4.55) est constant. On peut donc considérer que, dans

les zones où d est non-nul, le tenseur de déformation, tendant vers l’infini et devenant

équivalent à td, s’oriente dans la même direction que d.

Extension au matériau non standard

On considère maintenant le cas où la matrice correspond à un matériau non standard,

c’est-à-dire que la plasticité n’est plus associée. Ainsi la règle d’écoulement ne satisfait

plus la règle de normalité (4.54) et s’écrit maintenant à partir d’un potentiel plastique gs

différent du critère f s :

ε̇pl = λ̇
∂gs

∂σ
, λ̇ ≥ 0 (4.60)

Dans le cas de la plasticité non associée, le résultat selon lequel il est possible d’atteindre

tout point intérieur à Ghom pour une certaine évolution n’est plus assuré. Néanmoins, il

est bien évident que, pour toute histoire de chargement de type (4.55), le trajet du tenseur

des contraintes macroscopiques Σ est contenu dans Ghom. On peut donc s’interroger dans

ce cas sur le domaine des états limites (inclus dans Ghom) obtenu lorsque t tend vers l’infini

pour toutes les directions de D dans (4.55). Ainsi, on se propose d’adapter la méthodologie

précédente au cas non standard. Il s’agit tout d’abord de remplacer le comportement

élasto-plastique par une loi non linéaire définie par une relation du type (4.57). Notant

toujours le critère de plasticité f s, il est naturel de continuer à rechercher la saturation de

ce dernier à travers la propriété (4.58). En revanche, la propriété (4.59) devient caduque

et doit être remplacée par :

ε ∼
t→∞

λ
∂gs

∂σ
, λ ≥ 0 (4.61)

Une écriture “affine” de la loi non linéaire

Qu’il s’agisse d’un matériau standard ou d’un matériau non standard composant la ma-

trice, il apparâıtra clairement à la section 4.4 que les techniques d’homogénéisation non

linéaire qui vont être mises en œuvre sont adaptées aux relations non linéaires entre σ

et ε du type de celle qui existait entre σ et d dans (4.47). Ainsi, on supposera que la

relation (4.57) s’écrit de la manière suivante :

σ = � s(ε) : ε + σp
s(ε) (4.62)
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où � s(ε) a le statut et la dimension d’un tenseur de raideur (contrairement à (4.47) où le

terme de raideur ne faisait référence qu’à la structure de la relation et non à la dimension

de la grandeur physique).

Les tenseurs � s et σp
s satisfaisant la formulation (4.62) ne sont pas uniques. Parmi les

différentes possibilités, il existe en particulier une formulation tangente définie par ([76],

[75], [77], [72]) :

� s(ε) =
∂R

∂ε
(ε) ; σp

s(ε) = R(ε) − ∂R

∂ε
(ε) : ε (4.63)

On cherchera par la suite dans la formulation (4.62) des tenseurs � s et σp
s isotropes et

dépendant uniquement des deux premiers invariants de ε :

� s(ε) = 3 ks(εv, εd) � + 2µs(εv, εd) � (a)

σp
s(ε) = σp

s(εv, εd) 1 (b)

(4.64)

ce qui ne sera pas vérifié en général par les tenseurs (4.63).

Aucune hypothèse autre que l’appartenance au domaine de résistance de la matrice n’est

a priori requise en ce qui concerne la relation (4.57). En particulier, le raisonnement tenu

à partir d’un tel comportement fictif ne requiert pas l’existence d’un potentiel ψs par

lequel la relation (4.57) deviendrait une loi élastique non linéaire :

σ =
∂ψs

∂ε
(ε) (4.65)

Notons toutefois que, dans le cadre d’une écriture du type (4.62) satisfaisant l’isotro-

pie (4.64), l’existence d’un tel potentiel est conditionnée par la relation suivante :

εv
∂ks

∂εd
+
∂σp

s

∂εd
= 2 εd

∂µs

∂εv

(

=
∂2ψs

∂εv∂εd

)

(4.66)

Ainsi, nous venons de présenter deux méthodes différentes conduisant au critère macro-

scopique, l’une basée sur un comportement fictif visqueux de la matrice (§ 4.3.1) et l’autre

sur une loi fictive contrainte-déformation non linéaire (§ 4.3.2). Dans les deux cas, nous

nous sommes ramenés à un problème non linéaire faisant intervenir une loi de compor-

tement reformulée de manière “affine” au sein de la matrice : dans le cas visqueux, il

s’agit de la relation (4.47) entre σ et d tandis que dans le second cas, il s’agit de la rela-

tion (4.62) entre σ et ε. Dans la section 4.4, nous allons nous intéresser à des techniques

d’homogénéisation non linéaire conçues pour fournir des estimations du comportement

macroscopique issu de telles relations microscopiques.
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4.4 Techniques de résolution par homogénéisation non

linéaire

Cette section a pour objectif de présenter des techniques permettant d’accéder à des

estimations de comportements macroscopiques à partir de comportements locaux non

linéaires tels que (4.47) ou (4.62). Ces deux relations sont de toute évidence formellement

identiques. On choisit de présenter les développements de cette section dans le cadre de

la relation “σ − ε” (4.62). On remplacera le déplacement ξ par la vitesse u et le tenseur

de déformation ε (resp. E à l’échelle macroscopique) par le taux de déformation d (resp.

D) pour traiter le cas visqueux (4.47).

Les techniques d’homogénéisation non linéaire ont fait l’objet de travaux récents ([86],

[87]), [94], [95], [97]). Ils ont été exploités dans le contexte des milieux poreux saturés

dans [41]. On montre comment ramener le problème non linéaire à un problème d’élasticité

linéaire, la non linéarité initiale se manifestant alors par un lien entre les propriétés des

matériaux fictifs linéaires et le niveau de chargement. Le problème linéaire pourra donc

être traité par un schéma classique d’homogénéisation linéaire tandis qu’il faudra examiner

différents moyens de coupler le niveau de chargement et les propriétés élastiques à travers

des déformations effectives (quelquefois appelées déformations de référence).

4.4.1 Principe de l’homogénéisation non linéaire

En adoptant (4.62) pour loi de comportement de la matrice, le problème non linéaire à

résoudre est formé par le système d’équations suivant :

div σ = 0 (Ω) (a)

σ(x) = � (x) : ε(x) + σp(x) (Ω) (b)

ε = 1
2

(
grad ξ + tgrad ξ

)
(Ω) (c)

[[ξ ]] · n = 0 et σ · n//n (∂Ωl) (d)

ξ(x) = E · x (∂Ω) (e)

(4.67)

avec

� (x) = � s (ε(x)) ; σp(x) = σp
s (ε(x)) (x ∈ Ωs) (a)

� (x) =
�

; σp(x) = 0 (x ∈ Ωp) (b)

� (x) → ∞ ; σp(x) = 0 (x ∈ Ωr ∪ Ωl) (c)

(4.68)
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Le problème (4.67) n’est pas classique dans la mesure où, d’après (4.68), le tenseur de

raideur de la matrice � s n’est pas uniforme puisqu’il est une fonction explicite du champ

de déformation ε(x) qui est hétérogène et dépend du niveau de déformation macrosco-

pique E. Ainsi les méthodes usuelles d’homogénéisation linéaire ne sont pas directement

applicables. Le principe de résolution approchée que nous allons alors adopter consiste à

se ramener à un problème linéaire en remplaçant les champs hétérogènes � (x) et σp(x) à

l’intérieur de la matrice par des champs uniformes, autrement dit la matrice est remplacée

par un matériau linéaire équivalent dont il faut ajuster les propriétés. Dans cet optique,

on introduit un tenseur de déformation effective εeff et on approche les champs de raideur

et de précontrainte hétérogènes “réelles” par les valeurs uniformes prises en εeff :

∀x ∈ Ωs







� (x) = � s (ε(x)) → � s
(
εeff
)

σp(x) = σp
s (ε(x)) → σp

s

(
εeff
)

(4.69)

La déformation effective εeff sera choisie de manière à être représentative du champ

hétérogène, au sens par exemple d’une certaine moyenne sur le domaine Ωs. En parti-

culier, εeff devra être fonction de l’état de déformation macroscopique E. Plusieurs choix

sont présentés à la section 4.4.2.

En fonction de la décomposition (4.62) choisie, on construit des méthodes d’homogénéisation

différentes (cf. Fig. 4.3) :

– lorsque σp
s est pris nul, il s’agit de la méthode sécante [97],

– si � s et σp
s sont ceux de la formulation tangente (4.63), il s’agit de la méthode

tangente ([76], [75], [77]) ou affine [72],

– si enfin � s et σp
s n’ont pas de propriété particulière par rapport à la loi non linéaire

(4.57) si ce n’est qu’ils vérifient (4.62), il s’agit d’une méthode affine quelconque.

L’inconvénient de la méthode sécante réside dans le fait qu’elle peut générer un tenseur
� s non positif (ce sera le cas pour une matrice de Drucker-Prager au chapitre 6), ce

qui explique l’intérêt pour une formulation affine contruite de manière à satisfaire la

positivité de � s. La formulation tangente présente l’avantage de fournir l’approximation

la plus proche de la loi non linéaire au voisinage de εeff alors que la méthode sécante

par exemple s’appuie sur un tenseur � s trop raide (cf. Fig. 4.3). Mais elle possède une

faiblesse majeure : σp
s (4.63) dépend en général du tenseur εeff et non uniquement de ses

invariants. Le caractère tensoriel de εeff peut s’avérer préjudiciable s’il est défini comme

une moyenne et si le champ ε présente d’importants changements d’orientation au sein

de la matrice. Considérant par exemple un cas de figure où les phases du v.e.r. sont

réparties de manière isotrope et où le chargement E est sphérique, il est alors naturel de

considérer que εeff défini comme la moyenne de ε sur Ωs sera sphérique et ne reflètera

donc pas le niveau de déformation déviatorique dans Ωs. Par exemple, dans le cas d’une
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εεeff

σ formulation sécante

formulation affine quelconque

formulation tangente

loi non linéaire

Fig. 4.3 – Formulations sécante, affine et tangente du comportement

matrice de von Mises traitée au chapitre 5 pour laquelle on utilise la loi (5.23), il est facile

de montrer que σp
s s’écrit :

σp
s(ε

eff ) = −2 εeffd µs′(εeffd ) ε
eff
d (4.70)

Appliquant le raisonnement précédent, on obtient dans le cas d’un chargement isotrope,

ε
eff
d = 0 et donc σp

s(ε
eff ) = 0 alors que le champ σp

s(ε) n’est certainement pas nul. On

ne choisira donc pas cette méthode par la suite. Lorsque la méthode sécante fournit un

tenseur � s non positif, on construit plutôt une formulation affine avec des tenseurs � s

(positif) et σp
s satisfaisant l’isotropie et la dépendance en les deux premiers invariants de

ε.

Voici les étapes successives de la procédure d’homogénéisation dans le cas d’une formula-

tion affine quelconque (la formulation sécante en est un cas particulier) [97] :

1. En procédant au remplacement (4.69) de la raideur et de la précontrainte dans la

matrice, le système (4.67) correspond maintenant à un problème d’élasticité linéaire.

Il est donc possible de déterminer la contrainte macroscopique Σ =< σ > sous la

forme :

Σ =
� hom : E + Σp (4.71)

Cette première étape fait appel à des schémas d’homogénéisation linéaire choisis en

fonction de données ou d’hypothèses morphologiques. Certains schémas ont été ex-

posés au chapitre 2.
�

hom et Σp dépendent donc directement des propriétés effectives
� s
(
εeff
)

et σp
s

(
εeff
)
.

2. La deuxième étape consiste en la détermination de la déformation effective. Comme

nous avons supposé que � s et σp
s ne dépendaient que des deux premiers invariants
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de ε (4.64), ce n’est pas un tenseur εeff que nous recherchons mais deux invariants

effectifs εeffv et εeffd en fonction de E :

εeffv = εeffv (E, � s,σp
s) ; εeffd = εeffd (E, � s,σp

s) (4.72)

avec
� s
(

εeffv , εeffd

)

; σp
s

(

εeffv , εeffd

)

(4.73)

On présente à la section 4.4.2 plusieurs choix possibles d’invariants effectifs. Il

convient de préciser que les calculs conduisant à la détermination des fonctions

εeffv (E) et εeffd (E) seront menés dans un cadre linéaire et celles-ci seront positive-

ment homogènes de degré 1.

3. La dernière étape consiste à résoudre la non linéarité du problème posé par (4.71),

(4.72) et (4.73). La non linéarité provient du fait que
� hom et Σp dépendent de εeffv

et εeffd qui sont des fonctions de E. En combinant ces équations, nous obtenons une

relation macroscopique de la forme :

Σ =
� hom (E) : E + Σp (E) (4.74)

Une relecture de la démarche dans le cas visqueux conduit donc à une expression du type :

Σ =
� hom (D) : D + Σp (D) (4.75)

Pour respecter l’homogénéité des grandeurs physiques, il est clair que
�

hom est homogène

de degré 1 par rapport à � s
(
deff
)
. De même Σp (D) est homogène de degré 0 par rapport

à � s
(
deff
)

et de degré 1 par rapport à σp
s

(
deff
)
. Or on a vu en (4.46) que � s

(
deff
)

était

homogène de degré −1 et que σp
s

(
deff
)

ne dépendait que de l’orientation de deff . De

plus, le choix de deff est tel que deff (D) est homogène de degré 1. Au final, il apparâıt

que la relation Σ(D) ne dépend que de l’orientation de D et non de sa norme, soit de

cinq paramètres indépendants (par exemple les rapports de cinq composantes de D sur

la sixième), ce qui définit bien une surface dans l’espace des contraintes. Contrairement

à l’expression exacte (4.39), il n’est pas garanti que la technique d’homogénéisation non

linéaire fournisse une relation Σ(D) (4.75) satisfaisant le critère de normalité (tel que D

soit normal extérieur à la surface en Σ). On montre à l’annexe 7.2 que cette propriété est

obtenue si et seulement si Σ dérive d’un potentiel. On montre aussi que ce potentiel n’est

autre que la fonction d’appui de la surface d’équation Σ(D).

4.4.2 Choix de la déformation effective

Lors de la deuxième étape du processus d’homogénéisation, on a vu qu’il s’agissait de

déterminer des invariants de déformation effectifs. Pour prendre en compte du mieux
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possible le niveau de déformation dans la phase solide induit par le chargement E, on

définit les déformations effectives comme des moyennes sur la phase solide des champs

correspondants. On propose trois choix de déformations effectives qui définissent trois

méthodes différentes d’homogénéisation non linéaire : la méthode classique, la méthode

modifiée ([95],[97]) et la méthode mixte ([41], [68]).

Méthode classique

Cette méthode se caractérise par le choix d’une moyenne directe des déformations, c’est-

à-dire les moments d’ordre 1 sur la phase solide :

εeffv = εv =< εv >Ωs ; εeffd = εd =
√
< εd >Ωs:< εd >Ωs (4.76)

En pratique, le calcul de ces déformations effectives s’effectue dans le cadre linéaire de la

section 2.3.1 avec � s et σp
s fonctions de εeffv et εeffd (4.73). Pour ce choix de déformations

effectives, on notera :

� s (εv, εd) = � s ; σp
s (εv, εd) = σp

s (4.77)

Si � s est isotrope, on notera les modules effectifs :

ks (εv, εd) = ks ; µs (εv, εd) = µs (4.78)

En gardant à l’esprit que les moyennes choisies doivent être représentatives du niveau des

invariants de déformation de la phase solide en fonction de E, le recours à une moyenne

sur le tenseur εd peut être préjudiciable dans la mesure où εd n’a pas une orientation

fixe alors que l’on cherche le niveau moyen de sa norme. Dans le cas d’une distribution

isotrope des phases et d’un chargement sphérique, il ne fait aucun doute que la moyenne

de εd sur la phase solide et donc le moment d’ordre 1 correspondant sont nuls alors que

des déformations déviatoriques importantes apparaissent sur la périphérie des pores ou

des inclusions [89]. Ce problème est intimement lié au découplage entre les contributions

sphérique et déviatorique du chargement sur les moments d’ordre 1 déjà évoqué à la

section 2.3.1.

Méthode modifiée

La méthode modifiée proposée par Suquet ([95],[97]) consiste à choisir le moment d’ordre 2

pour déformation effective déviatorique. Comme nous avons également besoin d’une déformation

effective volumique, nous nous proposons dans cette méthode de la définir aussi comme

le moment d’ordre 2. Les déformations effectives sont donc données ici par :

εeffv = εv =
√

< ε2
v >Ωs ; εeffd = εd =

√
< εd : εd >Ωs (4.79)
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Comme pour les moments d’ordre 1, ceux-ci sont calculés à l’aide du schéma linéaire

choisi à la première étape. La section 2.3.2 montre qu’ils s’obtiennent grâce à la méthode

énergétique inspirée de Kreher [60]. Pour ce choix de déformations effectives, on notera :

� s
(
εv, εd

)
= � s ; σp

s

(
εv, εd

)
= σp

s (4.80)

Si � s est isotrope, on notera les modules effectifs :

ks
(
εv, εd

)
= ks ; µs

(
εv, εd

)
= µs (4.81)

Dans le cas où la précontrainte σp est nulle et où le comportement de la matrice est

élastique non linéaire c’est-à-dire qu’il s’écrit à partir d’un potentiel, cette méthode dite

sécante modifiée présente un intérêt majeur par rapport à son homologue classique :

elle permet en effet de construire une formulation variationnelle simple équivalente ainsi

qu’un potentiel dont dérive la loi macroscopique (la démonstration figure en annexe 7.3).

L’interprétation de ce résultat dans le contexte du comportement visqueux (4.44) indique

immédiatement que la méthode sécante modifiée conduit à la détermination d’un potentiel

dont dérive Σ, ce qui signifie encore, d’après l’annexe 7.2, que le tenseur D intervenant

dans l’écriture des conditions aux limites respecte la propriété de normalité à la frontière

de l’estimation de Ghom par cette méthode.

Néanmoins la méthode modifiée n’est pas exempte de tout reproche. En effet, alors que le

caractère tensoriel de εd posait problème dans la méthode classique, ici c’est le caractère

scalaire algébrique de εv (i.e. qui peut, a priori, changer de signe) dont il n’est pas possible

de rendre compte avec une moyenne quadratique (4.79).

Méthode mixte

La méthode mixte tire profit des deux méthodes précédentes en choisissant les déformations

effectives qui présentent le moins d’inconvénients. En considérant les remarques formulées

plus haut, il semble naturel que le choix se porte sur :

εeffv = εv =< εv >Ωs ; εeffd = εd =
√
< εd : εd >Ωs (4.82)

Pour ce choix de déformations effectives, on notera :

� s
(
εv, εd

)
= �̂ s ; σp

s

(
εv, εd

)
= σ̂p

s (4.83)

Si � s est isotrope, on notera les modules effectifs :

ks
(
εv, εd

)
= k̂s ; µs

(
εv, εd

)
= µ̂s (4.84)
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C’est cette méthode que nous utiliserons en général par la suite.

Les techniques d’obtention du critère macroscopique sont mises en œuvre dans les cha-

pitres suivants pour un critère purement cohérent de la phase solide (critère de von Mises)

puis pour un critère frottant (critère de Drucker-Prager).





Chapitre 5

Matrice de von Mises
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Ce chapitre a pour but d’appliquer les techniques évoquées au chapitre précédent à un

v.e.r. dont le critère de la phase matricielle est celui de von Mises pour obtenir le critère

macroscopique. Cette démarche va nous permettre de valider nos méthodes lorsque les

inclusions sont des pores ou des renforts rigides adhérents puisque celles-ci permettent de

retrouver des résultats obtenus par plusieurs auteurs par la technique des potentiels en loi

puissance (par exemple [86], [99], [74], [65], [97]) mais nous examinerons également l’effet

des renforts lisses sur le critère macroscopique.

5.1 Le critère de von Mises

5.1.1 Définition du critère

Le critère de von Mises correspond à une limitation de la contrainte déviatorique équivalente

σd =
√

σd : σd :

f s (σ) = σd − b avec b =

√

2

3
σo (5.1)

où σo désigne la résistance en traction simple.

Dans le demi-plan (σm, σd ≥ 0), l’ensemble Gs des états de contrainte admissibles est

représenté par la zone délimitée par les droites d’équations σd = b et σd = 0.

La fonction d’appui (4.2) de ce critère est donnée par ([90], [91]) :







dv = 0 ⇒ πs (d) = b dd

dv 6= 0 ⇒ πs (d) = +∞
(5.2)

Il est clair que cette fonction d’appui n’est différentiable en aucun point car il n’existe

aucun ouvert de l’espace des tenseurs d’ordre 2 symétriques sur lequel πs prenne des

valeurs finies. On ne peut donc pas simplement définir le problème visqueux (4.36) et il

faut recourir à une technique de régularisation du critère (cf. § 4.3.1) ou utiliser une loi de

comportement élastique non linéaire fictive (cf. § 4.3.2) pour mettre en œuvre la technique

d’homogénéisation de la section 4.4 dans le but d’obtenir une estimation de Ghom.

5.1.2 Régularisation du critère

Définition de la suite de régularisation

Conformément à la méthode de régularisation exposée à la section 4.3.1, on définit une

suite de critères (f s
n)n∈ � correspondant à des domaines Gs

n tendant au sens de (4.50) vers
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le critère de von Mises :

f s
n (σ) =

(
σm

an

)2

+

(
σd

b

)2

− 1 avec lim
n→∞

an = +∞ (5.3)

Chaque critère f s
n définit donc un ensemble borné strictement convexe Gs

n représenté par

σm

σd
√

2/3σo

an1 an2 an3

an ↗+∞

Fig. 5.1 – Approximation du critère de von Mises par une suite d’ellipses

une demi-ellipse dans le demi-plan (σm, σd) (cf. Fig. 5.1).

En vertu de la propriété montrée à l’annexe 7.1.1, la fonction d’appui πs
n associée à chaque

critère f s
n est différentiable (sauf à l’origine). Pour calculer cette fonction πs

n, il suffit

d’exploiter le résultat intermédiaire (7.2) de 7.1.1 indiquant qu’il existe pour chaque d 6= 0,

un tenseur σ∗ ∈ ∂Gs
n tel que πs

n(d) = σ∗ : d. Puis comme f s
n (5.3) est différentiable, d est

orienté selon la normale extérieure à Gs
n c’est-à-dire parallèle à ∂f s

n/∂σ (σ∗) :

d = λ̇
∂f s

n

∂σ
(σ∗) = 2 λ̇

(
1

3

σ∗
m

a2
n

1 +
σ∗

d

b2

)

avec λ̇ ≥ 0 (5.4)

On peut donc exprimer πs
n(d) en exploitant (5.4) ainsi que l’équation f s

n (σ∗) = 0 due au

fait que σ∗ se situe sur ∂Gs
n :

πs
n (d) = σ∗ : d = 2 λ̇σ∗ :

(
1

3

σ∗
m

a2
n

1 +
σ∗

d

b2

)

= 2 λ̇ (5.5)

En identifiant les invariants dans les deux membres de (5.4), on obtient :

σ∗
m

an
=
an dv

2 λ̇
;

σ∗
d

b
=
b dd

2 λ̇
(5.6)

Utilisant à nouveau f s
n (σ∗) = 0, il découle de (5.6) une relation entre λ̇ et les invariants

dv et dd permettant de déterminer πs
n(d) :

πs
n (d) = 2 λ̇ =

√

(an dv)
2 + (b dd)

2 (5.7)

On peut encore écrire πs
n sous la forme :

πs
n (d) =

√

d :
�

s
n : d avec

� s
n = 3 a2

n � + b2 � (5.8)
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Une telle fonction d’appui présente bien la régularité requise pour définir un problème

visqueux en suivant la méthode proposée à la section 4.3.1. En particulier, elle permet de

construire le tenseur isotrope � s
n(d) (4.45) défini à partir des modules :







ks
n(dv, dd) =

a2
n

√

(an dv)
2 + (b dd)

2

2µs
n(dv, dd) =

b2
√

(an dv)
2 + (b dd)

2

(5.9)

Les modules ks
n et µs

n exprimés en (5.9) sont clairement positifs ; il n’est par conséquent

pas utile d’introduire une précontrainte σp
s comme dans (4.47).

Il est intéressant de noter que l’on déduit de (5.9) que :

µs
n

ks
n

=
b2

2 a2
n

= O
(

1

a2
n

)

(5.10)

En d’autres termes, quelles que soient les taux de déformation effectifs, ce matériau vis-

queux fictif se comporte de manière incompressible lorsque n tend vers l’infini.

Estimation du critère macroscopique par une méthode variationnelle

Connaissant la suite de fonctions d’appui πs
n, il s’agit maintenant de construire des estima-

tions de Ghom
n en mettant en œuvre la technique d’homogénéisation non linéaire exposée

à la section 4.4. Notons Πhom
n la fonction d’appui de Ghom

n . En utilisant la formulation

(4.20) de la fonction d’appui macroscopique, on écrit :

Πhom
n (D) = inf

� ∈CA′(
�

)
ϕs < πs

n(d) >Ωs= inf
� ∈CA′(

�
)
ϕs <

√

d :
�

s
n : d >Ωs (5.11)

Comme la fonction “racine carrée” est concave, Πhom
n (D) (5.11) se majore ainsi :

Πhom
n (D) ≤ Πn(D) (5.12)

avec

Πn(D) = inf
� ∈CA′(

�
)
ϕs
√

< d :
�

s
n : d >Ωs (5.13)

= inf
� ∈CA′(

�
)
ϕs

√
(

an dv

)2

+
(

b dd

)2

(5.14)

= inf
� ∈CA′(

�
)
ϕs πs

n(dv, dd) (5.15)

On constate donc sur (5.15) que Πn(D) est déterminé par le problème variationnel

équivalent à la méthode sécante modifiée (cf. annexe 7.3 adaptée au cas visqueux). Dans
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le cas d’une matrice de von Mises, cette méthode fournit donc une estimation par excès

du critère macroscopique.

La fonction “racine carrée” est également croissante donc (5.13) devient :

Πn(D) = ϕs
√

inf
� ∈CA′(

�
)
< d :

�
s
n : d >Ωs (5.16)

On reconnâıt immédiatement, sous la racine de (5.16), la formulation variationnelle d’un

problème formel d’élasticité linéaire (transposé en vitesse). Par conséquent, on peut définir

un tenseur
� hom

n tel que :

inf
� ∈CA′(

�
)
ϕs < d :

� s
n : d >Ωs= D :

� hom
n : D (5.17)

Le tenseur
� hom

n peut être estimé ou éventuellement borné par les techniques usuelles

d’homogénéisation linéaire. En combinant (5.16) et (5.17), il vient :

Πn(D) =
√

ϕs D :
�

hom
n : D (5.18)

Lorsqu’une borne supérieure est disponible pour
� hom

n , on dispose finalement d’une fonc-

tion majorant Πhom
n (D) (5.12) et donc Πhom(D) par passage à la limite.

Dans le cadre isotrope, on constate que l’expression (5.18) est comparable à (5.8) et

représente donc formellement la fonction d’appui d’un critère elliptique du même type

que f s
n :

ϕs � hom
n = 3A2

n � +B2
n � ⇒ Ghom

n =

{

Σ

∣
∣
∣
∣
∣

(
Σm

An

)2

+

(
Σd

Bn

)2

≤ 1

}

(5.19)

Il suffira ensuite de faire tendre n vers l’infini pour obtenir une estimation de Ghom.

L’équation paramétrique permettant de décrire la frontière de Ghom
n est donnée par (7.46) :

Σ (D) =
√
ϕs

� hom
n : D

√

D :
�

hom
n : D

(5.20)

Régularisation par une suite de potentiels

Une alternative à la méthode précédente de régularisation peut être envisagée en intro-

duisant une suite de potentiels convergeant vers la fonction d’appui (5.2) au sens (4.53) :

ψs
n(d) =

1

2
ks

n d
2
v + b dd avec lim

n→∞
ks

n = +∞ (5.21)

La loi de comportement s’écrit alors :

σ =
∂ψs

n

∂d
(d) = ks

n dv 1 + 2µs(dd) dd avec 2µs(dd) =
b

dd
(5.22)

Ce matériau fictif se comporte également de manière incompressible lorsque n tend vers

l’infini.
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5.1.3 Loi élastique non linéaire

Selon le principe de la méthode présentée à la section 4.3.2, on cherche à construire une

loi de comportement de type (4.57) saturant le critère de von Mises pour des “grandes

valeurs” de ε (4.58). Comme le critère de von Mises porte uniquement sur le deuxième

invariant des contraintes σd, on propose de construire une loi non linéaire de la forme

σ = ks εv 1 + 2µs(εd) εd avec ks > 0 (5.23)

Il s’agit pour la loi (5.23) de satisfaire la limite :

lim
εd→∞

σd = lim
εd→∞

2µs(εd) εd = b (5.24)

On peut donc prendre n’importe quelle fonction µs(εd) dont le comportement à l’infini

εd =
√

εd : εd

σd =
√

σd : σd

b =
√

2
3
σ0

µs(εd) ∼
εd→∞

σ0√
6

1

εd

Fig. 5.2 – Saturation du critère de von Mises

vérifie (cf. Fig. 5.2) :

2µs(εd) ∼
εd→∞

b

εd
(5.25)

Le comportement que l’on vient d’introduire mérite les remarques suivantes :

• pour les grandes valeurs de εd, le matériau fictif devient incompressible :

lim
εd→∞

µs(εd)

ks
= 0 (5.26)

En supposant que σm = ksεv prenne une valeur finie, le rapport εv/εd tend vers 0.

Ceci signifie, dans le cadre de la loi (5.23) et du critère de von Mises (5.1), que ε

satisfait asymptotiquement la règle de normalité (4.59).

• la loi est élastique non linéaire : on peut exhiber un potentiel dont dérive σ dans

(5.23) :

ψs(ε) =
1

2
ks ε2

v + b εd (5.27)
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Appliquons maintenant une méthode d’homogénéisation non linéaire pour traiter le cas

d’un milieu poreux simple ou renforcé à matrice de von Mises. On choisit d’établir les

résultats par la méthode visqueuse régularisée par la suite de critères (5.3) en ajoutant

quelques commentaires sur les autres méthodes. Pour alléger les notations dans la suite,

on ne fera pas référence à n dans les champs microscopiques d et σ solutions du problème

visqueux écrit avec πs
n ni dans les grandeurs effectives mais cette dépendance est implicite.

5.2 Application à un milieu poreux à matrice ho-

mogène

5.2.1 Cas sec tridimensionnel

On suppose que la phase solide déformable a bien un statut matriciel par rapport aux

pores et que ces derniers sont répartis d’une manière isotrope dans le v.e.r.. On peut alors

légitimement recourir au schéma de Mori-Tanaka exprimé en annexe 3.4.1 pour estimer

le tenseur
�

hom (4.71). Comme toutes les méthodes se ramènent au cas d’une matrice

incompressible, on pourra utiliser les développements limités des modules.

En ce qui concerne les déformations effectives, on choisit a priori la méthode mixte mais

on montre aisément qu’elle est équivalente à la méthode modifiée. En effet, en exploitant

d’une part (2.110), (3.79) et (5.10), on montre :

dv ∼
n→∞

4

3ϕ

µ̂s
n

k̂s
n

Dv = O
(

1

a2
n

)

(5.28)

On a également d’autre part, d’après (2.144), (3.79), (3.83) et (5.10)

dv ∼
n→∞

µs
n

ks
n

√

16

9ϕ2
D2

v +
40

27

ϕ

(1 + 2ϕ/3)2 D
2
d = O

(
1

a2
n

)

(5.29)

La condition de pertinence du critère de von Mises est donc respectée asymptotiquement

pour les deux moyennes (dv = 0 et dv = 0) . L’interprétation de ce résultat dans le

cadre de l’analyse limite signifie que la matrice tend vers un comportement plastiquement

incompressible. Le deuxième invariant est quant à lui fourni par les équations (2.143),

(3.81) et (3.84) :

d2
d ∼

n→∞

2

3ϕ
D2

v +
1

1 + 2ϕ/3
D2

d (5.30)

Le choix d’une moyenne directe (5.28) ou quadratique (5.29) pour dv conduit dans les

deux cas à négliger l’influence du premier invariant effectif dans k̂s
n et µ̂s

n (5.9) car on a
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andv � bdd aussi bien que andv � bdd d’après (5.28), (5.29) et (5.30). Les modules effectifs

obtenus à partir de (5.9) deviennent alors

k̂s
n ∼

n→∞
ks

n ∼
n→∞

a2
n

b dd

→
n→∞

∞

2 µ̂s
n ∼

n→∞
2µs

n ∼
n→∞

b

dd

(5.31)

D’après (5.31), il ne fait aucun doute que la méthode que nous avons choisie est équivalente

à celle consistant à régulariser le critère par la suite de potentiels (5.21). On note également

l’analogie avec les modules construits dans le cadre de la loi élastique non linéaire fictive

(5.23) et (5.24). Dans ce dernier cas, les modules ne se comportent pas comme dans la

méthode visqueuse (ks est fini et µ̂s varie en 1/εd qui tend vers 0) mais le contraste entre

les modules est respecté.

En conclusion, la méthode mixte est rigoureusement équivalente à la méthode modifiée qui

présente plusieurs avantages liés à l’existence d’une formulation variationnelle (cf. § 5.1.2) :

elle peut être résolue de manière totalement linéaire (à travers le problème (5.17)), elle

donne un statut de borne à l’estimation du critère si le schéma linéaire choisi fournit une

borne supérieure (c’est le cas ici puisque l’estimation de Mori-Tanaka d’un milieu poreux

correspond à la borne supérieure de Hashin-Shtrikman [102]) et enfin elle assure à D la

propriété de normalité au critère estimé.

Le tenseur
� hom

n s’obtient formellement comme le tenseur d’élasticité macroscopique d’un

milieu poreux dont la matrice a pour module de compression a2
n et pour module de

cisaillement b2/2 (5.8). En exploitant les formules (3.79) et (3.82), on obtient :

lim
n→∞

� hom
n = b2 (1 − ϕ)

(
2

ϕ
� +

1

1 + 2
3
ϕ

�
)

(5.32)

Rappelant le lien existant entre
� hom

n et Ghom
n (5.19) et en utilisant ϕs = 1 − ϕ (pas d’in-

clusions rigides), le critère macroscopique est estimé par une demi-ellipse dans le plan

(Σm,Σd) :
3

2
ϕΣ2

m +

(

1 +
2

3
ϕ

)

Σ2
d = (1 − ϕ)2 b2 (5.33)

On retrouve un résultat mis en évidence par plusieurs auteurs ([86], [99], [74], [65], [97]).

Ce critère est comparé à celui de Gurson [50] sur la Fig. 5.3. On constate qu’il améliore

le critère de Gurson (qui est une borne supérieure) pour un taux de triaxialité nul (sur

l’axe déviatorique Σm = 0) mais qu’il est nettement moins bon pour un taux de triaxialité

infini (sur l’axe sphérique Σd = 0). Cette faiblesse est intimement liée à la méthode d’ho-

mogénéisation consistant à choisir une déformation effective comme une moyenne sur la

phase solide. Il est clair que cette méthode sera d’autant plus mauvaise que le mécanisme

que l’on cherche à estimer en prenant des moyennes sera hétérogène. Or dans le cas d’un
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chargement sphérique, si l’on se réfère à la solution du problème de la sphère creuse sou-

mise à une pression externe (cf. annexe 7.4.1) qui fournit un champ de vitesse en 1/r2

et donc une déformation déviatorique en 1/r3, on note que l’erreur commise en prenant

une moyenne est fortement préjudiciable si les pores sont petits. Ceci est bien illustré sur

la Fig. 5.3 dans la mesure où le critère de Gurson cöıncide sur l’axe sphérique avec la

pression limite de la sphère creuse. Pour remédier à cet inconvénient, il est possible de

Σd/b

Σm/b
0 1 2−1−2

1

ϕ = 0.5

ϕ = 0.2

ϕ = 0.1

ϕ = 0

critère (5.33)

Gurson

Fig. 5.3 – Critère d’un milieu poreux à pores sphériques et à matrice de von Mises

recourir à une partition de la phase solide en sous-domaines dans chacun desquels est

calculé un taux de déformation effectif [12]. On illustre l’intérêt de cette démarche de

manière analytique sur le problème de la sphère creuse en annexe 7.4.1.

5.2.2 Cas pressurisé

On a montré à la section 4.2.2 que le critère macroscopique d’un milieu poreux à matrice

de von Mises saturé par un fluide à la pression p s’écrit au moyen de la contrainte effective

de Terzaghi (4.27). Autrement dit, le critère (5.33) devient :

3

2
ϕ (Σm + p)2 +

(

1 +
2

3
ϕ

)

Σ2
d = (1 − ϕ)2 b2 (5.34)

On peut également traiter le problème d’homogénéisation non linéaire en considérant la

présence du fluide. Appliquons cette fois, par exemple, la méthode consistant à employer

le comportement élastique non linéaire fictif (5.23)-(5.25) pour la matrice. En invoquant

(2.148), on note que Σ et p n’interviennent que par le groupement de la contrainte effec-

tive de Terzaghi. Utilisant ensuite (3.79) et (3.82) dans (2.148), on retrouve facilement le

critère (5.34). Ainsi, s’agissant d’un problème de calcul de résistance d’un v.e.r. à matrice

de von Mises, la méthode d’homogénéisation non linéaire basée sur le moment d’ordre 2

εd (méthode mixte ou méthode modifiée car εv ne joue pas de rôle) démontre une certaine

robustesse en préservant la propriété de l’écriture du critère en contrainte effective de Ter-

zaghi [41]. Cette remarque encourage à l’utilisation de cette méthode d’homogénéisation

si l’on rencontre des situations pour lesquelles il n’est pas possible de statuer par la théorie

sur l’existence d’une contrainte effective.
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Signalons enfin que le choix de la méthode d’homogénéisation est primordial pour mon-

trer l’existence d’une contrainte effective car dans le cas général où les modules ks et

µs dépendent des deux invariants, il est prouvé dans [41] que les méthodes classique et

modifiée peuvent donner des résultats totalement différents, la première menant à une

contrainte effective mais pas la seconde.

5.2.3 Cas sec bidimensionnel

Afin de pouvoir facilement comparer les résultats obtenus par homogénéisation non linéaire

à des calculs numériques, on se propose de reproduire le raisonnement de 5.2.1 au cas des

déformations planes en considérant un milieu poreux dont les pores sont des inclusions

cylindriques à base circulaire d’axe e3 perpendiculaire au plan de déformation (e1, e2).

On choisit toujours le schéma de Mori-Tanaka pour l’étape linéaire. On utilise notam-

ment le tenseur d’Eshelby fourni en annexe 3.2.3 avec ω = 1 pour estimer le tenseur de

localisation dans les pores (2.30). Il est utile de rappeler que, dans le cas bidimensionnel,

le schéma de Mori-Tanaka appliqué à un milieu poreux à matrice homogène correspond à

la borne supérieure de Willis [100] lorsque les phases sont réparties de manière isotrope.

On oriente e1 et e2 dans les directions principales de D i.e. :

D = D1 e1 ⊗ e1 +D2 e2 ⊗ e2 (5.35)

Dans le régime asymptotique, on montre que l’incompressibilité de la phase solide implique

que Σ(=
�

hom : D) s’écrit :

Σ = Σ1 e1 ⊗ e1 + Σ2 e2 ⊗ e2 +
Σ1 + Σ2

2
e3 ⊗ e3 (5.36)

Il est alors légitime d’adopter les notations :

Σm =
Σ1 + Σ2

2
; Σd =

|Σ1 − Σ2|√
2

(5.37)

Par application de la méthode mixte (ou modifiée puisque l’on montre encore qu’elles sont

équivalentes) à l’un ou l’autre des problèmes de 4.3, on obtient l’homologue bidimensionnel

de (5.33) :

2ϕΣ2
m + (1 + ϕ) Σ2

d = (1 − ϕ)2 b2 =
2

3
(1 − ϕ)2 σ2

o (5.38)

La Fig. 5.5 représente ce critère pour une porosité ϕ = 0.3. Celui-ci est confronté à des

résultats numériques correspondant aux ensembles de charges limites (obtenus par des

calculs élasto-plastiques) dans les cas suivants :

• calcul par éléments finis en conditions aux limites périodiques sur la cellule de base

de la Fig. 5.4(1),

(1)On trouvera des détails concernant ce type de conditions aux limites dans le cadre du calcul à la

rupture dans [27] et [71].
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• calcul par éléments finis en déformations homogènes au contour (D.H.) sur la cellule

de la Fig. 5.4,

• calcul par éléments finis en déformations homogènes au contour (D.H.) sur un cy-

lindre creux.

x1

x2

Fig. 5.4 – Cellule de base

0 0.4 0.8−0.4−0.8−1.2

0.4

0.8
Σd/σo

Σm/σo

critère (5.38)
D.H. sur cylindre creux

C.L. pério. sur cellule Fig. 5.4

D.H. sur cellule Fig. 5.4

Σd = b = � 2/3 σo

Fig. 5.5 – Critère de rupture d’un milieu poreux en déformations planes - ϕ = 0.3

Même s’il semble difficile de comparer des résultats fondés sur une distribution aléatoire

des phases d’une part et sur une microstructure périodique d’autre part, on constate sur

la Fig. 5.5 que l’ordre de grandeur de tous les critères est sensiblement le même. On peut

toutefois noter qu’il est logique d’après [27] ou [71] de trouver que le domaine obtenu avec

des conditions aux limites périodiques est inclus dans celui avec déformations homogènes

au contour sur la cellule de la Fig. 5.4.

5.3 Application à un milieu renforcé
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5.3.1 Détermination du critère macroscopique

Intéressons-nous à présent au cas d’un milieu renforcé où coexistent des inclusions rigides

parfaitement adhérentes à la matrice et des inclusions rigides à surface lisse (ϕs = 1 − ϕr − ϕl).

On suppose que ces inclusions sont réparties de manière isotrope dans la matrice du v.e.r..

C’est donc à nouveau l’estimation de Mori-Tanaka que nous utiliserons pour construire
�

hom (4.71). Les modules khom et µhom se déduisent alors de (2.38) et (2.39) avec ϕ = 0.

Commençons par mettre en œuvre la méthode sécante modifiée par la formulation va-

riationnelle de la section 5.1.2 et montrons a posteriori le lien qu’elle entretient avec la

méthode mixte. Il faut noter ici que l’emploi du schéma linéaire de Mori-Tanaka pour

estimer
� hom

n ne conduit plus à une borne supérieure mais à la borne inférieure de Hashin-

Shtrikman [102] lorsque l’on ne considère que des inclusions adhérentes. Ainsi l’estima-

tion (5.18) de la fonction d’appui perd son statut de borne supérieure (5.12) (mais garde

bien entendu celui d’estimation). Comme dans le cas poreux,
� hom

n s’obtient formellement

comme le tenseur d’élasticité macroscopique d’un milieu renforcé par des inclusions rigides

dont la matrice a pour module de compression a2
n et pour module de cisaillement b2/2 :

� hom
n ∼

n→∞
a2

n

3

1 − ϕr − ϕl
� + b2

1 + 3
2
ϕr + 3

5
ϕl

1 − ϕr − 2
5
ϕl

� (5.39)

En rappelant ϕs = 1 − ϕr − ϕl, les demi-axes du critère macroscopique définis en (5.19)

s’écrivent ici, dans le régime asymptotique, à partir de (5.39) :

An ∼
n→∞

an ; Bn ∼
n→∞

b

√

(1 − ϕr − ϕl)
(
1 + 3

2
ϕr + 3

5
ϕl
)

1 − ϕr − 2
5
ϕl

= B (5.40)

Il apparâıt donc que, lorsque n tend vers l’infini, le domaine elliptique Ghom
n (5.19) de

demi-axes exprimés en (5.40) tend vers le critère de von Mises dont la frontière est définie

par l’équation :

Σd = B = b

√

(1 − ϕr − ϕl)
(
1 + 3

2
ϕr + 3

5
ϕl
)

1 − ϕr − 2
5
ϕl

(5.41)

Autrement dit, le critère macroscopique issu d’un schéma de Mori-Tanaka est un critère

de von Mises de résistance en traction simple :

Σhom
o = σo

√

(1 − ϕr − ϕl)
(
1 + 3

2
ϕr + 3

5
ϕl
)

1 − ϕr − 2
5
ϕl

(5.42)

Il faut rappeler à ce stade qu’en présence d’inclusions lisses le schéma linéaire sous-jacent

n’est physiquement pertinent que dans le domaine des forts confinements (cf. remarque

consécutive à (1.44)). On continue néanmoins à considérer l’ensemble du domaine en

gardant à l’esprit que sa validité n’est assurée que lorsque −Σm est suffisamment grand.
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Lorsque n est au voisinage de l’infini, la frontière de Ghom
n est obtenue par la courbe

paramétrique (5.20) qui s’écrit ici :







Σm ∼
n→∞

a2
n

Dv

Dd
√

a2
n

(
Dv

Dd

)2

+B2

Σd ∼
n→∞

B2

√

a2
n

(
Dv

Dd

)2

+B2

(5.43)

Il est clair que lorsque n tend vers l’infini, il n’est possible de tendre vers n’importe quel

point de la frontière du critère (5.41) qu’en faisant varier le rapport Dv/Dd avec n de

sorte que l’on ait :
Dv

Dd

= O
(

1

a2
n

)

(5.44)

On vérifie bien au passage que cela est parfaitement cohérent avec la règle de normalité

du critère de von Mises puisque l’on a Dv � Dd. Le couplage entre Dv/Dd et an a des

conséquences sur les taux de déformations effectifs. Exprimons d’abord les moments dv et

dv pour comparer la méthode mixte et la méthode modifiée. En changeant les déformations

en taux de déformations, le premier s’obtient par (2.118) et le second par (2.152). On a

donc :

dv =
Dv

1 − ϕr − ϕl
(5.45)

et

dv ∼
n→∞

√
√
√
√ 1

(1 − ϕr − ϕl)2 D
2
v +

2

15

25ϕr(1 − ϕr) + 4ϕl(1 − ϕl) − 20ϕrϕl

(
1 − ϕr − 2

5
ϕl
)2

(

µs
n

ks
n

)2

D2
d

(5.46)

A priori, dv et dv ne sont pas équivalents. En revanche, on montre à l’aide de(5.10) et

(5.44) que le groupement (µs
n/k

s
n)2D2

d est de l’ordre de grandeur de D2
v et donc dv (5.45)

et dv (5.46) sont tous les deux de l’ordre de grandeur de Dv. D’autre part, on calcule dd

en adaptant (2.153) et en utilisant (2.38) et (2.39) :

dd ∼
n→∞

√

2

3

ϕr + ϕl

(1 − ϕr − ϕl)2 D
2
v +

(
1 + 3

2
ϕr + 3

5
ϕl
)

(1 − ϕr − ϕl)
(
1 − ϕr − 2

5
ϕl
) D2

d

∼
n→∞

√ (
1 + 3

2
ϕr + 3

5
ϕl
)

(1 − ϕr − ϕl)
(
1 − ϕr − 2

5
ϕl
) Dd

(5.47)

On déduit donc de (5.45), (5.46) et (5.47) que l’on a :

dv

dd

= O
(

1

a2
n

)

et
dv

dd

= O
(

1

a2
n

)

(5.48)
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Ceci implique immediatement que le rapport des invariants effectifs se comporte de la

même manière lorsque n est au voisinage de l’infini que dans le cas poreux (cf. § 5.2.1).

Les modules effectifs prennent la même expression que (5.31). Ainsi, asymptotiquement,

les modules ne dépendent plus du premier invariant et la méthode mixte fournit donc le

même critère que la méthode modifiée. On vérifie sans peine que l’utilisation de toutes

les méthodes présentées en 4.3 conduit toujours au critère macroscopique de von Mises

(5.41).

Pour pouvoir comparer l’influence du schéma et des hypothèses morphologiques comme on

l’a fait à la section 2.1.5 dans le cadre de l’élasticité, on reproduit le même raisonnement

en utilisant le schéma auto-cohérent comme schéma linéaire. On aboutit alors également

à un critère macroscopique de type von Mises de résistance à la traction simple :

Σhom(AC)
o = σo

√

(1 − ϕr − ϕl)
(
1 − 3

5
ϕl
)

1 − 5
2
ϕr − 8

5
ϕl

(5.49)

On voit apparâıtre sur (5.49) un critère de percolation pour lequel Σ
hom(AC)
o tend vers

l’infini :

1 − 5

2
ϕr − 8

5
ϕl = 0 (5.50)

5.3.2 Discussion sur le critère macroscopique

Inclusions adhérentes seules

Dans le cas où les inclusions sont toutes adhérentes, la résistance en traction simple s’écrit

dans le cas de Mori-Tanaka (5.42) :

Σhom
o = σo

√

1 +
3

2
ϕr (5.51)

Il ne fait donc aucun doute que, conformément à l’intuition, la présence de renforts rigides

tend à augmenter la résistance du matériau puisque Σhom
o (5.51) crôıt avec ϕr (cf. Fig. 5.6).

L’utilisation du schéma auto-cohérent (5.49) conduit également à cette conclusion avec

une percolation atteinte pour ϕr = 2/5.

Inclusions lisses seules

Dans le cas où les inclusions sont toutes lisses, la résistance en traction simple dans le cas

de Mori-Tanaka (5.42) devient :

Σhom
o = σo

√

(1 − ϕl)
(
1 + 3

5
ϕl
)

1 − 2
5
ϕl

(5.52)
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L’analyse de la fonction (5.52) démontre que Σhom
o décrôıt avec ϕl, ce qui tend à prouver

que la présence de renforts lisses affaiblit le matériau (cf. Fig. 5.6). Ainsi, d’une part, l’es-

pace occupé par les renforts gênent le développement de certains mécanismes de rupture

mais, d’autre part, le défaut d’adhérence à la surface qui permet l’apparition de glisse-

ments sans dissipation énergétique en favorise d’autres. D’après (5.52), on peut conclure

que le deuxième effet (affaiblissant) est prépondérant sur le premier (renforçant).

Il faut rapprocher les deux résultats précédents concernant l’analyse du renforcement par

l’un ou l’autre des deux types d’inclusion rigide à ce qui a été fait à la section 2.1.5

dans le cadre des propriétés élastiques (i.e. on peut notamment comparer la Fig. 2.2 et

la Fig. 5.6). Alors que les inclusions lisses contribuaient à rigidifier le v.e.r., elles tendent

au contraire ici à diminuer la capacité de résistance.

Ce raisonnement ne tient plus du tout si on considère le schéma auto-cohérent (5.49) qui

ϕα (α = r, l)

Σhom
o /σo

0 0.2 0.4 0.6
0.

0.5

1.0

1.5 inclusions adhérentes (Mori-Tanaka)

inclusions lisses (Mori-Tanaka)

inclusions lisses (auto-cohérent)

Fig. 5.6 – Résistance en traction simple macroscopique

donne ici :

Σhom(AC)
o = σo

√

(1 − ϕl)
(
1 − 3

5
ϕl
)

1 − 8
5
ϕl

(5.53)

En effet, on assiste alors à une augmentation de la résistance du matériau (cf. Fig. 5.6)

lorsque ϕl augmente. Dans le cas du schéma auto-cohérent qui s’appuie sur une morpho-

logie totalement désordonnée, il est raisonnable de penser que les mécanismes de rupture

seront moins favorisés, même si les inclusions sont lisses, que dans le cas où il existe une

phase matricielle connexe (Mori-Tanaka). Le choix du schéma reposant sur une hypothèse

morphologique, il s’agira donc d’être très vigilant sur la validité de l’hypothèse choisie.

Coexistence des deux types de renforts

Comme on l’a fait dans le cadre de l’élasticité à la section 2.1.5, on fixe la fraction volu-

mique de renforts ϕr + ϕl et on évalue sur la Fig. 5.7 l’incidence de l’augmentation de ϕl
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sur la résistance du matériau (dans le cadre du schéma de Mori-Tanaka). Comme prévu,

0 0.1 0.2 0.3
0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

ϕl

Σhom
o /Σhom

o (ϕl = 0)

ϕr + ϕl = 0.3

Fig. 5.7 – Endommagement de la résistance du matériau par réduction de l’adhérence

des renforts

l’augmentation des inclusions lisses au détriment de celles adhérentes diminue la capacité

de résistance du matériau tout comme elle diminue sa raideur (cf. Fig. 2.2). Néanmoins ce

modèle ne rend pas compte de la perte d’adhérence sur une partie seulement de l’inclusion

et ne prévoit pas de loi d’évolution de l’endommagement.

On a déjà montré dans le cadre de l’élasticité à la section 2.1.5 que la prise en compte

de plusieurs types d’inclusions dans le schéma de Mori-Tanaka pouvait conduire à des

incohérences si l’on n’était pas vigilant sur les hypothèses morphologiques de ce schéma.

On a également montré au paragraphe précédent que le choix du schéma avait une impor-

tance cruciale sur le rôle des renforts lisses (même d’un point de vue purement qualitatif).

On envisage ici de fixer la valeur de ϕl et d’examiner l’évolution de Σhom
o avec le schéma

de Mori-Tanaka (5.42) et le schéma auto-cohérent (5.49). On constate sur la Fig. 5.8

que, pour ϕl = 0.1, le schéma de Mori-Tanaka prévoit une légère croissance de Σhom
o avec

ϕr puis une nette décroissance jusque 0. Cette nouvelle incohérence peut être écartée en

notant que la fraction volumique pour laquelle la décroissance intervient est trop grande

pour lui accorder un réel sens physique (de l’ordre de 0.7). En fait, on peut calculer que

cette phase s’amorce lorsque ϕr et ϕl satisfont :

ϕr = 1 − 2

5
ϕl −

√

ϕl (5.54)

On montre donc que cette phase de décroissance n’intervient que pour ϕr + ϕl ≥ 7/12 ≈ 0.58

c’est-à-dire pour des fractions volumiques trop grandes pour que l’on puisse toujours ac-

corder un crédit au schéma de Mori-Tanaka. Néanmoins il faut encore percevoir là une

faiblesse du schéma de Mori-Tanaka du même type que celle mise en évidence à la sec-

tion 2.1.5. L’évolution de Σhom
o dans le cas du schéma auto-cohérent est différente puis-
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qu’elle prévoit une augmentation très prononcée qui atteint la percolation (5.50). Il parâıt

encore une fois évident que le choix du schéma est crucial.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

ϕr

Σhom
o /σo

ϕl = 0.1

Mori-Tanaka

Auto-cohérent

Fig. 5.8 – Effet de l’ajout de renforts rigides en présence de renforts lisses sur la résistance

macroscopique
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pique) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

6.3.2 États limites dans le cas non associé . . . . . . . . . . . . . . . 145
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6.1 Le critère de Drucker-Prager 127

Les méthodes du chapitre 4 nous ont permis de traiter le critère de résistance d’un v.e.r.

à matrice de von Mises au chapitre 5. Nous avons retrouvé des résultats obtenus par divers

auteurs par des méthodes différentes et nous avons étendu ces résultats en introduisant

des inclusions lisses. Mais l’originalité de notre méthode est qu’elle permet également de

traiter le cas d’une phase solide dont le critère de résistance est frottant, en l’occurence

celui de Drucker-Prager. Après la présentation du critère et la mise en place des outils

nécessaires à l’homogénéisation non linéaire, on mettra en œuvre celle-ci dans le cas du

milieu poreux et du milieu renforcé.

6.1 Le critère de Drucker-Prager

6.1.1 Définition du critère

Le critère de Drucker-Prager fait partie des critères frottants : contrairement à von

Mises (5.1), f s dépend de la pression de confinement :

f s (σ) = σd + t (σm − h) (6.1)

où t, h et c = ht désignent respectivement le coefficient de frottement, la résistance en

traction isotrope et la cohésion. Dans l’espace des contraintes, le domaine des états de

contrainte admissibles Gs (4.1) est représenté par un cône de sommet h1 et de demi-angle

au sommet arctan t. Dans le demi-plan (σm, σd ≥ 0), l’ensemble Gs est représenté par la

zone délimitée par les droites d’équations σd = t(h− σm) et σd = 0.

Le coefficient de frottement ne peut pas prendre des valeurs aussi grandes que l’on sou-

haite. En effet, dans [30] l’auteur avance l’argument d’origine physique que lorsque la

cohésion est nulle, il faut limiter le coefficient de frottement afin d’éviter que des états de

contrainte possédant au moins une valeur principale positive n’appartiennent au domaine

de résistance. Il admet également que cette limitation vaut aussi lorsque la cohésion est

non nulle. Le coefficient de frottement est ainsi limité par :

0 ≤ t ≤
√

3

2
(6.2)

La fonction d’appui (4.2) du critère de Drucker-Prager s’écrit [90] :






dv ≥ t dd ⇒ πs (d) = h dv

dv < t dd ⇒ πs (d) = +∞
(6.3)

La fonction d’appui (6.3) ne présente pas la régularité requise pour poser le problème

visqueux (4.36). Cette fonction n’est en effet différentiable que sur {d ∈ R
6 | dv > tdd}
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et le seul état de contrainte que l’on puisse atteindre par différentiation de πs sur cet

ensemble est le sommet h1. Il faut donc à nouveau recourir à une régularisation du critère

(cf. § 4.3.1) ou utiliser une loi de comportement fictive (cf. § 4.3.2) pour estimer Ghom par

la technique d’homogénéisation de la section 4.4.

6.1.2 Régularisation du critère

Définition de la suite de régularisation

Comme on l’a fait pour von Mises en (5.3), on introduit une suite de critères (f s
n)n∈ �

correspondant à des domaines Gs
n bornés strictement convexes tendant vers le critère de

Drucker-Prager au sens de (4.50) :

f s
n (σ) = σd +

t

2 (h+ an)
(σm − h) (σm + h + 2 an) avec lim

n→∞
an = +∞ (6.4)

Le caractère borné strictement convexe des domaines Gs
n, représentés par des para-

σm

σd

c

h

t

dv = t dd

dv ≥ t dd

−an1−an2

an ↗+∞

−an3

Fig. 6.1 – Approximation du critère de Drucker-Prager par une suite de paraboles

boles dans le demi-plan (σm, σd) (cf. Fig. 6.1), assure à leurs fonctions d’appui πs
n la

différentiabilité sur R
6 \ {0} d’après l’annexe 7.1.1. Pour calculer πs

n, on utilise à nou-

veau le résultat (7.2) selon lequel, pour tout d 6= 0, il existe un unique état de contrainte

σ∗ ∈ ∂Gs
n tel que πs

n(d) = σ∗ : d. Un raisonnement géométrique simple montre que si

dv ≥ tdd, σ∗ = h1 et donc πs
n(d) = hdv, et, si dv ≤ −tdd, σ∗ = −(h+ 2 an)1 et donc

πs
n(d) = −(h+ 2 an)dv. Lorsque |dv| < t dd, σ∗ se situe en un point régulier de ∂Gs

n (i.e.

σ∗
d 6= 0). Puis comme f s

n (6.4) est différentiable, d est orienté selon la normale extérieure

à Gs
n c’est-à-dire parallèle à ∂f s

n/∂σ (σ∗) :

d = λ̇
∂f s

n

∂σ
(σ∗) = λ̇

(
1

3
t
σ∗

m + an

h+ an
1 +

σ∗
d

σ∗
d

)

avec λ̇ ≥ 0 (6.5)

ce qui donne en termes d’invariants :

dv = λ̇ t
σ∗

m + an

h+ an
; dd = λ̇ (6.6)
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En exploitant (6.6) et l’équation f s
n(σ∗) = 0 (car σ∗ ∈ ∂Gs

n), on obtient :

σ∗
m = −an +

h+ an

t

dv

dd
; σ∗

d =
h+ an

2 t

(

t2 −
(
dv

dd

)2
)

(6.7)

En notant que σ∗
d et dd sont parallèles (6.5), la fonction πs

n s’écrit :

πs
n (d) = σ∗

m dv + σ∗
d dd (6.8)

En remplaçant σ∗
m et σ∗

d par leurs expressions (6.7), πs
n s’écrit finalement :







dv ≥ t dd ⇒ πs
n (d) = h dv

dv ≤ −t dd ⇒ πs
n (d) = − (h+ 2 an) dv

|dv| ≤ t dd ⇒ πs
n (d) =

1

2 t dd

(
h
(
d2

v + t2 d2
d

)
+ an (dv − t dd)

2)

(6.9)

On rappelle que le critère macroscopique est théoriquement obtenu en résolvant le problème

d’optimisation (4.20) donnant la fonction d’appui macroscopique Πhom. Il s’agit donc de

s’intéresser aux tenseurs D pertinents (i.e. tels que Πhom(D) < +∞) pour déterminer

Ghom. Pour une telle direction pertinente D, la solution du problème d’optimisation doit

être telle que πs(d) < +∞ partout dans Ωs. Il est clair sur (6.9) que cette condition est

asymptotiquement atteinte, quand n tend vers l’infini, si la suite des taux de déformation

solutions des problèmes d’optimisation analogues à (4.20) en remplaçant la fonction πs

par πs
n vérifie :

lim
n→∞

dv

dd
≥ t (6.10)

Notons au passage que, comme dans le chapitre 5 consacré à von Mises, la dépendance

du champ d en n est implicite.

D’après (6.9), pour n au voisinage de l’infini, on a







dv

dd
≥ t ⇒ σ =

∂πs
n

∂d
= h 1 (a)

dv

dd
< t

lim
n→∞

dv

dd
= t







⇒ lim
n→∞

∂πs
n

∂d
∈ ∂Gs (b)

(6.11)

Dans le cas (6.11 b), n’importe quel état de contrainte de la frontière du critère de Drucker-

Prager (6.1) peut être atteint par les expressions (6.7) pourvu que soit assurée l’existence

de la limite :

∃ lim
n→∞

an

(
dv

dd
− t

)

(6.12)
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Les modules sécants ks
n et µs

n se déduisent des valeurs de πs
n (6.9) par les formules (4.45).

Il apparâıt clairement sur la Fig. 6.1 qu’un tel calcul va générer des valeurs négatives de

ks
n = σ∗

m/dv pour certaines directions de d dans le cas |dv| ≤ tdd. En fait, le seul moyen

d’assurer la positivité de ks
n est d’introduire une précontrainte isotrope comme dans la

formulation (4.47)-(4.49) de sorte que le rapport ks
n = (σ∗

m − σp
sn)/dv garde un signe positif

pour toutes les directions de d. On constate sur la Fig. 6.1 que le seul candidat correspond

au centre de symétrie de la parabole i.e. σp
sn = −an. Pour ce choix, la formulation (4.47)

du comportement visqueux est entièrement défini par :

dv ≥ t dd ks
n =

h

dv
2µs

n = 0 σp
sn = 0 (a)

dv ≤ −t dd ks
n = −h + 2 an

dv
2µs

n = 0 σp
sn = 0 (b)

|dv| ≤ t dd ks
n =

h+ an

t dd
2µs

n =
h + an

2 t dd

(

t2 −
(
dv

dd

)2
)

σp
sn = −an (c)

(6.13)

D’après (6.13), pour |dv| ≥ tdd, le rapport µs
n/k

s
n est nul et pour |dv| ≤ tdd, on a :

µs
n

ks
n

=
1

4

(

t2 −
(
dv

dd

)2
)

(6.14)

qui tend vers 0 car, d’après le raisonnement effectué un peu plus haut, on sait que, dans

cette situation, dv/dd tend vers t. Ainsi, dans tous les cas, le comportement visqueux fictif

de la phase solide satisfait :

lim
n→∞

µs
n

ks
n

= 0 (6.15)

Pour caractériser les invariants effectifs lorsque n tend vers l’infini, on peut obtenir des

informations par moyenne quadratique des relations de (6.11). Il existe deux cas de figure :

dv ≥ t dd (a)

ou

dv < t dd et lim
n→∞

dv

dd

= t (b)

(6.16)

Lorsque le mécanisme optimal du problème visqueux est tel que l’état de déformation

vérifie (6.11 b), autrement dit tous les états de contrainte de la frontière de Gs sont

accessibles et la règle de dilatance est satisfaite partout dans Ωs soit dv ∼
n→∞

tdd, on

retrouve (6.16 b) en passant à la moyenne quadratique et on peut introduire les notations
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suivantes :

Xn = t− dv

dd

≥ 0 → lim
n→∞

Xn = 0

Yn = anXn → lim
n→∞

Yn = Y ≥ 0 et an = O
(

1

Xn

) (6.17)

Dans le cadre de la méthode modifiée basée sur les moments d’ordre 2, le rapport des

modules effectifs s’écrit alors :

µs
n

ks
n

=
1

4



t2 −
(

dv

dd

)2


 =
t

2
Xn + O

(
X2

n

)
(6.18)

Ainsi dans les deux cas (6.16 a) et (6.16 b), on a :

lim
n→∞

µs
n

ks
n

= 0 (6.19)

Bien que l’on préfère les déformations effectives mixtes, il est manifeste que seule la

méthode modifiée permet de démontrer que la règle de dilatance reste valable sur les

déformations effectives. Alors que les éventuels changements de signe de dv représentent

l’inconvénient majeur de la méthode modifiée, dans le cas présent, la règle de dilatance

locale assure à dv un signe constamment positif et la moyenne quadratique de dv est bien

représentative de l’état moyen de déformation volumique. On s’attachera néanmoins dans

la suite à montrer que la méthode mixte est identique à la méthode modifiée dans le sens

où dv et dv sont équivalents.

Il faut préciser à ce stade que le problème variationnel équivalent à la méthode sécante

modifiée de l’annexe 7.3 adaptée au cas de la fonction d’appui πs
n (6.9) ne fournit pas

de majoration de la fonction d’appui macroscopique comme ce fut le cas pour von Mises

(5.12). Il n’est pas non plus possible de montrer que la résolution de ce problème varia-

tionnel se ramene à celle d’un problème d’homogénéisation linéaire comme en (5.17). Il

est nécessaire, cette fois, d’appliquer strictement la technique présentée à la section 4.4.

Régularisation par une suite de potentiels

Une méthode alternative à la régularisation par une suite de critères est la régularisation

par une suite de potentiels convergeant vers la fonction d’appui (6.3) au sens (4.53)

(cf. § 4.3.1). En retranchant à la fonction d’appui de Drucker-Prager (6.3) le terme hdv,

on construit une fonction de d valant 0 lorsque le groupement dv − tdd est positif et

+∞ lorsque ce dernier est strictement négatif. On choisit donc, comme dans [7] et [9], de

régulariser πs par une suite de potentiels ψs
n, chacun écrit comme la somme d’une fonction

(à variable scalaire) de dv − tdd et de hdv :

ψs
n(d) = fn(dv − t dd) + h dv (6.20)
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où (fn)n∈ � désigne une suite de fonctions de classe au moins C2 convexes décroissantes

telles que (cf. Fig. 6.2) :







∀x ∈ ]−∞,−εn] fn(x) = +∞

sur ]−εn, 0[ fn convexe décroissante

∀x ∈ [0,+∞[ fn(x) = 0

(6.21)

En faisant tendre le paramètre εn vers 0, il est clair que ψs
n (6.20) tend vers πs (6.3).

−εn −→ 0 dv − t dd

fn

Fig. 6.2 – Fonctions fn

On montre la convexité de ψs
n en calculant sa différentielle seconde. En introduisant la

notation

δ = dv − t dd (6.22)

on a :
∂2ψs

n

∂d∂d
= f ′′

n(δ)
∂δ

∂d
⊗ ∂δ

∂d
+ f ′

n(δ)
∂2δ

∂d∂d
(6.23)

En raison de la convexité de fn, le premier terme du membre de droite de (6.23) correspond

à une forme quadratique positive. Pour montrer la positivité du second terme, comme fn

est décroissante, il suffit de montrer que ∂2δ/∂d∂d est une forme quadratique négative,

ce que l’on prouve en appliquant le théorème de Cauchy-Schwartz à :

∀X , X :
∂2δ

∂d∂d
: X = − t

dd

(

Xd : Xd −
(Xd : dd)

2

d2
d

)

≤ 0 (6.24)

La loi de comportement issue du potentiel ψs
n (6.20) s’écrit :

σ = f ′
n(δ)

(

1 − t
dd

dd

)

+ h 1 (6.25)
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On cherche alors à exprimer la relation (6.25) sous une forme (4.47) qui assure la positivité

des modules ks et µs :

σ =
f ′

n(δ)

δ
︸ ︷︷ ︸

ks
n

dv 1 +

(

−t f
′
n(δ)

dd

)

︸ ︷︷ ︸

2µs
n

dd +

(

h− t dd f
′
n(δ)

δ

)

︸ ︷︷ ︸

σp
sn

1 (6.26)

Cette décomposition n’est pas l’unique possible puisqu’il suffit de vérifier ks
ndv + σp

sn = ∂ψs
n/∂dv

mais tout autre choix ne modifierait pas les résultats ultérieurs [7]. Le choix (6.26) cor-

respond à la plus petite valeur possible de ks
n dans la mesure où ce module tend vers 0

lorsque δ tend vers 0. On constate en effet que, pour δ = dv − tdd ∈ ]−εn, 0], lorsque εn

tend vers 0, δ ainsi que le rapport µs
n/k

s
n = −tδ/(2dd) tendent vers 0. Il est intéressant de

remarquer que la loi de comportement (6.26) permet de générer n’importe quel état de

contrainte appartenant à la frontière du critère de Drucker-Prager si et seulement si d est

tel que δ = dv − tdd ∈ ]−εn, 0] puisque f ′
n(δ) peut alors prendre n’importe quelle valeur

négative. Ainsi, à part peut-être au niveau des zones où σ se trouve sur le sommet du

critère, on vérifie asymptotiquement la relation de dilatance dv = tdd et µs
n/k

s
n → 0. Sup-

posons que, lorsque n tend vers l’infini, f ′
n(δ) tende vers F ∈ R−. La loi de comportement

(6.25) devient alors :

σ = F

(

1 − t
dd

dd

)

+ h 1 ; F ≤ 0 (6.27)

On remarque que l’expression (6.27) correspond exactement à la loi de comportement

(transposée en taux de déformation) dérivée du potentiel πs(d) = hdv en tenant compte

d’une liaison interne s’écrivant dv − tdd ≥ 0 [92]. Le scalaire négatif F désigne alors le

multiplicateur de Lagrange relatif à cette liaison. Par des passages à la limite, on déduit

de (6.26) les relations :

lim
n→∞

ks
n dv + σp

sn = h+ F (6.28)

lim
n→∞

2µs
n dd = −t F (6.29)

6.1.3 Loi contrainte-déformation non linéaire

Par la méthode visqueuse et les régularisations spéficiques à Drucker-Prager (cf. § 6.1.2),

on est en mesure d’estimer la critère de résistance macroscopique, c’est-à-dire l’ensemble

des états de contrainte macroscopiques que l’on peut atteindre si le comportement local est

élasto-plastique associé (discussion du paragraphe 4.3.2). Dans le cas de Drucker-Prager,

la règle de normalité signifie que l’angle de dilatance est égal à l’angle de frottement i.e.

t′ = t dans :

dv = t′ dd (6.30)
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Or la plasticité associée est loin d’être une propriété acquise en ce qui concerne les

géomatériaux. On peut donc se poser la question de la détermination des états limites

lorsque la plasticité n’est pas associée.

Loi élastique non linéaire

Essayons dans un premier temps de construire une loi de comportement fictive élastique

non linéaire i.e. dérivant d’un potentiel ψs (4.65) telle que, lorsque les déformations de-

viennent grandes, l’état de contrainte sature le critère au sens de (4.58). On a donc ici

asymptotiquement :
∂ψs

∂εd

+ t

(
∂ψs

∂εv

− h

)

= 0 (6.31)

Les seules fonctions vérifiant (6.31) s’écrivent :

ψs(ε) = f(εv − t εd) + h εv (6.32)

où f est une fonction arbitraire décroissante et convexe pour satisfaire la convexité de ψs.

Ce potentiel est analogue à celui utilisé en (6.20) pour régulariser la fonction d’appui à la

mince différence qu’il est argumenté à présent par le tenseur de déformation. D’après les

commentaires du paragraphe 6.1.2, il est évident que l’on peut modéliser le cas associé en

choisissant à la place de f , la suite de fonctions fn (6.21). En transposant ici les résultats

obtenus dans le cas du potentiel visqueux en (6.26), (6.28) et (6.29), on obtient [6] :

σ =
f ′

n(εv − t εd)

εv − t εd
︸ ︷︷ ︸

ks
n

εv 1 +

(

−t f
′
n(εv − t εd)

εd

)

︸ ︷︷ ︸

2µs
n

εd +

(

h− t εd f
′
n(εv − t εd)

εv − t εd

)

︸ ︷︷ ︸

σp
sn

1 (6.33)

et les limites :

lim
n→∞

f ′
n(εv − t εd) = F (6.34)

lim
n→∞

ks
n εv + σp

sn = h+ F (6.35)

lim
n→∞

2µs
n εd = −t F (6.36)

Par construction des fn (6.21) assurant asymptotiquement le caractère associé, la loi que

l’on vient de présenter ne semble pas appropriée pour le cas non associé (t′ 6= t dans

(6.30)).

Loi non linéaire sans potentiel

On se propose maintenant de s’affranchir de l’idée de potentiel pour écrire une loi contrainte-

déformation de la forme (4.57) qui sature asymptotiquement le critère de Drucker-Prager
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(4.58). Partant du constat que pour un niveau de confinement donné −σm, le critère de

Drucker-Prager (6.1) constitue, tout comme von Mises, une limitation de la contrainte

déviatorique équivalente σd, on s’inspire de la construction de la loi (5.23)-(5.25) pour

proposer ([68], [34]) :

σ = ks εv 1 + 2µs(εv, εd) εd avec







ks = cste > 0

2µs(εv, εd) ∼
εd→∞

t (h− ks εv)

εd

(6.37)

La loi ainsi obtenue n’est pas une loi élastique : en effet, σ ne dérive pas d’un potentiel car

la relation (4.66) (dans laquelle on prend σp
s = 0) n’est pas satisfaite par les modules (6.37).

Mais cela n’empêche pas d’appliquer le raisonnement tenu à la section 4.3.2. Tout d’abord,

la loi de comportement (6.37) est telle que la frontière du critère de Drucker-Prager est

obtenue asymptotiquement (4.58). En effet, si l’on fixe la contrainte moyenne à un certain

niveau σm, on déduit immédiatement que εv prend une valeur finie valant σm/k
s, puis que,

d’après le comportement de µs lorsque εd tend vers l’infini (6.37), σd tend vers t(h− σm).

Ainsi, la notation abusive “‖ε‖ → ∞” dans (4.58) signifie ici, comme ce fut le cas pour

von Mises, εd → ∞ (i.e. εd grand par rapport à une déformation de référence). Rappelons

encore, comme cela a été fait dans le paragraphe suivant (4.58), qu’il ne s’agit pas ici de

grandes déformations mais d’un artifice mathématique pour atteindre une asymptote dans

l’écriture du comportement. Comme la valeur de εv est fixée par la contrainte moyenne,

le rapport εv/εd tend vers 0 dans le régime asymptotique, ce qui signifie que l’on vérifie

asymptotiquement une règle d’écoulement de type (4.61) avec un potentiel plastique gs de

type von Mises. En conclusion, ce comportement fictif va nous permettre d’estimer, par

homogénéisation non linéaire, les états limites macroscopiques lorsque la phase solide est

élasto-plastique avec une plasticité parfaite (de critère de Drucker-Prager) et non associée

(d’angle de dilatance nul). Pour un v.e.r. donné, on s’attend bien évidemment à ce que le

domaine obtenu ici soit inclus dans celui trouvé par une des méthodes précédentes censées

modéliser la plasticité associée.

Dans la pratique, on peut trouver des angles de dilatance compris entre l’angle nul et

l’angle de frottement du matériau. Les deux cas que nous sommes en mesure de modéliser

constituent donc des cas extrêmes.

6.2 Application à un milieu poreux à matrice ho-

mogène
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6.2.1 Cas sec tridimensionnel

États limites dans le cas associé (critère de résistance macroscopique)

On choisit de traiter d’abord le cas du milieu poreux sec à matrice de Drucker-Prager

en déterminant les états limites macroscopiques dans le cas de la plasticité associée, au-

trement dit le critère de résistance macroscopique. On utilise la méthode visqueuse et la

régularisation du critère par la suite (6.4). On se limitera au schéma linéaire de Mori-

Tanaka pour traiter une morphologie supposée décrite par des inclusions sphériques vides

réparties de façon isotrope dans la matrice frottante.

On suppose que la règle de dilatance est vérifiée en tout point. Pour pouvoir utiliser (6.17)

et (6.18) dans la méthode mixte, commençons par montrer que celle-ci est équivalente à

la méthode modifiée, autrement dit le moment d’ordre 1 de dv est équivalent au moment

d’ordre 2. Ce dernier s’écrit d’après (2.144) :

(1 − ϕ) dv =

√
√
√
√

(

khom

ks
n

(

Dv +
σp

sn

ks
n

)

− (1 − ϕ)
σp

sn

ks
n

)2

+ 2 (1 − ϕ)
∂µhom

∂ks
n

D2
d (6.38)

Les ordres de grandeurs des termes de (6.38) peuvent être précisés en exploitant (3.79),

(3.83), (6.13 c) et (6.18). On montre en effet :

khom/ks
n = O (Xn) (6.39)

∂µhom/∂ks
n = O

(
X2

n

)
(6.40)

σp
sn/k

s
n = −t dd

an

h + an
= −t dd (1 + O (Xn)) (6.41)

À l’aide de ces développements limités et en supposant Dv et Dd fixés, on transforme

successivement l’équation (6.38) en :

(1 − ϕ) dv =

√
√
√
√

(

khom

ks
n

(

Dv +
σp

sn

ks
n

)

− (1 − ϕ)
σp

sn

ks
n

)2

+ O (X2
n) (6.42)

(1 − ϕ) dv =
khom

ks
n

(

Dv +
σp

sn

ks
n

)

− (1 − ϕ)
σp

sn

ks
n

+ O
(
X2

n

)
(6.43)

Il apparâıt, en comparant l’équation (6.43) et l’équation (2.113) transposée en taux de

déformation et dans laquelle p = 0, que dv est équivalent à dv lorsque n tend vers l’infini.

On adopte donc désormais la terminologie et les notations de la méthode mixte. On déduit

de (2.113) que :

(1 − ϕ)

(

dv +
σp

sn

k̂s
n

)

=
khom

k̂s
n

(

Dv +
σp

sn

k̂s
n

)
(

= O (Xn)
)

(6.44)



6.2 Application à un milieu poreux à matrice homogène 137

Le calcul de dd provient de l’adaptation de (2.143) aux taux de déformation. En utilisant

(3.81), (3.84) et (6.41), (2.143) donne au premier ordre :

d2
d =

2

3ϕ

(

Dv − t dd

)2

+
1

1 + 2
3
ϕ
D2

d (6.45)

De (6.45), on extrait dd :

dd =
1

1 − 2 t2

3 ϕ






√
√
√
√ 2

3ϕ
D2

v +
1 − 2 t2

3 ϕ

1 + 2
3
ϕ
D2

d −
2 t

3ϕ
Dv




 (6.46)

On constate immédiatement que l’expression (6.46) n’a un sens que si la porosité ϕ est

supérieure à 2t2/3. Pour des porosités inférieures, la technique d’homogénéisation basée

sur une déformation effective unique dans tout le domaine Ωs n’est pas acceptable. Comme

on l’a déjà mentionné pour une matrice de von Mises, ce problème est lié au fait que plus

les pores sont petits, plus le champ de déformation est hétérogène au voisinage de ceux-ci

et moins la déformation effective est représentative. Pour éliminer cet inconvénient, il faut

procéder à une décomposition du domaine Ωs. On montre l’intérêt de cette méthode sur

l’exemple de la sphère creuse soumise à une pression externe résolu analytiquement en

annexe 7.4.2.

La loi de comportement macroscopique permettant de décrire la frontière de l’estimation

de Ghom est donnée par (2.100)-(2.96) avec p = 0. En passant aux invariants, on obtient :

Σm = khom

(

Dv +
σp

sn

k̂s
n

)

; Σd = 2µhomDd (6.47)

D’après les expressions des modules microscopiques (6.13 c) et macroscopiques (3.79) et

(3.82) et avec les notations (6.17), Σm et Σd (6.47) se comportent de la façon suivante

lorsque n tend vers l’infini :

Σm ∼
n→∞

2 (1 − ϕ)

3ϕ
Y

(

Dv

dd

− t

)

; Σd ∼
n→∞

1 − ϕ

1 + 2
3
ϕ
Y
Dd

dd

(6.48)

Il reste donc à exprimer Y en fonction de D pour achever la détermination de la nappe

paramétrique Σ(D). L’équation donnant Y est issue du passage à la limite de (6.44). En

multipliant (6.44) par k̂s
n, on reconnâıt dans le membre de droite l’expression (6.47) de Σm

dont la limite est donnée en (6.48). Le calcul de la limite du membre de gauche s’appuie

sur (6.13 c) :

k̂s
n dv + σp

sn = h− h+ an

t

(

t− dv

dd

)

= h− h+ an

t
Xn

⇒ lim
n→∞

k̂s
n dv + σp

sn = h− Y

t
(6.49)
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On en déduit donc l’équation :

h− Y

t
=

2

3ϕ
Y

(

Dv

dd

− t

)

(6.50)

ou encore

Y =
h t

1 − 2 t2

3ϕ
+ t

Dv

dd

(6.51)

qui achève la détermination de Y avec l’aide de (6.46).

Notons que la comparaison entre (6.49) et (6.28) avec F = −Y/t permet de faire le lien

entre la méthode de régularisation par une suite de critères et celle par une suite de

potentiels.

On déduit de (6.48), (6.46) et (6.51) l’équation paramétrique donnant l’estimation de la

frontière de Ghom :






Σm ∼
n→∞

2 h t (1−ϕ)

3 ϕ � 1− 2 t2

3 ϕ �






Dv
Dd�

2
3 ϕ

� Dv
Dd � 2

+
1− 2 t2

3 ϕ

1+2
3 ϕ

− t






Σd ∼
n→∞

h t (1−ϕ)

1+ 2
3

ϕ
1�

2
3 ϕ

� Dv
Dd � 2

+
1− 2 t2

3 ϕ

1+2
3 ϕ

(6.52)

Le paramètre D apparaissant dans (6.52) respecte la règle de normalité, d’après l’an-

nexe 7.2, puisque l’on vérifie aisément la relation ∂Σm/∂Dd = ∂Σd/∂Dv.

La courbe paramétrique (6.52) correspond, dans le demi-plan (Σm,Σd), à une demi-ellipse

d’équation :
(

Σm − C

A

)2

+

(
Σd

B

)2

= 1

avec C = − 2 h t2 (1−ϕ)

3 ϕ � 1− 2 t2

3 ϕ � ;

A =
√

2
3 ϕ

h t (1−ϕ)

1− 2 t2

3 ϕ

; B = h t (1−ϕ)�
(1+ 2

3
ϕ) � 1− 2 t2

3 ϕ �

(6.53)

Sur la Fig. 6.3 sont représentés des domaines d’équation (6.53) pour différentes valeurs

de ϕ (respectant toujours la condition ϕ ≥ 2t2/3) ainsi que le critère de la matrice. Tout

comme pour le milieu poreux à matrice de von Mises, le domaine de résistance macrosco-

pique est un ellipsoide dans l’espace des contraintes. Mais, dans le cas de Drucker-Prager,

celui-ci n’est pas centré à l’origine ; il est en effet translaté dans la direction des contraintes

moyennes négatives.

États limites dans le cas non associé

Alors que la méthode consistant à régulariser la fonction d’appui par une suite de poten-

tiels (6.20) ainsi que la méthode basée sur la loi élastique non linéaire (6.32) conduisent
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Σd/c

Σm/c
0 1 2 3−1−2

1

ϕ = 50%

ϕ = 30% ϕ = 0%

Fig. 6.3 – Critère d’un milieu poreux isotrope à matrice de Drucker-Prager - t = 0.3

également au critère (6.53), il est naturel de se poser la question des états limites obtenus

en utilisant la loi non linéaire sans potentiel (6.37) censée représenter une plasticité non

associée.

Dans le cadre de la méthode mixte, on écrit les déformations effectives en fonction de Σ.

D’une part, l’équation (2.108) avec p = 0 fournit εv :

(1 − ϕ) εv =
Σm

ks
(6.54)

D’autre part, εd s’écrit à partir de (2.148) avec p = 0. En constatant sur (6.37) que le

rapport µ̂s/ks tend vers 0 dans le régime asymptotique (εd → ∞), on peut exploiter les

développements limités des modules (3.79) et (3.82) dans (2.148) :

(1 − ϕ)2 µ̂s2 ε2
d =

3ϕ

8
Σ2

m +
1

4

(

1 +
2

3
ϕ

)

Σ2
d (6.55)

Or d’après (6.37) et (6.54), le membre de gauche de (6.55) possède une limite lorsque εd

tend vers l’infini :

t2
(

h (1 − ϕ) − Σm

)2

=
3ϕ

2
Σ2

m +

(

1 +
2

3
ϕ

)

Σ2
d (6.56)

Il est facile de montrer que l’équation (6.56) correspond exactement à la même ellipse que

celle définie par (6.53). Ainsi, dans le cas du milieu poreux à matrice de Drucker-Prager,

les états limites macroscopiques ne semblent pas dépendre de la règle d’écoulement plas-

tique. Pour illustrer cette conclusion sur un cas analytique, on montrera à la section 9.2.4

que, lorsque la totalité de l’objet est en écoulement plastique, le champ de contrainte

d’une sphère creuse de Drucker-Prager soumise à un chargement isotrope dans le cadre de

l’élasto-plasticité peut être déterminé sans référence à la cinématique et donc ne dépend

pas de la règle d’écoulement. Il n’en est pas de même dans le cas dans le cas d’inclusions

rigides, ce que l’on vérifiera par homogénéisation non linéaire à la section 6.3.
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6.2.2 Cas pressurisé

Lorsque le critère de la phase solide est conique, ce qui est le cas du critère de Drucker-

Prager (6.1), on a montré à la section 4.2.2 que le critère macroscopique du milieu saturé

se déduisait du milieu sec à l’aide de la contrainte effective (4.33). Le critère saturé s’écrit

donc ici :
(

Σm + p− (1 + p/h) C

(1 + p/h) A

)2

+

(
Σd

(1 + p/h) B

)2

= 1 (6.57)

avec A, B et C exprimés en (6.53).

Montrons maintenant que, comme pour von Mises, les techniques d’homogénéisation non

linéaire sont saines en ce qui concerne la prise en compte d’un fluide sous pression dans

le sens où l’on retrouve le critère (6.57) en incluant le fluide dans le raisonnement dès la

formulation du problème non linéaire. Utilisons par exemple la loi élastique non linéaire

(6.33) pour le cas associé et la relation non linéaire (6.37) pour le cas non associé.

Le premier invariant s’exprime dans le cas général en exploitant (2.108) (pas de précontrainte

dans le cas non associé) :

(1 − ϕ)
(

k̂s εv + σ̂p
s

)

= Σm + p ϕ (6.58)

Le deuxième invariant s’écrit à partir de (2.148) avec les modules (3.79) et (3.82) :

(1 − ϕ)2 µ̂s2 ε2
d =

3ϕ

8
(Σm + p)2 +

1

4

(

1 +
2

3
ϕ

)

Σ2
d (6.59)

En tenant compte soit de (6.35) et (6.36), soit de (6.37), on déduit de (6.58) et (6.59)

pour les deux modèles :

t2
(

h (1 − ϕ) − (Σm + p ϕ)
)2

=
3ϕ

2
(Σm + p)2 +

(

1 +
2

3
ϕ

)

Σ2
d (6.60)

que l’on peut encore écrire :

t2
(

h (1 − ϕ) − Σm + p

1 + p/h

)2

=
3ϕ

2

(
Σm + p

1 + p/h

)2

+

(

1 +
2

3
ϕ

) (
Σd

1 + p/h

)2

(6.61)

La démonstration s’achève en notant que (6.61) dépend de la contrainte effective (4.33)

et constitue une formulation équivalente du critère (6.57).

6.2.3 Cas sec bidimensionnel

On se propose de comparer les résultats de l’homogénéisation non linéaire à des calculs

par éléments finis dans les mêmes conditions que pour von Mises à la section 5.2.3. On

simplifie notamment le modèle numérique en considérant une situation de déformations
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planes.

Le critère bidimensionnel s’écrit ici :

(
Σm − C

A

)2

+

(
Σd

B

)2

= 1

avec C = − h t2 (1−ϕ)

2 ϕ � 1− t2

2 ϕ � ;

A =
√

1
2 ϕ

h t (1−ϕ)

1− t2

2 ϕ

; B = h t (1−ϕ)�
(1+ϕ) � 1− t2

2 ϕ �

(6.62)

0 0.4 0.8−0.4−0.8

0.4

Σd/h

Σm/h

critère (6.62)
D.H. sur cylindre creux

C.L. pério. sur cellule Fig. 5.4

D.H. sur cellule Fig. 5.4
Σ

d = t (h
− Σ

m)

Fig. 6.4 – Critère de résistance d’un milieu poreux en déformations planes - ϕ = 0.3,

t = 0.3

6.3 Application à un milieu renforcé

On cherche maintenant à exprimer le critère macroscopique d’un matériau de Drucker-

Prager renforcé par des inclusions rigides. La phase poreuse est donc ici réduite à l’en-

semble vide i.e. ϕ = 0.

6.3.1 États limites dans le cas associé (critère de résistance ma-

croscopique)

Comme pour le milieu poreux à la section 6.2, on met en œuvre la méthode visqueuse

régularisée par les critères (6.4) et le schéma linéaire est celui de Mori-Tanaka.

Donnons-nous un tenseur taux de déformation macroscopique D dont les invariants Dv

et Dd sont fixes (indépendantes de n contrairement au cas d’une matrice de von Mises

(5.44)). Pour pouvoir confondre les méthodes mixte et modifiée, montrons que dv et dv

sont équivalents. Ces grandeurs sont encore données par (5.45) et (5.46). Comme Dv et
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Dd sont fixes, on déduit de (5.45), (5.46) et (6.19) que l’on a :

dv ∼
n→∞

dv =
Dv

1 − ϕr − ϕl
(6.63)

Le deuxième taux de déformation effectif s’écrit comme en (5.47) :

dd ∼
n→∞

√

2

3

ϕr + ϕl

(1 − ϕr − ϕl)2
D2

v +
1 + 3

2
ϕr + 3

5
ϕl

(1 − ϕr − ϕl)
(
1 − ϕr − 2

5
ϕl
) D2

d (6.64)

Suivant les expressions des invariants effectifs (6.63) et (6.64) et en référence à (6.16), on

distingue deux cas de figure :

• dv > t dd

D’après (6.63) et (6.64), cette condition est équivalente à :

Dv > t

√

(1 − ϕr − ϕl)
(
1 + 3

2
ϕr + 3

5
ϕl
)

(
1 − ϕr − 2

5
ϕl
) (

1 − 2
3
(ϕr + ϕl) t2

) Dd (6.65)

Précisons qu’il n’y a aucun problème concernant le signe positif de (1 − 2(ϕr + ϕl)t2/3)

dans (6.65) puisque le coefficient t est inférieur à
√

3/2 [30].

D’après les expressions des modules macroscopiques (2.38) et (2.39) avec ϕ = 0 ainsi

que des modules effectifs tirés de (6.13) dans le cas dv ≥ t dd, le seul état macrosco-

pique qui puisse être atteint par (6.69) est Σ = h1.

• dv ≤ t dd and limn→∞ dv/dd = t

D’après (6.63) et (6.64), cette condition est équivalente à :

Dv = t

√

(1 − ϕr − ϕl)
(
1 + 3

2
ϕr + 3

5
ϕl
)

(
1 − ϕr − 2

5
ϕl
) (

1 − 2
3
(ϕr + ϕl) t2

) Dd (6.66)

En présence des seules inclusions rigides et en vertu de (6.19) et (6.17) écrits avec

les grandeurs de la méthode mixte, les modules macroscopiques (2.38) et (2.39)

deviennent :






khom =
1

1 − ϕr − ϕl

(

k̂s
n +

4

3

(
ϕr + ϕl

)
µ̂s

n

)

µhom =
1 + 3

2
ϕr + 3

5
ϕl

1 − ϕr − 2
5
ϕl

µ̂s
n + O (Xn)

(6.67)

Avec l’aide des modules effectifs (6.13) dans le cas 0 ≤ dv ≤ t dd, les modules ma-

croscopiques (6.67) s’écrivent :






khom =
1

1 − ϕr − ϕl

(

h+ an

t dd

+
2

3

(
ϕr + ϕl

) Y

dd

)

+ O (Xn)

µhom =
1 + 3

2
ϕr + 3

5
ϕl

1 − ϕr − 2
5
ϕl

Y

2 dd

+ O (Xn)

(6.68)
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On utilise la loi de comportement macroscopique donnée par (2.100) avec ici B = 0

pour écrire les invariants de contrainte macroscopiques :

Σm = khomDv + σp
sn ; Σd = 2µhomDd (6.69)

On montre à l’aide de (6.68) que les termes dominants de (6.69) s’écrivent :







Σm ∼
n→∞

h− Y

t

(

1 − 2

3

(
ϕr + ϕl

)
t2
)

Σd ∼
n→∞

Y

√

(1 − ϕr − ϕl)
(
1 + 3

2
ϕr + 3

5
ϕl
) (

1 − 2
3

(ϕr + ϕl) t2
)

1 − ϕr − 2
5
ϕl

(6.70)

Il est clair sur (6.70) que Σ, paramétré par Y , décrit le cône d’équation :

Σd + T hom (Σm − h) = 0 avec T hom = t

√

(1 − ϕr − ϕl)
(
1 + 3

2
ϕr + 3

5
ϕl
)

(
1 − ϕr − 2

5
ϕl
) (

1 − 2
3
(ϕr + ϕl) t2

)

(6.71)

Le résultat que nous venons d’obtenir prouve que le critère macroscopique d’un v.e.r.

composé d’une matrice de Drucker-Prager renforcée par des inclusions rigides adhérentes

et lisses peut être estimé par un critère de Drucker-Prager défini par un cône de sommet

h1 et de demi-angle au sommet arctan
(
T hom

)
(6.71). Or, il est utile de rappeler que

la présence d’inclusions lisses rend le modèle peu pertinent lorsque l’on sort du cadre

des forts confinements (i.e. −Σm suffisamment grand). Ajoutons que l’hypothèse même

d’adhérence est contestable lorsqu’il s’agit par exemple de modéliser un béton dans lequel

il peut exister une zone de faiblesse entre les granulats et la pâte cimentaire [55]. Ainsi

la zone des contraintes moyennes positives dans laquelle se trouve le sommet du cône est

sans doute peu réaliste. En revanche, T hom constitue bien une grandeur que le modèle est

fondé à estimer.

On note que la propriété de normalité est satisfaite car D est normal à la frontière du

critère macroscopique en tout point où cette surface est régulière et appartient au cône

des normales extérieures au niveau du sommet :

Σ = h 1 ⇒ Dv ≥ T homDd

Σd + T hom (Σm − h) = 0

Σ 6= h 1







⇒ Dv = T homDd

(6.72)

À ce stade, il serait possible de discuter sur les hypothèses morphologiques conduisant

à un tel critère en le comparant notamment à celui qui serait donné par un schéma
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auto-cohérent comme à la section 5.3 consacrée à un milieu de von Mises renforcé. Le

raisonnement serait analogue à celui mené pour von Mises.

Examinons maintenant plus en détail les cas où un seul type de renfort existe dans le

v.e.r..

Inclusions adhérentes seules

Dans le cas où toutes les inclusions sont adhérentes (ϕl = 0), T hom (6.71) devient :

T hom = t

√

1 + 3
2
ϕr

1 − 2
3
ϕr t2

(6.73)

L’effet de renforcement est démontré par le fait que T hom est une fonction croissante de

la fraction d’inclusions ϕr.

Inclusions lisses seules

Dans le cas où toutes les inclusions sont lisses (ϕr = 0), T hom (6.71) devient :

T hom = t

√

(1 − ϕl)
(
1 + 3

5
ϕl
)

(
1 − 2

5
ϕl
) (

1 − 2
3
ϕl t2

) (6.74)

On montre dans [7] que les critères (6.73) et (6.74) peuvent être retrouvés à l’aide de la

régularisation du comportement visqueux par la suite de potentiels (6.20).

Contrairement au cas adhérent, le caractère renforçant des inclusions n’est pas acquis ici.

En effet, le coefficient macroscopique T hom (6.74) n’est pas une fonction monotone de ϕl :

T hom crôıt avec ϕl lorsque ϕl ∈ [0, ϕ̂l] avec

ϕ̂l (t) =
5

2

9 + 4 t2 −
√

3 (3 − 2 t2) (9 + 10 t2)

9 + 19 t2
(6.75)

La Fig. 6.5 montre dans le plan (t, ϕl), la fonction ϕ̂l(t) ainsi que la fonction ϕ̃l(t)

(courbe 2) sur laquelle on a T hom = t :

ϕ̃l (t) =
10 t2

9 + 4 t2
(6.76)

Ainsi, pour un coefficient de frottement microscopique donné t, les inclusions ont un effet

de renforcement si ϕl < ϕ̃l(t) et un effet dégradant si ϕl > ϕ̃l(t). Il apparâıt encore sur la

Fig. 6.5 que cet effet dégradant se manifeste pour des fractions ϕl d’autant plus grandes

que t est grand.

On représente sur la Fig. 6.6 les expressions (6.73) et (6.74) de T hom en fonction de ϕr
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t

ϕl

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
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√
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zone III

1
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zone I →







T hom ≥ t

∂T hom/∂ϕl ≥ 0

courbe 1 → ∂T hom/∂ϕl = 0

zone II →







T hom ≥ t

∂T hom/∂ϕl ≤ 0

courbe 2 → T hom = t

zone III →







T hom ≤ t

∂T hom/∂ϕl ≤ 0

Fig. 6.5 – Influence du coefficient t et de la fraction volumique ϕl sur T hom (plasticité

associée)

ou ϕl. Pour chaque type d’inclusion, on trace T hom pour deux valeurs de t (0.7 et 1.2).

Comme on l’a déjà souligné, dans le cas des renforts adhérents, T hom crôıt avec ϕr. C’est

également le cas pour les renforts lisses si t = 1.2 (au moins pour ϕl < 70%) mais cela

devient faux pour t = 0.7. En effet, après une très legère augmentation, T hom commence

à décrôıtre à partir de ϕl = 20%.

6.3.2 États limites dans le cas non associé

Dans ce paragraphe, on souhaite trouver les états limites du v.e.r. composé d’une matrice

de Drucker-Prager à plasticité non associée et d’inclusions rigides. On suppose donc que

la matrice est dotée du comportement fictif non linéaire (6.37).

Le schéma linéaire choisi étant toujours celui de Mori-Tanaka, les modules macroscopiques

sont obtenus de manière analogue à (6.67) puisque le rapport µ̂s/k̂s tend vers 0 lorsque

εd tend vers 0 :







khom =
1

1 − ϕr − ϕl

(

k̂s +
4

3

(
ϕr + ϕl

)
µ̂s

)

∼
εd→∞

k̂s

1 − ϕr − ϕl

µhom ∼
εd→∞

1 + 3
2
ϕr + 3

5
ϕl

1 − ϕr − 2
5
ϕl

µ̂s

(6.77)
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ϕα (α = r, l)

T hom
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Fig. 6.6 – Coefficient de frottement macroscopique (plasticité associée)

Écrivons les déformations effectives en fonction de Σ. La déformation effective volumique

s’obtient à partir de (2.116) avec ici σp
s = 0 et (6.77) :

εv =
Σm

(1 − ϕr − ϕl) khom
∼

εd→∞

Σm

k̂s
(6.78)

La déformation volumique déviatorique s’obtient grâce à (2.155) avec ici σp
s = 0 et (6.77) :

ε2d ∼
εd→∞

2

3

(
ϕr + ϕl

)
(

Σm

k̂s

)2

+
1 − ϕr − 2

5
ϕl

(1 − ϕr − ϕl)
(
1 + 3

2
ϕr + 3

5
ϕl
)

(
Σd

2µ̂s

)2

(6.79)

On a donc au premier ordre :

2 µ̂s εd ∼
εd→∞

√

1 − ϕr − 2
5
ϕl

(1 − ϕr − ϕl)
(
1 + 3

2
ϕr + 3

5
ϕl
)Σd (6.80)

Le domaine des états limites apparâıt en exploitant (6.37) et (6.78) dans (6.80). On

retrouve à nouveau un domaine de Drucker-Prager :

Σd + T hom (Σm − h) = 0 avec T hom = t

√

(1 − ϕr − ϕl)
(
1 + 3

2
ϕr + 3

5
ϕl
)

1 − ϕr − 2
5
ϕl

(6.81)

Contrairement au cas du milieu poreux, on remarque que l’hypothèse de plasticité non

associée conduit à un coefficient de frottement différent de celui obtenu avec la plasti-

cité associée (6.71). Le deuxième se déduit du premier en le corrigeant par un facteur

1/
√

1 − 2(ϕr + ϕl)t2/3.

On note également une similitude entre le coefficient de frottement (6.81) et la limite en

traction simple (5.42) obtenue dans le cadre de la même microstructure mais avec une
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matrice de von Mises.

Examinons maintenant les expressions de T hom en présence d’une seule famille d’inclu-

sions.

Inclusions adhérentes seules

Dans le cas où toutes les inclusions sont adhérentes (ϕl = 0), T hom (6.81) devient :

T hom = t

√

1 +
3

2
ϕr (6.82)

On retrouve en (6.82) le résultat obtenu dans [68] pour la méthode mixte. Dans cet article,

les auteurs mettent également en œuvre la méthode classique (basée sur les moments

d’ordre 1) et la méthode modifiée (basée sur les moments d’ordre 2). Les trois méthodes

aboutissent à des résultats différents mais qu’il est possible d’ordonner.

Inclusions lisses seules

Dans le cas où toutes les inclusions sont lisses (ϕr = 0), T hom (6.81) devient :

T hom = t

√

(1 − ϕl)
(
1 + 3

5
ϕl
)

1 − 2
5
ϕl

(6.83)

En comparant (6.83) à (5.52), il est clair que l’on peut transposer ici les remarques

consécutives à l’expression (5.52) de la limite en traction simple du milieu de von Mises

dans lequel baignent des inclusions lisses. On met notamment en évidence que les inclu-

sions lisses ont un effet de dégradation du matériau puisque T hom diminue avec ϕl alors

qu’il fallait mener une discussion incluant l’effet du coefficient microscopique t dans le cas

de la plasticité associée (6.74).

6.3.3 Validation expérimentale des modèles

Pour valider notre approche, nous avons comparé les différents modèles de coefficients

de frottement (inclusions adhérentes ou lisses, plasticité associée ou non) à des essais

de rupture effectués à l’aide d’un appareil triaxial par Pédro [80]. Les échantillons sont

constitués d’une matrice de sable dans laquelle sont introduits aléatoirement des graviers.

Le coefficient de frottement expérimental est obtenu, pour une fraction volumique donnée

d’inclusions, en déterminant les états limites pour différentes valeurs de la pression de

confinement de l’échantillon. La Fig. 6.7 représente les valeurs expérimentales de T hom

en fonction de la fraction volumique de graviers ainsi que les courbes correspondant aux

différents modèles d’inclusions et de règles d’écoulement de la matrice.

La matrice de sable est ici modélisée par un matériau dont les états limites obtenus à par-

tir de l’état initial naturel appartiennent à la frontière d’un domaine de Drucker-Prager de
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coefficient t. On suppose que l’on modélise également la règle d’écoulement à l’aide d’un

potentiel plastique de Drucker-Prager, ce qui revient à définir un coefficient de dilatance

t′ (6.30) compris entre 0 et le coefficient de frottement t. Ainsi les coefficients obtenus

dans le cadre des modèles associé et non associé encadrent en quelque sorte les modèles

correspondant aux coefficients de dilatance intermédiaires.

On constate sur la Fig. 6.7 que les essais fournissent bien des coefficients situés dans le

fuseau des courbes théoriques. On peut interpréter les résultats en notant que le coeffi-

cient de frottement macroscopique de l’échantillon résulte de la compétition entre deux

paramètres : la nature de l’interface entre la matrice et les graviers et le coefficient de

dilatance du sable. La courbe expérimentale est très proche de celle correspondant au

modèle des renforts adhérents dans le cas non asssocié (i.e. non dilatant). Mais, d’une

part, le sable utilisé possède un coefficient de dilatance non nul, ce qui a tendance à faire

augmenter la valeur du coefficient macroscopique. D’autre part, il est fort probable qu’il

existe des défauts d’adhérence à l’interface entre les graviers et la matrice de sable, ce qui

a tendance cette fois à faire diminuer T hom et justifie ainsi le positionnement de la courbe

expérimentale.

ϕα (α = r, l)

T hom

0 0.1 0.2 0.3
1.

1.25

1.50

1.75

+ + +
+

essais inclusions adhérentes (cas associé)

inclusions lisses (cas associé)

inclusions adhérentes (cas non associé)

inclusions lisses (cas non associé)

Fig. 6.7 – Effet de la fraction volumique d’inclusions sur le coefficient de frottement

macroscopique - comparaison avec des essais
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7.1 Régularité de la fonction d’appui

7.1.1 Une condition suffisante de différentiabilité

L’objectif de cette section est de montrer que si le domaine de résistance Gs est borné

et strictement convexe (défini au sens de (4.1) par une fonction f s continue et stric-

tement convexe), alors la fonction d’appui πs (4.2) restreinte à l’ensemble des tenseurs

d’ordre 2 symétriques non-nuls est une fonction de classe C1. De plus, si d 6= 0, ∂πs/∂d (d)

est l’unique état de contrainte σ∗ situé sur la frontière de Gs (i.e. f s(σ∗) = 0) tel que

πs(d) = σ∗ : d.

Preuve

Fixons un tenseur taux de déformation d 6= 0 et considérons la forme linéaire suivante :

ϕ : R
6 → R

σ 7→ σ : d

(7.1)

L’inégalité de Cauchy-Schwartz permet d’écrire |ϕ(σ)| ≤ ‖d‖ ‖σ‖, ce qui prouve que ϕ est

une forme linéaire continue. Puis Gs = f s−1 (] −∞, 0]) est une partie fermée et bornée de

R
6 donc un compact de R

6. Par conséquent ϕ (Gs) est un compact de R. Ainsi ϕ atteint

son maximum sur Gs en au moins un élément de Gs :

max
� ∈Gs

ϕ (σ) = ϕ (σ∗) = σ∗ : d = πs (d) (7.2)

Un tel état de contrainte σ∗ appartient nécessairement à la frontière de Gs. En effet, si σ∗

appartenait à l’intérieur de Gs, il serait possible de construire une boule fermée B (σ∗, R)

centrée en σ∗ et de rayon R > 0 entièrement incluse dans Gs. Comme d 6= 0, nous

pourrions alors construire le tenseur τ = Rd/‖d‖ tel que (σ∗ + τ ) ∈ B (σ∗, R) ⊂ Gs et

ϕ (σ∗ + τ ) = ϕ (σ∗) +R ‖d‖ > ϕ (σ∗), ce qui contredit (7.2).

Montrons alors que σ∗ satisfaisant (7.2) est unique. Raisonnons par l’absurde et sup-

posons que σ∗
1 et σ∗

2 6= σ∗
1 satisfassent tous les deux (7.2). La linéarité de ϕ implique

immédiatement que tout état de contrainte situé sur le segment [σ∗
1,σ

∗
2] satisfait aussi (7.2)

et appartient donc à la frontière de Gs selon le précédent paragraphe. Ceci est en complète

contradiction avec la stricte convexité de f s et Gs.

L’unicité de σ∗ nous permet de créer l’application suivante :

ψ : R
6 \ {0} → ∂Gs

d 7→ σ∗

(7.3)
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qui associe à un tenseur non-nul d l’unique état de contrainte satisfaisant (7.2).

Prouvons maintenant que ψ (7.3) est une application continue. Supposons qu’elle ne le

soit pas. Il est alors possible de trouver un réel ε > 0 et une suite (hn)n∈ � tels que :

∀n ∈ N, ‖hn‖ <
1

n
and ‖ψ (d + hn) − ψ (d)‖ > ε (7.4)

Comme la suite (σn = ψ (d + hn))n∈ � appartient au compact ∂Gs, on peut en extraire

une sous-suite (σnk
)k∈ � qui converge vers σ ∈ ∂Gs. Ainsi, passant à la limite la seconde

inéquation de (7.4) appliquée à la sous-suite, on obtient :

‖σ − σ∗‖ ≥ ε (7.5)

où σ∗ = ψ (d). Selon la définition de ψ appliquée à σnk
= ψ (d + hnk

), on a :

∀σ ∈ Gs, σnk
: (d + hnk

) ≥ σ : (d + hnk
) (7.6)

La limite de (7.6) quand k tend vers l’infini donne :

∀σ ∈ Gs, σ : d ≥ σ : d (7.7)

On déduit de (7.7) que πs (d) = σ : d et donc σ = σ∗ = ψ (d) qui contredit (7.5). D’où

ψ est continue.

Montrons maintenant que πs est de classe C1. Étant donné un incrément h, la définition

de ψ permet d’écrire :

πs (d + h) − πs (d) = ψ (d) : h + (ψ (d + h) − ψ (d)) : (d + h) (7.8)

ainsi que les inéquations suivantes :

ψ (d + h) : (d + h) ≥ ψ (d) : (d + h) (7.9)

ψ (d) : d ≥ ψ (d + h) : d (7.10)

En combinant (7.9) et (7.10), on obtient :

0 ≤ (ψ (d + h) − ψ (d)) : (d + h) ≤ (ψ (d + h) − ψ (d)) : h (7.11)

Rappelant que ψ est continue, (7.11) prouve que :

(ψ (d + h) − ψ (d)) : (d + h) = o (h) (7.12)

Ainsi (7.8) peut se réécrire :

πs (d + h) − πs (d) = ψ (d) : h + o (h) (7.13)

ce qui signifie que πs est différentiable en un tenseur d non-nul et :

∀d 6= 0,
∂πs

∂d
(d) = ψ (d) (7.14)

(7.14) montre aussi que ∂πs/∂d est continue en d non-nul.
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7.1.2 Non-différentiabilité à l’origine

Raisonnons par l’absurde et supposons que πs soit différentiable en 0. Appelons κ la

“dérivée” de πs en 0. Par définition de la dérivée par rapport à un tenseur et en notant

que πs(0) = 0, on a :

πs(h) = κ : h + ‖h‖ ε(h) avec lim�
→0

ε(h) = 0 (7.15)

Or la fonction d’appui πs doit être positive donc si l’on choisit un tenseur d quelconque

et un scalaire positif λ, on a :

πs(λd) = λ
(

κ : d + ‖d‖ ε(λd)
)

≥ 0 ⇒ κ : d + ‖d‖ ε(λd) ≥ 0 (7.16)

En faisant tendre λ vers 0 dans (7.16), on obtient :

∀d, κ : d ≥ 0 ⇒ κ = 0 (7.17)

En exploitant le résultat (7.17) dans la relation (7.16) et le fait que πs soit positivement

homogène de degré 1, il vient :

∀d, ∀λ ∈ R
∗
+, πs(λd) = λ ‖d‖ ε(λd) ⇒ πs(d) = ‖d‖ ε(λd) (7.18)

En faisant tendre λ vers 0 dans (7.18), on a :

∀d, πs(d) = 0 (7.19)

ce qui signifie que Gs est alors nécessairement réduit à {0}. Dès que ce n’est pas le cas,

πs n’est pas différentiable en 0.

7.2 Règle de normalité sur une surface paramétrée

Considérons une partie de R
6 définie par une équation Σ (D). La relation Σ (D) est

supposée positivement homogène de degré 0 i.e. :

∀ θ ∈ R
∗
+ Σ (θD) = Σ (D) (7.20)

Ainsi Σ ne dépend que de cinq paramètres indépendants au lieu des six composantes de

D. Le domaine décrit par Σ (D) est donc une nappe paramétrique ou surface S de R
6

(dimS = 5). Le but de ce paragraphe est de montrer qu’une condition nécessaire et suf-

fisante pour que D soit normal à la surface est que Σ derive d’un potentiel. Ce potentiel

n’est autre que Π̃ (D) = Σ (D) : D à une constante additive près.
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Preuve

Montrons d’abord que D est normal à S au point Σ si et seulement si Σ derive de Π̃.

D ⊥ S at point Σ ⇔ D : dΣ (D) = 0 (7.21)

⇔ Σ (D) : dD = d (Σ (D) : D) (7.22)

⇔ Σ (D) : dD = dΠ̃ (D) (7.23)

⇔ Σ (D) =
∂Π̃

∂D
(D) (7.24)

Nous devons maintenant montrer que, si Σ derive d’un potentiel Ψ, celui-ci est nécessairement

Π̃ à une constante additive près.

Comme Σ (D) est positivement homogène de degré 0, on a :

∀ θ ∈ R
∗
+ Σ (θD) =

∂Ψ

∂D
(θD) = Σ (D) =

∂Ψ

∂D
(D) (7.25)

En utilisant (7.25), on montre facilement par différentiation par rapport à D que le

groupement θΨ (D) − Ψ (θD) ne dépend pas de D mais seulement de θ :

∀ θ ∈ R
∗
+ θΨ (D) − Ψ (θD) = F (θ) (7.26)

Différentiant (7.26) par rapport à θ, on obtient :

∀ θ ∈ R
∗
+, Ψ (D) − ∂Ψ

∂D
(θD) : D = F ′ (θ) (7.27)

Rappelant d’après (7.25) que ∂Ψ/∂D (θD) = Σ (D), il vient que F ′ (θ) est une constante

C (indépendant de θ). On a alors :

Ψ (D) = Σ (D) : D + C = Π̃ (D) + C (7.28)

ce qui achève la démonstration.

Comme conséquence première de cette démonstration, il est suffisant de montrer que la

propriété de normalité est obtenue si et seulement si les composantes de Σ satisfont les

égalités des dérivées croisées :

∀ i, j, k, l ∈ {1, 2, 3} ∂Σij

∂Dkl
=
∂Σkl

∂Dij
(7.29)

Dans le cas d’une équation paramétrique ne dépendant que des deux premiers invariants

de D, i.e. Σm = Σm (Dv, Dd), Σd = Σd (Dv, Dd) et Σd est parallèle à Dd, les conditions

(7.29) deviennent simplement :
∂Σm

∂Dd
=
∂Σd

∂Dv
(7.30)
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7.3 Approche variationnelle de la méthode sécante

modifiée

La démonstration qui figure dans cette section est adaptée de [97].

Plaçons-nous dans le contexte d’une loi de comportement de la phase solide de type

“σ − ε”. Supposons que cette loi soit élastique non linéaire et s’écrit à partir d’un potentiel

ψs qui ne dépend que des deux premiers invariants de ε. La loi (4.65) devient alors :

σ =
1

εv

∂ψs

∂εv
(εv, εd)

︸ ︷︷ ︸

ks(εv, εd)

εv 1 +
1

εd

∂ψs

∂εd
(εv, εd)

︸ ︷︷ ︸

2µs(εv, εd)

εd = � s(ε) : ε (7.31)

Le potentiel macroscopique Ψ(E), dont dérive la contrainte macroscopique Σ, s’écrit à

partir d’un problème d’optimisation sur l’ensemble des champs de déplacement cinématiquement

admissibles avec la déformation macroscopique E au contour (i.e. vérifiant (4.67 e)) tels

que la déformation soit nulle dans les inclusions rigides et admettant éventuellement une

discontinuité de déplacement tangentielle uniquement sur ∂Ωl (analogue de CA′ (4.19)

avec des conditions de régularité supplémentaires puisque la seule discontinuité possible

ne concerne que ∂Ωl) :

Ψ(E) = inf�
∈CA′( � )

ϕs < ψs(ε) >Ωs (7.32)

Sous réserve que la fonction ψs soit bien strictement convexe, la solution de ce problème

d’élasticité non linéaire existe et sa restriction à la phase solide est unique [92]. Celle-ci sa-

tisfait également le système (4.67) avec � s(εv, εd) = 3ks(εv, εd) � + 2µs(εv, εd) � et σp = 0.

On se propose d’estimer Ψ(E) par la fonction Ψ(E) définie par le problème de minimisa-

tion suivant :

Ψ(E) = inf�
∈CA′( � )

ϕs ψs(εv, εd) = inf�
∈CA′( � )

ϕs ψs(
√

< ε2
v >Ωs ,

√

< ε2
d >Ωs) (7.33)

Montrons que la formulation forte de ce problème variationnel est équivalent au système

d’équations de la méthode sécante modifiée. Pour cela, on se propose de mettre en

œuvre un calcul des variations de Ψ(E) autour de la solution. Appelons ξ∗ le champ

de déplacement solution de (7.33) et ε∗ son champ de déformation associé. Considérons

également un incrément δξ ∈ CA′(0) de sorte que ξ∗ + δξ parcoure un voisinage de ξ∗

inclus dans CA′(E) et calculons les variations de Ψ(E) :

δΨ(E) = ϕs

(
1

ε
∗
v

∂ψs

∂εv
(ε

∗
v, ε

∗
d) < ε∗v δεv >Ωs +

1

ε
∗
d

∂ψs

∂εd
(ε

∗
v, ε

∗
d) < ε∗

d : δεd >Ωs

)

(7.34)

ou encore :

δΨ(E) =
1

|Ω|

∫

Ωs

(
1

ε
∗
v

∂ψs

∂εv
(ε

∗
v, ε

∗
d) ε

∗
v 1 +

1

ε
∗
d

∂ψs

∂εd
(ε

∗
v, ε

∗
d) ε∗

d

)

: δεdΩ (7.35)

=
1

|Ω|

∫

Ωs

ε∗ : � s(ε
∗
v, ε

∗
d) : δεdΩ (7.36)
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On introduit la notation :

σ∗ = � s(ε
∗
v, ε

∗
d) : ε∗ (7.37)

À l’aide de (7.37), on transforme (7.36) par intégration par parties :

δΨ(E) =
1

|Ω|

(

−
∫

Ωs

div σ∗ · δξ dΩ +

∫

∂Ωs

δξ · σ∗ · ndS

)

(7.38)

Examinons l’intégrale surfacique du membre de droite de (7.38). Ayant pris soin de faire

passer la frontière du v.e.r. dans la phase solide uniquement, il est clair que ∂Ωs est

la réunion de ∂Ω (sur lequel l’intégrale surfacique est nulle puisque δξ ∈ CA′(0)) et des

frontières des inclusions ∂Ωp, ∂Ωr et ∂Ωl. Comme on peut avoir une discontinuité tangen-

tielle de déplacement sur ∂Ωl, il faut distinguer l’incrément de déplacement apparaissant

dans l’intégrale c’est-à-dire du côté de Ωs noté δξs et celui du côté de Ωl noté δξl. En

écrivant [[δξ ]] = δξl − δξs, il découle de (7.38) :

δΨ(E) =
1

|Ω|

(

−
∫

Ωs

δξ · div σ∗ dΩ

︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫

∂Ωp

δξ · σ∗ · n dS

︸ ︷︷ ︸

I2

+

∫

∂Ωr

δξ · σ∗ · ndS

︸ ︷︷ ︸

I3

+

∫

∂Ωl

δξl · σ∗ · n dS

︸ ︷︷ ︸

I4

−
∫

∂Ωl

[[δξ ]] · σ∗ · ndS

︸ ︷︷ ︸

I5

)

(7.39)

L’ensemble des choix licites pour le champ δξ permet de déduire de (7.39) les résultats

suivants :

• Dans l’intégrale de volume I1, δξ est une fonction continue quelconque. Par un rai-

sonnement classique consistant à choisir δξ de façon à annuler les autres intégrales,

on obtient l’équation de champ suivante :

div σ∗ = 0 dans Ωs (7.40)

• On choisit ensuite δξ nulle partout sauf sur un voisinage de ∂Ωp où elle peut prendre

des valeurs quelconques. On déduit de I2 que l’on a σ∗ · n = 0, ce qui permet de

prolonger σ∗ dans les pores en respectant la continuité du vecteur-contrainte par :

σ∗ = 0 dans Ωp (7.41)

• Dans les inclusions rigides Ωr et Ωl, on rappelle que la solution ainsi que le champ

δξ se caractérisent par des déformations nulles. Ainsi, dans I3 et I4, δξ (δξl dans

Ωl) est la trace sur ∂Ωr ou ∂Ωl d’un mouvement de corps rigide quelconque par

phase connexe (dépendant de trois paramètres de translation et de trois paramètres

de rotation). Ceci implique que, pour chaque inclusion, le torseur induit par la

distribution de vecteur-contrainte sur la frontière doit être nul. Il suffit pour cela de



7.4 Sphère creuse soumise à une pression externe 157

considérer n’importe quel prolongement de σ∗ dans les inclusions rigides qui respecte

la continuité du vecteur-contrainte à l’interface et tel que :

div σ∗ = 0 dans Ωr ∪ Ωl (7.42)

• Dans l’intégrale I5, [[δξ ]] définit une fonction tangentielle quelconque. La condition

imposée sur la grandeur duale est donc :

σ∗ · n//n sur ∂Ωl (7.43)

En conclusion, les équations devant être satisfaites par (ξ∗, ε∗,σ∗) sont (7.37), (7.40),

(7.41), (7.42) et (7.43) auxquelles il faut ajouter les conditions imposées sur ξ∗ pour

appartenir à CA′(E). Ce système est précisément celui qu’il s’agit de résoudre dans la

méthode sécante modifiée.

Il reste finalement à montrer que la contrainte macroscopique, obtenue dans le cadre de

la méthode sécante modifiée (comme la moyenne du champ de contrainte microscopique),

dérive bien de Ψ. Envisageons une variation de déformation macroscopique δE autour

d’une valeur quelconque E. L’incrément de la solution est alors donné par δξ∗ ∈ CA′(δE).

Il est facile de constater qu’un calcul de la variation de Ψ engendrée par δξ∗ fournit

l’équation (7.36) appliquée à δε = δε∗. En utilisant (7.37), (7.41), (7.43) ainsi que les

propriétés de δξ∗ (déformation nulle dans les inclusions rigides et discontinuité normale

nulle sur ∂Ωl) dans cette équation, on obtient :

δΨ(E) =< σ∗ : δε∗ >Ωs (7.44)

En appliquant le lemme de Hill (1.37) au couple (σ∗, δε∗), (7.44) devient :

δΨ(E) =< σ∗ >Ωs: δE = Σ : δE (7.45)

ce qui établit le résultat recherché :

Σ =
∂Ψ

∂E
(E) (7.46)

7.4 Sphère creuse soumise à une pression externe

Le but de cette section est d’illustrer une amélioration possible de la méthode d’ho-

mogénéisation linéaire mise en œuvre aux chapitres 4, 5 et 6 sur un exemple qui permet

une résolution analytique complète : une sphère creuse soumise à une pression externe

P (Fig. 7.1). La phase solide est comprise entre la sphère intérieure de rayon a et celle

extérieure de rayon b. On examinera le cas où le critère de résistance de la phase solide

est von Mises et celui où le critère est Drucker-Prager.
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b

a

P

Fig. 7.1 – Sphère creuse soumise à une pression externe

7.4.1 Matrice de von Mises

Solution du problème de calcul à la rupture

La solution complète de ce problème s’obtient en menant une approche par l’intérieur

statique et une approche par l’extérieur cinématique qui fournissent les résultats suivants :

• Approche statique par l’intérieur

En postulant la symétrie sphérique du tenseur de contrainte, en exploitant l’équilibre

ainsi que la saturation du critère (5.1), on trouve le champ optimal suivant écrit dans

le repère sphérique (Fig. 3.3) :

σ = σrr er ⊗ er + σθθ (eθ ⊗ eθ + eφ ⊗ eφ) avec







σrr = 2 σo ln
a

r

σθθ = σrr − σo

(7.47)

• Approche statique par l’intérieur

La famille de champs de vitesse optimaux est obtenue en choisissant des champs

radiaux respectant la condition de pertinence (dv = 0) pour que la fonction d’appui

(5.2) reste finie :

u = −U
(
b

r

)2

er avec U > 0 (7.48)

La combinaison des deux approches fournit la pression limite suivante :

P+ = 2 σo ln
b

a
= −2

3
σo lnϕ avec ϕ =

(a

b

)3

(7.49)

Homogénéisation non linéaire par partition

L’idée de la partition de la phase solide provient du constat de la faiblesse de la méthode

sécante d’homogénéisation non linéaire qui est fondée sur la définition d’un tenseur d’élasticité
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effectif uniforme dans la phase solide alors que ce tenseur devrait être sensible à l’hétérogénéité

du champ de déformation. Pour mieux tenir compte de l’hétérogénéité de ce champ, on

décide d’effectuer une partition de la phase solide en N sous-domaines sur chacun des-

quels on définit une déformation effective. Le tenseur d’élasticité sera alors uniforme par

morceaux. Dans le cas de la sphère creuse soumise à une pression externe, l’hétérogénéité

est radiale ; il est donc naturel de décomposer la zone solide en N coques concentriques

Ci(1≤i≤N), la ième d’entre elles est située entre le rayon Ri−1 et Ri avec R0 = a et RN = b.

On notera ϕi = (Ri−1/Ri)
3, ce qui implique :

ϕ =

N∏

i=1

ϕi (7.50)

On choisit de traiter le problème par la méthode visqueuse régularisée en utilisant les

RN

Ri

Ri−1

R0

C1

Ci

CN

Fig. 7.2 – Partition de la sphère creuse

modules (5.9). Sur chaque domaine Ci, les taux de déformations effectifs s’écrivent :

d
i

v =< dv >Ci
; d

i

d =
√

< dd : dd >Ci
(7.51)

On a donc à résoudre un problème d’“élasticité linéaire” sur une sphère creuse à N couches

concentriques. Les modules de la couche Ci s’écrivent :

∀1 ≤ i ≤ N







k̂i
n = a2

n�
(an di

v)
2
+ � b di

d � 2

2 µ̂i
n = b2�

(an di
v)

2
+ � b di

d � 2

(7.52)

La solution de ce problème classique est donnée par des champs définis par morceaux. On

montre que pour respecter l’équation d’équilibre (1.18 a), ceux-ci s’écrivent sur la couche

Ci [54] :
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• vitesse

u =

(

Ai r +
Bi

r2

)

er (7.53)

• invariants du taux de déformation

dv = 3Ai ; dd =
√

6
|Bi|
r3

(7.54)

• contraintes







σrr = 3 k̂i
nAi − 4 µ̂i

n

Bi

r3

σθθ = σφφ = 3 k̂i
nAi + 2 µ̂i

n

Bi

r3

autres σij nuls

(7.55)

On note Pi = −σrr(Ri)(0≤i≤N). La solution est alors complétée par les conditions aux

interfaces qui entrâınent :

∀1 ≤ i ≤ N Ai =
Pi−1 ϕi − Pi

3 k̂i
n (1 − ϕi)

; Bi =
R3

i−1 (Pi−1 − Pi)

4 µ̂i
n (1 − ϕi)

(7.56)

La première remarque que l’on peut formuler est que dv est uniforme par couche (7.54) (la

méthode mixte est ici équivalente à la méthode modfiée) et il varie comme 1/ki
n (7.56).

On en déduit alors d’après (7.52) que d
i

v ne peut que varier en 1/a2
n lorsque n est au

voisinage de l’infini. On a donc :

∀1 ≤ i ≤ N







k̂i
n ∼

n→∞

a2
n

b di
d

→
n→∞

∞

2 µ̂i
n ∼

n→∞

b

di
d

(7.57)

Pour trouver d
i

d, on se réfère à la définition (7.51) en exploitant dd (7.54) et (7.56). En

utilisant la relation d’ordre 0 ≤ Pi−1 ≤ Pi ≤ P pour lever l’ambigüıté de signe sur Bi, on

montre :

∀1 ≤ i ≤ N di
d =

√
3 (Pi − Pi−1)

2
√

2 µ̂i
n

√
ϕi

1 − ϕi

(7.58)

Comme P0 = 0 et PN = P , on déduit de (7.58) :

P = 2

√

2

3

N∑

i=1

µ̂i
n d

i
d

1 − ϕi√
ϕi

(7.59)

D’après (7.57), il vient ensuite :

P =
2

3
σo

N∑

i=1

1 − ϕi√
ϕi

(7.60)
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La valeur de P dépend du choix de la distribution des ϕi sous la contrainte (7.50).

Précisons qu’il est possible de montrer que l’approche envisagée (méthode mixte se rame-

nant à la méthode modifiée) permet de construire un majorant de la pression limite. La

démonstration s’effectue dans le même esprit que celle qui a été employée pour montrer

le résultat avec une seule zone à la section 5.1.2. La partition optimale est obtenue pour :

∀1 ≤ i ≤ N ϕi = ϕ
1
N (7.61)

La pression limite optimale obtenue est alors :

P =
2

3
σoN

(

ϕ− 1
2N − ϕ

1
2N

)

(7.62)

En faisant tendre N vers l’infini, on parvient à restituer l’hétérogénéité du champ de

taux de déformation puisque l’on retrouve la pression limite exacte du calcul à la rupture

(7.49) :

lim
N→∞

2

3
σo N

(

ϕ− 1
2N − ϕ

1
2N

)

= −2

3
σo lnϕ (7.63)

On constate sur la Fig. 7.3 que la pression limite estimée par la technique usuelle d’ho-
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0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

ϕ

P/σo

−2
3 lnϕ

N = 1 couche

N = 2 couches

Fig. 7.3 – Effet du nombre de couches sur l’estimation de la pression limite - matrice de

von Mises

mogénéisation linéaire (N = 1) s’écarte d’autant plus de la solution fournie par le calcul

à la rupture que l’on se situe dans le domaine des faibles porosités. Cet écart s’explique

par le fait que la solution du calcul à la rupture fournit un champ de vitesse (7.48) en

1/r2 soit un champ de taux de déformation en 1/r3 et donc très hétérogène au voisinage

d’un petit pore alors que la méthode sécante d’homogénéisation non linéaire gomme cette

hétérogénéité par une moyenne sur la phase solide. On note que cette estimation est déjà

considérablement améliorée en prenant 2 couches.
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7.4.2 Matrice de Drucker-Prager

Solution du problème de calcul à la rupture

La solution complète du problème de calcul à la rupture est fournie par les deux approches :

• Approche statique par l’intérieur

En postulant la symétrie sphérique du tenseur de contrainte, en exploitant l’équilibre

ainsi que la saturation du critère (6.1) avec l’hypothèse, σrr ≥ σθθ on trouve le champ

optimal suivant écrit dans le repère sphérique (Fig. 3.3) :

σ = σrr er ⊗ er + σθθ (eθ ⊗ eθ + eφ ⊗ eφ) avec







σrr = h

(

1 −
(r

a

)3α
)

σθθ = σrr + 3
2
α (σrr − h)

(7.64)

où l’on a introduit la notation :

α =
t

√
3
2
− t

⇔ t =

√
3
2
α

1 + α
(7.65)

• Approche statique par l’intérieur

La famille de champs de vitesse optimaux est obtenue en choisissant des champs

radiaux respectant la condition de dilatance (dv = tdd) pour que la fonction d’appui

(6.3) reste finie :

u = −U
(
b

r

)3α+2

er avec U > 0 (7.66)

La combinaison des deux approches fournit la pression limite suivante :

P+ = h
(
ϕ−α − 1

)
= h

(

ϕ
− t√

3
2−t − 1

)

avec ϕ =
(a

b

)3

(7.67)

Homogénéisation non linéaire par partition

La faiblesse de la méthode basée sur une déformation effective uniforme déjà mentionnée

dans le cas de von Mises est ici encore plus évidente puisque le critère général (6.53)

présente une asymptote à la porosité ϕ = 2t2/3 et n’est pas en mesure de fournir une

estimation pour des porosités plus faibles. On recourt à nouveau à la décomposition

de la couronne matricielle en couronnes concentriques Ci (cf. Fig. 7.2). Les notations

relatives à la géométrie du problème sont les mêmes qu’au paragraphe 7.4.1 consacré

à von Mises comme, par exemple, (7.50). Ajoutons que les déformations effectives sont
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toujours définies par (7.51). Utilisant la méthode visqueuse, sur chaque couche Ci les

modules et la précontrainte s’écrivent :

∀1 ≤ i ≤ N







k̂i
n = h+an

t di
d

2 µ̂i
n = h+an

2 t di
d

(

t2 −
(

di
v

di
d

)2
)

σp,i
n = −an

(7.68)

On étend également ici les limites (6.17) sur chaque couche :

∀1 ≤ i ≤ N







X i
n = t− di

v

di
d

≥ 0 → lim
n→∞

X i
n = 0

Y i
n = anX

i
n → lim

n→∞
Y i

n = Y i ≥ 0

(7.69)

La solution du problème est classiquement donnée par des champs définis par morceaux

dont les expressions sur la couche C i sont :

• vitesse

u =

(

Ai r +
Bi

r2

)

er (7.70)

• invariants du taux de déformation

dv = 3Ai ; dd =
√

6
|Bi|
r3

(7.71)

• contraintes







σrr = 3 k̂i
nAi − 4 µ̂i

n

Bi

r3
− an

σθθ = σφφ = 3 k̂i
nAi + 2 µ̂i

n

Bi

r3
− an

autres σij nuls

(7.72)

Comme dans le cas de von Mises, on note Pi = −σrr(Ri)(0≤i≤N). La solution est alors

complétée par les conditions aux interfaces qui entrâınent :

∀1 ≤ i ≤ N Ai =
Pi−1 ϕi − Pi

3 k̂i
n (1 − ϕi)

+
an

3 k̂i
n

; Bi =
R3

i−1 (Pi−1 − Pi)

4 µ̂i
n (1 − ϕi)

(7.73)

On remarque encore ici que dv est uniforme sur chaque couche, autrement dit les moments

d’ordre 1 et d’ordre 2 sont égaux et les méthodes modifiée et mixte sont équivalentes.

Pour achever la détermination de la charge macroscopique P , il faut identifier les inconnues
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Pi. Un premier ensemble d’équations provient du passage à la limite, lorsque n tend vers

l’infini, de la contrainte moyenne sur chaque couche i.e. k̂i
nd

i
v − an. En s’appuyant d’une

part sur l’expression (7.73) de Ai et, d’autre part, sur les relations (7.68) et les limites

(7.69), on montre :

∀1 ≤ i ≤ N
Pi−1 ϕi − Pi

1 − ϕi
= h− Y i

t
(7.74)

Le second ensemble d’équations provient du calcul de di
d sur chaque couche à partir de la

solution (7.71) et (7.73). Dans les mêmes conditions que pour von Mises, on montre :

∀1 ≤ i ≤ N di
d =

√
3 (Pi − Pi−1)

2
√

2 µ̂i
n

√
ϕi

1 − ϕi
(7.75)

Or l’expression (7.68) de µ̂i
n et les limites (7.69) nous permettent d’en déduire :

∀1 ≤ i ≤ N Y i =

√

3

2

(Pi − Pi−1)
√
ϕi

1 − ϕi
(7.76)

Éliminant Y i entre (7.74) et (7.76), on obtient :

∀1 ≤ i ≤ N Pi + h = (Pi−1 + h)
√
ϕi





√
3
2
− t

√
ϕi

√
3
2

√
ϕi − t



 (7.77)

Comme P0 = 0 et PN = P , on déduit de (7.77) :

P = h





N∏

i=1

√
ϕi





√
3
2
− t

√
ϕi

√
3
2

√
ϕi − t



− 1



 (7.78)

Adoptant à nouveau la répartition (7.61), la pression limite s’écrit :

P = h





√
ϕ





√
3
2
− t ϕ

1
2N

√
3
2
ϕ

1
2N − t





N

− 1




 (7.79)

L’asymptote pour les faibles valeurs de la porosité est maintenant obtenue en ϕ = (2t2/3)N .

Ainsi, lorsque le nombre de couches est grand, l’hétérogénéité du champ de déformation

est mieux prise en compte et l’asymptote est naturellement repoussée vers 0. Le passage

à la limite de (7.79) lorsque N tend vers l’infini redonne (7.67) :

lim
N→∞

h





√
ϕ





√
3
2
− t ϕ

1
2N

√
3
2
ϕ

1
2N − t





N

− 1




 = h

(
ϕ−α − 1

)
(7.80)

Comme pour le cas de von Mises, on note sur la Fig. 7.4 que la décomposition de la ma-
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Fig. 7.4 – Effet du nombre de couches sur l’estimation de la pression limite - matrice de

Drucker-Prager t = 0.5

trice en zones concentriques améliore considérablement la prédiction de l’homogénéisation

linéaire pour les plus faibles porosités. Elle permet surtout ici d’accéder à des valeurs de

la porosité rendues inaccessibles par la présence d’une asymptote. Il sera donc sans doute

intéressant de procéder à une telle décomposition autour des pores d’un v.e.r. dans le

cas général pour améliorer le critère (6.53) au moins d’un point de vue numérique.
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Chapitre 8

Comportement poroplastique
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8.2 Approche énergétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
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Dans la partie précédente, nous nous sommes concentrés sur la recherche des états limites

d’un géomatériau en fonction de la nature des inclusions d’une part et du critère et de la

règle d’écoulement de la phase matricielle d’autre part. Nous nous proposons désormais

de nous intéresser à l’évolution du v.e.r. dans sa phase élasto-plastique depuis l’initia-

tion de la plasticité jusqu’aux états limites. Ce chapitre sera consacré à la formulation

du comportement poro(-élasto-)plastique et le chapitre suivant portera sur la question

de l’existence d’une contrainte effective susceptible de régir le comportement à l’échelle

macroscopique. Bien que les équations du comportement puissent être obtenues dans le

cas général du v.e.r. décrit à la section 1.3, nous nous limitons ici au cas d’un milieu

poreux saturé dont la matrice est homogène i.e. Ωs ∪ Ωp = Ω et donc ϕs + ϕ = 1.

8.1 Les lois d’état du comportement poroplastique

Le comportement de la matrice est élasto-plastique. En hpp, ceci signifie que le tenseur

de déformation est la somme d’une contribution élastique liée au tenseur de contrainte et

d’une contribution plastique dépendant de l’histoire du chargement :

∀x ∈ Ωs ε(x) = � s−1 : σ(x)
︸ ︷︷ ︸

εel(x)

+εpl(x) (8.1)

À l’échelle macroscopique, on connâıt déjà le comportement poroélastique à travers les

équations (2.78) et (2.79). On cherche maintenant à prendre en compte l’existence de

déformations plastiques microscopiques dans les lois d’état du v.e.r.. Ces lois relient E

et v d’une part à Σ, p ainsi que εpl(x) d’autre part. Selon un raisonnement présenté dans

[102], on considère le champ εpl(x) à l’instant actuel comme une donnée du problème

(comparable à un champ de déformation libre). Il apparâıt alors que les contributions de

Σ, p et εpl(x) à E et v s’obtiennent par superposition. On choisit de poser le problème de

façon à ce que Σ soit un paramètre de chargement en adoptant par exemple les conditions

de contraintes homogènes au contour (1.32), ce qui ne restreint pas la portée des résultats

à venir si la séparation d’échelle est respectée (cf. section 2.1.2). Signalons ici que Σ et p

représentent de “vrais” paramètres de chargement dans la mesure où on peut les contrôler

lors d’une expérience, ce qui n’est pas le cas du champ εpl(x) qui est une conséquence de

l’histoire du chargement. Par linéarité, le problème à résoudre peut être décomposé de la
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façon suivante (Fig. 8.1) :







(P)

div σ = 0

σ = � s :
(
ε − εpl

)
(Ωs)

σ = −p1 (Ωp)

σ · n = Σ · n (∂Ω)

ε = 1
2

(
grad ξ + tgrad ξ

)

≡







(PEL)

div σEL = 0

σEL = � s : εEL (Ωs)

σEL = −p1 (Ωp)

σEL · n = Σ · n (∂Ω)

εEL = 1
2

(

grad ξEL + tgrad ξEL
)

+







(PR)

div σR = 0

σR = � s :
(
εR − εpl

)
(Ωs)

σR = 0 (Ωp)

σR · n = 0 (∂Ω)

εR = 1
2

(

grad ξR + tgrad ξR
)

(8.2)

Les deux équations d’état seront obtenues en calculant :

Ωs

Ωp

Σ

p

εpl

≡

Σ

p

0

+

PEL

0

0

εpl

PR

Fig. 8.1 – Décomposition du problème de poroplasticité P ≡ PEL + PR

E = < ε >= < εEL >
︸ ︷︷ ︸

Eel

+< εR >
︸ ︷︷ ︸

Epl

(8.3)

v = ϕ 1 :< ε >Ωp= ϕ 1 :< εEL >Ωp
︸ ︷︷ ︸

vel

+ϕ 1 :< εR >Ωp
︸ ︷︷ ︸

vpl

(8.4)

Le premier problème PEL correspond à la réponse poroélastique du v.e.r. dont la solution

est montrée au chapitre 2 :

Eel =
� hom−1

: (Σ + pB) (8.5)

vel = B : Eel +
p

M
(8.6)

où
�

hom est donné par (2.89), B par (2.90) et M par (2.93).

Dans le cas présent, l’homogénéité de la phase solide fournit une information capitale

pour la suite de cette partie : elle permet d’exprimer facilement le champ de contrainte

microscopique σEL solution de PEL. On décompose d’abord linéairement PEL en deux

sous-problèmes (Fig. 8.2) :
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• le problème P ′ pour lequel la contrainte homogène au contour est égale à −p1 et la

pression du fluide vaut p,

• le problème P ′′ pour lequel la contrainte homogène au contour est égale à Σ + p1

et la pression du fluide vaut 0.

Ωs

Ωp

Σ

p ≡

PEL

−p 1

p +

P ′

Σ + p 1

0

P ′′

Fig. 8.2 – Décomposition du problème de poroélasticité PEL ≡ P ′ + P ′′

En raison de l’homogénéité de la phase solide, la solution du problème P ′ est homogène

et s’écrit :

σ′(x) = −p 1 et ε′(x) = � s−1 : (−p 1) (8.7)

Adaptant l’équation de localisation écrite en (2.19) au cas où les conditions aux limites

sont exprimées avec Σ + p1 , la solution en contrainte de P ′ s’écrit quant à elle :

σ′′(x) = � (x) : (Σ + p 1) (8.8)

Finalement le champ de contrainte solution de PEL est la somme de (8.7) et (8.8) :

σEL(x) = σ′ + σ′′ = � (x) : (Σ + p 1) − p 1 (8.9)

Intéressons-nous maintenant au problème PR. Celui-ci définit l’état relaché du v.e.r.

car il s’obtient à partir de la solution totale par décharge élastique. Les notations Epl

(8.3) et vpl (8.4) désignent respectivement le tenseur de déformation et la variation de

porosité résiduels (i.e. obtenus après décharge élastique). L’état relaché macroscopique ne

correspond pas, en général, à un état où tous les points du v.e.r. sont dans leur propre

configuration relachée puisque le champ εpl(x) n’est généralement pas géométriquement

compatible en raison du caractère hétérogène du v.e.r. et ne peut correspondre au champ

de déformation de cet état. Il en résulte un champ de contraintes résiduel σR(x). Le champ

εpl(x) peut ici être assimilé à un champ de déformation libre de sorte que le théorème de

Levin (2.69) s’applique. On obtient donc :

Epl =< εR >=< εpl : � >= (1 − ϕ) < εpl : � >Ωs (8.10)
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La contribution de PR à la variation de porosité s’écrit :

vpl = ϕ 1 :< εR >Ωp= 1 : Epl − (1 − ϕ) 1 :< εR >Ωs (8.11)

Rappelant que < σR >= 0 et σR = 0 dans Ωp, on a < σR >Ωs= 0. De plus, � s est uni-

forme donc, d’après la loi de comportement de la matrice dans le problème PR (8.2), il

vient < εR >Ωs=< εpl >Ωs . Ainsi (8.11) devient :

vpl = 1 : Epl − (1 − ϕ) 1 :< εpl >Ωs= (1 − ϕ) < εpl : ( � − � ) >Ωs: 1 (8.12)

Pour résumer, ce paragraphe nous a permis d’écrire les lois du comportement poroplas-

tique :

Σ =
� hom :

(
E − Epl

)
− pB (8.13)

v − vpl = B :
(
E − Epl

)
+

p

M
(8.14)

Les lois (8.13) et (8.14) s’établissent sous la même forme dans un contexte purement

macroscopique basé sur les concepts de thermodynamique [26]. L’avantage de la mi-

cromécanique est qu’elle permet de faire le lien entre les grandeurs macroscopiques et

les grandeurs microscopiques, qu’il s’agisse des propriétés élastiques (on a en effet montré

au chapitre 2 que l’on pouvait exprimer
�

hom, B et M grâce à la notion de localisation)

ou des grandeurs physiques introduites par la plasticité ici : Epl et vpl sont en effet reliés à

εpl respectivement par (8.10) et (8.12). Par le raisonnement micromécanique, on dispose

également de l’expression de la solution en contrainte sous la forme :

σ(x) = � (x) : (Σ + p 1) − p 1
︸ ︷︷ ︸

σEL(x)

+σR(x) (8.15)

8.2 Approche énergétique

Ce paragraphe présente une adaptation à la poroplasticité de résultats obtenus dans [21].

On supposera dans la suite que la plasticité microscopique est parfaite (pas d’écrouissage

à l’échelle locale). En présence d’un champ de déformation plastique, la densité d’énergie

libre de la phase solide s’écrit en condition isotherme :

ψ
(
ε, εpl

)
=

1

2

(
ε − εpl

)
: � s :

(
ε − εpl

)
=

1

2
εel : � s : εel (8.16)

L’exploitation des premier et second principes de la thermodynamique conduit à l’inégalité

de Clausius-Duhem [92] à l’échelle microscopique indiquant que la dissipation volumique

est positive :

d = σ : ε̇ − ψ̇ ≥ 0 (8.17)
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Lors d’une évolution purement réversible, la dissipation est nulle et le tenseur de déformation

plastique ne varie pas ; (8.17) implique alors σ = ∂ψ/∂ε qui redonne la loi de comporte-

ment (8.1). Ce résultat entrâıne que, lors d’une évolution quelconque, si ψ est donné par

(8.16) (i.e. cas de la plasticité parfaite), l’expression de la dissipation (8.17) devient :

d = − ∂ψ

∂εpl
: ε̇pl = σ : ε̇pl ≥ 0 (8.18)

La dissipation macroscopique est calculée comme la somme de l’énergie dissipée par toutes

les particules de squelette rapportée au volume du v.e.r. :

D = (1 − ϕ) < d >Ωs= (1 − ϕ) < σ : ε̇ >Ωs −Ψ̇ ≥ 0 (8.19)

avec

Ψ = (1 − ϕ) < ψ
(
ε, εpl

)
>Ωs=

1 − ϕ

2
<
(
ε − εpl

)
: � s :

(
ε − εpl

)
>Ωs (8.20)

La définition de Ψ dans (8.20) généralise celle écrite dans le cadre de la poroélasticité

linéaire en (2.47).

En rappelant que σ = −p1 dans les pores et en invoquant le lemme de Hill, le premier

terme de la dissipation peut être transformé pour donner :

D = Σ : Ė + p v̇ − Ψ̇ ≥ 0 (8.21)

Le calcul de Ψ s’effectue en décomposant ε en la somme de εEL (solution de PEL) et de

εR (solution de PR). On écrit à partir de (8.20) :

Ψ = Ψ1 + Ψ2 + Ψ3 (8.22)

avec

Ψ1 =
1 − ϕ

2
< εEL : � s : εEL >Ωs (8.23)

Ψ2 = (1 − ϕ) < εEL : � s :
(
εR − εpl

)
>Ωs (8.24)

Ψ3 =
1 − ϕ

2
<
(
εR − εpl

)
: � s :

(
εR − εpl

)
>Ωs (8.25)

Le premier terme Ψ1 est issu de la partie élastique PEL de la décomposition du problème

P (8.2). Sa construction micromécanique en fait donc une fonction des paramètres de

chargement Σ et p. En invoquant les lois d’état (8.13) et (8.14), on peut également

considérer Ψ1 comme une fonction des arguments E, v, Epl et vpl. On obtient aisément

Ψ1 en introduisant la fonction ΨEL adaptée de (2.82) :

Ψ1 = ΨEL
(
E, v,Epl, vpl

)
=

1

2

(
E − Epl

)
:

� hom :
(
E − Epl

)
+

p2

2M
(8.26)

avec p = M
(

− B :
(
E − Epl

)
+
(
v − vpl

) )
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En utilisant la loi de comportement de la matrice du problème PR (8.2) et en notant que

σR = 0 dans Ωp et que σR est statiquement admissible avec 0, on montre par application

du lemme de Hill au couple (σR, εEL) :

Ψ2 = (1 − ϕ) < εEL : σR >Ωs=< εEL : σR >= 0 (8.27)

Le troisième terme est une grandeur positive puisque � s est défini positif. Il est même

strictement positif dans le cas général où εpl est non géométriquement compatible. Il peut

encore s’exprimer à l’aide du champ de contraintes résiduel σR :

Ψ3 =
1 − ϕ

2
< σR : � s−1 : σR >Ωs (8.28)

Ce dernier terme noté R(σR) correspond à l’énergie bloquée du système. Elle n’est ni

dissipée ni récupérable lors d’une décharge élastique.

Finalement l’énergie libre macroscopique s’écrit :

Ψ
(
E, v,Epl, vpl,σR

)
= ΨEL

(
E, v,Epl, vpl

)
+ R

(
σR
)

(8.29)

En considérant une évolution réversible du v.e.r., on déduit de (8.21) qui devient une

égalité et de (8.29) que :

Σ =
∂Ψ

∂E
=
∂ΨEL

∂E

(
E, v,Epl, vpl

)
; p =

∂Ψ

∂v
=
∂ΨEL

∂v

(
E, v,Epl, vpl

)
(8.30)

En utilisant (8.26) dans (8.30), on obtient deux équations d’état à partir desquelles on

retrouve aisément (8.13) et (8.14).

L’expression de la dissipation macroscopique (8.21) devient :

D = − ∂Ψ

∂Epl
: Ė

pl − ∂Ψ

∂vpl
v̇pl − Ṙ = Σ : Ė

pl
+ p v̇pl − Ṙ ≥ 0 (8.31)

La structure des équations d’état de la poroplasticité ne suffit pas pour décrire de façon

complète le comportement : il faut également s’interroger sur l’expression du critère et de

la règle d’écoulement à l’échelle macroscopique pour déterminer l’évolution de Epl et vpl

sachant que Ė
pl

et v̇pl doivent respecter (8.31).

8.3 Le critère de plasticité macroscopique

La phase solide est supposée parfaitement plastique. Autrement dit, le critère de résistance

f s introduit au chapitre 4 et le domaine de résistance Gs (4.1) sont aussi respectivement

le critère de plasticité et le domaine d’élasticité. On cherche maintenant à définir le do-

maine élastique macroscopique à l’instant actuel ainsi que son éventuelle évolution par

écrouissage. Il s’agit donc de construire un critère de plasticité macroscopique F , étant
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entendu qu’un critère n’est jamais défini de manière unique. Il faut également identifier

les arguments de F .

À l’échelle microscopique, f s indique si le tenseur des contraintes local σ appartient à

l’intérieur (f s(σ) < 0) ou à la frontière de Gs (f s(σ) = 0). Si σ(x) appartient à l’intérieur

de Gs en tout point de Ωs, un incrément infinitésimal quelconque de chargement se tra-

duira localement par une évolution purement élastique et donc une évolution macrosco-

pique élastique soit F < 0. Si au contraire il existe une partie de Ωs sur laquelle σ(x)

appartient à la frontière de Gs, de la plasticité peut apparâıtre à l’échelle microscopique

et donc à l’échelle macroscopique via (8.10) et (8.12) soit donc F = 0. Un choix possible

pour F est donc [93] :

F = sup
� ∈Ωs

f s (σ(x)) (8.32)

Un tel critère possède les propriétés usuelles d’un critère de plasticité :

• F < 0 ⇒ ∀x ∈ Ωs, f s (σ(x)) < 0 ⇒ ε̇pl = 0 ⇒ Ė
pl

= 0 et v̇pl = 0

Ceci signifie que pour toute évolution du chargement (Σ̇, ṗ), la réponse du v.e.r.

est localement et globalement élastique.

• F = 0 et Ḟ < 0 ⇒ ∀x ∈ Ωs







f s (σ(x)) = 0 et ḟ s (σ(x)) < 0

ou

f s (σ(x)) < 0

Dans ce cas, la réponse est encore localement et globalement élastique.

• F = 0 et Ḟ = 0

Dans ce dernier cas, de la plasticité peut apparâıtre dans la matrice (ε̇pl 6= 0) im-

pliquant une possible évolution plastique du v.e.r. (Ė
pl 6= 0, v̇pl 6= 0).

La fonction F définit donc bien un critère de plasticité macroscopique dont il s’agit main-

tenant d’identifier les arguments. Le champ σ(x) figurant dans (8.32) est la solution

(8.15) du problème P (8.2). D’une part, il parâıt naturel d’après (8.15) de désigner Σ et

p comme arguments naturels de F ; le domaine d’élasticité actuel noté Dhom correspond

à l’ensemble de R
7 des couples (Σ, p) pour lesquels F est négatif ou nul. D’autre part,

on note que σ(x) solution de P (8.2) dépend du champ εpl(x) actuel ou de manière

équivalente de σR(x) donc le domaine Dhom ainsi que F doivent dépendre de ce champ :

(Σ, p) ∈ Dhom
(
σR
)

⇔ F
(
Σ, p,σR

)
≤ 0 (8.33)

avec

F
(
Σ, p,σR

)
= sup

� ∈Ωs
f s
(

� (x) : (Σ + p 1) − p 1 + σR(x)
)

(8.34)
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Écrit en (8.34), F est clairement une fonction convexe de l’argument (Σ, p) car c’est la

borne supérieure d’une fonction convexe appliquée à une combinaison linéaire de (Σ, p)

en différents points.

Le champ σR(x) solution de PR (8.2) n’est modifié que si εpl(x) subit des variations,

autrement dit, si la matrice possède des zones en charge plastique. Ainsi σR(x) apparâıt

comme une infinité (puisque c’est un champ) de paramètres d’écrouissage contrôlant la

forme du domaine d’élasticité actuel Dhom(σR).

8.4 La règle d’écoulement macroscopique dans le cas

associé

Pour achever la détermination du comportement plastique, déterminons maintenant une

règle prescrivant l’évolution de Epl et vpl valable uniquement dans le cas où la plasticité

microscopique est associée, c’est-à-dire lorsque le “principe du travail plastique maximum”

[91] est satisfait à l’échelle microscopique :

∀σ∗ ∈ Gs (σ − σ∗) : ε̇pl ≥ 0 (8.35)

Pour cela, on adapte au cas de la poroplasticité des résultats obtenus dans [21] ou [102].

La propriété (8.35) montre que ε̇pl = 0 si σ est dans l’intérieur de Gs tandis que ε̇pl

appartient au cône des normales extérieures à Gs au point σ si celui-ci est sur la frontière

de Gs. On retrouve donc le comportement déjà évoqué en (4.54) et notamment lorsque

Gs est régulier en σ :

ε̇pl = λ̇
∂f s

∂σ
, λ̇ ≥ 0 (8.36)

Examinons comment se transpose le “principe du travail plastique maximum” à l’échelle

macroscopique. Considérons un état quelconque (Σ∗, p∗) appartenant à Dhom(σR). Par

définition de Dhom(σR), le champ σ∗ défini par :

σ∗(x) = � (x) : (Σ∗ + p∗ 1) − p∗ 1 + σR(x) (8.37)

est solution du problème P (8.2) écrit avec Σ∗ et p∗ et appartient en tout point de la

phase solide à Gs. Il existe donc un chemin purement élastique entre l’état actuel (Σ, p)

et (Σ∗, p∗). La différence entre (8.15) et (8.37) donne :

σ(x) − σ∗(x) = � (x) :
(

Σ − Σ∗ + (p− p∗) 1
)

− (p− p∗) 1 (8.38)

En effectuant la moyenne de (8.35) sur la phase solide et en exploitant (8.38), il vient :

(1 − ϕ) < (σ − σ∗) : ε̇pl >Ωs = (1 − ϕ) < ε̇pl : � >Ωs:
(

Σ − Σ∗ + (p− p∗) 1
)

− (p− p∗) (1 − ϕ) 1 :< ε̇pl >Ωs (8.39)
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Utilisant (8.10) et (8.12), (8.39) devient :

(1 − ϕ) < (σ − σ∗) : ε̇pl >Ωs= (Σ − Σ∗) : Ė
pl

+ (p− p∗) v̇pl (8.40)

D’après (8.35) et (8.40), le “principe du travail plastique maximum” s’écrit à l’échelle

macroscopique :

∀(Σ∗, p∗) ∈ Dhom(σR) (Σ − Σ∗) : Ė
pl

+ (p− p∗) v̇pl ≥ 0 (8.41)

On en déduit immédiatement que Ė
pl

= 0 et v̇pl = 0 si (Σ, p) appartient à l’intérieur de

Dhom(σR) tandis que (Ė
pl
, v̇pl) appartient au cône des normales extérieures à Dhom(σR)

au point (Σ, p) si ce dernier est situé sur la frontière de Dhom(σR). En particulier, si

Dhom(σR) est régulier en (Σ, p), la règle de normalité s’écrit :

Ė
pl

= Λ̇
∂F

∂Σ

(
Σ, p,σR

)

v̇pl = Λ̇
∂F

∂p

(
Σ, p,σR

)

avec Λ̇ ≥ 0 (8.42)

Ainsi, dans le cadre de la plasticité associée, la règle d’écoulement macroscopique indique

l’évolution du taux de déformation plastique ainsi que de la partie plastique du taux de

porosité. Le résultat important ici est que chacune de ces grandeurs physiques s’écrit

comme le produit de la dérivée de F par rapport à sa grandeur duale par le même

multiplicateur plastique Λ̇.

La démonstration n’est bien entendu plus valable lorsque la plasticité microscopique est

non associée. L’homogénéisation du potentiel plastique reste un problème ouvert.
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Le critère de plasticité macroscopique a été obtenu au chapitre précédent comme une

fonction du tenseur des contraintes macroscopiques Σ, de la pression du fluide p et du

champ de contrainte résiduel σR (8.34). Comme nous l’avions fait dans le cadre de la

poroélasticité et des critères de rupture, nous nous posons naturellement la question de

l’existence d’une contrainte effective dont serait fonction le critère F .

9.1 Existence d’une contrainte effective poroplastique

9.1.1 Une condition nécessaire et suffisante

Supposons tout d’abord qu’il existe une contrainte effective définie par une fonction :

Σ̂ : R
7 → R

6

(Σ, p) 7→ Σ̂(Σ, p)

(9.1)

telle que F s’écrive :

F
(
Σ, p,σR

)
= F̂

(

Σ̂(Σ, p),σR
)

(9.2)

On admet en outre que, pour toute pression p, l’application R
6 → R

6, Σ 7→ Σ̂ (Σ, p) est

inversible et de classe C1.

Afin d’examiner les conséquences de l’hypothèse (9.2), on se place dans une situation de

chargement (Σ, p) et d’état résiduel σR à partir de laquelle de la plasticité peut apparâıtre

i.e. le critère macroscopique est saturé F = 0. Ceci signifie d’après (8.32) que l’ensemble

suivant est non vide :

Ωs
pl = {x ∈ Ωs | f s (σ(x)) = 0} (9.3)

On considère alors une évolution (Σ̇, ṗ) laissant Σ̂ invariant, ce qui implique une relation

entre Σ̇ et ṗ :

˙̂
Σ =

∂Σ̂

∂Σ
: Σ̇ +

∂Σ̂

∂p
ṗ = 0 ⇔ Σ̇ = −ṗ

(

∂Σ̂

∂Σ

)−1

:
∂Σ̂

∂p
(9.4)

Comme Σ̂ reste constant, la valeur de F (9.2) à écrouissage (i.e. σR) fixé n’est pas affectée

et donc un trajet purement élastique continue de satisfaire le critère. La réponse locale

(8.15) est alors également élastique :

σ̇(x) = σ̇EL(x) = � (x) :
(

Σ̇ + ṗ 1
)

− ṗ 1 (9.5)

En particulier, en tout point de Ωs
pl, le critère de plasticité ne doit pas être violé par

l’évolution (9.5), ce qui signifie :

∀x ∈ Ωs
pl ḟ s (σ) =

∂f s

∂σ
(σ) : σ̇EL =

∂f s

∂σ
(σ) :

(

� :
(

Σ̇ + ṗ 1
)

− ṗ 1
)

≤ 0 (9.6)
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Utilisant le couplage (9.4) entre Σ̇ et ṗ, la condition (9.6) devient :

∀x ∈ Ωs
pl

∂f s

∂σ
:



 � :



1 −
(

∂Σ̂

∂Σ

)−1

:
∂Σ̂

∂p



− 1



 ṗ ≤ 0 (9.7)

Or il n’y a aucune restriction imposée sur le signe de ṗ dans (9.4) donc (9.7) implique

l’égalité :

∀x ∈ Ωs
pl

∂f s

∂σ
: � :



1 −
(

∂Σ̂

∂Σ

)−1

:
∂Σ̂

∂p



 =
∂f s

∂σ
: 1 (9.8)

L’égalité (9.8) apparâıt donc comme une condition nécessaire d’existence d’une contrainte

effective poroplastique. C’est également une condition suffisante. En effet, supposons qu’il

existe une fonction Σ̂(Σ, p) telle que (9.8) soit réalisée. Il est alors immédiat de constater,

en remontant les calculs, qu’une évolution (Σ̇, ṗ) laissant Σ̂ constant est telle que le

critère de tous les points de Ωs
pl garde une valeur nulle pour le trajet élastique (9.5). Ce

trajet représente donc la solution du problème incrémental. Ainsi le trajet incrémental

macroscopique est également élastique, σR est resté invariant et surtout F est restée nulle.

Comme F n’est pas modifié pour toute évolution (Σ̇, ṗ) laissant Σ̂ constant, on en déduit

que Σ̂ et σR sont les seuls arguments de F .

Certains auteurs ont proposé de construire une contrainte effective poroplastique par

analogie avec celle prévalant dans le cas élastique (citons par exemple [26], [23] et [73])

i.e. Σ + pBpl où Bpl s’interprète comme un tenseur de Biot plastique. Pour une telle

contrainte effective, le critère d’existence (9.8) devient :

∀x ∈ Ωs
pl

∂f s

∂σ
: � :

(
1 − Bpl

)
=
∂f s

∂σ
: 1 (9.9)

9.1.2 Lien avec la règle d’écoulement dans le cas associé

On suppose dans ce paragraphe que la plasticité microscopique est associée au sens (8.36).

On a montré à la section 8.4 que la plasticité macroscopique était alors également associée

(8.42). En multipliant (9.8) de part et d’autre par λ̇ et en rappelant que λ̇ = 0 dans

Ωs \ Ωs
pl, on obtient :

∀x ∈ Ωs ε̇pl : � :



1 −
(

∂Σ̂

∂Σ

)−1

:
∂Σ̂

∂p



 = ε̇pl : 1 (9.10)

En exploitant (8.10) et (8.12), la moyenne de (9.10) implique la relation suivante entre

Ė
pl

et v̇pl :

v̇pl = Ė
pl

:

(

∂Σ̂

∂Σ

)−1

:
∂Σ̂

∂p
(9.11)
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Réciproquement, supposons qu’il existe une fonction Σ̂ (Σ, p) telle que (9.11) soit vérifiée.

On montre alors à l’aide de (8.42) que dans un cas de charge plastique Λ̇ 6= 0, on a :

∂F

∂p
=
∂F

∂Σ
:

(

∂Σ̂

∂Σ

)−1

:
∂Σ̂

∂p
(9.12)

Cette relation implique que F ne dépend de Σ et p qu’à travers Σ̂. Prouvons ce résultat

en formant l’application suivant pour σR fixé :

Θ : R
7 → R

(Σ̂, p) 7→ F
(

Σ(Σ̂, p), p,σR
)

(9.13)

Cette application a bien un sens puisque, comme R
6 → R

6, Σ 7→ Σ̂(Σ, p) est inversible,

on peut former son inverse R
6 → R

6, Σ̂ 7→ Σ(Σ̂, p). Pour atteindre notre but, il suffit

donc de montrer que Θ (9.13) ne dépend pas de p. Afin de dériver Θ par rapport à p, il

faut dériver Σ par rapport à p tout en gardant Σ̂ constant :

dΣ̂ =
∂Σ̂

∂Σ
: dΣ +

∂Σ̂

∂p
dp ⇒ ∂Σ

∂p
∣
∣
∣Σ̂

= −
(

∂Σ̂

∂Σ

)−1

:
∂Σ̂

∂p
(9.14)

Le résultat souhaité s’obtient alors en exploitant (9.14) et (9.12) :

∂Θ

∂p
=
∂F

∂p
− ∂F

∂Σ
:

(

∂Σ̂

∂Σ

)−1

:
∂Σ̂

∂p
= 0 (9.15)

Si la contrainte effective s’écrit Σ + pBp, la relation (9.11) devient :

v̇pl = Ė
pl

: Bpl (9.16)

9.2 Cas des critères classiques

9.2.1 Critère purement cohérent

Dans ce paragraphe, on considère que le critère de la phase solide n’est pas affecté par la

pression de confinement. On rappelle qu’un tel critère vérifie :

∀σ ∈ R
6 ∀α ∈ R f s (σ + α1) = f s (σ) (9.17)

Les critères de Tresca et de von Mises entrent dans cette catégorie.

On déduit de la propriété (9.17) que le critère macroscopique (8.34) s’écrit :

F
(
Σ, p,σR

)
= sup

� ∈Ωs
f s
(

� (x) : (Σ + p 1) + σR(x)
)

= F̂
(
Σ + p 1,σR

)
(9.18)
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Sans aucune hypothèse faite sur la règle d’écoulement microscopique, on prouve ainsi que

le critère macroscopique est régi par la contrainte effective de Terzaghi Σ + p1.

Remarques :

• On a montré au paragraphe 4.2.2 que cette contrainte effective contrôle également

la résistance macroscopique.

• Dans un cadre purement macroscopique, supposant que la règle d’écoulement s’écrive

à l’aide d’un potentiel plastique (comme dans les équations (8.42) dans le cas associé

ou en remplaçant F par le potentiel plastique dans le cas non associé), l’hypothèse

d’incompressibilité plastique de la phase solide permet de conclure que c’est encore

la contrainte effective de Terzaghi qui régit le potentiel (la démonstration figure

dans [18] et [40]).

L’approche micromécanique apporte ici une information capitale car elle permet de démontrer

la réciproque : si la contrainte effective de Terzaghi contrôle le critère de plasticité macro-

scopique alors le critère local de la phase solide est purement cohérent (9.17). Signalons

que pour montrer qu’un matériau est purement cohérent, il suffit de montrer la validité de

la propriété (9.17) seulement pour les états σ saturant le critère (i.e. tels que f s(σ) = 0)

puisque les valeurs non nulles de f s n’ont une influence sur le comportement que par leur

signe (indiquant que l’état de contrainte se situe à l’intérieur ou à l’extérieur de Gs) et

non par leur valeur elle-même.

En prenant Bpl = 1 dans (9.9), il vient :

∀x ∈ Ωs
pl

∂f s

∂σ
: 1 = 0 (9.19)

Ainsi quel que soit l’état de contrainte atteignant la frontière du critère local, cet état

vérifie (9.19). Une telle propriété ne peut être satisfaite que par un critère vérifiant (9.17)

pour tout σ saturant le critère.

On peut aussi montrer ce résultat en considérant une variation de la pression p tout en

gardant Σ + p1 constant. Comme la contrainte effective reste constante, la réponse est

élastique aux deux échelles. Or σ s’écrit (8.15) donc faire varier la pression revient à

ajouter un terme sphérique à l’état de contrainte. On montre donc, selon le raisonnement

figurant dans le paragraphe suivant la condition (9.8), qu’en tout point où le critère est

saturé, la valeur du critère n’est pas modifiée si l’on ajoute un terme sphérique à la

contrainte. La propriété (9.17) est donc satisfaite pour tout σ saturant le critère.

Si la plasticité microscopique est associée, d’après (8.36) la relation (9.19) implique que

le matériau est plastiquement incompressible i.e. la partie plastique de la déformation

n’engendre aucune variation de volume. Du point de vue macroscopique, on déduit alors

de (9.16) :

v̇pl = Ė
pl

: 1 (9.20)
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La relation (9.20) indique que la variation de volume engendrée par la déformation plas-

tique macroscopique se traduit intégralement par une variation de la partie plastique de

la porosité. Ceci prouve encore l’incompressibilité plastique de la phase solide mais cette

fois-ci d’une manière globale.

9.2.2 Critère dépendant de la pression de confinement

Nous avons donc montré au paragraphe précédent qu’un critère local purement cohérent

conduisait à la contrainte effective de Terzaghi mais aussi que cette dernière n’était com-

patible qu’avec un tel critère local. Considérons maintenant un critère dépendant de la

pression de confinement :

f s (σ) = σd − g (σm) ≤ 0 (9.21)

avec g fonction strictement décroissante (g ′(σm) < 0), concave (pour assurer la convexité

de f s) et telle que g(0) > 0 (l’origine est dans l’intérieur de Gs). Le critère de Drucker-

Prager (6.1) avec une cohésion non nulle (h > 0) satisfait ces propriétés. En revanche,

comme g′(σm) 6= 0, les critères purement cohérents ne sont pas concernés.

Examinons si on peut trouver une contrainte effective de type Σ + pBpl compatible avec

un critère de type (9.21). On sait déjà que Bpl ne peut être égal à 1 puisque le critère

local n’est pas purement cohérent, ce qui est encore montré par le fait que le membre de

droite de (9.9) ne peut être nul :

∂f s

∂σ
: 1 = −g′ (σm) > 0 (9.22)

Imaginons alors le trajet de chargement suivant :

p = 0 ; Σ = Σ(t)
(
1 − Bpl

)
avec Σ(0) = 0 et Σ′(t) < 0 (9.23)

La réponse locale en contrainte se déduit de (8.15) par :

σ = Σ(t) � :
(
1 − Bpl

)
+ σR (9.24)

On suppose que le chargement macroscopique (initial) nul est dans l’intérieur de Dhom(σR).

Ceci signifie donc que l’état de contrainte σR, qui joue ici le rôle d’une contrainte initiale

locale, se situe en tout point dans l’intérieur de Gs :

∀x ∈ Ωs f s
(
σR
)
< 0 (9.25)

Pour simplifier la démonstration, on suppose que le domaine Dhom(σR) du v.e.r. considéré

ici avec ϕ 6= 0 est borné. Selon un résultat de [28], cette propriété est assurée si le critère

local (9.21) définit un domaine inclus dans un cône de Drucker-Prager (9.48) d’angle de

frottement suffisamment petit (t ≤
√

3/5). Par conséquent, quand Σ(t) décrôıt, l’évolution
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de σ (9.24) passe d’abord par une phase élastique (au cours de laquelle σR reste constant)

jusqu’à ce que Σ atteigne la frontière du domaine Dhom(σR) pour une certaine valeur

Σ− < 0 de Σ(t). En multipliant (9.9) par Σ− et en utilisant (9.24), on obtient :

∀x ∈ Ωs
pl Σ− ∂f

s

∂σ
(σ) : 1 =

∂f s

∂σ
(σ) :

(
σ − σR

)
(9.26)

Exploitant (9.22) et Σ− < 0, on déduit aisément que le membre de gauche de (9.26) est

strictement négatif tandis que le membre de droite est lui strictement positif en raison de

la convexité de f s. En effet, à l’aide de (9.25) et du fait que f s(σ) = 0 sur Ωs
pl, on a :

∀x ∈ Ωs
pl

∂f s

∂σ
(σ) :

(
σ − σR

)
≥ f s (σ) − f s

(
σR
)

= −f s
(
σR
)
> 0 (9.27)

On en conclut donc qu’une contrainte effective de la forme Σ + pBpl ne peut être cohérente

avec la classe de matériaux vérifiant la propriété (9.21).

9.2.3 Critère conique

Ce type de critère a déjà été introduit dans le cadre de l’homogénéisation du critère de

résistance. Un tel critère satisfait la propriété (4.29) rappelée ici :

∀σ ∈ R
6 ∀α ≥ 0 f s (ασ + (1 − α) h 1) = α f s (σ) (9.28)

qui implique, en prenant α = 1/(1 + p/h) avec p > −h :

f s (σ) =
(

1 +
p

h

)

f s (σ̃) avec σ̃ =
σ + p 1

1 + p/h
(9.29)

Rappelons que les critères de Mohr-Coulomb et de Drucker-Prager entrent dans cette

catégorie de critères puisque, dans l’espace des contraintes, ils sont représentés par un

domaine conique de sommet h1 où h désigne la limite en traction isotrope.

En ce qui concerne le critère de résistance macroscopique (ou l’ensemble des états limites

dans le cas associé), on a montré au paragraphe 4.2.2 que celui-ci s’écrivait à l’aide de la

contrainte effective :

Σ̃ =
Σ + p 1

1 + p/h
(9.30)

Examinons maintenant le critère de plasticité. Avec la notation (9.29), on déduit de (8.15)

que :

σ̃ = � (x) : Σ̃ +
σR(x)

1 + p/h
(9.31)

En exploitant (9.29), (8.32) peut encore s’écrire :

F
(
Σ, p,σR

)
=
(

1 +
p

h

)

sup
� ∈Ωs

f s (σ̃) =
(

1 +
p

h

)

sup
� ∈Ωs

f s

(

� (x) : Σ̃ +
σR(x)

1 + p/h

)

(9.32)
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Or le produit de F par n’importe quelle fonction strictement positive de (Σ, p) ne modifie

en rien la forme du domaine actuel d’élasticité Dhom(σR) ni le critère d’activation de la

plasticité. On peut donc remplacer l’expression (9.32) par la suivante :

F
(
Σ, p,σR

)
= sup

� ∈Ωs
f s (σ̃) = sup

� ∈Ωs
f s

(

� (x) : Σ̃ +
σR(x)

1 + p/h

)

(9.33)

On déduit de (9.33) que, partant de σR = 0 (état intial naturel), le critère de première

plastification est contrôlé par Σ̃ (9.30) :

F (Σ, p, 0) = F̂
(

Σ̃
)

= F̂

(
Σ + p 1

1 + p/h

)

(9.34)

Quand l’état intial est précontraint (σR 6= 0), l’expression du critère (9.33) écrit comme

une fonction de (Σ̃, p,σR) dépend explicitement de p, ce qui laisse penser que Σ̃ n’est

pas une contrainte effective. Supposons que Σ̃ est une contrainte effective plastique et

montrons que cette hypothèse conduit à une absurdité.

Partons d’un état où F = 0 et considérons une évolution (Σ̇, ṗ) laissant Σ̃ constant.

D’après (9.2) avec Σ̂ = Σ̃, aucune plasticité ne peut donc apparâıtre. En reproduisant

le raisonnement ayant mené à (9.6) et en l’adaptant au cas où le critère macroscopique

s’écrit (9.33), le critère local n’est pas violé dans cette évolution élastique si et seulement

si :

∀x ∈ Ωs
pl − ∂f s

∂σ
(σ̃) : σR ṗ ≤ 0 (9.35)

Comme (9.35) est vérifié quel que soit le signe de ṗ, on en déduit :

∀x ∈ Ωs
pl

∂f s

∂σ
(σ̃) : σR = 0 (9.36)

En outre, par dérivation de (9.28) par rapport à σ, on a :

∀σ ∈ R
6, ∀α ≥ 0

∂f s

∂σ
(ασ + (1 − α) h 1) =

∂f s

∂σ
(σ) (9.37)

Prenant α = 1/(1 + p/h) dans (9.37) et rappelant (8.15), on obtient :

∂f s

∂σ
(σ̃) =

∂f s

∂σ
(σ) (9.38)

Utilisant (9.38), (9.36) devient :

∀x ∈ Ωs
pl

∂f s

∂σ
(σ) : σR = 0 (9.39)

Une nouvelle dérivation de (9.36) par rapport au temps, alors que Σ̃ et σR demeurent

constants, donne :

∀x ∈ Ωs
pl σR :

∂2f s

∂σ2
(σ̃) : σR = 0 (9.40)
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où ∂2f s/∂σ2 désigne la Hessienne réputée positive de f s. Dérivant à nouveau (9.37) par

rapport à σ et prenant encore α = 1/(1 + p/h), on déduit de (9.40) que :

∀x ∈ Ωs
pl σR :

∂2f s

∂σ2
(σ) : σR = 0 (9.41)

D’après un résultat classique d’algèbre quadratique, le noyau d’une forme quadratique

gardant un signe constant (par exemple positif) cöıncide avec son cône isotrope i.e. si q

désigne une forme bilinéaire symétrique positive sur R
N , on a :

{
x ∈ R

N | ∀y ∈ R
N q (x,y) = 0

}
=
{
x ∈ R

N | q (x,x) = 0
}

(9.42)

Utilisant ce résultat, on déduit de la positivité de la Hessienne ∂2f s/∂σ2 due à la convexité

de f s que (9.41) implique :

∀x ∈ Ωs
pl

∂2f s

∂σ2
(σ) : σR = 0 (9.43)

On a envisagé un certain trajet de chargement pour démontrer la relation (9.43) mais celle-

ci ne fait intervenir que des champs dans leur état actuel. Il est donc tout-à-fait possible

de considérer un autre trajet de chargement à partir de l’état actuel, (9.43) restant alors

valable à chaque instant. On imagine maintenant une évolution du chargement ˙̃Σ induisant

de la plasticité ; ceci est possible puisque F = 0. La dérivation de (9.39) par rapport au

temps fournit :

∀x ∈ Ωs
pl σ̇ :

∂2f s

∂σ2
(σ) : σR +

∂f s

∂σ
(σ) : σ̇R = 0 (9.44)

À l’aide de (9.43), (9.44) devient :

∀x ∈ Ωs
pl

∂f s

∂σ
(σ) : σ̇R = 0 (9.45)

Introduisant la décomposition (8.15) dans (9.45), on obtient :

∀x ∈ Ωs
pl

∂f s

∂σ
(σ) : σ̇EL =

∂f s

∂σ
(σ) : σ̇ (9.46)

Comme la phase solide est parfaitement plastique, le membre de droite de (9.46) ne

peut être que négatif ou nul. Ceci implique par conséquent que le critère local n’est pas

violé en ne considérant que la partie élastique de l’évolution du champ de contrainte

microscopique :

∀x ∈ Ωs
pl

∂f s

∂σ
(σ) : σ̇EL ≤ 0 (9.47)

En d’autres termes, une évolution purement élastique du v.e.r. (σ̇ = σ̇EL) est parfai-

tement cohérente avec toutes les équations du problème. Or la solution en contrainte

est unique [91], ce qui contredit la possiblité de suivre le moindre trajet comportant de

la plasticité. La contrainte Σ̃ ne peut donc être pertinente pour contrôler le critère de

plasticité macroscopique.
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9.2.4 Critère macroscopique d’une sphère creuse de Drucker-

Prager pressurisée

De manière à illustrer l’absence de contrainte effective dans le cas d’une phase solide

de Drucker-Prager, on se propose d’examiner l’évolution du domaine d’élasticité d’une

sphère creuse dont le pore est saturé par un fluide sous pression et dont la paroi ex-

terne est soumise à une traction isotrope. Comme nous l’avions constaté dans la partie

consacrée au critère de résistance, cette structure s’avère riche en enseignement car, même

si elle ne respecte pas toujours la condition de séparation d’échelle (la porosité n’est pas

forcément infinitésimale), elle constitue un modèle conceptuel de milieu poreux qui per-

met des développements analytiques complets dans des cas de chargement respectant

la symétrie sphérique. De plus, la symétrie sphérique de la structure et du chargement

conduisent à une équivalence rigoureuse entre des conditions aux limites en déformations

homogènes et des conditions aux limites en contraintes homogènes au contour.

Le domaine a ≤ r ≤ b est occupé par un matériau homogène élasto-plastique avec une

élasticité linéaire et une plasticité parfaite de critère de Drucker-Prager

f s (σ) = σd + t (σm − h) (9.48)

et le domaine r < a est occupé par un fluide sous pression. La porosité vaut donc ici

ϕ = (a/b)3. Le domaine solide est soumis sur la paroi interne (r = a) à la pression p du

fluide et sur la paroi externe (r = b) à une traction Σ (cf. Fig. 9.1). On considère un trajet

de chargement (p(t),Σ(t)) radial i.e. tel que p(t) = ηΣ(t) où η est un réel positif et Σ(t)

est une fonction croissante avec Σ(0) = 0. On introduit la notation suivante cohérente

avec (9.30) :

Σ̃ =
Σ + p

1 + p/h
(9.49)

La symétrie de la géométrie et du chargement ainsi que l’isotropie du matériau nous

incitent à résoudre le problème en considérant un champ de contrainte de la forme :

σ (x) = σrr (r)er ⊗ er + σθθ (r) (eθ ⊗ eθ + eφ ⊗ eφ) (9.50)

Avant d’atteindre la charge limite, l’évolution de la sphère creuse présente deux phases :

une phase élastique et phase de plasticité contenue :

• Phase élastique

La solution complète du problème élastique est donnée dans [92]. Le champ de

contrainte s’écrit :

∀a ≤ r ≤ b







σrr = A− 2
B

r3

σθθ = A +
B

r3

avec

A = −p +
Σ + p

1 − ϕ

B =
a3

2

Σ + p

1 − ϕ

(9.51)
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La solution (9.51) demeure valide tant que le critère (9.48) garde une valeur négative.

En rappelant que l’on considère un chargement tel que p ≥ 0 et Σ ≥ 0, on a par

conséquent Σ + p ≥ 0 et le critère s’écrit ici :

∀a ≤ r ≤ b f s (σ) =

√

3

2

Σ + p

1 − ϕ

(a

r

)3

+ t

(

−p− h+
Σ + p

1 − ϕ

)

(9.52)

Il découle de (9.52) que la première plastification apparâıt sur la paroi interne du

solide (r = a) quand Σ̃ atteint la valeur Σ̃e :

Σ̃e = h β (1 − ϕ) avec 0 ≤ β =
t

t+
√

3/2
≤ 1

2
(9.53)

On s’attendait évidemment à ce que Σ̃ contrôle la première plastification puisque ce

résultat a été démontré dans le cas général à la section 9.2.3.

• Phase de plasticité contenue

Au cours de cette phase, le solide est divisé en deux zones (cf. Fig. 9.1) : une

couronne élastique (c ≤ r ≤ b) où la plasticité n’a pas encore été activée et une

zone plastique (a ≤ r ≤ c) se propageant à partir du rayon intérieur. Introduisant

p

Σ

a

c

b

zone élastique

zone plastifiée

Fig. 9.1 – Sphère creuse de Drucker-Prager saturée

la notation pc = −σrr(c), l’expression de σ dans la couronne élastique (c ≤ r ≤ b)

s’obtient aisément à partir de celle de la phase élastique en remplaçant a par c et p

par pc :

∀c ≤ r ≤ b







σrr = A′ − 2
B′

r3

σθθ = A′ +
B′

r3

avec

A′ = −p+
Σ + pc

1 − (c/b)3

B′ =
c3

2

Σ + pc

1 − (c/b)3

(9.54)

et (9.53) devient maintenant :

Σ + pc

1 + pc/h
= h β

(
1 − (c/b)3

)
(9.55)
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Nous devons maintenant déterminer l’expression de σ dans la couronne plastique.

Commençons par remarquer sur (9.51) que, durant la phase élastique, σθθ ≥ σrr car

on a considéré Σ + p ≥ 0. On suppose que cette relation entre les composantes de σ

persiste dans la zone plastifiée où la saturation du critère (f s(σ) = 0) s’écrit alors :

f s (σ) =

(√

2

3
+

2

3
t

) [

(σθθ − σrr) +
3

2
β (σrr − h)

]

= 0 (9.56)

L’équation d’équilibre d’un champ du type (9.50) est donnée par :

∂σrr

∂r
+ 2

σrr − σθθ

r
= 0 (9.57)

En tenant compte de (9.56), l’intégration de (9.57) entre a et c conduit à la relation

suivante entre p et pc :

pc + h = (p + h)
(a

c

)3β

(9.58)

L’élimination de pc entre (9.55) et (9.58) fournit une relation entre Σ̃ et le rayon c :

Σ̃ =
Σ + p

1 + p/h
= h

{(a

c

)3β
[

β

(

1 −
(c

b

)3
)

− 1

]

+ 1

}

(9.59)

Deux cas extrêmes peuvent être considérés dans l’équation (9.59) :

→ c = a correspond au critère de première plastification (9.53),

→ c = b correspond à l’état limite Σ̃+ relatif à un chargement (p,Σ) réputé appar-

tenir à la frontière du domaine de résistance macroscopique :

Σ̃+ = h
(
1 − ϕβ

)
(9.60)

Remarquons que nous avons pu construire la solution en contrainte en ne considérant

que les équations statiques et le critère sans aucune référence à la cinématique. Les

résultats sont donc valables quelle que soit la règle d’écoulement (plasticité associée

ou non). Nous avions déjà noté au chapitre 6 que l’estimation des états limites d’un

milieu poreux de Drucker-Prager ne dépendait pas de la règle d’écoulement.

Étant donné que l’objectif du problème est de décrire l’évolution du domaine actuel

d’élasticité au cours du processus de chargement au moins au voisinage de l’état (p,Σ)

actuel, il faut procéder à une décharge élastique à partir de cet état actuel et rechercher

les points de nouvelle plastification dans son voisinage. Dans la suite de ce problème,

la notation δX est utilisée pour désigner la variation de la grandeur physique X entre

sa valeur atteinte dans le processus de charge plastique et la valeur obtenue après une

décharge élastique conduisant à la détermination du domaine d’élasticité actuel. Ainsi la

variation du champ de contrainte δσ est donnée par :

∀a ≤ r ≤ b







δσrr = δA− 2
δB

r3

δσθθ = δA+
δB

r3

avec

δA = −δp+
δ (Σ + p)

1 − ϕ

δB =
a3

2

δ (Σ + p)

1 − ϕ

(9.61)
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Le domaine d’élasticité au voisinage de l’état actuel (p,Σ) est décrit à l’aide de trajets

élastiques (δp, δΣ) tels que :

sup
a≤r≤c

f s (σ + δσ) = 0 (9.62)

Exploitant la forme (9.50) de σ et la solution (9.61), (9.62) devient :

sup
a≤r≤c

{√
6
δB

r3
+ t δA

}

= sup
a≤r≤c

{(√

3

2

(a

r

)3

+ t

)

δ (Σ + p)

1 − ϕ
− t δp

}

= 0 (9.63)

Deux cas de chargement peuvent alors être envisagés :

• δ (Σ + p) > 0

On déduit de (9.63) que la nouvelle plastification apparâıt en r = a et :

δΣ = (β (1 − ϕ) − 1) δp (⇒ δp > 0) (9.64)

• δ (Σ + p) < 0

D’après (9.63), on conclut que la nouvelle plastification apparâıt en r = c et :

δΣ =

(

β (1 − ϕ)

β
(
1 − (a/c)3)+ (a/c)3 − 1

)

δp (⇒ δp < 0) (9.65)

Dans les deux directions, la variation de Σ est linéaire par rapport à celle de p mais,

pour c 6= a, les pentes (9.64) et (9.65) sont différentes selon la variation (croissante ou

décroissante) de p. Si δp > 0, la pente (9.64) ne dépend pas de la valeur de c et correspond

à la pente du critère de première plastification définissant le domaine initial d’élasticité

d’équation Σ̃ = Σ̃e (9.53). Si au contraire δp < 0, la pente (9.65) est affectée par l’extension

de la zone déjà plastifiée. La frontière du domaine d’élasticité actuel est donc localement

bilinéaire et présente un point anguleux au niveau de l’état actuel du chargement (p,Σ)

(cf Fig. 9.2). Par conséquent Σ̃ (9.49) ne peut être une contrainte effective puisque si tel

était le cas, la frontière du domaine serait linéaire. Si c = a, les pentes (9.64) et (9.65)

cöıncident puisque le critère est celui de la première plastification.
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Fig. 9.2 – Évolution du domaine d’élasticité actuel - ϕ = 20%, t = 0.5
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L’objectif poursuivi dans cette partie est de construire le comportement macroscopique

d’un milieu fissuré. De nombreux résultats concernant l’homogénéisation des milieux fis-

surés se sont fondés sur la théorie de la Mécanique de la Rupture (citons entre autres

[20], [1], [59], [63], [64], [83]). Une alternative à cette théorie consiste à modéliser les fis-

sures comme des objets tridimensionnels représentés par des ellipsoides aplatis auxquels

il est possible d’appliquer les schémas de l’homogénéisation des milieux aléatoires ([79],

[32]). Dans le cadre d’un comportement réversible, quelques études ont montré que cette

approche permettait de retrouver les résultats issus de la Mécanique de la Rupture ([32],

[81], [31], [84]) mais qu’elle pouvait en outre rendre compte de situations plus complexes

incluant des interactions entre fissures ainsi que des hétérogénéités dans la matrice. Ce

chapitre rappelle le lien existant entre le modèle 2-D et le modèle 3-D de fissure puis

différents comportements réversibles obtenus à partir des résultats du chapitre 2 basés

sur le problème d’Eshelby.

10.1 Lien entre le modèle 2-D et le modèle 3-D de

fissure

10.1.1 Cohérence géométrique

Le point de vue bidimensionnel consiste à modéliser une fissure au sein d’une matrice

Ωs comme deux surfaces semblables séparées par une distance infinitésimale par rapport

à l’extension de la fissure de sorte qu’il soit possible de considérer que ces surfaces sont

superposées et correspondent à une interface F à une échelle (macroscopique) où la fissure

représente une hétérogénéité. On se limite ici aux fissures planes et on désigne par n

la normale au plan de la fissure. On désigne par F+ la face supérieure et par F− la

face inférieure telles que n est dirigé de F− vers F+. Pour pouvoir faire le lien avec

le modèle tridimensionnel, il faut en outre modéliser F comme un disque de rayon R

(ou éventuellement comme une bande de largeur 2R si on se place dans le cadre des

déformations planes).

Le modèle tridimensionnel consiste à considérer la fissure comme un ellipsoide aplati I
(cf. Fig. 10.1) de rayon R et de rapport d’aspect infinitésimal ω � 1 (ou un cylindre à

base elliptique de grand axe de longueur 2R et de rapport d’aspect infinitésimal dans le

cadre des déformations planes). Maintenant que le lien géométrique est effectué, il faut

assurer la cohérence entre les cinématiques propres à ces deux modèles du point de vue

de leur impact macroscopique.
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n

2R
≡

n

2R
2Rω (ω � 1)

matrice

fissures v.e.r. Ω

Fig. 10.1 – Modélisation géométrique des fissures

10.1.2 Cohérence cinématique

Au cours de l’évolution du domaine, les points en vis-à-vis des faces de la fissure peuvent

avoir des cinématiques différentes engendrant une discontinuité de déplacement [[ξ ]] = ξ+ − ξ−

où ξ+ (resp. ξ−) désigne le champ de déplacement sur la face supérieure (resp. inférieure).

Les variables cinématiques pertinentes à l’échelle macroscopique sont la moyenne de la

discontinuité normale de déplacement β et la moyenne de la discontinuité tangentielle de

déplacement γ :

1

SF

∫

F

[[ξ ]] dS = β n + γ avec γ · n = 0 et SF = π R2 (10.1)

Dans un raisonnement de changement d’échelle, il est utile de rappeler que la déformation

macroscopique est obtenue par moyenne du champ microscopique (1.28). Il s’agit donc de

calculer l’intégrale de ε sur le v.e.r. à laquelle la contribution de la fissure vue comme

une interface où existe une discontinuité de déplacement est, d’après (1.23) :

∫

F

[[ξ ]]
s
⊗ ndS = SF

(

β n ⊗ n + γ
s
⊗ n

)

(10.2)

Considérons maintenant la fissure en tant qu’objet tridimensionnel. Dans le contexte de

la présente étude où les différents composants du v.e.r. sont dotés d’un comportement

élasto-plastique, le champ de déplacement est continu. La contribution de la fissure à

l’intégrale de ε est alors simplement :

∫

I

ε dΩ = VI < ε >I avec VI =
4

3
π R3 ω (10.3)

La cohérence cinématique entre les deux modèles se traduit alors par l’égalité entre les

deux expressions (10.2) et (10.3) :

β n ⊗ n + γ
s
⊗ n =

VI
SF

< ε >I=
4R

3
ω < ε >I (10.4)
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Comme β et γ sont des grandeurs finies, il découle de (10.4) que < ε >I= O (1/ω) et on

note :

η = ω < ε >I=
3

4R

(

β n ⊗ n + γ
s
⊗ n

)

(10.5)

La décomposition de (10.4) sur les parties sphérique et déviatorique donne, compte tenu

de (10.5) :

β =
4R

3
ω < εv >I=

4R

3
ηv (10.6)

β

(

n ⊗ n − 1

3
1

)

+ γ
s
⊗ n =

4R

3
ω < εd >I=

4R

3
ηd (10.7)

Il reste encore à vérifier la cohérence entre le comportement de la fissure bidimensionnelle

et celui de l’ellipsoide. Cette cohérence sera assurée dans la suite par un choix judicieux

du comportement du matériau fictif occupant l’ellipsoide c’est-à-dire un choix adapté au

type de fissure bidimensionnelle que l’on cherche à modéliser.

L’intérêt de l’approche tridimensionnelle de la fissure est qu’elle permet de traiter un

problème sur un milieu fissuré à l’aide des outils d’homogénéisation basés sur le problème

d’Eshelby (cf. 2). Elle présente également l’avantage par rapport à la Mécanique de la

Rupture de pouvoir s’affranchir de l’hypothèse de dilution ainsi que de l’homogénéité de

la matrice.

Le problème d’homogénéisation se pose sur un v.e.r. Ω que l’on suppose dans un premier

temps composé d’une phase matricielle Ωs dans laquelle sont plongées plusieurs fissures de

même orientation n, même rayon R, même rapport d’aspect ω et même comportement.

Soit N le nombre de fissures par unité de volume, on appelle ε le paramètre de densité

de fissure introduit dans [20] :

ε = N R3 (10.8)

La famille de fissures occupe le domaine noté Ωf dont la fraction volumique vaut :

ϕf =
|Ωf |
|Ω| =

4

3
π ε ω (10.9)

On note que, comme ω est fondé à tendre vers 0, la fraction volumique ϕf est infinitésimale.

Il faut toutefois noter que cela n’est pas une condition suffisante pour négliger les inter-

actions entre les hétérogénéités (ici les fissures) car ϕf , qui tend vers 0, n’est pas le bon

paramètre pour mesurer celles-ci. En raison de la forme en ellipsoide aplati des fissures,

le bon paramètre pour déterminer l’impact des interactions est ε (10.8). En particulier,

ce n’est que si ε est infinitésimal que le schéma dilué est pertinent.

Dans la suite, nous allons utiliser les résultats du problème d’Eshelby (cf. annexe 3.1) pour

estimer la localisation de la déformation dans les fissures intervenant dans (10.4). Toutes

les fissures, ayant la même forme et la même orientation, présenteront donc le même état
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de déformation, ce qui sous-entend que la moyenne de ε calculée sur une fissure dans

(10.4) est égale à la moyenne sur le domaine Ωf .

On peut également étendre le raisonnement à plusieurs familles de fissures indexées par

j ∈ {1, . . . , N}. Une famille regroupe toutes les fissures ayant même orientation nj, même

rayon Rj, même rapport d’aspect ωj et même comportement. Si Nj désigne le nombre de

fissures par unité de volume de la j ème famille, le paramètre de densité de fissure εj de

cette famille s’écrit :

εj = Nj R
3
j (10.10)

La j ème famille occupe le domaine noté Ωj dont la fraction volumique vaut :

ϕj =
|Ωj|
|Ω| =

4

3
π εj ωj (10.11)

10.2 Comportement réversible des fissures

Cette section traite de différents types de fissures ne mettant pas en jeu de phénomènes

dissipatifs (fissures ouvertes, fissures fermées adhérentes et fissures fermées lisses). Elle

rappelle les résultats obtenus dans [31] et [33]. La phase solide est élastique linéaire

de tenseur d’élasticité � s. Pour chaque type de fissure, on construit un matériau fictif

élastique linéaire de tenseur d’élasticité � j occupant l’espace tridimensionnel de la fissure.

Le comportement macroscopique du milieu fissuré est élastique linéaire et s’obtient par

la méthode basée sur les résultats du problème d’Eshelby (cf. annexe 3.1) et exposée à la

section 2.1.4. En tenant compte de la relation de cohérence (2.11), le tenseur d’élasticité

macroscopique (2.17) peut s’écrire ici :

� hom = � s +

N∑

j=1

ϕj
( � j − � s

)
: � j avec � j =< � >Ωj (10.12)

= � s +
4

3
π

N∑

j=1

εj
( � j − � s

)
:
(
ωj � j

)
(10.13)

= � s :

(

� − 4

3
π

N∑

j=1

εj
(

� − � s−1 : � j
)

:
(
ωj � j

)

)

(10.14)

où les � j peuvent être estimés par le problème auxiliaire d’Eshelby. Il est impératif à

ce stade de noter que � j dépend de ωj. Or d’après la relation (10.5), on s’attend à des

déformations singulières dans les fissures donc à d’éventuelles grandes variations de ωj

rendant alors le problème de localisation non linéaire. Il est bien mis en évidence dans

[33] que ces non linéarités géométriques imposent d’écrire la localisation en vitesse ; ωj

étant alors fixé à sa valeur instantanée, la localisation en vitesse est de nature linéaire et

s’écrit formellement à l’aide du même tenseur � j. On note sur (10.13) que c’est en réalité
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la limite de ωj � j lorsque ωj tend vers 0 qu’il va falloir estimer. D’après (10.5) transposé

en vitesse, la cohérence entre les modélisations impose à cette limite d’être finie. En

remplaçant ωj � j par celle-ci, il apparâıt que le tenseur d’élasticité tangent identique à

(10.14) ne dépend plus des non linéarités géométriques. Si, au cours du processus de

chargement, les fissures ne changent pas de statut i.e. gardent un tenseur � j constant, en

intégrant la loi de comportement en vitesse, il découle que le comportement macroscopique

est élastique linéaire de tenseur d’élasticité
�

hom indépendant du chargement. Dans le cas

contraire où les fissures changent de statut, il faut prendre en compte les modifications

du tenseur tangent au cours du temps. Par exemple, le cas de la fermeture de fissures

initialement ouvertes est traité dans [33] ; on montre que l’état des fissures (ouvert ou

fermé) est gouverné par la contrainte macroscopique Σ, ce qui engendre une dépendance

du tenseur tangent en Σ et rend le comportement macroscopique non linéaire. Pour la

suite, on fait l’hypothèse que les fissures gardent leur statut au cours du processus de

chargement. Dans ce cas, il est manifeste que le raisonnement basé sur une localisation

en déformation, aussi contestable soit-il, conduit au bon résultat. Comme on le prévoyait

en introduisant η (10.5), c’est la localisation de ce dernier tenseur qui joue un rôle dans

le comportement macroscopique.

En choisissant � j ≤ � s (au sens des formes quadratiques) puisque les fissures affaiblissent

le matériau sain, l’expression (10.13) met en évidence les termes directement responsables

de la mesure de l’endommagement de la phase solide.

Dans le cas général d’un schéma d’estimation basé sur le problème d’Eshelby de milieu

de référence � o et en tenant compte de l’interaction (2.35), le tenseur � j est estimé par :

� j =
(

� + � j
o :
( � j − � o

))−1
:

(

ϕs ( � + � s
o : ( � s − � o))−1 +

N∑

k=1

ϕk
(

� + � k
o :
( � k − � o

))−1

)−1

(10.15)

où � j
o dépend de l’orientation et du rapport d’aspect ωj de la j ème famille de fissures ainsi

que de � o tandis que � s
o, dépendant aussi de � o, fait référence à la distribution spatiale de

la phase solide.

Le volume occupé par les fissures est infinitésimal donc ϕs ≈ 1 et, en multipliant (10.15)

par ωj, on obtient, en tenant compte de (10.11) :

ωj � j = ωj

(
� + � j

o :
( � j − � o

))−1
:

(

( � + � s
o : ( � s − � o))−1 +

4

3
π

N∑

k=1

εk ωk

(
� + � k

o :
( � k − � o

))−1

)−1

(10.16)

Il découle de (10.16) que le point crucial de la localisation consiste en la détermination

de la limite :
� j

o(
� j,nj) = lim

ωj→0
ωj

(
� + � j

o (ωj,nj) :
( � j − � o

))−1
(10.17)
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où on a rappelé que � j
o dépendait de ωj et nj.

On obtient donc la relation linéaire reliant η à la déformation macroscopique E :

∀x ∈ Ωj η = � j
o : E

avec � j
o =

� j
o(

� j,nj) :

(

( � + � s
o : ( � s − � o))−1 +

4

3
π

N∑

k=1

εk
� k

o(
� k,nj)

)−1 (10.18)

Avec cette notation, l’expression de
�

hom (10.14) devient :

� hom = � s :

(

� − 4

3
π

N∑

j=1

εj
(

� − � s−1 : � j
)

: � j
o

)

(10.19)

Examinons maintenant les différents modèles de fissure � j et leur impact sur
�

hom (10.19)

via l’estimation de la localisation (10.16). Comme nous considérerons les effets des différentes

familles de manière indépendante, nous omettrons la référence à j.

10.2.1 Cas des fissures ouvertes

Dans une modélisation bidimensionnelle, une fissure ouverte se caractérise par l’existence

d’un écart entre les deux faces de la fissure. Dans le cas sec, une telle fissure représente

donc un espace vide, ce qui entrâıne la nullité du vecteur-contrainte sur l’interface :

σ · n = 0 (10.20)

Cette condition à l’interface suggère naturellement de choisir le vide comme “matériau”

fictif occupant l’espace du modèle tridimensionnel de fissure, c’est-à-dire un matériau

élastique linéaire de tenseur d’élasticité � f =
�
. Signalons que le modèle tridimensionnel

est capable de rendre compte d’un espace géométrique entre les faces de la fissure en

considérant un rapport d’aspect ω non nul. Toutefois le modèle de fissure impose que ω

demeure infinitésimal, ce qui implique que la limite (10.17) a bien un sens. Celle-ci est

désignée par le tenseur noté simplement
�

o =
�

o(
� f =

�
) introduit dans [79] :

�
o(n) = lim

ω→0
ω ( � − � o (ω,n) : � o)−1 = lim

ω→0
ω ( � − � o (ω,n))−1 avec � o = � o : � o

(10.21)

Le tenseur
�

o dépend du milieu de référence ( � o) et de l’orientation n de la fissure mais

ne dépend évidemment plus de ω. Dans le cas où le milieu de référence est isotrope, en

orientant la normale à la fissure dans la direction e3, les composantes du tenseur � o sont

données, au voisinage de ω = 0, par les expressions (3.45) à (3.50) et le tenseur
�

o par

(12.4).

On examine maintenant deux exemples de v.e.r. présentant des fissures ouvertes. On

envisage notamment deux types de microstructures entrâınant l’utilisation de schémas



10.2 Comportement réversible des fissures 207

d’homogénéisation différents. Rappelant que l’indice “o” apparaissant dans plusieurs ten-

seurs ci-avant est relatif au milieu de référence du schéma choisi, cet indice sera modifié

en fonction du schéma.

Application à une seule famille de fissures alignées

Prenons une seule famille de fissures alignées de normale n et supposons que la phase

solide joue le rôle d’une matrice dans laquelle sont incluses les fissures de sorte que l’on

puisse justifier l’utilisation du schéma de Mori-Tanaka i.e. � o = � s (les indices “o” sont

alors remplacés par “s”). Dans ce cas, la limite de l’équation (10.16) devient :

lim
ω→0

ω � f =
�

s(n) :

(

� +
4

3
π ε

�
s(n)

)−1

=
� ε

s(n) (10.22)

où
� ε

s(n) peut encore s’écrire (en simplifiant (10.15) dans le cas N = 1 et � f =
�
) :

� ε
s(n) = lim

ω→0
ω

(

� − (1 − 4

3
πε ω) � s (ω,n)

)−1

(10.23)

Le tenseur d’élasticité homogénéisé (10.19) s’écrit alors :

� hom = � s :

(

� − 4

3
π ε

� ε
s(n)

)

= � s :

(

� +
4

3
π ε

�
s(n)

)−1

(10.24)

En vertu du résultat démontré à la section 3.3, la symétrie de
�

hom est assurée. Toute-

fois, en utilisant le schéma de Mori-Tanaka, on effectue une hypothèse implicite sur la

distribution spatiale des phases (solide et fissures) couplée avec la forme des inclusions ;

ici la distribution est ellipsoidale avec un rapport d’aspect tendant vers 0. Dans [88], une

nouvelle méthode d’estimation (fondée sur la recherche de bornes) est proposée. Celle-ci

permet de découpler la distribution spatiale des phases et la forme des inclusions.

Application à une distribution isotrope de fissures

Examinons maintenant le cas d’une répartition isotrope de fissures : on suppose que la

distribution des orientations des fissures est isotrope et que les rayons sont tous identiques

R. On passe ainsi de N familles dans (10.19) et (10.16) à une distribution continue. On

appelle ici N le nombre total de fissures par unité de volume et ε = NR3 le paramètre

de densité de fissure. La distribution étant isotrope, l’angle solide sin θ dθ dφ comporte un

nombre de fissure par unité de volume valant

dN =
N
4 π

sin θ dθ dφ (10.25)
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Le passage à cette distribution continue fait intervenir dans (10.16) le groupement :

4

3
π

N∑

j=1

εj ωj

(
� − � j

o

)−1 ≡ ε

3

∫ 2 π

φ=0

∫ π

θ=0

ω ( � − � o)
−1 sin θ dθ dφ

→
ω→0

ε

3

∫ 2 π

φ=0

∫ π

θ=0

�
o sin θ dθ dφ =

4

3
π ε � o (10.26)

où � o est défini comme la moyenne de
�

o lorsque n parcourt la sphère unité. Ce tenseur

est exprimé en (12.5) dans l’hypothèse où � o est isotrope.

Si les fissures peuvent être considérées comme une phase inclusionnaire dans la phase

solide matricielle, on utilise le schéma de Mori-Tanaka ( � o = � s). À l’aide de (10.19),

(10.15) et du passage au continu (10.26) avec l’indice “o” devenu “s”, on obtient un

tenseur d’élasticité macroscopique :

� hom = � s :

(

� +
4

3
π ε � s

)−1

(10.27)

On s’intéresse ensuite à un v.e.r. composé d’une phase solide et de fissures avec une

distribution des phases totalement désordonnée de sorte que la phase solide ne puisse plus

être considérée comme une phase matricielle. On suppose en outre que le désordre est tel

que le comportement macroscopique puisse être considéré comme isotrope :

� ac = 3 kac � + 2µac � =
Eac

1 − 2 νac
� +

Eac

1 + νac
� (10.28)

L’objectif est de trouver le seuil de percolation d’un tel v.e.r. en appliquant le schéma

auto-cohérent i.e. � o =
�

hom =
�

ac donc les indices “o” sont remplacés par “ac”.

La distribution de la phase solide étant isotrope, on remplace � s
o dans l’expression (10.16)

par le tenseur � ac relatif à une sphère plongée dans le milieu homogénéisé. De plus, comme
�

ac est isotrope, l’expression de � ac découle de (3.28). Puis, en tenant compte de (10.26),

on exploite (10.19) et (10.16) pour finalement obtenir :

� ac :

(

� +
4

3
π ε � ac : ( � + � ac : ( � s − � ac))

)

− � s =
�

(10.29)

Le tenseur d’élasticité macroscopique
�

ac est solution de l’équation non-linéaire (10.29),

la non-linéarité provenant de la dépendance de � ac et � ac en
�

ac. En prenant les parties

sphérique et déviatorique de (10.29), on obtient deux équations dont les inconnues sont

{kac, µac} ou {Eac, νac} (10.28). Ces équations admettent une solution telle que Eac > 0

tant que ε reste inférieur à ε∗ (seuil de percolation pour lequel Eac = 0). Ce seuil ε∗ et la

valeur de νac correspondante sont solutions des équations :






5 νac3 − 84 νac2 + 117 νac − 10 = 0

ε∗ =
27

16

1 − 2 νac

(1 + νac)2

(10.30)
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La résolution de (10.30) donne ε∗ ≈ 1.158 et νac ≈ 0.091. Il est à noter que le seuil de

percolation mécanique que l’on vient de mettre en évidence est supérieur au seuil de per-

colation de la perméabilité du même v.e.r. (la phase solide étant supposée imperméable)

qui vaut ε∗perm = 9/16 [36]. Ceci signifie que pour cette valeur de ε, les fissures forment un

espace connecté qui permet un écoulement de fluide tout en laissant une certaine raideur

au v.e.r..

10.2.2 Cas des fissures fermées lisses

Ces fissures se caractérisent par un vecteur-contrainte purement normal, autrement dit

des contraintes de cisaillement nulles, et une discontinuité normale de déplacement nulle :

σ · n = σnn n , σnn ≤ 0 ; β = 0 (10.31)

Si σnn vient à s’annuler, la fissure s’ouvre et on est ramené au cas précédent. On suppose

donc ici que la fissure reste fermée i.e. que la contrainte normale au niveau de cette fissure

est maintenue dans un état de compression.

Une modélisation tridimensionnelle consiste donc à introduire un matériau offrant une cer-

taine raideur en compression isotrope (kf > 0) et un module de cisaillement nul (µf = 0)

soit un tenseur d’élasticité � f = 3kf � .

Supposons que le milieu de référence soit isotrope i.e. � o = 3ko � + 2µo � . La limite (10.17)

s’écrit ici
� ′

o =
�

o(
� f = 3kf � ) :

� ′
o(n) = lim

ω→0
ω

{

� − � o (ω,n) :

[(

1 − kf

ko

)

� + �
]}−1

(10.32)

À l’aide des composantes (3.45) à (3.50) de � o, on montre que le tenseur
� ′

o ne dépend

pas de kf tant que ce module reste non nul. Il s’écrit donc :

� ′
o(n) = lim

ω→0
ω ( � − � o (ω,n) : � )−1 (10.33)

� ′
o est écrit sous forme matricielle en (12.7). On note que :

� :
� ′

o =
� ′

o : � =
�

et � :
� ′

o =
� ′

o : � =
� ′

o (10.34)

Comme le tenseur
� ′

o est responsable de la localisation de η (10.18), le résultat (10.34)

est bien cohérent avec la nullité du déplacement normal (10.31) en raison de la relation

(10.6).

Revisitons maintenant les exemples étudiés dans le cas des fissures ouvertes.
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Application à une seule famille de fissures alignées

En suivant scrupuleusement la même démarche que dans le cas ouvert, on a :

lim
ω→0

ω � f =
� ′

s(n) :

(

� +
4

3
π ε

� ′
s(n)

)−1

=
� ε

s
′(n) (10.35)

où
� ε

s
′(n) peut encore s’écrire :

� ε
s
′(n) = lim

ω→0
ω

(

� − (1 − 4

3
πε ω) � s (ω,n) : �

)−1

(10.36)

Le tenseur d’élasticité homogénéisé (10.19) s’écrit alors :

� hom = � s :

(

� − 4

3
π ε

� ε
s
′(n)

)

= � s :

(

� +
4

3
π ε

� ′
s(n)

)−1

(10.37)

Application à une distribution isotrope de fissures

Pour cet exemple aussi, on adapte facilement les résultats concernant les fissures ouvertes.

Le groupement (10.26) se transpose ici en :

4

3
π

N∑

j=1

εj ωj

(
� − � j

o : �
)−1 ≡ ε

3

∫ 2 π

φ=0

∫ π

θ=0

ω ( � − � o : � )−1 sin θ dθ dφ

→
ω→0

ε

3

∫ 2 π

φ=0

∫ π

θ=0

� ′
o sin θ dθ dφ =

4

3
π ε � ′

o (10.38)

où � ′
o est défini comme la moyenne de

� ′
o lorsque n parcourt la sphère unité. Ce tenseur

est exprimé en (12.8) dans l’hypothèse où � o est isotrope.

Dans le cas de l’application du schéma de Mori-Tanaka, l’homologue de (10.27) est ici :

� hom = � s :

(

� +
4

3
π ε � ′

s

)−1

(10.39)

Dans le cas de l’application du schéma auto-cohérent, l’équation dont
�

ac est solution est

l’homologue de (10.29) :

� ac :

(

� +
4

3
π ε � ′

ac : ( � + � ac : ( � s − � ac))

)

− � s =
�

(10.40)

On note que, comme � ′
ac (12.8) ne présente pas de composante sur � , il découle de (10.40)

que kac = ks. Ceci n’est pas étonnant, étant donné que les fissures lisses transmettent

intégralement les contraintes normales (de compression). En revanche le module de ci-

saillement µac est affecté par la présence de fissures. Il est obtenu en résolvant l’équation

scalaire créée par la projection de (10.40) sur � . Cette équation présente une solution stric-

tement positive pour µac tant que ε ne dépasse pas le seuil de percolation ε∗ = 225/64. À

la percolation, µac s’annule mais pas kac qui vaut ks donc Eac est nul et νac = 1/2.
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10.2.3 Cas des fissures fermées adhérentes

Les fissures fermées adhérentes n’admettent pas de discontinuité de déplacement. La

modélisation tridimensionnelle correspond à un matériau offrant une raideur en com-

pression mais également en cisaillement, autrement dit un tenseur � f défini positif. Pour

cette famille de fissures, la limite (10.17) est nulle :

lim
ω→0

ω

{

� − � o :

[(

1 − kf

ko

)

� +

(

1 − µf

µo

)

�
]}−1

=
�

si kf , µf 6= 0 (10.41)

D’après la règle de localisation (10.18) et les relations (10.6) et (10.7), ce résultat est bien

cohérent avec un modèle de fissure adhérente. On en déduit immédiatement que de telles

fissures n’endommagent pas le matériau puisqu’elles transmettent tous les efforts. Si le

matériau ne présente que des fissures de ce type, d’après (10.19), on a ici
�

hom = � s.
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On aborde dans le présent chapitre les effets irréversibles susceptibles d’être induits par les

fissures. Ces effets peuvent s’avérer primordiaux dans le calcul de structures géologiques

comme en témoignent par exemple les travaux sur le plissement de roches fracturées dans

[48] et [49]. Ceux-ci s’appuient sur un comportement élasto-plastique rendant compte de

la présence de fissures plastiques sans interactions.

On suppose ici que les fissures sont fermées et ont un comportement plastique i.e. les

faces peuvent être à l’origine d’une dissipation d’énergie tandis que le comportement de la

phase solide reste élastique. On envisage trois types de comportement plastique : d’abord

des fissures purement cohérentes avec une règle d’écoulement associée, puis des fissures

frottantes non dilatantes (non associées) et enfin des fissures frottantes avec une règle

d’écoulement associée. D’une part, en restreignant notre approche à l’hypothèse de dilu-

tion des fissures, on retrouve dans le cas des fissures frottantes non dilatantes des résultats

obtenus dans le cadre de la Mécanique de la Rupture dans [1] et plus récemment dans

[81]. D’autre part, notre approche permet, dans le dernier type de fissure mentionné, de

mettre en évidence un effet de dilatance.

On fait l’hypothèse dans la suite que le chargement est tel que les fissures restent fermées

(i.e. Tn ≤ 0). Dans le cas contraire, il faut séparer les fissures en une population de fis-

sures fermées et une population de fissures ouvertes (ayant atteint le critère d’ouverture

Tn = 0) comme cela est fait dans [33] pour mettre en évidence un comportement non-

linéaire réversible.

On envisage également dans ce chapitre de modéliser la propagation de fissures plastiques.

Le modèle de propagation s’appuie, comme dans [84], [39] et [37], sur un raisonnement

thermodynamique macroscopique exploitant l’expression de l’énergie libre du v.e.r. cal-

culée par changement d’échelle.

Lorsqu’il s’agit de recourir à un schéma d’homogénéisation linéaire, on fait l’hypothèse

dans tout le chapitre que la microstructure du v.e.r. incite à utiliser le schéma de Mori-

Tanaka. Cette hypothèse conduit à une simplification notable des relations (10.18) mais

il est bien évident qu’en revenant à ces relations générales, les résultats du présent cha-

pitre peuvent être transposés à un autre schéma. De plus, on se place dans le cas où � s

est isotrope. Ceci signifie que l’on pourra se reporter à la section 12.2 pour obtenir les

expressions des tenseurs
�

s,
� ε

s etc..

11.1 Comportement plastique des fissures



216 Comportement irréversible des fissures

11.1.1 Critère de plasticité d’une fissure et règle d’écoulement

Dans le régime élastique, on peut montrer par la théorie de la Mécanique de la Rupture

que l’état de contrainte est uniforme sur les faces de la fissure (voir par exemple [81]). Ce

résultat est bien compatible avec l’approche tridimensionnelle pour laquelle les estimations

des états de déformation et de contrainte sont uniformes dans la fissure en vertu de la

technique d’estimation basée sur les résultats d’Eshelby. On effectue l’hypothèse (vérifiée

a posteriori) qu’il en est de même dans le régime plastique atteint lorsque le critère de

plasticité est saturé. Dans la modélisation bidimensionnelle, le critère est argumenté par

le vecteur-contrainte au niveau de la fissure, n désignant toujours la normale à la fissure :

f2d (T ) ≤ 0 avec T = σ · n = Tn n + T t (11.1)

Comme dans le cas de l’élasticité à la section 10.2, l’idée de la modélisation tridimension-

nelle passe ici par la construction d’un milieu fictif plastique (sur lequel on définit un état

de contrainte) de critère de plasticité anisotrope écrit à partir du critère bidimensionnel :

f3d (σ) = f2d (σ · n) (11.2)

Par construction, l’activation du critère 2d et celle du critère 3d sont simultanées.

Supposons maintenant que la règle d’écoulement du modèle 2d s’écrive à l’aide du poten-

tiel g2d(T ) et montrons que le potentiel du modèle 3d est :

g3d (σ) = g2d (σ · n) (11.3)

La règle d’écoulement bidimensionnelle est donnée par :

β̇ n + γ̇ = λ̇
∂g2d

∂T
, λ̇ ≥ 0 (11.4)

Puis en différentiant (11.3), on obtient :

dg3d (σ) =
∂g2d

∂T
· d (σ · n) =

(
∂g2d

∂T
⊗ n

)

: dσ =

(
∂g2d

∂T

s
⊗ n

)

: dσ (11.5)

soit donc :
∂g3d

∂σ
=
∂g2d

∂T

s
⊗ n (11.6)

On introduit alors (10.5) et (11.4) dans (11.6) multipliée par λ̇ :

η̇ = µ̇
∂g3d

∂σ
avec µ̇ =

3

4R
λ̇ ≥ 0 (11.7)

La relation (11.7) montre que g3d est bien le potentiel plastique du modèle 3d. Ceci montre

en particulier que si la plasticité est associée dans le modèle 2d, elle l’est également dans

le modèle 3d.
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11.1.2 Règle de localisation et comportement macroscopique

On suppose à partir de maintenant que le v.e.r. n’est composé que d’une seule famille

de fissures : elles sont toutes alignées, ont le même rayon et les mêmes caractéristiques

mécaniques. On choisit de définir le vecteur e3 comme la normale aux fissures. Le point

de vue adopté est celui d’une modélisation tridimensionnelle des fissures. Au cours de

la phase élastique, on montre par les schémas classiques d’homogénéisation basés sur le

problème d’Eshelby que l’on peut estimer l’état de déformation et de contrainte dans les

fissures par des tenseurs uniformes qui sont d’ailleurs les mêmes dans toutes les fissures

puisque ce sont des inclusions identiques. Une fois le critère de plasticité atteint simul-

tanément sur toute la famille des fissures, on suppose que cet état demeure uniforme.

À partir de la connaissance de l’état de contrainte σf des fissures, on souhaite déterminer

l’état de déformation ou plutôt le tenseur η (10.5) qui s’établit dans celles-ci. Le raison-

nement qui va suivre n’est pas spécifique à un comportement particulier des fissures (en

l’occurence plastique) mais il revêt une importance particulière ici du fait que la forme

de σf va pouvoir être précisée en fonction du critère choisi.

Comme l’état de contrainte σf des fissures est considéré comme donné, celles-ci se com-

portent comme si elles étaient dotées d’une élasticité nulle ( � f =
�
) et d’une précontrainte

σf . Ainsi le problème à résoudre est celui que l’on a posé dans la section 2.2.2 consacrée

au théorème de Levin avec la loi de comportement :

σ(x) = � (x) : ε(x) + σp(x) avec







� (x) = � s ; σp(x) = 0 (x ∈ Ωs)

� (x) =
�

; σp(x) = σf (x ∈ Ωf )

(11.8)

Les deux paramètres de chargement du v.e.r. sont la déformation macroscopique E au

contour et l’état de contrainte des fissures σf . Décomposons linéairement le problème en

deux sous-problèmes (cf. Fig. 11.1) :

• le problème PI est tel que le v.e.r. est soumis à E − � s−1 : σf au contour et à la

contrainte nulle dans les fissures,

• le problème PII est tel que le v.e.r. est soumis à � s−1 : σf au contour et à σf dans

les fissures.

Le problème PI correspond manifestement au cas d’un v.e.r. à fissures ouvertes étudié

au chapitre précédent. On montre en particulier que ηI s’écrit :

ηI =
� ε

s :
(
E − � s−1 : σf

)
(11.9)

avec
� ε

s écrit en (10.22) ou (10.23). On dispose également de la moyenne de σI déterminé

à l’aide du tenseur d’élasticité homogénéisé du problème d’un v.e.r. à fissures ouvertes
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Ωs

Ωf

E

σf
≡

P

E − � s−1 : σf

0
+

PI

� s−1 : σf

σf

PII

Fig. 11.1 – Première décomposition du problème posé sur un v.e.r. fissuré

déduit de (10.19) :

< σI >= � s :

(

� − 4

3
π ε

� ε
s

)

:
(
E − � s−1 : σf

)
(11.10)

La solution du problème PII est uniforme :

σII = σf ; εII = � s−1 : σf (11.11)

Comme εII est uniforme et non singulier notamment au voisinage des fissures, il découle

que ηII = 0.

Par superposition, on montre donc que la relation entre η d’une part et E et σf d’autre

part est intégralement contenue dans la solution de P I :

η =
� ε

s :
(
E − � s−1 : σf

)
=

� ε
s : � s−1 :

( � s : E − σf
)

=
� ε

s :
(
E − � s : σf

)
(11.12)

La dernière égalité provient d’une propriété prouvée à l’annexe 12.3. On y montre no-

tamment que le tenseur � s est considéré au sens de sa limite lorsque ω tend vers 0. Il se

déduit de (12.10) lorsque � s est isotrope.

En invoquant à nouveau la superposition Σ =< σI > + < σII > et en utilisant (11.12),

on montre que la loi de comportement macroscopique s’écrit :

Σ = � s :

(

E − 4

3
π εη

)

ou E = � s−1 : Σ +
4

3
π εη (11.13)

Dans le régime purement élastique, les fissures se comportent comme des fissures par-

faitement adhérentes, le tenseur d’élasticité macroscopique est donc � s. Ainsi le terme

dépendant de η dans (11.13) correspond à la déformation plastique macroscopique :

Epl =
4

3
π εη (11.14)

Alternativement, on peut écrire η en fonction de Σ et σf . En exploitant (11.12), (11.13)

et la relation (10.22) entre
� ε

s et
�

s, on obtient :

η =
�

s : � s−1 :
(
Σ − σf

)
(11.15)

On note que la localisation en contrainte (11.15) ne dépend pas de la densité de fissure.
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11.1.3 Calcul de l’énergie libre macroscopique

La phase solide est purement élastique et les fissures sont fermées donc elles ne présentent

pas de discontinuités de déplacement d’origine élastique. L’énergie libre macroscopique

s’écrit par conséquent :

Ψ =
1

|Ω|

∫

Ωs

1

2
ε : � s : ε dΩ (11.16)

Pour déterminer Ψ, l’idée est de procéder à une nouvelle décomposition linéaire du

problème P posé sur le v.e.r. soumis à E au contour et à l’état σf dans les fissures

en deux sous-problèmes (cf. Fig. 11.2) :

• le problème PEL est tel que le v.e.r. est soumis à E − Epl au contour et à la

contrainte macroscopique Σ dans les fissures,

• le problème PR est tel que le v.e.r. est soumis à Epl au contour et à σf − Σ dans

les fissures.

Ωs

Ωf

E

σf
≡

P

E − Epl

Σ
+

PEL

Epl

σf − Σ

PR

Fig. 11.2 – Seconde décomposition du problème posé sur un v.e.r. fissuré

Les champs homogènes suivants vérifient toutes les équations de PEL, ils en forment donc

la solution :

εEL = E − Epl ; ηEL = 0 ; σEL = � s :
(
E − Epl

)
= Σ (11.17)

Par linéarité, on déduit de (11.17) que :

ηR = η ; < σR >= 0 (11.18)

La décomposition permet d’écrire :

|Ω|Ψ = I1 + I2 + I3 (11.19)



220 Comportement irréversible des fissures

avec

I1 =
1

2

∫

Ωs

εEL : � s : εEL dΩ = |Ω| 1

2

(
E − Epl

)
: � s :

(
E − Epl

)
(11.20)

I2 =

∫

Ωs

εR : � s : εEL dΩ (11.21)

I3 =
1

2

∫

Ωs

εR : � s : εR dΩ (11.22)

En exploitant l’uniformité de εEL (11.17), la moyenne nulle de σR (11.18) et la limite

|Ωf | → 0, on montre :

I2 =

∫

Ω

σR : εEL dΩ −
∫

Ωf

σR : εEL dΩ = 0 (11.23)

Appliquant maintenant le lemme de Hill au couple (σR, εR) avec (11.18) et en rappelant

l’uniformité de σf R
= σf − Σ au niveau des fissures, on a :

I3 =
1

2

∫

Ω

σR : εR dΩ − 1

2

∫

Ωf

σR : εR dΩ = −1

2
σf R

:

∫

Ωf

εR dΩ (11.24)

avec d’après (11.18) et (11.14) :
∫

Ωf

εR dΩ = |Ω| 4

3
π εηR = |Ω| 4

3
π εη = |Ω|Epl (11.25)

On en déduit donc l’expression de Ψ :

Ψ =
1

2

(
E − Epl

)
: � s :

(
E − Epl

)
− 1

2
σf R

: Epl (11.26)

Le problème PR se présente formellement comme le problème P en remplaçant dans ce

dernier E par Epl et σf par σf R
. En adaptant (11.12), on peut donc écrire :

η = ηR =
� ε

s :
(

Epl − � s−1 : σf R
)

(11.27)

En exploitant (11.14) et la relation (10.22) entre
� ε

s et
�

s, il vient :

Epl = −4

3
π ε

�
s : � s−1 : σf R

ou η = − �
s : � s−1 : σf R

(11.28)

On introduit les tenseurs suivants :

τ 1 = e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 ; τ 2 = e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2 (11.29)

Le tenseur
�

s : � s−1 n’est pas inversible mais sa restriction au sous-espace engendré par

e3 ⊗ e3, τ 1 et τ 2 l’est (12.24). En notant
( �

s : � s−1
)†

, l’inverse de ce tenseur restreint

et
�

le projecteur sur le sous-espace que l’on vient de mentionner (12.25), on déduit de

(11.28) :
�

: σf R
= − 3

4 π ε

( �
s : � s−1

)†
: Epl (11.30)
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Or Epl (ou η) appartient à l’image du projecteur
�

donc (11.26) peut encore s’écrire

comme la somme d’une énergie élastique restituable ΨEL et d’une énergie bloquée R :

Ψ
(
E,Epl, ε

)
=

1

2

(
E − Epl

)
: � s :

(
E − Epl

)

︸ ︷︷ ︸

ΨEL
(
E,Epl

)

+
3

8 π ε
Epl :

( �
s : � s−1

)†
: Epl

︸ ︷︷ ︸

R
(
Epl, ε

)

(11.31)

En examinant l’expression de la dissipation macroscopique en l’absence de propagation

(ε̇ = 0), il apparâıt que la force thermodynamique associée à la variable thermodynamique

interne Epl est Σ + σf R
= σf :

D = − ∂Ψ

∂Epl
: Ė

pl
=

(

Σ − 3

4 π ε

( �
s : � s−1

)†
: Epl

)

: Ė
pl

=
(

Σ + σf R
)

: Ė
pl

= σf : Ė
pl

(11.32)

On retrouve bien que le critère de plasticité macroscopique est relié au critère microsco-

pique par le fait que c’est l’état de contrainte dans la fissure qui gouverne la plasticité :

F (Σ,σf R
) = f3d(Σ + σf R

) = f3d(σ
f) (11.33)

La variable de contrainte résiduelle sur la fissure σf R
constitue le paramètre d’écrouissage

cinématique : le domaine actuel d’élasticité s’obtient à partir du domaine initial par trans-

lation de −σf R
(cf. Fig. 11.3).

Σij

Σkl

−σ
f
R

Σ

Domaine d’élasticité initial

Domaine d’élasticité actuel

Fig. 11.3 – Écrouissage cinématique

11.1.4 Critère de charge plastique

Supposons que le critère soit activé à un certain instant. On se pose alors la question

de l’évolution ultérieure, à savoir si les fissures sont en charge plastique ou non. Comme
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nous avons fait l’hypothèse que toutes les fissures étaient semblables (alignées et de même

taille), celles-ci sont toutes simultanément soit en charge soit élastiques. Pour déterminer

si le système est en charge, il suffit d’envisager une évolution purement élastique du v.e.r.

(i.e. de chacune des fissures) et d’examiner si une telle évolution conduit à la violation du

critère. Dans le régime élastique, l’évolution du champ de contrainte est homogène donc,

au niveau de la fissure, on a σ̇f = Σ̇. Ainsi le critère est localement violé si :

∂f3d

∂σf
: Σ̇ > 0 (11.34)

Autrement dit, d’après (11.33), le v.e.r. est en charge plastique si et seulement si :

f2d (T ) = f3d

(
σf
)

= 0 et
∂F

∂Σ
: Σ̇ =

∂f3d

∂σf
: Σ̇ =

(
∂f2d

∂T

s
⊗ e3

)

: Σ̇ > 0 (11.35)

Durant un processus de charge, c’est l’évolution de l’état de contrainte résiduel σf R
,

considérée fixe dans le test (11.35), qui assure le respect du critère. Si l’expérience est

pilotée en déformation, la condition de charge (11.35) devient :

f2d (T ) = 0 et

(
∂f2d

∂T

s
⊗ e3

)

: � s : D > 0 (11.36)

11.2 Exemples de fissures plastiques

11.2.1 Fissures purement cohérentes

Le comportement plastique purement cohérent d’une fissure fermée (vérifiant donc Tn ≤ 0)

correspond au critère suivant (critère de von Mises) :

f2d (T ) = ‖T t‖ − To (11.37)

La plasticité est supposée parfaite, ce qui donne la règle d’écoulement :

β̇ = 0 ; γ̇ = λ̇T t , λ̇ ≥ 0 (11.38)

Comme γ̇ et T t appartiennent au plan dirigé par (e1, e2) (cf. Fig. 11.4), on introduit le

repère cylindrique d’axe e3 tel que er = T t/ ‖T t‖. L’angle formé par (e1, er) est appelé θ

et eθ = e3 ∧ er (cf. Fig. 11.4). On note alors :

γ̇ = γ̇ er , γ̇ ≥ 0 (11.39)

On élargit la définition des tenseurs τ 1 et τ 2 (11.29) en introduisant la notation générale :

τ i = ei ⊗ e3 + e3 ⊗ ei ; i ∈ {1, 2, r, θ} (11.40)
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γ

n = e3

e1

e2

T

Tn

T t

θ

Fig. 11.4 – Fissure purement cohérente

D’après (10.5) et (11.39), il vient :

4R

3
η̇ =

γ̇

2
τ r (11.41)

D’après la condition (11.35), le v.e.r. est ici en charge si et seulement si :

τ r : Σ̇ > 0 (11.42)

En phase de charge, σf sature le critère (11.37), il s´écrit donc, par définition de la

direction er :

σf = Tn e3 ⊗ e3 + To τ r

+σ11 e1 ⊗ e1 + σ22 e2 ⊗ e2 + σ12 (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) (11.43)

L’écriture en vitesse de la règle de localisation (11.15) donne ici :

η̇ =
�

s : � s−1 :
(

Σ̇ − σ̇f
)

(11.44)

On a choisi ici la règle de localisation en fonction de Σ̇ plutôt que de D mais le reste de

l’étude peut aisément être adapté en choisissant la règle de localisation (11.12). Le tenseur
�

s : � s−1 se déduit de (12.23) avec ε = 0 et s’écrit :

�
s : � s−1 =

2

π

1 − νs

µs

{

e3 ⊗ e3 ⊗ e3 ⊗ e3

+
1

2 − νs

(
1

2
(τ 1 ⊗ τ 1 + τ 2 ⊗ τ 2)

)}

(11.45)

En introduisant (11.41) et (11.43) dans (11.44) et en notant que la partie de σf écrite sur

la seconde ligne de (11.43) appartient au noyau de
�

s : � s−1 (11.45) et ne joue donc pas

de rôle dans l’équation de localisation, on déduit :

3

8R
γ̇ τ r =

�
s : � s−1 :

(

Σ̇ −
(

Ṫn e3 ⊗ e3 + To θ̇ τ θ

))

(11.46)
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En projetant (11.46) successivement sur e3 ⊗ e3, τ r et τ θ qui sont des directions propres

de
�

s : � s−1 (11.45), on obtient les équations :

0 = e3 ⊗ e3 :
�

s : � s−1 :
(

Σ̇ − Ṫn e3 ⊗ e3

)

(11.47)

3

4R
γ̇ = τ r :

�
s : � s−1 : Σ̇ (11.48)

0 = τ θ :
�

s : � s−1 :
(

Σ̇ − To θ̇ τ θ

)

(11.49)

dont les inconnues sont Tn, γ et θ.

L’équation (11.47) permet de déterminer la valeur de la contrainte normale Tn. Sa-

chant que e3 ⊗ e3 est une direction propre de l’opérateur
�

s : � s−1 (11.45), on déduit

que l’évolution de Tn (tant que cette grandeur reste négative) est la même que dans le

domaine élastique :

Ṫn = (e3 ⊗ e3) : Σ̇ = (e3 ⊗ e3) : � s : D (11.50)

La dernière égalité provient du fait que η̇ (11.41) n’a pas de composante suivant (e3 ⊗ e3)

dans la loi incrémentale obtenue par dérivation de (11.13). Comme (11.50) est valable

en phase élastique aussi bien qu’en phase de charge plastique, cette équation peut être

intégrée en supposant que l’état initial est naturel. On en déduit alors la condition assurant

le caractère fermé des fissures :

Tn = (e3 ⊗ e3) : Σ = Σ33 ≤ 0 (11.51)

L’équation (11.48) permet, à l’aide de (11.41), de relier directement η̇ au taux de contrainte

macroscopique Σ̇ :

η̇ =
1

2
(τ r ⊗ τ r) :

�
s : � s−1 : Σ̇ =

1

2
(τ r ⊗ τ r) :

� ′
s : � s−1 : Σ̇ (11.52)

La dernière égalité provient des formes particulières que prennent
�

s (12.4) et
� ′

s (12.7).

On déduit ensuite de (11.13) et (11.52) le comportement macroscopique en vitesse valable

en phase de charge plastique :

Σ̇ = � s :

{

� +
4

3
π ε

(
1

2
(τ r ⊗ τ r) :

� ′
s

)}−1

: D (11.53)

Dans les équations (11.48) et (11.49), la partie de Σ̇ qui intervient est sa projection sur

l’espace vectoriel engendré par τ 1 et τ 2 (ou de manière équivalente par τ r et τ θ) car cet

espace est un espace propre pour l’opérateur
�

s (12.4). Soit donc Σ̇
P
, la projection de Σ̇

sur cet espace :

Σ̇
P

=
1

2
(τ 1 ⊗ τ 1 + τ 2 ⊗ τ 2) : Σ̇ =

1

2
(τ r ⊗ τ r + τ θ ⊗ τ θ) : Σ̇ = Σ̇13 τ 1 + Σ̇23 τ 2

(11.54)
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Notant Σ̇P =
√

Σ̇2
13 + Σ̇2

23 et θΣ = arctan (Σ̇23/Σ̇13), on a :

Σ̇
P

= Σ̇P
(

cos (θΣ − θ) τ r + sin (θΣ − θ) τ θ

)

(11.55)

D’après (11.55), on déduit aisément que le critère de charge plastique (11.42) s’écrit :

Σ̇P cos (θΣ − θ) > 0 (11.56)

L’équation (11.49) permet de déterminer l’angle θ en fonction de la “rotation” de Σ̇ au

cours du temps :

Σ̇P sin (θΣ − θ) = To θ̇ (11.57)

Dans (11.57), Σ̇P et θΣ sont des fonctions du temps données (si l’expérience est pilotée

en contrainte) tandis que θ est l’inconnue. Cette équation n’est évidemment valable que

lorsque (11.56) est satisfaite, notamment à l’initiation de la phase plastique (t = to) où

θ(to) = θo en rappelant que l’angle θo est défini par la direction de T t à l’instant où le

critère est atteint. Dans le cas particulier où θΣ est une constante (le tenseur Σ̇
P

a une

direction fixe) telle que cos (θΣ − θo) > 0 et Σ̇P(t) est une fonction positive, l’équation

(11.57) s’intègre en :

θ(t) = θΣ − 2 arctan

{

tan

(
θΣ − θo

2

)

exp

(

− 1

To

∫ t

u=to

Σ̇P (u) du

)}

(11.58)

On note sur (11.58) que si la condition (11.56) est vérifiée initialement, elle le reste (tant

que θΣ est constant i.e. Σ̇
P

ne tourne pas). De plus, θ tend asymptotiquement vers θΣ,

ce qui signifie que T t et γ̇ (et même γ) ont tendance à venir s’aligner sur la direction du

glissement Σ̇
P

(11.55) :

erΣ
= er (θΣ) = cos θΣ e1 + sin θΣ e2 (11.59)

Examinons le cas particulier où θΣ = θo, ce qui se produit par exemple lorsque θΣ est

constant depuis l’état initial naturel du v.e.r.. Dans ce cas, d’une part θ est constant et

vaut θΣ et d’autre part Σ̇
P

(11.55) est colinéaire à τ r. En phase de charge plastique, le

comportement macroscopique en vitesse (11.53) devient

Σ̇ = � s :

(

� +
4

3
π ε

� ′
s

)−1

: D (11.60)

Autrement dit, dans une telle situation (où Σ̇
P

garde une direction fixe), le tenseur

d’élasticité tangent du comportement incrémental en plasticité est identique à celui qui

sort de l’étude des fissures élastiques fermées lisses (10.37). Ceci se comprend aisément en

remarquant qu’en phase de charge plastique, σ̇f (11.43) ne présente pas de composante

de cisaillement dans le plan de la fissure.
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Dans le cas général, on se donne une séquence de chargement Σ(t) telle que les fissures

restent fermées i.e. vérifiant (11.51) à chaque instant. La réponse du v.e.r. commence

par une phase élastique jusqu’à ce que le critère des fissures soit atteint, ce qui fixe l’angle

θo. Si θo et l’angle du chargement θΣ sont tels que le v.e.r. se trouve en charge plastique

(11.56), alors il faut résoudre l’équation différentielle (11.57) dont θ est solution. Le com-

portement macroscopique incrémental est alors donné par (11.53) tant que la solution θ

et θΣ satisfont (11.56). Dans le cas contraire, le comportement incrémental du v.e.r. est

celui de la matrice élastique. En suivant à chaque instant l’état de contrainte des fissures,

il est possible de déterminer si le v.e.r. rebascule dans une phase élasto-plastique, auquel

cas on recommence le raisonnement suivant l’initiation de la plasticité.

Achevons l’étude des fissures purement cohérentes en déterminant la réponse du v.e.r.

soumis à un cisaillement simple du type :

Σ(t) = Σ13(t) τ 1 = Σ13(t) (e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1) (11.61)

Dans un premier temps, la fonction Σ13(t), initialement nulle, est croissante. La solution

E13

Σ13

To/(2µ
s)

To

phase élastique

phase
élast

o-plasti
que

décharge élastique

2To

Fig. 11.5 – Cisaillement simple d’un v.e.r. à fissures purement cohérentes

purement élastique est alors admissible

2µs E = Σ = Σ13(t) τ 1 = σf (11.62)

tant que le critère n’est pas atteint i.e. tant que

Σ13 ≤ To (11.63)

À la saturation du critère, le vecteur-contrainte au niveau de la fissure vaut T = Toe1 soit

θ = 0. Si Σ13 continue de crôıtre après cette valeur, le critère de charge plastique (11.56)
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est satisfait et, comme Σ̇ suit un trajet purement radial, on déduit de la loi incrémentale

(11.60) :

E =
1

2µs

{

To +

(

1 + ε
16

3

1 − νs

2 − νs

)

(Σ13 − To)

}

τ 1 (11.64)

Au cours de la phase élasto-plastique, l’état de la fissure est le suivant :

σf = To τ 1 (11.65)

η =
2

π

1

µs

1 − νs

2 − νs
(Σ13 − To) τ 1

(

=
3

4 π ε
Epl

)

(11.66)

Après une certaine période de charge plastique jusqu’à la valeur Σ13 = Σ13, l’état de

déformation associé E étant donné par (11.64), on décide de faire décrôıtre Σ13(t). En

d’autres termes, θΣ passe de 0 à π donc le critère (11.56) n’est plus satisfait et le compor-

tement redevient élastique :

2µs
(
E − E

)
= Σ − Σ =

(
Σ13 − Σ13

)
τ 1 = σf − To τ 1 (11.67)

La loi de décharge élastique (11.67) est valable jusqu’à ce que σf atteigne l’état de

contrainte −Toτ 1 soit

Σ13 = Σ13 − 2To (11.68)

Les phases successives (phase élastique, charge plastique et décharge) sont représentées à

la Fig. 11.5.

On remarque sans peine que l’expérience que l’on vient d’étudier peut être, de manière

équivalente, pilotée en déformation selon le glissement simple :

E(t) = E13(t) τ 1 = E13(t) (e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1) (11.69)

11.2.2 Fissures frottantes non dilatantes

De telles fissures obéissent à un critère d’interface de Coulomb [57]. Comme celui de von

Mises, ce critère se présente comme une limitation de la norme de T t mais la valeur limite

dépend ici du niveau de confinement de la fissure i.e. :

f2d (T ) = ‖T t‖ +QTn (11.70)

où Q est le coefficient de frottement de la fissure.

La règle d’écoulement est la même que dans le cas des fissures purement cohérentes :

β̇ = 0 ; γ̇ = λ̇T t , λ̇ ≥ 0 (11.71)

On note qu’un tel modèle de fissure n’est pas en mesure d’induire d’effets dilatants puisque

β̇ = 0 et que l’écoulement (11.71) ne respecte pas la règle de normalité au critère (11.70)
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(ce modèle de plasticité n’est donc pas associé).

On introduit le même repère cylindrique que dans le cas des fissures purement cohérentes

i.e. er désigne le vecteur unitaire dirigé selon T t. La loi de comportement (11.71) implique

que γ̇ et η̇ peuvent encore s’écrire ici respectivement (11.39) et (11.41).

Lorsque le critère est saturé, la condition de charge plastique (11.35) devient ici :
(

Q e3 ⊗ e3 +
1

2
τ r

)

: Σ̇ > 0 (11.72)

En adoptant à nouveau les notations (11.54) et (11.55), (11.72) devient :

Q Σ̇33 + Σ̇P cos (θΣ − θ) > 0 (11.73)

La saturation du critère (11.70) et la définition de er et de τ r (11.40) conduisent à un

tenseur des contraintes au niveau des fissures de la forme :

σf = Tn (e3 ⊗ e3 −Q τ r)

+σ11 e1 ⊗ e1 + σ22 e2 ⊗ e2 + σ12 (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) (11.74)

La règle de localisation (11.44) donne ici :

3

8R
γ̇ τ r =

�
s : � s−1 :

(

Σ̇ − Ṫn (e3 ⊗ e3 −Q τ r) +QTn θ̇ τ θ

)

(11.75)

En projetant (11.75) successivement sur e3 ⊗ e3, τ r et τ θ, on obtient les équations :

0 = e3 ⊗ e3 :
�

s : � s−1 :
(

Σ̇ − Ṫn e3 ⊗ e3

)

(11.76)

3

4R
γ̇ = τ r :

�
s : � s−1 :

(

Σ̇ +Q Ṫn τ r

)

(11.77)

0 = τ θ :
�

s : � s−1 :
(

Σ̇ +QTn θ̇ τ θ

)

(11.78)

Comme pour les fissures purement cohérentes, on déduit de (11.76) que :

Ṫn = (e3 ⊗ e3) : Σ̇ (11.79)

puis par intégration :

Tn = (e3 ⊗ e3) : Σ = Σ33 ≤ 0 (11.80)

En introduisant (11.79) dans (11.77) et en exploitant (11.41) et τ r :
�

s = τ r :
� ′

s, on ob-

tient :

η̇ =
1

2
(τ r ⊗ τ r) :

� ′
s : � s−1 : ( � +Q (τ r ⊗ e3 ⊗ e3)) : Σ̇ (11.81)

Le comportement macroscopique en phase de charge plastique s’écrit donc :

Σ̇ = � s :

{

� +
4

3
π ε

(
1

2
(τ r ⊗ τ r) :

� ′
s : � s−1 : ( � +Q (τ r ⊗ e3 ⊗ e3)) : � s

)}−1

: D

(11.82)
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L’équation (11.78) régissant la rotation θ de T t donne ici avec les notations (11.54) et

(11.55) :

Σ̇P sin (θΣ − θ) = −QTn θ̇ (11.83)

L’équation (11.83) se déduit de (11.57) en remplaçant la constante To par −QTn. Or ce

dernier groupement est une fonction du temps directement reliée au chargement macro-

scopique Σ par (11.80).

Si l’on se donne maintenant un certain trajet de chargement Σ(t) tel que les fissures

restent fermées i.e. vérifiant (11.80) à chaque instant, la réponse du v.e.r. est obtenue

en plusieurs étapes. Le comportement macroscopique est tout d’abord élastique jusqu’au

moment (éventuellement initial) où le critère (11.70) est localement atteint. Comme dans

le cas des fissures purement cohérentes, l’étape suivante consiste à envisager une séquence

plastique en résolvant l’équation différentielle (11.83) en considérant que la solution θ(t)

n’est valable que tant qu’elle satisfait (11.73) sinon la réponse (en vitesse) redevient

élastique. Durant la phase élasto-plastique, le comportement en vitesse est donné par

(11.82).

Envisageons un trajet de chargement formé de deux séquences successives : la première

consiste à confiner le v.e.r. en appliquant une compression simple :

Σ = −S e3 ⊗ e3 avec S > 0 (11.84)

de sorte que Tn (11.80) prenne une valeur négative en l’occurence −S et que le v.e.r.

n’entre pas en charge plastique, puis la seconde est telle que Tn ne varie plus, autrement

dit d’après (11.79) :

(e3 ⊗ e3) : Σ̇ = Σ̇33 = 0 (11.85)

Il apparâıt alors clairement que les équations à résoudre au cours de la seconde phase

de chargement sont rigoureusement les mêmes que pour un milieu à fissures purement

cohérentes pour lequel on a fixé le seuil To à la valeur :

To = −QTn = QS (11.86)

On peut par exemple envisager une séquence de cisaillement simple du type (11.61) ou,

de manière équivalente, une séquence de glissement simple (11.69) en transposant les

résultats de la section précédente.

11.2.3 Fissures frottantes dilatantes

Dans cette section, les fissures obéissent toujours au critère de Coulomb :

f2d (T ) = ‖T t‖ +QTn (11.87)
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La différence avec la section précédente est que la règle d’écoulement est cette fois associée,

autrement dit :

β̇ = −λ̇ Q2 Tn ; γ̇ = λ̇T t , λ̇ ≥ 0 (11.88)

En exploitant le fait que λ̇ n’est non nul que si le critère est saturé et en introduisant

le repère cylindrique comme dans les sections précédentes, la règle d’écoulement (11.88)

peut encore s’écrire :

β̇ = Q γ̇ ; γ̇ = γ̇ er (11.89)

Cette règle d’écoulement peut donc induire localement de la dilatance (cf. Fig. 11.6) i.e.

γ

β
[[ξ ]]

n = e3

T
Tn

T t

Q

Fig. 11.6 – Fissure frottante dilatante

β > 0 sans toutefois remettre en cause l’hypothèse de fermeture des fissures dont le critère

porte sur la contrainte normale (Tn ≤ 0). Physiquement, la dilatance est due à la présence

d’aspérités sur les faces des fissures. Ainsi les plans moyens des faces peuvent s’éloigner

sans que le contact ne soit perdu (cf. Fig. 11.7), c’est-à-dire tout en transmettant des

contraintes normales de compression.

Introduisons les tenseurs suivants (à noter qu’ils dépendent de θ) :

−→ β > 0

Fig. 11.7 – Représentation schématique de la dilatance d’une fissure fermée

U = Q e3 ⊗ e3 +
1

2
τ r ; V = e3 ⊗ e3 −Q τ r (11.90)

D’après (10.5) et (11.89), l’écoulement du point de vue tridimensionnel s’écrit :

4R

3
η̇ = γ̇U (11.91)



11.2 Exemples de fissures plastiques 231

Comme le critère est celui de Coulomb, la condition de charge plastique s’écrit encore

(11.72) :

U : Σ̇ > 0 (11.92)

ou encore (11.73) avec les notations (11.54) et (11.55) :

Q Σ̇33 + Σ̇P cos (θΣ − θ) > 0 (11.93)

Le critère de Coulomb implique également que l’état de contrainte de la fissure saturant

le critère s’écrit comme en (11.74) :

σf = Tn V + σ11 e1 ⊗ e1 + σ22 e2 ⊗ e2 + σ12 (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) (11.94)

En introduisant (11.91) et (11.94) dans la règle de localisation en vitesse (11.44), on

obtient :
3

4R
γ̇U =

�
s : � s−1 :

(

Σ̇ − Ṫn V +QTn θ̇ τ θ

)

(11.95)

Pour obtenir Ṫn, il suffit de projeter (11.95) sur V . En notant que les tenseurs U , V

(11.90) et τ θ sont orthogonaux deux à deux et que V et τ θ sont également orthogonaux

au sens du produit scalaire défini par le tenseur
�

s : � s−1 (11.45), il vient en projetant

(11.75) sur V :

Ṫn =
V :

�
s : � s−1 : Σ̇

V :
�

s : � s−1 : V
=

(
(2 − νs) e3 ⊗ e3 −Q τ r

2 − νs + 2Q2

)

: Σ̇ (11.96)

S’agissant de θ, il est manifeste qu’en projetant (11.95) sur τ θ, on obtient l’équation

différentielle régissant cet angle. Celle-ci est identique à celle obtenue dans le cas des

fissures frottantes non dilatantes (11.83) :

Σ̇P sin (θΣ − θ) = −QTn θ̇ (11.97)

On observe donc qu’il existe un couplage entre les fonctions Tn et θ solutions du système

différentiel formé par (11.96) et (11.97).

Pour trouver γ̇, il suffit d’appliquer à (11.75) la “pseudo-inverse”
( �

s : � s−1
)†

de
�

s : � s−1

(cf. (12.24) en annexe 12.3) puis de projeter le résultat sur U (11.90). Le tenseur
( �

s : � s−1
)†

se déduit de (12.24) avec ε = 0 et s’écrit :

( �
s : � s−1

)†
=
π

2

µs

1 − νs

{

e3 ⊗ e3 ⊗ e3 ⊗ e3

+ (2 − νs)

(
1

2
(τ 1 ⊗ τ 1 + τ 2 ⊗ τ 2)

)}

(11.98)

On montre alors :

3

4R
γ̇ =

U : Σ̇

U : (
�

s : � s−1)† : U
=

4

π

1

µs

1 − νs

2 − νs + 2Q2
U : Σ̇ (11.99)
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On note que le signe positif de cette expression est bien cohérent avec la condition de

charge plastique (11.92). L’introduction de (11.99) dans (11.91) fournit :

η̇ =
U ⊗ U : Σ̇

U : (
�

s : � s−1)† : U
=

4

π

1

µs

1 − νs

2 − νs + 2Q2
U ⊗ U : Σ̇ (11.100)

Ainsi le comportement macroscopique incrémental en phase de charge plastique est obtenu

en injectant (11.100) dans la dérivée temporelle de (11.13) :

Σ̇ = � s :

(

� +
4

3
π ε

U ⊗ U : � s

U : (
�

s : � s−1)† : U

)−1

: D (11.101)

Intéressons-nous à une expérience de cisaillement simple du v.e.r. :

Σ(t) = Σ13(t) τ 1 = Σ13(t) (e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1) (11.102)

Lors d’une phase élastique, on a :

D = Ė =
Σ̇

2µs
=

Σ̇13

2µs
τ 1 (11.103)

Envisageons un trajet monotone croissant à partir de Σ13(0) = 0. Le critère (11.87) est

saturé dès le départ et il est manifeste d’après (11.103) qu’une évolution élastique viole le

critère. Le v.e.r. est donc immédiatement soumis à une charge plastique. On note alors

que tant que Σ13 reste croissant, la symétrie du problème suggère θ = θΣ = 0. Lors de la

phase de charge plastique initiale, (11.101) fournit les composantes non nulles de E :






E13 =
1

2µs

(

1 + ε
16

3

1 − νs

2 − νs + 2Q2

)

Σ13 (a)

E33 = ε
16

3µs
Q

1 − νs

2 − νs + 2Q2
Σ13 (b)

(11.104)

Il apparâıt en examinant (11.104 a) que, dans la phase plastique d’une expérience de ci-

saillement simple, le milieu à fissures dilatantes présente une raideur apparente croissante

avec Q et valant la raideur du milieu à fissures cohérentes ou frottantes non dilatantes

lorsque Q = 0. On constate sur (11.104 b) l’effet de la dilatance des fissures sur le com-

portement macroscopique en régime plastique, qui se traduit par une dilatation dans la

direction de la normale aux fissures.

On suit à chaque instant l’état du vecteur-contrainte sur les fissures par intégration de

(11.96) :

Tn = − 2Q

2 − νs + 2Q2
Σ13 (11.105)

Durant cette phase de charge plastique, le vecteur-contrainte sur les fissures s’écrit :

T = Tn (−Q e1 + e3) (11.106)
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Après avoir atteint une certaine valeur de Σ13 notée Σ13 correspondant à la valeur T n de

Tn par (11.105) et donc à la valeur −QT n de T1 d’après (11.106), on fait décrôıtre Σ13. On

entame alors une phase de décharge élastique pendant laquelle la loi incrémentale (11.103)

est satisfaite. La variation des états de contrainte et de déformation étant homogène dans

le v.e.r., on en déduit facilement que Tn est constant et que :

T =
(
−QT n + Σ13 − Σ13

)
e1 + T n e3 (11.107)

Le critère de plasticité est donc à nouveau atteint lorsque :

Σ13 − Σ13 = 2QT n = − 4Q2

2 − νs + 2Q2
Σ13 soit Σ13 =

2 − νs − 2Q2

2 − νs + 2Q2
Σ13 (11.108)

On peut ainsi simuler un trajet cyclique de charges et décharges. Sur la Fig. 11.8, on

observe parallèlement la loi de comportement et l’état de contrainte de la fissure à travers

une succession de phases élasto-plastiques et de phases élastiques. Chaque phase élasto-

plastique contribue à augmenter la valeur absolue de la contrainte normale de compression

s’appliquant sur la fissure (σf
33 sur la Fig. 11.8(b)) et par conséquent à repousser le seuil

de replastification.

Contrairement aux cas des fissures cohérentes ou frottantes non dilatantes, l’expérience

E13

Σ13

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

phase élasto-plastique

phase élastique

(a) loi E13 − Σ13

σf
33

σf
13

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(b) trajet de σf

Fig. 11.8 – Cycle de cisaillement simple d’un v.e.r. à fissures frottantes dilatantes

de cisaillement simple n’est pas équivalente à celle de glissement simple i.e. pilotée par la

déformation :

E(t) = E13(t) τ 1 = E13(t) (e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1) (11.109)
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Dans ce cas, la saturation du critère étant également obtenue dès le début de l’expérience,

le comportement (11.101) s’intègre en :







Σ13 = 2µs

(

1 − ε 16 (1 − 2 νs) (1 − νs)

Γ + ε∆

)

E13 (a)

Σ33 = −2µs ε 32Q (1 − νs)2

Γ + ε∆
E13 (b)

(11.110)

avec Γ = 3 (1 − 2 νs)
(
2 − νs + 2Q2

)
et ∆ = 16 (1 − νs)

(
1 − 2 νs + 2Q2 (1 − νs)

)

Dans le cas de l’expérience de glissement simple, la dilatance se manifeste par une contrainte

macroscopique Σ33 de compression (11.110 b) [8]. Signalons également que la raideur

déduite de (11.110 a) est croissante avec Q. Celle-ci est donc supérieure à sa valeur en

Q = 0 qui cöıncide avec la raideur obtenue dans le cas d’un milieu à fissures purement

cohérentes ou frottantes non dilatantes sollicité par un glissement simple (11.64).

La technique d’homogénéisation basée sur le problème d’Eshelby que nous venons de

mettre en œuvre nous a permis de traiter des milieux présentant des fissures frottantes

non dilatantes ou à plasticité associée. L’extension de la méthode au cas intermédiaire

où la cinématique des fissures se caractérise par un angle de dilatance quelconque est

immédiate.

11.3 Propagation de fissures plastiques

On envisage dans la présente section de prendre en compte une éventuelle propagation des

fissures plastiques. Le phénomène de propagation de fissures dissipatives ou non a déjà

été étudié dans le cadre de la Mécanique de la Rupture ([22], [58], [1], [64]). Le recours

à un schéma d’homogénéisation offre la possibilité de calculer, dans un cadre plus large

en prenant notamment en compte les intéractions, l’énergie macroscopique (dont dérive

la force thermodynamique gouvernant la propagation) en fonction des caractéristiques

microscopiques. Divers résultats ont déjà été obtenus dans le cas de fissures non dissipa-

tives ([84], [39] et [37]). Nous nous proposons de traiter le cas de fissures dissipatives. La

méthode de détermination du critère de propagation est ici fondée sur l’hypothèse que les

fissures se propagent dans leur plan de manière isotrope i.e. elles restent modélisées par

des interfaces circulaires et leur propagation est quantifiée par une augmentation de leur

rayon ou du paramètre de densité de fissure correspondant. Cette approche présente des

inconvénients :

• elle ne permet pas de définir un critère d’initiation de fissures ; selles celles qui

existent déjà peuvent se propager,

• elle n’offre pas la possibilité de rendre compte du phénomène de branchement.
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Toutefois, s’il existe une distribution d’orientations de fissures assez riche, la direction

privilégiée de branchement correspondra au plan de l’une des familles dont nous saurons

prédire la propagation le long de ce plan. Ceci rend la modélisation plus réaliste mais la

simplicité de sa mise en œuvre incite dans un premier temps à la confronter au cas d’une

seule famille de fissures alignées qui demeurent fermées et adhérentes dans le régime

élastique.

11.3.1 Critère de propagation

La propagation de fissures est un phénomène irréversible. Or une évolution irréversible

du v.e.r. doit satisfaire l’inégalité de Clausius-Duhem :

D = Σ : Ė − Ψ̇ ≥ 0 (11.111)

L’expression et les arguments de l’énergie libre macroscopique ont été obtenus en (11.31).

Le paramètre de densité de fissure ε est ici une variable interne susceptible d’évoluer. En

rappelant la loi de comportement (11.13)-(11.14), la dissipation s’écrit :

D = − ∂Ψ

∂Epl
: Ė

pl − ∂Ψ

∂ε
ε̇ ≥ 0 (11.112)

Étant donné que le terme plastique de la dissipation correspond à du frottement au niveau

des lèvres des fissures tandis que la propagation s’explique plutôt par des concentrations

de contrainte en pointe de fissure, on suppose classiquement que les contributions de Ė
pl

et de ε̇ sont découplées, ce qui implique :

− ∂Ψ

∂Epl
: Ė

pl ≥ 0 ; −∂Ψ
∂ε

ε̇ ≥ 0 (11.113)

La force thermodynamique associée à la variable Epl a déjà été évoquée au paragraphe 11.1.3

dans la relation (11.32) : c’est l’état de contrainte au niveau de la fissure.

La force thermodynamique associée à la variable ε s’écrit en exploitant (11.31) :

F = −∂Ψ
∂ε

=
3

8 π ε2
Epl :

( �
s : � s−1

)†
: Epl (11.114)

Cette force s’interprète comme un taux de restitution de l’énergie associé à la propagation

de fissure. Conformément à un résultat montré dans le cadre de la Mécanique de la Rupture

dans [1], on note également ici que ε n’intervient que dans le terme d’énergie bloquée dans

(11.31), ce qui implique que F correspond à un taux de restitution de l’énergie bloquée

i.e. stockée dans l’état relaché.

Il apparâıt sur (11.114) un couplage entre la plasticité et l’endommagement puisque la

force thermodynamique associée à l’endommagement dépend de la déformation plastique.

On observe sur (11.98) que
( �

s : � s−1
)†

représente une forme quadratique positive et
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même définie si on la restreint au sous-espace engendré par e3 ⊗ e3, τ 1 et τ 2 auquel Epl

appartient. On a donc :

∀Epl 6= 0 F
(
Epl, ε

)
> 0 (11.115)

La positivité de F et celle de la dissipation (11.113) impliquent que la modification des

fissures ne peut aller que dans le sens d’une augmentation du rayon de celles-ci i.e. ε̇ ≥ 0.

En rappelant (11.28), F peut également s’exprimer en fonction de l’état de déformation

ou de contrainte résiduel au niveau de la fissure :

F =
2 π

3
η :
( �

s : � s−1
)†

: η (11.116)

=
2 π

3
σf R

:
�

s : � s−1 : σf R
(11.117)

=
2 π

3

(
σf − Σ

)
:

�
s : � s−1 :

(
σf − Σ

)
(11.118)

L’expression (11.117) montre que la force thermodynamique associée au phénomène de

propagation n’est contrôlée que par l’état de contrainte résiduel au niveau de la fissure.

En s’inspirant d’une méthode classique de Mécanique de la Rupture, on introduit le critère

de propagation suivant :

h (F) = F − Fo (11.119)

Un tel critère est comparable à un critère de plasticité parfaite puisqu’il ne dépend que

de la force thermodynamique F . La propagation est donc régie par le critère suivant :







F < Fo ou
(

F = Fo et Ḟ < 0
)

⇒ ε̇ = 0

F = Fo et Ḟ = 0 ⇒ ε̇ ≥ 0

(11.120)

Il est important de souligner que d’après (11.114), la propagation de fissures ne peut être

initiée que lorsque le v.e.r. a déjà subi une phase plastique i.e. Epl 6= 0. De plus cette

propagation s’accompagne nécessairement d’une charge plastique. En effet, si ce n’était

pas le cas, on aurait Ė
pl

= 0 et ε̇ > 0, autrement dit, d’après (11.114), Ḟ < 0, contredisant

ainsi l’hypothèse de propagation.

Partant d’un paramètre initial ε = εo, le critère de propagation est atteint pour une valeur

Epl
o de Epl telle que :

Fo =
3

8 π ε2o
Epl

o :
( �

s : � s−1
)†

: Epl
o (11.121)

Puis à tout instant où la propagation est active, la saturation du critère h (11.119) impose

la liaison suivante entre ε et Epl :

Fo =
3

8 π ε2
Epl :

( �
s : � s−1

)†
: Epl (11.122)
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On note, en rapprochant (11.31) et (11.122), qu’au cours de la propagation le terme

d’énergie bloquée crôıt linéairement avec ε :

R
(
Epl, ε

)
=

3

8 π ε
Epl :

( �
s : � s−1

)†
: Epl = Fo ε (11.123)

D’après (11.117), on déduit aussi que le critère de propagation correspond, dans l’ensemble

des champs de contrainte résiduels σf R
, au domaine d’équation :

Fo =
2 π

3
σf R

:
�

s : � s−1 : σf R
(11.124)

En utilisant (11.45), il apparâıt que ce domaine restreint au sous-espace engendré par

e3 ⊗ e3, τ 1 et τ 2 (les autres composantes de σf R
ou de σf ne jouant aucun rôle) corres-

pond à un ellipsoide de révolution d’axe e3 ⊗ e3.

Examinons maintenant l’impact de la propagation sur le comportement du v.e.r. dans

le cas des différents types de fissures déjà étudiés.

11.3.2 Fissures purement cohérentes

On a démontré en (11.51) que la composante suivant e3 ⊗ e3 de σf valait en permanence

Σ33 (en phase élastique aussi bien qu’élasto-plastique). Ainsi les seules composantes de σf R

qui vont jouer un rôle à la fois comme variables d’écrouissage cinématique dans (11.33) et

comme variables responsables de la propagation dans (11.124) sont les composantes selon

τ 1 et τ 2 i.e. σf R
13 et σf R

23.

Dans le plan engendré par τ 1 et τ 2, d’une part le critère d’élasto-plasticité tridimensionnel

relatif à (11.37) correspond à un domaine circulaire de rayon To et d’autre part le critère

de propagation (11.124) correspond à un cercle centré à l’origine de rayon :

Ro =

√

3

8
µs

2 − νs

1 − νs
Fo (11.125)

Partant d’un domaine d’élasticité initial centré à l’origine, le régime élasto-plastique

du v.e.r. va provoquer une translation du domaine centré à l’instant actuel en −σf R

(écrouissage cinématique mis en évidence en (11.33)) jusqu’à ce que ce centre rencontre

éventuellement le cercle de rayon Ro (11.125). Si cela se produit, les fissures peuvent se

propager selon la règle (11.120). On en conclut aisément l’existence d’une charge limite

dans ce plan ; en effet, (Σ13,Σ23) appartient nécessairement au disque de rayon To +Ro

(cf. Fig. 11.9).

Imaginons devoir interpréter les résultats d’une expérience de cisaillement simple (11.61)

d’un milieu présentant des fissures cohérentes sans connâıtre a priori l’existence de cette

fissuration. Après la phase élastique, la phase de charge plastique (cf. Fig. 11.5) s’in-

terrompt lorsque le critère de propagation est atteint. Ceci se produit donc lorsque Σ13
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critère d’endommagement sur σf R
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: � s : � s−1 : σf R
= Focharge limite
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Fig. 11.9 – Critères de plasticité et d’endommagement d’un matériau à fissures purement

cohérentes

atteint la valeur de To +Ro (cf. Fig. 11.9). Il est alors possible de continuer à déformer le

système Ė13 > 0 à charge constante, ce qui peut s’interpréter macroscopiquement comme

un mécanisme d’écoulement plastique libre (cf. Fig. 11.10) alors que la nature réelle du

mécanisme mis en jeu implique de façon essentielle la propagation des fissures. Cette phase

pendant laquelle la charge reste constante s’accompagne d’une propagation des fissures

ε̇ > 0 mais l’endommagement n’est pas perceptible par une simple décharge élastique

car, les fissures étant fermées adhérentes, la décharge correspond au comportement du

matériau sain. Pour ne pas commettre l’erreur d’interpréter l’expérience en invoquant

seulement un comportement élasto-plastique, il faut pouvoir mettre en évidence un effet

macroscopique propre de l’endommagement afin de le distinguer du comportement élasto-

plastique. Par exemple, on peut soit continuer la décharge jusqu’à atteindre à nouveau

une phase élasto-plastique avec écrouissage, soit procéder à une ouverture des fissures (en

appliquant Σ33 > 0) avant la décharge. En effet, dans les deux cas, la raideur tangente

(11.60) ou (10.24) dépend de ε et sera donc sensible à une augmentation de ce paramètre

par rapport à sa valeur initiale c’est-à-dire à l’endommagement du matériau.
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Fig. 11.10 – Cisaillement simple et endommagement d’un v.e.r. à fissures purement

cohérentes

11.3.3 Fissures frottantes non dilatantes

Dans le cas où l’on s’intéresse à un processus de chargement en deux phases identique à

celui évoqué à la fin du paragraphe 11.2.2 (compression simple (11.84) puis cisaillement),

il est facile de voir que le traitement d’un v.e.r. à fissures frottantes non dilatantes est

parfaitement similaire à celui exposé précédemment (cf. § 11.3.2) en posant toujours la

relation (11.86).

Considérons maintenant un trajet de chargement quelconque assurant le caractère fermé

des fissures (Σ33 ≤ 0) et n’entrâınant aucune rotation du vecteur-contrainte sur la fissure

(par exemple tel que Σ23 = 0). Le domaine d’élasticité initial ainsi que le critère d’en-

dommagement sont représentés dans le plan (e3 ⊗ e3, τ 1) sur la Fig. 11.11. La contrainte

normale Tn sur la fissure vaut constamment Σ33 d’après (11.80). Au cours d’une phase de

charge plastique, les composantes de l’état de contrainte des fissures sont alors données

par (11.74). Fixons par exemple Σ̇13 > 0 de sorte que l’on ait τ r = τ 1. On en déduit donc

les composantes efficaces (i.e. régissant l’écrouissage ou l’endommagement) de l’état de

contrainte résiduel :

σf R

33 = 0 ; σf R

13 = − (QΣ33 + Σ13) (11.126)

Comme on a supposé Σ̇13 > 0, il est clair sur la Fig. 11.11 que pour que le système

reste en charge plastique après la première plastification (atteinte pour Σ13 = −QΣ33), il

faut que QΣ33 + Σ13 soit croissant et donc positif. Il apparâıt sur (11.126) que −σf R
qui

désigne, en tant que paramètre d’écrouissage cinématique, le sommet du cône d’élasticité

actuel est dirigé suivant τ 1 (axe vertical de la Fig. 11.11). Le cône actuel a donc subi une
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Fig. 11.11 – Critères de plasticité et d’endommagement d’un matériau à fissures frottantes

non dilatantes

translation parallèle à τ 1. De plus, le critère de propagation des fissures est contrôlé par

σf R
via (11.124), ce qui revient à écrire le critère suivant sur Σ (cf. Fig. 11.11) :

QΣ33 + Σ13 = Ro (11.127)

où Ro est donné par (11.125). Si le chargement du v.e.r. est piloté en contraintes selon un

trajet radial (Σ13/Σ33 = cste), il est clair que, lorsque le critère de propagation (11.127) est

atteint, Σ ne peut plus évoluer et le comportement s’apparente à nouveau abusivement,

comme sur la Fig. 11.10, à un écoulement plastique libre. En revanche, si le chargement

Σ se situe à tout instant sur la branche d’équation (11.127), Σ peut continuer à évoluer

avec Σ̇13 = −QΣ̇33 ; c’est ce qui peut se produire si l’expérience est pilotée en déformation.

En effet, on déduit d’abord de (11.28) et (11.126) les composantes de Epl :

Epl
33 = 0 ; Epl

13 = ε
8

3µs

1 − νs

2 − νs
(QΣ33 + Σ13) (11.128)

La déformation élastique s’écrit quant à elle Eel = � s−1 : Σ dont on déduit les composantes

suivantes dans le cas de déformations longitudinales nulles dans les directions 1 et 2 :

Eel
33 =

1

2µs

1 − 2 νs

1 − νs
Σ33 ; Eel

13 =
1

2µs
Σ13 (11.129)
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La déformation totale obtenue en sommant les contributions de (11.128) et (11.129) s’écrit

dans la situation où le critère de propagation (11.127) est atteint :

E33 =
1

2µs

1 − 2 νs

1 − νs
Σ33 ; E13 =

1

2µs

(

Σ13 + ε
16

3

1 − νs

2 − νs
Ro

)

(11.130)

En supposant que la propagation soit active, on exploite (11.130) ainsi que la liaison

Σ̇13 = −QΣ̇33 pour déduire :

ε̇ =

√
3

8
µs

2 − νs

1 − νs

1

Fo

(

Q
1 − νs

1 − 2 νs
Ė33 + Ė13

)

(11.131)

L’hypothèse de propagation n’est vérifiée que si l’on envisage un trajet (Ė33, Ė13) tel que

ε̇ (11.131) soit positif c’est-à-dire si :

Q
1 − νs

1 − 2 νs
Ė33 + Ė13 ≥ 0 (11.132)

La relation (11.131) régit alors l’endommagement tandis que la contrainte macroscopique

Σ évolue en fonction de Ė33 :

Σ̇13 = −Q Σ̇33 = −2µsQ
1 − νs

1 − 2 νs
Ė33 (≥ 0) (11.133)

11.3.4 Fissures frottantes dilatantes

Étudions maintenant l’impact de la propagation sur le comportement de matériaux à

fissures frottantes dilatantes. Considérons, comme dans le paragraphe précédent, un trajet

de chargement en contrainte Σ tel que les fissures restent fermées (Tn ≤ 0) et tel que

Σ23 = 0. On suppose également que l’on impose Σ̇13 > 0 et que la plasticité se produit dès

le début du processus soit Σ13 > −QΣ33 ≥ 0. En vertu de l’équation (11.96), la projection

de l’état de contrainte au niveau de la fissure σf (11.94) sur le sous-espace engendré par

e3 ⊗ e3, τ 1 et τ 2 s’écrit :

�
: σf =

(e3 ⊗ e3 −Q τ 1) ⊗ ((2 − νs) e3 ⊗ e3 −Q τ 1)

2 − νs + 2Q2
: Σ (11.134)

On en déduit donc les composantes utiles de l’état de contrainte résiduel σf R
:







σf R

33 = − 2Q

2 − νs + 2Q2
(QΣ33 + Σ13)

σf R

13 = − 2 − νs

2 − νs + 2Q2
(QΣ33 + Σ13)

(11.135)

En plus de son appartenance à l’intérieur de l’ellipse d’endommagement d’équation (11.124),

le sommet du critère actuel se trouve donc sur la demi-droite d’équation (cf. Fig. 11.12) :

−σf R

13 =
2 − νs

2Q

(

−σf R

33

)

, −σf R

13 ≥ 0 (11.136)
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√
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Fig. 11.12 – Critères de plasticité et d’endommagement d’un matériau à fissures frottantes

dilatantes

L’exploitation des relations (11.136) dans le critère d’endommagement (11.124) fournit

un critère portant sur Σ :

QΣ33 + Σ13 =

√

1 +
2Q2

2 − νs
Ro (11.137)

où Ro est donné par (11.125). On déduit donc de ce critère les mêmes conclusions que dans

le cas non dilatant. D’une part, un trajet radial en contraintes (Σ13/Σ33 = cste) conduit

nécessairement à une limitation de Σ qui ne peut plus évoluer dès lors que le critère

d’endommagement est atteint et le comportement s’apparente à nouveau abusivement,

comme sur la Fig. 11.10, à un écoulement plastique libre (c’est par exemple le cas lors

d’une expérience de cisaillement simple). D’autre part, si le chargement Σ se situe à tout

instant sur la branche d’équation (11.127), Σ peut continuer à évoluer avec Σ̇13 = −QΣ̇33 ;

c’est ce qui peut se produire si l’expérience est pilotée en déformation. En effet, on déduit

d’abord de (11.28) et (11.135) les composantes de Epl :






Epl
33 = ε

16

3µs
Q

1 − νs

2 − νs + 2Q2
(QΣ33 + Σ13)

Epl
13 = ε

8

3µs

1 − νs

2 − νs + 2Q2
(QΣ33 + Σ13)

(11.138)
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En supposant les déformations longitudinales nulles dans les directions 1 et 2, la déformation

élastique s’écrit comme en (11.129), ce qui, avec (11.138), fournit les composantes de la

déformation totale dans la situation où le critère de propagation (11.137) est atteint :







E33 =
1

2µs

(

1 − 2 νs

1 − νs
Σ33 + ε

32

3
Q

1 − νs

√

(2 − νs + 2Q2) (2 − νs)
Ro

)

E13 =
1

2µs

(

Σ13 + ε
16

3

1 − νs

√

(2 − νs + 2Q2) (2 − νs)
Ro

) (11.139)

À l’aide du système (11.139) et du critère (11.137), il est possible de déterminer le compor-

tement macroscopique à tout instant i.e. (Σ33,Σ13) ainsi que ε en fonction de (E33, E13).

Pourvu que le résultat demeure cohérent avec le critère de propagation (11.120) et no-

tamment la positivité de ε̇, on montre :

ε̇ =
1 − 2 νs

1 − 2 νs + 2Q2 (1 − νs)

√

3

8
µs

2 − νs + 2Q2

1 − νs

1

Fo

(

Q
1 − νs

1 − 2 νs
Ė33 + Ė13

)

(11.140)

et

Σ̇13 = −Q Σ̇33 = −2µsQ
1 − νs

1 − 2 νs + 2Q2 (1 − νs)

(

Ė33 − 2Q Ė13

)

(11.141)

On note que la positivité de ε̇ est soumise à la même condition que dans le cas non dilatant

i.e. (11.132). En revanche, contrairement à (11.133) l’évolution de Σ dépend ici de Ė13.

Considérons une expérience de glissement simple :

E(t) = E13(t) τ 1 = E13(t) (e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1) avec E13(0) = 0 et Ė13(t) > 0

(11.142)

Le résultat (11.141) indique que, lors d’une telle expérience, Σ13 peut continuer de crôıtre

même pendant la phase d’endommagement. Ceci dévoile un effet de la dilatance puisque

ce résultat est mis en défaut dans le cas des fissures non dilatantes pour lesquels l’évolution

de Σ n’est régie que par Ė33 (11.133). La Fig. 11.13 représente à titre comparatif les lois

Σ13(E13) pour le chargement de glissement simple (11.142) dans les cas de fissures frot-

tantes dilatantes et non dilatantes. Seul le cas dilatant fait apparâıtre une augmentation

de Σ13 dans la phase de propagation alors que pour l’expérience de cisaillement simple

(11.61), la contrainte est stationnaire pour les deux types de fissures.
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Fig. 11.13 – Glissement simple d’un v.e.r. à fissures frottantes dilatantes ou non
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12.1 Convention de Voigt

Soit � un tenseur d’ordre 4 décomposé sur la base canonique :

� = Aijkl ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el (12.1)

Si � est un opérateur agissant sur les tenseurs d’ordre 2, ses composantes satisfont les

symétries :

Ajikl = Aijlk = Aijkl (12.2)

Seules 36 composantes sont alors indépendantes et l’espace vectoriel consitué de tels ten-

seurs est isomorphe à l’espace des matrices de R
6. On adopte la convention suivante pour

représenter matriciellement � :

� ≡


























A1,1,1,1 A1,1,2,2 A1,1,3,3

√
2A1,1,2,3

√
2A1,1,3,1

√
2A1,1,1,2

A2,2,1,1 A2,2,2,2 A2,2,3,3

√
2A2,2,2,3

√
2A2,2,3,1

√
2A2,2,1,2

A3,3,1,1 A3,3,2,2 A3,3,3,3

√
2A3,3,2,3

√
2A3,3,3,1

√
2A3,3,1,2

√
2A2,3,1,1

√
2A2,3,2,2

√
2A2,3,3,3 2 A2,3,2,3 2 A2,3,3,1 2 A2,3,1,2

√
2A3,1,1,1

√
2A3,1,2,2

√
2A3,1,3,3 2 A3,1,2,3 2 A3,1,3,1 2 A3,1,1,2

√
2A1,2,1,1

√
2A1,2,2,2

√
2A1,2,3,3 2 A1,2,2,3 2 A1,2,3,1 2 A1,2,1,2


























(12.3)

12.2 Quelques tenseurs utiles pour l’étude des fis-

sures

Dans ce paragraphe, on représente sous la convention de Voigt des tenseurs définis dans la

partie IV caractérisés ici au cas où le milieu de référence dans lequel est plongée la fissure

est isotrope ( � o = 3ko � + 2µo � ).
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• Tenseur
�

o(n = e3) = limω→0 ω ( � − � o (ω, e3))
−1

� o(n = e3) ≡


























0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

α α β 0 0 0

0 0 0 γ 0 0

0 0 0 0 γ 0

0 0 0 0 0 0


























avec α =
4

π

νo (1 − νo)

1 − 2 νo
β =

4

π

(1 − νo)2

1 − 2 νo
γ =

4

π

1 − νo

2 − νo

(12.4)

La moyenne de
�

o lorsque n parcourt la sphère unité vaut :

� o =
1

4 π

∫ 2 π

φ=0

∫ π

θ=0

�
o(n) sin θ dθ dφ

=
4

3 π

1 − νo2

1 − 2 νo
� +

8

15 π

(1 − νo) (5 − νo)

2 − νo
� (12.5)

• Tenseur
� ε

o(n = e3) = limω→0 ω
(

� − (1 − 4
3
πε ω) � o (ω, e3)

)−1

� ε
o(n = e3) ≡


























0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

α α β 0 0 0

0 0 0 γ 0 0

0 0 0 0 γ 0

0 0 0 0 0 0


























α =
4

π

νo (1 − νo)

1 − 2 νo + 16
3
ε (1 − νo)2 β =

4

π

(1 − νo)2

1 − 2 νo + 16
3
ε (1 − νo)2

γ =
4

π

1 − νo

2 − νo + 16
3
ε (1 − νo)

(12.6)
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• Tenseur
� ′

o(n = e3) = limω→0 ω ( � − � o (ω, e3) : � )−1

� ′
o(n = e3) ≡


























0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0
4

π

1 − νo

2 − νo
0 0

0 0 0 0
4

π

1 − νo

2 − νo
0

0 0 0 0 0 0


























(12.7)

La moyenne de
� ′

o lorsque n parcourt la sphère unité vaut :

� ′
o =

1

4 π

∫ 2 π

φ=0

∫ π

θ=0

� ′
o(n) sin θ dθ dφ =

8

5 π

1 − νo

2 − νo
� (12.8)

• Tenseur
� ε

o
′(n = e3) = limω→0 ω

(
� − (1 − 4

3
πε ω) � o (ω, e3) : �

)−1

� ε
o
′(n = e3) ≡


























0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0
4

π

1− νo

2 − νo + 16
3 ε (1 − νo)

0 0

0 0 0 0
4

π

1 − νo

2− νo + 16
3 ε (1 − νo)

0

0 0 0 0 0 0


























(12.9)

• Tenseur � o(n = e3) = limω→0 � o (ω, e3)

�
o(n = e3) ≡


























0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0
1

2 µo

1 − 2 νo

1 − νo
0 0 0

0 0 0
1

2 µo
0 0

0 0 0 0
1

2 µo
0

0 0 0 0 0 0


























(12.10)
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12.3 Propriétés du tenseur de localisation des fis-

sures ouvertes

Montrons les propriétés suivantes :

� ε
o : � o =

� ε
o : � o−1 (12.11)

� ε
o : � o est symétrique (12.12)

et en particulier, en prenant ε = 0 :

�
o : � o =

�
o : � o−1 (12.13)

�
o : � o est symétrique (12.14)

• Preuve de (12.11)

En utilisant

� o (ω,n) = � o (ω,n) : � o (12.15)

il vient successivement :

� ε
o : � o = lim

ω→0
ω

(

� − (1 − 4

3
πε ω) � o (ω,n)

)−1

: � o (ω,n) (12.16)

= lim
ω→0

ω

(

� − (1 − 4

3
πε ω) � o (ω,n)

)−1

: � o (ω,n) : � o−1 (12.17)

= lim
ω→0

ω

1 − 4
3
π ω

(

− � +

(

� − (1 − 4

3
πε ω) � o (ω,n)

)−1
)

: � o−1 (12.18)

= lim
ω→0

ω

(

� − (1 − 4

3
πε ω) � o (ω,n)

)−1

: � o−1 (12.19)

=
� ε

o : � o−1 (12.20)

• Preuve de (12.12)

On écrit successivement :

� ε
o : � o = lim

ω→0
ω

(

� − (1 − 4

3
πε ω) � o (ω,n)

)−1

: � o (ω,n) (12.21)

= lim
ω→0

ω

(

� o
−1 (ω,n) − (1 − 4

3
πε ω) � o

)−1

(12.22)

Le tenseur dont on calcule la limite dans (12.22) est symétrique car � o et � o le sont. Or

l’ensemble des tenseurs symétriques est un fermé donc
� ε

o : � o est symétrique.
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Dans le cas où � o est isotrope, on déduit de (12.6) et (12.10) l’expression suivante pour

n = e3 :

� ε
o : � o =

� ε
o : � o−1 ≡





















0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 α 0 0 0

0 0 0 β 0 0

0 0 0 0 β 0

0 0 0 0 0 0





















α =
2

π

1

µo

(1 − νo) (1 − 2 νo)

1 − 2 νo + 16
3
ε (1 − νo)2 β =

2

π

1

µo

1 − νo

2 − νo + 16
3
ε (1 − νo)

(12.23)

On introduit également une “pseudo-inverse” de
� ε

o : � o−1 notée
( � ε

o : � o−1
)†

et s’écrivant

avec les mêmes valeurs de α et β :

(

� ε
o : � o−1

)†

≡


























0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0
1

α
0 0 0

0 0 0
1

β
0 0

0 0 0 0
1

β
0

0 0 0 0 0 0


























(12.24)

Le tenseur
�

=
( � ε

o : � o−1
)†

:
� ε

o : � o−1 =
� ε

o : � o−1 :
( � ε

o : � o−1
)†

désigne donc le projecteur

orthogonal sur le sous-espace vectoriel des tenseurs d’ordre 2 symétriques engendré par

e3 ⊗ e3, τ 1 et τ 2 (définis en (11.29)) :

�
= e3 ⊗ e3 ⊗ e3 ⊗ e3 +

1

2
(τ 1 ⊗ τ 1 + τ 2 ⊗ τ 2) ≡


























0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0


























(12.25)
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L’objectif du travail présenté dans ce mémoire consistait essentiellement à déterminer cer-

taines propriétés macroscopiques non linéaires des géomatériaux à partir d’informations

disponibles à l’échelle inférieure en exploitant et adaptant les outils de la micromécanique.

Les non linéarités que nous avons traitées sont d’origine physique, c’est-à-dire qu’elles

sont dues aux propriétés non linéaires des constituants eux-mêmes, et concernent des

phénomènes irréversibles (en l’occurence la plasticité). Les géomatériaux font l’objet

d’autres types de non linéarités. Citons par exemple les non linéarités géométriques liées

au phénomène d’ouverture ou de refermeture de fissures [33] ou encore les non linéarités

à la fois géométriques et physiques dues aux transformations finies [32].

Dans ce travail, nous nous sommes basés sur des idées et des outils d’homogénéisation

linéaire et non linéaire disponibles dans la littérature et nous les avons adaptés afin de

rendre compte des effets de frottement et de dilatance qui sont souvent primordiaux dans

les géomatériaux.

Dans la partie I, nous avons rappelé quelques outils fondamentaux du changement

d’échelle en milieu aléatoire et quelques résultats d’homogénéisation linéaire en les adap-

tant éventuellement en vue d’une utilisation dans les parties suivantes. Nous avons notam-

ment revisité les schémas classiques d’homogénéisation basés sur le problème d’Eshelby

[44] en incorporant un type d’inclusion présentant une interface lisse dans le but de

modéliser les défauts d’adhérence d’inclusions dans les géomatériaux et de quantifier leur

impact sur les propriétés macroscopiques.

Nous nous sommes ensuite attachés dans la partie II à fournir une méthode de détermination

du critère de résistance macroscopique d’un géomatériau. En nous ramenant à un problème

visqueux, il est apparu que ce critère pouvait être estimé par des techniques d’homogénéisation

non linéaire. Nous avons également montré qu’une technique basée sur un comportement

microscopique non linéaire fictif judicieusement choisi était en mesure de conduire à une

estimation des états limites dans le cas où la matrice du géomatériau avait un comporte-

ment plastique non associé. Ces méthodes ont été appliquées au cas d’une matrice de von

Mises pour laquelle on retrouve des résultats classiques mais elles ont surtout été mises en

œuvre dans le cadre nouveau d’une matrice frottante de Drucker-Prager. Nous avons no-

tamment construit le critère macroscopique correspondant à un v.e.r. poreux sur lequel

nous avons constaté que la règle d’écoulement de la matrice (plasticité associée ou non)

avait peu d’impact. En revanche, s’agissant d’un v.e.r. renforcé, la règle d’écoulement

de la matrice jouait un rôle capital. De plus, nous avons mis en évidence l’influence de la

nature de l’interface entre les renforts et la matrice d’un tel v.e.r..

Bien que très efficace car aboutissant à des résultats analytiques, la méthode d’homogénéisation
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non linéaire de type sécante basée sur la notion de déformation de référence présente des

inconvénients liés au fait qu’elle traite la non linéarité selon une technique de moyenne.

Une telle démarche s’avère préjudiciable lorsque la grandeur moyennée est fortement

hétérogène. Nous avons montré sur des exemples analytiques simples de sphères creuses

que cet inconvénient pouvait être contourné en procédant à une partition du domaine

concerné par la moyenne. Une étude numérique dans [12] a prouvé l’intérêt de ce procédé

sur le cas d’un v.e.r. à matrice de von Mises. Une perspective intéressante serait de traiter

le cas d’une matrice de Drucker-Prager. S’agissant du milieu renforcé, il serait également

intéressant de traiter des cas où les inclusions ne sont plus rigides mais présentent un

critère de résistance fini. De même, on pourrait chercher à tenir compte d’un critère

d’interface plutôt que des cas extrêmes d’adhérence parfaite ou d’absence de frottement.

Les matériaux cimentaires sont un exemple de matériaux en vue dans cette étude : les

pâtes de ciment à une échelle qui révèle simultanément des renforts et des pores (dûs

par exemple à la dissolution des cristaux de Portlandite et à la décalcification de la ma-

trice de C-S-H) ([11], [25]) mais aussi les mortiers et les bétons. Même si la modélisation

que nous avons adoptée permet de traiter plusieurs types de morphologies et d’inter-

faces entre la matrice et les inclusions, une description fine des géomatériaux ne saurait

être systématiquement réduite aux inclusions considérées dans cette étude (vides ou ren-

forts rigides adhérents ou sans frottement). En effet, la complexité des géomatériaux peut

nécessiter une modélisation faisant intervenir des inclusions elles-mêmes hétérogènes. La

présence de telles inclusions justifierait alors un recours à des méthodes d’homogénéisation

basées sur des motifs morphologiques représentatifs [103]. Cette approche pourrait notam-

ment être mise à profit dans l’analyse du comportement du béton pour lequel il existe une

zone de faiblesse entre les granulats et le mortier, appelée interface de transition (ITZ)

[55].

Une autre perspective envisageable à la suite de cette partie concerne l’exploitation de

résultats de calcul à la rupture pour estimer les mécanismes responsables des changements

de géométrie dans le cadre des transformations finies ([29], [10]). Nous avons montré sur un

exemple simple dans [10] qu’il était raisonnable d’estimer l’état de contrainte actuel et le

champ de vitesse d’un géomatériau soumis à des transformations finies respectivement par

la charge limite et un mécanisme d’écoulement plastique libre relatifs à la géométrie ac-

tuelle. Considérant que ces deux informations peuvent être estimées par notre approche,

il est possible de construire une loi de compaction tenant compte à chaque instant de

l’évolution de la microstructure mise à jour selon le mécanisme d’écoulement.

Dans la partie III, après avoir mis en place les lois d’état de la poroplasticité, nous

avons construit, selon une approche micromécanique, le critère de plasticité macrosco-

pique d’un milieu poreux dépendant non seulement de l’état de contrainte macroscopique
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mais aussi de la pression. Il s’agissait donc de passer à R
7 du point de vue de la dimen-

sion de l’espace des variables d’état (contraintes et pression). Nous avons ensuite déduit

de ce critère une condition d’existence d’une contrainte effective susceptible de régir la

poroplasticité. L’existence d’une telle contrainte effective permet de formuler le critère

du milieu saturé à partir de celui du milieu sec dont le seul argument est le tenseur des

contraintes macroscopiques i.e. un élément de R
6. La condition d’existence obtenue nous

a notamment permis de démontrer que si la contrainte effective de Terzaghi gouvernait

le comportement poroplastique, le critère local était nécessairement insensible à la partie

sphérique (Tresca ou von Mises par exemple), la réciproque étant un résultat classique.

Nous avons ensuite examiné le cas de critères locaux sensibles au confinement (Mohr-

Coulomb ou Drucker-Prager en sont des exemples) pour aboutir à la conclusion attendue,

étant donné le caractère très contraignant de la condition d’existence, que les candidats

les plus probables pour être contrainte effective ne convenaient pas. Ce point a notam-

ment été illustré sur un exemple de construction analytique de l’évolution du domaine

d’élasticité actuel d’une sphère sous pression.

Même si nous avons montré que le comportement élasto-plastique macroscopique d’un

milieu poreux saturé à matrice frottante ne pouvait être formulé à l’aide d’une contrainte

effective et donc découler du cas sec, il pourrait s’avérer intéressant d’examiner l’influence,

en terme d’erreur commise, d’un choix de contrainte effective sur un certain trajet de char-

gement ou même sur un calcul de structure à l’échelle macroscopique.

Dans la partie IV, après un rappel montrant que les schémas d’homogénéisation basés

sur le problème d’Eshelby pouvaient être mis à profit pour modéliser des milieux à fis-

sures ouvertes ou fermées sans dissipation, nous sommes parvenus à exploiter ces mêmes

schémas dans le cadre de l’homogénéisation de milieux à fissures plastiques. Plusieurs

types de comportements plastiques des fissures ont pu être traités. La méthode a prouvé

son efficacité dans la prise en compte du critère de plasticité mais également la cinématique

de la fissure, ce qui a notamment permis de tenir compte du phénomène de dilatance dû

aux frottements et d’en déduire son impact sur le comportement macroscopique. En nous

penchant sur le problème de la propagation de fissures plastiques, nous avons retrouvé le

résultat selon lequel celle-ci était couplée à la plasticité et était gouvernée par l’état de

contrainte résiduel des fissures. Cette étude nous a permis d’aboutir au comportement

macroscopique d’un milieu à fissures plastiques se propageant pour les différents types de

fissures envisagés.

Les développements présentés dans cette partie partent d’hypothèses quelquefois un peu

trop restrictives, comme par exemple l’existence d’une seule famille de fissures. L’avan-

tage de la technique d’homogénéisation utilisée est qu’elle laisse entrevoir la perspective

de prendre en compte des situations plus complexes où coexistent plusieurs familles de
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fissures. La suite logique de ce travail consistera aussi à utiliser les comportements de

milieux fissurés que nous pouvons identifier dans le calcul d’une structure.

Dans ce mémoire, nous nous sommes attachés à développer des méthodes aboutissant

à la détermination de comportements macroscopiques en tenant compte de non linéarités

à l’échelle microscopique et nous les avons mises en œuvre dans des situations précises.

Ces méthodes présentent l’avantage d’être adaptables à d’autres cas de microstructures

ou de comportements que ceux traités. Elles offrent des perspectives de recherche qui nous

semblent intéressantes.
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Polytechnique, 1997.

[17] M. Bornert. Morphologie microstructurale et comportement mécanique ; ca-
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de résolution. Thèse de doctorat, École Nationale des Ponts et Chaussées, 1997.
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Ponts et Chaussées, Paris, 366p, 1983.
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Principales notations

v.e.r. volume élémentaire représentatif

hpp hypothèse des petites perturbations

ppv principe des puissances virtuelles

δij symbole de Kronecker

δij = 1 si i = j et 0 sinon

T tenseur d’ordre 1

T tenseur d’ordre 2
�

tenseur d’ordre 4

T1 · T2 produit simplement contracté de deux tenseurs

T1 : T2 produit doublement contracté de deux tenseurs

T1 ⊗ T2 produit tensoriel de deux tenseurs

a
s
⊗ b produit tensoriel symétrisé de deux vecteurs (a ⊗ b + b ⊗ a) /2

1 tenseur identité d’ordre 2

tr T trace d’un tenseur d’ordre 2 (trT = 1 : T )

T � partie déviatorique d’un tenseur d’ordre 2 (T � = T − 1
3

trT 1)

Td norme de la partie déviatorique d’un tenseur d’ordre 2 (Td =
√

T � : T � )

� tenseur identité d’ordre 4 sur l’espace des tenseurs d’ordre 2 symétriques

� ijkl = 1
2

(δikδjl + δilδjk) ; ∀T sym. � : T = T

� tenseur d’ordre 4 extrayant la partie sphérique d’un tenseur d’ordre 2 symétrique

� = 1
3
1 ⊗ 1 ; ∀T sym. � : T = 1

3
trT 1

� tenseur d’ordre 4 extrayant la partie déviatorique d’un tenseur d’ordre 2 symétrique

� = � − � ; ∀T sym. � : T = T �

tT transposé d’un tenseur d’ordre 2 ou 4
tT ij = T ji
t �

ijkl =
�

klij

T−1 inverse d’un tenseur d’ordre 2 ou 4
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grad f gradient d’un champ scalaire

gradT gradient d’un champ de vecteur

div T divergence d’un champ de vecteur

div T divergence d’un champ de tenseur d’ordre 2

< e >D moyenne spatiale de la grandeur e sur le domaine D

D adhérence du domaine D
◦

D intérieur du domaine D
∂D frontière du domaine D (∂D = D\

◦

D)

|D| volume du domaine D

σ tenseur des contraintes microscopiques

σm contrainte moyenne microscopique (σm = trσ/3)

ξ vecteur déplacement microscopique

ε tenseur des déformations microscopiques

εv déformation volumique microscopique (εv = tr ε)

u vecteur vitesse microscopique

d tenseur des taux de déformation microscopiques

dv taux de déformation volumique microscopique (dv = tr d)

Σ tenseur des contraintes macroscopiques

Σm contrainte moyenne macroscopique (Σm = trΣ/3)

E tenseur des déformations macroscopiques

Ev déformation volumique macroscopique (Ev = trE)

D tenseur des taux de déformation macroscopiques

Dv taux de déformation volumique macroscopique (Dv = tr D)
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