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Notations 

 
A : Rapport d’aspect géométrique  
as   : Diffusivité thermique dans le solide [m²/s] 

al         : Diffusivité thermique dans le liquide [m²/s] 
C  : Concentration  
C s   : Concentration dans le solide  

CL  : Concentration dans le liquide 

C0   : Concentration de référence 

C i   : Concentration initiale 

CE   : Concentration au point eutectique 

Cα   : Concentration au point de début du palier eutectique 

C+   : Concentration adimensionnelle  

C i
+  : Concentration initiale adimensionnelle 

C PDEP
+  : Concentration adimensionnelle en un point de l’axe du barreau (tête du barreau) 

CPARR
+  : Concentration adimensionnelle en un point de l’axe du barreau (queue du barreau) 

C ps  : Chaleur spécifique dans le solide [J/kg.°C] 

C pl   : Chaleur spécifique dans le liquide [J/kg.°C] 

c~   : Rapport des chaleurs spécifiques C pl  / C ps  

D  : Coefficient de diffusion chimique [m²/s] 
DS   : Coefficient de diffusion chimique dans le solide [m²/s] 

DL   : Coefficient de diffusion chimique dans le liquide [m²/s] 

d
~
  : Rapport des coefficients de diffusion DL /DS  

d eff
~  : Rapport des coefficients de diffusion effectif 

Fo  : Nombre de Fourier  
f l   : Fraction de la phase liquide locale  

f s  : Fraction de la phase solide locale 

H  : Enthalpie massique [J/kg] 
H i   : Enthalpie massique initiale [J/kg] 

H 0   : Enthalpie massique de référence [J/kg] 

H fr   : Enthalpie massique maximale dans le solide [J/kg] 

H +  : Enthalpie massique adimensionnelle 

H i
+   : Enthalpie massique initiale adimensionnelle 

k0   : Coefficient de partage à l’équilibre  
k  : Coefficient de partage effectif 
KC   : Matrice de conductivité 

KT   : Matrice de conductivité 

LF   : Chaleur latente [J/kg] 
L  : Longueur de référence [m] 
LB   : Longueur du barreau [m] 

Lb
+   : Longueur adimensionnelle du barreau  

Lews  : Nombre de Lewis dans le solide  
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Lewl   : Nombre de Lewis dans le liquide 
Leeff  : Nombre de Lewis effectif dans le liquide 

l : Largeur de la tranche à fondre [m] 
M  : Masse molaire 
ms   : Pente de solidus 

ml   : Pente de liquidus 

ms
+   : Pente de solidus adimensionnelle  

ml
+   : Pente de liquidus adimensionnelle 

M T   : Matrice de capacité 

M c1   : Matrice de capacité 

M c2   : Matrice de capacité 
n
r
, n  : Vecteur normale unitaire à la surface 

PCh   : Point situé sur l’axe du barreau cylindrique mobile avec la source  

PC   : Point situé sur l’axe du barreau cylindrique mobile avec la source 

Parr   : Position d’arrêt de  la source de chaleur 
q  : Densité de flux de chaleur [w/m²] 
qc   : Densité de flux de chaleur de la source de chauffage [w/m²] 

q f   : Densité de flux extraite par  la source de refroidissement [w/m²] 

qref   : Densité de flux de chaleur de référence [w/m²] 

q+   : Intensité de flux adimensionnelle : cas des sources (chauffage et refroidissement) 
              même intensité  

qc
+   : Densité ou intensité de flux de chaleur adimensionnelle de la source de chauffage 

q f
+   : Densité ou intensité de flux adimensionnelle extraite par la source de refroidissement  

r  : Coordonnées radiales [m] 
R  : Rayon du barreau [m] 
R+   : Coordonnée radiale adimensionnelle  
Ste  : Nombre de Stefan 
T  : Température [°C] 
T 0   : Température de référence [20°C] 

T E   : Température eutectique [°C] 

T i   : Température initiale [°C] 

T fr   : Température de fusion du corps pur [°C] 

T Soli   : Température de solidus [°C] 

T Liq   : Température de liquidus [°C] 

T m   : Température de mélange [°C] 

T +   : Température adimensionnelle 

T Soli
+   : Température de solidus adimensionnelle 

T Liq
+   : Température de liquidus adimensionnelle 

T i
+   : Température initiale adimensionnelle 

T fr
+   : Température de fusion adimensionnelle 

T m
+   : Température de mélange adimensionnelle 
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T PTR
+      : Température adimensionnelle en un point de la paroi du barreau lié à la source de 

chauffage. 
 T PC

+      : Température adimensionnelle en un point de l’axe du barreau lié à la source de 
chauffage. 

T PDEP
+    : Température adimensionnelle en un point de l’axe du barreau (tête du barreau). 

T P
+
0        : Température adimensionnelle sur l’axe du barreau (extrémité : tête du barreau)  

T P
+
3        : Température adimensionnelle sur l’axe du barreau (extrémité : queue du barreau) 

t  : Temps [s] 

t+   : Temps adimensionnel 

U +
0  : Concentration ou activité chimique initiale adimensionnelle 

U +   : Activité chimique adimensionnelle 

U i
+  : Concentration ou activité chimique initiale adimensionnelle 

V S  : Vitesse de translation des sources [cm/h] 

ρ   : Masse volumique [ mkg 3/ ] 
x  : Coordonnée cartésienne [m] 

X +   : Coordonnée cartésienne adimensionnelle 
y  : Coordonnée cartésienne [m] 

Y +   : Coordonnée cartésienne adimensionnelle 
z  : Coordonnée axiale [m] 

Z +  : Coordonnée axiale adimensionnelle 
λ   : Conductivité thermique moyenne  
λ S   : Conductivité thermique dans le solide 

λ L   : Conductivité thermique dans le liquide 

λ~   : Rapport des conductivités thermiques λ L /λ S  
ϕ   : Flux de matière 

rM
+∆   : Pas d’espace radial adimensionnel 

t∆   : Pas de temps [s] 

T +∆  : Intervalle de surfusion du matériau 
z∆   : Largeur de la tranche à fondre [m] 

z+∆   : Largeur  adimensionnelle de la tranche à fondre 

zM
+∆   : Pas d’espace axiale adimensionnel 

τ∆   : Pas de temps adimensionnel 
τ Ther∆   : Pas de temps adimensionnel pour la thermique 

τ espe∆   : Pas de temps adimensionnel pour les espèces 
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Introduction générale 

 

Depuis des décennies la recherche des matériaux de très haute pureté intéresse de 

nombreux secteurs : électronique, microélectronique, nucléaire, espaces, militaire etc… 

Plusieurs applications nécessitent une pureté accrue afin de répondre à certains critères dont la 

performance et les caractéristiques dépendent du degré de purification  du matériau utilisé. 

Dans le domaine électronique, la première technique de zone refining a été proposée et 

utilisée par William G.Pfann [PFAN, 58] dans les années cinquante dans le but de  purifier du 

germanium et du silicium pour en faire des dispositifs électroniques (circuits intégrés, diodes, 

etc.). Dans cette technique de purification, plusieurs paramètres conditionnent et gouvernent 

le processus de drainage des impuretés. La maîtrise et l’efficacité de ce procédé passent par la 

connaissance de tous les effets de chacun des paramètres intervenant dans ce processus. 

Beaucoup d’études durant ces dernières années ont été effectuées afin d’optimiser la largeur 

de la zone fondue [HO, 96], [RODW, 89], [ROUS, 03], étudier pour quel coefficient de 

partage effectif la purification est meilleure  [SU, 98], utiliser la fusion de zone sous plasma 

réactif [MORV, 84] pour étudier l’influence de la composition de ce plasma sur la 

purification.  

Dans la présente étude que nous menons, l’objectif général est de proposer un modèle 

transitoire qui tient compte des effets multidimensionnels dans le  procédé de purification par 

fusion de zone, en anglais « zone melting » ou encore « zone refining ». Les modèles existants 

ne traitent que le régime permanent et de plus ils simplifient la représentation géométrique au 

cas unidimensionnel. Ces derniers permettent de déterminer la concentration en un point 

d’abscisse x dans un barreau de section unitaire. Par cette modélisation, nous essayons 

d’étudier les effets de principaux  paramètres gouvernant le processus de purification par zone 

fondue à savoir : 

• La vitesse de translation des sources de chauffage et de refroidissement  

• L’intensité de flux de chauffage  

• L’intensité de flux de refroidissement 

• L’épaisseur ou la  largeur de la zone fondue 

• Le rapport d’allongement : longueur/ rayon  

Ces différents paramètres influent de façon importante sur le processus de purification, sur 

son efficacité et sur le degré de purification atteint après un ou plusieurs passages des sources 

de chauffage et de refroidissement. Afin d’atteindre notre objectif, une étape importante de 
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cette étude consistera à identifier les deux paramètres : le nombre de Lewis dans le liquide, le  

rapport des coefficients de diffusion des espèces (liquide/solide) à affecter à notre modèle 

pour que le processus de purification soit correctement  représenté. Pour ce faire nous avons  

étudié le cas de fusion d’une tranche par une source immobile. Cette étude numérique a été 

réalisée  à l’aide du code de calcul par éléments finis Castem 2000 dans lequel on a développé 

notre propre procédure de résolution pour les deux  problèmes couplés, thermique et espèces, 

en régime transitoire. Plusieurs cas avec différentes valeurs du nombre de Lewis dans le 

liquide et du rapport des coefficients de diffusion chimique ont été simulés afin d’identifier 

les deux paramètres représentant au mieux le processus de purification. Cette étape est la plus 

importante car le choix de ces deux paramètres en dépend. Dans ce procédé bien particulier, la 

fusion d’une zone [PFAN, 58] stipule que l’équilibre d’une interface liquide solide se traduit 

par l’existence d’un coefficient de partage à l’équilibre défini tel que : CCk LISI=0 . En se 

basant sur cette réalité physique, les équations de l’énergie et des espèces couplées, en régime 

transitoire avec un nombre de Lewis très grand de l’ordre de 108 , cas généralement observé 

pour les métaux à l’état solide, restent valables. Les difficultés proviennent de la résolution de 

ces équations notamment numériquement lorsque le nombre de Lewis est très grand. Dans ce 

processus de purification obtenu par fusion et solidification successives, d’une zone fondue se 

déplaçant le long d’un barreau à purifier. La résolution  numérique de ces équations locales 

avec des valeurs réelles, présente des difficultés d’une part sur le plan numérique lorsque il 

s’agit d’un couplage entre la thermique avec changement de phase et les espèces, à cause du 

grand nombre de Lewis qui apparaît dans l’équation adimensionnelle des espèces, et d’autre 

part, au niveau du procédé étudié, le processus ne peut pas être représenté par l’équation de 

diffusion type loi de Fick classique. Cette dernière théorie ne tient pas compte de tous les 

phénomènes physiques et ne tient pas compte non plus de la forme et de la stabilité de 

l’interface (lisse, apparition des dendrites…). L’échange de matière entre deux phases solide 

et liquide, à travers l’interface, qui joue le rôle de puits ou de source pour capter ou rejeter les 

impuretés dans le liquide s’effectue généralement d’une façon quasi instantanée.  

Dans ce processus de purification contrôlé par la thermique (fusion-solidification), le 

temps caractéristique est presque identique pour la thermique et les espèces. Pour modéliser 

notre processus de purification, on s’est inspiré alors de la théorie de la diffusion, en tenant 

compte de la particularité de phénomènes dont le drainage et la distribution d’impuretés. Ceci 

nous amène à adopter des valeurs adéquates pour le nombre de Lewis et du rapport des 
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coefficients de diffusion, en considérant un coefficient de diffusion globale prenant en compte 

tous ces phénomènes mal connus à l’interface et propre à ce processus de purification. 

  Disposant désormais du nombre de Lewis dans le liquide et du rapport de coefficients 

de diffusion (liquide /solide) pouvant représenter le processus de zone refining pour l’alliage 

étudié, la démarche à suivre  consistera à procéder au déplacement  des sources de chauffage 

et de refroidissement et à étudier l’influence de paramètres susceptibles de jouer un rôle 

important dans ce processus. Cette étape de déplacement vient juste après un temps de 

préchauffage avec source immobile afin de porter à fusion, à cœur d’une tranche 

d’épaisseur z∆ . La première étape en déplacement consiste à faire varier le paramètre vitesse 

de translation des sources V S et à étudier son influence sur la purification lorsque l’intensité 

de flux de chauffage est égale à l’intensité de flux de refroidissement. 

La seconde étape en déplacement est consacrée à l’étude de l’effet de vitesse en 

considérant une source de refroidissement d’intensité moins importante que l’intensité de flux 

de la source de chauffage. Au terme de ces deux étapes, le choix de la vitesse de translation 

des sources et de l’intensité de flux de chauffage et de refroidissement est adopté pour la suite 

de l’étude. La troisième étape en déplacement consistera à étudier l’effet de la largeur de zone 

fondue sur le processus de purification. Dans cette démarche d’étude, l’influence de chaque 

paramètre est traitée avec les mêmes conditions : géométrie, maillage, conditions initiales, 

conditions aux limites, pas d’espaces,  pas de temps et les paramètres d’étude lorsque ils  sont 

considérés comme figés.   

 Ce travail est divisé en trois parties : 

• La première partie traite des généralités sur une variété des techniques et méthodes 

  utilisées pour la purification de certains métaux, et rappelle la théorie de zone 

  fondue. 

• La deuxième partie vise alors à établir un modèle couplé en régime transitoire 

  permettant de représenter le processus de fusion de zone « zone refining ». 

• En fin une troisième partie est consacrée à l’étude numérique de la purification pour 

  un alliage binaire (SiGe) à faible concentration de soluté.  
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Chapitre 1 
 

Différentes méthodes de purification 
  
1.1 Introduction 
 

Depuis les années cinquante, on assiste à un développement considérable de l’intérêt porté 
aux métaux de haute pureté (teneur de quelques ppm : parties par million) et aux méthodes 
permettant de les obtenir. Cette recherche d’une pureté accrue correspond à des besoins bien 
définis, soit dans le domaine des applications industrielles qui nécessitent l’utilisation d’un 
matériau très pur pour répondre à certaines propriétés et par conséquent remplir le rôle bien 
voulu, c’est le cas par exemple des matériaux pour semi-conducteurs (applications 
électroniques) dont les propriétés électriques sont considérablement détériorées par la 
diffusion des porteurs due à des impuretés, des dislocations, des joints de grains, des surfaces 
libres, soit dans celui des études fondamentales. 
Plusieurs secteurs industriels comme l’électronique, l’électrotechnique, le nucléaire, le 
militaire, les recherches métallurgiques, sont aujourd’hui concernés par l’emploie des métaux 
de très haute pureté  répondant à leurs besoins spécifiques.    
 Cette tendance vers une pureté de plus en plus exigée, nécessite la conjonction de 
nombreuses techniques et la mise au point de méthodes appropriées [ADDA, 91]. 
De nombreux processus mettant en jeu un transport de matière entre deux phases pourront en 
principe, être utilisés pour séparer les impuretés contenues dans un matériau et obtenir une 
purification. Sur le plan industriel quelques méthodes sont effectivement employées pour 
réaliser une purification des éléments métalliques ou métalloïdes.  
Selon la nature  et le comportement du matériau, des méthodes peuvent s’apprêter mieux que 
d’autres pour la préparation des matériaux purs. On peut citer : les méthodes chimiques, les 
méthodes physico-chimique et les méthodes physiques. 
  
1.2 Méthodes chimiques 
 

Dans ces méthodes chimiques, différents mécanismes peuvent être réalisés :  
a) Mécanisme basé sur la  formation et la dissociation d’un composé métallique volatil, 
exemple : (utilisation d’un iodure dans la méthode de Van Arkel pour purifier du titane, du 
thorium, de l’uranium, du vanadium, du zirconium, de l’hafnium, etc…). 
La méthode de Van Arkel repose sur la mise en œuvre d’un iodure servant d’intermédiaire 
dans la purification. Nous  prenons l’exemple du zirconium. Pour obtenir une purification de 
ce métal, on emploie la méthode de Van Arkel. Celle-ci repose sur la variation de stabilité de 
ZrI4 avec la température, qui donne lieu à l’équilibre : Zr + 4I = ZrI4  
La formation de l’iodure est favorisée à basse température et sa dissociation à température 
élevée. La réaction directe s’effectue généralement vers 350 °C à température assez basse 
pour que ZrI4 soit stable mais suffisamment élevée pour que la vitesse de formation soit 
appréciable. La réaction inverse se fait vers 1400 °C. La purification repose ici sur  
l’existence d’une réaction chimique plus au moins spécifique, et à laquelle la majorité des 
impuretés ne pourra pas participer. 
L’opération s’effectue dans une enceinte où l’on réalise deux domaines de température. Le 
zirconium à purifier est placé dans la partie à basse température. En présence d’iode, il y a 
formation d’iodure qui diffuse en phase vapeur jusqu’à la partie chaude de l’enceinte. Là, 
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l’iodure se décompose en déposant le métal purifié et en libérant l’iode qui rentre à nouveau 
dans le cycle. Il y a donc transport de métal des parties froides vers les parties chaudes. La 
vitesse de transport dépend d’un certain nombre de paramètres, dont les plus importants sont : 
la température du filament sur lequel s’effectue le dépôt, la pression de ZrI4 dans l’enceinte, la 
température de la charge de métal impur. 
Cette méthode fournit un métal d’une pureté beaucoup plus grande que celle de zirconium de 
départ. En particulier, on obtient une très bonne purification en métalloïdes (oxygène, azote, 
carbone), éléments qui influent fortement sur les propriétés. Le métal est récupéré à l’état   
solide.   
 
b) Mécanisme basé sur l’échange d’ions sur résine et extraction liquide-liquide. Le coefficient 
de partage k entre les deux phases en présence étant différent pour des ions ou des complexes 
de différents éléments, il est possible de trouver des conditions dans lesquelles l’élément de 
base se rassemble préférentiellement dans une phase alors que la plupart des impuretés se 
trouvent dans l’autre phase. Ces méthodes sont utilisées pour la purification des sels, avant 
réduction à l’état métallique. Ainsi dans la métallurgie de l’uranium, le nitrate d’uranyle  
UO2 (NO3)2 est purifié par dissolution préférentielle dans des solvants organiques oxygénés : 
tri-butylphosphate et acide di-éthyl-hexylphosphorique. Des techniques analogues sont 
employées pour le cobalt, le césium, le cuivre, le fer, le lithium, le nickel, le rubidium, le 
manganèse, le rhénium, etc… 
c) Mécanisme basé sur l’oxydation préférentielle des impuretés : exemple (dans le fer, le 
nickel, le sodium, le potassium, etc…). 

 
1.3 Méthodes physico-chimiques  
  

Les techniques employées sont :   
a) L’électrolyse qui peut être mise à profit soit pour déposer le métal à partir d’un de ses 
composés, soit pour réaliser un raffinage en dissolvant le métal à l’anode et en le déposant à la 
cathode. Elle est réalisée en solution aqueuse pour le fer, le cuivre, le nickel…ou en sels 
fondus pour l’aluminium, le béryllium, le titane, le chrome, l’uranium, le cuivre, etc… 
b) L’électromigration à l’état solide qui est particulièrement efficace pour les métalloïdes 
comme l’oxygène dans l’yttrium  et le lutécium ou l’azote et le carbone dans le thorium, etc… 

La méthode met à profit les différences des mobilités des atomes de nature différente, 
dans l’état solide, sous l’influence d’un champ électrique à haute température. 
Les échantillons à purifier sont des barreaux métalliques de quelques millimètres de diamètre 
et de quelques dizaines de centimètres de longueur.  
Ils sont parcourus par un courant continu (de l’ordre de 1000 A/cm²) qui les porte à 
température élevée. Dans ces conditions, au bout d’un temps de traitement suffisant, il 
s’établit une répartition stationnaire des impuretés. En effet, les atomes d’impuretés migrent 
sous l’effet du courant d’électrons, jusqu’à ce que le flux de diffusion du gradient de 
concentration qui s’est établi compense le flux dû à l’électromigration.  
On a pu, par cette méthode, produire du thorium de haute pureté en éliminant de façon 
efficace l’oxygène et  l’azote contenus dans le métal. Le rapport de résistivité résiduelle  
R298°K /R4.2°K  passe de 33 à 1000 et la teneur en carbone finale est inférieure à 3.10

-6. La 
technique d’électromigration est donc très efficace pour certaines impuretés, mais son 
application est limitée par la durée des traitements nécessaires et par le fait que les quantités 
de métal produites sont relativement faibles.   
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 1.4 Méthodes physiques  
 

Certaines de ces méthodes font intervenir le passage par la phase vapeur. Ainsi, la 
distillation et la sublimation sont utilisées pour purifier les métaux volatils (magnésium, 
calcium, etc…). Dans le cas des métaux à point de fusion élevé et à faible tension de vapeur, 
on utilise au contraire la fusion sous vide poussé pour éliminer les impuretés plus volatiles 
que le métal de base tels que : niobium, tantale, etc… 

D’autres méthodes physiques utilisent le passage par la phase liquide. 
La cristallisation fractionnée est, par exemple, employée pour la séparation des métaux des 
terres rares sous forme de sels. Il faut mentionner particulièrement une méthode dérivant de la 
cristallisation fractionnée et qui a contribué puissamment au développement des métaux très 
purs. Il s’agit de la méthode « zone fondue », mise au point pour la purification du germanium 
[PFAN, 58] et appliquée à l’aluminium, puis à de nombreux autres métaux.    
 
1.4.1 Méthodes de purification mettant en jeu la phase vapeur  

(Fusion à haute température et sous vide poussé) 
 
Ces méthodes s’appliquent à des métaux dont la tension de vapeur au point de fusion 

est faible et dont la plupart des impuretés sont plus volatiles que le métal de base. La fusion 
des métaux réfractaires présente en effet des difficultés par la haute température à atteindre et 
par le manque de matériaux capables de résister à l’attaque par le métal fondu. Deux 
techniques sont principalement employées : la fusion au four à arc  et la fusion par 
bombardement d’électrons. Nous approfondirons la deuxième méthode.  
La technique de fusion par bombardement électronique consiste à diriger sur le métal un 
faisceau d’électrons accélérés. La dissipation, au point d’impact, de l’énergie cinétique des 
électrons produit un chauffage localisé et intense. Le four comprend, en haut, le canon où les 
électrons sont émis par le filament, accélérés, et focalisés par des lentilles électromagnétiques. 
Cette partie de l’appareil, dans laquelle règne un très bon vide, peut être isolée de l’enceinte 
de fusion par un obturateur. Le métal à fondre est introduit latéralement au point de 
focalisation de faisceau électronique. Il est porté à fusion et tombe dans le creuset refroidi par 
une circulation d’eau. Le fond du creuset étant mobile, on peut, en le faisant descendre peu à 
peu, obtenir un lingot de métal de grande dimension. La puissance disponible varie beaucoup 
suivant le four (typiquement de 1kW à 100 kW). Cette méthode permet d’obtenir des lingots 
massifs et sains de métaux qui seraient très difficiles à fondre par d’autres méthodes. On peut 
d’ailleurs ajouter une purification chimique à l’effet de fusion sous vide proprement dit. 
Ainsi, le vanadium industriel peut être purifié par fusion au four à bombardement d’électrons, 
en présence de quantités judicieusement choisies d’un désoxydant (le carbone, l’aluminium, 
le silicium et l’yttrium). Les teneurs en hydrogène sont alors réduites à moins de 3.10-6, 
l’oxygène et le carbone à moins de 10-4, les impuretés métalliques entre 10-5 et 5.10-4.                                              
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Figure 1.1 : Four à bombardement électronique (d’après LEHR et ALBERT) 
1 : cathode émettrice d’électrons ; 2 : anode ; 3-4 : lentilles électromagnétiques ; 
5 : canalisation de vide ; 6 : vanne d’isolement ; 7 : faisceau d’électrons ; 8 : enceinte 
du four ; 9 : passage coulissant ; 10 : fixation du lingot à fondre ; 11 : lingot d’apport ; 
12 : lingotière ; 13 : circulation d’eau ; 14 : fond mobile 

 
1.4.2 Méthodes de purification utilisant le passage par la phase liquide 
 

La solidification d’un métal entraîne généralement une modification dans la répartition 
des éléments étrangers qu’il contient. Considérons un alliage binaire de 2 métaux  A et B et 
supposons que l’addition de l’élément B abaisse le point de fusion du solvant A figure 1.2.a 

 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
Figure 1.2 : Formes schématiques des diagrammes d’équilibres binaires au voisinage du 
solvant  pur A. a) : élément abaissant la température de fusion du solvant A ; b) : élément 
élevant la température de fusion du solvant A 

 A       CL         Cs           % B 
 

A     Cs   CL          % B 

Tfr 

T 

∆Tfr <0 
T 

Tfr 

∆Tfr >0 

 k0=CS/CL < 1 
a) Impureté directe 

k0=CS/CL > 1 
b) Impureté inverse 
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Le diagramme d’équilibre montre qu’il existe une différence de solubilité du constituant B 
entre le solide et le liquide. Si l’on abaisse la température d’un alliage fondu de concentration 
CL, le premier cristal qui apparaît à une composition différente de celle du liquide. Dans le cas 
de la figure, sa concentration en élément  B est  CS, inférieur à la concentration CL de l’alliage 
initial. Cette différence de concentration permet de définir un coefficient de partage de 
l’élément B dans l’élément A : k0=CS/CL.  
 

 ▪  k0<1 : Si (∆Tfr = T-Tfr < 0), dans cette configuration, les impuretés passent du solide    
vers le liquide (impureté directe).   

 ▪   k0>1 : Si (∆Tfr = T-Tfr > 0), les impuretés passent du liquide vers le solide (impuretés 
    inverses).  

 
k0 dérive directement du diagramme d’équilibre A-B et appelé coefficient de partage à 
l’équilibre. La répartition du soluté entre la phase solide et la phase liquide est mise à profit 
dans les techniques de solidification progressive dirigée, de cristallisation fractionnée et de 
zone fondue. 

 
1.4.2.1 Solidification progressive dirigée  
  
 Le principe consiste à porter au dessus de sa température de fusion, un cylindre en 
métal contenant une concentration uniforme d’impureté soluble et qui abaisse son point de 
fusion (k < 1). Puis sortir lentement le tube contenant ce métal liquide du four par l’extrémité 
gauche figure 1.3. Le cylindre liquide va  subir une solidification progressive qui commencera 
à l’extrémité du cylindre et la première tranche solide est beaucoup plus pure que  le liquide 
que lui a donné naissance. Les tranches suivantes sont moins pures et l’impureté s’accumule 
vers l’extrémité droite du lingot. Le barreau obtenu après solidification progressive est plus 
pur que le barreau initial sur une certaine longueur. Il est possible d’améliorer la purification 
en prélevant la fraction la plus pure du barreau et en la  soumettant  à une nouvelle 
solidification progressive dirigée. En répétant cette opération, on peut obtenir un raffinage de 
plus en plus poussé. Cette méthode présente cependant des inconvénients. En effet, la quantité 
de métal raffiné diminue à chaque opération et d’autre part, on détruit chaque fois en partie le 
résultat de l’opération précédente. 
 
 
 
 
 
 
 
 
          
  
  
 

 

 

 

 

Solide Liquide 

Figure 1.3: Schéma de la solidification progressive dirigée 

x 
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1.4.2.2 Processus de zone fondue 
 

a) Historique  
 
La technique de « zone melting » a été proposée pour la première fois par William G. Pfann 
en 1952 pour purifier du germanium dans le but d’en faire de bons dispositifs semi-
conducteurs. Cette technique a ensuite été utilisée pour la purification de l’aluminium en 1953 
et puis à des nombreux autres éléments comme le gallium, le bismuth, le zirconium, le 
silicium, etc… au cours des années qui suivirent.  
  

b) Technique de  zone fondue 
 

 
 
  
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
Elle consiste à fondre une zone étroite d’un barreau métallique de forme allongée et à la 
déplacer d’une extrémité à l’autre du barreau. On part par exemple d’une barre de silicium 
contenant une concentration uniforme et faible C0 d’impuretés. A gauche de ce barreau on 
dispose d’une source de chaleur dont la forme est tubulaire et a pour fonction de fondre une 
petite tranche de largeur ℓ. L’étape suivante consiste à déplacer lentement cette source de 
chaleur le long de ce barreau. La partie gauche se solidifie alors à une concentration plus 
faible. Au fur et à mesure que la zone liquide se déplace vers la droite, le matériau se solidifie 
en rejetant dans le liquide son excès d’impuretés. La concentration en impuretés dans la zone 
liquide augmente donc et la couche suivante qui se solidifie sera aussi plus riche en impuretés 
que la précédente et ainsi de suite. Finalement, les concentrations atteindront un régime 
stationnaire où le solide en tête de zone fondue et le solide fraîchement solidifié ont la même 
composition. L’effet sera inverse pour les éléments qui élèvent le point de fusion (k0>1). Cette 
technique s’est révélée extrêmement fructueuse et elle est souvent utilisée comme méthode de 
purification ultime. 
L’efficacité de ce procédé est conditionnée par le coefficient de partage effectif k, la vitesse 
de translation de la source et la largeur de la zone fondue.  
D’une façon générale, toute méthode de purification comporte des limitations qui sont propres 
à son principe même. Dans le cas de la zone fondue, par exemple, le résultat final sera limité 
par deux facteurs : 
- La pureté globale du métal de départ. Pour des conditions de traitements fixées la zone 

fondue permet d’atteindre, pour chaque type d’impureté, un certain coefficient de 

Source de 
chaleur 

x           ℓ 

Solide Solide initial 

Zone 
fondue 

Déplacement de la  
source 

Figure 1.4 : Schéma de zone fondue pour une seule source 
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purification (rapport entre la concentration finale et la concentration initiale) ; le résultat 
sera donc d’autant meilleur que le métal de départ sera plus pur. 

- La  présence d’impuretés dont le coefficient de partage entre solide et liquide est voisin de 
l’unité. L’efficacité du traitement est très faible pour ces éléments et il faudra choisir un 
métal de départ particulièrement pauvre en impuretés de ce type.      

Le procédé commercial de purification par zone fondue consiste à réitérer de nombreuses fois 
ce processus élémentaire et par conséquent le coût de matériau pur s’en trouve 
considérablement augmenté.  
Il existe une variété de ces techniques qui permet d’accélérer notablement la réalisation de ce 
processus. Dans la pratique, on utilise souvent plusieurs sources de chaleur en série et la 
distance parcourue par la source se trouve considérablement réduite par le nombre de fours 
utilisés (figure 1.5) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1.5 Conclusion sur les méthodes de purification 
 
 Pour atteindre une pureté finale élevée il est généralement nécessaire d’utiliser, en 
cascade, plusieurs méthodes de purification donnant des résultats complémentaires. Par 
exemple la purification de tellurium [PRAS, 02] est obtenue par distillation puis par zone 
fondue. Un autre cas typique est celui de la purification poussée du fer. Le matériau de départ 
est un fer pur industriel de titre voisin de 99.98 %, mis en solution sous forme de chlorure. Par 
passage de cette solution sur une résine échangeuse  d’anions, le fer sera fixé sous forme de 
complexe alors qu’un grand nombre d’impuretés traversant la colonne seront donc séparées. 
On éliminera ainsi le molybdène, le nickel, le cuivre et le cobalt, éléments pour lesquels les 
traitements ultérieurs sont inefficaces. Après élution, une électrolyse permet de déposer un fer 
dans lequel les teneurs en impuretés métalliques sont très basses. Enfin, le métal est soumis à 
plusieurs passages de zone fondue, en nacelle de cuivre refroidie, sous atmosphère 
d’hydrogène purifié. Ce traitement abaisse considérablement les teneurs en éléments 
métalloïdes. On obtient ainsi un fer dans lequel aucun élément ne se trouve à une teneur 
supérieure à la partie par million (ppm), à l’exception du carbone, de l’oxygène et de l’azote 
dont les concentrations peuvent atteindre quelques ppm. Ces derniers éléments peuvent 
éventuellement être éliminés de façon plus poussée par fusion à haute température dans un 
four à plasma argon-hydrogène. 
 
 
 
 

Source de 
chaleur 

Zone 
fondue 

Figure 1.5: zone refining multi-sources  

Barreau en déplacement 
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Chapitre 2 

Théorie de zone refining  
 
2.1 Introduction 
 

La théorie de zone refining est basée sur des hypothèses simplificatrices. Pour  un 
barreau de section unitaire et de longueur L, on suppose, pour tout état initial, que la 
distribution de soluté (impuretés) est uniforme dans tout le barreau. Le modèle adopté est 
unidirectionnel et en régime permanent. Après le traitement du barreau, la concentration est 
uniforme tout le long d’une section transversale. Un  bilan de conservation des solutés dans 
une petite tranche cylindrique de section unité et de largeur ℓ est écrit. La figure 2.1 est une 
schématisation de zone refining utilisant une seule source de chaleur. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         Figure 2.1 : Schéma de zone refining utilisant une seule source de chaleur  
 
 

Lors de la solidification d’un métal fondu, il en résulte généralement une modification 
dans la répartition des éléments étrangers qu’il contient. Pour un alliage binaire de deux 
métaux  A et B dont on suppose que l’addition de l’élément B abaisse le point de fusion 
du solvant A, son diagramme d’équilibre (figure 2.2 .a) montre qu’il existe une différence 
de solubilité du constituant B (concentration en soluté) entre le solide et le liquide. Si l’on 
abaisse la température d’un alliage fondu de concentrationCL , le premier cristal qui 
apparaît, a une composition différente de celle de liquide. Dans le cas de la figure (2.2.a), 
sa composition en soluté estCS , inférieure à la concentration CL de l’alliage liquide 
initial. Cette différence de concentration permet de définir un coefficient de partage à 
l’équilibre k0 de l’élément B dans l’élément A tel que : CCk LS=0 , inférieur à l’unité et 
l’impureté est dite directe c'est-à-dire les impuretés passe de la phase solide vers la phase 
liquide à travers l’interface solide/liquide. Dans le cas contraire, figure (2.2.b), k0 est 
supérieur à l’unité et  l’impureté est dite inverse c'est-à-dire au niveau de l’interface, la 
phase liquide cède les impuretés à la phase solide.  
 
  
 
 
 

 

Source de 
chaleur 

x           ℓ 

Solide Solide initial 

Zone 
fondue 

Déplacement de la  
source 
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   Figure 2.2 : Diagrammes de phases schématisés au voisinage du solvant pur  
                                   a) k0 <1 : impureté directe    ;   b) k0 >1 : impureté inverse  
 

2.2 Équation de base pour une seule passe de zone r efining 
 

L’équation de base pour la théorie de zone refining classique est une équation obtenue par 
un bilan de conservation de masse des solutés pour une zone ABCD ou A’B’C’D’ en 
mouvement, de largeur ℓ et de section unité (figure 2.3). Elle repose sur les hypothèses 
suivantes : coefficient de partage constant, composition uniforme dans la phase liquide, 
diffusion négligeable dans le solide, section du barreau constante, largeur de zone fondue 
constante. 

 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
Figure 2.3 : Diagramme schématique d’une opération de zone fondue 
 
Dans ce processus de fusion /solidification successive utilisé comme technique pour la 

purification d’un métal, la source de chaleur se déplace d’un mouvement lent, uniforme et 
parallèlement à l’axe du cylindre. Le barreau est initialement à une concentrationC0 . Sur 
l’interface solide-liquide de gauche, une tranche liquide se solidifie en donnant un métal plus 
pur. Sur l’interface solide-liquide de droite, une tranche solide de teneur en impureté C0  passe 
à l’état liquide de sorte que le volume de liquide ne change pas au cours de la purification du 
métal et reste égal à ℓ (section unité). Il y a donc balayage de l’impureté par la zone liquide en 
mouvement.  

La mise en équation des phénomènes est facile. La zone dépose une tranche de solide dx 
de concentration CS elle perd donc (CS dx) d’impureté. 
Mais par fusion de la tranche de droite, elle gagne (C0dx) d’impureté. Finalement, sa 
concentration varie de dCL. Le bilan de soluté est donc :  

X+ℓ dx 
dx 

 B  B’         C  C’ 

 A  A’         D  D’ 

X 

Solide initial 
Solide 

Zone fondue ABCD ou A’B’C’D’ 
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ClddxCdxC LS =−0                                                                                                             (2.1) 

En tenant compte de la relation entre CS etCL  : CCk LS=  et la condition au limite (pour 

x=0, on a CS =kC0 ) l’équation différentielle (2.1) s’intègre aisément et on obtient : 

])1(1[)( 0 ekCxC l

kx

S
−−+=                                                                                                     (2.2) 

L’expression (2.2) représente la répartition théorique des impuretés le long du barreau après le 
premier passage.     
Avec x : distance à partir de la tête du barreau 
          k : coefficient de partage effectif. Burton, Prim et Slichter [BURT, 53] ont établi la 
relation : 

ekk

kk
D

fδ−
−+

=
)1( 00

0                                                                                                               (2.3) 

Où    k0  : Coefficient de partage à l’équilibre 
          f  : Vitesse de déplacement de la zone liquide en (cm/s) 
          δ  : Épaisseur de la couche de diffusion en (cm) 
           D : Coefficient de diffusion en (cm²/s) 
L’équation (2.2) ne fait pas intervenir la longueur du barreau a, mais seulement le rapport x/ℓ  
La courbe présente une asymptote horizontale 10 =CCS . Elle s’en approche d’autant plus 
rapidement que k est grand et que la longueur de la zone ℓ est petite. La fraction du barreau 
plus pure que la charge initiale est d’autant plus grande que k est plus faible et que la longueur 
de la zone est plus grande (figures 2.4 et 2.5). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 

 
 
 
 
 

 

 
 

Figure 2.4 : Profils théoriques de 
concentrations relatives le long d’un barreau 
pour différents coefficients de distribution 
effectif k d’après R.GRAF 
 

Figure 2.5 : Profils théoriques de 
concentrations relatives le long d’un 
barreau pour différents coefficients de 
distribution effectif k d’après Pfann 
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Pour des valeurs moyennes de ces paramètres (par exemple k = 0,5 et L/ℓ =20), on peut 
faire le raisonnement approximatif suivant : Quand la zone fondue est à l’extrémité gauche 
(tête du barreau), sa concentration est égale àC0 . Lorsqu’elle se déplace un peu vers la droite, 
une tranche solide de concentration kC0  apparaît et une tranche de concentration C0  passe à 
l’état liquide. La zone s’enrichit donc en impureté et le solide qui va se former sera moins pur. 
Tandis que la zone avance, son enrichissement en impureté continue, mais à vitesse 
décroissante, sa concentration tend vers kC0  et celle du solide qui apparaît vers C0 . A partir 
de ce moment, il entre autant d’atomes d’impureté dans la zone fondue qu’il en sort. 

 
2.3 Limite de validité de l’équation de base 
   

À partir d’une certaine distance x, tel que x ≥ (L–ℓ), l’équation (2.2) n’est plus valable, 
car lorsque l’interface de fusion atteint l’extrémité droite du cylindre, la masse de liquide 
diminue et on est ramené à une solidification progressive dirigée. La concavité de la courbe 
change donc de sens pour x = (L-ℓ). A partir de cette valeur de x, la distribution de soluté est 
représentée par l’équation de conservation de masse des solutés dans le cas de la solidification 

progressive dirigée qui est : 1-k
SS )

x-L
( )-(L C  (x)C

l
l=                                                   (2.4) 

Cette équation est issue d’un bilan de conservation de masse des solutés dans le cas de la 
solidification progressive dirigée, moyennant quelques hypothèses : section unitaire, variation 
de volume négligée lors de la solidification, coefficient de distribution effectif k constant.  
Une tranche liquide d’épaisseur dx va donner en se solidifiant une tranche solide d’épaisseur 
dx plus pure. L’excès d’impureté qui se trouvait dans la tranche liquide va diffuser dans la 
partie du barreau non encore solidifiée et augmenter sa teneur en impureté. Comme la 
diffusion à l’état liquide est très rapide on peut d’abord admettre que le liquide reste 
homogène. L’équation différentielle à résoudre est la suivante :  
 CdxLdxCdxC LSL )( −+=                                                                                                  (2.5)  

CL et CS sont deux fonctions de x, mais leur rapport est constant : CCk LS=  

En intégrant (2.5) on obtient :  

x)-(LA   (x)C 1-k
S =                                                                                                                  (2.6) 

La constante d’intégration A se détermine par la condition :  
Pour la tranche d’abscisse  x= (L-ℓ), on a une  concentration  )-(L C  (x)C SS l= . 

D’ou l’équation (2.4) 
En résumé, la courbe représentant la répartition de l’impureté après le passage de la zone 
comporte donc trois parties figure 2.4: 

1. une région «initiale »  dans laquelle la concentration croît, mais reste nettement 
inférieure àC0 . 

2. une région intermédiaire dans laquelle la concentration varie peu et tend plus ou 
moins vite vers C0 suivant les valeurs de k et de ℓ. 

3. une région «terminale» correspondant à une longueur de zone dans laquelle la 
concentration est nettement supérieure à C0 et croît rapidement. 

Si l’on néglige pour un instant cette dernière partie du barreau, on voit que dans la fusion par 
zone, la courbe tourne sa concavité vers l’axe des x (figure 2.5) et dans la solidification 
progressive dirigée, vers l’axe des CS (figure 2.6). 
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 Figure 2.6 : Profils de concentrations relatives le long d’un barreau pour différents  
         Coefficients de distribution effectif k lors de la solidification progressive dirigée  
         d’après Pfann  
 
2.4 Avantages et inconvénients de zone fondue par r apport à la solidification 
progressive dirigée  
 
 La purification obtenue après le passage de la zone fondue est moins satisfaisante que 
celle de la solidification progressive dirigée. Cela tient à ce que le volume de la phase liquide 
dans laquelle l’impureté diffuse, est plus faible. La concentration de cette phase augmente 
donc plus vite et, par voie de conséquence, celle du solide déposé également. 
Mais en contre partie, comme le volume de la phase liquide reste faible et d’ailleurs constant, 
on gagne certains avantages [GUIL, 64]. 

1. L’homogénéisation de ce liquide est plus facile à obtenir; le coefficient k à prendre en 
considération sera plus voisin de k0 , ce qui sera favorable à la purification. 

2. Ce volume faible réduira la contamination du métal au contact de l’atmosphère ou du 
conteneur que l’on pourra parfois même éviter. 

3. Comme ce volume ne change pas, les concentrations du solide et du liquide ne 
peuvent devenir supérieures à C0  et C0 /k respectivement et en restent même très 
éloignées comme k est faible. 

 
2.5 Passages répétés d’une zone fondue 
 
2.5.1 Théorie de zone refining multi-passes 
  

L’intérêt de la fusion par zone devient évident quand on envisage des passages répétés de 
la zone fondue le long du barreau, ces passages ayant lieu toujours dans le même sens, c’est-
à-dire de l’extrémité gauche vers l’extrémité droite du barreau. En pratique, on utilise une 
série de sources de chaleur assez rapprochées, ce qui permet de faire traverser le barreau par 
un certain nombre de zones liquides dans une seule opération (figure2.7). On notera qu’il est 
inutile de séparer les parties pures des parties impures comme cela est indispensable dans les 
techniques habituelles de cristallisations fractionnées. C’est un des principaux avantages de la 
méthode. Avec le montage précédent (une seule source), on économise encore plus de temps 
car les cristallisations successives commencent avant que la première soit complète. 
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2.5.1.1 Répartition de l’impureté lors d’un second passage de la source 
  

Après un premier passage de la source le long du barreau à purifier, une nouvelle 
répartition d’impureté est obtenue. Lors d’un nouveau passage, la répartition va de nouveau se 
modifier. On peut donc décrire comment la répartition de l’impureté va se modifier pendant 
un second passage de la zone. Quand la zone est à l’extrémité gauche du barreau, sa 
concentration est maintenant égale à lσ 1  (et non plusC0 ). σ 1  étant l’aire comprise entre la 
courbe correspondant à la formule (2.2), l’axe des x et les verticales x/ℓ = 0 et x/ℓ = 1. 
Lorsqu’elle se déplace un peu vers la droite, une tranche solide de concentration kσ1 /ℓ 
apparaît et une tranche de concentration CS1  (et non plusC0 ) passe à l’état liquide. « C S1étant 
la concentration obtenue dans la tranche d’abscisse x/ℓ = 1 après le premier passage de la 
zone fondue ». 
La zone s’enrichit en impureté, carCS1  est supérieur à kσ1 /ℓ, que cette dernière quantité est 
inférieur à kC0 et le solide qui se formera un peu plus tard sera donc moins pur. Tandis 
qu’elle avance, son enrichissement en impureté continue, mais à une vitesse décroissante, 
parce que la différence entre les quantités d’impureté qui entrent et qui sortent diminue. Bref, 
lorsque la zone traverse la région « initiale » d’un barreau déjà purifié une première fois, elle 
emporte une nouvelle quantité d’impureté et laisse derrière elle une région plus pure et un peu 
plus longue que lors de son premier passage. Quand l’interzone de fusion atteint la région 
«terminale» du barreau où a débuté, lors de la première passe, la solidification progressive 
dirigée, la concentration de la zone en impureté se relève notablement (car le solide qui passe 
à l’état liquide sur l’interface de fusion est très impur), celle du solide qui se forme également 
et la concavité de la courbe représentant la distribution de l’impureté après le second passage 
change de sens. 
 Ainsi, l’accumulation nouvelle d’impureté sur l’extrémité droite se reflète en arrière sur une 
longueur de zone. 

Si l’on veut trouver la courbeCS1(x) représentant la nouvelle distribution de l’impureté, il 
faut donc résoudre l’équation différentielle : 

 
[CS1 (x+ℓ) - CS2 (x)] dx = (l / k ) dCS2 (x)                                                                              (2.7) 

C S1  (x + ℓ) est la concentration obtenue dans la tranche d’abscisse (x + ℓ) après le premier 

passage de la zone, elle est donnée par la relation (2.2) si x ≤ L-2l et par la formule (2.4) pour 
L-2l <x <L-l. Enfin pour x ≥ L- l, c’est-à-dire lorsque l’interface de fusion atteint l’extrémité 

Source de 
chaleur 

Zone 
fondue 

Figure 2.7: Zone refining multi-sources  

Barreau en déplacement 
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droite du barreau, le volume de la zone n’est plus constant car il devient égal à (L–x) et la 
zone ne capte plus d’impureté. L’équation (2.7) ne représente donc plus les phénomènes et il 
faut maintenant intégrer l’équation : 

dxxC
xL

k
xCd SS )(

1
)( 22 −

−=                                                                                             (2.8) 

Dont la solution est : 








 −−=
−

l

xL
lLCxC

k

SS

1

22 )()(                                                                                               (2.9) 

CS 2 (L-ℓ) représentant la concentration dans la tranche d’abscisse x = (L-ℓ) après le second 
passage de la zone. 
 
2.5.1.2 Répartition de l’impureté pour le n ème passage de la source 
  

Les mêmes phénomènes se produisent à chaque nouveau passage de la zone, de sorte que 
les passages répétés abaissent la concentration dans la région « initiale », élèvent celles-ci 
dans la région « terminale » et diminuent la longueur de la région intermédiaire. Finalement, 
ces trois régions deviennent difficiles à distinguer les unes des autres et la courbe obtenue 
après la nème passe (n = 10 ou 20) ne présente plus de changement brusque de pentes (figures : 
2.9, 2.10 et 2.11). Les calculs deviennent très complexes lorsque n augmente et pour les 
raisons exposées ci-dessus, l’efficacité de ces passages diminue vite en ce qui concerne la 
partie droite du lingot. Si l’on veut obtenir la répartition de l’impureté après n passages de la 
zone, on verra facilement que si l’on désigne par )(xCn  la concentration dans la tranche 
solide d’abscisse x après la nème passe et )(1 lxCn +−  la concentration dans la tranche 
d’abscisse (x + ℓ) après la (n-1)ème passe, il faut résoudre l’équation différentielle : 

[ )(1 lxCn +− - )(xCn ]dx = 
k

l
d )(xCn                                                                                    (2.10) 

tant que x ≤ (L –ℓ ). Mais la fonction Cn-1 (x + ℓ) à introduire dans cette équation n’a pas la 
même forme suivant que x est inférieur ou supérieur à (L - nℓ). D’autre part, lorsque x devient 
supérieur ou égal à (L – ℓ), comme le volume de la zone ne reste plus constant, l’équation 
différentielle à résoudre devient 

dxxC
xL

k
xdC nn )(

1
)(

−
−=                                                                                                   (2.11) 

dont la solution générale est : 

 1)()()( −−−= K

l

xL
lLCnxCn                                                                                           (2.12) 

qui est l’équation de la solidification progressive dirigée sous une autre forme. 
Lord et Milliken [LORD, 53] ont donné une formule qui permet de calculer exactement 

la concentration en fonction de la distance lx  et du nombre de passes n : 
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                                                                                                                                            (2.13)                                                                                                                                        

Mais cette formule (2.13) n’est valable que pour un barreau de longueur infinie et ne tient pas 
compte des phénomènes qui se produisent vers la droite du barreau et que nous venons de 
décrire. En particulier la concentration à l’extrémité gauche du lingot est : 
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 La figure 2.8 établie pour L / l = 10 donne cette concentration pour diverses valeurs de k en 
fonction de n (nombre de passes). Si l’on veut une teneur en impureté déterminée, il faut 
évidemment passer d’autant plus de zones que k est moins faible. Ainsi pour avoir      

CCS 0= 2.l0
-5 il faut passer six zones avec k = 0,1 et dix zones avec k  = 0,2. 

 
Figure 2.8 : Profils théoriques de concentrations relatives à l’extrémité gauche du barreau 
(x=0) en fonction du nombre de passes pour différents k d’après Pfann 

 
2.5.2 Méthode  graphique  de Hamming 
 
 Dans cette méthode graphique, le lingot est divisé en cellules dont la longueur est une 
fraction de celle de la zone fondue. On suppose que la zone se déplace par sauts d’une 
longueur égale à celle d’une cellule. A chaque saut, cristallise dans la cellule abandonnée une 
quantité d’impureté correspondant à une concentration du solide égale à k fois celle de la zone 
et supposée constante dans la cellule. Après chaque saut, la quantité d’impureté qui entre dans 
la zone avec la cellule qu’elle capte est ajoutée à celle que la zone transporte vers la droite 
pour obtenir la nouvelle concentration de la zone. Quand la zone atteint l’extrémité droite 
(queue du barreau) et que la solidification progressive dirigée commence, cette méthode 
graphique tient compte de la décroissance du volume de la zone. Lorsque la dernière cellule 
se solidifie, l’impureté totale contenue dans celle-ci cristallise et introduit dans la courbe 

)(xfCS = une discontinuité. 
La méthode est donc applicable à un barreau de longueur finie et à une distribution 

initiale quelconque de l’impureté. Les quantités d’impuretés perdues ou gagnées par la zone 
au cours de ses sauts successifs sont évaluées graphiquement par la règle du trapèze. 
       Soit σ1 la surface comprise entre la courbe )( lxfCS =  l’axe des x et les verticales 

d’abscisses 0 et 1 et soit ∆σ1, ∆σ2 ,  ∆σ3  …… ∆σp   les aires des surfaces analogues, mais 
limitées par les verticales d’abscisses : 

cellule la de Volume

zone la de Volume
:rapportlezappellanten)(1.........

2
1,

1
1,1 1

111 z

lp

zz

−+++   

Si l’on pose uzkl =− )( 1 , un calcul élémentaire montre que les concentrations des solides 
successivement déposées sont : 
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Pour obtenir une précision suffisante (erreur 1 %) il y a intérêt à prendre z1 assez grand. Les 
figures (2.9), (2.10) et (2.11) (L/l =10) ont été obtenues avec z1 = 10 ce qui correspond à          
p = 100 et à u = 0,99 pour k =0.1, u = 0,98 pour k= 0,2 et u = 0,95 pour k = 0,5. En étudiant 
ces courbes tracées à l’échelle semi-logarithmique on verra que : en général, une zone plus 
large augmente la pureté du métal si le nombre de passes n’excède pas beaucoup L/ℓ. Dans le 
cas contraire, une zone plus étroite est préférable. La figure (2.9) le montre.  
Elle est établie pour L/ℓ = 10, mais les deux courbes en traits discontinus correspondent à  
L/ℓ = 5. A la 5ème passe, la zone la plus large est préférable, car sur 63 % de la longueur du 
barreau elle donne une pureté plus grande. Mais à la 10ème passe, la zone la plus étroite est 
supérieure pour toute la longueur du barreau. 
 

 
 

                                                               
 

 
Figure 2.9: Concentrations relatives C/C0  
en fonction de la variable x/ℓ pour différents 
nombre de passes n d’après Pfann 

Figure 2.10: Concentrations relatives C/C0 
en fonction de la variable x/ℓ pour différents 
nombre de passes n d’après Pfann 
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2.5.3 Ultime répartition de l’impureté dans le barr eau 
 
 La longueur totale du barreau étant finie, si des passages répétés sont effectués dans le 
même sens, on doit arriver à un état limite où la concentration reste invariable. 
Cette ultime répartition de l’impureté est facile à calculer. Soit )(xCu  la fonction qui la 
représente. Une zone fondue passe alors le long du barreau sans changer la distribution. La 
concentration du solide qui se forme dans la tranche d’abscisse x est )(xCu  et celle de la zone 

fondue est kxCxC uuL )()( = . Mais la concentration dans la zone est aussi égale à : 

∫= +lx

x uuL dxxC
l

xC )(
1

)(                                                                                                         (2.16) 

qui peut s’écrire : 

∫= +lx

x uu dxxC
l

k
xC )()(                                                                                                         (2.17) 

Equation dont la solution est de la forme : 

exC x
u

λα=)(                                                                                                                       (2.18) 
Les constantes α et λ s’obtiennent par substitution et en écrivant que la concentration 
moyenne dans le barreau de section unitaire est C0  : 

CdxxC
L

L
u 00 )(

1 =∫                                                                                                                 (2.19) 

On trouve les relations : 

1−
=
e

l
k

lλ

λ
                                                                                                                           (2.20) 

Figure 2.11: Concentrations relatives C/C0 en fonction de la variable x/ℓ 
pour différents nombre de passes n d’après Pfann 
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Lλ

λα                                                                                                                           (2.21) 

En coordonnées semi-logarithmiques la distribution ultime )(xCu  est représentée par une 
droite comme les montrent les figures : (2.9, 2.10, 2.11). 
 
2.6 Conclusion sur la théorie de zone refining 
 
 La théorie ainsi établie pour calculer la répartition de l’impureté le long d’un barreau après 
un ou plusieurs passages de la source reste une approche et un modèle théorique de référence 
pour le processus de purification, par zone fondue, supposé unidirectionnel et avec des 
conditions opératoires bien déterminées. Mais ce modèle a ses limites, lorsque les conditions 
opératoires et la géométrie du barreau engendrent leurs propres effets sur la distribution des 
solutés. D’autre part les effets temporels peuvent aussi contribuer à cette nouvelle distribution 
d’impureté et par suite le degré de purification atteint est tout a fait différent à celui prévu par 
la théorie monodimensionnelle classique.      
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Partie II 
 

Modélisation du processus de purification 
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Chapitre 3 
 

Modélisation mathématique du processus de purification 
 
 

3.1   Introduction 
 

La théorie de zone melting proposée par G.W Pfann [PFAN, 58] repose sur des 
considérations et des hypothèses simplificatrices, faisant en sorte que le profil de 
concentration dans le solide, le long d’un barreau purifié, lors d’un premier passage d’une 
source de chaleur tubulaire, se déplaçant à une vitesse lente et constante, est obtenu par une 
expression, issue d’un bilan de conservation de masse des solutés sur une tranche cylindrique, 
de section unitaire et d’épaisseur ∆z. La concentration dans le solide en un point d’abscisse x 

est donnée par l’expression : ])1(1[)( )(
0 ekCxC z

kx

s ∆
−

−+= . Ce modèle unidimensionnel 
simplifié, a ses limites et ne peut être appliqué pour des géométries et des conditions 
opératoires dont les effets bidimensionnels, tridimensionnels et temporels peuvent se 
manifester en modifiant la répartition d’impureté dans le barreau. Ainsi le processus de 
purification en question sera conditionné par ces effets. Nous avons jugé utile de modéliser ce 
processus de purification en tenant compte des effets cités ci-dessus ainsi que l’influence des 
principaux paramètres gouvernant ce processus tels que : la densité de flux de chaleur q, la 
largeur de la zone  fondue ∆z, la vitesse de déplacement des sources mobiles V S  et le rayon 
du barreau R.Tous ces paramètres sont  susceptibles de modifier la répartition des solutés 
dans  le barreau [PFAN, 58].     

3.2  Présentation du problème  
 

Il s’agit de modéliser un procédé de purification utilisant le processus de fusion et 
solidification successives en faisant déplacer une zone fondue le long d’un barreau disposé 
verticalement ou horizontalement (et parfois incliné par rapport à l’horizontale) [PFAN, 58]. 
Dans ce processus de fusion solidification, plusieurs modes d’échange et de transfert 
thermiques et massiques peuvent exister : la  conduction, le rayonnement, la convection 
naturelle ou forcée (dans le cas d’un brassage du bain liquide), la ségrégation et la macro 
ségrégation induites lors de la fusion et la solidification [PFAN, 58], [GHOS, 01], [DREV, 
02], [SADH, 01], la thermo diffusion (effet Soret) [BERT, 97]. 
Pour modéliser ce procédé de zone melting (zone refining), nous nous intéressons à une 
disposition bien particulière du barreau et nous faisons des simplifications quant aux échanges 
thermiques et les conditions aux limites à imposer. Nous retiendrons  une configuration bien 
adaptée, c’est celle d’un barreau disposé verticalement. Ce choix évite de faire intervenir 
l’effet de la gravité dans ce processus. Il a été montré dans une étude (voir annexes A, B), que 
la section la plus avantageuse en terme d’optimisation d’énergie mise en jeu dans ce 
processus est celle d’une section circulaire. En effet pour faire fondre un barreau jusqu’au 
cœur, entièrement ou encore partiellement sur l’une de ses tranches (de largeur ∆z), qui les 
composent, nous avons simulé le cas d’un  barreau avec différentes sections (circulaire et 
carrée) pour  les mêmes conditions (même puissance de chauffage et même volume). Les 
résultats de la simulation confirment dans les deux cas: (conduction pure et  conduction avec 
changement de phase) que, prendre un barreau à section circulaire est plus rentable en terme 
de temps de fusion et par conséquent d’énergie fournie au barreau.  
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La simulation dans le cas de la conduction pure permet de généraliser cette étude aux 
différents matériaux ne serait ce que pour le début de fusion (solidus) puisque par choix 
adimensionnel, le seul paramètre qui gouverne l’équation de la chaleur adimensionnelle est le 
temps adimensionnel t+ ou encore le nombre de Fourier (Fo ).                    
Dans cette étude nous prenons un cylindrique plein, de rayon R et de longueur Lb disposé 
verticalement, initialement à une température uniforme T(r, z, t=0) = Ti . On applique une 
densité de flux de chaleur constante qc à une tranche d’épaisseur ∆z sur la paroi (r = R). La 
tranche adjacente d’épaisseur ∆z située au dessous de celle chauffée, échange elle aussi de la 
chaleur avec un milieu refroidissant, et  la densité de flux de chaleur dégagé à travers celle-ci 
est qf. La nature de la source de chaleur peut être des fours à induction de forme tubulaire ou 
encore une source laser adaptée et dans ce cas, l’interaction matière laser doit être prise en 
compte dans la modélisation. La figure 3.1 montre la géométrie et les conditions thermiques 
imposées. Le reste du cylindre n’échange pas de la chaleur et est maintenu adiabatique. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure 3.1 : Géométrie du barreau et conditions thermiques imposées  
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3.3 Hypothèses simplificatrices 
 
- La symétrie cylindrique et la symétrie des conditions de chargement thermique 

(conditions aux limites) font que le problème  peut se traiter comme un cas axisymétrique 
en r et en z   

- Les propriétés thermophysiques d’un matériau dépendent, naturellement, de la 
température. Pour ne pas introduire de non linéarités dues à cette dépendance et alourdir le 
calcul numérique, nous les prenons constantes et différentes dans les deux phases (solide 
et liquide).  

- Dans ce procédé de purification ultime et dans le cas de fusion d’une petite tranche, la 
couche de diffusion thermique est de l’ordre de la zone fondue [PFAN, 58] la convection 
d’origine thermique peut être négligée ou au cas contraire, il est cependant possible de les 
prendre en compte en augmentant artificiellement la conductivité thermique du matériau 
en phase liquide [GUIS, 81]  

- La convection d’origine solutale n’est pas calculée mais, elle sera injectée artificiellement 
dans un modèle de diffusion avec coefficient de diffusion massique modifié. 

- La thermodiffusion (appelée effet de Soret dans le liquide) : apparition d’un flux de 
matière dans un mélange binaire initialement homogène sous l’influence d’un gradient de 
température sera  négligée.  

- Dans la zone de mélange, la concentration C et les coefficients de diffusion thermique et 
chimique ont un comportement  linéaire et dépendant de la fraction fondue f l . 

- La densité ρ est considérée comme constante dans tout le domaine à étudier. 
- On suppose que la nature de la source de chaleur n’interagit pas avec le matériau (cas 

laser matière). 
  

3.4  Formulation des problèmes thermique et massique  
 

Dans le cas de la solidification ou la fusion, deux grandes familles de formulations 
sont couramment utilisées : 
Celle de suivi de front  qui considère que le domaine est mobile. Dans cette formulation, le 
bilan d’énergie est  écrit dans chaque phase, solide et liquide et un bilan de conservation 
d’énergie sera écrit à l’interface solide/liquide [KIM, 92] 
Celle de la méthode enthalpique [VOLL, 89 ; HILL, 86] qui est généralement la plus utilisée 
et adaptée à des domaines fixes. Dans cette formulation le bilan d’énergie est écrit en terme 
d’enthalpie qui intègre la chaleur latente de changement de phase. C’est une formulation 
continue qui a l’avantage d’avoir un seul domaine d’étude. 

Dans le cas de transfert de masse, les choses sont similaires.  
Pour celle de suivi de front on écrit un bilan de conservation de masse dans chaque phase 
liquide et solide  et un bilan de conservation est écrit à l’interface solide/liquide 
En ce qui concerne la deuxième famille l’équation de conservation de masse est décrite par 
une variable continue similaire à une activité chimique de façon à traiter le problème sur un 
seul domaine par analogie à l’équation de l’énergie.  
Nous adoptons la méthode enthalpique pour la partie thermique et nous proposons une 
approche avec une variable continue « activité chimique » pour l’équation de conservation de 
masse. Avec ce choix de formulation, le problème se présente de la façon suivante: 
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3.4.1 Formulation du problème thermique 

                       3.4.1.1 Équation de l’énergie 

 
Le comportement thermique est indispensable pour calculer la distribution des 

températures au cours du processus de fusion-solidification. Ce calcul consiste à résoudre 
l’équation de la chaleur en se donnant les conditions aux limites d’apport et de perte de 
chaleur. L’équation de la chaleur découle de la conservation de l’énergie décrite par le 
premier principe de la thermodynamique. Si la puissance mécanique dissipée et les effets de 
couplages thermomécaniques sont négligés, et dans le cas où les  termes sources ou puits 
n’apparaissent pas  l’équation de la chaleur se réduit à : 

divq
t

H −=
∂

∂ρ  

Le comportement thermique est en général modélisé par la loi de Fourier qui exprime le flux 
de chaleur q en fonction du gradient de température : 

gradTq λ−=   
L’équation de la chaleur devient alors : 

)( gradTdiv
t

H λρ =
∂

∂
                     (3.1)                       

H  : Enthalpie massique; T : température ; t : temps 
             ff llls .)1( λλλ +−=  : Conductivité moyenne dans le mélange et ailleurs 

            

 locale liquide phase la defraction  

 liquide le dans  thermiquetéConductivi  

 solide le dans  thermiquetéConductivi  

l

=
=
=

f l

s

λ
λ

 

 

♦Dans la zone liquide 
 
             H (T) = CpsTSoli + LF +Cpl(T-TLiq)   :                         T > TLiq                                  (3.2)   
  

 ♦Dans la zone de mélange  
 
    H (T) = CpsTSoli + f l . LF      :      TSoli≤T≤TLiq                                                         (3.3)  

 
 ♦Dans la zone solide  
 

    H (T) = CpsT                    :        T < TSoli                                                                 (3.4) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Chapitre 3                                        Modélisation mathématique du processus de purification 

 41 

Dans le cas d’équilibre réversible lors de la  fusion et de la solidification on pourra tracer pour 
une concentration donnée les courbes T = f (H) : température en fonction de l’enthalpie et  
f l = f (H) : fraction de la phase liquide locale en fonction de l’enthalpie. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
Figure 3.4 : Évolution de la fraction fondue locale f l en fonction de l’enthalpie massique H 

 
 

3.4.1.2 Conditions initiales et aux limites  
 

- Conditions initiales : 
 
      H(r, z, t=0) = Hi        
             T(r, z, t=0) = Ti                                                                                              (3.5) 
 

- Conditions aux limites : 
 

1
),,( Ω∂=

∂
=∂

surq
r

tzRrT
cλ                                                                                             (3.6) 
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comprise entre TSolidus et TLiquidus 

  

Figure 3.3 : Évolution de la 
température en fonction de 
l’enthalpie, Cas d’un eutectique ou 
d’une très faible concentration 
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2
),,( Ω∂=

∂
=∂

surq
r

tzRrT
fλ                                                                                            (3.7) 

)43(0
),,( Ω∂∪Ω∂=

∂
=∂

sur
r

tzRrTλ                                                                               (3.8) 

  50
),0,( Ω∂=

∂
=∂

sur
z

tzrTλ                                                                                             (3.9) 

 

60
),,( Ω∂=

∂
=∂

sur
z

tLzrTλ                                                                                            (3.10) 

3.4.1.3 Expressions des températures solidus et liquidus (Tsoli et TLiq)  

 
Il va de soit qu’un diagramme de phase  d’un alliage binaire est un diagramme 

d’équilibre. Il suppose que toute transformation a eu lieu, suite à des successions d’états 
d’équilibre réversible, en  opérant avec des conditions de refroidissement bien particulières 
(refroidissement lent). Dans le cas du procédé zone refining, la fusion et la solidification 
peuvent avoir lieu avec des vitesses de chauffage ou de solidification très rapides 
(transformation hors équilibre) et par suite, la solidification ou la fusion ne se retrouvent plus 
sur le diagramme d’équilibre et l’état de la matière (structure et microstructure) change. Si 
nous prenons l’exemple d’un acier (alliage fer carbone) ayant une structure d’équilibre ferrito-
perlitique au cours d’un traitement thermique de trempe, la matière peut avoir des structures 
diverses (martensite, bainite, austénite…), selon les conditions opératoires de chauffage et de 
refroidissement. Le diagramme T.R.C : Transformation au refroidissement continue d’un 
acier donnée illustre bien cet état de la matière. Sans rentrer dans les détails de la 
microstructure, les défauts et les précautions à prendre concernant ces transformations hors 
équilibre dont la littérature est abondante d’exemples, nous allons donner les expressions des 
températures de liquidus et solidus moyennant quelques hypothèses simplificatrices. Faute de 
la complexité du phénomène hors équilibre et le comportement de l’alliage dans ce processus 
principalement dans la zone de mélange, nous allons se référer sur ce diagramme d’équilibre 
pour l’alliage en question afin d’évaluer TSoli et TLiq. De  même, nous supposons que les 
courbes de liquidus et solidus sont assimilées à des droites [PFAN, 58], [GUIL, 64], [VOLL, 
89]. 
Pour un alliage binaire dont le coefficient de partage effectif k est inférieur à 1, et avec les 
hypothèses citées ci-dessus, la représentation d’une portion du diagramme de phase est la 
suivante :  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                 Figure 3.5 : Diagramme de phase binaire simplifié 
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On peut écrire la pente de solidus respectivement du liquidus de la manière suivante : 

C

TT

C

TT
ms

frsolifrE −
=

−
=

α
 : Pente de solidus  

C

TT

C

TT
ml

frLiq

E

frE −
=

−
=  : Pente de liquidus 

Pour un alliage de concentration fixée C, la température de solidus respectivement du liquidus 
s’expriment telles que :           
T Soli TCm frs +=                                                                                                                 (3.11) 

T Liq TCm frl +=                                                                                                                  (3.12) 

3.4.1.4 Fraction de la phase liquide locale  f l  

La fraction de la phase liquide locale  f l  est égale à la valeur de 0 et 1 respectivement 

dans le solide et le liquide, par contre le bilan d’énergie dans la zone pâteuse en présence d’un 
mélange binaire équation (3.3), définit cette  quantité comme le rapport de la différence de 
l’enthalpie massique totale et la chaleur sensible divisée par la chaleur latente. 

f

Solips
l L

TCH
f

−
=                       (3.13)                                                                                                       

3.4.1.5 Température de mélange  

 
Deux approches peuvent être abordées : 
 

3.4.1.5.1 Cas général  
 

▪ Cas où  la concentration C< Cα 

 

D’après le diagramme d’équilibre on peut écrire la règle de levier : 
 

CffCC llls .)1( +−=                    (3.14) 

Or : CkC ls =  
En remplaçant C l dans (3.14) cette dernière s’écrit : 

k
CffCC s

lls .)1( +−= , on obtient finalement: 

C
k

fkf
C s

ll







 +−
=

)1(
                                        (3.15) 
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Figure 3.6 : Portion d’un diagramme de phase simplifié 
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▪ Cas où  la Concentration C est telle que : Cα  ≤ C ≤ CE 

 
On peut écrire sur le palier eutectique la règle de levier :  

: (3.13)équation  énergied'
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De l’équation (3.15) on peut exprimer la concentration dans la phase liquide telle que :  
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3.4.1.5.2 Cas des faibles concentrations : 
 

Dans le procédé que nous étudions on se situe généralement dans la zone où la 
concentration est proche de la valeur zéro, c’est – à –dire de quelques centaines de ppm  
(faible concentration). On se ramène alors au cas où C ≤ Cα et on pourra dans ce cas là, 
prendre (Tm = TSoli = TLiq = Tfr ), ceci revient à dire que le modèle thermique n’est pas 
perturbé par les variations de concentration. 

3.4.2 Formulation du problème d’espèces 

3.4.2.1 Équation de conservation  des espèces chimiques  

 
La résolution de l’équation de diffusion sur les trois domaines mobiles : solide, 

mélange  et liquide formant tous un seul domaine fixe (avec comme hypothèse variation de 
volume négligée), nécessite l’écriture de l’équation avec une seule variable continue U qui est 
similaire en fait à « l’activité chimique ». Ce modèle suppose dans un premier temps  que la 
concentration dans la zone de mélange est une fonction linéaire  de la fraction de la phase  
liquide locale f l . 

Ce modèle purement diffusif ne tenant pas compte ni de la convection solutale ni de terme 
source (selon les hypothèses citées plus haut) prend la forme de la loi de Fick classique 
s’écrit: 

(3.19)                                                                           matière deflux :)(

)18.3(                                                                                                                      

gradUfD

div
t

C

l−=

−=
∂
∂

ϕ

ϕ

 
Avec U  : Variable continue « Activité chimique » 

)20.3(                                                                                                           )(DgradUdiv
t

C =
∂
∂

 
En fonction de la fraction de la phase liquide locale f l   déterminée dans le problème 

thermique et selon l’hypothèse avancée ci-dessus que la concentration dans la zone de 
mélange dépend linéairement de f l , la concentration prend la forme suivante : 

 
 C = [(1- f l ).k + f l ]U                                                                                             (3.21)  

Cette forme vérifie l’équation de la diffusion quelque soit le domaine : solide, mélange ou 
liquide.  
Finalement l’équation (3.20) s’écrit avec la variable U comme suit : 

)22.3(                                                        )()1(])1[( DgradUdivU
t

f
k

t

U
fkf l
ll =

∂
∂

−+
∂

∂+−

 
Avec : 

 D : coefficient de diffusion  global qui prend en compte toute sorte de phénomène 
physique. De même on distinguera un coefficient de diffusion dans le solide et dans le liquide. 
Pour la zone de mélange on procède par linéarisation tel que : 

  D = k (1- f l  )DS + f l Dl                                                                                         

 DS : Coefficient de diffusion dans le solide 
 Dl : Coefficient de diffusion dans le liquide   
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   k : coefficient de partage 
            
f s CS + f l  CL= Ci          avec :   f s  + f l = 1   

f s : Fraction de la phase solide locale      

Le  coefficient de partage effectif  k peut être inférieur ou supérieur à l’unité. Dans le cas de la 
figure 3.6 (impureté directe : k <1), k est défini tel que : CCk LISI=  et l’indice I désigne 
l’interface solide/liquide. 
  

3.4.2.2 Conditions initiales et aux limites  

 
Généralement, le barreau est initialement pour la première passe à  une concentration C0 
uniforme. 
Aucun échange de matière ne sera possible vers l’extérieur et aucun flux n’est observé sur la 
frontière du barreau. Avec ces hypothèses  on peut écrire : 
- Conditions initiales :  
 

C(r, z, t=0) = Ci = C0                  : C.I                                                                            (3.23) 
 
- Conditions aux limites : 

                        sur    0 Ω∂=
∂
∂
n

C
                                                                                      (3.24) 

Toutes les parois sont considérées comme rigides et imperméables.  
n : vecteur normale unitaire à la surface    

3.5 Formulation adimensionnelle  
 

Compte tenu de la diversité des paramètres physiques et de leurs importances relatives on 
procède à une mise d’une forme adimensionnelle afin de mieux faire apparaître le rôle de 
chaque paramètre dans le processus. On choisit comme grandeurs de référence : 

   L : Longueur de référence  
        T 0  : Température ambiante = 20°C 

T fr  : Température de fusion du solvant  

 C0  : Concentration initiale dans barreau de départ  
On pose: 
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C

C
C

0

=+  ;     
C

U
U

0

=+  

 
Où  Ste  est le  nombre de Stefan 
      Lews est le nombre de Lewis dans le solide 
      H fr  est l’enthalpie massique maximale dans le solide  

      H 0  est l’enthalpie massique de référence 
       qref est la  densité de flux de chaleur de référence 

       t+ est le  temps adimensionnel et correspond au nombre de Fourier (Fo) 

3.5.1 Formulation adimensionnelle du problème Thermique  
          3.5.1.1 Équation de l’énergie adimensionnelle  
 

L’équation de l’énergie  (3.1)  s’écrit :   
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 Finalement l’équation de l’énergie adimensionnelle s’écrit : 
 

)25.3(                                                  )]
~

)1([( Ω+−=
∂
∂ +

+

+

surTgradf lf ldiv
t
H λ

 
          3.5.1.2 Conditions initiales et aux limites adimensionnelles  
 

-     Conditions initiales: 
  
   HtZRH i

+++++ == )0,,(     

   TtZRT i
+++++ == )0,,(                                         (3.26)  

 
- Conditions aux limites: 

 
Les conditions aux limites s’écrivent en terme de  T +  
 

1sur     
),,/( Ω∂=

∂
=∂ +

+

++++

q
R

tZLRRT
c                                                                                (3.27) 
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4)3(sur       0
),,/( Ω∂∪Ω∂=

∂
=∂

+

++++
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tZLRRT                                                                 (3.29) 

 

5sur            0
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Z

tZRT                                                                                (3.30) 

 

6sur    0
),/,( Ω∂=

∂
=∂
+

++++

Z

tLLZRT b                                                                                (3.31) 

 

            3.5.1.3 Expressions des températures adimensionnelles solidus et liquidus ( TLiqet ++T soli ) 

 
On transforme l’équation (3.11) : T Soli TCm frs +=  en : 

           TT Soli 0− TTCm frs 0−+=   et en divisant le tout par ( TT fr 0− ) 

      On obtient :       
          1+= +++ CmT ssoli                                                                                                    (3.32) 
De la même manière, on transforme l’équation (3.12) :  T Liq TCm frl +=  en : 

          TT Liq 0−  TTCm frl 0−+=  et en divisant le tout par ( TT fr 0− )  

      On obtient :       
          1+= +++ CmT lLiq                                                                                                    (3.33) 

          3.5.1.4 Relation entre H+ et T+   

 
a) Cas général  
 
♦Dans la zone liquide 

On transforme l’équation (3.2) :  
 
            H (T) = Cps TSoli+ Lf +Cpl (T-TLiq)   :                         T > TLiq     
 

En :  H (T) – H0 = CpsTSoli + L f  + Cpl(T-TLiq) - H0  et en divisant le tout par (Hfr - H0 ) 

On obtient :    
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 ♦Dans la zone de mélange  
On transforme l’équation (3.3) : 

    H (T) = CpsTSoli + Lf Fl        :        TSoli ≤ T ≤ TLiq       

 
   En : H (T) – H0 = Cps TSoli + Lf Fl   - H0      et en divisant le tout par (Hfr-H0)  

   On obtient : 

              TTT
Ste

f
T

TTC

LfTTC
H Liqsoli

l
soli

frps

flSolips +++++ ≤≤+=
−

+−
=

)(

)(

0

0             (3.35) 

 
♦Dans la zone solide  

On transforme l’équation (3.4) : 
 

    H (T) = CpsT                    :        T < TSoli    
 
   En : H (T) – H0 = CpsT  - H0                et    en divisant le tout par    (Hfr - H0)  

On obtient : 

              TTT
TTC

TTC
H soli

frps

ps ++++ <=
−

−
=

)(

)(

0

0                                                    (3.36) 

b) Cas des faibles concentrations 
 

TTTT frmLiqSoli ===   

                  Dans ce cas, l’étude du cas général se réduit à : 
♦Dans la zone liquide 

           1)1(~
1

1 >−++= +++ TTc
Ste

H                                                 (3.37) 

  

      ♦Dans la zone de mélange  

                      11 =+= ++ T
Ste

f
H

l                                                               (3.38) 

 
      ♦Dans la zone solide  

  
                     1<= +++ TTH                                                                           (3.39) 
             C’est dans ce cas bien particulier de faibles concentrations que notre étude va porter. 

 3.5.1.5 Fraction de la phase liquide locale fl adimensionnelle  

 
La fraction de la phase liquide locale adimensionnelle f l

+ est aussi la fraction 

dimensionnelle f l , il suffit de manipuler l’équation (3.13) en rajoutant et en retranchant la 

quantité TC Solips  au numérateur. Elle s’exprime donc en fonction du nombre de Stefan ( Ste ), 

de l’enthalpie et de température de solidus adimensionnelles.  
 

général cas:)( THSteff Solill
+++ −==                                                                      (3.40) 

 ionsconcentrat faibles des cas:)1( −= ++
HSteff ll                                               (3.41) 
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3.5.2 Formulation adimensionnelle du problème d’espèces  

3.5.2.1 Équation des espèces adimensionnelle 

 

En manipulant l’équation des espèces (3.20) : )( gradUDdiv
t

C =
∂
∂

 avec les grandeurs 

adimensionnelles on obtient : 
 

)42.3(                          )]~
)1(
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~

)]
~

)1(([
1

])
~

)1(([

)]
~

)1(([)(
2

0

2
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20
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D
t
C
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l
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llll
s

s

llss
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+
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+
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+

+

+
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=
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∂

 

Avec : 

UfkfC ll
++++ +−= ])1[(                                                                                     (3.43) 

Lews  : désigne le nombre de Lewis dans le solide 
 
En remplaçant C+ dans (3.42), on obtient finalement l’équation des espèces adimensionnelle 
suivante : 

)44.3(     )]~
)1(

([
~

)1(])1[( Ugradf
d

fk
div

Lews

d

t

f
Uk

t
Ufkf l

ll
ll

++
+

+

+
+

+

+
++ +

−
=

∂
∂

−+
∂
∂+−  

 
3.5.2.2 Conditions initiales et aux limites adimensionnelles  

 
- Condition initiale :  

k
UtZRU

1
)0,,( 0 === +++++                                                               (3.45) 

 
- Conditions aux limites : 

 
Toutes les parois sont considérées rigides et imperméables : 

Ω∂=
∂

∂ +

surU 0
n

                                                                                                         (3.46) 

3.5.3 Discussion et conclusion sur les équations adimensionnelles 

 
L’étude de comportement thermique et massique nécessite la connaissance d’un certain 

nombre de paramètres adimensionnels : 
▪ De l’équation de l’énergie nous avons déduit le comportement thermique pour lequel le 
   nombre de Stefan et le nombre de Fourier sont à connaître. 
▪ De l’équation de diffusion nous obtenons les différents paramètres à connaître à savoir:  

• Le coefficient de partage effectif k variant dans notre cas de 0 à 1 

• Le rapport de diffusions massiques  liquide/solide : d
~
 qui est de l’ordre de 

 108 dans le cas du silicium. 
• La fraction de la phase liquide locale f l qui se calcule à partir du problème 
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 thermique variant de 0 à 1et qui joue le  rôle déterminant  dans le processus de 
 diffusion et de drainage des impuretés.  

• Le nombre de Lewis dans le solide ( Lews ). Ce dernier peut atteindre des valeurs de 
l’ordre de 108 pour les matériaux métalliques et des valeurs encore plus importantes 

dans les cas des semi-conducteurs (1012 dans le silicium-germanium). 
À partir de cette analyse et pour un nombre de Lewis très élevé, il est prévisible qu’on 

pourrait dire que le second membre de l’équation (3.44) peut être négligé du fait de sa faible 
valeur dans la zone solide qui est de l’ordre de 10 8− pour un métal [RAPP, 98], [SHIA, 98]. 
Cette initiative n’arrange en rien les choses et pose le problème de non conservation de 
concentration en impuretés dans le barreau, supposé imperméable. En effet dans la 
modélisation de ce processus de purification  un peu particulier on s’est inspiré de l’équation 
de diffusion classique loi  de Fick, moyennant quelques modifications à apporter pour rendre 
cette équation représentative du processus réel de purification par zone fondue. Du fait de la 
technique utilisée : déplacement d’une zone fondue tout le long d’un barreau avec une vitesse 
plus au moins lente qui aura pour conséquence le drainage des impuretés via l’interface solide 
liquide, qui se charge et se décharge d’une façon quasi instantané, on pourra supposer que les 
temps caractéristiques de diffusion massique et thermique est du même ordre, et qu’il faudra 
introduire un coefficient de diffusion massique global artificiel compensant tous les 
phénomènes qui rentrent en jeu dans ce processus. Cela revient à adopter un nombre de Lewis 
dans le liquide de l’ordre de l’unité.  
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Chapitre 4 

 
Méthodes Numériques 
 

 4.1 Généralités 
 
          4.1.1 Nécessité d’une simulation numérique 
 

Une étude numérique s’avère indispensable en « post-analyse » d’une étude 
expérimentale, ou d’un modèle complexe dont la solution analytique ne peut pas être trouvée 
explicitement, à cause d’un couplage ou non linéarité des équations à manipuler. Surtout dans 
un cadre où plusieurs paramètres gouvernant un processus réel et que chacun de ces 
paramètres manifeste une tendance sur les résultats. Cette étude nous permet, d’essayer de 
mieux comprendre les phénomènes qui se sont déroulés après une expérience ou, à défaut 
nous guider vers une approximation d’un phénomène physique mal maîtrisé. 

D’une manière générale, le calcul numérique permet de diminuer la réalisation de 
nombreuses séries d’expériences qui pourront atteindre un coût, très élevé pour l’industriel. 
C’est le cas de notre processus de purification dans laquelle la maîtrise de chacun des 
paramètres comme, la vitesse de déplacement de la source, la largeur de la zone fondue, le 
rayon du barreau et les conditions de chauffage et de refroidissement apporte un gain 
important à ce procédé. De plus, le modèle numérique est un outil puissant qui autorise le 
passage de l’échantillon au produit réel. Par contre, une approche analytique peut suffire à 
traduire le comportement partiel de certains cas particuliers mais elle reste insuffisante pour 
l’analyse complète du cas général. De même, les grandeurs accessibles à partir de 
l’expérience sont limitées par les moyens et les méthodes d’acquisition ou pour des raisons de 
précision. 

4.1.2 Méthodes de simulation 

La fusion et la solidification sont des exemples typiques de changement de phases 
rencontrés couramment dans l’industrie. Ces processus impliquent des phénomènes 
complexes de transfert de chaleur et de masse qui déterminent la qualité et les caractéristiques 
microstructurales d’un matériau. La complexité de ces problèmes à changement de phases 
réside dans la présence d’une interface ou d’une zone de mélange dite zone pâteuse qui sont 
mobiles et dont la position est inconnue. 

Des méthodes numériques ont souvent contribué à la résolution de problèmes plus au 
moins complexes que jusque là résolus analytiquement. Ces méthodes ont fait l’objet de 
plusieurs publications au cours de ces dernières décennies. Elles  s’appuient sur la technique 
de transformation de domaine, technique de suivi de front, lorsque l’interface est une surface 
de discontinuité franche [GUPT, 89], [KECE, 89], comme le cas de changement de phases 
isotherme ou dans les études de micro- ségrégation [UDAY, 95], [WANG, 97], dans ces cas 
on adapte le maillage au niveau de la position de l’interface (maillage évolutif), ou bien on 
fixe le front mobile moyennant des transformations géométriques particulières 
(transformation de Landau, transformation de Friedman) [JARN, 89], [SUND, 93].             
Ces dernières méthodes sont beaucoup plus délicates à mettre en œuvre, notamment pour des 
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problèmes bi- ou tridimensionnels. Elles sont cependant très utiles pour les transformations 
isothermes (par exemple solidification d’un corps pur) pour lesquelles l’interface 
macroscopique est lisse. Une deuxième méthode est basée sur une formulation enthalpique, 
moyennant une technique d’homogénéisation afin de prendre en compte les phénomènes 
d’interaction entre phases localisées au voisinage de la zone de changement d’état. Cette 
technique présente l’avantage de pouvoir traiter facilement les problèmes diphasiques de 
convection-diffusion. En particulier, elle ne nécessite pas une adaptation particulière du 
maillage vis-à-vis de l’interface (si elle existe) séparant les phases liquide et solide. Le calcul 
peut donc être mené suivant un maillage fixe défini au début de la résolution [VOLL, 87], 
[ELGA, 99]. Par cette méthode, il est possible de traiter aussi bien les problèmes de fusion-
solidification des matériaux purs pour lesquels le changement d’état intervient à une 
température définie, que les alliages binaires caractérisés par un changement d’état étalé entre 
une température liquidus et solidus elles mêmes fonctions de la composition du matériau 
[BENN, 87]. Elle peut être utilisée pour résoudre des problèmes multi-dimensionnels 
[MORV, 94], [CAO, 89]. Cette dernière est couramment utilisée et préférée pour ce genre de 
problèmes à géométrie complexe. Dans le cadre de notre étude, nous adoptons l’approche 
enthalpique pour la résolution du problème thermique et nous proposons par analogie à cette 
dernière, une modélisation pour la résolution du problème de diffusion et du drainage des 
espèces. 

4.2 Simulation               
 
Il s’agit ici de faire son choix vis-à-vis  des méthodes de simulation énumérées ci-dessus 

mais également aux méthodes de formulations numériques des équations et modèles 
mathématiques à savoir : différences finies, éléments finis, volumes finis ou éléments de 
frontières. Ce choix se fait alors sous différentes contraintes et considérations entre autre : 
temps de calcul, outil de simulation numérique à disposition, géométrie particulière etc… 

 
        4.2.1 Discrétisation spatiale  
 

Nous adoptons la méthode des éléments finis comme moyen de discrétisation spatiale des 
équations de la chaleur et des espèces. Cette méthode a l’avantage d’être simple à mettre en 
œuvre. Les codes  de calcul de ce type sont standards et courants. Pour notre part, le code 
CASTEM 2000  développé au commissariat à l’énergie atomique (C.E.A) a été préféré pour 
des raisons pratiques et sa disponibilité. Son avantage vient de la souplesse de son langage de 
programmation (langage Gibiane) qui permet d’incorporer sa propre procédure et son propre 
schéma de résolution par comparaison à d’autres codes classiques (ABAQUS, FLUENT, 
AINSYS…). Une raison de plus est que le déplacement des sources mobiles nécessite le 
développement d’une procédure spécifique rendant, les conditions aux limites applicables sur 
chaque tranche traversée par les sources de chauffage et de refroidissement. Le 
déclenchement en déplacement ainsi que l’arrêt de ces sources doivent être intégrés dans la 
procédure. Ces critères de déclenchement et d’arrêt des sources sont respectivement la fusion 
totale de la tranche initiale jusqu’au cœur du barreau sur une largeur estimée satisfaisante et 
l’arrivée de la source de chauffage à l’extrémité haute du barreau (z = Lb ) ou à une autre 
position du barreau jugée nécessaire.  
Étant donné la symétrie (de la géométrie et des conditions aux limites) notre étude se ramène 
à un cas axisymétrique en R+ et Z+. 
Pour obtenir les modèles éléments finis, les équations (3.25) et (3.44) sont écrites sous formes 
variationnelles faibles. 
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 4.2.1.1 Discrétisation spatiale du problème thermique 
 

Pour discrétiser l’équation de l’énergie nous passons par une formulation 
variationnelle. On choisit un espace des champs de températures ou d’enthalpies  
adimensionnelles admissibles tel que : 

 
Wad = [H+ et T+∈ H1/ H+(R+, Z+, t+= 0) = H i

+  et  T+(R+, Z+, t+= 0) = T i
+   ] 

 ∀ω ∈ Wad  avec ω fonction de forme on a : 

0),,(
0

=Ω






 ∆−

∂
∂

∫ ∫
++++

+

+

Ω
dtdtZRT

t

H ω
τ

                                                                      (4.1) 

 Le Théorème de la divergence permet d’écrire : 

 =Ω∫ ∫∆ +++

Ω

+ dtdtZRT ),,(
0

ω
τ

 −Ω∫ ∫ ∇ +++

Ω

+ dtdtZRTdiv )),,((
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Avec : Ω∂+Ω∂+Ω∂+Ω∂+Ω∂+Ω∂=Ω∂ 654321       
    

Or : 
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Finalement, la formulation variationnelle du problème thermique s’écrit : 

dtdtZR
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∂ +++

Ω
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+

),,(
0

ω
τ

+ dtdtZRT Ω∇∫ ∫∇ +++
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0 1

+++

Ω∂
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∫ ∫ ω
τ

+ dSdttZRq f ),,(
0 2

+++

Ω∂

+
∫ ∫ ω
τ

 et ceci ∀ω ∈ Wad                                 (4.2) 

L’équation de l’énergie discrétisée est de la forme : 

FTKHM TT =+ ++
.

                                                                                                              (4.3) 
Où M T  est la matrice de capacité, KT est la matrice de conductivité et F le second membre 

des flux thermiques ( qetq fc
++ ). 

Cette équation est linéaire dans chacune des phases solide et liquide. Par contre, dans le 
mélange, elle présente une non linéarité due au fait que la matrice de conductivité KT dépend 
de la fraction de la phase liquide f l  et par conséquent un schéma explicite est préférable. 

 
 4.2.12 Discrétisation spatiale du problème de concentration 
 

L’équation de diffusion est semblable à celle de la thermique, sans surprise  on aura la 
même formulation même si les coefficients pourraient être très différents de la thermique.  
De la même manière, on choisit un espace des champs de concentration  adimensionnelle 
admissible tel que : 
 
Wc

ad = [U+∈ H1/ U+(R+, Z+, t+= 0) = 1/k] 



Chapitre 4                                                                                                  Méthodes numériques  

 58 

 ∀Ψ ∈ Wc
ad avec Ψ fonction de forme on a : 
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Par le Théorème de la divergence on a : 
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Avec : Ω∂+Ω∂+Ω∂+Ω∂+Ω∂+Ω∂=Ω∂ 654321        

Or : Ω∂=∇ + sur partout 0.nU
r

 
 
 Finalement, la formulation variationnelle du problème de concentration s’écrit : 
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= 0        et ceci ∀ψ ∈ Wc
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L’équation de concentration discrétisée est de la forme : 

02211

.

11 =++ +++ UMAUKBUMA CCCccc                                                                          (4.6) 

Où 1cM  et 2cM  sont des matrices de ‘’capacité ’’, CK  est la matrice de ‘’conductivité ’’  
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Alors l’équation (4.6) s’écrit : 

 0)(
.

=++ ++ UMKUM CfCc                                                                          (4.7) 

De la même manière que l’équation de l’énergie, l’équation des espèces est linéaire dans 
chacune des phases solide et liquide et perd sa linéarité dans la zone de mélange du fait que  

CfCc MKM et    ,  dépendent de la fraction de la phase liquide lf . Un schéma explicite est donc 

préférable. 
 
 4.2.2 Discrétisation temporelle 
 
       4.2.2.1Discrétisation temporelle du problème thermique 
 

La période d’intégration TTi du problème thermique est discrétisée en  N intervalles 
décrit par la variable  n = 0,…, N.  

Le pas de temps est alors fixé à 
N
TT i=∆τ . Nous adoptons la notation suivante : 
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        (4.8) 

Pour  ++ Tet 
.

H la discrétisation est tels que :  
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         (4.9) 

L’équation  (4.3) au temps τn, devient alors : 

nnT
nn

T FTK
HH

M
~1 =+

∆
− +

++
+

τ
                             (4.10) 

En ce qui concerne le terme nF
~
des flux thermiques, des sources volumique et de contact, il ne 

s’agit pas d’une inconnue de problème, il est donné et sa discrétisation n’a pas d’importance 
majeure. Pour ne pas compliquer la formulation, nous choisissons tout simplement de prendre 

nF
~
= nF  

Dans ce cas, l’équation de l’énergie discrétisée devient : 

nnTn
T

n
T FTKH

M
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M
+−

∆
=

∆
+++

+ ττ 1                  (4.11)

     
On pose : 








=
∆

=
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M
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TT

T
T τ                     (4.12) 

Finalement on obtient : 

nnTnTnT FTBHAHA +−= +++
+1                                                                            (4.13) 

Pour que ce schéma soit stable sur le pas de temps ∆τ, un critère de stabilité doit être vérifié. 
En effet, le pas de temps ∆τ doit être inférieur à un temps critique qui dépend du maillage 
(taille de la maille) et de propriétés du matériau caractérisées ici par TA et TB . Nous revenons 
en détail sur ce critère de stabilité.  
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 4.2.2.2 Discrétisation temporelle du problème de concentration 
 

La période d’intégration de l’équation de diffusion est la même que celle de la 
thermique soit (TTi). Elle est discrétisée en  N intervalles décrit par la variable n = 0, 1…, N. 

Le pas de temps est égale à celui de la thermique soit :
N
TT i=∆τ . De la même manière, nous 

adoptons pour les espèces la notation suivante : 
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                   (4.14) 

 ++ et U
.

U se discrétisent de la façon suivante : 









=
∆

−
=

++

++
++

n

nn

UU

UU
U

τ
1

.

                   (4.15) 

Injecté dans l’équation  (4.7) au temps τn, ce résultat donne : 
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Finalement, on obtient l’équation des espèces discrétisée pour la variable + U  : 
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M
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][][ 1 ττ

                                                                    (4.16) 

 
 4.2.3 Stabilité des schémas numériques  
  

Les deux schémas numériques pour la thermique et les espèces sont de type explicite. 
Il sera donc nécessaire de choisir un pas de temps pour la thermique et un pas de temps pour 
les espèces afin que le critère de stabilité soit vérifié pour les deux schémas. Mais, étant donné 
que le problème des espèces est couplé à la thermique et la résolution s’effectue au même 
temps, un seul pas de temps sera adopté pour les deux. Ce pas de temps sera le plus petit des 
deux vérifiant la stabilité. 
Étant donné la géométrie axisymétrique du barreau, le type de maillage est alors 
bidimensionnel. Dans ce cas, la taille de la maille est  rM

+∆  suivant r
r
et zM

+∆ suivant z 
r
 . 

Deux cas sont envisageables pour la détermination du pas de temps. Si zr MM
++ ∆≤∆   alors le 

pas de temps pour la thermique doit vérifier le critère de stabilité : 

2

1

)²(
≤

∆
∆

+rM

Ther

β
τ                                                                                                           (4.17) 

Avec 1≥β , facteur de proportionnalité entre Tet ++H   défini tel que : T ++ = βH dans tout le 
domaine. Le cas le plus défavorable est 1=β , lorsque il s’agit du domaine solide 
Dans le cas contraire, ce critère de stabilité s’écrit comme suit :  

2

1

)²(
≤

∆
∆

+zM

Ther

β
τ                                                                                                           (4.18) 

Ce critère reste alors vérifié dans le mélange et dans le liquide.  
De la même manière, le pas de temps du problème des espèces se calcule à partir de 
l’équation des espèces adimensionnelle et vérifiant les deux critères de stabilité suivants :   
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Si zr MM
++ ∆≤∆   le pas de temps est déterminé à partir de l’expression : 

 
2

1

)².(
≤

∆
∆

+rM

espe

γ
τ

 

Avec : Lews
d

Lews ≤≤ γ~  

Le cas le plus défavorable correspond à
d

Lews
~=γ , lorsque il s’agit du domaine liquide 

Dans le cas où rz MM
++ ∆≤∆  , ce critère de stabilité s’écrit :  

2

1

)²(
≤

∆
∆

+zM

espe

γ
τ

                                                                                                          (4.19) 

Ce critère reste aussi  vérifié dans le mélange et dans le solide.  
On constate alors que le pas le plus petit est celui de la thermique. En effet, le nombre de 
Lewis dans le solide (Lews) est de l’ordre de 108 pour les métaux, et plus important encore, 

pour les semi-conducteurs (de l’ordre de1012 ). Et de ce fait, on aura dans tous les cas,γ  très 
supérieur à l’unité. 
Les deux critères de stabilité pour la thermique et les espèces font apparaître deux pas de 
temps différents avec tout de même un pas de temps plus fin pour la thermique. Le choix d’un 
pas de temps unique pour la résolution de deux problèmes conduit à adopter celui vérifié par 
le critère du problème thermique et qui lui aussi vérifiera le critère sur les espèces. Le pas de 
temps adopté pour la résolution complète, si on suppose que rz MM

++ ∆=∆  , est tel que :    

2

1

)²(
≤

∆
∆

+rM

τ
                                                            (4.20) 

 
 4.2.4 Résolution numérique  
 

La résolution de ces équations discrétisées s’effectue comme suit : 
• Équation de l’énergie: 

- détermination des grandeurs énergétique et thermique ; calcul des champs d’enthalpies 
massiques par la méthode classique de résolution de l’équation de la chaleur en 
formulation enthalpique avec un schéma explicite. 

- Déduire les champs de températures à partir des champs d’enthalpies massiques 
moyennant, des tests sur ces dernières aux points considérés du solidus et du liquidus 
dans le cas général. Il est rappelé que dans le cadre de notre étude (hypothèses de 
faibles concentrations de l’ordre de ppm), ces points correspondent au début  et à la fin 
de fusion. 

- Déduire la fraction de la phase liquide locale f l à partir de l’enthalpie massique H+. 

• Équation de concentration:  
- La fraction de la phase liquide locale f l déduite à partir du calcul thermique est 

introduite dans l’équation de diffusion discrétisée  
- détermination des champs de concentrations.  

 
Les calculs pour la thermique et pour les espèces  sont effectués simultanément à chaque 

incrément de temps. La thermique se résout indépendamment du problème d’espèces, en 
revanche le calcul des espèces est couplé au calcul thermique via la fraction de la phase 
liquide locale f l . Un seul pas de temps est adopté pour les deux problèmes. Étant donné que 
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les schémas de résolution sont explicites un critère de stabilité sera respecté. Dans tout le 
calcul, un seul pas de temps est adopté.  
Connaissant la températureT i

+
−1 , l’enthalpie H i

+
−1  et « l’activité chimique » U i

+
−1 à l’instant t i

+
−1 , 

nous calculons les solutions à l’instant d’après t i
+ de la manière suivante : 

1. Lecture des paramètres et des données adimensionnels liés aux problèmes thermique 
et d’espèces à la température  T i

+
−1  et à la concentrationC i

+
−1 . 

2. On définit un point PCh sur l’axe du barreau tel que une distance de ( )4z∆ +  séparant 
ce point et le pointPC , situé, lui aussi sur l’axe du barreau, et qui  correspond en fait  à 

la projection du point de milieu (centre de la tranche : 2z∆ + ) où la source de 
chauffage est appliquée. Le but de ce choix est d’avoir une largeur de zone fondue sur 
l’axe du barreau qui s’étale sur la moitié de celle prise sur la paroi afin de garantir par 
la suite le drainage des impuretés au niveau de l’axe.  
Si la fraction de la phase liquide locale f l  au point PCh  est égale à l’unité, alors  toute 

la tranche du barreau est fondue et on procède au déplacement des sources de 
chauffage et de refroidissement, sinon nous passons directement à l’étape suivante. 

3. Résolution de l’équation de l’énergie  
• Pour en déduire l’incrément de l’enthalpie H i

+∆  et l’enthalpie HHH iii
++

−
+ ∆+= 1  . 

• Pour en déduire la température T i
+  en relation avec H i

+ selon qu’on est en solide, 
mélange ou liquide. Des tests sur les enthalpies sont effectués pour l’identification 
des zones (voir organigramme figure 4.1). 

• Calculer la fraction de la phase liquide locale f l  et en particulier celle au point PCh  

4. Résolution de l’équation de concentration 
• Pour en déduire l’incrément de « l’activité chimique » U i

+∆  et  l’activité chimique 

  UUU iii
++

−
+ ∆+= 1  . 

• Pour calculer la concentration C i
+ en relation avec l’activité chimique U i

+  
5. Un premier test d’arrêt en déplacement des sources est défini. Lorsque la position 

atteinte par la source de chauffage arrive au point considéré d’arrêt « Parr » on arrête 
le calcul. 

6. Un second test d’arrêt, lorsque la fraction fondue f l au point PCh est différente de 

l’unité 
L’organigramme qui suit explique les différentes étapes du problème couplé. 
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Les indices LmS ,, désignent respectivement : solide, mélange, liquide  

Figure 4.1 : Organigramme  de résolution du calcul thermique et espèces  pour un seul passage des sources 

t+
0  

τ∆+= +
−

+ tt ii 1  

1)( <Pf Chil  
non 

oui 

Résolution de l’équation 
de l’énergie  

H i
+  

H i
+  

<1 > 1 

HT iiS
++ =  

1=+T im  

cStecHT iiL
~/)1~( 1−++ −−+=  

= 1 

TTTT iLimiSi
++++ ++=  

Résolution de l’équation 
de concentration 

Calcul de f il  

CU ii
++ ,  

Incrément de temps 

 Pc : Position de la source de 
chauffage en déplacement 
Pf : Position d’arrêt  
  

 
   Pc = Pf non 

Fin de calcul  

oui 

i=i+1 
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Chapitre 5 
 
Étude d’une tranche avec source immobile 
 
5.1 Introduction 
 
 En fait, le processus de purification se fait en deux temps : Un temps de préchauffage 
avec source fixe jusqu’à la fusion au cœur du barreau, puis le processus de purification à 
proprement dit avec une source mobile, se déplaçant avec une vitesse uniforme et constante.  
Dans cette simulation nous essayons d’identifier à partir du modèle proposé les deux 
paramètres, nombre de Lewis effectif Leeff et rapport de coefficients de diffusion massiques 

liquide/solide effectif d eff
~ , qui  peuvent représenter au mieux le processus réel de purification 

par zone refining. Pour cela, nous allons fixer les paramètres thermiques en choisissant par 
exemple le cas du matériau silicium contenant une très faible concentration 
uniformeC i=C0 d’impuretés en germanium. Cela revient à considérer un alliage binaire 
Silicium-Germanium à très faibles concentrations dont le coefficient de partage à l’équilibre 
est  3.00 =k 3 [MORV, 84]. Dans la première phase de préchauffage d’une tranche fixe, le 
coefficient de partage effectif k qui régit le drainage des impuretés en zone fondue peut être 
considéré égale au coefficient de partage à l’équilibre k0 . En effet plusieurs expressions du 

coefficient k se trouvent dans la littérature [BURT, 53], [WANG, 97], font intervenir la 
vitesse de déplacement de zone fondue, l’épaisseur de la couche de diffusion massique, le 
coefficient de diffusion massique, le coefficient de partage à l’équilibre k0 , la viscosité du 

liquide, les conditions de refroidissement, la vitesse de l’interface et d’autres facteurs. Pour 
les alliages à base de silicium [MORV, 84] k et k0  ont des valeurs proches, avec 

k légèrement supérieur à k0 sauf par exemple pour des alliages Silicium-Arsenic (SiAs) ou 

Silicium-Antimoine (SiSb) où leurs coefficients de partage effectifs dans le cas de la fusion au 
plasma réactif haute fréquence baissent d’un facteur de l’ordre de 100 à 1000 par rapport 
à k0 . Nous allons donc supposer par hypothèse que les deux coefficients k et k0 sont égaux 

et adopter cette hypothèse pour toute l’étude.  
  
5.2 Simulation d’un cas avec un nombre de Lewis (Le ws) et un 

rapport de coefficient de diffusion d
~ réels : cas de l’alliage SiGe 

 
 L’objet de cette étude est dans un premier temps, analyser le champ thermique et le 
champ de concentration  obtenus par les deux modèles proposés (thermique et espèces) en 
simulant un cas réel  d’un matériau à purifier avec des données réelles prises dans la 
littérature et dans un deuxième temps, conclure sur la validité et la représentativité  du modèle 
de diffusion pour ce processus de purification bien particulier. Les deux paramètres essentiels 
qui gouvernent l’équation de diffusion sont : le nombre de Lewis dans le solide (Lews) et le 

rapport de coefficients de diffusion liquide/solide d
~
. À priori ces deux paramètres ne sont pas 

propres pour ce processus de purification et doivent être corrigés pour que l’approche 
proposée soit valide. Nous allons donc prendre le cas du matériau silisicium-germanium, 
comme cas d’application et regarder le comportement numérique de cette approche vis-à-vis 
de ce processus de purification réel tel qu’il est décrit par la théorie de zone melting classique 
[PFAN, 58]. 
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5.2.1 Coefficient de diffusion des impuretés dans le silicium liquide  
 
 Le coefficient de diffusion des impuretés dans le métal liquide permet de prévoir les 
transferts de matière dans cette phase. Il intervient dans l’équation des espèces et dans le 

rapportd
~
. La variation du coefficient de diffusion des impuretés dans le silicium liquide au-

delà du point de fusion a été calculée à l’aide de l’expression [MORV, 84] : 

V

TM
D

L

l 6,0

5,08

.

.)(.10.4,7

µ

−

=  

Dl  : Coefficient de diffusion de l’impureté dans le silicium en (cm²/s) 
M : Masse molaire du métal en (g/mole) 
T : Température en (Kelvin)  
T eb : Température d’ébullition en (Kelvin) 
µ  : Viscosité du métal liquide en (centipoise) 

 V L  : Volume molaire de l’impureté à son point d’ébullition normale en ( cm3 /mole) 
Avec VMV mL =    

V m : Volume massique du germanium  déterminée au point d’ébullition  

V m= 0,1821+17,1.10
-6(T eb -T f ) [TDIN, (M65-7)] 

Dans le cas de notre matériau SiGe, Dl  se calcule à partir des données prises dans la 
littérature tableau 5.1 en prenant une température de liquide un peu plus que la température de 
fusion du silicium pur soit T= 1775 K 
 
M  T µ  

                  [TDIN (M66-6)] 
T f  T eb  Dl  

(cm²/s) 
Dl  
(m²/s) 

72.59 1775 6.88 1210.4 3107 101326.3 5−  101326.3 9−  

  
Tableau 5.1 : Données pour le calcul du coefficient de diffusion du germanium dans le 
silicium liquide  
 
5.2.2 Nombre de Lewis dans la phase liquide 
  
 Le choix d’une température pour déterminer le coefficient de diffusion dans la phase 
liquide et les hypothèses avancées pour le coefficient de diffusivité thermique al  supposé 
constant nous permet de définir un nombre de Lewis moyen tel que : 

10.289,9
10.1326,3
10.91,2 3

9

5

===
−

−

D

aLewl
l

l    

 
5.2.3 Coefficient de diffusion des impuretés dans le silicium solide 
  
 Le coefficient de diffusion des impuretés dans le métal solide permet de prévoir les 
transferts de matière dans la phase solide. Il intervient dans l’équation des espèces et dans le 

rapportd
~
. On peut utiliser la relation d’Arrhenius pour calculer ce coefficient. La relation 

d’Arrhenius pour différentes températures s’écrit : 

)exp(0
TK

Q
DD

B
s

−=  

Q : Énergie d’activation en (J) 
T : Température en  Kelvin 
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D0  : Facteur de fréquence en (cm²/s) 

K B  : Constante de Boltzmann = 1,3805.10-23 J/ K 
Dans le cas de diffusion du germanium dans le silicium à l’état solide et dans la gamme de 
température [1030°C-1302°C], la référence [LIDE, 92] fournit les données suivantes :  
Q= 4,97 ev = 7,952.10-19 J et D0 =2,5.10

3 cm²/s. 
Nous avons supposé par hypothèse que les coefficients de diffusion dans les phases solide et 
liquide sont constants. De ce fait un choix de température pour le calcul de ces coefficients 
s’impose. Dans la phase solide et dans la gamme de température citée si dessus on choisit 
donc une température de 1302 °C. Ce choix permet de favoriser un peu la diffusion dans le 
solide même si sa valeur reste toujours trop faible.  
Le calcul avec ces données donne un coefficient de diffusion dans le solide :    
Ds=3,2698.10

-13 cm²/s ou encore Ds=3,2698.10
-17 m²/s 

 
  5.2.4 Nombre de Lewis dans la phase solide  
 
 De même que dans la phase liquide, le choix d’une température pour déterminer le 
coefficient de diffusion dans la phase solide et les hypothèses avancées pour le coefficient de 
diffusivité thermique as supposé constant nous permet de définir un nombre de Lewis moyen 

tel que : 10.5413,1
10.2698,3
10.04,5 12

17

5

===
−

−

D

aLews
s

s    

 
5.2.5 Données du problème  
 

Nous avons adopté un maillage rectangulaire régulier : (13x97) nœuds. Les pas 
d’espaces d’une maille suivant zet 

rr
r  ont été choisis égaux : 1033.8 2−++ =∆=∆ zr MM  ; un pas 

de temps unique pour toute la résolution : 10.3 4−=∆τ correspondant à un pas de temps 

dimensionnel st 109.5 4−=∆ . La longueur de référence L est prise égale à 0.01m. Le nombre 
de Lewis dans le solide ( Lews =1,54.1012) et le rapport de coefficients de diffusion 

liquide/solide (d
~

= 9,58.107). 
 

R+  Lb
+  z+∆  qc

+  T i
+  U i

+  C i
+  as  al  λ~  Ste c~  

1 8 1 0.3 0 1/k 1 1004.5 5−  1091.2 5−  0.8 0.5964 1.276 

  
Tableau 5.2 : Données pour la  simulation d’un cas avec des données réelles  
 
Nous allons analyser l’évolution des grandeurs thermiques et massiques dans une tranche 
d’un barreau cylindrique lorsque la source de chaleur est immobile. On part dans ce cas d’une 
température dimensionnelle initiale  T i  égale à 20 °C. La condition d’arrêt en chauffage est 
telle que la fraction fondue de la phase liquide f l  soit  égale à 1 au pointPCh , défini sur l’axe 

du barreau. Ce choix permet d’obtenir une largeur de zone fondue suffisante au niveau de 
l’axe du barreau  afin que le  drainage des  impuretés s’effectue correctement sur toute la 
section diamétrale du barreau, comme le montre la figure 5.1.b  
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5.2.6 Résultats de la simulation  
 

La  figure 5.1 montre les isovaleurs de température, les isovaleurs de fraction fondue, 
les isovaleurs de concentration ainsi que les profils de concentration le long de la paroi et de 
l’axe du barreau pour la première phase de chauffage : source immobile. 
 
 

                           
 
a) Isovaleurs de  températureT +     b) Isovaleurs de  fraction fondue f l       c) Isovaleurs  de concentration C

+  

 
 
 

   
d) Évolution de la concentration C+  le                                  e) Évolution de la concentrationC+ le  
    long de la paroi du barreau                                                     long de l’axe du barreau 
 
Figure 5.1 : Étude d’une tranche fixe avec condition initiale en température 0=+T  
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a) Évolution de l’enthalpie H + en fonction                           b) Évolution de la température T + en fonction 

     du temps adimensionnel t+                                                     du temps adimensionnel t+  

 

 
 
c) Évolution de la fraction fondue f l                                    d) Évolution de la température T

+ en 

 en fonction du temps adimensionnel t+                                      fonction de l’enthalpie adimensionnelle H +  

 

                         
       e) Évolution de la concentration C+ en  fonction du temps adimensionnel t+  

 
Figure 5.2 : Évolution des grandeurs thermiques et massiques en fonction du temps  
                   adimensionnel t+  en un point PTR défini sur la paroi du barreau. 
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a) Évolution de l’enthalpie H + en fonction                             b) Évolution de la température T + en fonction 

     du temps adimensionnel t+                                                      du temps adimensionnel t+  

 

 
 
c) Évolution de la fraction fondue f l                                     d) Évolution de la température T

+ en 

 en fonction du temps adimensionnel t+                                      fonction de l’enthalpie adimensionnelle H +  

 

                       
 
e) Évolution de la concentration C+ en  fonction du temps adimensionnel t+  

 
Figure 5.3 : Évolution des grandeurs thermiques et massiques en fonction du temps  
                   adimensionnel t+  en un point PC défini sur l’axe du barreau. 
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La figure 5.2 (a, b, c) montre l’évolution des grandeurs thermiques en un point (PTR) de la  
paroi du barreau cylindrique en fonction du temps adimensionnel t+ .    
La figure 5.2.d montre l’évolution de la température T + en fonction de l’enthalpie massique 
adimensionnelle en un point (PTR) de la  paroi du barreau cylindrique. 
La figure 5.2 e montre l’évolution de concentration C+ en un point (PTR) de la paroi du 

barreau cylindrique en fonction du temps adimensionnel t+ .    
De la même manière, la figure 5.3 (a, b, c, d, e) montre bien l’évolution de grandeurs 
thermiques et espèces en un point (PC) de l’axe du barreau cylindrique. 
 
5.2.7 Conclusion  
 

Dans ce cas de simulation les résultats obtenus montrent bien que la thermique avec 
toutefois l’hypothèse avancée de faibles concentrations est correctement représentée. Elle est 
résolue de façon découplée du fait qu’elle est supposée ne pas être perturbée par la présence 
des espèces. Par contre la résolution du problème de concentration qui est couplée à la 
thermique via la fraction de la phase liquide locale f l , s’avère ne pas être satisfaisante et ne 

permet  pas de représenter correctement le processus de purification à proprement dit. Cela est 
dû essentiellement à la manipulation de l’équation de diffusion avec un nombre de Lewis très 
élevé. Ce nombre  qui exprime le retard de la diffusion des espèces par rapport à la diffusion 
thermique n’est pas tout à fait propre à ce processus de purification par zone fondue.  
On constate que les profils de concentration le long de la paroi et de l’axe du cylindre figure 
5.1.d et figure 5.1.e ne reflètent pas la réalité physique du processus de purification par zone 
melting tel que nous l’attendions. En effet, le saut de concentration à l’interface solide/liquide 

CCk LISI= n’était  pas reproduit et la concentration dans la zone fondue n’a pas trop bougé. 
Des fortes oscillations numériques apparaissent au niveau des interfaces liquide solide. Elles 
sont forcement dues aux très grandes valeurs du nombre de Lewis et du rapport des 

coefficients de diffusion d
~
qui figurent dans l’équation de diffusion massique. Or les outils 

numériques classiques ne s’apprêtent pas très bien pour des valeurs du nombre de Lewis très 
grandes. De plus, le couplage des espèces avec la thermique et la particularité du processus 
rendent les choses plus complexes et laisse penser tout en gardant les méthodes numériques 

classiques d’adopter des valeurs un peu artificielles pour le nombre de Lewis et d
~
lorsque ces 

derniers sont élevés.  
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5.3  Effet du nombre de Lewis et du rapport de diff usion d
~

 
 

L’objectif de cette étude est d’analyser le comportement  de notre modèle de diffusion vis-
à-vis de la méthode numérique employée et d’en tirer meilleur parti afin qu’il puisse 
représenter au mieux le processus de purification étudié. 

Pour que le processus de purification soit représenté  par l’approche proposée et atteindre 
notre objectif qui consiste à comprendre le comportement de ce processus, nous allons 
procéder à déterminer des paramètres utiles à affecter au modèle et qui correspondent en fait à 
un matériau bien donné et pas forcement au cas du SiGe. Ces derniers se résument aux 
nombres de Lewis dans les phases solide et liquide ( Lews et Lewl ) et au rapport des 

coefficients de diffusiond
~
. Nous avons adopté la stratégie qui consiste à  faire  varier ces 

paramètres sur des gammes allant des plus faibles valeurs aux valeurs très importantes. Ceci 
permet de cerner au mieux les paramètres représentatifs de ce procédé. Le choix de ces 
gammes tient naturellement compte de la particularité du procédé. En effet la condition 
imposée par la thermique et le couplage thermique-espèces laisse penser que le temps 
caractéristique pour la diffusion et le drainage des espèces est presque le même que celui pour 
la thermique.  
Les valeurs du nombre de Lewis ( Lews ) et du coefficient de diffusion Ds , dans la phase 
solide, calculées pour une température donnée, dans le cas de l’alliage Silicium-germanium, 
montrent bien la difficulté de manipuler l’équation de diffusion des espèces avec des 

coefficients tels que : Lews et d
~
 très élevés. Cela tient compte bien entendu  de la spécificité 

du procédé étudié. L’étude du cas réel a montré que la concentration n’a pas trop bougé 
lorsque la thermique est arrêtée. Ce qui est tout a fait prévisible car la diffusion des espèces 
n’a pas le temps nécessaire pour se réaliser, si on est limité par le  transfert thermique.     
On choisit pour la variation du nombre de Lewis ( Lews ) la plage [10 à 108] et pour la 

variation de d
~
la plage [10 à  104]. Il est inutile d’aller au-delà de108 pour Lews  et au-delà de 

104 pourd
~
. Cela n’a pas d’influence sur la nouvelle répartition des espèces. 

 
5.3.1 Données pour la simulation 
  

Dans cette étude et pour la suite de toute cette partie nous prenons une température 
initiale T i  proche de la température de fusion ce qui se fait généralement dans la pratique. 
Cela nous permet aussi de gagner sur le temps de calcul numérique qui suivra, vu le nombre 
important de cas à étudier. Nous allons donc prendre T i inférieur de 1°C par rapport à la 
température de fusionT fr , ce qui correspond à une température adimensionnelle 

99929.0=+T i . Enfin et étant donné qu’on commence le chauffage à partir d’une température 
assez proche de la température de fusion on pourra considérer  que les diffusivités dans le 
liquide et dans le solide sont égales et que le rapport des chaleurs spécifiques c~ est égale à 1. 
 

R+  Lb
+  z+∆  qc

+  T i
+  U i

+  C i
+  as  al  λ~  Ste c~  

1 8 1 0.3 0.99929 1/k 1 1091.2 5−  1091.2 5−  1 0.5964 1 

  
Tableau 5.3 : Données pour la  simulation de l’effet de Lews et de d

~
 

 

Nous pouvons aussi raisonner sur le nombre de Lewis dans le liquide ( Lewl ) et d
~
car d’après 

les données du tableau (5.3), le terme 
Lews

d
~

 de l’équation (3.44) est en fait 
Lewl

1
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Les différents cas de combinaisons du nombre de Lewis ( Lewl ) et  d
~
sont les suivants :      

 
Cas n° d

~
 Lews  Lewl  

1 10 10 1 
2 20 20 1 
3 50 50 1 
4 10 20 2 
5 20 40 2 
6 50 100 2 
7 10 100 10 
8 20 200 10 
9 50 500 10 
10 10 104 103 
11 20 2.104 103 
12 50 5.104 103 
13 10 105 104 
14 104 108 104 

    
Tableau 5.4 : Différents cas simulés  

 
5.3.2 Résultats de la simulation 
 
5.3.2.1 Isovaleurs de température et de fraction fondue 
 

Les champs de température et de fraction fondue figure 5.4 (a, b) ne sont pas perturbés 
par les très faibles concentrations et par conséquent la partie thermique est identique pour les 
différents cas étudiés 1 à 14. 
La figure 5.4 b montre la géométrie de la zone fondue et la forme du front de fusion associée. 
 

                                       
 
a) Isovaleurs de température T +                                           b) Isovaleurs de fraction fondue f l  

 
Figure 5.4 : Fusion d’une tranche d’un barreau cylindrique avec source de chaleur 
                   immobile : a) Température  b) Fraction fondue  

Front de fusion  

Zone fondue 
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5.3.2.2 Isovaleurs de concentration 
   
Les figures 5.5 (a, b, c) montrent qu’en fixant un nombre de Lewis ( Lewl ) et en faisant varier 
le rapport des coefficients de diffusiond

~
, la diffusion des espèces se fait sur des couches de 

plus en plus réduites. Les isovaleurs de concentration C+ montrent cette  tendance.  
 
 

                      
 
          a) Cas n°1 : ( Lewl =1               b) Cas n°2 : ( Lewl = 1                 c) Cas n°3 : ( Lewl =1 

                        ; d
~
=10)                                         ; d

~
=20)                                       ; d

~
=50) 

 

                      
 
              d) Cas n°4 : ( Lewl =2                 e) Cas n°5 : ( Lewl =2                    f) Cas n°6 : ( Lewl =2 

                       ; d
~
=10)                                       ; d

~
=20)                                           ; d

~
=50) 

 
Figure 5.5: Isovaleurs de concentration C+  : Effet du nombre de Lewis ( Lewl ) et de 

                d
~
 ; Cas de la fusion d’une tranche d’un barreau avec source immobile.  
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De la même façon si on fixe le rapport de coefficients de diffusion d
~
 et en faisant varier le  

nombre de Lewis dans le liquide ( Lewl ) on constate que plus ce nombre et grand et plus la 
diffusion des espèces se fait sur des couches encore plus étroites.  
 
 

                      
 
              g) Cas n°7 : ( Lewl =10             h) Cas n°8 : ( Lewl =10                  i) Cas n°9 : ( Lewl =10 

                                       ; d
~
=10)                                         ;d

~
=20)                                           ;d

~
=50) 

 
 

                      
 
               j) Cas n°10 : ( Lewl =103           k) Cas n°11 : ( Lewl =103             l) Cas n°12 : ( Lewl =103  

                                          ; d
~
=10)                                       ; d

~
=20)                                          ; d

~
=50) 

 
Figure 5.6: Isovaleurs de concentration C+  : Effet du nombre de Lewis ( Lewl ) et  

                   de d
~
 ; Cas de la fusion d’une tranche d’un barreau avec source immobile  
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m) Cas n°13 : ( Lewl =104  ; d

~
=10 )                      n) Cas n°14 : ( Lewl =104  ; d

~
=104 ) 

 
                                                                            
Figure 5.7: Isovaleurs de concentration C+  : Effet du nombre de Lewis ( Lewl ) et 

                    de d
~
 ; Cas de la fusion d’une tranche d’un barreau avec source immobile  

 
 

L’effet combiné du nombre de Lewis Lewl et du rapport des coefficients de diffusion 

d
~
sur le champ de concentration C+ est montré sur les figures (5.5, 5.6 et 5.7). Le cas de la 

figure 5.7.m avec Lewl = 104 et   d
~
=10  illustre bien l’influence de ces deux paramètres 

lorsque l’un est maximum et l’autre est minimum, bien entendu sur les gammes que nous 
avons déjà fixées.   
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5.3.2.3 Profils de concentration le long de la paroi du barreau 
 

Le tracé du champ de concentration C+ sur la paroi du barreau montre l’effet du 

nombre de Lewis Lewl  et du rapport des coefficients de diffusion d
~
sur la distribution de 

l’impureté. La diffusion d’impuretés est meilleure pour un  Lewl = 1 et  d
~
 est minimum dans 

la gamme choisie figure 5.8.a. Pour un Lewl fixé la concentration dans le liquide diminue 

avec l’augmentation du rapportd
~
. 

 

   
    a) Cas n°1 : ( Lewl =1 ; d

~
=10)               b) Cas n°2 : ( Lewl =1 ; d

~
=20) 

 

 
     c) Cas n°3 : ( Lewl =1 ; d

~
=50)                                    d) Cas n°4 : ( Lewl =2 ; d

~
=10) 

 
Figures 5.8 : Profils de concentration adimensionnelle C+ le long de la paroi du barreau  
                    (tranche fixe) 
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     e) Cas n°5 : ( Lewl =2 ; d

~
=20)                                      f) Cas n°6 : ( Lewl =2 ; d

~
=50) 

 

 
     g) Cas n°7 : ( Lewl =10 ; d

~
=10)                                  h) Cas n°8 : ( Lewl =10 ; d

~
=20) 

 

 
     i) Cas n°9 : ( Lewl =10 ; d

~
=50)                                  j) Cas n°10 : ( Lewl =103  ; d

~
=10) 

 
Figure 5.9 : Profils de  Concentration adimensionnelle C+ le long de la paroi du barreau   
                   (tranche fixe) 
 
Plus le nombre de Lewis dans le liquide ( Lewl ) est grand et plus la diffusion des espèces est 
lente dans le liquide et le coefficient de partage k0  n’est pas reproduit au niveau de l’interface 
solide/liquide.  
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     k) Cas n°11 : ( Lewl =103  ; d

~
=20)                              l) Cas n°12 : ( Lewl =103  ; d

~
=50) 

 

 
m) Cas n°13 : ( Lewl =104  ; d

~
=10)                                   n) Cas n°14 : ( Lewl =104  ; d

~
=104 ) 

 

Figure 5.10 : Profils de concentration adimensionnelle C+ le long de la paroi du  
                      Barreau (fusion d’une tranche fixe) 

 
À partir d’un nombre de Lewis Lewl =10 et d’un rapport des coefficients de 

diffusion d
~
=20 on constate l’apparition des oscillations au voisinage de l’interface et dans la 

phase liquide figures (5.9 et 5.10). Ces oscillations sont dues probablement au numérique 
lorsque le nombre de Lewis combiné avec le rapport de diffusion  devient important.  La 
diffusion n’est pas complète dans la phase liquide et la diffusion des espèces prend du retard 
par rapport à la diffusion thermique.    
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5.3.2.4 Profils de concentration le long de l’axe du barreau 
 

Les figures (5.11, 5.12, 5.13) montrent le profil de la concentration C+  le long de 
l’axe du barreau. L’effet du nombre de Lewis dans le liquide ( Lewl ) et du rapport des 

coefficients de diffusion d
~
sur la distribution de l’impureté est par analogie, le même que sur 

la paroi. Les effets bidimensionnels dus au retard entre la surface et le cœur du barreau font 
que la largeur de la zone fondue au niveau de l’axe est plus petite et par suite, le profil de 
concentration le long de l’axe se trouve sensiblement  modifié avec toutefois constatation 
d’une zone de diffusion plus au moins étendue pour le solide qui se resserre avec 

l’augmentation des paramètres Lewl et d
~
, et d’une zone étroite pour le liquide qui se 

comporte d’une façon similaire que la zone de diffusion dans le solide vis-à-vis ces derniers 
paramètres. 
    

 
     a) Cas n°1 : ( Lewl =1 ; d

~
=10)                                      b) Cas n°2 : ( Lewl =1 ; d

~
=20) 

 

 
     c) Cas n°3 : ( Lewl =1 ; d

~
=50)                                     d) Cas n°4 : ( Lewl =2 ; d

~
=10) 

 
Figure 5.11 : Profils de concentration adimensionnelle C+ le long de l’axe du 
                      barreau (fusion d’une tranche) 
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     e) Cas n°5 : ( Lewl =2 ; d

~
=20)                                      f) Cas n°6 : ( Lewl =2 ; d

~
=50) 

 

 
     g) Cas n°7 : ( Lewl =10 ; d

~
=10)                                   h) Cas n°8 : ( Lewl =10 ; d

~
=20) 

 

 
     i) Cas n°9 : ( Lewl =10 ; d

~
=50)                                      j) Cas n°10 : ( Lewl =103  ; d

~
=10) 

 
Figure 5.12 : Profils de concentration adimensionnelle C+ le long de l’axe du  
                      barreau  (fusion d’une tranche fixe) 

 
 
Plus le nombre de Lewis Lewl est grand et plus la diffusion des espèces est lente dans le 
liquide et le coefficient de partage k0  n’est pas reproduit au niveau de l’interface 
solide/liquide.  
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     k) Cas n°11 : ( Lewl =103  ; d

~
=20)                             l) Cas n°12 : ( Lewl =103  ; d

~
=50) 

 

 
     m) Cas n°13 : ( Lewl =104  ; d

~
=10)                             n) Cas n°14 : ( Lewl =104  ; d

~
=104 ) 

 
Figure 5.13 : Profils de concentration adimensionnelle C+ le long de l’axe du barreau   
                     (fusion d’une tranche fixe) 
 
 
5.3.3 Conclusion sur la fusion d’une tranche avec source immobile 
  
 Au terme de cette étude, nous allons donc pouvoir sélectionner et choisir parmi les 
différents cas simulés (1 à 14), des valeurs associées aux deux paramètres, nombre de Lewis 
dans le liquide ( Lewl ) et rapport des coefficients de diffusion massiqued

~
, susceptibles de 

mieux représenter le processus de purification étudié. Le résultat de la simulation du cas n° 1 

pour un Lewl =1 et d
~
= 10 paraît bien donner des valeurs plus proches au profil de 

concentration attendue et surtout au saut de concentration au niveau d’interfaces 
liquide/solide.  
Ces valeurs choisies sont en fait propres à un matériau bien donné, elles seront affectées à 
notre modèle et adoptées d’une façon définitive pour toute l’étude en déplacement (processus 
de purification à proprement dit) qui suivra.  
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Chapitre 6 
 
Étude en déplacement : Purification  
 
6.1 Introduction 
 

Le processus de fusion se fait en deux phases. La première phase est la fusion entière 
jusqu’au cœur du barreau d’une tranche avec source de chauffage immobile et la deuxième 
phase, consiste à drainer les impuretés d’une extrémité du barreau à l’autre en faisant 
translater les sources. Cette deuxième phase fait intervenir une source de refroidissement qui 
sera nécessaire pour le refroidissement et la solidification d’une portion de la tranche déjà en 
fusion et remplit la même fonction pour les autres tranches à fondre. Le déplacement de deux 
sources (chauffage et refroidissement) se fait simultanément et avec la même vitesse. 

Dans le chapitre 5 nous avons étudié la première phase, cela nous a permis de choisir 
les  valeurs de paramètres du nombre de Lewis dans le liquide ( Lewl ) et du rapport des 

diffusions massiques (d
~

) à affecter à notre modèle pour représenter au mieux le processus de 
purification « zone refining » et atteindre notre objectif. Dans le présent chapitre nous allons 
adopter ces deux valeurs d’une façon définitive et étudier l’influence de chacune des 
grandeurs associées au processus de purification. Le comportement et l’efficacité de ce 
dernier sont  manifestement liés: 
-  à la vitesse de déplacement  des sources (vitesse de drainage des impuretés). 

-  aux densités de flux de chauffage ( q
c

+ ) et de refroidissement (q f

+ ). 

-  à la largeur de la tranche du barreau à fondre (largeur de la source de chauffage). 
-  à la géométrie du barreau. 
Pour réduire le nombre de cas à étudier, nous allons dans un premier temps fixer la  géométrie 
du barreau: rayon (R+ ) et longueur ( Lb

+ ). Et par la suite en phase finale nous regardons 

l’influence de la géométrie en faisant varier le rayon (R+ ) ou encore le rapport d’aspect 
géométrique ( Lb

+ /R+ ). 
Pour atteindre les objectifs visés nous avons suivi les  étapes successives suivantes: 
 

1. Étudier l’influence de la vitesse de déplacement V S  des sources sur le processus de  
purification dans le cas où les densités de flux de chauffage et de refroidissement sont 

égales (q
f

+ =-q
c

+  ; q
c

+ >0) même ceci reste non réaliste. Cette étude permet de dégager 

une vitesse V S parmi les vitesses de translation des sources déjà étudiées et qui sera 
adoptée pour la suite de l’étude à partir de l’étape 3. 

 
2.  Étudier l’influence de la vitesse de déplacement V S des sources sur le processus de 

purification dans le cas où les densités de flux de chauffage et de refroidissement sont 

différentes (q
c

+>- q
f

+ ). Cette étude nous permet de comparer les deux étapes (1 et 2) et 

de faire un choix  parmi les deux configurations étudiées : (q
f

+ =- q
c

+  ; q
c

+ >0) et  

            ( q
c

+>-q
f

+ ). Ce choix sera adopté pour la suite de l’étude à partir de l’étape 3. 
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3. Étudier l’influence de l’intensité de flux (chauffage et refroidissement) pour une 

configuration (q
f

+ =- q
c

+  ; q
c

+ >0) sur le processus de purification. Cette étude permet de 

faire un choix sur q
c

+  et q
f

+  qui sera adopté d’une façon définitive  pour l’étape 4  

 
4. Étudier l’influence de la largeur de la tranche à fondre z

+∆ sur le processus de 
purification. 

 
5. Étudier l’effet du rapport d’aspect géométrique ( Lb

+ /R+ ) sur le processus de 
purification. 

 
6.2 Effet de la vitesse de déplacement des sources sur les champs 

de température et de concentration 
 

  6.2.1 Cas où les densités de flux de chauffage et de refroidissement sont égales 

( q
f

+ =-q
c

+  ; q
c

+ >0) 

 
Dans le processus de purification par fusion de zone ou encore zone fondue, la vitesse de 

déplacement des sources de chauffage et de refroidissement est la grandeur la plus importante 
pour obtenir un résultat de  purification satisfaisant. Elle est généralement lente et varie dans 
une gamme plus au moins large, qui dépend de plusieurs paramètres :  

- Type de source :  
• Dans le cas des fours à induction (zone melting classique), la gamme de  

            Vitesse varie  entre 0.1 cm/h et 40 cm/h. 
             • Dans la technologie à plasma la vitesse de déplacement peut dépasser le  
                 120 cm/h [MORV, 84]. 

- Type de matériau. 
- Conditions de chauffage et de refroidissement. 
- Géométrie du barreau. 

 
        6.2.1.1 Données pour la simulation   

 
Dans ce cas de simulation nous avons fixé les dimensions du barreau cylindrique,  

rayon adimensionnel R+ =1 et longueur adimensionnelle Lb
+  = 8. Le  maillage est maintenu 

pour toute l’étude : (13x97) nœuds avec des pas d’espaces suivant zet 
rr

r  tels que : 

1033.8 2−++ =∆=∆ zr MM . Un pas de temps 103 4−=∆τ  correspondant en fait à un pas de temps 

dimensionnel st 109.5 4−=∆ .  La longueur de référence L est prise égale à 0.01m. Le tableau 
6.1 fournit les différentes données du problème. 
 

Lewl  d
~

 c~  q
c

+  q
f

+  T i
+  U i

+  C i
+  z

+∆  

1 10 1 0.3 -0.3 0.99928 1/k 1 
 
1 
 

  
Tableau 6.1: Données pour la  simulation : Effet de la vitesse de déplacement des sources ; 

                     Cas où  (q
f

+ =- q
c

+  ; q
c

+ >0)   
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Dans cette étude nous avons fixé tous les paramètres gouvernant le processus de 
purification et nous nous sommes intéressé uniquement à l’étude de l’effet de la vitesse de 
déplacement des sources. L’objectif de cette étape est de trouver pour des telles conditions et 
des données bien définies (géométrie, densité de flux, matériau, largeur de zone  fondue…) la 
gamme de vitesses pour laquelle la purification prend naissance et se manifeste dans le 
barreau (drainage des impuretés d’une extrémité à l’autre du  barreau). Puis choisir dans cette 
gamme une vitesse estimée favorable pour la purification et qui sera adoptée par la suite, dans 
les étapes (3, 4 et 5). L’étude a été réalisée avec différentes vitesses de déplacementV S . Pour 
tracer et voir la tendance de quelques grandeurs sur l’efficacité de purification nous avons 
choisi deux points  sur l’axe du barreau : point en amont de la position de départ de la source 
de chauffage (PDEP), situé en tête du barreau et point en aval de la position d’arrêt de la 
source de chauffage (PARR), situé en queue du barreau. Ces deux points servent pour la 
saisie des valeurs de différentes grandeurs. 
PDS : Position de départ de la source de chauffage 
PAS : Position d’arrêt de la source de chauffage 

  
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Les différents cas de l’étude sont  résumés dans le tableau 6.2. 
 
 
                 6.2.1.2 Résultats de l’étude  
 

L’étude a été  réalisée avec des vitesses allant de 30 cm/h à 400 cm/h. Dans cette 
gamme, 12 cas de vitesses ont été simulés dans les mêmes conditions et avec le même 
maillage. Pour analyser  l’effet de la vitesse sur le drainage des impuretés et  sur l’efficacité 
de la purification nous avons relevé les valeurs de certaines grandeurs thermiques et 
massiques aux différents points du barreau (axe et paroi). En exploitant Ces résultats on 
pourra tracer au point (PDEP), la tendance sur le processus de purification. Le tableau 6.2 
résume l’ensemble de résultats de cette étude.   
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Z+ 

   0      2     2.25                                             6.5   7.25 

 PDEP  PDS                                           PAS   PARR 

Schéma de différentes coordonnées des points  situés sur l’axe du barreau 



Chapitre 6                                                                         Étude en déplacement : Purification 

 86 

 

Cas n° 
Vs 

Cm/h 

Nombre 
d’itérations 
sur le temps 

j 

T PTR
+  T PC

+  T P
+

0  T P
+

3  

 
 

f
l P3

 

 
 

f
l PCh

 

 

T PDEP
+

 

 

C PDEP
+

 

 

C PARR
+

 

1 30 857885 1.3893 1.2666 0.7453 1.3798 1 1 0.7506 0.5643 2.0966 

2 50 514731 1.3978 1.2735 0.7245 1.3900 1 1 0.7346 0.5687 2.0791 

3 60 428943 1.4025 1.2799 0.7153 1.3939 1 1 0.7274 0.5731 2.0672 

4 70 367665 1.4055 1.2830 0.7084 1.3966 1 1 0.7218 0.5779 2.0561 

5 90 285962 1.4078 1.2857 0.7060 1.3974 1 1 0.7184 0.5859 2.0383 

6 140 183833 1.3683 1.2460 0.7579 1.3339 1 1 0.7589 0.6038 2.0068 

7 150 171577 1.3525 1.2299 0.7730 1.3020 1 1 0.7745 0.6062 1.9983 

8 200 128683 1.2746 1.1516 0.8391 0.9961 0 1 0.8404 0.6200 1.9140 

9 250 102947 1.2621 1.1392 0.8960 0.9971 0 1 0.8972 0.6236 1.9436 

10 300 85789 1.2349 1.1108 0.9420 0.9968 0 1 0.9437 0.6312 1.0882 

11 350 73533 1.2000 1.0708 0.9788 0.9970 0 1 0.9809 0.6421 0.6540 

12 400 61186 1.1633 1.0000 0.9957 0.9971 0 0 0.9974 0.6563 0.8060 

Remarque : Pour le cas n° 12  la source de chauffage est arrêtée à la position z+= 6.29 au lieu de 6.5 : la 
vitesse de déplacement est trop importante : La fusion au coeur du barreau n’a pas eu lieu  
 ( f

l PCh

= 0) 

 
 

              Tableau 6.2 : Résultats de la purification : Effet de la vitesse de déplacement (V S ) 
 

6.2.1.2.1 Effet de la vitesse de déplacement sur la purification :  

                                                  cas où (q
f

+ =- q
c

+  ; q
c

+
>0) 

 
L’exploitation des résultats du tableau 6.2 permet de tracer la tendance de la 

purification sous l’effet de la vitesse de déplacement des sources au point (PDEP). Ces 
résultats ont été relevés dans les mêmes conditions et après chaque passage des sources. La 
figure 6.1 montre cette tendance. On constate que la meilleure efficacité pour purifier le 
matériau étudié est de déplacer les sources avec des faibles vitesses. Mais cela peut être 
discuté en terme d’énergie mise en jeu dans ce processus de purification. Il suffit de faire une 
simple comparaison entre les énergies mises en jeu pour deux vitesses différentes. Cette 
énergie est sensiblement 5 fois plus importante dans le cas d’une  vitesse de 30 cm/h que celle  
correspondante à une vitesse de 150 cm/h. Mais on gagne en contre partie  environ 7.4 % sur 
la purification, si la vitesse  était  de 30 cm/h. 
La courbe de la figure 6.1 présente trois régions :  

- région où la vitesse de déplacement est inférieure à 200 cm/h, la purification varie 
linéairement  avec la vitesse de déplacement. 
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-  une petite région intermédiaire : vitesse comprise entre 200 cm/h et 250 cm/h, on peut 
considérer qu’il n y a pas  d’effet de vitesse sur la purification et la  distribution de 
concentration  change peu.  

- une troisième région : vitesse supérieure à 250 cm/h, la purification reprend  
linéairement  avec une légère diminution de pente.   

Effet de la vitesse de déplacement sur la purificat ion 
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Figure 6.1 : Concentration C+  au point PDEP (tête du barreau) après la première passe 
 
 

6.2.1.2.2 Effet de la vitesse de déplacement sur le champ de 

                température :  cas où ( q
f

+ =- q
c

+  ; q
c

+ >0) 

 
Les résultats du tableau 6.2 montrent que jusqu’à une vitesse de 90 cm/h, les 

températures aux points PTR et PC situés dans la même section transversale du barreau et qui 
sont  respectivement sur la paroi et sur l’axe du barreau (points liés fictivement  à la position 
de la source de chauffage mobile) augmentent avec la vitesse de déplacement et qu’à  partir 
de la vitesse 140 cm/h, la tendance s’inverse. Ces points restent toujours en fusion pour toutes 
les vitesses simulées, sauf pour le cas simulé avec la vitesse de 400 cm/h qui parait plus 
élevée et le point PC sur l’axe du barreau restait à l’état solide. Ce qui explique que cette 
vitesse de 400 cm/h est très élevée et que la fusion n’arrive pas à atteindre le coeur du barreau. 
Pour ce cas bien précis la source n’a pas atteint la position d’arrêt prévue et s’est arrêtée à la 
position 29.6=+

Z . En effet, deux critères d’arrêt en déplacement ont été fixés : un premier 
test est lorsque la source de chauffage atteint la position 5.6=+

Z  et un second test lorsque la 
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fraction fondue de la phase liquide au point PC h  est inférieure à 1 c'est-à-dire point n’est pas 
complètement fondu.    
 

6.2.1.2.2.1 Isovaleurs de  température 
 

Les isovaleurs de température tracées pour différentes vitesses de translation des 
sources montrent bien l’effet de la vitesse sur la distribution de la température et le retard 
entre le cœur et la paroi du cylindre qui augmente avec la vitesse de translation. 
 

                    
 
a) V S = 30 cm/h                   b) V S = 50 cm/h                  c) V S = 60 cm/h 
 
 
 

                    
 
d) V S = 70 cm/h                   e) V S = 90 cm/h                  f) V S = 140 cm/h 
 
Figure 6.2 : Isovaleurs de température T

+  dans le barreau à différentes vitesses de 

                   déplacement des sources de chauffage et de refroidissement  
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Pour des vitesses jusqu’à 150 cm/h la température au point P3 situé sur l’axe (extrémité 
supérieure du barreau) dépasse la température de fusion et à partir de la vitesse de 200 cm/h 
ce point reste à l’état solide.  
 

                              
 
g) V S = 150 cm/h                  h) V S = 200 cm/h                                i) V S = 250 cm/h 
 
 
 
 

                              
 
j) V S = 300 cm/h                    k) V S = 350 cm/h                               l) V S = 400 cm/h 
 
Figure 6.3 : Isovaleurs de température T

+  dans le barreau à différentes vitesses de 

                    déplacement des sources de chauffage et de refroidissement  
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6.2.1.2.2.2 Profils de température le long de  la paroi du barreau  
 

Jusqu’à une vitesse de déplacement des sources de l’ordre de 90 cm/h la température 
dans la portion solidifiée du barreau a tendance à diminuer. Par contre au-delà de cette vitesse, 
la température à la paroi solidifiée augmente. En effet, dans la première phase « source 
immobile» seule la source de chauffage dépose de l’énergie dans le barreau et pour des 
vitesses faibles, la source de refroidissement aura plus de temps à extraire de la chaleur de la 
partie solidifiée.  

 
a) V S = 30 cm/h                                                       b) V S = 50 cm/h 
 

 
c) V S = 60 cm/h                                                     d) V S = 70 cm/h 
 

 
e) V S = 90 cm/h                                                      f) V S = 140 cm/h 
 

Figure 6.4 : Profils de température T
+ le long de la paroi du barreau à différentes vitesses de 

                    déplacement des sources de chauffage et de refroidissement  
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g) V S = 150 cm/h                                                   h) V S = 200 cm/h 

 

 
i) V S = 250 cm/h                                                    j) V S = 300 cm/h 
 

 
k) V S = 350 cm/h                                                   ℓ) V S = 400 cm/h 
 
 
Figure 6.5 : Profils de température T

+  le long de la paroi du barreau à différentes vitesses 

                    de déplacement des sources de chauffage et de refroidissement  
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6.2.1.2.2.3 Profils de température le long l’axe du barreau  
 

On observe les mêmes effets de la vitesse de déplacement des sources le long de  l’axe 
du barreau que sur la paroi.  

 
a) V S = 30 cm/h                                                      b) V S = 50 cm/h 
 

   
c) V S = 60 cm/h                                                     d) V S = 70 cm/h 
 

 
e) V S = 90 cm/h                                                       f) V S = 140 cm/h 
 
Figure 6.6 : Profils de température T

+ le long de l’axe du barreau à différentes vitesses de 

                    déplacement des sources de chauffage et de refroidissement  
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 À partir de la vitesse de 200 cm/h, on constate l’apparition de l’effet retardataire de la 
source de refroidissement qui n’arrive pas à extraire de la chaleur du cœur du barreau. En 
effet, dans la première phase, la source de chauffage dépose de l’énergie pour fondre la 
première tranche jusqu’au cœur du barreau et lors du déplacement (deuxième phase), le cœur 
du barreau reste en fusion alors que la zone en correspondance sur la paroi et qui est en 
contact avec la source de refroidissement est entrain de se refroidir plus rapidement. 
 

 
g) V S = 150 cm/h                                                    h) V S = 200 cm/h 
 

 
i) V S = 250 cm/h                                                     j) V S = 300 cm/h 
 

 
k) V S = 350 cm/h                                                     ℓ) V S = 400 cm/h 

 
 
Figure 6.7 : Profils de température T

+ le long de l’axe du barreau à différentes vitesses de 

                    déplacement des sources de chauffage et de refroidissement  
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6.2.1.2.3 Effet de la vitesse de déplacement sur la zone fondue :  

                                                   cas où ( q
f

+ =- q
c

+  ; q
c

+ >0) 

 
À partir de la vitesse de 200 cm/h la forme de la zone fondue est perturbée, un 

décalage entre la paroi et l’axe du barreau s’accentue avec la vitesse. Ces effets 
tridimensionnels de zone fondue influent directement sur la distribution des impuretés et donc 
sur le degré de purification  
 

                             
 
a) V S = 30 cm/h                      b) V S = 50 cm/h                       c) V S = 60 cm/h 
 
 

                             
 
d) V S = 70 cm/h                        e) V S = 90 cm/h                     f) V S = 140 cm/h 
 
 
Figure 6.8 : Isovaleurs de fraction fondue f

l
 dans le barreau à différentes vitesses de 

                    déplacement des sources de chauffage et de refroidissement  
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La figure 6.9.h montre qu’à partir de la vitesse de 200 cm/h une tranche toute entière au 
niveau de l’extrémité supérieure du barreau reste à l’état solide et le front de solidification 
commence à se déformer et prendra de l’ampleur avec l’augmentation de la vitesse. La source 
de refroidissement n’arrive pas à extraire de la chaleur et le centre du barreau reste en fusion. 
Cet effet est très remarquable sur la figure 6.9.ℓ 
 
 

                            
 
g) V S = 150 cm/h                          h) V S = 200 cm/h                       i) V S = 250 cm/h 
 
 
 

                           
 
j) V S = 300 cm/h                          k) V S = 350 cm/h                        ℓ) V S = 400 cm/h 
 
 
Figure 6.9 : Isovaleurs de fraction fondue f

l
 dans le barreau à différentes vitesses de 

                   déplacement des sources de chauffage et de refroidissement  
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6.2.1.2.4 Effet de la vitesse de déplacement sur le champ de concentration :  

                                                   cas où ( q
f

+ =- q
c

+  ; q
c

+ >0) 

 
6.2.1.2.4.1 Isovaleurs de concentration 

 
À partir de la vitesse de 200 cm/h, on constate presque les mêmes effets sur le champ 

de concentration que sur la zone fondue, ce qui est parfaitement normal,  puisque l’interface 
solide/liquide (forme du front de fusion) conditionne le drainage des impuretés. Les 
isovaleurs de concentration (figures 6.10 et 6.11) montrent bien l’influence de la vitesse sur 
ces derniers et le retard de l’avancement du front de soluté au cœur du barreau par rapport à la 
paroi.  
 

                            
 
a) V S = 30 cm/h                             b) V S = 50 cm/h                      c) V S = 60 cm/h 
 

                            
 
d) V S = 70 cm/h                            e) V S = 90 cm/h                       f) V S = 140 cm/h 
 
 
Figure 6.10 : Isovaleurs de Concentration C

+ dans le barreau à différentes vitesses de 

                     déplacement des sources de chauffage et de refroidissement  
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g) V S = 150 cm/h                         h) V S = 200 cm/h                          i) V S = 250 cm/h 
 
 
 
 

                              
 
j) V S = 300 cm/h                          k) V S = 350 cm/h                         ℓ) V S = 400 cm/h 
 
 
 
 
Figure 6.11 : Isovaleurs de Concentration C

+ dans le barreau à différentes vitesses de 

                      déplacement des sources de chauffage et de refroidissement  
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6.2.1.2.4.2 Profils de concentration le long de la paroi du barreau 
  
 Jusqu’à la vitesse de 50 cm/h la diffusion est complète dans la phase liquide (queue du 
barreau) figure 6.12 (a et b). Au-delà de cette vitesse on constate que la concentration n’est 
pas  uniforme. 
 

 
     a) V S = 30 cm/h                                                  b) V S = 50 cm/h 
 

 
     c) V S = 60 cm/h                                                 d) V S = 70 cm/h 
 

 
     e) V S = 90 cm/h                                                  f) V S = 140 cm/h 
 
Figure 6.12 : Profils de concentration C

+  le long de la paroi du barreau à différentes 

                      vitesses de déplacement des sources de chauffage et de refroidissement  
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     g) V S = 150 cm/h                                               h) V S = 200 cm/h 
 

 
     i) V S = 250 cm/h                                                j) V S = 300 cm/h 
 

 
     k) V S = 350 cm/h                                                ℓ) V S = 400 cm/h 

 
 
Figure 6.13 : Profils de concentration C

+  le long de la paroi du barreau à différentes 

                      vitesses de déplacement des sources de chauffage et de refroidissement  
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6.2.1.2.4.3 Profils de concentration le long de l’axe du barreau   
 

Les profils de concentration figures (6.14 et 6.15) montrent que jusqu'à une vitesse de 
traitement  de l’ordre de 150 cm/h la longueur purifiée reste sensiblement la même par contre 
si les sources se déplacent avec  des vitesses plus grandes on perd sur la longueur à purifier     
 

 
    a) V S = 30 cm/h                                                  b) V S = 50 cm/h 

 

 
     c) V S = 60 cm/h                                                 d) V S = 70 cm/h 

 
 

 
     e) V S = 90 cm/h                                                 f) V S = 140 cm/h 

 
 
Figure 6.14 : Profils de concentration C

+  le long de l’axe du barreau à différentes vitesses 

                     de déplacement des sources de chauffage et de refroidissement  
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     g) V S = 150 cm/h                                               h) V S = 200 cm/h 

 

 
     i) V S = 250 cm/h                                                j) V S = 300 cm/h 

 
 

 
    k) V S = 350 cm/h                                                ℓ) V S = 400 cm/h 

 
 
Figure 6.15 : Profils de concentration C

+  le long de l’axe du barreau à différentes vitesses  

                     de déplacement des sources de chauffage et de refroidissement  
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6.2.1.3 Conclusion  
 
 La longueur purifiée dépend de plusieurs facteurs : la géométrie du barreau, les 
conditions de chauffage, les conditions de refroidissement et les paramètres liés au processus. 
La vitesse de translation des sources est l’une des paramètres la plus importante. Pour une 
dimension du barreau fixée et des conditions données, Il existe  une fourchette des vitesses 
pour laquelle un résultat de purification est observé. Une vitesse lente permet d’avoir une 
longueur purifiée meilleure qu’une vitesse rapide par contre nécessite plus d’énergie pour la 
réalisation de ce processus.    
 

6. 2.2 Cas où les deux densités de flux sont différentes ( q
c

+>- q
f

+ ) ; q
f

+ <0 
 

Dans cette partie de ce chapitre nous allons étudier l’effet de la vitesse de déplacement 
lorsque on applique deux intensités de flux, chaux et froid différentes avec toutefois un flux 

de refroidissement inférieur à celui de chauffage. Nous prenons par exemple ( q
c

+=-1.1q
f

+ ) 

avec  q
f

+ <0  

  
6.2.2.1 Données pour la simulation 

 
Les données de l’étude précédente sont maintenues, nous allons donc modifier 

uniquement les conditions de chauffage et de refroidissement. De même le maillage, le pas de 
temps et les pas d’espaces restent inchangés dans toute l’étude. Le tableau 6.3 fait l’état de 
modification par rapport  à l’étude précédente. 
 

Lewl  d
~

 c~  q
c

+  q
f

+  T i
+  U i

+  C i
+  z

+∆  

1 10 1 0.3 -0.2727 0.99928 1/k 1 
 
1 
 

  

Tableau 6.3: Données pour la  simulation du cas ( q
c

+
=-1.1 q

f

+
) avec  q

f

+
<0  

 
 

6.2.2.2 Résultats de l’étude  
 

L’étude a été  réalisée avec une gamme de 6 vitesses allant de 80 cm/h à 200 cm/h. De 
la même manière que l’étude précédente. Les 6 cas de vitesses ont été simulés dans les mêmes 
conditions et avec le même maillage. Par cette étude, nous essayons de dégager l’effet de la 
vitesse sur les grandeurs thermiques et massiques et sur le drainage des impuretés, lorsque on 
utilise une source de refroidissement de puissance inférieure à celle de la source de chauffage. 
Nous avons relevé les valeurs de certaines grandeurs thermiques et massiques aux différents 
points du barreau. En exploitant Ces résultats on pourra tracer au point  (PDEP) la tendance 
sur le processus de purification. Le tableau 6.4 résume l’ensemble des résultats de cette étude.   
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Vs 
Cm/h 

Nombre 
d’itérations 
sur le temps 

j 

T PTR
+  T PC

+  T P
+

0  T P
+

3  

 
f
l P3

 

 
f
l PCh

 T PDEP
+  C PDEP

+

 
C PARR

+  

80 321704 1.6946 1.5715 0.9900 1.6849 1 1 0.9948 0.5014 1.5061 

100 257366 1.6670 1.5439 0.9712 1.6574 1 1 0.9783 0.5316 1.6168 

120 214472 1.6384 1.5152 0.9499 1.6212 1 1 0.9602 0.5506 1.6888 

160 160864 1.5423 1.4198 0.9482 1.4972 1 1 0.9537 0.5749 1.7558 

170 151392 1.5074 1.3842 0.9533 1.4466 1 1 0.9577 0.5791 1.7551 

200 128683 1.3576 1.2339 0.9695 1.2028 1 1 0.9733 0.5890 1.6834 

 
 Tableau 6.4 : Résultats de la purification : Effet de la vitesse de déplacement cas où  

                     ( q
c

+
=-1.1 q

f

+
) avec  q

f

+
<0 

 
 

6.2.2.2.1 Effet de la vitesse de déplacement  sur la purification :  

                                                cas où ( q
c

+=-1.1q
f

+ ) avec  q
f

+ <0 

 
Les résultats du tableau 6.4 permettent de tracer la tendance de la purification sous 

l’effet de la vitesse de déplacement des sources au point  (PDEP). Ces résultats ont été relevés 
dans les mêmes conditions et après chaque passage des sources. La figure 6.16 montre cette 
tendance qui est différente de celle de l’étude précédente. La concentration au point  (PDEP) 
varie avec la vitesse d’une façon monotone et la purification diminue avec la vitesse de 
déplacement des sources.  
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Effet de la vitesse de déplacement des sources sur la 
purification : cas où les densités de flux de chauf fage et 

de refroidissement sont différentes 
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Figure 6.16 : Effet de la vitesse de déplacement sur la purification :  

                      cas où ( q
c

+
=-1.1 q

f

+
) avec  q

f

+
<0 

 
6.2.2.2.2 Effet de la vitesse de déplacement sur le champ de 

               température :  cas où q
c

+=-1.1 q
f

+  ;   avec  q
f

+ <0 

 
Les résultats du tableau 6.4 montrent qu’avec les conditions de chauffage et de 

refroidissement prises dans cette étude, le barreau chauffe plus que dans le cas précédemment 
étudié. Les températures aux points (PTR et PC) situés dans la même section transversale du 
barreau et qui sont  respectivement sur la paroi et sur l’axe du barreau (points liés fictivement  
à la position de la source de chauffage mobile) sont plus élevées et leur tendance sont à la 
baisse avec l’augmentation de la vitesse de déplacement.  
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6.2.2.2.2.1 Isovaleurs de température 
 

La figure 6.17 montre les isovaleurs de température tracées pour différentes vitesses 
de translation des sources. L’effet combiné de la vitesse et d’une densité de flux de 
refroidissement (plus petite que celle de chauffage), sur la distribution de la température, fait 
que, le retard entre le cœur et la paroi du cylindre s’accentue et par suite le front de 
solidification se déforme d’avantage. 
 

                        
 
a) V S = 80 cm/h                            b) V S = 100 cm/h                c) V S = 120 cm/h 
 
 

                        
 
d) V S = 160 cm/h                          e) V S = 170 cm/h                 f) V S = 200 cm/h 
 
 
Figure 6.17 : Isovaleurs de température T

+  dans le barreau à différentes vitesses de 

                      déplacement cas où q
c

+
=-1.1 q

f

+
 avec  q

f

+
<0 
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6.2.2.2.2.2  Profils de température sur la paroi du barreau  
 

La distribution de la température le long de la paroi  dépend de la vitesse de translation 
des sources. Plus cette vitesse est élevée et plus la température est faible, par contre on 
constate que dans la partie solidifiée après le passage des sources, la température a tendance à 
augmenter pour des vitesses supérieures à environ 170 cm/h. En effet l’énergie déposée et la 
chaleur extraite diminuent avec la vitesse, et à partir d’une vitesse bien déterminée la source 
de refroidissement n’extrait pas assez de chaleur de la portion qui est en train de se solidifier. 
 

 
     a) V S = 80 cm/h                                                  b) V S = 100 cm/h     
 

  
     c) V S = 120 cm/h                                               d) V S = 160 cm/h     
 

   
     e) V S = 170 cm/h                                                b) V S = 200 cm/h     

Figure 6.18 : Profils de température T
+  le long de la paroi du barreau à différentes vitesses 

                     de déplacement ; cas où  q
c

+
= -1.1 q

f

+
 avec  q

f

+
<0 
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6.2.2.2.2.3 Profils de température sur l’axe du barreau  
 

L’effet de la vitesse sur l’axe du barreau est similaire à celui sur la paroi. Pour la 
vitesse de 200 cm/h on observe une zone de remontée de température due à un effet de retard 
du cœur par rapport à la paroi et le front de solidification a tendance à se déformer d’avantage 
avec l’augmentation de la vitesse de déplacement des sources.   
 

 
     a) V S = 80 cm/h                                                   b) V S = 100 cm/h     
 

  
     c) V S = 120 cm/h                                               d) V S = 160 cm/h     
 

 
     e) V S = 170 cm/h                                                b) V S = 200 cm/h     
 
Figure 6.19 : Profils de température T

+  le long de l’axe  du barreau à différentes vitesses de  

                     déplacement ; cas où  q
c

+
= -1.1 q

f

+
 avec  q

f

+
<0 
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 6.2.2.2.3 Effet de la vitesse de déplacement sur la zone fondue :  

                                                    cas où ( q
c

+
= -1.1q

f

+
) avec  q

f

+
<0 

 

La forme de la zone fondue et le front de solidification paraissent plus affectés que 
dans l’étude précédente. Le flux de chauffage plus important que le flux de refroidissement 
envahie le cœur du barreau et le maintient en fusion, ce qui entraîne la  déformation du front 
de solidification (paroi et cœur ne se suivent pas). Ajoutons à ceci l’effet de vitesse qui va 
dans le même sens. Ces effets bidimensionnels influent directement sur la distribution de 
l’impureté et donc sur la longueur à purifier ainsi que sur le degré de purification dans le 
barreau. 
 

                        
 
a) V S = 80 cm/h                           b) V S = 100 cm/h                  c) V S = 120 cm/h 
 

                        
 
d) V S = 160 cm/h                         e) V S = 170 cm/h                  f) V S = 200 cm/h 
 
Figure 6.20 : Isovaleurs de fraction fondue f

l
 dans le barreau à différentes vitesses de 

                     déplacement ;   cas où  q
c

+
= -1.1 q

f

+
 avec  q

f

+
<0 
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 6.2.2.2.4 Effet de la vitesse de déplacement sur le champ de 

                  concentration : cas où (q
c

+ =-1.1q
f

+ ) avec  q
f

+ <0 

 
 6.2.2.2.4.1 Isovaleurs de concentration 

 
 Les mêmes effets sur la zone fondue se répercutent sur le champ de concentration, ce 

qui est parfaitement normal,  puisque l’interface solide/liquide (forme du front) conditionne le 
drainage des impuretés. Les isovaleurs de concentration figure 6.21 montrent bien l’influence 
de la vitesse combinée avec l’effet de l’intensité de la source de refroidissement sur ces 
dernières.  
 

                       
 
a) V S = 80 cm/h                           b) V S = 100 cm/h                 c) V S = 120 cm/h 
 
 

                       
 
d) V S = 160 cm/h                         e) V S = 170 cm/h                 f) V S = 200 cm/h 
 
Figure 6.21 : Isovaleurs de concentration C

+  dans le barreau à différentes vitesses de 

                      déplacement  cas où  q
c

+
= -1.1 q

f

+
 avec  q

f

+
<0 
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 6.2.2.2.4.2 Profils de concentration le long de la paroi du barreau : 

                                                  cas où ( q
c

+ =-1.1q
f

+ ) avec  q
f

+ <0 

 
 Sur la paroi du barreau, les profils de concentration montrent que plus la vitesse de 
déplacement est grande et plus la longueur purifiée est meilleure. Ceci reste bien entendu dans 
la gamme de vitesses choisie. En effet la source de refroidissement qui sollicite en premier, la 
peau du barreau, déjà en fusion permet à celle-ci de se solidifier plus rapidement, alors que le 
cœur du barreau, avec l’inertie thermique est encore en fusion.  
 

 
     a) V S = 80 cm/h                                                   b) V S = 100 cm/h           
 

 
     c) V S = 120 cm/h                                                d) V S = 160 cm/h  
 

 
    e) V S = 170 cm/h                                                  f) V S = 200 cm/h  

Figure 6.22 : Profils de  concentration C
+  le long de la paroi du  barreau à différentes 

                     vitesses de déplacement cas où  (q
c

+ =-1.1q
f

+ ) avec  q
f

+ <0 
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6.2.2.2.4.3 Profils de concentration le long de l’axe du barreau : 

                                                 cas où (q
c

+ =-1.1q
f

+ ) avec  q
f

+ <0 

 
 Sur l’axe du barreau, l’effet de la vitesse sur les profils de concentration est le même 
que sur la paroi, par contre on observe sur la figure 6.23.f (vitesse de simulation 200 cm/h) 
que l’effet est inversé et que la concentration dans la partie solidifiée est presque constante. 
La longueur purifiée est plus petite que celle observée sur la paroi. Pour des vitesses 
supérieures à 200 cm/h, les profils de concentration reprennent les mêmes allures que dans le 
cas de la figure 6.15.  
 

 
    a) V S = 80 cm/h                                                    b) V S = 100 cm/h           

 
     c) V S = 120 cm/h                                                d) V S = 160 cm/h  

 
    e) V S = 170 cm/h                                                 f) V S = 200 cm/h  
 
Figure 6.23: Profils de  concentration C

+  le long de l’axe du  barreau à différentes vitesses  

                     de déplacement ; cas où  ( q
c

+ =-1.1q
f

+ ) avec  q
f

+ <0 
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6.2.3 Conclusion : Choix des puissances de sources et vitesse de 
                   déplacement  
 

Une source de refroidissement de puissance inférieure à celle de la source de 
chauffage améliore relativement la purification sur une longueur du barreau plus au moins 
courte. Mais cette longueur reste toujours inférieure à celle obtenue si les deux sources sont 
de mêmes puissances. Lorsque au cours du processus de déplacement les deux sources de 
chauffage et  de refroidissement fournissent des puissances différentes, il se déclenche à partir 
d’une certaine vitesse une sorte de zone de traînée à l’intérieur du barreau, due à la 
déformation du front de solidification. Cette zone reste en fusion ce qui engendre un gradient 
de concentration transversal dans le barreau. Il est clair que cette zone de traînée dépend de 
plusieurs grandeurs dont la vitesse de déplacement, les puissances de chauffage et de 
refroidissement mises en jeu, le rayon du barreau et enfin les propriétés du matériau. 
Compte tenu des points soulevés ci-dessus nous choisissons pour l’étude qui suivra, une 
source de refroidissement de puissance égale à celle de la source de chauffage. 
 

En ce qui concerne le choix de la vitesse à adopter, la première étude dans ce présent 
chapitre a montré qu’en appliquant la même intensité de flux (chauffage et refroidissement), 
on purifie une longueur légèrement supérieure à celle obtenue par deux sources de puissances 
différentes. Une petite vitesse favorise la purification par contre nécessite une énergie mise en 
jeu dans ce processus plus importante. Du point de vue numérique, une vitesse lente augmente 
le temps de calcul. C’est dans cet esprit qu’un choix de vitesse de déplacement de 150 cm/h 
sera adopté pour la suite de l’étude. Ce choix est fait de manière à gagner sur le temps de 
calculs numériques et avoir en même temps une purification dans le barreau jugée 
satisfaisante.    
 
6.3 Effet de l’intensité de flux sur les champs de température et de 
       concentration 

 
Par cette étude, nous allons mettre en évidence l’influence de l’intensité de chauffage sur 

la purification. La vitesse de travail adoptée est V S = 150 cm/h. L’intensité de flux de 

refroidissement est égale à l’intensité de flux de chauffage ( q+ =q
f

+ =-q
c

+  ; q
c

+ >0). Nous avons 

choisi pour cette étude une gamme comprenant 5 densités de flux. Le maillage, le pas de 
temps, les pas d’espaces et toutes les données sont maintenus.  
     
6. 3.1 Données pour la simulation 
  

Les données pour cette étude sont dans le tableau 6.5 suivant : 
 

Lewl  d
~

 c~  
 

V S  
cm/h 

T i
+  U i

+  C i
+  z

+∆  

1 10 1 150 0.99928 1/k 1 
 
1 
 

  
Tableau 6.5: Données de la  simulation  V S = 150 cm/h 
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6.3.2 Résultats de l’étude  
 

L’étude a été menée avec une gamme de 5 densités de flux : [0.2 ; 0.3 ; 0.4 ; 0.5 ; 1]. 
Les 5  cas ont été simulés dans les mêmes conditions et avec le même maillage.  Nous allons 

observer l’effet de l’intensité de flux (q+ ) sur le processus de purification lorsque la vitesse 
de déplacement des sources est la même pour tous les cas simulés. Nous avons relevé les 
valeurs de certaines grandeurs thermiques et massiques aux différents points du barreau. En 
exploitant ces résultats on pourra tracer au point (PDEP), la tendance sur le processus de 
purification. Le tableau 6.6 résume l’ensemble de cette étude.   
 

q
+
 

Nombre 
d’itérations 
sur le temps 

j 

T PTR
+  T PC

+  T P
+

0  T P
+

3  

 
f
l P3

 

 
f
l PCh

 

T PDEP
+  C PDEP

+  C PARR
+  

0.2 171577 1.1758 1.0938 0.8979 0.9986 0 1 0.8983 0.6197 2.0118 

0.3 171577 1.3525 1.2229 0.7730 1.3020 1 1 0.7745 0.6063 1.9983 

0.4 171577 1.5496 1.3870 0.6583 1.5200 1 1 0.6683 0.5953 1.9917 

0.5 171577 1.7283 1.5244 0.5637 1.6980 1 1 0.5854 0.5882 1.9815 

1 171577 2.5074 2.1739 0.2223 2.5480 1 1 0.2681 0.5583 1.9924 

 
 Tableau 6.6 : Résultats de la purification : Effet de l’intensité de flux : V S = 150 cm/h 
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6.3.2.1  Effet de l’intensité de flux ( q+ ) sur la purification : V S = 150 cm/h 
 

Plus l’intensité de flux est importante et plus la purification est meilleure. Cette 
tendance doit être prise sous réserve que la température en tout point ne dépasse pas une 
certaine limite compatible avec le comportement thermique du matériau à purifier.   
 

Effet de l'intensité de flux q+ sur la purification
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Figure 6.24 : Effet de l’intensité de flux q

+
sur la purification : V S = 150 cm/h 
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6.3.2.2 Effet de l’intensité de flux sur le champ de température 
  

À une vitesse de déplacement fixée, plus l’intensité de flux de chauffage 
respectivement de refroidissement est importante et plus le barreau chauffe au niveau de la 
source de chauffage et se refroidit au niveau de la source de refroidissement.  
 

6.3.2.2.1 Isovaleurs de température 
 
 La figure 6.25 montre l’effet de l’intensité de flux sur les isovaleurs de température. 

Pour l’intensité q
+ =0.2, l’extrémité au niveau queue du barreau reste après l’arrêt en 

déplacement des sources, à l’état solide, par contre pour les autres intensités la chaleur diffuse 
plus rapidement dans le barreau et l’extrémité en question se trouve à l’état liquide et à 
température plus élevée.     
 

                    
a) q+ = 0.2                                     b) q+ = 0.3                          c) q+ = 0.4 

 

               
d) q+ = 0.5                                    e) q+ = 1 
                                
Figure 6.25 : Isovaleurs de  température T

+ dans le barreau à différentes intensités de flux  

                      avec V S = 150 cm/h. 
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6.3.2.2.2 Profils de température le long de la paroi du barreau  
  
 Dans la partie solidifiée, le gradient de température le long de la paroi augmente avec 

l’intensité de flux q+ , par contre la température a tendance à la baisse. Dans la partie liquide, 
extrémité haute du barreau, la température a tendance à augmenter avec l’intensité de flux.  
 

 
     a) q+ = 0.2                                                           b) q+ = 0.3 

 
     c) q+ = 0.4                                                          d) q+ = 0.5 
 
 

 
     e) q+ = 1 

 
Figure 6.26 : Profils de température  T

+  le long de la paroi du barreau à différentes  

                     intensités de flux avec V S = 150 cm/h. 
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6.3.2.2.3 Profils de température le long de l’axe du barreau  
  

 L e comportement de l’axe du barreau sous l’effet de l’intensité de flux q+ est presque 
le même que celui de la paroi. Le gradient de température le long de la paroi solidifiée 

augmente avec l’intensité de flux q+  et la température est en baisse. Dans la partie liquide du 
barreau, la température augmente avec l’intensité de flux.  
 

 
    a) q+ = 0.2                                                            b) q+ = 0.3 

 
     c) q+ = 0.4                                                           d) q+ = 0.5 

 
     e) q+ = 1 

 
 
Figure 6.27 : Profils de température  T

+  le long de l’axe du barreau à différentes intensités 

                     de flux avec V S = 150 cm/h. 
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6.3.2.3 Effet de l’intensité de flux sur les Isovaleurs de fraction fondue 
 
 La figure 6.28 montre l’effet de l’intensité de flux sur les isovaleurs de fraction fondue 
et sur la forme de la zone. Plus l’intensité de flux est grande et plus la zone fondue est large.     
 

                          
 

a) q+ = 0.2                                    b) q+ = 0.3                                  c) q+ = 0.4 
 
 

              
 
d) q+ = 0.5                                   e) q+ = 1 
 
 
 
                                 
Figure 6.28 : Isovaleurs de fraction fondue f

l
 dans le barreau à différentes intensités  

                     de  flux  avec V S = 150 cm/h. 
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6.3.2.4 Effet de l’intensité de flux sur le champ de concentration 
 

6.3.2.4.1 Isovaleurs de concentration 
 

 Les isovaleurs de concentration de la figure 6.29 sont en rapport étroit avec le champ 
thermique à travers  le couplage via la fraction fondue f

l
et le comportement thermique se 

transpose directement sur le champ de concentration. 
 

                         
 
a) q+ = 0.2                                     b) q+ = 0.3                                     c) q+ = 0.4 

 

             
 
d) q+ = 0.5                                   e) q+ = 1 
                              
Figure 6.29 : Isovaleurs de concentration C

+ dans le barreau à différentes intensités de  

                      flux q
+
   avec V S = 150 cm/h. 
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6.3.2.4.2 Profils de concentration  le long de la paroi du barreau  

 
 Les profils de concentration de la figure 6.30 mettent en évidence une nette 
purification quand l’intensité de flux de chauffage et de refroidissement augmente. 
 

 
     a) q+ = 0.2                                                           b) q+ = 0.3 

 

 
     c) q+ = 0.4                                                          d) q+ = 0.5 

 

 
     e) q+ = 1 

 
Figure 6.30 : Profils de concentration  C

+  le long de la paroi du barreau à différentes 

                     intensités de flux avec V S = 150 cm/h. 
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6.3.2.4.3 Profils de concentration le long de l’axe du barreau  

 
 Même comportement le long de l’axe du barreau que sur la paroi. L’effet de l’intensité 
de flux est observable sur la figure 6.31 
 

 
     a) q+ = 0.2                                                           b) q+ = 0.3 
 

 
     c) q+ = 0.4                                                           d) q+ = 0.5 

 
     e) q+ = 1 

 
 
 
Figure 6.31 : Profils de concentration C

+  le long de l’axe du barreau à différentes intensités  

                     de flux avecV S = 150 cm/h. 
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6.3.3 Conclusion sur le choix de l’intensité de flux q+   
  
 L’intensité de flux de chauffage et de refroidissement est une grandeur qui influe 
d’une façon active sur le processus de purification étudié. Une intensité faible ne permet pas 
d’assurer une fusion complète jusqu’au cœur du barreau lors du déplacement des sources et 
pour des grandes vitesses. Elle permet d’élargir la zone fondue dans la première phase de 
chauffage et réduit le gradient de température entre l’axe et la paroi. Une intensité peu élevée 
réduit la zone fondue et augmente le gradient de température entre la paroi et le cœur du 
barreau et améliore la purification.        
Pour mettre en évidence l’effet de l’épaisseur de la tranche à fondre, nous allons procéder de 
la même manière que les autres grandeurs étudiées précédemment. L’intensité de flux de 
chauffage et de refroidissement  sera fixée et adoptée pour l’étude suivante.   
 
6.4 Effet de paramètres géométriques sur les champs  de 
      température et de concentration 
 

 6.4.1 Effet de l’épaisseur de la tranche  
 
La largeur de la tranche à fondre z∆ + est un facteur dont la purification en dépend. Une 

zone très large favorise la convection, modifie la distribution des impuretés dans le barreau et 
augmente sa température. Une petite tranche aura les effets contraires. Dans cette étude nous 
allons mettre en évidence l’influence de l’épaisseur de la tranche à fondre sur le degré de 
purification. Nous sélectionnons une gamme de quatre valeurs pour la variation de la 
l’épaisseur z∆ + de la zone. La vitesse de translation des sources reste toujours la même que 
l’étude précédente V S = 150 cm/h. L’intensité de flux de chauffage et de refroidissement 

choisie est  0.2 ( q+ = q
c

+  =-q
f

+ =0.2). Ce choix prend en considération le comportement 

thermique du matériau afin de ne pas dépasser la température  (T fr
+ + T∆ + ) avec T∆ +  

intervalle de surfusion. Le maillage, le pas de temps, les pas d’espaces  et toutes les données 
sont conservés.  
     

6.4.1.1 Données pour la simulation  
  
Les données pour cette étude sont reportées dans le tableau 6.7 suivant : 
 

Lewl  d
~

 c~  
 

V S  
cm/h 

T i
+  U i

+  C i
+  q

c

+  
 

q
f

+  

1 10 1 150 0.99928 1/k 1 
 

0.2 
 

 
-0.2 

  

Tableau 6.7 : Données pour la  simulation : V S = 150 cm/h et q
+
=0.2 
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6.4.1.2 Résultats de l’étude  

 
L’étude a été réalisée avec quatre valeurs z

+∆  : [1 ; 1.25 ; 1.4 ; 1.5], épaisseur de la 
tranche à fondre. Les 4  cas ont été simulés dans les mêmes conditions et avec le même 
maillage, même pas de temps et mêmes pas d’espaces. Nous allons observer l’effet de z

+∆  

sur la purification en adoptant toujours une intensité de flux  q+ = 0.2  et une vitesse de 
translation des sources  V S = 150 cm/h. Nous avons relevé de la même manière que les études 
précédentes, les valeurs de certaines grandeurs thermiques et massiques aux différents points 
du barreau. En exploitant Ces résultats on pourra tracer au point (PDEP), la tendance sur le 
processus de purification. Le tableau 6.8 résume l’ensemble des résultats de cette étude.   
 

z
+∆  

Nombre 
d’itérations 
sur le temps 

j 

T PTR
+  T PC

+  T P
+

0  T P
+

3  

 
f
l P3

 

 
f
l PCh

 

T PDEP
+  C PDEP

+  C PARR
+  

1 171577 1.1758 1.0938 0.8979 0.9986 0 1 0.8983 0.6197 2.0118 

1.25 171577 1.3166 1.2285 0.7704 1.2843 1 1 0.7716 0.5888 1.9417 

1.4 171577 1.4420 1.3505 0.6819 1.4502 1 1 0.6877 0.5722 1.9144 

1.5 171577 1.5203 1.4273 0.6210 1.5442 1 1 0.6320 0.5630 1.8894 

 
 Tableau 6.8 : Résultats de la purification : Effet de la largeur de la zone fondue z

+∆   

                       avec V S = 150 cm/h  et q
+
=0.2 

 
 

6.4.1.2.1 Effet de l’épaisseur z
+∆  de la tranche  sur la purification :  

                            (V S = 150 cm/h et q+ = 0.2) 
 

L’épaisseur z
+∆ de la tranche à fondre contribue d’une façon active à l’efficacité du 

processus de purification. Elle est en liaison étroite avec l’intensité de flux de chauffage et de 
refroidissement et par suite avec l’énergie accumulée dans le barreau. Plus l’épaisseur z

+∆ est 
importante et plus la purification est meilleure (figure 6. 30). Mêmes constatations que  pour 
l’intensité de flux de chauffage et de refroidissement, au-delà d’une certaine limite de z

+∆ , la 
température augmente dans le barreau et la limite (T fr

+ + T∆ + ) compatible avec le 

comportement thermique du  matériau à purifier est atteinte. 
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Figure 6.32 : Effet de l’épaisseur z

+∆ de la tranche fondue sur la purification avec     

                     V S = 150 cm/h et q
+
=0.2 

 
 

6.4.1.2.2 Effet de l’épaisseur de la tranche sur le champ de température 
  

Pour une intensité de flux et une vitesse de déplacement fixées, l’effet de l’épaisseur 
de la tranche à fondre sur le champ de température est identique à celui de l’intensité de flux 

de chauffage et de refroidissementq+  étudié précédemment.  Le barreau chauffe de plus en 

plus avec l’augmentation de l’épaisseur z
+∆ .  
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6.4.1.2.2.1 Isovaleurs de température 
 
 La figure 6.33 montre l’effet de l’épaisseur de la tranche sur les isovaleurs de 
température. Pour le cas (a) z

+∆ =1, l’extrémité haute du barreau reste après l’arrêt des 
sources en déplacement, à l’état solide. Par contre, pour les autres cas étudiés la chaleur 
diffuse plus rapidement dans le barreau et l’extrémité se trouve à l’état liquide et à 
température plus élevée.     
 

                                                             
          a) z

+∆ = 1                                                               b) z
+∆ = 1.25 

 

                                                             
         c) z

+∆ = 1.4                                                             d) z
+∆ = 1.5 

 
Figure 6.33 : Isovaleurs de température T

+  dans le barreau à différentes épaisseurs de la  

                      tranche ( z
+∆ ) ; (V S = 150 cm/h et q

+
=0.2) 

 
 
 
 



Chapitre 6                                                                         Étude en déplacement : Purification 

 126 

 
 
 

6.4.1.2.2.2 Profils de température le long de la paroi du barreau  
  
 Dans la partie solidifiée, le gradient de température le long de la paroi augmente avec 
l’épaisseur de la tranche et la température diminue. Dans la partie liquide, l’effet de 
l’épaisseur   z

+∆  est inversé. 
 
 

 
     a) z

+∆ = 1                                                           b) z
+∆ = 1.25 

 

 
    c) z

+∆ = 1.4                                                         d) z
+∆ = 1.5 

 
 
 
Figure 6.34 : Profils de température T

+  le long de la paroi du barreau à différentes 

                      épaisseurs de la tranche ( z
+∆ ) ; ( V S = 150 cm/h et q

+
=0.2) 
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6.4.1.2.2.3 Profils de température le long de l’axe du barreau  
  
 L’effet de l’épaisseur de la tranche z

+∆ sur les profils de température le long de l’axe 
du barreau est presque le même que sur la paroi, sauf que dans la partie liquide, la température 
est presque uniforme  cas de la figure 6.35: (b, c, d).  
 
 

 
     a) z

+∆ = 1                                                           b) z
+∆ = 1.25 

 

 
     c) z

+∆ = 1.4                                                       d) z
+∆ = 1.5 

 
Figure 6.35 : Profils de température T

+  le long de l’axe du barreau à différentes épaisseurs 

                     De la tranche ( z
+∆ ) ;  V S = 150 cm/h et q

+
=0.2 
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6.4.1.2.2.4 Effet de l’épaisseur de la tranche sur les isovaleurs de fraction fondue 
 
 La figure 6.36 montre l’effet de l’épaisseur de la tranche z

+∆  sur les isovaleurs de 
fraction fondue f

l
et sur la forme du front de solidification. Plus la largeur de la source de 

chauffage respectivement de la source de refroidissement est grande et plus la zone fondue est 
large. 
     
 

                                                            
                      a) z

+∆ = 1                                                            b) z
+∆ = 1.25 

 
 

                                                             
           c) z

+∆ = 1.4                                                          d) z
+∆ = 1.5 

 
 
Figure 6.36 : Isovaleurs de  fraction fondue f

l
 dans le barreau à différentes épaisseurs de la 

                      tranche  ( z
+∆ ) ;  (V S = 150 cm/h et q

+
=0.2) 
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6.4.1.2.3 Effet de l’épaisseur de la tranche sur le champ de concentration 

 
6.4.1.2.3.1 Isovaleurs de concentration 

 
 La figure 6.37 montre l’effet de l’épaisseur de la tranche sur les isovaleurs de 

concentration. Une zone large fait diffuser de l’impureté plus facilement qu’une zone moins 
large et déforme moins le front de fusion-solidification. 
 
 
 

                                                     
              a) z

+∆ = 1                                                            b) z
+∆ = 1.25 

 
 

                                                     
               c) z

+∆ = 1.4                                                       d) z
+∆ = 1.5 

 
 
Figure 6.37 : Isovaleurs de  concentrationC

+  dans le barreau à différentes épaisseurs de la 

tranche ( z
+∆ ) ;  (V S = 150 cm/h et q

+
=0.2) 
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6.4.1.2.3.2 Profils de concentration le long de la paroi du barreau  

 
Les profils de concentration de la figure 6. 38 mettent en évidence une nette 

purification dans la partie déjà solidifiée. La largeur de la zone fondue contribue à l’efficacité 
de la purification du barreau. Plus cette largeur est grande et plus le degré de purification est 
meilleur avec toutefois une limite (T fr

+ + T∆ + ) caractéristique du matériau à ne pas dépasser. 

 
 
 

 
    a) z

+∆ = 1                                                            b) z
+∆ = 1.25 

 

 
     c) z

+∆ = 1.4                                                        d) z
+∆ = 1.5 

 
Figure 6.38 : Profils de concentration C

+  le long de La paroi du barreau à différentes 

                      Epaisseurs de la tranche ( z
+∆ ) ;  ( V S = 150 cm/h et q

+
=0.2) 
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6.4.1.2.3.3 Profils de concentration  le long de l’axe du barreau  
 

L’effet de l’épaisseur de la tranche sur le champ de  concentration  est sensiblement le 
même pour la paroi et l’axe du barreau. L’inertie thermique fait que le cœur se refroidit avec 
un retard par rapport à la paroi ce qui entraîne une longueur purifiée sur l’axe du barreau 
inférieure à celle sur la paroi. Les  figures (6.38 et 6. 39) montrent ces effets. 
 
 
 

 
     a) z

+∆ = 1                                                           b) z
+∆ = 1.25 

 
     c) z

+∆ = 1.4                                                        d) z
+∆ = 1.5 

 
Figure 6.39 : Profils de concentration C

+  le long de l’axe  du barreau à différentes 

                      épaisseurs ( z
+∆ )  ;  (V S = 150 cm/h et q

+
=0.2) 

 
6.4.1.3 Conclusion 

 
L’effet de l’épaisseur de zone fondue  sur la purification va dans le même sens que celui de 
l’intensité. Une zone large pourrait sans doute favoriser la convection dans la zone liquide ce 
qui n’est pas très souhaitable pour la répartition d’impuretés.  
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6.4.2 Effet du rapport d’aspect géométrique (A= Lb
+ /R+ ) 

 
Dans toute l’étude précédente, la longueur et le rayon du barreau ( Lb

+ et R+ ) ont été fixés 
et le rapport d’aspect est A=8. Dans cette étude nous allons regarder l’influence de ce rapport 
d’aspect sur la purification. Nous fixons toujours la longueur du barreau et nous faisons varier 
le rayonR

+ . Nous sélectionnons pour cette étude quatre valeurs. La vitesse de translation des 
sources reste toujours la même que l’étude précédente V S = 150 cm/h. L’intensité de flux de 

chauffage et de refroidissement est égale à 0.2 (q+ = q
c

+  =-q
f

+ =0.2). Le maillage, le pas de 

temps et toutes les données sont conservés.  
     

6.4.2.1 Données pour la simulation  
  

Lewl  d
~

 c~  
 

z
+∆  

 
V S  

cm/h 
T i

+  U i
+  C i

+  q
c

+  
 

q
f

+  

1 10 1 
 
1 150 0.99928 1/k 1 

 
0.2 
 

 
-0.2 

  

Tableau 6.9 : Données pour la  simulation : V S = 150 cm/h et q
+
=0.2 

 
6.4.2.2 Résultats de l’étude  

 
L’étude a été réalisée  avec quatre rapports d’aspect  A: [8 ; 8.888 ; 10 ; 11.428].  

Les 4  cas ont été simulés avec un maillage (13x97) nœuds et un pas de temps 10.3 4−=∆τ . 
Nous allons observer l’effet de A sur la purification en adoptant toujours une intensité de flux  

q
+ = 0.2  et une vitesse de déplacement des sources égale à 150 cm/h. Nous avons relevé de la 

même manière que les études précédentes, les valeurs de certaines grandeurs thermiques et 
massiques aux différents points du barreau. Ces résultats peuvent être exploités pour tracer au 
point (PDEP) la tendance sur le processus de purification. Le tableau 6.10 résume l’ensemble 
des résultats de cette étude.   
 

A 

Nombre 
d’itérations 
sur le temps 

j 

T PTR
+  T PC

+  T P
+

0  T P
+

3  

 
f
l P3

 

 
f
l PCh

 

T PDEP
+  C PDEP

+  C PARR
+  

8 171577 1.1758 1.0938 0.8979 0.9986 0 1 0.8983 0.6197 2.0118 

8.888 171577 1.1824 1.1056 0.8574 0.9981 0 1 0.8582 0.6272 2.0089 

10 171577 1.1893 1.1185 0.8104 0.9980 0 1 0.8155 0.6324 1.9914 

11.428 171577 1.2026 1.1376 0.7536 1.1007 1 1 0.7551 0.6358 1.9773 

 
 Tableau 6.10 : Résultats de la purification : Effet du rapport d’aspect géométrique  (A)  

                       avec V S = 150 cm/h  et q
+
=0.2 
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6.4.2.2.1 Effet du rapport d’aspect géométrique sur la purification :  

                            (V S = 150 cm/h et q+ = 0.2) 
 

Le rapport d’aspect géométrique (A) est aussi un paramètre influençant la distribution 
des champs de température et de concentration. Son effet est de sens contraire que celui de 
l’intensité de flux de chauffage puisque cette dernière est proportionnelle à la fois à la densité 
de flux et à la surface sur laquelle on applique cette densité. Plus le rapport d’aspect est petit 
et plus la purification est meilleure (figure 6. 38).  
 
 
 

Effet du rapport d'aspect A sur la purification
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Figure 6.40 : Effet du rapport d’aspect géométrique  A sur la purification avec     

                     V S = 150 cm/h et q
+
=0.2 
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6.4.2.2.2 Effet du rapport d’aspect sur le champ de température 

  
Pour une tranche d’épaisseur fixée et une vitesse de déplacement adoptée, le champ de 

température est affecté par le rapport d’aspect géométrique A. En effet l’énergie déposée dans 
le barreau à travers la tranche est proportionnelle au rayon du barreau et par suite ce rapport 
agit d’une façon ou d’une autre sur la distribution de température  dans le barreau. 
 

6.4.2.2.2.1 Isovaleurs de température 
 
 La figure 6.41 montre l’effet du rapport d’aspect A sur les isovaleurs de température. 
Plus ce rapport est grand est plus le gradient de température entre surface et cœur du barreau 
est faible et le front de solidification est moins déformé.  
 

                                                             
          a) A= 8                                                                 b) A= 8.888 
 

                                                             
         c) A= 10                                                                d) A= 11.428 
 
Figure 6.41 : Isovaleurs de température T

+  dans le barreau à différents rapports  

                     d’aspect  (A) ; ( z
+∆ =1 ; V S = 150 cm/h et q

+
=0.2) 
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6.4.2.2.2.2 Profils de température le long de la paroi du barreau  

  
 Dans la partie solidifiée du barreau, la température est en légère baisse avec 
l’augmentation du rapport d’aspect géométrique, par contre dans la partie liquide l’effet  est 
inversé. 
 
 

 
     a) A= 8                                                                b) A= 8.888 
 

 
     c) A= 10                                                             d) A= 11.428 
 
 
 
Figure 6.42 : Profils de température T

+  le long de la paroi du barreau à différents 

                      rapports d’aspect  (A) ; ( z
+∆ =1 ; V S = 150 cm/h et q

+
=0.2) 
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6.4.2.2.2.3 Profils de température  le long de l’axe du barreau  

  
 La distribution de température au cœur du barreau subit sensiblement le même effet du 
rapport d’aspect que la surface. 
 
 

 
     a) A= 8                                                                b) A= 8.888 
 

 
     c) A= 10                                                             d) A= 11.428 
 
Figure 6.43 : Profils de températureT

+  le long de l’axe du barreau à différents rapports 

                      d’aspect (A) ; ( z
+∆ =1 ;  V S = 150 cm/h et q

+
=0.2) 
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6.4.2.2.2.4 Effet du rapport d’aspect sur les isovaleurs de fraction fondue 

 
 La figure 6.44 montre l’effet du rapport d’aspect géométrique A sur les isovaleurs de 
fraction fondue f

l
et sur la forme du front de solidification. Plus le rapport d’aspect est petit et 

plus la zone fondue est large et la forme du  front de solidification est plus affectée.  
     
 

                                                            
                      a) A= 8                                                               b) A= 8.888 
 
 

                                                             
           c) A= 10                                                              d) A= 11.428 
 
 
Figure 6.44 : Isovaleurs de fraction fondue f

l
 dans le barreau à différents rapports  

                     d’aspect géométrique ( A) ;  ( z
+∆ =1 ; V S = 150 cm/h et q

+
=0.2) 
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6.4.2.2.3 Effet du rapport d’aspect sur le champ de concentration 

 
6.4.2.2.3.1 Isovaleurs de concentration 

 
 La figure 6.45 montre l’effet du rapport d’aspect (A) sur les isovaleurs de 

concentration. Plus ce rapport est petit et plus le gradient de concentration entre paroi et cœur 
est important (figure 6.45.a). Le cas de la figure 6.45.d peut être considéré comme un cas d’un 
modèle unidimensionnel. En effet, avec un rapport d’aspect important, c'est-à-dire rayon du 
barreau petit, la concentration est presque  constante sur toute la section radiale et le drainage 
des impuretés se fait sans qu’il y ait un gradient de concentration radial.  
 
 
 

                                                     
              a) A= 8                                                                b) A= 8.888 
 
 

                                                     
               c) A= 10                                                             d) A= 11.428 
 
Figure 6.45 : Isovaleurs de concentrationC

+  dans le barreau à différents rapports  

                     d’aspect géométrique (A) ; ( z
+∆ =1 ;  V S = 150 cm/h et q

+
=0.2) 
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6.4.2.2.3.2 Profils de concentration le long de la paroi du barreau  

 
Les profils de concentration de la figure 6. 46 mettent en évidence une nette 

purification dans la partie déjà solidifiée. Le rapport d’aspect géométrique (A) contribue à 
l’efficacité de la purification du barreau. Plus ce rapport est petit et plus la purification est 
meilleure. 
 
 
 

 
     a) A= 8                                                                b) A= 8.888 
 

 
     c) A= 10                                                             d) A= 11.428 
 
Figure 6.46 : Profils de concentration C

+  le long de La paroi du barreau à différents 

                      rapports d’aspect géométrique (A) ; ( z
+∆ =1 ;  V S = 150 cm/h et q

+
=0.2) 
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6.4.2.2.3.3 Profils de concentration  le long de l’axe du barreau  

 
L’effet du rapport d’aspect (A) sur le champ de concentration est sensiblement le 

même pour la paroi et l’axe du barreau. Plus ce rapport est petit et plus le gradient de 
concentration transversal est important, ce qui entraîne une longueur purifiée sur l’axe du 
barreau, inférieure à celle obtenue sur la paroi. 
 
 
 

 
     a) A= 8                                                                b) A= 8.888 

 
     c) A= 10                                                            d) A= 11.428 
 
Figure 6.47 : Profils de concentration C

+  le long de l’axe  du barreau à différents 

                      rapports d’aspect  (A) ; ( z
+∆ =1  ; V S = 150 cm/h et q

+
=0.2) 

 
6.4.2.3 Conclusion 

 
Dans la configuration d’étude, un rapport d’aspect géométrique petit paraît bien plus efficace 
pour la purification par contre diminue légèrement la portion de longueur purifiée. Dans le cas 
contraire (rapport plus important), c'est-à-dire prendre un barreau de rayon petit réduit le   
gradient de concentration radial dans le barreau et permet de se ramener à une modélisation 
unidimensionnelle où le front de solidification reste normale au sens de déplacement des 
sources.    
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6.5 Conclusion sur la modélisation numérique   
 
 Nous avons étudié numériquement le processus de purification « zone refining » par 
deux modélisations simples en deux dimensions selon la symétrie axiale. Les résultats des 
calculs sont dans l’ensemble satisfaisants pour les deux types de modélisation thermique et 
d’espèces. En effet, le modèle thermique de type conduction plus changement de phase nous a 
donné des résultats dans l’épaisseur du barreau, montrant la géométrie de la zone fondue et le 
comportement bidimensionnel  de deux fronts (fusion et solidification). Cependant, ce modèle 
suppose que la convection dans la phase liquide est négligée. Il serait alors intéressant de faire 
entrer ce terme dans la modélisation. 
Par ailleurs d’autres types de conditions aux limites de refroidissement sur  les parties du 
barreau non sollicitées par les deux sources peuvent être envisagées (rayonnement, échange 
convectif).  
Enfin, le modèle de diffusion des espèces nous a permis d’obtenir, en faisant varier les 
différentes grandeurs liées au processus, des résultats de purification satisfaisants.  
Les effets de toutes ces grandeurs sont étudiés et mis en évidence pour une modélisation 
bidimensionnelle. Nous constatons à partir de cette analyse les faits suivants : 
 

• Une vitesse trop élevée réduit la portion de longueur purifiée et crée un gradient de 
concentration radial dans le barreau. 

• Le degré de purification s’améliore avec l’augmentation de l’intensité de flux de 
chauffage 

• Si l’intensité de flux de refroidissement est inférieure à celle du flux de chauffage, le 
front de solidification se déforme et un retard entre le cœur et la paroi se développe 
d’avantage avec l’augmentation de la vitesse de déplacement des sources. 

• Une zone fondue large provoque les mêmes tendances qu’une intensité de flux de 
chauffage importante.  

• Un rapport d’aspect petit contribue à l’amélioration de la purification, par contre il est 
préférable de purifier des barreaux de petit diamètre, ce qui revient à se rapprocher de la 
modélisation unidimensionnelle.   
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Conclusion générale 
 
 

Ce travail visait l’étude numérique du processus de purification par zone fondue avec 
une approche multidimensionnelle afin de mettre en évidence l’influence de chacun des 
paramètres qui interviennent dans la modélisation. Ceci nous a conduit à établir deux 
approches. Une approche modélisant le processus de fusion/solidification et une approche 
pour le transfert d’impuretés, modélisant la diffusion et le drainage des impuretés dans le 
barreau étudié. Pour y parvenir, nous avons étudié numériquement trois points importants : 

 
• Le premier point est l’étude du transfert thermique pour deux géométries différentes afin de 
comparer le temps de fusion à cœur et par la suite choisir la géométrie la plus performante qui 
optimise l’énergie à mettre en jeu dans le procédé de purification, puis l’adopter pour notre 
étude. Dans un premier temps, nous avons étudié les cas d’une plaque plane et d’un cylindre à 
section circulaire ayant le même volume et la même puissance de chauffage en conduction 
pure. Ce mode de transfert permet de généraliser l’étude pour l’ensemble des matériaux.  
Dans un deuxième temps, nous avons étudié le transfert thermique en conduction avec la prise 
en compte du changement de phase (fusion) dans une petite tranche, dans les cas d’un barreau 
à section circulaire et d’un barreau à section carrée en silicium pur. Dans ces deux derniers 
cas, l’égalité  de volume et de  puissance de chauffage est prise sur la tranche chauffée. 
  
• Le deuxième point de ce travail a été consacré à l’étude et l’analyse du transfert d’espèces. 
Cette étude a été menée sur un barreau à section circulaire (silicium avec faible concentration 
d’impuretés de germanium), chauffé sur une de ses tranches avec une source immobile. Les 
résultats de l’étude nous ont permis d’affecter à notre modèle multidimensionnel et de type 
diffusif les deux grandeurs susceptibles de mieux représenter le processus de purification 
étudié, à savoir un nombre de Lewis effectif Leeff  et un rapport des coefficients de diffusion 

effectifd eff
~ , qui ont servi pour l’étude du processus de purification à proprement dit. 

 
• Le troisième point est l’étude du processus de purification à proprement dit. Les sources de 
chauffage et de refroidissement sont mobiles. Nous avons étudié l’effet bidimensionnel de 
chacune des grandeurs influençant le degré de pureté du matériau.  
Une première étude a montré l’effet de la vitesse de translation des sources, dans le cas où 
l’intensité de flux de chauffage est égale à l’intensité de flux de refroidissent (cas idéalisé) et 
dans le cas où les intensités sont différentes. Cette étude nous a conduit à choisir une 
configuration parmi ces deux dernières pour l’étude de l’influence des autres grandeurs.  
La deuxième étude a montré l’effet de l’intensité de flux dans le cas où les intensités de deux 
sources sont égales. Ensuite une troisième étude qui a permis de montrer l’effet de la largeur 
de la zone fondue. Enfin, une quatrième étude a fait apparaître l’effet de la géométrie (rayon 
du barreau). 
 

Cette approche a l’avantage d’être multidimensionnelle et prend en compte les 
phénomènes transitoires, alors que jusqu’à présent la modélisation était unidimensionnelle et 
ne prenait pas en compte les phénomènes transitoires.  

 
Une amélioration certaine pourrait être apportée à cette approche numérique si la 

convection était introduite dans les équations et si les propriétés du matériau dépendaient de la 
température. D’autre part une étude expérimentale pourrait bien être utile pour le calage du 
modèle proposé et qui nous permettra d’estimer au mieux les valeurs du nombre de Lewis 
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effectif et du rapport des coefficients de diffusion qui sont forcement en liaison étroite avec 
les propriétés du matériau et le processus de fusion/solidification. 

Faire une analyse numérique approfondie qui puisse proposer des outils de simulation 
capables de représenter la diffusion à travers un front de fusion-solidification lorsque les 
coefficients de diffusion thermique et massique sont dans des rapports très élevés (> 108). 
Étude indispensable si on veut simuler la purification de certains matériaux.      
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Annexe A 
 
 
Étude de la conduction pure 
 

Un bon choix de la géométrie à adopter dans le procédé de purification par zone 
refining pourra sans doute contribuer à l’optimisation de ce procédé. En effet la distribution 
du champ de température dépend entre autre de la géométrie du barreau et l’énergie fournie 
pour fondre une tranche ou un barreau jusqu’au cœur est forcement liée étroitement à la forme 
de la section transversale du barreau. Cependant cette énergie est fonction du temps de fusion 
à cœur, que ce soit pour une petite tranche ou pour la fusion totale du barreau. Si le flux de 
chauffage est constant, l’énergie mise en jeu sans tenir compte des pertes de toute nature  est 
le produit du flux de chauffage fois le temps de fusion jusqu’au cœur. Il est donc utile  
d’entreprendre une étude générale faisant intervenir une large gamme des matériaux. Le cas 
de la conduction pure permet dans ce cas d’atteindre l’objectif ciblé. Cette étude nous permet 
d’avoir une première idée sur le temps nécessaire pour atteindre juste le point de fusion du 
matériau à cœur. L’étude sera faite sur deux géométries différentes, une plaque et un cylindre 
chauffés respectivement sur les 2 faces et sur la paroi latérale. L’avantage d’étudier 
uniquement la conduction pure est que l’écriture de l’équation sous forme adimensionnelle ne 
fait intervenir que le nombre de Fourier (F0), comme paramètre gouvernant l’équation, et par 
conséquent, l’étude sera générale quelque soit le matériau.  

 
Étude d’une plaque plane  
 

Formulation du problème thermique 
 
On considère une plaque plane de largeur 1, de hauteur hp et d’épaisseur (2.e), chauffée par 
une densité de flux de chaleur qp, constante à travers ses deux faces opposées suivant la 
direction x

r
.     

 
                                                                                                                                                                                                                                          
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure A.1 : a) Plaque plane soumise sur ses deux faces opposées à  une densité de flux de 
                    chauffage qp   ;  b) Cas axisymétrique  
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La symétrie de la géométrie et du chargement thermique figure A.1.b fait que ce problème 
peut être traité comme une plaque d’épaisseur e soumise à une densité de flux de chauffage 
sur une seule face et adiabatique sur la face opposée. Dans cette configuration, l’équation de 
la chaleur adimensionnelle en conduction pure s’écrit avec les mêmes grandeurs 
adimensionnelles que dans le chapitre 3 comme suit : 
 
 

Ω∆=
∂
∂ +

+

+

surT
t
T                                                                                                  (A1) 

- Condition initiale : 
 

                      dans 0)0,,( Ω==++++ tZXT                                                                       (A2) 
 
- Conditions aux limites : 
 
Si les faces de cette plaque sont nommées de la façon suivante :  
 

x = 0   :     face 2Ω∂  
x = e   :     face 1Ω∂  
z = 0   :     face 3Ω∂  
z = hp :     face 4Ω∂  
 

Alors les conditions aux limites s’écrivent : 
 

1sur     
),,/( Ω∂=

∂
=∂ +

+

++++

q
X

tZLeXT
p                                                                                 (A3) 

 

2sur           0
),,0( Ω∂=

∂
=∂

+

++++

X

tZXT                                                                                (A4) 

 

3sur          0
),0,( Ω∂=

∂
=∂

+

++++

Z

tZXT                                                                                  (A5)                                                                              

 

4sur    0
),/,(

Ω∂=
∂

=∂
+

++++

Z

tLhZXT p                                                                                 (A6) 

 
En utilisant une méthode variationnelle, la discrétisation spatiale de l’équation de la chaleur 
donne : 

FTKTM ppp =+ ++
.

                                                                                                              (A7)       

 
Où M p  est la matrice de capacité, K p est la matrice de conductivité etF p  le second membre 

du flux thermique q p
+ . 

Pour 
.
+T La discrétisation temporelle  est telle que :  
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                                                                                                        (A8) 

 
Injecté dans l’équation  (A.7) au temps τn, ce résultat donne : 

pnnP
nn

P FTK
TT

M =+
∆

− +
++

+

τ
1                                                                                        (A9) 

Dans ce cas, l’équation de la chaleur discrétisée devient : 

pnnpn
p

n
p FTKT

M
T

M
+−

∆
=

∆
+++

+ ττ 1                                                                                          (A10) 

 
On pose alors : 
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τ                                                                                                       (A11) 

 
 On obtient finalement : 
 

pnnpnp FTBHA += ++
+1                                                                                          (A12) 

 
 Ce schéma explicite nécessite un critère de stabilité sur le pas de temps ∆τ. Ce critère doit 
vérifier parmi ces deux expressions (A13 et A14) suivantes le pas de temps le plus petit : 

2

1

)²(
≤

∆
∆

+xM

τ
           (A13) 

2

1

)²(
≤

∆
∆

+zM

τ
                                                                                                                         (A14)         

  Avec xM
+∆ et zM

+∆  taille de la maille suivant les directions X
r + et Z 

r +   
                                                                              
 
Résolution numérique  
 

La résolution de l’équation de la chaleur en conduction pure permet de déterminer le 
champ thermique dans tout le barreau. L’objectif de cette étude est à priori de comparer les 
temps de fusion à cœur pour les deux géométries à étudier, plaque plane et cylindre à section 
circulaire, avec des conditions de chauffage et de géométrie telles que pour les deux cas 
étudiés on aura le même volume et la même puissance de chauffage. Nous allons donc étudier 
le cas de la plaque, hauteur adimensionnelle fixée 2=+h p  avec différentes épaisseurs et 

différentes densités de flux de chauffage afin d’exploiter les résultats numériques obtenus, 
pour tracer un ensemble des faisceaux des courbes donnant le temps de fusion à cœur, au  
quart de l’épaisseur et à la surface de la plaque. Ces courbes peuvent donner une première 
idée sur le temps de fusion en fonction de l’épaisseur de la plaque et la densité de flux de 
chauffage appliquée.  
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Le maillage adopté est un maillage rectangulaire régulier pour tous les cas simulés :(13x97) 
nœuds et le pas de temps adimensionnel est 10 4−=∆τ  
On calcule les temps de fusion adimensionnels aux points situés sur une même section  
transversale de coordonnées : Ppp ( LeX /=+ , h p

+ /2) ; Ppq ( LeX 2/=+ , h p
+ /2) ;  

Ppc ( 0=+X , h p
+ /2) avec les notations suivantes : 

t fp
+  : Temps de fusion adimensionnel au point Ppp 

t fq
+  : Temps de fusion adimensionnel au point Ppq 

t fc
+  : Temps de fusion adimensionnel au point Ppc 

Les résultats de la simulation pour  différentes épaisseurs et densités de flux de chauffage sont 
reportés dans les tableaux suivants : 
 
 

2.0=+q p  

e+  1 2  3 4 5 6 7 8 

t fp
+  4.660 8.660 11.996 14.646 16.657 18.036 18.870 19.264 

t fm
+  5.027 10.146 15.355 20.656 26.025 31.487 36.995 42.661 

t fc
+  5.164 10.648 16.498 22.667 29.157 36.000 43.120 50.656 

 

4.0=+q p  

e+  1 2  3 4 5 6 7 8 

t fp
+  2.14 3.656 4.500 4.816 4.890 4.888 4.885 4.889 

t fm
+  2.536 5.164 7.860 10.648 13.325 16.495 19.536 22.662 

t fc
+  2.650 5.667 8.979 12.657 16.650 20.973 25.578 30.547 

 

6.0=+q p  

e+  1 2  3 4 5 6 7 8 

t fp
+  1.325 1.919 2.170 2.192 2.158 2.192 2.146 2.176 

t fm
+  1.691 3.473 5.369 7.312 9.330 11.412 13.687 15.994 

t fc
+  1.828 3.930 6.489 9.322 12.440 15.900 19.600 23.578 

 

8.0=+q p  

e+  1 2  3 4 5 6 7 8 

t fp
+  0.914 1.188 1.211 1.210 1.211 1.211 1.211 1.211 

t fm
+  1.270 2.650 4.113 5.666 7.289 8.980 10.780 12.083 

t fc
+  1.417 3.153 5.236 7.630 10.328 13.298 15.562 20.659 

 
Tableaux A.1.a : Résultats de la simulation pour une plaque plane 
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1=+q p  

e+  1 2  3 4 5 6 7 8 

t fp
+  0.663 0.777 0.777 0.777 0.777 0.777 0.777 0.777 

t fm
+  1.028 2.148 3.359 4.661 6.033 7.492 9.026 10.643 

t fc
+  1.165 2.650 4.478 6.603 9.026 11.696 14.646 17.843 

 

2.1=+q p  

e+  1 2  3 4 5 6 7 8 

t fp
+  0.480 0.548 0.548 0.544 0.548 0.522 0.524 0.524 

t fm
+  0.868 1.828 2.853 3.998 5.200 6.480 7.860 9.318 

t fc
+  0.983 2.330 3.975 5.894 8.110 10.584 13.318 16.256 

 

4.1=+q p  

e+  1 2  3 4 5 6 7 8 

t fp
+  0.366 0.388 0.388 0.388 0.388 0.388 0.388 0.388 

t fm
+  0.754 1.577 2.514 3.519 4.593 5.781 7.015 8.363 

t fc
+  0.868 2.079 3.588 5.393 7.472 9.780 12.338 15.127 

 

6.1=+q p  

e+  1 2  3 4 5 6 7 8 

t fp
+  0.297 0.297 0.297 0.297 0.297 0.297 0.297 0.297 

t fm
+  0.663 1.417 2.239 3.153 4.159 5.233 6.398 7.632 

t fc
+  0.777 1.897 3.313 5.004 6.969 9.163 11.585 14.213 

 

8.1=+q p  

e+  1 2  3 4 5 6 7 8 

t fp
+  0.229 0.229 0.229 0.229 0.229 0.229 0.229 0.229 

t fm
+  0.594 1.257 2.033 2.879 3.815 4.821 5.895 7.040 

t fc
+  0.708 1.759 3.083 4.707 6.550 8.660 10.968 13.510 

 

2=+q p  

e+  1 2  3 4 5 6 7 8 

t fp
+  0.183 0.183 0.183 0.183 0.183 0.183 0.183 0.183 

t fm
+  0.663 1.417 2.239 3.153 4.159 5.233 6.398 7.632 

t fc
+  0.777 1.897 3.313 5.004 6.969 9.163 11.585 14.213 

 
Tableaux A.1.b : Résultats de la simulation pour une plaque plane 
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5.2=+q p  

e+  1 2  3 4 5 6 7 8 

t fp
+  0.114 0.114 0.114 0.114 0.114 0.114 0.114 0.114 

t fm
+  0.434 0.960 1.554 2.262 3.016 3.862 4.776 5.758 

t fc
+  0.548 1.440 2.582 3.976 5.598 7.449 9.506 11.768 

 

3=+q p  

e+  1 2  3 4 5 6 7 8 

t fp
+  0.091 0.091 0.091 0.068 0.068 0.068 0.091 0.091 

t fm
+  0.366 0.823 1.371 1.988 2.674 3.450 4.296 5.187 

t fc
+  0.480 1.280 2.354 3.656 5.164 6.900 8.820 10.945 

 
Tableaux A.1.c : Résultats de la simulation pour une plaque plane 
 
En exploitant ces résultats, on peut tracer pour les points situés au quart de l’épaisseur 
( 2eX ++ = ) et au cœur de la plaque ( 0=+X ), les courbes donnant le temps de fusion 

adimensionnel en fonction de e+  (mi-épaisseur de la plaque) et la densité de flux de chauffage 

q p
+  
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Détermination du temps de fusion adimensionnel en u n point situé 

au centre de  la plaque (X +=0) en conduction pure
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Figure A.2 : Faisceaux des courbes donnant le temps de fusion adimensionnel au centre de 
                    la plaque 0=+X  en fonction de e+ (mi- épaisseur de la plaque) et  la densité 

                   de flux de chauffage q p
+  
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Détermination du temps de fusion adimensionnel en u n point situé à (X +=e+/2) en 
conduction pure
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Figure A.3 : Faisceaux des courbes donnant le temps de fusion adimensionnel à 2/eX ++ =  
 
                   en fonction de e+ (mi-épaisseur de la plaque) et la densité de flux de chauffage 
                   q p

+  
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Cas test pour la conduction pure (cas de la plaque plane) 
 
La solution analytique de ce problème 1D de conduction pure sous forme adimensionnelle 
aura l’expression suivante : 
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Un cas test pour comparer le résultat numérique et la solution analytique pour différentes 
valeurs de x+ et de t+ se résume dans les tableaux suivants :  

1) Résultat numérique pour la température adimensionnelle T+ 

 Nous prenons pour ce cas test une intensité de flux 1=+q p . 

 
        t+       
x+ 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.667 

0 0 0.007 0.061 0.143 0.236 0.334 0.433 0.500 

0.5 0 0.058 0.157 0.257 0.357 0.457 0.557 0.625 

1 0 0.355 0.504 0.622 0.728 0.831 0.932 1.000 

 
     2) Solution analytique de la température adimensionnelle T+ 
 
        t+       
x+ 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.667 

0 0 0.007 0.061 0.143 0.237 0.334 0.433 0.501 

0.5 0 0.059 0.158 0.258 0.358 0.458 0.558 0.625 

1 0 0.356 0.505 0.622 0.729 0.831 0.932 1.000 

 
Tableaux A.1.d : Résultat numérique et solution analytique de la température T+ 
 
 



Annexe A 

 154 

Test de comparaison pour la température : résultat numérique et solution analytique
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Figure A.4 : Comparaison du résultat numérique et de la solution analytique pour une plaque 

plane en conduction pure soumise à une condition de flux 
 

Test de convergence pour la température adimensionnelle T+ : 
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Figure A.5 : Test de convergence pour la température adimensionnelle T+ 
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Étude d’un cylindre plein à section circulaire  
 

Formulation du problème thermique 
 
On considère un cylindre plein de rayon R et de hauteur hc, auquel on applique une densité de 
flux de chauffage qcy sur sa paroi latérale. Le flux de chauffage est dirigé suivant la direction 
r
r
     

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                     
                                                                                                                                                                                                                 
Figure A.6 : a) Cylindre soumis sur sa paroi latérale à  une densité de flux de  chauffage qcy 
          b) Cas axisymétrique 
 

Dans cette étude, nous allons prendre un cylindre ayant le même volume et la même 
puissance de chauffage que ceux de la plaque plane étudiée précédemment. On impose un 
rayon R égale à la moitié de l’épaisseur (2.e) de la plaque  soit (R= e) et on exprime la hauteur 
du cylindre hc en fonction de dimensions de la plaque (hp et e). 
Le volume de la plaque est : heV Pp .2=        (A15) 

Le volume du cylindre est : hRV Cc .2π=        (A16) 
Pour un même volume de la plaque et du cylindre, VV pc = , on a :  

ehh pc ./.2 π=            (A17) 

Puissance de chauffage nécessaire pour la plaque : hqP PPP .1..2=     (A18) 

Puissance de chauffage nécessaire pour le cylindre : qhRP cycc ...2π=     (A19) 

En égalisant les 2 puissances et en remplaçant hc par sa valeur on obtient : 
2/qq Pcy =            (A20) 

 Donc la densité de flux à imposer sur la paroi du cylindre à section circulaire est la moitié de 
celle imposée sur les deux  faces de la plaque. 
 La symétrie axiale et la symétrie du chargement thermique figure A.1.b permettent  de traiter 
ce problème comme un problème axisymétrique en r et z. Les bases inférieure et supérieure 
du cylindre sont considérées comme adiabatiques. L’équation de la chaleur adimensionnelle 
en conduction pure s’écrit avec les mêmes grandeurs adimensionnelles que dans le chapitre 3 
comme suit : 
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Ω∆=
∂
∂ +

+

+

surT
t
T                                                                                                (A21) 

- Condition initiale : 
 

                      dans 0)0,,( Ω==++++ tZRT                                                                     (A22) 
 
- Conditions aux limites : 
 
Les conditions aux limites sur les bords du cylindre s’écrivent : 
 

1sur     
),,/( Ω∂=

∂
=∂ +

+

++++

q
R

tZLRRT
Cy                                                                              (A23) 

 

2sur           0
),,0( Ω∂=

∂
=∂

+

++++

R

tZRT                                                                                (A24) 

 

3sur          0
),0,( Ω∂=

∂
=∂

+

++++

Z

tZRT                                                                                 (A25)                                                                              

 

4sur    0
),/,( Ω∂=

∂
=∂
+

++++

Z

tLhZRT C                                                                                (A26) 

 
 De même que pour la plaque, l’utilisation  d’une méthode variationnelle permet  la 
discrétisation spatiale de l’équation de la chaleur adimensionnelle sous la forme : 
 

FTKTM CCC =+ ++
.

                                                                                                            (A27)       
 
Où M C  est la matrice de capacité, K C est la matrice de conductivité etF p le second membre 

du flux thermique imposé (qCy
+ ). 

 

Pour 
.
+T La discrétisation temporelle  est telle que :  









=
∆

−=

++

++
++

TT

TT
T

n

nn

τ
1

.

                                                                                                       (A28) 

Injecté dans l’équation  (A.27) au temps τn, ce résultat donne : 

CnnC
nn

C FTK
TT

M =+
∆

− +
++

+

τ
1                                                                                     (A29) 

Dans ce cas, l’équation de la chaleur discrétisée devient : 

CnnCn
C

n
C FTKT

M
T

M +−
∆

=
∆

+++
+ ττ 1                                                                                          (A30) 

 
On pose alors : 
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τ                                                                                                       (A31) 

 
 On obtient finalement : 
 

CnnCnC FTBHA += ++
+1                                                                                          (A32) 

 
 Ce schéma explicite nécessite un critère de stabilité sur le pas de temps ∆τ. Ce critère doit 
vérifier parmi ces deux expressions (A13 et A14) suivantes le pas de temps le plus petit : 

2

1

)²(
≤

∆
∆

+rM

τ
                                                                                                                        (A33) 

2

1

)²(
≤

∆
∆

+zM

τ
                                                                                                                        (A34)                                                                                  

Avec rM
+∆ et zM

+∆  taille de la maille suivant les directions r
r+ et Z 

r +   
 
Résolution numérique  
 

La résolution de l’équation de la chaleur adimensionnelle en conduction pure pour le 
cylindre, se déroule de la même manière que pour la plaque. Elle permet de déterminer le 
champ thermique dans tout le cylindre. De même, Nous allons étudier le cas du cylindre  avec 
différents rayons et différentes densités de flux de chauffage, selon les expressions (A17 et 
A20).  
Le maillage adopté est un maillage rectangulaire régulier pour tous les cas simulés : (13x97) 
nœuds et le pas de temps adimensionnel est 10 4−=∆τ . 
On calcule les temps de fusion adimensionnels, aux points situés sur une même section  
transversale de coordonnées: Pcp ( LRR /=+ , hC

+ /2) ; Pcq ( LRR 2/=+ , hC
+ /2) ;                 

Pcc (0, hC
+ /2) avec les notations suivantes : 

t fp
+  : Temps de fusion adimensionnel au point Pcp 

t fq
+  : Temps de fusion adimensionnel au point Pcq 

t fc
+  : Temps de fusion adimensionnel au point Pcc 

Les résultats de la simulation pour  différents rayons, hauteurs et densités de flux de chauffage 
sont reportés dans les tableaux suivants : 
 

1.0=+qcy  

R+  1 2  3 4 5 6 7 8 

hC
+  1.273 0.636 0.424 0.318 0.254 0.212 0.181 0.159 

t fp
+  4.867 9.483 13.870 17.983 21.867 25.501 28.860 31.990 

t fq
+  5.050 10.237 15.561 20.999 26.552 32.241 38.068 44.009 

t fc
+  5.118 10.488 16.132 22.005 28.151 34.526 41.176 48.076 

 
Tableau A.2.a : Résultats de la simulation pour un cylindre à section circulaire 
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2.0=+qcy  

R+  1 2  3 4 5 6 7 8 

hC
+  1.273 0.636 0.424 0.318 0.254 0.212 0.181 0.159 

t fp
+  2.354 4.479 6.352 7.998 9.369 10.534 11.471 12.248 

t fq
+  2.559 5.237 8.043 10.991 14.053 17.252 20.565 23.993 

t fc
+  2.605 5.484 8.615 11.996 15.652 19.537 23.673 28.060 

 

3.0=+qcy  

R+  1 2  3 4 5 6 7 8 

hC
+  1.273 0.636 0.424 0.318 0.254 0.212 0.181 0.159 

t fp
+  1.531 2.811 3.862 4.684 5.278 5.735 6.078 6.352 

t fq
+  1.714 3.565 5.552 7.655 9.894 12.248 14.715 17.797 

t fc
+  1.782 3.816 6.124 8.683 11.471 14.510 17.800 21.342 

 

4.0=+qcy  

R+  1 2  3 4 5 6 7 8 

hC
+  1.273 0.636 0.424 0.318 0.254 0.212 0.181 0.159 

t fp
+  1.120 1.988 2.628 3.062 3.359 3.565 3.725 3.862 

t fq
+  1.303 2.742 4.296 5.987 7.792 9.711 11.745 13.893 

t fc
+  1.371 2.993 4.867 6.992 9.369 11.996 14.830 17.892 

 

5.0=+qcy  

R+  1 2  3 4 5 6 7 8 

hC
+  1.273 0.636 0.424 0.318 0.254 0.212 0.181 0.159 

t fp
+  0.868 1.485 1.897 2.148 2.308 2.445 2.514 2.605 

t fq
+  1.051 2.239 3.542 4.981 6.535 8.203 9.963 11.813 

t fc
+  1.120 2.491 4.113 5.987 8.112 10.442 13.025 15.789 

 

6.0=+qcy  

R+  1 2  3 4 5 6 7 8 

hC
+  1.273 0.636 0.424 0.318 0.254 0.212 0.181 0.159 

t fp
+  0.686 1.165 1.417 1.577 1.691 1.760 1.828 1.851 

t fq
+  0.891 1.897 3.039 4.319 5.690 7.152 8.729 10.420 

t fc
+  0.937 2.148 3.610 5.324 7.244 9.414 11.768 14.350 

 
Tableaux A.2.b : Résultats de la simulation pour un cylindre à section circulaire 
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7.0=+qcy  

R+  1 2  3 4 5 6 7 8 

hC
+  1.273 0.636 0.424 0.318 0.254 0.212 0.181 0.159 

t fp
+  0.571 0.937 1.097 1.211 1.280 1.325 1.371 1.394 

t fq
+  0.754 1.668 2.696 3.839 5.073 6.421 7.860 9.391 

t fc
+  0.823 1.919 3.268 4.821 6.627 8.637 10.854 13.276 

 

8.0=+qcy  

R+  1 2  3 4 5 6 7 8 

hC
+  1.273 0.636 0.424 0.318 0.254 0.212 0.181 0.159 

t fp
+  0.480 0.754 0.891 0.960 1.005 1.051 1.074 1.097 

t fq
+  0.686 1.485 2.422 3.473 4.616 5.850 7.175 8.592 

t fc
+  0.731 1.737 2.993 4.456 6.147 8.066 10.168 12.453 

 

9.0=+qcy  

R+  1 2  3 4 5 6 7 8 

hC
+  1.273 0.636 0.424 0.318 0.254 0.212 0.181 0.159 

t fp
+  0.411 0.612 0.731 0.777 0.823 0.845 0.868 0.868 

t fq
+  0.617 1.348 2.217 3.176 4.250 5.393 6.650 7.975 

t fc
+  0.663 1.600 2.765 4.159 5.781 7.586 9.597 11.791 

 

1=+qcy  

R+  1 2  3 4 5 6 7 8 

hC
+  1.273 0.636 0.424 0.318 0.254 0.212 0.181 0.159 

t fp
+  0.366 0.526 0.594 0.640 0.663 0.686 0.708 0.731 

t fq
+  0.548 1.234 2.034 2.948 3.953 5.050 6.215 7.472 

t fc
+  0.617 1.485 2.605 3.930 5.484 7.221 9.140 11.242 

 

25.1=+qcy  

R+  1 2  3 4 5 6 7 8 

hC
+  1.273 0.636 0.424 0.318 0.254 0.212 0.181 0.159 

t fp
+  0.274 0.366 0.411 0.434 0.457 0.457 0.457 0.480 

t fq
+  0.457 1.028 1.737 2.514 3.405 4.364 5.416 6.558 

t fc
+  0.526 1.280 2.285 3.496 4.913 6.512 8.295 10.237 

 
Tableaux A.2.c : Résultats de la simulation pour un cylindre à section circulaire 
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5.1=+qcy  

R+  1 2  3 4 5 6 7 8 

hC
+  1.273 0.636 0.424 0.318 0.254 0.212 0.181 0.159 

t fp
+  0.206 0.251 0.297 0.297 0.320 0.320 0.320 0.343 

t fq
+  0.388 0.891 1.508 2.239 3.039 3.907 4.867 5.895 

t fc
+  0.457 1.143 2.079 3.199 4.502 6.010 7.678 9.506 

 
Tableau A.2.d : Résultats de la simulation pour un cylindre à section circulaire 
 
En exploitant ces résultats, on peut de même, tracer pour les points situés à mi-rayon  
( 2RR =+ ) et au cœur du cylindre ( 0=+R ), les courbes donnant le temps de fusion 

adimensionnel en fonction du rayon R+  et la densité de flux de chauffage qcy
+  
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Détermination du temps de fusion adimensionnel en u n point situé au  cœur du barreau 

cylindrique (R +=0) en fonction du  rayon R + et de la densité de flux q + en conduction pure 
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Figure A.7 : Faisceaux des courbes donnant le temps de fusion adimensionnel au coeur du 
                    cylindre( 0=+R ) en fonction du rayon du barreau cylindrique choisi et de la 

                    densité de flux de chauffage qcy
+ en conduction pure 
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Détermination du temps de fusion adimensionnel à mi -rayon (R +=R/2L) d'un barreau 

cylindrique en fonction du  rayon R + et de la densité de flux q + en conduction pure  
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Figure A.8 : Faisceaux des courbes donnant le temps de fusion adimensionnel à mi-rayon 
                    d’un cylindre ( LRR 2/=+ ) en fonction du rayon du barreau cylindrique choisi 

                    et de la densité de flux de chauffage qcy
+ en conduction pure 
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Comparaison du temps de fusion en conduction pure entre plaque plane et cylindre à 
section circulaire 
  

Si nous choisissons pour comparer le temps de fusion entre plaque et cylindre pour 

deux intensités correspondantes à ( 4.02 == ++ qq cyp  ; 22 == ++ qq cyp ) et nous traçons les courbes 

donnant le temps de fusion adimensionnel en fonction du rayon ou de l’épaisseur 
respectivement pour le cylindre et la plaque, nous observons un meilleur temps de fusion dans 
le cas du cylindre à section circulaire que dans le cas de la plaque plane. L’amélioration est 
d’autant meilleure quand le rayon ou l’épaisseur augmente (cf. figure A.6).    

  
 

4.02 == ++ qq cyp  

Re ++ =  1 2  3 4 5 6 7 8 

t fc
+ cylindre 2.605 5.484 8.615 11.996 15.652 19.537 23.673 28.060 

t fc
+  plaque 2.650 5.667 8.979 12.657 16.650 20.973 25.578 30.547 

 
 

22 == ++ qq cyp  

Re ++ =  1 2  3 4 5 6 7 8 

t fc
+ cylindre 0.617 1.485 2.605 3.930 5.484 7.221 9.140 11.242 

t fc
+  plaque 0.777 1.897 3.313 5.004 6.969 9.163 11.585 14.213 

 
Tableaux A.3 : Temps de fusion adimensionnel à cœur  pour une plaque plane et un cylindre à  
                        section circulaire 
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Figure A.9 : Comparaison du temps de fusion entre plaque plane et cylindre à section 
                     circulaire en conduction pure 
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Annexe B 
 
 
Étude de la conduction avec changement de phase  
 

Dans l’annexe A, l’étude était menée en conduction pure. Cette étude nous a permis de 
conclure ne serait-ce que partiellement sur la géométrie du barreau à adopter afin d’optimiser 
sur le temps de fusion et par suite minimiser l’énergie thermique mise en jeu dans le 
processus de purification.   

Dans la présente annexe nous allons introduire la chaleur latente de fusion en étudiant 
la conduction avec changement de phase. Le cas du matériau étudié est le silicium pur. Pour 
conclure sur le choix de la géométrie à adopter dans notre étude de processus de purification, 
nous allons étudier le cas d’un cylindre à section circulaire et le cas d’un cylindre à section 
carrée, et par la suite nous pouvons confirmer ou infirmer la conclusion sur l’étude précédente 
de l’annexe A. Nous allons tout d’abord entreprendre une étude complète pour le cylindre à 
section circulaire de façon à pouvoir exploiter les résultats obtenus et tracer de même que, 
dans le cas de la conduction pure sans changement de phase, des faisceaux des courbes, 
permettant la détermination aisée, du temps de fusion, à cœur ou à mi-rayon, en fonction du 
rayon du barreau et de la densité de flux de chauffage, appliquée sur une tranche de cylindre 
de largeur dzcy. Et dans une deuxième étape, faire quelques cas de la géométrie carrée en 3D 
pour confirmer le choix de la géométrie adoptée.  

 
Étude d’un cylindre plein à section circulaire  
 

Formulation du problème thermique 
 

On considère un cylindre plein de rayon R et de hauteur hc, auquel on applique une 
densité de flux de chauffage qc sur une de ses tranches de largeur dzcy. Le flux de chauffage 
est dirigé  suivant la direction r

r
     

 
 
                                                                                                                                                                                                                                          
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure B.1 : a) Cylindre soumis sur une de ses tranches de largeur dzcy à  une densité de flux 
                    de chauffage qcy ; b) Problème axisymétrique 
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La symétrie axiale et la symétrie du chargement thermique permettent de traiter ce 

problème comme un problème axisymétrique en r et z (figure B1.b). Les bases inférieure et 
supérieure du cylindre sont considérées comme adiabatiques. L’équation de la chaleur 
adimensionnelle en conduction plus changement de phase s’écrit :  

                                                    )]
~

)1([( Ω+−=
∂

∂ +
+

+

surTgradf lf ldiv
t
H λ    (B1) 

- Conditions initiales : 
  
 0)0,,( ==++++ tZRH               (B2) 

0)0,,( ==++++ tZRT            (B3) 
 
- Conditions aux limites : 
 
Les conditions aux limites s’écrivent en terme de  T +  
 

1sur     
),,/( Ω∂=

∂
=∂ +

+

++++

q
R

tZLRRT
cy                                                                                  (B4) 

2sur       0
),,/( Ω∂=

∂
=∂

+

++++

R

tZLRRT                 (B5) 

3sur       0
),,/( Ω∂=

∂
=∂

+

++++

R

tZLRRT                  (B6)                                                 

4sur            0
),,0( Ω∂=

∂
=∂

+

++++

R

tZRT                                       (B7)                                                                  

5sur            0
),0,( Ω∂=

∂
=∂

+

++++

Z

tZRT                                                                                  (B8) 

6sur    0
),/,( Ω∂=

∂
=∂
+

++++

Z

tLhZRT C                                                                                  (B9) 

 
L’utilisation  d’une méthode variationnelle permet  la discrétisation spatiale de l’équation de 
l’énergie  sous la forme : 
 

FTKHM CfCfCs =+ ++
.

                                                                                                        (B10)       

 
Où M Cf  est la matrice de capacité, K Cf est la matrice de conductivité et F pf  le second 

membre du flux thermique qC
+ . 

 

Pour 
.

+H La discrétisation temporelle  est telle que :  









=
∆

−=

++

++
++

TT

HH
H

n

nn

τ
1

.

                                                                                                   (B11) 

Injecté dans l’équation  (B.10) au temps τn, ce résultat donne : 
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CfnnCf
nn

Cf FTK
HH

M =+
∆

− +
++

+

τ
1                                                                                (B12)  

Dans ce cas, l’équation de la chaleur adimensionnelle discrétisée devient : 

CfnnCfn
Cf

n
Cf FTKH

M
H

M
+−

∆
=

∆
+++

+ ττ 1                                                                                    (B13) 

 
On pose : 









=
∆

=

KB

M
A

CfCf

Cf
Cf τ                                                                                                              (B14) 

 On obtient finalement : 
 

CnnCfnCfnCf FTBHAHA +−= +++
+1                                                                          (B15) 

 
Ce schéma explicite nécessite le même critère de stabilité sur le pas de temps ∆τ que dans le 
cas du chapitre 4. On doit prendre le plus petit pas de temps vérifiant les deux critères (B16 et 
B17) suivants : 
 

2

1

)²(
≤

∆
∆

+rM

τ
                                                                                                                         (B16) 

2

1

)²(
≤

∆
∆

+zM

τ
                                                                                                                         (B17)                                                           

Avec rM
+∆ et zM

+∆  taille de la maille suivant les directions r
r+ et Z 

r +   

3.4.1.2 La relation entre H + et T+  (cf. chapitre 3) donne : 
 

♦Dans la zone liquide 

1)1(~
1

1 >−++= +++ TTc
Ste

H                                                             (B18) 

  

♦A l’interface 

            11 =+= ++ T
Ste

f
H

l                                                                         (B19) 

 
♦Dans la zone solide  

  
              1<= +++ TTH                                                                                  (B20) 
 
Données et propriétés du matériau silicium  
 

hc
+  dzCy

+  H i
+  T i

+  as  al  λ~  Ste c~  

8 1.6 0 0 1004.5 5−  1091.2 5−  0.8 0.5964 1.276 

  
Tableau B.1 : Données pour la  simulation de différents cas  
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Résolution numérique  
 

La résolution de l’équation de l’énergie dans le cas du cylindre se déroule de la même 
manière que dans le problème thermique du chapitre 4. Elle permet de déterminer le champ 
thermique dans tout le cylindre. Différents cas de simulations pour le cylindre  avec différents 
rayons et différentes densités de flux de chauffage ont été réalisés. La hauteur 
adimensionnelle du cylindre hC

+  est fixée pour tous les cas simulés à 8, la largeur 

adimensionnelle dzCy
+  de la tranche à fondre  est prise pour tous les cas égale à hC

+ /5 , soit 

dzCy
+ =1.6 

Le maillage adopté est un maillage rectangulaire régulier : (11x101). Les pas d’espaces sont : 
( 10/RrM

++ =∆ ) et ( 10.8100/ 2−++ ==∆ hz cM ) et le pas de temps adimensionnel est 10 4−=∆τ . 
On définie 3 points (Pcc, Pcq et Pcp) respectivement sur l’axe, à mi-rayon et à la paroi, situés 
sur une même section radiale, de coordonnées :  

Pcp : ( LRR /=+ , hC
+ /2)  

Pcq : ( LRR 2/=+ , hC
+ /2)    

Pcc : (0, hC
+ /2)  

Les résultats du calcul numérique, en ces 3 points, du temps de fusion adimensionnels et de la 
température adimensionnelle atteinte, dans le barreau, au temps nécessaire à la fusion du cœur 
de la tranche (point Pcc), pour différents rayons et différentes densités de flux de chauffage 
sont reportés dans les tableaux B.2. Les notations adoptées sont les suivantes : 

t fp
+  : Temps de fusion adimensionnel au point Pcp 

t fq
+  : Temps de fusion adimensionnel au point Pcq 

t fc
+  : Temps de fusion adimensionnel au point Pcc 

T p
+  : Température  adimensionnelle au point Pcp   

T q
+  : Température  adimensionnelle au point Pcq 

T c
+  : Température adimensionnelle au point Pcc 

 
 

5.0=+qcy  

R+  0.5 1 1.5 2 2.5 3 

t fp
+  0.785 2.002 3.475 5.063 6.650 8.173 

t fq
+  1.548 1.325 8.127 12.475 17.157 22.157 

t fc
+  1.97 5.777 11.063 17.254 24.188 31.896 

T p
+  1.309 1.470 1.599 1.702 1.782 1.846 

T q
+  1.166 1.213 1.244 1.266 1.279 1.288 

T c
+  1.001 1.000 1.001 1.000 1.000 1.000 

 
Tableau B.2.a : Résultats de la simulation pour une géométrie à section circulaire 
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1=+qcy  

R+  0.5 1 1.5 2 2.5 3 

t fp
+  0.314 0.662 0.988 1.268 1.502 1.698 

t fq
+  0.703 1.818 3.418 5.502 7.982 10.739 

t fc
+  0.931 2.614 5.173 8.523 12.458 16.861 

T p
+  1.590 1.899 2.127 2.316 2.474 2.607 

T q
+  1.307 1.390 1.429 1.459 1.485 1.504 

T c
+  1.004 1.002 1.002 1.000 1.000 1.000 

 

25.1=+qcy  

R+  0.5 1 1.5 2 2.5 3 

t fp
+  0.237 0.469 0.660 0.811 0.932 1.034 

t fq
+  0.556 1.409 2.626 4.234 6.206 8.462 

t fc
+  0.747 2.072 4.098 6.815 10.088 13.797 

T p
+  1.721 2.106 2.388 2.625 2.808 2.972 

T q
+  1.369 1.471 1.518 1.550 1.577 1.600 

T c
+  1.005 1.000 1.001 1.000 1.001 1.000 

 

5.1=+qcy  

R+  0.5 1 1.5 2 2.5 3 

t fp
+  0.190 0.354 0.478 0.571 0.648 0.713 

t fq
+  0.462 1.154 2.138 3.444 5.070 6.971 

t fc
+  0.628 1.730 3.416 5.705 8.516 11.743 

T p
+  1.846 2.307 2.643 2.911 3.137 3.331 

T q
+  1.427 1.549 1.604 1.638 1.666 1.691 

T c
+  1.004 1.002 1.001 1.001 1.001 1.001 

 

75.1=+qcy  

R+  0.5 1 1.5 2 2.5 3 

t fp
+  0.157 0.280 0.366 0.431 0.485 0.532 

t fq
+  0.397 0.982 1.810 2.911 4.294 5.934 

t fc
+  0.545 1.494 2.948 4.933 7.401 10.273 

T p
+  1.968 2.504 2.896 3.204 3.463 3.686 

T q
+  1.481 1.622 1.687 1.724 1.753 1.779 

T c
+  1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 

 
Tableaux B.2.b : Résultats de la simulation pour une géométrie à section circulaire 
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2=+qcy  

R+  0.5 1 1.5 2 2.5 3 

t fp
+  0.133 0.228 0.292 0.341 0.382 0.418 

t fq
+  0.349 0.857 1.575 2.531 3.736 5.177 

t fc
+  0.484 1.322 2.608 4.368 6.579 9.171 

T p
+  2.085 2.697 3.145 3.495 3.787 4.037 

T q
+  1.533 1.694 1.767 1.807 1.837 1.864 

T c
+  1.003 1.003 1.002 1.001 1.000 1.000 

 

5.2=+qcy  

R+  0.5 1 1.5 2 2.5 3 

t fp
+  0.101 0.162 0.203 0.235 0.262 0.287 

t fq
+  0.283 0.690 1.263 2.026 2.992 4.157 

t fc
+  0.400 1.089 2.146 3.600 5.443 7.634 

T p
+  2.313 3.073 3.632 4.069 4.427 4.732 

T q
+  1.629 1.827 1.919 1.968 2.001 2.028 

T c
+  1.001 1.002 1.002 1.001 1.000 1.000 

 
Tableaux B.2.c : Résultats de la simulation pour une géométrie à section circulaire 
 
 
En exploitant ces résultats on peut de même tracer pour les points situés à mi-rayon  
( 2RR =+ ) et au cœur du cylindre ( 0=+R ), les courbes donnant le temps de fusion 

adimensionnel en fonction du rayon R+ et de la densité de flux de chauffage qcy
+  
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Détermination du temps de fusion adimensionnel en u n point situé au centre d'une tranche 

(R+=0, Z+=hc
+/2) de hauteur dz cy

+ = 1.6, d'un barreau cylindrique en 
(conduction + changement de phase)
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Figure B.2 : Faisceaux des courbes donnant le temps de fusion adimensionnel au cœur 
                    d’une tranche ( 0=+R ) d’un cylindre en fonction de son rayon et de 

                    la densité de flux de chauffage qcy
+ en (conduction + changement de phase) 
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Détermination du temps de fusion adimensionnel en u n point situé à mi-rayon  

(R+=R/2L;Z+=hc
+/2) d'une tranche de hauteur dz cy

+ = 1.6, d'un barreau cylindrique en 
(conduction + changement de phase) 
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Figure B.3 : Faisceaux des courbes donnant le temps de fusion adimensionnel à mi-rayon 
                    d’une tranche ( LRR 2/=+ ) d’un cylindre en fonction de son rayon et de la 

                   densité de flux de chauffage qcy
+ en (conduction + changement de phase) 
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Ces faisceaux des courbes ont l’avantage de donner une première idée aussi proche 
que possible sur le temps de fusion nécessaire pour fondre à cœur ou à mi-rayon, une tranche 
de largeurdzCy

+ =1.6, prise dans un barreau cylindrique, à différents rayons R+et soumise à 

différentes densités de flux de chauffageqcy
+ , dans des conditions d’adiabaticité de la paroi en 

dehors de la tranche à fondre et sur les bases du cylindre. Il suffit donc de fixer le rayon et la 
densité de flux de chauffage et on pourra en déduire le temps de fusion à cœur ou à mi-rayon 
d’une tranche, pour le silicium. Dans un premier temps, ce temps de fusion nous renseigne sur 
l’énergie nécessaire de fusion d’une tranche jusqu’au cœur ou à mi-rayon et dans un 
deuxième temps, il servira pour le choix de la géométrie à adopter pour l’étude du processus 
de purification. De même on pourra exploiter les résultats de températures calculées à la paroi 
pour fixer les idées sur quelle densité de flux à appliquer à la tranche pour que la température 
ne dépasse pas le seuil que le matériau doit supporter au delà de son point de fusion. 
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Température adimensionnelle atteinte au point Pcp d e coordonnées : (R +=R/L ; Z+ = hc
+/2) 

situé à la partie de la paroi chauffée d'un cylindr e quand le cœur de la tranche vient d'être 

fondu ; (tranche de largeur adimensionnelle dz cy
+=1.6)
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Figure B.4 : Faisceaux des courbes donnant la température adimensionnelle, atteinte en un 
                     point (Pcq) de la paroi d’une tranche d’un cylindre en fonction de son rayon R+ 

                    et de la densité de flux de chauffage appliquée qcy
+ , lorsque le point (Pcp : cœur 

                   du barreau) est entièrement fondu en (conduction + changement de phase) 
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Étude d’un barreau à section carrée  
 

Formulation du problème thermique 
 
On considère un barreau à section carrée de coté 2e et de hauteur hb=hc, auquel on applique 
une densité de flux de chauffage qcar sur une de ses tranches de largeur dzcar. Le flux de 
chauffage est dirigé  suivant les directions x

r
et y

r
   

 
 
                                                                                                                                                                                                                                          
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure B.5 : a) Barreau à section carrée soumis sur une de ses tranches de largeur dzcar à 
                    une densité de flux de chauffage qcar   ; b)Problème symétrique 
 

De même, dans cette étude, nous allons prendre un barreau à section carrée dont le 
volume de la tranche à fondre est le même que celui de la tranche à fondre dans le cas du 
cylindre à section circulaire étudié précédemment. La puissance de chauffage sera aussi la  
même pour les deux cas de géométries et la longueur du barreau reste inchangée (hb = hc). La 
dimension e du barreau est  égale à R (Rayon du cylindre). On exprime alors la largeur de la 
tranche à section carrée dzcar en fonction de la largeur de la tranche à section circulaire du 
cylindre dzcy. La densité du flux appliquée dans le cas de la géométrie carrée qcar est aussi 
exprimée en fonction de celle de la géométrie circulaire qcy. 
Volume de la tranche à section carrée : dzeV cartcar .4 2=              (B21) 

Volume de la tranche à section circulaire : dzRV cytc .2π=      (B22) 

L’égalité de ces deux volumes VV tctcar =  donne : 

4

dz
dz

cy
car

π
=            (B23) 

Puissance de chauffage nécessaire pour la tranche du barreau à section carrée :  
dzqeP carcarcar ..8=            (B24) 

Puissance de chauffage nécessaire pour la tranche à section circulaire :  
qdzRP cycycy ...2π=            (B25) 

En égalisant les deux puissances (B24 et B25) et en remplaçant dzcar par son expression (B23) 
on obtient : 

qq cycar =            (B26) 

e 
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 Dans ce cas, la largeur de la tranche à section carrée est prise selon l’expression (B23) et la 
densité de flux à imposer sur la tranche à section carrée doit être égale à celle imposée à la 
tranche de section circulaire. 
La symétrie de la géométrie et du chargement thermique permet  de résoudre ce problème sur 
un quart du barreau (figure B.5.b). La base inférieure et la base supérieure du barreau sont 
adiabatiques. L’équation de la chaleur adimensionnelle en conduction plus changement de 
phase s’écrit sur le domaine d’étude Ω  : 

                                                    )]
~

)1([( Ω+−=
∂
∂ +

+

+

surTgradf lf ldiv
t
H λ (B27) 

-  Conditions initiales : 
 
    0)0,,( ==++++ tZRH                       (B28) 

    0)0,,( ==++++ tZRT                                          (B29) 
 
-  Conditions aux limites : 
 
Si on désigne les bords du quart du barreau (figure B.5.b) de la manière suivante : 
Face x=0                                              : 1Ω∂  
Face x=e non chauffée et adiabatique : 2Ω∂  
Face x=e chauffée                               : 3Ω∂  
Face y=0                                              : 4Ω∂  
Face y=e non chauffée                        : 5Ω∂  
Face y=e chauffée                               : 6Ω∂   
Face z=0  adiabatique                          : 7Ω∂  
Face  z=hb adiabatique                        : 8Ω∂   
 
Les conditions aux limites s’écrivent en terme de T + de la manière suivante : 
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La formulation, la discrétisation et la démarche sont les mêmes que dans le cas de 
l’étude précédente, sauf que le calcul se fait en 3 D. 
Le maillage adopté est un maillage rectangulaire régulier : (11x11x51) noeuds pour les parties 
non sollicitées par la source de chauffage et raffiné pour la partie sollicitée (tranche à fondre), 
soit un maillage : (11x11x16) noeuds. Les pas d’espaces sont : 

 ( 10/eyx MM
+++ =∆=∆ ) et ( 10.6.150/ 1−++ ==∆ hz cM ) pour les parties non sollicitées 

( 10/eyx MM
+++ =∆=∆ ) et ( 10.37.815/ 2−++ ==∆ hzz carM ) pour la tranche à fondre  

Le pas de temps adimensionnel est 10 4−=∆τ . 
Nous n’allons pas faire une étude complète, similaire à celle  précédemment entreprise, mais 
on se contentera de quelques cas pour différentes dimensions (e+=e/L) et différentes densités 

de flux de chauffage qcar
+ pour comparer le temps de fusion avec celui de la géométrie à 

section circulaire.     
 
Les résultats de la simulation pour ces différents cas sont reportés dans les tableaux suivants : 
 
 
 

5.0=+qcar  

e+  0.5 1 1.5 2 

t fp
+  1.0289 2.9796 5.4303 7.9597 

t fq
+  1.9845 6.0376 11.418 17.421 

t fc
+  2.4594 7.7641 14.922 23.207 

T p
+  1.289 1.4311 1.5340 1.6124 

T q
+  1.1563 1.1866 1.2083 1.2228 

T c
+  1.003 1.001 1.0007 1.0005 

 
 

5.2=+qcar  

e+  0.5 1 1.5 2 

t fp
+  0.123 0.217 0.266 0.2952 

t fq
+  0.330 0.906 1.790 3.0003 

t fc
+  0.458 1.392 2.884 4.9498 

T p
+  2.284 2.901 3.326 3.6557 

T q
+  1.602 1.721 1.761 1.7841 

T c
+  1.0035 1.0022 1.0007 1.0007 

 
Tableaux B.3: Résultats de la simulation pour une géométrie à section carrée 
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Comparaison du temps de fusion en (conduction + changement de phase) entre deux 
géométries d’un barreau à sections circulaire et carrée  
  

Nous prenons pour ce cas de comparaison, deux intensités ( 5.0== ++ qq cycar ) et 

( 5.2== ++ qq cycar ) déjà simulées. Le temps de fusion à cœur ( Re ++ = =0 ; =+Z 2/hc
+  ) pour les 

deux géométries étudiées, pour différentes dimensions, sont reportés dans les tableaux (B.4) ,  
Les résultats et le tracé des courbes donnant le temps de fusion adimensionnel, en fonction du 
rayon ou de l’épaisseur respectivement pour le barreau à section circulaire et le barreau à 
section carrée montrent bien que le temps de fusion dans le cas de la géométrie à section 
circulaire est meilleur que dans le cas de la géométrie à section carrée. L’amélioration est 
d’autant meilleure quand le rayon (ou l’épaisseur) est grand (cf. figure B.6).    
 
 

5.0== ++ qq cycar  

Re ++ =  0.5 1  1.5 2 

t fc
+  géo/circulaire 1.9700 5.7770 11.0630 17.2540 

t fc
+  géo/carrée 2.4594 7.7641 14.922 23.207 

 

5.2== ++ qq cycar  

Re ++ =  0.5 1  1.5 2 

t fc
+  géo/circulaire 0.3995 1.0889 2.1464 3.5997 

t fc
+  géo/carrée 0.4579 1.3915 2.8839 4.9498 

 
Tableaux B.4 : Temps de fusion adimensionnel à coeur pour les deux géométries à sections 
                       circulaire et carrée 
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Temps de fusion adimensionnel à cœur (e +=R+=0 ; z+=hc+/2)pour des géométries d'un 
barreau à sections circulaire et carrée en conducti on plus changement de phase (même 

volume et même puissance de chauffage)  
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Figure B.6 : Comparaison du temps de fusion entre deux géométries à sections circulaire et 
                    carrée en (conduction + changement de phase) 
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Annexe C 
 
 
I Étude d’un cas de purification avec des données réelles en déplacement  
 
Données pour la simulation  
 

L’étude numérique est la même que dans le chapitre 6 : maillage rectangulaire 
régulier : (13x97) nœuds, pas d’espaces 1033.8 2−++ =∆=∆ zr MM  et pas de temps 

adimensionnel 10.3 4−=∆τ . Le nombre de Lewis dans le solide ( Lews =1,54.1012) et le 

rapport de coefficients de diffusion liquide/solide d
~

= 9,58.107. 
Les données sont reportées dans le tableau C.1 suivant. 
 

R+  Lb
+  z+∆  qc

+  T i
+  U i

+  C i
+  as  al  λ~  Ste c~  

1 8 1 0.2 0.99929 1/k 1 1091.2 5−  1091.2 5−  1 0.5964 1 

  
Tableau C.1 : Données pour la  simulation d’un cas avec des données réelles  
 
 
Résultats de la simulation  
 
Isovaleurs  

 

                              
 
a) Isovaleurs de  température T+         b) Isovaleurs de  fraction fondue fl          c) Isovaleurs de  concentration C

+ 
 
Figure C.1 : Isovaleurs,  a) Température ; b)  Fraction fondue ; c) Concentration 
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Profils de concentration C+ 
 

 
          
           a) Profil de concentration C+ le long de l’axe du barreau  
 

 
           
           b) Profil de concentration C+ le long de la paroi du barreau  
Figure C.2 : Profils de concentration C+ : a) sur l’axe ; b) sur la paroi du barreau 
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II Étude d’un cas montrant l’effet du rayon du barreau sur la forme de la 
    zone fondue    
 
Données pour la simulation  
 

L’étude numérique est la même que dans le chapitre 6 : maillage rectangulaire 
régulier : (13x97) nœuds, pas d’espaces 1033.8 2−++ =∆=∆ zr MM  et pas de temps 

adimensionnel 10.3 4−=∆τ . Le nombre de Lewis dans le solide ( Lews =10), ce qui 
correspond à un nombre de Lewis dans le liquide ( Lewl = 1). Le rapport de coefficients de 

diffusion liquide/solide est d
~

= 10 et la vitesse de déplacement des sources est égale à 150 
cm/h. Les données sont reportées dans le tableau C.1 suivant. 
 

Lb
+  z+∆  qc

+  T i
+  U i

+  C i
+  as  al  λ~  Ste c~  

8 1 0.2 0.99929 1/k 1 1091.2 5−  1091.2 5−  1 0.5964 1 

  
Tableau C.2 : Données pour la  simulation d’un cas avec rayon du barreau R+=1.5 
                       
Résultats de la simulation  
 

R+  

Nombre 
d’itérations 
sur le temps 

j 

T PTR
+  T PC

+  T P
+
0  T P

+
3  

 
f l P3

 

 
f l PCh

 

T PDEP
+  C PDEP

+  C PARR
+  

1.5 171577 1.1278 1.0188 0.9998 0.9988 0 0.541 1.0000 2.0306 0.5538 

 
 Tableau C.3 : Résultats (Effet du rayon sur la forme du front)  
 
Isovaleurs pour un barreau de rayon R+=1.5 
 

                              
a) Isovaleurs de  température T+       b) Isovaleurs de  fraction fondue fl             c) Isovaleurs de  concentration C

+ 
 
Figure C.3 : Isovaleurs,  a) Température ; b) Fraction fondue ; c) Concentration 
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Profils de concentration C+ 

 
            
            a) Profil de concentration C+ le long de l’axe du barreau  
 

 
       
        b) Profil de concentration C+ le long de la paroi du barreau  
Figure C.4 : Profils de concentration C+ : a) Le long de l’axe ; b) Le long de la paroi                   
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III Étude d’un cas : Source de chauffage arrivant au bout de l’extrémité du  
      barreau     
 
Données pour la simulation  
 

L’étude numérique est la même que dans le chapitre 6 : maillage rectangulaire 
régulier : (13x97) nœuds, pas d’espaces 1033.8 2−++ =∆=∆ zr MM  et pas de temps 

adimensionnel 10.3 4−=∆τ . Le nombre de Lewis dans le solide ( Lews =10), ce qui correspond 
à un nombre de Lewis dans le liquide ( Lewl = 1). Le rapport de coefficients de diffusion 

liquide/solide est d
~

= 10 et la vitesse de déplacement des sources V s =70 cm/h. 
 Les données sont reportées dans le tableau C.4 suivant. 
 

R+  Lb
+  z+∆  qc

+  T i
+  U i

+  C i
+  as  al  λ~  Ste c~  

1 8 0.5 0.2 0.99929 1/k 1 1091.2 5−  1091.2 5−  1 0.5964 1 

  
Tableau C.4 : Données pour la  simulation d’un cas avec source de chauffage atteignant 
                      l’extrémité (queue du barreau)   
 
Résultats de la simulation  
 

Nombre d’itérations 
 sur le temps j 

 
T PTR

+  T PC
+  T P

+
0  T P

+
3  

 

f l P3

 
 

f l PCh

 T PDEP
+  C PDEP

+  C PARR
+  

522213 1.0339 1.000 0.8512 1.000 0.9995 1 0.8355 0.5739 1.7039 

 
Tableau C.5 : Résultats de la simulation ; V S = 70 cm/h 
 
Isovaleurs 
 

                             
 
a) Isovaleurs de  température T+           b) Isovaleurs de fraction fondue fl         c) Isovaleurs de  concentration C

+ 
 
Figure C.5 : Isovaleurs, a) Température ; b) Fraction fondue ; c) Concentration 
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Profils de température T+ 
 

 
        
 a) Profil de température T+ le long de l’axe du barreau  
 

 
 
 b) Profil de température T+ le long de la paroi du barreau  
 
Figure C.6 : Profils de température T+ : a) Le long de l’axe ; b) Le long de la paroi 
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Profils de concentration C+ 
 

 
           
  a) Profil de concentration C+ le long de l’axe du barreau  
 

 
             
  b) Profil de concentration C+ le long de la paroi du barreau  
 
Figure C.7 : Profil de concentration C+ : a) Le long de l’axe ; b) Le long de  la paroi  
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                                                Résume de thèse  

 

Étude de la purification d’un matériau par fusion/solidification 

« Zone melting » 

 

Dans la présente étude, l’objectif général est de proposer un modèle transitoire qui 
tient compte des effets multidimensionnels dans le procédé de purification par fusion de zone, 
« zone refining ». Avec cette modélisation, nous avons étudié les effets des principaux  
paramètres gouvernant le processus de purification par zone fondue à savoir : 

 
• La vitesse de translation des sources de chauffage et de refroidissement  
• L’intensité de flux de chauffage  
• L’intensité de flux de refroidissement 
• L’épaisseur ou la largeur de la zone fondue 
• Le rapport d’aspect géométrique : Longueur/rayon 
 
Ces différents paramètres influent de façon importante sur le processus de purification, 

sur son efficacité et sur le degré de purification atteint après un ou plusieurs passages des 
sources de chauffage et de refroidissement. Afin d’atteindre notre objectif, une étape 
importante de cette étude consistera à déterminer les deux paramètres : le nombre de Lewis 
dans le liquide, le rapport des coefficients de diffusion des espèces (liquide/solide) à affecter à 
notre modèle pour que le processus de purification soit correctement représenté. Pour ce faire, 
nous avons étudié le cas de fusion d’une tranche par une source immobile. Cette étude 
numérique a été réalisée à l’aide du code de calcul par éléments finis Castem 2000 dans lequel 
on a développé notre propre procédure de résolution pour les deux problèmes couplés, 
thermique et espèces, en régime transitoire. 
 

Dans ce processus de purification contrôlé par la thermique (fusion/solidification), le 
temps caractéristique est presque identique pour la thermique et les espèces. Pour modéliser 
notre processus de purification, on s’est inspiré alors de la théorie de la diffusion, en tenant 
compte de la particularité de phénomènes dont le drainage et la distribution d’impuretés. Ceci 
nous amène à adopter des valeurs adéquates pour le nombre de Lewis et du rapport des 
coefficients de diffusion, en considérant un coefficient de diffusion globale prenant en compte 
tous ces phénomènes mal connus à l’interface et propre à ce processus de purification. 

 
Une application dans le cas de l’alliage Silicium-germanium (SiGe) à très faible concentration 
a été simulée. Trois points importants ont été abordés :  

 
 
• Le premier point est l’étude du transfert thermique pour deux géométries différentes afin de 
comparer le temps de fusion à cœur et par la suite choisir la géométrie la plus performante qui 
optimise l’énergie à mettre en jeu dans le procédé de purification, puis l’adopter pour notre 
étude. Dans un premier temps nous avons étudié les cas d’une plaque plane et d’un cylindre à 
section circulaire ayant le même volume et la même puissance de chauffage en conduction 
pure. Ce mode de transfert permet de généraliser l’étude pour l’ensemble des matériaux. 
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Dans un deuxième temps, nous avons étudié le transfert thermique en conduction plus 
changement de phase (fusion) dans une petite tranche, pour un barreau à section circulaire et 
un barreau à section carrée en silicium pur. Dans ces deux derniers cas, l’égalité de volume et 
de puissance de chauffage est prise uniquement sur la tranche chauffée. 
  
• Le deuxième point est l’étude, puis l’analyse du transfert d’espèces dans un barreau à 
section circulaire, chauffé sur une de ses tranches avec une source immobile. Plusieurs cas 
avec différentes valeurs du nombre de Lewis dans le liquide et du rapport des coefficients de 
diffusion chimique ont été simulés afin de choisir les deux paramètres pouvant représenter au 
mieux le processus de purification étudié. Cette étape est la plus importante car le choix de 
ces deux paramètres en dépend. 
 Cette étude nous a permis d’affecter alors à notre modèle multidimensionnel et de type 
diffusif, les deux paramètres susceptibles de mieux représenter le processus de purification 
étudié, à savoir un nombre de Lewis effectif Leeff  et un rapport des coefficients de diffusion 

effectifd eff
~ qui correspondent en fait à un matériau bien donné. Ce choix permet d’atteindre 

l’objectif visé et qui consiste à comprendre le comportement de ce  processus de purification 
vis-à-vis les différentes grandeurs qui le gouvernent. 
 
• Le troisième point est l’étude du processus de purification à proprement dit. Les sources de 
chauffage et de refroidissement sont mobiles. Nous avons étudié l’effet bidimensionnel de 
chacune des grandeurs influençant le degré de pureté du matériau. 
  
Une première étude a montré l’effet de la vitesse de translation des sources, dans le cas où 
l’intensité de flux de chauffage est égale à l’intensité de flux de refroidissent, ensuite dans le 
cas où les intensités sont différentes. Cette étude nous a conduit à choisir une configuration 
parmi ces deux dernières pour l’étude de l’influence des autres grandeurs.  
La deuxième étude a montré l’effet de l’intensité de flux dans le cas où les intensités de deux 
sources sont égales, puis une  troisième étude  montrant l’effet de la largeur de la zone fondue 
et enfin une quatrième étude, fait apparaître l’effet du rapport d’aspect géométrique. 
 

Cette approche a l’avantage d’être multidimensionnelle et prend en compte les 
phénomènes transitoires. Elle a mis en évidence plusieurs effets pouvant contribuer à 
l’optimisation de ce procédé de purification, alors que jusqu’à présent la modélisation étant 
unidimensionnelle et ne prenant pas en compte ces derniers effets et phénomènes. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

RÉSUMÉ : CE TRAVAIL DE THÈSE EST CONSACRÉ À L’ÉTUDE D’UN MODÈLE TRANSITOIRE QUI 

TIENT COMPTE DES EFFETS MULTIDIMENSIONNELS DANS LE PROCÉDÉ DE PURIFICATION PAR 

FUSION DE ZONE. NOUS AVONS ÉTUDIÉ LES EFFETS DES PRINCIPAUX PARAMÈTRES 

GOUVERNANT LE PROCESSUS DE PURIFICATION À SAVOIR : LA VITESSE DE TRANSLATION DES 

SOURCES DE CHAUFFAGE ET DE REFROIDISSEMENT, L’INTENSITÉ DE FLUX DE CHAUFFAGE, 

L’INTENSITÉ DE FLUX DE REFROIDISSEMENT, LA LARGEUR DE LA ZONE FONDUE ET EN FIN LE 

RAPPORT D’ASPECT GÉOMÉTRIQUE. CES DIFFÉRENTS PARAMÈTRES INFLUENT DE FAÇON 

IMPORTANTE SUR LE PROCESSUS DE PURIFICATION, SUR SON EFFICACITÉ ET SUR LE DEGRÉ 

DE PURIFICATION ATTEINT APRÈS UN OU PLUSIEURS PASSAGES DES SOURCES. UNE 

APPLICATION DANS LE CAS DU MATÉRIAU SiGe À TRÈS FAIBLE CONCENTRATION A ÉTÉ 

SIMULÉE À L’AIDE DU CODE DE CALCUL PAR ÉLÉMENTS FINIS CASTEM 2000. LE RÉSULTAT DE 

CETTE SIMULATION A MONTRÉ LA DIFFICULTÉ DE RÉSOLUTION NUMÉRIQUE POUR UN 

NOMBRE DE LEWIS TRÈS GRAND. AFIN D’ATTEINDRE L’OBJECTIF VISÉ, UNE ÉTAPE 

IMPORTANTE DANS CETTE ÉTUDE A ÉTÉ CONSACRÉE À LA DÉTERMINATION D’UN COUPLE 

(NOMBRE DE LEWIS DANS LE LIQUIDE ET RAPPORT DES COEFFICIENTS DE DIFFUSION DES 

ESPÈCES) POUR QUE LE PROCESSUS DE PURIFICATION SOIT CORRECTEMENT REPRÉSENTÉ. 

POUR CE FAIRE, NOUS AVIONS ÉTUDIÉ LA FUSION D’UNE TRANCHE PAR UNE SOURCE 

IMMOBILE ET CHOISIR UN COUPLE CONVENABLE DE CES 2 PARAMÈTRES DÉTERMINANTS, QUI 

NOUS PERMET D’ATTEINDRE L’OBJECTIF VISÉ. AFIN D’ANALYSER L’EFFET DE CHACUNE DES 

GRANDEURS ÉVOQUÉES CI-DESSUS SUR LA PURIFICATION, UNE DEUXIÈME ÉTAPE A ÉTÉ 

CONSACRÉE  À L’ÉTUDE DE LA PHASE DE PURIFICATION PROPREMENT DITE EN ADOPTANT 

UNE ÉTUDE PARAMÉTRIQUE. 

 

THE STUDY OF MATERIAL PURIFICATION USING MELTING-SOLIDIFICATION TECHNIC 
“ZONE MELTING” 
 
ABSTRACT: THIS THESIS IS DEDICATED TO THE STUDY OF A TRANSIENT MODEL THAT TAKES 
INTO ACCOUNT THE MULTI-DIMENSIONAL EFFECTS OF THE PROCESS OF PURIFICATION BY 
FUSION OF ZONE. WE STUDIED THE EFFECT OF THE MAIN PARAMETERS GOVERNING THE 
PROCESS OF PURIFICATION, TO KNOW: THE SPEED OF TRANSFER OF SOURCES OF HEATING 
AND COOLING, THE INTENSITY OF HEATING FLUX, THE INTENSITY OF COOLING FLUX, THE 
WIDTH OF THE MELTED ZONE AND FINALLY THE GEOMETRIC ASPECT REPORT. THESE 
DIFFERENT PARAMETERS HAVE A BASIC IMPACT ON THE PROCESS OF PURIFICATION, ON ITS 
EFFICIENCY AND ON THE DEGREE OF PURIFICATION THAT IS REACHED AFTER ONE OR 
SEVERAL PASSAGES OF SOURCES. AN APPLICATION IN THE CASE OF THE SiGe MATERIAL AT A 
VERY WEAK CONCENTRATION HAS BEEN SIMULATED WITH THE HELP OF THE CODE OF 
CALCULATION BY FINITE ELEMENTS CASTEM 2000. THE RESULT OF THIS SIMULATION 
SHOWED THE NUMERICAL RESOLUTION DIFFICULTY FOR A VERY BIG LEWIS NUMBER. IN 
ORDER TO REACH OUR OBJECTIVE, AN IMPORTANT PART OF THIS STUDY HAS BEEN 
DEDICATED TO THE DETERMINATION OF A COUPLE (NUMBER OF LEWIS IN THE LIQUID AND 
REPORT OF COEFFICIENTS OF SPECIES DIFFUSION) SO THAT THE PROCESS OF THE 
PURIFICATION IS REPRESENTED CORRECTLY. FOR THAT TO MAKE, WE STUDIED THE FUSION 
OF A SLICE BY AN IMMOBILE SOURCE AND CHOSE AN APPROPRIATE COUPLE OF THESE 2 
PARAMETERS DETERMINANTS WHICH ALLOWED US TO REACH OUR AIM. IN ORDER TO 
ANALYZE THE EFFECT OF EACH OF SIZES EVOKED ABOVE ON THE PURIFICATION, A SECOND 
PART HAS BEEN DEDICATED TO THE STUDY OF THE ACTUAL PURIFICATION PHASE WHILE 
ADOPTING A PARAMETRIC STUDY. 
 


