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Introduction

Les départements de recherche et développement (R&D) des industries de forgeage
font de plus en plus appel aux outils de simulation numérique pour réduire les cofts
d’expérimentation, et les délais de mise au point des gammes. La modélisation numérique en
mise en forme des matériaux occupe, de nos jours, une place importante dans la réalisation de
produits répondant a des criteres de haute qualité et a des prix compétitifs dans le marché
européen comme international.

Vu les nombreux enjeux (économiques, scientifiques etc..) que représentent la R&D
dans la mise en forme des matériaux, plusieurs projets sont mis en ceuvre pour modéliser les
procédés de confection de pieces complexes. Parmi ces projets, on peut noter I’ACRI,
I’ACR2 (des programmes de recherche concerté de simulation du forgeage) et
SIMULFORGE qui fait suite a ces deux derniers. Ils ont pour objectifs d'améliorer un logiciel
de simulation de I'ensemble du processus de forgeage de pieces métalliques, en tenant compte
de I'évolution du matériau au cours du processus.

Ce projet est un cas éloquent de partenariat entre plusieurs acteurs dont les activités
tournent autour de la forge. Il est a cheval sur les domaines de la métallurgie et de
l'informatique. En effet, SIMULFORGE regroupe en son sein:

quatorze industries de la forge francaise (SNECMA MOTEURS, AUBERT &
DUVAL, SNR, USINOR INDUSTEEL, SETFORGE, ASCOMETAL, ASCOFORGE,
ESTAMFOR, FORMER, HTM FORTECH, PCA, MANOIR INDUSTRIE etc...),

- un éditeur de logiciel (Transvalor),

- le Centre technique des industries de la mécanique (CETIM),

- un syndicat professionnel,

- et sept laboratoires de recherche dont le Cemef.

Le projet SIMULFORGE, faisant partie des 119 technologies clés de 2005' (la
simulation numérique des procédés), est soutenu par I’Etat francais a travers la Direction

générale de I’industrie, des Technologies de 1’information et des Postes (DiGITIP).

"étude Technologies clés 2005 publiée par la DiGITIP en octobre 2000 décrit 119 technologies clés pour
I'économie francaise a 1'horizon 2005



Introduction

Le projet SIMULFORGE est divisé en six groupes d'études (GE). Parmi ces six
groupes, le but du cinquieme (GES5) est d'étendre les domaines d'application du code éléments
finis 3D FORGE3®, modélisant les procédés de mise en forme de pidces complexes. A terme,
les études menées par le GE5 devront permettre une utilisation plus facile et plus fiable du
logiciel FORGE3® afin qu'il délivre, plus rapidement, des résultats plus précis. Pour atteindre
ces objectifs, le GES a établi plusieurs programmes.

L'un de ces programmes, qui fait I'objet de ma these, est axé sur le développement de
nouvelles applications (calcul d'une structure composée de plusieurs matériaux) et
lI'implantation de criteres métiers (repli de matiere). Ce programme de these devra permettre, a
terme, d'envisager:

- la possibilité de traiter un grand nombre de corps déformables avec des lois de

comportement non linéaires de type élasto-viscoplastique;

- différentes conditions de contact et de frottement entre les différents corps

déformables en contact;

- de grandes déformations, notamment aux voisinages des interfaces entre les corps

déformables;

- la possibilité d'apparition de replis de matiere (contact a l'intérieur d'un méme corps

déformable) et d'envisager le suivi du repli dans son évolution au cours du forgeage;

- la parallélisation du probléme, afin de pouvoir simuler des syst¢tmes complexes avec

un grand nombre de corps déformables finement maillés.

La premiere partie de ce document (les deux premiers chapitres) est consacrée a un
rappel de quelques lois de comportements rhéologiques, de contact et de frottement, et de
facon générique, a la résolution des problemes de forgeage d’un corps déformable avec des
outils rigides. Nous y présentons les algorithmes et les techniques utilisées dans le logiciel
FORGE3® pour résoudre les problémes de forgeage d’un corps déformable avec plusieurs
outils rigides.

La deuxieme partie (les chapitres III et IV) est dédiée aux problemes mécaniques de
forgeage de systemes constitués de plusieurs corps déformables et d’outils rigides. Dans cette
partie nous présentons I’essentiel de nos travaux sur le couplage mécanique entre corps
déformables. Nous y présentons des solutions originales pour la prise en compte des
conditions de contact et de frottement. Nous décrivons ensuite la méthode retenue pour
étendre au probleme multi-corps, la méthode de résolution en parallele utilisée dans
FORGE3®. Nous y présentons enfin une manidre de résoudre le probléme d’auto-contact
(repli d’un corps sur lui-méme).

Pour clore ce manuscrit, dans le chapitre V, conformément aux objectifs du GES, nous
présentons des cas d’applications de forgeage, industriels et académiques. Au moment de

conclure, nous présentons d’autres possibilités d’applications dans le domaine du forgeage.



Premiere partie
Probleme mono-corps






Chapitre I
Généralités sur les équations de 1a mécanique du
forgeage

I.1. Introduction

Nous présentons la modélisation mécanique du forgeage d’une piece dans le cadre du
code FORGE3®. Pour ce faire, aprés avoir succinctement rappelé quelques notions utilisées
en mécanique des milieux continus, nous aborderons les €quations de conservation et les
conditions aux limites mécaniques. La présentation des méthodes de résolutions numérique

cloture ce premier chapitre.

I.2. Formulation du probléme mécanique

I.2.1. Dynamique des milieux continus

L'objet de cette partie est d'introduire les outils permettant de modéliser et de
caractériser la déformation d'un corps entre deux instants #, et ¢ (on suppose que f, <t).
Nous considérons que les grandeurs physiques, que nous utilisons, sont continues et ont des

dérivées continues (sauf mentions spéciales).

I.2.1.a. Description du mouvement
Considérons un corps Z et un observateur O. Nous désignons par Qe IR’ le
domaine qu’occupe Z al'instant 7, pour I'observateur O, et Q. € IR’ la position a I'instant ¢.
Nous désignons par C, la configuration pour tout point de €2, et par C, la configuration pour

tout point de Q. A une particule P du corps on note par x, € Q, sa position a l'instant f,, et



Chapitre I Généralités sur les équations de la mécanique du forgeage

on note x, € £, sa position a l'instant . En mécanique des milieux continus on définit une

transformation (FIG. I.1) qui associe a tout point x, de €, le point x, de Q,. On la note:
®:x,eQ, — x=(x,1) €, (L1)

Nous supposerons que ® a les propriétés suivantes presque partout' :

- @ est bijective,
- @ est continue sur €,

- @ est différentiable sur €, .

X,
" N (xo 2 )
Qo
Q, X,
lopin initial lopin écrasé au temps ¢

FIG. I.1 - Description du mouvement

La transformation @ est a l'origine de la description lagrangienne du mouvement dont
le but est de pouvoir décrire le mouvement de sa configuration initiale C,a la configuration a

l'instant ¢ C,. Ce qui nous permet de suivre I'évolution de la déformation d'une piece forgée

par rapport a sa forme initiale.
On introduit le vecteur des déplacements u défini par :
D(x,,1)=x, = x+u(x,1) (12)

En grandes déformations, le déplacement u n’est pas considéré comme petit et, contrairement
aux petites déformations, on ne peut pas identifier les configurations C;, et C,. Ceci peut
soulever des difficultés du fait que certaines €quations sont posé€es dans C, et d’autres dans
C, . Les grandeurs définies par C, sont appelées grandeurs Lagrangiennes et celles définies

dans C, sont appelées grandeurs Eulériennes.

Dans le code de simulation numérique FORGE3®, on utilise une description appelée

lagrangienne réactualisée incrémentale. Son principe est de déterminer la configuration C,, ,

!au sens de I'intégration de Lebesque
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de chaque point matériel en fin d’incrément de temps [t,t + At] en considérant C, comme la

configuration de référence (configuration initiale).

1.2.1.b. Définition des grandeurs cinématiques et des contraintes

Ici et dans la suite, nous nous placerons dans le cadre d’une description lagrangienne
réactualisée incrémentale du mouvement. Ceci nous permet de considérer, pour un incrément
de temps petit que les déformations sont faibles, et donc que les configurations aux instants ¢
et t+Ar sont suffisamment proches pour pouvoir appliquer la théorie des petites
déformations.

On définie alors le tenseur des déformations par:

A 13
£= l[Vu+T (Vu)] avec Vu, = ou; (13)
2 7oox

j
Dans la suite nous verrons que les relations constitutives incrémentales font intervenir
des termes en vitesse, il est donc nécessaire d’introduire le vecteur vitesse d’un point matériel

en représentation lagrangienne:

14
V=v(x0,t):du(dio,t)zaugcto,t) )

On définie aussi le tenseur vitesse de déformation € comme la partie symétrique du

gradient des vitesses Vv :

. 1 T 1( ov, v,
& (v =—[Vv+ Vv } =—| —t+—
"( ) 2 (V) i 2\ 0dx; o (15)
Ici et dans la suite, sauf mention spéciale, nous désignerons par :
(711 (712 (713
_ 1.6
o= cyél (752 cyéS ( )
lo} o o

31 32 33

Le tenseur des contraintes de Cauchy.

Dans la formulation d’un comportement élastoplastique incompressible ou quasi-
incompressible, il est fréquent de décomposer additivement le tenseur des contraintes de
Cauchy en une partie sphérique (pression hydrostatique) et une partie déviatorique. La

pression hydrostatique est donnée par :

1 1 (L7)
p= _5”(6) = _5(0-11 TOut 0-33)
Le tenseur des contraintes déviatorique (partie déviatorique) est défini par :

ou / est la matrice identité.
A partir de ce tenseur des contraintes de Cauchy nous définirons, par la suite, les

différentes contraintes que peuvent subir un corps.
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L.2.1.c. Equations de conservation

Dans cette partie nous présenterons les équations de conservation qui sont basée sur le
principe de Lavoisier: "rien ne se perd, rien ne se crée, tout se transforme".
Loi de conservation de la masse:
Le principe de conservation de la masse stipule que la masse d'un systeme matériel reste
constante au cours du temps, on le formalise par:
d
dt? o

avec p la densité. En appliquant la reégle de dérivation sous le signe de l'intégrale, 1'équation

1.9
p(x,t)dx=0 VD, cQ, (12)

(1.9) devient:

(1.10)
| {a—p+div(pv)}dx=0 VD, cQ,
D ot
Du fait que D, est quelconque dans 0Q, et grice au théoréme de Reynolds, on

exprime 1'équation ( 1.10 ) sous sa forme locale (ou équation de continuité) par:

L1l
%—p+div (pv)=0 dans Q, ( )
t
Et de fagon équivalente on 1'écrit:
(112)

C;—’f +pdiviv)=0 dans Q

t

En considérant que le matériau est incompressible ( p =cte) la conservation de la masse

revient a satisfaire la condition d'incompressibilité:
div(v)=0 dans (L13)

t

Loi de conservation de la quantité de mouvement:
Dans la mécanique des milieux continus newtonienne, la loi de conservation de la quantité de

mouvement s'exprime au moyen du tenseur des contraintes o (donné par la loi de
comportement), des forces volumiques f (la gravité par exemple) et de 1'accélération:

t

dv
di + =p— d Q
w(o)+pf Pa 4 (L14)

3 .
oul div(G)izza k i=13
X .

En forgeage les effets d'inertie et de gravité peuvent €tre négligés. En effet pour un
lopin d'acier de 10cm de hauteur, les forces de gravité ne représentent que 1% des efforts
plastiques et il faudrait que localement la vitesse de la matiere atteigne 50m/s pour que les
forces d'inertie dépassent dans cette zone le dixieme des forces de déformation ([Boyere 99]).

La loi de conservation de la quantité de mouvement s'écrit alors:
div(c)=0 dans Q (1.15)

t

10
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Dans le logiciel FORGE3® ces effets sont pris en compte mais nous n'entrons pas dans le

détail de leur formulation.

1.2.2. Loi de comportement élastoviscoplastique

En forgeage le matériau n’a pas un comportement linéaire ou élastique mais subit une
déformation élastoplastique. Pour modéliser le comportement des matériaux nous utilisons
une loi élastoviscoplastique. Elle s'appuie sur une loi élastoplastique a laquelle on rajoute une
sensibilité de la contrainte d'écoulement a la vitesse, basée sur une loi de viscoplasticité, par
exemple celle de Norton-Hoff. La loi élastoplastique repose sur la loi d'additivité de Prandtl-
Reuss avec le critere de plasticité de Von Mises et un écrouissage isotrope. Nous nous placons
dans le cadre de la plasticité incompressible.

En supposant que les vitesses de déformation élastique sont faibles par rapport aux
vitesses de déformation plastique (ce qui est vrai pour les métaux) le tenseur des vitesses de
déformation se décompose en une partie €lastique réversible et une partie plastique
irréversible, on I'écrit de facon additive (décomposition de Prandtl Reuss):

oo gy gl (116 )

Pour une seule variable d'écrouissage £ on définit la fonction du critere de plasticité

de Von Mises comme suit :

172
1 (0-11 - 022)2 + (022 - 0-33)2 + (0-33 - 0-11)2 _

flog)=17 o,(€) (117)

2 2 2
+60, +60,, + 60,
ou la fonction o, (£) est monotone croissante, £ représente la déformation plastique cumulée.

Elle peut aussi se réécrire en utilisant le tenseur déviatorique par :

f(o,8)=6-0,(%) (L18)
La contrainte équivalente de Von Mises est donnée par :
3 (1.19)
O=,=s:s
2

La loi de Prandtl-Reuss est présentée avec la dérivée temporelle du tenseur de Cauchy

o et utilise la décomposition additive (1.16 ). Elle s’écrit :
si f(0,€)<0o0u si(f(d,?)=0etaai:6'<0jalors:
o
¢ =ID"¢" = ID"¢
Y (120)
of

si flo,€)=0et =—:02=20alors:
F(o.8)=0e L

G =ID"¢" =ID"¢

11
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ID? est le tenseur élastoplastique tangent que 1’on trouve par exemple dans [Montmittonnet

el_af Taf . el |
| (ID ao_j@)( %'ID (121)

99 U pe.

0¢ Jo 00

94], et qui s’exprime :

ID? =| ID

La partie élastique & est reliée a la dérivée temporelle des contraintes par la loi de Hooke

pour un matériau isotrope:

6=ID"¢" = E & 4 Ev Tr(gez)l (122)
1+v (I+v)(1-20)
Dans I'équation ( 1.22 yID® est le tenseur d'élasticité d'ordre 4 définie par:
1Dy, =208,6, + 28,5, (123)
1= E 2= Ev

2(1+v)"  (1+0)(1-20)
ou A et u sont les coefficients de Lamé, E le module d'Young et v le coefficient de

Poisson.
La partie plastique de € quant a elle, est exprimée sous la forme:

é,pl — Zpl af(G) ’ ﬂ.,pl > 0 (124)

Jdo

ot A" est le multiplicateur plastique. La déformation plastique étant incompressible cette
équation est complétée par:
tr(sf” ) -0 (125)

Le comportement visqueux du matériau apparait dans I’expression de & et est donnée par :
. m+1 o\m
5(2.2)=0,+(\3) K(?)
o =KA\3

avec K le seuil de plasticité du matériau, K sa consistance, m le coefficient de sensibilit€ a

(126)

la vitesse de déformation. Ces parametres dépendent a leur tour de € et d'autres parametres
comme la température dont nous ne parlerons pas ici par soucis de simplicité.

On note I'utilisation de la dérivée particulaire du tenseur des contraintes de Cauchy o,
et non une dérivée objective telle que celle de Jaumann par exemple. En effet, nous avons
négligé 1'effet rotatoire des déformations. Nous renvoyons le lecteur a [Montmittonnet 94] ou
I'on montre qu'il n'est pas nécessaire d'utiliser une dérivée objective, les rotations étant faibles
en mise en forme, et qu'une réactualisation incrémentale des rotations est parfaitement
suffisante.

Nous résumons les équations élastoviscoplastiques sous la forme:

12
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e=g" 4+ év
éel — IDel—lo-_
1
£ _£<5—q >’" s
26\ K3

En adoptant la convention < x >=(1/2)(x+|x

(127)

), le crochet (<. >) signifie que des que la

contrainte équivalente de Von Mises & atteint le seuil d'écoulement o, la déformation
contient une partie viscoplastique.
1.2.3. Ecriture déviatorique

Le calcul de ¢ se fait grace a (1.27 ). Pour ce faire, du fait de I’incompressibilité de la
déformation plastique, et en notant par ¢ les parties déviatoriques des tenseurs £, on a les

relations suivantes:

e:a%n(e)z

. . 1 .
8el:eel+§Tr(€el)I (128)
é-,vp :évp

e=¢"+eév”

o=s—pl

2 (129)

p:_%Tr(a.):_&uzﬂ

Tr(€)

Et d’apres les équations ( 1.24 ) et ( 1.28 ) le déviateur du tenseur des vitesses de

déformation viscoplastique s’exprime alors par :
e =&" =A"s (130)

ou, d'apres( .24 ) et ( 1.27 ):
1
jvpl :£<5—GJ>WL
25\ K3

En remplagcant dans ( 1.28 ) I’expression des parties déviatoriques obtenues dans

(L131)

(L29 ) et (L.30), et de plus avec I’équation ( 1.29 ) on obtient un systeme d’équations non
linéaires d’inconnues le déviateur des contraintes s et la pression p :

13
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s=2u(e-A""s)

=-—3’1;2/‘ Tr(&)

(132)

Les tenseurs des contraintes et les tenseurs des vitesses de déformation étant li€s par
des équations différentielles leur calcul se fait en utilisant un schéma d'intégration temporelle.

On note que la premiere équation de ( 1.32 ) peut étre décomposée comme suit:
- chargement élastique: A" =0« & <0,

¢’ =0 (133)
é=¢"
ot = 5
2u
- chargement élastoviscoplastique: A” #0 > & > o,
é=é"+é”
el — 5
2u (134)
é” =As
s=2pu(e=A"s)

1.2.4. Les conditions aux limites mécaniques

En notant par dQ le bord du domaine ., on le décompose en une réunion de quatre
parties disjointes, sur lesquelles on impose les conditions aux limites. On pose:
oQ=T,ul,ul’, uUrl, (135)

Avec :
- I, la surface libre ou la contrainte on est nulle (on=0) . On considere que la

pression atmosphérique ( P, << 0o, ou 0, (0,=10"Pa)

Xt

) est nulle, ce qui se justifie car P

ext

est la contrainte d'écoulement du métal.
- I'; la surface a contrainte imposée, on =1,

- T, est la partie de dQ ou la vitesse est imposée. Ce cas de figure peut modéliser par

exemple un contact bilatéral collant entre un corps rigide (vitesse connue) et un corps

déformable.
- I', la surface de contact, on définit des conditions de contact et de frottement.

I.2.5. Conditions de contact et de frottement

Pour les conditions limites de type classique, c'est a dire de type force imposée ou
vitesse imposée, leur évolution éventuelle au cours du temps est supposée connue. Par contre,

pour les conditions de contact et de frottement, il en va différemment. En effet, leur évolution

14
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au cours du temps fait partie des inconnues du probleme. Nous présenterons ici plusieurs lois
de contact et de frottement qui sont prises en compte dans le cadre du code FORGE3®. Dans
ce chapitre 1'étude est limitée aux conditions de contact et de frottement entre un outil rigide et

un corps déformable.

1.2.5.a. Conditions de contact

En considérant un corps déformable € et un outil rigide §, le contact unilatéral entre

ces deux corps s'expriment initialement de la facon suivante:
Vt, Vx(t)edS, x(t)e Q

(1.36)

o

Vi, Vx(t)e oQ, x(t)e S

ou Q et S sont les intérieurs respectifs de Q et S .
De ces conditions, on peut déduire les conditions unilatérales de Signorini, qui sont

une écriture cinématique et énergétique du probleme de contact.
Soit x(z)e 0Q (x(r) est sur la partie de dQ "potentiellement en contact”) la position

d'un point du corps déformable et x, (1) celle de sa projection orthogonale sur la surface
extérieure de S, la distance algébrique entre le point x(7) et son projeté est donnée par:

¢, =(u, ) (137)

ou n' est le vecteur normal unitaire extérieur a la surface du corps déformable, u ,et u sont

respectivement les vecteurs déplacement des points qui occupent les positions x, () et x(r).

FIG. 1.2 - Description géométrique de l'interface corps déformable/corps rigide

15
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En notant par o' et o~ les tenseurs de contraintes définis respectivement, sur le corps
déformable et sur l'outil rigide, l'application du principe de l'action et de la réaction nous
donne:

o'n' =-o*n’ (1.38)

avec n' et n* les normales sortantes respectivement du corps déformable et de 1'outil

rigide.

On définit la contrainte normale o, et la pression de contact p, par:
o, =(c71nl).n1 =(c72n2).n2 (1.39)
pC = _G}’l

Les conditions de Signorini peuvent alors étre définies partout par:
8,20
0,<0 (1.40)
8,0,=0

L'équation ( 1.40 ) est la condition de non-pénétration entre le corps déformable et
I'outil rigide. Elle signifie que s'il y a contact, la contrainte normale est forcément
compressive. La derniere équation de ( 1.40 ) est celle de complémentarité, c'est a dire s'il n'y
a pas de contact la contrainte normale est nulle et si elle est non nulle la distance algébrique
est alors nulle, il y a contact.

Ces conditions peuvent €tre reformulées en une écriture dynamique des conditions de

contact (voir [Duvaut 82]). C'est a dire que 1'on passe d'une description de type lagrangienne
(I', est inconnu) a une description de type Eulérienne (I", est connu). Ils s'écrivent:

(v_vout)'n 2 O

G <0 surT. =35 NoQ (141)
I:(V_vout)'n:ldn = O
ol v est la vitesse sur le corps déformable et v, la vitesse sur le corps rigide, n=n'=-n".

A cette formulation, on peut aussi ajouter d'autres lois de contact que nous écrivons en
vitesse:
Le contact bilatéral collant, qui s'écrit:

(V_vout):() F (1‘42)
Sur 1
o, <0 ‘

Ce qui signifie que la vitesse de I'outil est imposée sur la surface de contact du corps
déformable.
Le contact bilatéral glissant:
(v=v,,)n=0surl, (143)

16
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a cette condition il faut ajouter la loi de frottement qui est fonction de la composante
tangentielle de la différence de vitesse sur les deux corps (voir plus loin).

Le contact unilatéral collant:

(v=v,,)n=0
0,<0
o, [(v—vom).n] =0

si 0,<0 alors Avrz(v—vam)—[(v—v

sur', =0QNaS (144 )

).n]nZO

out

Av, est la composante tangentielle de la différence de vitesse sur les deux corps.

Le contact unilatéral glissant est donné par les équations ( 141 ). A cette loi on rajoute

une loi de frottement.

1.2.5.b. Lois de frottement

Dans ce qui précede, nous avons uniquement considéré la composante normale des
vecteurs contraintes sur la surface de contact o'n' et ¢°n’, pour définir les conditions de
contact. Dans ce qui suit, nous allons présenter des lois de frottement s'appliquant a la
composante tangentielle 7 (ou scission de frottement) de ces vecteurs contraintes sur la

surface de contact:

r=o'n'-on' =—(o’n’-o,n) (L145)

Généralement le contact ne se fait pas sans frottement, sauf si on le néglige auquel cas
on suppose que la contrainte tangentielle est nulle a l'interface. On utilise des lois avec un
seuil de glissement (fixe ou variable). La formulation naturelle des lois de frottement s'écrit
souvent en vitesse de glissement, mais dans beaucoup de cas on préfere une écriture en
déplacement. Nous présenterons ici trois lois de frottement qui sont utilisées dans la pratique.

De fagcon générale, pour qu'un glissement apparaisse entre deux corps en contact il faut
exercer une force tangentielle minimale. Ceci est traduit par la notion de seuil et est exprimé
sous la forme d'une contrainte tangentielle critique 7, au-dela de laquelle on a un glissement:

si |T| <7, alors Av, =0
silt| =7, alors 312 0,Av, =-At (146)

|T| > T, est physiquement impossible
AVI = (V - Vout ) - I:(V - vom ) n:l n
Les relations ( 1.46 ) expriment le fait que la vitesse de glissement tangentielle Av, est non

nulle, colinéaire et de sens contraire a la contrainte tangentielle 7 lorsque la norme de celle-ci

atteint le seuil 7. Les relations ( 1.46 ) sont appliquées sur la surface de frottement 1",

[ ={xe0Q,g,=0et 0, <0} (147)

17
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1.2.5.b.i. Loi frottement de Coulomb
La loi de frottement de Coulomb s'exprime par un seuil 7, dépendant de la pression

de contact p, =—o0,et d’un coefficient de frottement 4 :

T =pMp., M20 (148)

Ce qui donne:
fl<up,. (420)
si |Z'| <pp, alorsAv, =0 (149)

si |z'| =up, alors Av, = —L”AV,”
HUp,

|T| > up. physiquement impossible
ou u est le coefficient de frottement que nous prendrons constant dans nos applications

numériques. Dans la suite nous négligerons le seuil de frottement, pratiquement toujours
dépassé en mise en forme (sauf dans les écoulements de filage) et nous écrirons les relations

( 1.49 ) comme suit:
Av (1.50 )

t

sur Ffrotr T:ﬂpcm
t

1.2.5.b.ii. Loi de Tresca

La loi de Tresca dérive des lois de comportement plastique incompressible (lois de
Von Mises, de Tresca ...). Son seuil de glissement 7, est donné par la relation:

7. =mr. avec0<m<l (151)

F max

avec m le coefficient de frottement, 7 est la contrainte d'écoulement en cisaillement du

X

matériau. Pour un critere de Tresca elle est exprimée par:

o, (L52)
Tmax =
2
et pour un critere de Von Mises par:
o, (1.53)

Tmax -
NE)
ou o, est la contrainte d'écoulement du métal (cf. (L18) ).
Ce qui donne:

si|t| < mz,,, alors Av, =0 (1.54)

si |z'| =mt,alors Av, = —#”AV,”
-

m:

|T| >mt,  physiquement impossible

18
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En mise en forme des matériaux, comme pour le frottement de Coulomb, la notion de seuil de
frottement est négligée et on a:
o, Av (1.55)
surU, . T 0t

fron> T = —mm

1.2.5.b.iii. Loi de type viscoplastique

La loi de frottement viscoplastique (ou loi de frottement de Norton), contrairement aux
lois de Coulomb ou de Tresca, sera présentée sans seuil. Elle dérive du comportement

visqueux et s'exprime directement par:

surT T:—qu”Avr””f_l Av, (1.56)

frott ®
avec a, et p, qui sont respectivement le coefficient de frottement et le coefficient de
sensibilité a la vitesse de glissement, K la consistance du matériau.
On remarque que si p, tend vers 0, la loi de frottement viscoplastique tend vers une

loi de type Tresca (m = &, ) sans seuil de glissement.

1.3. Discrétisation

1.3.1. Discrétisation en temps

Du fait que les efforts d'inertie ont été négligés, pour chaque point matériel il s'agit de
résoudre de fagon générique 1'équation différentielle suivante:
d.
&= v(t,x(t) Vx=x(r)e Q'
dt (157)

x(0)=x"e Q° donné

En utilisant le formalisme Lagrangien réactualisé, pour un pas de temps At donné, en
supposant la position x(¢) connue, on a:

x(t+At)=x(t)+L v(s.x(5)) dg (158)

En discrétisant 'équation ( 1.58 ) avec une @ -méthode, on obtient:
x(t+At)=x(t)+(1-8)v (¢, x(1)) At + v (¢t + At,x(t + At)) At,0< O <1 (159)

Le probleme du choix de @ se pose. En effet, des valeurs de 6 inférieures a 1/ 2
engendrent des schémas qui ne sont pas inconditionnellement stables et qui nécessitent le

calcul d’un pas de temps approprié.
Pour =0, on a un schéma explicite. Avec ce schéma on considére que la vitesse W(r)

reste constante pendant I’intervalle de temps [t,t + At]. En supposant connaitre x(r) (et donc
£2), on calcule le champ de vitesse Wt) pour calculer directement la configuration a l'instant

t + At , I'équation ( 1.58 ) donne:
x(t + Ar) = x(¢)+ vz, x(r))Ar (160)
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L'erreur commise en effectuant cette approximation est proportionnelle 3 At”.

Dans le logiciel de simulation FORGE3®, on utilise un schéma d'Euler implicite
(@ =1) pour résoudre 1'équation ( 1.57 ) (loi de comportement écrite sur € ,,,). On suppose
que les positions x(r) sont connues (c’est a dire £2) et on calcule sur £,  la vitesse
Wt + Ar) (alinstant 1 + Ar), et le schéma d’actualisation est :

Mr+ At) = 1)+ e + At M1 + Ar)) A (L61)

On constate que pour ce schéma implicite il y a une non-linéarité géométrique due au

fait que les calculs sont effectués sur la configuration (2, dépendant elle-mém