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Résumé

Cette thése traite de approximation des équations différentielles stochastiques ré-
trogrades (EDSR) par projections et simulations de Monte-Carlo. Les EDSR intervenant
dans de nombreux problémes de modélisation, en particulier en mathématiques financiéres
pour la valorisation et la couverture de produits dérivés, il apparait important de disposer
d’algorithmes souples et efficaces pour les approcher.

Dans une premiére partie, nous proposons un premier algorithme dont les trois pa-
ramétres sont un pas de discrétisation en temps h, des bases de fonctions et un nombre M
de simulations de Monte-Carlo. Nous établissons la convergence de cet algorithme ainsi
que des bornes d’erreur en fonction de ces trois paramétres.

Les bornes d’erreur établies ne permettant pas de faire varier simultanément les
trois paramétres dans le but d’obtenir une précision arbitrairement petite, nous modifions
ce premier algorithme dans une deuxiéme partie. Nous analysons la convergence de ce
nouvel algorithme & 1’aide de techniques de statistique non-paramétrique et montrons les
bornes d’erreurs désirées.

Dans une troisiéme partie, nous généralisons cet algorithme au cas des EDSR ré-
fléchies qui permettent de modéliser par exemple le probléme de réplication d’une option
américaine en finance. Nous montrons également que dans certains cas I’on peut obtenir,
en utilisant des techniques du calcul de Malliavin, des vitesses de convergence plus fines
que celles établies dans les deux premiéres parties.

Enfin, dans une partie numérique, nous proposons des choix de bases de fonctions
explicites afin de tester notre algorithme dans diverses situations. Tout d’abord nous
testons la variation simultanée des trois parameétres de ’algorithme afin de valider empiri-
quement les bornes d’erreur établies dans la deuxiéme partie. Nous testons ensuite notre
algorithme sur des exemples financiers réalistes et proposons deux nouvelles méthodes
de discrétisation pour le cas des EDSR réfléchies qui complétent celle présentée dans la
troisiéme partie.

Mots clefs : équations différentielles stochastiques rétrogrades, mathématiques finan-
ciéres, méthodes de Monte-Carlo, statistique non-paramétrique, régression linéaire, bases
de fonctions.






Abstract

This thesis deals with the approximation of backward stochastic differential equa-
tions (BSDE) using regression-based Monte-Carlo methods. As BSDE are a useful tool
especially in financial mathematics, it is an important topic to define efficient algorithms
for their approximation.

In a first part, we propose an algorithm with three kind of parameters : a time step
h, functions bases and M Monte-Carlo simulations. Then, we derive error bounds for this
algorithm.

As these error bounds do not allow us to move together all the algorithm’s parame-
ters to achieve a given accuracy, we slightly modify our first algorithm in a second part.
We thus derive new error bounds, using techniques of non-parametric statistics.

In a third part, we generalize our algorithm to the case of reflected BSDE which
arise in the pricing of American options. We also show that in particular cases, it is pos-
sible to derive better error bounds, by using Malliavin calculus techniques.

In the numerical part, we propose explicit choices of basis functions in order to test
our algorithm in various cases. First, we test the simultaneous variation of the algorithm’s
parameters to empirically validate the error bounds derived in the second part. Then, we
test our algorithm on real financial examples and propose two others discretization me-
thods for reflected BSDE and empirically compare them to the one proposed in the third
part.

Keywords : Backward stochastic differential equations, financial mathematics, Monte-
Carlo methods, non-parametric statistics, linear regression, function basis.
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Introduction

Contexte de la thése

Cadre général

Cette thése a été effectuée dans le cadre d'un contrat Cifre chez Electricité de France,
d’abord dans le département SINETICS (SImulation en NEutronique Technologie de 1'In-
formation et Calcul Scientifique) puis dans le département OSIRIS (Optimisation SImu-
lation RlIsque et Statistiques) de la division Recherche et Développement. Sur le plan
universitaire, la thése a été encadrée au Centre de Mathématiques Appliquées de I’Ecole
Polytechnique, par les Professeurs Nicole El Karoui et Emmanuel Gobet. Xavier Warin,
Ingénieur senior & OSIRIS, a assuré le suivi de la thése coté EDF.

Le but initial de cette thése était de proposer et d’analyser des méthodes numériques de
valorisation d’options par optimisation de bilan financier.

Avec 'ouverture des marchés de I’électricité, EDF est amenée & valoriser les anciennes
clauses clients et & proposer des produits de type optionnel de plus en plus complexes
a ses clients. OSIRIS a pour mission de développer des outils de valorisation (pricing) a
destination de la direction commerciale et des outils de gestion du risque a destination de
I’ensemble des entités de EDF exposées au risque de variation du cours de 1’électricité ou
du combustible (gaz, charbon, fioul...).

Rappelons briévement le principe d’un contrat optionnel (voir par exemple [KS98| pour
de plus amples informations). Supposons qu’une entreprise se fournisse en électricité a
un prix dépendant du prix spot horaire de 1’électricité c6té sur un marché donné. La
rentabilité de ’entreprise dépendant de ses coiits de production, elle souhaite se garantir
contre une hausse du prix spot de 1’électricité et va souscrire un contrat financier appelé
option qui va lui payer une certaine somme d’argent si le prix spot de I’électricité dépasse
un certain plafond fixé dans le contrat. Ainsi, si le prix spot augmente trop, les cotits de
production de ’entreprise vont augmenter mais ils seront équilibrés par la somme recue
grace a l'option achetée. L’exemple le plus classique est celui d’une option d’achat (call)
de maturité 7" et de strike K. L’entreprise qui achéte ce contrat se garantit de pouvoir
toucher la somme (S7 — K), en T : lentreprise touche une somme d’argent dés que le
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prix spot de I’électricité en T', S, dépasse le plafond K.

Les sous-jacents des contrats optionnels sont (pour les marchés électriques) le prix spot de
I’électricité et les prix forward associés a diverses maturités. Ces sous-jacents présentent
de fortes différences avec les marchés financiers classiques comme les marchés actions ou
taux d’intérét. Une des différences est que I’on observe de maniére claire des pics (souvent
importants) dans ’évolution du prix spot de I’électricité. Pour tenir compte de ces pics
ainsi que de phénoménes de retour a la moyenne, plusieurs modéles ont été suggérés : on
peut consulter par exemple [CS00| et [LS02| pour des propositions de modélisation du
prix spot a l'aide de processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Barlow propose dans [Bar(02|, en
s’appuyant sur des arguments d’équilibre offre-demande, de modéliser le prix spot comme
une fonction non-linéaire d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Dans [BEHNO03|, les au-
teurs proposent de modéliser ’évolution du prix spot a I’aide de processus de Lévy. Enfin,
on peut consulter par exemple [Den98| pour I’étude de modéles a changement de régime.
L’introduction éventuelle de sauts pose de gros problémes pour valoriser des contrats op-
tionnels. En effet, la méthodologie définie par Black et Scholes dans leur article fondateur
[BS73] permet de valoriser une option écrite sur une action dont I’évolution aléatoire
est générée par un mouvement brownien et ne présente donc pas de sauts. Les auteurs
proposent alors de donner un prix juste a ’option en construisant un portefeuille autofi-
nangant (i.e. dont les variations sont expliquées totalement par les fluctuations du cours
de I'action) qui vaut de maniére certaine le payoff de I’option & sa maturité 7'. Les auteurs,
pour déterminer un juste prix a l'option, se placent donc dans la position du vendeur, qui
s’est engagé a verser un flux (payoff), aléatoire vu de la date 0, en 7', maturité de 1’option,
et qui doit couvrir le risque que le payoff soit positif en 7T, i.e. le risque de devoir verser
de l’argent a I’acheteur de I'option. Ainsi, pour une option call le payoff vaut (Spr — K)
ol .S; désigne le cours de I'action a I'instant ¢, et le vendeur va fixer le prix V[, auquel il va
vendre ['option de telle sorte qu’il puisse ensuite trouver une stratégie de vente et d’achat
de 'action S pour assurer

Vot / 6dS = (Sp — K). (0.1)

ol [ ¢dS représente les fluctuations de son portefeuille jusqu’a la maturité de l'option,
qui sont expliquées par une stratégie d’achat et de vente (représentée par ¢) et par les
fluctuations de l'action S (ici, la rémunération de I’argent placé est négligée). Il n’est pas
du tout évident qu’il existe un prix 1} et une stratégie ¢ qui satisfont la parfaite réplica-
tion du payoff de I'option. Les conditions d’existence sont une modélisation de 1’évolution
de S a l’aide du mouvement brownien, ’absence de contraintes sur la stratégie ¢ (comme
par exemple interdire d’acheter S & découvert) et la possibilité d’acheter et vendre S en
temps continu.

Lorsque 'option est écrite sur un sous-jacent dont I’évolution peut présenter des discon-
tinuités, cette méthodologie s’effondre et on ne pourra pas assurer (0.1), i.e. le vendeur

14
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ne pourra pas annuler tout le risque qu’il a pris en vendant le contrat optionnel. Il n’est
néanmoins pas contraint a la passivité et va essayer de trouver une stratégie qui minimise
son risque mesuré sous la forme d’un bilan financier. Il ne va donc plus résoudre (0.1)
mais un probléme du type

(iﬁ/%??,(% + / ¢dS — (Sp — K)+)

ou Vo + [ ¢dS — (St — K)4 est donc le bilan financier qui mesure P’écart entre 'objectif
du vendeur (Sr — K). et sa gestion de portefeuille 1, + [ ¢dS et ou R est une mesure du
risque associée au bilan financier. On comprend mieux le contexte financier de la thése :
EDF intervient sur des marchés ot elle ne peut annuler tout le risque résultant de la vente
d’un contrat optionnel et veut trouver des méthodes permettant de minimiser le risque
lié¢ au bilan financier entre le payoff de 'option et la stratégie de gestion.

Valorisation en marché incomplet

Ce type de situation est connue sous le terme de valorisation en marché incomplet car
on ne peut justement pas répliquer parfaitement le payoff d’une option. De nombreux
auteurs ont étudié des critéres de valorisation dans un tel cas. Une premiére voie a été
celle de la surréplication. Si le vendeur peut trouver un prix 1} et une stratégie ¢ tels que

Vot [ 6ds = (Sr = K)ups

alors, le vendeur est stir en 7' de pouvoir remplir son engagement de livrer (S — K) . Ce
type de valorisation a été étudié par exemple dans [EKQ95]|. Le probléme est que les prix
fixés de cette maniére sont trop élevés par rapport aux niveaux de prix d’option observés
sur les marchés financiers. Une généralisation de la surréplication a été considérée dans
[FLI9] ou le vendeur cherche cette fois & maximiser la probabilité que Vy + [ ¢dS >
(S — K)s.

D’autres critéres ont été développés comme des critéres moindres carrés (voir par exemple
[Sch94]) ou le vendeur va chercher & minimiser

inf E(Vp + / ¢dS — (Sp — K) )™
Vo

Comme ces critéres considérent de la méme maniére le cas ou la valeur finale du portefeuille
de couverture est supérieure au payoff et le cas ou elle est inférieure, ces critéres ont été
généralisés (voir par exemple [Pha00]) en considérant la norme L? (avec p > 2) des pertes
issues d’une sous-réplication du payoff. Ceci permet de tenir compte de la disymétrie du

15
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probléme et de pondérer davantage les pertes importantes. Le vendeur cherche alors a
minimiser

int B[{(Sr - K)1~ Vo~ [ 0as)]".

On peut également citer la valorisation par prix d’indifférence. Le vendeur est confronté
a la situation suivante : soit il vend 'option et touche la prime V[ qu’il gére pour obtenir
un portefeuille final V7, soit il ne fait rien. Supposons que le vendeur ait une fonction
d’utilité U. Dans un cas son bilan financier en 7" est Vi — (S — K); et dans l'autre 0.
Le vendeur va évaluer ces deux cas en comparant E(U(Vy — (Sp — K)4)) et E(U(0)). 11
choisira bien stir de vendre 'option si la premiére quantité est supérieure a la seconde.
Le prix d’indifférence de ’option est alors défini comme le plus petit montant Vj tel que
le vendeur ait intérét & vendre 'option. Si la fonction d’utilité du vendeur est la fonction
exponentielle, ce probléme a été étudié par exemple dans [REKO00|.

Enfin, une autre possibilité est de ne plus chercher & minimiser un bilan financier global
comme Vo + [ ¢dS — (Sr— K) 4 qui refléte le résultat de la stratégie de gestion du vendeur
sur toute la durée de vie de I’option, mais une suite de bilans financiers locaux. Cette idée
a été développée dans [FS91| puis approfondie dans [Sch95] (ou [Sch01] pour une revue
de résultats). C’est de cette derniére approche que cette thése est la plus proche et nous
en décrivons 'idée. Le vendeur va déterminer une série de N dates (tx)o<p<n—1 telles
que 0 =ty < t; < --- < ty_1 < T ou le vendeur s’autorise a changer sa stratégie, i.e.
a modifier les positions en action S qu’il détient. Le vendeur va raisonner de maniére
rétrograde en temps. En effet, il voudrait que son portefeuille en T soit égal a (S — K) .
Son portefeuille a I'instant ¢, _1, dernier instant de rebalancement avant 7', est déterminé
par sa valeur V;, | ainsi que par le montant que le vendeur va investir en action S que
I’'on note ¢, _,. Une fois ces deux quantités déterminées, son portefeuille en 7' vaudra
Vi =Viy | +bin 4 Sq;}i% (toujours en supposant un taux d’intérét nul pour simplifier).
L’information dont le vendeur dispose pour faire son choix de portefeuille est modélisée
par une filtration (F;)o<i<7. Pour traduire le fait que le vendeur ne peut anticiper sur
I’évolution future de S pour prendre ses décisions d’investissement, on impose que V;,, _,
et ¢, , soient des variables aléatoires mesurables par rapport a F;, ,. Comme le vendeur
souhaite minimiser ’écart entre Vr et (S — K),, son probléme en ¢y_; va étre de trouver
deux variables aléatoires (V;,_,,®:y_,) qui minimisent 'écart V;, , + qthflSTS_tj% -
(St — K) .. Le critére quadratique est adopté dans cette approche comme mesure d’écart.
Ainsi le vendeur en ¢y_; cherche & minimiser

2
E(V + d)% — (S — K)+) (0.2)

parmi les variables aléatoires de carré intégrable et F;,  -mesurables. Puis, en ty_o, le
vendeur sait que si son portefeuille en ¢, vaut V;,_,, alorsil aura constitué le portefeuille
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optimal qui lui permettra alors de minimiser son risque sur la période [tx_1,T]. Méme
probléme qu’en ¢y_; : il ne pourra déterminer un portefeuille sur l'intervalle [ty_o,tn_1]
qui égalise V;,_, en ty_;. Ainsi, il va déterminer la valeur de son portefeuille V;, , en
tn_o et sa stratégie d’investissement ¢, _, de telle sorte qu’ils minimisent

S, — 8 2
E(v e V) (0.3)
tN—2

parmi les variables aléatoires de carré intégrable et F;, ,-mesurables. Le vendeur itére
le raisonnement jusqu’a l'instant 0 ou il détermine (Vp, ¢g). Vo peut alors étre considéré
comme la valeur de I'option.

Méthode numérique pour la minimisation du risque quadratique
local

Cette derniére approche ayant retenu notre attention pour tenter de valoriser des options
en marché incomplet, il restait & savoir comment mettre en place numériquement la mé-
thode. Or, EDF avait justement repéré larticle [PBS01| qui proposait de résoudre les
problémes (0.2) et (0.3) par une méthode de Monte-Carlo. Le principe de la méthode est
le suivant :

— On simule M trajectoires d’évolution de S que I'on note (S™)i<m<m-

— On cherche a résoudre (0.2). Les inconnues sont les variables aléatoires V;, , et ¢, _,.
On comprend aisément que I’espace des inconnues est trop vaste et que ’on va devoir
chercher une approximation de V;,_, et ¢, _, dans un espace de dimension finie. Tout
d’abord, on va supposer le probléme markovien au sens ou on va chercher V;, | et ¢;,_,
comme des fonctions déterministes de S;, ,. L’espace de telles fonctions est encore
trop vaste et on choisit donc deux bases de fonctions réelles po y—_1() et p1 y—1(-) On
va chercher & déterminer des approximations de V;, , et ¢, _, par I'intermédiaire de
coefficients ap y_;1 et oy ny—1. Une fois ces coefficients déterminés on prendra V;, , ~
ao,N—1-DoN-1(Sty_,) €t Pty & a1 n—1.D1N-1(Sty_,). (0 n—1,1,n—1) sont déterminés
comme les minimiseurs de la quantité

1 M

M £ Sy

tN—1

m m S/}n T SthTV—l 2
((S;n — K>+ — Cko.p(],N,l(StN_l) — al'pLNl(StN_l)—) . (04)
1

On voit facilement 1’analogie avec (0.2) : on a remplacé ’espérance par une moyenne sur
M trajectoires de Monte-Carlo de S et on a remplacé ’espace des variables aléatoires
Fin_,-mesurables par les espaces vectoriels engendrés par po n—1(Sty_,) €t p1v—1(Sty_,)-
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— Une fois (o n—1, @1 n—1) déterminés, on détermine (ap y_2, 1 y—2) comme les minimi-

seurs de
M m m 2
1 m m m St -1 St —
M (Oéo,Nl-Po,Nl(StN_l) - Oéo-po,Nfz(StN_Q) - Oél-pl,N72(StN_2)—N jg‘m re
m=1 tN_Q

(0.5)

soit ’analogue de (0.3).
Cette méthode proposée dans [PBS01| a beaucoup d’analogies avec [LS01] ot pour va-
loriser une option bermudéenne, les auteurs approchent la valeur de 'option par une
régression linéaire, ce qui leur permet de trouver une approximation de la stratégie d’ar-
rét optimale. La différence entre les deux méthodes numériques est que dans [PBS01], on
cherche en méme temps le prix de 'option et sa couverture. En outre, dans [LS01], les
trajectoires de Monte-Carlo de S sont simulées sous la probabilité risque-neutre, ce qui
n’est pas forcément le cas dans [PBSO01] ou Potters, Bouchaud et Sestovic en profitent
pour proposer de remplacer les trajectoires Monte-Carlo de S par des historiques de cours
d’action générant ainsi une méthode de valorisation sans avoir a estimer de modéle d’évo-
lution pour S.
Cependant, il n’y a dans [PBS01| aucune analyse de convergence en fonction des para-
meétres de l'algorithme qui sont :
— le nombre de dates de rebalancement du portefeuille N
— le nombre de trajectoires Monte-Carlo M
— le choix des bases de fonctions (po k., P1x) & chaque date de rebalancement (¢;)o<x<n—1-
Dans un cadre de marché complet ot I’évolution de S est modélisée & partir d’'un mou-
vement brownien, on s’attend a ce que le prix et la couverture donnés par l'algorithme
convergent vers le prix et la couverture classiques de 'option. Le probléme est de savoir
si ’algorithme converge bien, comment faire tendre N et M vers l'infini et le nombre
de fonctions de base vers I'infini en méme temps, et enfin de déterminer les vitesses de
convergence.
Dans cette thése, nous nous sommes restreint & ce cadre simple de marché complet, de
maniére & bien comprendre I'influence des différents paramétres de la méthode. Une fois la
méthode bien comprise dans le cadre marché complet, il est ensuite beaucoup plus facile
d’étendre 1’étude réalisée dans cette thése au cas ou I’évolution de S peut présenter des
discontinuités, qui est le cas intéressant dans le contexte des marchés électriques.
Les techniques de preuve et I'aspect rétrograde de I'algorithme nous ont amenés a faire
le lien avec les équations différentielles stochastiques rétrogrades, sur les conseils de N.
El Karoui, et a oublier quelque peu I’aspect minimisation du risque quadratique local et
valorisation en marché incomplet.
En effet, il est facile comme on le verra plus tard dans la thése de généraliser 1’algorithme
(0.4-0.5) au cas des équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) qui ont de
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nombreuses applications en mathématiques financiéres comme nous allons le constater
tout de suite.

Equations différentielles stochastiques rétrogrades

EDSR et réplication d’options

Résoudre une EDSR c’est trouver un couple de processus adaptés (Y, Z)o<i<r qui vérifie

les conditions :

Yr =

T 57 (06)
—dY, = f(t, Yy, Zy)dt — ZdW,.

Dans cette thése, on étudiera le cas particulier de (0.6) o la condition terminale est une
fonctionnelle de la trajectoire de la solution (X;)o<t<7 d’une EDS . Ceci donne :

Yr = &(X),
—d}/; - f(t, Xt, }/t, Zt)dt - thWt, (07)
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt>th

On renvoie a Particle introducteur [PP90] ou & [EKPQ97| pour les bonnes hypothéses sous
lesquelles étudier I'existence et 'unicité de telles équations, que nous rappelons briévement
en annexes. Nous allons nous efforcer dans ce chapitre, en nous appuyant sur [EKPQ97],
de faire le lien avec des applications en mathématiques financiéres et en particulier avec
le probléme de réplication d’options.

Considérons le cas du vendeur d’un call de payoff (S — K),. Comme on I'a déja évoqué
précédemment, le vendeur va fixer le prix de I'option (qu’on note ici Yy) qu’il va demander
a I’acheteur de telle sorte qu’il puisse a partir de son capital initial Y trouver une stratégie
d’investissement (i.e. une stratégie d’achat et de vente de I’action S) telle qu’il atteigne de
maniére certaine le payoff £ = (57— K), en T Ainsi le vendeur livre a I’acheteur la valeur
finale du portefeuille qu’il a géré pendant la durée de vie de 'option et a complétement
couvert son risque.

On voit donc qu’en notant Y; la valeur du portefeuille du vendeur, celui-ci aimerait réaliser
Y7 = £. On voit déja apparaitre le premier lien avec (0.6).

De plus, le vendeur est contraint de construire un portefeuille autofinancé, i.e. dont les
variations sont complétement expliquées par 1’évolution de S. En particulier, il ne peut
pas rajouter d’argent au cours de la gestion. Ceci se traduit mathématiquement par le
fait qu’entre les instants ¢ et ¢ 4+ dt, la variation de valeur du portefeuille est déterminée
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par la variation de S, d.S;, ainsi que par le montant J; investi dans ’action S :

nombre d’actions détenues en t
variation du cours de ’action

Oy =~
dY; = — dS;
~— S;
variation de valeur du portefeuille
+ (Y, — 6, rdt. (0.8)
——

part investie en compte d’épargne

Si & présent on suppose un modéle d’évolution pour S comme par exemple le modéle
Black-Scholes

@ = /Ldt + O'th
St

et que I'on reporte dans 1’équation (0.8) on obtient
adY; = [rY: + 0u(p — r)]dt + d;odW;

ce qui en posant Z; = ;0 et en multipliant par —1 donne

—-Tr

—dY, = —pY; + 22" at — zaw,.

En posant f(t,y,z) = —(ry 4+ z*>"), on reconnait alors que le portefeuille du vendeur est
contraint a satisfaire (0.6). On en déduit donc que pour répliquer le payoff d’une option,
il suffit de savoir résoudre ’EDSR associée.

EDSR et contraintes de portefeuille

Supposons que le payoff de 'option dépende de 2 actions S* et S? mais que le vendeur, pour
réaliser un portefeuille de couverture, ne peut vendre et acheter qu'une des deux actions,
par exemple S!. On imagine aisément qu’il ne parviendra pas en général & répliquer
I’option et on se retrouve donc dans le cadre d’un marché incomplet. Supposons que la
dynamique de ces deux actions S! et S? soit :

sy 1
(e () (0
% 125 09 dVVt2
ou o; (i = 1,2) désigne la i-éme ligne de la matrice de volatilité. Comme on ’a déja
évoqué, il peut alors essayer de trouver la plus petite valeur de portefeuille pour laquelle

il va étre certain de surrépliquer le payoff de ’option. Ceci se traduit par trouver le plus
petit = tel qu’il puisse construire un portefeuille Y de valeur initiale x tel que

Yr = 57 (0 9)
d}/;f = [TY; + 575(#1 - T)]dt + 6150-1th - dCt
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ol J; est le montant investi & I'instant ¢ dans I’action S*. C' est ici un processus de consom-
mation croissant. Sa présence est le signe que I'on va surrépliquer ’option et donc que
pour assurer Ypr = &, il faut autoriser une consommation de la richesse générée par le
portefeuille. (0.9) n’est pas une EDSR a cause de la présence du processus de consomma-
tion mais on peut néanmoins montrer que la solution du probléme de surréplication est
la limite croissante d’une suite de solutions d’EDSR.

Pour résoudre le probléme d’incomplétude du marché, le vendeur peut également décider
qu’il est trop fort de chercher une stratégie surrépliquant le payoff de I'option, et qu’il va
décider de répliquer le payoff de ’option non pas par une stratégie autofinancée (ce n’est
pas possible sinon on serait en marché complet) mais par une stratégie ou il s’autorise a
ajouter et retirer de ’argent du portefeuille. Dans notre probléme a 2 actions, il va donc
chercher a résoudre :

YT = 57
(0.10)
dY; = [TY;f + 5t(u1 — ’l“)]dt + 5,501th + det

Bien siir, le probléme posé comme cela est facile a résoudre, il suffit de ne rien faire sur
lintervalle [0, 7] et en T de prendre ¢ = £ — Y. On va donc imposer que le processus ¢
soit une martingale orthogonale & o, W;. En effet, on sait qu’on ne pourra pas résoudre le
probléme en imposant ¢ = 0 (cas marché complet) mais on va tout de méme imposer que
l’on ne rajoute pas d’argent en moyenne ce que traduit la condition sur ¢. (0.10) n’est
pas exactement une EDSR au sens de (0.6) mais on se référe & [EKPQ97] pour montrer
qu’on peut généraliser la notion d’EDSR pour englober (0.10). De plus, on peut montrer
que (0.10) est en fait la méme approche que la minimisation du risque quadratique local
et nous nous référons une fois encore & [EKPQ97| pour des développements sur ce point.

EDSR et imperfections de marché

Le vendeur peut avoir également & subir des imperfections de marché qui ne sont pas pré-
vues dans la méthodologie Black-Scholes en marché complet. Par exemple, pour construire
son portefeuille de réplication, il peut subir la contrainte d’emprunter de I'argent a un
taux R supérieur au taux r auquel est rémunéré I'argent qu’il peut placer sur un compte
d’épargne (voir par exemple [Ber95]). Ainsi, si S suit le modéle Black-Scholes, la dyna-
mique de son portefeuille de couverture sera :

dY; = [rY; + 0, (pu — r)]|dt + 0,0dW; — (R — r) (Y — &)~ dt (0.11)

ou le terme (Y; —0;)~ représente le montant emprunté a la banque. En posant f(t,y,z) =
—ry — 2" 4 (R —7)(y — 2)~, on constate une fois encore que le probléme de réplication
avec deux taux d’intérét différents est équivalent & résoudre une EDSR.
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EDSR et utilité récursive

Les EDSR ont aussi un rapport avec la modélisation de l'utilité d’'un agent qui peut
consommer sur une durée [0,7]. On suppose que 'agent touche une prime Y en T et
qu’a un instant £, son utilité Y; dépend de sa consommation ¢; et de son utilité future
(correspondant & ses consommations a venir). Ainsi, on obtient une forme récursive pour
I’'utilité qui satisfait Y =Y et

—dY; = f(c, Yy)dt.

Si on généralise cela & un cas incertain, on arrive finalement a ce que 'utilité de ’agent
(Yi)o<t<r satisfait une EDSR. On peut consulter [DE92b] ou [DE92a] & ce propos.

EDSR et équations aux dérivées partielles semilinéaires

Les EDSR ont également des liens avec les équations aux dérivées partielles semilinéaires,
de la méme facon que la solution d’un probléme de Cauchy peut se représenter a ’aide
de la solution d’une équation différentielle stochastique progressive, via les formules de
Feynman Kac. En particulier, on pourra consulter par exemple [PP92| ou [Par98| pour voir
comment on peut représenter a I’aide d’'une EDSR la solution de I’équation aux dérivées
partielles

{%(t, ) + Lyu(t, ) + f(t, 7, u(t, z), (Quo)(t, x)) =0,
u(T,z) = g(x)

ou L; est 'opérateur défini par

0? 0
Zawtxa 8x]+zb txa—x

i,j=1 =1 ¢

En conclusion de ce chapitre, on voit que savoir résoudre une EDSR a de nombreuses
implications en mathématiques financiéres et qu’il est donc particuliérement important
d’avoir des méthodes numériques efficaces pour leur résolution.

Résultats obtenus

Cette thése est consacrée a I’analyse d’un algorithme (et de ses variantes) de résolution
d’EDSR. Plusieurs méthodes d’approximation ont déja été proposées dans la littérature.
Tout d’abord, dans [ZhaO1] puis dans [Zha04], Jianfeng Zhang établit des propriétés fines
de solutions d’EDSR, et en particulier étudie la régularité des trajectoires de Z ainsi que
sa régularité L?. Pour une définition précise, nous renvoyons a [Zha04|. Dans cette thése,
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cela nous permettra dans la partie I de quantifier la vitesse de convergence de ’approxi-
mation de fOT Z;dW; par des intégrales simples. Dans [MZ05], Ma et Zhang étendent ces
résultats au cas des équations différentielles stochastiques rétrogrades réfléchies (EDSRR).
Nous utiliserons également ces résultats dans la partie III ot nous étendons l’algorithme
proposé au cas des EDSRR. En plus de ces études théoriques, Zhang propose un schéma
numérique d’approximation dans [Zha04|. Ce schéma (qui suppose une discrétisation de
[0, 7] & laide de dates (tx)o<k<n) est rétrograde en partant de la condition terminale de
I’EDSR, puis les approximations de Y et Z a 'instant ¢, sont construites a partir de leurs
approximations a l'instant t;,;. Le probléme est que ce schéma reste théorique car ces
approximations sont définies par des espérances, et I'auteur ne donne pas d’explications
sur la méthode employée pour les calculer. Nous verrons dans cette thése qu’il n’est pas
facile de comprendre comment calculer itérativement ces espérances et comment se pro-
page l'erreur commise dans ’algorithme.

Dans |Bal97|, Bally présente un schéma de discrétisation en temps de (0.6) basé sur les
temps de sauts d'un processus de Poisson. Cette astuce lui permet de ne pas utiliser la
régularité inconnue de Z et de déduire une vitesse de convergence par rapport a l'inten-
sité du processus de Poisson. Cependant, le schéma numérique, pour étre implémentable,
nécessite le calcul d’intégrales de grande dimension, et ce n’est pas traité dans [Bal97].
Des schémas numériques totalement implémentables ont néanmoins été proposés. Ainsi,
dans [DMP96|, Douglas, Ma et Protter proposent un schéma numeérique pour une géné-
ralisation des EDSR, les équations différentielles stochastiques progressives-rétrogrades,
basé sur le four-step scheme (|[MPY94]) qui suppose des hypothéses restrictives sur la
régularité des coefficients. Par exemple, si la condition terminale & de (0.6) est de la forme
g(X7) ot X7 est la valeur terminale d’une EDS, alors g doit étre de classe C* plus une
régularité Holder sur la dérivée quatriéme. De plus, leur schéma numérique nécessite de
résoudre une équation aux dérivées partielles quasilinéaire.

Dans [Che97|, Chevance propose pour approcher (0.7) un algorithme entiérement implé-
mentable, basé sur des techniques de quantification aléatoire. Une borne pour 'erreur sur
Y commise dans l’algorithme est établie mais sous des hypothéses de régularité tres forte
sur ¢ et sur le driver f. En outre, I'erreur sur Z n’est pas analysée.

Dans [BDMO01], Briand, Delyon et Mémin proposent un schéma d’approximation de (0.6)
basé sur une approximation du mouvement brownien par une somme de variables aléa-
toires de Bernoulli. Ceci donne un schéma numérique facilement implémentable dont les
auteurs prouvent la convergence. Cependant aucune vitesse de convergence n’est obtenue
dans [BDMO01|. Dans [MPSMT02], les auteurs étudient également la convergence faible
de la solution d’'une EDSR ot le mouvement brownien a été remplacé par une marche
aléatoire vers la solution de (0.6), mais dans le cas ou f est indépendant de Z (ou en
dépend linéairement).

Dans [BP03], Bally et Pagés proposent un schéma numérique pour les EDSR réfléchies
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du type (0.7) basé sur des techniques de quantification. L’idée est de remplacer X par
une chaine de Markov & nombre d’états finis qui sont les points d’une grille de quantifica-
tion optimale. Une fois estimées les probabilités de transition sur cette grille, les auteurs
peuvent implémenter facilement une équation de programmation dynamique pour ré-
soudre 'EDSRR.

Dans [DM04], Delarue et Menozzi proposent une méthode de résolution des équations
différentielles stochastiques progressives-rétrogrades, basée sur des techniques de quanti-
fication a l'aide de grilles déterministes. Les auteurs analysent complétement I'influence
des paramétres de leur méthode.

Enfin, dans |[BT04|, Bouchard et Touzi proposent une méthode d’approximation issue
d’une discrétisation en temps de (0.7). Une fois cette discrétisation en temps effectuée,
les auteurs remarquent que la solution de cette approximation en temps se représente a
chaque instant de discrétisation sous la forme d’espérances conditionnelles. Ils utilisent
alors des techniques du calcul de Malliavin pour approcher ces espérances conditionnelles
(voir également [BET04]). Les auteurs analysent la propagation de 'erreur sur Y mais
pas sur Z. En outre, le schéma numérique semble difficile et cotiteux a mettre en place en
dehors de la dynamique Black-Scholes pour X.

Voyons a présent le type d’algorithme que nous étudions ici. Vu le point de départ de la

thése exposé dans le chapitre , on ne sera pas surpris d’apprendre que :

— cet algorithme est basé sur une discrétisation en temps de U'intervalle [0, 7] & 'aide de
N dates (ty, = kh)o<k<ny—1 00 h = % désigne le pas de temps de 'algorithme ;

— l’algorithme est rétrograde en partant de la date 7T';

— & chaque instant t;, on approche la solution de (0.7) en résolvant un probléme de
régression du type (0.5), basé sur M trajectoires de Monte-Carlo. Ce probléme de
régression permet de déterminer des coefficients gy et aix et Yy, ~ aor.pox(Xt,),
Zy, = ay.p1e(Xt,) O por et p1y sont des bases de fonctions.

Nous allons décrire un peu plus en détail (en renvoyant aux parties I et II pour une

description compléte) les deux algorithmes proposés et étudiés dans cette thése. Nous nous

plagons dans le cadre simplifié ou la condition terminale de (0.7) est de la forme ¢(X7) et
renvoyons a la partie I pour voir comment procéder dans le cas ou la condition terminale
est une fonctionnelle de toute la trajectoire de X. Nous supposons également que W est
un mouvement brownien de dimension 1. Dans les deux algorithmes, nous approchons

X par son schéma d’Euler que nous notons X” et dont nous simulons M trajectoires

Monte-Carlo aux dates de discrétisation (tx)o<r<ny notées (Xt]Z’m)OSkSN,lSmSM' Ainsi, on

a

X0 = X b, X ™R A+ o (t, XD AW

let1

ou AWy, =Wy, ,, — Wy, et (AW}")1<m<n sont des simulations indépendantes de AW
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Dans la partie I, I'algorithme se présente sous la forme suivante :

eie 1e e o N,II,M N,I,I,M
— Initialisation. On définit le vecteur de RM (Yo ™) <m<m par Yo mo_

N,m
gb(XtN )'
— Itération (rétrograde en temps) a l’instant ¢, < 7. Rappelons que I'on a choisi
a l'instant ¢;, deux bases de fonctions pg j et p; . On définit alors les vecteurs (&%)oggl

comme les minimiseurs en (o, o) de la quantité

tk+1

k’ ,ao.po,k(Xt]Z’m),041-p1,k(XfZ’m)>

=
HMi

m=

— Oé().p07k(Xt]Z’m) — Q1.p1, k( )AWk ) }

Enfin, on définit (YN”Mm)1<m<M par Y;iV”Mm = aé‘f’k.po,k(X;Z’m).
Notre approximation de (Y;,, Z;, ) est alors (a07k.p07k(XfZ), a%.ka(XtJZ)). On peut remar-
quer qu’a I'instant ¢, (Oéé\j[k, a%@) est défini comme un point fixe et un algorithme réellement
implémentable nécessite de préciser comment on approche ce point fixe. [’algorithme ex-
posé de maniére compléte dans la partie I est basé sur [ itérations de Picard a chaque
instant t;, ce qui explique la présence de I'indice I dans notre approximation YN”M
L’algorithme nécessite également d’utiliser des fonctions de troncature et nous renvoyons

a la partie I pour leur description.

L’algorithme de la partie II se présente également sous une forme rétrograde :

— Initialisation. On pose og'y.pon(-) = ¢(:).

— Itération (rétrograde en temps) a 'instant ¢, < 7. On simule (AW,:”)1<m<M,
une copie indépendante de (AW]")i<m<p. On en déduit (thkv+l)1<m<M, une copie de

N,m , .
(X3t )1i<m<n définie par

X0 = X b, X h A+ o (b, XD AT

lkt1

On définit alors le vecteur o comme le minimiseur en «; de

1 X M oNm AWiZ;n N,myy 2
M Z (Ofo,k+1-p07k+1(th+1) h - a1~p1,k(th ))
m=1

puis le vecteur o)’ comme le minimiseur en «q de

i

Nm o N,m Nm
Z O‘o k+1-Po k+1(th+1) + hf (tk, X 0‘0 k+1-Po k+1(th+1) O‘l kD1 lc(th )

m=1

— &p-Po k(XNm))2}~
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Notre approximation de (Y}, Z;,) est (aé\?k.po7k(XtIZ),a{‘f’k.plyk(XfZ)). Ajoutons que I'im-
plémentation de cet algorithme nécessite d’utiliser une localisation de 'EDSR (0.7) ainsi
que des fonctions de troncature. Nous renvoyons a la partie II pour plus de précisions.

Les paramétres de ces deux algorithmes sont le pas de temps h = %, le choix des bases
de fonctions et le nombre de trajectoires Monte-Carlo M. Dans la partie I, nous analy-
sons progressivement les trois types d’erreurs pour le premier algorithme. L’erreur diie a
h est bornée dans le Théoréme 1.1 qui nous dit, en nous appuyant sur des résultats de
Zhang ([Zha04]), que cette erreur est d’ordre v/A dans le cas oil la condition terminale
®(X) de (0.7) est une fonctionnelle Lipschitz de la trajectoire de X et sous des hypo-
théses standard sur b, o et f (voir hypothéses 0.1, 1.1 et 1.2). Puis, l'erreur diie au choix
des bases de fonctions est analysée dans le Théoréme 1.2 ou 1'on voit que cette erreur
est majorée par la somme d’erreurs de projections aux instants de discrétisation : c’est
le cas le plus favorable que I'on pouvait espérer car la propagation de 'erreur diie aux
fonctions de bases est seulement additive et n’explose pas au fur et & mesure de 'itération
rétrograde de l'algorithme. Enfin, nous analysons l’erreur die aux simulations a travers
les théorémes 1.3 et 1.4 qui sont de nature différentes : le théoréme 1.4 établit un théoréme
la limite centrale lorsque M tend vers l'infini alors que le théoréme 1.3 est un résultat non
asymptotique qui borne ’erreur diie aux simulations en fonction de M et des moments
des fonctions de base utilisées dans 1’algorithme. L’association de ces résultats fournit un
controle de l'erreur globale commise dans ’algorithme.

Dans la partie II, nous analysons le deuxiéme algorithme qui nous permet de retrouver les
résultats des théorémes 1.1 et 1.2 et d’améliorer grandement les résultats du théoréme 1.3
en nous fournissant des bornes ne dépendant plus des moments des fonctions de base mais
uniquement de leur nombre. Ceci permet de faire varier en méme temps les paramétres
N, M et le nombre de fonctions de base pour atteindre une précision désirée.

Dans la partie III, nous présentons des résultats complémentaires a ceux exposés dans les
parties I et II. Nous montrons tout d’abord dans le chapitre 1 comment dans le cas ou f
est linéaire en (y, z) les vitesses de convergence de la discrétisation en temps données dans
le théoréme 1.1 peuvent étre améliorées. On montre en effet que I'erreur d’approximation
sur Y est alors d’ordre h et non plus v/h. Puis, dans le chapitre 2, nous généralisons les
résultats de la partie II au cas d’'une EDSR réfléchie.

Ceci constitue donc un ensemble de nouveaux résultats permettant de traiter le cas de
conditions terminales path-dependent et donnant des estimations sur Y et Z, en fonction
des paramétres N, M et des fonctions de base.

Enfin dans la partie numérique, nous testons tout d’abord les résultats obtenus dans la
partie II et vérifions numériquement ’existence de régles empiriques pour faire varier si-
multanément les paramétres N, M et le nombre de fonctions de base. Si ces régles ne
sont pas vérifiées, ’algorithme ne converge pas. En outre, nous montrons que les résultats
observés numériquement sont souvent plus optimistes que ceux donnés dans la partie II.
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Nous testons également les résultats obtenus dans la partie III pour le cas d’options amé-
ricaines en dimension 1. Nous en profitons pour tester numériquement deux algorithmes
alternatifs a celui de la partie III. Le premier est basé sur une méthode de pénalisation,
utilisée dans [EKKPT97| pour montrer I’existence et 'unicité de la solution & une ED-
SRR et le second est basé sur une méthode de régularisation proposée dans [BCFEKO02].
L’utilisation numérique de ces idées est a notre connaissance nouvelle et les résultats ob-
tenus numériquement montrent leur intérét. Enfin, dans le chapitre 7, nous abandonnons
la phase de tests systématiques des chapitres précédents pour traiter des cas intéressants
du point de vue financier. Tout d’abord, nous délaissons le modéle Black-Scholes pour
X pour traiter un cas de valorisation d’options sur le marché électrique avec le modéle
factoriel pour les contrats forward. Puis nous valorisons une option dans le cas d’un diffé-
rentiel de taux d’intérét et vérifions que la non linéarité de f induite par les taux d’intérét
différents a un réel impact sur le prix de 'option. Nous traitons également le cas d’une
option asiatique pour montrer comment utiliser ’algorithme pour valoriser une option
path-dependent et enfin le cas d’une option américaine en dimension 3 pour montrer I’im-
pact de la dimension dans 'algorithme.

Cet algorithme nous semble présenter des avantages par rapport aux approches proposées
précédemment dans la littérature.

On voit tout d’abord que cet algorithme se rapproche de [BT04] et [Zha04] au sens o on
commence par discrétiser en temps (0.7) puis on approche la solution de cette discréti-
sation par un algorithme rétrogade. Notre algorithme se différencie alors par la maniére
dont on définit notre approximation a chaque instant de discrétisation. Nous cherchons en
effet une approximation de (Y;,, Z;,) dans les espaces vectoriels engendrés par des bases
de fonctions pg i et p; ;. Les coefficients de notre approximation sur ces bases sont trouvés
en résolvant un simple probléme de moindres carrés basé sur M trajectoires Monte-Carlo.
Notre algorithme se distingue alors de [Zha04] car il est réellement implémentable et de
[BT04] par sa simplicité d’utilisation (pour des modélisation de X trés générales) et sa
faible complexité. En effet, la mise en place de [BT04] nécessite de simuler M trajectoires
Monte-Carlo de X a chaque instant de discrétisation soit au total N M trajectoires. Notre
approche utilise les mémes M trajectoires Monte-Carlo & chaque pas de temps. En outre,
nous bornons 'erreur commise non seulement sur Y mais également sur Z et notre ap-
proche se généralise au cas d'une EDSR avec un aléa martingale non-brownien.

Par rapport a [BDMO01| et [MPSMT02]|, ’avantage principal de notre méthode est qu’elle
permet d’obtenir une vitesse de convergence pour ’algorithme, qui résulte du fait que
nous ne remplacons pas le mouvement brownien par une marche aléatoire.

Enfin, nous n’avons pas besoin de grilles de quantification contrairement a [BP03| et
[DM04], ce qui n’est pas un avantage décisif dans le cas ou l’aléa est brownien car des
grilles de quantification optimale sont disponibles dans ce cas, mais le devient dans le
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cas ol l’aléa n’est plus brownien. En outre, les méthodes de quantification peuvent étre
vues comme des cas particuliers de notre méthode en utilisant des fonctions de base p
et p1 qui sont les indicatrices des cellules de Voronoi d’une grille de quantification op-
timale. Cependant, notre méthode ne restreint pas du tout les bases de fonctions & avoir
cette forme et ceci a un double intérét. D’une part, méme si ’on utilise des bases lo-
cales pour définir pg et p;; dans l'esprit des cellules de Voronoi, ’ajout de polynéomes
sur ces supports locaux, ce qui est possible dans notre méthode mais pas dans [BP03|
ou [DM04], réduit beaucoup le nombre de cellules & utiliser dans I’algorithme pour une
précision donnée (voir partie IV). D’autre part, on peut utiliser dans les bases p . et p
des fonctions globales dont on pense qu’elles vont bien approcher les vraies fonctions de
prix et de couverture de ’option. Ceci est particuliérement utile en grande dimension pour
obtenir de bonnes approximations du prix et de la couverture avec un faible cofit de calcul.

Ce type d’algorithme, basé sur des régressions itérées sur des bases de fonctions, que
nous proposons et analysons ici, n’est pas nouveau. Comme nous ’avons déja indiqué
précédemment, une méthode analogue a déja été proposée pour le cas d’options améri-
caines (driver f indépendant de Z) dans |[LS01] et un théoréme de la limite centrale pour
cette méthode a été montré dans [CLP02]. De plus, I'idée que 1’on peut contrebalancer
le probléme de la grande dimension de X par un bon choix des bases de fonctions en
fait un algorithme populaire dans le domaine de apprentissage (statistical learning). En
effet, dans des problémes de grande dimension, on ne peut se permettre de réaliser des
pavages fins de 'espace de la variable d’état X (comme dans les méthodes de quantifica-
tion par exemple), et I’on a recours a un choix de bonnes fonctions de base. On trouve
dans [TVR99] ou [Egl05] des analyses d’algorithmes proches de celui que nous analysons
ici. Cependant, c’est la premiére fois, & notre connaissance, que sont établies
des bornes d’erreurs en fonction de tous les paramétres de I’algorithme (ce
qui permet de les faire varier simultanément). En outre, c’est la premiére fois
que sont discutés explicitement différents choix de fonctions de base qui per-
mettent de retrouver numériquement les régles de variation simultanée. Cette
analyse nous parait fondamentale car il n’est pas du tout intuitif de savoir comment faire
varier ces parameétres pour obtenir une précision désirée : un mauvais choix de variation
simultanée conduit & une absence de convergence de ’algorithme ou & une convergence
vers une valeur erronée. A présent que cette analyse sur l'influence des paramétres IV,
M et choix des fonctions de base dans I’erreur commise dans l'algorithme est effectuée,
cet algorithme nous parait étre trés prometteur (surtout en grande dimension) de par sa
flexibilité et sa faible complexité.

La theése est présentée en deux parties : une partie théorique de la page 33 a 145 analyse
mathématiquement les algorithmes, une partie numérique les testant sur des cas standards
puis sur des exemples plus élaborés.
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NOTATIONS

Notations

Variable d’état

Dans toute cette thése, nous considérons des équations différentielles stochastiques rétro-
grades sur un intervalle [0, 7] ot la condition terminale et le driver s’expriment en fonction
d’un vecteur de variables d’état de dimension d que nous noterons toujours par X. Dans
tous les chapitres, nous supposerons que X est 'unique solution forte de 1’équation diffé-
rentielle stochastique

t t
Xi,t = Xi,O +/ bi(S,XS)dS +/ O'Z‘(S,XS)dWS, 1 S 1 S d (012)
0 0

ou W est un mouvement brownien standard de dimension g et o o; désigne la i-éme ligne
de la matrice o de taille d x ¢g. Nous ferons dans tous les chapitres I’hypothése :

Hypothése 0.1 Vi, 1 < i < d, les fonctions b;(t,z) et o;(t,x) sont uniformément Lip-
schitz par rapport a (t,z) € [0,T] x R

Lorsque des hypothéses supplémentaires seront nécessaires sur les coefficients b et ¢ nous
le mentionnerons en début de chapitre.

Donnons un exemple de ce que sera X dans les applications en finance. On fixe d = ¢ =1
et on considére une action de prix S; et de dynamique le modéle de Black-Scholes

St

En appliquant la formule d’It6, U; = log(S;) suit quant & lui la dynamique
2

dUy = (u — %)dt + odW;.

Ainsi, avec ce choix de modélisation pour S, U et S vérifient 'hypothése 0.1. Dans les
parties I et II, on verra que les résultats présentés sont valables sous la seule hypothése
0.1, sans supposer d’uniforme ellipticité sur la matrice oo*. Ainsi pour les parties I et II,
on pourra appliquer I'algorithme d’approximation d’EDSR soit avec U comme variable
d’état soit avec S. C’est la raison pour laquelle nous restons volontairement vagues sur la
signification de X.

Constantes

Dans toute la thése, pour ne pas alourdir les calculs, on note par C' une constante qui
ne dépend pas des paramétres de I'algorithme N, M, fonctions de base ou vecteur de
localisation de 'EDSR, (voir partie IT). C' peut dépendre de T, des coefficients b et o de
la diffusion X ou des constantes de Lipschitz de la condition terminale et du driver f. La
valeur de C' peut changer (ce qui sera fréquemment le cas) de ligne en ligne.
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Partie théorique






Premiére partie

Un premier algorithme pour la
résolution des équations différentielles
stochastiques rétrogrades






Nous allons dans cette partie proposer un algorithme pour la résolution d’équations
différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR). Cette partie a donné lieu & un article
[GLWO05] a paraitre dans Annals of Applied Probability.
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Chapitre 1

Cadre, hypothéses et algorithme

1.1 Cadre et hypothéses

Nous considérons dans cette partie I’équation rétrograde suivante :
T T
Y, = (X) +/ F(s, X, Vs, Z)ds — / Z.dW, (L1.1)
t t

ot f:[0,7] x R xR x R? — R et olt on rappelle que X est la solution de 1’équation
différentielle stochastique en dimension d :

t t
Xi,t = Xi70 +/ bi(S,XS)dS +/ O'Z‘(S,XS)dWS, 1 S 1 S d, (112)
0 0

ol o; désigne la i-éme ligne de la matrice o de taille d x ¢. Nous renvoyons a I'annexe A.1
pour des rappels de résultats sur les EDSR. On pourra remarquer en comparant avec (A.1)
que cela revient & considérer un driver f ou la dépendance en X traduit explicitement
la dépendance en w. Dans cette partie, on supposera que I’hypothése 0.1 est vérifiée. En
outre, on suppose :

Hypothése 1.1 Le driver [ satisfait la propriété :
|f (ta, 2,42, 22) — f(tr, 21,91, 20)] < Cp(lts — 0] + |wo — 31| + yo — 11| + |22 — 1)

pour tout (t1, 1, Y1, 21), (t2, T2, Yo, 22) € [0, TIXxRIXRXRY. De plus, supy<,<7 | f(£,0,0,0)| <
0.

Hypothése 1.2 La condition terminale ® est L°°-Lipschitz, i.e. pour toutes fonctions
continues x* et x2 on a

[B(x') — @(x?)] < C sup |y — 7.
te[0,7)

De plus, |9(0)| < oo o 0 est la fonction constante égale & 0 sur [0,T].
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L’hypothése 0.1 assure qu’il existe une unique solution forte & (I.1.2). De plus, il n’est
pas difficile de voir que le couple (f, (X)) est un couple de paramétres standard (voir
annexe A.1) sous les hypothéses I.1 et 1.2. Ainsi, le théoréme A.1 permet de conclure &
Pexistence et 'unicité d’une solution & (I.1.1).

1.2 Description de ’algorithme

Comme nous 'avons expliqué dans l'introduction, notre but est de fournir une approxi-
mation du couple (Y, Z) solution de (I.1.1). Avant de décrire notre algorithme, nous allons
définir quelques notations qui sont utiles & son exposé :

1.2.1 Notations et hypothéses supplémentaires
Discrétisation en temps

On suppose que ’on a fixé un pas de temps h = % (supposé plus petit que 1) et des dates
de discrétisation ¢, = kh, 0 < k < N. A ces dates de discrétisation, on approche X, par

X;¥ son schéma d’Euler.

Approximation de la condition terminale

La condition terminale ®(X) est approchée par ®V(P/)), on ®" est une fonction déter-
ministe et (P Jo<k<n est une chaine de Markov de dimension d’ > d dont les d premiéres
composantes sont données par celles de (X}¥ » Jo<k<n- En d’autres termes, on ajoute éven-
tuellement d’autres variables d’état pour rendre markovienne la dynamique implicite de
la condition terminale. On suppose que P est JF;,-mesurable et que E[®Y(PY)]? < oco.
Bien siir cette approximation dépend forternent du type de la condition terminale et son
impact sera mesuré par 'erreur E|®(X) — ®~(PY)|* (voir théoréme 1.1 dans le prochain
chapitre). Des exemples de fonctions ®” seront également donnés dans la section suivante.
Une autre hypothése est requise pour montrer qu'une certaine EDSR & temps discret
(Y;Y)r peut étre représentée comme une fonction Lipschitz y;\ (-) de P (voir proposition
1.2 dans le prochain chapitre). Cette propriété sera surtout utilisée dans la partie IV pour
quantifier explicitement des erreurs d’approximation.

Hypothése 1.3 La fonction (IDN(-) est Lipschitz (uniformément en N ) et supy |9V (0)] <

0o. De plus, E|Pt§’k°’x - Nk“’ 1>+ E|Pt]: ]iolw - Ptf(j(’l’x'P < Clz — 2'|* uniformément en
ko et N.
Ici, (PN’kO’”)k représente la chaine de Markov (P)Y); partant de PtN = z. De plus,

comme nous traitons des propriétés de flot de (P )k, nous utilisons la représentation
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standard de cette chaine de Markov comme une suite récurrente aléatoire de la forme
PN = FY(Uy, PYY ) ou (FY), sont des fonctions mesurables et (Ug),, sont des variables

aléatoires i.i.d.

Projection sur des bases de fonctions

— La projection Ly(€2,P) d’une variable aléatoire U sur une famille finie ¢ = [¢y,- -, ¢p]*
(considérée comme un vecteur aléatoire) est notée P,(U). On désigne alors par R, (U) =
U — Py(U) lerreur de projection.

— A chaque instant ¢, pour approcher respectivement Y;, et Z,;, (Z;4, est la [-éme com-
posante de Z;,, 1 <1 < g), on va utiliser respectivement les bases de fonctions poyk(Pt]: )
et pri(PY) (1 <1 < q), que l'on écrira aussi poy et pii (1 < 1 < ¢) pour simplifier.
Dans toute la suite, de maniére & simplifier les écritures, on fera la confusion entre
base de fonctions (px(-)) et base aléatoire (px(P.)). Des choix explicites de poy et
(p1k)1<i<q seront donnés dans la partie IV. Les coefficients de projection seront notés
Qo ky M1k, Qg (Vus comme des vecteurs colonnes). On suppose que E|p; x> < oo
(0 <1 < q) et sans perte de généralité que E(p;xp;,) est inversible, ce qui assure
'unicité des coefficients de la projection P, , (0<1<q).

— Pour simplifier, on écrit fi(cox, -, aqxr) ou fi(ax) pour f(t, X{Z, Qok POk, " gk
pq,k) .

— Toujours pour simplifier, on note Ey(.) = E(.|F,) et AW, = W, — W, (AW,
composante par composante).

P . . AW, AW,
— On définit le vector (colonne) vy par [vg]* = (pox™, p1i* \/}%”“, c Dgk” \/}%k)

— Pour un vecteur x, |z| désigne sa norme euclidienne. La dimension relative est implicite.
Pour un entier M et € RM, on définit |23, = & SN |2,,]% Pour une famille de
coefficients de projection oo = (a, - - - , ), on pose || = maxp<i<, || (les dimensions
des o peuvent étre différentes). Pour une famille de fonctions de base a un instant ¢,
|pk| est défini de la méme maniére.

— Pour une matrice symétrique réelle A, || A|| et ||A||r sont respectivement le maximum de
la valeur absolue de ses valeurs propres et sa norme de Frobenius (définie par ||A||% =

Zi,j a?,j)'

Simulations

Dans la suite, M simulations indépendates de (Pt];[ Jo<k<ns (AWi)o<k<n—1 seront utilisées.
N

On les note ((P,™ )o<k<n)1<m<nr, (AW )o<kan—1)1<m<n-

— Les valeurs des fonctions de base évaluées le long des trajectoires simulées sont notées

(PZZ = pl(Ptjkv’m))ogzgq,ongN—1,1gm§M-
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— De maniére analogue & fi,(qg g, -, agx) OU fr(a), onnote f* (o, -+ , gr) ou fi* (o)
N7
pour f(tk,th m70m€ 'p8?k7 C Qg .pg}k)_
On définit
AWM AW™
~ le vecteur colonne vi" par [vi"]* = (pi ", PY%" =75+ P —A) 5

— la matrice VM = L fozl vt o
— les matrices P} = M PPl (0 <1< q).

Troncatures

Pour assurer la stabilité de I'algorithme, on utilise des techniques de seuillage, basées sur
les notations suivantes :

— Dans la proposition 1.3 & venir, en se basant sur des estimées a priori, on construit

U,V S

alors pi! (P1) = (o0 (P, -5 pg (P
— Associées a ces estimées, on définit des fonctions (aléatoires) de troncature pY(z) =
~N,m N,m N,m N .
prr(PRDE(/plk(PR) et pr" (x) = pry (P ")8 (@ /pl(P™)) ot € : R > R est une
fonction de classe CZ, telle que £(z) = x pour |z| < 3/2, [€]e <2 et €| < 1.

1.2.2 L’algorithme

On peut a présent exposer notre algorithme pour approcher (1.1.1-1.1.2). Notre procédure
combine un schéma rétrograde en temps (de l'instant ¢y = 7T a linstant ¢, = 0), un
argument de point fixe (en utilisant ¢ = 1,--- , [ itérations de Picard) et la résolution
de problémes de moindres carrés basés sur les M trajectoires simulées (en utilisant bien
stir les bases de fonctions choisies précédemment). L’approximation construite par ’algo-

yNLEM 7N LEMY bour montrer que cette approximation dépend de la

rithme est notée (

discrétisation en temps, du nombre d’itérations de Picard (la présence du double I est

expliquée dans le chapitre 3) et du nombre de trajectoires Monte-Carlo M. On a omis la

dépendance dans les fonctions de base pour ne pas alourdir davantage des notations déja

peu conviviales! Voyons comment se construit ’approximation (Y N:I.1.M ZN.LLM),

— Initialisation. L’algorithme est initialisé avec Y,"""" = &V (P) (indépendamment
de i et I). Puis, la solution (Y;,, Z14,, - , Z4+,) & un instant ¢, est représentée via des

. . . o, 1, M
coefficients de projection (o, )o<i<q PAr
NiI,M _ ~N ; iIM Ny I,M _ N o,I,M
Y, = wlag™ pox), Vh ZPM = N (VR ap™ - p)

(pY, et piY. sont les troncatures introduites auparavant). Expliquons a présent comme ces
’ . 4 o1e JURT . . , N,m
coefficients sont calculés en utilisant les réalisations indépendantes ((FP;, " )o<k<n)1<m<n,

(AWM )o<ken-1)1<mem -
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— Itération (rétrograde en temps) a l’instant ¢, < 7. On suppose que l'on a

: . . NIIM  _ ~N IIM NIIMm _
construit une approximation Y3 = p07k+1(a07k+1 - Pok+1), €t on note Y =

oo (o DM pm ) son évaluation pour la m-éme simulation
Pok+1\ % k11~ Pok+1 p .
s de L o : N,0,I,M N,0,I,M
— Pour I'initialisation ¢ = 0 des itérations de Picard, on pose Y;, """ =0et Z, 7" =
. 0I,M _
0,ie. oy =0(0<1<q).

. . i\ 1,M i1
— Pour i =1,---,1, les coefficients o™ = (a7

M N
a7 Jo<i<q sont itérativement obtenus
comme l’argmin en (ap, - - , ) de la quantité

M q 2

1 m m m(, i— m m

i Z (YZL{IM — - Pog + 1y (o AR Z QP AVVlk) . (113)
m=1

=1

Si le probléme de moindres carrés ci-dessus a plusieurs solutions (i.e. la matrice de
régression empirique n’est pas inversible, ce qui arrive avec faible probabilité lorsque
M devient grand), on peut par exemple prendre la solution de norme minimale. Sur ce
point, on peut se référer & [GVLI6| ou a quelques rappels effectués dans I'annexe A.5.
En fait, ce choix est arbitraire et n’aura pas d’incidence sur I'analyse & venir.

Les paramétres de convergence de cet algorithme sont le pas de temps h (h — 0), les
bases de fonctions, le nombre de simulations M (M — +o0). L’'impact de chaque para-
métre est analysé dans les trois prochains chapitres, correspondant a trois grandes étapes :
discrétisation en temps de ’'EDSR, projections sur des bases de fonctions dans Ly (2, P),
projections empiriques en utilisant les trajectoires simulées. Une estimation de l’erreur
globale commise dans I’algorithme décrit ci-dessus découlera directement de la combinai-
son des théorémes 1.1-1.2-1.3. Nous verrons également qu’il est suffisant d’effectuer I = 3
itérations de Picard (voir théoréme 1.3).
L’intuition qui se cache derriére cette suite de problémes de moindres carrés (I.1.3) est
simple. Son but est d’imiter ce qui pourrait étre fait idéalement avec un nombre infini de
simulations, d’itérations de Picard et de fonctions de base lorsque

(Y,

tr

Z))=arg _inf  E(Y}Y

t
(Y,Z)€La(F,,) k1

—Y + hf(ty, X, Y, Z) — ZAW,,)?
ou Ly(F;,) représente les variables aléatoires (éventuellement multidimensionnelles) de
carré intégrable et F;, -mesurables. Ce cas idéal est une approximation de 'EDSR (I.1.1)
qui s’écrit
tea1 te+1
Y;fk_H +/ f($>X57Yt97 Zs)ds = Y;fk + / stWs
tk ty

sur l'intervalle de temps [ty, t41]. (Y;Y)x sera interprété comme une EDSR a temps discret
(voir chapitre suivant).
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Chapitre 2

Etape 1 : discrétisation en temps

Comme indiqué plus haut, nous considérons tout d’abord une discrétisation en temps des
équations (I.1.1) et (L.1.2).

2.1 Discrétisation en temps de X

Pour discrétiser 1'équation (I.1.2), on utilise un schéma d’Euler. Ce schéma est noté
(X{)o<k<n et évolution de la composante i est définie par :

X7 = Xio
: v (1.2.1)
XN = XN+ bi(te, XYV A+ 04y, XY ) AW

Z’thrl thk

L’hypothése 0.1 assure la convergence de ce schéma vers X.

Discrétisation de la condition terminale

Nous avons déja expliqué que pour approcher ®(X), on utilisait ® (Pt% ), ot ®V est une
fonction déterministe et (Pt];’ Jo<k<n est une chaine de Markov de dimension d’ > d, dont
les premiéres composantes sont données par celles de (ngV Jo<k<N-

En d’autres termes, nous ajoutons éventuellement des variables d’état supplémentaires

au vecteur Xt]kv pour rendre le probléme markovien malgré la présence d’une condition

terminale dépendant de toute la trajectoire de X. Assurer que le probléme est markovien

est essentiel pour I’étape 2.

Pour clarifier les choses, voyons quelques exemples concrets avec d =1 et g =1 :

— Option vanille. Le payoff est une fonction déterministe de la valeur finale du sous-
jacent : ®(X) = ¢(Xr). Il n’y a pas de probléme dans ce cas, on choisit simplement
P = X[V et ®N(P) = ¢(P). d est égal a 1. L’hypothése 1.2 assure alors que ¢ est
Lipschitz et ’on peut quantifier ’erreur réalisée en approchant la condition terminale :
E[ON(PY) — ®(X)[? < Ch.
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— Option asiatique. Le payoff dépend cette fois de toute la trajectoire de X : ®(X) =
¢(Xr, i} Xudt). On peut alors choisir PN = (XN, h S5 XN) et @V (PN) = ¢(PN).
d' est égal & 2. Pour des fonctions ¢ usuelles dans ce contexte, I’erreur d’approximation
de la condition terminale sera encore E|®V(P/Y) — ®(X)|* < Ch. On peut également
considérer des approximations plus précises de la moyenne de X ( par exemple celles
décrites dans [LTO01]).

— Option lookback. ®(X) = ¢(Xrp, minge(o 77 X¢, maxyepo,r) X¢). On peut cette fois choi-
sir ®V(PN) = ¢(P[Y) avec P = (X|¥, min,<; X}, max;<, X}V). d' est égal & 3. En
général, I'erreur d’approximation de la condition terminale E|®" (P/Y) — ®(X)|? est lé-
gérement moins bonne que précédemment et se majore désormais par y/hlog(1/h) (voir
par exemple [Zha04]). On peut néanmoins atteindre la vitesse de convergence Vh en
considérant les extrema exacts du schéma d’Euler continu (voir par exemple [ABR96)).

Remarquons que pour ces exemples, I’hypothése 1.3 est satisfaite.

2.2 Discrétisation de 'EDSR

On va dans cette section approcher (I.1.1) en définissant une équation rétrograde (Y, ZV)
discréte définie aux instants de discrétisation ¢, = kh, 0 < k < N. On initialise naturelle-
ment cette équation rétrograde discréte en posant Y, = ®V(PN). Puis, (V;Y, ZV)o<r<n—1
sont définis par

1

Zl]»\ék - h]EkO/;i\ilAVVl,k)u (1.2.2)
VY =Eu (V) + hf (e XY, VN, Z)). (1.2.3)

Remarquons que Y,V est bien défini dans (I.2.3), car 'application Y +— E(Y;Y )+

t
hf(te, X[, Y, Z]') est une contraction dans L*(F;,) pour h suffisamment petit. kH
On voit donc qu’a chaque instant de discrétisation t;, Y\ et Z[Y sont définis par des
espérances conditionnelles. On peut alors imaginer dans la suite utiliser un procédé d’ap-
proximation d’espérance conditionnelle pour approcher Y;iv et ZtJZ . Dans cette partie, nous
n’utiliserons pas ce point de vue et nous allons plutot utiliser une autre caractérisation
du couple (V;N, Z[Y).

En effet, en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz conditionnelle a (1.2.2), on déduit
que |Z} | < ﬁﬁ JE (YN )2 1l est alors facile par un raisonnement par récurrence de
montrer que Y, et Z appartiennent a L*(F;,).

Ayant plonge (Y,
étre défini comme 1'unique minimiseur (pour h suffisamment petit) dans L?(F;,) de la

Zt’Z ) dans un cadre L2, on peut alors remarquer que ce couple peut
quantité

E(Y,Y

tet1

—Y + hf(ty, XY, Z) — ZAW))?. (1.2.4)
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2.3 Erreur de discrétisation

On peut alors quantifier 'erreur commise entre (Y, ZV) et (Y, Z).

Théoréme 1.1 On suppose que les hypothéses 0.1,1.1 et 1.2 sont satisfaites. Pour h suf-
fisamment petit, on a :

N |2 iy e N |2
max E|Y;, — Y| + Z/ E|Z, — Z}|*dt
k=0 V1

0<k<N

< O((1+]X0|)h + E[@(X) — @V (PY)[?).

k

PREUVE: Notre but est d’utiliser le Lemme de Gronwall discret A.3 et pour cela, de relier
erreur sur Y a I'instant t;,, E|Y;, — Y, |?, & son équivalent a l'instant 1 E|Y;,,, =Y, |

trt1
Vu (L1.1) et (1.2.3), la différence Y;, — Y, s’¢écrit :
tr4+1
}/;fk - }/;51\7 = ]Etk(}/;fk_;,_l - }/;i\ll) + ]Etk / [f(S,XS, }/:97 ZS) - f(tkaXt]Z7}/;§iV7 ZgZ)]dS
tr

En élevant au carré, en utilisant I'inégalité de Young (A.5) et en prenant l’espérance, il
vient (y > 0 sera choisi plus tard) :

ElY;, — Y, [?
S(l + ")/h)EOEtk (Y;fkﬂ - Y;SZH)F)
1 tkt1
F(h+ ;)E/ (5, X0, Yo, Za) — f(t, XN, YN, 21 2ds
tg
1 tr41
<L+ VBB (Vi — Y2 )P) + Clh+ D [ 12, - 23 Pds
ty
1
+C(h+=)h(h+ sup E[X,— X+ sup E[Y, -V (I.2.5)
Y tp<s<tpi1 tp<s<tpit1

en utilisant pour la derniére inégalité que f est Lipschitz. Considérons 'espace de Hilbert

HF, ,,.,, (RY) des processus ¢ : [tg, tp11] — R tels que 1 E L’:““ |ps)|?ds < oo. Tl est facile de
voir que Zy, = +Ey, ﬁi’““ Zds est le projeté de (Z)y,<s<t,,, sur L*(F;,) C ka,tkﬂ(Rq)-
En utilisant la propriété de Pythagore associée a cette projection, il vient :
1 tht1 _ tht1
E/ |Zs—Zg§|2ds:E/ \ZS—Ztk|2ds+]E/ |Zy, — Z]|Pds

tr t ty

trt+1 o .
— E/ | Zs — Zy,|’ds + hE|Z,, — Z]' . (1.2.6)

tk
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Remarquons que
1

Ztk:h

1 tet+1
By (Vi AW) + 3 By, (ATF / F(s, Xo, Vs, Z,)ds).
173

En comparant avec (1.2.2), il vient :

_ 92
E(Z) - Z0 ) <75 D BBy ({Yi,, = Vi, JAWL)P
=1
2 trt1
4 EE<|Etk(AWk/ F(s, X, Y, Zs)ds)|2). (1.2.7)
tg
Remarquons alors que
’Etk({nlwrl - Kﬁl}AI/VZ,k)‘z :|Etk({nk+1 - Yl-fi\il - Etk (Y;fkﬂ - Y;Z_J}AI/VU?)P
Sh{Etk(|Y;fk+1 - Y;ti\i1|2) - |]E'tk (Y;5k+1 - Y;ﬁi\il)|2}

en appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz conditionnelle. (I.2.7) devient alors :
E(Z} = Zu1*)

|2) - ]E(|Etk (Y;fk-u - YN

tk+1 thrl

trt1
<RV, V2 e [ fls X Ve 2 s

tg

(1.2.8)

Comme nous allons le voir dans un instant, le terme —E(|E;, (Y;,,, — Y, )|?) dans (1.2.8)
joue un role important dans le controle de 'erreur. En injectant (I1.2.6) et (I1.2.8) dans

(I.2.5), il vient :

ED/tk - }/tiv|2
1
<1+ yR)E(Ey, (Yiy,, — Yoy )IP) + C(h+ —)h(h+ sup E|X, — XN]P+ sup E[Y, - VY]
g [thstrt] [thstrt1]
1 tet+1 — 1 N oo Yo
+C(h+ ;)E | Zy — Z,|*ds + C(h + ;){E(mm — V¥ 17) = E(Ey, (Yo, — Y22 )P}
12

1 tkt+1
+ Ch(h + —)IE?/ f(s, X, Yy, Zy)2ds.
v tr

En choisissant a présent v = C, 'expression ci-dessus se simplifie (avec une constante C
différente) :

]E’Y;fk - Y;fiv|2
<1+ ChE(|Yy,, =YX P)+Ch(h+ sup E[X,— XN+ sup E|Y, -V
te<s<tp+t1 te<s<tp+t1
tht1 . tr41
+ CIE/ | Zy — Zy, |Pds + ChE/ f(s, X,, Yy, Z,)2ds.
t tg

46



CHAPITRE 2. ETAPE 1 : DISCRETISATION EN TEMPS

En tenant compte de E|Y; — Y;|* < 2E|Y, — Y, |> 4+ 2E|Y;, — V;"|%, et en supposant h
suffisamment petit, ’expression s’arrange encore en :

EY,, — Y|
<(1+Ch)E([Yy,, =Y, 2) + Ch(h+ sup E|X, - X[+ sup E[Y,-Y,[*)
tp<s<tpt1 tp<s<tpt1
tet1 o tet1
+ CIE/ \Z, — Z, |*ds +ChE/ (5, X,, Y, Z,)%ds.
tk 173

En appliquant le lemme de Gronwall discret A.3, on obtient donc :

VN2
Og}glﬁimk Y|

< CE|®(X) — ®N(PN)|* + Ch + Cmax{ sup E[X, - X'P+ sup ElY,-Y, [’}

tp<s<tpi1 tp<s<tpi1

N-1 o oty . T
+CE / \Zy — Z,, |*ds + ChE/ f(s, X, Y, Z,)%ds.
k=0 'tk 0
Il est alors facile de vérifier que

T
mgx{ sup  E|X,— XV[°+ sup E|§/'S—Ytk|2}+h]E/ f(s, X,,Ys, Z,)%ds < Ch.
0

e <s<tk+1 e <s<tk+1
Ainsi, on obtient finalement :

tet+1

N-1
max E[Y,, - YV;[|” < CE|®(X) — &"(PY)[* + Ch + CE g / |2y — Zy,|%ds.

0<k<

k

Pour borner & présent Uerreur sur Z, on combine (1.2.6) et (1.2.8) pour obtenir

tet+1
]E/ Z, — 7, |*ds

123

tet1 . .
:E/ Zy — Zy,|’ds + hE|Z,, — Z}|?
ty

tet1 _
<E [ 712, - ZuPids + C{BY,,., — Y2, P - BB (Vi — Y )P)
ty

tet1
+ChE/ £(s, X, Ya, Z,)2ds.
tg

En sommant sur & et en majorant EfOT f?(s, X,,Y,, Z,)ds, on obtient :
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N-1 tht1 N-1 tht1
ZE/ Z, — ZY)ds < E/ | Zy — Zy, |*ds + Ch
k=0 tk k=0 22
N—-1
+C {E|Kk+1 - Y;ﬁ_l |2 - ]E|Etk (}/;k+l - Y;ﬁ_l)lz}
k=0
N-1 tha1
< IE/ | Zs — Zy,|’ds + Ch + CE[®(X) — &V (PY)|?
k=0 ik
N-1
+C ) A{ENY, Y P - EE, (Y, - Y, )} (1.2.9)
k=0

en effectuant un changement d’indice dans la derniére somme du membre de droite. En
utilisant & présent (I1.2.5), on obtient, pour 0 <k < N —1lety>0:

C{EY, — Y |* = E(|Ey (Yoo, — Y5, )}

<CYRE(E,, (Y., — Y}~

tr41

1
)|?) + Ci(h + §)h(h + sup E|X, — Xg:]z + sup E|Y, — Y;iv\z)

[thosthr1] [tosthyi]
1 trt+1
+Cl(h+—)E/ |ZS—ZtJZ|2ds.
Y th
On prend maintenant v = 3C ci-dessus, et pour h assez petit, il vient (pour une autre
constante C) :
C{EIY, — Y, |* = E(IEy, (Ye,, — Yo, ) )}

1 tr4+1
<CrhmaxB(|Y;, = Y,'%) + C1h* + §]E/ Z, — 2 2ds.

ty

En injectant dans (I.2.9), une simplification s’opére pour donner :

N-1 thi1 N—-1 thi1 .
ZE/ 7, — 20 Pds chE/ Z— ZyPds + Ch + CmaxE(lY;, — VP,
k=0 Uk k=0 2

Ainsi, 'erreur sur Y et sur Z sont du méme ordre et sont controlées d’une part par h et 1'er-
reur d’approximation de la condition terminale, et d’autre part par

N LE f;’““ |Z, — Zy,|?ds. Ainsi, le point clé est la régularité L? de Z, telle que défi-
nie dans |[Zha04]. Dans notre cas, sous les hypothéses 0.1, I.1 et 1.2, Z est cadlag (voir

remarque A.1). Ainsi, le Théoréme A.2 permet d’affirmer que

=2

-1

tet1
]E/ | Z; — Zy, |Pdt < O(1+ | Xo|*)h.
ty

b
Il

0
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N-1 41
k=0 E tr
ceci conclut la démonstration. O

|Z, — Zy,|?ds étant majoré par le membre de gauche de I'inégalité ci-dessus,

Remarque 1.1 On a vu dans la démonstration ci-dessus, que [’erreur était contrilée
par E|®(X) — ®N(PY)|?, un terme d’ordre h et le terme ch\:olEf:““ |Zy — Zy,|ds.
Ce dernier terme tend toujours vers 0 lorsque N tend vers linfini par un théoréme de
convergence de martingales dans L*. Ainsi, dés que E|®(X) —®N(PN)|? tend vers 0, on a
convergence de 'approzimation (YN, ZN) vers (Y, Z). L utilisation de résultats de [Zha04]
permet de donner une vitesse de convergence mais méme dans les cas ot cette vitesse n’est
pas calculable, on aura toujours convergence de l’approxrimation en temps.

2.4 Propriétés de ’équation rétrograde discréte

Tout d’abord il est facile de voir en utilisant le caractére markovien de PV que Y, et Z¥
sont des fonctions déterministes de P, :

Proposition 1.1 Les hypothéses 0.1, 1.1 et 1.2 sont satisfaites. Pour h suffisamment
petit, on a :

Yo = (PY)s Ziy, = ap(By) Jor 0sk<Net 1<l<g, (1.2.10)

ot (yp (-))k et (2%(-))ks sont des fonctions mesurables.

On voit ainsi I'importance d’avoir approché la condition terminale par une fonction dé-
terministe de la valeur finale d’'une chaine de Markov.

En outre, on peut montrer que les fonctions y'(-) et z}(-) sont Lipschitz. Ceci découle du
caractére Lipschitz de la condition terminale et de la chaine de Markov Pt]: par rapport
a sa condition initiale.

Proposition 1.2 On suppose que les hypotheéses 0.1, 1.1, 1.2 et 1.3 sont satisfaites. Pour
h assez petit, on a

i () — yir (")) + Vh|zD (2) — 2 ()| < Clo — 2| (1.2.11)
uniformément en kg < N — 1.
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PREUVE: En utilisant 'inégalité de Young (A.5) de la méme fagon que dans la démons-
tration du Théoréme 1.1, on peut obtenir

N, ko, N, ko,z’
E|YVhor — y o

1
(1+~h) Nko.x N ko, |2 Ch(h+§) N ko,x Nko.z' 12
EIRE, (Y. V:Ror _ y Vo, E| X NVFox . xiVsFo,
T1—Ch(h+1) B (Y wi ) +1—Ch(h+§) X w
C(h+ 1)

2

E YN,k0,$ _ YN7]€0,$/ 2 _ E E YN7'I€0717 _ YN,]{ZO,.Z’/ 2 .

k+1 tet1 tet1 tet1

En choisissant v = C' et h suffisamment petit, on obtient (pour une autre constante C') :

B[y, — YR 12 < (14 Ch)E|Y, o — v NRo 12 4 ORE| X0 — XV 2,

trt1 trt1

E|kav’k°’x - Xt]Z’kO’z/F est borné par C|r — 2|*> (en utilisant les propriétés classiques du
flot). Ainsi, en utilisant le Lemme de Gronwall discret A.3 et ’hypothése 1.3, on obtient
le résultat pour yp (-). Le résultat pour vhzp (-) découle de (1.2.2). O

Dans les cas option vanille, lookback ou asiatique décrits plus haut, I’hypothése 1.3 est
vérifiée. Ainsi, on doit & chaque pas de temps approcher des fonctions Lipschitz.
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Chapitre 3

Etape 2 : approximation de fonctions

A Tétape 1, on a vu que résoudre 'EDSR définie par (1.2.2) et (1.2.3), revient, grace a
la proposition 1.1, & déterminer les fonctions v} (-) et 211\2;() pour tout k et tout [. On
va approcher ces fonctions a I’aide de projections sur des espaces vectoriels de dimension
finie. Plus particuliérement, & chaque instant ¢, 0 < & < N — 1, on va chercher une
approximation de yi' (-) dans I'espace vectoriel engendré par une base de fonctions notée
Pok(-) et, pour chaque [, une approximation de zl]\;( -) dans I'espace vectoriel engendré par
une base de fonctions notée p; j(-).

A chaque instant de discrétisation ¢,, on a vu que Ytiv était défini par un point fixe
(voir (I.2.3)). Dans cette deuxiéme étape, nous allons nous rapprocher d’une approxima-
tion réellement calculable du couple solution (Y, Z), et nous allons donc devoir spécifier
comment régler le probléme du point fixe a chaque instant de discrétisation. Pour cela,
on ne va effectuer qu'un nombre fini d’itérations de Picard noté I a chaque instant de
discrétisation ty.

3.1 Définition de 'approximation

On va définir une approximation de (Y, Z") de maniére rétrograde. On note cette ap-
proximation (YN0 ZN.I.I) e premier I rappelle qu’a un instant de discrétisation iy,
on effectue I itérations de Picard pour définir YtiV’I’I et le second I rappelle qu’avant de

4 . N,I,1 , . . : N,I,1 N .
définir Y, """, on a défini des approximations (Y, );>r+1 en effectuant a chaque fois 7
N—k—1 fois

N, 1

R serait plus juste mais aussi beaucoup plus

itérations de Picard. La notation Y,
lourde.

[’approximation est initialisée naturellement en supposant qu’on a une seule fonction de
base pon(-) = ®V(-) a 'instant ¢, et en posant aé:]I\, = 1.

Puis, & un instant ¢, pour 0 < k< N —1:
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On initialise ag’k] =0pour 0 <[ <q
— Pour 0 <¢ <[ —1, on résout :

(agk )

q
=arg Inf E(|a(l):£+1'p0,k+l + hfk:(az)jkl,Ia e ,@2}1’1) — -Pok — Z . pLeAWik]?).

(a07"'704q) =1

(1.3.1)

Notre approximation Y;iv’l’l est alors définie par Y;iv’l’l = aé:i.po’k et Zﬁ;f’l par Zﬁ;f’l =
Oéi}g[-pl,k-

On peut remarquer I’analogie avec (1.2.4). Comme nous I’avons déja dit, nous utilisons
dans cette partie cette caractérisation de (Y, ZV) pour définir notre approximation. Nous
verrons dans la partie II comment utiliser 'autre caractérisation de (Y, Z) comme es-
pérance conditionnelle.

3.2 Erreur commise i ’étape 2

L’erreur entre (Y, ZV) et 'approximation construite a I'étape 2 (YV:11 ZN.I.1) est bor-
née dans le théoréme suivant :

Théoréme 1.2 On suppose que les hypothéses 0.1, 1.1 et 1.2 sont satisfaites. Pour h
suffisamment petit, on a

N—-1 gq
N,I,1 N |2 N,I,I N |2
g B VP DS RIAN - 2
< OR"[L+ [Xo” + E[@" (P[]
N-1 N—-1 ¢
+C Y EBIR,, (YN +ChY D ER, (4]

Ce théoréme montre que les erreurs de projection sur les bases p;x, 0 <[ < g se cumulent
au fur et & mesure des itérations rétrogrades. Le point important est que ces erreurs ne
font que se sommer avec une constante C' qui n’explose pas lorsque N tend vers I'infini.
Ces estimations améliorent celles du théoréme 4.1 dans [BT04| pour deux raisons. Tout
d’abord, on borne ici non seulement I’erreur commise sur YV mais également sur Z%.
D’autre part, dans le théoréme 4.1, plongé dans notre contexte, I’erreur est analysée en
termes de E[R,, , (Y,""")[? et ]E|Rplyk(Zﬁ;f’I)|2 : ainsi, I'influence du choix des bases de
fonctions n’est pas claire puisqu’elle est cachée non seulement dans les résidus de projec-
tion R, mais également dans les variables aléatoires aé:é.povk et ai L pi. Notre théoréme
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permet d’analyser directement 'influence des fonctions de base.

Concernant le nombre d’itérations de Picard I réalisées & chaque pas de temps, on voit
qu’il est suffisant que I soit égal a 2 pour que le terme h*2[1 + | X,|* + E|®N (PN)|?]
devienne négligeable par rapport aux erreurs commises par ailleurs.

PREUVE: L’idée générale de la preuve est assez semblable & celle du théoréme I.1. Les
différences viennent de l'utilisation de la propriété de contraction de la projection sur
(prk) et de la nécessité de se ramener en chaque instant ¢, au point fixe de (1.3.1).

On introduit tout d’abord une notation utile par la suite : AN(X,) = 1 + |Xo|* +
E|[®N(P/Y)|>. Le probléme de moindres carrés (1.3.1)

(agk ) =

q
. I, i—1,1 i—1,1
arg inf )E(’ao’k+1'p0,k+l + hfk(@f),k e aa;,k ) — Qo-Pok — Z al-Pl,kAm,k|2)

ag, o
(a0 q =1

se réécrit
i = arg ing(YN’” + hfi(al My — 6 uy)?

tet+1

en effectuant le changement de variables 6* = (af, \/Eoz{, e ,\/EO(Z). Comme solution
d’un probléme de moindres carrés, 6" vérifie :

E(orvi)8" = E(o Yo" + hfilag D)),

tet+1

AW, étant centré et indépendant de (p;x)o<i<q, il est facile de voir que la matrice E(vv})
prend la forme bloc-diagonale suivante :

E(poxpos) 0 0
E(vgvg) = 0 K 0
0 0 E<pq,k‘p;k)

Ainsi, on obtient

N N,I,I i—1,1
E(poxpsr)agy = E@ox{ s, + hfila, )},
E(Pz,kpf,k)a;j;ﬁ = %E(pl,k}/;i\:?IAM/l,k); pour 1 <[ <g,

C P NI NI
ce qui équivaut, vu la définition de Y, """ et Z; ;" a:

1

20" = 2 P (Yol W), (1.3.2)
Yl = Py (VI nf (e, XY Y VN 2 ). (1.3.3)
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La preuve du théoréeme 1.2 peut étre divisée en plusieurs étapes.
,i71|2

Etape 1 : une borne préliminaire pour ]E|Zthk . Remarquons que vu (1.3.2), Zl{\;j’] est

constant pour ¢ > 1. En outre, une application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne
Yy NI y NI Yy NI N,I,I NI

B (Ve AW = [Ee([Yy)," — Er(Ye U OIAW)1? < h(ER[Y, 0P — [Ee(Yy )P

Puisque (p; 1), est F;,-mesurable et en utilisant la propriété de contraction de 'opérateur

de projection, il vient :

1 1

BIZ0 = [P (BalV AW < BBV AW))’
1
< - (B[, — E[E(Y,)))]). (L.3.4)

Yti\i{ ]2 dans (1.3.4) joue un role crucial

pour que les estimations & venir ne soient pas explosives lorsque h tend vers 0.

Comme on le verra par la suite, le terme E[E(

Etape 2 : bornes L? pour YN” et Vh ZN” Il est facile de montrer que les variables
aléatoires YtiV” et Vh Zﬁljl sont de carré mtégrable. Nous voulons en fait montrer un
controle de leurs normes L? uniforme en i,7,k, N. A cette fin, nous notons Xiv’l Y €
LQ(}}k) = P, (Yot + hf(tk,Xt]Z,YZNZ “)) € L2(F,). Clairement, E|x; "' (Y3) —

YY) < (Crh)?E|Y, — Yi|? ot Cf est la constante de Lipschitz de f. Par conséquent,
pour h suffisamment petit, I’application ij T est contractante et a un unique point fixe
Ytiv’oo’l € L%(F,,) (rappelons que Zl{\;j’l ne dépend pas de i >1). On a :

}/;fc\ﬂoo ! PI’O k ( ti\ii ! + hf(tka t ) YNpOJ) Z£7[71))a (135)
E|Y, " = Y0P < (Crh) LY, (1.3.6)

puisque Ytiv’o’l = 0. Ainsi, I'inégalité de Young permet d’écrire pour ¢ > 1

BV <(1 4 DBV - VP g (14 EY S

<(1+ Ch)EmiV’w’IP. (1.3.7)

L’inégalité ci-dessus est également vraie pour ¢ = 0 car Ytiv’o’l = 0. Nous pouvons a présent
estimer E|Ytiv’°°’112 a partir de (1.3.5). En combinant I'inégalité de Young (le paramétre ~y

sera choisi plus tard), I'égalité P, , ( tﬁ{ N = Py . (B [Ytﬁ?]) la contraction de Py, ,, la
propriété de Lipschitz de f, nous obtenons :
E[Y, "> <(1+vh)EE[Y;, "
1
+ Ch(h + §) [Ef2(0,---,0) + E[Y, |2+ E|Z, 7. (1.3.8)
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L Nyoo,T
En réunissant les termes E[Y; |

Ef2(0,---,0) < C(1 + | Xo|?), il vient

, puis en utilisant (I.3.4) et la majoration

14 h) NI Ch(h+ 1)
By Vool |12 < ( EIE. [y N2 ~ 1 2
O “1-Ch(h+1) (¥ +1_Ch(h+%)[ + | Xo[’]
C(h+1)
T BT - Bl P) (1.3.9)
Y

pourvu que h soit suffisamment petit. En choisissant & présent v = C, on obtient

E[Y,° 12 < Ch[1+|Xo|*] + (1 + CREY, 12 + CRE[E, [V,

trt1 tit1

< Ch[1+ |Xo)}] + (1 + 2CR)E|Y, 12 (1.3.10)

k+1

avec une nouvelle constante C. En injectant cette estimation dans (1.3.7) avec i = I, on
obtient E|Y,""'|2 < Ch[1+|X[*] + (1+Ch) E[Y,)"!|2. Ainsi, en appliquant le lemme de

tr4+1
Gronwall discret, on obtient la majoration supy<;<y ]E|Y;iv’l’l|2 < CAN(Xy). Ceci associé
a (1.3.10), (1.3.7) et (I.3.4) procure finalement l’estimation uniforme pour EDQQV’“I\Q et
E|Z} M2

Ltk

supsup sup (ED@?”F + hE\ZﬁZ’IF) <CAY(Xy). (I.3.11)
I>1 i>0 0<k<N

Etape 3 : une majoration pour 7, = IE|YtiV’I’I - Y NP

Remarquons que 77]]\\,[’] = 0. Nous voulons montrer la relation suivante pour 0 < k < N :

!t <(1+ Ch)yph + Ch* = AN (Xo)

q
+ CE[R,,, (V)P + Ch S E[R,,, (2] (13.12)

=1

On pourra alors directement déduire de cette relation I’estimation sur maxo<x<n IE|YtiV’I’I—
VN[> donnée dans le théoréme 1.2. En reprenant les mémes arguments qui nous ont conduit
a (1.3.7) et en utilisant 1’estimation (I.3.11), on obtient

m! < CRILAY (Xo) + (1+ BB — Y
= Ch* AN (Xo) + (1 + WE[Ry,  (V)? + (1 + R)E[Y, " — P

Ny 2
pos (Y )T (1.3.13)
ou nous avons utilisé a la derniére égalité la propriété de Pythagore associée a Py, :

E|Y, " — VN2 = B[R, (V,Y)]> + E[Y, > — P,

Po,k

(YM)P. (1.3.14)
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De plus, avec les mémes techniques que pour (1.3.4) et (I1.3.8), on peut montrer

q q
N,I,1 N,I,1
E|Ztk - Zt]Z‘Q = ZE|RPZ,IC (ZZA],\;C)‘Q + ZElzl,tk - Ppl,k(Zl],\I{k)F
=1 =1

q
d
S ZE’RPM(ZIZX;C)F + E(E[Y;i\l?l - YZ:L]Q - E[ER(YQQZ{J - Y;ti\irl)]Z)a (1315)
=1
Y, = P, (VP < (L+ ) E[E[Y; T = VY P
1
+ Ch(h + 5) [ElY, " —vN?+E|Z] - ZN)7). (1.3.16)

En injectant (I.3.15) dans (1.3.16), en choisissant v = C'd et en utilisant (1.3.14), on obtient
alors

(1 - Ch)E|Y > —P

Do,k

(Yl < (1+ Ch)my

q
+Ch Y B[Ry, (Z)),)I” + ChE[R,, , (Y;V)]*. (1.3.17)
=1
On compléte alors la preuve de (I1.3.12) en injectant cette derniére inégalité dans (1.3.13).
Etape 4 : Majoration de ¢V = h Yy E|Z)"" — ZN ]2,
Nous voulons montrer
N-1 ¢
N <CRTPAN(Xo) 4+ Ch Y Y CEIR,, (20
k=0 1=1
N-1

N,I
+C kz_% B[Ry, (Vi) + € max m. (1.3.18)
Va (1.3.15), ona ¢V < h 3500y ST, EIR,, (2, )P +d Yosy (B Y P—E[EL (V1)
YN )]?). A partir de (1.3.13) et (1.3.16), on obtient

tr4+1
BV, Y - BBV - V)P < ORI LAY ()

+ OE|Rpo,k(YtiV)|2 + [(1+h)(1+~h) — 1]E|Ek[YN’“ _yN

2
tet+1 tk+1]|

1
+ Ch(h + 5) [ElY,ol -y N2+ B2 - 2.

En choisissant maintenant v = 4Cd et h suffisamment petit pour que dC(h + %) < 1,
nous avons alors prouvé

N-1 ¢ N-1
V< OPTPAN(Xo) + Ch Y Y EIR,, (20 )P+ C Y EIRy, (V)P
k=0 =1 k=0

N-1
1 1
+C' max nliv’l + §h Z IE|YtiV’°°’I — Y;ivfz + §CN.
k=0

0<k<N-1
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En utilisant alors (1.3.14) et (1.3.17) pour estimer IE]YtiV’OO’I —Y,N[?, on obtient finalement
(I.3.18). Ceci compléte la preuve du théoréme 1.2.
O
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Chapitre 4

Etape 3 : méthode de Monte-Carlo

Cette étape est trés analogue a I’étape 2, a ceci prés que 'on remplace dans la suite de
problémes de moindres carrés, [E par une moyenne empirique basée sur M simulations
indépendantes de (Pt];’ Jo<k<n, (AWg)o<k<n—1- Ceci conduit a I'algorithme présenté dans
la sous-section 1.2.2. Dans cette procédure, des fonctions de troncature ﬁl]ﬁc et [)f?/,;m sont
utilisées. Nous devons & présent les spécifier.

Nl Nil _, - .

Ces troncatures proviennent d’estimées a priori sur Y, """, Z, t;j’ et il est utile de forcer
N,i,I,M NI Mm s S . .

nos candidats Y, """, Z) t}: " a satisfaire les mémes estimées. Ces estimées a priori

sont données dans le résultat suivant (prouvé un peu plus tard)

Proposition 1.3 Sous les hypothéses 0.1, 1.1 et 1.2, pour une constante Cy suffisamment
grande, la suite de fonctions (p%(-) = max(1, Colpir(-)]) : 0 <1< ¢q,0 <k <N —1) est
telle que

Yl < o0 (P, VRIZEH < p(PY) . pes.,
pourt1>0,1>0et0<k<N-—1.

Avec les notations de la sous-section 1.2.1, la définition des fonctions (aléatoires) de tron-
cature p}, (resp. ﬁf\%m) en découle. Elles sont telles que :
— elles lalssent invariant %k poy =Y " sil=0ou \/Ea% ik = \/EZ;L” sil>1
(resp. %k Poy sil=0ou \/—alk Pl sil>1);
— elles sont bornées par 2o (PY) (resp. 2p/%(PY"™));
— leur dérivée premiére est bornée par 1;
— leur dérivée seconde est bornée uniformément en N, [, k, m.

4.1 Erreur commise a I’étape 3

A présent, nous allons quantifier Uerreur entre (YV:I.5M ZNLLMY o (Y NLL ZNLIY - ep

fonction du nombre de simulations M, des bases de fonctions et du pas de temps h.
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L’analyse est ici plus compliquée que dans |[BT04] puisque tous les opérateurs de régression
sont corrélés par le méme ensemble de trajectoires simulées. Pour obtenir des estimations
plus pratiques, on fera I’hypothése que chaque base de fonction p; ;, est orthonormale pour
laloide P (E(pip;,) = Id). Bien sir, cette hypothése n’affecte pas le schéma numérique,
puisque la projection sur une base de fonctions est invariante par une transformation
linéaire de la base.

En outre, on définit I’événement

et [P —1d|| <1 pour 1 <1< q} (L4.1)

(voir les notations de la sous-section 1.2.1 pour la définition des matrices V;" et P/‘f )-
Sous I'’hypothése d’orthornormalité pour chaque base p; i, les matrices (VM)o<ran_1,
(P} )o<i<qo<k<n-1 convergent vers l'identité avec probabilité 1 lorsque M — oc. Ainsi,
limps .o P(AM) = 1. Nous donnons & présent notre résultat principal quant a 'influence
du nombre de simulations.

Théoréme 1.3 On suppose que les hypothéses 0.1, 1.1 et 1.2 sont satisfaites, que I > 3,
que chaque base de fonctions pyy est orthonormale et que Elp,1|* < oo pour tout k, 1. Pour
h suffisamment petit, on a pour tout 0 < k< N —1

N-1
j=k
—1 N-1
E(|p) (PY)" 1 aprye) + CRIT Y [1+ [ Xo* + Elp) (PY)?]

=k

=2

<9

1M

=|o
]

J
-1

+ (Ellvjv}‘ —1dl[E Elpg (P + E(lv; *lpo 1 [*)Elpg; (P

hM 4
i=k

+ 2B [Jo; (1 + |X | + [po

1 q
B PP+ 5 2 s PEAS PP ).
=1

Nous avons mentionné plus haut que le terme impliquant [A2]¢ converge vers 0 lorsque
M — oo mais nous n’avons pas plus explicité d’estimations concernant ce terme dans
I’énoncé du théoréme 1.3. En effet, I’énoncé d’une borne optimale pour ce terme dépend
d’hypothéses supplémentaires sur les moments des fonctions de base. Par exemple, si
p} (PY) a des moments d’ordre supérieur a 2, il vient :

B(IAY]S) < SN [PV —1d]| > h)+P(|PY—1d] > b+, B(| PY~1d] > 1)]. Nous
avons P(||[VM—1d|| > h) < h2E|VM-1d|]? < h?E|| VM —1d||% = (ME?)'E|jviv;—1d]|%.
Remarquons que le théoréme 1.3 procure une borne d’erreur non-asymptotique. Associé
aux théorémes I.1 et 1.2, il nous permet (en théorie) de choisir optimalement le pas de
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temps h, les bases de fonctions et le nombre de simulations pour atteindre une précision
donnée. Nous reviendrons un peu plus tard sur ce choix conjoint de paramétres.

Il est également possible de montrer un résultat asymptotique de type théoréme de la
limite centrale.

Théoréme 1.4 On suppose que les hypotheses 0.1, 1.1 et 1.2 sont satisfaites, que le dri-
ver [ est de classe C' par rapport a (y,z) avec des dérivées bornées uniformément Hol-
dériennes, et que Elp[>tc < oo pour tout k,l (¢ > 0). Alors, le vecteur [v/M ()" —
aZ’I)]iSMSN,l converge faiblement vers un vecteur gaussien centré lorsque M tend vers

linfina.

Preuve de la proposition 1.3. Vu la proposition 1.1, il est tentant d’utiliser la propriété
de Markov et d’affirmer que la proposition 1.3 résulte de (I1.3.11) écrite avec les espérances
conditionnelles E;. Mais cet argument ne marche pas car la loi utilisée dans la projection
n’est pas la loi conditionnelle E; mais Ey. Le bon argument pourrait étre le suivant. On
écrit Y;iv’l’l = 046’72 - pox(PY). Dune part, par (1.3.11) on a CAN(X,) > E|Y;iv’l’1\2 =
il w1l il « ; NI il

Qo - E[pO,kpo,k]ao,k > |%,k 2)‘min(E[pﬂ,kp(),k])- D’autre part, ’Y;:k | < ’ao,kaO,k(Pt];[” <
|p07k|\/CAN(XO)/)\min(E[pO,kpak})'

Ainsi, on peut prendre pj, (z) = max(1, |p07k(x)|\/C’AN(XO)/)\min(E[p(),kpak])). De méme

pour \/E|Zl]\£:[ ,on a pfy.(z) = max(1, |plvk(x)\\/CAN(Xo)/)\min(E[pl,kpzk])). Remarquons
que si p; est une base orthonormale, on a Apin(E[pyxpf,]) = 1 et les bornes supérieures

précédentes se simplifient. O]

Preuve du théoréme 1.3. Dans la suite, on pose

M M
1 m 1 m
AP = = ST BYMP B = 3T IA0, )
m=1 m=1

De maniére évidente, on a E(A;"") = E|p), (PY)[? et E(B"") < C(1+|X,/?). A présent,
nous rappelons la propriété standard de contraction dans le cas d’un probléme de moindres
carrés dans R analogue au cas Ly(Q2,P). On considére une suite de réels (2™)1<,<r et
une suite (v™)1<m<n de vecteurs de R™, associée a la matrice VM = L Zf\f:l o™ [u™]* qui
est supposée inversible (Api (V) > 0). Alors, 'unique vecteur de R™ 0, = arginfy |z —
6 - v|3, est donné par

VM S
0, = 7 vaxm. (1.4.2)
m=1

L’application x +— 6, est linéaire et de plus, on a 'inégalité

Amin (V)07 < (0203, < |23 (1.4.3)
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Pour la suite des calculs, il sera plus pratique d’utiliser
i1, My x i1, My % i1, My x i1, M\ %
(07 ) = ((ao,k ) ,\/E(ozl’k )5 7\/E(O‘q,k ) )

a la place de a"". Alors, les itérations de Picard de (I.1.3) peuvent se réécrire

M
‘ 1 )
i+1,1,M : N LILM m i,1,M m
0. = arg 1r91f Vi §_1 (Po i (01 Poksr) T RS (g ) — 0. ) (L4.4)

En introduisant I’événement A} en prenant en compte la propriété de Lipschitz des
fonctions leC et en utilisant I’orthonormalité de p; 5, on obtient

N-1 N-1
NI, N,I,I,M N,I,I N,I,I,M
ElY; ™ =Y, P+n ) EIZ) = Z0 MR <9y B (1N (PY)P1a0)
j=k j=k
N—-1 g¢q
+E(1apogy™ )R D Bt —aP). (1.4.5)
j=k =1

JUURRE A . II,M
Pour établir le théoréme 1.3, on va estimer |6,

I R .
— 6,"|? sur événement AM. Ceci est
réalisé en plusieurs étapes.

s . . X . i, 1,M . .
Etape 1 : propriétés de contraction relatives a la suite (6, );>o. Elles sont résumées

dans le lemme suivant.

Lemme 1.1 Pour h suffisamment petit, sur AM les propriétés suivantes sont vraies.
i+1,1,M i I,M|2 iI,M  pi—11,M |2
a) |0 — 6P < Chlg" — 6, .
- - M
b) Il existe un unique vecteur 0.°""" tel que
k

M
1 2

00,I,M : Nom ( LILM  m 00, I,M m

O = argugf 1Y E , (Po i (1 -Porr) + Ifi (o) — by )"

m=1
¢) On a |6 — oMM P < [CR)! |63,

Preuve. Montrons a). Puisque 1 — h < A\pin (VM) et /\maX(Pl{\,f) <2(0<1<q)sur AM

)’92+1,I,M _ ei,I,Myz

au vu de (1.4.3) on obtient que (1 — A est borné par

X

73 () = a0
<ChZZ |OéZIM o a;kl,[,M| )\max(Pl{\]?) < Ch|92,[,M i 02—1,[,M|2‘

A présent, a) et b) sont clairs. Pour c), on applique a) en se rappelant que «92’1’M =0. O
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Etape 2 : bornes pour IGQ’I’M] sur I’événement AM. En effet, nous voulons montrer que
0512 < (ALY + rBYM) sur A (1.4.6)

Tout d’abord, nous considérons i = co. Comme dans la preuve du lemme 1.1, on obtient
oo,I,M ANm ILIM m oo, I, M
(1—nh)loy M Z Pojer1 (K1 -Posr1) + B (e )}

< (1 +4R)AGY + Ch(h + ) (B + Z o7 M PAmax (P)) -

On prend v = 8C' et h suffisamment petit pour assurer 2C(h + ;)( +h) <i(1—h). 1
s’ensuit |97 ]2 < C<Ak+1 + hBYM), montrant que (1.4.6) est valable pour i = co. Le
lemme I.1-¢) conduit aux bornes attendues pour d’autres valeurs de i.

Etape 3 : on rappelle des bornes pour #*/. En utilisant la proposition 1.3 et au vu de
(I.3.2-1.3.6), on a pour i > 1

"9121£|2 <Elp(PY)?, 0<1<g; 1657 — 60712 < (Cyh )*El oy (PN (1.4.7)

Rappelons aussi I’expression suivante de 9,30’ , dérivée de (1.3.2-1.3.5) et de 'orthonormalité
de chaque base p;, :

077" = E(v[og gy -Popst + hfi(aph)]). (1.4.8)

Etape 4 : Décomposition de la quantité E(IAMQ,QI’M — 6,€’I| ). A cause du lemme 1.1,

sur A} on obtient |6;°"" — g "M |2 < CRI|GF "M 2 < CRI|O; 2 + ORI |00 — 67512,
Ainsi, en utilisant (1.4.7), E(15(6,"" — 6,""|?) est borné par

(1+ h)]E(1AM 1651 — gty
214 TIE(Lpg I — ) 0 — 0
< (1+ChE (1Agf|92°IM — 0;7"17) + Ch' ' El oy (PP (1.4.9)
en tenant compte de I > 3. Sur AM VM est inversible et on peut poser

By = (1d — (1) 1o
M

1
- - I, N 11
By = (VkM) 1 []E(Ukp(])\,[kﬂ (@0,k+1 -Po,k+1)) i vy Po k+1 (ao kt1 " Do k:+1)]
m=1
LM
By = (VM) R [E(vpfi(ai™")) — M > o fr o],
m=1
(V)N S ravam 1 o e
b= M Z Yk [’OO i1 (01 Poks1) — Poerr (Qok41 * Poer1)
m=1

A (o) = (e ™™)].
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Ainsi, par (1.4.2-1.4.8) on peut décomposer QZO’I — Hzo’l’M = B; + By + Bs + By, ce qui
donne sur AY

160> — 0> 2 <31+ )(|Bly2+|Bg|2+\Bg|) (1+ h)|By|% (1.4.10)

Etape 5 : estimations séparées de By, By, B3, By sur A} On rappelle le résultat classique
(IGVL96]) : Si [1d = F|| <1, F' =1d = 302 [Id — F* et [[Id — F~!|| < {725k Par
conséquent, pour F' = Vi on obtient E(15u|[Id — (V;"')~[|?) < (1 —h)?E[[ld - V;M|* <

(1—h)2E|VM —1d||2 = (M(1 — h)*)'E||lvgv; — 1d||%. Ainsi, on a

¢ ‘
E(|Bil*1ap) < 7Bllvwv; —1d|7 Blpy (P
Puisque sur A [[(VM)~1]] < 2, il sensuit,

C
E(|Ba*1aps) < 37E(0el*[posa ) El oo (PL)I,

Ch?
B(1ByP1ay) < B [luf(1+ XY + oo PRI (P

1 q
+7 > kBl (P))]
=1
Comme dans la preuve du lemme 1.1 et en utilisant ||P(f§/,[c+1|| <1+ hsur AY on obtient
facilement

(1= R)|Ba|* < (1 + h)(1+vh)|ogpy — é£ﬁ|2+0hh+ Z|a ot

Etape 6 : estimations finales.
Soit e, = Kljvpv; — IdHF E| oy (PP +E(|vk[*[po 1 1*)El gy (P [+ PE [Jo* (1] X P+

|p0,k|2E|p0,k( th )|2 + 7 Zzzl |pl,k|2E|pl,k( th )|2)}
On injecte les estimées ci-dessus de By, By, B3, B, dans (1.4.10), on choisit v = 3C' et h
proche de 0 pour assurer que Ch + % < % ; aprés simplifications, on obtient

00,1, 0o, €k 1,1 I,1,M 2
E(1ap 0} R OW + (1 + CR)E(Lay gy — agiia ).

Mais au vu du lemme [.1-c) et des estimées (1.4.7-1.4.6), on obtient E(].AM|OC(I)’]{;+1 -
LI,M o0, T 00,1,M |2 _
Q0 k41 ) < (1 + h)E(lA]y’%,kH Qo k11 ?) + Ch' 1(1 + | Xo? + E‘Pé\,{kﬂ(Ptj,jﬂ)P +
E|pfero(PY )[?). Finalement, nous avons montré
) +2

[e'S) 00, €k -
E(Lape 67" = 0371) < O+ ORI (14 | X0l + Bl (B, )P

+ E|Pé\{k+2(a€i2)|2) + (1 + Oh)E(lAkM|O‘0 k+1 — Q k+1| ).
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En utilisant I’argument de contraction comme dans (1.4.9), I'indice oo peut étre remplacé
par I, sans changer I'inégalité (avec une constante C' potentiellement différente). Ceci
peut étre écrit

E(1ap g™ — +hZEﬂ (Laplagy™ = ol 1)

€L —
<Ot Ch'=H 1+ | Xo|? + Elpgra (P,

+(1+ Ch)E(lAy‘aé,’éi\/{ @, k+1‘ ).

)+ Elpgi2(Pi 1)

On compléte la preuve en utilisant le lemme de Gronwall discret A.3. 0

Remarque 1.2 On peut remarquer que les puissances de h sont plus petites ici que dans
le théoreme 1.2, ce qui oblige a prendre I > 3 au lieu de I > 2 avant. En effet, on ne peut
pas utiliser d’espérances conditionnelles par rapport aux simulations comme nous fimes
pour (1.3.4) par exemple.

Notons que dans la preuve ci-dessus, on a seulement utilisé la propriété de Lipschitz des
fonctions de troncature ,él]ﬂ: and ﬁfk’m.

Preuve du théoréme 1.4. Les arguments sont standards et il y a essentiellement des dif-
ficultés de notations. Les dérivées premiéres de f par rapport & y et z; sont respectivement
notées Oy f et 0,f. Le paramétre 3 €]0, 1] représente leur indice de Holder. Supposons sans
perte de généralité que ¢ < 3 et que chaque base de fonctions p; ;, est orthonormale. Pour
k < N — 1, on définit les quantités

M
Z alf by, X tk aO 'pg,lk’ T, Qg 'pg?k)[pﬂ]*7

po k41 I Dljc\/[ =VvM(d - VkM)7

M:

_ i {U [0gksr - Piksr + Pf(@)] = E(vklogsy - posr + hfu()]) }
E Vi '

Pour k = N —1, on pose By = 0 et dans C}/ (), les termes a(l)ziﬂ “Poke1 €t ozé:,ﬁﬂ DO k+1
sont  remplacer respectivement par & (P"™) et ®V(PY). Les définitions de AM (a) et
DM sont toujours valides. Pour simplifier, on écrit X ~ si la suite (potentiellement a
valeurs vectorielle ou matricielle) (X)), converge faiblement vers une variable aléatoire
gaussienne centrée, lorsque M tend vers 'infini. Pour la convergence en probabilité vers

65



I. ALGORITHME POUR LES EDSR

P i . . o
une constante, on note X —. Puisque les simulations sont indépendantes, les conver-
gences suivantes sont vraies :

j P
(A%c<0421)7 Bl]gvjv VkM)iSI—l,lgq,ng—l —,

gV = (C’é”(afg’l), Dy)z'glq,zgq,kgzvq 5 (I.4.11)
Remarquons que lim; Vk % 1d est inversible. En linéarisant les fonctions f et po k 1
dans les expressions de 9,1’1 = E(vg [aé’k+1.p07k+1 +hfk(046 kl I ,a;kl I)]) et 9;1 M Jonnées

par (I1.4.2) on obtient
VAVATE 6~ DY <a§;1’f>

(ol —1,LM 1,0
- B M (e Jet1 0‘0 k+1 —h Z Al M<O‘§,k - a;,k )l
C . riwm
< 1k<N—1\/—M’%:k’+1 0k+1‘ Z o 1Pg |

i—1,1,M i—1,1 m m
' — ' |17 Z o[l (1.4.12)
m=1

\/— |,

Pour obtenir le théoréme 1.4, on montre par récurrence sur k que

(WM O:" = 0°)]j5i<1,GM) <. Rappelons que 60" = %" = 0 pour tout j.
Considérons d’abord & = N — 1, pour lequel B¥ = 0, et i = 1. Au vu de (1.4.11-
1.4.12), clairement ([vM(65"Y — 65" )]ic1,GM) . Pour i = 2, on peut invoquer le
méme argument en utilisant (I1.4.11-1.4.12) et on obtient ([v/M (05" — 63" )]i<a, GM) 5
pourvu que la borne supérieure dans (1.4.12) converge vers 0 en probabilité. Pour prouver

cela, on pose MM = M~1=B25" My g 140 et on écrit

M
1IM I 1,1,M 11
\/—IOé an [Py Rl = VM (et = ayl) [P MM.
—

Puisque [v/M (") —ay’,)]ar est tendue, notre assertion est vraie si M converge vers
0 lorsque M — oo. Remarquons que |vy_1||py_1]'*? € L%(P). Ainsi, la loi forte des
grands nombres, dans le cas de variables aléatoires i.i.d. avec moyenne infinie, conduit a
248 . .

M o llpR |7 = O(M =+ T") p.s. pour tout r > 0. Par conséquent, en choisissant
r suffisamment petit, il vient MM — 0 p.s.

En répétant cet argument, on obtient ([v/M (05" — 65" )it GM) 2.

Pour l'induction lorsque £ < N — 1, on applique les mémes techniques. Il y a une contri-
bution additionnelle diie & B, qui peut étre traitée comme avant. O
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4.2 Commentaires sur les majorations d’erreurs obte-
nues

Le théoréme 1.1 refléte I'influence de la discrétisation en temps alors que le théoréme
[.2 quantifie dans I’erreur commise par l'algorithme, 'influence du type et du nombre
de fonctions de base. En vue d’obtenir une convergence de (YN0 ZN1I) vers (Y, 7)), il
convient donc de faire tendre N vers I'infini puis d’ajuster le type et le nombre de fonctions
de base de telle sorte que non seulement ’erreur d’approximation a I'instant £

q
Y EBIR,  (VRZN )+ E[Ry,  (V))[
=1
tende vers 0 mais également suffisamment vite pour que

N-1 q
3 (Zmpl,kwﬁzmﬁ FE[Ry,, (VY >|2> (L4.13)
=1

k=0

tende vers 0. Ceci sera possible car nous avons des informations sur (y; (), Vhz ()
qui sont exposées dans la proposition 1.2. En particulier, pour tirer parti du caractére
Lipschitz de ces fonctions inconnues, on utilisera entre autres dans la partie numérique,
des bases locales dont les supports seront des petits hypercubes d’aréte §. Bien siir, on
fera tendre ¢ vers 0 de maniére a garantir que la somme (1.4.13) tend vers 0 lorsque N
tend vers 'infini.

Reste 'erreur Monte-Carlo. En effet, pour assurer que Uerreur entre (Y V-40M ZNLIMY of
(YN ZN.LIY tend vers 0 alors que N tend vers I'infini et § vers 0, il nous faut augmenter
le nombre de simulations M. En effet, le majorant de ’erreur dans le théoréme 1.3 est
clairement croissant en N mais également croissant dans le nombre de fonctions de base
utilisées & cause (entre autres) des termes Ellv;v; — Id||% et E(|v;|*|pojs1|?). En effet,
prenons par exemple un élément de la base de petits hypercubes qu’on utilisera dans la
partie numérique a un instant donné ¢, et fixons d = ¢ = d’ = 1. Cet élément s’exprimera,
sous la forme 1, ;)(x) ot b —a = §. Or, le controle de I'erreur dans le théoréme 1.3 se fait
a ’aide de la base v, orthonormalisation pour la loi de Pt];f de la base d’hypercubes. Dans
notre exemple, la fonction orthonormale correspondant a 1j, () sera 1p(2).

Comme les termes E||v;v} —Id||3 font intervenir des puissances plus grandes que 2 de cette

1
P(P{Y €[a,b])

fonction orthonormale, on va obtenir un controle de ’erreur dans le théoréme 1.3 4 1’aide de
1
P(P}Y€[a,b])

0 — 0 et que I'on doit estimer des minorants de la probabilité que Pt]: se trouve dans un

puissances de . On imagine rapidement le probléme que cela peut poser lorsque

petit intervalle de longueur §.
De maniére plus générale, si on sort de cet exemple de bases d’indicatrices de petits
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hypercubes, il sera trés difficile d’obtenir de maniére explicite une évaluation du membre
de droite dans le théoréme 1.3 et donc trés difficile de savoir comment faire varier M
en fonction du nombre de fonctions de base et de N pour assurer une convergence de
I’algorithme.

Un besoin de majorations plus explicites se fait donc clairement sentir et justifie la partie
suivante.
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Deuxiéme partie

Algorithme modifié pour les équations
différentielles stochastiques rétrogrades






Nous avons exploité dans la partie I la propriété de (Y;iv ,

L? d’une certaine quantité (voir I'équation (I1.2.4)). Nous allons & présent exploiter leur

Z[\) d’étre les minimiseurs dans

représentation sous forme d’espérance conditionnelle (1.2.2-1.2.3) pour pouvoir affiner les
résultats de convergence présentés dans le théoréme 1.3 et surtout obtenir des majora-
tions d’erreur qui nous permettent de faire varier simultanément tous les paramétres de
I’algorithme (pas de temps, type et nombre de fonctions de base, nombre de simulations)
pour obtenir sa convergence. On a en effet constaté que les estimations données dans le
théoréme [.3 impliquaient les moments d’ordre supérieur a 2 des fonctions de base ortho-
normées pour la loi de PV et que ces moments étaient difficilement calculables en toute
généralité.

Nous allons ici nous efforcer d’obtenir des estimations faisant intervenir seulement le
nombre de fonctions de base utilisées pour approcher (Y;,, Z;,) et non leurs moments.
Nous allons dans cette partie modifier la discrétisation en temps que nous avons effectuée
dans la partie I et verrons que nous devrons localiser cette EDSR, discréte de maniére a
assurer que les solutions de ’EDSR sont bornées. Puis, nous décrirons I'algorithme pour
approcher cette EDSR discréte localisée. Nous établirons alors des bornes pour l'erreur
commise dans l'algorithme et enfin nous discuterons de l’utilisation en pratique de ces
bornes.

Cette partie est I’objet d’un article en cours de rédaction.
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Chapitre 1

Description de 1’algorithme

1.1 Nouvelle discrétisation en temps de ’EDSR

La maniére dont nous avons mené l’analyse de ’algorithme de la partie I nécessitait un
schéma implicite pour définir YV. Ici, cela ne sera pas nécessaire. Pour cette raison, nous
redéfinissons ici (Y, Z¥) de cette maniére :

Vi =By, (Vi) + hBy f (b, XY, YN L Z)Y), (I.1.1)
hZl =By (Y AWy). (I1.1.2)

avec ;N = ¢ (PY).

La seule différence avec (1.2.2) et (I.2.3) est que 1’on remplace, dans le driver f, Y;iv par

N
+1 N

[ et non pas Z,

estimations non explosives par rapport & N. En outre, cette présence assure dans

un cadre trés général la validité de la remarque I.1.

Il est alors facile de montrer que la conclusion du théoréme 1.1 reste vraie avec ce schéma.

produisant ainsi un schéma explicite. Par contre, on conserve ZtJZ dans le driver
: ce terme est en effet fondamental pour rendre toutes les

Pour des raisons qui apparaitront plus loin, nous allons & présent localiser 'TEDSR dis-
créte (I1.1.1-I1.1.2). Pour cela, on introduit le vecteur RT = (R;);<i<a. Ses coefficients
vont correspondre & des seuils de troncature sur la condition terminale ¢V et sur le dri-
ver f (soft-thresholding en statistique). Ces troncatures vont permettre d’assurer que la
solution de I’équation rétrograde localisée est bornée.

On introduit en particulier :

fR(t,$,y7Z) :f(t7_R1\/-T1/\R17"' 7_Rdvxd/\RdayaZ)
qu’R(l’) = ¢N(—R1 VA Rl, ce ,—Rd/ Vg N Rd/). (1113)

On désigne par ||pVR|| . et ||[fR|« les quantités sup, [¢™F(x)| et sup, sup, | f7(t,z,0,0)]
qui interviendront dans les bornes d’erreur qu’on obtiendra plus loin. A partir de ces
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Fic. 1.1 — ¢™F et ¢V pour R, = 10

nouveaux driver et condition terminale, on définit I’équation rétrograde discréte suivante :

Y;iVVR = Etk(Y;l]c\:L?) + hEtkfR(tk7 Xt]Z’ Yti\l?’ ZtJZR)’ (IL.14)
PZIH = By (YA, (.15

N,R
avec Y, 7 = o™ E(PN).

1.2 Description et notations

Voyons & présent comment approcher (YV:f ZN:) Ceci va se faire en évaluant des fonc-

tions g M), (2 ()1i<q et en approchant Y., (Zy) 1<, par y M (PY),

Lk
(Zl],VléRVM(PtJZ))léléq-
Comme dans la partie I, les fonctions y, " (-), (Z;?;R’M('))lglgq sont, définies & partir de
leurs coefficients (Oé%)oglgq sur des bases de fonctions (p;x)o<i<q-
De la méme maniére que dans la partie I, on simule M trajectoires de (PY, AW) aux
instants de discrétisation (t;)o<r<n. En fait, pour étre plus précis, on va plutét suppo-

ser qu’on simule M trajectoires de (P2

i s AW k1) ot AWy 41 est un vecteur aléatoire

dont les premiéres composantes sont constituées des composantes de I’incrément brownien
AW,.. En effet si PN = XV il est suffisant de connaitre, a 'instant ¢;, AW}, pour simuler

PN

CR N+ __ N\x N,1 N,1 A
iy, - Mais si par exemple (P;)" = ((th) , Maxg<i<k Xy, > en notant X' la premiére
composante de XV, on peut avoir recours, pour simuler PV de maniére plus efficiente, &
d’autres variables aléatoires (comme par exemple, la simulation du sup d’un pont brow-
nien sur 'intervalle de temps [tx, tx11])- Ainsi, pour tenir compte de ces variables aléatoires

additionnelles, on suppose qu’on simule & chaque instant ¢, M réalisations indépendantes
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d’un vecteur aléatoire (AW, )i<m<n (Vecteur qui contient au minimum I'incrément
brownien AW}").

L’algorithme que 'on analyse dans cette partie nécessite la simulation de davantage de
variables aléatoires que dans la partie I (voir cependant le dernier chapitre de cette par-
tie pour une relaxation de cette hypothése). En particulier, on simule deux fois plus
de variables aléatoires & chaque instant ¢;. Ainsi, on suppose qu’a chaque instant t,
on simule M réalisations (AW{Z}I( +1)1<m<m, de méme loi que (AW, )icmem (
avec indépendance des variables (AW&‘H, A\?V;”fi‘+1 1<i<N-1,1<m<M)

)- On va utiliser ces variables aléatoires pour construire M réalisations de Py ., ho-
2 pN,m pDNm __ N.m Trm N o "
tées (Py, " )i<m<m en notant P, = Ti (P, AW, ) ot Tj, désigne la transition de

I'instant ¢, & Iinstant ¢, de la chaine de Markov P .

SN,1
By

to ty to l3 ty ts

F1G. 1.2 — Simulations d’incréments browniens auxiliaires

On choisit deux réels positifs C,(R) et C,(R) qui sont reliés & la localisation décrite dans
le chapitre précédent et qui seront explicités par la suite.
A partir d’une fonction réelle ¢, on définit les fonctions [¢], et [¢/], par :

W]y() = _Cy(R) N (Qp() N Cy(R))a
L’algorithme de cette partie se présente toujours sous une forme rétrograde :

— On initialise pour k£ = N par y%R’M(‘) = o™ H().

— A un instant de discrétisation tx, (a)%)1<i<, est défini comme le minimiseur (voir

annexe A.5 pour le choix du minimiseur en cas de matrice de régression dégénérée) du
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probléme de moindres carrés :

m

1BlfMZ\ v (B — — ar.p][* (I.1.6)

M

NRMy = (a1 -Prilz(+). Puis o} est défini comme le

P N,R,M
On définit alors z; ™ (+) par zjy
minimiseur du probléme de moindres carrés :

NRM N,m N;m  N,R,M;5Nmy\ _N,RM ; pN,m m
lgzlofMZ“cH Rk+1)+hf(tkvX 1Ykt (Ptkﬂ)azlk (P ))—ao.p07k|2.

(IL1.7)

M) par yy ()

— On itére jusqu’a l'instant .

On définit alors y = [ogk-Poly ()
Si on compare avec l'algorithme décrit dans la partie I, on peut répertorier les différences
suivantes :

— A chaque instant tk, le probléme de moindres carrés (I.1.3) fait intervenir les variables

N,m
aléatoires (P, Pt,chl :

I1.1.7) font intervenir les variables aléatoires (PNm tk+ ' ,AWk Ji<m<M-
— L’algorithme de cette partie ne nécessite pas d’itérations de Picard car on utilise dans
I'équation (I1.1.4) Y;i\;}f dans le driver f.

— Dans l'algorithme de la partie I, on trouvait en méme temps tous les coefficients

AW™)1<m<n alors que les problemes de moindres carrés (I1.1.6-

(af;é’M)oglgq en résolvant un seul probléme de moindres carrés (1.1.3). Pour des pro-
blémes de quasi-colinéarité de colonnes de la matrice de régression et pour des problémes
de complexité de la résolution d’un probléme de moindres carrés, résoudre g + 1 petits
problémes de moindres carrés tels que (I1.1.6-11.1.7) apparait plus facile que de résoudre
un seul gros probléme tel que (I.1.3). Enfin, notons que les matrices de régression de
(I1.1.6) pour des [ différents seront bien souvent les mémes ou quasiment les mémes pour
les choix de bases de fonctions que nous considérons dans la partie numérique. Ainsi,
I’algorithme de cette partie semble plus agréable & mettre en place numériquement.
Cependant, ’algorithme de la partie I semble donner des résultats avec des variances
plus petites (voir partie numérique).

— Dans les deux algorithmes, on utilise des troncatures. La raison est assez différente
dans les deux cas. Dans la partie I, les troncatures ont pour but de nous procurer des
controles sur I'événement [A]¢ pour lequel les matrices de régression sont éloignées de
leur limite lorsque M — oo. Dans l'algorithme de cette partie, la troncature (ou plutot
la localisation) intervient pour assurer que la solution de 'EDSR discréte définie par
(I1.1.4-11.1.5) est bornée et pour assurer qu’une certaine classe de fonctions est bornée.
Ce dernier point sera expliqué plus loin.
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— Enfin, les deux algorithmes correspondent & deux approches différentes du probléme.
La minimisation globale (I.1.3) cherche & approcher la solution du méme probléme
d’optimisation (I.3.1) en remplagant ’espérance par une moyenne empirique sur M si-
mulations de Monte-Carlo. En ce sens, il est assez proche de problémes d’optimisation
stochastique (voir entre autres [DW88|) bien que dans notre cas, le probléme soit parti-
culiérement simple du fait du critére moindres carrés. L’algorithme de cette partie tire
plutot avantage de 'expression de (Y, Z) sous forme d’espérances conditionnelles
et utilise des techniques classiques d’approximations d’espérances conditionnelles (voir
par exemple [GKKW02]).

1.3 Localisation de I’équation rétrograde

Le couple (Y;, Z[V) défini par (II.1.1) et (I.1.2) n’est pas borné. L’intérét d’avoir localisé
I’équation rétrograde est que le couple (thj’R, Zle’R) défini par (II.1.4) et (I1.1.5) est lui
borné. C’est ce que nous allons voir ci-dessous.

1.3.1 Bornitude induite par la localisation

Vérifions donc que (YNV:f ZN:B) est borné. Pour cela on va démontrer la proposition
suivante :

Proposition IL.1 Pour h < 1, Vk : 0 < k < N, VI : 1 <1 < q, [V, < Cy(R) et
: Cy(R) _ -
]ZﬁkR| < % = C.(R) p.s. ou :

Cy(R) = exp({2y + L0 + 270+ D)) (111.8)

avec v* = 4qC7.

PREUVE: Notre but est d’appliquer le Lemme de Gronwall discret A.3 et donc de relier
Y A Y

Pour cela, appliquons I'inégalité de Young (A.5) a I’équation (I1.1.4). Il vient, pour tout
v>0:
k+1

h h
P < (L ()P 20042 £ (b X, 0,0) P20 (24 2B (T +123 71,

7
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soit :
h h
V2P M) B (VO + 20+ )00 X2 0,00+ ACHH? + B [V
(I1.1.9)

hy S~ | Nk
HACHR? + =)D 12N
TS
En élevant au carré I’équation (I1.1.5) et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on
obtient 'inégalité :

hIZIEP < (B, (1Y FP) — [By, (Vi F)2 (IL.1.10)

trt1 tr+1

En injectant cette inégalité dans (I1.1.9), on obtient :

trp4+1 tg trt+1

h h
VL S I (G + 208+ 21 0 X0 0.0 +4CH0 + 2 P

tet1 tet1

1
+4CTq(h + ;){Etk(!YN’RP) — By, (Y22} (IL1.11)
Ainsi, en choisissant 7 = 7* = 4¢C7 dans (11.1.11), il vient :

1 * h
VP < ({20 ph %m)Etk(lY“P) 20 4 Dt X 0,00

tht1 k>

Pour h < 1, on obtient donc :

1+~

YR < (14 {297 +

tht1 g

1
B (Y53 ) + 2 (1 + ?)UR(tk?XN 0,0)[*.

On peut a présent appliquer le lemme de Gronwall discret A.3 pour obtenir :

N-1

Tty }T){Etk<\¢N7R<sz>\2>+2h<1+$>Em SR XY 0,0)P).
i=k

q

Y,V F2 < exp({2y+

On utilise & présent que |¢™E(z)| < ||¢™ o et que |fE(t;, 2,0,0)| < ||fF|| pour avoir
finalement :

1+~

. 1
VP < exp({20” + YD) + 2T+ )RR

On déduit alors facilement de (I1.1.10) que |Zl]§;€R| < C’\//(ER) = C,(R).
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1.3.2 Erreur induite par la localisation

Voyons & présent quelle est ’erreur induite par cette localisation. On va établir la propo-
sition suivante :

Proposition I1.2 Pour h suffisamment petit

N—-1
N,R N,R
max E[VF — Y2 4 hE S |2 - Z)Rp
0<k<N k k P k k

Z) = e, XYY

tp ) T lg41)

Z{Z)P.

tgp41?

N—-1
<CE(|¢™ (PY) — o™ (PY)I*) + ChE Y |f (b, X1, VY
k=0

PREUVE: En appliquant U'inégalité de Young (A.5) a la différence des équations (I1.1.1)
et (II.1.4), il vient :

1
Y = Y S+ am) I (V1T — Y )P + O+ )

Zy, )I?

tet1?

(Etk|f<tk, XN YN ZY) R XD YN

+E, VY -V |2 - Z;Z’RP). (I1.1.12)

tht1 tet1

De la méme fagon que pour établir (II.1.10), on obtient pour la différence des équations
(I1.1.2) et (I1.1.5) :

C
12 = 20 < (R (Y, YRR - B 0, - VP (1)

2 let1 [ let1 tey1
Ainsi, en ajustant v, il vient :

Vi = VNP <(L+ ChE, (1YY, = Vi)

tot1 lk41
+ ChEtk’f(tk:ngy;fﬁla Zt]Z) - fR(tka Xt],\ja Y;fi,\lla ZtIZ)P

En appliquant le Lemme de Gronwall discret A.3, il vient alors :
ElY," - Y, <CE(|¢"(P)) — o™ (P})P)

2

i+1’? i+1?

N—-1
+CRE D [ f(t, XN YN L ZN) = (Rt XY YN ZN)
i=k

L'inégalité pour hE S, ' |Z — Z{""'[? se déduit de la méme fagon que pour le théoréme
L.1. En effet, vu (II.1.13), on obtient :

79



II. ALGORITHME MODIFIE POUR LES EDSR

hEZ’ ZNR2

k=0
N—
N,R |2 N,R
Z tk+1 - -}/;k;Jrl ’ (|Etk< trt1 }/t-kle )| )]
k=0
<CE[¢"(P) — o™ (P]) |2+CZ E|Y, — Y, P — E(By (Y, — Y 1))
1 N—-1
<CE|¢" (P}y) — ¢" (P> + C{yh + CR*(1 + %)} Y BV, Y
k=0
+Ch2 EZlf tkaXt],YayvtﬁNZN) fR(tkankvathﬁpZN)‘

N-1

1
+ CR2(1+ %)E > o1zy -z
k=0

2

en utilisant (II.1.12) pour la derniére inégalité. En ajustant a présent v = 2C' et pour h
suffisament petit, 'inégalité de la proposition se déduit facilement.
O

L’intérét est que 'on peut & présent facilement borner le majorant de la proposition
ci-dessus en utilisant des majorations de queues de distribution de X~ et P". Ainsi,
en résumé, on voit qu’il est possible de borner la solution de I’équation rétrograde en
localisant ¢ et f. Remarquons alors que de la méme maniére que dans la partie I,
Yol =y (PNY et Z[yT = 2" (PY) pour des fonctions mesurables y, " (-) et 2 "(),
1 <1 < q. L’intérét d’utiliser le soft-thresholding est qu’il permet de conserver des
fonctions y, "*(-) et zﬁg’R (+) qui sont Lipschitz uniformément en R car les fonctions ¢™7*
et ff sont Lipschitz uniformément en R : en effet, la démonstration de la proposition 1.2
page 49 s’applique a 'identique avec des constantes de Lipschitz pour y,iv ’R(-) et \/Ezlj’\;’R (+)
indépendantes de R.

On peut alors tirer parti de cette propriété pour fixer le type et le nombre de fonctions
de base a utiliser.
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Chapitre 2

Analyse de Palgorithme

Nous allons dans ce chapitre nous intéresser a I’erreur
1 N,R,M ; pbN,m N,R; pN,my 2
Og}fngM Z ly (P =y (BT (IL.2.1)
m=1
dont nous déduirons une borne pour I’erreur

max ]E/ Iy (x) =y M ()P (d) (I1.2.2)

ou jux(dx) désigne la loi de Pt]: . Puis, nous déduirons des bornes pour les erreurs corres-
pondantes sur Z :

Nl g o M
N,R; pN,m N,R,M ; pN,m

hE MZ‘ZW (P, )_Zl,lc (P, )2,

k=0 I=1 = m=1

N—-1 gq

N,R N,R,M

hE Z/|Zlk (')_Zl,k ()P e (d).

k=0 1=1

Nous allons commencer par introduire un certain nombre de notations qui nous serviront
pour I'analyse de la propagation de lerreur (I1.2.1).

2.1 Notations propres a ’analyse de ’algorithme

2.1.1 Espérances conditionnelles

On note Ficyq la tribu engendrée par les variables aléatoires (AW )o<isn—1,1<m<mr €t
(Am772?+1)i2k+171§m§M' OII note Ek+1 = E('|Fk+1).
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2.1.2 Coefficients de projection

On note par souci d’alléger les notations, pour 0 <[ <qget 0 <k <N —1:

Pl =puk(PY™),
- SN,
Ples1 =Pk (BT,

1M
Y Zp?,lk(plk)
m=1

On peut alors définir un certain nombre de coefficients de projection a l'instant ¢ :

M
1 " o . .
ngl’fagﬁi M Z Po,k ([a(])\?kﬂ'po,kﬂ] + hf (te, Xp," [a(])‘f[k—&—l'po,k—&—l]yv [a%-pl,k]z)),
m=1
(I1.2.3)
T
M m ~m
Pé\j[ka(lJ,k Y Z p07k[04(])\,4k+1-p0,k+1]y7 (I1.2.4)
Py lc 0 k =27 Z Do, o (e, X0, [a(])\f[k-i—l'ﬁg}k—i-l]y) [Oéz%pzr?k]z), (I1.2.5)
hPl ko‘l k= Z pﬂAVT/ﬁ [O‘(J)\j[k+1']58?k+1}y7 (I1.2.6)

Zpoxg{y;ivff Prt) o+ hf (e, X0y (P 2y (By™) Y, (IL2.7)

m HN,m
Py k 0 k M Z Do kyquVJr}f Ptk“ ) (I1.2.8)
Pé\/[k M Z pO kf tka Xt],\;’ma yk+1 (Pt];:;nll) Zl k (Pt]:m)) (1129)
PG = ZpZ”kA Wiy (P, (11.2.10)

Si les équations ci-dessus ne définissent pas les coefficients de projection de maniére unique
(i.e. si les matrices P%, sont, dégénérées) on choisit de définir les coefficients de projection
de la maniére expliquée dans 'annexe A.5. On note également pour un vecteur de coeffi-
cients de projection o ou f3, Ekﬂ(a) =a et IEkH(ﬂ) = 4.

Remarquons que ci-dessus, on adopte la notation

Rt z,y,20) = fR(t,2,y, (21)1<1<4) de maniére & éviter de répéter les ¢ composantes
de z. Notons que dans la définition de oy _,, on pose agn.pon(-) = @™ ().
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2.1.3 Normes

Pour une fonction ¢ on définit :

M
1 m
10100 = 57 > (PP,
m=1
M
1 -
1015 = 57 D @™
m=1

2.1.4 Fonctions de base

On désigne par Kk le cardinal de p;; ,0 < I < ¢g. On note Py 'espace vectoriel de
fonctions engendré par la base p; i, et [P x|y le méme espace de fonctions mais tronquées au
seuil C,(R), i.e. [Pii]y = {[a.pii(*)]y, @ € RE+} On note par Ky (w) (0 < k< N—1,0 <
[ < q) le rang de la matrice de régression dont les lignes sont (pz,k(ﬂf’m)*)gmgM-

2.1.5 Evénements

Soit un parameétre réel § tel que 1 < 3 < 2. Ce paramétre réglera la vitesse de convergence
en fonction du pas de temps h de ’algorithme. On reviendra plus tard sur l'interprétation
de (§ mais disons dés maintenant que 3 > 1 est nécessaire pour que l'algorithme converge
(vu les bornes d’erreurs que nous allons obtenir) et que 3 = 2 permet de rendre lerreur
de l'algorithme du méme ordre de grandeur que ’erreur de discrétisation en temps du
théoréme I.1.

Une fois 3 fixé, nous aurons besoin de 1'événement AM défini par :

B+1
AY = {9 € Pogly = vt O) < 19lerar = 18llkerr < B2 (IL.2.11)

2.1.6 Erreurs

Enfin, introduisons les termes d’erreur suivants, qui vont intervenir dans I'analyse de la
propagation d’erreur de ’algorithme, et pour lequels on montrera des contréles en fonction
de M, h et du nombre de fonctions de base :

Tiear = 192" () = Bogpos(Ear (I1.2.12)
Tornr = ooy — ok F-pox()Ear (I1.2.13)
Tswar = {550 — Box }-pox() 20z, (I1.2.14)
Typant = B () — 2 Ol urs (I1.2.15)
Ts o = {ay — ot} ok (IE ar- (I1.2.16)
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2.2 Propagation de ’erreur

Pour analyser ’erreur (I1.2.1), on va appliquer un lemme de Gronwall discret. Il nous sera
utile de disposer de la proposition suivante qui relie ’erreur & 'instant ¢, a une erreur
équivalente a l'instant ¢z 4.

Proposition I1.3

Elly:""(-) = [oak-pouly (i ar SET1par + (L + CH)E(Togn)
+ (L 4+ CRE[y 1Y () = [adhsr-orsaly Ol7

C
—ET: ChEE T, T: )
+ PR + ;{ wkan + Ts ot

PREUVE: Tout d’abord, puisque [y,iV’R]y = y,iV’R (proposition I1.1), on obtient, en utilisant

que [-], est 1-Lipschitz

M M
1 N,R; 5Nm m 1 N,R; pN,m
MZ‘% (P ™) — [a(%c-po,k]y‘z < MZ‘% (P ™) — O‘o;:poﬂz
m=1 m=1
Puis, comme (voir (I1.1.4))
N,m N,m Nym Nm N,m
Ek+1 (yk‘—l-l (Ptk+1 ) + th<tk7 th. 7yk+1 (Ptk+1 ) Zl k (Ptk; ))) = yk (Ptk, )7

Bgf[k (défini par (I1.2.7) et Béw e = Ek+1(ﬁé‘§g)) est solution du probléme de moindres carrés :

M

. 1 N,R Nm m
1gf Wi Z lye (P ™) — cpphl

m=1
De cette propriété d’optimalité, on tire en appliquant le théoréme de Pythagore :

M

1 N,R N,m m
Wi Z e (P ™) — g ponl” = Z i 501c Pl
m=1
1 —M
+ M Z Hﬁo,k - Oéé\i}-pgko
m=1
1 M M
=T kv + i Z H{Box — O‘é\?k}‘pg?k’%
m=1
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Etant donné que ap} = OzOk + 04024 (voir les équations (I1.2.3-11.2.4-1L.2.5)) et 3} =
507,{ + 5o,k (voir (I1.2.7-11.2.8-11.2.9)), on obtient, Vv > 0, en appliquant I'inégalité de
Young (A.5)

M M
M |{ﬂo7k - Oéé\?k}'p(),kﬁ S M |(60,k Oéé ]]CW) p07k|2 (11217)
m=1

4o MZl Bor = agal) w5l

Traitons tout d’abord le premier terme du membre de droite de (I1.2.17). Observons que

—=1L,M ~ = 1,M = 1,M —1,M
Bok Do est Fryi-mesurable. De plus, Ekﬂ(%’k .p{fk) = Ekﬂ(a&k )-Po = Aol Dok
Ainsi, pour tout m, on a I’égalité :

=1L,M 1,M m
E[{Bo O‘Ok }p0k|2 E[{ag aOk }P0k|2 +E|(%k 50k )pO,k|2'

En sommant sur m, il vient :
1 1,M
h —lM
EMZHﬂo, %k }poxs’2 =E— Z\{a — Qg }pg?kP
m=1

1 m
"‘EMZKO‘M 50k )Pl

=1
M

:E(TQkM —|' Z _1M ﬁOk )p87k|2‘

m=1

Ce tout dernier terme se majore en utilisant la contraction de la projection sur ((pglk)*) L<m< M

de la maniére suivante :

M
m 1 N ~m
7 Z (@ 50 k ) po,k|2 M Z |]Ek+1{yk+1( tk:?) [a(])\j[k+1'p0,k+1]y}|2'
m=1

Passons & présent au deuxiéme terme du membre de droite de (I1.2.17). On a, en utilisant
(a+b)? <2(a® +b?) :

M
_Z|ﬁ0k %k)pg,ﬂg Z 5014; - Ok) gfk|2

7M
Z| %k)p()k|2

m=1

—2T3kM+_Z| aOk)p0k|2'

S |
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On utilise alors & nouveau la contraction de la projection sur ((pg’k)*)l <<y AIDSL que

le caractére Lipschitz de ff (uniformément en R) pour écrire (en comparant (I1.2.5) et
(IL.2.9)) :

<

1 2,M 2, M .
M Z |(5o,k O‘ok -Po, k|2 <— Z | k+1 tk+1 [04(%6+1-P67k+1]y|2

m=1

Récapitulons. Nous avons obtenu la majoration :

M
NR Nm N,R,M N,m
Z (PY™) =yt M ()

173

<(L+7h) E Z B {yei1 (Pr) = [0k Bonsaly} + ETvgear + (1+ Yh)E(Togar)

1 ~m
+ 2(1 + _)ETg kMt C h? + Z ’ k+1 tk+1 [aé\j[k+1'p07k+1]y’2
Yh M
M
Z Do la (B = ladi i)l (I1.2.18)
=1 m=1

Nous allons simplifier cette derniére équation en nous intéressant au terme :

—_
Q

M
N,R
EM Z |Zlk tk [a%-pmﬂ]zﬁ

=1 m=1

Remarquons d’abord que ce terme se majore par

1 &
N,R; pN,
EM Z Z |Zl,k (7)) — al]‘,{c'plr,nkp
=1 m=1
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en utilisant la proposition II.1 et le fait que [-], est 1-Lipschitz. Puis, en utilisant I'inégalité
(a+b+c)? < 3(a®+ b+ c?), il vient :

M
1 N,R; pN,m 3 Z2M m
1Y Z |Zl,k (Ptk - OK% plk|2 =7 Z |Z (Ptk ") - Bl,k'pl,k|2
m=1 m=1
3 M
T Z (s, — @k)-pial?
m=1
3 U M
T Z (B — a@i)-pi?
m=1

M
3
=3Tjunmr + 35 k000 + i Z |(ﬁz k0 k) Dy k|2
(IL.2.19)

En utilisant la contraction de la projection sur ((plmk)*)1 <<y €t en comparant (I1.2.6) et
(I1.2.10), il vient : -

Z| sz al,k l,k| Z |Ek+1{ yk+1( tkﬂ) [ao,k+1'po,k+1] )—F— f }|
m:l

Eu

1 ~ -
i D Ernalyein (P = [0 Do lu?
m=1

E

M
1 m o
EY; E Ek+1{yk+1 Ptj,irl) [aé\?k+l'p0,k+l]y}‘2 (11.2.20)

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour la derniére inégalité. C’est cette derniére
majoration qui va nous permettre de simplifier (I1.2.18). En effet, en injectant cette ma-

joration dans (I1.2.18), on peut donc majorer

M
Z N,R PNm _yéV,R,M(PtZ;/,m”Q
m=1
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par :

ET ko + (1 + yh)E(Topm) + (14 vh) E Z Brs1{pir (Ba) = [0 hsr Do)y
(I1.2.21)
2 M ~m 2
+2(1+ %)ET?) kot + C(h° + E Z Unit (PA2) = [0 in B ly]

h q
—-)E Z s+ Ts g}

=1

+C(h* +

M
1 1 N,R; pN,m ~m
+C(h + §>EM Z |yk+1 (PtkH ) — [O‘é\?k+1-po,k+1]y|2
m=1
1 M
Nm ~m,
—C'(h+ Z ‘Ek+1{yk+1 (Ptkﬂ ) — [Oéé\j[k+1'po,k+1]y}|2-

En choisissant & présent v = C' dans 1’équation ci-dessus, il vient, pour une constante C'

différente :
M

Nm N,R,M N,m
Z BRN™) — g M (P2

m=1

<(1 Z |{?Jk+1 tk+1 [agﬁwl-ﬁfk—s—l]y}‘z

C q
_ET&k,M + Ch]E Z {T4,k,l,M + T5,k,l,M}- (11222)

+ET o + (1 + Ch)ETo g ar + A
=1

O

Pour appliquer le lemme de Gronwall discret, il faudrait que dans la proposition 1.3, on
. N,R

ait Bllyp 1y () — (g 1-Posr (]Il 41,00 2 1a place de E[ly27 () = [aghy1-porn Olyll7, -

Le passage de 'un a lautre se fait a I'aide de I’événement A2 et I'on peut alors établir le

théoréme :

Théoréme II.1
M

1 m m
B S M) — g (P P

m=1
N-1
<CE Z{Tl,i,M + Toins +h " Tyi0} + CR?
i—k
N-1 ¢

9 N—
Z AM +ChEZZ{T4ZZM+T57,ZM}
i=k

i=k [=1
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PREUVE: Comme annoncé plus haut, ce théoréme est la conséquence directe du lemme de
Gronwall discret si on transforme dans la proposition II.3 le terme

N,R
Ellypii () — [0k Dot (Ol 1 en Bllypit () — [0k -Posr1(lyllianr- Pour cela,
on écrit :

Elly) — [0dhsr-Posrs Ol i

_E(Hykﬂ() [aé\?kﬂ-PO,Hl(')]kaH,M Hyk+1() [aé\f[kJrl'pO,kJrl(')]y”k+1,M+
2

||yk+1() [aé\?k—i-l'po,k—l—l(')]y”k—i—l,M)

2

<(1+h™HE <Hyk+1( ) = [ 1 Posrr (lyllesrar — luega () — [Oééﬁﬂ-po,m(-)}kaH,M)
_l’_
+(1+ h)E|lyk+1( ) — [a%+1~p0,k+1(')]y||i+1,M-

En distinguant & présent suivant que 1’on se trouve sur A ou sur [AM]¢ et en utilisant
la définition de A} il vient :

E”ka( ) [a¥k+1'p0,k+l<'>]y’|i+1 N

C

OB + ZC,(RPR(AM) + (1 + BN C) — [odhr £oxer (s

Alors, (I1.2.22) devient :

B Z e (P = g PP (I1.2.23)
<]ET1kM‘|‘( +Ch) (TQkM)+Chﬁ
+(1+ChE— Z e (BN — M B 2

Cy(R)*
h

C q
—ET5 ;0 + ChE Z {Tyjeons + Ts a1}

+C .
=1

P([4"]) +

Une application du lemme de Gronwall permet alors de conclure. 0

2.3 Majoration des termes d’erreurs

Le théoréeme II.1 fait intervenir un certain nombre de termes d’erreurs que nous allons a
présent majorer en fonction de M, h et du nombre de fonctions de base.
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II. ALGORITHME MODIFIE POUR LES EDSR

2.3.1 Majoration de T;xm

Lemme II.1 Rappelons que K, (w) désigne le rang de la matrice de régression dont les
lignes sont (plyk(PtJZ’m)*)lngM.

Cy(R)* +||.f*
M

Remarque I1.1 Dans ’énoncé du lemme ci-dessus, nous aurions pu remplacer E( Ko ,(w))
par Koy étant donné que Ko i(w) < Koi. Cependant, conserver E(Kyx(w)) a un intérét
cructal car dans bien des cas, Ko (w) < Koy. Considérons par exemple la base constituée
d’indicatrices d’hypercubes d’aréte 6, que nous avons déja évoquée dans la section 4.2 de
la partie I et que nous décrirons complétement dans la partie numérique. Supposons que
nous ayons choisi § trés petit, générant ainsi un grand nombre d’hypercubes et donc un
nombre Ko, trés élevé. Alors le terme K i (w) nous indique qu’a un instant donné ty, seul
le nombre d’hypercubes contenant des simulations Pt]:’m va compter dans la borne d’erreur.
En effet, les hypercubes ne contenant pas de simulations vont donner des colonnes nulles
dans la matrice de régression et ne compteront pas dans lestimation du rang Ko (w) de
cette matrice.

BT,y 0 < C oo () + it Blapos(PY) — g 7P

PREUVE: En utilisant I~Ek+1(ﬁé\i) = Béw &y 11 vient
ET| v =E— Z | 50 i-Po, ol
1 n ,m
:]EM Z |Ek+1{yk (Pt],:[ ) — Okpo ot

N, 2
Pkm 50]@ Okl

M:

On est alors dans le cadre du théoréme A.8 avec

Y = yk+1 (Pf;ﬂl) + th<tkv th ) yk+1(Pt],:fH> ,k(PtJ,j))v
X = Ptjly.

Remarquons que E(Y?|X = z) se majore par (en notant XtJZ =x si Pt];’ =a'):

Py =)

<2C,(R)* 4+ 8C7h*Cy(R)* + 8qhCFCy(R)? + 4h°| f"(ty,, ,0,0)|?
<C(Cy(R)” + I F13)-

20,(R)” + 2h2E(|fR<tk,Xz: RPN ) RPN
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2.3.2 Majoration de T2y m

Lemme I1.2
Cy(R)?

ETs pm < E(Kok(w)).

PREUVE: Vu la discussion faite dans I’annexe A.5, on sait qu’en notant B la matrice de

M lignes (pgfk) , on peut toujours supposer que % = Id, en considérant que B a un
nombre de colonnes égal a K x(w). Dans ce cas, ozojcw est défini par

*

1

s - M ; (WM sm .
ot V' désigne le vecteur de R™ de coordonnées V;,, = [y’ 1Py s1)y- On a alors :

m B* n *B m
6% (g — o )I* = (! Evalde Epr(VIHV = Exa (V)} 2700

puis :

) - B _ ] \B
Bl ot — T2 = 03" 3 Bt ((V = B (VMY = BV} ) 08

Or le terme (m,m') de la matrice £, ({V - Epr (V)HV — INEkH(V)}*) vaut :

B ({Vin = Baa (Vi) HViw = Bt (Vi) }) =Enir ([00 k1 Pos1)u[00 k41 Bk ly)

nd ~ ~ I
- Ek-l-l([a(])‘f[k—&—l'pg?k—&—l]y)EZ-&-l([agﬁc—s—l'pg}k-&-l]y)'

Or (o1 D)y = ¢(a0 kL PNm AT "w+1) pour une certaine fonction mesurable w
Comme ag},; et Pt sont fkﬂ mesurables et que pour m # m/, AW;" i1 €t AW et
sont indépendants de Fy1 et indépendants entre eux, on a :

i ~ ~ ’ i ~ ~ ~ !
Epy( [aé\j[k—i-l 'pg?k—l-l]y [Oé(l)\,iﬂ -p67,lk+1]y) = Ekﬂ([aé\flkﬂ ‘pg,lk—kl]y)Ek-i-l ([Ofgfjkﬂ ’pg}k-s-l]y)

et donc By ({Vin — Err (Vi) HViw — Eps1(Vi)}) = 0 pour m # m/. Ainsi les termes
non-diagonaux de la matrice Ej, {v —EkH(V)}{V—I@kH(V)}*) sont nuls. C’est vrai-
ment dans ’annulation de ces termes que réside I’intérét de la simulation des
variables (AW} 1) 1<m< M-

Les termes diagonaux se majorent par Ek+1([aé\4k+1 Dorraly) < Cy(R)>.
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Ainsi g1 ({V = Ert (VHV = Exrd(V)}) [|2 < Cy(R)? et il vient :

(o) 2B (1V = B (VMY — Beaa(V)}) o
Bpok = o B
SO B (1Y~ B (VI — Bra(V)}) ool
BpOk -
<[l B2 ({V = B (V)HV = Exaa (V)}) [l2

C (R) m BB
< yM (P0'x) ~af Pox

- ( Bnk)* gfk

Ko,k (w)

C,(R)? -
:% > Ipil

J=1

en utilisant I’ hypothese = Id. En sommant sur m cette relation, il vient :

M
g
o
=
&

LM
~ LM 1M
Ekﬂﬂn;‘pg?k gk aOk)‘ =

en tenant compte de 228 =1d. 1l en découle E(T5 1) < ( ]E(Ko p(w)).

2.3.3 Majoration de T3y m

Lemme I1.3 ) R
(Cy(R)* + [[flloo) P

ET&]@M S C Wi E(K()Jf(w))
PREUVE: Remarquons que
—2. M B* ~
21]:4 - ﬁo, = M {V - ]Ek+1(v)}

avec la méme définition de B qu’au lemme précédent, toujours avec I’hypothése = BB _1q
et en notant V le vecteur de RM de coordonnées :

Vm :fR(tk7Xz€]Zm7yk+1 (PNm) Zlk: (PNm)>

tet+1 173

Remarquons alors que fR(tk,Xme,ka(PNm) zlk (PNm)) = w(Pt]:’m,AW,:ka) pour

lg+1 (2"
une certaine fonction ¢ mesurable. Les mémes arguments qu’au lemme précédent per-

mettent d’affirmer que I~Ek+1({Vm — B (Vi) H Vi — Ek+1(Vm/)}) = 0 pour m # m'.

92



CHAPITRE 2. ANALYSE DE I’ALGORITHME

Ainsi, comme précédemment, on a :

B (050" 5 (V = Ben(VIHY — EeeaV))) 1)

Ko,k (w)

max, ]EkH(Vn%) "
< i Z PO k. 2.

Jj=1

On a alors, pour tout m :

Ejo1 (V2) <Ep | fR (b, X7y H (PN, 200 (P2

th+1 tg
Cy(R)* + [1/713
3 .

<2| R (e, X0, 0,0) 2 +4C3C,(R)* +4CF hc (R?<C

Ainsi on conclut comme au lemme précédent pour obtenir :

Cy(R)? + ||/ 713 )R

ETs o <C (

i E(Kor(w)).
O
2.3.4 Majoration de Tyx1m
Lemme I1.4
C,(R)?
ET4,k,l,M S ?\(Jh,) E(Klyk(w)) mf]E]\/ﬁzlk ( tk) — Oéplk<PN)| .
PREUVE: On a:
m m =M
Tapgnm = Z| e PN 5lkpzk|2 Mh Z |\[ e PN ) — <\/ﬁ>ﬁl,k'pl,k‘2‘
Or, rappelons que ﬂlk = Ekﬂ(ﬁl ) et que \/Ezl ) (Pt],j’m) est Fj.1-mesurable. Ainsi :
JR— v
]EM_h Z |Vhz z]\;R(Pt]:m) - (‘/ﬁ)ﬁz,k-pmf
m=1
1 -
:Em Z |Ek+1{\/ﬁzlj\2 ( ) = \Fﬁz kP, i (I1.2.24)
m=1
LM
SEmmZ:l |\/ﬁzz],\2R(PNm) VhiN.pp
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On est alors dans le cadre d’application du théoréme A.8 avec Y = A\V}%’“ y,i\f’rlf(PtJ:H) et

X = Pt];’ . Remarquons alors que
E(Y?|X) < Cy(R)*.
Ainsi, en appliquant le théoréme A.8, il vient :

Cy(R)*

ET, <
LRLM S Ty

E(Kip(w)) + lnf]E’\/Ezlk ( tk) Oéplk(PN)‘Q-

2.3.5 Majoration de Tsyx1m

Lemme I1.5
Cy(R)?

ET: < Y
5.k1,M > Mh

E(Kk(w)).

PREUVE: Rappelons que T5 0 = & Son [(@' — a).py|2. Désignons cette fois par
B la matrice de M lignes (p;,)" et par V' le vecteur de RM de coordonnées

AW .
Vin = Th’[a%ﬂﬂ-l)o,kﬂ]y-

On a alors, avec ces notations matricielles :

) 1 B _ \B
Bl @)~ o414 = L 13)"  Bs ((V = Bra VDV = Ba (1)) ol

AW N,m Irm DR A
Remarquons alors que —=* g Do)y = V(b Pr™ AW ). Ainsi, de la méme

fagon que précédemment, les termes non-diagonaux de Ek+1 ({V—fEkH (VIYHV=Ep1(V)})
sont nuls. Les termes diagonaux se majorent par

- AWM
Ek+1(| \/lk| [040 k+1- Po k+1] ) <C (R)

Ainsi, de la méme facon que précédemment, on a :

O, (R)?

ET: <
kLM S Ty

E(th(w)).
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2.3.6 Majoration de P([AM]°)

Lemme I1.6 Avec les notations de l’annexe A.4
P([A;])

u N,R N,m HIN,m Mh/BJrl
<2E N2( ok [ Pokraly = Yers (s (P i<mens, (P )1<m<nr) | exp T 144C,(R2 )

PREUVE: Le résultat est classique (voir [Pol84|) et nous reprenons par exemple la dé-
monstration donnée dans [GKKWO02]| (théoréme 11.2). Pour simplifier les notations, on
désigne par M la classe de fonctions [Py x11], — ¥+ (-)- Introduisons une suite de variables
aléatoires i.i.d. (U,,)1<m<m valant 1 et —1 avec probabilité %, indépendantes de toute

autre variable aléatoire simulée dans I’algorithme. Définissons :

_ pNm
Zm _Ptk+1
N,m
ZM+m Ptk+1
siU, =1¢et

JR— N7m
Zm _Ptk-+1
HIN,m
ZMtm Ptk+1

si U, = —1. Alors, on peut écrire :

P([AM) =P(3p € H : 1 er, i = Nk, > h%)

—P(3) € H : \ — Z (B ™2 — Z (P2 > nE)

1 = , 1 & , o
zP(HweH:\M;WZm)r - M;wwmm)! >h)

SN,m A . . o, .
car Ptk . et Ptk ont méme loi. On peut se convaincre de la derniére égalité en condi-
tionnant par (Uy,).,. Introduisons alors une couverture G = {gi,...,¢g,} de H au sens ou

pour tout ¢ € H, il existe g; € G tel que

N,m N,m Nm 1 st
2M Z {‘¢ tk+1 (Ptk_H )|2 + W(13tk+1) (Pt;H_l )’ } < ﬁh 2,

Le cardinal de G est égal au nombre de couverture N, ( 5V H, (E]:+T)1§m§M> (B]:+T)1<m<M>

avec les notations introduites dans I’annexe A.4.1. Remarquons que comme P ;1 est un
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espace vectoriel de dimension finie (donc de dimension VC finie), ce cardinal est fini (voir
|[LT91] ou théoréme A.6). De plus, les éléments de G sont bornés par 2C,(R), cela étant
le cas pour les éléments de H. Soit ¢ € H et considérons un élément g; € G qui vérifie la
condition de couverture ci-dessus. On a alors, en utilisant I'inégalité triangulaire :

1 M M
TS IZE — | 37 S 1 (Fas )
m=1 m=1

IN

M:
=
N
T
°
D
I
NE

M
1
Zp)? = i Z 19 (Zmar) |2
m=1

m=1

Mm:
J > 19)(Zarsn) ~ ¥l Zarsn)f

Le premier terme du membre de droite se majore par :

M
HIN,m 1 B+1
J 2 AW — PP+ WAL — (PR} < i

et la méme inégalité est valable pour le dernier terme du membre de droite. Ainsi :

<

M
PEYeH: | 2 3 WZn)E = \[ 22 3 [0 (Zasn) P > h°F)
m=1

m=1

M

1 M
<P(g €y 57 2 19(Zn)l? - Z (Zargm)|? >

m=1

h).

W |

Conditionnons par (Pf:ﬁ, ]E’tﬁT)lngM. Notons que la classe G dépend uniquement de

ces variables aléatoires et pas des (U,,),,. On obtient :

M M
1 1 m m
P36\ 7 22 =y 57 Dol > 0% (P B e
m=1 m=

1 f41 m pN,m
<N (B\—fh H, (P 1emens (B )1<m<M)

M
1 p+1
maXlP’( Mmzz )7 — Z|g] Znrem)|? > h 2

Nm pNm
(Ptk-H ) Ptk+1 )1<m<M) .

(I1.2.25)
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De maniére a appliquer I'inégalité de Hoeffding, remarquons alors que lorsque

1 X 1 X
A= Mmzllgj(Zm)lz— Mmzllgj(me)l2

est posifif, on a :

LYY {19 (Z) ~ 19 (Zarn) )
VM SN 105 (Zn)2 4\ S 105(Zar )
31 Lot Undlgi (BT — 19, (P}
W S (g (PYM2 + gy (B2

en utilisant pour la derniére inégalité que va +b < \/a + V/b. Ainsi, en réinjectant dans
(I1.2.25), on obtient :

(| 37 22 120 =y 57 D s Zassult > 51
(Lzﬁfl Und{lgs(PEEDP — lgs(PDIP
Vi S0 (B + g5(BY )

Notons X, w19 (PY™? = 1g;(PY™))2). La classe G ne dépendant pas de (Up,)m,

tet1 trt1

on a E(X,, |(PNm PY™) cpenr) = 0. En outre | X,,| < lg;( (PY™)2 = |g;(PY™)] |- Ainsi,

tht1 0 "tk lkt1 tk+1

on peut appliquer I'inégalité de Hoeffding (théoréme A.10) et on obtient

(—Zm L Undlgs (PP = lgs( tkﬂ)l} 1

Nm pNm
(Ptk-H 7Ptk+1 )1<m§M)

B+1
hT

oo|>—l

N,m pNm
(Ptk+1 7Ptk+1 )1<m<M) .

1,60
3

Vo T (g (P2 + gy (B}

MBI LM (g, (PP + gy (B })

Nm pNm
(Ptk+1 Y Ptk+1 )1§m§M>

tot+1 tet+1
m 2
1847 >y (19 (P12 = g, (PTI%)

Reste a transformer le dénominateur de la fraction dans I’exponentielle :

(11.2.26)

<2exp < —

M

S (g (PE™MP = g (PY™MR)?

m

Sk

I
—

(1g; (Y™ + 1g;(BY™D (g5 (BY ™) — 1g5(PY™)])

I
= -
M=

m=1
8C,(R)* m m
<=4 2 (g (BDP + g (PETP).

m=1
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Ainsi, en injectant dans (I1.2.26), il vient
HIN,m Nm
P(ﬁ >t Un{lgs (B P = 1gi (PI%Y -
M m HN,m
VS0 g (PYIIE + o (P12}

Mhﬁ“
<2 _— .
= ex"( 144@(3)2)
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Chapitre 3

Majoration de I’erreur commise dans
I’algorithme

A T'aide des majorations des termes d’erreurs du chapitre précédent, on obtient finalement
le théoréme suivant qui borne I’erreur commise dans I’algorithme

Théoréme I1.2

N,R N’m N,R,M N,m
Og}%VJEMZI (P™) =y M (P

Cy(R)? + || F5]|% "= —. N NR N
i 2 s B(Huu(w) +C;12fE|a'p0,k(Ptk)_yk (7))l

<C

-1 q
—l—C’ZmeE\ozplk M) — \/_zNR(PN)]Q—i-ChB*1
k=0 1=1

) apftt N1 ﬁ

+ —C,(R)%e cy® E N
RO AT S (Nl
On vérifie donc que 3 doit étre supérieur a 1 pour assurer la convergence de 1’algorithme
lorsque h — 0 et que 3 > 2 est inutile car le terme hP~! deviendrait alors négligeable
devant h qui intervient dans la majoration de 'erreur de discrétisation en temps (voir
théoréme 1.1). On reviendra plus tard dans ce chapitre sur 'estimation du nombre de

couverture N, qui intervient ci-dessus mais pour l'instant, on va s’efforcer de déduire du
théoréme I1.2 des bornes pour 'erreur (I1.2.2) puis pour les erreurs sur Z"-f,

+1

Q

N Poktily — yﬁf} (Ptj,jﬁ)lgmgM, (Ptj,irT)lSmSM)) .

3.1 Majoration de ’erreur pour la loi de Pt]]j

On va établir le théoréme
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Théoréme I1.3

_  N.RM_\2
o B [ () = g ) Ppn(do)
o1 o CulR+ IR NN Ny 2
<Ch'+cC 7 2 Ogg%m(mk( +csz1@ e (PY) = apor(PY)P)
e C,(R)? max, K
0<k<N-1 L0k
—i—C’;lZlme api(PY) — \/_ZNR(PN)\)—FC’ Y E log(M)
C , —oanfr T2 = N N .
+ﬁCy(R) e e ” kz_% <N2(3\/— [Pox+1ly yk+1a(Ptk]rl)lémSMa(Ptkjrl)lgmgM))-

Avant de démontrer ce théoréme, on voit qu ‘on obtient la méme borne que pour ’erreur
Cy(R)? maxo<p<n—1 Kok

(I1.2.1) & un terme additionnel prés C i log(M).

PREUVE: Nous adoptons pour cette preuve la notation
0l = [ 10()Prn(ae)

pour une fonction ¢ mesurable bornée. L’erreur E [ |y, " (z) — y ™" (2)[>1x(dz) se ré-
écrit alors

N.R N,R,M

2
N.,R _ N,RM N.,R _ N,RM N.R  N,RM
=E(||yk R gy NRM o NN, ||k,M)

2
SE(max{ny,i“ M Z R MR 01 o —y,iVRMHk,M)

<E(T1) + E(13)
avee Ty = 2max{||yy " =y M e —=2[lge™ =yl ar, 0} €8 Ty = 8[|y —yéVRMHk,M-
En appliquant le théoréme I1.2, il est facile de borner E(T3) étant donné qu’on recon-
nait Perreur (I1.2.1). Pour majorer E(7}), on adapte la preuve du théoréme 11.3 dans

|GKKWO02| en écrivant :
BT > ) =P (2o = 5 = 2 = ar OF > )

§P<3w € Posly — ¥ ¢ 161 = 2o > @)

<3EN2(f [Posly — y R, PI2M) exp(—ﬁj(m)z) (I1.3.1)
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en utilisant le théoréme A.9, la définition de N (définition A.1) et la notation P"'*" =

N1 NM  pN,M+1 N2My _+ pN,M Y
(P M oM P,o#") ot (P "™ )1<m< est une copie indépendante de

yt

N <,
(P, )1<m<m. On a & présent :

./\/'2(%7 [Porly — i, R]:,1:2M) —Ng(\f Posly PNl 201
_Ng(f [Poxly + Cy(R), tJI:fl 2M>‘

[Po.x]y + Cy(R) est alors une classe de fonctions positives et bornées par 2C,(R). On peut
donc appliquer le théoréme A.6 (voir ce théoréme pour la notation Vg+ pour une classe
de fonctions G) pour écrire que :

. 2¢(2 2 2 2 \ Vipo ply+oy )+
./\/'2(\/—67 [Pokly +Cy(R>,PtN’1'2M) <3 c(2Cy(R)) log{ge( Cy(1)) } *
24 ’ k % %
§3 < 1728€<2Cy(R))2 ) 2V<[770,k]y+cy(R))+
U

en utilisant que log(z) < x.
Nous avons alors :

ViPoslu+Cy(R)*+ = ViiPo uly)+

1, 4 .,
En effet, notons n = V((p, ,},+c,(r))+ €t considérons un sous-ensemble de R4+ associé

(1), s (2 ).

Par définition de V(ip, ,],+c, (r))+» Pour tout sous-ensemble / de {1,...,n}, on a quil existe
g € [Pokly + Cy(R) tel que g(z;) > t; pour i € I et g(z;) < t; sinon. On a alors juste
a considérer le sous-ensemble {(z1,t; — Cy(R)), ..., (%n,tn — Cy(R))} pour conclure que
ViPorlurCo®)+ < V(iPyul,)+- L'inégalité dans autre sens s’établit de la méme fagon.

De méme, il est facile de montrer que

Viro st < Vieg )+

En effet, notons n = Vp,,],)+ et considérons un sous-ensemble de RY+1 associé
{(z1,t1), -, (zn, t) }, qui est éclaté par ([P i],)". Par définition, pour tout sous-ensemble
I'de {1,...,n},il existe g € Py tel que [g],(2;) < t; pouri € I et [g],(z;) > t; pouri ¢ I.
Il nous suffit de montrer que pour i € I g(z;) < [g],(z:) et pour i ¢ I g(z;) > [g],(z:) pour
exhiber un élément de (Py )" qui réalise le sous-ensemble I.

Supposons qu'il existe i € I tel que g(z;) > [g],(z;). Alors nécessairement g(z;) > C,(R)
et donc [g],(%) = Cy(R). Ainsi on devrait avoir ¢; > Cy(R) et il ne sera pas possible de
trouver un élément de [P x|, qui réalisera le complémentaire de ¢ dans {1, ...,n}. En effet,
si un tel élément ¢’ existait, ceci nécessiterait [¢'],(z;) > t; > C,(R) ce qui est impossible.
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Ainsi, g(z) < [g],(z:) pour ¢ € I.

D’autre part, supposons qu’il existe i ¢ I tel que g(z;) < [g],(%;). Alors nécessairement
9(z;) < —Cy(R) et donc [g],(z;) = —Cy(R). Ainsi, t; < —Cy(R) et il ne sera pas possible
de réaliser le sous-ensemble {(z;, ¢;) }. En effet, ceci nécessiterait d’exhiber un élément ¢’ de
Po.i tel que [¢'],(z) < t; < —C,(R) ce qui est impossible. Ainsi pour i ¢ I g(z;) > [g],(z:)-
On a donc exhibé un élément de Py, tel que g(z;) < t; pour ¢ € I et g(z;) > t; pour i ¢ 1.
Ainsi, Viipg i)+ < Vipgs -

Comme le mentionne la remarque du haut de la page 152 dans [GKKWO02], on a

P(ik :{{(Z7t) S ]Rdl xR :t < g(z)} tg € PO,k}
c{{(z,t) e R x R:at +g(2) >0} : g € Poy,a € R},

On applique alors le théoréme A.7 pour conclure que
V(Po,k)+ < Kox + 1.

On en déduit finalement l'inégalité :

. 1728¢(2C, (R))> Hox+Y)
N Posl, + Cy (), P2y < 3 FERECOMRN) T

u

En injectant dans (I[.3.1), il vient

1728¢(2C,(R))?\ 2(Ko +1) Mu
< ; -
P(Ty > u) <9( ” ) exp ( 576(2@,(1%))2)
Mu
<9(12e M )2(Ko,k+1) -
<9(12eM) ex ( 23O4Cy(R)2)
pour u > %. On peut alors se servir de cette derniére inégalité pour majorer E(77).
En effet :
0
<v —|—/ P(T) > u)du
o Mu
< 9(12eM 2(K0”“+1)/ ———)d
v+ 9(12eM) ; ex ( 2304Cy(R)2) “
2304C,(R)? M
—=v + 9(12eM )2 HowtD) VY oxp (= ————
( ) ( 2304C’y(R)2)
=¢(v)
pour v > W. Le minimum de la fonction ¢ est atteint pour

. 2304C, (R)?

i log{9(12eM)?Hort1)1
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Pour cette valeur, on obtient :

3.2 Erreur sur V0

A présent que nous avons déterminé la vitesse de convergence de I'erreur sur y™f, il est
facile de montrer la vitesse de convergence de 'erreur sur z™-#. On peut en particulier
établir

Théoréme 11.4

q

M
hEZLZD R (pmy
m=1 [=

1
L AR IR
B—1 ) N,R/ pN N\ |2
<Ch '+ CcH 7 OOIE%E(KM( +osz1@ e (PY) — apor(PY)[?)
N—-1 g¢q
—l—C’ZmeIE lav.pr i ( tk) \/_zNR(Pt]:)\)
k=0 [=1
C VI AS Ry h"? m SN
+ Gy (R)e” AT ZE( ﬁ,[%,kﬂ]y—y,iﬁ?,(Ptf;l)1gmgM,<Ptf;l)1gmgM)).

En particulier, on remarque que lerreur sur z™%

M
hEZ ]\14 Zi| N,R me Zl]’\;{;R,M(PtJ;/,m”Q

m=1 [=1

est du méme ordre que 'erreur sur 3%

max B Z|NRM ") = g e

0<k<N b

ce qui est assez naturel pour des normes d’EDSR.
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PREUVE: (I1.2.19-11.2.20) nous donnaient

M g
1 m
Bz D 2 e (P — =M (PP

m=1 [=1

q
<ChE Z {Tupne +Toppm}

=1

N,R,M N,R; 5N,m N,R,M ; 5N,m
+ CE— Z {’ k+1 tk+1 Yk (Ptk+1 )P - ‘Ek+1{yk+1 (P::k+1 ) = Yri1 (Ptkﬂ )}

ce qui, en sommant sur £ permet d’écrire

Nfl1 M q
Y gy 3SR
k=0 m:l:

N—-1 ¢
<ChE Z Z {Tuppnr + Ts 0}
k=0 I=1
N-1 o M
N,R,M ; 5N,m pNm N.RM(p
+C E— Z{ k+1 tkﬂ ~ Ykt (Ptk+1)| |Ek+l{yk+1( tkﬂ) Yk+1 ( tk+1)}| }
k=0 m:l

En effectuant un changement d’indice dans le dernier terme du membre de droite, on
obtient :

<

q

N-1

1
RED 7 D D e (P — M (P

k=0

m:l =1
N—-1 ¢
<CHEY N {Tupinr + Tspon}
k=0 =1
N-—1 1 M
N,R,M ; 5N,m pNm N.RM (p
k=0 =1

(I1.3.2)

On veut alors utiliser (I1.2.18) qui borne

E— Z{I B =y PP By (B — e (PP

tkt1 lkt1
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Il nous faut donc une fois encore introduire les événements (AM);. En effet, pour k > 1 :

E—~ ZI P =y B

N,R,M
:]EHZ/k Yk Hk:M

2

_ N,R _N,RM N.,R _N,RM N.R  N.RM
s<1+h1>E(uyk L gRMY R ||k,M) (L4 REE — g
+

C
<Ch® + ZCy(RPPAY ) + (1 -+ MBI — g2, (I13.3)

En injectant cette derniére inégalité dans (I1.3.2) et en utilisant (II.2.18), on obtient
finalement, pour tout v > 0 :

N-1 1 M q
NEY " D3R — Y (R
k=0 = m=11=1
N—-1 gq N-1
£—1 C 2 Mie
<CHEY Y {Tukin + Tspane} + Ch —Cy(R) P([AM]%)
k=0 I=1 k=0
N-1
NR NRM
+C max Elly; e+ CQL+h) X BTasan
N-1
+ Cyh Z B Z B {we iy (BT) = [agksr By }1* + C D ETuue
k=0
;N p Nl oM
+C(1+ _h) Z ETs a0 + C(h* + §)E Z i Z |3/k+1 (Ptj,jﬁ) [0 11 -Poalul?
k=0 m=1
1 m
E EY o M DL ~ lonkpfil- P
k=0 =1 m=1

Reste alors a choisir v = 2C, a supposer h suffisamment petit et transformer le terme
EL Zm Ly +1( tk+T) [, 1 Poralyls qui intervient encore dans le membre de droite
ment AY de la méme fagon que pour (11.3.3) pour finalement parvenir & la conclusion du

théoréme. 0

de D'inégalité ci-dessus, en E-1- Zm 1 |yk+1(

De la méme facon que pour le théoréme I1.3, il est alors facile d’établir
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Théoréme I1.5

N—-1 gq

REYS S [ = A ()
k=0 =1
) C(R)? + ngON—l N—l.
<omr= 4 ¢ S LI N7 vy (4 0)) 4 0 YD mf B0 5(PY) — s (PP
k=0 — T k=0
g C,(R)2K,
. Lk
+ O Yl E(lap(PY) — VA (PY)R) + Z5 = log(M)}
k=0 [=1
C B VITES = N,R [ pN 5N
+ ﬁCy(R)% 1440y (R)? Z E(N2(3\/§’ (Pok+1ly = Vi1 (Ptkﬁ)lgmgM, (Ptk_;_T)1<m<M)) .
k=0

3.3 Utilisation des majorations obtenues

3.3.1 Estimation des nombres de couverture

Dans les majorations d’erreur que I’on a obtenues au chapitre précédent interviennent les

B+1

h 2 N,R N,m HN,m
nombres de couverture N2(3_\/§, [Possly = Yeir (s (P 1<ments (P )1<me<ar ) - Pour
rendre complétement explicites ces majorations, il nous faut & présent borner ces nombres.
Dans le cas général, on peut reprendre une partie de la démonstration du théoréme I1.3

pour déduire, par une application du théoréme A.6, que

h% m HIN,m
Nz( [PO,k+1]y - y;ﬁff()a (Ptj,jil )1§m§M7 (Pt],il )1gm§M)

3v2’
2\ 2(Ko,k+1+1)
S3<216Q,(R) )
hB+1

Cy(R)

<Cexp(CKpp+1log 7,541

). (I1.3.4)

On obtient donc un controle du nombre de couverture exponentiel dans le nombre de
fonctions de base. On déduit de (I1.3.4) la majoration d’erreur suivante :
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M
013?25\7[@ P],:]m - yl]gv’RM(Pt]Z’m)P
ey S e — ey
m=1 [=1
oy + 171 3 X
<ot > s E(KLu(e) +CZIHfE|ap0k< Py) =y (PP
N-1 ¢
+C Z1nﬂﬁl|ouzm€ ) \/_ZNR(PN)F"‘OhB_I
k=0 1=1
C , Cy(R),  MH™!
+ hQC (R) exp (CmaXKOkIOg( BB+1 ) - 144Cy(R)2

Nous pouvons utiliser ce résultat de deux maniéres. Nous pouvons soit faire varier en méme
temps les paramétres h, K;; et M de maniére & obtenir des convergences asymptotiques
vers la solution de 'EDSR, soit a complexité fixée (et une fois identifiée la dépendance
de la complexité en les différents paramétres), essayer de minimiser en h, K, et M le
majorant de ’erreur.

3.3.2 Variation simultanée des paramétres

Supposons que nous sachions, & chaque instant de discrétisation t;, estimer les erreurs
d’approximation de y,"(-) et de Z;Y,;R (-) en fonction du choix des bases p; ;. Ceci est bien
envisageable car nous avons des informations sur ces fonctions inconnues et en particulier,
vu la remarque de la sous-section 1.3.2, nous savons qu’elles sont Lipschitz. Nous renvoyons
a la partie numérique pour des calculs plus précis et supposons que la base p; , est la méme
quel que soit [ > 0 et quel que soit k. Ainsipour 0 < kA< N —-1let0<1<q K;;, = K.
Nous notons sans plus détailler ¢;(K) la somme des erreurs d’approximation

q
inf E(jye""(Py) — apor(PY)P) + ) infE(lapia(B)) — Vi " (PY)).
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La majoration de l'erreur commise dans 1’algorithme se réécrit

NRM( N,R; pN,my |2
Og;%VEMZI ) = (B
N-1 1 M q
+REY o2 > D> (B = A (PP
paar L s
1 (R)?+ IS712
S \B-1 NK Y 00
<C(y) +C Vi
N-1
CC,(R)* NC,(R) MTP+
Cz::ek(K)+TeXp CK log( T ) — 144Nﬁ+10y(R)2} . (IL.3.5)

On voit alors que pour que ’algorithme converge lorsque K, N et M tendent vers I'infini, il
faut tout d’abord que § > 1, puis que maxy €, (K) tende vers 0 lorsque K tend vers 'infini
mais également que maxy e, (K) tende suffisamment vite vers 0 pour que S0 ' er(K)
tende vers 0. Ceci n’est pas nouveau et apparaissait déja dans le théoréme 1.2.

Ce qui est nouveau, c¢’est que I’on sait maintenant comment fixer M en fonction des autres
parametres pour faire converger l'algorithme. En effet, la condition ij\f:—ol ex(K) — 0
impose que K croisse vers I'infini comme une certaine fonction K (V). Par exemple, pour
le cas de la base d’indicatrices d’hypercubes, on verra dans la partie numérique que ’on
aura

2

Ek(K) ~ K 4.

Ici, on doit donc avoir NK—a — 0 pour que Z]k\:(f ex(K) tende vers 0. On doit alors
s’assurer que ’on applique I’algorithme avec un nombre de trajectoires M tel que ¢(M) =

CK log(NC:yF(R) )— 144}\{1\;1{@5(1%)2 — —o0 et suffisamment vite pour que C,(R)*N? exp(e(M)) —

0. Dans notre cas, cela revient & prendre M = CCy(R)zNBHKlog(%(R)) pour une
constante C' assez grande.

Nous devrions alors théoriquement prendre en compte que R doit tendre vers I'infini pour
faire tendre vers 0 ’erreur de localisation. Nous négligeons cet aspect car si la localisation
est suffisamment bien choisie dés le départ, I’erreur induite est négligeable. Ceci revient a
imposer finalement que M = CN/*1K log(N) pour une constante C assez grande.

3.3.3 Erreur et complexité
Calcul de complexité

On raisonne avec des dimensions d’, ¢ fixées et on suppose K;; = K pour tout (I, k).
L’algorithme utilise M trajectoires de P". Ces trajectoires nécessitent O(M N) calculs.
Puis, pour la mise en place de I’algorithme, on doit & chaque pas de temps former les
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¢+ 1 matrices de régression soit O(M K) opérations. Puis, on doit résoudre les problémes
de moindres carrés associés a ces matrices. On suppose que ces problémes sont résolus en
effectuant des décompositions en valeurs singuliéres (SVD) des matrices de régression. La
complexité d’'une SVD dépend des algorithmes employés mais dans notre cas, en se réfé-
rant & [GVLI6|, on peut compter sur une complexité O(M K?) en effectuant I’hypothése
que M > K. Ainsi, la complexité totale est de ’ordre de NMK?2. Bien stir, pour des cas
particuliers de fonctions de base, la complexité peut étre moindre, comme par exemple
avec la base d’hypercubes d’aréte 0 o1, dans chaque hypercube, on doit juste effectuer des
sommes de quantités dépendant des simulations qui sont tombées dans cet hypercube. A
I'instant ¢; le terme dominant de la complexité provient alors de savoir quelles sont les
trajectoires qui sont tombées dans un hypercube donné, ce qui est bien moins cotiiteux que
O(M K?). Nous reviendrons sur ce point un peu plus bas. Notons enfin que la complexité
de ’algorithme avec simulation d’incréments browniens supplémentaires est au plus égale
a un facteur constant multiplié par la complexité de I'algorithme sans simulation d’incré-
ments browniens supplémentaires. Cette simulation supplémentaire ne cotite donc pas trés
cher et en particulier beaucoup moins cher que d’utiliser des trajectoires indépendantes a
chaque pas de temps, comme dans [BT04] par exemple.

Erreur en fonction de la complexité

Nous allons illustrer par un exemple comment on peut relier ’erreur commise dans 1’al-
gorithme a la complexité. Nous désignons ici par erreur le membre de gauche de (I1.3.5)
(ce qui correspondrait plutét au carré d’une erreur). On va faire un raisonnement sans
tenir compte des constantes. Vu que la complexité est croissante en M et que le choix
M ~ NPTHK ol ¢ > 0 assure que le terme exponentiel sera négligeable devant les
autres termes d’erreurs (pour N et K assez grands) et que le terme CNK %
est négligeable devant A°~! | on a intérét & prendre juste M ~ NPT'T<K et pas plus de
simulations. Ainsi (I1.3.5) nous donne que 'erreur commise dans ’algorithme est majorée
par :

1
hKi'

hot +

alors que la complexité C vaut C = NP2 K3 soit K = C5N~"5. En réinjectant,

Perreur vaut en fonction de NV et C :

(%)ﬂq L N o

A Poptimum, les deux termes (I'un décroissant en N I’autre croissant en V) sont du méme
ordre ce qui donne :

2
N = C Gd+2)B+2(2+e) |
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L’erreur associée est alors (+)77! soit

_ 2(8—1)
C ™ Bd+np+2(2+e) |

Par exemple pour § = 2, on obtient la méme vitesse de convergence que la simple erreur
de discrétisation en temps et pour d = 1 (et en prenant le cas limite ¢ = 0) cela donne
une erreur en C~7.

Cas de la base d’hypercubes et comparaison avec [BT04]

Nous avons fait un calcul ci-dessus dans un cas trés général ol on ne spécifie pas les fonc-
tions de base. Nous utilisons dans la partie numérique essentiellement des bases locales.
L’exemple le plus simple est celui de la base d’hypercubes. A un instant donné, le terme
le plus cotliteux dans la complexité est de savoir, pour chaque hypercube, quelles sont les
simulations qui sont tombées dedans. Pour chacune des M simulations, on doit savoir
auquel des K hypercubes elle appartient. Ceci a un coit Mdlog(K). Les autres termes
de la complexité sont négligeables car dans chaque hypercube, on fait un nombre d’opéra-
tions proportionnel au nombre de simulations qui sont tombées dedans donc au total M
opérations pour ’ensemble des K hypercubes. Ainsi dans le cas de la base d’hypercubes
la complexité totale (lorsqu’on somme le nombre d’opérations sur 'ensemble des dates
de discrétisation) est de ordre de NMd log(K). On voit que 'on gagne beaucoup par
rapport au cas général ot le terme dominant de la complexité valait NMdK?2.

En négligeant le terme en log(K') dans la complexité, le méme calcul que celui effectué
dans le cas général donne une erreur (pour 5 = 2) de 'ordre de C*ﬁ, ou € > 0 est tel
que M ~ N1*P*+<K . Nous allons comparer avec I’algorithme décrit dans [BT04].

Pour cet algorithme, a chaque instant de discrétisation ¢; et pour chacune des M trajec-
toires simulées pour U'instant ¢, (rappelons que N paquets de M trajectoires sont simulés)
on doit effectuer un calcul impliquant les M trajectoires simulées pour 'instant ¢5, ;. Ces
termes incluent des intégrales de Skorohod qui sont difficiles & calculer dans le cas d’une
diffusion générale mais qui ont une forme explicite dans le cas du modéle Black-Scholes.
Placons nous dans ce cas, qui est le plus favorable pour cette méthode (la complexité de
notre algorithme est quasiment indépendante du modéle utilisé). La complexité est alors
de 'ordre de M2N. Or, erreur associée a I’'algorithme est donné dans le théoréme 6.2

d
dans |[BT04]| et est de ’ordre de N\TMZ . Si on exprime ’erreur en fonction de la complexité,

on trouve C 174, La différence est donc trés importante avec ’algorithme décrit dans
cette partie. Si on veut diminuer I’erreur par un facteur 2 on doit augmenter le temps de
calcul de 2'3+? dans le cas [BT04] contre 24+4+¢ ici.

Remarquons enfin, que si sur chaque hypercube on définit des bases polynomiales locales,
la complexité ne change pas alors que I'erreur d’approximation est améliorée. Ceci améliore
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encore le rapport erreur/complexité de notre algorithme. Nous vérifierons ce phénoméne
dans la partie numérique.
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Chapitre 4

Extensions

Nous avons présenté ici un algorithme qui utilise & chaque pas de temps M incréments
browniens auxiliaires (AWg”k +1)1<m<m- La raison est de pouvoir annuler les termes non-
diagonaux de la matrice A = I~Ek+1 ({V —I~Ek+1(V)}{V —INEkH(V)}*) ou V est le vecteur de
RM de coordonnées ([aé‘?kﬂ.ﬁgfkﬂ]y%)lgmg/[ ou ([ 1P 1)y)1<m<n- L’annulation
des termes non-diagonaux de A nous permet de controler ||Al|s et ainsi de controler les
termes By S0, [{off — B (ofD) 3l? et By S0 [{adh — Exnr (04} 253l
(voir la majoration des termes 75y s €t T5 5 ,0). En effet, pour controler la présence
de Z dans le driver , nous avons besoin d’appliquer une inégalité de Cauchy-Schwarz
pour établir (I1.2.20) et pour appliquer cette inégalité, nous avons besoin de travailler
avec Ekﬂ(a%) et non a%. Remarquons que I’annulation des termes non-diagonaux de A
n’est pas du tout évidente si on ne simule pas des incréments browniens supplémentaires :
si Vin = [0}y 1-D0%11)y, ON De peut pas écrire

/ N,
E([O‘é\?k+1 ‘pg,Lk+1]y [O‘(])\?kJrl -pg?kﬂ]y | (Ptk m) ISmSM)

m N,m m’ N,m
:E([O‘é\flk+1'po,k+1]y|(Ptk )ISmSM)E([ayk+l-po,k+1]y‘(Ptk, )1§m§M)

pour m # m’ & cause de la présence de o)) 41 qui dépend de toutes les simulations
PN,m ’

(B 1<m<o<k<n-

Lorsque le driver f ne dépend pas de Z, on devrait pouvoir se passer de la simulation des
incréments browniens auxiliaires. C’est ce que I'on va constater tout de suite en traitant
un exemple simplifié mais représentatif du cas f indépendant de Z.

4.1 Driver nul

Supposons que ’on veuille approcher Y; = y(t,W;) = E(¢(WT)|]-}) o T > 0 est fixé,
ou W est un mouvement brownien standard de dimension 1 et ou ¢ est une fonction
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mesurable bornée. Remarquons que (Y, Z) est la solution de

T
Y, = 6(Wy) — / 2w,

Pour simplifier les notations, on note E)f = E( - [(W/™)1<m<nr)-
L’erreur ¢; dont nous voulons étudier la propagation est définie comme :

M:

M(te, W) = y(te, W

m=1

ot y™MM(t),-) est défini comme [ap!.py],(-) out pi(-) est une base de fonctions de cardinal
K}, (on note cette fois p;* = pp(W;")) et " est solution du probléme de moindres carrés :

M:

M(tpga, Wit ) —«a. pr(W)I?

m=1

et ou

[y () = =ll@llee vV (0 () All o)

pour une fonction ¢ donnée.
Nous allons montrer :

Proposition I1.4 On désigne par Ki(w) le rang de la matrice de régression a l’instant
tk, de taille M x K}, et dont les lignes sont données par (p,(W[")*)1<m<m. Pour k = N—1,
on a

[PI3E(KN-1(w))
M

En—1 < igf]E’y(thl, Win_ ) —apn1(Wiy )P +

et pour k < N —2:

: 2 E(K(w
e < (1+h)ega + lng|y(tk, Wy,) — ap(We, )2 + CHébH ]\(4hk( )))

Remarque I1.2 Si on compare avec la majoration du théoréeme II.2, on paie un fac-
2 2

teur h=1 dans le terme C’W qui aurait été C’W st on avait utilisé des

browniens auziliaires. Par contre dans le cas des browniens auziliaires, les termes h° +

Cy(R)? exp(— %)E(M( e [Porsaly=vit O (P 1ment, (BT >1<m<M>) ap-

paraissaient pour transformer la norme |||, iz en || |[x+1,ar. Ces termes sont ici absents.
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PREUVE: Pour k = N — 1, on se trouve directement dans le cadre du théoréme A.8. Pour
k < N — 2, introduisons 3}/ solution de :

lehe —argmf—Zw ther, W) — B (W)

m=1

Alors & I'aide de 3 on a :

M
1 m
B S Iy s, W) — it W)

m=1

SEM Z o i — y(t, W2
1 1
=Ey'5; Z o pi — B () o P+ B 5 D BT (B0 — wlt, W[
m=1 m=1
en utilisant pour la derniére égalité que EM (3M) est la solution de
| M
igf i Z ly(te, W) — apl' .

Le deuxiéme terme du membre de droite se traite de la maniére que 77 j 5s. Nous avons a
, . . M
présent deux alternatives pour relier Ep - >0 ol .pit — EM (BY).p2"|* & €j11. Soit on

utilise que

M
m 1 m m
EkM E ‘O‘k P — E%(ﬁ%)?k |2 :Eljy E ‘E%(a%)'pk —EkM(ﬁ%)pk ’2
M M

m=1
M Z {ar" =B (o) }pi[?

et on applique la propriété de contraction de la projection sur ((pzl)*)1 <y DoOUT le
premier terme du membre de droite. Par contre, comme on I’a déja mentionné, pour
controler le deuxiéme terme du membre de droite, on ne peut tirer parti de ’annulation
des termes non-diagonaux de la matrice E} ({V — EY/ (V)}{V — EM(V)}*) ou V est le
vecteur de R de coordonnées ([oi};.piy ]y)1<m<n. Or, dans le cas ou le driver f ne
dépend pas de Z, on peut simplement écrire :

M M
1 1 m
EH Z o it — By (B1) o [P <(1+ h)EM Z o o — B[
m=1 m=1

+(1+hE— Zl{ﬁM Ev (B2)}-oi .
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La propriété de contraction de la projection sur ((p}f)"‘)1 <m<y Dermet de majorer le
premier terme du membre de droite par -

M
1
(1+h)E— Z Il 0%+1 Divily — Yty Wtzl+1>|2 = (14 h)exy1.
m:l

Pour le second terme, on utilise les mémes arguments que pour 73 »s. Ceci permet d’éta-
blir I'inégalité de la proposition. 0

Ainsi, on voit qu’il est possible dans le cas ou le driver ne dépend pas de Z d’établir
des résultats similaires a ceux du théoréme II.2 sans utiliser des incréments browniens
supplémentaires. De 1a & penser que 'on peut appliquer I'algorithme décrit au début de
cette partie dans le cas général ou f peut dépendre de Z et sans utiliser de browniens
supplémentaires, il n’y a qu’un pas que nous franchissons maintenant. Par manque de
temps, nous donnons simplement une partie de la démonstration et 'intuition de pourquoi
cela va marcher.

4.2 Analyse de I’algorithme sans incréments browniens
supplémentaires

On va supposer ici que l'on a localisé également les incréments browniens. Ainsi, on
suppose que |[AW/%| + |AVT/I”,2| < Cy(R)Vh. Remarquons que Perreur de localisation en
fonction de R se traite de la méme fagon que pour la proposition II.2.

Pour les raisons exposées plus haut, il est important de pouvoir établir une inégalité du
type (I1.2.20) ce qui est possible en introduisant des incréments browniens supplémen-
taires. Dans le cas ol on appliquerait un algorithme sans browniens supplémentaires, on
aurait y M (1) = [odporly () et 2 () = [oM piilo(+) ot (4 )o<i<q est défini par :

AW
1(1)1qf Vi Z |yl]cv+§M tk+1) hl’k - O‘l-pm@|27

inf — Z M P 4 (e, X0y BN (P, 2 (P) = v

trt1 trtr1

(I1.4.1)
La différence avec (II.1.6-11.1.7) est donc que I'on a remplacé (PtJZJrT,AW,g”)lSmSM par
(Pt];::_T7 AW]T)lSmSM-
On va voir ci-dessous que les deux problémes ne sont pas trés éloignés et on va en parti-
culier établir la proposition qui joue le role des inégalités (I1.2.19-11.2.20) dans le cas de

I’algorithme avec browniens auxiliaires :
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Proposition I1.5 Pour k < N —2 :

E— Z|alkplk Zlk (Pf:m)|

Cy(R)2
M

<C E(K, ,(w)) + mmN&{jf@f ) — cpr(PY)]? + ChY

N,R N,m
+ CE— Z [0 41Boks1)y — Yiin (})tkH )2

M
1 n ~m
— CEM Z |E{[(X(J)\f[k+1-p0,k+1] yk+l( tert )}|2
m=1
h% N . _ MhP
m m 36K w)Cy (R 20111 R)2
TOE <N2(\/180w(R)2Kl,k(w)’ [PO,k+1]y7 <Ptk+1 )1§m§M’ (Ptk+1 >1§m§M)€ R )

ou P = Tk(P AW "y1) avec (Aawr er1)1<m<y une copie i.i.d. de (AW ) 1<m<mr

tet1
et avec la notation E(-) = E(- (AW 4 ) 1<m<Mo<kan—1)-

Remarque 11.3 On constate qu’on arrive a relier l’algorithme sans simulation d’incré-
ments browniens auziliaires a un algorithme ot on simulerait pour la régression a l’instant
L (Bk+1 Ji<m<m G laide de (AWk er1)1<m<nm - Ceci nous permet d’appliquer une inégalité
de Cauchy-Scwharz comme dans (I11.2.20), ce qui nous est utile pour assurer la bonne
propagation de Uerreur dans lalgorithme. Le priz & payer est lapparition du terme hP
et le dernier terme dans linégalité ci-dessus, qui étaient absents dans les majorations
(I1.2.19-11.2.20) que l’on obtenait dans l’algorithme avec simulation d’incréments brow-

niens supplémentaires.

PREUVE:
Remarquons que

Avm
. )

ap (P = Elyesy (PR

ol (Aﬁ/}’j,"g)lngM est une copie indépendante de (AW[})i<n<n et ol
E(-) = E( - (AW, 1) 1<memo<ken—1). Ainsi, en introduisant le vecteur §/{ solution
de

T m
f NNm AVVUC m |2
ln ar ’ k‘-i—l thrl h - a‘pl,k|
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il vient :
1 I 1 <
m N,R; pN,m m m
EME el — 2 (B ™) :EME Pl — B8NPl
M
= m N.,R, oN,m
ME |E(ﬁ%)-pz,k 21k (Ptk )|2

Le deuxiéme terme du membre de droite se traite avec les mémes arguments que pour
Ty .y, Pour I'autre terme, on a :

1 & 2 —
Z |041% D% — E( ﬁlk) plk| SM Z |aq5-p — O‘%-Pﬂﬁ

m:l m=1

ot @M est la solution de

o -

1 L AW m

H;f M Z |[O‘S/Ik+1 -Po, krily T - Oé-pz,k|2‘ (11.4.2)
m=1

Le dernier terme de I'inégalité ci-dessus se traite comme suit :

E— Z|d%fpmg Eﬁlk) |

M M
1 T~ m i m 1 ~ m ~ m
:EM Z |E(a%)-pl,k - E(@%)PlkF + EM Z ]a% -Prk E(a%>~pl,k|2
m=1 m=1
" N
1 ~ ~m N,R/pNm AVVZZ
SEM Z |E{([O‘é\,4k+1-po,k+1]y — Yri1 (Ptk_H ))T}|2
m=1
1 5
+ EM Z |d% pir — E(a},) pl,k’2
m=1

M

N,R N,m
<h~ 1E Z I % Jk+1-P0 k+1] ~ Yrq1 (PtkH )|2
1M

Y Z ’E{[aé\f[k-&-l‘ﬁg}k-o-l] ?Jk+1( tht >}|2

m=1

+E— Zlalkplk al]\/{c)plk|2

—h'E
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Le dernier terme se traite comme 75 j; 3 car aé‘fk 41 est indépendant de (AW,;”k +1)m et on
a bien pu établir une inégalité de Cauchy-Schwarz de la méme fagon que pour (11.2.20)
comme en témoignent les deux premiers termes du membre de droite de la derniére in-
égalité. Reste le terme - M |&.p — ak-p%l*. En comparant les équations (I1.4.1)
t (I1.4.2), on imagine sans peine que les coefficients al’k et al,k vont étre proches. Ce qui
est moins évident, c’est que ’on peut obtenir des bornes d’erreurs sans faire intervenir les
moments d’ordre supérieur & 2 de p; ;. Supposons sans perte de généralité (voir annexe
A.5) que P/} =1d. Alors

M
1 5 - N
v Z |a%€.pzlk — a%.pﬂf :(oz%c — a%).ﬂ%(a% — 04{‘,/1[@)
m=1
=[la% — % lI?

On fixe 3 tel que 1 < § < 2 et on adopte la notation P¥ = P(-|(Pt]}j’m)1§m§M). Sous
hypothése P} =1d on a

PM(HOCM O‘%W > hﬁl)

K k(w M J
i AI/Vlwl; m AVVZWIQ 2 -
_IP’Q4< sz ki 0k+1 D41y h — = [O‘é\?ﬂl‘povk“]y h ’ }| 2 ¥ 1>
i=1
K p(w 1
A T AWPE L AW o RA
Py ‘M P[00 k11 Dok ly n (00 41-PO k1 )y h = Kip(w)
i=1 m=1 ’
Kk (w)

. -

1 AW AW hB—1

E ]P’]]cw (377/) - [7)0 k+1 E pl k z tk+1 ) h - @ZJ(P;:‘;J ) hl’k}| = K; k(w)>
m:1 7

<

1 AW pvm) AW, " hi-1

By (awe[P0k+1 o U (BYmy 2 pi

i

iz

i=1 m:l

ou (U,,) est une suite de variables aléatoires i.i.d. (et indépendantes de toutes les autres
variables aléatoires simulées) valant 1 ou —1 avec proba % Introduisons alors une couver-
ture G de [Pok+1], au sens ot pour toute ¢ € [Py k11]y, il existe g; € G, bornée par C,(R)
telle que

< ——
ISCM(R)QKM(W)

MZ{W w) = gi(PYIE + [P = g (P

ot on rappelle que C,(R) est tel que |[AW| + |AV~VI”,’§| < Cyu(R)Vh. Notons que le
] 3
cardinal de G est N5( h2 — [P0 k+1]ys (Rs];[f)lgmgm (Pt]:+1 )1<m<n)- Alors soit

\/18Cw (R)?K,
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¥ € [Po 1]y et g; vérifiant 'inégalité ci-dessus. On a

M ~
AW my AW
Z lk‘l m{,lvb tk+1) h : _@D(Pt]]:g_l) h : }‘

M ~ ~
AW AT
Zplkz Unn {1 ( tk+1) hl’k _gj(Pt]:;l) hl’k}‘
AWW AW
+ |_Zplkl m{gJ tk+1) Lk _g](PtJZJ’rl) hl’k}‘
Zplkl m{g] Pt];:/;rl) l w( tk+1) hl’ }‘

Or on a

M ~ ~
1 my AW N AW
m=1
M ~
1 PN,m HDIN,m AVVZ?;;
Wle BT = (PPl 24 P
2Cw(R) - N,m N,my |2 N,m N,m
ST Y RPN — gy (PP + (P — 0, (P
m=1
hB-1
<—
9Kl7k(W)

en utilisant que 1; oM [p%.:I> = 1 par hypothése. Comme la méme inégalité est valable

pour le terme |4 M Pl Umi 9 (Pt]:+T)AVZl"“ — w(ﬂfﬁ) ”’“}‘, on obtient :
1 - Aﬁ/ﬁc Nm AVVZ i hP=1
E|¢ S 7)0 k+1 M Tnzzlp ki m{w tk+1 ) h/ - w(‘Pthrl }| Kng (w>

o .
1 AW AW o
<PV (3 Un{g; (BN = — g, (PN =,
< Mﬂ;p ki {9( tk+1) h 9;( tkH) }‘ - 3 Klk( )
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Pour borner ce dernier terme, on conditionne en plus par rapport & (AW}, ., AW& 41)1<m<M-
On note Py} | cette nouvelle probabilité. 1 vient :

M
i 1 AW™ AW hB=1
v - pNm Lk N,m Lk
X
) N,m N,m
= ( VRO R ) ok (P ismaar (i >1§m§M)
—_— W”,g AWm Pt
maXIP’kH(MZle Un{g;( t]:-&-l) _gj(PtkH) H= 3\ Kilw ))
m AWM my AW "
Notons X _ m{g]( tk+1) hl,k . g](Ptjljil) hl,k} a]()I'S ]E]]g\/il(Xm) = 0 et |Xm| S
20y (R)Cw(R) \/g (R) |pl’k’i|. En appliquant I'inégalité de Hoeffding, on obtient :
. .
i 1 AW AW 1 | hf1
iy Lk N,m Lk
Pk+1( mz:lplkl Und9s(Picl?) ho 9P h Iz 3 Kl,k(w)>
Mhn”
L2exp | — 1 ~~M
36Kk (w)Cy(R)*Cu(R)* 57 32 |pm€7i’2

» M1P )
—Lep (‘ 36K,4(w)Cy(R)2C0(R)?

en utilisant ’hypothése - M p7%il* = 1 (P =1d). On a donc réussi & traduire la

proximité entre oy et dyj sans utiliser les moments d’ordre supérieur & 2 de p; .
O
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Des extensions






Chapitre 1

Vitesse de convergence dans le cas
driver linéaire

Nous avons obtenu dans la partie I la vitesse

max E|Y, — YV <CVh

0<k<N

pour 'approximation de Y par la solution de 'EDSR discréte définie par (1.2.2-1.2.3).
Dans le cas ou le driver f est linéaire en (y, z), il est possible d’obtenir une vitesse plus
rapide pour I'approximation de Y par Y. Nous allons démontrer, en utilisant les idées
développées dans |[KHO1|, [GMO05| et [KHP02|, que 'on obtient la vitesse suivante :

’Y;fo - Y;é\[’ < Ch.

Ce résultat est dans l’esprit des travaux de [RM93| et [Pri99| ou les auteurs considérent
un cadre plus général mais n’obtiennent pas de vitesse de convergence.

1.1 Cadre et hypothéses

Précisons tout d’abord les hypothéses sous lesquelles nous allons travailler :

Hypothése II1.1 On suppose que d = q = 1, et que les fonctions b(t,x) et o(t,x) définies
dans Uhypothése 0.1 sont bornées & dérivées bornées (que l’on note C5° dans la suite). En
outre, on suppose que la fonction ¢(x), qui définit la condition terminale de I’EDSR,
satisfait le controle

[¢(2)| < Cexp(Clzl).

Enfin, on suppose que o est uniformément elliptique au sens ou |o(t,x)| > o9 > 0 V(t, ).
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Nous allons également supposer que 'EDSR (I.1.1) a un driver linéaire en (y, z) et une
condition terminale dépendant uniquement de la valeur terminale Xr. En particulier, nous
allons considérer 'EDSR suivante :

_dY; = —(0(t, X)) Z, + 1Y) dt — Z,dW,,
YT = Qb(XT),

ot O(t, z) = LT 6ot de classe C2° sous I’hypothése I11.1. De méme que pour les parties
o(t,x) b

précédentes, on simule X* le schéma d’Euler de X et on approche 'EDSR & temps continu

par
YN =¢(XP), (ITL.1.1)

V¥ =B, (Y ) — hO(te, X)) ZE — rhY,y, (I11.1.2)

Wzl =Ey, (YN AWY). (I11.1.3)

1.2 Vitesse de convergence

1.2.1 Résultat principal

Nous allons donc nous efforcer de démontrer le théoréme suivant :
Théoréme II1.1 Sous ’hypothése 1111, on a
Vi, = Y,)'| < Ch.

Dans ce chapitre, on utilisera la fonction 7 : [0,7] — {to,--- ,ty} définie par

N-1
n(t) = Z tkl[tk,tkﬂ[(t) + T'1p(2).
k=0

PREUVE: Vu (IIL.1.2-1I1.1.3), on obtient :
1 —0(ty, Xé\j)AWk

N N
}/tk - Etk (Y;k+1 1 + Th )
ce qui en itérant sur £ donne :
1
VYN = E(——d(X))EY
ou
N-1
& =[] (0 - 0(tw, X)) AWy).
k=0
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L’intérét d’écrire Y;f)v sous cette forme est qu’en appliquant la proposition A.1, on obtient :
Y, = E(¢(X1)T7|F) pos
ou
dl = —T%(rds + 0(s, X,)dW,) , Tt = 1.
En résolvant cette derniére EDS, on obtient

Yy = E( exp(—rT)é(Xr)ér)

ou

T T
§r = eXP(_/O o(t, X¢)dW; — %/0 \H(t,Xt)|2dt).

On reconnait bien siir la régle de valorisation risque-neutre & savoir que Y, s’exprime
comme l'espérance du payoff actualisé sous la probabilité risque-neutre Q définie par

Q _ e T N . . .
W} £, = &r- Alnsi, lerreur Y, — Y,.)'| se majore par la somme de trois termes :

|E(exp(—TT)¢(XT)§T) — E(exp(—r :]FV >|
+|]E(exp(—rT)<b(X§V)fT) —E(GXP< (X7) ’ffv)‘

HE(exp(-rT)o(x)e) B +1Th) )€N).

Nous allons borner chacun de ces trois termes.
Troisiéme terme. Ce terme se borne facilement en remarquant que

exp(—rT) — ﬁ =exp(—rT) — exp(—N log(1 + rh))
=exp(—rT) (1 —exp[rT — %(rh — Th + o(hQ))])

=Ch +o(h).

Les deux autres termes nécessitent des résultats intermédiaires.

1.2.2 Des résultats intermédiaires

Nous adoptons les notations de [Nua95] pour les espaces D*? du calcul de Malliavin.
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Lemme III.1 (/GM05]) On considére une EDS de dimension d (X;)i>o définie par des
coefficients C™ a dérivées bornées et (X} )i>o son schéma d’Euler :

t q t
X, =2 +/ b(s, X,)ds + Z/ oi(s, Xs)dW/,
0 j= 0

t
XtN:x%—/O b(n(s), n(s ds—l—Z/ ai(n XNS))dW].

Alors, pour 1 <k <d :

q
Xk7t - Xli\,]t = Z Cz),(jge( / 1]]4: {/ zyk dWZ}dW]

1,7=0

avec la convention dW = dt et pour des processus adaptés {(cf(]’li (t)i>0 : 0 < i, j <

q,1 <k <d,0 <4y <2}satisfaisant supy, X ()| < 00 pour tout k', p > 1.

1,5,k

Nous aurons également besoin de la formule d’intégration par partie suivante (|[BN95]) :

Proposition III.1 Soit F' € (D)™ tel que sa matrice de Malliavin g soit inversible
p.s. et satisfasse V' € Nys1LP. Soit ¢ € C°(R™) et G € D*®. Alors (detyp)~! € D™ et
pour tout multi-indice «, il existe une variable aléatoire H,(F,G) € D™ telle que :

E(G(970)(F)) = E(6(F)Ha(F.G)).

De plus, pour tout p > 1 et tout multi-indice «, il existe une constante C(p, ), des entiers
naturels ni,no et des indices k,d,d',b,b" dépendant également de p et « tels que

1Ho(F, G)llp < Cp, o) (v IR IF I G law).

Le théoréme suivant (théoréme 52 page 266 dans [Pro90|), qui exprime sous forme explicite
les solutions d’EDS linéaires, nous servira également :

Théoréme II1.2 Soit H une semimartingale et Z une semimartingale continue telle que
Zy = 0. Alors la solution Eg(Z) de ’équation

t
Xy =H; +/ Xs_dZ
0

est donnée par

t

En(Z) = E(2){Ho + / E(Z):1d(H, — [H, 7))}

+

ot E(Z) = exp(Zy — 3| Z, Z),).
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Enfin, nous avons besoin du lemme suivant :
Lemme II1.2 Pour q,p > 1, on a

Sltlp | Xt qp + SLtlp 1€ellgp + Stu]\l? ||XtN||q,p + SUP ||§tk lgp < 00

avec (€N); défini par

=1- / w0 (1(s), X)) AW

PREUVE: Le résultat pour les trois premiers termes découle facilement du fait que b, 0
et 0 sont bornées a dérivées bornées. Pour le dernier terme, on pourrait étre tenté de

N
X
en ) comme le schéma d’Euler de 'EDS ( ¢

directement des résultats classiques pour en déduire des controles dans D?P. Mais les

voir le vecteur ( > et appliquer alors

. X .
coefficients de I’'EDS ( ) ne sont pas a dérivées bornées (i cause de &) et une preuve

particuliére doit étre effectuée en utilisant la bornitude de 6.
Tout d’abord, montrons que sup;<y x [I§]|, < co pour p > 1. Vu la définition de &, on
apour 1 <:< N :

5,{:[:55,1(1_ O(ti- 1>XN JAW;_1). (ITL.1.4)

Ainsi, on obtient pour p > 1 :

El&)

2p
= (‘ft]yl PPEMA {Z C§p<_1)2pik6(ti717 Xt]:[,1 )kAVVzkl}>

_E(‘fn 7R, 1{202’“ gt X, )2’“Am2-’“1}>
<(1+C,h)E <|£ti_1|2p>

pour h suffisamment petit et en utilisant pour la derniére inégalité la bornitude de 6. On
en déduit alors facilement que sup,<y v [/, < co.

Ensuite, considérons u tel que t,_; < u < t;. En tant que fonctionnelle réguliére des
accroissements browniens, chaque & € D*. En différentiant (II1.1.4), on obtient pour
1> k+1:

Dugi]:{ = Du&{:{_l - Du[ g_le(ti—let]j_l)]AWi—l-
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En itérant on obtient pour i > k+ 1 :
D&Y =D&l — Z D, [&Y6(t;, X\AW;.

En appliquant I’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy & la martingale
> Du[ggﬁ(tj,ﬁg)]AWj, il vient :

i—1
EID.&Y [P <CEIDWEYP + CE| Y - Dul&)0(t;, X1V AW,["
j=k
i—1 v
<CE|D.EY P + CE[R D D6 0(t;, XP)P|2
j=k
i—1
<SG E|DLEY[P + CohE Y | Du[& 0(t;, X))
j=k
i—1
<Co(L+E[D&Y ) + Coh > E[D&Y

j=k+1

car 0 est bornée, |||, et | X/Y||1, sont, pour tout ¢ > 1, finis uniformément en N et j.
En appliquant le lemme de Gronwall discret, on obtient :

max E\Dugt P < Cp(1 +E|Du££|7“).

k<i<N

Par ailleurs :

D& ==& 0(ti, X[ )
d’oll on déduit

max E[D,&Y[P < Cp(1+E[&Y_|P).

k<i<N

Les dérivées d’ordre supérieur se traitent de la méme facon.

1.2.3 Preuve du théoréme III.1

Nous pouvons a présent continuer la démonstration du théoréme III.1 et borner les deux
autres termes de la somme.
Premier terme
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Définissons la norme ||| - |||z par :

ol = VEIRCKIF + BIOOE + (& [ o))’

o X' = \X, + (1 — M) X}. Nous allons tout d’abord supposer sans restriction que ¢
est de classe C™ a support compact (Cg°), a condition de pouvoir montrer que

|E(exp(—rT)¢(Xr)ér) — E(exp(—rT)o(X7 )ér)| < Cll[¢]]]2h

avec ¢ de classe C3°. En effet, le cas de ¢ mesurable s’en déduit en considérant une suite
de fonctions ¢,, dans C§° qui tend vers ¢ pour la norme |||-|||2. Cette hypothése effectuée,
on peut réécrire ’erreur comme

E(exp(—rT)¢(Xr)ér) — E(exp(—rT)¢(X7 )ér)
1
_ / E( exp(—rT)&rdp (XN (X7 — XN))dA.
0
En utilisant le lemme II1.1, on obtient

E(exp(—rT)&rdp (X ") (Xr — X2))
= exp(—rT)Erd,p(X N (T ch(fl s 8 ¢ (w)dWhHdw?).
3 Bl () ) | ,J<></n(s) 2, AWV W)

Nous allons traiter le terme correspondant & ¢+ = j = 1. En utilisant la formule de dualité
([Nua95]) et le théoréme de Fubini, on obtient :

E(exp(—1T)&rd,d(XXN e (T) / 5 (s)( / ( A,

— [ BOdep(— D)oo T ) [ )

n(s)

/ / ( [D{exp(—rT)&rdup(X7 M) er (T eri (s)] ert(u ))duds.

Le terme ]E(Du[Ds{exp(—rT)STaxgb(Xr}V’ e (T )}c '(s )]c11 (u)) peut se réécrire sous
la forme d’une somme de termes E(9%¢(X7 A)G) que 'on peut majorer en utilisant la
proposition IIL.1 et I'inégalité de Cauchy-Schwarz par C||¢(X~")||o. Remarquons que I’on
peut utiliser la proposition III.1 car (XtN ’A)t est un processus d’Ité6 uniformément elliptique
(JKHP02]). Ici, la dimension d = 1 est cruciale et évite des détours comme dans [GMO5].
Ainsi, on obtient finalement que

T s
E(exp(—rT)erdud(X2Y)eX0(T) / ) / V) < ClOCC
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Les autres termes se traitent de méme pour finalement conclure a
|E(exp(—rT)o(Xr)ér) — E(exp(—rT)o(X7)ér)| < Cll[@]l|2h.
Deuxiéme terme. Le deuxiéme terme
E(exp(—rT)o(X7 )ér) — E(exp(—rT)o(X7)Er)|

exprime 'approximation d’une dérivée de Radon &7 par une variable aléatoire d’espérance
1 mais pouvant prendre des valeurs négatives £&~. Comme pour le premier terme, nous
pouvons supposer que ¢ est dans C3° a condition de montrer que

E(exp(—rT)¢(X7 )ér) — E(exp(—rT)o(X7)ér )| < Chl|[]]]2-

Nous allons exprimer la différence & — &Y a 1’aide du théoréme I11.2. Remarquons tout
d’abord que

dé§, = —&0(t, X3)dW,

et que & est la valeur terminale de I'équation d’Ito

gt _1_/ 577(5 n(s))dWS'

On peut donc réexprimer la différence comme

gt—g,{V:/O Ene0(n(s), X)) dW, — /55 (5, Xs)dW,
_/0 (55 _giv)e(&Xs)dWs"f'/o [51]7\23)9(77(8)7)(1?([5)) —f?@(S,XS)]dWS
_g(a), / (o) N W, + 0(s, X.)ds]
0

ot ay = — [ 0(s, X, )dW, (voir le théoréme II1.2 pour la notation £(-)) et e = Eof(n(s), XN
ENG(s, X,). On peut alors réécrire le terme d’erreur ¢ sous la forme :

€s n(s

10(n(s), X(s) — €76(s, X,)

77(5 10(n(s), X)) = &ty [1 = 0(n(s), X)) (W = Wye))] 6(s, Xs)
77(5 ) [0(n(s), XNS)) 0(s, X)] + &5 0(n ( ), X]Y)) (8, Xs)(Ws = Wis))
=& [0(n(5), X)) — 0(n(s), Xy(s))] +fn(s)[ (n(s), Xnes)) — ( , X))+
EN00(n(s), XN )0(s, X ) (W, — W)

On va pouvoir alors appliquer la méme technique que pour le premier terme, combinant
théoréme de Fubini, formule de dualité et d’intégration par partie, a condition que Siz €
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D> et que supy Hé‘,{ZHkgp < oo pour k,p > 1. C’est exactement le résultat du Lemme
IT1.2. 11 découle finalement

|E(exp(—rT)o(X7 )ér) — E(exp(—rT)o(X7 )& )| <Ch|o(X7)|2
<Chll[ol]l2-

133



IT1. DES EXTENSIONS

134



Chapitre 2

Algorithme pour les équations
différentielles stochastiques rétrogrades
réfléchies

2.1 Le cadre et les hypothéses

On consideére toujours la méme dynamique pour X
t t
X=X +/ bi(s, Xs)ds +/ oi(s, Xs)dWs, 1 <i<d
0 0

et on renforce I’hypothese 0.1 :

Hypothése 111.2 L’hypothése 0.1 est vérifiée. En outre, les fonctions b et o sont conti-
nues, différentiables avec des dérivées spatiales bornées uniformément. Enfin, on suppose
une condition d’uniforme ellipticité sur oo™, i.e. que oo™ > egld avec ¢y > 0.

En effet, nous aurons besoin de travailler avec un processus d’Ito6 uniformément elliptique
pour appliquer les résultats de [MZ05]|. Nous supposons également que ’hypothése 1.1 est
vérifiée.

Dans cette partie, nous changeons 'EDSR (I.1.1) et allons désormais chercher un triplet
(Y, Z, K) qui vérifie :

T T
Y;f :g<T7XT>+/ f(SaS&YSaZs)dS_/ stWs+KT_Kt7
t . t
Y, > g(t, X,), t > 0, / (Y, — g(t, X,))dK, = 0. (IT1.2.1)
0

Nous nous référons a [EKKP97] pour les bons espaces dans lesquels chercher un tel triplet
(Y, Z, K) solution, ainsi que pour des résultats d’existence et d’unicité (voir également
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I’annexe A.2). L’interprétation financiére est la suivante. On désire toujours construire un
portefeuille de valeur (Y;); et ou (Z;),; est relié & la position en actif S dans le portefeuille.
Cette fois, on impose en plus que la valeur du portefeuille soit toujours supérieure a un
plancher g(t, X;). C’est exactement la description d’une option américaine ol par exemple,
dans le cas d’'un put américain, on aurait g(t,z) = (K — e¥),.

Nous allons voir dans le prochain chapitre qu’il est trés simple de modifier les algorithmes
proposés dans les parties I et II pour tenir compte de la contrainte de plancher.

Etant donné que le second algorithme et ses techniques de preuve conduisent & des vitesses
de convergence plus explicites que dans la partie I, on va plutot exposer la modification
de cet algorithme pour tenir compte du plancher. I’adaptation du premier algorithme
présenté, avec itérations de Picard, est similaire. Les hypotheses sur 1'obstacle g sont les
suivantes

Hypothése I11.3 ¢(-,-) est Holdérienne d’indice % en temps et uniformément Lipschitz
en la variable spatiale.

Remarquons que pour notre exemple du put américain en dimension 1, cette hypothése
est bien vérifiée étant donné que lobstacle (K — €)™ est nul pour = > log(K).

2.2 L’algorithme

On définit g% de maniére analogue & ¢™% et ff dans la partie II. Les bornes C,(R) et

C.(R) sont définies comme précédemment. Un calcul similaire a celui de la proposition

I1.1 permet de fixer leurs valeurs explicitement.

L’algorithme se présente toujours sous une forme rétrograde :

— On initialise pour k = N par yn'™"(-) = ¢%(ty, ).

— A un instant de discrétisation t;, (Oé%)lglgq est défini comme un minimiseur du pro-
bléme de moindres carrés :

AW
N,R, M L,k m |2
lg'lf M Z |yk+l tk+1) h - al'pl,k|

avec X N " simulé, de la méme fagon que P " dans la partie II, & partir de X " et in-

crement brownien auxiliaire AW;" par XNm Xf:m—t—b(tk, Xt]Z "Yh+o(ty, Xt]Zm)AW,;”

lkt+1
On définit alors Z%R’M( -) par zl‘]\;ﬁRM( ) = ['%-Pux)=(-). Puis agf, est défini comme un

minimiseur du probléme de moindres carrés :

me Z s M X 4 B (e, X0y M (G, 2 M (XT™)) — copfhl”.

t41 ) Tk+1 281

NRM() NRM()

On définit alors y par v,

= max ([aé\ﬁc.poﬁ]y(')a 9" (tr, ))
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— On itére jusqu’a l'instant .

On peut bien stir imaginer le méme algorithme sans browniens auxiliaires (méme remarque
que pour la section 4.2, partie IT). Ainsi, I'algorithme est quasiment semblable & celui dé-
crit dans la partie II, & ceci prés qu’a chaque instant, on force notre approximation y,iV’R’M
a étre supérieure au plancher g”(t,-). Le méme type d’algorithme a déja été proposé et
analysé dans [BPP05| et [BT04] mais en utilisant des techniques différentes de quanti-
fication pour le premier article et de calcul de Malliavin pour le second. Dans ces deux
articles, le cas d’'un driver dépendant de Z n’est pas envisagé alors que nous autorisons
EDSR réfléchies dans la partie numérique mais avec une analyse plus empirique.
Naturellement, on peut se poser la question de lerreur commise entre
(yNEM (XN LNEM(XNY) ot (YN ZN), une discrétisation en temps de (I11.2.1) que nous

décrivons maintenant.

2.3  FErreur de localisation

De maniére analogue a (I1.1.1-11.1.2), on définit une discrétisation (Y, ZV) de (I11.2.1)
de maniére rétrograde :

— On pose Y, = g(tn, X}\)
— A un instant ¢, on définit Z,\ par

thZ =E, (VN

trt1

AWR). (IIL.2.2)
puis on définit fftff tel que

ViV =By, (YY) + hEe, f (1, XYY

te ) T lg41)

ZY), (I11.2.3)

et enfin on pose YN = max (g(tx, X1), Y,N).
On définit également une version localisée (YV'f1 ZN:E) en remplagant g et f par g et
fr.
A cause de la propriété de Markov de X” on a bien sir YtiV’R = y,]cV’R(X,ka ), Y/tiV’R =
~N,R N,R N,R
n (XtJZ) et Z," =z, (Xt];’)
De méme que pour la proposition 1.2, on peut établir une borne pour I'erreur commise
en localisant I’EDSR réfléchie.
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Proposition I11.2

N-1
N,R N,R
max E[Y;N — VU2 + BB (2 — Z;0 P
k=0

0<k<N
N-1
<Cy E (L0, xp02mx) {1Vi [+ Cy(R)?}] + CE(lg(tw, Xi) — g% (tn, X0 )
k=0
N—-1
+CE Y [F(te, Si0 Vil Za) = 11t S5V Z0) P
k=0
PREUVE:
N,R
ElY,Y — Y,

=E[lg(te, X)) V Y/tiv — g% (te, X)) Vv }N/tiV’R|21g(tk,X{Z):gR(tk,XtIZ)}

B[V, = Y Py sgneox))
<E[IViY = Vi P Ly xv)=gnx] + 2BV + Oy (R)*) Ly xpt) g xiy)]
<E[|Y,Y = Y, P + 2B[(1V) P + Cy(B)*) Ly, xp0) ot X))

Le terme E[D}tff — }N/tiv’R ?] ainsi que le reste de la démonstration se traitent alors de la
méme maniére que pour la proposition I1.2. 0

2.4 FErreur diie aux simulations et projections

Il est facile de voir que les théorémes I1.2, I1.3, I1.4 et I1.5 sont toujours valables. En effet,
il suffit de remarquer que |[a Vb —cV b| < |a — ¢| et donc :

M
m=1
M
1 m ~ m m m
= gt X VY G) = X0V [dlpoy (X
m=1
M
1 ~N,R/+vNm m
<07 DOIITN™) — ooy (X5
m=1

et I’analyse réalisée dans la partie II est valable pour ce dernier terme.
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2.5 Erreur de discrétisation

Il reste & établir la convergence de (Y™, ZY) vers (Y, Z). Pour cela, on va comparer

(YN ZN) a léquation rétrograde de solution (Y1, ZM1) introduite dans [MZ05] :

— On initialise en ¢y par Y;]J:,” = g(tN,XtJX,)-

— Puis pour t € [tg,tgs1[, on résout I’équation rétrograde non réfléchie de solution
(Y/N,l’ ZN,l) .

tkt+1

- tk+1 -

VAR s / f(s, XN YN 72NN ds — / ZNr AW, (I11.2.4)
t t

— On définit ensuite pour tout ¢ dans [ty, tea[, ViV = Y,V v g(t, X[N).

— On itére jusqu’a la date to = 0.

Proposition I11.3 Pour h suffisamment petit, on a

tkt1

N-1 thi1 N-1 o
max E(JY;N = V) + ) E/ ZM — ZN|*dt < Ch + CE Z/ 1ZNT — 7, |%ds
k=0 7t k=0 71

0<k<N X | .

s N tht1 7 N,1
ou hZ, =Ry, [,""" Zds.

PREUVE: En utilisant |a Vb — ¢V b] < |a — ¢| et en appliquant comme toujours une
inégalité de Young a partir des équations (I11.2.3-II1.2.4), on obtient aisément :

N1
ElY, - Y,
o
<E|Y, - ¥,
<(14Yh)E[E, (V¥ —yN!

2
tet+1 tk+1>’

1 tet1
+ h(1 + —)E/ | f (ts, Xt]Z, YN

h tk+17Z£Z) - f(qusNu?sN’luZéVJ)‘gds
Y ti

- 1
<(14+yh)EE, (VY -V Y2401+ %)hQ sup  (EX) — X,* + |tx — s|)

tet1 tet1
* te<s<tpt1

1
+C(1—I——h)h2 sup E[V;Y

tet1
Y tp<s<tpi1 *

N 1 tht1
— Y+ Ch(1+ —)IE/ |2 — ZPds
vh th

tet1 lk41

tk+1 tk+1 o
<(1+CRE(|YY,, = Y P) + Cl? + ChE / |Z)ds + CE / |z Z) [2ds
123 tL
en utilisant le lemme A.2 pour borner par Ch le terme sup, <., ., IEDQZi — §7SN’1|2 pro-
(/ N,1 N,1 ~
venant de E’Y;fc\fﬂ o Y;NJ‘Q < QE’Y;ﬁl - Ytk+1|2 + 2E|Ytk+1 - YsN’1|2-

La différence avec la partie I est qu’on a besoin d’avoir une estimation de E [,*** [Z}|?ds
pour pouvoir conclure par le lemme de Gronwall discret. Le controle usuel par la norme
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N1
k+1
1 lorsqu’on applique le lemme de Gronwall discret. Par contre, on peut utiliser le Lemme

A.2 qui nous donne sup;, <<, ., E|ZN' 2 < C(1 + | Xo|?). Ainsi, on obtient finalement

2 n’est pas suffisant car cela donne un terme d’ordre

L? de la condition terminale E|Y,

N N,1,2 N N,1,2 2 s N1 N2
E]Y;k —Y;k | §(1+C’h)IE(|Y -Y, ])+Ch + CE |ZS —Ztk] ds.

trt1 tr4+1
tg

Le méme type de calculs que dans la partie I permet d’établir la borne pour

N-1

Sl PSP
Z ’ t - tk| t.
k=0

O

. . . , . t N
Ainsi, la vitesse de convergence est une fois de plus régie par le terme E ft:“ |ZN1 — Zy, |2ds

puis par la vitesse de convergence de (Y1 ZV:1) yers (Y, Z). Ces deux vitesses dépendent
de la régularité de I’obstacle g(-, ).

2.5.1 Régularité C'?
On fait ici I’hypothése
Hypothése II1.4 g est de classe C*? avec ses dérivées bornées uniformément.

Cette hypothése reprend en fait les hypothéses de [MZ05| et permet d’appliquer leurs
résultats. En combinant le Lemme A.1 et le Théoréme A.4 | on obtient que

2ds} < C(1+|Xo|HVh.

T
B sup ¥ - Vi + [ 12, 2
0

0<t<T

De plus, on peut majorer S0 ' Eftt:“ |ZN1 — 7i:|2d3 par

N-1

T N tht1 1 tet1
CIE/ 1Z, 1 Z*dt + C Z E/ |Z, — EEt’“/ Zyds|*dt
0 k=0  t

ty

<C(1+ |Xo")Vh

en combinant le lemme A.1 et le théoréme A.4 pour le premier terme et en utilisant le
théoréme A.5 pour le second terme.
Ainsi, dans le cas ot g est de classe C'? avec des dérivées bornées, on obtient

0<k<N

N-1 Tt
max E(|Y,Y —Y;, %) + ZIE/ Z, — ZN[*dt < C(1 + | Xo[")Vh.
k=0 Ytk
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Remarque II1.1 En comparant avec le théoréme 1.1, on constate que la vitesse de conver-
gence s’est dégradée de \/'h a hi. Cette perte de vitesse est die a la présence de l’obstacle
g et semble inévitable en toute généralité.

Notre but est d’appliquer cet algorithme au cas d’options américaines ou l'obstacle n’est
pas de classe C''"? comme par exemple dans le cas du payoff (K — ¢*),. Or, nous mon-
trons que nous pouvons relaxer les hypothéses sur ’obstacle g et néanmoins conserver les
conclusions données dans [MZ05].

2.5.2 Relaxation des hypothéses sur ’obstacle

On fait dans cette partie I’hypothése suivante

Hypothése II1.5 On suppose que g est de classe O en temps, toujours uniformément
Lipschitz en z et que g(t, X;) et g(t, X)) satisfont les développements :

t t
ot X,) =g(0, Xo) + / Usds + / VLWV, + A,
0 0
t t
g(t, XN :g(O,XéV)+/ U;Vds+/ VNaw, + AN,
0 0

ot A, AN sont continus, croissants, intégrables et tels que les mesures dA; et dAYN sont
singuliéres par rapport a dt et avec les conditions d’intégrabilité suivantes sup, E(|U|?) +
sup, E(|UY ) + sup, E(|V;[") + sup, E([V,¥ |") < 00 pour p > 2.

Remarquons que, par exemple, pour le cas du put américain en dimension 1, I’hypo-
thése I11.5 est vérifiée car g(t,z) = (¢, exp(x)) avec (¢, ) convexe. Ainsi, on obtient les
formules d’It6 suivantes (voir théoréme 7.1 page 218 dans [KS88|) :

t t
g(t, X3) = ¥(t,exp(Xt)) =9(0, Xo) + / Usds + / V.dW, + A,
0 0

t t
g(t, X;¥) = (¢, exp(X})) =g(0, X7") + / UNds + / vNaw, + AY

0 0

avec pour ¢y <t < gy

Uy =0u)(t, exp(Xy)) + 0.1 (¢, exp(Xy)) exp(X;){b(t, X;) + 302(15, X},

U =00 (1, exp(X7)) + 0,0 (1, exp(X7) exp (XY b1k, X,Y) + 507t X[

Vi :&Ew’(t, eXp(Xt )eXp(Xt>0<t7Xt)7
VY =0, (t, exp(X]Y)) exp(X[V)a (b, X)).
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Comme 0,1~ est bornée dans le cas du put américain en dimension 1, les conditions

d’intégrabilité de I’hypothése I11.5 sont vérifiées.

Lorsqu’on examine les preuves données dans [MZ05|, on s’apercoit que la condition g de

classe C1? intervient essentiellement & 2 endroits :

— Dans le lemme A.1. La régularité de g est utilisée pour montrer les controles sur les
processus croissants K et K9, Or, c’est justement ce que I’on impose dans ’hypothése
IT1.5. L’intérét est que ’on peut & présent appliquer la remarque A.3 qui nous donne

0 S th S {f(t,Xt,g(t,Xt), ‘/t) + Ut}idt = ktdt, (11125)
0 <dKM < {f(t, XY, g(t, XV), V) + UN} dt = kMt

et on obtient les mémes controles sur les processus croissants que dans le cas ol g est
de classe C12. En particulier, Supt7NE|ktN’0|p < oo et sup, E|k: [P < oo pour p > 2.
— Dans le théoréme A.4. Dans notre cas, on aura seulement le résultat

T
E{ sup |7/ — Y,VOP 4 / ZV — ZVPary < oV
0

0<t<T

soit une perte de vitesse par rapport au théoréme A.4 (voir (A.3) pour la définition de
(YN0 ZN.0)). Ceci n’est en fait pas trés grave vu la vitesse donnée par le lemme A.1.
Voyons comment se montre ce résultat :

PREUVE: La preuve est presque similaire a celle de [MZ05]. Nous la redonnons tout
de méme dans son intégralité pour voir ’endroit ol cela change.

On note AY; = Y,V =~V AZ, = 2N — ZM! et on remarque que AY; a la dynamique
suivante sur |ty, g1

—dAY, = [f(t, XY 200 = 6, XN YV 280 dE = (20 = 250w + di
Ainsi, en appliquant la formule d’Itd on obtient

dIAY; 2 = = 20V, [f (6, XN, YN0, 20 — pe, XN VN ZNDdE + 28Y,AZ,dW,
— 20AY,dK )0 + |AZ,|2dt.

Choisissons a présent C' > 0 tel que
~ 1
2AY || f(s, X, Y0, 250 — f(s, X, YN 20| < ClAY P + §|AZs|2 (I11.2.6)

ce qui est possible en utilisant que f est Lipschitz et une inégalité de Young (A.5). Ainsi,
on obtient en appliquant une formule d’Tt6 a A |AY;|? sur [t,t,,1] avec A, = exp(C's)
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(oi C est la constante de ’équation précédente) :
tet+1
A AY; ] + / AJAZ, | ds
t
l41 _
:Atk+1 ‘AY;‘/kH ‘2 + 2/ ASAY;’[f(Sa XsNa YtsN707 Zi\ﬁo) - f(57 X;Va YSNJ’ Z£V71)]d3
t
tht1 tht1 l41
-2 / ANAY,AZ AW, + 2 / AAY, dKNY — C / A AY,Pds
t t t

soit en utilisant (II1.2.6) :

1 tet1
A AY; ] + 3 / AJAZ, | ds
t

tri1 lkt+1
<Ay, |AY P =2 / AAY,AZ AW + 2 / AAY dKNY.
t t

Il nous reste a controler le dernier terme du membre de droite en vue de conclure par
un lemme de Gronwall discret. Pour cela, on a :

AY,dEK) =[g(s, X[T) = VAN

trt1 5
gl X2 — BV [ X T, 2

tet1
N N et N y-N,1 N,1 N
SES[Q(Sa Xs ) - g(tk-l-la th+1) - / f(T’ X'r 7Yr 7 ’Z'r 7 )dr]sz 70‘

C’est le moment ou la démonstration change. En effet pour contréler la différence
9(s, XY) — g(trs1, X[J,)), les auteurs appliquent une formule d’Ttd ce qui les meéne
ensuite au controle C'h dans I’équation ci-dessous. Dans notre cas, on peut tout de méme
effectuer une majoration intéressante. Ainsi, en utilisant (II1.2.5) et ’hypothése II1.5,
ainsi que le lemme A.2 dont on peut vérifier qu’il est toujours valable sous 'hypothése
IT1.5, on obtient :

tg
E / A AY,dKN
: (78 23 N
<CE [ Air— o+ XY = X2+ [ 170 TN 2N ds) ks
t r
<Chs.
On obtient finalement :
2 1 [t 2 2 £
E[At‘AYH + 5 AS|AZS‘ dS] SAtkH[E‘AY;kHl + ChQ]
t

<A(1+4 Ch)[E|AY,, | + Ch2).
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Comme A; est croissant, il vient :
1 [t 3
E[|AY;]* + 5/ |AZ|?ds] < (1+ Ch)E|AY,,.,|* 4+ Ch?
t

et une application du Lemme de Gronwall discret méne au résultat. 0

On peut alors vérifier que tous les autres résultats dans [MZ05] n’utilisent pas le caractére
C'? de g. Ainsi, on aura le méme controle

tet1

max E(|Y,Y -, [? +ZE/ Z, — ZN|dt < CVh.

0<k<N

2.6 Conclusion

Si on résume les résultats établis dans ce chapitre, on obtient donc sous les hypothéses
I11.2, IT1.3 et soit II1.4 soit II1.5

tk+1
max Ely. " M(XN) - v, |? + ZE/ Zy — M (X Pt

<Cf+CZE ot xen e xpUYe [P+ Cy(R)*} + CE(lg(ty, Xiy) — ¢" (v, X))

N—-1
+ChEY | f(te, XN VN 20 — (R, XY VN 2N
k=0
C (R)? + || 7 gON 1 N-1
+ ¢ Tl S e (1) + O 0SB~ ama PP
k=0
N—-1 g¢q
C R|2 K
+C > Y infE(lapi(PY) - hzzj,véR(Rf)\z)JrC( o) HlfMH"")maXl "2 log(M)
k=0 [=1 ¢
CC,(R)? hﬁ+1 iy m
+ — yh( ) exp(— 1440 ZE( 2 3\/— [P0k+1] ka() (Pt]:+1)1<m§M7(Pt]:+1)l<m§M)>-
=0
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Chapitre 1

Rappel des chapitres précédents

Dans cette thése, nous désirons approcher la solution de ’'EDSR :

T T
y;:q>(X)+/ f(s,XS,YS,ZS)ds—/ Z.dW, (IV.1.1)
t t

ou W est un mouvement brownien de dimension ¢ et X est la solution de I’équation
différentielle stochastique en dimension d :

t t
Xit = Xip +/ bi(s, Xs)ds +/ oi(s, Xs)dW,, 1 <i <d.
0 0

® est une fonctionnelle de toute la trajectoire de la diffusion S, ceci pour tenir compte
d’options path-dependent (voir chapitre 2, partie I). Pour se débarasser du caractére path-
dependent, on approche la condition terminale ®(X) par ®"(PJ), ou @V est une fonction
déterministe et (P, )o<x<n est une chaine de Markov de dimension d’ > d dont les d pre-
miéres composantes sont données par celles de (Xt]]\f Jo<k<n- En d’autres termes, on ajoute
éventuellement d’autres variables d’état pour rendre markovienne la dynamique implicite
de la condition terminale.

On a étudié dans les parties I et IT deux algorithmes rétrogrades pour approcher la solu-
tion de (IV.1.1). Ces deux algorithmes sont basés sur des problémes de moindres carrés
qu’on résout itérativement le long d’une discrétisation en temps de 'intervalle [0, 7 (les
N +1 dates de discrétisation sont notées (t, = kh)o<p<y pour h = %). En effet, on désire
approcher la solution (Y}, Z;,) & chaque instant de discrétisation ¢, par des projections
sur des bases de fonctions. La base utilisée pour approcher Y;, est notée pgyk(Pt];’ ) = Dok
et les ¢ bases utilisées pour approcher chacunes des ¢ composantes de Z; sont notées
(p1k(PY) = pii)1<i<q- Le cardinal de la base p;j est noté K.



IV. RESULTATS NUMERIQUES

Rappelons enfin que les problémes de moindres carrés sont basés sur des simulations de
Monte-Carlo de la chaine de Markov (Pt]}:f Jo<k<n. Le nombre de simulations de Monte-
Carlo est toujours noté M et les simulations sont notées (Pt]:’m)ogkg Ni<m<Mm- Les rangs
des matrices de régression de ces problémes de moindres carrés associées a p; i, et aux M
simulations sont notés K ;(w).

Avant de tester les deux algorithmes présentés dans les parties I et II, nous devons spécifier
le choix des fonctions de base.
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Chapitre 2

Choix des fonctions de base

Dans toute la partie numérique, nous testons différents types de fonctions de base. Par
souci de clarté, nous avons regroupé la description de ces différents types de fonction dans
la méme partie.

2.1 Hypercubes

Pour simplifier, nous ne faisons dépendre p; ; ni de [ ni de k.

Pour définir la base de fonctions, on choisit un domaine D C R%, centré en P, i.e.
D = H?,ZI]PM — R, Py; + R], que nous partitionnons en petits hypercubes d’aréte 9.
Ainsi, D = U, ... i, Dy ... i)y 000 Dy i, =|Po1 — R+110, Pyy — R+ (i1 +1)8] x - - x| Py g —

R+igé, Py — R+ (i + 1)d].
Nous définissons alors p;;(-) comme la famille de fonctions indicatrices associée a cet

gt

ensemble d’hypercubes : p;x(-) = (1Di1»~wz’d/('>)il,---,z'd,'
Cette base de fonctions est notée HC.

De plus, nous considérons éventuellement sur chaque hypercube des polynomes locaux de
petit degré. Par exemple, nous pouvons prendre une base de polyndémes locaux constituée

par 1,xq,- -+ , oy pour poy et 1 pour p;x (I > 1). Ainsi,
po,k(w) - (1Di17m tal (x)’ xllDil‘m A (:C)’ o 7xd/1Di17'“ ¥ (x))ll, Jigr’
p(z) = (1Di1s"‘1id/ (:v))ih._.,idy7 1<1<q.

Ce choix particulier de fonctions de base est noté HC(1,0) ot 1 (resp. 0) représente le
degré maximal de la base de polynémes locaux pour pgj (resp. pix, 1 <1 <gq).



IV. RESULTATS NUMERIQUES

2.2 Cellules de Voronoi

Ici, nous considérons encore une base de fonctions indicatrices et la méme base pour
0 <[ < q. Cette fois, les ensembles des fonctions indicatrices sont une partition ouverte
de Voronoi (|GLO00|) dont les centres sont des simulations indépendantes de PV. Plus pré-
cisément, si nous désirons par exemple générer une base de 20 fonctions indicatrices, nous
simulons 20 trajectoires supplémentaires de PV, notée (PVM*%),_,.9y, indépendamment
de (PY™),<m<nr- Puis, nous utilisons & l'instant ¢, (PtJICV’M”)lSZSQO pour définir notre par-
tition de Voronoi (Cj;)1<i<20 oit Cy; = {z : |[v — PtJ:’M+i| < inf,z |z — Pf:’M”L”}. Enfin,

nous posons pyi(-) = (1¢,,(-)),- Cette base de fonctions est notée VP (Voronoi Partition).

De méme que pour la base HC, nous considérons éventuellement sur chaque cellule de Vo-
ronoi des polyndomes locaux de petit degré. Pour reprendre le méme exemple que pour HC,
on peut considérer sur chaque cellule, une base polyndémiale constituée de 1,21, -,z
pour pgy et 1 pour p; (I > 1) sur chaque Cy ;. Ainsi

po’k<x) - (1Ck,i ('I')’ xl]‘ck,i (SC), e wxd’]-ck,i (%))
pi(x) = (g, (2)),, 1 <1 < q.

’L"

Nous notons cette base particuliére VP (1,0) ou (1,0) a la méme signification que pour
HC.

2.3 Polyndomes globaux

Nous définissons ici py; comme la base de polynéomes de d’' variables et de degré inférieur
a d, et pij (I > 1) comme la base de polynomes de degré inférieur a d..
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Chapitre 3

Comparaison des approches avec ou
sans incréments browniens auxiliaires

Nous avons dans la partie II étudié un algorithme qui utilise a l'instant ¢, la simulation
d’incréments browniens auxiliaires. Nous avons mentionné dans le dernier chapitre de
cette partie des pistes qui montrent qu’il est possible d’appliquer le méme algorithme
mais sans simulation d’incréments browniens auxiliaires, et probablement de déduire des
bornes d’erreurs qui dépendent uniquement du nombre de fonctions de base, de M et de
h, du méme type que celles établies dans les théorémes I1.2, 11.3, 11.4 et I1.5.
Nous allons ici comparer 1’algorithme présenté dans la partie II avec ou sans simulation
d’incréments browniens auxiliaires.
On prend ici d = ¢ = 1 et on considére pour S la dynamique du modéle Black-Scholes
(|BS73]) :

a3 = pdt + odW.

St
La condition terminale de 'EDSR est (S; — K), celle d’un call européen. Comme driver
f, on prend :

f(t,x,y,z) = —HZ—T’y—i- (y - g)i(R_T)

avec § = £=" la prime de risque.
7
o

Les paramétres de la dynamique de S et de 'option sont :

1 o r R | T | S | K
0.05 0.2 |0.04|0.06 | 0.5 | 100 | 100

Cette situation correspond au cas oil le vendeur de ’option emprunte de ’argent au taux
d’intérét R et préte au taux r avec r < R (|Ber95|). Cette imperfection de marché par
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rapport aux hypothéses idéales de |[BS73| crée une non-linéarité dans le driver f, qui sinon
vaudrait simplement f(t,z,y,z) = —0z — ry. Nous avons choisi cet exemple car le driver
f est non-linéaire mais nous pouvons néanmoins connaitre la valeur Y. En effet, le driver
f se réécrit :

fltay,2) == E==s = Ry + (y = ) (R—7)

o
- R

2—” 2z — Ry.

Ce dernier terme étant le driver correspondant a une dynamique de portefeuille classique
avec un unique taux d’intérét R, on sait en utilisant le théoréme de comparaison pour
les EDSR ([EKPQ97]) que Yj sera supérieur au prix calculé par la formule de Black-
Scholes avec taux d’intérét R. Mais on sait également dans le cas de la réplication dans le
modeéle Black-Scholes que pour couvrir I’option, le vendeur devra toujours emprunter a la
banque, c’est-a-dire que, si on note (Y,?¥, ZP%) les solutions de 'EDSR. associée au driver

p—R BS zBsS  zBS , . . . ..
—HE=ts — Ry, alors Y,°° < Zi— 2t représentant le montant investi en action. Ainsi, on
o ) t o )

obtient bien I'égalité des drivers f et =222 — Ry le long de la solution (Y;%9, ZF5) et
donc I'égalité Y, = Y,25.

Y2 se calcule explicitement et vaut 7.156.

On teste ici la base VC. On note K le nombre de cellules de Voronoi utilisées. Pour
comparer les algorithmes avec ou sans simulation d’incréments browniens auxiliaires, nous
décidons de faire varier simultanément N, M et K. En particulier, nous faisons varier N
de telle sorte que N = [No(v/2)’"!] ot j = 1... désigne le nombre de valeurs de N que
Pon teste ([-] désigne ici la partie entiére). Ensuite, nous faisons varier K et M de telle
sorte que K = [Ky(v/2)U™Vex] et M = [My(v/2)U=Dm] avec Ny = 2 = My = K.

Pour chaque valeur de (ag,ays) nous reportons le prix moyen donné par ’algorithme
(calculé en langant 50 fois ’algorithme), I’écart-type de ce prix, la couverture moyenne en
to et 'écart-type de la couverture. Voici les résultats obtenus :

E T 3
c R |
7S = = —
N .
== =
6.5 —
= E =
= 6 — -
55 [ —
s [ 1
- +—+ Prix avec browniens auxiliaires -
5 P = Prix sans browniens auxiliaires -
a.5 S -------o s Prix Black-Scholes ]
C I . . . . ! |
5 10
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T T T
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o.2 — S =~ Couverture sans browniens supplémentaires —
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T
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)
=
<=3
=2
=
k=3
(&)
=
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I I

i
Nous voyons donc que les algorithmes avec ou sans simulation d’incréments browniens
auxiliaires semblent se comporter de la méme maniére : c’est vrai pour cet exemple et
également vrai pour les autres exemples qui suivent. Ainsi par concision, dans toute la
suite, nous présentons les tests avec 1’algorithme sans simulation d’incréments browniens
auxiliaires.
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Chapitre 4

Variation simultanée des parameétres

4.1 Estimation de ’erreur d’approximation pour la base
HC

Nous avons obtenu dans la partie II le résultat suivant.

M

N, N,R,M N,

max B S A — (R
ot

+maz z| SN (R - SR (P

Cy(R)> + | f7]2 =

N-1
SO D e BR() + € ) infBlapoa(Ry) — e (P
N—-1 ¢q
+CZZIHfE|Ozplk ) \/_ZNR(PN)Iz_i_Chg,l
k=0 =1
CCy(R)? Mps+t o Nl o o - N
—i—yTeXP(_Wy(R)?);]E 2(3\/— [ Possily = Uit () (P M <ments (B

(IV.4.1)

Rappelons (voir partie II) que (y™#(PY), zN(PY)) est la solution d’une discrétisation
en temps de (IV.1.1) et d’une localisation déterminée par un vecteur R. Cette localisation
nous permet de montrer que y™"#(PY) est borné par une constante C,(R) qui dépend de
la localisation. Rappelons enfin que ’approximation résultant de I’algorithme de la partie
IT est notée (y™-HM(PN), NAM(PNY)

Nous allons déduire du résultat ci-dessus la proposition suivante

hSmSM)>-
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Proposition IV.1 En utilisant la base HC avec les paramétres & et M tels que 6 = h”
pour vy > 1 et M = h=BH149d) gyec B> 1, on obtient :

M N— M
1 m m m
maxB-— > [y (B — g (B + hE Z Dl B = 2B
m=1 k=0 m:l
N-1
<o(1) + C(R) Y _P(PY ¢ D)
k=0

ot o(1) tend vers 0 quand h tend vers 0.

PREUVE: En appliquant (IV.4.1) avec un paramétre (' tel que 1 < (3 < /3 on obtient

M
max Z PNm yliVRM(PNm)‘

ogng b b

N-1

2N1 N-1

Cy(R)? + fR %
y( )MH “ 2 ggng(Klk( +CzlnfE‘C¥pok( tk) ,R(F)t];/)’Z

<C

q

N-1
+C > infElapi(PY) — V(PP + ChP
k

0 I1=1
CC,(R)? Mhﬁ’+1 = hM . 5Nm
+ % exp(— 1440 Z ]E( ENGA [ Pogsly — y,ivjr}f(-), (H];:Q,_l Ji<m<M, (Pt];[;l )1§m§M)>.
k=0

Tout d’abord, nous savons que y, "(-) et (\/EZIJ’\;R('))lngq sont des fonctions Lipschitz
uniformément en k£ et N. Ainsi, pour la base HC, nous obtenons :

E(R

Po,k

E(V " PLo(PY) + D E(lp, . (PIlwe *(PY) = v (wiy o i)I)

11,0 gt

< O0° + Cy(R)*P(Py ¢ D),

(Yi")?)

ou Tj,..;, est un point arbitraire de D;, .. ; , et ol nous avons utilisé la propriété de

Lipschitz de y,]f ‘" sur D. En posant a présent n = Sh™2 — 0 par hypothése, on obtient

inf Ele.por(F)) =y " (P < Chi? + C,(R)*P(P, ¢ D).
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Des calculs similaires sont valables pour E(Rplyk(\/ﬁZﬁ;RV) et on en déduit

maXIE Z‘ N,R,M PNm) yllgV,R(Pt]]:fm ’2+hEZ Z‘ N,R,.M PNm)_ZIiV,R<pt]I:/,m)’2

<O~ 4 1?) +CC,( ZIP’ N¢ D) +CC( r “L”fanoN lmaxE(Klk( ))
- M 0 0<i<q
CC,(R thf’ﬂ iy hﬁ - . I
+ % exp(— 1440 Z E( [Po,k—i-l]y - y/ivfr}f('), (Pt],jil Ji<m<M, (E],jil )1§m§M)) :

=0

K (w) est alors majoré par le nombre d’hypercubes d’aréte 0 contenu dans le domaine D.
Majoré et non pas égal car seuls comptent les hypercubes dans lesquels sont présentes
des simulations (Pt]:’m)lgmg v, comme on l’a déja indiqué dans la partie II. Ainsi, on a
Kip(w) < (22)? soit Kjx(w) < C(R)6~" vu le choix de R et § effectués précédemment.
Il vient :

N—-1 M
1
max B Z R~ RP A RE D 7 D [ B BT — P
k=0 m=1
el
g1 P(P C(R)o~"
<O +n?) +CCO,( Z T
CC,(R)* thf’ﬂ — = o .
* yh exp(— 144Cy<R)2) % ¢ N2( 3v2' [POJH_I] yk"‘l( ); (Pthrl Ji<m<nr, (Ptk+1 )1§mSM) :

On utilise & présent le controle du nombre de couverture N5 en fonction de ¢ et h donné
par (I1.3.4) (voir partie II). Comme on a choisi M ~ h~(¥+1+79) ayec 3 > (' on obtient
finalement que les deux termes impliquant M dans I'inéquation ci-dessus tendent vers 0.
O

Nous désirons vérifier la validité de cette proposition, c’est-a-dire voir si en faisant va-
rier N, et M de telle sorte que le majorant de la proposition tende vers 0, I'algorithme
converge bien.

Normalement, nous devrions également faire tendre le paramétre R vers l'infini pour as-
surer que Y, P(PY ¢ D) tend vers 0 et que y, ""(PY) tend vers Y;. Nos premiers tests
numériques nous montrent que le paramétre R, s’il est choisi suffisamment grand dés le
début, n’influe pas de maniére significative sur la convergence. Ainsi, nous décidons d’uti-
liser un domaine de taille fixe.
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4.2 Tests sur une option européenne avec différentiel
de taux

Nous considérons la méme EDSR et les mémes valeurs de paramétres que pour le chapitre
3 et rappelons que le prix de référence est 7.156.

4.2.1 Tests avec la base HC

Nous effectuons tout d’abord des tests avec la base HC. Comme on I’a déja dit, on désire
tester la variation simultanée de M, et N. En effet, le domaine D est fixé une fois pour
toute & [40, 180] et la constante C(R) est fixé & 100. Ces valeurs paraissent suffisamment
larges pour ne pas biaiser les résultats. En effet, un calcul de probabilité de sortie de
domaine nous indique que la sortie de [40,180] (sur les maturités d’options que nous
considérons) est extrémement rare et fixer Cy(R) & 100 = Sy = K parait trés raisonnable.
Nous faisons varier N de telle sorte que N = [Ny(v/2)’~'] o1 j = 1... désigne le nombre
de valeurs de N que l'on teste ([-] désigne ici la partie entiére). Ensuite, nous faisons varier
§ et M de telle sorte que 6 = ﬁ et M = [MO\/ﬁ(J_I)aM].

Nous prenons Ny = 2 = M, et g = 50. Nous fixons une valeur de a;s pour laquelle nous
testons différentes valeurs de «,. Pour chaque valeur de as nous reportons le prix moyen
donné par I’algorithme (calculé en lancant 50 fois l’algorithme), I’écart-type de ce prix,
la couverture moyenne en t; et I’écart-type de la couverture. Pour donner une idée de
I’ordre de grandeur des paramétres, disons par exemple que pour j = 10, cela signifie que
N = 64 et suivant les valeurs de as et oy on donne dans le tableau ci-dessous les valeurs
du couple (5, M) :

as \ cr 1 1.5 2 2.5 3
0.6 (6.25,64) | (6.25,362) | (6.25,2048) | (6.25,11585) | (6.25,65536)
1 (1.56,64) | (1.56,362) | (1.56,2048) | (1.56,11585) | (1.56,65536)
1.5 | (0.28,64) | (0.28,362) | (0.28,2048) | (0.28,11585) | (0.28,65536)
2 (0.05,64) | (0.05,362) | (0.05,2048) | (0.05,11585) | (0.05,65536)

En gras, on a indiqué les valeurs correspondants aux seuils de convergence. En effet, pour
chaque valeur de as on s’apercevra sur les graphiques ci-aprés, qu’il existe une valeur
seuil pour a;; en dessous de laquelle I’algorithme semble ne pas converger et au dessus de
laquelle il converge. Par exemple pour a5 = 0.6 le seuil que ’on observe numériquement
est apr = 1.5 donc on fonce le couple (6.25, 362).

Voici les résultats obtenus pour la variation simultanée des paramétres N,0 et M :
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a5 = 0.6 et oy, varie

La proposition IV.1 nous impose que 0 tende vers 0 plus vite que hz. Ceci impose
as > % C’est juste le cas avec oy = 0.6. Le seuil pour M de la proposition IV.1, ici
avec d' =1 (et en prenant la valeur minimale pour 3), donne apy > 2.6.
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On peut alors tirer plusieurs conclusions de I’examen de ces courbes :

— Pour n’importe quelle valeur de as, dés que ay; > 1, I’écart-type de I'approximation
du prix ou de la couverture décroit et d’autant plus vite que a,; est grand.

— Le biais ne tend pas vers 0 dans tous les cas. Ainsi pour oy = 1, le biais diverge
clairement pour ay; = 1, 1.5, semble diverger pour ay; = 2 et converge pour oy, > 2.5.
Ceci est plus optimiste que les seuils donnés dans la proposition IV.1 et que I'on a
rappelés avant chaque graphique. On peut consulter la remarque plus bas pour une
explication possible.

— L’approximation ponctuelle de la couverture tend vers la couverture Black-Scholes si
I’approximation du prix est suffisamment bonne. En effet pour oy = 1, la couverture
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ne semble pas converger clairement vers la couverture BS, alors que pour ay = 1.5,
c’est le cas. Remarquons que les théorémes établis dans les parties I et IT ne concernent
jamais des résultats de convergence sur des couvertures ponctuelles mais toujours sur
des intégrales de la couverture sur I'intervalle [0, T']. L’observation de convergence pour
des couvertures ponctuelles s’explique certainement par th]Z — Etk( bt AWk) ol on
comprend qu’une bonne approximation de Y'f induit une bonne approximation de
ZNER

— Théoriquement avec oy = 0.6, on devrait commencer & converger vers le vrai prix pour
M suffisamment grand. Néanmoins, la vitesse de convergence est tellement lente que
I’on ne peut ’observer avec un nombre de tests raisonnable.

On voit donc que l'algorithme se comporte de maniére cohérente avec ce que 1’on peut

déduire des estimations de la partie II et méme plutot mieux que prévu. En effet, les

seuils a; en fonction de ay nécessaires pour observer une convergence de l’algorithme

sont plus bas que ceux prévus par la proposition IV.1 et on comprend mal comment les

seuils apparaissant numériquement peuvent faire converger (par exemple) le terme

CC,(R)? Mt = = n .
yTeXp(—W)kz; 2( Wk [P07k+1]y—y,ivﬁf(-),(Rf:;l)KWSM,(R]:#)1§m§M) :

Or, il apparait que ’on pourrait effectuer a certains endroits de meilleures majorations.
Par exemple, lorsque dans la partie II, on veut majorer P([A}/]¢) (d’ol provient le terme
ci-dessus), on obtient

B

<izm Undlos (PP — las (PP

VS0 g (PYI + g (B2 Vo
MAFL SN {3 (PY? + gy (PR 2 }>

1857 S0y (lg5 (PO = g5 (PRP)°

Pour arranger le majorant de I'inéquation ci-dessus, on écrit alors

N,m pN,m
(‘Ptk+1 ) Ptk+1 )1SmSM>

COl'—‘

<2exp (

M

> (g (PE™MP = g (PYMR)?

m

Sk

Il
—

(1g; (BN + 1g;(BY™D (g5 (BY™] — 1g;(PY™)])

I
= -
M=

m=1
8C,(R)’ §- n n
<=2 S (19 PYE + g (PYTIR). (IV.4.2)
m=1
I1 apparait trop fort de maJorer (|g]( f:ﬁﬂ lg;( f:ﬁ)DQ par 4C,(R)*. En effet, étant
donné que Ptk+1 = T.(PY i ,AWk,kH) et Pf:ﬁ Tk(Pt]:’m,AW,g?kH) ou on rappelle
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que T, désigne la transition de la chaine de Markov PV, il y a de fortes chances que
gj(Pt]:ﬁ) et gj(PtJZJ’rT) soient proches. Ainsi, si PV = X et que la classe G (qui recouvre

[Pojt1ly — y,ﬁlf) est une classe de fonctions Lipschitz on obtient :
~N,m N,m m T m
19;(Friy) — 05 (Py )| < CIAWE" — AW

et on voit que I'on gagne un facteur h. En général, comme la classe [Py 1], n’est pas
une classe de fonctions Lipschitz [Poy1], — ¥,y n'a pas de raison d’étre une classe de
fonctions Lipschitz et donc G non plus. Mais dans notre cas particulier de la base HC, il
n’est pas difficile de se convaincre que la majoration (IV.4.2) est tout de méme trop forte
(voir également la sous-section 4.2.3 o on s’apergoit que les fonctions estimées ne sont
pas loin d’étre Lipschitz).

4.2.2 Tests avec la base HC(1,0)

Nous prenons cette fois oy = 0.6 et la base HC(1,0). Voici les résultats obtenus pour
différentes valeurs de «y.

8.5 — g -
8 — .
7.5 |
E -3
P-———— - —————— - e S |
b ==

g k= : e/ -
C w7 et 3
E : / |
6.5 - i / |
K e ]
£ ot 3
C . —  + a =
Rl -7 S = 1.5 -
C 7 LR EE LT w 2 T
= 2 J - 2.5 7
55 [ _.- P - Prix BS —
E 7

I I . .
!

5

S Prix

\rLd}H ‘HH‘\\H‘\H\‘HH‘HH‘HH‘HH‘H

4]
’.\
0
’.\
[4]

166



CHAPITRE 4. VARIATION SIMULTANEE DES PARAMETRES
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On constate donc que si la base HC donnait des convergences trés lentes pour le prix
avec o = 0.6 on gagne ici beaucoup & améliorer Papproximation sur 3™V en prenant
des polynémes de degré 1 sur chaque hypercube. On constate également la présence de
seuils de convergence pour «,;. Dans cet exemple, il semble nécessaire que oy, > 2. En
outre avec la base HC et ay = 0.6 on n’observait pas de convergence sur la couverture en
to. Ayant amélioré approximation de y™¥ on constate & présent une convergence de la
couverture.

4.2.3 Tracé des fonctions de prix

L’algorithme ne donne pas seulement un prix a l'instant ¢, mais également un prix a tous
les instants ¢, pour 0 < k£ < N. Il est intéressant de tracer la déformation des fonctions
de prix, en partant de 7 = N ou la fonction de prix est égale a la fonction payoff. Dans le
cas de la base VC avec les paramétres N = 20, Ky = 20 cellules de Voronoi et M = 5000
(et pour un seul lancer de l'algorithme), nous tragons les fonctions de prix données par
’algorithme et par la formule de Black-Scholes (avec un taux d’intérét R) aux instants ¢;
pour 7 =4,9,14,20 :

On remarque qu’assez naturellement, I’erreur sur le prix est grande pour des valeurs de S
élevées : peu de simulations sont tombées dans cette zone.
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4.3 Tests sur une EDSR réfléchie

Nous allons tester a présent la variation simultanée des paramétres N, § et M dans le
cas de la base HC et pour 'algorithme présenté dans la partie I1I, chapitre 2, pour les
EDSR réfléchies, ot on prend le maximum & chaque pas de temps entre le résultat d’un
probléme de régression et ’obstacle. Dans ce cas, comme indiqué dans la partie III, les
théorémes I1.2, I1.3, I1.4 et I1.5 sont encore valables dans ce cas et donc la proposition IV.1
également. Nous nous attendons donc a observer le méme seuil de convergence fonction
de as pour ayy.

Nous choisissons d = ¢ = 1. ’EDSRR que nous voulons approcher est la suivante :

d

A5t _ dt + oW,

Sy

d}/; = <—TY,§ — HZt)dt — thWt + th,

Yr = (K = Sp), Y > (K = S)4,0<t <1,

[ i = 500 =0

avec § = L=, Si 'on compare avec les notations du Chapitre 2, cet exemple correspond

o

a f(t,x,y,z) = —ry — 0z et g(t,z) = (K — e*),. Ceci correspond donc au cas d'un put

américain de strike K et couvert sans contrainte de portefeuille (d’ott un driver f linéaire

en (y,z)).
Les paramétres de la dynamique de S et de ’option sont les suivants :

1 o r |T| S | K
0.0504|0.05| 11100 | 100

Cet exemple est tiré de [BT04] o les auteurs donnent un prix de référence Yo = 13.55.
Nous utilisons la méme procédure pour tester la variation simultanée des paramétres que
pour le cas de I'option avec différentiel de taux d’intérét.

- Q5 = 0.6

T
,/l
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17

j NS

Prix

H
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— as = 1.5. On change la valeur de p qui vaut & présent 0.08. On ne se trouve donc plus
sous la probabilité risque-neutre. On veut vérifier que l'algorithme corrige bien le drift
dans le cas réfléchi.
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On observe également ’existence de seuils de convergence pour aj; en fonction de la
valeur de ay. Ces seuils sont comparables & ceux observés pour le cas EDSR non réfléchie.
De plus, en comparant des valeurs de a4 identiques pour le cas réfléchi et non-réfléchi,
on s’apercoit que la convergence dans le cas réfléchi est plus lente et que ’on a tendance
a approcher le prix américain par au-dessus. On constate également en observant les cas
as = 1.5 avec la base HC et as = 0.6 avec la base HC(1,0) que ’algorithme corrige
le drift pour retrouver le prix risque-neutre. Ces deux exemples montrent également que
lorsque ’approximation de Y est suffisamment bonne, I’approximation sur la couverture
est bonne. Enfin, en comparant les cas s = 0.6 pour les bases HC et HC(1,0) on constate
qu’on gagne beaucoup & ajouter des polyndmes locaux de degré 1 pour approcher Y.
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Chapitre 5

Comparaison des algorithmes des
parties I et 11

Aprés avoir vérifié la validité des résultats de convergence donnés dans la partie II, nous
pouvons comparer les deux algorithmes : celui de la partie I et celui de la partie II. L’un
est basé sur des itérations de Picard a chaque instant de discrétisation ¢; et cherche a
approcher en méme temps Y;, et Z;, . Le second n’a pas besoin d’itérations de Picard car
le schéma est explicite, et trouve par des régressions séparées Y et Z. Nous allons voir
comment se comportent les deux algorithmes sur un exemple type.

Nous nous placons dans le cas de I'option européenne avec différentiel de taux d’intérét,
avec une base HC. Le résultat du théoréme 1.3 ne permet théoriquement pas de faire
tendre en méme temps N, M vers I'infini et 9 vers 0. Ainsi dans un premier temps, nous
allons fixer N et d, un domaine D = [40, 180] et faire tendre M vers I'infini. Nous allons
alors comparer les convergences des deux algorithmes.

-~ N=5,35=20
8 T
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r >< = Algo itérations de Picard n
r He-------- < Prix BS T
7.5 — —
oot e -~ - - - - Seo-mmmmmmooooo e e e e <
= Ex —= S
= v _
E 1
6.5 — —]
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On peut remarquer que les algorithmes se comportent essentiellement de la méme fagon a
ceci pres que l'algorithme avec itérations de Picard tend a donner une plus petite variance
que l’algorithme explicite. On peut penser que la cause est la minimisation simultanée
en (Y, Z) : la partie en ZAW peut jouer le role de variable de contréle. On peut enfin
remarquer que le biais entre le prix donné par l'algorithme et le prix de référence est
légérement plus faible dans le cas de 1’algorithme explicite.

Nous allons & présent essayer de faire varier simultanément les paramétres dans 1’algo-
rithme avec itérations de Picard, pour voir si les résultats sont identiques & ceux observés
pour l'algorithme explicite.

— a5 = 0.6 et apy varie.
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Sd Couverture

< ISR

--------- S T e e e i e L e I g

1
10

Les résultats sont comparables & ceux obtenus avec 1’algorithme explicite. On vérifie I’exis-
tence d’un seuil pour «;;, fonction de a4, en dessous duquel le biais semble ne pas tendre
vers 0 et au dessus duquel l'algorithme semble converger normalement. Ainsi, il semble
numériquement qu’il soit possible d’analyser 1’algorithme avec itérations de Picard de la

méme fagon que ’algorithme explicite.
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Chapitre 6

Options ameéricaines

Nous avons déja testé la variation simultanée des paramétres N, §, et M dans le cas de
la base HC pour une EDSR réfléchie. Nous allons dans ce chapitre traiter plus en détail
la valorisation et couverture d’options américaines. Outre l'algorithme présenté dans la
partie III, chapitre 2, o1 I’on prend a chaque instant de discrétisation ¢;, le maximum entre
I’obstacle et la solution du probléme de moindres carrés, on peut imaginer également deux
autres méthodes pour approcher la solution d’une EDSR. Nous allons & présent détailler
ces deux autres méthodes :

Méthode de pénalisation

Une méthode de preuve de 'existence et de 'unicité & 'EDSR réfléchie

T T
}/; :g(T, XT)+/ f(S,XS,S/;,ZS)dS—FKT—Kt—/‘ ZSdWS,
¢ t
T
0
consiste & définir une suite ’EDSR non réfléchies

T T T
Y = o(T, X1) + / F(5, X0 Y2, Z0)ds + 1 / (Y g(s, X))~ ds — / Zraw,
t t t
(IV.6.2)

de solution (Y, Z™). On définit alors K]' = nfot (Y — g(s, Xs))~ds, et on montre (voir
[EKKP197]) que lorsque n tend vers l'infini, (Y™, Z™ K™) tend vers (Y, Z, K) solution de
(IV.6.1).

L’idée est alors pour n fixé, d’approcher la solution de I’équation (IV.6.2) a ’aide de
Palgorithme exposé dans la partie II. En effet, (IV.6.2) est une EDSR avec un driver
Lipschitz. Remarquons que vu les résultats de [EKKP*97|, Y,, /' Y et que 'on peut
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s’attendre avec cette méthode & trouver des bornes inférieures (de plus en plus précises
quand n — oo) du prix américain.

Méthode de régularisation

Une autre idée consiste & utiliser les résultats de [BCFEKO02]. Les auteurs considérent le
cas ou l'obstacle g(t, X;) est une semimartingale cadlag de la forme

t t
g(t, Xi) = 9(0, Xo) +/ Usds +/ VedWy + A,
0 0

avec U et V des processus prévisibles vérifiant la condition d’intégrabilité
EfOT{W}P + |U;|*}dt < oo et A un processus cadlag, adapté, croissant, et vérifiant la
condition d’intégrabilité E|Ar| < oo. Dans ce cas, on sait que chercher une solution a
(IV.6.1) revient a chercher un triplet (Y, Z, ) vérifiant 'EDSR :

T
Y;f :g(T7 XT) + / {f(st&Y;;; Zs) + aleszg(s,Xs)[f(‘S)stg(sa Xs)a Vjs) + Us]_}ds
t

T
- / stWsu
t

Y >g(t, Xi) (1v.6.3)

avec E [T {|V,[? + | Z> + | |*}dt.

En comparant avec (II1.2.1), on constate que cela revient & exploiter le fait que I'on sait
déja, en utilisant la remarque A.3, que le processus croissant K de la solution de ’TEDSR
(IV.6.1) sera de la forme :

th = Oét]-Yt:g(t,Xt) [f(tv Xta g<t7 Xt)7 ‘/t) + Ut]idtv

avec 0 < a; < 1. L’inconnue pour déterminer K devient donc le processus «.. Pour montrer
I’existence et I'unicité de I’équation ci-dessus, les auteurs utilisent une régularisation de
(IV.6.3). En particulier, une fois choisi un paramétre de régularisation n, ils introduisent
une suite de fonctions ¢,, € C* telles que 0 < ¢, < 1 et :

) 1
ou@) =1 s 2l < 5
) 2
on(x) =0 si |z| > o
A partir de cette suite de fonctions, les auteurs définissent une suite d’EDSR paramétrée
par n :
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T
Y =g(T, Xr) + /t {f(s, Xe, Y, Z0) + dn (Y — g(s, Xo))[f (s, X, 95, Xs), Vo) + Us] ™ }ds

T
- / ZrdW,. (IV.6.4)
t

En comparant avec (IV.6.3), on voit que cela revient & régulariser le terme a1y, (s x.)-
Les auteurs montrent alors que la solution de cette EDSR converge lorsque n — oo vers la
solution de (IV.6.3). En outre, on a Y, \, Y. L’EDSR régularisée (IV.6.4) est une EDSR
a driver Lipschitz. On peut donc ’approcher a ’aide de ’algorithme décrit dans la partie
IT et espérer obtenir des bornes supérieures (de plus en plus précises lorsque n — o) du
prix américain.

6.1 Tests a coefficient fixés

Ces deux méthodes - pénalisation et régularisation- conduisent & approcher non pas une
EDSR mais une suite d’EDSR paramétrée soit par le coefficient de pénalisation soit par
le coefficient de régularisation. De plus, la méthode de pénalisation approche Y par en
dessous et la méthode de régularisation approche Y par au-dessus.

Nous considérons pour ce test le cas du put américain de la section 4.3, avec les mémes
valeurs de parameétres.

Dans un premier temps, nous allons fixer les paramétres de régularisation et de pénali-
sation, puis faire varier simultanément /N, le nombre de fonctions de base et M. Nous
espérons ainsi vérifier un encadrement de Y, par les deux méthodes et vérifier que 1’en-
cadrement devient plus précis au fur et & mesure que les coefficients de pénalisation et
régularisation augmentent.

6.1.1 Meéthode de pénalisation

Pour différentes valeurs de n, nous utilisons la base HC(1,0) avec as = 0.6 et ayp = 2.
Nous avons en effet vu dans les chapitres précédents que ce choix de paramétre assurait
la convergence du biais et de la variance. Nous montrons les résultats de convergence du
prix, de la couverture et de leur écart-type pour n valant 0.5, 1, 5, 10.
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On remarque que quel que soit n, le prix et la couverture convergent, en accord avec la
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maniére dont on a fait varier NV, § et M. On sait que 'on doit normalement approcher
le prix de référence par en dessous. C’est bien ce que 1’on observe pour n = 0.5 ou 1.
Par contre, pour n = 5 ou n = 10, les derniéres valeurs de j testées présentent toujours
un prix légérement supérieur au prix de référence. On peut penser que l’algorithme n’a
pas encore convergé pour ces valeurs et que si l'on testait des valeurs de j supérieures,
on repasserait en dessous du prix de référence. C’est également cohérent d’observer une
convergence moins rapide dans le cas de n grand car le coefficient de Lipschitz du driver
intervient dans les estimations d’erreurs que l'on a obtenu. Plus celui-ci est grand, plus
les constantes dans les bornes d’erreur sont importantes.

6.1.2 Méthode de régularisation

Pour appliquer cette méthode, nous devons spécifier la fonction ¢,,. Nous modifions lége-
rement la définition qui en est donnée dans [BCFEKO02], étant donné que nous ne prenons
pas ¢, C* :

On(r) =1 si fa] <
on(z) =0 si |z| >

et ¢, reliant linéairement 0 a 1 sur les intervalles [—2, —1] et [1, 2].

En outre, I'idée de la méthode décrite dans [BCFEKO02| est de donner des majorants
de Y. Il importe donc de garantir que la discrétisation de (IV.6.4) va bien fournir des
approximations par au-dessus. Pour cette raison, on va discrétiser (IV.6.4) de la maniére

suivante :

Z))

tg ) " tp41)

Yy =E, (YN T+ hf (e XY, YN

+ hqsn(}/ti\il - g(tk-i-la thkv+1))[f(tk7 Xt]l\j?g(tk-‘rlv Xt],\:+1)7 Wg)
i g(tk+17X1€]Z+1) - g(tk7Xt]Z)]_)

h

th]Z :Etk- (Kti\;lAWk);
thiV :]Etk (g(tk—l-la SiZH )AWk)

L’idée est qu’en utilisant un analogue du théoréme de comparaison pour les EDSR dis-
crétes, on peut facilement montrer qu’on a toutes les chances que ’approximation de cette
discrétisation donne des prix supérieurs a ’obstacle et donc supérieur a Y.

Ci-dessous, nous présentons les résultats pour différentes valeurs de n.
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Nous constatons que 1’on approche bien le prix américain par au-dessus. L’écart entre
le prix vers lequel converge ’algorithme et le prix ameéricain se resserre lorsque n croit.
Par contre si n est trop grand (n = 100), la régularisation n’intervient pas et le prix vers
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lequel ’algorithme converge est inférieur au prix américain.

6.2 Tests a coefficients variables

6.2.1 Meéthode de pénalisation

Nous avons déja observé les propriétés de convergence de la méthode de pénalisation
a pénalité fixe (n = 0.5,1,5,10). Une idée naturelle est d’appliquer ’algorithme avec
une pénalité variable, qui varierait en méme temps que N, § et M dans le cas de la base
HC(1,0). Pour tester cette variation simultanée, on pose n = ng(v/2)9=1% pour ng = 0.5
et on teste la convergence de ’algorithme pour différentes valeurs de a,.

n o NOWR

INNEERO00Q

-

x de réeférence

Prix
(0]
0

n‘\‘\\\ﬂl\‘HH‘\\H‘HH‘HH‘HH‘HH‘\ |

On constate que si «,, est trop important, le prix diverge. C’est clair pour «,, = 2 et 2.5.
On peut supposer la méme chose pour «,, = 1.8. Pour les autres valeurs, on a I'impression
que le prix converge vers le prix de référence, méme si la vitesse de convergence est trés
différente suivant les valeurs de «,,. Pour comparer ces vitesses, tragons le méme graphique
en enlevant les valeurs a,, = 1.8,2,2.5.

is

17

o NOR
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TTTe -

Prix
[N
]
TT \‘HH‘HH‘HH

|

T ‘ 1'«?}}(‘%/

0
R
0
R
4]

La valeur «,, = 0.1 apparait trop faible car on converge rapidement vers une valeur infé-
rieure au prix américain (ce qui est cohérent étant donné que la méthode de pénalisation
approche par en-dessous le prix américain) mais cette valeur évolue trop peu rapidement
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vers le prix américain. Les valeurs «,, > 0.7 semblent trop fortes car on se retrouve au-
dessus du prix américain ce qui est peu cohérent avec les résultats attendus de la méthode.
Restent les valeurs «,, = 0.3 ou 0.5 qui donnent les résultats les plus cohérents. Les ré-
sultats sur la couverture confirment ces observations. On trouve donc une heuristique de
n~h: pour assurer une convergence de la méthode de pénalisation en dimension 1.
D’autres tests en dimension plus élevée seraient nécessaires pour voir si cette heuristique
dépend de la dimension.

6.2.2 Meéthode de régularisation

De la méme maniére que pour la méthode de pénalisation, on fait varier le coefficient de
régularisation n en méme temps que N, ¢ et M dans le cas de la base HC(1,0). On prend
toujours n = ny(v/2)U=D% pour ny = 0.5 et on teste la convergence de 1’algorithme pour
différentes valeurs de «,.

o.1
O.
e - mmmm e > A
2
P

rix de reference

Prix
R
a
(0]

H"HH‘\H’/N‘HH‘NH‘HH H\‘HH"\/\‘UTW‘H

On constate que pour «, petit, le prix donné par I’algorithme se trouve au-dessus du prix
américain et pour «, trop grand, la régularisation ne joue pas bien son rdle et le prix
donné par 'algorithme passe en dessous du prix américain. Par contre, la méthode de
régularisation apparait plus stable que la méthode de pénalisation. En effet, méme lorsque
n est trés grand, l'algorithme ne diverge pas. C’est normal car ce que ’on approche dans
la méthode de régularisation est borné par 1 alors que dans la méthode de pénalisation n
est présent dans les constantes apparaissant dans les controles d’erreurs. Par contre, on ne
tient compte de 'obstacle dans la méthode de régularisation que si Y est dans une bande
autour de I'obstacle d’autant plus étroite que n est grand. Le risque, si n est trop grand, est
que la méthode ne voit pas qu’il y a un obstacle. Ceci explique pourquoi on observe un prix
inférieur au prix ameéricain pour n trop grand. Pour corriger ce probléme, il conviendrait
de proposer d’autres types de fonctions ¢,, qui seraient par exemple disymétriques et dont
le support serait plus large qu’une bande autour de ’obstacle.
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6.3 Liens avec la méthode de Longstaff-Schwartz [LLS01]

On peut également utiliser I’algorithme pour déterminer un temps d’arrét optimal suivant

la méthode de Longstaff-Schwartz. Rappelons le principe de cette méthode :

~ On initialise avec yA"™(-) = g(tn, -) et pour tout m on pose 7™ = ty.

— On calcule par une régression linéaire y,iV’M(-) puis pour tout m, si y,iv’M(XtJZ’m) <
g(t, Xt]Z ™) alors on actualise le temps d’arrét optimal pour la trajectoire m en posant
T = t}.

— Une fois parvenu a l'instant ¢y, on calcule le prix américain comme

1 m
> exp(—rr g7, XN,
m=1

Nous pouvons appliquer cet algorithme en déterminant & chaque instant y,iV’M(~) par une
régression sur la base HC. Voici les résultats :
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On constate que ’algorithme de Longstaff-Schwartz donne des résultats qui sont cohérents

avec les résultats déja trouvés par ailleurs :

— Si ayy n'est pas assez grand par rapport a as on observe des problémes de convergence
en particulier pour la couverture (par exemple pour ay; = 1 ou 1.5).

— L’algorithme converge bien vers le prix de référence pour o, assez grand.
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— L’algorithme donne une couverture (pour aj; assez grand) du méme ordre que celle
obtenue par les autres méthodes.
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Chapitre 7

Exemples financiers

7.1 Modéle factoriel sur le marché de 1’électricité

On va traiter le cas du modéle factoriel pour I’évolution des forwards sur électricité pour
montrer quels sont les résultats que la méthode donne dans ce cas. En particulier, on
désire valoriser une option call européen de maturité 7' = 10 jours. Le sous-jacent est un
contrat forward de dynamique :

— ) = e T dW;.

Les valeurs des paramétres sont a = 0.19, 0 = 0.23 et le taux d’'intérét » = 0.05 en
valeur annuelle. La valeur du strike est K = 100 et la valeur initiale du sous-jacent vaut
F(0,T) = 100.

Valoriser 'option revient a trouver le couple de processus (Y, Z) satisfaisant 1’équation
rétrograde :

T T
Y, = (F(T,T) - K), +/ F(s,Ys, Z,)ds — / Z,dW,
t t

ou f(t,y,2z) = —(y — fe“(T_t))r. On applique Palgorithme décrit dans la partie II avec
les bases HC et HC(1,0) et nous reportons les résultats obtenus pour une couverture
journaliére (N = 10) et une taille d’hypercubes 6 = 2 puis pour une couverture 2 fois par
jour (N = 20) et une taille d’hypercubes 6 = 1.



IV. RESULTATS NUMERIQUES
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Un prix de référence pour cette option, obtenu par EDP, est de 14.72. On observe sur
les courbes que le biais est amélioré lorsqu’on utilise la base HC(1,0) et que 1’écart-type
est plus important pour (N,d) = (20,1) que pour (10,2) en accord avec les résultats de
la partie II.

7.2 Combinaison de calls avec différentiel de taux d’in-
térét
On a déja testé un exemple de différentiel de taux d’intérét dans la partie précédente

et nous allons considérer a nouveau ce cas ici. Cependant, nous changeons la condition
terminale ®(S) = (Sp — K;)T — 2(Sr — K3)™. Le choix de paramétres est

w | o| r | R| T | S | Ki| K
0.05{ 0.2 | 0.01 | 0.06 | 0.25 | 100 | 95 | 105

On désigne par BS;(r) le prix Black-Scholes évalué avec le strike K; et le taux d’intérét .
Si on tente de prédire Y par une combinaison linéaire de prix Black-Scholes, on obtient
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BSy(R) — 2BSy(R) | 2.75
BSy(r) — 2BSy(r) | 2.76
BSy(r) — 2BSy(R) | 1.92
BSi(R) — 2BS,(r) | 3.60

En utilisant un théoréme de comparaison ([EKPQ97]), on peut vérifier que les trois pre-
miéres lignes sont des bornes inférieures pour Yj alors que la derniére ligne fournit une
borne supérieure.

On reporte ci-dessous la moyenne des prix obtenus par ’algorithme sur 50 lacements et
entre parenthéses 1’écart-type empirique, pour différents types de fonctions de base et
différentes valeurs de M.

N=5 N =20 N =50
M | D=160,140] | D = [60,200] | D = [40,200]
§=5 §=1 §=05
128 | 3.05(0.27) | 3.71(0.95) | 3.69(4.15)
512 | 2.93(0.11) | 3.14(0.16) | 3.48(0.54)
2048 | 2.92(0.05) | 3.00(0.03) | 3.08(0.12)
8192 | 2.91(0.03) | 2.96(0.02) | 2.99(0.02)
32768 | 2.90(0.01) | 2.95(0.01) | 2.96(0.01)

TAB. 7.1 — Résultats obtenus avec la base HC.

base VP base VP base VP | base VP(1,0)
M | 16 régions de Voronoi | 64 reg. Vor. | 10 reg. Vor. | 10 reg. Vor.
N =5 N =20 N =20 N =20
128 3.23(0.30) 4.50(1.71) | 3.08(0.25) 3.23(0.23)
512 3.05(0.13) 3.36(0.10) | 2.91(0.11) | 3.03(0.08)
2048 2.94(0.06) 3.05(0.04) | 2.90(0.06) 2.97(0.04)
8192 2.92(0.03) 2.96(0.02) | 2.86(0.03) 2.95(0.02)
32768 2.90(0.02) 2.94(0.01) | 2.86(0.02) 2.95(0.01)

TAB. 7.2 — Résultats obtenus avec les bases VP et VP(1,0).
Vu les résultats de HC et VP, YQ’M semble converger vers 2.95. Cette valeur ne peut
pas étre prédite par une combinaison linéaire de prix Black-Scholes : dans cet exemple, la
non-linéarité de f a un réel impact sur Yj. L’interprétation financiére est que le vendeur
de 'option doit alternativement emprunter et préter de ’argent pour répliquer le payoff
de I'option.
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N=5 N =20 N =50 N =50
M |dy=1,d.=0|dy=2d.=1|dy=4,d.=2|d,=9,d, =9
128 2.87(0.39) 3.01(0.24) 3.02(0.22) 3.49(1.57)
512 2.82(0.20) 2.94(0.12) 2.97(0.09) 3.02(0.1)
2048 | 2.78(0.07) 2.92(0.07) 2.92(0.04) 2.97(0.03)
8192 |  2.78(0.05) 2.92(0.04) 2.92(0.02) 2.96(0.01)
32768 | 2.79(0.03) 2.91(0.02) 2.91(0.01) 2.95(0.01)

TAB. 7.3 — Résultats obtenus avec la base GP.

En comparant les différents choix de fonctions de base, on peut remarquer que la colonne
N =5 de VP (Tableau 7.2) présente des résultats similaires avec un nombre équivalent
de fonctions de base que la colonne N = 5 de HC (Tableau 7.1). Dans le Tableau 7.2,
les deux derniéres colonnes montrent qu’utiliser une base de polynoémes locaux peut amé-
liorer significativement la précision. Nous avions déja observé cela dans la sous-section
4.2 pour les bases HC et HC(1,0). Finalement, vu le Tableau 7.3, la base de polynémes
globaux parvient également & atteindre la valeur attendue, lorsque nous augmentons le
nombre de polynomes dans la base. Ajoutons que pour la derniére colonne du Tableau

7.3, les bases a linstant t; ne sont pas (avec d = ¢ = 1) pox = 1,2,--- 2% (resp.
z—ming, S z—ming, S
=1,---,2%) mais 1 'k — Lk % (et la méme
P1.k ’ » L ) as 4, maxXm StNk’mfminm Sf\;’n” ’ (maxm StNk’mfminm StNk’m) (

chose pour p; ;). Cette normalisation est nécessaire lorsque le nombre de polynomes de-
vient grand, pour éviter d’avoir des matrices de régression mal conditionnées.

7.3 Options asiatiques

On considére toujours d = ¢ = 1 et le modéle de Black-Scholes pour S. La condition
terminale de 'EDSR vaut a présent ®(S) = (7 fOT Sydt — K),, soit le cas d’une option
asiatique, et nous prenons les paramétres suivants :

0 o | r |T| S | K
0.06 | 0.2]0.1| 1 |100 | 100

Pour approcher cette condition terminale path-dependent, comme suggéré dans la partie
I, nous prenons d’ = 2 et simulons P = (S}, =5 SF o SY)* (voir [LTO1]). Les résultats
présentés dans le tableau 7.4 sont cohérents car le prix donné par I'algorithme n’est pas
trés éloigné du prix de référence 7.04 donné dans [LTO01].

Comme mentionné dans [LT01], I'utilisation de N%rl Zij\io Sg pour approcher % fOT Sydt est
loin d’étre optimal. On peut vérifier ce qui se passe si on change P pour mieux approcher
1 fOT Sidt. Comme proposé dans [LTO1], nous approchons 7 fOT S,dt  par
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N=5 N =20 N =50

M §=5 §=1 §=0.5

D = [60,200] | D = [60,200]2 | D = [60,200]2
128 | 6.33(0.41) 4.47(3.87) 3.48(13.08)
512 | 6.65(0.21) 6.28(0.76) 5.63(2.37)
2048 | 6.80(0.09) 6.76(0.24) 6.48(0.49)
8192 | 6.83(0.04) 6.95(0.06) 6.86(0.12)

32768 | 6.83(0.02) 6.98(0.03) 6.99(0.04)

TAB. 7.4 — Résultats pour 'option asiatique en utilisant la base HC.

LSVESN (L + pk + 2AW,,), ce qui conduit a PY = (SN, LSV N SN(1 4 ph + 2AW,))
pour k > 1. Les résultats (voir tableau 7.5) sont bien meilleurs avec ce choix pour PV. De
plus, nous observons la cohérence de I’algorithme qui prend en input des simulations de SV
sous la probabilité historique (i # r) et corrige le drift pour donner le prix risque-neutre.

M 2 8 32 128 | 512 | 2048 | 8192 | 32768
Prix 226 | 0.90 | 449 | 6.68 | 6.15| 6.88 | 6.99 | 7.02
Ecart-type | 4.08 | 7.80 | 11.27 | 4.64 | 1.11 | 0.21 | 0.07 | 0.02

TAB. 7.5 — Résultats pour ’option asiatique en utilisant une meilleure approximation de
%fOT Sidt et la base HC (N = 20, § = 1, D = [60, 200]?).

7.4 Options américaines et influence de la dimension

La plupart des exemples que nous avons traités jusqu’a présent sont effectués en dimension
1. Nous allons illustrer sur un exemple les problémes de la dimension. Comme benchmark,
nous choisissons a nouveau un exemple tiré de [BT04] mais cette fois-ci en dimension 3.
S suit la dynamique Black-Scholes en dimension 3 et le payoff vaut (K — ([, Si)3)*t.

Les valeurs des paramétres sont ¢ = 0.05, » = 0.05, 7' = 1, les composantes de Sy valent

04 0 O
100 et K = 100. La matrice o vaut o = 0O 04 O . Le prix de référence de cette
0O 0 04

option donné dans [BT04] est 8.93. Nous désirons établir des bornes inférieures pour ce
prix américain et utilisons donc I’algorithme avec pénalisation que nous choisissons égale
a 0.5.

Nous présentons tout d’abord des résultats avec la base HC en choisissant ay = 1 et

ay = 4.5. En effet la proposition IV.1 impose & M de varier comme h~(+5+2d) ayec
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B > 1. Ici cela donne que M doit tendre vers 'infini plus vite que h~5. Nous avons
également constaté que ce seuil était trop pessimiste par rapport aux résultats numériques
observés. C’est la raison pour laquelle nous prenons aj; = 4.5. Nous obtenons les résultats

sulvants :

C T T T T T T T T T T T —
Méethode de péenalisation |
11 — Prix théorique —
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Nous remarquons que la convergence est trés lente : le prix donné par l'algorithme est
encore loin du prix théorique pour j = 7 et I’on devrait surtout observer des prix inférieurs
au prix théorique étant donné que ’on utilise une méthode de pénalisation. Ainsi, le prix
donné par l’algorithme est encore loin d’avoir convergé. C’est l'effet de la dimension car
si on voit le probléme comme un probléme en dimension 1 en prenant comme nouvelle
variable d’état (]._, S57)3 on obtient les résultats suivants en utilisant d’une part les bases
HC et HC(1,0) en dimension 1 avec cette nouvelle variable d’état :

C T 7]
[ +— HC |
11.5 [ e HC(L,0) 1
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10.5|— —
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La convergence est bien meilleure méme si le prix n’a pas encore tout a fait convergé pour
les derniéres valeurs de j testées (on observe encore des prix légérement supérieurs au prix
théorique) .

Ainsi, le probléme de ’augmentation de la dimension est de trouver de bonnes variables
d’état markoviennes ou de bonnes fonctions de base pour éviter d’avoir a utiliser des bases
de fonctions rudimentaires telles HC qui certes convergent mais & un cotit de calcul élevé.
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Nous avons étudié dans cette thése une méthode de Monte-Carlo permettant d’approcher
la solution d’une équation différentielle stochastique rétrograde markovienne. Dans la
partie I, nous avons analysé les erreurs diies au pas de temps h, a 'utilisation d’un
nombre fini de fonctions de base K et a un nombre fini M de simulations de Monte-Carlo.
Toutefois, les bornes pour 'erreur diie & M n’étant pas assez explicites pour une utilisation
en pratique, nous avons amélioré ces estimations pour un algorithme légérement modifié
dans la partie II. Ces nouvelles bornes nous ont alors permis de faire varier simultanément
h, le nombre de fonctions de base et M simultanément. Nous avons vérifié numériquement
la validité de ces estimations dans la partie IV. Cependant, cette derniére partie souléve
de nombreuses questions :

— Nous avons établi des résultats de bornes pour la norme L? de I’erreur ce qui nous a
conduit a lancer, pour chaque jeu de paramétres (N, M, K), 50 fois I’algorithme de ma-
niére & vérifier la validité de ces bornes. En pratique, on ne fait pas tourner I’algorithme
50 fois pour obtenir un prix et une couverture. Ainsi, il conviendrait d’établir égale-
ment des résultats de convergence p.s. pour I'algorithme, qui pourrait éventuellement
provenir des bornes pour la norme L? lorsque ces bornes tendent suffisamment vite vers
0.

— Nous avons testé certains choix de bases de fonctions qui nous paraissaient cohérents
mais de nombreux autres sont a tester. En particulier, un choix naturel serait de définir
le support d’une base d’hypercubes, de maniére a ce que chaque hypercube de la base
contienne le méme nombre de simulations a un instant donné. Il faut alors étudier
I’erreur d’approximation d’une fonction Lipschitz par une telle base.

— L’algorithme nécessite que la condition terminale de ’EDSR soit une fonction détermi-
niste de la valeur finale d’une variable d’état markovienne. Cependant, cette condition
est parfois cotiteuse a cause de la dimension de la variable d’état markovienne et il serait
intéressant de tester des alternatives comme de prendre pour les régressions des fonc-
tions de base qui sont fonctions d’une autre variable d’état, pas forcément markovienne,
et de dimension plus petite.

— Nous avons testé plusieurs méthodes d’approximation pour les options américaines.
Pour la méthode de pénalisation, une heuristique apparait pour la maniére de faire
varier simultanément les paramétres (N, M, K) et le coefficient de pénalisation n : il
conviendrait de montrer théoriquement cette régle. Pour la méthode de régularisation,
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la nécessité de fonctions de régularisation ¢, adaptées au probléme discrétisé se fait
sentir.

— Toujours pour les options américaines, nous avons fait le lien entre notre algorithme
et la méthode de Longstaff-Schwarz mais il serait également intéressant de voir ce que

donne Putilisation de 3 2"

’R’M(Pt]: JAW), comme martingale candidate & la méthode
duale décrite par Rogers dans [Rog02].

— Nous avons limité nos tests numériques au cas d’un aléa brownien et une généralisation
a d’autres aléas serait intéressante.

— Il parait intéressant de forcer I’approximation a étre une fonction Lipschitz pour gagner
un facteur h (voir la discussion page 166) et donc de modifier I’algorithme pour tenir
compte de cet aspect .

— Il faudrait étudier si ’algorithme se généralise au cas des EDS progressives rétrogrades.

— Il apparait également tentant d’utiliser directement des historiques d’évolution de PV &
la place des simulations de Monte-Carlo (évitant ainsi ’estimation d’un modéle). C’est
'idée exposée dans [PBS01| qu'il conviendrait de vérifier théoriquement.

202



Annexes

A.1 Equations différentielles stochastiques rétrogrades

A.1.1 Existence et unicité

Soit 7" > 0 I'horizon du probléme. On considére un espace de probabilité (2, F,P) qui

supporte un mouvement brownien W de dimension ¢. On rappelle quelques notations

classiques des EDSR (voir [EKPQ97]) :

— (Fi)o<t<r désigne la filtration engendrée par W et augmentée. On note P la tribu des
sous-ensembles prévisibles de Q x [0, 7).

— L?(RY) désigne I'ensemble des variables aléatoires & valeurs R?, F, mesurables et de
carré intégrable. On note simplement L? pour LZ(R).

— H2.(RY) désigne I'ensemble des processus prévisibles ¢ : ©Q x [0,7] — R? (considérés
comme des vecteurs lignes) tels que |E fOT |¢¢|dt soit fini. On note simplement H2. pour

— Pour 3 > 0 et ¢ € H}(RY), ||¢]|5 désigne ]EfOT exp(ft)| ¢y |*dt. H7, 5(R?) désigne I'espace
H2(R?) muni de la norme || - ||4.

Résoudre une équation différentielle stochastique rétrograde consiste a trouver un couple

de processus (Y, Z) adapté a (F;)o<i<r qui vérifie :

Y+ =
T g: (Al)
—dY; = f(ta Y;t, Zt)dt — Z dW,

ou ¢ est une variable aléatoire Fr-mesurable et f : QX RT XRXxR? — Rest P Q) B B-
mesurable. f est appelé le driver de PEDSR. Lorsque ¢ appartient a L2, que f(-,0,0)
appartient a H2 et que f est uniformément Lipschitz au sens o :

aC > 07d]P) X dtp's"f(w7t7yl7zl) - f(w7t7y2722)| < C(lyl _y2| + |21 —22|)\V/(y1,21,y2722),

on dit que (f, &) est un couple de paramétres standard.
On a alors (voir [PP90] ou [EKPQ97]) :

Théoréme A.1 Soit (f,£) un couple de paramétres standard, il existe un unique couple
de processus (Y, Z) € HZ x HA(RY) qui résout (A.1).
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La proposition suivante ([EKPQ97|) permet d’exprimer explicitement Y lorsque le driver
f est linéaire en (y, 2).

Proposition A.1 Soit (6,7) un processus prévisible, borné, a valeurs (R,R?), ¢ un élé-
ment de HA(R) et £ € L%. Alors 'EDSR

Yr = 67
—dY; = [¢r + Y10y + Zyyi]dt — Z,dW,
a une unique solution (Y, Z) dans H7, 5(R) x H7 5(RY) et Y est donné par la formule

T
Y, — BT + / I 6, ds|F,)

t
ou I't est le processus adjoint défini pour s >t par ’EDS forward
dl' =Tt [d.ds + yidWy],
It =1.

En particulier, si & et ¢ sont positifs, le processus Y est positif. St de plus, Yy = 0, alors
pour tout t, Y; =0 p.s., £ =0 p.s. et ¢, =0 dP ® dt p.s.

A.1.2 Propriétés fines des EDSR

Supposons que PEDSR (A.1) prenne la forme particuliére suivante :

t t
Xy :X0+/ b(s,Xs)ds—i—/ o(s, Xs)dWs, (A.2)
0 0

T T
Y;t :®<X) _'_/ f(87X57 }/;7 Zs)ds - / stWs
t t

ou b, o, f, ® vérifient 'hypothése :

Hypothése A.1 Les fonctions b, o et f sont Héldériennes d’indice % en temps et uni-
formément Lipschitz dans les variables d’espace. On suppose que ® : D? — R est une
fonctionnelle L>°-Lipschitz au sens ot, V., zo € D?

|[®(21) = ®(w2)| < C sup |a1(t) — za(t)]

0<t<T
avec D ’espace des fonctions continues a droite, avec des limites & gauche (cadlag), dé-

finies sur [0,T]. On note par K > 0 toutes les constantes de Lipschitz et on suppose
que

sup {[b(t,0)| + |o(t, 0)| + |/ (2,0,0,0)[} + [®(0)] < K

0<t<T

ot 0 est la fonction constante valant 0 sur [0,T].
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Remarque A.1 (/Zha0j]) A cause de la remarque 3.2.3 dans [Zha01], Z posséde une
version cadlag si, en plus de ’hypothése A.1, o est uniformément Lipschitz par rapport a
L.

Théoréme A.2 ([Zha04]) On suppose que I’hypothése A.1 est vérifiée et que Z est cadlag.
Soit ™ = (t;)o<i<n une discrétisation de [0,T], alors

SB[ {15 Zu P (- 2P OO+ Xl
i=1 Yt

ot C' > 0 est une constante dépendant de T et K mais indépendante de la discrétisation
.

A.2 [Equations différentielles stochastiques rétrogrades
réfléchies

En nous appuyant sur [EKKP97| (dont on reprend les notations), une équation différen-

tielle stochastique rétrograde réfléchie (EDSRR) est définie par la donnée de

(i) une condition terminale & € L2,

(ii) une fonction f: Q x [0, 7] x R x R? — R, telle que V(y, z) € RxR?, f(-,y,2) € H2 et
telle qu’il existe C' > 0 satisfaisant | f(t,y,2)— f(t,y/, 2")| < C(ly—v'|+|2=7|) Yy, €
R, z, 2 € R p.s.,

(iii) un obstacle (S;)o<t<r, qui est un processus a valeurs réelles, continu et progressive-
ment mesurable satisfaisant E(supg<,<7(S;")?) < co. On suppose que Sy < & p.s.

La solution de 'EDSRR définie par (¢, f,.S) est un triplet (Y;, Z;, K;)o<i<r de processus

F: progressivement mesurables a valeurs R, R? et R, et satisfaisant

(iv) Z € HE(R?);

(v) Y est un processus prévisible tel que E(supy,<p |[Vi]?) < 00;

(Vi) i=E+ [T f(s,Ys, Z)ds + Ky — Ky — [7 ZdW,, 0 <t < T

(vii) ¥; > 8, 0<t<T;

(viii) (K})o<t<r est un processus continu, croissant, nul en 0 et tel que fOT (Y; — Sy)dK, = 0.

Le théoréme 5.2 dans [EKKP97]| permet alors d’affirmer que

Théoréme A.3 L’EDSRR définie par (i)-(ii)-(iii) admet une unique solution (Y, Z, K)
satisfaisant (iv)-(v)-(vi)-(vii)-(viii).
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Nous allons a présent considérer des EDSRR markoviennes. En particulier, on considére
la dynamique (A.2) pour X (on note par XV son schéma d’Euler) et les deux EDSRR :

T T
Y, = 6(Xr) + / F(s, X0, Y, Z0)ds — / Z.dW, + Ky — Ko,
t . t
Y > g(t. X0), > 0, / (Yi — g(t, X)) dK, = 0,
0
avee 6() > g(T, ) et

T T
VIO XN+ [ s XN YN0 280~ [z kYO -
t

t
T
Y2 gt X0, 20, [ (7 = gt X)AKN =0 (A3)
0
Les hypothéses de [MZ05] sont les suivantes (X et W sont supposés de dimension d, qui
est ensuite fixée a 1 dans [MZ05] avec une extension facile au cas d > 1) :

Hypothése A.2 b et o sont continues, différentiables et avec des dérivées uniformément
bornées par rapport a la variable x, et oo* > egld ou €5 > 0.

Hypothése A.3 f et ¢ sont continues et uniformément Lipschitz par rapport auzr va-
riables (x,y, 2).

Hypothése A.4 g € C2([0,T] x R?) avec toutes ses dérivées uniformément bornées.

Remarque A.2 Dans [MZ05], l’obstacle est noté h(-,-). Nous avons préféré modifié les

notations car dans notre cas, il pourrait y avoir une confusion avec le pas de temps h = %

Citons a présent le lemme 2.2 de [MZ05], que nous écrivons dans un cadre multidimen-
sionnel :

Lemme A.1 On suppose que les hypothéses A.2, A.3 et A.4 sont vraies.

1. 1l existe une constante universelle C' > 0 telle que
T
E{ sup [V;] +/ \Z2dt + K2} < C(L+ [ Xof)
0<t<T 0

T
E{ sup V"] + / ZNORdt 4+ |KYO1) < O(1 + | Xof?).
0<t<T 0

T
E{ sup [V = V2 + |k — K, +/ |ZN0 — Zt|2dt} < C(1+ |Xo[*)Vh.
0

0<t<T
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3. On note pour t € [ty, triq|

d d
1
ke =0hg(t, Xo)| + 1 Ong(t, Xo)bi(t, Xo)| + 5 > (00"t X032, 9(t, X))
i=1 ij=1
+ |f(t7 Xt? }/157 Zt>|7
d 1
ke =10 (8, X 41D 0eg(t, XV)bi(t, X0 + 5| D (007t X)), g, X))
i=1 ij=1
+ £ XYY 270,
Alors, au sens des mesures aléatoires, on a
0 < dK, < kydt, 0 < dKN < ENCdt, vt € [0,T], p.s.

Ce lemme s’appuie sur des résultats de [EKKP197] et en particulier

Proposition A.2 On suppose que l’obstacle g(t, X;) est une semimartingale de la forme

¢ t
g(t, Xy) = g(0, Xo) -I—/ U,ds +/ VedW,
0 0

ou U etV sont des processus Fi-progressivement mesurables satisfaisant

/OT (|U] + [Vi]?)dt < oo p.s.
Alors
Zy = Vi, dP x dt p.p. sur U’ensemble{Y; = g(t, X})} (A.4)
et
0 < dKy < dy,—gqxn[f(t, Xe, g(t, Xo), Vi) + U] dt.
On utilisera également une remarque liée a ce résultat :

Remarque A.3 La propriété ci-dessus peut étre généralisée facilement a un obstacle
g(t, Xy) qui est une semimartingale plus générale

t t
g(t7Xt) = g(O,X()) + / USdS + / ‘/;dWS + At
0 0
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ou A est un processus continu & variation intégrable tel que la mesure dA; est singuliére
par rapport a dt et qui admet une décomposition A, = A — A, , ou A et A; sont des pro-
cessus intégrables. Alors, (Uy)y et (Vi) sont des processus Fy-progressivement mesurables
respectivement & valeurs dans R et RY satisfaisant :

T
/ \Us| + |Vi|?dt + At + AL < cop.s.
0

L’égalité (A.4) est toujours satisfaite et le reste est modifié par (avec L, le temps local en
0 de la semi-martingale Y; — g(t, Xy)) :

1
th ‘l— §st :]—Y}:g(t,Xt)[f(ta Xt7g(t7 Xt)7 V;f) + Ut]_dt + dAt_
Il en découle ’existence d’un processus prévisible (o, 0 <t < T) tel que 0 < oy < 1 et
th - at]-Yt:g(t,Xt)<[f(t7 Xt7 g(t, Xt), ‘/;5) + Ut]idt + dA;)

Les auteurs de [MZ05| définissent alors une approximation de (A.3) par
e N
— On initialise en ¢y par Y, ;" = ¢(X;)). i
— Puis pour ¢ € [ty, tx11], on résout 1’équation rétrograde non réfléchie de solution (Y1, ZN:1)
N1 N1 et Y e
vt =y +/ f(s, XN, YN ZNNds — / ZNN AW,
t t
— On définit ensuite pour tout ¢ dans [t tpei], Y,V = YV Vv g(t, XN).
— On itére jusqu’a la date t5 = 0.
Il est facile de voir que Y;iv’l = ug’l(Xt]Z ) pour une certaine fonction mesurable uliv’l. Le
lemme 3.2 dans [MZ05] donne des controles sur (uy "), YN et 2N,

Lemme A.2 On suppose les hypothéses A.2, A.3 et A.4 sont vérifiées.
— Les fonctions u,iv’l sont Lipschitz uniformément en N et k.
— Il existe une constante C, indépendante de N, telle que Vk and ¥Vt € [tg, tr1]

E{sw (V42 4 |z

te<t<tpi1

)} <o+ )
E{V;" =Y P} < O+ [ Xo)thi — 8-
Le théoréme 3.3 dans [MZ05] borne lerreur entre (YN0, ZN0 kN0 et (YN ZN1 KN1) .

Théoréme A.4 On suppose que les hypothéses A.2, A.8 et A.J sont vraies. Alors :

T
lqsw[m“—nmﬁ+wF—KWﬂ+/Wz“—zww§scu+mwm
0

0<t<T
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Enfin, le théoréme 6.3 dans [MZ05| permet d’évaluer la régularité L? de Z. Ce théoréme
suppose que

1

Hypothése A.5 b, o et [ sont uniformément Holdériennes d’indice 5

en temps.

Théoréme A.5 On suppose que les hypothéses A.2, A.3, A.4 et A.5 sont vraies. Alors
il existe une constante C' > 0 telle que

N-1

tet1
sup IE/ | Zy — Z*dt < C(1+|Xo|)Vh.

0 SE€[trti] 125

A.3 Inégalités classiques

Un certain nombre d’inégalités sont constamment utilisées.
Inégalité de Young

1
V>0,V (a,b) € R?,  (a+b)* < (1+7h)a®+ (1+ 7—h)b2. (A.5)
Le lemme de Gronwall discret

Lemme A.3 Soient T > 0 et t, = kh pour 0 < k < N = % une discrétisation de

[0,T] de pas h. Pour toutes suites positives (ay)o<k<n, (br)o<k<n €t (ck)o<k<n telles que
ap—1+ cx—1 < (1 4+vh)ay, + by—y (with v >0), on a

N—-1 N-1

at S e < T W ay + Y b, (A.6)

i=k i=k

A.4 Reégression non-paramétrique

Nous listons ici un certain nombre de définitions et résultats exposés dans [GKKWO02].
On peut également consulter sur ce sujet [Pol84], [LT91], [VDVW96] ou [Dud99]. Nous
remercions N. Vayatis pour la traduction francaise des termes liés aux nombres de cou-
verture.

A.4.1 Nombres de couverture

Définition A.1 Soient € > 0, G une classe de fonctions RY — R, 1 < p < oo, et v une
mesure de probabilité sur R?. Pour une fonction g : R — R, on définit

9llz, ) = {/ |g(z)|pdy}%,
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1. Toute famille finie de fonctions gi,--- ,gn : R? — R telle que pour toute fonction
g €G, il existe j = j(g) € {1,--- ,N} tel que

lg = gillL,0) <ce€

est appelée une e-couverture de G par rapport a | - ||z, @)

2. On note N(e,G,| - ||1,)) la taille de la plus petite e-couverture de G par rapport a
|- lz,)- On prend N(e,G.| - ||r,0)) = oo s’il nexiste pas de e-couverture. Alors
NG, | |lz,w) est appelé nombre de e-couverture de G par rapport a || - ||, q)-

3. Soit 2M = (21, , za) M points fizes de RY. Soit vy, la mesure empirique corres-
pondante, i.e.

M

1 d
vn(A) = Mmzl 14(2m), (A C RY).
Alors
1 & 1
lgllzoewan = 155 > lgCzm)lP}
m=1
et toute e-couverture de G par rapport a || - ||1, ., Sera appelé une L, e-couverture
de G sur z" et le nombre de e-couverture de G par rapport & || - ||, () Sera noté

No(e,G,21").

En d’autres termes, N, (¢,G, 2}") est Uentier N minimal tel qu’il existe des fonctions
g1, - ,gn : R — R avec la propriété que pour toute g € G, il existe j = j(g) €
{1,--+ N} tel que

1 M

{57 2 19(zm) = gi(zm) PP < c.

m=1

A.4.2 Coefficients d’éclatement et dimension VC

Définition A.2 Soit A une classe de sous-ensembles de R et soit M € N.

1. Pour zi,--- ,zy € R, on définit
s(A{z1, - ,z2m}) = ’{Aﬂ{zl,~~- Zm) A€ A}},

c’est-a-dire que s(A,{z1, -+ ,2m}) est le nombre de sous-ensembles distincts de
{z1, -+ ,zm} en intersectant avec des éléments de A.
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2. Soit G un sous-ensemble de R? de cardinal M. On dit que A fragmente G si
s(A,G) = 2M j.e. si tout sous-ensemble de G peut étre représenté sous la forme
AN G pour un élément A € A.

3. Le M-éme coefficient d’éclatement S(A, M) de A est défini comme

SA,M)= max  s(A{z, - ,2m})

{z1,+,2p }CR?

Ainsi, le M-éme coefficient d’éclatement est le nombre mazimal de sous-ensembles
différents d’un ensemble de M points qui peuvent étre obtenus par intersection avec
les éléments de A.

Définition A.3 Soit A une classe de sous-ensembles de R? avec A # @. La dimension
VC (ou dimension de Vapnik-Chervonenkis) V4 de A est définie par

Vi=sup{M € N:S(A, M) =2},

i.e. V4 est le plus grand entier M tel qu’il existe un ensemble de M points qui peut étre
éclaté par A.

Définition A.4 Soit G une classe de fonctions de R? prenant ses valeurs dans R. On
note GT le sous-ensemble de R défini par

G" = {{(zt) eR" x R;t < g(2)},9 € G}
soit l’ensemble des sous-graphes de fonctions de G.

Théoréme A.6 Soit G une classe de fonctions g : R? — [0, B] avec 2 < Vg+ < o0, soit
p > 1, soit v une mesure de probabilités sur R?, et soit 0 < € < % Alors

€p €p

2¢BP  3eBP\ Yot
N(ag,u-nw))ss( log ) |

Théoréme A.7 Soit G un espace vectoriel de dimension r de fonctions de R — R et
s01it

A={{z:9(2) >0} : g€ G}.

Alors



ANNEXES

A.4.3 Vitesse de convergence pour l’estimation moindres carrés
de la fonction de régression
Supposons que 'on observe M réalisations indépendantes du couple (X,Y’) notées

(Xm, Yin)1<m<m- On note Fj; un espace vectoriel de fonctions qui peut dépendre de
(X1 -+, Xu). On définit m)y, la fonction de régression estimée, comme :

M
) = ong it 73 1K) = ol
On introduit la notation y
ol = 57 32 160
Alors, on a la théoréme suivant (théoréme 11._1 page 184 dans [GKKW02|) :

Théoréme A.8 Supposons que

o? = sup Var(Y|X = z) < oo.
rER
Soit Ky la dimension de Fy, alors :
- Ky :
B (i - mu%w\xl, ) <o i o -

Si de plus, Fyr est indépendant des réalisations (X, Yim)1<m<nm, 0N @

YEF N

K
]E(||mM — m||§4) < 02WM + min E|y(X) — m(X)[.

Le théoréme 11.2 page 187 dans [GKKWO02| nous donne

Théoréme A.9 Soit G une classe de fonctions g : R — R bornée par B et soit € > 0.

Alors
V2 Mé?

P(3g € G llgll = 2llgllar > €) < 3EN: (e, G, X7™) exp( )

24  288B2
o XM = (Xy, -+, Xor, Xagy1, - Xoar) avee (Xprem)i1<m<nr une copie i.i.d de (X,n)1<m<nr-
A.4.4 1Inégalité de Hoeffding
Théoréme A.10 Soient X1, --- , Xy des variables aléatoires réelles indépendantes. Soient
ai, by, apn, by des réels et on suppose que X, € [am,bn] avec probabilité 1 pour

1<m< M. Alors, Ve > 0 :

(o mo]- ) 22 (- g =)
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A.5 Analyse matricielle

A plusieurs reprises, on doit préciser quelle solution on choisit du probléme de moindres
carrés :

M
PN 9
12f i mE:1 Y — a.p(Xyn)|

ou p(-) est une base de fonctions dépendant éventuellement des données (X,,)1<m<n €t
de cardinal K (on suppose K < M). En outre, on suppose souvent que sans perte de
généralité LMB = Id ou B est la matrice de taille M x K dont les lignes sont p(X,,)*.

Il n’y a pas de probléme dans le cas ou la matrice B*B est inversible car il existe une
unique solution au probléme de moindres carrés et un procédé de Schmidt permettra bien,
par une transformation linéaire de la base p(-) d’orthonormaliser les colonnes de la matrice
B.

Par contre, dans le cas ou il existe des colinéarités entre les colonnes de B, il convient
de choisir une maniére de résoudre le probléme de moindres carrés (i.e. de choisir une
solution particuliére) qui soit compatible avec le fait de supposer % = Id sans perte de
généralité. Une possibilité est la suivante.

On effectue une décomposition en valeurs singuliéres (SVD, voir [GVLI6]) de \/% qui
s’écrit \/L— = UXV* avec U une matrice orthogonale (U*U = Id) de taille M x M, ¥ une

M
matrice de la forme

g1 0 0

0 ()] 0

o . 0

E: 0 0 OK
0 0

0O ... ... 0

oll o1 > 09 > ---0x > 0 sont les valeurs singuliéres de \/% et V une matrice orthogonale
de taille K x K. Si toutes les valeurs singuliéres sont strictement positives alors on se
retrouve dans le cadre d’une solution unique. Si elles sont non nulles jusqu’a un rang
r < K puis 0,41 = -+ = o = 0, alors on choisit de remplacer B par [uq, - ,u,]|
les r premiéres colonnes de U. Par propriété de la SVD (voir [GVLI6]), on sait que
ces r premiéres colonnes forment une base orthonormale du sous-espace vectoriel de RM
engendré par les colonnes de B. En outre, il est alors facile de vérifier que la solution
du probléme de moindres carrés une fois cette transformation effectuée est donnée par la
solution de norme euclidienne minimale.

En conclusion, on a donc spécifié quelle solution au probléme de moindres carrés choisir
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et que 'on pouvait bien supposer que les colonnes de % sont orthonormales, quitte a

remplacer K par r < K.
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