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YT = ξ,

−dYt = f(t, Yt, Zt)dt− ZtdWt.
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YT = Φ(X),

−dYt = f(t,Xt, Yt, Zt)dt− ZtdWt,

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt.
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 � � ���=�����������N�
dYt = [rYt + δt(µ− r)]dt+ δtσdWtD��¡MN���Y���=	�����E����

Zt = δtσ
���3���=KH��� ��� 	�� � E�����	QEJ� −1

!��������
−dYt = −[rYt + Zt

µ− r

σ
]dt− ZtdWt.
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=
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)
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YT = ξ,

dYt = [rYt + δt(µ1 − r)]dt+ δtσ1dWt − dCt.
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YT = ξ,

dYt = [rYt + δt(µ1 − r)]dt+ δtσ1dWt + dφt.
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|f(t2, x2, y2, z2) − f(t1, x1, y1, z1)| ≤ Cf (|t2 − t1|1/2 + |x2 − x1| + |y2 − y1| + |z2 − z1|)
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 � � 
 (t1, x1, y1, z1), (t2, x2, y2, z2) ∈ [0, T ]×Rd×R×Rq ��� � ��, � � � sup0≤t≤T |f(t, 0, 0, 0)| <
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�D�
�!���K6KL���N�c�·� ���¬KLE ��������!�
�������KLE����b	�E�� √
h log(1/h)

	a�������	QE��¡������K6	���� ��� �QE�� � � � 
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0≤k≤N

E|Ytk − Y N
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|2 +

N−1∑

k=0

∫ tk+1
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E|Zt − ZN
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|2dt
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N
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|2) − E(|Etk(Ytk+1
− Y N
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− Y N

tk+1
)|2) + C(h+

1
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+ C(h+
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γ
)E
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E|Ys − Y N
tk
|2 ≤ 2E|Ys − Ytk |2 + 2E|Ytk − Y N

tk
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E|Ytk − Y N
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E|Ys − Ytk |2}

+ CE

N−1∑
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2ds.
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tk
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tk
|2ds
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tk
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|2 − E(|Etk(Ytk+1

− Y N
tk+1

)|2)}

≤CγhE(|Etk(Ytk+1
− Y N

tk+1
)|2) + C1(h+

1

γ
)h(h+ sup
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tk
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tk
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|Zs − ZN
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E|Y N,k0,x
tk

− Y N,k0,x′

tk
|2

≤ (1 + γh)

1 − Ch(h+ 1
γ
)
E|Ek(Y

N,k0,x
tk+1

− Y N,k0,x′

tk+1
)|2 +

Ch(h+ 1
γ
)

1 − Ch(h+ 1
γ
)
E|XN,k0,x

tk
−XN,k0,x′

tk
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+
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γ
)
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���EJ��� ��������
�����������E�!����$
v±Y�:	�����������K6	�������E��N�P�����¡MN���:D����¡�������������"���
�a������MN���H���H����KLK6���PE£����DH�����HD���������E������

C
MV��� ��� ����	�� �����H	�E��P��������MN���

N
������!%�������"��� � �)�Q����
ª ���¡��������KLEJ��� ������EJKL
���� ����������D������ ����!�������
�������K6� � 
 �5!�E���� � § ��� � �c	������"!������ ��E�����������
v�\�����!�� E�������!�� �������������'��D�������� ����������KL���N�:�#� �����������HD���K6KL� ���L�����

Y N KLE����

$��EJ����KL���N�H�����
ZN 
­ � E��������5	QEJ����� !QE����¡� �H����
�������K6� � 
 ���v	�� ������
H!QEJ���¡���������:D����N��� �V�����Y�#� �����������"��� �
E��QE�� �V��
��:���������K6����!��

E|Rp0,k
(Y N,I,I

tk
)|2 �·�

E|Rpl,k
(ZN,I,I

l,tk
)|2 G\E��������#�v�#� ��� & ������D��6!��gD ����� � !����)�QEJ�����
!��

�a����D·��� ��������� �����3	QE���D��FEJ�����P	���� ��MN��� ����� �"�����3D£EJD ��
��������=����������K6���N��!QE�������������
�����!�����!��¡	����J����D·¤��� ��� Rpk

K}EJ���d
���E�����KL���N��!QE���� � ������E�����E���� ��� EJ��
£E������ �����
αI,I0,k.p0,k

���
αI,Il,k .pl,k
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ª ����D������QE����
� �:����KH�����H!�� � ��
���EJ����������!��5¥c��D£EJ��!

I
��
�E���� ��
����
!-D �QE�MN���5	QE��"!��H����K6	����v��������� �MN��� ���c��� �
���)�6��EJ�N�)MN���

I
����� �¡
$��EJ� !

2
	�������MN���6���H������KL�

h2I−2
[
1 + |X0|2 + E|ΦN(PN

tN
)|2
]

!��·��� ����������
$��� �����£E���� ��	�E�����E�	�	���� �3E����/�������������3D���K6KL� ������	QE���E�� ��� �������$


�������������{± � ��!�
�� ��
���
���EJ���:!��5�FE'	����������6�����
E������ �6����KH���FEJ����� !-D������ �:!�� ����
�������K6�5´ 
 ��
Y±Y���!���� 
�������D����L�V�������������}!��=�#� ����� � � ��EJ��� ����!��@��E 	�����	���� 
���
/!��@D����N����E�D·��� ��� !��@�FE�	���������D·��� ���o�����
(pl,k)

�·�3!��¡�FEH��
�D�������� ��

!��¡������EJKL�����������=D �QE�MN��������� � E����
tk

E��/	����������)����!���	a´ 
 �)
 �/� 
¨��u���������V!���� �@��������!�� E�������!u����� ���J� EJ������� ����� ����	QE��%�FE������ ����G AN(X0) = 1 + |X0|2 +

E|ΦN(PN
tN

)|2 
Q±¶�¡	�������� ��K6�"!��¡K6������!�������D£EJ����
�� 	^´ 
 �)
 �/�
(αi,I0,k, · · · , αi,Iq,k) =

arg inf
(α0,··· ,αq)

E(|αI,I0,k+1.p0,k+1 + hfk(α
i−1,I
0,k , · · · , αi−1,I

q,k ) − α0.p0,k −
q
∑

l=1

αl.pl,k∆Wl,k|2)

���¡��
�
�D���� �
θi,Ik = arg inf

θ
E(Y N,I,I

tk+1
+ hfk(α

i−1,I
k ) − θ · vk)2

��� ��� ��D�����E��N�6���-D �QE��)����K6�����6!��-�JE����FE��������
θ∗ = (α∗

0,
√
hα∗

1, · · · ,
√
hα∗

q)

dª ��KLK6�-����� ����� ���!�� ���@	�������� ��K6�"!��¡K6��� ��!�������D£EJ����
��$�

θi,Ik
��
������Q�5G

E(vkv
∗
k)θ

i,I
k = E(vk{Y N,I,I

tk+1
+ hfk(α

i−1,I
k )}).

∆Wk

���E�����D����N����
3����� ��!�
�	�����!QEJ�N��!��

(pl,k)0≤l≤q
�N� ������� �^EJD���� ��!����������cMN������E"K}EJ����� D��

E(vkv
∗
k)	�������!@��E �a����K6�"��� �VD·¤º!��FE������QEJ� �P����� �JE������5G

E(vkv
∗
k) =






E(p0,kp
∗
0,k) 0 0

0


 
 

0

0 0 E(pq,kp
∗
q,k)






OP� �����������=�����������N�
{

E(p0,kp
∗
0,k)α

i,I
0,k = E(p0,k{Y N,I,I

tk+1
+ hfk(α

i−1,I
k )}),

E(pl,kp
∗
l,k)α

i,I
l,k = 1

h
E(pl,kY

N,I,I
tk+1

∆Wl,k),
	������

1 ≤ l ≤ q,

D��¡MN���Y
�MN��� ��E����$�Q�V�=�FEH!�
��Q��� ��� ���-!��
Y N,i,I
tk

���
ZN,i,I
l,tk

!/G

ZN,i,I
l,tk

=
1

h
Ppl,k

(
Y N,I,I
tk+1

∆Wl,k

)
,

	^´ 
 �)
 ���
Y N,i,I
tk

= Pp0,k

(
Y N,I,I
tk+1

+ hf(tk, X
N
tk
, Y N,i−1,I

tk
, ZN,i−1,I

tk
)
)
.
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 �)
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���E�	�����

*",CU�`7S/��G������)���������)	���
�� ��K6� �QEJ� ���¡	������

E|ZN,i,I
l,tk

|2 
T³���KLE���MN��������MV���)�V� 	a´ 
 ��
 ��� �
ZN,i,I
l,tk

�����D���������E��N��	������
i ≥ 1


¶°c�������������Y�����LE�	�	���� D£EJ��� ����!��5��� � ��
$��EJ� � ��
H!��Lª¬E���D �N��¤ ¸ D ���¬E�� �L!��������
|Ek(Y

N,I,I
tk+1

∆Wl,k)|2 = |Ek([Y
N,I,I
tk+1

− Ek(Y
N,I,I
tk+1

)]∆Wl,k)|2 ≤ h
(
Ek[Y

N,I,I
tk+1

]2 − [Ek(Y
N,I,I
tk+1

)]2
)
.¥c������MN���

(pl,k)l
����� Ftk

¤ºKL��������E���� �����¬���-����� ��� ��E������FE
	�����	�����
·��
�!���D����N����E�D·��� ���}!������ ��	�
���EJ�������!��¡	����J����D���� ��������� �V� ������G

E|ZN,i,I
l,tk

|2 =
1

h2
E
[
Ppl,k

(
Ek[Y

N,I,I
tk+1

∆Wl,k]
)]2 ≤ 1

h2
E
(
Ek[Y

N,I,I
tk+1

∆Wl,k]
)2

≤ 1

h

(
E[Y N,I,I

tk+1
]2 − E[Ek(Y

N,I,I
tk+1

)]2
)
.
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 � �

ª ��K6K6�
���®� ����������E'	�E��P��EL����� ��� �T� ��������KL�
E[Ek(Y

N,I,I
tk+1

)]2
!QEJ���*	a´ 
 �)
 � � �������)����� ������D�����D���E��	�������MN����������������� K}E���� ������!H������� �����¡������������	QE�������	�� ����� ��������������MN���

h
������!=�������
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L2 	������

Y N,i,I
tk

��� √
hZN,i,I

l,tk


\´ �d����� �^E�D�� ���5!��}K6������������MN���}� ���¡�JE�����E���� ���
E�� 
£EJ����� �����

Y N,i,I
tk

�·� √
hZN,i,I

l,tk

�������:!��'D�E�����
'� �N��
$����E���� ��
b¯3�����
�������������)��� �^E�� �)K6�����������
���
D����N��� ��� �L!��}� �������
������KL���

L2 �������a����K6�5���
i, I, k,N


\O D��·�����5�Q���\�������)���J�������
χN,Ik : Y ∈

L2(Ftk) 7→ Pp0,k

(
Y N,I,I
tk+1

+ hf(tk, X
N
tk
, Y, ZN,i−1,I

tk
)
)
∈ L2(Ftk).

ª �FE�� ����KL���N���
E|χN,Ik (Y2) −

χN,Ik (Y1)|2 ≤ (Cfh)
2E|Y2 − Y1|2

���
Cf

��������E)D������ � E������"!��¡±Y� 	���D ��� � ��!��
f

�¥ E��¬D�������
�MV�����N���	������

h
���)�6��E�K6KL���N��	��·��� �$�v�#� E�	�	�� � D£E���� ���

χN,Ik

�����
D����N����E�D·� E������5���
E-��� ������MN���5	���� �N�%�����
Y N,∞,I
tk

∈ L2(Ftk)
	^��E�	�	�����������MN���

ZN,i,I
l,tk

����!�
�	�����!%	QEJ�3!��
i ≥ 1

��
<¨"�=E/G
Y N,∞,I
tk

= Pp0,k

(
Y N,I,I
tk+1

+ hf(tk, X
N
tk
, Y N,∞,I

tk
, ZN,I,I

tk
)
)
,

	^´ 
 �)
 ���
E|Y N,∞,I

tk
− Y N,i,I

tk
|2 ≤ (Cfh)

2iE|Y N,∞,I
tk

|2 	^´ 
 �)
 � �

	���� ��MN���
Y N,0,I
tk

= 0

�OP� ����������� � ��
���E�� � ��
�!�� �d�������6	�����K6���3!�� 
�D���� ���¡	������

i ≥ 1

E|Y N,i,I
tk

|2 ≤(1 +
1

h
)E|Y N,∞,I

tk
− Y N,i,I

tk
|2 + (1 + h)E|Y N,∞,I

tk
|2

≤(1 + Ch)E|Y N,∞,I
tk

|2. 	^´ 
 �)
 E��
± � � ��
$��E���� ��
7D�� ¤º!���������� ����� 
���E�� ��K6�����\�V��E�� �d	������

i = 0
D£E��

Y N,0,I
tk

= 0

�¯������ 	������������ !3	���
����������� ��� KL���

E|Y N,∞,I
tk

|2 !)	QE�� ������!�� 	a´ 
 ��
 ��� 
�°c�/D���KH������E��N� ��� � ��
$��E�� � ��
�!�� �d�������'	^����	QE���E�KL�·�����
γ������EHD ����������	���������E���!-������� 
���E�� � ��
 Pp0,k

(Y N,I,I
tk+1

) = Pp0,k
(Ek[Y

N,I,I
tk+1

])
����E
D���������EJD��������}!�� Pp0,k

�V�FE	�����	���� 
���
¡!��
±Y� 	���D ��� � �"!��
f
��������������������������G

E|Y N,∞,I
tk

|2 ≤(1 + γh)E|Ek[Y
N,I,I
tk+1

]|2

+ Ch(h+
1

γ
)
[
Ef 2

k (0, · · · , 0) + E|Y N,∞,I
tk

|2 + E|ZN,I,I
tk

|2
]
.
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 �)
 � �

� �
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E|Y N,∞,I
tk

|2 ��	���� ����� ��������� ��E���� 	^´ 
 �)
 � ����� ��E KLE�������EJ��� ���
Ef 2

k (0, · · · , 0) ≤ C(1 + |X0|2)
�Q� � �V�����N�

E|Y N,∞,I
tk

|2 ≤ (1 + γh)

1 − Ch(h+ 1
γ
)
E|Ek[Y

N,I,I
tk+1

]|2 +
Ch(h+ 1

γ
)

1 − Ch(h+ 1
γ
)

[
1 + |X0|2

]

+
C(h+ 1

γ
)

1 − Ch(h+ 1
γ
)

(
E|Y N,I,I

tk+1
|2 − E|Ek[Y

N,I,I
tk+1

]|2
) 	^´ 
 �)
 M �

	������ �V�@MN���
h

����� �������L��E�K6KL���N�3	��·��� �$
Q°c�@D ����� ��� ����EJ�N�(!5	���
������N�
γ = C

�����=������� ���N�
E|Y N,∞,I

tk
|2 ≤ Ch

[
1 + |X0|2

]
+ (1 + Ch)E|Y N,I,I

tk+1
|2 + ChE|Ek[Y

N,I,I
tk+1

]|2

≤ Ch
[
1 + |X0|2

]
+ (1 + 2Ch)E|Y N,I,I

tk+1
|2 	a´ 
 ��
 �C���

EC����DH�����)����������������D������ � E������
C

 °c�®��������D���E��N�PD��������H��������KLEJ��� ���=!QE���� 	a´ 
 �)
 E��3E£����D

i = I
�T��������������N�

E|Y N,I,I
tk

|2 ≤ Ch
[
1+ |X0|2

]
+(1+Ch) E|Y N,I,I

tk+1
|2 
�OP� �����������}E�	�	���� MV��E��N�c����� ��K6KL� !��

µ"�������¬E�� �T!�����D����·�������-������� �������FE)K}E ������EJ��� ���
sup0≤k≤N E|Y N,I,I

tk
|2 ≤ CAN(X0)


<ª ��D��¶E������VD�� 

!1	^´ 
 �)
 �C� � � 	^´ 
 �)
 E��)��� 	a´ 
 ��
 � �)	����VD������ �Q�QE�� ��K6�����5��� ������� K}E���� �����������a����K6�'	������

E|Y N,i,I
tk

|2 �·�
E|ZN,i,I

l,tk
|2 G

sup
I≥1

sup
i≥0

sup
0≤k≤N

(E|Y N,i,I
tk

|2 + hE|ZN,i,I
l,tk

|2) ≤CAN(X0).
	^´ 
 �)
 ���/�

*",CU�`7SP� G������¡K}E ������EJ��� ���-	������
ηN,Ik = E|Y N,I,I

tk
− Y N

tk
|2 
³���KLE���MN��������MN���

ηN,IN = 0

<¯3������������� ������K6��������������E:�����FEJ�������-����� �JE������¡	������

0 ≤ k < N
G

ηN,Ik ≤(1 + Ch)ηN,Ik+1 + Ch2I−1AN(X0)

+ CE|Rp0,k
(Y N

tk
)|2 + Ch

q
∑

l=1

E|Rpl,k
(ZN

l,tk
)|2. 	a´ 
 ��
 � ���

¨��¡	���������E�EJ�������v!�� ����D�����KL���N�Y!�
�!��������c!��7D��������7�����FE����������#� ��� ��� K}EJ��� ���������
max0≤k≤N E|Y N,I,I

tk
−

Y N
tk
|2 !�������
���!�E����\� �c����
�������K6�7´ 
 � 
�°c�
����	������QEJ�N�b� ���¶K���K6���\EJ������K6�������¶MN�����������\���N�\D�����!���� �

! 	a´ 
 ��
 E�� �·�3���=����� ��� ��E��N�¬�#� ��������KLEJ��� ��� 	^´ 
 �)
 ���/� �Q���=�������������
ηN,Ik ≤ Ch2I−1AN(X0) + (1 + h)E|Y N,∞,I

tk
− Y N

tk
|2

= Ch2I−1AN(X0) + (1 + h)E|Rp0,k
(Y N

tk
)|2 + (1 + h)E|Y N,∞,I

tk
− Pp0,k

(Y N
tk

)|2 	a´ 
 ��
 �C���
���=�������3EC�������3������� � ��
%!:�FE:!��������������¡
$��EJ��� ��
���E:	�����	�����
���
"!��
¥ �N����E��������
EJ�����VD���
�� ! Pp0,k

G
E|Y N,∞,I

tk
− Y N

tk
|2 = E|Rp0,k

(Y N
tk

)|2 + E|Y N,∞,I
tk

− Pp0,k
(Y N

tk
)|2. 	a´ 
 ��
 � � �

���
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 � �¬�·� 	^´ 
 �)
 � �������=	������3KL�����������

E|ZN,I,I
tk

− ZN
tk
|2 =

q
∑

l=1

E|Rpl,k
(ZN

l,tk
)|2 +

q
∑

l=1

E|ZN,I,I
l,tk

− Ppl,k
(ZN

l,tk
)|2

≤
q
∑

l=1

E|Rpl,k
(ZN

l,tk
)|2 +

d

h

(
E[Y N,I,I

tk+1
− Y N

tk+1
]2 − E[Ek(Y

N,I,I
tk+1

− Y N
tk+1

)]2
)
,

	a´ 
 ��
 � ���
E|Y N,∞,I

tk
− Pp0,k

(Y N
tk

)|2 ≤ (1 + γh)E|Ek[Y
N,I,I
tk+1

− Y N
tk+1

]|2

+ Ch(h+
1

γ
)
[
E|Y N,∞,I

tk
− Y N

tk
|2 + E|ZN,I,I

tk
− ZN

tk
|2
]
.

	a´ 
 ��
 � � �
°c�)� ������D·� E���� 	a´ 
 ��
 � ���v!QE���� 	^´ 
 �)
 � � � � ���)D ����� ��������E����

γ = Cd
���b���)��������� ��E���� 	^´ 
 �)
 � � � � ���
�������������E�� �����
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 � �
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 � � � $ !�
 � � $�� pl,k ����
 � ��
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 k, l � � � � �
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tk
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E|ZI,I
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tj |2

≤ 9
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tj

)|21[AM
k
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)|2
]
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C
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k −Id‖ > h) ≤ h−2E‖V M
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k =

1

M

M∑

m=1

|ρN0,k(PN,m
tk

)|2, BN,Mk =
1

M

M∑

m=1

|fmk (0, · · · , 0)|2.

­P�¬KLE�����������
·��� !�������� �����5E
E(AN,M

k ) = E|ρN0,k(PN
tk

)|2 ���
E(BN,Mk ) ≤ C(1+|X0|2)
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L2(Ω,P)

Q¨��-D�������� !������"�����"����� ���"!��"��
���� �

(xm)1≤m≤M
�·������3����� ���

(vm)1≤m≤M
!�������D·��������� !��

Rn �NE������VD�� 
���!��FE"KLEJ����� D��
V M = 1

M

∑M
m=1 v

m[vm]∗
MN������ �"����	�	�����
��:������������������� 	

λmin(V
M) > 0

��
TO��������$���#� ����� MN���
����D·�������"!��
Rn θx = arg infθ |x −

θ · v|2M
��� ��!�������
¡	QE��

θx =
[V M ]−1

M

M∑

m=1

vmxm.
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x 7→ θx

��� ��� ����
�E�� ���P���3!��¡	�� ���$�����@E:�#� ����
���E�� �4��

λmin(V

M)|θx|2 ≤ |θx.v|2M ≤ |x|2M .
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(θi,I,Mk )∗ =
(
(αi,I,M0,k )∗,

√
h(αi,I,M1,k )∗, · · · ,

√
h(αi,I,Mq,k )∗

)

!5��E:	��FE�D��¡!��
αi,I,Mk


�OP� ��������������� ��
���EJ���������¬!��
¥c� D£E���!=!���	a´ 
 ��
 � � 	����������N�����¡��
�
�D��������

θi+1,I,M
k = arg inf

θ

1

M

M∑

m=1

(
ρ̂N,m0,k+1(α

I,I,M
0,k+1.p

m
0,k+1) + hfmk (αi,I,Mk ) − θ.vmk

)2
.
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ρ̂Nl,k
���3���@��������� ��E������#� ��� ������������KLE�� � ��
�!��

pl,k
�Q���=������� �����

E|Y N,I,I
tk

− Y N,I,I,M
tk

|2 + h
N−1∑

j=k

E|ZN,I,I
tj − ZN,I,I,M

tj |2 ≤ 9
N−1∑

j=k

E(|ρNj (PN
tj

)|21[AM
k

]c)

+ E(1AM
k
|αI,I,M0,k − αI,I0,k|2) + h

N−1∑

j=k

q
∑

l=1

E(1AM
k
|αI,I,Ml,j − αI,Il,j |2).
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 � 
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����
�������K6�H´ 
 �)� ���®�JE'��������K6��� |θI,I,Mk − θI,Ik |2 ��������� 
·��������KL���N�

AM
k
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(θi,I,Mk )i≥0
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�
� � � �'� h ��� � ��+ � ���#$�
 ����
 ��
 � ���'� AM

k � ,���� ��� � ��� � ��
 ��� ���'��� +-$�
 ��� � � $�
 � � +-� ��� �
+ � |θi+1,I,M

k − θi,I,Mk |2 ≤ Ch|θi,I,Mk − θi−1,I,M
k |2.

� � � , � 	 ����
 � �'$ �'$ � � � � � �*!�
 ���'�
θ∞,I,M
k


 �#,�� ���

θ∞,I,M
k = arg inf

θ

1

M

M∑

m=1

(
ρ̂N,m0,k+1(α

I,I,M
0,k+1.p

m
0,k+1) + hfmk (α∞,I,M

k ) − θ.vmk
)2
.

! � � $ + |θ∞,I,M
k − θI,I,Mk |2 ≤ [Ch]I |θ∞,I,M

k |2.
8�h�S�� ��S

�
I@��������������E � 
<¥c������MN���

1 − h ≤ λmin(V
M
k )

���
λmax(P

M
l,k ) ≤ 2

	
0 ≤ l ≤ q

�¬�����
AM
k

�E��/�V�=!��5	^´ 
 � 
 ���¬���=��������������MN���
(1 − h)|θi+1,I,M

k − θi,I,Mk |2 ��������������
¡	QE��
h2

M

M∑

m=1

(
fmk (αi,I,Mk ) − fmk (αi−1,I,M

k )
)2

≤Ch2

q
∑

l=0

|αi,I,Ml,k − αi−1,I,M
l,k |2λmax(P

M
l,k ) ≤ Ch|θi,I,Mk − θi−1,I,M

k |2.
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AN,M
k+1 + hBN,Mk
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i = ∞ 
<ª ��K6KL��!QE������FEH	�����������!��=����KLK6��´ 
 ���Q���=�����������N�
(1 − h)|θ∞,I,M

k |2 ≤ 1

M

M∑

m=1

[
ρ̂N,m0,k+1(α

I,I,M
0,k+1.p

m
0,k+1) + hfmk (α∞,I,M

k )
]2

≤ (1 + γh)AN,M
k+1 + Ch(h+

1

γ
)
(
BN,Mk +

q
∑

l=0

|α∞,I,M
l,k |2λmax(P

M
l,k )
)
.

¨��®	�������!
γ = 8C

���
h

���)�6��E�KLK6���N��	������ �P	�������EJ�����������
2C(h + 1

γ
)(1 + h) ≤ 1

2
(1 − h)


�´ �
�$� ��������� � |θ∞,I,M

k |2 ≤ C(AN,M
k+1 + hBN,Mk ),
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T±Y�����KLK6��´ 
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i

*",CU�`7S���G¶������E�	�	������ �6!����)�����������)	������

θi,I

b°c�g����� ��� ��E��N�¡�FE/	�����	������ ��� ��� ´ 
 �@���)E����V�g!��
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i ≥ 1

|θi,Il,k|2 ≤ E|ρNl,k(PN
tk

)|2, 0 ≤ l ≤ q; |θ∞,I
k − θi,Ik |2 ≤ (Cfh)

2iE|ρN0,k(PN
tk

)|2. 	^´ 
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G
θ∞,I
k = E

(
vk[α

I,I
0,k+1.p0,k+1 + hfk(α

∞,I
k )]

)
.
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E(1AM
k
|θI,I,Mk − θI,Ik |2) 
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k

���-�����������N� |θ∞,I,M
k − θI,I,Mk |2 ≤ ChI |θ∞,I,M

k |2 ≤ ChI |θ∞,I
k |2 +ChI |θ∞,I,M

k − θ∞,I
k |2.OP� �����������=����� ��� ��EJ�N�
	^´ 
 � 
 E����

E(1AM
k
|θI,I,Mk − θI,Ik |2) �����3��������
¡	QE��

(1 + h)E(1AM
k
|θ∞,I,M
k − θ∞,I

k |2)

+ 2(1 +
1

h
){E(1AM

k
|θI,I,Mk − θ∞,I,M

k |2) + |θI,Ik − θ∞,I
k |2}

≤ (1 + Ch)E(1AM
k
|θ∞,I,M
k − θ∞,I

k |2) + ChI−1E|ρNk (PN
tk

)|2 	^´ 
 � 
 M �
���/�����QE����3D���K6	����"!��

I ≥ 3

 ¸ ���

AM
k

�
V M
k

��� ��� �N��������� ���������3���/	������3	��������
B1 = (Id − (V M

k )−1)θ∞,I
k

B2 = (V M
k )−1

[
E(vkρ̂

N
0,k+1(α

I,I
0,k+1 · p0,k+1)) −

1

M

M∑

m=1

vmk ρ̂
N,m
0,k+1(α

I,I
0,k+1 · pm0,k+1)

]
,

B3 = (V M
k )−1h

[
E(vkfk(α

∞,I
k )) − 1

M

M∑

m=1

vmk f
m
k (α∞,I

k )
]
,

B4 =
(V M

k )−1

M

M∑

m=1

vmk
[
ρ̂N,m0,k+1(α

I,I
0,k+1 · pm0,k+1) − ρ̂N,m0,k+1(α

I,I,M
0,k+1 · pm0,k+1)

+ h(fmk (α∞,I
k ) − fmk (α∞,I,M

k ))
]
.
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θ∞,I
k − θ∞,I,M

k = B1 + B2 + B3 + B4

�YD��6MN���!��������������
AM
k

|θ∞,I
k − θ∞,I,M

k |2 ≤ 3(1 +
1

h
)(|B1|2 + |B2|2 + |B3|2) + (1 + h)|B4|2.
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B1

�
B2
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B3

�
B4
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��E�	�	���� ���7���7��
������ � EJ�bD��FE�������MN���
	 � µ �"± M � � �¡G ¸ � ‖Id − F‖ < 1

�
F−1 − Id =

∑∞
k=1[Id − F ]k

��� ‖Id − F−1‖ ≤ ‖F−Id‖
1−‖F−Id‖ .

¥ E��
D�������
�MV�����N����	������

F = V M
k

���}������� ���N�
E(1AM

k
‖Id− (V M

k )−1‖2) ≤ (1−h)−2E‖Id−V M
k ‖2 ≤

(1 − h)−2E‖V M
k − Id‖2

F = (M(1 − h)2)−1E‖vkv∗k − Id‖2
F .

O��������#�����@E
E(|B1|21AM

k
) ≤ C

M
E‖vkv∗k − Id‖2

F E|ρNk (PN
tk

)|2.
¥c������MN���������

AM
k

� ‖(V M
k )−1‖ ≤ 2

�Q� �v��� ��������� �
E(|B2|21AM

k
) ≤ C

M
E(|vk|2|p0,k+1|2)E|ρN0,k(PN

tk
)|2,

E(|B3|21AM
k

) ≤ Ch2

M
E
[
|vk|2(1 + |XN

tk
|2 + |p0,k|2E|ρN0,k(PN

tk
)|2

+
1

h

q
∑

l=1

|pl,k|2E|ρNl,k(PN
tk

)|2)
]
.

ª ��K6K6��!QE������FEH	�����������!��/����KLK6�P´ 
 ���·�����=������� � ��EJ�N� ‖PM
0,k+1‖ ≤ 1 + h

�����
AM
k

�����/������� �����
�^E�D���� ��K6�����

(1 − h)|B4|2 ≤ (1 + h)(1 + γh)|αI,I0,k+1 − αI,I,M0,k+1|2 + Ch(h+
1

γ
)

q
∑

l=0

|α∞,I
l,k − α∞,I,M

l,k |2.

*",CU�`7S � G���� ����KLEJ��������� �Q�QE�� ����
¸ ��� �
εk = E‖vkv∗k−Id‖2

F E|ρNk (PN
tk

)|2+E(|vk|2|p0,k+1|2)E|ρN0,k(PN
tk

)|2+h2E
[
|vk|2(1+|XN

tk
|2+

|p0,k|2E|ρN0,k(PN
tk

)|2 + 1
h

∑q
l=1 |pl,k|2E|ρNl,k(PN

tk
)|2)
]
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B1, B2, B3, B4
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γ = 3C
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h	����VD ���¡!����5	������3E������������3MN���

Ch+ C
γ
≤ 1

2

�QE�	�����������K6	�� ���QD�EJ��� �����$�����=�����������N�
E(1AM

k
|θ∞,I,M
k − θ∞,I

k |2) ≤ C
εk
hM

+ (1 + Ch)E(1AM
k
|αI,I0,k+1 − αI,I,M0,k+1|2).
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E(1AM

k
|αI,I0,k+1 −

αI,I,M0,k+1|2) ≤ (1 + h)E(1AM
k
|α∞,I

0,k+1 − α∞,I,M
0,k+1 |2) + ChI−1

(
1 + |X0|2 + E|ρN0,k+1(P

N
tk+1

)|2 +

E|ρN0,k+2(P
N
tk+2

)|2
)
.
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E(1AM
k
|θ∞,I,M
k − θ∞,I

k |2) ≤ C
εk
hM

+ ChI−1
(
1 + |X0|2 + E|ρN0,k+1(P

N
tk+1

)|2

+ E|ρN0,k+2(P
N
tk+2

)|2
)

+ (1 + Ch)E(1AM
k
|α∞,I,M

0,k+1 − α∞,I
0,k+1|2).
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q
∑

l=1

E(1AM
k
|αI,I,Ml,k − αI,Il,k |2)

≤ C
εk
hM
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(
1 + |X0|2 + E|ρN0,k+1(P

N
tk+1

)|2 + E|ρN0,k+2(P
N
tk+2

)|2
)
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�������E���� ���L���}����K6	���MN���P�������¬E£������� ���T��D�����
��!QE������FEL	QE�� �����
´������������������"MN���H��������!��·�V�������"���VD£EJ��� ������D��������5°7­ ¸ ³x!�����D����·���H!��HKLE���������� !E�������������MN���
�����3������������������!����#� °7­ ¸ ³�����������������
�����
 ¥c��� �$�<�������3!�
�D������������3��� E����������4����K5�"	������E�	�	����VD �����
D��������}°7­ ¸ ³1!�� ��D��������L���VD�E���� ��
���
¶¯������

���E���� ����������EJ�������¡!����
�����������
	���������� �����������D���KLK6� ���}!QEJ���:�#� E����������4����K5�}�·�5���)�Q���������H!�����D��������������:!��-�#� ������� � ��EJ��� ���g����	���EJ����MN���'!��'D����������������
ª ��������	�E��������"�����3�#� ���V������!�� ���@E�������D��������@D���������!��¡��
�!QE�D���������
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����� � � ��� � � �#� 
�� ��� � 
 �����	� ������� ��� �	� � � � 
������ � ��� �

±¶E'K}EJ���������)!����N�"�������¡E£�������"K6����
:��� E���E�� �V���H!��H�#� E���������� ����K6�
!��:��E}	QE��������)´3��
�D�������� ��E�� �"�����D ��
�K}EH� K6	�� � D��4���3	������ !�
��������
Y N 
�´ D��#�VD�����E)����������EH	QE��¬��
�D�������E�� ��� 
Q¥b�����¬D�����������E�� �������V�����������!�
����������������3��D��

(Y N , ZN)
!���D���������KLE���� �����:G

Y N
tk

= Etk(Y
N
tk+1

) + hEtkf(tk, X
N
tk
, Y N

tk+1
, ZN

tk
),

	^´�´ 
 ��
 �/�
hZN

tk
= Etk(Y

N
tk+1

∆Wk).
	^´�´ 
 ��
 ���

EC����D
Y N
tN

= φN(PN
tN

)

±¶EL���������
!����T
�������D��HE£����D 	^´ 
 ��
 �����·�*	a´ 
 � 
 � �������PMV���H��� ���%����K6	���E�D�� ��!�E����P� �
!���� �����

f
�
Y N
tk

	QE��
Y N
tk+1

	����V!���� ��EJ�N�}E�� ������������D ��
�KLE�����	�� ��D�� ��� 
d¥bE��LD����N����� �d����D��������������
ZN
tk

!QE����L���/!���� �����
f

���:����� 	QE��
ZN
tk+1

G 0�S ,£SVh�egSoS .�, S�WxS �7S , 2ºf�W �\UQe�S�W ,CUQ])`7f �¶h�h SVW �¶h S ,Cf � ,CS . ]aS .S .�, [^egU), [ fTW�.}W\f�W S9NY`b]af .�[ ��S .'`\U�h@h U�`\`7f<h , �
N

v°c�������������TD��������:	���
�������D��6E����������:!�E�������=D£EJ!����"������� ��
���
���EJ�Y�FE)�JE���� !�� ��
P!��¡�FEH����KLE���MV���¡´ 
 ��
´ �<�����¬E�� ����� �^E�D�������!���K6�����������7MV�����FE"D�����D������������6!��6����
�������K6�3´ 
 �����������3�V��E�� ��E£����D�D�����D ��
�K}E�
¥b������!����
��E�� �������
MN����EJ	�	QE���E�� ����������	�� ���
� ��� ���v�������)E�� ������� !@	���
��������H���VD�E���� �����¡��� °7­ ¸ ³ !�� � ¤D�������� 	^´�´ 
 ��
 �·¤ ´�´ 
 ��
 ��� 
 ¥b�����HD�����E)�b��� � �N�����V!���� �)���L����D��������

RT = (Ri)1≤i≤d′

 ¸ ���:D��V���6D������N����������"D�����������	�����!���� !}!������������ ���P!��)��������D�EJ�������H��������ELD�����!�� �������=������KL� �QE�� �
φN

���������P���
!����4¤�����
f

	a����� � ¤º��������������� !������6���®� � EJ��� ������MN������
Tª ������������D£E����������������N�P	�����KL�·�������
!�� E�������������MN���H]aU
.�f�]`� , [af�W �¶S�]¦2 J����\U�, [^f�WohKJ ,Ch f A<h U �¶S®]^f 0�U�]_[ . JVS=S .�, �7f<h�W�JVS 
¨��=���������V!���� �¬���=	QE�� ����D������ ����G

fR(t, x, y, z) = f(t,−R1 ∨ x1 ∧R1, · · · ,−Rd ∨ xd ∧Rd, y, z)

φN,R(x) = φN(−R1 ∨ x1 ∧R1, · · · ,−Rd′ ∨ xd′ ∧Rd′).
	^´�´ 
 ��
 � �

¨��/!�
����������¡	�E�� ‖φN,R‖∞
�·� ‖fR‖∞

������MN�QE������ ��
��
supx |φN,R(x)| �·�

supt supx |fR(t, x, 0, 0)|MN���������������V������!������N�}!QEJ���}�����}�����������}!�� �����������'MN��� ��� ������� ����!���E�	�� ���}� ��� ��
7O 	QE�� ��� �6!��%D����
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φN,R ��� φN ���
��� R1 = 10

� �
���
������� �!�#"$�
���%�&�('�� � �!"��)"$� � �*�+�*,-" � ��.$��/0� � �!1&2 � "$�%.4351�67�8�9�)"$� � �*1&�)�*��:
�)�����;�!"=<#'+�#>��)��<#�!"$�0� � �*�@?
Y N,R
tk

= Etk(Y
N,R
tk+1

) + hEtkf
R(tk, X

N
tk
, Y N,R

tk+1
, ZN,R

tk
), ACB#B 	$�
	ED�F

hZN,R
tk

= Etk(Y
N,R
tk+1

∆Wk), ACB#B 	$�
	HG
F
�I���+' Y N,R

tN
= φN,R(PN

tN
)
	

JLK)M NPORQTSVUXW�Y[ZTW�\^] O;Z_][\`ZXa
ZTW�\b]cQ
d �Ie
� � <�f^���*1+<#� � �g'+��,h,-� � �;���!�!�#��'ji!�+� (Y N,R, ZN,R)

	8k �+'�"l�9�^<*�nmo��"$�*�p� � 1��0��.=�!� � ���!�+<�mC� � 'rq
�)"$� � < yN,R,Mk (·) / (zN,R,Ml,k (·))1≤l≤q

�&�s� � ���!�!�#��'ji8� � � Y N,R
tk

/ (ZN,R
l,tk

)1≤l≤q
�8��� yN,R,Mk (PN

tk
) /

(zN,R,Ml,k (PN
tk

))1≤l≤q
	

k �
,-,-�@�8� � <R.=�b�8���#�*"=� B /8.$�+<;mC� � '��*"=� � < yN,R,Mk (·) / (zN,R,Ml,k (·))1≤l≤q
<*� � �R�!1&2 � "=��<pft�8���u�)"$�;�!�

.=���!�*<�'+���&vh'�"=� � �)< (αMl,k)0≤l≤q
<*���R���+<Rw8�9<*�+<R�!�@mC� � '��)"$� � < (pl,k)0≤l≤q

	
x �y.z�s,-{+,-�|,h� � "$>+�*�h67�!�y�8� � <b.z�s�8�9�#�)"$� B /X� � <#"=,b�!.$� M �)�)�~}#�+'&�)��"=�*��<^�!� (PN ,∆W ) �����" � <#�j� � �)<L�!�|��"=<*'��*1&�)"=<*�9�)"$� � (tk)0≤k≤N

	X� � mo�9"$��/������!��{��*�*�h�!.=�!<L�!�*1�'+"=<�/�� � �9�s�!.$���)���L<*�!�!���0q
<*���@67��35� � <#"=,b�!.$� M �)�*�~}#�+'��*�
"=�#�+<
��� (PN

tk
,∆Wk,k+1)k

�
� ∆Wk,k+1
��<#�`� � �
��'��*�+�!�L��.$1��0�)�
"$�*�

�!� � �%.$�+<��!�*��,h"$>+�#�+<�'��
,-���
<)� � �)��<�<*� � �%'+� � <u�)"��)�!1��+<%�!��<%'��
,h����<)� � �)�+<��!�;.435" � '+�#1+,-� � ��w��*�I� � "=� �
∆Wk

	�� � ���l����<*" PN = XN /�"=.���<#�;<#��v-<)� � ���!�p'+� �!� ��"��)�*�9/�fL.�3E" � <u�j� � � tk / ∆Wk
���
����<*"=,b�!.$�+�

PN
tk+1

	!� ��"$<�<#"l�!�����&����,h��.=� (PN
tk

)∗ =

(

(XN
tk

)∗,max0≤i≤kX
N,1
ti

) � �y� ���)� � � XN,1 .z�`�!�*��,h"$>+�#�
'+��,h���
<*� � �)�`�!� XN /�� � �������n�I�
��"=���*��'+�
���*<+/����
�!�g<*"$,b�!.=��� PN ���L,|� � "=>��*�@�!.$�!<g��v-'+"$� � �)��/�f
��35�����*�*�+<p�9�9�*"z�9w!.=��<n��.$1��0�)�
"$�*��< A '+��,h,-�L�8���p�&����,h�!.$��/�.z�-<*"$,b�!.z�0�)"�� � �!��<*������3E� � ��� � �nw!�*�I�;q� "$� � <#�!�X.�3E" � �)�+�u�9��.$.$�%�!�V�)�+,-�!< [tk, tk+1]

Fr	~� " � <*"4/~���
�����)� � "=��'��
,-���)�V�!��'+��<X�9���*"=��w!.$�+<X�9.=1��0�)�
"$�*��<
���!��"$�)"$� �!� ��.$.$�+<�/�� � <#�!�!���
<#�
67��3E� � <*"=,b�!.$�RfL'ri!��67�!�n" � <u�j� � � tk M �*1+��.="$<)�9�*"$� � <(" � �!1���� � �!� � �*�+<

� D



ª¬«�O�¥c´ ��³3°u��
%­P° ¸ ª¬³3´¦¥c��´�¨"¯y­P° ± � O�±\µ�¨¡³�´ ��«�I@°
!�� ���o����D��������}E�� 
£EJ���������

(∆Wm
k,k+1)1≤m≤M

	 ����D·�������}MN����D����N��� �����}EJ�oKL� ��� K)��K ��� � ��D���
�K6���������� ����� ���
∆Wm

k

��
± � EJ��������� ����K6�:MN���6�#� ����E��QEJ� �V���5!QE�����D��·�����6	QE�� �����:��
�D�������� ���}��E/����KH����EJ��� ��� !��6!QE£�JE���� E����5!���JEJ���FEJ��������E�� 
£EJ����� ������MN���)!�E������FE5	QE�� �����¡´ 	 ��������D���	�����!QEJ�N������!�������� ���3D �QEJ	�� ������!��
D��·�����
	QE�� ¤��� �}	������)�����-������E ��EJ��� ���g!��'D��·�����-�N�V	������������ ��
c°7� 	QE�� ����D���� �����$�¶��� ��� KH����� �\S���N 2 fT[ .�`b]`� .
�¶S ��U�hJ[aU��b]^S .}UQ]`JNU),£fT[ah S . !}D �QE�MN���:������� EJ�N�

tk

 O��������#�����®����	�	������:MN��� !'D �QE�MN���:� ������E��N�

tk
�������� KH�����

M
hKJVU�]_[ .�U), [af�W .

(∆W̃m
k,k+1)1≤m≤M

> �\Sge��VegS�]afT[ ���¶S
(∆Wm

k,k+1)1≤m≤M

�U ��S 0o[_W ��JN`cSVW �¶UQW�0�S �\S . ��U�h�[aU�� ]aS .
(∆W̃m

i,i+1,∆Wm
i,i+1 : 1 ≤ i ≤ N − 1,1 ≤ m ≤ M)�/
¶¨�� �JE/����� ��� ������D����¡�JEJ���FEJ�������¡E���
�EJ������������	������¡D�������������� ���

M
h JNUQ]^[ .�U), [af�W . �¶S

PN
tk+1

W¶f�X
, JNS .

(P̃N,m
tk+1

)1≤m≤M

���%���J� E����
P̃N,m
tk+1

= Tk(P
N,m
tk

,∆W̃m
k,k+1)

���
Tk

!�
������������FE:����E������ ��� ���/!���#� ������� EJ�N�
tk

!5�#� ������� EJ�N�
tk+1

!��¡��E:D �QE�� ���¡!��
I%EJ� ���C�
PN 


P0

t0 t1 t2 t3 t4 t5

PN,1
t1

P̃N,1
t1

PN,2
t1

P̃N,2
t1

PN,3
t1

P̃N,3
t1

�������¶��
 � �
¸ ��KH����EJ��� �����¬!�� ����D���
�KL���N���������
������������EJ������� �FEJ� �����

¨��6D ��������� �c!������6��
���� �7	������ �����a�
Cy(R)

�·�
Cz(R)

MN���Q�������d����� ��
�� !¡��E"� �VD£E�� � ��E���� ���:!�
�D���� ����!QE�������"D �QEJ	�� �����"	���
�D�
�!������P���3MN���Y������������� ��	���� D�� ��
���	�E�����E:����� ����
O 	QEJ����� �¬!�� �����
�a����D���� ���/��
���� ���
ψ
�����=!�
��Q��� �3� �����a����D����������

[ψ]y
�·�

[ψ]z
	�E��¡G

[ψ]y(·) = −Cy(R) ∨ (ψ(·) ∧ Cy(R)),

[ψ]z(·) = −Cz(R) ∨ (ψ(·) ∧ Cz(R)).

± � EJ��������� ����K6��!��¡D���������	QEJ����� �"���¡	���
������N���¡����� �����������������3�����%�a����K6�"��
�����������E�!��:G
→→→ ¨��=����� ��� E�� � ����	������

k = N
	QE��

yN,R,MN (·) = φN,R(·) 

→→→ Ok��� ������� EJ�N�/!�� !�����D���
���� ��EJ�������

tk
�

(αMl,k)1≤l≤q
��� �=!�
��Q���¡D���K6KL�®� ��K6����� K5� ������� 	a�������E�����������O 
 �H	�������� �"D �������-!��=K6����� K5� �������¬���=D£EJ��!��¡KLEJ������D���!��¡��
����������������/!�
$��
���
���
�����!��

E��
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	�����������KL��!��¡KL������!�������D�E�����
��¡G

inf
αl

1

M

M∑

m=1

|yN,R,Mk+1 (P̃N,m
tk+1

)
∆W̃m

l,k

h
− αl.p

m
l,k|2.

	a´�´ 
 ��
 � �

¨���!�
��Q��� �"E��������
z
N,R,M
l,k (·) 	QEJ�

z
N,R,M
l,k (·) = [αM

l,k.pl,k]z(·)

 ¥c�����

αM0,k
�����"!�
��Q��� D���K6KL�
���K6����� K6� �������¬!��=	�����������K6�"!���K6��� ��!�������D�E�����
���G

inf
α0

1

M

M∑

m=1

|yN,R,Mk+1 (P̃N,m
tk+1

) + hf(tk, X
N,m
tk

, yN,R,Mk+1 (P̃N,m
tk+1

), zN,R,Ml,k (PN,m
tk

)) − α0.p
m
0,k|2.
	a´�´ 
 ��
 E��

¨��=!�
��Q��� �3E��������
y

N,R,M
k (·) 	�E��

y
N,R,M
k (·) = [αM

0,k.p0,k]y(·) 

→→→ ¨��=� ������� ������MN��� !6�#� ����� � E����

t0



¸ �T���'D���K6	QE�����E£����DP�#� E���������� ����K6�3!�
�D���� � !QE���� �FE�	QE���������´ �V���'	������¬��
�	������������ ��������� !���� 
�������D��������� �JEJ�N������G
� O D �QE�MN���
� ������E��N�

tk
�Q���"	�����������KL�"!���K6������!�������D�E�����
�� 	a´ 
 ��
 � � �^E�� �����������������������������JE�����E���� ���E�� 
£EJ����� �����

(PN,m
tk

, PN,m
tk+1

,∆Wm
k )1≤m≤M

E��������\MN��� � ���\	�����������KL���b!���K6������!������\D£E�����
���	^´�´ 
 ��
 � ¤
´�´ 
 ��
 E�� �a���N��� �N����������������� ���¬�JE�����E���� ����E���
�EJ����� �����

(PN,m
tk

, P̃N,m
tk+1

,∆W̃m
k )1≤m≤M



� ± � EJ��������� ����K6�"!���D��·�����
	�E������ �¡������
�D�������� ���
	QE��3!�� � ��
���EJ��� ������!��)¥c� D£E���!@D£EJ�3���@����� ��� ���¡!QEJ����#� 
�MN�QE�������� 	^´�´ 
 ��
 � �

Y N,R
tk+1

!QE��������"!���� �����
f



� ­�E���� ��� E����������4����K5��!����FE�	QE�� ��� � ´ �����u���������JE�� ������K ��K6������KL	���������� � ����D��V���6D������N���
(αi,I,Ml,k )0≤l≤q

��� ��
������ �JE����H��� ������� 	�����������KL�L!��'KL������!������
D£EJ����
��'	^´ 
 ��
 ����
 ¥b�����H!����H	����J¤��� ��K6���¶!��dMN�QE����4¤ D������ ��
�E���� ��
 !��dD��������������¶!��7�FE�KLEJ������D��c!��7��
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yN,Rk (·) �·� √
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R
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max
0≤k≤N

E
1

M

M∑

m=1

|yN,R,Mk (PN,m
tk

) − yN,Rk (PN,m
tk

)|2 	a´�´ 
 ��
 �/�
!������3�������3!�
�!������������������¡���������¡	��������#� �����������

max
0≤k≤N

E

∫

|yN,Rk (x) − yN,R,Mk (x)|2µk(dx)
	^´�´ 
 � 
 ���

���
µk(dx)
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����������)��E6�����Y!��
PN
tk
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Z

G

hE

N−1∑

k=0

q
∑

l=1

1

M

M∑

m=1

|zN,Rl,k (PN,m
tk

) − zN,R,Ml,k (PN,m
tk

)|2,

hE

N−1∑

k=0

q
∑

l=1

∫

|zN,Rl,k (·) − zN,R,Ml,k (·)|2µk(dx).
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 �/��

� ��� � � ��� ��� ��� � � � ��� � ��� � � � � � � � 	 �	� 
���� � � � � ��� � ����� �
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'
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¨���������� F̃k+1

�FEL����� ��������������!���
��5	QE��P�������JE�����E���� ����E�� 
£E������ �����
(∆Wm

i,i+1)0≤i≤N−1,1≤m≤M
�·�

(∆W̃m
i,i+1)i≥k+1,1≤m≤M


<¨"�/�������
Ẽk+1 = E(·|F̃k+1)
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0 ≤ l ≤ q
���

0 ≤ k ≤ N − 1
G

pml,k =pl,k(P
N,m
tk

),

p̃ml,k+1 =pl,k+1(P̃
N,m
tk+1

),

PM
l,k =

1

M

M∑

m=1

pml,k(p
m
l,k)

∗.

¨��=	������PE�� �����¬!�
��Q���������=D������ EJ���/����KH�����¡!��¡D��V���6D�� �������3!��¡	���������D���� ����!5��� ����� � E����
tk

G

PM
0,kα

M
0,k =

1

M

M∑

m=1

pm0,k

(

[αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y + hfR(tk, X

N,m
tk

, [αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y, [α

M
l,k.p

m
l,k]z)

)

,

	a´�´ 
 ��
 � �
PM

0,kα
1,M
0,k =

1

M

M∑

m=1

pm0,k[α
M
0,k+1.p̃

m
0,k+1]y,

	a´�´ 
 ��
 � �

PM
0,kα

2,M
0,k =

h

M

M∑

m=1

pm0,kf
R(tk, X

N,m
tk

, [αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y, [α

M
l,k.p

m
l,k]z),
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 ��
 ���

hPM
l,kα

M
l,k =

1

M

M∑

m=1

pml,k∆W̃
m
l,k[α

M
0,k+1.p̃

m
0,k+1]y,

	a´�´ 
 ��
 � �

PM
0,kβ

M
0,k =

1

M

M∑

m=1

pm0,k{yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) + hfR(tk, X
N,m
tk

, yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

), zN,Rl,k (PN,m
tk

))}, 	^´�´ 
 � 
 E��

PM
0,kβ

1,M
0,k =

1

M

M∑

m=1

pm0,ky
N,R
k+1 (P̃N,m

tk+1
),

	^´�´ 
 ��
 � �

PM
0,kβ

2,M
0,k =

h

M

M∑

m=1

pm0,kf
R(tk, X

N,m
tk

, yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

), zN,Rl,k (PN,m
tk

)),
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 M �

hPM
l,kβ

M
l,k =

1

M

M∑

m=1

pml,k∆W̃
m
l,ky

N,R
k+1 (P̃N,m

tk+1
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 � 
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l,k
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���� � ���}D ����� ��� �d!��P!�
��Q������� ����D��V���6D������N���¬!���	���������D·�������!��¡��EHKLE������������ ��	���� MV��
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α

���
β
�
Ẽk+1(α) = α

���
Ẽk+1(β) = β


³���KLE���MN������� MV��� D��4¤ !������������ ��� E�!���	���� �FE ������EJ��� ���
fR(t, x, y, zl) = fR(t, x, y, (zl)1≤l≤q)

!�� KLE���� ����� !�
·��� �����/!�� ��
�	�
·�����=�����
q

D���K6	�����E��N�����!��
z

Q¯�����������MN���¡!QE������FEH!�
������ �������-!��

αMl,N−1

�����=	������
α0,N .p0,N (·) = φN,R(·) 
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ψ
���=!�
������ �¡G

‖ψ‖2
k,M =

1

M

M∑

m=1

|ψ(PN,m
tk

)|2,

‖ψ‖2
k,M̃

=
1

M

M∑

m=1

|ψ(P̃N,m
tk

)|2.

		� ��� � �'��
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�*/-�� �V��*��
¨��o!�
����������=	QE��

Kl,k

� �/D£EJ��!�� �QE���!��
pl,k

�
0 ≤ l ≤ q


d¨��o������� Pl,k

��� ����	QEJD��/����D·������������!��
�a����D·��� �����\���)������!���
 	QE��\�FE��QEJ���

pl,k
���

[Pl,k]y
� �dK ��KL�7����	QE�D�� !�� �a����D���� �����\KLE����v��������MN��
����cE�����������

Cy(R)
���#
 ��


[Pl,k]y = {[α.pl,k(·)]y, α ∈ RKl,k} 
�¨��H������� 	QE��
Kl,k(ω)

	
0 ≤ k ≤ N−1, 0 ≤

l ≤ q
� ���"��EJ���6!�����E:KLEJ������D���!��¡��
������������ ���=!������3������� ���������¬�������

(pl,k(P
N,m
tk

)∗)1≤m≤M
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β
������MN���

1 < β ≤ 2

�ª ��	�E���EJKL�·��������
���������E��FE3�V� ����������!��¬D����N����� ������D����� �a����D��������5!��L	�E��d!�������K6	��

h
!��3��� E����������4����K5��
�¨��L�����V������!���E�	������c� E���!L�����d��� � �N������	���
���EJ��� ���!��

β
KLE����d!���������� !����¬K}EJ���N�����QEJ�N��MV���

β > 1
��� ����
�D�������E������"	������ MN�����#� E���������� ����K6�3D���������� ���

	a�V�®������������������!�� ��������������MN���)��������E���� ����������������� � ���·��MN���
β = 2

	�����K6���P!��)������!����H��� �����������!��'�#� E���������� ����K6�L!�� K ��KL�}����!����'!�� ����E���!������:MN���-�#� �����������H!��'!�����D���
·��� ��EJ�������g��� ����K6	��H!������
�������K6�¡´ 
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�a��� �
β
�)��
��<�������3E����������������������=!��¡��� 
·��������KL���N�
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k

!�
������¶	QEJ�¡G
AMk = {∀ψ ∈ [P0,k+1]y − yN,Rk+1 (·) : ‖ψ‖k+1,M̃ − ‖ψ‖k+1,M ≤ h

β+1
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h
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T1,k,M = ‖yN,Rk (·) − β

M

0,k.p0,k(·)‖2
k,M ,
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 �C���
T2,k,M = ‖{α1,M

0,k − α1,M
0,k }.p0,k(·)‖2

k,M ,
	^´�´ 
 ��
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T3,k,M = ‖{β2,M
0,k − β

2,M

0,k }.p0,k(·)‖2
k,M ,

	^´�´ 
 ��
 � � �
T4,k,l,M = ‖βMl,k.pl,k(·) − zN,Rl,k (·)‖2

k,M ,
	^´�´ 
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T5,k,l,M = ‖{αMl,k − αMl,k}.pl,k(·)‖2
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�

E‖yN,Rk (·) − [αM0,k.p0,k]y(·)‖2
k,M ≤ET1,k,M + (1 + Ch)E(T2,k,M )

+ (1 + Ch)E‖yN,Rk+1 (·) − [αM0,k+1.p0,k+1]y(·)‖2
k+1,M̃

+
C

h
ET3,k,M + ChE

q
∑

l=1

{T4,k,l,M + T5,k,l,M}.

�������������)�b�����c!�� E�������!���	���� ��MN���
[yN,Rk ]y = yN,Rk

	^	�����	������ ��� ���)´�´ 
 �/���J���:�����������N�������:����� ��� ��E��N�MN���
[·]y

�����
1
¤ ±¶� 	���D ��� � �

1

M

M∑

m=1

|yN,Rk (PN,m
tk

) − [αM0,k.p
m
0,k]y|2 ≤

1

M

M∑

m=1

|yN,Rk (PN,m
tk

) − αM0,k.p
m
0,k|2.
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 ��
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Ẽk+1

(

yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) + hfR(tk, X
N,m
tk

, yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

), zN,Rl,k (PN,m
tk

))

)

= yN,Rk (PN,m
tk

),

β
M

0,k

	a!�
��Q���<	QE��(	^´�´ 
 � 
 E�� ���
β
M

0,k = Ẽk+1(β
M
0,k)

� �����d����� ����� ���:!��6	�����������KL��!��3K6��� ��!������cD£EJ����
��3G

inf
α

1

M

M∑

m=1

|yN,Rk (PN,m
tk

) − α.pm0,k|2.
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1

M

M∑

m=1

|yN,Rk (PN,m
tk

) − αM0,k.p
m
0,k|2 =

1

M

M∑

m=1

|yN,Rk (PN,m
tk

) − β
M

0,k.p
m
0,k|2

+
1

M

M∑

m=1

|{βM0,k − αM0,k}.pm0,k|2

=T1,k,M +
1

M

M∑

m=1

|{βM0,k − αM0,k}.pm0,k|2.
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αM0,k = α1,M
0,k + α2,M

0,k
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 ��
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βM0,k =

β1,M
0,k + β2,M
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	 �������5	a´�´ 
 ��
 E ¤ ´�´ 
 ��
 � ¤ ´�´ 
 � 
 M �����v����������� ������� ∀γ > 0
�¶����E�	�	���� MV��E��N����� ����
���E�� �4��
:!��

�d������� 	aO 
 ���
1

M

M∑

m=1

|{βM0,k − αM0,k}.pm0,k|2 ≤
1 + γh

M

M∑

m=1

|(β1,M

0,k − α1,M
0,k ).pm0,k|2

	^´�´ 
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 � E��

+ (1 +
1

γh
)

1

M

M∑

m=1

|(β2,M

0,k − α2,M
0,k ).pm0,k|2.
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 � E�� 
�¨�����������������MN���
β

1,M

0,k .p
m
0,k

����� F̃k+1

¤ºKL��������E���� ��
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Ẽk+1(α

1,M
0,k .p

m
0,k) = Ẽk+1(α

1,M
0,k ).pm0,k = α1,M

0,k .p
m
0,k
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m
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E|{β1,M

0,k − α1,M
0,k }.pm0,k|2 = E|{α1,M

0,k − α1,M
0,k }.pm0,k|2 + E|(α1,M

0,k − β
1,M

0,k ).pm0,k|2.°c�@����K6K}E����������
m
�Q� � �V� ���N�¡G

E
1

M

M∑

m=1

|{β1,M

0,k − α1,M
0,k }.pm0,k|2 =E

1

M

M∑

m=1

|{α1,M
0,k − α1,M

0,k }.pm0,k|2

+ E
1

M

M∑

m=1

|(α1,M
0,k − β

1,M

0,k ).pm0,k|2

=E(T2,k,M ) + E
1

M

M∑

m=1

|(α1,M
0,k − β

1,M

0,k ).pm0,k|2.
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(pm0,k)

∗)
1≤m≤M!��¡�FEHKLE���������������� �JE������5G

1

M

M∑

m=1

|(α1,M
0,k − β

1,M

0,k ).pm0,k|2 ≤
1

M

M∑

m=1

|Ẽk+1{yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) − [αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y}|2.
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(a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2)
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1

M

M∑

m=1

|(β2,M

0,k − α2,M
0,k ).pm0,k|2 ≤

2

M

M∑

m=1

|(β2,M

0,k − β2,M
0,k ).pm0,k|2

+
2

M

M∑

m=1

|(β2,M
0,k − α2,M

0,k ).pm0,k|2

=2T3,k,M +
2

M

M∑

m=1

|(β2,M
0,k − α2,M

0,k ).pm0,k|2.

� �
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¨���������� � ���LE�� ����� !@����������E�� ��E@D���������E�D·��� ���g!��}��E=	���������D·�������g����� (

(pm0,k)
∗)

1≤m≤M
E�� �����dMN������:D�E���E�D��������6±Y��	���D ��� � �:!��

fR
	^�������a����K6
�KL���N�����

R
��	������"
�D�������� 	a��� D���K6	QE���E����5	^´�´ 
 ��
 �����·�

	^´�´ 
 ��
 M ���PG

1

M

M∑

m=1

|(β2,M
0,k − α2,M

0,k ).pm0,k|2 ≤
Ch2

M

M∑

m=1

|yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) − [αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y|2

+
Ch2

M

q
∑

l=1

M∑

m=1

|zN,Rl,k (PN,m
tk

) − [αMl,k.p
m
l,k]z|2.

³�
�D£EJ	�� �����������$
�¯������3E£�����������������V�=�FEHK}E ������EJ��� ����G

E
1

M

M∑

m=1

|yN,Rk (PN,m
tk

) − yN,R,Mk (PN,m
tk

)|2

≤(1 + γh)
1

M
E

M∑

m=1

|Ẽk+1{yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) − [αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y}|2 + ET1,k,M + (1 + γh)E(T2,k,M )

+ 2(1 +
1

γh
)ET3,k,M + C(h2 +

h

γ
)E

1

M

M∑

m=1

|yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) − [αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y|2

+ C(h2 +
h

γ
)E

1

M

q
∑

l=1

M∑

m=1

|zN,Rl,k (PN,m
tk

) − [αMl,k.p
m
l,k]z|2.

	^´�´ 
 ��
 � � �

¯������3E���� �����¬����K6	���� �Q��� D���������!��������������¡
�MN�QEJ�������=���=�������3� �N��
���������EJ�N��E��/������K6�:G

E
1

M

q
∑

l=1

M∑

m=1

|zN,Rl,k (PN,m
tk

) − [αMl,k.p
m
l,k]z|2.

³���KLE���MN��������!�� E�������!=MN���¡D��"������KL�"���¡K}E �������"	�E��

E
1

M

q
∑

l=1

M∑

m=1

|zN,Rl,k (PN,m
tk

) − αMl,k.p
m
l,k|2

� �
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 ���·� ��� �^E�� �bMN���

[·]z
�����

1
¤ ±Y��	���D ��� � � 
J¥c�������J���:����� ��� ��E����b�#� ����
���E�� �4��


(a+ b+ c)2 ≤ 3(a2 + b2 + c2)
�Q� � �V� ���N�¡G

1

M

M∑

m=1

|zN,Rl,k (PN,m
tk

) − αMl,k.p
m
l,k|2 ≤

3

M

M∑

m=1

|zN,Rl,k (PN,m
tk

) − β
M

l,k.p
m
l,k|2

+
3

M

M∑

m=1

|(αMl,k − αMl,k).p
m
l,k|2

+
3

M

M∑

m=1

|(βMl,k − αMl,k).p
m
l,k|2

=3T4,k,l,M + 3T5,k,l,M +
3

M

M∑

m=1

|(βMl,k − αMl,k).p
m
l,k|2.
	^´�´ 
 ��
 � M �

°c�'������� � ��EJ�N�d��E�D����N����E�D·��� ���L!����FE¡	���������D·��� ���L����� (
(pml,k)

∗)
1≤m≤M

�·� ���}D���K6	QEJ��E���� 	^´�´ 
 ��
 � �7�·�
	^´�´ 
 ��
 �C� � �Q� � �V�����N�¡G

h

M

M∑

m=1

|(βMl,k − αMl,k).p
m
l,k|2 ≤

1

M

M∑

m=1

|Ẽk+1{(yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) − [αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y)

∆W̃m
l,k√
h

}|2

≤ 1

M

M∑

m=1

Ẽk+1|yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) − [αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y|2

− 1

M

M∑

m=1

|Ẽk+1{yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) − [αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y}|2

	^´�´ 
 ��
 �J� �

���@������� � ��E�������� � ��
$��E�� � ��
"!��Hª E���D �N��¤ ¸ D ���¬E�� �)	������3��E:!�������������������
$��EJ��� ��
�
Qª"� �����PD��·�����
!�������� �����KLE�������EJ��� ���-MV���¶�JE6�������3	T����K6���������¡!��
����K6	���� �Q���
	^´�´ 
 ��
 � � ��
<°c�%���T���$�<���%� ������D�� EJ�N�3D��·������K}E ¤������EJ��� ���-!QEJ��� 	a´�´ 
 ��
 � � � �����=	�������!�����D¡K}E ���������

E
1

M

M∑

m=1

|yN,Rk (PN,m
tk

) − yN,R,Mk (PN,m
tk

)|2

� E



´�´ 
QO�±\µ�¨¡³�´ ��«�I@° I®¨"­P´ � ´¦° ¥d¨"©�³u±¶° ¸ °7­ ¸ ³
	QE��"G

ET1,k,M + (1 + γh)E(T2,k,M ) + (1 + γh)
1

M
E

M∑

m=1

|Ẽk+1{yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) − [αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y}|2

	^´�´ 
 ��
 �V�/�
+2(1 +

1

γh
)ET3,k,M + C(h2 +

h

γ
)E

1

M

M∑

m=1

|yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) − [αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y|2

+C(h2 +
h

γ
)E

q
∑

l=1

{T4,k,l,M + T5,k,l,M}

+C(h+
1

γ
)E

1

M

M∑

m=1

|yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) − [αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y|2

−C(h+
1

γ
)E

1

M

M∑

m=1

|Ẽk+1{yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) − [αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y}|2.

°c�®D ����� ��������E���� !6	���
��������
γ = C

!QEJ���P��� 
�MN�QEJ��� ���@D�� ¤º!������������T���Y�V� ���N�$��	������3�����)D������ � E������
C!���� 
����������5G

E
1

M

M∑

m=1

|yN,Rk (PN,m
tk

) − yN,R,Mk (PN,m
tk

)|2

≤(1 + Ch)E
1

M

M∑

m=1

|{yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) − [αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y}|2

+ ET1,k,M + (1 + Ch)ET2,k,M +
C

h
ET3,k,M + ChE

q
∑

l=1

{T4,k,l,M + T5,k,l,M}. 	^´�´ 
 ��
 �����
¤¥b�����3E�	�	�� ��MN���������¡� ��K6K6�"!��)µ"�������¬E�� �v!�����D����·���Q�����^E���!���E�� ��MN����!QE����3��E5	�����	������ ��� ���/´�´ 
 �)�<���E�� �

E‖yN,Rk+1 (·)− [αM0,k+1.p0,k+1(·)]y‖2
k+1,M

!)��E
	��FEJD���!��
E‖yN,Rk+1 (·)− [αM0,k+1.p0,k+1(·)]y‖2

k+1,M̃



±Y�P	QE�����E�����!��P��� ��� !
�#� E������������"�^EJ� � !
�#� E�� !��3!��P�#� 
���������KL���N�

AMk
�·�¬�#� ���}	�������E��������d
�� EJ����� �d�������
�������K6�5G

()Z�JNf<h @VegS@ACA
�
�

E
1

M

M∑

m=1

|yN,Rk (PN,m
tk

) − yN,R,Mk (PN,m
tk

)|2

≤CE

N−1∑

i=k

{T1,i,M + T2,i,M + h−1T3,i,M} + Chβ−1

+ C
Cy(R)2

h

N−1∑

i=k

P([AMi ]c) + ChE

N−1∑

i=k

q
∑

l=1

{T4,i,l,M + T5,i,l,M}.

� �
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 	������b�QE����$�JD�� ����
�������K6� �����c��E�D�������
�MN������D���!�������D·��� !��H� ��K6KL�7!��µ"�������¬E�� � !�� ��D������ ��� ��� ����E���� �a����K6� !QE���� ��E 	�����	������ ������� ´�´ 
 � ��� ������K6�
E‖yN,Rk+1 (·) − [αM0,k+1.p0,k+1(·)]y‖2

k+1,M̃

���
E‖yN,Rk+1 (·) − [αM0,k+1.p0,k+1(·)]y‖2

k+1,M


¬¥b�����-D����FE�����=
�D���� �¡G
E‖yN,Rk+1 (·) − [αM0,k+1.p0,k+1(·)]y‖2

k+1,M̃

=E

(

‖yN,Rk+1 (·) − [αM0,k+1.p0,k+1(·)]y‖k+1,M̃ − ‖yN,Rk+1 (·) − [αM0,k+1.p0,k+1(·)]y‖k+1,M+

‖yN,Rk+1 (·) − [αM0,k+1.p0,k+1(·)]y‖k+1,M

)2

≤(1 + h−1)E

(

‖yN,Rk+1 (·) − [αM0,k+1.p0,k+1(·)]y‖k+1,M̃ − ‖yN,Rk+1 (·) − [αM0,k+1.p0,k+1(·)]y‖k+1,M

)2

+

+ (1 + h)E‖yN,Rk+1 (·) − [αM0,k+1.p0,k+1(·)]y‖2
k+1,M .

°c� !�� ������������E��N� !'	���
�������������� ��E��N��MV���:�#� ���®���)�����������H�����
AMk

���������
[AMk ]c

�·�"��������� ��� ��E��N��FEH!�
��Q��� �������-!��
AMk

� � �V�����N�¡G
E‖yN,Rk+1 (·) − [αM0,k+1.p0,k+1(·)]y‖2

k+1,M̃

≤Chβ +
C

h
Cy(R)2P([AMk ]c) + (1 + h)E‖yN,Rk+1 (·) − [αM0,k+1.p0,k+1(·)]y‖2

k+1,M .

OP� ������� 	^´�´ 
 ��
 ����� !����V� ���N��G

E
1

M

M∑

m=1

|yN,Rk (PN,m
tk

) − yN,R,Mk (PN,m
tk

)|2 	^´�´ 
 ��
 �J� �
≤ET1,k,M + (1 + Ch)E(T2,k,M ) + Chβ

+ (1 + Ch)E
1

M

M∑

m=1

|yN,Rk+1 (PN,m
tk+1

) − yN,R,Mk+1 (PN,m
tk+1

)|2

+ C
Cy(R)2

h
P([AMk ]c) +

C

h
ET3,k,M + ChE

q
∑

l=1

{T4,k,l,M + T5,k,l,M}.

©����
E�	�	���� D£EJ��� ���'!��=����K6K6��!��
µ¡������� E���� 	�����K6���3E���������!���D�����D���������

¤

� ��� � ��� � � � ��� ��� 
���� �	�
� � ��� 
 � �
� � � � � �
±Y������
�������K6��´�´ 
 � �^E�� �3� �N�������������������%D�������E����=����KH������!���������K6���3!�� �������������PMV���)�������PE�� �������(!	���
������N��KLE����������¬�����a����D·��� ���/!��

M,h
�·�3!��=����KH�����¡!��
�a����D���� ������!��¡�QEJ����


� M
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T1,k,M07S�egegS@A A
�
��� +#� ���#, � $�� � � � Kl,k(ω)


 ���#� &-$ � ,�� � +-$'& 
 � , +�� + 
 � �"!���
 � � � &-� �����#� � $ 
 � $�
 ,����
, � &-$ ��� � � $�
 (pl,k(P

N,m
tk

)∗)1≤m≤M
�

ET1,k,M ≤ C
Cy(R)2 + ‖fR‖2

∞
M

E(K0,k(ω)) + inf
α

E|α.p0,k(P
N
tk

) − yN,Rk (PN
tk

)|2.
,'SVegU�h ���¶S%ACA

�
� � +-$�� , � �#$ � $ !�� 
 � ,���� ����!#��� 
 ������� � � $ � � � + � � � � $�� ��� � ��� ��, +'!��#�

E(K0,k(ω))� +-�
K0,k

��
"+-$�
 
 � $ $ � � ��� K0,k(ω) ≤ K0,k
� � � � �#$ 
 +-$�
 � ! � $�� �#� � �#�

E(K0,k(ω))
+ �'$ �%$�
 �#� ��


!#��� !#� +-, !)+-� 
 +-$�� ��� �#$ 
 ��� !)+ � � K0,k(ω) ¿ K0,k
� � � $��#� 
 �#� � $�� � +-� � 	 ��� � , ��, + �*+ � � ! � $���
 ��
 � ���
 � �%$�
-�"!)+ 
 � �"!���� 
 � � � ���#�*!�� ����� 
 � +-����
 � δ � � ����$ � � � + � � $�� 
 � � � � � � � ����� 
 +-$�� , +�� �*!�
 � � $ � �
� 
 �

, +�� +-��
 � � � ��
 � � ��$ � � � 
 �*!#� �%� � $�� ! � � ��,
��
 �����#$�
 
 +-$�� , +�� +-��
 � ��$�� ���#�#� � ��� � � � � � � � � $�� � ���
$ � � � + ��� $�� !�� � ���#� δ 
 � ��� ����
 ��
 � & �#$ �#� +-$�
 +-�%$��#� �'$ &-�)+-$�
 $ � � ����� 
 � � � ���#� !�� ����� ��
 
 � $ ! �'$
$ � � ��� �

K0,k


 � ��� �#,�� � � � � , � � ��,�� 
 �#�����
K0,k(ω)

$ � � � �%$�
-� � � ��� � � � � $ �%$���
"+-$�
 
 � $ $ � tk � � ��� ,,���$ � � ��� � 
 � � � ���#� !�� ������! � $�
 �#$�+-$�
 
 ��� �#��� �', + 
 � � $�� PN,m
tk

� +�! � � ��
 �#� 
 +-$�� , + � � � $ � 
 � �#� � ��� � �
� $ � � ��
 � ,���� � � ���#� !�� ����� $ � ! � $�
 �#$�+-$�
 � + ��
 � �#��� �', + 
 � � $�� � � $�
 
 � $ $ �#��
 ��� ! � , � $ $ ��� $��',%,����

 +-$�� , + � + 
 � �"!�� 
 � � �"&-�������#� � $ ��
�$ � ! � � ��
 �#� � $�
	� + � 
 +-$�� , � ����
 ��� + 
 � � $ 
 � � +-$'&

K0,k(ω)

 �

!���
 
 � � + 
 �#�"!�� �

�������������g°c�=����� ��� ��E��N�
Ẽk+1(β

M
0,k) = β

M

0,k

�����T��� �����

ET1,k,M =E
1

M

M∑

m=1

|yN,Rk (PN,m
tk

) − β
M

0,k.p
m
0,k|2

=E
1

M

M∑

m=1

|Ẽk+1{yN,Rk (PN,m
tk

) − βM0,k.p
m
0,k}|2

≤E
1

M

M∑

m=1

|yN,Rk (PN,m
tk

) − βM0,k.p
m
0,k|2.

¨��=��� �PEJ��������!QE����3� �"D£E�!����¡!��/����
�������KL�¡O 
 � EC����D
{

Y = yN,Rk+1 (PN
tk+1

) + hfR(tk, X
N
tk
, yNk+1(P

N
tk+1

), zNl,k(P
N
tk

)),

X = PN
tk
.

³���KLE���MN��������MN���
E(Y 2|X = x)

����KLE ��������	QEJ� 	^���@����� EJ�N�
XN
tk

= x
���
PN
tk

= x′
��G

2Cy(R)2 + 2h2E

(

|fR(tk, X
N
tk
, yN,Rk+1 (PN

tk+1
), zN,Rl,k (PN

tk
))|2
∣
∣
∣
∣
PN
tk

= x′
)

≤2Cy(R)2 + 8C2
fh

2Cy(R)2 + 8qhC2
fCy(R)2 + 4h2|fR(tk, x, 0, 0)|2

≤C(Cy(R)2 + ‖fR‖2
∞).

¤

M �



ª¬«�O�¥c´ ��³3° � 
@OP¯�OP± � ¸ ° ­P° ± � O�±\µ�¨¡³�´ ��«�I@°
		� = � 	 � ���;���)�2 #����
Y-'�
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�
F

ET2,k,M ≤ Cy(R)2

M
E(K0,k(ω)).

������������� �c�=�FEH!�����D������������ �^E�� ����!QE������#� E������ ���¡O 
 �������/��EJ� ��MN��� ���@������E����
B

��EHK}E������ D��P!��
M

� ���������
(pm0,k)

∗ �b����	������H���������������)����	�	��������HMN��� B∗B
M

= Id
�\����D�������� !�
���E��N�)MV���

B
E@�������KH�����"!��¡D���� ����������
$��EJ� !

K0,k(ω)

Q­�E�����D��¡D£E����

α1,M
0,k

������!�
��Q���Y	QE��

α1,M
0,k =

1

M
B∗V

���
V

!�
����������¡��������D��������3!��
RM !��¡D��V����!�������
����

Vm = [αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y


<¨��@E6E�� �����"G

|pm0,k.(α1,M
0,k − α1,M

0,k )|2 = (pm0,k)
∗B

∗

M
{V − Ẽk+1(V )}{V − Ẽk+1(V )}∗ B

M
pm0,k,

	���� �¡G

Ẽk+1|pm0,k.(α1,M
0,k − α1,M

0,k )|2 = (pm0,k)
∗B

∗

M
Ẽk+1

(

{V − Ẽk+1(V )}{V − Ẽk+1(V )}∗
)
B

M
pm0,k.

¨���� ��������K6�
(m,m′)

!��¡��E:KLEJ������D��
Ẽk+1

(
{V − Ẽk+1(V )}{V − Ẽk+1(V )}∗

) �JE�����G
Ẽk+1({Vm − Ẽk+1(Vm)}{Vm′ − Ẽk+1(Vm′)}) =Ẽk+1([α

M
0,k+1.p̃

m
0,k+1]y[α

M
0,k+1.p̃

m′

0,k+1]y)

− Ẽk+1([α
M
0,k+1.p̃

m
0,k+1]y)E

∗
k+1([α

M
0,k+1.p̃

m′

0,k+1]y).

¨��
[αM0,k+1.p̃

m
0,k+1]y = ψ(αM0,k+1, P

N,m
tk

,∆W̃m
k,k+1)

	������)�����'D���� � E�� ���5�a����D���� ���gK6��������E������
ψ

ª ��K6K6�

αM0,k+1

���
PN,m
tk

������� F̃k+1
¤ºKL��������E���� ��������MN���H	������

m 6= m′ � ∆W̃m
k,k+1

�·�
∆W̃m′

k,k+1�����N�3����!�
�	�����!QE������3!�� F̃k+1

���3� ��!�
�	�����!QEJ�N���3���N�����¡����� �<���=E/G
Ẽk+1([α

M
0,k+1.p̃

m
0,k+1]y[α

M
0,k+1.p̃

m′

0,k+1]y) = Ẽk+1([α
M
0,k+1.p̃

m
0,k+1]y)Ẽk+1([α

M
0,k+1.p̃

m′

0,k+1]y)

���)!�����D
Ẽk+1({Vm − Ẽk+1(Vm)}{Vm′ − Ẽk+1(Vm′)}) = 0

	������
m 6= m′ 
\OP� �����d�����
������K6��������V¤ !���E�������E����)!����FEPKLEJ������D��

Ẽk+1

(
{V − Ẽk+1(V )}{V − Ẽk+1(V )}∗

) �����N�7�V�����$
V&L24S�.�, �Yh UQ[FXegSVW , �¶UQW .5] 24UQW\W��\]^U�, [^f�W �\S 0�S . ,CSNhJe�S . �<�\S@hKJ .£[ �¶S@] 2 [^W , JNh � , �¶S%]^U .£[_e �\]aU), [ fTW �\S .
��U�h�[^U��b]aS�.

(∆W̃m
k,k+1)1≤m≤M


±Y����������KL����!���E������QEJ���'����KLE ���������N��	QE��
Ẽk+1([α

M
0,k+1.p̃

m
0,k+1]

2
y) ≤ Cy(R)2 


M �
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(
{V − Ẽk+1(V )}{V − Ẽk+1(V )}∗

)
‖2 ≤ Cy(R)2 �·�3���T��� ������G

(pm0,k)
∗B

∗

M
Ẽk+1

(
{V − Ẽk+1(V )}{V − Ẽk+1(V )}∗

) B

M
pm0,k

≤‖
Bpm0,k
M

‖2‖Ẽk+1

(
{V − Ẽk+1(V )}{V − Ẽk+1(V )}∗

) B

M
pm0,k‖2

≤‖
Bpm0,k
M

‖2
2‖Ẽk+1

(
{V − Ẽk+1(V )}{V − Ẽk+1(V )}∗

)
‖2

≤Cy(R)2

M
(pm0,k)

∗B
∗B

M
pm0,k

=
Cy(R)2

M
(pm0,k)

∗pm0,k

=
Cy(R)2

M

K0,k(ω)
∑

j=1

|pm0,k,j|2.

���=��������� ��E������#� �N�V	������������ B∗B
M

= Id

<°c�@����K6K}EJ�N�������

m
D��·�����¡�����FEJ����������� � �V�����N�¡G

Ẽk+1
1

M

M∑

m=1

|pm0,k.(α1,M
0,k − α1,M

0,k )|2 ≤ Cy(R)2

M

1

M

M∑

m=1

K0,k(ω)
∑

j=1

|pm0,k,j|2 =
Cy(R)2K0,k(ω)

M

���/�����QE����3D���K6	����"!�� B∗B
M

= Id

Q´ �Y���@!�
�D��������

E(T2,k,M ) ≤ Cy(R)2

M
E(K0,k(ω))
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T3,k,M07S�egegS@A A

�
�

ET3,k,M ≤ C
(Cy(R)2 + ‖fR‖∞)h

M
E(K0,k(ω)).

�������������g³���KLE���MV��������MN���
β2,M

0,k − β
2,M

0,k = h
B∗

M
{V − Ẽk+1(V )}

EC����D��FE¡K���K6�3!�
��Q��� ��� ���L!��
B

MN��� E��}����KLK6��	���
�D�
�!��������V����� ����������E£����D��#� �N�V	������������ B∗B
M

= Id���3���@����� E����
V

� ������D·��������!��
RM !��¡D��V����!�������
����
G

Vm =fR(tk, X
N,m
tk

, yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

), zN,Rl,k (PN,m
tk

)).

³���KLE���MN�������:E��������)MN���
fR(tk, X

N,m
tk

, yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

), zN,Rl,k (PN,m
tk

)) = ψ(PN,m
tk

,∆W̃m
k,k+1)

	�����������-D������ EJ����� �a����D��������
ψ
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Ẽk+1

(
{Vm − Ẽk+1(Vm)}{Vm′ − Ẽk+1(Vm′)}

)
= 0

	������
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Ẽk+1

(

(pm0,k)
∗B

∗

M

(
{V − Ẽk+1(V )}{V − Ẽk+1(V )}∗

) B

M
pm0,k

)

≤maxm Ẽk+1(V
2
m)

M

K0,k(ω)
∑

j=1

|pm0,k,j|2.

¨��@E6EJ�������$��	��������������
m

G
Ẽk+1(V

2
m) ≤Ẽk+1|fR(tk, X

N,m
tk

, yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

), zN,Rl,k (PN,m
tk

))|2

≤2|fR(tk, X
N,m
tk

, 0, 0)|2 + 4C2
fCy(R)2 + 4C2

f

q

h
Cy(R)2 ≤ C

Cy(R)2 + ‖fR‖2
∞

h
.

OP� �����v���/D�����D�������D���KLK6�¡EJ�=����KLK6��	���
�D�
�!����N�P	������������������ �"G

ET3,k,M ≤ C
(Cy(R)2 + ‖fR‖2

∞)h

M
E(K0,k(ω)).
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L
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Mh
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1

h
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α

E|
√
hzN,Rl,k (PN

tk
) − α.pl,k(P

N
tk

)|2.
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1

M

M∑

m=1

|zN,Rl,k (PN,m
tk

) − β
M

l,k.p
m
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1

Mh

M∑
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|
√
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tk
) − (

√
h)β

M
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m
l,k|2.
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β
M
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M
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���3MN��� √
hzN,Rl,k (PN,m
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)

��� � F̃k+1
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�OP� ����� G

E
1

Mh
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|
√
hzN,Rl,k (PN,m
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) − (

√
h)β

M

l,k.p
m
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=E
1
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M∑

m=1

|Ẽk+1{
√
hzN,Rl,k (PN,m

tk
) −

√
hβMl,k.p

m
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	^´�´ 
 ��
 � � �

≤E
1

Mh

M∑
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|
√
hzN,Rl,k (PN,m
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) −

√
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m
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 � EC����D

Y =
∆Wl,k√

h
yN,Rk+1 (PN

tk+1
)

�·�
X = PN

tk


<³���KLE���MN�������3E�� �����¬MV���
E(Y 2|X) ≤ Cy(R)2.

OP� �����������@E�	�	�� ��MN�QE������ ������
�������K6�¡O 
 � �Q� � �V� ���N�¡G

ET4,k,l,M ≤ Cy(R)2

Mh
E(Kl,k(ω)) +

1

h
inf
α

E|
√
hzN,Rl,k (PN

tk
) − α.pl,k(P

N
tk

)|2.
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ET5,k,l,M ≤ Cy(R)2

Mh
E(Kl,k(ω)).

������������� ³�EJ	�	���� ������MN���
T5,k,l,M = 1

M

∑M
m=1 |(αMl,k − αMl,k).p

m
l,k|2


T­P
��������������PD�������� �a��� �3	QE��
B

��E:KLEJ������D��"!��
M

�����������
(pml,k)

∗ ���3	QEJ�
V

��������D��������3!��
RM !��¡D��V����!�������
����

Vm =
∆W̃m

l,k√
h

[αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y.

¨��@E6EJ�������$��EC����D�D����3����� E�����������KLEJ������D�� ��� � ����G

Ẽk+1|(αMl,k − αMl,k).p
m
l,k|2 =

1

h
(pml,k)

∗B
∗

M
Ẽk+1

(

{V − Ẽk+1(V )}{V − Ẽk+1(V )}∗
)
B

M
pml,k.

³���KLE���MN������� E�� �����\MN��� ∆W̃m
l,k√
h

[αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y = ψ(αM0,k+1, P

N,m
tk

,∆W̃m
k,k+1)


�OP�������#� !�� �FE3K ��KL�
�^E �����¡MN���7	���
�D�
�!���KLK6���N���£�����v������K6���Y������¤ !��FE������QE����P!��

Ẽk+1

(
{V−Ẽk+1(V )}{V−Ẽk+1(V )}∗)�����N�3�V�����$
Q±Y����������K6����!���E�������E����'����KLE ���������N��	QE��

Ẽk+1(|
∆W̃m

l,k√
h

|2[αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]

2
y) ≤ Cy(R)2.

OP� ��������!��¡�FE:K���KL� �^E �����/MV����	���
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¤
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k
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�
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"+ 
 � � $���
 � , � +-$ $ � 	 � � � �

P([AMk ]c)

≤2E

(

N2

(h
β+1

2

3
√

2
, [P0,k+1]y − yN,Rk+1 (·), (PN,m

tk+1
)1≤m≤M , (P̃

N,m
tk+1

)1≤m≤M
)
)

exp

(

− Mhβ+1

144Cy(R)2

)

.

��������������±Y�6��
������ ��EJ�
�����)D��FEJ����� MN��� 	 ��������� ¥\��� � � � �¡�·�)�������)����	������������)	QE���������KL	����L��E/!�
·¤K6����������EJ������� !�������
��}!QE���� � µ¡²¡²"¼ ��� � 	 ����
�������KL�@����
 ����
\¥b�����
����K6	���� �Q���¡� ���
���J� EJ�����������¶���!�
�����������	QEJ� H �FE�D���E�������!����a����D����������
[P0,k+1]y−yN,Rk+1 (·) 
�´ �N�����V!������������7�����3����� ����!����JE����FE��������E�� 
£EJ����� �����5�#
 �#
 !�


(Um)1≤m≤M
�JE���E��N�

1
��� −1

E£����D@	������QE���� ��� ��
 1
2

�7����!�
�	�����!QE��������}!��=���������E��������"��E�����E���� �"E���
�EJ����� ������� KH����
��"!�E������#� E���������� ����K6� 
�­P
��Q�������������
G
Zm =P̃N,m

tk+1

ZM+m =PN,m
tk+1���

Um = 1
���

Zm =PN,m
tk+1

ZM+m =P̃N,m
tk+1���

Um = −1

�OP� �����������=	�������
�D��������:G

P([AMk ]c) =P
(
∃ψ ∈ H : ‖ψ‖k+1,M̃ − ‖ψ‖k+1,M > h

β+1
2

)

=P
(
∃ψ ∈ H :

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|ψ(P̃N,m
tk+1

)|2 −

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|ψ(PN,m
tk+1

)|2 > h
β+1

2

)

=P
(
∃ψ ∈ H :

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|ψ(Zm)|2 −

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|ψ(ZM+m)|2 > h
β+1

2

)

D£EJ�
PN,m
tk+1

�·�
P̃N,m
tk+1

������K ��KL�:������
Y¨���	������
���6D������JE�� ��D����6!��6�FE-!�������� �����6
$��EJ��� ��
:����D�����!�� ¤��� �����QEJ�N��	QE��
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�´ �N�����V!���� ��������E��������¬�����¡D���������� ������� G = {g1, . . . , gn}
!�� H E��=�������3� �	������¬�������

ψ ∈ H �Q� �v� ��� �����
gj ∈ G �����YMN���

√
√
√
√ 1

2M

M∑

m=1

{|ψ(PN,m
tk+1

) − gj(P
N,m
tk+1

)|2 + |ψ(P̃N,m
tk+1

) − gj(P̃
N,m
tk+1

)|2} ≤ 1

3
√

2
h

β+1
2 .

±Y�cD£EJ��!�� �QE���!�� G ��� �\
���E���E��¡����KH����� !��cD���������� ������� N2

(

h
β+1

2

3
√

2
,H, (PN,m

tk+1
)1≤m≤M , (P̃

N,m
tk+1

)1≤m≤M

)

EC����D"�����¬������EJ��� ����� � �N�����V!���� ����� !QE������#� E����������"O 
 � 
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���������
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 � ��
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�K6��������!�� G ����������������
���	�E��

2Cy(R)
��D����FEL
·� E��������D£EJ��	�������������
���
�KL���N����!�� H 
 ¸ ��� �

ψ ∈ H ���3D���������!�
������������=
�� 
�K6�����
gj ∈ G MN���v��
������Q�"�FED�����!�� �������/!���D�������������������D�� ¤º!�����������
T¨��@E5E��������$�����=����� ��� ��E��N�¬�#� ����
���E�� �4��
�������E��������FEJ� ���HG

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|ψ(Zm)|2 −

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|ψ(ZM+m)|2

≤

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|ψ(Zm) − gj(Zm)|2 +

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|gj(Zm)|2 −

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|gj(Zm+M )|2

+

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|gj(ZM+m) − ψ(ZM+m)|2.
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√

2

√
√
√
√ 1
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M∑
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{|ψ(PN,m
tk+1
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N,m
tk+1

)|2 + |ψ(P̃N,m
tk+1

) − gj(P̃
N,m
tk+1

)|2} ≤ 1

3
h
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2
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$��E���� ��
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P
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√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|ψ(Zm)|2 −

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|ψ(ZM+m)|2 > h
β+1

2

)

≤P
(
∃g ∈ G :

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|g(Zm)|2 −

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|g(ZM+m)|2 > 1

3
h

β+1
2

)
.

ª ����!�� ��� �����������)	QE��
(PN,m

tk+1
, P̃N,m

tk+1
)1≤m≤M
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(Um)m


<¨"�/������� �����¡G

P

(

∃g ∈ G :

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|g(Zm)|2 −

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|g(ZM+m)|2 > 1

3
h

β+1
2

∣
∣
∣
∣
(PN,m

tk+1
, P̃N,m

tk+1
)1≤m≤M

)

≤N2

(
1

3
√

2
h

β+1
2 ,H, (PN,m

tk+1
)1≤m≤M , (P̃

N,m
tk+1

)1≤m≤M

)

max
j

P

(
√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|gj(Zm)|2 −

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|gj(ZM+m)|2 > 1

3
h

β+1
2

∣
∣
∣
∣
(PN,m

tk+1
, P̃N,m

tk+1
)1≤m≤M

)

.
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A =

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|gj(Zm)|2 −

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|gj(ZM+m)|2

��� ��	���������� �����@E/G
A =

1
M

∑M
m=1 {|gj(Zm)|2 − |gj(ZM+m)|2}

√
1
M

∑M
m=1 |gj(Zm)|2 +

√
1
M

∑M
m=1 |gj(ZM+m)|2

≤
1
M

∑M
m=1 Um{|gj(P̃N,m

tk+1
)|2 − |gj(PN,m

tk+1
)|2}

√
1
M

∑M
m=1 {|gj(PN,m

tk+1
)|2 + |gj(P̃N,m

tk+1
)|2}

���%������� � ��E����3	���������E5!��������������
� ��
$��E���� ��
¡MN��� √
a+ b ≤ √

a +
√
b

<O��������#�Q���®��
���� ����D·� E����P!�E����

	^´�´ 
 ��
 ����� �Q���/������� �����¡G

P

(
√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|gj(Zm)|2 −

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

|gj(ZM+m)|2 > 1

3
h

β+1
2

∣
∣
∣
∣
(PN,m

tk+1
, P̃N,m

tk+1
)1≤m≤M

)

≤P

( 1
M

∑M
m=1 Um{|gj(P̃N,m

tk+1
)|2 − |gj(PN,m

tk+1
)|2}

√
1
M

∑M
m=1 {|gj(PN,m

tk+1
)|2 + |gj(P̃N,m

tk+1
)|2}

>
1

3
h

β+1
2

∣
∣
∣
∣
(PN,m

tk+1
, P̃N,m

tk+1
)1≤m≤M

)

.

¯��J�������
Xm = Um{|gj(P̃N,m

tk+1
)|2 − |gj(PN,m

tk+1
)|2} 
¶±\E/D��FE������ G ���6!�
�	�����!QE����)	QE���!��

(Um)m
�

���'E
E(Xm|(PN,m

tk+1
, P̃N,m

tk+1
)1≤m≤M ) = 0


�°c�'��������� |Xm| ≤
∣
∣|gj(P̃N,m

tk+1
)|2 −|gj(PN,m

tk+1
)|2
∣
∣

VOP� ����������=	�������E�	�	�� ��MN�������#� ����
���E�� �4��
P!���«��V���T!�� ��� 	a����
�������K6�¡O 
 �C���¬�·�3���=�����������N�

P

( 1
M

∑M
m=1 Um{|gj(P̃N,m

tk+1
)|2 − |gj(PN,m

tk+1
)|2}

√
1
M

∑M
m=1 {|gj(PN,m

tk+1
)|2 + |gj(P̃N,m

tk+1
)|2}

>
1

3
h

β+1
2

∣
∣
∣
∣
(PN,m

tk+1
, P̃N,m

tk+1
)1≤m≤M

)

≤2 exp

(

−
Mhβ+1 1

M

∑M
m=1 {|gj(PN,m

tk+1
)|2 + |gj(P̃N,m

tk+1
)|2}

18 1
M

∑M
m=1

(
|gj(P̃N,m

tk+1
)|2 − |gj(PN,m

tk+1
)|2
)2

)

.
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�����KL� �QEJ��������!��¡��E �a��E�D��������-!QE����3��� � ��	������������������ �HG
1

M

M∑

m=1

(
|gj(P̃N,m

tk+1
)|2 − |gj(PN,m

tk+1
)|2
)2

=
1

M

M∑

m=1

(
|gj(P̃N,m

tk+1
)| + |gj(PN,m

tk+1
)|
)2(|gj(P̃N,m

tk+1
)| − |gj(PN,m

tk+1
)|
)2

≤8Cy(R)2

M

M∑

m=1

(
|gj(P̃N,m

tk+1
)|2 + |gj(PN,m

tk+1
)|2
)
.
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P

( 1
M

∑M
m=1 Um{|gj(P̃N,m

tk+1
)|2 − |gj(PN,m

tk+1
)|2}

√
1
M

∑M
m=1 {|gj(PN,m

tk+1
)|2 + |gj(P̃N,m

tk+1
)|2}

>
1

3
h

β+1
2

∣
∣
∣
∣
(PN,m

tk+1
, P̃N,m

tk+1
)1≤m≤M

)

≤2 exp

(

− Mhβ+1

144Cy(R)2

)

.
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�
F

max
0≤k≤N

E
1

M

M∑

m=1

|yN,Rk (PN,m
tk

) − yN,R,Mk (PN,m
tk

)|2

≤CCy(R)2 + ‖fR‖2
∞

M

N−1∑

k=0

max
0≤l≤q

E(Kl,k(ω)) + C

N−1∑

k=0

inf
α

E|α.p0,k(P
N
tk

) − yN,Rk (PN
tk

)|2

+ C

N−1∑

k=0

q
∑

l=1

inf
α

E|α.pl,k(PN
tk

) −
√
hzN,Rl,k (PN

tk
)|2 + Chβ−1

+
C

h
Cy(R)2e

− Mhβ+1

144Cy(R)2

N−1∑

k=0

E

(

N2

(h
β+1

2

3
√

2
, [P0,k+1]y − yN,Rk+1 , (P

N,m
tk+1

)1≤m≤M , (P̃
N,m
tk+1

)1≤m≤M
)
)

.

¨��-��
������Q�"!�����D¡MN���
β

!���� � �������"����	�
����������(!
1

	�������EJ��������������EHD����N������������D���!��"�#� E���������� ����K6���������MN���
h → 0

���HMN���
β > 2

��� �:���N����� � �6D£E��)� �6������KL�
hβ−1 !����V� ����!���E�� �:E�� �����
��
$���������£E������!��·�JE����

h
MN���¬� �N�������V� ���N�H!QE����:��E%K}E ������EJ��� ���g!��-�#� �����������H!��-!�� ��D���
�������E������������ ����K6	���	 �����������
�������K6�/´ 
 � ��
d¨�� �����V������!���E 	�� ���:��E���!�!QE����5D��/D ��E�	�� �����-�����5�#� ������� K}E���� ��� !�� ����K:�����-!��D���������� ������� N2

MN���¶� �N�������V�����N��D�� ¤º!����������3K}E�� ��	������3�#� ������� EJ�N�������=��E6�$� ���T����D�����!���!�
�!��������¡!������
�������K6�¡´�´ 
 �:!����3�����������3	���������� ����������� 	a´�´ 
 ��
 ��� 	���� ��	��������������������������3�����
ZN,R 
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max
0≤k≤N

E

∫

|yN,Rk (x) − yN,R,Mk (x)|2µk(dx)

≤Chβ−1 + C
Cy(R)2 + ‖fR‖2

∞
M

N−1∑

k=0

max
0≤l≤q

E(Kl,k(ω)) + C

N−1∑

k=0

inf
α

E
(
|yN,Rk (PN

tk
) − α.p0,k(P

N
tk

)|2
)

+ C

N−1∑

k=0

q
∑

l=1

inf
α

E
(
|α.pl,k(PN

tk
) −

√
hzN,Rl,k (PN

tk
)|2
)

+ C
Cy(R)2 max0≤k≤N−1K0,k

M
log(M)

+
C

h
Cy(R)2e

− Mhβ+1

144Cy(R)2

N−1∑

k=0

E

(

N2

(h
β+1

2

3
√

2
, [P0,k+1]y − yN,Rk+1 , (P

N,m
tk+1

)1≤m≤M , (P̃
N,m
tk+1

)1≤m≤M
)
)

.

O\��E��N��!��
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�K6���N��������D�������
�������K6���<���=����� ��MN��� ���%�����������N�3�FE5K���KL�¡���������
MN���
	������3��� �����������
	^´�´ 
 ��
 �/��!:���/������KL�¡E�!�!�� ������������� 	������

C
Cy(R)2 max0≤k≤N−1K0,k

M
log(M)
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‖ψ‖2
k =

∫

|ψ(x)|2µk(dx)

	������"�����*�a����D��������
ψ

K6��������E������:��������
���
¶± � �����������
E
∫
|yN,Rk (x) − yN,R,Mk (x)|2µk(dx)

���6��
·¤
�D���� ��EJ�������
E‖yN,Rk − yN,R,Mk ‖2

k

=E

(

‖yN,Rk − yN,R,Mk ‖k − 2‖yN,Rk − yN,R,Mk ‖k,M + 2‖yN,Rk − yN,R,Mk ‖k,M
)2

≤E

(

max{‖yN,Rk − yN,R,Mk ‖k − 2‖yN,Rk − yN,R,Mk ‖k,M , 0} + 2‖yN,Rk − yN,R,Mk ‖k,M
)2

≤E(T1) + E(T2)

EC����D
T1 = 2 max{‖yN,Rk −yN,R,Mk ‖k−2‖yN,Rk −yN,R,Mk ‖k,M , 0}2 ���

T2 = 8‖yN,Rk −yN,R,Mk ‖2
k,M


°c�oE�	�	�����MN�QEJ�N�:� �'����
�������K6�-´�´ 
 ��� ���������*�^EJD�� ���}!��/�����������
E(T2)


���E��N�5!�������
/MN��� ��� ����D�����¤�QE�� �5��� ����������� 	a´�´ 
 ��
 �/��
7¥\�����5K}E ���������
E(T1)

�c���oEJ!QE�	����=��E�	����������=!�� ����
�������K6� ����
 � !�E����
� µ�²¡²�¼ ��� �Y���=
�D���� �JE��N�¡G

P(T1 > u) =P

(

2 max{‖yN,Rk − yN,R,Mk ‖k − 2‖yN,Rk − yN,R,Mk ‖k,M , 0}2 > u

)

≤P

(

∃ψ ∈ [P0,k]y − yN,Rk : ‖ψ‖k − 2‖ψ‖k,M >

√
u

2

)

≤3EN2(

√
u

24
, [P0,k]y − yN,Rk , PN,1:2M

tk
) exp(− Mu

576(2Cy(R))2
)
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 �/�
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 M ����E)!�
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��Q��� �������}O 
 �/�d������E)���J� EJ�������
PN,1:2M
tk

=

(PN,1
tk

, · · · , PN,M
tk

, PN,M+1
tk

, · · · , PN,2M
tk

)
���

(PN,M+m
tk

)1≤m≤M
��� �������3D���	�� ��� ��!�
�	�����!QEJ�N����!��

(PN,m
tk

)1≤m≤M

<¨"�=E !5	���
��������)G

N2(

√
u

24
, [P0,k]y − yN,Rk , PN,1:2M

tk
) =N2(

√
u

24
, [P0,k]y, P

N,1:2M
tk

)

=N2(

√
u

24
, [P0,k]y + Cy(R), PN,1:2M

tk
).

[P0,k]y +Cy(R)
������E�� �����7�����PD��FE������P!����a����D·��� �����d	������ ��� �������·�¬��������
����¬	�E��

2Cy(R)

�¨��}	������!�����D6E�	�	���� MV���������)����
�������K6�:O 
 � 	a��������D��H����
�������KL�:	������"�FE'����� EJ�������

VG+

	������"�����5D���E������!��%�a����D·��� ����� G �¬	�������
�D���� ���¡MN���5G

N2(

√
u

24
, [P0,k]y + Cy(R), PN,1:2M

tk
) ≤3

(
2e(2Cy(R))2

u
576

log{3e(2Cy(R))2

u
576

}
)V([P0,k]y+Cy(R))+

≤3

(
1728e(2Cy(R))2

u

)2V([P0,k]y+Cy(R))+

���=��������� ��E�����MN���
log(x) ≤ x


¯������3EC�������3E�� ������G
V([P0,k]y+Cy(R))+ = V([P0,k]y)+ .°c�@��� �·���Q�����������

n = V([P0,k]y+Cy(R))+
�·�3D�������� !�
��������3���@�������¦¤ ��������KH��� ��!��

Rd′+1 EJ�����VD���

{(z1, t1), . . . , (zn, tn)}.

¥ E��b!�
��Q��� �������)!��
V([P0,k]y+Cy(R))+

��	������b������� ������� ¤º��������KH��� �
I

!�� {1, . . . , n} �����HE�MN��� ���V� ��� �����
g ∈ [P0,k]y + Cy(R)

������MN���
g(zi) ≥ ti

	������
i ∈ I

���
g(zi) < ti

����������
 ¨�� E®EJ������������� ���
!/D�������� !�
������¡���:�������¦¤ ��������KH����� {(z1, t1 − Cy(R)), . . . , (zn, tn − Cy(R))} 	������¡D�����D�� �����5MN���
V([P0,k]y+Cy(R))+ ≤ V([P0,k]y)+
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P!QE������#� E��������"�������3�$� 
���E���� � ��!��¡�FEHK ��KL�"�^E ������
­P�¡K ��KL� ����� ��� �(�^EJD���� ��!��¡K6���N�������¬MV���
V([P0,k]y)+ ≤ V(P0,k)+ .
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n = V([P0,k]y)+

�·� D�������� !�
������������1�������¦¤ ��������KH����� !��
Rd′+1 E������VD���


{(z1, t1), · · · , (zn, tn)}
� MN���N�����b
�D��FE���
7	QE��

([P0,k]y)
+ 
�¥ EJ�\!�
��Q��� ��� �����£	������Y�������b�������¦¤ ��������KH��� �

I
!�� {1, . . . , n} ������� ���������

g ∈ P0,k

�����QMN���
[g]y(zi) < ti

	������
i ∈ I

�·�
[g]y(zi) ≥ ti

	������
i /∈ I


´ ��������� �����6�¬!��PK6���N�������dMN���P	������
i ∈ I g(zi) ≤ [g]y(zi)

��� 	������
i /∈ I g(zi) ≥ [g]y(zi)

	������������� ���������=
�� 
�K6�����3!��
(P0,k)

+ MN���Y��
�E���� �������"������� ¤º��������KH��� �
I

¸ ��	�	�����������MV��� � �\������� ���

i ∈ I
�����bMN���

g(zi) > [g]y(zi)

�OP� ��������
�D�������E�� ����K6�����

g(zi) > Cy(R)����!�����D
[g]y(zi) = Cy(R)


TOP� �����b����!��·�V��E�� �"EC����� �
ti > Cy(R)
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�K6����� !��
[P0,k]y

MV������
�E���� ������E3� �dD���K6	�� 
�K6����� E�� ���7!��
i

!QE���� {1, . . . , n} 
J°7�)���T���$����T���}�����T
�� 
�K6�����
g′

����� ��� EJ� ���ND���D�� ��
�D�������� ������E�� �
[g′]y(zi) ≥ ti > Cy(R)

D��PMN��� �����¬��K6	������������ ��

�C���
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g(zi) ≤ [g]y(zi)
	������

i ∈ I

­ � E��������6	QEJ�����v����	�	����������
MN��� ��� ������� ���

i /∈ I
�����cMN���

g(zi) < [g]y(zi)

YO��������¡��
�D�������EJ������KL���N�

g(zi) < −Cy(R)
����!�����D

[g]y(zi) = −Cy(R)

QOP�������#�

ti ≤ −Cy(R)
�·�����v����������E6	QE��3	��������������!�� ��
£EJ���������\� ���������¦¤ ��������KH��� � {(zi, ti)} 
J°c�H���T���$�JD���D�����
�D�������� ������EJ� � !�� ������� ����� ���H
���
�KL���N�

g′
!��

P0,k
������MN���

[g′]y(zi) < ti ≤ −Cy(R)
D���MN���������c��K6	�������������� 
�O���������	������

i /∈ I g(zi) ≥ [g]y(zi)

¨��'E�!�����D�� ��������
����L
�� 
�K6���N�d!�� P0,k

�����<MN���
g(zi) < ti

	������
i ∈ I

���
g(zi) ≥ ti

	������
i /∈ I


OP� �������
V([P0,k]y)+ ≤ V(P0,k)+


ª ��K6K6�"���"K6������� �������"��E:����KLE���MN���"!��@��E����3!�����E:	�E����5� ���H!QE���� � µ�²¡²�¼ ��� ���Q���@E
P+

0,k =
{
{(z, t) ∈ Rd′ × R : t ≤ g(z)} : g ∈ P0,k

}

⊂
{
{(z, t) ∈ Rd′ × R : α.t+ g(z) ≥ 0} : g ∈ P0,k, α ∈ R

}
.¨��@E�	�	�����MN���"E���������� ������
�������KL�"O 
 E:	�������D�����D��������¡MN���

V(P0,k)+ ≤ K0,k + 1.¨��=���=!�
�!���� ���Q�QE�� ��K6�������#� ����
$��E�� �4��
)G
N2(

√
u

24
, [P0,k]y + Cy(R), PN,1:2M

tk
) ≤ 3

(
1728e(2Cy(R))2

u

)2(K0,k+1)

.

°c�@� ������D·� E�����!QE���� 	^´�´ 
 �)
 �/�������T��� �����
P(T1 > u) ≤9

(1728e(2Cy(R))2

u

)2(K0,k+1)
exp

(
− Mu

576(2Cy(R))2

)

≤9(12eM)2(K0,k+1) exp
(
− Mu

2304Cy(R)2

)

	������
u > 576Cy(R)2

M


�¨��}	������ E��������7���3����� �V���d!��3D��·������!��������������3����
���E�� � ��
�	������dK}E ���������
E(T1)


°c�@��� �·��G
E(T1) =

∫ ∞

0

P(T1 > u)du

≤v +

∫ ∞

v

P(T1 > u)du

≤v + 9(12eM)2(K0,k+1)

∫ ∞

v

exp
(
− Mu

2304Cy(R)2

)
du

=v + 9(12eM)2(K0,k+1).
2304Cy(R)2

M
exp

(
− Mv

2304Cy(R)2

)

=φ(v)

	������
v > 576Cy(R)2

M


Q±Y�¡KL� ��� K)��K !�����E �a����D���� ���
φ

�����PE�������������	������
v =

2304Cy(R)2

M
log{9(12eM)2(K0,k+1)}.

�C���
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E(T1) ≤ C
Cy(R)2K0,k

M
log(M).

¤

����� � ��� � � � � � �
zN,R

Oy	���
���������MV���)��������E£��������!�
·������KL� ��
��FE:�V� ���������)!��
D����N������������D��)!��
�#� �����������������
yN,R

�<� �¶�����
�^E�D���� �6!��LKL�������������FE/�V� ���������'!��}D���������� ������D��-!��}�#� �����������
�����

zN,R

 ¨���	������H����	QEJ����� D���� � ���
���E���� ���

()Z�JNf<h @VegS@ACA
�
L

hE

N−1∑

k=0

1

M

M∑

m=1

q
∑

l=1

|zN,Rl,k (PN,m
tk

) − zN,R,Ml,k (PN,m
tk

)|2

≤Chβ−1 + C
Cy(R)2 + ‖fR‖2

∞
M

N−1∑

k=0

max
0≤l≤q

E(Kl,k(ω)) + C

N−1∑

k=0

inf
α

E
(
|yN,Rk (PN

tk
) − α.p0,k(P

N
tk

)|2
)

+ C

N−1∑

k=0

q
∑

l=1

inf
α

E
(
|α.pl,k(PN

tk
) −

√
hzN,Rl,k (PN

tk
)|2
)

+
C

h
Cy(R)2e

− Mhβ+1

144Cy(R)2

N−1∑

k=0

E

(

N2

(h
β+1

2

3
√

2
, [P0,k+1]y − yN,Rk+1 , (P

N,m
tk+1

)1≤m≤M , (P̃
N,m
tk+1

)1≤m≤M
)
)

.

°c�@	�E������ D������ ���������/����KLE���MV���¡MN�����#� �����������������
zN,R

hE

N−1∑

k=0

1

M

M∑

m=1

q
∑

l=1

|zN,Rl,k (PN,m
tk

) − zN,R,Ml,k (PN,m
tk

)|2

��� ��!��@K���K6�"����!����"MV�����#� �����������������
yN,R

max
0≤k≤N

E
1

M

M∑

m=1

|yN,R,Mk (PN,m
tk

) − yN,Rk (PN,m
tk

)|2,

D��¡MN���Y������E������ ���QE����������Y	�������!����3������K6����!�� °d­ ¸ ³ 

�C���
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������������� 	a´�´ 
 ��
 � M ¤º´�´ 
 ��
 ��� ����������!������QE�� ���N�

hE
1

M

M∑

m=1

q
∑

l=1

|zN,Rl,k (PN,m
tk

) − zN,R,Ml,k (PN,m
tk

)|2

≤ChE

q
∑

l=1

{T4,k,l,M + T5,k,l,M}

+ CE
1

M

M∑

m=1

{|yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) − yN,R,Mk+1 (P̃N,m
tk+1

)|2 − |Ẽk+1{yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) − yN,R,Mk+1 (P̃N,m
tk+1

)}|2}

D��¡MN���#�����@����KLKLE����������
k

	�����KL�·�3!�� 
�D���� ���

hE

N−1∑

k=0

1

M

M∑

m=1

q
∑

l=1

|zN,Rl,k (PN,m
tk

) − zN,R,Ml,k (PN,m
tk

)|2

≤ChE

N−1∑

k=0

q
∑

l=1

{T4,k,l,M + T5,k,l,M}

+ C
N−1∑

k=0

E
1

M

M∑

m=1

{|yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) − yN,R,Mk+1 (P̃N,m
tk+1

)|2 − |Ẽk+1{yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) − yN,R,Mk+1 (P̃N,m
tk+1

)}|2}.

°c�����T��D·���QEJ�N�}���oD �QEJ������KL���N�L!�� � ��!�� D��/!QE����L� �/!������������5������KL�/!���K6��KH�����/!��@!������ �����c��������������N�¡G

hE

N−1∑

k=0

1

M

M∑

m=1

q
∑

l=1

|zN,Rl,k (PN,m
tk

) − zN,R,Ml,k (PN,m
tk

)|2

≤ChE

N−1∑

k=0

q
∑

l=1

{T4,k,l,M + T5,k,l,M}

+ C

N−1∑

k=0

E
1

M

M∑

m=1

{|yN,Rk (P̃N,m
tk

) − yN,R,Mk (P̃N,m
tk

)|2 − |Ẽk+1{yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) − yN,R,Mk+1 (P̃N,m
tk+1

)}|2}.
	a´�´ 
 �)
 ���

¨��/�������PE�� �����¬����� ��� �����
	^´�´ 
 ��
 � � � MV���¶���������

E
1

M

M∑

m=1

{|yN,Rk (PN,m
tk

) − yN,R,Mk (PN,m
tk

)|2 − |Ẽk+1{yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) − yN,R,Mk+1 (P̃N,m
tk+1

)}|2}.
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´ �v���������^E�����!�����D"�����%�a�����¬����D������¡���������V!��������P� ����
·��������KL���N���

(AMk )k

�°7�/���T������	������

k ≥ 1
G

E
1

M

M∑

m=1

|yN,Rk (P̃N,m
tk

) − yN,R,Mk (P̃N,m
tk

)|2

=E‖yN,Rk − yN,R,Mk ‖2
k,M̃

≤(1 + h−1)E

(

‖yN,Rk − yN,R,Mk ‖k,M̃ − ‖yN,Rk − yN,R,Mk ‖k,M
)2

+

+ (1 + h)E‖yN,Rk − yN,R,Mk ‖2
k,M

≤Chβ +
C

h
Cy(R)2P([AMk−1]

c) + (1 + h)E‖yN,Rk − yN,R,Mk ‖2
k,M .

	a´�´ 
 �)
 � �
°c�{��������D���E��N�/D��·����� !�������� ����� ����
$��EJ��� ��
�!�E���� 	a´�´ 
 �)
 ���'���=���{������� � ��EJ�N� 	^´�´ 
 � 
 � � � �����{������� �����
�Q�QEJ����K6���N����	��������������

γ > 0
G

hE

N−1∑

k=0

1

M

M∑

m=1

q
∑

l=1

|zN,Rl,k (PN,m
tk

) − zN,R,Ml,k (PN,m
tk

)|2

≤ChE

N−1∑

k=0

q
∑

l=1

{T4,k,l,M + T5,k,l,M} + Chβ−1 +
C

h
Cy(R)2

N−1∑

k=0

P([AMk ]c)

+ C max
0≤k≤N

E‖yN,Rk − yN,R,Mk ‖2
k,M + C(1 + γh)

N−1∑

k=0

E(T2,k,M )

+ Cγh

N−1∑

k=0

1

M
E

M∑

m=1

|Ẽk+1{yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) − [αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y}|2 + C

N−1∑

k=0

ET1,k,M

+ C(1 +
1

γh
)
N−1∑

k=0

ET3,k,M + C(h2 +
h

γ
)E

N−1∑

k=0

1

M

M∑

m=1

|yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

) − [αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y|2

+ C(h2 +
h

γ
)E

N−1∑

k=0

1

M

q
∑

l=1

M∑

m=1

|zN,Rl,k (PN,m
tk

) − [αMl,k.p
m
l,k]z|2.

³��������-E�������� !%D ����� �����
γ = 2C

� !%����	�	��������
h

�����L��E�K6KL���N�H	������ �)���)����EJ��� �a����KL���
���6������KL�
E 1
M

∑M
m=1 |yN,Rk+1 (P̃N,m

tk+1
) − [αM0,k+1.p̃

m
0,k+1]y|2

��MV���<� �N�������V�����N�7����D������3!QE����7����K6��KH������!���!������ ���
!��L�#� ����
���E�� �4��
5D�� ¤º!������������b���

E 1
M

∑M
m=1 |yN,Rk+1 (PN,m

tk+1
) − [αM0,k+1.p

m
0,k+1]y|2

!=�#� E���!��6!��}��� 
·������� ¤K6�����
AMk

!�����E
K���K6�(�^E �����-MN����	������%	^´�´ 
 ��
 � �d	������ �Q�QE�� ��K6����� 	QE������������ !)�FE
D�����D������������}!������
�������K6��

¤

­P�¡�FEHK ��KL� �^E �����/MV����	�������� ������
�������K6�¡´�´ 
 �)����� ������E�������� �^E�D�� ����!�� 
���E���� ���

�C���
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�
O

hE

N−1∑

k=0

q
∑

l=1

∫

|zN,Rl,k (·) − zN,R,Ml,k (·)|2µk(dx)

≤Chβ−1 + C
Cy(R)2 + ‖fR‖2

∞
M

N−1∑

k=0

max
0≤l≤q

E(Kl,k(ω)) + C
N−1∑

k=0

inf
α

E
(
|yN,Rk (PN

tk
) − α.p0,k(P

N
tk

)|2
)

+ C
N−1∑

k=0

q
∑

l=1

{inf
α

E
(
|α.pl,k(PN

tk
) −

√
hzN,Rl,k (PN

tk
)|2
)

+
Cy(R)2Kl,k

M
log(M)}

+
C

h
Cy(R)2e

− Mhβ+1

144Cy(R)2

N−1∑

k=0

E

(

N2

(h
β+1

2

3
√

2
, [P0,k+1]y − yN,Rk+1 , (P

N,m
tk+1

)1≤m≤M , (P̃
N,m
tk+1

)1≤m≤M
)
)

.

����� � ���#� ����� ��� ��� 
���� � ��� ��� � ���#��� � � ���	��� � ���

= � = � � � *; #�����2 #����
.-'�+*/
'�7� �����+*/-'� :D��& �����# #&'���

­�E����¬����� KLE ������E���� �����d!�� �����������¬MN������� ���}E)���������N������E��}D ��E�	�� ������	���
�D�
�!�������� �N�������V�����������N�¬� ���
����KH�������
!��}D���������� ������� N2

(
h

β+1
2

3
√

2
, [P0,k+1]y − yN,Rk+1 (·), (PN,m

tk+1
)1≤m≤M , (P̃

N,m
tk+1

)1≤m≤M
) 
b¥b�����������!����¬D���KL	�� ������K6����� ����	�� ��D�� �����bD���� K}E ������EJ��� ������� ���N������� �^E���� !�	���
��������c����������� D���� ����KH�������$
­�E����"� �)D�E�� ��
���
���E��#�����®	������"����	�������!����H�����H	QE�� ��� �)!��H�FEL!�
�K6����������EJ�������%!��®����
�������K6�H´�´ 
 �	�������!�
�!����������Q	QE���������E�	�	�����D�EJ��� ���-!��/����
�������K6�¡O 
 � ��MN���

N2

(h
β+1

2

3
√

2
, [P0,k+1]y − yN,Rk+1 (·), (PN,m

tk+1
)1≤m≤M , (P̃

N,m
tk+1

)1≤m≤M
)

≤3

(
216Cy(R)2

hβ+1

)2(K0,k+1+1)

≤C exp(CK0,k+1 log
Cy(R)

hβ+1
).

	^´�´ 
 �)
 � �

¨��o�����������N�6!�����D=���oD�������� �����/!��o����K:�����/!��=D������������������@� ��	����������������3!QEJ���L� �/����KH�����/!��
�a����D·��� ������!��¡�QE�����
�¨"�/!�
�!���� �3!��5	^´�´ 
 �)
 � � �FEHK}E ������EJ��� ���-!�� �����������3����� �JEJ�N���5G

�C� �
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max
0≤k≤N

E
1

M

M∑

m=1

|yN,Rk (PN,m
tk

) − yN,R,Mk (PN,m
tk

)|2

+ hE

N−1∑

k=0

1

M

M∑

m=1

q
∑

l=1

|zN,Rl,k (PN,m
tk

) − zN,R,Ml,k (PN,m
tk

)|2

≤CCy(R)2 + ‖fR‖2
∞

M

N−1∑

k=0

max
0≤l≤q

E(Kl,k(ω)) + C
N−1∑

k=0

inf
α

E|α.p0,k(P
N
tk

) − yN,Rk (PN
tk

)|2

+ C
N−1∑

k=0

q
∑

l=1

inf
α

E|α.pl,k(PN
tk

) −
√
hzN,Rl,k (PN

tk
)|2 + Chβ−1

+
C

h2
Cy(R)2 exp

(

Cmax
k
K0,k log(

Cy(R)

hβ+1
) − Mhβ+1

144Cy(R)2

)

.

¯������¶	T�����������\������� � �����vD��7��
������ ��EJ�¶!��7!���� ��K}EJ������������
C¯������\	������������\����� ���^E������ �JEJ�������Y����K ��KL�����KL	���������	QE���E�K6���������
h,Kl,k

�·�
M

!��
K}EJ��������� !L�������������3!����PD���������� ������D����"E����VK6	���������MN������������
�FE-��������������� !��6��� °7­ ¸ ³
�Y����� � !/D���KL	�������� ��
 �)��
�� 	a���������*�a��� �¡� !����������Q
��5��E/!�
�	�����!QE���D��!��-��E®D���KL	���� ��� ��
}����� ���H!����T
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εk(K)
�FEH����K6K6�"!������������������3!�� E�	�	���� ����KLEJ�������

inf
α

E
(
|yN,Rk (PN

tk
) − α.p0,k(P

N
tk
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+
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∑
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inf
α
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|α.pl,k(PN

tk
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√
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)|2
)
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1
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tk

)|2

+ hE

N−1∑

k=0

1

M

M∑

m=1

q
∑

l=1

|zN,Rl,k (PN,m
tk

) − zN,R,Ml,k (PN,m
tk

)|2

≤C(
1

N
)β−1 + CNK

Cy(R)2 + ‖fR‖2
∞

M

+ C
N−1∑

k=0

εk(K) +
CCy(R)2

h2
exp

(

CK log(
NCy(R)

T
) − MT β+1

144Nβ+1Cy(R)2
}
)
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�^E���� �������c!�� E�������!5MN���

β > 1
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maxk εk(K)
������!��¬�������

0
��������MN���
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maxk εk(K)
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0
	������6MN��� ∑N−1
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0

�ª ��D��¶��� ��� ��	QE������������£EJ�@����E�	�	�E���E�� ����E�� �¬!�
¦��!5!QEJ���3� ������
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 � 
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M
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K

D������ �������������¬�#� ���)������D���KLK6��������D�������E��������a����D���� ���
K(N)
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εk(K) ≈ K− 2

d .
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NK− 2

d → 0
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k=0 εk(K)
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0
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M
�����<MN���

ε(M) =

CK log(NCy(R)

T
)− MTβ+1

144Nβ+1Cy(R)2
→ −∞ �·�¶���)�6��EJKLK6�����Y�V� ��� 	������vMN���

Cy(R)2N2 exp(ε(M)) →
0

�­�E����}���������@D�E��$�dD����FE ���·�V������� !�	�������!����

M = CCy(R)2Nβ+1K log(NCy(R)

T
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 ¨����JE��^E�� ���6���g��E�� ����������K6�����)��E�������������
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M ≈ Nβ+1+εK
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ε > 0
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$��� ������E���� �=!��·�JE����/� ���E�����������������K6����!�� ������������� 	a	������
N
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K

E������ �5����E���!�� �"�·�)MN���L� �5������KL�
CNK Cy(R)2+‖fR‖2

∞

M��� �¡��
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!�����E��N�
hβ−1 � ��� E'������
������%!'	�������!��������������

M ≈ Nβ+1+εK
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1

hK
2
d

,

E�� �����LMV�����FEgD���K6	���� ��� ��
 C �JE���� C = Nβ+2+εK3 ����� �
K = C 1

3N−β+2+ε
3
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N

��� C G
(

1

N
)β−1 +N1+

2(β+2+ε)
3d C− 2

3d .
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N = C 2
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A = Ẽk+1

(
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�D���� �"E��®!�
������"!��D��·�����'	�E��������6!QE����
���LD�E�� ��
���
���E��d���

f
	������H!�
�	�����!����'!��

Z
���)��EJ���)����� ��� ������!��L�����
���������������	�	���
�KL���N��E����������c� � ��� ��E MN��� ���o	�E��5MN���/������� �a��EJ��D �������������5KLE�� �N�����QE�����
 ¥ EJ�5KLE���MN���-!������KL	��$�J������� !������������ ��� KL	�� ��K6���N�b�����¬	�E��������d!�� �FE3!�
�KL����������EJ��� ���
��� ��� � �N����� ��� ����!�� 	�������MN�����D����FEH�JE5KLE���D �����$


� ��� � � � � 	 ��� 
 � � � � � � ��� � ����� � �	� � � � � � � 
 � ������� ��� ��� � �#��� �
� � ��� �	
 � ��������� � ���

¨�� �JE ����	�	��������@��D��"MV�����#� ���{E����VD�E�� � ��
�
$��E�����KL���N�/�����=� ��D���
�K6���N���=����� ����� ������
�OP�������#�¬�������	�	������5MN��� |∆Wm
l,k| + |∆W̃m

l,k| ≤ Cw(R)
√
h

Y³���KLE���MV�������"MN���:�#� �����������"!��:���VD£EJ��� ��EJ��� ���%���

�a����D·��� ���/!��
R

���"����E�� ���"!��¡��E:K���K6� �^E �����=MN����	���������E:	�����	������ ��� ���-´�´ 
 � 
¥b�����P�����P��E�� �������P����	�����
����¡	������P�QEJ�����T���\�����"� KL	���� � EJ�N��!��H	���������� �P
���E���� ���3�����H� ��
$��E���� ��
�!��� ��	�� 	a´�´ 
 ��
 ��� ��D��'MV���¬�����5	�������� �����}��� ���N�����V!�������EJ�N�)!����:� ��D���
�K6�������H����� ����� �����H����	�	���
�KL����¤� EJ�������$
<­�E������ ��D�E���� �@���%E�	�	�� ��MN������E�� �����®EJ��������� ����K6�"��E����������
����������������	�	�� 
�K6����� E�� �������<���E�����E�� �
yN,R,Mk (·) = [αM0,k.p0,k]y(·)

���
zN,R,Ml,k (·) = [αMl,k.pl,k]z(·)

���
(αMl,k)0≤l≤q

�����3!�
��Q���¶	�E��¡G






inf
αl

1

M

M∑

m=1

|yN,R,Mk+1 (PN,m
tk+1

)
∆Wm

l,k

h
− αl.p

m
l,k|2,

inf
α0

1

M

M∑

m=1

|yN,R,Mk+1 (PN,m
tk+1

) + hf(tk, X
N,m
tk

, yN,R,Mk+1 (PN,m
tk+1

), zN,R,Ml,k (PN,m
tk

)) − α0.p
m
0,k|2.
	a´�´ 
 � 
 �/�±¶E®!����T
�������D��-EC����D 	^´�´ 
 ��
 � ¤ ´�´ 
 ��
 E��������5!�����D'MN���-�#� ��� E%����K6	���E�D�


(P̃N,m
tk+1

,∆W̃m
k )1≤m≤M

	QE��
(PN,m

tk+1
,∆Wm

k )1≤m≤M

¨��=�JE:��������D�� ¤º!�������������MN����������!������@	�������� ��K6�������������N�3	QE����������3
�� ��������
������3���=�JE5���@	QE������ ¤D�����������
���E���� ���3�FEL	�����	������ ��� ���@MV���<�������)���
� ��� �
!���������
$��EJ��� ��
�� 	a´�´ 
 ��
 � M ¤º´�´ 
 ��
 ��� ��!QEJ�������
D£E��P!���#� E����������4����K6��EC����D������ ����� �����3E������ ����E�� �����"G

��� �
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�
O � � �'� k ≤ N − 2

�

E
h

M

M∑

m=1

|αMl,k.pml,k − zN,Rl,k (PN,m
tk

)|2

≤CCy(R)2

M
E(Kl,k(ω)) + inf

α
E|
√
hzN,Rl,k (PN

tk
) − α.pl,k(P

N
tk

)|2 + Chβ

+ CE
1

M

M∑

m=1

|[αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y − yN,Rk+1 (P̃N,m

tk+1
)|2

− CE
1

M

M∑

m=1

|Ẽ{[αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y − yN,Rk+1 (P̃N,m

tk+1
)}|2

+ CE

(

N2

( h
β
2

√

18Cw(R)2Kl,k(ω)
, [P0,k+1]y, (P

N,m
tk+1

)1≤m≤M , (P̃
N,m
tk+1

)1≤m≤M
)
e
− Mhβ

36Kl,k(ω)Cy(R)2Cw(R)2

)

��� P̃N,m
tk+1

= Tk(P
N,m
tk

,∆W̃m
k,k+1)

+ � � !
(∆W̃m

k,k+1)1≤m≤M
�'$ � ! � ��� � � � � � 
 � 
 � (∆Wm

k,k+1)1≤m≤M��
�+ � � ! , + $ � 
"+ 
 � � $
Ẽ(·) = E(·|(∆Wm

k,k+1)1≤m≤M,0≤k≤N−1)
�

,'SVegU�h ���¶S%ACA
�
� � $ ! � $���
 + 
 � � � � � $ +-� �#��� � � � �#, � �#��, � +-, & � � ��
�� ��� ��+-$�� �#��� �', + 
 � � $ 
 � �%$ !#�����

���#$�
�� ��� ��� $ � �#$�� + � 	 �%, � +-�%� ��� � �'$�+-, & � �#��
�� ��� ��� � $ �#��� � , �#�)+-��
 � � �'� , + � �"&-�������#� � $�� , � �%$���
"+-$�

tk (P̃N,m

tk+1
)1≤m≤M

� , � +-� 
 � 
 �
(∆W̃m

k,k+1)1≤m≤M
� � �*!#�	$ � � � ���#������
 
 � +#� ��, � � ���#���'$ � �%$ �"& +-, ��
 �


 � � + � !�� � � � ! � � +-� � ! � � ��� 
 +-$��1	^´�´ 
 � 
 �J� � � !�� � �'� $ � � � ����
 � 
 �%,�� � � �'� + ����� � �#� , + � � $ $ �
��� � � + & + 
 � � $ 
 � , � �#�#� ���'� 
 +-$�� , � +-, & � � ��
 � ��� � � � ��� � 	 � � + � �#� ����
 , � +#� � +-� ��
 � � $ 
 � 
 �#�����

hβ��
�,�� 
 �#�#$ � �#� 
 �#��� � 
 +-$�� , � �%$ �"& +-, ��
 � !#��� 
 ������� � � � � � ��
"+-� �#$�
 +���� �#$�
 � 
 +-$�� ,���� � + � � �)+ 
 � � $��� � � �
� ��
�� � ��� �
� �
� � � � � ��, � � $ � � 
 �#$�+-��
 
 +-$�� , � +-, & � � ��
�� ��� + � �*! �#��� �', + 
 � � $ 
 � �%$ !#�������#$�
�� ��� ��� �
$ � �#$�� ��� � ��,������#$�
 +-�%� ��� �

�������������
³���KLE���MN��������MN���

zN,Rl,k (PN,m
tk

) = Ẽ(yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

)
∆W̃m

l,k

h
)

���
(∆W̃m

l,k)1≤m≤M
����� ����� D���	���� ����!�
�	�����!QE������ !��

(∆Wm
l,k)1≤m≤M

�·� ���
Ẽ(·) = E

(
· |(∆Wm

k,k+1)1≤m≤M,0≤k≤N−1

) 
¬OP�������#����� ���N�����V!�������EJ�N�'���%����D·�������
βMl,k

���������������!��

inf
α

1

M

M∑

m=1

|yN,Rk+1 (P̃N,m
tk+1

)
∆W̃m

l,k

h
− α.pml,k|2

���KE
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E
1

M

M∑

m=1

|αMl,k.pml,k − zN,Rl,k (PN,m
tk

)|2 =E
1

M

M∑

m=1

|αMl,k.pml,k − Ẽ(βMl,k).p
m
l,k|2

+ E
1

M

M∑

m=1

|Ẽ(βMl,k).p
m
l,k − zN,Rl,k (PN,m

tk
)|2.

±Y�}!�����������KL�L������KL�L!���K6��KH�����L!��}!������ ���L���}����E�� ���LEC����D'� ���
K ��K6���)E�������KL���N���
MV���'	������
T4,k,l,M


Q¥b��������� EJ��������������KL� �����@E-G
1

M

M∑

m=1

|αMl,k.pml,k − Ẽ(βMl,k).p
m
l,k|2 ≤

2

M

M∑

m=1

|α̃Ml,k.pml,k − αMl,k.p
m
l,k|2

+
2

M

M∑

m=1

|α̃Ml,k.pml,k − Ẽ(βMl,k).p
m
l,k|2

���
α̃Ml,k

��������E:���������������-!��

inf
α

1

M

M∑

m=1

|[αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y

∆W̃m
l,k

h
− α.pml,k|2.

	a´�´ 
 � 
 ���
±Y�¡!�������������������K6�"!��¡�#� ����
���E�� �4��
�D�� ¤º!����������3���¡����E�� ����D���K6K6�"����� �¡G

E
1

M

M∑

m=1

|α̃Ml,k.pml,k − Ẽ(βMl,k).p
m
l,k|2

=E
1

M

M∑

m=1

|Ẽ(α̃Ml,k).p
m
l,k − Ẽ(βMl,k).p

m
l,k|2 + E

1

M

M∑

m=1

|α̃Ml,k.pml,k − Ẽ(α̃Ml,k).p
m
l,k|2

≤E
1

M

M∑

m=1

|Ẽ{([αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y − yN,Rk+1 (P̃N,m

tk+1
))

∆W̃m
l,k

h
}|2

+ E
1

M

M∑

m=1

|α̃Ml,k.pml,k − Ẽ(α̃Ml,k).p
m
l,k|2

≤h−1E
1

M

M∑

m=1

|[αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y − yN,Rk+1 (P̃N,m

tk+1
)|2

− h−1E
1

M

M∑

m=1

|Ẽ{[αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y − yN,Rk+1 (P̃N,m

tk+1
)}|2

+ E
1

M

M∑

m=1

|α̃Ml,k.pml,k − Ẽ(α̃Ml,k).p
m
l,k|2.
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T5,k,l,M

D£E��
αM0,k+1

�����¬� ��!�
�	T����!QEJ�N�¬!��
(∆W̃m

k,k+1)m
�·�¬���E-������� 	�� 
·� E��������P�����5����
$��EJ��� ��
H!��Lª¬E���D ����¤ ¸ D ���¬EJ� �L!��5��E-K���K6� �^E ����� MV���6	������ 	^´�´ 
 ��
 �J� �D���KLK6�:��� ��
�K6�������������¡� ���¡!������ 	�����K6�������"������K6����!�� KL��KH�����:!��6!������ ���:!��5�FE-!�������� �����6� ��¤
$��E���� ��
 
�³3�������¡����������K6� 1

M

∑M
m=1 |α̃Ml,k.pml,k − αMl,k.p

m
l,k|2


<°c�=D���K6	QE���E��N��������
�MN�QEJ��������� 	a´�´ 
 � 
 �/���� 	a´�´ 
 � 
 ���������-��KLE���� ������EJ����	���� ����MN���"�����¬D��V���6D������N���
α̃Ml,k

���
αMl,k

�����N� ��������	����VD �����$
<ª �"MN������ �¬K6��� ���7
��V��!����N�$�VD�� ��� �¬MV���P�#� ���L	������ ����������� �d!���������������� !�� ������������� ��EJ��� �^EJ������� �N���������������d� ���K6��KL���N���"!�� ����!����6����	T
���� ����� !=�/!��
pl,k
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���E�� � ��
�	a�������¡E����������O 
 ��� MN���
PM
l,k = Id


QO��������
1

M

M∑

m=1

|α̃Ml,k.pml,k − αMl,k.p
m
l,k|2 =(α̃Ml,k − αMl,k).P

M
l,k (α̃

M
l,k − αMl,k)

=‖α̃Ml,k − αMl,k‖2.

¨�� �����
β

�����¬MN���
1 < β ≤ 2

�·�5����E�!���	����'�FE%���J� EJ�������
PMk = P(·|(PN,m

tk
)1≤m≤M )
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PM
l,k = Id

���@E

PMk

(

‖α̃Ml,k − αMl,k‖2 ≥ hβ−1

)

=PMk

(Kl,k(ω)
∑

i=1

∣
∣

1

M

M∑

m=1

pml,k,i{[αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y

∆W̃m
l,k

h
− [αM0,k+1.p

m
0,k+1]y

∆Wm
l,k

h
}
∣
∣
2 ≥ hβ−1

)

≤
Kl,k(ω)
∑

i=1

PMk

(
∣
∣

1

M

M∑

m=1

pml,k,i{[αM0,k+1.p̃
m
0,k+1]y

∆W̃m
l,k

h
− [αM0,k+1.p

m
0,k+1]y

∆Wm
l,k

h
}
∣
∣
2 ≥ hβ−1

Kl,k(ω)

)

≤
Kl,k(ω)
∑

i=1

PMk

(

∃ψ ∈ [P0,k+1]y :
∣
∣

1

M

M∑

m=1

pml,k,i{ψ(P̃N,m
tk+1

)
∆W̃m

l,k

h
− ψ(PN,m

tk+1
)
∆Wm

l,k

h
}
∣
∣
2 ≥ hβ−1

Kl,k(ω)

)

=

Kl,k(ω)
∑

i=1

PMk

(

∃ψ ∈ [P0,k+1]y :
∣
∣

1

M

M∑

m=1

pml,k,iUm{ψ(P̃N,m
tk+1

)
∆W̃m

l,k

h
− ψ(PN,m

tk+1
)
∆Wm

l,k

h
}
∣
∣ ≥

√

hβ−1

Kl,k(ω)

)

���
(Um)

��� �������
����� ���
!����JE����FE��������3E���
�EJ�������������#
 �#
 !�
�	^�·�P����!�
�	�����!�E��N�����P!��
�����������P� ���PEJ����������JEJ���FEJ��������E���
�EJ�����������7��� K:����
���� � ��E��FEJ�N�
1

��� −1
E£����DP	������QE 1

2


V´ �������V!������������ E��������d�����PD����������¦¤������� G !��
[P0,k+1]y

E��}������� ���}	������d���������
ψ ∈ [P0,k+1]y

�V���Q������� ���
gj ∈ G �V��������
��P	QE��

Cy(R)������� �"MN���
1

2M

M∑

m=1

{|ψ(PN,m
tk+1

) − gj(P
N,m
tk+1

)|2 + |ψ(P̃N,m
tk+1

) − gj(P̃
N,m
tk+1

)|2} ≤ hβ

18Cw(R)2Kl,k(ω)

��� ��� ��E�	�	T����� �®MN���
Cw(R)

�����/�����"MN��� |∆Wm
l,k| + |∆W̃m

l,k| ≤ Cw(R)
√
h

�¯����������-MV��� � �

D£EJ��!�� �QE��c!�� G ��� � N2

(
h

β
2√

18Cw(R)2Kl,k(ω)
, [P0,k+1]y, (P

N,m
tk+1

)1≤m≤M , (P̃
N,m
tk+1

)1≤m≤M
) 
¶O�������������� �

��� M
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ψ ∈ [P0,k+1]y
�·�
gj

��
������<EJ�N���#� ����
���E�� �4��
�D�� ¤º!�����������
T¨��@E

∣
∣

1

M

M∑

m=1

pml,k,iUm{ψ(P̃N,m
tk+1

)
∆W̃m

l,k

h
− ψ(PN,m

tk+1
)
∆Wm

l,k

h
}
∣
∣

≤
∣
∣

1

M

M∑

m=1

pml,k,iUm{ψ(P̃N,m
tk+1

)
∆W̃m

l,k

h
− gj(P̃

N,m
tk+1

)
∆W̃m

l,k

h
}
∣
∣

+
∣
∣

1

M

M∑

m=1

pml,k,iUm{gj(P̃N,m
tk+1

)
∆W̃m

l,k

h
− gj(P

N,m
tk+1

)
∆Wm

l,k

h
}
∣
∣

+
∣
∣

1

M

M∑

m=1

pml,k,iUm{gj(PN,m
tk+1

)
∆Wm

l,k

h
− ψ(PN,m

tk+1
)
∆Wm

l,k

h
}
∣
∣

¨������@E

∣
∣

1

M

M∑

m=1

pml,k,iUm{ψ(P̃N,m
tk+1

)
∆W̃m

l,k

h
− gj(P̃

N,m
tk+1

)
∆W̃m

l,k

h
}
∣
∣
2

=
1

M

M∑

m=1

|ψ(P̃N,m
tk+1

) − gj(P̃
N,m
tk+1

)|2|
∆W̃m

l,k

h
|2

≤2Cw(R)2

2hM

M∑

m=1

{ψ(P̃N,m
tk+1

) − gj(P̃
N,m
tk+1

)|2 + |ψ(PN,m
tk+1

) − gj(P
N,m
tk+1

)|2}

≤ hβ−1

9Kl,k(ω)

���}����� ��� ��EJ�N�dMN��� 1
M

∑M
m=1 |pml,k,i|2 = 1

	QE������V	������������ 
<ª ��KLK6�3�FE�K���K6�3����
���E�� � ��
������ �JEJ�FE���� �
	�����������������K6� ∣

∣ 1
M

∑M
m=1 p

m
l,k,iUm{gj(PN,m

tk+1
)

∆Wm
l,k

h
− ψ(PN,m

tk+1
)

∆Wm
l,k

h
}
∣
∣
�Q���/������� �����¡G

PMk

(

∃ψ ∈ [P0,k+1]y :
∣
∣

1

M

M∑

m=1

pml,k,iUm{ψ(P̃N,m
tk+1

)
∆W̃m

l,k

h
− ψ(PN,m

tk+1
)
∆Wm

l,k

h
}
∣
∣ ≥

√

hβ−1

Kl,k(ω)

)

≤PMk

(

∃j :
∣
∣

1

M

M∑

m=1

pml,k,iUm{gj(P̃N,m
tk+1

)
∆W̃m

l,k

h
− gj(P

N,m
tk+1

)
∆Wm

l,k

h
}
∣
∣ ≥ 1

3

√

hβ−1

Kl,k(ω)

)

.

� ���
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(∆Wm
k,k+1,∆W̃

m
k,k+1)1≤m≤M


¨��=�������
P̃Mk+1

D�������������������� ���"	������QE��������4��
 
�´ �v�V� ���N�¡G

P̃Mk+1

(

∃j :
∣
∣

1

M

M∑

m=1

pml,k,iUm{gj(P̃N,m
tk+1

)
∆W̃m

l,k

h
− gj(P

N,m
tk+1

)
∆Wm

l,k

h
}
∣
∣ ≥ 1

3

√

hβ−1

Kl,k(ω)

)

≤N2

(
h

β
2

√

18Cw(R)2Kl,k(ω)
, [P0,k+1]y, (P

N,m
tk+1

)1≤m≤M , (P̃
N,m
tk+1

)1≤m≤M

)

max
j

P̃Mk+1

(
∣
∣

1

M

M∑

m=1

pml,k,iUm{gj(P̃N,m
tk+1

)
∆W̃m

l,k

h
− gj(P

N,m
tk+1

)
∆Wm

l,k

h
}
∣
∣ ≥ 1

3

√

hβ−1

Kl,k(ω)

)

¯��J�������
Xm = pml,k,iUm{gj(P̃N,m

tk+1
)

∆W̃m
l,k

h
− gj(P

N,m
tk+1

)
∆Wm

l,k

h
} E�� �����

ẼM
k+1(Xm) = 0

�·� |Xm| ≤
2Cy(R)Cw(R)√

h
|pml,k,i|


Q°c�%E�	�	���� MN�QE��N���#� � ��
$��EJ� � ��
�!���«��V��� !������������=�����������N�¡G

P̃Mk+1

(
∣
∣

1

M

M∑

m=1

pml,k,iUm{gj(P̃N,m
tk+1

)
∆W̃m

l,k

h
− gj(P

N,m
tk+1

)
∆Wm

l,k

h
}
∣
∣ ≥ 1

3

√

hβ−1

Kl,k(ω)

)

≤2 exp

(

− Mhβ

36Kl,k(ω)Cy(R)2Cw(R)2 1
M

∑M
m=1 |pml,k,i|2

)

=2 exp

(

− Mhβ

36Kl,k(ω)Cy(R)2Cw(R)2

)

��� ����� ��� ��E����"�#� �N�V	������������ 1
M

∑M
m=1 |pml,k,i|2 = 1

	
PM
l,k = Id

��
¶¨"��E-!�����D6��
�������� !-����E�!��������:�FE	���� ����K6� ��
����N�����
αl,k

�·�
α̃l,k

��E����3������� � �����¬������KL��KL���N����!�� ����!����¡����	�
����������(!L�H!��
pl,k
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� l@mxpY�-p���r | j.s�l-t@pv|

� |�� |gn t=|�wk�-pvm�wk�





� �ksyj.p�t=l=| �

� p�t/|��-�'| �q| ~ m�w�� |�l=�x|�wk~�| �ksywk� �v| ~�sy�
�ql@p��1|�l �YpYw � sxpvl=|

¯������3EC�����������������N�@!QEJ���3��E:	�E��������"´���EH�V� ���������
max

0≤k≤N
E|Ytk − Y N

tk
|2 ≤ C

√
h

	������:�#� E�	�	���� ����KLE���� ��� !��
Y

	�E��5��E�����������������!��=��� °7­ ¸ ³�!�� ��D��������=!�
��Q��� �/	QE���	^´ 
 ��
 �C¤ ´ 
 ��
 ����
­�E����"���)D�E�������� �)!���� �����
f

�����"������
£E�� ���
���
(y, z)

� � �b�����"	������������ �)!�� �������������P�����)�V� ���������:	��������EJ	���!��)	���������� EJ	�	���������KLEJ��� ���%!��
Y

	QE��
Y N 
v¯������¡E�� �������P!�
�K6���N�������$� ��� ����� ��� ��E��N�P� ����� !�
����!�
·����� ��	�	�
�����!QE���� � ²¡«P��� ��� � µ�I%��� �Y��� � ²¡«P¥7��� ���QMN���¡�#� ���/�����������N����EH�V� ��������������� �JE������5G

|Yt0 − Y N
t0
| ≤ Ch.

ª �H��
������ � E���������!QE����P�#� ����	���� �P!����P����E£�JE����%!�� � ³PI M � �b��� � ¥7��� M M � ���®� ���PE������������PD���������!��������N����=D£EJ!����¡	������ ��
���
���E��YKLE����¬��� �����������������N�3	QE���!��"�V� ����������!��¡D����N������������D���

����� � � 
 � ��� � �
	�� � �����������

¥c��
�D�������������������!�� E�������!/�������N�V	�����������������������������MN����� ��������������EJ��������� ����EC��E���� � ����G
> �v`7f-, Z�@ .�S%A ACA

�
��� $ ��� � � � � ��� ��� d = q = 1 � ��
�� ����,������ � $ !�
 � � $�� b(t, x) ��
 σ(t, x)


 � � $ � ���

 +-$�� , � � � � � 
 �	��� � � ��
 � � $�
 � � � $ ����� � 
 �#� ��� ����� � � �#$ ����� � � ��� , � � $ $ � 
 � C∞

b


 +-$�� , + ���'��
 � � � � $
� � 
 � � � � $ ��� � � � � � � � � , + � � $ !�
 � � $ φ(x) � � �'�

 � � $ ��
 , + ! � $�
-��
 � � $ 
 �#�����%$�+-,�� 
 � , � � � � � ���+ 
 ��� � +-��
 ,���! � $�
 ��� , �

|φ(x)| ≤ C exp(C|x|).

� $ � $ � � $ ��� � � � � � � � � σ ����
 �'$ � � � ���������#$�
 �#,%, � ��
 � � ��� + � � �#$�� ��� |σ(t, x)| ≥ σ0 > 0 ∀(t, x) �



´�´�´ 
<­P° ¸ ° »P��°d¯ ¸ ´ ¨"¯ ¸
¯�������E���� ������
���E�� ��K6�����¡����	�	���������MV���6�#� °7­ ¸ ³ 	^´ 
 ��
 �/�"E-��� !���� �����¡��� ��
�E�� ���)���

(y, z)
���������D�����!�� �������¡������KL� �QE�� �c!�
�	�����!QE���� ����� MN����K6����� !�����E���E��������¶������K6���QEJ���

XT


�°7�)	QEJ����� D���� � ���$�£�������E�� �������¬D���������!�
������3��� °d­ ¸ ³������ ��E��N���6G
{

−dYt = −(θ(t,Xt)Zt + rYt)dt− ZtdWt,

YT = φ(XT ),

���
θ(t, x) = b(t,x)−r

σ(t,x)

�����¬!��PD��FEJ�����
C∞
b

�������¬��� ���V	������������P´�´�´ 
 ��
�­P�PK���K6�3MV����	�������� ����	QE�� �������
	���
�D�
�!����������$�J���
����KH��� �

XN � �7��D ��
�KLE3!�� °c��� ���\!��
X

�·�b���)E�	�	����VD ������� °7­ ¸ ³ !�����K6	��\D�������� �V�	QE��
Y N
tN

=φ(XN
T ),

	^´�´�´ 
 ��
 �/�
Y N
tk

=Etk(Y
N
tk+1

) − hθ(tk, X
N
tk

)ZN
tk
− rhY N

tk
,

	^´�´�´ 
 ��
 ���
hZN

tk
=Etk(Y

N
tk+1

∆Wk).
	^´�´�´ 
 ��
 � �

����� � �#�	���	��� 
�� ��� � � �
��� ��� ���

��� 		� � � (+*�&��  #�2 /������
�:<�!�����
¯������3E���� �����¬!�����D¡�����������T����D����3!��¡!�
�KL���N����������������
�������K6�¡����� �JEJ�N��G
()Z�JNf<h @VegS@ACA A

�
� � � � � , � � � � � 
��	��� � ��� � ��
 � � $ +

|Yt0 − Y N
t0
| ≤ Ch.

­�E����3D��¡D �QE�	�� ����� �����=����� ��� ������EH�FE �a����D·�������
η : [0, T ] → {t0, · · · , tN}

!�
��������¡	QEJ�

η(t) =
N−1∑

k=0

tk1[tk,tk+1[(t) + T1T (t).

������������� �c� 	a´�´�´ 
 ��
 � ¤ ´�´�´ 
 ��
 � � �Q���=�������������¡G
Y N
tk

= Etk

(
Y N
tk+1

1 − θ(tk, X
N
tk

)∆Wk

1 + rh

)

D��¡MN���Y���=� ��
���E����������
k

!��������6G
Y N
t0

= E
( 1

(1 + rh)N
φ(XN

T )ξNT
)

���
ξNT =

N−1∏

k=0

(1 − θ(tk, X
N
tk

)∆Wk).

� � �
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����·� !�� 
�D��������

Y N
t0

�������cD�������� �a����K6� �����cMN��� ���6E�	�	���� MV��E��N� ��EP	�����	������ �������
O 
 ���J���H������� �����¬G
Yt = E

(
φ(XT )ΓtT |Ft

) 	�
 ��

���

dΓts = −Γts(rds+ θ(s,Xs)dWs) ,Γ
t
t = 1.

°c�@��
������ �JEJ�N��D���������!���������������°7­ ¸ �<���=�������������
Y0 = E

(
exp(−rT )φ(XT )ξT

)

���

ξT = exp(−
∫ T

0

θ(t,Xt)dWt −
1

2

∫ T

0

|θ(t,Xt)|2dt
)
.

¨�������D������QEJ� �}��������� ���}��E ���������=!��@��E�����������EJ��� ��� ��� ��MN��� ¤ ����������� !���EC�������6MV���
Y0

�$� ����	���� KL�D���KLK6�®�#� ����	�
���EJ��D�� !�� 	QE£����� E�D����QE�� ����
��������/�FE�	������QEJ����� � ��
%��� ��MN��� ¤ �����������
Q

!�
��Q������	QE��
dQ
dP

∣
∣
FT

= ξT

�OP� ����������� ����������� |Yt0 − Y N

t0
| ����KLE ��������	QE����FEH����KLK6�"!��"������� �¬������K6���¡G

∣
∣E
(
exp(−rT )φ(XT )ξT

)
− E

(
exp(−rT )φ(XN

T )ξT
)∣
∣

+
∣
∣E
(
exp(−rT )φ(XN

T )ξT
)
− E

(
exp(−rT )φ(XN

T )ξNT
)∣
∣

+
∣
∣E
(
exp(−rT )φ(XN

T )ξNT
)
− E

( 1

(1 + rh)N
φ(XN

T )ξNT
)∣
∣.

¯������3E���� �����¬�����������3D �QEJD����@!��¡D�������������� ������KL���$
(�h�f�[ .£[B@�e�S',CSNh�egS
�

ª �¡������KL�"���¡���������%�^E�D���� ��K6���������=����K}EJ��MN�QE����3MN���
exp(−rT ) − 1

(1 + rh)N
= exp(−rT ) − exp(−N log(1 + rh))

= exp(−rT )
(
1 − exp[rT − T

h
(rh− r2h2

2
+ o(h2))]

)

=Ch+ o(h).

±Y����!���� �@E�����������������K6������
�D�������� �����N��!����3��
������ ��EJ�������N������KL
�!��FE�� �����$

��� 		� 	 ���+* ��(+*#&'�  ��2 #*/��
7 #��� ��(+-'�����!���+*
¯������3E�!���	���������� ��������� E�����������!���� ¯���E M � �Y	�����������������	QE�D����

Dk,p !��=D�E���D����v!��
I%E���� ��E£�V����
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�
� � ����� ��� � � � $ ! � $��#� 
 �#� � �'$ � � � � 
 � 
-�����#$��#� � $ d (Xt)t≥0


 � � $ � � � +-�

 ���
! � � � !#� �#$�
 �

C∞ � 
 �#� ��� ����� � � �#$ ����� ��
 (XN
t )t≥0

� � $ � !������ + 
 � � � , �#���

Xt = x+

∫ t

0

b(s,Xs)ds+

q
∑

j=1

∫ t

0

σj(s,Xs)dW
j
s ,

XN
t = x+

∫ t

0

b(η(s), XN
η(s))ds+

q
∑

j=1

∫ t

0

σj(η(s), X
N
η(s))dW

j
s .

� , � ��� � � � � � 1 ≤ k ≤ d
�

Xk,t −XN
k,t =

q
∑

i,j=0

cX,0i,j,k(t)

∫ t

0

cX,1i,j,k(s){
∫ s

η(s)

cX,2i,j,k(u)dW
i
u}dW j

s

+ � �*!�, + ! � $ � �#$�
 � � $ dW 0
t = dt

��
 � � � ��
 ��� ��� � !�������� � + 
 +#��
 ��� {(cX,i1i,j,k (t))t≥0 : 0 ≤ i, j ≤
q, 1 ≤ k ≤ d, 0 ≤ i1 ≤ 2} ��+ 
 ��� � +-����+-$�
 supN,t ‖cX,i1i,j,k (t)‖k′,p <∞ � � �'� 
 � � 
 k′, p ≥ 1 �

¯������3E�����������
$��EJ����KL���N����������� �=!��¡�FE �a����KH��� ��!�� ������
�����EJ�������-	QE���	QE�� ����������� �JE������5	 � §¬¯ M � � ��G
8�h�f<`cf .£[ ,C[af�W A ACA

�
� � � ��
 F ∈ (D∞)m


 �#, � ��� ��+ � + 
 � �"!�� 
 ��� +-,%, � + � �%$
γF

� � ��
 �%$ � �#� �#� ��,��
� � � � ��
 ��+ 
 ��� � + ��� � γ−1

F ∈ ∩p≥1L
p � � � ��
 φ ∈ C∞

b (Rm)
��

G ∈ D∞ � � , � � � (det γF )−1 ∈ D∞ ��


� � �'� 
 � � 
 � �', 
 ��� �%$�
-�"!�� α � �%, � 	 ����
 � �'$ ��� +-� � +���,�� +-,��)+ 
 � �%��� Hα(F,G) ∈ D∞ 
 �#,%,�� � ��� �
E
(
G(∂αxφ)(F )

)
= E

(
φ(F )Hα(F,G)

)
.

� � ��, � � � � � � �	
 � � 
 p > 1
��
 
 � � 
 � � , 
 ��� �%$�
-�"!�� α � �%, � 	 ����
 � �'$ � ! � $���
 +-$�
 � C(p, α) � 
 ��� �#$�
 � �#� �$�+ 
 � � �#, �

n1, n2
��
 
 ��� �%$�
-�"!����

k, d, d′, b, b′

 � ���#$�
 +-$�
 �"& +-,������#$�
 
 �

p
��

α

 �#, � � � �

‖Hα(F,G)‖p ≤ C(p, α)
(
‖γ−1

F ‖n1
k ‖F‖n2

d,b‖G‖d′,b′
)
.

±Y�7����
�������K6�d����� �JEJ�N� 	 ����
�������KL������	QE ��� � � � !QE���� � ¥c��� M � � ���CMV���N����	���� KL�7������� �a����K6�7� ��	���� D�� ���������������������������!�� °7­ ¸ ��� ��
£EJ�������������������������V����E5
$��EJ����KL���N�¡G
()Z�JNf<h @VegS@ACA A

�
F � � ��
 H �'$ � � ������� +-��
 �%$'& +-,�� ��


Z
�'$ � � ������� +-��
 �%$'& +-,�� ! � $�
 �%$�����
 �#,%, � � ���

Z0 = 0 � � , � ��� , + � � , � 
 � � $ EH(Z)

 � , � � � � + 
 � � $

Xt = Ht +

∫ t

0

Xs−dZs

����
 
 � $ $ ��� � +-�

EH(Z)t = E(Z)t{H0 +

∫ t

0+

E(Z)−1
s d(Hs − [H,Z]s)}

��� E(Z)t = exp(Zt − 1
2
[Z,Z]t)

�

� � �
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�
F � � � � q, p > 1 � � $ +

sup
t

‖Xt‖q,p + sup
t

‖ξt‖q,p + sup
t,N

‖XN
t ‖q,p + sup

k,N
‖ξNtk‖q,p <∞

+ � �*!
(ξNt )t


 � � $ � � +-�

ξNt = 1 −
∫ t

0

ξNη(s)θ(η(s), X
N
η(s))dWs.

������������� ±Y�:��
������ ��EJ�"	������������P������� ��	�����K6�������P������K6���"!�
�D�������� �^EJD���� ��K6���N��!�� �^EJ� ��MN���
b, σ���

θ
�������L��������
�����! !�
���� ��
����L��������
����$
d¥b�����5���-!������������5������KL� �c��� 	���������E�� � �������/�����N��
=!��

����� �
���6����D�������� ( XN

ξN

) D���K6KL�6���L��D ��
�KLE®!�� °c�������)!��}�#� °7­ ¸ ( X

ξ

) �·�:E�	�	�� ��MN�����)E��������
!�� ����D·����KL���N�'!����-��
������ ��EJ���}D��FE�������MN�����'	������}��� !�
�!��������%!����-D�������� �������L!QE����

Dq,p 
¬I%EJ���}� ���
D��V���6D�� ���N���3!��¡��� °7­ ¸ ( X

ξ

) ���¡�������3	QE��(!:!�
���� ��
����3��������
���� 	�!:D�E�������!��
ξ
� ���������¡	����������

	QE�� ��� D���� � ������!���� � �������¡���T��D·����
��
���=����� ��� ��E��N�¬�FEH��������� ����!��¡!��
θ

�\�����3!�� E�������!��QK6���N����������MN���

supk≤N,N ‖ξNtk‖p <∞ 	������
p ≥ 1


��7�@��E:!�
��Q��� �������/!��
ξNt

�Q���E5	������
1 ≤ i ≤ N

G
ξNti = ξNti−1

(1 − θ(ti−1, X
N
ti−1

)∆Wi−1).
	^´�´�´ 
 ��
 � �

OP� �����������=�����������N��	������
p ≥ 1

G

E|ξNti |2p =E

(

|ξNti−1
|2pEti−1

{
2p
∑

k=0

Ck
2p(−1)2p−kθ(ti−1, X

N
ti−1

)k∆W k
i−1}

)

=E

(

|ξNti−1
|2pEti−1

{
p
∑

k=0

C2k
2p (−1)2(p−k)θ(ti−1, X

N
ti−1

)2k∆W 2k
i−1}

)

≤(1 + Cph)E(|ξNti−1
|2p)

	������
h

�����L��E�K6KL���N��	T�·��� ���������/��������� ��E����¬	���������E)!��������������"� ��
$��EJ��� ��
P��E)��������� ����!��"!��
θ

Q¨�����=!�
�!���� �3E�� ����� �^E�D�� ����KL���N��MN���

supk≤N,N ‖ξNtk‖p <∞ 
°c������� ��� �dD���������!�
��������
u

������MN���
tk−1 < u ≤ tk


d°c�o� EJ�N�6MV�����a����D�������������� ���'��
$������� �����-!����E�D�D�������������K6�������:�����
�����������$� D �QE�MN���
ξNti ∈ D∞ 
 °c��!����T
������N���FE����'	a´�´�´ 
 ��
 � ��� ��� �������������H	������

i ≥ k + 1
G

Duξ
N
ti

= Duξ
N
ti−1

−Du[ξ
N
ti−1

θ(ti−1, X
N
ti−1

)]∆Wi−1.

� � M
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°c�@� ��
���E��������=������� ������	������

i ≥ k + 1
G

Duξ
N
ti

= Duξ
N
tk
−

i−1∑

j=k

Du[ξ
N
tj
θ(tj, X

N
tj

)]∆Wj.

°c� E�	�	�� ��MN�QEJ�N� ��� � ��
$��EJ� � ��
 !�� § ��� �N������!���� ¤ ­�EC�V� � ¤ µ"����!�� ! �FE KLE�����������E�� �
∑

j Du[ξ
N
tj
θ(tj, ξ

N
tj

)]∆Wj
�����T�V��������G

E|Duξ
N
ti
|p ≤CpE|Duξ

N
tk
|p + CpE

∣
∣

i−1∑

j=k

Du[ξ
N
tj
θ(tj, X

N
tj

)]∆Wj

∣
∣
p

≤CpE|Duξ
N
tk
|p + CpE

∣
∣h

i−1∑

j=k

|Du[ξ
N
tj
θ(tj, X

N
tj

)]|2
∣
∣

p
2

≤CpE|Duξ
N
tk
|p + CphE

i−1∑

j=k

|Du[ξ
N
tj
θ(tj, X

N
tj

)]|p

≤Cp(1 + E|Duξ
N
tk
|p) + Cph

i−1∑

j=k+1

E|Duξ
N
tj
|p

D£EJ�
θ

��� ����������
���� ‖ξNtj ‖q �·� ‖XN
tj
‖1,q

�����N�$��	��������������
q ≥ 1

�-�Q��� �3�������a����K6
�K6�����3���
N

���
j

°c�%EJ	�	���� MN�QE��N��� �"����KLK6��!��
µ"�������¬E�� � !�����D����·���Q���=�������������¡G

max
k≤i≤N

E|Duξ
N
ti
|p ≤ Cp(1 + E|Duξ

N
tk
|p).

¥ E���E���� � ��������G
Duξ

N
tk

= −ξNtk−1
θ(tk−1, X

N
tk−1

)

!�� ���=���=!�
�!���� �
max
k≤i≤N

E|Duξ
N
ti
|p ≤ Cp(1 + E|ξNtk−1

|p).

±Y����!�
���� ��
����3!�� ����!����¡����	�
���� ���������"����EJ� �����N��!��¡�FEHK ��KL�"�^E ������

¤

��� 		�`= � �)�+& ���$-�&  �"'(+��� 
���� ����� � �
¯�������	�������������!:	���
���������D�������� �V�������FEH!�
�KL����������EJ��� ���-!��-����
�������KL�"´�´�´ 
 ���·�3������������������!������E�����������������K6���3!�����E:����K6KL� 
8�h�SVe�[aSNh*,£SVh�egS

�C���
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��Q���������������FEH������KL� ||| · |||2

	�E��¡G
|||φ|||2 =

√

E|φ(XT )|2 +
√

E|φ(XN
T )|2 +

(
E

∫ 1

0

|φ(XN,λ
T )|2dλ

) 1
2

���
XN,λ
t = λXt + (1 − λ)XN

t


Y¯3������EJ���������P�������¡!�� E�������! ����	�	�����������EJ���¡����� ������D���������MN���
φ��� ��!���D��FE������

C∞ !5����	�	���� ��D���K6	QE�D�� 	
C∞

0

���-!5D�����!�� �������/!���	���������� ��KL������������MN���
∣
∣E
(
exp(−rT )φ(XT )ξT

)
− E

(
exp(−rT )φ(XN

T )ξT
)∣
∣ ≤ C|||φ|||2hEC����D

φ
!��¡D��FEJ�����

C∞
0


Q°c�=��� �·��������D�E���!��
φ

KL��������E���������� ���@!�
�!���� �����/D�������� !�
���E��N�������"����� ���!�� �a����D����������
φm

!�E����
C∞

0

MV����������!5�������
φ

	������c�FE�������KL� ||| · |||2 
Nª �������3���V	������������3���T��D·����
�������=	������3��
�
�D��������¡��� ������������D���KLK6�

E
(
exp(−rT )φ(XT )ξT

)
− E

(
exp(−rT )φ(XN

T )ξT
)

=

∫ 1

0

E
(
exp(−rT )ξT∂xφ(XN,λ

T )(XT −XN
T )
)
dλ.

°c�@������� � ��EJ�N��� �"����KLK6��´�´�´ 
 ���Q���=�����������N�
E
(
exp(−rT )ξT∂xφ(XN,λ

T )(XT −XN
T )
)

=
1∑

i,j=0

E
(
exp(−rT )ξT∂xφ(XN,λ

T )cX,0i,j (T )

∫ T

0

cX,1i,j (s)(

∫ s

η(s)

cX,2i,j (u)dW i
u)dW

j
s

)
.

¯�������E���� ����������E�� �����¬� �P������K6�"D�����������	�����!QEJ�N��!
i = j = 1


�°c�=������� � ��EJ�N�¬��E �a����KH��� �P!��"!��QEJ��� ��

	 � ¯���E M � � � ���3� ������
�������KL�¡!�� �Q���������������/������� �����¡G

E
(
exp(−rT )ξT∂xφ(XN,λ

T )cX,01,1 (T )

∫ T

0

cX,11,1 (s)(

∫ s

η(s)

cX,21,1 (u)dWu)dWs

)

=

∫ T

0

E
(
Ds{exp(−rT )ξT∂xφ(XN,λ

T )cX,01,1 (T )}cX,11,1 (s)(

∫ s

η(s)

cX,21,1 (u)dWu)
)
ds

=

∫ T

0

∫ s

η(s)

E

(

Du

[
Ds{exp(−rT )ξT∂xφ(XN,λ

T )cX,01,1 (T )}cX,11,1 (s)
]
cX,21,1 (u)

)

duds.

±Y�@������KL�
E
(
Du[Ds{exp(−rT )ξT∂xφ(XN,λ

T )cX,01,1 (T )}cX,11,1 (s)]cX,21,1 (u)
) 	������'���%��
�
�D���� ���%��������FE'�a����K6�6!�� �����}����K6K6�6!��L������K6���

E
(
∂αxφ(XN,λ

T )G
) MN���}��� ����	������HK}E ���������¡����������� � ��E������FE	�����	������ ��� ���)´�´�´ 
 �����c�#� ����
$��EJ� � ��
 !��3ª¬E���D ���N¤ ¸ D ���¬E�� �3	�E��

C‖φ(XN,λ
T )‖2


�³���KLE���MN�������cMN������� ���	������ ������� � �����¶�FE�	�����	������ ��������´�´�´ 
 � D£EJ�
(XN,λ

t )t
����� ���)	����VD���������� !�� ´º� ���������a����K6
�K6�����\��� ��� 	���� MN���

	 � ²¡«P¥7��� � � 
Q´ D������FEH!���K6�����������
d = 1

�����3D�����D���E����"�·�3
��V� ���¡!����3!�
����������3D���KLK6�"!QEJ��� � µ�I%��� �#
OP� �����������=�����������N���Q��E�����KL���N��MN���
E
(
exp(−rT )ξT∂xφ(XN,λ

T )cX,01,1 (T )

∫ T

0

cX,11,1 (s)(

∫ s

η(s)

cX,21,1 (u)dWu)dWs

)
≤ C‖φ(XN,λ

T )‖2h.

�C���
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∣
∣E
(
exp(−rT )φ(XT )ξT

)
− E

(
exp(−rT )φ(XN

T )ξT
)∣
∣ ≤ C|||φ|||2h.#-S���N¶[B@VegS�,CSNh�egS

�
±¶�¡!�������� ��K6�"������KL�
∣
∣E
(
exp(−rT )φ(XN

T )ξT
)
− E

(
exp(−rT )φ(XN

T )ξNT
)∣
∣

����	�����K6� �#� E�	�	���� ����KLEJ��� ���)!�� ������!�
���� ��
��¬!���³3E�!����
ξT

	QE�� �����¬��E�����E���� �¬EJ��
�EJ����� ���d!�� ����	�
���E���D��
1

K}EJ����	������JE����H	�������!����'!����)�JEJ���������)��
$��EJ��� �����
ξNT


 ª ��K6K6�L	������)� �L	�����K6�����¡������K6���\�������	������������3����	�	���������MN���
φ

�����3!QE����
C∞

0

!5D�����!�� ��� ���-!��¡KL������������MN���
∣
∣E
(
exp(−rT )φ(XN

T )ξT
)
− E

(
exp(−rT )φ(XN

T )ξNT
)∣
∣ ≤ Ch|||φ|||2.¯������"E���� ����������	���� KL���P�FEL!���� 
�������D��

ξT − ξNT
!'��� E���!���!��®����
�������KL�)´�´�´ 
 ��
v³���KLE���MN�������P�������!�� E�������!=MV���

dξt = −ξtθ(t,Xt)dWt���3MN���
ξNT

��������EH��E���������������KL� �QE�� ��!��¡��� 
�MN�QEJ��� ���/!�� ´º� �
ξNt = 1 −

∫ t

0

ξNη(s)θ(η(s), X
N
η(s))dWs.

¨��=	�������!�����D¡��
�� ��	���� KL������E:!���� 
�������D��¡D���K6K6�
ξt − ξNt =

∫ t

0

ξNη(s)θ(η(s), X
N
η(s))dWs −

∫ t

0

ξsθ(s,Xs)dWs

= −
∫ t

0

(ξs − ξNs )θ(s,Xs)dWs +

∫ t

0

[ξNη(s)θ(η(s), X
N
η(s)) − ξNs θ(s,Xs)]dWs

=E(α)t

∫ t

0

E(α)−1
s εNs [dWs + θ(s,Xs)ds]

���
αt = −

∫ t

0
θ(s,Xs)dWs

	a����� �v���b����
�������KL�c´�´�´ 
 �¬	������Y�FE ������EJ��� ��� E(·) �T���
εNs = ξNη(s)θ(η(s), X

N
η(s))−

ξNs θ(s,Xs)

�¨��=	������PEJ����������
�
�D���� ���¡����������KL�"!�� �����������

εNs
�������3�FE �a����K6�:G

εNs =ξNη(s)θ(η(s), X
N
η(s)) − ξNs θ(s,Xs)

=ξNη(s)θ(η(s), X
N
η(s)) − ξNη(s)

[
1 − θ(η(s), XN

η(s))(Ws −Wη(s))
]
θ(s,Xs)

=ξNη(s)[θ(η(s), X
N
η(s)) − θ(s,Xs)] + ξNη(s)θ(η(s), X

N
η(s))θ(s,Xs)(Ws −Wη(s))

=ξNη(s)[θ(η(s), X
N
η(s)) − θ(η(s), Xη(s))] + ξNη(s)[θ(η(s), Xη(s)) − θ(s,Xs)]+

ξNη(s)θ(η(s), X
N
η(s))θ(s,Xs)(Ws −Wη(s)).¨��@�JEL	�������������EJ��������E�	�	���� MV�����3��E6K���K6�¡����D ������MN���
MV���)	�������� ��	�����K6������������K6���<D���KH��� �QE��������
�������K6��!�� �Q�����������)�a����K:�����"!���!��QE�� � ��
¡�·��!�� � �N��
$����EJ��� ���/	QE���	QE�� ����� � !6D�����!�� �������=MN���

ξNtk ∈
�C���
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D∞ ���
MN���
supN,k ‖ξNtk‖k′,p < ∞ 	������

k′, p > 1

bª"� ��� �)����E�D·����K6�����)���5��
������ � E��
!��g±Y��K6K6�´�´�´ 
 ��
Q´ �v!�
�D������ �
���QE�����K6���N�

∣
∣E
(
exp(−rT )φ(XN

T )ξT
)
− E

(
exp(−rT )φ(XN

T )ξNT
)∣
∣ ≤Ch‖φ(XN

T )‖2

≤Ch|||φ|||2.

¤

�C���
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� �ksyj.p�t=l=| �

i �v�ymxl@p�t@�kr | j mx�ql �v|�� ��� �ks�t@pvm�wk�
�kpT� � l=|�w1t=pv|��Y�v|�� �6t=m�~��ksx�6t@p � �q|�� l � t=l=mx�yl%sy�q|��
l ��� � ~��kpv|��

� ��� � � ��� 
 � ��� � �#��� �
	�� � �����������

¨��=D�������� !������¡������������������E:K���K6�"!��V�QE�K6� MV���¡	������
X

Xi,t = Xi,0 +

∫ t

0

bi(s,Xs)ds+

∫ t

0

σi(s,Xs)dWs, 1 ≤ i ≤ d

���3���=�����)�a����D��¡�#� �N�V	������������
��
 �5G
> �v`7f-, Z�@ .�S%A ACA

�
F � � � � � � 
��	��� �
� ��
 ����
 � �#� � � ��� � � $ � � 
 � � � ,���� � � $ !�
 � � $ � b ��


σ
� � $�
 ! � $�
 ���

$������ � 
-� � �#� �#$�
 � +���,���� + � �*!�
 ����
 �#� ��� ����� � � + 
 � +-,���� � � � $ ����� �'$ � � � ���������#$�
 � � $ � $ � � $ ��� � � � � �
�'$ ��! � $�
-��
 � � $ 
 � �'$ � � � ����� �#,%, � ��
 �"!#��
 � ���'�

σσ∗ � � � � � � ��� σσ∗ ≥ ε0Id
+ � �*!

ε0 > 0 �°c�'��� �·���V�������¬E�������������������� �}!��3����E£�JE�� ��� ���dE£����D����'	����VD����������¬!�� ´º� �)�������a����K6
�K6�����d��� ��� 	���� MN���	������ EJ	�	���� MN�����d� ������
������ � E�����!���� I �v��� ��
�¯������ ����	�	����������¬
$��E�����KL���N��MN���P��� ����	��J���������P´ 
 �P�������
������Q
���
­�E�����D��·������	QE�������� �Q��������D �QE��������������#� °d­ ¸ ³ 	a´ 
 ��
 �/�¬���PEJ����������!�
�������K}E�� ��D ������D �����P���=������	������
(Y, Z,K)

MN���Y��
������Q�5G
Yt = g(T,XT ) +

∫ T

t

f(s, Ss, Ys, Zs)ds−
∫ T

t

ZsdWs +KT −Kt,

Yt ≥ g(t,Xt), t ≥ 0,

∫ T

0

(Yt − g(t,Xt))dKt = 0.
	^´�´�´ 
 � 
 �/�

¯������\�������b��
��a
�������� ! � °d²¡²¡¥ + M E �N	������¶�����¶�������\����	QE�D���� !�E����\������MN�������\D ������D �����b����������������	������
(Y, Z,K)

����� ����� �����bEJ������� MN���'	T�����H!����:��
������ � EJ���H!�� � ����� ������D��/���:!�� ������D�� ��
 	 �������)
���E�� ��K6�����



´�´�´ 
<­P° ¸ ° »P��°d¯ ¸ ´ ¨"¯ ¸
�#� E����������3O 
 ��� 
N± � � �N������	���
���EJ��� ��� �Q�QEJ��D�� �����3��� ���FE"����� �JE������ 
�¨��L!�
���� �������������������7D�������������� �������	���� �����a������� � ��!��3�JEJ�������

(Yt)t
�·� � �

(Zt)t
��� � ����� ��
 !��FE¡	������ �������5���'EJD������

S
!�E������ �3	���� �����a����� ��� ��
ª ������� �a��� �$�T��� � K6	T�����)��� 	�������MN���:�FEL��E���������!���	����������a������� ���
����� �P��������������������	�
���� ������� !}���	���E���D �����

g(t,Xt)

�ª�� ����� � ��E�D�����K6����� ��E�!�����D�����	���������!�� ��������	���� ���
E�K6
�����D�E�� ���7� �
	QE��\� ����KL	������!QE����3� �"D£E���!�� ���=	�����E�K6
�����D£EJ���������@E�����EJ� �

g(t, x) = (K − ex)+

¯�������E���� ����� �������c!QE������ ��	����VD ��E����6D �QE�	�� ������MV��� � �<�����d�������d��� KL	�����!��3KL�V!����Q���c� ���dE���������� ����K6���	�����	�����
��3!QE�����������	�E�����������´����3´�´�	�������������� ��D���K6	����¡!��¡��E:D����N����E�� �N���"!���	��FE���D �����$
° � E���� !�������
�MV���¬� ������D�����!5E���������� ����K5�7��� �����b����D ������MN����� !�� 	���������� D�����!����������N� !3!����b�V� �����������!��)D���������� ������D��5	������P� ��	���� D�� ������MN���H!QE����P�FEL	�E��������
´ �T���%�JE}	�� ��� ���P� ��	��������"�FE6KL�V!����QD£E���� ���!��-D����6E���������� ����K6�}	������H������� �:D���K6	����-!���	��FEJ��D �����$
c± � E�!QEJ	�� EJ��������!�� 	�����K6�����:E���������� ����K6�	���
������N��
�� EC����D)� ��
���EJ��� ������!��H¥c� D£E���!��<��� ������K6��� E�� ��� 
<±Y�����N�V	��������������������P��� ��������E�D�� �

g
�����N�P� �������� �JEJ�N�����

> �v`7f-, Z�@ .�S%A ACA
�
�
g(·, ·) ����
 � � , 
 �#� � �#$ $ ��
 � �%$�
-�"!�� 1

2

�#$ 
 ��� ��� ��
��'$ � � � ���������#$�
�� � ��� !��'��
��
�#$ , + � +-� � +���,�� � � + 
 � +-,�� �
³���KLE���MN�������"MN���:	����������������H������K6	�� �:!�� 	�����EJKL
�����D�E�� �%��� !�� KL������� ���

1
�vD��������:�N�V	��������������� ���������-��
������Q
���
·� E����3!�������
�MN������� ��������E�D�� �

(K − ex)+ ��� ���N���Y	������
x ≥ log(K)




� ��� � � � �	� � � � ����� �

¨�� !�
��Q��� �
gR

!��5K}EJ���������:E��QE�� ������� !
φN,R

���
fR

!QE����¡��E-	QEJ����� �:´�´ 
¶±Y���¡�����������
Cy(R)

�·�
Cz(R)

�������)!�
��Q��������D���K6K6�5	���
�D�
�!���K6K6������
b©3�gD�E�� D����c��� KL� ��EJ� ���*!=D���� ���7!��6�FE-	�����	������ �������´�´ 
 ��	�����K6���3!��
�������3���������¬�JE�� ������������	�� ��D�� ����KL���N�$
± � EJ��������� ����K6������	���
������N���������������������������3�����
�a����KL����
�����������E�!��:G
→→→ ¨��=����� ��� E�� � ����	������

k = N
	QE��

yN,R,MN (·) = gR(tN , ·)



→→→ Oy���%����� � E����P!��)!�� ��D���
�������EJ��� ���
tk
�
(αMl,k)1≤l≤q

������!�
��Q���bD���K6K6�����®K6� ��� K6� �������3!��%	����J¤��� ��K6�"!��¡KL������!������¬D£E�����
��¡G
inf
αl

1

M

M∑

m=1

|yN,R,Mk+1 (X̃N,m
tk+1

)
∆W̃m

l,k

h
− αl.p

m
l,k|2

EC����D
X̃N,m
tk+1

��� KH����
 � !��¬�FE�K���KL� �^E �����HMV���
P̃N,m
tk+1

!QE���� ��E�	QE�� ������´�´ ��!P	�E������ �b!��
XN,m
tk

�·�c��� � ��¤
D���
�K6�����\�����
����� ���
E�� ��� ����E�� ���

∆W̃m
k

	QE��
X̃N,m
tk+1

= XN,m
tk

+b(tk, X
N,m
tk

)h+σ(tk, X
N,m
tk

)∆W̃m
k



¨���!�
��Q��� �¡E�� �����

zN,R,Ml,k (·) 	�E��
zN,R,Ml,k (·) = [αMl,k.pl,k]z(·)


 ¥c�����
αM0,k

��� �¡!�
��Q��� D���KLK6�
���K6����� K6� �������¬!��=	�����������K6�"!���K6��� ��!�������D�E�����
���G

inf
α0

1

M

M∑

m=1

|yN,R,Mk+1 (X̃N,m
tk+1

) + hf(tk, X
N,m
tk

, yN,R,Mk+1 (X̃N,m
tk+1

), zN,R,Ml,k (XN,m
tk

)) − α0.p
m
0,k|2.

¨��=!�
��Q��� �3E��������
yN,R,Mk (·) 	QEJ�

yN,R,Mk (·) = max
(
[αM0,k.p0,k]y(·), gR(tk, ·)

) 

�C� �
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→→→ ¨��=� ������� ������MN��� !6�#� ����� � E����
t0



¨��
	������b�������
� ���b� K}E���� �����Y���7K���K6�dE���������� ����K6�c��E����b����� ����������� E������ ����E�� ����� 	aK ��KL�7����KLE���MN���MN����	������ �FE
����D·������� � 
 ���V	QE���������´�´ ��
�OP� �������V�#� E���������� ����K6�3������MN�QE�����K6�����¬����K:���FE���� �"!)D��������T!�
·¤D���� �c!QE����c�FE�	QE�� �����¬´�´ �3!"D���D��<	������7MN��� !¡D �QEJMV���3����� � E����������*�a����D�������������E�	�	���� ��� K}EJ��� ���
yN,R,Mk!��������
����	�
������������)E��@	���E���D �����

gR(tk, ·)

�±Y�
K���K6�"�¦�V	��
!�� E���������� ����K6�¡E6!�
¦��!6
���

	�����	�����

�·�E��QEJ� �V��
}!QE���� � §¬¥7¥7��� � ��� � § ��� � � KLE�������� ��������� ��E����)!����H����D ����� MV�����:!���� 
������������:!��'MV��E��N��� ¤

�QD�EJ��� ��� 	������¡���:	�����K6�����¡E�������D����H����!��5D£E�� D���� !��}I@E���� ��E£��� ��	������¡���:����D�����!�
b­�EJ����D����
!������E�� ����D������$� � �:D�E��¡!�� ��� !���� �����"!�
�	�����!�E��N��!��
Z

��� ��� ��	QE��"���N�V� ��E���
5E�� ������MN���5��������E���������� �������D��·�����=	������������ ��� ��
'��D��#
 ¯3�����5	�����	��������������6
���E�� ��K6���N�:!�� E����������5� �V	����6!�� E���������� ����K5���H	������5� ���°7­ ¸ ³���
 & 
�D ��� ���3!QE������FEH	QE�� ��� �"�V��KL
�����MN���"K}EJ����E£����D������
E���E�� �V���"	���������K6	�� ��� MV����
¯PE������������ ��K6������� ��� 	������ ��� 	�������� �FE MN����� ��� ��� !�� ��� ����������� D���K6K6����� ���N�����
(yN,R,M (XN), zN,R,M (XN))

���
(Y N , ZN )

��������!�� ��D���
�������E��������:���5����KL	��7!�� 	^´�´�´ 
 � 
 �/�bMV���3�������!�
�D���� ��������K}EJ���N�����QEJ�N�$


� ��� � ��� � � � 
���� ��� � � ����� � � ���

­P�HKLE����������)EJ�QE���������� ! 	^´�´ 
 ��
 ��¤ ´�´ 
 ��
 ���������®!�
��Q��� �������H!�� ��D���
�������E��������
(Y N , ZN )

!�� 	^´�´�´ 
 � 
 �/�!��¡KLE�������������
·����������E�!��5G
→→→ ¨��=	������

Y N
tN

= g(tN , X
N
tN

)

→→→ O ���=� ������E��N�
tk
�Q���/!�
��Q��� �

ZN
tk

	QE��

hZN
tk

= Etk(Y
N
tk+1

∆Wk),
	^´�´�´ 
 � 
 ���

	���� �����/!�
������ �
Ỹ N
tk

�����YMN���

Ỹ N
tk

= Etk(Y
N
tk+1

) + hEtkf(tk, X
N
tk
, Y N

tk+1
, ZN

tk
),

	^´�´�´ 
 � 
 � �
���3���)�Q�@���=	������

Y N
tk

= max
(
g(tk, X

N
tk

), Ỹ N
tk

) 

¨�� !�
������ �¡
���E�� ��K6�����"�����:������������� ���VD�E���� ��
��

(Y N,R, ZN,R)
��� ����K6	���E �£EJ�N�

g
���
f

	�E��
gR

�·�
fR



O D£E������%!��@��E 	�����	�����
���
=!��®I%E�� ��� � !��

XN ����E ��������� ���
Y N,R
tk

= yN,Rk (XN
tk

)
�
Ỹ N,R
tk

=

ỹN,Rk (XN
tk

)
���
ZN,R
tk

= zN,Rk (XN
tk

)
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�
F

max
0≤k≤N

E|Y N
tk

− Y N,R
tk

|2 + hE

N−1∑

k=0

|ZN
tk
− ZN,R

tk
|2

≤C
N−1∑

k=0

E
[
1g(tk,XN

tk
)6=gR(tk,X

N
tk

){|Y N
tk
|2 + Cy(R)2}

]
+ CE(|g(tN , XN

tN
) − gR(tN , X

N
tN

)|2)

+ ChE

N−1∑

k=0

|f(tk, S
N
tk
, Y N

tk+1
, ZN

tk
) − fR(tk, S

N
tk
, Y N

tk+1
, ZN

tk
)|2.

�������������

E|Y N
tk

− Y N,R
tk

|2

=E
[
|g(tk, XN

tk
) ∨ Ỹ N

tk
− gR(tk, X

N
tk

) ∨ Ỹ N,R
tk

|21g(tk,XN
tk

)=gR(tk,X
N
tk

)

]

+ E
[
|Y N
tk

− Y N,R
tk

|21g(tk,XN
tk

)6=gR(tk,X
N
tk

)

]

≤E
[
|Ỹ N
tk

− Ỹ N,R
tk

|21g(tk,XN
tk

)=gR(tk,X
N
tk

)

]
+ 2E

[
(|Y N

tk
|2 + Cy(R)2)1g(tk,XN

tk
)6=gR(tk,X

N
tk

)

]

≤E
[
|Ỹ N
tk

− Ỹ N,R
tk

|2
]
+ 2E

[
(|Y N

tk
|2 + Cy(R)2)1g(tk,XN

tk
)6=gR(tk,X

N
tk

)

]
.

±Y�:������KL�
E
[
|Ỹ N
tk

− Ỹ N,R
tk

|2
] E�� ����� MN���5���H���������5!��:�FE'!�
�K6����������EJ�������®���:����E�� �������¡E���������!��:�FEK���K6�"KLE�����������MN����	��������FEH	�����	������ �������'´�´ 
 ��


¤

� ��� � ��� � � � 
�� � � � 
 ��� � � ��� ��� ��� � � � ��� � � � � ���#��� �

´ �<����� �^E�D���� ��!����������7MN���3�����c����
�������KL����´�´ 
 ���N´�´ 
 �)��´�´ 
 � ����´�´ 
 �¡�����N�d���������������7�JE���E���� ���$
�°7�L���T���$���� �����6�3!��¡����KLE���MN������MN��� |a ∨ b− c ∨ b| ≤ |a− c| �·�3!�����D5G
1

M

M∑

m=1

|yN,Rk (XN,m
tk

) − yN,R,Mk (XN,m
tk

)|2

=
1

M

M∑

m=1

|gR(tk, X
N,m
tk

) ∨ ỹN,Rk (XN,m
tk

) − gR(tk, X
N,m
tk

) ∨ [αM0,k.p0,k]y(X
N,m
tk

)|2

≤ 1

M

M∑

m=1

|ỹN,Rk (XN,m
tk

)) − [αM0,k.p0,k]y(X
N,m
tk

)|2

���3��� E��QE�� �����"��
�E���� ��
��"!QE������FEH	QE�� ������´�´ �����3��E��FEJ������	�������D��¡!�������������������K6��

�C� �
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�� 
 � ��� ��
 ��� �	� ����� �

´ �"��������� !�
·� E���� ���}�FE D����N������������D��g!��
(Y N , ZN )

�������
(Y, Z)


�¥\�����/D����FE)�¬��� �JE�D���K6	QE������
(Y N , ZN )

!5�#� 
�MV��EJ��� ���/��
�����������E�!��"!������������������
(Y N,1, ZN,1)

�Q� �N�����V!���� ����!QEJ��� � I �v��� �cG
→→→ ¨��=����� ��� E�� � �������

tN
	QEJ�

Y N,1
tN

= g(tN , X
N
tN

)



→→→ ¥c�����%	������
t ∈ [tk, tk+1[

��������
������������ 
�MN�QEJ��� ��� ��
�����������E�!��g��������
 & 
�D �����g!�������� ����� ���
(Ỹ N,1, ZN,1)

G
Ỹ N,1
t = Y N,1

tk+1
+

∫ tk+1

t

f(s,XN
s , Ỹ

N,1
s , ZN,1

s )ds−
∫ tk+1

t

ZN,1
s dWs.

	^´�´�´ 
 � 
 � �

→→→ ¨��=!�
��Q��� ����������� ���¡	��������������
t

!QE����
[tk, tk+1[

�
Y N,1
t = Ỹ N,1

t ∨ g(t,XN
t )



→→→ ¨��=� ������� ������MN��� !6�FEH!QEJ���

t0 = 0
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�
� � � � � h ����� ��+ � ���#$�
 ����
 ��
 � � $ +

max
0≤k≤N

E(|Y N
tk

− Y N,1
tk

|2) +
N−1∑

k=0

E

∫ tk+1

tk

|ZN,1
t − ZN

tk
|2dt ≤ Ch+ CE

N−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

|ZN,1
s − Z

N

tk
|2ds

��� hZN

tk
= Etk

∫ tk+1

tk
ZN,1
s ds �

�������������9°c������� ��� ��E��N� |a ∨ b − c ∨ b| ≤ |a − c| �·�5��� E�	�	�����MN�QEJ�N�HD���KLK6�L���������������H���������
$��EJ��� ��
�!�� �d�����)�5!5	QEJ����� �¬!����3
�MN�QEJ��� ����� 	a´�´�´ 
 ��
 ��¤ ´�´�´ 
 � 
 � � �Q���=�����������N�3E�� ��
�K6���N�¡G
E|Y N

tk
− Y N,1

tk
|2

≤E|Ỹ N
tk

− Ỹ N,1
tk

|2

≤(1 + γh)E|Etk(Y
N
tk+1

− Ỹ N,1
tk+1

)|2

+ h(1 +
1

γh
)E

∫ tk+1

tk

|f(tk, X
N
tk
, Y N

tk+1
, ZN

tk
) − f(s,XN

s , Ỹ
N,1
s , ZN,1

s )|2ds

≤(1 + γh)E|Etk(Y
N
tk+1

− Ỹ N,1
tk+1

)|2 + C(1 +
1

γh
)h2 sup

tk≤s≤tk+1

(E|XN
tk
−Xs|2 + |tk − s|)

+ C(1 +
1

γh
)h2 sup

tk≤s≤tk+1

E|Y N
tk+1

− Ỹ N,1
s |2 + Ch(1 +

1

γh
)E

∫ tk+1

tk

|ZN
tk
− ZN,1

s |2ds

≤(1 + Ch)E(|Y N
tk+1

− Y N,1
tk+1

|2) + Ch2 + ChE

∫ tk+1

tk

|ZN,1
s |2ds+ CE

∫ tk+1

tk

|ZN,1
s − Z

N

tk
|2ds

���@����� ��� ��E��N�����¡����KLK6�"O 
 �5	������3�����������3	QE��
Ch

���"������K6�
suptk≤s≤tk+1

E|Y N,1
tk+1

− Ỹ N,1
s |2 	����J¤

������E��N�3!��
E|Y N

tk+1
− Ỹ N,1

s |2 ≤ 2E|Y N
tk+1

− Y N,1
tk+1

|2 + 2E|Y N,1
tk+1

− Ỹ N,1
s |2 
±¶E"!����T
�������D���E£����D���E�	QEJ����� �¬´\��� �dMN��� ���LE������������5!�� E£������� ��������������KLEJ��� ���)!��

E
∫ tk+1

tk
|ZN,1

s |2ds	�������	������������3D�����D��������
	QE�����������KLK6�¡!��:µ"�������¬E�� �¶!�� ��D������$
 ±Y�
D�������� ��������������� 	�E����FE6������K6�
�C� M
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L2 !��"�FE)D�����!�� ��� ���}������K6���QE�� �
E|Y N,1

tk+1
|2 ��� �����3	QE������)�6��E�����D�E���D�����E:!��������¡���/������KL��!�� ����!����

1
� ������MV��� ���/E�	�	�� ��MN���P���P� ��K6KL��!���µ"�������¬E�� �T!�����D����·��
�¥ E��¬D����N����� �����-	������������ ��� ����������±Y��K6KL�O 
 �:MN���Y�������3!��������

suptk≤t≤tk+1
E|ZN,1

t |2 ≤ C(1 + |X0|2)

�OP� �����������=�����������N���Q�QEJ����KL���N�

E|Y N
tk

− Y N,1
tk

|2 ≤ (1 + Ch)E(|Y N
tk+1

− Y N,1
tk+1

|2) + Ch2 + CE

∫ tk+1

tk

|ZN,1
s − Z

N

tk
|2ds.

±Y�¡K ��K6���¦�V	���!���D�E���D���� ��MV����!QE����3��E:	QE�� ��� �"´�	�����K6�·�3!�� 
�� EJ����� �¬�FEH���������¡	������
N−1∑

k=0

E

∫ tk+1

tk

|ZN,1
t − ZN

tk
|2dt.

¤OP� ���������FE���� ���������7!��7D����N������������D��������¶����� �a����� !��c	������Y��
������ 	�E��Y� � ������K6�
E
∫ tk+1

tk
|ZN,1

s − Z
N

tk
|2ds	���� � 	�E�� ��E��V� ����������!��¬D�����������������D���!��

(Y N,1, ZN,1)
�������

(Y, Z)

�ª ���c!������)�V� �����������c!�
�	�����!����N�!��¡�FEH��
�������E���� ��
�!������ ������� EJD�� �

g(·, ·) 


		� �	� � � (+��&'�������! #(
C1,2

¨��'�^E�� ����D��v�#� �N�V	������������
> �v`7f-, Z�@ .�S%A ACA

�
L
g
����
 
 � !#, + ��� �

C1,2 + � �*! � ����
 �#� ��� ����� � � � $ ����� �'$ � � � ���������#$�
 �
ª �������@���V	������������%����	�������!���� �^E�� �5�����6�N�V	��������������}!�� � I �v��� �����L	�����K6���L!�� E�	�	���� MV�����5�����������
������ � EJ���$
Q°7�=D���K:�����QE��������¡±Y��K6K6�"O 
 ���·�3���"����
�������K6��O 
 � �����=�����������N��MN���

E{ sup
0≤t≤T

|Y N,1
t − Yt|2 +

∫ T

0

|Zs − ZN,1
s |2ds} ≤ C(1 + |X0|4)

√
h.

­P�¡	��������Q���=	������3KLE���������� ∑N−1
k=0 E

∫ tk+1

tk
|ZN,1

s − Z
N

tk
|2ds 	QE��

CE

∫ T

0

|ZN,1
t − Zt|2dt+ C

N−1∑

k=0

E

∫ tk+1

tk

|Zt −
1

h
Etk

∫ tk+1

tk

Zsds|2dt

≤C(1 + |X0|4)
√
h

����D���KH�����QE����¡���5����KLK6�:O 
 �L�·�
���:����
�������K6�6O 
 � 	������¡���5	�����K6������������K6�6���
���g������� � ��E����¡�������
�������K6�¡O 
 �:	����������"����D�����!@������KL� 
OP� ��������!QE��������"D�E������
g

�����3!��¡D���E������
C1,2 E£����D�!����3!�
���� ��
����3��������
����$�<���/������� �����

max
0≤k≤N

E(|Y N
tk

− Ytk |2) +
N−1∑

k=0

E

∫ tk+1

tk

|Zt − ZN
tk
|2dt ≤ C(1 + |X0|4)

√
h.

� � �
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�
� � $ ! � � � +-� +-$�
 + � �*! ,�� 
 ��� � � ����� � ��
 � � $ ! � $���
"+ 
 � � ��� , + � ��
 ����� � 
 � ! � $ � �#���

& �#$ !���� � ����
 
 �"&-� + 
 ��� 
 � √
h
�
h

1
4
� � ��
 
 �����#��
 ��
 � � ��
 ����� � ����
 
�� � � , + ������� �#$ !�� 
 � , � � ����
 +'!#,��

g
��
 � ��� ��,�� �%$ � � ��
 +���,�� �#$ 
 � � 
 � & �#$ �#� +-, ��
 � �

¯��J�����¡������������!�� E�	�	�� ��MN������D��·�PE���������� ����K6�"E��=D£EJ�3!�� ��	���� ������E�KL
���� D£E�� ���������=�#� ��������E�D����"��� �����	QE��¡!��5D���E������
C1,2 D���KLK6�:	QEJ�¡������KL	�� �5!QE������ �5D�E��¡!�� 	QEC�����

(K − ex)+


¶¨"���Y�������¡KL����¤��������� MN�����������¬	������������¬������E ����� � �����N�V	��������������������¬��� ��������E�D�� �
g

���¬��
�E���K6��������D���������� ������� ���D�����D�� ����� ������!�������
����3!QE���� � I �v��� �#

		� �	� 	 � �+��� �,�2 #����
Y-��+* "	�\�%�� #" 
+*#�+* *#& � �	�B� ��*; #��:<���
¨��'�^E�� ��!QE�����D��·�����¡	QE�� �������#� �N�V	������������������ �JE������
> �v`7f-, Z�@ .�S%A ACA

�
O � $ ��� � � � � � � ��� g ����
 
 � !#, + ��� �

C1 �#$ 
 ��� ��� � 
 � ��� � �'� � �'$ � � � ���������#$�

� � ��� !��'��
 � �#$

x
��
�� ���

g(t,Xt)
��

g(t,XN

t )
��+ 
 ��� � � $�
 ,���� 
 � � �#, � � ������� $�
 � �

g(t,Xt) =g(0, X0) +

∫ t

0

Usds+

∫ t

0

VsdWs + At,

g(t,XN
t ) =g(0, XN

0 ) +

∫ t

0

UN
s ds+

∫ t

0

V N
s dWs + ANt ,

��� A � AN � � $�
 ! � $�
 �%$�� � � !#� � ����� + $

 � � �%$�
 �"&-�)+���,���� ��
	
 �#, � � ��� ,���� ������� � ���
dAt

��

dANt

� � $�

�#�%$'& �', � �#������� +-� � +#� � � ��
 � dt ��
�+ � � ! ,���� ! � $�
-��
 � � $���
 � �%$�
 �"&-� +����%, ��
 � ��� ��� +-$�
 ��� supt E(|Ut|p) +

supt E(|UN
t |p) + supt E(|Vt|p) + supt E(|V N

t |p) <∞ � � �'� p ≥ 2 �

³���KLE���MN�������'MV�����¬	QE��}������K6	�� ��� 	������'� �%D£E��'!�� 	����/E�KL
���� D£E�� ����� !���K6������� ���
1
� �#� �N�V	��J¤���������¡´�´�´ 
 �:��� ����
������Q
��¡D£E��

g(t, x) = ψ(t, exp(x))
E£����D

ψ(t, ·) D�������������
<OP� �����������/������� ������� ���
�a����K:��������!�� ´º� �6����� ��E��N����� 	 ����� �¬����
�������K6�%E�
 ��	QE ���
��� � !QE���� � ² ¸ � � � ��G

g(t,Xt) = ψ(t, exp(Xt)) =g(0, X0) +

∫ t

0

Usds+

∫ t

0

VsdWs + At

g(t,XN
t ) = ψ(t, exp(XN

t )) =g(0, XN
0 ) +

∫ t

0

UN
s ds+

∫ t

0

V N
s dWs + ANt

EC����D�	������
tk ≤ t < tk+1

Ut =∂tψ(t, exp(Xt)) + ∂xψ
−(t, exp(Xt)) exp(Xt){b(t,Xt) +

1

2
σ2(t,Xt)},

UN
t =∂tψ(t, exp(XN

t )) + ∂xψ
−(t, exp(XN

t )) exp(XN
t ){b(tk, XN

tk
) +

1

2
σ2(tk, X

N
tk

)},

Vt =∂xψ
−(t, exp(Xt)) exp(Xt)σ(t,Xt),

V N
t =∂xψ

−(t, exp(XN
t )) exp(XN

t )σ(tk, X
N
tk

).

� � �
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ª ��K6K6�

∂xψ
− ��� �'��������
��%!�E����}� �=D£E��L!���	����'E�K6
���� D£E�� � ����!�� KL������� ���

1
�d� ���LD�����!�� ��� �����!�� ������
$����E������ � ��
�!��¡�#� �N�V	�������������´�´�´ 
 �:����������
������Q
����$


±Y������MN��� ���®� ��E�KL� ���¡�����3	������������P!�������
����P!�E������ I �v��� �#�<���%��� EJ	T��� ����� ��MN���
��E5D�����!�� ��� ���
g

!��D���E������
C1,2 �����������V�����N�����������N������� ����KL���N�(!6�:����!������ ���"G

� ­�E����H���6����K6K6�6O 
 ��
b±¶E%��
$������E���� ��
5!��
g

�����H����� ��� ��
��6	������)K6�����������
�����)D����N��� ��� ���
�����)� ���	����VD����������dD�����������E������
K

���
KN,0 
N¨��$��D � �����v����������K6�����dD���MN������� ���5� KL	������¬!QE����c�#� �N�V	������������´�´�´ 
 ��
<± � ������
�� ������� ��MN������� ���/	�������!5	���
���������EJ	�	���� MN��������E:����KLE���MN���¡O 
 �5MN���¶��������!��������

0 ≤ dKt ≤ {f(t,Xt, g(t,Xt), Vt) + Ut}−dt = ktdt,
	^´�´�´ 
 � 
 ���

0 ≤ dKN,0
t ≤ {f(t,XN

t , g(t,X
N
t ), V N

t ) + UN
t }−dt = kN,0t dt,

���P���%�������������P� ����K���K6����D����N��� ��� ���������P�����P	����VD����������"D�����������E������PMN���)!QE����P����D£E��P� �
g

�����!��¡D���E������
C1,2 
<°c�=	QE�� ����D������ ���$�

supt,N E|kN,0t |p <∞ �·�
supt E|kt|p <∞ 	������

p ≥ 2



� ­�E����3��������
�������K6�¡O 
 � 
Q­�E����3���������¡D�E��$�Q���=E�����E:����������KL���N�3� �"��
������ � EJ�

E{ sup
0≤t≤T

|Ỹ N,1
t − Y N,0

t |2 +

∫ T

0

|ZN,1
t − ZN,0

t |2dt} ≤ C
√
h

����� �������"	��������¡!����V� ����������	�E�����EJ	�	�������E��-����
�������K6�"O 
 � 	a����� �
	^O 
 ��� 	���������EH!�
��Q��� �������-!��
(Y N,0, ZN,0)

� 
Yª ��D�� ��� �����¡��� �^E�� ��	QE��P������� ����EC���)�V���FE6�V� ���������:!�������
��H	QE��P���)� ��K6K6�
O 
 ��

�7�C��������D���K6KL���N������K6����������D��¡��
������ ��EJ�¡G
��������� ��� ±¶E/	����������6��� �
	�������MV���L����K6� ��EJ� ��� !/D���� ���:!�� � I �v��� �#
Y¯������¡��E-����!������������¡�������!��¡K���K6�"!QE����������@� �N��
$����E����4��
�	������������ ����� ����!������ �����=D�����E5D �QE��)����
¨��:�������

∆Yt = Y N,0
t −Ỹ N,1

t

�
∆Zt = ZN,0

t −ZN,1
t

��� ���H����K}E���MN���¬MN���
∆Yt

EP��E�!��V�QE�K6��MN�������� �JE������¡�����
]tk, tk+1[

−d∆Yt = [f(t,XN
t , Y

N,0
t , ZN,0

t ) − f(t,XN
t , Ỹ

N,1
t , ZN,1

t )]dt− (ZN,0
t − ZN,1

t )dWt + dKN,0
t .

OP� �����������%EJ	�	���� MN�QE�������E �a����KH�����P!�� ´º� �6���=������� ���N�
d|∆Yt|2 = − 2∆Yt[f(t,XN

t , Y
N,0
t , ZN,0

t ) − f(t,XN
t , Ỹ

N,1
t , ZN,1

t )]dt+ 2∆Yt∆ZtdWt

− 2∆YtdK
N,0
t + |∆Zt|2dt.

ª ����� ��� ���������(!5	���
������N�
C > 0

�����YMN���

2|∆Ys||f(s,XN
s , Y

N,0
s , ZN,0

s ) − f(s,XN
s , Ỹ

N,1
s , ZN,1

s )| ≤ C|∆Ys|2 +
1

2
|∆Zs|2

	^´�´�´ 
 ��
 � �

D���MV��������� 	��������������d���H������� � ��EJ�N�\MN���
f

�����c±Y� 	���D ��� � �d��� ����� � ��
$��E���� ��
7!�� �d�������*	^O 
 ��� 
�O��������#����®�����������N�P��� E�	�	�� ��MN�QEJ�N�P����� �a����KH������!�� ´º� � !
Λs|∆Ys|2

�����
[t, tk+1]

EC����D
Λs = exp(Cs)

� � �
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	^� �

C
�����3�FEHD�������� EJ�N����!��¡�#� 
�MN�QE��������/	���
�D�
�!�������� �¡G

Λt|∆Yt|2 +

∫ tk+1

t

Λs|∆Zs|2ds

=Λtk+1
|∆Ytk+1

|2 + 2

∫ tk+1

t

Λs∆Ys[f(s,XN
s , Y

N,0
s , ZN,0

s ) − f(s,XN
s , Ỹ

N,1
s , ZN,1

s )]ds

− 2

∫ tk+1

t

Λs∆Ys∆ZsdWs + 2

∫ tk+1

t

Λs∆YsdK
N,0
s − C

∫ tk+1

t

Λs|∆Ys|2ds
����� �����@������� � ��E���� 	a´�´�´ 
 ��
 � ��G

Λt|∆Yt|2 +
1

2

∫ tk+1

t

Λs|∆Zs|2ds

≤Λtk+1
|∆Ytk+1

|2 − 2

∫ tk+1

t

Λs∆Ys∆ZsdWs + 2

∫ tk+1

t

Λs∆YsdK
N,0
s .

´ �\�������P����� ��� !LD����N��� ��� ���3����!������������3������KL�
!��®KL��KH������!��)!������ �������%�V���H!��)D�����D�� �����
	QE�����=����KLK6��!��
µ"�������¬E�� � !�����D�������
Q¥b������D����FE������@E-G
∆YsdK

N,0
s =[g(s,XN

s ) − Ỹ N,1
s ]dKN,0

s

=[g(s,XN
s ) − Es{Y N,1

tk+1
+

∫ tk+1

s

f(r,XN
r , Ỹ

N,1
r , ZN,1

r )dr}]dKN,0
s

≤Es[g(s,X
N
s ) − g(tk+1, X

N
tk+1

) −
∫ tk+1

s

f(r,XN
r , Ỹ

N,1
r , ZN,1

r )dr]dKN,0
s .

ª"� �����%��� KL��K6���N�=���{�FE�!�
�K6����������EJ������� D �QEJ������
3°7� ��� �·�%	������=D����N��� �������/�FE�!���� 
�������D��
g(s,XN

s ) − g(tk+1, X
N
tk+1

)
��� ���=E������������@E�	�	���� MV�����N�/����� �a����KH��� �®!�� ´º� �oD�� MN���¡� ���/K6�������������� ��� EJ�)D�������� �����

Ch
!QE����b�#� 
�MN�QE���������D�� ¤º!������������$
J­�EJ���b���������dD£E��������
	������b�������b!��dK ��K6����T��D·�������¡�����:K}E ������EJ��� ���®� �N��
���������EJ�N��� 
YO��������#�T��� ��������� ��E����*	^´�´�´ 
 � 
 �������¡��� ���V	������������5´�´�´ 
 ���E�� ����� MV����� �"� ��K6KL�PO 
 �H!����������=	���������
�����������MV��� � �v��� �3���������������¬�JE���E���� �����������#� �N�V	������������´�´�´ 
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u|p?l yJj8~9p  pfl)j . $ j5q x�sfo\w ~ .Epf~+*Usfw)n qk�\��j x\wG�<lGj<t�q)��yFp?t\l ~_p{xFpfwGq)n9j ')'G'C;�uC�FpfxJn+qkwGj�D ;�x�sfo\w ~+j<l
acb>VJd w)� �F�<uC�\n+j<l<;:sf} sUt x\wGj<t\y ~9j(��pr23n9� o\��,vuC�Fp���o\j x\pfl�y\j(qkj<�8x\l�j5t�q)w)j ~+j(w)�5l)o\~ qCp?q�y#.Lo\t
x\wGs  ~��5��j y\j�w)�<*fw)j<lGl)n+sUt j�q(~ .Is  lGqCp?u<~9j?4�bmpft\l u<j8u<pfl<;�u<sU�8�8j�n+t\y\n(� oJ��yFpftJl ~_p�xFp?wGqkn+j ')'G'C; ~+j<l
qk�J�<sUw��<�8j<l 'G'C4ED3;?'G'C4EHJ;?'G'C4LK>j�q ')'C4EN l)sUt�q j5t\u<sfw)j H?pf~9p  ~+j<l yFp?t\l u5j�u|p?l j5q y\sUtJu�~9p x\w)sfx�sUl)n qkn+sUt('�� 4 i
�<*Upf~9j5��j5t�q<4#&MsUo\l>t\sUo\l p?qGqkj5t\y\sUt\l>y\sUtJu8,{s  lGj<w HUj<w ~9j �87<�8j lGj<o\n+~ y\j u5sUt-HUj5w)*Uj5t\u<j�=�sft\u5q)n9sUt
y\j

αδ
x�sUo\w

αM
4

& sfo\lBu �\sfn9l)n+l)lGsUt\l
d = q = 1

4 ` .Iacb>VJdMd � oJj t\sUo\l HUsUo\~+sUt\lBpfx\x\wGs u �Jj<wBj<lGqM~_p l)o\n H?pft�qkj��

dSt
St

= µdt+ σdWt,

dYt = (−rYt − θZt)dt− ZtdWt + dKt,

YT = (K − ST )+, Yt ≥ (K − St)+, 0 ≤ t ≤ 1,
∫ T

0

{Yt − (K − St)+}dKt = 0

pIHfj<u
θ = µ−r

σ

4#V n ~/.LsUt u<sU�8xFpfwGj p HUj<u ~+j<l�t\s?qCp?q)n9sUt\lMy\o e6�\pfx\n+q)w)j D ; u5j5q>j 2Jj5�8x\~9j-u5sUw)wGj<l)x�sft\y
,
f(t, x, y, z) = −ry − θz

j�q
g(t, x) = (K − ex)+

4�e6j5u<n u<sfw)w)j5l)x�sUtJy y\sft\u pfo�u|pflmy#.Lo\t�x\o3q
pf�8�<wGn9u<pfn+t�y\j�lGqkwGn9Sfj

K
j5q�u5sUoMHUj5wGqZlkp?t\l�u5sUt�q)wkpfn+t�qkj yJjmx�sUwWqkj�=�j<o\n+~9~+j X y#.LsU}{o\t{y\wGnJHUj<w

f
~+n9t\�<pfn+w)j

j<t
(y, z)

^�4
`�j<lBxFpfwkp?� ��qkwGj<lByJj ~9p y3@3t\pf��n(��o\j y\j

S
j�qMy\j ~/.LsUxJqkn+sUt�lGsUt�qB~9j<lZl)o\n H?pft�qkl��

µ σ r T S0 Kg 4 g N g 4IK g 4 g N i i gfg i gfg
e6j5qMj�23j5��x\~+j j5lGqMq)n9wG�>y\j Y R&� g Kf] sf}	~9j5lMpfoJq)j<o\wGlMyJsUt\t\j5t�q oJt�xJw)n 2{y\j w)�5=��5w)j5t\u<j

Y0 = 13.55
4

& sfo\l�oJqkn+~9n+lGsUt\l ~9p-�87<�8j�xJw)s u<�5y\o\wGj>x�sUo\w qkj5lGqkj5wZ~9p&Hrpfw)n9p?qkn+sUt�l)n+� oJ~+qCp?t\�5j�yJj<lZx\pfwkp?� ��qkw)j5l ��o\j
x�sUo\wZ~9j>u<pflMyJj ~ .IsfxJqkn+sUtzp HUj<u yJn(� �<w)j5t�q)n9j5~#y\j>qCpfo 2zy#.Ln9t�qk�<wG75q<4
� αδ = 0.6

j

Prix

105

14

15

16

17

18

1                
1.5              
2                
2.5              
3                
Prix de référence

P 0 t 0 t 1 t 2 t 3 t 4 t 5
PN,

1
t 1 P̃N,

1
t 1 PN,

2
t 1 P̃N,

2
t 1 PN,

3
t 1 P̃N,

3
t 1

�
���
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j

Std
 Pr

ix

105

10

5

1  
1.5
2  
2.5
3  

P0

t 0 t 1 t 2 t 3 t 4 t 5
PN,

1
t 1 P̃N,

1
t 1 PN,

2
t 1 P̃N,

2
t 1 PN,

3
t 1 P̃N,

3
t 1

j

Cou
ver

tur
e

105

-0.5

-0.4

-0.3

-0.55

-0.45

-0.35

-0.25 1  
1.5
2  
2.5
3  

P 0 t 0 t 1 t 2 t 3 t 4 t 5
PN,

1
t 1 P̃N,

1
t 1 PN,

2
t 1 P̃N,

2
t 1 PN,

3
t 1 P̃N,

3
t 1

j

Std
 Co

uve
rtu

re

105

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8 1  
1.5
2  
2.5
3  

P0

t 0 t 1 t 2 t 3 t 4 t 5
PN,

1
t 1 P̃N,

1
t 1 PN,

2
t 1 P̃N,

2
t 1 PN,

3
t 1 P̃N,

3
t 1� αδ = 1.

j

Prix

105

14

15

16

17

13.5

14.5

15.5

16.5

17.5

1.5              
2                
2.5              
3                
3.5              
Prix de référence

P 0 t 0 t 1 t 2 t 3 t 4 t 5
PN,

1
t 1 P̃N,

1
t 1 PN,

2
t 1 P̃N,

2
t 1 PN,

3
t 1 P̃N,

3
t 1

�
� �
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j

Std
 Pr

ix

105

10

5

15

1.5
2  
2.5
3  
3.5

P0

t 0 t 1 t 2 t 3 t 4 t 5
PN,

1
t 1 P̃N,

1
t 1 PN,

2
t 1 P̃N,

2
t 1 PN,

3
t 1 P̃N,

3
t 1

j

Cou
ver

tur
e

105

-0.5

-0.4

-0.45

-0.35

1.5
2  
2.5
3  
3.5

P 0 t 0 t 1 t 2 t 3 t 4 t 5
PN,

1
t 1 P̃N,

1
t 1 PN,

2
t 1 P̃N,

2
t 1 PN,

3
t 1 P̃N,

3
t 1

j

Std
 Co

uve
rtu

re

105

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8 1.5
2  
2.5
3  
3.5

P0

t 0 t 1 t 2 t 3 t 4 t 5
PN,

1
t 1 P̃N,

1
t 1 PN,

2
t 1 P̃N,

2
t 1 PN,

3
t 1 P̃N,

3
t 1� αδ = 1.5

* � � ' " ���%������� )���� � �
� � � µ ���
	�)����% �� 
%��� � � �  
0.08

* � � �
�����  ������ )�� � ���%'�

���%������
� � � 

� �'� �0�%	�� 	  �(� 	������
��� �
���% #� ��* � � )�� �% )'����	��
� ��� �%� ��� ��������� 	  �"
$&�(' ������	 ��� �
	���� ��� � ��	��  
� ���%� � � ' ��������� � ' "
	�*

�
��+
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j

Std
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105

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8 1.5
2  
2.5
3  
3.5

P0

t 0 t 1 t 2 t 3 t 4 t 5
PN,

1
t 1 P̃N,

1
t 1 PN,

2
t 1 P̃N,

2
t 1 PN,

3
t 1 P̃N,

3
t 1

j

Cou
ver

tur
e

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.65

-0.55

-0.45

-0.35

-0.25
1.5
2  
2.5
3  
3.5

P 0 t 0 t 1 t 2 t 3 t 4 t 5
PN,

1
t 1 P̃N,

1
t 1 PN,

2
t 1 P̃N,

2
t 1 PN,

3
t 1 P̃N,

3
t 1� αδ = 0.6

� )���'��
�
� � ��� ���������	��

� *
µ = 0.08

*

j

Prix

105

13

14

15

16

17

18 1.5              
2                
2.5              
3                
Prix de référence

P 0 t 0 t 1 t 2 t 3 t 4 t 5
PN,

1
t 1 P̃N,

1
t 1 PN,

2
t 1 P̃N,

2
t 1 PN,

3
t 1 P̃N,

3
t 1

j

Cou
ver

tur
e

105

-0.6

-0.5

-0.4

-0.55

-0.45

-0.35

1.5
2  
2.5
3  

P 0 t 0 t 1 t 2 t 3 t 4 t 5
PN,

1
t 1 P̃N,

1
t 1 PN,

2
t 1 P̃N,

2
t 1 PN,

3
t 1 P̃N,

3
t 1

�
� �
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Q t�s  l)j5w HUj �<*�pf~+j<�8j<t�qv~/.Lj�23n+lGqkj5t\u<j yJj l)j5o\n9~+lvyJj u<sft-HUj5w)*Uj5t\u<j�x�sUo\w
αM

j<t�=�sUtJu5qkn+sUt�y\j ~_p
H?p?~9j<oJw y\j

αδ
4 e6j<l l)j5o\n9~+l lGsUt�q u5sU�8xFpfwkp  ~9j5l , u5j<o32�s  l)j5w HU�5l�x�sfo\w ~+jBu|pfl acb>VJd"t\sUt�w)� �F�<uC�\n+jf4

b�jvx\~+o\l<;�j5t u<sU�8xFpfw)pft�q(y\j5l?Hrpf~9j5o\w)l(y\j
αδ

n9yJj<t�qkn���o\j5l-x�sUoJw-~+j�u<pfl-w)� �F�<uC�\n j5q tJsUt3TAwG� �F�5uC�\n/;
sUt	l<.Ipfx�j5w )<sfn+q!��o\j ~_p u5sUt-HUj5w)*fj<t\u5j-yFpftJlM~9j>u|pflBw)� �F�<uC�\n�j5lGq x\~+o\lB~+j<t�q)j j5q!��o\j ~/.LsUt	p qkj<tJyFpft\u5j
,8pfx\x\wGs u �\j5w ~+j x\wGn 2	pf�8�5w)n9u<pfn+tzxFp?w pfo TAy\j5l)l)oJl<4 Q t	u<sUt\lWqCp?q)j(�5*�pf~+j<�8j<t�qMj5t s  l)j<w H?pft�q�~9j5lMu<pfl
αδ = 1.5

pIHUj5u�~_p  pflGj . $ j�q
αδ = 0.6

p HUj<u�~9p  p?l)j . $ -%�<36: 8 � oJj�~/.Ipf~9*fsUwGn q)�\�8j�u5sUw)wGn9*Uj
~9j y\w)n = qMx�sUo\w wGj5q)w)sUoMHUj5w ~9j xJw)n 2zw)n+l ��o\j�T t\j<o3qkw)j?4#e6j5l�y\j<o 2 j 2Jj5�8x\~9j5l��8sUt�qkwGj<t�qM�<*�pf~+j<�8j<t�q	��o\j
~9sfw)l ��o\j(~ .Ep?x\x\w)s|23n9��p?q)n+sft	y\j

Y
j5lGqmlGo��8lkpf�8�8j<t�q  sUt\t\j?; ~ .Ep?x\x\w)s|23n9��p?q)n+sft	l)oJw�~9p8u5sUoMHUj5wGqkoJw)j

j<lWq  sUt\tJjf4Pact LFt#;Pj5t(u<sf��xFp?wkpft�q ~9j5l u|p?l
αδ = 0.6

x�sUoJw ~9j5l  pflGj<l . $"j�q . $ -%�<3?:48�sUt u5sUt\lGqkp?qkj
��o#.LsUt�*�p?*Ut\j  j|pfo\u5sUo\x ,�p��GsfoJqkj5wBy\j5lMx�sU~ @ t �U�8j<lZ~9s u<pfo32�y\j y\j5*Uw)�

1
x�sUo\wMpfxJx\w)s uC�\j5w

Y
4

iP[?K
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��xJw �<l�p HUsUn+w HU�<wGnJLF� ~9p H?p?~9n+y\n qk�>y\j5l w)�5l)o\~ qCp?q)lMy\j u<sUt HUj<wG*Uj<tJu<j-y\sUt\t\�5l yFpft\lM~_p xFpfwWqkn9j>')'C; t\sfo\l
x�sUoMHUsft\lMu<sf��xFp?w)j5wB~+j<lZy\j<o32	pf~9*fsUw)n q)�\�8j5l��\u<j5~9o\n#y\j ~_p xFpfwGq)n9jm'6j�qMu<j5~9o\n#y\j ~_p xFpfwGq)n9j>'G'C4 ` .Lo\t
j<lWq  pfl)�{l)oJw yJj<l n qk�5wkp?q)n9sUtJl(y\j � n9u<pfw)y , u �Fp/��o\j�n9t\lWqCpft�q y\j{y\n+l)u<wG�5q)n9lkprqkn9sft

tk
j�q uC�\j<wGu �Jj	,

pfx\xJw)s uC�\j<wZj<tz�87<�8j�q)j<�8x\l
Ytk

j�q
Ztk

4\`�j>l)j5u<sUtJy�t:.Ep xFpfl  j<lGsUn9t�y#.In qk�5wkp?q)n9sUtJl6y\j��cn+u|p?w)y�u|pfw
~9j�l)uC�\�<��p�j<lWq j 23x\~9n+u<n qkjf;�j�q(qkwGsUoMHUj�xFpfw y\j5l-wG�<*UwGj<l)lGn9sUtJl-lG�<xFpfwG�<j5l

Y
j�q
Z
4�& sfo\l-pf~9~+sUtJl#HUsUn9w

u<sf���8j<t�qBl)j u<sf��x�sUwWqkj5t�qB~9j5lBy\j5o32�pf~+*UsUwGn qk�\��j<l�l)o\wBo\t	j 2Jj5��xJ~9j>qA@ x�jf4
& sfo\l�t\sfo\l�x\~9p�)5sUt\l yFp?t\l�~+j(u<pfl�yJj-~/.LsUx3qkn9sft	j<o\wGsUx��<j5t\t\j pIHUj5u-y\n(� �<wGj<t�qkn+j<~ y\j qCpfo32�y:.In+t�q)�<w)7�q|;
pIHfj<uzo\t\j  pflGj+. $�4 `�j�w)�<lGo\~+qkp?q�y\o qk�\�5sUw �5��j�'C4EH�t\j�x�j<w)�8j5q qk�J�<sUwGn���o\j5��j5t�q�xFpfl y\j�= pfn+w)j
qkj5t\y\wGj j5t	��75��j�qkj5��x\l

N
;
M
HUj5w)lM~ .In+tMLFtJn:j5q

δ
HUj<wGl

0
4�� n9t\lGn#yFpft\lBo\tzx\w)j5��n+j<w6qkj5��x\l5;FtJsUo\l

pf~+~9sft\l LJ23j5w
N
j�q
δ
; o\t y\sf�vpfn+t\j

D = [40, 180]
j5qM= pfn9wGj>qkj5t\y\w)j

M
HUj<w)l ~/.Ln9tML\t\n/4\& sUo\l�p?~9~+sUt\l

pf~+sUw)l�u<sU�8xFpfwGj<wZ~+j<lBu5sUt HUj<w)*fj<t\u5j<l�yJj<lMy\j5o32�p?~9*UsUwGn qk�J�8j<l54
� N = 5

;
δ = 20

M

Prix

51. 10 52. 10 53. 10 54. 10 55. 10
6

7

8

6.5

7.5

Algo explicite           
Algo itérations de Picard
Prix BS                  

P0

t 0 t 1 t 2 t 3 t 4 t 5
PN,

1
t 1 P̃N,

1
t 1 PN,

2
t 1 P̃N,

2
t 1 PN,

3
t 1 P̃N,

3
t 1
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M

Std
 Pr

ix

51. 10 52. 10 53. 10 54. 10 55. 10

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Algo explicite                
Algo avec itérations de Picard

P0

P0

t 0 t 1 t 2 t 3 t 4 t 5
PN,

1
t 1 P̃N,

1
t 1 PN,

2
t 1 P̃N,

2
t 1 PN,

3
t 1 P̃N,

3
t 1� N = 10 	 δ = 10

M

Prix

51. 10 52. 10 53. 10 54. 10 55. 10
6

7

8

6.5

7.5

Algo explicite                
Algo avec itérations de Picard
Prix BS                       

P0

t 0 t 1 t 2 t 3 t 4 t 5
PN,

1
t 1 P̃N,

1
t 1 PN,

2
t 1 P̃N,

2
t 1 PN,

3
t 1 P̃N,

3
t 1

M

Std
 Pr

ix

51. 10 52. 10 53. 10 54. 10 55. 10

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Algo explicite                
Algo avec itérations de Picard

P0

P0

t 0 t 1 t 2 t 3 t 4 t 5
PN,

1
t 1 P̃N,

1
t 1 PN,

2
t 1 P̃N,

2
t 1 PN,

3
t 1 P̃N,

3
t 1� N = 20 	 δ = 5

�
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M

Prix

51. 10 52. 10 53. 10 54. 10 55. 10
6

7

8

6.5

7.5

Algo explicite                
Algo avec itérations de Picard
Prix BS                       

P0

t 0 t 1 t 2 t 3 t 4 t 5
PN,

1
t 1 P̃N,

1
t 1 PN,

2
t 1 P̃N,

2
t 1 PN,

3
t 1 P̃N,

3
t 1

M

Std
 Pr

ix

51. 10 52. 10 53. 10 54. 10 55. 10

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Algo explicite                
Algo avec itérations de Picard

P0

P0

t 0 t 1 t 2 t 3 t 4 t 5
PN,

1
t 1 P̃N,

1
t 1 PN,

2
t 1 P̃N,

2
t 1 PN,

3
t 1 P̃N,

3
t 1� N = 50 	 δ = 1

M

Prix

51. 10 52. 10 53. 10 54. 10 55. 10
6

7

8

6.5

7.5

Algo explicite                
Algo avec itérations de Picard
Prix BS                       

P0

t 0 t 1 t 2 t 3 t 4 t 5
PN,

1
t 1 P̃N,

1
t 1 PN,

2
t 1 P̃N,

2
t 1 PN,

3
t 1 P̃N,

3
t 1

M

Std
 Pr

ix

51. 10 52. 10 53. 10 54. 10 55. 10

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Algo explicite                
Algo avec itérations de Picard

P0

P0

t 0 t 1 t 2 t 3 t 4 t 5
PN,

1
t 1 P̃N,

1
t 1 PN,

2
t 1 P̃N,

2
t 1 PN,

3
t 1 P̃N,

3
t 1

�
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Q t�x�j<o3q6w)j5�vp?w ��o\j5w�� oJj ~9j5l pf~+*UsUwGn qk�\��j<l l)jMu<sU�8x�sUwGq)j<t�q j5l)l)j5t�q)n9j5~9~9j5��j5t�q y\jM~9p �87<�8jZ= p�)5sUtv,
u<j5u<nFx\w��<l � oJjM~ .Ep?~9*UsfwGn qk�J�8j�pIHUj5uMn qk�5wkp?q)n9sUtJl y\j �cn+u|pfwGy qkj5t\y�,>y\sUt\tJj<wco\tJjBx\~9o\l x�j�qkn+q)j0H?pfwGn_pftJu<j
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Q t	n9tJn+qkn9p?~+n l)j>p HUj<u

yN,MN (·) = g(tN , ·)
j�qMx�sUo\wZq)sUoJq

m
sft	x�sUl)j

τm = tN
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Q t u<pf~9u5o\~9j xFpfw{oJt\j�w)�<*fw)j<lGl)n+sUt ~9n+t\�<pfn+w)j
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exp(−rτm)g(τm, XN,m
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�8sUt�q)w)j<w ��o\j5~9l8l)sft�q�~+j<l�wG�<l)oJ~+qCprqkl�� oJj�~9p�����qk�\s y\jzy\sft\t\j	yFpftJl8u<j	u|p?l<4 a t xFpfwWqkn9u5o\~+n9j5w<; sUt
y\�5l)n9wGj Hrpf~9sfw)n9lGj<w�o\t\j sUxJq)n9sUt�u|pf~+~#j<o\wGsUx��<j5t y\j ��p?q)o\w)n qk�
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�GsUoJw)l<4 `�j l)sUoJlWT(�)p?u<j<t�q j<lWq o\t

u<sft�qkw)p?qZ=�sUwG06pfw)yzy\j y3@3t\pf�8n���o\j��

dF (t, T )

F (t, T )
= σe−a(T−t)dWt.

`�j<l Hrpf~9j5o\w)l�y\j<lvx\pfwkpf� �5q)w)j5l�l)sUt�q
a = 0.19

;
σ = 0.23

j�q{~+j	qkpfo32 y#.Ln9t�qk�5w)75q
r = 0.05

j<t
H?p?~9j<oJw�p?t\t oJj<~9~+jf4 ` p H?pf~9j5o\wMy\o lWqkw)n+Sfj(j5lGq

K = 100
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F (0, T ) = 100
4
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Yt = (F (T, T ) −K)+ +

∫ T

t

f(s, Ys, Zs)ds−
∫ T

t

ZsdWs

sU}
f(t, y, z) = −(y − z

σ
ea(T−t))r
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δ = 1
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∃C > 0, dP× dt p.s.|f(ω, t, y1, z1)− f(ω, t, y2, z2)| ≤ C(|y1 − y2|+ |z1 − z2|)∀(y1, z1, y2, z2),
;"*uB-.1,�^6+:@

(f, ξ)
@F3\,�+:*uDF;$+:G:02@QB:@OGH4$=54$?f>X,/=\@F3�3M,�4$*-BH4$=5Bx�

h�*74A4I02;"=\3EJ [";".2=QL2-�-�&")IS�;$+ L'
�N3-�PQ&R�TSVU�¡
46587�9;:=<?>�@BA �}�DCFE=GIH

(f, ξ) J?KML E JONQPSR6T?RUNWVYX�VYZ\[ H X]R]^_^ H VYKQT`VYX�T=a G PbR�c G ^ H R�J!KdJ?K Gfe JgRhL E JONQPSR
T?RiNQX E L]R]^]^jJ`^ (Y, Z) ∈ H2

T × H2
T (Rq)

e J G Xlk]^ E J HaJf.nm % Upo



.������������

��4aG:=5;$GZ;"35.k,/.2;$*m3\+:.1[T4$*6,5@�J\L���N3-�PO&��TS U�GZ@<=5?A@<,�B�qt@Xp�G:=\.2?A@F=�@ p-G-02.2D<.1,5@F?A@F*R,
Y

02;"=\35^6+:@�02@�B:=5.k["@F=
f

@F3\,�02.1*:9�4I.2=\@�@<*
(y, z)

m
� :=9	�
9�

�����/9�� A �{� CFE=GIH

(δ, γ) J!K NQX E L]R]^]^jJ`^�NQX]k�� G ^ G�� PSR]a �jE X�K'k]a����=VYPSRjJ?Xl^ (R,Rq) a φ J?K kjPSk��
Z\RjK H T?R H2

T (R) R H ξ ∈ L2
T

o�� P E Xl^�P�� � � C"!
{

YT = ξ,

−dYt = [φt + Ytδt + Ztγt]dt− ZtdWt

V\J?K'R�J?K Gfe JgR ^ E P J HfG E K (Y, Z) T`VYK ^ H2
T,β(R) × H2

T,β(R
q) R H Y R]^ H T E KgK'kiN VYX3P V$# E X�ZhJ?PSR

Yt = E
(
ξΓtT +

∫ T

t

Γtsφsds|Ft

)

E&%
Γts R]^ H PSRiNQX E L]R]^]^jJ`^nV`T(' E=G K H T?k�)�K G N E J?X s ≥ t N VYX P�� �*� C # E X,+ VYX�T

{

dΓts = Γts[δsds+ γ∗sdWs],

Γtt = 1.

� K�N VYX H G LjJ?P G RjXla�^ G ξ R H φ ^ E K H N E ^ GIHfG #l^]a PSR�NQX E L]R]^]^jJ�^ Y R]^ H N E ^ GIHfG # o C;G T?RUN&P J�^]a Y0 = 0 aiVYP E Xl^
N E J?X H�E J H t a Yt = 0 N o ^ o a ξ = 0 N o ^ o R H φt = 0 dP ⊗ dt N o ^ o

�������.- /10"243�0 ��,'� ,#�65_"* #�87% #� �:9<;�=
>@?:G-G�A�B�A�CDB�^E?"FHG{qI� �J>@K J/.6mMLoU�G"N�FOC"C"FHGQPac�A�N�RSFQG"PTN(U�V2DO?"GWVYXZN(F�B�?"Vk[[PTC\U]F�¡

Xt =X0 +

∫ t

0

b(s,Xs)ds+

∫ t

0

σ(s,Xs)dWs,
J/.6m_^"U

Yt =Φ(X) +

∫ T

t

f(s,Xs, Ys, Zs)ds−
∫ T

t

ZsdWs

A10
b, σ, f,Φ

[�`ON�V1]"FZCEU$G{qIaRn�G�A[U]a"XOB�FA¡

�cb ��9d�O58<e
�@ A �}�gf R]^�# E K'L H G E K ^ b a σ R H f ^ E K Hihkj P T?kjX G RjKgK'R]^ Tl� G KQT G L�R 1
2
RjK H RjZ%Ng^ R H J!K G �

# E X�Z\kjZ\RjK H�f G Ng^ Lnm GIHWo T`VYK ^�PSR]^��=VYX G V � PSR]^ Tl� R]^ N V?L]R oHp K ^jJON`N E ^ R e JgR Φ : Dd → R R]^ H J?K'R
# E K'L HfG E KgK'RjPIPSR L∞ � f G Ng^ Lnm GIHWo VYJ ^ RjK ^ E[% a ∀x1, x2 ∈ Dd

|Φ(x1) − Φ(x2)| ≤ C sup
0≤t≤T

|x1(t) − x2(t)|

VT�YR]L D P�� R]^ N V?L]R T?R]^i# E K'L H G E K ^ L E K H G KgJgR]^q�BTYX E=GIH R]a VT�YR]L T!R]^ P G Z GIH R]^q�sr`VYJgLnmgR�t�L��`T PM��r�u aUT?k��
)�K G R]^ ^jJ?X [0, T ]

ovp K K E=H RhN VYX K > 0
H�E J H R]^BPSR]^dL E K ^ H VYK H R]^ T?R f G Ng^ Lnm GIHQo R H E K ^jJON`N E ^ Re JgR

sup
0≤t≤T

{|b(t, 0)| + |σ(t, 0)| + |f(t, 0, 0, 0)|} + |Φ(0)| ≤ K

E&%
0 R]^ H P V$# E K'L H G E K L E K ^ H VYK H Rw�=VYP VYK H 0 ^jJ?X [0, T ]

o
^Tx$|



.6mML1m ���J>DK

� @?>��W:����8@ A �}� t	��
�m V
�����.u � L VYJ`^ RBT?R P V�XlRjZ VYX e J;R�� o��?o �MT`VYK ^���
�m V
�����la�
 N E ^]^ [ T?R J?K'R
�YRjXl^ G E K L��`T PM��r ^ G a RjK NQP J`^nT?R P�� m
�]N E H mg[]^ R �no �=a σ R]^ H J?K G # E X�Z\kjZ\RjK H f G Ng^ Lnm GIHWo N VYX X�VjN`N E X H �H o

46587�9;:=<?>�@BA ��� t	��
�m V
�����.u p K ^jJ N`N E ^ R e JgR P�� m
��N E=H mg[]^ R �no �nR]^ H �YkjX G )ik]RUR HFe J;R Z R]^ H L��`T PM��r oCFE=GIH
π = (ti)0≤i≤n J!K'R6T G ^ LjXlk HfG ^�V H G E K T?R [0, T ] a VYP E Xl^

n∑

i=1

E

∫ ti

ti−1

{|Zt − Zti−1
|2 + |Zt − Zti |2}dt ≤ C(1 + |X0|2)|π|

E&%
C > 0 R]^ H J?K'RhL E K ^ H VYK H R T?k NgRjKQT`VYK H T?R T R H K Z V G ^ G KQT?k NgRjKQT`VYK H RnT?RnP V T G ^ LjX]k HfG ^�V HfG E K

π
o

� � � 	 %('� ��������� �*��
 �	� )+� ���$) ���$)+� � ��� 
 �� "� ���$%('*)+� � � ��� �����  ���)+�
� �	� � 

�*��)+�

�4CsC"A�?DBiP�!"!"?�n\PTCEU B�?"N$#���NON�-
+ % �oS'&)("ATCEU A�C N�F�!"N�FOC"(sGWFZB*CDATUnP&U]VWATC"B�UXW�?"C"F `<^e?"P[U]VYA�C*("Vkv `ON�FZCe_

U]VYFZGYGYF�B(U�A
+,adP[B(U]V1^E?"FHN(`OU]N(A"`�N�P�("FJN�`�,"`�+na"VWF*& ���J>DK$K�U�FOB(U-("`<]dCDVWF.!dPTN GQP/("A�CDC"`ZF0(DF
&�VVU ?"C"F.+ZATC"("VYU�VWA�C U�FZN�RSVWC"PTGYF

ξ ∈ L2
W

&�VYV Us?DC"F�c�A�C1+OU]VYA�C
f : Ω× [0, T ]×R×Rq → R

W\U]FOGWGYF�^E?"F ∀(y, z) ∈ R×Rq
W
f(·, y, z) ∈ H2

T

F�U
U]FOGWGYF�^e?xqIVYGEFXp@VWB U]F

C > 0
B]P&U]VWBMc�PTVWB�PTCEU |f(t, y, z)−f(t, y′, z′)| ≤ C(|y−y′|+|z−z′|) ∀y, y′ ∈

R, z, z′ ∈ Rq, p.s.
W

&�VYVWV2Us?"C1A"bDB(UnP2+ZGWF
(St)0≤t≤T

WZ^e?DV FZB(U�?"C3!"N�A
+OFZB�B(?"B �A[[PTGYFZ?"N(B�N�`OFZGYGWFOBFW4+OA�CEU�VWCe? F�U5!"N(A"`�N�FOB�B(V1[�F _
RSFZCEU RSFZB(?"N]P$bDGWFJB]P[U�VWBMc�PTVWB�PTCEU

E(sup0≤t≤T (S+
t )2) <∞ mZh�CcB�?1!"!�A�B�FE^E?"F

ST ≤ ξ p.s.6 PsB(A�GW?@U]VWATC3(DF G{q_���J>DK$K7("`X]dC"VWF8!dP[N
(ξ, f, S)

FZB UJ?"C U]N(V�!"GYFOU
(Yt, Zt, Kt)0≤t≤T

("F/!DN�A
+ZFOB�B(?"B
Ft

!"N�A"`TN�FZB(B�Vk[�FZRSFZC\U RSFZB(?"N]P$bDGWFZB+��[&PTGWFO?"N�B
R

W
Rq

F�U
R+

FOU$B]P&U]VWBMc�PTVYB]PTC\U
&�Vk[-U

Z ∈ H2
T (Rq) 9&d[-U

Y
FZB U ?"C�!"N(A
+ZFZB(B�?"B:!"N(`<[eVWB(V2b"GYF�U�FZG ^E?"F

E(sup0≤t≤T |Yt|2) <∞ 9&d[eVVU
Yt = ξ +

∫ T

t
f(s, Ys, Zs)ds+KT −Kt −

∫ T

t
ZsdWs

W
0 ≤ t ≤ T 9&d[eVYV U

Yt ≥ St
W
0 ≤ t ≤ T 9&d[eVYVWVVU

(Kt)0≤t≤T
FOB(U ?"C.!"N�A
+OFZB�B(?"B;+ZA�C\U]VYCe?�W�+ZN(A�VWB(B]PTC\U�WZCe?"GTFZC

0
FOU U�FZG"^E?"F ∫ T

0
(Yt − St)dKt = 0

m
6 FJU]a"`OA�N�XORSF=<!m_^>(dP[C"B=#���NON3-

+ % �oS?!�FON�RSFOU P[GWA�N(B@(�qIP �SN�RSFON�^E?"F

46587�9;:=<?>�@BA ��� f � � � C"! ! T?k�)�K G R�N VYXst G u&�,t GIG u&�,t GIGIG u�V`TYZ\R H J!K'R6J!K Gfe JgRn^ E P J HfG E K (Y, Z,K)

^�V HfG ^�#pV G ^�VYK H t G ��u&�,t.��u&�,t.� G u&�,t.� GIG u �,t.� GIGIG u o
^TxA<



.���������� >

� AT?"B�PTGYGWATC"B���!"N�`OB�FZC\U�+ZATC"B�V�("`ZN(FZN$("FOB�� ��>DK K RsP[N5�TAy[@VYFZC"CDFZB�m �4C !dPTN U]V�+Z?"GYVYFZNFWdATC +OA�C"B(V�("XON�F
GQP/(-neCdPTRSV2^E?"F�&f.nm ^"U !�A�?"N

X
&�A�CcC"ATU�F.!dPTN

XN
B�A�CcB +na"`ORsP (�qI�4?"GWFON�U�F�U$GWFOB ("FO?�p ���J>DK$K�¡

Yt = φ(XT ) +

∫ T

t

f(s,Xs, Ys, Zs)ds−
∫ T

t

ZsdWs +KT −Kt,

Yt ≥ g(t,Xt), t ≥ 0,

∫ T

0

(Yt − g(t,Xt))dKt = 0,

Py[TF�+
φ(·) ≥ g(T, ·) FOU

Y N,0
t = φ(XN

T ) +

∫ T

t

f(s,XN
s , Y

N,0
s , ZN,0

s )ds−
∫ T

t

ZN,0
s dWs +KN,0

T −KN,0
t ,

Y N,0
t ≥ g(t,XN

t ), t ≥ 0,

∫ T

0

(Y N,0
t − g(t,XN

t ))dKN,0
t = 0.

&f.6m��RU

6 FZB aRn
!�ATU]a"XOB�FOB5("F*#�����x <TS B�A�C\U�GYFZB$B(?"V1[&PTCEU�FZB/&
X
FOU
W

B(A�CEU B�?1!"!�A�B�`OB5(DF=("VYR FOC"B�VYA�C
d

WY^E?"V
FZB U FOC"B�?DVYU]FQ]-p@`ZF��

1
(dP[C"B=#�����xA<oS Py[�F�+H?"C"FwFXpeU]FOC"B�VYA�Cuc�P�+OVWGYFJPT?�+ZPTB

d > 1
U�¡

�cb ��9d�O58<e
�@ A ���
b R H σ ^ E K H L E K H G KgJgR]^]a T G 	 kjXlRjK HfG V � PSR]^ R H VT�YR]L%T!R]^%T?kjX G �Yk]R]^ J?K G # E X�Z\kjZ\RjK H�jE X�K'k]R]^iN VYX3X�VjN`N E X H �\P Vs�=VYX G V � PSR x aUR H σσ∗ ≥ ε0Id

E&%
ε0 > 0

o
�cb ��9d�O58<e
�@ A ���

f R H φ ^ E K H L E K HfG KgJgR]^ R H J!K G # E X�Z\kjZ\RjK H$f G Ng^ Lnm GIHQo N VYX\X�VjN`N E X H VYJ c �=VT�
X G V � PSR]^ (x, y, z)

o
�cb ��9d�O58<e
�@ A ��


g ∈ C1,2([0, T ] × Rd) VT�YR]L H E J H R]^ ^ R]^nT!kjX G �Yk]R]^ J!K G # E X�Z\kjZ\RjK H �jE X�K'k]R]^ o
� @?>��W:����8@ A ��� �nVYK ^$�
�3
 �����la P�� ET� ^ H V?LjPSRhR]^ H K E=H k h(·, ·) o���E J`^hVT� E K ^�NQXlk�# kjX]knZ E T G )ik�PSR]^
K E=H V H G E K ^*L VYX�T`VYK ^iK E=H X]R*L V=^]a G P=N E J!X�X�V GIH �nVT� E=G XiJ?K'R%L E K
#�J`^ G E K�VT�YR]LiPSRbN V=^�T?R H RjZ%Ng^ h = T

N

o
�iVYU�A�C"B�� !"N(`ZB�FOCEUHGWF GYFZRSR Fv^?m ^ ("F #�����x <TS{W�^E?"FqC"AT?"Bw`�+ZN�Vk[�A�C"B�(dPTC"BJ?"C +
P�(DN�FqR ?DGYU]V�(DVYRSFOC�_
B�VYA�C"C"FOG�¡
� @!>�>�@BA �{� p K ^jJON`N E ^ R e JgR�PSR]^�m
�]N E=H mg[]^ R]^ ��o�� a ��o � R H���o �B^ E K H � X�V G R]^ o

� o�� P R�c G ^ H R3J?K'R L E K ^ H VYK H R3J!K G �YRjX]^ RjPIPSR C > 0
H RjPIP R e J;R

E{ sup
0≤t≤T

|Yt|2 +

∫ T

0

|Zt|2dt+K2
T} ≤ C(1 + |X0|2)

E{ sup
0≤t≤T

|Y N,0
t |2 +

∫ T

0

|ZN,0
t |2dt+ |KN,0

T |2} ≤ C(1 + |X0|2).

�?o

E

{

sup
0≤t≤T

[|Y N,0
t − Yt|2 + |KN,0

t −Kt|2] +

∫ T

0

|ZN,0
t − Zt|2dt

}

≤ C(1 + |X0|2)
√
h.

^Tx��



.nm ^!m ���J>DK$K

� o p K K E=H RUN E J?X t ∈ [tk, tk+1[

kt =|∂tg(t,Xt)| + |
d∑

i=1

∂xi
g(t,Xt)bi(t,Xt)| +

1

2
|

d∑

i,j=1

(σσ∗)i,j(t,Xt)∂
2
xi,xj

g(t,Xt)|

+ |f(t,Xt, Yt, Zt)|,

kN,0t =|∂tg(t,XN
t )| + |

d∑

i=1

∂xi
g(t,XN

t )bi(tk, X
N
tk

)| + 1

2
|

d∑

i,j=1

(σσ∗)i,j(tk, X
N
tk

)∂2
xi,xj

g(t,XN
t )|

+ |f(t,XN
t , Y

N,0
t , ZN,0

t )|.
� P E Xl^]a VYJ ^ RjK ^nT?R]^3Z�R]^�J!XlR]^nVYPSk V H�E=G XlR]^]a E K V

0 ≤ dKt ≤ ktdt, 0 ≤ dKN,0
t ≤ kN,0t dt,∀t ∈ [0, T ], p.s.

�iFHGYFZRSRSF�BFqIP�!"!"?DVWFwB�?DN-(DFZB$N(`ZB�?DGYUnP&U]B ("F�#���NEN3-
+ % �oS F�U FOC�!dPTN(U�V�+O?"GWVYFZN

� :=9	�
9�

�����/9�� A ��� p K ^jJ N`N E ^ R e JgR P�� ET� ^ H V?LjPSR g(t,Xt) R]^ H J?K'R%^ RjZ G Z VYX HfG Ker`VYPSR T?R_P V # E X�Z\R

g(t,Xt) = g(0, X0) +

∫ t

0

Usds+

∫ t

0

VsdWs

E&%
U R H V ^ E K H T?R]^iNQX E L]R]^]^jJ�^ Ft �SNQX E rYX]R]^]^ G �YRjZ RjK H Z\R]^jJ!X�V � PSR]^%^�V H G ^�#pV G ^�VYK H

∫ T

0

(|Ut| + |Vt|2)dt <∞ p.s.

� P E X]^
Zt = Vt, dP × dt p.p. ^jJ?X�P�� RjK ^ RjZ � P R {Yt = g(t,Xt)}

&f.6mt|6U

R H

0 ≤ dKt ≤ 1Yt=g(t,Xt)[f(t,Xt, g(t,Xt), Vt) + Ut]
−dt.

h�Cc?DU�VWGWVMB�FZN�P `F`\P[GWFZRSFOCEU ?"CDFHN(FZR PTN5^E?"FwGYVW`OF �>+ZFwN�`ZB(?"GYU]P[UO¡

� @?>��W:����8@ A ��� f V NQX E NQX G k H kML G ��T?R]^]^jJ`^�NgRjJ H��jH X]R r?kjK'kjX�VYP G ^ k]R #pV?L G PSRjZ\RjK H � J?K ET� ^ H V?LjPSR
g(t,Xt)

e J G R]^ H J?K'R ^ RjZ G Z VYX H G Ker`VYPSR NQP J�^ r?kjK'kjX VYPSR

g(t,Xt) = g(0, X0) +

∫ t

0

Usds+

∫ t

0

VsdWs + At

^Tx\�



.���������� >

E&%
A R]^ H J?K NQX E L�R]^l^jJ�^hL E K H G KgJ ���=VYX G V HfG E K G K H k rYX�V � PSR H RjP e JgR6P V Z\R]^jJ?XlR dAt R]^ H ^ G KerYJ?P G [jXlR

N VYXiX�VjN`N E X H � dt R H e J G V`TYZ\R H J?K'R T?k]L E Z%N E ^ GIH G E K At = A+
t −A−

t a E&% A+
t R H A−

t ^ E K H T?R]^bNQX E �
L]R]^]^jJ`^ G K H k rYX�V � PSR]^ o � P E X]^]a (Ut)t R H (Vt)t ^ E K H T?R]^�NQX E L]R]^]^jJ`^ Ft � NQX E rYXlR]^]^ G �YRjZ\RjK H Z\R]^jJ?X V � PSR]^
XlR]^ NgR]L H G �YRjZ\RjK H �s�=VYPSRjJ?X]^nT`VYK ^ R R H Rd ^�V H G ^�#pV G ^�VYK H��

∫ T

0

|Ut| + |Vt|2dt+ A+
T + A−

T <∞ p.s.

f � k r`VYP GIH k &/.6mt|6U R]^ H
H�E J,' E J!Xl^%^�V HfG ^�#pV GIH RnR H PSR XlR]^ H R6R]^ H Z E T G )ik N VYX t�VT�YR]L Lt PSR H RjZ%Ng^_P E L VYP8RjK
0 T?R�P Vh^ RjZ G � Z VYX H G Ker`VYPSR Yt − g(t,Xt) u �

dKt +
1

2
dLt =1Yt=g(t,Xt)[f(t,Xt, g(t,Xt), Vt) + Ut]

−dt+ dA−
t .

� P RjKdT?k]L E J!PSR P�� R�c G ^ H RjK'L]R�Tl� J!K NQX E L]R]^]^jJ`^iNQXlk�� G ^ G�� PSR (αt, 0 ≤ t ≤ T )
H RjP e JgR 0 ≤ αt ≤ 1 R H

dKt = αt1Yt=g(t,Xt)([f(t,Xt, g(t,Xt), Vt) + Ut]
−dt+ dA−

t ).

6 FZB$PT?DU]FO?"N�B ("F�#�����xA<oS?("`X]dC"VYB�B�FOCEU�PTGYA�N�B�?"C"FHP�!"!"N(Ayp@VWR P[U�VYA�C (DF &/.6m��RU !dPTN
� h�CcVWCDVYU]VWP[GYVMB�F�FOC

tN
!dP[N

Y N,1
tN

= φ(XN
tN

)
m

� -4?"VWB�!�A�?"N
t ∈ [tk, tk+1[

WZA�CwN(`ZB(A�?DU Grq�`F^E?dP[U�VWA�C�N�`OU�N�A"`TN]P�("F�C"A�CwN(`�,d`�+na"VWF ("F4B�A�GY?DU]VYA�C
(Ỹ N,1, ZN,1)

¡

Ỹ N,1
t = Y N,1

tk+1
+

∫ tk+1

t

f(s,XN
s , Ỹ

N,1
s , ZN,1

s )ds−
∫ tk+1

t

ZN,1
s dWs.

� h�C�("`X]dC"VYU FZC"B(?"VYU�F.!�A�?"N U�A�?DU
t
("PTC"B

[tk, tk+1[
W
Y N,1
t = Ỹ N,1

t ∨ g(t,XN
t )
m

� h�CcVYU�XZN�F 
(?DB5^E?�q �qGQP/(dP[U]F
t0 = 0

m
� G FZB(U�c�P�+OVWGYF=("FC[�A�VWN�^E?"F

Y N,1
tk

= uN,1k (XN
tk

)
!�AT?"N�?DC"F/+ZFON(UnP[VWC"FCc�A�C"+�U]VYA�C1RSFOB�?"N]PIb"GWF

uN,1k

m 6 F
GWFOR RSF �!m ^/(dPTC"B0#�����xA<oS?("ATC"C"F.("FZB +ZA�C\U]N
�TGWFZB B�?DN

(uN,1k )k
W
Y N,1

F�U
ZN,1

m
� @!>�>�@BA ��� p K ^jJON`N E ^ R3PSR]^�m
�]N E=H mg[]^ R]^ ��o�� a ��o � R H���o �B^ E K H �YkjX G )ik]R]^ o
� f R]^ # E K'L HfG E K ^ uN,1k ^ E K H4f G Ng^ Lnm GIHQo J?K G # E XjZ\kjZ\RjK H RjK N R H k o
� � P R�c G ^ H R�J?K'R L E K ^ H VYK H R C a G KQT?k NgRjKQT`VYK H R�T?R N a H RjP PSR e JgR ∀k VYKQT ∀t ∈ [tk, tk+1[

E

{

sup
tk≤t≤tk+1

[
|Ỹ N,1
t |2 + |ZN,1

t |2
]
}

≤ C(1 + |X0|2)

E
{
|Ỹ N,1
t − Y N,1

t |2
}
≤ C(1 + |X0|2)|tk+1 − t|.

6 F U�a"`ZATN�XZRSF � m��:("PTC"B #�����xA<oS�b�A�N�C"F Grq�FZN(N�FZ?DN FOCEU�N�F
(Y N,0, ZN,0, KN,0)

F�U
(Y N,1, ZN,1, KN,1)

¡
46587�9;:=<?>�@BA ��
 p K ^jJ N�N E ^ R e J;R�PSR]^�m
�]N E H mg[]^ R]^ ��o�� a ��o � R H���o �B^ E K H � X�V G R]^ o�� P E X]^ �

E

{

sup
0≤t≤T

[
|Y N,1
t − Y N,0

t |2 + |KN,1
t −KN,0

t |2
]
+

∫ T

0

|ZN,1
t − ZN,0

t |2dt
}

≤ C(1 + |X0|4)h.

^Tx z



.6m�� m � ����� . 6 ��� �*> � 6 .�>"> � P�� � >

�4C-]dC�W	GWFJU]aD`ZA�N(XZRSF � m���(dP[C"B8#�����xA<oS;!�FON�RSFOU:(xqI`X[[PTGY?"FZN$GQPvN�`<`�?"GQP[N�VYU�`
L2

("F
Z
m �iFwU]a"`OA�N�XOR F

B�?1!"!�A�B�FE^E?"F
�cb ��9d�O58<e
�@ A ���

b a σ R H f ^ E K H J?K G # E X�Z\kjZ\RjK H�hkj P T?kjX G RjKgK'R]^�Tl� G KQT G L]R 1
2
RjK H RjZ%Ng^ o

46587�9;:=<?>�@BA ��� p K ^jJ N`N E ^ R e JgRhPSR]^km
��N E=H m;[]^ R]^ ��o�� a ��o � a �no �)R Hi��o � ^ E K H � X�V G R]^ o � P E Xl^G PbR�c G ^ H R3J!K'R L E K ^ H VYK H R C > 0
H RjPIPSR e J;R

N−1∑

k=0

sup
s∈[tk,tk+1]

E

∫ tk+1

tk

|Zt − Zs|2dt ≤ C(1 + |X0|4)
√
h.

� ��� � � �U�� ������ � � 
 �  ����#�$%('�)+�

� C�+OFZN(U]PTVWC:C"ATR�bDN�F�(�q�VWC"`<`\PTGYVYU�`ZB�B�ATCEU-+ZATC"B(U]PTR RSFOCEU ?DU]VYGWVYB(`ZFOB�m
� � 7	� ��
���� 7
�8@��39 �l���

∀ γ > 0,∀ (a, b) ∈ R2, (a+ b)2 ≤ (1 + γh)a2 + (1 +
1

γh
)b2.

&/.6m <"U
� @�
/@!>�>�@
�8@ � :=9����/��
�
��l� 
��1:O@\�

� @!>�>�@BA � � CFE=G RjK H T > 0 R H tk = kh N E J!X 0 ≤ k ≤ N = T
h
J?K'R T G ^ LjXlk H G ^�V HfG E K T?R

[0, T ] T?R_N V=^ h o���E J!X H�E J H R]^ ^jJ GIH R]^_N E ^ GIHfG �YR]^ (ak)0≤k≤N , (bk)0≤k≤N R H (ck)0≤k≤N
H RjPIPSR]^ e JgR

ak−1 + ck−1 ≤ (1 + γh)ak + bk−1 t.+ GIH m γ > 0 u a E KdV

ak +
N−1∑

i=k

ci ≤ eγ(T−tk)
[
aN +

N−1∑

i=k

bi
]
.

&/.6m��RU

� ��� � �U��� )+���#� ��� �������	�� �  �� � ��� �$%('*)

� AT?"B GYVWB U]A�C"BwV�+OV ?"C +OFZN UnPTVYC C"ATR�bDN�F�("F (D`<]dC"VMU]VYA�C"BHFOU N(`ZB�?DGYUnP&U]BkF p1!�ATB�`ZB/(dP[C"B #��ENON�� x\^yS m
h�C !�FO?DUk`F`�PTGWFOR FOCEU.+ZATC"B�?"GMU]FONHB�?DN0+ZFSB�? 
(FOU # - A�G z |IS{W # 6 � % LFS{W # �����!� % �IS A�? # ��?1( % % S m � AT?"B
N�FOR FON +OVWA�CDB �nmx�*P�n\P[U]VYB�!�A�?DNwGWPsU]N�P�("?"+�U]VYA�Cic�N�PTC#"ZPTVWB(F>("FZBJU�FZN�RSFZBJGWVY`ZBJP[?�p C"A�Rjb"N(FZB�("F +OA�?�_
[�FZN U]?"N(FYm

���%$ ��� & 2('*) 0W #�67* $ 2 (,+  �0?�!( 0W 
- 7/.��l��� �/9�� A �}� CFE=G RjK H ε > 0 a G J!K'R LjP V=^]^ R T?R # E K'L HfG E K ^ Rd → R a 1 ≤ p < ∞ a R H ν J?K'R
Z\R]^jJ?X]RnT?RiNQX ET� V ��G P GIH k_^jJ?X Rd

o���E J?X�J?K'R # E K'L HfG E K g : Rd → R a E KdT?k�)�K GIH

‖g‖Lp(ν) := {
∫

|g(z)|pdν} 1
p .

^Tx %
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� o��QE J H R #pVYZ G PIPSRi)�K G R T?R�# E K'L HfG E K ^ g1, · · · , gN : Rd → R
H RjPIPSR e J;R%N E J!X H�E J H R # E K'L HfG E K

g ∈ G a G P R�c G ^ H R j = j(g) ∈ {1, · · · , N} H RjP e JgR
‖g − gj‖Lp(ν) < ε

R]^ H VjN`NgRjPSk]R J!K'R ε � L E Je�YRjX H J?XlR6T?R G N VYX X�VpN`N E X H � ‖ · ‖Lp(ν)

o
�?o p K K E=H R N (ε,G, ‖ · ‖Lp(ν)) P V H V G PIPSR6T?R�P V�NQP J`^UNgR H GIH R ε � L E Je�YRjX H J?XlR6T?R G N VYX3X�VjN`N E X H �

‖ · ‖Lp(ν)

o�p K NQXlRjKQT N (ε,G, ‖ · ‖Lp(ν)) = ∞ ^d� G P
K � R�c G ^ H R N V=^\T?R ε � L E Je�YRjX H J!XlR o4� P E Xl^
N (ε,G, ‖ · ‖Lp(ν)) R]^ H VjN`NgRjPSk3K E Z � XlRnT?R ε � L E J@�YRjX H J!XlR6T?R G N VYX3X�VjN`N E X H � ‖ · ‖Lp(ν)

o
� o3CFE=GIH zM1 = (z1, · · · , zM ) M N E=G K H ^ ) c!R]^ T?R Rd

obCFE=GIH
νM P V�Z\R]^jJ!XlRhRjZ%N G X Gfe JgRhL E X�XlR]^��

N E KQT`VYK H R]a Gfo R o

νn(A) =
1

M

M∑

m=1

1A(zm), (A ⊂ Rd).

� P E Xl^

‖g‖Lp(νM ) = { 1

M

M∑

m=1

|g(zm)|p} 1
p

R H H�E J H R ε � L E Je�YRjX H J?X]R T?R G N VYX�X VjN`N E X H � ‖ · ‖Lp(νM ) ^ RjX�V VjN`NgRjPSk�J?K'R Lp ε � L E Je�YRjX H J?XlR
T?R G ^jJ?X zM1 R H P R�K E Z � XlRnT?R ε � L E Je�YRjX H J?XlR6T?R G NWVYX X�VjN`N E X H � ‖ · ‖Lp(νM ) ^ RjX�V\K E=H k

Np(ε,G, zM1 ).

� K Tl� VYJ H XlR]^ H RjXjZ\R]^]a Np(ε,G, zM1 ) R]^ H P�� RjK H G RjX N Z G K G Z VYP H RjP e J � G P&R�c G ^ H R*T?R]^�# E K'L H G E K ^
g1, · · · , gN : Rd → R VT�YR�LhP V NQX E NQX G k H k e J;R N E J?X H E J H R g ∈ G a G P R�c G ^ H R j = j(g) ∈
{1, · · · , N} H RjP e JgR

{ 1

M

M∑

m=1

|g(zm) − gj(zm)|p} 1
p < ε.

���%$ �.- � 2U �� $'�� #" �!�87��f,#$��
	 �! '  #" �  '� 7%� '  #"*�!� 2�"��
�

- 7/.��l��� �/9�� A ��� CFE=GIH A J!K'R LjP V ^l^ RnT?R ^ E J`^�� RjK ^ RjZ � PSR]^3T?R Rd R H ^ E=GIH M ∈ N
o

� o ��E J?X z1, · · · , zM ∈ Rd a E K T?k�)�K GIH

s(A, {z1, · · · , zM}) =
∣
∣{A ∩ {z1, · · · , zM} : A ∈ A}

∣
∣,

Ld� R]^ H � �T��T G XlR e JgR s(A, {z1, · · · , zM}) R]^ H PSR K E Z � X]R T?Rd^ E J`^�� RjK ^ RjZ � PSR]^ T G ^ H G K'L H ^MT?R
{z1, · · · , zM} RjK G K H RjXl^ R]L H VYK H VT�YR]LnT?R]^ kjPSkjZ\RjK H ^nT?R A o

^@L�x
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�?o3CFE=GIH
G J?K ^ E J`^�� RjK ^ RjZ � PSRMT?R Rd T?R L VYX�T G KQVYP M ocp K T GIH e JgR A #�X�V rYZ\RjK H R G ^ G

s(A, G) = 2M a Gfo R o ^ G H E J H ^ E J`^�� RjK ^ RjZ � PSR\T?R G NgRjJ H �jH X]R X]R NQXlk]^ RjK H kh^ E J�^ P V # E X�Z\R
A ∩G N E J!X3J?K�kjPSkjZ\RjK H A ∈ A o

� oJf R � � [jZ\R L E R�� L G RjK H Tl� k]LjP V H RjZ\RjK H S(A,M) T?R A R]^ H T?k�)�K G L E Z Z\R
S(A,M) = max

{z1,··· ,zM}⊂Rd
s(A, {z1, · · · , zM}).

�*G K ^ G aUPSR � � [jZ\R\L E R�� L G RjK H Tl� k]LjP V H RjZ\RjK H R]^ H PSR K E Z � XlR Z V c G Z VYP T?R6^ E J`^�� RjK ^ RjZ � PSR]^
T G 	 kjXlRjK H ^3Tl� J?KdRjK ^ RjZ � PSR T?R M N E=G K H ^ e J G NgRjJe�YRjK H �jH X]R ET��H RjKgJ`^ N VYX G K H RjXl^ R]L H G E KBVT�YR]L
PSR]^ kjPSkjZ\RjK H ^nT?R A o

- 7/.��l��� �/9�� A ��� CFE=GIH A J!K'R LjP V=^]^ R T?Rn^ E J`^�� RjK ^ RjZ � PSR]^6T?R Rd VT�YR]L A 6= ∅
o f V T G Z\RjK ^ G E K��� t E JBT G Z\RjK ^ G E K T?R��WVjNQK G�� ��� mgRjX�� E K'RjK �=G ^ u VA T?R A R]^ H T?k�)�K G R N VYX

VA = sup{M ∈ N : S(A,M) = 2M},
Gfo R o VA R]^ H PSR NQP J`^wrYX�VYKQTBRjK HfG RjX M H RjP e J � G P
R�c G ^ H R6J?K RjK ^ RjZ � PSR T?R M N E=G K H ^ e J G NgRjJ H �jH XlR
k]LjP V H kUN VYX A o

- 7/.��l��� �/9�� A ��
 CFE=GIH G J!K&R LjP V=^]^ R T?R # E K'L H G E K ^�T?R Rd NQX]RjKQVYK H ^ R]^s�=VYPSRjJ!Xl^ T`VYK ^ R
oHp K

K E=H R G+ PSR_^ E J�^�� RjK ^ RjZ � PSR3T?R Rd+1 T?k�)�K G N VYX
G+ =

{
{(z, t) ∈ Rd × R; t ≤ g(z)}, g ∈ G

}

^ E=GIH P�� RjK ^ RjZ � PSR�T?R]^_^ E J`^���rYX VjNdmgR]^�T?R4# E K'L H G E K ^�T?R G o

46587�9;:=<?>�@BA �	� CFE=GIH G J!K'R LjP V=^]^ R T?R # E K'L HfG E K ^ g : Rd → [0, B] VT�YR]L 2 ≤ VG+ < ∞ a ^ E=GIH
p ≥ 1 a
^ E=GIH ν J?K'R�Z\R]^jJ?XlRnT!RiNQX ET� V ��G P GIH k]^%^jJ?X Rd aiR H ^ E=GIH 0 < ε < B

4

o � P E Xl^

N (ε,G, ‖ · ‖Lp(ν)) ≤ 3

(
2eBp

εp
log

3eBp

εp

)V
G+

.

46587�9;:=<?>�@BA ��
 CFE=GIH G J!K R]^ N V?L]Rq�YR]L H�E X G RjP T?R\T G Z\RjK ^ G E K r T?R$# E K'L HfG E K ^\T?R Rd → R R H
^ E=GIH

A =
{
{z : g(z) ≥ 0} : g ∈ G

}
.

� P E X]^
VA ≤ r.

^@L�L
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���%$ ��� � �+�! #�!�? 7% $ 2�"�+  �0��  #"*$' 3k2�( 0 � �/ #�`� � ' 	 �!� 2 " ' 2���" 7 0  #� $ 	40D0 ,#�

7% �
	��n2�"*$Q�!� 2�" 7* 0 ,�� 0  #�!�?� 2�"
>@?"!1!�A�B�A�CDBK^e?DF Grq�A�C A"b"B�FON\[�F

M
N�`
P[GWVWB�P[U]VYATC"B VYC"("`�!�FOC"(dP[CEU]FOB�("? +ZA�?1!"GWF

(X,Y )
C"ATU�`ZFOB

(Xm, Ym)1≤m≤M
m�h�C C"ATU�F

FM
?"C FZB !dP�+ZF [�F�+�U]A�N(VWFOG=(DF c�ATC"+OU�VWA�C"Bu^E?"V0!�FZ?DU3("`�!�FOC"("N�F�("F

(X1 · · · , XM)
mZh�C�(D`<]dC"VMU

m̃M

WdGWPjc�ATC"+OU�VWA�C ("FHN(`F`TN�FZB(B�VWATCcFZB(U�VWRS`ZFIW +OA�RSR Fj¡

m̃M(·) = arg inf
ψ∈FM

1

M

M∑

m=1

|ψ(Xm) − Ym|2.
h�CcVWC\U]N(A
("?"VYU�GQP C"ATU]P[U]VYA�C

‖ψ‖2
M =

1

M

M∑

m=1

|ψ(Xm)|2.
.�GYA�N�B<W"A�C PvGQP U]aD`ZA�N(XZRSFwB�?"Vk[[PTC\U8&�U�a"`ZATN�XZRSFqLTL1mYL.!"P$`�FqL z | (dPTC"B0#����	��� x\^oSVU�¡
46587�9;:=<?>�@BA ��� C J N`N E ^ E K ^ e JgR

σ2 = sup
x∈Rd

V ar(Y |X = x) <∞.

CFE=GIH
KM P V T G Z\RjK ^ G E K T?R FM a VYP E Xl^ �

E

(

‖m̃M −m‖2
M

∣
∣
∣
∣
X1, . . . , XM

)

≤ σ2KM

M
+ min

ψ∈FM

‖ψ −m‖2
M .

C;G T?RUNQP J`^]a FM R]^ H G KQT?k NgRjKQT`VYK H T?R]^3Xlk VYP G ^�V H G E K ^ (Xm, Ym)1≤m≤M a E KdV
E

(

‖m̃M −m‖2
M

)

≤ σ2KM

M
+ min

ψ∈FM

E|ψ(X) −m(X)|2.
6 FJU]a"`OA�N�XORSFqL�L1m_^/!dP$`�FvL z �/(dPTCDB=#����	��� x\^yS C"AT?"B-(DA�C"C"F
46587�9;:=<?>�@BA ��� CFE=GIH G J!K'R LjP V=^]^ R T?Ri# E K'L H G E K ^ g : Rd → R

�jE X�K'k]R*N VYX B R H ^ E=GIH ε > 0
o

� P E X]^
P
(
∃g ∈ G : ‖g‖ − 2‖g‖M > ε

)
≤ 3EN2(

√
2

24
ε,G, X2M

1 ) exp(− Mε2

288B2
)

E&%
X2M

1 = (X1, · · · , XM , XM+1, · · · , X2M ) VT�YR]L (XM+m)1≤m≤M J?K'RUL E N G R GfoSGfo T_T?R (Xm)1≤m≤M
o

���%$ ��$ 
1"*,�� 	 ���+�!,<7* ��g2U �
k7%��"��
46587�9;:=<?>�@BA �}�e� CFE=G RjK H X1, · · · , XM T?R]^*�=VYX G V � PSR]^ VYPSk V H�E=G XlR]^�Xlk]RjPIPSR]^ G KQT?k NgRjKQT`VYK H R]^ o�CFE=G RjK H
a1, b1, · · · , aM , bM T?R]^ Xlk]RjP ^ R H E K ^jJON`N E ^ R e JgR Xm ∈ [am, bm] VT�YR]L NQX ET� V ��G P GIH k 1 N E J?X
1 ≤ m ≤M

o � P E X]^]a ∀ε > 0
�

P

(∣
∣
∣
∣

1

M

M∑

m=1

(Xm − E(Xm))

∣
∣
∣
∣
> ε

)

≤ 2 exp

(

− 2Mε2

1
M

∑M
m=1 |bm − am|2

)

^@L ^
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. !"GY?"B�VYFZ?"N(B N�F�!"N�VYB�FOBFW ATC3("A�VMU:!"N(`�+OVWB�FON�^E?"FOGWGWFHB(A�GW?DU�VWA�CcATC3+,aDA�VWB(VYU-("? !DN�A"b"GYXZRSF0("FkRSA�VWC"(DN�FZB
+
P[N�N�`OBE¡

inf
α

1

M

M∑

m=1

|Ym − α.p(Xm)|2

A10
p(·) FZB(UH?DC"F�bdPTB(F�(DF�c�A�C"+�U]VWATC"B�("`�!�FZC"("PTCEUk`X[�FZC\U]?"FOGWGYFZRSFZC\U0("FOB0(DA�C"C"`OFZB

(Xm)1≤m≤M
F�U

("F +
PTN ("VWCdP[G
K

&�A�C6B(?"!"!�A�B(F
K ≤ M

Ujm��4C8A�?@U]N�FIW A�C6B�?"!"!�ATB�F:B(A�?-[�FZC\UA^E?"F�B]PTCDB>!�FZN(U�F ("F
`�`OC"`ZN�PTGWVMU]` B∗B

M
= Id

A10
B
FZB(U$GQP R P[U]N(V�+ZF5(DFwU]PTVWGYGYF

M ×K
("A�C\U$GWFOB GYV2`�CDFZB B(A�C\U

p(Xm)∗
m

� G Cxqtn P !dPTB8(DF !DN�A"b"GYXZRSF*("PTC"B GWF*+ZPTB A10 GQPcRsP&U]N�V�+ZF
B∗B

FOB(U VWCR[�FZN�B(V2b"GYF*+ZPTN VYG FXp@VWB U]Fs?"C"F
?"C"V1^E?"F B(A�GY?DU]VYA�C PT?>!"N�A$b"GWXOR F ("F�R A�VYC"("N(FZB'+
P[N�N�`OB4F�U4?"C !DN�A
+Z`�("`@("F > +na"R V�(DU !�FON�RSFOU�U�N]P�b"VWFOC�W
!dPTN ?"CDF U]N]PTCDB\c�A�N(RsP&U]VYA�CHGWVYC"`
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