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Introduction

Cette thése s'inscrit dans le programme général de I'étude rigoureuse de systemes physiques consti-
tués de fermions en interaction. L'étude de tels systémes correspond au probiEoweps, et il est
bien connu que la régle générale en ce domaine est I'impossibilité d’aboutir & des solutions exactes. En
fait, méme s'il est vrai que dans certains cas particuliers, en basse dimension, de telles solutions ont
pu étre élaborées, il semble clair que I'on ne doit plus attendre aujourd’hui de progrés significatifs par
cette approche.

On peut alors considérer ces systéemes fermioniques sous un angle plus physique, en privilégiant par
exemple une certaine image physique ou un certain régime de la théorie, mais évidemment il est alors
difficile de justifiera posteriorila pertinence de cette approche : tout au plus peut-on constater a la fin
une non-contradiction avec les hypothéses initiales. Les conclusions que I'on tire de cette fagon ne sont
donc pas démontrées au niveau de rigueur mathématique, mais néanmoins bien étayées. Cependant,
ceci n'exclut pas que des méthodes rigoureuses (et non pas exactes) puissent permettre d’apporter un
éclairage intéressant sur ces questions.

L'approche rigoureuse consiste a partir des premiers principes, pour obtenir des résultats certes plus
faibles que des solutions exactes, mais démontrés mathématiquement. En I'occurrence pour I'étude des
systemes fermionigues a basse température, les premiers principes sont constitués par la mécanique
statistique quantique. Plus précisément I'objet de cette these est I'étude du modele de Hubbard bidi-
mensionnel a demi-remplissage. Le modéle de Hubbard est le modéle le plus simple pour décrire le
comportement de fermions (génériqguement des électrons) sur un réseau : il ne prend en compte que
leur diffusion et une interaction ultra-locale (c’est-a-dire qui n’intervient que pour des électrons placés
sur le méme site). Il s'agit donc d’un modeéle tres simplifié, presque naif, mais dont I'étude rigoureuse
s’avere particulierement difficile dés que la dimension est au moins égale a 2. Le demi-remplissage si-

gnifie intuitivement que le nombre total d’électrons est égal a la moitié du nombre de sites du'réseau

Lorsque le couplage est suffisamment faible, I'idée la plus naturelle est d'utiliser des méthodes

1Sur un réseau infini, ceci est valable en moyenne sur toute région assez grande mais finie.
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INTRODUCTION

perturbatives. Mais dans une approche rigoureuse, il est nécessaire d’établir le bien-fondé de ces déve-
loppements : la question de leur convergence notamment doit étre traitée. C’est la que les techniques
constructives peuvent étre mises en ceuvre. Historiguement initi€ées pour aborder des problémes de théo-
rie relativiste des champs (en passant toutefois par une formulation euclidienne), elles sont appliquées
depuis les années 1990 a I'étude de la matiére condensée. Ces techniques sont dites « constructives »
en ce sens qu’elles permettent de construire rigoureusement des modeles de théorie des champs. En
I'occurrence, notre modéle de Hubbard bidimensionnel a demi-remplssage peut étre formulé en termes
d'une théorie des champs. L'approche constructive permet de montrer que cette théorie des champs
est mathématiqguement bien formulée, c’est-a-dire que les développements perturbatifs correspondants
ont un rayon de convergence non nul en la constante de couplage. Ce résultat permet donc d’identifier
un domaine ou I'on a une phase bien déterminée du modéle de Hubbard, a savoir sa phase normale.
Néanmoins, il ne permet pas d'identifier avec certitude tout le domaine de valeurs des paramétres cor-

respondant a cette phase normale.

Le second résultat majeur de cette thése concerne la self-énergie. En effet, cette grandeur joue un
réle tres important pour la physique du modele, et elle a permis a Salmhofer (voir [Sal98]) de formuler
un critere mathématiquement précis pour distinguer les deux classes d’'universalité bien connues pour
les systémes de fermions a basse température : celle des liquides de Fermi au sens de Landau, et celle
des liquides de Luttinger. Trés briévement, on a un liquide de Fesneit seulement si, dans le domaine
de convergence, la self-énergie et toutes ses dérivées premiéres et secondes (dans I'espace de Fourier)
sont uniformément bornées. Or, précisément, nous montrons que ce critere est violé par notre modéle
de Hubbard bidimensionnel a demi-remplissage, si bien que nous en concluons que son comportement

n'est pascelui d’'un liquide de Fermi.

Ce mémoire est organisé de la fagon suivante. Le chapitre 1 introduit le modéle de Hubbard. Notre
démarche a été de partir d'un systénie éorps trés général, puis de mettre en lumiére les différentes
simplifications et hypothéses qui permettent d’aboutir au modéle particulier que nous étudions par la
suite. Cette approche est fondée, comme nous I'avons dit, sur les premiers principes, c’est-a-dire sur la
mécanique statistique quantique dans la formulation hamiltonienne. Dans ce chapitre, nous ne préten-
dons bien sir pas a l'originalité, mais il nous a semblé utile, en ce sens que la démarche permettant de
passer par approximations successives d’'un hamiltonien trés général au hamiltonien de Hubbard est a

notre connaissance trés rarement explicitée dans la littérature.

Le chapitre 2 permet de passer du formalisme hamiltonien au formalisme fonctionnel grassman-

2Dans toute la suite de ce mémoire, et conformément & I'usage adopté dans la littérature, nous écrirons « liquide de

Fermi » pour signifier « liquide de Fermi au sens de Landau ».
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nien. L'usage des variables de Grassmann et de I'intégrale fonctionnelle grassmannienne est standard,
mais il nous a semblé néanmoins utile de faire le point sur ce sujet. L'idée essentielle que nous avons
voulu faire ressortir est que les fonctions de corrélation de I'approche hamiltonienne peuvent étre écrites
grace a des intégrales fonctionnelles fermioniques, qui reformulent donc naturellement le modéle étu-
dié entermes d’'une théorie des champs. La encore, ce point est rarement explicité de facon satisfaisante

dans la littérature.

Le chapitre 3 constitue une introduction, que nous espérons pédagogique, aux principales tech-
niques constructives. Pour cela, nous prenons le temps d’expliquer pourquoi les méthodes naives ne
peuvent permettre de contrbler la convergence des développements perturbatifs. En particulier, les fa-
meux développements en graphes de Feynman, écrits sans précaution particuliére, ne permettent pas
de conclure favorablement car le nombre de ces graphes est trop important. L'approche constructive
consiste a utiliser des « développements en arbres » qui, de facon imagée, n’explicitent qu'a moitié les
graphes de Feynman. Ceux-ci sont donc remplacés par des arbres qui eux ne sont pas trop hombreux.
Cette idée est un premier élément mais est insuffisante. En fait, le coeur de I'approche constructive ré-
side dans ce qui est appelé« analyse multi-échelles ». Ceci signifie que le modéle doit étre étudié selon
les différents ordres de grandeur d’'impulsions possibles. Mais en fait, cette derniere phrase n’est pas
complétement exacte : dans les modéles de matiére condensée, ce qui compte n’est pas la valeur absolue
des impulsions, mais leur distance a la surface de Fermi. Ceci conduit, selon des techniques standard, a
introduire une sectorisation de I'espace de Fourier en fonction de laquelle le développement en arbres
doit étre optimisé. L'écriture d'un tel développement est aujourd’hui possible directement en une seule
étape, grace a une trés jolie formule connue sous le nom de « formule de jungle de Taylor-Brydges-
Kennedy », expliquée en détails. Nous espérons ainsi que cette introduction permettra au lecteur peu
familier des techniques constructives de pouvoir ensuite aborder la lecture du premier article. Il nous a
semblé inutile de reprendre le démonstrations qui y figurent, vu que cela aurait conduit a d’inévitables
et nombreuses paraphrases. C’est pourquoi nous avons jugé légitime que cet articla figtenso
dans le corps de ce mémoire. Il en est de méme pour le second article, qui explique en détails tous les
calculs permettant d'aboutir a une borne inférieure convenable du premier graphe non-trivial contri-
buant a la self-énergie. La encore, il nous a semblé tres difficile d’échapper a la paraphrase, et comme
le contenu de cette article fait partie intégrante de la preuve que le critére de Salmhofer est violé, il

nous a semblé que sa reprise intégrale dans le présent mémoire était la meilleure solution.

Enfin, le dernier chapitre peut étre vu comme un appendice. Son but est de présenter un théoréme
de théorie des graphes (ou plus précisément deux versions d’un méme théoreme), le(s) théoreme(s) de

Menger dont l'utilisation est cruciale pour le controle des contributions dangereuses. Nous terminons
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par une conclusion rapide, en suggérant quelques approfondissements aux résultats de cette thése.
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Chapitre 1

Le modele de Hubbard

Le but de ce chapitre est de présenter le modéle de Hubbard. Au-dela de sa définition, nous vou-
lons le situer dans le cadre de la physique statistique des solides. C’est pourquoi ce chapitre débute
par quelgues notions générales sur la modélisation des solides pour déboucher apres plusieurs approxi-
mations sur le modéle de Hubbard proprement dit. Au passage, hous serons amenés a faire allusion a
d’autres modéles également envisageables, qui résultent d’autres approximations. Nous espérons ainsi
mettre en lumiére le fait que le modéle de Hubbard, comme de nombreux modéles de physique statis-
tique, est un modeéle trés schématique.

Ensuite, nous aborderons I'aspect véritablement statistique, en définissant les valeurs moyennes des
observables dans I'ensemble grand-canonique, ce qui suppose l'introduction d'une temdéedture
d’'un potentiel chimiquet. Nous terminerons en définissant quelques grandeurs pertinentes du modeéle,

qui nous permettront de préciser la problématique a laquelle la présente these tente de répondre.

1.1 Modélisation tres générale d’un systeme Bl-corps

L'espace des états

Du point de vue de la mécanique quantique, un solide peut étre considéré comme un ensemble
constitué d’'un trés grand nombre de particules, d’espagemri différentes. On sait bien que la ma-
tiere ordinaire est constituée a partir d'atomes, compenant chacun un noyau et un ou plusieurs électrons.
Il peut y avoir plusieurs especes d’atomes, que nous repérerons par un ipaiceurant un ensemble
fini I. Néanmoins, certains solides sont constitués d’un seul type d’atome, du moins dans le cas idéal
d'une pureté parfaite : c’est le cas notamment des métaux purs. Un atome d'egsamnstitué

d’'un noyau de typéet dez; électrons Z; est le nombre de charges de I'atom&i nous appelons; le

1



1. LE MODELE DEHUBBARD

nombre d’atomes d’especprésents dans I'échantillon étudié, nous avons donc augptdh; noyaux
etN = Yic ZiN; électrons.

La mécanique quantique d’'un tel systéme doit étre formulée a I'aide d’'un espace de Hilbert et
d’un opérateur hamiltonied agissant sur cet espace (voir [Sch81], [LL58], [CTDL73], [Pru71] ). Si
on travaille dans I'espace euclidien tridimensionnel, assimilatié,an sait que I'espace de Hilbert
représentant les états d’'un seul électron peut-étre réalisé par :

Mo =LA (R®) @ Egyp 1 ZLAR® % {1, 1), (1.1)

ol L?(IR3) désigne naturellement I'ensemble des (classes de) fonctions définied suvaleurs com-
plexes et de carré intégrable];‘gg[,in 1 est un espace de Hilbert quelconque de dimension 2 (par exemple

on peut prendr&_ .1 = C2 muni du produit scalaire canoniqu@spm% est I'espace du degré de li-

spin 5

berté interne de I'électron, a savoir son spin. Sion Kofe, | |)} une base orthonormée de cet espace,
1 estisomorphe 8%(R3 x {1,|}), c’est-

spin 5

a-dire que tout élément d&(R3) ® Espin 1 PeUL étre considéré comme une fonction de deux variables

alors il est bien connu que le produit tensotié(R%) ® E

('une parcouranRR? et 'autre appartenant & un ensemble & deux éléments que nous hetiopset
de carré intégrable par rapport a ces deux variables.

Pour représenter les états d’'un systéemeNdélectrons, on sait qu’on doit considérer le produit
tensoriel des# N fois par lui-méme, c’est-a-dires#%)®N. En vertu du principe de Pauli, on doit en

fait se limiter au sous-espace antisymétricﬁlﬁ%l)gn'\t'i qui est 'image de(.#)“N par le projecteur

d’antisymeétrisatiorP,n défini de la fagon suivante : i, ..., fy sont des éléments d#5),
1
Panti(f1®...® fn) = o ;‘8(6) fc(l) ®..Q® fo(N) , (1.2)
(N)! €
ou Sy désigne I'ensemble des permutations de I'enseiMle- {1, ..., N}, ete(o) la signature de la

permutations.

Concrétement, I'espace des états électroniques peut donc étre visualisé comme I'espace des (classes
de) fonctionsf(x1,S1; ... ;Xn,Sn) définies suerZl(R3 x {1,1}) antisymétriques par rapport aux
(X, ) et de carré sommable :

Z /3dx1...de |f(Xq,81; - ;xN,sN)]2 <+, (1.3)
o1, R

On se doit également d’introduire I'espace de Hilbert représentant les états des noyaux. Pour un
seul noyau, I'espace des états est trés semblab#g;,aa ceci prés que I'espace de s;ﬁgbm% doit
maintenant étre remplacé pBdpins, OUS est le spin du noyau. Nous rappelons guest un entier ou

un demi-entier, et quUEspin s €st un espace de Hilbert de dimensi@-2L (que nous pouvons realiser

2



Modélisation trés générale d'un systemi-&orps

par C2*1 muni du produit scalaire canonique). On peut choisir une base orthonorntg;de dont
les vecteurs seront indexés par les valetss—s+ 1, ... ,s—1, s. Celles-ci ne sont en fait rien d’autre

gue les valeurs possibles, en uni%sie I'observable moment angulaire selon un axe. On a alors :
Hoyaui = LZ(RB) ® Esping = LZ(RS x{-s, -s+1,..s—-1s}). (1.4)

L'espace des états d¢ noyaux de type est alors obtenu en prenant le produit tensorief@gyaui, Ni
fois, et en se restreignant ensuite au sous-espace symeésgigsisentier, et au sous-espace antisyme-
trisé sis est demi-entier. C'est lIa une conséquence du fameux théoréme de connexion spin-statistique,
selon lequel une particule est un boson si elle est de spin entier, et un fermion si elle est de spin demi-
entier (voir [SW64] par exemple). Ainsi, 'espace des étatblideoyaux de typé fermioniques sera :

®Ni

I = <%oyaui> = Panti (%GS%Q ) (1-5)

anti

tandis que I'espace des états d’'un noyau de iygsonique sera :

@N;
Ni
% = <c%'ﬁoyaui)sym = Psym(%%yaui)a (1-6)
ou Psym est le projecteur de symétrisation defini .%ﬁ,\‘;ui par:
1
Vfl, 7fNi € %oyaui, Psym(f1® ® fNi) - m é fo-(l)® ® fO'(Ni) . (17)
1" o€ ;

Remarque : Les noyaux ne sont bien sir pas des particules élémentaires puisqu’ils sont constitués
de protons et de neutrons. En fait, on sait aujourd’hui que les protons et les neutrons eux-mémes sont
constitués de trois particules plus fondamentales, les quarks. On pourrait donc songer a introduire non
pas I'espacefoyaus MaisS#protons® #neutrons VOIre méme%uarksl. Mais ceci compliquerait énormé-
ment la formulation de la théorie, pour un bénéfice quasiment nul. En effet la plupart des propriétés
que I'on étudie en physique du solide ne dépendent pas des phénoménes nucléaires ou subnucléaires.
On entend rendre compte du transport électronique, de propriétés de conducteur ou d’isolant, voire
de supraconducteur, ou encore de propriétés magnétiques, autant de phénoménes qLa peovient
étre compris en termes d’électrons, en incorporant éventuellement leurs interaction avec les noyaux. Or
I'énergie de liaison typique d’'un électron est de I'ordre de quel@®sa comparer avec I'énergie de
liaison par nucléon (de I'ordre de quelques MeV : voir [BS91], [Wil91], [AMLO1] ) ou encore a I'éner-

gie de liaison des quarks (de I'ordre de 150 MeV). Devant de telles différences d’échelle d’énergie, nous

1En fait, une étude plus approfondie de la théorie décrivant l'interaction des quarks (la chromodynamique quantique)
montrerait qu'il est en fait extrémement difficile voire impossible de construire I'espace de Hithggis([Mut98], [GS95],
[Ynd83]). A cause du phénoméne de confinement, il estimpossible d’observer un quark isolé, si bien que la construction de

Huarksn'aurait en fait pas de sens.



1. LE MODELE DEHUBBARD

ferons donc I'hypothése que les phénomeénes proprement électroniques sont complétement découplés
des phénoménes nucléaires et subnucléaires. C’est la un principe fondamental en physique, maintes
fois vérifié par I'expérience : les phénoménes physiques dont les grandeurs typiques différent de plu-
sieurs ordres de grandeur sont pratiguement découplés (cette idée est particulierement bien exprimée
dans [2J02] ). En un sens, si ce principe était généralement mis en défaut, les progrées de la physique
seraient sans doute considérablement ralentis puisque la modélisation d’'un phénomene donné nécessi-
terait de prendre en compte beaucoup d’autres phénomenes en méme temps. Ainsi, il est possible, et
heureusement, de formuler les équations du mouvement d’'un pendule simple sans faire référence aux
atomes qui le constituent. De méme, les proprétés des solides peuvent étre décrites, jusqu’a preuve du
contraire, sans faire référence aux nucléons. Autrement dit, lorsqu’on considére que les noyaux ato-
migues sont constitués de nucléons, on quitte le domaine de la physique du solide pour entrer dans

celui de la physique nucléaire.

Compte tenu de ce qui précéde, I'espace de Hilbert des états d’'un enserNldéoees identiques
de typei estdonc :

H = (H)amN @ A . (1.8)

anti

Si on introduit plusieurs types d’atomes, I'espace des états s'écrit :

H = (M), antl (® ‘%ﬂ> (1.9)

icl
Le hamiltonien

L'espace des étatg” étant préciseé, il s’agit maintenant, conformément aux principes de la mé-
canique quantique, de définir I'opérateur hamiltorieragissant sur#’. Ce hamiltonien correspond
classiqguement a I'énergie totale du systéme, donc a la somme de I'énergie cinétique et de I'énergie
potentielle d’'interaction. L'énergie cinétiglg;, est donnée classiquement par :

—’2

Sy
Ecin = Z Z oM n;% : (1.10)

oumetM; désignent respectivement les masses d’un électron et d’'un noyau atomique iglgxy st

I'impulsion dun-ieme électron, tandis quﬁm est I'impulsion dun-ieme noyau de type Il nous faut
également exprimer I'énergie potentielle d’interaction. La encore, si nous nous servons d’'une image
classigue, nous sommes amenés a penser aux énergies potentielles gravitationnelle et électrique. Mais
il est bien connu que l'interaction gravitationnelle peut toujours étre négligée devant l'interaction élec-

trigue dans la matiére ordinaire. C’est pourquoi nous nous limiterons a prendre en compte l'interaction

4
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coulombienne uniqguement. L'énergie potentielle correspondante peut s'écrire :

1 1 zzé 1 N ze&

(imes (mes
(1.m#(i,m)

1 N Ngq e

+— = (.11
47r€on;;2||?n—7’p,ll (41
p#n

ou.# estun ensemble permettant d'indexer les noyaux atomigges {J; ({i} X [Ni]), c’est-a-dire
'ensemble des couples de la forriem) aveci € | etm e [N]. Ainsi (i,m) correspond aum-iéme

noyau de typé. T'i m est 'élément d&R3 qui repére la position spatiale du noy@wm), tandis quer

est la position spatiale duiéme électrone; est une constante qui vag -+ = 8,85410 2F.m !

dans le systéme S.I., eest la charge électrique élémentaige= 1,6.10 1% C. L'expression d&/ fait
clairement apparaitre trois groupes de termes. Ces regroupements sont quelque peu artificiels dans la
mesure ou nous avons choisi de distinguer les noyaux des électrons. Ainsi la premiere somme corres-
pond a I'interaction des noyaux entre eux, le deuxiéme a l'interaction des noyaux avec les électrons et
enfin le troisiéme a l'interaction des électrons entre eux. Observons que les contributions des premiére
et troisieme sommes sont positives (car I'interaction entre deux particules ayant des charges identiques
est répulsive), tandis que celle de la deuxieme est négative (interaction attractive entre les noyaux char-
gés positivement et les électrons chargés négativement). Enfin, remarquons la présence de% facteurs
pour la premiére et la troisieme somme, qui assure que les contributions écrites sont bien égales aux
sommes sur les paires de noyaux ou d’électrons. La deuxiéme somme ne comporte pas d%cfacteur

elle prend en compte I'interaction entre des particules appartenant chacune a deux ensembles distincts.

L'énergie totaleE du systéme s’écrit donc :

el v P P10 1 zzi@
(ines 2Mi & 2m - Ameo (i,m)ef(_(i‘;f(;ﬁ)zH Tim=Tjnll
J.n)#(i,m
1 N zZe& 1 NN &
Ameo a%m; [ Fim=Tnll  4reo nzlg% 2[[ Tn=Tpll

Dans I'approche quantique, conformément au principe de correspondance, on « déduit » le hamiltonien
du systéme en éIevaﬁi,n et P, au rang d’'opérateurs. Il est bien connu (ﬁgn devient—iﬁﬁln et

Pn: —iﬁﬁn. Ainsi Bﬁn est I’opérateupﬁzAi,n agissant dans Ie-ieme espace de Hilbeg, tandis

que P2 est I'opérateur-h?A,, agissant dans le-iéme 7%, Evidemment, pour obtenir un opérateur

bien défini sur I'espace tota#’, nous sous-entendons que la restrictiorﬁf”t,aq aux espaceszg et ]

(j #1) est l'identité, de méme que sa restriction aux espag¢gsorrespondant aux noyaux d’indices

5
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différents de(i, n). Autrement dit, Siy1, ..., Yn € % et pour chaquee |, yi1, ..., Vin € Hhoyaui,

alors :

N N
—
Pin <® wm> 2 K Vim|®@Win= <® q/m> o ® wiml|®(-Fawa) . (1.13)
m=1 (imes m=1 (jme.s
(m (i) (-m) (i)

Naturellement, des conventions analogues s’appliquent a la définitigif de

Quant & la définition d¥ en tant qu'opérateur agissant s#f, elle esta priori facile, W—lTW

im— I jn

s'interpréte simplement comme I'opérateur de multiplication

Ainsi, on peut écrire le hamiltonien de notre systéme de la fagcon suivante :

. h? N R2 1 1 ZZié
H=— —NANin— Y —Dn+— . L.
(i,n)zeﬂ M " n;Zm " ang (s GOEs 2 Tim=Tjnl
j,n)#(i,m
1 N Ze 1 NNg e
€0 (i,me.s n=1 H Fim= In ” €0 =y E;n H Fn—Tp H

La donnée de” et H permet de formuler complétement la mécanique quantique du probléme.
Dans cette approche, nous nous posons donc la question, étant donné un état initial du systéeme re-

présenté par le vecteur normali

%) € 2, quel est I'état a une date|y)(t) ? Il s’agit de résoudre

I'équation de Schrodinger :

0 =
!wj( ) !1//0) (1.15)
G = Hly))
dont la solution est donnée par le théoréme de Stone (voir [Pru71] ) :
W) =e 7 yo). (1.16)

Mais I'évaluation concrete day)(t) a partir de cette équation est en pratique impossible. En effet, ce
probléme est équivalent & la diagonalisatiotide est-a-dire & la détermination de ses valeurs propres
et des états propres correspondants. Ce probléme de diagonalisation est déja impossible a résoudre
exactement pour un systeme de deux électrons dans le potentiel créé par un noyau suppose immobile.
Il faut donc renoncer complétement a pouvoir avancer par cette approche. Nous allons donc utiliser
deux idées essentielles et complémentaires :

— introduire des simplifications dans le modeéle,

— avoir recours a une approche statistique.

2|l'y a de nombreux points techniques que nous avons passés sous silence. Notamment, quel est le domaine de définition
de I'opérateuV ? Et surtout H est-il auto-adjoint ? Pour plus de détails sur ces questions, le lecteur est invité & consulter

I'excellent livre de Prugowgki ([Pru71]), qui traite de toutes ces questions en détail.
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Introduction du réseau cristallin

En effet, dans la formulation trés générale qui précéde, nous n'avons fait pour le moment aucune
approximation et nous avons pris en compte tous les degrés de liberté du systeme. Finalement, nous
avons formulé un probléme M corps trés générdl, dont les conséquences physiques incluent en
principe absolument tous les phénomenes que I'on peut déduire a partir de la mécanique quantique :
formation de liaisons chimiques covalentes, formation de cristaux métalliques, propriétés de conduc-
tivité, propriétés optiques, etc. En pratique, on modélise une situation physique pour rendre compte
d’'un phénoméne précis, ou d'une classe relativement restreinte de phénomenes. En I'occurrence, nous
souhaitons étudier les propriétés électroniques des sélidesette fin, nous renongons a expliquer la

formation du solide lui-méme.
L'étude de I'état solide permet de reconnaitre essentiellement trois types :

— les solides amorphes,
— les solides cristallins,

— les quasi-cristaux.

Dans les solides amorphes, les atomes et/ou molécules sont arrangés de fagon désordonnée. C’est
le cas notamment des matériaux que I'on appelle génériguement des verres ; c'est aussi le cas de po-
lyméres a I'état solide. L'étude de ces matériaux est rendue difficile par la présence de ce désordre, et

c’est pourquoi des techniques probabilistes sont généralement mises en ceuvre.

Les solides cristallins sont en quelque sorte 'opposé des solides amorphes : les atomes qui les
constituent sont régulierement ordonnés dans I'espace. Il importe d’expliquer un peu plus précisément
ce que signifie cette régularité. Le concept fondamental qui permet de comprendre I'arrangement d’'un
solide cristallin est celui dpériodicité. Ainsi un cristal tridimensionnel peut en principe étre recons-
titué a partir de la connaissance des positions d’'un petit nombre d’atomes : il suffit pour cela de faire
agir sur ces positions des translations du tgp@U + npbV + n3cW, ol U, V et W sont des vec-
teurs unitaires linéairement indépendants@&ea, b et c des longueurs finies bien choisiesnet ny,
n3z des entiers relatifs. Observons que ces entiers sont en fait astreints a décrire un ensemble fini, du
fait que le nombre total de particules,afortiori le nombre de noyaux, est borné. Il est clair que la
notion de cristal (parfait) est une idéalisation. En pratique, un solide cristallin réel présente toujours
des défauts : soit des inclusions d'impuretés (c'est-a-dire d'atomes n’appartenant pas a I'arrangement

cristallin) soit des défauts de périodicité (c’est-a-dire des atomes du cristal placés a des sites non-prévus

3ou plutét un probléme &l + Siel ZiNi corps
“Nous renvoyons le lecteur & des ouvrages généraux de physique du solide ([Bla70], [Pat71], [JM73], [Mad78], [Har79],

[RW93], [And84], [Kit96], [Mye97], [Mar00], [O’R02], [AMO2], [Pis96] ).
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par les propriétés de périodicité ou encore I'absence d’atomes en certains sites). L'étude d’un solide
cristallin réel peut donc avoir recours dans une certaine mesure a des meéthodes probabilistes pour dé-
crire la présence des défauts. On pourrait croire que ces défauts jouent un réle marginal, mais en fait
ils sont absolument nécessaires pour expliquer certaines propriétés macroscopiques (conductivité des
semi-conducteurs dopés, supraconductivité : voir [Bob04], [OYH94], [K85], [Feh96], [RA97]). La

« densité de défauts » que I'on introduit dans le modéle permet de passer continlment du cristal parfait
(densité de défauts égale a 0) au solide amorphe (ou la densité de défauts, de I'ordre de la densité des

particules appartenant au réseau cristallin, est telle que I'ordre cristallin est finalement détruit).

Les quasi-cristaux sont des matériaux fascinants en ce sens qu'ils présentent un arrangement ré-
gulier d’'atomes, mais non-périodique. Cette absence de périodicité rend I'étude de ces matériaux par-
ticulierement difficile ([HG94], [TF98], [RMTdL97] ). En effet, on ne peut pas définir simplement
I'espace dual de Fourier, si bien que de nombreuses notions familiéres aux physiciens du solide (zone
de Brillouin, modes de phonons, ...) perdent ici leur sens. Une approche intéressante pour I'étude des
guasi-cristaux est d’avoir recours a la géométrie non-commutative (voir [Jan92], [Hof92] et [Sén95]).
Mais, comme on peut s’en douter, les problémes rencontrés sont encore bien plus complexes que pour

I'étude des cristaux et de nombreux progrés restent encore a faire dans ce domaine.

Revenons donc aux solides cristallins. Le fait qu’un échantillon réel comporte un nombre fini de
particules implique que les translatioms U’ 4+ nbV + nscW permettant des reconstituer 'ensemble
de I'échantillon sont aussi en nombre fini. Cette limitation empéche d’avoir une véritable invariance par

translation, donc une structure de groupe additif permettant de recourir a la transformation de Fourier.

L'approche cristallographique consiste a considérer que le réseau cristallin est infini. Les entiers
Ny, N etnz peuvent alors étre choisis sans aucune contrainte, et 'ensemble des positions spatiales des
noyaux atomiques devient alors lui aussi infini, et peut étre vu comme une superposition de réseaux.
C’est cette approche que nous retiendrons par la suite : considérer que les noyaux sont fixés et que
leurs positions forment une superposition de réseaux infinis. Il n’échappera pas au lecteur que pour le
moment nous avons garde le nombre d’électrons fini et bien déterminé,dgala., ZN;. [y a donc
la une contradiction assez inconfortable, que I'on peut surmonter en restaurant un volume fini pour le
systéme, tout en préservant une structure de groupe. Pour cela, il suffit de considérer un espace quotient
du typeR3/L1aZ T @ Lo,bZV @ LscZW. Dans le langage des physiciens, on dit que I'on travaille &
volume fini avec conditions aux limites périodiques. C’est cette approche qui est généralement adoptée.
Elle présente le gros avantage de préserver une structure de groupe additif (ce qui sera essentiel pour

pouvoir utiliser la transformation de Fourier) tout en gardant le nombre total de particules fini.

Un autre aspect intervient : si on considere que les noyaux atomiques ont des positions fixées, on
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ne peut pas considérer que &lectrons obéissent a une dynamique qui leur est propre. En fait, si les
noyaux forment un réseau cristallin rigide, c’est précisément parce qu’un certain nombre d’électrons
ont été utilisés pour former des liaisons covalentes. Le nombre total d’électrons dynamiques n’est donc
pasN = ¥i¢ ZiNi, maisN’ = ¥ Z/N;, ouZ/ estle nombre d’élecrons de I'atome de type participant
pas aux liaisons chimiques.

Compte tenu de tout ce qui a été dit précédemment, nous ne nous intéressons plus qu’'a la dyna-
mique des électrons non-covalents. La théorie doit donc étre reformulée. Comme on I'a vu, I'espace
ambiant n’est pluR3 maisR3/L1aZ U @ L,bZV @ LacZW. Lespace de Hilbert des états a un seul

électron est alork? (R3 /L1aZu ©LbZV @ LchW> ®E,. 1 et 'espace des états deéélectrons

spin 3
seradonc:
N’
anti
La partie libre du hamiltonien s’écrira simplement :
R N’ ﬁZ
Ho = — — A, 1.18
° nzl 2m " ( )

En revanche, I'écriture de l'interaction est beaucoup plus délicate. Bien sdr, I'interaction coulombienne

des électrons de conduction est toujours :

1 NN e

— e 1.19
p#n
de méme, l'interaction de ces électrons avec les noyaux atomiques peut s’exprimer par :
1 N zé
' (1.20)

ey &, & [ Tim— ol

Mais il est impossible d’écrire convenablement l'interaction Néglectrons de conduction avec les

N — N’ électrons assurant la rigidité du cristal, puisque leurs positions spatiales ne sont pas bien définies.
En fait, la présence de ces électrons autour des noyaux fait que le potentiel coulombien créé par ceux-
Ci et ressenti par les électrons de conduction est écrantée. L'idée est finalement de considérer que
I'ensemble { noyaux atomiques + électrons de liaison } créepatentiel effectif ressenti par les
électrons de conduction, dont I'expression exacte reste a définir.

(N.B. : On peut aussi mentionner un phénomeéne plus subtil, a savoir que dans certains gros atomes
tels que l'or, les électrons de cceur deviennent relativistes. Fondamentalement, une approche par la
mécanique quantique non-relativiste ne peut donc rendre compte de ces phénoménes. Mais il importe
de remarquer qu’alors les énergies associées a ces électrons de cceur est beaucoup plus élevée, de

plusieurs ordres de grandeur, que celles associées aux électrons de conduction. Les lois physques qui
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les gouvernent peuvent alors étre considérées comme découplées. Le potentiel effectif « vu » par les
électrons de conduction inclut alors la présence des noyaux atomiques et des électrons de valence,
méme si certains électrons de cceur deviennent éventuellement relativistes. )

Si nous noton¥,s ce potentiel effectif, I'interaction des électrons peut alors s’écrire :

N/ / /
V=—e) Vefint— 1.21
2 Vettn 480 nZzu Tl (1.21)

ouU Vet n agit dans I'espace de Hilbert duieme électron.

Le hamiltonierH = Hq+V décrit finalement un solide cristallin sans simplification excessive, mais
nous sommes encore loin du modéle de Hubbard proprement dit. Fondamentalement, ce dernier est un
modeélediscrétisé Ceci signifie que le tore contirR®/L1Z U @ L,ZV @ L3Z W va étre remplacé par
A=aZUu obZV & CZW/LIZT & LZV & L3ZW, ola, b etc sont des longueurs choisies de telle
sorte quett, &2 et 5 soient des entiers. Cette schématisation peut sembler brutale, et en un sens elle
I'est effectivement. Le passage du continu au discret fait que I'espace de la théorie est maintenant
approximé par un nombre fini de points, ce qui oblige a redéfinir encore I'espace des états, et méme
le hamiltonien (le laplacien, notamment, doit devenir un « laplacien discret ») Remarquons que cette
discrétisation est véritablement inhérente au modeéle : le ré&aus bZ V & cZW n’est pas introduit
pour des raisons techniques pour ensuite prendre la limite cordirtyes — 0 : ce réseau est censé
représenter le réseau atomique lui-méme.

Physiquement, cela revient a dire que les électrons sont astreints a avoir des probabilités de pré-
sence non nulle au voisinage immédiat des sites atomiques. Remarquons que nous nous sommes alors
implicitement restreints au cas d'un seul type d’atomes. Ceci signifie que le réseau cristallin est vérita-
blement constitué d'atomes identiqgues comme dans le cas des métaux purs, ou que les autres atomes,
constituant le « motif » dans le langage des cristallographes, ne joue pas ou peu de réle. Cette ap-
proximation par discrétisation est |égitimée par le fait qu’on s’attend a ce que le potentiel &ffgctif
ait tendance a localiser les électrons de conduction au voisinage des sites atomiques. N'oublions pas
gque Ve résulte du potentiel coulombien des noyaux atomiques, écranté par les électrons de cceur. La
charge effective de chaque site atomique reste tout de méme positive, si bien que l'interaction entre les
électrons de conduction et les noyaux écantés reste attractive.

Une fois admise cette discrétisation, on peut convenir de ne plus intrdguidans I'interaction :
le rble deVeg aura été de localiser les électrons au voisinage des sites atomiques. Il s’agit d'un procédé
assez courant en physique du solide, ot un champ de fond périodique est échangé contre I'introduction
d’'une discrétisation préservant cette périodicité. Néanmoins, méme apres l'introduction du réseau dis-

cretaZ U +bZ 'V +cZW, on pourrait songer a garder une trace de ce champ de fond, mais ce n’est pas
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le cas dans le modéle de Hubbard, qui est relativement simple.

Enfin, nous allons considérer que le réseau discret est lui-méme le plus simple possible, c'est-a-
dire cubique. Pour cela, nous supposerons que les vedBurs et W forment une base orthonormée
de R® et que les longueurs, b et ¢ sont égales. Plus précisément, afin de simplifier les notations,
nous supposerons gae= b = ¢ = 1. Nous nous limiterons dans toute la suite au modéle de Hubbard
bidimensionnel. C’est pourquoi le réseau fini qgue nous considérerons sera finalement assimilable a
72/ (L1Z x LoZ), avecl, erL; entiers, et il n’y aura aucun inconvénient a choisie= L, = L, si bien
que la théorie que nous considérons est maintenant défine-suz/LZ)>.

Comme nous l'avons dit, la discrétisation nous oblige a redéfinir le Iaplaciap.eSi_z(/\), on
peut définir les dérivées partielles discrétes par :

IV 59

3 X = y(x+ €y,)—y(x), pourv=10u?2. (1.22)

En fait, il y a une certaine part d'arbitraire dans la définition de ces dérivées discrétes. Il aurait été tout

aussi légitime de poser :

dy
S N =V -y (x="€) (1.23)
et d’autres expressions seraient également possibles. Si nous retenions uniquement la définition (1.22),

nous serions amenés a I'écriture suivante pour le laplacien discret :

i( (x+2€y) 21//<X+€’v)+v/(><)>. (1.24)

Mais la encore, il est possible de proposer d'autres expressions, et nous retiendrons la suivante, plus

symétrique, qui s’obtient en composant les deux versions (1.22) et (1.23) de la dérivée :

2
Z ( X)+y(X+€ )+w(xf€’v)) : (1.25)

Le fait de travailler sur un réseau discret nous oblige également a reconsidérer I'expression du
potentiel coulombien, puisqu’il nous faut maintenant préciser ce que signifie I’exprg§§i§9ﬁ”
n—Fp
— _— 5 . e . — = . . N s
lorsquer’n = T . On peut convenir de pos%nfTrpH = oo lorsquer’n = T p, Ce quirevientainter
dire les configurations ou deux électrons occupent le méme site (pour étre tout a fait précis, cela revient
adire que I'on se limite & un certain sous-espaceg#ecelui des fonctions d’ondg(x1, Sy, ..., X/, S\')

nulles des qu'il existe, j € [N'], i # |, tels quex; = x;).

5Ce point a pu &tre négligé auparavant car lorsjuitait un tore continu, 'ensemble des poifts, et ?p tels que

I'n=T p était de mesure nulle.
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1.2 Le formalisme de seconde quantification

Nous allons maintenant introduire un nouveau formalisme, plus perfectionné que celui utilisé jus-
gu’a présent, pour pouvoir formuler de fagon plus simple le modeéle de Hubbard. En principe, ce forma-
lisme dit de seconde quantification n’est pas absolument nécessaire puisque la formulation précédente
est parfaitement claire et rigoureuse. Néanmoins, nous verrons que I'écriture du hamiltonien a l'aide
de la seconde quantification est particulierement agréable et surtout sera un préalable indispensable a
I'utilisation d’outils issus de la théorie des champs, notamment I'intégrale fonctionnelle.

Nous commencons par introduire I'espace de Fock. Etant donné un espace de#i|lhedpace

de Fock construit & partir de#’ s'écrit :
+o0

F =", (1.26)
n=0

étant entendu que”®" est le produit tensoriel hilbertien decopies des# et que la somme directe
est la somme directe hilbertienne. Concrétement, I'espa@st donc I'ensemble des suitéhn> N
d’éléments de ),y 2" telles quevn € N, h, € 72" et 3 1%, || hy ||>< +o0. Ceci n'est rien d’autre

gue la définition de la somme directe hibertienne, qui doit étre distinguée de la somme directe algé-
brique, qui serait définie comme I'ensemble des su(ﬂms) . vérifiant les mémes propriétés que
précédemment, mais ou la conditi§%, || hy [|>< +o0 est remplacée par la prescription que les vec-

teurs(hn)
ne
Linterprétation physique d& peut sembler surprenante ; un élémeng@énormalisé) peut donc

N sont nuls sauf au plus un nombre fini.

étre considéré comme une superposition d’états appartenanti’ deslifférents. Autrement ditZ

est I'espace de Hilbert naturel pour étudier un systéme ayant un nombre indéfini de particules, alors
gue nous avons dit jusqu’a présent que le nombre d’électrons dynamiques de notre modéle était bien
déterminé et égal Bl’. En un certain sens, I'espacg semble donc trop gros, mais son introduction

est inévitable si hous voulons parler des fameux opérateurs d’annihilation et de création, qui ont la

propriété de ne laisser aucun sous-esp#ce’ stable.

L'espace de Hilbert>(A) @ Espin% est en fait particulierement simple, car de dimension finie.
CommeA est un ensemble fini, il est quelque peu pédant de parlef@e), qui se réduit en fait &".
Onadonc# = CN@C?=C" avecl = A x {1,]}. C" peut étre vu comme I'ensemble des fonctions
f de deux variableseto, avecx € A eto € {1, | }. Le produit scalaire est naturellement défini par :

vi,geC (flg =5 T T(xo)gxo). (1.27)
xeNoel{l, |}

On peut introduire une base orthonormée natur(ejd@)5 i définie simplement par :
€
A(yz) (X, 0) = OyxSr.6 - (1.28)
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Nous définissons les opérateurs d’annihilat(@@) i de la fagon suivante : § eI et fy, ...,

Ee
fn € 27, on pose :

ab)=0 (1.29)

a(f1® ... @ fn) = Vn(xe|f)o® .. @ fy.
L'opérateuras est appelé opérateur d’annihilation au « poir§ pour des raisons évidentes : partant
de fi® .. ® f, € %" (C'est-a-dire d'un état a particules), I'action dea; donne un état & — 1
particules, éventuellement nul §i¢| f1) = 0. En termes imagés, §i = (x,o), I'action dea; détruit
une particule située enet de spino, laissant les autres inchangées. S'’il n’existe pas de telle particule
dans I'etatf; (c’est-a-dire siy¢|f1) = 0), I'action dea;: donne 0.

L'opérateur adjoint de;, notéa’é est défini par :
a(fi® ... @f)=vn+l: 0 fi® .. ©f. (1.30)

Ces opérateuraz sont appelés opérateurs de création. Comme le montre I'expression précédente, on
Voit que I'action deaz s'interpréte intuitivement comme la création d’une particul€ grar rapport a
létat f;1 @ ... ® f,. C’est précisément pour pouvoir définir ces opératat.lresta’é que 'on a introduit
respace de Fock?, car on voit quea; (") C #*("1) eta; (") C 7“1, Mais on peut
alors se demander quel est I'intérét d’introduire ces familles d’opéra agr}séer et (az)ger' En
fait, comme nous allons le voir, ils vont nous permettre d’écrire tres simplement le hamiltonien de
Hubbard.

Pour traiter un systéme de fermions, nous ne devons pas parler de I'espace de Fock tout entier, mais

de I'espace de Fock antisymétrisé, ngté :

—+o0 ®n

7 =P (%) —P_(7), (1.31)

n—0 anti

ou P_ est le projecteur d’antisymétrisation. Les opérateurs d’annihilation et de création doivent alors
étre redéfinis par :

az_=PaP eta’g = P,aEP, . (1.32)
Dans la suite, nous écrirons simpleme@tet a;:: au lieu deaév_ et a’é _, étant entendu que nous
travaillerons toujours avec des objets antisymétrisés. On a alors le théoréme suivant :

Théoreme 1.2.1L'algebre d'opérateurs engendrée par Iéag) et (a’é)é - antisymétrisés est
S

Eelr
égale a l'algébre de tous les opérateurs bornés.gur.
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1. LE MODELE DEHUBBARD

Pour une démonstration de ce théoréme, nous renvoyons le lecteur a l'ouvrage classique [Ber66].
Concrétement, vu que? = C" est de dimension finieZ_ I'est aussi, ce qui signifie que tout opé-
rateur sur#_ est nécessairement borné et peut s’exprimer polynémiament a I'aide des opéateurs

etaz. Ainsi ;

Théoréme 1.2.2Pour tout opérateur A défini su#_, il existe un polynéme

<] () (%),
A= ((ac), - (%)...) (133)

Cela signifie quéA peut s’écrire sous la forme :

A= >Zr 7Lx7y (J;lxa:é) (é@a§> , (1.34)

Ycr

tel que

ou (AX’Y)xver est une famille de nombres complexes indexée 4F)2. En définitive, c'est sur
ce résultat 7que repose tout I'intérét du formalisme de seconde quantification. Néanmoins, il est clair
gue si le polyndmd® comportait des termes de degré élevé, recourir aux opéraagLHSa’g serait
évidemment de peu d’intérét. Mais en pratique, de trés nombreux hamiltoniens peuvent s’écrire avec
des termes de degré relativement bas. Comme nous allons le voir, la partie libre peut s’écrire a I'aide
d’'un polynédme homogéne de degré total 2, tandis que toute interaction a deux corps peut s’exprimer a
I'aide d’'un polyndbme homogéne de degré 4.

On peut tout d’abord remarqguer que le hamiltonien

. ﬁZ N’

Ho_ 1.35
2ng 47180 Z 2| Fm—Tnl (13
n;ém

ne prend en compte ni création, ni annihilation de particules (rappelons que notre théorie est non-
relativiste), ce qui se traduit par le fait que I'expressionttigrace auxa: et az ne fera intervenir
que des termes dont les degres par rapportaauat a’g sont égaux. Compte tenu de I'expression du

laplacien discret, il est facile de voir que le hamiltonien libre peut s'écrire :

A~

Ho= 5 TEmaar= Y Y TXoy%0asa: (1.36)
(Em)er2 (xy)EN? (o,7)€{1,]}2
avec ,
T(X>G;y7 T) = 50,1’ Z (25xy xy+ ev 5X-,y—€>v) . (137)

V:
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Le formalisme de seconde quantification

L'image physique est trés claire : I'action dgan sur un élément de_ s’interpréte immédiatement
comme la destruction d’un électron gnsuivie de la création d’un électron én Ainsi, on peut dire
queajg a, déplace un électron du sitpvers le site5. On peut donc écrire n'importe quel opératéur

sur.#_ dont I'action s’interprete comme un déplacement d’électrons sous la forme :

T(X,0:Y,T)a 5,7 (1.38)
xyeho,te{l,]}

ou, pour chaque valeur deo,y, 7, le coefficientT (x, o;y, 7) fixe I'intensité du déplacement. Notam-
ment, T (X, 0;y,7) = 0 des que le passage d’un électron(der) a (y, ) est interdit. En I'occurrence,
on voit que I'expression du laplacien discrétisé autorise un électron a passer d'unAitesis plus
proches voisins en conservant son spin.

Remarque: Dans la littérature, I'opératettty est souvent écrit :

Ho =t T(X, 0, Y, )3 58y ¢ (1.39)

X, YeN o, reZT, 1}
out est appelé «parametre de sautefping parameteen anglais)t vaut donc%, ce qui signifie

gue plus la massm est grande, plus est petit, ce qui est conforme a I'idée que plus une particule

est massive, moins elle a la possibilité de se «propager» sur un site voisin. On peut remarquer au
passage que si nous avions introduit un pasns notre réseau, I'expressiontdeurait étét = %.

La encore, ceci est conforme a l'intuition que plus les sites du réseau sont proches, plus les particules
sont susceptibles de sauter sur les sites voisins (en revanche, il est plus difficile de deviner I'exposant 2
pour la dépendance ersans faire référence au laplacien.)

Le fait que les électrons ne soient autorisés qu'a sauter d'un site a un de ses plus proches voisins
provient d'une convention dans la définition des dérivées discrétes. Il aurait été possible de définir
celles-ci en faisant intervenir des différences finies impliquant des sites plus éloignés; le laplacien
discrétisé correspondant aurait alors autorisé des déplacements entre sites plus éloignés que les plus

proches voisins. Le hamiltonien libre s’écrirait alors :

Ho = Z T'(x,0,Y,7)a} 58 (1.40)
xyeho,te{T,1}
avec, par exemple,

2
T(x,0%7) =80 Y (259 —t(8ysw, +8w,) ~t(8yizw, + 8y 22,)) (1.42)
v=1

Cette approche conduirait a ce qui est appelé le modéle de Hubbard étendu dans la littérature, mais

celui-ci ne sera pas abordé dans la présente thése. Pour terminer sur ce point, signalons simplement que
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1. LE MODELE DEHUBBARD

I'opérateurtly, que ce soit dans sa version simple (1.36) ou étendue (1.40) décrit bel et tittnsimn
des électrons sur le rése@y/L Z)?.

Examinons maintenant I'interaction entre les électrons, encodée par I'opdrat@amme on a vu

que l'algébre engendrée par les opérateurs d’annihilé‘c‘i@ﬁSer et de créatior(a*é)éer était égale a
I'algébre de tous les opérateurs, l'interactidmpeut s'écrirea priori en toute généralité :
V = ;VX’Y |—| a*g rLan (1.42)
S EeX ne

Ycr
Evidemment, il s’agit maintenant d’introduire des simplifications nécessaires, motivées par des
considérations physiques. La question a se poser est donc : quelles sont les interactions possibles entre
les électrons ? Une premiere réponse est, bien sar, I'interaction coulombienne bien connue :

1 e

V(r)= —
(I’) Ameg ’

(1.43)

our est la distance entre deux électrons. En choisissant convenablement les unités, on peut bien sir se
ramener au cas oﬁ% = 1. Sachant que le nombre d’électrons sur lexsi¢ de spinc est donné par

Nyo = &'x.68x0, NOUS Serions amenés a proposer I'expression suivante :
1 * >k

Néanmoins, l'utilisation de ce potentiel énintroduit de lourdes difficultés pour la suite. Le point

le plus délicat est que, dés que la dimension spatiadst au moins égale a 2, ce potentiel a une
décroissance lente, ce qui complique singulierement I'estimation des quantités physiques pertinentes
(voir [Bry78] et [BF80]). En effet, comme nous le verrons plus loin, celles-ci sont souvent exprimées
formellement comme des séries dont la convergence est trés difficile a montrer.

Mais puisque le probléme est aussi difficile, on peut choisir de le contourner, a défaut de le ré-
soudre. Ainsi, au lieu de prendr‘:g_lW comme énergie potentielle d'interaction entre deux électrons
placés respectivement gty , on peut choisir un potentig(x—y) décroissant rapidement. Cette sim-
plification peut sembler extréme, au point de faire disparaitre I'image physique du probléme. Mais on
peut avancer I'argument que l'interaction coulombienne dans la matiére condensée est trés rapidement
« écrantée ». En fait, en moyenne, dés que deux électrons sont éloignés de quelques sites atomiques,
tout se passe comme si leur interaction mutuelle était pratiquement nulle.

Nous allons pousser cette logigue a I'extréme en choisissant pour interaction :
V(X—y) =Udxy . (1.45)

On voit la apparaitre le germe d'une idée fondamentale pour la suite, a savoir que dans certaines condi-

tions (par exemple lorsqu’on examine un systeme a « grande distance »), la « vraie » interaction a
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Le formalisme de seconde quantification

I'échelle microscopique peut étre remplacée par une interaction effective sans que le calcul des quan-
tités physiques pertinentes en soit affecté. C'est la I'idée fondamentale de la renormalisation (voir les
références classiques [Wil71a], [Wil71b] et [Wil75]), et nous aurons I'occasion de revenir sur ce point
par la suite.

Pour résumer, le hamiltonien du modele de Hubbard s’écrit donc :

|:|Hubbard: —t Z Z a*x7cax,o+u Z\nxﬁnx,f . (1.46)
Jen ol X€

Pour conclure cette section, nous dirons simplement que le modéle de Hubbard est untrdedéle
schématiqgueNéanmoins, et nous laissons le lecteur en juger, il est non-trivial, notamment en ce qui
concerne son comportement a basse température.

Le hamiltonienH achéve pratiquement la définition du modéle. Pour pouvoir entreprendre son
étude sous I'angle de la physique statistique, il nous reste a préciser dans quel ensemble statistique
nous désirons travailler : micro-canonique, canonique ou grand-canonique. Rappelons que I'ensemble
micro-canonique estpriori le mieux adapté pour I'étude des systémes isolés (I'énergie et le nombre de
particules sont donc constants), que I'ensemble canonique correspond aux systémes en contact avec un
thermostat qui impose une certaine températungais qui n’échangent pas de matiére avec I'extérieur,
et enfin que I'ensemble grand-canonique est privilégié pour étudier un systéme au contact d'un ther-
mostat, pouvant échanger éventuellement de la matiére avec I'extérieur qui est alors considéré comme
un « réservoir de particules ».

Dans le probléme que nous considérons ici, 'ensemble grand-canonique est tout indiqué, puisque
d’une part nous voulons étudier le réle de la température, et d’autre part nous avons utilisé le forma-
lisme de la seconde quantification qui est précisément adapté pour étudier les systémes dont le nombre
de particules n’est pas fixé. Nous rappelons ici que le modéle de Hubbardrestlativiste ce qui
signifie que les créations et/ou annihilations de particules ne sont siirement pas a interpréter comme ré-
sultant de réactions, mais tout simplement d’échanges de particules avec I'extérieur. Nous allons donc
travailler dans I'ensemble grand-canonique. Pour cela, nous devons donc introduire une température
T, ainsi qu’un parameétr@g qui va, d’'une certaine maniere, fixer l'intensité des échanges de matiére
avec I'extérieuru est appelé le potentiel chimique, et on peut I'interpréter comme I'énergie qu’il faut
fournir au systéme pour lui arracher une particule.

T etu ayant été fixés, il reste maintenant a définir, pour chaque observable du systéme, sa valeur
moyenne dans I'ensemble grand-canonique. Conformément aux principes de la mécanigue quantique,
toute observable est représentée par un opérateur linéaire auto-adjoint de I'espace des états. Il s’agit

donc de définir une application d#(.%_) (ensemble des applicatiofislinéaires deZ_ dans.7_)
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1. LE MODELE DEHUBBARD

dansR :
(JTu:2(F-) — R
0 (@T#

Conformément aux principes de la mécanique statistique quantique, on sait que les valeurs moyennes

des observables sont définies par :

(1.47)

ol 8 est une notation standard pag, k étant la constante de Boltzman Net'opérateur nombre :

N= Y ne= /d§ a‘sa . (1.48)
Eelr

Pour simplifier les notations, nous poseréns 1 de sorte qu¢d est tout simplement l'inverse de la
température. Le dénominateur('ErB(H*“’{')) est appelé la fonction de partition.

Comme n’'importe quel élément d€(.%_) peut étre écrit comme une combinaison linéaire d’opé-
rateurs du type( Meex a*g) <I_|ney an), la valeur moyenne de tout € .¥(.%_) peut étre calculée
a partir des nombreé(ﬂéex a*g) (ﬂneY an)>w. Ces quantités sont appelées fonctions de cor-
rélation; en ce sens, il faut plutdt les penser comme des fonctions des vakabléset n €Y.
Dans la suite, nous serons essentiellement intéresses par la fonction dite a deuxaeiafsr , =
<a*x,oay,r>T,p-

L'étude d’un modéle défini par un hamiltoniehdans I'ensemble grand-canonique paramétr& par
etu revient donc a étudier les fonctions de corrélations. Les difficultés commencent véritablement avec
la constatation que leur calcul explicite, avec un hamiltonien général, est presque toujours impossible.
En fait, on ne sait guére calculer explicitement que les fonctions de corrélations correspondant a des
hamiltoniens libresd = Ho, ce qui nous apprend finalement trés peu de choses sur le systéme réel,
nécessairement en interaction.

En outre, nous devons nous montrer capables d’étudier la limite thermodynamique de ces quantités,
c’est-a-dire la limite de volume infini. Puisque le calcul explicite est impossible, il s’agit donc de la

premiére question que nous devons nous poser :

/\an%d<( [ a*§>< |‘l(a,1>> existe-t-elle ? (1.49)

geX n
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Le formalisme de seconde quantification

On peut aussi se poser la méme question a propos de la fonction de partitign ;difiz existe-t-elle
62

Ces guestions sont loin d’'étre triviales et leur résolution est indispensable pour pouvoir ensuite
parler du modeéle étudié comme d’'un modeéle statistique bien défini. Ce n’est qu'aprés que nous pouvons
nous pencher sur les questions proprement physigues comme par exemple : le modéle présente-t-il une
(ou plusieurs) transition de phase ? Et si oui, pour quelles valeurs critiques des pardmetye8
Peut-on estimer le comportement des fonctions de corrélations ? (par exemple par des lois du genre :
(8% 68y,6)Tu ~ Xy oo ﬁ pour une certaine constante numériguet un certain exposant). Et
puisqueT et u peuvent étre considérés comme des paramétres de contrdle, on peut également étudier
leur influence. En particulier, nous nous intéresserons dans la suite a la limite de température nulle :
T—0".

Afin de pouvoir étudier ces questions, et en résoudre certaines, nous allons recourir a un outil par-
ticulierement puissant, a savoir la représentation des traces d’opérateurs linéafresldes.%_ sous
la forme d'une intégrale fonctionnelle fermionique. La justification rigoureuse de cette représentation
est longue et assez technique. Elle fait I'objet du chapitre suivant, qui peut donc étre passé en premiere

lecture, car on peut admettre cette représentation sans démonstration. Le résultat est le suivant :

() (e #)

- / duc(¥, v) (5HXW(§)) ( er(n))e‘ 1572050 n@% Hua(W00) W00) 1 50y
€ ne

ouC est la covariance :
1

Clk) = fo = E(k)’

E(k) est la relation de dispersion, étic(V, ) désigne la mesure gaussienne fermionique de cova-

(1.51)

rianceC. Avec ce résultat, nous sommes donc passés d'un probleme de physique statistique a une
théorie des champs fermionique. L'étude du modéle de Hubbarddoeu? se poursuivra désormais

dans ce cadre. La relation de dispersion s’écrit alors précisément :
E(k) =2—cogk;) —cogks) — . (1.52)

Il importe de remarquer qug(k) dépenda priori de u. L'hypothese de demi-remplissage consiste a

fixer u de telle sorte que la relation de dispersion se réeduisgka—= — cogk;) — cogkz).

6En fait, il s'avérera que la fonction de partition n'est pas une quantité pertinente dans la limite thermodynamique,
et diverge presque toujours. La bonne quantité est plutét la pression (aussi appelée énergie libre par unité de volume) :

— i 1
P=Ilimp_ za 0 InZp
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1. LE MODELE DEHUBBARD

1.3 Considérations physiques

Dans l'approche statistique, on peut alors se poser des questions de nature thermodynamique :

— Quelle est I'énergie du systéme, quelle est son entropie, son énergie libre ?

— Quelle est sa capacité calorifique ?

— Que valent les fonctions de corrélation ?
Ces questions sont difficiles dés que I'on considére le systéme en interaction. Néanmoins, le cas du
systeme libre est résoluble exactement. En fait, toutes ces questions peuvent étre ramenées a une seule,
celle de la détermination de la fonction de partitiyn= Tr(e‘ﬁ(ﬁ‘“m). En effet, I'énergie moyenne

du systéme n’est autre que

w Tr(AePH-uN)y 1 97, JInz,
e X A 9

L'énergie libre est définie paf = (H —uN>T,u = —'”% et I'entropie :S= ﬁ—lz—ﬁ Enfin, la capacité

calorifigue (a volume constant) s’écrit :

Enfin, pour calculer les fonctions de corrélation du t%p(eﬂgeAa ) (|‘|,,€B a,,)> , il est commode
T.u

de définir la « fonctionnelle » :

Zn(hy,hp) = Tr (e—ﬁ(H—MN+der h(&)ag)+5 per hz(n)a%) , (1.55)

h; ethy, sont souvent appelés « champs externes » dans la littérature, mais ne correspondent pas néces-

sairement a la situation physique considérée. On a alors simplement :

<(§|;|Aa2)(n|lan)> (I'I TG ><|_Lah )ZA {ha(&)} {he(m)}) . (2.56)

Néanmoins, le calcul explicite de la fonction de partition du systéme en interaction est impossible.
La seule chose que I'on puisse faire est en fait de calculer les quantités physiques pertinentes dans le cas
du systeme libre. L'interaction sera ensuite traitée comme une perturbation qui n’est pas nécessairement

petitea priori. Remarquons que comnik etV ne commutent pas, on ne peut écrire :

e B(HotAV—uN) _ o~B(H-uN)g—BAV (1.57)

Si tel était le cas, il serait possible d’évaliy en écrivant que P4V = g+ (*ﬁ!’l)n\A/”, et on aurait

alors a évaluer une somme de fonctions de corrélation, la moyenne étant calculée pour la théorie libre.
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Malheureusement, les choses sont beaucoup plus compliquées. La méthode précédente ne pouvant
étre appliquée, nous allons tout de méme garder sa philosophie qui consiste, comme toujours, a dé-
velopper autour de la théorie libre. L'approche que nous retiendrons sera d’utiliser une représentation

fermionique de la fonction de partition et de ses fonctions de corrélation.
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Chapitre 2

Algebres de Grassmann et intégrale

fonctionnelle fermionique

Le but de ce chapitre est de donner les fondements mathématiques du formalisme des théories
fermioniques. Il s’agit d’un sujet assez standard, mais qui est rarement traité de facon complétement
satisfaisante. Le but est de donner un sens rigoureux (c’est-a-dire non formel) aux expressions définis-

sant les fonctions de corrélation de la théorie et sa fonction de partition :

20v) = [ et w)exp(2 [ (w07 (000 @)

Pour cela nous aurons besoin de deux notions essentielles : celle d’algebre de Grassmann et celle
d’intégrale grassmannienne. Fondamentalement, nous resterons dans le cadre de la dimension finie. La

présentation qui suit est largement empruntée a [Fel] et a [Sal99].

2.1 Algebres de Grassmann
Définition
On appelle algébre de Grassmann (de dimension finie) toute algébteR ou C (dont I'addition

est notée + et la multiplication . ) admettant un ensemble&fidé générateurs qui anticommutent deux

adeux:
Yy, v €G {y, ¥}=yy +y .y=0.

Cette contrainte d’existence d’'un ensemble de générateurs anticommutants est trés forte, et on
peut donca priori se demander légitimement si de telles algebres existent. En fait, dans le cas de

la dimension finie, il est facile d’en construire explicitement a partir de procédés standards d’algebre
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2. ALGEBRES DEGRASSMANN ET INTEGRALE FONCTIONNELLE FERMIONIQUE

linéaire, notamment le produit tensoriel antisymétrisé et la somme directe. Néanmoins, ces procedés

pourraient se généraliser aisément au cas de la dimension infinie.

Construction d’algébres de Grassmann de dimension finie

SoitE un C-espace vectoriel de dimension finie. Par définition, I'algébre de Grassmann engendrée

parE est:

NE)=EA"E).
n=0

oU A%(E) = C et A"(E), pourn > 1, est le produit tensoriel antisymétrisé nleopies deE. Cette
construction est bien connue du mathématicien, qui parle plutdt de I'algebre extériedreNoes
continuerons néanmoins a utiliser le vocabulaire des physiciens, et nous parlerons donc d’'algébre de
Grassmann engendrée fdar Une des propriétés bien connue du produit tensoriel antisymétrisé est
que, si on not® la dimension dé=, alorsA"(E) est réduit &0} pourn > D. Ainsi, la somme directe
P, A"(E) n'est pas infinie, et aurait pu étre écri@@?_,A"(E). Le produit qui définit une structure
d'algébre su\(E) est donné par le produit tensoriel antisymétrisé. La définition donnée dans de nom-
breux ouvrages de physique fait explicitement appel a une baseCleci se justifie d’'un point de vue
pratique car dés que I'on désire effectuer des calculs explicite, le recours a une base semble souvent
inévitable. Néanmoins, cette définition cache le fait que ce produindépendantdu choix de la
base : il s’agit d’une notion intrinséqde

La notion d’'algébre de Grassmann de dimension finie est suffisante pour les théories fermioniques
dans lesquelles I'espace-temps est réduit schématiguement a un nombre fini de points, c’est-a-dire aux
théories sur réseau. Mais il est apparemment Iégitime de chercher a définir ces théories directement
dans le continu. Dans cette optique, le cadre de la dimension finie s’avére trop restreint, ce qui n’est
pas surprenant. Il serait alors nécessaire d'introduire des algébres de Grassmann de dimension infinie,
ce qui est un sujet un peu plus délicat. En fait, nous pourrons nous dispenser d’introduire des algebres
de dimension infinie : ceci revient en pratique a effectuer les calculs dans le cadre de la dimension
finie, puis a prendre ensuite la limite continue sur les quantités calculées, pourvu que cette limite existe
effectivement. Nous aurons I'occasion de revenir sur ce point au chapitre 3.

Si(ey, ..., ep) est une base d&, c’est un systéme de générateurs\d&). De plus, une base de
A(E) est fournie par les éléments de la forge ... . g, pour0<p<Detl<i;<..<ip<D(avec

la convention que poy =0, e, . ... . g, désigne en fait I'unité darfS). Ainsi tout élémentf de/\(E)

IPour plus de détails sur la notion de produit tensoriel antisymétrisé, on pourra consulter [Gre67].
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Algébres de Grassmann

peut d’écrire de fagon unique :

D
f=o0p+ z z Oy, i€y - - - €y (2.2)

k=11<i1<...<ixg<D

,,,,,

D
f= Z z Oy in€iy - - - (2.3)

k=01<i1<...<ix<D

en sous-entendant que le terme correspond&nt® estap. On voit ainsi que les termes de la dé-
composition précédente peuvent étre indexés par I'ensemble des parigis-d¢l, ... , D}. Ainsi,

dim A(E) = 2P et on peut écrire :

f= 5 oxex, (2.4)
XC|D]
avec la convention que Xi = {i1, ..., ix} aveciy < ... <, alorsex = g; ... g,. Il est donc important

de tenir compte de I'ordre existant g}, donc suiX. Ainsi, lorsque nous écrirorex = [;cx &, Nous
sous-entendrons que le produit est écrit dans le sensadeissants de la gauche vers la droite. |l faut
alors prendre garde que dans ces condit@mnge’a pas en généraky.ey = ex y. En effet, il faut tenir
compte des régles d’anticommutation pour réordonner les facteurs. Précisément, on a :

ex.ey =0 SiXNY #£0,
7 (2.5)

ex.ey =sgnX,Y)exuy sSiXNY =0,

ou sgriX,Y) est la signature de la permutation qui « redresse » I'ordr¥ d&'. Précisément, si on
ax:{i17 tee Ik} etY:{jL cet jf}' on pOSG)(UY:{pL R karf} avecpl:ila ---:pk:ik,
Pk1 = J1, -y Prre = j¢- Alors il existe une unique permutationde {1, ... , k+/} telle quepy ;) <

Pr2) < - < Pr(ksr)» €L SQIX,Y) = sgn(r).

Quelques remarques

Tout ce qui précéde est bien connu des mathématiciens, mais les physiciens ont été amenés a utiliser
ces notions avec un vocabulaire différent. Ainsi, pour un physicien, on appelle algébre de Grassmann
une algebre engendrée par des objets abs(mzit)siGI telsquevi, jel, {yi, v} =vi.yj+y;.y=0.

Mais il importe de souligner qu’une telle « définition » est largement insuffisante a bien des égards. Tout
d’abord, comment définir les obje(sq/i) - ? Ou en d'autres termes, comment peuvent-ils étre réalisés
a partir d’'objets connus ? Comment sont définies I'addition et la multiplication? Et enfin, de telles

algébres existent-elles ?
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2. ALGEBRES DEGRASSMANN ET INTEGRALE FONCTIONNELLE FERMIONIQUE

Les remarques des paragraphes précédents montrent que la réponse a cette derniere question est
affirmative : ce que les physiciens appellent « algebre de Grassmann » peut étre identifiée a I'algébre
extérieure construite sur un certain espace vectriétlus spécifiguement, dans le cas d’'un nombre
fini D de générateurs, il suffit de choisir un espace vectoriel de dimeBsioar exemple&P. Pour faire
le lien avec les notations des physiciens, nous désigneror(&m}1{<i<D la base canonique dgP :

v = (0,...,0,1,0,...,0) ot le nombre 1 est placé énéme position. Alors l'algébre de Grassmann
engendrée par leg; n'est autre que\(CP). Nous noterons égaleme#h = A(CP) et parfois nous
omettrons méme de préciser I'entr¥ désignera simplemert(CP) pour un certain entied. De

plus, le symbole du produitsera omis dans la suite afin d’alléger les notations, et nous écrirons donc
simplementy; y; au lieu dey; . y;. Historiguement, les physiciens ont introduit la notion d’algebre

de Grassmann pour disposer d’'une structure permettant d'encoder les propriétés d'antisymétrie par
permutation des systémes fermioniques. En termes plus imagés, il s’agissait d’'introduire des « nombres

anticommutants ». Ainsi, dans la littérature, les génératéwé 5 de ¥ sont souvent appelés

1<i<

« variables de Grassmann » ou « variables anticommutantes ».
On peut signaler qu’il existe des algébres bien connues présentant des propriétés d’anticommutati-

vité intéressantes : les algébres de Lie. Dans ces algébres, la loi de multiplication, notée généralement

[.,.] (crochet de Lie) est anticommutative par définition :e8iest une algebre de Li&A B € 7,

[A,B] = —[B,A]. En outre, il est trés facile de réaliser des algébres de Lie, par exemple & partir de

matrices #»(C), muni de la multiplicationA, B] = AB— BA, est une algébre de Lie.

On peut donc penserpriori que les algébres de Lie sont potentiellement intéressantes pour enco-
der les propriétés d’antisymétrie des systéemes fermioniques. Cependant, il n’en est rien, et les algébres
de Lie ne doivent pas étre confondues avec les algebres de Grassmann. En fait, un état lié de deux
fermions forme un boson, et les systémes bosoniques sont complétement symétriques sous les per-
mutations. Il importe donc d’avoir une structure mathématique qui, bien que définie par des relations
d’anticommutation, autorise certains objets a commuter entre eux. Or ceci est absolument impossible
dans une algébre de Lie : deux élémehit B ne peuvent vérifiefA, B] = [B, A], sauf dans le cas trivial
ou[A, B] = 0. Enrevanche, dans une algébre de Grassi#ailest tout & fait possible d’avoirg = gf,
bien que les générateuys verifient yy; = —y;jy;. C'est bien pour cette raison que les algebres de

Grassmann sont les structures privilégiées pour traiter les systémes fermioniques.

En fait, nous avons déja introduit une algebre de Grassmann au chapitre précédent : I'espace de
Fock fermioniqueZ_ = A(C") est muni d’'une structure canonique d’algébre de Grassmann. En fait,
dans une premiere approche, seule la structure d’espace vectori@l sarété soulignée. Mais en

fait, siv,w € .%_, il est possible de définir le produitw grace au produit tensoriel antisymétrisé. En
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fait, commel” est un ensemble fini, nous avons vu qﬂ'eadmet une base naturel(ecg)é - définie
c

par :xe (&) = 6 ¢- Donc, on peut dire qué_, en tant qu’algebre de Grassmann, est engendre par les
(xé)ger qui verifient bien{ xs, xz } = 0.

Normes sur les algebres de Grassmann

Nous aurons besoin, notamment pour définir 'exponentielle et le logarithme d’'un élérae#it
d’introduire une topologie su¥. En fait, comme¥ est unC-espace vectoriel de dimension finie, la
topologie qui s'impose est celle qui est définie par n’importe quelle normg%uNous introduisons

une famille de normes qui nous serons utiles pour la suite.

Définition 2.1.1 Pour tout réel q strictement positif, on définit une applicatipn||q: ¢ — R de la

fagon suivante. Pour tout ¢ ¢ écrit de fagon unique sous la forme :

D
= k;1§i1< Z<ikgoa(il’ SHCLCESR O (2.6)
on pose :
- K
= k;1§i1< Z<ikgo|a(il’ il (2.7)
Onaalors:

Lemme 2.1.1 Pour tout g> 0, I'application || . ||q est une norme d'algébre s, c’est-a-dire que

c’'est une norme vérifiant :

Vi, g€, [ fglla<l flla-l9lq - (2.8)

Démonstration :

On vérifie trés facilement qug. |4 est bien une norme. Pour établir I'inégalité, considérons deux
élémentsf etgde%? :

D

b= z z g, .., i) Vin -+ Wi (2.9)
k=01<i1<...<ix<D
D

g = By, .\ i) Vin - Vi - (2.10)
;1Sj1<Z<DSD (i1 jo) i je

2puisque? est de dimension finie, toutes les normes sont équvalentes.
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Alors

fo = o (v ) (i, g, ) (211
g Z);Ol<|1< <.k<m<n<z<u<o (i, o 0B, .,m<% Vi) (Wis - vi) 21)
= 22 G 10Ps 08IV e Witk (2.12)

(k) Aig, s i}
k<D {jq, ..., jg}
disjoints

ol on a posépy, ..., Pkr) = (i1, .- ik, J1, -, J¢) €t est Punique permutation d§, telle que
Pr1) < - < Pr(k+o)- Ainsi,

ket
I fglle= ) Z %, il B, il A (2.13)

(k&) A{ig, s i)
k+¢<D {Jl “}
d|510|nts

tandis que :

k+¢

I lla- 19 lle= Z/Z] > oy il By, A (2.14)

1<ii<.. <|k<D 1<ji< ... <j¢<D

Les termes apparaissant ddnsg |4 sont également présents dans ||y . || g ||, Mais cette derniére
somme contient clairement des termes supplémentaires positifs, du fait de I'absence des contraintes
k+(<D et{ilv sy ik}m{jh L) Jf} = 0. Ainsi, on a bler” fg HQSH f Hq : H g Hq

[
Remarque : Pourg = 1, on obtient ce qu’on appelle habituellement la norme 1 :
D
I f llg=1= Z) > o gl (2.15)
k=01<i1<...<ix<D

En revanche, on prendra garde que le cag et ne correspond pas a ce qu’on appelle habituellement

la norme 2, ou norme euclidienne.

2.2 Calcul dans les algebres de Grassmann

Inversion d’'un élément

Maintenant que nous avons introduit les variables de Grassmann, nous voulons pouvoir les utiliser
pour mener a bien des calculs, exactement comme avec les nombres complexes. Notamment, il s'agit
de pouvoir parler de dérivation, d’'intégration, et aussi de fonctions usuelles telles que le logarithme et

I'exponentielle. Et avant méme de s’intéresser a ces questions, on peut se demander si on peut définir
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Calcul dans les algébres de Grassmann

une division dans une algebre de Grassmann ou, en termes plus précis, quels sont les éléments inver-
sibles. Sauf mention expresse du contrdtrdgsignera toujours ui-espace vectoriel de dimensibn
Nous écrirons indifferemmerft(E) ou ¢ pour désigner I'algébre de Grassmann associée. On a alors

le lemme suivant :

Lemme 2.2.1 Soit f e A(E), s’écrivant de fagon unique = fo+ f, avec e C et f; € P ; A"(E).

Si fo # 0, alors il existe un unique élémentd A(E) tel que ff = f'f = 1.

Démonstration : L'idée de la démonstration est d'utiliser I'identité suivante, valable pourdeuh (E)

et tout entier naturet :

(1+a) (1—a+a2—a3+ +(—l)”a”) = <1—a+a2—a3+ .t (—1)”a”) (14a) =1+ (—1)"a™?1.
(2.16)

Si a est nilpotent, c’est-a-dire "1 = 0 pourn assez grand, alors nous aurons obtenu l'inverse de
(1+a), égal a(1—a+a?—a+ ... +(—1)"a"). On écrit donc :

f=f+fi="1 (l—l—?) R (2.17)
0
ce qui est possible puisqug # 0. Comme
f1 f 2 o
<1+f0> (l_fo+f§ — .+ (-1 fn

2 n fn+1
:(1P+;;u.+<1w“><1+“>:1+<1w1 (2.18)
0 0

en prenanh =D = dim E, on af""! = 0 d’ou, finalement :

i\ (1 f f2 fP
foll+ )| = —2+L— . +(—)"-2
°<+fo><fo g T

1 f,  f2 o fP f1
=l=-2+1- . +(-1 foll+-2)=1, (2.19
<fo f(%Jrfoa +( )fcl)3+1 o1+ , (219

- - . pe 7 . 7 - . N 2 D
ce qui signifie précisément gueest inversible, d mverséf—l0 - % + % e (—1)D%>.
0 0 0

Ainsi, le lemme (2.2.1) autorise a parler de I'inverse d’'un élément d'une algébre de Grassmann,
mais sous réserve gue sa partie de degré 0 soit non nulle. On observera que lorsqu’on parle de I'algébre
engendrée par les objefg vérifiant les relations d’anticommutatidmy;, y;} = 0, les élémentg; sont

de degre 1 et ne sont donc pas inversibles.
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Fonction exponentielle

Poursuivons I'étude du calcul grassmannien. Nous aurons besoin notamment d’'un analogue des
fonctions exponentielle et logarithme. La question est doncf:siA(E), peut-on définirel ? Il est

naturel de proposer la définition suivante :
=3 —. (2.20)

IIllg

—* pour toutq > O (voir

La convergence de cette série da{&) est assurée par le fait quqL,n ‘ ‘ <
“lg

lemme (2.1.1)), ce qui prouve que cette série est normalement convergente donc, (EScpst com-

plet, convergente. On peut facilement vérifier le lemme suivant, trés classique, et dont la démonstration

est laissée au lecteur :

Lemme 2.2.2 Pour tous éléments f et g @dE) qui commutent, on a'e? = e ef.

Remarque : En décomposant € A(E) sous la formef = fo+ f; avecfy € C et f; € PR AY(E),

on peut écriree’ = elotfi = gloeh puisquefo et f; commutent. Mais comméP ™ = 0, e se réduit &

f
D
ef = gfo %? . (2.21)
&y Nl

Shop etona:
En fait, il aurait été possible de définir 'exponentielle dear I'expression (2.21). Celle-ci présente
la caractéristique de ne pas faire explicitement appel & une notion de convergenté¢Elansilisant

simplement la convergence dafislont dépend I'existence do.

Fonctions analytiques de variables de Grassmann

En fait, comme le lecteur peut le soupgonner, cette définition de I'exponentielle n’est qu’'un cas
particulier d’'un résultat plus général : si on se donne une série eft&z ayant un rayon de conver-
gence non nuR, définissant dans son disque de convergdreeC, |zl < R} une fonction analytique
A(2), on peut se demander s'il est possible de définir, doarA(E), la quantitéA (f) = 3% anf".

Précisément, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.2.1Soity a,Z" une série entiére de rayon de convergence non nul R, définissant dans le
disque{z e C, |7 < R} une fonction analytiqué (z) = 5, a.2". Alors, si fe A(E) avec f= fo+ f1
(foe C, f1 € B2 A"(E)) etsi|fo| <R, la série de terme généra} &' converge dané\(E) etona:

D
n=

00 1
n_§y -0 n 2.22
é%f %ml(MH (2.22)
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Démonstration :

Comme|fo| <R ona:
+00 )L(”+k)(0)
AN (fo) = Y =18, (2.23)
2,

D Mn)(fo) N D [+» 1
_ = 3 (n+k) k n
n;) S n; k;n!k!x (0)f& ) 1. (2.24)

On pose alor&\ = n+ k afin de réordonner selon les valeursitle

c (€1 mmgek o [w_ 1 N eNn ) e
an k;)w/l (O fl:nzo éﬂml 0)fg f1. (2.25)

Puisque la somme sur est finie, il N’y a pas de difficulté pour intervertir les deux sommes, et on

donc:

obtient :
D 2, (n) +co min(D,N)

nZ) A; Z] nl(N—n)! N n)! )(O)fé\linff' (2.26)

Commef]' = 0 dés quen > D, la somme sun peut aller de 0 & au lieu de mifD,N). De plus,

puisque
N

Z) fN "t = (fo+ f)N, (2.27)

on a finalement :
D )L(n)(fo) N +°°

w1

ce qui établit le théoréme.

V\Z anfN | (2.28)

Fonction logarithme

On voit ainsi que le théoréme précédent permet de définir sans diffiguiiyési A est une fonction
« usuelle » sans singularité a I'origine. Néanmoins, il y a une fonction trés importante qui n'est pas
analytique au voisinage de I'origine : la fonction logarithme. Pbar/A(E), peut-on définir Irf ? De
facon heuristique, si € A(E) est écrit sous la formé = fo+ f; avecfo € C et f; € @°_ A"(E) et si

on suppose de plus que > 0, on peut proposer :

Inf=In{ fo 1+E =Infg+In 1+f (2.29)
fo 1EO

a condition toutefois de pouvoir définir (r1+ %) Or la fonctionz+— In(1+ z) étant analytique au

voisinage de I'origine, on peut utiliser le théoréme (2.2.1). Nous adopterons donc la définition suivante :
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Definition 2.1 Soit fe A(E), tel que f=fo+ f1 (foe Cet f € GBE:l/\”(E)). Si fp > 0, on pose :

D (_1)n+1 fl n
Inf=Info+ <> . (2.30)
nzl n fo

Cette définition est raisonnable car on a le résultat suivant :
Théoreme 2.2.2Avec les mémes notations que précédemment, on a :

sifoeR, alorsIn(e) = f ,

si fo>0, alors é"f) = f |

Pour démontrer ce théoréme, il sera commode d’utiliser les deux lemmes suivants :

Lemme 2.2.3 Soit f une fonction d& dans/A(E), dérivable et vérifiant :

Yo, B R, f(a)f(B)=f(B)f(a) et fo(a) ER. (2.31)
Alors on a:
d‘i'x (ef(oo) ~ f(a)el@ (2.32)
Démonstration :

On décomposé sous la formd = fy+ f; (avecfy avaleurs dan€ et f; a valeurs dan@ﬁzl/\”(E))

et on écrit :
D n
% (@) - (ﬁ){(efo(m <n;f1(r:‘)>> (2.33)
D n D
_ % (et (Zfliﬁ@) + @) (Zlm_ll)!fﬂa)fl(a)“) (2.34)

= fi(a)eM® (i“(n‘f‘)n) + f1(ar)ehl® (Dzj ri'lfl(a)”> : (2.35)

Commefi(a) € PR A"(E), on a de mémd; (o) € PY_ A"(E). Donc f](a)f1()® = 0 et la der-

niére sommé& D—} peut donc étre remplacée pg¥_. Ainsi, on a bien obtenu

d fla)) _ ¢/ f(a)
£<e )_f(a)e . (2.36)
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Lemme 2.2.4 Soit f une fonction d& dansA(E) qui est dérivable, et qui vérifie :

Va,B R, f(a)f(B) = f(B)f(a) et fo(ar) > 0.

Alorsona:
ic('”f(“)) = i((;‘)) : (2.37)
Démonstration :
Calculons%(ln f(a)). Ona:
d d D (_l)n-‘rl d f(a) n
@<Inf(a)) = da(lnfo(Oﬂ))—FnZl . da(fz(a)> (2.38)
f! D ] f n-1 f N
A T
/ D-1 n D n
N IEEZ;+H_O( l)nf;géazﬂfi(aH;(l)”f;g((gzﬂfé(a). (2.40)

Dans la premiére somme du dernier membre de digfitel, on isole le terme correspondant & O,

et on peut ajouter artificiellement un terme correspondantd qui est en fait nul. En effet, ona:

f1(a)P () = Dil(ﬂx (fl(a)D+1) ~0. (2.41)
On obtient donc :
d _ fole) | fi(a) | & n fula)”
@(mf(a)) - fg(a) + f;(a) +n;(—1) NOEARKE (2.42)

12 )
@~ & e @49
Ainsi
d o fyla) | fi(a) 1 1 ,
aa (@) = £+ 1@ * (f(a) - fo<a>> Fle) (2.44)
R
= o (2.45)
|

Démonstration du théoréme (2.2.2) :
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f € A(E) étant fixé, on considére les applicatioms— af eta — Ine*’ deR dansA(E). Il est

feof
eaf T

g € A(E) tel que Ine*" = o f +g. En prenanix = 0, on obtientg = 0, et en prenant = 1, il vient

clairque (af) = f et (Ine*’) = 5 = f. Donc L (Ine*' — af) =0, ce qui signifie qu'il existe
Inef = f.

Réciproquement, soft € A(E) tel quefo > 0, et considérons I'application — e"*f — o f. Pour
prouver quee"’ = f, il suffit de prouver que l'application INR** & (@r_, A"(E)) — A(E) est in-
jective. En effet, Ir(eln f) =Inf d’aprés la premiére partie. Considérons donc deux élénfesttg de
RT™* @ (@Ezll\”(E)) tels que Inf = Ing. Cela signifie que :

D /_1\n+1 n+1
Info+nzl( 12 (E) —Ingo +Z r: <g;> . (2.46)

En comparant dans les deux membres les termes de degré 0, il vient immédiatemerfp gubnly,

d’ou fo = go. Considérant alors les termes de degré 1 dans I'égalité

% )”+1 <f1> _ % (- r:n+1 (gé) | 0

n=1

on obtient(f) = (g) X On considére alors

O30,-09, o

etil vient (f)2 = (g)z. Par récurrence finie, on prouve ainsi de proche en prochelgado, ..., D},

(1),=(9),

2.3 Dérivées et intégrales

Les résultats exposés jusqu’a présent montrent que les variables de Grassmann peuvent se ma-
nier presque comme des nombres quant aux principales opérations algébrigues. Nous pouvons pousser
I'analogie encore plus loin en définissant des dérivées et des intégrales. Définir les dérivées ne pose pas
de difficulté, mais I'intégration va présenter un aspect surprenant, en ce sens qu'il s’agit en fait de la

méme opération que la dérivation.
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Dérivation dans les algébres de Grassmann

Definition 2.2 Soit¥ une algébre de Grassmann engendrée par ... , yp. Pour tout ke [D], la
dérivation par rapport ay, notéeaiwk, est I'application linéaire de dans% définie sur chaque

mondmey;, ... ¥, par:

0 p
EI (wiy - ‘lfip) :;(—1)“1&(,”%1 e Wi Wigq o Yip - (2.49)
=1

On peut évidemment considérer des dérivées d’ordre supérieur dg%;—yﬁ’;;, qui sont simplement

des compositions de dérivées :

Jd d d d
= . 2.50
oW Iy (8wk)o(8w> (2:59)

On peut d'ores et déja remarquer qu’une dérivée d’ondegjissant sur un mondme de degrdonne,

si p > m, une somme de mondmes d'ordve- m; elle vaut O dés quen > p. On en déduit que des

gue l'ordre d’une dérivation est strictement plus grand que le nombre de générateurs anticommutants
de l'algebre¥, cette dérivation est I'application nulle ¢¢dans¥. En fait, dans la somme (2.49), au

plus un terme est non nul puisqu’on peut supposer les indices, i, tous distincts. Sk est différent

deiy, ... ,ip, alorsailllk(y/il ... ¥, ) = 0. Cette définition est trés naturelle et tout a fait analogue a celle

de la dérivation des polyndmes a plusieurs variables réelles. Simplement, il faut tenir compte des regles

d’anticommutation, d’ou la présence du factéud)+1,

On peut également remarquer qu’a l'instar des généra(em}sk o les dérivées(a%k% Dl an-
c (S
ticommutent :
Jd 0 Jd d
vk,¢ € [D], = - : 2.51
o] Yk Ay Ay Iy (250
Intégrales

Passons maintenant a I'intégration. Celle-ci n'est pas définie a I'aide d’'une quelconque « théorie

de la mesure », mais de fagon purement algebrique.

Definition 2.3 Pour tout ke [D], I'intégrale [ dyy est I'application linéaire de&4 dans¥ égale a la

panl . L
dérivation T

La motivation de parler d'intégration plutét que de dérivation selon les situations est donc purement

psychologique. De fagon tout a fait analogue, on peut aussi parler d’'intégrales multiples :

/dl//il . dy;, = (/dt/fi1> o . o </d1//ip> . (2.52)
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Une intégrale qui sera particulierement importante pour la suite est celle qui fait intervenir tous les
générateurs| dys ... dyp. En fait, cette forme linéaire est nulle sur tout monéme de degré strictement
inférieur aD, eton a :

/dl//l dWD Yp ... Y1 = 1. (253)

De plus, on peut vérifier les propriétés suivantes :

Propriété 2.3.1 Pour touta € C et tout ke {2, ..., D}, on al'égalité :

/dW]. f(llfl_aq/ka Y2, ...y lI/D) = /dllll f(lVlu SR lI/D) . (254)

Plus généralement, si X [D], alors on a, pour tout £ ¢ :

/(.l_l dw) f((‘/’)x’ (‘/’)[m\x) :/<.|_|dtm> f<<w>x_A(w)[D]\X’ (w)[D]\X) . (2.55)

ieX ieX

ou (W)x est le « vecteur-colonne » dont les composantes sony;lgour i € X, (1;/) DI\ est le
vecteur-colonne dont les composantes sontgsour i € [D]\X et A est une matrice complexeX

lignes et D— |X| colonnes.

La vérification est immédiate.

2.4 Mesures gaussiennes grassmanniennes

Ayant défini les mesures grassmanniennes qui sont en quelque sorte I'analogue anticommutatif de la
mesure de Lebesgue SRF, nous allons maintenant définir les mesures gaussiennes grassmanniennes.
L'analogie formelle avec le cas d&' est presque exacte. Pour définir une mesure gaussieni®é,sur
on se donne une matrice symétrique réelle définie poshivginverse A—* est alors bien définie et
on noteC = AL, C est appelée la covariance de la mesure gaussienne, et est également une matrice
symétrique définie positive. PoMr, Y € R", on pose :

n
(X,AY) :XTAY:.Z XA Y - (2.56)
i,]=1

On a alors le résultat bien connu :

—1(X.AX) . _ (V2m)"
e 2 dx ... d%, = v/det27C) = : 2.57
e R 250
On peut donc définir la mesure gaussienne normalisée de cova@law®" par :

1 e ™™gy dx, . (2.58)

e = ezm0)
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Revenons maintenant au cas grassmannie! 8t engendrée payy, ... , yp, ¥ désignera la

matrice colonne dont les coefficients sa@nt ..., yp :
Vi1
V=1 : . (2.59)
Yb
On pourrait alors songer a définir une intégrale gaussienne grassmannienne par :
¥ — C (2.60)
o /d% . dyp e dvA (2.61)

Cependant, sh est symétrique(y,Ay) = 0. En effet,(y,Ay) = zil?jzlAleI/il[/j ; les termes corres-

pondant d = j s’annulent puisques? = 0, d'ou :

D
(v, Ay) = 5 Ajviy, (2.62)
l};:jl
D
= _ZlAi,j‘l/i‘l’j+_ZlAi,j‘l/i‘l’j (2.63)
D
= D (Aj-A)WY; - (2.64)

i,]=1
i<j

Autrement dit, la quantitéy, Ay) ne dépend que de la partie antisymétriqueAdeon peut donc
supposer qué est antisymétrique. Il est possible de développer la théorie des intégrales gaussiennes

grassmanniennes selon cette approche (voir [Fel]). On peut alors montrer Questgair, alors :
/dl//l .. dyp e 2vAY) _ pfa) (2.65)

ou Pf{A) désigne le pfaffien de la matride Cependant, 'usage des pfaffiens est assez peu répandue
dans les ouvrages standard de théorie des champs et de physique statistique quantique. En fait, il est
possible de proposer une approche légérement différente des intégrales gaussiennes grassmanniennes.
Pour cela, nous allons considérer dans toute la suite de ce travail des algébres de Grassmann engendrées
par un nombre pair de générateurs. Afin de ne pas introduire de notation supplémentaire, nous noterons
2D ce nombre, et conformément a la tradition, les générateurs seront gatés ; v, V2, ... , Wb, ¥p,

ou le symbole « barre » n’a évidemment rien a voir avec la conjugaison complexe, mais est simplement

un moyen commode de regrouper Id3 @énérateurs en deux ensembles distinct® dgenérateurs

chacun. Les intégrales gaussiennes grassmanniennes que nous allons considérer sont alors du type :
/ dvadya .. dipdup & (FAY) (2.66)

37



2. ALGEBRES DEGRASSMANN ET INTEGRALE FONCTIONNELLE FERMIONIQUE

ou v ety désignent respectivement les vecteurs-colonnes :

v=|: |.v=]|: |- (2.67)
Vb ¥b
Le doublement du nombre de générateurs fait maintenant qu’aucun terme prése(w dap$s ne
s’annulea priori :

D
(V.Ay) = 5 Ajviy;. (2.68)
I*J::L

Dans la suite nous noterorfisiydy au lieu def dyady; ... dypdyp. Lintégrale (2.66) peut alors étre

calculée trés simplement.

Proposition 2.4.1 VA € .Zp(C),ona:

dydy e (VAY) — detA. (2.69)

Démonstration :

Par définition de I'exponentielle, on a :
_ +o
e (VAY) _ ﬁ(@ Ay)k . (2.70)

Comme(y, Ay) est de degré 2 par rapport ayx y, cette somme est finie &%, peut étre remplacée

parsp_o. Ainsi:
_ - O (—pk p _
/dwdwe*(‘””*‘”)zz " /dwdw(w,Aw)"- (2.71)
k=0

Il est clair que(y, Ay)X est une somme de termes d’ordren y etk en y. Compte tenu des régles
d’intégration grassmannienne, onfdydy (v, Ay)K = 0 dés quek # D. Examinons donc le cas ol
k=D:

D D
(v, Ap)° = (_Z V7iAi,j1I/j> (2.72)
’D D D
- Z ) (l—lAikujk) (I!jl‘l’ik‘l’jk> . (2.73)

Ainsi :
D . D _
i | [ dwd Wi | - 2.74
l<k|lek.,Jk> / ww(kﬂl un) (2.74)
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Or,ona:

D
/dv7dl// <|"| _ikllfjk> =&, . io€h ... jo(—1P. (2.75)
k=1

D ooy (D _ D
<|_| Wk‘/’jk) = (_1) 2 <|_| Wk) (I_I llljk> ) (2.76)
k=1 k=1 k=1

et chaque produif[1R_, ¥, ) et ([1l_1 ¥j.) peut étre réordonné au prix d'une signature de permutation :

D _ D _
ik = €, ..., ip 2.77
(Ulll’ ) & (Dlllfk> (2.77)

D D
i = € .. o . 2.78
(IDl V’Jk) €j j (ljl ll’k) ( )

En effet :

Ainsi :
D b1 D D D
I!:|1!l/ikllfjk =(-1)"7 &, . i€, ... o |!:|1 k Dlll/k =&y, .., io€j1, ., Ip Dlvfk!l/k
(2.79)
Finalement,
dydy e VAV — (_1)D(—1)D Z s(a)s(a’)ﬁA(k) ) (2.80)
- o (k),0’ .
D! 0,0€D k=1 '
1 e(o)e(o’o) |E| As (2.81)
= = K),0"c (k :
SRR (S

ou on a utilisé le fait qué&y est un groupe o étant fixée, la somme sur’ peut étre effectuée en

remplagan’ paro’o puigueo — ¢’c est une bijection d&y. Or ﬂE:lAc(k)p"o(k) est indépendant

deo, donc:
D D
Ask),o'ok) = D' Ao (2.82)
G;ﬂg K).0'o(K) I!]l o'(K)
et commee(o)e(o’c) = e(c?)e(0’) = e(o’),ona:
_ D
/ dydy e P2 = 5 &(0’) [ Ao - (2.83)
o'ep k=1

ce qui n'est rien d’'autre que la définition du déterminant de la ma#sickou le résultat.
|

Contrairement au cas des mesures gaussiennéS'sla résultat est donc bien défini, méme dans
le cas ou deA = 0, bien que le résultat soit alors trivial. Pour définir une mesure gaussienne grassman-
nienne normalisée, nous allons néanmoins demandef god inversible. Nous avons alors la défini-

tion suivante : siA € GLp(C), on appelle mesure gaussienne grassmannienne de covaliange?!
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la forme linéaire :
g — C (2.84)
_ _ _ 1 b _ e _
flv.y) — /duc(w,w)f(w,w)zdem/<|'| dwkdwk> e WAty y). (2.85)
k=1

Il est possible de définir ces mesures gaussiennes lorsque I'algébre de Grassmaghddtakt
plus de générateurs anticommutants que R€£Ementsys, v1, ..., ¥p, Wp. Dans ces conditions,
si f € & n'appartient pas a la sous-algébre engendrée pe(nﬁe}ke[m et Ies(l//k> D I'expression
i (HE:ldtﬁkdy/k) f désigne en fait un élément @eet non pas un nombre complexe. De fagon imagée,

on peut dire qud n'a pas été complétement intégrée (voir par exemple le lemme (2.5.1)).

2.5 Théoreme de Wick

Pour pouvoir utiliser facilement des mesures gaussiennes grassmanniennes, nous devons nous mon-
trer capables d'évaluer des expressions du fygec (v, v) f(y,y). Par linéarité, on peut se limiter
au cas olf (v, w) est un mondme du typg' y’. La encore, le parallélisme avec le cas bosonique est
presque parfait : on sait que pour les mesures gaussienniS, s a le théoréme de Wick :

/d,uc Xiy «oe Xigp = |_| /dyc Xi Xi - (2.86)

appariementyk ¢} €7
m sur [2p] ’

Un appariement sygp] est une partition d&2p] dont chaque élément est une paire d’élément2ple
Evidemment, pour un monéme de degré impair, I'intégrale correspondante est nulle.

Dans le cas fermionique, ce résultat s’adapte en tenant compte d’éventuelles introductions de signes
(—1) du fait de I'anticommutativité des variables, et du fait qu’'une variable du gypeit nécessaire-
ment s’apparier avec une variable du typel a démonstration du théoréme de Wick fermionique sera

grandement simplifiée par 'usage du lemme suivant :

Lemme 2.5.1 Soit¥ une algebre de Grassmann engendrée4iagénérateurs anticommutan(sﬁi) oD’
<i<

(Wi>1<'<o’ (ﬁ)K@ et (ni>1<'<D' Soit Ce GLp(C) et [duc (v, v) l'intégrale gaussienne fermio-
<i< <i< SIS
nique définie par I'’équation (2.84). On a alors l'identité :

/dllc(ll7, y) MYy — gnCn) (2.87)

Démonstration :

NotantA=C 1, ona:

_ e 1 D _
My)+wn) — = —(VAY)+(,w)+(w.n) 2
/ duc(y. y)e JeiA / (kl_!dede) e : (2.88)
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Or —(W.AY) + (T, ¥) + (W,1) = (71.Cn) — (¥ —C 7, A(y —Cn)), donc :

W+(wn) _ a(1.Cn) e (W—CTn.A(y—Cn))
/duc v,y =€ detA/ <|_| dlllkdllfk> : (2.89)

En utilisant la propriété (2.3.1), on obtient :

_ _ _ D _
/d,uc(l/7, y) emwHvn) - — e(n-,Cn)deltA/ <|—| lekdllfk> e (VAY) (2.90)
k=1
— gmcn) (2.91)
|

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 2.5.1La valeur moyenne d’un monénp‘gi’zl Vi, Vj, pour une mesure gaussienne grass-

mannienne de covariance€GLp(C) s’écrit :

p
|_| Wik‘l’jk =detM (i1, - ip) (C) (2.92)
k=1 c (iy, - ip)
avec i < ... <ipetj <..<jp ot Mg, iy (C) estla matrice extraite de C pour les p-uplets
(igs - ip)
(i1, ..., ip) et(ja, ..., Jp), C'est-a-dire la matrice x p dont le coefficient en positiqik, £) vaut G, ;,.
Démonstration :

On peut écrire :

° <_ J 9_) W)+ (2.93)
K= I anjk

p J—
I!:ll Y Vi, =

n,n=0

<|£| ‘/7ik‘l’jk> = < [ﬁ (_38_) e(n>w)+(li,n)] > (2.94)
k=1 c k1 \ 9 9Ny, ni=o/ ¢

Or les dérivées étant en nombre pair, elles commutent fslge (v, v), donc :

P 9 _
. _ emw)+(w.n)
[1w = ] pe(v, (2.95)
<k—1Wk%k>C [k—l < I 9771k> / V)¢ ] i

Nn=0
k=1 anlk anlk

dou:

(2.96)

d’apres le lemme (2.5.1).
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Pour évaluer ces dérivées, il est utile de se souvenir que les dérivations et les intégrales grassman-

niennes sont en fait identiques, eton a:

<rp| uzkw,-k> - (-2rf (ﬁ dﬁjkdnik> el e (2.97)
— (-1 P/( T dn-) ) (m,Cn)* (2.98)
( ) kI:ll N Ay q; ’ o .

Il est clair que le seul terme ayant une contribution non nulle est celui corresporglanpat donc :

p (_1)p P D _ _
|_| VilVic ) = p! / rl dnj, dm, z ) Crryny - Cmp,npnmlnm <o+ Ny g,
=t c k=1 T et

71777:0
(2.99)

La encore, on peut remarquer que les seuls termes ayant une contribution non nulle sont ceux pour
lesquels{my, ..., mp} = {i1, ..., ip} et{ng, ..., np} ={j1, ..., jp}. On procede alors comme pour
la démonstration de la proposition (2.4.1) en écrivant que :

p(p-1)

ﬁmlnnl ﬁmpnnp - (—1)Tﬁml ﬁmpnnl nnp (2100)
_ PR-Y iy ip 1y e dp= —
= (=1 7 &m, " Mp€ny e iy - MMy Ny (2.101)
= e, b E My e iy - (2.102)
On a donc obtenu :
P _ ~ 1
/(H dnjkdnik> elncn) =3 Z €(0)e(0")Ciy1y. o0 Ciapyiors (2.103)
k=1 n.7=0 06,0'€Sy

puisque/ (M-, dmdnk) (Me_1 k) = (~1)°. Or lexpressione(6”)Ciy ) iy - Cigpy i €St IN-
dépendante de, et on en déduit :

p f—
<I_| I//i|<1//j|<> = %S(G)Cil:ja(l) Cip:jo(p) (2.104)
k=1 C oc
= detM (ig, - . ip) (2-105)

(igs -+ ip)

2.6 Intégrales gaussiennes grassmanniennes et traces dans I'espace de
Fock

Nous avons maintenant introduit tout ce dont nous aurons besoin concernant les algébres de Grass-
mann pour en arriver véritablement au coeur du sujet, a savoir I'expression des valeurs moyennes d’ob-

servables a l'aide d’'une intégrale gaussienne grassmannienne (ou plus précisément d’une limite de
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telles intégrales). La valeur moyenne d’'une observable  — % étant définie par :

Tr(oe BH-uN)
(Orru= 0o
r(e BH-u ))

(2.106)

il s’agit donc d’écrire la trace d’un opérateur du type ef”) ou Tr(efA) a I'aide d’une intégrale
fermionique.
Afin de préciser ce point, nous rappelons la définition de I'espace de Fock fermiohiétamt un

entier naturel non nul, nous appelohse réseau sur lequel est défini notre modéle de Hubbard :
AN=172/(LZ)? . (2.107)

Posant™ = A x {1,|}, 'espace des états & une particule le§T") ~ C". Les éléments d€ seront
ordonnés selon I'ordre lexicographique naturel, en considérant par exemplepgieede]. Le choix
de cet ordre n’est pas essentiel pour la suite, mais il est en revanche nécessaire d'un choisir un. L'espace

de Fock fermionique est alors :

®@n

F_ :/\(Lz(r)) ~A(C") = é (@r) (2.108)

0 anti
On avu queZ_ est une algebre de Grassmann. En tant qu’espace vectoriel, il admet une base donnée
par Ies((])A)A o olgp = ( MNeea aE)Q, les opérateurajg étant les opérateurs de création usuels, le pro-

S
duit ([Meea aZ) étant écrit en respectant la relation ordre définid setQ étant I'élément de#_ repré-
senté pa(l,0,...,0). SiAest une observable, c’est-a-dire un opérateur linéairg ddans%_, on peut
Acrr NOtEEA(D,, Dy ). Par définitionA(Pa, Py ) estla com-

posante selo®, de A(Py ). On a alors, pour towt = S Va®a € .7, A(V) = Sacr A(Pa, Pa)Va.

parler de la matrice dé dans la basé®d,)

La trace deA s’écrit alors tout simplement :

TrA= Z A(Dp, Pp) . (2.109)

ACT

Cette somme discréte peut étre interprétée comme une « intégrale?{Biiret la matriceA(Pa, Py )
comme le « noyau intégral » de I'opératéirMais ceci n'est pas ce que nous voulons faire ; comme
nous l'avons dit, nous voulons obtenir une expression faisant intervenir une intégrale Grassmannienne.
Lidée est donc de remplacéiy-r par [ [Jacr dy? ou I Meer dy(&). En fait, la forme précise de
I'expression cherchée sera donnée par le théoréme (2.8.1). Comme nous le verrons, ceci nous obligera
a écrire une intégrale fermionique(Iz<r dy(£)dy()), c'est-a-dire que nous aurons en fait deux
jeux de « différentielles fermioniques » indexéeslpaCteci n'est pas étonnant, car nous avons vu dans
la section précédente que I'algéh#®.%_,.%_) comportait deux sous-algébres de Grassmann remar-

quables, a savoir celles engendrées panlest lesa“s respectivement. Mais on a alors la difficulté
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suivante : on s’attend a avoir :

(AV) () = /<

mais a condition d’'imposer = x. Ceci est possible si on introduit I'équivalent d’'une « fonction delta

E)dx(EA (v, x @) (2.110)
éer

fermionique »6(x — x). Voyons maintenant comment exprimer précisément ces idées.

2.7 Noyau intégral fermionique de la fonction delta

Cas d’une algébre engendrée par deux générateurs anticommutants

Considérons une algebre de Grassmann engendrég @any,. On cherche une « fonction » des

variablesy; et y», notéed (w1, y»), telle que, pour toute fonction d’une variatfiéy,)3, on ait :

[ dve svs v F(ye) = (va) (2.111)

Commef (y») n'a qu’une seule variable, elle est nécessairement de la forme :
f(y2) = a+byy, (2.112)

aveca, b € C. Par un raisonnement analogé¢y1, w2) peut s’écrirea priori :

§(y1, ¥2) = o+ By + yy2 + Syaye, (2.113)
aveca, B, v, 6 € C. Ainsi :
6(v1, v2) f(y2) = aa+ Payi + (ab+ya)yo + (Bb+da)yrys . (2.114)
Donc
/dllfz 6(y1, v2) f(y2) = (ab+va) — (Bb+ ba)yn (2.115)

et on veut que cette quantité soit par ailleurs égal¢y ) = a+ bys. On doit donc avoir, pour tout
acCettoutbe C:

ob+ya=a
(2.116)

Bb+da=—b

SNaturellement, ceci est un abus de langage : diredqye, y») est une « fonction » des variablgs et y» signifie en fait
qued est un élément de I'algébre engendréeyaet y,. De méme, dire qué(y,) est une « fonction » de la seule variable
y» signifie en fait quef appartient & la sous-algébre engendrégypat.es égalités (2.112) et (2.113) ne font qu’exprimer ce

point.
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dou:
a=0
=-1
P (2.117)
y=1
6=0.

Finalement, on a obtend(y1, y2) = yo — y;.
Pour aller plus loin, nous voulons disposer d’une représentation intégralé pguny,)*. On peut

remarquer que l'on a:

Vo — Y1 = / dy eV V2V (2.118)
En effet :

eVl = 14 (ya— yo)y (2.119)
donc:

[dwervay —y, -y (2.120)

ce qui est bien I'expression attenduedigy:, y»). Nous résumons tout ceci sous la forme du lemme

suivant :

Lemme 2.7.1 Dans une algébre de Grassmann engendréeypans, et v, on a les égalités :

[dve (va-w)fw) = f(wa) (2.121)
vo—yp = /dwe(llfrllfz)'l/ (2.122)
[dve [ayer v vits) =ty (2.123)

Généralisation a une algebre de Grassmann comportant un nombre arbitraire de

générateurs

Cette généralisation est naturelle mais se heurte au probleme de I'anticommutativité des variables
de Grassmann. En effet sditun ensemble fini et ordonné d’indices (on peut pefiseomme étant
A x{1,]} ordonné lexicographiquement), et considérons une algébre de Grassmann engendrée par les
(1;7(5))éer et (1/7’(5))5@. On cherche a généraliser la « fonction delta » de la section précédente. On
peut songer & considérf:r (v'(§) — yw(&)), mais il faut bien avoir a I'esprit que cette définition est
quelque peu arbitraire quant au signe - global éventuel (puisque chaque fac@eur (&) étant de

degré impair, deux quelconques d’entre eux anticommutent).

“Par analogie, on a siit, au sens des distribution§(x—y) = A [&5*V)dE.
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Notanty™® = Meea V' (&) (produit écrit de gauche a droite en respectant I'ordre existarli)setr

f(¥') = Sacr fay’®, calculons :

[{peve) (nee-ve)) o)
- fﬂl/@sw )R e-ve))

Ve . (2.124)

I (V(é)—t?(é))) (H(F(é)—!ﬁ(é))) (éﬂfﬂé)) (2.125)

gera Eeh

=¢g(A,T\Q) <

olie(A,IM\A) vaut +1 ou -1 selon la régle (2.5). En utilisant le fait qu&& )2 = 0, on voit facilement

(H(l?(é)—t?(é)))ﬂv_/(é) A(n )(nv‘/@) (2.126)

el el Eel el

que

etdonc :

(gﬂ (V&) - v7(&f.))> Ve

er
= e(A,M\A)(—1)A v (E) — i ' . (2.127
£(8,T\A)(~1) QQA(‘”@ w(é))) (QJ”(&)) <5|;|Av/(§)> (2.127)

En prenant 'intégrale grassmannienﬁ]m(ger dlﬁ’(é)), on voit que la seule contribution non nulle du

produitecr\a (lﬁ’(é) - 1?(5)) est donnée par le ternfgz.ra V' () eton a:

/ (Qd"’ ) (8,7\8)(~1)" <§€|:|\A‘7(5)> (M (é)) (QAW@))
() wr ,99) (179) (1)
A(gere) () ) o

A ce stade, on constate que l'intégrale grassmannigrif@:cr dy’(§)) (Meer V'(€)) ne vaut
pas nécessairement 1, maid. Ceci est d0 au fait que notre produit initigl:cr (1/7’(5) — 1?(5))

n'est pas écrit dans un ordre convenable par rapport a I'intégrale grassmanhighag dy'(£)) : il
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faut ordonner les facteurs dans I'ordre inverse. Nous notem@gs ce produit dans lequel les facteurs
apparaissent dans I'ordre inverse de I'ordrelddl est facile de voir que la relation entre les deux

produits est donnée par :

gy N AN ‘ 5 129
é|;|r(v/(§) v(E) = (-1 Qr("’@ v(E)) (2.129)
Ainsi :
/(Hdv_/@) (I‘I ‘F’<€>>=<—l>”5”/<|‘| dwa) (ﬂnm)) = (-
gel Eel gel ger
(2.130)

Cette question de signe disparait si I'on prend soin dés le départ de pﬁégfélﬁ’(é) — q7(<§)>

comme définition de la fonction delta fermionique. On a alors le lemme suivant :

Lemme 2.7.2 Dans une algebre de Grassmann engendrée(mﬂ(é)) et (lﬁ(é)) ,onaléga-
Eelr Eelr

lité :

/<|‘| le(é)) (|‘| (!V(é)—lﬁ(&))) f(w) = 1(v). (2.131)

el Eelr
Comme on vient de le voir, le fait que les fonctions delta fermioniques a une variable soient des élé-

ments impairs de I'algébre engendre quelques complications malvenues. Cependant, la relation (2.123)
peut se généraliser sans faire intervenir ces questions de signe. En effet, en utilisant le lemme (2.7.2) et
'égalité (2.123),0n a:

/ (n le(é)) (ﬁ [ [awi) e(‘”@‘”"'“”)‘”@D f(7) = (7). (2.132)

el Eel

Les exponentiellee@(é)_w (w)) ¥ étant des éléments pairs, elles commutent avec tous les éléments,
donc

A [/dw(g)e(w@—w(w)w(é)] _ /(l;ld"’(g)) e(w(é)—w(é))w(é) (2.133)

el el el

_ (_1)r|<l;—1)/< dw(é)) He(w(é)w(é))walm)
: Eel Eel

Donc:

/ (él'l d&’(é)) <5|'| dw(&)) oo (P00 o)y @asy
er el
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2. ALGEBRES DEGRASSMANN ET INTEGRALE FONCTIONNELLE FERMIONIQUE

Or, comme

/ (ndtﬁ’@)) < M dw(é)) - (- <|‘| dy’ (& > , (2.136)
Eel Eel Eel

nous avons donc établi le lemme suivant ;

Lemme 2.7.3 Soit¥ une algébre de Grassmann engendree( atl) ) ( ’(eg))\5 - U (W(g))ger'

Soit f(y) un élément de la sous-algébeg engendrée pa< (€)>é . . On a alors I'égalité :
S

/ <§|‘| Ay (& )dw(§)> exp( 5 (We)-v ) (7 (2.137)

Eer

Bilan

Nous sommes alors en mesure d’énoncer le résultat que nous voulions, exprimant I'action d’'un

opérateur linéaird: .%_ — .%_ sur un élément de % _.

Théoréme 2.7.1Soit A .#_ — .#_ un opérateur linéaire de I'espace de Fogk = A(C") dans

lui-méme et v un élément dé_. Soit Aa*,a) la forme normale de A. Alorson a:

A = [ (n

Eel

di(é)dx(é)) e CXA(y, x)eVv(y) . (2.138)

Démonstration :

On peut remarquer que l'action d’un opérateur d’annihilatigsurv € .7_ peut s’écrire :

(@07 = ( 527 ) W0 (2.139)

On peut aussi écrire I'action d’'un opérateur de création :

(@:v)(¥) = w(E)V(v) - (2.140)

Par ailleurs, la forme normale de I'opératdupeut étre explicitée sous la forme :
A= z AA‘K<|'| a’g) <|_| a5> . (2.141)
AxCl Eel Eex
Ainsi :

_ a\¥¢ _
<Av><@—A’szwA(W) v() (2.142)
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Une formule pour la trace

avecy” =ecaW(€) et (%) = [Neex %. D’autre party(y) peut étre écrit en utilisant la « fonc-

tion delta fermionique » (voir lemme (2.7.3)) :

o) — /(ﬂd% g )>( TOy() (2.143)
Eel
On en déduit :
A = [ ( dx(@)Aerew—mv@ (2.144)

d'ou le résultat :

(AV)(y) = /( eV y(y) . (2.145)

éer

2.8 Une formule pour la trace

Nous sommes maintenant en mesure d’exprimer la track:dg_ — .%_ sous la forme d’'une

intégrale fermionique grace au théoreme suivant :

Théoréeme 2.8.1Soit A % — %_ un opérateur linéaire de I'espace de Fock dans lui-méme et

A(a*,a) sa forme normale. Alors on a :

TrA= /(quf )dy (& > A=y, y)e 2V (2.146)
Eell

On observera que la quantité figurant sous l'intégrale grassmannienne et bigny) (avec un

signe - devant leg) et non pas simpleme®(y, ). La présence du facteur 2 dans I'exponentielle

peut également surprendre, mais le lecteur pourra vérifier gu’en prenant par eRemigleon a alors

lintégrale [ (Meer dy(€)dy(£)) e 2¥¥) quivaut 27, ce qui est bien la dimension d&_.
Démonstration :

On sait que la trace d& peut s’écrire en utilisant la basée)A)ACr :

TrA= Dp|AD,) . 2.147
r A;< r|ADy) ( )
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2. ALGEBRES DEGRASSMANN ET INTEGRALE FONCTIONNELLE FERMIONIQUE

En utilisant le théoréme (2.7.1), chaque terme peut s’écrire :

(Dp|ADy) = / <§F_dlﬁ(5)dw(§>> e (VY yb(Ad,) () (2.148)
-/ (r AV (E)dv(E ) Sl (ﬂdx ) (& ) SO, 7)Y
Eelr el
= /(ér dy(& ><€|'|dx > ~(V.¥)g (f’x)wﬁA(lﬁ,x)e(‘M)iA.
er er

Les contributions non-nulles proviennent des terme&(de x) de degrédA| en v et de degréA|

eny. On peut donc intervertif(y, x ) ete" V¥~ 1)y et écrire :

(@s]A®s) = [ (ﬂdw 5)) (ﬂdi@dx(é) A )é ¥ 2 PV eyt

Eel Eel
~ (2.149)
Ory222 =Meea (—x(&)w(E)) et:

[1(=x&w©&) = []@-2(5w() (2.150)

ACT el el
— e X&) (2.151)

Eel
= e @V (2.152)

Finalement, on a obtenu :

TrA = Y (®s|ADs) (2.153)
ACT

-/ <|‘| dlﬁ(é)W(é))( di(é)dx(é)>A(1V,x)e<‘V””e(‘R‘”)e(’?’%)e“7*”)
el Ee

-/ (n dnﬁ(é)dw(é)) <¢ di(é)@c(é))A(lﬁ,x)e‘“?*‘m*"’)ez“’z’”- (2.154)
el

Eelr

=

On veut alors intégrer sur leset lesy. Pour cela, nous devons préalablement réordonner la mesure

grassmannienne, pour passerj[h{ [ dt?(é)dl//(&)) <|_| df(&)dx(é)) a

Eell Eel

/ <§|'| dlﬁ(&)%(é‘)) (J_' df(é)dw(§)> Orona;
el el
/ <|‘| d&(é)dw(é)) —e(n) [ <|'| dﬁ(é)) (n dw(&)) (2.155)
Eel Eel Eel
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Une formule pour la trace

[riari-1)
2

avece(lN) = (-1) , donc

/ (n dt?(é)dw(é)) <|‘| di(é)dx@)
Eel Eel

Ainsi, on a obtenu :

TrA=(=1) / (|‘| du?(é)dx(&)) (|‘| di(é)dw(é)) Ay, e TPV - (2,156)
Eel

el

Or

/ (ﬂdf(é)dw(é)>e<’”“7’“‘”) -/ (ndf@)dw(é))ew (2.157)
el Eelr

=1 (2.158)
par la propriété d’invariance par translation. Ainsi :
A= (-1 [ (|‘| dlﬁ(é)dx(é)> A )@V (2.159)
Eelr

On peut alors absorber le sighe1)I’l dans la mesure grassmannienne en changeant toys ées

—v. En changeant leg eny, on a donc obtenu la formule :

TrA= / <|‘| d&(é)dw(é)) Ay, y)e 2VV) (2.160)
[ |

Pour préparer la suite, nous allons maintenant exprimer la trace d’un produit d’opérateurs. Soit

n> 1 un entier, ef, ... , A, des opérateurs linéaires définis sur I'espace de BackOn a alors :

TrA ... An= / (l_l df(g)dx(f)) <J271 %) (—f)x)e*(fvl) (2.161)

Eel

51



2. ALGEBRES DEGRASSMANN ET INTEGRALE FONCTIONNELLE FERMIONIQUE

ou (;zfl ;zfn)(—f,x) est le noyau intégral fermionique du produit d’opératetys.. A,. On en
déduit :

_n_

maA = (] di(é)ﬂ'x(é)) T (OEI02(E)) | (. 20) 5l 1) . ol
er L K= J
e @) g ) g (n-1.20-1) (2.162)
n—1
= / ! df(@)@((é)) kﬂl(dfk(g)d)ck(g)) (=X x1) (X1, X2) - n(Hn-1.X)
er k=

~() g (xn) | g (-1 2n-1) g~ (X2 gXanz2)  glan-1.%) (2.163)

e
[n—1
= / ﬂdf(é)dx(§)> D(dfk(é)ka(g)) (=X x0) (X1 X2) - Fn(An-1,X)

e wxtx) gnxe—21)  gn-22n-1—xn-2) glAn-1.4—=2n-1) (2.164)

On pose alors :

(2.165)

et on obtient :

TrAL A = /(ﬂ[—dﬁl(é)]dnn )!ﬂ (5 dmiia (8 dmé))
el

el
e(Mm+1n) gM2,m2=m)  o(MnMn—7n-1) (2.166)

Al(ﬁlv 771) An(ﬁna nn)

A ce stade, on souhaite réordonner la mesure grassmannienne. On a :

/ (n [—dﬁl(é)]dnn(€)> l'ﬁl ( 7 >dnk<é>>]

Eel Eel

= (-1)"ler" | <¢Drdﬁl@> <§|;|rdnn(5)> (éDrdﬁz(5)> (éDrdnl(é))
<|_| dﬁn(é)) (l_l drln—l(&))
Eel Eel

()l (FY(— 1) (DI [ g q
(=1)"'e(M)"(-1) DJ(QF m(é)) <§e nk(§)>]

= (-l | ik (é)dnk(é)] (2.167)
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Lintégrale de chemin fermionique

On peut alors remarquer que comine= A x {1, ]}, |I'| est nécessairement pair, dopel)"" = 1.
On a donc le résultat :

TrAL ... Ay = /Ifll<|_|

Eel
MMt gM2.m2=m) (M, n—1n-1) (2.168)

dﬁk(éﬂﬁk(é)) A1(N1,M1) - Aa(Tn, )

qui peut étre réécrit :
n —
TrAL ... An= / [ <|_| dn(&)dmnk (& )Al(nlarll) cor A0, )@k (T Te1)
k=1 \&el
avec la convention qugy = —nn. Ce point n’est pas anodin, car il suggére I'idée que I'ensemble
d’indices {1, ..., n} doit étre muni de conditions aux limites antipériodiques, ce qui est un aspect

fondamental des théories fermioniques.

2.9 Lintégrale de chemin fermionique

Nous avons alors tout ce qui est nécessaire pour aborder vraiment le coeur du probléme, a savoir
exprimer Tr(e‘A) a l'aide d'une intégrale fonctionnelle fermionique. Evidemment, on pourrait songer
a écriré :
—A 00 (_1)n n
Tr(e?) = Z} T THAY) (2.169)
L !

et exprimer TfA") sous la forme donnée par le théoréme (2.8.1). Mais en faisant ceci, nous ne réus-
sirions —A la f d’ intégrale fermioni is d’ infini

pas & écrire {e~*) sous la forme d’une intégrale fermionique, mais d'une somme (infinie)
de telles intégrales. Ce développement ne serait pas trés éclairant, et de surcroit n'apporterait pas plus

d’'information que (2.169). En fait, I'idée intéressante pour la suite est d'écrire plutbt :

Tr (e#) = lim Tr [(1—?)1 : (2.170)

n—--o0

Onadonc:

Tr (67#) = lim |‘| <|‘| dyi(&)dyi (& )eZH‘FWk‘Vk 1 ﬁ(l—A Vi y/k)) . (2171)

n
e Eel k=

Nous sommes maintenant tres proches d’'une « intégrale de chemin fermionique ». L'idée est d’écrire

que 1- LA(yi, wi) ~ e
ment, on obtient ainsi :

et d’interprétek comme une variable temporelle discréte. Heuristique-

N—--00

Tr(e ™) ~ lim /l‘!( dyi (& de(i)) e[ (Ve V= Vic-1) — AW Y) | (2.172)
éer

SRappelons qué, en tant qu'opérateur linéaire sur un espace de dimension finie est nécessairement continu, et la trace

est une forme linéaire continue s@f(.%_, . #_).
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2. ALGEBRES DEGRASSMANN ET INTEGRALE FONCTIONNELLE FERMIONIQUE

En fait, on peut montrer que I'égalité est exacte, a cause du passage a la limite. Au stade ou nous
en sommes, nous faisons le choix de ne pas faire figurer ici la démonstration de cette assertion, et de
renvoyer le lecteur a la preuve qu'en donne Salmhofer dans [Sal99]. En admettant donc ce point un peu

délicat, on a le théoréeme suivant :

Théoréme 2.9.1Soitf3 > 0 et A un opérateur linéaire suf_. Alorson a :

. B e
eaneTn ((w(r)«%w(r)) A(w<f)7w(f>>> (2.173)

Nn—oo

Tr(e ) = im | ] @9 E)dv(z.0)

avecT, = {—%+ kB ke [0,n— 1]]} etdey(t) = By (t) — w(t—E) pourt # -5 etary(-5) =
By (=5) +w((3-%) Bl

Qu’avons-nous obtenu avec ce résultat ? Exactement ce qui peut étre considéré comme une inté-
grale de chemin (a temps discret) fermionique. Nous allons donc pouvoir mettre en ceuvre des mé-
thodes propres aukéories de champC’est tout I'intérét du formalisme des algébres de Grassmann :
permettre de passer d'un problemepthgsique statistiqua un probléme dehéorie des champ€e for-
malisme recele donc une profondeur insoupg¢onnée, alors qu'il ne semblait introduire que des notations
commodes pour les physiciens familiarisés avec la théorie des champs (rappelons que I'espace de Fock
fermionique.#_ est isomorphe en tant qu'algebresa l'algébre de Grassmann dont les générateurs
sont indexés pdr).

Il n"'en demeure pas moins vrai que le résultat du théoréme (2.9.1) pourrait encore étre amélioré si
on pouvait supprimer ce passage explicite a la limite. En fait, il faudrait pour cela introduire une algébre

de Grassmann de dimension infinie, munie d’'une « mesure Grassmannienne » convenablement définie.
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Chapitre 3

Le modele de Hubbard dans le langage de

la théorie des champs

3.1 Formulation générale

La limite de temps continu

Le chapitre 1 avait introduit le modéle de Hubbard sous I'angle de la mécanique statistique quan-
tique. Notamment, nous avons vu que les grandeurs thermodynamiques du systéme peuvent étre éva-

luées a partir des fonctions de corrélations :

. Tr((ﬂéex aﬁg) (ﬂneyan)efﬁ(ﬁfuﬂg
<<€Dxaé> <n|1a"> >B,# - Tl’(e*ﬁ(':'*#N)) . (3.2)

Le formalisme grassmannien introduit au chapitre 2 a conduit & une représentation des fonctions de

corrélation en termes d'intégrales de Grassmann (ou plus précisément d'une limite d’intégrales de

Grassmann) :

((n=)(n))

= lim_ / D"yD"y (ng tﬁ(é)) (nu v(n)

) e% PEE ((W(T)-&W(T))—H(V7(T)7W(T))+#N(V7(T)7II/(T))>

(3.2)
avec :
~ Th= {_g+5g, ke [[o,n—l]]}
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3. LE MODELE DEHUBBARD DANS LE LANGAGE DE LA THEORIE DES CHAMPS

— D"WD"W = [ (xox50,0)€TxAx {1, 1}

— (W(@.0:9(0) = 53 _en Wolr.0)[Ve(e.X) ~ o (7 §.X)]

— H(y(1), (1)) +uN(y (1), y(t)) est obtenu en remplacant dans la forme normalél deuN
lesa; pary(z,§) etlesa; pary(r,&).

Dans la suite de ce mémoire, nous sous-entendrons la limite-o dans la formule (3.2) et nous

adopterons I'écriture suivante :

<(§|;|Xa?§> (J;L%) >ﬁ7u z/duc(lﬁuf) (gex ) (FLI// )eﬂfv% V(00 ()

(3.3)
ouv = [—%, % [ x /A et ou nous avons absorbé tous les termes quadratiques erdans la mesure
gaussiennduc(y, v)

Evidemment, cette expression est formelle ; pour pouvoir lui donner un sens rigoureu, il aurait
fallu introduire une algebre de Grassmann de dimension infinie, dans laguelle on aurait pu définir une
intégraleS= [, y;(X)y; (X) v (X)w (X) d3x, une exponentielle’, et enfin une intégrale grassman-
nienne [ duc(y, v). Mais cette imprécision n'est pas génante pour la suite. En effet, les formules
(3.2) et (3.3) ne vont en définitive servir qu’a définir une série, la fameuse série des perturbations,
dont on se propose d’étudier la convergence. L'une ou l'autre de ces formules conduit en fait au

méme probléme. Pour simplifier, nous examinerons ce point uniquement sur la fonction de partition
Z(\V) = Tr( —p(H- “N)). Ona:

Z(V) = nﬂTw/d“Cn(‘F’ W) €+ Sctman 7 0¥ 007 001 (9 (3.4)

ol C, est la covariance pour une théorie a temps discret défini& surAl. Pourn fixé, I'intégrale

grassmannienne étant continue, on peut écrire :

k
Zv) = i z aue ) (BS w0w 0w 00w (35)
k! n

oo xeThxA

a5 (8 ) 5[] 36)

€TnxA

Or, au sens des séries formelles, on a :

Lvoir chapitre 2 Ty, est le tore dlscretls% b+ ﬁk ,ke[o,n— 1]]}.
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Formulation générale

+-00 ﬂ,k

] ﬁ k 2 +oo )’k ﬁ k ] 2
i3 (n) 2, o] = 2 (0) 2 [imggeen]
€TnxA eTnxA

et précisément lim., . detCy) = det(C). Ceci est exactement la série formelle que I'on aurait obtenue
en développant la formule (3.3). C’est cette approche qui est généralement adoptée dans la littérature,
car elle a 'avantage d'alléger les notations, et d’utiliser un propagateur plus facile a manier. Nous

sommes donc amenés a I'étude de la série :

~+0o An

2
n;n!/vndsxl .. d3x, [qﬁtC(xi,xj)] (3.8)

ouVv = [—%,%[x A.

Dans la suite nous nous permettrons de supposer que les vakipélkscontinues et sont éléments
deR/(2nZ) ~ [—n, [ au lieu d’appartenir au réseau duel de A, ce qui rend les manipulations de
la transformée de Fouriex priori plus faciles. En toute rigueur, le passage a des varidgles k;

continues devrait étre justifié plus soigneusement mais ceci est laissé au lecteur.

Définition du modeéle

A ce stade, résumons notre point de départ. Nous considérons finalement que I'espace de Fourier de
la théorie eskTZ x R?/(2xZ)?. Dans un premier temps, nous représenterons |&R6fE277)? par la
premiére zone de Brillouifi-7, z[2. Un élément générique del Z x [, w[* sera notd = (ko, k1, ko)

et le propagateur dans I'espace de Foutigt) est défini par :

1
ikg — cosk; — cosks

C(ko, k1, k2) = (3.9)

Siko=2(n+1)nT pourn € Z, etC(ko, ki, ko) = 0 siky € 2zTZ. Ainsi, seuls les multiples impairs

de xT vont intervenir dans la suite, si bien que I'on a I'habitude de dire@kg, ki, ko) n’est défini

que pourkg € Mt = {(2n+ 1)z T, n € Z} (ensemble des fréquences de Matsubara). L'espace réel
est donc assimilé ®/(2BZ) x Z? dont I'élément générique est naté= (xo,X1,%2). LA encore, le
cercleR/(2B7Z) sera représenté par l'intervalle 8, B[. En fait, comme on a vu que le propagateur
dans I'espace de Fourier s’annule dés gye 2zTZ, le propagateur dans I'espace r€¢ko, X1, x2)

admetB comme antipériode, si bien que nous considérerons dans la subt@QL[e%, % [ en gardant
toutefois a I'esprit les conditions aux limites antipériodiques. Dans I'espace réel, le propagateur est

donné par :
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3. LE MODELE DEHUBBARD DANS LE LANGAGE DE LA THEORIE DES CHAMPS

C(x)—l/dko/n dke [ dko eex (3.10)
~ (2n)3 x t) oz 2 iko— cosky — cosk '

ou [ dko signifie en faitrT 'y cp -

Ces définitions étant posées, nous allons étudier la série formelle représentant la fonction de parti-

tion 2. Celle-ci s’écrit symboliquement :

Z(V) = /duc(vi ) et b aX V0w (0w 00y (9 (3.11)
ouV est un volume fini qui sert de cut-off infra-rouge :
_|_ BB 2
V_[ 2% x [—L,L[. (3.12)

Cette écriture représente en fait la série formelle en la constante de codiplage

+o an

Z(V) = ;ﬁ a3 ... d*, / duc(v,y) (IﬁlWT(Xk)WT(Xk)%(Xk)%(Xk)> : (3.13)

Vn

On est alors certain que chaque coefficient est parfaitement défini. Le probléme que nous nous posons
dans un premier temps est d'étudier la convergence de cette série. L'idéal serait de pouvoir déterminer
exactement son rayon de convergence, mais cette question est en général extrémement difficile. En fait,
on se contente le plus souvent de prouver que le rayon de convergence est non nul, par exemple en éta-
blissant une minoration par un nombre strictement positif. Avant de commencer I'étude de Z{\¢¢rie
proprement dite, nous signalons au lecteur un dernier détail, afin de faire le lien avec les conventions

utilisées dans [Riv], [AMRO5a] et [AMRO5b]. Le terme d'interactipn(x) y; (X) y| (X) | (x) peut étre

écrit :
1 2
V00w )W (0 (x) = 3 ( ; u7a<x>wa<x>> . (3.14)
ae{l,l}
En effet, )
< z ‘pa(x)‘/fa(x)> = z Va(X) Wa(X) W (X) Yb(X) - (3.15)
ac{T1,l} abe{T,1}

Comme le carré d’'une variable de Grassmann est nul, la somme du membre de droite se réduit en fait

a deux termes :

2Nous avons déja signalé que la fonction de partition n’est pas une quantité pertinente dansla limite thermodynamique et
gu’'elle doit plutét étre remplacée par la press&)hn Z(V). Quant aux fonctions de corrélation, elles présentent la difficulté
d’étre exprimées comme des quotients. C'est pourquoi nous préférons commencer par expliquer le développement de la

fonction de partition, plus simple.
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2
( %i}%(xwa()()) = ¥ () ()W () (X) + v (0w (0w (9w (X) (3.16)

et comme les éléments; (x) y; () ety (x)y| (X) commutent, on a bien :

2
( Z }ll7a(X)llfa(X)> =2y )y )y (X p (%) - (3.17)
!

Ainsi, quitte a changet en , la fonction de partition sera finalement représentée par I'expression :
/d‘uc W? W) e’1 Jv d3x (Eae{T 1} Va(x )‘l’a(x)>2 , (318)

qui correspond précisément a la série formelle :

)’n n

ZVy=—" ¥ A ... A /duc(w, |'| (%) Wa (X0 W (%) Wb (%) - (3.19)

|
n: ag, .., ane{1,l} vn

by, ..., bne{l,l}
Deux approches extrémes
Le développement complet du déterminant

Compte tenu des régles d'intégration grassmanniennes, nous avons :

n

[ ducti.w |'|(wak 050 Vi 05 T 050 W () ) =

C(x1,a1;%1,a1) C(xg,a1;%1,b1) ... C(Xg,81;%n,8n) C(X1,81;%n,bn)
C(x1,b1;x1,a1) C(x1,b1;x1,b1) ... C(Xq,b1;%n,80) C(Xq,b1;%n, bn)
det : : : E : (3.20)
C(Xn;@n;X1,a1)  C(Xn,@n;%1,b1) ... C(Xn,@n;%n,an)  C(Xn,an; %n, bn)
C(Xn,brix1,81) C(Xn,bn;x1,b1) ... C(Xn,bniXn,@n)  C(Xn, bn;Xn, bn)

avecC(x,a;y,b) = 6apC(X,y) = 82pC(y—X). Ce déterminant fermionique a une structure tres simple : il
suffit d'imaginer que les lignes sont indexées par les antichamd®i ), Wb, (X1), --- , Wa, (Xn)» Wb, (%),
etles colonnes par les champs (X1), Wi, (X1), ... , Wa,(Xn), Wb, (Xn). Les coefficients sont alors donnés
par les propagateurs correspondant aux contractigng de la théorie libre.

Afin d’écrire le déterminant de facon plus compacte, nous introduisons certaines notations. Nous
convenons d’appeler « champ » tout quadrupked, type ordre) oux eV, ac {1,|}, typeest un
élément d’une paire notée-,+} etordre € {1,2}. Intuitivement, cette définition correspond au fait
gu’'un champ est parfaitement déterminé par une position spatiale spina, un type qui permet

de savoir s'il s'agit d'un antichamp (correspondant gype= —) ou d’'un champy (correspondant
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atype= +), et enfin un ordre (1 ou 2) qui permet de distinguer lesdeux champs de méme type dans
I'interaction quartique a1 y1 ¥y, ». Etant donnés un-uplet(xg, ..., Xn) de positions spatiales et deux

n-uplets(ay, ...,a,) et (by, ..., by) de spins, nous définissons la famille des antichamps par? :
o 7 = ((xa,81,-,2), (a,b1,-,2), s On,8n, =), On,br, —,2)) - (3.21)
Cette famille est totalement ordonnée selon :
(X1,81,—,1) < (X1,b1,—,2) < ... < (Xp,8n,—,1) < (Xn,bn,—,2) . (3.22)
De méme, nous définissons la famille des champs par :
7 = (0,81, +,1), (0,b1,+,2), s (0,80, 2), (b, +,2) | (3.23)
ordonnée selon :
(X1,a1,+,1) < (X1,b1,+,2) < ... < (Xn,a@n, +,1) < (Xn,bn,+,2) . (3.24)

Si f = (x,a,typeordre) est un élément de7.# ou de.#, nous noterong; sa position spatiale et as

son spin. Avec ces notations, il est alors facile d’écrire le déterminant fermionique selon :

Auc(7.v) [ (Va0 ¥a (VU 6)) = det  (C(f.9)  (325)
/ [( ) (c(t.9)

K (f.9)ed FxF

ouC(f,g) =C(xr,ar;Xg,ag).
Nous utiliserons aussi la notation dite de Cayley pour le déterminant fermionique :

! od F
det (C(f,g)) = 03, a1) =
(f.9)ed FxF (Yiybi) F
Nous avons donc :
AN o F
Z(\V) = %W > nd3x1...d3xn _ (3.26)
n=0 """ {a}Ib}’V F
+00 AN
= = d3x...d%,  det C(Xs,a5; Xy, 3.27
nZD n! {avgbv} o (tg)emfxﬂ( (xr.ari%g ag)> (3.27)
+00
= Z}l”un. (3.28)
n=

8@ F est définie comme étant ufemille et non pas uensemblgafin par exemple de toujours distinguey,a;, —, 1)

de(x2,a2,—,1), méme lorsquey = X eta; = ay. Ainsi, «/. % a toujours exactemennZléments.
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Nous nous proposons d’étudier la convergence de cette série, et pour cela nous devons nous montrer
capables d’établir des bornes sur le module de son terme général, qui est une somme d'intégrales
de déterminants. Comment majorer de telles quantités ? La réponse naive qui vient immeédiatement a

I'esprit est de développer explicitement le déterminant. On peut écrire :

det (C(f,g)) - e(a) 1 C(f,a(f)). (3.29)
(f.9)ed Fx.F bi&Fons o) 7
olie(a) vaut +1 ou -1 selon la « parité » de*. A ce stade, nous nous rendons compte d’une difficulté
typique des développements perturbatifs en théorie des champs, a savoir le grand nombre de termes
engendrés par un développement complet. Dans le cas présent, la somme exprimant le déterminant
comporte exactemefi2n)! termes. Cela signifie que méme si nous avons un propadaey) majoré

uniformément par une constantfC(x,y)| < K, nous sommes amenés a :

f < (2n)IK" .
(f,g)qut?xy (C( ,g))‘ = (2n) (3-30)
d'ou
un| < éznv“(zn)m?“ , (3.31)
soit
|
unl < PV vy (3.32)

n!
Le membre de droite étant le terme général d'une série entiere de rayon nul, on ne peut naturellement
rien conclure quant a celui d&V). Remarquons que nous n’avons méme pas cherché a optimiser les
intégrales du typg,nd3xy ... 83X, ez C(X, f,Xq(1)), car une analyse plus soigneuse a ce stade ne
ferait qu'améliorer le factew " qui, tant que I'on ne cherche pas a étudier la limite thermodynamique

(V — +0), n'est pas essentiel dans I'estimation du rayon de convergence. Nous concluons donc que
méme dans la situation favorable ou le volume est fini, le développement explicite du déterminant fer-
mionique est une trés mauvaise méthode pour étudier les séries perturbatives. Ceci peut se comprendre

facilement par le fait que lorsqu’on écrit :

c(fafh)) < ¥ []_lettahl. (3.33)

bijections bijections f
oA F—F

A F—F

4L’expression explicite dez(a) est quelque peu alourdie par le fait que les lignes et les colonnes du déterminant
fermionique sont indexées par des antichamps et des champs et non pas par des entiers naturels. Si nous numérotons

trés provisoirement les (anti)champs de 1raa& moyen d’'une applicatiod : /. % U.% — [2n], nous avons(a) =
6(a(f))—é(a(9))

f.ged F
Miotr =530
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on fait complétement disparaitre les compensations de signe dues a la présence da (fagtdrar
exemple, dans le cas extréme ou tous les coefficiefitsg) sont égaux, le déterminant fermionique

est trivialement nul, tandis que le membre de droite de I'équation (3.33) donne une majoration exces-
sivement mauvaise €/2n)!K"! Dés lors, la question est donc : peut-on donner une borne raisonnable
sur le déterminant fermionique, qui tire parti des compensations de signe ? La réponse est affirmative,

en utilisant un résultat classique d’algébre linéaire : I'inégalité de Gram.

Bornesa priori sur le déterminant

L'approche précédente montre clairement que le développement du déterminant engendre trop de
termes. C'est la un fait général dans les théories fermioniques : le développement naif supprime les
compensations dues aux différences de signe (qui sont la conséquence du principe de Pauli). On peut
alors rechercher des bornes "globales sur le déterminant”, qui tiennent implicitement compte de cer-

taines compensations de termes de signes différents.
Borne de Gram

L'inégalité de Gram est un résultat trés classique d’'algébre linéaire, mais souvent énoncé dans le
cadre trop restreint des espaces vectoriels de dimension finie. Nous en donnons ici un énoncé valable

dans un espace de Hilbert quelconque.

Théoréme 3.1.1Soit.»#” un espace de Hilbert quelconque, dont le produit scalaire est fotéet la

norme|.||. Pour ne N*, soient(ui)ie[n] et (vj) i deux familles de n vecteurs dé’. Alorson a:

n
det ({u,v;))| < ullvill -
| det ()| <[]l

Démonstration :

Si la famille (u;) est liée alors I'équatiory! ; Aiu; = 0 admet une solutioiAy, ..., An) non-

ie[n
triviale (c’est-a-dire différente d€0,...,0)) dansC" donc, en multipliant scalairement a droite par

chaquev;j, ce mémen-uplet(A4,...,An) est également solution du systéeme d’équations :

<i_illi<u“v]‘>>j€[n] .

Cela signifie que les lignes de la matriggs, vj)) 2 sont liées, donc dgf)c 2 ((ui,vj)) =0 et

(i,))€n
I'inégalité est alors trivialement vérifiée.De fagon analogue, si Iafar@]l)aje[n] estliée, det jcme ((U,v))) =

0 car les colonnes de la matri¢é11i,vj>)( , sont également liées.On s’intéresse donc au cas ou

i,i)€n]
(ui)ie[n] et (Vj)je[n] sont libres. On peut de plus supposer que ces deux familles engendrent le méme
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espace vectoriel, c’est-a-dire que \/é@l |e[n) = Vect((vj)je[n]). En effet, siP est le projecteur
orthogonal Sut = Vect(( ,)ie[n]), alorsona:

v(i,J) € [n?, (u,v)) = (ui,Py;) .

Ceci résulte simplement du fait que= Pv; + (Id — P)v; et (ld — P)v; L E donc(u;,vj) = (ui,Pvj) +

(u, (Id — P)vj) = (u, Pyj). Donc quitte & remplace(rvj)je[n] par (ij)je[n], on peut supposer que
E= Vect((u-). fn }) = Vect((v-) JE[n]>' L'idée de la démonstration est d'utiliser la procédé d’orthonor-
malisation de Gram-Schmidt pour orthonormaligay; ., et (v;) ;. de lafagon suivante. On définit

une famille de vecteurge;). ., par:

ie[n|
o1 = U,

pouri € [2,n], &; est le projeté orthogonal deg sur (Vect(us, ...,ui,l))L.

Ainsi, Vj € [n], chaqueq; s’écrit : aj = uj + zi"*lMi jui, ou les coefficientsv] ; sont déterminés
de fagon unique. lls permettent de définir la matrice de passagja.):’g a (o), < QUi est donc
une matrice triangulaire supérieure, dont les coefficients diagonaux sont tous égaux a 1. Par construc-

tion, la famille( i), est orthogonale. Pour obtenir une base orthonormée, il suffit de multiplier

ie[n|

chaqueo; par On pose donal; = m ce qui revient a dire que la matrice de passage des

HaH

o; aux U; est dlaqHalH, ). Le passage déu.)le[n a (u/i)ie[n] est donc donné par la matrice

K Hanl\

M = diag(Ha—llH, s m).M. La matriceM’ est donc triangulaire supérieure, et ses coefficients diago-
naux sontM’;; = m.On procéde de fagon tout a fait analogue pour orthonormaﬂiﬁ%re[n] . on
posef; = vi et pouri > 2, on définitB; comme le projeté orthogonal desur (Vect(vl,...,vi_l))L,

et apres avoir normalisgB; ), on obtient une base orthonorm@), . La matrice de passagé

i€[n)”
de (v.)le[n] (\/.)ie[n] est trlangulalre supérieure, et ses coefficients diagonaux\spne m.Pour

conclure, il reste a remarquer que la matr@e= (<U/i,\/j>)(i el peut étre interprétée comme la

matrice de passage (ﬂa’i)ie[n] a(vi) puisquev; = ST, (Uj,Vj)U) donc elle est orthogonale et

ie[n] (
son déterminant vaut 1.Comme on a de plus :

(Uiv) = <ZMkluka/ZNFJV€> (3.34)

n

= /Z M7 (Ui, V)N (3.35)
- (WGN’)Lj , (3.36)
on peut écrire I'égalité matricielle :
G =M'GN
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3. LE MODELE DEHUBBARD DANS LE LANGAGE DE LA THEORIE DES CHAMPS

Ainsi, detG’ = det(M" detGdetN'), soit :

x detG x

-t _
Mt o] M Bl

et finalement :

n
detG = [ [|oall[| Bl
Il:l | |

Comme||ai| < ||ui]l et]|Bi]| < ||, le résultat est bien établi :

det () < [l

(i.j)en?

Borne de Hadamard

Nous rappelons ici une autre inégalité classique permettant de majorer le déterminant d’'une ma-
trice. Il s'agit de I'inégalité de Hadamard, qui peut étre vue trés simplement comme un cas particulier

de l'inégalité de Gram. Pourc N*, soitA = (ajj)( ) une matrice a coefficients complexes. Alors

i,jen?
n n

det (gj) < ail?.

(i,j)e[n]z( i) B\/J;\ il

On considere I'espace vectoriél' muni de sa base canoniq(lq)je[n} ¢ =(0,...,1,...,0). Soit

ona:

Démonstration :

(a;)ie[n] la famille de vecteurs d€" correspondant aux lignes de la matrkea = (&1, ...,an). Les

coefficients de la matrica peuvent alors s’écrirea;; = (a;,e;j) et d’aprés I'inégalité de Gram, on a:

n
detn < [l
I

etcomme|a|| = /Y |aj|? et||&] = 1, le résultat est établi.

Application au contréle de la série perturbative

Voyons maintenant en quoi les inégalités de Gram et de Hadamard peuvent nous aider pour le
contrdle des séries perturbatives. En fait, pour pouvoir utiliser I'inégalité de Gram, nous devons écrire
le propagateu€(x,y) comme un certain produit scalaire dans un espace de Hilbert convenable. Nous

avons vu que :
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ak.(y=x)

1
COxY) = 7™ kerM T /[M[rdkldkg o ook (3.37)

Cette forme intégrale suggere d’essayer d’'écrire I’intégrw@% sous la forme d’un produit

de deux fonctions de carré intégrable Bfif x [, z[2. Or, en toute rigueur, ceci n’est pas possible &
cause de la dépendancelgnll y a la une petite difficulté que I'on peut résoudre de la fagon suivante.
Lidée est d’exploiter le fait que la relation de dispers'e(r?k)) = COSK1 + COskz est uniformément

N
bornée |e( ( k))| < 2. Donc siE est une constante numérique assez grande (par exé&mplEd), on

peut écrire :
1 1 1 1
. = - — - 3.38
ikg — cosk; — cosks iko—E + ikg—cosk; —cosk, ikg—E ( )
1 —-E
_ n cosk; + cosky (3.39)

iko—E (ko — E)(iko — cosk; — coskp)
On peut alors réorganiser tout le développement en absorbant la qt?lgbgtéans une redéfinition du
potentiel chimique (ce qui est possible puiséee dépend pas dé, k»)), et en prenant

cosky +cosk, — E
(iko — E)(iko — cosk; — coskp)

comme propagateur. Néanmoins, comme on peut s’en douter, I'usage du prop@gét¢au lieu de

Ce (k) = (3.40)

C(k) est trés incommode et risque de compliquer énormément les développements ultérieurs. En fait,
comme cela a été discuté dans [FT90], [FT91] et [GLMO02], on peut montrer que la théorie obtenue avec
Ce (k) est équivalente a celle formulée a I'aideClg), a condition de mettre un cut-off convenable sur
la variableky. C’est cette approche que nous retiendrons par la suite. Ainsi, nous sous-entendrons a
partir de maintenant qug <y, Signifie en faity, -y, 17 (ko) ol 1t est une fonctiorC” a support
compact qui s’annule lorsquky| est de I'ordre de AT. C’est cette convention qui a été implicitement
utilisée dans [Riv], [AMRO05a] et [AMRO5b].

Ce point étant précisé, revenons maintenant a notre borne de Gram. Puisque la sokgraeraur
porte maintenant un nombre fini de termes, I'écritur€@ey) sous la forme d’un produit scalaire ne

pose plus aucune difficulté. On a par exemple :

1 g kX —(iko + cosky + coskp) kY
Cixy) = posnT / dkudl (ko L 2
@m)°" oy /Il \/k§+(cosl<1+cosk2)2 \/k§+(cosk1+cosk2)2
1
=~ aT / dkedke Fe(K)Gy (K 3.41
(271)3ﬂ kOGZMT —— ke Fx(K)Gy(K) (3.41)
avec .
eflk.X
F(k) = (3.42)
\/kg + (cosk; + COSkz)2

65
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et
—(i k.y
G,(K) = (iko +cosk; + coskp )€

\/k(2) + (cosk; + COSkz)2

(3.43)

Les normed.? des fonctiond, et Gy peuvent étre majorées par une méme constaritelépen-
dante dex, y et T :
IF[[<Ket|Gyl<K, (3.44)

si bien que la borne de Gram peut étre immédiatement appliquée au déterminant fermionique pour

donner :

det C(f,q) ‘ < |_! ( | Gxg ||> (3.45)
(f,g)edﬁxﬂ< ) femgz“:xfu geF
K2

< (3.46)

Le coefficient d’ordren dans le développement de la fonction de partiZ¥ ) peut alors étre majoré
par :
1
un] < 5 2VKE (3.47)

On voit que la borne de Gram nous a permis de majorer le déterminant sans faire apparaitre de nom-
breux termes. Cette borne Juk| nous permet de vérifier une propriété que nous aurions pu pr@voir
priori : pourT > O fixée et dans un volume fin fini et fixé, Z(V) est analytique e sans restriction

(rayon de convergence infini). En fait, ceci était évident a partir de I'expression :
Z(V) = Tr<e’ﬁ(ﬁ’“m> (3.48)

puisque dans un volume firt et N sont trivialement des opérateurs bornés. Toute la difficulté étant
justement d'étudier la limit& — Z?2, il est clair que la borne (3.47) ne convient pas a cause du facteur
V", Notons que la borne de Hadamard conduirait au méme type d’expression, impuissante a étudier la

limite thermodynamique.

3.2 Développement a I'aide d’'une formule d’interpolation

Les deux approches précédentes, trop naives toutes les deux, nous obligent a envisager d’'autres
méthodes. En fait, elles sont toutes les deux extrémes en ce sens que la premiére, en développant
complétement le déterminant, fait apparaitre des propagateurs entre tous les vertex, donc permet en
principe d’effectuer les intégration. [1v_; dx, dans la limite thermodynamique, mais se heurte au

probléme bien connu du « trop grand nombre » de graphes de Feynman, tandis que la seconde tire parti
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du principe de Pauli mais ne permet pas d'utiliser la décroissance du propagateur pour effectuer les
intégralesy,» [10_; dx,, donc ne permet pas d'étudier la limite thermodynamique.

En fait, nous voudrions trouver une technique intermédiaire, qui développe suffisamment le déter-
minant fermionique pour faire explicitement apparaitre des propagateurs dont on pourra exploiter la
décroissance, tout en laissant une partie du déterminant non développée. Pour étre plus précis, nous

aimerions avoir une expression du type :

i (cth9) = 3 (ﬂC(Xé’VU) det(C(t.9) (3.49)

ou L décrit une certaine classe d’ensemble de lignes connectant tous les vertex. Pour le moment, cette
idée n'est pas encore formalisée, mais nous voyons immédiatement les problémes que nous devons
résoudre, qui ne sont que des reformulations des difficultés qui ont fait échouer les deux méthodes
naives précédentes :

— les ensemblek ne doivent pas étre « trop nombreux »,

— le déterminant restant doit pouvoir étre borné par une inégalité de type Gram.
Ce développement intermédiaire peut étre fourni grace a une formule inductive fondée sur le « théoréme

fondamental de I'analyse » : §i: [0,1] — C est de class€ alors f(1) = f(0) + [5 f'(t) dt.

Philosophie générale

En effet, imaginons que certains propagateDf$;,g:) (pour (f1,01) appartenant a un certain
sous-ensembl®’ de o7 .# x %) du déterminant fermionique soient interpolés linéairement a l'aide
d’'un parametres € [0,1] : ils sont remplacés p&(f1,01)(s1) = 1C(f1,01), de sorte quE(f1,01) =

C(fl,gl)(sl)‘ X Cette interpolation el; se répercute sur le déterminant fermionique, et on peut
5=

écrire :
det {C(f = det  (C(f 3.50
Lodet (cfe) = det (c(f.o)s >) (3.50)
—  det (c(f / d det  (c(f, .
<f,g>e.§axy( (f.9)( 7 Sldsl fg@‘;%?( ( g)(sl))

Nous rappelons ici que la dérivée d’'un déterminant dont les coefficients dépendent d'un paramétre

s’écrit généralement :

d
— det C(f,9)(s1) ) =
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. adet<C(f,g)(81) . L. . , . .
ol —eg est une notation commode pour désigner le mineur du déterminant fermionique
correspondant a la positidrf,g). En I occurenceM 0 dés queC(f,g) n'a pas été interpolé
(c’est-a-dire( f,g) ¢ ¥1) et comme l'interpolation es; est Ilnealrem C(f,9) si(f,q9) € ¢1.
Ainsi,ona:

4 et (C(f )( )) C(f )adet(c(f’g)(sl)> (3.52)
g € ,0)(S1 = 1,01 .
ds (f.gead FxF (fbglz)e%ﬂl JdC(f,0)
dou:
det(C(f det(C(f ds, C(f det(Cl1.01)() 3.53
et( ( 7g)> - et( ( ,g)(&l_)) 81:0+ / S 1791) aC(fl,gl) . ( : )

(f1,91) 6%”1
On voit d’emblée que cette technique de développement est a la fois trés simple et trés souple
d’utilisation puisqu’on peut choisir 'ensembi¢; comme on le souhaitesf n’est pas nécessaire-

ment de la formeA x B avecA C «7.% etB C .%). Cette procédure peut étre itérée : chaque mineur

9det<c(f1,91)(51) . R . A A 5 i i
—cthgy  Peut a son tour étre interpolé grace a un paramgtre [0,1]. Pour cela, il suffit

de choisir un sous-ensemidt® C 7.7 x .%\{(f1,01)}, puis de remplacer chaq@ f,,g.)(s;), ou
(f2,02) € 62 parC(fz,02)(s1,S2) = $C(f2,02)(s1). On peut alors écrire :

ddet(C(f,o)(s))  odet(C(f.g)(s1.%))
dC(f1,01) - dC(f1,01) (354
) ) -
8det(C(f,g)(sl,sz)> 1 8det(C(f,g)(51752))
B dC(f1,01) o+/0 ds e dC(f1,01) (3:59
o

Il est & noter qu’en fait le sous-ensembfe C 7% x .% de propagateurs interpolés a la deuxieme
étape peut étre choisi en fonction de chag@fieg:) € 41 d’'une facon différente. Il serait donc plus
juste de note®?>( f1,01) 'ensemble des propagateurs interpolésgpapour chaque terme de la somme

> (fL.ae)- A cette deuxieme étape du developpement, on a donc obtenu I'expression suivante pour le

déterminant fermionique :

adet(C(f,0)(s1.%))
dC(f1,01)

det(C(f.9)) = det(C(1.g)(s1))

+ / ds; C(f1,01)
(f1,01) 6‘51

S]_:O
=0

02det(C(1,9)(s1,%2))
dC(f2,02)9C(f1,01)

+ 3y )3 /1dsl /Oldsz C(f1,01)C(f2,02)(s1)

(f1.0)€%1 (f2,02)€Bo(f1,01) 7 ©

(3.56)
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On peut naturellement poursuivre le développement & un ordre quelconque, qui doit bien sdr rester
inférieur ou égal a2 I'ordre du déterminant fermionique. Cette stratégie de développement est trés
générale et peut étre appliquée a des quantités caractéristiques de systémes a grand nombre de parti-
cules, telles que la fonction de partition ou les fonctions de Schwinger.

Néanmoins, le lecteur remarquera que I'écriture des formules obtenues devient trés vite assez
lourde. De plus, il est clair qu'un tel développement ne peut présenter un intérét que si les régles qui
définissent les ensembl&§, 42(f1,01), %3<(f1,gl), (fz,gz)>, ..., permettent effectivement de mieux
contrdler la série perturbative. On voit que chaque dérivation par rapport a un paramétre d’'interpolation
permet de "sortir" explicitement un propagateur du déterminant (au prix d’'une somme sur les propaga-
teurs interpolés). C’est précisément a I'aide de ces propagateurs que I'on entend borner les intégrales
sur les positions spatiales des vertdxpriori, un seul propagateur est suffisant pour intégrer sur un
vertex donné; on s'attend donc a ce qu'il soit inutile (et méme dangereux) d’interpoler un deuxiéme

propagateur entreetV’ si cela a déja été fait. De plus, nous devons faire en sorte que le déterminant res-
dPdet| C(f,0)(st, - » Sp)

IC(T1,01) - IC(Tp,0p)
de facon plus précise, en examinant particulierement ces deux points.

tant, , Soit compatible avec la borne de Gram. Reprenons donc ce développement

Développement inductif « a la Battle-Federbush »

On peut considérer, de facon Iégérement imagée, le déterminant comme "I'énergie d’interaction de
n objets, en 'occurence les vertex. Chacun de ces objets interagit avec tous les autres. On peut donc

essayer de représenter ces objets en interaction de la fagcon suivante.

FiG. 3.1:nvertex en interaction

On chaisit un premier vertex de référence (par exempleet grace a une interpolation, nous allons

nous ramener a une situation xuest découplé des autres vertex. Pour cela, on pose :

C(f,g)(s1) = siC(f,0) si(f,g) connectex; a I'extérieur®,
(f,9)(s1) (f,9)si(f,9) 1 (3.57)

=C(f,g) sinon.
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3. LE MODELE DEHUBBARD DANS LE LANGAGE DE LA THEORIE DES CHAMPS

On obtient donc :

det(C(f,9)) = det(C(f,g)(s1)) - / ds: C(fl,gl)adet(c(f’g)(sl)> (3.58)

)
(f1.01) connectant ac( f17 gl)

X1 & {X,..., Xn}

ce qui peut étre représenté par la figure suivante :

. R O L R

FiG. 3.2: La premiére étape du développement

On remarque que le terme c(él(f,g)(sl))‘ o correspond a un découplage xieet des autres
5=

vertex. Ce déterminant peut donc se factoriser (def,g)(sl)) Lﬁ =detr gcr ) X et g)cz(x0,..., %)

ou nous avons noté (x,) 'ensemble desf, g) tels quexs = Xg = Xq, et.7 (xz, ..., Xn) Celuideq(f,Q)

ddet (C( ,0)(s1)

tels quexs etxy sont éléments d¢xz, ..., X,}. Chaque mineurW est ensuite interpolé

d’'une facon spécifique, dépendant(dg g1). Soitx,, le vertex lié ax; par(f1,91). On pose :
C(f,0)(s1,%) =SC(f,g)(s1) si(f,g) connecte{xq, Xy, } & I'extérieur,
=C(f,g)(s1) sinon.

On obtient :

| o 9 det(C(f,9)(s1.%2))
[ |
S1= (f1.91) connectant Lo aC( fl) gl)

X1 alextérieur $=0

det(C(f,g)> = det( (f,0)(

Y R 92det(C(f,0)(s1.%))
e [ g |
3 2 (f1,91) connectant (fzgz);nnectant ( ! gl) ( ? 92)( l) 8C( f2792)ac( f17g1)

X1 alextérieur {xq.xvy} alextérieur

(3.59)

adet(C(f 9ls, Sz)) _
La encore, on peut remarquer que le mlnewW peut etre factorisé :

=0

9 det(C(f,g)(s1,2))

= det (C(f det C(f 6
dC(f1,01) (f)g)eyﬁlw( ( ’g)(sl)) X(tg)eﬁme\{xllxu)}( ( ’g)>
=0 (f.9)#(f1.91)

6Nous avons noté, I'ensemble de tous les vertexy = {X1, ..., Xn}.
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Il n'y a pas de probleme de signe puisqu’on déplace toujours un bloc du méme nombre de lignes et de
colonnes, ce qui donne un nombre pair de transpositions.On peut sans difficulté de principe poursuivre

le développement jusqu’a I'ordre— 1 et écrire :

det(C(f,9)) :ng/oldsl.../olds | >3

f1,91) connectant (fp,gp) connectant (fr,gr) connectant
X1 alextérieur {xqxv;} alextérieur {xq v s Xy g}
a l'extérieur

8’det<C(f,g)(si,... ,s))

C(f1,1C(f2.G2)(50)- C1r ) (51 51) 358 05 o g

(3.60)

S+1=0

avec les conventions naturelles que le terme0 est simplement d{C(f,g)(sﬂ) ‘ o et que lorsque
st

. 8fdet(0(f,g)(shu. ,Sf))
r=n-—1, la prescriptiors,.1 = 0 pour 9T, G ) 9C(Tag)

Ce développement est connu sous le nom de développement « a la Battle-Federbush » dans la

doit étre supprimée.

littérature (voir [BF84] et [Bry86]). Le lecteur peut facilement se rendre compte que chaque terme
du développement, correspondant a un systéme de péires), ... , (fr,0r) peut étre représenté par

un graphe qui a la particularité de ne contenir aucune boucle, par construction : chagyéxpaire

définit deux vertex distincts que I'on peut relier par un lien. La formule (3.60) peut donc s'interpréter
comme une formule d'arbre. Observons toutefois que les arbres considérés ici ne sont pas astreints a
connecter tous les vertex ; ceci provient du fait que nous avons considéré jusqu’a présent le déterminant
fermionique dans sa globalité, en prenant en compte ses parties non-connexes. Si on se limitait a sa
partie connexe ds{C( f, g)) , 0N pourrait I'exprimer comme une somme sur les arbres connectant tous
les vertex. De plus, I’intéréct de ce développement est que le déterminant obtenu a la fin est compatible

avec la borne de Gram. Ainsi, on peut écrire :

a”‘ldet(C(f,g)(Sl, s Sq—l))

< KM, 3.61
dC(fh-1,0n-1).-.9dC(f1,01) |~ (3.6

uniformément par rapport aux parametees... , 1. Ceci est di au fait qu'a chaque étape, ces

parameétres définissent un découplage convexe au sens de [Bry86].

Développement a I'aide d’'une formule de forét

Comme on I'a vu, la formule (3.60) exprimant le déterminant fermionique a été obtenue « a la
main » de fagon inductive. Ceci est en soi un peu désagréable car il serait beaucoup plus commode de
disposer d'une formule générale permettant d’écrire directement le résultat. De plus, le développement

inductif précédent n’est pas vraiment canonique puisqu’il repose sur le choix d’'un vertex de départ
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3. LE MODELE DEHUBBARD DANS LE LANGAGE DE LA THEORIE DES CHAMPS

privilégié. Ces inconvénients peuvent étre résolus par I'usage d’une formule de forét que nous exposons

maintenant. Pour avoir plus de détails & ce sujet, le lecteur intéressé pourra consulter [AR95].

Formule de forét de Taylor-Brydges-Kennedy

Soitn un entier supérieur ou égal a[8] 'ensemble{1,... n} et Z,([n]) 'ensemble des paires de
[n] (de cardinah(n— 1)/2). SoitF une fonction définie sukR“2("), & valeurs complexes, et de classe
C>. On notel¥ I'élément deR“2(I") dont toutes les composantes valentd = (1,... ,1). On a alors

la formule suivante :

ad forEtsn@? ([le_!z/ dWE) (fe aWe) <X¢ «Wé)ée/a))

ouX” ((Wg)Kg) estun élément d&”2("), dépendant de la famille de variables d'intégration) ;c »

défini par ses composantes :

Xin <(W‘)56=¢) = 0'sii et] ne sont pas connectés pér,

=inf{w,, £€Pz(i,])} siietj sontconnectés paF ,

ouPz(i, ) est 'unique chemin de# joignanti a j. Cette formule particulierement élégante nous rend
capable de développer le déterminant fermionique de la fagon suivante : chaque progagatgur

est remplacé paw;; ;;C(f,g) oui et j sont les indices de vertex respectifs des chafpsg, et les
wyi jy sont une famille de parametres réels indexesgaf[n|). Le déterminant fermionique devient
alors une fonction desy; j;, et on peut écrire directement, par application de la formule des foréts de

Taylor-Brydges-Kennedy :

(f,g)eqeie,,gix,? (C(f g) forets/ (ZIG_L/ dWZ) (ZIG_Ldet<W{v(f),v(g)}C(f,g))>

ouv(f) etv(g) désignent les indices de vertex des charhpsg.

)

wii, =X, ({we})

Pour aller plus loin, il suffit d’expliciter les derivées partiel{gs. » aiw, det. Pour cela, examinons
d’'abord le cas d’'une dérivés simplg‘”"—Et Il est facile de voir quev; j, apparait exactement huit fois
dans le déterminant interpolé. En effet, si on fixgj} € Z»(]n]), on se rend compte que I'ensemble

des(f,g) € &.7 x .7 tels que{v(f),v(g)} = {i, |} est exactement :

L0605 T3%55 105 O, TiXgs L)y (6, Lixgs 1)s (6 LiXgs 1)s (X5, T5%, )5 (X3, 5%, 1) (X, 1%, 1), (X, 1%, 1)
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Ces huit possibilités correspondent au choix d’attribuer I'un des indioag a I'antichampf ou au

champg, puis au choix d'une valeur de spin pour chaduetg. On peut donc écrire :

0 det(w{v(f%\,(g)}C( f, g)) C( b) d det(w{v (f, g))
= X, & Xj,
8W{i~,j} a, bgT, 1} J 8C(x.,a XJa )
+ Clxi, 8% adet(w{v )) (3.62)
a, beTT, |} XD C(xj,ax. b) '

8det<w{v(f)\, }C(f g))
8(:(x,(J &X(i), ,b)
posmon(xi(j),a; Xj(i),b). Compte tenu du symbole de Kroneckg(y) »g) dans I'expression du propa-

, 1a encore; est une notation commode pour représenter le mineur relatif a la

gateurC(f,g), il est clair que dés qua# b, C(x(}),& X;.i),b) =0, donc I'expression précédente peut

étre simplifiée en :

d det(W{v(f),v(g)}C( f, 9)) J det<W{v(f),v(g)}C( f, g))

= C(Xi,X') B
8W{i7j} aE{ZT7l} J 8C(xi7a,xj,a)
d det{ Wyy 1) v C(f,0)
+ Y Clxj,%) (w0 Vo) ) (3.63)
afr ) dC(xj,a; X, a)

Cette remarque permet en outre d’écrire simplement le mineur en poskiomx;,a) comme

dets ger 7\ (x.a))x 7\ {(x.a) - autrement dit, il n’y a pas a se soucier de la présence éventuelle d’un
signe—1.Pour alléger les expressions précédentes, nous introduisons quelques notations. Nous appel-
lerons lien orienté un coupl@, a) ou/ est un couplé€i, j) d’éléments dén] tel quei # |, etac {7, |}.

Si (¢,a) est un lien orienté avet= {i, j}, nous dirons que la paire (non-orientée)j } est le support

de (¢,a), et nous noteronsi, j} = supf¥,a). Enfin nous appellerons forét orientée tout nsemble de

lien orientés dont les supports sont tous distincts et forment un foréhjs@n peut alors réécrire le

développement du déterminant fermionique de fagon complétement explicite :

det 5 (C(1-9) /e ST ke WL CIAL)
e s = W s .
(f.9)ead FxF J foré}s%e[n]tées glel 0 SUPRY) (eg J H(’E?ac( (€)7g(€))

Au stade ou nous en sommes, réSumons-nous : Nous avons exprimé la fonction de partition du modéle
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3. LE MODELE DEHUBBARD DANS LE LANGAGE DE LA THEORIE DES CHAMPS

grace a la série formelle ensuivante :

0 An 1
Z(\V) = —/ dxg... dX, /dw )
( ) n;) n! vn ' foréts%entées([lel 0 Supn[))

Z sur [n]
3 det(wiy(1)v@)C(f,9))
(m (fw)’g(g))) Meesr 9C(F(£),9(0)) - (3.64)

Wi 1 =X7 i (Wi 3 })

On voudrait en déduire une expression pour la pressiorZiay. Il est bien connu en théorie per-
turbative des champs que si la fonction de parti#gs ) est donnée par la somme des amplitudes de
tous les graphes de Feynman possibles, la pressioA (Mg est donnée par la somme des amplitudes

des graphesonnexes Le lecteur ne sera donc pas surpris de constater que si I'expressiiiV gle

fait intervenir des sommes sur des foréts (orientées), celle d&(dg comporte une somme sur les

foréts connexes (plus précisément : sur les foréts orientées dont le support est connexe). Autrement
dit, log Z(V) s’écrit comme une série formelle dont chaque coefficient est une somme sur les arbres

orientés sufn|, c’est-a-dire sur les foréts orientées dont le support est un arbpel sur

@ an 1
log Z(V) = */ dx... dx < / dw pr(@)
an nt Jyn ar%[e%ri[ﬁFtés [Dj? 0 !

4 det(W{vm,v(g)}C( f ,g))
(fec/' (f(ﬁ),g(é))> Meez C(F(£),9(£)) . (3.69)

Wi 1 =X iy (Wi j3 1)

3.3 Le probléme de la surface de Fermi

La formule de forét de Taylor-Brydges-Kennedy est sans doute a I'heure actuelle le moyen le plus
direct d’écrire un développement du déterminant fermionique qui explicite le minimum de propagateurs

pour connecter tous les vertex, tout en préservant la borne de Gram. Néanmoins, ce développement est

Cte
log?T "
plus loin, nous aurons besoin d'utiliser un outil fondamental complétement occulté jusqu’a présent :

insuffisant pour établir I'analyticité du modéle a volume infini dans un domaipg Pour aller
I'analyse multi-échelles. Comme nous allons le voir, cet outil n’est rien d’autre que I'implémentation
dans un cadre constructif des idées de Wilson sur le groupe de renormalisation ([Wil71a], [Wil71b],
[Wil75]). Laspect fondamental formulé par Wilson est qu’une théorie des champs générale doit étre
analysée en terme&échelles d’énergie Autrement dit, nous allons devoir analyser plus finement notre
espace de Fourier. En effet, le propagat@) a de mauvaises propriétés de décroissance dans I'espace

réel du fait de la singularité définie pi — cosk; — cosky = 0. Nous avons vu gu’en faky n’est
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Le probléme de la surface de Fermi

jamais nul a températuie > 0 puisqueky décrit I'ensemble des fréquences de Matsubara, gu>
nT. Néanmoins, pour se représenter le probleme, il est utile de supposer provisoiremé&gntegtie
une variable continue pouvant éventuellement prendre la valeur 0. La singularité du propagateur dans

I'espace de Fourier est appekaface de Fermij et nous la noteron# . k € % est donc équivalent a :

ko=0
(3.66)
cosk; +cosk, =0,
soit :
ko=0
ko=0
= ki +ky = £7[4 3.67
cos("liz"z) cos("l;Z"Z) =0 vrie = Sl =80
kl—kz = :|:7'L'[47'L'] .

En considérantki, ko) non pas comme un élément 88/(2x7)? mais comme un élément de la pre-

miére zone de Brillouiri—7, 7[2, on obtient :

ko=0
ki+ko==+7 (3.68)
kl— k2 ==r.

Ainsi dans le plarky = 0, la surface de Fermi est la réunion de quatre segments de droite formant

rigoureusement un carré. La figure (3.3) donne une représentation de cette surface de Fermi.

k2

-7

FiG. 3.3: La surface de Fermi dans la premiére zone de Brillouin

Nous insistons sur le fait que cette représentation est valable dans la premiere zone de Brillouin.

En réalité, comme nous I'avons dik;, k») doit étre considéré comme appartenant aulksig2x7)>?,
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3. LE MODELE DEHUBBARD DANS LE LANGAGE DE LA THEORIE DES CHAMPS

si bien que les « coins p-7,0) et (x,0) d’'une part doivent étre identifiés, de méme que les « coins »
(0,m) et (0,—x) d’autre part. La surface de Fermi est donc singuliére en ce sens qu'il ne s’agit pas
d’une courbeC! : aux coins du carré, les vecteurs tangents n’existent pas (tout au plus on peut définir
des vecteurs tangents a gauche et a droite). Dans la littérature, ces coins constituent des singularités
de Van Hove. Il semblerait que celles-ci aient une importance capitale pour la physique du modéle.
En effet, on a vu au chapitre 1 qu’on s'attendait & ce qu'un systéme bidimensionnel d’électrons puisse
étre décrit selon la théorie de Landau des liquides de Fermi. Or, le résultat majeur de la présente
theése est précisément que le critére de Salmhofer ([Sal98]) pour les liquides de Fermi est violé. Enfin,
remarquons que la présence de ces points non-réguliers sur la surface de Fermi est tres particuliére au

cas du demi-remplissage. En effet, dés que le potentiel chimique est différent de 2, elle est définie par :

ko=0
cosk; +coskp =2— L .

(3.69)

Les singularités disparaissent alors complétement, et la surface de Fermi prend alors I'allure suivante :

<
o - ™ w
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x

FiG. 3.4: Surface de Fermi avec2u # 0

Cette surface de Fermi est d’une importance capitale car c’est elle qui va nous guider dans 'ana-
lyse du propagateur que nous voulons mener. Les idées exprimées dans l'article historique de Wilson
impliguent trés généralement d’étudier une théorie des champs selon les différentes échelles d’énergie
possibles. En fait, dans notre contexte, la formulation de cette idée doit étre Iégérement modifiée : ce
qui conditionne la physique du modéle n’est pas la hiérarchie des différentes échelles d’énergie consi-

dérées dans l'absolu, mdiss échelles d’énergie comptées a partir de la singularité du propagateur,
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Le probléme de la surface de Fermi

c’est-a-dire de la surface de Fermiléanmoins, comme nous allons le vair, tirer précisément parti de
cette grande idée est difficile. C’est la I'essence des problémes (et donc l'intérét) liés aux singularités.
Historiguement, les théories des champs ont tout d’abord étudié des modéles ayant des singularités
ponctuelles. L'étude de modéles avec des singularités étendues est relativement récente ([DR00a] et
[DROOD]), et est nettement plus difficile. Les modéles fermioniques apparaissent donc naturellement
comme un approfondissement de ces idées. La singularité du propagateur, a savoir la surface de Fermi,
bien que non ponctuelle, reste néanmoins bornée. Ceci est une conséquence du fait que la premiere zone
de Brillouin est elle-méme de taille finie. Un approfondissement de ces questions pourrait consister en
I'étude de modeles ou la singularité est non bornée. C’est le cas de nombreuses théories des champs
formulées dans I'espace de Minkowski. Par exemple, pour la th¢briinkowskienne, le propagateur
dans I'espace de Fourier ggtt— otk? est la norme minkowskiennek? = ki — k% — ... — k3, si bien
que I'ensemble défini pad&® — m? = 0 est une surface non bornée, I'hyperboloide de masse. A notre
connaissance, aucune étude constructive de ce genre de modeéle n'a été entreprise jusqu’'a présent. La
voie standard est de formuler une théorie euclidienne, pour ensuite tenter de définir la théorie minkows-
kienne par prolongement analytique (voir [0S73]). Cependant, ces approches ne sont pas complétement
satisfaisantes, et il serait de loin préférable d’avoir une approche minkowskienne directe qui fait encore
défaut aujourd’hui.

Pour aborder le probléeme de la singularité étendue, commencons par découper le propagateur,
selon la proximité deko, ki, k2) a la surface de Fermi, ou autrement dit selon I'ordre de grandeur
de |ikp — cogk;) — cogky)|. Une facon commode de faire ceci est de décolpera 'aide d'une
progression géométrique de raiddr> 1, par exemple en écrivant :

RT* = {M7—|—00[U<DO[M(i+1),Mi[)’ (3.70)
i=1

l'intervalle [M,+o[ correspondant a la tranche de moment d’'indiee0, tandis que les intervalles
[M~0+1) M~1[ correspondent aux tranches d’indice 1. L'égalité (3.70) définia priori une partition
infinie de R™, mais cet infini est artificiel car, comme nous 'avons déja indiqik§,— cogk;) —
cogkz)| ne peut jamais étre rigoureusement nul st 0. En fait, on a jiko — cogk;) —cogkz)| > =T,

ce qui implique que dés qud— (Y < 27T, le découpage peut étre arrété. Nous sommes donc amenés

a considérer uniguement :

imalT) _
[M,+oo[u( U [M—<'+1>,M—'[), (3.71)
i=1
aveCima(T) = maXen- {M~" > xT}, d’ou :
. B |[INzT|
imax(T) —E< Y ) (3.72)
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3. LE MODELE DEHUBBARD DANS LE LANGAGE DE LA THEORIE DES CHAMPS

en supposantT < 1.0n pose alors :
ima(T

C(k) = ; )Ci(k) , (3.73)

avec
Co(K) = Ligmyem +w[} (KIC(K)
Cl(k) = l{E(k)e[Mf(iJrl)?m_i[}(k)C(k) pour 1< i < |ma><(T) .

On se propose alors d'établir des propriétés de décroissance pour le propa@dteus

1
(2m)¢

gularité des fonction€; (k) (du moins par rapport aux variables continkegt kp) en procédant a des

(3.74)

[ d3k é“*C;(k). Pour cela, il serait commode de pouvoir profiter d’éventuelles propriétés de ré-

intégrations par partie.

Cependant, le découpage introduit est « dur » car les fonctions caractérismuiesv&,i[ ne sont
méme pas continues. Nous sommes donc ameneés a abandonner le découpage précédent, peu maniable,
par un autre qui va étre effectué a I'aide d’'une fonc@nConsidérons donc une fonctionR™ — R,

de class€>, ayant les propriétés suivantes :
u(r) =1 pourr €[0,1],
u(r) €1[0,1] pourr € [1,2] (3.75)
u(r) =O0pourr>2.
Le graphe de u a I'allure suivante :

u(r)

S\

-2 -1 0 1 é r
FiG. 3.5: La fonction de cut-of

Il est alors facile de définir une partition de 'unité (c’est-a-dire une famille de fonctions a valeurs

comprises entre 0 et 1 dont la somme vaut identiquement 1) en posant :

Up(r)=1—u(r
olr) ( ) | (3.76)
Ui (r) = u(M2=Yr) —u(M?r) pouri € [1,imaxT)] -
Nous voyons que plusaugmente, plus le support dese localise prés de I'origine. Plus précisément,
on peut voir que supp;) C [M~2,2M~2(-D] et que pour € [2M~2 M~20-D] uy(r) =1
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Nous aurons également besoin de découper les tranches en secteurs plus petits. En effet, dans une
tranche d’indice, on connait I'ordre de grandeur {ly — cosk; — cosky| (en I'occurrencéM ), on ne
peut rien dire sur les ordres de grandeur respectifg dg etk, pris isolément. Ceci implique que les
propriétés de décroissance que I'on établirait pour le propagateur dans la traBckg ne seraient
pas optimales et ne permettraient pas de retrouver le comptage de puissance juste renormalisable de la
théorie. La question est donc : comment définir le découpage « angulaire », c’est-a-dire les secteurs a
l'intérieur de chaque tranchi€ Une premiére idée pourrait consister a introduire un découpage selon
les valeurs dd; etky, d’ou I'introduction de deux indices entiess et s,. Evidemment, nous devons
effectuer ce découpage angulaire en respectant les principes qui nous ont guidés dans la définition
des tranches; ainsi, un découpagellah~ M~ et |ky| ~ M~% ne serait d'aucune utilité, puisque
nous avons déja indiqué que le modéle devait étre analysé non pas en fonction de I'ordre de grandeur
absolu des moments, mais plutot en fonction de leur distance a la surface de Fermi. Ainsi, on pourrait
introduire un découpage tel que :

d(ki,F)~M=

(3.77)
d(ke, F) = M™%
oud(k,.#) désigne la distance entre la partie spatial& dela surface de Fermi :
d ki,k3),#)= inf ki —Kj)2+ (ko —K5)2 ¢ . 3.78
(o ko). 7) = int{ k= k)7 + e 12 378)

C’est une idée similaire que nous allons retenir, mais nous allons I'exprimer de fagon plus maniable
pour la suite. Tout d’abord, nous procédons a un changement de variable qui va rendre les c6tés de la

surface de Fermi paralléles aux axes des coordonnées. On pose donc :

k, = kitko
2 (3.79)
k — kk ’
si bien que
Ky + k: -
cosk; +cosk, = 2cos 1J2r 2 coskl > ke (3.80)
= 2cosgk+ cosgk, . (3.81)
Dans les variablegk;, ,k_), la surface de Fermi est définie par :
ki =+1
(3.82)
k- =+1.

La surface de Fermi dans les coordonn@esk_) est représentée sur la figure (3.3).
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N

Fic. 3.6: La surface de Fermi dans les variaties

La distance dék, ,k_) a la surface de Fermi peut alors étre évaluée trés simplement :

ds (k. 7) = inf{ k. — 1], k- +1]}
d (k) =inf{|k_—1, [k_+1]} .

(3.83)

En fait, lorsquelk. & 1] est petit, cette grandeur se comporte pratiquement commikeo&n effet,

ona :

cosgki ~ g\di(k,ﬁn (3.84)

pourk.. proche det1. Ceci conduit a poser la définition suivante du découpage angulaire. Pour chaque

tranche, on introduit une suite finie de fonctions, v1, ... ,v; définie par :

Vo(r) = 1—u(M?r)
Vs(r) = Us;1(r) pourse [1,i —1] (3.85)
vi(r) = u(M?r) .

On pose alors :

. oY (K3 +4co$ 2k, cof Zk ) vs, (co& Zk, ) Vs (coS Zk_)
e (k) = iko —2cosZk, cosTk_

(3.86)

et bien sdr, dans I'espace réel :

Ciiso ) (X) = 213(2:)2 / A . s 1(K) - (3.87)

En fait, ce découpage en secteurs de I'espace de Fourier respecte une autre prescription essentielle :
plus la courbure d’une tranche est élevée et plus la longueur des secteurs doit étre petite. Dit en termes

imageés, le découpage doit étre tel que les secteurs ressemblent & des rectangles ([Riv], [FMRT92]).
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Munis de cette sectorisatid@f’, nous allons pouvoir démontrer pour un propagateur localisé dans un

secteuro des propriétés de décroissance. En fait, nous avons le lemme suivant (voir [Riv]) :

Lemme 3.3.1Si la fonction u est de la classe de Gevrey d’ordrec 1, alors il existe une constante

c > Otelle que :

ICs(X)] < c.MS+7S g (0(0)* (3.88)

avec

do (X) = M~ [xo| + M™% |x; |+ M~ |x_| . (3.89)

3.4 Formule de jungle

Maintenant que nous avons introduit notre sectorisation de I'espace de Fourier, nous voulons en
tirer parti pour le contréle des grandeurs thermodynamique du systéme. Le développement précédent
a l'aide d’'une formule de forét est insuffisant en ce sens qu'il est totalement indifférent aux secteurs.
Nous voudrions donc une formule de forét optimisée pour les secteurs. Lidée est que lorsque I'on
cherche a connecter des vertex, on va utiliser les propagateurs de meilleure décroissance en priorité.
Cependant, il importe de préciser la signification de cette meilleure décroissance. Nous avons vu que
ICs(x)| admet des taux de décroissanceMen, M—S+ et M—S- respectivement dans les directions 0,

+ et -. Ainsi, intégrer sur un volume infini un tel propagateur va nous donner un fadtééirs- qui

est en quelque sorte le colt d'intégration d’'un vertex par rapport a un autre. Il semble donc naturel de
vouloir organiser le développement selon les valeurs croissantes de lindiger s (qui a été noté 2

dans [Riv] et [AMRO5a]). Il y a ici un point important a souligner : il serait tentant de vouloir optimiser
selon les trois indiceg s, ets_ séparément, mais cela ne peut étre fait de facon constructive. Nous
sommes donc obligés d’optimiser par rapport a cet indice moy&er‘lﬁsg—&. A ce stade, on entrevoit

une difficulté sur laquelle nous aurons a revenir par la suite : un propa@ategrpeut avoir un bonne
décroissance dans une certaine direction, mais une décroissance médiocre dans une autre.

On voit alors I'avantage décisif que fournit la formule de Tayor-Brydges-Kennedy par rapport au
procédé inductif de Battle-Federbush : I'optimisation peut étre écrite de fagon relativement simple dans
le premier cas, tandis que la seconde option conduirait a des formules inextricables. Expliquons ce
gue signifie précisément cette optimisation. Etant donnée une attribution de séc{bprﬂne valeur
d’indicer est assignée a chaque champ et antichamp. On ne considere d’abord que les (anti)champs

d’indicer = 0 et on interpole le déterminant fermionique a I'aide d’'une premiere famille de parametres
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{sﬂgu}}. On écrit alors :

det = C / d det c(f 3.90
e foretzsﬁo (Ze i ) ( l_’/l S?) left, %o g)({s{l J}})) ( )

On est alors certain d’avoir utilisé le maximum de propagateurs ayant I'ingic@. On considére

|
’

alors degt, #, (C(f,g)({sf{’i_j}})), que 'on interpole a l'aide d’'une famille de paramét @ j}>, se
rapportant alors aux antichamps d’indice: 1 tels qud et j ne soient pas déja connectés pay. On

a alors :

1
g, (Crahn)= 3 I .90 (U ) ds%) et (G0 (5h)1)
(3.91)

sur [n]
avec la contrainte qu&?, U.7; doit toujours étre une forét syn|. A ce stade, nous pouvons donc

écrire :

oSk 9= 2 2 <£Q00<f<6>,g<£>>> (@f“w’g(m)

sur [n] sur [n]

((Q /01d§> (Jl /Oldi) et (CLgU 1 ishy D) - (392

A ce stade, compte tenu de la contrainte ¢agdoit étre telle que%y U .#; soit encore une forét,

I'expression précédente peut étre récrite :

det Cf,g: Cfévgf
(f.Q)ed FxF ( ) fore;sﬁ‘o foréts;}ﬁb (g.lgjljl ( ( ) ( ))>

sur [n] sur [n]

<3£”10/ ) (Zefl/ )Ieftq/eotfl( (f’g)({sc{)ivj}}’{s%hj}})) . (3.93)

La encore, ce développement peut étre poursuivi jusqu’a un orduelconque. On voit que I'on

va alors faire apparaitre des sommes du type :

DI (3.94)
F0.F1D0.%0 FmDFm-1

Ceci conduit a poser la définition suivante : étant donné un emtier, on appellen-jungle une suite
croissante finie den foréts. On peut alors montrer en toute généralité la formule suivante, appelée

formule de jungle de Taylor-Brydges-Kennedy (voir [AR95]) :

82



Les bornes sur les coefficients dans des cas simplifiés

S0it Znm= Z2(|n]) x [m] etF une application dd, 1]”»m dansC de class€>. On a alors :

m d
R m-{igles <él;lmdsg> [(kljl (ZE«?lk:«lgkl 35‘2))] <X/({§Ei’j}})> (3.99)

I =(F1rrPm)

ou les composantes du vectégy({s‘{j j}}) sont définies par :

X/({éfm}}){i,j} =0 sii et j ne sont pas connectés pag,
=inf{s,, £ € Pg(i, )\ F_1} sii et | sont connectés paFy mais pas pai_1,
=1 sii et j sont connectés paFy_1, avec la convention quéo = 0.
(3.96)
Cette formule de jungle nous met alors en mesure d’écrire un développement du déterminant fer-
mionique optimisé selon l'indice= % en choisissam = 3imaxT) + 1 (c’est-a-dire le nombre
de valeurs possibles pour I'indigg. C"est ce développement qui est le point de départ de I'analyse

multi-échelles utilisée dans [Riv] et [AMRO5a] :

1
4el(C(t.9) s T (ﬂ c<f<z>,g<e>>> (ng[ A ds4> Jet (C(f.o)({sfi)))
i (3.97)

S =L Fim)
Evidemment, si on se restreint a I'évaluation des contributions a la pression ou a une fonction de
Schwinger normalisée, on fait apparaitre la contrainte que la fBggtc’est-a-dire le dernier étage de
la jungle #, doit étre un arbre connectant tous les vertex. On obtient alors bel et bien une formule

d’'arbre, mais celui-ci est optimisé en ce sens qu'il utilise les meilleures décroissances.

3.5 Les bornes sur les coefficients dans des cas simplifiés

Nous avons maintenant complétement préparé le lecteur a la suite, plus technique. Le but de ce

développement multi-échelles est de pouvoir prouver que les fonctions de Schwinger a volume infini
K

log?T "

L'article [Riv] aborde le probléme en considérant deux versions simplifiées de notre modéle, selon

et a températur® > 0 du modéle, sont analytiques en la constante de couplgger |A| <

une démarche assez habituelle. La premiére version consiste a étudier un modéle « mono-tranche »,
c’est-a-dire dans lequel la covariance est non@@s maisC;(k) = u;(k)C(k). Ainsi, |iko — cosk; —

cosky| a un ordre de grandeur fix¢, qui &t'. On a alors le théoréme suivant :

Theorem 3.1 Il existe une constantex O telle que pour tout & [0, imax(T )], les fonctions de Schwin-

ger a volume infini du modéle défini par le propagateps@nt analytiques e pour|A| < £.
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Pour la preuve détaillée de ce résultat, nous renvoyons le lecteur a [Riv], mais nous donnons néan-
moins une idée de la démarche. Nous ne considérerons que la pression pour simplifier. Le dévelopement

a l'aide d’'une formule de jungle donne :

= InZ Z)p,L (3.98)

avec :

/n I_L6 X1) 1 Co (X¢,¥¢) I_VJ 1b(0) (elel/oldso Ie?t?} (C(f,g)({s,;})) . (3.99)

Explicitons chaque élément de cette expression :

— % est le sous-arbre de I'arbre de Gallavotti-Nicolo qui correspond aux bipeds,

— &% est une famille de paires de champs et d’antichamps pour chaquebiped]

— {a/} et{by} sont les indices de spin, qui d’ailleurs ne jouent pas un réle crucial dans la suite,

— 7 est un arbre connectant lesvertex (qui doit donc étre considéré comme le dernier étage
d’une jungle),

- z’{cvj} est une somme sur les attributions de secteurs, ou le syrgbod@pelle qu'il existe une
contrainte selon laquelle il doit exister au moins un schéma de contraction de Wick compatible
avec chaque attribution,

— 2j(o) est une fonction caractéristique portant sur les secteurs attachésrae vertex, expri-
mant la loi de conservation des moments,

— xp(0o) exprime la contrainte que tous les champs internes du tiped des indices plus petits
gue les champs externes.

On passe alors au module et on écrit :
1 /
n!

fay o). 100}

/Vnué(m)gg@o(xé,ym J]l%j(a)be } ((Ll/ ds€>

Le déterminant peut étre majoré uniformément par rapport aux parangtfes

|pn| <

det (C(19)(s) | (2200

i+l¢
<c" A
'Igg; (cr.osh) <c v (3.101)
ou nous avons introduit I'indice= s, +s_ —i. Observons que dans le modéle mono-tranchme

dépend naturellement pas du champ auquel il est attaché. Evidemment, les intégr@[@%ld@)
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donnent un facteur 1, tandis que l'intégration sur tous les vertex, en tenant compte des propriétés de

décroissance et du comptage de puissance des propagateurs, donne :

/rls ) [ 1Colxy)

IN

|1c.|v|—i—'f|v|if+5+f+saf (3.102)

led

= "M (3.103)

leg
En prenant en compte la borne sur le déterminant et en se souvenant que celui-ci eshe’drthadis
gue l'arbreZ comporten— 1 lignes, on obtient :

/ n

|pn‘<7M Y Z o) [ 2(o /BM'ffe M PMMZ‘ (3.104)

vt ou) 7 {00} 1= be# S

On utilise alors deux lemmes (voir lemmes 5 et 6 dans [Riv]) qui permettent d’établir que :

n
%i(0) [ xo(o) [T M" M~1/2 < jrH2 (3.105)
{GZJ} = bD@ Ele—,L fegc/,llu,?
et:
oo 3.106
DI (3.106)
av) (b},

Ceci permet de conclure qlig,| < i?M~3-3(c.i)", ce qui établit le théoréme (3.1).

Modeéle multi-tranches

Le modéle complet (« multi-tranches ») conduit au méme type d’expressions. Néanmoains, nous
aurons besoin de faire apparaitre non plus seulement les bipeds, mais aussi les quadrupeds. Ainsi,
I'expression dun-iéme coefficient de la pressidhdans la limite de volume infini peut s’écrire :

l /
nt

yfg {UJ}
{av}.{bv},7

Pn=

/rLdX\,S X1) [ Co, (Xe, Y1) ((Jl/ d§f> det (f,g ({s”})) . (3.107)

La encore, du fait du comptage de puissance défavorable des bipeds et quadrupeds, la prise en compte
de ces sous-graphes dangereux est difficile au premier abord. Il est alors d’'usage de considérer dans
un premier temps un modeéle fictif, simplifié quelque peu artificiellement en prenant comme hypothése
gu'il n’y a ni biped ni quadruped. Autrement dit, on page= 2 = 0 (et bien s % = £2 = 0), et

on obtient une série formelle gu'il est d'usage d’appeler « la partie complétement convergente », de la

pression en I'occurrence. On ngtg les coefficients correspondants.
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En appliquant I'inégalité de Gram puis en effectuant les intégrations sur les vertex, on obtient de
facon tout a fait analogue a I'équation (3.104) :

n It

IpE) < — D3 T o) [ M VRESES (3.108)
n! V= LE. few’ FUF
(avhiba7 10V} ’

Par des technigues standard que nous ne détaillerons pas ici, on peut prouver la borne :
prl < (clogT)", (3.109)
ce qui prouve le théoréme suivant :

Théoréme 3.5.11l existe une constante = O telle que les parties complétement convergentes des

fonctions de Schwinger du modele sont analytiques pour [A| < Hogﬂ

Pour aller plus loin, il faudrait incorporer la présence des bipeds et quadrupeds dans la théorie.
L'adjonction de ces derniers se fait simplement en pagaat® mais en laissan® étre non trivial. On
définit ainsi la partie « sans bipeds » des fonctions de Schwinger. Pour la pression, nous mﬁferons
les coefficients correspondants. La prise en compte de ces fameux quadrupeds nous oblige a affaiblir la
borne du théoréme (3.5.1) d'un fact%. Ona:

Théoréme 3.5.21l existe une constante & O telle que les parties « sans bipeds » des fonctions de

Schwinger du modéle sont analytiquesiepour |4 | < “og T

La encore, nous renvoyons le lecteur a [Riv] pour une analyse plus détaillée. Pour pouvoir prendre
en compte les bipeds sans affaiblir la borne du théoréme (3.5.2), nous allons devoir mettre en ceuvre
des techniques beaucoup plus complexes. Cette étude fait I'objet de I'article reproduit en annexe A
([AMRO5a]). Notamment, les contributions des bipeds doivent étre renormalisées, mais cette renor-
malisation présente la particularité que les contre-termes utilisés sont nuls. Ceci est di au fait que sur
la surface de Fermi, les fonctions a deux points ainsi que leurs dérivées dans des directions le long
de cette surface sont nulles. Autrement dit, la surface de Fermi est conservée par le flot de renorma-
lisation. Ceci est une conséquence trés particuliere du demi-remplissage qui implique une symétrie

particule-trou. L'un des principaux résultats énoncés dans l'article [AMRO05a] est le théoréme suivant :

Théoreme 3.5.311 existe une constante & O telle que les fonctions de Schwinger du modéle sont

analytiques ek pour|A| < Hog T

En résumé, le modéle complet a un rayon de convergence au moins égal a celui du modele sans

biped. Ce résultat fut difficile & établir. Nous n’allons pas répéter ici les arguments développés dans
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[AMRO5a], mais nous dirons néanmoins que nous avons complété le développement initial par un
double développement en arches qui a permis d’isoler les contributions 2-particule-irréductibles. Ceci
nous a permis d’utiliser un théoréme de théorie des graphes connu sous le nom de théoreme de Menger.
A notre connaissance, I'usage de ce théoreme pour le contréle des développements constructifs est no-
vateur. A ce sujet, nous nous permettons une remargue spéculative et nous suggérons que ce théoreme
puisse constituer un outil supplémentaire parmi I'arsenal des techniques constructives, et qu'il puisse
ainsi aider a la résolution de certains problémes. Le dernier chapitre de ce mémoire traite en détail ce
fameux théoréme et en donne une démonstration. Nous avons préféré élargir I’'horizon et faire appa-
raitre le théoréme de Menger comme un corollaire d’un puissant théoréme d’optimisation des réseaux :

le théoréme max flow-min cut.
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Chapitre 4

Petite théorie des réseaux

Ce cour chapitre peut étre considéré comme un appendice : son but est simplement d’exposer le
théoreme de Menger. Plutdt que d’exposer brutalement celui-ci, nous avons préféré élargir un peu le
point de vue et montrer en quoi ce théoréme apparait naturellement comme un corollaire d’'un puissant

théoréme issu de la théorie des réseaux : le théoréme « max flow - mirt.cut »

Définition 4.0.1 On appelle réseau R tout quadrupletR D, X,Y, c) ou D est un digraphe (un graphe
dirigé), X et Y sont deux ensembles disjoints et non vides de I'ensemble des vertex de D, et c une
fonction définie sur I'ensemble des arcs A de D, a valeurs dans

D est appelé le digraphe sous-jacent du réseau R. X est I'ensemble des sources et Y I'ensemble des

puits. ¢ est la fonction de capacité.

Les vertex deD qui n'appartiennent ni X ni aY sont appelés les vertex intermédiaires, et I'en-

semble de ces vertex sera nbt®©n a donc :
V(D) =X| |Y| ]I (union disjointe). (4.1)

Remarque : il semblerait qu'on puisse tenter de définir 'ensemble des soxteaanme I'ensemble
des vertex qui sont I'origine de tous les arcs qui leurs sont incidents. De méme, on peuYd#&imime
'ensemble des vertex qui sont I'extrémité de tous les arcs qui leur sont incidents.

Nous introduisons également une notation trés utile qui sera constamment utilisée par la suite : si
f est une fonction dé dansR, et siK est un sous-ensemble B¢ nous poseron$(F) = S ..k f(a).
PourK C A, nous noterongK, K) I'ensemble des arcs deedont I'origine appartient & et I'extrémité
appartient & = A\K. Enfin, nous poserons' (K) = f(K,K) et f~(K) = f(K,K). En d’autres termes,

10n a gardé I'habitude d'utiliser ce vocable anglais méme dans la littérature francaise, I'appellation « théoréme du flot

maximal et de la coupure minimale » n’ayant aucun succes.
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f*(K) est la somme def(a), pour tous les arca dont I'origine est dan& et I'extrémité hors dé,
autrement dit pour tous les arcs sortantkdeDe méme,f~(K) est la somme de§(a) pour tous les
arcsa entrant dan.

Ces notations étant introduites, on peut alors donner facilement la définition d’un flot sur un réseau.

Définition 4.0.2 Un flot sur un réseau est toute application A — N telle que :

Vae A 0< f(a) <c(a), (4.2)
veel, fH(v)=f(v). (4.3)

La premiére condition est appelée contrainte de capacité. Elle exprime naturellement qu’on ne peut
faire passer a travers un arc une quantité plus grande que celle qui est autorisée par sa capacité (qui
doit donc étre pensée comme une capacité maximale). La seconde condition est simplement une loi
de conservation. Celle-ci n’est naturellement vérifiee que pour les vertex intermédiaires, car elle ne
pourrait étre vérifi€ée pour un vertex-source ou un vertex-puits que dans le cas particuligivper
f~(v) = 0, évidemment peu intéressant.

SiK CcV(R) et f estun flot suR, le flot sortant d& est la quantité§ * (K) — f ~(K). Le flot entrant

dansk est 'opposé de cette quantité, c’est-a-dirdK) — f 7 (K). On a alors le résultat suivant :

Lemme 4.0.1 Dans un réseau R muni d'un flot f, le flot sortant de I'esemble des sources X est égal au

flot entrant dans I'ensemble des puits Y :
fEX)— = (X)=f7(Y) - fH(Y). (4.4)

La démonstration est facile et est laissée au lecteur. Ce lemme permet de définir la valeur d’un flot

f, notéeval f, comme étant la valeur commune tie(X) — f~(X) et f~(Y) — f(Y) :
val f=fH(X)—f~(X)=f7(Y)—fT(Y). (4.5)

Cette notion de valeur d'un flot est essentielle dans les applications pratiques. L'un des plus fa-
meux problémes sera celui de la recherche d’un flot maximal, ¢’est—a-dire un flot de valeur maximale.
Concrétement, ceci a des applications au transfert d'information par exemple. Dans un réseau d'or-
dinateurs, imaginons gu’un ordinateur (le serveur) émette des données destinées a étre recueillies par
un autre ordinateur (un client). Un tel réseau informatique peut étre représenté par un réseau (au sens
mathématique) dont les vertex sont tous les ordinateurs, I'ensemble des sources se réduit a I'ordinateur
A et I'ensemble des puits a l'ordinateur B. Les arcs du réseau représentent les connexions entre les
machines, et la capacité de chaque arc peut étre pensée comme le débit maximal des données informa-

tiques a travers cet arc. Dans ce contexte, la recherche d'un flot maximal revient a attribuer a chaque arc

90



Réduction a un réseau ayant une seule source et un seul puits

un débit de données tel que les informations seront transmises de A vers B en un minimum de temps.
Il s’agit la d’'un probleme non-trivial, car en général le transfert des données doit étre réparti a travers

tout le réseau, et ne se limite pas a trouver un meilleur chemin joignant A et B.

On entrevoit alors, et nous aurons I'occasion d'y revenir, un application au contréle des dévelop-
pements perturbatifs en théorie des champs. Si I'on cherche a majorer 'amplitude d’'un graphe de
Feynman, nous avons que le probléme était de déterminer une procédure d’intégration des vertex les
uns par rapport aux autres. Nous avons été amenés ainsi a choisir un arbre qui sous-tend ce graphe, et
les intégrations étaient effectuées des feuilles vers la racine. On peut alors songer a optimiser le pro-
cessus et a choisir le meilleur arbre. Ce procédé semble d'autant plus naturel que dans une approche
constructive, ol I'on s’interdit de faire apparaitre les graphes complets, nous avons été amenées jusqu’a
présent a effectuer des développements en arbres. Mais nous avons vu que nous pouvons nous permettre
d’effectuer un développement supplémentaire, qui engendre des graphes 2-particule-irréductibles. Dés
lors, le procédé d’intégration revient en quelque sorte a optimiser selon les décroissances les plus im-
portantes, en ne se contentant pas simplement d’'un arbre, mais de tout le graphe. En fait, ce n'est pas
exactement dans cet esprit qu’'a été effectué le contrle du modéle de Hubbard, mais la preuve repose
crucialement sur I'existence de trois chemins aretes-disjoints (ou encore de deux chemins intérieure-
ment vertex-disjoints) joignant les deux vertex externes. Il n'est pas impossible que la recherche d’'un
flot maximal & travers un graphe permette de jeter un éclairage nouveau sur le contréle des développe-
ments constructifs de certains modeles encore non-résolus (comme par exemple le modeéle du jellium

a trois dimensions).

4.1 Réduction a un réseau ayant une seule source et un seul puits

La définition générale d’'un réseau donnée précédemment prend en compte la possibilité d’avoir
plusieurs sources et plusieurs puits. Néanmoins, en ce qui concerne la recherche d'un flot maximal,
il est possible de se ramener a un réseau ayant uniquement une seule source et un seul puits. Pour ce
faire, étant donné un résefuyil suffit d'ajouter au digraphe sous-jacent deux nouveaux verty,
de joindrex a chaque élément d¢ par un arc, et de joindre chaque élémenldeey. La capacité de
ces nouveaux arcs est prise égalecd. On a ainsi obtenu un nouveau rés&auont I'unique source

estx et 'unique puitsy. Etant donné un flof surR, on peut alors définir un flot correspondant Bur
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4.2 Coupures

Une notion extrémement importante pour I'étude des flots sur un réseau est la notion de coupure. On
appelle coupure tout ensemble d’arcs de la fofkad ), olix € K ety € K. Il est clair que la suppression
des arcs d’'une coupure rend impossible la jonctiorx @ty par un chemin respectant I'orientation
des arcs. En revanche, si I'on fait abstraction de I'orientation des arcs, autrement dit si on considére
le graphe non-orienté sous-jacent, celui-ci n’est pas nécessairement non-connexe. Ainsi, une coupure
n'est pas déterminée par un ensemble d’arcs, mais par un ensemble de vertex. On peut facilement voir
qu’un réseau avec une seule source et un seul puits adheetpures| étant 'ensemble de ses vertex
intermédiaires.

Si C est une coupure, sa capacité est simplement définie comme étant la somme des capacités de

ses arcs:
capC= Y c(a). (4.6)
Z

Cette notion permet de définir la notion de coupure minimale : une co@pe@seminimale si et seule-

ment si sa capacité est inférieure (ou égale) a la capacité de n’'importe quelle autre coupure :
C est une coupure minimale=- pour toute coupur€’, cap C< cap C. 4.7)

Il n’est peut-étre pas évidemt priori de voir le lien entre le probleme de la recherche d’un flot
maximal et la notion de coupure minimale. Cependant, on a le résultat suivant, particulierement élégant,

dd & Ford et Fulkerson [FJF56], connu sous le nom théoréme « max flow-min cut » :

Théoreme 4.2.1Dans tout réseau, la valeur d’'un flot maximal est égale a la capacité d’une coupure

minimale.

Le reste de cette section est consacré a la démonstration de ce résultat. Nous procéderons par étapes,
en établissant d'abord quelques lemmes et théorémes préparatoires, dont le théoréme max flow-min cut

apparaitra finalement comme un simple corollaire.

Lemme 4.2.1 Pour tout flot f et toute coupure € (K,K) dans un réseau R, on a : val=f f*(K) —
f~(K).
Démonstration :

Il suffit de remarquer que la condition de conservation impose :
fr(v)—f(v)=0siv#£X,
(V) —f7(v) # 4.8)
fr(x)—f~(x) =val f.
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En sommant sw € K et en simplifiant, on obtient :
;[f*(v)—f’(v)]:val f=f"K)-f (K). (4.9)
ve
[

Avant d’énoncer le théoréme suivant, introduisons une terminologie commoél@ssun flot sur
unréseatR, et siaest un arc d&, nous dirons quaest nul pourf si f (a) =0, f-insature sif (a) < c(a)

et f-saturé sif (a) = c(a). On peut alors énoncer :

Théoreme 4.2.2Pour tout flot f et toute coupure C d’'un réseau R, on a I'égalité : val éap C. De
plus, il y a égalité si et seulement si tout arc de-GK,K) est f-saturé et si tout arc de&, K) est nul

pour f.

Démonstration :

D’apreés le lemme précédental f = f*(K)— f~(K). Or la contrainte de capacité pour le flot
implique :Va e C, 0 < f(a) < c(a), donc par sommation sare C : f*(K) < cap C De plus, par
définition, f ~(K) > 0. On en déduit donc queal f < cap C Enfin, il est clair que I'égalitéal f =
cap Ca lieu si et seulement dit (K) = cap Cet f~(K) = 0. La premiére égalité signifie que tous
les arcs de&€ sont f-saturés (par définitioi; est constituée de I'ensemble des arcs sortamt)det la

seconde signifie que tout arc entrant densst nul pourf.
[

Ainsi, on voit immédiatement que si I'on est capable d’exhiber unfflet une coupur€ tels que
val f =capC alors on est assuré gfieest un flot maximal € une coupure minimale. En revanche, on
ne peut pas encore assurer qué sst un flot maximal e€ une coupure minimale, on a nécessairement
val f =cap C Pour établir enfin ce résultat, nous allons introduire une notion supplémentaire, a savoir
celle de chemirf-incrémentant. A tout chemi de R, on associe I'indice(P) défini par :
1(P) = agnAl(rFl) 1(a) (4.10)
ou:

1(a) =c(a) — f(a) siaest un arc dans le sens He
(a) =c(a) - f(a) (4.11)

1(a) = f(a) siaest un arc de sens inverselde
Nous dirons qué est f-saturé si(P) =0, et f-insaturé si(P) > 0. Enfin, un chemirf-incrémentant

est un cheminf-insaturé joignant la sourceau puitsy. Cette notion de chemif-incrémentant est
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importante car elle nous fournit un critere permettant de décider si urf #st maximal. On a le

théoreme suivant :

Théoreme 4.2.3Unflot f dans un réseau R est maximal si et seulement si R ne comporte aucun chemin

f-incrémentant.

Démonstration :

Supposons quR contienne un chemiR f-incrémentant. Alord ne peut étre un flot maximal. En

effet, définissons un nouveau flbsurR par :

f(a)+1(P) siaestun arc dans le sens He
f(a)= ¢ f(a)—1(P) siaestun arc dans le sens inverseRle (4.12)

f(a)siag¢ AP) .

Il est alors facile de voir queal f =val f+1 [P] et commea (P) > 0 par hypothese, n’est pas maximal.

Par contraposition, on a donc prouvé qué sst un flot maximalR n’a pas de chemiffi-incrémentant.
Réciproquement, supposons gr@’a pas de chemirf-incrémentant. Notonk I'ensemble des

vertexv tels qu'il existe un chemirfi-insaturé joignant la sourceav. On convient quex € K. Alors par

hypothése ¢ K donc(K,K) est une coupure d&. Soit (u,v) un arc de(K,K). Alors nécessairement

(u,v) estf-saturé. En effet, giu,v) était f-insaturé, en considérant un chenfilinsaturé joignant au

(qui existe puisque € K) et en lui adjoignant I'ar¢u, v), on obtiendrait un chemifi-insaturé joignant

X av et on auraiv € K, ce qui n'est pas. Considérons maintenant unaatc(u,v) de (K,K). Alors

nécessairemerft(a) = O car sia était non nul pourf, par le méme argument que précédemment, on

construirait facilement un chemiirinsaturé joignank av, et on aurait € K, ce qui contrediv € K.

Ainsi, par le théoréme 11.1, on a donc prouvé galef = cap(K,K), doncf est un flot maximum.
[

On en déduit alors le fameux théoréme max flow-min cut, comme un simple corollaire. Il est intéres-
sant de remarquer que la preuve ci-dessus fournit le schéma d’un algorithme permettant de déterminer
explicitement un flot maximal. Partant d’un flot quelconque (par exemple le flot nul), on recherche un
cheminf-incrémentant. Si on en trouve uhest remplacé par le fldt. Si on ne trouve aucun chemin
f-incrémentant, alors 'algorithme s’arréte car on sait alorsfgast maximal. On construit donc ainsi
une suite finie de flots, de valeurs strictement croissantes, dont le dernier élément est un flot maximal.
Ainsi exposé, cet algorithme est finalement fort simple, mais nous avons caché la vraie difficulté, a sa-

voir celle de trouver une « bonne » procédure permettant de trouver un chengrémentant, pour un
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flot f donné. En 1957, Ford et Fulkerson ont proposé un tel algorithme (voir [FIF57]), mais il estimpor-
tant de préciser que cet algorithme (baptisé méthode des étiquetages) ne peut pas étre considéré comme
un « bon » algorithme. Cependant, en 1972, Edmonds et Karp ont proposé dans [EK72] une amélio-
ration de la méthode des étiquetages, ce qui permet d’obtenir un algorithme efficace de recherche de
cheminsf-incrémentant. Nous ne nous étendrons pas davantage sur ce sujet puisque finalement nous
avons en vue l'utilisation du théoréeme max flow-min cut pour en déduire les théoremes de Menger.

Nous les énong¢ons maintenant sous la forme suivante :

Théoreme 4.2.4 (« Version arétes » du théoreme de Mengefn graphe G est k-aréte-connexe par
rapport a deux vertex u et v si et seulement s'il existe au moins k chemins aréte-disjoints joignant u et

V.

Théoreme 4.2.5 (« Version vertex » du théoréme de Menget)n graphe G (ayant au moins-k1
vertex) est k-connexe par rapport a deux vertex u et v si et seulement s'il existe au moins k chemins

intérieurement disjoints joignant u et v.

Comme on peut le constater, ces énoncés des théorémes de Menger ne font intervenir qu’une struc-
ture de graphe, alors que le théoréme max flow-min cut requiert une structure nettement plus riche,
a savoir celle de réseau. En fait, il est possible de montrer les théoremes de Menger directement, par
une démonstration par récurrence assez astucieuse (voir I'article original de Menger, [Men27]). On
peut donc légitimement s’interroger sur la pertinence de I'approche qui est la nétre, et qui consiste a
introduire le langage de la théorie des réseaux. Cependant, comme nous I'avons signalé, s’il est vrai
gue les théorémes de Menger sont suffisants pour établir nos résultats sur le modéle de Hubbard (bidi-
mensionnel a demi-remplissage), il n’est pas impossible qu’une version « améliorée » des résultats de
Menger permette de jeter un éclairage nouveau sur certains probléemes de physique faisant intervenir
d’'une fagon ou d’'un autre une optimisation sur des graphes. Or, avec un peu de recaul, il est assez juste
de dire qu’en définitive, le théoreme max flow-min cut est en quelque sorte une version « avec poids »
des résultats de Menger : plutot que de considérer que tous les arcs ont un poids égal a 1 (voir théoréme
suivant), on leur attribue une capacité.

Le lien entre la théorie des réseaux et la théorie des graphes est donnée par le résultat suivant :

Théoreme 4.2.6Soit R un réseau ayant une seule source x et un seul puits y, dont tous les arcs ont une
capacité égale a 1. On a alors :
— Lavaleur d’'un flot maximal de R est égale au nombre maximal de chemins arc-disjoints joignant

xety.
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— La capacité d’une coupure minimale dans R est égale au nombre minimum d’arcs dont la sup-

pression coupe tout chemin dirigé joignant x ety dans R.

Pour la démonstration, nous renvoyons par exemple le lecteur a [BM76].
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Stéphane Afchain, Jacques Magnen and Vincent Rivasseau

Abstract. We prove that the Hubbard model at finite temperature 7" and half-filling
is analytic in its coupling constant X for |A| < ¢/|log T'|2, where ¢ is some numerical
constant. We also bound the self-energy and prove that the Hubbard model at
half-filling is not a Fermi liquid (in the mathematically precise sense of Salmhofer),
modulo a simple lower bound on the first non-trivial self-energy graph, which will
be published in a companion paper.

I Introduction

In [1] we introduced the tools for a multiscale analysis of the two-dimensional
Hubbard model at half-filling: momentum slices, sectors and their conservation
rules.

In this paper we achieve the proof that the correlation functions of the model
at finite temperature T are analytic in the coupling constant A for |\| < ¢/|log T'|?,
by treating the renormalization of “bipeds” (two-particle subgraphs), that was
missing in [1].

This proof requires a new tool which is a constructive two-particle irreducible
analysis of the self-energy. This analysis according to the line form of Menger’s
theorem ([2]) leads to the explicit construction of three line-disjoint paths for every
self-energy contribution, in a way compatible with constructive bounds. On top of
that analysis, another one which is scale-dependent is performed: after reduction of
some maximal subsets provided by the scale analysis, two vertex-disjoint paths are
selected in every self-energy contribution. This requires a second use of Menger’s
theorem, now in the vertex form. This construction allows to improve the power
counting for two-point subgraphs, exploiting the particle-hole symmetry of the
theory at half-filling, and leads to our analyticity result.

In the last section we write the upper bounds on the self-energy that fol-
low from our analysis. These upper bounds strongly suggest that the second
momentum derivative of the self energy is not uniformly bounded in the region
Al < ¢/]logT|?. A rigorous proof of this last statement follows from a rigorous
lower bound of the same type than these upper bounds, but for the smallest non-
trivial self-energy graph, so as to rule out any “miraculous cancellation”. This
lower bound, which we have now completed, is the tedious but rather straight-
forward study of a single finite-dimensional integral. Since it is not related to the
main analysis in this paper, we postpone it to a separate publication [5].
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Taken all together these bounds prove that the model is not a Fermi liquid in
the sense of Salmhofer’s criterion (see [3] and [4]). Indeed to be such a Fermi liquid
the second derivative would have to be uniformly bounded in a larger region (of
type |A| < ¢/|logT|) than the one for which we prove it is unbounded. The scaling
properties of the self energy and its derivatives in fact mean that the model is not
of Fermi but of Luttinger type, with logarithmic corrections if we compare to the
standard one-dimensional Luttinger liquid.

Let us state precisely the main result of this paper:

Theorem The radius of convergence of the Hubbard model perturbative series at
half-filling is at least ¢/ log? T, where T is the temperature and ¢ some numerical
constant. As T and X jointly tend to 0 in this domain, the self-energy of the model
does not display the properties of a Fermi liquid in the sense of [3], but those of a
Luttinger liquid (with logarithmic corrections).

Let us also put our paper in perspective and relation with other programs of
rigorous mathematical study of interacting Fermi systems. Recall that in dimension
1 there is neither superconductivity nor extended Fermi surface, and Fermion
systems have been proved to exhibit Luttinger liquid behavior [6]. The initial goal
of the studies in two or three dimensions was to understand the low temperature
phase of these systems, and in particular to build a rigorous constructive BCS
theory of superconductivity. The mechanism for the formation of Cooper pairs
and the main technical tool to use (namely the corresponding 1/N expansion,
where N is the number of sectors which proliferate near the Fermi surface at
low temperatures) have been identified [8]. But the goal of building a completely
rigorous BCS theory ab initio remains elusive because of the technicalities involved
with the constructive control of continuous symmetry breaking.

So the initial goal was replaced with a more modest one, still important in
view of the controversies over the nature of two-dimensional “Fermi liquids” [7],
namely the rigorous control of what occurs before pair formation. The last decade
has seen excellent progress in this direction.

As is well known, sufficiently high magnetic field or temperature are the two
different ways to break the Cooper pairs and prevent superconductivity. Accord-
ingly two approaches were devised for the construction of “Fermi liquids”. One
is based on the use of non-parity invariant Fermi surfaces to prevent pair forma-
tion. These surfaces occur physically when generic magnetic fields are applied to
two-dimensional Fermi systems. The other is based on Salmhofer’s criterion [3], in
which temperature is the cutoff which prevents pair formation.

In a large series of papers [9], the construction of two-dimensional Fermi
liquids for a wide class of non-parity invariant Fermi surfaces has been completed
in great detail by Feldman, Knorrer and Trubowitz. These papers establish Fermi
liquid behavior in the traditional sense of physics textbooks, namely as a jump of
the density of states at the Fermi surface at zero temperature, but they do not
apply to the simplest Fermi surfaces, such as circles or squares, which are parity
invariant.
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Another program in recent years was to explore which models satisfy Salm-
hofer’s criterion. Of particular interest to us are the three most “canonical” models
in more than one dimension namely:

e the jellium model in two dimensions, with circular Fermi surface,
nicknamed Js,

e the half-filled Hubbard model in two dimensions, with square Fermi
surface, nicknamed Hs,

e and the jellium model in three dimensions, with spherical Fermi
surface, nicknamed J3.

The study of each model has been divided into two main steps of roughly
equal difficulty, the control of convergent contributions and the renormalization of
the two-point functions. In this sense, five of the six steps of our program are now
completed. .J5 is a Fermi liquid in the sense of Salmhofer [10]-[11], Hs is not, and
is a Luttinger liquid with logarithmic corrections, according to [1], to the present
paper, and to [5].

Results similar to [10]-[11] have been also obtained for more general convex
curves not necessarily rotation invariant such as those of the Hubbard model at
low filling, where the Fermi surface becomes more and more circular, including
an improved treatment of the four-point functions leading to better constants
[12]. Therefore as the filling factor of the Hubbard model is moved from half-
filling to low filling, we conclude that there must be a crossover from Luttinger
liquid behavior to Fermi liquid behavior. This solves the controversy [7] over the
Luttinger or Fermi nature of two-dimensional many-Fermion systems above their
critical temperature. The short answer is that it depends on the shape of the Fermi
surface.

Up to now only the convergent contributions of J3, which is almost certainly
a Fermi liquid, have been controlled [13]. The renormalization of the two-point
functions for Js3, the last sixth of our program, remains still to be done. This last
part is difficult since the cutoffs required in [13] do not conserve momentum. This
means that the two-point functions that have to be renormalized in this formalism
are not automatically one particle irreducible, as is the case both in [11] and in
this paper. This complicates their analysis.

IT Slices, sectors, propagator decay and momentum conservation

We recall here some generalities that were explained in [1], in order to make this
paper self-contained. Given a temperature T' > 0, the Hubbard model lives on
-8, B[ x Z?, where 3 = % Indeed, the real interval [—(3, [ should be thought
of as the circle of radius 3. A generic element of [/, B[ x Z? will be denoted
x = (29, ), where 29 € [-3, Bl and T = (n1,n2) € Z%
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Like in every Fermionic model, the propagator C(zg, ') ! is antiperiodic
in the variable xg, with antiperiod % Therefore, for the Fourier transform of
the propagator C’(ko,?), the relevant values for kg are discrete and called the
Matsubara frequencies:

2n+1
o = % nez, (IL.1)
whereas the vector & lives on the two-dimensional torus R /(27Z)2.

At half-filling and finite temperature 1", we have:

A 1

Ca b(k) = (5(1 bm 5 (112)

3 )

—

with e( k) = cos k14 cos k. a and b are spin indices (elements of the set {1, |}),
and may sometimes be dropped when they are not essential. Hence the expression
of the real space propagator is:

1 " " ik.x A
Casl®) = a5 ; / Cdky [ dky ¢ Cuplh) (113)

The notation ), really means the discrete sum over the integer n in (IL1).
When T' — 0% (which means 3 — +00), kg becomes a continuous variable, the
corresponding discrete sum becomes an integral, and the corresponding propagator
Co(z) becomes singular on the Fermi surface defined by ko = 0 and e(k) = 0. This
Fermi surface is a square of side size /27 (in the first Brillouin zone) joining
the corners (£m,0), (0, £7). We call this square the Fermi square, its faces and
corners are called the Fermi faces and corners. Considering the periodic boundary
conditions, there are really four Fermi faces, but only two Fermi corners.

In the following, to simplify notations, we will write:

. 1 : 1 [P
37 — 3. —
/d k = kg /W,wpdkl dky /d T = g /ﬁdwo E . (I1.4)

TEZL?
The interaction of the Hubbard model is simply

2

Sy = A /V Fr | D Y @)alx) | (IL5)

ae{l,l}

where V := [—f, 3[xV’ and V' is an auxiliary volume cutoff in two-dimensional
space, that will be sent to infinity eventually. Remark that in (IL.1) |ko| > /8 # 0

!ndeed, the propagator should be seen as depending on two variables x, y € (-8, B x 72,
but by translational invariance, we have C(z, y) = C(0, y—x) and we shall write in the following
simply C(z) instead of C(0, x).
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hence the denominator in C'(k) can never be 0 at non-zero temperature. This is
why the temperature provides a natural infrared cutoff.

We use in this paper the same slices and sectors than in [1] and recall the
main points for completeness. Introducing a fixed large number M > 1, we perform
a slice analysis according to geometric scales of ratio M. Like in [1] since we
have a finite temperature, this analysis should stop for a scale imax(T) such that
M~=max(T) ~ 1 /T. We write simply imax fOr imax(T).

As in [1] we use the tilted orthogonal basis in momentum space (ey,e_),
defined by ey = (1/2)(w,7) and e— = (1/2)(—m, 7). In the corresponding coordi-
nates (ky,k_) the Fermi surface is given by ky = £1 or k_ = +1. This follows
from the identity

k k_
cos ki + cosky = 2 cos WT+ cos 71'7 . (11.6)
We also use the convenient notations
g =ky —1if ke >0; g =kyr +1if ky <O (I1.7)

so that 0 < |g+| < 1.
Picking a Gevrey compact support function u(r) € C§°(R) of order a < 1
which satisfies:

u(r) =0 for|r|>2; u(r)=1 for|rj<1 , (I1.8)
we consider the partition of unity:

imax (T)

k k_
1= ; U <k§ + 4 cos? % cos? %) , (I1.9)

with
= ]_ —

UO(T) ,L;(T) 17 ) . (IIIO)

ui(r) = u(M2C=Yr) —u(M?r) for i > 1.
The sum over i a priori runs from 0 to +oo to create a partition of unity, but in
fact since k2 is at least of order M ~2max(T) the sum over i stops as imax (7). This
is similar to [1].

The i slice propagator C;(k) = C(k)u;(k) is further sliced into the + direc-

tions exactly as in [1]:

Cilky= > Co(k), (IL.11)

o=(%,54,5_)
where N N
Cy(k) = Ci(k) vs, <C082 WTJF) Vs_ <0052 WT) (I1.12)

using a second partition of unity

1= i:vs(r) , (I1.13)
s=0
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where

Vo =1—u(M?r),
=gy for 1<s<i—1, (I1.14)
vi(r) =u(M?r) .

<
»
|

Like in [1] we need s; + s— > i — 2 for non-zero Cy,(k), and the depth I(o) of a
sector is defined as [ = s, +s_ —i+2, with 0 <1 <i+2. 2
We have the scaled decay ([1], Lemma 1):

| Colz,y)| < e.M i le ¢ lde@))” (I1.15)
where ¢, ¢’ are some constants and
do(,y) = M~ 30 — g0l + M~ |z —yo| + M~ |s_—y |.  (IL16)

Furthermore we recall the momentum conservation rules for the four sectors
0j, j =1,...,4 meeting at any vertex ([1], Lemma 4):

Proposition 1: Momentum conservation at a vertex. For M large enough, the two
smallest indices among sj v, j = 1,...,4 differ by at most one unit, or the smallest
one, say s1,4+ must coincide with iy with i1 < i;, j # 1. Exactly the same statement
holds independently for the minus direction.

We say that the sectors which have smallest indices at a vertex in a direction
“collapse” in that direction.

We also introduce a new index for each sector, r(c) = E(i(o) + l(0)/2)
(where E means the integer part like in [1], section 4) and the corresponding slice
propagator

Cok)= > Colk). (I1.17)

o | r(o)=r

We remark that this slice cutoff respects the symmetries of the theory. It is with
respect to this slice index that our main multislice analysis will be performed. The
propagator with infrared cutoff r is defined as

Car(k) = > Co(k). (IL.18)

o | r(o)<r

2This definition of sectors looks at first sight a bit complicated. It is designed for Proposition
1 to hold, in order to get an analyticity in |\| < ¢/log? T. With less detailed sectors one could
prove analyticity in a radius, e.g., only in |\| < ¢/log? T. This would be well enough to prove
that the Hubbard model is not a Fermi liquid in Salmhofer’s sense. The reader only interested in
this result could therefore skip some of the technicalities below by putting everywhere the [ index
to zero, and skipping Proposition 1. But he should not skip Sections VI-VII because the two
particle irreducible analysis and the ring construction are there to fix the correct power counting,
not just the logarithmic power counting.
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IIT Renormalization of the two-point function

-,

Let us define Sy <, (ko, k) as the connected amputated two-point function with
infrared cutoff r, and define also:

L1 . .
Ga,<r(ko, F) = 5(52,9(1%,@ n SQ,ST(—kO,k)) . (I11.19)

-

Consider k such that e(k) = 0. If our cutoff respects the symmetries of the theory,
which is the case here, the nesting or particle-hole symmetry forces Ga to vanish
for such k. Using the variables ¢ and g_ defined in (I1.7), this is expressed by

Lemma ITI.1 The following equality holds:

G27§7'(k0aq4r7q—) a4 =0 =0. (IIIQO)
or q_=0
Proof. Using the symmetries of the theory, it is easy to check that for any Feynman
two-point function graph G, the Feynman amplitude I satisfies:

Ic(ko, k1, k2) = I (ko, ka2, k1) , (IT1.21)
Ig(ko, k1, k2) = Ic(ko, —k1, k2) (I11.22)
Ig(ko,kl,kg) = —Ig(—ko,kl +7T,k2+7r) . (111.23)

The last symmetry, the particle-hole symmetry, is the only non-trivial one and it
can be checked because it changes all the propagators in momentum space into
their opposite with all the momentum conservation laws respected. Since there is
an odd number of propagators in a two-point subgraph, (II1.23) holds.

Now we consider a point k in the first quadrant with 0 < k; < 7 and
0 < ko < 7. On the Fermi curve whose equation in this quadrant is ky = m — k1,
we apply the relation (I11.23) and get

OZIG(ko,kl,k‘z)-i-IG(—k‘o,k‘l +7T,k12—|—7T)ZIG(kJo,k‘l,k‘g)+IG(—]€0,27T—]€2,27T—]€1).
(HI.24)

-

By the symmetries (IT1.21), (II1.22) and periodicity 27 we obtain that Ig(ko, k) +
Ig(—ko,E) = 0. By symmetry this relation holds also for the other quadrants,
hence on all the Fermi square.

Summing over all Feynman graphs we obtain the vanishing of G2 <, (ko, ¢+,q—) on

the Fermi surface whose equation is g1 = 0 or g = 0. ]

The function being constant on the straight lines of the Fermi square, obvi-
ously its partial derivatives to any order along these straight directions also vanish
on the Fermi surface.

Recall that in [1] analyticity of a simplified Hubbard model at half filling
was established in a domain of the expected optimal form || < ¢/|log T'|?. Indeed
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and more precisely the result was established only for a model called “biped-
free” in which all two-point subgraphs appearing in the multislice expansion were
suppressed. A straightforward extension of the bounds given in [1] is not enough
to prove analyticity in the expected domain for the full model.

Naive power counting in the style of [1] is indeed not sufficient to sum geomet-
ric series made of insertions of a two-point subgraph at a scale r and a propagator
at scale s >> r. Consider, e.g., the simplest such sum, made of the chain of Figure
1, where the three internal lines of the biped have main scale r and the external
one has main scale s >> r. The naive bound for the contribution of such a chain
is M~"~1/2 per propagator at scale r, M—s=t/2 per propagator at scale s, and
contains for each irreducible biped one integral over the position of one vertex
evaluated through the decay of a propagator of scale s and one evaluated through
the decay of a propagator of scale r. Let us neglect the auxiliary “depth indices” [
and I’ which are not essential. The bound is therefore a geometric series with ratio

M=M= SM* M?* = M*™" . (I11.25)

Figure 1. A simple chain of bipeds.

This bad factor M*~" appears always in the naive bounds for any similar two-
point function; it is exponential, not logarithmic in s — r, and certainly prevents a
proof of analyticity, not only for |A| < ¢/|logT|?, but for |\ < ¢/|log T|? for any
integer ¢ as well.

As remarked in [1], this is however only a bound, and the true contribution
is much smaller due to the particle-hole symmetry of the model at half-filling. To
exploit this, and to treat the true model, we must “renormalize” the two-point
functions of the theory instead of suppressing them. This is accomplished by a
second order Taylor expansion of the two-point function with given cutoff in the
style of [11].

In momentum space we change first ky to the smallest possible values +77":

So<r(ko,qy,q-) = %{ [S2,<r(kos g1, q-) — So,<r (7T, g4, q-)]
+  [Sa.<r(ko,qv,q-) = Sa.<r(—7T, g4, q,)]}
+ Go<r(mT,q1,q-) . (II1.26)
Then we use (I11.20) to write
Go<r(T,q1,4-) = Go<r(nT,q4,q-) — Go,<r(nT,0,4-)

GQ’ST(’]TT, g+, 0) + GQ’ST(']TT, 0, 0) s (111.27)
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where the variables (¢4, ¢_) are the usual k variables translated, so as to vanish
on the Fermi surface. They depend on the patch of coordinates chosen. This patch
can be determined by the sector of the external line to which Sy is hooked.

For constructive purpose one cannot however work in momentum space and
one should write an equivalent dual formula in direct space. In practice a two-point
function Sy is integrated in a bigger function against a kernel always made of one
external propagator C' and a rest called R, which (in momentum space) may be
in general a function of the set P. of external momenta.

So in the momentum representation we have to compute not Sy itself but
integrals such as

1= / dpdq S3(p)C(q)R(p, 4. P2 (111.28)

where from momentum conservation R(p, q, P.) = §(p — q)R'(p, q, P.). To get the
corresponding direct space representation we have to pass to the Fourier transform.
Using same letters for functions and their Fourier transforms we write

1= /dydz Sa(x,y)C(y, z)R(z,x, P.) (I11.29)

(this integral being in fact by translation invariance independent of ) where

Sa(z,y) /dp Sy(p)e™ V) Oy, z) = /dq C(q)et1=2),

R(z,z, P.) / dpdq R(p,q, P.)e?*=) | (I11.30)

where the last integral is not really a double integral because of the ¢ function
hidden in R.

Any counterterm for I that is expressed in momentum space by an operator 7
acting on S2(p), such as putting Sy to a fixed momentum k, hence 753 (p) = Sa2(k),
can also be represented by a dual operator 7% acting in direct space, but on the
external propagator. This 7* is not unique, but a convenient choice is to use x as
the reference point for 7*:

TI:/dpqug(k)C(q)R(p,q,Pe):/dydzSg(x,y)[eik(x_y)C(m,z)}R(z,x,Pe),

(I11.31)
hence
70y, 2) = e*TVC(x, 2). (I11.32)

The dual version of the more complicated expressions (II1.26-111.27) is given by
(we write the expressions in the patch where ¢ = ky —1,¢- =k_ — 1)

I= / dpdq S2(P)C(@R(p. 0. P.) = T + I
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I = /dydz So(, y) [C(y,z) — cos (7T (zo — yo))C((xo,y+,y,),z)}R(z,x,Pe)
L= / dydz Sa(z, y) cos (7T (w0 — 90))C (@0, v y—), 2) Rz, 7, o)
- /dydz Sa(x,y) cos (7T (xo — yo)) ' "+ ¥ C (w0, 24, y-), 2) R(2, z, Pe)
— /dydz So(z,y) cos (7T (zo — yo))e' ™~ ¥ )C((xo, y+,2-), 2) R(z, z, P.)

+ /dydz Sy (x,y) cos (7T (wg — yo))ei[(“_“)ﬂz‘_y‘”C'(x, 2)R(z,z, P.)
(II1.33)

where the propagator C' is now the natural extension of the propagator to the
continuum.

Each integral I1 and Iy will be bounded separately. We need to exploit the
differences as integrals of derivatives. This means that in [; we write:

Cly, z) — cos (T (z0 — o)) C (0, y+,y-), 2)

= [t e+ (1= 0.50).2) cos (771 = a0 — )
0

1
1 ; ) (e — )
_ / dt §(y0 — 0) [emT(l t)(wo yo)(ao + sz)C((tyo + (1 =)z, Yyt y_), z)
0
e TU=0G=0) (@) —inT)C((tyo + (1= )0, y4,-), 2)| (IIL34)
and in I we write

C((Z‘O, Y+, y—)’ Z) - ei($+—y+)c((x0’ T, y—)7 Z) - ei(x__y_)c(('r()a Y+, x—)a Z)
+ el v+ @-—v)lo(z, 2) = F(1,1) — F(0,1) — F(1,0) + F(0,0) (II1.35)

where
F(s,t) = C((J;o,sy++(1—s)x+,ty_+(1—t)y+),z)ei[(lfs)(”*y*)ﬂlft)(x**y*)] .
(I11.36)
Finally we can use
F(1,1) - F(0,1) — F(1,0) + F(0,0) / / dsdt m F(s,1)) . (I11.37)
s

to obtain:
I, = /dydz S (x,y) cos (7T (zg — yo))R(z,w,Pe)ei[(l_s)(””f_y+)+(1_t)(”"_y—)]

(s =2 (g =2 )04 +3) (0 +0)C (w0, sy4 + (1= )z, ty_+(1-1)yy),2) | .
(I11.38)
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IV  Multislice expansion

We perform a multi-slice expansion, and get a Gallavotti-Nicolo or clustering tree
structure as in [1]. In that paper a tree formula was used to express a typical func-
tion for the model, namely the pressure, but the analysis applies to any thermo-
dynamic function. Now we would like to focus on the self-energy. A good starting
point for this is the connected amputated two-point Schwinger function.

We fix here some conventions and notations that have not been introduced in
[1]. We will call a “field” (between inverted commas) a five-tuple (z, a, o, nature,
order) where:

zeV ,ae{l,l}, o €Sect(T), nature € {+, —}, order € {1, 2}. (IV.39)

x is the spacetime position of the “field”, a its spin and o its sector. nature is an
element of the set whose elements are denoted + and —; this parameter is intro-
duced in order to distinguish between the fields and the antifields (corresponding
respectively to the Grassmann variables ¢/ and 1)). Thus in the following, it may
happen that we use the term field (without inverted commas) to mean a “field”
such that nature = + and of course an antifield will be a “field” such that
nature = —. At last, the parameter order allows to distinguish between the two
copies of each field and antifield involved in the expansion of the quartic action:

(Zae{T, 5 ana> = Za’ b Vatbatbythy, in such a way that order = 1 corresponds

to the first (anti)field represented by the Grassmann variables ¥, and 1,, while
order = 2 corresponds to the second ones, represented by v, and v,

Given an integer n > 1, an n-tuple (z1, ..., 2,) of elements of V', two n-tuples
(ai,...,ay) and (b1,...,b,) of elements of {1, |} and four n-tuples of elements
of Sect(T'), denoted (o7,...,0%), j € {1, 2, 3, 4}, we define the family of the
antifields:

Af: ((wlv ai, 0—%7 e 1)7 (xla bla 0_%7 ) 2)7"'7
(@ns an, o), —, 1), (Tn, b, 02, —, 2)) . (IV.40)

We can imagine it as a 2n-tuple indexed by the set [n] x {1, 2} (where [n]
denotes the set {1,...,n}), lexicographically ordered:

(1L, 1)<(1,2)<(2,1)=<(2,2)<--=<(n, 1)< (n, 2). (IV.41)
In the same way we introduce the family of the fields:

F = ((.1‘1, ay, O'%, +, 1), (1‘1, by, 0'411, +, 2),...,

(@ns an, 0%, +, 1), (Tn, b, o, +, 2)) . (IV.42)
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Observe that AF and F are defined as families and not as sets. Hence the cardi-
nality of AF and F is 2n, whatever may be the values of the parameters {z,},
{av}, {by} and {o}}.

Given f € AF and g € F, we will simply denote by C(f,g) the propagator:

C29) = buts), at@Po(s), o0)C (2(f) = 2(9)) - (1v.43)

where the notations a(f), a(g), o(f), o(g), z(f), x(g) have an immediate obvious
meaning.
With all these notations, we can express the partition function of the model as:

o0 )\n
ZV)=) — / Ery .. dPxy, det C(f,g)) . (Iv.44

Sometimes we shall write simply for the Fermionic determinant (Cayley’s

AF
f
notation). To write the unnormalized unamputated two-point Schwinger function:

$2(Y, Z)ay = [ e (F.) Ty, V)01, (2 (A [ @ (Zwm)wa(x)f) ,

(IV.45)
we only need to add the source terms (Y, T, o9, —) to AF and (Z, 1, 0o, +) to
F3. Since AF and A are indeed totally ordered families, we must specify in which
position (y, T, oo, —) and (2, T, oo, +) are inserted. Clearly, they must be added
in first position, that is, we have:

Af: ((y7 T) g0, _)a (mla ag, 0-%7 ) 1)a"'7('rna Ap, U}w T 1)a (xn, bna O-Za ) 2))

(IV.46)
and
F= ((Zv T, o0, +)7 (.’El, ai, O’%, ) 1)7"'7(1'717 Gy 07117 ) 1)7 (xnv bn, 0—27 ) 2))
(IV.47)

Observe that, with a slight abuse of notation, we denote these two families again
by AF and F. With this convention, the expression of the two-point function
Sa(y, z)o, is exactly the same as the one of Z(V):

X yn
(Y D)oy =Y A—| / Bay. e, S S det (C(f,g)) .
o n: Jyn {av}, {bo} {01} (f,9)EAFXF
(IV.48)
The main tool to express the connected two-point function is a Taylor jungle for-
mula [14], that is a forest formula which is ordered according to the main slice in-
dex, namely r, attached to the propagator, to expand the Fermionic determinant.

3Note that these two external “fields” have no order parameter.
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To extract the connected part of the two-point function, namely So(Y, Z), », =
Z718(Y, Z)o,, we only need to factorize the contributions of the vacuum clusters
of the jungle, and we get a tree formula:

OO)\n
smz>c,aozzﬁ/wd3x1...d3xn ) >y

{(lv }7 {bv }7 {(7{;} oriex;t\(,e:lr t\r)ees'T field attributions

(H / 1dwe> (H (s, g(am)) ool (O g furd)

leT LeT
(IV.49)

The amputated connected two-point function Sa(y, 2)c,q is given by a similar
formula, in which we should delete the two external sources Y and Z and the two
propagators which connect them to two particular external distinguished vertices?.
Let us rename the position of these vertices as y and z, and rename all remaining
internal positions as xy,...,T,. So, after integration over positions of these n
internal vertices, this amputated function is a function of the positions y and z of
the two particular special external vertices.

We shall denote V the family of the vertices: V = (y, z, x1,...,Zy).

We recall that a tree over V = {y, z, x1,...,z,} is a set of pairs of vertices
{v, v'} (called the links of the tree), such that the corresponding graph has no
loop and connects all the elements of V. As |V| = n+ 2; any tree over V has n+ 1
links.

Once a tree 7 over V is chosen, a field attribution Q for 7 is a family of the
form
((wg,w’g))eeT where wy is a map from the pair ¢ to {1, 2} and w’; a one-to-one

map from ¢ to {+, —}. Hence  is simply the choice, for each “half-line” of the
tree 7 of a precise “field” of the vertex to which this half-line hooks. We have
taken into account the constraint that a field must contract with an antifield by
the fact that the maps wy : £+ {4, —} are one-to-one.

Given ¢ € 7 and a field attribution 2, we denote respectively by f(¢, Q)
and g(¢, Q) the antifield and the field attached to ¢ by Q. AF e, and Fepy are the
families of the remaining “fields”:

AFrere = AF\F(E, Q), L€ T} and Fer = F\{g(l, Q), L€ T} .  (IV.50)

At last we must precise the expression of the entries of the remaining Fermi-

onic determinant that depends now on the interpolation parameters (wg) -
LeP2(V

We recall that (see [14] — [1] for details) the data w, allows to define a vector

4Indeed we can forget the graphs where these two external sources Y and Z connect to
the same external vertex, the “generalized tadpoles”, since they are zero by the particle hole
symmetry.



412 S. Afchain, J. Magnen and V. Rivasseau Ann. Henri Poincaré

X7 ({wg}> whose components are indexed by P2(V), the set of the (unordered)

pairs of vertices. By definition, for {v, v’} € Py(V), X7 ({wﬁ){ , is the in-
v, v’
fimum of the w, parameters over the unique path in 7 from v to v’. Then, the

expression of C(f, g, {wg}> is simply obtained by multiplying C(f, g) by the

component of X7 ({w4}> corresponding to the vertices v(f) and v(g) of f and g.
Hence we have:

O(f 0 fw) =X7({w}) - C(a) (1V.51)

IV.1 The Gallavotti-Nicolo tree

In order to analyze further this sum, it is well known that the main tool is the
“Gallavotti-Nicolo” or clustering tree which represents the inclusion relations of
the connected components of “higher scales” (smaller r indices) into those of “lower
scales” (bigger r indices) [6]. This tree is also the key tool to identify the com-
ponents that require some renormalization (here the two-point functions). But
before doing this, we want to describe precisely the constraints on the sum over
the sectors {oJ}. Indeed, this sum could be let free of constraints, but due to the
expression of the propagator:

C(f, 9) = C((=(f), a(f), o(f)); (x(9), alg), o(9)))
= 5a(f), a(g)(sa(f)7 a(g)Ctr(f) (‘r(f)v x(g)) ) (IV52)

we see easily that the sectors and spin indices are conserved along each line of the
tree 7. Therefore, once 7 has been fixed, the sum over the ¢7’s can be understood

as a sum over the families of sectors indexed by the lines of 7, denoted (O’e) e

1. L St [43 47
and the families of sectors indexed by the remaining “fields”, (Uf) FEAF 1 UF i
Now let us suppose we are given an oriented tree 7 over V), and an attribution

of sectors, (ag) T and (af) FEAF 1 UF " The Gallavotti-Nicolo tree is defined as

follows: for each index 7 € [0, rmax(7")], we define a partition II,.. II,. is the set
of the connected components of the graph whose set of vertices is V and whose
internal tree lines are the lines of 7 such that r;, < r. The family Ure[o, _ 1L, is
partially ordered by the inclusion relation and forms the nodes of the Gallavotti-
Nicolo tree.

To visualize better the situation, let us take the example of Figure 2 for
an amputated two-point function with external vertices at y and z (the external
amputated legs in slice 6 are represented as dotted lines in Figure 2). The total
number of vertices is 8, hence there are 7 lines in the tree 7 represented as bold
lines, and 16 internal fields in the determinant represented as thin half-lines.

In the attribution of r indices chosen we see that there is a two-point sub-
function to renormalize, the one in the dotted box, which is completed at scale 3
with external lines at scale 5.
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Figure 2. A contribution with eight vertices to the two-point function at scale 6.

The corresponding Gallavotti-Nicolo tree is pictured in Figure 3 (with deter-
minant fields omitted for simplicity). This abstract tree should not be confused
with 7, whose lines are the bold lines of Figure 3.

As in [1], we can now write an expression of Sz (y, 2).,q re-ordered in terms of
these “clustering tree structures”, in which all nested sums have to be compatible:

> A\nt2 .
Sa(Y, 2)ea = ' dBry.. Pz,
— vn
DD SEED DD DD
{av}, {bu} ci:\xsf]ixt);\rgestr(e:e i;iisqx—; field att{rzibutious {0}
1
(g / dwé) (gc(fw,ﬂ), g(e,m)) G oote (O g wd)

(IV.53)

In the Gallavotti-Nicolo tree, of particular interest to us are the nodes such as
the dotted box of Figure 2 between scales 3 and 5 which correspond to two-point
functions. They are the ones that were artificially suppressed in the simplified
model [1]. We need to renormalize them to solve the divergent power counting
explained in Section III. But we can choose to renormalize only the two-point
functions for which external lines have r index bigger than the maximum index
of internal lines plus 2, so as to create a gap between internal and external sup-
ports®. Such two-point functions are the dangerous nodes of the GN tree. The gap
ensures that all such dangerous two-point functions, which are those that we need
to renormalize, are automatically one-particle irreducible by momentum conserva-
tion®. Hence they correspond to the so-called self-energy.

5The two-point functions for which the external r index is the maximum r index of internal
lines plus 1 don’t really need renormalization, as is obvious from power counting (see (II.25)).

6Indeed any one particle reducible two-point function would have its external momentum also
flowing through any internal one-particle-reducibility line, which is a contradiction with the fact
that the internal and external cutoffs have empty intersection.
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Figure 3. The Gallavotti-Nicolo tree corresponding to Figure 2.

We can re-order the expression of Sa(y, 2z)c,q in terms of these dangerous
two-point subgraphs, in the spirit of [1]:

Sao(y, 2)e, Z :l' / o “.dgxn{ar}z%b'}
LSS DD DD SRR VR

biped itrux‘tursi exrerml fields clustering tree trees7 field 'Lttrlbuholm
structures C over V

(g/ dwé) ( D, o6 Q)>> (f g)efﬁiftxﬁe“ (C(f’ 9 {W})) :

(IV.54)

V  Main theorem on the self-energy

We have given in the last section an expression for the connected amputated 2-
point Schwinger function. Now we would like to consider the self-energy %(y, z).
This quantity can be defined either through its Feynman graph expansion, or
through a Legendre transform.
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In the first approach, which we use, ¥(y, z) is given by the same sum (IV.54)
than Ss(y, 2)c, o but restricted to the contributions which are 1-particle-irreducible
in the channel y—z, that is, in which y and z cannot be disconnected by the deletion
of a single line. This definition does not look very constructive because in principle
we would have to expand out all the remaining determinant in (IV.54) to know
which contributions are 1-PI or not. But in the next section we shall see that to
extract this information a partial (still constructive) expansion of the determinant
is enough.

In this section we only formulate our main bound on this connected ampu-
tated and one particle irreducible (1-PI) 2-point function or self-energy ¥. Note
that, for convenience, we shall simply write in the following “1-PI” to mean: “1-
particle-irreducibility in the channel y — 2”.

The sum of all contributions to the self-energy with infrared cutoff r and
fixed external positions y and z will be called Yo (y, 2)=".

Consider the set X, of triplets & = (i(5),s4(7),s_(7)) with 0 < ¢ < r
and 0 < si < r, also called “generalized sectors”. We can obviously also define
the scale distance dgz(y, z) for such triplets as in (I.16), and the index () =
(1(6) + $4(5)+$-(7))/2 . Then with all the notations of the previous section, the
following bound holds:

Theorem V.1 There exists a constant K such that:

|Eg(y,z)9| < (MlogT|)? sup KM 3@ g—cdz(v:2) (V.55)

GeEY,

ly+ = 24 ly= = -] Baly, 2)*7 < (Alog T))” sup KM—2r@emcda(v2) (v .56)
gEX,

lyo — 20|-|Z2(y, 2)=7| < (Mlog T|)? sup KM 2@ e=cds:2) (V.57)

geED,

For the second equation (V.56), a naive bound would have M ~" instead of
M~2". So the crucial point is to gain a factor M " in the bound (V.56). (V.55)
and (V.57) are easy.

The next four sections are dedicated to the proof of this theorem. We call a
self energy contribution “primitively divergent” if there is no smaller biped in it.
The sum of all such “primitively divergent” contributions to the self-energy with
infrared cutoff r and fixed external positions y and z is called 3 ,,(y, 2)=". We
first prove in the next three sections that the bounds (V.56) and (V.57) hold for
Yo pr(y, 2)=", then by an inductive argument we extend the bound to the general
unrestricted self-energy.

The most naive bounds don’t work. Indeed we should optimize power count-
ing and positions integrals separately in the 0 and + directions in order to bound
correctly the effect of the (y — z)+ factors in (V.56). But the problem is how to do
this constructively. One cannot simultaneously build the three spanning trees that
would optimize spatial integrations with respect to the 0 and + directions, as this
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may typically develop too many loops out of the determinant. The road to solve
this problem is to derive not only a 1-PI, but a 2-PI expansion inside each two-
point contribution to renormalize. This expansion can be controlled constructively;
then one can optimize over the 0 and + multiscale analysis, using only the tree 7°
and the additional loops which the expansion has taken out of the determinant.

In this way one obtains a better bound than the one obtained naively by
simply exploiting a single tree formula as in [1]. This is the key to our problem of
the renormalization of the 2-point function.

VI Multiarch expansion

Consider the self-energy of the model. The previous tree expansion insured the
connexity of the graphs but not their 1 or 2-particle-irreducibility. We are going
now to expand out explicitly some additional lines from the determinant, in order
to complete the tree 7 into a 2-PI graph. Nevertheless it is not trivial to ensure
that this additional expansion does not generate “too many” terms, or in other
words that it is “constructive”. In the following section, we explain in detail this
expansion for an expression of the type I = [[,cr Cor)(f(£), g(£)) deties, 7

VI.1 1-particle-irreducible arch expansion

First, we fix some conventions. We consider the tree 7 connecting all the vertices
Y, Z, T1,...,T,. We distinguish in 7 the unique path connecting y and z through
7T, denoted by P(y, z, 7). Each vertex of this path is numbered by an integer
starting with 0 for y and increasing towards z, which is the end of the path (with
number p). The set of the remaining 2(n + 2) fields and antifields, denoted by
Stett, 7 = AFiete, 7 U Flesr, 7, is divided into p 4+ 1 disjoint subsets or “packets”
50, ..., 38p: by definition, an element f € Fiest, 7 belongs to § if and only if k is
the first vertex of P(y, z, 7) met by the unique path in 7 joining the vertex to
which f is hooked to y. Figure 4 allows to visualize better the situation. When f
belongs to the packet §j we also say that the packet index of f is k.

Figure 4. The tree 7 and the “field packets” Fo, ..., Sp.
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In this figure we have represented the external (amputated) propagators by
dotted lines, the links of P(y, z,7) by bold lines, the other links of 7" by thin lines
and at last the remaining fields in the determinant by thinner half-lines.

Once the ordered family of subsets of fields §o, ..., ), has been defined, the
arch expansion is carried out in the standard way of [11], Appendix B1.

Let us recall this expansion here for self-completeness. Among all the possible
contraction schemes implicitly contained in detierr, 7, we select through a Taylor
expansion step with an interpolating parameter s; those which have a contraction
between an element of §y and uizlsk. Given such a contraction, we call k; the
index of the precise packet joined to §o by this contraction. Thus we have added
to 7 an explicit line £; joining Fo to §k,. At this stage, the graph obtained is
1-particle-irreducible in the channel y — 2, (see Figure 5).

Figure 5. The tree 7 completed by a first line from the arch expansion.

Then we continue the procedure, testing whether there is a contraction be-
tween an element of UZIZOSk and one of Ui:lirlgk' If there is not, the line from &,
to k1 +1 of the path P(z, y, 7) is certainly a line of 1-particle-reducibility (i.e., its
deletion would disconnect y and z), and therefore the corresponding contraction
schemes do not contribute to the self-energy. But on the contrary, if there exists
a line £ between u’;;ogk and U£=k1+1{§'k, we select it and we have the picture of
Figure 6.

The graph T U{£;, €2} is clearly 1-particle-irreducible in the channel y —xy,.
Observe that 0 < k1 < ko therefore, in at most p steps, we shall reach certainly
the end vertex z and we shall have a 1-particle-irreducible graph (in the channel
y — z). Any final set of m arches derived in this way is called an m-arch system.
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)

0o 1 2
y

k, kK p-1 P
VA

Figure 6. The tree 7 completed by two lines from the arch expansion.

We obtain the 1-PI part of the determinant as:

m 1 m
Fy_p1 = Z [H/o dsr‘| (H C(fragr)(slw-',srl)>

m—arch systems r=1

with m<p

O™ detiefs, 7
T a0(F 4 ({sr}) . (VL58)

The expansion respects positivity of the interpolated propagator at any stage,
because all s, interpolations are always performed between a subset of packets and
its complement, hence the final covariance as function of the s, parameters is a
convex combination with positive coefficients of block-diagonal covariances. This
ensures that the presence of the s, parameters does not alter Gram’s bound on
the remaining determinant, which is the same than with all these parameters set
to 1 ([10]-[11)).

Furthermore it is constructive in the sense that it does not generate any
factorial in the bounds for the sum over all derived arches. Here is a subtlety.
Once the departure and arrival fields joined by the arches have been fixed (which
costs at most 4™), the arrival fields are determined because their packet indices
are strictly growing. But the departure fields are not, and in principle this could
create a constructive problem.

For example, if the line £; joins §o to §, , it is possible for the second one, £,
to join §o to Fk, (see Figure 7). Remark that in this case a posteriori £; is useless.

With three arches, an arch system such as Figure 8 shows the same phe-
nomenon, in the sense that a posteriori £o is useless.

This is not a great disadvantage, because in spite of this lack of minimality,
the expansion can indeed be controlled in a constructive way. The reason is that
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Figure 7. A pair of arches which is not minimal from the 1-PI point of view.

2

Figure 8. Another example of a “non-minimal” system of three arches.

the arches for which the departure fields indices do not grow are damped by small
s interpolation parameters, so that the result is indeed bounded by K™ [11]. More
precisely the dependence in the s, parameters in front of each arch system is a

monomial [[7", s/ ™" | so that we have:
(H C(fr»gr)(sl, RN Srl)) = H C(fra gr) H sgr,m_arch . (VI59)
r=1 1 b

The reader can check that the integer ¢, y,—arch > 0 is the number of arches which
fly entirely over the rth arch, making it useless.
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Lemma VI.1 There exists some numerical constant K such that (for n > 1):

p m m
> > (H / 1 dsr> [[stm = <ekm. (VL60)
r=170 r=1

m=1 m—arch systems

(f1,91)5-+ (fm gm)
with m<p

Proof. The proof is identical to [11], Lemma 9. We reproduce it here for complete-
ness. Consider §,. the arrival packet of the rth arch, which joins the field f, to the
field g, € §k,.. The set of possible departure packets to which f,. must belong is

¢ =FoUF1U- - UFk_, (VIL.61)

We also define e; = |€; — €;_1]| as the number of fields and antifields in &; and not
in @1;1.
The sum over all m-arch systems which we have to bound is

P m
> Y Y [ [ X I e
0 0 r=1

m=1 0<k1<--<km=p 9r€3k, fr1€@r

r=1,...,m Z1,...,m

We start observing that

m

Z s”({r,m—arch g H (Lr(sla ey S,rfl) (V163)
1 r=1

fre€r r=
r=1,....,m

where a, is defined inductively by
ar=e and ap($1,...,8-1) =€ + Sp_1ar_1(S1,...,Sr_2).

To see this we remark that we have e; choices to choose fi. In the same way,
we have es choices to choose fs if it does not hook to §1. If it does hook to §1,
we have e; = a; choices, but we also have a multiplicative factor s; coming from
s{tmo <t This iterates into (V1.63). Remark that (VI1.63) is an overestimate, not
an equality, as, once f; is fixed we have only e; — 1 choices for f5 if it falls in the
§1 packet, and so on.

We have also

1 m m
/ H ds, H ar(S1,y. -y 8r—1) < eXr=16r, (VL.64)
0 r=1 r=1

Indeed this follows from the inductive use of

1 1
/ (as + b)ds < / e®Tds < (1/a)e™? | for a > 0,b > 0. (VI.65)
0 0
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Now, as e, = |€,\&,_1|, we have

i er < 2(n+2) (VL.66)
r=1

since 2(n + 2) is the total number of remaining fields (after extraction of the tree)
in the amputated two-point function considered.
Finally it is easy to check that

> > > 1<K". (VL67)

m 0<ky1<--<km=p r.‘?regr

Indeed
Z 1_Z\gk )| < 2(n+2) (VL68)

and D ;. ~...<p, —, 1 is bounded by the number of subsets of {0,...,p—1}, hence
is bounded by or’ < 2™, This ends the proof. O

This allows us to express the self-energy as:

S /\n+2 3 3
E(y,Z) = Z n! A d 1 .d Tn
=0 . n

LD P D DD D

{av}, {by} Pived structures extern’xl fields clustering tree trees7 field '1ttnbut|on<

structures C over V

H/ d“”) (H/ dSr) (H Coe) fe,ge)
{03} m—arch systems
(

LeT LeT

(f1,91,--(Ffm9m))
with m<p

1 O™ detjoft, T
(;l:[l C(frrgr)(515- -5 Sr—1)> m ({wg}, {Sr}> . (VL.69)

The result of the first expansion is however complicated and it is convenient
to select from the arch system an optimized sub-system, called a minimal 1-PI
arch system. This defines a map ¢ which to any m-arch system A associates a
minimal 1-PI m arch-system M.

To define this map we select as first arch of M the unique arch in A which
starts in §p and ends in §,, with ¢ maximal. If ¢; = p we are done. If ¢; # p, we
select as second arch of M the unique one in A which starts in UL §x and ends
in §4, with g2 maximal, and so on.

Starting from the tree 7, we have now a minimal arch system of lines which
completes it into a 1-PI graph. For simplicity, let us first describe these graphs
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when the arch system M has no “coinciding packet” (i.e., no §x contains more
than one arch extremity). We have:

e the path P(y,2,7),

e the m arches (f1,91),- .., (fm,gm) of M completed by the unique path join-
ing fr to xx. and the unique path joining g, to xy,. through 7,

e the remaining links which form subtrees of 7.

These three kinds of links are illustrated on Figure 9, where the links of
P(y,z,T) are drawn in bold lines, those of the completed arches in “normal” lines
and the remaining ones in dashed lines.

Figure 9. The three kinds of links after a first arch expansion.

When the packet indices are all different, the structure of the minimal 1PI-
arch-system is therefore the one represented on Figure 10:

y Z
Figure 10. The minimal 1-PI structure without the remaining links of 7.

which can also be represented as a kind of “fish”, whose borders are shown with
corresponding arrows in Figure 11.

Now let us examine the case where the minimal 1PI-arch-system has “coin-
ciding packets”, i.e., where the end of some arch and the origin of the next one
belong to the same §;. We shall distinguish various cases, according to the way
the two arches are branching to §. From the vertex x;, apart from the two links
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Figure 11. The “fish” structure.

of P(y,z,7), hook two half-lines or lines which are potentially the beginning of
two subtrees of 7. First, consider the case where x; has two half-lines. Then the
branching of the arches is like on Figure 12 (case 1):

Xy

Figure 12. The branching of two arches when xj has two half-lines (case 1).

If zp, bears a half-line and a subtree of 7', we must distinguish two sub-cases:
both arches can hook to the subtree (cases 2), or only one of them can hook to the
subtree whereas the other one hooks to the half-line (cases 3). These two situations
are pictured on Figures 13 and 14.

Xy

Figure 13. Two arches branching on the same subtree of 7 (case 2).



424 S. Afchain, J. Magnen and V. Rivasseau Ann. Henri Poincaré

;‘k
Figure 14. One arch branching on a subtree and the other one on the half-line of
xy (case 3).

At last, if zj is the root of two subtrees of 7, we have two sub-cases: both
arches can hook to the same subtree (case 4), or each of them can hook to distinct
subtrees (case 5). These two sub-cases are represented on Figures 15 and 16.

Xy

Figure 15. Two arches branching on the same subtree, the other subtree being not
touched (case 4).

Xy

Figure 16. Two arches branching on different subtrees (case 5).

The inspection of these five cases reveals that the “fish structure” of Figure
11 iterates. Cases 1, 3 and 5 induce a pinch leading to a “new fish” separated from
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the previous one by a vertex of reducibility (1-VR). Cases 2 and 4 do not induce
any pinch but simply enlarge the “fish”.

In the end we obtain a sequence of “fishes” separated by vertices of reducibil-
ity, as in Figure 17.

Figure 17. The general 1-PI structure.

This object is called a fish structure, and it is made of an upper and a lower
path, together with middle bars and middle 1-VR vertices. Any vertex on the
upper or lower path which is neither a middle 1-VR vertex nor on a middle bar is
called a ladder vertex. In the next section we use the minimal 1PI-arch-system as
a guide for a 2-PI expansion, just like the initial tree 7 was the guide for the 1-PI
expansion.

VI.2 2-particle-irreducible arch expansion

The self-energy Ys(y, z) is defined as the sum of the 1-PI contributions, but it
has automatically a stronger property in our model: it is 2-PI and one-vertex
irreducible (1-VI) in the yz channel. This is just a consequence of the fact that
all vertices in our theory have coordination 4. To take advantage of this fact, we
devise an additional arch expansion, which derives explicitly more lines out of the
determinant. These additional lines, which insure 2-PI, are necessary for the proof
of Theorem V.1. Nevertheless, we must be careful in performing this second arch
expansion to respect again the positivity property so that Gram’s bound is not
deteriorated, and also to check the analog of Lemma VI.1, that is the constructive
character of the expansion.

A naive approach could consist in keeping the definition of the previous “field
packets” §j (in which, of course, the fields used in the first expansion are deleted),
but this would not select exactly the 2-PI contributions.

For example, if the first arch of the first expansion is of the type of Figure 18,
that is, if the starting field is not hooked directly to the vertex y, the second arch
expansion could arise as in Figure 19, and the two cuts indicated on the picture
would still disconnect y and z. In order to avoid this difficulty, we need to use the
general structure of the graph obtained after the first arch expansion. to define the
new “field packets” and there is a small additional difficulty, which is that these
packets are not totally ordered but only partially ordered in a natural way.

The new definition of the field packets is the following: a field packet contains
either all the fields whose path to y first meets the fish structure in a given middle
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4

cuts

Figure 19. The beginning of a wrong 2-PI arch expansion.

bar, or all the fields whose path to y meets the fish structure at a given ladder
vertex. In the first case we say that we have a “bar packet”, in the last case
we have a “ladder packet”. Finally we could also add packets for each middle
reducibility vertex, also called bar packets; although they do not contain any field,
it is convenient to introduce them for consistency of the partial ordering defined
below. These packets are shown in Figure 20 as dotted ellipses: in this figure there
are 6 “bar packets” and 9 “ladder packets”.

Furthermore we have an ordering on these packets, but it is only a partial
ordering, noted <. If we put arrows from y to z on the two outer paths in the
fishes, packets A and B satisfy A < B if and only if one can go from A to B by a
path which does not run against any arrow.
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Figure 20. The partial ordering in a multi-fish structure.

For instance in Figure 20, we have A < B < D and A < C < D but there is
no relation between B and C.

To grasp this partial ordering better, we can label the bar packets as &g,
&1, ..., B, and label the ladder packets between bar packets r and r 4 1 as
G,.q, Grp, ... on the upper path and &, 4/, &, 4, ... on the lower path. This is
illustrated on Figure 21:

Figure 21. The numbering of the field packets for the 2-PI arch expansion.

Once this is done, the 2-PI expansion is carried out in a similar way than
before, but with a few modifications. We introduce successive interpolation pa-
rameters s}, s, .... The first one tests the packet &, with the complement, that is
the set of all later packets in the partial ordering. Hence the first Taylor expansion
step creates a first arch joining this packet &g to a bar packet &, or to a ladder
packet &, ; or &, ;s called the first arrival packet. Such an arch insures 2-PI only
for the block of all packets which are smaller or equal than the arrival packet in
the sense of the partial ordering <.

So at second stage we have to launch the second arch from this 2-PI block to
the set of all the remaining packets not in this block, and so on.

At any given stage of the induction, the 2-PI block is a “fish-commencing
section”, that is either the set of packets smaller or equal to a single given packet
(of any type r, (r,7) or (r,i’)), or the set of packets smaller or equal to one among
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two ladder packets (r,i) and (r,i') with same index r, one on the lower and the
other on the upper part of the fish.

From this block the next arch is launched to the remaining packets. This
defines uniquely inductively our expansion.

Figure 22. A possible arch system for the 2-PI arch expansion.

Now the result is a system of arches which insures 2-PI from y to z. On Figure
22 we have shown a possible example of such a system. The arches are represented
by bold lines £1, £, ... and the corresponding successive 2-PI blocks are shown by
the successive larger and larger dotted surrounding contours.

The final result is therefore given by the same kind of formula than VI.69. If
we call the second arch system an m’-arch system, we have:

0 )\n+2
Y(y,2z) = | / Bry.. . Py, Z Z

n= {ay}, {by} biped structures

S Yy ¥y oY oYy >

external fields clustering tree trees7 field attributions {o_j}
structures C over V Q v (

o

m—arch systems m/’ —arch systems

(flagl)w-w(fm,»g'rn)) ((fi,gi) ...,(f;n,,g;n,))

(H A dwz) (H Ca(é)(beé)) (f{ / d>

LeT LeT

m’ 1 m m’

H/ ds’, (HC(fT,gT)(sl,...,sT1)> e g st s y)
r’'=1 0 r=1 r’'=1

O™ detyos T
1, 8C(fr, g T, OC(fL0,gl)

({’LU@}, {Sr}v {5;"/}) (VI7O)
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In such a formula the nested sums are other all compatible possibilities, in partic-
ular the m/-arch system has to be one of the possible ones that can arise using the
fish structure of the m-arch system as the guide for the second expansion.

This formula displays explicit 2-PI. Using the fact that vertices have coordi-
nation four, it also displays explicit 1-VI. We have to check that it also respects
positivity and remains constructive, i.e., satisfies an analog of Lemma VI.1.

The expansion respects again positivity of the interpolated propagator at any
stage, for the same reasons than the first one, namely all the s/, interpolations are
always performed between a subset of packets and its complement, so the final
covariance as function of the s, parameters is a convex combination with positive
coefficients of block-diagonal covariances. This ensures that the presence of these
s., parameters again does not alter Gram’s bound on the remaining determinant.

We need finally to check that the expansion is still constructive. Arches sys-
tem such as those of Figure 22 obey some constraints. For two arches ¢; and ¢,
with 4 < j, the arrival packets A; and A; cannot coincide and it is not possible to
have A; < A; , hence arrivals respect the partial ordering <. Furthermore let us
say that the arch is of upper type if the arrival packet is a bar packet with index
r or an upper ladder packet (r,7) and is of lower type if the arrival packet is a
lower ladder packet with index (r,4"). Then the set of arrival points for upper type
arches is strictly ordered under <, and so is the set of arrival points for lower type
arches.

Hence we can fix separately the set of arrival fields, the set of departure fields,
and for each arch for v/ = 1,...,m’ whether it is an upper or lower arch. This
choice costs at most 42(n+2)om’ < 25("+2), since the total number of fields is at
most 2(n + 2) (this is not an optimal bound!). Once this choice is fixed we know
exactly the arrival points g/, for each arch. Then the choice of the corresponding
departure points is determined using the s/, parameters exactly as in Lemma
VI.1, where the &, are now the sets of strictly growing “commencing sections”,
that is the successive regions surrounded by dotted contours in Figure 22, and the
numbers e; = |&; — &;_1| are now the total number of fields hooked to the region
between two successive contours with labels ¢ — 1 and 7. Therefore Lemma VI.1
also holds for the m’ arch system.

VI.3 Three disjoint paths

By the previous double arch expansion, we have explicitly displayed the 2-PI struc-
tures contributing to the self-energy. The advantage of this expansion is that we
have now at our disposal more explicitly derived links, which can be used to bound
in a better way the integrations f 1, dzy odxy 4 dx, . Integrating the vertices po-
sitions in the standard way using the decay of the lines of a single tree connecting
all the vertices is (apparently) not sufficient to obtain the requested bounds of the-
orem V.1. Thanks to the 2-PI structure extracted by the double arch expansion,
we are going to forge a better scheme of integration.
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We need a theorem (in fact, two versions of the same theorem) known as
Menger’s theorem. Roughly speaking, it states that in a p-particle-irreducible
graph, there exists (at least) p+ 1 line-disjoint paths joining two given vertices. A
cautious statement of this result is the following one:

Theorem (“edge version” of Menger’s theorem): Let G be a graph, u and v two
distinct vertices of G. Suppose that u and v cannot be disconnected by the deletion
of p lines (edges) of G, for p € N. Then there exists p+1 line-disjoint paths joining
u and v through G. |

Two (or more) paths Py and P, are said line-disjoint if PN P, = () (remember
that a path is by definition a set of lines). We stress the fact that these paths whose
existence is insured by the edge version of Menger’s theorem may go across some
identical vertices; in other words, they are not necessarily vertex-disjoint, even if
we take away the end vertices u and v.

But there exists another version of Menger’s theorem:

Theorem (“vertex version” of Menger’s theorem): Let G be a graph, u and v two
distinct vertices of G. Suppose that u and v cannot be disconnected by the deletion
of p vertices (p € N). Then there exist p+ 1 internally vertex-disjoint paths joining
u and v. ]

We say that two paths P, and P, are internally vertez-disjoint if P; and
P, once deprived from their end vertices, have no vertex in common. For more
details about these two versions of Menger’s theorem, the reader may consult [2]
or any textbook on graph theory. Although Menger’s theorems are very simple,
their proof is quite subtle. They can be seen as corollaries of a famous powerful
theorem of graph optimization, the so-called “max flow-min cut theorem” [2].

It is easy to give examples of 2-PI graphs for which the previous theorem
naturally holds, but in which it is impossible to exhibit three vertex-disjoint paths,
for instance the graph of Figure 23:

Figure 23. A 2-PI graph with no triplet of vertex-disjoint paths joining u and v.

Note also that the theorem does not state that the set of the paths is unique
in general. Unicity can be insured only in the very special case of graphs having
the (rather trivial) structure of Figure 24.

But if the graph G —{u, v} has vertices linked to more than two neighbors it is
possible to find several sets of three line-disjoint paths connecting v and v. Finally,
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N
“\/

Figure 24. A graph with a unique triplet of line-disjoint paths joining u and v.

we remark that these paths cannot be determined naively and independently of
the other ones. For example, in the graph of Figure 25 , if we choose the first two

u X y v
Figure 25. A 2-PI graph for which Menger’s theorem is not trivial.

paths as being {{u,v}} and {{u,z},{z,y},{y,v}}, we cannot find a third one.
Thus the result of the theorem is quite subtle and not totally obvious.

The set of lines we derived explicitly thanks to our initial tree expansion and
our two successive arch expansions is by construction 2-PI in the channel y — z.
Then a straightforward application of the edge version of Menger’s theorem insures
that, if we call G the graph whose vertices are )V and lines those of 7 plus the ones
explicitly derived by the two arch expansions, there exist (at least) 3 line-disjoint
paths Py, P, and P; joining y to z.

From now on for vertex integration purposes we use only the the lines in
L =7 UP,UP, U P3, hence forget any arch line not in P; U P, U P3 and the
remaining fields in the determinant or remaining lines. Remark that the union
T U P, UP, U Ps is not necessarily disjoint, since some lines of the P;’s may belong
to 7.

VII Ring construction

In this section the scales of the lines enter the picture. Out of the lines of L we shall
extract a subset, called a ring, which is the union of two line-and-vertex-disjoint
paths from y to z. This ring has to satisfy Lemma VII.1 below and its extraction
depends therefore on the Gallavotti-Nicolo tree structure associated to the scales
assignments over all lines and fields.

We consider therefore the forest F of those connected parts or nodes I' of the
Gallavotti-Nicolo tree associated to the scale decomposition (including the initial
bare vertices, with four legs). The full two-point contribution G that we analyze is
itself such a node I'g = G. Recall that for any such I' and any pair of its external
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legs, there exists a unique path in 7 N T joining the vertices to which these two
external lines are hooked (this path being eventually empty when both lines hook
to the same vertex!). We call this path the “tree shortcut” for the pair. This is
because 7 NI is a tree of I'. Since we are studying primitively divergent two-point
subgraphs, any I" except G itself has at least 4 external legs. (If T contains y or z,
we count the corresponding external lines of G as external legs of T'.)

Lemma VII.1 There exists a ring R C L which is the union of two line-and-vertez-
disjoint paths from y to z, with the additional property that for any I' € F, at least
two external legs of T are not in the ring R.

Proof. An element T is called a “cut” if removing it separates y from z, or in other
words if every path in L from y to z touches I'. It is called “contractible” if it is
not a cut.

We consider the set S of all maximal contractible elements in F (by our
convention they can be ordinary bare vertices). Elements of S must be all disjoint
by the forest character of F.

We reduce each element of S to a point, that is we ignore the interior of any
element of S, and keep all the elements of S plus all the lines and determinant
fields attached to them connected as before. In this way we obtain a new graph
G’, which has generalized vertices with 4 legs or more, in particular it has one
such vertex for each element of S. It must still have three line-disjoint paths P,
P} and Pj, made of those lines in Py, P» and P3 which were not internal to any
contractible element of F. The graph G’ is therefore still 2-lines irreducible in the
channel y — z.

» ordinary vertices

contractible subgraphs

cuts

[ J reduced vertices

cuts

The reduced graph G’

Figure 26. The process of contraction.

G’ is also one-vertex irreducible in the channel y — z, since by definition for
any vertex v of G’ distinct from y and z there is a path in L from y to 2z which
avoids v, so the corresponding reduced path in G’ also avoids the vertex v.
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By the vertex-version of Menger’s theorem, there is therefore a ring R’ ¢ G’
in this graph, namely a subset of lines which is the union of two wvertex disjoint
paths R} and Rj from y to z.

We consider now the graph G’ — R’. It must connect y to z. Otherwise there
would be a connected component C(y) of G' — R’ containing y and not z, and
removing the two last exits of R} and R} from that component would disconnect
G’, hence G’ would not be 2-PI in the channel y — 2.

Therefore there exists a path R} from y to z in G’ entirely line-disjoint from
the ring R'.

—  ring lines

,,,,, - the third path

Figure 27. The ring in G'.

We complete the ring R’ of G’ into a true ring R of G by adding, for every
non-bare vertex of G’ touched by the ring the shortcut between the entrance and
exit in 7. Clearly this defines R C L in a unique way.

Let us check that R has the desired property. It is obvious for I'’s which are
contractible. Indeed

e cither they are maximal contractible, in which case they are touched by at
most only one of the two vertex-disjoint paths R} and R} of the ring, and
the number of their external legs in the ring R’ is at most two, the entrance
and exit of that path. We are done, since I" has at least four external legs, of
which only two belong to R (the ones in R — R’ are internal to T" or disjoint
from I).

e or I is not maximal contractible, hence strictly inside a reduced vertex of
G’. Then recall that the ring R is made of a corresponding tree shortcut in
7. Again it can touch I' only twice (it cannot enter and reexit; this is due
to the key property of 7', whose restriction to any I' node in the GN tree is
a spanning tree in T'). We conclude in the same way.

Therefore we have to consider Is which are cuts. But such I'" appear as
subgraphs I'” in G’ which must be still cuts of G’. Therefore they must be touched
by Rj. Following R}, its first entrance into IV (when y ¢ T') and its last exit out
of IV (when z ¢ T) give external legs of IV which do not belong to R’, hence two
external legs of I which do not belong to R. O

VII.1 Regrouping ring sectors

We shall now regroup some sectors for the ring lines in a way compatible with the
vertex momentum conservation rules and the propagator’s decay, keeping the tree
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7T and the clustering tree structure C fized. This is necessary to adjust correctly
the logarithmic power counting in the next section, and perform the sums over the
auxiliary [ indices of the ring lines. The reader who wants solely to understand the
true power counting can skip this subtlety.

For any ring vertex we fix with a finite factor which pairs of legs collapse in
the + and in the — direction in the sense of [1] and Proposition 1 above. Recall
that an index collapses, e.g., in the plus direction when it is the smallest at the
vertex, up to plus or minus 1.

Now consider any ring line £ not in the tree 7, joining vertices v and v’, which
does not collapse in any direction at any end. For such a line we want to sum up all
ring sectors s4(¢) or s_(¥) into extended sectors 0§ (¢). What are the constraints
on the range of sy (£) or s_(¢) if we keep the tree 7 with all its indices and the
structure C fixed? Let us introduce s4 ,, s+, as the value of the collapsing indices
at v or v’ plus two. The condition of no collapse means that

s4(0) > max{st v, S+ 0/} = St v (VIL.71)
Moreover we have the constraint
s4(l) +s_(0) >i—2. (VIL.72)

where 4 is the main ¢ index of line ¢.

The condition that the line £ is not in 7 means that its r index is larger or
equal to the smallest r index at which v and v’ fall into a single I" component of
C. Let us call (¢, T) this smallest value. Since r = (s4+ + s_ 4 i)/2 the condition
is

sy(0) +s_(0) =2r(0,T)—1 (VIL.73)
and we can regroup (VIL.72) and (VIL.73) into the single condition

s4(0) +s_(0) >i(0,T) -2 (VIL74)

with i(¢,7) = max{i — 2,2r(¢,T) — i}.
So we regroup the following packets of sectors:

a) If s 40 + S > i(,T), the condition (VIL71) imply (VIL74) and we
can forget (VIL.74). We regroup all sectors satisfying (VIL.71) into an enlarged
sector 0°(€) = (4,85 , ,» 8 ,, ,v) Where an enlarged index s or s means that the
corresponding slice cutoff vy, (r) or vs_(r) in (IL.14) is replaced by the “sum-of
slices” cutoff u(M?s+r) or u(M?**-r)". The lines of R — 7 in this case form a set
called R,.

b) If S4 yor + 85—y <i(l,T)=14—2<2r(¢,T)—1i,or

c) if 4y + 85— v <i((,T)=2r(¢,T)—i < i—2;in both cases b and ¢, we pick
one preferred direction, say the + direction and regroup the sectors into

"Remark that indices in (I1.14) s; =i or s— =4 are already enlarged in this sense.
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— one sector extended in both directions o°(¢) = (i,5% , 8% = i((,T) —
S+4,0,07)
— a certain number (in fact i(¢,7) — 54 4o — S— 4,) Of sectors extended only in
direction +, 0¢(€) = (i,5%,5_- = i(0,T) — 59), with sy 4 <85 < i(0,T) —
S— v,
This resummation being performed at fixed value of the i index, it is easy to check
that these enlarged sectors have exactly the same bounds and decay properties
(I1.15) than the ordinary ones.
Once the regrouping has been performed we arrived therefore for the ring
lines not in 7 to two types of such resumed sectors:

e for the lines of R,, the two (extended) indices are completely determined by
the collapsing indices at the ends of the line.

e in case b, this is no longer necessarily true, but the new extended sectors
have an auxiliary index [ which is 0, since the sum of their s; and s_ indices,
extended or not, is exactly ¢ — 2. The lines of R — 7 in this case form a set
called Ry.

e finally in case ¢ the new extended sectors have not necessarily an auxiliary
index ! which is 0, but since s + s— = 2r(¢,7) — 4, they have an index
r(f) = (s4 + s— +1)/2 = r(¢, T). This means that these lines although not
in 7 “could” have been in 7. Let us make this slightly more precise. We call
R, the set of lines of the ring in this case, and I'1 (¢), T'y(¢) the two connected
components at level r(¢) — 1 containing the ends of ¢. They are connected
at level r(¢) = r(¢,T) by a path P(¢,7), so to any ¢ we can associate a line
t(£) in this path so that (7 —¢(£)) U {¢} is still a tree which is a subtree in
every connected component I' of C.

The map ¢ from R, to 7 is also such that ¢~!(/) has at most two elements for
any ¢ € 7. This is because if t(¢) = t(¢') for £,0' € Re, then T'1(¢) = T'1(¢')
and I'y(¢) = T'o(¢’) (or the converse), and these components must be “cuts”
in the sense of the previous subsection (otherwise the reduced ring R’ would
not be vertex disjoint, see Figure 27). These cuts must even be consecutive
in the natural order of the cuts from y to z. Therefore there cannot be a
third line £” € R with t(£) = t(¢') = t(£”).

VIL.2 Ring sector

Let us now return to the bound on the primitively divergent self-energy contribu-
. . STmax
tion with cutoff ryax, namely [¥5 2 (y, 2)|.
There is a first scale r7 at which y and z fall into a common connected
component of the GN tree. It is the largest index on the initial path in 7 from y

to z. Let us call rg the first r index at which the ring connects y and z. Obviously
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since 7 is optimized with respect to the r indices, we have r+ < rgr. rg can be
expressed as a minimax over the two disjoint paths Pr; and Pg 2 which compose
the ring:

TR = Hﬁl%nQ TR} TRj = kr@n}g;j r(k) (VIL.75)
Obviously we have rp < rpax.

In the same vein we should define a (generalized) sector i associated to the
ring R and the tree 7. It is a triplet (ir,7,s+ Rr,S— r) depending on the sector
attributions of the lines of the tree 7 and of the ring R we have just built. s r
and s_ r are also minimax of the corresponding indices over the two disjoint paths
Pr 1 and Pg 2 which compose the ring. More precisely

StoR= I SRy SR = max sy (k) (VIL76)
S_p= j:iflz S_.Rj i S— R, krgn}g;j s_(k). (VIL77)

The index ig 7 is optimized both over 7 and R. More precisely we define, if
P(y,z,7T) is the unique path from y to z in 7

ir = kEIg(lg?,)z(,T) i(k) ; (VIL.78)
iR =minip;; in; = krenggj i(k) ; (VIL.79)
iR,T = min{iR, ’iT} . (VH.80)

Using the relations 0 < s+ < ¢ for ordinary sectors, one has s+ g ; < ig; <
TR,j, hence 0 < st p < rpax. Furthermore i7 < 77 < rpax so that the three indices
irT, s+,r and s_ pr being all bounded by mmax are indeed those of a generalized
sector o7 of ¥, , in the sense of Section V. We define the associated r index
of this generalized sector as rg 7:

TR,T = RT T 8+2’R TR (VIL.81)

We also define the scaled distance for that ring sector 6r7 = (ir,7, S+, R, S—,R) 88

dR,T(ya Z) = diR,T73+,R7$—,R (y, Z) . (VH'82)

VIII Power counting

Everything is now prepared for the bounds. We do not repeat all details but
concentrate on what is new with respect to [1].

We introduce all the momentum constraints x;(o) for all the vertices of
the primitively divergent self energy contribution. After that we apply Gram’s
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bound on the remaining determinant. This replaces the remaining determinant by
a product over its entries of the corresponding power counting factors (see [1]).
We shall first perform the spatial integration over the positions of internal
vertices, using the propagators decay and the fields and propagators prefactors.
This is really power counting. Then we shall perform the sector sums, using the
coupling constants, which is a kind of logarithmic power counting.
The spatial integration are themselves divided in two steps. We write:

<r
|E ,p{:ax y,Z

o)1 n(y,2) on(y, 2,25,+)  (VIIL83)

ly+ — z4|. Iy— -z I\Ef,?;‘“(y, )\
VIIL84
SZ Z ZHXJ M+ (Y, 2) 20y, 2, 25,4 ( )

Yo — 2ol- |E<,Z‘;‘“ (y, )I

< Z Z ZHXJ Il n,0 y, )_Z'Q’n(y7 vaj,:l:) ) (VHIS5)

In I>,(y, z,2;+) we keep the positions of y, z and the spatial positions of
the ring vertices z; + fized and integrate other all the remaining positions. To pay
for all these integrations we put in I, (y, 2, x; +) a fraction (say 1/2) of the decay
of every line in L, all the determinant fields prefactors and the line prefactors for
the lines not in the ring. Hence:

Iy, z,054) / H dxy 0 Hd Ty H M2 lf/4H6 c.dg (/2

vER, v#£yY,z v¢€R f€R kel
(VIIL86)

(recall that f here runs over either determinant fields or propagator lines, where
a line counts for two fields, one at each end).

Then in I; ,(y,2) we gather the remaining factors and integrations. We
first prove a uniform bound on I, (y, z, x; +) independent of the fixed positions
Y, 2, Tj,+:

Let ¢y be the line with largest value r(¢y) = r7 of r index in the path
Py, z, T) from y to z in 7.

Let R’ be those lines of R which are of type a in section VIL.1, plus £y if it
belongs to T .

Lemma VIIL.1 The following bound holds:

Iy (y,z,254) < K"M™'T H Mole/12 H M eD)/6

R’ I' ring—disjoint,
e i
11 MO/ 11 M= M/3 (VIIL8T)
T ring—intersecting T ring—intersecting

y and z disjoint, e/(T")>2 containing y or z e/(I')>1
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where €' (T) for a connected component T' is the number of external fields of T not
in the ring. The product Hng, runs over all fields and lines except those of R'.

Proof. At fixed 4+ and — positions for the ring vertices we integrate

e all x( positions with the 7 propagators decay. This results in the factor
[eer e, M*® (the £ line is missing because both y and z are hold fixed).
We have also other slightly different bound: for any line ¢ of R, as defined
at the end of subsection VII.1, we could replace the integral performed with
the line ¢ by the one performed with line ¢ if ¢(¢') = ¢; it has the same r
index, but may result in a better bound if i(¢) < i(¢(¢)). Let us note i(¢) =
min{i(¢), i(¢') | t(¢') = £}. We have therefore really a bound [[,c7 44, MO
for the integration of all x( positions.

e all x positions for the vertices not in the ring with the 7 propagator decays.

Remark that a vertex v not in the ring integrated with a tree line of scale (s, s_)
costs exactly M*+75-. These integrals are made exactly with the set of lines 7; of
T with index r such that at scale r the two connected components I' at their ends
do not both touch the ring.

In particular ¢y & 71, and every line in RN 7 is not in 7;. Therefore

I »m'2< I wmO2. (VIIL.88)
0eT —Th L#4g LERNT £l

Joining all factors we obtain, defining I, = 2[r(¢) — i(¢)]:

Loy, 2 252) < K™ [[ a2/ T moste= T M7

féR LeTy LeT (#4,
= K" H MoTe/2= 1 /4 H NS+rs— i H MO
féR LeTy 0T —T L#Ly
— K" H M—rf/z—lf/4 H M2re H M'r‘g—[g/2
féR LeTy LeT —T1 L#Ly
<K"[[ M2 a2 ] me [ M, (VIILSY)
fER! fER LeTy 0eT —T1 440y

where in the last line we separated the r and [ dependence and used (VIII.88).
Indeed we have all the necessary factors M '/ for the fields not in ¢; for the
fields in Ry we have | = 0 so we can freely add that factor; and for the fields
in R there at most two lines with ¢(¢') = ¢(¢”) = ¢, and we have M—lk/2 <
M—le/Spf—ter /6 pf=Ler /6 wwhich gives the factor M /12 for each ends of the lines
in Re.

We divide then as usual every factor M?", M” or M~"/? as a product over
all scales and we collect everything scale by scale. Following the previous section,
we should distinguish the connected components I' which have empty intersection
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with the ring, also called ring-disjoint, and those which contain at least one vertex
of the ring, called ring-intersecting. Among these one should also distinguish those
who contain neither y nor z, called y and z disjoint, and those who contain y or
z or both. There is then at each scale a factor M? to pay for each ring-disjoint
component (corresponding to one particular vertex which plays the role of a center
of mass for that component, which is integrated both on time and spatial position);
a factor M to pay for each ring—intersecting, y-z disjoint component, for which
only the time position of a ring vertex has to be integrated, and no factor to pay
for the components containing y or z or both, since y and z are fixed. Therefore

we get
H M2 H M2 H M — H Np2—eD)/2

fZR LeTy LeT —T1 4#Ly I" ring—disjoint
x 11 M)/ 11 M—¢M/2 - (VIILY0)

T ring—intersecting, I' containing y or z
y and z disjoint

Remark that this is not an upper bound but an equality.

Using the previous section we know that for every connected component I'
which is y U z disjoint, ¢/(T') > 2; and since we consider a primitively divergent
contribution, e(I") > 4. Furthermore for every connected component containing y
or z but not both (these have odd numbers of external legs, since we amputated
the external legs at y and z), we have €/(I") > 1, so that we have a decay factor
M~! from the first scale r = 0 until at least the first scale r(¢y) at which y and 2
become connected in 7.

Hence following the usual argument as in [1] we get

H M276(F)/2 H lee'(l—‘)/2 H Mfe'(l_‘)/2
I" ring—disjoint T' ring—intersecting, I' containing y or z
y and z disjoint
<Mt [ Mee 11 M—e@/4
I' ring—disjoint, I' ring—intersecting
e(I)>4 y and z disjoint, e/ (I)>2
’
11 M-/ (VIIL.91)

I' ring—intersecting
containing y or z e/(I')>1

Now using that r7 > i7 completes the proof of the Lemma. O

We treat now the power counting of the ring lines and the space integration of
the ring vertices together in I;. We have (calling x1, ..., z, the internal positions
of the vertices of the ring not equal to y or z):

Lemma VIIIL.2 For some constant K

p
5in(y,2) = / H dxj +dxj - H M—+/BE H e~ o/
j=1 keR keL (VIIL.92)

PAJ—5+,R,1—5—,R,1—5+,R2—5—,R,2,—Cdx 7(y,2)/4
< KPM 5+ + e~ CdrTW:2)/4
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p
I s (y,2) = / 11 dajrdas—y =2l ly — 2| J] M- 72O ] e~ dow/?
j=1 keR kel

-y —5_ —c.d% 4
SKPM S+, R=S— R C R,T(yvz)/ ,

(VIII.93)
P
Il,n,O(ya Z) = /H d$j7+d$j7_|y0 — Zo‘ H M_(T-H/Q)(k) H eic'dg(’“)/2
j=1 kER keL
< KPM ™5+ R17S—R17S{R275_ k2 MiR,TG*&d%,T(y,Z)/‘L )
(VIIL.94)

Proof. We use simply the triangular inequality and a fraction of the decay of the
ring lines or of the 7 lines to get the decay e~ ¢ %7 7(#*) We keep an other fraction
of the ring lines decay to perform the integration over positions of the ring vertices.
To check the prefactor we remark that we can separately optimize the + and —
integration. The + integration consumes all the lines M ~*+ prefactors except two,
namely the smallest ones on the two paths of the ring, which are M ~*+71 and
M—3+22_ Finally in the second bound (VIIL.93) the |y — z|4+ factor consumes an
M ~*+F factor, and we can keep the other in the bound, and bound it again by
a factor M ~5+# (this seems not optimal, but works!). The same is true with the
— integrations. In the third bound (VIIL.94) we keep both factors M ~5+7%1 and
M~5+r2 but have to pay M*®7 for the |y — z|o factor. Remark that to get this
factor and not simply M%, it is important to keep in I ,, a fraction of the decay
of all the lines of 7 U R, not only of R. |

Let us now combine the factor M 7 in (VIIL.87) with the other power count-
ing factors M S+ R178—RA=SHR27S— k2 of (VIII.92), M+ r~%—1 of (VIII.93)
and M S+ R17S— RIS+ R2=S— R2HIT of (VII].94).

We have

) <ip < .
irT < iR < max sy (k) + max s_(k)+2 (VIIL.95)

(where we used 7 < sy + s_ + 2), hence

sy rR+s5_Rr+irT < 2(11?21?6( sy (k) + max s—(k))+2 (VIIIL.96)

so that, since ip 7 < ir
3(8+7R +s-r+ iR,T) < 2(3+,R,1 +S-Rr1+St,R2+S_R2+ ’iT). (VIH.97)
Therefore in (VIIL.92) we have

M75+,R,1*5—,R,1*5+,R,2*5—,R,2M*i’1’
< M~G/D(s+.rts—rtinT) — pf3TRT (VIIL.98)
Similarly combining the factors in (VII.93) with M ~7 < M ‘"7 we have

M —S+R=S—R \[iT < M —2TR.T (VIII.99)
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and finally we also have, using (VIIL.95),

M_(s-f—.,R.,1+S—,R,1+5+,R,2+5—.,R.,2) — M—(s_*__’R—',-s_,R—&-maxkeR s_*_(k)—',-maxkeR s—(k))

S M*(S+,R+57,R+iR,T*2) , (VIIIlOO)

so that we obtain from (VIII.94)

M S+ R1TS—R17S4 R27S— R>2 M-‘riR,TM—iT

< M7S+RTS-RTIRTH2 _ FN[2TRT (VIIL.101)

The power counting factors of the right-hand side of (VIIL.98)—(VII1.99)—-(VIII.101)
are exactly those of bounds (V.55)—(V.56)—(V.57) of Theorem V.1.

Let us finally give indications on the logarithmic power counting, namely how
to pay the sums over all sectors and indices r, [, si. This is similar to [1] except
for two new difficulties:

The first additional difficulty comes when fixing all the r indices. Not only the
4-legged ring-disjoint components (also called “quadrupeds”) for which e(I") = 4
hence 2 — ¢(I')/2 = 0 but also any connected component I' touching the ring
and y, z disjoint with e’(I') = 2, or containing y or z with ¢/(I') = 1 have now
apparently marginal power counting. So fixing their largest internal r scale once
their first external r scale is known costs also for them one factor logT. It is
however easy to check as in [1], that each new such component gives rise to one
additional coupling constant, so the total number of such logT" factors to pay is
still bounded by n and in fact n — 1 where n is the total number of vertices in the
self-energy.

Once all r scales are fixed, we have to sum over the auxiliary indices [ and the
sy and s_ indices, subject to the constraint sy +s_ = r+1/2. This is again done
at a cost of one factor logT per vertex using the momentum conservation rule
and the auxiliary decay factor Hf M~4/12 as in [1], Lemma 5. In fact knowing
all 7 and [ indices and the sector of the external line of the self energy which is
conserved, so present both at y and z, we have in fact only to pay (logT)""! to
know all s; and s_ indices. However there is a second difficulty here, which is that
there is no exponential M ~%/12 decay factor for the lines in Ry, nor for the £ line
if it is in R.

But to find the corresponding [ indices leads to at most one single new loga-
rithmic factor log T to pay, to fix the [ index of the line ¢y (this is not a problem
because we have at least two unemployed such factors corresponding to the last
coupling constant at y).

Indeed for all lines in R,. both sectors s; and s_ collapse at some end,
hence are determined by the corresponding collapsed sectors. Their sum (plus the
r index) determines the [ index of the line so there is no new logarithm to pay
to know the [ index of these lines. This is essentially what subsection VII.1 was
about.
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The result is at most a cost log 72"~ ! to fix all internal sectors of the self-
energy when the two external are known, like in [1]. This is why we get analyticity
only in a domain X < ¢/log? T

Finally we have to sum over the tree 7, the arch constructions and over
n. This is standard or explained above. In this way the proof of Theorem V.1
is achieved for primitively divergent contributions. In the next section we use an
induction to extend this proof to the general case.

IX Chains of bipeds

We turn now to the renormalization of a non-primitively divergent two-point sub-
graph.

The method is to perform all arch expansions for all two-point subgraphs
first, then apply Gram’s inequality to all the remaining determinant, then ap-
ply inductively the bounds of the previous section from the smallest primitively
divergent subgraphs towards the larger ones.

In a non-primitive two-point subgraph, with external vertices at positions Y
and Z the “higher” self energy insertions can appear either as chains decorating a
propagator from a vertex y to a vertex z, like in Figure 28, or as chains decorating
a determinant field hooked at a vertex y, like in Figure 29.

Using the bounds of the previous section, in which Theorem V.1 was proved
for primitive bipeds, we are now in a position to bound such maximal chains
Chain, of primitively divergent 1PI bipeds B, ..., By , such as the one of Figure
28 with fixed ends y = z9 and 2z = yg41 or the one of Figure 29 with fixed end
y = zo0. The two external vertices of each biped B; are called y; and z;.

Y1 Z] ¥3 Z3 z=Yys

[ L ==

Y=z,

L Z = d N = d \ = = 9
zZ

Y2 Zy Ya

Figure 28. A chain of bipeds on a propagator.

Y1 2] 73 .
%/% Y2Z2 3 y4Z4

Y=z,
Figure 29. A chain of bipeds on a field.
Remark that by momentum conservation the ¢ + 1 ordinary lines in Figure

28, or the ¢ ordinary lines and the determinant field at the end of the chain in
Figure 29 all belong to the same sector o of scale r, not yet summed (or its nearest
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neighbors). We have to compare the bound for such a decorated propagator to
that of a regular bare propagator.

We have first to evaluate the action of the 7* operators in (II1.38) on the
external lines. We find

(04 +1)(0- +14)Co {(330’ sy+ + (L —s)ag, ty— + (1 — t)y+),2}
(IX.102)
< M2r(@)=1) gy [efd:;(w,z)? efd;*(y,z)}

(0o — in)C[(tyo + (1 —t)xo, Y+, y,),z]

(IX.103)
< M) gup [e—d:w), e—d:@,z)}

We should take into account that there are ¢ + 1 ordinary lines in the chain, and
only ¢ of them bear 7* operators, hence have “improved” power counting prefactor
M~27(?) The last one has the usual prefactor M~"(9)=H)/2 Multiplying these
bounds by the correct factors for the bipeds, namely those of the previous section
(having spared as usual the necessary factors for summing over the trees), we
obtain that the chain of Figure 28 is bounded by

Z A9~ Rat+1)r(e)=1(a)/2

q q
/e—dﬁ(yﬁyl) H dy;dz; sup {eﬂig(yj,.yj+1)7 e*d:(zmyjﬂ)}
j=1

[efc.d;j;j(yj,z,-)Mferj,Tj} < KM =U0)/2e=d3(5:2)  (1X.104)
with & = (max{i(c),ir,,1;}, max{sy(0),s4 r;, 7}, max{s_(0),s_ r; 7,}). Here
the attentive reader could worry that the decay of this chain is no longer in d, but
in ds, and that the associated value of r can be quite higher than r(o).

Could this fact perturb the later multiscale analysis?
For instance if
i(o) =110, s4(0) = s_(0) =55,

hence r(o) = 110, and if
i(R;) = s4(R;) = s—(R;) = 100,

the decay is in & = (110,100, 100) which has an associated index 7 = 155, quite
higher than r(c) = 110.

Fortunately there is no need to worry, because we never use the bound
(IX.104) in later analysis. We should never compare the bound (IX.104) of the
dressed chain to the bound (II.16) of a bare line of the initial tree 7, because it
is not necessary. Indeed in the multiscale analysis a line of the tree is always used
to bound the integral over one end (e.g., z = y4+1) with respect to the other one
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kept fixed (e.g., y = z0). So what we should compare is bounds for integrals over
one end. For the dressed chain, this integral is bounded by

q
S ATK M @) —i(e)/2 / dygs e~ ) T dydz;
q

Jj=1

sup {e_di(yj,ywl),e—dS(Z.wyfrl)} [eic'd%f’Tj(yj’Zj)Mierj’Tj
< KM*r0)=He)/2  (IX.105)

which is identical to the bound obtained by integrating over z at fixed y with a
single bare line with sector [r(c),l(c)] (see (IL.16), where the prefactor M~ is
also M~"=1/2 and the weight of integration over z is M**s++s- = M?").

The dressed field of Figure 29 is bounded in the same way but with one
propagator replaced by a field:

q
S AT~ CoHYDr(e)—10)/4 / I dysdz; sup {e—d:@_,»_l,y_,»)’ e—d§:<2j_1,z_7-)}
q J=1

[e—ad%j,rj(y.wzj)M—2er,Tj} < KM~@/2-1)/4 - (1X.106)

which is again identical to the bound for a bare undecorated field with sector
[r(o),l(0)] in a determinant. So when chains of primitively divergent bipeds are
inserted into convergent graphs, they do not spoil at all the analysis and bounds
of [1].

The last thing to check for the attentive reader is that when such new dec-
orated lines, appear inside a new (i.e., non-primitive biped), the bound including
the |y — z|+ and |y — z|— factors (or the easier |y — z|o factor) of the previous
sections do not deteriorate. We now explain why this is true.

The arch expansions have been performed for all 1PI bipeds which appear in
the GN tree and need to be renormalized, so we know the rings for all these bipeds,
not only for the primitive ones. For a given biped, not necessarily primitive, when
a dressed lines is a tree line not in the ring, it is always used in combination with
an integral over one end, and the bound (IX.105) is identical to the bound with a
bare line.

Finally when a dressed line is part of the ring for a later biped one could
worry that it could “bear the |y — z|4 or |y — z|_- factor”. But again remark that
in the ring analysis of Lemma VIIL.2 we never bound separately the |y — z|4 or
|y — 2| factors (there are cases where they would indeed cost about M?" instead
of M"...) but always in combination with all the dz; + and dz; _ integrals on the
intermediate vertices. So here again, remark that when dressed lines with quite
big values of s; and s_ “bear the cost of the |y — z|4 or |y — z|_ factors”, they
are not used for the corresponding integrals over any of their ends, which will be
performed with the help of other lines with better decay. This is why the proof of
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Lemma VIIL.2 using (IX.105) remains absolutely unchanged when rings lines are
dressed. Hence the lemma holds throughout the induction from smaller to bigger
bipeds.

We have finally to explain why constants such as K in bounds (IX.105) or
(IX.106) do not deteriorate in the induction. This is because at each stage of this
induction the new decorated lines or fields hook to new distinct vertices which
provide new unspoiled small coupling constants.

Therefore Theorem V.1 holds for the sum over all contributions to the self-
energy, not only over the primitively divergent ones. Plugging that theorem into
the analysis for convergent graphs of [1] finally completes the proof of analyticity
of any correlation function for |A|(logT)? < const.

X Self-energy bounds

In this section we summarize what has been achieved by the previous sections into
two bounds on the self-energy, one with the first non-trivial graph G included
and the other with that graph excluded®. We apply the analysis above to X" (k),
the sum of all self-energy contributions with lines of index < r and at least one
line of index r. We must keep track of the maximal number of logarithmic factors
due to quadrupeds in the clustering tree structure, which is n — 1 at order n. Each
vertex costs a logarithm for sector summation (except one, thanks to the fixed
external legs) and each quadruped (except the last one) costs another logarithm
for power counting. Hence the total number of |log T'| factors in ¥,,, the nth order
contribution to the self energy is at most 2n — 2. But each time we add a vertex
there is a new factor |A| < c¢|logT|~? that compensates for the new logarithmic
factors. Hence perturbation series is bounded by a geometric convergent series,
and its resumed size is of same order than the leading first term. It is therefore
straightforward to obtain the following bounds analogs to Theorem V.1, in which
M ™" is the cutoff:

X7 (k)| < KN*r*M~" (X.107)
9 2,2
r < .
'—8@2 (k)' < K|\*r? (X.108)
o Y(E)| < K|A*r?M" (X.109)
Ok, 0k, - ' '

where K is some constant. The same quantities but with the particular graph
G- taken out give similar but slightly better bounds since the series start with
contributions of order 3:

57 g (k)| < KIAPria (X.110)

8This first non-trivial graph is the elementary biped in the chain of Figure 1, since the tadpole
vanishes.
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) s
‘81@ n>3(k)‘ < KAPrt, (X.111)
82 3,425+
— YL (k)| < K|Ar* M. X.112
g Shasl)] < KIAPr (X112

(These bounds are certainly not optimal; they do not take into account the three
paths built in the previous section, which show that for instance if p = + and
v = —, there is no linearly divergent factor M+" in (X.112)).

One can now sum over 7 < ima(T") the self energy contributions X7 (k),
¥r_4(k) and their first momentum derivatives in the domain A|logT'|? < ¢ for
small ¢, and obtain the bounds

IS(k)| < K\* < Kc?|logT|™*, (X.113)
’8%2(@’ < K\*[logT]? < Kc*|logT| ™, (X.114)
I
2
a—zn>3(l@) < KAP|logT*T < K| logT| 2T . (X.115)
Ok, 0k, "=

This proves that the self energy is uniformly C! in the domain of analyticity of the
theory, namely |A|.|log T|?> < c. However the bounds for second derivatives grow
with 7, strongly suggesting that the self-energy is not uniformly of class C? in the
domain |A| < ¢/|log T|?, just like the Luttinger liquid in one dimension.

More precisely we proved by a tedious analysis ([5]) the following lower bound
for the amplitude of the single graph G4

82

- _ — > I\2m—1 )
i) = e ()] = KT (X.116)

in the special case of u, v in the (+,+) direction and incoming momentum (ko =
7TT, k+ = 1,]€_ = 0)

This completes the proof that the Hubbard model at half-filling is not a Fermi
liquid in the sense of [3]. Indeed for |A||log T|* < ¢ and ¢ smaller than K'/2K , the
rest of the series, bounded in (X.115) by K|A]*|logT|*T~!, hence by Kc|A\]*T~!,
is smaller than half the right-hand side of (X.116). When we add ,—2 = Ig,
and ¥,>3 the modulus of the full quantity ﬁE(ﬂT ,1,0) therefore diverges
at least as (K'/2)c?|log T|~3T~! along the curve |A||logT|* = ¢ as T — 0, which
means that Salmhofer’s criterion for Fermi liquids is violated.

In fact ﬁE(ﬂT, 1,0) diverges also along the curve |A||logT|? < ¢, be-
cause bound (X.112) is not optimal. A more careful analysis using the three paths
built in the previous sections would spare two additional logarithms and prove

2
_9 5
Ok 0k
but this is left to the reader.

n>3(nT,1,0)| < KIAP|log TPT! < K& |logT|" 4T, (X.117)
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The Hubbard Model at Half-Filling, Part III:
the Lower Bound on the Self-Energy

Stéphane Afchain, Jacques Magnen and Vincent Rivasseau

Abstract. We complete the proof that the two-dimensional Hubbard model at half-
filling is not a Fermi liquid in the mathematically precise sense of Salmhofer, by
establishing a lower bound on a second derivative in momentum of the first non-
trivial self-energy graph.

I Introduction

This paper is the third of a series ([1, 2]) devoted to the rigorous mathematical
study of the two-dimensional Hubbard model at half-filling above the transition
temperature to the expected low temperature region, which becomes Néel-ordered
at zero temperature. The goal of this series was to prove that this model does
not obey Salmhofer’s criterion for Fermi liquid behavior of interacting Fermion
systems at equilibrium ([3, 4]). In this way, this model differs sharply from those
with a Fermi surface close to the circle, which obey Salmhofer’s criterion ([5, 6, 7]).

In the first paper [1] the convergent contributions of the model were bounded
in the domain |\|log? T < K. In the second one [2], renormalization of the self-
energy was performed to complete the proof of analyticity in the coupling con-
stant of all the correlation functions in that domain. Salmhofer’s criterion requires
beyond this analyticity that the self-energy (in momentum space) is uniformly
bounded together with its first and second derivatives in a domain |A||logT| < K.
In this paper we prove that a certain second derivative of the self-energy at a par-
ticular value of the external momentum is not uniformly bounded in the domain
(Al log? T < K where we have established analyticity. This domain being smaller
than the Salmhofer’s one, it completes the proof that the two-dimensional half-
filled Hubbard model is not a Fermi liquid. In conclusion, when we move from low
filling to half-filling, the Hubbard model must undergo a cross-over from Fermi to
non-Fermi (in fact Luttinger) liquid behavior. This solves the controversy on the
nature of two-dimensional Fermionic systems in their ordinary phase [8]. We refer
to [1, 2, 4] for a more complete review and further references on mathematical
study of interacting Fermions.
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IT Recall of notations

The two-dimensional Hubbard model is defined on the lattice Z2. Fixing a tem-
perature 7' > 0, the “imaginary time”, denoted xg, belongs to the real interval
[—%, %[ In the following, we shall denote 3 = % Indeed this interval should be
thought of as a circle of length 23, that is R/25Z. Consequently, the momentum
space, which is the dual of R/26Z x Z? in the sense of the Fourier transform, is
7T7Z x [R/27Z]?. The torus [R/27Z])? will be represented by the square [—7, 7[2,
with periodic boundary conditions.

In Fourier variables, the expression of the propagator at half-filling reads:

1

ikg — cos k1 — cos ko
if kg = (2n+ 1)xT for some n € Z. If ko = 2naT, C(ko, k1,k2) = 0 because in
the formalism of Fermionic theories at finite temperature, the propagator has an
antiperiod 3 with respect to the xy variable and therefore each Fourier coefficient of
even order vanishes. With a slight abuse of language, we can say that C(ko, k1, k2)
is only defined for ky = (2n + 1)xT. This set of values is called the Matsubara
frequencies.

The expression of the propagator in real space is deduced by Fourier trans-
form:

C(ko, by, ko) = (IL1)

1 eik:.a:
=——= [ dko | dk1 | dk I1.2
C(@o, a1, 22) (2m)3 / 0/ 1/ ? ko — cos ky — cos ks 1L2)

where we adopt the notations of [1], namely the integral [ dkg really means the
discrete sum over the Matsubara frequencies 277 ) _,((2n + 1)7T') (with ko =
(2n+1)7T), whereas the integrals over k; and ko are “true” integrals, for (ki, k2) €
[, [%. (We do not need any ultraviolet cutoff for the graph studied in this paper,
since it is ultraviolet convergent.)

For our analysis, it will be convenient to introduce another parametrization
of the spaces [—m, m[> and Z?. The idea is to “rotate” the Fermi surface of Figure
IT by an angle of 7. In the kg = 0 plane, it is defined by cos k1 + cos k2 = 0, which
is equivalent to ko =7 + k1 or kg = —m £ ky.

ky =
ky =

(ky + k)
(ky — k)

Introducing the variables ki = klf—kz — { , the domain

NERNE

of integration (ki,ks) € [—, 7[? becomes the set:

D = {(k4,k_) € [-2,2]* with
—2< < < <
25k <0 or 0=k <2 . (IL3)
—2—ky <k_<2+ky |-2+ky <k <2—ky

As cosky + cosky = 2cos ki cos Sk, the Fermi surface in the variables k4 is
simply defined by k; = £1 ,k_ = 4+1. The new domain of integration, with the
Fermi surface is represented on Figure 2.
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ko

Figure 1. The square [—7, 7[? and the Fermi surface.

Figure 2. The domain of integration in (k1,k_) and the Fermi surface.

In a dual way, we introduce new variables in real space, x4 and x_ in such
a way that kyxqy + koxo = kyxy + k_x_. We have:

Ty =
xr_ =

Observe that the image of the lattice Z? by this change of variable is not %Zz but

EZ ‘_LZ; | (IL4)

ERSH
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the subset

S = {(gm, gn> , (myn) € Z* m= n[Q]} . (IL.5)

In other words, the integers m and n must have same parity.

As the Jacobian of the transformation (21) = (2 2 ) <Z+> s J=-2
) s

_
2 2

we have:

ei(k1$1+k2$2) ,].(.2 ei(k+aj++k7I7)
dkydk =— [ dkydk_ .
/[mﬂz 1o tko — cos k1 — cos ko 2 /D + iko — 2 cos $ky cos Gk_

(11.6)

But the domain D is not very convenient for practical computations, and

therefore we would like the ki k_ integration domain to factorize. Since the com-

plement set [—2,2[>\D is another fundamental domain for the torus R? /2772, we
have:

b di ei(k+x++k_3:_) b di ei(k+3:++k_3:_)
/D T ko — 2 cos Sk cos Sk N /[_2,2[2\1) T ko — 2 cos Zkycos Tk’
(I1.7)

Hence:

ei(k:+a:++k:,a:,) 1 ei(k+:c++k:,:c,)
/D dky dk- iko — 2cos Tk cos Th_ 2 /[2’2}2 dk.ydk- iko —2cos Shkycos Tk_
(I1.8)
Recapitulating, the expression of the propagator that we take as our starting
point is:
ei(koxo+k+x++k_3:_)

C(xo,xq,x_) = /d3k (I1.9)

for x4 satisfying the parity condition (IL.5). In IL9 the notation | d*k means

1
— / dko / dkydk_ | (11.10)
327 [—2,2]2

where we recall that [ dko means 27T, n((2n+1)7T)), since ko = (2n+1)nT.

Now, let us consider, in Fourier space, the amplitude of the graph G repre-
sented on Figure 3, with an incoming momentum k = (ko, k4, k). This amplitude
is denoted A (k) and written as Ag(ko, k4, k) = [ d3x C(x)C(z)*e~* (where
arrows join antifields to fields).

o\\)/x

Figure 3. The first non-trivial graph contributing to the self-energy.

N s s
ikg — 2 cos Tky cos Tk
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More precisely, we shall consider the second momentum derivative in the +
direction of this quantity, which up to a global inessential minus sign is:

Ot Ac(k) = /d3x xiC(gc)C’(ac)ze_““'r . (I1.11)

The quantity we are going to study is explicitly written:

eik‘l..’I:

2A T. 1 :/ 3 2/ 3
07 Ag(nT,1,0) d’r 7, dklikl,o—Qco

™ s
s 5 k1,4 cos ki -

3 eikz.w
/ Sk 5 cos Tk Tk
—tR2,0 — 4 COS 9 N2+ COS SN2, —

eikg.:v .
&Pk irTzotat) (1112
/ 3 —ikso — 2cos Sk3 4 cos ks ¢ o )

where again [ d®r includes the parity condition (IL.5). We state now the main
result of this paper:

Theorem II.1 There exists some strictly positive constant K such that, for T small
enough:

|03 A (T, 1,0)| >

K
= (I1.13)

We recall that this result, joined to the analysis of [2], leads to the result that
the self-energy of the model is not uniformly C? in the domain |}| log? T < K and
therefore that the two-dimensional Hubbard model at half-filling is not a Fermi
liquid.

IIT Plan of the proof

Theorem (II.1) will be proven thanks to a sequence of lemmas. But before pre-
senting these lemmas, let us give an overview of our strategy. We use the sector
decomposition introduced in [1] to write:

FAc(rT,1,0)= Y [ d*z 2% Cy, (2)Co, (2)Co, (w)e TTm0HwH) - (II114)

01,02,03

where a sector o is a triplet (i,s4,s_) with 0 < s3 <iand sy +s_ > i.

The main idea is that in the sum over sectors of equation (I11.14), the leading
contribution is given by a restricted sum corresponding to sectors close to the
“vertical part” of the Fermi surface, defined by ky = +1. To express this more
precisely, let A be an integer (whose value will be chosen later), which will play the
role of a cut-off for the sectors. We want to prove that as soon as one sector is not
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close to k4 = %1, then we have a small contribution. Let us denote Z?Z st s
3585 18

the sum in which at least one sector is “far” from the vertical sides of the Fermi

surface. Precisely, this means that at least one index sj is smaller than iy,.,(T)—A,

where, as in [1], M~*=x(T) ~ T This constrained sum can be written explicitly:

A inf (i1, imasx (T)—A)
{ij},{sj'},{sj_} i1,8] ,02,03 ST:O
i1 inf(i2,imax (T)—A)
+ >
11,81 412,85 ,03 ST:imax(T)fA s;:O
i ia inf (i3, imasx (T) —A)
S SIS SENED SN IED
11,87 yi2,55 103,55 S1 Zimax(T)—A 85 =imax (T)—A s3=0
Defining;:
A .
AY(xT.1,0)= > Bz Cy, (2)Coy (2)Cyy ()" TTot24)  (T11.16)
Li 3 AsT 1 sy}
we write:
9% Ag(rT,1,0) = 02 Ag A (7T, 1,0) + 03 A% (7T, 1,0) (I11.17)

where 92 Ag A (7T, 1,0) = 02 Ag(nT,1,0) — 02 AA(wT, 1,0) is expressed as a sum
over sectors that are all close to k. = +£1, i.e., such that each s;r index is greater
than imax(T) — A.

Each sector appearing in the sum expressing 9% A A (7T, 1,0) will be divided
into two disjoint subsectors, according to the sign of k;. We recall that in [1], the
sectors were defined as:

iko — 2cosgk+ cos gkj_’ ~ M, ‘cos ngr‘ ~ M-S , ’cos T |~ m— .

(II1.18)

We shall call ¢” and ¢! (“right” and “left”) the subdomains of o correspond-

ing to ki > 0 and ky < 0 respectively. The underlying motivation is that, if a

momentum, say ki, is close to the side k. = 1, by momentum conservation at each

vertex, the other ones are necessarily close to the other side k4 = —1. Let us state
precisely this point:

Lemma IILI.1 In the sum expressing 3_2~_AG7A(71'T, 1,0), there must be one sector of
the right type, and two of the left type.

The proof is obvious by momentum conservation in the 4+ direction. O
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This Lemma implies that:

aiAG,A(ﬂ-T7 1, 0)

- Z dx x%rcffl (2)Co, (x)éas (x)e—i(me0+r+)
{o;}i5.5F >imax (T)—A
01 right
+ Z /dgx xic‘fl (x)C_'a2 (x)éas (x)e_i(WTmO—m”
{o;}i55F >imax(T)—A
02 right
+ > / Bz 22 C,, () Coy (1) Cyy (x)e ™ FTm0F24) - (11.19)

{o;}i5:5F >imax (T)—A
o3 right

Among these three contributions, the last two ones are indeed equal, and we have:

9% Ag A(7T,1,0)
= Y@ @0 @) e T

{oj}ijs T >imax(T)—A
oq right

+2 Z /d3x 2% Cy, (2)Co, () Co, (z)e " Tzote+)  (T11.20)

(o} ijosf >imax(T)—A
oo right

In each sum, we replace the cos 5k, appearing in the propagators by their
Taylor expansions in the neighborhood of +1 in a right sector, and in a neigh-
borhood of —1 in a left sector. We have cos $ky ~ —Z (ki — 1) for ky in the
neighborhood of 1, in which case we put ¢ = (ky — 1) and cos Tky ~ Z(ky + 1)
for k4 in the neighborhood of —1, in which case we put ¢ = (k4 + 1). This
replacement gives an expression that we call 33[1(;’ AT, 1,0):

ikl.:c

02 Ag A(nT,1,0) = [ d*z 2? /d3k ualgL)e
1 Ac (T, 1,0) / T Xy 1 ik1,0 + 7q1,+ cos Ski

ik iks.
ks up(qo,4)ek2® Phy up(qs, 4)e o= i(rTaotay)
—ika,0 — mqa, 4 cOS Gk —ik3,0 — Tq3,4 COS Tk,

+2/d3$ xi/dskl uA(q1,+)eikl.I

tk1,0 — mq1,+ cos Sk -

iks. iks.

3 up(ga,4)e™ 3 up(gs,4)e™ —i(rTzota4)

d° ks - T d’ks . ™ € )
—ika,0 + T2, cOS Tha —ik3,0 — mq3, 4+ cos Gks _

(IT1.21)
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where the ua(gy)’s is now the smooth scaled cutoff function w(Mimax(T)=Ag )
which expresses the former sector constraint s; > imax(7) — A (u is a usual fixed
Gevrey function which is 1 on [—1,1] and 0 out of [—2, 2], see [1]).

In (II1.21) we can freely change each integral over dk which ran over [—2, 2]
into an integral on dg4 which runs from [—oo, 0o]. We still denote [ d®k the cor-
responding integrals.

We write now for each propagator in (IT11.21), ua(qy) = 1 +u'(qs) +uf (q1)
where u!(qy) = u(qy) — 1 and v (¢+) = ua(qy) — u(qy). In this way we generate
three terms:

e one in which all three functions ux (g4 ) are replaced by 1. We call this term
a_%_AG(?TT, 1,0)

e one in which there is at least one factor uf (g, ) and no factor u'(q,). We
call this term 83Ag71(7rT, 1,0).

e finally one in which there is at least one factor u'(g;). We call this term
01 AL (7T, 1,0).

At this stage, we recapitulate:
03 Ac(nT,1,0) = 93 Ag(nT,1,0) + 01 A% 1 (7T, 1,0) + 03 A (xT, 1,0)
+ (aiAG,A(wT, 1,0) — 02 Ag p (v T, 1, 0)) + 02 AN(xT,1,0) . (II1.22)

This relation shows that the quantity under study, 83/1@ (7T, 1,0), is equal to the
approximation 02 A (T, 1,0), up to the four error terms

03 A(T, 1,0), 03 A& (7T, 1,0),
(aiAg,A(wT,Lo) —aiﬁaA(wT,Lo)), 0% AL(xT,1,0) . (II1.23)

Now we are going to prove a lower bound similar to the one of Theorem
II.1, but on the quantity 8_2FAg(7rT, 1,0), and establish an upper bound on each

of the four error terms. More precisely, if we have ‘83[1(;(7TT, 1,0)| > % for some
KI

constant K > 0 and if the modulus of each error term is smaller than = with
K’ << K, we shall conclude that:
K — 4K’
|07 Ac (7T, 1,0)| > — (I11.24)

which shall prove Theorem II.1. The result that ‘Giflg(wT, 1,0)‘ > % is really

the most difficult to establish, and its proof is the heart of this paper. But the
control of the error terms is easier, and each one will correspond to a lemma. We
shall begin by these lemmas in the next section, and then turn to the lower bound

on Oiflg(ﬂ'T, 1,0)|.
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IV The control of the error terms
First we state a result that is not necessary for proving Theorem II.1 but whose
proof illustrates the way the sector decomposition allows us to establish quite

easily upper bounds.

Lemma IV.1 There exists some constant K1 > 0 such that:

|07 Ag(nT,1,0)| < % . (IV.25)

Proof: We use the decay property of C; . s )(z) (see [1], Lemma 1):

|Clisy s ) (@) < e. M™% exp (—c(dg(x)>a> , (IV.26)

where o €]0,1] is a fixed number, ¢ is a constant and d,(z) = M ~%|xg| + M ~5+
|z | + M- |z_|. We have:

|03 Ag (k)| < A M- Ei=s sy

3
Z /d3x xi exp | —c

(i b dsf 1sy ) j

i st -5 «
(M"-?\x0| M ||+ M \g;_|)
1

(IV.27)

Among the indices i1, i2 and i3, we keep the best one, i.e., the smallest one,
to perform the integration over xy. We proceed in an analogous way for the indices
(s1,s4,s7) and (s, 5, s5 ) respectively. Thus we have:

’aiAG (k)| < A3 Z M~ Z?:1 s;—zgzl 55 Minf{ij}MZi inf{s;r}Minf{s;} )
i hAsT 1 ds5 )
(IV.28)
To carry out our discussion, we introduce several notations. If (ai,a2,as) is a
family of three (not necessarily distinct) real numbers, we denote as usual inf{a;}
the smallest number among the a;’s, but we define also

ir21f{aj} = inf ({al, az, asz}\{inf{a1, ag,ag}}) (IV.29)
and:

ir?}f{aj} = inf ({al,ag,ag}\{inf{al,az,ag},igf{al,az,ag}}) . (IV.30)
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Remark that infs{a;} is indeed sup{a;}. Finally in this paragraph we shall write
simply )" a; instead of Z?Zl a;, and similarly for the s;”s and the s;’s. With
these notations, it is very easy to check the following identity:

3
inf{a;} = %;aj - %[igf{aj} - inf{aj}} - %[igf{aj} - inf{aj}} . (IV.31)
We introduce the abbreviation:
Afa;} = [igf{aj} - inf{aj}} + [igf{aj} - inf{aj}} , (IV.32)
so that we have:

. 1 1
inf{a;} = < > a; - 38as} (IV.33)
We use this identity to replace inf{i;} and inf{sji} in formula (IV.28), and we
obtain:
|03 Ac (k)]
<Y MEE T AT aoha) YT o AT ity
{ishAsf 1Ay )
(IV.34)
Since inf{s; } < i s; , we can write:
2 Ac(k)| < Y METuoEAMLI ALy EE S L (1v.3s)
{ishAsT Hilsy }
Now, we use the constraints in the sum Z{i_} (sTy{s} tO write, for each j €
ibsy bits;
{1,2,3}:

s; >ij—sf —2. (IV.36)
We deduce that: 1 1 1
DS PN PH (IV.37)
and e 15 1 o
M52 < M2M-3X4+tsXs) (IV.38)

Replacing in equation (IV.35), we get:
2 Ac(k)| <M ST MoEAEI R ST AT o E Y (1v.30)
(i} {7 17}
and using relation (IV.33), we have:

2 Ac(k)| < M2 N M A RALT R s (1v.40)
{is} (s] 1. 4s7)
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At last, let us denote » the value of the index j such that st = inf{sj'}. We write
inf{sj'} =i, — (i, — s7). Finally we obtain:

|02 A (k)| < M Z Min A3 AGY g Gn—sD =30 b -5 55
{ih sy ds; )
(IV.41)

Clearly the sums over s7, s; and s; can be bounded by K> = ﬁ

The decay M~3247 can be used to perform the sums over s;r for j # k, also at

a cost Ks. In the same way, we use the decay M~358{ii} to sum over the values
ij, j # K also at cost K per sum. It remains to sum over s;:

~(in—st) « M
> M <41 (IV.42)
08 i
At last, we have:
ima (T) ,
. M'Lmax(T)Jrl

in=0

and we have M'ma=(T) ~ L (see [1]), which proves lemma IV.1. O

We have then the following lemma, which is a slight refinement of lemma
IvV.1:

Lemma IV.2

|02 AL (T, 1,0)|, 02 A8, (T 1,0)] <~

< (IV.44)

where K1 is the constant of Lemma IV.1.

Proof: 1t is similar to the proof of Lemma IV.1. The case of 81Ag’1(7rT, 1,0) can
be decomposed into sectors exactly in the same way than aiAg(wT, 1,0) because
away from the singularity and in a bounded domain in k,, the presence of mwq;
instead of cos $ k4 does not change anything to the bounds on the propagators in
sectors. Each step is then similar to the proof of of lemma IV.1 until we arrive at
the last sum which we decompose in two pieces. The first piece corresponds to the
domain i, < imax(T) — A and gives

Z4maX(T)_A ; —
) Mlmax(T) A+1 1
Yoo oM o= (IV.45)
= M—1

M M imax(T) K’
- M-1" MA» T.MAY

(IV.46)
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and the second piece corresponds to the domain imax(T) — A < i, < imax(T). In
this case one should improve on equation (IV.42), to get

> M~n=50) < KM n = (max(T)=0) (IV.47)
0< s imax (T)—A

so that this second piece is bounded by

imax(T)
> MM U e TZA) < g7 ppimas (D=4 (IV.48)
i =tmax (T)—A

hence the bound for this second piece is the same as for the first. This proves the
lemma. ]

The following lemma bounds the contributions with at least one large infrared
cutoff u' on one propagator:

Lemma IV.3
|07 AL(nT,1,0)| < K, (IV.49)

where K5 is some new constant.

Proof: The main idea is that a propagator bearing cutoff u! =1 —u on ¢, decays
on a length scale O(1) in x4, so the factor mi in 8_%_/15 is now harmless, and this
prevents the divergence in 1/7 of the bound.

We remark first that in the amplitude 8_%_/15 we can change the sum over z
into a sum over the non zero values of x, because of the xi integrand. Since a
propagator bearing cutoff u! = 1 — u on ¢4 is not absolutely integrable at large
q+, we first prepare all such propagators (there are between 1 and 3 of them) using
integration by parts.

For any such propagator we first split the ¢4 integration into the two regions
floo dgy and f:olo dqy and treat only the first term, the other one being identical.
Similarly we can assume that we work on a ‘right’ propagator, so that ¢, = ky —1,
the other case being identical. The corresponding object is then:

2 [e%s) i
. 1— i(kozo+k_x_+qixy)
D(z) = e+ / dko / dk_ / da.. (L~ ulg)le _

) 1 iko + mq4 cos Ek,

e /dko /2 " /°° da. {[ﬂcos L L u(a+)]ei<k:xo+’;’—w—+q+x+>
Ty —9 1 liko + mqy cos Thk_]

ul(q+)ei(koxo+k_x_+q+x+)

IV.50
tko + mqy cos Tk ( )

The last term, having a compact support u’ is similar to the ones of the
previous lemma, and left to the reader. Let us treat the first term.
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We divide it with a partition of unity into new sectors i, s1,s_ according to
the size of the denominator iko + mqy cos 5k, which is M1, the size of ¢, which
is now of order M5+, with s, > 0, and of k_ which is of order M ~5- = M ~=5+,
with s_ =i+ s;. The bounds are:

iy @) < Koy | MM M2 el M M kb )

< %M—i—8+e—c[M*iro+M“‘+m++M*S—r—]"‘ , (IV.51)
™

since for non zero 4, on the tilted lattice |x4|~! is bounded by 2/7. Hence taking
into account that the “integral” [ dz, is really a discrete sum on 5Z:

/ dry 22| Dy, s (z)] < KM 7735 em I o0t M7 a2 (IV.52)

Finally we need to optimize the dxy and dx_ using the best of the three other

propagators. This leads to a bound which obviously is uniform in 7". For instance

if the three propagators have large infrared cutoffs u' = 1 — u, we get the bound
Z KMiZJ’ ij—> ; s+,j—2sup s4 j+inf{i}+inf{i+s4}

i1,12,13
S4+,1054,2:54.3

- Z KM~ W/3E;5-U3T; 55 < K' | (IV.53)

i1,19,13
S4,1054,2:54,3

and the other cases, when one or two propagators are of ordinary type, are similar
and left to the reader. |

Finally we state the lemma that allows us to control the replacement of

cos 5k_ by its Taylor expansion:
Lemma IV.4 There exists a constant K3 > 0 such that:

9% Ag A (T, 1,0) — 92 Ag A(nT,1,0)| < K3 . (IV.54)

Proof:

92 A A(rT,1,0) — 9% Ag A(nT, 1,0)

_ 3 / @2 22 [Co, (2)Ci () Ciy () = Cop ()G Crg ()]

{05}, ij.5] >imax(T)—A

o1 right
e—(7\'T330+33+)
42 > / P a? [cal (2)Cy (2)Ciry () — Cpt (2)Corg Coy (x)} ,
{oj}, ij.sf >imax(T)—A
oo right

(IV.55)
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where
~ 5 Ugr (k.)ezkr
() = , Iv.
Cor () /d F iko + m(ky — 1) cos Gk_ (IV.56)
_ . k)eik.a:
(z) = [ d% o . Iv.
Cot () / iko — m(ky + 1) cos Tk (IV.37)

Observing that there exists a constant K4 such that:

‘cos gk+ + (7/2) (ks — 1)‘ < Kalky —1)? (IV.58)

‘Cos gm — (w)2) (ks + 1)‘ < Ku(ky +1)2 (IV.59)
uniformly in &y, we have:

Corier () — Corit (x)‘ < Mm@ (IV.60)

Using the relation

Cy.CpCry — C CoaCloy =

(Cdl - C~'01 )602003 + éffl (602

~C)Coy + C,Coy(Coy — Coy) . (IV.61)

to create differences of the type C — C, we gain M 5+ < M ~(imax—A) in the power
counting with respect to a single propagator. O

V Main lower bound

Now we can state our main lower bound:
Theorem V.1 There exists a constant Ks > 0 such that:

~ K
92 Ag(nT,1,0)| > T5 . (V.62)

This theorem with the lemmas of the previous section obviously imply The-
orem II.1, hence the remaining of this paper is devoted to the proof of this Theo-
rem V.1.

V.1 Integration over ki, ko . and k3

We return to equation (II1.21), in which all three cutoffs uy have been replaced
by 1. Let us write in equation (IIL21) 8% Ag(nT,1,0) as 03 A1 + 207 Ag 2 and
let us consider the first term 31/1(;’1.
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The first propagator (after a change of variable to call the dummy variable
q+ again k4 ):

ikl.fl' ix+
/ a3k - i . (V.63)
1k1,0 + Tk 4 cos (gkl,_)

For cos (3ki1,—) # 0 we have:

too eik1,+37+
/ dk; 4 - -
- ik1,0 + k1 4 cos (Fhi,-)
. +00 etk +
meos (Tki,_) / dk1,+ k1o - (V64)
5 R1,— —00 k1,+ + (W)

The corresponding residue is exp (%) If 1 > 0, then we move the

ﬂcos(§k17_

path of integration upwards. It is oriented in the positive direction, so we get:

k k
X(z4 > 0)x (—% > 0) 2im exp (%) . (V.65)

T CoS (%kl,_ cos(Gk1,—)

If x4 < 0, then the path of integration is moved downwards, and we get a minus
sign owing to the negative direction. Hence:

+oo etk 21 kq 0T+
dkr+ - = oxp [ 0Tt
o " iky o 4+ Tk 4 cos (gkl’,) cos (gkl’,) T COS (gkl’,)

k'lO klO
>0 ——>0] - <0 - <0
[X($+ )X ( Jp (%kl,—) ) X('r-‘r )X ( P (%kl,—) )
(V.66)

We treat analogously the integrations over ks 4 and k3 ;. The only difference with
the previous case is that these propagators were near the left singularity ky ~ —1,
so there are some sign changes in g2 + and g3+ ~ —1. We obtain:

+oo ika 4 x4 —92 k
e 7 T
/ dka 4 — )exp< 2,07+ )

oo —ikg o — ko 4+ cOS (%kg’,) cos (%kg,, mcos(Gka,—)

k2,0 k2,0
>0 —— < 0| - <0 — >0
[X(m+ )X <7TCOS (%k@,—) ) X(er )X <7TCOS (%kz—) >
(V.67)
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92 Ag (7T, 1,0) = —8i / dx / dk1,0 k1, — dka,o dko, — dks o dks,—

k1,0 k2.0 k3.0
9 exp ((ﬂ’cos(gkl,) + ‘n'cos(%k:z,,) + TFCOS(gkg,)) LU+)

Tt cos (Zki,—) cos (Zka,—) cos(Zks,—)

ei(k1,0+k2,0+k3,o+ﬂT)Io ei(k1,7+k2,7+k3,,)a:,

k'l,O k2,0
lx<£+ > 0x (wcos (Zk1-) = O) X <7r cos (Ska,—) = 0>
k‘370 - kl,O
X <7rcos (%kg’,) < O) x(@s <0)x <7rcos (gkl,,) - O)
k2,0 k30
—_— >0 —_— >0 . (V.68
X <7rcos (%k‘g,_) - ) X <7rcos (gkg,_) - >] ( )

V.2 Integration over xy and k3

The calculation is done integrating over xy, which leads to a delta function in the
integrand, denoted with a slight abuse of notation by §(k1,0 + k2,0 + ks 0+7T = 0).
In fact, there is a prefactor % that compensates the T factor of [ dks: remember
that [ dks o means precisely: 2nT Zkg,oewT+27rTZ' This yields:

6114@71(7'("11, 1, 0) = —8i/d$+ do_ /dk‘l,o dkﬁL_ dk‘g,o dk‘g,_ dkj370 dk‘gﬁ_

k1,0 k2,0 k3,0
e wcos(%kly_) wcos(%kl_) wcos(%k&_) T+
2
X
* o cos(%ky,—) cos(Sko, ) cos(Zks,)

etk =tk —tha )= 5k o 4 koo + k3o + 7T =0)

k'lO k20 k30
ko _ keo _ Moy
X(-r-‘r > O) X(WCOS(%kl’f) < 0) X(']TCOS(%]CQ’f) < (WCOS(%kS’—) < )
k10 k2,0 k30
_ Mo — = > 0)(—=—>0
X(z+ <0) X(T{'COS(%k’L—) >0) X(ﬂcoS(gkz,—) (WCOS(gk?’v—) :
(V.69)

At this stage, we can use the delta function to integrate, for instance, over k3 o:

92 Aga(nT,1,0) = —8i / dry dx_ / dk1,0 dky— dka,o dko, — dks,

k1,0 + k2.0 ki,0tk2 o+7T =
e mcos(Sky,_) | mcos(Zka )  mcos(Z kg, _) +

2
T+ cos( Lk, ) cos(Tko ) cos(Gks )

ei(k1,_+k2,_+k3_’_)x_
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k1o k2.0
) [X(m > 0)x (m - O) * (mos@kg,_) ) 0>

k k T k
X( 1,0 T Koo+ 7 >0)—X($+<O)X( 1,0 >O)

mcos(Gks,—) mcos(Gki,—)

k2,0 kio+ koo + 7T
"0 MOTROTTL )| . (V.70
X <mos<gk2,_> >0)x( mcos(Eha_) )| - o

V.3 Simplification

This rather complicated expression can be slightly simplified. Indeed, if we perform
the change of variables:

.13+ = — T4
10 = —kipo (V.71)
ko = —kapo

the integral

/ day dx_ / dky o dky,— dkao dko,— dks,— 2%

< k1,0 k2.0 k1,0+k2.0+7rT>
. . Ty
e

mcos(Gky,_) | mcos(Zky _) mcos(Z k3 )

(x4 <0)x (L) > 0)

cos( Lk, ) cos(Gko, ) cos(Gks, ) mcos(Tki,—

Y (7]@’0 ) > 0) Y (—km +hao 7T 0) (V.72)

7 cos(Gka, mcos(gks,—)

becomes:

/ dz', dw_ / dk} o dky,— dk} o dks,— dks — 2/}

’ ’ " "
k1.0 k2.0 _ k1otko 07T 2
meos(Gky ) | weos(Fky ) mcos(G k3 ) +

/
>0y [ —22— <0
cos(Gky,— ) cos(Gka, ) cos(Gks, ) X(@ )X <7r cos(5k1,—)
klzo kio"‘kéo—’ﬂ'T
—— <0 — >0 . (V.73
X <7rcos(gk;27_) ) X < 7 cos( ks, ) ) ( )
Consequently the previous expression of 83_/1(;’1(7('11, 1,0) can be factorized:

02 Aga(nT,1,0) = —8i / dry dx_ / dk1,0 dky— dka,o dko, — dks,

k1.0 + k2.0 _ _kio0tkao =
e mcos(Sky,_) | moos(S kg ) mcos(Lk3 ) +

2
T+ cos( Lk, ) cos(Tko ) cos(Gks )

etk —Fka - +ks )z
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k10 k2,0
X >0)X | =7 <0) x| ——7— <0
x(@s )X (ﬂcos(gkl,_) ) X <7rcos(gk:27_) )
—Tx
e G, vy (Pt R0+ Tl
mcos(Gks,—)
mcos(Gks,—)

>0)} . (V.74)

VI Integration over z_ and k3 _

We now are going to perform the integration over z_, which will provide a conser-

vation rule for the moments k; o, k2,9 and k3 o, but only modulo 2. To understand

that, remember that [ dz dz_ means more precisely: Z/(“ =)e(32)% where the
T — 2

prime in the sum means that one has to respect a parity condition between x4

and z_. By slight abuse of language, we say that ;. and z_ have the same parity
!

when z4 +2_ € 7Z. So Z($+7x_)€(%z)z does not mean: Zuegz Zz,egz but

Zz+€ﬂ'Z Zw,EWZ + Za:+€%+7r2 Zx,€%+7r2' NOW’

D etttha o the T = §(ky 4 kg + ks = 0[2]) (VL75)

r_€E€nl

where by §(ky,— + ko~ +k3 _ = 0[2]), we denote: ), 0(ki,— +ka_ + ks =2n).
Then it is clear that

D etttk othe e — gig otk R ) G(ky kg 4 ks =0[2]) .
r_€5+7L
(VL.76)
Indeed, the factor €% (F1.-+k2.-+k3.-) can take only two values: 1 if ky _ + ko +
ks — = 0[4], and —1if k1 _+ko _ +ks _ = 2[4]. Hence it is convenient to distinguish
these two cases and write:

6(k1,, + kg,f + k3’, = O[QD = 5(/471’7 + kg,f + kg,f = 0[4])
Ok A ke 4 ks = 2M]) (VLTT)

and

ei%(k1,—+k2,—+k3,—)5(]617_ + ko + ks =0[2])
=0(k1,— + ko +ks_=0[4]) —0(ki— +ko— +ks_=2[4]). (VL78)
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At this stage, we can gather the previous remarks in the following formula :

03 Aga(rT,1,0) = =8i ) /dk1 o dka o dky, _ dko _ dks,—
z+€FN*
k1,0 k2,0 _ _ki,0tk20
) e(ﬂcos(%klyi)—‘rﬂcos(%kz,i) wcos(%k3,7)>x+
Ty

cos(Gki,—) cos(Tka ) cos(Tks ) Ok~ ha,— + kg, = O[4])
k10 k2,0
X (’/TCOS(%/{L) < O) X (wcos(%kg,) < 0)

—Tz
{eﬁ N (M - 0)
mcos(Sks, )

Tx
_ems(%(ﬁx kl,O + kio —aT >0
7 cos(Gks, )

Z /dklodkzodkl,dkz,dk?,,

z+€FN*

( k1,0 + k2.0 k1,0+k20 )w
e meos(Zhy,_) | meos(Zka ) mwcos(Zkz, ) +
O(k1_ +ko_ +ks_ =24
cos(Gky,— ) cos(Gka, ) cos(Gks, ) (k1 + k2, - + ks, [4)
k1o k20
— dd —— <0 —— <0
(a4 even) — x(a+ 0 )}x(mos(%,ﬁ’) < )x( 0 <

mcos(Gka, )

—Tz
T EG Ty (R0t ki’o +7T
7 cos(Gks, )

2
Ty

__Teg — 7T
_ecos(%(kgy_)) X w > 0 . (VI.79)
mcos(Sks,—)

Then we can perform the integration over k3 _. Formally, we only need to replace

cos(Gks,—) by cos(5 (k1,— +ko,)) for the first piece and with — cos(F (k1,— +k2,—))
for the second piece. We obtain:

03 A (rT,1,0) = —8i Y /dklodkmdkl,dkg,
z4€FN*
( kir,o + kgr,o k1,0+k2,0 )
, € mcos(Lky,_) | mcos(Gka, ) mcos(Z(ki,_+hka _))
Ty

Mo
cos(Gk1,—) cos(Tka ) cos(5(ki,— + ko)) X mcos(Tki,—)

k2,0 2 — k1o + koo + 7T
) 0 cos(E (k1 _+ka ) 0
X (wcos(%kg,) < ) [e ’ X mcos(g(ki,— + k2, ) g

T k1,0 + koo — 7T
_ oo (G ey _Fhg ) >0
X (ﬂ'COS( Z(ki,— + ko))
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+8i Y / dkey o dko.o dky— dky,

T4+ E€FN*

k1,0 k2,0 k1,0+k20 z
e wcos(%k'l’_) wcos(%k’z_) wcos(%(k’ly_ﬁ»k?’_)) +
2

Tt cos(Gky,—) cos(Ghka, ) cos(G(k1,— + ka2, ))

e even) = (o 0ddy (o <0 ) x (oot <)

7 cos( Gk, — 7 cos(Gka,—
Tx
[emx < kl"): kao+ T _ 0)
mcos( G (k1,— + ko))

—Tx
B emsgm,—_i@,_)) ( ko + koo — 7T < 0) } . (VL.80)
mcos(g (ki,— + k2, )

Now it is clear that 33[1@71(7rT, 1,0) is a purely imaginary number. The first piece
gives the leading behavior as T — 0. Indeed the second piece is much smaller,
thanks to the compensation in [x (x4 even) — x (x4 odd)]. Indeed the sum

Z 2% [x(w4 even) — x(z4 odd)]... (VI.81)

$+€%N*

can be written as a sum of two terms of the type

> / dke=2AM(2n)2 — (2n + 1)%e= AR B(k) (V1.82)
neN*

where A and B are independent of n and A(k) > 0. Then we can decompose the
remaining integrals [ dk into two zones, according to whether A(k) > T 1/3 or
A(k) < T'/3. In the first zone we do not need to exploit the subtraction, but we
have simply ZnEN* nZe=2T""n < T2/ << T~ and in the second zone, we use
|(2n)% — (2n+1)2e A | <dn+ 14 (2n+1)2A(k) < 4n+ 1+ (2n+1)2T/3. The
first term in 4n + 1 is then bounded with the same techniques than Lemma IV.1,
but the factor Minf{ij}+3mf{sj}+mf{s;} is replaced by pinfliz}+2inf{s] }+inf{s] }
and the bound corresponding to equation (IV.40) gives now

S My AT RS <o(1) (VL.83)
i Asy 1 As;}
hence this piece does not diverge at all when 7" — 0. Finally the piece with the

factor (2n41)2T"/3 is similar to previous pieces, except for the new factor T3, so
that it is bounded in the manner of Lemma IV.1 by a factor ¢. T~ 'T/3 = . T—2/3,
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So we are left to study:

A (T) = —8i Y / dky,0 dka,o dky,— ko, —x%

T4 € %N*

k1,0 + k2,0 _ kF1,0tk2,0 z
e WCOS(%]C17_) WCOS(%]C27_) wcos(%(k’ly_ﬁ»k'z_)) + klo
(FemiT <)

cos(Gky,—) cos(Gka, ) cos(F (k1,— + ka,—)) meos( Lk, -

—Tx
Y k2,0 <0 ews(%(h——+MMX kl,O + k2,0 + 7T ~0
mcos(gka,—) mcos(g(ki,— + k2, —))

Tx
B ecosgwl,—_ﬁ@,_)) ( k1,07r+ ka0 — 7T > 0)} . (VL.84)
mcos(g(ki,— + k2, )

VII Leading contribution

VII.1 Symmetry properties

Henceforward, we shall denote the integrand by F(x, k1,9, k2,0, k1,—, k2, ) so that:

A(T)=-8i Y /dkm dkaodky,— dka,_ F(xy,ki0,k20, k1 ko) .

a:JrE%N*

(VIL85)

The couple of variables of integration (ki,_, k2 ) describes the square [—2,2]2. To
pursue the calculation, we shall make a partition of [~2, 2]?, according to the signs
of cos(F k1, ), cos(S ko, ) and cos(% (ki,— + k2, )). This partition is represented in
Figure 4.

The signs of the three cosines determine eight cases we can discuss separately.
In fact, it is possible to restrict the domain of integration thanks to symmetries
of the integrand involving the variables ki _ and ks, _ together with the variables
k1,0 and kg, which describe independently the set 77" 4 277TZ.

It is evident, by the parity of the cosine function, that the integrand is invari-
ant under the replacement k;— — —k; — and kp— — —kg _, which corresponds
to the central symmetry with respect to the origin (0,0). Hence we have:

2 2
AT =160 Y /dkl,odkm/ dkl,_/ dky_F(z4 k1.0, k2.0, k1— ko).
2 0

e € TN -

(VIL.86)
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k—
+2
' —,—+
(_7_7+) P \
(+’_s+) :
(—H++Y
(=+-)
) o
(_’+7_)
(—++
‘ E’ (+7_,+)
(_7_’+)
(_9_,+
-2

Figure 4. The domain of integration in (ki ,k_).

Symmetry properties of F'(z4, ki 0, k2,0, k1,—,k2,—) can be exploited further. The
above integral may be separated into two pieces:

0
A(T) = —16i | > /dkl,odkg,o/ dkey,—
-2

T4 €FN*

2
/ de,— F(£+ak1,0ak2,03k1,—7kQ,—)
0

2 2
+ Z /dlﬁ,odkz,o/ d/ﬁ,f/ dko,— F(xy, k1,0, k20, k1,—, ko, )
4 EIN" 0 0

(VIL87)

For the first integral, one can easily verify that the integrand F'(z4, k1,0, k2,0,
k1, —, ko) is invariant under the change of variables:

leO =kopo, k'2$0 =kio, kiﬁ =—ky_, kéﬁ =—ki_. (VIL.88)

We get:
0 2
/ ey o ks / iy / dks— P4 kro, koo k1 ko) =
—2 0

0 2
Q/dkl,odkg,o/ dkl,,/ kg, F(xy, k1.0, koo, k1 _ ko) . (VIL8Y)
-2 —k1,—
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We treat analogously the other integral; we set:
ki,o =kao , klz,o =kio, k'1,7 =k, ké’f =ki,— . (VIIL.90)

Hence:

2 2
/ 1 o ks / dkr / dks— F(as, k1o koo, k1 ko) =
0 0

2 2
Q/dkl,o dkg,o/ dkq,— / dko,— F(xy, k1 0,k20,k1,—,ko—) . (VILO1)
0 k1,
Finally, we have established owing to symmetry properties that:

A(T) = —SQi/dkLo dka o //dkL, dko,— F(xy, k10, k2,0, k1,—,ka,—) , (VIL92)
T

the domain of integration in (ki _, ko ) being the triangle 7 delimited by the
lines kg,, = 2, k27, = kl,* and k27, = —kl’,.

VII.2 Discussion of the various cases
VII.2.1 The (+,+,+) case

As we have said, it is now convenient to carry a discussion about the signs of
cos(Lki,—), cos(Ska,—) and cos(5(ki,— + ko,—)), which allows us to perform ex-
plicitly the summation over ki o and k2,0 in each case.

We first begin with the case:

cos(Fki,—) > 0
cos(Fka, ) > 0 , (VIL.93)
cos(5(k1,— +ka—)) > 0

that we will denote as (4, +,+). The corresponding contribution to A;(T) is:

AT (Ty = —32; / k1o dka o / dky,_ dks,
vzl T+
k1,0 + k2,0 _ k1,0+k2.0
e mcos(Sky,_) | mcos(Zka,_) mcos(%(ky,_+ka,_))

2
T+ cos(Lk1,) cos(Tka ) cos(5(ki,— + ko))

X(k1,0 <0) x(k2,0 <0)

—T'c+
|:6005(72r(k1,_+k2,_)) X(kl,o + k-2,0 > —7TT)

Tz

—e o FRL=TF2 0\ (ky g 4 koo > 7T)| , (VIL94)

where 74 4 4y denotes the subset of 7 where the signs of the cosines are (+, +, +)

respectively. Since the conditions k19 < 0, k20 < 0 and k1,9 + koo > £7T are

incompatible, A(1+’+’+) =0.
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VII.2.2 The (+,+,—) case

Let us consider the case:

cos(gki,—) > 0
cos(Gka, ) > 0 | (VIL.95)
cos(G(ki,— +k2-)) < 0O

corresponding to the sign configuration (+,+, —). We have:

ATy = =320 Y /dkl,odkz,o // dky,_ dky,

T N*
e+€2 T+,

k1,0 k2,0 _ k1,0tk2,0 .
) e WCOS(%]C17_) WCOS(%]C27_) wcos(%(k1’_+k2_’_)) +

T
* cos(5ky,— ) cos(Zka,—) cos(Z (ki,— + ko))

X(kl,O < 0) X(k2,0 < 0)
—Tx
{em%(kl’fﬂz”)) X(k1,0 + koo < —7T')

Tx

— e B TR0 y(ky g 4 koo < 7T)|.  (VILIG)

The conditions x (k1,0 + k2,0 < £7T) can obviously be omitted. We must compute
the following expression:

+00 00 1 1
(27TT)2 Z Z e—(2"+1) ( cos(Zhy, ) cos(Zky,_Thkz, ) ) Tay
n=0 p=0
—(2p+1 1 _ 1 T —Ta Tay
e (2p+ )<ms<7k2,,) 005(7)“1,7‘*'1“2,—)) T+ [ecos(%(kly_Jrkg_’_)) _ecos(%(k17_+k21_)):| ,
(VIL.97)
which gives:
1 1 1
( )2 e_(cos(%kly_)—‘rcos(%kl_)_cos(%kl_’_«FkQ’_))Tx‘F
27T
—2 1 - 1 Tx
[1 e (cos(%kly_) cobv(gkl_,_Jer’_)) +}
2T(L‘+
[1 _ ew}
(VIL.98)
1 1
[1 - e_2<cos<§k2,,> _cos(%kl,+k2’)>Tx+i|
This is clearly a positive real number, and therefore we conclude that
AT I(Ty <0 (VIL.99)

Indeed, the minus sign of the prefactor —32i is compensated by the minus sign of
the product cos(5k1,—)cos(Gka,—)cos(Fky,— + ko ).
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VII.2.3 The (+,—,+) case
We now consider the (+, —, +) case. The corresponding contribution writes:

ATy = -32i Y /dk’l,ode,O/ dky,—dks, -

€N~
T+E2 T+, )

k1,0 + k20 _ k1,0tk2,0
e Teos(Lhy,_) | moos(Lhy, )  weos(L(ky,_thy,_)) ) Tt
2

T cos(Gk1,—) cos(Gka, ) cos(F (k1,— + ka,—))

x(k1,0 < 0)x(k2,0 > 0)

~Ta
|:€°°S(72r(klv—+k2=—)) X(kl,o + k‘g,o > —7TT)

Tz

—e= FFL =R, (kg o + kg0 > WT)] . (VIL.100)

Here like in all the other cases, we have to sum geometric sequences whose ratio is
explicitly strictly smaller than 1. This facilitates the discussion of the signs of the
corresponding quantities, as we shall see. If we perform the summation over £ o,

Tx Tx
B
. - T s(Zk -
we are lead to a geometric sequence whose ratio is e cos(ghi,—)  cos(ghi,—tka, ) ]

which leads to a factor

_9 Tm+ _ Tax
[1—6 cos(Zky,_)  cos(Zk1,_Thky ) ]—1

whose sign is not uniform in (ky _, ko _).
Consequently we introduce the variable s = kq9 + k2,0 and replace kz o by
5 — k1,0. We must compute:

k1,0 s—k10 s >
Tk +7rcos Tk T Tcos(Z z
/dkl,o dSe("COS(EM,—) (G k2, ) (5 (k1,—+k2,2)) +X(k'1,0 < O)X(S > kl,O)
—Taz Ta
[ec“‘%"“lv*’“%” X(s > —7T) — e« Fr—FF2, ) (g > WT)] . (VIL.101)

The variable s describes the set 2nTZ and the condition x(s > ki) can be
omitted. Thus the previous expression writes:

+oo Tay B Ta
(27‘(’T)2 Z B (2n+1)(cos(%k1’,) cos(%k2,7)>

n=0

Ty too 1 _ 1
lewm Z o 2p(cos<%<k1,_+k2,_>> Cos(%kz,_)>Tx+
p=0

—Tx

= —2[)( 1 - 1 )Tx
_ ook Hky ) Ze cosCE ¥k, 20 eos(E R, ) T | (VI1102)
p=0
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which is equal to:

_ 1 _ 1 1
) e (cos(%kly_) cos(%kg_y_)+cos(%(k1_’_+k2’_)) ) Tz

— 1 _ 1
[1_6 2<C°S(%k1,,) Cos(%k2=)>Tm+}

(2nT)

2T.7:+
|:1 _ ecos(%k27_):|
(VIIL.103)
—2 1 — 1 Tx
{1 e (cos(%(kl,_wz,_)) COS(%’Q,_)) +]
This quantity is positive, thus the conclusion follows:
iATTTI(Ty <0 (VIL.104)

VII.2.4 The (+,—,—) case

Let us examine now the (+, —, —) case. The contribution is:
ATy = 320 /dkl,odkz,o // dky._dksy,_
T+EzN” Tt —)

k1,0 k2,0 _ k1,0+k2,0
e wcos(%k17_) wcos(%k27_) wcos(%(k1’_+k2_’_)) T+
2

T+ cos(Gky,—) cos(Gka, ) cos(F(k1,— + ka2, ))

x(k1,0 < 0)x(k2,0 > 0)

T
|:€°°S(%(klv—+k2=—)) X(kjl,O + k‘g,o < —7TT)

Tx

— e EE T (k1o + ka0 < 7T)]. (VIL105)

We set k1,0 = s — k2o and we compute:

s—ka o k2,0 s )
g t oo (Z R T Tcos(Z(k c T+
/dsdkzoe( cos(Zk1,_) cos(Z k2, ) 0s(5 (k1,— thka,—)) X(S < k270)x(/€270 > 0)

—Txy Tx

{eﬁx(s < —T) — e FF T y (5 < WT)] . (VIL106)

The condition x(s < kz,0) may be omitted and we must evaluate:

+oo 1 _ 1
(27TT)2 § e(2n+1)(cos(%k2=,) cos(%k1,7)>Tx+
n=0

—Tzy +o00 _ 1 _ 1
{e—cogg(kl,,ﬂz,,» Ze zp(coav(gkl,_) cos(%(kl,_mz_)))“*
p=1
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Tao 400 9 ( 1 1 )
P e Y —4P\ os(T T cos(Z Txy
R D S I Gt s Ly } . (VIL107)
p=0

We find:

1 1 1
7(005(%]917_)7005(%1@2’_) 7005(%(k17_+k27_))>Ta:+

L 1
[1 _ 62<COS(%’C1,)Cos(%k2,)>Tai+‘|

—2T.77+
ecos(%k17_) —1

9 €

(2nT)

(VIIL.108)
[1 _ 6_2(cos(%lkl,q_cos<§<k1,i+k2,7>>>T”’+
This is a negative number, therefore
Aty <o, (VIL109)

VII.2.5 The (—,+,+) and (—, +, —) cases

There is no discussion to carry out: in fact, for (ki,_, k2 _) € 7, we have never
cos(Fki,—) <0, cos(5ka,—) > 0 and cos(F(k1,— + k2, —)) < 0 simultaneously. We
also conclude in the same way for the (—, 4+, —) case.

VII.2.6 The (—, —,+) case

ATy = =320 ) /dkl,odk2,0/ dky,—dkz,

™ N*
THE2 T— -+

k1,0 k2,0 _ k1,0tk2,0 z
e mcos(Lky,_) | mceos(Gky ) moos(Z(ky,_thka,_)) )T
2

x
* cos(5ky,— ) cos(Zka,—) cos(Z (ki,— + ko))

x(k1,0 > 0)x(k20 > 0)

—Ta
{GCOS(%(M’MQ’)) X(k1,0 + k20 > —7T)

Tz

—ecos(g k1, —+k2,)) X(kl,O + kg’o > ’/TT) . (VHllO)

We remark that the conditions x(k1,0 + k2,0 > £nT') are superfluous, and that
there is no need to introduce the variable s.
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We have:
+oo 1 1
2 CrtD| o m O e (G T ) 1o
(2nT) e
n=0
too 1 1
} :6(2p+1)< e Gy *cos<g<k1,_+k2,_>>>“+
p=0
7T:L'+ T.L+
ecos(F(ky _Fky ) _ geos(F (k1 —+k2 ) | —
1 1 1
67 ( cos(%(k17_ +ka, ) - cos(%k17_) - cos(%kz_)) Ta:+
(2nT)?

—2Tz 4
{e cos(Z (k1 _+h3, ) _ 1]

_ 1 _ 1
[1 e 2<cos<g<k1,_+kz,_>> COS(%M,_)>TI+

(VIL.111)
[1 _ 6_2< cos(%(kl,t ENN) _cos(%lk2,7)>Tx+
This quantity is negative and we conclude that
ATy <o, (VIL.112)

VIIL.2.7 The (—, —,—) case

We finally discuss the last case:

ATTOT) = =320 Y /dkl,ode,O/ dky,—dks, -

€ TN* 7—(

=)

k k k +k
( 1,0 2,0 1,0 2,0 );(‘
e

mcos(Zky,_) | mcos(Gka ) mcos(Z(ky,_tka,_))
2

T+ cos(Lk1,—) cos(Ska, ) cos(5(ki,— + ko))

x(k1,0 > 0)x(k2,0 > 0)

—ch+
|:ecos(72r(k1,_+k2,_)) X(kl,o + k-2,0 < —7TT)

Tz

—ecos(Glkr, —+ka ) X(kl,O + k‘g,o < 7TT) . (VII.113)

But it is clear that the conditions k1o > 0, k2o > 0 and k19 + koo < £71" are
incompatible (as in the (4, +,+) case), hence

ATy =0. (VIL114)
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Lemma VII.1 There exists a constant K > 0 such that:
_ _ _ _ K
AT+ AT+ AT 1 AT T > 5 (VILLS)
Proof: As each one of the quantities are purely imaginary, with non-negative imag-

inary part, it is sufficient to prove the inequality \A§+’+’7)(T )| > % for some
constant K. We have:

AR (7| = 32(20T)?

1
dky _dko,—
Z //T(+,+,7> Lo cos(Gky,—) cos(Gka, ) cos(G(k1,— + ko))

T4 €FN*

1 1 1
ei<cos %k17_ +cos %k’Q-,— " cos %<k17_+k21_))T$+
2

- -2 ! - L Tz
1_¢ cos S ky,— cos 5 (ky,_+ka ) +

2T
|:1 — ecos g(kl,_+k2,_):|

(VIL.116)
[1 . 6_2< cos %%«217 ~ cos %(1«1,174-1«2,7)),1—'3:-%—
As |1 - 6_2( cos %1k1,, ~ Gos %(k1’17+k2,7))Tx+ <1
_ 1 _ 1
and [1 —e 2<°°S%k2=* COS%““’MQ’))TM] <1, we get:
AT ()| < s2(20T)? // dky,_dks,
) T++-) :
$+€§N
1
cos(Gk1,—) cos(Tka ) cos(5(k1,— + ka,—))
_ 1 1 _ 1 2Tx
xie (°°S TR Tee 3Ry e %("1"+k2"))Tx+ [1 —ewr TR0 | (VIL117)

As we are seeking a lower bound, we can restrict the integration over the open

domain 7+ to a compact T ™) ¢ T(++ =) where € is a strictly positive
1

constant (for example € = 15), in which we have cos (%kl,,) > €, cos (%kg,,) > ¢
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and |cos (5 (k1,— + k2,—))| > €. For (ki ks ) € 757 we have:

1 1 1
0 < in ei(cos Tk, — toos Tko, " cos %(k'ly_«#k,g_’_))Ta:*’

2Tz+
[1 - ec"S%““l-,J“’“?,)] < e 377+ (VIL118)

By Lebesgue domination theorem, we can invert ZM and f fT<+,+,7) dky,— dko
and write:

1A (7)) > 32(27rT)2/ (k- dky, - S g T 1 e 2T

T T, € TN~
(VIL119)
or: . 3
AT ()] 2 320072 Y nPe ETM (1T (VIL120)
n=0
Now we use the formula:
too —a —2a
n?em = % (for a > 0) (VIL.121)
— (1 —e a)3
to write:
BT T (T ()T
A > gepire | S FC T € TR
(= A T
(VIL.122)
41 (240(T) 24 0(T)
> 32771 — . I1.12
2 82m ( 37207 (3/2+ 1) (VIL123)

Hence for T small enough, we obtain the desired result:
1A (T > KT (VIL.124)
for some explicit K and the lemma is proven.

VIII Study of the other configurations

We now are going to treat the other configuration, corresponding to:

k1’+ ~ -1 k1’+ ~ -1
ko ~ 1  and { kyy ~ -1 (VIIL125)
k‘g,_;,_ ~ —1 kj37+ ~ 1
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which are equal and form the term called 203 Ag 2(7T,1,0). Let us concentrate
on the first case. We have to consider the propagator:

+o00o 6ik1’+x+
dk =
/—oo L+ Z.kl,o — 7Tk1’+ COS(%]CL,)
—1 /+00 eik1,+a:+
—_— dky 4+ o . (VIIL.126)
’/TCOS(Ekl,*) —00 k1’+ — #%’217_)
The pole of the integrand is % and the corresponding residue writes
Y-
_ k10w4
e 7°(3k1,-) Therefore we have:
+oo ik1,+z+ _ 99 _ k1,004
e iki,0 — mky 4 cos(Fk1,—)  cos(Gki )
k‘l 0 kl 0
>0 —— >0 - <0 — <0 .
[x(u )X (nos(gkl,) ) x(zy <0)x (MOS(%,{:L)

(VIIL.127)

Now, let us consider the integration over ks . We have:

o0 eik2,+$+
dko + — =
/_oo " —ikgo + mha 4 cos(Ska, )

1 +oo 6ik2’+ Ty
/ dls 4 . (VIIL128)

™ vk
mecos(Zky ) ) _ k2o
(2 2, ) o0 2,+ mcos(Zka,_)

In fact, the only change with the previous case is a global change of sign. We can
immediately write:

dk = Teos( 5 ko, _)
2+ —ikgo + Tha, 1 cos(Fka, )  cos(Tka ) ¢ ’

/+OO eik‘21+$+ 22 _ k2’0m+

—0o0

kg’o k2,0
{X(x* > Ox <wcos<gk2,_> - 0> Xz <0x <mos<gk2,_> : 0)]
(VIIL129)

For the integration over k3 y, we have cos(Fka, 1) =~ 5 (k2 + 1) and we consider:

+o0 eik3,+x+ —1 +oo eik;;,_,_x_,_
dks + — = / :
/_Oo Wik — k34 cos(Tks—)  meos(5ks—) Jooo ks 4 ——20

mcos(S ks, +)

(VIIL.130)
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k3.0® 4

. . ik . Toos(ZThe
In this case, the pole is —W and the residue e™<>*(z%s.—) . Therefore the
S(Z ks, _
above integral writes:
+oo eks + Ty —92 k’3,9ri+
dks3,— = == ereontata )
e —iks o — k3 cos(Sks )  cos(Tks )

{X(m > 0)x (@70 < 0) —x(zy < 0)x (L > 0)] .

mcos(ks,—) mcos(Gks,—)
(VIIL131)

Hence we obtain:

9% Ag (7T, 1,0) = —8i / da / dki,o dky - dks,o dks,— dks o dks, - 27

(7 k1,0 -~ k2,0 k3, Ty
wcos(LEky ) mcos(Ekyg )  mwcos(Zky _)
e 2 "1, 272, 23,

cos(Lk1,—) cos(Gka,—) cos(Gks, )

ei(F10tk20+ks,0+7T)zo ik, —+ke,— +ka, - )z
k1.0 k2,0
>0)x | ——77— >0 roos(Zka_)
[X(x+ x <7T cos(5k1,-) ) * <7"COS(§]€2»—) )
_ M0 )y <o)y [— <o
X WCOS(%k&f) X T+ X WCOS(%kl,*)

ka0 k3,0
AL\ L — . 111.132
X <7rcos(%k2,_) < 0> X <7rcos(§k3,_) - 0)} v 32)

Then we integrate over xy and perform the sum over ks o:

8114@72(7'("1‘, 1, 0) = —8i/d$+ dr_ /dk‘l,o dkL— dk‘g,o dk‘g,_ dkj37_

_ k1,0 _ k2,0 __k1,0tk2,0+7T =
e wcos(%kly_) wcos(%k27_) wcos(%k&_) + )
1.2 ez(kl,,Jrkg,,Jrkg,,)x,
+ cos(Gky,—) cos(Gka, ) cos(Fks )

kl,O k2,0

[X(x+ > O)x <7TCOS(%]€1,—) ~ 0) X <7TCOS(%]€2’_) - 0>
k3,0 b0

X (W < 0) x(z+ < 0)x (WCOS(%kl,) - O)

koo k3,0
, ey . II1.1
x<7mos(%k27_) <0>x<m08(gk37_) >0)} (VIIL.133)
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Thanks to the change of variables 2/, = —x,, k] o = —k1,0, k3 o = —k2,0, we get:

8_%/1(;,2(7TT, ]., 0) = —81/d.’£+ dr_ /dkl,o dkL, dkg,o dkg’, dkg’,

_ k1,0 k2.0 ki,0+k20 =
, € mcos(Zky,_) | mcos(Zka,_) | mcos(Z kg, ) Lt

T+ cos(Fk1,) cos(Tko ) cos(Gks )

kl 0 /4}2 0
0 _ 0 It S 0
X(@+ > 0)x (wcos(%kL) ” ) X (’/TCOS(%]{Q’) -
X mcos(Gks,—)
mcos(Lks, )

ei(k‘lv_—‘rkg_’_ +k‘31_)£_

>0)} . (VIIL134)

Then we perform the sum over z_ as previously and integrate over k3 . There is a
small contribution with a compensating factor [x(z4 even)—x (x4 odd)] that can be
bounded as in Section VI, and we have again to study the dominant contribution:

Ap(T) = —=8i / dky,0 dka,o dky, — dko, 2%

.’L‘+€%N*
k . k R k . +k'7
e_(wcos(%(l)cly_)—‘r'rrcos(%?czy_)+7rcos(%1(l(c)1_’_z+ok2’_))>x+ k'l,o 0
cos(Gky,—)cos(Gka ) cos(G(k1,— + ko)) meos( Lk, )

N k2,0 -0 em(%(;:%x k1,0 + koo + 7T >0
mcos(Gka,—) mwcos(G(ki,— + k2,—))

o Tey k koo — T
_ecos<g<k1,_+k2,_>>x< 1’0ﬂ+ 2077 > 0)} . (VIIL.135)
meos( 5 (ki,— + ko))

Fortunately, we do not have to carry again a discussion about the signs of the three
cosines. In fact, we can remark that A;(T) = A2(T). To see that, let us perform
the following change of variables in A;(T):

ky— = K _+2
{ ol (VIIL136)
to obtain:
As(T) = —8i Y. /dkl,o dksa 0 //dk:ﬂ_dkg,_xi
ZE+€%N* T

< k1.0 + k2 0 B k1,0+k2,0 >w+
Toos(Zk, ) | moos(5k, ) moos(& (K, _+K, )
e cos(Gky, os(5 ko cos( 5 1, 2, ( kl,O 0)

cos(5ky _)cos(5ky ) cos(5 (K _ + k) ) meos(Gky _
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—Tx
wx | —F2o o) [emaor o, [ Fret ket T
meos(5ky ) meos(5(ky,_ + k3 _))

Tz+
- ecos(g(k’l EEIAND)) kl,O + k'2,0 — T
T (L] 7
meos(G(ky _ + k5 _

7 >-o>} . (VIIL137)

where 7" is the triangle 7 translated by the vector (—2,—2). Using the invari-
ance under central symmetry and translations by vectors of the form (4ny,4n_),
(ny,n_) € Z2, we conclude that 7’ may be replaced by 7.

Hence we have proved that A;(7) = As(T). This concludes the proof of
Theorem V.1 hence of Theorem II.1.

Acknowledgments. We thank our referee for its very attentive reading and com-
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References

[1] V. Rivasseau, The two dimensional Hubbard Model at half-filling: I. Conver-
gent Contributions, Journ. Stat. Phys. 106, 693-722 (2002).

[2] S. Afchain, J. Magnen and V. Rivasseau, Renormalization of the 2-point func-
tion of the Hubbard model at half-filling, cond-mat/0409231.

[3] M. Salmhofer, Continuous renormalization for Fermions and Fermi liquid the-
ory, Commun. Math. Phys. 194, 249 (1998).

[4] M. Salmhofer, Renormalization, an introduction, Springer Verlag, 1999.

[5] M. Disertori and V. Rivasseau, Interacting Fermi liquid in two dimensions at
finite temperature, Part I: Convergent Attributions, Commun. Math. Phys.
215, 251 (2000).

[6] M. Disertori and V. Rivasseau, Interacting Fermi liquid in two dimensions at
finite temperature, Part II: Renormalization, Commun. Math. Phys. 215, 291
(2000).

[7] G. Benfatto, A. Giuliani and V. Mastropietro, Low temperature Analysis of
Two-Dimensional Fermi Systems with Symmetric Fermi surface, Ann. Henri
Poincaré 4, 137 (2003).

[8] P.W. Anderson, Luttinger liquid behavior of the normal metallic state of the
2D Hubbard model, Phys. Rev. Lett. 64, 1839-1841 (1990).



Vol. 6, 2005 The Hubbard Model at Half-Filling, Part III

Stéphane Afchain and Jacques Magnen
Centre de Physique Théorique

CNRS, UMR 7644

Ecole Polytechnique

F-91128 Palaiseau cedex

France

email: stephane.afchain@cpht.polytechnique.fr
email: jacques.magnen@cpht.polytechnique.fr

Vincent Rivasseau

Laboratoire de Physique Théorique
CNRS, UMR 8627

Université de Paris-Sud

F-91405 Orsay

France

email: rivass@Qth.u-psud.fr

Communicated by Joel Feldman
submitted 20/12/04, accepted 10/02/05

To access this journal online:
http://www.birkhauser.ch

483



Conclusion et perspectives

Les techniques constructives mises en ceuvre dans ce travail ont finalement permis de prendre
la théorie des perturbations « naive » et de prouver que les développements correspondants peuvent
étre contrélés rigoureusement. C'est la un fait général pour les théories fermioniques dans lesquelles,
comme nous I'avons dit, le principe de Pauli introduit des alternances de signes dans les diverses contri-
butions a sommer, si bien que les amplitudes résultantes ne sont finalement pas trop grandes. Dans le
modeéle que nous avons étudié, I'hypothése de demi-remplissage conduit a quelques simplifications
heureuses, notamment le fait que toute fonction a deux points s’annule si son impulsion d’entrée est
sur la surface de Fermi (conséquence de la symétrie particule-trou). Cette identité, que I'on peut voir
comme une identité de Ward, a la conséquence que le potentiel chimique n’est pas renormalisé. Ceci
est dd au fait que tous les contre-termes correspondants sont nuls. Il serait ans doute possible d’étendre
les résultats obtenus a un modéle faiblement éloigné du demi-remplissage. Mais dans ce cas, la preuve
serait compliquée par le fait que nous devrions prendre en compte un flot de renormalisation non-trivial

pour le potentiel chimique.

La question de savoir si un systéme de fermions corrélés a un comportement de liquide de Fermi ou
de Luttinger ne peut donc pas étre résolue de fagon simple en considérant la dimensionalité. Il est bien
établi qu’en dimension 1, on a des liquides de Luttinger et qu’en dimension 3, on a un comportement
de Fermi. En dimension 2, on ne peut étre aussi catégorique et il est nécessaire de tenir compte de la
forme de la surface de Fermi. Il a été prouvé dans [DR00a] et [DROOb] que lorsque la surface de Fermi
alaforme d'un cercle, on a un comportement de Fermi. Nous avons prouvé que lorsqu’elle est un carré,

on a un comportement de Luttinger.

I faut toutefois mentionner que I'étude rigoureuse des systémes fermioniques en dimension a été
entreprise dans [DMR], mais cette direction de recherche s’annonce extrémement ardue. L'ensemble
des techniques développées atteint sans doute une taille critique qui rend la communication de ces
résultats difficiles. En ce sens, un travail de simplification des techniques de démonstration constituerait

une avanceée significative.
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Nous terminerons par mentionner un probleme particulierement fascinant, et qui est lui aussi un
prolongement direct de la problématique de cette thése : I'étude constructive de I'effet Hall fraction-
naire. Une littérature surabondante existe a ce sujet, aussi nous limiterons-nous a indiquer simplement
[St092]. La situations physique est trés simple a concevoir : on considére un systéme bidimensionnel
de fermions en interaction, soumis a un fort champ magnétique extérieur perpendiculaire. On observe
alors des plateaux dans la conductivité en fonction de l'intensité de ce champ, dont les valeurs n’ont
pas encore re¢u a I'heure actuelle d’explication vraiment satisfaisante. L'aspect le plus intéressant et
gue ce champ magnétique introduit une non-commutativité dans I'espace des phases, ce qui ouvre des

perspectives complétement nouvelles pour les constructivistes.
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