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maine et l’analyse numérique et je le remercie infiniment pour son encouragement,
sa gentillesse, sa passion pour la recherche et la richesse de ses idées, il a guidé mes
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le tirage.

3



4



Table des matières

1 Généralités et rappels 11
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1.1.2 Historique des méthodes de décomposition de domaine . . . . . . 12
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4 Décomposition de domaine avec coin sur le bord 59

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.2 Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.3 Construction des conditions d’interface d’ordre 2 . . . . . . . . . . . . . 60

4.3.1 Traduction des conditions aux limites artificielles exactes à un sec-
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Introduction

Les méthodes de décomposition de domaine se sont particulièrement développées ces
dix dernières années avec l’arrivée d’ordinateurs parallèles et constituent actuellement un
axe de recherche très actif en analyse numérique. Elles sont actuellement bien comprises
dans le cas d’un domaine régulier décomposé en sous-domaines réguliers, voir par exemple
[24], [15] et [1]. Un enjeu important pour les applications est une bonne compréhension
des cas singuliers : problèmes à coins (2D), arêtes et trièdres (3D).

Le principe de ces méthodes est le suivant : pour un opérateur elliptique L et un
domaine Ω, on cherche à résoudre

{
Lu = f dans Ω

+C.L sur ∂Ω
(1)

Quand le domaine Ω est “grand”, on le décompose en sous-domaines, Ω = ∪i=N
i=1 Ωi

où les Ωi sont des ouverts de Ω et on résout de façon itérative





Lun+1
i = f dans Ωi

Bijγiju
n+1
i = Bijγiju

n
j sur ∂Ωi ∩ Ωj(i 6= j)

+C.L sur ∂Ωi ∩ ∂Ω

pour i = 1, ..., N. Les opérateurs d’interface Bij sont des opérateurs différentiels ou
pseudo-différentiels appliqués aux vecteurs traces γij, i, j = 1...N.

Le choix des opérateurs d’interface a une très grande influence sur la vitesse de conver-
gence de l’algorithme. Dans le cadre des interfaces régulières, cette analyse a déjà été
faite tant au niveau théorique que numérique : un choix optimal repose sur un compromis
entre optimalité théorique et facilité d’implémentation, voir [16].
Dans la situation avec singularités géométriques on peut envisager deux situations :

1. Le cas où le domaine global Ω est régulier et donc la solution globale est plus
régulière à priori que les solutions du problème dans chaque sous-domaine seule-
ment régulier (C1) par morceaux avec des conditions d’interfaces usuelles, voir
figure 1.

2. Le domaine global est singulier et non convexe et donc la solution globale présente
des singularités qui n’apparaissent pas à priori dans les solutions des problèmes

7



8 Introduction

O

Fig. 1 – Domaine régulier.

O

Fig. 2 – Domaine irrégulier.

dans chaque sous-domaine supposé régulier avec des conditions d’interfaces bien
choisies, voir figure 2.

Nous considérons dans ce travail le cas où L est le Laplacien en dimension deux.
L’analyse du problème en dimension deux à l’aide de la transformée de Mellin conduit à
considérer des conditions d’interface à proximité des sous-domaines de la forme

Bij =
∂

∂ni

+
βij

r
− ∂

∂r
(
αij

2
r
∂

∂r
)

où r désigne la distance au coin, ni la normale extérieure au sous-domaine Ωi, αij et βij

sont des coefficients à déterminer. Les types asymptotiques de un+1
i dépendent de ceux

de Bij(u
n
j ) ainsi que des coefficients αij et βij. On se place dans la situation idéale où un

j

a les mêmes types asymptotiques que ceux de la solution u de (1). On choisit αij et βij de
façon à ce que les types asymptotiques de un+1

i soient le plus proche possible de ceux de
u. Les formules correspondantes pour αij et βij sont différentes selon que l’on se trouve
dans l’une des deux situations évoquées plus haut.

Des simulations numériques basées sur la méthode des éléments finis et réalisés à
l’aide du logiciel FreeFem++ confortent cette approche puisque le nombre minimum
d’itérations correspond au choix théorique proposé.

Ce travail est présenté de la manière suivante :

1. Dans le premier chapitre nous faisons un rappel bibliographique de la méthode de
décomposition de domaine pour résoudre le problème de Laplace, nous introduisons
la notion des conditions aux limites artificielles exactes, et nous rappelons quelques
résultats d’optimisation des conditions d’interface.
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2. Dans le deuxième chapitre nous rappelons la théorie de V.Kondratiev et les pro-
priétés de la transformée de Mellin, qui permet de décrire la régularité Hs dans les
domaines à coins.

3. Dans le chapitre trois nous présentons la notion de type asymptotique et nous
introduisons des espaces de Sobolev avec singularités prescrites qui interviennent
dans la résolution des problèmes elliptiques.

4. Le chapitre 4 a pour objet la construction des opérateurs d’interface de la forme

∂

∂n
+
β

r
− ∂

∂r
(
α

2
r
∂

∂r
)

où r est la distance au coin. Nous faisons une étude d’optimisation des condi-
tions d’interface dans le cas où le domaine global est irrégulier(voir figure 2). Nous
donnerons des résultats numériques réalisés avec le logiciel FreeFem++.

5. Dans ce chapitre 5, contrairement au chapitre précédent nous traitons le cas où
le domaine global est régulier (voir figure 1). Nous travaillons avec des conditions
d’interface de type

∂

∂n
− ∂

∂r
(
α

2
r
∂

∂r
)

où r est la distance au coin. Nous faisons une étude d’optimisation des conditions
d’interface. Dans le cadre d’une décomposition en deux sous-domaines, un calcul
explicite montrera qu’on peut optimiser que dans le sous-domaine convexe. Nous
présentons des résultats numériques qui confirment nos prévisions théoriques.
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Chapitre 1

Généralités et rappels

Nous exposons dans ce chapitre les principes et généralités des méthodes de décomposition
de domaines et la construction des conditions aux limites artificielles (CLA) exactes.
Nous ne ferons qu’un bref rappel sur les méthodes de décomposition de domaines et
des définitions des CLA exactes. Nous reviendrons en détail sur l’application de ces
méthodes pour la résolution des problèmes aux dérivées partielles avec des CLA exactes
bien choisies pour avoir des algorithmes efficaces.

1.1 Méthode de décomposition de domaine

1.1.1 Motivation de l’utilisation des méthodes de décomposition
de domaine

L’objectif principal des méthodes de décomposition de domaine est de trouver des
solutions aux problèmes issus des équations aux dérivées partielles définies sur des
géométries compliquées ou de grande taille. En effet, la résolution directe du problème
dans le domaine global engendre des systèmes linéaires de grande taille difficiles à
résoudre par des solveurs directs ou méthodes itératives classiques, d’autant plus que de
tels systèmes sont souvent mal conditionnés, d’où l’utilité des méthodes de décomposition
de domaine. Elles permettent de décomposer le problème initial en des sous-problèmes de
petite taille définis sur des géométries plus simples. En outre, les méthodes de décomposition
de domaine ont récemment eu un grand intérêt du point du vue théorique et numérique
car elles fournissent des algorithmes bien adaptés aux ordinateurs parallèles, elles peuvent
s’appliquer à des problèmes définis sur des géométries complexes, elles facilitent l’utili-
sation des schémas numériques (éléments finis, différences finies,...) pour chaque sous-
problème et peuvent être combinées avec d’autres méthodes telles que le raffinement
local du maillage.

Les méthodes de décomposition de domaine consistent à partager le domaine de
résolution d’une équation aux dérivées partielles en sous-domaines. On peut alors trai-
ter des problèmes de grande taille pour lesquels aucun ordinateur n’aurait suffisamment
de place mémoire. On reformule le problème en un problème équivalent dont les in-
connues sont des fonctions définies sur les interfaces des sous-domaines (méthode de

11



12 Chapt 1. Généralités et rappels

sous-structuration). La résolution du problème d’interface par des méthodes itératives
(de type Gradient conjugué) s’effectue par des résolutions successives du problème dans
chaque sous-domaine de façon indépendante : chaque sous-domaine est attribué à un
processeur qui résout son problème à l’aide des données contenues dans la mémoire lo-
cale. Au cours de la résolution des problèmes d’interface, il est nécessaire de choisir des
bonnes conditions de raccord sur les interfaces des sous-domaines pour avoir une vitesse
de convergence optimale.

1.1.2 Historique des méthodes de décomposition de domaine

La première méthode de décomposition de domaine a été développée à la fin du 19ème

siècle par le mathématicien H.A.Schwarz dans le but d’étudier l’opérateur de Laplace.
Son idée est d’étudier le problème dans le cas où Ω est la réunion de domaines simples,
par exemple : l’union d’un rectangle et d’un disque.
Nous présenterons plus tard un rappel sur la méthode de Schwarz.

La méthode de Schwarz nécessite un recouvrement entre les sous-domaines [18] (H.A.
Schwarz, 1870). La convergence a été étudiée par H.A.Schwarz, puis P.L.Lions [20] (P.L.
Lions, 1988). L’inconvénient de ce type de découpage est la complexité de sa mise en
oeuvre numérique, surtout dans le cas de problèmes 3D, en outre il est difficile de définir
les zones de recouvrement pour des géométries très complexes. De plus, la convergence
de la méthode est très lente.

- Vu la complexité de la première méthode, une autre méthode a été introduite : la
méthode de décomposition de domaine sans recouvrement des sous-domaines. Dans ce
cas on doit choisir des opérateurs d’interface spécifiques pour que la méthode converge.
Une extension de la méthode de Schwarz dans le cas sans recouvrement a été introduite
dans [21] (P.L. Lions, 1989), puis [4] (B. Desprès, 1991), [9] (F. Nataf, F. Rogier et
P. Charton, 1991), [2] (C. Carlenzoli et A. Quarteroni, 1995). Dans [23] (P. Le Tallec,
1994) a prouvé que l’algorithme de Schwarz est un cas particulier des méthodes de sous-
structuration.

1.2 Méthode de Schwarz

La méthode de Schwarz sert à résoudre des problèmes elliptiques sur un domaine
décomposé en plusieurs sous-domaines qui se recouvrent. Pour simplifier on va se limiter
aux problèmes elliptiques avec des conditions aux limites homogènes.
Exemple : soit Ω = Ω1 ∪ Ω2 avec Ω1 ∩ Ω2 6= ∅

On résout {
(η − ∆)u = f dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

où η ≥ 0.
Pour une décomposition en deux sous-domaines, on rappelle l’algorithme de Schwarz :
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soient (un
1 , u

n
2 ) une approximation de (u|Ω1 , u|Ω2) à l’itération n de l’algorithme.

(un+1
1 , un+1

2 ) sont définis par :





(η − ∆)un+1
1 = f dans Ω1

un+1
1 = 0 sur ∂Ω1 ∩ ∂Ω
un+1

1 = un
2 sur ∂Ω1 ∩ Ω2





(η − ∆)un+1
2 = f dans Ω2

un+1
2 = 0 sur ∂Ω2 ∩ ∂Ω
un+1

2 = un+1
1 sur ∂Ω2 ∩ Ω1

Le problème dans Ω1 doit être résolu avant celui de Ω2, une légère modification de
l’algorithme est la méthode de Schwarz additive.

∀i, j ∈ {1, 2},





(η − ∆)un+1
i = f dans Ωi

un+1
i = 0 sur ∂Ωi ∩ ∂Ω
un+1

i = un
j sur Γi = ∂Ωi ∩ Ωj

Les deux problèmes dans Ω1 et Ω2 peuvent être résolus concurremment. On itère
plusieurs fois, jusqu’à ce que le critère d’arrêt soit vérifié, on peut par exemple utiliser
comme critère d’arrêt, pour ǫ assez petit donné :

||u1
n+1
|Γ1

− u1
n
|Γ1

|| ≤ ǫ et ||u2
n+1
|Γ2

− u2
n
|Γ2

|| ≤ ǫ

ou

||u1
n+1 − u1

n|| ≤ ǫ et ||u2
n+1 − u2

n|| ≤ ǫ

Schwarz prouve qu’il y a convergence de (un
1 , u

n
2 ) vers (u|Ω1 , u|Ω2) quand n tend vers

l’infini en utilisant le principe de maximum.
Vers les années 30, Sobolev a découvert une formulation variationnelle pour des problèmes
en élasticité linéaire [Sobolev, 1936], il a montré qu’on peut utiliser ces algorithmes même
pour des problèmes ne vérifiant pas le principe de maximum. Puis 1988, P.L.Lions a
montré que la convergence de méthode de Schwarz dépend de la taille du recouvrement
δ, du pas de discrétisation h et du diamètre caractéristique des sous-domaines. On note
que la convergence est meilleure si le recouvrement est important.

L’avantage de ces algorithmes est l’économie en place mémoire, en effet si ces algo-
rithmes sont résolus par des méthodes directes le coût de stockage est très grand, mais
en divisant le problème original en plus petits morceaux la quantité de stockage peut
être réduite.

L’inconvénient de la méthode additive de Schwarz est le besoin d’une décomposition
de domaine avec recouvrement afin de converger, mais on peut remplacer les conditions
de Dirichlet sur l’interface par d’autres conditions qui apportent la convergence pour une
décomposition de domaine sans recouvrement, exemple : on prend la condition de Robin
(∂n + β),... de plus, on peut optimiser les conditions d’interface afin d’avoir une conver-
gence plus rapide. Parmi les résultats on note celui de P.L.Lions prouvant la convergence
en remplaçant les données de Dirichlet sur l’interface par des conditions de type Robin.



14 Chapt 1. Généralités et rappels

Nous supposons pour simplifier les calculs que le domaine Ω est découpé en deux
sous-domaines disjoints séparés par une interface Γ12. De façon générale l’algorithme de
Schwarz dans le cas d’un découpage du domaine sans recouvrement se présente comme
suit :

• Algorithme de Schwarz, sans recouvrement
Soit (u0

i )i=1,2 une approximation initiale de la solution de u dans chaque sous-domaines
dans le cas d’un découpage en deux sous-domaines, et (un

i )i=1,2 la valeur de l’approxima-
tion de u à l’itération n. L’algorithme de Schwarz s’écrit :

{
L(un+1

1 ) = f, dans Ω1

B1(u
n+1
1 ) = B1(u

n
2 ) sur Γ12

{
L(un+1

2 ) = f, dans Ω2

B2(u
n+1
2 ) = B2(u

n
1 ) sur Γ12

où B1 et B2 sont des opérateurs d’interfaces.

En décomposition de domaine, le choix des conditions de raccord aux interfaces des
sous-domaines est très important pour obtenir des algorithmes stables et performants.

Nous proposerons d’abord un rappel bibliographique des conditions aux limites artifi-
cielles (CLA) puis nous donnerons une méthode de construction des conditions d’interface
en décomposition de domaine à partir des CLA pour résoudre le problème : (η−∆)u = f .

1.3 Introduction aux conditions aux limites artifi-

cielles

Dans cette section nous exposons la notion de condition aux limites artificielles et
son utilité pour choisir des conditions de raccord aux interfaces comme dans [12], [13]
(F. Nataf et F. Rogier 1994-1995). Choisir comme condition d’interface les conditions
aux limites absorbantes est un point fondamental car cela permet d’améliorer le taux de
convergence, voir [15] (F. Nataf, F. Nier).

1.3.1 Rappel sur les CLA exactes : cas de 2 sous-domaines

On note par ni la normale extérieure à un sous-domaine Ωi de R
2 et τi le vecteur

tangent unitaire défini comme suit (voir figure 1.1) :
Les conditions aux limites artificielles (CLA) sont utilisées en calcul scientifique pour

résoudre des problèmes posés dans des domaines non bornés (cas de R
2).

Si on fait une discrétisation de types éléments finis, volumes finis, différences finies, il est
nécessaire de tronquer le domaine de calcul par une frontière artificielle sur laquelle il
faut donner une condition aux limites dite artificielle. De manière idéale, cette condition
est telle que la solution calculée dans le domaine tronqué soit la restriction de la solution
calculée dans le domaine non tronqué, on dira qu’une telle condition aux limites est une
condition aux limites artificielle exacte (CLAE). En général cette condition s’écrit sous
forme intégrale en espace et temps et son implémentation numérique est très coûteuse.
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Ω Ω
2

1

τ

n2n1

Fig. 1.1 – Interface entre deux sous-domaines

Ce problème a motivé la recherche d’une condition qui approche (en espaces et en temps)
les CLAE, ceci fait l’objet de plusieurs travaux ([7], [8], Engquist et A. Majda 1977-1979).

On suppose qu’on veut résoudre l’équation : L(u) = f dans R
2 où L = η −∆, η ≥ 0.

On suppose de plus que le support de f est inclus dans le demi espace x ≤ 0.
On considère la troncature du domaine de calcul à droite par la frontière artificielle x = 0,
notée Γ.

On introduit l’opérateur de Steklov-Poincaré du demi-espace {x ≥ 0} :
Λx>0 : u0 −→ − ∂

∂x
w(0, y) où





L(w) = 0, x ≥ 0
w(0, y) = u0(y)

w est bornée à l’infini

On cherche à mettre une condition aux limites en x = 0 qui soit exacte, c’est-à-dire
que l’on cherche un opérateur B tel que la solution v du problème :

{
L(v) = f, x < 0
B(v) = 0, x = 0

soit la restriction de u sur ] −∞, 0] × R.

Comme u vérifie L(u) = 0 dans [0,∞[×R, d’après la définition de Λx>0 et l’unicité
de solution du système vérifié par w, nous avons (∂x + Λx>0)(u) = 0 en x = 0, cette
condition s’appelle condition aux limites artificielle exacte.
On suppose maintenant que le support de f est inclus dans le demi-espace x ≥ 0.

On introduit l’opérateur de Steklov-Poincaré du demi-espace {x ≥ 0} :
Λx<0 : u0 −→ ∂

∂x
w(0, y) où





L(w) = 0, x ≤ 0
w(0, y) = u0(y)

w est bornée à l’infini

On cherche à mettre une condition aux limites en x = 0 qui soit exacte, c’est-à-dire
que l’on cherche un opérateur B tel que la solution v du problème :
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{
L(v) = f, x > 0
B(v) = 0, x = 0

soit la restriction de u sur [0,−∞[×R.

Comme u vérifie L(u) = 0 dans [0,∞[×R, d’après la définition de Λx<0 et l’unicité
de solution du système vérifié par w, nous avons (∂x − Λx<0)(u) = 0 en x = 0, cette
condition s’appelle condition aux limites artificielle exacte.

Comme L est un opérateur à coefficients constants, le symbole de Λx>0 peut être
déterminé explicitement.

On désigne par ŵ la transformée de Fourier partielle par rapport à y de w et k la
variable duale associée à y. On définit

ŵ(x, k) =

∫

R

e−ikyw(x, y)dy

et F−1
k désigne la transformée de Fourier inverse.
Prenons la transformée de Fourier partielle par rapport à y de L(w) = 0 on obtient :

(η − ∂2
x + k2)ŵ(x, k) = 0, dans x > 0 et k ∈ R.

Les solutions sont cherchées sous la forme
∑

i αi(k)e
λi(k)x où les λi(k) annulent le

polynôme caractéristique de L : η − λ2 + k2

Ainsi nous avons deux possibilités pour λi(k) :

λ− = −
√
η + k2, λ+ =

√
η + k2

La solution ŵ étant bornée à l’infini, le terme en facteur de eλ+x doit être nul. Nous
avons ainsi :

ŵ(x, k) = b(k)eλ−(k,η)x,

or en x = 0, ŵ(0, k) = û0(k) donc :

ŵ(x, k) = û0(k)e
λ−(k,η)x

et
Λx>0(u0) = F−1

k (−λ−(k)û0(k)).

De même, si le support de f est inclut dans R+, on a

Λx<0(u0) = F−1
k (λ+(k)û0(k))

Remarque 1 Dans le cas où L est un opérateur à coefficients constants on prend la
transformée de Fourier de L par rapport à y, on peut le factoriser.
Exemple : soit L = η − ∆
L peut s’écrire sous la forme

L = −(∂x − Λx<0)(∂x + Λx>0)

Les opérateurs intervenants dans les conditions aux limites artificielles exactes sont
les termes de la factorisation de L. Si L est à coefficients variables on peut relier la
factorisation de L aux conditions aux limites artificielles exactes (voir [17], F. Nataf, F.
Nier).
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Pour les méthodes de type Schwarz plusieurs conditions d’interface ont été introduites
à partir des conditions aux limites artificielles.

1.4 Les CLA exactes en tant que condition d’inter-

face

Les conditions aux limites artificielles ont été utilisées pour la première fois comme
condition d’interface dans [19] (T. Hagstrom, R.P. Tewarson et A. Jazcilevich, 1988). On
a alors convergence en deux itérations de la méthode de décomposition de domaine.
En général les opérateurs intervenant dans les CLA exactes ne sont pas utilisés direc-
tement comme conditions d’interface, car ils ne sont pas des opérateurs aux dérivées
partielles et donc leur implémentation numérique dans un code sera très pénible. Pour
cette raison, il faut chercher des opérateurs aux dérivées partielles qui approchent ceux
intervenant dans les CLA exactes.

On a vu que les opérateurs intervenant dans les conditions aux limites artificielles
exactes sont de la forme :

(∂x + Λx>0), (∂x − Λx<0).

Les opérateurs Λx<0 et Λx>0 ne sont pas des opérateurs aux dérivées partielles. Nous
sommes motivés par la recherche des opérateurs aux dérivées partielles qui approchent
Λx<0 et Λx>0, ceci revient à approcher λ− et λ+ par un polynôme en k. Par simplicité, on
ne regardera que des polynômes d’ordre 2 qui correspondent à des conditions d’interface
avec des dérivées tangentes d’ordre 2 faciles à mettre en oeuvre numériquement. Le choix
de cette approximation sera fait de façon à accélérer la convergence de l’algorithme.

On travaille avec des opérateurs d’interface qui contiennent des dérivées tangentes
d’ordre 2, exemple :

B =
∂

∂n
+ β − ∂

∂τ
(
α

2

∂

∂τ
) (1.1)

où α et β sont deux constantes positives, est une CLA qui approche les CLAE.
Avec ce choix d’opérateur l’algorithme de Schwarz s’écrit :

∀(i, j) ∈ {1, 2},
{

(η − ∆)un+1
i = f dans Ωi(

∂
∂ni

+ β − ∂
∂τi

(α
2

∂
∂τi

)
)
un+1

i =
(
− ∂

∂nj
+ β − ∂

∂τj
(α

2
∂

∂τj
)
)
un

j sur ∂Ωi ∩ Ωj

(1.2)

1.5 Convergence de l’algorithme de Schwarz avec les

conditions aux limites approchées

Dans cette section, nous rappelons un résultat de convergence montré dans [15] (F.
Nataf et F. Nier, 1997). Nous utiliserons dans toute la suite les mêmes notations que les
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sections précédentes, et nous travaillerons avec les CLA approchées qui s’écrivent dans
le cas général sous la forme :

B1 =
∂

∂n1

+ β − ∂

∂τ1
(
α

2

∂

∂τ1
)

B2 =
∂

∂n2

+ β − ∂

∂τ2
(
α

2

∂

∂τ2
)

où α et β sont deux constantes positives.
Dans la suite, on montre que le lien entre B1 et B2 est crucial pour obtenir des

algorithmes qui convergent rapidement.

1.5.1 Cas d’un découpage en deux sous-domaines

On note en
i l’erreur un

i − u à l’interface Γ12 = {0} × R de Ωi à l’itération n, i = 1, 2.

On définit le taux de convergence de l’algorithme de Schwarz par :

en+2
i = ρ en

i , n ≥ 0

• Calcul du taux de convergence
D’après la partie 1.3.1 on a :

ên+1
1 = γn+1

1 (k)eλ−x (1.3)

ên+1
2 = γn+1

2 (k)eλ+x (1.4)

où γ1 et γ2 sont deux fonctions qui dépendent de k.

On rappelle les conditions d’interface approchées appliquées à l’erreur :

(
∂n1 + β − ∂τ1(

α

2
∂τ1)

)
en+1
1 =

(
− ∂n2 + β − ∂τ2(

α

2
∂τ2)

)
en
2 (1.5)

et

(
∂n2 + β − ∂τ2(

α

2
∂τ2)

)
en+1
2 =

(
− ∂n1 + β − ∂τ1(

α

2
∂τ1)

)
en
1 . (1.6)

Les conditions d’interface (1.5) (1.6) se traduisent en (x, y) et à savoir que ∂n2(resp.
∂n1) est remplacé par ∂x (resp.−∂x), on obtient alors :

(
− ∂x + β − ∂y(

α

2
∂y)
)
en+1
1 =

(
− ∂x + β − ∂y(

α

2
∂y)
)
en
2 (1.7)

et

(
∂x + β − ∂y(

α

2
∂y)
)
en+1
2 =

(
∂x + β − ∂y(

α

2
∂y)
)
en
1 . (1.8)
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Les conditions d’interface (1.7) (1.8) (1.3) (1.4), donnent :

γn+1
1 (−λ−(k) + β +

α

2
k2) = γn

2 (−λ+(k) + β +
α

2
k2) (1.9)

γn+1
2 (λ+(k) + β +

α

2
k2) = γn

1 (λ−(k) + β +
α

2
k2) . (1.10)

Comme par définition ρ(k;α, β, η) =
γn+2
1

γn
1

, les relations (1.9), (1.10) impliquent :

ρ(k;α, β, η) =
(−λ+ + β + α

2
k2

−λ− + β + α
2
k2

)(λ− + β + α
2
k2

λ+ + β + α
2
k2

)
.

Comme −λ+ = λ−, il s’en suit :

ρ(k;α, β, η) =
(λ− + β + α

2
k2

λ+ + β + α
2
k2

)2

.

On remarque que pour tout k ∈ R, ρ(k, α, β, η) < 1.

Par élimination on obtient

γ2n
1 = ρ(k;α, β, η)n

γ0
1 ,

donc

ê2n
1 (0, k) = ρ(k, α, β, η)n

ê01.

Un calcul analogue dans Ω2 donne

γ2n
2 = ρ(k;α, β, η)n

γ0
1 ,

donc

ê2n
2 (0, k) = ρ(k;α, β, η)n

ê02.

Comme ρ(k;α, β, η) < 1 alors ρ(k;α, β, η)n converge vers zéro.
Donc l’algorithme de Schwarz converge.

Il est possible d’optimiser le choix du paramètre α, β afin de réduire au minimum le
taux de convergence dans l’espace physique défini par maxk ρ(k;α, β, η).

Les paramètres optimaux sont solutions du problème :

min
α,β

max
|k|≤π

h

ρ(k;α, β, η) (1.11)

où h est le pas du maillage dans la direction y.
La convergence dépend des paramètres du problème continu et aussi des paramètres

discrets.
On rappel un résultat dû à F.Nataf d’optimisation de condition d’interface pour un

opérateur d’interface de type
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Bi =
∂

∂ni

+
α̃β̃ + η

α̃+ β̃
− 1

α̃+ β̃

∂2

∂τ 2
i

.

où α̃, β̃ sont deux paramètres positifs.
L’étude du problème de minimisation du taux de convergence de l’algorithme de

Schwarz avec condition d’interface de type Bi permet de calculer les coefficients optimisés
de l’opérateur Bi(notés α̃opt, β̃opt) solution du problème (1.11).

Proposition 1 Soit L = η − ∆

1. L’optimisation des coefficients de l’opérateur d’interface Bi donne :

α̃optβ̃opt = λmλM

α̃opt + β̃opt =
(
2
√
λmλM(λm + λM)

) 1
2

où

λm =
√
η + k2

min, λM =
√
η + k2

max

et

kmax =
π

h
, kmin =

1

a

où a : est la longueur de l’interface commune entre les deux sous-domaines.

2. Comportement asymptotique des coefficients optimisés quand h −→ 0

– λM ≃ π
h

–

α̃opt + β̃opt ≃
[
2
√
λm(π

h
)

1
2

π
h

] 1
2

=
√

2λ
1
4
m(π

h
)

3
4

– α̃optβ̃opt ≃ λm
π
h

La proposition 1 nous permet de déduire les paramètres optimaux du problème (1.11)
avec condition d’interface de type (1.1). On note ces paramètres par αopt, βopt, et ils sont
donnés par :

βopt =
α̃optβ̃opt + η

α̃opt + β̃opt

(1.12)

αopt =
2

α̃opt + β̃opt

(1.13)
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On peut aussi donner le comportement asymptotique des deux coefficients αopt et
βopt, un simple calcul donne :

αopt =

√
2

λ
1
4
mπ

3
4

h
3
4 (1.14)

βopt =
λ

3
4
mπ

1
4√

2
h−

1
4 (1.15)

1.5.2 Cas d’une décomposition en N sous-domaines

Dans le cas général pour une décomposition du domaine enN sous-domaines (bandes),
le taux de convergence est estimé en fonction du taux de convergence du cas à deux sous-
domaines. La convergence a été prouvée en utilisant des techniques de langages formels
dans [15](F. Nataf et F. Nier, 1994).
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Chapitre 2

Propriétés de la transformation de
Mellin et les espaces de Sobolev à
poids

Nous rappelons, en quelques points la théorie de V. Kondratiev qui permet d’étudier
la régularité des problèmes elliptiques dans des domaines à coins. Après avoir introduit la
transformée de Mellin et les espaces de Sobolev à poids, nous rappelons les liens avec les
espaces de Sobolev. La transformation de Mellin permet une représentation très visuelle
de la régularité Hs dans les domaines à coins. Cela nous conduira au chapitre suivant à la
notion de type asymptotique et à l’introduction des espaces de Sobolev avec singularités
prescrites qui interviennent dans la résolution des problèmes elliptiques.

2.1 Transformation de Mellin

La transformation de Mellin consiste à transporter tout ce qu’on sait faire sur le
groupe additif (R,+) avec la transformation de Fourier au groupe multiplicatif (R⋆

+, .).
Cela peut se faire en pratique avec le changement de variable r = e−t, t ∈ R dans la
formule de transformation de Fourier :

F (f)(τ) = f̂(τ) =

∫ +∞

−∞
e−iτtf(t)dt

On pose f(t) = u(e−t), alors on a :

M(u)(τ) =

∫ +∞

0

riτu(r)
dr

r
(2.1)

La formule d’inversion de Fourier

F−1(f̂)(t) =

∫ +∞

−∞
eiτtf̂(τ)

dτ

2π

conduit à

M−1(û)(r) =

∫ +∞

−∞
r−iτ û(τ)

dτ

2π
.

23
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Notons que l’on peut introduire directement la transformée de Mellin sur (R⋆
+, .) à

l’aide des caractères r −→ r−iγ et la mesure de Haar
dr

r
.

2.1.1 Isométrie et Propriétés de M

• Isométrie
La transformation de Mellin est une isométrie de L2(R+,

dr
r
) dans L2(R, dτ

2π
).

Preuve 1 On sait que la transformation de Fourier est une isométrie de L2(R, dt) dans
L2(R, dt

2π
), donc la transformation de Mellin est une isométrie de L2(R+,

dr
r
) dans L2(R, dτ

2π
).

•Propriétés de M

1. Dans la transformation de Mellin la multiplication par un caractère riα revient à
la translation en fréquence par −α, c’est à dire :

M(riαf)(τ) = M(f)(τ + α) pour α ∈ R.

Cette formule est encore valable pour α complexe.

2. Formules de dérivation pour la transformation de Mellin :

M(ir ∂rf)(τ) = τM(f)(τ)

M(i ln(r)f)(τ) = ∂τM(f)(τ)

3. Formules de dilatation :

M(f(rc))(τ) = c−1M(f)(c−1τ), c ∈ R
⋆
+

M(f(c r)(τ) = c−iτM(f)(τ), c ∈ R
⋆
+

4. Produit de convolution :

On définit le produit de convolution dans un groupe multiplicatif par :

f ∗ g(r) =

∫ +∞

0

f(
r

r′
)g(r′)

dr′

r′

Alors on a :
M(f ∗ g) = M(f)M(g)

5. M(fg) = M(f) ∗2π M(g)

Preuve 2 1. On travaille avec des fonctions de classe C∞ et à support compact dans
(0,+∞) et on prolonge les identités par densité.
En utilisant la définition intégrale de la transformation de Mellin (2.1) on obtient
la 1ère égalité c’est à dire :

M(riαf)(τ) =

∫ +∞

0

ri(α+τ)f(r)
dr

r
= M(f)(τ + α)
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2. • D’après (2.1) on a :

M(ir∂rf)(τ) =

∫ +∞

0

iriτr∂rf(r)
dr

r
= i

∫ +∞

0

riτ∂rf(r)dr

Par intégration par partie on obtient : M(ir∂rf)(τ) = τM(f)(τ), pour toute fonc-
tion f de classe C∞ et à support compact dans (0,+∞)

• D’après (2.1) on a

M(i ln(r)f)(τ) =

∫ +∞

0

riτ i ln(r)f(r)
dr

r
,

il suffit de remarquer que
∂τr

iτ = i ln(r)riτ

alors on obtient :

M(i ln(r)f)(τ) =

∫ ∞

0

∂τr
iτf(r)

dr

r

= ∂τ (

∫ +∞

0

riτf(r)
dr

r
).

Donc M(i ln(r)f)(τ) = ∂τM(f)(τ).

3. • Pour montrer la formule de dilatation il suffit de poser le changement de variable
r′ = rc, Ce qui donne dr′

r′
= cdr

r

Donc d’après (2.1) on a :

M(f(rc))(τ) =

∫ +∞

0

riτf(rc)
dr

r
=

∫ +∞

0

r′
iτ
c f(r′)

1

c

dr′

r′
= c−1M(f)(

τ

c
)

• La deuxième formule de dilatation se démontre en posant comme changement de
variable r′ = c r on obtient facilement le résultat.

4. D’après (2.1) on peut écrire :

M(f ∗ g)(τ) =

∫ +∞

0

riτ (f ∗ g)(r)dr
r
, (2.2)

en utilisant la définition du produit de convolution

(f ∗ g)(r) =

∫ +∞

0

f(
r

r′
)g(r′)

dr′

r′
,

donc l’égalité (2.2) est équivalente à :

M(f ∗ g)(τ) =

∫∫

(0,+∞)2
riτf(

r

r′
)g(r′)

dr′

r′
dr

r
. (2.3)
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On pose le changement de variable y = r
r′

alors on a : dy
y

= dr
r

Donc avec ce changement de variable et l’égalité (2.3) on obtient le résultat i.e :

M(f ∗ g)(τ) =
(∫ +∞

0

r′
iτ
g(r′)

dr′

r′

)(∫ +∞

0

yiτg(y)
dy

y

)
= M(g)(τ)M(f)(τ)

5. Par un calcul analogue à celui du produit de convolution on montre que

M(fg) = M(f) ∗2π M(g)

2.2 Les espaces à poids en dimension un

On se propose de déterminer les isométries et les propriétés de la transformation de
Mellin dans des espaces à poids qui seront définis ultérieurement. Comme la transfor-
mation de Mellin n’est autre que la transformation de Fourier avec un petit changement
(r = e−t), nous sommes ramenés à chercher les propriétés de la transformation de Fourier
dans des espaces bien définis puis les traduire en Mellin.

2.2.1 Transformation de Fourier à poids exponentiel

Définition 1

L2,γ+ 1
2 := L2(R, e2γtdt) = {f ∈ L2

loc(R), tel que

∫

R

|f(t)|2e2γtdt <∞} (2.4)

H2(R + i[γ, γ′]) := {u;u holomorphe dans γ < ℑ(z) < γ′,
u|ℑ(z)=γ ∈ L2(R + iγ)
u|ℑ(z)=γ′ ∈ L2(R + iγ′)

}
(2.5)

Propriété 1 La transformation de Fourier notée (F ) est une isométrie de L2,γ+ 1
2 dans

L2(R + iγ, dτ
2π

).

Preuve 3 Soit f ∈ L2,γ+ 1
2 ⇐⇒ eγtf ∈ L2(R, dt)( ceci est clair d’après 2.4),

alors on a

||f ||2
L2,γ+1

2
=

∫

R

|f(t)|2e2γtdt = ||eγ.f ||L2(R,dt). (2.6)

En utilisant le fait que la transformée de Fourier est une isométrie de L2(R, dt) dans
L2(R, dτ

2π
), alors l’égalité (2.6) devient :

||f ||
L2,γ+1

2
= ||eγ.f ||L2(R,dt) = ||êγ.f ||L2(R, dτ

2π
). (2.7)

Avec un simple calcul de transformée de Fourier on montre que :

(êγ.f)(τ) =

∫

R

e−i τ teγ tf(t) dt =

∫

R

e−i t(τ+iγ) f(t) dt, (2.8)
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d’où
(êγ.f)(τ) = f̂(τ + iγ). (2.9)

On peut remarquer que l’égalité (2.9) revient à une translation en fréquence par (iγ).
En utilisant les deux identités (2.7) et (2.9) on aboutit à :

||f ||
L2,γ+1

2
= ||f̂( .+ iγ)||L2(R, dτ

2π
)

Donc la transformation de Fourier est une isométrie de L2,γ+ 1
2 dans L2(R + iγ, dτ

2π
).

Propriété 2 1. La transformation de Fourier est une isométrie de L2,γ+ 1
2 ∩ L2,γ′+ 1

2

dans H2(R + i[γ, γ′])

2. Inégalité d’interpolation entre les espaces L2(R + iγ)
Soit u ∈ L2(R + iγ) ∩ L2(R + iγ′) alors u ∈ L2( R + iγ′′),∀γ′′, γ ≤ γ′′ ≤ γ′,
de plus on a l’inégalité suivante :

||u||L2(R+iγ′′) ≤ ||u||L2(R+iγ) + ||u||L2(R+iγ′). (2.10)

En fait l’inégalité (2.10) n’est pas optimale, on peut avoir mieux à partir du théorème
de Paley Wiener. Avant d’introduire le théorème de Paley Wiener nous rappelons, en
quelques lignes, les espaces de Hardy.

On note par Γ une courbe rectifiable, orientée et séparant le plan complexe en deux
composantes connexes Ω+ et Ω−, il est possible de définir l’espace de Hardy H2(Ω−) des
fonctions analytiques dans Ω− et ayant des valeurs au bord dans L2(Γ). Les fonctions
de H2(Ω−) sont caractérisées par leurs valeurs au bord de sorte que H2(Ω−) peut être
assimilé à un sous-espace de L2(Γ). De la même façon on définit H2(Ω+).

Théorème 1 ( Théorème de Paley Wiener )

Soient les espaces H2(C+) et L2(R−, dt) définis par :

H2(C+) =
{
u;u holomorphe dans {z;ℑ(z) > 0}, u|R ∈ L2(R, dτ

2π
)
}

L2(R−, dt) =
{
u;u ∈ L2(R, dt), u|R+ = 0

} .

alors la transformation de Fourier est une isométrie de L2(R−, dt) dans H2(C+)

Preuve 4 Voir Rudin (tome 4) pour plus de détail.

À partir du théorème de Paley Wiener on peut déduire les deux corollaires 1 et 2
qui définissent des isométries réalisées par la transformée de Fourier entre les espaces de
Sobolev à poids exponentiel dans des espaces de Hardy.

Corollaire 1 On a les isométries suivantes :

F : L2(R−, e
2γtdt) −→ H2(C+ + iγ) (2.11)

F : L2(R+, e
2γtdt) −→ H2(C− + iγ) (2.12)
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Corollaire 2 Pour γ ≤ γ′ les transformations de Fourier :

F : L2,γ+ 1
2 ∩ L2,γ′+ 1

2 −→ L2(R−, e
2γtdt) ⊕ L2(R+, e

2γ′tdt) (2.13)

F : L2,γ+ 1
2 ∩ L2,γ′+ 1

2 −→ H2(C+ + iγ) ⊕ H2(C− + iγ) (2.14)

sont des isométries

2.2.2 Traduction des propriétés de la transformation de Fourier
en transformation de Mellin

Avec le changement de variable r = e−t, on peut déduire les isométries réalisées par
la transformation de Mellin à partir de celles de la transformation de Fourier.

On remarque que le changement de variable r = e−t envoie R− en [1,+∞[ et R+ en ]0, 1].

Propriété 3 : Les transformations de Mellin définies par :

1.

M : L2(R⋆
+, r

−2γ dr

r
) −→ L2(R + iγ,

dτ

2π
) (2.15)

2.

M : L2(]0, 1], r−2γ dr

r
) −→ H2(C− + iγ,

dτ

2π
) (2.16)

3.

M : L2([1,+∞[, r−2γ dr

r
) −→ H2(C+ + iγ,

dτ

2π
) (2.17)

4. ∀γ ≤ γ′ on a :

M : L2(R⋆
+, r

−2γ dr

r
) ∩ L2(R⋆

+, r
−2γ′ dr

r
) −→ H2(C+ + iγ,

dτ

2π
) ⊕ H2(C− + iγ′,

dτ

2π
)

(2.18)

5.

M : L2(R⋆
+, r

−2γ dr

r
) ∩ L2(R⋆

+, r
−2γ′ dr

r
) −→ H2(R + i[γ, γ′]) (2.19)

sont des isométries.

Preuve 5 – L’isométrie (2.15) se déduit facilement à partir de la propriété 1.

– Les autres propriétés de Mellin sont des conséquences des corollaires 1 et 2.

2.3 Les espaces à poids en dimension n

Soit Ω = R
⋆
+ × ω où ω est un ouvert régulier de Sn−1

On note par dθ un élément de surface sur ω
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Définition 2 On définit les espaces L2(Ω, dx) et L2,γ comme suit :

L2(Ω, dx) = L2(R⋆
+ × ω, rn−1drdθ) = L2(R⋆

+ × ω, rndr

r
dθ)

L2,γ = L2(Ω, |x|−2γ dx) = L2(R⋆
+ × ω, r−2γrndr

r
dθ) = L2(R⋆

+ × ω, r2(−γ+n
2
)dr

r
dθ)

Proposition 2 En toute dimension on a L2,0 = L2(Ω, dx)

Preuve 6 Pour n = 1 (en dimension 1) on a par définition : L2,γ+ 1
2 = L2(R⋆

+, r
−2γ dr

r
),

donc pour γ = −1
2

on obtient le résultat L2,0 = L2(R⋆
+, dr).

Pour n > 1, d’après la définition des espaces L2,γ on a L2,γ = L2(R⋆
+ × ω, r2(−γ+n

2
) dr

r
dθ)

donc pour γ = 0 on a :

L2,0 = L2(R⋆
+ × ω, rndr

r
dθ) = L2(Ω, dx).

Donc en toute dimension L2,0 = L2(Ω, dx).

2.3.1 Propriétés de la transformation de Mellin en dimension
n

Les transformations de Mellin définies par

1.

M : L2,γ −→ L2
(
R − i(−γ +

n

2
),
dτ

2π
;L2(ω)

)
,

2.

M : L2
(
Ω ∩ (r ≤ 1), |x|−2γdx

)
−→ H2

(
C− − i(−γ +

n

2
),
dτ

2π
;L2(ω)

)
,

3.

M : L2
(
Ω ∩ (r ≥ 1), |x|−2γdx

)
−→ H2

(
C+ − i(−γ +

n

2
),
dτ

2π
;L2(ω)

)
,

4. ∀γ ≤ γ′ on a

M : L2
(
Ω, |x|−2γdx

)
∩ L2

(
Ω, |x|−2γ′

dx
)
−→ H2

(
C+ − i(−γ +

n

2
);L2(ω)

)

⊕H2

(
C− − i(−γ′ + n

2
);L2(ω)

)
,

sont des isométries.
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Preuve 7 1. On a

L2,γ = L2(Ω, |x|−2γdx)

= L2(R⋆
+ × ω, r−2γrn dr

r
dθ)

= L2(R⋆
+ × ω, r−2(γ−n

2
) dr

r
dθ)

Donc d’après (2.15), on déduit que la transformation de Mellin réalise une isométrie

de L2(R⋆
+ × ω, r−2(γ−n

2
) dr

r
dθ) dans L2

(
R − i(−γ + n

2
), dτ

2π
;L2(ω)

)
.

2. Pour la deuxième isométrie, il suffit d’écrire :

L2(Ω ∩ (r ≤ 1), |x|−2γdx) = L2(]0, 1] × ω, r−2(γ−n
2
)dr

r
dθ) (2.20)

donc d’après (2.16) et (2.20), la transformation de Mellin est une isométrie de

L2(Ω ∩ (r ≤ 1), |x|−2γdx) dans H2

(
C− − i(−γ +

n

2
),
dτ

2π
;L2(ω)

)
.

3. De la même manière que précédemment on a

L2(Ω ∩ (r ≥ 1), |x|−2γdx) = L2([1,∞[×ω, r−2(γ−n
2 )
dr

r
dθ), (2.21)

donc d’après (2.17) et (2.21) M est une isométrie de

L2(Ω ∩ (r ≥ 1), |x|−2γdx) dans H2

(
C+ − i(−γ +

n

2
),
dτ

2π
;L2(ω)

)
.

4. On procède comme précédemment et on utilise (2.17), on prouve que M est une

isométrie de L2(Ω, |x|−2γdx)∩L2(Ω, |x|−2γ′
dx) dans H2

(
C+ − i(−γ + n

2
);L2(ω)

)
⊕

H2

(
C− − i(−γ′ + n

2
);L2(ω)

)
.

2.3.2 Les espaces de Sobolev à poids : Hs,γ

Définition 3 Soient s ∈ N et γ ∈ R

On désigne par Hs,γ l’espace :

Hs,γ := {u ∈ L2
loc(Ω), (r∂r)

α1(∂θ)
α2u ∈ L2(Ω, r−2γdx) = L2,γ ;α1 + |α2| ≤ s}.

C’est un espace de Hilbert muni de la norme donnée par

‖u‖2
Hs,γ =

∑

α1+|α2|≤s

‖(r∂r)
α1∂α2

θ u‖2
L2,γ .

Pour s ∈ R+, les espaces Hs,γ sont définis à partir des s entiers par interpolation à γ

fixé.
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Lemme 1 Soit Ω ⊂ Rn,Ω = R × ω, où ω est un ouvert régulier de Sn−1 et s ∈ N.
Alors

Hs, n
2 = {u(ln(r), θ), u ∈ Hs(R × ω)}.

Preuve 8 Soit u ∈ Hs, n
2 , comme s ∈ N donc d’après la définition des espaces Hs,γ on a

u ∈ Hs, n
2 ⇐⇒ (r∂r)

α1∂α2
θ u ∈ L2(Ω, r−nrn−1drdθ), α1 + |α2| ≤ s

⇐⇒ (r∂r)
α1∂α2

θ u ∈ L2(R⋆
+ × ω, dr

r
dθ), α1 + |α2| ≤ s

On pose r = et, û(t, θ) = u(et, θ) alors

u ∈ Hs, n
2 ⇐⇒ (∂t)

α1∂α2
θ û ∈ L2(R × ω, dtdθ), α1 + |α2| ≤ s

⇐⇒ û ∈ Hs(Ω)

D’après le Lemme 1, toute fonction u dans Hs, n
2 s’écrit sous la forme u(r, θ) =

û(ln(r), θ), û ∈ Hs(Ω). On se met dans la situation d’une variété à bord régulier, donc
on pourra déduire les propriétés de l’opérateur de trace sur les espaces de Sobolev
Hs(Ω), s > 1

2
. Ainsi nous donnerons une caractérisation des traces des fonctions dans

Hs,γ(Ω).

Lemme 2 Soit Ω ⊂ R
n tel que ∂Ω = R × ∂ω où ω une variété à bord (∂ω) régulier.

Soit l’opérateur de trace défini par γ∂Ω : Ω −→ ∂Ω
Alors γ∂Ω est bien défini et surjectif de : Hs,γ dans Hs− 1

2
,γ− 1

2 dès que s > 1
2

Remarque 2 1. On sait que la transformation de Mellin est une isométrie de

L2,γ dans L2(R − i(−γ +
n

2
),
dτ

2π
;L2(ω))

alors on peut donner une autre caractérisation des espaces à poids Hs,γ, en effet
pour u ∈ Hs,γ on a :

(r∂r)
α1(∂θ)

α2u ∈ L2,γ ⇐⇒ (
z

i
)
α1

(∂θ)
α2M(u)(z, θ) ∈ L2(R − i(−γ +

n

2
),
dτ

2π
;L2(ω))

On note que z s’écrit sous la forme z = τ − i(−γ + n
2
), τ ∈ R.

Donc

u ∈ Hs,γ ⇐⇒ (
z

i
)
α1

(∂θ)
α2M(u)(z, θ) ∈ L2(R − i(−γ +

n

2
),
dτ

2π
;L2(ω))

Nous généralisons cette caractérisation ci-dessous.

Proposition 3 Soient s ∈ N et γ ∈ R alors on a l’équivalence suivante :

u ∈ Hs,γ ⇐⇒ r−γ+|α|Dα
xu ∈ L2(Ω, dx),∀α, |α| ≤ s

⇐⇒ r|α|Dα
xu ∈ L2(Ω, |x|−2γdx) = L2,γ ,∀α, |α| ≤ s
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Preuve 9 En écrivant

Dx =
1

r

(
r∂r

∂θ

)

et en utilisant la définition de l’espace Hs,γ on a :
u ∈ Hs,γ ⇐⇒ r|α|Dα

xu ∈ L2(Ω, |x|−2γdx) = L2,γ ,∀α, |α| ≤ s

Proposition 4 Soient s ∈ R+ et Ω = R
⋆
+ × ω, où ω est un ouvert régulier de Sn−1.

Alors on a

u ∈ Hs,γ ⇐⇒ ∃ ũ ∈ Hs,γ(R⋆
+ × Sn−1) tel que ũ|Ω = u.

Si de plus le support de u est inclus dans l’ensemble {x, x
|x| ∈ K ⊂⊂ ω} où K est un

compact alors u = ũ.

Preuve 10 Comme la multiplication par rγ définit un isomorphisme de Hs,γ0 dans
Hs,γ0+γ il suffit de considérer le cas γ = n

2
. Nous nous restreignons d’abord à s ∈ N.

On a :
u ∈ Hs, n

2 (Ω) ⇐⇒ r|α|Dα
xu ∈ L2(Ω, |x|−ndx),∀α, |α| ≤ s

⇐⇒ (r∂r)
α1∂α2

θ u ∈ L2(Ω, r−ndx), α1 + |α2| ≤ s.

Donc

(r∂r)
α1∂α2

θ u ∈ L2(R⋆
+ × ω,

dr

r
dθ), α1 + |α2| ≤ s.

On pose r = e−t et û(t, θ) = u(e−t, θ), alors

u ∈ Hs, n
2 (Ω) ⇐⇒ ∂α1

t ∂α2
θ û ∈ L2(R × ω, dtdθ), α1 + |α2| ≤ s

⇐⇒ û ∈ Hs(R × ω) .

Comme ω est un ouvert régulier de Sn−1, on utilise un opérateur de prolongement en θ

qui permet de trouver ũ ∈ Hs(R×Sn−1) telle que ũ
∣∣
R×ω

= û. En revenant aux variables

(r, θ), u est la restriction à R
∗
+ × ω d’un élément de Hs, n

2 (R∗
+ × Sn−1).

L’opérateur de prolongement peut être choisi pour être continu de Hs(R × ω) dans
Hs(R× Sn−1) pour s entier inférieur ou égal à N ∈ N fixé. Par interpolation cela définit
un opérateur de prolongement pour s ∈ [0, N ] et le résultat est valable pour s non entier.

D’après la proposition 4, pour caractériser les espaces Hs,γ il suffit de caractériser
les espaces Hs,γ(R⋆

+ × Sn−1). Ainsi nous donnerons au théorème 2 une caractérisation
des espaces Hs,γ(R⋆

+ × ω) pour s ∈ R+ et γ ∈ R.

Caractérisation des espaces Hs,γ(R⋆
+ × Sn−1)

On donne ici une caractérisation des espaces de Sobolev Hs,γ(R⋆
+ × Sn−1) avec la trans-

formée de Mellin.
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On revient sur le cas s ∈ N. L’appartenance de u à Hs,γ(R∗
+ × Sn−1) se traduit par

∑

α1+|α2|≤s

‖zα1∂α2
θ M(u)‖2

L2(R+i(γ−n
2
);L2(Sn−1)) <∞.

En introduisant l’opérateur de Laplace-Beltrami ∆S sur Sn−1 et en posant Λ = (1−∆S)
1
2

on a alors

u ∈ Hs,γ(R∗
+ × Sn−1) ⇐⇒ (1 + Λ + |z|)sM(u) ∈ L2(R + i(γ − n

2
);L2(Sn−1)) .

Cette caractérisation est alors valable pour s ∈ R+ par interpolation. Comme la propriété
supp (u) ⊂ {r ≤ 1} se traduit par une propriété d’holomorphie dans

{
ℑz < γ − n

2

}
il est

préférable de remplacer le poids (Λ + |z|)s par une quantité équivalente holomorphe par
rapport à z dans

{
ℑz < γ − n

2

}
.

Notons que l’opérateur Λ = (1 − ∆S)
1
2 est un opérateur auto-adjoint minoré par 1

et que le calcul fonctionnel auto-adjoint ramène le problème au cas où Λ est un scalaire
positif (diagonaliser ∆S sur la base des harmoniques sphériques). On remarque que pour
ℑz < γ − n

2
, on a en posant Z = i(z − i(γ − n

2
))

ℜZ = ℜ[i(z − i(γ − n

2
))] = −ℑ[z − i(γ − n

2
)] > 0 .

Pour λ ≥ 1 la quantité (λ + i(z − i(γ − n
2
))) a donc une partie réelle supérieure ou

égale à 1. On peut choisir sur le demi-plan {ℜζ ≤ 1} une détermination holomorphe du
logarithme et donc une détermination holomorphe de ζs pour tout s ∈ R qui vérifie
|ζs| = |ζ|s. Il reste à vérifier si les quantités λ + |z| et

∣∣λ+ i(z − i(γ − n
2
))
∣∣ sont bien

équivalentes sur
{
ℑz < γ − n

2

}
. En posant i(z − i(γ − n

2
)) = Z = a + ib avec a > 0, on

obtient

2λ2 + 2 |Z|2 ≥ |λ+ Z|2 ≥ |λ+ a+ ib|2 ≥ λ2 + a2 + b2 = λ2 + |Z|2 .

On conclut alors par les équivalences pour s ∈ R+ et γ ∈ R

u ∈ Hs,γ(R∗
+ × Sn−1) ⇐⇒ (Λ + i(z − i(γ − n

2
)))sM(u) ∈ L2(R + i(γ − n

2
);L2(Sn−1))

et

u ∈ Hs,γ(R∗
+ × Sn−1) , suppu ⊂ {r ≤ 1}

⇐⇒
(Λ + i(z − i(γ − n

2
)))sM(u) ∈ H2(C− + i(γ − n

2
);L2(Sn−1)) .

Les résultats obtenus dans ce paragraphe se résument dans le théorème suivant.

Théorème 2 Pour s ∈ R+ et γ ∈ R on a les équivalences suivantes

1 u ∈ Hs,γ(R∗
+ × ω) si et seulement si sa transformée de Mellin Mu est la restriction à

[R + i(γ − n
2
)] × ω d’une fonction v(z, θ) sur R × Sn−1 vérifiant

(
Λ + i(z − i(γ − n

2
))
)s

v ∈ L2(R + i(γ − n

2
);L2(Sn−1)) .
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2 u ∈ Hs,γ(R∗
+ × ω) avec suppu ⊂ {r ≤ 1} si et seulement si sa transformée de Mellin

Mu est la restriction à [R + i(γ − n
2
)] × ω d’une fonction v(z, θ) sur R × Sn−1

vérifiant (
Λ + i(z − i(γ − n

2
))
)s

v ∈ H2(C− + i(γ − n

2
);L2(Sn−1)) .

2.4 Lien avec les espaces de Sobolev usuels

On travaille toujours avec Ω = R
∗
+×ω où ω est un ouvert régulier de Sn−1. Nous nous

intéressons essentiellement au comportement des fonctions au voisinage du coin. Nous
traiterons donc des fonctions à support dans {r ≤ 1}. Nous allons décrire la régularité
Hs, s ≥ 0 usuelle en terme de transformée de Mellin puis faire le lien avec les espaces
de Sobolev à poids introduits précédemment. Nous allons voir que la transformée de
Mellin d’une fonction Hs à support dans {r ≤ 1} admet un prolongement méromorphe
dans un demi-plan complexe à valeur L2 en angle et dont les pôles correspondent au
développement de Taylor de la fonction au voisinage de 0. On traitera en premier lieu le
cas de la dimension un, puis on généralisera les résultats en toute dimension.

Avant cela nous rappelons une version des inégalités de Hardy tirée de [3] (Appendice
A, Théorème A.A.7).

Lemme 3 Pour s ∈ (0, 1) (en excluant le cas s = 1
2

pour n = 1) toute fonction dans
Hs(Ω) à support dans {r ≤ r1} (avec la condition u(0) = 0 si n = 1 et s > 1

2
) appartient

à L2,s(Ω) et il existe une constante Cn,s,r1 telle que

∀u ∈ Hs(Ω), suppu ⊂ {r ≤ r1} , ‖u‖L2,s(Ω) ≤ Cn,s,r1 ‖u‖Hs ,

avec la condition u(0) = 0 si s > 1
2

et en excluant s = 1
2

pour le cas n = 1.

Avant de donner la preuve du Lemme 3 (tirée de M. Dauge pp 218-219), nous rap-
pelons la définition des espaces Hs pour tout s.

Soit Ω un ouvert de R
n, on note par σ = s−m, où m désigne la partie entière de s,

avec 0 < σ < 1.
On définit

Qσ[u](x, y) =
|u(x) − u(y)|
|x− y|σ+n

2

,

alors les espaces Hs sont définis par :

1. Hm est l’espace des fonctions u définies dans Ω tel que

||u||Hm(Ω) =

{∑

α≤m

∫

Ω

|Dαu(x)|2dx
} 1

2

< +∞

2. Hs est l’espace des fonctions définies dans Ω tel que

||u||Hs(Ω) = ||u||Hm +




∑

|α|=m

∫∫

Ω×Ω

|Qσ[Dαu](x, y)|2dxdy





1
2

< +∞
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Preuve 11 On note par Ω1 = Ω ∩B(0, r1), pour simplifier les calculs on choisit r1 = 1.
On a C∞(Ω1) est dense dans Hs(Ω1). Ainsi, il suffit de montrer l’inégalité pour les

fonctions dans C∞(Ω1), puis on prolonge l’inégalité par densité.
Soit u ∈ C∞(Ω1). On distinguera dans la suite le cas de la dimension 1 et le cas où

n > 1.
– Si n = 1 et s > 1

2
, et si de plus u(0) = 0, alors r−su ∈ L2(Ω1), donc u ∈ L2,s.

– On définit Ω̃ = {(x, y) ∈ Ω1 × Ω1, |y| ≤ |x|}
On remarque que

||Qs[u]||L2(Ω̃) ≤ ||u||Hs(Ω), (2.22)

pour (x, y) ∈ Ω̃, on a |x− y| ≤ 2|x|, d’où

|u(x) − u(y)|
|x|s+n

2

≤ 2s+n
2
|u(x) − u(y)|
|x− y|s+n

2

⇐⇒

|u(x) − u(y)|
|x|s+n

2

≤ 2s+n
2Qs[u](x, y)

⇐⇒

∣∣∣ u(x)|x|s+n
2

− u(y)

|x|s+n
2

∣∣∣ ≤ 2s+n
2Qs[u](x, y) (2.23)

On pose

g1(x, y) = u(x)

|x|s+
n
2

g2(x, y) = u(y)

|x|s+
n
2

Donc 2.23 devient

|g1(x, y) − g2(x, y)| ≤ 2s+n
2Qs[u](x, y),

ce qui donne
||g1 − g2||L2(Ω̃) ≤ 2s+n

2 ||Qs[u]||L2(Ω̃).

On déduit alors
∣∣∣||g1||L2(Ω̃) − ||g2||L2(Ω̃)

∣∣∣ ≤ 2s+n
2 ||Qs[u]||L2(Ω̃) (2.24)

On peut exprimer les normes ||g1||L2(Ω̃) et ||g2||L2(Ω̃) en fonction de ||u||L2,s(Ω1), en
effet
– L’estimation de ||g1||L2(Ω̃) s’effectue par intégration par rapport à y, où |y| ∈

[0, |x|]. On obtient :

||g1||L2(Ω̃) = µ(ω)n−1||u||2L2,s(Ω1)
(2.25)

où µ(ω) désigne le volume de ω ⊂ Sn−1.
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– L’estimation de ||g2||L2(Ω̃) s’effectue par intégration par rapport à x, où |x| ∈
[|y|, 1]. On obtient :

||g2||L2(Ω̃) = µ(ω)(2s)−1
[
||u||2L2,s(Ω1)

− ||u||2L2(Ω1)

]
(2.26)

On pose A = ||u||L2,s(Ω1) et B = ||u||L2(Ω1)

D’après (2.22),...,(2.26), il existe une constante C, qui dépend de s et de n tel que

|A(2s)
1
2 − (A2 −B2)

1
2n

1
2 | ≤ C||u||Hs (2.27)

• Si n < 2s,

[(2s)
1
2 − n

1
2 ]A ≤ |A(2s)

1
2 − (A2 −B2)

1
2n

1
2 |

≤ C||u||Hs

Donc

||r−su||L2(Ω1) ≤ Cn,s||u||Hs

• Si n > 2s, d’après (2.27)

(A2 −B2)
1
2n

1
2 − A(2s)

1
2 ≤ C||u||Hs ,

comme 0 ≤ A−B ≤ (A2 −B2)
1
2 , on déduit que

[n
1
2 − (2s)

1
2 ]A ≤ C||u||Hs + n

1
2B.

Donc il existe une constante Cn,s tel que

||r−su||L2(Ω1) ≤ Cn,s||u||Hs

Si on suppose que u est à support dans {r ≤ r1}, on déduit qu’il existe une
constante positive Cn,s,r1 tel que

||r−su||L2(Ω1) ≤ Cn,s,r1||u||Hs

En passant en transformée de Mellin on en déduit

Proposition 5 Pour s ∈ (0, 1) (en excluant le cas s = 1
2

si n = 1) une fonction u ∈
Hs(Ω) telle que suppu ⊂ {r ≤ 1} (et u(0) = 0 pour s > 1

2
et n = 1) a une transformée

de Mellin qui appartient à H2(C− + i(s− n
2
);L2(ω)).

Preuve 12 Il suffit d’utiliser la caractérisation des espaces L2 à poids avec condition de
support.

Dans le cas de la dimension 1, une valeur non nulle en 0 fait apparâıtre un pôle en z = 0
et on ne peut parler que du prolongement méromorphe de la transformée de Mellin. Cela
sera plus clair avec les résultats qui suivent.
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2.4.1 Cas de la dimension un

Proposition 6 1. u ∈ L2(R∗
+, dr) et à support dans {r ≤ 1} si et seulement si

M(u) ∈ H2(C− − i
2
, dτ

2π
),

2. u ∈ H1(R⋆
+) et à support dans {r ≤ 1} si et seulement si M(u) admet un prolonge-

ment méromorphe dans le demi-plan complexe ℑ(z) < 1
2

avec un unique pôle simple
en zéro dont le résidu est −iu(0). De plus si χ ∈ C∞([0, 1)) avec χ ≡ 1 au voisinage
de r = 0 la différence u − u(0)χ(r) appartient à H1,1(R∗

+) et sa transformée de
Mellin M [u− u(0)χ(r)] appartient à H2(C− + i

2
, dτ

2π
).

Preuve 13 1. Par définition des espaces L2,γ on déduit que :

u ∈ L2(R⋆
+, dr) et suppu ⊂ {r ≤ 1} ⇐⇒ u ∈ L2,0 et suppu ⊂ {r ≤ 1}.

D’après les propriétés d’isométrie de la transformée de Mellin on déduit que u ∈ L2,0

et à support dans {r ≤ 1} si et seulement siM(u) ∈ H2(C−− i
2
, dτ

2π
), d’où le résultat.

2. En utilisant les définitions des espaces H1 et L2,γ on obtient l’équivalence :

u ∈ H1(R∗
+) et suppu ⊂ {r ≤ 1} ⇐⇒ u ∈ L2,0, ∂ru ∈ L2,0 et suppu ⊂ {r ≤ 1}.

(2.28)

En utilisant la première équivalence de la proposition 6 on obtient :

u ∈ L2,0, ∂ru ∈ L2,0 et suppu ⊂ {r ≤ 1}

⇐⇒

M(u) ∈ H2(C− − i

2
) et M(∂ru) ∈ H2(C− − i

2
)

D’après les propriétés de dérivation et de multiplication par riα pour la transformée
de Mellin, on déduit que la transformée de Mellin vérifie l’équation fonctionnelle

M(∂ru)(z) = M(r−1r∂ru)(z)

= M(r∂ru)(z + i)

= z+i
i
M(u)(z + i)

(2.29)

Si on pose Z = z + i alors (2.29) devient

ZM(u)(Z) = iM(∂ru)(Z − i). (2.30)

Comme M(∂ru)(Z) ∈ H2(C−− i
2
), on en déduit que M(u) admet un prolongement

méromorphe dans le demi-plan complexe ℑ(z) < 1
2

avec un unique pôle simple en
z = 0.
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En utilisant la relation entre M(u) et M(∂ru) on peut calculer le résidu de M(u) 1

en zéro, qu’on le note par Res(M(u), 0).
On a par définition des résidus : Res(M(u), 0) = [zM(u)(z)]|z=0

D’après (2.30) et la définition des résidus on a :

Res(M(u), 0) = iM(∂ru)(z − i)|z=0 = iM(∂ru)(−i)
En appliquant (2.1) à iM(∂ru)(−i) on obtient :

iM(∂ru)(−i) = i

∫ +∞

0

∂ru(r)dr = −iu(0)

Donc Res(M(u), 0) = −iu(0).

Il reste à vérifier la dernière propriété. Tout d’abord u ∈ H1(R∗
+) avec suppu ⊂

{r ≤ 1} entrâıne r∂ru ∈ L2(R∗
+, dr) et u ∈ H1,0(R∗

+), il en est de même pour
u− χ(r)u(0). La transformée de Mellin de u− χ(r)u(0) ∈ H1(R∗

+) admet un pro-
longement méromorphe dans C−+ i

2
sans pôle en z = 0 puisque u(0)−χ(0)u(0) = 0.

C’est une fonction analytique. Par l’équation fonctionnelle ce prolongement vérifie

zM [u− χ(r)u(0)](z) = iM [∂ru− χ′(r)u(0)](z − i),

on sait de plus que ce prolongement admet une trace L2 sur R + i
2
. On en déduit

M [u− χ(r)u(0)] ∈ H2(C− +
i

2
)

et donc u− χ(r)u(0) ∈ L2,1(R∗
+). De plus on a aussi par l’équation fonctionnelle

|z|M [u− χ(r)u(0)](z) ∈ L2(R +
i

2
,
dτ

2π
)

et on en déduit u ∈ H1,1(R∗
+).

Le Lemme 3 donne le résultat pour s < 1
2
. On admettra que le résultat est valable pour

u ∈ Hs(R+) avec s > 1
2

en changeant les exposants. Nous renvoyons pour les détails à [3].
Modulo ce résultat (qui demande un traitement spécifique seulement pour la dimension
1), nous sommes capables d’en donner la version générale en itérant le procédé précédent.

Théorème 3 Pour tout s ∈ R+ tel que s − 1
2
6∈ N on a les propriétés suivantes. Si u

appartient à Hs(R∗
+) et a un support inclus dans {r ≤ 1} alors M(u) admet un prolon-

gement méromorphe dans le demi-plan complexe ℑ(z) < s − 1
2

admettant uniquement
des pôles simples en zk = ik, k = 0, . . . , [s− 1

2
] avec Res(M(u), ik) = − i

k!
∂k

ru(0). De plus
si Pu,[s− 1

2
] désigne son développement de Taylor à l’ordre [s − 1

2
] et si χ ∈ C∞

0 (R+) avec

suppχ ⊂ {r ≤ 1} et χ ≡ 1 au voisinage de 0 alors on a

u− χ(r)Pu,[s− 1
2
] ∈ Hs,s(R∗

+) .

1On notera Mu même s’il s’agit d’un prolongement méromorphe de la vraie transformée de Mellin.
En revanche on ne pourra plus interpréter cette fonction comme la transformée de Mellin de quelque
chose quand on regarde cette fonction sur des droites horizontales du plan complexe situées au dessus
des pôles.
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Preuve 14 Nous posons s = m + σ avec m = [s] et σ 6= 1
2
. Le cas m = 0 est supposé

acquis (voir la proposition 6 et la remarque précédente). Dans un premier temps nous
allons montrer que la transformée de Mellin vérifie l’équation fonctionnelle

imM(∂k
ru)(z) =

m∏

l=1

(z + il)M(u)(z + im)

pour k ≤ m. Cela permettra de définir le prolongement méromorphe de M(u) dans
C− + i(s− 1

2
). Ensuite nous calculerons les résidus aux pôles zk = ik, k = 0, . . . [s− 1

2
],

Res(M(u), ik) = − i

k!
∂k

ru(0),∀k, tel que 0 ≤ k ≤ [s− 1

2
].

Enfin nous terminerons en étudiant u− χ(r)Pu,[s− 1
2
].

D’après formule de dérivation de la transformation de Mellin on a :

M(∂m
r u)(z) = z+i

i
M(∂m−1

r u)(z + i)

= z+i
i

z+2i
i
M(∂m−2

r u)(z + 2i).

Une récurrence immédiate donne :

M(∂m
r u)(z) =

∏m
l=1(z + il)

im
M(u)(z + im)

que l’on écrit

imM(∂m
r u)(Z − im) =

m−1∏

l=0

(Z − il)M(u)(Z) (2.31)

en posant Z = z + im. Or on sait que ∂m
r u appartient à Hσ(R∗

+) avec suppu ⊂ {r ≤ 1}.
Il y a deux cas :

– Pour s ∈ (0, 1
2
) le Lemme 3 nous dit que ∂ru appartient à L2,σ et donc M(∂ru) ∈

H2(C− + i(σ − 1
2
)). L’équation fonctionnelle précédente nous dit alors que M(u)

admet un prolongement méromorphe dans C− + i(m+σ− 1
2
) = C− + i(s− 1

2
) avec

des pôles simples en z = ik, k = 0, . . . ,m− 1 avec ici m− 1 = [s− 1
2
].

– Pour s ∈ (1
2
, 1) on utilise la remarque précédente et nous admettons que M(u)

admet un prolongement méromorphe dans C− + i(σ− 1
2
) avec un pôle en 0. On en

déduit que M(u) admet un prolongement méromorphe dans C− + i(s− 1
2
) avec des

pôles simples en z = ik, k = 0, . . . ,m avec ici m = [s− 1
2
].

•Calcul du Res(M(u), ik)
Pour 0 ≤ k ≤ m− 1 on a par définition

Res(M(u), ik) = (z − ik)M(u)(z)|z=ik
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D’après l’égalité (2.31) on a :

Res(M(u), ik) =
imM(∂m

r u)(z − im)∏m−1
l=0
l 6=k

(z − il)
|z=ik

=
imM(∂m

r u)(i(k −m))∏m−1
l=0
l 6=k

(i(k − l))

=
iM(∂m

r u)(i(k −m))∏m−1
l=0
l 6=k

((k − l))

.

D’une part on a :

∏m−1
l=0
l 6=k

(k − l) =
∏k−1

l=0 (k − l)
∏m−1

l=k+1(k − l)

= (−1)m−1−k
∏k

l=1(l)
∏m−1

l=k+1(l − k)

= (−1)m−1−k k!
∏m−1−k

l=1 (l)

= (−1)m−1−k k! (m− 1 − k)!

(2.32)

D’autre part on a par définition de la transformée de Mellin :

M(∂m
r u)(i(k −m)) =

∫ +∞

0

rm−k−1∂m
r u(r)dr.

L’intégration par parties valable pour u ∈ Hs, suppu ⊂ {r ≤ 1} donne :

M(∂m
r u)(i(k −m)) = −(m− k − 1)

∫ +∞

0

rm−k−2∂m−1
r u(r)dr

= (−(m− k − 1))(−(m− k − 2))

∫ +∞

0

rm−k−3∂m−2
r u(r)dr

Une récurrence immédiate donne

M(∂m
r u)(i(k −m)) = (−1)m−k−1(m− k − 1)!

∫ +∞

0

∂k+1
r u(r)dr.

Donc
M(∂m

r u)(i(k −m)) = (−1)m−k(m− k − 1)! ∂k
ru(0) (2.33)

En utilisant(2.32) (2.33) on peut déduire que Res(M(u)(z), ik) = −i∂k
r u(0)
k!

.
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Enfin pour k = m et dans le cas σ > 1
2
, on a

Res(M(u), im) =
im∏m−1

l=0 (im− il)
Res(M(∂m

r u, 0)) = − i

m!
∂m

r u(0) .

Nous terminons par l’étude de v = u− χPu,[s− 1
2
]. Comme dans le cas s = 1, on voit que

v ∈ Hs(R∗
+) avec supp v ⊂ {r ≤ 1}. Ainsi M(v) admet un prolongement méromorphe

dans C− + i(s− 1
2
). Comme de plus ∂k

r v = 0 pour 0 ≤ k ≤ [s− 1
2
], on en déduit que M(v)

est holomorphe dans C−+ i(s− 1
2
), et donc v ∈ L2,s. Enfin l’équation fonctionnelle assure

que M(v) a une trace L2 sur R + i(s− 1
2
) telle que |z|[s]M(v)(z) ∈ L2(R + i(s− 1

2
)). Cela

entrâıne v ∈ H [s],s(R∗
+). En fait on peut démontrer v ∈ Hs,s(R∗

+) même si s n’est pas un
entier et nous renvoyons pour cela à [3]-Theorem A.A.7.

2.4.2 Cas de la dimension n > 1

Dans cette partie on considère un domaine conique régulier R
∗
+ × ω = Ω ⊂ R

n.

Théorème 4 Pour tout s ∈ R+ tel que s − n
2
6∈ N on a les propriétés suivantes. Si u

appartient à Hs(Ω) et a un support inclus dans {r ≤ 1} alors pour tout α′ ∈ N
n−1,

|α′| ≤ [s], M(∇α′

θ u) admet un prolongement méromorphe dans le demi-plan complexe
ℑ(z) < s− n

2
admettant uniquement des pôles simples en zk = ik, |α′| ≤ k ≤ [s− n

2
] avec

Res(M(∇α′

θ u), ik) = − i

(k − |α′|)!∂
k−|α′|
r (

1

r
∇θ)

α′

u(0) .

De plus si Pu,[s−n
2
] désigne son développement de Taylor à l’ordre [s− n

2
] et si χ ∈ C∞

0 (R+)
avec suppχ ⊂ {r ≤ 1} et χ ≡ 1 au voisinage de 0 alors on a

u− χ(r)Pu,[s−n
2
] ∈ Hs,s(Ω) .

Preuve 15 Nous posons s = m+ σ avec m = [s], s− n
2
6∈ N.

Dans un premier temps nous allons montrer que la transformée de Mellin vérifie l’équation
fonctionnelle

M(∂α′

θ u)(z) =
iα∏α−1

k=0(z − i(|α′| + k))
M(∂α

r (
∂α′

θ

r|α′| )u)(z − i(|α′| + α))

pour α + |α′| ≤ m. Cela permettra de définir un prolongement méromorphe de
M(∇α′

θ u) dans C− + i(s− n
2
). Ensuite nous calculons les résidus aux pôles zk = ik, k =

|α′|, ..., [s− n
2
],

Res(M(∇α′

θ u), ik) = − i

(k − |α′|)!∂
k−|α′|
r (

1

r
∇θ)

α′

u(0) .

Enfin nous terminerons en étudiant u− χ(r)Pu,[s−n
2
].

D’après les propriétés de la transformée de Mellin (multiplication par riα ) on a

M(∇α′

θ u)(z) = M(r|α
′| 1

r|α′|∇
α′

θ u)(z) = M(
1

r|α′|∇
α′

θ u)(z − i|α′|).
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On utilise la formule de dérivation de la transformée de Mellin (M(∂ru)(z) = z+i
i
M(u)(z+

i)) on aboutit à

M(∂r(
1

r|α′| ▽
α′

θ u))(z) =
z + i

i
M(

1

r|α′| ▽
α′

θ u)(z + i). (2.34)

En remplaçant z par z − i dans (2.34) on obtient

M(
1

r|α′|∇
α′

θ u)(z) =
i

z
M(∂r(

1

r|α′|∇
α′

θ u))(z − i). (2.35)

Une récurrence simple donne

M(
1

r|α′|∇
α′

θ u)(z) =
iα∏α−1

l=0 (z − i l)
M(∂α

r

∇α′

θ

r|α′|u)(z − iα). (2.36)

Finalement, en remplaçant z par z− i|α′| dans (2.36) on obtient la formule demandée
c’est à dire

M(∇α′

θ u)(z) =
iα∏α−1

k=0(z − i(|α′| + k))
M(∂α

r (
∇α′

θ

r|α′|u))(z − i(α+ |α′|))

À partir de l’équation fonctionnelle on déduit que M(∇α′

θ u) admet un prolongement
méromorphe dans C− + i(s− n

2
).

En posant α+ |α′| = m, dans l’équation fonctionnelle on obtient :

M(∇α′

θ u)(z) =
iα∏m−1

k=|α′|(z − ik))
M(∂α

r (
∇α′

θ

r|α′|u))(z − im)

On remarque que
– Si |α′| > s − n

2
, alors M(∇α′

θ u) est une fonction holomorphe et n’a pas de pôles
dans la partie du plan complexe où ℑ(z) ≤ s− n

2
.

– Si |α′| < s− n
2

alors M(∇α′

θ u) admet un prolongement méromorphe dans le demi-
plan complexe ℑ(z) < s− n

2
, avec des pôles simples en zk = ik, |α′| ≤ k ≤ [s− n

2
].

• Calcul du résidu
Pour |α′|+α = k+ 1, en utilisant l’équation fonctionnelle et la définition des résidus

on peut écrire

Res(M(∇α′

θ u), ik) = limz→ik (z − ik)M(∇α′

θ u)(z)

= (i)k+1−|α′|

(i)k−|α′|(k−|α′|)!M(∂
k−|α′|+1
r

∇α′

θ

r|α
′|u)(−i)

= i
(k−|α′|)!M(∂

k−|α′|+1
r

∂α′

θ

r|α
′|u)(−i).

En utilisant la définition de la transformée de Mellin et un simple calcul donne :

M(∂k−|α′|+1
r

∇α′

θ

r|α′|u)(−i) = −∂k−|α′|
r (

∇θ

r
)α′

u(0),
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donc le résidu de M(∇α′

θ u) au pôles zk est donné par

Res(M(∇α′

θ u), ik) =
−i

(k − |α′)!
∂k−|α′|

r (
∇θ

r
)α′

u(0).

Nous terminons par l’étude de v = u− χ(r)Pu,[s−n
2
].

On voit que v ∈ Hs(Ω) et supp v ⊂ {r ≤ 1}. Ainsi M(v) admet un prolongement
méromorphe dans C− + i(s − n

2
) et donc v ∈ L2,s. L’équation fonctionnelle assure que

M(∇α′

θ ) a une trace L2 sur R+ i(s− n
2
) telle que |z|[s]−|α′|M(∇α′

θ v)(z) ∈ L2(R+ i(s− n
2
)).

Cela entrâıne que v ∈ H [s],s(Ω), et peut prolonger l’identité pour les exposants non
entiers, ainsi v ∈ Hs,s, nous renvoyons pour cela à [3]-Theorem A.A.7.

L’appartenance de u − χ(r)Pu,[s−n
2
] ∈ L2,s(Ω), signifie que le reste est négligeable

quand r → 0 en norme L2.

L’appartenance de u− χ(r)Pu,[s−n
2
] ∈ Hs,s signifie que le reste est négligeable quand

r → 0 en norme L2 des dérivées par rapport à r et r−1∂θ.

On présente dans la figure 2.1 la répartition des pôles dans le plan complexe.

Im(z)=−n/2

Im(z)=s−n/2

Im(z)=[s−n/2]

0

2i

3i

i[s−n/2]

i

Fig. 2.1 – Répartition des pôles dans le plan complexe.

Remarque 3 En dimension n la description de la régularité Hs avec s− n
2
∈ N est un

peu plus délicate. Ces espaces conduisent à des transformées de Mellin qui ont juste des
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singularités sur la droite ℑz = s − n
2

du type 1
x−i0

sur R. Nous ne discuterons pas plus
ce point et renvoyons pour cela à [3], [22] et [6].

Nous éviterons toujours ces situations critiques en travaillant sous l’hypothèse d’un
peu plus ou d’un peu moins de régularité. Comme nous allons le voir dans le chapitre sui-
vant, l’idée est de travailler sur les types asymptotiques qui généralisent le développement
de Taylor, c’est-à-dire dans ce cas sur la position des pôles entre 0 et i[s− n

2
], la valeur

exacte de s important peu.



Chapitre 3

Types asymptotiques et stratégie de
l’optimisation des conditions
d’interface au coin.

Nous introduirons les espaces de Sobolev avec singularités prescrites (ou type asymp-
totique) qui interviennent naturellement dans la résolution des problèmes elliptiques dans
des domaines à singularité conique. La transformation de Mellin permet de donner une
description très visuelle de ces espaces. La présentation que nous donnons ici ne couvre
pas tous les aspects de l’étude des problèmes elliptiques dans les domaines à coins et
nous ne retenons de cette théorie que les éléments qui nous sont utiles pour discuter l’op-
timisation des conditions d’interface dans les méthodes de décomposition de domaine.
Nous renvoyons pour plus de détails à [22] et [3]. Enfin, nous nous limiterons ici à la
dimension n = 2, Ω = R

∗
+×]θ−, θ+[, le cas n = 1 intervenant pour les traces sur les bords

{θ = θ±}.

3.1 Résumé du chapitre précédent.

Nous avons vu dans le cas n = 2 qu’un élément u de Hs(Ω) pour s 6∈ N
∗ s’écrit

u = Pu,[s−1](x) +R(x)

où Pu,[s−1] est l’approximation de Taylor de u en 0 à l’ordre s et R ∈ Hs,s(Ω). Notons
que R ∈ L2,s(Ω) = H0,s(Ω) signifie que R est un reste négligeable en 0 mesuré en norme
L2, et R ∈ Hs,s(Ω) donne en plus des informations sur les dérivées d’ordre ≤ [s]. Après
transformation de Mellin en supposant u à support dans {r ≤ 1}, la transformée de
Mellin est une fonction méromorphe sur {ℑz < s− 1} à valeur dans L2((θ−, θ+)) avec
des pôles simples aux points ik, 0 ≤ k ≤ [s− 1]1.

Ainsi une fonction u ∈ Hs(Ω) s’écrit

u(x) =
∑

|α|≤[s−1], α∈N

cαx
α +R(x)

1L’écriture du chapitre précédent était un peu plus explicite. Cette réécriture ne pose pas de problème
si l’on note que la transformation de Mellin est introduite après une séparation des variables en r et θ.
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où
– les exposants α sont liés à la position des pôles du prolongement méromorphe de

la transformée de Mellin à {ℑz < s− 1} ;
– les coefficients cα sont donnés par les résidus en ces pôles de M(u) ;
– le reste R(x) ∈ Hs,s(Ω) ⊂ L2,s(Ω) est négligeable en norme L2.

En conclusion la partie principale de u au voisinage de x = 0 est entièrement codée par les
pôles du prolongement méromorphe de la transformée de Mellin Mu dans {ℑz < s− 1},
l’appartenance du reste R à Hs,s se lit sur le fait que Mu admet une trace L2 sur
{ℑz = s− 1}.

3.2 Quelques rappels.

Pour motiver l’introduction des types asymptotiques et avant de préciser notre point
de vue sur l’optimisation des méthodes de décomposition de domaines aux coins, nous
faisons quelques rappels classiques sur la résolution des problèmes elliptiques dans des
domaines coniques de R

2.

3.2.1 Un exemple.

Commençons pour fixer les idées par traiter l’exemple simple suivant. On travaille
dans Ω = R

∗
+ × (θ−, θ+) un secteur du plan et on considère une fonction u ∈ H1(Ω) telle

que suppu ⊂ {r ≤ 1} et

−∆u = f ∈ L2,γ(Ω) (3.1)

u(r, θ±) = g±(r) ∈ L2,γ+2− 1
2 (R∗

+) . (3.2)

Les conditions sur u entrâınent que sa transformée de Mellin est holomorphe dans
{ℑz < 0} et comme les conditions de support se transmettent à f, g±, les transformées de
Mellin de f et g± sont holomorphes respectivement dans {ℑz < γ − 1} et {ℑz < γ + 1}
avec traces L2 sur les droites limites (on a aussi forcément des propriétés de régularités
sur g± sur lesquelles nous ne nous attardons pas). Nous nous intéressons au cas γ > −1.
En passant en coordonnées polaires, l’équation (3.1) devient

[
∂2

θ + (r∂r)
2
]
u = −r2f

u(r, θ±) = g±(r) .

Après transformation de Mellin on obtient
[
∂2

θ − z2
]
(Mu)(z, θ) = M [−r2f ](z, θ) = −(Mf)(z − 2i, θ) (3.3)

Mu(z, θ±) = Mg±(z, θ±) . (3.4)

L’opérateur ∂2
θ avec conditions de Dirichlet homogène sur (θ−, θ+) est un opérateur auto-

adjoint négatif à résolvante compacte dont les valeurs propres sont simples et valent
−( nπ

θ+−θ−
)2, n ∈ N. La théorie de Fredholm analytique conduit alors à

Mu(z) = R(z)[Mf(z − 2i),Mg−(z),Mg+(z)]
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où R(z) est une fonction méromorphe à valeur opérateur bornée sur L2((θ−, θ+)) avec
des pôles simples en z = in π

θ+−θ−
, n ∈ Z.

Compte tenu des informations à priori que nous avons sur u, f , g±, nous en déduisons la

Proposition 7 Une fonction u ∈ H1(Ω) telle que suppu ⊂ {r ≤ 1} vérifiant (3.1) avec
γ > −1, a une transformée de Mellin méromorphe dans {ℑz < γ + 1}. Elle a des pôles
simples aux points in π

θ+−θ−
, nπ

θ+−θ−
< (γ + 1), n ∈ N avec

Res(Mu, in
π

θ+ − θ−
) = cn,u sin(n

π

θ+ − θ−
(θ − θ−)),

nπ

θ+ − θ− < γ + 1 .

Si de plus γ + 1 6∈
{

nπ
θ+−θ−

, n ∈ N

}
, on a

u = χ(r)
∑

n∈N,n<
(θ+−θ−)(γ+1)

π

icn,ur
nπ

θ+−θ− sin

(
nπ

θ+ − θ−
(θ − θ−)

)
+R

avec χ ∈ C∞
0 (R+), suppχ ⊂ {r ≤ 1}, χ ≡ 1 au voisinage de 0, et R ∈ L2,γ+2(Ω).

Remarque 4 – En fait on peut avoir en plus des propriétés de régularité sur u et
R si on précise la régularité de f , g− et g+ (voir le résultat de Kondratiev rappelé
plus loin).

– Le même type d’analyse peut se faire en remplaçant l’intervalle (θ−, θ+) par S1.
Les pôles de R(z) sont donnés par les valeurs in, n ∈ Z correspondant aux valeurs
propres −n2 du Laplacien sur S1 avec les fonctions propres cos(nθ) et sin(nθ). En
fait les pôles correspondent aux pôles associés à une fonction H2 (voire Hs+2 si on
suppose de la régularité supplémentaire sur f) et le développement asymptotique
n’est rien d’autre que le développement de Taylor de la solution à l’ordre [γ + 1].

Preuve 16 En premier lieu, les pôles de R(z) sont déterminés par la résolution du
problème aux valeurs propres

∂2
θv = z2v, v(θ−) = v(θ+) = 0

Les solutions sont

z =
inπ

θ+ − θ−
, v(θ) = sin

(
nπ

θ+ − θ−
(θ − θ−)

)
.

On en déduit la position des pôles du prolongement méromorphe de Mu et la forme

du résidu. Si γ + 1 6∈
{

nπ
θ+−θ−

, n ∈ N

}
, R(z) est un opérateur uniformément borné par

rapport à z sur {ℑz = (γ + 1)} et on en déduit que le prolongement méromorphe de Mu

à {ℑz < γ + 1} a une trace L2 sur {ℑz = γ + 1}. Il suffit donc d’éliminer les pôles de
Mu pour conclure. Compte tenu de

M [rγ′

χ](z) = M [ri(−iγ′)χ](z) = M(χ)(z − iγ′) =
i

z − iγ′
M [r∂rχ](z − iγ′)



48 Chapt 3. Types asymptotiques et stratégie de l’optimisation des conditions ...

où M [r∂rχ] est holomorphe avec M [r∂rχ](0) = −χ(0) = 0, cela revient à supprimer le
terme

χ(r)
∑

n∈N,n<
(θ+−θ−)(γ+1)

π

icn,ur
nπ

θ+−θ− sin

(
nπ

θ+ − θ−
(θ − θ−)

)
.

Nous terminons ce paragraphe par une remarque. Ici nous avons supposé les données
f, g± dans un espace à poids de telle sorte que leur transformée de Mellin n’a pas de pôle
dans {ℑz < γ − 1} et {ℑz < γ + 1}.

On pourrait considérer des données (f ∈ Hs et g ∈ Hs+ 3
2 par exemple) dont les

transformées de Mellin sont méromorphes. Dans ce cas la transformée de Mellin de u
aurait des pôles venant de R(z) auxquels s’ajouterait les pôles venant des données.

3.2.2 Un autre exemple

On donne dans cette section une application des résultats de Kondratiev dans le cas
où les opérateurs intervenant dans les conditions aux limites sont ceux de Neumann ou
de Dirichlet. On restreint aussi cette application à l’opérateur de Laplace qui est un
opérateur différentiel d’ordre 2.

Soit Ω un secteur angulaire infini d’angle φ, de sommet O et de frontière Γ.
On étudie le problème de Laplace avec condition de Dirichlet ou de Neumann

(S)

{
∆u = f dans Ω
B0

l u = g, sur Γ, l = 0 ou 1

où f est donnée dans Hk,γ(Ω) et

{
B0

0 = Id avec g ∈ Hk+2− 1
2
,k+2− 2

2
−γ(Γ)

B0
1 = ∂n avec g ∈ Hk+2−1− 1

2
,k+2−1− 2

2
−γ(Γ)

On choisit O comme origine.
Le problème s’écrit en coordonnées polaires

{
1
r2

(
(r∂r)

2 + ∂2
θ

)
u = f

B1
l u = g

où {
B1

0 = Id

B1
1 = 1

r
∂θ

On effectue maintenant la transformation d’Euler r = e−τ , qui transforme le secteur
en une bande notée B, définie par

B = {(τ, θ), τ ∈ R, 0 < θ < φ}
de frontière

∆1 = {(τ, 0), τ ∈ R}
∆2 = {(τ, φ), τ ∈ R}
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on note ∆̃ = ∆1 ∪ ∆2.
On remarque que ∂τ = −r∂r.

Alors

{ (
∂2

τ + ∂2
θ

)
u(τ, θ) = e−2τf = f1(τ, θ)

B2
l u = ge−τl = g1(τ, θ)

où {
B2

0 = Id

B2
1 = ∂θ

Donc on résout maintenant un problème dans un domaine à frontière régulière.
Par passage au Fourier par rapport à τ ou de façon équivalente le passage en Mellin

par rapport à r on obtient

{ (
∂2

θ − λ2
)
û(τ, θ) = f̂1(λ, θ) = f2(λ, θ) dans D =]0, φ[

B2
l u|∆̃ = ĝ1(λ, θ)|∆̃ = g2(λ, θ)|∆̃

Donc le problème s’écrit sous la forme

P (λ)û = (f2, g2)

où

P (λ) : Hk+2(]0, φ[) −→ Hk(]0, φ[) ×Hk+2−l− 1
2 (∂D)

est un opérateur différentiel sur D.
Donc û = R(λ)(f2, g2).
Un calcul simple donne que les pôles de R(λ) sont de la forme inπ

φ
, où n ∈ Z, les

fonctions propres sont
– si B2

0 = Id, les fonctions propres sont de la forme vn = a sin(nπθ
φ

), a est une
constante ;

– si B2
1 = ∂θ, les fonctions propres sont de la forme vn = a cos(nπθ

φ
), a est une

constante.

Remarque 5 Dans notre cas on peut déterminer explicitement l’expression de R(λ) en
utilisant les théorèmes classiques des équations ordinaires. Après avoir trouvé l’expression
de R(λ) il sera facile de savoir ses pôles.

Théorème 5 Si R(λ) n’admet pas de pôle sur la droite ℑ(λ) = k + 1 − γ

c’est à dire γ n’est pas de la forme k + 1 − nπ
φ
, n ∈ Z.

Alors ∀(f, g) ∈ Hk,k−γ(Ω) ×Hk+2−l− 1
2
,k+2−l− 1

2
−γ(Γ),

le problème (S) a une unique solution u ∈ Hk+2,k+2−γ(Ω).

De plus il existe une constante C positive telle que

||u||Hk+2,k+2−γ(Ω) ≤ C
[
||f ||Hk,k−γ + ||g||

Hk+2−l− 1
2 ,k+2−l− 1

2−γ(Γ)

]
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Preuve 17 Voir le théorème 1.1 de Kondratiev [22] ”que nous rappelons dans la section
suivante”.

Supposons que

(f, g) ∈ Hk,k−γ(Ω) ×Hk+2−l− 1
2
,k+2−l− 1

2
−γ(Γ)

et que

(f, g) ∈ Hk1,k1−γ1(Ω) ×Hk1+2−l− 1
2
,k1+2−l− 1

2
−γ1(Γ)

où k1 ≥ k et h = −γ + 1 + k < h1 = −γ1 + 1 + k1.
Si R(λ) n’admet pas de pôles sur les deux droites ℑ(λ) = h et ℑ(λ) = h1 alors d’après

le théorème 5, il existe une solution u dans Hk+2,k+2−γ(Ω) et une autre solution w dans
Hk1+2,k1+2−γ1(Ω), de plus w est plus régulière que u en zéro.

Alors on peut donner le résultat suivant, qui caractérise le développement asympto-
tique de u.

Théorème 6 Si

u ∈ Hk+2,k+2−γ

et

(f, g) ∈ Hk1,k1−γ1(Ω) ×Hk1+2−l− 1
2
,k1+2−l− 1

2
−γ1(Γ)

avec k1 ≥ k, h1 > h > 0.
Supposons de plus

γ 6= k + 1 − nπ
φ
, n ∈ Z;

γ1 6= k1 + 1 − nπ
φ
, n ∈ Z

.

Alors

1. Si B0
0 = Id, u s’écrit sous la forme

u =
∑

m∈N, h< mπ
φ

<h1

amr
mπ
φ sin

mπ

φ
+ w

où

w ∈ Hk1+2,k1+2−γ1(Ω)

2. Si B0
1 = ∂n, u s’écrit sous la forme

u =
∑

m∈N, h< mπ
φ

<h1

amr
mπ
φ cos

mπ

φ
+ w

où

w ∈ Hk1+2,k1+2−γ1(Ω)

Preuve 18 C’est une conséquence du théorème 1.2 de Kondratiev ”que nous rappelons
dans la section suivante”. [22]
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3.3 Résultats de Kondratiev

Nous rappelons ici une version simplifiée des résultats de Kondratiev dans notre
contexte et avec nos notations. Nous nous limitons toujours au cas de la dimension 2 et
on travaille dans Ω = R

∗
+ × (θ−, θ+).

On considère un opérateur différentiel d’ordre 2 (pour ne pas alourdir cette présentation).

L(x, ∂x) =
∑

|α|≤2

aα(x)∂α
x

à coefficients aα de classe C∞, elliptique. Les opérateurs intervenant dans les conditions
aux limites sont données par des opérateurs

B±(x, ∂x) =
∑

|β|≤m±

bβ(x)

|x|µβ
∂β

x

avec µβ ≤ m± − |β| et les coefficients bβ sont de classe C∞.
On associe à ces opérateurs les parties principales en x = 0

L0 =
∑

|α|=2

aα(0)∂α
x elliptique

B0,± =
∑

|β|+µβ=m±

bβ(0)

|x|m±−|β|∂
β
x (6= 0) .

On fait l’hypothèse sur le problème aux limites

L(x, ∂x)u = f (3.5)

B−(x, ∂x)u
∣∣
θ=θ−

= g− (3.6)

B+(x, ∂x)u
∣∣
θ=θ+

= g+ (3.7)

vérifie les conditions de Lopatinski en dehors de x = 0, ce qui assure l’ellipticité du
problème aux limites en dehors du coin x = 0.
On écrit ensuite les opérateurs L0, B0,± en coordonnées polaires

L0(x, ∂x) = r−2L̃0(r∂r, ∂θ), B0(x, ∂x) = r−m±B̃0(r∂r, ∂θ).

Le système

L̃0(iz, ∂θ)v = ϕ (3.8)

B̃0,−(iz, ∂θ)v(θ−) = ψ− (3.9)

B̃0,+(iz, ∂θ)v(θ+) = ψ+ (3.10)
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admet alors une résolvante R(z) méromorphe sur C selon la théorie de Fredholm
analytique (cette condition est en général, en dimension quelconque, encore induite par
des hypothèses d’ellipticité de ce système).

Nous précisons dans ce contexte plus restreint les énoncés des Théorèmes 1.2 et 2.2
de Kondratiev dans [22]. Le premier résultat concerne le cas où les opérateurs L(x, ∂x)
et B±(x, ∂x) sont des opérateurs homogènes :

L(x, ∂x) = L0(x, ∂x) et B±(x, ∂x) = B0,±(x, ∂x) .

Théorème 7 Supposons que u ∈ Hk+2,k+2−α
2 (Ω) est solution de (3.5) (3.6) (3.7) avec

f ∈ Hk1,k1−α1
2 (Ω) et g± ∈ Hk1+2−m±− 1

2
,k1+2−m±− 1

2
−α1

2 (R∗
+) avec

h1 =
2k1 + 4 − 2 − α1

2
>

2k + 4 − 2 − α

2
= h, k1 ≥ k.

Supposons de plus que la résolvante R(z) du problème (3.8)(3.9)(3.10) n’ait pas de pôle
de partie imaginaire h1. Alors

u =
∑

j

µj−1∑

ν=0

aj,νr
−iλj lnν(r)ψν,j(θ) + w(x)

où

– la somme sur j est une somme sur les pôles de R(z) appartenant à {h < ℑz < h1}
et µj étant la multiplicité du pôle λj ;

– le reste w(x) appartient à Hk1+2,k1+2−α1
2 avec

‖w‖
Hk1+2,k1+2−

α1
2
≤ C

[
‖u‖

Hk+2,k+2−α
2
+‖f‖

Hk1,k1−
α1
2

+‖g±‖
Hk1+2−m±− 1

2 ,k1+2−m±− 1
2−

α1
2

]
.

Remarque 6 – Dans l’article [22] de Kondratiev l’énoncé est donné avec les espaces

à poids noté
◦
W

m

α , m ∈ N, α ∈ R, (p 231). Avec nos notations, ils cöıncident avec
Hm,m−α

2 .
– On notera que pour cet énoncé l’entier k1, le réel −α1 et donc le réel h1 peuvent être

pris aussi grands que l’on veut. Ainsi si les données sont arbitrairement régulières
(et s’annulent à un ordre arbitraire en x = 0) on obtient un développement asymp-
totique complet de u au voisinage de x = 0 en calculant tous les pôles de R(z) dans
{ℑz > h} qui contiennent les pôles de Mu, et les résidus correspondant de Mu en
ces points.

– La preuve de ce résultat est la version générale du cas particulier que nous avons
présenté au paragraphe précédent. Nous reprendrons ces calculs précisément dans
d’autres cas, avec même des données ayant des transformées de Mellin méromorphes,
auquel cas les pôles de Mu (et donc le développement asymptotique de u) sont
donnés par les pôles de R(z) et les pôles des transformées de Mellin des données.

Le deuxième énoncé concerne le problème complet.
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Théorème 8 Supposons que la solution u de (3.5)(3.6) (3.7) appartient àHk+2,k+2−α
2 (Ω)

avec f ∈ Hk,k−α1
2 (Ω) et g± ∈ Hk+2−m±− 1

2
,k+2−m±− 1

2
−α1

2 (R∗
+), α − 2 ≤ α1 < α et f, g±

à support inclus dans {r ≤ ρ0}. Supposons de plus que la résolvante R(z) du problème
(3.8)(3.9) (3.10) n’ait pas de pôle de partie imaginaire h1 = −2−α1+2k+4

2
. Alors

u =
∑

j

µj−1∑

ν=0

aj,νr
−iλj lnν(r)ψν,j(θ) + w(x)

où
– la somme sur j est une somme sur les pôles de R(z) appartenant à {h < ℑz < h1},
h = −2−α+2k+4

2
et µj étant la multiplicité du pôle λj ;

– le reste w(x) appartient à Hk+2,k+2−α1
2 avec

‖w‖
Hk+2,k+2−

α1
2
≤ C

[
‖u‖

Hk+2,k+2−α
2

+ ‖f‖
Hk,k−

α1
2

+ ‖g±‖
Hk+2−m±− 1

2 ,k+2−m±− 1
2−

α1
2

]
.

Remarque 7 Ici on a pris k1 = k avec en plus la limitation α1 ≥ α − 2 sur −α1. Cela
est dû aux termes d’ordre inférieur de L(x, ∂x) et B±(x, ∂x), qui doivent intervenir si on
veut un développement asymptotique complet de la solution et que l’énoncé ne prend
pas en compte.

Ce que nous retiendrons essentiellement de ces énoncés est qu’un développement asymp-
totique de la solution de (3.5)(3.6)(3.7) est déterminé par les pôles de la résolvante R(z)
du problème homogène (3.8)(3.9) (3.10) 2. Cela est valable jusqu’à n’importe quel ordre
pour le problème homogène pour des données “régulières” et jusqu’à un ordre limité si
les opérateurs L(x, ∂x), B±(x, ∂x) contiennent des termes d’ordre inférieur.

3.4 Types asymptotiques

Dans la section précédente, nous avons vu qu’au moins en première approxima-
tion, le développement asymptotique des solutions de (3.5)(3.6)(3.7) est déterminé par
l’étude des pôles de la résolvante du problème homogène principal (3.8)(3.9)(3.10) (et
éventuellement par les pôles des transformées de Mellin des données). Avant d’introduire
des définitions quelques remarques s’imposent :

– L’objectif final de notre travail est d’améliorer la convergence des méthodes de
décomposition de domaines aux voisinages des coins. En conséquence nous tra-
vaillons uniquement avec des solutions tronquées, χ(r)u, avec χ ∈ C∞

0 (R+), suppχ ⊂
{r ≤ 1} et χ ≡ 1 au voisinage de {r = 0}, voire nous pouvons nous mettre dans la
situation u = χ(r)u. Les problèmes elliptiques que nous considérons sont donnés
par une formulation variationnelle qui assurent u ∈ H1(Ω). En conséquence, en
dimension 2, on peut déjà affirmer que M [u] = M [χu] est une fonction holomorphe
dans {ℑz < 0}. Comme les opérateurs L(x, ∂x) et B+(x, ∂x) sont différentiels la
donnée f ∈ L2(Ω) a une transformée de Mellin holomorphe dans {ℑz < −1} et les
données g± ont également une transformée de Mellin holomorphe dans un demi-
plan inférieur.

2et éventuellement les pôles des transformées de Mellin des données
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– Pour la même raison que précédemment nous limiterons l’étude au problème ho-
mogène principal (3.8)(3.9) (3.10). Les résultats de Kondratiev nous assurent que
l’on décrit bien ainsi la nature du développement asymptotique des solutions si
on ne s’intéresse qu’aux premiers termes du développement asymptotique. On se
ramène ainsi à un problème au traitement algébrique “facile”.

– Pour déterminer les parties principales L0(x, ∂x) et B0,±(x, ∂x), il suffit d’écrire les
opérateurs en coordonnées polaires, de considérer ∂r,

1
r
∂θ comme des opérateurs

d’ordre −1, la multiplication par rα comme un opérateur d’ordre α, les opérateurs
r∂r et ∂θ comme des opérateurs d’ordre 0. . . et ne garder que les termes de degré
d’homogénéité les plus bas.

– Conformément aux remarques de la section précédente et à la description des es-
paces Hs(Ω) et Hs(R∗

+) les données f , g± ne sont pas forcément dans des espaces
à poids, correspondant à des transformées de Mellin holomorphes comme dans les
énoncés de Kondratiev. Ces transformées de Mellin peuvent avoir des prolonge-
ments méromorphes et le développement asymptotique de u fait intervenir à la fois
les pôles de la résolvante R(z) et les pôles des transformées de Mellin des données.

– Enfin la régularité du reste importe peu. Nous ne souhaitons travailler que sur les
premiers termes du développement asymptotique, le reste étant considéré comme
négligeable. Pour les traces sur la droite

{
ℑz = γ − n

2

}
nous écrirons simplement

qu’elles sont L2(R+ i(γ− n
2
)) même si on a en fait plus de régularité dans bien des

cas. Nous allons nous focaliser sur la position des pôles des transformées de Mellin
et éventuellement sur le calcul des résidus.

Toutes ces remarques conduisent aux définitions suivantes qui facilitent la discussion.

Définition 4 Nous appellerons type asymptotique dans Ω (resp. sur R
∗
+) une collection

finie T = ((λj, µj, ϕj,ν(θ), 0 ≤ ν ≤ µj − 1))j∈{1,...,N} (resp. T = ((λj, µj))j∈{1,...,N}) où

λj sont des points de {ℑz ≤ 0}, les entiers µj sont les multiplicités des pôles en λj et
ϕj,ν ∈ L2((θ−, θ+)) .
On notera pour γ ≥ 0 L2,γ

r≤1,T (Ω) (resp. L2,γ
r≤1,T (R∗

+)) l’ensemble des fonctions u ∈ L2(Ω)
(resp. u ∈ L2(R∗

+)) à support dans {r ≤ 1} dont la transformée de Mellin admet un
prolongement méromorphe dans {ℑz < γ − 1} (resp

{
ℑz < γ − 1

2

}
) avec trace L2(R +

i(γ−1);L2(θ−, θ+)) (resp. L2(R+ i(γ− 1
2
))) et des pôles donnés par le type asymptotique

T .

Remarque 8 On lit parfois dans la littérature le nom d’ensemble des singularités pour
le type asymptotique. Ce dernier terme nous semble plus approprié dans le sens où il
correspond au développement asymptotique des données et des solutions au voisinage de
r = 0. En fait cette notion contient les développements de Taylor d’une fonction C∞ en
un point intérieur à un ouvert. Il suffit de remplacer l’intervalle (θ−, θ+) par le cercle S1,
λj = ij et des fonctions ϕν,j égales à cos(jθ), sin(jθ).

Une élimination simple des pôles de la transformée de Mellin déjà faite dans plusieurs
cas conduit à la
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Proposition 8 1. Si u ∈ L
2,γ
r≤1,T (Ω), avec aucun pôle de T de partie imaginaire γ,

alors on a

u(x) = 1[0,1](r)
∑

0≤ℑλj<γ−1

µj−1∑

ν=0

cj,νr
−iλj lnν(r)ϕj,ν(θ) + w(x)

avec w ∈ L2,γ(Ω) et où les (λj, µj, ϕj,ν) sont ceux donnés par T .

2. Si u ∈ L
2,γ
r≤1,T (R⋆

+), avec aucun pôle de T de partie imaginaire γ, alors on a

u(r) = 1[0,1](r)
∑

0≤ℑλj<γ− 1
2

µj−1∑

ν=0

cj,νr
−iλj lnν(r) + w(r)

avec w ∈ L2,γ(R⋆
+) et où les (λj, µj) sont ceux donnés par T .

La résolution après transformée de Mellin du problème homogène conduit également
à la

Proposition 9 Si u ∈ H1(Ω), suppu ⊂ {r ≤ 1} résout le problème homogène (3.8)(3.9)(3.10)

avec f ∈ L
2,γ
r≤1,T (Ω), γ ≤ 2, g± ∈ L

2,γ+2−m±− 1
2

r≤1,T± (R∗
+), et si les pôles de T translatés de 2iγ,

les pôles de T± translatés de m±i et les pôles de la résolvante R(z) ne rencontrent pas
{ℑz = γ + 1} alors u ∈ L

2,γ+2
r≤1,T∞(Ω) où le type asymptotique T∞ se déduit par union (en

ajoutant les multiplicités éventuellement) de T , T± et des pôles de R(z).

Preuve 19 À partir des hypothèses de la proposition 9 et de la définition 4 on a
– f ∈ L

2,γ
r≤1,T (Ω), donc M(f) admet un prolongement méromorphe dans {ℑ(z) <

γ − 1}, de plus f ∈ L2,

– de même si g± ∈ L
2,γ+2−m±− 1

2
r≤1,T± (R∗

+) alorsM(g±) admet un prolongement méromorphe

dans {ℑ(z) < γ + 2−m± − 1
2
− 1

2
} = {ℑ(z) < γ + 1−m±}, de plus g± ∈ L2(R∗

+).
Or on sait que

Mu(z) = R(z)
[
M(r2f)(z),M(rm±g±)(z)

]

de plus M(r2f)(z) = M(f)(z − 2i) et M(rm±g±)(z) = M(g±)(z − im±).
Donc les pôles de M(f) (resp. M(g)) sont translatés par 2i(resp. m±i), et par suite

M(f)(.−2i) admet un prolongement méromorphe dans {ℑ(z) < γ+1}, de plusM(g±)(.−
im±) admet un prolongement méromorphe dans {ℑ(z) < γ + 1−m± +m±} = {ℑ(z) <
γ + 1} . Si on suppose de plus que les pôles de la résolvante R(z) ne rencontrent pas
{ℑ(z) = γ + 1} alors M(u) est une fonction méromorphe dans {ℑ(z) < γ + 1}, donc
u ∈ L

2,γ+2
r≤1,T∞(Ω).

Donc le type asymptotique T∞ se déduit par union (en ajoutant les multiplicités
éventuellement) de T , T± et des pôles de R(z).

Remarque 9 D’après la proposition 9, le développement asymptotique de u, fait inter-
venir les pôles de la résolvante et les pôles des données(f, g±), des calculs précis seront
faits complètement dans des cas particuliers.



56 Chapt 3. Types asymptotiques et stratégie de l’optimisation des conditions ...

3.5 Stratégie pour la décomposition de domaine.

On voit que si l’on décompose un domaine régulier Ω de R
2 en plusieurs secteurs

dont le sommet commun est intérieur à Ω, les types asymptotiques associés au problème
aux limites de chaque sous-domaine n’a à priori rien à voir avec la régularité espérée
à l’intérieur (Hm+2 pour un opérateur d’ordre 2 avec données Hm) pour le problème
complet. Inversement on peut envisager de faire une décomposition de domaine pour
résoudre un problème elliptique dans un secteur non convexe qui va conduire à une
partie principale plus singulière que ce que donne à priori la résolution dans chaque sous-
domaine. Conformément aux résultats de Kondratiev, les types asymptotiques donnent
les parties principales jusqu’à un certain ordre des solutions aux voisinages de x = 0.
Notons qu’ils ont pour la solution u deux origines :
a) le type asymptotique des données ;
b) le type asymptotique associé aux parties principales des opérateurs P0 et B0,±.

Indépendamment des données (supposons que les transformées de Mellin des données
sont holomorphes dans ℑz < S1 avec S1 grand) on voit que la décomposition de domaine
engendre à priori une mauvaise adéquation des types asymptotiques entre le domaine
complet et chaque sous-domaine.

En fait comme cela a été présenté au chapitre 1, nous avons des degrés de liberté dans
les méthodes de décomposition de domaine au niveau des conditions d’interfaces. L’idée
est donc de déterminer les conditions d’interfaces qui vont faire cöıncider les premiers
pôles(ceux les plus proches de z = 0) des transformées de Mellin des solutions dans
chaque sous-domaine avec ceux associés à la solution du problème complet. En outre, on
verra au chapitre suivant (chapitre 4) que les conditions d’interface ne sont pas prises au
hasard, mais plutôt elles sont choisies de telle sorte qu’elles marchent bien sans coin puis
les adapter au voisinage du coin de façon à avoir une bonne convergence. Après avoir
construit ces opérateurs, on peut chercher à optimiser les coefficients de telle sorte qu’on
obtient des solutions plus régulières près du coin, en pratique cela peut se faire via deux
approches :

– La première approche consiste à choisir les conditions d’interface de façon que le
résidu sur le premier pôle parasite (associé au sous-domaine et non au domaine
complet) soit nul pour des données bien choisies (correspondant au développement
asymptotique de la solution du problème complet).

– La deuxième approche consiste à choisir les conditions d’interface de façon à pousser
le plus loin possible de z = 0 les pôles parasites (i.e. faire monter les exposants des
modes parasites dans les développements asymptotiques).

À priori on ne sait pas en avance quelle méthode utiliser, il faut à chaque fois comparer
les deux méthodes et voir jusqu’à quel ordre on peut augmenter la régularité de la solution
du problème à envisager, ceci fait l’objet des deux chapitres suivants.

La méthode de décomposition de domaine engendre deux types de coins, il y a des
coins qui sont intérieurs au domaine complet et des coins qui sont sur le bord du domaine
complet. Le traitement de ces deux catégories de coins est légèrement différent. En fait
dans le choix des conditions d’interface on doit tenir compte de la nature des coins. Nous
montrerons dans le chapitre suivant que pour des coins à l’intérieur du domaine complet
ou des coins sur le bord du domaine complet avec condition de Neumann sur le bord,
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les conditions de raccord aux interfaces ne doivent pas contenir un terme constant pour
avoir un problème bien posé qui autorise des valeurs non nulles au coin. Par contre pour
une décomposition de domaine qui engendre des coins sur le bord du domaine complet,
avec condition de Dirichlet autorise des termes constants dans les conditions de raccord
aux interfaces des sous-domaines.

3.6 Deux remarques importantes.

1. Première remarque :

Nous travaillons avec des opérateurs différentiels à coefficients réels. Il est clair
que dans ce cas les développements asymptotiques des solutions doivent être réels
pour des données réelles. Cela impose que les pôles associés à la résolvante R(z)
du problème homogène doivent présenter des symétries par rapport à l’axe iR de
façon à ce que les premiers termes du développement asymptotique soient réels.
Nous vérifierons en fait dans tous les cas qui nous intéressent que les pôles sont
exactement sur l’axe imaginaire.

2. Deuxième remarque :

Le problème que nous regardons est issu d’une formulation variationnelle qui assure
l’appartenance à H1 des solutions pour le domaine complet et chaque sous-domaine
(Nous prendrons bien soin d’assurer cette condition au niveau des choix des condi-
tions d’interface). Cela élimine la possibilité d’avoir un pôle multiple en z = 0.
Nous savons donc que les solutions que nous regardons dans le domaine complet
ou dans chaque sous-domaine admet un pôle simple.

De ces deux remarques nous déduisons que nous devons nous concentrer sur le
traitement des pôles de la forme z = it avec t > 0.
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Chapitre 4

Décomposition de domaine avec coin
sur le bord

4.1 Introduction

Nous mettons ici en oeuvre la stratégie décrite au chapitre précédent à l’aide de
la transformation de Mellin dans le cadre de la théorie de Kondratiev qui permet de
comprendre l’inadéquation entre les problèmes dans les sous-domaines et le problème
global : tout se joue au niveau des types asymptotiques, i.e. les pôles de la résolvante du
problème angulaire. En dépit de cette difficulté, F.Nataf a obtenu, à l’aide d’estimations
d’énergie, un résultat de convergence pour un opérateur d’ordre 2 dans un carré découpé
en quadrillage. Donc l’idée est d’utiliser des conditions d’interface qui contiennent des
dérivées tangentes qui sont valables dans un domaine sans coins et de les adapter au
niveau du coin afin d’avoir une bonne convergence, des expériences numériques montrent
que l’erreur présente des pics très marqués au niveau des coins si on ne fait rien au
coin. Une façon d’améliorer la convergence serait d’annuler au coin au premier ordre le
terme avec dérivée tangentielle d’ordre 2, puis jouer sur les coefficients des conditions
d’interface au voisinage de la singularité pour faire cöıncider les pôles des solutions dans
les sous-domaines avec ceux de la solution du problème global (voir [10]).

Des calculs préliminaires de F.Nataf et F.Nier dans la situation modèle (L := −∆,
disque découpé en secteurs) valident la pertinence de cette approche.

Le but de ce chapitre est de développer cette approche avec le choix de L := η−∆, η ≥
0 tant sur le plan théorique que numérique.

4.2 Motivation

Soit Ω un secteur du plan.

On cherche à résoudre l’équation :

L(u) = (η − ∆)(u) = f dans Ω, où f ∈ L2(Ω).

59
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Les conditions d’interface de Taylor d’ordre 2 conduisent, dans la plupart des cas, à
des gains en vitesse de convergence par rapport aux conditions de Taylor d’ordre 0 ou
celles de Dirichlet dans le cas d’un découpage avec recouvrement (voir [12] F. Nataf et
F. Rogier,1995). Pour cette raison on cherche dans ce travail des opérateurs d’interface
sous la forme des opérateurs différentiels d’ordre 2 qui soient une bonne approximation
des opérateurs intervenant dans les CLA exactes.

4.3 Construction des conditions d’interface d’ordre

2

On cherche à résoudre le problème (η − ∆)u = f dans R
2 avec une donnée f dans

L2 par la méthode de décomposition de domaine en secteurs. On doit chercher donc les
conditions qu’il faut mettre sur les interfaces.

Il nous a paru intéressant de chercher des conditions d’interface d’ordre 2 en la variable
tangentielle de manière à être des bonnes approximations des CLA exactes. Pour fixer
les idées on cherche des conditions d’interface d’ordre 2 sous forme :

∂

∂n
+ β − ∂

∂τ
(
α

2

∂

∂τ
)

où α et β sont deux paramètres positifs.
Nous montrerons que ces conditions d’interface adaptées au secteur ne peuvent pas

conduire directement à des bonnes propriétés de convergence au niveau du coin sans les
modifications.

4.3.1 Traduction des conditions aux limites artificielles exactes
à un secteur du plan sans modification

On travaille avec des conditions d’interface de type :

∂

∂n
+ β − ∂

∂τ
(
α

2

∂

∂τ
)

où n est la normale extérieur et τ le vecteur tangent à l’interface.
On remarque que l’opérateur est à coefficients constants ; donc on peut travailler avec

les conditions d’interface optimisés du cas régulier :

∂

∂n
+ βopt −

∂

∂τ
(
αopt

2

∂

∂τ
)

On va étudier l’algorithme 1.2 dans le cas où un sous-domaine noté Ω est un secteur
de plan de sommet O et de frantière Γ et on note par n la normale extérieur à Γ et τ le
vecteur tangent unitaire (voir figure 4.1).

On notera un
± les valeurs de u dans le sous-domaine adjacent à Ω en θ = θ±. Donc le

problème à résoudre dans le sous-domaine Ω est
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Ω

θ−

θ+

O

Γ

τn

Fig. 4.1 – Secteur de R
2.





(η − ∆)un+1 = f dans Ω(
∂
∂n

+ β − ∂
∂τ

(α
2

∂
∂τ

)
)
un+1 =

(
− ∂

∂n
+ β − ∂

∂τ
(α

2
∂
∂τ

)
)
un

+(
∂
∂n

+ β − ∂
∂τ

(α
2

∂
∂τ

)
)
un+1 =

(
− ∂

∂n
+ β − ∂

∂τ
(α

2
∂
∂τ

)
)
un
−

(4.1)

Pour résoudre le problème (η − ∆)u(x, y) = f(x, y) dans le secteur, on l’écrit en
coordonnées polaires.

En effet l’opérateur ∆ = ∂2
x + ∂2

y s’écrit en coordonnées polaires comme

∆ = ∂2

∂r2 + 1
r

∂
∂r

+ 1
r2

∂
∂θ2

= 1
r2

[
(r∂r)

2 + ∂2
θ

]
.

Donc l’équation (η − ∆)u = f devient

(
η − 1

r2
((r∂r)

2 + ∂2
θ )

)
u(r, θ) = f(x, y).

Par passage en coordonnées polaires le problème 4.1 devient





(
η − 1

r2 ((r∂r)
2 + ∂2

θ )
)
un+1(r, θ) = f dans Ω(

− 1
r
∂θ − βopt + 1

2
∂r(αopt∂r)

)
un+1(r, θ+) =

(
− 1

r
∂θ − βopt + 1

2
∂r(αopt∂r)

)
un

+(r, θ+)(
− 1

r
∂θ + βopt − 1

2
∂r(αopt∂r)

)
un+1(r, θ−) =

(
− 1

r
∂θ + βopt − 1

2
∂r(αopt∂r)

)
un
−(r, θ−)

Soit v la solution de
(1 − ∆)(v) = f dans R

2.

On pose en = un − vn, e+ = un
+ − vn

+ et e− = u− − v−.
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Donc en+1 est solution du problème :





(
η − 1

r2 ((r∂r)
2 + ∂2

θ )
)
en+1(r, θ) = 0(

− 1
r
∂θ − βopt + 1

2
∂r(αopt∂r)

)
en+1(r, θ+) =

(
− 1

r
∂θ − βopt + 1

2
∂r(αopt∂r)

)
en
+(r, θ+)(

− 1
r
∂θ + βopt − 1

2
∂r(αopt∂r)

)
en+1(r, θ−) =

(
− 1

r
∂θ + βopt − 1

2
∂r(αopt∂r)

)
en
−(r, θ−)

• Partie principale + Homogénéité
On se propose dans cette partie de montrer qu’il ne faut pas considérer dans les problèmes
à coins des opérateurs d’interface faisant intervenir des coefficients constants.
Les conditions aux limites absorbantes en θ± sont de la forme

∂

∂n
+ βopt −

1

2

∂

∂r
(αopt

∂

∂r
)

où n est la normale extérieur, r est la distance au coin, αopt, βopt ∈ R+.

En écrivant ∂2
r = 1

r2

[
(r∂r)

2−r∂r

]
, on voit que ∂2

r est un opérateur homogène de degré

−2 et comme ∂n est homogène (en x) de degré −1 donc elle est négligeable au coin par
rapport au dérivées tangentielles d’ordre 2 qui est un opérateur d’homogénéité égale à
−2.

Nous travaillons au voisinage de r = 0, on néglige alors les termes d’ordre zéro, donc
le problème à résoudre dans Ω devient





(
(r∂r)

2 + ∂2
θ )
)
en+1(r, θ) = 0

(1
2
∂2

r )e
n+1(r, θ+) = (1

2
∂2

r )e
n
+(r, θ+)

(−1
2
∂2

r )e
n+1(r, θ−) = (−1

2
∂2

r )e
n
−(r, θ−)

Par passage en Mellin on obtient





(∂2
θ − z2)ên+1(z, θ) = 0

(z2 + iz)ên+1(z, θ+) = (z2 + iz)ên
+(z, θ+)

(z2 + iz)ên+1(z, θ−) = (z2 + iz)ên
−(z, θ−)

Comme on s’intéresse à ce qui se passe au voisinage de zéro, on peut supposer que la
solution u(r, θ) est à support compact en r, cela signifie que l’on cherche û(z, θ) comme
une fonction méromorphe dans un demi-plan complexe.

Les fonctions méromorphes en z forment un corps, on peut donc simplifier dans les
conditions aux interfaces par (z2 + iz), donc le problème devient





(∂2
θ − z2)ên+1(z, θ) = 0

ên+1(z, θ+) = ên
+(z, θ+)

ên+1(z, θ−) = ên
−(z, θ−)

On remarque que la partie principale homogène du problème aux limites dans un
secteur se comporte comme un problème de Dirichlet pour lequel l’information ne passe
pas d’un sous domaine à l’autre sans chevauchement. Les conditions d’interface opti-
misées du cas régulier ne peuvent pas conduire à des bonnes propriétés de convergence
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au niveau du coin sans les modifications. Cela est observé numériquement et nous allons
mettre en place la stratégie présentée au chapitre précédent pour obtenir un ajustement
optimal.(voir [10])

4.3.2 Traduction des conditions aux limites artificielles exactes
à un secteur avec modification

L’idée est de mettre un coefficient qui s’annule devant la dérivée tangentielle d’ordre
deux (∂2

r ) dans les conditions d’interface pour avoir quelque chose d’homogène de degré
−1, ceci peut se faire en remplaçant αopt par αr, et en remplaçant le coefficient constant
βopt par β

r
pour avoir quelque chose d’homogène de degré −1. Après multiplication par

r les conditions d’interfaces sont données par les opérateurs

en θ+ : ∂θ + β+ − α+

2
(r∂r)

2,

en θ− : ∂θ − β− +
α−
2

(r∂r)
2 .

Donc on travaille avec des conditions d’interface de type :

∂

∂n
+
β

r
− 1

2

∂

∂r
(αr

∂

∂r
)

où n est la normale extérieur, r est la distance au coin, α, β ∈ R+.
On sait que les conditions d’interfaces optimisées du cas régulier marchent bien loin du
coin. En pratique ce que l’on fera sera une fois les coefficients α et β déterminés pour
avoir le meilleur comportement au coin, on raccordera la fonction αr avec la constante
αopt et la fonction β

r
avec la constante β0pt.

1

4.4 Formulation variationnelle

La résolution numérique dans chaque sous-domaine se fait dans un cadre variationnel.
Nous précisons ici les espaces variationnels naturels pour une telle formulation et vérifions
ensuite que leur formulation au sens des distributions cöıncident avec les problèmes aux
limites introduits précédemment. Notons qu’il faut distinguer les deux cas β = 0 et
β 6= 0. Les espaces variationnels naturels sont distincts dans les deux cas. Le deuxième
cas est intéressant quand le coin du sous-domaine est sur un bord du problème global
sur lequel on a mis une condition de Dirichlet homogène. En revanche dans les cas où le
coin du sous-domaine est sur un bord du domaine global avec condition de Neumann ou
carrément à l’intérieur du problème global on doit prendre β = 0 pour ne pas forcer la
valeur de la solution au coin à être nulle.

Ici Ω est un secteur de R
2, Ω = R

∗
+ × (θ−, θ+) et on note Ω son adhérence et Ω \ {O}

son adhérence privée du sommet. Nous introduisons les espaces de fonctions régulières

1Noter que le cas raccord dans le cas β = 0 consiste tout simplement à garder le coefficient βopt sur
toute l’arête.
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C∞
0 (Ω) qui est l’espace des restrictions à Ω de fonction C∞ à support compact dans R

2 et
C∞

0 (Ω\{O}) l’espace des éléments de C∞
0 (Ω) dont le support ne rencontre pas le sommet

0. Notons que ces deux espaces contiennent l’espace des fonctions test C∞
0 (Ω) et qu’ils

contiennent des fonctions tests permettant l’analyse au bord loin du coin.
Nous introduisons les espaces variationnels suivants :
– G1 : est le complété de C∞

0 (Ω) pour la norme ‖ ‖G1 donnée par

‖u‖2
G1 =

∫

Ω

|u|2 (x) + |∇u|2 (x) dx+

∫

∂Ω

|(r∂r)u|2(r)
dr

r
,

qui fait de G1 un espace de Hilbert dans lequel C∞
0 (Ω) est dense.

– G1
0 : est le complété de C∞

0 (Ω \ {O}) pour la norme ‖ ‖G1
0

donnée par

‖u‖2
G1

0
=

∫

Ω

|u|2 (x) + |∇u|2 (x) dx+

∫

∂Ω

|(r∂r)u|2(r) + |u|2 dr

r
,

qui fait de G1
0 un espace de Hilbert dans lequel C∞

0 (Ω \ {O}) est dense.
La définition de ces espaces conduit de plus aux propriétés suivantes :

– G1
0 ⊂ G1 ⊂ H1(Ω).

– En conséquence pour tout u ∈ G1 (ou u ∈ G1
0) admet une trace dans H

1
2
loc(∂Ω \

{ O}). Les conditions supplémentaires contenues dans les normes de G1 et de G1
0 ne

font que préciser la régularité requise de ces traces et le comportement au voisinage
du coin.

– L’inclusion G1
0 ⊂ G1 est stricte. En fait G1

0 ne contient même pas C∞
0 (Ω) puisque

une fonction constante égale à 1 au voisinage de 0 vérifie
∫

∂Ω
|u(r)|2 dr

r
= +∞.

Sur ces espaces nous considérons les formulations faibles suivantes :
β± = 0 :

∀v ∈ G1, aα±,0(u, v) = Lf,g−,g+(v) (4.2)

avec aα±,0(u, v) =

∫

Ω

ηu(x)v(x) + ∇u(x)∇v(x) dx+

∫ +∞

0

α+

2
(r∂r)u(r, θ+)(r∂r)v(r, θ+)

dr

r
+

∫ +∞

0

α−
2

(r∂r)u(r, θ−)(r∂r)v(r, θ−)
dr

r

et Lf,g−,g+(v) =

∫

Ω

f(x)v(x) dx−
∫ +∞

0

g+(r)v(r, θ+) dr +

∫ +∞

0

g−(r)v(r, θ−) dr .

β± 6= 0 :

∀v ∈ G1
0, aα±,β±(u, v) = Lf,g−,g+(v) (4.3)

avec aα±,β±(u, v) =

∫

Ω

ηu(x)v(x) + ∇u(x)∇v(x) dx+

∫ +∞

0

α+

2
(r∂r)u(r, θ+)(r∂r)v(r, θ+)

dr

r
+

∫ +∞

0

β+

r
u(r, θ+)v(r, θ+) dr

+

∫ +∞

0

α−
2

(r∂r)u(r, θ−)(r∂r)v(r, θ−)
dr

r
+

∫ +∞

0

β−
r
u(r, θ−)v(r, θ−) dr

et Lf,g−,g+(v) =

∫

Ω

f(x)v(x) dx−
∫ +∞

0

g+(r)v(r, θ+) dr +

∫ +∞

0

g−(r)v(r, θ−) dr .
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Le théorème de Lax-Milgram assure l’existence et l’unicité de solutions de ces problèmes.

Théorème 9 Pour α± > 0 et β± = 0 (resp. α± > 0 et β± > 0) et pour des données
(f, g−, g+) telles que Lf,g−,g+ définissent une forme linéaire continue sur G1 (resp. G1

0)
le problème (4.2) (resp. (4.3)) admet une unique solution dans G1 (resp. G1

0). C’est une
solution faible du problème aux limites





(η − ∆)u = f, dans Ω(
−1

r
∂θ − β+

r
+ 1

2
∂r(α+r∂r)

)
u(r, θ+) = g+(r)(

−1
r
∂θ + β−

r
− 1

2
∂r(α−r∂r)

)
u(r, θ−) = g−(r) .

(4.4)

Preuve 20 On montre en premier temps que le problème (4.2) admet une unique solu-
tion et cette solution est en fait une solution faible de (4.4) avec β± = 0.
La preuve est basée sur le théorème de Lax-Milgram.

Il est clair que aα±,0 est une forme bilinéaire, il reste à vérifier qu’elle est continue et
coercive.

– Continuité
On note par max(a, b)(resp. min(a, b)) le maximum (resp. le minimum) entre a et b.

En utilisant l’inégalité de Cauchy Schwarz on obtient

∣∣aα±,0(u, v)
∣∣ ≤ η

(∫

Ω
|u|2(x)dx

) 1
2
(∫

Ω
|v|2(x)dx

) 1
2

+

(∫

Ω
|∇u|2(x)dx

) 1
2
(∫

Ω
|∇v|2(x)dx

) 1
2

+ max(
α+

2
,
α−
2

)
[ ∫ ∞

0
|(r∂r)u|(r, θ+) |(r∂r)v|(r, θ+)

dr

r

+

∫ ∞

0
|(r∂r)u|(r, θ−) |(r∂r)v|(r, θ−)

dr

r

]

≤ η||u||L2 ||v||L2 + ||∇u||L2 ||∇v||L2

+ max(
α+

2
,
α−
2

)

∫

∂Ω
|(r∂r)u|(r) |(r∂r)v|(r)

dr

r

≤ max
(
η, 1, max(

α+

2
,
α−
2

)
) [

||u||L2 ||v||L2 + ||∇u||L2 ||∇v||L2

+

(∫

∂Ω
|(r∂r)u|2(r)

dr

r

) 1
2
(∫

∂Ω
|(r∂r)v|2(r)

dr

r

) 1
2 ]

il suffit maintenant de majorer chaque terme par ||u||G1 , alors on obtient

∣∣aα±,0(u, v)
∣∣ ≤ 3 max

(
η, 1,

α±
2

)
)
||u||G1 ||v||G1

– Coercivité
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∣∣aα±,0(u, u)
∣∣ =

∫

∂Ω

(η|u|2 + |∇u|2)(x)dx+
α±
2

∫ ∞

0

|(r∂ru)|2(r, θ±)
dr

r

≥ min(η, 1,
α±
2

)

[∫

∂Ω

|u|2 + |∇u|2 +

∫

∂Ω

|(r∂r)u|2
dr

r

]

≥ min(η, 1,
α±
2

)||u||2G1

Donc aα±,0 est une forme bilinéaire continue coercive, et comme Lf,g+,g− est une
forme linéaire continue pour de telles données (f, g+, g−), donc d’après théorème
de Lax-Milgram il existe une unique solution dans G1 du problème (4.2).

Avant de montrer que cette solution faible du problème variationnel est une solution
du problème aux limites, on montre tout d’abord que toute solution classique du (4.4)
(avec β± = 0) est une solution faible de (4.2).

Soit v ∈ C∞
0 (Ω), grâce à la formule de Green on a

∫

ω

(∆u)v =

∫

∂Ω

∂u

∂n
vdσ −

∫

Ω

∇u∇v

où dσ est la mesure superficielle sur ∂Ω.
Si u est une solution classique de (4.4) alors

∫

Ω

(η − ∆)u(x)v(x)dx =

∫

Ω

f(x)v(x)dx. (4.5)

En utilisant la formule de Green on obtient

∫

Ω

(η−∆)u(x)v(x)dx =

∫

Ω

(
ηu(x)v(x)+∇u(x)∇v(x)

)
dx−

∫

∂Ω

∂u

∂n
(r, θ)v(r, θ)dr. (4.6)

Or
∫

Ω

∂u

∂n
(r, θ)v(r, θ) dr =

∫ ∞

0

∂u

∂n
(r, θ−)v(r, θ−) dr +

∫ ∞

0

∂u

∂n
(r, θ+)v(r, θ+) dr (4.7)

D’après les conditions aux limites sur les bords {θ = θ±} on a

(
− ∂n + 1

2
∂r(α+r∂r)

)
u(r, θ+) = g+(r)(

∂n − 1
2
∂r(α−r∂r)

)
u(r, θ−) = g−(r)

Donc (4.7) devient :

∫

Ω

∂u

∂n
(r, θ)v(r, θ)dr =

∫ ∞

0

g−(r)v(r, θ−)dr −
∫ ∞

0

α−
2

(r∂r)u(r, θ−)(r∂r)v(r, θ−)
dr

r

−
∫ ∞

0

g+(r)v(r, θ+)dr (4.8)

−
∫ ∞

0

α+

2
(r∂r)u(r, θ+)(r∂r)v(r, θ+)

dr

r
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Donc les égalités (4.5),...,(4.8) donnent que u est solution de

aα±,0(u, v) = Lf,g−,g+(v),∀v ∈ C∞
0 (Ω)

On en déduit par densité que

aα±,0(u, v) = Lf,g−,g+(v),∀v ∈ G1

De la même manière on montre que :
– le problème variationnel (4.3) admet une unique solution dans G1

0,
– toute solution du problème aux limites (4.4) est une solution du problème varia-

tionnel (4.3).
Enfin, on montre qu’une solution du problème variationnel est une solution du problème

aux limites, on distinguera le cas où β+,− = 0 et le cas où β+,− 6= 0.

• β+,− = 0
Si u ∈ C∞

0 (Ω) une solution du problème variationnel (4.4), en effectuant les mêmes
intégrations par parties que pour établir la formulation variationnelle (mais dans le sens
contraire), et en utilisant la formule de Green, on en déduit que

∀v ∈ C∞
0 (Ω) on a

∫

Ω

(
(η − ∆)u(x) − f(x)

)
v(x)dx+

∫ ∞

0

(
− 1

r
∂θu(r, θ+) +

1

2
∂r(α+r∂r)u(r, θ+) − g+(r)

)
v(r, θ+)dr (4.9)

+

∫ ∞

0

(
− 1

r
∂θu(r, θ−) − 1

2
∂r(α−r∂r)u(r, θ−) − g−(r)

)
v(r, θ−)dr = 0

En particulier pour v ∈ C∞
0 (Ω) on a

∫

Ω

(
(η − ∆)u(x) − f(x)

)
v(x)dx = 0

Donc
(η − ∆)u = f dans Ω

L’équation (4.9) se simplifie sous la forme

∫ ∞

0

(
− 1

r
∂θu(r, θ+) +

1

2
∂r(α+r∂r)u(r, θ+) − g+(r)

)
v(r, θ+)dr

+

∫ ∞

0

(
− 1

r
∂θu(r, θ−) − 1

2
∂r(α−r∂r)u(r, θ−) − g−(r)

)
v(r, θ−)dr = 0

D’où on déduit que
(
− 1

r
∂θ +

1

2
∂r(α+r∂r)

)
u(r, θ+) = g+(r)
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et

(
− 1

r
∂θ −

1

2
∂r(α−r∂r)

)
u(r, θ−) = g−(r)

• β+,− 6= 0
On refait le même raisonnement que dans le cas β+,− = 0, et on travaille avec des
fonctions tests dans C∞

0 (Ω \ {O}).

Remarque 10 – On voit que le problème est bien posé pour les coefficients α± ≥ 0
et β± ≥ 0. Nous prendrons soin dans l’optimisation de ces coefficients de façon à
respecter cette contrainte.

– En fait pour α+ = α− = β+ = β− = 0 le problème variationnel est aussi bien posé
pour des bonnes données. Là il suffit de prendre comme espace de travail H1(Ω).
On peut aussi envisager des situations intermédiaires avec α− = 0 et α+ > 0 par
exemple.

– Nous ne détaillons pas les conditions qui assurent que Lf,g−,g+ est une forme linéaire
continue. En fait loin du coin, c’est-à-dire pour des données dont le support (com-
pact) ne rencontre pas le coin, la régularité H−1 pour f et la régularité H−1/2

pour g± suffisent. L’étude de ce qui se passe au coin se fait via le point de vue en
Mellin et pour cela nous ferons l’étude plus détaillée du positionnement des pôles
de la solution (ou plus précisément de χ(r ≤ 1)u en fonction de la régularité des
données).

– Notons enfin que comme cela a été mentionné au chapitre précédent, cette formula-
tion variationnelle assure l’appartenance à H1(Ω) de la solution et en conséquence
la transformée de Mellin de χ(r ≤ 1)u ne peut pas avoir de pôle multiple en z = 0.

4.5 Coin interface bord avec terme d’ordre zéro dans

les conditions d’interface

Soit Ω1 un secteur du plan défini par Ω1 = R
∗
+ × (θ−, θ+) (voir figure 4.2).

On pose Ω = Ω1 ∪ Ω2.

Soit v solution de

{
(η − ∆)v = f dans Ω

v = 0 sur ∂Ω
(4.10)

On résout le problème (4.10) par méthode de décomposition de domaine en secteurs.

On distingue dans notre étude le cas des conditions de Dirichlet à bord plat et à bord
secteur. Nous traitons en premier lieu le cas des conditions de Dirichlet à bord plat, puis
nous généralisons le calcul pour un domaine à bord secteur.
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θ

θ

θ +0

−

ΩΩ2 1

Fig. 4.2 – Secteur au bord plat.

4.5.1 Cas des conditions de Dirichlet à bord plat

Soit le problème défini dans Ω1 par





(η − ∆)u = f

u(r, θ+) = 0 sur R
∗
+ × {θ = θ+}(

∂n + β−

r − α−

2 ∂r(r∂r)
)

u(r, θ−) =
(
∂n + β−

r − α−

2 ∂r(r∂r)
)

u−(r, θ−) sur R
∗
+ × {θ = θ−}

où u− est la restriction de u dans le domaine voisin.

Par passage en coordonnées polaires, le problème qu’on cherche à résoudre est





(
η − 1

r2 ((r∂r)
2 + ∂2

θ )
)
u(r, θ) = f

u(r, θ+) = 0(
−1

r
∂θ + β−

r
− α−

2
∂r(r∂r)

)
u(r, θ−) =

(
−1

r
∂θ + β−

r
− α−

2
∂r(r∂r)

)
u−(r, θ−)

On pose e = u− v , e− = u− − v−, donc e est solution de





(
η − 1

r2

(
(r∂r)

2 + ∂2
θ

))
e(r, θ) = 0

e(r, θ+) = 0(
−1

r
∂θ + β−

r
− α−

2
∂r(r∂r)

)
e(r, θ−) =

(
−1

r
∂θ + β−

r
− α−

2
∂r(r∂r)

)
e−(r, θ−)

(4.11)

On travaille au voisinage de zéro, on néglige les termes d’ordre zéro, donc le problème
(4.11) devient





(∂2
θ + (r∂r)

2) e(r, θ) = 0
e(r, θ+) = 0(

∂θ − β− + α−

2
(r∂r)

2
)
e(r, θ−) = g−(r)

(4.12)

où α− et β− sont deux paramètres positifs et g− est donnée par :

g−(r) =
(
∂θ − β− +

α−
2

(r∂r)
2
)
e−(r, θ−) (4.13)
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La transformée de Mellin appliquée à (4.12) donne





(∂2
θ − z2)ê(z, θ) = 0

ê(z, θ+) = 0
(∂θ − β− − α−

2
z2)ê(z, θ−) = ĝ−(z)

(4.14)

L’équation (∂2
θ − z2)ê(z, θ) = 0, est une équation différentielle ordinaire dont on peut

chercher les solutions sous la forme

ê(z, θ) = a(z)ez(θ−θ−) + b(z)e−z(θ−θ+),

où a(z) et b(z) sont deux fonctions qui dépendent de z.
À partir des conditions d’interfaces a(z) et b(z) sont solutions de





ez(θ+−θ−)a(z) + b(z) = 0

(z − β− − α−

2
z2)a(z) − (z + β− + α−

2
z2)ez(θ+−θ−)b(z) = ĝ−(z)

D’où

a(z) =
[
(z − β− − α−

2
z2) + (z + β− +

α−
2
z2)e2z(θ+−θ−)

]−1

ĝ−(z).

On voudrait avoir une solution méromorphe dans une zone ℑ(z) ≤ δ ce qui correspond
à (e ∈ H1+δ) avec δ > 0 et un pôle simple en 0, i, 2i, ... si ĝ− est bien choisie.

Déterminons les pôles du facteur de ĝ−(z).

Proposition 10 Les pôles à partie imaginaire positive de

[
(z − β− − α−

2
z2) + (z + β− +

α−
2
z2)e2z(θ+−θ−)

]−1

(4.15)

sont de la forme

z = it, t > 0 et tan (t(θ+ − θ−)) =
2t

α−t2 − 2β−
.

Remarque 11 Les pôles viennent des pôles générés par l’inversion( P (z)−1) ou les pôles
des seconds membres dans les conditions aux limites. Plus précisément on considère z
comme un paramètre et on étudie la famille des problèmes linéaires elliptiques en θ. Dans
le cas général le système (4.14) peut s’écrire sous la forme :

P (z)ê = F

avec

F =
[
0, 0, ĝ−(z)

]T

P (z) =
[
(∂2

θ − z2); γθ+ ; γ|θ−(∂θ − β− − α−

2
z2)
]T

où γ est un opérateur de trace.
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Là où il existe l’inverse de P (z) sera noté R(z), d’après la théorie de Fredholm ana-
lytique (Reed and Simon tome 4), R(z) est une fonction méromorphe dont les pôles sont
les points où P (z) n’est pas injective.

Preuve 21 Pour déterminer les pôles de (4.15), il suffit de résoudre l’équation

(z − β− − α−
2
z2) + (z + β− +

α−
2
z2)e2z(θ+−θ−) = 0.

Donc les pôles sont solutions de

e2z(θ+−θ−) =
−z + β− + α−

2
z2

z + β− + α−

2
z2

. (4.16)

Comme z ∈ C, on note z = r + it avec r et t deux réels dans R, par passage au
module dans (4.16) après avoir remplacé z par r + it on obtient

e4r(θ+−θ−) =
(−r + β− + α−

r2−t2

2
)2 + t2(−1 + α−r)

2

(r + β− + α−
r2−t2

2
)2 + t2(1 + α−r)2

.

Pour simplifier les calculs on pose

ψ(r) =
(−r + β− + α−

r2−t2

2
)2 + t2(−1 + α−r)

2

(r + β− + α−
r2−t2

2
)2 + t2(1 + α−r)2

.

La preuve que r = 0 est basée sur cette égalité

ψ(r) − 1 =
−2r(2β− + α−|z|2)

(r + β− + α−
r2−t2

2
)2 + t2(1 + α−r)2

.

On remarque que r(ψ(r) − 1) < 0, donc ψ(r) − 1 est de signe contraire que r .
Comme θ+ > θ− alors on peut déduire :
– Si r > 0 on a

e4r(θ+−θ−) > 1 et ψ(r) < 1

donc on ne peut pas avoir r > 0 .

– Si r < 0 on a

e4r(θ+−θ−) < 1 et ψ(r) > 1

donc on ne peut pas avoir r < 0.
Donc on ne peut pas avoir l’égalité entre e4r(θ+−θ−) et ψ(r) pour un réel r non nul,

donc nécessairement r = 0.
Comme nous intéressons aux pôles dont la partie imaginaire est strictement positive donc
les pôles sont de la forme z = it et t est solution de :

e2it(θ+−θ−) =
−it+ β− + α−

2
(it)2

it+ β− + α−

2
(it)2

. (4.17)
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En écrivant le second membre de (4.17) sous sa forme exponentielle on obtient :

e2it(θ+−θ−) =
−it+ β− + α−

2
(it)2

it+ β− + α−

2
(it)2

= eiπe−2i arctan(
α−
2

t−β−
t

), (4.18)

on en déduit par égalité des arguments des deux nombres complexes dans (4.18) que

2t(θ+ − θ−) = π − 2 arctan(
α−t

2 − 2β−
2t

)mod(2π),

d’où l’équation vérifiée par les pôles(dite équation des pôles) est

tan(t(θ+ − θ−)) =
2t

α−t2 − 2β−
.

•Etude de l’équation des pôles
On pose dans toute la suite x = θ+−θ−

π
.

En traçant les deux courbes t→ tan(πxt) et t→ 2t
α−t2−2β−

, on peut visualiser la position
des solutions de l’équation des pôles :

tan(t(θ+ − θ−)) =
2t

α−t2 − 2β−
.

Nous remarquons qu’il suffit de discuter deux possibilités sur le choix
√

2β−

α−
par rapport

à 1
2x

pour localiser le premier pôle,(voir les figures 4.3, 4.4).
Ainsi nous possédons deux stratégies :

1. Choisir les conditions d’interface (i.e (α−, β−)) de façon que le résidu sur le premier
pôle parasite it1 (associé au sous-domaine et non au domaine complet) soit nul,
pour des données bien choisies (correspondantes au développement asymptotique
de la solution du problème complet). Ainsi le premier pôle qui intervient est it2 de
plus on a :

t2 >
1

x
si

√
2β−
α−

<
1

2x
;

t2 >
3

2x
si

√
2β−
α−

>
3

2x
;

t2 >
1

x
si

√
2β−
α−

>
1

2x
.

2. Choisir les conditions d’interface de façon à pousser le premier pôle it1 le plus loin

possible de z = 0, ce qui correspond à choisir
√

2β−

α−
> 1

2x
(voir figure 4.4), et on a

t1 ∈] 1
2x
, 1

x
[.
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Exemple : Pour un angle droit ( θ+ − θ− = π
2
) on a

x = 1
2

si
√

2β−

α−
= 1

2x
alors β− = α−

2

.

On remarque que la première stratégie est meilleure que la seconde.

tan(pi.*x.t)
2*t/alpha*t2−2*beta

t1 t2 

1/2x 1/x 2/x 3/2x 

t3 

Fig. 4.3 – Cas où
√

2β−

α−
< 1

2x
.

tan(pi.*x.t)
2*t/alpha*t2−2*beta

1/2x 1/x 3/2x 

t1 t2 t3 

Fig. 4.4 – Cas où
√

2β−

α−
> 1

2x
.
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• Second membre bien choisi pour le problème de Dirichlet plat
L’idée est que si g− est associée à une solution régulière à l’extérieur de Ω1 alors la

solution doit avoir une bonne régularité.

On rappelle que : g−(r) =
(
∂θ − β− + α−

2
(r∂r)

2
)
e−(r, θ−)

Si e− est C∞ on espère une très bonne régularité sur e.
Dans la logique de l’asymptotique r −→ 0 on travaille seulement avec les premiers

termes du développement de Taylor de e− et on veut que le choix de (α−, β−) fasse
disparâıtre le premier pôle en it1 de e.

On suppose que dans le complémentaire de (θ−, θ+) on a la régularité voulue. Le
premier type asymptotique doit être : e−(x, y) = b1x+ b2y

On effectue le changement en coordonnées polaires x = r cos θ, y = r sin θ, et comme
e−(r, θ+) = 0 donc le développement asymptotique au premier ordre de e− est :

e−(r, θ) = r sin(θ − θ+) + o(r), r ≤ 1, (4.19)

ou encore en prenant θ0 = θ+ − π

e−(r, θ) = −r sin(θ − θ0) + o(r), r ≤ 1. (4.20)

Lemme 4 Pour z ∈ C − {i}, on a

M(r1{r≤R})(z) = R1+iz

1+iz

Preuve 22 On a

(−r∂r + 1)(r1{r≤R}) = R2δR(r) (4.21)

où δR désigne la mesure de Dirac au point R.
Par passage en Mellin dans (4.21)et à savoir que

R2

∫ +∞

0

rizδR(r)
dr

r
= R1+iz

on déduit

M(r1{r≤R})(z) =
R1+iz

1 + iz
.

Si on revient au problème (4.12) et on choisit comme donnée initiale

e−(r, θ) = r sin(θ − θ0)

Un simple calcul donne

g−(r) = r
[
cos(θ− − θ0) + (−β− +

α−
2

) sin(θ− − θ0)
]
. (4.22)
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Ainsi, la seule façon d’avoir g−(r) = 0, est

cos(θ− − θ0) + (−β− +
α−
2

) sin(θ− − θ0) = 0.

Donc on obtient une relation entre les paramètres α− et β− donnée par :

1

tan(θ0 − θ−)
= −β− +

α−
2
, pour θ0 − θ− 6= kπ, ∀k ∈ Z.

Comme θ+ − θ− + θ− − θ0 = π donc tan(θ+ − θ−) = tan(θ0 − θ−), d’ou la relation
entre α− et β− peut être aussi écrite en fonction de θ+ :

1

tan(θ+ − θ−)
= −β− +

α−
2
, pour θ+ − θ− 6= kπ, ∀k ∈ Z.

Le résultat obtenu dans ce paragraphe se résume dans la proposition 11.

Proposition 11 Dans le cas du problème de Dirichlet plat, un choix optimal(en nombre
d’itération) des coefficients α−, β− est donné par

1

tan(θ+ − θ−)
= −β− +

α−
2
, pour θ+ − θ− 6= kπ, ∀k ∈ Z (4.23)

et en particulier si θ+ − θ− = π
2

on a β− = α−

2
.

4.5.2 Cas des conditions de Dirichlet secteur

Soit Ω1 un secteur du plan défini par Ω1 = R
∗
+ × (θ−, θ+) (voir figure 4.5). On prend

une condition de Dirichlet u = 0 sur le bord de Ω = Ω1 ∪ Ω2.

θ

θ

θ

U=0

+

−

0

Ω 1

Ω2

Fig. 4.5 – Domaine au bord secteur.

Les calculs dans Ω1 sont les mêmes que dans le cas plat θ0 = −π on aboutit à
l’équation :
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a(z) =
[
(z − β− − α−

2
z2) + (z + β− +

α−
2
z2)e2z(θ+−θ−)

]−1

ĝ−(z).

D’après la proposition 10, les pôles à partie imaginaire positive de

[
(z − β− − α−

2
z2)) + (z + β− +

α−
2
z2)e2z(θ+−θ−)

]−1

sont de la forme

z = it, t > 0 et tan(t(θ+ − θ−)) =
2t

α−t2 − 2β−
.

Ce qui change par rapport au problème de Dirichlet plat c’est le second membre bien
choisi. Les types asymptotiques pour le secteur R

∗
+ × (θ0, θ+) sont donnés par la solution

du problème spectral :

{
(∂2

θ − z2)φ = 0
φ(θ0) = φ(θ+) = 0

Une résolution simple du problème spectral donne :

φ = sin(nπ
θ − θ0

θ+ − θ−
) avec z =

inπ

θ+ − θ0

.

On pose dans la suite du calcul x0 = θ+−θ0

π
.

•Second membre bien choisi pour le problème de Dirichlet secteur

Avant d’introduire le comportement asymptotique de la solution du problème de Diri-
chlet dans un domaine à bord secteur, on rappelle un résultat général de régularité des
problèmes de Dirichlet dans un ouvert borné ayant un coin.

Proposition 12 Soit Ω un secteur angulaire de R
2 défini par Ω = R

∗
+ × (θ0, θ+).

Pour une donnée f ∈ Hs,s, une solution u du problème

{
∆u = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

admet un développement asymptotique au voisinage de r = 0 donné par

u ≃
[s−1]∑

k=1

akr
k

x0 sin(
k

x0

(θ − θ0))

Preuve 23 C’est une conséquence des théorèmes de Kondratiev, voir chapitre 3.

On remarque que la condition de Dirichlet impose u0 = 0. Ensuite on se place dans
le cas où la fonction f appartient à tous les espaces Hs,s(Ω) de façon à ne traiter que les
pôles associés à l’opérateur (et non à la donnée).
Au niveau du terme principal, si on suppose que la donnée e−, issue de la méthode de
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décomposition de domaine est définie dans le complémentaire de Ω1, a un développement
asymptotique adapté à l’opérateur de Dirichlet dans le secteur complet Ω :

e−(r, θ) = u1r
1

x0 sin(
θ − θ0

x0

) + o(r
1

x0 ). (4.24)

On rappelle que

g−(r) = 1{r≤R}

(
∂θ − β− +

α−
2

(r∂r)
2
)
e−(r, θ−). (4.25)

En utilisant (4.24) et (4.25) on a

g−(r) = r
1

x0 u11{r≤R}

[
1

x0

cos(
θ− − θ0

x0

) + (−β− +
α−
2x2

0

) sin(
θ− − θ0

x0

)

]
.

Le passage en Mellin dans g−, donne

ĝ−(z) =
R

1
x0

+iz

1
x0

+ iz
u1

[
1

x0

cos(
θ− − θ0

x0

) + (−β− +
α−
2x2

0

) sin(
θ− − θ0

x0

)

]
. (4.26)

On veut ĝ−(it1) = 0 et la seule façon de l’avoir est :

1

x0

cos(
θ− − θ0

x0

) + (−β− +
α−
2x2

0

) sin(
θ− − θ0

x0

) = 0.

On pose x = θ+−θ−
π

alors θ− − θ0 = π(x0 − x), donc avec ces notations la relation
entre les paramètres α− et β− s’écrit :

−β− +
α−
2x2

0

=
1

x0 tan(πx
x0

)

Le résultat obtenu dans ce paragraphe se résume dans la proposition 13.

Proposition 13 Pour le problème de Dirichlet secteur, un choix optimal( en nombre
d’itération) des coefficients α−, β− est donné par

−β− +
α−
2x2

0

=
1

x0 tan(πx
x0

)
(4.27)

•Cas particuliers :
On présente ici quelques types de découpages particuliers en deux sous-domaines.
• Si θ+ − θ0 = π et θ+ − θ− = π

2
(voir figure 4.6)

on a alors x0 = 1 et x = 1
2

donc β− = α−

2
. On retrouve les résultats précédents.

• Si θ+ − θ0 = 3π
2

et θ+ − θ− = π
2

(voir figure 4.7)

on a alors x0 = 3
2

et x = 1
2

donc −β− + 2α−

9
= 2

3
√

3
.
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θ

θ

θ +0

−

ΩΩ2 1

Fig. 4.6 –

θ−

θ+

θ

Ω

0

Ω2

1

Fig. 4.7 –

θ+θ−

θ0

Ω1

Ω2

Fig. 4.8 –

θ+

θ−

θ0

Ω

Ω

1

2

Fig. 4.9 –

• Si θ+ − θ0 = 3π
2

et θ+ − θ− = π (voir figure 4.8)

on a alors x0 = 3
2

et x = 1 donc − β− + 2α−

9
= −2

3
√

3
.

• Si θ+ − θ0 = 3π
2

et θ+ − θ− = 3π
4

(voir figure 4.9)

on a alors x0 = 3
2

et x = 3
4

donc − β− + 2α−

9
= 0.
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4.5.3 Cas des conditions de Neumann.

Avec les mêmes notations que précédemment, on notera par Ω1 un secteur du plan
défini par Ω1 = R

∗
+ × (θ−, θ+) comme le montre la figure 4.5.

On se propose de résoudre le même problème que la partie précédente mais au lieu de
travailler avec une condition de Dirichlet sur le bord du domaine complet : Ω = Ω1 ∪Ω2

on travaillera avec une condition de Neumann : ∂nu = 0 sur le bord du domaine Ω, de
plus on ne distinguera pas le cas à bord plat et à bord secteur, on va traiter le cas général.

Contrairement au problème de Dirichlet, pour le cas du problème de Neumann il n’est
pas nécessaire de discuter l’optimisation par rapport à β−.
Pour avoir un problème bien posé qui autorise des valeurs non nulles au coin, il faut
prendre β− = 0.

Donc d’après le calcul déjà fait dans le cas des conditions de Dirichlet à bord secteur,
nous résolvons dans cette partie le problème (4.28) défini par





(
∂2

θ + (r∂r)
2
)
e(r, θ) = 0

∂θe(r, θ+) = 0

(
∂θ + α−

2
(r∂r)

2
)
e(r, θ−) = g−(r)

(4.28)

Par passage en Mellin dans (4.28) on obtient :





(∂2
θ − z2)ê(z, θ) = 0

∂θê(z, θ+) = 0

(
∂θ − α−

2
z2
)
ê(z, θ−) = ĝ−(z)

(4.29)

L’équation (∂2
θ − z2)ê(z, θ) = 0, est une équation différentielle ordinaire dont on peut

chercher les solutions sous la forme

ê(z, θ) = a(z)ez(θ−θ−) + b(z)e−z(θ−θ+),

où a(z) et b(z) sont deux fonctions qui dépendent de z.
À partir des deux conditions d’interface, on montre facilement que a(z) et b(z) sont

solutions du système :





zez(θ+−θ−)a(z) − zb(z) = 0

(z − α−

2
z2)a(z) − (z + α−

2
z2)ez(θ+−θ−)b(z) = ĝ−(z)

d’où a(z) est donnée par :

a(z) =
1

z

[
(1 − α−

2
z) − (1 +

α−
2
z)e2z(θ+−θ−)

]−1

ĝ−(z)

Déterminons les pôles du facteur de ĝ−(z).
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Proposition 14 Les pôles à partie imaginaire positive de

[
(1 − α−

2
z) − (1 +

α−
2
z)e2z(θ+−θ−)

]−1

(4.30)

sont de la forme

z = it où t est solution de tan(t(θ+ − θ−)) = −α−
2
t

Preuve 24 Il suffit de refaire le même raisonnement que la proposition 10.

•Etude des pôles
On pose dans toute la suite x = θ+−θ−

π
, donc l’équation vérifiée par les pôles devient :

tan(πxt) = −α−

2
t

tan(pi.*x.t)
−alpha*t/2

1/2x 1/x 3/2x 

 t1 t2 t1(0) 

Fig. 4.10 – Détermination de t1, pour le problème de Neumann.

D’après la figure 4.10, nous remarquons qu’il suffit de discuter deux possibilités sur
le choix de α− pour localiser le premier pôle it1.

On possède deux approches dans cette analyse :

1. Annuler le résidu au premier pôle it1 (associé au sous-domaine et non au domaine
complet) pour le second membre bien choisi (correspond au développement asymp-
totique de la solution du problème complet), ainsi le premier pôle qui intervient
est it2.
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2. Pousser le premier pôle it1 le plus loin possible ce qui correspond à choisir α− très
petit.

•Second membre bien choisi pour le problème de Neumann

Pour traiter le comportement asymptotique de la solution du problème de Neu-
mann dans un domaine à bord secteur, on rappelle un résultat général de régularité
des problèmes de Neumann dans un ouvert ayant un coin.

Remarque 12 Les types asymptotiques pour le secteur Ω = R
∗
+ × (θ0, θ+) sont donnés

par la solution du problème spectral :

{
(∂2

θ − z2)φ = 0
∂θφ(θ0) = ∂θφ(θ+) = 0

Une résolution simple du problème spectral donne :

φ = cos(nπ θ−θ0

θ+−θ0
) avec z = inπ

θ+−θ0
,∀n ∈ Z

On pose dans la suite du calcul x0 = θ+−θ0

π
.

Proposition 15 Soit Ω un secteur du plan, Ω = R
∗
+ × (θ0, θ+).

Pour une donnée f ∈ Hs,s, une solution u du problème

{
∆u = f dans Ω
∂nu = 0 sur ∂Ω

admet un développement asymptotique au voisinage de zéro donné par

u ≃
[s−1]∑

k=0

akr
k

x0 cos(
k

x0

(θ − θ0))

Preuve 25 C’est une conséquence immédiate des résultats du chapitre 3.

On remarque que la condition de Neumann n’impose pas u0 = 0.
On se propose maintenant de répondre à la

•Question : Peut-on optimiser α−?

On remarque, d’après l’étude graphique de l’équation des pôles (voir figure 4.10) que
dans tous les cas t1 ∈] 1

2x
, 1

x
[. On se propose dans cette partie de chercher les valeurs de

α− pour lesquelles on peut annuler le résidu au pôle it1.

Au niveau du terme principal, on prend les deux premiers termes du développement
asymptotique de u

e−(r, θ) = u0 + u1r
1

x0 cos(
θ − θ0

x0

). (4.31)

On rappelle que

g−(r) = 1{r≤R}

(
∂θ +

α−
2

(r∂r)
2
)
e−(r, θ−). (4.32)
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Un simple calcul utilise (4.31),(4.32) donne :

g−(r) = u1r
1

x0 1{r≤R}

[
− 1

x0

sin(
θ− − θ0

x0

) +
α−
2x2

0

cos(
π(x0 − x)

x0

)
]
. (4.33)

Par passage en Mellin dans (4.33) et d’après le Lemme 4 on a :

ĝ−(z) = u1
R

1
x0

+iz

1
x0

+ iz

[
− 1

x0

sin(
θ− − θ0

x0

) +
α−
2x2

0

cos(
π(x0 − x)

x0

)
]
. (4.34)

Donc la seule façon d’avoir ĝ−(it1) = 0,∀u1 est :

α− = −2x0 tan(
πx

x0

). (4.35)

Remarque 13 On remarque que dans le cas du problème de Dirichlet (à bord-plat ou à
bord secteur) ou de Neumann la stratégie qui consiste à annuler le premier pôle parasite
pour des données bien choisies est tout simplement la condition aux limites qui annule
complètement la contribution du premier type asymptotique de la solution exacte, voir
(4.22),(4.26),(4.34).

Remarque 14 On remarque que la valeur de α− ne peut pas être toujours positive.

Exemples :

- Pour θ0 = −π et θ− = −π
2

ce qui revient à choisir x0 = 1 et x = 1
2
, alors d’après

(4.35) on a α− = ∞.
- Pour θ0 = −3π

2
et θ− = −π

2
ce qui revient à choisir x0 = 3

2
et x = 1

2
, alors d’après

(4.35) on a α− = −3
√

3.
Pour 0 < x < x0

2
, les valeurs de α− sont négatives donc on ne peut pas faire disparâıtre

le premier pôle, ainsi il faut opter pour l’autre stratégie qui consiste à pousser le premier
pôle le plus loin possible de z = 0 ce qui correspond à choisir idéalement α− = 0. En
pratique il suffit de prendre α− petit. Graphiquement, puisque le graphe de tan(πxt) se
situe en dessous de sa tangente au point ( 1

x
, 0) pour t ∈ ( 1

2x
, 1

x
), on voit que le premier

pôle t1 (en fait it1) apparâıt pour t1 > T1 où T1 est solution de

πx(T1 −
1

x
) = −α−

2
T1.

donc T1 est donné par

T1 =
π

πx+ α−

2

.

Pour 0 < x < x0

2
on a

t1 > T1 >
2π

πx0 + α−
.

En prenant α− < 2π − πx0 = 2π − (θ+ − θ0) on obtient t1 > T1 > 1 (ce qui signifie que
l’on colle au développement asymptotique du problème complet, modulo une régularité
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H2).
Pour une décomposition du domaine en deux sous-domaines non symétrique, on peut
choisir les coefficients α− dans les deux sous-domaines de la façon suivante :

– Si le premier sous-domaine vérifie la condition 0 < x < x0

2
, alors on prend

α− < 2π − (θ+ − θ0) .

– Pour le second sous-domaine qui correspond à x0

2
< x < x0, on peut choisir α−

positif et sa valeur est donnée par la formule (4.35) de plus sur la courbe 4.10 on
voit qu’on améliore beaucoup ainsi la régularité.

Les résultats de ce paragraphe se résument dans la proposition suivante.

Proposition 16 Pour le problème de Neumann, un choix optimal du coefficient α− est
donné par :

1. Si le premier sous-domaine vérifie la condition 0 < x < x0

2
, alors on prend

α− < 2π − (θ+ − θ0) .

2. Pour le second sous-domaine qui correspond à x0

2
< x < x0, on peut choisir α−

positive et sa valeur est

α− = −2x0 tan(
πx

x0

).

4.6 Construction des conditions d’interface

Nous avons dit qu’on travaille avec des conditions d’interface de la forme

∂

∂n
+
β

r
− 1

2

∂

∂r
(αr

∂

∂r
)

qui sont valable au coin.
Les conditions d’interface se présente de façon générale sous la forme

∂

∂n
+ β(r) − ∂

∂r
(
α(r)

2

∂

∂r
) (4.36)

où α(r), β(r) deux fonctions seront construites de telle sorte que l’opérateur (4.36)
soit valable sur toute l’interface entre les deux sous-domaines.
• Méthode de construction des deux fonctions α(r) et β(r)

On donne ici une méthode de construction des deux fonctions α(r) et β(r).
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En pratique, une fois les coefficients α et β déterminés pour avoir le meilleur com-
portement au coin, on raccordera la fonction αr avec la constante αopt et la fonction β

r

avec la constante βopt, ceci revient à dire :
pour un couple (α, β) fixé, on définit les deux fonctions α(r), β(r) comme

α(r) =

{
αr si r ≤ αopt

α

αopt sinon
(4.37)

et

β(r) =

{ β
r

si r ≤ β
βopt

βopt sinon
(4.38)

Les deux fonctions α(r) et β(r) sont choisies continues, positives.
Les coefficients α et β sont reliés par la relation (4.23)(resp.(4.27)) dans le cas du

Dirichlet plat (resp. dans le cas du Dirichlet secteur).
On peut ainsi fixer α et en déduire β ou inversement. Une manière de fixer les deux

coefficients α et β au même temps serait d’imposer que

αβ = αoptβopt (4.39)

L’équation (4.39), nous donne une deuxième relation fondamentale entre les deux pa-
ramètres α et β. Nous pouvons ainsi, donner explicitement les deux constantes optimisés
de α et β.

On notera par :

– αopt : le coefficient optimisé de α(r) au voisinage du coin,
– βopt : le coefficient optimisé de β(r) au voisinage du coin.

2

Proposition 17 Pour le problème de Dirichlet secteur les coefficients optimisés au coin
sont donnés par :

αopt =
x0

tan(π x
x0

)
+

√
(

x0

tan(π x
x0

)
)2 + 2αoptβoptx

2
0 (4.40)

βopt =
αoptβopt

x0

tan(π x
x0

)
+
√

( x0

tan(π x
x0

)
)2 + 2αoptβoptx

2
0

(4.41)

Pour le cas de Dirichlet à bord plat c’est-à-dire x0 = 1, et pour x = 1
2

(Interface-bord
forme un angle droit) (voir figure 4.2) les coefficients optimisés sont

αopt =
√

2αoptβopt (4.42)

2On distinguera entre les notations αopt 6= αopt, βopt 6= βopt
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α

α

opt

r

Fig. 4.11 – Représentation de la
fonction α(r).

β /r

optβ

Fig. 4.12 – Représentation de la
fonction β(r).

βopt =

√
αoptβopt

2
(4.43)

D’autres critères pourraient probablement être envisagés. Les tests numériques sur
un pas de maillage h ont montré qu’il est important que α et β soient tels que αopt

αh
et

β
βopth

sont de l’ordre de 3 à 4. Cela correspond au nombre de mailles près du coin où les

coefficients des deux fonctions α(r) et β(r) de la condition d’interface sont variables.

4.7 Discrétisation

4.7.1 Cas à deux sous-domaines : Problème continu

On présente un schéma de discrétisation du problème : (η−∆)u = f dans un domaine
Ω décomposé en deux sous-domaines Ω1,Ω2 avec une interface Γ12.

La méthode de Schwarz additive, à laquelle nous nous restreindrons, s’écrit





(η − ∆)un+1
1 = f dans Ω1

un+1
1 = 0 sur ∂Ω1 ∩ ∂Ω(

∂n1 + β(x) − ∂s(
α(x)

2 ∂s)
)
un+1

1 =
(
− ∂n2 + β(x) − ∂s(

α(x)
2 ∂s)

)
un

2 sur ∂Ω1 ∩ Ω2





(η − ∆)un+1
2 = f dans Ω2

un+1
2 = 0 sur ∂Ω2 ∩ ∂Ω(

∂n2 + β(x) − ∂s(
α(x)

2 ∂s)
)
un+1

2 =
(
− ∂n1 + β(x) − ∂s(

α(x)
2 ∂s)

)
un

1 sur ∂Ω2 ∩ Ω1

Une discrétisation directe exigerait un calcul des dérivées normales le long de l’interface
afin d’évaluer les bonnes conditions de transmission. Ceci peut être évité en introduisant
deux nouvelles variables :
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λn
1 =

(
− ∂n2 + β(x) − ∂s(

α(x)
2
∂s)
)
un

2 ,

λn
2 =

(
− ∂n1 + β(x) − ∂s(

α(x)
2
∂s)
)
un

1 .

L’algorithme de Schwarz s’écrit en fonction de λn
1 et λn

2 :





(η − ∆)un+1
1 = f dans Ω1

un+1
1 = 0 sur ∂Ω1 ∩ ∂Ω(

∂n1 + β(x) − ∂s(
α(x)

2
∂s)
)
un+1

1 = λn
1 sur ∂Ω1 ∩ Ω2

(η − ∆)un+1
2 = f dans Ω2

un+1
2 = 0 sur ∂Ω2 ∩ ∂Ω(

∂n2 + β(x) − ∂s(
α(x)

2
∂s)
)
un+1

2 = λn
2 sur ∂Ω2 ∩ Ω1

Nous pouvons interpréter ce nouvel algorithme comme un algorithme de point fixe
dans les nouvelles variables λj, j = 1, 2.

Soit le problème sous-structuré :





λ1 = −λ2 +
(
2β(x) − ∂s(α(x)∂s)

)
u2(λ2, f)

λ2 = −λ1 +
(
2β(x) − ∂s(α(x)∂s)

)
u1(λ1, f)

(4.44)

où uj = uj(λj, f), j = 1, 2 sont solutions de





(η − ∆)uj = f dans Ωj(
∂nj

+ β(x) − ∂s(
α(x)

2
∂s)
)
uj = λj sur Γ12

uj = 0 sur ∂Ωj ∩ ∂Ω

Au lieu de résoudre le problème à point fixe on peut résoudre le problème sous-
structuré en utilisant les méthodes de sous-espaces de Krylov, ce qui correspond à utiliser
la méthode de Schwarz.

4.7.2 Cas à deux sous-domaines : Problème discret

La résolution numérique avec le logiciel FreeFem++ consiste à introduire le problème
à résoudre dans chaque sous-domaine sous sa formulation faible. La formulation varia-
tionnelle du problème pour chaque sous-domaine avec des conditions d’interface de type

∂n + β(x) − ∂τ (
α(x)

2
∂τ )

est donnée par

∫

Ωi

ηun+1
i vi+

∫

Ωi

∇un+1
i ∇vi+

∫

Γ12

β(x)un+1
i vi+

∫

Γ12

α(x)

2
∂su

n+1
i ∂svi =

∫

Ωi

fvi+

∫

Γ12

λn
i vi ; i ∈ {1, 2}
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Pour simplifier les calculs, on notera dans la suite

S = β(x) − ∂s(
α(x)

2
∂s).

Le problème sous-structuré (4.44) est introduit aussi sous sa formulation faible à
laquelle on peut associer un système matriciel avec une discrétisation par une méthode
d’éléments finis P1-Lagrange. La résolution de ce problème d’interface s’effectue par
des méthodes itératives de type Gradient conjugué, dans chaque sous-domaine de façon
indépendante.

Une discrétisation par éléments finis du problème (4.44) donne

λ1 = −λ2 + (2S)B2u2

λ2 = −λ1 + (2S)B1u1

K̃1u1 = f +BT
1 λ1

K̃2u2 = f +BT
2 λ2

(4.45)

où par abus de notation on note λ1, λ2, u1 et u2 les degrés de liberté des fonctions
éléments finis P1 approchant les fonctions solutions du problème continu et ayants même
noms.

K̃1, K̃2 sont données par :

K̃j = ηMj +Kj +BT
j (Mβ,Γ +Kα,Γ)Bj,∀j = 1, 2

et B1(resp.B2) est un opérateur de trace de Ω1(resp. Ω2) à valeurs dans Γ12.
En outre les deux matrices Mj et Kj sont la matrice de masse et la matrice de rigi-

dité, respectivement, Mβ,Γ est la matrice de masse à l’interface et Kα,Γ est la matrice de
rigidité à l’interface.

Les deux matrices d’interface sont données par :

(Mβ,Γ)ij =

∫

Γ

β(x)φi(x)φj(x)dx,

(Kα,Γ)ij =

∫

Γ

α(x)

2
∇τφi(x)∇τφj(x)dx.

Les fonctions φi sont les fonctions de base des éléments finis, ∇τφ est la composante
tangentielle de ∇φ à l’interface.

Pour des données λ1 et λ2 on peut déterminer u1 et u2 à partir des deux dernières
équations de (4.45).

Si on élimine u1 et u2 des deux premières équations de (4.45) on obtient le système
sous-structuré :

Fλ = d
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où

F =

(
I I − 2SB2K̃2

−1
BT

2

I − 2SB1K̃1
−1
BT

1 I

)

et

d =

(
2SB1K̃1

−1
f

2SB2K̃2
−1
f

)
.

Donc le problème revient à résoudre un problème d’inconnu λ. L’optimisation des
conditions d’interface accélère la convergence de la méthode de Schwarz additive.

4.8 Maillage adapté à la singularité

Le traitement numérique par méthode d’éléments finis du problème de Dirichlet pour
le Laplacien dans un domaine à coins nécessite un maillage adapté à la singularité pour
obtenir des majorations d’erreurs optimales du cas régulier.

Soit Ω un ouvert plan polygonal borné dont la frontière Γ a N sommet Sj d’angles ωj.

On considère le problème suivant :
Trouver u ∈ H1(Ω) tel que

(1)

{
(η − ∆)u = f dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

où la fonction f est donnée dans l’espace de Sobolev Hn(Ω), n ∈ N.
On rappelle la formulation variationnelle du problème (1), consiste à chercher u ∈ H1

0 (Ω)
telle que :

a(u, v) =< f, v >,∀v ∈ H1
0 (Ω)

où

a(u, v) =

∫

Ω

ηuv +

∫

Ω

∇u∇v,< f, v >=

∫

Ω

fv.

Nous utiliserons les propriétés du régularités de la solution u dans les espaces de
Sobolev à poids, étant donné un N -uplets α = (α1, α2, .., αN) ∈ R

N , on lui associe une
fonction φ = φα ayant les propriétés suivantes :

− φ ∈ C0(Ω);
− φ(x) = r

αj

j (x) dans un voisinage de Sj où rj(x) = ||x− Sj||;
− φ(x) > 0 dans Ω.

On introduit l’espace de Sobolev à poids :

W
m,2
φ (Ω) = {v ∈ D(Ω) tel que φ∂jv ∈ L2(Ω), 0 ≤ |j| ≤ m},

où

∂jv =
∂|j|v

∂
j1
x1∂

j2
x2

, j = (j1, j2), |j| = j1 + j2, x = (x1, x2).
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Théorème 10 (G.Raugel)

Si f est donnée dans Hm(Ω), alors la solution du problème (1) appartient à un espace
de Sobolev à poids Wm+2,2

φ (Ω), pour tout N -uplets (α1, α2, .., αN ) ∈ R
N

vérifiant

αj = 0 pour ωj <
π

m+1

αj > m+ 1 − π
ωj

si ωj ≥ π
m+1

Preuve 26 voir ([5], Geneviève Raugel).

- Pour obtenir des majorations d’erreurs optimales du cas régulier, nous utiliserons à la
place d’une triangulation composée de diamètre uniforme, un maillage dont les triangles
deviennent plus petits au voisinage des sommets correspondant aux angles ωj ≥ π

m+1
.

Étant donnée une suite h(h > 0), de nombres tendant vers zéro, on lui associe une
suite régulière de triangulations τh qui vérifie l’hypothèse H :

– si K est un triangle de τh n’ayant aucun Sj pour sommet, son diamètre hK

satisfait à l’inégalité hk ≤ C h(infK φ)
1

m+1 ,

– si Kj est un triangle de sommet Sj, alors hKj
≤ C h

m+1
m+1−αj .

•Description d’une famille régulière de triangulations, vérifiant l’hypothèse
H.
On désigne par n un entier destiné tendre vers l’infini.
Pour construire une triangulation d’un domaine à coin, il suffit de procéder de la manière
suivante : on note par Ω un domaine à coin, la construction du maillage raffiné au coin
se fait en deux étapes.

1. On divise le domaine Ω en grands nombres de triangle T fixes ayant au plus un
sommet qui soit aussi sommet de Ω ;

2. Si aucun sommet du triangle T n’est sommet du Ω, on divise le triangle T en n2

triangles égaux suivant la méthode classique.
Exemple :
Si un triangle T ( T = SAB ) a pour sommet S, on le divise en n2 triangles de la
manière suivante.
Notons par λ1, λ2 et λ3 les coordonnées barycentriques relatives respectivement aux
points S,A,B.
Pour i = 1, 2, ..., n, on trace le segment de droite d’équation :

λ1 = 1 − (
i

n
)

m+1
m+1−αj , λ2 ≥ 0, λ3 ≥ 0

et on divise ce segment en i parties égales, ce qui donne les (i + 1) points ak
i ,

(0 ≤ k ≤ i) de coordonnées barycentriques :
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λ1(a
k
i ) = 1 − ( i

n
)

m+1
m+1−αj ;

λ2(a
k
i ) = k

i
(1 − λ1(a

k
i ));

λ3(a
k
i ) = 1 − λ1(a

k
i ) − λ2(a

k
i ).

Finalement, on trace les segments ak
i a

k
i+1 et ak

i a
k+1
i+1 , pour 1 ≤ i ≤ n−1 et 0 ≤ k ≤

i .
Ainsi avec cette méthode on construit un maillage plus raffiné au voisinage du coin.

Remarque 15 1. Le raffinement du maillage au voisinage du coin n’est pas une
nécessité de la méthode de décomposition de domaine, mais que nous le faisons de
façon à nous assurer que ce que nous observons correspond bien à nos prévisions
théoriques et n’est pas l’effet d’un filtrage numérique dû à un maillage trop grossier
au coin.

2. Avec ce procédé de raffinement de maillage, la matrice de rigidité conserve les
mêmes dimensions et la même structure que si on utilise un maillage uniforme
partout.

Fig. 4.13 – Décomposition en deux sous-domaines sans recouvrements avec maillage
adapté à la singularité.

La figure 4.13 montre le raffinement au voisinage du coin dans le cas où Ω est un
secteur d’angle 3π

2
.
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4.9 Quelques résultats numériques

Nous présentons dans cette section deux types de résultats numériques :

– En premier lieu nous présentons le cas où l’interface entre les deux sous-domaines
forme un angle droit avec le bord du domaine global, ceci peut se faire en étudiant
le cas où Ω est un rectangle coupé en deux.

– En second lieu, nous traitons le cas où Ω est un secteur sous forme de L coupé en
deux secteurs.

On décompose à chaque fois Ω en deux sous-domaines et on utilise un maillage uni-
forme partout sauf au voisinage du coin, où on utilise un maillage adapté à la singularité.

Nous exécutons toutes nos expériences sur l’équation de l’erreur(on appelle erreur la
différence entre la solution exacte du problème et la solution calculée à chaque itération).

Nous avons réalisé un algorithme avec le logiciel FreeFem++ dans le cas d’une
décomposition du domaine en deux sous-domaines, on fait varier les valeurs des pa-
ramètres des conditions de transmissions, on note que pour les valeurs optimisées on a
une convergence plus rapide, et l’erreur est étalée vers le milieu de l’arête. Par contre
avec des mauvais coefficients l’erreur reste au coin.

Tous les tests numériques sont réalisés sur un pas de maillage h, ce qui correspond à
choisir α et β tels que αopt

αh
et β

βopth
sont de l’ordre de 3. Cela correspond au nombre de

mailles près du coin où les coefficients des deux fonctions α(r) et β(r) de la condition
d’interface sont variables. Dans le cas où αopt

αh
et β

βopth
sont de l’ordre de 0, on dira qu’on

travaille sur zéro mailles près du coin.
Nous présentons dans la suite quelques courbes décrivant l’allure de l’erreur en fonc-

tion du nombre d’itérations nécessaires pour atteindre le critère : Erreur < 1.e− 6.
Nous considérons un découpage du domaine en deux sous-domaines et nous regardons la
décroissance de la courbe logarithmique de l’erreur en fonction du nombre d’itérations
avec

– COC : conditions d’interface à coefficients optimisés au coin,

– CICC : conditions d’interface à coefficients constants.

4.9.1 Coin interface-bord avec angle droit

On étudie le problème de Dirichlet dans le cas où Ω est un rectangle coupé en deux
(voir figure 4.14). Nous sommes donc dans la situation des conditions de Dirichlet à bord
plat avec θ+ − θ− = π

2
. D’après la proposition 11 les coefficients optimisés sont de la

forme β− = α−

2
.
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Fig. 4.14 – Décomposition en deux sous-domaines sans recouvrements avec maillage
adapté à la singularité.

•Convergence et nombre d’itérations

On donne dans ce paragraphe des résultats numériques qui montrent l’importance de
choisir COC au coin.

On définit ||u||L2(Ω) et |u|1 par :
–

||u||L2(Ω) =

∫

Ω

|u|2(x)dx

–

|u|1 =

∫

Ω

|∇u|2(x)dx

Les tableaux 4.1, 4.2 montrent le nombre d’itérations nécessaires pour avoir une er-
reur de l’ordre de 10−6.

On rappelle que dans les tableaux (4.1), (4.2),(4.3) la colonne “nombre de mailles au
coin” correspond au nombre de mailles sur les quelles les coefficients α, β des conditions
d’interface sont variables.

Les figures 4.15, 4.16 donnent une comparaison entre l’erreur logarithmique pour le
choix de COC, CICC en fonction des itérations.

La figure 4.17 montre qu’avec les conditions d’interface à coefficients optimisés au
coin (COC)l’erreur est étalée vers le milieu de l’arête, par contre la figure 4.18, montre
qu’avec CICC l’erreur reste au coin.
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Valeurs au coin Nombre d’itérations Nombre de mailles au coin
COC 10 3
CICC 12 0

Tab. 4.1 – Nombre d’itérations en fonction du coefficient choisi au coin, avec
||erreur||L2(Ω) < 10−6.

Valeurs au coin Nombre d’itérations Nombre de mailles au coin
COC 10 3
CICC 13 0

Tab. 4.2 – Nombre d’itérations en fonction du coefficient choisi au coin, avec |erreur|1 <
10−6.

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

 0

 0  2  4  6  8  10  12  14

"T29.gp"
"T31.gp"

Fig. 4.15 – T29.gp : Log10(erreur) en fonction du nombre d’itérations avec CICC,
T31.gp : Log10(erreur) en fonction du nombre d’itérations avec COC, pour

||erreur||L2(Ω) < 10−6.



94 Chapt 4. Décomposition de domaine avec coin sur le bord

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

0 2 4 6 8 10 12 14

"Tgrad6.gp"
"Tgrad8.gp"

Fig. 4.16 – Tgrad6.gp : Log10(erreur) en fonction du nombre d’itérations avec CICC,
Tgrad8.gp : Log10(erreur) en fonction du nombre d’itérations avec COC,

pour |erreur|1 < 10−6.

IsoValue
5.73924e-09
1.72177e-08
2.86962e-08
4.01747e-08
5.16532e-08
6.31316e-08
7.46101e-08
8.60886e-08
9.75671e-08
1.09046e-07
1.20524e-07
1.32003e-07
1.43481e-07
1.54959e-07
1.66438e-07
1.77916e-07
1.89395e-07
2.00873e-07
2.12352e-07
2.2383e-07

Fig. 4.17 – Les isovaleurs de l’erreur avec COC à la 10ème itération sont entre 5.73924×
10−9 et 2.2383 × 10−7.
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IsoValue
2.96729e-09
8.90186e-09
1.48364e-08
2.0771e-08
2.67056e-08
3.26401e-08
3.85747e-08
4.45093e-08
5.04438e-08
5.63784e-08
6.2313e-08
6.82476e-08
7.41821e-08
8.01167e-08
8.60513e-08
9.19858e-08
9.79204e-08
1.03855e-07
1.0979e-07
1.15724e-07

Fig. 4.18 – Les isovaleurs de l’erreur avec CICC à la 12ème itération sont entre 2.96729×
10−9 et 1.15724 × 10−7.

• La relation β− = α−

2
, est-elle optimale ?

On traite dans ce paragraphe le cas où θ+ − θ− = π
2

et se met dans la situation où
le domaine global est à bord plat. D’après la proposition 11 les coefficients optimisés au
coin sont reliés par la relation :

β− =
1

2
α−

est une droite de pente 1
2

inférieur à 1.
Jusqu’à maintenant on a réalisé des expériences numériques qui montrent, qu’avec le
COC l’erreur s’élimine du coin et l’erreur reste au coin si on met le CICC.
Dans cette partie nous présentons quelques expériences numériques qui montrent que la
relation entre α− et β− due au calcul théorique est optimale dans le sens où les coefficients
optimisés sont nécessairement la droite de pente 1

2
.

Le tableau 4.3 montre le nombre d’itérations nécessaire pour avoir une ||erreur ||L2 <

10−6 en fonction du coefficient de la pente et la figure 4.19 décrit la décroissance loga-
rithmique de l’erreur en fonction des itérations.
On remarque que pour des pentes plus grandes que 1

2
le nombre d’itérations devient de

plus en plus grand et il diminue et devient optimal (cas du COC) si la valeur de la
pente égale à 1

2
, donc les coefficients optimaux (α−, β−) sont sur la droite de pente 1

2
. Les

figures 4.20, 4.21 montrent que les isovaleurs de l’erreur restent au coin pour une pente
non optimale.
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Valeurs de la pente Nombre d’itérations Nombre de mailles au coin
10 173 3
2 34 3
1 17 3

Pente optimale = 1
2

10 3
1
10

12 3
1
15

12 3
1

100
15 3

Tab. 4.3 – Nombre d’itérations en fonction du coefficient de la pente, pour un angle
droit.

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

 0

 0  5  10  15  20  25  30  35

"T3.gp"
"T14.gp"
"T16.gp"
"T18.gp"
"T20.gp"
"T33.gp"

Fig. 4.19 – T3.gp : Log10(erreur) en fonction du nombre d’itérations avec une pente
optimale(=0.5 ),

Ti, i 6= 3.gp : Log10(erreur) en fonction du nombre d’itérations pour
différentes choix non optimisés de la pente.
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IsoValue
1.91314e-09
5.73941e-09
9.56569e-09
1.3392e-08
1.72182e-08
2.10445e-08
2.48708e-08
2.86971e-08
3.25233e-08
3.63496e-08
4.01759e-08
4.40022e-08
4.78284e-08
5.16547e-08
5.5481e-08
5.93073e-08
6.31335e-08
6.69598e-08
7.07861e-08
7.46124e-08

Fig. 4.20 – Les isovaleurs de l’erreur, avec une pente égale à 1, à la 17ème itération sont
entre 1.91314 × 10−9 et 7.46124 × 10−8.

IsoValue
3.07043e-09
9.21129e-09
1.53521e-08
2.1493e-08
2.76339e-08
3.37747e-08
3.99156e-08
4.60564e-08
5.21973e-08
5.83382e-08
6.4479e-08
7.06199e-08
7.67607e-08
8.29016e-08
8.90425e-08
9.51833e-08
1.01324e-07
1.07465e-07
1.13606e-07
1.19747e-07

Fig. 4.21 – Les isovaleurs de l’erreur avec une pente égale à 10, à la 173ème itération sont
entre 3.07043 × 10−9 et 1.19747 × 10−7 .
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• Erreur en 3D

Nous présentons des exemples décrivant l’erreur calculée en norme L2 en 3D dans le
cas d’un rectangle divisé en deux sous-domaines symétriques.

1. Les expériences numériques avec des conditions d’interface bien adaptées aux coins
et à coefficients optimisés montrent que la différence entre l’itérée et la solution
“exacte” (erreur) est faible dans les deux coins, et l’erreur présente des pics très
marqués au milieu de l’arête, voir les figures 4.22,...,4.25.

2. Pour le choix des CICC, l’erreur présente des pics très marqués au niveau des
coins, donc elle est forte aux coins, voir les figures 4.26,...,4.29.

3. Si on travaille avec des bons coefficients(cas du COC) dans l’un des deux coins, et
on met une pente non optimale dans le second coin, on remarque que l’erreur est
forte au second coin, voir les figures 4.30,...,4.33.
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Fig. 4.22 – L’erreur avec COC à la première
itération.

Fig. 4.23 – L’erreur avec COC à la 2ème

itération.

Fig. 4.24 – L’erreur avec COC à la 8ème

itération.
Fig. 4.25 – L’erreur avec COC à la dernière
itération.
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Fig. 4.26 – L’erreur avec CICC à la
première itération.

Fig. 4.27 – L’erreur avec CICC à la 4ème

itération.

Fig. 4.28 – L’erreur avec CICC à la 9ème

itération.

Fig. 4.29 – L’erreur avec CICC à la dernière
itération (12ème itération).
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Fig. 4.30 – L’erreur avec une pente non op-
timale(pente=2) à la première itération.

Fig. 4.31 – L’erreur avec une pente non op-
timale(pente=2) à la 11ème itération.

Fig. 4.32 – L’erreur avec une pente non
optimale(pente=2) à 33ème(avant dernière)
itération.

Fig. 4.33 – L’erreur avec une pente non op-
timale(pente= 2) à la dernière itération().
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4.9.2 Coin interface bord avec angle quelconque

Soit Ω ⊂ R
2, on étudie le problème de Dirichlet dans le cas où Ω est un secteur sous

forme de L (voir figure 4.13) d’angle 3π
2

.
D’après la proposition 13 les coefficients optimisés au coin sont reliés par la relation

β− =
2

9
α− − 2

3

1

tan(2
3
θ)
, θ = θ+ − θ−

est une droite de pente 2
9

inférieur à 1.

•Convergence et nombre d’itérations

Pour une décomposition en deux sous-domaines symétriques, on a :
– Les tableaux 4.4, 4.5 montrent le nombre d’itérations nécessaires pour avoir une

erreur de l’ordre de 10−6 en fonction du coefficient choisi au coin.
– Les figures 4.34, 4.35 décrivent la décroissance logarithmique de l’erreur en fonction

des itérations avec COC, CICC.
– La figure 4.36 montre qu’avec COC l’erreur est étalée vers le milieu de l’arrete par

contre la figure 4.37 montre qu’avec CICC l’erreur reste au coin.
On rappelle que dans les tableaux (4.4),(4.5) et (4.6) la colonne “nombre de mailles au

coin” correspond au nombre de mailles sur les quelles les coefficients α, β des conditions
d’interface sont variables.

Les opérateurs d’interface avec les paramètres optimisés au coin (COC) apportent
une meilleure convergence que ceux avec les CICC.

Valeurs Nombre d’itérations Nombre de mailles au coin
COC 10 3

CICC 13 0

Tab. 4.4 – Nombre d’itérations en fonction du coefficient choisi au coin, avec
||erreur||L2(Ω) < 10−6.

Valeurs Nombre d’itérations Nombre de mailles au coin
COC 9 3

CICC 22 0

Tab. 4.5 – Nombre d’itérations en fonction du coefficient choisi au coin, avec |erreur|1 <
10−6.
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Fig. 4.34 – T420.gp : Log10(erreur) en fonction des itérations avec COC,
T422.gp : Log10(erreur) en fonction des itérations avec CICC, pour

||erreur||L2(Ω) < 10−6.
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Fig. 4.35 – Tgrad1.gp : Log10(erreur) en fonction des itérations avec COC,
Tgrad3.gp : Log10(erreur) en fonction des itérations avec CICC, pour

|erreur|1 < 10−6.
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IsoValue
2.24737e-09
6.74211e-09
1.12369e-08
1.57316e-08
2.02263e-08
2.47211e-08
2.92158e-08
3.37106e-08
3.82053e-08
4.27001e-08
4.71948e-08
5.16895e-08
5.61843e-08
6.0679e-08
6.51738e-08
6.96685e-08
7.41633e-08
7.8658e-08
8.31527e-08
8.76475e-08

Fig. 4.36 – Les isovaleurs de l’erreur à la 10ème itération, avec COC, sont entre 2.24737×
10−9 et 8.76475 × 10−8.

IsoValue
2.03962e-08
6.11887e-08
1.01981e-07
1.42774e-07
1.83566e-07
2.24358e-07
2.65151e-07
3.05943e-07
3.46736e-07
3.87528e-07
4.28321e-07
4.69113e-07
5.09906e-07
5.50698e-07
5.9149e-07
6.32283e-07
6.73075e-07
7.13868e-07
7.5466e-07
7.95453e-07

Fig. 4.37 – Les isovaleurs de l’erreur à la 13ème itération, avec CICC, sont entre 2.03962×
10−8 et 7.95453 × 10−7.
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•Question : La relation β− = 2
9
α− − 2

3
1

tan( 2
3
θ)

est elle optimale ?

La relation entre α− et β− est une droite de pente 2
9
. Dans cette partie nous présentons

quelques expériences numériques qui montrent que la relation entre α− et β− due au
calcul théorique est optimale dans le sens où les coefficients optimisés sont nécessairement
sur cette droite de pente égale à 2

9
. Nous restreindrons notre étude à une décomposition

symétrique, ce qui correspond à choisir θ = 3π
4

.
– Le tableau 4.6 montre le nombre d’itérations nécessaires pour avoir une ||erreur ||L2 <

10−6 en fonction du coefficient de la pente.
– La figure 4.38 décrit la décroissance logarithmique de l’erreur en fonction des

itérations.
On remarque que pour des pentes plus grandes que 1 le nombre d’itérations devient

de plus en plus grand et il diminue et devient optimal (cas du COC) si la valeur de la
pente égale à 2

9
, donc les coefficients optimaux (α−, β−) sont sur la droite de pente 2

9
.

Valeurs de la pente Nombre d’itérations Nombre de mailles au coin
20 461 3
10 224 3
5 120 3
2 44 3
1 22 3

Pente optimale = 2
9

10 3
0.3 10 3
0.05 12 3
0.01 15 3
0.001 15 3

Tab. 4.6 – Nombre d’itérations pour différentes choix de la pente.

Conclusion :
– La pente 2

9
apporte une convergence meilleure (en itération) que les autres valeurs.

– Tous les résultats numériques dans cette paragraphe montrent bien que l’erreur
s’élimine du coin pour les coefficients optimisés au coin, et ils sont reliés par la
relation : β− = 2

9
α− − 2

3
1

tan( 2
3
θ)
.
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Fig. 4.38 – Top.gp : Log10(erreur) en fonction des itérations avec une pente optimale
(2

9
),

Ti.gp,i 6= op : Log10(erreur) en fonction des itérations pour différentes choix
non optimisés de la pente, ||erreur||L2(Ω) < 10−6.

• Décomposition en deux sous-domaines symétriques

On sait que pour une décomposition en deux sous-domaines symétriques(θ = 3π
4

), et
pour des opérateurs d’interface à coefficients optimisés au coin l’erreur est étalée vers le
milieu de l’arête, voir la figure 4.36. Par contre les figures 4.39, 4.40 montrent qu’avec des
pentes différentes de 2

9
, l’erreur reste au coin de plus la convergence est lente(en nombre

d’itérations).
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IsoValue
2.63719e-09
7.91156e-09
1.31859e-08
1.84603e-08
2.37347e-08
2.9009e-08
3.42834e-08
3.95578e-08
4.48321e-08
5.01065e-08
5.53809e-08
6.06553e-08
6.59296e-08
7.1204e-08
7.64784e-08
8.17527e-08
8.70271e-08
9.23015e-08
9.75759e-08
1.0285e-07

Fig. 4.39 – Les isovaleurs de l’erreur, à la 224ème itération, pour une pente non
optimale(= 10), sont entre 2.63719 × 10−9 et 1.0285 × 10−7.

IsoValue
2.55567e-09
7.66701e-09
1.27784e-08
1.78897e-08
2.3001e-08
2.81124e-08
3.32237e-08
3.83351e-08
4.34464e-08
4.85577e-08
5.36691e-08
5.87804e-08
6.38918e-08
6.90031e-08
7.41144e-08
7.92258e-08
8.43371e-08
8.94485e-08
9.45598e-08
9.96712e-08

Fig. 4.40 – Les isovaleurs de l’erreur, à la 461ème itération, pour une pente non
optimale(= 20), sont entre 2.55567 × 10−9 et 9.96712 × 10−8.
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•Décomposition en deux sous-domaines quelconques

Dans cette partie nous illustrons quelques exemples de décomposition du domaine en
deux sous-domaines non symétriques, à priori l’erreur n’est pas forcément symétrique.

On donne deux courbes de convergence de l’erreur dans le cas d’un découpage avec
θ = 9π

10
(voir figure 4.41) et θ = 49π

50
(voir figure 4.42).

Les figures 4.43,...,4.46 montrent qu’avec des bons coefficients au coin(cas du COC)
l’erreur s’élimine du coin, même pour des angles limites : cas du θ = π(En pratique
il suffit de prendre de angles proches de π) et on a convergence dans 10 itérations.
Par contre en travaillant avec des CICC, l’erreur reste au coin(voir les figures
4.47,...,4.50).
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Fig. 4.41 – T91.gp : Log10(erreur) en fonction des itérations avec COC,
T93.gp : Log10(erreur) en fonction des itérations avec CICC, pour

||erreur||L2(Ω) < 10−6, θ = 9π
10

.
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Fig. 4.42 – T02.gp : Log10(erreur) en fonction des itérations avec COC,
T104.gp : Log10(erreur) en fonction des itérations avec CICC, pour

||erreur||L2(Ω) < 10−6, θ = 49π
50

.
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IsoValue
4.32629e-09
1.29789e-08
2.16315e-08
3.02841e-08
3.89366e-08
4.75892e-08
5.62418e-08
6.48944e-08
7.3547e-08
8.21996e-08
9.08522e-08
9.95047e-08
1.08157e-07
1.1681e-07
1.25463e-07
1.34115e-07
1.42768e-07
1.5142e-07
1.60073e-07
1.68725e-07

Fig. 4.43 – Les isovaleurs de l’erreur avec COC sont entre 4.32629×10−9 et 1.68725×10−7

pour une décomposition du domaine avec θ = 2π
3

, à convergence(nombre d’itération=10).

IsoValue
3.44732e-09
1.0342e-08
1.72366e-08
2.41313e-08
3.10259e-08
3.79206e-08
4.48152e-08
5.17099e-08
5.86045e-08
6.54992e-08
7.23938e-08
7.92884e-08
8.61831e-08
9.30777e-08
9.99724e-08
1.06867e-07
1.13762e-07
1.20656e-07
1.27551e-07
1.34446e-07

Fig. 4.44 – Les isovaleurs de l’erreur avec COC, sont entre 3.44732× 10−9 et 1.34446×
10−7, pour une décomposition du domaine avec θ = 9π

10
, à convergence(nombre d’itération

=10).

IsoValue
3.8772e-09
1.16316e-08
1.9386e-08
2.71404e-08
3.48948e-08
4.26492e-08
5.04036e-08
5.8158e-08
6.59124e-08
7.36668e-08
8.14212e-08
8.91756e-08
9.693e-08
1.04684e-07
1.12439e-07
1.20193e-07
1.27948e-07
1.35702e-07
1.43456e-07
1.51211e-07

Fig. 4.45 – Les isovaleurs de l’erreur avec COC sont entre 3.8772×10−9 et 1.51211×10−7

pour une décomposition du domaine avec θ = 49π
50

, à convergence(nombre d’itération=10).
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IsoValue
4.01671e-09
1.20501e-08
2.00835e-08
2.8117e-08
3.61504e-08
4.41838e-08
5.22172e-08
6.02506e-08
6.8284e-08
7.63175e-08
8.43509e-08
9.23843e-08
1.00418e-07
1.08451e-07
1.16485e-07
1.24518e-07
1.32551e-07
1.40585e-07
1.48618e-07
1.56652e-07

Fig. 4.46 – Les isovaleurs de l’erreur avec COC sont entre 4.016711× 10−9 et 1.56652×
10−7 pour des angles limite, θ = π, à convergence(nombre d’itération=10).

IsoValue
1.25053e-08
3.7516e-08
6.25266e-08
8.75373e-08
1.12548e-07
1.37559e-07
1.62569e-07
1.8758e-07
2.12591e-07
2.37601e-07
2.62612e-07
2.87623e-07
3.12633e-07
3.37644e-07
3.62655e-07
3.87665e-07
4.12676e-07
4.37686e-07
4.62697e-07
4.87708e-07

Fig. 4.47 – Les isovaleurs de l’erreur avec CICC sont entre 1.25053 × 10−8 et
4.87708× 10−7 pour une décomposition du domaine avec θ = 2π

3
, à convergence(nombre

d’itération=13).
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IsoValue
2.38545e-09
7.15636e-09
1.19273e-08
1.66982e-08
2.14691e-08
2.624e-08
3.10109e-08
3.57818e-08
4.05527e-08
4.53236e-08
5.00945e-08
5.48654e-08
5.96363e-08
6.44073e-08
6.91782e-08
7.39491e-08
7.872e-08
8.34909e-08
8.82618e-08
9.30327e-08

Fig. 4.48 – Les isovaleurs de l’erreur avec CICC sont entre 2.38545 × 10−9 et
9.30327× 10−8 pour une décomposition du domaine avec θ = 9π

10
, à convergence(nombre

d’itération=13).

IsoValue
1.9459e-08
5.83771e-08
9.72951e-08
1.36213e-07
1.75131e-07
2.14049e-07
2.52967e-07
2.91885e-07
3.30803e-07
3.69721e-07
4.08639e-07
4.47558e-07
4.86476e-07
5.25394e-07
5.64312e-07
6.0323e-07
6.42148e-07
6.81066e-07
7.19984e-07
7.58902e-07

Fig. 4.49 – Les isovaleurs de l’erreur avec CICC sont entre 1.9459×10−8 et 7.58920×10−7

pour une décomposition du domaine avec θ = 49π
50

, à convergence(nombre d’itération=12).
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IsoValue
2.45429e-09
7.36286e-09
1.22714e-08
1.718e-08
2.20886e-08
2.69971e-08
3.19057e-08
3.68143e-08
4.17229e-08
4.66314e-08
5.154e-08
5.64486e-08
6.13571e-08
6.62657e-08
7.11743e-08
7.60829e-08
8.09914e-08
8.59e-08
9.08086e-08
9.57171e-08

Fig. 4.50 – Les isovaleurs de l’erreur avec CICC sont entre 2.45429 × 10−9 et
9.57171× 10−8, pour une décomposition du domaine avec θ = π(angle limite), à conver-
gence(nombre d’itération=13).

• Erreur en 3D

Pour ne pas alourdir la présentation en 3D, nous restreindrons à une décomposition
de domaine en deux sous-domaines symétriques. Nous donnons ici trois types de résultats
numériques pour une erreur qui vérifie le critère d’arrêt : ||erreur||L2 < 10−6.

1. On traite en premier lieu le cas des COC dans les conditions d’interface,

2. choisir les CICC partout(les COC n’intervient plus au coin),

3. choisir une pente non optimale(6= 2
9
), nous choisissons le cas d’une pente égale à

deux.

On aboutit aux résultats :

– Les figures 4.51,...,4.54 montrent qu’avec les coefficients optimisés au coin (COC)
l’erreur est faible au coin.

– Pour le choix des CICC, l’erreur présente des pics très marqués au coin, donc elle
ne s’élimine pas du coin, voir les figures 4.55,...,4.58.

– Pour une pente égale à deux l’erreur est forte au coin, voir les figures 4.59,...,4.62,
donc elle reste au coin pour une pente non optimale.
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Fig. 4.51 – L’erreur avec COC à la première
itération.

Fig. 4.52 – L’erreur avec COC à la 6ème

itération.

Fig. 4.53 – L’erreur avec COC à la 8ème

itération.

Fig. 4.54 – L’erreur avec COC à la dernière
(10ème) itération.
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Fig. 4.55 – L’erreur avec CICC à la
première itération.

Fig. 4.56 – L’erreur avec CICC à la 6ème

itération.

Fig. 4.57 – L’erreur avec CICC à la 10ème

itération.

Fig. 4.58 – L’erreur avec CICC à la dernière
itération (13ème)
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Fig. 4.59 – L’erreur avec une pente égale à
2 à la 9ème itération.

Fig. 4.60 – L’erreur avec une pente égale à
2 à la 17ème itération.

Fig. 4.61 – L’erreur avec une pente égale à
2 à la 31ème itération.

Fig. 4.62 – L’erreur avec une pente
égale à 2 à la dernière itération.
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4.10 Remarques importantes

1. Les figures des isovaleurs de l’erreur donnent les erreurs entre la solution du problème
global discrétisé et la solution obtenue par la méthode de décomposition de do-
maine à convergence. Il est donc normal que les erreurs en valeur absolue soient
comparables. Par contre, les courbes de convergence et les tableaux avec le nombre
d’itérations à convergence montrent sans ambigüıté que les conditions optimisées
au coin améliorent la vitesse de convergence de la méthode de décomposition de
domaine.

2. Les expériences numériques avec des conditions d’interface bien adaptées au coin
et à coefficients optimisés montrent que la différence entre l’itérée et la solution
“exacte” (erreur) s’élimine du coin, et l’erreur est étalée vers le milieu de l’arête.
En revanche si on choisit d’autres coefficients que les coefficients optimisés l’erreur
présente des pics très marqués au niveau du coin.



Chapitre 5

Décomposition de domaine avec coin
intérieur

5.1 Introduction

La résolution des problèmes elliptiques avec les méthodes de décomposition de do-
maine, fait apparâıtre des interfaces avec singularités géométriques. Contrairement au
chapitre précédent(chapitre 4) dans lequel on a traité un problème elliptique dans un do-
maine global non convexe, et par suite la solution dans le domaine complet est singulière,
on traite dans ce chapitre le même problème elliptique que le chapitre précédent mais on
travaille dans un domaine global Ω qui est régulier et donc la solution du problème

{
(η − ∆)u = f dans Ω

+C.L. sur ∂Ω

est plus régulière à priori que la solution dans chaque sous-domaine.
En pratique, on traite par exemple le cas où le domaine global est un disque de R

2,
et on effectue une décomposition du disque en deux sous-domaines sous forme secteur
de R

2(voir la figure 5.1).
L’incidence des interfaces des deux sous domaines, crée deux types de coins, des coins

qui sont sur le bord du domaine global, problème qu’on sait déjà résoudre et des coins
à l’intérieur du domaine global. On s’intéresse dans ce chapitre aux coins intérieur au
domine global.

On a déjà dit que dans le cas où le coin du sous-domaine est à l’intérieur du domaine
global, les conditions d’interface ne doivent pas contenir un terme constant ce qui exige
de choisir β = 0 dans les conditions aux limites pour ne pas forcer la valeur de la solution
au coin à être nulle.

On travaille le long de ce chapitre avec des conditions d’interface de type

∂

∂n
− ∂

∂r
(
α

2
r
∂

∂r
)

où α est un paramètre positif.
Le problème consiste à choisir α de façon convenable pour avoir une régularité opti-

male de notre problème, on distinguera dans notre étude le cas des secteurs convexes et

117
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2*pi+theta− 

theta+ 

Omega1 
Omega2 

Fig. 5.1 – Décomposition d’un disque de R
2 en deux sous-domaines

des secteurs non convexes et on montrera qu’on peut optimiser le paramètre α dans un
secteur convexe. En revanche pour un secteur non convexe on ne peut plus éliminer le
premier pôle pour le choix de α.

Dans le cas d’une décomposition du domaine en deux sous-domaines : cas d’un disque
coupé en deux secteurs(voir la figure 5.1), on a toujours la présence d’un sous-domaine
non convexe, le mieux que l’on puisse faire dans le sous-domaine non convexe est de
pousser le premier pôle le plus loin possible, ou il faut opter pour une décomposition en
sous-domaines convexes, cas d’un disque coupé en trois secteurs convexes.

5.2 Calcul des pôles avec condition d’ordre 2 pour

un sous-domaine

Soit Ω un secteur du plan, Ω = R
⋆
+×]θ−, θ+[.

On travaille dans cette section avec un seul paramètre α dans les conditions aux limites
sur les bords {θ = θ±}. On se propose de montrer qu’il existe un unique paramètre α qui
élimine le premier pôle de la résolvante dans le cas d’un secteur convexe. En revanche
pour un secteur non convexe on n’arrive pas à éliminer le premier pôle avec le même
paramètre α qui intervient dans les deux conditions d’interface en θ+ et en θ−.

On cherche à résoudre dans Ω le problème défini par :
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(S)





(
η − 1

r2

(
(r∂r)

2 + ∂2
θ

))
u(r, θ) = f(

∂θ + α
2
(r∂r)

2
)
u(r, θ−) =

(
∂θ + α

2
(r∂r)

2
)
u−(r, θ− + 2π)(

∂θ − α
2
(r∂r)

2
)
u(r, θ+) =

(
∂θ − α

2
(r∂r)

2
)
u−(r, θ+)

où η est un réel positif, u− est une restriction de u dans le domaine voisin.

Soit v la solution de : (
η − ∆

)
(v) = f dans R

2

On pose e = u− v, e− = u− − v−.
Comme on s’intéresse à ce qui se passe au voisinage de l’origine, on néglige les termes

d’ordre zéro en r, ainsi e est solution du problème :





(
∂2

θ + (r∂r)
2
)
e(r, θ) = 0 dans Ω(

∂θ + α
2
(r∂r)

2
)
e(r, θ−) = g−(r)(

∂θ − α
2
(r∂r)

2
)
e(r, θ+) = g+(r)

(5.1)

Avec g+ et g− sont données par les formules

g+(r) =
(
∂θ − α

2
(r∂r)

2
)
e−(r, θ+)

g−(r) =
(
∂θ + α

2
(r∂r)

2
)
e−(r, θ− + 2π)

On rappelle que

M((r∂r)
nf)(z) = (

z

i
)nM(f)(z).

Ainsi le système (5.1) devient après Mellin





(∂2
θ − z2)ê(z, θ) = 0

(∂θ − α
2
z2)ê(z, θ−) = ĝ−(z)

(∂θ + α
2
z2)ê(z, θ+) = ĝ+(z)

(5.2)

On a

(5.2) ⇐⇒ P (z)ê = F

où

F =
[
0, ĝ+(z), ĝ−(z)

]T

et

P (z) =
[
(∂2

θ − z2); γ|θ+(∂θ +
α

2
z2); γ|θ−(∂θ −

α

2
z2)
]T

où γ représente l’opérateur de trace et T indique le transposé.
Là où il existe, l’inverse de P (z) sera noté R(z), d’après la théorie de Fredholm ana-

lytique (Reed and Simon tome 4), R(z) est une fonction méromorphe dont les pôles sont
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les points où P (z) n’est pas injective.

On se propose dans cette partie d’établir l’expression de ê en fonction des données
ĝ+ et ĝ−.

L’équation (∂2
θ − z2)ê(z, θ) = 0, est une équation différentielle ordinaire dont on peut

chercher les solutions sous la forme

ê(z, θ) = a(z)ez(θ−θ−) + b(z)e−z(θ−θ+)

où a(z) et b(z) sont deux fonctions qui dépendent de z.
À partir des deux conditions d’interface on peut déterminer un système vérifié par

a(z) et b(z).
En θ+ :

(∂θ +
α

2
z2)ê(z, θ)|θ=θ+ = ĝ+(z) ⇐⇒ (z +

α

2
z2)ez(θ+−θ−)a(z) + (−z +

α

2
z2)b(z) = ĝ+(z)

En θ− :

(∂θ −
α

2
z2)ê(z, θ)|θ=θ− = ĝ−(z) ⇐⇒ (z − α

2
z2)a(z) − (z +

α

2
z2)ez(θ+−θ−)b(z) = ĝ−(z)

Donc a(z) et b(z) sont solutions de





(1 +
α

2
z)ez(θ+−θ−)a(z) + (−1 +

α

2
z)b(z) =

ĝ+(z)

z

(1 − α

2
z)a(z) − (1 +

α

2
z)ez(θ+−θ−)b(z) =

ĝ−(z)

z

On pose

B(z) =

(
(1 + α

2
z)ez(θ+−θ−) −1 + α

2
z

1 − α
2
z −(1 + α

2
z)ez(θ+−θ−)

)

la solution ê est donnée par

(
a(z)
b(z)

)
=

1

z
B−1(z)

(
ĝ+(z)
ĝ−(z)

)

On pose ∆(z) = detB(z), un simple calcul de déterminant donne

∆(z) = −(1 +
α

2
z)2e2z(θ+−θ−) + (1 − α

2
z)2.

Pour déterminer les pôles il suffit de résoudre l’équation ∆(z) = 0.
Donc les pôles sont solutions de l’équation

e2z(θ+−θ+) =
(1 − α

2
z)2

(1 + α
2
z)2

.
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Proposition 18 Les pôles à partie imaginaire positive de B−1 vérifient

z = it et e2it(θ+−θ−) =

(
1 − iα

2
t

1 + iα
2
t

)2

. (5.3)

Preuve 27 On sait que les pôles sont solutions de

e2z(θ+−θ+) =

(
1 − α

2
z

1 + α
2
z

)2

. (5.4)

Remplaçons z par r + it dans (5.4) et par passage au module on obtient

e2r(θ+−θ−) =
(1 − α

2
r)2 + (α

2
)2t2

(1 + α
2
r)2 + (α

2
)2t2

,

pour simplifier les calculs on pose

θ1(r) =
(1 − α

2
r)2 + (α

2
)2t2

(1 + α
2
r)2 + (α

2
)2t2

.

On remarque que pour r > 0, on a

θ1(r) < 1 et e2r(θ+−θ−) > 1

donc on ne peut pas avoir r > 0.
Le même raisonnement donne que r ne peut pas être négatif. Donc forcément r = 0.
Ainsi les pôles sont de la forme z = it, t > 0, et vérifient l’équation

e2it(θ+−θ−) =

(
1 − iα

2
t

1 + iα
2
t

)2

.

Remarque 16 1. Comme u ∈ H1, cela entrâıne que l’on a à considérer les pôles dont
la partie imaginaire est strictement positive.

2. û(z) a un pôle simple en zéro dont le résidu dépend de u(0), cela est une quantité
globale.
Exemple : Si on étudie dans un disque noté D le système suivant :

{
−∆u = 0 dans D
u∂D = g

Alors u(0) = 1
2π

∫
∂D g(θ)dθ, est donnée par la valeur de u sur le bord du disque. Si

on sait bien résoudre en dehors de x = 0, la valeur en zéro va être donnée par le
couplage entre |x| ≤ ǫ et |x| ≥ ǫ.
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5.3 Etude de l’équation (5.3)

On sait que les pôles à partie imaginaire strictement positive sont solutions de

e2it(θ+−θ−) =

(
1 − iα

2
t

1 + iα
2
t

)2

.

On pose λ(z) =
1−α

2
z

1+ α
2

z
e−z(θ+−θ−).

Donc z = it est un pôle si et seulement si λ(it) = ±1, ainsi on ne regarde dans la
suite que les deux équations λ(it) = +1 et λ(it) = −1, t > 0.

5.3.1 Détermination de l’équation des pôles

1. Cas où λ(it) = 1

l’équation λ(it) = 1 est équivalente à eit(θ+−θ−) =
1 − iα

2
t

1 + iα
2
t
.

On pose dans toute la suite x = θ+−θ−
π

.
En écrivant

1 − i
α

2
t =

√
1 + (

α

2
t)2 eiτ ,

où τ est donné par

τ = arctan(−αt
2

)mod(π),

donc t est solution de
eiπxt = e2iτ .

Par égalité des arguments des deux nombres complexes on déduit que :

tπx = (2τ)mod(2π),

d’où

tan(
tπx

2
) = −αt

2
.

Donc on aboutit à la première équation des pôles donnée par

tan(
tπx

2
) = −αt

2
.

2. Cas où λ(it) = −1
Avec les mêmes techniques de calculs on obtient la deuxième équation des pôles,
donnée par la formule

tan(
tπx

2
) =

2

αt
.
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tan(pi.*x.t/2)
2/alpha*t
−alpha*t/2

t1 t2 t3 

1/x 3/x 2/x 

Fig. 5.2 – Cas où α > 0

Remarque 17 D’après l’étude graphique des équations des pôles,(voir la figure 5.2) on
peut déduire

1. Dans l’intervalle ]0, 2
x
[ on a toujours un pôle avec λ(it) = 1 et un pôle avec

λ(it) = −1.

2. Pour α > 0, le premier pôle est associé à λ(it) = −1, il est dans l’intervalle ]0, 1
x
[

et le second pôle est associé à λ(it) = 1, et il appartient à l’intervalle ] 1
x
, 2

x
[.

3. Pour α = 0, les pôles sont solutions de λ(it) = ±1

–

λ(it) = +1 ⇐⇒ eit(θ+−θ−) = 1
⇐⇒ tπx = 0 mod (2π)

Comme on s’intéresse aux pôles à partie imaginaire strictement positive donc
t = 2k

x
, k ∈ N

∗.
–

λ(it) = −1 ⇐⇒ eit(θ+−θ−) = −1
⇐⇒ tπx = π mod (2π)

Comme on s’intéresse aux pôles à partie imaginaire strictement positive donc
t = 2k+1

x
, k ∈ N.
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5.4 Etude avec des données bien choisies

On se propose dans cette partie de déterminer α pour annuler le premier pôle pour
des données bien choisies.

On pose

g+(r, θ+) =
(
∂θ − α

2
(r∂r)

2
)
e−(r, θ+)

g−(r, θ−) =
(
∂θ + α

2
(r∂r)

2
)
e−(r, θ− + 2π)

avec e− ayant une bonne régularité (par exemple H2, C∞).
L’idée est que si g+ et g− sont associées à une solution régulière à l’extérieur de Ω

alors la solution doit avoir une bonne régularité .
Comme on travaille au voisinage du coin, on considère seulement les premiers termes

du développement de Taylor de e− en négligeant les termes d’ordre supérieur et on veut
que le choix de α fasse disparâıtre le premier pôle en it1 de e.

5.4.1 Cas des données régulières

On sait que le premier pôle est dans ]0, 1
x
[ est associé à λ(it1) = −1, le deuxième

pôle est dans ] 1
x
, 2

x
[ et est associé à λ(it1) = 1. Dans tous les cas on ne pourra pas faire

disparâıtre les deux pôles, mais on peut essayer de faire disparâıtre le premier et voir où
se positionne le second.

Les conditions aux limites ne contiennent pas de terme d’ordre zéro donc g+ et g− ne
dépendent plus de la valeur en zéro de e−, on prendra ainsi une donnée linéaire

e−(x, y) = b1x+ b2y.

Par passage aux coordonnées polaires (x = r cos θ, y = r sin θ) on obtient

e−(r, θ) = b1r cos(θ) + b2r sin(θ).

Comme nous travaillons au voisinage du coin, il suffit de considérer g+ et g− de la forme

g+(r, θ+) = 1{r≤R}

(
∂θ − α

2
(r∂r)

2
)
e−(r, θ+);

g−(r, θ−) = 1{r≤R}

(
∂θ + α

2
(r∂r)

2
)
e−(r, θ− + 2π);

où R est un réel strictement positif.
Alors g+(r) et g−(r) sont données par

g+(r) = r1{r≤R}

[
b1(− sin θ+ − α

2
cos θ+) + b2(cos θ+ − α

2
sin θ+)

]
;

g−(r) = r1{r≤R}

[
b1(− sin θ− + α

2
cos θ−) + b2(cos θ− + α

2
sin θ−)

]
.
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Les transformées de Mellin de g+, g− sont données par

ĝ+(z) = R1+iz

1+iz

[
b1(− sin θ+ − α

2
cos θ+) + b2(cos θ+ − α

2
sin θ+)

]
;

ĝ−(z) = R1+iz

1+iz

[
b1(− sin θ− + α

2
cos θ−) + b2(cos θ− + α

2
sin θ−)

]
.

Dans la partie suivante on se propose de déterminer α pour que

B−1(z)

(
ĝ+(z)
ĝ−(z)

)
n’ait plus de pôle en it1, (t1 > 0).

Cela revient à dire

∆(it1)B
−1(it1)

(
ĝ+(it1)
ĝ−(it1)

)
= 0.

Donc

(
−(1 + iα

2
t1)e

it1(θ+−θ−) 1 − iα
2
t1

−1 + iα
2
t1 (1 + iα

2
t1)e

it1(θ+−θ−)

)(
ĝ+(it1)
ĝ−(it1)

)
= 0. (5.5)

Comme det(∆(it1)B
−1(it1)) = ∆(it1) = 0, donc il suffit de prendre une seule équation

de (5.5)

ĝ+(it1) =
(1 − iα

2
t1)

(1 + iα
2
t1)
e−it1(θ+−θ−)ĝ−(it1) (5.6)

or on sait que
(1 − iα

2
t1)

(1 + iα
2
t1)
e−it1(θ+−θ−) = λ(it1) = ±1,

donc l’équation (5.6) s’écrit en fonction de λ(it1), et elle est donnée par

ĝ+(it1) = λ(it1)ĝ−(it1).

On note que la relation ĝ+(it1) = λ(it1)ĝ−(it1) ne dépend pas du choix de la tronca-
ture R.

Proposition 19 Dans un secteur convexe, pour éliminer le premier pôle il suffit de
choisir

α =
2

tan(π
2
x)

si x ∈]0, 1[.
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Preuve 28 On sait que le premier pôle est associé à λ(it1) = −1, de plus t1 ∈]0, 1
x
[

la relation ĝ+(it1) = −ĝ−(it1) s’écrit :

b1(− sin θ+ − α

2
cos θ+) + b2(cos θ+ − α

2
sin θ+)

=

−
[
b1(− sin θ− +

α

2
cos θ−) + b2(cos θ− +

α

2
sin θ−)

]

Donc quelque soit (b1, b2) on a :





α

2
(cos θ− − cos θ+) = sin θ+ + sin θ−

α

2
(sin θ+ − sin θ−) = cos θ+ + cos θ−

On remarque que les deux équations du système précédent sont liées, donc il suffit de
considérer une seule équation. En choisissant une seule équation, on obtient l’expression
de α

α

2
=

sin θ+ + sin θ−
cos θ− − cos θ+

,

d’où

α =
2

tan( θ+−θ−
2

)
.

Comme x = θ+−θ−
π

, donc on peut exprimer α en fonction de x

α =
2

tan(πx
2

)
.

On remarque que α > 0 n’est possible que pour x < 1 i.e θ+ − θ− < π.
Donc, dans un secteur convexe on peut trouver un paramètre α positif qui élimine le
premier pôle it1 associé à λ(it) = −1.

Remarque 18 1. Si on travaille avec un seul paramètre α et pour des données
régulières on ne peut pas avoir α positif pour éliminer le premier pôle dans un
secteur non convexe.

2. Par passage à la décomposition du domaine, par exemple on découpe un disque en
deux et on regarde le problème avec les deux sous-domaines.
On peut supposer que Ω1 est convexe, alors dans Ω1 on peut obtenir une régularité
H2 et même mieux pour des données régulières, en revanche dans Ω2 le mieux que
l’on puisse obtenir est H1+ 1

x
−δ, où δ un réel positif très petit (par exemple choisir

α = 0). En pratique il suffit de prendre α petit.
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5.4.2 Cas des données associées au problème de Neumann

Si on regarde le problème avec les deux sous-domaines, on a toujours un domaine
convexe et un domaine non convexe, on peut supposer par exemple que Ω1 est convexe,(voir
figure 5.1).
On sait que dans le domaine convexe on peut éliminer le premier pôle, et on peut obtenir
une régularité H2 et même mieux pour des données régulières. Par contre dans Ω2(sous-
domaine non convexe) le mieux que l’on puisse obtenir pour des données régulières est

H1+ 1
x
−δ, où δ est réel positif petit, en prenant α = 0, avec un pôle en i

x
. En conséquence,

les données e− régulières sont au mieux H1+ 1
x
−δ dans le complémentaire de Ω1 avec une

singularité associée au pôle i
x
. Ainsi au lieu de travailler avec un développement de Taylor

usuel de e−, il vaut mieux considérer

e−(r, θ) = br
1
xφx(θ)

où r
1
xφx(θ) est le type asymptotique associé au problème de Neumann dans Ω2,





(
∂2

θ − z2
)
φ = 0

∂θφ|θ+ = 0
∂θφ|θ−+2π = 0

On prend z = i
x+

, où x+ = θ−+2π−θ+

π
, donc φ vérifie





(
∂2

θ + 1
x2
+

)
φ = 0

∂θφ|θ+ = 0
∂θφ|θ−+2π = 0

On en déduit par un simple calcul que

φ = cos

(
π(θ − θ+)

θ− + 2π − θ+

)
.

Donc, on travaille dans la suite avec une donnée

e−(r, θ) = b r
1

x+ cos

(
θ − θ+

x+

)
, (5.7)

et on veut que le premier pôle associé au problème dans Ω1 soit éliminé pour tout
b ∈ R.

On sait que le premier pôle dans ]0, 1
x
[ apparâıt pour λ(it1) = −1, on doit choisir

α > 0 dans Ω1 de telle sorte que ĝ+(it1) = −ĝ−(it1).
On rappelle que

g+(r) = 1{r≤R}

(
∂θ − α

2
(r∂r)

2
)
e−(r, θ+),

g−(r) = 1{r≤R}

(
∂θ + α

2
(r∂r)

2
)
e−(r, θ− + 2π).
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Un simple calcul utilise les définitions de g+, g− et la relation (5.7) donne

g+(r) = −1{r≤R}b
r

1
x+

x2
+

,

et

g−(r) = −1{r≤R}b
r

1
x+

x2
+

.

On constate que g+(r) = g−(r), donc il est impossible d’avoir ĝ+(it1) = −ĝ−(it1) avec
une donnée de la forme

e−(r, θ) = br
1

x+ cos

(
θ − θ+

x+

)
.

Le premier pôle it1 apparâıt pour la donnée singulière issue de Ω2.

Regardons à quel niveau est cette singularité associée à Ω1 pour le α bien calculé
pour des données régulières.

On sait que t1 est solution de

2

αt
= tan(

πxt

2
), t ∈]0,

1

x
[, x < 1

où

α =
2

tan(πx
2

)

donc t1 est solution de

tan(πx
2

)

t
= tan(

πxt

2
). (5.8)

Comme t1 ∈]0, 1
x
[, x < 1 donc forcément t1(α) = 1 est l’unique solution de l’équation

(5.8).
Même si ce pôle (t1 = 1) s’élimine au cours des itérations, il correspond à des singula-

rités moins fortes que celles apparaissant dans Ω2(1 >
1

x+
). En outre, il correspond dans

Ω1 à la régularité H2−0 et enfin après un certain nombre d’itérations on est proche des
données régulières et pour des données régulières et dans le cas d’un domaine convexe
ce pôle s’élimine pour le bon choix de α, i.e choisir

α =
2

tan(πx
2

)
.

5.5 Cas à deux paramètres : α+ en θ+ et α− en θ−

On sait jusqu’à maintenant que pour les secteurs convexes on peut optimiser le coef-
ficient α mais ce n’est pas le cas pour un secteur non convexe. Donc on se propose dans
cette partie de voir si c’est possible d’optimiser dans le cas d’un secteur non convexe
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quand on possède deux paramètres. Alors on va essayer de répondre à la question sui-
vante :

Peut-on optimiser α± dans un secteur non convexe ?
Pour répondre à cette question, on calcule les pôles puis voir la possibilité de choisir α±
pour éliminer le premier pôle dans le cas d’un secteur non convexe.

5.5.1 Calcul des pôles

On possède dans cette partie deux opérateurs d’interface qui dépendent des deux pa-
ramètres α+ en θ+ et α− en θ−. On proposera dans la suite une analyse de la résolvante
de notre problème pour déterminer les pôles et on discutera la position des pôles relati-
vement à zéro pour des données bien choisies.

Soit Ω = R
⋆
+×]θ−, θ+[ un secteur angulaire du plan.

Le système à résoudre est





(
∂2

θ + (r∂r)
2
)
e(r, θ) = 0(

∂θ + α−

2
(r∂r)

2
)
e(r, θ−) = g−(r)(

∂θ − α+

2
(r∂r)

2
)
e(r, θ+) = g+(r)

avec

g+(r) =
(
∂θ −

α+

2
(r∂r)

2
)
e−(r, θ+),

et
g−(r) =

(
∂θ +

α−
2

(r∂r)
2
)
e−(r, θ−).

Par passage en Mellin, on en déduit que





(
∂2

θ − z2
)
ê(z, θ) = 0(

∂θ − α−

2
z2
)
ê(z, θ−) = ĝ−(z)(

∂θ + α+

2
z2
)
ê(z, θ+) = ĝ+(z)

Nous avons vu que les solutions de l’équation (∂2
θ − z2)ê(z, θ) = 0 sont cherchées sous

la forme
ê(z, θ) = a(z)ez(θ−θ−) + b(z)e−z(θ−θ+)

où a(z) et b(z) sont deux fonctions qui dépendent de z.
Les conditions aux limites sur les bords {θ = θ±} donnent
En θ+ :

(∂θ +
α+

2
z2)ê(z, θ)|θ=θ+ = ĝ+(z) ⇐⇒ (z+

α+

2
z2)ez(θ+−θ−)a(z)+(−z+

α+

2
z2)b(z) = ĝ+(z),

En θ− :

(∂θ −
α−
2
z2)ê(z, θ)|θ=θ− = ĝ−(z) ⇐⇒ (z − α−

2
z2)a(z)− (z +

α−
2
z2)ez(θ+−θ−)b(z) = ĝ−(z).



130 Chapt 5. Décomposition de domaine avec coin intérieur

Donc a(z) et b(z) sont solutions de





(1 +
α+

2
z)ez(θ+−θ−)a(z) + (−1 +

α+

2
z)b(z) =

ĝ+(z)

z

(1 − α−
2
z)a(z) − (1 +

α−
2
z)ez(θ+−θ−)b(z) =

ĝ−(z)

z

On pose

B(z) =

(
(1 + α+

2
z)ez(θ+−θ−) −1 + α+

2
z

1 − α−

2
z −(1 + α−

2
z)ez(θ+−θ−)

)
,

donc la solution ê est donnée par

(
a(z)
b(z)

)
=

1

z
B−1(z)

(
ĝ+(z)
ĝ−(z)

)
.

On note par ∆(z) le déterminant de B(z), un simple calcul de déterminant donne

∆(z) = −(1 +
α+

2
z)(1 +

α−
2
z)e2z(θ+−θ−) + (1 − α+

2
z)(1 − α−

2
z).

Pour déterminer les pôles de B−1(z) il suffit de résoudre l’équation ∆(z) = 0, donc
les pôles sont solutions de

e2z(θ+−θ+) =
(1 − α−

2
z)(1 − α+

2
z)

(1 + α−

2
z)(1 + α+

2
z)
.

Proposition 20 Les pôles à partie imaginaire positive de B−1(z) sont de la forme
z = it avec





tan
(
t(θ+ − θ−)

)
=

α++α−
2

t
α+α−

4
t2−1

, t > 0

ou
t(θ+ − θ−) = π

2
mod (π) si α+α−

4
t2 − 1 = 0

Preuve 29 On sait que les pôles sont solutions de

e2z(θ+−θ−) =
(1 − α+

2
z)

(1 + α+

2
z)

(1 − α−

2
z)

(1 + α−

2
z)
. (5.9)

Remplaçons z par r + it dans (5.9) et on prend le carré du module on obtient

e4r(θ+−θ−) = θ1(r) θ2(r)

où

θ1(r) =
(1 − α+

2
r)2 + (α+

2
)2t2

(1 + α+

2
r)2 + (α+

2
)2t2

et θ2(r) =
(1 − α−

2
r)2 + (α−

2
)2t2

(1 + α−

2
r)2 + (α−

2
)2t2

.

On remarque que pour r > 0, on a θ1(r) < 1 et θ2(r) < 1, par contre e4r(θ+−θ−) > 1
donc on ne peut pas avoir r > 0, le même raisonnement donne que r ne peut pas être
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négatif. Donc forcément r = 0.
Ainsi les pôles sont de la forme z = it et t est solution de

e2it(θ+−θ−) =
(1 − α+

2
it)(1 − α−

2
it)

(1 + α+

2
it)(1 + α−

2
it)
. (5.10)

En écrivant le second membre de l’égalité (5.10) sous sa forme exponentielle c’est-à-
dire

(1 − α±

2
it)

(1 + α±

2
it)

= e2i arctan (−α±t

2
),

puis par égalité des arguments dans la relation (5.10) on déduit que

t(θ+ − θ−) = arctan(−α+t

2
) + arctan(−α−t

2
) mod (π)

= arctan

(
α++α−

2
t

α+α−

4
t2 − 1

)
mod (π)

donc t est solution de





tan (t(θ+ − θ−)) =
α++α−

2
t

α+α−

4
t2 − 1

, t > 0

ou

t(θ+ − θ−) = π
2

mod (π) si
α+α−

4
t2 − 1 = 0

Remarque 19 1. Nous possédons deux stratégies pour avoir des solutions plus régulières :

– Annuler le résidu au premier pôle pour le bon choix des paramètres α+ et α−.
– La deuxième stratégie consiste à pousser le premier pôle le plus loin possible de
z = 0 pour des coefficients α+ et α− bien choisis.

2. On remarque qu’avec la deuxième méthode on peut pousser le premier pôle jusqu’à
π

θ+−θ−
= 1

x
, ce qui correspond à choisir (α+, α−) deux réels qui tendent vers zéro.

Par contre annuler le résidu du premier pôle it1 pour le bon choix des paramètres
α± (s’ils existent), le premier pôle qui intervient est supérieur à π

θ+−θ−
= 1

x
. Donc

la première méthode est meilleure que la seconde.

Remarque 20 1. Si 2√
α+α−

< 1
2x

, d’après la figure 5.3, on peut localiser les pôles

k = 1, t1 ∈ ] 1√
α+α−

, 1
2x

[

k ≥ 2, tk ∈ ]k−1
x
,

k− 1
2

x
[

2. Si 2√
α+α−

> 1
2x

d’après la figure 5.4 on peut localiser les pôles

k = 1, t1 ∈ ] 1
2x
,min( 1√

α+α−
, 1

x
)[

k ≥ 2, tk ≥ 1
x

3. On note pour les cas limites 2√
α+α−

= 1
2x

le premier pôle est donné par t1 = 1
2x

.
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tan(pi.*x.t)
(alpha

+
+alpha

−
/2)*t/ [alpha

+
*alpha

−
*0.25*t2−1]

1/2x 1/x 3/2x 

t1 t2 

Fig. 5.3 – Cas où 2√
α+α−

< 1
2x

tan(pi.*x.t)
(alpha

+
+alpha

−
/2)*t/ [alpha

+
*alpha

−
*0.25*t2−1]

1/2x 1/x 3/2x 

t1 
t2 t3 

Fig. 5.4 – Cas où 2√
α+α−

> 1
2x
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5.5.2 Etude avec des données bien choisies

Nous travaillons d’un secteur non convexe et on se propose de déterminer α+ et α−
pour annuler le premier pôle(it1) pour des données bien choisies.

On prend dans la suite du calcul e−, une donnée linéaire e−(x, y) = b1x + b2y. En
utilisant les mêmes techniques de calcul que les sections précédentes, on peut déterminer
l’expression de ĝ+(z) et ĝ−(z), et on a

Proposition 21 Soit e−(x, y) = b1x+ b2y alors

ĝ+(z) =
R1+iz

1 + iz

[
b1(− sin θ+ − α+

2
cos θ+) + b2(cos θ+ − α+

2
sin θ+)

]

et

ĝ−(z) =
R1+iz

1 + iz

[
b1(− sin θ− +

α−
2

cos θ−) + b2(cos θ− +
α−
2

sin θ−)
]

Proposition 22 Soit Ω un secteur non convexe alors on a

1. α+ = α−(= α),

2. on ne peut pas optimiser le coefficient α pour éliminer le premier pôle it1.

Preuve 30 – On veut que pour le bon choix de α±,

1

z
B−1(z)

(
ĝ+(z)
ĝ−(z)

)

n’ait pas de pôle en z = it1 i.e

∆(it1)B
−1(it1)

(
ĝ+(it1)
ĝ−(it1)

)
= 0.

Donc, le problème revient à résoudre le système

(
−(1 + α−

2
it1)e

it1(θ+−θ−) 1 − α+

2
it1

−(1 − α−

2
it1) (1 + α+

2
it1)e

it1(θ+−θ−)

)(
ĝ+(it1)
ĝ−(it1)

)
= 0.

On remarque que det(∆(it1)B
−1(it1)) = ∆(it1) = 0, donc pour résoudre ce système

d’inconnus α±, il suffit de considérer une seule équation.

Alors, on a

ĝ+(it1) =
1 − i

α+

2
t1

1 + i
α−

2
t1
e−it1(θ+−θ−)ĝ−(it1).

On pose

λ(it1) =
1 − i

α+

2
t1

1 + i
α−

2
t1
e−it1(θ+−θ−) ∈ R.

Donc avec cette notation α± est solution de
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ĝ+(it1) = λ(it1)ĝ−(it1). (5.11)

On sait que le premier pôle est associé à λ(it1) = −1, de plus dans tous les cas
t1 <

π
θ+−θ−

, donc pour un secteur non convexe on a forcément t1 < 1.

La relation ĝ+(it1) = λ(it1)ĝ−(it1) donne





λ
(
− sin θ− + α−

2
cos θ−

)
= −

(
α+

2
cos θ+ + sin θ+

)

λ
(

cos θ− + α−

2
sin θ−

)
=
(
− α+

2
sin θ+ + cos θ+

) (5.12)

On met les deux équations du système (5.12) au carré, puis on remplace λ2 = |λ|2

par
1 + (α+

2
t1)

2

1 + (α−

2
t1)2

. En développant les deux équations obtenues, et en faisant leurs

somme on obtient [
(
α+

2
)2 − (

α−
2

)2
]
(t21 − 1) = 0. (5.13)

Comme on a déjà dit que dans un secteur non convexe t1(α±) < 1, donc d’après la
formule (5.13) on en déduit que α+ = α−.

– On a déjà dit qu’avec un seul paramètre on ne peut optimiser que dans le cas
convexe, comme nous travaillons dans un secteur non convexe alors il n’existe
aucun α qui élimine le premier pôle it1.

Remarque 21 1. On remarque que dans un secteur non convexe on n’arrive pas à
trouver α pour éliminer le premier pôle it1 avec la première stratégie.

2. Si on utilise la deuxième stratégie on peut pousser le premier pôle jusqu’à π
θ+−θ−

ce qui revient à choisir α+, α− très petits (proche de zéro), donc les conditions
d’interface au voisinage du coin se réduisent à des conditions de Neumann, dans ce
cas on peut avoir la régularité H

3
2 . On peut d’ailleurs prendre dans ce cas α = 0.

3. Numériquement, le choix de α très petit dans le cadre d’une décomposition du
domaine, se traduit par l’utilisation des conditions optimisées d’interface partout
sur le coté commun des deux sous-domaines.

4. Si on veut envisager une décomposition du domaine dans le cas où le domaine
global est un disque, il vaut mieux considérer une décomposition du domaine en
trois sous-domaines convexes, qu’on sait déjà optimiser le long des interfaces entre
les sous-domaines.

5.6 Construction des conditions d’interface

Nous avons dit qu’on travaille avec des conditions d’interface de la forme

∂

∂n
− 1

2

∂

∂r
(αr

∂

∂r
)

qui sont valable près du coin.
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On rappel que les conditions d’interface se présente de façon générale sous la forme

∂

∂n
+ β(r) − ∂

∂r
(
α(r)

2

∂

∂r
) (5.14)

où α(r), β(r) deux fonctions seront construites de telle sorte que l’opérateur (5.14)
soit valable sur toute l’interface entre les deux sous-domaines.

Nous avons déjà dit que pour le coin intérieur au domaine global, on prendra β = 0
dans les conditions d’interface (5.14).

• Méthode de construction des deux fonctions α(r) et β(r)
La construction des deux fonctions α(r) et β(r) est la même que le chapitre précédent.

Numériquement, une fois le coefficient α déterminé pour avoir le meilleur comporte-
ment au coin, on raccordera la fonction αr avec la constante αopt, et on choisit β très
petit.

En pratique, les tests numériques sont réalisés sur un pas de maillage h, ce qui cor-
respond à choisir α et β tels que αopt

αh
soit de l’ordre de 3 et β

βopth
soit de l’ordre de zéro.

Cela correspond au nombre de mailles près du coin où les coefficients des deux fonctions
α(r) et β(r) de la condition d’interface sont variables. Si de plus αopt

αh
est de l’ordre de 0,

on dira qu’on travaille sur zéro mailles près du coin.

5.7 Quelques résultats numériques

Soit Ω ⊂ R
2, on étudie le problème de Dirichlet dans le cas où Ω est un disque (voir la

figure 5.1).

Nous exécutons toutes nos expériences sur l’équation de l’erreur(l’erreur est la différence
entre l’itérée et la solution “exacte”).

Nous avons réalisé un algorithme avec le logiciel FreeFem++ dans le cas d’une décomposition
du domaine en trois sous-domaines, on fait varier la valeur du paramètre α qui in-
tervient dans les conditions aux limites, on note que pour la valeur optimisée de α
on a une convergence plus rapide que les autres valeurs prises par α.

Dans nos expériences numériques, nous faisons un maillage plus raffiné au voisinage du
coin (voir la figure 5.5) de façon à nous assurer que ce que nous observons corres-
pond bien à nos prévisions théoriques et n’est pas l’effet d’un filtrage numérique
dû à un maillage trop grossier au coin.

•Convergence et nombre d’itérations

Dans cette section nous présentons quelques courbes décrivant l’allure de l’erreur en
fonction du nombre d’itérations nécessaires pour atteindre le critère : ||erreur||L2(Ω) <

10−6.
Nous considérons un découpage du domaine en trois sous-domaines et nous regardons la
décroissance logarithmique de l’erreur en fonction du nombre d’itérations.
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Fig. 5.5 – Décomposition d’un disque de R
2 en trois sous-domaines avec raffinement du

maillage au coin.

Dans un premier temps, nous travaillerons avec les conditions aux limites optimisées
dans deux sous-domaines et nous ferons varier le coefficient α dans les conditions aux
limites du troisième sous-domaine, puis nous traiterons le cas où le coefficient optimisé
au coin est pris dans un seul domaine et nous terminerons notre étude par le choix d’un
mauvais coefficient dans les conditions aux limites des trois sous-domaines.

• 1er cas

Nous traitons ici, l’effet d’un mauvais coefficient au coin pris dans les conditions d’in-
terface dans l’un des trois sous-domaines par rapport au cas idéal où tous les coefficients
des opérateurs d’interface sont des coefficients optimisés.

Le tableau 5.1 montre le nombre d’itérations nécessaire pour avoir une erreur de
l’ordre de 10−6.

La figure 5.7 décrit la décroissance logarithmique de l’erreur. On remarque que la
convergence est plus rapide pour les conditions d’interface avec COC au coin.
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α tan( πx
2

)

2
Nombre d’itérations

10−2 22
10−1 21
1 (COC) 13
10 16

Tab. 5.1 – Nombre d’itérations pour différentes valeurs de
α tan( πx

2
)

2
.

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

 0

 1

 0  5  10  15  20  25

"Top.gp"
"T004.gp"
"T007.gp"
"T010.gp"

Fig. 5.6 – Top.gp : Log10(erreur) en fonction des itérations avec COC,
Ti.gp, i 6= op : Log10(erreur) en fonction des itérations pour différentes

choix non optimisés de
α tan( πx

2
)

2
, ||erreur||L2 < 10−6.
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•2ème cas

Nous traitons maintenant le cas où on possède le COC dans les conditions d’interface
d’un seul sous-domaine, et nous regardons l’influence des mauvais coefficients dans les
deux autres sous-domaines par rapport au cas idéal.

Le tableau 5.2 montre le nombre d’itérations nécessaires pour avoir une erreur de
l’ordre de 10−6.

La figure 5.7 décrit la décroissance logarithmique de l’erreur. On remarque que la
convergence est plus rapide pour les conditions d’interface avec COC.

α tan( πx
2

)

2
Nombre d’itérations

0.02 47
0.15 53
10−1 62

1 (COC) 13
10 34
15 129

Tab. 5.2 – Nombre d’itérations pour différentes valeurs de
α tan( πx

2
)

2
.

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1
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Fig. 5.7 – Top.gp : Log10(erreur) en fonction des itérations avec COC,
Ti.gp, i 6= op : Log10(erreur) en fonction des itérations pour différentes

choix non optimisés de
α tan( πx

2
)

2
, ||erreur||L2 < 10−6.
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•3ème cas

Nous terminons par l’étude du cas où on met partout un “mauvais” coefficient au
coin et nous regardons l’influence des mauvais coefficients au coin par rapport au cas
idéal où on met partout le coefficient COC au coin.

Le tableau 5.3 montre le nombre d’itérations nécessaires pour avoir une erreur de
l’ordre de 10−6.
La figure 5.8 décrit la décroissance logarithmique de l’erreur. On remarque que la conver-
gence est plus rapide pour les conditions d’interface avec COC.

α tan( πx
2

)

2
Nombre d’itérations

0.1 34
1 (COC) 13

10 14
20 16
100 20
150 21

Tab. 5.3 – Nombre d’itérations pour différentes valeurs de
α tan( πx

2
)

2
.

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

 0
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 0  5  10  15  20  25
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"T054.gp"
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"T058.gp"

Fig. 5.8 – Top.gp : Log10(erreur) en fonction des itérations avec COC,
Ti.gp, i 6=op : Log10(erreur) en fonction des itérations pour différentes

choix non optimisés de
α tan( πx

2
)

2
, ||erreur||L2 < 10−6.
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• Les conditions optimisés au coin et à l’interface

On travaille toujours avec les mêmes notations que le chapitre précédent. On donne
dans ce paragraphe des résultats numériques qui montrent que les conditions opti-
misés au coin( cas du COC) apportent mieux la convergence au coin.

On rappelle que :

–

||u||L2(Ω) =

∫

Ω

|u|2(x)dx

–

|u|1 =

∫

Ω

|∇u|2(x)dx

Les tableaux 5.4, 5.5 montrent le nombre d’itérations nécessaires pour avoir une erreur
de l’ordre de 10−6.

On rappelle que dans les tableaux (5.4),(5.5) la colonne “nombre de mailles au coin”
correspond au nombre de mailles sur les quelles le coefficient α des conditions
d’interface est variable.

Les figures 5.9, 5.10 décrivent la décroissance logarithmique de l’erreur.

On remarque que la convergence est plus rapide pour les conditions d’interface avec
COC.

Valeurs au coin Nombre d’itérations Nombre de mailles au coin
COC 13 3
CICC 24 0

Tab. 5.4 – Nombre d’itérations en fonction de COC et CICC, avec ||erreur||L2(Ω) < 10−6

Valeurs au coin Nombre d’itérations Nombre de mailles au coin
COC 24 3
CICC 60 0

Tab. 5.5 – Nombre d’itérations en fonction de COC et CICC, avec |erreur|1 < 10−6

• Erreur en 3D
Nous présentons des exemples décrivant l’erreur en 3D dans le cas d’une décomposition
du domaine en trois sous-domaines symétriques. On remarque qu’au cours des itérations
l’erreur s’élimine du coin quand on choisit le COC dans les conditions d’interface (voir
figures 5.11,...,5.14). Par contre si on travaille avec les CICC, l’erreur présente des pics
très marqués au niveau du coin(voir figures 5.15,...,5.18), donc l’erreur reste au coin.
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Fig. 5.9 – T071.gp : Log10(erreur) en fonction des itérations avec COC,
T074.gp : Log10(erreur) en fonction des itérations avec CICC, pour

||erreur||L2(Ω) < 10−6.
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Fig. 5.10 – Tgrad7.gp : Log10(erreur) en fonction des itérations avec COC,
Tgrad5.gp : Log10(erreur) en fonction des itérations avec CICC, pour

|erreur|1 < 10−6.
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Fig. 5.11 – L’erreur avec COC à la
première itération.

Fig. 5.12 – L’erreur avec COC à la 5ème

itération.

Fig. 5.13 – L’erreur avec COC à la 8ème

itération.

Fig. 5.14 – L’erreur avec COC à la
13ème(dernière) itération.
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Fig. 5.15 – L’erreur avec CICC à la
4ème itération.

Fig. 5.16 – L’erreur avec CICC à la
7ème itération.

Fig. 5.17 – L’erreur avec CICC à la
13ème itération.

Fig. 5.18 – L’erreur avec CICC à la
24ème(dernière) itération.
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• Remarques

1. Les expériences numériques avec des conditions d’interface bien adaptées au coin et
à coefficients optimisés montrent que l’erreur est faible au coin et on a convergence
dans 13 itérations (Pour la norme L2 de l’erreur). En revanche si on choisit d’autres
coefficients que les coefficients optimisés l’erreur présente des pics très marqués au
niveau du coin et la convergence est lente. Donc, les conditions d’interface à coeffi-
cients optimisés au coin(COC) conduisent à un gain en vitesse de convergence(les
itérations) par rapport aux conditions d’interface de type CICC.

2. Dans les deux derniers chapitres, nous avons mis en évidence le fait que la conver-
gence de la méthode est sensible aux variations des paramètres(α, β) intervenant
dans les conditions d’interface.



Bibliographie

[1] Alfio Quarteroni and Alberto Valli.
Domain decomposition methods for partial Differential Equations. Oxford Science
Publications, 1999.

[2] C.Carlenzoli and A. Quarteroni.
Adaptive domain decomposition methods for advection-diffusion problems, The
IMA Volumes in Mathematics and its Applications, Vol. 75, Springer Verlag, 1995,
pp. 165-186.

[3] M. Dauge.
Lecture Notes in Mathematics 1341. Elliptic Boundary Value Problems on Corner
Domains. March 5th, 1988.

[4] B. Despres.
Domain decomposition methods and the Helmholtz problem, Mathematical and
Numerical aspects of wave propagation phenomena, SIAM. 1991, pp. 44-52.

[5] Geneviève Raugel.
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