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Introduction

Les méthodes de décomposition de domaine se sont particulierement développées ces
dix dernieres années avec l'arrivée d’ordinateurs paralleles et constituent actuellement un
axe de recherche tres actif en analyse numérique. Elles sont actuellement bien comprises
dans le cas d'un domaine régulier décomposé en sous-domaines réguliers, voir par exemple
[24], [15] et [1]. Un enjeu important pour les applications est une bonne compréhension
des cas singuliers : problémes a coins (2D), arétes et triedres (3D).

Le principe de ces méthodes est le suivant : pour un opérateur elliptique L et un
domaine €2, on cherche a résoudre

Lu = f dans Q (1)
+C.L sur 0f)

Quand le domaine €2 est “grand”, on le décompose en sous-domaines, Q = UZNQ;
ou les §; sont des ouverts de € et on résout de facon itérative

Lul™ = f dans
Byyipul ™t = Byygu sur 09 N (i # )
+C.L  sur 09; NOSY

pour ¢ = 1,..., N. Les opérateurs d’interface B;; sont des opérateurs différentiels ou
pseudo-différentiels appliqués aux vecteurs traces 7,;,¢,7 = 1...V.

Le choix des opérateurs d’interface a une tres grande influence sur la vitesse de conver-
gence de l'algorithme. Dans le cadre des interfaces régulieres, cette analyse a déja été
faite tant au niveau théorique que numérique : un choix optimal repose sur un compromis
entre optimalité théorique et facilité d’implémentation, voir [16].

Dans la situation avec singularités géométriques on peut envisager deux situations :

1. Le cas ou le domaine global €2 est régulier et donc la solution globale est plus
réguliere a priori que les solutions du probleme dans chaque sous-domaine seule-
ment régulier (C') par morceaux avec des conditions d’interfaces usuelles, voir
figure 1.

2. Le domaine global est singulier et non convexe et donc la solution globale présente
des singularités qui n’apparaissent pas a priori dans les solutions des problemes
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8 Introduction

Fi1G. 1 — Domaine régulier. F1G. 2 — Domaine irrégulier.

dans chaque sous-domaine supposé régulier avec des conditions d’interfaces bien
choisies, voir figure 2.

Nous considérons dans ce travail le cas ou L est le Laplacien en dimension deux.
L’analyse du probleme en dimension deux a l’aide de la transformée de Mellin conduit a
considérer des conditions d’interface a proximité des sous-domaines de la forme

Bij =5+~ — (55

ou r désigne la distance au coin, n; la normale extérieure au sous-domaine §2;, a;; et 3;;
sont des coefficients & déterminer. Les types asymptotiques de u* dépendent de ceux
de B;j(u}) ainsi que des coefficients a;; et 3;;. On se place dans la situation idéale ou uf
a les mémes types asymptotiques que ceux de la solution u de (1). On choisit o;; et §;; de
facon a ce que les types asymptotiques de uf’“ soient le plus proche possible de ceux de
u. Les formules correspondantes pour «y; et 3;; sont différentes selon que I'on se trouve
dans 1'une des deux situations évoquées plus haut.

Des simulations numériques basées sur la méthode des éléments finis et réalisés a
I’aide du logiciel FreeFem-++ confortent cette approche puisque le nombre minimum
d’itérations correspond au choix théorique proposé.

Ce travail est présenté de la maniere suivante :

1. Dans le premier chapitre nous faisons un rappel bibliographique de la méthode de
décomposition de domaine pour résoudre le probleme de Laplace, nous introduisons
la notion des conditions aux limites artificielles exactes, et nous rappelons quelques
résultats d’optimisation des conditions d’interface.
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2. Dans le deuxieme chapitre nous rappelons la théorie de V.Kondratiev et les pro-
priétés de la transformée de Mellin, qui permet de décrire la régularité H*® dans les
domaines a coins.

3. Dans le chapitre trois nous présentons la notion de type asymptotique et nous
introduisons des espaces de Sobolev avec singularités prescrites qui interviennent
dans la résolution des problemes elliptiques.

4. Le chapitre 4 a pour objet la construction des opérateurs d’interface de la forme

0 0 a 0
—+L_ 222
on r Or 2 Or
ou 7 est la distance au coin. Nous faisons une étude d’optimisation des condi-

tions d’interface dans le cas ou le domaine global est irrégulier(voir figure 2). Nous
donnerons des résultats numériques réalisés avec le logiciel FreeFem++.

5. Dans ce chapitre 5, contrairement au chapitre précédent nous traitons le cas ou
le domaine global est régulier (voir figure 1). Nous travaillons avec des conditions
d’interface de type

ou r est la distance au coin. Nous faisons une étude d’optimisation des conditions
d’interface. Dans le cadre d’'une décomposition en deux sous-domaines, un calcul
explicite montrera qu’on peut optimiser que dans le sous-domaine convexe. Nous
présentons des résultats numériques qui confirment nos prévisions théoriques.
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Chapitre 1

Généralités et rappels

Nous exposons dans ce chapitre les principes et généralités des méthodes de décomposition
de domaines et la construction des conditions aux limites artificielles (CLA) exactes.
Nous ne ferons qu'un bref rappel sur les méthodes de décomposition de domaines et
des définitions des CLA exactes. Nous reviendrons en détail sur I'application de ces
méthodes pour la résolution des problemes aux dérivées partielles avec des CLA exactes
bien choisies pour avoir des algorithmes efficaces.

1.1 Meéthode de décomposition de domaine

1.1.1 Motivation de I’utilisation des méthodes de décomposition
de domaine

L’objectif principal des méthodes de décomposition de domaine est de trouver des
solutions aux problemes issus des équations aux dérivées partielles définies sur des
géométries compliquées ou de grande taille. En effet, la résolution directe du probleme
dans le domaine global engendre des systemes linéaires de grande taille difficiles a
résoudre par des solveurs directs ou méthodes itératives classiques, d’autant plus que de
tels systemes sont souvent mal conditionnés, d’ou I'utilité des méthodes de décomposition
de domaine. Elles permettent de décomposer le probléeme initial en des sous-probléemes de
petite taille définis sur des géométries plus simples. En outre, les méthodes de décomposition
de domaine ont récemment eu un grand intérét du point du vue théorique et numérique
car elles fournissent des algorithmes bien adaptés aux ordinateurs paralleles, elles peuvent
s’appliquer a des problemes définis sur des géométries complexes, elles facilitent 1'utili-
sation des schémas numériques (éléments finis, différences finies,...) pour chaque sous-
probleme et peuvent étre combinées avec d’autres méthodes telles que le raffinement
local du maillage.

Les méthodes de décomposition de domaine consistent a partager le domaine de
résolution d’une équation aux dérivées partielles en sous-domaines. On peut alors trai-
ter des problemes de grande taille pour lesquels aucun ordinateur n’aurait suffisamment
de place mémoire. On reformule le probleme en un probleme équivalent dont les in-
connues sont des fonctions définies sur les interfaces des sous-domaines (méthode de

11



12 Chapt 1. Généralités et rappels

sous-structuration). La résolution du probleme d’interface par des méthodes itératives
(de type Gradient conjugué) s’effectue par des résolutions successives du probléeme dans
chaque sous-domaine de fagon indépendante : chaque sous-domaine est attribué a un
processeur qui résout son probleme a l'aide des données contenues dans la mémoire lo-
cale. Au cours de la résolution des problemes d’interface, il est nécessaire de choisir des
bonnes conditions de raccord sur les interfaces des sous-domaines pour avoir une vitesse
de convergence optimale.

1.1.2 Historique des méthodes de décomposition de domaine

La premiere méthode de décomposition de domaine a été développée a la fin du 19™¢
siecle par le mathématicien H.A.Schwarz dans le but d’étudier I'opérateur de Laplace.
Son idée est d’étudier le probleme dans le cas ou €2 est la réunion de domaines simples,
par exemple : I'union d’un rectangle et d’un disque.

Nous présenterons plus tard un rappel sur la méthode de Schwarz.

La méthode de Schwarz nécessite un recouvrement entre les sous-domaines [18] (H.A.
Schwarz, 1870). La convergence a été étudiée par H.A.Schwarz, puis P.L.Lions [20] (P.L.
Lions, 1988). L’inconvénient de ce type de découpage est la complexité de sa mise en
oeuvre numérique, surtout dans le cas de problemes 3D, en outre il est difficile de définir
les zones de recouvrement pour des géométries tres complexes. De plus, la convergence
de la méthode est tres lente.

- Vu la complexité de la premiere méthode, une autre méthode a été introduite : la
méthode de décomposition de domaine sans recouvrement des sous-domaines. Dans ce
cas on doit choisir des opérateurs d’interface spécifiques pour que la méthode converge.
Une extension de la méthode de Schwarz dans le cas sans recouvrement a été introduite
dans [21] (P.L. Lions, 1989), puis [4] (B. Despres, 1991), [9] (F. Nataf, F. Rogier et
P. Charton, 1991), [2] (C. Carlenzoli et A. Quarteroni, 1995). Dans [23] (P. Le Tallec,
1994) a prouvé que I'algorithme de Schwarz est un cas particulier des méthodes de sous-
structuration.

1.2 Méthode de Schwarz

La méthode de Schwarz sert a résoudre des problemes elliptiques sur un domaine
décomposé en plusieurs sous-domaines qui se recouvrent. Pour simplifier on va se limiter
aux problemes elliptiques avec des conditions aux limites homogenes.

Exemple : soit Q =Q;UQ, avec Q3 NQy # 0

On résout

(n—Au =f dans Q
u =0 sur 002

oun > 0.
Pour une décomposition en deux sous-domaines, on rappelle I’algorithme de Schwarz :
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soient (uf,usy) une approximation de (ujq,,u|,) a l'itération n de I’algorithme.

(u ub ™) sont définis par :

(n— A =f dans
=0 sur 99 NN

Uy
utt =uh osur 99 N QO

(n—A)us™ =f dans
ud™ =0 sur 99, NN
ud™ =u" sur 0, N

Le probleme dans €); doit étre résolu avant celui de €2y, une légere modification de
I’algorithme est la méthode de Schwarz additive.

(n— A =f dans
Vi, j € {1,2}, ultt =0 sur 99, N O

urtt = u? sur I'; = 08, N Q_]

1

Les deux problemes dans €2; et {2 peuvent étre résolus concurremment. On itere
plusieurs fois, jusqu’a ce que le critere d’arrét soit vérifié, on peut par exemple utiliser
comme critere d’arrét, pour € assez petit donné :

Hulﬁl — || < € et Hugﬁfgl —ugfp,|| <€

ou

Jug " — g "] < e et fJup"T —up"|| < e

Schwarz prouve qu'’il y a convergence de (uf,u3) vers (ujo,,ujo,) quand n tend vers

I'infini en utilisant le principe de maximum.
Vers les années 30, Sobolev a découvert une formulation variationnelle pour des problemes
en élasticité linéaire [Sobolev, 1936], il a montré qu’on peut utiliser ces algorithmes méme
pour des problemes ne vérifiant pas le principe de maximum. Puis 1988, P.L.Lions a
montré que la convergence de méthode de Schwarz dépend de la taille du recouvrement
0, du pas de discrétisation h et du diametre caractéristique des sous-domaines. On note
que la convergence est meilleure si le recouvrement est important.

L’avantage de ces algorithmes est ’économie en place mémoire, en effet si ces algo-
rithmes sont résolus par des méthodes directes le cotuit de stockage est tres grand, mais
en divisant le probleme original en plus petits morceaux la quantité de stockage peut
étre réduite.

L’inconvénient de la méthode additive de Schwarz est le besoin d’une décomposition
de domaine avec recouvrement afin de converger, mais on peut remplacer les conditions
de Dirichlet sur I'interface par d’autres conditions qui apportent la convergence pour une
décomposition de domaine sans recouvrement, exemple : on prend la condition de Robin
(On, + (3),... de plus, on peut optimiser les conditions d’interface afin d’avoir une conver-
gence plus rapide. Parmi les résultats on note celui de P.L.Lions prouvant la convergence
en remplacant les données de Dirichlet sur l'interface par des conditions de type Robin.
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Nous supposons pour simplifier les calculs que le domaine €2 est découpé en deux
sous-domaines disjoints séparés par une interface I'15. De facon générale ’algorithme de
Schwarz dans le cas d'un découpage du domaine sans recouvrement se présente comme
suit :

e Algorithme de Schwarz, sans recouvrement

Soit (u));=1 .2 une approximation initiale de la solution de u dans chaque sous-domaines
dans le cas d'un découpage en deux sous-domaines, et (u}');—1 2 la valeur de I"approxima-
tion de u a l'itération n. L’algorithme de Schwarz s’écrit :

+1

L(uf™) = f, dans
By(u"™) = By(u}) sur I'j
Luz™)

uy™) = f, dans Q,
Bo(ul™) = By(u?) sur 'y,

ou B; et By sont des opérateurs d’interfaces.

En décomposition de domaine, le choix des conditions de raccord aux interfaces des
sous-domaines est tres important pour obtenir des algorithmes stables et performants.

Nous proposerons d’abord un rappel bibliographique des conditions aux limites artifi-
cielles (CLA) puis nous donnerons une méthode de construction des conditions d’interface
en décomposition de domaine a partir des CLA pour résoudre le probleme : (n—A)u = f.

1.3 Introduction aux conditions aux limites artifi-
cielles

Dans cette section nous exposons la notion de condition aux limites artificielles et
son utilité pour choisir des conditions de raccord aux interfaces comme dans [12], [13]
(F. Nataf et F. Rogier 1994-1995). Choisir comme condition d’interface les conditions
aux limites absorbantes est un point fondamental car cela permet d’améliorer le taux de
convergence, voir [15] (F. Nataf, F. Nier).

1.3.1 Rappel sur les CLA exactes : cas de 2 sous-domaines

On note par n; la normale extérieure a un sous-domaine ; de R? et 7; le vecteur
tangent unitaire défini comme suit (voir figure 1.1) :

Les conditions aux limites artificielles (CLA) sont utilisées en calcul scientifique pour
résoudre des problemes posés dans des domaines non bornés (cas de R?).
Si on fait une discrétisation de types éléments finis, volumes finis, différences finies, il est
nécessaire de tronquer le domaine de calcul par une frontiere artificielle sur laquelle il
faut donner une condition aux limites dite artificielle. De maniere idéale, cette condition
est telle que la solution calculée dans le domaine tronqué soit la restriction de la solution
calculée dans le domaine non tronqué, on dira qu’'une telle condition aux limites est une
condition aux limites artificielle exacte (CLAE). En général cette condition s’écrit sous
forme intégrale en espace et temps et son implémentation numérique est tres couteuse.
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ng == n

F1G. 1.1 — Interface entre deux sous-domaines

Ce probleme a motivé la recherche d’une condition qui approche (en espaces et en temps)
les CLAE, ceci fait I’'objet de plusieurs travaux ([7], [8], Engquist et A. Majda 1977-1979).

On suppose qu’on veut résoudre I'équation : L(u) = f dans R ou L =n— A, n > 0.
On suppose de plus que le support de f est inclus dans le demi espace z < 0.
On considere la troncature du domaine de calcul a droite par la frontiere artificielle x = 0,
notée I'.

On introduit l'opérateur de Steklov-Poincaré du demi-espace {z > 0} :
Azso t ug — —Z2w(0,y) on

L(w) =0,z2>0

w est bornée a 'infini

On cherche a mettre une condition aux limites en x = 0 qui soit exacte, c’est-a-dire
que l'on cherche un opérateur B tel que la solution v du probleme :

{ Lv) =f,x<0
B(v) =0,z=0

soit la restriction de u sur | — oo, 0] x R.

Comme u vérifie L(u) = 0 dans [0, 00[xR, d’apres la définition de A,~o et I'unicité
de solution du systeme vérifié par w, nous avons (0, + Ay=o)(u) = 0 en z = 0, cette
condition s’appelle condition aux limites artificielle exacte.

On suppose maintenant que le support de f est inclus dans le demi-espace = > 0.

On introduit l'opérateur de Steklov-Poincaré du demi-espace {z > 0} :
Npco i ug — a%w(O,y) ou

Lw) =0,2<0

w est bornée a 'infini

On cherche a mettre une condition aux limites en x = 0 qui soit exacte, c¢’est-a-dire
que 'on cherche un opérateur B tel que la solution v du probleme :
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Lv) =f,z>0
{ B(v) =0,z=0

soit la restriction de u sur [0, —oo[xR.

Comme u vérifie L(u) = 0 dans [0, co[xR, d’apres la définition de A, et 'unicité
de solution du systeéme vérifié par w, nous avons (0, — Ay<o)(u) = 0 en z = 0, cette
condition s’appelle condition aux limites artificielle exacte.

Comme L est un opérateur a coefficients constants, le symbole de A,.q peut étre
déterminé explicitement.

On désigne par w la transformée de Fourier partielle par rapport a y de w et k la
variable duale associée a y. On définit

w(zx, k) :/e_ikyw(x,y)dy
R

et Iy ! désigne la transformée de Fourier inverse.
Prenons la transformée de Fourier partielle par rapport a y de L(w) = 0 on obtient :

(n— 0%+ k)w(x, k) =0, dans x > 0 et k € R.

Les solutions sont cherchées sous la forme . c;(k)e*®® ou les \;(k) annulent le
polynéme caractéristique de L : n — \? + k2

Ainsi nous avons deux possibilités pour \;(k) :

A=+ k2 N\t =/n+ k2

. N , < . . + e, A
La solution w étant bornée & 'infini, le terme en facteur de e* * doit étre nul. Nous
avons ainsi :

w(z, k) = b(k)er ®me,
oren z = 0,w(0,k) = uy(k) donc :
W(z, k) = tg(k)e B2
et
Auso(uo) = Fi (=A7 (K)o (k).
De méme, si le support de f est inclut dans R, on a
Agco(uo) = FiH (AF ()i (K))

Remarque 1 Dans le cas ou L est un opérateur a coefficients constants on prend la
transformée de Fourier de L par rapport a y, on peut le factoriser.

Exemple : soit L =n— A

L peut s’écrire sous la forme

L= _(8$ - Ax<0)(a’t + Ax>0)

Les opérateurs intervenants dans les conditions aux limites artificielles exactes sont
les termes de la factorisation de L. Si L est a coefficients variables on peut relier la
factorisation de L aux conditions aux limites artificielles exactes (voir [17], F. Nataf, F.
Nier).
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Pour les méthodes de type Schwarz plusieurs conditions d’interface ont été introduites
a partir des conditions aux limites artificielles.

1.4 Les CLA exactes en tant que condition d’inter-
face

Les conditions aux limites artificielles ont été utilisées pour la premiere fois comme

condition d’interface dans [19] (T. Hagstrom, R.P. Tewarson et A. Jazcilevich, 1988). On
a alors convergence en deux itérations de la méthode de décomposition de domaine.
En général les opérateurs intervenant dans les CLA exactes ne sont pas utilisés direc-
tement comme conditions d’interface, car ils ne sont pas des opérateurs aux dérivées
partielles et donc leur implémentation numérique dans un code sera tres pénible. Pour
cette raison, il faut chercher des opérateurs aux dérivées partielles qui approchent ceux
intervenant dans les CLA exactes.

On a vu que les opérateurs intervenant dans les conditions aux limites artificielles
exactes sont de la forme :

(a:p + Ax>0)7 (ax - Ax<0)-

Les opérateurs A,o et A,~g ne sont pas des opérateurs aux dérivées partielles. Nous
sommes motivés par la recherche des opérateurs aux dérivées partielles qui approchent
Ayco et Ay~o, ceci revient a approcher A~ et A™ par un polynome en k. Par simplicité, on
ne regardera que des polynoémes d’ordre 2 qui correspondent a des conditions d’interface
avec des dérivées tangentes d’ordre 2 faciles a mettre en oeuvre numériquement. Le choix
de cette approximation sera fait de facon a accélérer la convergence de ’algorithme.

On travaille avec des opérateurs d’interface qui contiennent des dérivées tangentes
d’ordre 2, exemple :

0 0 ad

B= o405 (55) (1.1)

ou « et [ sont deux constantes positives, est une CLA qui approche les CLAE.
Avec ce choix d’opérateur 'algorithme de Schwarz s’écrit :

\V/ .7 ) € 1a2 3 a n « n el
(i) € 41,2} { (%+ﬂ—%(§a%)>ui“ - (—a%w—a%(g%))uj sur 99, N
(1.2)

1.5 Convergence de ’algorithme de Schwarz avec les
conditions aux limites approchées

Dans cette section, nous rappelons un résultat de convergence montré dans [15] (F.
Nataf et F. Nier, 1997). Nous utiliserons dans toute la suite les mémes notations que les
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sections précédentes, et nous travaillerons avec les CLA approchées qui s’écrivent dans
le cas général sous la forme :

0 0 o 0
B = — - (=
=m0 e S
0 0 o 0
By = — - (=
2 8n2+5 87’2(2872)

ou « et [ sont deux constantes positives.
Dans la suite, on montre que le lien entre By et By est crucial pour obtenir des
algorithmes qui convergent rapidement.

1.5.1 Cas d’un découpage en deux sous-domaines

On note e}' l'erreur uf — u a l'interface I'i2 = {0} x R de §; a l'itération n,i = 1, 2.

On définit le taux de convergence de l'algorithme de Schwarz par :

e?“ =pe’,n>0

e Calcul du taux de convergence

D’apres la partie 1.3.1 on a :
et =t (ke (1.3)
et =t (k)e (1.4)

ol v et ¥, sont deux fonctions qui dépendent de k.
On rappelle les conditions d’interface approchées appliquées a I'erreur :

(01 + 8 = 0, (50:) Jer™ = (= Oy + 8= 0n(50,) ) (15)
et

(s + 6= 0 (500) )™ = (= Oy + 8= 0, (500) ) el (1.6)

Les conditions d’interface (1.5) (1.6) se traduisent en (z,y) et a savoir que Oy, (resp.
On, ) est remplacé par 0, (resp.—0d,), on obtient alors :

(—8z+ﬁ—3y(%8y)>e?“ - <—3x+ﬁ—8y(%8y))e§ (1.7)
et

(ax 43— @(%ay))egﬂ - (ax + B ay(%ay»e?;. (1.8)
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Les conditions d’interface (1.7) (1.8) (1.3) (1.4), donnent :

PN (k) + B+ 5K = 35 (=X (k) + 8+ 5H?) (1.9)
WO (R) + B+ Sh?) = 3P (7 (k) + 8+ 5H) (1.10)
n+?

Comme par définition p(k; a, 5,1n) = , les relations (1.9), (1.10) impliquent :

7

AT B4 2E2N AT+ B+ 9k
k- — 2 2
p(k; o, 3,1m) <—)\—+ﬂ—|—%k2><)\++ﬁ—l—%k2>
Comme —A\T = A7, il s’en suit :
A"+ B+ K2\
pk; o, B,m) = (m)

On remarque que pour tout k € R, p(k, o, 3,m) < 1.
Par élimination on obtient

v = p(k; o, B,m)"Y,

donc
e1(0,k) = p(k, a, B,m)"é.

Un calcul analogue dans (25 donne

v = pk; o, B,m)"Y,

donc

Comme p(k; a, ,1) < 1 alors p(k;a, 8,1)" converge vers zéro.
Donc I'algorithme de Schwarz converge.

Il est possible d’optimiser le choix du parametre «, § afin de réduire au minimum le
taux de convergence dans ’espace physique défini par maxy p(k; o, 5,7).
Les parametres optimaux sont solutions du probleme :

min tax p(k; o, B, ) (1.11)
ol h est le pas du maillage dans la direction .
La convergence dépend des parametres du probleme continu et aussi des parametres
discrets.
On rappel un résultat di a F.Nataf d’optimisation de condition d’interface pour un
opérateur d’interface de type
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0 af+n 1 02
— + — - — — - —.
oni  a+p a+por

Bi

ot &, 3 sont deux parametres positifs.

L’étude du probleme de minimisation du taux de convergence de l'algorithme de
Schwarz avec condition d’interface de type B? permet de calculer les coefficients optimisés
de lopérateur B'(notés dp, Bopt) solution du probléme (1.11).

Proposition 1 Soit L =n—A

1. L’optimisation des coefficients de 1'opérateur d’interface B? donne :

&optﬁopt = )\m>\M

a‘opt + Bopt = <2 \% AmAM()\m + )\M)> :

ou
Am = \/77+kr2nin7 Ay = V77+kr2nax
et 1
T
kmax = 7 kmin = -
h a

ol a : est la longueur de 'interface commune entre les deux sous-domaines.

2. Comportement asymptotique des coefficients optimisés quand h — 0

_ ~ T
Ay~ %

~ = ~ T
B Oéoptﬁopt — /\mﬁ

La proposition 1 nous permet de déduire les parametres optimaux du probleme (1.11)
avec condition d’interface de type (1.1). On note ces parametres par Qopt, Bopt, €t ils sont
donnés par :

Bopt = Gopt g +1 (1.12)
g &opt + ﬂopt
2
Qgpt = (1.13)

dopt + ﬁopt
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On peut aussi donner le comportement asymptotique des deux coefficients a,p et
Bopt, un simple calcul donne :

2

Oopt = 1f3 hi (1.14)
AT
A

Bopt = (1.15)

V2

1.5.2 Cas d’une décomposition en N sous-domaines

Dans le cas général pour une décomposition du domaine en N sous-domaines (bandes),
le taux de convergence est estimé en fonction du taux de convergence du cas a deux sous-
domaines. La convergence a été prouvée en utilisant des techniques de langages formels
dans [15](F. Nataf et F. Nier, 1994).
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Chapitre 2

Propriétés de la transformation de
Mellin et les espaces de Sobolev a
poids

Nous rappelons, en quelques points la théorie de V. Kondratiev qui permet d’étudier
la régularité des problemes elliptiques dans des domaines a coins. Apres avoir introduit la
transformée de Mellin et les espaces de Sobolev a poids, nous rappelons les liens avec les
espaces de Sobolev. La transformation de Mellin permet une représentation tres visuelle
de la régularité H® dans les domaines a coins. Cela nous conduira au chapitre suivant a la
notion de type asymptotique et a I'introduction des espaces de Sobolev avec singularités
prescrites qui interviennent dans la résolution des problemes elliptiques.

2.1 Transformation de Mellin

La transformation de Mellin consiste a transporter tout ce qu’on sait faire sur le
groupe additif (R, +) avec la transformation de Fourier au groupe multiplicatif (R%,.).
Cela peut se faire en pratique avec le changement de variable r = e™*,t € R dans la
formule de transformation de Fourier :

FUN@) =i = [ e
On pose f(t) = u(e™), alors on a :
M) = [ (2.)

La formule d’inversion de Fourier

FA)(0) = / T &

—00

conduit a
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Notons que I'on peut introduire directement la transformée de Mellin sur (R%,.) a

. dr
laide des caracteres r — =% et la mesure de Haar —.
T

2.1.1 Isométrie et Propriétés de M

e Isométrie
dr

La transformation de Mellin est une isométrie de L?(Ry, <) dans L*(R, £).

Preuve 1 On sait que la transformation de Fourier est une isométrie de L*(R, dt) dans
L*(R, L), donc la transformation de Mellin est une isométrie de L*(R, %) dans L*(R, 42).

ePropriétés de M

1. Dans la transformation de Mellin la multiplication par un caracteére r® revient a
la translation en fréquence par —a, c’est a dire :

M(r"f)(r) = M(f)( + a) pour a € R.

Cette formule est encore valable pour o complexe.

2. Formules de dérivation pour la transformation de Mellin :

M (ir 0, f)(7)
M (in(r) f)(7)

TM(f)(7)
O M(f)(

)

\]

3. Formules de dilatation :

M(f(r)(r) =c*M(f)(c'7),c€ R
M(f(cr)(T) =c " M(f)(7),c€ R’

4. Produit de convolution :
On définit le produit de convolution dans un groupe multiplicatif par :
+oo /
r dr
frgr) = F()9(r)—

0 T.l ,r./

Alors on a :
M(f*g)=M(f)M(g)

5. M(fg) = M(f) *2x M(g)

Preuve 2 1. On travaille avec des fonctions de classe C'™ et a support compact dans
(0, +00) et on prolonge les identités par densité.
En utilisant la définition intégrale de la transformation de Mellin (2.1) on obtient
la 1%¢ égalité c’est a dire :

e = [ )5 = M)+ a)

r
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2. e D’apres (2.1) on a :

too dr +oo
M(iro. f)(T) = / ir'ro, f(r)— = z/ 70, f(r)dr
0 r 0
Par intégration par partie on obtient : M (ir0, f)(7) = 7M(f)(7), pour toute fonc-
tion f de classe C'™ et a support compact dans (0, +00)
e D’apres (2.1) on a

+oo r
Ameﬁm=A rin(r) f(r) Y

r

il suffit de remarquer que ' '
Opr'T =idln(r)r'”

alors on obtient :

M@In(r)f)(r) = /000 8T7“”f(r)%
—o.([ )T,

Donc M (iln(r)f)(1) = 0-M(f)(7).

3. e Pour montrer la formule de dilatation il suffit de poser le changement de variable
r" =r¢ Ce qui donne dr—f/ =&

Donc d’apres (2.1) on a :

e dr e i 1
MU = [ e = [ e = )
e La deuxieme formule de dilatation se démontre en posant comme changement de
variable ' = ¢r on obtient facilement le résultat.

4. D’apres (2.1) on peut écrire :

e T dr
M(frg)r)= [ (e (22)
0
en utilisant la définition du produit de convolution
oo dr’
(f % g)(r) = FCDa(r) 7

0

donc I'égalité (2.2) est équivalente a :

(2.3)
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dy:dr

On pose le changement de variable y = 7 alors on a : =

Donc avec ce changement de variable et ’égalité (2.3) on obtient le résultat i.e :
+oo i , dr! 400 . dy
M(frg)m = (| o) F)( ] v ) = MM
0 0
5. Par un calcul analogue a celui du produit de convolution on montre que

M(fg) = M(f) *2x M(g)

2.2 Les espaces a poids en dimension un

On se propose de déterminer les isométries et les propriétés de la transformation de
Mellin dans des espaces a poids qui seront définis ultérieurement. Comme la transfor-
mation de Mellin n’est autre que la transformation de Fourier avec un petit changement
(r = e7"), nous sommes ramenés a chercher les propriétés de la transformation de Fourier
dans des espaces bien définis puis les traduire en Mellin.

2.2.1 Transformation de Fourier a poids exponentiel

Définition 1

loc

L2”7+% — LQ(R, e2’ytdt) —_ {f c L2 (R>7 tel que / ‘f(t)‘2e2')/tdt < OO} (24>
R

) Us()=— € L*(R+ 1) )
" Us(z=y € PR +Y)
(2.5)

H?(R + i[y,v]) := {u;u holomorphe dans v < 3(z) < v

Propriété 1 La transformation de Fourier notée (F') est une isométrie de L2732 dans
LAR+iv, Z).

Preuve 3 Soit f € L27"2 <= ¢ f € L2(R, dt)( ceci est clair dapros 2.4),
alors on a

1Ry = [ FOPEat = 11l (2.6)

En utilisant le fait que la transformée de Fourier est une isométrie de L?(RR, dt) dans
L3R, L&), alors I'égalité (2.6) devient :

’ 21

AN 2y = ™ fll2@an = €7 fl] 2,2z (2.7)
Avec un simple calcul de transformée de Fourier on montre que :

—

(@7)(r) = /R e f (1) di = /R e~ f(1) dt, (2.8)
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d’ou - A

(e f)(r) = f(r +1i). (2.9)
On peut remarquer que I'égalité (2.9) revient a une translation en fréquence par (i7).
En utilisant les deux identités (2.7) et (2.9) on aboutit a :

Hf||L2,w+% =|f(. + i’V)HL?(R,g—;)

dT)‘

27

Donc la transformation de Fourier est une isométrie de L27+2 dans L*(R + 1,

Propriété 2 1. La transformation de Fourier est une isométrie de L27+2 N L27'+3
dans H2(R + i[y,7'])

2. Inégalité d’interpolation entre les espaces L*(R + i)
Soit u € L3(R + i) N L*(R + #y') alors u € L*( R+ y"),Vy", v <+" <4/,
de plus on a l'inégalité suivante :
|l 2rinny < llullL2@riy + [|ull2@riv)- (2.10)

En fait I'inégalité (2.10) n’est pas optimale, on peut avoir mieux & partir du théoreme
de Paley Wiener. Avant d’introduire le théoreme de Paley Wiener nous rappelons, en
quelques lignes, les espaces de Hardy.

On note par I' une courbe rectifiable, orientée et séparant le plan complexe en deux
composantes connexes Q2 et _, il est possible de définir I'espace de Hardy H?(Q_) des
fonctions analytiques dans €2_ et ayant des valeurs au bord dans L?*(T"). Les fonctions
de H?(2_) sont caractérisées par leurs valeurs au bord de sorte que H?(2_) peut étre
assimilé & un sous-espace de L?(T'). De la méme fagon on définit H?(Q2,).

Théoréme 1 ( Théoreme de Paley Wiener )

Soient les espaces H2(C,) et L*(R_, dt) définis par :

H2?(C,) = {u;u holomorphe dans {z;$(z) > 0}, ur € L*(R d—T)}

) 21

L2(R_.dt) = {u;u € LX(R, dt), up, = 0}
alors la transformation de Fourier est une isométrie de L*(R_, dt) dans H?(C,)

Preuve 4 Voir Rudin (tome 4) pour plus de détail.

A partir du théoreme de Paley Wiener on peut déduire les deux corollaires 1 et 2
qui définissent des isométries réalisées par la transformée de Fourier entre les espaces de
Sobolev a poids exponentiel dans des espaces de Hardy.

Corollaire 1 On a les isométries suivantes :

F: L*(R_, e*"dt) — H?(Cy +1i7) (2.11)

F: L*(R,, eM"dt) — H?(C_ +iv) (2.12)
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Corollaire 2 Pour v <~/ les transformations de Fourier :

F: L2 q 27 s AR, e2'dt) @ LA(R., e27'dt) (2.13)

F:L>* 20 [P — H2(C, + i) @ H2(C_ + i) (2.14)

sont des isométries

2.2.2 Traduction des propriétés de la transformation de Fourier
en transformation de Mellin
Avec le changement de variable r = e, on peut déduire les isométries réalisées par
la transformation de Mellin a partir de celles de la transformation de Fourier.
On remarque que le changement de variable r = e™* envoie R_ en [1, +o0o[ et R, en ]0, 1].

Propriété 3 : Les transformations de Mellin définies par :

1.
d d
M LARS 7 ) o [2(R iy, o) (2.15)
r 2m
2. p p
M : L2(10,1], 7~ 5) — H2(C_ + iy, =1) (2.16)
r 2
3. p p
M (1 ool 1 L) — BT, + iy, 0) (217)
r ™
4. Vy <~ on a
d v d d d
M : L3RS, r~ 25 N LARY, r2" ) — H2(Cy + iy, o) @ HA(C- + 7, 5-)
r r 2m 2T
(2.18)
5.
2w —2y AT 2w~y AT 2 - /
M AR, A 2Ry, ) AR i],7) (2.19)
r r
sont des isométries.
Preuve 5 — L’isométrie (2.15) se déduit facilement a partir de la propriété 1.

— Les autres propriétés de Mellin sont des conséquences des corollaires 1 et 2.

2.3 Les espaces a poids en dimension n

Soit Q2 = R% X w olt w est un ouvert régulier de S"~*
On note par df un élément de surface sur w
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Définition 2 On définit les espaces L?(Q2, dz) et L*? comme suit :

d
L2(Q, dz) = LA(RY x w,r"drdd) = L*(RY x w,r"—do)
.

d uyd
L2 = [2(Q, 2|2 dx) = LA(RY x w,r~ 2" df) = LA(R”. x w,r2+ 5 )
T r

Proposition 2 En toute dimension on a L*° = L*(Q, dz)
Preuve 6 Pour n =1 (en dimension 1) on a par définition : L?>7+z = LA(RY, r= 2y,
donc pour v = 5t on obtient le résultat L*® = L*(R% , dr).

Pour n > 1, d’apres la définition des espaces L*Y on a L*7 = L*(R} X w, rQ(_7+%)i—rd9)
donc pour y =0on a :

d
L20 = [2(R* x w,r"%d@) = [2(Q, dx).
Donc en toute dimension L*? = L?(Q, dx).

2.3.1 Propriétés de la transformation de Mellin en dimension
n

Les transformations de Mellin définies par

1.
. T2y 2 Y 2 d_T 2
M:L" — L (R Z( v+ 2)’27'(7 (Ld)),
2.
2 2 2 . n, dr
M:L (Qm(rgm,y:c\ ’de) —H (C,—z(—7+§),2—;L (w)),
s
3.

M : L* (Q N(r>1), |x|_27dx> — H? <C+ —i(—y + E), ﬁ; LQ(CU)>7

4. Vy <+ on a

M: L2 <Q p;r?w) n L2 (Q |x|_27'dx> 2 <(C+ iy g); L?(w))

SH?(C- —i(—' + 5); L))

sont des isométries.
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Preuve 7 1. On a
L*7 = L2(Q,|z|"*dzx)
= L*(R%, x w,r~ 2" 2qg)

= LX(R% x w,r 207342 gg)
Donc d’apres (2.15), on déduit que la transformation de Mellin réalise une isométrie
de L2(R* x w,r~ 20~ 4dg) dans L2 (R —i(—y + 2, LQ(w)).

2. Pour la deuxieme isométrie, il suffit d’écrire :

%)ﬂ

LX(QN (r < 1), |z| 2dz) = L*(]0,1] x w,r~2072) —40) (2.20)

,
donc d’apres (2.16) et (2.20), la transformation de Mellin est une isométrie de

LX(QN (r < 1), |z 2"dz) dans H? (cc_ eyt 1y, 4T

; ,%,L%)).

3. De la méme maniere que précédemment on a

dr

L2QN (r>1), |z dz) = L*([1, oo[xw, r2073)—d#), (2.21)
r

donc d’apres (2.17) et (2.21) M est une isométrie de

L*(QN (r > 1),|z|"*dz) dans H? ((C+ —i(—y+ g), ;l—;; LQ(w)>.

4. On procede comme précédemment et on utilise (2.17), on prouve que M est une

isométrie de L2(9, |x|~>Vdz) N L*(Q, |2|~*"dx) dans H? <C+ — (=7 +3); LQ(u))) ®
H? (@, —i(—y +2); LQ(w)>.

2.3.2 Les espaces de Sobolev a poids : H%"
Définition 3 Soient s € Net y € R

On désigne par H*" 'espace :

H¥ :={uec L} (Q),(r0,)* (0p)**u € L*(Q,r dx) = L*7;ay + |aa| < 5}

loc

C’est un espace de Hilbert muni de la norme donnée par

=Y o) o5

a1+|az|<s

[l

Pour s € R, les espaces H®? sont définis a partir des s entiers par interpolation a
fixé.
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Lemme 1 Soit Q C R",Q) =R x w, ol w est un ouvert régulier de S"! et s € N.
Alors
5% = {u(In(r),0),u € H*(R x w)}.

Preuve 8 Soit u € H*>%, comme s € N donc d’apres la définition des espaces H*? on a

ue H*: < (rd,)05%u € L*(Q,r"r"'drdf), a; + |ao| < s

> (r0,)"05%u € L*(R%, x w, dh), a; + |as| < s
On pose r = €', u(t,0) = u(et, 6) alors

we HYE = (805" € AR x w,dtdh), o + oo < 5
< 0 € H*(Q)

D’aprés le Lemme 1, toute fonction u dans H*2 s’écrit sous la forme u(r,0) =
u(In(r),0),u € H*(2). On se met dans la situation d’une variété a bord régulier, donc
on pourra déduire les propriétés de l'opérateur de trace sur les espaces de Sobolev

H*(Q),s > 1. Ainsi nous donnerons une caractérisation des traces des fonctions dans

2
Ho(9).

Lemme 2 Soit 2 C R" tel que 992 = R X Jw ol w une variété a bord (dw) régulier.
Soit 'opérateur de trace défini par vsq : 2 — 0f2
. . . 1 1.
Alors vsq est bien défini et surjectif de : H*Y dans H*~2772 des que s > %

Remarque 2 1. On sait que la transformation de Mellin est une isométrie de

d
L2 dans L2(R — i(— + 1), 2—7;
N

), S5 W)

alors on peut donner une autre caractérisation des espaces a poids H*®7, en effet
pour u € H*7 on a :
z. o1 n. dr

(r9,)™ (99)u € L*Y <= (=) (09)* M (u)(2,0) € LR —i(—7 + 3)

Z ) i L)

7%a
On note que z s’écrit sous la forme z = 7 —i(—y + 3),7 € R.

Donc

we B = ()7 (@0 M(u)(z.0) € PR —i(— + ), 5

Z ), S L)

Nous généralisons cette caractérisation ci-dessous.

Proposition 3 Soient s € N et v € R alors on a I’équivalence suivante :

uw€ H <= rHlelDoy € [2(Q,dx),Va, o] < s
= rlelDoy € L2(Q, |z|">dx) = L*7,Ya,|a| < s
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L( ro,
Dw_?( ag>

et en utilisant la définition de I'espace H*Y on a :
u € H*Y <= rlelDoy € L2(Q, |z|>dx) = L*,Ya,|a| < s

Preuve 9 En écrivant

Proposition 4 Soient s € Ry et @ = R% X w, olt w est un ouvert régulier de S~
Alors on a

u€ H* < Ja € H* (R x S") tel que Gyq = u.

Si de plus le support de u est inclus dans I'ensemble {z, é—| € K CCw}ou K est un
compact alors u = u.

Preuve 10 Comme la multiplication par r? définit un isomorphisme de H*? dans
H#70*t7 i suffit de considérer le cas v = §. Nous nous restreignons d’abord a s € N.

On a: .
u€ H52(Q) <= rldDxy € L2(Q, |z|"dz),Va, |a| < s
< (rd,)"0p%u € L*(Q,r"dz), a1 + |az| < s.

Donc

d
(ro,)M05%u € L*(R% X w, —rdQ),al + |ag| < s.
r
On pose r = et et u(t,0) = u(e™*, ), alors

ue H¥2(Q) <= 90520 € L*(R x w,dtdd), a; + |as| < s
— e H' R xw).

Comme w est un ouvert régulier de S"~!, on utilise un opérateur de prolongement en
qui permet de trouver u € H*(R x S"71) telle que &‘RXW = . En revenant aux variables
(r,0), u est la restriction a R% x w d'un élément de H*2 (R% x S"~1).

L’opérateur de prolongement peut étre choisi pour étre continu de H*(R x w) dans
H*(R x S™1) pour s entier inférieur ou égal & N € N fixé. Par interpolation cela définit
un opérateur de prolongement pour s € [0, N] et le résultat est valable pour s non entier.

D’apres la proposition 4, pour caractériser les espaces H*7 il suffit de caractériser
les espaces H*7(R% x S™7'). Ainsi nous donnerons au théoréme 2 une caractérisation
des espaces H*7(R% x w) pour s € Ry et v € R.

Caractérisation des espaces H*7(R% x S 1)
On donne ici une caractérisation des espaces de Sobolev H*7(R%. x S"~1) avec la trans-
formée de Mellin.
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On revient sur le cas s € N. L’appartenance de u & H*7(R% x S"1) se traduit par

a1 Qo 2
Z Ik 1802M<u>HLQ(R—&—i('y—%);LZ(S"*l)) < oo.

ai+laz|<s

En introduisant 'opérateur de Laplace-Beltrami Ag sur S~ ! et en posant A = (1—A 5)%
on a alors
ueﬂw®1xmAy:¢u+A+mww@emeHw—gxﬁwwm.

Cette caractérisation est alors valable pour s € R, par interpolation. Comme la propriété
supp (u) C {r < 1} se traduit par une propriété d’holomorphie dans {Sz <7y- %} il est
préférable de remplacer le poids (A + |z])® par une quantité équivalente holomorphe par
rapport a z dans {%z <y — %}

Notons que l'opérateur A = (1 — AS)% est un opérateur auto-adjoint minoré par 1
et que le calcul fonctionnel auto-adjoint ramene le probleme au cas ou A est un scalaire
positif (diagonaliser Ag sur la base des harmoniques sphériques). On remarque que pour

gz<7—%, on a en posant Z:i(Z—i(V_i))

RZ = Rli(z —i(y— )] = =Sz —ily = 5)] > 0.

Pour A > 1 la quantité (A +i(z —i(y — §))) a donc une partie réelle supérieure ou
égale a 1. On peut choisir sur le demi-plan {R¢ < 1} une détermination holomorphe du

logarithme et donc une détermination holomorphe de (* pour tout s € R qui vérifie
n

¢*] = [¢]°. T reste & vérifier si les quantités A + |z| et |A+i(z —i(y — 2))| sont bien

équivalentes sur {Sz <y — 2}. En posant i(z —i(y — %)) = Z = a+ ib avec a > 0, on
obtient

N4 2|ZP > N+ ZP > A ta+ib]P > N4 a? 0P =N+ |27 .
On conclut alors par les équivalences pour s € R, et vy € R

u€ H(RY x ") <= (A+i(z —i(y — g)))sM(u) € L*(R+i(y — g); L*(S™hY)

et
uwe H'(R% x S™1) | suppu C {r <1}
<~
(Atiz — iy — 1)) M(u) € H¥(C_ +i(y — 3); LA(S™)) .
Les résultats obtenus dans ce paragraphe se résument dans le théoreme suivant.

Théoréme 2 Pour s € R, et v € R on a les équivalences suivantes

1 ue H*'(R: x w) si et seulement si sa transformée de Mellin Mu est la restriction a
R +i(y — 2)] x w d’une fonction v(z,6) sur R x S"~' vérifiant

(A Fi(z—i(y — g)))sv € 2R +i(y — g); L2(S™ 1) .
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2 v € H*'(RY x w) avec suppu C {r < 1} si et seulement si sa transformée de Mellin
Mu est la restriction & [R + i(y — £)] X w d’une fonction v(z,6) sur R x S™*
vérifiant

(A+i(z =iy - g)))sv € HA(C_ +i(y - 5); LA(S"™).

2.4 Lien avec les espaces de Sobolev usuels

On travaille toujours avec Q = R* X w olt w est un ouvert régulier de S"~*. Nous nous
intéressons essentiellement au comportement des fonctions au voisinage du coin. Nous
traiterons donc des fonctions a support dans {r < 1}. Nous allons décrire la régularité
H? s > 0 usuelle en terme de transformée de Mellin puis faire le lien avec les espaces
de Sobolev a poids introduits précédemment. Nous allons voir que la transformée de
Mellin d'une fonction H® a support dans {r < 1} admet un prolongement méromorphe
dans un demi-plan complexe & valeur L? en angle et dont les poles correspondent au
développement de Taylor de la fonction au voisinage de 0. On traitera en premier lieu le
cas de la dimension un, puis on généralisera les résultats en toute dimension.

Avant cela nous rappelons une version des inégalités de Hardy tirée de [3] (Appendice

A, Théoreme A.A.7).

Lemme 3 Pour s € (0,1) (en excluant le cas s = £ pour n = 1) toute fonction dans
H*(2) a support dans {r < ri} (avec la condition u(0) = 0 sin =1 et s > 1) appartient
a L**(Q) et il existe une constante C,, ¢, telle que

Vu € H*(Q),suppu C{r < i}, [[ufl o) < Cosrs [l s
avec la condition u(0) =0 si s > % et en excluant s = % pour le cas n = 1.

Avant de donner la preuve du Lemme 3 (tirée de M. Dauge pp 218-219), nous rap-
pelons la définition des espaces H® pour tout s.
Soit €2 un ouvert de R™, on note par 0 = s — m, ou m désigne la partie entiere de s,
avec 0 < o < 1.
On définit
Qulul(a.y) = D=1
[z —yl7

Y

alors les espaces H® sont définis par :

1. H™ est 'espace des fonctions u définies dans €2 tel que

1
[lullm (o) = {Z/\D%(-’E)!de} < 400
a<m Q

2. H? est 'espace des fonctions définies dans §2 tel que

SIS

[l

wa@) = |[ullgm + Z/AQ!QJ[DQU](x,y)\dedy < +00
X

|a)|=m
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Preuve 11 On note par 7 = QN B(0,71), pour simplifier les calculs on choisit 7 = 1.

On a C*(§2;) est dense dans H*(€)y). Ainsi, il suffit de montrer I'inégalité pour les
fonctions dans C*°(), puis on prolonge l'inégalité par densité.

Soit u € C*(€;). On distinguera dans la suite le cas de la dimension 1 et le cas ou
n > 1.

~Sin=1ets> %, et si de plus u(0) = 0, alors r—*u € L?*(£2;), donc u € L**.

— On définit Q = {(z,y) € U x U, |y| < |=|}

On remarque que

Qs[ulll 2@y < [lul

pour (z,y) € Q, on a |z —y| < 2|z|, d’ou

Ho (@) (2.22)

[u(z) — u(y)] < 272 Q,[u)(x, y)

ERE
=
ue) _ M) | < 24 Q,fu(z,y) (223)
2|2 Jxftte
On pose
ga(z,y) = gﬁﬁ@

Donc 2.23 devient

91(2, y) — g2(, )| < 272 Q,[u](x, y),
ce qui donne
g1 — gll 2@y < 2772 ||Qs[ull[ 12y -
On déduit alors

g1l2@) = 192l 2@y | < 27" 2Qsllll 2(q) (2.24)

On peut exprimer les normes ||g1|[;2q) et [|g272() en fonction de [[u[r2s(q,), en

effet

— L'estimation de [|g1|[}2(q s'effectue par intégration par rapport a y, ou [y| €
[0, |z|]. On obtient :

H91||L2(Q) = #(w)”_lHUH%M(Ql) (2.25)

ot pu(w) désigne le volume de w C S™1.
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— L’estimation de ||92||L2(Q) s’effectue par intégration par rapport a x, ou |z| €
[lyl,1]. On obtient :

19211120y = 11(w)(28) 7" [ llullZ2 ) — IIUIIiz(gl)] (2.26)

On pose A = ||ul|2:(q,) et B = ||u|r2(0y)
D’apres (2.22),...,(2.26), il existe une constante C, qui dépend de s et de n tel que

|A(25)7 — (A2 — BY)2nz| < C||ul|g- (2.27)
e Sin < 2s,
[(25)2 —nz]A < |A(25)2 — (A% — B2)3n3|
< Cllul| g
Donc
r™*ullr2@,) < Coslul|aes

e Sin > 2s, d’apres (2.27)

(A2 = BY)zn2 — A(2s)2 < O|Ju

Hs,
comme 0 < A — B < (A% — B?)z, on déduit que

(2 — (25)2]A < O|ul| s +n2 B.

Donc il existe une constante C,, s tel que

[l ull 2 < Cosllullas

Si on suppose que u est a support dans {r < 7}, on déduit qu’il existe une
constante positive C,, 5, tel que

Hrisu’ ’LQ(Ql) < CH,SJ’I | ’u‘ ‘HS

En passant en transformée de Mellin on en déduit

Proposition 5 Pour s € (0,1) (en excluant le cas s = 1 si n = 1) une fonction u €
H*(Q) telle que suppu C {r < 1} (et u(0) = 0 pour s > 7 et n = 1) a une transformée
de Mellin qui appartient & H?(C_ 4 i(s — £); L*(w)).

2

Preuve 12 Il suffit d’utiliser la caractérisation des espaces L? & poids avec condition de
support.

Dans le cas de la dimension 1, une valeur non nulle en 0 fait apparaitre un pole en z = 0
et on ne peut parler que du prolongement méromorphe de la transformée de Mellin. Cela
sera plus clair avec les résultats qui suivent.
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2.4.1 Cas de la dimension un

Proposition 6 1. u € L*(R%,dr) et a support dans {r < 1} si et seulement si
M(u) € HA(C- — 3, %),

27 27

2. u € H'(R%) et a support dans {r < 1} si et seulement si M (u) admet un prolonge-
ment méromorphe dans le demi-plan complexe I(z) < % avec un unique pole simple
en zéro dont le résidu est —iu(0). De plus si x € C*([0,1)) avec x = 1 au voisinage
de r = 0 la différence u — u(0)x(r) appartient & H'(R*) et sa transformée de

Mellin M [u — u(0)x(r)] appartient & H*(C_ + £, &),

Preuve 13 1. Par définition des espaces L?>” on déduit que :
u € L*(R%,dr) et suppu C {r <1} <= u € L*® et suppu C {r < 1}.

D’apres les propriétés d’isométrie de la transformée de Mellin on déduit que u € L?°

et & support dans {r < 1} si et seulement si M (u) € H?(C_—%, 47), d’ot le résultat.

2. En utilisant les définitions des espaces H' et L?” on obtient 1'équivalence :

u € H'(R*) et suppu C {r <1} <= u € L*°,9,u € L*® et suppu C {r < 1}.
(2.28)

En utilisant la premiere équivalence de la proposition 6 on obtient :
u € L*° 0u € L*° et suppu C {r <1}
<~
M(u) € HA(C. — 1) et M(d,u) € H¥(C_ — )

D’apres les propriétés de dérivation et de multiplication par 7“ pour la transformée
de Mellin, on déduit que la transformée de Mellin vérifie I’équation fonctionnelle

M(0u)(z) = M(r~'ro.u)(2)
= M(royu)(z +1) (2.29)
Si on pose Z = z + i alors (2.29) devient
ZMu)(Z) =iM(0pu)(Z —1). (2.30)
Comme M (d,u)(Z) € H?(C_ —1), on en déduit que M (u) admet un prolongement

méromorphe dans le demi-plan complexe J(z) < % avec un unique pole simple en
z = 0.
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En utilisant la relation entre M (u) et M(9,u) on peut calculer le résidu de M (u) *
en zéro, qu’on le note par Res(M (u),0).
On a par définition des résidus : Res(M(u),0) = [zM (u)(2)]

|z:0

D’apres (2.30) et la définition des résidus on a :

R€S<M(u)7 0) = ZM(&"U)(Z - i>|z:0 - lM(arux_Z)
En appliquant (2.1) a iM(9,u)(—i) on obtient :

+o0
iM(Opu)(—i) = i/o Oru(r)dr = —iu(0)

Donc Res(M(u),0) = —iu(0).

Il reste & vérifier la dernitre propriété. Tout d’abord u € H'(R* ) avec suppu C
{r <1} entraine rd,u € L*(R%,dr) et v € H"Y(R%), il en est de méme pour
u — x(r)u(0). La transformée de Mellin de u — x(r)u(0) € H'(R* ) admet un pro-
longement méromorphe dans C_+2 sans pole en z = 0 puisque u(0) — x(0)u(0) = 0.
C’est une fonction analytique. Par I’équation fonctionnelle ce prolongement vérifie

zMu = x(r)u(0)](z) = iM[0yu — X' (r)u(0)](z — i),

on sait de plus que ce prolongement admet une trace L? sur R + % On en déduit

Mu — x(r)u(0)] € H3(C_ + 1)

2
et donc u — x(r)u(0) € L*'(R%). De plus on a aussi par I'équation fonctionnelle
d
2| Mlu = x(r)u(0))(=) € LR+ 5, 77)

et on en déduit uw € HM(R%).

Le Lemme 3 donne le résultat pour s < % On admettra que le résultat est valable pour
u € H*(Ry) avec s > 3 en changeant les exposants. Nous renvoyons pour les détails & [3].
Modulo ce résultat (qui demande un traitement spécifique seulement pour la dimension
1), nous sommes capables d’en donner la version générale en itérant le procédé précédent.

Théoreme 3 Pour tout s € R, tel que s — % ¢ N on a les propriétés suivantes. Si u
appartient a H*(R% ) et a un support inclus dans {r < 1} alors M (u) admet un prolon-
gement méromorphe dans le demi-plan complexe J(z) < s — % admettant uniquement
des poles simples en zj, = ik, k =0,..., [s — 1] avec Res(M (u),ik) = —%0%u(0). De plus
si P, s 1 désigne son développement de Taylor a l'ordre [s — %} et si x € CP(Ry) avec
supp x C {r < 1} et x = 1 au voisinage de 0 alors on a

U — X(T)Pu,[sf%] S HS,S(R*Jr) :

1On notera Mu méme s’il s’agit d'un prolongement méromorphe de la vraie transformée de Mellin.
En revanche on ne pourra plus interpréter cette fonction comme la transformée de Mellin de quelque
chose quand on regarde cette fonction sur des droites horizontales du plan complexe situées au dessus
des poles.
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Preuve 14 Nous posons s = m + o avec m = [s] et o # % Le cas m = 0 est supposé
acquis (voir la proposition 6 et la remarque précédente). Dans un premier temps nous
allons montrer que la transformée de Mellin vérifie ’équation fonctionnelle

Hz-l—zl u)(z +im)

=1

pour k < m. Cela permettra de définir le prolongement méromorphe de M (u) dans

C_ +i(s — 3). Ensuite nous calculerons les résidus aux poles z, = ik, k =0,...[s — 3],
1
Res(M(u),ik) = —gﬁf u(0),Vk, tel que 0 < k < [s — 5]

Enfin nous terminerons en étudiant u — X(T)PMS?%}.

D’apres formule de dérivation de la transformation de Mellin on a :
M(07u)(2) = =EM(0) (2 + 1)
= 2N 2u) (2 + 2i).

)

Une récurrence immeédiate donne :

M) (2) = Mzt C D 4o im)

im

que 'on écrit

,_.

M(9™u) TMz- i) M(u)(Z) (2.31)

en posant Z = z +im. Or on sait que 0"u appartient a H?(R% ) avec suppu C {r < 1}.
Il y a deux cas :

— Pour s € (0,3) le Lemme 3 nous dit que d,u appartient & L*° et donc M (9,u) €
H2(C_ +i(c — 3)). L’équation fonctionnelle précédente nous dit alors que M (u)

admet un prolongement méromorphe dans C_ +i(m+o0 —3) = C_ +i(s — 3) avec
des poles simples en z =ik, k=0,...,m — 1 avecicim — 1 = [s—%]
— Pour s € (3,1) on utilise la remarque précédente et nous admettons que M (u)

admet un prolongement méromorphe dans C_ + i(o — 3) avec un pole en 0. On en

déduit que M (u) admet un prolongement méromorphe dans C_ +i(s — 1) avec des
poles simples en z = ik, k =0,...,m avec ici m = [s — %].

2
eCalcul du Res(M (u),ik)
Pour 0 < k < m — 1 on a par définition

Res(M(u), ik) = (= — ik)M(u)(2),._,,
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D’apres 1'égalité (2.31) on a :

Res(M(u), ik) — i M(O"u)(z — im) ik

Tl (2 —il)
£k

M (™) (i(k —m))
T (i(k — 1))
I#k

iM (™) (i(k —m))
(k= 1))

=0
14k

D’une part on a :

m— k— m—
Z;%l(k - l) = l:ol(k - l) l=k1+1(k - l)

= (1" IL O TS - k)
= (=1 R TSR

= (=)™ R (m -1 —k)!

(2.32)

D’autre part on a par définition de la transformée de Mellin :

M@™)(i(k — m)) = /O " ek gmy () dr.

L’intégration par parties valable pour v € H*®, suppu C {r < 1} donne :

M@k —m)) = —(m—k—1) /0 " pmek2gmty () dy

=(—(m—k-=1)(—(m—k—2)) /0 h PR 2y (r ) drr

Une récurrence immédiate donne

M(O™u)(i(k —m)) = (=)™ (m — k — 1)! /0 N OF L u(r)dr.

Donc
M (O™ u)(i(k —m)) = (=1)™ % (m — k — 1)1 *u(0) (2.33)

En utilisant(2.32) (2.33) on peut déduire que Res(M (u)(z), k) = ﬂ'aT:;*(O).




2.4Espaces de Sobolev usuels 41

Enfin pour £ = m et dans le cas o > s, 0n a

m
Res(M(9™u,0)) = ———0™u(0) .

Res(M(u),im) =

Nous terminons par I'étude de v =u — xP, [, 1. Comme dans le cas s = 1, on voit que
v € H*(R%) avec suppv C {r < 1}. Ainsi M ( ) admet un prolongement méromorphe
dans C_ +i(s— 3). Comme de plus OFv =0 pour 0 < k < [s—1], on en déduit que M (v)
est holomorphe dans C_ +i(s— ) et donc v € L?*. Enfin I'équation fonctionnelle assure
que M (v) a une trace L? sur R+i(s — 1) telle que |z|FM (v)(2) € L*(R+i(s — 1)). Cela
entraine v € H[s}’s(Ri). En fait on peut démontrer v € H**(R% ) méme si s n’est pas un
entier et nous renvoyons pour cela a [3]-Theorem A.A.7.

2.4.2 Cas de la dimension n > 1

Dans cette partie on considere un domaine conique régulier R} x w = C R".

Théoréeme 4 Pour tout s € Ry tel que s — 5 ¢ N on a les propriétés suivantes. Si u
appartient & H*(Q) et a un support inclus dans {r < 1} alors pour tout o/ € N1,
lo/| < [s], M(V§'u) admet un prolongement méromorphe dans le demi-plan complexe

$(z) < s—§ admettant uniquement des poles simples en z; = ik, |o/| < k < [s — 5] avec

/ 1 !
Res(M(V§ u),ik) = Waﬁ el (=Vo)"u(0) .
De plus si Py, 52 désigne son développement de Taylor a I'ordre [s — 3] et si x € C5°(Ry.)
avec supp y C {r < 1} et x = 1 au voisinage de 0 alors on a

u— X(r)Pys—n) € H*(Q) .

Preuve 15 Nous posons s =m + o avec m = [s], s — & ¢ N.
Dans un premier temps nous allons montrer que la transformee de Mellin vérifie I’équation
fonctionnelle

e aa/

/ 7

M (95 u)(z) = M(O¥ (=L u)(z —i(J/| +

O 0(2) = Framm sy MO G e 0+ )

pour a + || < m. Cela permettra de définir un prolongement méromorphe de
M(V§'u) dans C_ + i(s — %). Ensuite nous calculons les résidus aux poles z, = ik, k =

||, ..., [s = 5],

Res(M(V§ u),ik) = Waﬁ el (1V9)O‘/u(0).

Enfin nous terminerons en étudiant u — x(r) Py, [s—z].
D’apres les propriétés de la transformée de Mellin (multiplication par r*® ) on a

1 .
mp ,|V°‘ u)(z — ila|).

M(V3u)() = M - 08 u)(2) = M(

rlol
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On utilise la formule de dérivation de la transformée de Mellin (M (8,u)(z) = =M (u)(2+
i)) on aboutit &

1 o zZ +Z 1 o .
M@, 78 W) = M (o 0 )z ) (2.34)
En remplagant z par z — i dans (2.34) on obtient
1 / ' 1 /
M (=7 V5 u)(=) = =M(0, (7 V5 ) (= = ). (2.35)

Une récurrence simple donne

/

1 o’ 1 aVO‘ .
M(er u)(z) = mM(@ T|—§,‘u)(2 — Q). (2.36)

Finalement, en remplagant z par z —i|a/| dans (2.36) on obtient la formule demandée
c’est a dire

o o

: v
- Maa _G,U, Z—Za O{/
120 (z —i(l| + k) (07 (Crru)) (= — e+ |o']))

A partir de I’équation fonctionnelle on déduit que M (Vg‘/u) admet un prolongement

méromorphe dans C_ 4 i(s — ).

En posant « + |o/| = m, dans 'équation fonctionnelle on obtient :

M(V§'u)(2)

i -
- M () (= — im
[Ti o (z — iK)) Sl )

M(V§'u)(2)

On remarque que
~ Si|a/| > s — 2, alors M(V§u) est une fonction holomorphe et n’a pas de poles
dans la partie du plan complexe ou J(z) < s — 7.

~ Si|o/| < s— 2 alors M(V§ u) admet un prolongement méromorphe dans le demi-
plan complexe 3(z) < s — 5, avec des poles simples en z;, = ik, |[o/| < k < [s — §].
e Calcul du résidu
Pour |o/| +« = k+ 1, en utilisant ’équation fonctionnelle et la définition des résidus
on peut écrire

Res(M(V§'u),ik) = lim,_; (z — ik)M(V§ u)(2)

(i)k+17\a'|

. k—|o!|+1 V&’ .
= ey O ) (=)

rlo

—|la’ ae’ .
M (@1 ) (—i).

rla

= Gt

En utilisant la définition de la transformée de Mellin et un simple calcul donne :

’|+1V_9u)(_7;) — _3f—\a’|(&

rle| r

M (91 ) u(0),
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donc le résidu de M(V§ u) au poles zj est donné par

Res(M(VS'u), ik) = mafla’(%)a’u(oy

Nous terminons par I'étude de v = u — x(r) Py s—n].
On voit que v € H*(2) et suppv C {r < 1}. Ainsi M (v) admet un prolongement
méromorphe dans C_ + i(s — %) et donc v € L**. L’équation fonctionnelle assure que
M(V§') aune trace L* sur R+i(s — 2) telle que |2|E-1¥1M (Vg v)(2) € LR +i(s— 2)).
Cela entraine que v € HI#(Q), et peut prolonger l'identité pour les exposants non
entiers, ainsi v € H**® nous renvoyons pour cela & [3]-Theorem A.A.7.

L’appartenance de u — X(T)Pu,[s,%] € L**(Q), signifie que le reste est négligeable
quand r — 0 en norme L2

L’appartenance de u — x(r) P, [s-») € H** signifie que le reste est négligeable quand

r — 0 en norme L? des dérivées par rapport a r et r~10,.

On présente dans la figure 2.1 la répartition des poles dans le plan complexe.

A

Im(z)=s—n/2

ils—n/2}— Im(z)=[s—n/2]

3i 7
2i ¢

A

Im(z)=—n/2

Fi1c. 2.1 — Répartition des poles dans le plan complexe.

Remarque 3 En dimension n la description de la régularité H* avec s — 5 € N est un
peu plus délicate. Ces espaces conduisent a des transformées de Mellin qui ont juste des
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singularités sur la droite Sz = s — 2 du type —— sur R. Nous ne discuterons pas plus
2 x—10

ce point et renvoyons pour cela a [3], [22] et [6].

Nous éviterons toujours ces situations critiques en travaillant sous I'hypothese d’un
peu plus ou d’un peu moins de régularité. Comme nous allons le voir dans le chapitre sui-
vant, 'idée est de travailler sur les types asymptotiques qui généralisent le développement
de Taylor, c’est-a-dire dans ce cas sur la position des poles entre 0 et i[s — 7], la valeur
exacte de s important peu.



Chapitre 3

Types asymptotiques et stratégie de
’optimisation des conditions
d’interface au coin.

Nous introduirons les espaces de Sobolev avec singularités prescrites (ou type asymp-
totique) qui interviennent naturellement dans la résolution des problemes elliptiques dans
des domaines a singularité conique. La transformation de Mellin permet de donner une
description tres visuelle de ces espaces. La présentation que nous donnons ici ne couvre
pas tous les aspects de ’étude des problemes elliptiques dans les domaines & coins et
nous ne retenons de cette théorie que les éléments qui nous sont utiles pour discuter 1’op-
timisation des conditions d’interface dans les méthodes de décomposition de domaine.
Nous renvoyons pour plus de détails a [22] et [3]. Enfin, nous nous limiterons ici a la
dimension n = 2, Q = R% x]0_, 0, ], le cas n = 1 intervenant pour les traces sur les bords

{0=10.}.

3.1 Résumé du chapitre précédent.

Nous avons vu dans le cas n = 2 qu’'un élément u de H*(2) pour s ¢ N* s’écrit
u= Py s-1(z) + R(z)

olt P, [s—1) est approximation de Taylor de u en 0 a I'ordre s et R € H**(€2). Notons
que R € L**(Q) = H**(Q) signifie que R est un reste négligeable en (0 mesuré en norme
L? et R € H**(Q) donne en plus des informations sur les dérivées d’ordre < [s]. Apres
transformation de Mellin en supposant u a support dans {r < 1}, la transformée de
Mellin est une fonction méromorphe sur {Jz < s — 1} & valeur dans L*((6_,0,)) avec
des poles simples aux points ik, 0 < k < [s — 1]1.

Ainsi une fonction u € H*()) s’écrit

u(z) = Z car® + R(7)

|a|<[s—1], aeN

'L>écriture du chapitre précédent était un peu plus explicite. Cette réécriture ne pose pas de probleme
si I’on note que la transformation de Mellin est introduite apres une séparation des variables en 7 et 6.

45
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ol
— les exposants « sont liés a la position des poles du prolongement méromorphe de
la transformée de Mellin a {3z < s — 1};
— les coefficients ¢, sont donnés par les résidus en ces poles de M (u);
— le reste R(x) € H**(Q) C L**(Q) est négligeable en norme L2
En conclusion la partie principale de u au voisinage de x = 0 est entierement codée par les
poles du prolongement méromorphe de la transformée de Mellin Mu dans {Sz < s — 1},

lappartenance du reste R a H*® se lit sur le fait que Mu admet une trace L? sur
{8z =s—1}.

3.2 Quelques rappels.

Pour motiver I'introduction des types asymptotiques et avant de préciser notre point
de vue sur 'optimisation des méthodes de décomposition de domaines aux coins, nous
faisons quelques rappels classiques sur la résolution des problemes elliptiques dans des
domaines coniques de R2.

3.2.1 Un exemple.

Commencons pour fixer les idées par traiter I’exemple simple suivant. On travaille
dans Q = R* X (A_,6,) un secteur du plan et on considere une fonction v € H'(Q2) telle
que suppu C {r < 1} et

~Au  =f €L*(Q) (3.1)

u(r,0L) =g+(r) € L2’7+2_%(]R*+) ) (3.2)

Les conditions sur u entrainent que sa transformée de Mellin est holomorphe dans
{S2z < 0} et comme les conditions de support se transmettent a f, g+, les transformées de
Mellin de f et g+ sont holomorphes respectivement dans {Sz < v — 1} et {3z <y + 1}
avec traces L? sur les droites limites (on a aussi forcément des propriétés de régularités

sur g4 sur lesquelles nous ne nous attardons pas). Nous nous intéressons au cas v > —1.
En passant en coordonnées polaires, I’équation (3.1) devient

[83 + (rar)Q] u = —rif
u(r,0y)  =g+(r).
Apres transformation de Mellin on obtient
(05 — 2] (Mu)(2,0) = M[—r"f](2,0) = —(M[f)(z — 2i,6) (3.3)
Mu(z,05) = Mgi(z,04) .
L’opérateur 93 avec conditions de Dirichlet homogene sur (6_, 6, ) est un opérateur auto-

adjoint négatif a résolvante compacte dont les valeurs propres sont simples et valent

—(722-)2, n € N. La théorie de Fredholm analytique conduit alors &
0 —0_

Mu(z) = R(2)[Mf(z — 2i), Mg_(z), Mg, (2)]
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ot R(z) est une fonction méromorphe & valeur opérateur bornée sur L*((6_,6.)) avec
N : T

des poles simples en z =ing Ty, n e 7. ‘

Compte tenu des informations & priori que nous avons sur u, f, g+, nous en déduisons la

Proposition 7 Une fonction v € H(Q) telle que suppu C {r < 1} vérifiant (3.1) avec
~v > —1, a une transformée de Mellin méromorphe dans {3z < v+ 1}. Elle a des poles

simples aux points in#, 9:‘_”97 < (y+1),n €N avec
RGS(MU, mﬁ) = Cnu Sln(nﬁ(& — 6,)), & <7 +1.

Sideplusy—f—l&'{ ’Te_,nEN},ona

0+

U= X(T) Z icn,ure+7iﬂ97 sin (94_7&_ (9 — 0)) + R

nGN,n<7(9+79;)(7+1>

avec x € C°(R,), suppx C {r < 1}, x = 1 au voisinage de 0, et R € L?>72(Q).

Remarque 4 — En fait on peut avoir en plus des propriétés de régularité sur u et
R si on précise la régularité de f, g_ et g, (voir le résultat de Kondratiev rappelé
plus loin).

— Le méme type d’analyse peut se faire en remplacant U'intervalle (6_,6,) par S'.
Les poles de R(z) sont donnés par les valeurs in, n € Z correspondant aux valeurs
propres —n? du Laplacien sur S* avec les fonctions propres cos(nf) et sin(nf). En
fait les poles correspondent aux poles associés a une fonction H? (voire H**? si on
suppose de la régularité supplémentaire sur f) et le développement asymptotique
n’est rien d’autre que le développement de Taylor de la solution a 'ordre [y + 1].

Preuve 16 En premier lieu, les poles de R(z) sont déterminés par la résolution du
probleme aux valeurs propres

v =2*v, v(0_)=v(0;) =0

Les solutions sont

nmw nm

=g VO =sin (m(e—e_)> .

On en déduit la position des poles du prolongement méromorphe de Mu et la forme

du résidu. Si v+ 1 ¢ {ﬁ, n e N}, R(z) est un opérateur uniformément borné par

rapport a z sur {Sz = (7 + 1)} et on en déduit que le prolongement méromorphe de Mu
a {3z < v+ 1} a une trace L? sur {3z =~ + 1}. 11 suffit donc d’éliminer les poles de
Mu pour conclure. Compte tenu de

1

M[r'X)(z) = M) (2) = M(x)(z — 7)) = M[rox|(z — i)

z =1
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ou M[rd,x| est holomorphe avec M[rd,x](0) = —x(0) = 0, cela revient a supprimer le

terme
. T . nm
X('f’) E ZCn’u’f’eJr - sin <H(9 — 6_>> .

neNn< G200+

Nous terminons ce paragraphe par une remarque. Ici nous avons supposé les données
f, g+ dans un espace a poids de telle sorte que leur transformée de Mellin n’a pas de pole
dans {Sz <y —1} et {2z < v+ 1}.

On pourrait considérer des données (f € H® et g € H s+3 par exemple) dont les
transformées de Mellin sont méromorphes. Dans ce cas la transformée de Mellin de u
aurait des poles venant de R(z) auxquels s’ajouterait les poles venant des données.

3.2.2 Un autre exemple

On donne dans cette section une application des résultats de Kondratiev dans le cas
ou les opérateurs intervenant dans les conditions aux limites sont ceux de Neumann ou
de Dirichlet. On restreint aussi cette application a I'opérateur de Laplace qui est un
opérateur différentiel d’ordre 2.

Soit 2 un secteur angulaire infini d’angle ¢, de sommet O et de frontiere I'.

On étudie le probleme de Laplace avec condition de Dirichlet ou de Neumann

(S) Au = f dans €
Blu =g, surT,l=0o0ul
ott f est donnée dans H*7 () et
By =1Idavec g € Hk+2—%a’€+2—§—v(p)
BY =0, avec g € HF2-1-30+2-1-3-7(T)

On choisit O comme origine.
Le probleme s’écrit en coordonnées polaires

{ 7;2((rar)2+ag)u _f

Blu =g
ou
Bl =1Id
Bi =10,

On effectue maintenant la transformation d’Euler r = e¢™ 7

en une bande notée B, définie par

, qui transforme le secteur

B={(r,0), 7€ R,0< 6§ < ¢}

de frontiére
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on note A = Ay U A,.
On remarque que 0, = —10,.

Alors

(£+%ymw):e%f:ﬁ@@
Biu =ge ™ = gi(1,0)

ou

B =1Id
B> =9,

Donc on résout maintenant un probleme dans un domaine a frontiere réguliere.
Par passage au Fourier par rapport a 7 ou de fagon équivalente le passage en Mellin
par rapport a r on obtient

{(%—Vﬁ@@r;ﬂ&@zﬁ&@%mD%&ﬂ
Bz2u|A = q1(A, 9)|A = g2(A, 9)\&

Donc le probleme s’écrit sous la forme

P = (f2, 92)

ou

P(X) : H*2()0,¢]) — H*(0,¢[) x H*+*"2(9D)

est un opérateur différentiel sur D.
Donc o = R()\)(fg, gg)

Un calcul simple donne que les poles de R(\) sont de la forme i%’r, oun € Z, les
fonctions propres sont
— si B = Id, les fonctions propres sont de la forme v, = asin(”T’fe), a est une
constante ;
— si B? = 0y, les fonctions propres sont de la forme v, = acos("T’fG), a est une
constante.

Remarque 5 Dans notre cas on peut déterminer explicitement I’expression de R(\) en
utilisant les théoremes classiques des équations ordinaires. Apres avoir trouvé I’expression
de R(\) il sera facile de savoir ses poles.

Théoréme 5 Si R(\) n’admet pas de pole sur la droite S(A\) =k +1 —~
c’est a dire v n’est pas de la forme k+ 1 — 2% n € Z.

Alors Y(f, g) € H**(Q) x Hk+2fzf§,k+247%ﬂ<r)’
le probleme (S) a une unique solution u € H*2#277(Q).

De plus il existe une constante C positive telle que

HUHH’H‘?’H?—W(Q) < C I flgww—~ + |’g"Hk+27lf%,k+27lf%f'y(l—\)
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Preuve 17 Voir le théoreme 1.1 de Kondratiev [22] ”que nous rappelons dans la section
suivante”.

Supposons que
(7, 9) € H=3(2) x H2-—biermi=boo(r)
et que
(f g) c Hk:1,k1—71 (Q) X Hk1+2—l—%,k1+2_l_%_71 (F)

OflklZketh:—’y+1+k<h1:—’yl+1+k}1

Si R(\) n’admet pas de poles sur les deux droites S(A) = h et F(N) = hy alors d’apres
le théoréme 5, il existe une solution u dans H**2**2-7(Q)) et une autre solution w dans
HkF2k+2=7(Q)  de plus w est plus réguliere que u en zéro.

Alors on peut donner le résultat suivant, qui caractérise le développement asympto-
tique de wu.

Théoréme 6 Si
= Hk+27k+2—'y

et
(f, g) S Hlﬂ,kl*’Yl (Q) % Hk1+27175,k1+2717%,71 (F)

avec k1 > k,hy > h > 0.

Supposons de plus
v 7ék:—|—1—%,n€Z;
" #kl—l—l—%,nEZ’

Alors
1. Si By = Id, u s’écrit sous la forme
mn NI
U = E Ay, ¢ SIn 7 +w
meN,h<%<h1

ou
w e Hk1+2,k1+2—71 (Q)

2. Si BY = 0, u s’écrit sous la forme
mm mm
U = E Ay, T ¢ COS 7 +w
meN, h<E<hi

ou
wE Hk1+2,k1+2*’71 (Q)

Preuve 18 C’est une conséquence du théoreme 1.2 de Kondratiev ”que nous rappelons
dans la section suivante”. [22]
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3.3 Résultats de Kondratiev

Nous rappelons ici une version simplifiée des résultats de Kondratiev dans notre
contexte et avec nos notations. Nous nous limitons toujours au cas de la dimension 2 et
on travaille dans Q = R* x (6_,0,).

On considere un opérateur différentiel d’ordre 2 (pour ne pas alourdir cette présentation).

L(z,0,) = Y aa(x)0

laf<2

a coefficients a, de classe C*, elliptique. Les opérateurs intervenant dans les conditions
aux limites sont données par des opérateurs

Bi(l‘,am) _ Z bﬁ(x)aﬁ

|w|ﬂﬁ z
|B|<m+

avec f1g < my — || et les coeflicients bs sont de classe C*.
On associe a ces opérateurs les parties principales en x = 0

Ly = Z a,(0)0y elliptique
|a|=2
bﬁ(o) 3
Box = >, maz (#0).
|B|+pP=ma

On fait 'hypothese sur le probleme aux limites

L(z,0,)u = f (3.5)
B_(x, &E)ub:& =g
B+(xvax)u}9:9+ =9+ (37)

vérifie les conditions de Lopatinski en dehors de = = 0, ce qui assure l'ellipticité du
probleme aux limites en dehors du coin x = 0.
On écrit ensuite les opérateurs Ly, By 1 en coordonnées polaires

Lo(z,0,) = T_2[~/0(T@T,89), Bo(z,0,) = T_miéo(r&,,ag).
Le systeme

~ Lo(iz,0p)v = (3.8)
1?07_(1‘2, Dp)v(0-) =1 (3.9)
By (iz,0p)v(0;) =1y (3.10)
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admet alors une résolvante R(z) méromorphe sur C selon la théorie de Fredholm
analytique (cette condition est en général, en dimension quelconque, encore induite par
des hypotheses d’ellipticité de ce systeme).

Nous précisons dans ce contexte plus restreint les énoncés des Théoremes 1.2 et 2.2
de Kondratiev dans [22]. Le premier résultat concerne le cas ou les opérateurs L(x, 0,)
et Bi(x,0,) sont des opérateurs homogenes :

L(x,0,) = Lo(x,0,) et By(x,0,) = By+(x,0;) .

Théoréme 7 Supposons que u € H* 25273 (Q) est solution de (3.5) (3.6) (3.7) avec
fe H'“’kl_%(Q) et g4 € Hk1+2_mi_%’k1+2_mi_%_a71(Ri) avec

2k +4-2—a;  2k+4-2-«

h >
! 2 2

—h, k >k

Supposons de plus que la résolvante R(z) du probleme (3.8)(3.9)(3.10) n’ait pas de pole
de partie imaginaire h;. Alors

mi—1
U= Z Z a; " " (), ;(0) + w(x)
7 v=0
ou
— la somme sur j est une somme sur les poles de R(z) appartenant a {h < Sz < hy}
et u; étant la multiplicité du pole A; ;
~ le reste w(x) appartient & HFM+2M+2=3 ayec
||w||Hk1+2,k1+2*a71 S C ||uHHk+27k+27%+||f||Hk1,k1*%+Hgi||Hk1+2*mi*%yk1+2*mi*%*a71
Remarque 6 — Dans larticle [22] de Kondratiev ’énoncé est donné avec les espaces

om
a poids noté W, , m € N, a € R, (p 231). Avec nos notations, ils coincident avec
Hm,mf% ]

— On notera que pour cet énoncé l'entier kq, le réel —ay et donc le réel hy peuvent étre
pris aussi grands que l'on veut. Ainsi si les données sont arbitrairement régulieres
(et s’annulent a un ordre arbitraire en = 0) on obtient un développement asymp-
totique complet de u au voisinage de x = 0 en calculant tous les poles de R(z) dans
{2z > h} qui contiennent les poles de Mu, et les résidus correspondant de Mwu en
ces points.

— La preuve de ce résultat est la version générale du cas particulier que nous avons
présenté au paragraphe précédent. Nous reprendrons ces calculs précisément dans
d’autres cas, avec méme des données ayant des transformées de Mellin méromorphes,
auquel cas les poles de Mu (et donc le développement asymptotique de ) sont
donnés par les poles de R(z) et les poles des transformées de Mellin des données.

Le deuxiéme énoncé concerne le probleme complet.
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Théoréme 8 Supposons que la solution u de (3.5)(3.6) (3.7) appartient & H*2++2-% (Q)
avec f € HFMF3(Q) et g1 € Hk“_mi_%’k”_mi_%_%l(]Ri), a—2<ao <aetfgs
a support inclus dans {r < po}. Supposons de plus que la résolvante R(z) du probléeme

(3.8)(3.9) (3.10) n’ait pas de pole de partie imaginaire hy = =2=2E2541 - Alorg

pi—1

u= Z Z a; " In” ()4, (0) + w(x)
i v=0

ol
— la somme sur j est une somme sur les poles de R(z) appartenant a {h < Sz < hy},
h = _2%““4 et u; étant la multiplicité du pole A; ;

a1

— le reste w(x) appartient & H*™2*273 avec

ol pesrazp < C Nl prranrag + 11y + 19l penceyasamamy oz |

Remarque 7 Ici on a pris k; = k avec en plus la limitation oy > o — 2 sur —ay. Cela
est di aux termes d’ordre inférieur de L(z,d,) et By(z,d,), qui doivent intervenir si on
veut un développement asymptotique complet de la solution et que 1’énoncé ne prend
pas en compte.

Ce que nous retiendrons essentiellement de ces énoncés est qu'un développement asymp-
totique de la solution de (3.5)(3.6)(3.7) est déterminé par les poles de la résolvante R(z)
du probléme homogene (3.8)(3.9) (3.10) 2. Cela est valable jusqu’a n’importe quel ordre
pour le probleme homogene pour des données “régulieres” et jusqu’a un ordre limité si
les opérateurs L(z,d,), Bi(z,d,) contiennent des termes d’ordre inférieur.

3.4 Types asymptotiques

Dans la section précédente, nous avons vu qu’au moins en premiere approxima-
tion, le développement asymptotique des solutions de (3.5)(3.6)(3.7) est déterminé par
I'étude des poles de la résolvante du probleme homogene principal (3.8)(3.9)(3.10) (et
éventuellement par les poles des transformées de Mellin des données). Avant d’introduire
des définitions quelques remarques s’imposent :

— L’objectif final de notre travail est d’améliorer la convergence des méthodes de
décomposition de domaines aux voisinages des coins. En conséquence nous tra-
vaillons uniquement avec des solutions tronquées, x(r)u, avec x € C°(R, ), supp x C
{r <1} et x =1 au voisinage de {r = 0}, voire nous pouvons nous mettre dans la
situation u = x(r)u. Les problemes elliptiques que nous considérons sont donnés
par une formulation variationnelle qui assurent u € H'(2). En conséquence, en
dimension 2, on peut déja affirmer que M [u] = M[xu] est une fonction holomorphe
dans {3z < 0}. Comme les opérateurs L(x,d,) et Bi(x,0,) sont différentiels la
donnée f € L?(2) a une transformée de Mellin holomorphe dans {Sz < —1} et les
données g4 ont également une transformée de Mellin holomorphe dans un demi-
plan inférieur.

2et éventuellement les poles des transformées de Mellin des données
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— Pour la méme raison que précédemment nous limiterons I’étude au probléeme ho-
mogene principal (3.8)(3.9) (3.10). Les résultats de Kondratiev nous assurent que
I’on décrit bien ainsi la nature du développement asymptotique des solutions si
on ne s’intéresse qu’aux premiers termes du développement asymptotique. On se
ramene ainsi a un probleme au traitement algébrique “facile”.

— Pour déterminer les parties principales Lo(z, 0,) et By +(x,0,), il suffit d’écrire les
opérateurs en coordonnées polaires, de considérer 0,, %89 comme des opérateurs
d’ordre —1, la multiplication par r® comme un opérateur d’ordre «, les opérateurs
r0, et Jp comme des opérateurs d’ordre 0...et ne garder que les termes de degré
d’homogénéité les plus bas.

— Conformément aux remarques de la section précédente et a la description des es-
paces H*(§2) et H*(R%) les données f, g4 ne sont pas forcément dans des espaces
a poids, correspondant a des transformées de Mellin holomorphes comme dans les
énoncés de Kondratiev. Ces transformées de Mellin peuvent avoir des prolonge-
ments méromorphes et le développement asymptotique de u fait intervenir a la fois
les poles de la résolvante R(z) et les poles des transformées de Mellin des données.

— Enfin la régularité du reste importe peu. Nous ne souhaitons travailler que sur les
premiers termes du développement asymptotique, le reste étant considéré comme
négligeable. Pour les traces sur la droite {%z =7 — g} nous écrirons simplement
qu’elles sont L?(R+4(y — %)) méme si on a en fait plus de régularité dans bien des
cas. Nous allons nous focaliser sur la position des poles des transformées de Mellin
et éventuellement sur le calcul des résidus.

Toutes ces remarques conduisent aux définitions suivantes qui facilitent la discussion.

Définition 4 Nous appellerons type asymptotique dans € (resp. sur R* ) une collection

-----

A; sont des points de {3z < 0}, les entiers p; sont les multiplicités des poles en \; et
i € L2((6,0,)) .

On notera pour v > 0 Ligl’T(Q) (resp. nglj(Rj)) I'ensemble des fonctions u € L%(Q)
(resp. u € L*(R%)) a support dans {r < 1} dont la transformée de Mellin admet un
prolongement méromorphe dans {Sz < v — 1} (resp {%z <7y- % ) avec trace L?(R +
i(y—1); L*(6—,6.)) (resp. L*(R—+i(y—3))) et des poles donnés par le type asymptotique
7.

Remarque 8 On lit parfois dans la littérature le nom d’ensemble des singularités pour
le type asymptotique. Ce dernier terme nous semble plus approprié dans le sens ou il
correspond au développement asymptotique des données et des solutions au voisinage de
r = 0. En fait cette notion contient les développements de Taylor d’une fonction C* en
un point intérieur & un ouvert. Il suffit de remplacer 'intervalle (6_,6,) par le cercle S*,
Aj =1j et des fonctions ¢, ; égales a cos(j6),sin(j6).

Une élimination simple des poles de la transformée de Mellin déja faite dans plusieurs
cas conduit a la
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Proposition 8 1. Siu € Liglj(ﬁ), avec aucun pole de 7 de partie imaginaire ~,
alors on a

mi—1

u(z) = 1jo(r) Z Z i 0" (1), (0) + w(z)

OS%)\]-<'y—1 v=0

avec w € L*7(Q) et ol les ()}, ij, ;) sont ceux donnés par 7.

2. Siu e LfgLT(Ri), avec aucun pole de 7 de partie imaginaire -y, alors on a

pi—1

u(r) =loy(r) D D e NI (r) +w(r)
0<SNj<y—3 v=0

avec w € L*7(R%) et ot les (A, p;) sont ceux donnés par 7.

La résolution apres transformée de Mellin du probleme homogene conduit également
a la

Proposition 9 Siu € H*(Q2), suppu C {r < 1} résout le probleme homogene (3.8)(3.9)(3.10)

—m -1 . ~ , .
avec f € Ligl,T(Q), v<2 g+ € ng;r;i T2 (R%), et si les poles de 7 translatés de 2iv,

les poles de 7. translatés de m4i et les poles de la résolvante R(z) ne rencontrent pas
{Sz=7v+1} alors u € Lf;’f %}o (Q) ou le type asymptotique 75, se déduit par union (en

ajoutant les multiplicités éventuellement) de 7', 7 et des poles de R(z).

Preuve 19 A partir des hypotheses de la proposition 9 et de la définition 4 on a
- f e Lfglj(Q), donc M(f) admet un prolongement méromorphe dans {J(z) <
v —1}, de plus f € L?,

a1
— demémesi g € LZ;T :2& "E72(R*) alors M (g+) admet un prolongement méromorphe

dans {S(z) <v+2—my — 1 — 1} ={S(2) <v+1—my}, de plus gx € L*(R%).
Or on sait que
Mu(z) = R(z) | M(r*f)(2), M(r™*gs)(2)

de plus M(r?f)(z) = M(f)(z — 2i) et M(r™*g.)(2) = M(g+)(z — im).

Donc les poles de M (f) (resp. M(g)) sont translatés par 2i(resp. m4i), et par suite
M (f)(.—2i) admet un prolongement méromorphe dans {(z) < y+1}, de plus M (g4 )(.—
im+) admet un prolongement méromorphe dans {S(z) <v+1—ms +my} ={S(2) <
v+ 1} . Si on suppose de plus que les poles de la résolvante R(z) ne rencontrent pas
{S(2) = v+ 1} alors M(u) est une fonction méromorphe dans {3(z) < v + 1}, donc

2,v+2

u € Lrgl,Too(Q)'

Donc le type asymptotique 7o, se déduit par union (en ajoutant les multiplicités
éventuellement) de 7, 7, et des poles de R(z).

Remarque 9 D’apres la proposition 9, le développement asymptotique de u, fait inter-
venir les poles de la résolvante et les poles des données(f, g+ ), des calculs précis seront
faits completement dans des cas particuliers.
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3.5 Stratégie pour la décomposition de domaine.

On voit que si 'on décompose un domaine régulier ) de R? en plusieurs secteurs
dont le sommet commun est intérieur a €2, les types asymptotiques associés au probleme
aux limites de chaque sous-domaine n’a a priori rien a voir avec la régularité espérée
a lintérieur (H™™ pour un opérateur d’ordre 2 avec données H™) pour le probleme
complet. Inversement on peut envisager de faire une décomposition de domaine pour
résoudre un probleme elliptique dans un secteur non convexe qui va conduire a une
partie principale plus singuliere que ce que donne a priori la résolution dans chaque sous-
domaine. Conformément aux résultats de Kondratiev, les types asymptotiques donnent
les parties principales jusqu’a un certain ordre des solutions aux voisinages de z = 0.
Notons qu’ils ont pour la solution u deux origines :

a) le type asymptotique des données;
b) le type asymptotique associé aux parties principales des opérateurs P et By 4.

Indépendamment des données (supposons que les transformées de Mellin des données
sont holomorphes dans 3z < Sy avec S; grand) on voit que la décomposition de domaine
engendre a priori une mauvaise adéquation des types asymptotiques entre le domaine
complet et chaque sous-domaine.

En fait comme cela a été présenté au chapitre 1, nous avons des degrés de liberté dans
les méthodes de décomposition de domaine au niveau des conditions d’interfaces. L’idée
est donc de déterminer les conditions d’interfaces qui vont faire coincider les premiers
poles(ceux les plus proches de z = 0) des transformées de Mellin des solutions dans
chaque sous-domaine avec ceux associés a la solution du probleme complet. En outre, on
verra au chapitre suivant (chapitre 4) que les conditions d’interface ne sont pas prises au
hasard, mais plutot elles sont choisies de telle sorte qu’elles marchent bien sans coin puis
les adapter au voisinage du coin de facon a avoir une bonne convergence. Apres avoir
construit ces opérateurs, on peut chercher a optimiser les coefficients de telle sorte qu’on
obtient des solutions plus régulieres pres du coin, en pratique cela peut se faire via deux
approches :

— La premiere approche consiste a choisir les conditions d’interface de facon que le
résidu sur le premier pole parasite (associé au sous-domaine et non au domaine
complet) soit nul pour des données bien choisies (correspondant au développement
asymptotique de la solution du probleme complet).

— La deuxieme approche consiste a choisir les conditions d’interface de fagon a pousser
le plus loin possible de z = 0 les pdles parasites (i.e. faire monter les exposants des
modes parasites dans les développements asymptotiques).

A priori on ne sait pas en avance quelle méthode utiliser, il faut a chaque fois comparer
les deux méthodes et voir jusqu’a quel ordre on peut augmenter la régularité de la solution
du probleme a envisager, ceci fait l'objet des deux chapitres suivants.

La méthode de décomposition de domaine engendre deux types de coins, il y a des
coins qui sont intérieurs au domaine complet et des coins qui sont sur le bord du domaine
complet. Le traitement de ces deux catégories de coins est légerement différent. En fait
dans le choix des conditions d’interface on doit tenir compte de la nature des coins. Nous
montrerons dans le chapitre suivant que pour des coins a l'intérieur du domaine complet
ou des coins sur le bord du domaine complet avec condition de Neumann sur le bord,
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les conditions de raccord aux interfaces ne doivent pas contenir un terme constant pour
avoir un probleme bien posé qui autorise des valeurs non nulles au coin. Par contre pour
une décomposition de domaine qui engendre des coins sur le bord du domaine complet,
avec condition de Dirichlet autorise des termes constants dans les conditions de raccord
aux interfaces des sous-domaines.

3.6 Deux remarques importantes.

1. Premiere remarque :

Nous travaillons avec des opérateurs différentiels a coefficients réels. Il est clair
que dans ce cas les développements asymptotiques des solutions doivent étre réels
pour des données réelles. Cela impose que les poles associés a la résolvante R(z)
du probleme homogene doivent présenter des symétries par rapport a 'axe iR de
facon a ce que les premiers termes du développement asymptotique soient réels.
Nous vérifierons en fait dans tous les cas qui nous intéressent que les poles sont
exactement sur ’axe imaginaire.

2. Deuxieme remarque :

Le probleme que nous regardons est issu d'une formulation variationnelle qui assure
I'appartenance & H' des solutions pour le domaine complet et chaque sous-domaine
(Nous prendrons bien soin d’assurer cette condition au niveau des choix des condi-
tions d’interface). Cela élimine la possibilité d’avoir un pole multiple en z = 0.
Nous savons donc que les solutions que nous regardons dans le domaine complet
ou dans chaque sous-domaine admet un pole simple.

De ces deux remarques nous déduisons que nous devons nous concentrer sur le
traitement des poles de la forme z = it avec t > 0.
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Chapitre 4

Décomposition de domaine avec coin
sur le bord

4.1 Introduction

Nous mettons ici en oeuvre la stratégie décrite au chapitre précédent a l'aide de
la transformation de Mellin dans le cadre de la théorie de Kondratiev qui permet de
comprendre 'inadéquation entre les problemes dans les sous-domaines et le probleme
global : tout se joue au niveau des types asymptotiques, i.e. les poles de la résolvante du
probleme angulaire. En dépit de cette difficulté, F.Nataf a obtenu, a ’aide d’estimations
d’énergie, un résultat de convergence pour un opérateur d’ordre 2 dans un carré découpé
en quadrillage. Donc 'idée est d’utiliser des conditions d’interface qui contiennent des
dérivées tangentes qui sont valables dans un domaine sans coins et de les adapter au
niveau du coin afin d’avoir une bonne convergence, des expériences numériques montrent
que l'erreur présente des pics tres marqués au niveau des coins si on ne fait rien au
coin. Une facon d’améliorer la convergence serait d’annuler au coin au premier ordre le
terme avec dérivée tangentielle d’ordre 2, puis jouer sur les coefficients des conditions
d’interface au voisinage de la singularité pour faire coincider les poles des solutions dans
les sous-domaines avec ceux de la solution du probleme global (voir [10]).

Des calculs préliminaires de F.Nataf et F.Nier dans la situation modele (L := —A,
disque découpé en secteurs) valident la pertinence de cette approche.

Le but de ce chapitre est de développer cette approche avec le choix de L :=n—A,n >
0 tant sur le plan théorique que numérique.

4.2 Motivation
Soit €2 un secteur du plan.
On cherche a résoudre 1’équation :
L(u) = (n — A)(u) = f dans Q, ou f € L*().

99
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Les conditions d’interface de Taylor d’ordre 2 conduisent, dans la plupart des cas, a
des gains en vitesse de convergence par rapport aux conditions de Taylor d’ordre 0 ou
celles de Dirichlet dans le cas d’'un découpage avec recouvrement (voir [12] F. Nataf et
F. Rogier,1995). Pour cette raison on cherche dans ce travail des opérateurs d’interface
sous la forme des opérateurs différentiels d’ordre 2 qui soient une bonne approximation
des opérateurs intervenant dans les CLA exactes.

4.3 Construction des conditions d’interface d’ordre
2

On cherche a résoudre le probleme (n — A)u = f dans R? avec une donnée f dans
L? par la méthode de décomposition de domaine en secteurs. On doit chercher donc les
conditions qu’il faut mettre sur les interfaces.

Il nous a paru intéressant de chercher des conditions d’interface d’ordre 2 en la variable
tangentielle de maniere a étre des bonnes approximations des CLA exactes. Pour fixer
les idées on cherche des conditions d’interface d’ordre 2 sous forme :

0 J ,ad
on * or ( 2 8T>
ol « et [ sont deux parametres positifs.
Nous montrerons que ces conditions d’interface adaptées au secteur ne peuvent pas
conduire directement a des bonnes propriétés de convergence au niveau du coin sans les
modifications.

4.3.1 Traduction des conditions aux limites artificielles exactes
a un secteur du plan sans modification

On travaille avec des conditions d’interface de type :

0 0 ad
on T 25,

ou n est la normale extérieur et 7 le vecteur tangent a l'interface.
On remarque que 'opérateur est a coefficients constants; donc on peut travailler avec
les conditions d’interface optimisés du cas régulier :

) 0 oy O

on TPt = 55 50)

On va étudier 'algorithme 1.2 dans le cas ou un sous-domaine noté {2 est un secteur
de plan de sommet O et de frantiere I' et on note par n la normale extérieur a I' et 7 le
vecteur tangent unitaire (voir figure 4.1).

On notera u'} les valeurs de u dans le sous-domaine adjacent a €2 en § = .. Donc le
probleme a résoudre dans le sous-domaine €2 est



4.3Construction des conditions d’interface d’ordre 2 61
FiG. 4.1 — Secteur de R2.
(n — A"t = f dans Q
on T 0= 5 (5ar) Jurtt = g+ 0 - 5:(557) Jut (4.1)
ot B— () Jurtt = =g+ 08— 5 (55 Jul

Pour résoudre le probleme (n — A)u(z,y) = f(x,y) dans le secteur, on Iécrit en

coordonnées polaires.

En effet Uopérateur A = 97 + 9; s’écrit en coordonnées polaires comme

_ 9 19 4 1 8
A = 8T2+7’87‘+7‘2802

:%@@y+%]

Donc I'équation (n — A)u = f devient

(1= 50007 + ) u(r:0) = f(ov)

Par passage en coordonnées polaires le probleme 4.1 devient

(= (07 + ) )or1(r.6) = 7 dans

- %80 - ﬁopt + %87“(040171567") un—l—l(r’ 9-1—) = - %09 - ﬁopt + %aT<Oé0ptaT) Uﬁ_(’l“, 9+)
- %80 + ﬂopt - %ar(aoptar) u"t (T’, 9—) =\ - %80 + ﬁopt - %ar<aopt87") u (T7 0—)

Soit v la solution de
(1-A)(v)=f dans R

On pose e" =u" —v", e =u} —v} et e =u_ —v_.
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Donc €™ est solution du probleme :

(0= (0.2 +-09))er1(r6) =0
- %80 - ﬂopt + %ar(aoptar> en-‘,—l (ra 9+) = - %69 - Bopt + %ar(aoptar) 67_:_ (7”, 0+)
- %80 + ﬁopt - %ar(aoptar) 6n+1 (’I", 9—) - - %89 + ﬁopt - %ar(aoptar) 6@ (7", 0—)

e Partie principale + Homogénéité
On se propose dans cette partie de montrer qu’il ne faut pas considérer dans les problemes
a coins des opérateurs d’interface faisant intervenir des coefficients constants.
Les conditions aux limites absorbantes en 04 sont de la forme

0 10 0
% + ﬁopt - 55(0501%5)

ol n est la normale extérieur, r est la distance au coin, vy, Bopr € R

En écrivant 02 = 5 [(r@r)z - r@r] , on voit que 92 est un opérateur homogene de degré
—2 et comme 0,, est homogene (en x) de degré —1 donc elle est négligeable au coin par
rapport au dérivées tangentielles d’ordre 2 qui est un opérateur d’homogénéité égale a
—2.

Nous travaillons au voisinage de » = 0, on néglige alors les termes d’ordre zéro, donc
le probleme a résoudre dans () devient

()2 + ) em1(r0) =0
(507)e"H(r,04) = (507)e’(r,04)
(~12)en1(r,60.) = (~30R)er (r,6.)

Par passage en Mellin on obtient

(02 — 2%)e"(z,0) =0
(22 +iz)e"(z,01) = (2 +iz)e(z,04)
(22 +iz)e"(2,0) = (22 +iz)e"(z,0.)

Comme on s’intéresse a ce qui se passe au voisinage de zéro, on peut supposer que la
solution u(r, @) est a support compact en r, cela signifie que I'on cherche 4(z,#) comme
une fonction méromorphe dans un demi-plan complexe.

Les fonctions méromorphes en z forment un corps, on peut donc simplifier dans les
conditions aux interfaces par (2? + iz), donc le probleme devient

(02 — 22" (2,0) =0
én+1<270+) = é1(279+>
et (z,0) =ém(z,0.)

On remarque que la partie principale homogene du probleme aux limites dans un
secteur se comporte comme un probleme de Dirichlet pour lequel I'information ne passe
pas d'un sous domaine a 'autre sans chevauchement. Les conditions d’interface opti-
misées du cas régulier ne peuvent pas conduire a des bonnes propriétés de convergence
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au niveau du coin sans les modifications. Cela est observé numériquement et nous allons
mettre en place la stratégie présentée au chapitre précédent pour obtenir un ajustement
optimal.(voir [10])

4.3.2 Traduction des conditions aux limites artificielles exactes
a un secteur avec modification

L’idée est de mettre un coefficient qui s’annule devant la dérivée tangentielle d’ordre
deux (9?) dans les conditions d’interface pour avoir quelque chose d’homogene de degré
—1, ceci peut se faire en remplagant «,,; par ar, et en remplacant le coefficient constant

8

Bopt Par = pour avoir quelque chose d’homogene de degré —1. Apres multiplication par

r les conditions d’interfaces sont données par les opérateurs

en 0, : 0+ fy — %(T@r)2,

o
enf_:0p—p-+ 7(7“&)2 .
Donc on travaille avec des conditions d’interface de type :

o [ 10 0
oty 200 o)
ol n est la normale extérieur, r est la distance au coin, o, 3 € R,..
On sait que les conditions d’interfaces optimisées du cas régulier marchent bien loin du
coin. En pratique ce que l'on fera sera une fois les coefficients o et 3 déterminés pour
avoir le meilleur comportement au coin, on raccordera la fonction ar avec la constante
apt €t la fonction B avec la constante ﬂopt.l

T

4.4 Formulation variationnelle

La résolution numérique dans chaque sous-domaine se fait dans un cadre variationnel.
Nous précisons ici les espaces variationnels naturels pour une telle formulation et vérifions
ensuite que leur formulation au sens des distributions coincident avec les problemes aux
limites introduits précédemment. Notons qu’il faut distinguer les deux cas = 0 et
G # 0. Les espaces variationnels naturels sont distincts dans les deux cas. Le deuxieme
cas est intéressant quand le coin du sous-domaine est sur un bord du probleme global
sur lequel on a mis une condition de Dirichlet homogene. En revanche dans les cas ou le
coin du sous-domaine est sur un bord du domaine global avec condition de Neumann ou
carrément a l'intérieur du probleme global on doit prendre § = 0 pour ne pas forcer la
valeur de la solution au coin a étre nulle.

Ici 2 est un secteur de R?, Q = R* x (0_,6,) et on note O son adhérence et Q\ {O}
son adhérence privée du sommet. Nous introduisons les espaces de fonctions régulieres

!Noter que le cas raccord dans le cas 3 = 0 consiste tout simplement & garder le coefficient Bopt sur
toute l'aréte.
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C°(Q) qui est I'espace des restrictions a Q de fonction C* & support compact dans R? et
C(Q\ {O}) Pespace des éléments de C5°(€2) dont le support ne rencontre pas le sommet
0. Notons que ces deux espaces contiennent ’espace des fonctions test C3°(§2) et qu’ils
contiennent des fonctions tests permettant I’analyse au bord loin du coin.

Nous introduisons les espaces variationnels suivants :

— G : est le complété de C3°(Q) pour la norme || || 1 donnée par

dr
full = [ 1ol @)+ Vu (@) da+ [ (000
o) r
qui fait de G* un espace de Hilbert dans lequel C3°(Q) est dense.

— G} est le complété de C5°(Q \ {O}) pour la norme || ||G(1) donnée par

Il = o 041948 ) de | 1620u60) 57

qui fait de G} un espace de Hilbert dans lequel C°(Q \ {O}) est dense.
La définition de ces espaces conduit de plus aux propriétés suivantes :
- Gy C G' Cc H(Q).
— En conséquence pour tout u € G (ou u € G}) admet une trace dans Hlic(aﬁ\
{ O}). Les conditions supplémentaires contenues dans les normes de G' et de G} ne
font que préciser la régularité requise de ces traces et le comportement au voisinage
du coin.
— L’inclusion G} C G* est stricte. En fait G} ne contient méme pas Cg°(Q2) puisque
une fonction constante égale & 1 au voisinage de 0 vérifie [, [u(r)[*% = +oc.
Sur ces espaces nous considérons les formulations faibles suivantes :

fr=0:
Yo e G, Aoy o(u,v) = Lsg 4. (v) (4.2)

avec gy o(u,v) = /Qnu(:r)v(:v) + Vu(z)Vo(z) do +

/ T —(rd, ) u(r, 0,)(rd)u(r, 04) %—l—/ a—Q_(rar)u(r, 0_)(rd)v(r,0-) %

0

+00 +oo
et Lpg 4.( /f dx—/o g+ (r)v(r,05) dr+/0 g—(r)v(r,0_) dr.
Be#0:

Vo € G(1)7 Gay,By (uv U) = Lf19779+ (U) (4‘3>
avec Gy gy (U, v) = / nu(z)v(x) + Vu(z)Vo(z) do +
T g dr too By
| S eo0umonoenen) T [ St oumo,) ar

+/+OOO‘ (18, )u(r, 0_)(rd, )o(r, 6 )i +/0+005 (r,0_Yo(r,0_) dr
et Lpg 4. (v /f da:—/0+oog+( (r,04) d'r’+/0+oo r,0_) dr.
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Le théoreme de Lax-Milgram assure 'existence et I'unicité de solutions de ces problemes.

Théoreme 9 Pour ax > 0 et S = 0 (resp. ax > 0 et B+ > 0) et pour des données
(f,9-,9+) telles que Ly, ,, définissent une forme linéaire continue sur G* (resp. Gy)
le probleme (4.2) (resp. (4.3)) admet une unique solution dans G' (resp. G§). C’est une
solution faible du probleme aux limites

(n—A)u=f, dans 2
+(r) (4.4)

Preuve 20 On montre en premier temps que le probleme (4.2) admet une unique solu-
tion et cette solution est en fait une solution faible de (4.4) avec By = 0.
La preuve est basée sur le théoreme de Lax-Milgram.

Il est clair que a,, o est une forme bilinéaire, il reste a vérifier qu’elle est continue et
coercive.

— Continuité
On note par max(a, b)(resp. min(a, b)) le maximum (resp. le minimum) entre a et b.

En utilisant I'inégalité de Cauchy Schwarz on obtient

|aay o(u,v)| < 77(/ |u]2(x)dx>; (/Q|v\2(:c)dx> </ |Vu)?( dx) </ (Vo ?( da:>

dr

a4 o—

wmax( 5 [ 1000ulr.04) 10,0l 00)

[T 100l (:0-) 10060

nllull2[[oll L2 + [[Vall 2 |[Vol| 2

IN

ar Q. dr

max(G ) [ 160000 1600,)01()

o _
masx (1, 1, max(55, %)) [HUHmHvHLz + IVl 2] Vol

([ 1ourm )’ (/mr(ra)u)‘ff)é}

il suffit maintenant de majorer chaque terme par ||u||g:, alors on obtient

IN

(0%
@z o(uv)| < 3max (n, 1,55 ) [fullos ol

— Coercivité
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g o, )| / (olul? + [Vul?) (@) + % / (ropu) P (r,02)

Jd
> min(,1, % U uf? + [Vaul? + /|r8 Jul? 1

> min(n, 1, )l

Donc a, o est une forme bilinéaire continue coercive, et comme Ly, e est une
forme linéaire continue pour de telles données (f, g4, g-), donc d’apres théoréme
de Lax-Milgram il existe une unique solution dans G' du probleme (4.2).
Avant de montrer que cette solution faible du probléme variationnel est une solution
du probléme aux limites, on montre tout d’abord que toute solution classique du (4.4)
(avec G+ = 0) est une solution faible de (4.2).
Soit v € C§°(2), grace a la formule de Green on a

/ (Au)v = —vda— / VuVo
a0 0 Q

ou do est la mesure superficielle sur 0f).
Si u est une solution classique de (4.4) alors

/(n A)u( dx—/f (4.5)

En utilisant la formule de Green on obtient

ou
/S](n—A)u(x)v(x)dx = /Q (nu(m)v(x)+Vu(x)Vv(x)>da: , 8n(r v(r,0)dr. (4.6)
Or
ou > Ou < Ou
an(r ) v(r,0) dr = i an(r 0_)v(r,0_)dr + i 8n(r 0 )v(r,0,)dr (4.7)

D’apres les conditions aux limites sur les bords {# = 6.} on a

(= 0+ 30, (0170,) )u(r,04) = g4 (1)
<8n — 20:(a_rd,) Ju(r,0_) =g_(r)
Donc (4.7) devient :

on
/0

/  d)ulr, 0,) (rd)o(r, 0, )2
0 2 r

3

+ 7" 9+ d (48)

Q
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Donc les égalités (4.5),...,(4.8) donnent que u est solution de
aaiao(u7 U) = Lfvg—vg-F (’U),VU € CSO(Q>
On en déduit par densité que
Aoy 0(u,0) =Ly 4. (v),Vv € G

De la méme maniere on montre que :
— le probleme variationnel (4.3) admet une unique solution dans G,
— toute solution du probleme aux limites (4.4) est une solution du probleme varia-
tionnel (4.3).
Enfin, on montre qu’une solution du probléme variationnel est une solution du probleme
aux limites, on distinguera le cas ou 34 _ = 0 et le cas ou 34 _ # 0.

o3, _=0
Si u € C°(Q) une solution du probléme variationnel (4.4), en effectuant les mémes
intégrations par parties que pour établir la formulation variationnelle (mais dans le sens
contraire), et en utilisant la formule de Green, on en déduit que

Vv e C3°(2) on a

[ (0= 2ut) = )@ +
/O°° - —8au (r,04) + = 8 (gm0 )u(r,0y) — g+(r)>v(r? 0.)dr (4.9

/ ( 1 Ogu(r,0-) — §8r(a,7’8r)u(r, 0_)— g,(r))v(r, 6_)dr =0
,
En particulier pour v € C§°(Q) on a

/Q ((77 — A)u(z) — f($)>v(x)dx _0

Donc
(n — A)u = f dans Q

L’équation (4.9) se simplifie sous la forme
* 1 1
/ ( — ;%u(r, 0,)+ §8T(a+r8r)u(r, 0,) — g+(r))v(7’, 0. )dr
0

+/OOO <— %%u(r, 0_)— %&(a_r@r)u(r, 6_)— g_(r)>v(r, 6_)dr =0

D’ou on déduit que

(= 200+ 500 )ulr, 0.) = .0



68 Chapt 4. Décomposition de domaine avec coin sur le bord

et
1 1
( - —&,(a,rar))u(r, 6.)=g_(r)
r 2
°3i-#0
On refait le méme raisonnement que dans le cas $;_ = 0, et on travaille avec des

fonctions tests dans C5°(Q2\ {O}).

Remarque 10 — On voit que le probleme est bien posé pour les coefficients ay > 0
et B+ > 0. Nous prendrons soin dans I'optimisation de ces coefficients de facon a
respecter cette contrainte.

— En fait pour ay = a_ = 3, = f_ = 0 le probleme variationnel est aussi bien posé
pour des bonnes données. La il suffit de prendre comme espace de travail H*().
On peut aussi envisager des situations intermédiaires avec v = 0 et ay > 0 par
exemple.

— Nous ne détaillons pas les conditions qui assurent que Ly, . est une forme linéaire
continue. En fait loin du coin, ¢’est-a-dire pour des données dont le support (com-
pact) ne rencontre pas le coin, la régularité H~' pour f et la régularité H~'/2
pour g4 suffisent. L’étude de ce qui se passe au coin se fait via le point de vue en
Mellin et pour cela nous ferons I'étude plus détaillée du positionnement des poles
de la solution (ou plus précisément de x(r < 1)u en fonction de la régularité des
données).

— Notons enfin que comme cela a été mentionné au chapitre précédent, cette formula-
tion variationnelle assure Pappartenance a H'(Q) de la solution et en conséquence
la transformée de Mellin de x(r < 1)u ne peut pas avoir de pole multiple en z = 0.

4.5 Coin interface bord avec terme d’ordre zéro dans
les conditions d’interface

Soit §; un secteur du plan défini par ; = R% x (6_,6,) (voir figure 4.2).
On pose €2 = UQ,.

Soit v solution de

m—Apw =f dans Q
{ v 0 sur 0f2 (4.10)

On résout le probleme (4.10) par méthode de décomposition de domaine en secteurs.

On distingue dans notre étude le cas des conditions de Dirichlet a bord plat et a bord
secteur. Nous traitons en premier lieu le cas des conditions de Dirichlet a bord plat, puis
nous généralisons le calcul pour un domaine a bord secteur.
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o) O+

F1G. 4.2 — Secteur au bord plat.

4.5.1 Cas des conditions de Dirichlet a bord plat
Soit le probleme défini dans €2; par

(n—~ABu =f
u(r,0y) =0 sur RY x{0=060,}

(an + 8= O‘f&(r&)) u(r,0_) = (an + 6= %a,,(rar)) u_(r,0_) sur R x {0 =0_}
ou u_ est la restriction de v dans le domaine voisin.

Par passage en coordonnées polaires, le probleme qu’on cherche a résoudre est

(0= % (92 +03) Ju(r.0) =
u(r,0s) =0
(—%89 + 67‘ — af&(r&)) u(r,0-) = (—%39 + ﬁT_ - % ar(rar)> u—(r,0-)

2

On pose e =u —wv,e_ =u_ — v_, donc e est solution de

(0= & (a2 +33) Jer0) =
e(r,0y) =

0
0 (4.11)
(~205+ % = 50,00, e(r,0-) = (=200 + 2 — 50,(0,)) e (1,0)

On travaille au voisinage de zéro, on néglige les termes d’ordre zéro, donc le probleme
(4.11) devient

(r,0,) =0 (4.12)
(r,0

ou a_ et B_ sont deux parametres positifs et g_ est donnée par :

g-(r) = (80 = B+ (9, e (1,0.) (4.13)
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La transformée de Mellin appliquée a (4.12) donne

A(za +

O — B — %2)e(20.) =g (2)

L’équation (95 — z?)é(z,0) = 0, est une équation différentielle ordinaire dont on peut
chercher les solutions sous la forme

(4.14)

é(2,0) = a(2)e??=0) 4 p(z)e 00,

ou a(z) et b(z) sont deux fonctions qui dépendent de z.
A partir des conditions d’interfaces a(z) et b(z) sont solutions de

e?0+=0)q(2) + b(z) =0

(2 = B- = %a(z) — (= + B + 22O 0(z) = §_(2)
D’ou

CL(Z) = (Z — [ - %22) —+ (z +06_+ %Z2>e2z(9+—9_) -1 g},(z).

On voudrait avoir une solution méromorphe dans une zone 3(z) < ¢ ce qui correspond
a (e € H') avec § > 0 et un pole simple en 0,1,2i, ... si §_ est bien choisie.
Déterminons les poles du facteur de g_(z).

Proposition 10 Les poles a partie imaginaire positive de

(G- 5 - %) 4 4+ SPee] (4.15)

sont de la forme

2t

z = Zt,t > 0 et tan (t(¢9+ — 9_>> = ‘L‘Q—Zﬁ
a_t° — _

Remarque 11 Les poles viennent des poles générés par U'inversion( P(z)~1) ou les poles
des seconds membres dans les conditions aux limites. Plus précisément on considere z
comme un parametre et on étudie la famille des problemes linéaires elliptiques en 6. Dans
le cas général le systeme (4.14) peut s’écrire sous la forme :

P(z)e=F

avec

Fo= [o, 0, g_(z)]T

P() = [0~ i (00— B~ %23)]

ou v est un opérateur de trace.
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La ou il existe I'inverse de P(z) sera noté R(z), d’apres la théorie de Fredholm ana-
lytique (Reed and Simon tome 4), R(z) est une fonction méromorphe dont les poles sont
les points ot P(z) n’est pas injective.

Preuve 21 Pour déterminer les poles de (4.15), il suffit de résoudre 1'équation

a_

2\ . 2z(0+—6-) =0.
5 Je

o
(z—ﬁ_—722)+(z~l—ﬁ_+
Donc les poles sont solutions de

_ o 2
e22(0+-0-) _ @+ B +a 2% (4.16)
z+ B+ 522

Comme z € C, on note z = r + it avec r et t deux réels dans R, par passage au
module dans (4.16) apres avoir remplacé z par r + it on obtient

—r 4 B a2 4 2(—1 4 ar)?
D

€4T(9+—97) 2
(r+p0-+a- 552 +2(1+a-r)?

Pour simplifier les calculs on pose

—r 4 B+ a B2 4 2(—1 4 a_r)?
D

vir) = (r+06- + 0@%)2 +2(1+a_r)?

La preuve que r = 0 est basée sur cette égalité

—2r(26- + a_|z|*)
(r+ 8-+ a_ =552+ 2(1+ a_r)?

b(r) —1=

On remarque que 7(¢(r) — 1) < 0, donc ¥(r) — 1 est de signe contraire que 7 .
Comme 6, > 6_ alors on peut déduire :
— Sir>0ona

e+ =0-) S 1 et h(r) < 1

donc on ne peut pas avoir r > 0 .

—Sir<0 ona
er0+=0-) < 1 et ah(r) > 1

donc on ne peut pas avoir r < 0.
Donc on ne peut pas avoir 1'égalité entre e*(®+=0-) et ¢(r) pour un réel 7 non nul,
donc nécessairement r = 0.
Comme nous intéressons aux poles dont la partie imaginaire est strictement positive donc
les poles sont de la forme z = it et t est solution de :

2it(0+—0-) _ —i#F 5+ %W)Q. (4.17)
it + B + % (it)?
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En écrivant le second membre de (4.17) sous sa forme exponentielle on obtient :

_q Q- (512 «a
2it(0—0_) _ .Zt + 6_ +a D) (Zt) _ eiﬂ'€72iarctan(%t7%)’ (418)
it 4 - + 55 (it)?

e

on en déduit par égalité des arguments des deux nombres complexes dans (4.18) que

a_t? —26_

2t(0, — 0_) = m — 2arctan( 57

Yymod(2),

d’ou I’équation vérifiée par les poles(dite équation des poles) est

2t
tan(t(0y —0_)) = —————.
(04 —6-)) o i? 25
eEtude de I’équation des poles
On pose dans toute la suite z = 9*%.
En tragant les deux courbes t — tan(wxt) et t — a_t22—j2ﬁ_’ on peut visualiser la position
des solutions de I’équation des poles :
2t
tan(t(0, —0_)) = ————— .
(t(0+ —6-)) I

) . 1o 2 . 28_
Nous remarquons qu’il suffit de discuter deux possibilités sur le choix 4 /<= par rapport

a % pour localiser le premier pole,(voir les figures 4.3, 4.4).
Ainsi nous possédons deux stratégies :

1. Choisir les conditions d’interface (i.e (a—, 5-)) de fagon que le résidu sur le premier
pole parasite it; (associé au sous-domaine et non au domaine complet) soit nul,
pour des données bien choisies (correspondantes au développement asymptotique
de la solution du probléme complet). Ainsi le premier pole qui intervient est ity de
plus on a :

) 23_ 1
ty > — si —_— < —
T o 2
3 28_ 3
to > — —_—
27 o ot o 2z’
1 206_ 1
R L
T o 2z

2. Choisir les conditions d’interface de facon a pousser le premier pole it; le plus loin
possible de z = 0, ce qui correspond a choisir 4 /% > % (voir figure 4.4), et on a
t €], L.

27 x
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Exemple : Pour un angle droit ( 6, —6_ = 7) on a
1
r =3
si Zﬁ—: =5 alors f_ =5

On remarque que la premiere stratégie est meilleure que la seconde.

2*t/a|pha*t2—2*beta

T
‘ — tan(pi.*x.t)

3/2x 2/x

Fi1G. 4.3 — Cas ou Qf—: < %

™ T T
— tan(pi.*x.t)
Z*t/alpha*tz—z*beta

/
3/px

Fi1G. 4.4 — Cas ou /%= > L.
o 2x



74 Chapt 4. Décomposition de domaine avec coin sur le bord

e Second membre bien choisi pour le probleme de Dirichlet plat

L’idée est que si g_ est associée a une solution réguliere a I'extérieur de €2; alors la
solution doit avoir une bonne régularité.

On rappelle que : g_(r) = (89 — [+ %(T&«)Q) e_(r,0.)

Si e_ est C'™° on espere une tres bonne régularité sur e.

Dans la logique de 'asymptotique » — 0 on travaille seulement avec les premiers
termes du développement de Taylor de e_ et on veut que le choix de (a_,[_) fasse
disparaitre le premier pole en it; de e.

On suppose que dans le complémentaire de (f_,0,) on a la régularité voulue. Le
premier type asymptotique doit étre : e_(z,y) = bz + by

On effectue le changement en coordonnées polaires x = rcosf,y = rsinf, et comme
e_(r,0+4) = 0 donc le développement asymptotique au premier ordre de e_ est :

e_(r,0) =rsin(@ —0.) +o(r),r <1, (4.19)
ou encore en prenant 0y =0, — 7

e_(r,0) = —rsin(@ — 6y) + o(r),r < 1. (4.20)
Lemme 4 Pour z € C — {i}, on a

R1+iz

M(rlgp<py)(z) = 75

Preuve 22 On a

(=10, + 1)(rLy<my) = R%0(r) (4.21)

ou 0 désigne la mesure de Dirac au point R.
Par passage en Mellin dans (4.21)et a savoir que

too d )
RQ/ TZZ(;R(’I”)—T — R1+zz
0

r

on déduit
R1+iz
144z

M(rlgy<ry)(2) =

Si on revient au probleme (4.12) et on choisit comme donnée initiale

e_(r,0) =rsin(6 — 6p)

Un simple calcul donne

g—(r) =1 |cos(6_ — b)) + (—F- + a—£) sin(6_ — 6y) | - (4.22)
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Ainsi, la seule fagon d’avoir g_(r) = 0, est

cos(6_ — 0o) + (—fB_ + %*) sin(0_ — 6o) = 0.

Donc on obtient une relation entre les parametres oo et §_ donnée par :

v
tan(fy — 6_)

Comme 0y —0_ +60_ — 0y = 7 donc tan(f; — 0_) = tan(fy — 6_), d’ou la relation
entre a_ et J_ peut étre aussi écrite en fonction de 6, :

— B+ % pour 6y — 6_ # kr,Vk € Z.

1

o
—_— =0 + —, 0, —0_# kn Vk € Z.
tan(6y —6_) p-+ g POHE T 7k

Le résultat obtenu dans ce paragraphe se résume dans la proposition 11.

Proposition 11 Dans le cas du probleme de Dirichlet plat, un choix optimal(en nombre
d’itération) des coefficients a_, f_ est donné par

1 a_
— =0+ — 0, —0_+#krVkeZ 4.23
et en particulier si 0, —0_ =7 ona [_ =%,

4.5.2 Cas des conditions de Dirichlet secteur

Soit € un secteur du plan défini par ; = R% x (6-,6,) (voir figure 4.5). On prend
une condition de Dirichlet © = 0 sur le bord de 2 = Q; U €.

Yo

U

=0
7\

Fi1G. 4.5 — Domaine au bord secteur.

Les calculs dans €2; sont les mémes que dans le cas plat §; = —m on aboutit a
I’équation :
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a(Z) = [(Z — B — 7_22) + (z + 6+ 7—Z2>622(9+_9,)} B Q_(z)

D’apres la proposition 10, les poles a partie imaginaire positive de
~1
[(z -0 — a—2_z2)) + (z+ 06—+ a—2_z2)62z(9+_9*)]

sont de la forme

2t

z = Zt,t >0 et tan(t(9+ — 9_)) = tQ—Qﬁ
a_t° — _

Ce qui change par rapport au probleme de Dirichlet plat c’est le second membre bien
choisi. Les types asymptotiques pour le secteur R*. x (y, 6;) sont donnés par la solution
du probleme spectral :

{ (05— 29 =0
¢(90) = ¢(9+) =0

Une résolution simple du probleme spectral donne :

¢ = sin(n ﬂ)aecz— mm
I T I T

On pose dans la suite du calcul xg = B+=b0

eSecond membre bien choisi pour le probleme de Dirichlet secteur

Avant d’introduire le comportement asymptotique de la solution du probleme de Diri-
chlet dans un domaine a bord secteur, on rappelle un résultat général de régularité des
problemes de Dirichlet dans un ouvert borné ayant un coin.

Proposition 12 Soit Q un secteur angulaire de R? défini par Q = R* x (6, 6).
Pour une donnée f € H**, une solution u du probleme

Au = f dans €
uw =0 sur 0

admet un développement asymptotique au voisinage de r = 0 donné par

[s—1]

x .k
U~ Z QT o sm(x—O(H —6))

k=1
Preuve 23 C’est une conséquence des théoremes de Kondratiev, voir chapitre 3.

On remarque que la condition de Dirichlet impose ug = 0. Ensuite on se place dans
le cas ou la fonction f appartient a tous les espaces H**(2) de fagon a ne traiter que les
poles associés a l'opérateur (et non a la donnée).

Au niveau du terme principal, si on suppose que la donnée e_, issue de la méthode de



4.5Coin interface bord avec terme d’ordre zéro dans les conditions d’interface 77

décomposition de domaine est définie dans le complémentaire de €21, a un développement
asymptotique adapté a I'opérateur de Dirichlet dans le secteur complet 2 :

1 0 — 90 1
e_(r,8) = uyr=o sin( " )+ o(r=o). (4.24)
0
On rappelle que
Q- 2
9-(1) = Tgeeny (90— 6+ 5 (0,)%) e (r,0-). (4.25)
En utilisant (4.24) et (4.25) on a
1 1 0_ — 60 a_ . 0_ — 00
g-(r) =r*ouly<py [x_o cos( . )+ (—06- + 2_1:(2)> sin( " )} .
Le passage en Mellin dans ¢g_, donne
1= F [ L ooy 4 (4 2y (4.26)
9- N % + 1z ! Zo X - 237% o ‘ .

On veut g_(it;) = 0 et la seule fagon de l'avoir est :

1 0_ — 6y _. . 0_—0
o cos( o )+ (=6- + 2_90(2)> sin( -

) =0.

01 —6_ : :
On pose x = =—= alors 0_ — 0y = m(x¢ — ), donc avec ces notations la relation
entre les parametres a_ et G_ s’écrit :

o 1

_5+ —

T 2x2 T g tan(Z%)

Le résultat obtenu dans ce paragraphe se résume dans la proposition 13.

Proposition 13 Pour le probleme de Dirichlet secteur, un choix optimal( en nombre
d’itération) des coefficients a_, f_ est donné par

o_ 1

Bt = ——— (4.27)

Y tan(77)

eCas particuliers :
On présente ici quelques types de découpages particuliers en deux sous-domaines.
®Sif, —ty=met 0 —0_ =7 (voir figure 4.6)

on a alors xrg =1 et x = % donc G- = %-. On retrouve les résultats précédents.

©Sifly —0 =32 et 0, —6_ =2 (voir figure 4.7)

20
onaalors:to:%etx:%donc—ﬁ_+%:%3‘
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50
S O+
0 Q, 04
QZ Ql Ql
0.1 0_
F1G. 4.6 - Fi1G. 4.7 -
0]
0]
QZ
0+
QZ
0- 0+ Q
Q, 0—
F1G. 4.8 - F1G. 4.9 —
©Sify —0) =32 et 0, —0_ =7 (voir figure 4.8)
onaalorsa:():%etledonc —ﬁ_—k%:%.

©Sify —0) =3 et 0, —0_ = 2F (voir figure 4.9)

4

2a_
onaalorsxozgetx:%donc - B+ =0.



4.5Coin interface bord avec terme d’ordre zéro dans les conditions d’interface 79

4.5.3 Cas des conditions de Neumann.

Avec les mémes notations que précédemment, on notera par €2; un secteur du plan
défini par Q; = R x (0_,6;) comme le montre la figure 4.5.

On se propose de résoudre le méme probleme que la partie précédente mais au lieu de
travailler avec une condition de Dirichlet sur le bord du domaine complet : Q=0,UQ,
on travaillera avec une condition de Neumann : d,u = 0 sur le bord du domaine 2, de
plus on ne distinguera pas le cas a bord plat et a bord secteur, on va traiter le cas général.

Contrairement au probleme de Dirichlet, pour le cas du probleme de Neumann il n’est
pas nécessaire de discuter I'optimisation par rapport a (_.
Pour avoir un probleme bien posé qui autorise des valeurs non nulles au coin, il faut
prendre 3_ = 0.

Donc d’apres le calcul déja fait dans le cas des conditions de Dirichlet a bord secteur,
nous résolvons dans cette partie le probleme (4.28) défini par

(

(ag + (T@T)2>e(7", ) =0

Oe(r,0y) =0 (4.28)

| (00 + 5 00))er.00) =g-(7)
Par passage en Mellin dans (4.28) on obtient :

( (02 — 2%)é(z,0) =0

Oé(z,04) =0 (4.29)

(00— %522)é(z,00) =g-(2)
L’équation (95 — z2)é(z,0) = 0, est une équation différentielle ordinaire dont on peut
chercher les solutions sous la forme

é(Z, 9) - CL(Z)eZ(G—H,) + b(z>e—z(0—€+)’

\

ol a(z) et b(z) sont deux fonctions qui dépendent de z.
A partir des deux conditions d’interface, on montre facilement que a(z) et b(z) sont
solutions du systeme :

d’olt a(z) est donnée par :

1 o o -1
a(z) = B (1-— 72) —(1+ 72)6249*_6‘) g—(2)

Déterminons les poles du facteur de g_(z).
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Proposition 14 Les poles a partie imaginaire positive de
—1
(1-— %z) —(1+ %z)e%(h_(’*)]

sont de la forme

z =1t outestsolution de tan(t(f,. —6_)) = —%t

Preuve 24 Il suffit de refaire le méme raisonnement que la proposition 10.

eEtude des poles

(4.30)

On pose dans toute la suite x = b —6- , donc I’équation vérifiée par les poles devient :
tan(mat) = — 5t
— tan(pi.*x.t)
| —— —alpha*t/2
1/2x 1/x 312
t1 t1(0)

Fi1c. 4.10 — Détermination de ¢, pour le probleme de Neumann.

D’apres la figure 4.10, nous remarquons qu’il suffit de discuter deux possibilités sur

le choix de a_ pour localiser le premier pole it;.

On possede deux approches dans cette analyse :

1. Annuler le résidu au premier pole it; (associé au sous-domaine et non au domaine
complet) pour le second membre bien choisi (correspond au développement asymp-
totique de la solution du probleme complet), ainsi le premier pole qui intervient

est 1ts.
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2. Pousser le premier pole ity le plus loin possible ce qui correspond a choisir ar_ tres
petit.

eSecond membre bien choisi pour le probleme de Neumann

Pour traiter le comportement asymptotique de la solution du probleme de Neu-
mann dans un domaine a bord secteur, on rappelle un résultat général de régularité
des problemes de Neumann dans un ouvert ayant un coin.

Remarque 12 Les types asymptotiques pour le secteur €2 = R* x (6, 01) sont donnés
par la solution du probleme spectral :

{ (05 =29 =0
0p9(00) = Opp(04) =0

Une résolution simple du probleme spectral donne :

_ 0—0o __ _inw
¢ = cos(mreJrng) avec z = 0+790,Vn €L

0. —0p
—.

On pose dans la suite du calcul zy =

Proposition 15 Soit 2 un secteur du plan, Q = R% x (6, 0.).
Pour une donnée f € H*® une solution u du probleme

Au = f dans
Oyu =0 sur 0N

admet un développement asymptotique au voisinage de zéro donné par

[s—1]

& k
U~ Z agr o cos(I—O(G —6p))
k=0

Preuve 25 C’est une conséquence immédiate des résultats du chapitre 3.

On remarque que la condition de Neumann n’impose pas ug = 0.
On se propose maintenant de répondre a la

eQuestion : Peut-on optimiser a_"7

On remarque, d’apres 1’étude graphique de 1’équation des poles (voir figure 4.10) que
dans tous les cas t; E]%, %[ On se propose dans cette partie de chercher les valeurs de
a_ pour lesquelles on peut annuler le résidu au pole t;.

Au niveau du terme principal, on prend les deux premiers termes du développement
asymptotique de u

0 — 6

Zo

e_(r,0) = ug + uyr cos ). (4.31)

On rappelle que

9-(r) = 1p<py (ae + %(Tar)2>e,(7”, 6.). (4.32)
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Un simple calcul utilise (4.31),(4.32) donne :

g-(r)= ulr% Lir<ry [ - x%sm(esc_o 60) + ;—x% cos(ﬂx;—o_x))]. (4.33)
Par passage en Mellin dans (4.33) et d’apres le Lemme 4 on a :
. Rt 1 . 0_—6, a_ 7(zo — x)
g-(z) =uy % e [ o sin( o )+ 227 cos(x—o)] (4.34)
Donc la seule fagon d’avoir g_(it;) = 0, Vu, est :
a_ = —2xg tan(ﬂ). (4.35)

Zo

Remarque 13 On remarque que dans le cas du probleme de Dirichlet (a bord-plat ou a
bord secteur) ou de Neumann la stratégie qui consiste a annuler le premier pole parasite
pour des données bien choisies est tout simplement la condition aux limites qui annule
completement la contribution du premier type asymptotique de la solution exacte, voir

(4.22),(4.26),(4.34).

Remarque 14 On remarque que la valeur de a_ ne peut pas étre toujours positive.

Exemples :

- Pour 0y = —m et 6_ = —7 ce qui revient a choisir zyp = 1 et z = %, alors d’apres
(4.35) on a a_ = oc.

- Pour 0y = —37“ et §_ = —% ce qui revient a choisir xy = % et x = %, alors d’apres

(4.35) on a a_ = —3v/3.

Pour 0 <z < %2, les valeurs de o sont négatives donc on ne peut pas faire disparaitre
le premier pole, ainsi il faut opter pour 'autre stratégie qui consiste a pousser le premier
pole le plus loin possible de z = 0 ce qui correspond a choisir idéalement o = 0. En
pratique il suffit de prendre ar_ petit. Graphiquement, puisque le graphe de tan(wzt) se
situe en dessous de sa tangente au point (%, 0) pour t € (ﬁ, %), on voit que le premier
pole t; (en fait it;) apparait pour t; > 77 ou T} est solution de

1 o_
z(T) — —) = ——1T7.
7r(1 :c) 9 1
donc T} est donné par
T
T, = —.
7TI+7
Pour0<x<%ona
2T
ty>T) > —M—.
TZo + O

En prenant o < 27 — mzg = 2w — (04 — 6p) on obtient t; > T} > 1 (ce qui signifie que
I’on colle au développement asymptotique du probleme complet, modulo une régularité
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H?).
Pour une décomposition du domaine en deux sous-domaines non symétrique, on peut
choisir les coefficients a_ dans les deux sous-domaines de la fagon suivante :

— Si le premier sous-domaine vérifie la condition 0 < x < %, alors on prend

a7<2ﬂ—<9+—60)

— Pour le second sous-domaine qui correspond a & < x < xq, on peut choisir a_
2 ?

positif et sa valeur est donnée par la formule (4.35) de plus sur la courbe 4.10 on
voit qu’on améliore beaucoup ainsi la régularité.

Les résultats de ce paragraphe se résument dans la proposition suivante.

Proposition 16 Pour le probleme de Neumann, un choix optimal du coefficient ar_ est
donné par :

1. Si le premier sous-domaine vérifie la condition 0 < x < %, alors on prend

a7<2ﬂ—<0+—90>

2. Pour le second sous-domaine qui correspond a %+ < x < xo, on peut choisir a_
positive et sa valeur est

a_ = —2x tan(E).
To

4.6 Construction des conditions d’interface

Nous avons dit qu’on travaille avec des conditions d’interface de la forme

o [ 10 0
—— t— — s (ar—
on r 2 8r( 8T)
qui sont valable au coin.
Les conditions d’interface se présente de fagcon générale sous la forme

0 2

a(r) 0
an T B(r)

a 8T< 2 E)
ou «a(r), #(r) deux fonctions seront construites de telle sorte que l'opérateur (4.36)

soit valable sur toute l'interface entre les deux sous-domaines.
e Méthode de construction des deux fonctions «(r) et 5(r)

(4.36)

On donne ici une méthode de construction des deux fonctions «(r) et 3(r).
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En pratique, une fois les coefficients « et § déterminés pour avoir le meilleur com-
portement au coin, on raccordera la fonction ar avec la constante oy et la fonction g
avec la constante [3,,, ceci revient a dire :

pour un couple («a, 3) fixé, on définit les deux fonctions «(r), 3(r) comme

ar sir < 2
a(r) = { Qopt  SINON (4.37)
et
B i< B
B(r) = N (4.38)
Bopt  sinon

Les deux fonctions a(r) et G(r) sont choisies continues, positives.

Les coefficients « et 3 sont reliés par la relation (4.23)(resp.(4.27)) dans le cas du
Dirichlet plat (resp. dans le cas du Dirichlet secteur).

On peut ainsi fixer a et en déduire 5 ou inversement. Une maniere de fixer les deux
coefficients « et # au méme temps serait d’imposer que

Oéﬂ = Oéoptﬁopt (439>

L’équation (4.39), nous donne une deuxieme relation fondamentale entre les deux pa-
rametres a et 3. Nous pouvons ainsi, donner explicitement les deux constantes optimisés
de a et (.

On notera par :

— ' : le coefficient optimisé de a(r) au voisinage du coin,

— [3°P' : le coefficient optimisé de ((r) au voisinage du coin.
2

Proposition 17 Pour le probleme de Dirichlet secteur les coefficients optimisés au coin
sont donnés par :

s e S Y [ wers e LR : 4.40
¢ tan(ﬂxio) + \/(tan(w%)) + 20opt Sopt 7 (4.40)
ﬁopt = aoptﬁopt (441)

tanzv;r)i) + (@FTOL)>2 + 2aoptﬁopt$(2)
xq zq

Pour le cas de Dirichlet a bord plat c¢’est-a-dire xq = 1, et pour x = % (Interface-bord
forme un angle droit) (voir figure 4.2) les coefficients optimisés sont

OéOpt = 4/ 2aoptﬁopt (442)

20n distinguera entre les notations agpr # a°Pt, Bopr # (P
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B/r
B o
Gopl
ar
Fic. 4.11 — Représentation de la Fi1c. 4.12 — Représentation de la
fonction a(r). fonction G(r).

g — | [t (143

D’autres criteres pourraient probablement étre envisagés. Les tests numériques sur

. ) 5. . . Qo
un pas de maillage h ont montré qu'il est important que a et 3 soient tels que —%* et

_B_
ﬁopth
coefficients des deux fonctions a(r) et 3(r) de la condition d’interface sont variables.

sont de l'ordre de 3 a 4. Cela correspond au nombre de mailles pres du coin ou les

4.7 Discrétisation

4.7.1 Cas a deux sous-domaines : Probleme continu

On présente un schéma de discrétisation du probleme : (n—A)u = f dans un domaine
2 décomposé en deux sous-domaines €2, {2, avec une interface I'y5.

La méthode de Schwarz additive, a laquelle nous nous restreindrons, s’écrit

(n— Ayt =f dans O
uTh =0 sur 9Q; NN
(0 + B(x) = (2520 )u™t = (= Oy + B(2) = 0,(20,) Ju sur 90 N,

(n— A)ug'H =f dans o
ug‘H =0 sur 00NN
(am + Bz) — as(@as))ugﬂ - ( B, + B() — as(a%)as))uff sur 00 N

Une discrétisation directe exigerait un calcul des dérivées normales le long de I'interface
afin d’évaluer les bonnes conditions de transmission. Ceci peut étre évité en introduisant
deux nouvelles variables :
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AT
A3

= —On, +B(x) — 85(@83) Uy,
= (= Oy + B(2) — 0,(228,) ur.

L’algorithme de Schwarz s’écrit en fonction de AT et AJ :

( (n =A™ =f dans O
utt =0 sur 90 NoN
<an1 + 6(‘75) - as(@as)>u?+l = )\711 sur 891 N Q_Q
(n—A)uy™ =f dans
ud™ =0 sur 90NN
<an2 + B(x) — 35(0%)35)>u§+1 =\ sur 0N
\

Nous pouvons interpréter ce nouvel algorithme comme un algorithme de point fixe
dans les nouvelles variables A;,j = 1, 2.
Soit le probleme sous-structuré :

)\1 = —>\2 + 25($) - as(a($)as) UQ()\% f)

(4.44)
Ao = =M+ (26(z) — Os(a(x)0s) Jur (A, f)

ot u; = u;(Aj, f),7 = 1,2 sont solutions de

(n—A)u; =f dans €
(00, + B(x) = 0(5L20,) Ju; =25 sur Ty
=0 08 N oN
Au lieu de résoudre le probleme a point fixe on peut résoudre le probleme sous-

structuré en utilisant les méthodes de sous-espaces de Krylov, ce qui correspond a utiliser
la méthode de Schwarz.

sur

U sur

4.7.2 Cas a deux sous-domaines : Probleme discret

La résolution numérique avec le logiciel FreeFem++ consiste a introduire le probleme
a résoudre dans chaque sous-domaine sous sa formulation faible. La formulation varia-
tionnelle du probleme pour chaque sous-domaine avec des conditions d’interface de type

est donnée par

o\
/ nu?“vﬁ-/ Vu?HvaL (x)u?+lvi+/ Qasu?“agvi :/ fvl-—I—/ A ie{1,2}
Q; Q; ISP 2 2 Q; NP
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Pour simplifier les calculs, on notera dans la suite

Le probleme sous-structuré (4.44) est introduit aussi sous sa formulation faible a
laquelle on peut associer un systeme matriciel avec une discrétisation par une méthode
d’éléments finis P1l-Lagrange. La résolution de ce probleme d’interface s’effectue par
des méthodes itératives de type Gradient conjugué, dans chaque sous-domaine de fagon
indépendante.

Une discrétisation par éléments finis du probleme (4.44) donne

)\1 = —)\2 + (28)B2U/2
/\2 = —>\1 + <2S)B1U1
K, =f+BI'\
Kyus = f+ BI\,

(4.45)

ou par abus de notation on note A\, Ay, u; et uy les degrés de liberté des fonctions
éléments finis P1 approchant les fonctions solutions du probleme continu et ayants méme
noms.

K1, K, sont données par :

Kj = T]M] + Kj + BJT(M@F + Ka,F)Bj,Vj = 1, 2

et Bj(resp.Bs) est un opérateur de trace de Q(resp. {22) a valeurs dans I'ys.

En outre les deux matrices M; et K; sont la matrice de masse et la matrice de rigi-
dité, respectivement, M3 est la matrice de masse a 'interface et K, r est la matrice de
rigidité a l'interface.

Les deux matrices d’interface sont données par :

(Mar)y = / B(2)i(x) (),

Kar)y = [ V6,00 00

Les fonctions ¢; sont les fonctions de base des éléments finis, V¢ est la composante
tangentielle de V¢ a 'interface.

Pour des données A\ et Ay on peut déterminer u; et uy a partir des deux dernieres
équations de (4.45).

Si on élimine u; et uy des deux premieres équations de (4.45) on obtient le systéeme
sous-structuré :

FAx=d



88 Chapt 4. Décomposition de domaine avec coin sur le bord

ou

1

b I I—2SB,K, BT
I-2SBK, BT I

et

[ 2SBiR,f
9SByKy ' f )
Donc le probleme revient a résoudre un probleme d’inconnu A. L’optimisation des
conditions d’interface accélere la convergence de la méthode de Schwarz additive.

4.8 Maillage adapté a la singularité

Le traitement numérique par méthode d’éléments finis du probleme de Dirichlet pour
le Laplacien dans un domaine a coins nécessite un maillage adapté a la singularité pour
obtenir des majorations d’erreurs optimales du cas régulier.

Soit 2 un ouvert plan polygonal borné dont la frontiere I' a N sommet S; d’angles w;.

On considere le probleme suivant :
Trouver u € H(Q) tel que

1 (n—A)u = f dans Q
(1) u =0 sur 0N

ou la fonction f est donnée dans l'espace de Sobolev H"(€2),n € N.
On rappelle la formulation variationnelle du probleme (1), consiste a chercher u € HJ ()
telle que :
a(u,v) =< f,v >Yv € Hy(Q)

ou

a(u,v):/ﬂnuv%—/QVqu,<f,v >:/va.

Nous utiliserons les propriétés du régularités de la solution u dans les espaces de
Sobolev & poids, étant donné un N-uplets a = (g, as, ..,ay) € RY, on lui associe une
fonction ¢ = ¢, ayant les propriétés suivantes :

— ¢ e C'(Q);
— ¢(x) = r;’ () dans un voisinage de S; ot r;(x) = ||z — S;||;
— ¢(x) > 0 dans €.

On introduit 'espace de Sobolev a poids :

W;(Q) = {v € D(Q) tel que p&’v € L*(),0 < [j| < m},

ou
: oy
FPv=——rj =01, 02) Il = J1 + j2, & = (31, 22).

1
T1¥T2
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Théoréme 10 (G.Raugel)

Si f est donnée dans H™(2), alors la solution du probleme (1) appartient & un espace
de Sobolev a poids W;HH’Q(Q), pour tout N-uplets (aq, as, .., ay) € RY
vérifiant

. s
a;j =0 pour w; < —f=
s 3 s
aj >m+1 o si wJZm—i-l

Preuve 26 voir ([5], Genevieve Raugel).

- Pour obtenir des majorations d’erreurs optimales du cas régulier, nous utiliserons a la
place d’une triangulation composée de diametre uniforme, un maillage dont les triangles
deviennent plus petits au voisinage des sommets correspondant aux angles w; > —==.

Etant donnée une suite h(h > 0), de nombres tendant vers zéro, on lui associe une
suite réguliere de triangulations 75, qui vérifie I'hypothese H :

— si K est un triangle de 7, n’ayant aucun S; pour sommet, son diametre hg

satisfait & I'inégalité hy < C h(infyx ¢)mr,
m+1

— si K; est un triangle de sommet S, alors hy, < C hmti=ay

eDescription d’une famille réguliere de triangulations, vérifiant I’hypothése
H.
On désigne par n un entier destiné tendre vers 'infini.
Pour construire une triangulation d'un domaine a coin, il suffit de procéder de la maniere
suivante : on note par {2 un domaine a coin, la construction du maillage raffiné au coin
se fait en deux étapes.

1. On divise le domaine {2 en grands nombres de triangle T' fixes ayant au plus un
sommet qui soit aussi sommet de 2 ;

2. Si aucun sommet du triangle 7" n’est sommet du €2, on divise le triangle T' en n?
triangles égaux suivant la méthode classique.
Exemple :
Si un triangle T ( T'= SAB ) a pour sommet S, on le divise en n? triangles de la
maniere suivante.
Notons par A1, \a et A3 les coordonnées barycentriques relatives respectivement aux
points S, A, B.
Pour v =1,2,...,n, on trace le segment de droite d’équation :

7; m+1
AM=1-— (—)m+1_a1,)\2 >0, A3 >0
n

et on divise ce segment en i parties égales, ce qui donne les (i + 1) points af,
(0 < k <) de coordonnées barycentriques :
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: k k ke k+1 .
Finalement, on trace les segments aja;,, et aja;,;, pour 1 <i:<n—-1et 0 <k <
7.

Ainsi avec cette méthode on construit un maillage plus raffiné au voisinage du coin.

Remarque 15 1. Le raffinement du maillage au voisinage du coin n’est pas une
nécessité de la méthode de décomposition de domaine, mais que nous le faisons de
fagon a nous assurer que ce que nous observons correspond bien a nos prévisions
théoriques et n’est pas l'effet d’un filtrage numérique diu a un maillage trop grossier
au coin.

2. Avec ce procédé de raffinement de maillage, la matrice de rigidité conserve les
mémes dimensions et la méme structure que si on utilise un maillage uniforme
partout.

Fi1G. 4.13 — Décomposition en deux sous-domaines sans recouvrements avec maillage
adapté a la singularité.

La figure 4.13 montre le raffinement au voisinage du coin dans le cas ou 2 est un
secteur d’angle 2.
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4.9 Quelques résultats numériques

Nous présentons dans cette section deux types de résultats numériques :

— En premier lieu nous présentons le cas ou l'interface entre les deux sous-domaines
forme un angle droit avec le bord du domaine global, ceci peut se faire en étudiant
le cas ou 2 est un rectangle coupé en deux.

— En second lieu, nous traitons le cas ou {2 est un secteur sous forme de L coupé en
deux secteurs.

On décompose a chaque fois {2 en deux sous-domaines et on utilise un maillage uni-

forme partout sauf au voisinage du coin, ou on utilise un maillage adapté a la singularité.

Nous exécutons toutes nos expériences sur I’équation de l'erreur(on appelle erreur la

différence entre la solution exacte du probléme et la solution calculée a chaque itération).

Nous avons réalisé un algorithme avec le logiciel FreeFem++ dans le cas d’une

décomposition du domaine en deux sous-domaines, on fait varier les valeurs des pa-
rametres des conditions de transmissions, on note que pour les valeurs optimisées on a
une convergence plus rapide, et l'erreur est étalée vers le milieu de ’aréte. Par contre
avec des mauvais coefficients I'erreur reste au coin.

Tous les tests numériques sont réalisés sur un pas de maillage h, ce qui correspond a

choisir a et 3 tels que “%* et [% sont de l'ordre de 3. Cela correspond au nombre de
opt

mailles prés du coin ou les coefficients des deux fonctions «(r) et G(r) de la condition

d’interface sont variables. Dans le cas oli “%* et ﬁ sont de l'ordre de 0, on dira qu’on
op

travaille sur zéro mailles pres du coin.

Nous présentons dans la suite quelques courbes décrivant ’allure de I'erreur en fonc-
tion du nombre d’itérations nécessaires pour atteindre le critere : Erreur < 1.e — 6.
Nous considérons un découpage du domaine en deux sous-domaines et nous regardons la
décroissance de la courbe logarithmique de 'erreur en fonction du nombre d’itérations
avec

— COC : conditions d’interface a coefficients optimisés au coin,

— CICC : conditions d’interface a coefficients constants.

4.9.1 Coin interface-bord avec angle droit

On étudie le probleme de Dirichlet dans le cas ou €2 est un rectangle coupé en deux
(voir figure 4.14). Nous sommes donc dans la situation des conditions de Dirichlet & bord
plat avec 0, — ¢_ = 7. D’apres la proposition 11 les coefficients optimisés sont de la

forme f_ = .
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F1G. 4.14 — Décomposition en deux sous-domaines sans recouvrements avec maillage
adapté a la singularité.

eConvergence et nombre d’itérations

On donne dans ce paragraphe des résultats numériques qui montrent I'importance de
choisir COC au coin.
On définit ||u||r2) et |ul, par :

ul 20y = / 2 (2)dz

july = / IVl (2)de
Q

Les tableaux 4.1, 4.2 montrent le nombre d’itérations nécessaires pour avoir une er-
reur de I'ordre de 1076,

On rappelle que dans les tableaux (4.1), (4.2),(4.3) la colonne “nombre de mailles au
coin” correspond au nombre de mailles sur les quelles les coefficients «, 3 des conditions
d’interface sont variables.

Les figures 4.15, 4.16 donnent une comparaison entre l’erreur logarithmique pour le
choix de COC, CICC en fonction des itérations.

La figure 4.17 montre qu’avec les conditions d’interface a coefficients optimisés au
coin (COC)l’erreur est étalée vers le milieu de I’aréte, par contre la figure 4.18, montre
qu’avec CICC lerreur reste au coin.
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Valeurs au coin | Nombre d’itérations | Nombre de mailles au coin
CcOC 10 3
CICC 12 0
TAB. 4.1 — Nombre d’itérations en fonction du coefficient choisi au coin, avec

|lerreur|| 2q) < 1075

Valeurs au coin

Nombre d’itérations

Nombre de mailles au coin

COoC

10

3

CICC

13

0

TAB. 4.2 — Nombre d’itérations en fonction du coefficient choisi au coin, avec |erreur|; <

1075,

"TZé.gp" E—

F1a. 4.15 — T29.gp : Logig(erreur) en fonction du nombre d’itérations avec CICC,

14

T31.gp : Logip(erreur) en fonction du nombre d’itérations avec COC, pour

|lerreur|| 2 < 1076
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0 T T . : , I
"Tgrad6.gp” ———
"Tgrad8.gp" ------—-

1k |

2 F |

F1G. 4.16 — Tgrad6.gp : Logip(erreur) en fonction du nombre d’itérations avec CICC,
Tgrad8.gp : Logip(erreur) en fonction du nombre d’itérations avec COC,
pour |erreur|; < 107°.

W 1.20524e-07
M 1.32003¢-07
M1.43481e-07
M 1.54959-07
M1.66438e-07
W1.77916e-07
M 1.89395¢-07
M2.00873¢-07
M2.12352¢-07
MW2.2383e-07

F1G. 4.17 — Les isovaleurs de I’erreur avec COC & la 10%™¢ itération sont entre 5.73924 x
1079 et 2.2383 x 1077,
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W6.2313¢-08
M6.82476e-08
MW7.41821e-08
MW8.01167e-08

Z M8.60513e-08
o M9.19858e-08
\ M9.79204e-08

W1.0979e-07
W1.15724e-07

F1G. 4.18 — Les isovaleurs de I'erreur avec CICC & la 12°™¢ itération sont entre 2.96729 x
1079 et 1.15724 x 107 7.

e La relation §_ = -, est-elle optimale ?

On traite dans ce paragraphe le cas o 0, — 0_ = 7 et se met dans la situation ou

le domaine global est a bord plat. D’apres la proposition 11 les coefficients optimisés au
coin sont reliés par la relation :

1
ﬁ_ = 501_

est une droite de pente % inférieur a 1.

Jusqu’a maintenant on a réalisé des expériences numériques qui montrent, qu’avec le
COC l'erreur s’élimine du coin et I'erreur reste au coin si on met le CICC.

Dans cette partie nous présentons quelques expériences numériques qui montrent que la
relation entre a_ et F_ due au calcul théorique est optimale dans le sens ou les coefficients
optimisés sont nécessairement la droite de pente %

Le tableau 4.3 montre le nombre d’itérations nécessaire pour avoir une ||erreur ||z <

107% en fonction du coefficient de la pente et la figure 4.19 décrit la décroissance loga-
rithmique de I'erreur en fonction des itérations.
On remarque que pour des pentes plus grandes que % le nombre d’itérations devient de
plus en plus grand et il diminue et devient optimal (cas du COC) si la valeur de la
pente égale a %, donc les coefficients optimaux («_, 5_) sont sur la droite de pente % Les
figures 4.20, 4.21 montrent que les isovaleurs de l'erreur restent au coin pour une pente
non optimale.
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Valeurs de la pente | Nombre d’itérations | Nombre de mailles au coin
10 173 3
2 34 3
1 17 3
Pente optimale = % 10 3
T
¥ E ;
n 15 3
100

TAB. 4.3 — Nombre d’itérations en fonction du coefficient de la pente, pour un angle
droit.

T
\ "T3.gp" —
T16.9p" --------
T18.
a1k gp
2+ N
v',j\
'n\\
3 r 5\ b
W\
.\\{.
4k NS 4
\
\
5 F \ i
6 ]
7 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35

Fia. 4.19 — T3.gp : Logjo(erreur) en fonction du nombre d’itérations avec une pente
optimale(=0.5 ),

Ti, i # 3.gp : Logip(erreur) en fonction du nombre d’itérations pour
différentes choix non optimisés de la pente.
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Isovalue

4.01759¢-08
M4.40022e-08
W4.78284e-08
W5,16547¢-08
81e-08

073¢-08

F1G. 4.20 — Les isovaleurs de I’erreur, avec une pente égale a 1, a la 17°™¢ itération sont

entre 1.91314 x 1079 et 7.46124 x 1078.

Isovalue

n 07
W1.074650-07
MW1.136060-07
W110747e-07

F1G. 4.21 — Les isovaleurs de I'erreur avec une pente égale a 10, a la 173%™ itération sont

entre 3.07043 x 1072 et 1.19747 x 1077 .
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e Erreur en 3D

Nous présentons des exemples décrivant ’erreur calculée en norme L? en 3D dans le
cas d'un rectangle divisé en deux sous-domaines symétriques.

1. Les expériences numériques avec des conditions d’interface bien adaptées aux coins
et a coefficients optimisés montrent que la différence entre l'itérée et la solution
“exacte” (erreur) est faible dans les deux coins, et l'erreur présente des pics tres
marqués au milieu de I'aréte, voir les figures 4.22,...,4.25.

2. Pour le choix des CICC, l'erreur présente des pics tres marqués au niveau des
coins, donc elle est forte aux coins, voir les figures 4.26,...,4.29.

3. Si on travaille avec des bons coefficients(cas du COC) dans 'un des deux coins, et
on met une pente non optimale dans le second coin, on remarque que l’erreur est
forte au second coin, voir les figures 4.30,...,4.33.
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1.71688E-03 5 1565E-03 3 4412E-04 10324E-03
0.0000E+00 3 4376E-03 B E7S3E-03 0.0000E+00 B BE23E-04 1.3765E-03
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FIG. 4.22 — L’erreur avec COC ala premiere  FI1G. 4.23 — L’erreur avec COC & la 2°m¢
itération.

1tération.
53915E-07 1B175E-0B 2 B998E-07 8.0893E-07
1.0783E-08 2.15BEE-06 0.0000E+00 5.3995E-07 1.0739E-06

,'M‘.‘l’ll 1|‘l'.‘%!l

0.0000E+00

Fi1aG. 4.25 — L’erreur avec COC & la derniere
itération.

Fic. 4.24 — L’erreur avec COC a la 8™e

itération.
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25574E-04 7 EF2EE-04

0.0000E+00 5.1149E-04 1.0230E-03

3.1B06E-05 94517E-05

0.0000E+00 B3211E-05 1.2642E-04

e

ST
e

e

k!
1y
o

N

F1G. 426 — L’erreur avec CICC a la Fia. 4.27 — L’erreur avec CICC & la 4°%me

premiere 1tération. itération.
o 1407 | B43TE—06 2 8440E-07 8.5320E-07
| | - -
- omeraE e 0.0000E+00 S.ESE0E-07 1.1376E-06

Fic. 4.28 — L’erreur avec CICC & la 9°me FiG. 4.29 — L’erreur avec CICC a la derniere
itération. itération (12°M° itération).
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1.5754E-02 S B2E3E-02 4 9989E-04 1.4997E-03

| L | | — |
0.0000E+00 37508E-02 75018E-02 0.0000E+00 8.9978E-04 1.9896E-03

F1G. 4.30 — L’erreur avec une pente non op-  F1G. 4.31 — L’erreur avec une pente non op-
timale(pente=2) a la premiere itération. timale(pente=2) & la 11°™¢ itération.
1 2577E-05 37730E-05
oo — T — e e
uunuumz_lm&nﬂ

FiGc. 4.32 — L’erreur avec une pente non

optimale(pente=2) & 33*™¢(avant dernidre)  FIG. 4.33 — L'erreur avec une pente non op-
itération. timale(pente= 2) a la derniere itération().
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4.9.2 Coin interface bord avec angle quelconque

Soit 2 C R?, on étudie le probléme de Dirichlet dans le cas ol §2 est un secteur sous
forme de L (voir figure 4.13) d’angle 2.
D’apres la proposition 13 les coefficients optimisés au coin sont reliés par la relation
2 2 1

i i 9—6, -4
& 9" 3tan(0)’ *

est une droite de pente % inférieur a 1.
eConvergence et nombre d’itérations

Pour une décomposition en deux sous-domaines symétriques, on a :

— Les tableaux 4.4, 4.5 montrent le nombre d’itérations nécessaires pour avoir une

erreur de l'ordre de 107¢ en fonction du coefficient choisi au coin.

— Les figures 4.34, 4.35 décrivent la décroissance logarithmique de ’erreur en fonction

des itérations avec COC, CICC.

— La figure 4.36 montre qu’avec COC l'erreur est étalée vers le milieu de I'arrete par

contre la figure 4.37 montre qu’avec CICC l’erreur reste au coin.

On rappelle que dans les tableaux (4.4),(4.5) et (4.6) la colonne “nombre de mailles au
coin” correspond au nombre de mailles sur les quelles les coefficients «, 5 des conditions
d’interface sont variables.

Les opérateurs d’interface avec les parametres optimisés au coin (COC) apportent
une meilleure convergence que ceux avec les CICC.

Valeurs | Nombre d’itérations | Nombre de mailles au coin
CcoOcC 10 3
CICC 13 0
TAB. 4.4 — Nombre d’itérations en fonction du coefficient choisi au coin, avec

|lerreur||2(q) < 107

Valeurs | Nombre d’itérations | Nombre de mailles au coin
CcoOcC 9 3
CICC 22 0

TAB. 4.5 — Nombre d’itérations en fonction du coefficient choisi au coin, avec |erreur|; <
1076,
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”T42Cll.gp" E—

F1G. 4.34 — T420.gp : Logip(erreur) en fonction des itérations avec COC,

14

T422.gp : Logig(erreur) en fonction des itérations avec CICC, pour

|lerreur]| 2 < 1076

"'Il'gradl.gp" —_—

15

20

25

Fiac. 4.35 — Tgradl.gp
Tgrad3.gp
lerreur|; < 1075.

: Logyp(erreur) en fonction des itérations avec COC,
: Logip(erreur) en fonction des itérations avec CICC, pour
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IsoValue

M4.71948e-08
W5.16895e-08
5.61843e-08
M6.0679e-08

M6.51738¢-08
M6.96685¢-08
M7.41633e-08
M7.8658¢-08

WB8.31527e-08
W8.76475e-08

FIG. 4.36 — Les isovaleurs de I’erreur a la 10°™€ itération, avec COC, sont entre 2.24737 x
1072 et 8.76475 x 1078,

IsoValue

3e-07
W5.09906e-07
5.50698e-07
W5.9149e-07
M6.32283e-07
M6.73075e-07
M7.13868e-07
W7.5466e-07
M7.95453e-07

F1G. 4.37 — Les isovaleurs de I'erreur & la 13°™€ itération, avec CICC, sont entre 2.03962 x
1078 et 7.95453 x 1077,
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2 2 1

9~ "3 tan(%@)

eQuestion : La relation §_ = est elle optimale ?

La relation entre a_ et S_ est une droite de pente %. Dans cette partie nous présentons
quelques expériences numériques qui montrent que la relation entre a_ et S_ due au
calcul théorique est optimale dans le sens ou les coefficients optimisés sont nécessairement
sur cette droite de pente égale a %. Nous restreindrons notre étude a une décomposition
symétrique, ce qui correspond a choisir § = 3{.

— Le tableau 4.6 montre le nombre d’itérations nécessaires pour avoir une ||erreur ||z <

10~ en fonction du coefficient de la pente.

— La figure 4.38 décrit la décroissance logarithmique de l’erreur en fonction des

itérations.

On remarque que pour des pentes plus grandes que 1 le nombre d’itérations devient
de plus en plus grand et il diminue et devient optimal (cas du COC) si la valeur de la
pente égale a %, donc les coefficients optimaux («a_, 4_) sont sur la droite de pente g.

Valeurs de la pente | Nombre d’itérations | Nombre de mailles au coin
20 461 3
10 224 3
5 120 3
2 44 3
1 22 3
Pente optimale = g 10 3
0.3 10 3
0.05 12 3
0.01 15 3
0.001 15 3

TAB. 4.6 — Nombre d’itérations pour différentes choix de la pente.

Conclusion :

— La pente % apporte une convergence meilleure (en itération) que les autres valeurs.
— Tous les résultats numériques dans cette paragraphe montrent bien que l’erreur

s’élimine du coin pour les coefficients optimisés au coin, et ils sont reliés par la
S _2. 0 2 1
relation : f_ = Sa 3 tan(

0)

Wl
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1 T T T T T T T T . II|
Top.gp" ——
"T310.gp" -
0k “T311.gp" i
-1+ -
-2 -. -
|
|
\
-3 -Q‘ -
|
\
al |
\
\
5 _\‘ i
\
|
6l 1
|
_7 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

F1G. 4.38 — Top.gp : Logyg(erreur) en fonction des itérations avec une pente optimale
().

Ti.gp,i # op : Logyo(erreur) en fonction des itérations pour différentes choix
non optimisés de la pente, |Jerreur||z(q) < 107°.

e Décomposition en deux sous-domaines symétriques

On sait que pour une décomposition en deux sous-domaines symétriques(d = ij), et
pour des opérateurs d’interface a coefficients optimisés au coin ’erreur est étalée vers le
milieu de I'aréte, voir la figure 4.36. Par contre les figures 4.39, 4.40 montrent qu’avec des
pentes différentes de %, lerreur reste au coin de plus la convergence est lente(en nombre

d’itérations).
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Isovalue

M6,06553¢-08
6.59206-08
W7.1204e-08

W7.64784¢-08
W3.17527¢-08
MW3.70271e-08
W9.23015-08
W9.75750¢-08
W1.0285-07

Fic. 4.39 — Les isovaleurs de lerreur, a la 224°™¢ itération, pour une pente non
optimale(= 10), sont entre 2.63719 x 107 et 1.0285 x 10~".

W5.36601¢-08
W5.87804¢-08
M6.38918e-08
M5.90031
W7.41144
W7o

08
08

W9.96712e-08

Fic. 4.40 — Les isovaleurs de lerreur, a la 461°™° itération, pour une pente non
optimale(= 20), sont entre 2.55567 x 1079 et 9.96712 x 1075.
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eDécomposition en deux sous-domaines quelconques

Dans cette partie nous illustrons quelques exemples de décomposition du domaine en
deux sous-domaines non symétriques, a priori ’erreur n’est pas forcément symétrique.

On donne deux courbes de convergence de l'erreur dans le cas d’un découpage avec
0 = 97 (voir figure 4.41) et 6 = 2% (voir figure 4.42).

50

Les figures 4.43,...,4.46 montrent qu’avec des bons coefficients au coin(cas du COC)

Perreur s’élimine du co

in, méme pour des angles limites : cas du § = 7(En pratique

il suffit de prendre de angles proches de ) et on a convergence dans 10 itérations.
Par contre en travaillant avec des CICC, l'erreur reste au coin(voir les figures

4.47,...,4.50).

Fic. 4.41 - T91.gp :
T93.gp :

6 \
2 4 3 8 10 12

Logyo(erreur) en fonction des itérations avec COC,
Logyo(erreur) en fonction des itérations avec CICC, pour

||erreur|| 2y < 1075, 6 = 2%

Fic. 4.42 - T02.gp :
T104.gp :

Logy(erreur) en fonction des itérations avec COC,
Logip(erreur) en fonction des itérations avec CICC, pour

||erreur||r2(q) < 1075,0 = 2%
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F1G. 4.43 — Les isovaleurs de I’erreur avec COC sont entre 4.32629x107% et 1.68725x10~7
pour une décomposition du domaine avec 6 = %’r, a convergence(nombre d’itération=10).

Isovale

FI1G. 4.44 — Les isovaleurs de 'erreur avec COC, sont entre 3.44732 x 1079 et 1.34446 x

10~7, pour une décomposition du domaine avec § = %, a convergence(nombre d’itération

=10).

F1G. 4.45 — Les isovaleurs de Ierreur avec COC sont entre 3.8772x 107 et 1.51211x 107

pour une décomposition du domaine avec 6 = ‘?—g, a convergence(nombre d’itération=10).
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MW8.43509e-08
W9.23843e-08
W1.00418e-07
M1.08451e-07
M1.16485€-07
M1.24518e-07
MW 1.32551e-07
W 1.40585€-07
W 1.48618e-07
W 1.56652e-07

FI1G. 4.46 — Les isovaleurs de I'erreur avec COC sont entre 4.016711 x 107 et 1.56652 x
107" pour des angles limite, §# = 7, & convergence(nombre d’itération=10).

Fic. 4.47 — Les isovaleurs de lerreur avec CICC sont entre 1.25053 x 1078 et
4.87708 x 107 pour une décomposition du domaine avec 6 = %”, a convergence(nombre
d’itération=13).
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Isovale

F1c. 4.48 — Les isovaleurs de lerreur avec CICC sont entre 2.38545 x 1079 et
9.30327 x 1078 pour une décomposition du domaine avec = %, a convergence(nombre
d’itération=13).

Fi1G. 4.49 — Les isovaleurs de 'erreur avec CICC sont entre 1.9459x 1078 et 7.58920x 10~ 7

pour une décomposition du domaine avec 6 = ‘?—g, a convergence(nombre d’itération=12).
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W5.154e-08
W5.64486e-08
W6.13571e-08
MW6.62657€-08
W7.11743-08
MW7.60829¢-08
MW8.09914e-08
MW8.59-08
W9.08086e-08
W9.57171e-08

F1c. 4.50 — Les isovaleurs de l'erreur avec CICC sont entre 2.45429 x 107° et
9.57171 x 1078, pour une décomposition du domaine avec § = m(angle limite), & conver-
gence(nombre d’itération=13).

e Erreur en 3D

Pour ne pas alourdir la présentation en 3D, nous restreindrons a une décomposition
de domaine en deux sous-domaines symétriques. Nous donnons ici trois types de résultats
numériques pour une erreur qui vérifie le critere d’arrét : ||erreur||z2 < 107°.

1. On traite en premier lieu le cas des COC dans les conditions d’interface,
2. choisir les CICC partout(les COC n’intervient plus au coin),

3. choisir une pente non optimale(# 5), nous choisissons le cas d'une pente égale a
deux.

On aboutit aux résultats :

— Les figures 4.51,...,4.54 montrent qu’avec les coefficients optimisés au coin (COC)
I’erreur est faible au coin.

— Pour le choix des CICC, 'erreur présente des pics tres marqués au coin, donc elle
ne s’élimine pas du coin, voir les figures 4.55,...,4.58.

— Pour une pente égale a deux l'erreur est forte au coin, voir les figures 4.59,...,4.62,
donc elle reste au coin pour une pente non optimale.
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1 5631 E-02 4 BBE4E-02 2 7067 E-04 8.1201E-04

| — | [ — |
0.0000E+00 3.1263E-02 6.2526E-02 0.0000E+00 S.4134E-04 1.0827E-03

F1G. 4.51 — L’erreur avec COC a la premiere  FI1G. 4.52 — L’erreur avec COC & la 6°™¢

ey 2 . el 2 .
1teration. 1teration.
1.7453E-05 5.2358E-05 S21ost 07 LSB7E D8
| R | — »
0.0000E+00 S 490BE 05 556 2E-05 0.0000E+00 1.0425E-08 2.0850E-08

Fic. 4.53 — L’erreur avec COC 3 la 8me Fi1G. 4.54 — L’erreur avec COC a la derniere
itération. (10%™me) jtération.
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15081E-02 4 5E44E2 2 B337E-05 7.9011E-05

| R —___| -
0.0B00E+DD SuTERELR BU3SER 0.0000E+00 5 2T4E-05 1.0535E-04

N

F1G. 4.55 — L'erreur avec CICC a la Fig. 4.56 — L'erreur avec CICC & la 6ome

premiere 1tération. itération
S - 3.7095E-07 1.1128E-08
| | - -
oo —— e 0.0000E+00 74190E-07 1.4535E-08

Fic. 4.57 — Llerreur avec CICC 3 la 102me  FI1G. 4.58 — L’erreur avec CICC a la derniere
itération. itération (13"")
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2 4639E-03 7 4098E-03 3.0451E-04 1353E-04

| — | L — |
0.0000E+00 4 9389E-03 9.8787E-03 0.0000E+00 6.0902E-04 1.2180E-03

Fi1G. 4.59 — L’erreur avec une pente égale a F1G. 4.60 — L’erreur avec une pente égale a

\ eme 3+ 4 : N sme 4 2 .
2ala9 itération. 2alalv itération.
9.4134E-06 2 8240E-05
| T T R— |
0.000DE+00 1.8827E-05 3 7B53E-05
3.8134E-07 1.1440E-06
. L |
0.0000E+00 7.B267E-O07 1.5253E-06

F1G. 4.61 — L’erreur avec une pente égale a Fia. 4.62 — L'erreur avec une pente
2 & la 31°%™e jtération. égale a 2 a la derniere itération.
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4.10 Remarques importantes

1. Les figures des isovaleurs de I’erreur donnent les erreurs entre la solution du probleme
global discrétisé et la solution obtenue par la méthode de décomposition de do-
maine a convergence. Il est donc normal que les erreurs en valeur absolue soient
comparables. Par contre, les courbes de convergence et les tableaux avec le nombre
d’itérations a convergence montrent sans ambiguité que les conditions optimisées
au coin améliorent la vitesse de convergence de la méthode de décomposition de
domaine.

2. Les expériences numériques avec des conditions d’interface bien adaptées au coin
et a coefficients optimisés montrent que la différence entre l'itérée et la solution
“exacte” (erreur) s’élimine du coin, et 'erreur est étalée vers le milieu de l'aréte.
En revanche si on choisit d’autres coefficients que les coefficients optimisés ’erreur
présente des pics treés marqués au niveau du coin.



Chapitre 5

Décomposition de domaine avec coin
intérieur

5.1 Introduction

La résolution des problemes elliptiques avec les méthodes de décomposition de do-
maine, fait apparaitre des interfaces avec singularités géométriques. Contrairement au
chapitre précédent(chapitre 4) dans lequel on a traité un probleme elliptique dans un do-
maine global non convexe, et par suite la solution dans le domaine complet est singuliere,
on traite dans ce chapitre le méme probleme elliptique que le chapitre précédent mais on
travaille dans un domaine global €2 qui est régulier et donc la solution du probleme

(n—A)u = f dans Q
+C.L. sur 0N

est plus réguliere a priori que la solution dans chaque sous-domaine.

En pratique, on traite par exemple le cas ol le domaine global est un disque de R2,
et on effectue une décomposition du disque en deux sous-domaines sous forme secteur
de R?(voir la figure 5.1).

L’incidence des interfaces des deux sous domaines, crée deux types de coins, des coins
qui sont sur le bord du domaine global, probleme qu’on sait déja résoudre et des coins
a l'intérieur du domaine global. On s’intéresse dans ce chapitre aux coins intérieur au
domine global.

On a déja dit que dans le cas ou le coin du sous-domaine est a l'intérieur du domaine
global, les conditions d’interface ne doivent pas contenir un terme constant ce qui exige
de choisir § = 0 dans les conditions aux limites pour ne pas forcer la valeur de la solution
au coin a étre nulle.

On travaille le long de ce chapitre avec des conditions d’interface de type

ol « est un parametre positif.
Le probleme consiste a choisir a de fagcon convenable pour avoir une régularité opti-
male de notre probleme, on distinguera dans notre étude le cas des secteurs convexes et

117
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theta+

Omegal

2*pi+theta—

F1G. 5.1 — Décomposition d'un disque de R? en deux sous-domaines

des secteurs non convexes et on montrera qu’on peut optimiser le parametre a dans un
secteur convexe. En revanche pour un secteur non convexe on ne peut plus éliminer le
premier pole pour le choix de a.

Dans le cas d’une décomposition du domaine en deux sous-domaines : cas d’un disque
coupé en deux secteurs(voir la figure 5.1), on a toujours la présence d’un sous-domaine
non convexe, le mieux que 'on puisse faire dans le sous-domaine non convexe est de
pousser le premier pole le plus loin possible, ou il faut opter pour une décomposition en
sous-domaines convexes, cas d'un disque coupé en trois secteurs convexes.

5.2 Calcul des poles avec condition d’ordre 2 pour
un sous-domaine

Soit €2 un secteur du plan, Q = R% x]6_, 0, .
On travaille dans cette section avec un seul parametre « dans les conditions aux limites
sur les bords {6 = 6. }. On se propose de montrer qu’il existe un unique parametre o qui
¢élimine le premier pole de la résolvante dans le cas d'un secteur convexe. En revanche
pour un secteur non convexe on n’arrive pas a éliminer le premier pole avec le meéme
parametre a qui intervient dans les deux conditions d’interface en 6, et en 6_.

On cherche a résoudre dans €) le probleme défini par :
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(1= 5 (0.7 + ) Ju(r6) = f
(S) O+ 5(rd)? Ju(r,0-) =0y + $(rd,)* Ju_(r,0_ + 2m)
o — 5(ro.)* Ju(r,04) = (09 — $(ro,)? Ju_(r,04)

T,

ol 7 est un réel positif, u_ est une restriction de v dans le domaine voisin.

Soit v la solution de :
(7] - A) (v) = f dans R?

Onposee=u—v, e =u_ —v_.
Comme on s’intéresse a ce qui se passe au voisinage de 1’origine, on néglige les termes
d’ordre zéro en r, ainsi e est solution du probleme :

(ag + (T@T)2>e(r, ) =0 dans €
O+ %(ro,)?)e(r,0-) =g_(r) (5.1)
Op — 5(r0,)? )e(r,04) = g.(r)

Avec g, et g_ sont données par les formules
gi(r) = (90 = 09, )e_(r,6.)

g_(r) = (ae + g(ram)e,(r, 0_ + 2n)

On rappelle que
M((rd,)"f)(z) = (C)"M(f)(2).

0

Ainsi le systeme (5.1) devient apres Mellin

(00 — 3:0)e(=.0.) =g-(2) (5.2
(00 + 52)0(=.0,) =g (2)
On a
(52) <= P(z)é = F

et

P(z) = [(892 — 2); 710, (Op + 322); Yio_ (O — %zz)]T

ol v représente 'opérateur de trace et 1" indique le transposé.
La ou il existe, I'inverse de P(z) sera noté R(z), d’apres la théorie de Fredholm ana-
lytique (Reed and Simon tome 4), R(z) est une fonction méromorphe dont les poles sont
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les points ou P(z) n’est pas injective.

On se propose dans cette partie d’établir I'expression de é en fonction des données
g+ et g—.

L’équation (95 — z?)é(z,0) = 0, est une équation différentielle ordinaire dont on peut
chercher les solutions sous la forme

é(z,0) = a(2)e” %) 4 b(z)e >0+

ou a(z) et b(z) sont deux fonctions qui dépendent de z.

A partir des deux conditions d’interface on peut déterminer un systeme vérifié par
a(z) et b(z).

En @, :

(09 + %ZQ)é(Z, Djp=o, = 9+(2) < (2 + %ZQ)GZ(9+_9_)CL(Z) Tzt %Z2>b(z) =4:(2)
En 6_ :

(0 = 560 0o = §-() = (5 = 57)ale) = (s + 520 0(2) = 9 ()

Donc a(z) et b(z) sont solutions de

(1+ %Z)ez(9+—9—)a(z) +(~-1+ %Z)b(z) _ §+£2)

On pose

a(z) L ( 9+(2) )
=-B"(2)| =
(i) ) =25
On pose A(z) = det B(z), un simple calcul de déterminant donne

A(Z) = _(1 + 32)2622(9‘%*9—) + (1 _ %Z)Q.

Pour déterminer les poles il suffit de résoudre ’équation A(z) = 0.
Donc les poles sont solutions de 1’équation

2

Q

(1-32)

€2z(9+—9+) _ )
(17520

Qo

)
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Proposition 18 Les poles a partie imaginaire positive de B~! vérifient
. 1—i2t\?
z =it et 200+=0-) — & : (5.3)
1+igt
Preuve 27 On sait que les poles sont solutions de
22(04—0 1-52)?
e22(0+=0+) — 27 ) (5.4)
1+ 352

Remplagons z par r + it dans (5.4) et par passage au module on obtient

2r(04—6-) (1-9r)?2+(9)%

pour simplifier les calculs on pose

On remarque que pour > 0, on a
01(r) < 1et e®+=0-) > ]

donc on ne peut pas avoir r > 0.

Le méme raisonnement donne que r ne peut pas étre négatif. Donc forcément r = 0.

Ainsi les poles sont de la forme z = it,t > 0, et vérifient I’équation

e 2
Q2it(04-0-) _ 1 =5t
1+i5t)

Remarque 16 1. Comme u € H*, cela entraine que I'on a & considérer les poles dont

la partie imaginaire est strictement positive.

2. 4(z) a un pole simple en zéro dont le résidu dépend de u(0), cela est une quantité

globale.
Exemple : Si on étudie dans un disque noté D le systeme suivant :

{ —Au =0dans D

Upp =4

Alors u(0) = 5= [, 9(0)df, est donnée par la valeur de u sur le bord du disque. Si

™

on sait bien résoudre en dehors de x = 0, la valeur en zéro va étre donnée par le

couplage entre |z| < € et |z| > €.
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5.3 Etude de I’équation (5.3)

On sait que les poles a partie imaginaire strictement positive sont solutions de

Q200+ —0-) _ L =gt
1+igt)

On pose A(z) = ;_gzefz(eufo_).
2

Donc z = it est un pdle si et seulement si \(it) = £1, ainsi on ne regarde dans la
suite que les deux équations A(it) = +1 et \(it) = —1,¢ > 0.

5.3.1 Détermination de I’équation des poles
1. Cas ou A(it) =1
Ny . . 4o s it(04—6-) 1 -5
I'équation A(it) = 1 est équivalente a e™\“+ = —.
1+ th

0,—6_

On pose dans toute la suite x = =—

En écrivant

1 —iot=/1+(

tQ’iT
2 e

o] o

ou 7 est donné par

t
T = arctan(—%)mod(w),

done t est solution de

eiwmt — eQiT ]

Par égalité des arguments des deux nombres complexes on déduit que :

tmx = (27)mod(27),

d’ou
¢ <t7rx) ot
an(—) = ——.
2 2

Donc on aboutit a la premiere équation des poles donnée par

¢ (th) at
an(—) = ——.
2 2
2. Cas ou A(it) = —1
Avec les mémes techniques de calculs on obtient la deuxieme équation des poles,
donnée par la formule

trx 2
tan(—) = —.
2 at
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— tan(pi.*x.t/2)
— 2/alpha*t
— —alpha*t/2

2/x 3/x

Fig. 5.2 - Casoua >0

Remarque 17 D’apres I'étude graphique des équations des pdles,(voir la figure 5.2) on
peut déduire

1.

Dans Dintervalle ]0,2[ on a toujours un pole avec A(it) = 1 et un pole avec

A(it) = —1.

Pour o > 0, le premier pole est associé & A(it) = —1, il est dans I'intervalle ]0, 1|

et le second pole est associé & A(it) = 1, et il appartient & 'intervalle |1, 2]

)T

. Pour av = 0, les pdles sont solutions de A(it) = £1

Ait) = +1 = "0+0-) = |
< trz =0 mod (27)

Comme on s’intéresse aux poles a partie imaginaire strictement positive donc
t=2keN
Ait) = =1 <= 00 = ]
< trr =7 mod (27)

Comme on s’intéresse aux poOles a partie imaginaire strictement positive donc
_ 2k+1
t=== kel
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5.4 Etude avec des données bien choisies

On se propose dans cette partie de déterminer v pour annuler le premier pole pour
des données bien choisies.
On pose

(Tar>2 6_(7”, 9+)
(ro.)?*)e_(r,0_ + 2m)

Ne)
+
—~
=3
>
J’_
S~—
I
&
|
(Y [o Y e}

&
_l’_

g- (7“, 9*) =

avec e_ ayant une bonne régularité (par exemple H?, C*).

L’idée est que si gy et g_ sont associées a une solution réguliere a l'extérieur de 2
alors la solution doit avoir une bonne régularité .

Comme on travaille au voisinage du coin, on considere seulement les premiers termes
du développement de Taylor de e_ en négligeant les termes d’ordre supérieur et on veut
que le choix de « fasse disparaitre le premier pole en it; de e.

5.4.1 Cas des données régulieres

On sait que le premier pole est dans 0, 1] est associé & A(it;) = —1, le deuxiéme
pole est dans |1, 2[ et est associé & A(it;) = 1. Dans tous les cas on ne pourra pas faire
disparaitre les deux poles, mais on peut essayer de faire disparaitre le premier et voir ou
se positionne le second.

Les conditions aux limites ne contiennent pas de terme d’ordre zéro donc g, et g_ ne
dépendent plus de la valeur en zéro de e_, on prendra ainsi une donnée linéaire

e_(z,y) = bix + bay.
Par passage aux coordonnées polaires (z = rcosf,y = rsinf) on obtient
e_(r,0) = byrcos(0) + barsin(6).

Comme nous travaillons au voisinage du coin, il suffit de considérer g, et g_ de la forme
g+(r.01) =ly<my <ae - %(ra,,)2>e,(fr, 0+);

g-(1,0-) = Lry (9 + 300, )e_ (1,0 + 27);

ol R est un réel strictement positif.
Alors g, (r) et g_(r) sont données par

g+(r) =rlp<my [bl(— sinf, — 5 cosf) + ba(cos ;. — § sin 9+)};

g-(r) =rlp<py [bl(— sinf_ + § cosf_) + ba(cos0_ + § sin 0_)].
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Les transformées de Mellin de g, g_ sont données par

g+(2) = 1’;:; [bl(— sinf, — § cosf,) + by(cosfy — § sin 0+)];
g-(2) = % [bl(— sinf_ + § cosf_) + by(cos0_ + § sin 9,)}

Dans la partie suivante on se propose de déterminer « pour que

Bl(z)< ng(z; ) n’ait plus de pole en ity, (t; > 0).

Cela revient a dire

Donc

( _(1 _’_i%tl)e’itl(@-;_*e—) ]_ — Z%tl ) < g+(2t1) > — 0 (55)

—1+i%t (14 i%ty)e0+=0-)
Comme det(A(it;) B~1(ity)) = A(it;) = 0, donc il suffit de prendre une seule équation
de (5.5)
. (1 =15t1) 000y~ o
it)) = ——2 2 0+=0-)5 (i 5.6
g+ (it1) (1+i%t) g-(it1) (5.6)

or on sait que
meﬁtl(ﬂ—&) = Ait1) = £1
(1412t |

donc I'équation (5.6) s’écrit en fonction de A(ity), et elle est donnée par
9+-(it1) = A(it1)g-(ity).
On note que la relation g4 (ity) = A(it1)g-(it;) ne dépend pas du choix de la tronca-
ture R.

Proposition 19 Dans un secteur convexe, pour éliminer le premier pole il suffit de

choisir
2

= tan(5z)

si x €]0,1].
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Preuve 28 On sait que le premier pole est associé a A(it;) = —1, de plus t; €]0, i[
la relation g, (it;) = —g_(it1) s’écrit :

bi(—sinf, — %COS 04) + bo(cos by — %sin 0.)

— |bi(—sinf_ + %cos 0_) + ba(cosf_ + %Sin 6_)

Donc quelque soit (b1,52) on a :

%(cos 0_ —cosfy) =sinfy +sinf_
@ . .
E(sm 0, —sinf_) = cosf; + cosb_

On remarque que les deux équations du systeme précédent sont liées, donc il suffit de

considérer une seule équation. En choisissant une seule équation, on obtient I’expression
de o

a  sinfy +sinf_

2 cosh_ —cosh,’

d’ou
2
o= —7 "—.
tan(mr;e*)
Comme x = 9+_9*, donc on peut exprimer « en fonction de x
2
 tan(ZE)’

On remarque que « > 0 n’est possible que pour x < 1ief, —0_ <.

Donc, dans un secteur convexe on peut trouver un parametre « positif qui élimine le
premier pole ity associé a A(it) = —1.

Remarque 18 1. Si on travaille avec un seul parametre o et pour des données

régulieres on ne peut pas avoir « positif pour éliminer le premier pole dans un
secteur non convexe.

2. Par passage a la décomposition du domaine, par exemple on découpe un disque en
deux et on regarde le probleme avec les deux sous-domaines.
On peut supposer que €2y est convexe, alors dans 2; on peut obtenir une régularité
H? et méme mieux pour des données régulieres, en revanche dans 2, le mieux que
I’on puisse obtenir est H 1+%_‘5, ol 0 un réel positif treés petit (par exemple choisir
a = 0). En pratique il suffit de prendre « petit.
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5.4.2 Cas des données associées au probleme de Neumann

Si on regarde le probleme avec les deux sous-domaines, on a toujours un domaine

convexe et un domaine non convexe, on peut supposer par exemple que €2; est convexe,(voir
figure 5.1).
On sait que dans le domaine convexe on peut éliminer le premier pole, et on peut obtenir
une régularité H? et méme mieux pour des données régulieres. Par contre dans €, (sous-
domaine non convexe) le mieux que 'on puisse obtenir pour des données régulieres est
H 1+%_‘5, ou d est réel positif petit, en prenant a = 0, avec un pole en % En conséquence,
les données e_ régulieres sont au mieux H 1439 dans le complémentaire de €2; avec une
singularité associée au pole i Ainsi au lieu de travailler avec un développement de Taylor
usuel de e_, il vaut mieux considérer

e_(r,0) = brr,(0)

ol r%gb:E(Q) est le type asymptotique associé au probleme de Neumann dans s,

(83 - z2>¢ =0
Ogp, =0
89¢|0,+27r =0

) N O0_+27—0 7.
On prend z = ﬁ, onr, = %, donc ¢ vérifie

(5 2)o =
Ogp, =0
Ogdpo_42» =0

On en déduit par un simple calcul que

b = cos (M)

674‘277—94,

Donc, on travaille dans la suite avec une donnée

e_(r,0) = brer cos (0 - 0+> , (5.7)

Tt
et on veut que le premier pole associé au probleme dans €2y soit éliminé pour tout
beR.
On sait que le premier pole dans |0, %[ apparait pour A(it;) = —1, on doit choisir
a > 0 dans Q; de telle sorte que g4 (ity) = —g_(ity).
On rappelle que

9:(1) = pzmy (05— 500,)° e (r,04),

g-(r) = Tpzny (90 + 50,2 )e_(r0- +2m).
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Un simple calcul utilise les définitions de g, g_ et la relation (5.7) donne

1

ot

9+(r) = —1p<mb —,
Ty
et )
ror

g_(’/’) = _1{T§R}b 5 -
Ty

On constate que g (r) = g_(r), donc il est impossible d’avoir g, (it;) = —g_(it) avec
une donnée de la forme
L 0—0
e_(r,0) = bre+ cos( +) :

Tt

Le premier pole it; apparait pour la donnée singuliere issue de 2.

Regardons a quel niveau est cette singularité associée a 2; pour le o bien calculé
pour des données régulieres.

On sait que t; est solution de

2 mat 1
— =tan(—),t €0, — 1
=~ tan("0) 1 €lo, | v <
ou
2
a=—-
tan(%7)
donc t; est solution de
tan(ZX t
tan(%) _ tan(%). (5.8)

Comme t; €]0, %[, x < 1 donc forcément ¢;(a) = 1 est 'unique solution de 1'équation
(5.8).

Méme si ce pole (t; = 1) s’élimine au cours des itérations, il correspond a des singula-
rités moins fortes que celles apparaissant dans 25(1 > ﬁ) En outre, il correspond dans

Q; a la régularité H27° et enfin aprés un certain nombre d’itérations on est proche des
données régulieres et pour des données régulieres et dans le cas d’'un domaine convexe
ce pole s’élimine pour le bon choix de «, i.e choisir

2
o —

 tan(ZE)’

5.5 Cas a deux parametres : a, en 0, et a_ en 6_

On sait jusqu’a maintenant que pour les secteurs convexes on peut optimiser le coef-
ficient o mais ce n’est pas le cas pour un secteur non convexe. Donc on se propose dans
cette partie de voir si c¢’est possible d’optimiser dans le cas d’un secteur non convexe
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quand on possede deux parametres. Alors on va essayer de répondre a la question sui-
vante :

Peut-on optimiser a4 dans un secteur non convexe ?
Pour répondre a cette question, on calcule les poles puis voir la possibilité de choisir a4
pour éliminer le premier pole dans le cas d’un secteur non convexe.

5.5.1 Calcul des poles

On possede dans cette partie deux opérateurs d’interface qui dépendent des deux pa-
rametres ay en 6, et a_ en _. On proposera dans la suite une analyse de la résolvante
de notre probleme pour déterminer les poles et on discutera la position des poles relati-
vement a zéro pour des données bien choisies.

Soit © = R% x]0_, 0, [ un secteur angulaire du plan.

Le systeme a résoudre est

/N
D
—~
=
IS
~—
(V]
N——
Q
—~
=
D
~—
I
o

O+ %5 (r0,)?)elr,0-) = g_(r)
Oy — % (r0,)? ) elr.04) = gi(r)
9:(r) = (90 = S-(r0))?) e~ (r,0,),

et

_ *— 2
g_(r) = (89 + ) (roy) )e,(r, 6_).
Par passage en Mellin, on en déduit que
(82 —z ) ¢(z,0
89 — a—_Z2 é

e} ~
Op + 527 )eé(z,04

Nous avons vu que les solutions de I'équation
la forme

)
0-)
) =
(07 ) (z,0) = 0 sont cherchées sous

o(2,0) = al2)e 00 4 p(z)e 00

ou a(z) et b(z) sont deux fonctions qui dépendent de z.
Les conditions aux limites sur les bords {# = 6} donnent

En 0, :

00+ 5oz, =0, = 1 (=) 4= (24 5720 az) + (=24 5 2)(=) = (),
En6_ :

(90— S20)é(z, O)p=o. = §-(2) = (2= 2Da(2) = (z + 22" Ib(z) = §_(2)
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Donc a(z) et b(z) sont solutions de

(1+ a—+z)ez(9+’9—)a(z) +(—1+ a—+z)b(z) = 9+(2)
2 2 z
oo 1 O ooy 9-(2)
(1 5 2)a(z) — (1 + 5 z)e b(2) .
On pose
[ (1 Fz)e 00 -1+ %z
B(Z) - ( 1 %z _(1 + 0‘772)6»2(‘%—97) )

donc la solution é est donnée par

a(z) 1o ( 9+(2) )
=-B ' (2)| = .
(i) ) -z e 5
On note par A(z) le déterminant de B(z), un simple calcul de déterminant donne
Alz) = —(1+ 21+ Lo p)e20e-0-) 1 (1 = Xy = Loy,
2 2 2 2
Pour déterminer les poles de B~'(2) il suffit de résoudre 1’équation A(z) = 0, donc

les poles sont solutions de

22(04-01) _ 1-F2)(1-52)
(1+%52)(1+%2)

Proposition 20 Les poles & partie imaginaire positive de B7'(2) sont de la forme
z = it avec
a+~;a_t
tan (t(0+ — 9_)> = W,t >0
ou
t(0y —0-) =% mod (m)si H=t*—1=0

Preuve 29 On sait que les poles sont solutions de

¥ (0+—0-) — (1= EZ) - Ez) (5.9)
(1+%2) (14+5%=2)

Remplagons z par r + it dans (5.9) et on prend le carré du module on obtient
etr(0+—0-) — 01(r) O2(r)

ol 22

t

(1= %) + (5 Eane
%)2t2

2 B (1- QT_T)Q + (
(e N (R

91(7”) =

On remarque que pour r > 0, on a #;(r) < 1 et 6y(r) < 1, par contre e"(0+=0-) > 1
donc on ne peut pas avoir r > 0, le méme raisonnement donne que r ne peut pas étre
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négatif. Donc forcément r = 0.
Ainsi les poles sont de la forme z = it et ¢ est solution de

(1% — it
(1+ SHit)(1 4 Sit)

En écrivant le second membre de 'égalité (5.10) sous sa forme exponentielle ¢’est-a-
dire

eQit(9+ —6_) —

(5.10)

. aft
__2jarctan (— T)

(1 —SFit)
(14 %it) ’
puis par égalité des arguments dans la relation (5.10) on déduit que

t _t
tO, —0_) = arctan(—o%) + arctan(—%) mod ()
a++a,t
= arctan W mod ()

donc t est solution de

a+42ra_t
tan (t(0+ - 0_)) = W,t >0
ou
1O, —6.) =T mod (r)si “E—? —1=0

Remarque 19 1. Nous possédons deux stratégies pour avoir des solutions plus régulieres :
— Annuler le résidu au premier pole pour le bon choix des parametres o, et a_.
— La deuxieme stratégie consiste a pousser le premier pole le plus loin possible de
z = 0 pour des coefficients .y et av_ bien choisis.

2. On remarque qu’avec la deuxieme méthode on peut pousser le premier pole jusqu’a
T . 1 . N o« e ’ . ’
g — p cequi correspond a choisir (o, @) deux réels qui tendent vers zéro.

Par contre annuler le résidu du premier pole it; pour le bon choix des parametres

ax (s'ils existent), le premier pole qui intervient est supérieur a 9+f07 = % Donc
la premiere méthode est meilleure que la seconde.
Remarque 20 1. Si aio_ < %, d’apres la figure 5.3, on peut localiser les poles
_ 1 1
k_17 € }\/@aivﬁ[
_1
k>2 e 1 0
2. Si aia_ > % d’apres la figure 5.4 on peut localiser les poles
1 1 1
k=1, t € ]ﬁ,mm(mg_,;)[
k Z 27 tk Z P
3. On note pour les cas limites \/oj.T = % le premier pole est donné par t; = %
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T 1

— tan(

ﬁi.*x.t) 5
__ (alpha +alpha /2)*t/ [alpha *alpha_*0.25*t"~1]

t2

Fi1a. 5.3 — Cas ou

2
Voo

1/,

2X

1/x

I 1 1T

— tan(

ﬁi.*x.t) 5
__ (alpha +alpha /2)*t/ [alpha *alpha_*0.25*t°~1]

B/2x

t1

F1G. 5.4 — Cas ou

2
Voo
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5.5.2 Etude avec des données bien choisies

Nous travaillons d'un secteur non convexe et on se propose de déterminer o, et a_
pour annuler le premier pole(it;) pour des données bien choisies.

On prend dans la suite du calcul e_, une donnée linéaire e_(x,y) = byx + byy. En
utilisant les mémes techniques de calcul que les sections précédentes, on peut déterminer
I'expression de g, (z) et g_(z), et on a

Proposition 21 Soit e_(z,y) = byx + byy alors

R1+iz ) Q Qa )
gi(2) = 1512 [bl(— sinf, — 7+ cos ) + ba(cos by — % sin 0+)}

et

Rl-i—iz
14z

g-(2) [bl(— sinf_ + % cosf_) + by(cosf_ + % sin 0,)]

Proposition 22 Soit €2 un secteur non convexe alors on a
. ay =a_(=a),

2. on ne peut pas optimiser le coefficient o pour éliminer le premier pole it;.

Preuve 30 — On veut que pour le bon choix de a4,

e 7))

n’ait pas de pole en z = ity i.e
, 1. G+ (it1)
A(it,) B~ (it qu(Z.l = 0.
Dong, le probleme revient a résoudre le systeme
—(1 4 %ity)ettr(+=6-) 1 — %rity g+(it) \ _
—(1—%ity) (14 Zity)ettr+=60-) g-(ity) ‘
On remarque que det(A(it1) B~ (it1)) = A(it;) = 0, donc pour résoudre ce systeme

d’inconnus o, il suffit de considérer une seule équation.

Alors, on a

1—i%t
~ t — 2 —Zt1(9+—9,) '\_ t )
g+ (it1) —1+i°‘7*t16 g-(it1)
On pose
1 — %t .
Ait)) = ——2— Lemiti(0+-6-) ¢ R
1+ ZTtl

Donc avec cette notation a4 est solution de
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G (it1) = (it g_(ity). (5.11)

On sait que le premier pole est associé a A(it;) = —1, de plus dans tous les cas
t < 9++9, donc pour un secteur non convexe on a forcément t; < 1.

La relation ¢, (it;) = A(it1)g-(it;) donne

A( —sinf_ + %COSQ_> = —(0‘7* cos b, —|—sin6’+>
(5.12)
/\<c039_ + %Sin&) = ( — Ssinfy + cos@+)
On met les deux équations du systeme (5.12) au carré, puis on remplace A\? = |\|?
1+ (5t)?

' — a5
1+ (ft1)2
somme on obtient

pa . En développant les deux équations obtenues, et en faisant leurs

o o

(G- (5P B -n=o. (5.13)
Comme on a déja dit que dans un secteur non convexe t1(a+) < 1, donc d’apres la
formule (5.13) on en déduit que oy = .

— On a déja dit qu’avec un seul parametre on ne peut optimiser que dans le cas
convexe, comme nous travaillons dans un secteur non convexe alors il n’existe
aucun « qui élimine le premier pole it;.

Remarque 21 1. On remarque que dans un secteur non convexe on n’arrive pas a
trouver v pour éliminer le premier pole it; avec la premiere stratégie.

K
0+ —6_
ce qui revient a choisir ay,r_ trés petits (proche de zéro), donc les conditions
d’interface au voisinage du coin se réduisent a des conditions de Neumann, dans ce

cas on peut avoir la régularité H 3. On peut d’ailleurs prendre dans ce cas a = 0.

2. Si on utilise la deuxieme stratégie on peut pousser le premier pole jusqu’a

3. Numériquement, le choix de « tres petit dans le cadre d’une décomposition du
domaine, se traduit par 'utilisation des conditions optimisées d’interface partout
sur le coté commun des deux sous-domaines.

4. Si on veut envisager une décomposition du domaine dans le cas ou le domaine
global est un disque, il vaut mieux considérer une décomposition du domaine en
trois sous-domaines convexes, qu’on sait déja optimiser le long des interfaces entre
les sous-domaines.

5.6 Construction des conditions d’interface

Nous avons dit qu’on travaille avec des conditions d’interface de la forme
g 10 (ar 0 )
on 20r Or

qui sont valable pres du coin.
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On rappel que les conditions d’interface se présente de fagon générale sous la forme

3} 0 ,a(r) 0
on P05 )

ou «(r), B(r) deux fonctions seront construites de telle sorte que l'opérateur (5.14)
soit valable sur toute 'interface entre les deux sous-domaines.

(5.14)

Nous avons déja dit que pour le coin intérieur au domaine global, on prendra 3 = 0
dans les conditions d’interface (5.14).

e Méthode de construction des deux fonctions «(r) et 3(r)

La construction des deux fonctions «(r) et 5(r) est la méme que le chapitre précédent.

Numériquement, une fois le coefficient o déterminé pour avoir le meilleur comporte-
ment au coin, on raccordera la fonction ar avec la constante oy, et on choisit 3 tres
petit.

En pratique, les tests numériques sont réalisés sur un pas de maillage h, ce qui cor-
respond a choisir « et § tels que % soit de l'ordre de 3 et % soit de 'ordre de zéro.
Cela correspond au nombre de mailles pres du coin ot les coefficients des deux fonctions
a(r) et 5(r) de la condition d’interface sont variables. Si de plus 22 est de I'ordre de 0,

ah
on dira qu’on travaille sur zéro mailles pres du coin.

5.7 Quelques résultats numériques

Soit © C R?, on étudie le probleéme de Dirichlet dans le cas o € est un disque (voir la
figure 5.1).

Nous exécutons toutes nos expériences sur I’équation de l’erreur(I’erreur est la différence
entre I'itérée et la solution “exacte”).

Nous avons réalisé un algorithme avec le logiciel FreeFem++ dans le cas d’une décomposition
du domaine en trois sous-domaines, on fait varier la valeur du parametre o qui in-
tervient dans les conditions aux limites, on note que pour la valeur optimisée de «
on a une convergence plus rapide que les autres valeurs prises par a.

Dans nos expériences numériques, nous faisons un maillage plus raffiné au voisinage du
coin (voir la figure 5.5) de fagon a nous assurer que ce que nous observons corres-
pond bien a nos prévisions théoriques et n’est pas 'effet d’un filtrage numérique
du a un maillage trop grossier au coin.

eConvergence et nombre d’itérations

Dans cette section nous présentons quelques courbes décrivant 1’allure de I'erreur en
fonction du nombre d’itérations nécessaires pour atteindre le critere : ||erreur||p2q) <
1076,

Nous considérons un découpage du domaine en trois sous-domaines et nous regardons la
décroissance logarithmique de 'erreur en fonction du nombre d’itérations.
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F1G. 5.5 — Décomposition d'un disque de R? en trois sous-domaines avec raffinement du
maillage au coin.

Dans un premier temps, nous travaillerons avec les conditions aux limites optimisées
dans deux sous-domaines et nous ferons varier le coefficient o dans les conditions aux
limites du troisieme sous-domaine, puis nous traiterons le cas ou le coefficient optimisé

au coin est pris dans un seul domaine et nous terminerons notre étude par le choix d'un
mauvais coefficient dans les conditions aux limites des trois sous-domaines.

e 1°T cas

Nous traitons ici, I'effet d’'un mauvais coefficient au coin pris dans les conditions d’in-

terface dans I'un des trois sous-domaines par rapport au cas idéal ou tous les coefficients
des opérateurs d’interface sont des coeflicients optimisés.

Le tableau 5.1 montre le nombre d’itérations nécessaire pour avoir une erreur de
I’ordre de 1075,

La figure 5.7 décrit la décroissance logarithmique de l'erreur. On remarque que la
convergence est plus rapide pour les conditions d’interface avec COC au coin.
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atar;(%) Nombre d’itérations
1072 22
101 21
1 (COC) | 13
10 16
TAB. 5.1 — Nombre d’itérations pour différentes valeurs de atan()
1 T T T T
“Top.gp" ——
"T007.gp" -
ol “T010.gp" J
1k N
2+ 4
3+ N
4+ N
_5 = -
6 N
-7 L L L I
0 5 10 15 20 25

F1G. 5.6 — Top.gp : Logyg(erreur) en fonction des itérations avec COC,

Ti.gp, i # op : Logig(erreur) en fonction des itérations pour différentes

. ., atan(%) 6
choix non optimisés de ——-2-, ||erreur||;> < 107°.
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e28Me (cag

Nous traitons maintenant le cas ou on possede le COC dans les conditions d’interface
d’un seul sous-domaine, et nous regardons l'influence des mauvais coefficients dans les
deux autres sous-domaines par rapport au cas idéal.

Le tableau 5.2 montre le nombre d’itérations nécessaires pour avoir une erreur de
l'ordre de 107°.

La figure 5.7 décrit la décroissance logarithmique de I'erreur. On remarque que la
convergence est plus rapide pour les conditions d’interface avec COC.

atanz(%) Nombre d’itérations
0.02 47
0.15 53
107! 62
1 (COQ) 13
10 34
15 129

atan(7F)

TAB. 5.2 — Nombre d’itérations pour différentes valeurs de 5

0 20 40 60 80 100 120 140

F1G. 5.7 — Top.gp : Logig(erreur) en fonction des itérations avec COC,
Ti.gp, @ # op : Logyo(erreur) en fonction des itérations pour différentes
atan(7)
2

choix non optimisés de , ||erreur||z2 < 1075.
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e3°Me (cag

Nous terminons par 1’étude du cas ol on met partout un “mauvais” coefficient au
coin et nous regardons l'influence des mauvais coefficients au coin par rapport au cas
idéal ot on met partout le coefficient COC au coin.

Le tableau 5.3 montre le nombre d’itérations nécessaires pour avoir une erreur de
I'ordre de 107°.

La figure 5.8 décrit la décroissance logarithmique de I’erreur. On remarque que la conver-
gence est plus rapide pour les conditions d’interface avec COC.

am;(%) Nombre d’itérations
0.1 34
1 (COC) 13
10 14
20 16
100 20
150 21

TAB. 5.3 — Nombre d’itérations pour différentes valeurs de artan(y).

1 T T T L -
Top.gp" ———
"TO51.gp" X
0+ "TO58.gp"  * -
1k i
2k 4
3+ i
4 i
5+ % « o
x ¥ ox
X Xy .
X *
6 x X % -
7 I I I I
0 5 10 15 20 25

F1G. 5.8 — Top.gp : Logyg(erreur) en fonction des itérations avec COC,

Ti.gp, ¢ #op : Logjg(erreur) en fonction des itérations pour différentes
atan(77)

5=, ||erreur||;> < 107°.

choix non optimisés de
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e Les conditions optimisés au coin et a l’interface

On travaille toujours avec les mémes notations que le chapitre précédent. On donne
dans ce paragraphe des résultats numériques qui montrent que les conditions opti-
misés au coin( cas du COC) apportent mieux la convergence au coin.

On rappelle que :

Il 2y = / 2 (2)dz

s = [ [VuP(a)ds
Q

Les tableaux 5.4, 5.5 montrent le nombre d’itérations nécessaires pour avoir une erreur
de l'ordre de 1075,

On rappelle que dans les tableaux (5.4),(5.5) la colonne “nombre de mailles au coin”
correspond au nombre de mailles sur les quelles le coefficient o des conditions
d’interface est variable.

Les figures 5.9, 5.10 décrivent la décroissance logarithmique de l'erreur.

On remarque que la convergence est plus rapide pour les conditions d’interface avec

COcC.

Valeurs au coin | Nombre d’itérations | Nombre de mailles au coin
COC 13 3
CICC 24 0

TAB. 5.4 — Nombre d’itérations en fonction de COC et CICC, avec ||erreur]|z2(q) < 107°

Valeurs au coin | Nombre d’itérations | Nombre de mailles au coin
CcocC 24 3
CICC 60 0

TAB. 5.5 — Nombre d’itérations en fonction de COC et CICC, avec |erreur|; < 1076

e Erreur en 3D
Nous présentons des exemples décrivant 'erreur en 3D dans le cas d'une décomposition
du domaine en trois sous-domaines symétriques. On remarque qu’au cours des itérations
Ierreur s’élimine du coin quand on choisit le COC dans les conditions d’interface (voir
figures 5.11,...,5.14). Par contre si on travaille avec les CICC, 'erreur présente des pics
trés marqués au niveau du coin(voir figures 5.15,...,5.18), donc I'erreur reste au coin.
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I "TO71.gp" ——

F1Gc. 5.9 - T071.gp : Logip(erreur) en fonction des itérations avec COC,
T074.gp : Logg(erreur) en fonction des itérations avec CICC, pour
|lerreur]| z2q) < 1076

0 T T T T T T
"Tgrad7.gp" ——
N
SN ,
AN
2+ \ ,
\\
N
3k \ ,
4
4k ‘\‘ i
5t | A\ 1
VR
V \4V\A
6 \ \ i
-7 Il Il Il Il Il Il
0 10 20 30 40 50 60 70

F1a. 5.10 — Tgrad7.gp : Logyo(erreur) en fonction des itérations avec COC,
Tgradb.gp : Logig(erreur) en fonction des itérations avec CICC, pour
lerreur|; < 1075.
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4ASTEE 02 1 33EE01 5.1 844E-D4 1 5583E-03

22221853 B.8052E-02 1.7606E-01 2.3709E-33 1.0389E-03 20778E-03

Fic. 5.11 — L'erreur avec COC a la F1G. 5.12 — L’erreur avec COC 4 la 5°m¢

o\ ey 2 .
premiere itération. itération.
7.3946E-09 22184E-08
18575E 05 55125805 | — ]
| — ] 27527E-40 14789E-08 2.9575E-08
78981E-37 36750E-05 7 3499E-05

FiG. 5.13 — L’erreur avec COC a la 8%™e FIQ- 5.14 — L’erreur avec COC a la
itération. 13°™¢(derniere) itération.
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1.7503E-03 52509E-03 6.4424E-05 1 8G27E-04
T T

N = | N = |
7.1520E-35 35006E-03 7 0012E-03 24861E-38 1.2685E-04 25770E-04

Fi1G. 5.15 — L’erreur avec CICC a la Fi1G. 5.16 — L’erreur avec CICC a la

éme ;14 : 7éme 44 :
4°m¢ jtération. 1tération.
2.0106E-07 6.0317E-07
5 2046E-07 1 SB14E-08 —— T E ]
| —— | 3.2562E-40 4.0211E-07 6.0422E-07
20494E-39 T.04DIE-06 2 0816E-06

-

Fic. 5.17 — L’erreur avec CICC a la F1G. 5.18 — L'erreur avec CICC a la
13éme itération. 24éme(derniére) itération.
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e Remarques

1. Les expériences numériques avec des conditions d’interface bien adaptées au coin et
a coefficients optimisés montrent que I'erreur est faible au coin et on a convergence
dans 13 itérations (Pour la norme L? de 'erreur). En revanche si on choisit d’autres
coefficients que les coefficients optimisés I'erreur présente des pics tres marqués au
niveau du coin et la convergence est lente. Donc, les conditions d’interface a coeffi-
cients optimisés au coin(COC) conduisent a un gain en vitesse de convergence(les
itérations) par rapport aux conditions d’interface de type CICC.

2. Dans les deux derniers chapitres, nous avons mis en évidence le fait que la conver-
gence de la méthode est sensible aux variations des parametres(c, 3) intervenant
dans les conditions d’interface.
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