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Introdution généraleLe hoix du matériau est au entre du proessus de oneption d'un produit méanique. Lesidées les plus géniales ne peuvent devenir réalité sans une struture matérielle apable de lessupporter. Ave l'utilisation d'un nouveau matériau, l'ingénieur va pouvoir améliorer la solutiontehnologique existante en termes de volume, de poids ou de résistane. Réiproquement unnouveau matériau apporte de nouvelles idées et de nouvelles possibilités de réation : il est auoeur de l'innovation.Le développement d'un matériau est long et hasardeux de sa déouverte à son utilisationonrète et industrielle. Le transfert tehnologique des laboratoires vers les industriels est limitépar plusieurs verrous : onnaissane par les ingénieurs des aratéristiques du matériau, outilsde dimensionnement d'appliations, oût de mise en oeuvre de la solution.Dans le as des Alliages à Mémoire de Forme diverses appliations existantes (voir hapitre�Présentation des AMF�) montrent que l'utilisation du matériau est viable éonomiquement. Denombreux e�orts de di�usion au grand publi ont été faits sous forme d'expositions tehnolo-giques et artistiques. Le développement d'appliations dans le seteur médial et notammentl'explosion de l'utilisation de stents oronariens a onduit au développement d'outils numériquesde dimensionnement de strutures en AMF.L'objetif de es travaux de thèse est de ontribuer au développement d'outils de dimension-nement et de détailler les di�érentes utilisations qui peuvent exploiter les propriétés originales desAMF. Atuellement l'aent est mis sur les aspets méaniques du omportement et notammentla superélastiité du matériau. Pourtant le ouplage thermique / méanique fort présent dans ematériau permet de dé�nir un hargement qui lui donne son nom : l'e�et mémoire de forme. Cete�et onfère au matériau un aspet d'ationneur méanique piloté par la température imposée.La ombinaison des aspets de struture et d'ationneur rend es matériaux très intéressantsaux faibles dimensions où des miro-systèmes monoblo peuvent être onstruits. Le ouplagethermique / méanique est analysé expérimentalement et théoriquement jusqu'à la onstrutiond'un modèle du omportement adapté au alul de strutures par la méthode des éléments �nis(voir �gure 1).Le mémoire est déoupé en 5 hapitres :1. Présentation des Alliages à Mémoire de Forme (AMF) :Les AMF sont des matériaux très spéi�ques qui possèdent notamment la faulté de sedéformer de manière ontr�lée en fontion de leur température. À ette propriété origi-nale s'ajoutent d'autres propriétés méaniques telles que la superélastiité et des apaitésd'amortissement méaniques. Ces di�érentes propriétés seront illustrées et expliquées dansette partie.2. Caratérisation du matériau :Les deux prinipaux omportements sont mesurés expérimentalement : e�et mémoire deforme et superélastiité. Plusieurs matériaux et éprouvettes sont testées. L'objetif est de1



Introdution générale

Fig. 1 � Di�érentes éhelles d'observationmettre en avant le ouplage thermique / méanique. Nous montrerons en partiulier qu'iln'est pas possible de onnaître entièrement l'état du matériau uniquement à partir del'étude de hargements méaniques à température onstante.3. Modélisation du omportement :L'idée est de développer un modèle marosopique du omportement du matériau prenanten ompte des aspets méaniques (superélastiité et réorientation de la martensite) maiségalement le ouplage ave la température (e�et mémoire de forme). Le modèle est basésur une analyse thermodynamique et miro-méanique simpli�ée de la transformation dephase martensitique.4. Intégration numérique :Le modèle est implanté dans un ode de alul par la méthode des Éléments Finis de manièreà pourvoir dimensionner des strutures en AMF. Le travail a porté sur le développementd'un algorithme d'intégration robuste. Le modèle numérique est omparé et validé à partird'expérimentations et de données de la littérature.5. Appliations et dimensionnement :Le modèle numérique est exploité pour dimensionner deux appliations : des bagues su-perélastiques et un miro-ationneur à e�et mémoire [Kohl 00℄. Puis quelques règles dedimensionnement et des exemples d'appliations sont données dans le as du développe-ment d'un ationneur ou d'une struture méanique.
2



Chapitre 1Présentation des AMF
Sommaire1.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31.2 Comportement des AMF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41.2.1 E�et mémoire de forme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41.2.2 Superélastiité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61.2.3 Autres omportements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91.3 Origine du omportement des AMF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111.3.1 Dé�nition de la transformation martensitique . . . . . . . . . . . . . . . 111.3.2 Desription de la transformation martensitique . . . . . . . . . . . . . . 121.4 Caratéristiques des AMF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141.4.1 Famille des NiTi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151.4.2 Famille des Cuivreux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161.4.3 Famille des Ferreux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161.5 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161.1 IntrodutionDeux grandes atégories de matériaux solides peuvent être dé�nies : les matériaux passifs etles matériaux atifs.Les matériaux lassiquement utilisés sont de type passif. Ces matériaux peuvent être desmétaux, des alliages métalliques, des polymères, des éramiques ou des omposites de plusieursmatériaux. Ils di�èrent par leurs propriétés physiques : prinipalement méaniques (déformationélastique, aratéristiques de mise en forme, résistane à la rupture, amortissement,... ), maiségalement himiques (résistane à la orrosion) ainsi que d'autres propriétés omme la ondu-tion életrique, magnétique, ou de la haleur. Les di�érentes aratéristiques physiques sont despropriétés onstantes de es matériaux.Depuis plusieurs déennies sont développés des matériaux dits atifs pour lesquels il existeun ouplage entre les grandeurs méaniques et une autre grandeur physique omme : un hampéletrique (matériaux piézoéletriques), un hamp magnétique (matériaux magnétostritifs etAMF magnétiques) ou la température (Alliages à Mémoire de Forme). Ces matériaux peuventêtre utilisés pour réaliser des strutures méaniques passives mais le ouplage multi-physiqueprésent dans es matériau leur onfère des propriétés atives :3



Chapitre 1. Présentation des AMF
≻ leur omportement méanique est modi�é lorsque la grandeur physique ouplée évolue, equi leur onfère un aspet d'ationneur,
≻ réiproquement, la grandeur ouplée évolue lorsqu'un hargement méanique est appliqué,e qui leur onfère un aspet de apteur.Les matériaux piézo-életriques par exemple sont utilisés pour réaliser des apteurs de fore maiségalement des ationneurs en ontr�le de vibrations. L'un des intérêts des Alliages à Mémoire deForme est la possibilité de générer une fore élevée et un déplaement relativement important,don un travail méanique onséquent, pour une évolution de température de quelques dizainesde degrés.Les matériaux atifs peuvent remplaer avantageusement les systèmes à ationneurs lassiquesdans l'optique d'une rédution d'enombrement, puisque les fontions de struture et d'ationneurpeuvent être réalisées en une seule pièe. Ils prennent tout leur intérêt dans les miro-systèmes,où le rapport poids/puissane d'une solution AMF est nettement supérieur à elui des solutionslassiques ; mais ils apportent également une valeur ajoutée lors du développement d'appliationsen onditions di�iles (aéronautique, spatial, biomédial...)Le nom d'Alliage à Mémoire de Forme est donné aux matériaux métalliques qui, après une pré-déformation, possèdent la apaité de retrouver leur on�guration initiale par simple élévationde leur température. Le phénomène a pour origine une transformation de phase du matériauréversible. Cette évolution de la miro-struture du matériau induit également d'autres propriétésméaniques intéressantes telles que la superélastiité et des apaités d'amortissement.Nous allons présenter dans un premier temps de manière phénoménologique les prinipauxomportements des AMF et les di�érentes utilisations qui en sont faites. L'origine du ouplagemulti-physique sera ensuite détaillée. Finalement les prinipaux AMF et leurs aratéristiquesseront présentés.1.2 Comportement des AMFLe nom d'alliage à mémoire de forme ouvre un ertain nombre de matériaux qui di�èrentpar leur omposition mais également par leur traitement thermo-méanique de mise en forme.Ils possèdent tous des aratéristiques similaires mais sont haun adaptés à une utilisationpréise. On peut globalement les regrouper en deux types en les omparant à une températured'utilisation de référene (généralement la température ambiante) : les matériaux à e�et mémoireet les matériaux superélastiques.1.2.1 E�et mémoire de formeUn AMF à e�et mémoire est adapté à une utilisation en tant qu'ationneur. Son utilisationest omparable à elle d'un vérin hydraulique simple e�et : il faut tout d'abord mettre le vérin enposition initiale en appliquant un e�ort, puis le verin est ationné en augmentant la pression del'huile e qui génère une fore proportionnelle à la pression d'huile et un allongement du vérin.Avant de reommener une ativation il faut ramener le vérin en position initiale. De mêmepour les AMF, l'e�et mémoire de forme simple sens est dérit par un yle mémoire (�gure 1.1)omposé d'une étape de onditionnement suivie d'une étape d'ativation :1. Conditionnement de l'ationneur :
≻ Refroidissement en dessous d'une température ritique.
≻ Déformation méanique de l'AMF. Le matériau se déforme très failement sous un faibleniveau de ontrainte jusqu'à une valeur de déformation maximale à ne pas dépasser, au4



1.2. Comportement des AMF

Fig. 1.1 � E�et mémoire de forme (Les valeurs numériques sont aratéristiques d'un AMF detype NiTi)delà la rigidité du matériau augmente. La déformation rémanente est à priori irréversible.2. Ativation de l'ationneur : augmentation de la température au dessus de la températureritique :
≻ La déformation rémanente va déroître jusqu'à disparition, l'AMF va retrouver sa formehaude initiale.
≻ Si la déformation mémoire est bloquée, le matériau va générer un e�ort proportionnel-lement à la température appliquée. Puis une simple déharge élastique et le matériau varetrouver sa forme haude initiale. La ontrainte générée peut être très élevée puisquela limite de plastiité du matériau AMF peut être atteinte si la température maximaleest trop élevée.La forme haude a été donnée à l'AMF au moment de sa mise en forme. L'étape de ondition-nement permet de lui donner une autre forme, mais il peut à tout moment retrouver sa formehaude par simple hau�age.Le yle fait don intervenir un système de refroidissement et un système de hau�age.Pour que le yle fontionne sans système de refroidissement, il su�t que la température froideorresponde à la température ambiante. Le hau�age peut être appliqué par une soure de haleurextérieure mais peut également être obtenu par e�et joule en faisant iruler un ourant életriquedans le matériau métallique. L'étape de refroidissement se fait généralement à l'air libre. Cetteétape est limitante en termes de temps de réation, mais le refroidissement est d'autant plusrapide que l'ationneur est petit : la solution AMF devient très intéressante lorsque le systèmeest de petite taille !Le prinipe de l'e�et mémoire de forme est exploité dans plusieurs appliations (�gure 1.2) :

≻ Aouplement de tubes en Titane. Une des premières appliations des AMF proposée par5
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Fig. 1.2 � Appliations de l'e�et mémoire de formela Rayhem dans les années 50 : devant la di�ulté d'assembler deux tubes en Titanepar soudage ils proposent d'utiliser un manhon serrant, fontionnant sur le prinipe dufrettage mais utilisant l'e�et mémoire de forme plut�t que la dilatation thermique pouraoupler les tubes.
≻ Rupture d'une liaison sans explosifs, séparation des étages d'une fusée : les e�orts dévelop-pés par e�et mémoire sont su�samment élevés pour entraîner la rupture d'un assemblagepar vis.
≻ Robotique : ationneur simple e�et, hau�age par e�et joule, mouvements souples.
≻ Agrafes d'ostéosynthèse : rapprohent les deux faes d'un os brisé grâe à l'augmentationde la température lors de l'insertion dans le orps humain.
≻ Miro-ationneurs (dimensions de quelques mm) : miro-pine, miro-pompe, miro-valve.Les systèmes sont monoblos ou très simpli�és, l'AMF joue le r�le de struture et d'a-tionneur. Ativation par e�et joule.
≻ Contr�le de la température : apteur de suivi de la haîne du froid, si l'AMF dépassesa température ritique il e�etue un marquage physique du produit. Mitigeur d'eau : latempérature de sortie de l'eau est ajustée par la fore de serrage appliquée à l'AMF etindépendamment de la température des eaux haude et froide.Outre la question du refroidissement du matériau l'autre limitation prinipale est la tenue auylage. En e�et, le omportement du matériau évolue ave le nombre de yles et se traduitnotamment par une rédution de la déformation réversible par e�et mémoire après une entainede yles de hargement. Pour éviter ette dégradation des propriétés mémoire il est néessairede limiter la déformation ainsi que le niveau de ontrainte générés par e�et mémoire.1.2.2 SuperélastiitéUn AMF superélastique est déjà haud à température ambiante. Pour obtenir un e�et mé-moire il faudrait le refroidir, mais après retour à température ambiante le matériau serait déjà re-venu en forme haude ! Par ontre, au ours d'un hargement méanique à température onstante,une déformation additionnelle (inélastique) est observée. Cette déformation additionnelle est ré-versible après déharge méanique, le matériau retrouve sa forme initiale : 'est l'e�et superélas-tique.6
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Fig. 1.3 � Superélastiité des AMF (Les valeurs numériques sont aratéristiques d'un AMF detype NiTi)

Fig. 1.4 � Fore de rappelEn e�et, la température ritique qui marque le hangement de omportement haud / froidest déalée lorsqu'une ontrainte est appliquée : plus la ontrainte est élevée, plus la tempéra-ture ritique augmente. Ainsi, en appliquant une ontrainte su�samment élevée la températureritique va égaler puis dépasser la température ambiante induisant un hangement de ompor-tement du matériau. Il en résulte un omportement non linéaire : ave une première phase dedéformation aratérisée par une rigidité élastique lassique, suivie d'une phase au ours de la-quelle la ontrainte reste quasi-onstante tandis que le matériau se déforme, ette déformationest limitée par une une valeur maximale de déformation, au-delà le omportement retrouve unomportement élastique. Ce omportement est réversible, après retour à ontrainte nulle le ma-tériau retrouve sa forme initiale (voir �gure 1.3). Le trajet suivit n'est pas identique à la hargeet à la déharge, e qui dérit un hystérésis méanique.Pour obtenir et e�et superélastique il faut que la limite d'élastiité du matériau soit su�-samment élevée pour que le hangement de omportement soit observé avant que la limite deplastiité ne soit dépassée. Ces matériaux sont don partiulièrement érouis au moment de lamise en forme. D'autre part, la température d'utilisation du matériau doit être maitrisée, puisquesi elle n'est pas assez élevée la déformation ne sera pas entièrement réversible mais si au ontraireelle est trop élevée le matériau va plasti�er avant de se déformer. 7
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Fig. 1.5 � Appliations de la superélastiitéUn matériau superélastique supporte une déformation réversible 10 fois supérieure à la dé-formation élastique lassique ! De plus, le omportement non linéaire ajoute un e�et intéressant :si deux tiges, l'une en AMF superélastique et l'autre en matériau élastique linéaire lassique, ontdimensionnées pour avoir la même �èhe en �exion, alors lors d'une solliitation en �exion latige superélastique aura une fore de rappel plus élevée que la tige élastique linéaire. En e�et,puisque le matériau superélastique admet une grande déformation, pour une �èhe identique lasetion de la poutre superélastique peut être plus grande que elle de la tige élastique linéaire.Or, le omportement de l'AMF est non linéaire, ainsi la fore de rappel de la tige en AMFpourra être semblable à elle de la tige élastique linéaire pour une grande �èhe, mais elle resterarelativement élevée pour une �èhe plus petite. Au ontraire, la tige élastique linéaire génèreraune fore de rappel proportionnelle à la �èhe et don une fore faible pour une petite �èhe(�gure 1.4). Ainsi une tige élastique linéaire se déformant sous son propre poids pourrait resterretiligne ave un matériau superélastique.Ces deux propriétés de grande �exibilité et de fore de rappel élevée sont beauoup utiliséesdans le domaine médial mais également dans quelques produits de grande onsommation (�gure1.5) :
≻ stents,
≻ hirurgie non invasive,
≻ forêt dentaire,
≻ antenne de téléphone portable,
≻ lunettes �exibles,
≻ armature de soutien gorge.Le omportement superélastique présente un plateau à ontrainte onstante : indépendammentde la déformation du matériau, la fore de réation est quasiment onstante (�gure 1.6) . Appli-ations :
≻ �l orthodontique,8



1.2. Comportement des AMF
(a) Limiteur de fore et appliations (b) Hystérésis superélas-tiqueFig. 1.6 � Limiteur de fore et Hystérésis

Fig. 1.7 � Autres omportements
≻ limiteur de fore pine hirurgiale.En�n le omportement présente un hystérésis. Cet hystérésis dissipe, sous forme de haleur,quasiment la moitié de l'énergie méanique apportée au matériau (AMF NiTi) (�gure 1.6). Destravaux sont en ours pour développer des amortisseurs anti-sismiques qui exploitent ette pro-priété. L'amortissement est le plus e�ae pour des fréquenes de solliitation d'environ 1Hz. Deplus le oe�ient d'amortissement peut être ontr�lé en modi�ant la température du matériau.De la même manière que pour l'e�et mémoire, la prinipale limitation du omportementsuperélastique est la tenue aux hargements yliques. En e�et, la miro-struture du matériauévolue beauoup à haque yle superélastique et, après quelques entaines de hargements, ladéformation réversible additionnelle se réduit et le hangement de rigidité est beauoup moinsmarqué et plus étalé. Pour éviter es dégradations des propriétés méaniques il faut limiter ladéformation réversible à environ 1%.1.2.3 Autres omportementsLes appliations atuelles exploitent prinipalement le prinipe de l'e�et mémoire de forme etle omportement superélastique. Mais les AMF présentent d'autres aratéristiques intéressantes(�gure 1.7). 9



Chapitre 1. Présentation des AMFE�et mémoire double sensTout d'abord l'e�et mémoire de forme peut être étendu à un e�et double sens : le yle pré-senté préédemment néessite une phase de onditionnement au ours de laquelle le matériau doitêtre déformé à froid, tandis qu'il onserve la mémoire de sa forme haude. Lorsque le yle d'e�etmémoire est répété, les propriétés du matériau se dégradent, et en partiulier la déformation ré-versible par e�et mémoire diminue. Mais en ontrepartie la fore néessaire au onditionnementdu matériau diminue également. Après quelques entaines de yles, la fore néessaire au ondi-tionnement devient négligeable et le matériau se �reonditionne� automatiquement lorsqu'il estrefroidit. Il présente alors deux formes stables qui peuvent être séletionnées par simple variationde la température. Il faut néanmoins remarquer qu'il n'est pas possible de générer d'e�ort lorsd'un refroidissement ar elui-i aurait pour e�et de reonditionner le matériau, e�açant la formefroide en mémoire. Pour éviter que la mémoire de la forme froide ne se perde il est préférabled'assister l'e�et mémoire double sens en appliquant un léger e�ort de reonditionnement à l'aidepar exemple d'un petit ressort de rappel.Comportement martensitiqueÀ froid, les AMF possèdent une faible rigidité qui les rend failement déformables et mal-léables à la main. Puis la forme donnée au matériau peut être e�aée par simple hau�age enphase haude. Cette propriété est utilisée en hirurgie pour réaliser des spatules formables à lamain par le hirurgien.E�et aouthoutiqueLa phase froide présente également les propriétés élastiques semblables à elles du aouthou :un module élastique apparent faible (environ 35000MPa) et un hystérésis entre la harge et ladéharge. Cet hystérésis est tout à fait di�érent de elui du omportement superélastique : pas deplateau, énergie dissipée plus faible. En revanhe, ette propriété méanique ne se dégrade pas àhaque yle de hargement. De plus, l'hystérésis est atteint pour de faibles valeurs de déforma-tions : ela onfère à la phase froide des propriétés d'amortissement méanique des vibrations.L'e�et peut être illustré par exemple par une lohe en AMF : à haud la lohe résonne et génèreune note mais au ontraire en phase froide les vibrations sont atténuées et la lohe ne génèrepas de son.Superélastiité linéaireEn modi�ant le traitement thermique de mise en forme de l'AMF, il est possible d'éviter lehangement de rigidité lors du hargement superélastique. Le omportement reste alors quasi-ment linéaire, présente un faible hystérésis, un module élastique apparent faible et une grandedéformation réversible (environ 3%). De plus, e omportement est quasiment indépendant dela température. Comme dans le as des matériaux superélastiques, pour obtenir et e�et il estnéessaire d'érouir fortement le matériau au moment de sa mise en forme, ela limite don lesgéométries réalisables.Résistivité et haleur latenteFinalement les AMF présentent d'autres propriétés omme l'évolution de la résistivité éle-trique du matériau en fontion de son état et de sa température, mais également la propriétéd'absorber ou de restituer de la haleur : le matériau tend à onserver une température prohe de10



1.3. Origine du omportement des AMFsa température ritique, si le matériau est refroidit elui-i va dégager de la haleur de manièreà limiter l'évolution de la température et au ontraire absorber de la haleur lorsque le matériauest hau�é. La quantitié de haleur maximale absorbée est d'environ 28000J/kg pour les AMFNiTi.1.3 Origine du omportement des AMFNous avons dérit l'e�et mémoire de forme à partir d'un hangement de omportement entreune phase haude et une phase froide. De plus le passage de l'une à l'autre fait intervenir unehaleur latente qui s'oppose au hangement de phase. Ces propriétés marosopiques apparentesproviennent d'un hangement de la miro-struture du matériau : une transformation de phasemartensitique.1.3.1 Dé�nition de la transformation martensitiqueLa dé�nition de la transformation martensitique donnée par Adder et al. [Adder 90℄, baséesur les travaux de Cohen et al. [Cohen 79℄, dérit bien les aratéristiques de ette transformationde phase solide-solide :�La transformation de phase martensitique est un hangement de struture vir-tuellement sans di�usion, aratérisée par une déformation homogène du réseau aveune omposante déviatorique dominante et un hangement de forme assoié tel quel'énergie de déformation mise en jeu gouverne la inétique et la morphologie de latransformation.�La transformation de phase est aratérisée par un isaillement du réseau ristallin qui se traduitmarosopiquement par une déformation additionnelle. Ce isaillement du réseau est limité parla morphologie de la struture ristalline de la martensite qui se traduit au niveau marosopiquepar une valeur de déformation de transformation maximale.La transformation de phase martensitique est sans di�usion, la distorsion du réseau ristal-lin résulte d'un déplaement des atomes inférieur à la distane inter-atomiques. En fontion del'agitation thermique, la position de stabilité des atomes évolue entre une phase mère de mailleubique entrée, appelée phase auténitique, et une phase �lle de maille hexagonale ompat, qua-dratique ou rhomboédrique, appelée phase martensitique [Guénin 95, Patoor 94℄. Le hangementde phase martensitique est don à priori réversible. De plus, la déformation de transformationest prinipalement déviatorique, e qui réduit les risques de plasti�ation loale de la phase mèreautour des ristaux de martensite. Le ristal d'austénite présente un nombre de symétries plusgrand que le ristal de martensite, l'entropie des deux phases est di�érente e qui se traduit parun saut de la première dérivée de l'énergie libre, aratéristique d'une transformation de phasedu premier ordre.La martensite apparaît sous forme de ristallites qui germent et roissent dans la matrieausténitique. Les ristallites sont totalement ou partiellement ohérentes ave la phase parent[Berveiller 01℄. L'énergie de déformation de la matrie et de la martensite est réduite par des dé-formations d'aommodation de la martensite et par l'adoption d'une forme lentiulaire par lesristallites de martensite [Adder 90℄. L'observation de la struture mirosopique d'un CuAlBe[Nilaeys 02a℄ la présene de martensite sous forme d'aiguilles orientées suivant plusieurs dire-tions (�gure 1.8).Le terme de transformation martensitique est à l'origine assoié à la transformation qui seproduit lors de la trempe des aiers. Par extension il désigne également les transitions de phase11



Chapitre 1. Présentation des AMF

Fig. 1.8 � Mirosopie optique ave polarisation d'un polyristal d'AMF CuAlBe (Nilaeys 02a)

(a) Cristaux d'austenite et demartensite (b) Diagramme de phase simpli�éFig. 1.9 � Desription de la transformation martensitquese produisant dans un ertain nombre d'alliages dont les alliages à mémoire de forme. Mais onretrouve également ette transformation dans d'autres matériaux et notamment dans les aiersTRIP.1.3.2 Desription de la transformation martensitiqueLa transformation d'un ristal d'austénite en un ristallite de martensite est shématisé �gure(1.9.a). À partir d'un ristal d'austénite il est possible de réer plusieurs variantes de ristallitesde martensites aratérisées par une diretion de isaillement di�érente. Cette transformationde phase est fontion de l'agitation thermique des atomes et débute à une température ritique
Ms. Il parait également évident que l'appliation d'une ontrainte de isaillement sur le ristald'austénite va privilégier la réation des variantes les mieux orientées par rapport au hamp deontrainte. On dérit la présene de martensite dans le matériau à l'aide d'un diagramme detransformation, fontion des deux grandeurs qui pilotent la transformation martensitique : laontrainte et la température (�gure 1.9.b). Dans e diagramme la zone de stabilité de la marten-12



1.3. Origine du omportement des AMF

Fig. 1.10 � Réorientation des variantes de martensite [Guénin 95℄site est séparée de la zone de stabilité de l'austénite par une droite ritique de transformation,dé�nie par une température ritique Ms et une pente de dépendane à la ontrainte b. Cettedroite provient d'une loi de type Clausius-Clapeyron [Patoor 94℄ :
∂σ

∂T
=

HA−M

MsεT
maxave HA−M l'enthalpie ou haleur latente de transformation et εT

max la déformation de la mar-tensite par rapport à l'austénite.Au ours du hangement de phase plusieurs variantes de martensite di�érentes peuvent ap-paraître simultanément. En partiulier lorsque la transformation de phase est due à un refroi-dissement sans ontrainte appliquée, les variantes de martensite fabriquées ont des hamps dedéformation qui globalement se ompensent de manière à ne pas générer de déformation detransformation marosopique : la martensite est auto-aommodée. Au ontraire, la martensitefabriquée suite à l'appliation d'un hamp de ontrainte extérieur est omposée des variantesles mieux orientées par rapport à e hamp de ontrainte, génèrant une déformation maroso-pique : la martensite est orientée. Finalement, lorsqu'un hamp de ontrainte est appliqué surde la martensite auto-aommodée, les variantes les moins bien orientées disparaissent au pro�tde elles générant une déformation dans la diretion des ontraintes : 'est la réorientation desvariantes de martensite (�gure 1.10).La phase de onditionnement d'un yle mémoire de forme est omposée d'une premièreétape de refroidissement sans ontrainte au ours de laquelle auune déformation marosopiquen'apparaît, suivie d'une seonde étape de hargement méanique qui onduit à réorienter la mar-tensite auto-aommodée et à générer une déformation rémanente. Lors du retour mémoire, lamartensite orientée disparaît pour retrouver le ristal d'austénite initial ne présentant pas de dé-formation. Le retour mémoire libre se présente alors quasiment omme un saut de déformation.Mais, si ette fois un obstale limite la déformation marosopique au ours du hau�age, il y atoujours onsommation de la martensite au pro�t de l'asuténite, mais la déformation de trans-formation de la martensite est ette fois ompensée par une déformation élastique de l'austénite,e qui génère une ontrainte. Or l'augmentation de la ontrainte déale la température ritiquede transformation et retarde le retour mémoire. C'est pourquoi, lors d'un retour ontraint, latransformation de phase n'est pas instantanée et la ontrainte augmente proportionnellement àla température en suivant la limite de transformation inverse Martensite→Austénite. 13



Chapitre 1. Présentation des AMF

Fig. 1.11 � Diagramme de transformation ompletFinalement la transformation martensitique est présente un hystérésis : la température ri-tique de disparition de la martensite Af est plus haude que la température ritique de réationde la martensite Ms. De plus, la transformation de phase n'est pas instantanée mais est plusou moins étalée suivant le traitement thermique de mise en forme du matériau, dé�nissant deuxnouvelles limites Mf température de �n de transformation direte Austénite→Martensite et Astempérature de début de transformation inverse Martensite→Austénite. Dans le diagramme detransformation (1.11) sont également indiquées : la limite de réorientation indépendante de latempérature et la limite élastique qui diminue ave la température et qui est plus élevée pour laphase martensitique que pour la phase austénitique.Le omportement de la phase martensitique provient des aratéristiques élastiques de lamartensite mais également de la propriété de réorientation des variantes de martensite. Lorsqu'unhamp méanique est appliqué sur la phase martensitique les variantes les moins bien orientéesdisparaissent au pro�t des mieux orientées. Après déharge méanique il reste une déformationde réorientation rémanente. Néanmoins, sous l'e�et du hamp de ontraintes internes résiduelune partie de la réorientation des variantes est réversible. C'est l'e�et aouthoutique, une partiede la déformation de réorientation est réversible dérivant un petit hystérésis méanique.1.4 Caratéristiques des AMFIl existe trois familles d'AMF métalliques :
≻ à base NiTi (environ 50-50%) + éléments d'addition Cu, Fe ... Communément appelésalliages NiTi ou Nitinol
≻ à base Cuivre (+ Zn 26% Al 4% ; + Al 14%wt Ni 4%wt ; +Al 12%wt Be 0.3%wt)
≻ à base Fer + Mn 32%wt Si 3%wt + éléments anti-orrosion (aier inoxydable) Ni CrLes aratéristiques méaniques et mémoire sont omparées dans le tableau (1.1)14



1.4. Caratéristiques des AMFPropriété NiTi Base Cuivre Base FerMasse volumique (kg/m3) 6500 7500 7800Résistivité életrique (Ωm10−6) 0.5 à 1.1 0.07 à 0.09Condutivité thermique (W/ (mK)) 10 75Enthalpie de transfo. (J/kg) 28000 7000Module d'Young (GPa) 70 90 210Limite à la rupture (MPa) 800 à 1000 400 à 700 400 à 700Température de transfo. Ms (�C) -50 à 110 -150 à 100 -200 à 150Hystérésis thermique Af − Ms (�C) 20 à 40 20 à 25 100 à 200Déf. mémoire maxi. (%) 8 3 à 6 (monoristal = 10) 3 à 4Déf. superélastique maxi.(%) 4 3 (monoristal = 10) /Pente retour ontraint (MPa/�C) 7 à 10 2 à 3 0.5Amortissement (SDC − %) 15 10 à 30Corrosion / bioompatibilité exellente mauvaise +Ni Cr bonneTab. 1.1 � Propriétés des AMF [Guénin 95, Hautoeur 04℄NiTi Base CuivreNombre de yles Déf. maxi (%) Contr. maxi (MPa) Déf. maxi (%)1 8% 500 MPa 3%100 4% 275 MPa 1.2%10 000 2% 140 MPa 0.8%+100 000 1% 70 MPa 0.5%Tab. 1.2 � Tenue aux hargements mémoire yliques des NiTi et des Cuivreux [Lebreton 03,Hautoeur 04℄1.4.1 Famille des NiTiLes AMF NiTi sont les plus développés ommerialement ar ils présentent de bonnes ara-téristiques méaniques, un e�et de superélastiité, une bonne tenue au ylage et surtout unebonne bioompatibilité pour les appliations médiales.L'ajout d'éléments d'additions permet d'ajuster les aratéristiques méaniques mais rend lematériau non bioompatible.Parmi leurs inonvénients on peut iter la di�ulté de mise en forme du matériau : l'obtentiondes propriétés mémoires et superélastiques néessite lors de la fabriation un fort érouissage dumatériau et une rédution de la taille de grain pour obtenir une limite élastique élevée. L'usinagelassique est di�ile à ause d'une usure rapide des outils de oupe. Néanmoins l'életro-érosionet la reti�ation sont bien adaptés. L'assemblage se fait généralement par soudure laser ouassemblage méanique par e�et mémoire [Lebreton 03℄.À ause de la dégradation des propriétés méaniques au ours de hargements yliques, ilest néessaire de limiter la déformation mémoire et la ontrainte générée par retour ontraint(voir tableau (1.2)) tiré de [Lebreton 03℄).Ces matériaux vieillissent bien tant que la température reste inférieure à 300�C. 15



Chapitre 1. Présentation des AMF1.4.2 Famille des CuivreuxCes matériaux sont plut�t adaptés à des appliations non médiales ar ils ne sont pas bio-ompatibles. En fontion de leur omposition ils présentent des aratéristiques méaniques in-téressantes. Les alliages CuAl+Ni ou Be ont des déformations de transformation relativementomparables à elles des NiTi pour un hystérésis plus faible et sont don intéressants en superé-lastiité.La matière première ne oûte pas hère, mais la mise en forme est relativement omplexe : laomposition doit être hoisie de manière préise, puis une trempe permet de stabiliser la phaseausténitique à température ambiante, suivie de di�érents traitements thermiques. Le matériau esten état méta-stable vieillit moins bien que les NiTi. Les propriétés se dégradent signi�ativementpour un vieillissement à 200�C pendant 25h [Guénin 95℄.De la même manière, l'amplitude de l'e�et mémoire doit être réduite lorsque le nombre deyles à e�etuer augmente (tableau (1.2)).Un de leur intérêt majeur est la possibilité de fabriquer des monoristaux sous forme de�l et de ruban. Ces monoristaux possèdent des aratéristiques méaniques et de tenue auxhargements yles exeptionnelles, ainsi qu'un faible hystérésis de transformation.Ces matériaux sont bien adaptés à la superélastiité.1.4.3 Famille des FerreuxLes AMF à base fer sont intéressants pour leur apaité à être produits en masse à partir desmoyens lassiques de fabriation des aiers.Ces AMF peuvent êtres rendus inoxydables par l'ajout d'éléments d'addition. Mais les tempé-ratures de transformations et leur large hystérésis limite leur utilisation dans le domaine médial.Leurs aratéristiques méaniques sont nettement moins bonnes, la martensite réée partransformation ne possède pas la propriété de réorientation et la limite élastique est trop faiblepour e�etuer un hargement superélastique.Néanmoins, du fait du grand hystérésis de la transformation es matériaux sont bien adaptésà l'assemblage d'éléments par manhons à e�et mémoire [Guénin 95℄.1.5 ConlusionLes Alliages à Mémoire de Forme se distinguent des matériaux lassiques par un fort ouplagethermoméanique qui a pour origine une transformation de phase du matériau. L'état du matériauest modi�é par une variation de quelques dizaines de degrés évoluant d'une phase molle etdéformable aux températures froides (Martensite) à une phase rigide et élastique à températureplus haude (Austénite).Cette propriété proure aux AMF une grande variété de omportements passifs ou atifs :
≻ Ationneur à e�ort proportionnel à la température.
≻ Amortissement variable.
≻ Déteteur de température seuil.
≻ Déformation �e�açable�.
≻ Limiteur d'e�orts.
≻ Superélastiité.Les fontions de struture et d'ationneur peuvent être regroupées en une seule pièe ave ungain de volume et de masse partiulièrement intéressant pour les petits systèmes de quelquesmillimètres.16



1.5. ConlusionL'utilisation des AMF dans des système réels demande une bonne onnaissane des araté-ristiques du matériau et néessite des moyens de dimensionnement de solutions en AMF.L'étape suivante onsiste don à faire une étude de aratérisation du omportement dumatériau. Le omportement thermoméanique omplexe des AMF peut être abordé par di�é-rents types d'approhes : approhe méanique à di�érentes température, approhe thermique àdi�érentes ontraintes, yles d'e�et mémoire de forme et retour ontraint, analyse de la trans-formation de phase par DSC... Chaque approhe est un point de vue di�érent sur la mêmepropriété de hangement de phase du matériau. La onfrontation des di�érents points de vuepermettra de remonter aux informations et paramètres essentiels aratérisant le matériau, pouren déduire d'une part des valeurs quantitatives des propriétés du matériau et d'autre part unebase pour onstruire un modèle du omportement des AMF intégrant les aspets méaniquesmais également thermiques en une seule formulation.
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Chapitre 2Caratérisation du matériau
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≻ des prinipes d'appliations,
≻ des règles de dimensionnement, 19



Chapitre 2. Caratérisation du matériau
≻ une base de données pour onstruire et valider un modèle de omportement.Dans le adre de nos travaux de thèse nous nous sommes intéressés aux AMF NiTi binaires,utilisés en bioméanique pour leur bonne ompatibilité ave le orps humain. Ces matériauxsont déjà largement étudiés dans la littérature ar ils possèdent de bonnes aratéristiques mé-aniques (déformation réversible, tenue au ylage). On onstate que l'angle d'observation estmajoritairement le même : des hargements méaniques à température �xée. Paradoxalement l'ef-fet mémoire est très peu étudié à l'éhelle du omportement du matériau. La majorité des étudesportent diretement sur une géométrie d'ationneurs à mémoire de forme. Nous allons montrerexpérimentalement que les omportements méaniques et thermiques sont très dépendants etfortement non linéaires et qu'une approhe purement méanique ne permet pas d'appréhenderde manière su�samment préise l'in�uene de la température.Pour réaliser es essais il a été néessaire de développer une mahine de hargements ther-moméaniques qui permet le pilotage en Température-Déplaement et l'asservissement à uneonsigne de Fore et une onsigne de Rigidité = Fore / Déplaement. Plusieurs géométrieset matériaux ont été testés en tration, et un montage anti-�ambement a permis de solliiterdes éprouvettes planes en tration-ompression. Les observations permettrons de ompléter labibliographie onernant les phénomènes à modéliser à l'éhelle marosopique.2.2 État de l'artLes alliages à mémoire de forme sont aratérisés par une transformation de phase réversibledu matériau suite à un hargement thermoméanique, transformant la phase mère austénitiqueen une phase �lle martensitique. Chaque phase possède des aratéristiques méaniques propres :l'austénite a un omportement élastoplastique lassique, tandis que la martensite peut être fa-ilement déformée et présenter une déformation rémanente. La déformation du matériau estdiretement fontion de la quantité de martensite ainsi que de la déformation globale de la mar-tensite présente dans le matériau. La dé�nition d'un diagramme de transformation permet dereprésenter l'état de transformation du matériau en fontion du l'état de hargement thermomé-anique.2.2.1 Diagramme de transformationPour haque matériau, le diagramme de transformation est onstruit à partir d'une sériede hargements thermoméaniques expérimentaux. La majorité des auteurs réalisent des essaisméaniques à di�érentes températures. Dans e type d'essais la transformation est repérée parun hangement de rigidité dans le omportement : des limites de transformation sont dé�nies àpartir des ontraintes de début et de �n de transformation direte et inverse relevées à di�érentestempératures. Remarquons que les limites onstruites de ette manière sont des limites de défor-mation de transformation et non pas exatement des limites de transformation. Pour remonterà la quantité de martensite présente dans le matériau il est néessaire de faire l'hypothèse d'unefration de martensite proportionnelle à la déformation de transformation marosopique. Lesdiagrammes de transformation onstruits par ette méthode peuvent être résumés par le dia-gramme proposé par Brinson [Bekker 98℄ qui distingue une zone où la martensite est orientéepar les ontraintes, une zone où la martensite est autoaommodée et un intervalle de réorienta-tion de la martensite (�gure 2.1.a). La transformation inverse est aratérisée par des limites detransformation linéaires. Ce diagramme est souvent simpli�é en négligeant la zone de martensiteautoaomodée (�gure 2.1.b).20
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(a) Diagramme méanique om-plet (Bekker 98) (b) Diagramme méanique simpli-�é

() Diagramme thermique NiTi(Guénin 97) (d) Diagramme thermique NiTi(Wu 03)  0
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Chapitre 2. Caratérisation du matériau

(a) Surfae de transformationCuivreux (Lexellent 02) (b) Sufae de transformation NiTi(Orgeas 98)Fig. 2.2 � Surfae limite de transformationD'autres auteurs onstruisent le diagramme de transformation à partir d'essais thermiquesà di�érents niveaux de ontraintes [Guénin 97, Wu 03℄ (�gure 2.1.  et d). Au ours de es es-sais la déformation évolue rapidement lorsque la température dépasse une température ritiquepour �nir à une seonde température. De nouveau, les limites déterminées sont des limites dedéformation de transformation plut�t que des limites de transformation. Pour des niveaux deontrainte élevés (supérieurs à la limite de réorientation) les limites de transformation sont bienorrélées aux diagrammes méaniques. En revanhe pour de faibles niveaux de ontrainte leslimites de transformation deviennent non linéaires. Le même phénomène intervient pour des al-liages de NiTi et pour les Cuivreux (diagramme onstruit à partir d'essais réalisés par Entemeyer[Entemeyer 96℄ (�gure 2.1.e)).2.2.2 Chargements omplexesL'analyse du omportement à partir du diagramme de transformation est généralement li-mitée aux hargements 1D en tration. Des hargements plus omplexes sur des éprouvettesplanes ou tube solliitées en tration, ompression et isaillement montrent que les limites detransformation sont fortement dépendantes du type de hargement tant pour les AMF uivreux[Lexellent 02℄ que pour les NiTi [Orgéas 98℄. Plusieurs auteurs ont déterminé la forme de lasurfae de transformation à partir de di�érents hargements (�gure 2.2). Cette surfae n'est passymétrique et mal approximée par les ritères lassiques utilisés en plastiité (Von Mises, Hill ...).Il est néessaire d'introduire des desriptions plus omplexes faisant intervenir le 3ème invariantdes ontraintes [Patoor 96, Qidwai 00, Manah 97, Ranieki 98℄.D'autres auteurs ont réalisé des hargements méaniques non proportionnels sur des uivreux[Bouvet 04℄ et sur des NiTi [MNaney 03℄ qui montrent que la réponse à un trajet de hargementnon-proportionnel ne peut pas être déduite diretement de l'analyse des hargements proportion-nels (�gure 2.3). Il y a en partiulier apparition d'un e�et d'érouissage de transformation detype inématique et pas simplement isotrope.2.2.3 Couplage thermiqueLe omportement des AMF est prinipalement étudié sous l'angle méanique tout en tenantompte d'une dépendane à la température. Ce point de vue est adopté tant au niveau expéri-mental ave des hargements méaniques à température onstante, que théorique en modélisant le22



2.2. État de l'art

(a) Tration-pression interne tube Cuivreux superélastique (Bouvet 04) (b) tration-torsion NiTi superélastique(MNaney 03)Fig. 2.3 � Trajets non-proportionnelsomportement méanique et en introduisant une dépendane des paramètres à la température.Pourtant dans les AMF le ouplage thermique est primordial, omme le montre la di�éreneentre les diagrammes onstruits à partir de hargements méaniques ou à partir de hargementsthermiques.Ce ouplage thermique fort permet de générer l'e�et mémoire de forme libre au ours duquella déformation de transformation est réupérée sous ontrainte nulle, et l'e�et retour ontraintau ours duquel une ontrainte est générée tandis que la déformation est bloquée. Dans la littéra-ture, les auteurs s'intéressent prinipalement au retour mémoire de forme libre. Néanmoins dansl'optique d'appliations des AMF sous forme d'ationneur e point de vue n'est pas su�sant : unationneur en AMF doit être apable de transformer une énergie thermique en travail méanique
W (J) = F (N) ∗ u(m) omposé d'un déplaement u(m) mais également d'une fore F (N). Orle retour mémoire est fortement modi�é lorsqu'une fore est appliquée (ou générée) induisantun déalage des températures limites de transformation. La prinipale aratérisitique de l'e�etmémoire de forme des AMF est don le retour ontraint, tandis que le retour mémoire libre n'estque le as partiulier où la ontrainte reste nulle.Quelques auteurs [Sittner 00, Kato 04℄ ont étudié le retour ontraint ave des �ls de NiTiet montrent la apaité à générer une fore proportionnelle à la température (�gure 2.4.a etb). Le oe�ient de proportionnalité est égal à la pente des limites des transformations dansle diagramme de phase, mais la température ritique de début d'e�et mémoire n'est pas bienorrélée ave la température As déterminée à partir du diagramme de transformation méanique.Sittner [Sittner 96℄ propose également une série de hargements omplexes méaniques etthermique sur des alliages à base Cuivre (�gure 2.4.).2.2.4 Chargements partielsLa transformation de phase martensitique est aratérisée par un hystérésis entre la transfor-mation direte A→M et la transformation inverse M→A. C'est généralement la boule d'hysté-résis prinipale qui est représentée, dérivant le omportement du matériau lors du passage d'unétat totalement austénitique à un état quasi-totalement martensitique et inversement. Pourtantdans l'optique du développement de strutures ou d'ationneurs en AMF , le hargement appli-qué ne onduira généralement pas à une transformation omplète du matériau. Or la réponse du23



Chapitre 2. Caratérisation du matériau

(a) Retour ontraint �l NiTi (Kato 04) (b) Retour ontraint �l NiTi (Sittner 00)

() Chargement thermoméanique (Sittner 96)Fig. 2.4 � Couplage thermique
24



2.2. État de l'art
(a) Cuivreux superélastique (Sittner 96) (b) NiTi martensitique (Liu 98) () NiTi superélas-tique (Dole 01)Fig. 2.5 � Chargements partielsmatériau à un hargement partiel ne peut pas être diretement déduite de la boule prinipalede transformation, il y a un e�et de boule interne : la réponse du matériau se situe à l'intérieurde la boule prinipale. L'e�et est partiulièrement important pour les alliages à base uivre[Sittner 96, Orgéas 97℄ mais apparait également pour les NiTi [Liu 98, Dole 01℄ (�gure 2.5).L'origine de l'e�et boule interne est très disutée : pour ertains auteurs [Huo 93, Lelerq 96℄il est lié à une forme non onvexe du potentiel thermodynamique et serait le résultat de l'insta-bilité de la transformation de phase martensitique, tandis que pour d'autres auteurs [Tanaka 95,Bekker 98℄ il a une origine dissipative se traduisant par une évolution des ontraintes et tempé-ratures ritiques de transformation en fontion de l'état interne du matériau.2.2.5 ConlusionsIl parait intéressant d'approfondir le ouplage entre les e�ets thermiques et méaniques. Dansla suite de e hapitre seront onstruits les diagrammes de transformation de haque matériau àpartir d'une approhe méanique et d'une approhe thermique. L'observation du omportementà faible ontrainteLes prinipales divergenes se situent aux faibles niveaux de ontraintes aveun ouplage entre la réation de martensite, l'orientation des variantes de martensite réées etla réorientation des variantes présentes.Dans l'optique d'appliations de type strutures en AMF le omportement méanique enboules internes doit être approfondi.De même l'utilisation des AMF sous forme d'ationneurs requière une étude approfondie del'e�et mémoire de forme. Classiquement l'e�et mémoire de forme est étudié soit en retour libresans appliquer de ontrainte soit en retour ontraint en bloquant totalement la déformation del'élément en AMF. En utilisation réelle les ationneurs sont onnetés à un système sur lequelils vont appliquer une fore. Le système possède une valeur de rigidité propre qui lie la fore etle déplaement. Dans le as général ette rigidité est intermédiaire entre la rigidité nulle (retourmémoire libre) et la rigidité in�nie (retour ontraint).Les AMF ommerialisés sont généralement adaptés à un type d'utilisation donné, plut�tméanique ou plut�t e�et mémoire. Ces matériaux di�èrent par leur omposition mais égalementles traitement thermoméanique qui leurs sont appliqués [Zhang 94℄. En fontion de la géométriede l'élément en AMF il est plus ou moins di�ile d'érouir le matériau e qui in�ue sur sesaratéristiques �nales. 25



Chapitre 2. Caratérisation du matériau

Fig. 2.6 � Éprouvettes planes ; Traitement thermoméanique du matériau2.3 Matériau et système expérimentalL'objetif de l'étude présentée dans e hapitre est de aratériser quatres séries d'éprouvettesde deux géométries et de deux matériaux di�érents solliitées suivant di�érents hargementsthermoméaniques.Pour ela il a été néessaire de développer une mahine de solliitation thermoméaniquespéi�que. Cette mahine a d'abord été validée sur des hargements lassiques et ave des ma-tériaux onnus (métaux au omportement élasto-plastique). De plus, de manière à solliiter deséprouvettes planes en ompression, un montage anti-�ambement a été testé et validé sur deséprouvettes en aier élasto-plastique de géométrie identique à elle des éprouvettes AMF.2.3.1 MatériauNous allons étudier 4 alliages fournis par MÉMOMÉTAL INDUSTRIE. Ils sont délinésen deux géométries et deux matériaux : une géométrie �ls de diamètre 1.8mm, une géométried'éprouvettes de setion 2x5mm2 usinée par életro-érosion dans une plaque d'épaisseur 2mm(voir �gure 2.6).Pour haque géométrie deux matériaux di�érents ont été testés : superélastique (austénitiqueà température ambiante) ou mémoire (martensitique à température ambiante). Ils di�èrent parleur omposition et leur traitement thermoméanique. La omposition in�ue diretement sur lesvaleurs des températures de transformation[Guénin 95℄ (�gure 2.6). Ces matériaux subissent untraitement thermoméanique de mise en forme, omposé d'une phase d'érouissage suivie d'unreuit, mais di�érent en fontion de l'e�et reherhé. Ce traitement thermoméanique a pour e�etd'une part d'ajuster préisément les températures, et d'autre part d'optimiser la limite d'élastiité(superélastiité) ou la déformation de transformation réversible (e�et mémoire) [Zhang 94℄ (�gure2.6).En�n suivant la géométrie �l / plaque il n'est pas possible d'appliquer le même traitement26



2.3. Matériau et système expérimental

Fig. 2.7 � Mahine thermoméaniquethermoméanique. En partiulier la phase d'érouissage pourra être importante sur une géométrie�l mais sera limitée sur une géométrie plaque. Cela in�ue notamment sur la limite élastique dumatériau qui sera plus élevée sur une géométrie �l. On observe également un phénomène deloalisation de la transformation spéi�que à la géométrie �l.2.3.2 Système expérimentalA�n de réaliser des mesures de température préises et homogènes nous avons hoisi deplonger l'éprouvette dans un bain liquide en irulation. La température du �uide est ontr�léepar une mahine thermique ommeriale JULABO F25. Du fait de la bonne onvetion entre le�uide et l'éprouvette nous pouvons également onsidérer que lors d'un essai méanique la haleurdégagée par la transformation de phase est rapidement évauée par le liquide.Le dispositif est onçu sur le prinipe d'une séparation des parties méaniques par rapportaux parties thermiques. L'axe de solliitation de l'éprouvette est déalé par rapport à l'axe de lamahine, e qui permet de maintenir le apteur d'e�ort et l'extensomètre à l'air ambiant tandisque l'éprouvette est plongée dans le bain liquide (�gure 2.7).Le dispositif permet d'appliquer une fore de ±8kN , sur une ourse de 90mm, à une vitesseallant de 3 à 20mm/min. La plage de température est de -10�C à +90�C ave une vitesse de+6�C/min en hau�age et -1�C/min en refroidissement.Le apteur d'e�ort a été alibré en référene aux apteurs des mahines de solliitation mé-aniques du laboratoire (voir annexe A). La déformation est mesurée à l'aide d'un extensomètreommerial MTS 623-12F. La longueur de base de l'extensomètre est de 30mm pour une lon-gueur d'éprouvettes entre mors de 50mm. Ainsi la mesure de l'extensomètre donne une moyennereprésentative de la déformation de l'éhantillon même en as de loalisation de la transformation.La température dans l'eneinte est mesurée grâe à un thermoouple onneté à un iruitave température de référene.Le dipositif est piloté en déplaement. Le ontr�le et le maintien d'une fore est rendu possible27



Chapitre 2. Caratérisation du matériaugrâe à une boule d'asservissement sur la fore mesurée. La vitesse de réation de la hained'asservissement étant limitée, le saut de déformation observé au moment de la transformationde phase peut onduire à une erreur d'asservissement allant jusque 100N. Le phénomène estpartiulèrement marqué ave les éprouvettes �ls, e traduisant par une erreur de 40MPa dansla mesure des ontraintes. La transformation de phase des éprouvettes planes est plus étalée etl'erreur est beauoup moins marquée.L'asservissement à fore onstante est étendu à un asservissement de la rigidité de déforma-tion : dans le as d'un yle d'e�et mémoire ave retour ontraint, l'éprouvette devient l'ation-neur qui applique un e�ort sur la mahine de solliitation simple système de mesure. L'asservisse-ment en rigidité onsiste à imposer une relation linéaire entre le déplaement de la traverse et lafore appliquée. L'objetif est de mesurer la réponse du matériau au ours d'un retour mémoireintermédiaire entre le retour libre à ontrainte nulle et le retour ontraint à déformation nulle.Des tests de validation du dispositif ont été réalisés sur di�érentes éprouvettes de matériau etgéométries di�érentes. La omparaison des résultats ave les mesures de référene des mahinesde tration du laboratoire valide le dispositif (voir annexe A).Pour solliiter les éprouvettes planes en ompression et limiter le risque de �ambage nousavons onçu un dispositif anti-�ambement. Il s'agit de guider l'éprouvette dans les deux dire-tions perpendiulaires à la diretion de solliitation. Une géométrie en deux demi-glissières enisaillement a été hoisie qui permet d'éviter que l'éprouvette se oine à l'intérieur du dispositifet fausse les mesures de déformation et de fore (voir annexe A). Néanmoins, malgré la lubri�a-tion liée à l'environnement liquide, les e�orts de frottements résultant du ontat de l'éprouvetteave les glissières ne peuvent être évités. Le dispositif a été validé sur des éprouvettes en aierE24 au omportement élastoplastique et de géométrie identique aux éprouvettes planes en AMF.Nous remarquons en�n que le ouplage du dispositif anti-�ambement ave le montage déportéinduit malheureusement un e�et d'ar-boutement de la glissière pour des fores élevées limitantle hargement à -5kN qui orrespond à une ontrainte de ompression maximale de -500MPa.2.4 Caratérisation des �lsNous avons travaillé sur des �ls de diamètre 1,8mm et une longueur entre mors de 50mm. Deuxtypes de matériaux on été testés, di�érents par leur omposition et leur traitement thermique : unmatériau superélastique et un matériau à mémoire à température ambiante. Dans es matériauxla transformation en phase-R est observée très distintement, même sous hargement méanique.Pour haque matériau di�érents types d'essais ont été réalisés :
≻ Essais méaniques à température onstante : vitesse de hargement méanique v=1,510−3s−1,in�uene de la température sur le omportement, réponse lors de harges/déharges par-tielles.
≻ Essais thermiques à ontrainte onstante : in�uene de la ontrainte sur la réponse dumatériau, évolution de la déformation maximale de transformation ave la ontrainte.
≻ E�et mémoire de forme (pour l'éprouvette mémoire) : retour libre, retour ontraint àdi�érentes rigidités.Ces mesures ont été utilisées pour onstruire le diagramme de transformation de première hargede haque matériau.2.4.1 Caratérisation des �ls superélastiquesDu fait des températures de transformation du matériau hors des limites thermiques de lamahine nous n'avons pas pu réaliser d'essais thermiques à ontrainte onstante pour e matériau.28
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décharge(b) Projetion planeFig. 2.8 � Chargement méanique à di�érentes températures, �l superélastiqueEssais méaniquesAu début du hargement le matériau est austénitique. La harge est arrêtée dès que la satura-tion de la transformation est atteinte de manière à éviter la pasti�ation du matériau. Les essaisméaniques ont été e�etués à di�érentes températures. Pour haque température un éhan-tillon vierge a été hargé 5 fois e qui nous permet de déterminer plus préisément la limite deréversibilité du matériau (�gures 2.8 et 2.9).On observe :

≻ La loalisation de la transformation martensitique, et plateau de transformation à ontrainteonstante.
≻ L'évolution de la ontrainte limite de transformation ave la température.
≻ La hute de la ontrainte ritique de transformation lors du ylage et l'apparition d'unedéformation irréversible.
≻ Une transformation en phase R avant le début de la transformation martensitique.
≻ Une augmentation de la déformation réversible ave le niveau de ontrainte.Diagramme de transformationConstrution du diagramme de transformation : les ontraintes de début et de �n de trans-formation sont onfondues, 'est pourquoi seules les limites Ms et Af ont été traées. La limitede début de transformation en phase R a également été dé�nie (�gure 2.10).Les aratéristiques matériau suivantes ont été mesurées :
≻ Les limites de transformation sont linéaires de pente 7MPa/�C et identique pour les trans-formations direte et inverse. La pré-transformation en phase R quand à elle est plussensible à la température ave une dépendane de 20MPa/�C.
≻ L'hystérésis de la transformation est indépendant de la température et prend la valeur de29
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≻ Les températures de transformation sont déduites par extrap�lation des limites de trans-formation : Ms ≈-50�C, Af ≈10�C.Boules internesLe omportement mesuré préédemment montre un yle de transformation omplet Austé-nite →Martensite. Il est également intéressant d'observer la réponse du matériau lors de harge-déharges partielles, e�etuées à 20�C. Le �l est d'abord stabilisé par 5 yles omplets, suiventplusieurs déharges partielles, plusieurs harges partielles et en�n des trajets de boules internesde plus en plus petites (�gure 2.11). On observe :
≻ Les évolutions de la ontrainte limite de transformation et la déformation résiduelle a-entuées lorsque la valeur de saturation de la déformation de transformation est atteinte.
≻ Le omportement élastique du matériau lors d'une harge/déharge à l'intérieur du yleprinipal.
≻ La diminution de la rigidité élastique apparente ave la quantité de martensite.Phase RLa transformation en phase R induit une déformation réversible additionnelle et non né-gligeable. Elle est mise en avant en évitant d'atteindre la limite de transformation de phasemartensitique (�gure 2.12).Cette transformation est très dépendante de la température et aratérisée par un fort étale-ment en ontrainte mais un faible hystérésis omparé à la transformation martensitique. Lorsquela température est su�samment élevée pour que la transformation R soit réversible, elle s'ap-parente marosopiquement à une déformation élastique supplémentaire, diminuant la rigiditéapparente de la phase mère de 70000MPa à 50000MPa. Lorsque la température est trop faibleon observe un e�et de réorientation de la phase R sous la forme d'un plateau à 50MPa d'unelongueur d'environ 0.7%. 31
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Fig. 2.19 � Loalisation de la transformationhomogène dans tout le volume de l'éprouvette : loalement une setion du �ls se isaille ense transformant en martensite. Toute la déformation est aommodée par e petit volume demartensite. Puis si on poursuit le hargement les deux frontières de e volume se propagent etla déformation du �l augmente (�gure 2.19).La loalisation est détetable de plusieurs façons : la transformation loalisée est aratériséepar un plateau de rigidité quasiment nulle, si la transformation ne loalise pas dans la zone demesure de l'extensomètre elui-i ne va plus indiquer d'évolution de la déformation alors quel'éprouvette est toujours solliitée, un pi d'e�ort est observé au moment de la réation d'unebande.Le phénomène peut être omparé à l'apparition de bandes de Lüders en plastiité ristalline.Il dépend du matériau et notamment du taux d'érouissage donné au matériau au moment de samise en forme, de la géométrie de l'éprouvette �l ou tube pour laquelle il est possible d'atteindredes taux d'érouissage élevés et du type de solliitation ar le phénomène n'apparaît que entration et parfois en torsion (tube). Ce phénomène permet d'expliquer l'absene d'e�et �bouleinterne� lors de transformations partielles : la martensite est aratérisée par une déformation detransformation onstante et homogène sur toute la zone martensitique, ainsi la martensite rééeau début, au ours de la propagation et à la �n de la transformation est toujours la même, le seulparamètre est la longueur de la zone transformée. Quelque soit l'instant où le hangement de sensde hargement est e�etué, l'état de la martensite et don la ontrainte limite de transformationsont les même. C'est pourquoi à l'intérieur de l'hystérésis le omportement est �élastique� jusqu'àrejoindre les boules de transformation prinipales (�gure 2.11).Propriétés des matériauxLe omportement méanique des deux matériaux montre une dépendane à la températurelégèrement di�érente et une taille d'hystérésis plus faible pour le matériau superélastique. De plusles propriétés se dégradent plus rapidement lors du ylage méanique du matériau mémoire. Cesdi�érenes peuvent s'expliquer par le traitement thermique di�érent reçu par les deux matériaux :l'un qui tend à maintenir la limite d'élastiité élevée pour le matériau superélastique et l'autrequi tend à augmenter la déformation de transformation.Un test méanique à 110�C sur le matériau mémoire retarde su�samment la transformation38
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Chapitre 2. Caratérisation du matériaude la spéi�ité �l en travaillant par exemple sur une géométrie d'éprouvette plane déoupéedans une plaque. La géométrie �l la solliitation à des hargements en tration et éventuellementen torsion. Or nous savons que le type de hargement in�ue sur le omportement du matériau,ainsi un montage anti-�ambement a été développé pour pouvoir solliiter les éprouvettes planestration mais également en ompression.2.5 Caratérisation des éprouvettes planesLa démarhe de l'étude des éprouvettes planes est similaire à elle employée pour les �ls.Les éprouvettes planes ont été déoupées par életro-érosion dans une plaque de 2mm d'épais-seur : setion utile 2x5mm2, longueur entre mors 50mm. Deux types de matériaux sont testés :superélastique (Af < 20�C) et mémoire (Af > 20�C). Pour haque matériau di�érents typesd'essais ont été réalisés :
≻ Essais méaniques à température onstante : yle de hargement en tration suivi d'unhargement en ompression, vitesse de hargement méanique v = 1.5 10−3s−1, in�uenede la température, réponse en harges-déharges partielles.
≻ Essais thermiques à ontrainte onstante : in�uene du niveau de ontrainte, évolution dela déformation maximale de transformation ave la ontrainte.
≻ Cyle mémoire de forme (pour les éprouvettes mémoires) pour di�érentes onditions dehargement.À partir de es données seront reonstruits les diagrammes de transformation de première hargepour haque matériau.2.5.1 Éprouvettes superélastiquesUn essai de alorimétrie montre la présene d'une pré-transformation en phase-R (Mf =

−65�C, Ms = −40�C, Rf = −5�C, Rs = 15�C, As = 10�C, Af = 30�C). Etonnament lestempératures de transformation martensitique sont très froides, l'hystérésis thermique sembleénorme et le matériau risque de plasti�er avant transformation. Les essais montreront que en'est pas le as. On remarque également que le matériau n'est pas exatement superélastique à20�C.Les limites thermiques de la mahine d'essais ne nous permettent pas d'atteindre la �n detransformation à faible ontrainte (il faut au moins |σ| > 100MPa). De plus le montage deompression limite la ontrainte maximale de ompression à une valeur de −500MPa.Essais méaniquesLes essais méaniques ont été réalisés à di�érentes températures ave une éprouvette viergepour haque température. Partant d'un état initial austénitique, le matériau est d'abord amenéà température de test, puis un yle méanique de tration-ompression est appliqué (�gure2.21.a).La ontrainte appliquée en tration et en ompression est toujours limitée de manière à ne pas�forer� la saturation de transformation. De ette manière le omportement se dégrade beuaoupmoins à haque yle et il est possible d'e�etuer des hargements partiels (�gure 2.21.).Après la première harge à 0�C le matériau reste à l'état martensitique, le omportement ob-servé est un omportement de réorientation de la martensite. À haque yle la pente �d'érouis-sage� de réorientation augmente et la déformation de réorientation diminue. Le yle global nestabilise pas et il est di�ile de dé�nir les boules internes de réorientation (�gure 2.21.b).40
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≻ L'apparition d'une pré-transformation phase-R pour les faibles niveaux de ontrainte.
≻ L'évolution de la rigidité de transformation ave le niveau de ontrainte et ave le signe de42
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≻ L'évolution de la déformation de transformation maximale ave le niveau de ontrainte.Cette déformation de transformation est dissymétrique entre la tration et la ompression.Diagramme de transformationLes diagrammes de transformation thermiques et méaniques sont onstruits à partir dehaque type d'essais, les limites de transformation de la phase R ne sont pas reonstituées àause du faible nombre de données (�gure 2.24). Pour e matériau, la transformation est étaléesur un intervalle de ontrainte ou de température, nous pouvons don distinguer les températuresde début et de �n de transformation. Les limites de début de transformation Ms et de �nde transformation inverse Af sont bien dé�nies. En revanhe, les limites Mf et As sont plusdi�iles à déterminer ar les ransitions transformation / élastiité de la martensite sont beauoupmoins marquées que les transitions élastiité de l'austénite / transformation. Les températuresde transformation mesurées par alorimétrie sont également indiquées.Pour pouvoir omparer les deux diagrammes, des limites de transformation idéalisées sonttraées en faisant les hypothèses suivantes : des pentes des limites de transformation diretes etinverses identiques, une dissymétrie entre les pentes de limites de transformation en tration eten ompression, et une ontrainte limite de réorientation onstante et symétrique. Les limitessont déterminées de manière à ajuster au mieux les deux diagrammes de transformation.On onstate :
≻ Une bonne orrélation des limites méaniques et thermiques pour |σ| > 200MPa (ontraintelimite de réorientation).
≻ Aux faibles niveaux de ontrainte |σ| < 200MPa les limites thermiques et méaniques neorrespondent plus. En partiulier, lors d'essais thermiques, la transformation à tendaneà s'étaler lorsque la ontrainte diminue. 43
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≻ L'étalement de la transformation de phase mesuré par alorimétrie est beauoup plus largeque l'étalement de la déformation de transformation.
≻ Des limites de transformation linéaires et une dépendane thermique di�érente en tration(10MPa/�C) et en ompression (−13MPa/�C)
≻ La température Ms = 0�C déterminée par extrap�lation des limites de transformationdirete ne orrespond pas du tout à la température mesurée par alorimétrie (Ms =

−40�C). Pour la transformation inverse l'e�et est moins marqué Af ≈ 30�C.
≻ La limite de transformation inverse méanique dé�nie dans le as d'une transformation dephase en tration peut être prolongée dans le plan de ompression et réiproquement.2.5.2 Éprouvettes mémoiresLes températures de transformation ont été mesurées à l'aide d'un essai de alorimétrie :

Mf = −5�C, Ms = 20�C, As = 30�C, Af = 50�C. Le matériau mémoire présente un étalement destempératures plus marqué que le matériau superélastique. Les températures de transformationsont déalées vers le haud e qui a autorisé la réalisation des essais thermiques à ontraintefaible.Essais méaniquesDes essais yliques de tration/ompression ont été réalisés à di�érentes températures aveune éprouvette vierge à haque essai (�gure 2.25).Un omportement de réorientation est observé pour les essais à 0�C et 20�C. Les ourbesde première harge en tration et en ompression ont été mesurées sur deux essais à 0�C. Leomportement ne se stabilise pas ave le ylage. 45
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Chapitre 2. Caratérisation du matériau
≻ On observe une bonne orrélation et une linéarité des limites thermiques et méaniques detransformation direte A → M . Les limites de début de transfomation Ms onvergent bienvers la température déterminée par alorimétrie Ms = 20�C. Par ontre l'étalement de latransformation obtenu par alorimétrie est beauoup plus large que elui de la déformation.
≻ La orrélation des limites de transformation inverse M → A en hargement méanique etthermique est beauoup moins bonne. Si les limites thermiques onvergent vers les limitesde transformation mesurées par alorimétrie, e n'est pas le as des limites méaniques. Ilsemble néanmoins possible de dé�nir des limites de transformation inverse, parallèles auxlimites diretes mais oupant l'axe des abisses en Af = 57�C.
≻ À faible niveau de ontrainte les limites thermiques sont non linéaires, l'hystérésis ther-mique a tendane à se réduire et la transformation a tendane à s'étaler.
≻ Les pentes des limites de transformation sont di�érentes en tration (11.5MPa/�C) et enompression (−13MPa/�C).
≻ La limite de réorientation est symétrique.Essais d'e�et mémoireDes essais ont été e�etués en retour libre et retour ontraint ave rigidité asservie. La nées-sité de stabiliser le omportement du matériau lors des retours ontraints nous ont onduit à netester que deux éprouvettes en tration et une éprouvette en ompression. Le yle mémoire estidentique à elui des �ls mémoire : onditionnement à 20�C, retour libre / ontraint, déhargeméanique à température maximale, retour à 20�C sous ontrainte nulle.Retour libre sur éprouvettes vierges. L'éprouvette est maintenue à haque extrémité dans lesmors de la mahine d'essai, mais la position des mors est asservie de manière à maintenir uneontrainte nulle (±10MPa) dans l'éprouvette (�gure 2.29). La déformation de onditionnementest totalement réversible et le yle de retour libre est répétable sur plusieurs yles. On remarqueque la température limite de transformation diminue ave la déformation de onditionnement etque la transformation s'étale sur une gamme de températures plus grande.Retour ontraint, l'éprouvette est maintenue entre les mors de la mahine mais ette foisune partie la déformation mémoire est retenue e qui induit la génération d'une ontrainte dansl'éprouvette (�gure 2.29). On observe alors dans le plan (σ,T ) que la ontrainte reste négligeabletant que T < Af puis augmente proportionnellement à la température pour T > Af . Le hau�ageest arrêté de manière à ne pas dépasser une ontrainte limite de plasti�ation du matériau de450MPa. À ette température, une déharge méanique est e�etuée de manière à retouverl'état austénitique. On observe un omportement semblable à elui d'une boule de déhargesuperélastique mais une déformation résiduelle apparaît. La répétition du yle mémoire ontraintgénère un e�et de �rohet� (�gure 2.29) : à haque yle une déformation résiduelle s'aumule,mais est en partie ompensée par une augmentation de la déformation maximale du matériau.Après plusieurs yles le omportement se stabilise.Une fois le omportement stabilisé, des yles mémoire ontraint à di�érentes rigidités sontréalisés (�gure 2.30). Le omportement dans le plan (σ,T ) reste semblable indépendamment dela rigidité : à partir d'une température ritique il y a génération d'une ontrainte proportionnelleà la température. Par ontre, dans le plan (ε,T ) la déformation mémoire s'étale sur un intervallede température d'autant plus large que la rigidité est élevée. Finalement, lorsque la déformation48
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Chapitre 2. Caratérisation du matériaude transformation est totalement reouvrée il ne reste plus de martensite dans le matériau et laontrainte générée par e�et mémoire sature à une valeur maximale.Pour observer les boule internes en e�et mémoire, le yle mémoire est modi�é : l'étapede déharge méanique à haute température est remplaée par un refroidissement à rigiditéasservie. On observe ainsi l'e�et de (dé)harges partielles en e�et mémoire (�gure 2.31). Lesréponses au hau�age et au refroidissement ne sont pas superposables et dérivent un hystérésis.La pente de dépendane thermique est identique au hau�age et au refroidissement. À une faiblerigidité de 15000MPa le omportement de boule interne à l'intérieur de l'hystérésis n'est pastrès marqué : le ontrainte reste quasiment indépendante de la température. À rigidité plusimportante l'e�et boule interne est plus marqué : le plateau de ontrainte a disparu mais leomportement tend ensuite à rejoindre la ourbe de refroidissement. En e�et, si la ontraintegénérée au ours du hau�age est indépendante de la rigidité, il n'en est pas de même pour ladéformation : pour la même valeur de ontrainte, la variation de la déformation du matériau estd'autant plus faible que la rigidité élevée, et il en va de même pour la fration de martensite.Retour libre après plusieurs yles de retour ontraint : les ourbes ont été déaléesde la valeur de déformation résiduelle pour pouvoir être omparées à la ourbe de retour libreinitiale (�gure 2.31). Les températures de transformation ont été modi�ées par le ylage.Cyle retour ontraint ave rattrapage de jeu : le matériau est onditionné à −3%, puisil subit un retour libre jusque −1.5% suivit d'un retour ontraint à rigidité �xée (�gure 2.32). Leyle est omparé à un autre yle : onditionnement à −1.5% puis retour ontraint immédiat.2.5.3 Disussion éprouvettes planesComparaison ave les �lsTout d'abord omparons les résultats sur les éprouvettes planes ave eux des �ls : pas deloalisation, déformation réversible plus faible, étalement de la transformation, omportement enours de transformation non linéaire ave en partiulier un arrondi de saturation non négligeable,plage de ontrainte et température d'utilisation plus faible.Toutes es di�érenes ont prinipalement une seule origine : une limite d'élastiité plus impor-tante dans les �ls que dans les éprouvettes. Cela est du à la possibilité d'érouir plus fortementle matériau de géométrie au moment de sa mise en forme. Or, de manière générale une strutureomplexe en AMF aura des propriétés thermoméaniques plus prohes de elles des éprouvettesplanes que de elles des �ls.Remarquons tout de même qu'on observe un e�et de loalisation au ours du premier yle deréorientation des éprouvettes planes et don que le matériau est tout de même fortement éroui.CalorimétrieLes températures mesurées par alorimétrie sur les éprouvettes mémoire orrespondent bienà elles reonstituées par l'ensemble des hargements thermiques et méaniques. Mais il en vaautrement pour les éprouvettes superélastiques. En e�et la alorimétrie indique un hystérésis dela transformation martensitique de l'ordre de 70�C alors que les essais montrent un hystérésisd'environ 30�C. Si la température Af mesurée par alorimétrie est orrete, e sont les tempéra-tures de transformation direte qui sont déalées. Ce résultat est on�rmé dans la littérature pour50
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2.5. Caratérisation des éprouvettes planes

(a) Comportement théorique lassique (b) Comportement expérimentalFig. 2.33 � Points partiuliers de la transformation de phasedes alliages rihes en nikel pour lesquels il y a intervention de la transformation intermédiaireen phase R [Wang 04, Liu 03℄. C'est probablement ette phase-R qui retarde la transformationmartensitique aux faibles niveaux de ontrainte et en alorimétrie.Symétrie des transformations diretes et inversesLes omportements de transformation direte et inverse sont symétriques. D'un point devue phénoménologique, le point As de début de transformation inverse Martensite→Austéniteest souvent onsidéré omme le symétrique du point Ms de début de transformation direteAusténite→Martensite (�gure 2.33.a).Pourtant expérimentalement le symétrique de Ms est plut�t Af . En e�et, à ause des arrondisde début et de �n de transformation, les points ritiques de transformation ne sont pas lairementdé�nis. Ils sont onstruit omme l'intersetion entre la droite extrap�lant le omportement entransformation ave les droites de omportement élastique de l'austénite et de la martensite(voir �gure 2.24). Le omportement élastique de l'austénite étant bien dé�nit la onstrution despoints Ms et Af est aisée. En revanhe, la onstrution des points Mf et As est moins préise arla limite d'élastiité du matériau est généralement dépassée avant d'atteindre l'état d'élastiitépur de la martensite. Ainsi expérimentalement, le point limite d'apparition du premier volumede martensite Ms a pour symétrique Af le point limite de disparition du dernier volume demartensite.Diagramme de transformationLes limites de transformation méaniques sont bien linéaires de même que la limite de débutde transformation direte onstruite à partir des hargements thermique. Par ontre lors deshargements thermiques l'hystérésis de la transformation diminue ave le niveau de ontrainteappliqué et la limite de �n de transformation inverse présente une non linéarité. De plus lestransformations diretes et inverses ont tendane à s'étaler lorsque la ontrainte diminue jus-qu'à atteindre la valeur d'étalement maximal mesurée par alorimétrie. Ainsi l'étalement de latransformation mesuré par alorimétrie ne traduit pas du tout l'étalement observé lors de harge-ments thermiques et méaniques, 3 fois plus faible en ompression et quasiment nul en tration.53



Chapitre 2. Caratérisation du matériauLes divergenes entre les limites méaniques et thermiques semblent être orrélées à la limite deréorientation |σreorient| < 200MPa.Ces non-linéarités s'expliquent en observant que lors de hargements méaniques la martensiteest réée alors que la ontrainte est élevée |σ| > 200MPa don ette martensite est omplète-ment orientée, la déformation de transformation est maximale et les limites de transformationsont linéaires. Par ontre plus la ontrainte diminue (hargement thermiques à |σ| < 200MPa)moins la martensite est orientée et plus l'hystérésis et l'étalement de la transformation évoluent,jusqu'à atteindre une valeur maximale lorsque de la martensite autoaomodée est fabriquée (es-sai de alorimétrie). Ainsi pour modéliser le omportement à faible ontrainte il faut abandonnerl'hypothèse selon laquelle la martensite est toujours orientée de manière maximale.Déformation de transformationPhysiquement la déformation de transformation marosoppique est limitée par le fait quele isaillement des variantes de martensite est une onstante maériau. De plus, en fontion de ladiretion de solliitation des variantes di�érentes vont apparaître qui se traduisent par une dé-formation de tranformation marosopique di�érente. D'autre part la martensite peut apparaîtresous forme de groupes auto-aommodants qui ne génèrent pas de déformation de transformation.Lorsqu'auune ontrainte n'est appliquée il est énergétiquement préférable de ne pas déformerl'éprouvette et seules des variantes auto-aommodées sont produites. Par ontre, à ontrainteélevée les variantes les mieux orientées sont séletionnées et la déformation de transformation estmaximale.Lors des hargements thermiques on observe une saturation de la déformation de transforma-tion, mais ette valeur de saturation évolue ave le niveau de ontrainte. À partir d'une valeurseuil de ontrainte la déformation de transformation a atteint une valeur maximale et n'évolueplus (�gure 2.23). Cette valeur seuil est d'environ 200MPa qui orrespond à la limite de ré-orientation de la martensite. Wu et al ainsi que Entemeyer [Wu 03, Entemeyer 96℄ proposent deomparer la ourbe de déformation de transformation ave la ourbe 1ere harge de réorientation.C'est e qui a été fait �gure 2.26 en retranhant la déformation élastique (ave E = 45000MPa)à la déformation de réorientation mesurée. Il y a une bonne orrélation des résultats et la dissy-métrie de la déformation de transformation maximale est orretement prédite.DissymétrieCette partiularité de AMF d'avoir un omportement dépendant de la diretion de solliita-tion est bien visible sur la ourbe de déformation de transformation (hargements thermiques).On mesure un rapport de dissymétrie de 3
4 pour l'éprouvette superélastique et de 2

3 pour l'éprou-vette mémoire.Par ontre ette dissymétrie semble moins marquée sur les hargements méaniques. Maisles essais méaniques ont été réalisés de manière à limiter la saturation de la transformation etd'éviter la plastiité du matériau. Par exemple lors de l'essai de réorientation 20�C la valeur deontrainte appliquée est di�érente en tration (250MPa) et en ompression (−300MPa) e quiréduit la dissymétrie apparente (−3%/+4.5%). Par ontre si on applique un niveau de ontraintesymétrique (±500MPa) (essai à 0�C), ette dissymétrie est aentuée (−3.5%/ + 6%). (�gure2.34)54



2.5. Caratérisation des éprouvettes planes
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s .PlastiitéLes limites d'irréversibilité sont plus faibles pour les éprouvettes planes que pour les �ls etelles sont plus faibles pour le matériau mémoire que pour le matériau superélastique. De nouveaule taux d'érouissage au moment de la mise en forme des éprouvettes planes est mis en ause :il est plus est plus faible que pour les �ls et la limite d'élastiité du matériau en est réduite.Les deux matériaux se distinguent par un traitement thermique di�érent visant à déaler lestempératures de transformation et ayant pour e�et de réduire la limite d'élastiité du matériaumémoire.D'autre part, une déformation irréversible est observée lors du hargement méanique à 50�Cde l'éprouvette superélastique, alors que la ontrainte appliquée reste inférieure à la limite deplastiité de l'austénite (�gure 2.21). Cela peut s'expliquer par un e�et de piégeage de la mar-tensite. En e�et lors du hargement à 50�C il n'y a pas d'augmentation de la ontrainte lors dela saturation de la transformation à ε = 4%. À l'entrée en saturation les grains les moins bienorientés saturent en premier et leur ontrainte interne augmente fortement. La phase austéni-tique, la moins résistante, va plasti�er pour aommoder ette ontrainte. Lors de la déharge,une partie de la martensite est piégée dans la matrie austénitique plasti�ée et reste irréversible.56



2.5. Caratérisation des éprouvettes planesCela induit des ontraintes internes qui failitent la transformation lors du hargement suivant,plus de grains sont transformés et la déformation de transformation maximale semble augmenter.Par ontre si la martensite piégée est libérée en appliquant une ontrainte de ompression, alorsle seuil de transformation, la rigidité de transformation et la déformation de saturation initialesont retrouvés.E�et mémoire de formeLes résultats de retour libre on�rment l'in�uene de la déformation de transformation surles limites de transformation : étalement de la transformation et déalage de Af vers le froidlorsque la déformation de transformation diminue.La répetition du yle de retour ontrainte onduit à une modi�ation des aratérisitiquesmatériau. On observe en partiulier un e�et de �rohet� lors du onditionnement : une défor-mation résiduelle apparaît et augmente à haque yles, mais est en partie ompensée par uneaugmentation de la déformation de transformation.Cet e�et de rohet s'aompagne d'un déalage des températures vers de froid et une ré-dution de l'hystérésis de transformation. De plus on onstate que la température ritique dupremier retour ontraint (45�C) est plus faible que la température de ritique de retour libreà onditionnement identique (50�C) (�gure 2.29). Cela semble indiquer que la déformation ir-réversible, responsable du déalage des températures, apparaît dès le début de la montée enontrainte. C'est don la martensite fabriquée au moment de la saturation de la transformationqui induit une déformation irréversible. Cela pourrait être véri�é expérimentalement en réalisantun essai mémoire sur une éprouvette vierge, ave une première étape de retour libre onsommantla martensite �de saturation� suivie d'un retour ontraint. On retrouverait alors une températurede début de transformation de 50�C et toute la déformation devrait être réversible.La pente de la dépendane de la ontrainte en fontion à la température reste onstante auours du ylage à une valeur de 9MPa/�C en tration et −11MPa/�C en ompression.Boules internesNous onstatons tout d'abord que le omportement dans les as de harges-déharges par-tielles et boules internes est plus omplexe que dans le as des �ls. L'absene de boules internesdans les �ls avait été orrélé à l'e�et de loalisation de la transformation, e�et qui n'intervientpas dans le as des éprouvettes planes.Nous observons que dans le as de la superélastiité, le lieu des ontraintes ritiques detransformation est bien dérit par la �diagonale� de l'hystérésis. La rigidité de transformation estégalement dépendant du shéma interne et augmente de manière à toujours tendre vers le point
Mσ

f en transformation direte et vers Aσ
f en transformation inverse.Nous avons montré que d'une part la ourbe de 1ere harge de réorientation est distinte duyle omplet de réorientation, et que d'autre part ette ourbe permet de prédire la valeur dela déformation de transformation de saturation en fontion du niveau de ontrainte. Il est donnéessaire de la aratériser orretement. Cette ourbe de première harge peut être omparé àun trajet de boule interne du yle omplet de réorientation. Les boules internes en réorientationseraient dérites de la même façon que pour la transformation : une diagonale ritique et unerigidité de réorientation qui tend à rejoindre la saturation de l'orientation. 57



Chapitre 2. Caratérisation du matériau2.6 ConlusionNous avons dérit le omportement thermoméanique des Alliages à Mémoire de Forme d'unpoint de vue marosopique. Nous observons dans e matériau un ouplage thermoméaniquefort et une réponse non linéaire et hystérétique. De plus ette réponse est di�érente en fontiondu matériau superélastique ou mémoire et dépend également de la géométrie de l'élément enAMF.La distintion matériau superélastique et matériau mémoire est plus �ommeriale� et �teh-nique� que physique. Pour une température de référene donnée (l'ambiante par exemple) haquematériau n'aura pas e�etivement la même réponse : réponse méanique pour le matériau super-élastique et réponse thermique pour le matériau mémoire. De plus les tehniques d'obtention dumatériau sont un peu di�érentes. Néanmoins les mêmes phénomènes physiques sont en jeu et ilest possible de dérire de la même façon le omportement pour un matériau superélastique et unmatériau mémoire. Seul la valeur des di�érents paramètres va hanger.La géométrie in�ue de deux manières sur le omportement du matériau : e�et de loalisationde la transformation et aratéristiques méaniques. Le omportement mesuré en présene deloalisation de la transformation peut être onsidéré omme le omportement �extrème� desAMF tant pour des hargements méaniques que thermiques : limites de transformation bienlinéaires, brusque hangement de rigidité, déformation réversible importante, limite d'élastiitéélevée, tenue au ylage. Le as partiulier de la loalisation peut être très intéressant dans leadre d'appliations, mais il est limité aux géométries �ls et mini tubes. Sur des géométries plusomplexes le matériau va avoir une réponse plus arrondie et des aratéristiques moins marquées.L'obtention de l'e�et superélastique néessite une limite d'élastiité élevée et don néessited'érouir fortement le matériau au moment de sa mise en forme, limitant les géométries possiblesà des volumes usinés dans des tiges, tubes ou plaques. L'obtention de l'e�et mémoire de formeest moins restritif, mais une limite d'élastiité élevée reste toujours intéressante. Néanmoins,qu'il y ait ou non loalisation de la transformation les mêmes aratéristiques dé�nissent leomportement du matériau :
≻ Caratéristiques thermoélastiques.
≻ Limite d'élastiité de haque phase.
≻ Limites de transformation (pente, température de référene, hystérésis).
≻ Limite de réorientation.
≻ Comportement en ours de transformation / réorientation (rigidité, arrondi de début detransformation, arrondis de saturation de transformation et d'orientation).
≻ Déformation maximale de transformation.
≻ Dissymétrie du omportement en fontion de la diretion de solliitation.Ces expérimentations montrent qu'à faible ontrainte les aratéristiques sont moins lairementdé�nies (limites de transformation, hystérésis, rigidité). En partiulier l'évolution de la valeur desaturation de la déformation de transformation ave le niveau de ontrainte est très rarement prisen onsidération. En e�et l'observation du omportement d'un point de vue méanique ne metpas en évidene le phénomène. Dans le adre de l'e�et mémoire ette zone de faible ontrainteet de réorientation devient prédominante et il devient néessaire de la prendre en ompte dansune modélisation.En�n il est important de noter également que le omportement du matériau évolue au oursdu ylage méanique. Le phénomène a été entrevu sur les quelques yles méaniques e�etuéssur les �ls, mais également durant l'e�et mémoire des éprouvettes planes où les températures detransformation sont modi�ées par le ylage. Pour limiter le phénomène il estnéessaire de réduirele niveau de ontrainte appliqué ou généré et don de se rapproher de la zone de omportement58



2.6. Conlusionà faible ontrainte.Après ette partie expérimentale l'étape suivante onsiste à modéliser le omportement desAMF, en aptant le maximum de omportements et en partiulier la superélastiité et l'e�etmémoire. Le modèle devrait également être adapté au dimensionnement de strutures par laméthode des éléments �nis. Pour ela nous onserverons le point de vue marosopique maisnous nous attaherons à la desription de la transformation de phase martensitique.Finalement en nous basant sur es données expérimentales nous dérirons dans le dernierhapitre quelques règles de dimensionnement d'éléments superélastiques et à e�et mémoire deforme.
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Chapitre 3Modélisation du omportement desAMF
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Chapitre 3. Modélisation du omportement des AMFanalyse du omportement 1D. Le modèle doit don être onstruit sur une base intrinsèquement3D en évitant en partiulier l'hypothèse du hargement proportionnel.En�n l'objetif est d'introduire le modèle dans un ode de alul par Éléments Finis a�n depouvoir dimensionner des dispositifs et des strutures méaniques exploitant l'e�et mémoire deforme.Pour onstruire e modèle nous allons tout d'abord analyser les modèles présents dans lalittérature. Il en existe deux types : les approhes marosopiques et les approhes mirosopiques.Les premiers sont bien adaptés aux tehniques E.F. et nous baserons notre modèle sur etteapprohe. Mais les modèles mirosopiques, par leur �nesse de desription du matériau, prédisentplus préisément le omportement des AMF. Ce type de modèle sera don également analysé demanière à dégager les ingrédients néessaires à une bonne modélisation marosopique.Le modèle sera développé en se plaçant dans le adre thermodynamique des proessus irré-versibles à variables internes et en utilisant une ériture du type matériau standard généralisé.Le hoix des variables internes est ruial pour avoir une bonne desription de l'état du matériau.Le modèle est bâti sur nouvelle approhe du problème, qui distingue la quantité de martensiteprésente dans le matériau de la déformation et de l'orientation intrinsèque de la martensite. Uneanalyse simpli�ée de la miro-struture du matériau permettra ensuite de onstruire une expres-sion expliite de l'énergie. Puis le omportement du matériau sera dérivé des relations d'équilibrethermodynamique.En�n les apaités du modèle seront véri�ées sur di�érents omportements typique des alliagesà mémoire de forme : superélastiité, réorientation de la martensite, hargements thermiques àontrainte onstante et e�et mémoire de forme simple sens.3.2 BibliographieLe omportement marosopique des AMF est aratérisé par une déformation rémanente :la déformation de transformation ET
ij = Eij − SijklΣkl. Il s'agit don de dé�nir l'évolution de

ET
ij au ours d'un hargement thermoméanique. Cette déformation rémanente est issue d'unhangement de phase solide/solide qui transforme une phase mère Austénitique en une phase �lleMartensitique. Ces deux phases n'ont pas les mêmes propriétés méaniques et physio-himique,il est don intéressant de onnaître également l'évolution de la quantité de martensite dé�nie parsa fration volumique f = VM

V .Plusieurs modèles ont été développés a�n de déterminer les lois d'évolution de es deuxtermes. Il y a plusieurs façons de les lasser mais on peut dégager globalement deux approhes :les �modèles marosopiques� ave des variables internes dé�nies à l'éhelle d'un volume d'AMFpolyristallin et les �modèles mirosopiques� ave des variables internes dé�nies à l'éhelle dumonoristal. Suivant les auteurs, la onstrution du modèle est obtenue par une analyse purementphénoménologique de la déformation transformation ou par une approhe thermodynamique dela transformation de phase :
≻ Modèles marosopiques (variables internes dé�nies à l'éhelle d'un volume d'AMF poly-ristallin)
 Approhe purement phénoménologique [Tanaka 84, Bekker 98, Aurihio 01, Bouvet 04℄Ces modèles sont onstruits en 2 étapes :1. dé�nition des surfaes de harge.2. dé�nition d'une inétique d'évolution.
 Approhe dérivant d'une analyse thermodynamique [Lelerq 96, Boyd 96, Sun 93℄62



3.2. BibliographieCela néessite une étape supplémentaire de onstrution de l'énergie :1. onstrution d'une expression expliite de l'énergie (origine phénoménologique ouanalyse miroméanique).2. dérivation des di�érents ritères de harge.3. inétique d'évolution ou relation de onsistane.
≻ Modèles mirosopiques (variables internes dé�nies à l'éhelle du ristal ou du grain)
 Tous les modèles sont basés sur une approhe thermodynamique [Patoor 88, Lim 02,Thamburaja 02, Blan 04, Gao 00℄1. onstrution d'une expression expliite de l'énergie par une analyse miroméa-nique.2. dérivation des di�érents ritères de harge.3. inétiques d'évolution ou relation de onsistane.Dans le as des modèles mirosopiques de nombreuses variables internes sont introduites quipermettent de dérire �nement l'évolution de la miro-struture du matériau. Ce sont générale-ment les 24 frations de variantes de martensite, multiplié par le nombre de grains présent dansun Volume Élementaire Représentatif du matériau. Ave un tel nombre de variables internesla di�ulté réside dans un hoix de règles d'évolution des variables internes ohérentes entreelles. L'approhe thermodynamique est un bonne solution puisque ela rapporte le problème àla reherhe du minimum d'une énergie, problème qui possède toujours une solution unique. Ladi�ulté est reportée sur la onstrution de l'expression de l'énergie. Celle-i est généralementobtenue par une analyse miroméanique du type inlusion d'un volume déformé (martensite)dans un milieu homogène équivalent. Ce type de modèle possède un grand pouvoir préditifdu omportement, grâe à la �nesse de desription de la mirostruture du matériau : dissy-métrie tration/ompression, trajets de hargement non proportionnels, paramètres matériauxphysiques et ristallographiques.Au ontraire, l'intérêt des modèles marosopiques est de n'introduire qu'un nombre réduitde variables internes. Il devient alors plus faile de onstruire de manière phénoménologique unmodèle ohérent, en s'appuiant par exemple sur le formalisme de la plastiité des métaux. Maisle pouvoir préditif de e type de modèle est très limité lorsqu'il s'agit de prédire la réponse dumatériau à des hargement omplexes non prévus initialement. Néanmoins les préditions peuventêtre améliorées se basant sur une approhe thermodynamique physique modélisant préisémentle phénomène de transformation de phase.Dans l'optique du alul de strutures, nous hoisissons de développer un modèle maroso-pique moins oûteux en temps de alul. Cela implique que le matériau peut subir des trajets dehargement 3D omplexes dans di�érentes diretions et selon des yles non-proportionnels. Maisl'objetif prinipal de e modèle est de prendre en ompte orretement le omportement ther-mique du matériau en partiulier l'évolution de la déformation de transformation ave le niveaude ontrainte appliqué. Pour ela nous allons analyser les modèles présents dans la littératuresur trois points :1. Choix des variables internes.2. Prise en ompte du omportement non proportionnel.3. Thermodynamique du hangement de phase. 63



Chapitre 3. Modélisation du omportement des AMF3.2.1 Choix des variables internesLes modèles miroméaniques ont un pouvoir préditif élevé ar les nombreuses variables in-ternes introduites permettent de dérire �nement la miro-struture du matériau et son évolution.Le hoix des variables internes est don fondamental.À l'éhelle du monoristal la martensite est présente sous forme de �nes aiguilles aratéri-sées par un isaillement homogène g. À partir d'un ristal d'austénite il est possible de fabriquer24 variantes de martensite, haune (n) de diretion di�érente ηn
ij. Généralement les modèlesmiroméaniques utilisent les frations volumiques fn de haque variantes omme variables in-ternes [Patoor 88, Lim 02, Thamburaja 02, Blan 04℄ même si dans ertains modèles la strutureauto-aommodante des variantes est mise en avant [Gao 00, Nilaeys 02b℄. La déformation ma-rosopique et la fration volumique de martensite d'un monoristal s'érivent alors :

ET
ij =

n
∑

(

fngηn
ij

) (3.1)
f =

n
∑

fn (3.2)En fontion du niveau de ontrainte appliqué au matériau au moment de la formation dela martensite, soit les variantes les mieux orientées vont être induites générant une déformationmaximale g, soit au ontraire les variantes vont préférablement apparaître sous forme auto-aommodée de manière à e que leur déformation se ompense et ne génère pas de déformationmarosopique. Intervient ensuite l'e�et polyristallin qui vient homogénéiser la déformation detransformation et la fration martensitique sur tout le volume.Dans les modèles marosopiques, la martensite est généralement déomposée en deux �va-riantes� [Bekker 98, Lelerq 96, Qidwai 00℄ : une martensite orientée de fration fσ et unemartensite auto-aommodée fT qui ne génère pas de déformation marosopique. La marten-site orientée est onstruite en faisant une hypothèse sur l'orientation des variantes : la martensiteformée sous ontrainte est supposée être omposée des variantes les mieux orientées par rapportaux ontraintes, dé�nissant une déformation marosopique de norme onstante gmacro et uneorientation ησ
ij dé�nie par la diretion du hamp de ontrainte au moment de la réation dela martensite. La martensite auto-aommodée quand à elle est produite lors d'un hargementthermique sous faible ontrainte. La déformation marosopique et la fration martensitiques'érivent :

ET
ij = fσgmacroησ

ij (3.3)
f = fσ + fT (3.4)L'hypothèse forte ii est de onsidérer que la martensite est soit totalement orientée parla ontrainte soit totalement auto-aommodée. Cela ne pose généralement pas de problèmedans le as de hargements méaniques mais l'hypothèse est trop restritive dans le as où lamartensite est induite à partir d'un hargement thermique sous ontrainte onstante. En e�etdans e as les variantes de martensite réées ne sont pas les mieux orientées par rapport au hampde ontrainte marosopique mais génèrent tout de même une déformation de transformation.L'e�et est partiulièrement important dans les polyristaux (voir hapitre �Caratérisation�).Une autre déomposition a été proposée dans la littérature [Sun 93, Rengarajan 98℄ sous laforme :
ET

ij = fεT
ij (3.5)64



3.2. Bibliographieave la déformation de transformation moyenne de la martensite :
εT
ij =

〈

εT
ij

〉

VM
=

1

VM

∫

VM

εT
ij (r) dV (3.6)Néanmoins, es auteurs font �nalement l'hypothèse restritive que la norme de εT

ij est onstanteégale à gmacro. La déformation de transformation moyenne est alors réduite à une simple variableintermédiaire et on retrouve la déomposition lassique (3.3).Nous proposons de ne pas imposer de onditions sur la forme du terme εT
ij et de le onsi-dérer omme une variable interne indépendante de la quantité de martensite f [Patoor 96,Peultier 04a℄. Cette déomposition présente trois intérêts :

≻ les deux variables internes f et εT
ij sont totalement indépendantes,

≻ il est possible d'introduire une in�uene du niveau de ontrainte sur la valeur de déforma-tion de transformation,
≻ l'introdution d'une variable interne tensorielle est utile pour dérire des hargements 3D.En e�et lorsque des hargements 3D omplexes sont abordés, la onnaissane de la frationmartensitique seule n'est pas su�sante pour aratériser l'état du matériau, il faut égalementintroduire une variable interne tensorielle. Par analogie ave les modèles de plastiité 'estgénéralement la déformation de transformation marosopique ET

ij elle-même qui est hoisie[Bouvet 04, Souza 98, Boyd 96℄. Mais es deux variables internes ET
ij et f ne sont pas indépen-dantes et il est néessaire de dé�nir des lois d'évolutions ouplées. Le problème se omplexi�eenore lorsque les trajets de hargements appliqués sont non-proportionnels.3.2.2 Chargements 3D non proportionnelsLes modèles à variables internes mirosopiques rendent bien ompte du omportement lorsde hargement non proportionnels [Tokuda 98, Zhu 02℄, au ontraire des modèles marosopiquessont souvent onstruits à partir d'hypothèses restritives sur la déformation de transformation.Classiquement les modèles marosopiques adaptés au hargements 3D sont une simple ex-tension du omportement 1D, en introduisant l'hypothèse de hargement proportionnel selonlaquelle la déformation de transformation est totalement orientée par la ontrainte maroso-pique appliquée [Aurihio 99℄ :

ET
ij = fgη (Σij) (3.7)ave η (Σij) =

Sij
q

3
2
SklSkl

et le déviateur des ontraintes Sij = Σij − Σkk

3 δij .Ave ette hypothèse toutes les variables tensorielles ont la même diretion η
(

ET
ij

)

= η (Σij) =

η (Eij) et le problème se réduit à une seule inonnue salaire f . Pour introduire la dissymétrie duomportement les auteurs introduisent une surfae de harge fontion des deux premiers inva-riants de la ontrainte [I1 : J2] (Σij). En e�et ave e type de ritère de harge il y a oïnideneentre la diretion dé�nie par la normale à la surfae de harge et la diretion du déviateur desontraintes. Cette forme de la surfae de harge modélise orretement la dissymétrie du ompor-tement dans le as de hargement 1D tration / ompression mais ne onvient pas pour d'autreshargements (expansion équibiaxée ou isaillement).Pour mieux tenir ompte de la dépendane à la diretion de hargement, d'autres ritèresde harge faisant intervenir le troisième invariant des ontraintes [J2 : J3] (Σij) ont été proposés[Patoor 96, Qidwai 00, Manah 97, Ranieki 98℄. L'hypothèse d'un éoulement de la déformationde transformation normal à la surfae de harge est généralement adoptée : 65



Chapitre 3. Modélisation du omportement des AMF
dET

ij = dfgηsurface
ij (3.8)ave ηsurface

ij la normale à la surfae de harge au point Σij.Pour e type de surfae de harge la diretion de la normale à la surfae ne peut plus êtreidenti�ée à la diretion de la ontrainte. Il n'y a plus de relation direte entre la déformationde transformation marosopique et la fration volumique de martensite et il est néessaire detravailler ave 2 inonnues ET
ij et f .Les modèles assoiant un ritère de harge dissymétrique à une loi d'éoulement isotrope pré-sentent un faible pouvoir préditif dans le as de hargements non-proportionnels [Bouvet 01℄.Certains auteurs [Boyd 96, Rengarajan 98, Bouvet 04℄ proposent d'introduire un e�et inéma-tique Xij dans le ritère de harge qui prend la forme [J2 : J3] (Σij − Xij). QP Sun [Sun 93℄justi�e et e�et inématique par une analyse miroméanique d'une inlusion d'un volume demartensite déformée dans un milieu austénitique élastique. Il montre que le hamp de ontraintedans l'austénite est perturbé et que la loi d'éoulement s'érit :

dET
ij = dfgη

(

σaustenite
ij

) (3.9)ave
σaustenite

ij = Σij − BET
ij (3.10)où B est une onstante matériau.Plusieurs auteurs [Bouvet 04, Helm 03℄ proposent une modélisation qui rend bien ompte duomportement non-proportionnel en introduisant de manière générale 3 variables internes f , ET

ijet Xij . Ces 3 variables sont liées et leur évolution n'est déterminée qu'à partir d'un seul ritèrede harge. Souza [Souza 98℄ utilise un lien expliite entre les 3 termes de manière à n'introduireque ET
ij omme variable interne tandis que la fration martensitique est donnée par f =

|ET
ij|
g etque le terme d'érouissage inématique dérive d'une analyse énergétique lassiquement employéedans la modélisation marosopique de la plastiité Xij = HET

ij.Finalement, une fois les variables internes hoisies il faut dé�nir leurs lois d'évolution. Uneanalyse thermodynamique de la transformation de phase permet de dériver des lois d'évolutionohérentes.3.2.3 Thermodynamique de la transformation de phaseLa phase martensitique est aratérisée par une ristallographie di�érente de elle de la phasemère austénitique et don une entropie di�érente SM 6= SA. Ce saut d'entropie est aratéristiqued'une transformation du 1er ordre et implique une oexistene entre les phases hautes et bassestempérature. Cette oexistene génère des inompatibilités de déformations internes au matériauqui onduisent à un hamp de ontraintes internes et à une énergie élastique interne.Suite à la transformation de phase, l'énergie interne du matériau évolue du fait de deuxontributions :
≻ La ontribution entropique qui diminue progressivement de la valeur austénitique initiale

TSA à la valeur martensitique �nale TSM .
≻ L'énergie élastique interne qui augmente ave la quantité de martensite.La desription du seond terme est très importante et onditionne l'exatitude des préditionsdes modèles de omportement. Généralement dans les modèles mirosopiques et marosopiquesette énergie interne est déomposée en deux ontributions [Blan 04, Sun 93, Boyd 96℄ :66



3.3. Thermodynamique de la transformation martensitique
≻ l'énergie d'interation entre la phase martensitique et l'austénite HA/MfA

(

1 − fA
) ave

HA/M un oe�ient matériau et fA la fration volumique d'austénite
≻ l'énergie d'interation entre les di�érentes variantes de martensite 1

2

∑n,m Hnm
M/Mfnfm ou

1
2HM/MET

ijE
T
ijave HM/M un oe�ient matériau ou une matrie d'interation, fn lesfrations martensitique des di�érentes variantes et ET

ij la déformation de transformationglobale.Suivant les auteurs l'une ou l'autre ontribution est onsidérée omme prédominante.Si l'énergie d'interation Austénite/Martensite est prédominante [Huo 93, Lelerq 96, Zhu 02℄,alors l'analyse de l'équilibre thermodynamique montre que elui-i est instable. L'expression del'énergie permet de dé�nir deux ritères de début de transformation direte et inverse puis l'étatdu matériau évolue hors équilibre en suivant une loi inétique. Cela implique notamment que lestransformations direte et inverse sont équivalentes :
≻ transformation direte : fabriation de Martensite à partir de l'Austénite, début de trans-formation à Ms puis inétique d'évolution.
≻ transformation inverse : fabriation d'Austénite à partir de la Martensite, début de trans-formation à As puis inétique d'évolution.Cela onduit également à attribuer à l'énergie libre l'origine de l'e�et de boules internes observélors de hargements partiels.Si au ontraire l'énergie d'interation Martensite/Martensite domine [Patoor 88, Lim 02,Boyd 96℄, alors l'équilibre de la transformation est stable. La thermodynamique permet deonstruire un ritère d'ativation puis la inétique d'évolution est donnée par la relation deonsistane du ritère de harge. Cette fois les transformations direte et inverse ne sont plusexatement équivalentes :
≻ transformation direte : fabriation de Martensite, aratérisée par une limite de début detransformation Ms dérivant le lieu où la première variante de martensite apparaît, puisévolution à partir de la relation de onsistane.
≻ transformation inverse : onsommation de la Martensite présente, aratérisée par la limitede �n de transformation Af dérivant le lieu où la dernière variante de martensite disparaît,puis évolution à partir de la relation de onsistane.Notre modèle est onstruit en retenant la deuxième hypothèse notamment pare que l'expéri-mentation montre qu'il est plus faile de dé�nir la limite de �n de transformation inverse Afplut�t que elle du début As pour des AMF polyristallins (voir hapitre aratérisation).3.3 Thermodynamique de la transformation martensitiqueA�n de modéliser le omportement des alliages à mémoire de forme polyristallins nousallons nous attaher à dérire le phénomène de transformation martensitique d'un point de vuemarosopique. En reliant l'évolution de la transformation martensitique ave le hargementthermoméanique il sera ensuite ossible d'en dériver di�érents omportements : superélastiité,réorientation de la phase martensitique et e�et mémoire de forme simple sens. Dans ette étudeles e�ets liés au vieillissement, aux ylages méaniques ou thermiques ne seront pas pris enompte. Le omportement sera toujours onsidéré en première approximation omme totalementréversible. Nous ferons également l'hypothèse que le omportement thermo-élastique des deuxphases est identique.D'un point de vue marosopique, le matériau peut sous ertaines onditions de hargementfaire apparaître une déformation rémanente ET

ij = Eij−SijklΣkl. Cette déformation est réversiblele matériau peut retrouver par la suite sa struture d'origine. 67



Chapitre 3. Modélisation du omportement des AMFLa première étape de l'étude thermodynamique onsiste à réaliser le bilan énergétique sur unVolume Élémentaire Représentatif d'AMF. Ce VER est omposé de plusieurs grains tandis quehaque grain est formé d'une phase mère austénitique qui peut se transformer en martensite.La martensite est aratérisée par une déformation de isaillement du matériau par rapport àla on�guration initiale austénitique. La phase martensitique est omposée d'un ensemble devariantes qui ont un taux de isaillement identique mais une diretion de isaillement di�érente.En fontion du type de variante séletionnées la martensite est globalement auto-aommodée ouorientée (voir hapitre �Présentation des AMF�). A�n d'exprimer de manière expliite l'énergiedu VER il est néessaire de dérire la présene de martensite dans le matériau ainsi que ladéformation de transformation que ela induit. Nous avons hoisit d'introduire deux variablesinternes marosopiques : la fration volumique de martensite f et l'orientation moyenne del'ensemble des variantes de martensite εT
ij (variable tensorielle). L'énergie interne du matériaupourra alors être détaillée et onstruite à partir d'une analyse de la miro-struture.La deuxième étape onsiste à imposer l'équilibre énergétique du VER en appliquant le premieret le seond prinipe de la thermodynamique. Nous en déduirons deux ritères de harge quipermettrons de dé�nir l'évolution des deux variables internes. A�n de prédire plus préisémentla réponse du matériau lors de hargements partiels il sera néessaire d'approfondir l'expressiondes termes de dissipation.3.3.1 Dé�nition de l'enthalpie libreLa transformation martensitique apparaît suite à une modi�ation de la température ou del'état de ontrainte. Nous herhons à onstruire une expression expliite de l'enthalpie libre deGibbs du VER qui admet pour variables naturelles T et Σij. De plus, puisque la transformationmartensitique est fontion diretement de la température et non pas du �ux de haleur nouspouvons déoupler le problème du transfert thermique ave elui de la transformation. Noussupposons don par la suite que l'état thermique est stationnaire (�ux thermique −→q = 0) et quela température est homogène dans l'ensemble du VER.État initial austénitiqueLe VER est initialement onstitué d'un volume V de polyristal d'austénite.Un volume dV d'un ristal d'austénite est aratérisé par son énergie interne volumique duA.Lorsqueplusieurs ristaux d'austénite sont assemblés pour former un polyristal, il est nées-saire d'apporter de l'énergie élastique pour ompenser les inompatibilités entre grains (�gure3.1). L'énergie interne initiale du VER omplet prend la forme suivante :

U = UA +
1

2V

∫

V
σijSijklσkldV (3.11)ave UA =

∫

V duA et σij la ontrainte dans le volume dV .d'où l'enthalpie libre de Gibbs du VER :
G =

(

UA +
1

2V

∫

V
σijSijklσkldV

)

− TSA − ΣijEij (3.12)ave Σij et Eij la ontrainte appliquée et la déformation totale du VER.Nous hoisissons et état omme référene potentielle : initialement Σij = 0 et Eij = 0. Deplus l'énergie élastique interne initiale est négligée par rapport à l'énergie interne qui apparaîtraau ours de la transformation de phase.
Ginit = UA − T initSA (3.13)68



3.3. Thermodynamique de la transformation martensitique

Fig. 3.1 � Représentation shématique des di�érentes soures d'énergie élastique interne dansun AMF polyristallin
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Chapitre 3. Modélisation du omportement des AMFÉtat biphasé austénite-martensiteSuite à un hargement thermoméanique (Σij, T ) un volume VM d'austénite se transforme enmartensite (�gure 3.1). La martensite est aratérisée par une entropie SM plus faible que ellede l'austénite. Chaque variante de martensite est délimitée par une interfae, dont la ontributionénergétique totale est notée Γ. Mais la martensite adoptant une géométrie lamellaire qui minimiseette énergie, nous négligeons ette énergie d'interfae par rapport aux autres termes d'énergie(Γ ≈ 0) [Siredey 99℄.De la même manière que pour l'état initial nous onstruisons l'enthalpie libre de Gibbs duVER à l'état biphasé :
Gbiphase =

(

1 − VM

V

)

(

UA − TSA
)

+
VM

V

(

UM − TSM
)

−ΣijEij +
1

2V

∫

V
σij (r)Sijklσkl (r) dV(3.14)Nous en déduisons la variation d'enthalpie libre du VER suite à un hargement thermomé-anique :

∆G = Gbiphase − Ginit

= −∆TSA + f (∆U − T∆S) (3.15)
−
(

ΣijSijklΣkl + Σijαij∆T + ΣijE
T
ij

)

+
1

2V

∫

V
σij (r)Sijklσkl (r) dVDans ette expression nous avons renommé ∆U = UM −UA, ∆S = SM −SA, ∆T = T −T initet noté f = VM

V la fration volumique de martensite. De plus, en faisant l'hypothèse de oe�ientsthermo-élastiques identiques pour les deux phases, la déformation totale peut être déomposéeen un terme élastique, un terme de dilatation thermique et un terme de transformation Eij =
SijklΣkl + αij∆T + ET

ij .L'enthalpie libre du VER ∆G (Σij, T,Xinterne) est fontion des variables de ontr�le Σij et
T et d'un ensemble de variables internes Xinterne que nous allons préiser.Choix des variables internesDans l'expression (3.15) deux variables dérivent la présene de martensite dans le VER : lafration de martensite f et la déformation de transformation moyenne du VERET

ij = 1
V

∫

V εT
ij (r) dVave εT

ij (r) la déformation de transformation d'un volume dV . Ces deux variables sont dépen-dantes ar la déformation de transformation ET
ij va évoluer en fontion de la quantité de mar-tensite produite f . Mais on ne peut pas déduire diretement f à partir de ET

ij : en e�et pour lamême quantité de martensite f la déformation marosopique rémanente va être di�érente si lamartensite produite est auto-aommodée ou orientée. Par ontre, la déformation de transfor-mation ET
ij peut être déomposée en deux variables internes indépendantes, en remarquant quela déformation de transformation loale εT

ij (r) est nulle hors du volume de martensite VM :
ET

ij =
1

V

∫

V
εT
ij (r) dV =

1

V

∫

VM

εT
ij (r) dV = f

1

VM

∫

VM

εT
ij (r) dV = fεT

ij (3.16)Cela fait apparaître la variable de déformation de transformation moyenne de la phase mar-tensitique εT
ij moyennée uniquement sur la volume de martensite. Nous hoisissons les deuxvariables f et εT

ij omme variables internes. Cela permet d'introduire une distintion entre d'unepart la transformation martensitique lassiquement dérite par la fration martensitique f , et70



3.3. Thermodynamique de la transformation martensitique

Fig. 3.2 � Variables internes et représentation du V.E.R.d'autre part l'orientation moyenne de la martensite εT
ij dérivant la présene de martensite auto-aommodée, de martensite partiellement orientée ou de martensite totalement orientée (�gure3.2). Nous quali�erons par la suite la variable interne εT

ij de variable d� 'orientation� de la mar-tensite aratérisée par une amplitude ∣∣
∣
εT
ij

∣

∣

∣
et une diretion εT

ij

|εT
ij| .Les variables internes sont ontraintes par di�érentes limitations physiques :

≻ La fration martensitique ne peut, par dé�nition, prendre une valeur hors de l'intervalle
[0 : 1]

0 ≤ f ≤ 1 (3.17)
≻ Dans les alliages à mémoire de forme, la transformation martensitique induit prinipale-ment un isaillement pur et une variation de volume négligeable. Ainsi la déformation detransformation moyenne prendra une forme purement déviatorique :

εT
kk = 0 (3.18)

≻ La déformation de transformation est physiquement limitée par le isaillement maximal desvariantes de martensite ∣∣∣εT
ij

∣

∣

∣ ≤ εT
max. Cette limitation est plus déliate à exprimer que lesdeux préédentes, ar due au faible degré de symétrie ristallographique de la martensitela déformation de transformation n'est pas isotrope [Patoor 95℄. Son intensité dépend trèsfortement du type de variantes présentes dans le matériau et don de la diretion de εT

ij.Dans le modèle présenté, et e�et est introduit en utilisant un ritère de saturation del'orientation fontion de la diretion de la déformation de transformation :
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Chapitre 3. Modélisation du omportement des AMFoù 0 ≤ β ≤ 1 est un paramètre introduisant la dissymétrie du omportement (pour β = 0on retrouve le ritère de Von Mises).Remarquons que lassiquement la dissymétrie du omportement est introduite à l'aide d'unesurfae de harge de transformation dissymétrique en fontion de la diretion de harge-ment méanique. Le ritère présenté ii a un e�et opposé aux ritères lassiques : un ritèrelassique sur la ontrainte de hargement va prédire une ontrainte limite de transforma-tion plus faible en tration qu'en ompression, au ontraire un ritère sur la déformationmaximale de transformation doit prévoir une valeur de déformation plus grande en trationqu'en ompression. Le ritère sur la déformation de transformation présenté ii est basésur un ritère en ontrainte limite de transformation proposé par Patoor [Patoor 96℄.Nous pouvons maintenant réérire l'expression de l'enthalpie libre du VER :
∆G

(

Σij, T, f, εT
ij

)

= −∆TSA + B (T − T0) f

−
(

ΣijSijklΣkl + Σijαij∆T + ΣijfεT
ij

)

+ Wel

(

Σij, T, f, εT
ij

) (3.20)où B = −∆S (on a B > 0 ar SM < SA), T0 = ∆U
∆S est la température d'équilibre de la trans-formation et le terme Wel

(

Σij, f, εT
ij

)

= 1
2V

∫

V σij (r)Sijklσkl (r) dV dérit l'énergie élastiquestokée dans le VER.L'étape suivante onsiste à donner une expression expliite de l'énergie élastique stokée Welen fontion des variables de ontr�le (Σij, T ) et internes (f, εT
ij

).3.3.2 Énergie élastique stokéeLe terme d'énergie élastique stokée joue un r�le très important ar de lui va dépendrel'évolution des variables internes au ours du hargement. Mais il est aussi le plus di�ile àexprimer ar il a pour origine les inompatibilités de déformation dans la miro-struture dumatériau. Il paraît don néessaire de desendre à des éhelles plus �ne que elle du VER, pouranalyser les interations miro-struturales et pouvoir les quanti�er à l'aide de paramètres etvariables marosopiques.Éhelles de la miro-strutureExprimons tout d'abord sous une autre forme l'énergie élastique. Initialement :
Wel =

1

2V

∫

V
σij (r)Sijklσkl (r) dV (3.21)En utilisant la relation inématique loale au point (r) de volume dV nous avons :

Wel =
1

2V

∫

V
σij (r)

(

εij (r) − αij∆T − εT
ij (r)

)

dV (3.22)qui nous donne après intégration par partie et en tenant ompte des onditions aux limitesdu VER :
Wel =

1

2
ΣijEij −

1

2
Σijαij∆T − 1

2V

∫

V
σij (r) εT

ij (r) dV (3.23)Nous avons dégagé deux ontributions marosopiques à l'énergie élastique, mais il resteenore un terme sous forme d'intégrale. Ce terme est diretement lié aux inompatibilités de72



3.3. Thermodynamique de la transformation martensitique

(a) Mirosopie optique ave polarisation d'un grain de CuAlBe (Nilaeys02a)

(b) Éhelles de la mirostrutureFig. 3.3 � Mirostruture des AMF polyristallins.
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Chapitre 3. Modélisation du omportement des AMFdéformation à l'intérieur du VER induites par la présene de martensite et sa déformation detransformation εT
ij (r). Reherhons les origines physique de es inompatibilités.L'observation de la miro-struture du VER d'un AMF polyristallin montre qu'on peutdéomposer la struture du matériau en 3 éhelles aratéristiques : le volume omplet du VERordre(I), l'éhelle des grains ordre(II) et l'éhelle des variantes à l'intérieur de haque grainordre (III). A haque éhelle les inompatibilités de déformation induisent une �utuation dela ontrainte par rapport au hamp de ontrainte marosopique appliqué. La ontrainte estdéomposée en une somme de 3 ontributions (�gure 3.3) :

σij (r) = σI
ij + σII

ij (r) + σIII
ij (r) (3.24)ave :

≻ La ontrainte d'ordre I, σI
ij = 1

V

∫

V σij (r) dV , qui est la ontrainte moyenne sur le volume
V . À l'équilibre méanique elle est égale à la ontrainte marosopique appliquée au VER
σI

ij = Σij .
≻ La ontrainte d'ordre II, σII

ij (r) = 1
VN

∫

VN
σij (r) dV − σI

ij, qui est la di�érene entre laontrainte moyenne du grain N et la ontrainte globale σI
ij . Elle est liée aux inompatibi-lités entre les di�érents grains déformés par la transformation de phase.

≻ La ontrainte d'ordre III, σIII
ij (r) = σij (r) − σII

ij (r) − σI
ij , qui est la di�érene entre laontrainte loale au point (r) et la ontrainte moyenne dans le grain N . Elle est liée auxinompatibilités entre les variantes de martensite.Cette déomposition de la ontrainte se traduit par 3 soures de stokage d'énergie élastique :

Wel = Wmacro + Wintergranulaire + Wintervariantes (3.25)ave :
≻ L'énergie élastique de déformation marosopique du VER :

Wmacro =
1

2
ΣijEij −

1

2
Σijαij∆T − 1

2V

∫

V
σI

ij (r) εT
ij (r) dV (3.26)

=
1

2
ΣijEij −

1

2
Σijαij∆T − 1

2
Σij

1

V

∫

V
εT
ij (r) dV

=
1

2
Σij

(

Eij − αij∆T − ET
ij

)

=
1

2
ΣijSijklΣkl

≻ L'énergie d'interation inter-granulaire :
Wintergranulaire = − 1

2V

∫

V
σII

ij (r) εT
ij (r) dV (3.27)

≻ L'énergie d'interation inter-variantes :
Wintervariantes = − 1

2V

∫

V
σIII

ij (r) εT
ij (r) dV (3.28)Nous herhons maintenant à donner une expression marosopique des deux derniers termes.Nous allons pour ela nous baser sur les résultats d'approhes miroméaniques et de tehniquesd'homogénéisation et introduire ertaines hypothèses simpli�atries.74



3.3. Thermodynamique de la transformation martensitiqueEstimation de l'énergie inter-granulaireConentrons nous tout d'abord sur l'éhelle du grain. La ontrainte d'ordre (II) σII
ij (r) estune fontion ontinue par moreaux qui prend une valeur onstante σII

ij (N) dans haque grain
N . L'expression intégrale de l'énergie inter-granulaire se simpli�e don en une somme de laontribution de haque grain :

Wintergranulaire = − 1

2V

∫

V
σII

ij (r) εT
ij (r) dV = −1

2

∑

N

σII
ij (N) εT

ij (N)
VN

V
(3.29)ave εT

ij (N) = 1
VN

∫

VN
εT
ij (r) dV la déformation de transformation moyenne du grain N de volume

VN .Une tehnique d'homogénéisation lassique onsiste à onsidérer haque grain N omme étantl'inlusion d'une ellipsoïde de déformation de transformation εT
ij (N) dans un milieu ayant unedéformation homogène ET

ij. La solution de Kröner de e problème nous donne l'expression de laontrainte dans le grain N :
σII

ij (N) = Cijmn

(

Imnkl − S
esh
mnkl (N)

)

(

ET
kl − εT

kl (N)
) (3.30)ave Cijmn le tenseur élastique du matériau, Imnkl le tenseur identité et S

esh
mnkl (N) le tenseurd'Eshelby du grain N .En inluant (3.30) dans (3.29) l'énergie inter-granulaire est exprimée sous la forme :

Wintergranulaire = −1

2

∑

N

Cijmn

(

Imnkl − S
esh
mnkl (N)

)

ET
klε

T
ij (N)

VN

V
(3.31)

+
1

2

∑

N

Cijmn

(

Imnkl − S
esh
mnkl (N)

)

εT
kl (N) εT

ij (N)
VN

VLe premier terme orrespond à l'interation de tout le volume du VER loalement sur legrain N . En faisant l'hypothèse que haque grain a une géométrie identique ou au moins lemême rapport de forme, alors le tenseur d'Eshelby S
esh
mnkl (N) identique pour tous les grains :

−1

2

∑

N

Cijmn

(

Imnkl − S
esh
mnkl (N)

)

ET
klε

T
ij (N)

VN

V
= −1

2
Cijmn

(

Imnkl − S
esh
mnkl (N)

)

ET
klE

T
ij(3.32)Le seond terme est l'auto-interation du grain N sur lui-même. En première approximation,e terme est supposé identique pour haque grain et il est approhé en prenant la valeur aluléepour un grain moyen qui aurait une déformation de transformation ET

ij. De plus les grains sontsupposés avoir le même volume VN :
−1

2

∑

N

Cijmn

(

Imnkl − S
esh
mnkl (N)

)

εT
kl (N) εT

ij (N)
VN

V
≈ −1

2

V

VN
Cijmn

(

Imnkl − S
esh
mnkl (N)

)

ET
klE

T
ij(3.33)Les deux termes (3.32) et (3.33) sont regroupé en introduisant un tenseur matériau d'inter-ation Hijkl :

Wintergranulaire =
1

2
HijklE

T
klE

T
ij (3.34)ave Hijkl =

(

1 + V
VN

)

Cijmn

(

S
esh
mnkl (N) − Imnkl

). 75



Chapitre 3. Modélisation du omportement des AMFL'expression est enore simpli�ée en supposant en première approximation que Hijkl peuts'érire sous la forme :
Hijkl = HgrainIijkl (3.35)

Wintergranulaire =
1

2
HgrainεT

ijε
T
ijf

2 (3.36)De nombreuses hypothèses simpli�atries ont été faites qui onduisent à négliger les di�é-renes entre les grains et en partiulier la texture du matériau, mais elles nous permettent den'introduire qu'un seul paramètre matériau Hgrain.D'autre part e terme d'interation est tout à fait analogue au terme d'énergie interne intro-duit en plastiité pour dérire l'e�et d'érouissage inématique linéaire (= 1
2HEP

ijE
P
ij ).Estimation de l'énergie inter-variantesNous nous onentrons maintenant sur la présene de variantes de martensite à l'intérieurdes grains d'austénite. L'énergie intervariantes du grain N de volume VN s'érit :

wN
intervariantes = − 1

2VN

∫

VN

σIII
ij (r) εT

ij (r) dV (3.37)L'énergie globale sur tout le VER est alors la moyenne des ontributions de haque grain :
Wintervariantes =

∑

N

wN
intervariantes

VN

V
(3.38)Par une analyse miroméanique du omportement thermoélastique d'un grain d'AMF, Sire-dey exprime de la manière suivante l'énergie d'interation inter-variantes dans un ristal d'AMF[Siredey 99℄ :

wN
intervariant =

1

2

∑

m,n

fmHmnfn (3.39)ave fn la fration volumique de la variante n et Hmn les oe�ients d'énergie d'interationentre les variantes n et m. Ces oe�ients ne peuvent prendre que deux valeurs suivant laompatibilité ou l'inompatibilité des variantes n et m onsidérées. On soulignera notamment laforme quadratique en fn de ette expression.A�n de nous ramener à la variable marosopique f , deux hypothèses simpli�atries sontintroduites. Premièrement, quelque soit le hargement le même nombre de variantes ompatibleset le même nombre de variantes inompatibles apparaissent et deuxièmement leurs fration vo-lumique fn évolue proportionnellement à la fration volumique globale f . Nous pouvons alorsréduire (3.39) :
Wintervariantes =

1

2
Hvariantef

2 (3.40)Ces hypothèses sont aeptables pour des hargements proportionnels mais négligent l'in-�uene de la ristallographie. Néanmoins, elles permettent de n'introduire qu'un seul paramètrematériau Hvariant.76



3.3. Thermodynamique de la transformation martensitique3.3.3 Équilibre thermodynamique du VERL'enthalpie libre du VER a été dé�nie de manière expliite au ours des paragraphes préé-dents en utilisant uniquement deux variables internes marosopiques : la fration volumique demartensite et l'orientation moyenne de la phase martensitique. Pour modéliser omplètement leomportement thermoméanique des AMF, il nous faut dé�nir les lois d'évolution de es variablesinternes.Les variables internes ne sont pas pilotées diretement par l'expérimentateur. Seules les va-riables de ontr�le peuvent être modi�ées et induire un déséquilibre dans l'état du matériau.A�n de retrouver son équilibre interne l'état du matériau va évoluer : en réant ou onsommantde la martensite et en réorientant les variantes existantes. Les lois d'évolutions dérivent dondiretement de l'équilibre thermodynamique du VER. Cet équilibre est dé�nit en appliquant les
1er et 2nd prinipes de la thermodynamique à l'enthalpie libre du VER. Nous montrerons queela se réduit à herher les valeurs des variables internes qui minimisent ∆G. Pour réaliser etteminimisation il faut tenir ompte des limitations physiques ontraignant l'évolution des variablesinternes. Ce problème d'optimisation sous ontrainte est résolu en introduisant le formalisme deKuhn-Tuker.Expression enthalpie libre du VEREn ombinant les di�érents termes onstruits au ours des préédents paragraphes nous pou-vons �nalement donner une expression expliite de l'enthalpie libre du VER :

∆G
(

Σij, T, f, εT
ij

)

= −1

2
ΣijSijklΣkl − Σijαij∆T − ∆TSA + B (T − T0) f − ΣijfεT

ij

+
1

2
HgrainεT

ijε
T
ijf

2 +
1

2
Hvariantef

2 (3.41)Pour onstruire ette expression de ∆G nous n'avons fait auune hypothèse restritive sur lesvariables internes. Don elle ne tient pas ompte des limitations physiques des variables internes(3.17), (3.18) et (3.19) qui peuvent se mettre sous la forme :
0 ≤ f ≤ 1
εT
kk = 0

εT
eq − εT

sat ≤ 0
(3.42)ave εT

sat = εT
max

(

1 + β
√

6
εT
ijεT

jk
εT
ki

(εT
ijεT

ji)
3
2

) 1
4 et εT

eq =
√

2
3εT

ijε
T
ij.L'expression (3.41) n'est valable que dans le as où les variables internes respetent les ondi-tions de limitations physiques (3.42). Pour travailler sur une expression qui intègre diretementes onditions on utilise le formalisme de Kuhn-Tuker. Il s'agit de dé�nir 3 multipliateurs deLagrange λ0, λ1 et λ2, puis de onstruire le Lagrangien à partir de l'expression de l'énergie duVER. Les multipliateurs de Lagrange doivent par dé�nition être positifs ou nuls et véri�er lesrelations suivantes :

λ0 · f = 0
λ1 · (1 − f) = 0

λ2 ·
(

εT
sat − εT

eq

)

= 0
(3.43)Ainsi le multipliateur λ0 permet de tenir ompte de la ondition f ≥ 0. En e�et la premièreéquation implique que λ0 prend une valeur nulle tant que f > 0 et une valeur positive lorsque f77



Chapitre 3. Modélisation du omportement des AMFatteint 0. De la même façon le multipliateur λ1 est assoié à la ondition f ≤ 1 et λ2 est assoiéà la ondition εT
eq − εT

sat ≤ 0.Le Lagrangien est onstruit en ajoutant les termes nuls (3.43) à l'expression de ∆G :
L
(

Σij, T, f, εT
ij

)

= ∆G
(

Σij , T, f, εT
ij

)

− λ0 · f − λ1 · (1 − f) − λ2 ·
(

εT
sat − εT

eq

) (3.44)Tant que les variables internes respetent leurs limitations physique les trois multipliateurssont nuls et L = ∆G. Par ontre en introduisant les 3 inonnues supplémentaire λ0, λ1 et λ2et leur équations assoiées les variables internes restent néessairement bornées. Nous pourronsdon dans la suite de l'étude thermodynamique remplaer l'expression de l'enthalpie ∆G parelle du lagrangien L aompagné des trois relations (3.43).Fores thermodynamiquesNous allons maintenant traduire en équation l'équilibre thermodynamique du VER en utili-sant les 1er et 2nd prinipes. Nous nous plaçons dans le as où le VER est à l'équilibre thermique,'est à dire que le �ux de haleur vers l'extérieur est nul. En e�et, la transformation étant ontr�léediretement par la température et non par le �ux de haleur nous pouvons déoupler l'équilibrethermique de l'équilibre méanique. Néanmoins, la transformation de phase a une in�uene surla propagation de haleur du fait de la haleur latente de transformation. Nous supposons par lasuite que la température est onnue et identique en tout point du VER.Le 1er prinipe de la thermodynamique permet d'exprimer l'équilibre énergétique du VERpar rapport aux éhanges ave l'extérieur : l'aroissement de l'énergie interne volumique dU dumatériau dépend du travail extérieur appliqué δW et de la haleur apportée δQ :
dU = δW + δQ (3.45)Si on impose au matériau une ontrainte Σij le seul travail apporté est méanique :
δW = ΣijdEij (3.46)Pour travailler à ontrainte et température imposée, il est préférable de travailler ave l'en-thalpie libre plut�t que l'énergie interne :

G = U − TS − ΣijEij (3.47)
dG = −TdS − SdT − EijdΣij + δQ (3.48)Le 2nd prinipe de la thermodynamique permet d'exprimer l'équilibre interne du matériau.On exprime pour ela l'entropie du VER omme la ontribution de 3 soures : éhange avel'extérieur sous forme de haleur, entropie interne réée par un hangement d'état du matériauet entropie interne irréversible :
dS =

δQ

T
+ dSchgt etat + dSirreversible (3.49)Dans un premier temps les soures d'irréversibilités sont négligées (piégeage de martensite,plastiité) et on onsidère que toute l'entropie interne réée lors de la transformation de phase etla réorientation de variantes de martensite est totalement réupérable par un hau�age ou unedéharge méanique :
dSirreversible ≈ 0 (3.50)78



3.3. Thermodynamique de la transformation martensitiqueLe 2nd prinipe dit que la réation d'entropie due à l'évolution de l'état interne du maté-riau est toujours positive ou nulle : tant que dSchgt etat > 0 l'état interne du matériau évoluespontanément, jusqu'à atteindre le point d'équilibre dSchgt etat = 0 [Hillert 98℄ :
dSchgt etat ≥ 0 (3.51)D'où l'inégalité sur l'entropie du VER :
dS − δQ

T
≥ 0 (3.52)

TdS − δQ ≥ 0 (3.53)Dans ette inégalité on remplae l'expression de δQ par elle tirée de (3.48) pour aboutir àla relation de Clausius-Duhem (ave l'hypothèse du �ux de haleur nul) :
−dG − SdT − EijdΣij ≥ 0 (3.54)Pour intégrer les limitations physiques des variables internes l'enthalpie est remplaée par leLagrangien (3.44) et les relations qui l'aompagne (3.43). En développant la di�érentielle duLagrangien 4 fores thermodynamiques sont dé�nies :

Fσij
dΣij + FT dT + Ffdf + fFεij

dεT
ij ≥ 0 (3.55)ave les fores thermodynamiques assoiées à haque variable :

≻ fore élastique :
Fσij

=
∂L

∂Σij
= SijklΣkl + αij∆T + fεT

ij − Eij (3.56)
≻ fore entropique :

FT =
∂L
∂T

= Σijαij + SA − Bf − S (3.57)
≻ la fore thermodynamique de transformation :

Ff =
∂L
∂f

= Σijε
T
ij − B (T − T0) − Hvariantf − HgrainεT

ijε
T
ijf − λ0 + λ1 (3.58)

≻ la fore thermodynamique d'orientation :
Fεij

=
∂L
∂εT

ij

= Σij − δij
Σkk

3
− HgrainfεT

ij − λ2

(

∂εT
sat

∂εT
ij

−
∂εT

eq

∂εT
ij

) (3.59)Ii nous avons sorti un fateur f toujours positif de l'expression de la fore d'orientation ensahant que lorsque f = 0 il n'y a pas de martensite et la fore d'orientation ne peut pas êtreativée. Notons également que nous avons diretement intégré la ontrainte εT
kk = 0 dans la fored'orientation en retranhant la pression hydrostatique δij

Σkk

3 à la ontrainte Σij.L'équilibre thermoélastique étant beauoup plus rapide que la transformation de phase lesfores élastiques et entropiques sont toujours nulles :
Fσij

= 0 (3.60)
FT = 0 (3.61)79



Chapitre 3. Modélisation du omportement des AMF

(a) Critrère de transformation (b) ritère d'orientationFig. 3.4 � Critères de hargeD'autre part, puisque les variables internes sont indépendantes, l'équilibre de haque fores ther-modynamiques doit être traité indépendamment :
Ffdf ≥ 0 (3.62)

Fεij
dεT

ij ≥ 0 (3.63)Ces deux inégalités expriment l'équilibre interne du matériau. Mais elles ne sont pas réel-lement exploitable sous ette forme. Classiquement elles sont transformée en deux ritères deharges.Critères de hargeDeux fores thermodynamiques ont été onstruites. Dans le adre des matériaux standardsgénéralisés, l'équilibre thermodynamique de es deux fores est exprimé à l'aide de deux ritèresde harge, assoiés à deux lois d'éoulement normal à la surfae de harge. Pour ela, il estnéessaire de prendre en ompte les phénomènes dissipatifs sous forme de deux fores ritiques.Critère d'orientation. La phénoménologie dela réorientation montre l'existene d'une ontrainteritique symétrique tration / ompression. Dans un premier temps, une fore ritique onstante
F critique

ε est introduite, ainsi qu'une norme de Von Mises :
∣

∣Fεij

∣

∣ =

√

3

2
Fεij

Fεij
(3.64)Le ritère d'orientation est dé�ni de la manière suivante (�gure 3.4) :

≻ si ∣∣Fεij

∣

∣ = F critique
ε et d

∣

∣Fεij

∣

∣ > 080



3.3. Thermodynamique de la transformation martensitique
 alors le ritère d'orientation est atif : évolution de εT

ij dans la diretion de la normaleà la surfae de harge
dεT

ij = λε
∂
∣

∣Fεij

∣

∣

∂Fεij

= λε
Fεij
∣

∣Fεij

∣

∣

(3.65)
≻ sinon ritère inatif.Puisque Fεij

est fontion des deux variables internes, l'état �ritère d'orientation inatif� ne signi-�e pas dεT
ij = 0. Pour dé�nir l'état inatif, il est néessaire de déomposer la fore d'orientationen un terme de ontrainte thermodynamique motrie Sεij

et un terme de ontrainte thermody-namique interne Xεij
:

Fεij
= Sεij

− Xεij
(3.66)ave

Sεij
= Σij − δij

Σkk

3
(3.67)et

Xεij
= HgrainfεT

ij + λ2

(

∂εT
sat

∂εT
ij

−
∂εT

eq

∂εT
ij

) (3.68)L'état inatif exprime le fait que la ontrainte motrie est trop faible pour entrainer l'évolutionde la ontrainte interne qui reste onstante Xεij
= constanteij qui s'érit également dXεij

= 0.Notons que l'équation dXεij
= 0 implique que lorsque df 6= 0 on a dεT

ij 6= 0.Critère de transformation. La onstrution du ritère de transformation est très similaire àla préédente. Une fore ritique onstante F critique
f est introduite pour dérire l'hystérésis entrela transformation direte et la transformation inverse. Puisque la fore de transformation estsalaire, la norme de la fore sera alulée à l'aide de la fontion valeur absolue |Ff |.Le ritère de transformation s'érit (�gure 3.4) :

≻ si |Ff | = F critique
f et d |Ff | > 0

 alors ritère de transformation atif , f évolue :
df = λf

∂ |Ff |
∂Ff

= λfsigne (Ff ) (3.69)
≻ sinon transformation inative.Comme préédemment, pour dé�nir l'état inatif, la fore de transformation est déomposée enune ontrainte motrie Sf et une ontrainte interne Xf :

Ff = Sf − Xf (3.70)ave
Sf = Σijε

T
ij − B (T − T0) (3.71)et

Xf = Hvariantf + HgrainεT
ijε

T
ijf + λ0 − λ1 (3.72)L'état de transformation inative est dé�ni par l'équation dXf = 0.La fore de transformation étant salaire, le ritère de transformation peut être déomposéen deux ritères lassiques : 81



Chapitre 3. Modélisation du omportement des AMF

(a) Réorientation NiTi (Liu 98) (b) Transformation NiTi (Dole01)Fig. 3.5 � Comportement en hargements partielsÉtudions tout d'abord la transformation de phase exprimée par la fore de transformation
Ff .

≻ si Ff = F critique
f et dFf > 0 alors transformation direte A → M : df = λf

≻ si Ff = −F critique
f et dFf < 0 alors transformation inverse M → A : df = −λf

≻ sinon transformation inative dXf = 0Les ritères de harge utilisés ont une expression simple qui introduit l'hystérésis de transfor-mation et la ontrainte ritique de réorientation. Dans un deuxième temps, pour dérire pluspréisément le omportement en boules internes, il est néessaire d'employer une expressionplus omplexe de la dissipation et des ritères de harge.3.3.4 Chargements partielsLors de hargements thermiques ou méaniques une boule d'hystérésis prinipale est ob-tenue en faisant évoluer la déformation de transformation de la déformation de saturation enompression à la déformation de saturation en tration. Mais si le hargement est stoppé avantla saturation de la déformation, un omportement de boule partielle est observé, situé à l'inté-rieur de la boule prinipale (voir �gure (3.5) et hapitre �Caratérisation�).Ces boules internes sont observées lors de la transformation de phase mais également lorsdu omportement de réorientation de la martensite. En partiulier la ourbe de 1re harge deréorientation peut être assimilée à une réponse à un hargement partiel. La modélisation deette ourbe est partiulièrement importante puisqu'elle permet de tenir ompte de l'in�uenedu niveau de ontrainte sur la déformation de transformation.La modélisation du omportement en boule interne est également importante dans le adredu alul de strutures : la solliitation n'est pas homogène sur toute la struture, le matériauest don prinipalement soumis à des hargements partiels.Desription des as de hargement partielsDans la littérature, les omportements en boules internes sont dérits de manière plus oumoins préise :
≻ Sans boules internes : déharges élastiques à l'intérieur de la boule prinipale (�gure3.6.a).82



3.3. Thermodynamique de la transformation martensitique
(a) Sans boules internes (b) Contrainte ritique va-riable (Tanaka 95) () Rigidité de transforma-tion variable (Gillet 98) (d) Boules internes mul-tiples (Bouvet 04)Fig. 3.6 � Desription du omportement en hargements partiels
≻ Tanaka [Tanaka 95℄ fait évoluer la ontrainte ritique de transformation direte ou inverseave l'état du matériau. Puis la inétique de transformation est identique à elle de laboule prinipale (�gure 3.6.b).
≻ Pour rendre ompte de l'évolution de la rigidité de transformation dans le as de boulesinternes Gillet [Gillet 98℄ fait évoluer la ontrainte ritique de transformation au oursde la inétique de transformation, de manière à tendre vers le point σAf

dans le as dedéharges ou vers σMf
dans le as de harges (�gure 3.6.).

≻ Dans le as de multiples harges - déharges à l'intérieur de la boule prinipale il estnéessaire d'introduire un point mémoire à haque hangement de sens et une règle defermeture de boule [Bouvet 04℄ (�gure 3.6.d).Dans la majorité des appliations un hargement partiel simple s'avère su�sant. Pour la suite del'étude nous onsidérerons don que le omportement tend toujours vers les points σAf
ou σMf

.Dans la littérature le phénomène de boule interne est dérit pour la transformation de phase.Mais il est également observé expérimentalement pour des hargements de réorientation de lamartensite.Modélisation des boules internesLe modèle présenté introduit un ritère de harge de transformation et un ritère de harged'orientation qui font intervenir des paramètres matériaux onstants F crit
f et F crit

ε :
|Ff | ≤ F critique

f (3.73)
∣

∣Fεij

∣

∣ ≤ F critique
ε (3.74)Si les deux fores ritiques sont ajustées de manière à modéliser orretement le omportementde la boule d'hystérésis prinipale alors les réponses à un hargement partiel orrespondront àdes déharges élastiques dans la boule prinipale (�gure 3.6.a). Pour modéliser le omportementen boule internes, il est néessaire d'abandonner l'hypothèse de fores ritiques onstantes et demanière plus générale de modi�er la forme des ritères de harge.L'e�et boule interne est aratérisé par le fait que le matériau semble se rendre ompte deshangements de sens de hargement et modi�e son omportement en onséquene. Puisque lamodélisation de la transformation de phase n'introduit qu'une variable interne salaire, il estaisé de déteter un hangement de sens de la transformation : transformation direte la fration83



Chapitre 3. Modélisation du omportement des AMF

(a) Charge initiale (b) Changement de trajet

() Représentation 3DFig. 3.7 � Boules internes en réorientationmartensitique augmente, transformation inverse elle diminue. Dans le as du ritère d'orientationle problème est plus omplexe puisqu'il fait intervenir une variable interne tensorielle : il n'y aplus de notion de sens de hargement.De manière à appliquer le même formalisme pour la desription des boules internes dehaune des deux fores, nous allons d'abord nous intéresser au as plus général de la fored'orientation pour réduire ensuite au as de la fore de transformation.Struturation du matériau : Pour dérire le fait que le matériau est apable de �déteter�un hangement de trajet il faut faire appel à la notion de struture interne au matériau.Nous supposons don que la présene de martensite orientée dans le matériau (au ontrairede la martensite auto-aommodée) struture elui-i en privilégiant une diretion et un sensd'orientation pour la martensite.1. Tant que le hargement est dans la diretion de la struture, la fore ritique d'orientation84



3.3. Thermodynamique de la transformation martensitiqueaugmente, jusqu'à atteindre une valeur maximale Fmax
ε lorsque la martensite est totalementorientée (εT

eq = εT
sat). Le matériau se struture dans la diretion de la martensite ET

ij = fεT
ij(voir �gure 3.7.a).2. Si le hargement est dans une diretion opposée à elle de la struture interne alors il y aréation d'une nouvelle struture qui véri�e la règle 1). L'anienne struture (dé�nie parune déformation ET mem

ij et une fore de résistane Fmem
εij

) disparaît petit à petit jusqu'àêtre totalement détruite lorsque l'état de saturation opposé est atteint et que la nouvellestruture ouvre tout le volume (voir �gure 3.7.b). L'anienne struture agit omme unterme d'érouissage inématique au niveau du ritère de harge.Il est néessaire de dérire une évolution des strutures internes. Il faut pour ela faire intervenirune variable d'évolution notée γ. Cette variable prend la valeur 0 lorsqu'une nouvelle strutureest réée et augmente jusque la valeur 1 lorsque la martensite est totalement orientée et quel'anienne struture a disparu.De manière à rester le plus général possible nous introduisons une fore ritique minimale
Fmin

ε qui ne subit pas d'e�et boule interne et qui pourrait orrespondre à la fore ritique dumonoristal tandis que l'e�et boule interne proviendrait de l'état polyristallin du matériau.Mise en équation : Pour tenir ompte de l'évolution des strutures internes du matériau, leritère de harge d'orientation est érit sous forme suivante :
∣

∣

∣Fεij
− (1 − γ)Fmem

εij

∣

∣

∣ ≤ γ
(

Fmax
ε − Fmin

ε

)

+ Fmin
ε (3.75)Il fait intervenir un aspet inématique (anienne struture mémoire) et un aspet isotrope(nouvelle struture en formation).La diretion d'éoulement de la variable d'orientation fait intervenir la fore de résistane del'anienne struture interne :

dεT
ij = λεη

ec
ij (3.76)ave la normale à la surfae de harge :

ηec
ij =

Fεij
− (1 − γ) Fmem

εij
∣

∣

∣
Fεij

− (1 − γ) Fmem
εij

∣

∣

∣

(3.77)La variable d'évolution de la boule interne γ est donnée par une équation impliite qui faitintervenir la struture interne atuelle, formée de la nouvelle struture de déformation fεT
ijet durésidu de l'anienne struture de déformation ET mem

ij :
γ =

∣

∣

∣fεT
ij − (1 − γ) ET mem

ij

∣

∣

∣

εT
max

(3.78)Cette relation dé�nit un évolution linéaire de γ entre le point de hangement de trajet (γ = 0)et la limite de saturation de l'orientation de la martensite (γ = 1) .Un hangement de sens est déteté lorsque la diretion d'éoulement est opposée à la diretionde la struture atuelle du matériau :
ηec

ij

(

fεT
ij − (1 − γ)ET mem

ij

)

< 0 (3.79)85



Chapitre 3. Modélisation du omportement des AMFS'il y a hangement de sens, la struture atuelle du matériau devient l'anienne struture,permettant la formation d'une nouvelle struture. Les variables mémoires sont mises à jour demanière à e que le omportement soit ontinu :
ET mem

ij = fεT
ij (3.80)

Fmem
εij

= (1 − γ) Fmem
εij

+ ηec
ij γ
(

Fmax
ε − Fmin

ε

) (3.81)Le as d'un hangement de trajet sur un hargement non proportionnel est illustré par la�gure (3.7.).Cas de la transformation : Pour transposer la formulation tensorielle des boules internesde réorientation à la formulation salaire des boules internes de transformation il su�t detranslater le plan (ET
ij , Fεij

) en (f, Ff ) : à 0 ≤
∣

∣

∣

∣

ET
ij

εT
max

∣

∣

∣

∣

≤ 1 orrespond 0 ≤ |2f − 1| ≤ 1 et à
0 ≤

∣

∣Fεij

∣

∣ ≤ 1 orrespond 0 ≤ |Ff | ≤ 1. Les expressions de la surfae de harge (3.75) et de lavariable d'évolution (3.78) deviennent :
∣

∣Ff − (1 − γ) Fmem
f

∣

∣ ≤ γ
(

Fmax
f − Fmin

f

)

+ Fmin
f (3.82)

γ = |2f − 1 − (1 − γ) (2fmem − 1)| (3.83)en introduisant les termes mémoire Fmem
f et fmem.Ces deux expressions peuvent se simpli�er. En e�et, dans le as d'un ritère de harge salaireil y a une relation direte entre Fmem

f et fmem :
Fmem

f =
(

Fmax
f − Fmin

f

)

(1 − 2fmem) (3.84)De même la variable d'évolution s'exprime simplement :
≻ transformation direte A→M (f > fmem) alors γ = f−fmem

1−fmem

≻ transformation inverse M→A ( f < fmem) alors γ = fmem
−f

fmemLe ritère de harge de transformation (3.82) peut être simpli�é en distinguant la transforma-tion direte de la transformation inverse et en dédoublant le ritère de harge en un ritère detransformation et un ritère de hangement de sens :
≻ si f > fmem, transformation direte A→M :
 si Ff >

(

Fmax
f − Fmin

f

)

1−3fmem+2ffmem

1−fmem + Fmin
f alors transformation A→M ative

 si Ff <
(

Fmax
f − Fmin

f

)

(1 − 2f)−Fmin
f alors hangement de sens de transformation,réatualisation du terme mémoire fmem = fdeb

 sinon transformation inative
≻ si f < fmem, transformation inverse M→A :
 si Ff < −

(

Fmax
f − Fmin

f

)

fmem+2f(fmem
−1)

fmem −Fmin
f alors transformation M→A ative

 si Ff >
(

Fmax
f − Fmin

f

)

(1 − 2f) + Fmin
f alors hangement de sens de transformation ,réatualisation du terme mémoire fmem = fdeb

 sinon transformation inativeL'e�et boules internes est dérit dans le as de la transformation mais également de la réorien-tation. Dans les deux as elles ne font appel qu'à deux paramètres matériaux : la fore ritiquemaximale qui dérit la boule d'hystérésis global et une fore ritique minimale. En ajustant lavaleur de la fore ritique minimale, l'e�et de boule interne peut être maximal (Fmin = 0) ouinexistant (Fmin = Fmax)86



3.4. Appliation à des as de hargement proportionnels3.4 Appliation à des as de hargement proportionnelsL'objetif de ette modélisation est de déterminer le omportement du matériau en réponseà une solliitation thermoméanique quelonque. Pour aratériser le matériau à l'éhelle ma-rosopique deux variables internes ont été introduites. À partir de l'étude thermodynamique,deux ritères de harges ont été dé�nis haun assoiés à une variable interne, qui permettentde aluler l'état interne du matériau suite à une évolution du hargement externe (ontrainte ettempérature). A�n de mieux préiser omment les interations entre les deux ritères de hargepermettent de reonstituer les di�érents omportements de l'AMF, plusieurs as simples vontêtre étudier de manière analytique. Les as de hargements plus omplexes seront abordés dansle hapitre suivant après intégration numérique du modèle.Dans ette partie nous ferons l'hypothèse d'un hargement proportionnel : le tenseur desontraintes est érit omme le produit d'un salaire Σ (positif ou négatif) orienté dans unediretion ηij :
Σij = Σηij (3.85)Puisque la ontrainte est toujours maintenue dans une diretion onstante, alors en partantd'une déformation de transformation initialement nulle la fore d'orientation et la déformationde transformation s'orientent dans ette même diretion ηij :

Fεij
= Σηij − HgrainfεT ηij − λ2ηij = Fεηij (3.86)La déformation de transformation moyenne s'érit don :

εT
ij = εT ηij (3.87)où εT est un salaire positif ou négatif.Dans es onditions les fores thermodynamiques s'érivent de manière salaire :

Ff

(

Σ, T, f, εT
)

= ΣεT − B (T − T0) − Hvariantf − HgrainεT εT f − λ0 + λ1 (3.88)et
Fε

(

Σ, T, f, εT
)

= Σ − HgrainfεT − λ2 (3.89)De même pour les limitations des variables internes :
λ0 · f = 0

λ1 · (1 − f) = 0
λ2 ·

(

εT
sat −

∣

∣εT
∣

∣

)

= 0
(3.90)Ave ette ériture simpli�ée nous pourrons onstruire les di�érents omportements typiques :hargements méaniques, hargements thermiques et yle mémoire de forme.3.4.1 Chargements méaniquesLe omportement du matériau est di�érent en fontion de la température. On distingue leomportement de réorientation de la phase martensitique, du omportement de transformationlorsque le matériau est initialement en phase austénitique. 87



Chapitre 3. Modélisation du omportement des AMF

(a) Réorientation de la martensite (b) Superélastiité

() Diagramme de transformation méaniqueFig. 3.8 � Chargements méaniques typiques prédits par le modèle
88



3.4. Appliation à des as de hargement proportionnelsRéorientation de la martensiteUn matériau initialement austénitique est refroidit à T < Mf sans appliquer de ontrainte :le matériau devient totalement martensitique f = 1 et la struture de la martensite est auto-aommodée εT = 0. Un hargement méanique est ensuite e�etué à température onstante, latransformation de phase n'intervenant pas, la fration de martensite va rester onstante à f = 1.Le omportement est déduit uniquement du ritère d'orientation.Puisque initialement la struture de la martensite est auto-aommodée il n'y a pas de défor-mation de transformation, e qui induit un omportement de boule interne du ritère d'orien-tation, 'est le omportement de 1ere harge de réorientation :
Σ − HgrainεT − λ2 ≤

(

Fmax
ε − Fmin

ε

) εT

εT
max

+ Fmin
ε (3.91)Ce ritère d'orientation est atif à partir d'un niveau de ontrainte minimal Fmin

ε . En dessousil n'y a pas de réorientation, ni de transformation, don le omportement est élastique. Pour desontraintes plus élevées Σ > Fmin
ε , l'équation (3.91) donne une évolution de la déformation dela martensite proportionnelle au niveau de ontrainte :

εT =
εT
max

HgrainεT
max + Fmax

ε − Fmin
ε

(

Σ − Fmin
ε

) (3.92)Cette expression est valable tant que la déformation de la martensite n'est pas saturée (λ2 =
0). Lorsque la saturation est atteinte alors εT = εT

max, la fration de martensite est toujoursonstante et le omportement est de nouveau élastique (�gure 3.8.a). La ontrainte limite desaturation est Σ = Fmax
ε + HgrainεT

max. Après retour à ontrainte nulle il reste une déformationrémanente ET = εT
max.Les deux ontraintes limites de début et de �n de déformation de réorientation sont traéesdans le diagramme de phase et sont indépendantes de la température (�gure 3.8.).Transformation de phase et superélastiitéUn hargement méanique à température onstante est ette fois appliqué sur un matériauinitialement austénitique f = 0. En l'absene de martensite la variable εT n'est pas dé�nie. Dèsl'apparition de la première variante, la variable εT est dé�nie par le ritère d'orientation. Tant quela ontrainte ne dépasse pas Fmin

ε la fore d'orientation n'est pas ative et εT = 0, il n'y a pasdéformation de transformation. Au delà, le ritère de réorientation nous donne une orientationfontion de la quantité de martensite présente dans le matériau :
εT =

εT
max

HgrainεT
max + Fmax

ε − Fmin
ε

Σ − Fmin
ε

f
(3.93)Pour de très faibles valeurs de f , la déformation de transformation propre εT devrait êtrein�nie. En réalité elle sature à sa valeur maximale εT = εT

max. On véri�e également que tout lelong du hargement superélastique la déformation d'orientation alulée par (3.93) est trop élevéeet reste saturée. On retrouve ii l'hypothèse lassique d'une déformation de transformation ma-rosopique proportionnelle à la fration martensitique pour une transformation par hargementméanique :
ET = fεT

maxLe omportement superélastique est don déterminé uniquement à partir du ritère de trans-formation direte : 89



Chapitre 3. Modélisation du omportement des AMF
ΣεT

max − B (T − T0) − f
(

Hvariant − HgrainεT
maxεT

max

)

= F critique
f (3.94)ou du ritère de transformation inverse :

ΣεT
max − B (T − T0) − f

(

Hvariant − HgrainεT
maxεT

max

)

= −F critique
f (3.95)On en déduit les ontraintes limites de début de transformation direte et de �n de transfor-mation inverse pour f = 0 :

σMs = b (T − Ms) (3.96)
σAf = b (T − Af ) (3.97)ave les températures limites de transformation :

Ms = T0 −
F critique

f

εT
max

(3.98)
Af = T0 +

F critique
f

εT
max

(3.99)et la dépendane à la température des limites de transformation :
b =

B

εT
max

(3.100)On retrouve une dépendane lassique des ontraintes limites de transformation ave la tem-pérature. D'autre part, les ontraintes limites de transformation σMs et σAf , la pente des limitesde transformation b ainsi que l'hystérésis de la transformation (Af − Ms) sont fontion de lavaleur maximale de déformation de transformation εT
max. Ils seront don di�érents en tration eten ompression.Les ontraintes limites de �n de transformation direte et de début de transformation inversesont plus élevées que σMs et σAf à ause des termes d'interation :

σMf = σMs +
Hvariant

εT
max

+ HgrainεT
max (3.101)

σAs = σAf +
Hvariant

εT
max

+ HgrainεT
max (3.102)Un omportement typique superélastique est traé (�gure 3.8.b) et le diagramme de phase estomplété par des limites de transformation parallèles (�gure 3.8.). Les limites de transformationdirete et inverse ne sont pas exatement identiques du fait de la zone de réorientation de la mar-tensite. Les limites de transformation dans la zone de transition réorientation / transformationsont déduites du ritère de transformation dans le as où la ontrainte n'est pas su�sammentélevée pour générer une déformation d'orientation saturée et que le ritère d'orientation est atif.90



3.4. Appliation à des as de hargement proportionnels

(a) Chargement thermique à ontrainteonstante (b) Diagramme de phase thermiqueFig. 3.9 � Chargements thermiques3.4.2 Chargements thermiquesLa température du matériau est modi�ée tandis que la ontrainte est maintenue onstante.Comme pour la superélastiité, e omportement est lié à la transformation de phase. Mais, enfontion du niveau de ontrainte appliquée, le ritère d'orientation onduit à une déformation detransformation à saturation variable (�gure 3.9.a).La réponse du matériau se déompose en deux étapes : au ours du refroidissement générationd'une déformation de transformation puis fabriation de martensite auto-aommodée n'indui-sant pas de déformation supplémentaire. Au ours du hau�age les mêmes étapes interviennentdans l'ordre inverse.Initialement le matériau est austénitique sans déformation de transformation (fεT = 0).Pour une ontrainte su�samment élevée (Σ > Fmin
ε ), dès la réation de la première variantede martensite le ritère d'orientation s'ative ave un e�et de boule interne. Comme pour lasuperélastiité, la déformation d'orientation alulée par (3.93) est trop élevée et sature à savaleur maximale :

εT = εT
max (3.103)La martensite fabriquée génère don une déformation de transformation. La limite de débutde transformation direte est don identique à elle du omportement superélastique.Si la ontrainte appliquée est élevée (supérieure à la limite de réorientation) alors la défor-mation d'orientation reste saturée tout au long de la transformation.

Σ > HgrainεT
max + Fmax

ε (3.104)Mais, pour un niveau de ontrainte plus faible, il existe une valeur limite de fration demartensite :
f >

Σ − Fmin
ε

HgrainεT
max + Fmax

ε − Fmin
ε

(3.105)91



Chapitre 3. Modélisation du omportement des AMFpour laquelle la déformation d'orientation ne sature plus et est déterminée par la relation(3.93). Cette relation peut s'exprimer sous la forme suivante :
fεT =

Σ − Fmin
ε

HgrainεT
max + Fmax

ε − Fmin
ε

εT
max (3.106)Or, la ontrainte appliquée est onstante, don la déformation de transformation globale resteonstante :

ET = fεT = constante (3.107)La martensite réée est don auto-aommodée et globalement ne génère pas de déformationde transformation. À la �n de la transformation f = 1, la déformation de transformation satureà :
ET

saturation =
Σ − Fmin

ε

HgrainεT
max + Fmax

ε − Fmin
ε

εT
max (3.108)La déformation de transformation à saturation est don proportionnelle au niveau de ontrainte.Remarquons que ette expression dérit également la ourbe de première harge de réorientation(3.92).La limite de transformation auto-aommodée est onstruite en ombinant la relation d'orien-tation (3.106) ave le ritère de transformation. Cela dé�nit une limite non-linéaire.La martensite est ensuite onsommée lors du hau�age en deux étapes et dans l'ordre inversedu refroidissement : tout d'abord onsommation de la martensite auto-aommodée puis, lorsqu'ilne reste que de la martensite orientée, diminution de la déformation de transformation jusqu'auretour à l'état austénitique. Les limites des transformation diretes et inverse sont don identiques(�gure 3.9.b).Remarquons que l'hystérésis thermique reste onstant et que la rigidité de transformation estonstante indépendamment du niveau de ontrainte.3.4.3 E�et mémoire de formeLe dernier hargement lassique étudié est le yle mémoire de forme. Il est aratérisé parla apaité du matériau à générer un e�ort au ours de la reprise de forme. Cela néessite que lematériau soit ontraint par un élément extérieur de rigidité donnée. La déformation de l'AMFest alors fontion de ette rigidité (�gure 3.10).Ce hargement omporte une première étape de onditionnement du matériau qui onsiste àle transformer en martensite orientée ET

cond = εT
max. Ce onditionnement peut se faire en phasemartensitique où par transformation à ontrainte élevée.La deuxième étape onsiste à maintenir la déformation du matériau ave un montage extérieurde rigidité K :

Σ = K
(

ET
cond − E

) (3.109)et à augmenter la température de manière à ativer la transformation inverse :
Ff = −F critique

f (3.110)Supposons que le montage extérieur ne génère pas initialement de ontrainte. La transfor-mation inverse ommene à ontrainte nulle, à f = 1 et lorsque la fore de transformation estative :
−B (T − T0) − Hvariant − HgrainεT

maxεT
max = −F critique

f (3.111)92



3.4. Appliation à des as de hargement proportionnels

Fig. 3.10 � Retour mémoire ontraintd'où la température de début de transformation inverse :
TSME = Af − Hvariant + HgrainεT

maxεT
max

B
(3.112)Puis la martensite est onsommée tandis que la ontrainte évolue :

df =
dΣεT

max − BdT

Hvariant + HgrainεT
maxεT

max

(3.113)En exploitant la relation d'élastiité, ette variation de la fration martensitique est introduitedans la relation de rigidité du montage :
dΣ = −K

(

dΣ

C
+ dfεT

max

) (3.114)d'où l'in�uene de la température sur la ontrainte générée par retour ontraint :
dΣ

dT
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KBεT
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KεT
maxεT

max +
(

1 + K
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)

(Hvariant + HgrainεT
maxεT

max)
(3.115)Remarquons que les termes d'interation sont généralement négligeable devant K sauf pourune très faible rigidité. Alors la dépendane de la ontrainte à la température se simpli�e en :

dΣ

dT
≈ B

εT
max

(3.116)On retrouve les résultats expérimentaux qui montrent que ette pente est bien indépendantede la rigidité du montage ontraignant le matériau. Par ontre, la ontrainte générée ne peutpas augmenter in�niment ave la température mais elle va saturer lorsque toute la martensiteaura été onsommée. Mais, plus la rigidité du montage sera élevée, plus la ontrainte généré parretour ontraint sera élevée. 93



Chapitre 3. Modélisation du omportement des AMF3.5 ConlusionL'objetif de la modélisation était de réaliser un modèle tridimensionnel du omportementméanique et thermique des Alliages à Mémoire de Forme ayant un formalisme adaptable auxtehniques de alul de struture par la méthode des Éléments Finis.De manière assez ariaturale on peut distinguer dans la littérature d'une part les modèlesmarosopiques qui sont bien adaptés aux tehniques E.F. et d'autre part les modèles miroso-piques qui aptent bien les aspets de hargements thermoméaniques omplexes mais qui nesont pas adaptés au alul de struture omplexes.Ce modèle est proposé omme une alternative entre es deux extrêmes en ombinant deuxavantages :
≻ 'est une modélisation de la transformation de phase martensitique. Cela assure la priseen ompte de deux phénomènes assoiés : la transformation de phase et la réorientationde la martensite. De plus le modèle est intrinsèquement érit en 3D et doit être apablede rendre ompte de hargements omplexes.
≻ Le point de vue adopté est marosopique et le nombre de variables internes et paramètreset limité omparé à eux employés dans les modèles mirosopiques. Cela assure unerapidité de résolution adaptée aux tehniques E.F. De plus l'approhe énergétique est bienadaptée aux tehniques de résolution impliites type Newton-Rapshon.Le modèle se base sur une desription originale de l'état du matériau en déomposant de ladéformation de transformation en un produit de deux variables internes : la fration de mar-tensite lassiquement introduite pour quanti�er l'évolution de la transformation de phase, et ladéformation de transformation moyenne de la martensite qui permet de dérire l'orientation dela martensite et la phénomène de réorientation de la martensite.Une première analyse du modèle montre qu'il permet de apter un grand nombre de phé-nomènes physiques mis en avant au ours des expérimentations : transformation de phase, ré-orientation, hystérésis de transformation, in�uene du niveau de ontrainte, retour ontraintindépendant de la rigidité du système.Les hargements testés jusqu'ii étaient des trajets proportionnels. Dans le as général detrajets plus omplexes, le problème ne se résout plus analytiquement et néessite une intégrationnumérique des équations.Nous proposons dans le hapitre suivant de réaliser une intégration impliite robuste et d'im-planter e modèle dans le ode de alul de strutures par éléments �nis ABAQUS/Umat. Lemodèle pourra ensuite être omparé aux résultats expérimentaux du hapitre �aratérisation�et sera testé sur des hargements thermoméaniques plus omplexes.
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Chapitre 4Intégration numérique
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≻ pour pouvoir aluler la réponse du modèle à un hargement omplexe non proportionnel,
≻ dans l'objetif d'une implantation dans un ode de alul de strutures par la méthodedes Éléments Finis. 95



Chapitre 4. Intégration numériqueCe passage n'est pas diret et induit des di�ultés supplémentaires propres aux aspets nu-mériques et disrets par opposition à la ontinuité et la dérivabilité du modèle analytique. Lasolution numérique alulée est toujours une approximation de la solution exate. Di�érentesméthodes d'intégration numérique existent qui minimisent l'erreur numérique mais qui sont ha-une adaptées à un type d'équations : di�érentielle, intégrale, non linéaire... De plus il peut êtrenéessaire d'adapter les équations du modèle analytique de manière à rendre plus e�ae lesméthodes d'intégrations : par exemple le problème de la gestion de la saturation des variablesinternes. C'est pourquoi nous avons hoisi de dédier un hapitre entier à l'intégration numériquedu modèle et aux résultats issus de ette intégration.Le modèle développé dans le hapitre préédent se résume en un système de deux équationsintégrales et une équation di�érentielle, fontions de deux inonnues limitées à un intervalled'évolution borné. Il s'agit de hoisir la méthode d'intégration numérique la mieux adaptée ànotre problème. Pour ela nous allons nous appuyer sur une étude bibliographique des di�érentesméthodes d'intégration et de leurs appliations dans di�érents modèles de la littérature.Une méthode d'intégration impliite en suivant le shéma de Newton/Raphson sera hoisiepour intégrer notre modèle. En ontre partie il sera néessaire de modi�er les équations du modèlepour s'adapter à ette méthode : gestion de la saturation des variables internes, forme adaptéede la relation de normalité et modi�ation des variables de ontr�le du modèle.En�n l'intégration sera validée par rapport aux résultats analytiques attendus. Puis les résul-tats du modèle seront omparés aux expérimentations présentées au hapitre �Caratérisation�.D'autres as de hargements plus omplexes de la littérature seront étudiés.4.2 Intégration numériqueUn modèle du omportement est un ensemble d'équations Mcontinu qui lie des variablesinonnues X et leur di�érentielle dX à des variables de pilotage imposées Y :
Mcontinu (X, dX, Y, dY ) = 0 (4.1)Les équations néessaires à la desription du omportement peuvent être regroupées en deuxtypes :

≻ Les équations di�érentielles qui dérivent une évolution des variables :
dX = G (X,Y ) dY (4.2)

≻ Les équations intégrales qui dé�nissent un état d'équilibre omme le zéro d'une fontion :
F (X,Y ) = 0 (4.3)Notons qu'il est toujours possible par di�érentiation de réduire une équation intégrale en uneéquation di�érentielle. Par ontre, dans le as général il n'est pas possible d'intégrer analytique-ment les équations di�érentielles en équations intégrales.Le but de l'intégration est de déterminer l'état des variables inonnues X (t) lorsqu'on modi�eles variables de pilotage Y (t) en suivant un trajet de hargement donné (ave (t) un paramètred'évolution qui orrespond au temps physique pour les modèles de omportement dépendant dutemps).Pour e�etuer ette intégration de manière numérique il est néessaire de disrétiser le harge-ment en une série d'états de hargement Y0, Y1, ..., Yn, ..., YN en supposant une évolution linéairedu hargement entre deux états Yn : Yn+1.96



4.2. Intégration numériquePour haque état de hargement Yn, il s'agit de aluler l'état des variables inonnues Xn àpartir des équations du modèle. Le alul est e�etué de manière inrémentale ave :
≻ omme état initial l'état au pas préédent (Xn−1, Yn−1)
≻ l'inrément imposé des variables de pilotage ∆Y = Yn − Yn−1

≻ ∆X = Xn − Xn−1 l'inrément de variables inonnues à aluler en véri�ant les équationsdu modèle :
Mincremental (Xn−1,∆X,Yn−1,∆Y ) = 0 (4.4)Le alul de l'inrément ∆X n'est pas toujours diret et il peut s'avérer néessaire d'e�etuer unesérie d'itérations ∆X0,∆X1, ...,∆Xi, ...,∆XI de manière à onverger vers l'état Xn = Xn−1 +

∆XI qui véri�e les équations du modèle.Nous voyons que la forme inrémentale du système d'équations est di�érente de sa formeontinue. Cette translation du ontinu au disret pose deux questions :1. Comment translate-t-on la di�érentielle dX en inrément ∆X ?2. À quel instant érit-on les équations du modèle ?(a) au début de l'inrément, formulation expliite :
Mincremental (Xn−1,∆X,Yn−1,∆Y ) = 0 (4.5)(b) en �n d'inrément, formulation impliite :

Mincremental (Xn,∆X,Yn,∆Y ) = 0 (4.6)() à une valeur intermédiaire, formulation semi-impliite :
Mincremental (Xn−1 + θ∆X,∆X,Yn−1 + θ∆Y,∆Y ) = 0 (4.7)ave θ ∈ [0 : 1]Di�érentes tehniques d'intégration existent haune adaptée au type d'équation à intégrer. Lehoix de la tehnique d'intégration numérique est d'autant plus important qu'il in�ue sur lapréision et la stabilité de la solution alulée. En onséquene, lorsqu'on veut atteindre l'étatde hargement(XN , YN ) il est généralement néessaire de déouper le hargement en inrémentsintermédiaires de manière à augmenter la préision et la stabilité de la solution. En ontre partiele temps de alul augmente et limite le nombre maximum admissible d'inréments.4.2.1 Tehniques d'intégrationNous allons tout d'abord nous intéresser à la translation de la di�érentielle ontinue eninrément disret. Puis nous étudierons les di�érentes méthodes de résolution des équations.Translation de la di�érentielle en inrémentLes équations di�érentielles du modèle sont érites en ontinu en faisant intervenir la di�é-rentielle des variables inonnues :

dX = G (X,Y ) dY (4.8)97



Chapitre 4. Intégration numériqueLors du passage au disret la notion de di�érentielle dX disparaît, plut�t remplaée parl'inrément ∆X. De manière générale, l'inrément des variables inonnues ∆X est alulé enfontion de l'expression de la di�érentielle dX :
∆X = fct (G (Xα, Yα) ,∆Y ) (4.9)ave α = [n;n + θ;n + 1] en fontion du shéma d'intégration expliite / semi-impliite / impli-ite.La translation basique, ou méthode d'Euler, provient de l'idée que dans le prohe voisinagedu point (Xα, Yα) l'évolution des variables inonnues est linéaire et proportionnelle au tauxd'aroissement d'où :

∆X ≈ G (Xα, Yα) ∆Y (4.10)L'hypothèse de linéarité n'est valable que loalement autour du point (Xα, Yα) et il estnéessaire de réaliser de petits inréments de hargements pour que la solution alulée soitpréise.Si une forme approhée de la solution de l'équation di�érentielle est onnue, la préision dualul sera améliorée en introduisant une relation non linéaire entre ∆X et G (Xα, Yα)∆Y . Latehnique d'intégration asymptotique est par exemple utilisée pour l'intégration des modèles deplastiité ave érouissage inématique non linéaire [Chabohe 96℄.Dans le as général, les méthodes de Runge Kutta 2 et 4 permettent d'estimer la ourbureau point (Xn, Yn) à l'aide de plusieurs aluls du taux d'aroissement à di�érents points. L'ex-trap�lation n'est plus simplement linéaire, elle permet d'améliorer grandement la préision de lasolution onduisant à déouper le hargement en de plus grand inréments.Intégration expliiteCette tehnique est diretement adaptée à la résolution de systèmes d'équations di�érentielles
dX = G (X,Y ) dY [Nougier 01℄. Une fois la fontion de translation di�érentielle→inrémenthoisie, le système d'équation est exprimé en début d'inrément n :

∆X = fct (G (Xn, Yn) ∆Y ) (4.11)Dans ette relation toutes les grandeurs sont onnues puisque (Xn, Yn) est l'état initial et ∆Yest l'inrément des variables de pilotage. Le alul de ∆X et de l'état �nal (Xn + ∆X,Yn + ∆Y )est don diret, mais également diretement dépendant de la préision de la tehnique d'inter-p�lation et de la taille de l'inrément de hargement.Pour appliquer ette tehnique à une équation intégrale du type F (X,Y ) = 0, il faut toutd'abord réduire ette équation sous forme di�érentielle. En e�et, partant d'un état équilibré
F = 0, l'équilibre à l'instant suivant s'érit sous la forme F + dF = 0 qui se simpli�e en dF = 0.D'où :

dF =
∂F
∂X

dX +
∂F
∂Y

dY = 0 (4.12)
⇔ dX = G (X,Y ) dY (4.13)ave G (X,Y ) = − ∂F

∂X

−1 ∂F
∂Y .Lorsque l'équation di�érentielle dérive d'une équation intégrale, l'équilibre en �n d'inrémentn'est pas néessairement véri�é F (Xn+1, Yn+1) = ǫ 6= 0.La stabilité de la solution numérique est diretement liée à la taille de l'inrément, pour degrands inréments la solution alulée va osiller autour de la solution exate et il existe unevaleur ritique au-delà de laquelle les osillations sont divergentes [Nougier 01℄. Une solutionpour dépasser ette taille maximale d'inrément est l'utilisation d'une intégration impliite.98



4.2. Intégration numériqueIntégration impliiteCette tehnique est diretement adaptée à la reherhe de zéros d'un système d'équations
F (X,Y ) = 0 [Nougier 01℄. En partant de l'état initial onnu Xn, nous herhons l'état �nal desvariables inonnues Xn+1 qui véri�e l'équilibre à la �n de l'inrément F (Xn+1, Yn+1) = 0. Cettefois le système à résoudre est fontion de l'état �nal des variables qui n'est justement pas enoreonnu : 'est un système impliite.Dans le as général, la résolution du système à haque inrément introduit naturellementune reherhe itérative de la solution X0

n+1,X
1
n+1, ...,X

i
n+1, ...,X

I
n+1. En e�et, à partir d'un étatestimé Xi

n+1 le alul de F
(

Xi
n+1, Yn+1

) donne une estimation de l'erreur et de la distaneà la solution du problème. Il su�t ensuite d'appliquer une orretion aux variables inonnues
Xi+1

n de manière à réduire l'erreur ∥∥F (Xi+1
n+1, Yn+1

)∥

∥ <
∥

∥F
(

Xi
n+1, Yn+1

)∥

∥. En réalisant plusieursitérations de e type l'état alulé Xi
n+1 onverge vers la solution exate du problème Xn+1.Néanmoins la prinipale di�ulté réside justement dans le hoix d'une orretion qui induise uneonvergene de la série itérative.Di�érentes méthodes sont lassiquement utilisées pour aluler les orretions des variablesinonnues [Fortin 01, Vignes 80℄ :

≻ Pour un système 1D à une équation et une inonnue salaire il existe les orretions parles méthodes séantes, de bissetion...
≻ Le système est érit sous une forme réurrente Xi+1

n+1 = H
(

Xi
n+1

).
≻ Méthode de Newton-Raphson : développement limité au premier ordre du système d'équa-tions.
≻ Transformation du système d'équation en un problème de minimisation de fontion etrésolution par la méthode de la grande pente ou du gradient onjugué.L'intérêt majeur de la méthode d'intégration impliite d'un système de fontions à annuler estque la solution alulée est exate et stable. Il est don possible d'imposer des inréments dehargement importants dans la limite où la boule itérative est onvergente et que le problèmen'a qu'une seule solution !Pour appliquer ette tehnique à une équation di�érentielle dX = G (X,Y ) dY il faut toutd'abord réérire elle-i sous la forme d'une fontion à annuler :

F (∆X,∆Y ) = ∆X − fct (G (Xn + ∆X,Yn + ∆Y ) ,∆Y ) (4.14)Nous voyons ii qu'il est néessaire d'introduire omme inonnue non pas les variables àl'état �nal Xn+1 mais l'inrément ∆X des variables pour passer de l'état initial à l'état �nal.Remarquons que le hoix d'une méthode d'intégration impliite d'une équation di�érentiellen'élimine pas les problèmes d'exatitude de la solution alulée puisque il est toujours néessairede faire intervenir la translation di�érentielle→inrément. Par ontre, ave un shéma impliitela solution alulée est stable.La solution d'intégration semi-impliite permet d'améliorer la préision de résolution d'uneéquation di�érentielle tout en onservant la stabilité du shéma d'intégration impliite.Intégration semi-impliiteCette méthode appelée également θ-méthode est adaptée à la résolution d'équations di�éren-tielles [Chabohe 96℄. Elle est basée sur le fait que l'inrément exat des variables inonnues estenadré par la valeur d'inrément estimée à partir de l'état initial et par la valeur d'inrément99



Chapitre 4. Intégration numériqueestimée à partir de l'état �nal :
∆Xexplicite = fct (G (Xn, Yn) ,∆Y ) < ∆Xexact < ∆Ximplicite = fct (G (Xn+1, Yn+1) ,∆Y )(4.15)Ainsi l'inrément des variables inonnues estimé à partir d'un état intermédiaire (Xn+θ, Yn+θ)ave θ ∈ [0 : 1] est néessairement plus préis que les inréments purement expliite ou purementimpliite. Généralement une valeur de 0, 5 est hoisie pour θ.L'expression de l'inrément ∆Xθ faisant intervenir des grandeurs non dé�nies au début del'inrément il est néessaire de résoudre le problème par une série d'itérations.4.2.2 Exemples de la littératureLes modèles de omportement élasto-plastique sont une référene dans la modélisation duomportement des matériaux. Le omportement superélastique des AMF peut être dérit avedes équations du même type que elles utilisées pour la modélisation de la plastiité. Les mé-thodes d'intégration sont don similaires dans les deux as, 'est pourquoi nous allons étudier lestehniques d'intégration des modèles de omportement plastique parallèlement à elles utiliséespour l'intégration de modèles du omportement des AMF.Les di�érents types d'intégration sont renontrés dans la littérature. Le hoix d'une méthodeexpliite simple à mettre en oeuvre permet d'intégrer failement des modèles omplexes. Auontraire lorsque l'objetif est l'implantation du modèle dans un ode de alul il est préférablede travailler ave une intégration impliite ou semi-impliite plus robuste.Les modèles développés dans le adre des matériaux standard généralisés sont bien adaptésà un shéma d'intégration impliite [Besson 01℄ : dans es modèles la fontion de harge et lafontion d'érouissage sont dé�nies à partir d'un même potentiel, qui prend une forme intégrale.Il est don naturel de traiter le problème ave une méthode impliite. Mais il subsiste toujoursune équation di�érentielle, néessaire pour exprimer la diretion d'éoulement de la déformationadditionnelle à partir de la loi de normalité à la surfae de harge. La méthode impliite pure n'estpas très bien adaptée à l'intégration d'équations di�érentielles. Néanmoins l'erreur d'intégrationnumérique de ette relation n'a pas une grande in�uene sur le niveau de préision, et dansla plupart des modèles de la littérature la loi de normalité est intégrée ave le hangement devariables d'Euler et en exprimant la normale à la surfae de harge à la �n de l'inrément :

∆Eadditionel
ij = ∆Eadditionnelηn+1

ij (4.16)ave ηn+1
ij la normale à la surfae de harge en �n d'inrémentCas partiuliersEn plastiité, dans le as d'une élastiité isotrope et d'une surfae de harge de type Von Mises,la diretion d'éoulement peut être prédéterminée par la prédition élastique et il ne reste que laloi d'érouissage salaire à équilibrer [Besson 01℄. Pour intégrer son modèle du omportement desAMF, Aurihio [Lubliner 96℄ utilise la prédition élastique / retour radial. Il onstruit un ritèrede transformation direte A→M, un ritère de transformation inverse M→A et un ritère deréorientation. Ce ritère de réorientation sert uniquement à dé�nir la diretion de la déformationde transformation de la manière suivante :

≻ Lorsque le ritère d'orientation est inatif, la diretion de la déformation de transformationest onstante .100



4.2. Intégration numérique
≻ Dans le as ontraire la déformation de transformation est orientée par les ontraintes ethange de diretion ave elles.Ave ette approhe la diretion de la déformation de transformation en �n d'inrément estonnue dès le début de l'inrément. Il ne reste qu'à aluler sa norme à partir du ritère detransformation atif qui est une équation salaire et s'équilibre simplement de manière impliite.Cas généralDans le as général on ne peut pas prédéterminer la diretion d'éoulement dès le débutde l'inrément. La diretion d'éoulement ηn+1

ij est alors une inonnue du problème et la loi denormalité (4.16) est onservée dans le système d'équation. Dans e as le problème est dérit parun système d'équations et non plus par une simple équation salaire. Il est généralement résolude manière impliite par une méthode de type Newton/Raphson [Chabohe 96, Souza 98℄. Leprinipal inonvénient de ette méthode est la néessité de aluler et d'inverser numériquementle jaobien du système.Une solution intermédiaire parfois utilisée, onsiste à sortir la loi de normalité (4.16) dusystème d'équations. On retouve alors une seule équation salaire qui dé�nit la loi d'érouissageou de transformation, intégrée de manière impliite par une Newton/Raphson. Néanmoins a�nde respeter la normalité à la �n de l'inrément, la diretion de la normale est mise à jour àhaque itération de la boule impliite de Newton/Raphson [Bouvet 01, Vieille 03℄. Remarquonsque dans e as la onvergene de la boule itérative n'est pas assurée.Modèles multi fontions de hargeGénéralement en plastiité et en superélastiité pure, une seule surfae de harge est ativéeà la fois, qui permet de aluler l'évolution du multipliateur plastique et d'en déduire l'évo-lution de toutes les variables internes. Les modèles de omportement ouplant la plastiité àl'endommagement du matériau introduisent 2 variables internes indépendantes et 2 surfaes deharge. Saanouni et al. propose une intégration impliite de e type de modèle [Saanouni 03℄. Enrevanhe, dans le as général où plusieurs surfaes de harges sont atives en même temps, l'in-tégration du omportement se fait généralement de manière expliite : modèles miroméaniquesà 24 variables internes par ristal [Patoor 88, Lim 02℄, modèle phénoménologique de Helm etHaupt [Helm 03℄, modèle du omportement piézo-életrique [Elhadrouz 04℄. Dans es modèles,les lois d'éoulement sont généralement dérites par des équations di�érentielles qu'il est pluse�ae de résoudre par des méthodes expliites ou semi-impliites.4.2.3 Appliation au modèle du omportement AMFLe modèle présenté dérive d'une analyse énergétique réalisée dans le adre des matériauxstandards généralisés. Il se présente sous la forme de deux fontions de harge à équilibrer et d'uneloi d'éoulement. L'approhe impliite semble don toute indiquée pour résoudre e système.Se pose néanmoins le problème de l'intégration de la relation de normalité qui se présente sousforme di�érentielle. La prédition élastique ne su�t pas pour déduire la diretion d'éoulementet il s'avère néessaire d'introduire la loi de normalité dans le système d'équation à résoudre.Comme dans le as de la plastiité le hangement de variables d'Euler sera utilisé et la diretiond'éoulement sera érite en �n d'inrément.En�n, puisque les équations sont exprimées de manière analytique, il est aisé de aluler lejaobien du système en tout point, nous utiliserons don la méthode de Newton/Raphson pourrésoudre le système impliite de manière itérative. 101



Chapitre 4. Intégration numérique4.3 Choix de la forme du système d'équationsLe modèle de omportement des AMF dérit dans es travaux est omposé de deux variablesinternes dont l'évolution est dé�nie, dans la limite de leur plage de variation, à l'aide de deuxritères de harge et d'une loi d'éoulement. L'état externe appliqué au matériau est ontr�lé entermes de ontrainte méanique et de température 1 :
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(4.17)ave ηij =
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|Fεij |
.Ce modèle doit être intégré numériquement a�n de tester des hargements omplexes et a�nde l'utiliser ave la méthode des éléments �nis. Le passage du ontinu au disret est réalisé àl'aide d'une méthode impliite. Cela induit trois nouveaux problèmes :

≻ La gestion de la saturation des variables internes à l'aide de multipliateurs de lagrangen'est pas adaptée au shéma impliite et risque d'entraîner la divergene de la bouled'équilibre interne.
≻ Intégration de la loi de normalité dans le shéma impliite.
≻ Dans l'optique de l'utilisation du modèle en alul de strutures par la méthode des élé-ments �nis, il serait préférable d'utiliser omme variable de ontr�le méanique la défor-mation totale Eij à la plae de la ontrainte globale Σij.Le modèle doit être sensiblement modi�é pour améliorer la gestion de la saturation, tandis que lesdeux autres points seront traités en analysant plus préisément le hoix et la forme des équationsintroduites dans le système à résoudre.4.3.1 Gestion des saturationsLa gestion de la saturation dans le modèle ontinu n'est pas un réel problème. En e�et lepoint de saturation étant bien dé�nit : un ertain nombre d'équations sont valables jusqu'à epoint, tandis que d'autres équations sont valables après e point.Le passage au disret induit une di�ulté liée au fait que le point exat de saturation n'estjamais exatement atteint : à l'état n la transformation n'est pas enore saturée, tandis qu'aupoint n+1 la transformation est déjà saturée. Puisque le jeu d'équations est di�érent au début età la �n de l'inrément le jaobien du système n'est pas ontinu et peut onduire à une divergenede la boule d'équilibre par Newton/Raphson.De plus à haque fois que les variables internes saturent le omportement du matériau hange.Et si on ombine deux ritères de harge atifs ou inatifs aux trois saturations des variablesinternes ela peut dé�nir jusqu'à 23 omportements di�érents dérits haun par un systèmed'équations partiulier.Ainsi, pour améliorer la résolution des systèmes d'équations et simpli�er la gestion de laséletion du omportement, les limitations physiques des variables internes sont gérées en rem-plaçant les multipliateurs de Lagrange par des équivalents numériques, des termes non-linéaireset saturants :1Dans un souis de simpliité d'ériture nous n'avons pas surhargé l'expression des deux fontions de hargeave les modi�ations apportées pour dérire les boules internes. Néanmoins le problème prend la même forme,seule l'expression du jaobien du système sera modi�ée. Le système d'équations ave boules internes est traitéen Annexe B.102



4.3. Choix de la forme du système d'équations
≻ dans la fore de transformation, le terme λ0 assoié à la saturation f = 0 est remplaé parla fontion :

αf
deb

1 − f

f
(4.18)

≻ dans la fore de transformation, le terme λ1 assoié à la saturation f = 1 est remplaé parla fontion :
αf

fin
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1 − f
(4.19)

≻ dans la fore d'orientation, le terme λ2
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) assoié à la saturation εT
eq ≤ εT

satest remplaé par la fontion suivante dans laquelle est introduit le paramètre matériau
β ∈ [0 : 1] qui exprime la dissymétrie du omportement.
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(4.20)De manière à intégrer omplètement les termes de saturation dans l'ériture des fores thermo-dynamiques, les notations suivantes sont introduites :
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(4.22)Les fores thermodynamiques s'érivent alors :
Ff = Σijε

T
ij − B (T − T0) − hf (4.23)

Fεij
= Σij − δij

Σkk

3
− hεij

(4.24)Cette notation a trois intérêts :
≻ Elle renomme les variables thermodynamiques internes hf = Xf et hεij

= Xεij
qui avaientété introduites pour dé�nir l'état �inatif� des fores thermodynamiques (voir hapitre�modélisation�). Ainsi, lorsque le ritère de transformation est inatif il faut véri�er hf =

constante et lorsque le ritère d'orientation est inatif il faut véri�er hεij
= constanteij.

≻ Elle dé�nit des termes d'interation globalement non linéaires. En hoisissant des oe�-ients de saturation αf
deb, αf

fin et αε
max non négligeables devant Hgrain et Hvariant, l'entréeen transformation et la saturation de la transformation se fera de manière progressiveomme ela peut être observé pour des AMF polyristallins.

≻ Grâe à es termes additionnels, les trois états de saturation pure f = 0, f = 1 et
εT
eq = εT

sat ne sont jamais exatement atteint. Ainsi, même lorsqu'on s'approhe des limitesde saturation le omportement sature mais les ritères de harge restent valables. Leproblème de séletion du omportement est alors onsidérablement simpli�é puisqu'il nereste plus que quatres ombinaisons :1. Lorsque les deux ritères de harge sont respetés, les deux fores sont inatives :103



Chapitre 4. Intégration numérique
 hf = constante
 hεij

= constante2. Lorsque le ritère de transformation est violé, seule la fore de transformation estative :
 |Ff | = F critique

f

 hεij
= constante3. Lorsque le ritère d'orientation est violé, seule la fore d'orientation est ative et ladiretion d'éoulement est donnée par la loi de normalité :
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 hf = constante4. Lorsque les deux ritères de harge sont violés, les deux fores sont atives ainsi quela loi de normalité :
 |Ff | = F critique
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ijNéanmoins, nous verrons dans les prohains paragraphes qu'il subsiste enore quelques di�ultéspour préséletionner orretement le omportement atif onnaissant uniquement les inrémentsdes variables de ontr�le à l'état initial.4.3.2 Loi de normalitéLorsque la fore d'orientation est ative il est néessaire de dé�nir une diretion d'éoulementde l'inrément de déformation de transformation ∆εT

ij. Cette diretion est hoisie omme étantla normale à la surfae d'orientation (voir hapitre �Modélisation�).Puisque le shéma d'intégration impliite pur a été hoisi la loi de normalité est exprimée en�n d'inrément n + 1 :
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Fεij

Fεeq
la normale à la surfae de harge d'orientation qui est dé�nie par un équivalentde Von Mises Fεeq =

√

3
2Fεij

Fεij
.La question qui se pose est omment intégrer ette relation dans notre boule d'équilibre duomportement ?1. Soit la normale est prédéterminée, système est résolu ave pour seule inonnue ∆εT puisla normale est mise à jour à haque itération.2. Soit la relation de normalité est intégrée dans le système à résoudre sous forme d'unetroisième équation ηij −

Fεij

Fεeq
= 0 et le système a pour inonnues ∆εT et ηij.3. Soit l'expression de la normalité (4.25) est introduite diretement omme troisième équationet le système a pour inonnues ∆εT et ∆εT

ij .Les solutions 1. et 2. sont souvent hoisies dans les algorithmes d'intégration de loi de omporte-ment plastique ar elles permettent d'érire les équations du problème à l'aide du multipliateurplastique. Mais dans notre as, la saturation de la déformation de transformation εT
ij introduitune di�ulté numérique supplémentaire. L'expériene montre que la boule d'équilibre onverge104



4.3. Choix de la forme du système d'équationsplus failement en utilisant la solution 3. La relation de normalité est alors introduite ommeune fore thermodynamique étendue :
F∆εij

= ∆εT
ij − ∆εT 3

2

Fεij

Fεeq

= 0 (4.26)Dans l'expression des ritères de harge nous hoisissons d'utiliser l'inrément de la défor-mation de transformation sous la forme de l'inonnue ∆εT
ij et non pas sous la forme ∆εT 3

2ηij.L'inonnue ∆εT n'apparaît don que dans la nouvelle fore F∆εij
.4.3.3 Translation de la variable de ontr�le méaniqueJusqu'ii le modèle présenté utilise omme variables de pilotage la température et la ontrainteglobale qui sont les variables naturelles de la transformation de phase. Nous souhaitons intégrerpar la suite e modèle dans un ode de alul de struture par la méthode des éléments �nis. Ordans la grande majorité des as, les éléments �nis utilisés pour e�etuer des aluls ave e typede logiiel sont des éléments à hamp de déformation inématiquement admissible qui néessitentd'utiliser une loi de omportement pilotée en déformation et non en ontrainte. De plus le logiielABAQUS, utilisé par la suite, ne permet pas d'introduire une loi de omportement pilotée enontrainte.Il apparaît don néessaire de translater le pilotage en ontrainte en pilotage en déformation.Il su�t pour ela de s'appuier sur la relation élastique reliant les deux termes :
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− fεT
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) (4.27)De nouveau la question qui se pose est omment intégrer ette relation dans notre systèmed'équation ?La première solution serait de modi�er les ritères de harge en y introduisant la relation(4.27) : les variables internes sont alulées en fontion de l'inrément de déformation imposé etla ontrainte �nale est alulée à l'aide de la relation (4.27). Malheureusement ette approhen'est pas viable si on souhaite utiliser le modèle en alul de struture. En e�et lors de larésolution du système des ritères de harge les valeurs des variables internes sont entahéesd'approximations numériques puis lors du alul de la ontrainte es approximations ampli�éespar la rigidité élastique Cijkl deviennent non négligeables et ausent après passage sur strutureune instabilité de la solution jusque divergene de l'équilibre global de la struture.La seule solution onsiste à intégrer ette relation dans la boule impliite d'équilibre duomportement. Il y a toujours la possibilité de onsidérer ette expression indépendamment dusystème d'équation à résoudre et de simplement mettre à jour la ontrainte à haque itérationd'équilibre. Mais pour être ohérent ave le as de la loi de normalité nous avons préféré l'intégrersous forme d'une 4eme fore thermodynamique à annuler :
Fσij

= SijklΣkl + αij∆T + fεT
ij − Eij = 0 (4.28)De ette manière il n'est pas néessaire de réérire les deux ritères de harge en fontion dela déformation totale.4.3.4 Forme �nale du système d'équationFinalement en tenant ompte de es trois modi�ations, le système à résoudre se réérit sousla forme : 105



Chapitre 4. Intégration numérique
F (X + ∆X,Y + ∆Y ) = 0 (4.29)Lorsque les variables de pilotage ∆Y = (∆Eij,∆T ) sont modi�ées par l'utilisateur le système

F (X,Y + ∆Y ) 6= 0 est déséquilibré et les variables inonnues ∆X =
(

∆f,∆εT ,∆εT
ij,∆Σij

)évoluent de manière à rééquilibrer le système F (X + ∆X,Y + ∆Y ) = 0.
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= {0 (4.30)Le système est formé de quatre équations indépendantes (deux équations salaires et deuxéquations tensorielles) et de quatre inonnues (deux salaires et deux tensorielle). Il s'agit main-tenant de aluler la solution du système en fontion du hargement imposé.4.4 Résolution du système d'équationsLe problème se résume à une résolution d'un système d'équations non linéaires. À haqueinrément de hargement les équations du système sont modi�ées et une nouvelle solution doitêtre alulée. En fontion de l'inrément de hargement appliqué les deux ritères de harge vontêtre ativés ou non et les équations à résoudre seront di�érentes. Cela dé�nit quatre systèmesd'équations di�érents. Pour aluler la réponse du matériau il faut séletionner quel systèmedoit être résolu. Classiquement ette séletion se fait à partir d'une prédition élastique. Cettesolution est e�ae pour beauoup de modèles de la littérature, mais elle n'est pas su�santedans le as du modèle présenté, omposé de deux ritères de harge dont les expressions sontouplées.Une fois le problème de la séletion de système résolu il s'agit de résoudre un système d'équa-tions non linéaire de manière impliite. Puisque le système est analytique le jaobien peut êtredéterminé aisément. De plus, les relations du système sont dérivées d'un problème de minimi-sation d'énergie e qui implique que le problème possède une solution et qu'elle est unique. Latehnique de résolution de Newton-Raphson est bien adaptée et a été retenue.4.4.1 Séletion du système d'équations atifPour déterminer si un ritère de harge doit s'ativer au ours d'un inrément de hargementil faut véri�er que e ritère n'est pas violé en �n d'inrément. Malheureusement et état �naln'est pas onnu puisqu'il est justement fontion de l'ativation du ritère de harge !Il est don néessaire faire une hypothèse sur l'ativation du ritère de harge en début d'in-rément, résoudre le problème ave ette hypothèse, puis véri�er que l'hypothèse initiale étaitorrete. Dans le as ontraire il faut orriger la solution en faisant une nouvelle hypothèse. Gé-néralement, l'hypothèse initiale est de supposer que le ritère de harge n'est pas atif. Dans eas, le omportement est purement élastique et sa résolution n'est pas oûteuse (pas de bouleimpliite à mettre en oeuvre) : 'est le prinipe de la prédition élastique. Cette première esti-mation peut être réutilisée ensuite dans la résolution du système d'équation dans le as où leritère est �nalement violé.106



4.4. Résolution du système d'équationsCette tehnique fontionne bien lorsqu'il n'y a qu'une seule surfae de harge (plastiité,superélastiité pure) ou lorsque les di�érentes fontions de harge ne sont pas ouplées. Mais ellen'est plus adaptée au as plus général où les expressions des ritères de harge sont fontion del'évolution des di�érentes variables internes.Prenons le as d'un système à deux ritères de harge ouplés où la prédition élastiqueinitiale prévoit l'ativation d'un seul des deux ritères. La résolution du système implique uneévolution des deux variables internes. Cela induit une évolution du seond ritère de harge quipeut alors s'ativer. Il faut don tester une seonde fois l'ativation du seond ritère de hargeet si néessaire de relaner une seonde résolution du nouveau système où les deux ritères sontatifs.Le seond as est plus déliat : ette fois la prédition élastique initiale prévoit l'ativationdes deux ritères. Le système est résolu de manière à e qu'en �n d'inrément les deux ritèressoient équilibrés. Mais un alul ave un seul ritère atif aurait montré qu'en réalité le seondritère ne s'ativait pas ! Le problème intervient dans le as d'une déharge superélastique lorsqueles inréments de déformation sont trop grands, mais également lors d'un hargement thermiqueà ontrainte onstante. L'expériene montre que le problème intervient prinipalement ave leritère d'orientation et que le phénomène est négligeable ave le ritère de transformation : sila transformation est initialement prédite alors elle est réellement ative. Une solution onsiste,dans le as où l'ativation des deux ritères est prévue initialement, à faire tout d'abord un alulen ativant uniquement le ritère de transformation pour ensuite le orriger si néessaire par unseond alul ave les deux ritères atifs.L'algorithme de séletion est le suivant :
≻ Prédition élastique initiale de la ontrainte et des variables internes sans ativation desritères de harge ; Calul des ritères de harge prédits.
 si le ritère de transformation est violé : résolution du système d'équation ave leritère de transformation atif ; Mise à jour des ritères de harge ave le nouvel étatdes ontraintes et des variables internes.� si le ritère d'orientation est violé : résolution du système d'équation ave les deuxritères atifs.
 sinon si le ritère d'orientation seul est violé : résolution du système d'équation avele ritère d'orientation atif ; Mise à jour des ritères de harge ave le nouvel état desontraintes et des variables internes.� si le ritère de transformation est violé : résolution du système d'équation ave lesdeux ritères atifs.
 sinon auun des ritères n'était e�etivement violé, le problème est résolu ave laprédition élastique initiale.Cet algorithme implique dans ertains as de résoudre deux fois le système d'équation. Cetteapprohe est don gourmande en temps de alul. Par ontre elle permet de séletionner e�a-ement le bon système d'équation.L'étape suivante onsiste à résoudre les di�érents systèmes d'équations.4.4.2 Algorithme de résolutionLes quatre systèmes d'équations sont regroupés sous une forme unique F (X,Y ) = 0 en notant

X les variables inonnues du système et Y les variables de pilotage, de manière à utiliser ensuitele même algorithme de résolution. De manière générale pour l'ensemble des as les variablesinonnues sont les deux variables internes f et εT
ij ainsi que la ontrainte Σij et les variablesde pilotage sont la déformation totale Eij et la température T . Remarquons tout d'abord qu'à107



Chapitre 4. Intégration numériquepriori le problème pourrait être résolu en travaillant ave les formes totales des inonnues etnon sous leur forme inrémentale : on herhe les inonnues fn+1, εT n+1

ij et Σn+1
ij à l'instant

n + 1 en fontion de l'état de hargement En+1
ij et T n+1. En e�et les expressions des fores detransformation, d'orientation et d'élastiité peuvent être exprimées diretement en fontion dees termes globaux et pas néessairement sous forme inrémentale. Néanmoins dans le as où lafore d'orientation est ative il faut véri�er la loi de normalité qui ette fois est érite sous formeinrémentale en fontion de ∆εT

ij et ∆εT . Nous sommes don ontraint d'exprimer la déformationde transformation sous forme inrémentale, et de manière à rester ohérent pour l'ensemble desinonnues la fration et la ontrainte seront exprimés sous forme inrémentale. Ce modèle devantêtre implanté dans un ode de alul E.F. il est préférable de travailler ave des inonnues sousforme inrémentale (problème de stabilité de l'équilibre de la struture). Ainsi nous érirons leproblème sous la forme suivante où les inonnues sont les inréments ∆X et ∆Y tandis que lestermes X et Y sont des valeurs onnues à l'état initial :
F (X + ∆X,Y + ∆Y ) = 0 (4.31)Les quatre systèmes à résoudre sont sensiblement di�érents et vont être expliité. Le as oùles deux ritères sont inatifs est un as trivial puisque les variables internes n'évoluent pas etque le omportement est purement thermo-élastique. Les autres as sont résolus en utilisant unalgorithme de type Newton/Raphson.Deux fores thermodynamiques inativesCe as trivial nous onduit à déterminer les inréments des variables internes qui véri�ent

hf = constante et hεij
= constante. Or hf et hεij

ne sont fontion que de f et εT
ij et don lesvariables internes n'évoluent pas :

∆f = 0 (4.32)
∆εT

ij = 0 (4.33)L'inrément de ontrainte est déterminé diretement ave la relation élastique :
∆Σij = Cijkl (∆Ekl − αkl∆T ) (4.34)Les modules tangents méaniques et thermiques sont thermo-élastiques. Ce as de ompor-tement ne néessite pas de boule omplexe de résolution et est e�etivement adapté à l'étapede prédition initiale dans notre algorithme de séletion du omportement. Il orrespond à unalul de prédition élastique lassique.Transformation pureDans e as seule la fore de transformation est ative. Il faut véri�er le ritère de harge detransformation |Ff | − F crit

f = 0 et la relation d'inativation de l'orientation hεij
= constante.Le terme hεij

est orienté par la déformation de transformation εT
ij. Puisque hεij

est maintenuonstant ela impose à ∆εT
ij d'être olinéaire à εT

ij. Don la diretion de ∆εT
ij est �xée dès ledébut de la boule impliite et reste onstante :

∆εT
ij = ∆εT ηεT

ij (4.35)108



4.4. Résolution du système d'équationsave ηεT
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.L'équation d'orientation se réduit à une équation salaire :
hεeq = constante (4.36)ave hεeq = hεij
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ij .Le système d'équation dans e as s'érit :
F =







|Ff | − F crit
f

hεeq − hdeb
εeq

Fσij

= {0 (4.37)et les inonnues sont :
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(4.38)Orientation pureCette fois la fore de transformation n'est pas ativée, il faut don véri�er hf = constante. Parontre la fore d'orientation est ative : il faut non seulement équilibrer le ritère d'orientation
Fεeq − F crit

ε = 0 mais également véri�er la loi d'éoulement normal F∆εij
= 0. Le systèmed'équation dans le as de l'orientation pure s'érit :

F =















hf − hdeb
f

Fεeq − F crit
ε

F∆εij

Fσij

= {0 (4.39)ave pour inonnues :
∆X =















∆f
∆εT

∆εT
ij

∆Σij

(4.40)Transformation et orientationFinalement lorsque les deux fores sont atives le système est très similaire au as de l'orien-tation pure :
F =















Ff − F crit
f

Fεeq − F crit
ε

F∆εij

Fσij

= {0 (4.41)ave pour inonnues :
∆X =















∆f
∆εT

∆εT
ij

∆Σij

(4.42)109



Chapitre 4. Intégration numériquePour les trois derniers as la solution impliite du système d'équation F (X + ∆X,Y + ∆Y ) =
0 n'est pas direte notamment à ause des termes de saturation des ritères de transformation etd'orientation. La solution est déterminée numériquement à l'aide d'un algorithme de résolutionde type Newton-Raphson.Algorithme de Newton-RaphsonLe problème se pose de la manière suivante : les variables de pilotage Y du système F (X,Y )ont été modi�ées d'un inrément ∆Y induisant un déséquilibre du système F (X,Y + ∆Y ) 6= 0.L'objetif est de trouver l'inrément des variables inonnues ∆X qui va permettre de rééquilibrerle système F (X + ∆X,Y + ∆Y ) = 0.L'approhe de Newton Raphson onsiste à faire un développement limité au premier ordredu système. Il s'agit don de dériver les di�érentes équations en fontion des variables inonnues.Par inversion du problème une première estimation de ∆X est obtenue. Mais le système étantnon linéaire, le développement limité au premier ordre ne su�t pas à trouver la solution exateet plusieurs itérations ∆X0,∆X1...∆Xi...∆XI sont néessaires pour onverger vers la bonnesolution Xn+1 = Xn + ∆XI . Chaque orretion alulée à haque itération sera notée δ∆X.Le shéma de Newton Raphson est le suivant :1. Initialement ∆X0 = 0 et le système est déséquilibré

F
(

X + ∆X0, Y + ∆Y
)

6= 02. Approximation de Newton :
F
(

X + ∆Xi, Y + ∆Y
)

+ J δ∆X ≈ 0ave le jaobien du système J = ∂F
∂∆X .3. Calul de la orretion de Newton par inversion de la relation :

δ∆X = J −1
(

−F
(

X + ∆Xi, Y + ∆Y
))4. Amortissement de la orretion pour que les variables internes restent dans leurs bornes :

∃α ∈ [0 : 1] tel que 0 < f + ∆f i + αδ∆f < 1 et (εT
ij + ∆εT i

ij + αδ∆εT
ij

)

eq
< εT

max5. Mise à jour de l'inrément
∆Xi+1 = ∆Xi + αδ∆X6. Boulage à l'étape 2. tant que F
(

X + ∆Xi+1, Y + ∆Y
)

6= 0 à un résidu numérique près.Le alul du jaobien est détaillé en annexe.Amortissement de la solution : À l'algorithme de résolution lassique de Newton-Raphsonnous avons ajouté l'étape 4 �d'amortissement� de la solution de Newton. Cette étape est néessairear les inonnues sont bornées et que les expressions des ritères de harge ne sont pas dé�nieslorsque les inonnues prennent des valeurs en dehors de es bornes. Le oe�ient d'amortissement
α est alulé de manière très simple ar sa préision n'in�ue pas sur la vitesse de onvergene dela boule de Newton :

≻ Tant qu'on ne véri�e pas (0 < f + ∆f i + αδ∆fNR < 1 et (εT
ij + ∆εT i

ij + αδ∆εT NR

ij

)

eq
<

εT
max) alors α = α/2.Cette boule onverge toujours puisque lorsque α → 0 on onverge vers l'état préédent (f +∆f i,

εT
ij + ∆εT i

ij ) qui véri�ait néessairement les onditions limites.110



4.4. Résolution du système d'équationsVitesse de onvergene de l'algorithme : Globalement le système onverge rapidement (1à 10 itérations) dans la majorité des as. Mais lorsque les deux variables internes évoluent enmême temps et rapidement l'équilibre peut être di�ile à atteindre. En e�et la déformation detransformation globale est dé�nie omme le produit des deux variables internes :
ET

ij = fεT
ijLa di�érentielle de la déformation de transformation s'érit :

dET
ij = εT

ijdf + fdεT
ij (4.43)Mais l'inrément de la déformation de transformation s'érit :

∆ET
ij = (f + ∆f)

(

εT
ij + ∆εT

ij

)

− fεT
ij = ∆fεT

ij + f∆εT
ij + ∆f∆εT

ij (4.44)Cela fait apparaître un terme roisé ∆f∆εT
ij qui peut dans ertains as être non négligeable :par exemple lorsque f et εT

ij sont initialement nuls la seule ontribution à l'inrément de dé-formation de transformation ∆ET
ij est e terme ∆f∆εT

ij ! De manière générale lorsque les deuxvariables internes évoluent en même temps e terme est non négligeable.Or pour le alul du jaobien du système, et ultérieurement des modules tangents méaniqueset thermiques, e terme roisé est négligé omme produit de deux di�érentielles. Don, partant del'état austénitique f = 0 et εT
ij = 0 il ne devrait jamais y avoir de déformationde transformation ! !En réalité, les deux variables internes ne sont jamais exatement nulles et la boule de résolutionimpliite permet d'atteindre la solution du problème au prix d'un grand nombre d'itérations. Leproblème se retrouve lors du alul de l'équilibre de la struture où il est plus problématique defaire un grand nombre d'itérations très oûteuses en temps de alul.Ave et algorithme nous pouvons don aluler l'état de ontrainte en �n d'inrément ainsique l'évolution des variables internes. C'est su�sant en première approhe si on reherhe uni-quement la réponse du matériau à un hargement en déformation et en température. Par ontrepar la suite nous souhaitons implanter e modèle dans un ode de alul par éléments �nis. Orl'intégration du modèle étant impliite il est naturel de vouloir utiliser une formulation élément�nis impliite. Celle-i requière, en plus de l'état de ontrainte en �n d'inrément, de onnaîtrela valeur des modules tangents méaniques et thermiques.4.4.3 Modules tangents méaniques et thermiquesPour que ette loi de omportement puisse être utilisée par un ode de alul par éléments�nis utilisant un shéma d'intégration impliite il est néessaire de fournir les modules tangentsméaniques et thermiques 'est à dire l'in�uene d'une perturbation de la déformation et de latempérature sur le niveau de ontrainte :

∂∆Σij

∂∆Ekl
(4.45)

∂∆Σij

∂∆T
(4.46)Le alul des modules tangents ohérents ave le shéma d'intégration de Newton est assezdiret et ne néessite pas de aluls supplémentaires. Le module tangent ohérent est déterminéà partir d'une analyse de l'e�et d'une perturbation de l'état en �n d'inrément. Une petite111



Chapitre 4. Intégration numériqueperturbation des variables de pilotage δ∆Y est imposée qui a pour e�et de modi�er linéairementles variables inonnues d'une valeur δ∆X en respetant l'équilibre de la solution :
δF = 0 (4.47)

JXδ∆X + JY δ∆Y = 0 (4.48)
δ∆X = −J−1

X JY δ∆Y (4.49)ave les jaobiens JX = ∂F
∂∆X et JY = ∂F

∂∆Y .Le jaobien JY est simple à déterminer : il ne possède des termes non nuls que pour la forede transformation (si elle est ative) et la fore élastique :
JY =











0
∂Ff

∂∆T
0 0
0 0

∂Fσij

∂∆εkl

∂Fσij

∂∆T











(4.50)ave ∂Ff

∂∆T = −B, ∂Fσij

∂∆εkl
= −Iijkl et ∂Fσij

∂∆T = αij . Si la fore de transformation n'est pas ative leterme noté ∂Ff

∂∆T est simplement nul.Nous remarquons que le jaobien JX est identique à elui alulé dans la boule d'équilibredu système d'équation. Or nous avons besoin de la valeur du jaobien à la �n de l'inrément equi orrespond au dernier jaobien alulé dans la boule de Newton et son inverse J−1 est déjàalulé. Le jaobien JY étant singulièrement vide il su�t de ne onserver que deux termes de
J −1 :

∂∆Σkl

∂Ff
(4.51)

∂∆Σkl

∂Fσij

(4.52)On en déduit les modules tangents méaniques et thermiques :
∂∆Σij

∂∆εkl
=

∂∆Σij

∂Fσkl

(4.53)
∂∆Σij

∂∆T
= B

∂∆Σij

∂Ff
− ∂∆Σij

∂Fσkl

αkl (4.54)Cette ériture peut être extrapolée au as élastique pur en prenant :
∂∆Σkl

∂Ff
= 0 (4.55)

∂∆Σkl

∂Fσij

= Cijkl (4.56)Les modules tangents sont ensuite exploités par un algorithme de pilotage a�n de pouvoirimposer une ontrainte ou une fore alors que le pilotage se fait en déformation ou déplaement.112



4.5. Validation de l'intégration numérique

Fig. 4.1 � Pilotage en ontrainte et implantation dans un ode de alul E.F.L'expression des modules tangents est diretement déduite du système de résolution deséquations du omportement. Cela implique la ohérene entre le shéma d'intégration du modèleet les modules tangents renvoyés, assurant une bonne onvergene de la boule de pilotage.En revanhe les mêmes di�ultés numériques sont renontrées pour la résolution du modèle etpour l'équilibre de la ontrainte. En partiulier le as disuté dans la setion préédente, oùles deux variables internes évoluent en même temps et rapidement, entraîne des di�ultés deonvergene lors du passage sur struture. Le problème vient du fait que les deux inonnues duproblème f et εT
ij sont présentes sous forme de produit ET

ij = fεT
ij. Une manière de ontourner leproblème serait par exemple d'utiliser un hangement de variable pour prendre omme inonnuediretement la déformation de transformation ET

ij et la fration martensitique f . Cela ne fait quedéaler le problème, néanmoins les expressions des dérivées de ET
ij seront diretement aluléesanalytiquement, e qui pourrait améliorer la onvergene du système de résolution impliite.De manière générale, il s'agit de travailler l'expression des di�érentes équations du modèle. Ilpourrait même être intéressant d'utiliser une ertaine forme des équations pour l'intégration dumodèle et une autre forme pour aluler les modules tangents.Le modèle est maintenant prêt à être intégré dans un ode de alul par éléments �nis. Leshéma d'intégration pourra être véri�é en omparant les aluls ave les valeurs théoriques dumodèle analytique. Puis le modèle sera omparé ave des hargements expérimentaux.4.5 Validation de l'intégration numériqueLe modèle a été odé en langage C/C++ sous forme d'une bibliothèque qui peut être appeléepar le langage Fortran 77 (de manière à rester ompatible ave la subroutine Umat du logiielABAQUS). 113



Chapitre 4. Intégration numérique
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() Chargements thermiques àontrainte onstanteFig. 4.2 � Préditions du modèle numérique pour di�érents hargements typiquesLes variables de pilotage du modèle numérique sont la déformation totale et la température.La plupart des hargements néessitent un ontr�le en déformation mais également en ontrainte.Nous avons développé une routine de pilotage permettant de ontr�ler le pilotage méanique soiten imposant une déformation, soit en imposant une ontrainte, soit en imposant une ombinaisondes deux (pour e�etuer des retours mémoire ontraints). Pour rester ohérent ave l'utilisationultérieure ave la méthode impliite des éléments �nis, le pilotage en ontrainte est réalisé à l'aided'une boule impliite en s'appuyant sur les modules tangents renvoyés par la loi de omporte-ment (voir shéma 4.1). Le programme est don omposé de deux boules impliites imbriquées,l'une pour l'équilibre de la ontrainte et l'autre pour l'équilibre interne du matériau. Lors de l'in-tégration ultérieure du modèle dans le ode E.F. impliite, le pilotage sera e�etué diretementpar le logiiel et la ontrainte appliquée sera ontr�lée par l'intermédiaire de la boule d'équilibreimpliite de la struture (voir shéma 4.1).Nous pouvons maintenant imposer au modèle plusieurs types de hargements méaniques etthermiques. L'objetif est de valider l'intégration numérique du modèle :
≻ Véri�er que les modi�ations apportées au modèle sont validées par rapport aux résultatsanalytiques (hargements proportionnels).
≻ L'intégration impliite des fontions de harge implique une indépendane de la réponsealulée par rapport à la taille de disrétisation du omportement lors de hargementsproportionnels.
≻ Le modèle doit supporter des hargements non-proportionnels. Par exemple, la réponsealulée lors d'un hangement de trajet en réorientation sera omparée à la réponse d'unmatériau équivalent ayant un omportement de plastiité inématique linéaire.4.5.1 Chargements proportionnelsLe omportement des AMF est aratérisé par quatre omportements lassiques (�gures 4.2,4.3) :
≻ omportement superélastique à T > Af ,
≻ omportement de réorientation de martensite à T < Ms,
≻ omportement thermique à ontrainte onstante,
≻ e�et mémoire de forme libre et ontraint.114



4.5. Validation de l'intégration numérique
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Fig. 4.3 � Préditions du modèle numérique pour des retours mémoire libres et ontraints.Projetion sur 3 plansLe omportement alulé par le modèle numérique est plus lissé que la réponse multilinéaire dumodèle analytique, ave la présene d'arrondis de saturation de transformation et d'orientation.Le omportement est bien modi�é lors de harges partielles en transformation et en réorientation,mais ette fois il n'y a pas d'arrondi lors de l'ativation de la transformation et de l'orientation.On retrouve une dissymétrie du omportement superélastique lié à la transformation dephase : déformation de transformation plus faible en ompression, ontraintes ritiques de trans-formation et hystérésis de transformation di�érents en tration et en ompression. Pour le om-portement de réorientation, on retrouve une ontrainte d'ativation symétrique, seule la défor-mation maximale est di�érente en tration et en ompression.Lors des hargements thermiques la déformation de transformation de saturation augmenteave le niveau de ontrainte. Plus le niveau de ontrainte est élevé, plus ette déformation tendvers la déformation de transformation maximale mesurée lors d'un hargement superélastique(=5%).L'e�et mémoire de forme (�gure 4.3) est représenté en projetion sur les 3 plans prinipaux.On observe tout d'abord que la déformation de transformation est totalement réversible lorsd'un retour libre. Lorsque l'e�et mémoire est ontraint en bloquant le retour ave une rigiditéonstante, la réupération de la déformation est étalée en fontion de la température. Par ontre,et de manière quasi indépendante ave le taux de onditionnement, la ontrainte générée pare�et mémoire est proportionnelle à la température imposée. Dans le as où la déformation deonditionnement est faible (~2.3%) il est possible de ompléter la transformation et on observela saturation du niveau de ontrainte même en augmentant la température.Ces di�érents trajets de hargement tests montrent que les modi�ations apportées au modèlepour failiter l'intégration numérique n'introduisent pas d'erreur de omportement. Au ontrairel'allure de la réponse alulée est plus prohe du omportement d'un matériau polyristallin.4.5.2 In�uene de la disrétisationL'évolution des deux variables internes est dé�nie par l'équilibre de deux ritères de harge.Le hoix du shéma d'intégration impliite, qui véri�e exatement l'équilibre des fontions, im-plique que pour un hargement proportionnel la solution au problème est indépendante de ladisrétisation du trajet de hargement. Dans le as de trajets non-proportionnels, la loi de nor-malité, érite sous forme di�érentielle, intervient et rend la réponse dépendante de la taille desinréments de hargement. 115



Chapitre 4. Intégration numérique
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4.6. Validation expérimentale du modèle
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Chapitre 4. Intégration numériqueDétermination des paramètres du modèleLa mise en oeuvre du modèle néessite la détermination de 16 paramètres :
≻ 3 propriétés thermo-élastiquesE, ν et αdilatation pour une élastiité et une dilatation iso-trope.
≻ 2 oe�ients d'énergie de transformation de phase : la dépendane à la ontrainte B(MPa/�C)et la température d'équilibre T0(�C).
≻ 4 fores ritiques qui tiennent ompte des e�ets de boule interne : fore ritique de trans-formation minimale et maximale Fmin

f (MPa) et Fmax
f (MPa) et d'orientation Fmin

ε (MPa)et Fmax
ε (MPa).

≻ la déformation de transformation maximale εT
max et le oe�ient de dissymétrie tra-tion/ompression β.

≻ 2 termes d'interation Hvariantes(MPa) et Hgrain(MPa).
≻ 3 termes de saturation : de début de transformation αdeb

f , de �n de transformation αfin
fet de saturation d'orientation αmax

ε .En nous basant sur le diagramme de transformation idéalisé nous allons déterminer les oe�ientsqui s'ajustent de manière moyenne sur l'ensemble des ourbes. Le diagramme de phase nousdonne 4 paramètres : les températures Ms(�C) et Af (�C), les pentes de limite de transformationen tration et ompression btrac(MPa/�C) et bcomp(MPa/�C) ainsi que la ontrainte limite deréorientation σreorient(MPa). Nous en déduisons les paramètres suivants :
T0 =

Ms + Af

2
(4.57)

B = btracεT trac

sat = bcompεT comp

sat (4.58)
Fmax

f = B (T0 − Ms) (4.59)
Fmax

ε = σreorient (4.60)Les déformations de transformation maximale de tration εT trac

sat et de ompression εT comp

satsont déterminées à partir d'une ourbe de hargement méanique, par exemple à T > Af . Nousdéduisons également de ette ourbe de hargement méanique le module d'Young et nous hoi-sissons par défaut les valeurs des oe�ients de poisson ν = 0.3 et de dilatation αdilatation = 0.Puis les deux termes d'interation Hvarianteet Hgrain sont déterminés à partir d'une ourbe deomportement de réorientation T < Ms et une ourbe de transformation T > Af : es deuxtermes dé�nissent dans la pente �d'érouissage� de transformation et tandis que seul le terme
Hgrain intervient dans la pente �d'érouissage� de réorientation. Les oe�ients de saturationsont hoisis de manière à ajuster au mieux le omportement de transformation et d'orientation.Les fores ritiques minimales de transformation et d'orientation sont déterminées de manièreà ajuster au mieux le omportement en boules internes respetivement lors de hargementssuperélastiques et lors de hargements de réorientation. Deux rapports d'amplitude des boulesinternes sont alulés en transformation rf = 1− F min

f

F max
f

et en orientation rε = 1− F min
ε

F max
ε

. Ces deuxtermes doivent prendre une valeur dans l'intervalle [0 : 1] : pour r = 0 il n'y a pas d'e�et bouleinterne tandis que pour r = 1 l'e�et boule interne est maximal.Coe�ient de dissymétrie : La dissymétrie de la déformation de transformation est fontionde la diretion de l'orientation. Elle est exprimée sous la forme suivante :
εT
eq ≤ εT

sat (4.61)118



4.6. Validation expérimentale du modèleave la déformation de saturation εT
sat variable en fontion de la diretion de εT

ij et ajustéepar deux paramètres εT
maxet β :

εT
sat = εT

max






1 + β

√
6

εT
ijε

T
jkε

T
ki

(

εT
ijε

T
ji

)
3
2







1
4 (4.62)et la déformation équivalente de Von Mises :

εT
eq =

√

2

3
εT
ijε

T
ij (4.63)La dissymétrie est maximale entre la tration et la ompression. La déformation de transfor-mation s'exprime dans les deux as :

εT trac

ij = εT trac





1 0 0
0 −1

2 0
0 0 −1

2



 (4.64)
εT comp

ij = εT comp





−1 0 0
0 1

2 0
0 0 1

2



 (4.65)Nous en déduisons l'expression des déformations de saturation dans les deux as :
{

εT trac

sat = εT
max (1 + β)

1
4

εT comp

sat = εT
max (1 − β)

1
4

(4.66)En notant le rapport des déformations de saturation
γ =

εT comp

sat

εT trac

sat

(4.67)on déduit l'expression des paramètres du modèle εT
maxet β :

β =
1 − γ4

1 + γ4
(4.68)

εT
max =

εT trac

sat

(1 + β)
1

4

(4.69)Remarquons que pour la détermination du oe�ient de dissymétrie il y a on�it entre lesdonnées provenant de la mesure des déformation de saturation en hargement méanique εT trac

satet εT comp

sat et les données provenant de la mesure des pentes des limites de transformation dans lediagramme de phase btrac et bcomp. En e�et es quatres grandeurs sont liées par l'expression duparamètre d'énergie himique :
B = btracεT trac

sat = bcompεT comp

satLes rapports btrac

bcomp et εTcomp

sat

εTtrac

sat

devraient être sensiblement identiques. Or, pour le matériausuperélastique, et de la même façon pour le matériau mémoire, le rapport des déformations de119



Chapitre 4. Intégration numérique
E(MPa) ν αdil. εT trac

max εT comp

max
btrac

(MPa/�C)
Ms(�C) Af (�C)70000 0.3 0 0.05 0.039 10 0 27

rf
Fmax

ε

(MPa)
rε

Hvariante

(MPa)
Hgrain

(MPa)
αdeb

f αfin
f αmax

ε0.7 160 0.7 0.1 1 0.05 0.5 250Tab. 4.1 � paramètres matériau pour le NiTi superélastique
E(MPa) ν αdil. εT trac

max εT comp

max
btrac

(MPa/�C)
Ms(�C) Af (�C)70000 0.3 0 0.06 0.05 11.5 20 58

rf
Fmax

ε

(MPa)
rε

Hvariante

(MPa)
Hgrain

(MPa)
αdeb

f αfin
f αmax

ε0.7 210 0.7 0.1 1 0.05 0.5 250Tab. 4.2 � paramètres matériau pour le NiTi mémoiretransformation à saturation est de 2
3 ontre un rapport de pentes des limites de transformationde 4

5 .Dans notre modèle la dissymétrie de l'hystérésis méanique est également fontion de ladissymétrie de déformation :
∆σhysteresis =

F crit
f

εT
sat

(4.70)Le rapport de dissymétrie de l'hystérésis méanique on�rme l'inohérene des mesures dedéformation de transformation et semble privilégier la mesure de dissymétrie e�etuée à partirdes pentes des limites de transformation.Dans la suite nous nous baserons toujours sur les mesures de dissymétrie des pentes deslimites de transformation e qui onduit à sous-estimer la dissymétrie de déformation.Paramètres matériaux : Les paramètres retenus pour modéliser le matériau superélastiqueet le matériau mémoire sont globalement identiques (tables 4.1 et 4.2). Seules di�èrent les valeursde température de transformation, les pentes de transformation, la fore ritique de réorientationet la déformation de transformation maximale qui dépendent diretement de la omposition etdu traitement thermoméanique du matériau.Comparaison numérique / expérimentalÉprouvettes planes matériau superélastique : Le omportement alulé est omparé aveles données expérimentales. Pour le matériau superélastique sont présentés plusieurs hargementsméaniques à di�érentes températures (�gure 4.6.a), les boules internes de transformation à 20�C(�gure 4.6.b) et des hargements thermiques à ontrainte onstante (�gure 4.7).Le omportement en tration est bien prédit pour un hargement méanique ou thermique.A partir de 50�C la ontrainte induite méaniquement dépasse la limite élastique du matériau etle omportement prédit s'éloigne du omportement réel.120



4.6. Validation expérimentale du modèle
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Chapitre 4. Intégration numérique
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Fig. 4.7 � Comparaison numérique/expérimental hargements thermiques, Matériau Superélas-tiqueLe modèle est onstruit ave l'hypothèse d'une rigidité élastitique identique en austénite eten martensite. La superposition des ourbes numériques et expérimentales met bien en avant ladiminution de la rigidité apparente du matériau, de la rigidité élastique de l'austénite à la rigiditéde la martensite. Cette diminution de la rigidité est liée à un phénomène non pris en omptedans la modélisation : l'e�et aouthoutique.Ce phénomène pourrait expliquer pourquoi le modèle ne prédit pas orretement le rapport dedissymétrie de la déformation de transformation. L'e�et aouthoutique induit une déformationréversible supplémentaire que nous avions appelée déformation aouthoutique (voir hapitre�Caratérisation�). Cette déformation n'est pas diretement liée à la transformation de phasemais vient plut�t s'ajouter à la déformation de transformation εreversible
ij = εT

ij + εcaoutchoutique
ij .Or la rigidité aouthoutique (et don la déformation aouthoutique) semble plus faible en tra-tion qu'en ompression (on�rmé par les expérimentations de Favier [Manah 97℄ et Humbeek[Liu 98℄). Cette dissymétrie de la déformation aouthoutique vient ampli�er le phénomène dedissymétrie de omportement. Puisque notre modèle ne tient pas ompte de l'e�et aouthou-tique, le phénomène pourrait expliquer notre di�ulté à trouver des paramètres matériaux mo-délisant au mieux la dissymétrie des pentes des limites de transformation et de la déformationmartensitique réversible.Éprouvettes planes matériau mémoire : Les mêmes omparaisons peuvent être réaliséesave le matériau mémoire (�gures 4.8).De nouveau le omportement méanique à di�érentes températures est bien prédit par lemodèle. On retrouve le problème d'une déformation de transformation en ompression préditeplus grande que la valeur expérimentale.Le modèle prédit bien l'évolution de la déformation de transformation à saturation ave leniveau de ontrainte appliqué, ainsi que la dissymétrie entre les hargements en ontrainte detration ou de ompression (�gures 4.9). Mais pour le même niveau de ontrainte le modèle122



4.6. Validation expérimentale du modèle
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Fig. 4.8 � Comparaison Numérique/Expérimental, Chargements méaniques, Matériau Mémoireprévoit une déformation de transformation plus faible que la valeur expérimentale. En e�et dansle modèle, la déformation de saturation est diretement liée au omportement de première hargede réorientation. Or ette ourbe présente une ontrainte ritique de réorientation non négligeable(~80MPa), e qui n'est pas véri�é dans les expérimentations (�gure 4.10).D'autre part l'expérimentation montre une diminution de l'hystérésis ave le niveau deontrainte, phénomène qui n'est pas intégré dans la modélisation.Le matériau mémoire o�re la possibilité de réaliser des yles d'e�et mémoire de forme etde retour ontraint pour une variation de température dans la plage [20�C :90�C℄ (�gures 4.11).Remarquons tout d'abord qu'expérimentalement la génération d'une ontrainte par retour mé-moire induit une plasti�ation du matériau aratérisé par l'apparition d'une déformation rési-duelle (voir hapitre �Caratérisation�). Aussi les paramètres matériaux utilisés jusqu'ii, valables
E(MPa) ν αdil. εT trac

max εT comp

max
btrac

(MPa/�C)
Ms(�C) Af (�C)70000 0.3 0 0.042 0.035 10.5 10 45

rf
Fmax

ε

(MPa)
rε

Hvariante

(MPa)
Hgrain

(MPa)
αdeb

f αfin
f αmax

ε0.7 190 0.7 0.1 1 0.05 0.5 250Tab. 4.3 � Paramètres matériaux pour le retour ontraint, tenant ompte de l'évolution desaratérisitiques du matériau ave le ylage 123
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4.6. Validation expérimentale du modèle
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num. déformation de saturation Fig. 4.10 � Déformation de transformation prédite et numériquepour les premiers essais de retour libre et le premier yle de retour ontraint, ne le sont plusaprès plusieurs yles de retour ontraint. Après stabilisation du omportement du matériau, denouveaux paramètres numériques sont hoisis pour ajuster le nouveau omportement. À partird'essais de retour libre nous remarquons que les températures de transformation sont déaléesvers le froid et l'hystérésis de la transformation est réduit. D'un hargement de réorientationnous déduisons que les déformations de transformation sont également réduites. Globalementles paramètres matériaux semblent tendre vers eux du matériau superélastique. En e�et, si lagénération de ontrainte par e�et mémoire induit une déformation irréversible elle a égalementpour e�et d'érouir le matériau et augmente sa limite d'élastiité, omme 'est le as dans lesmatériaux superélastiques. Nous en déduisons don que la pente des limites de transformationva également être modi�ée pour tendre vers la valeur superélastique. Les paramètres matériauxhoisis sont détaillés dans le tableau 4.3.Les préditions du modèle sont bien orrélées aux données expérimentales, notamment lavaleur de saturation de la ontrainte lorsque la transformation de phase est �nie.4.6.2 Validation sur les expérimentations AMF à base CuivreLe modèle a été onstruit en observant le omportement des AMF NiTi, mais le proessusde la transformation de phase est ommun ave d'autres matériaux à mémoire de forme etnotamment les alliages à base Cuivre : CuZnAl, CuAlBe.Entemeyer [Entemeyer 96℄ a réalisé une série d'essais méaniques et thermiques sur des �lspolyristallins de diamètre 1.5mm et de omposition 11.6%Al et 0.5%Be (en % massique).Pour ajuster les paramètres matériaux du modèle nous nous basons sur le diagramme detransformation moyen onstruit à partir des hargements méaniques et thermiques. Nous endéduisons les températures de transformation, la pente des limites de transformation et la largeurde l'hystérésis de transformation. La fore ritique de réorientation est alulée également à partirdu diagramme en approximant : 125
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4.6. Validation expérimentale du modèle
E(MPa) ν αdil. εT trac

max εT comp

max
btrac

(MPa/�C)
Ms(�C) Af (�C)67000 0.3 0 0.04 0.04 2.3 -35 7

rf
Fmax

ε

(MPa)
rε

Hvariante

(MPa)
Hgrain

(MPa)
αdeb

f αfin
f αmax

ε0.8 50 0.8 0.1 1000 0.05 0.5 100Tab. 4.4 � Paramètres matériau polyristal Cu Al11.6 Be0.5 [Entemeyer 96℄
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Fmax

ε ≈ b (T0 − Ms) (4.71)Les oe�ients de boules internes sont pris assez grand ar l'hystérésis méanique est as-sez réduit et que l'évolution de la déformation de transformation de saturation est quasimentproportionnelle au niveau de ontrainte.Le module d'élastiité est déterminé sur une ourbe méanique. Les oe�ients d'interationet les oe�ients de saturation sont ajustés sur le omportement méanique en transformation. Ladéformation de transformation maximale est hoisie à 4% ar : d'une part l'arrondi de saturationn'est pas visible à 3% sur les ourbes méaniques et que d'autre part les AMF uivreux présententune déformation de transformation plus faible que les AMF NiTi. Les paramètres matériaux sontrésumés dans le tableau 4.4.Les résultats (�gure 4.12) montrent une bonne prédition du omportement méanique etthermique. L'évolution de l'hystérésis de transformation ave le niveau de ontrainte est beauoupplus marquée pour es matériaux que les NiTi présentés préédemment. De nouveau le modèlene rend pas ompte de ette évolution. 127



Chapitre 4. Intégration numérique
E(MPa) ν αdil. εT trac

max εT comp

max
btrac

(MPa/�C)
Ms(�C) Af (�C)67000 0.3 0 0.05 0.04 3 -5 15

rf
Fmax

ε

(MPa)
rε

Hvariante

(MPa)
Hgrain

(MPa)
αdeb

f αfin
f αmax

ε0.8 30 0.8 0.1 1700 0.05 0.5 100Tab. 4.5 � Paramètres matériau polyristal Cu AlBe0.5 [Bouvet 01℄4.6.3 Validation sur trajet omplexeBouvet [Bouvet 01℄ a réalisé des hargements méaniques omplexes non proportionnels surdes AMF à base uivre de omposition très prohe de elle utilisée par Entemeyer. Pour lesmodéliser nous avons don réajusté ertains paramètres matériaux tels que les températures detransformation, la pente des limites de transformation ainsi que la rigidité de transformation àpartir d'un trajet de hargement à 50�C. Nous avons hoisit une dissymétrie de déformation derapport 4
5 à partir de la surfae de harge mesurée expérimentalement par Bouvet (�gure 4.13).Les paramètres matériaux hoisits sont résumés dans le tableau (4.5).Bouvet a imposé un hargement en ontrainte de tration/pression interne à une éprou-vette tube. Nous avons modélisé e hargement par un trajet arré dans le plan des ontraintes

(σ11, σ22) en maintenant les autres termes nuls. Les préditions du modèle sont omparées auxexpérimentations (�gure 4.14) et donnent globalement de bon résultats.Le omportement prédit dans les deux plans (σ11, ε11)et (σ22, ε22) n'est pas identique e quimontre bien l'e�et hangement de trajet. En revanhe le trajet de déformation prédit est moinsbon. En partiulier la modèle prévoit une forte évolution de la déformation de transformationlors du premier hangement de trajet (trajet A-B) e qui n'est pas véri�é expérimentalement.Le modèle est apable de rendre ompte de la dissymétrie du omportement et de la surfaede harge mais la réponse à un hargement non-proportionnel n'est pas préise.4.7 ConlusionLe modèle de omportement analytique développé dans le partie �modélisation� a été intégrénumériquement. La plupart des équations du modèles étant initialement sous forme intégrale,un shéma d'intégration impliite a été hoisi. Cela implique une bonne stabilité de la solutionalulée et pour ertains types de hargements (hargements proportionnels) une indépendane dela solution par rapport à la disrétisation du hargement. Ce point est intéressant dans l'optiquedu alul de strutures en AMF et d'une implantation dans un ode de alul par la méthodedes éléments �nis à résolution impliite.De manière à améliorer la onvergene du système de résolution des équations, il a été nées-saire de modi�er l'expression des équations du modèle. Les prinipales di�ultés de l'intégrationnumérique proviennent des deux originalités du modèle : l'état interne du matériau est dérit àl'aide de deux variables internes qui apparaissent sous forme de produit dans les équations dumodèle, et d'autre part l'évolution de es deux variables internes indépendantes est déterminéeà partir de deux ritères de harge dont l'expression est fortement ouplée. De plus les variablesinternes sont limitées en amplitude et le problème à résoudre est un système ontraint.L'intégration numérique du modèle permet de le valider par rapport aux expérimentationssur les NiTi présentées dans le hapitre �Caratérisation�. Les di�érents paramètres du modèle128



4.7. Conlusion

(a) Courbe expérimentale de réferene (b) Surfae ritique de transformation expé-rimentale
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4.7. Conlusionsont ajustés à partir du diagramme de transformation, d'une ourbe de omportement superé-lastique et d'une ourbe de omportement de réorientation de la martensite. La réponse préditedu matériau est ensuite validée pour tous les autres hargements tels que des hargements mé-aniques à di�érentes températures, des hargements thermiques à ontrainte onstante et dese�ets mémoire de forme libres ou ontraints. Le modèle prédit bien en partiulier l'évolution dela déformation de transformation de saturation ave le niveau de ontrainte, ainsi que l'in�uenede la rigidité lors d'un retour mémoire ontraint. Les paramètres matériaux sont légèrement dif-férents lorsqu'il s'agit de modéliser un matériau �superélastique� à température ambiante ou unmatériau �mémoire�. Le modèle n'est pas restreint aux AMF NiTi et des paramètres matériauxsont également déterminés pour des AMF du type CuAlBe.Le modèle a été onstruit sans restrition sur le type de hargement : le modèle a été testéave des trajets de hargement non proportionnels. La réponse prédite est bien di�érente pourun hargement proportionnel et un hargement non-proportionnel.Nous proposons dans le hapitre suivant quelques développements d'appliations pour les-quels l'utilisation du modèle est intéressante. De manière plus générale di�érentes règles dedimensionnement d'appliations en AMF sont dérites.
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Chapitre 4. Intégration numérique

132



Chapitre 5Appliations et dimensionnement
Sommaire5.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1335.2 Appliation du modèle au alul de strutures . . . . . . . . . . . . . 1345.2.1 Bagues superélastiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1345.2.2 Miro-pine à mémoire de forme [Kohl 00, Kohl 02℄ . . . . . . . . . . . . 1375.2.3 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1405.3 Dimensionnement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1415.3.1 Ationneur à mémoire de forme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1415.3.2 Strutures méaniques en AMF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1455.4 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1485.1 IntrodutionLe omportement des AMF est bien maîtrisé sur des essais de hargement 1D : tration,ompression, isaillement. Le dimensionnement d'appliations utilisant un élément en AMF enhargement 1D est don relativement aisé, puisqu'on peut exploiter diretement les ourbes deomportement orrespondantes. Plusieurs modèles simples ont été développés qui permettentde prédire la réponse de strutures simples à partir du omportement 1D : poutre en �exion /torsion, ressorts hélioïdaux [Gillet 98, Tobushi 91, Atanakovi 89, Ranieki 01℄.Le dimensionnement de strutures en AMF soumises à des hargements plus omplexes né-essite soit une ompagne expérimentale spéi�que, soit l'utilisation d'outils numériques de di-mensionnement intégrant le omportement des AMF et généralement basés sur la méthode deséléments �nis. Ces outils permettent de dimensionner une struture omplexe en AMF (parexemple un miro-système monoblo en AMF) mais également des méanismes faisant intervenirdes matériaux lassiques et un élément plus ou moins omplexe en AMF.Le modèle de omportement développé au ours de es travaux a été adapté à la méthode deséléments �nis. Il a été validé sur les tests de omportement thermoméaniques unidimensionnels.Nous proposons ii de omparer les préditions du modèle dans le as de hargements un peuplus omplexes : bague superélastique solliitée en expansion et miro-ationneur à e�et mémoireationnant une miro-pine monoblo [Kohl 00, Kohl 02℄.À partir des expérimentations présentées au hapitre �Caratérisation du matériau� il estpossible de déduire un ertain nombre de règles et de onsignes pour dimensionner une appliation133



Chapitre 5. Appliations et dimensionnement
(a) Exemple d'utilisation des bagues superé-lastiques (b) Dimensions debagues superélastiquesFig. 5.1 � Bagues superélastiquesen alliage à mémoire de forme. L'exemple du dimensionnement d'une pine automatique estproposé.5.2 Appliation du modèle au alul de struturesDeux appliations numériques du modèle sont présentées :

≻ La première exploite le omportement superélastique des NiTi sur une géométrie bague.
≻ La deuxième exploite l'e�et mémoire de forme pour ationner une miro-pine en NiTi.5.2.1 Bagues superélastiquesLa géométrie bague est relativement simple et intéressante ar très ompate. Les baguessuperélastiques présentent l'intérêt de supporter un gon�ement radial important 'est à dire uneaugmentation de leur diamètre intérieur de plusieurs 1/10emes de mm.Cela permet par exemple de pouvoir monter la bague sur un arbre en la faisant traverser unobstale de diamètre plus grand (voir �gure 5.1). Le omportement superélastique étant fortementnon linéaire la fore de montage n'est pas très élevée par rapport à un matériau élastique linéaireet il n'y a pas de détérioration du montage. Puis une fois l'obstale passé la bague reprend saforme initiale, et tant que la ontrainte reste inférieure à la limite de transformation du matériau(environ 500MPa) le matériau se omporte omme un matériau élastique lassique de moduled'young 70000MPa .Caratéristiques des baguesLa géométrie bague peut être obtenue en déoupant un tube en tranhe. Mais la fabriationd'un tube en NiTi n'étant pas simple, les bagues étudiées ii ont étés déoupées par életro-érosiondans une plaque laminée de NiTi d'épaisseur 2mm.Les bagues étudiées peuvent être quali�ées de �massive� : l'épaisseur de l'anneau est nonnégligeable par rapport au rayon moyen de la bague (voir �gure 5.1). Deux bagues d'épaisseurdi�érente ont été étudiées : le diamètre intérieur est identique à φbague

int = 8.2mm mais pas lediamètre extérieur φbague1
ext = 11.2mm et φbague2

ext = 13.2mm. Ce qui donne un rapport r = epaisseur
rayonvariant de 0.31 à 0.48. Les bagues étant déoupées dans une plaque laminée elles ont une hauteurde 2mm.134



5.2. Appliation du modèle au alul de strutures

Fig. 5.2 � Système de test des bagues superélastiquesLes bagues étant d'épaisseur non négligeable, leur omportement ne peut pas être diretementdéduit du omportement unidimensionnel des AMF. En e�et suite à un hargement radial onobserve :
≻ Un gradient de déformation dans l'épaisseur de la bague.
≻ Des ontraintes globalement tangentielles mais une omposante radiale non négligeableapparaît au niveau du diamètre intérieur (liée à la fore d'ouverture de la bague).
≻ Un omportement axisymétrique.Test d'ouverture des baguesLe omportement des bagues a été mesuré à l'aide d'un test de passage des bagues à traversun �ne (�gure 5.2). Le diamètre le plus petit du �ne est plus faible que le diamètre intérieurde la bague au ontraire du grand diamètre du �ne. Ainsi le passage du �ne à travers la baguefore l'augmentation de son diamètre intérieur puis après retrait du �ne la bague revient àsa géométrie initiale. Le montage puis le démontage du �ne néessite l'appliation d'une fore

Fmontage non négligeable. L'ouverture de la bague génère un e�ort de serrage de la bague sur le�ne. Du fait de l'angle du �ne une partie de ette fore de serrage radiale est renvoyée dans ladiretion axiale et vient s'ajouter aux e�orts de frottement entre les deux pièes.Du �té du grand diamètre le �ne est prolongé d'une surfae ylindrique.Le test est adapté à une mahine de test de tration/ompression du laboratoire : le déplae-ment du �ne par rapport à la bague est mesuré à l'aide du apteur de déplaement de la traversetandis que la fore de montage est mesurée par la ellule de fore de la mahine (±5kN). Latempérature du montage est ontr�lée par un bain liquide thermostaté.L'in�uene de di�érents paramètres a été étudiée :
≻ Diamètre mini du �ne onstant φcone

min = 8mm, mais di�érents diamètres maxi φcone1
max =

8.67mm, φcone2
max = 8.77mm et φcone3

max = 8.87mm. Longueur du �ne de 25mm : l'angle du�ne évolue don de 0.77�à 1�.
≻ 2 Épaisseurs (diamètre extérieur) de bague.
≻ Di�érentes températures de test.Les di�érents essais ont également été simulés à l'aide du modèle élément �ni du omportementdes AMF. 135
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(b) In�uene de l'épaisseur de la bagueFig. 5.3 � Ouverture de bagues superélastiquesModélisation numériqueLe test est modélisé à l'aide d'éléments axisymétriques :
≻ Un �ne en aier élastique module d'Young E = 210000MPa.
≻ 2 faes d'appui rigides pour le montage / démontage de la bague.
≻ Une bague en NiTi. Les paramètres matériaux sont issus des tests sur éprouvettes super-élastiques. Il a néanmoins été néessaire de réajuster les températures de transformationà partir d'un essai de alorimétrie sur le matériau des bagues : déalage de −7�C de

Ms = −7�C et Af = 20�C. La déformation de transformation maximale en tration aégalement été augmentée à 5.5% de manière à s'ajuster aux ourbes mesurées.
≻ Le ontat entre les appuis et la bague se fait sans frottement, au ontraire du ontat�ne/bague qui fait intervenir un oe�ient de frottement. Celui-i a été ajusté à f = 0.15de manière à retrouver le niveau de fore du montage expérimental.Les résultats expérimentaux et numériques sont omparés et analysésRésultatsLa réponse de la bague au test est similaire au omportement superélastique en tration :tout d'abord une première phase d'élastiité de l'austénite, un hangement de rigidité dans laréponse puis une saturation élastique de la réponse. La réponse présente un hystérésis entre laharge et la déharge. En �n de montage il y a une légère hute de la fore. En e�et, le �neest suivi d'une zone ylindrique sur laquelle la bague est stoppée avant démontage. La huteorrespond à la transition �ne / ylindre. Au ours de ette transition la bague subit une légèretorsion de plus la fore de serrage de la bague sur le �ne génère une fore de réation axialesupplémentaire à la fore de frottement, mais ette fore de réation disparaît lorsque la bagueatteint la surfae ylindrique.Les tests sont onluants (�gures 5.3 et 5.4) :
≻ Le modèle éléments �nis prédit bien l'in�uene de la géométrie de la bague, de l'angle du�ne et de la température.136
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(a) In�uene de la température (b) Carte des ontraintes pour deux épaisseurs de bagueFig. 5.4 � Ouverture d'une bague superélastique
≻ La arte des ontraintes présente une forte hétérogénéité à l'intérieur des bagues et enpartiulier pour la bague épaisse. En e�et, la déformation de la bague n'est pas homogènedans l'épaisseur. Pour des diamètres extérieurs plus importants, il existe un diamètre limiteau-delà duquel le matériau ne subit pas de transformation de phase ar la ontrainte resteinférieure à la limite de transformation.
≻ La valeur des e�orts de montage est dé�nie à un oe�ient de frottement près qui a étéajusté aux données expérimentales.Les préditions numériques présentent quelques limites de préision :
≻ La rigidité élastique est plus grande numériquement. En e�et expérimentalement la mesurede déplaement prend en ompte la rigidité élastique de l'ensemble du montage et de la�xation à la mahine de tration, e qui a pour e�et de diminuer la rigidité apparente.
≻ Le modèle prévoit une saturation plus t�t que les mesures. Cela peut avoir pour origineune impréision dans la mesure du diamètres intérieur des bagues et du diamètre maxi-mal des �nes. Le matériau peut également admettre une déformation de transformationlégèrement plus grande.
≻ Le modèle ne prévoit pas la plastiité du NiTi. C'est pourquoi la prédition du ompor-tement à 43�C est faussée ar à ette température le matériau plasti�e en même tempsqu'il se transforme, e qui modi�e beauoup ses aratéristiques de transformation. On endéduit également que les bagues ne sont utilisables de manière superélastique que dans leplage de température [20�C : 35�C].5.2.2 Miro-pine à mémoire de forme [Kohl 00, Kohl 02℄Une miro-pine à e�et mémoire de dimensions 2×3.9×0.1mm3 a été développée par Kohl etal. [Kohl 00, Kohl 02℄. L'ouverture et la fermeture de la pine sont ontr�lées par deux ationneursà mémoire de forme, pilotés par un ourant életrique et refroidis à température ambiante. Leméanisme a été simulé à l'aide du ode éléments �nis ABAQUS et de la loi de omportementdéveloppée. 137
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Fig. 5.5 � Prinipe de la miro-pine : positions ouverte, fermée ; Unités d'ativation I et IIPrinipe de la miro-pineLa miro-pine est réalisée en une seule pièe à partir d'un �lm mine d'AMF NiTi. Elleest omposée de deux unités d'ativations antagonistes. Les deux points de �xations de haqueunité servent également de onneteur életrique. Les deux unités sont onnetées entre elles àl'aide d'un pont de matière qui transmet le travail méanique mais isole thermiquement les deuxationneurs (voir �gure 5.5).À température ambiante le matériau est martensitique. La pine est initialement montée pré-déformée. Le hau�age séletif par e�et joule de l'unité I ou II, induit un e�et mémoire de formequi entraîne l'ouverture ou la fermeture de la pine. Le refroidissement est obtenu par onvetionave l'air à température ambiante. Du fait du montage antagoniste des deux ationneurs, letemps de refroidissement n'a pas d'in�uene sur le temps de réponse de l'ationneur sur un ylefermeture / ouverture de la pine, par ontre il détermine la fréquene maximale à laquelle leyle peut être répété.Les températures de transformation ont été déterminées par alorimétrie di�érentielle, résis-tivité életrique et hargement de �exion d'une poutre déoupée dans le �lm mine de NiTi :
Ms = 20�C, Mf = 12�C, Rs = 44�C, Rf = 40�C, As = 56�C, Af = 66�C. Le matériau présenteune pré-transformation martensitique en phase R. Lors d'un refroidissement à la températureambiante la transformation martensitique n'est pas atteinte. Le yle mémoire de forme est donobtenu grâe à la transformation en phase-R qui présente un faible hystérésis et une bonne tenueau ylage méanique et thermique. En ontre partie la déformation réversible par e�et mémoireest limitée à moins de 1%.Modèle numérique [Peultier 04b℄L'unité I a été étudiée expérimentalement sous hargement thermique à harge onstante.Elle servira de omparaison aux aluls numériques.Du fait de la symétrie de la géométrie et du hargement, seule la moitié de l'unité I est modé-lisée à l'aide d'éléments en déformation plane (voir �gure 5.6). Remarquons qu'il est néessairede modéliser la géométrie non onditionnée de l'ationneur puisque 'est elle-i qui est �mémo-risée�. L'ationneur est maintenu au niveau de ses points de �xation, les onditions géométriquesde symétrie sont appliquées au niveau du pont entre les deux unités.Le hargement thermoméanique onsiste à appliquer une harge onstante au niveau de laonnexion de l'ationneur ave le reste du méanisme et à e�etuer un hargement thermique aveune température uniforme sur tout l'ationneur. Le hargement est déomposé en 4 étapes : état138
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(a) Maillage et onditions limites (b) Étapes de hargementFig. 5.6 � Modèle numérique
E(MPa) ν αdil. εT trac

max εT comp

max
btrac

(MPa/�C)
Ms(�C) Af (�C)70000 0.3 0 0.007 0.007 20 44 66

rf
Fmax

ε

(MPa)
rε

Hvariante

(MPa)
Hgrain

(MPa)
αdeb

f αfin
f αmax

ε0 10 0 1.5 10000 0.05 0.5 250Tab. 5.1 � Paramètres matériaux pour la miro-pine (phase-R)initiale austénitique, étape de refroidissement et transformation en phase R, étape de ondition-nement de l'ationneur, puis yle de hau�age / refroidissement à harge onstante induisantun e�et mémoire de forme de l'ationneur (�gure 5.6). Di�érents yles ont été alulés pourplusieurs valeurs de harge méanique (26mN, 34mN, 42mN).Les paramètres matériaux ont été ajustés pour modéliser la phase R, à partir des températuresde transformation mesurées et des aratéristiques méaniques tirées de la littérature : notam-ment une dépendane thermique de 20MPa/�C, une déformation de transformation de 0.7% etun fort étalement de la transformation traduit par des termes d'interations élevés (table 5.1).Résultats et disussionLe hamp de ontraintes est montré pour une harge de 42mN sur la forme haude et la formefroide (�gure 5.7). Loalement la ontrainte atteint 120MPa pour un déplaement mémoire de0.1mm. A partir de l'analyse numérique du hamp de ontraintes un travail d'optimisation derépartition de la ontrainte et d'augmentation du déplaement mémoire pourrait être mené.Remarquons également que le problème a été modélisé à l'aide d'éléments à déformation planear le modèle de omportement 3D s'adapte failement à e type d'éléments alors qu'il auraitété préférable de travailler sur des éléments à ontrainte plane mais qui auraient néessité laréériture du modèle dans le as spéi�que des ontraintes planes [Vieille 03℄.L'e�et mémoire de forme est traé dans le plan déplaement / température pour les troishargements 26mN, 34mN, 42mN (�gure 5.7). Expérimentalement le déplaement est ontr�lé139
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(a) Répartition des ontraintes géométrie haude - froide (b) Courbe de réponse de l'ationneurFig. 5.7 � Résultats miro-pineen fournissant une énergie életrique et non pas en imposant la température. L'évolution du dépla-ement mesurée expérimentalement fait don intervenir le temps de hau�age et de ondution,e qui n'est pas pris en ompte dans le alul. Néanmoins les préditions numériques peuvent êtreomparées ave les mesures expérimentales du déplaement en forme froide et en forme haudeet présentent un bon aord.Pour les faibles niveaux de harge le déplaement mémoire est proportionnel à la hargeappliquée. Mais le alul montre que pour la harge la plus élevée de 42mN la déformation detransformation maximale de 0.7% a été atteinte loalement. Ainsi même si la harge est enoreaugmentée le déplaement mémoire va ommener à saturer et ne sera pas beauoup plus grandque les 0.1mm mesurés à 42mN.5.2.3 ConlusionLe modèle donne des résultats enourageants sur le dimensionnement de strutures. Il restenéanmoins à améliorer l'intégration numérique, notamment les apaités de onvergene du alulélément �nis lors du passage sur struture.Ce type de modèle permet de pré-dimensionner une struture en AMF, de faire une étudede faisabilité d'une solution et d'éliminer rapidement les solutions non viables. Il aide égale-ment à l'optimisation d'une solution AMF. En omplément de tests expérimentaux il permet deonnaître des informations supplémentaires : répartition des ontraintes à l'intérieur du maté-riau, répartition de la martensite dans le matériau. Couplé à une analyse de transfert de haleuret de génération de haleur par e�et joule il est possible de prédire le temps de réation d'unationneur AMF.L'une des prinipales limites du modèle est de ne pas prendre en ompte l'évolution despropriétés matériau lorsque le hargement est ylé. Le fait est d'autant plus important quequelques yles su�sent pour modi�er les valeurs de déformation mémoire et les températures detransformation. Lors de l'utilisation en struture la tenue en fatigue (jusque rupture de la pièe)est un point important. Tous es omportements sont liés à la modélisation de la plasti�ation dumatériau. En e�et à haque transformation de phase du matériau elui-i plasti�e légèrement,entraînant l'apparition d'une déformation résiduelle irréversible, une évolution des propriétés140



5.3. Dimensionnementde transformation et l'apparition d'un hamp de ontraintes internes entre autre à l'origine del'e�et mémoire double sens. L'entrée en plastiité du matériau est un phénomène importanten lui-même puisque omme les montrent les tests sur les bagues les aratéristiques matériauévoluent énormément, ave une perte de la déformation réversible et une augmentation de larigidité de transformation.5.3 DimensionnementEn fontion de leur omposition et de leur traitement de mise en forme, les AMF exhibentune grande variété de omportement. On distingue d'une part l'e�et mémoire de forme grâeauquel le matériau est atif et apable de générer un travail méanique de manière ontr�lée enfontion de la température ; et d'autre part les omportements passifs où le matériau subit deshargements purement méaniques.Les expérimentations et l'étude bibliographique permettent de dégager plusieurs règles dedimensionnement de solutions en AMF en fontion des propriétés reherhées. L'e�et mémoirede forme sera illustré par le dimensionnement d'une pine méanique automatique.5.3.1 Ationneur à mémoire de formeEn appliquant un yle thermoméanique à un AMF il est possible de générer un travailméanique piloté par la température appliquée à l'AMF. L'e�et quali�é de �mémoire de forme�devrait plut�t être nommé �e�et de génération de fore�. En e�et, la aratéristique prinipaledu retour mémoire des AMF est de générer une fore proportionnelle à la température :
F = K (T − Tcritique) (5.1)ave Tcritique (�C) la température de début d'e�et mémoire et K (N/�C) = b ∗ S où b(MPa/�C)est un paramètre matériau et S(mm2) est la setion utile de l'AMF.Bien sûr, en fontion de la réation du méanisme sur lequel est appliqué et e�ort, il yaura génération d'un déplaement. Mais e déplaement n'est pas diretement ontr�lé par latempérature. En partiulier, s'il y a une brusque hute de la rigidité, ausée par exemple par larupture d'un élément, le déplaement de l'ationneur AMF n'est plus ontr�lé et ne sera stoppéque par la �n de ourse de l'ationneur.Un ationneur en AMF est don tout à fait omparable à un ationneur lassique de typevérin hydraulique simple e�et apable de générer une fore proportionnelle à la pression d'huile,mais dont le déplaement dépend du système sur lequel il agit.HystérésisLa fore générée par retour mémoire augmente proportionnellement à la température lorsdu hau�age et réiproquement elle diminue lors du refroidissement. Mais il y a un hystérésisthermique entre le hau�age et le refroidissement (�gure 5.8). Au refroidissement, la relation(5.1) est remplaée par une expression du même type mais ave une valeur de températureritique plus faible qu'au hau�age. Pour tendre vers une relation linéaire entre la fore et latempérature, l'hystérésis peut être réduit en hoisissant le matériau adéquat (en ajoutant deséléments d'addition dans les NiTi, en utilisant la phase-R ou en utilisant un AMF Cuivreuxmonoristallin). Au ontraire, l'hystérésis est intéressant pour ertaines appliations du typeaouplement/manhonnage : le montage ave élément en AMF est assemblé à température am-biante, puis suite à un hau�age l'élément en AMF génère un e�ort qui vient bloquer le montage141



Chapitre 5. Appliations et dimensionnementmais lors du retour à température ambiante le montage reste bloqué grâe à l'hystérésis ther-mique. L'hystérésis peut être augmenté en hoisissant un matériau adéquat (éléments d'additiondans les NiTi, AMF à base fer).Choix du matériauLe hoix du matériau dépend également des aratéristiques de l'ationneur reherhées :pour un ontr�le préis de la fore en fontion de la température on hoisira un AMF de typeuivreux (b ≈ 3MPa/�C) au ontraire pour une montée en fore rapide on préférera les NiTi enompression (b ≈ 12MPa/�C) et en phase-R (b ≈ 20MPa/�C). La fore et la ourse maximalegénérées dépendent beauoup du nombre de yles mémoire à e�etuer ave le même ationneuren AMF : on pourra générer une déformation de 8% et une ontrainte de 500MPa sur un ylemémoire pour un AMF NiTi mais pour 10000 yles il faudra se limiter à 2% et 140MPa. Lephénomène est identique pour les AMF uivreux, seule exeption : les monoristaux de uivreont une tenue au ylage exeptionnelle et peuvent retrouver 8% de déformation après 10000yles ! Pour plus de préisions on pourra se rapporter au tableau des propriétés matériau duhapitre �présentation des AMF�.Dimensionnement d'un méanisme ationné par e�et mémoireLa prinipale ontrainte lors du dimensionnement d'un ationneur AMF et liée à leur ourserelativement faible.Plusieurs solutions existent pour ampli�er la ourse d'un ationneur AMF : utiliser une géo-métrie d'ationneur élanée du type poutre / lamelle / ressort en �exion ou en torsion [Gillet 98,Tobushi 91, Atanakovi 89, Ranieki 01℄. Ce type de géométrie doit être sur-dimensionnée enquantité de matière AMF puisque une partie du volume n'est pas utile à l'e�et mémoire (oeurde la poutre).Une autre solution est de rester sur un géométrie uniaxiale (tration, ompression ou isaille-ment). Une géométrie uniaxiale ne génère pas de grands déplaements. Par ontre le matériauest apable de générer des e�orts élevés (jusque sa limite de plastiité). On peut don prévoir unsystème méanique d'ampli�ation du déplaement et de rédution de l'e�ort. Ave un systèmed'ampli�ation du déplaement tous les rattrapages de jeux entre les di�érentes pièes du mé-anisme sont autant de ourse perdue pour l'ationneur. De plus, sous des e�orts importants ladéformation élastique des pièes devient non négligeable.Les propriétés de déformation mémoire de l'AMF sont données pour un retour mémoirelibre. Or, lors de la génération d'un e�ort une partie de la déformation est onsommée sousforme d'une déformation élastique de l'AMF. Dans le as général ette déformation élastiquen'est pas négligeable (un AMF de rigidité élastique 30000MPa qui génère une déformation à videde 3% ne générera sous une harge de 300MPa qu'une déformation de 3% - 300/30000 = 2%)(voir �gure 5.8).Lors de l'utilisation d'une struture AMF élanée en ompression il y a risque de �ambement.L'expériene montre que ontrairement au as de �ambement d'une struture superélastique,on peut se baser sur le module élastique de l'austénite (70000MPa) pour déterminer la foreritique de �ambement (pour une struture superélastique en ompression il faut utiliser larigidité apparente en ours de transformation qui est très faible < 5000MPa).L'ativation d'un ationneur AMF est pilotée par la température. Mais le ontr�le de latempérature d'un solide n'est pas néessairement évident : il fait intervenir de la onvetionave le milieu ambiant ou une soure de haleur, de la ondution ave des éléments hauds142



5.3. Dimensionnement

(a) Ationneur à e�et mémoire (b) Travail généré lors d'un e�etmémoire réelFig. 5.8 � Ationneur à mémoire de formeen ontat ou une génération de haleur par irulation d'un ourant életrique dans l'AMFinduisant un e�et joule. La vitesse d'ativation d'un ationneur AMF (pour des yles ompletsde hau�age / refroidissement) dépasse di�ilement 1Hz. Le refroidissement est l'étape la pluslimitante, généralement obtenue par onvetion ave l'air ambiant. Une solution prometteusetestée par Lexellent et al. [Abadie 02℄ est l'utilisation de l'e�et Peletier omme soure haudemais également soure froide en inversant le hamp életrique.Exemple de dimensionnement d'une pine automatique (�gure 5.9)Caratéristiques reherhées :
≻ Au niveau de la pine génération d'une fore de 5000N sur une ourse de 8mm.
≻ Manipulation à la main.
≻ Temps de réation de quelques seondes.
≻ Utilisation unitaire : l'ationneur AMF est remplaé après haque serrage. Il est inséré sousforme déjà onditionnée. Cela élimine l'étape du refroidissement et du reonditionnementde l'ationneur.Nous nous sommes basés sur les aratéristiques mémoire pour les 100 premiers yles d'un AMFNiTi : ontrainte générée 300MPa, déformation mémoire sous ontrainte 2%. Le travail par unitéde volume qui peut être généré par l'AMF est don de :

wAMF (J) = σ (GPa) ∗ ε (m/m) = 6.10−3Jmm−3 (5.2)Le travail demandé à la pine est important :
Wpince (J) = F (N) ∗ u (m) = 40J (5.3)Ce qui nous donne un volume de matière AMF minimal de :

V mini
AMF =

Wpince

wAMF
= 6700mm3 (5.4)Pour hau�er ette matière e�aement par e�et joule il est néessaire de l'agener sous formede �l de faible setion (≈ 1mm2) e qui nous onduit à une grande longueur de �l, di�ilementexploitable ave le prinipe du remplaement de l'élément en AMF. 143



Chapitre 5. Appliations et dimensionnement

Fig. 5.9 � Photos de la pine automatique et de l'ationneur à e�et mémoireL'autre solution est de travailler sur un ationneur AMF massif et de le hau�er par ondu-tion et onvetion ave une soure de haleur environnante (résistane életrique). Cette deuxièmesolution a été retenue. Elle permet d'utiliser l'ationneur en ompression ave un temps de ré-ation plus rapide qu'en tration. De plus une géométrie sous forme de tube est intéressante arle rayonnement d'une résistane életrique plaée à l'intérieur est beauoup plus e�ae qu'unrayonnement extérieur. Pour réaliser e tube nous avons utilisé un empilement de bagues NiTimémoire en notre possession. Les bagues avaient déjà subies un yle mémoire dans le sens radiald'augmentation de leur diamètre. Pour ette appliation à une pine mémoire elles seront utili-sées selon leur épaisseur. Les problèmes de �ambement en ompression sont évités par l'insertionde la résistane életrique à l'intérieur du tube AMF formé de l'empilement des bagues (�gure5.9).La setion du tube AMF est de SAMF = 64mm2 il doit don avoir une longueur minimalede :
Lmini

AMF =
V mini

AMF

SAMF
= 104mm (5.5)Ave es dimensions l'ationneur va générer un e�ort maximal et une ourse de

FAMF = SAMF ∗ σAMF ≈ 20000N (5.6)
umini

AMF = Lmini
AMF ∗ εAMF ≈ 2mm (5.7)Il faut don une ampli�ation du déplaement ∗4 pour avoir les aratéristiques reherhées auniveau du point de serrage de la pine. L'ampli�ation est obtenue par un rapport de levier entre lafore appliquée par l'AMF et le point de ontat de la pine (voir �gure 5.10.a). Remarquons quepour un ationneur lassique l'ampli�ation est généralement dans l'autre sens : augmentationde l'e�ort par rédution du déplaement (moteur életrique, pine manuelle, et...).L'ensemble des éléments méaniques ont été dimensionnés pour un aier de limite élastique300MPa. Même si la ontrainte dans le bâti est faible, la déformation élastique des pièes induit144



5.3. Dimensionnement
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(b) Fore de l'ationneur AMFFig. 5.10 � Pine automatique : prinipe et résultatun déplaement élastique de la pine non négligeable par rapport au déplaement généré par e�etmémoire. Pour ompenser es déformations élastiques la longueur du tube AMF a été augmentéede 30%.Le tube AMF est hau�é à l'aide d'une résistane életrique plaée à l'intérieure du tube. Latempérature de l'AMF n'est pas ontr�lée diretement, mais simplement pilotée par la puissaneéletrique fournie à la résistane hau�ante. Deux résistanes ont été testées : d'une puissanede 250W et 400W. Le temps de réponse de l'ationneur AMF diminue ave la puissane dehau�age mais ne desend pas en dessous des 15s (�gure 5.10.b). Remarquons que la générationd'e�ort de l'ationneur a été volontairement stoppée à 20000N orrespondant à une ontraintedans l'AMF de 300MPa. En e�et la température n'est pas ontr�lée et l'inertie thermique del'ensemble AMF+résistane életrique ne permet pas de stopper préisément l'e�et mémoire :même après l'arrêt de l'alimentation életrique la température de l'AMF ontinue à augmenterave le risque d' atteindre la limite de plastiité de l'AMF et le rendre inutilisable.Lors de l'utilisation de l'ationneur AMF dans la pine automatique il parait néessaire delimiter l'e�ort généré par l'AMF. Pour ela un système de ressort préontraint à été employéqui à partir d'une fore limite va absorber la déformation de l'AMF et limiter l'e�ort. Maispour atteindre des e�orts de 20000N il est néessaire d'utiliser un ressort de forte rigidité et lehangement de rigidité entre la préharge élastique et la rigidité du ressort n'est pas très marquée.Il aurait été plus intéressant d'utiliser un limiteur du type rupture d'une pièe méanique ou unautre élément en AMF superélastique ! ! En e�et l'e�et superélastique peut être omparé à unressort à très haute harge préontraint à la ontrainte limite de transformation et dont la rigiditéressort orrespond à la rigidité de la transformation de phase.5.3.2 Strutures méaniques en AMFEn fontion des propriétés méaniques des AMF on peut distinguer plusieurs utilisationspossibles.
≻ omportement réversible linéaire, bonne tenue en fatigue (>104yles) et faible dégradationdes propriétés méaniques
≻ omportement réversible ave plateau de ontrainte et hystérésis harge/déharge
≻ omportement irréversible
≻ amortissement 145



Chapitre 5. Appliations et dimensionnementComportement réversible linéaireLes matériaux AMF ont des propriétés méaniques di�érentes des matériaux de strutureplus ourant : aier, laitons, titane ... Ils viennent élargir la gamme des matériaux de struture :
≻ élastiité de l'austénite : NiTi EA=70000MPa pour une limite d'élastiité σplast=500 à1200MPa fontion de la géométrie plaque,tube ou tige ; Cuivreux polyritallins EA=70000MPajusque σplast=500MPa ; uivreux monoristallin : élastiité fortement anisotrope EA=20000MPasur un �l en tration jusque σplast=500MPa.
≻ élastiité de la martensite : e�et aouthoutique. La phase martensitique a un moduleélastique aparent plus faible que elui de l'austénite, grâe à un e�et de réorientationdes variantes de martensites partiellement réversible : NiTi module élastique apparent

EM=30000 à 45000MPa pour une limite d'irréversibilité allant de σirrversible=250 à 1200MPasi le matériau est pré-déformé en phase martensitique.
≻ Pour utiliser l'e�et superélastique en fatigue ave une faible dégradation des propriétésméaniques il est néessaire de limiter la déformation réversible à moins de 1%. Pour lesNiTi le matériau présente alors une rigidité élastique apparente de E=50000MPa pourune ontrainte maximale de σ=500MPa.Ave es propriétés les AMF ne sont qu'une extension à la gamme de matériaux lassique pourle développement de strutures méaniques. Mais ils présentent également la propriété plus spé-i�que de superélastiité.Comportement réversible ave plateauL'e�et superélastique est la propriété des AMF de supporter une déformation réversible im-portante (de 5 à 10%) pour une ontrainte appliquée relativement faible. Il se aratérise parun hangement de rigidité dans la réponse du matériau et un hystérésis en ontrainte entre laharge et la déharge. À l'extrême (géométrie �l) la rigidité de transformation est un plateau :le matériau se déforme à ontrainte onstante.En revanhe après quelques entaines de yles de hargement ette propriété se dégrade :la rigidité de transformation et la ontrainte à appliquer augmente tandis que la déformationréversible diminue. Pour limiter ette dégradation il faut limiter la déformation réversible eten partiulier ne pas atteindre le point de saturation de la transformation. Pour les NiTi :déformation réversible additionnelle = 4 à 5%, ontrainte du plateau de harge environ 500MPa,de déharge environ 200MPa.Cas exeptionnel des monoristaux de uivre (géométrie � ou ruban) déformation réversiblede 8% sur plus de 104yles ! !Appliations de la propriété de superélastiité :
≻ Instrument très �exible ave fore de rappel élevée (voir hapitre �présentation des AMF�).
≻ E�et de limitation d'e�ort et de alibration de l'e�ort indépendamment de la déformationappliquée (voir hapitre �présentation des AMF�).
≻ Stokage d'énergie méanique et restitution d'un déplaement à fore quasi onstante (�-gure 5.11.a), alors qu'ave un montage élastique lassique la fore diminue proportionnel-lement au déplaement restitué. Une partie de l'énergie méanique apportée initialementest perdue dans l'hystérésis de la transformation de phase, un matériau à faible hystérésisest don plus intéressant (AMF Cuivreux).
≻ E�et de sens de déformation privilégié (�gure 5.11.b). Il est aussi faile de déharger quede reharger un matériau élastique lassique. Au ontraire, un matériau superélastique àfort hystérésis de transformation va privilégier le sens de la déharge plut�t que elui de146



5.3. Dimensionnement
(a) Stokage d'énergie méanique (b) E�et de sens de défor-mation privilégiéFig. 5.11 � Appliations de l'e�et superélastiquesa reharge. La rigidité de déharge étant faible, le matériau se déforme à fore quasi-onstante, mais lorsqu'on herhe à reharger le matériau elui-i présente une rigiditéélastique, la fore augmente rapidement jusqu'à atteindre la fore limite de transformationdu matériau. Il est don plus faile de déharger le matériau que de le reharger.La propriété de superélastiité est dépendante de la température du matériau : les ontrainteslimites de transformation augmentent ave la température. Si la température est trop élevée il ya risque de plasti�ation avant transformation mais au ontraire si la température est trop faiblela déformation additionnelle n'est pas réversible.Comportement irréversibleCe omportement n'est pas lié à la plastiité du matériau mais à la propriété de réorientationdes variantes de martensite. On retrouve l'e�et de plateau : le matériau se déforme failementsous une ontrainte faible et quasi-onstante. Lorsque la valeur limite de déformation est atteintela rigidité du matériau augmente jusqu'à retrouver une omportement élasto-plastique lassique.Cette déformation peut être ultérieurement �e�aée� par simple hau�age du matériau au dessusde la température ritique de transformation.Les NiTi présentent un plateau martensitique à 200MPa pour déformation de 5% avantsaturation. Dans es matériaux la pré-transformation en phase R se fait à un plateau enore plusfaible de 50MPa tandis que la déformation avant saturation n'est que de 0.8%.Appliations :

≻ instruments à mettre en forme à la main et géométrie e�açable par hau�age
≻ instrument �exible sans fore de rappel
≻ jontion déformable mono-bloAmortissementLe omportement superélastique présente un hystérésis méanique entre la harge et la dé-harge. Cet hystérésis dissipe sous forme de haleur une partie du travail méanique apporté aumatériau. Le matériau supporte de grandes déformations, il emmagasine et dissipe don beauoupd'énergie. Cette dissipation de haleur n'est pas très rapide et limite la fréquene de solliitationdu matériau. La dissipation est maximale lorsque le matériau est en ours de transformation dephase (le matériau doit don être préhargé au milieu de la transformation de phase) et pour147



Chapitre 5. Appliations et dimensionnementune fréquene de solliitation de quelques Hz. L'e�et est utilisé pour développer des montagesanti-sismiques.De même l'e�et de réorientation des variantes est réversible pour de faibles déformations etprésente un léger hystéresis entre la harge et la déharge : 'est l'e�et aouthoutique. Ce faiblehystérésis n'est pas très in�uent dans le as de solliitations méaniques lassiques mais intervientdans le as de solliitations de faible amplitude mais de fréquene plus élevée : vibrations et ondessonores.Appliations :
≻ silent-blos
≻ amortissement ontr�lé par la température : en hangeant la température et la phasedu matériau la rigidité évolue entre l'élastiité de l'austénite et l'e�et aouthoutiqueamortissant.5.4 ConlusionLa propriété de hangement de phase donne aux Alliages à Mémoire de Forme une grandediversité de omportements. À partir de es omportements nouveaux peut être développéetoute une série de nouvelles solutions tehnologiques et la possibilité de réer des appliationsinnovantes.Une liste des prinipales aratéristiques des AMF et de leurs possibles appliations ont étédonnées pour illustrer es possibilités. La solution AMF n'est pas néessairement éonomique-ment rentable en onurrene aux solutions existantes mais mérite d'être étudiée dans le as denouvelles solutions innovantes et notamment dans les seteurs de haute tehnologie (Aéronau-tique, biomédial, robotique, miro-systèmes...).Le dimensionnement de solutions se fait lassiquement par l'étude expérimentale de plu-sieurs solutions. Mais des outils numériques se développent qui guident le onepteur dans laphase d'étude de faisabilité et pré-dimensionnement de la solution, mais aident également à l'op-timisation de la solution. Le modèle développé en est un exemple : validé sur les ourbes deomportement du matériau, il donne également des résultats intéressants sur des hargementsplus omplexes renontré dans les strutures réelles.
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Conlusion généraleAu ours de es travaux, le omportement des Alliages à Mémoire de Forme a été étudié enadoptant un point de vue marosopique. L'objetif était d'aider à la oneption d'appliationsen AMF exploitant l'e�et mémoire, la superélastiité ou le omportement martensitique. Leproblème a été abordé de di�érentes façons : expérimentations sur des éprouvettes en AMF,modélisation du omportement du matériau, intégration numérique du modèle et implantationdans un ode de alul par Éléments Finis pour dimensionner des strutures en AMF.Expérimentations : Plusieurs matériaux et géométries d'éprouvettes ont été étudiées soushargements thermo-méaniques : un matériau NiTi superélastique, un matériau NiTi à e�etmémoire, une géométrie �l ou une géométrie d'éprouvette plane. Les solliitations thermoméa-niques ont été réalisées à l'aide d'une mahine d'essais développée pour l'oasion, permettantde solliiter le matériau en température, en déformation, en ontrainte ou rigidité onstante,en tration mais également en ompression grâe à un montage anti-�ambement adapté auxéprouvettes planes.Les résultats montrent que le omportement du matériau ne peut pas être totalement dé-terminé à partir d'expérimentations méaniques à température onstante. L'évolution de la dé-formation de transformation à saturation aux faibles niveaux de ontrainte ne peut pas êtreobservée lors d'un hargement méanique. L'e�et est d'autant plus important que lors du pas-sage sur struture il est néessaire de limiter les valeurs de ontrainte appliquées ou générées parle matériau.Le omportement du matériau en boules partielles est observé dans le as de la transforma-tion de phase mais également dans le as de la réorientation. La ourbe de première hargede réorientation est notablement di�érente et se situe à l'intérieur du yle global de tra-tion/ompression. Cette ourbe est bien orrélée ave la valeur de déformation de transformationà saturation des yles thermiques.La déformation de transformation est di�érente lors d'un hargement de tration omparé àun hargement de ompression. L'e�et est observé aussi bien en transformation qu'en réorien-tation. De même, la ontrainte limite de transformation est bien dissymétrique, mais l'e�et estbeauoup moins marqué pourla ontrainte limite de réorientation.L'objetif des expérimentations était double : bien analyser le ouplage thermique / méa-nique et l'e�et mémoire de forme pour en déduire des règles de dimensionnement et une base pourun modèle du omportement. L'étude du retour mémoire à di�érentes rigidités est une premièreétape qui mériterait d'être approfondie pour des hargements mémoire plus omplexes. L'une deslimitations de l'e�et mémoire est l'hystérésis de la transformation de phase. Il serait intéressantde tester des AMF à hystérésis plus réduit (NiTiCu, NiTi à phase-R, Cuivreux, monoristaux deuivre...) pour obtenir des ationneurs plus linéaires. L'autre limitation qu'il serait intéressantd'étudier est l'évolution des aratéristiques méaniques ave le nombre de yles.149



Conlusion généraleModélisation : Le modèle du omportement est basé sur une approhe thermodynamique àvariables internes dé�nies à l'éhelle marosopique d'un matériau polyristallin. Le hoix originaldes variables internes permet de distinguer l'e�et de la transformation de phase de elui del'orientation des variantes de martensite et don de la déformation de la martensite. L'évolutiondes variables internes est dérivée d'une analyse thermodynamique de la transformation de phase.L'expression de l'énergie est onstruite à partir d'une analyse simpli�ée de la miro-struturedu matériau. Deux ritères de harges sont déduits : un ritère de transformation et un ritèred'orientation de la martensite. Le modèle est intrinsèquement 3D et ne fait appel à auuned'hypothèse simpli�atrie du type hargement proportionnel. En�n, des e�ets de boule internepour la transformation et l'orientation sont introduits dans le modèle à partir des termes dedissipation.Grâe à ette distintion entre la transformation et l'orientation le modèle rend bien omptede l'e�et de superélastiité, du omportement méanique de la martensite, du omportementthermique et de l'évolution de la déformation de transformation ave le niveau de ontrainte,mais également de l'e�et mémoire de forme libre ou ontraint à di�érentes rigidités.La dissymétrie du omportement est bien prévue, mais dans une moindre mesure que lesvaleurs expérimentales.L'e�et de boule interne est important et notamment le as des boules internes en réorien-tation, puisqu'il permet de dérire la ourbe de première harge d'orientation et l'évolution dela déformation de transformation. La modélisation de l'e�et de réorientation en 3D fait appelà une détetion de hangement de trajet. Il serait intéressant d'introduire un e�et de boulesinternes �ontinu� et sans détetion de hangement de sens, en introduisant par exemple unevariable mémoire évanesente similaire à elle introduite en plastiité à érouissage inématiquenon linéaire.L'introdution de l'e�et aouthoutique permettrait de prédire plus préisément le ompor-tement de la phase martensitique.À plus long terme, les e�ets d'évolution du omportement ave le ylage seraient utiles lorsdu dimensionnement d'appliations en AMF.Intégration numérique et aluls éléments �nis : Dans l'objetif d'une implantation dansun ode de alul par Élément Finis, le modèle a été intégré numériquement. Le modèle se prêtebien à un shéma d'intégration numérique impliite par la méthode de Newton-Raphson. Celaprésente deux intérêts : une indépendane de la solution vis à vis de la disrétisation dans leas de hargements proportionnels, mais également la possibilité d'intégrer le modèle dans unode de alul E.F. impliite. Néanmoins plusieurs di�ultés ont été renontrées qui mériteraientd'être approfondies : la séletion du bon omportement néessite dans ertains as de résoudredeux fois le système d'équations ; la résolution du système d'équation par une boule impliiteest partiulièrement lente lorsque les deux ritères de hargement sont ativés et ela se réperutesur la onvergene du alul de l'équilibre de la struture.Deux appliations du modèle ont été proposées qui exploitent l'e�et superélastique et l'e�etmémoire de forme. Le modèle montre un ertain intérêt dans le adre d'une étude de faisabilitémais également pour une aide à l'optimisation de la solution. Il serait intéressant de tester demanière plus approfondie les préditions du modèle sur strutures omplexes.Quelques règles de dimensionnement ont été proposées pour dimensionner un ationneur àe�et mémoire et des appliations en struture méaniques.Les outils développés dans es travaux sont une base pour l'aide à la oneption d'appliationsen Alliages à Mémoire de Forme. Mais ils néessitent au préalable de la part de l'ingénieur, une150



bonne ompréhension des phénomènes mis en jeu et notamment le ouplage du omportementméanique ave la température.
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Annexe AMahine thermoméaniqueUne mahine de solliitation thermo-méanique est omposée de 3 éléments :1. Une eneinte thermique pour ontr�ler la température de l'éprouvette.2. Une mahine méanique qui applique un hargement ontr�lé en fore ou en déplaement.3. Un système de mesure de la réponse du matériau aux solliitations : apteurs de fore,déformation et température.Les éprouvettes sont solliitées en tration. Dans le as de la ompression il y a risque de �am-bement de l'éprouvette et un montage anti-�ambement spéi�que adapté aux éprouvettes planesa été développé.La mahine est pilotée et les mesures sont enregistrées sur PC.A.1 Eneinte thermiqueLe dispositif a été onçu de manière à séparer la partie thermique de la partie méanique :l'axe de solliitation est déporté par rapport à l'axe méanique de la mahine e qui permetde venir plonger l'éprouvette dans une eneinte liquide extérieure à la partie méanique. Ladisposition des di�érents éléments permet de maintenir le apteur d'e�ort et l'extensomètre endehors du bain liquide, ils ne subissent don quasiment pas les modi�ations de températures dubain liquide.L'eneinte thermique est une double eneinte métallique, l'espae de 5mm entre les deuxeneintes assure l'isolation thermique. La fae supérieure de l'eneinte est ouverte de manière àpouvoir plonger l'éprouvette dans le bain liquide (�gure A.1). Une plaque esamotable positionnéeà l'intérieur de l'eneinte permet de maintenir le niveau du liquide.Le �uide utilisé est du liquide de refroidissement automobile. La température du liquide estontr�lé par une mahine thermique ommeriale JULABO F25-MV qui permet de faire évoluerla température du liquide dans une plage allant de -10�C à 90�C. Les vitesses de hau�age etrefroidissement sont �xées par la mahine : 6�C/min au hau�age et -1�C/min au refroidissement.La température est mesurée par un thermoouple de type J. Ce thermoouple est onneté àun iruit ave mesure de température de référene fournit ave un boîtier de onditionnementde signal SCXI de National Instrument. La mesure de tension est ensuite enregistrée sur PC parune arte d'aquisition 6024E de National Instrument. Puis le signal en tension et onverti entempérature grâe à une routine de onversion du logiiel LabView.159



Annexe A. Mahine thermoméanique

Fig. A.1 � Eneinte thermiqueA.2 Mahine méaniqueA.2.1 PrésentationLa partie méanique du dispositif permet d'imposer un allongement à l'éprouvette tout enmesurant la fore néessaire et la déformation loale de l'éprouvette. Le pilotage de l'allongementet l'aquisition des mesures sont e�etuées par un PC, e qui permet de réaliser une bouled'asservissement de la fore (�gure A.2).La mahine est omposée d'un bâti sur lequel est �xé une traverse �xe qui sert également deapteur d'e�ort. Une traverse mobile en translation permet d'imposer un allongement à l'éprou-vette. Cette translation est imposée par un système méanique de vis-érou ationné par l'inter-médiaire de plusieurs étages de rédution par un moteur életrique à ourant ontinu de type...Le moteur est piloté en vitesse de rotation par le PC par l'intermédiaire d'une arte de puissane.Un apteur de déplaement donne une position approximative de la traverse mobile parrapport au bâti, mais le montage n'est pas assez préis pour e�etuer une mesure d'allongementde l'éprouvette.L'allongement de l'éprouvette est e�etuée en loal grâe à un extensomètre 634-12F de MTSqui admet une déformation de -25% à +25%. Le pont de jauge de l'extensomètre est onditionnépar un boîtier analogique. La mesure de la tension de déséquilibre du pont de jauge et ensuiteenregistrée sur PC et onvertie en déformation. La onversion en déformation a été alibrée surla gamme omplète de l'extensomètre assurant la préision de la mesure de déformations dequelques %. La mesure est préise à 0.1% près.Le apteur d'e�ort a été entièrement développé pour l'oasion.A.2.2 Capteur de foreLes apteurs de fore ommeriaux sont généralement onçu pour un hargement axial. Or leprinipe de la mahine est de déporter l'axe de solliitation par rapport à l'axe méanique de lamahine. Nous avons don déidé de onevoir un apteur d'e�ort spéi�que basé sur la �exionde deux lamelles parallèles (�gure A.3).Le apteur est solliité dans le domaine d'élastiité des lamelles. Le matériau des lamellesest hoisi pour sa limite d'élastiité élevée. Les lamelles se déforment proportionnellement à laharge. La déformation des lamelles est mesurée à l'aide de 4 jauges onnetées en pont omplet160
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Fig. A.2 � Mahine de solliitation thermoméanique 161
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(a) Prinipe du apteur d'e�ort
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A.2. Mahine méaniquequi permet d'éliminer les e�ets de dilatation du matériau ave la température ainsi que lesomposantes de tration / ompression des lamelles. Le pont est onditionné à l'aide d'un boîtieranalogique. La tension de sortie est enregistrée sur le PC et onvertie en valeur de Fore.Pour obtenir le oe�ient de onversion Tension↔Fore il a été néessaire de alibrer leapteur d'e�ort. La gamme d'utilisation du apteur étant ±10kN nous avons réalisé 2 étalonnagesave les apteurs de ±100kN et ±5kN des mahines de tration de référene du laboratoire. Laréponse du apteur est linéaire dans la gamme ±10kN, ave un oe�ient de onversion de 2.4N/mV (�gure A.3).A.2.3 Validation méaniquePlusieurs types d'éprouvettes et de matériaux au omportement élasto-plastique ont été dé-formées par les mahines de référenes du laboratoire et par la mahine de tration développée :(�gure A.4)
≻ éprouvette en aier de setion 1.5×12.5mm2

≻ éprouvette en aier de setion 1×12.8mm2

≻ éprouvette en aluminium de setion 1×12.5mm2La omparaison des résultats valide les mesures de fore et déformation de la mahine développée.A.2.4 AsservissementLa fréquene d'aquisition des mesures et d'environ 700Hz. Les mesures sont ensuite �ltréespar un �ltre passe bas de fréquene oupure de ...Hz. La vitesse d'aquisition est don su�sam-ment rapide pour intégrer un boule d'asservissement de la fore appliquée par la mahine.Asservissement en foreLe prinipe de déport de l'axe de solliitation est soure de jeux et frottements entre le ouplemoteur et la fore de tration. La réponse de la mahine n'est don pas très linéaire et évolue avele niveau de fore. La réponse du moteur par rapport à la onsigne de vitesse n'est égalementpas très linéaire, ar e pilotage se fait en boule ouverte ave ompensation R*I simple.Dans es onditions la reherhe d'une boule d'asservissement optimale s'avère di�ile puis-qu'il est néessaire de déterminer la fontion de transfert d'une mahine dont la réponse est nonlinéaire.Nous avons don préféré une solution simple et robuste mais moins préise et moins rapidequ'une solution optimisée. La onsigne de vitesse du moteur est prise proportionnelle à l'erreurde fore entre la fore de onsigne et la fore réelle :
vmoteur = h (Fconsigne − Fmesure)Cette solution peut onduire à une osillation divergente de la onsigne d'asservissement, àause des di�érents retards dans la boule d'aquisition et notamment dans le �ltrage des données.Pour remédier à e problème nous avons saturé la valeur de vitesse moteur de manière à nejamais dépasser une vitesse de tration supérieure à 5mm/min. De ette manière l'asservissementest toujours stable et l'erreur de fore est limitée à ±20N. Par ontre le temps de réationde l'asservissement est relativement lent. Le problème a été renontré au ours de l'étude duomportement thermique des �ls en AMF qui présente un saut de déformation à une températurequasi onstante. Dans e as l'erreur de fore peut atteindre pontuellement 100N et une erreurde ontrainte de 40MPa. 163
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A.3. Montage anti-�ambementAsservissement en rigiditéL'asservissement en rigidité est utilisé dans l'étude de l'e�et mémoire de forme. Ave unyle mémoire de forme la relation entre l'éprouvette en AMF et la mahine de solliitation estinversée : l'éprouvette devient ationneur tandis que la mahine est passive et ne sert qu'auxmesures de fore et déformations. L'idée est de maîtriser le omportement passif de la mahineen lui donnant une rigidité apparente linéaire : un déplaement de l'entre-mors proportionnel àla fore appliquée. La rigidité apparente de la mahine pourrait alors être modi�ée.Lorsque l'asservissement en fore est programmé, l'asservissement en rigidité est relativementdiret : il su�t de faire évoluer la onsigne de fore en fontion du déplaement atuel. Leomportement du matériau étant basée sur la mesure de déplaement de l'extensomètre, le alulde la rigidité sera également basé sur la mesure de l'extensomètre et non pas sur la valeur duapteur de position de la traverse. La relation de rigidité de la mahine s'érit :
(F − Finit) = K (u − uinit)ave K la rigidité reherhée et (uinit, Finit) l'état initial en début d'asservissement.La loi d'asservissement s'érit alors :

vmoteur = h
(

K
(

uextenso
mesure − uinit

)

+ Finit − Fmesure

)De nouveau la onsigne de vitesse est saturée à une valeur maximale. L'asservissement estfontionnel et la préision est d'autant meilleure que la rigidité est élevée.A.3 Montage anti-�ambementA.3.1 PrésentationLe omportement des AMF est di�érent en fontion de la diretion de solliitation. L'e�etde dissymétrie tration-ompression est partiulièrement important à observer.Ave le brusque hangement de omportement lié à la transformation de phase le risque de�ambement des éprouvettes en AMF pour un hargement de ompression est très important.Nous avons don prévu un montage anti-�ambement adapté aux éprouvettes planes de setion5×2mm2 et de longueur utile 50mm.Le prinipe est de guider la déformation de l'éprouvette à l'aide de deux demi glissières enisaillement l'une par rapport à l'autre (�gure A.5). Ave e prinipe l'éprouvette est toujoursen mouvement par rapport aux deux glissières du montage anti �ambement e qui évite lesoinements : la déformation de l'éprouvette est homogène sur toute sa longueur. Par ontreela impose un ertain parallélisme entre le mouvement des deux glissières. De plus malgré lalubri�ation du milieu ambiant liquide les problèmes de frottements ne sont pas éliminés.A.3.2 ValidationLe montage anti-�ambement est testé sur des éprouvettes en aier au omportement élasto-plastiques et de dimensions similaires aux éprouvettes en AMF.Les éprouvettes sont hargées suivant un yle de de tration - ompression en augmentantrégulièrement la déformation. Un yle est e�etuée en débutant par une tration. Un deuxièmeyle sur une éprouvette neuve est e�etué en débutant par une ompression. Le deuxième yleest traé en inversant le signe des déformations et des ontraintes. Ces essais sont répétés surdeux yles di�érents ave des éprouvettes vierges pour haque test (�gure A.6). 165
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Fig. A.5 � Montage anti-�ambement
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A.3. Montage anti-�ambementLes deux yles sont bien superposables. En partiulier la ontrainte limite d'entrée en plasti-ité est bien prédite. La rigidité du omportement plastique est quand à elle légèrement surestiméeen ompression. En e�et le frottement de l'éprouvette sur la glissière lors de la ompression induitune fore additionnelle qui ne peuvent être évitées ave e type de montage. La seule solutionpour éviter ette fore de frottement additionnelle est d'utiliser une géométrie d'éprouvette quine risque pas de �amber !
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Annexe BDérivéesDans la as général du omportement ave boule interne le système d'équation à résoudrepeut se mettre sous la forme de 4 résidus à annuler :
F (∆X) =















Rf (∆X)
Rε (∆X)
R∆εij

(∆X)
Rσij

(∆X)

= {0 (B.1)fontion des inonnues :
∆X =















∆f
∆εT

∆εT
kl

∆Σkl

(B.2)Le problème ne sera traité ii que dans le as général où les deux ritères de transformationet d'orientation sont ativés, les autres as sont déduits simplement de elui-i.Les résidus s'expriment sous la forme suivante ave les grandeurs f , εT
ij et Σij exprimées en�n d'inrément :

≻ le résidu de transformation :
Rf

(

∆f,∆εT ,∆εT
kl,∆Σkl

)

=
∣

∣

∣

∣

∣

∣

A → M : Ff

(

∆f,∆εT
kl,∆Σkl

)

−
(

Fmax
f − Fmin

f

)

1−3fmem+2ffmem

1−fmem − Fmin
f

M → A : Ff

(

∆f,∆εT
kl,∆Σkl

)

+
(

Fmax
f − Fmin

f

)

fmem+2f(fmem
−1)

fmem + Fmin
f

(B.3)
≻ le résidu d'orientation :

Rε

(

∆f,∆εT ,∆εT
kl,∆Σkl

)

=
∣

∣

∣
Fεij

(

∆f,∆εT
kl,∆Σkl

)

− (1 − γ) Fmem
εij

∣

∣

∣
−γ
(

Fmax
ε − Fmin

ε

)

−Fmin
ε(B.4)ave |xij| =

√

3
2xijxij et la fontion d'évolution :

γ
(

f, εT
ij

)

=

2
3

∣

∣

∣fεT
ij − (1 − γ)ET mem

ij

∣

∣

∣

εT
max

(B.5)
≻ le résidu d'éoulement :

R∆εij

(

∆f,∆εT ,∆εT
kl,∆Σkl

)

= ∆εT
ij − ∆εT 3

2

Fεij
− (1 − γ) Fmem

εij
∣

∣

∣
Fεij

− (1 − γ) Fmem
εij

∣

∣

∣

(B.6)169



Annexe B. Dérivées
≻ le résidu élastique :

Rσij

(

∆f,∆εT ,∆εT
kl,∆Σkl

)

= SijklΣkl + αij∆T + fεT
ij − Eij (B.7)Ces résidus sont fontion des deux fores thermodynamique de transformation et d'orientation :

Ff

(

∆f,∆εT
kl,∆Σkl

)

= Σijε
T
ij − B (T − T0) − hf

(

∆f,∆εT
kl

) (B.8)
Fεij

(

∆f,∆εT
kl,∆Σkl

)

= Σij − δij
Σkk

3
− hεij

(

∆f,∆εT
kl

) (B.9)L'expression des fores fait intervenir deux termes d'interation :
hf

(

∆f,∆εT
kl

)

= Hvariantf + HgrainεT
ijε

T
ijf − αf

deb

1 − f

f
+ αf

fin

f

1 − f
(B.10)

hεij

(

∆f,∆εT
kl

)

= HgrainfεT
ij + αε

max

fεT
ij

√

1 + β
√

6
εT
ijεT

jk
εT
ki

(εT
ijεT

ji)
3
2

− 2
3

εT
ijεT

ij

εT2
max

(B.11)
B.1 Jaobien du systèmeLa résolution du système d'équation (B.1) de manière impliite par la méthode Newton-Raphson néessite le alul du jaobien du système et son inversion :

F (∆X) + J δ∆X ≈ 0 (B.12)
δ∆X = J−1 (−F (∆X)) (B.13)ave le jaobien :

J =

















∂Rf

∂∆f
∂Rf

∂∆εT

∂Rf

∂∆εT
kl

∂Rf

∂∆Σkl

∂Rε

∂∆f
∂Rε

∂∆εT
∂Rε

∂∆εT
kl

∂Rε

∂∆Σkl

∂R∆εij

∂∆f

∂R∆εij

∂∆εT

∂R∆εij

∂∆εT
kl

∂R∆εij

∂∆Σkl

∂Rσij

∂∆f

∂Rσij

∂∆εT

∂Rσij

∂∆εT
kl

∂Rσij

∂∆Σkl

















(B.14)Le jaobien se présente sous forme matriielle une olletion d'objets de type di�érent :salaires, tenseurs d'ordre 2 et tenseurs d'ordre 4. Pour e�etuer l'inversion du jaobien il s'agitd'érire le problème de manière plus homogène.Une solution lassique est d'érire les tenseurs d'ordre 2 symétriques sous forme de veteursde dimension 6 et les tenseurs d'ordre 4 sous forme de matries 6*6. Ave ette notation il fautompter en double les termes de isaillement dans l'expression des fores thermodynamiques.Pour que le jaobien soit inversible il faut également introduire l'aspet déviatorique de l'orienta-tion en supprimant la relation sur R∆ε33
et en reportant l'in�uene de ∆εT

33 sur les termes ∆εT
11et ∆εT

22. La relation (B.12) est expliité sous la forme suivante :170



B.2. Calul des dérivées
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= [0] (B.15)
ave le jaobien :
J =























































∂Rf

∂∆f
∂Rf

∂∆εT

∂Rf

∂∆εT
11

− ∂Rf

∂∆εT
33

. 2
∂Rf
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2. 2.
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. . 2
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∂∆f
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(B.16)Le système d'équations linéaire (B.15) est résolu numériquement par une méthode de Gauss.Chaque omposante des inonnues est alulée diretement sauf ∆εT
33 donné par la relation :

∆εT
33 = −∆εT

11 − ∆εT
22 (B.17)B.2 Calul des dérivéesLe alul de haque terme du jaobien sera progressif en ommençant par les dérivées desrésidus, fontion des dérivées des fores thermodynamiques, fontion des termes d'interation.B.2.1 Dérivées des résidusRésidu de transformationIl s'érit : 171



Annexe B. Dérivées
Rf

(

∆f,∆εT ,∆εT
kl,∆Σkl

)

=
∣

∣

∣

∣

∣

∣

A → M : Ff

(

∆f,∆εT
kl,∆Σkl

)

−
(

Fmax
f − Fmin

f

)

1−3fmem+2ffmem

1−fmem − Fmin
f

M → A : Ff

(

∆f,∆εT
kl,∆Σkl

)

+
(

Fmax
f − Fmin

f

)

fmem+2f(fmem−1)
fmem + Fmin

f

(B.18)ave fmemune onstante pendant le alul de l'équilibre et Fmin
f et Fmax

f des paramètresmatériaux.Les dérivées par rapports ont inonnues s'érivent :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

A → M :
∂Rf

∂∆f =
∂Ff

∂∆f −
(

Fmax
f − Fmin

f

)

2fmem

1−fmem

M → A :
∂Rf

∂∆f =
∂Ff

∂∆f +
(

Fmax
f − Fmin

f

)

2(fmem
−1)

fmem

(B.19)
∂Rf

∂∆εT
= 0 (B.20)

∂Rf

∂∆εT
kl

=
∂Ff

∂∆εT
kl

(B.21)
∂Rf

∂∆Σkl
=

∂Ff

∂∆Σkl
(B.22)Résidu d'orientationIl s'érit :

Rε

(

∆f,∆εT ,∆εT
kl,∆Σkl

)

=
∣

∣

∣
Fεij

(

∆f,∆εT
kl,∆Σkl

)

− (1 − γ) Fmem
εij

∣

∣

∣
− γ

(

Fmax
ε − Fmin

ε

)

− Fmin
ε(B.23)ave la norme |xij| =

√

3
2xijxij et la fontion d'évolution :

γ
(

f, εT
ij

)

=

2
3

∣

∣

∣fεT
ij − (1 − γ) ET mem

ij

∣

∣

∣

εT
max

(B.24)
Fmem

εij
et ET mem

ij sont des onstantes pendant le alul de l'équilibre et Fmin
ε et Fmax

ε desparamètres matériaux.La diretion d'éoulement de transformation est dé�nie par :
ηec

ij =
Fεij

− (1 − γ) Fmem
εij

∣

∣

∣
Fεij

− (1 − γ) Fmem
εij

∣

∣

∣

(B.25)Les dérivées du terme d'évolution s'érivent :
∂γ

∂ET
kl

=
fεT

ij − (1 − γ) ET mem

ij

εT
max

∣

∣

∣
fεT

ij − (1 − γ) ET mem

ij

∣

∣

∣
− ET mem

ij

(

fεT
ij − (1 − γ)ET mem

ij

) (B.26)
∂γ

∂∆f
= εT

kl

∂γ

∂ET
kl

(B.27)172



B.2. Calul des dérivées
∂γ

∂∆εT
kl

= f
∂γ

∂ET
kl

f (B.28)Et les dérivées du résidu d'orientation :
∂Rε

∂∆f
=

3

2
ηec

ij

(

∂Fεij

∂∆f
+ Fmem

εij

∂γ

∂∆f

)

−
(

Fmax
ε − Fmin

ε

) ∂γ

∂∆f
(B.29)

∂Rε

∂∆εT
= 0 (B.30)

∂Rε

∂∆εT
kl

=
3

2
ηec

ij

(

∂Fεij

∂∆εT
kl

+ Fmem
εij

∂γ

∂∆εT
kl

)

−
(

Fmax
ε − Fmin

ε

) ∂γ

∂∆εT
kl

(B.31)
∂Rε

∂∆Σkl
=

3

2
ηec

ij

∂Fεij

∂∆Σkl
(B.32)Résidu d'éoulementIl s'érit :

R∆εij

(

∆f,∆εT ,∆εT
kl,∆Σkl

)

= ∆εT
ij − ∆εT 3

2
ηec

ij

(

∆f,∆εT
kl,∆Σkl

) (B.33)Ses dérivées s'érivent :
∂R∆εij

∂∆f
= −3

2
∆εT Nijpq

(

∂Fεpq

∂∆f
+ Fmem

εpq

∂γ

∂∆f

) (B.34)
∂R∆εij

∂∆εT
= −3

2
ηec

ij (B.35)
∂R∆εij

∂∆εT
kl

= Iijkl −
δijδkl

3
− 3

2
∆εT Nijpq

(

∂Fεpq

∂∆εT
kl

+ Fmem
εpq

∂γ

∂∆εT
kl

) (B.36)
∂R∆εij

∂∆Σkl
= −3

2
∆εT Nijpq

∂Fεpq

∂∆Σkl
(B.37)ave le tenseur de dérivation de l'éoulement :

Nijkl =
Iijkl − δijδkl

3 − 3
2ηec

ij ηec
kl

∣

∣

∣
Fεij

− (1 − γ) Fmem
εij

∣

∣

∣

(B.38)Résidu élastiqueIl s'érit :
Rσij

(

∆f,∆εT ,∆εT
kl,∆Σkl

)

= SijklΣkl + αij∆T + fεT
ij − Eij (B.39)et admet pour dérivées :

∂Rσij

∂∆f
= εT

ij (B.40)
∂Rσij

∂∆εT
= 0 (B.41)173
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∂Rσij

∂∆εT
kl

= f

(

Iijkl −
δijδkl

3

) (B.42)
∂Rσij

∂∆Σkl
= Sijkl (B.43)B.2.2 Dérivées des fores thermodynamiquesLes dérivées des résidus sont fontion des dérivées des fores thermodynamiques de transfor-mation et d'orientation. Elles ne sont fontion que de ∆f , ∆εT

kl et ∆Σkl.Fore de transformationElle s'érit :
Ff

(

∆f,∆εT
kl,∆Σkl

)

= Σijε
T
ij − B (T − T0) − hf

(

∆f,∆εT
kl

) (B.44)D'où ses dérivées :
∂Ff

∂∆f
= − ∂hf

∂∆f
(B.45)

∂Ff

∂∆εT
kl

= Σkl − δkl
Σpp

3
− ∂hf

∂∆εT
kl

(B.46)
∂Ff

∂∆Σkl
= εT

kl (B.47)Fore d'orientationElle s'érit :
Fεij

(

∆f,∆εT
kl,∆Σkl

)

= Σij − δij
Σkk

3
− hεij

(

∆f,∆εT
kl

) (B.48)D'où ses dérivées :
∂Fεij

∂∆f
= −

∂hεij

∂∆f
(B.49)

∂Fεij

∂∆εT
kl

= −
∂hεij

∂∆εT
kl

(B.50)
∂Fεij

∂∆Σkl
= Iijkl −

δijδkl

3
(B.51)B.2.3 Dérivées des termes d'interationLes dérivées des fores thermodynamiques sont fontion des dérivées des deux termes d'in-teration. Ces deux termes ne sont fontion que de ∆f et∆εT

kl.174



B.2. Calul des dérivéesInteration en transformationIl s'érit :
hf

(

∆f,∆εT
kl

)

= Hvariantf + HgrainεT
ijε

T
ijf − αf

deb

1 − f

f
+ αf

fin

f

1 − f
(B.52)et ses dérivées :

∂hf

∂∆f
= Hvariant + HgrainεT

ijε
T
ij −

αf
deb

f2
+

αf
fin

(1 − f)2
(B.53)

∂hf

∂∆εT
kl

= 2HgrainfεT
kl (B.54)Interation en orientationIl s'érit :

hεij
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∆f,∆εT
kl

)

= HgrainfεT
ij + αε

max

fεT
ij

Λ
(

εT
ij

)

− 2
3

εT
ijεT

ij

εT2
max

(B.55)ave le terme de dissymétrie de la déformation de transformation :
Λ
(

εT
ij

)

=

√

√

√

√1 + β
√

6
εT
pqε

T
qrε

T
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(

εT
pqε

T
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)
3
2

(B.56)Ses dérivées s'érivent :
∂hεij

∂∆f
= HgrainεT

ij + αε
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εT
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Λ − 2
3

εT
ijεT

ij

εT2
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(B.57)
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(
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∂Λ

∂∆εT
kl

− 4

3

εT
kl

εT 2

max

) (B.58)et
∂Λ

∂∆εT
kl

=
3

2
β
√
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εT
pqε

T
qrε

T
rpε

T
kl − εT

krε
T
rlε

T
pqε

T
qp

(

εT
pqε

T
qp

) 5
2 .Λ

(B.59)
175



Annexe B. Dérivées

176



RésuméLa gamme des Alliages à Mémoire de Forme o�re une variété de omportements méaniques :e�et mémoire de forme, superélastiité, amortissement... Ces matériaux peuvent être exploitésen vue d'améliorer les solutions tehniques existantes, mais ils sont également à l'origine de nou-velles solutions et de produits innovants. Ces travaux de thèse s'attahent au développementd'un outil numérique d'aide au dimensionnement d'appliations en AMF. L'aent est mis surle ouplage thermique-méanique et l'exploitation des AMF sous forme d'ationneur. Le modèledu omportement marosopique des AMF développé est basé sur une étude de la thermodyna-mique de la transformation de phase martensitique et propose une desription de l'état internedu matériau basé sur un hoix original des variables internes : la fration volumique de marten-site et la déformation de transformation propre de la martensite. Le modèle est validé sur uneampagne de aratérisation du omportement méanique et thermique du matériau. Le pointde vue marosopique adopté autorise l'utilisation raisonnable du modèle ave la méthode desÉléments Finis. Le travail d'intégration numérique du modèle onduit à un algorithme robusteet e�ae adapté au alul de strutures.Mots-lés: e�et mémoire de forme, superélastiité, aratérisation, intégration numérique, alulde strutures, éléments �nis AbstratThe range of Shape Memory Alloys o�ers a variety of mehanial behavior : shape mem-ory e�et, superelastiity, damping... These materials an be used to improve existing tehnialsolutions, but an also be at the origin of new solutions and innovative produts. A numerialtool for help to the desing of appliations in SMA is developed in this PhD thesis. The work isfoused on the thermomehanial oupling and the use of SMAs as atuators. The model of themarosopi behavior of SMA developed in this work is based on a study of the thermodynamisof the martensiti phase transformation. It proposes a desription of the internal state of thematerial based on an original hoie of the internal variables : the volumi fration of martensiteand the mean transformation strain of the martensite. The model has been validated with aharaterization ampain of the mehanial and thermal behavior of the material. The adoptedmarosopi point of view authorizes a reasonable use of the model within the �nite elementmethod. The numerial work of integration of the model led to a robust and e�etive algorithmadapted to the strutural analysis.Keywords: shape memory e�et, superelastiity, araterization, numerial integration, stru-ture omputation, �nite elements method
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