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Résumé

Durant ces derniéres années, un grand intérét a été accordé aux systemes a antennes multiples
a cause de leur capacité a augmenter les débits. Une multitude de codes Espace-Temps existent
dans la littérature. Les codes Espace-Temps optimaux sont ceux qui satisfont les propriétés
suivantes : rendement plein, ordre de diversité maximal, gain de codage optimal. Malheureuse-
ment, les meilleurs codes existants souffrent de déterminants minimaux s’évanouissant lorsque
I'efficacité spectrale augmente.

Nous proposons deux nouvelles constructions de codes Espace-Temps ayant un rendement
plein, une diversité pleine et des déterminants minimaux ne s’évanouissant pas lorsque l'effica-
cité spectrale augmente. Nous nous basons dans nos constructions sur les algebres cycliques de
division de centre Q() et Q(j). Les premiers codes construits sont les “codes Quaternioniques”.
Il s’est avéré que la répartition non uniforme de 1’énergie dans la matrice mot de code pénalise
leurs performances lorsque le nombre d’antennes a 1’émission augmente. Pour pallier ce pro-
bleme énergétique, nous avons construit une nouvelle famille de codes Espace-Temps, appelée
”“codes Parfaits”. Ces derniers ont une efficacité énergétique qui se traduit par une distribution
énergétique uniforme au sein du mot de code et des constellations transmises ne présentant
aucune perte de forme par rapport aux constellations émises. Les codes Quaternioniques et les
codes Parfaits atteignent le compromis gain de multiplexage-diversité optimal.

La représentation en réseaux de points des codes Quaternioniques et des codes Parfaits
permet leur décodage par les décodeurs de réseaux de points. Les décodeurs les plus connus
dans la littérature sont le décodeur par spheres et le Schnorr-Euchner. Ces derniers sont utilisés
pour décoder des réseaux de points infinis. Etant donné que nous considérons des constella-
tions finies, des versions modifiées des deux algorithmes ont été proposées. La comparaison
des complexités correspondants aux deux versions modifiées de ces décodeurs nous a permis
de choisir le meilleur, a savoir, le Schnorr-Euchner.

Le décodage des réseaux de points peut étre considérablement accéléré en utilisant une
réduction de réseaux de points. A ce jour, la réduction n’est appliquée qu’aux réseaux de
points infinis . L'utilisation du schéma de codage/décodage en mod-A rend l'application de
la réduction possible en considérant des constellations finies. Nos nouvelles constructions de
codes Espace-Temps se basent sur des réseaux de points algébriques. Nous proposons dans
ce sens une nouvelle réduction algébrique adaptée aux réseaux de points algébriques pour les
systémes mono-antenne sur canal a évanouissements rapides. Cette méthode sera étendue au
cas des systemes a antennes multiples dans un proche avenir.






Abstract

A great interest has been accorded to Multi-Input Multi-Output systems due to the large capa-
city they can offer. A variety of Space-Time codes exists in the literature. Optimal Space-Time
codes are full rate, full rank and have optimal coding gain. Unfortunately, the best existing
codes suffer from vanishing determinants as spectral efficiency grows.

In our work, we propose two new constructions of Space-Time codes that are full rate, full
rank and have non-vanishing determinants. Cyclic division algebras with center Q(i) and Q(})
are our essential mathematical tool for these codes’ constructions. The first ones are the "Qua-
ternionic ST codes”. However, for a number of antennas larger than 2, the non-uniform energy
distribution in the codeword penalizes their performances. To alleviate this problem, we have
constructed a new family of codes, called “Perfect ST codes”. These codes are characterized by a
good energy efficiency given by an uniform energy distribution and transmitted constellations
have no shaping loss compared to the signal constellation. Quaternionic and Perfect codes
achieve the diversity-multiplexing tradeoff.

Quaternonic and Perfect codes are decodable by lattice decoders, Sphere Decoder and
Schnorr-Euchner, by considering their lattice representations. These decoders are usually used
to decode infinite lattices. As we consider finite constellations, modified versions of both deco-
ders are proposed. By comparing their complexities, we conclude that Schnorr-Euchner is better.

Lattice reduction is used to accelerate the decoding of infinite lattices. Using the co-
ding/decoding mod-A scheme, it becomes possible to apply lattice reduction when finite constel-
lations are considered. As algebraic lattices are used in our Space-Time codes’ construction, we
propose a new algebraic lattice reduction for single antenna systems on fast fading channels.
The generalization of this result for MIMO systems is under investigation.
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Introduction

L’intégration de l'internet et des applications multimédia dans les communications sans fil
implique une augmentation des débits et par la suite une augmentation de la capacité. Les prin-
cipales applications en question sont : les “réseaux locaux sans fil”, ”"1’acces radio haut débit”
et les systemes de “quatrieme génération”. D"un point de vue théorique, ce type d’applications
inclut généralement un canal de transmission supposé quasi-statique, non sélectif en fréquence,
et pour atteindre ses limites, des antennes multiples a ’émission et a la réception peuvent étre
utilisées. Cette solution a été approuvée par les calculs de capacité qui prouvent que la capacité
d’un canal sans fil augmente linéairement en fonction du nombre minimal d’antennes entre
I"émission et la réception. Le codage Espace-Temps (ST) consiste a concevoir des codes pour les
systémes radio a antennes multiples en introduisant une dépendance entre le domaine spatial
et temporel dans le but d’apporter, sans sacrifier la bande passante, une diversité spatiale et un
gain de codage.

Un code ST est caractérisé par son rendement, son ordre de diversité et son gain de codage. Il
existe dans la littérature une multitude de codes ST dont nous citons le fameux code d’Alamouti,
déja intégré dans la norme UMTS. Le code d”Alamouti est optimal pour un systeme a deux an-
tennes a I’émission et une antenne a la réception atteignant1’ordre de diversité maximal, égal a 2.

Afin d’exploiter d’une fagon optimale les ressources spectrales des systéemes de transmis-
sion a antennes multiples, des codes ST ayant un rendement plein, une diversité maximale,
optimisant le gain de codage ont été construits. Néanmoins, 1’optimisation du gain de codage
qui revient & maximiser les déterminants minimaux de la différence de deux mots de code
n’est valable que pour une efficacité spectrale donnée. Malheureusement, les déterminants mi-
nimaux de ces codes s’évanouissent lorsque l'efficacité spectrale augmente. Yao et Wornell ont
montré que, pour un systeme a 2 antennes a 1’émission et a la réception, avoir un code ST ayant
un déterminant minimal ne s’évanouissant pas est une condition suffisante pour atteindre le
compromis gain de multiplexage-diversité optimal. Récemment, il a été démontré que sous cer-
taines hypothéses, avoir des déterminants minimaux ne s’évanouissant pas permet d’atteindre
le compromis gain de multiplexage-diversité optimal.

Dans ce travail, nous proposons de nouvelles constructions de codes ST en blocs ayant un
rendement plein, une diversité maximale avec en plus des déterminants minimaux ne s’éva-
nouissant pas lorsque l'efficacité spectrale augmente. Dans un premier temps, nous avons
construit des codes ST appelés “codes Quaternioniques”. Ces codes ont été les premiers codes
ST a atteindre le compromis “gain de multiplexage-diversité” optimal. Les performances des
codes Quaternioniques sont pénalisées par la répartition non uniforme de 1'énergie au sein du



mot de code. Nous avons alors construit une nouvelle famille de codes ST, que nous avons
appelés “codes Parfaits” palliant le probleme énergétique des codes Quaternioniques. Afin
d’augmenter les gains de codage, nous nous sommes basés sur la construction algébrique des
codes Parfaits pour construire des codes parfaits rectangulaires (la longueur temporelle du code
supérieure au nombre d’antenne a 1’émission).

Un décodage a Maximum de Vraisemblance permet 1'obtention des performances opti-
males des codes ST, cependant, sa complexité exponentielle rend impossible son utilisation. Par
ailleurs, la représentation en réseaux de points de nos codes ST permet leur décodage par les
décodeurs de réseaux de points : le décodage par spheres et le Schnorr-Euchner. Nous propo-
sons des versions modifiées de ces décodeurs adaptées au décodage des sous-parties finies de
réseaux de points.

Le décodage des réseaux de points est d’autant plus complexe que la dimension du réseau
augmente. Ainsil"utilisation d’une réduction devient nécessaire pour réduire la complexité des
décodeurs. Malheureusement, avec un schéma classique de codage/décodage, la réduction de
réseaux de points ne s’applique qu’aux réseaux de points infinis. Cependant il devient possible,
en utilisant un schéma de codage/décodage spécifique appelé mod-A, d’appliquer la réduction
en considérant des sous parties finies de réseaux de points. Nous proposons dans ce sens une
nouvelle méthode de réduction algébrique adaptée a la réduction des réseaux de points algé-
briques, pour les systémes mono-antenne sur des canaux a évanouissements rapides employant
un précodage linéaire. Cette réduction permet d’obtenir la diversité maximale en employant
une simple détection par forcage a zéro.

Organisation de la thése :

Dans le premier chapitre nous présentons les différents parametres de notre chaine de trans-
mission et les outils mathématiques indispensables a la compréhension des résultats exposés
tout au long de ce mémoire. Nous commencons par une présentation détaillée des différents
modules de la chaine de transmission considérée. Nous définissons la notion de diversité et
nous présentons les différents types existants. Nous définissons ensuite les réseaux de points
et leurs principales caractéristiques. Nous présentons enfin les notions de base de l'algébre
qui nous seront utiles dans la suite, a savoir, corps de nombres, anneaux des entiers, réseaux
logarithmiques, algebre cyclique de division, etc...

Dans le deuxieéme chapitre, nous présentons un état de 1’art des codes ST en blocs. Nous
définissons la capacité d'un canal ergodique, la probabilité de coupure pour un canal a éva-
nouissement par blocs et le compromis “gain de multiplexage-diversité”. Nous présentons les
criteres de construction des codes ST, a savoir, le critere du rang, du déterminant, de l'informa-
tion mutuelle et de la trace. Suit une présentation détaillée des codes ST en blocs existants dans
la littérature : les codes orthogonaux, les codes en couches, les codes a dispersion linéaire, les
codes algébriques, les codes construits a partir d’algebre de division et enfin les codes construits
a partir de rotations réelles.

Dans le troisieme chapitre, nous proposons deux nouvelles constructions algébriques de
codes ST. Nous présentons deux approches dont découle la construction des codes Quater-
nioniques et des codes Parfaits. Nous détaillons leurs constructions et nous étudions leurs
performances. Nous clorons ce chapitre par la présentation des codes parfaits rectangulaires
ainsi que leurs performances.
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Dans le quatrieme chapitre nous traitons le décodage des codes ST construits au chapitre
III par les décodeurs de réseaux de points, décodeur par spheéres (SD) et Schnorr-Euchner (SE).
Nous commencons par la représentation en réseaux de points des systémes a antennes mul-
tiples codés et non-codés. Nous détaillons ensuite le principe de la recherche du point le plus
proche dans les réseaux de points et exposons les principaux travaux réalisés sur ce sujet. Par
la suite, nous détaillons les algorithmes et les modifications apportées aux deux décodeurs SD
et SE pour décoder des sous-parties finies de réseaux de points. Nous étudions et comparons
les complexités des deux algorithmes modifiés.

Dans le cinquieme chapitre nous proposons une nouvelle méthode de réduction algébrique
pour les systémes mono-antenne sur canal a évanouissements rapides employant un précodage
linéaire. Nous exposons dans un premier temps l'intérét et le principe de la réduction de réseaux
de points. Nous présentons ensuite le schéma de codage/décodage en mod-A nous permettant
d’appliquer la réduction en considérant des sous-parties finies de réseaux de points. Apres
avoir fait le tour des méthodes de réduction existantes dans la littérature, nous présentons
notre nouvelle méthode de réduction algébrique. Nous finissons par son application sur des
réseaux de points algébriques complexes dans le but d’étudier ses performances et les comparer
a celles de la réduction classique LLL.







Chapitre 1

Préliminaires

Introduction

Dans ce chapitre nous exposons le cadre de notre travail et nous dressons le socle théorique des
chapitres a venir. Nous définirons dans un premier temps les différents parametres de la chaine
de transmission considérée et détaillerons ensuite, les différentes notions utilisées.

Nous nous intéressons aux systémes de transmission a antennes multiples employant un co-
dage Espace-Temps. Nous présenterons dans la premiere partie de ce chapitre la chaine de
transmission considérée et nous détaillerons les différents modules associés, a savoir, la mo-
dulation, le canal de transmission, etc. Nous définirons aussi la notion de diversité et nous
présenterons les différents types existants.

Les réseaux de points et la théorie algébrique des nombres sont les principaux outils ma-
thématiques nécessaires pour établir les résultats exposés tout au long de ce mémoire. Ainsi,
nous consacrerons la deuxiéme partie de ce chapitre aux réseaux de points et leurs principales
caractéristiques et la troisieme au rappel des différentes définitions algébriques, dont la théorie
des nombres algébriques et I’algebre de division.

1.1 Présentation du schéma de transmission

Le schéma de transmission que nous allons considérer dans ce mémoire est un systeme a an-
tennes multiples (Multi Input Multi Output - MIMO) employant un codage Espace-Temps
(Space-Time - ST) (figure [LT)), avec n; antennes a 1’émission et 7, antennes a la réception. Le
coefficient h;; représente I’évanouissement du trajet entre I'antenne émettrice i et I’antenne ré-
ceptrice j. A la sortie de la modulation, les symboles d’information sont codés par le code ST,
et transmis par la suite a travers un canal de transmission. A la réception, le décodage du code
ST permet la récupération des symboles d’information, qui aprés démodulation générent les
bits d'informations.

Le mot de code X est une matrice de dimension n; X T, avec T la longueur temporelle
du code. Chaque composante du mot de code X est une combinaison linéaire des symboles
d’information. Le rendement du code est égal au nombre de symboles transmis par utilisation
canal (symboles/uc). Nous parlerons de code ST infini si les symboles d’information sont pris



6 1.1. PRESENTATION DU SCHEMA DE TRANSMISSION

dans un réseaux de points et de code ST fini si les symboles d’information sont pris dans un
alphabet fini.

Matrice detransfert du canal

H

ES -

bits Codage } N 7
— Modulation ’

\\l\lij -
Y.

: et :
PNy
o AN
P

Mot de code transmis Mot de code recu
X Y

Espace-Tempd n,  Décodage Démodulation ——=

F1G. 1.1: Chaine de transmission

Le signal requ par chaque antenne est la superposition des signaux transmis par toutes les
antennes émettrices bruité par le canal de transmission. Le mot de code requ s’écrit alors :

Yn,XT = Hn,xnt : xntXT + WnrxT (11)

ol H représente la matrice de transfert du canal de transmission, et W le bruit additif blanc
Gaussien (Additive White Gaussian Noise - AWGN ). Notons M,y; la matrice a r lignes et ¢
colonnes.

Le systeme de transmission sera dit non-codé si T = 1. Le mot de code x se réduit alors a un
vecteur de symboles de dimension 7; et le vecteur requ devient :

Yu, = Hnrxnt *Xp + Wy, (12)

Il existe deux grandes classes de systéme de transmission suivant la connaissance a priori du
canal de transmission au niveau du récepteur. On parle de systeme cohérent, si les coefficients
du canal sont supposés étre parfaitement connus au niveau du récepteur. Si les coefficients du
canal sont inconnus par le récepteur, deux cas sont possibles : le premier correspond au systeme
non cohérent qui utilise des techniques d’estimation des coefficients du canal de transmission,
comme par exemple ’envoi de séquences d’apprentissage. Le deuxiéme correspond au systeme
différentiel qui décode le code ST sans connaissance du canal.

Dans ce travail, nous allons nous intéresser aux systemes cohérents.

1.1.1 Modulation / Démodulation

La modulation est une opération qui consiste a étiqueter les symboles avec les bits d’informa-
tion. Les deux modulations que nous allons utiliser sont la modulation g-QAM et la modulation
hexagonale g-HEX.

La modulation d’amplitude en quadrature de phases (Quadrature Amplitude Modulation
- QAM) est, comme son nom l'indique, une technique qui emploie une combinaison de mo-
dulation de phase et d’amplitude. Une constellation QAM est un sous-ensemble fini de Z][i],
obtenue en considérant des points équidistants contenus dans une région donnée de Z[i].
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Quelques exemples de constellation -QAM, avec g = 4,8,16, sont présentées dans la figure
La distance minimale entre deux points adjacents de la constellation est égale a 2. Les énergies
moyennes par symbole des 4,8,16 et 64-QAM sont respectivement 2,6,10 et 42.
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(a) 4-QAM (b) 8-QAM (c) 16-QAM

Fic. 1.2: Constellations -QAM

Les constellations hexagonales (3-HEX) sont des sous-ensembles finis du réseau hexagonal
A, obtenue en considérant des points équidistants contenu dans une région donnée de A,.
Le réseau A, est le réseau le plus dense en dimension 2 et les constellations construites a
partir de ce réseau sont tres efficaces [[J]. Les meilleures constellations hexagonales pour g =
4,8,16 sont présentées dans la figure La distance minimale entre deux points adjacents
de la constellation est égale a 2. Les énergies moyennes par symbole des 4,8 et 16-HEX sont
respectivement 2,4.5 et 8.75. Les constellations 4 et 8-HEX ont été centrées par une translation
de 1/2 sur l’axe des abscisses et la constellation 16-HEX a été translatée de 1/4 sur ’axe des
abscisses.
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(a) 4-HEX (b) 8-HEX (c) 16-HEX

Fic. 1.3: Constellations g-HEX

La démodulation est 'opération inverse de la modulation, en faisant 1'étiquetage inverse
les bits d’information sont reconstitués.

1.1.2 Canal de transmission

Ce qui est connu sur le canal de transmission des systémes radio-mobiles, c’est qu’il souffre
d’une limitation due au caractere aléatoire des évanouissements. Cette limitation peut étre mo-
délisée par un processus aléatoire Gaussien complexe [2]. Si la moyenne des évanouissements
est nulle, alors I’'enveloppe suit une loi de Rayleigh et le canal est dit canal de Rayleigh. C’est
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le modele de canal que nous allons considérer.

La matrice H du canal sera a entrées complexes gaussiennes. Chaque composante dispose
d’une partie réelle et une partie imaginaire gaussienne de moyenne nulle et de variance 0.5. Si
la moyenne des évanouissements n’est pas nulle le canal est dit canal de Rice.

Il existe trois types de canaux de Rayleigh classés suivant la nature de I’évanouissement.

— Canal ergodique - canal FF (Fast-Fading channel) : une réalisation du canal est vue a
chaque temps symbole

— Canal quasi-statique (Quasi-static fading channel) : le canal reste constant durant la
transmission d"une trame ou d"un mot de code.

— Canal a évanouissement par blocs (Block-fading channel) : le canal reste constant durant
la transmission de n trames. Si n = 1, on retrouve le canal quasi-statique.

Au canal de transmission s’ajoute le bruit di aux divers rayonnements captés par les antennes,
les interférences éventuelles entre utilisateurs et le bruit généré par les composants électro-

niques. Ce bruit est modélisé par un bruit AWGN de moyenne nulle et de variance o2.

Dans la suite, nous considérons comme canal de transmission, un canal de Rayleigh quasi-
statique, supposé connu au niveau du récepteur (cas cohérent).

1.1.3 Notion de diversité

Il est évident qu'un signal transmis sur un canal radio mobile est fortement affecté par les
interférences et les évanouissements liés aux obstacles et aux multi-trajets. En présence de forts
évanouissements, ’envoi d"une seule réplique du signal peut étre insuffisante pour décoder
I'information. Pour pallier ce probleme, il serait intéressant de récupérer a la réception diverses
répliques du signal affectées par des évanouissements indépendants : cette technique s’appelle
diversité. La diversité consiste a envoyer sur plusieurs voies indépendantes le méme signal
de fagon a moyenner les évanouissements. L'ordre de diversité est égal au nombre de voies
indépendantes a la réception.

Il existe différents types de diversité :




CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES 9

- la diversité temporelle : c’est 'envoi en n instants différents du méme signal. Les ins-
tants sont séparés d’au moins le temps de cohérence du canal afin d’assurer une bonne
décorrélation des signaux. Ce type de diversité est intéressant pour les canaux ergodiques.

- la diversité fréquentielle : c’est I’envoi sur n fréquences différentes du méme signal. Les
fréquences sont séparées d’au moins la bande de cohérence du canal. La diversité fréquen-
tielle est utilisée dans les systemes OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplexing).

— ladiversité d’espace en émission : c’est]’envoi du méme signal sur n antennes différentes
séparées d’au moins dix fois la longueur d’onde. A la réception, cette diversité est percue
comme une diversité temporelle.

Ces trois types de diversités sont cotiteuses en terme d’efficacité spectrale puisqu’elles néces-
sitent la répétition du méme signal. L’association d"un codage correcteur d’erreurs avec I'un de
ces types de diversité permet d’augmenter I'efficacité spectrale, et ainsi d’éviter un gaspillage
des ressources spectrales.

— la diversité d’espace en réception : c’est la réception du méme signal sur n antennes
différentes séparées d’au moins dix fois la longueur d’onde. L'ordre de diversité maximal
possible est égal a n.

— la diversité de trajets : c’est la réception de n répliques du méme signal issues de n multi-
trajets. Un récepteur Rake permet de décorréler les différents trajets. Cette technique est
utilisée dans les systeme DS-CDMA (Direct séquence Code Division Multiples Access).

La combinaison de plusieurs types de diversité permet d’obtenir des ordres de diversité élevés.
Elle permet de combattre plus efficacement les effets des évanouissements et augmenter, éven-
tuellement, I'efficacité spectrale. L'ordre de diversité total est le produit des ordres de diversités
particuliers.

Dans ce travail, nous allons nous intéresser a deux types de diversité, a savoir, diversité
spatio-temporelle. Nous allons considérer un systeme a antennes multiples a 1’émission et a
la réception. La diversité a la réception est acquise. Il reste donc a récupérer la diversité a
I"émission. Pour cela, différentes techniques de codage spatio-temporels seront utilisées.

1.2 Définitions et propriétés d’un réseau de points

Dans cette partie, nous allons définir la notion de “réseau de points” et nous allons expliciter
quelques-uns de ses principaux parametres utiles dans la suite.

Définition : 1.1 réseau de points (lattice)
Un réseau de points est un sous-groupe discret de rang p , p < n de l'espace euclidien R".

Autrement dit, un réseau de points est 'ensemble engendré par les vecteurs vy,vs, ..., v, de R™.
Soit A ce réseau de points. Un vecteur v appartenant a A, s’écrit v = a;vy +ava +... +a,vp, avec
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ay,ay, ... a4, € Z. La famille de vecteurs vq,vy, ... ,Vp constitue une base du réseau de points, de
dimension p.

Définition : 1.2 matrice génératrice d'un réseau de points
Soit M la matrice dont les colonnes sont les vecteurs v1,v,...,vp. M est la matrice génératrice du
réseau de points. Dans la suite, un réseau de points engendré par la matrice M sera noté Apy.

t
Soit x = (x1,%2,...,%,)" un point de Ay Il existe un vecteur z = (zl,zz, .. .,zp) de Z7 tel que
x = M - z. Le réseau Ay peut étre vu comme une transformation linéaire appliquée au réseau
7F.

Définition : 1.3 matrice de Gram
La matrice de Gram du réseau Ay est G = M - M.

Définition : 1.4 réseau de points équivalent
Soit Q € M,(R), tel que Q - Q' = 1. Les deux réseaux de points Ay et Am.q sont équivalents (méme
réseau).

Définition : 1.5 volume fondamental d’un réseau de points
Le parallélotope fondamental d’'un réseau de points Ay engendré par l'ensemble des vecteurs
V1,V2, ..., Vp de R" est la région de I'espace

P={(xeR"Ix=avi+ava+...+a,vp, 0<a;<1,i=1...p}

Le volume fondamental du réseau est le volume fondamental du parallélotope fondamental noté
vol(Am). Si p = n, le volume fondamental du réseau est |[det(M)|, qui est aussi /|det(G)|.

Définition : 1.6 cellule de Voronoi
La cellule de Voronoi d’un point u d’un réseau de points A est la région de I'espace définie par

v(w) = {x e R" | Ix—ull < [x -y, y € A}

Le réseau de points étant géométriquement uniforme, toutes les cellules de Voronoi du réseau
sont identiques. On parle alors de cellule de Voronoi du réseau. Le volume fondamental du
réseau est égal au volume de la cellule de Voronoi.

Définition : 1.7 sous-réseau
Un sous-réseau d'un réseau de points A est un sous-groupe de A.

Un réseau est dit entier s’il est un sous-réseau de Z". Dans la figure [C4 nous avons tracé
les réseaux de points A; et Z[i] avec leurs parametres élémentaires, a savoir, une base, le
parallélotope fondamental et des régions ou cellules de Voronoi.
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Fic. 1.4: Exemples de réseaux de points en dimension 2

1.3 Notions et définitions d’algébre

Dans cette partie, nous allons rappeler quelques définitions et notions algébriques utiles pour
la compréhension des résultats exposés dans ce mémoire. De plus amples détails et définitions

peuvent étre trouvés dans [B, 4, 5| 16, 7, 8].

Nous commencerons par un rappel des notions de base de l’algebre. Nous définirons ensuite
les corps de nombres algébriques et les notions qui s’y rapportent. Nous développerons enfin
la notion d’algebre cyclique de division et sa représentation matricielle. L'algebre de division
sera notre outil de base dans la construction des codes ST.

1.3.1 Notions de base

Définition : 1.8 : groupe
Un groupe G est un ensemble fini ou infini munid’une loi de composition interne notée (+) (généralement
appelée addition) vérifiant :

1. L'addition est associative, Vab,c € G, (a+b)+c=a+ (b+c)
2. L’addition posséde un élément neutren,Ya € G,a+n=n+a=a
3. Ya € G, apossede un symétriquea’, a+a’ =n

Le groupe G muni de sa loi sera noté (G,+).

Soit (G,+) un groupe :

— G est abélien (ou commutatif) si sa loi de composition interne est commutative, par
exemple (Z,+) et (R — {0},X) sont des groupes abéliens.

— H est un sous-groupe de G si H C G, H est stable par la loi de composition interne de G et
H menu de cette loi est un groupe.

— G est fini s’il possede un nombre fini d’éléments. Son nombre d’éléments est appelé ordre
du groupe. Soit H un sous-groupe de G, alors le card(H) divise le card(G). L'indice de H
dans G, noté (G : H) est card(G)/card(H).
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— G est cyclique s'il possede un seul générateur et est fini.

Définition : 1.9 : anneau (ring)
Un anneau A est un ensemble muni de deux lois de composition notées (+) et (X), appelées généralement
addition et multiplication et vérifiant :

1. (A,+) est un groupe abélien
2. la multiplication est associative, ¥ a,b,c € A,ax (bXc)=(axb)Xc

3. la multiplication est distributive (a droite et a gauche) par rapport a I'addition, ¥ a,b,c € A, a X
(b+c)=axb+axc(b+c)Xa=bxa+cXa

Soit (A, +,X) un anneau.

— A est unitaire s’il posséde un élément neutre pour la multiplication.

— A est commutatif si la multiplication est commutative, par exemple (Z, +,X) est un
anneau commutatif.

— A est unitaire commutatif, A est alors intégre (ou sans diviseurs de zéro) si le produit de
deux de ses éléments non nuls quelconques est non nul.

— l'anneau de polynémes a une variable sur A sera noté A[x]. Si A est unitaire, A[x] l'est
aussi. A[x] est commutatif si et seulement si A 1’est.

Définition : 1.10 idéal (idéal)
Soit (A, + ,X) un anneau commutatif. I est un idéal de A s'il est un sous-groupe additif de (A,+) stable
par la multiplication :Va€ A,Nbel,axbel

L’exemple élémentaire d'idéal est I'idéal nZ de Z, avec n € Z. Un idéal I possede les propriétés
suivantes.
— lestpremiersiaxb € Ietsia ¢ I alors b € I (par exemple si p est un nombre premier alors
I'idéal pZ est premier).
— I est irréductible s’il ne peut s’écrire comme intersection de deux idéaux.
— lestprincipal sida € A |l =aA = {a X x,x € A}, en d’autres termes, I'idéal I est engendré
par a et sera noté (a).
— I est maximal si | est un idéal tel que I C |, alors soit ] = I ou | = A; en d’autres termes,
s’il n’est contenu dans aucun autre idéal. Tout idéal maximal est premier.
— I est fini s’il est somme d"un nombre fini d’idéaux principaux, est donc engendré par un
nombre fini d’éléments.

Il existe plusieurs types d’anneaux dépendants des propriétés de leurs idéaux. On peut citer
comme exemples, I'anneau principal, I’anneau noethérien et 'anneau de Dedekind, que nous
définissons dans la suite.
— Un anneau A est principal s'il est intéegre et si tout idéal de A est principal.
— Un anneau commutatif dont tout idéal est fini est dit noethérien.
— Un anneau A est de Dedekind si il est integre et noethérien et si tout idéal premier non
nul de A est maximal. Tout anneau principal est un anneau de Dedekind.
— Soit A un anneau de Dedekind, alors tout idéal dans A se factorise d'une facon unique
comme produit d'idéaux premiers (maximaux) de A .
— Soit I un idéal premier de A, alors I = H?zl b'l”’ avec b, [ =1...q sont des idéaux premiers
de A.Lese;, [ =1...q s appellent indices de ramification. On dit que I se ramifie dans A
sil’un des indices de ramification est supérieur ou égal a 2.
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— Soit A un anneau de Dedekind, tout idéal dans A est engendré par au maximum deux
éléments.

Définition : 1.11 homomorphisme d’anneaux
Soient deux anneaux A et B, d'éléments unités respectifs e et e’. Un homomorphisme f est une application
de A dans B vérifiant, pour a, b € A,

fla+b) = f(a)+ f(b)
flab) = f(a)f(b)
flep = ¢

Définition : 1.12 corps (skew field)

Un corps est un anneau dans lequel tout élément non nul admet un symétrique (inverse) pour la
multiplication. Un corps est un anneau intégre. Si la multiplication est commutative, le corps est
commutatif.

Le terme anglais “field” correspond a corps commutatif.

(Q, +,%), R, +,%), (C, + ,X) sont des corps commutatifs, tels que Q C R C C. Les seuls idéaux
d"un corps sont I'idéal nul (0) et le corps tout entier. Réciproquement si A est un anneau ayant
comme seuls idéaux 1'idéal nul et lui méme, alors A est un corps.

Définition : 1.13 nombre algébrique

Un nombre (réel ou complexe) est dit algébrique s'il est solution d'une équation polynomiale du type
P(x) = ax" + bx" ' + ...+ cx+p = 0avec ab,...,cp € Z. On parle d’entier algébrique lorsque le
polynome P est unitaire (i.e. le coefficient du mondme de plus haut degré est égal a 1). Un nombre non
algébrique est dit transcendant.

Plus généralement, si B est un sous-anneau d’un anneau commutatif A, un élément x de A
est dit algébrique sur B s’il existe un polynome a coefficients dans B dont x est solution. Si le
polyndme est unitaire, alors x est dit entier algébrique sur B.

Soit K un corps, K[x] est 'anneau des polyndmes en I'indéterminé x et a coefficients dans K.

Définition : 1.14 polyndme minimal

Soit K un corps et soit O un nombre algébrique sur K. Il existe un unique polynome irréductible unitaire
ue(x) € K[x], ayant O comme racine : c’est le polyndme minimal de O sur K. Le degré de O sur K est
le degré de son polynome minimal. Les racines de [1g(x) sont appelées les conjugués de 0.

Le complexe i est un entier algébrique de degré 2 dans Q car il est solution de 1'équation
x2+1 = 0. Son conjugué est —i. De méme V5 est un entier algébrique de degré 2 dans Q puisque
il est solution (positive) de I'équation x> — 5 = 0. Son conjugué est — V5. Les racines de I'unité,
Cp = e¥™" sont des entiers algébriques, de degré ¢(n) dans Q, ¢(-) est la fonction d’Euler (¢(n)
est égale au nombre d’entiers compris entre 1 et n — 1 et premiers avec n). Les conjugués de C,
sont , - eHm=D/in 1 =1 pn)—1.e, ¢'et 7t sont des nombres transcendants.
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Définition : 1.15 extension de corps
Un corps L est une extension d’un corps K si L contient K comme sous-corps.

Définition : 1.16 Extension algébrique simple
Soit K un corps et soit 0 algébrique sur K. Si on adjoint 0 a K, on obtient une extension de corps notée
K(0) ou K(0)/K. En d’autres termes K(0O) est le plus petit corps contenant K et O.

Proposition : 1.1 Soit K un corps, les conditions suivantes sont équivalentes :
— tout élément de K[x] de degré strictement supérieur a 0, a une racine dans K
— tout élément irréductible de K[x] est de degré 1
— toute extension algébrique de K est finie de degré 1 sur K (c’est a dire égale a K).

Définition : 1.17 corps algébriquement clos
Un corps K est algébriquement clos s'il vérifie les conditions de la proposition [L 1)

Définition : 1.18 cloture algébrique
Soit K une extension algébrique de L, on dit que L est une cloture algébrique de K si L est algébriquement
clos.

Par exemple R est une extension de Q, et C est une extension de R. C est la cloture algébrique
de R.

Définition : 1.19 espace vectoriel
Soit (K, + ,X) un corps commutatif d’élément unité noté 1, soit (E,+) un groupe abélien et soit (-) :
E x K — E une loi externe sur E. (E, + ,-) est un K-espace vectoriel si pour x,y € E et a,b € K, la loi
externe (appelée aussi multiplication scalaire) vérifie :

I.a-x+y)=a-x+a-y

2. (a+b)-x=a-x+b-x

3.a-(b-x)y=ab-x

4. 1-x=x

Les éléments de K sont appelés des scalaires, et ceux de E des vecteurs. Si K est un anneau commutatif
unitaire (sans étre un corps), on parle alors de module au lieu d’espace vectoriel.

Définition : 1.20 sous-espace vectoriel
Soit K un corps et E un K-espace vectoriel. Soit V un sous-ensemble de E. V est un sous-espace vectoriel
si (V,+) est un sous-groupe de (E,+) et poura € Ketxe€ V,a-x € V.

Soient K un corps et E un K-espace-vectoriel :
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— si B est une partie de E telle que tout élément de E soit combinaison linéaire d’éléments
de B, on dit que B est une famille génératrice de E ou encore que E est engendré par B.

— une partie B de E est libre, lorsque toute combinaison linéaire nulle d’éléments a tous ses
coefficients nuls.

— une partie B de E est dite base de E si et seulement si elle est a la fois libre et génératrice.
Si B possede un nombre fini d’éléments, on dit que E est un espace vectoriel de dimension
finie, égale au cardinal de B.

— soit B = (e;)=1.., une base de E, alors tout élément x de E s’écrit de fagon unique sous la
forme d’une combinaison linéaire des éléments de B. x = } -y ,A;-e,les A, I =1...n
sont des scalaires dans K appelés les coordonnées de x dans la base B.

Contrairement aux espaces vectoriels sur les corps, un module sur un anneau n’admet pas
nécessairement de base. Un module qui posseéde une base s’appelle un module libre.

Soient K un corps et L = K(0) une extension algébrique du corps K, L peut étre considérée
comme un espace vectoriel sur K. On appelle degré de L sur K, noté [L : K], la dimension de cet
espace vectoriel, qui est le degré du polyndme minimal de 0 sur K. Soit 1 le degré de L sur K.
Une base de L est (1,0,0%...,0"1).

Définition : 1.21 Soient E et F des K-espaces vectoriels et f une application de E dans F. f est une
application K-linéaire si pour tout x et y dans E et tout a et § dans K, f(ax + By) = a- f(x) + - f(y).
On note L(E,F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F. On utilise, quand aucune confusion
n’est a craindre, le mot “linéaire” a la place de “K-linéaire”.

— Si E = F, f est un endomorphisme. L'ensemble des endomorphismes d'un espace vectoriel E est

noté L(E).
— Si f est bijective, f est un isomorphisme.
— SiE = Fet que f est bijective alors f est un automorphisme. L'ensemble des automorphismes d’'un

espace vectoriel est noté GL(E) (Groupe linéaire de E).

Théoreme : 1.1 soit K un corps de caractéristique O (contenant Z. comme sous-anneau et donc conte-
nant Q) ou fini, et soient L une extension algébrique de K de degré n, et C un corps algébriquement clos
contenant K. Alors, il existe n K-isomorphismes distincts de L dans C noté GL(L).

Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Kestle corps des invariants du groupe GL(L)
2. pour tout a € K, le polyndme minimal de o sur K a toutes ses racines dans L

3. L est engendré par les racines d"un polyndme irréductible sur K

Si ces conditions sont vérifiées, alors L est dite extension galoisienne de K, et GL(L) est appelé
groupe de Galois de L sur Knoté Gal(L/K). Si Gal(L/K) est abélien, on dit que L est une extension
abélienne de K. Et si Gal(L/K) est cyclique, on dit que L est une extension cyclique de K.
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1.3.2 corps de nombres algébriques

Définition : 1.22 corps de nombres (number field)
On appelle corps de nombres toute extension de degré fini du corps Q des rationnels.

Définition : 1.23 Soit L un corps de nombres. L est aussi un Q-espace vectoriel. Il existe donc un nombre
algébrique O € L, appelé élément primitif, de degré n = [L : Q] tel que L = Q(0). B = {1,0,0%,...,0"1}
est une base de Q(6).

On appelle corps quadratique toute extension de degré 2 de Q, et corps cyclotomique tout
corps de nombres engendré sur Q par des racines de 1'unité. Les corps quadratiques et les corps
cyclotomiques sont des extensions galoisiennes de Q.

Un exemple de corps quadratique est L = Q(V5), engendré par la base B = (1, V5). Tout
élément x de L s’écrit x =a + bV5,a,b € Q. Le polyndome minimal de V5 est P(x) = X?> — 5. Les
racines de P sont V5 et— V5. Q(V5) est une extension galoisienne de Q.

Définition : 1.24 anneau des entiers (ring of integers)

Soit le corps de nombres Q(0). L'ensemble des entiers algébriques dans Q(0) forme un anneau appelé
I'anneau des entiers, noté Oqg). Il est aussi un module libre de degré n sur Z.

Oqe) est appelé aussi ordre maximal (maximal order) de Q(O) et tout sous-corps de Ogyg) est appelé
ordre (order) de Q(6).

Soit B une base de Ogg) vu comme Z-module, B est appelée base intégrale de Q(0).

L’anneau des entiers d’un corps de nombres est un anneau de Dedekind. L’anneau des entiers
du corps de nombres Q(i) est Z[i], appelé anneau des entiers de Gauss (Gaussian integers).
L’anneau des entiers du corps de nombres Q(j) est Z[j], appelé anneau des entiers d'Eisenstein
(Eisenstein integers).

Continuons sur 'exemple précédent, la base (1, V5) n’est pas une base intégrale de Q(V5)
parce qu’elle engendre seulement une partie de OQ( V5 etpas OQ( V5 en entier. En effet 1+2—\/5 est
un élément primitif de Q(V5) ayant comme polynéme minimal P(x) = x2 — x — 1. Une base in-

tégrale de Q( V5) est (1, 1+2\/§).L’anneau desentiersde Q(V5) est Z [%] = {a + b1+2\/§, abe Z} .

D’une fagon générale, Pour un corps de nombre quadratique K = Q(+/p), o1 p est un entier
qui n’est pas un carrée, alors I’anneau des entiers de K est :

Z #] sip=1mod 4

bo) -
&P Z \/;7] sip =2,3mod 4

Si K = Q(Cy,) est une extension cyclotomique de Q alors I'anneau des entiers de K est
-1 .
Ok =2Z[C] = {ao +a1Cp+ -+ ﬂ(p(n)—1C£(n) i €Zi=1. ..qo(n)}.
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Définition : 1.25 Soit Kun corps. Soient L une extension algébrique de K et M une extension algébrique
de L. Alors, M est une extension algébrique de K. Par multiplicativité des degrés, le degré de M est
[M : K] = [M : LIIL : K]. Si (e))er est une base de L sur K et (fj)ij une base de M sur L, alors
(e1fe) perxg est une base de M sur K.

Définition : 1.26 corps de décomposition

Une extension L de K est un corps de décomposition du polyndme P si P est scindé sur L (i.e. tous ses
facteurs irréductibles dans K[x] sont de degré 1) et ses racines sont dans L qui l'engendrent comme une
extension de K.

Soient 6 = % et O = % K = Q(0) et Q(?) sont deux extensions algéb_riques de Q. Les
polyndmes minimaux respectifs de O et deisont Py = x> —x—1=(x—0)(x —0) et P, = x* + 1 =
(x —i)(x +i). Le polyndme P; est irréductible sur Q(i), et P; est irréductible sur Q(0). L = Q(i,0)
est le corps de décomposition de P; sur Q(i) et est aussi le corps de décomposition de P, sur
Q(0). L est extension de Q de degré 4, on parle d’extension absolue, ayant comme base intégrale
Brg = (1,1,0,i0). L est aussi une extension de Q(i) de degré 2, on parle d’extension relative,
ayant comme base intégrale By @) = (1,0).

7
\

(i,0)

Nous avons défini un corps de nombres et son anneau des entiers. Nous allons maintenant
définir quelques propriétés des corps de nombres tels que la signature, le discriminant et le
plongement canonique.

Définition : 1.27 signature d'un corps de nombres

Soit L = Q(0) un corps de nombres de degré n. La signature de L notée (s,t) est le nombre de racines
réelles s et le nombre de paires de racines complexes conjugués t du polynome minimal de O. Il en découle
quen = s+ 2t.

D’apres le théoreme [[Tlil existe exactement # isomorphismes distincts de L dans C, dont s
de L dans R et un nombre paire 2t de L dans C.

On parle de corps de nombres totalement réel si t = 0. Par exemple Q(V5) a comme si-
gnature (2,0). On parle de corps de nombres totalement complexe sis = 0. Par exemple Q(i) a
comme signature (0,1).

Définition : 1.28 Soit L = Q(0) un corps de nombres de degré n, et soient Oy, k = 1...n les conjugués
de O. 1l existe exactement n isomorphismes oy, k = 1...n distincts de K dans C.
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n—1 n—1
X = leel — o(x) = le,l<
1=0 1=0

Ces isomorphismes préservent les propriétés algébriques de K. Ils sont appelés aussi des plongements de
K dans C.

Définition : 1.29 plongement canonique (canonical embedement)
Le plongement canonique de L dans R® x C' est I'homomorphisme défini par :

o: L —RxC!
X — (Ol (x)IOZ(x)/ s /Os+t(x))

En identifiant R® X C' a R", les coordonnées de o(x) dans la base canonique de R sont

(01(x), - . .,05(x), R(054+1(x)), I (0541(x), - . ., R(05+4(x)), T (05+¢(x)))

R(x) et I(x) sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de x.

Continuons sur le méme exemple ou K = Q(0), avec 0 = % Les deux isomorphismes de
K dans C sont :

51(6) = 6
02(0)

Le plongement canonique de K dans R?est :

Il
i

o: K — R?

X — (01(x),02(x))

Définition : 1.30 Soit L = Q(0O) un corps de nombres de degré n et (61,21, une base de L sur Q,
x,y€LetaeQ
— le discriminant de L sur Q est d; = det (((ok(Ql‘l))ik:Lﬂ : ((ok(Gl_l))Lk:L,n) #0.
— la norme algébrique de x dans L est égale & Npo(x) = [I)L, oi(x) € Q. Si x est un entier
algébrique alors Npq(x) € Z. On a pour x,y € L :

Nijolxy) = Npo)Nio(y)
NL/Q(a) = a”
Nijglax) = a"Nio©)

— latrace algébrique de x dans L est égale d Try jq(x) = Y.J_; 01(x) € Q. Si x est un entier algébrique
alors Tryo(x) € Z. On a pour x,y € L

TTL/Q(X + ]/) = TrL/Q(x) + T?’L/Q(y)
TrL/Q(ax) = LZTT’L/Q(X)
Tryga) = n-a

S’il n"y a pas d’ambiguité, on notera Ny ,q(x) = N(x) et Tryg(x) = Tr(x).
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Pour notre exemple, le discriminant de K est

Soit x € K, x s’écrita + b6 aveca,b € Q, on a

(a+b0)a+b0)=a*>-b*+abeQ
(a+b0)+(@+b0)=2a+beQ

Ni/g(x)
Trr)(X)

Des réseaux de points peuvent étre construits a partir de corps de nombres et plus précisé-
ment a partir des anneaux des entiers des corps de nombres.

Définition : 1.31 Soient L un corps de nombres de degré n, Oy, I"anneau des entiers de L et I un idéal
de Or. On appelle norme de I, notée N o(I), l'indice de I dans O (card(Op)fcard(1)). Si I est principal,
I = (a) avec a € Oy, alors la norme de I est égale a |NL/Q(a)|.

Définition : 1.32 Soit L un corps de nombres, si M est un sous-Z-module libre de rang n de L
et si (e)=1..n est une Z-base de M, alors o(M) est un réseau de points de R" dont le volume est

27t |det(ox(er))et...n-

D’apres la définition précédente, on peut déduire que o(Or) et o(I) sont des réseaux de
points de volume respectifs 27t \/|d] et 27t V|dIN(I), d étant le discriminant de L. Soit 6 I’élément

primitif tel que L = Q(6), B = {1,0,62, ... ,0"1} une base de L, une matrice génératrice de 0(Oy)
est:

o1(1) 01(0) 01(6n_1)
as.(l) os(.G) ) as(é”‘l)
G= R(0s:1(1))  R(os1(0)) ... %(Us+1(6n71))
| B(0sn(1))  T(0s1(0)) ... B(osa(0™Y))
R(0or1) R@arr0) . Roear(@)
| T(0644(1))  F(0s14(0)) ... T(os(0™h) |

Reprenant notre exemple, le réseau de points 0(Ok) a pour matrice génératrice :

1
Définition : 1.33 unité (unit)
Soit L un corps de nombres de degré n, et soit O, son anneau des entiers. On appelle unités de L les
éléments inversibles de Oy. Ces unités forment un groupe multiplicatif Uy.

< @

1. soit x € L, si x est un entier de norme algébrique +1 alors x est une unité de L.
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2. Théoréme de Dirichlet : Il existe r = s + t — 1 unités u; de L, avec 1 = 1...r, appelées unités
fondamentales. Toute unité u de L s'écrit de facon unique sous la forme u = z - u" ... u;", avec
n €2Z,1=1...retzracine de l'unité. (u;);=1._, est appelé systeme d’unités fondamentales de
L.

3. On appelle plongement logarithmique de L* = L \ {0} dans R®*" I'homomorphisme défini par :

Olog : L — R

x  — (log(jo1(0))), ..., log (los++(x)1))

4. 010¢(UL) est un réseau de points dans R, sa matrice génératrice est :

log(1(u))  log(on(w)) ... log (los(w))
| logoau))  Tog(oa(u)) ... log (a(u))
log (s (1)) log (oesi(2)) .. log (uei(t))

Pour notre exemple il existe une seule unité fondamentale (0), le réseau logarithmique est
donc de dimension 1.

1.3.3 Algebre de division

Définition : 1.34 algeébre sur un corps
Soit K un corps. Une algébre sur K ou encore une K-algébre est un espace vectoriel V sur K muni d'une
multiplication interne telle que pour tout f € Ket x,y € A, f(xy) = x(fy).

— L’algebre est dite commutative si la multiplication est commutative. Elle est dite associative si

la multiplication est associative.

— L'algebre est dite simple si ses seuls idéaux a gauche et a droite sont (0) et A.

— L’algebre est dite centrale si son centre {x € A | Yy € A, xy = yx} est égal a K.

— L'algebre est dite de division si tout élément non nul de A a un inverse pour la multiplication.

Tout corps est une algéebre centrale de division sur lui méme. L'ensemble des matrices car-
rées de dimension n définies sur un corps K, noté M, (K), forment une algebre associative.
L’ensemble des polyndmes sur K, K[x], forment une algebre associative et commutative.

Il existe deux types d’algebre de division, 1’algebre de division commutative qui corres-
pond simplement a un corps (par exemple les corps d’extension), et l'algebre de division
non-commutative dont nous pouvons citer comme exemple les Quaternions de Hamilton.

Nous allons dans la suite donner la représentation matricielle des algebres de division
définies comme corps d’extension. Nous donnerons aussi la construction d’algebre de division
non-commutative et d’algébre cyclique de division ainsi que leurs représentations matricielles.
Les résultats exposés sont en partie dans [9].

1.3.3.1 Algebre de division commutative (Corps d’extension)

Soient L un corps et K une extension de L de degré n. K est un espace vectoriel de dimension
n sur L, 'ensemble des transformations linéaires de 1’espace vectoriel K sera noté L (K). Soit A
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une application de K dans £} (K), qui associe a tout k € K, la transformation linéaire A; définie
comme suit

Ar: K =K

u —k-u

Nous pouvons définir une représentation matricielle des éléments de K. Soit (11, ua, - -+ , uy)
une base de K et soit Mj la matrice correspondante a A,,. Alors pour toutk € K, k = Z?:l liu;, la
matrice correspondante a Ay est My = Y./, iM;.

Supposons qu'il existe 6 tel que K = L(6), une base de K est B = (1,6, ...,6" ). Soit P(x) =
X+, X"+ ax +ag le polyndme minimal de 0. La matrice correspondante a Ag est la
matrice compagnon de P :

0 1 0
0 0
Mgy =
1
_ao _al o —an_l
Pour tout k € K, la matrice correspondante a Ay s’écrit My = Y., liMiQ‘l. Le déterminant de

la matrice My s’appelle norme réduite de k dans K, et sa trace s’appelle trace réduite de k dans K.

L’ensemble des matrices My est un plongement de K dans M,(L). Soient M; et M, deux
matrices de ’ensemble des matrices My. Etant donné que K est une algébre de division, alors
la matrice (M7 — M) est de rang plein.

La représentation matricielle est définie a partir du polyndme minimal. Ainsi d"une forme
plus simple du polyndme minimal découlera une représentation matricielle plus simple.

Soit P = x" —y avecn > 2 et y € L, irréductible sur L[X], alors K = L(4/y) = L(6). La matrice
My s’écrit :

01 ... 0

Pour toutk e K, k = Z?:l 1,61 1a matrice correspondante a Ay s’écrit :

L L ...
el
y'lz )/'lg, l.l
1.3.3.2 Algebre de division non-commutative

Soit L un corps. Définir une algebre de division A sur L veut dire que le centre de A est égal
a L. A est un espace vectoriel sur son centre (donc sur L), de dimension un carré parfait, égale
a n?. Soit K un sous-corps commutatif de A tel que L € K C A. K est un sous-espace vectoriel
de l'espace vectoriel de A sur L, et [K : L] divise [A : L]. Le degré maximal de K sur L est n. Si
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[K: L] = n, alors K est dit corps maximal de A.

Afin de définir la représentation matricielle de l'algebre de division, nous allons définir
une application A de A dans I’ensemble des applications linéaires £; (A), qui associe a chaque
d € A, I'application linéaire A; définie comme suit

Ag: A - A

e —d-e

En utilisant le fait que le centre de A est L, il est facile de vérifier que A, est une application
linéaire. Nous pouvons aussi vérifier que A est un homorphisme d’anneau de A dans L} (A) :
1. /\d1+d2(e) =1 +d2)-e=dje+dye= Adl (e) + Adz(e)
2. /\dldz = dldp_e = d]/\dz(e) = Ad1 . /\dz(e)
3. Aq=1-e=e
Etant donné que A est une alggbre de division, A est alors une injection. D’oi1 la possibilité

d’un plongement de A dans M,>(L). La représentation matricielle se définit de la méme fagon
que dans le cas de I’algébre de division commutative.

1.3.3.3 Algebre cyclique de division

Définition : 1.35 Une algeébre cyclique de division A sur un corps L est une algebre de division qui
a un sous-corps maximal K, Galois sur L. Gal(K/L) est cyclique.

Soit A une algebre cyclique de division de degré n? sur L, tel que L soit son centre et K/L
son corps maximal. Gal(K/L) est engendré par o, et on a 0" = 1. A est naturellement un espace
vectoriel a droite sur K et se décompose de la fagon suivante :

A=KozZKoz?K®---®z" K

avec z € A vérifiant kz = zo(k) pour tout k € Ket z" = y, y € L*. Lalgebre cyclique de division
A seranoté A = (K/L,0,7).

D’apres la décomposition de A dans K, (1,z,7%,...,2" 1) est une base de A dans K. Soit
d e A, ds'écrit Z?:l =1k, ki € K,i = 1...n. Afin de construire la matrice de Ay, il suffit de
calculer les images des éléments de la base de A par A;. Par exemple :

n
Aa(z) =dz = (Z 727z = zo(ky) + 2o (k) + - - - + yo(ky)
i=1
La matrice de A; est alors :

ky k> R
yolks) — olk)) ... olke-1)

d_
Yo" ko) yo'ks) ... 0" (ki)

K étant une extension cyclique de L, soit 0 € Ktelque K = L(0). Toutk € Ks'écrit}.? , Lo e,
i=1...n
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Soit k; = ;’:1 li,ij‘l,i =1...n.La matrice de A; devient :
27:1 ll,iei_'1 2?:1 lz,ieifl e 2?:1 ln,iei_?
yo(Lity 107 o b€ o o L6071
4= ) ) ) )
V‘jn_l (2?:1 lz,iei_l) V‘jn_l (2?:1 lB,iQi_l) e 0"_1(221:1 ll,iei_l)

Le déterminant de la matrice Mg s’appelle norme réduite de d dans A et sa trace s’appelle
trace réduite de d dans A.

Théoreme : 1.2 Soit A = (K/L,0,y) une algebre cyclique, la norme réduite d’un élément de ‘A est dans
L.

1.3.3.4 Algebre de division sur un corps d’extension

Soit K une extension cyclique d'un corps L de degré n. Gal(K/L) est engendré par o. Soit y
un élément non nul de L. Soit 'algebre A = (K/L,0,y) = K& zK & Z2K®---®z"K, z € K
vérifiant kz = zo(k) pour tout k € K et z"" = y. Cette algebre est cyclique, mais sa construction ne
garantit pas qu’elle soit de division. Une contrainte supplémentaire est nécessaire afin qu’elle
le devienne.

Lemme : 1.1 algebre de division sur un corps d’extension
Une algebre A = (K/L,0,y) est une algeébre cyclique de division si et seulement si y, y?,...,y" ne
sont pas des normes algébriques d'éléments dans L, v* ¢ Ny jx(L), k=1...n—1.

1.3.3.5 Algebre des quaternions

L’algebre des quaternions est une d’algebre cyclique de division. Nous allons dans la suite
donner sa définition ainsi que sa représentation matricielle.

Définition : 1.36 : algebre de quaternion
Soient K un corps, et p et y deux éléments non nuls de K. L’algebre de quaternion
Dgy(K) ={a+bi+cj+dk | ab,cdeK}

est une algebre simple centrale sur K. La multiplication est définie par les relations suivantes :
2=p=yk=ij=—ji (1.3)
La norme réduite d'un élément x de Dg,(K) est Nyg(x) = a® — b* — yc* + Byd*> = x - X, avec

X =a —bi —cj — dk le conjugué de x.

Une algebre de quaternion Dg, (K) est une algebre cyclique de division sur K si et seulement si
Nyei(x) # 0 pour tout élément non nuls x € Dg ), (K).

L’algebre de quaternion D_; _;(IR) est appelée algébre des quaternions de Hamilton H. C’est
une algébre cyclique de division sur R, et son corps maximal est C.

On peut obtenir la représentation matricielle des éléments de 1'algébre de quaternion en
représentant i, j et k définis dans I'équation [L3 comme suit :

(8 5) () el )
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un élément x de Dy, (K) s’écrit alors :

X=a+bi+cj+dk= a+b\/ﬁ C+d‘/g

y(c—d+B) a—b+/B

aveca,b,c,d € K.

En utilisant les notations du paragraphe précédent, 'algebre des quaternions D_; _1(RR)
s’écrit :
D_1,1(R) = (R(#)/R,0 : i+ —i,— 1)

Conclusion

Ce chapitre a été une introduction aux notions et définitions qui nous seront utiles tout au
long de ce mémoire. C’est ainsi que nous nous placerons dans le cas d"un systeme cohérent ot
le canal de transmission est supposé connu par le récepteur. Nous supposons le canal quasi-
statique non sélectif en fréquence. Nous utiliserons les constellations g-QAM et g-HEX. Outre
la définition des réseaux de points, nous avons détaillé la notion d’algébre cyclique de division,
qui sera notre principal outil dans la construction de codes Espace-Temps.




Chapitre 2

Etat de I’art des codes Espace-Temps

Introduction

Durant ces dernieres d’années, un grand intérét a été accordé au codage Espace-Temps (ST)
grace a leur capacité a augmenter les débits. Comme mentionné au chapitre précédent, nous
allons nous intéresser aux codage ST dans le cas cohérent.

On distingue deux grandes classes de codes ST : les codes ST en Treillis et les codes ST en
blocs. Dans ce travail, nous nous intéressons a la deuxiéme classe de codes ST, les codes ST en
blocs.

1l existe dans la littérature une multitude de constructions de codes ST en blocs : les codes
orthogonaux [10, 1} 02, les codes en couches [13, 14}, 5], les codes a dispersion linéaire [16],
les codes algébriques [17, 18| [19] 20], les codes construits a partir d’algebres de division [9] et
enfin les codes construits a partir de rotations réelles [21] 22].

D’une fagon générale, les codes ST se caractérisent par leur rendement, ordre de diversité,
gain de codage et capacité. Dans [23]], des criteres de construction permettant d’optimiser ’ordre
de diversité et le gain de codage des codes ST ont été établis .

Nous allons commencer par rappeler quelques résultats de la théorie de l'information
qui permettront de caractériser les performances des systemes MIMO. Nous présenterons
ensuite les criteres de construction des codes ST, a savoir, le critere du rang, du déterminant, de
I'information mutuelle et de la trace. Une breve présentation des codes ST en Treillis sera donnée,
suivie d'une présentation plus détaillée des codes ST en blocs existant dans la littérature.

2.1 Quelques résultats de la théorie de 'information

Un systeme de transmission est composé d"une source et d'un destinataire, ce dernier essaie
de retrouver le signal émis par la source et perturbé par le canal. La question majeure qui
se pose est : quelle quantité maximale d’information peut-elle étre transmise ? La réponse a
cette question se trouve dans la théorie de 'information que I'on va appliquer aux canaux a
évanouissements.

25
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L’étude de la capacité permet de fixer les bornes théoriques du systeme de transmission. Le
calcul de la capacité d’un canal MIMO a été réalisé par Telatar dans [24] et Foschini et Gans
dans [25] pour les canaux sans mémoire (chaque utilisation du canal définit une réalisation de
H indépendante) et pour les canaux ergodiques.

L'information mutuelle I(X; Y) permet de quantifier I'information qu’apporte la réalisation
de la sortie Y sur l'entrée X du canal, o1 X et Y sont deux variables aléatoires. Pour un canal
discret sans mémoire, la capacité est définie comme le maximum de I'information mutuelle sur
toutes les distributions possibles de 1'entrée X.

C =maxI(X;Y)
p(X)

Pour le canal de transmission radio-mobile réel, modélisé par un canal a évanouissements
par blocs, la condition d’ergodicité n’est pas vérifiée et la capacité au sens classique du terme
est nulle. Une nouvelle notion a donc été introduite pour ce type de canaux [24} 25, 26|, 27],
a savoir, une capacité associée a une probabilité de coupure. La capacité est donc considérée
comme une variable aléatoire dépendante de la réponse instantanée du canal.

Les canaux a évanouissements par blocs sont aussi caractérisés par leur gain de diversité
et leur gain de multiplexage spatial. Malheureusement la maximisation de I'un de ces deux
gains n’entraine pas la maximisation ou méme 'obtention de l'autre. Un compromis “gain de
multiplexage-diversité” a été établi par Zheng et Tse dans [28].

2.1.1 Cas du canal ergodique

Avant de définir la capacité d'un canal MIMO, nous allons définir la capacité d"un canal mono-
antennaire (SISO).

2.1.1.1 Canal SISO

La capacité ergodique moyenne d"un canal mono-antennaire s’écrit :

C=Egy max  I(x:y)
p():E{|x*}<Pr

En considérant le gain complexe h; du canal & évanouissement, la capacité s’écrit [25] :

C = Ep {log, (1+ p - 1)}

ol p est le rapport signal sur bruit (SNR) moyen en réception. Si |h;| suit une loi de Rayleigh,
alors |h11/? suit une loi du x2 d’ordre 2, et la capacité s’écrit [25] :

C = Epllog(1+p-x)}

ol x est une variable aléatoire qui suit une loi du x d’ordre 2.

2.1.1.2 Canal MIMO

La capacité ergodique moyenne d"un canal MIMO s’écrit :

C= EH{ max [(X: Y)}
p(X):Q<Pr
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ouQ=E {XXH } est la matrice de covariance du signal d’entrée X. L'énergie totale de transmis-

sion est limitée a Pr. Choisir Q = Z—f]n, est optimal [24]], ce qui correspond au cas décorrélé et
de méme puissance. La capacité ergodique du canal MIMO AWGN est [24} 25] :

Pr
C=Ey {logz (det (Inr + Gz—mHHH))}

C=Ey {1og2 (det (1,1, n nﬁHHH))}
t

oup= % est le rapport signal sur bruit moyen (SNR) par antenne de réception.

qui peut s’écrire aussi :

D’apres la loi des grands nombres, nltHHH — I, lorsque n; tend vers l'infini et n, est
constant. Alors la capacité pour un nombre d’antennes a I’émission n; grand s’écrit [24] :

C=mn,-log,(1+p)

Ce qui nous permet de déduire que la capacité du canal MIMO sature pour un nombre d’an-
tennes en réception fixé. Il est donc inutile d’augmenter le nombre d’antennes a I'émission
indéfiniment.

Soit la décomposition en valeurs singulieres (Singular Value Décomposition - SVD) de la

matrice H, H = SDV*. Les matrices S et V sont unitaires et la matrice D est diagonale composée
des valeurs singulieres de la matrice H. La capacité devient :

C

Ex {log2 det (In, + P Dz)}

ny

min(n,n,)
En {logz[ I1 (1 + %Af)]}

i=1

P
Eg {log2 (1 + n—tAlz)}

ol les A; sont les valeurs singulieres de la matrice H, H est supposé de rang plein min(n,n,).

min(7,11y)

i=1

Nous pouvons déduire que la capacité du canal MIMO correspond a la capacité de min(,1,)
sous-canaux mono-antennaires AWGN. Le canal MIMO ergodique possede min(n,n,) degrés
de liberté.

Pour un canal MIMO 1 X n,, ayant une diversité spatiale a la réception, la capacité peut
s’écrire [25)] :
C = En{log, (1+p-X)}

ol X est une variable aléatoire qui suit une loi du x, d’ordre 2n,.

Pour un canal MIMO #n; Xn,, et une combinaison optimale entre les 7, antennes a la réception,
la capacité s’écrit [25] :
C=Ey {nt log, (1 + nﬁx)}
t

ol X est une variable aléatoire qui suit une loi du x, d’ordre 2n,.
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2.1.2 Probabilité de coupure

Les canaux MIMO a évanouissements par blocs ont une capacité au sens de Shannon qui est
toujours nulle. Une autre facon de mesurer les limites fondamentales de ce canal est la proba-
bilité de coupure. La capacité est considérée comme une variable aléatoire en fonction de la
réponse instantanée du canal, qui est constante durant la transmission d'un mot de code de
longueur finie.

Si la capacité instantanée est inférieure au rendement utilisé, alors en aucun cas le mot de
code transmis ne pourra étre décodé sans erreurs, quelque soit le codage/décodage employé.
Inversement, si la capacité instantanée est supérieure au rendement utilisé, alors le théoréme
de Shannon indique qu'’il existe un code permettant de transmettre a ce rendement avec une
probabilité d’erreurs aussi petite que I'on veut.

Définition : 2.1 probabilité de coupure
La probabilité de coupure (Outage probability) est la probabilité que la capacité du systeme de
transmission devient inférieure au rendement du systeme R.

Pout(R) = Pr{C(H) < R}

La valeur exacte de la probabilité de coupure est difficile a calculer, des approximations ont
été proposées dans [26]. On peut prouver que quand 1; et 1, tendent vers 'infini, la capacité C(H)
tend vers une variable gaussienne. Soient yi¢ et ¢ respectivement la moyenne et la variance de
la capacité C(H), une approximation de la probabilité de coupure est :

pc—R
ac

Pout ~ Q(

)

2.1.3 Compromis de gain de multiplexage-diversité

Les canaux a évanouissements par blocs sont caractérisés par leur gain de diversité. Un sys-
teme MIMO ayant n; antennes a I’émission et 71, antennes a la réception a un gain de diversité
maximal 7 - n,, pour un rendement R fixé. La probabilité d’erreurs moyenne décroit asympto-
tiquement en W

D’un autre coté, les canaux ergodiques bénéficient d'un gain de multiplexage spatial, grace
a leur nombre de degrés de liberté égal a min(rn,n,). A fort rapport signal sur bruit, la capacité
ergodique est égale a min(n,1,)log(SNR). Le gain de multiplexage spatial se traduit par une
augmentation du rendement grace a 1'utilisation des canaux spatiaux paralleles.

Il serait intéressant d’augmenter le nombre de degrés de liberté pour les canaux a évanouis-
sements par blocs. Pour cela le gain en diversité a lui seul est insuffisant. Les deux systemes
MIMO correspondant a n; X n, et myn, X 1, ont le méme gain de diversité maximal, mais le
premier permet d’avoir un meilleur gain de multiplexage spatial.

En effet un systeme MIMO peut avoir simultanément le gain de diversité et le gain de mul-
tiplexage spatial. Mais la maximisation de I'un n’entraine pas nécessairement la maximisation
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figure/dmg.eps not found!

Fic. 2.1: Courbe de la DMG pour ny = n, = 4

de l'autre. Zheng et Tse dans [28], ont introduit un compromis fondamental entre le gain de
diversité et le gain de multiplexage spatial (Diversity Multiplexing Gain tradeoff - DMG).

Le gain de diversité maximal est obtenu pour un rendement fixé R. Pour les forts rapports
signal sur bruit, ce rendement devient tres faible par rapport a la capacité ergodique. Ainsi,
pour avoir un gain de multiplexage spatial, il faut considérer des rendements de la forme
R = rlog(SNR) correspondants a des fractions de la capacité ergodique, ot r est le rendement
normalisé et qui représente le gain de multiplexage

Le gain de diversité d(r) correspondant a une transmission avec un rendement normalisé r
donné est définit comme suit :

log(P,)

d=-1li 0T —foT
M SNR=e 150 (SNR)

Le gain de multiplexage maximal est rmax = min(ng,n,) et le gain de diversité maximal est

dmax = NNy

Considérons un systéme MIMO employant un codage Espace-Temps tel que la longueur
temporelle du code T vérifie T > n, + n; — 1. Le gain de diversité maximal que peut atteindre le
systéme de transmission pour un gain de multiplexage r donné est [28] :

d'(r) = (n —r)(n, —r)

d*(r) est une courbe linéaire par morceau. La figure 2] représente le gain de diversité
maximal d*(r) en fonction du gain de multilexage r pour n; = n, = 4.

SiT < n, +n; — 1, des bornes supérieures et inférieures du gain de diversité sont établies

dans [28].

Pour un systeme MIMO avec n; = 2, n, > 2, T > 2, utilisant un codage ST, il a été démontré
dans [21] Théoreme 1], qu’avoir un déterminant minimal ne s’évanouissant pas lorsque l'effica-
cité spectrale augmente, est une condition suffisante (sous certaines conditions) pour atteindre
le compromis gain de multiplexage-diversité.

Dans un papier récent de Elia et al. [29], Il a été prouvé qu’un systeme MIMO employant
un code ST linéaire ayant un rendement plein et un déterminant minimal ne s’évanouissant
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pas lorsque l'efficacité spectrale augmente est optimal du point de vue du compromis gain de
multiplexage-diversité.

2.2 Criteres de construction des codes ST

Tarokh et al. dans [23] ont établi des criteres de construction des codes ST afin d’augmenter
la diversité et le gain de codage. Ces critéres ont été établis dans un premier temps pour des
canaux a évanouissements indépendants, puis généralisés pour le cas des canaux a évanouis-
sements dépendants. Ils ont aussi établi des criteres de construction pour le cas des canaux a
évanouissements rapides.

Afin d’établir ces criteres il faut calculer la probabilité d’erreurs qu'un décodeur a maximum
de vraisemblance (Maximum likelihood - ML) décide d"une fagon erronée pour le mot de code

X sachant que X a été émis, en se plagant dans le cas des systemes cohérents. Le systéme de
transmission peut étre décrit par 1’équation suivante :

Y=H-X+W

—~ —~12 —~
Le décodeur ML cherche le mot de code X minimisant “Y -H- X“ . La probabilité que X # X
est égale a:

Pe

Prob {X # X|
(X4} - Prob {X # Xq | X4}

I
™1
-
S

La borne de I'union permet de majorer Prob {/)Z X | Xl}.

Prob (X # X | X} < Z Prob (X; — Ty)
T eC|T #Xy

ol Prob(X; — Ty) est la probabilité d’erreurs par paire.

Prob(X; = Ti) = Prob{|[Y = H-Til? < IY = H- Xq|* | X; émis, H fixé|

Prob {||H S - Th) + WIP < [WIP | X; émis, H fixé}
Prob {V < 0}

ouV = |H- (X — Tk)ll2 + (H- (Xj — Tx),W) est une variable gaussienne de moyenne m, =
IH - (X; — Ty)I* et de variance 62 = 4 - 62 |[H - (X; - Ty)|I>. Dot :

Prob(X; — Ti) = Q (my/0y)
Q(”H (X - T)||)

20w

En moyennant par rapport a H et en utilisant la borne exponentielle, on obtient :

2.1)

802

Prob(X; — Tk) < exp [—
w

Epy (|IH - (X — Tk)nz)J
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Soit A = (X; — T)(X; — Ti)H, A est une matrice hermitienne positive, il existe donc une matrice
unitaire V et une matrice diagonale réelle, positive D telle que A = VI'DV. Les colonnes de la
matrice V sontles vecteurs propres de A, ils forment une base orthonormale de C". Les éléments
deD,A; >0,l=1,...,n, sont les valeurs propres de A en comptant la multiplicité. On a donc :

En(IH- X4 - TI?) =t (Ex(H- (X - T4 - Ty - HY))
= tr(Eg(H-V-D-VH.HY))

n ny 2
= En| ) ) Al
i=1 j=1
ny ny

= Z Z AE (|ﬁij|2)

i=1 j=1

Soit h; la ™ ligne de H, et v; la jime colonne de V, B;; = h; - v;. Etant donné que les (v;)i=1..n,
forment une base de C" et que les I;; sont des variables gaussiennes de moyennes nulles et de
variance 0.5 par dimension réelle, alors §;; sont des variables gaussiennes de moyennes nulles
et de variance 0.5 par dimension réelle.

Soit r le rang de la matrice A, donc A possede r valeurs propres non nulles. A fort rapport
signal sur bruit la probabilité d’erreurs par paire peut étre majorée par.

n, r
Prob(X; — Ty) < H exp (_SLZ Z /\i]
o

j=1 W i=1
ny

-
Ai
[T+ gr

2
w

<

On obtient a la fin :

7 —My 1 —1r 1y
Prob(X; — Ty) < ( /\i] (—]

i=1

A partir de cette derniére formule les deux criteres de construction des codes ST le critere
du rang et le critere du déterminant, peuvent étre déduits.

Dans I'expression de la probabilité d’erreur par paire, 'ordre de diversité du systéme est
I'exposant du rapport signal sur bruit. Ceci se traduit asymptotiquement sur la courbe de per-
formance du code ST (probabilité d’erreurs en fonction du rapport signal sur bruit) par une
pente égale a 'ordre de diversité. On remarque que la diversité a la réception est acquise, reste
donc a récupérer la diversité a I'émission.

Définition : 2.2 critére du rang
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Afin d'atteindre la diversité maximale ny - n,, la matrice A doit étre de rang plein pour tous les mots
de code X et T. Si la matrice A est de rang r, pour deux mots de codes X et T, la diversité atteinte est
égalear - n,.

Le gain de codage permet de mesurer le gain du systeme codé par rapport au systéme
non-codé, pour un méme ordre de diversité.

Définition : 2.3 criteére du déterminant
Afin de maximiser le gain de codage, le déterminant minimal de A, 5(C) = minx tec, x=1 det(A)
doit étre maximisé, pour tous les mots de codes X et T.

Dans [[16]], un autre critére de construction des codes ST se basant sur la maximisation de
I'information mutuelle a été introduit. Ce dernier critere est indépendant du critére du rang et
du déterminant. Par conséquent il ne garantit pas a lui seul une diversité maximale.

Définition : 2.4 critére de l'information mutuelle
Afin d’atteindre la capacité du canal, I'information mutuelle entre le signal émis et celui recu doit
étre maximisée.

C= max Eg {log2 (det (In, + BHQ’HH))}
Q’>0,r(Q")=n, "

0it Q' = HEp (XX},

Dans [B0], les auteurs se sont intéressés au cas d'un grand nombre d’antennes a la réception.
Dans ce cas de figure les canaux a évanouissements sont équivalents a des canaux AWGN.
Les codes ST ayant une distance euclidienne et une distance produit optimales ont de bonnes
performances. Les auteurs ont établi un nouveau critére appelé critére de la trace, optimisant
la distance euclidienne.

Définition : 2.5 critére de la trace
Afin de maximiser la distance euclidienne minimale du code, la trace de la matrice AAHdoit étre
maximisée, pour tous mots de code X et T.

Il est possible qu'un code ST vérifie les criteres du rang, du déterminant et de I'information
mutuelle en méme temps. Si le code est linéaire, alors 1'unitarité de la matrice obtenue par
vectorisation du mot de code (concatenation des colonnes de la matrice mot de code) est
suffisante pour vérifier le critere de I'information mutuelle.

2.3 Différentes Classes de codes ST

2.3.1 Codes ST en Treillis

Les premiers codes ST en Treillis ont été construits par Tarokh ef al. dans [23]]. C’est une géné-
ralisation des codes en Treillis classiques (canal Gaussien) pour les systemes MIMO.
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Dans un code ST en Treillis les symboles a transmettre a chaque instant, par toutes les
antennes émettrices, représentent une transition dans le Treillis. Au début du codage d’une
trame le codeur doit étre a I’état 0. En fonction de I’état du codeur et des bits entrants, une

transition est choisie a chaque instant ¢. Si Iétiquette de cette branche est s}sf, .. .,s;’, cela veut

dire qu’a l'instant ¢, I’antenne j va transmettre le symbole s{ . La figure P2 illustre un exemple
de code en Treillis, pour n; = 2, utilisant une modulation 8-PSK.

Etats Etiquettage des branches

00 01 02 03 04 05 06 07

1011 12 13 14 15 16 17

20 21 22 23 24 25 26 27

30 31 32 33 34 35 36 37 4
140 41 42 43 44 45 46 47

50 51 52 53 54 55 56 57

60 61 62 63 64 65 66 67

70717273 74757677

N O U e W NN = O

Fic. 2.2: Exemple de code ST en Treillis a 8 états

Soit la trame {0,1,5,7,6,4} de symboles 8-PSK a transmettre, le mot de code s’écrit alors :

o015 76

X_015764

Le décodage d"un code en Treillis se fait par 1’algorithme de Viterbi. Cet algorithme minimise
une métrique additive sur tous les chemins dans le Treillis. La complexité de cet algorithme est
exponentielle en fonction du nombre d’états du codeur, ce qui rend les codes en Treillis peu
pratiques.

Afin de construire des codes ST en Treillis optimaux, dans [30], les auteurs proposent de
vérifier les criteres du rang, du déterminant et de la trace. La construction proposée des codes
ST en Treillis optimaux consiste a choisir un code en Treillis ayant une distance euclidienne
optimale et un multiplexage spatio-temporel des symboles d’information maximisant le gain
de codage (afin d’assurer une diversité maximale).

2.3.2 Codes ST en blocs

Plusieurs constructions de codes ST en blocs existent dans la littérature, dont quelques unes
sont des généralisations d’autres.

Le premier code ST, le fameux code d’Alamouti [10], a trouvé un grand succes grace a
ses propriétés : rendement 1 symbole/uc, diversité pleine et capacité maximale atteinte, pour
ny = 2 et n, = 1. Un autre avantage du code d’Alamouti est son décodage linéaire qui est
une conséquence de sa structure orthogonale (les colonnes de la matrice mot de code sont
orthogonales). Toutes les bonnes propriétés du code d’Alamouti ont été un facteur motivant
pour sa généralisation pour des dimensions plus élevées. Malheureusement, ces constructions
ont été pénalisées par leurs rendements strictement inférieurs a 1 symbole/uc. En relachant la
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contrainte d’orthogonalité, des codes ST de rendement compris entre 1 et 11; ont été construits.

La famille des codes ST en couches (layered space-time codes - LST), ont un rendement
qui augmente linéairement en fonction du nombre d’antennes, pour des systemes symétriques
(n: = ny). Un code LST est entierement défini par le choix du nombre de couches et du codage
associé a chacune des couches. Il existe trois types de codes LST : le codage D-BLAST [14], sa
version simplifiée VBLAST [13] et le code ST "Wrapped” [15].

Une autre famille de codes ST en blocs existe qui est la famille des codes a dispersion linéaire
(linear dispersion code - LD). Un code LD est entierement défini par le choix du nombre de
sous-trames et des matrices de dispersions. La représentation en réseaux de points des codes
LD permet leurs décodage par les décodeurs de réseaux de points, décodage par spheres et al-
gorithme Schnorr-Euchner. Ces derniers décodeurs permettent d’obtenir les performances ML,
avec une complexité polynomiale. Des codes LD dans [16] ont été construits en maximisant
I'information mutuelle. Ce critere a lui seul ne garantit pas la diversité maximale, par la suite,
ces codes n’atteignent pas la diversité maximale.

En utilisant les structures des codes LST et LD et des résultats de la théorie algébrique des
nombres, des codes ST algébriques atteignant la diversité maximale ont été construits. Le code
ST diagonal algébrique (Diagonal Algebraic Space-Time code - DAST) [17], a un rendement
égal a 1 symbole/uc et une diversité pleine. Dans [18]], un code ST algébrique pour n; = 2 et
n, > 2 a été construit ayant un rendement plein et une diversité pleine. La généralisation de ce
dernier code pour n; > 3 a été faite dans [[19] 20].

Dans [9] des codes ST ont été construits a partir d’algebre de division. Une algebre de divi-
sion est un anneau dans lequel tout élément non nul admet un inverse pour la multiplication.
Il en découle que ces matrices mots de code sont de rang plein et par la suite atteignent la
diversité maximale.

Les codes ST dans [[18, 20, 19 O] ont des rendements pleins et des diversités pleines, ce-
pendant leurs déterminants minimaux s’évanouissent lorsque 1'efficacité spectrale augmente.
Rappelons que le gain de codage d'un code ST est le déterminant minimal de la différence de
deux mots de code maximisé.

Récemment de nouvelles constructions de code ST algébrique ont été présentées dans
[21, 22, pour n; = 2, a partir de rotations réelles optimales au sens de la distance produit
minimale. Ces derniers codes ont des déterminants minimaux discrets indépendants de 1'effi-
cacité spectrale.

Dans la suite nous détaillerons toutes les constructions de code ST citées, en donnant la
structure, le rendement et I'ordre de diversité pour chacun des codes.
24 Codes ST orthogonaux
Les codes ST orthogonaux sont des codes ST en blocs tels que les mots de code sont des matrices

orthogonales ou unitaires [I1]]. Cette propriété permet un décodage linéaire de ces codes, c’est
pourquoi elle est considérée comme leur point fort. Leur faiblesse est un rendement qui s’écroule
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lorsque le nombre d’antennes est grand. Le code ST orthogonal ayant le plus grand rendement
est le code d’Alamouti.
2.4.1 Code d’Alamouti

Alamouti dans [10] a construit un code ST remarquable, qui atteint la diversité maximale et a
un rendement égal a 1 symbole/uc. Ce code est optimal pour deux antennes a I'émission et une
antenne a la réception, n; = 2, n, = 1. Un mot de code s’écrit :

avec s1 et s, deux symboles d’information. Le vecteur requ s’écrit :
(v v ]=[m m2]-| % 2 |+[w w ]
Sp s]

Les signaux regus aux instants t et t + T sont donc

Y1 = h151 + I’lez + wWq
Yo =—ls; + hzs’i + Wy

ho I
hy —=h

Z_hl hy s @
N h; —h’i S w;

V1
V2
Etant donné que h; et hy sont décorrélés alors v; et 17 le sont aussi. Une simple détection a seuil

permet de retrouver les symboles s; et 5. Le détecteur ML se réduit donc a une détection a
seuil. La diversité maximale est atteinte, et est égale a 2.

Soient z = [ i y; :It, etT = [ ],on a alors

et
H . _ 2 2\ [ S1
T 2 = (| +|h2|)[52]+

Le code d’Alamouti infini peut étre obtenu par une construction algébrique. Soit 1’algebre
des quaternions de Hamilton, H = D_; _1(IR), définie dans le chapitre I (def.[[.36). En prenant :

SRR

a+ib C+id:|_[ 51 Sz]

—(c—1id) a-1ib =S5 8}

X € H s’écrit
X:a+bi+cj+dk:[
avecab,c,d € R, sy =a+ibetsy; =c+id Xestlaversion transposée du code d’Alamouti.
Le code d’Alamouti est I'unique code de rendement 1 symbole/uc, de rang plein sur un
ensemble fini de C. L'unicité de ce code est due au fait que 1'algébre des quaternions de Ha-

milton est I'unique algebre de division qui a comme sous-corps maximal le corps des nombres
complexes.
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Avec n, = 1, le code d’Alamouti atteint la capacité maximale d'un systéme MIMO. Mais
pour n, > 1, le code n’exploite plus tous les degrés de liberté du systéme, il a une capacité
équivalente a un systeme MIMO n; = 2, et n; = 1. Le code d’Alamouti n’est optimal que pour
n=2etn, =1.

2.4.2 Généralisation du code d’Alamouti

La généralisation du code d’Alamouti a été faite par Tarokh et al. dans [11] et Tirkkonen et
Hottinen dans [B1]] et [12].

Dans [11]], il a été démontré que, pour le cas réel, il existe des constructions orthogonales de
code ST seulement pour n; = 2, 4 et 8. Ce probleme d’existence de matrice orthogonales réelles
est connu en mathématique comme le probleme de “Hurwitz-Radon”. Par exemple le code
pour n; = T = 4 peut étre trouvé a partir du code d’Alamouti en passant a la représentation
réelle des quaternions de Hamilton. En posant :

0 -1 0 O 0 0O 1 0
10 o o] . |0 001
1o o o 1| '7]-1 0 00
0O 0 -1 0 0O -1 0 O
XR s’écrit :

a -b ¢ -d

) . b a d ¢

Xr=a+bitcj+dk=| _ 4 4 b

d —-c -=b

Ce dernier résultat a été généralisé aux systémes dont les symboles appartiennent a des
constellations complexes. Considérant un systeme ayant n; antennes a 1’émission et un nombre
quelconque d’antennes a la réception. Durant T temps symbole, le systéme va transmettre K
symboles d’information s;. Un mot de code sera donc une matrice n; X T dont les éléments sont
des combinaisons linéaires des symboles d’information. Un mot de code orthogonal C vérifie

la relation suivante : B
c'c= (Z |s1-|2) L, (22)
i=1

avec I, la matrice identité de dimension ;. La relation 2.2 garantie :
— La saturation du criteére du rang : soient C; et C; deux mots de code, (C; — C3) est une
matrice unitaire de rang 7;. Ainsi la diversité maximale est atteinte.
— Lasaturation du critere du déterminant : minc, c,ec(det(C;—Cz)) = 4, aveca une constante,
qui est donc maximisée.
— L'existence d'un décodage linéaire ML.

Un mot de code s’écrit sous la forme suivante :
K
C =) @Paz+bifar) (2.3)
=1

avecs; =a+ib,l=1...K,etf;, ] =0...2K—-1 des matrices constantes complexes de dimension
T x n;. Afin de vérifier la relation 2] les matrices p; doivent vérifier la condition suivante :

BB+ By Br = 20iL, (2.4)
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Cette équation est I'extension de 1'équation de "Hurwitz-Radon” dans le domaine complexe.

Un code ST C, défini a partir de I'équation I3 et vérifiant 4] a une diversité pleine, et un
rendement égal a K/T symboles/uc.

En se restreignant au cas T = ny, et en définissant o = I,;,, les matrices ;,/ = 1...2K -1 sont
alors les générateurs de 'algebre de Clifford [32]]. Grace aux propriétés des algebres de Clifford,
on peut montrer que les codes ST orthogonaux ont un rendement de la forme K/n; avec une
limitation importante sur la forme de n; (ceci est dii a la construction méme des algebres de
Clifford par produit tensoriel).

Dans [11], il a été prouvé qu’il existe des codes orthogonaux de rendement 1/2, quelque soit
le nombre d’antennes. Ces codes atteignent la diversité maximale, mais sacrifient le rendement.
Il a été démontré aussi que pour les dimensions 3 et 4, il existe des codes orthogonaux de
rendement 3/4. D’une fagon plus générale, pour K symboles d’information, il existe un code
orthogonal tel que n; = K1 ot T = 2K-1 ayant un rendement égal a K/ 2K-1,

Exemple d'un code orthogonal [11] pourn; =T =4:

S3 S3
S S —= —=
Lo V2 V2
—sF s* 53 5
2] V2 N2
X = S5 s, (—=s1—5]+52-53) (=s2—s5+s1-57)
v2ooV2 2o SO
55 s (sp+s5+s1-57) _(—51+51+52—52)
V2 \2 2 2

Afin d’obtenir un code avec une distribution énergétique plus uniforme, une transformation
unitaire est proposée dans [31]], le code obtenue est :

)
it
)
N
%)
w
)

X = =S, S} 0 —s3
-5 0 s s

53 1 2

0 sg _53 S1

Le tableau suivant [12], donne un récapitulatif des rendements des codes orthogonaux en
fonction du nombre d’antennes a I’émission.

‘ 1y | T | nbsymboles | rendement |
1 1 1 1
2 2 2 2
3etd 4 3 3/4
2K=2 11 - k=1 | oK1 K K/2K-1

Tas. 2.1: Rendements des codes orthogonaux pour différentes dimensions
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2.5 Codes ST par couches (layered Space Time codes - LST)

Le rendement limité des codes orthogonaux a motivé la construction de code ST ayant une
plus grande efficacité spectrale. Les codes ST en couches (LST), permettent une augmentation
du rendement. Pour les systéemes symétriques (méme nombre d’antennes a I'émission et a la
réception), leurs rendements augmentent linéairement en fonction du nombre d’antennes. Ces
codes exploitent le multiplexage spatio-temporel afin d’augmenter I'ordre de diversité atteint.

Foschini dans [14] a proposé les codes D-BLAST (Diagonal Bell Laboratories Layered Space-
Time), et dans [13] Wolniansky et al. présentent le code V-BLAST (Vertical Bell Laboratories
Layered Space-Time) qui est une version simplifiée du D-BLAST. Dans [[15]], Caire et Colavolpe
présentent un code ST appelé “"Wrapped Space-Time code”. Les codes V-BLAST et D-BLAST
sont des cas particuliers des codes ST "Wrapped”.

2,51 V-BLAST

Une trame de bits d’information est divisée en 1; sous trames, chaque sous trame est modulée
par la suite par une modulation -QAM Z3). Les couches correspondent aux différentes sous-
trames.

‘ 111001010010100101.......cccoveiiiiiiiiis 1000101001010000010101..... L ......
**********
¢ l ¢, l c l
[ 2[ 3] 4] 5[ o] [ 1] 2[ 3] 4] 5[ o] [ o 8 o[ 5]

Fic. 2.3: Division en sous-trames et codage de chaque sous-trame

Le codage V-BLAST consiste a associer chaque couche a une antenne émettrice (voir figure
24). Le rendement du code est donc n; symboles/uc. Ce systéme correspond au systéme non-
codé décrit dans le chapitre précédent par I'équation ([L2).

Glasalsd L

& 1| 2| 3| 4] 5| 6 Cy
1] 2| 3] 4] 5| 6 e

F1G. 2.4: Structure d’un mot de code du code V-BLAST

L’avantage de ce systeme de transmission apparait au niveau de son décodage présenté
dans [13]. Il s’agit d'un égaliseur a retour de décision adapté a la structure des systemes MIMO,
connu aussi dans la littérature comme ”suppression successive de l'interférence” (Successive
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Interférence cancellation - SIC). A chaque itération, un symbole d'une couche est décodé en
considérant les autres symboles des autres couches comme des interféreurs. Sa contribution
dans le signal recu est par la suite soustraite afin de pouvoir décoder les autres symboles. Ces
opérations sont répétées autant de fois qu’il y a de couches. L'annulation peut utiliser soit le
critere du forcage a zéro (Zero-Forcing - ZF), soit le critere minimisant 1'erreur quadratique
moyenne (Minimum Mean Square Error - MMSE).

Etant donné que l'algorithme ne fait pas qu’une annulation, mais aussi une suppression de
lI'interférence, I'ordre dans lequel les couches sont traitées peut influencer sur les performances.
Un classement des couches s’avere nécessaire. L'ordre optimal [13] consiste a traiter a chaque
itération la couche ayant le rapport signal sur bruit le plus fort. Tous les symboles appartiennent
a la méme constellation, ils ont donc la méme énergie et sont affectés par le méme bruit gaus-
sien. Le classement peut se faire en prenant a chaque fois le min(”G]-”z), G étant la matrice
d’annulation. L'algorithme de décodage avec classement est appelé “suppression successive
d’interférence avec ordonnancement” (Ordered Successive Interference Cancellation - OSIC).

L’algorithme de décodage OSIC est le suivant :

Algorithme BLAST (ZF-OSIC / MMSE-OSIC) :

Entrée : Signal recu y, matrice du canal H
Sortie : Approximation du vecteur des symboles s

Initialisation : Annulation avec ZF, G = (H” - H)™! - HY ou annulation avec MMSE,
G = (H"H - ¢’I)"'H". Choix de la couche ayant le meilleur rapport signal sur bruit,

) 2.,
ki = mmj(”Gj” ), i=1.
Etape 1: Annulation de la couche k;, x;, = Glf "y

Etape 2 : Quantification du symbole k; approprié a la constellation utilisée, 8, = Q(xy,)

Etape 3:Suppression dela contribution dela couche annulée du signal recu, y = y—H -$y.,
Hy, la k; colonne de H .

Etape 4 : Définition de H; comme étant la matrice H avec ces colonnes kq,k, . . . k; annulées.
Recalculer G en fonction de Hy. Incrémenter i.

Etape 5 : Choix de la prochaine couche a traiter, k; = min]-(”G ]-”2). Aller a I'Etape 1.

Cet algorithme permet d’améliorer nettement les performances par rapport a un simple dé-
tecteur linéaire ZF ou MMSE, sans trop augmenter la complexité. Comme tous les égaliseurs
a retour de décision, son principal inconvénient est la propagation d’erreurs. Si un symbole
est mal estimé, une mauvaise contribution est soustraite du signal regu, ce qui entraine une
mauvaise détection des symboles restants.

2.5.2 D-BLAST

L’idée originale de Foschini consiste en un codage diagonal. En effet, les symboles codés de
chaque couche sont transmis successivement par chaque antenne émettrice. Les couches oc-
cupent alors les diagonales de la matrice mot de code (voir figure 2.5). Le multiplexage spatio-
temporel permet d’augmenter 'ordre de diversité atteint par les codes D-BLAST.
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ﬁd
1] 2] 1] 2 B o
K 3| 4] 3| 4 Cy
5| 6
Cs

Fic. 2.5: Structure d’un mot de code du code D-BLAST

La longueur des codes utilisés sur chaque couche est égale a N1 = n;d, ot d correspond
au délai d’intercalage (interleaving delay). La longueur temporelle du mot de code est donc
T = d(2n; — 1). Pour des raisons de complexité d’implémentation réelle, le nombre d’antennes
ne peut pas étre tres grand. Ainsi, pour obtenir des mots de code long il faut augmenter le délai
d’intercalage. Reste que les codes utilisés par les différentes couches sont relativement courts,
ce qui pose des problemes pour certains types de codes comme les codes en Treillis.

Le décodage des codes D-BLAST peut se faire en utilisant ’algorithme OSIC. S’il y a un
codage entre couches, alors la complexité de décodage augmente.

Cette architecture, bien qu’elle résiste plus aux effets des évanouissements du canal de
transmission, n’a pas eu beaucoup de succes, du moins jusqu’a présent. Cela s’explique par son
manque d’efficacité dii a la partie nulle dans la matrice mot de code et surtout a la complexité
de son décodage.

2.5.3 "Wrapped” ST code

Les codes ST “Wrapped” (WST), ont été proposés dans [[15]]. Désormais, la construction de code
LST ayant une longueur arbitraire et un petit délai d’intercalage entre les couches est possible
en utilisant les codes WST. En effet, un seul codage est utilisé pour coder toute la trame de
bits. Soit N, la longueur de ce code. Les symboles codés sont transmis successivement par
chaque antenne émettrice (fig. 2.6). La longueur temporelle du mot de code WST est égale a
T = I;{—f +(n¢—1)d. Ainsi on peut obtenir des codes longs indépendamment du délai d'intercalage.
Cette construction résout le probleme de la longueur temporelle des codes D-BLAST, tout en
conservant la méme structure. Le code WST peut étre décoder par 'algorithme OSIC.

d

-

g

B c

Fic. 2.6: Structure d"un mot de code "Wrapped” ST

Cette construction englobe les codes ST en Treillis et les codes V-BLAST et D-BLAST. En
effet, en notant C un code en Treillis, et en fixant d a zéro, le code WST obtenu est un code ST
en Treillis. En prenant C = (C; X C2 X -+ X Cp,) (produit cartésien des codes C1,Co, ...,Cp,), on
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retrouve les codes D-BLAST. Quand aux codes V-BLAST, ils sont obtenus en considérant une
simple modulation QAM et un délai d’intercalage nul.

2.6 Codes ST a dispersion linéaire

Les codes ST présentés jusqu’a présent n’exploitent pas d"une facon optimale les ressources
spatio-temporelles qu’offrent un systeme MIMO. Le code d’Alamouti perd son optimalité pour
un nombre d’antennes a la réception supérieur a 1. Les codes orthogonaux, pour un nombre
d’antennes émettrices supérieur a 2, sont pénalisés par leurs rendements inférieurs a 1 sym-
bole/uc. Les codes V-BLAST n’exploitent pas le multiplexage spatio-temporel, et par la suite
leurs ordres de diversité sont limités. Enfin, les codes D-BLAST et WST, souffrent d'un gaspillage
des ressources spectrales dii a la partie nulle dans la matrice mot de code, et d'un décodage
plus au moins complexe en fonction du ou des codes utilisés.

Dans [16], Hassibi et Hochwald ont construit des codes ST exploitant le multiplexage spatio-
temporel et ayant une structure linéaire. L'idée consiste a transmettre, a chaque instant, par
chaque antenne émettrice, une combinaison linéaire de sous-trames. Ces combinaisons linéaires
de sous-trames sont ainsi dispersées en espace et en temps, d’oti 'appellation de ce code : “code
a dispersion linéaire” (Linear Dispersion code - LD). Les codes LD peuvent étre construits pour
un nombre d’antennes quelconques a I’émission et a la réception.

Soit N le nombre de sous-trames, et soient sy, ...,sy les symboles obtenus par modulation
g-QAM ou g-PSK (modulation de phase) des sous-trames. Le mot de code X s’écrit alors :

N
X = Z(anAn +iByBy) (2.5)

n=1

les a;, et 5, sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire du symboles s,, pour
n =1...N. Le code LD est entierement défini, pour n;,n, et T donnés, par la définition du
nombre de sous-trames N et des matrices de dispersion A, et B, pourn =1...N. On voit dans
'équation .5 1a linéarité du code LD qui permet son décodage par les décodeurs linéaires. Afin
d’éviter un systeme indécodable, il faut que N < n,T.

La construction des codes LD est une construction tres générale qui englobe pas mal de
constructions de codes ST proposées dans la littérature. Comme exemple de codes LD on peut
citer : le code d’Alamouti, les codes orthogonaux et le code V-BLAST. Le code d’Alamouti s’écrit
sous la forme de code LD de la fagon suivante :

1 0 ) 1 0 0 1 . 01
X:al[o 1]+lb1[0 _1]+ﬂ2[_1 0:|+Zb2[1 0]

Le prix de cette généralité est la difficulté a optimiser les matrices de dispersion. Dans [16]],
les auteurs se sont basés sur une optimisation de I'information mutuelle afin de construire des
codes LD. Le probléme est que ce critére a lui seul permet de construire des codes ayant de
bonnes performances mais ne garantit pas la diversité maximale. Hassibi et Hochwald dans
[16], prouvent que les codes LD construits en imposant plus de contraintes (ce qui réduit I'in-
formation mutuelle) ont de meilleures performances, ce qui confirme que l'optimisation de
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I'information mutuelle est insuffisante.

Des codes LD ont été construits par la suite, basés sur des structures algébriques, et vérifiant
le critére du rang et du déterminant. Différentes constructions algébriques de code LD sont
présentées dans la suite.

2.7 Codes ST algébriques diagonaux (DAST)

Les constructions des codes LST et LD sont deux “framework” généraux. La premieére est entie-
rement définie par le choix du nombre de couches et du codage associé a chacune des couches,
et la deuxieme est entierement définie par le choix du nombre de sous-trames et des matrices
de dispersion. Ces codes n’atteignent pas toujours 1’ordre de diversité maximal.

En utilisant des résultats de la théorie algébriques des nombres, Damen et al. ont construit
dans [17] un code ST algébrique diagonal appelé code DAST, ayant un rendement égal a 1
symbole/uc et atteignant la diversité maximale. La construction du code DAST se base sur
l"utilisation des constellations tournées construites a partir de corps de nombres. Avant de pré-
senter la construction du code DAST, nous allons expliquer l'intérét de 1'utilisation de telles
constellations.

En effet, pour combattre les évanouissements, une redondance peut étre introduite. Cette
redondance va étre percue au niveau du signal requ comme une augmentation de la dimension
del'espace d’origine. Une alternative a I'introduction d'une telle redondance est1"utilisation des
constellations tournées, ce qui revient a augmenter la dimension algébrique de la constellation.
[lustrons ¢a par un exemple. Soit le corps de nombres de degré 2, K = Q(0), avec 0 = eT. Et
soit M la matrice obtenue par le plongement canonique de K dans R? :

1 0
M =
M = %M est une matrice unitaire. Posons s = (a1,42), le vecteur composé par les symboles
d’information. Le vecteur obtenu par la rotation du vecteur s par M’ est aussi de dimension 2,
dont chacune de ces composantes est une combinaison linéaire de a; et a, appartenant a K. K

étant un espace vectoriel de dimension 2 sur Q, alors la dimension algébrique de la constellation
est augmentée.

Une constellation peut étre caractérisée par sa diversité de modulation et sa distance produit.
La diversité de modulation est égale a la distance de Hamming minimale entre deux points de la
constellation, en d’autres termes elle est égale au nombre de composantes différentes entre deux
points de la constellation. Si la constellation est de dimension 7, alors la diversité maximale de
modulation est | = n. La distance produit minimale d"une constellation S est définie comme
suit :

Apin = min H |y]|

Yj=X1—X,X1 #X2€5

Une constellation optimale au sens de la diversité de modulation est une constellation
ayant une diversité maximale et une distance produit minimale maximisées. Dans [33, 34], des
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constellations quasi-optimales ont été construites a partir de la théorie des nombres.

Le codage DAST consiste a utiliser des constellations tournées avec une transformation de
Hadamard. En effet, la constellation optimale garantit la diversité maximale et la transformation
de Hadamard permet de répartir les symboles modulés en espace et en temps afin d’avoir un
bon gain de codage égale a la distance produit minimale de la constellation. La construction
des codes DAST est valable pour 7; = 1,2 ou multiple de 4.

Une matrice de Hadamard est une matrice carrée dont les coefficient sont tous —1 ou 1 et
dont les lignes sont toutes orthogonales, il en découle que HyH!, = n-1,,. Par exemple, la matrice
de Hadamard pour n = 2 est la suivante :

11
S EIEY

Soit M une rotation de dimension 7;, ayant une diversité maximale, et soits = (a1,a2, . .. ,ant)T
le vecteur des symboles d’information. Soit x = (x1,x2, ... ,xnt)T = M -5, le vecteur des symboles
d’information tourné par la rotation M. Le mot de code X s’écrit alors :

1 .
X =—"-H,, -diag(x1,x2,...,xz,)

N

H,, est la matrice de Hadamard de dimension ;.

2.8 Codes ST algébriques, n; = n, = T, a rendement plein et diversité
pleine

Trés peu de codes ST dans la littérature ont un rendement plein égal a r = n; symbole/uc et
une diversité pleine égale a n; - n,. Le code DAST atteint la diversité maximale, mais il a un
rendement égal a 1 symbole/uc et son gain de codage dépend de la distance produit minimale
de la constellation tournée utilisée.

Dans [18]], un code ST pour n; = n, = T = 2 a été construit, nous le noterons par la suite
code 2 X 2. Ce code a un rendement plein de 2 symboles/uc, une diversité égale a 4, un gain de
codage optimisé et est décodable par les décodeurs de réseaux de points. Une généralisation
de ce code pour n; = n, = T quelconque a été présentée dans [19, 20]. Nous détaillerons dans la
suite les constructions et caractéristiques de ces codes.

2.8.1 Dimension 2 X2

Damen et al., dans [18], ont construit le code ST 2 X 2 en utilisant la théorie algébrique des
nombres. Ce code satisfait les criteres du rang, du déterminant et de I'information mutuelle.

Soit a = (a1,a2,a3,a4) le vecteur des symboles d’information a transmettre, la constellation
utilisée est une g-QAM. Et soit 6 = exp(id) avec A € R, et ¢p? = 6. Le mot de code X s’écrit

X = L a + Bay Qf)(a3 + 9614)
V2| ¢z —0ay) a1 — Oy
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En prenant les symboles d’information dans Z[i], le gain de codage du code infini s’écrit :

0o (C) = 1 min (a1 + Oap)(a; — Oay) — qbz(ag + Oay)(az — Oay)
2 2#(0,0,0,0)eZ[i]*
1

= -  min (1] —a30-a30% +a30°)
2 2#(0,0,0,0)eZ[i]*

Le gain de codage du code fini, en prenant les symboles d’information dans S C Z[i]*, s’écrit :

5(C) = min (4] — a30 — a30° + 156°) > 66 (C)

u:%(sl—sz), S51#52€S

N[~

Afin de satisfaire le critere du rang et d’assurer par la suite la diversité maximale, 0 doit étre
choisie tel que 6(C) # 0. En plus, il faut que 0 maximise le gain de codage pour une constellation
donnée. O peut étre soit algébrique soit transcendant.

En prenant 0 algébrique de degré supérieur strictement a 3 sur Q(i) garantit que 6(C) ne
s’annule pas, du fait que (1, 0, 62, 63) est une base de Q(7,0). Par exemple, pour 0 = e, le gain
de codage pour une constellation 4-QAM est égal a 0.1304, et pour une constellation 16-QAM
il est égal a 0.059.

Si O est un nombre algébrique de degré 2 sur Q(i), pour que 5(C) ne s’annule pas, il faut que
02 € Q(i) et 62 ne soit pas un carré dans Q(i).

5(C) = min (a2 — a30%) — 0(a3 — a507))

a= % (s1—52), S1#52€S

N[~

Un exemple de 0 algébrique de degré 2 est ¢'i. Le gain de codage dans ce cas s’écrit :

o(C) = min S(NQ(i,Q)/Q(z‘)(xl) — ON(x2)q,60)/06)) # 0

1
2 ﬂz%(51—52), S1#52€
avec x1 = a1 + a0 et xo = as + a46.

Soit O = ¢! est transcendant. Les valeurs de A optimisant le gain de codage pour chaque
constellation sont obtenues par une optimisation numérique. Pour une constellation 4-QAM le
gain de codage maximal est atteint pour A = 0.5, et est égal a 0.2369. Pour une constellation
16-QAM le maximum est atteint pour A = 0.448, et est égal a 0.1397. Malheureusement le A
donnant le gain de codage optimal pour une constellation 4-QAM donne un gain de codage
tres faible pour une constellation 16-QAM.

L'utilisation des nombres transcendants permet d’obtenir la valeur optimale du gain de
codage pour une constellation donnée, mais ne permet pas de prédire la diminution de ce
dernier lorsque l'efficacité spectrale augmente. L'utilisation des nombres algébriques permet
d’avoir une borne inférieure du gain de codage, et d’avoir une décroissance plus controlée. Le
tableau suivant donne un récapitulatif des valeurs du gain de codage pour les constellations
4-QAM et 16-QAM, pour différentes valeurs de 6.
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‘ ‘ A% ‘ o3 ‘ 10521 ‘ o ‘
4-QAM | 0.1304 | 0.2369 - 0.0858
16-QAM | 0.059 | 0.0367 | 0.1397 | 0.0272

Tas. 2.2: Gains de codage des codes 2 X 2 de Damen et al., pour différentes valeur de 0

2.8.2 Généralisation

Dans [19], un code ST n; X n; de rendement plein et de diversité pleine a été construit, avec une
structure semblable a celle du code présenté dans le paragraphe précédent. La construction se
base sur les corps de nombres.

Soit K = Q(i,0) une extension cyclotomique sur Q(i) de degré n;, avec 0 = exp(zi—g). B =
(1,0,...,0M71) est une base intégrale de K. Soit ¢ le générateur du groupe de Galois de K. Etant

donné que K est un corps de nombre totalement complexe. Le plongement canonique de B dans
C" s’écrit :

1 6 g1
1 o(0 a(em1
Mo L|1 @ . e
Vg | : . :
1 o™ o) ... oM O™

La matrice M est une matrice unitaire. Soit (ay, . .. ,4,2) le vecteur de symboles d'information

t
a transmettre, qui va étre divisé en n; vecteurs vy, ...,vy, de longueur égale a n;. En multipliant
les vecteurs vy, ...,vq, par M on obtient les vecteurs Sy, ... ,B,,. Soit ¢ = exp(%), ona @™ = 0.

Le mot de code s’écrit :
— ()i .
X= (¢|] llgi,|j—i+1|)1s1,]snr

Par exemple, pour n; = 3, 0 = exp(ig), 01(0) = 0, 02(0) = jO et 03(0) = 720, le mot de code X
s’écrit :

61(611 + Oay + 92613) ¢ . 01(614 + Oas + 92616) ¢2 . 61(617 + Oag + 92619)
X= gf)z : (72(617 + Oag + 9209) Gz(ﬂl + Oay + 62613) gi) . 02(a4 + Oas + 6206)
(]5 . 63(614 + 96!5 + 92616) ¢2 . 63(617 + 9618 + 92619) 63(611 + 96!2 + 92a3)

Le code tel qu’il a été construit est de rendement plein 7; symboles/uc. Il a été prouvé dans
[19] que le code construit vérifie le critére du rang et donc atteint la diversité maximale. Le
déterminant d’un mot de code s’écrit :

1t
det(X) = min(TrK/Q(i)(a) + Z 9]_1NK/Q(i)(ﬁj,l))
j=1
avec a un entier algébrique fonction des f3 ik ik =1...n. Le déterminant dépend de la constel-
lation utilisée, et la construction du code ne donne aucune garantie quand a sa diminution
lorsque I'efficacité spectrale augmente.

Le code construit satisfait le critere de I'information mutuelle, puisque la matrice génératrice
obtenue par vectorisation de la matrice mot de code une matrice unitaire.
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2.9 Code TAST

En utilisant le principe du codage LST et la théorie algébrique des nombres, un code ST al-
gébrique en couche, appelé code TAST, a été construit dans [20]. Ce code permet d’avoir un
rendement plein, une diversité pleine, et est décodable par les décodeurs de réseaux de points.
Un schéma de codage similaire a été présenté dans [B5]]. Les codes présentés dans le paragraphe
précédent, le code 2 X 2 et sa généralisation sont des codes TAST.

L'idée du codage TAST consiste a associer a chaque couche un sous-espace algébrique, de
telle facon que les couches soient transparentes les unes par rapport aux autres. Ceci permet
d’avoir une parfaite suppression de 'interférence. L'utilisation de codes DAST paramétrés sur
chaque couche permet d’atteindre la diversité maximale.

Les couches sont construites de facon a ce que chaque couche exploite toute la diversité
spatio-temporelle. En effet, pendant chaque temps symbole, chaque couche émet un symbole en
utilisant une antenne différente, ainsi toutes les couches sont équivalentes en terme d’utilisation
canal. Construire ainsi les couches permet de garantir que 'interférence spatiale observée par
une couche ne provient que des autres couches. Une répartition optimale possible des couches
est présentée dans la figure 272

couche 1
couche 2

couche 3

couche 4

Fic. 2.7: Répartition des couches dans un code TAST

Pour les codes LD, une contrainte est imposée au nombre de sous-trames afin d’avoir un
décodage plus simple. En ce qui concerne les codes TAST, pour pouvoir les décoder par un
décodeur de réseaux de points ML, il faut que le nombre de couches soit égal a min(n,1,).

Soit L le nombre de couches. Soit a = (a1,a, ... k)" le vecteur des symboles d’information
divisé en sous vecteur vy, ..., vy, de longueurs respectifs Ky, ..., Kr, telque Ky + Ky +-- - + K, = K.
Soit My, ..., My, des rotations a diversité de modulation pleine et ayant des distances produits
minimales maximisées. Les vecteurs de symboles codés correspondant a chaque couche seront :

XjZQDj'Mj.Vj,j:l...L

avec @1, ..., € C. Le choix de ¢y, ... ,¢r est déterminant dans la maximisation de la diversité
et du gain de codage.

I existe deux types de codes TAST, les codes TAST symétriques et les codes TAST asy-
métriques. Les codes TAST symétriques sont tels que K; = K, = --- = K|, = 1y, et une méme
rotation est utilisée pour toutes les couches. Le rendement de ces codes est L symboles/uc. Il
a été démontré dans [20], que choisir ¢, ...,¢; tels qu’ils ont une mauvaise approximation
diophantienne par des nombres algébriques, permet de maximiser le gain de codage. El Gamal
et Damen ont établi les deux théorémes suivants dans [20] donnant des constructions possibles




CHAPITRE 2. ETAT DE L’ART DES CODES EspPACE-TEMPS 47

de codes TAST symétriques.

Théoreme : 2.1 Le code TAST symétrique, utilisant la matrice de rotation M, une constellation
g—-QAM, et {p1 = 1,02 = ¢V™, ..., b = ¢V} atteint la diversité maximale si ¢ est un entier
algébrique tel que {1,,...,0" 1} est algébriqguement indépendant dans le corps de nombres contenant
les éléments de la matrice de rotation M.

Théoreme : 2.2 Le code TAST symétrique, utilisant la matrice de rotation M, une constellation
g—-QAM, et {p1 = 1,2 = OV, .., pp = GUD/™} atteint la diversité maximale si ¢ = exp(id)
avec A # 0 algébrique (par la suite ¢ est transcendant).

Le choix de ¢ algébrique permet de connaitre de fagon exacte les limites de I’approximation
des ¢, j = 1...L par d’autres nombres algébriques, et d’avoir une borne minimale sur le gain
de codage.

Les codes TAST asymétriques n’utilisent pas une méme rotation pour toutes les couches. Il a
été proposé dans [20] d'utiliser des codes DAST pour certaines couches et des codes a répétition
pour d’autres. Ces codes ont des rendements fractionnés, et une diversité maximale.

Le gain de codage des codes TAST s’écrit en fonction de 'approximation diophantienne des
¢j, j = 1...L par des nombres algébriques. Plus la taille de la constellation est grande, mieux
I'approximation est et donc plus faible est le gain de codage. Le gain de codage des codes
TAST s’évanouit lorsque la taille de la constellation augmente. Par contre, dans quelques cas
particuliers, comme le code d’Alamouti (qui est aussi un code TAST), le gain de codage est une
somme de normes au carré, donc indépendant de la taille de la constellation.

2.10 Codes ST algébriques a partir d’algebres de division

L’algebre de division est un outil mathématique trés intéressant et trés fort qui permet de
construire des codes ST ayant une diversité pleine. En effet, une algebre de division est un an-
neau dans lequel tout élément non nul a un inverse pour la multiplication. Le premier exemple a
citer estle code d’Alamouti qui peut étre défini a partir del’algebre des quaternions de Hamilton.

Dans le chapitre I, deux classes d’algebre de division ont été présentées ainsi que leurs
représentations matricielles. En utilisant les algebres de division, Sethuraman et Rajan dans
[36, O], ont construit des codes ST de rendement compris entre 1 et n; symboles/uc, et de di-
versité pleine. Deux types de constructions sont proposées. Les constructions basées sur des
corps de nombres et les constructions basées sur des algébres de division non-commutatives
construites a partir de corps de nombres. Les extensions utilisées sont choisies en fonction du
nombre d’antennes a I'émission 7; et en fonction de 1’alphabet utilisé.

Tous les codes ST construits a partir d’algebre de division sont des codes LD. En effet on
peut voir ¢a directement a partir de la décomposition d'un élément de 'algebre sous la forme
d’une somme de matrices. Cette représentation correspond a la structure d'un code LD avec les
matrices Bj = A;,i=1---n.
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2.10.1 Codes ST a partir de corps de nombre

Soit A I'alphabet dans lequel les symboles d'information vont étre pris. A est un sous-ensemble
fini de C, soit m son cardinal. Le corps de base F sera défini en fonction de 1’alphabet, en effet
F sera engendré par les éléments de A. Par exemple si la constellation utilisée est une -QAM,
alors F = Q(i). Soit K = F(a) une extension de F de degré n;, on a alors :

QcQA)=FcQAw) =Fa)=K

K étant un corps, c’est alors une algebre de division et peut étre représenté sur M,, (F). Soit x™ —y
un polyndéme irréductible sur F[x], avec y € F. Le code ST est défini comme un sous-ensemble
fini de K obtenu en restreignant les symboles d’information a A. D’apres la représentation
matricielle des éléments de I'algebre de division donnée dans le paragraphe 337 un mot de
code s’écrit :

h fooo fu
X = V]fnt f‘l fnt‘—l
vhvh o i

avec fi € A, j=1...n;. Le code ST ainsi défini est de rang plein, puisque K est une algebre de
division, et de rendement 1 symbole/uc.

Le parametre clef dans la construction des codes ST, une fois le corps de nombres F défini,
est de trouver un polyndme irréductible de degré n; sur F[x] afin de construire K.

Dans [9], deux types de constructions de codes ST ont été présentées. L'une basée sur des
extensions cyclotomiques et I’autre sur des extensions a partir de nombres transcendants. Les
rendements de ces codes sont supérieurs ou égaux a 1 symbole/uc.

2.10.1.1 Extensions cyclotomiques

Les codes construits a partir d’extension cyclotomique suppose que la constellation utilisée est
une m-PSK, d’ott F = Q(wy,), avec w,, = exp(i2rt/m) la m®™® racine de 'unité. Reste a trouver
n; tel qu’il existe un polyndme irréductible de degré n; défini sur Q(w,,). Il a été prouvé dans
[9], que pour tout n; tel que tous les facteurs premiers qui apparaissent dans la factorisation de
n; forment un sous-ensemble de ceux de m, et tout | premier avec m, le polyndme x™ — w!, est
irréductible sur Q(wy,).

3

Par exemple, soit la constellation 6-PSK, le polyndme x° — wg est irréductible sur Q(wg). Le

mot de code est défini comme suit

X =| WeS3 S1 S
WeS2  WeS3  S1

avecsj, j=1...3 des symboles 6-PSK.

Ce code est caractérisé par le fait qu’il est entierement défini sur 1’alphabet (tous les éléments
de la matrice mot de code sont dans I’alphabet), puisqu’il est invariant par multiplication par
we. Etant données les contraintes imposées sur le choix de 7, ce code ne peut étre construit
pour n; quelconque. Sethuraman et Rajan ont annulé les contraintes sur le choix de n;, afin de
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pouvoir construire des codes ST pour n; quelconque.

L’idée est de choisir la constellation PSK a utiliser et le nombre d’antennes a 1’émission #; et
de chercher le corps K. Soit la constellation M-PSK, et soit un nombre d’antennes a I'émission
n; fixé. Soit m un entier, tel que les nombres premiers apparaissant dans la factorisation de M et
de n; forment des sous-ensembles dans 1’ensemble des nombres premiers apparaissant dans la
factorisation de m. Et soit [ premier avec 1, alors le polynome x™ —w!, est irréductible sur Q(wy,).

Par exemple, soit la constellation 6-PSK, et n; = 5. m = 30 est une solution possible. Le
polyndme x° — w3 est irréductible sur Q(ws3p). En prenant m multiple de 4, par exemple m = 60,
la constellation utilisée peut étre la 16-QAM.

Les codes exposés jusqu’a présent sont de rendement 1 symbole/uc. En exploitant les em-
boitements des extensions algébriques, Sethuraman et Rajan ont construit des codes ST ayant
des rendements plus élevés.

Soient M, n; et m définis comme précédemment. Comme M divise m, alors Q(wr)C Q(wy,).
Ainsi tout élément x de Q(w,,) peut s’écrire comme combinaison linéaire de la base de Q(w;,),
Q(wy,) vu comme espace vectoriel sur Q(wy). Pour un rendement R donné, on peut considérer
m tel que tous les facteurs premiers de la factorisation de R forment un sous ensemble de ceux
de m. Alors Q(w,;) € Q(w;;r), et tout x € Q(w,,r) s’écrit x = Z?:o f]w;Z - Soit 1; tel que tous ces
facteurs premiers forment un sous ensemble de ceux de mR. On a alors x™ —w,,g irréductible sur

Q(wyr). En prenant comme entrées de la matrice mot de code les éléments de Q(w;,r) écrits sous

cette forme Z?:o f]wfﬂ Rz ON obtient un code de rendement R symboles/uc. Cette construction est

limitée par toutes les contraintes imposées sur le choix de R, m et n;.

2.10.1.2 Extension a partir de nombres transcendants

A cause des limitations rencontrées lors de l'utilisation des nombres algébriques, Sethuraman
et Rajan ont pensé a utiliser les nombres transcendants. Ces derniers ont déja été utilisés dans
les constructions des codes présentés dans [18|, 20]. Rappelons qu'un nombre transcendant est
un nombre qui n’est pas algébrique.

Proposition : 2.1 Soient un corps F de caractéristique zéro, et z une indéterminée. F(z) est le corps des
fonctions rationnelles en z. Tout x € F(z), s’écrit x = %, avec p(z) et q(z) deux polyndmes définis sur
F. On a alors pour tout n > 1, le polynome x" — z est irréductible sur F(z)[x]. Si z est transcendant sur

Q, z est transcendant sur toute extension algébrique de Q.

Soit la constellation m-PSK, et soit z un nombre transcendant sur Q. Le corps d’extension
sur lequel le code ST va étre construit est F = Q(w,,,z). D’apres la définition précédente x™ — z
est irréductible sur F. Le mot de code s’écrit :

h o fu
Zf”r fl fnt_l

Zfz ng, . _];1
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Etant donné que l'extension de Q(w,) a Q(w.,,z) est de degré infini, alors tout élément
x € Q(wy,,z) peut s’écrire x = Z?:o szj, avec f] € Q(wy,), 0...R, R quelconque. En considérant
un nombre transcendant quelconque y, le mot de code s’écrit :

R i R i R i
Zj:o fia? Z]':o fia?! ... Z]':o fin?

R i R i R i
X = V4 Z]':o fj,n,Z] V4 ijo fj,lZ] e ijo fj,nt—lz]

N ‘ L B . ‘
)4 Zj:o fiazl vy Zj:o fis? ... Zj:o fia?

Soient s1,52,53et 54 les symboles d’information appartenant a la constellation 4-PSK. Soit z
un nombre transcendant sur Q. Le mot de code s’écrit :

1 | s1+sz z(s3 + s42)

X =
\/5 83 +S4z  S1 + Sz

Le facteur 1/ V2 permet de normaliser I’énergie transmise par chaque antenne.

Il a été montré dans [36, 9] que le gain de codage des codes ST construits a partir d’extension
utilisant des nombres transcendants est supérieur a celui des codes ST construits a partir
d’extensions cyclotomiques. Ce qui confirme les résultats de [17, 20].

2.10.2 Codes ST a partir d’algebres cycliques de division

Sethuraman et Rajan ont construit une deuxieme classe de codes ST a partir d’algebre cyclique
de division non commutative.

D’apres la définition [} si F est un corps et K est une extension galoisienne cyclique de
degré n de F, Gal(K/F) est engendré par o, et y € Fralors A = (K/F,0,y) est une algebre cyclique
de division si et seulement si y,2,...,""! ne sont pas des normes sur K. Le point critique dans
les constructions d’algebre de division non-commutative a partir d’extension algébrique est
donc le choix de y. Dans [36, 9], les auteurs ont opté pour le choix de y transcendant et ils ont
démontré que (K(y)/F(y),0,y) est une algébre de division. En étendant 'action de o de K sur
K(y), et en définissant o(y) = 1, il peut étre démontré que y,)?2,...,»""! ne sont pas des normes
sur K(y).

Afin d’avoir la méme énergie de transmission sur toutes les antennes émettrices, y doit étre
sur le cercle unité. Une fois y fixé, il reste donc a construire F()) et son extension cyclique K(y)
qui ne dépend que du choix de la constellation.

Soit la constellation m-PSK, et soit 1; fixé tel que m soit multiple de n;. Le polyndme x™ —w;,,,
estirréductible sur F[x], alors F = Q(wy,,)), et K = F(wyy,). Le code ST est a présent entierement
défini. Le mot de code X s’écrit :

k] k2 e kn,k
yo(kn,) olkr) ... olkn-1)

Yo" ka) yot k) ... o™ lk)
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et le rendement est de 1 symbole/uc.

Sachant que K est une extension galoisienne de F, et la base de K sur F est (1,wy,, . . Lwih,
alors tout x € K s’écrit x = Z';;Bl f]wf,1 En remplagant dans le mot de code X les symboles
pris dans K par des combinaisons linéaires de symboles pris dans K on obtient un code ST de
rendement n; symboles/uc.

Exemple : soient n; = 2 et F = Q(i) et soit I'extension cyclique de F, K = Q( \ﬁ), o: Vie —Vi.
Soit y transcendant sur F. La base de K sur F est (1, \/;). (K(»)/F(y),0,) est une algebre cyclique
de division, le code de rendement plein est défini comme suit :

X—L s1+5Vi  s3+syVi

V2| y(ss—saVi) 51— Vi

Dans cette construction le probléme du choix de y est résolu, reste le choix de m et n; qui
est assez limité. De la méme fagon que pour le cas des extensions cyclotomiques, Sethuraman
et Rajan ont opté pour l'utilisation des extensions a partir de nombres transcendants utilisant
le théoréme suivant :

Théoréme : 2.3 Soit F = Q(w,,,z) avec z transcendant sur Q, alors K = F(X/z) est une extension
cyclique de F de degré n.

Nous allons illustrer cette construction par 1’exemple qui suit. Soient n; = 2 et t transcendant
sur Q, et soit la constellation 4-PSK. F est égal a Q(i), K = F( Vi) eto : t — —t. Soit y un nombre
transcendant sur Q. Le code ST de rendement plein est donné par son mot de code :

_ si+saVE  s3+saVi
y(s3—sa V) s1—s Vi

Les codes construits a partir d’algebre cyclique de division utilisant les nombres trans-
cendants généralisent toutes les constructions présentées dans [18| utilisant les nombres
transcendants. Pour voir cette généralisation, il faut faire une transformation de ces derniers
codes pour les mettre sous la méme forme que les codes construits a partir d’algebre de division.
Pour cela, la matrice T, T = diag(y”"(Zk”))kzomm_l, peut étre utilisée. Soit X le mot de code du
code ST défini dans [[18|, 20], le mot de code obtenu par la transformation T est :

X =T-X-T!

Le déterminant de la matrice T est égal a 1, alors cette transformation préserve toutes les pro-
priétés du code, le gain de codage et la diversité.

Soit le code 2 x 2 présenté dans [[18]], avec 6 transcendant. Un mot de code X s’écrit, apres
transformation par T, sous la forme suivante :

_ s1 + Osy Vo - (s3 + Osy4)

| VO (s3 - 0s4) s1— Osy

avecsj, 1...4 des symboles 4-QAM. X’ correspond exactement au code présenté dans le dernier
exemple en prenant y = f.

X/
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2.11 Codes ST algébriques a partir de rotations réelles

Les codes ST DAST, algébrique de [18| 9], TAST et ceux construits a partir d’algebre de divi-
sion utilisent des rotations complexes. Dans [21), 22], 'idée est d’utiliser des rotations réelles
pour construire des codes ST ayant une diversité pleine, un rendement plein et un déterminant
minimal ne s’évanouissant pas lorsque l'efficacité spectrale augmente. Les codes construits se
limite a la dimension 2, n; = 2 et n, > 2.

Soit la rotation réelle R :

R = cos(f) sin(0)
| —sin(0) cos(0)

Le code proposé par Yao et Wornell utilise deux rotations d’angles respectifs 01 et 0, sur
chaque couche (la structure des couches est celle utilisée pour les codes TAST) . Un mot de code
X est défini comme suit :

| s1cos(01) +s2sin(01)  s3cos(02) + s45in(07)
" | —s3sin(6;) + s4cos(02) —s1 sin(O1) + s> cos(01)

avec sj, j = 1...4 des symboles -QAM. 1l a été démontré dans [21]], par une optimisation

numérique que le couple (01,0,) maximisant le déterminant minimal est (%arctan(%),%arctan(Z)).
Le déterminant minimal correspondant est :

. 1
ldet(X1 — X2)lx, x,ecx,2x, = SiN261)——

245

Pour le couple (%arctan(%),%arctan(Z)), il a été prouvé que le déterminant ne s’annule ja-
mais et donc la diversité maximale est atteinte. La construction du code ST ne garantit pas la
diversité maximale, c’est plutdt le choix de O1et O, qui le détermine. D’autres couples (01,03),
tel que 0, = § — 01, ont été donnés permettant d’atteindre la diversité maximale donnant des
déterminants minimaux plus faibles.

La construction du code ST faite par Dayal et Varanasi dans [22] est similaire a la construction
TAST, remplagant une rotation complexe par une rotation réelle. La méme rotation est utilisée
sur les deux couches, et un parametre ¢ permet de les dissocier afin d’atteindre la diversité
maximale. Le mot de code s’écrit :

s1 cos(0) + s, sin(0) P(s3 cos(0) + s4 sin(0))

X= ¢P(—s3sin(0) + s4cos(0)) —s1sin(0) + 52 cos(6)

ousj,j =1...4dessymboles 3-QAM. Le couple (6,¢) maximisant le gain de codage, avec |qb| =1
préservant une méme énergie de transmission pour toutes les antennes, est ( % tan"1(2), - i). La
rotation R avec 0 = % tan~!(2) correspond a la rotation optimale au sens de la distance produit
minimale. Il a été prouvé dans [22]], que pour le couple (%artan(Z), — 1), la diversité maximale
est atteinte, et le déterminant minimal est :

|det(X1 - X2)|X1,X2€C,X1¢X2 = COS(26)
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Ces deux constructions aboutissent aux méme codes. Ces codes sont intéressants a cause de
leurs propriétés : rendement plein, diversité pleine et déterminant minimal indépendant de la
constellation utilisée.

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté 1’état de 1’art des codes ST en blocs. Il s’est avéré que pour
une exploitation optimale des ressources spectrales, il serait intéressant d’avoir un rendement
plein. Ainsi, en se basant sur ce critere, nous pouvons partager les codes ST en deux groupes.
Le premier correspond aux codes ST ayant un rendement qui n’est pas plein, qui inclut le code
d’Alamouti, les codes orthogonaux, les codes par couches et les codes DAST. Le deuxieme,
qui nous intéresse plus, correspond aux codes ST ayant un rendement plein, dans lequel nous
trouvons le code algébrique de Damen et al. et ses généralisations, le code TAST, les codes
construits a partir d’algebres de division. Ces codes se caractérisent par un ordre de diversité
maximal, cependant, leur faiblesse apparait au niveau du déterminant minimal qui s’évanouit
lorsque I'efficacité spectrale augmente.

Dans un travail récent de Elia et al. [29], il a été montré, qu'un code ST linéaire, de rendement
plein ayant un déterminant minimal ne s’évanouissant lorsque 1'efficacité spectrale augmente
atteint le compromis gain de multiplexage-diversité. D’ot1 I'importance d’avoir des codes ST
ayant des déterminants minimaux ne s’évanouissant pas.







Chapitre 3

Constructions algébriques de codes
Espace-Temps en blocs

Introduction

L’état de de I’art sur les codes ST, établi au chapitre précédent, nous a permis de déceler que les
meilleurs codes ST [18,[19, 20} 9] dans la littérature sont ceux qui disposent d'un rendement plein
et atteignent une diversité maximale pour un nombre d’antennes émettrices égal a la longueur
temporelle du code. L'utilisation des nombres transcendants dans la construction de ces codes
induit des déterminants minimaux qui s’évanouissent lorsque 1'efficacité spectrale augmente.
Cette propriété devient pénalisante lorsqu'une modulation codée par bloc est appliquée a la
sortie du codeur espace-temps, il serait nécessaire d’augmenter la taille de la constellation en
vue de préserver une méme efficacité spectrale (fig. B.J)).

I Modulation Codage Espace-Temps Modulation codée par bjoc  _

Fic. 3.1: Application d"une modulation codée par bloc en sortie du codage Espace-Temps

Par ailleurs, récemment dans [37, 29, il a été démontré que de point de vue compromis gain
de multiplexage-diversité, il est important d’avoir des déterminants minimaux ne s’évanouis-
sant pas.

A partir de ce qui a précédé comme analyses et constatations, construire un code ST en
bloc ayant un rendement plein, une diversité maximale avec en plus des déterminants mini-
maux discrets se révele du pari, surtout qu’a ce jour, aucun code ST ne réunit de telles propriétés.

La premiere étape de notre travail a abouti a la construction de nouveaux codes ST appe-
lés “codes quaternioniques”. Les performances de ces codes sont fortement pénalisées par la
répartition non uniforme de 1’énergie au sein du mot de code. Nous avons alors construit une
nouvelle famille de codes ST, que nous avons appelés “codes parfaits”. Ces derniers disposent
des mémes propriétés que les codes quaternioniques, avec de plus, une bonne efficacité éner-
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gétique. En s’inspirant de la construction et de la structure des codes parfaits, nous proposons
aussi des “codes parfaits rectangulaires”, ot la longueur temporelle du code est supérieure aux
nombre d’antennes a I'émission.

Apres présentation d"une premiere approche de construction des codes ST ayant des déter-
minants discrets, nous détaillerons les codes quaternioniques. Nous introduirons par la suite
une deuxiéme approche de construction de codes ST disposant a la fois de déterminants dis-
crets et de bonnes distributions énergétiques. Nous présenterons par la suite la construction
algébrique ainsi que les performances des codes parfaits découlant de cette deuxieme approche.
Suit la preuve montrant que les codes quaternioniques et les codes parfaits atteignent le com-
promis gain de multiplexage-diversité. La derniere partie sera consacrée a la présentation de la
construction et des performances des codes parfaits rectangulaires.

3.1 Premiere approche de construction des codes ST

Avant d’aborder la construction proprement dite des codes ST, nous allons commencer par
spécifier les criteres que doivent vérifier ces codes. Ces critéres concernent le rendement, ’ordre
de diversité et le déterminant minimal. Une fois I'approche de la construction définie, nous
nous intéresserons a sa validation.

3.1.1 Critéres de constructions

Nous nous intéressons aux codes ST, tels que la longueur temporelle du code soit égale au
nombre d’antennes émettrices, n; = T. Le mot de code est donc une matrice carrée de dimen-
sion n; X n;. C’est pourquoi nous qualifierons ces codes de “codes carrés”.

Nous avons introduit au paragraphe (2.2) les criteres de construction des codes ST per-
mettant de maximiser l'ordre de diversité, le gain de codage et la capacité. Ainsi, pour la
construction de nos codes ST, nous imposons trois critéres basés sur le critere du rang et du
déterminant :

1. Rendement plein : pour une exploitation optimale des ressources spectrales, le nombre de

symboles d’information transmis doit étre égal an; - T = ntz.

2. Diversité pleine : le code doit vérifier le critere du rang (def. ). Il pourra ainsi atteindre
I'ordre de diversité maximal égal a n; - ;.

3. Déterminant minimal ne s'évanouissant pas lorsque I'efficacité spectrale augmente : le code doit
vérifier le critere du déterminant afin de maximiser le gain de codage (def. E3) . Nous
imposons de plus au code un déterminant minimal ne s’évanouissant pas lorsque la taille
de la constellation augmente. Cela se traduit sur les codes ST infinis par un déterminant
minimal ne s’annulant pas et une distribution discréte des déterminants.

3.1.2 Démarche de la construction

Notre choix concernant la construction des nouveaux codes ST s’est porté sur une méthode
algébrique. Ce choix s’est imposé pour deux raisons principales. D’abord, les constructions
algébriques des codes ST sont parmi les meilleures dans la littérature. Ensuite, 1'utilisation
d’outils algébriques permet plus de souplesse dans le controle des différents parametres du
code. Ainsi, notre approche se basera sur l'algébre cyclique de division construite sur des corps
de nombres. C’est un outil mathématique tres intéressant et suffisamment puissant pour la
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construction de codes ST.

Notre approche se compose de 5 étapes :

1 - Choix du corps de base

2- Choix du corps d’extension

3- Définition de l’algebre cyclique
4- Choix de vy

5- Définition du code ST

Dans [9], des codes ST ont été construits a partir d’algebres cycliques de division sur des
corps transcendants (K[y]/L[y],0,7), olt ¥ est un nombre transcendant, L un corps et K une
extension cyclique de L.

Toutes les définitions d’algebre nécessaires a 1’établissement des résultats de ce chapitre se
trouvent au paragraphe (1.3.3).

1- Choix du corps de base

Le corps de base représente le corps sur lequel les corps d’extension sont définis et auquel
les symboles d’information appartiennent. Nous considérons comme corps de base L = Q(i)
ou L = Q(j). Nous prenons en conséquence comme constellations une -QAM ou une g-HEX
puisqu’elles sont des sous-ensembles finis respectivement de Z[i] et de Z[;] (fig. L2 L.3).

2- Choix du corps d’extension

Le corps d’extension est le corps sur lequel 'algébre cyclique de division est construite.
Dans notre cas, nous devons alors choisir un corps d’extension cyclique K de L de degré n; sur
L (def.[LI5). Définissons o le générateur du groupe de Galois de K, Gal(K/L).

3- Définition de I’algébre cyclique
Soit y € L. D’apres la définition[[L35 A = (K/L,0,y) est une algebre cyclique de degré n;.

4- Choix de y

Pour que l'algebre A soit une algeébre de division il faut que y,)%, .. .,y™! ne soient pas des
normes sur K* (lemme [LT)). De plus, il faut que y soit dans Z[i] ou dans Z][j], afin de garantir
un déterminant minimal du code ST ne s’évanouissant pas.

5- Construction du nouveau code ST

Dans le paragraphe (1.3.3.3), nous avons démontré que 1’algébre cyclique de division a une
représentation dans M,, (K) et nous avons donné la représentation matricielle des éléments de
l'algebre. Soit (I,,, e, e?,---, e 1) labase de l'algebre, avec e défini comme suit :

1 .- 0
0 0

e =
P |
y 0 - 0

Tout élément X de K s’écrit sous la forme matricielle suivante :
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X=xol +xe+---+ xnt_le”’f_1

lesx; € K,i=1---n, sont les coordonnées de X dans la base de l'algébre. X s’écrit aussi sous la
forme suivante :

_xo x1 e .xnt_]
_ VG(JC.nt—l) U(J'Co) e 0(3@—2) 3.1)
yo" (1) yo"Hx) ... o™ (xp)

Nous définissons alors le code ST comme un sous-ensemble fini de 1'algebre de division
obtenu en se restreignant a ’anneau des entiers Ok (def. [L2Z4) ou a un idéal I de ’anneau des
entiers. L'équation BJl définit alors un mot de code X du code ST.

3.1.3 Validation de I’approche

La démarche présentée ci-dessus a abouti a la définition d’'un nouveau code ST. La validation
de I'approche passera par la vérification des criteres déja définis.

— Rendement plein
Si, dans le mot de code défini dans I'équationB]] les x; représentaient les symboles d’informa-
tion, le code ST aurait seulement un rendement égal a 1 symbole/uc.

Pour obtenir le rendement plein, il faut s’appuyer sur le fait que K est un espace vectoriel
sur L. Soit B = (vy)y=1._,, une base canonique de K. Les x;, i = 1---n; s’écrivent alors :

1t

x| = Z 51k Uk

k=1

ousyx,lk =1---n; représententles symboles d’information pris dans O;.. Ainsi, chaque élément
de la matrice mot de code est une combinaison linéaire de n; symboles d’information, et le
rendement du code est 1; symboles/u.c. Le mot de code devient alors :

27% 51,iVi 27%1 52,V e ’2:’1 Sny,iVi
7/0(21;1 Sm,ivi) G(Zi:tl Sl,ivi) e G(Zi:tl Snﬁl,ivi)
Yo" ML svi)  yot TN EN ss0) e "L s1ivi)

— Diversité maximale
La diversité maximale est une conséquence directe de 1'utilisation des algebres de division. En
effet, par définition, tout élément de 1’algebre de division est inversible. Par conséquent, le code
ST construit est de rang plein et la diversité maximale est atteinte.

— Déterminant minimal discret :
La construction du code ST sur I’anneau des entiers de K est la clé pour 1'obtention des déter-
minants minimaux discrets. Nous pouvons facilement remarquer que tous les coefficients de la
matrice mot de code X sont dans Ok. Cette remarque en résulte de deux points. Le premier est
que y € Ok et le deuxiéme est que pour tout x; € Ok, oi(xj), pouri=1---n;—letj=1---m,
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appartient aussi a Ox. Nous déduisons alors que le déterminant de X appartient aussi a Ok.

D’apres le théoréme 2 la norme réduite de X, qui n’est autre que son déterminant, est
dans L. Nous déduisons alors, que le déterminant de X est dans Ox N L = Or. Afin d’avoir un
déterminant minimal discret, il suffit d’avoir Op = Z[i] ou Z[]].

Pour les petites dimensions, il sera possible d’établir I’expression du déterminant minimal.
Cela nous permettra de vérifier plus facilement le fait qu'il soit discret.

3.2 Codes Quaternioniques

En se basant sur ’'approche présentée au paragraphe précédent, nous avons construit une fa-
mille de code ST a rendement plein, diversité pleine et ayant des déterminants minimaux ne
s’évanouissant pas lorsque l'efficacité spectrale augmente. Le premier code construit est le code
quaternionique en dimension 2. Ce dernier est construit en utilisant les algebres de quater-
nions, d’ot1 son appellation “code quaternionique”. Les bonnes performances de ce nouveau
code comparées a celles du meilleur code ST connu jusqu” a présent dans la littérature en di-
mension 2 nous ont motivé a traiter d’autres dimensions. Nous avons alors construit les codes
quaternioniques pour les dimensions 3 et 4.

Nous détaillons dans la suite la construction algébrique et les performances de ces nouveaux
codes.

3.2.1 Code quaternionique 2X2

Nous considérons comme corps de base L = Q(i), et nous choisissons comme corps d’extension
K = Q(0), le corps cyclotomique de degré 2 de Q(i), ot O = e est la huitieme racine de I'unité.
Soit 0 le générateur du groupe de Galois de K, 0 : 0 — —0. K étant une extension cyclotomique
de Q, son anneau des entiers est égal a Z[0].

Soit y dans O;, = Z[i]. Nous définissons A = (K/L,0,y) l'algebre cyclique de degré 2. D’apres
la définition [[3@] 1'algebre A est ’algebre de quaternion D; ().

D;, (L) est une algebre de division si y n’est pas une norme sur Q(6)/Q(i). Afin de trouver
le bon y, nous utilisons la factorisation d’idéaux dans I'anneau des entiers de K, Ok. On peut
voir facilement que 'idéal 50k = 5Z]i] se factorise comme suit :

57[i] = (2 +1i)(2 - i)

L’idéal (2 + i) est premier. Ainsi, choisir y = 2 + i garantit que ) ne soit pas une norme sur

Q(0)/Q().

En considérant la représentation matricielle de Ialgebre de quaternions Dg,, (L) donnée dans
(L3, nous définissons notre code ST comme un sous-ensemble fini de D;,(L). Un mot de code
s’écrit alors :

s1 + 520 S3 + 540

X=1 243 —540) 51— 5,0
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ol 51, 2, 53 et s4 sont les symboles d’information, pris dans Z[i] pour le code ST infini, et dans
une constellation g-QAM pour le code ST fini.

Le déterminant du code ST s’écrit :

dety(C) = N(x1) — (2 + ))N(x2)

ol X1 = 51 + 520 et xp = s3 +540. x1 et xo étant dans Ok, il est facile de voir que leurs normes
sont dans O, = Z[i]. Nous déduisons que le déterminant prend ses valeurs dans O = Z[i]. Sa
valeur minimale est donc égale a 1, obtenue en considérant x; = 1 et x, = 0.

3.2.2 Code quaternionique 3x3

Pour la construction du code quaternionique en dimension 3, nous allons considérer le corps
de base L = Q(j), et le corps cyclotomique K = Q(60) de L de degré 3, avec 0 = exp(i%}) = &9
neuviéme racine de l'unité. Soit ¢ le générateur du groupe de Galois de K, 0 : 0  jO. L'anneau
des entiers de K est égal a Z[0]. Soit alors y € Op = Z]j], définissons A = (Q(6)/Q()),0,7)
'algeébre cyclique de degré 3.

Pour que A soit une algeébre de division, il faut que y et > ne soient pas des normes sur K*.
Comme pour la dimension 2, nous allons recourir a la factorisation des idéaux afin de trouver
un tel y. Pour cela nous utilisons le logiciel de calcul algébrique KANT [38].

L'idéal 7Z][j] ne se ramifie pas, il se factorise dans Z[j] comme suit :

7Z[j1 = (73+))-(75+))

Lidéal I = 7 - Z[j] ® (3 + j)-Z][]] est premier. Or, 7 n’est pas une norme absolue dans Q(0).
Ainsi choisir y = 3 + j garantit que (3 + j) et (3 + j)* ne soient pas des normes dans Q(6)/Q(}).

Le code ST est un sous-ensemble fini de 1’algebre de division. Un mot de code X s’écrit :

S1 + 520 + 5307 S4 + 550 + 5607 57 + 530 + 5902
X = )/O(S7+589+5992) o(s1 +529+5392) o(sy +S59+S692)
y02(54 + 550 + 566?) )/02(57 + 580 +590%)  0%(s1 + 520 + 530%)

olless;, I =1...9sontles symboles d’information pris dans Z[j] pour le code ST infini, et dans
une constellation hexagonale g-HEX pour le code ST fini. Notons que (1,0,6%) est une base de
K, vue comme espace vectoriel sur L.

Le déterminant du code s’écrit :

dets(C) = N(x1) + yN(x2) + y*N(x3) = yTr (x10(x2)0” (x3))
avec x1, xpet x3 définis comme suit :

51+ 520 + 5362

X1 =
Xy = S4+S59+S692
x3 = S7+Sg@+5992

D’apres la définition [L30), pour tout x € Ok, la norme et la trace de x sont dans Oy = Z][j].
Le déterminant étant une somme de normes et de traces, il prend alors ses valeurs dans Z][].
Ainsi, le déterminant minimal est égal a 1.
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3.2.3 Code quaternionique 4x4

Comme pour la dimension 2, nous considérons le corps de base L = Q(i). Soit 6 = exp(ig) = &16
racine 16°™¢ de I'unité. Nous choisissons comme corps d’extension K = Q(6) 'extension cyclo-
tomique de degré 4 de Q(i). Soit 0 le générateur du groupe de Galois de K, ¢ : 0 + i0. L'anneau
des entiers de K est égal a Z[0].

Soit y € O = Z[i], A = (K/L,0,y) est une algebre cyclique de degré 4. Pour que A soit
une algebre de division il faut que y, ¥2, y® ¢ Nk/L(K). Pour trouver un tel y, nous utilisons la
factorisation des idéaux.

En utilisant KANT, nous trouvons que 1'idéal 5Z][i] ne se ramifie pas, il se factorise dans
Z][i] comme suit :
5Z7[i] =(5,2+1)-(53+1i)

L'idéal I = 5-Z[i] ® (2 +1) - Z[i] étant premier, (2 +1), (2 + i)? et (2 + )% ne sont pas des normes
sur K/L car 5 n’est pas une norme absolue.

L’algebre de division ainsi construite nous permet de déduire le code ST. Un mot de code
s’écrit :

Xq x2 X3 X4
x=| vota) o) a(x) o)
yoi(x3) yoi(xy) o*(x1)  o*(x2)
yod(x2) yoi(x3) yod(xs) o>(xy)

avecx; € K,/ =1...4. En fonction des symboles d’'information, les x; s’écrivent dans la base de
K, (1,0,0%,0%) de la facon suivante :

Xy = S1+0s+ 6253 + 9354

Xo = 5+ Osg+ 0%y + O%sg

X3 = Sg+ 0Os19+ 92511 + 63512
X4 = S13+ 0514+ 92515 + 93516

Pour le code ST infini, les symboles d’information sont pris dans Z][i], et pour le code ST
fini, les symboles d’information sont pris dans une constellation g-QAM.

Le déterminant du code s’écrit :

dety(C) = N(x1) = yN(x2) + y*N(x3) = *N(xa) = yTr (x10(61)0*(x2)0” (xs))
+yTr (x10(01)0*(¥2)0°(x3)) + Y Tr (x10(x3)0% (x4)0° (x4)
2Tr (120(3)0%(65)0 (1)) + 123 Tr (a0 (2)0”(ea) (1)

AT (o)) (x5)

Comme pour les dimensions 2 et 3, le déterminant est une somme de normes et de traces.
I1 prend donc ses valeurs dans Z[i]. Le déterminant minimal est alors égal a 1.
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3.2.4 Versions équilibrées des codes quaternioniques

Les matrices mots de code relatives aux codes quaternioniques construits pour les dimensions
2, 3 et 4 se caractérisent par une partie triangulaire inférieure multipliée par y. Le module non
unitaire de y induit un grand déséquilibre énergétique entre la partie supérieure et la partie
inférieure du mot de code. Nous proposons alors des versions équilibrées des codes quater-
nioniques ayant de meilleures distributions énergétiques. Ces nouveaux codes sont obtenus
en multipliant la matrice mot de code a droite et a gauche par la matrice diagonale T définie
comme suit :

T =diag (/") ,
=V...1n4—

Un mot de code des codes quaternioniques équilibrés s’écrit :

X = T-X-T
1 np=1
1x1 VALY y2 " Xy,
=1 n—<
_ | vrolx) o(x1) sy o(Xg—1)
1 2
Yo" () o™ (xs) o™ (xy)

Etant donné que le déterminant de la matrice T est égal a 1, les déterminants minimaux des
codes quaternioniques sont préservés.

Ecrit sous cette nouvelle forme, les codes quaternioniques ont la méme structure que les

codes présentés dans [18, 19| 20].

Nous donnons comme exemple, le code quaternionique équilibré en dimension 2.

x - |7 O | s1+%0 s3+s0 | )l/ 0
N 0o 1 V(53 —540) s1—520 0 vy

y
3 51 + 520 Y1/2(s5 + 540)
T yY2(s3 —540) s1 — 520

3.2.5 Performances des codes quaternioniques

A ce stade nous avons montré que les codes quaternioniques ont de tres bonnes propriétés, a
savoir, un rendement plein, une diversité pleine et un déterminant minimal ne s’évanouissant
pas. Il nous reste donc a étudier leurs performances et a les comparer aux meilleurs codes ST
connus (MCC) jusqu’a présent [18] 19, 20].

Nous avons simulé la chaine de transmission présentée dans la figure [l en utilisant les
codes quaternioniques équilibrés (CQ) ensuite les (MCC). Nous avons utilisé comme décodeur
une version modifiée du décodeur Schnorr-Echnner, adaptée a notre application. La présenta-
tion compleéte de ce décodeur avec les modifications effectuées pour décoder les codes ST sera
faite dans le chapitre suivant.

Dans la figure.2, nous avons tracé le taux d’erreurs par mot de code en fonction du rapport

signal sur bruit (RSB= f,—g) pour le code quaternionique (CQ) 2 X 2 et le (MCC) en dimension 2
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[18] (tableau récapitulatif 2.72)), en utilisant les constellations 4, 16, et 64-QAM. Nous remarquons
que le code (CQ) et les (MCC) ont pratiquement les méme performances, avec une légere avance
pour les codes (CQ).

10
4 il [N 0--0 CQ, 4-QAM
S SR 3 o8 CQ, 16-QAM
1 \ S NS o< CQ, 64-QAM ||

10 = s SR A—A MCC, 4-QAM
28 N N ¥—v MCC, 16-QAM
NS X x—x MCC, 64-QAM

N

? \ \ \

} \ \ \

10° \ - \‘ B
I\ '\_

10

[N

=
(=)

taux d’erreurs par mot de code

6 O
3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36
Eb/NO (dB)

Fic. 3.2: Comparaison du code quaternionique (CQ) 2x2 et du meilleur code connu en dimension
2 (MCC), pour différentes constellations g-QAM

Dans les figures B3 et B4 nous avons tracé le taux d’erreurs par mot de code en fonction
du RSB, respectivement, du (CQ) 3 x 3 et du (CQ) 4 X 4 et des (MCC) [19, 20]. Contrairement
a la dimension 2, les codes quaternioniques en dimension 3 et 4 ont des performances moins
bonnes que celles des MCC. Cela s’explique par la répartition non uniforme de 1’énergie dans
le mot de code malgré I'équilibrage énergétique effectué.

La figure B5) illustre un exemple de schéma de transmission MIMO avec des énergies
différentes sur les antennes émettrices. Une telle transmission entraine un bon décodage des
symboles de forte énergie et inversement, un mauvais décodage des symboles de faible éner-
gie. Ce type de schéma engendre des performances globales plutét moyennes. Pour pallier a ce
probleme énergétique, 1'idée serait d’utiliser le décodeur SIC ordonné (chapitre I, paragraphe
1.6). Malheureusement, ce décodeur est sous-optimal. Il ne permettra pas donc d’atteindre les
performances optimales de notre code.

A cause de ce probleme énergétique, nous nous sommes limités a la construction des codes
quaternioniques pour les dimensions 2, 3 et 4. Dans un récent papier [39], une généralisation
de la construction des codes quaternioniques a été donnée pour les dimensions de la forme
suivante : 2, 3.2F, 2.3F et g*(q — 1)/2 oi1 g est un nombre premier de la forme (4k + 3), et k est un
entier choisi arbitrairement.

Par ailleurs, nous remarquons un point trés intéressant, que plus 1'efficacité spectrale aug-
mente, plus 1’écart entre les courbes de performance des (CQ) et des (MCC) se réduit. Ce qui
montre concretement l'intérét d’avoir des codes ayant des déterminants minimaux ne s’éva-
nouissant pas.
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Fic. 3.3: Comparaison du code quaternionique (CQ) 3 X 3 et du meilleure code connu en
dimension 3 (MCC), pour différentes constellations -QAM et g-HEX
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Fic. 3.4: Comparaison du code quaternionique (CQ) 4x4 et du meilleur code connu en dimension
4 (MCC), pour différentes constellations -QAM

3.3 Deuxiéme approche de construction des codes ST

La construction des codes quaternioniques nous a permis d’apprécier I'importance d’avoir des
codes ST ayant des déterminants minimaux ne s’évanouissant pas lorsque l'efficacité spectrale
augmente. Cette conclusion nous a motivé a construire de nouveaux codes ST conservant les
propriétés des codes quaternioniques et palliant au probleme énergétique. La construction de
ces codes s’effectuera sur la base d’une deuxieme approche que nous définirons et validerons.
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Fic. 3.5: Schéma de transmission MIMO avec une répartition non uniforme de 1’énergie sur les
antennes émettrices

3.3.1 Criteéres de construction

Lesnouveaux codes a construire doivent vérifier les 3 critéres relatifs aux codes quaternioniques,
ainsi qu'un quatriéme lié a I'énergie.

1. Rendement plein
2. Diversité maximale
3. Déterminant minimal ne s’évanouissant pas lorsque l'efficacité spectrale augmente

4. Bonne efficacité énergétique : L'énergie moyenne doit étre uniformément distribuée dans la matrice
mot de code. En plus, une contrainte de forme sur les constellations transmises doit étre vérifiée
afin d’éviter toute perte de forme par rapport aux constellations émises. Les codes ST construits
a partir d’algebre de division, comme les codes quaternioniques et les codes construits
dans [9], possédent une structure de couches définie dans [20] (fig.27). Nous allons alors
exploiter cette propriété afin d’'imposer une contrainte de forme sur les constellations
transmises. En effet, étant donné que nous utilisons les constellations g-QAM et g-HEX
qui sont respectivement des sous-ensembles finis de Z[i] et de Z[ ], il faut alors construire
pour chaque couche un réseau de points de la forme RZ][i]" et respectivement un réseau
de points de la forme RZ[j]" = RAY', ot R est une matrice unitaire complexe, RR" = |
(Notons que lorsqu’on travaille dans Z[j], la transposition hermitienne utilise la conju-
gaison dans Z[j], qui transforme j en j?). Ainsi les constellations transmises seront des
versions tournées de Z[i]" et de A;’ respectivement. D’apres [40, 41]] des versions tournées
des réseaux de points Z*" ou A}’ peuvent étre construites comme des réseaux de points
algébriques complexes.

3.3.2 Démarche de la construction

Nous proposons une approche permettant de construire des codes ST vérifiant les criteres cités
ci-dessus. Cette approche présente pas mal de similitudes par rapport a la premiére proposée
au paragraphe 3.1, avec quelques différences que nous verrons par la suite. Cette approche se
compose de 6 étapes :
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1 - Choix du corps de base

2- Choix du corps de décomposition
3- Définition de I'algebre cyclique
4- Choix de 7 tel que |y| =1

5- Choix de l'idéal 1

6- Définition du code ST

1- Choix du corps de base
Nous considérons comme corps de base L = Q(i) ou Q(j). Ainsi, les constellations utilisées
seront les constellations g-QAM et les constellations g-HEX.

2- Choix du corps de décomposition

Soit 0 un nombre algébrique, et soit Q(0) un corps de nombres cyclique totalement réel de
degré n; tel que les discriminants de L et de Q(0) sont premiers entre eux. (dL,dQ(g)) =1.K
est alors le corps de décomposition de L et de Q(0), noté Q(i,0) ( resp.Q(j,0)). Définissons o le
générateur du groupe de Galois de K.

K
T 2
24
LM g
Q

3- Définition de I’algebre cyclique
Soit y € L, A = (K/L,0,y) est une algebre cyclique de degré n;.

4- Choix de y

Pour que A soit une algeébre de division, et pour garantir des déterminants minimaux
discrets avec une bonne efficacité énergétique, y doit vérifier les propositions suivantes :

- v,%,...,/""! ne sont pas des normes de K*

- y €0y = Z][i] ou Z][]]

- ry| =1.
Ainsi le choix de y se limite a {1,i, — 1, — i} lorsque O = Z]i] et & {1,j,j2, -1,-j- ]2} lorsque
oL =7][j].

5- Choix de I'idéal
11 faudrait trouver un idéal I C Ok tel que le réseau de points A(I) (def.[[.32) soit une version
tournée du réseau de points complexe Z[i]" (ou resp. Z[j]™).

6- Construction du code ST

De la méme maniere que dans la premiere approche, nous définissons le code ST comme
un sous-ensemble fini de 1’algebre de division A obtenu en se restreignant a I'idéal I € Ox. Un
mot de code s’écrit alors :
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Z:%l 81,i0i Z:%l $2,i0i e Z;;l Sn, iV
yG(Zi;1 Sm,ivi) G(Zi;1 Sl,ivi) e G(Zi:tl Snﬁl,ivi)
= . . ) (3.2)
yo (L, s2,00)  yo" (L ssivn) oo 0™(EI 51,0i)

ot B = (0p)k=1.p, €st une base intégrale de I'idéal I, etles s, [ = 1--- ntz sont les symboles d’in-

formation pris dans O, pour le code ST infini et dans une constellation -QAM ou g-HEX pour
le code ST fini.

Le mot de code peut s’écrire dans la base de 1’algebre de division (I,,,e, - - - ,e”f‘l) en fonction
de la matrice génératrice M du réseau de points A(I) sous la forme suivante :

X = diag(M - xq) - I;, + diag (M - xp) - e + - - - + diag (M - xp, ) - €™
x1,1 = 1---n; sont des vecteurs colonnes de taille 1; composés par les n? symboles d’information.

Si l'idéal I est principal (def. [LI0), il est engendré par un seul élément. Soit a cet élément.
Tout élément x de I s’écrit alors x = ay, avec y € Ok . Soit B une base intégrale de Ok, que
nous supposons s’écrit sous la forme suivante (1,0,0%,---,0m71) (0 n’est pas obligatoirement
I'élément primitif de Q(0)). La base de l'idéal I est alors (a,a0,a6%,--- ,a0"") et la matrice
génératrice du réseau de points A(I) est :

a af . afm—1
o(a) o@d) ... o(a@™)
= . . , . (3.3)
o1 (@) o™ a0) ... o1 (@0™ 1)
Le mot de code s’écrit alors :
aY 51,07 aY ! 507! .. aY ! sy 07

i1 pi-1 pi-1

X - yo(a Z?:t? 8n,,i0') o(a Z?:tl‘ 51,,0) ~ooo(@Xl S‘nt—l,zez ) (3.4)

yot i a X 5007 yot TN a X 5,07 L oM Ha Xl 51,07

3.3.3 Validation de I'approche

Le code ST construit de cette fagon est bien de rendement plein et de diversité maximale.
Afin de valider 'approche proposée, il nous reste a vérifier I'existence d’un idéal permettant

. . L a2 2 , .
de construire des versions tournées de Z[i]"t ou de Z][j]", et de s’assurer que le déterminant
minimal du code est bien discret.

3.3.3.1 Construction de versions tournées des réseaux de points Z>" ou A}’

Notre objectif est de trouver un idéal I C Ok tel que le réseau de points algébrique complexe
A(I) soit une version tournée de Z[i]" ou de Z[j]™. Soit A’(I) le réseau de points réel obtenu
en séparant et vectorisant les parties réelles et imaginaires des vecteurs du réseau de points

2
complexe A(I). Il en découle que A’(I) est une version tournée de 72" ou de AZ’ .
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Afin de trouver un tel idéal, nous allons utiliser les volumes des réseaux de points 727 et

2 2
AZt. En effet, pour que A’(I) soit une version homothétique tournée de 7> ou de AZ’ il faut
que son volume soit égal a :

V(A'(D) =c" ou V(A’(I)):(?) ' (3.5)

ol ¢ est un entier.

Par définition (def.[[32) le volume de A(I) s’écrit en fonction du discriminant de K/L (def.

:
V(A®D) =27 - yldig] - N(D) (3.6)

D’apres les équations B.HetB.@nous déduisons la norme de 'idéal I :

N() = ﬂ ou N()= @

ldx/ql |k

Soitdxjg =[] p;" la décomposition en facteurs premiers du discriminant. Cette factorisation
contient les nombres premiers qui se ramifient dans Oy. Soit pyOy = [1; Iilk avec ¢, > 1. Il faut
donc trouver un idéal sous la forme suivante :

=115

ayant comme norme :

NO =[] ou NO=]]p"

Pr#2 Pr#3

Cette méthode nous permet de prédire 'idéal a utiliser afin de construire des versions
tournées des réseaux de points Z*" et A} (une réduction peut étre nécessaire). Pour valider le
résultat, nous calculons la matrice de Gram de la matrice génératrice du réseau de points (en
utilisant la bonne transposition hermitienne). La matrice de Gram obtenue doit étre égale a la
matrice identité.

3.3.3.2 Déterminant minimal

A lissue de la premiere approche, nous avons démontré, en utilisant le théoreme L2 et le fait
que y € Ok, que le déterminant minimal du code ST construit sur 1’algebre de division tel que
les symboles d’information sont pris dans Ok dispose d"un déterminant minimal discret.

Du fait que les hypotheses de cette démonstration restent aussi valables pour la deuxieme
approche, nous déduisons que le déterminant minimal du nouveau code construit est aussi
discret. Nous nous proposons de calculer la valeur de ce déterminant minimal. Pour cela nous
allons distinguer deux cas suivant que 1'idéal I soit principal ou non.
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- [ est principal
Soit a I’élément générateur de 1'idéal I. Le mot de code défini dans 1’équation B4 se récrit
sous la forme suivante :

a 0 0 r 6! T 52,07 e T s,0
X 0 G(D{) . VG(Z, 1 Sn, i O_(Z:l:t] Sl,ielil) s G(Z,n;l Sn,—l,ielil)
: - 0 ni—1 i-1 np—1 i-1 A ni—1 Vlz: i-1
0 - 0 o) yo' (Z, $2i07)  yo™” (Z, 15007 0" THE L s1,07)
= A-B
Dot :

det(X) = det(A) - det(B)

La matrice B correspond exactement au code ST construit en utilisant la premiére approche,
par conséquent son déterminant est dans Ok et sa valeur minimale est égale a 1. Quand a la
matrice A, son déterminant est égal a Nx/(a).

Nous déduisons alors que :

. 2
Smin(Ceo) = min_|det(X)* = [Ni1(@)| = No(@)

Le déterminant minimal peut s’écrire en fonction du discriminant de dg). En effet, le
volume du réseau de points A(I) donne la relation qui relie la norme de I'idéal au discriminant :

vol(A(D)* = 47™ - di - Nxo(I)*

Le discriminant de K s’écrit en fonction de celui de L et de Q(60) :

dx = d -y

Q©)
avec d;, = —4 pour L = Q(i) et d;, = =3 pour L = Q(j). Le réseau de points A’(I) est une version
tournée de Z>" ou Aznf alors son volume est égal a1 ou a \é— Nous avons donc:

Pour L = Q(i)

1 =47 Ngqla)*-d2,, - 4™

Q(O)
Pour L = Q(j)

3 " —MN¢ 2 2 n
Z =4 . NK/Q(OC) . dQ(Q) -3

Nous pouvons déduire pour les deux cas que :

1

Omin(Ceo) = Nkjola) = d oo

(3.7)
- I n’est pas principal
D’une fagon générale, le déterminant minimal du mot de code défini dans 1’équation
s’écrit :
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det(X) = Z sgn(s) ﬁ Xis0)

S€ES, =1
sn est le groupe des permutations de n; éléments, et X x est 'élément de la matrice mot de code
se trouvant a la 1" ligne et la k"™ colonne.

Notons I? I’action du groupe de Galois sur I. Comme X, € L pour tout /, on a [42, p.
118] :

det(X) € H I° = NK/L(I)OK
0€Gal(K/L)

Nous avons démontré que le déterminant minimal est dans Or. D’ou1
det(X) e N NK/L(I)OK = NK/L(I)

L étant égal 2 Q(i) ou Q(j), alors |det(X)]* € N, /0(Ng/L(I)). Par transitivité de la norme [42}, p.
99] :
in _|det(X)I* € Ni/o(l) = N(DZ 3.8
min [detO0P € Nigo(D) = N() (38)
A partir de cette derniére relation, nous pouvons déduire les bornes inférieures et supé-
rieures du déterminant minimal :

1 1

N(I) = —— < 0min(Coo) £ — = min Ng/g(x 3.9

( ) dQ(Q) mm( ) vol (AV(I)) el K/Q( ) ( )
La borne inférieure est immédiate d’apres[B.8l La borne supérieure est obtenue en considé-

rantxg#0€l,etx;=0,I=1...n; - 1. m est un facteur de normalisation.
Sinous voulons valider le cas de 1'idéal principal, les bornes inférieures et supérieures dans

sont égales. Nous retrouvons alors le résultat de 1'équation B2

3.4 Codes ST Parfaits

En utilisant I'approche présentée dans le paragraphe précédent, nous pouvons construire une
nouvelle famille de codes ST. Ces nouveaux codes se caractérisent par des propriétés jamais
réunies dans un code ST jusqu’a présent, a savoir : rendement plein, diversité maximale,
déterminants minimaux ne s’évanouissant pas et efficacité énergétique. Nous les appelons
alors “codes parfaits” .

Définition : 3.1 code parfait
Un code ST a dispersion linéaire (LD), construit sur une algebre cyclique de division de centre Q(i)
ou Q(j), de dimension n; X ny, est un code parfait si et seulement si :

1. il a un rendement plein : n? symboles d'information g-QAM ou g-HEX sont transmis

2. le déterminant minimal ne s’évanouit pas lorsque I'efficacité spectrale augmente

2
3. le réseau de points réel obtenu par vectorisation du mot de code est 721 ou Azf
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Le troixieéme point de la définition des codes parfaits, nous permet de déduire avant méme
de construire les codes, qu'ils satisfont le critére de 1'information mutuelle par unitarité de la
matrice mot de code vectorisé (la vectorisation va étre explicité dans le chapitre suivant).

Nous montrons dans la suite que les codes parfaits n’existent que pour les dimensions
2,3,4et6, et nous donnons les constructions des codes ST parfaits correspondants a ces dimen-
sions.

3.4.1 Existence des codes parfaits

Les codes ST parfaits doivent satisfaire beaucoup de contraintes, ce qui induit une restriction
sur les dimensions pour lesquelles ils existent.

La contrainte du déterminant minimal ne s’évanouissant pas lorsque l'efficacité spectrale
augmente se traduit pour les codes parfaits infinis par une distribution discréte du déterminant
dans C. Nous avons démontré qu’en prenant les symboles d'information dans un idéal I € Ok,
ety € O, le déterminant du code est dans Oy..

Par ailleurs, Oy est discret dans C si et seulement si L est un corps de nombre quadratique
totalement complexe [3]]. En d’autres termes, L = Q ( \/—_p), avec p un entier positif premier.
Ainsi, prendre un corps de base de degré supérieur a 2 impliquera une distribution de déter-
minants dense dans C.

Considérant L = Q( \/—p), la contrainte imposée sur le module de y, ( y| = 1) implique que

y est une unité (def.[[33) dans L du fait que |7/|2 = No(y=00) = 1.

Lemme : 3.1 ([3]], p. 76)

Soit p un entier positif libre carré. Les seules unités de L = Q( \/—p) sont £1, sauf pour L = Q(i) ou
L =Q()).

Ainsi, d’apres ce dernier lemme, L ne peut étre égal qu'a Q(i) ou Q(j). Par la suite, y ne
peut prendre que les valeurs -1, + 7, + j, + j2 qui sont respectivement la iéme gieme gieme o gieme
racines de 1'unité.

Afin de garantir que l'algebre A = (K/L,0,y) soit une algebre de division, il faut aussi que,
yl, I =1...n; -1, ne soient pas des normes sur K*, ce implique que n; < 6.

Montrons qu’il n’existe pas de code parfait pour la dimension 5 : pour cette dimension, I'unique
valeur de y possible est —j et par la suite L = Q(j). Soit K une extension cyclique de L de degré
5. L’élément (1 + j) appartient a L, sa norme est égale a :

N+ j) = (1+))° = ~j
Par conséquent, il n’existe pas d’algébre de division de degré 5 ayant comme corps de base Q(j).

En conclusion, les codes parfaits n’existent que pour les dimensions 2, 3, 4, et 6. Dans la
suite nous présenterons les constructions algébriques de ces codes ainsi que leurs déterminants
minimaux et leurs performances.
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3.4.2 Famille infinie de codes parfaits 2 x 2

En utilisant 'approche proposée nous avons construit une famille infinie de codes parfaits en
dimension 2 (n; = n, =T = 2).

Considérons comme corps de base L = Q(i). Soit p un nombre premier tel que p = 5(mod8).
K est alors le corps de décomposition de L et de Q(+/p), K = Q(i, 4/p). K est une extension relative
de Q(i) de degré 2 et une extension absolue de Q de degré 4. Le groupe de Galois de K/Q(i) est

engendré par g, 0 : \p > —+/p.

K peut étre vu aussi comme un espace-vectoriel sur L ayant comme base B = (1, /p). Il s’écrit
alors :

K:{a+b\/;7|a,beL}

B n’est pas une base intégrale de K parce qu’elle n’engendre pas tout 'anneau des entiers

de K (voir exemple paragraphe 1.3.2 du chapitre I). Sa base intégrale est (1,0), ou 0 = #, et

son anneau des entiers est Z[0].
K={a+b0|abel)

Soit y € O, A = (K/L,0,y) est une algebre cyclique de degré 2.

y doit étre pris dans Oy, tel que |y| = 1. Le choix de y se limite ainsi a {-1,i, — i}. Nous
choisissons de prendre y = i.

Pour finir la construction du code ST, il nous reste donc a :

— montrer que i n’est pas une norme sur K/L

— trouver un idéal I C Ok tel que A(I) soit une version homothétique tournée de Z[i]
— définir le code ST

Recherche de I'idéal
Dans le paragraphe (3.3.3.1) nous avons montré qu’en prenant un idéal I de norme N(I) =
(20)°

Vldxal

Notre but est de construire une famille de codes. A chaque code correspond un corps de
décomposition K et donc un discriminant. Par conséquent, nous ne pouvons plus nous baser
sur la norme de l'idéal pour trouver I. Nous allons alors utiliser une autre propriété du réseau
de points complexe Z|[i]*.

, le réseau de points A(I) serait une version homothétique tournée de Z[i]?.

Le réseau de points Z[i]? est 'unique réseau de points unimodulaire en dimension 2 [43].
Par conséquent, il suffit de trouver un idéal I tel que A(I) soit unimodulaire.

Définition : 3.2 réseau de points unimodulaire
Un réseau de points est unimodulaire s'il coincide avec son dual.

Définition : 3.3 réseau de points dual
Le réseau de points dual de A(I) est le réseau de points

A(I)ti = {x = a101 + apvy, a1, a2 € Q[i] | {x,y) € Z[i], ¥V y € A()}

oit (v1,v2) est une base du réseau de points A(I).
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Le produit scalaire des deux vecteurs s’écrit en fonction de la trace algébrique :

(y) = TrigL(xy)

D’apres le lemme suivant, le réseau de points dual d'un réseau de points algébrique com-
plexe peut étre défini explicitement.
Lemme : 3.2 Le réseau de points dual A est le réseau de points A, ot IF = 1_11)12}L . Z)I‘(}L est la
codifférente .

Définition : 3.4 codifférente ([44, p. 44] [E0)
L’ensemble
Z)IQ}L = {x € K|Va € Ok, Try(xa) € Z}

est un idéal fractionnel de Ok appelé codifférente. son idéal inverse Dy, est un idéal intégral sur Ok
appelé différente.

Le lemme découle directement de la définition de la codifférente.

Soitx € It = I‘li)lz}L. Afin de montrer que A(D)* = AT, il faut montrer que pour tout y € I,
Trx/L(xi) € Z[i]. Soientu € [l et v € DIQ}L tels que x = uv. Nous avons donc xj = uyv, avec

uy € Ok, d’ott TrxL(xy) € Z.

Afin de trouver un idéal I dans Ok tel que A(I) soit unimodulaire, nous allons utiliser un
résultat sur la factorisation des idéaux. Pour tout p premier tel que p = 1(mod4) (cela reste vrai
aussi pour p = 5(mod8)), p se factorise dans Ox comme suit [45] :

(p)Ok =I* - I? (3.10)

ou I et I sont des idéaux premiers conjugués.
Notons aussi que

Dy = Do, ypriayp = Paypra = (VP)Oo(yp = (VP)

L’'idéal dual de I est: .
F=I(\p) " = ;1

Soit le réseau de points ( %A(I)), son réseau de points dual est :

1 1
— A = A = —Ad
(\/ﬁ()) VP(A(D)) \/;7()

Le réseau de points (%A(I)) coincide avec son réseau de points dual, il est alors unimodulaire.

Choix de y
Pour que A = (K/L,0,y) soit une algebre de division, il faut que i ne soit pas une norme sur
K/L. Tout x € K s’écrit, x = a + b+/p, a, b € Q(i), et sa norme relative dans K/L s’écrit :

Ni/L(x) = (@ +b+p)a — bp) = a* — pb?
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Montrer que i n’est pas une norme sur K/L revient & montrer que 'équation :
Nijr(x) =i

n’a pas de solution. Pour cela, nous utilisons le corps des nombres p-adiques. La démonstration
complete est donnée dans I’annexe B.

Nous avons donc prouvé que pour p = 5(mod8), i n’est pas une norme sur K/L.

La preuve donnée dans 1’annexe B est aussi valable pour p = 1(mod8) (en utilisant le fait
que y(p_l)/z — (_1)(P—1)/4 — 1)'

Pour justifier notre choix de p = 5(mod8), nous allons nous appuyer sur un contre exemple
écartant le cas p = 1(mod8).

Contre exemple : Prenons p = 17, donc K = Q(;, \/ﬁ). Soit x = # - @ Vi7 e K, la norme
relative de x est égale a 1.

Ayant déterminé tous les parametres nécessaires a la construction des codes parfaits : corps de
base, corps de décomposition, choix de I'idéal et choix de y. Nous entamons alors la construc-
tion proprement dites du code ST.

Construction des codes parfaits 2 x 2
Revenons a I'équation B.I0 Nous remarquons que pour p = 1(mod4), I'idéal I est principal.
Cela peut se voir directement de la factorisation de p comme somme de deux carrés :

p:u2+vz,u,v€Z

Soit @ = Vu +iv. La norme absolue de a est égale a Ng/g(a) = p. Par conséquent o € I et sa
norme est égale a p. @ engendre donc I, par la suite I est principal. La base de I est (a,a0), et la
matrice génératrice du réseau de points A(I) est d’apres @.3) :

a ab
MZ‘[a @]
1-Vd

ot 0 = -5 le conjugué de 6 et a est le conjugué de o (étant donné que A(I) est une version
tournée de Z[i]?, il existe alors une matrice génératrice M de A(I) tel que MM = I, qui n’est
pas obligatoirement égale a M,. M peut étre trouvée par réduction de M.

Chaque couche du mot de code est codée en multipliant les vecteurs de symboles (s1,3,)" et
(s3,54)T par la matrice M,. les symboles d’information sy, s, s3 et s4 sont pris dans Z[i] pour le
code ST infini et dans une constellation -QAM pour le code ST fini. Un mot de code X s’écrit :

. 1 S . 1 S3 01
o (g0 [ (e 3|5 0
1 CK(S] + 652) 0((53 + 954)
% ia(ss + 954) a(sy + 952)

X




CHA
PITRE 3. C
. CoNnsTRUC
TIONS ALGE
LGEBRIQUES DE CODES E
SPACE-T
EMPS EN
BLOCS
75

4
1 +
4
+
Lt +
2r ) |
I Lt + + I
"
4 + + +
+ +
. . L + * |
i + + * * ' ! |
R 4 + + * 2+
4 + + + + + +
+
+
| + L + + * |
i + + + * I! |
+ i ! )
+ + M ! ' :
) X R Lt +
= * |
1 + + + '
+ * I |
. v + +
+ + !
+ * H '
X L Lt +
-2 * ' ' + i
i + + + + 7 |
. s oL +
| L + * |
) ol
o 2
+ 7 ; |
3 ) |
-1 0 1
2 3
(a) CP, p=5 4 |
, p=5 (Golden
code)
4
3
¥
il +
; 3
+ P | |
¥ -
L ' 7 | ‘
. N +++++ ++++++ ot + + T
. +
+++++++++++++++ } + + | +
& =5 ; ++
1k ot Hte * | i Y L
++**+++ ++++ + + ++++ s+ T
| e G L L+t +
. s 2 yot y ot 1
o ot b +
+ o RGN +++ LT + +++++ +
L Lt et 4 1 + +
D o ++++*:++ ey +**++++++ + Lot + + 4+ T +tr+ Lt n
+ -.. :
+++++*+* o ++++ 4+t +
FoF ) ks B
1+ ;J:*;::Jr*+*+++++++++ ++++++++++++i+ +++++++,
af ot P + | : 0 :
SRR R + + L+t P
- RN oy v + o + * s+t +
Lo+t +++++ 4+t ++++ 0 +*+
+ ++ *++++ ++*+ ++ 1 ++
| : e - s +
P i * ; ;
il o ++**+++*++++ +++++ 1 + T ++*++++++ +*++++++
: oy L+t et Y 4
L+ F ++++++ 4+ + + ++**+ DA
PR T -t T ++*++ o
++++++++ | + T ++++ +
-3 ot St 4 [ ++**+* et
+
++++ + ++++++++++++++7
+ + + + e ’
‘ + 7 g [ o T
73 | | + . . ++++ +
-2 -1 6 " . + + ) | |
| | ‘ . + + + 1
(©C o g
C) Lt )
— . |
P,p=13 e
! ; i
1
2
(d) CP,p = 3
| p=17
T
oy +
. +
) 4
| . N Lt + T ,
| T - -
N Pt | |
++ [ ‘
+ 4 R T + 4 itr + | 3 +
++ Loty y
ot ot e 4 + * .
R patt Ataryl + +
+ ++++++++*++++ it ’ + = |
P PR RV R wt FHT +
. +++ Ry *§+i+**+tttr S 4 L ++tr+++ e +
+
I w3 RETEN *+++++++++ + 4+ Lt R e +
. ++++++**ﬁr* AR P 1 Lt L 4T ]
L Lot O PR 4 TR N (S '
R R t R ++¢*+¢++++++ sty
P + T+ ++++++++++ + + +++¢+ﬁ+*#$¢ L B
) ++++++++++*+*+* R PR G fﬁﬁr‘*& ¢¢+++#+&+ + ]
[ P et v tt + 0 = A id
+ +++J§rtr thert et +++¢++¢¢#$*#$,f+ " L
PR +J§r++++++++++++ M + LTy e *Hﬁ&}###»ff%tr
+ P Tt ++J$J5rtr+ +* " a iy f“i##??*‘t#gﬂﬂh ! |
o4 + +++f§r+++ + e O i **&Jrg#g;tJ'%%ﬁiiJrJrJr !
2t + T+ 3 e S
R SR IS + BRr +ﬁt¢*#¢“¢#$£ E
+ A + R R e 1
ST -2 FRLR A 1 o
+ T4+ oy b
: . + Lt rAak
+ T+ o + 1 o+ st % '
| . +oo+t
| : : + . +Ht +
_3 + . T o, 1
-2 -1 _— L | |
0 1 +
2 +
3 - ; |
4 -3 *é 1 0
-1 0 " >
1 2 3
3 4

(e) CP,p=237
(f) CP,p =109

X




76 3.4. Copes ST ParraITs

Déterminant minimal
I étant principal, nous déduisons d’apres I'équation B.7]le déterminant minimal du code :

1 2 1 1
Smin(Coo) = p INg(@)| = ENK/Q<a> = (3.11)

Dans la figure (B.6), nous avons tracé les distributions des déterminants dans le plan com-
plexe des codes parfaits pour p = 5, 13, 37 et 109, du code construit avec p = 17 et du meilleur
code 2 X 2 connu jusqu’a présent pour la constellation 4-QAM (MCC) [18].

Nous voyons bien que les distributions des déterminants des codes parfaits sont discretes
alors que celle du code MCC est dense.

Nous observons aussi un disque vide autour de l'origine pour les codes parfaits, dont le
diametre diminue lorsque p augmente. Le diameétre du disque n’est autre que le déterminant
minimal. Pour le code construit avec p = 17, la distribution est uniforme autour de 'origine
(pas de disque).

Golden code
D’apres 1'équation BI]] les déterminants minimaux des codes parfaits 2 X 2 sont inverse-
ment proportionnels a p. Ainsi, le meilleur déterminant minimal correspond a p = 5, et est égal

a % Nous avons nommé ”"Golden code” le meilleur code parfait de la famille, correspondant

ap = 5. Cette appellation est en relation avec1utilisation du nombre d’or (Golden number) %

Le corps de décomposition sur lequel le “Golden code” est construit est K = Q(i, V5). L'idéal
principal I estengendré para =1+i—i0,0u0 = %

Notons que les codes 2 x 2 présentés dans [21), 22] sont des codes isomorphes au Golden
code, mais construits par des optimisations respectivement numériques et analytiques.

Constellations transmises
Les codes parfaits ont I’avantage d’avoir une bonne efficacité énergétique grace au fait qu'ils
n’ont pas de perte de forme dans les constellations transmises.

Dans la figure (8.7), nous avons tracé les constellations transmises des codes parfaits avec
p = 5,13,37 et 109, du code construit avec p = 17 et du meilleure code 2 X 2 connu jusqu’a
présent pour la constellation 4-QAM (MCC) [18]. Les symboles d’information sont pris dans la
constellation 4-QAM. Les constellations transmises sont les éléments de la matrice mot de code.

Nous remarquons que pour les codes parfaits et le code avec p = 17, les constellations
transmises sont des versions tournées et régulierement espacées de la constellation 16-QAM,
alors que la constellation transmise par le code (MCC) est une réunion de 3 constellations PSK.
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Fic. 3.7: Constellations transmises de quelques codes parfaits 2 X 2 et du meilleur code 2 X 2
connu jusqu’a présent, la constellation a I'émission est une 4 — QAM




78 3.4. Copes ST ParraITs

Performances

Pour achever I'étude de la famille des codes parfaits (CP) en dimension 2, il faudra étudier
et comparer les performances de ces codes avec celles des meilleurs codes 2 X 2 connus jusqu’a
présent (MCC) [[A8] (voir tableau récapitulatif Z2). Pour cela, nous avons simulé la chaine de
transmission (fig. [LT) en utilisant les codes (CP) et les codes (MCC).

Dans la figure nous avons tracé, en utilisant les constellations 4, 16, 64-QAM, le taux
d’erreurs par mot de code en fonction du RSB= I}\SI_Z pour le Golden code (GC) et les (MCC).

=]

=
[}

x—x GC, 4QAM

\ \ *—* GC, 16-QAM
v—v GC, 64-QAM

G—© MCC, 4-QAM

E—& MCC, 16-QAM
A—A MCC, 64-QAM

;

taux d’erreurs par mot de code
= =
S e N <

3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39
Eb/NO (dB)

Fic. 3.8: Comparaison du Golden code et des meilleurs codes 2 X 2 connus pour différentes
constellations -QAM

Le Golden code possede les meilleures performances pour toutes les constellations. Nous
remarquons aussi que I'écart entre les courbes de performances du Golden code pour les diffé-
rentes constellations est constant et est égal a 6 dB. D’apres [46], nous pouvons conclure que le
Golden code atteint le compromis gain de multiplexage-diversité .

Dans la figure nous avons rajouté les performances de quelques codes parfaits pour
p = 13,37 et 109, et du code avec p = 17. Nous pouvons noter que les codes parfaits avec
p = 13,37 et 109 ont des performances proches de celles des (MCC). Par ailleurs, le code avec
p = 17 dispose de moins bonnes performances. Pour ce dernier, nous observons un changement
de pente a fort RSB dti a son ordre de diversité qui est égal a 2. Rappelons que pour p = 17, nous
avons trouvé un x appartenant a K = Q(, V17 ) tel que Nk (x) = i. Cela implique que l'algébre
cyclique n’est pas une algebre de division et le code n’est pas un code parfait. Nous pouvons
expliquer le fait que ce code marche bien pour les faibles et moyens RSB et qu’il change de
pente a fort RSB par une rare apparition d'un tel x.
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10°
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FiG. 3.9: Comparaison du Golden code et de quelques codes parfaits 2 X 2 et des meilleurs codes
2 X 2 connus pour différentes constellations -QAM

3.4.3 Code parfait 3x3

Pour construire le code parfait 3 X 3, nous allons considérer comme corps de base L = Q(j) et
utiliser par la suite les constellations g-HEX.

Soit O = (7 + C;l = 2cos(27”), ouly = exp(iZT”) la 7M€ racine de I'unité. K = Q(},0) est le corps
de décomposition de Q(j) et de Q(0). Il est aussi le sous-corps réel du corps cyclotomique Q(C).
Soit o le générateur du groupe de Galois de K :

U:C7+C;1I—>C‘;+C;2

Q(0) est une extension de degré 3 de Q, par la suite K est une extension relative de degré 3 de
L et est une extension absolue de degré 6 de Q.

K peut étre vu aussi comme un espace-vectoriel sur L, de base intégrale B = (1,0,0%). K s’écrit
alors :

K:{a+b6+c(92|a,b,ceL}

Le polyndme minimal de O est égal a x*> + x> —2x — 1 = 0.
Soit y € Ok, A = (K/L,0,y) est une algebre cyclique de degré 3.

y doit étre pris dans Oy, tel que |y| = 1. Ainsi le choix de y se limite a {—1, +j,+ ]-2}‘ Nous
choisissons de prendre y = ;.

Pour finir la construction du code parfait ST, il nous reste donc a :

— montrer que j, j2 ne sont pas des normes sur K/L

— trouver un idéal I C Ok tel que A(]) soit une version homothétique tournée de A3
— définir le code ST
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Recherche de I'idéal
Afin de construire une version tournée de Ag, nous allons suivre la méthode décrite au
paragraphe 3.3.3.1 qui utilise les volumes des réseaux de points.

Le volume du réseau de points A(I) est :
VAD) =27 /|dkgN(D)

Le discriminant absolu de K est dx/q = —33.7% et son discriminant relatif est dxj =49 = 72 .Une
condition nécessaire pour obtenir une version tournée de Ai est l’existence d'un idéal I € Ok
de norme 7. Le volume de A(I) devient :

3

3
VA(D) =273 V3. 72 = 73 (7‘/_)

Nous nous appuyons sur la factorisation des idéaux pour trouver le bon idéal I. En utilisant
KANT, nous trouvons la factorisation suivante de 1'idéal (7)Ok :

ok = BL’

L’idéal I = I est de norme 7, par conséquent A(I) est une version homothétique tournée de Ag.

Choix de y
A = (K/L,0,y) est une algebre de division si et seulement si j et j? ne sont pas des normes
sur K.

Montrer que j et j> ne sont pas des normes sur K/L revient 8 montrer que les équations

Ngj(x) = j
Nii() = f°

n’ont pas de solutions. Pour cela, nous utilisons des notions de la théorie des corps de classe.
Les preuves completes sont présentées dans 1’annexe C.

Construction du code Parfait 3 x 3
Le code parfait 3x 3 est un sous-ensemble fini de 1’algebre cyclique de division A = (K/L,0,y)
obtenu en se restreignant a I’anneau des entiers Ok.

Nous remarquons que I est principal et est engendré par a = (1 + j) + 0. La base de I est
alors (a,a@,a@z). Cette base n’est pas unitaire. Pour obtenir une base unitaire nous faisons un
changement de base en utilisant la matrice Tj3 :

1 0 0
Ts=|0 -1 1
2 1 0

La nouvelle base de I est {v3}x=1..3 = (1 + j) + 0, (=1 = 2j) + jO?, (=1 = 2)) + (1 + /)0 + (1 + })6?).
La matrice génératrice du réseau de points A(I) est alors :

1 01 (%] U3
o(v1) o(v2) o(vs)

M: = —
TV ) o) oow)
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Pour vérifier que A(I) est bien une version tournée de A3, il faut calculer la matrice de Gram de
M;.

La matrice transposée hermitienne de M3 se calcule en utilisant la conjugaison dans Z[;] qui
transforme j en j2. La matrice de Gram n’est autre que (%TrK/L(UkT(Ul)))k 1 5 EN utilisant

Troeyo(l) =3, Troeye®) = -1, Troe) @) =5

Nous trouvons que

1
;TrK/L(va(vl)) = 6kl/ k,l =1...3

Nous déduisons que M3 est unitaire. Pour I'implémentation du code, nous donnons la version
numérique de la matrice Mj.

1 1.0382 +10.3273  —0.4620 —10.1456  0.8326 + i0.2624
M; = — | —0.1141 +i0.3273 —-0.1423 +i0.4081 0.0633 —i0.1816
71 0.3987 +i0.3273  —0.7184 — i0.5898 —0.8959 — i0.7354

Un mot de code s’écrit alors dans la base de 'algebre de division (I3,e,e?) de la facon suivante :

X = diag (M3S;) I5 + diag (M3S;) - e + diag (M3S3) -

avec
010

e=(0 0 1

y 00

Les S; = (sp,5n,53)7, 1 = 1...3 sont les vecteurs composés par les 9 symboles d’information.
Les symboles d’information sont pris dans Z[j] pour le code ST infini et dans une constellation
g-HEX pour le code ST fini.

Déterminant minimal
L’idéal I étant principal, nous déduisons directement le déterminant minimal du code de

I'équation @.2) :

1 7 1 1
6C00:—'N = — = — = —
Performances
Afin de pouvoir évaluer et comparer les performances de notre nouveau code, nous avons
simulé la chaine de transmission (fig. [LT) en utilisant le code parfait (CP) 3 x 3 et le meilleur
code en dimension 3 connu jusqu’a présent (MCC) [19, 20].

Dans la figure B.10, nous avons tracé le taux d’erreurs par mot de code en fonction du
RSB = fj—’(’) pour les codes (CP) et (MCC) en utilisant les constellations 4, 8, 16-HEX pour les (CP)
et les constellations 4, 8, 16-QAM pour les (MCC).

Pour la constellation 4-HEX, nous constatons que les performances du (MCC) sont lége-
rement meilleures que celles du (CP). Cependant, pour des efficacités spectrales plus élevées,
le (CP) prend l'avantage sur le (MCC) grace a son déterminant qui ne s’évanouit pas lorsque
I'efficacité spectrale augmente.
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G--O CP, 4-HEX
3 --B CP, 8-HEX
A --A CP, 16-HEX
x—x MCC, 4-QAM

#—* MCC, 8-QAM | —|
+—+ MCC, 16-QAM

taux d’erreurs par mot de code

. 9
10° <
10*
10° :
3 6 9 12 15 18 21

Eb/NO (dB)

Fic. 3.10: Comparaison du code parfait 3 X 3 et du meilleure code 3 X 3 connu, pour différentes
constellations g-HEX et g-QAM

3.4.4 Code parfait 4x4

Pour le code parfait 4 X 4 (comme pour la famille de codes parfaits en dimension 2), notre corps
de base sera L = Q(i). Les constellations utilisées seront par la suite les constellations g-QAM.

Soit 6 = (15 + Cir} = 2cos(%), oul (15 = exp(i‘%—g) la 15®™€ racine de l'unité. K = Q(;,0) est
alors le corps de décomposition de Q(i) et de Q(0). Il est aussi le sous-corps réel du corps
cyclotomique Q(Cy5). Soit 0 le générateur du groupe de Galois de K :

. -1 2 -2
0! C15 + C15 — C15 + C15

Q(0) est une extension de degré 4 de Q, par la suite K est une extension relative de degré 4 de
L= Q(i) et une extension de degré 8 de Q.

K peut étre vu aussi comme espace-vectoriel sur L, de base intégrale B = (1,6,62,63). Il s’écrit
alors :

K= {a +00 +cO*+dO0° | ab,cd e L}
Le polyndme minimal de 0 est x* — x> — 4x? + 4x + 1 = 0.
Soit y € Or, A = (K/L,0,y) est une algebre cyclique de degré 4.

y doit étre pris dans Oy, tel que |y| = 1. Ainsi le choix de y se limite a {-1,i, — i}. Nous
choisissons de prendre y = i.

Pour finir la construction du code ST, il nous reste donc a :
— montrer que i, — 1, — i ne sont pas des normes sur K/L
— trouver un idéal I C Ok tel que A(I) soit une version homothétique tournée de Z[i]*
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— construire le code ST

Recherche de I'idéal
Afin de construire une version tournée Z[i]*, nous allons nous baser sur la norme de l'idéal
dont I'expression est donnée au paragraphe 3.3.3.1. Le volume du réseau de points A(I) est :

VAWD) =27 y|dkaN(D)

Le discriminant absolu de K est dx = 28-3%.5 et son discriminant relatif est d kL = 1125 = 32.5,
Une condition nécessaire pour obtenir une version tournée de Z[i]* est I'existence d’un idéal
I C Ok tel que:

N()=45=3%-5

Dans ce cas le volume de A(I) devient :
V(A®D) = 3 5% = V158

Géométriquement cela peut s’interpréter par la fait que le parallélotope fondamental du réseau
de points est un hypercube dont les cotés sont de longueur V15.

Afin de trouver l'idéal I, nous allons nous appuyer sur la factorisation des idéaux. En
utilisant KANT, nous trouvons les factorisations suivantes des idéaux (3)Ox et (5)Ok :

30« = Eh
(5)0x = Il

L'idéal I = I3-I5 est de norme 45. Par la suite A(I) est bien une version homothétique tournée
de Z[i]*.

Choix de y
Nous avons choisi y = i. Pour que A = (K/L,0,y) soit une algebre de division, il faut montrer
que +i, — 1 ne sont pas des normes sur K,

Pour montrer que i et —i ne sont pas des normes dans K*, nous allons nous appuyer sur
I'emboitement des corps d’extensions et la transitivité de la norme.

Lemme : 3.3 Nous avons

Qc Qi V5 cK

Pour prouver ce résultat, il suffit de montrer que Q(;, \/5) est le sous corps fixé par <62>, le
sous groupe d’ordre 2 du groupe de Galois Galk;;, = (o).
Soit 02 : {15 + Cl‘; —> C‘lﬂ.’ + Cl‘gl. II est facile de voir que pour x = Zf:o a(C + C‘l)k € K,

ar € Q(i), tel que 62(x) = x, x est de de la forme ag + ag(Cis + C1_53) =ag+ c@% € Q(@, V5).

Pour tout x € K, nous avons :

NiL(¥) = Ny, v5) N, v5) X))
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D’ot, si +i sont des normes sur K alors elles le sont aussi sur Q(i, \/5). Or nous savons que pour
p = 5, +i ne sont pas des normes sur Q(i, V5) (annexe B). Nous déduisons que +i ne sont pas
des normes sur K.

Nous montrons que —1 n’est pas une norme sur K dans 1’annexe D.

Construction du code Parfait 4 x 4
Le code parfait 4x4 est un sous-ensemble fini de 1’algebre cyclique de division A = (K/L,0,y)
obtenue en se restreignant a ’anneau des entiers Ok.

Nous remarquons que I'idéal I est principal, il est engendré par a = (1 —3i) +i6>. La base de
I est alors (a,a@,a@z,a93). Malheureusement cette base n’est pas unitaire. Pour obtenir la base
unitaire nous faisons le changement de base en utilisant la matrice Ty :

1 0 00
0 1 00
Ta=] o 3 01
-1 -3 11

On obtient une nouvelle base de I : {vg}i=1. 4 = (1 = 3i) +i0%,(1 = 3i)0 +i0%, — i + (=3 + 4i)0 + (1 —
)03 ,(~=1 + i) — 30 + 62 + 6°).
La matrice génératrice du réseau de points A(I) est alors :

01 02 U3 U4
M __1 | o) o) o) o)
T A | 2 ) o*(vs) 0P(vs)

o*(v1) 0*(v2) 0>(vs) 0°(va)

Pour vérifier que A(I) est bien une version tournée de Z[i]*, il faut calculer la matrice de
Gram du réseau.

La matrice de Gram n’est autre que (11—5TrK/L(Ukv_1)) . En utilisant :

kI=1..
Troey®) =1, Troee0®) =9, Troe@) =1, Troee6*) =29

Nous trouvons que
1 _
ET?’K/L(Z)kZ)l) = 6k1, k,l =1...4

D’ott My est unitaire.

Pour I'implémentation du code, nous donnons la version numérique de la matrice My.

0.2582 —0.3122i  0.3455 - 0.4178i —0.4178 + 0.5051i —0.2136 + 0.2582i
0.2582 +0.0873:  0.4718 +0.1596i  0.1596 + 0.054i  0.7633 + 0.2582i
0.2582 +0.2136i —0.5051 — 0.4178i —0.4178 —0.3455; 0.3122 + 0.2582i
0.2582 —0.7633i —0.054 + 0.1596:  0.1596 — 0.4718; —0.0873 + 0.2582i

My =

Un mot de code s’écrit dans la base de I'algébre de division (14,e,e2,e3) de la facon suivante :

X = diag (MyS1) I + diag (M4S,) - e + diag (M4S3) - €% + diag (M4Sy) - €°
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avec

o O O
S O O
SO = O
o = O O

4

Si = (Sn,51,5m,5u)7, 1 = 1...4 sont les vecteurs composés par les 16 symboles d’information.
Les symboles d’information sont pris dans Z[i] pour le code ST infini et dans une constellation
g-QAM pour le code ST fini.

Déterminant minimal
L’idéal I étant principal, nous pouvons déduire directement le déterminant minimal d’apres

I'équation B7) :

1 45 1 1
6Coo:_N = = — = —
min(Ceo) = 727 * NyQ(@) = 707 = 7755 Too
Performances
Afin de pouvoir évaluer et comparer les performances du nouveau code, nous avons simulé
la chaine de transmission (fig. [LT)) en utilisant le code parfait (CP) 4 x 4 et le meilleur code en

dimension 4 connu jusqu’a présent (MCC) [19, 20] .

Dans la figure Bl nous avons tracé le taux d’erreurs par mot de code en fonction du
RSB = fj—z, pour le (CP) et le (MCC) en utilisant les constellations 4, 16, 64-QAM.

Les performances des deux codes sont tres proches. Néanmoins, nous pouvons remarquer
qu’en augmentant 'efficacité spectrale, le (CP) I'emporte sur le code (MCC) grace a son déter-
minant qui ne s’évanouit pas.

10 ~——_
N, A--A CP, 4-QAM
NS N ¥--¥ CP, 16-QAM
=S N N x--x CP, 64-QAM
h-§ G—0 MCC, 4-QAM
\ \ G—& MCC, 16-QAM
> &—& MCC, 64-QAM

P

=
(=]

N

Q < NS
8 Jh
o v Ay N —
S 10 - =
© "
5] N\
=S . 3
5 10 N N
a N \
14 Sk
> N O
g 10° \
3 .
e] S \
< N <
3 10° ¥
.6 \\
10 \D
107
6 9 12 15 18 21 24

Eb/NO (dB)

Fic. 3.11: Comparaison du code parfait 4 X 4 et du meilleur code 4 X 4 connu, pour différentes
constellations g-QAM
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3.4.5 Code parfait 6x6
Comme pour le code parfait 3 X 3, nous allons considérer comme corps de base L = Q(j), et

utiliser par la suite des constellations g-HEX.

Soit 0 = (g + Cgsl = 2cos({3), ol Cog = exp(i—’fl) la 28¢m€ racine de l'unité. K = Q(j,0) est le
corps de décomposition de Q(j) et de Q(0). Il est aussi le sous-corps réel du corps cyclotomique
Q(C2g). Soit 0 le générateur du groupe de Galois de K :

0 Cos+ Cog 7= O+ O

Q(0) est une extension de degré 6 de Q, par conséquent K est une extension relative de degré 6
de L et est une extension absolue de degré 12 de Q.

Soit y € Op. A = (K/L,0,y) est une algebre cyclique de degré 6.

y doit étre pris dans Oy, tel que |y| = 1. Ainsi le choix de y se limite a {—1, +j,+ ]-2}‘ Nous
choisissons de prendre y = —j.

Pour finir la construction du code ST, il nous reste donc a :

— montrer que +j, + j> et —1 ne sont pas des normes sur K

— trouver un idéal I C O tel que A(I) soit une version homothétique tournée de Ag
— construire le code ST

Recherche de 1'idéal
Afin de construire une version tournée de Ag, nous suivons toujours la méthode utilisant le
volume du réseau de points décrite au paragraphe 3.3.3.1 .

Le volume du réseau de points A(I) est 27° VdgN(I) et le discriminant absolu de K est
dg = 2'2-3°.7'. Une condition nécessaire pour obtenir une version tournée de A$ est 'existence
d’un idéal I € Og de norme 7. Dans ce cas le volume de A(I) devient

V3

6
V(AD) =27.20.33.757=020.75. (—)

2

Comme pour les deux précédentes constructions, nous utilisons la factorisation des idéaux afin
de trouver le bon idéal I. En effet, I'idéal (7)Ox se factorise comme suit :

"o = LI’
L'idéal I = I; est de norme 7, il répond alors au probleme.

Choix de y
A = (K/L,0,y) est une algebre de division si et seulement si +j, + j? et —1 ne sont pas des
normes sur K.

Comme pour la dimension 4, nous allons exploiter I'emboitement des corps d’extension et
la transitivité de la norme pour établir ce dernier résultat.

Lemme : 3.4 Nous avons

Q(j) € QUL + 51 € QU las + Tog)
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Ce résultat découle du fait que Q(j,C + (') est le sous corps fixé par <02>, le sous groupe
d’ordre 2 du groupe de Galois Galk/; = (o). Soit x € K, nous avons donc :

Ni®) = Noereemn (NK/Q(j,c7+c;1)(x))

et puisque [Q(C7 + C; L NE L] = 3, nous avons aussi :

Ni/L(¥) = Nogigronn (—NK/Q<j,c7+c;1)(x))

Sitjoux+ jzsont des normes sur K alors ils le sont aussi sur Q(j,C7 + C; 1). Or dans 'annexe
C nous montrons que j et /> ne sont pas des normes sur Q(j,C7 + C;l). Donc +j et +j? ne sont
pas des normes sur K.

Nous montrons aussi que —1 n’est une norme sur K dans l'annexe E.

Construction du code Parfait 6 X 6
Le code parfait 6 X6 est un sous-ensemble fini de 1’algebre cyclique de division A = (K/L,0,y)
obtenu en se restreignant a I’anneau des entiers Ok.

Contrairement aux précédentes constructions, comme I n’est pas un idéal principal, il de-
vient plus difficile de lui trouver une base. En utilisant KANT, nous déterminons une base
numérique de I et nous calculons sa matrice de Gram. Nous réduisons cette derniere par l'al-
gorithme de réduction LLL (Lenstra-Lenstra-Lovasz). Cet algorithme a été modifié (annexe F)
pour pouvoir l'appliquer a des réductions de base dans Z[j]. Nous obtenons ainsi la matrice
de Gram réduite, ainsi que la matrice de changement de base T :

0 1 0 0 0 0
1+ 0 1 0 0 O
T.-|-1-2 0 =5 0 1 0
71 1+ 0 4 0 -1 0
0 -3 0 1 0 0

0 5 0 -5 0 1

Nous donnons la matrice génératrice du réseau de points A(I) sous forme numérique.

[ 1.9498  1.3019 —i0.8660 —0.0549 —i0.8660 —1.7469 —i0.8660 1.5636  0.8677 |
0.8677 —1.7469 —i0.8660 1.3019 —i0.8660 —0.0549 —i0.8660 —1.9498 1.5636

1 1.5636 —0.0549 —i0.8660 —1.7469 —i0.8660 1.3019 —i0.8660 —0.8677 —1.9498

V14| —1.9498 1.3019 —i0.8660 —0.0549 —i0.8660 —1.7469 —i0.8660 —1.5636 —0.8677

-0.8677 —-1.7469 —i0.8660 1.3019 —i0.8660 —0.0549 —i0.8660 1.9498 —1.5636

| —1.5636 —0.0549 —10.8660 -1.7469 —i0.8660 1.3019 —i0.8660  0.8677  1.9498 |

Nous avons bien MGM? =I.

Le mot de code s’écrit dans la base de I'algebre de division comme suit :

6
X = Z diag (MgSy)e'™!
=1
avec
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o O O OO
O O O O
[N e o NN
SO R OO OO

OO O~ O
S OO R, OO

Ly 0

Les Sy = (511,512,513,514,55,516,), | = 1...63 sont des vecteurs composés par les 36 symboles d’in-
formation. Les symboles d’information sont pris dans Z[j] pour le code ST infini et dans les
constellations g-HEX pour le code ST fini.

Déterminant minimal
L’'idéal I n’est pas principal. Nous déduisons les bornes supérieures et inférieures du déter-
minant minimal du code infini de I'équation B.9:

L Neo) = —— = -1 < 5,(Co) < ——min N (x)—7—2
146 M T 9675 T g T T T 146 e MY T 676
d’oui:
1 1
26 .75 —6min(c°°)—26.74

3.5 Compromis gain de “multiplexage-diversité” des codes
Quaternioniques et des codes Parfaits

Les codes Quaternioniques et les codes Parfaits construits dans les précédents paragraphes,
ont un rendement plein, une diversité pleine et un déterminant minimal ne s’évanouissant pas
lorsque I'efficacité spectrale augmente. Cette derniére propriété leur permet d’atteindre le gain
de multiplexage-diversité (diversity-multiplexing gain - DMG) optimal.

En effet, dans [29], il a été prouvé que tout code ST construit a partir d’algebre cyclique
de division de centre Q, Q(i) ou Q(j), ayant un déterminant minimal ne s’évanouissant pas,
atteint la DMG. Ce résultat a été prouvé dans [29, Théoreme 1] pour des codes ST vérifiant des
contraintes plus générales.

Une notion fondamentale nécessaire pour établir ce résultat est ’alphabet “scalably dense”.
Un alphabet A est “scalably dense” si sa taille est fonction du RSB en vérifiant les propriétés
suivantes :

IA(RSB)] = RSB et
a€ARSB) = |a* <RSB™ (3.12)

our estle rendement normalisé compris entre 1 et min(n;,1,) défini dans le paragraphe 2.1.3. Les
notations = et < correspondent respectivement aux égalités et inégalités exponentielles définies

dans [28]

. log f(RSB)
- papb _
f(RSB) = RSB" & | lim | log RSB
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Théoréme : 3.1 [29, Théoreme 1]Soit A un alphabet “scalably dense” . Considérant un code ST, avec
T = ny, tel qu’'un mot de code X vérifie :

1. X est linéaire par rapport aux symboles de A
2. X est de rendement plein , i.e., |X| = RSB'T

3. le déterminant minimal de X ne s’évanouit pas lorsque I'efficacité spectrale augmente

Alors le code ST atteint la borne supérieure du compromis gain de multiplexage-diversité.

Notons que lorsque n; = T, la borne supérieure est la vraie frontiere multiplexage-diversité.

Les codes quaternioniques et les codes parfaits satisfont bien le théoreme En effet, ils
sont des codes LD, chaque entrée de la matrice mot de code est combinaison linéaire de n;
symboles d’information -QAM ou g-HEX. Leur rendement est plein, n; symboles/uc, et ont
des déterminants minimaux ne s’évanouissant pas. De plus les constellations -QAM et g-HEX
vérifient la condition :

R =rlog, RSB = n;log, q

d’otur:
g = RSB

Nous donnons dans la suite les principales étapes de la démonstration du théoremeB.Ilprésen-

tée dans [29].

Considérons un code ST,avecn = n; = T, linéaire, de rendement plein, ayant un déterminant
minimal ne s’évanouissant pas. Soit AX = X; — X; la différence de deux mots de code, et H la
matrice de transfert du canal de transmission. Soient A1 < Ay <--- < Ayetlh =2 >---> 1, les
valeurs propres ordonnées respectives de H'H et AXAX'. Pour H fix¢, le carré de la distance
euclidienne s’écrit :

dz = THO*HAXAXTHY)
ol 0 représente 1'énergie d’émission. De fagon a avoir ||9X||12C <RSB, il faut choisir 62 = RSB .

En utilisant la décomposition en valeurs propres de AXAX et de HH, ainsi que la “mismatched

eigenvalue bound” [29, Théoréme 2], une borne inférieure de d% peut étre dérivée :

n
B> 922 Ails (3.13)
i=1
Cette derniere inégalité induit n inégalités :
n
& > 62 Z Al j=0,-- n—1 (3.14)
i=n—j
Le déterminant minimal ne s’évanouissant pas lorsque 1’efficacité spectrale augmente donne :

log det,in

—o-mm _ . <RSBY 1
nggoo log RSB 0 & detyin<RS (3.15)
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Soient les B; tels que I; = RSB7Pi. En utilisant le fait que Tr(AXAXH) = IIAXII% <g = RSB i, et
I'équationBIHon a:

n
r .
- Y Biz—(—j-1) (3.16)
i=n—j
Soient «; tels que A; = RSB™%. L'ordonnancement des A; donne ay > ap > -+ > a,.

En appliquant 1'inégalité moyenne arithmétique-moyenne géométrique, aux n inégalités
définies dans B.T4] on obtient pour j =0,---n—1:

d2 = RSB . RSB 7 Loy ) . Rgpl-T By )

Soita = (a;, - -+ ,a). En utilisantB.I6, on dérive une borne inférieure exponentielle de la distance
euclidienne :

d%(a)>RSB%®, j=0,---n-1

Afin de définir le gain de diversité, on se sert de la distance euclidienne minimale pour
calculer une borne de la probabilité d’erreurs pour H fixé, puis on moyenne par rapport a H. I
a été montré dans [29] que :

n
dir) = inf » (2i—1+n, —nya;
aeB

i=1
ot I’ensemble B est défini comme suit :
B={a:a;20¥i5;<0,j=0,--n-1}
Il en découle que pour un rendement r entier donné, le gain de diversité vérifie :
d(r) = (n, = r)(n: = 1)

Ce gain de diversité correspond a la borne supérieure optimale de la DMG donnée dans [28].
Donc on peut conclure que le code ST atteint le compromis DMG.

Les codes quaternioniques ont été les premiers codes trouvés qui atteignent le compromis
D-MG. Ceci n’est pas suffisant pour garantir des performances optimales du code. Nous avons
vu que les performances des codes quaternioniques en dimension 3 et 4 sont moins bonnes que
celles des codes présentés dans [20].

Les codes parfaits atteignent le compromis DMG, mais ont en plus une efficacité énergétique
qui leur permet d’avoir des performances optimales.
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3.6 Codes parfaits rectangulaires

Nous nous sommes intéressés jusqu’a présent a des constructions de codes ST ayant une lon-
gueur temporelle égale au nombre d’antennes a 1’émission, T = n;. En considérant comme canal
de transmission le canal de Rayleigh quasi-statique, nous supposons que le canal de transmis-
sion est constant durant T temps symbole.

En pratique, le choix du code ST se fait en fonction des parametres du systéme de trans-
mission : le nombre d’antennes a I'émission et le temps T sur lequel le canal de transmission
reste invariant. Deux cas de figure sont possibles, illustrés dans la figure Si on dispose
d"un nombre d’antennes a I'émission n; = Tc, on peut alors choisir d’utiliser un code ST carré
de dimension T¢ X Tc. Si le nombre d’antennes a 1’émission est strictement inférieur a T¢, dans
ce cas, on peut utiliser soit un code ST carré de dimension n; X 1y, soit un code ST de dimension
ny X Tc, qu’on qualifie de code ST rectangulaire.

Canal de transmission constant durant

Te temps symbole

n=Tc n < Te

Code ST carré n; =T =T¢ Code ST carré T = n, Code ST rectangulaire T =T

X: xz

Fic. 3.12: Choix du code ST en fonction des parametres du systeme de transmission

Dans le deuxieme cas (1; < T¢), I'utilisation des codes rectangulaires s’avere plus attractive.
En effet, elle permet de réduire le nombre de mots de code a générer et a transmettre allégeant
ainsi les traitements a la réception (synchronisation, amplification, estimation du canal et dé-
codage, etc.). Vu les avantages qu’on peut tirer de ces codes, nous nous sommes proposés de
construire des codes ST rectangulaires.

Les codes parfaits sont les meilleurs codes carrés. Ils ont un rendement plein une diversité
pleine, des déterminants minimaux ne s’évanouissant pas et une bonne efficacité énergétique.
Pour définir la construction des codes rectangulaires, I'idée serait de se baser sur celle des codes
carrés parfaits . Nous appelons les nouveaux codes rectangulaires construits “codes parfaits
rectangulaires”. En construisant des codes parfaits carrés et rectangulaires nous offrons plus de
souplesse pour le choix du code ST.

Les codes rectangulaires existants dans la littérature sont les codes ST par couches : VBLAST
[13], DBLAST [14] et WST [15]], ainsi que les codes TAST asymétriques [20]. Ces codes ont été
présentés au chapitre II.
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3.6.1 Construction des codes parfaits rectangulaires

La construction des codes rectangulaires se base entierement sur celle des codes parfaits carrés.
L'idée est d’exploiter la structure en couches des codes parfaits (fig. EZ) pour construire des
codes parfaits asymétriques, en d’autres termes, pour avoir un nombre de couches supérieur au
nombre d’antennes émettrices. C’est le principe des codes TAST asymétriques. Dans la figure
nous présentons les structures en couches symétriques et asymétriques correspondantes
respectivement aux codes carrés et aux codes rectangulaires.

Pour un nombre d’antennes 1; donné, nous considérons les parametres du code parfait carré
n; X 1y, & savoir, corps de base, corps de décomposition, idéal considéré et  considéré.

Afin d’avoir un rendement plein, il faut transmettre n; - T symboles d’information. Cela
revient a transmettre par chaque antenne, a chaque instant, n; symboles d’information. En
respectant la structure circulaire des lignes de la matrice mot de code (qui permet d’avoir la
structure en couches), le mot de code du code parfait rectangulaire s’écrit alors :

X1 X2 v Xnt XT
yxr X1 o Xpgy=1 - XT-1
X = )
YXT-(=2)  VXT-(;=3) - X1 -0 XT—(m-1)

olules x;, i =1---T s’écrivent en fonction des symboles d’information comme suit :

nt
Xi = Z 51,i0;
i=1

(Uk)k=1..n, €stla base del'idéal considéré. Les symboles d’information sont pris dans des constel-
lations g-QAM pour n; = 2, 4 et dans une constellation g-HEX pour n; = 3, 6. Le code parfait
rectangulaire pour T = n; n’est autre que le code parfait n; X n;.

Le code parfait rectangulaire hérite des propriétés du code parfait carré. Il a alors un rende-
ment plein n; symboles/u.c. , une diversité maximale .1, et une bonne efficacité énergétique
et offre un gain de codage plus élevé.

3.6.2 Codes parfaits rectangulaires n, =2 et T > 2

En utilisant les parametres du Golden code, nous définissons le code parfait rectangulaire pour
ny =2etT > 2. Le mot de code s’écrit :

0((51 + 952) 0((53 + 654) e a(SZT_l + QSQT)
ya(sor-1 + Osor) @51+ 0s2) ... A(sar-3 + Os2r-2)

Less;, [ =1---2T, représentent les 2T symboles d'information pris dans Z[i] pour le code infini

et dans une constellation -QAM pour le code fini. Rappelons que 0 = 1+2\/§ ,a=1+i—i0ety =1i.

Afin d’étudier les performances des nouveaux codes rectangulaires construits, nous avons
simulé la chaine de transmission complete présentée dans la figure B.5 en utilisant les codes
rectangulaires.
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Dans la figure .13 nous avons tracé le taux d’erreurs par symbole en fonction du Rapport
signal sur bruit (RSB = f,—g) pour le Golden code (GC) et les codes parfaits rectangulaires,
en utilisant la constellation 4-QAM, pour n; = n, = 2 et T = 3,4,5,6 (CPR n; X T). Les codes
rectangulaires ont le méme ordre de diversité 4 que le Golden Code. A fort RSB, les codes CPR
2 x4 et CPR 2 X 6 ont de meilleures performances que le code CPR 2 X 3, ce qui traduit le gain
de codage apporté par ces codes.

o—o GC
A &—a CPR 2X3

£&—A CPR 2X4
CPR 2X5
*—* CPR 2X6
° \
5 \

3 6 9 12 15 18 21
Eb/NO (dB)

()

[

=
(=)
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10
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Fic. 3.13: Comparaison des performances des codes rectangulaires avec n; = n, =2 et T > 2,
pour une constellation 4-QAM

3.6.3 Codes parfaits rectangulaires n, =3 et T > n,

En utilisant les parametres du code parfait 3, nous définissons le code parfait rectangulaire pour
ny = 3 et T > 3. Le mot de code s’écrit :

(X(Sl + 952 + 9253) (X(S4 + 955 + 9256) . (X(SZT,Q + 952"[,1 + 9252"[)
X=| yo(alsar— + Osyr_1 + 0%so1)) o(a(s1 + Osy + 0%s3)) oo o(a(sor—s + Osar—s + 0°S27_3))
yo2(a(sar—5 + Oso1-4 + O%5573))  yoH(a(sar—2 + O5or-1 + 0%527)) ... 02 (asor—s + OSar—7 + 6%S21-6))

ol les s, | = 1---3T représentent les 3T symboles d’'information pris dans Z[j] pour le code
infini et dans une constellation g-HEX pour le code fini. Rappelons que 0 = (7 + C; 1= 2605(27“),
a=(1+))+0ety=j.

Dans la figureB.14] nous avons tracé le taux d’erreurs par symbole en fonction du RSB pour
le code parfait 3x 3 (CP 3 x 3) et les codes rectangulaires pour n; = n, = 3et T = 4,5 (CPRn; X T),
en utilisant la constellation 4-HEX. Les codes rectangulaires ont le méme ordre de diversité que
le code carré, a savoir 9. Le CP 3 x 3, le CPR 3 X 4 et le CPR 3 X 5 ont pratiquement les mémes
performances. Cependant, a fort RSB, les codes rectangulaires prennent une petite avance sur
le code carré, ce qui représente le gain de codage apporté par ces codes.
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G—o CP 3X3

g G—a CPR 34|
A~ *—% CPR 3X5
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Fic. 3.14: Comparaison des performances des codes rectangulaires avec n; = n, = 3 et T > 3,
pour une constellation 4-HEX

Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre de nouvelles constructions algébriques de codes ST car-
rés et rectangulaires. Nous nous sommes basés essentiellement sur les algeébres cycliques de
division construites sur les corps de nombres.

Dans un premier temps nous avons construit les codes quaternioniques, qui offrent un ren-
dement plein, une diversité maximale et des déterminants minimaux ne s’évanouissant pas
lorsque l'efficacité spectrale augmente. Cependant, la répartition non uniforme de I'énergie
dans le mot de code pénalise fortement les performances de ces codes.

Dans un deuxiéme temps, nous avons construit les codes parfaits préservant toutes les pro-
priétés des codes quaternioniques mais palliant au probléme énergétique. Les codes parfaits
ont une bonne efficacité énergétique qui se traduit par une répartition uniforme de I'énergie
dans le mot de code et des constellations transmises ne présentant aucune perte de forme par
rapport a celles émises. Notons que ces codes se distinguent par les meilleures des propriétés
relatives aux codes ST jamais réunies par un méme code jusqu’a présent. Nous avons montré
aussi en s’appuyant sur les récents résultats dans [29] que les codes quaternioniques et les codes
parfaits atteignent le compromis gain de multiplexage-diversité.

Pour offrir plus de souplesse dans le choix de code relatif a un systéme de transmission
donné, nous avons construit des codes parfaits rectangulaires inspirés des codes parfaits carrés.
Ces nouveaux codes héritent des propriétés des codes carrés et offrent des gain de codage plus
élevés.




Chapitre 4

Décodage ML des codes Espace-Temps
en blocs

Introduction

Nous avons explicité dans le deuxieme chapitre les principales constructions existantes dans
la littérature des codes ST en blocs et nous avons construit dans le troisieme deux nouvelles
familles de code ST, a savoir, les codes quaternioniques et les codes parfaits. Nous avons vu
que ces codes disposent de propriétés avantageuses par rapport aux codes existants, résultats
confirmés par des simulations comparatives de leurs performances avec celles des meilleurs
codes ST en blocs. La comparaison a été effectuée sur la base d"une chaine de transmission com-
plete entre un émetteur et un récepteur employant chacun des codes ST, ainsi qu'un décodeur
choisi en circonstance. C’est au choix de ce décodeur que nous allons nous intéresser dans ce
chapitre.

Les codes quaternioniques comme les codes parfaits peuvent avoir une représentation en
réseau de points, ce qui permet leur décodage par les décodeurs de réseaux de points. Le
décodage ML exhaustif a une complexité qui augmente exponentiellement avec la dimension
du réseau, ce qui rend impossible son utilisation. Par ailleurs, il existe des décodeurs de réseaux
de points ML ayant une complexité polynomiale, a savoir le “décodeur par spheres” (Sphere
Decoder - SD) et I'algorithme de Schnorr-Euchner (SE). Ces derniers ont été utilisés dans
la littérature pour décoder des réseaux de points infinis. Ainsi, pour pouvoir décoder des
sous-parties finies de réseaux, nous serons amenés a leurs apporter quelques modifications
nécessaires.

L’étude et la comparaison des complexités associées a chacun des décodeurs nous permettra
de choisir le décodeur le mieux adapté a notre systeme.

Nous commencerons ce chapitre par la représentation en réseau de points des systemes
MIMO codés et non-codés. Nous détaillerons ensuite le principe de recherche du point le plus
proche dans les réseaux de points, notion fondamentale du fonctionnement des décodeurs
SD et SE, et nous exposerons en conséquence les principaux travaux réalisés sur ce sujet. La
troisiéme et quatrieme parties seront respectivement dédiées aux décodeurs SD et SE : stratégie
de recherche et modifications effectuées. Nous cléturons le chapitre par1’étude et la comparaison
des complexités des deux algorithmes modifiés.
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4.1 Représentation en réseau de points des codes ST

Comme nous 'avons déja vu au chapitre I (paragraphe 1.2), un réseau de points A est un
sous-ensemble discret de R” de dimension 1, entierement défini par sa matrice génératrice M.
Tout point x de A s’écrit x = zM, o1 z est un vecteur de Z".

La représentation en réseau de points des systémes MIMO et leur décodage par un décodeur
de réseaux de points ont été effectués pour la premiére fois par Damen et al. dans [47].

En séparant les parties réelles et imaginaires et en vectorisant les systemes MIMO codés et
non-codés, nous obtenons leurs représentations en réseau de points. Nous détaillerons dans la
suite ces opérations.

41.1 Systéme non-codé

Nous considérons un systeme MIMO avec n = n; = n,. Le signal requ s’écrit, en fonction du
vecteur de symboles d’information x, de la matrice de transfert du canal H, et du bruit Gaussien,
comme suit :

Yn = H, 50 xn + Wy, (41)

La séparation des parties réelles et des parties imaginaires des vecteurs et de la matrice de
'équation @) et sa transposition donnent :

[RyD),3(yN]
= [R(),ID)]-

Yr
RHET) -J(HT)

S(HT) ‘){(HT) + [%(WT)/S(WT)]

X]R'H]R+W]R

Etant donné que les évanouissements entre toutes les antennes émettrices et les antennes récep-
trices (les coefficients de la matrice H) sont indépendants, la probabilité d’avoir deux colonnes
de H dépendantes est nulle. La matrice est donc de rang plein. De méme la matrice HR est de
rang plein, égal a 2n.

Nous obtenons ainsi la représentation en réseau de points du systéme MIMO non-codé. La
dimension du réseau de points équivalent est 21 et sa matrice génératrice est Hg.

4.1.2 Systeme codé

Rappelons tout d’abord I’équation représentant le systeme MIMO codé. En définissant X le mot
de code a transmettre, H la matrice de transfert du canal et W le bruit Gaussien. Le mot de code
recu 'Y s’écrit :

Yuxt = Hpxn - Xoxt + Wixr (4.2)
ou T est la longueur temporelle du code.

Nous distinguons le cas des codes ST dont le corps de base est Z[i] et celui dont le corps de
base est Z[j].
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4.1.2.1 Codes ST définis sur Z][i]

L’obtention de la représentation en réseau de points des codes ST définis sur Z][i] se fait en 2
étapes : 1) représenter le code sous la forme d’un systéme non codé 2) séparer les parties réelles
et imaginaires.

Par souci de simplicité et de clarté, nous allons nous baser sur I'exemple du “Golden Code”
pour illustrer la représentation en réseau de points des systemes codés sur Z[i].
Soitn =T = 2. Le mot de code X s’écrit :

1 | als1+0s2)  alsz + Oss)

X= 75 ia(s3 + 0sy)  a(s; + 0sy)

avec 0 = 1+2\/5, 0= %, a=1+i-i0,a=1+i—i0et s;, 1 =1...4les symboles d'information

appartenant a une constellation -QAM et donc a Z[i].

— Représentation sous la forme de systeme non codé
La premiére étape consiste a vectoriser la matrice mot de code. L'équation @2) devient :

a a6 0 0 S1
_ 1 |H 0| |0 0 ia ia0 SN
= 510 H|[0o 0 a a0 ||s
a abd 0 0 Sy
1
= — -H, 7 -D,7 S,.7+W,.T (43)

\5
1

Posons M = vl H,.r - @,.1, en réécrivant encore une fois 1'équation @2).

y=M;-s+w (4.4)

Nous obtenons ainsi la représentation en systéme non-codé.

— Représentation en réseau de points
En appliquant la méthode des systémes non codés a 1’équation @4), nous obtenons la repré-
sentation en réseau de points du systeme MIMO codé.
Pour I'implémentation réelle, il serait plus intéressant de séparer les parties réelles et imagi-
naires des matrices H,,.7 et ®@,,.7. L'équation #@.6), s’écrit alors :

RH) 0 -IH) 0
B 0 RE) 0 -IE) | [ R@) -3@) |[Re)|,[RW ] s
YR = CE gm0 RE) O 0 || 3@ ®R@ || 96) |T] sw | @Y
0 SH) 0  RH)

-HR - DR - SR + WR (4.6)

Sl

En posant M = % -HR - @R, et en transposant I’équation ([.6), on obtient :

T

YR = S]RT : MT +W]RT

Le réseau de points équivalent a donc pour matrice génératrice M, de dimension égale a 8.
Dans le cas général, la dimension du réseau de points équivalent est égalea2-n - T.
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4.1.2.2 Codes ST définis sur Z[j]

Traitons maintenant le cas des codes ST de corps de base Z][j] dont les symboles d’information
sont pris dans les constellations hexagonales -HEX. Nous suivrons les mémes étapes que celles
des codes définis sur Z][i].

— Vectorisation
Comme dans le paragraphe précédent, cette étape consiste a vectoriser le mot de code, et a
sortir le vecteur des symboles.

— Séparation des parties en j
Etant donné que les éléments de la matrice @ et les symboles d’information sont dans Z[j],
nous allons, commencer par séparer les parties en j et celles qui ne le sont pas. Ensuite, en
passant par la base B de Z[j] dans Z[i], nous séparons les parties réelles et imaginaires.

B - 1 -0.5
Apres ces deux opérations l’équation s’écrit alors dans Z sous la forme suivante :
[ RH) - 0 -JH) --- o 11 - 0 =05 --- 0
a 0 ﬂ(ﬁ) 0 —j(H) . 0o - 1 0 -0.5
YR = gH) - 0 RH) - 0 0 - g 0
0 o g® 0 - RE ||o .. 0 o e
| R(P) -J (D) R(s) + R(w)
J(@) R(@)-J(P) || () I(w)
= Hg-B; ®Dg:sg+wg (47)

En posant M = Hp, - B; - D, et en transposant 1'équation [7), on obtient

yr! =sr’ - M! + wg’ (4.8)

D’ot1 la représentation en réseau de points du systeme MIMO codé.

4.2 Algorithmes de décodage des réseaux de points

La théorie des réseaux de points est utilisée dans plusieurs domaines. On peut citer, par exemple,
le codage et la cryptographie. Un grand intérét a été accordé au développement de méthodes de
décodage adéquates aux différentes applications, satisfaisant un bon compromis performances-
complexité.

Pour les systemes MIMO, comme nous pouvons le voir dans 1'équation &8, le vecteur requ
est un point du réseau de points dont la matrice génératrice est M bruité par le bruit Gaussien.
Le décodage ML consisterait alors a chercher le point le plus proche du point recu appartenant
au réseau.

Définition : 4.1 Point le plus proche (Closest Point)
Soit un réseau de points A, de dimension n, et soit le vecteur recu x € R". Le point le plus proche du
vecteur x dans le réseau de points A est le vecteur u € A tel que

||x —ﬁ” <|x—-ull ,pourtoutueA
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Intuitivement, on peut affirmer que la recherche du point le plus proche est plus facile et
plus rapide pour les réseaux de points ayant des structures particuliéres. Des méthodes de
recherche ont été présentées dans [48] pour la plupart des réseaux de points classiques. Il reste
donca trouver une méthode générale pour décoder un réseau de points quelconque connaissant
sa matrice génératrice. Dans ce cas, la méthode de décodage doit étre indépendante de toute
structure possible du réseau de points.

Une approche commune a été utilisée dans ce sens. Cette approche consiste a définir une
région de R" incluant le point le plus proche et a parcourir tous les points du réseau contenus
dans cette région. Eventuellement, une réduction de la région de recherche peut se faire de
maniére dynamique [49] au cours de la recherche.

Il existe deux principales branches relatives a la recherche du point le plus proche dans
la littérature. La premiere est celle proposée par Pohst dans [50], considérant comme région
de recherche une hypersphere. La deuxiéme est proposée par Kannan dans [5]]], considérant
comme région de recherche un parallépipéde rectangle. Dans la figure B} nous illustrons les
deux régions de recherche dans un plan. Dans la littérature, la méthode de Kannan apparait
comme une méthode théorique, alors que celle de Pohst comme une méthode pratique, et
on trouve des implémentations de cet algorithme. Cela s’explique par le fait que le nombre
de points considéré dans une hypersphere est inférieur a celui considéré dans un hypercube
contenant I’hypersphere, surtout pour les dimensions élevées.

- “ “ .‘ ."" L ] { ] { ] - .‘ L ] L ] L ] L ] L ] { ]
. ..' ..' " ,o‘v— . ’.r . . .' . . . . . .
@ [ ] : ‘." ‘. [ ] [ ) [ J [ [ ] [
.. ' ooee E S — % . .
.' .' . v."' v.' . [ [ ] [ ] [ [ [ ] [ ] [ ]
* [ ] [ 2 2 3 [ ] [ ] . R 2 [ 3 L ] & [ ] [ [
L 2 L 2 [ ) L d [ J [ J L 3 . [ ) L 2 [ 2 [ 2 L 2 R g

(a) stratégie de Pohst (b) stratégie de Kannan
Fic. 4.1: Représentation géométrique des méthodes de décodage de Pohst et de Kannan

Deux stratégies de recherche ont été développées pour la méthode de Pohst correspondants
respectivement aux deux décodeurs connus, a savoir, le décodeur par spheres (Sphere Decoder
- SD) et le décodeur de Schnorr-Euchner (SE).

Concernant le SD, l’analyse mathématique a été présentée par Fincke et Pohst dans [52],
l'interprétation géométrique par Viterbo et Biglieri dans [53] et I'implémentation pratique pour
un canal a évanouissements par Viterbo et Boutros dans [54]]. Le principe du SD est de chercher
le point le plus proche dans une sphere de rayon donné, centrée sur le point regu. Si aucun point
n’a été trouvé, le rayon de la sphere est agrandi et la recherche est recommencée. Le parcours
des points se fait de la surface de la sphere vers l'intérieur.

L’algorithme SE a été présenté par Agrell et al. dans [49]]. Son principe est d’effectuer des
projections successives sur les hyperplans du réseau de points afin de trouver le point le plus
proche. Ainsi le parcours des points dans la sphere se fait du centre vers l'extérieur.
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Les travaux cités jusqu’a présent s’intéressent au décodage de réseaux de points infinis.
Notre intérét porte plutot sur le décodage de sous-parties finies de réseau en utilisant les
décodeurs de réseaux de points SD et SE.

Nous considérons comme sous-parties finies de réseau les constellations (-QAM)"

(g — HEX)". Nous avons proposé dans [55] des versions modifiées des algorithmes SD et SE
tenant compte des bornes des constellations. De récents travaux se sont intéressés au méme su-
jet. Nous citons principalement les travaux de Boutros et al. dans [56] et de Damen et al. dans [57]].

Dans la suite nous détaillons les deux algorithmes et les modifications apportées pour
décoder les constellations finies.

4.3 Décodage des sous-parties finies de réseau par le décodeur par
spheéres
4.3.1 Principe du décodeur par spheres (SD)

Reprenons l’équation 8, qui donne la représentation en réseau de points d"un systeme MIMO.

yr = sr” - M7 + wg”

Considérons le réseau de points A engendré par la matrice M7, de dimensionn =2 -n; - T.
Soit x = sg? - MT € R" le point du réseau émis sur le canal Gaussien. Les composantes du
vecteur wr! sont des variables aléatoires gaussiennes de moyenne nulle et de variance o2. Le
décodage consiste a chercher le point le plus proche de y minimisant la métrique suivante :

min -X min ||z
niny” -] = min e
Le probleme revient donc a chercher le point le plus proche de z dans le réseau de points
translaté y — A.

Soient x, y et w définis comme suit :

sr’ M, u=sr! € 2"
p-M, p=(p1,...,pn) €R"
(p_u)M:é'M/ é:(él/"'/én)ERn

y
w

p est le pomt ZF (Zero Forcing), p = y - M. Notons que w = y — x, par la suite pour tout
i=1...n,onaé; = p;—u Les & définissent les coordonnées du vecteur u de Z"dans le
nouveau repere.

Notre objectif est que w appartienne a une sphere centré sur le point recu y de rayon VC.
Cela se traduit par I'inéquation suivante :

Wl = Q(&) = EMMTE™ = £GET = ) )" gjit; < C (4.9)

i=1 j=1
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Dans le nouveau systeme de coordonnés défini par &, la sphere de rayon VC, centré sur le
point requ, est transformée en un ellipsoide centré sur 1'origine défini par la forme bilinéaire

Q(é) (fighD).

L L L] L ] L L
Changement
=
de repere </
L L L] L ] L L

Fic. 4.2: Transformation de la sphere en ellipse dans le nouveau repere

La factorisation de Cholesky de la matrice de Gram G = MMI, donne G = RIR, ou
R = (7}}); j=1..n est une matrice triangulaire supérieure. Réécrivant 1'équation @.3)

2
Q) = ERTRET = ||RET|[* = Z[ma Y rz-]e]-] <C

i=1 j=it1
En posant
2 .
gi = rpi=1,...n
rij | ..
qij = —,i= 1,...n,j=i+1,...n
Tii
On obtient

2
Q@) =) i [51‘ + ). qijéjJ <C (4.10)
i=1

j=i+1
Afin de déterminer les limites de I'ellipsoide il sera judicieux de traiter d’abord &, ensuite les
&,i=n—1,...,1. D’apres I'équation @I0), on a:
qunés < C (4.11)
Par définition &, = pj, — iy, en remplagant dans @IT)

S o<, <] S
P Bl I VP

ol [x] est le plus petit entier supérieur a x et | x] le plus grand entier inférieur a x.

Traitons maintenantles &;,i=n—-1,...,1.

Qn—l,n—l(én—l + Qn,n—lén)z + anégl <C
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On déduit
C- anéz C- anéz
[+ Pn-1+ Qn—l,ngn Uy < — Pn-1t Qn—l,ngn
In-1,n-1 In-1,n-1
Pour la j®me composante u; on a :

2 ;
1 1 n n
\ Gii I=i+1 j=l+1 j=itl
1 L L ’ 2
o Z qul &1+ Z qjci| |+ pi+t Z qiji| = i (4.12)
\ qii I=i+1 j=l+1 j=itl

Les bornes données dans les inégalités @EI2) montrent que le décodeur par spheres utilise
un compteur pour chaque u;. Afin de les simplifier @I2), on définit les variables suivantes :

n
pit Z gué,i=1,...n

I=i+1

0
I

=
|
[

2
C- Z qu| &+ Z @i | = Ti—qi(Si — )
I=i

j=l+1

bian[—‘{%+Sl}Sul’S ‘{%+Si :bsup (4.13)

Lorsque un point du réseau de points est trouvé, la distance au carrée qui le sépare du centre
(le point requ) est donnée par :

d* = C— Ty + q11(S1 — uy)?

Le décodeur par sphéres calcul pour chaque composante u; du point u un intervalle
I; = [bing i,bsup iI- Afin de trouver le point le plus proche, I'algorithme parcourt l'intervalle [;
pour chaque composante u;. Pour chaque combinaison de composantes u; trouvée, la distance
d? est évaluée. Chaque point trouvé vérifiant 4> <C est stocké. La recherche continue jusqu’a
ce que tous les points se trouvant dans la sphere soient parcourus. L'algorithme de recherche
implique que le rayon de la sphere ainsi que les bornes biy¢ ; et bsyp i pour i = 1-- -1 soient mis
a jour dynamiquement au cours de la recherche chaque fois qu'un point est trouvé, i.e. C = d2.

Sur un réseau de points en dimension 2, nous illustrons dans la figure @.3) 'ordre de par-
cours des points du réseau se trouvant a 'intérieur de la sphere. Nous constatons que les points
sont parcourus de haut en bas, et de gauche a droite.
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Fic. 4.3: Enumération des points du réseau de points Z>qui sont dans I'ellipse

4.3.2 Choix du rayon de la spheére

A ce stade, nous n’avons pas encore évoqué le choix du rayon initial de la sphére qui est un
parametre critique pour la convergence de l'algorithme. En effet, pour étre stir de trouver un
point du réseau a l'intérieur de la sphere, le rayon V/C doit étre égal au rayon de recouvrement
du réseau. 1l est possible de le choisir égal a la borne supérieure de Rogers [48], fonction du
volume fondamental du réseau de points (définition [[.5).

\/det‘(/MMT) w1

n

\/C_1 = n\/(nlogn +nloglogn + 5n)

ou V,, est le volume d"une sphere de rayon 1 en dimension 7.

n/2 .
V- _(Z/Z)! , 1 pair
n =4 2np(D2((3-1)2)! . .
——— 7~ ,nimpair

Etant donné que nous manipulons un bruit blanc gaussien, choisir judicieusement un rayon
tenant compte du bruit peut accélérer considérablement la recherche du point le plus proche.

Par ailleurs, nous pouvons affirmer intuitivement que, pour les faibles RSB, le point requ
est tres affecté par le bruit alors que, pour les forts RSB, le point requ est tres peu affecté par le
bruit. Cette constatation nous amene a choisir un grand rayon pour les faibles RSB et un petit
rayon pour les forts RSB.

Dans [58], Hassibi et Vikalo ont traité ce point en proposant un rayon fonction de la variance
du bruit Gaussien :
C=2-n-0°

Nous avons vu comment calculer le rayon de la sphere en fonction du bruit Gaussien, il
serait intéressant aussi de tenir compte des évanouissements dans le calcul du rayon.
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La matrice génératrice M du réseau de points équivalent représentant le systeme MIMO
est composée de la matrice HR et de la matrice ®R. Les éléments de la matrice Hr sont les
évanouissements entre les antennes émettrices et réceptrices. En présence d'un fort évanouis-
sement, le réseau risque d’étre plus étiré le long de quelques axes que d’autres. En prenant un
grand rayon initial, un grand nombre de points va se trouver a l'intérieur de la sphere.

Dans la figure E4] nous illustrons un exemple de réseau de points en dimension 2 dont la
densité des points est plus forte sur un axe p que sur l'autre. Il est clair qu’en considérant un
grand rayon, le nombre de points a l'intérieur de la sphére est élevé. Par ailleurs, en considé-
rant un petit rayon, tres peu de points (voire aucun) se trouveront a l'intérieur de la sphére. Il
est donc nécessaire de trouver le bon rayon de la sphere en tenant compte des évanouissements.

N
%

e ¢ 8
oo e

'
s

Fic. 4.4: Réseau de points en dimension 2, dont la densité des points est plus forte sur un axe
plus que l'autre

L'idée sera donc de prendre le rayon de la sphére égal au minimum de la diagonale de la
matrice de Gram de M.

C = min(diag(MMT))

Afin de tenir compte aussi bien du bruit gaussien que des évanouissements, il serait judicieux
de prendre comme rayon :

C; = min (min(diag(MM")),2 - 1 - %) (4.15)

Dans la figure nous avons tracé le temps de recherche du SD modifié en fonction du
RSB = f,—’(’), pour n; = 4 (par la suite n = 8), en utilisant une constellation 16-QAM. Nous remar-
quons qu’a faible et fort RSB, en considérant C, comme rayon initial de la sphére, le temps de
recherche est meilleur. Ce qui montre que le rayon de la spheére est mieux adapté. A moyen RSB,
avec un rayon initial C; ou Cy, nous observons des temps de recherche presque identiques.
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Fic. 4.5: Temps de recherche en secondes du SD modifié, pour n = 8, et une constellation
16-QAM

4.3.3 Décodage des sous-parties finies de réseaux

Jusqu’a présent, nous avons présenté le SD comme un décodeur de réseaux de points infinis.
Or, les symboles d’information du systeme auquel nous nous intéressons appartiennent a une
constellation -QAM ou ¢-HEX. Par la suite le vecteur résultant de la séparation des parties
réelles et imaginaires (respectivement des parties en j et des parties pas en j) appartient a un
sous-ensemble fini de Z". Ce qui nous incite alors a modifier le SD pour tenir compte de la
constellation.

Fic. 4.6: Décodage d"une constellation 16-QAM

La premiere idée a laquelle nous pouvons penser est de rajouter dans l'algorithme une
routine afin de tester chaque fois 'appartenance du point trouvé a la constellation utilisée. Ce
qui permet de résoudre le probléeme, mais qui, malheureusement, entraine une augmentation
de la complexité de I'algorithme.

L’idéal serait donc de décoder la constellation sans augmenter la complexité. L'idée serait
de ne parcourir a l'intérieur de la sphére que les points appartenant a la constellation. Pour une
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constellation (16-QAM)?, la figure EEf illustre les points qu'il faut considérer a l'intérieur de la
sphere. Au niveau de l'algorithme, cela se traduit par un calcul des bornes des intervalles I;,
i=1---n, tenant compte des bornes de la constellation.

Soit Ic = [Cmin,Cmax], I'intervalle auquel appartiennent les parties réelles et imaginaires (res-
pectivement les parties en j et celles pas en j) des symboles de la constellation. Pour une
constellation 16-QAM, I = [0,3]

L'intervalle qu’il faut considérer pour chaque u; est I'intersection de I; et de Ic.

I = I;nNnIc
[Sup(binf,ircmin)/ inf(bsup,ircmux)]

Nous sous-entendons un changement de variable afin de travailler dans un sous-ensemble
de Z"" au lieu de (272)".

Il est a noter que, pour les constellations g-HEX (fig. et la constellation 8-QAM (fig L2,
'ajout d"une routine de test pour ne prendre que les points de la constellation est indispensable.

4.3.4 Organigramme du SD modifié

Pour résumer les étapes de 1'algorithme SD et illustrer les modifications apportées, nous pré-
sentons dans la figure .7 'organigramme du SD modifié. Nous avons conservé les mémes
notations que l'algorithme original présenté dans [54].
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Fic. 4.7: Organigramme du décodeur par sphéres modifié
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4.4 Décodage des sous-parties finies de réseau par le
Schnorr-Euchner

4.4.1 Principe du Schnorr-Euchner (SE)

La représentation en réseau de points du systeme MIMO est décrite par 1'équation @.8).

yr! = srT - MT + wg!

L'application de l'algorithme Shnorr-Euchner (SE) pour décoder les réseaux de points né-
cessite une base triangulaire du réseau. Pour cela, nous allons procéder & une décomposition
QR de la matrice génératrice du réseau de points M.

M=Q-R

ol R est une matrice triangulaire supérieure et Q est une matrice orthogonale. On a QQ" =1,.
Réécrivant I'équation @),
T_ T pT.AT T
YR =SrR ‘R -Q" +wg (4.16)

En multipliant les membres de 1’égalité par Q, on obtient un réseau de points équivalent
(définition[[4), et I'équation @.I6) devient :

T T T
y1=sr ‘R +wgr -Q
s Ry +wq

yr' - Q

Cette forme triangulaire de la matrice génératrice du réseau de points permet de voir le réseau
comme une superposition de couches. Ces couches vont étre la clé de la recherche du point le
plus proche u = (uy,uy, ... uy).

On se propose d’écrire la matrice Ry sous la forme suivante :

R; = [ I:nz ] (4.17)

ou R; est la matrice constituée par les n — 1 premiéres lignes de la matrice Ry. On décompose le
vecteur r, en somme de deux vecteurs rj et r,, tel que ) soit dans 1’'espace engendré par R; et
r, dans son espace dual. De cette fagon, il est facile de voir que :

. = (rn,llrn,ZI s /rn,n—lzo)
r, = (00,...,0r,,)

En utilisant la décomposition de la matrice Ry (eq. EI7), on peut définir le réseau de points
sous une forme décomposée [49].

+00
ARq) = U {c +tur +tur,c € A(Rz)}
ty=—c0
Ainsi, le réseau de points en dimension n peut se voir comme une réunion infinie de réseaux
de points en dimension n — 1 (qualifiés aussi de couches). t, indique la couche a laquelle un
point du réseau appartient. Comme le vecteur r, soit orthogonal a toutes les couches, nous
pouvons déduire que la distance entre deux couches adjacentes est ||r || = |rn,n|.
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Par projection successives sur les hyperplans du réseau de points, un premier point est
trouvé. Ce point est le “Babai point”, il est le point ZF-DFE [57]]. Le Babai point est le premier
point trouvé par 'algorithme. Il est par la suite le point de départ pour parcourir tous les autres
points se trouvant a l'intérieur de la sphere dont le rayon est défini par la distance du Babai
point au point requ. Dans la figure @8), nous illustrons la recherche du Babai point dans un
réseau de points en dimension 3 par projections successives sur les hyperplans du réseau.

forid
i

LLL

F1c. 4.8: Projections successives sur les hyperplans composants le réseau de points

yrL
e, |1
La distance orthogonale de y a la couche d’indice ¢, est définie comme suit :

Trouvons alors le Babai point par le calcul. Soit i1, = la projection du vecteur y sur r, .

dy = |ty — - [l

Soit u,, = [fi,] tel que [x] soit I'entier le plus proche de x. En considérant le vecteur ZF, p =
y Ry =(p1,...,pn), 0ona:

o
Pn = pn= T'nn
dy = |[pn] - pn| ’ |rn,n|

Pour calculer 7,1, il faut considérer le réseau de points en dimension (1 — 1) engendré par R,.
Ce réseau de points peut étre vu comme une réunion infinie de réseaux de points en dimension
(n — 2). La projection du vecteur y sur 'espace dual de ces réseaux de points peut se déduire
directement de la précédente projection. On a alors :

y=p-Rq

On peut donc écrire, pour touti=1...7n:

n n
Yi= ZP;‘ Tij = PicTii Z Piij
j=i

j=i+1

En utilisant la décision sur u,, nous déduisons p,_1 :

(]/n—l - unrn,n—l)

Pn-1=

Yn—1,n-1

par la suite :
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Up-1 = [Pn—l]
dp-1 = |[Pn—l] - Pn—ll : |rn—1,n—1|

Par substitutions successives, nous pouvons calculer toutes les composantes du Babai point.

n

ui = [pi] = |—i- Z ujti ;) (4.18)

rii
o j=i+l

La distance euclidienne entre le Babai point et le point recu est donc égale a :

d* = Zn: d,
i=1

Le Babai point est une premiere estimation du point le plus proche, sans qu'il lui soit
nécessairement égal. Rappelons que le principe du SE est de chercher le point le plus proche
dans une hypersphere centrée sur le point recu. En partant du Babai point, il faudra parcourir
tous les points qui sont a l'intérieur de la sphere associée au réseau de points. L'idée originale
de l'algorithme de Shnorr-Euchner consiste a tourner autour de chaque composante du Babai
point en zigzaguant. Le changement de sens au cours du zigzag est défini par le signe des d;.

u; — 2 w; — 1 u; u; + 1 u; + 2

PR

Pour chaque combinaison de composantes du vecteur u, la distance d? est calculée. Si elle est
inférieure a la précédente distance trouvée, d? est mise a jour, le point est stocké, et la recherche
est poursuivit.

4.4.2 Rayon dela sphere

Contrairement au SD, la stratégie de recherche du SE n’impose pas de fixer le rayon initial de
la sphere. Dans l’algorithme original proposé dans [49], d? est initialement égale a l'infini. Une
fois le Babai point trouvé, d” est ajusté.

Dans [56]], les auteurs constatent qu’en imposant un rayon fini, calculé de la méme fagon
que celui du SD @T5), la complexité de décodage est réduite de 30%. Nous avons mesuré par
simulation le temps de recherche du point le plus proche en utilisant un rayon initial infini et un
deuxiéme égal a C,. Nous utilisons la version modifiée du SE, avec une constellation 16-QAM
et un nombre d’antennes 1; = 4 (donc n = 8). Les résultats sont présentés dans la figure
Nous remarquons que les deux courbes sont presque paralleles et le gain est a peu prés égal a
30%.
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Fic. 4.9: Temps de recherche en secondes du SE modifié, pour n = 8 et une constellations
16-QAM

4.4.3 Décodage des sous-parties finies de réseau

Le décodeur SE présenté ici, est utilisé pour décoder des réseaux de points infinis. Nous 1’avons
modifié pour pouvoir décoder des constellations (7-QAM)" et (3 — HEX)". Soit Ic = [Ciin,Cinax]
lI'intervalle auquel appartiennent les parties réelles et imaginaires (respectivement partie en j
et pas en j) des symboles de la constellation.

Afin de garantir I’aboutissement sur un point de la constellation, il faudra s’assurer que
le Babai point appartienne bien a la constellation. Ce qui revient a vérifier que toutes les
composantes du Babai point sont dans l'intervalle Ic. Pour cela, nous prenons u; = in(#;) a la
place de u; = [#;]. La fonction in(x) est définie comme suit :

[x]
in(x) =<1Cuin ,si [x] < Cinin
Chax 51 [x] > Cax

Le “zigzag” autour de chaque u; risque de sortir de 'intervalle I¢. Il faut donc revenir dans
l'intervalle I¢ chaque fois qu’on n’est plus dedans. Deux cas de figures se présentent :

1. Soit on tombe dans l'intervalle I , dans ce cas la recherche se poursuit.
2. Soit on ne tombe pas dans l'intervalle Ic. Cela veut dire que tous les points de l'intervalle
ont été parcourus. Dans ce cas, il faudra remonter a la composante ;1.

| | | | | | P Wil
T T i i i T T
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Comme pour le décodeur par spheres, nous effectuons un changement de variable afin de
travailler dans un sous-ensemble de Z" au lieu de (2Z)". Et nous notons que, pour les constel-
lations g-HEX (fig. [3) et la constellation 8-QAM (fig L2), I’ajout d"une routine de test pour ne
prendre que les points de la constellation est indispensable.

4.4.4 Organigramme du SE modifié

L'organigramme .7 résume 'algorithme SE et les modifications apportées. Nous avons utilisé
les mémes notations que l'algorithme original présenté dans [49].
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FiG. 4.10: Organigramme du Schnorr-Euchner modifié

Phase de prédécodage

Phase de recherche
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4.5 Comparaison du SD et du SE

Apres avoir présenté les algorithmes de décodage des réseaux de points SD et SE ainsi que les
modifications qui leurs ont été apportées pour décoder des sous-parties finies de réseaux, nous
nous proposons dans la suite de les comparer afin de choisir celui qui convient le mieux a notre
systéme de transmission.

Il existe dans la littérature différentes études et comparaisons des complexités des déco-
deurs SD et SE [49] 57, B8, B9]. La complexité étant mesurée soit par le nombre d’opérations
arithmétiques soit par le temps de calcul. En général, la recherche du point le plus proche est
un probléme non-polynomial (NP-hard) en fonction de la dimension [60]. Pour les systemes
MIMO, le point recu est un point du réseau de points perturbé par un bruit Gaussien dont les
propriétés statistiques sont connues. Pour ces systémes, il a été montré que pour différents RSB,
la complexité de décodage est polynomiale [59].

Dans la suite nous étudions et comparons la complexité des versions modifiées du SD et du
SE adaptées a notre systeme de transmission de point de vue théorique (stratégie de recherche)
et pratique (temps de recherche).

4.5.1 Comparaison de point de vue théorique

Le principe du SD et du SE est de chercher le point le plus proche dans une sphere centrée sur
le point recu. Comme nous l’avons déja vu précédemment, les deux algorithmes parcourent
les points du réseau se trouvant a l'intérieur de la sphere, mais different dans la stratégie de
parcours.

4.5.1.1 Stratégies de parcours

Pour chaque composante u; du vecteur u, le SD parcourt un intervalle I; = [Bj,f,,Bsuy,] (eq.EEI3)
de bout en bout. Le SE parcourt, pour chaque composante u;, le méme intervalle I; en partant
du milieu et en zigzaguant autour. Comme le montre le calcul suivant le u; considéré par le SE
n’est autre que le milieu de l'intervalle I; = [Bjf,i,Bsup,i]-

7’1',]'
= |pi+ Z (pi — u; —

i

Ainsile SD et le SE parcourent exactement les mémes points du réseau pour trouver le point
le plus proche.

Le parcours des points du réseau de points pour la recherche du point le plus proche, peut
se voir comme le parcours d’un arbre de recherche. Dans la figure EETT] nous avons tracé un
exemple d’arbre de recherche du SD et du SE pour un réseau de points en dimension 3 (d’ou1 3
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niveaux de recherche) et une constellation BPSK (I = [0,1]). Le point le plus proche correspond
donc a un parcours dans l'arbre [57].

racine

Fic. 4.11: Exemple d’arbre de recherche du SD et du SE

4.5.1.2 Rayon de la sphere

La convergence du SD dépend étroitement du choix du rayon initial. En effet, pour un rayon
initial fixé, I'algorithme cherche le point le plus proche dans une sphere bien définie. si aucun
point n’a été trouvé, le rayon de la sphére est augmenté et la recherche est recommencée. Par
ailleurs, la stratégie de recherche du SE permet de prendre un rayon initial de la sphére infini.
Une fois le Babai point trouvé, ce rayon est ajusté. Ainsi la convergence du SE est toujours
assurée. En prenant un rayon initial fini, il faut procéder de la méme fagon que pour le SD.

4.5.1.3 Accélération du temps de recherche

Afin d’accélérer le décodage des réseaux de points, il est proposé dans [49] de réduire la matrice
génératrice du réseau de points avant le décodage. En effet la réduction permet d’obtenir une
nouvelle base du réseau ayant des vecteurs les plus courts et les plus orthogonaux possibles.
Dans [57], il a été proposé de rajouter un ordonnancement des vecteurs de la base réduite afin
d’accélérer encore plus la recherche du point le plus proche.

Pour le décodage des constellations finies, I'utilisation d 'une réduction fait perdre les bornes
de I'hypercube défini par la constellation. Ainsi, il devient impossible de vérifier en sortie du
décodeur SD ou SE si le point obtenu appartient bien a la constellation.

4.5.2 Comparaison de point de vue pratique

Les algorithmes de décodage SD et SE modifiés comme ceux des non-modifiés se composent
de deux phases : une phase de prédécodage et une phase de recherche, tels que le montrent
leurs organigrammes respectifs (fig. B LT0). Pour étudier et comparer la complexité du SE et
SD nous allons étudier la complexité de chacune des phases .
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4.5.2.1 Complexité de la phase de prédécodage

Dans la phase de prédécodage, on effectue essentiellement deux opérations : la triangularisation
de la matrice génératrice M du réseau de points et le calcul du point ZF.

La triangularisation de la matrice génératrice M peut étre effectuée soit par la décomposition
Cholesky, soit par la décomposition QR. Le nombre d’opérations arithmétiques respectifs des
deux décompositions sont % -n3 et % -n3 + n [B]]]. Sachant que la décomposition de Cholesky se
fait sur la matrice de Gram de la matrice M, cela rajoute n3 opérations supplémentaires. Ainsi
l"utilisation de la décomposition QR s’avere plus intéressante.

La deuxieme opération de la phase de prédécodage est le calcul du point ZF. Pour le SD,
cela se fait directement en appliquant la formule p = y - M~!. Pour le SE, on effectue deux mul-
tiplications de matrices, p = (y.Q) - R™L. Au final, les deux calculs restent presque équivalents
en terme de nombre d’opérations.

En conclusion, nous pouvons dire que les phases de prédécodage du SD et SE aboutissent
pratiquement a la méme complexité.

SD SE
Décomposition QR M = QR Décomposition QR M = QR
Calcul de M ! Phase de predecodage = Calcul de R7!
Calcul de p = yM 1 Calcul de y' = y@Q
Définir @ Calcul de p = y'R™!

4.5.2.2 Complexité de la phase de recherche

Nous nous proposons d’étudier et de comparer, par simulation, les complexités des phases
de recherche des versions modifiées du SD et du SE en fonction du nombre d’antennes. La
complexité sera mesurée par le temps de calcul en secondes.

Dans la figure nous avons tracé le temps de recherche du SD et du SE en fonction du
nombre d’antennes, a RSBz% = 12 et 20 dB, en utilisant une constellation 16-QAM. Pour ces
deux RSB, nous remarquons que la phase de recherche du SE est plus rapide que celle du SD.
A moyen RSB, I’écart entre les temps de recherche est plus important qu’a fort RSB, cet écart

augmente proportionnellement avec le nombre d’antennes.

4.5.2.3 Complexité totale

Nous avons montré que les phases de prédécodage du SD et du SE sont presque équivalentes
en terme de complexité. Par simulation, nous avons trouvé que le SE dispose d"une phase
de recherche plus rapide que celle du SD. Nous concluons ainsi que la complexité totale de
l’algorithme SE est inférieure a celle du SD.

Dans la figure LT3, nous avons tracé le rapport du temps total de recherche (correspondant
a la phase de prédécodage et la phase de recherche) du SD par SE en fonction du nombre
d’antennes pour un RSB = fl—l(’) = 12,20 dB, en utilisant une constellation 16-QAM. Pour les deux
RSB, le rapport est presque constant. Par contre, il est un peu plus élevé pour un faible nombre
d’antennes. A moyen RSB, le rapport est autour de 1.5, alors que a fort RSB, il est autour de 1.2.
On déduit donc que, plus le RSB augmente, plus il est intéressant d"utiliser le SE.
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Fic. 4.12: Comparaison des temps de recherche du SD et du SE modifiés, pour une constellation
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Fic. 4.13: Rapport des temps de recherche SD/SE, pour une constellation 16-QAM

Conclusion

La représentation en réseau de points des codes ST dont font parties nos codes quaternioniques
et parfaits construits au chapitre précédent, permet leur décodage par les décodeurs de réseaux
de points donnant ainsi leurs performances optimales.

Au cours de ce chapitre, nous avons présenté les deux algorithmes de décodage ML des
réseaux de points, le décodeur par spheres et le Schnorr-Euchner. Ces deux décodeurs ont été
utilisés dans la littérature pour décoder les réseaux de points infinis.

Etant donné que nous utilisons les constellations g-QAM et g-HEX, nous avons été amenés a
modifier le décodeur par spheres et le Schnorr-Euchner pour pouvoir décoder les constellations
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finies.

L’étude menée sur les deux décodeurs pour le choix du meilleur nous a permis de conclure
que les deux décodeurs disposent du méme principe de fonctionnement, a savoir, la recherche
du point le plus proche dans une sphere centrée sur le point re¢u. Néanmoins, ils different dans
la stratégie de parcours. La comparaison des complexités totales des deux décodeurs modifiés
révele que la stratégie de recherche du Schnorr-Euchner est plus rapide que celle du décodeur
par spheres. D’ot1 la justification de notre choix du décodeur au chapitre 3.




Chapitre 5

Réduction des réseaux de points
algébriques pour les canaux a
évanouissements rapides

Introduction

Dans le chapitre précédent nous avons étudié et comparé les décodeurs de réseaux de points,
le décodeur par spheres et le Schnorr-Euchner, que nous avons modifiés pour décoder des
sous-parties finies de réseau. Sachant que le décodage des réseaux de points est d’autant plus
complexe que la dimension du réseau augmente, l'utilisation d’une réduction, dans le but de
réduire la complexité des décodeurs de réseaux de points, s’avere intéressante. Malheureu-
sement, avec un schéma classique de codage/décodage de réseaux de points, I'application de
la réduction se restreint aux réseaux infinis. Cependant, il est possible, en s’appuyant sur un
schéma de codage/décodage spécifique, appelé mod-A présenté dans [62], d’appliquer la ré-
duction en considérant des sous-parties finies de réseau.

La réduction de réseau de points est un outil mathématique puissant utilisée dans diverses
applications. La complexité de la réduction est d’autant plus grande que le résultat est optimal.
Dans la littérature, il existe plusieurs algorithmes de réduction, parmi lesquels, nous distin-
guons la réduction LLL qui offre un résultat suffisamment “acceptable” avec une complexité
polynomiale.

Le famille des codes ST en blocs algébriques a laquelle appartiennent nos codes quaternio-
niques et parfaits construits au chapitre III utilisent des réseaux de points algébriques. Nous
nous sommes alors proposés de construire une nouvelle méthode de réduction adaptée aux
réseaux de points algébriques, satisfaisant un bon compromis performance-complexité. Nous
avons traité dans un premier temps le cas des transmissions sur des canaux a évanouissements
rapides utilisant, dans le but d’introduire de la diversité de modulation, un précodage algé-
brique. Nous espérons généraliser ce résultat dans un futur proche aux cas des systemes MIMO.

Dans la premiere partie de ce chapitre, nous définirons la notion de réduction de réseau

de points et nous montrerons 1'utilité de son application. Nous présenterons ensuite le schéma
de codage/décodage en mod-A. La troisieme partie sera consacrée a une bréve présentation
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des méthodes de réduction existantes dans la littérature. Nous présenterons notre nouvelle
méthode de réduction algébrique dans la quatrieme partie. La cinquiéme partie sera dédiée aux
résultats de la réduction algébrique appliquée a des réseaux de points algébriques complexes.
Nous finirons ce chapitre par la comparaison de la réduction algébrique avec la réduction LLL.

5.1 Laréduction de réseau de points : définition et principe

5.1.1 Définition

Tel que nous I’avons défini dans le paragraphe 1.2, un réseau de points est un sous groupe de
I'espace euclidien IR". Un réseau de points A posséde une infinité de bases. Soit B; une base
de A. B, = By - U est aussi une base de A, si U est une matrice inversible telle que U et U!
sont a entrées entieres. Etant donné que det(U™!) = ﬁ(U), nous déduisons que det(U) = 1. Le
volume fondamental du réseau de points (def.[[.5) est indépendant de la base considérée :

V(A) = det(By) = det(B, - U™!) = +det(B,)

Par exemple, B1 = (ug,uz2) = ((3,2),(2,1)) et B, = (vq,v2) = ((1,0),(0,1)) sont deux bases de
Z?(comme illustré dans la figure ). La base B; se déduit de la base By par la multiplication

de B] parP, BZZBlP.
-1 2
-1 _
e ]

P et P~! sont bien a entrées entieres. Nous pouvons alors dire que B, est obtenue par réduction
de B1.

Fic. 5.1: Exemples de bases de Z>

D’une fagon générale, nous pouvons imaginer qu’il existe certains criteres permettant de
classer toutes les bases d'un réseau de points donné et de déduire la “meilleure” base . Une base
est dite optimale si les vecteurs qui la composent sont les plus courts et les plus orthogonaux
possibles. La réduction de réseaux de points consiste alors a chercher la base optimale d"un
réseau de points donné.

La matrice de passage P qui permet de passer d'une base quelconque a la base réduite
s’appelle matrice de réduction.
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5.1.2 Principe et intérét de la réduction de réseau de points

Nous avons vu que la réduction de réseaux de points permet d’obtenir la meilleure base du
réseau. Dans [49], les auteurs prouvent que la réduction de réseaux de points permet d’accélérer
considérablement son décodage par les décodeurs de réseaux de points.

Afin d'illustrer concrétement I'importance du choix de la base du réseau pour le décodage,
nous allons présenter la détection ZF avec et sans réduction d"un réseau de points en dimension
2 présenté dans [63].

Soit le systeme de transmission décrit par I'équation suivante :
y=H-x+w

ol H est la matrice du canal de transmission, x le vecteur des symboles d’information & com-
posantes entieres prises dans l'intervalle [-N,N], oit N est un entier suffisamment grand, et w
est un bruit blanc Gaussien.

Supposons que H est définie comme suit :

La détection ZF donne :

ol [x] est I'entier le plus proche de x.

Dans la figure (E2a) nous avons présenté les régions de Voronoi (def. [Lf) du réseau de
points engendré par H. La détection ZF sera sous-optimale puisque la base utilisée n’est pas
orthogonale.

En réduisant la matrice H, on obtient :
-1 2 1 1
R iy o

Les nouvelles régions de Voronoi du réseau de points sont représentées dans la figure E2b).
La nouvelle base est orthogonale. Par conséquent la détection ZF est optimale.

Cette illustration traduit bien le fait qu'une réduction de réseau de points permet d’obtenir
les performances ML par une simple détection ZF.
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. . ° /o/ /o/ ° . ° ° ° ° .
/ . . [ . [ . ° ] . ° °
[ [ (] [ o /./ [ ° [ ] [ ] L] [ ]
/ . ° o ° [ ° ° ° ° ° °
/o/// ° o /0 [} ° ° ° °
° ° —— e [ [ ° ° ° [} °
(a) Sans Réduction (b) Avec Réduction

Fic. 5.2: Régions de Voronoi d'un réseau de points avec et sans réduction

5.2 Schéma de Codage/décodage en mod-A

L’utilisation de la réduction de réseaux de points en considérant des constellations finies s’avére
impossible avec un schéma classique de codage/décodage de réseaux de points. Cela s’explique
par le fait que la réduction transforme les inégalités qui définissent les bornes de la constellation
en un systeme linéaire d’'inégalités difficile a résoudre. Par conséquent, il devient impossible de
vérifier 'appartenance d’un point décodé a la constellation en question.

Dans [64]], Erez et Zamir proposent un schéma de codage/décodage appelé mod-A. Ils
montrent que ce schéma permet d’atteindre, en utilisant un décodage de réseaux de points,
la capacité d'un canal AWGN, pourvu que le décodeur soit modifié par l'introduction d'un
amplificateur et I'ajout a I’émission d'une séquence aléatoire ("Random dither signal”). Il s’agit
de la résolution du probleme du codage pour le le “dirty paper”, c’est-a-dire un canal gaussien
avec une interférence connue a I'émetteur. La généralisation du schéma de codage/décodage en
mod-A pour les systtmes MIMO a été présentée dans [62]. Cette généralisation se caractérise
par l'introduction d"un filtre direct (forward filter) et d"un filtre retour (feedback filter) (MMSE-
GDFE). Dans la figure nous représentons le schéma équivalent dans le cas du canal a
évanouissements rapides (“fast fading”).

Codeur AWGN Décodeur

¢, ) —= mod-A 1 Canal FF | _ yi>> y; Décodage | mod-A }55

X

Fic. 5.3: Codage/décodage en mod-A pour un canal a évanouissement rapide

Contrairement aux autres cas ot le codage/décodage en mod-A est utilisé, nous l"utilisons
uniquement pour pouvoir résoudre le probleme de la sous-partie finie d'un réseau. Afin de dé-
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finir le codage/décodage en mod-A, nous aurons besoin de définir le code de Voronoi (Voronoi
code ou nested lattice code) tel qu’il est donné dans [62]].

Définition : 5.1 code de Voronoi
Soit Ac un réseau de points de R" et As un sous-réseau de A.. Le code de Voronoi défini par la
partition Ac/ A est :
C=A.Nvg

oll vs est la région de Voronoi de As. En d’autres termes, C est formé par les représentants des classes
(coset leaders) de A\s dans A.. Nous définissons aussi la fonction de quantification de réseau de points :

Qu(y) £ argmin ep |y - /\|
et la fonction modulo-réseau de points :

[y] modA =y — Qa(y)

Nous en déduisons a partir de cette définition que, pour le code de Voronoi, I'information
est codée dans les classes de A; dans A..

Soit un code de Voronoi C, défini par son réseau de codage (coding lattice) A, et son réseau
de mise en forme (shaping lattice) A;. Pour un mot de code de C donné, I'émetteur génere un
signal aléatoire u uniformément distribué dans vs (“dither”). Le signal a transmettre est donc :

X = [c — ulmodA;
En définissant A = —Qx(c — u), x s’écrit :
x=c—u+A
Soit F et B respectivement le filtre direct et retour du décodeur MMSE-GDEFE. Le vecteur y
(fig. B3 s’écrit :
y = Fy+Bu
= FH(c—u+A)+w)+Bu
= B(c+A)—-(B-FH)(c—u+A)+Fw
= B(c+A)—(B-FH)x+Fw
= B(c+A)+e
Par construction, le vecteur x est uniformément distribué dans v; et est indépendant de c.
En posant ¢’ = ¢ + A, le vecteur y’ se récrit :
y =Bcd +¢

Nous remarquons que le signal d’information c¢ est translaté par un point inconnu A € As,.
Néanmoins, comme c et ¢’ appartiennent a la méme classe de A; dans A, la translation n"induit
aucune perte d’information. e’ est I’estimation de I'erreur MMSE indépendante de ¢’ de ma-
trice de covariance égale a l'identité. Pour retrouver le signal d’information, le décodeur doit
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identifier la classe A; + ¢ qui contient ¢’. Cela se fait en deux étapes. La premiere consiste a
trouver :

Z = argmin, . yomr |y’ -BGz

ou G est la matrice génératrice du réseau de codage A, et la deuxieme a décoder le mot de code.
Le mot de code décodé est alors :

¢ = [GZz] mod A,

Le signal aléatoire u rend le bruit indépendant du signal transmis asymptotiquement. Cela
permet d’avoir une probabilité d’erreurs indépendante du signal transmis en utilisant un dé-
codeur de réseaux de points.

Dans notre cas de figure, la matrice génératrice du réseau de codage est G = Bd, ot B est
définie comme suit :

BB =1+ H'H

Le schéma de codage/décodage en mod-A permet de voir que l'information transmise est codée
en classes au lieu des points du réseau. Ainsi, une constellation finie va pouvoir étre vue comme
une constellation infinie et 'application d"une réduction devient possible.

5.3 Méthodes de réduction existantes

La théorie de réduction des réseaux de points remonte a plus d"un siecle. Elle découle des tra-
vaux effectués sur la réduction des formes quadratiques, telles celles de Hermite et de Korkine
Zolotarev [65,66]], et des travaux de Minkowski [67] sur la géométrie des nombres.

Il existe trois grandes classes de méthodes de réduction : la réduction de Minkowski, la
réduction de Korkine-Zolotaref et la réduction LLL. Les deux premieres permettent d’obtenir
une base réduite optimale. Cependant, leurs complexités sont non-polynomiales, ce qui rend
peu pratiques leurs utilisations. La réduction Lenstra, Lenstra, Lovasz (LLL) produit une base
de vecteurs “relativement” courts et “raisonnablement” orthogonaux avec une complexité po-
lynomiale. C’est la réduction la plus classique et la plus utilisée a I'heure actuelle.

5.3.1 Réduction de Minkowski

Le principe de la réduction de Minkowski consiste a trouver une base des vecteurs les plus
courts du réseau de points. Evidemment, la base trouvée contient le vecteur le plus court du
réseau.

Soit un réseau de points A et soit B = (by,by, - - ,by) sa base. B est le résultat de la réduction
de Minkowski si elle vérifie :

1. bq estle vecteur le plus court de A

2. pour touti = 2---n, b; est le vecteur le plus court dans A indépendant de bq,--- ,bi_1,
tel que I'ensemble des vecteurs (b, - - - ,b;) peut étre complété de fagon a former une base
de A. En d’autres termes, b; ne peut pas s’écrire comme une combinaison linéaire des
vecteurs de la base déja choisis : by, - - - bij_1,b; # Z;;ll xjbj, ot x; € Z.
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Le vecteur le plus court du réseau peut étre trouvé par le biais d'une variante de 'algorithme
de Schnorr-Euchner présentée dans [49].

Malgré l'application de la réduction de Minkowski dans la théorie des nombres, son utili-
sation pratique reste restreinte.

5.3.2 Réduction Korkine-Zolotareff (KZ)

La réduction Korkine-Zolotareff (KZ) est une variante de la réduction de Minkowski mais plus
pratique a utiliser.

Les vecteurs de la base sont les vecteurs les plus courts des réseaux de points orthogonaux
complémentaires engendrés par les vecteurs de la base déja trouvés. De la méme fagon que la
réduction de Minkowski, la base produite contient toujours le vecteur le plus court du réseau.

Considérons un réseau de points A de base B = (bq,by, - -+ ,by). B est résultat de la réduction
(KZ) si elle vérifie :

1. bq estle vecteur le plus court de A

2. Soit A; le réseau de points obtenu par projection de A;_; sur le sous-espace de R"~**1
perpendiculaire a bj_1. b; est le vecteur le plus court de A;.

5.3.3 Réduction Lenstra, Lenstra, Lovasz (LLL)

L’algorithme de réduction le plus classique est celui proposé par Lenstra, Lenstra et Lovasz
(LLL) dans [68]. 1 se distingue par sa complexité polynomiale, ce qui justifie ses diverses ap-
plications : trouver les facteurs irréductibles de polynomes, trouver le polyndme minimal d'un
nombre algébrique, approximation diophantienne simultanée, attaque des systémes cryptés.

Schnorr dans [69] a généralisé cette réduction et a donné 'implémentation pratique de l'al-
gorithme. Dans [Z0], une implémentation en virgule flottante a été développée.

Considérons un réseau de points A de base B = (by,by, - -+ ,by). Le principe de la réduction
LLL consiste a considérer les vecteurs de la base par couple, ott chaque vecteur b; de la base
doit étre le vecteur le plus court dans le réseau de points en dimension 2 engendré par le couple
(bi,bi+1). Dans [69], Shnorr a présenté 1’algorithme de réduction KZ par blocs (en considérant
des blocs de k vecteurs au lieu de couples de vecteurs) qui est une extension du LLL. Du fait que
la réduction LLL soit de nature locale, la base trouvée n’inclut pas obligatoirement le vecteur le
plus court, mais une approximation de ce dernier.

Soit B* = (b*,b;, .-+ ,by) la base obtenue par 1’orthogonalisation Gram-Shmidt de B.

b, = bi-) ub;

Hij = 2
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La base B* est orthogonale, mais n’est pas orthonormale.

Par souci de compréhension, admettons que le réseau de points A soit de dimension 2. La
base (by,b;) de A est le résultat de la réduction LLL (Gaussien reduced) si elle vérifie :

(b1,b2) 1
|b1|2 < 5 (5.1)
bi> < [byf (5.2)

Afin de garantir une complexité polynomiale de l’algorithme de réduction, la deuxieme
contrainte B.2] est relaxée :

4
by* < 3 Ib,/* (5.3)

Revenons maintenant au réseau de points A en dimension n. Soit A; le réseau de points
engendré par le couple de vecteurs (bj,bii1). Le réseau de points résultat de la projection
orthogonale de A; sur by, -+ bi_1 a comme base b;(i) = b} et bi11(i) = b}, + pis1,b]. En
appliquant les deux contraintes Bl et 5.3 sur les couples de vecteurs adjacents (b;,bj+1), nous
obtenons les conditions pour que B soit le résultat de la réduction LLL :

1

iyl < S fori<i<jsn (5.4)
* 2 4 * * 2

bi < 5 bi+1 + [Lll‘+1,,‘bi (5.5)

Une base vérifiant la condition B4 est appelée “size reduced”. L'algorithme LLL s’écrit en uti-
lisant la fonction “SizeReduce” comme suit.

Algorithme LLL

Entrée B = (by,---,by,)
Tant que: il existe ¢ ne vérifiant pas la condition 5.3
Echanger (b;, b;11)

Mettre a jour les pupi et by,
B « SizeReduce(B)

Retourner B

SizeReduce(B)
Pour j=2.---n
Pouri=j5—-1---1
by — bj — (1) bi

Pour k =1---i pjx — pje — (151 tin

Retourner B
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5.4 Nouvelle méthode de réduction : la réduction algébrique

Dans nos constructions de codes ST, nous avons utilisé des réseaux de points algébriques
construits sur des corps de nombres. En nous appuyant encore une fois sur les outils algébriques,
nous nous sommes proposés de construire une nouvelle méthode de réduction adéquate aux
réseaux de points algébriques. Notre méthode va porter dans un premier temps sur les systemes
de transmission mono-antenne sur canaux a évanouissements rapides (Fast-Fading - FF) dans
le but de la généraliser pour les systemes a antennes multiples. La généralisation fera ’objet de
futurs travaux.

Avant de présenter le principe et I’algorithme de la réduction algébrique, nous commence-
rons par la définition du systéme de transmission considéré.

5.4.1 Systeme de transmission considéré

Considérons un systeme de transmission mono-antenne sur un canal FE. Pour combattre les
évanouissements causés par sa grande variabilité dans le temps, un précodeur apportant de la
diversité de modulation peut étre utilisé [33]34]]. Le précodage consiste a appliquer une matrice
unitaire au vecteur composé de symboles d’information complexes, augmentant ainsi la di-
mension algébrique de la constellation initiale. Un exemple détaillé en dimension 2 et illustrant
l'utilisation des constellations tournées a été présenté dans le paragraphe (2.7).

Soit @ la matrice de précodage de dimensionnxnets = (s1,52,- - - ,5,) le vecteur de symboles
d’information. Le vecteur regu s’écrit :

y=H-®-s+w (5.6)

La matrice du canal H est une matrice diagonale a entrées indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d), de moyenne nulle et de variance 0.5 par composante réelle.

H = diag(hi 1, )

w est le vecteur du bruit additif blanc Gaussien de moyenne nulle et de variance o? par com-
posante réelle.

Dans le paragraphe (5.2), nous avons montré que "utilisation d'un schéma de codage/décodage
en mod-A rend possible I'application de de la réduction en considérant des constellations fi-
nies. Notre objectif étant de construire une nouvelle méthode de réduction algébrique avec un
bon compromis complexité-performance, nous allons nous limiter dans la suite, par souci de
simplification, aux réseaux de points infinis, en prenant les symboles d’'information dans Z[i]".
L’application du schéma de codage/décodage en modA n’altérera pas les performances de la
réduction construite.

— Définition de la matrice de précodage ¢
Notre intérét portera sur les matrices de précodage définies sur des corps cyclotomiques [33} 34]
dont la construction repose sur le plongement canonique dans le corps cyclotomique.

Le corps de base L est choisi égal a Q(i). Soit 6 = {y = e X la N®™e racine de l'unité de
degré ®(N) = n, ou P(N) est la fonction d’Euler donnant le nombre d’entiers premiers avec N
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et plus petits que N. K = L(0) est le corps cyclotomique de degré n sur L. Il est alors totalement
complexe de signature (0,n). Soit 0 le générateur du groupe de Galois de K :

4T
0: > (ner

L’anneau des entiers Ox = ZJ[i,0] est engendré par la base intégrale B = (1,6,92, e ,6”‘1). Le
plongement canonique de Ok dans C" est 'homomorphisme défini comme suit :

OK—>Cn

x = (@)t ®), 0" ()

En appliquant ce plongement canonique a la base intégrale B, on obtient la matrice de rotation
complexe engendrant le réseau de points A(Ok) :

1 0 gn-1
2 0 2 Qn—l
(D:% 1 a- (0) ) (7(‘ ) 5.7)
1 o1 ©) - o1 (Qn—l)

5.4.2 Représentation matricielle des éléments de K

La représentation matricielle des éléments du corps cyclotomique est un outil qui nous sera
utile dans la suite pour établir le résultat de la réduction algébrique. C’est pourquoi nous le
présentons des a présent.

A chaque élément x € K, on peut associer une matrice T, € M, (L) tel que :

[y

det T, = Ngr(x) = | | o/(%)
j

1]
o

vérifiant :
diag(o/(x)j=0..n-1) - @ = D - Ty

Si x est dans I'anneau des entiers Ok alors la matrice T, est dans M, (Op). Explicitement T,
s’écrit :

Tr(x) Tr(x0) oo Tr(x0™ 1)
T 1 Tr(x0™1) Tr(x) oo Tr(x0"2)
T : : :
Tr(x0~ 1) Tr(x6="-2) ... Tr(x)

Exemple : Soient 0 = et = \/Li (1+1), K=0Q(,0), eta(0) = —60. Pour toutz = x + y0 € O ot

x,y € L, la matrice T, associée a z s’écrit :
x iy
T, = € L
z [ y X ] MZ( )

Cette représentation est aussi un homorphisme de corps car elle conserve au niveau matriciel
les propriétés de 1’addition et de la multiplication dans K.




CHAPITRE 5. 129

5.4.3 Laréduction algébrique

Comme nous l'avions déja définie au premier paragraphe, la réduction de réseaux de points
consiste a chercher une base du réseau composée des vecteurs les plus courts et les plus ortho-
gonaux possibles.

L’'idée de la réduction algébrique repose sur la transformation de I'évanouissement en un
changement de base, retrouvant ainsi une base quasi-orthogonale du réseau.

Réécrivant la matrice du canal H sous la forme suivante :

[
i=1

- cH (5.8)

1
n

H

-diag(ay,az, ... a,)

Nous avons donc |H?=1 ai| = 1, par la suite |[det(Hy)| = 1. Supposons qu’il existe une unité u de
Ok, telle que :

(a1], laal, ..., lanl) = (@), |o*@)], -, [o" " w)]) (5.9)
Posons pourk=1---n:
Br = arg(ay) — arg(c* " (u))
Nous avons alors :
(1,02, . ..,) = (€6 (w),eP ' (), - - &P a1 (w)) (5.10)

En utilisant les deux équations B8 et E10 le signal requ défini dans 1'équation B.f se récrit :

y = HdD-s+w
c - diag(e? 2, - - ePr). diag(c®(u),o(u), - 0" (w) D -s+w (5.11)
cW-U-D-s+w (5.12)

En utilisant la représentation matricielle des éléments de K présentée au paragraphe précé-
dent, nous définissons la matrice T, correspondante a 1'unité u. Nous avons alors

U D= T,
En remplagant dans nous obtenons alors :
y=c-W- DO -T,-s+w (5.13)

u étant une unité, par définition (def. [[33), sa norme est égale a £1 ou =+ i. Par la suite le
déterminant de la matrice T, est égal a +1 ou = i. De plus elle est définie sur Z[i]. T, est alors

matrice unimodulaire. D’ou :
T, - Z[i]" = Z[i]"

Soit le vecteur z défini comme suit :

z=T, -seZ[i]"




130 5.4. NOUVELLE METHODE DE REDUCTION : LA REDUCTION ALGEBRIQUE

L’équationm se réécrit en fonction de z :
y=c-W-DP-z+w (5.14)

La matrice W est diagonale et son déterminant est de module égal a 1. La matrice ® est uni-
taire. Ainsi, nous avons réduit notre réseau de points et la matrice T, est la matrice de réduction.

Cependant, cette réduction n’est possible que lorsqu’il existe une unité u vérifiant B.10} ce
qui n’est pas toujours vrai. Il nous faudra donc chercher une unité u tel que les modules de
u et de ses conjuguées approximent au mieux les modules des a;, i = 1---n. Soit & la matrice
représentant I’erreur d’approximation. Elle est définie comme suit :

| ol
|loo@w)| |or@)|” o1 (w)|

é = diag(él/EZI e /57’1) = dlag

Le vecteur regu s’écrit finalement en tenant compte de 1’erreur d’approximation :
y=c-W-&D-z+wW

La question qui se pose maintenant : comment trouver la bonne unité u ?. Cette question
sera traitée au paragraphe suivant en utilisant le réseau logarithmique (def. [.33)).

5.4.4 Le décodage du réseau logarithmique

Ilexister =s+t—1unitésde K, u;, [ = 1...r. Toute unité u de K s’écrit d"une fagon unique sous

la forme :
s+t—1

u=e- H uf" (5.15)

=1

ouk € Z,1=1...r, ¢ est une racine de 'unité et (1;),=1_, le systeme d’unités fondamentales
de K. En utilisant le plongement logarithmique de K*dans R®*!, nous construisons le réseau
logarithmique 0y (ux) dont la matrice génératrice s’écrit de la fagon suivante :

log |o1(u1)l logloa(ui)l  ---  loglos+s(u1)l
~ log |o1(u2) logloa(uz)l  --- loglos+t(uz)l
10g lo1 (Ussi-1)] 10g loo(Uyss—1)] -+~ 10g o6+t (tsst-1)]

Soit u une unité. Définissons le vecteur U comme suit :
Ulog = (loglo1(u)l, ..., logloss(u)])
D’apres I'équation B.IH le vecteur Uyyg s'écrit dans le réseau logarithmique 0,4 (11x) :
Ulog = (ki/ka, -+ ko) - G

Ainsi le décodage du réseau logarithmique permet de trouver 1'unité u tel que le vecteur
(lo1()l, lo2(u)l, ..., lon(u)]) approxime le vecteur (|la1],|azl, ..., la,l). Il peut étre accompli par le
biais des décodeurs de réseaux de points étudiés au chapitre précédent, le décodeur par spheres
et le Schnorr-Euchner. Un décodage sous-optimal peut étre aussi utilisé.
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5.4.5 L’algorithme de la réduction algébrique

L’algorithme de la réduction algébrique peut étre résumé en 4 étapes :

1- Normalisation de H

2- Sortir les phases de la matrice H

3- Approximer la matrice module de H par une unité u et ses conjuguées
—= Décodage du réseau logarithmique

4- Calculer la matrice de passage T,

La premiere, la deuxiéme et la quatrieme étapes de la réduction algébrique sont simples et
élémentaires. La troisieme est le coeur de l'algorithme de réduction, dont dépend la qualité et
la complexité de I'algorithme. En effet, la réduction est d’autant plus optimale que 'approxi-
mation du vecteur (|a1], |a2], ..., |a,]) par le vecteur (o1 (w)l, lo2(u)l, ..., o, (u)]) est bonne, avec u
une unité de Ok. Cela dépend du décodage du réseau logarithmique ainsi que ses propriétés.

Quant a la complexité de ’algorithme de réduction, elle dépend directement de la complexité
de décodage du réseau logarithmique. En remarquant que le réseau logarithmique est réel, la
complexité de son décodage par un décodeur de réseaux de points reste raisonnable. Nous
pouvons aussi penser a un décodage sous-optimal afin de réduire encore plus la complexité.
En conclusion, la complexité de l’algorithme de réduction algébrique reste trés raisonnable, ce
qui favorise son implémentation pratique.

5.5 Performances de la réduction algébrique

Nous considérons un systeme mono-antenne sur canal a évanouissements rapides employant
un précodage linéaire. Apres application de la réduction algébrique, le signal requ s’écrit :

y=c-W-& D z+w (5.16)

Notre objectif étant d’étudier les performances de la réduction algébrique, nous employons,
pour compléter notre chaine de transmission, une détection par Forcage a Zéro (ZF) pour
décoder y. Notre étude portera sur les réseaux de points en dimension n = 2, 4 et 8.

5.5.1 Détection par Forcage a Zero (ZF)

Reprenons 1'équation Du fait que les matrices W et & sont diagonales et la matrice @
unitaire, une simple détection ZF peut étre utilisée pour décoder le vecteur s émis.

La détection ZF consiste a 1'inversion du canal suivie d'une détection a seuil. La sortie du
détecteur ZF s’écrit :

1 _
p = [E.q)H.g 1.1pH.y]

1
[Z+E-CDH-£_1-\I’H-W]

= [Ty -s+wq]
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oll wq reste un vecteur Gaussien. [x] est I'entier le plus proche de x. Retrouver § a partir de p
reste évident puisque T, € Z" :
5=T, -p
On conjecture que la réduction algébrique suivie d'une simple détection ZF permet 1’ob-
tention d"une diversité maximale. En effet, la matrice représentant I’erreur d’approximation est
bornée par le rayon de recouvrement du réseau logarithmique.

5.5.2 Réseauxde points complexe en dimension 2

Nous considérons comme matrice de précodage la matrice @ construite sur le corps cycloto-
mique de degré 2, K = Q(0), ou 0 = e

111 0
o= 5]
La signature du corps K est égale (0,2), par la suite, son systeme d’unités fondamentales se
réduit a une unité : u; = 1 +i—ieT = 6% — 0 + 1 et son réseau logarithmique a A = Z.

Nous avons simulé le systeme de transmission décrit par 1'équation L. en utilisant notre
réduction algébrique. Dans la figure 5.4l nous avons tracé le taux d’erreurs par mot (vecteur s)
en fonction du RSB = I%, pour la détection ZF sans réduction, la détection ZF apreés réduction
algébrique et le décodeur ML.

Nous remarquons que la réduction algébrique avec une simple détection ZF permet de
récupérer la diversité maximale, égale a 2. Le réseau logarithmique étant de dimension 1, son
décodage est élémentaire. Ainsi, la complexité de la réduction algébrique suivie d"une détection
ZF est négligeable par rapport a celle du décodeur ML, tout en gardant quasiment les mémes
performances.

10
x—x ZF
*—% ML
G—O RA+ZF
10t v—v LLL+ZF —
5]
€
8
3 107
14
>
<
o
o
x 10°
T
'_
-4
10
\xz
10°
0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 3

Eb/NO (dB)

Fic. 5.4: Décodage de réseau de points complexe en dimension 2
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5.5.3 Réseau de points complexe en dimension 4

Nous considérons le corps cyclotomique de degré 4 sur Q(i), K = Q(0), o1 0 = e

%. La matrice
de précodage @ est telle que définie dans 'équation B7

ol

1 e e es
. in in . B

111 ides —e1 —ies
D=7 in in B3
211 —es e —e'8

1 —ies —et ies

La signature du corps K est égale (0,4). Par la suite, son systeme d’unités fondamentales se
compose de 3 unités :

up = -1+i-i6?
u, = 1+i6*+6°
uz = —-1-i0+6%+(1+1)63

La matrice génératrice du réseau logarithmique s’écrit :

-0.88 0.88 -0.88 0.88
Gys=| 056 -0.16 -144 1.04
1.04 056 -0.16 -1.44

Nous avons simulé le systeme de transmission décrit par 1’équation B.fl en utilisant notre ré-
duction algébrique. Dans la figure B4 nous avons tracé le taux d’erreurs par mot (vecteur s)

en fonction du RSB = f,—z, pour le détection ZF sans réduction, la détection ZF apreés réduction
algébrique et le décodeur ML.

Nous remarquons, comme en dimension 2, que la réduction algébrique suivie d"une simple
détection ZF permet d’obtenir la diversité maximale, égale a 4. Les performances de la réduction
algébrique suivie d'une détection ZF sont a moins de 3dB des performances ML. Néanmoins,
la complexité est trées faible par rapport a celle du décodeur ML.
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Fic. 5.5: Décodage de réseau de points complexe en dimension 4

5.5.4 Réseau de points en dimension 8

Nous considérons le corps cyclotomique de degré 8 sur Q(i), K = Q(0), ou 0 = e%. La matrice
de précodage @ est définie dans I'équation B.71 La signature du corps K est égale (0,8). Par la

suite, son systéme d"unités fondamentales se compose de 7 unités :

u = —-6%>+6°-io’

u, = i+i6*+6°

uz = —(1+1)0*-6°

uy = (F1+0)A+60+6%+0%+i0*+60°+ 0%+ (1+1)6”
us = —-60°+i0°+67

ug = i—i0%*+i0* — (1 +1)6°

u; = 1-i6°+i6”

La matrice génératrice du réseau logarithmique s’écrit :

[ -0.41 1.08 -219 -049 097 -0.03
1.04 -144 -016 056 1.04 -1.44
088 -0.88 0.88 -0.88 0.88 -0.88
Gg=| 227 -157 013 -0.21 -123 0.12
032 097 108 074 -049 -041
-056 -1.04 144 016 -0.56 -1.04
| -0.03 -2.19 032 097 1.08 0.74

Nous avons simulé le systeme de transmission décrit par 1’équation B en utilisant notre
réduction algébrique. Dans la figure B8 nous avons tracé le taux d’erreurs par mot (vecteur s)
en fonction du RSB = I%, pour la détection ZF sans réduction, la détection ZF apres réduction

algébrique et le décodeur ML.

0.74
-0.16
0.88
-0.29
-0.03
1.44
-0.49

0.32 |
0.56
-0.88
0.78
-2.19
0.16
-0.41
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Fic. 5.6: Décodage de réseau de points complexe en dimension 8

La réduction algébrique suivie d'une détection ZF permet I'obtention de la diversité maxi-
male, égale a 8. Les performances obtenues sont a moins de 4dB de celles du ML.

5.6 Comparaison de la réduction algébrique avec la réduction LLL

Comme nous 'avons déja vu au paragraphe 5.3.3, la réduction LLL est un algorithme simple
et efficace et dispose d"une complexité polynomiale. La base du réseau de points obtenue par
cette réduction se compose de vecteurs les “plus courts possible” et “raisonnablement” ortho-
gonaux. Labase du réseau de points obtenue par la réduction algébrique est la plus orthogonale
possible. Cette différence dans les propriétés des deux réductions nous permet de prédire, a
priori, qu’avec une détection ZF, la réduction algébrique prend I'avantage sur la réduction LLL
étant donné que la détection ZF ne dépend que de I'orthogonalité de la base.

Dans les figures 5.4 ES et B8 nous avons tracé aussi les performances de la réduction LLL
suivie d'une détection ZF, respectivement des réseaux de points complexes en dimension 2, 4
et 8.

En dimension 2, les deux réductions affichent quasiment les mémes performances. En di-
mension 4, la réduction algébrique prend l’avantage sur la réduction LLL et permet d’obtenir
de meilleures performances. En dimension 8, 1’écart se creuse en faveur de la réduction algé-
brique. Cela s’explique par le fait que la réduction LLL ne permet pas d’atteindre la diversité
maximale, alors que la réduction algébrique 1’atteint toujours.

Au dela de l'aspect performance, la complexité de la réduction algébrique est tres rai-
sonnable et son implémentation demeure trés simple et mieux adapté aux réseaux de points
algébriques.
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5.7 Accélération des décodeurs de réseaux de points en utilisant la
réduction algébrique

Dans le chapitre 4, nous avons évoqué la réduction de réseau de points comme un outil per-
mettant d’accélérer le décodage par les décodeurs de réseaux de points, décodage par spheres
et Schnorr-Euchner. Afin de confirmer ce résultat, nous avons mesuré le temps de recherche du
Schnorr-Euchner avec et sans réduction.

Nous avons tracé dans la figure B.71e temps de recherche du décodage du réseau de points
en dimension 8, par le Schnorr-Euchner avec et sans réduction, en fonction du RSB = II\EI_Z (dB).
Nous avons utilisé la réduction LLL et la réduction algébrique. Les résultats des simulations
confirment le gain en temps de recherche apporté par l'application d"une réduction avant le
décodage du réseau. Le gain est plus important pour les faibles et moyens RSB.

Le gain en temps de recherche apporté par la réduction algébrique par rapport a la réduction
LLL, a faible et fort RSB confirme que le résultat de la réduction algébrique est meilleur que
celui de la réduction LLL.

1600,

4

1400

1200

1000

Temps de recherche en secondes

800

6000 3 6 9 12 15 18 2]

Eb/NO (dB)

Fic. 5.7: Temps de recherche du décodage du réseau de point complexe en dimension 8 par le
Schnorr-Euchner avec et sans réduction

Conclusion

La réduction de réseau de points consiste a trouver une base optimale du réseau composée de
vecteurs "les plus courts” et les “plus orthogonaux” possibles. Dans la littérature, il existe trois
méthodes de réduction de réseau de points. La plus classique et la plus utilisée est la réduction
LLL qui se distingue par sa simplicité et sa complexité polynomiale.

Dans ce chapitre nous avons proposé une nouvelle méthode de réduction algébrique pour
un systéme mono-antenne sur un canal a évanouissements rapides utilisant, dans le but d’in-
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troduire de la diversité de modulation, un précodage linéaire. L'utilisation du schéma de co-
dage/décodage en mod A rend l'application de la réduction possible en considérant des constel-
lations finies.

La réduction algébrique suivie d'une simple détection ZF permet d’atteindre 'ordre de
diversité maximal. En dimension élevée, la détection ZF s’avere insuffisante pour atteindre les
performances ML. On pourrait penser que 1’'approximation du vecteur des amplitudes par une
unité et ses conjuguées n’est plus suffisamment bonne.

Pour clore ce chapitre, nous pouvons dire que différentes améliorations restent a faire sur
cette nouvelle méthode de réduction algébrique, parmi lesquelles nous citons :
Exploiter la structure du réseau logarithmique afin de mieux le décoder
Prouver que pour une dimension quelconque la diversité maximale est atteinte
Appliquer laréduction a des constellations finies en utilisant le schéma de codage/décodage
en modA
Etendre la réduction algébrique aux cas des systémes MIMO.







Conclusions et Perspectives

Conclusions

Dans ce mémoire, nous avons étudié le codage et décodage Espace-Temps (ST) des systemes
a antennes multiples dans le cas cohérent, considérant un canal quasi-statique non sélectif en
fréquence.

Au niveau du codage ST, nous avons proposé deux nouvelles constructions de codes ST
en blocs pour une longueur temporelle du code égale au nombre d’antennes a 1’émission :
les codes Quaternioniques et les codes Parfaits. Ces nouveaux codes se distinguent par un
rendement plein, une diversité pleine et des déterminants minimaux ne s’évanouissant pas
lorsque 1'efficacité spectrale augmente. Nous rappelons que le gain de codage des codes ST
est le déterminant minimal de la différence de deux mots de code maximisé. Les constructions
effectuées sont algébriques, se basant essentiellement sur les algebres cycliques de division de
centre Q(i) et Q(j). Dans un premier temps, nous avons construit les codes Quaternioniques
pour les dimensions 2, 3 et 4. Il s’est avéré que leurs performances, pour les dimensions 3
et 4, se dégradaient a cause de la répartition non uniforme de 1’énergie dans le mot de code.
Nous avons alors construit les codes Parfaits, palliant au probleme énergétique. Ces codes ont
une efficacité énergétique qui se traduit par une méme énergie moyenne de transmission a
chaque instant par chaque antenne émettrice, et des constellations transmisses ne présentant
aucune perte de forme par rapport aux constellations émises. Les codes parfaits existent pour
les dimensions 2, 3, 4 et 6. Pour la dimension 2, il existe une famille infinie de codes Parfaits.
Nous avons appelé “Golden code” le meilleur code de cette famille en terme de déterminant
minimal. En s’inspirant de la construction des codes Parfaits, nous avons construit les codes
parfaits rectangulaires. Ces codes se caractérisent par des longueurs temporelles supérieures
au nombre d’antennes a 1’émission et offrent des gains de codage plus élevés.

Par ailleurs, il a été démontré récemment que les codes ST construits sur les algebres cy-
cliques de division de centre Q(i) et Q(j), admettant des déterminants minimaux ne s’évanouis-
sant pas lorsque 'efficacité spectrale augmente, atteignent le compromis gain de multiplexage-
diversité. Evidemment, nous pouvons facilement conclure que nos codes Quaternioniques et
Parfaits atteignent bien cette frontiere multiplexage-diversité. Les codes Quaternioniques ont
été les premiers codes a atteindre cette frontiere.

Au niveau décodage, nous avons modifié les deux décodeurs de réseaux de points, déco-
dage par spheres et Schnorr-Euchner, pour pouvoir décoder des constellations finies. Cela nous
permettait, moyennant un passage a la représentation en réseaux de points des codes ST, de les
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appliquer a notre schéma de transmission. L'utilisation de ces décodeurs s’aveére intéressante du
fait qu’ils offrent les performances ML avec une complexité mesurée. L’étude et la comparaison
des complexités des versions modifiées des deux décodeurs nous ont permis de statuer sur le
décodeur a choisir, a savoir, le Schnorr-Euchner.

La réduction des réseaux de points permet I'accélération de leur décodage en leur offrant
une meilleure base composée de vecteurs les “plus courts” et les “plus orthogonaux” possibles.
En utilisant le schéma de codage/décodage en mod-A, l'application de la réduction devient
possible en considérant des constellations finies. Nous avons proposé une nouvelle méthode
de réduction algébrique pour un systeme mono-antenne sur un canal a évanouissements ra-
pides utilisant un précodage linéaire. La réduction algébrique suivie d'une simple détection
ZF permet d’atteindre I'ordre de diversité maximal. De plus, sa complexité est tres raisonnable
favorisant ainsi son implémentation pratique.

Perspectives

Plusieurs améliorations peuvent étre apportées a la réduction algébrique afin d’optimiser ses
performances et réduire sa complexité. D'un c6té, les performances de la réduction sont étroite-
ment liées a la finesse de 'approximation des évanouissements normalisés par une unité et ses
conjugués, d'un autre coté, la qualité de I’approximation ne dépend que des caractéristiques du
réseau logarithmique. Cela laisse a penser qu’en choisissant le réseau logarithmique selon des
criteres bien choisis, nous pouvons améliorer les performances de la réduction algébrique. Par
ailleurs, en analysant en profondeur les exemples des réseaux logarithmiques proposés dans ce
mémoire, nous remarquons l’existence d’une structure circulaire entre les lignes de la matrice
génératrice. L'exploitation d"une éventuelle structure du réseau logarithmique pourrait aider a
accélérer son décodage et ainsi accélérer la réduction elle méme. Le point le plus important qui
reste a traiter demeure la généralisation de la réduction algébrique pour le cas des systemes a
antennes multiples employant un codage ST algébrique en blocs.

Des codes rectangulaires cohérents ont déja été utilisés dans les systemes MIMO non cohé-
rents [[Z1]]. Les bonnes propriétés des codes parfaits laissent envisager de bonnes performances
pour leur version non cohérente.

Actuellement, il y a un regain d’intérét dans la communauté “Théorie de l'information”
pour les couches autres que la couche physique (“cross-layers”) sur les systemes sans fil. Le
compromis “multiplexage-diversité” est un moyen assez simple d’étudier les limites de tels
systémes. On peut citer des applications au canal a acces multiple [72]], & 'ARQ [73] ou aux
communications avec relai [[Z4]. On sait que ce compromis peut étre atteint sur le canal MIMO
soit par des codes longs [[75] soit par nos codes (codes quaternioniques et parfaits). Nous
pensons que les méthodes utilisées dans nos constructions peuvent étre étendue a ces cas.
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Annexe A

Rappels de théorie des corps de classe

Plusieurs notions issues de la théorie des corps de classe (Class field theory) sont essentielles
pour établir les résultats des démonstrations des différentes annexes. Parmi ces notions nous
citons : la valuation, les nombres p-adiques et le symbole de norme de Hasse (“Hasse Norm
Symbol”) et ses propriétés.

A.1 La Valuation

Soit un corps K. Une valuation dans K a valeur dans un groupe abélien G (généralement égal a
Z ou R), est une application :
v:K—> GU oo}

vérifiant les propriétés suivantes, pour touta,b € K :
1. v(0) = o0
2. v(ab) = v(a) + v(b) (équivalent a dire que v est un homomorphisme de groupe)

3. v(a + b) > minf{o(a),v(b)}, il y a égalité si v(a) # v(b) (c’est une translation de l'inégalité
triangulaire dans les espaces métriques)

On appelle anneau de valuation :

A={aeK|ov) = 0}uU{0)

A.2 Nombre p—adique

Pour tout nombre premier p, 'ensemble des nombres p-adiques est une complétion du corps
des rationnels décrit par Kurt Hensel en 1897. Ces ensembles ont été utilisés pour résoudre des
problemes de la théorie des nombres en appliquant le principe local-global de Helmut Hasse,
qui stipule sommairement, qu'une équation peut étre résolue sur le corps des rationnels si et
seulement i elle peut étre résolue sur le corps des réels et sur 'ensemble des nombres p-adiques,
pour tout les nombres premiers p.

Un nombre rationnel x € Q peut s’écrire :

Ty

x=—
s
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144 A.3. LE SYMBOLE DE NORME DE HASSE

ol p est un nombre premier. 7, s des entiers indivisibles par p et 4 un entier unique.
La norme p-adique d’un élément x de Q est :

a

|x|p = P_

etona IOIIZJ =0.
La valuation p-adique est une valuation sur le corps K = Q a valeurs dans Z :

vp(x) =a
La norme p-adique définit une métrique dans Q, soit :
dy(x,y) = |x - y|p

En considérant la métrique usuelle donnée par la valeur absolue, le corps des nombres
rationnels n’est pas complet. Par exemple la série définie par x; = 1 et x,41 = 2 + % est une
série de Cauchy de nombres rationnels mais qui ne converge pas vers une limite rationnelle.
Elle converge vers V2.

En considérant la métrique “valeur absolue”, I'ensemble des nombres réels R et I'ensemble
des nombres complexes C sont complets . Pour un nombre premier p donné, I'ensemble des
nombres p-adiques Q, est complet. En considérant la métrique p-adique, Q, complete Q . De la
méme fagon, R complete Q en utilisant la métrique usuelle “valeur absolue”.

L’ensemble des entiers p-adiques Z,, forme un sous-anneau de Qy.

Tout x € Q, peut étre écrit d"une fagon unique sous la forme suivante :

[o¢]
i=k

ol k est un entier, etles a; € {0, --- ,p — 1}. Cette série converge vers x en considérant la métrique
d
p .

A.3 Lesymbole de norme de Hasse

Nous introduisons la notion “symbole de norme de Hasse” [76] qui permet de vérifier si un
élément est une norme.

Dans la suite, K/F sera un corps d’extension d"un corps de nombres, que nous supposons
abélien. Notons K, la complétion de K relativement a la valuation v. Soit 7, le plongement de K
dans K.

Définition : A.1 [[76] p. 105] K/F un corps d’extension abélien d’un corps de nombres, et Gal(K/F) son
groupe de Galois. Le “symbole de norme de Hasse” est :

(“KE): K - Gal(K/P)
x P (%)
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La propriété principale de ce symbole est le fait qu’il permet de vérifier si un élément est
une norme locale [76} p. 106,107].

Théoréme : A.1 Nous avons (#) = 1si et seulement si x est une norme locale a v pour K/F.

Pour pouvoir calculer le “symbole de norme de Hasse”, nous aurons besoin de connaitre
certaines de ses propriétés.

Théoréme : A.2 Nous avons

(xy,K/F) _ (x,K/F) (y,K/F)

1% 1% 1%

Théoreme : A.3 Siv ne se ramifie pas dans K/F, alors pour tout x € F* :

(5=
v ) v
ol (ﬁ) est le Frobenius de v pour K/F, et v(x) est la valuation de x.

v

Pour la suite, il est suffisant de savoir que le Frobenius(g) est un élément du groupe de

Galois de K/F (nous n’avons pas besoin de connaitre sa valeur exacte). Une définition plus
précise est donnée dans [76, p. 107]

Corollaire : A.1 Si v ne se ramifie pas, alors une unité est toujours une norme.
Cela est évident du fait que la valuation d’une unité est nulle.

Théoreme : A.4 [[Z6] p. 113] Soit K/F une extension finie. Pour tout x € F* nous avons :

[1(4)-

oit le produit est défini sur tous les places v.

D’apres le corollaire [AJ] une unité est toujours une norme locale si v ne se ramifie pas. Etant
donné que nous nous intéressons a montrer qu'une unité y n’est pas une norme, il suffirait de
trouver une contradiction pour un v ne se ramifiant pas.







Annexe B

i n’est pas une norme dans Q(7, /p)/Q(7)

Dans cette annexe, en utilisant les nombres p-adiques, nous montrons que i n’est pas une norme

dans Q(;, 1/p)/Q(0).

Rappelons d’abord la caractérisation d"un carré dans un corps fini. Soit p un nombre premier
et notons GF(p) le corps fini composé de p éléments.

Proposition : B.1 [[77)] Soit x € GF(p)*. Nous avons :

X est un carré & x% =1
Corollaire : B.1 Sip = 1(mod4) alors —1 est un carré dans GF(p).

Dans notre cas, p est un nombre premier tel que p = 5(mod8) et K = Q(i, 4/p) une extension
relative de Q(i). Soit x € K, alors x s’écrit x = a + b+/p, avec a,b € Q(i). La norme relative de x
dans K/Q(i) s’écrit :

Nijo () = (a+bp)a—bp) =a* - pb? (B.1)

Notre objectif est de montrer que 1’équation :
Nijqap(x) =i

n’a pas de solution.
Nous allons montrer que cette équation n’a pas de solution dans le corps des nombres
p-adiques Q, et par la suite n’a pas de solution dans K.

Soit Z,, = {x € Q, | vy(x) > 0} I'anneau de valuation de Q,.v,(x) est la valuation de x dans p.
Nous allons tout d’abord vérifier que i € Z,. En effet, il existe un plongement de Q(i) dans Q,
sile polyndme minimal de i, x* + 1 a des racines dans Z,. En utilisant le lemme de Hensel [8,
p. 75], il suffit de vérifier que —1 est un carré dans GF(p).

Par hypotheése p = 5(mod8), par la suite p = 1(mod4). D’apres le corollaire B} —1 est un
carré dans GF(p).

Proposition : B.2 L'unitéi € Z[i] n'est pas une norme, i.e. il n’existe pas de x € K tel que Ny g (x) = i
, ot K = Q(i, +/p) avec p = 5(mod8).

147



148

Afin de prouver la proposition, il suffira, d’apres I'équation[BJ], de prouver que 1'équation :
a* —pb? = i,a,b € Qi) (B.2)
n’a pas de solution.

En utilisant le plongement de Q(i) dans Q,, cette équation peut s’écrire dans Q, comme suit :
a* —pb* =y +px,ab € Qi), x,y € Z, (B.3)

ott y* = —1. Si I'équation B2 a une solution, alors cette solution reste valable dans Q,. Par la
suite, montrer que I'équation B3 n’a pas de solution permet de prouver la proposition B2, et
clore par la suite la démonstration.

En terme de valuation, nous avons :

0p(@® = pb*) = v, (y + px)
Comme x € Z, et y est une unité, nous avons alors :
vp(y + px) = inf{o,(y),0,(x) + 1} =0
Et puisque les valuations sont distinctes, nous obtenons 1’égalité suivante :
vp(a2 - pbz) = inf{o,(y),vp(x) + 1} =0

L'unique cas possible est v,(a) = 0 ce qui implique que a € Z,. Par conséquent b € Z,. Nous
avons alors :
a* —pb* = y+px, a,bx,y € Z, (B.4)

En réduisant'équation[B.4l(modpZ,), nous remarquons que y doit étre un carré dans GF(p).
Comme y? = —1 et p = 5(mod8) alors y*~1/2 = (=1)P~D/* = —1. D’apres la proposition BJ] y
n’est pas un carré, d’ou une contradiction.

—i n’est pas une norme dans Q(i, /p)/Q()

De la méme fagon, nous pouvons montré que —i n’est pas une norme dans K . L'équation
devient :
2 2 _
a~—pb~=-y+px,abxy€Z,

En réduisant cette derniere équation mod(p), nous pouvons voir que, pour avoir une solution
y doit étre un carré dans GF(p). Comme (—y)?~V/2 = (-y)?> = > = -1, y ne peut pas étre un
carré, d’ou la contradiction.




Annexe C

j et /> ne sont pas des normes dans

Q(j2 cos (%))/Q()

Dans cette annexe, nous prouvons que j et j>ne sont pas des normes dans K = Q(j,2 cos (27” )) /Q()).
Pour cela, nous montrons, en calculant leurs symboles de norme de Hasse, qu’ils ne sont pas
des normes locales. La preuve correspondate a j et celle correspondante a j* étant similaires,
nous détaillerons dans la suite que la premiere et nous donnerons les principaux points de la
deuxiéme.

C.1 jn’est pas une norme dans Q(j,2 cos (27”>) /Q(7)

Proposition : C.1 L'unité j n’est pas une norme dans Q(j,2 cos (27”))/{2( -

Dans notre cas, K = Q(j,2 cos (27”)) est une extension relative de Q(j). Nous avons :

7Z]j] = (j=2)(j +3) = pra7.

Pour montrer que j n’est pas une norme dans K, il suffira de montrer que j n’est pas une norme
locale dans py.

Nous cherchons un y satisfaisant :

y 1 (mod j - 2) (C.1)
jy = 1(mod j+3) (C.2)

En utilisant le théoreme du reste chinois appliqué a Z[j], nous trouvons y = 7 — 3j avec

(1)Z[j] = pyo. Soit (X’K/ £ ) le symbole de norme de Hasse. En appliquant la formule du produit

v

(Th.[AZ4) nous avons :
iy,K/F iy,K/F iy,K/F
N ) [ e e
v . v L v
v v se ramifie v ne se ramifie pas
Etant donné que la ramification dans K/Q(j) est uniquement en 7, le produit dans les places

ramifiées donne (M) (M) Par linéarité (Th.[A2), nous avons (xy X F) = (x’K/ F) (y'K/F).

7 a7 v v v
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Puisque y € py9, sa valuation est nulle pour v # py9. Nous savons aussi que la valuation
d’une unité est nulle. Nous déduisons alors que le produit sur les places non ramifiées s’écrit :

L, (5T, )

v ne se ramifie pas v ne se ramifie pas

La simplification de I’équation[C.3 donne :

(J}K/F)(y,K/F) (f]//K/F)(]//K/F) _q
p7 p7 q7 P79

Le choix de y (équations[CIlet[C2) implique que le deuxiéme et le troisieme termes sont égaux

a 1. Finalement nous avons :
(j,K/F) (y,K/F) _1

p7 P79

JKIE

= ) # 1, ce qui veut dire

Comme pyg est inerte, le second terme est différent de 1. Par la suite (
que j n’est pas une norme dans py.

C.2 j? n’est pas une norme dans Q(j,2 cos (27”)) /Q())

Proposition : C.2 L'unité j* n’est pas une norme dans Q(j,2 cos (27”)) /Q()).

Nous gardons les mémes notations que la démonstration précédente. Nous montrons que
j2 n’est pas une norme locale dans py, et par la suite elle n’est pas une norme dans K.

Soit y = 5j — 9 vérifiant :

y 1 (mod j —2) (C.4)
7y = 1(mod 3+ j) (C.5)

Nous avons (y)Z][j] = pi51. En reprenant le méme calcul que dans la démonstration précédente,

p151 est inerte, d’ol1 j2 n’est pas une norme dans K.




Annexe D

—1 n’est pas une norme dans

Q(i,2 cos($8))/Q(0)

Nous montrons dans cette annexe que i = —1 n’est pas une norme dans K = Q(;,2 cos( £))/Q().

La démarche générale de la preuve est la méme que celles présentées dans I’annexe precedente

Toutefois, il faut étre plus prudent, puisque la ramification dans Q(i,2 cos(%—g)) /Q(i) apparait
dans deux nombres premiers.

Proposition : D.1 L'unité —1 n’est pas une norme dans Q(i,2 Cos(%)) /0Q(0).

Nous avons :
57]i] = (i +2)(i — 2) = psqs et 3Z[i] = 3 = p3.

Pour montrer que—1 n’est une norme dans K, il suffira de monter que —1 n’est pas une norme
locale dans ps.

Nous cherchons y dans Z][i] vérifiant :

y = 1(modi+2) (D.1)
-y = 1(modi-2) (D.2)
-y = 1(mod3) (D.3)

En utilisant le théoreme du reste chinois a Z[i], nous trouvons y = 12i — 25 avec (y)Z[]] = p7e9.
Soit (x KE ) le symbole de norme de Hasse. La formule du produit (Th.[A4) donne :

—yK/F
H( yv/ ):1. (D.4)

v

Etant donné que la ramification dans K/Q(i) est uniquement en 3 et 5, le produit dans les
nombres premiers ramifié est (—y ;I:/ F) (—y qf/ F) (—y pI;/ F).

Comme y € pyg9 , sa valuation est nulle pour v # pzs9. Nous avons aussi que la valuation
d’une unité est nulle. Nous déduisons alors que le produit dans les nombres premiers qui ne

se ramifient pas est :

M, )T () )

v ne se ramifie pas v ne se ramifie pas
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La simplification de I’équation D4l donne :

(—y,K/F) (y,K/F) (—1,1</p) (—y,K/F) (y,K/F) .
P3 P5 P5 qs P769 .

Le premier, le deuxieme et le quatrieme termes sont égaux a 1 du fait que y vérifie les équations
DD etD3 Finalement nous avons :

(—1,K/F) (]/,K/F) _1

Ps P769

Puisque p7s9 n'est pas completement scindé (Split), le second terme est différent de 1. Par la

. ~1K/F .
suite nous avons ( ;,5/ ) # 1. Ce qui nous permet de conclure que —1 n’est pas une norme sur
K.




Annexe E

—1 n’est pas une norme dans

Q(Cog + Crg,1)/Q())

Nous prouvons dans cette annexe que (—j)> = —1 n’est pas une norme dans Q(ps + Cz_g, N/Q3).
La preuve est similaire aux preuves présentées dans les annexes précédentes.

Proposition : E.1 L'unité —1 n’est pas une norme dans Q(Cos + ngl, N/Q()).

Nous avons :
7Z[j] = (j — 2)(j + 3) = pra7 et 2Z[j] = 2 = p».

Pour monter que —1 n’est pas une norme dans K, il suffira de montrer que—1 n’est pas une
norme locale dans py,

Nous cherchons y dans Z][i] vérifiant :

y = 1(modj-2) (E.1)
-y = 1(mod3+)) (E2)
-y = 1(mod 2) (E.3)

En utilisant le Théoréme du reste chinois a Z[i], nous trouvons y = 3 — 8j avec (y)Z[j] = poy.
Soit (M) le symbole de norme de Hasse. La formule du produit (Th.[A4]) donne :

—yK/F
H( yv/ ):1. (E.4)

v

Etant donné que la ramification dans K/Q(i) est uniquement en 2 et 7, le produit dans les
nombres premiers ramifiés est (—y pI:/ F) (—y qI:/ F) (—yé(/F)‘

Comme y € pgy, sa valuation est nulle pour v # pg7;. En plus, nous avons la valuation
d’une unité est nulle. Nous déduisons alors que le produit dans les nombres premiers qui ne

se ramifient pas est :

M, )T () )

v ne se ramifie pas v ne se ramifie pas
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La simplification de 'équation[E4ldonne :

(—y,K/F) (y,K/F) (—1,1</p) (—y,K/F) (y,K/F) .
P2 p7 p7 q7 Po7 .

Le premier, le deuxieme et le quatrieme termes sont égaux a 1 du fait que y vérifie les équations
ETE  et[E3 Finalement nous avons :

)

Puisque pgy n’est pas completement scindé (Split), le second terme est différent de 1. Par la suite

~1,K/F :
nous avons ( ;)7/ ) # 1 .Ce qui nous permet de conclure que —1 n’est pas une norme sur K.




Annexe F

Réduction LLL sur Z]j]

L’algorithme LLL standard sur Z peut étre facilement modifié pour étre appliqué dans Z]j]
[79]. Les deux principaux points sur lesquels il faut étre vigilant sont :

— La division euclidienne : Le quotient de la division euclidienne sur Z[j] est défini de la
fagon suivante : Soit x = x1 + jxp et y = y1 + jy2, x1,X2,¥1,42 € Z. La division de x par y
donne § =21 + jzp, avec z1,z2 € Q. Alors, nous avons x = yq + 1, o1 g = [z1] + j[z2].

— La conjugaison : la conjugaison complexe usuelle est remplacée par la conjugaison dans
Z][j] qui transforme j en j2.
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