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R�sum�

Du fait de l�explosion actuelle des t�l�communications� les op�rateurs sont victimes d�une
crise de croissance les obligeant � installer toujours plus de relais� � d�couper les cellules

zone de couverture d�un relais� en micro�cellules dans les grandes villes� a�n de faire face
� la demande toujours grandissante de communications� Les concepteurs des nouveaux
r�seaux de transmission sont donc constamment � la recherche d�une utilisation plus e��
cace des ressources disponibles�

Une solution est l�utilisation de modulations � haute e�cacit� spectrale� c�est���dire pour
lesquelles chaque symbole �mis contient un grand nombre de bits d�information� Par
ailleurs� il est indispensable d�adapter l��mission aux caract�ristiques du canal radio�
mobile� En e�et� contrairement au canal gaussien� la transmission sur canal radio�mobile
est att�nu�e s�v�rement du fait des �vanouissements li�s aux obstacles et � la propaga�
tion multi�trajets� Lorsque l�att�nuation est trop forte� il est impossible de d�terminer en
r�ception le signal qui a �t� �mis � moins qu�une r�plique moins att�nu�e du signal ne
soit �galement disponible� L�existence de telles r�pliques correspond � l�utilisation d�une
technique dite de diversit��

Deux types de diversit� sont trait�s dans ce m�moire de th�se� qui permettent de combattre
les �vanouissements tout en assurant une transmission � haute e�cacit� spectrale� Tout
d�abord� nous consid�rons la diversit� de modulation� cr��e par l�utilisation de r�seaux de
points tourn�s� Ensuite nous envisageons l�emploi d�une diversit� d�antennes en r�ception�
combin�e avec des antennes multiples en �mission a�n de garantir une forte e�cacit�
spectrale�
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Abstract

One of the e�ects of the explosion in the �eld of telecommunications that we are experien�
cing at the moment is that the operators are� at every instant� victims of a growth crisis
which forces them to install more relays� to cut the cells 
covering the zones of a relay� into
micro�cells in urban areas� in order to meet the growing demand in communications� The
architects of the new transmission networks are therefore constantly in search of available
resources�

A solution is the utilisation of modulations with high spectral e�ciency� that is to say� for
which each symbol emitted contains a large number of bits of information� What is more�
it is necessary to adapt the emission to the characteristics of the mobile channel� In fact�
unlike the Gaussian channel� the transmission on a mobile channel is severely attenuated
by the phenomenon of fading linked to obstacles and the multi�trajectory propagation�
When the attenuation is too strong� it is impossible to determine at reception the signal
which has been emitted unless a less attenuated replica of the signal is equally available�
The existence of such replicas corresponds to the utilisation of a technique called diversity�

This thesis treats of two types of diversity which enable you to combat the phenomenon
of fading while at the same time ensuring high e�ciency spectral transmission� The �rst
type encountered corresponds to the diversity of modulation� with utilisation of rotated
lattices and the second corresponds to a multiple antennas diversity in emission in order
to guarantee high spectral e�ciency�
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Pour des raisons de lisibilit�� la signi�cation d�une abr�viation ou d�un acronyme n�est
souvent rappel�e qu�� sa premi�re apparition dans le texte d�un chapitre� Par ailleurs�
puisque nous utilisons toujours l�abr�viation la plus usuelle� il est fr�quent que ce soit le
terme anglais qui soit employ�� auquel cas nous pr�sentons une traduction�

APP A Posteriori Probability Probabilit� a posteriori
AWGN Additive White Gaussian Noise Bruit additif blanc gaussien
BPSK Binary Phase Shift Keying Modulation de phase binaire
BICM Bit Interleaved Coded Modulation Modulation cod�e avec entrelacement

de bits
CSI Channel State Information �tat du canal
DFE Decision Feedback Equalizer �galiseur � retour de d�cision
EM Expectation�Maximization
fcc face centered cubic 
lattice� 
R�seau� cubique � faces centr�es
FFT Fast Fourier Transform Transform�e de Fourier rapide
FHT Fast Hadamard Transform Transform�e de Hadamard rapide
FRT Fast Rotation Transform Transform�e de Rotation rapide
GSM Global System for Mobile Syst�me global pour les t�l�communications

communications mobiles
IES Intersymbol Interference Interf�rence entre symboles
LLR Log�Likelihood Ratio Logarithme du rapport des vraisemblances
MAQ Quadrature Amplitude Modulation Modulation d�amplitude en quadrature
MIMO Multiple�Input Multiple�Output Entr�es multiples sorties multiples
ML Maximum Likelihood Maximum de vraisemblance
MSE Mean Square Error Erreur quadratique moyenne
MMSE MinimumMean Square Error Erreur quadratique moyenne minimale
NRNSC Non�Recursive Non�Systematic Code convolutif non�r�cursif

Convolutional code non�syst�matique
PAM Pulse Amplitude Modulation Modulation d�impulsion en phase
pdf Probability Density Function Densit� de probabilit�
Peb Bit Error Rate Probabilit� d�erreur par bit
QPSK Quaternary Phase Shift Keying Modulation de phase quaternaire
RSC Recursive Systematic Convolutional Code convolutif r�cursif syst�matique

code
Rx Receiving 
antenna� 
Antenne de� r�ception
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SNR Signal�to�Noise Ratio Rapport signal � bruit
SISO Soft�Input Soft�Output 
decoder� 
D�codeur� � entr�es souples et sorties souples
TCM Trellis Coded Modulation Modulation cod�e en treillis
Tx Transmitting 
antenna� 
Antenne d���mission
ZF Zero Forcing For$age � z�ro
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Liste des notations

Nous avons regroup� ci�dessous les principales notations employ�es dans les di��rents
chapitres du document� Dans la mesure du possible� nous avons tent� de conserver les
m	mes notations d�un chapitre � l�autre� Nous pr�sentons tout d�abord une liste g�n�rale
puis des listes relatives aux di��rents chapitres� On notera que seules les notations qui
di��rent de celles pr�c�demment d��nies seront donn�es dans ces listes� En�n� certaines
notations� apparaissant uniquement de mani�re ponctuelle� ont �t� omises�

Notations g�n�rales

�
z� partie r�elle du nombre complexe z
�
z� partie imaginaire du nombre complexe z
� produit composante par composante
Ck
n �

�
n
k

�
op�rateur combinaison � nombre de mani�res de choisir k valeurs parmi n

dE
u�	u�� distance euclidienne entre les deux points 
les deux vecteurs� u� et u�

dH
u�	u�� distance de Hamming entre les deux points 
les deux vecteurs� u� et u�

D
u� la matrice diagonale n� n ayant sur sa diagonale principale
les composantes u�	 � � � 	 un du vecteur u

E�u� esp�rance math�matique de la variable u
ut transpos� de u 
nombre� vecteur ou matrice�
u� conjugu� de u 
nombre� vecteur ou matrice�
uh transconjugu� de u 
nombre� vecteur ou matrice�
In matrice identit� en dimension n

Q
x� � �
�erfc

�
xp
�

�
fonction erreur

Les r�seaux de points

n � �m dimension de l�espace euclidien
p rang d�un r�seau � 
tr�s vite� on a � p � n�
� un r�seau de points
� � 
�	 � � � 	 �� point origine dans un espace de dimension n
M matrice g�n�ratrice d�un r�seau �
G	 � 

ij� matrice de Gram d�un r�seau �
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dEmin distance euclidienne minimale d�un r�seau �
det
�� volume fondamental d�un r�seau �
V
u� cellule de Vorono� d�un point u d�un r�seau �
� rayon d�empilement d�un r�seau �

 densit� d�un r�seau �
� densit� centr�e d�un r�seau �
Vn volume d�une sph�re de rayon unit� en dimension n
� 
�� coe�cient d�erreur d�un r�seau �
�
�� gain fondamental d�un r�seau �
C constellation tir�e d�un r�seau �
�
C� gain total d�une constellation C
� e�cacit� spectrale par deux dimensions
L diversit� d�un r�seau � ou� de mani�re �quivalente� d�une constellation C
m
yjx� m�trique � maximum de vraisemblance sur canal AWGN
� � 
��	 � � � 	 �n�t vecteur des �vanouissements sur le canal de Rayleigh
m
yjx	�� m�trique � maximum de vraisemblance sur canal de Rayleigh
C rayon de la sph�re utilis�e dans l�algorithme de d�codage par sph�res
C
	 � � �Ca codes convolutifs utilis�s pour construire des r�seaux de points
RM
r	m� code de Reed�M%ller d�ordre r et de longueur m
BWn r�seau de Barnes�Wall en dimension n
W matrice aller de l��galiseur � retour de d�cision 
�ltre transverse�
G � 
gij� matrice retour de l��galiseur � retour de d�cision 
�ltre de retour�
z vecteur entier en entr�e du r�seau de points
�z vecteur estim� en sortie du d�tecteur � seuil du DFE
�z version souple du vecteur estim� �z
x point du r�seau � � vecteur en entr�e du canal
y vecteur en sortie du canal
b bruit additif blanc gaussien sur le canal consid�r�
N
 densit� spectrale de puissance du bruit blanc gaussien en bande de base
� � 
�i� vecteur des multiplicateurs de Lagrange
Eb�N
 Rapport signal � bruit par bit d�information

Les rotations et MAQ multidimensionnelles

R � 
rij� matrice de rotation
I�	 � � � 	IM contellation PAM de taille M
z � 
zi�t vecteur d�entiers appartenant � une constellation MAQ multidimensionnelle
x point appartenant � la constellation MAQ tourn�e � vecteur en entr�e du canal
G
i	 j	 
� matrice de Given correspondant � la rotation d�angle 
 dans le plan 
�ui	�uj�
�I r��exion ou compos�e de r��exions
ZZn�L version tourn�e du r�seau cubique ZZn en dimension n de diversit� L
��
x� polyn�me minimal de �
J Id�al premier
Tk
x� k�eme polyn�me de Tchebiche� du premier ordre
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Hn matrice de Hadamard en dimension n
L�l� nombre de vecteurs de diversit� l
D�d�� nombre de vecteurs d��nergie d�

cj bit cod�
Ext
cj� information extrins�que sur le bit cod� cj
�
cj� probabilit� a priori du bit cod� cj
APP 
cj� probabilit� a posteriori du bit cod� cj
obs
cj� observation sur le bit cod� cj

Modulations pour les antennes multiples

nt nombre d�antennes en �mission
nr nombre d�antennes en r�ception
canal 
nt	 nr� canal avec nt antennes d��mission et nr antennes de r�ception
Es �nergie moyenne d�un symbole
P 
U � V � probabilit� d�erreur par paire � probabilit� de d�coder V lorsque U a �t�

e�ectivement �mis en faisant abstraction des autres mots du code
H � 
hij� matrice des �vanouissements sur le canal MIMO
M taille de la constellation � laquelle appartiennent les symboles �mis
m � log�M nombre de bits cod�s par symbole �mis
Nc nombre de bits cod�s par trame �mise
N taille de la trame �mise 
en nombre de symboles�
u vecteur de bits d�information
c vecteur de bits cod�s
x vecteur des symboles �mis
y vecteur des symboles re$us
Np nombre de symboles pilotes ajout�s � la trame de taille N
�H estimation de H
�N
 estimation de N


� � 
N
	H� param�tres du canal

�tude de la capacit�

H
X� entropie de X
p
x� densit� de probabilit� de X 
de r�alisation x�
H
X	Y � entropie conjointe des variables X et Y
H
XjY � entropie conditionnelle de X �tant donn� Y
I
X�Y � information mutuelle entre X et Y
� constellation � laquelle appartiennent les entr�es du canal
RD d�bit binaire de transmission sur le canal
C capacit� en bits d�information par symbole
CjH capacit� sachant la r�alisation de l��vanouissement H



xxii Liste des notations

d
���
P�min ditance produit�� minimale
Hn matrice de type Hadamard en dimension n
�
�� impulsion de Dirac
M � �m taille de la constellation tourn�e dont on calcule la capacit�
Cdim capacit� en bits d�information par dimension
Ec�N
 Rapport signal � bruit par bit cod�
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Introduction

Nous vivons dans l��re des t�l�communications� Les t�l�phones mobiles� les messages �lec�
troniques� le multim�dia font d�sormais partie de notre quotidien� & titre indicatif� pr�s
d�un tiers de la population fran$aise dispose d�un t�l�phone portable 
janvier ������ Alors
que ce ph�nom�ne avait commenc� presque uniquement chez les hommes d�a�aires et
autres m�decins� on trouve � pr�sent des utilisateurs de portables dans toutes les couches
de la population � enfants� cadres� techniciens� employ�s voire retrait�s� Les prix des com�
munications ont d�ailleurs� gr'ce � des formules d�abonnement en tous genres� baiss� de
telle fa$on que le volume global des communications a pu s�accro(tre consid�rablement�
Parall�lement� le go)t du �sans �l
 s��tant d�velopp�� son caract�re pratique et la plus
grande facilit� de la maintenance jouant en sa faveur� il se pourrait qu�� plus ou moins
court terme les t�l�phones domestiques soient remplac�s par des appareils sans �ls 
voir
�gure ��� Ainsi� arrive le moment o*� avec le m	me num�ro� on pourra partir traverser le
Sahara � dos de chameau et pourtant avoir la certitude de pouvoir appeler� envoyer un
message ou 	tre contact� � tout moment�

Fig� �� L��volution des t�l�phones au cours du temps�

Un des e�ets de cette explosion des t�l�communications est que les op�rateurs sont presque
� tout moment victimes d�une crise de croissance qui les oblige � installer toujours plus
de relais� � d�couper les cellules 
zone de couverture d�un relais� en micro�cellules dans
les grandes villes� a�n de faire face � la demande toujours grandissante de communica�
tions� Les concepteurs des nouveaux r�seaux de transmission sont donc constamment � la
recherche d�une utilisation toujours plus e�cace des ressources disponibles� Une des solu�
tions est l�utilisation de modulations � haute e�cacit� spectrale� c�est���dire pour lesquelles
chaque symbole �mis contient un grand nombre de bits d�information� Par ailleurs� il est



� Introduction

Fig� �� Exemple d�un canal sans �l avec �vanouissements

indispensable d�adapter l��mission aux caract�ristiques du canal radio�mobile� pr�sent� en
�gure �� En e�et� contrairement au canal gaussien� la transmission sur canal radio�mobile
est att�nu�e s�v�rement du fait des interf�rences ou �vanouissements li�s aux obstacles
et � la propagation multi�trajets� Lorsque l�att�nuation est trop forte� il est impossible
de d�terminer en r�ception le signal qui a �t� �mis � moins qu�une r�plique moins att��
nu�e du signal ne soit �galement disponible� L�existence de telles r�pliques correspond �
l�utilisation d�une technique dite de diversit��

Parmi les di��rentes techniques les plus classiques de diversit�� on peut d��nir trois
grandes familles� � savoir les diversit�s �physiques
� i�e� li�es � la propagation� les diversit�s
d�antennes et la diversit� de modulation� Par exemple� on trouve �

	 la diversit� en fr�quence 
�frequency diversity
� � il s�agit de recevoir sur n fr�quences
di��rentes des versions d�corr�l�es d�un m	me signal� Il est alors n�cessaire de disposer
de fr�quences di��rentes s�par�es d�au moins la bande de coh�rence du canal�

	 la diversit� en temps 
�time diversity
� � il s�agit de recevoir en n instants di��rents
des versions d�corr�l�es d�un m	me signal� Il est alors n�cessaire de pouvoir s�parer les
instants de r�ception d�au moins le temps de coh�rence du canal�

Ces deux premi�res techniques sont fort co)teuses en terme d�e�cacit� spectrale� puis�
qu�elles supposent que l�on r�p�te le m	me signal � des instants ou sur des fr�quences
di��rentes� Elles furent surtout utilis�es dans le domaine des communications analogiques�

	 la diversit� de trajet 
�path diversity
� � en raison des conditions de propagation� elle
est due aux r��exions� r�fractions et �l�ments dispersifs sur le canal�
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	 la diversit� d�antennes en r�ception 
�space diversity in reception
� � elle suppose
que les n antennes sont s�par�es d�au moins une demi�longueur d�onde� La diversit� maxi�
male possible est alors �gale � n� En pratique� plus il y a d��l�ments dispersifs � proximit�
des antennes� plus les d�corr�lations sont importantes� L�inconv�nient est que cette tech�
nique n�est pas applicable aux communications par satellites 
les angles d�arriv�es des
di��rentes antennes sont les m	mes� et peu aux mobiles 
� � � antennes semblent un
grand maximum��

	 la diversit� d�antennes en �mission 
�space diversity in emission
� � la m�thode
la plus simple consiste pour l��metteur � �mettre le m	me signal sur plusieurs antennes�
suppos�es su�samment s�par�es� En r�ception on a alors de la diversit� temporelle� Une
autre m�thode consiste � remplacer la r�p�tition des symboles en �mission par un code
correcteur d�erreurs de rendement plus �lev�� On gagne alors en puissance et en e�cacit�
spectrale en raison de l�augmentation du rendement�

	 la diversit� de modulation 
modulation diversity� � due au type de modulation� elle
correspond au nombre minimal de composantes dont deux symboles de la constellation
utilis�e di��rent�

Les syst�mes pratiques combinent souvent plusieurs types de diversit� pour en tirer dif�
f�rents avantages et de mani�re g�n�rale une meilleure e�cacit� spectrale � un moindre
co)t� Ainsi le syst�me GSM regroupe�t�il �
� de la diversit� temporelle 
codage suivi d�un entrelaceur�
� de la diversit� en fr�quence 
sauts de fr�quence�
� de la diversit� d�antennes en r�ception 
sur la voie montante�
� de la diversit� de trajet 
pr�sence d�un �galiseur pour utiliser cette diversit� li�e �
la propagation��

Ce m�moire de th�se traite de deux types de diversit� permettant de combattre les �va�
nouissements tout en assurant une transmission � haute e�cacit� spectrale� Le premier
type abord� correspond � la diversit� de modulation� avec utilisation de r�seaux de points
tourn�s et le second correspond � une diversit� d�antennes en r�ception� avec utilisation
d�antennes multiples en �mission a�n de garantir une forte e�cacit� spectrale�

Organisation de la th�se

Ce document est divis� en quatre chapitres et quatre annexes� Certains d�veloppements
analytiques ont ainsi �t� plac�s en annexe a�n de simpli�er au maximum les id�es expos�es
dans le corps du document� On trouvera �galement une liste des di��rentes matrices de
rotation utilis�es dans ce m�moire pour des dimensions inf�rieures ou �gales � ��

Le chapitre � de ce document d�bute par une introduction aux r�seaux de points� Les
param�tres principaux d�un r�seau sont d�crits� ainsi que ses performances sur le canal
� bruit additif blanc gaussien 
AWGN� et sur le canal de Rayleigh non s�lectif � �va�
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nouissements ind�pendants� Nous rappelons ensuite l�algorithme de d�codage par sph�res
permettant de d�coder tout r�seau en dimension inf�rieure ou �gale � �� 
limite pratique
due � la complexit� de l�algorithme�� Nous donnons �galement les constructions A� B et D
d�un r�seau � partir de codes correcteurs d�erreurs et appliquons cette derni�re construc�
tion au cas des r�seaux de Barnes�Wall� Nous proposons en�n un nouveau d�codeur de
r�seaux en grandes dimensions sur le canal AWGN reposant sur le crit�re de minimisation
de l�erreur quadratique moyenne MMSE�

Dans le chapitre � nous passons en revue di��rents types de rotations adapt�es au canal
de Rayleigh non s�lectif� Nous pr�sentons �galement de nouvelles rotations � une adap�
tation en grande dimension des rotations alg�briques avec la transform�e de rotation ra�
pide 
FRT� et de nouvelles m�thodes de construction comme l�utilisation de polyn�mes de
Tchebiche� ou l�utilisation de matrices al�atoires� La distribution de diversit� de certaines
de ces rotations est alors calcul�e analytiquement�Trois di��rents modes de d�codage pour
une constellation tourn�e sont ensuite �tudi�es � apr�s avoir consid�r� les performances et
la robustesse du d�codage par sph�res� nous proposons une adaptation de notre d�codeur
reposant sur le crit�re MMSE au cas des r�seaux tourn�s et en�n exposons un nouvel
algorithme de d�codage it�ratif reposant sur le calcul des probabilit�s a posteriori 
APP�
des bits cod�s�

Nous proposons au chapitre � une nouvelle m�thode de d�codage pour les syst�mes �
antennes multiples sur canal de Rayleigh ou canal de Rayleigh par blocs� Nous employons
pour cela un d�codage it�ratif � entr�es et sorties souples� dans lequel nous avons int�gr�
une estimation it�rative des param�tres du canal gr'ce � l�algorithme EM� Choisissant
d��mettre des symboles di��rents sur chacune des antennes d��mission� on atteint ainsi de
fortes e�cacit�s spectrales�

Le chapitre � traite de di��rents calculs de capacit�� Nous y rappellons tout d�abord la
capacit� et la probabilit� de coupure 
outage probability� des canaux � entr�es et sorties
multiples consid�r�s au chapitre �� Nous pr�sentons ensuite une �tude sur la capacit� des
canaux de Rayleigh non s�lectifs � �vanouissements ind�pendants ayant pour entr�e une
modulation tourn�e� et mettons en �vidence le ph�nom�ne de �gaussianisation
 que ces
rotations engendrent�

Finalement� les conclusions des di��rentes id�es pr�sent�es dans ce document sont donn�es
dans un chapitre �nal� ainsi que quelques perspectives de recherches ult�rieures sur le sujet�

On notera les conditions g�n�rales dans lesquelles ces travaux ont �t� men�s � nous sup�
posons que la d�modulation est coh�rente tout au long de notre �tude et que le canal �
�vanouissements est un canal de Rayleigh non s�lectif � �vanouissements ind�pendants
ou par blocs� La modulation est soit une modulation de phase binaire 
BPSK� soit une
modulation d�amplitude en quadrature 
MAQ��
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Chapitre �

Les r�seaux de points �

Prenez un cercle� caressez
le� il deviendra vicieux �
Eug�ne Ionesco� La cantatrice chauve

��� Introduction

Un r�seau de points 
lattice� est constitu� de centres de sph�res empil�es poss�dant une
structure de groupe "��#� Utilis�s en math�matiques pour les travaux sur les corps �nis�
les groupes et les formes quadratiques� mais aussi en chimie� o* les cristallographes les
emploient a�n de mod�liser le comportement de certains compos�s chimiques� ils servent
�galement en communications num�riques � construire des modulations tant sur le canal
� bruit additif blanc gaussien 
ou canal AWGN� que sur les canaux � �vanouissements

Rice� Rayleigh��

En e�et� en utilisant des empilements tr�s denses� il est possible de construire des modula�
tions de grande taille � �nergie minimale� permettant ainsi d�e�ectuer des transmissions �
haut d�bit binaire� Les constellations multidimensionnelles ainsi extraites des r�seaux de
points connaissent depuis l�apparition des modulations cod�es au d�but des ann�es ����
un grand succ�s dans le monde des transmissions sur le canal AWGN� Elles ont �galement
�t� exploit�es pour des applications �laires 
tels le r�seau de Gosset E� ou le r�seau Leech
��� avec lesquels ont �t� construits des modems "��#�� Plus r�cemment� avec le d�veloppe�
ment des transmissions radiomobiles pour lesquelles les r�seaux performants sur le canal
AWGN se sont r�v�l�s d�cevants� on a pu voir l�utilit� des r�seaux de points � grande
diversit�� qui permettent de r�cup�rer l�information perdue au cours de la transmission
en tirant partie de la redondance liant les composantes d�un point d�un tel r�seau�

Apr�s un rappel des d��nitions et r�sultats �l�mentaires sur les r�seaux de points au

�Certaines parties de ce chapitre ont �t� publi�es dans les journaux Annales des t�l�communica�

tions ���� et IEEE Transactions on Information Theory �����
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paragraphe ���� et du fonctionnement du d�codage des r�seaux de points gr'ce � l�algo�
rithme de d�codage par sph�res 
Sphere Decoder� au paragraphe ���� nous d�crirons au
paragraphe ��� les m�thodes de construction les plus classiques des r�seaux de points �
partir de codes correcteurs d�erreur� et introduirons les r�seaux de Barnes�Wall� Le para�
graphe ��� pr�sentera alors le d�codeur DFE de r�seaux en grande dimension que nous
avons r�alis�� ainsi que des r�sultats de simulation� Finalement nous tirerons quelques
conclusions au paragraphe ����

��� D��nition et pr�sentation des r�seaux de points

Un probl�me fort ancien auxquel les math�maticiens ont �t� confront�s est celui de d�ter�
miner une m�thode permettant d�entasser le plus grand nombre de sph�res dans un espace
donn�� La solution� qui serait triviale si il s�agissait de cubes� fut formalis�e par Kepler en
���� avec sa c�l�bre conjecture� mais ne fut �nalement prouv�e que tout r�cemment par
Hales "��#"��# � il faut� lorsque l�espace est tr�s grand� ranger les boules en couches planes
pav�es par un motif de triangles �quilat�raux pour obtenir l�empilement le plus dense qui
soit en dimension �� Dans ce rangement� les centres des sph�res constituent un groupe
alg�brique� appel� r�seau cubique � faces centr�es 
fcc� 
ou r�seau de Kepler� pr�sent�
en �gure ����� Le volume occup� par les sph�res repr�sente alors ��

p
�� 
 �	��	�� de

l�espace total�

Fig� ���� Empilement cubique � faces centr�es 
vu de dessus��

Ce probl�me de recherche des empilements de sph�res optimaux se g�n�ralise ais�ment en
dimension sup�rieure � �� sans qu�il en soit h�l�s de m	me pour la d�monstration� Nous
allons donc nous int�resser aux r�seaux de points de dimension n� n entier naturel�

Les notations suivantes seront utilis�es � IN est l�ensembledes entiers naturels� ZZ l�ensemble
des entiers relatifs� IR l�ensemble des r�els� et IRn l�espace euclidien r�el de dimension n
muni de sa distance� x � 
x�	 � � � 	 xn�t est un vecteur 
ou point� de IRn si ses composantes
xi sont toutes des �l�ments de IR� La notation 
��t� utilis� sur un vecteur ou une matrice
indique la transposition� Pour tout r�el a � IR� ax est le vecteur de composantes 
axi��
La norme euclidienne d�un vecteur x est not�e kxk� Une sph�re dans IRn� de rayon � et
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de centre u � 
u�	 � � � 	 un�� est l�ensemble des points x v�ri�ant
jjx� ujj� � 
x� � u��� � 
x� � u��� � � � � � 
xn � un�� � ���

����� Param�tres fondamentaux

Nous allons commencer par d��nir les di��rents param�tres principaux d�un r�seau de
points� a�n de pouvoir d�une part comprendre ce dont il s�agit� ce que ces r�seaux re�
pr�sentent et comment les caract�riser� Donnons tout d�abord la d��nition exacte d�un
r�seau de points �

D��nition ����� 
r�seau de points�
Un r�seau de points est un sous
groupe discret de rang p� p 
 n de IRn�

Topologiquement� un r�seau de points est donc �galement l�ensemble des vecteurs

a�v� � a�v� � � � �� apvp a�	 � � � 	 ap � ZZ

engendr� par la famille de p vecteurs ind�pendants v�	v�	 � � � 	vp de IR
n� C�est ce que l�on

appelle encore un ZZ�module engendr� par les p vecteurs v�	v�	 � � � 	vp�

Le r�seau� que nous nommerons � sauf indication contraire� peut 	tre vu comme le groupe
additif form� par les centres des boules de l�empilement� Par d��nition d�un groupe additif�
le point � appartient � �� et de plus la topologie d�un groupe est invariante par toute
translation d�un de ses �l�ments donc il nous su�ra toujours d��tudier ce qui se passe
autour de l�origine � pour conna(tre le comportement autour de tout point de ��

D��nition ����� 
base du r�seau�
La famille des p vecteurs v�	 � � � 	vp constitue une base du r�seau et p est la dimension
ou le rang de ��

D��nition ����� 
sous
r�seau�
Un sous�r�seau de � est un sous
groupe de IRn inclu dans ��
Un r�seau est dit entier s�il est sous
r�seau de ZZn�

D��nition ����	 
constellation�
Une constellation C extraite d�un r�seau de points � est un sous
ensemble �ni du r�seau
��

D��nition ����� 
matrice g�n�ratrice�
Les vecteurs v�	 � � � 	vp de la base du r�seau de points forment les colonnes d�une matrice
appel�e matrice g�n�ratrice du r�seau�
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�crivons vi � 
vi�	 � � � 	 vin� pour i � �	 � � � 	 p� La matrice g�n�ratrice M est alors la matrice
n� p d��nie par

M � 
v�	 � � � 	vp� �

�
B� v�� � � � vp�

���
���

v�n � � � vpn

�
CA � 
����

Un point x � 
x�	 x�	 � � � 	 xn�t du r�seau peut donc 	tre �crit comme x � Mz o* z �

z�	 z�	 � � � 	 zp�t est un vecteur de ZZ

p� Le r�seau � peut alors 	tre vu comme le r�sultat
d�une transformation lin�aire d��nie par la matriceM appliqu�e au r�seau cubique ZZp�

D��nition ����� 
matrice de Gram�
La matrice de Gram G	 du r�seau est la matrice d��nie par

G	 �M tM 
����

o� M est la matrice g�n�ratrice du r�seau�

Les �l�ments 
ij	 i	 j � �	 � � � 	 p de la matrice de Gram d�un r�seau sont les produits
scalaires des paires de vecteurs de la base du r�seau� � savoir 
ij � vi�vj �

Pn
k�� vikvjk�

La matrice G	 est d��nie positive et sym�trique� ses �l�ments diagonaux �tant �gaux aux
normes au carr� des vecteurs de la base�

D��nition ����� 
parall�lotope fondamental� volume fondamental�
La r�gion de l�espace P � fx � IRn � x � a�v� � a�v� � � � �� apvp 	 � 
 ai � �g est le
parall�lotope fondamental du r�seau� Son volume fondamental est le volume du
parall�lotope fondamental� not� vol
���

Si le parall�lotope fondamental d�un r�seau n�est pas unique puisqu�il d�pend du choix
de la base du r�seau� le volume fondamental est lui ind�pendant du choix de la base
engendrant �� Dans le cas o* p � n� le volume fondamental est encore �gal � la valeur
absolue du d�terminant de la matrice g�n�ratrice jdet
M�j� que l�on note souvent� par
abus de langage� det
���

D��nition ����� 
cellule de Vorono��
La r�gion de l�espace associ�e � un point u d�un r�seau � d��nie par

V
u� � fx � IRn � jjx� ujj 
 jjx� yjj 	 y � �g 
����

est appel�e cellule 
ou r�gion� de Vorono�� de u�

Les cellules de Vorono� d�un r�seau pavent donc l�espace euclidien enti�rement� remplissant
l�espace compris entre les sph�res de l�empilement� En �gure ����a est pr�sent� en exemple

�Elle est �galement parfois nomm�e cellule de Dirichlet�
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a� � cellule de Vorono� d�une sph�re
dans l�empilement fcc�


b� � dod�ca�dre r�gulier recouvrant
une sph�re�

Fig� ���� Exemple de cellule de Vorono� en dimension ��

la cellule de Vorono� du r�seau � faces cubiques centr�es� qui comporte �� faces� & titre de
comparaison� on a repr�sent� en �gure ����b le dod�ca�dre r�gulier recouvrant la sph�re�

Le r�seau �tant un groupe additif� on a la propri�t� de translation des cellules de Vorono�
V
���u � V
u�� Ainsi� toutes les cellules ont�elles le m	mevolume puisqu�elles sont �gales

� une translation pr�s� � la cellule de Vorono� de l�origine V
��� D�apr�s la structure du
r�seau� le volume d�une cellule de Vorono� est �gal au volume fondamental� vol
V
��� �
vol
��� De plus� le r�seau �tant g�om�triquement uniforme "��#� chaque cellule de Vorono�
est strictement identique aux autres� donc on parlera de �la cellule de Vorono�
 du r�seau ��

Par la suite� nous ne consid�rerons que des r�seaux engendr�s par p � n vecteurs� La
�gure ��� pr�sente un exemple de r�seau en dimension �� � savoir le r�seau hexagonal A�

ainsi que ses di��rents param�tres �l�mentaires� Continuons en introduisant des para�
m�tres qui nous permettront de caract�riser les performances de nos r�seaux de points�

0

0

v�
v�

dEmin

v�

R�gion de Vorono�

Parall�lotope fondamental

Sph�re de l�empilement

Point du r�seau

v�

�

Fig� ���� Le r�seau hexagonal A��
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D��nition ����� 
rayon d�empilement� rayon de recouvrement�
Le rayon d�empilement � 
resp� rayon de recouvrement R� d�un r�seau � est le
rayon de la plus grande 
resp� la plus petite� sph�re inscrite 
resp� circonscrite� � la r�gion
de Vorono��

Les sph�res de l�empilement ont toutes le m	me rayon �� La distance minimale dEmin entre
les points du r�seau est alors donn�e par �

dEmin � �� � 
����

D��nition ������ 
densit� d�un r�seau�
La densit� de remplissage d�un r�seau� ou densit� 
 est donn�e par le rapport du volume
de la sph�re de rayon � sur le volume fondamental


 �
volume d�une sph�re
volume fondamental

�
Vn � �n

det
��
� 
����

On d��nit �galement la densit� centr�e �� souvent plus facile � exprimer que la densit�
du r�seau

� �



Vn
�

�n

det
��

����

o* Vn est le volume d�une sph�re de dimension n et de rayon unit�� donn� par la formule

Vn �
�n��

�
n�� � ��
�

��	
�


�n��

�n���

n pair

�n��n�������n������

n
 n impair

� 
����

D��nition ������ 
coe�cient d�erreurs�
Le coe�cient d�erreur � 
�� 
kissing number� d�un r�seau � est le nombre de sph�res
tangentes � une sph�re donn�e�

La valeur de � 
�� ne d�pend pas de la sph�re consid�r�e en raison de la propri�t� de
translation du r�seau�

D��nition ������ 
s�rie theta�
La s�rie theta �	
z� d�un r�seau � est d��nie

�	
z� �
X
x�	

qkxk
�
�

��X
u�


Nuq
u 
����

o� q � ej�z � j �
p�� � C� u � IR��

La s�rie theta d�un r�seau est une s�rie de variable q� dont les coe�cients Nu repr�sentent
le nombre de points d�un r�seau � distance euclidienne u de l�origine�
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����� Performances des r�seaux de points sur le canal � bruit
additif blanc gaussien

Le mod�le du syst�me de transmission utilisant une constellation extraite d�un r�seau de
point est pr�sent� en �gure ���� Des bits d�informations� g�n�r�s par une source binaire
non repr�sent�e� sont �tiquet�s avant d�	tre plac� en entr�e d�un r�seau 
ou� comme nous
le verrons au chapitre �� d�une rotation�� Ce dernier g�n�re un point x du r�seau qui
est �mis sur un canal� Nous consid�rerons dans ce document deux types de canaux � le
canal � bruit additif blanc gaussien et le canal de Rayleigh non s�lectif � �vanouissements
ind�pendants� En sortie du canal� dont l��tat 
CSI� est fourni ou estim� par le r�cepteur� on
proc�de � l�op�ration de d�tection et de d�codage� d�o* on tire les bits d�cod�s� Pour notre
calcul de performances� nous consid�rerons que le d�codage suit le crit�re du maximum
de vraisemblance 
ML��

Rotation
ou

R�seau

CSI

Bits d�cod�sBits d�information

�tiquetage
canal AWGN

ou

de Rayleigh

d�tection

ML

Fig� ���� Le syst�me de transmission�

Sur le canal � bruit additif blanc gaussien� la probabilit� d�erreur par point Pe d�un tel
syst�me d�croit exponentiellement lorsque le rapport signal � bruit Eb�N
 augmente� Pour
une constellation cubique� la probabilit� d�erreur est born�e par 
voir annexe A���

Pe 
 � 
��Q

�s
d�Emin

n��
p
det
��

Eb

N


��

��

�

����

o* Q
x� est la fonction erreur d��nie par Q
x� � �
�erfc

�
xp
�

�
� �p

��

R ��
x

e�x
���dx 


�
� e

�x��� et � est l�e�cacit� spectrale par deux dimensions 
soit le nombre de bits d�infor�
mation �mis par deux dimensions��

La borne sur la probabilit� d�erreur nous conduit � introduire la notion de gain fonda�
mental d�un r�seau�

D��nition ������ 
gain fondamental�
On appelle gain fondamental d�un r�seau en dimension n le rapport

�
�� �
d�Emin

n��
p
det
��

� 	� n��
p
� 
�����

o* dEmin est la distance euclidienne minimale de �� det
�� son volume fondamental et �
sa densit� centr�e� �galement appel� constante de Hermite "��#� 
pp� ������� ce rapport ne
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d�pend que des caract�ristiques du r�seau 
d�o* son nom�� Remarquons que �
ZZn� � � �
�
�� repr�sente le gain du r�seau � comparativement au r�seau des entiers de m	me
dimension� Ce gain� d�termin� par la haute densit� du r�seau� est le facteur crucial pour
la probabilit� d�erreur d�un r�seau sur canal AWGN � plus le gain fondamental sera grand�
meilleures pourront 	tre les performances du r�seau� On note� avec la deuxi�me expression
du gain fondamental d�duite de l��quation 
����� que la seule connaissance de la densit�
centr�e d�un r�seau nous permet de calculer le gain fondamental de � � cette densit� est
connue pour la plupart des r�seaux utilis�s � ce jour�

La formule 
���� devient �

Pe 
 � 
��Q

�r
��

��
Eb

N

�
��

�
� 
�����

Int�ressons nous donc plus � ce gain fondamental �
�� � il est invariant si nous transfor�
mons � par une application compos�e d�une rotation� d�une sym�trie et d�une homoth�tie �
en e�et� il est clair que les sym�tries ou les rotations ne changent pas la distance minimale�
ni le volume fondamental� Et par ailleurs� une homoth�tie de rapport a multiplie dEmin

par a et det
�� par an� ce qui fait que le gain fondamental reste le m	me�

Lorsque la constellation C a une forme non cubique� le gain de C se trouve diminu� ou
augment� suivant le moment de second ordre de la constellation� Ce moment d�ordre �
n�est autre que l��nergie Ep 
l��nergie moyenne par point� de C� Cette �nergie est tr�s li�e
� la forme de la fronti�re de C dans IRn� On peut donc d��nir un nouveau gain� dit gain
total de la constellation� qui tient compte des caract�ristiques fondamentales du r�seau �
et de la forme de la constellation�

D��nition �����	 
gain de forme� gain total�
Le gain total �
C� d�une constellation C issue d�un r�seau de points � est le produit du
gain fondamental �
�� par un coe�cient �s
C� appel� gain de forme�

�
C� � �
��� �s
C� � 
�����

Par d��nition� le gain de forme d�une constellation cubique est �gal � �� La forme sph��
rique minimise l��nergie moyenne de C en raison de la r�partition homog�ne des distances
� l�int�rieur d�une hypersph�re� Ainsi� le gain de forme �s
C� est�il maximal lorsque C pos�
s�de une forme sph�rique� Il s�obtient par le rapport 
����� 
avec utilisation de l�int�grale
de Dirichlet pour le calcul de l��nergie moyenne d�une constellation sph�rique "��#�

�s
C�max �
jjxjj�cube
jjxjj�sph�ere

�
� � 
n� ��

�� � n��
p
�
n�� � ��

� 
�����

Le tableau ��� montre quelques valeurs de �s
C�max pour di��rentes dimensions� En ap�
pliquant la formule de Stirling 
 n

p
n�� n�e�� on peut montrer que le gain tend en fait vers
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�e�� 
 ����� dB lorsque n tend vers l�in�ni� On constate donc que le gain de forme est
relativement faible compar� au gain fondamental� ce qui explique pourquoi les constella�
tions sph�riques� di�ciles � r�aliser sont peu utilis�es et se voient pr�f�rer les constellations
cubiques� Par la suite� nous ne consid�rerons dans ce document que ces constellations�

n �s
C�max �s
C�max 
dB�

� ��������� �����
� ��������� �����
� ��������� �����
� ��������� �����
� ��������� �����
�� ��������� �����
�� ��������� �����
�� ��������� �����
�� ��������� �����
�� ��������� �����
��� ��������� �����
��� ��������� �����

Tab� ���� Quelques valeurs du gain de forme maximal �s
C�max en fonction de la dimen�
sion�

����� Performances des r�seaux de points sur le canal avec �va�
nouissement de Rayleigh

Le syst�me de transmission pr�sent� en �gure ��� utilis� sur un canal de Rayleigh admet
pour borne sup�rieure de la probabilit� d�erreur par paire� i�e� celle de d�coder d � �
alors que c � � a �t� e�ectivement �mis lorsque l�on fait abstraction des autres points du
r�seau 
voir annexe A���

P 
c� d� 
 �

�

nY
i��

�

� � �ci�di��
�N�


�����

donc� � haut rapport signal � bruit�

P 
c� d� 
 �

�

Y
ci ��di

�
�ci�di��
�N�

�
�

�

��
�
�
Eb

N�

��
d
���
p 
c	d��


�����

o* d���p 
c	d� est la distance produit�� normalis�e entre deux points c et d lorsque ceux�ci
di��rent en � composantes�

d���p 
c	d�� �

Q
ci ��di
ci � di��


E�n��

�����
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o* le facteur de normalisation E correspond � deux points soit E � �
n
Eb�

D��nition ������ 
diversit��
L�ordre de diversit� ou diversit� L d�un r�seau � est le nombre minimal de composantes
dont deux points quelconques c et d di��rent

L � minc�d�	dH
c	d� � 
�����

L�ensemble des nombres de composantes dont deux points quelconques d�un r�seau peuvent
di��rer est appel� distribution de diversit�s du r�seau�

Utilisant la borne de l�union� on peut donc exprimer la probabilit� d�erreur pour une
constellation de dimension n extraite du r�seau � comme

Pe 

X

c�d�	�c��d
P 
c� d� � 
�����

Alors� en rempla$ant l�expression de la probabilit� d�erreur par paire par sa borne sup��
rieure obtenue dans l�in�quation 
����� on obtient

Pe 
 �

�

nX
��L

K��
�
�
Eb

N�

�� 
�����

o* K� �
P

d
���
p

A
d
���
p

�d
���
p ��
� avec A

d
���
p
le nombre de points d � distance produit�� de c� On notera

que la s�rie en Kl peut 	tre interpr�t�e comme une s�rie theta du r�seau� pour peu qu�on
consid�re la distance produit�� au lieu de la distance euclidienne "��#�

Asymptotiquement� la borne sur le logarithme de la probabilit� d�erreur Pe d�croit lin�ai�
rement avec une pente L�

��� D�codage par sph�res

De nombreux algorithmes existent� sp�cialis�s ou non� permettant de d�coder les r�seaux
de points sur le canal AWGN� Citons � titre d�exemple les travaux de Conway et al� "��#�
Sun et al� "��#� Vardy "��#� ou encore l�utilisation de l�algorithme sous�optimal GMD

Generalized minimum distance algorithm "��#�� D�velopp�s pour le canal gaussien� ces
algorithmes reposent principalement sur le d�codage souple de codes lin�aires� utilisant
un treillis ou un calcul sur une valeur de con�ance� Applicables au canal de Rayleigh non
s�lectif� pour lequel les �vanouissements multiplient tout simplement les composantes des
points �mis du r�seau� ces algorithmes ne peuvent 	tre utilis�s lorsque le r�seau est tourn�



���� D�codage par sph�res ��

avant de subir l��vanouissement 
par application d�une rotation� comme nous le verrons au
chapitre ��� Dans ce cas� du fait de la corr�lation liant les symboles et leurs composantes
entre eux� le d�codage par �tages ou le d�codage souple des codes correcteurs d�erreurs
ne sont plus possibles�
Le seul algorithme qui reste applicable dans tous les cas est le d�codeur universel par
sph�res "��# reposant sur le crit�re du maximum de vraisemblance 
ML�� Il est utilisable
aussi bien sur le canal AWGN que sur les canaux � �vanouissement de Rayleigh� et sa
complexit� est ind�pendante de la taille de la constellation utilis�e� N�anmoins� sa com�
plexit� limite son utilisation � des dimensions du r�seau inf�rieures ou �gales � ��� On
notera que tout r�cemment a �t� propos� une version modi��e de cet algorithme pour le
d�codage des syst�mes d�acc�s multiple par s�quences directes "��#"��#�

����� D�codage par sph�res en pr�sence d�un bruit blanc gaussien

Pla$ons nous tout d�abord dans le cas o* le canal est � bruit blanc additif gaussien� Le
d�codage � maximumde vraisemblance d�un r�seau de points � quelconque en dimension n
utilis� sur ce canal correspond � la recherche� parmi tous les points du r�seau� de celui
qui est le plus proche du vecteur re$u� soit de celui qui minimise la m�trique

m
yjx� � ky� xk� �
nX
i��

jyi � xij� 
�����

o* x est le point du r�seau �mis sur le canal� y � x� b le point re$u et b � 
b�	 � � � 	 bn�t

le bruit sur le canal dont les composantes bi sont des variables al�atoires gaussiennes de
moyenne nulle et de variance �� � N
� L�ensemble des points du r�seau est MZZ

n ou
fx � IRnj�u � ZZ

nx � Mug� o* M est la matrice g�n�ratrice de � et o* u � 
u�	 � � � 	 un�
est le vecteur � composantes enti�res associ� aux bits d�information�

L�algorithme de d�codage par sph�res se limite aux points du r�seau � se trouvant dans
une sph�re de rayon

p
C centr�e sur le point re$u� comme illustr� en �gure ����

y

p
C

Fig� ���� Repr�sentation g�om�trique de l�algorithme de d�codage par sph�res�

Le d�codeur recherche donc le vecteur w de plus petite norme possible dans le r�seau
translat� y � � de l�espace euclidien IRn �

minx�	ky � xk � minw�y�	kwk � 
�����
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D��nissons les notations suivantes

x � Mu y � M� w � M
� � u� � M�

avec u � ZZ
n� � � 
��	 � � � 	 �n� � IRn� � � 

�	 � � � 	 
n� � IRn�

Du fait de la pr�sence du bruit sur le canal� les vecteurs � et � sont en e�et des vecteurs
r�els� De plus� comme w � y � x� on a pour tout indice i	 i � �	 � � � 	 n 
i � �i � ui� Le
pointw est un point du r�seau dont les coordonn�es sont exprim�es dans le rep�re translat�
centr� sur le point re$u y� On veut que w appartienne � une sph�re centr�e en y 
i�e� en
� dans le nouveau rep�re� et de rayon �gal �

p
C� ce qui nous am�ne l�in�quation en 
 �

kwk� � F 
�� � �tM tM� � �tG	� �
nX
i��

nX
j��


ij
i
j 
 C � 
�����

Dans ce nouveau syst�me de coordonn�es� la sph�re de centre y et de rayon au carr� �gal
� C est transform�e en un ellipso�de centr� sur l�origine d��nie par la forme bilin�aireF 

��
La factorisation de Cholesky de la matrice de Gram G	 � M tM "��# donne G	 � RtR�
o* R � 
rij�i�j�������n est une matrice triangulaire sup�rieure� d�o*

F 
�� � �tRtR� � k�Rk� �
nX
i��

�
rii
i �

nX
j�i��

rij
j

��


 C � 
�����

En posant

fii � r�ii 	 i � �	 � � � 	 n

fij �
rij
rii

	 i � �	 � � � 	 n 	 j � i� �	 � � � 	 n

on obtient

F 
�� �
nX
i��

fii

�

i �

nX
j�i��

fij
j

��


 C � 
�����

En s�int�ressant tout d�abord � 
n et en poursuivant par les 
i	 i � n � �	 � � � 	 �� on va
d�terminer un syst�mes de n �quations d�terminant les limites de l�ellipso�de �

fnn
n 
 C

fn���n�� 

n�� � fn�n��
n�
� � fnn


�
n 
 C

�k	 � 
 k 
 n 	

nX
i�k

fii

�

i �

nX
j�i��

fji
j

��


 C � 
�����
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Les bornes donn�es par l��quation 
����� nous permettent d��tablir la relation g�n�rale
pour la i�eme composante ui "��#"��#


�
s

C

fnn
� �n

�

 un 


�s
C

fnn
� �n

�



�
s
C � fnn
�n
fn���n��

� �n�� � fn���n
n

�

 un�� 


�s
C � fnn
�n
fn���n��

� �n�� � fn���n
n

�

�
�����

vuuut �

fii

�
�C �

nX
��i��

f��

�

� �

nX
j����

f�j
j

��
�
A� �i �

nX
j�i��

fij
j

�
���� 
 ui

ui 


�����
vuuut �

fii

�
�C �

nX
��i��

f��

�

� �

nX
j����

f�j
j

��
�
A� �i �

nX
j�i��

fij
j

����� 
�����

o* dxe est le plus petit entier sup�rieur � x et bxc le plus grand entier inf�rieur � x�

Les bornes trouv�es dans les in�quations de la formule 
����� nous apprennent que le
d�codeur par sph�res fonctionne avec n compteurs� � pour chacun des nombres ui� Il su�t
ensuite de faire varier les valeurs des di��rents compteurs � l�int�rieur des bornes trouv�es�
en tenant compte du fait que celles�ci d�pendent des valeurs des autres compteurs� En
pratique� ces bornes sont mises � jour de fa$on r�cursive "��#� L�int�r	t de cette m�thode
est que les vecteurs dont la norme est sup�rieure au rayon donn� ne seront jamais test�s �
la complexit� de cet algorithme est donc ind�pendante de la taille de la constellation
consid�r�e� Cette m�thode permet donc une estimation ML tout en �vitant de fa$on
drastique le nombre de points � tester� en particulier lorsque la dimension augmente�

Le choix du rayon de recherche initial
p
C est un point crucial de l�algorithme � a�n d�	tre

s)rs de toujours trouver un point du r�seau � l�int�rieur de la sph�re nous devons choisirp
C �gal au rayon de recouvrement du r�seau� Pour cela� il est par exemple possible de le

choisir �gal � la borne sup�rieure de Rogers "��# 
p� ���

p
C �

n

s

n loge n� n loge loge n� �n�

p
det
��

Vn

�����

o* Vn est le volume d�une sph�re de rayon � en dimension n donn� par la formule 
���� et
o* le volume fondamental du r�seau � peut 	tre ais�ment calcul� comme la racine carr�e
du d�terminant de sa matrice de Gram�

En pratique� on ajuste au fur et � mesure le choix de C� le mettant � jour avec la derni�re
norme euclidienne calcul�e pour un point de l�ellipso�de�
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En�n on remarquera que� contrairement aux r�seaux de points� la constellation utilis�e
�tant �nie� des e�ets de bord pourront appara(tre � au cours de la recherche� il ne faudra
pas s�lectionner les points qui appartiennent au r�seau mais pas � la constellation� La
complexit� de ce test suppl�mentaire d�pend de la forme de la constellation� Par exemple
pour les constellations cubiques� il s�agit seulement de v�ri�er que toutes les composantes
du vecteur appartiennent � un certain intervalle�

����� D�codage par sph�res en pr�sence d�un �vanouissement de
Rayleigh

Le canal de Rayleigh non s�lectif � �vanouissements ind�pendants est une g�n�ralisation
possible du canal AWGN � il prend en compte la variation de la puissance instantan�e
re$u et la mod�lise par des �vanouissements ind�pendants� Le signal re$u s��crit donc �

y � �� x� b

o* � repr�sente le produit composante par composante� x est le vecteur �mis et b �

b�	 � � � 	 bn�t le bruit sur le canal dont les composantes bi sont des variables al�atoires
gaussiennes de moyenne nulle et de variance �� � N
� Les coe�cients d��vanouissement
� � 
��	 ��	 � � � 	 �n� ont un moment du second ordre unitaire et leur densit� de probabilit�
est donn�e par p
�k� � ��k exp
���

k�	 k � �	 � � � 	 n� Dans la r�alit�� les �vanouissements ne
sont pas ind�pendants � l��tat du canal � un instant donn� d�pend des �tats aux instants
pr�c�dents� L�ind�pendance est alors obtenue en ajoutant un entrelaceur au niveau de
l��metteur � on suppose que la r�partition temporelle des bits d�information cons�cutifs
obtenue par l�entrelaceur est su�samment bonne pour que l�hypoth�se d�ind�pendance
soit valide�

Dans ce cas� lorsque le r�cepteur connait parfaitement l��tat du canal 
CSI�� le d�co�
dage ML correspond � la minimisation de la m�trique

m
yjx	�� � ky��� xk� �
nX
i��

jyi � �ixij� � 
�����

Soit M la matrice g�n�ratrice du r�seau � consid�r�� Nous pouvons alors d��nir le r�seau
�c de matrice g�n�ratrice Mc

Mc � MD
��	 � � � 	 �n�

o* D
��	 � � � 	 �n� est la matrice diagonale ayant sur sa diagonale principale les valeurs
��	 � � � 	 �n�

Le nouveau r�seau �c associ� � la matriceMc peut 	tre vu comme le r�seau initial consid�r�
dans un rep�re dans lequel chaque composante a �t� multipli�e par un facteur �i� Un point
de �c s��crit en e�et

x�c� � 
x�c�� 	 � � � 	 x�c�n � � 
��x�	 � � � 	 �nxn� �
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La m�trique � minimiser pour d�coder ce r�seau est donc� d�apr�s ce qui a �t� vu au
paragraphe pr�c�dent�

m
yjx	�� �
nX
i��

jyi � x
�c�
i j� � 
�����

Ceci signi�e "��# que nous pouvons appliquer directement l�algorithme de d�codage pr��
sent� au paragraphe pr�c�dent au r�seau �c avec pour point re$u y� Le point d�cod�
�x�c� � �c aura les m	mes composantes enti�res �u que le point �x � ��

La complexit� suppl�mentaire introduite par les �vanouissements vient du fait que pour
chaque point re$u il faut travailler avec un nouveau r�seau �c� Il faut donc e�ectuer une
nouvelle d�composition de Cholesky de la matrice de Gram pour chaque nouveau r�seau
�c� Il faut �galement calculer l�inverse de la matrice du r�seau �c M

��
c � D
����	 � � � 	 ���n�M��

pour calculer les valeurs des coe�cients �i� mais ceci ne demande qu�une op�ration simple
de multiplication puisque la matriceM�� peut 	tre pr�calcul�e une fois pour toutes�

& nouveau� le choix du rayon C est un point crucial � en e�et� lorsque la transmission a
lieu dans un milieu � forts �vanouissements� le choix d�un grand rayon initial impliquera
que de nombreux points vont se trouver � l�int�rieur de la sph�re et donc le d�codage
pourra 	tre tr�s lent� Pour �viter cet �cueil� il est important de pouvoir adapter le choix
de C en fonction des valeurs des coe�cients d��vanouissement �i�

Ayant � notre disposition un algorithme permettant de d�coder les r�seaux de points tant
sur le canal AWGN que sur le canal de Rayleigh non s�lectif� nous allons voir comment
construire des r�seaux de points performants�

��� Construction des r�seaux de points

Les codes correcteurs d�erreurs peuvent servir � construire des empilements de sph�res tr�s
denses dans l�espace euclidien IRn "��#� Bien entendu� d�autres m�thodes existent� comme
la construction par d�coupage� par couches ou � partir des corps de nombres 
comme nous
en verrons un exemple au chapitre ��� Pour plus de pr�cisions sur ces autres m�thodes de
construction� on se reportera � l�ouvrage encyclop�dique de Conway et Sloane "��#� Nous
consid�rerons ici les di��rentes m�thodes les plus classiques de construction� � partir de
codes lin�aires binaires� soit la construction A� la construction B et la construction D�
On notera que si la construction C n�est pas abord�e ici� c�est parce que les empilements
qu�elle permet de construire ne sont pas en g�n�ral des r�seaux�

& titre d�exemple� le tableau ��� fournit une liste des r�seaux de points les plus c��
l�bres "��#� Parmi les plus importants on notera le r�seau fcc D�� le r�seau de Schal�i
D�� le r�seau de Gosset E�� le r�seau de Coxeter�Todd K��� le r�seau de Barnes�Wall
BW�� ou en�n le fameux r�seau Leech ���� Les caract�ristiques principales de ces r�seaux
s�y trouvent� et on peut ainsi voir que la densit� 
 est une fonction d�croissante de la
dimension n alors que le coe�cient d�erreur � 
�� en est une fonction croissante�
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n � 
 � �dB � 
��

� �� � A� ��� ��� ��� �
� �� � A� ������� ������� ���� �
� �� � D� ������� ������� ���� ��
� �� � D� ������� ������� ���� ��
� �� � D� ������� ������� ���� ��
� �� � E� ������� ������� ���� ��
� �� � E� ������� ������� ���� ���
� �� � E� ������� ������� ���� ���
� �� ������� ������� ���� ���
�� ��
 ������� ������� ���� ���
�� K�� ������� ������� ���� ���
�� ��� ������� ������� ���� ���
�� K�� ������� ������� ���� ���
�� K�� ������� ������� ���� ���
�� ��� ������� ������� ���� ����
�� ��� ������� ������� ���� ����
�� ��� � BW�� ������� ������� ���� ����
�� ��� �������� ������� ���� ����
�� ��� �������� ������� ���� ����
�� ��� �������� ������� ���� �����
�� ��
 �������� ������� ���� �����
�� ��� �������� ��� ���� ������

�� ��� + � ���� ������
�� BW�� + � ���� ������
�� Q�� + ����� ���� ������
�� ��� + � ���� ������
�� ��� + �� ���� +
�� BW�� + �� ���� �������
�� Q�� + ������ ���� �������
�� P��c + �� ���� +
��� BW��� + �� ���� ����������
��� P���b + �� ����� +
��� �
E�� + �� ����� +
��� BW��� + ��� ����� ������������

Tab� ���� Quelques r�seaux de points et leurs caract�ristiques� La dimension n� le nom ��
la densit� 
� la densit� centr�e � 
log�
�� pour n � ���� le gain en dB �dB et le coe�cient
d�erreur � 
���
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��	�� Constructions A
 B et D

Construction A

Il s�agit de l�une des m�thodes les plus simples de construction d�un r�seau de points� Elle
repose sur l�utilisation d�un code lin�aire q�aire 
en pratique� on prend toujours q � ���

D��nition ��	�� 
construction A�
C
 �tant un code lin�aire binaire de longueur n� dimension k et distance minimale de
Hamming d� on construit un r�seau � par construction A de la fa�on suivante � x �

x�	 � � � 	 xn� est un point du r�seau si et seulement si le n
uple 
x�	 � � � 	 xn� est congru
modulo
� � un mot du code C
� On �crit

� � C
 � �ZZn � 
�����

Il est possible d�interpr�ter cette construction en utilisant la d�composition binaire d�un
entier "��#�

D��nition ��	�� Soit e � ZZ� La d�composition binaire de l�entier e correspond � la
projection de e sur la base form�e par les puissances de �� soit

e �
��X
j�


ej�
j 	 ej � f�	 �g � 
�����

La notation binaire compl�mentaire est utilis�e pour �crire les entiers n�gatifs�

On peut alors construire la matrice des coordonn�es d�un point x � ZZ
n�

D��nition ��	�� 
Matrice des Coordonn�es�
Soit x � 
x�	 � � � 	 xn� � ZZ

n� La matrice des coordonn�es de x est la matrice semi

in�nie dont les colonnes sont compos�es des d�compositions binaires des composantes xi
de x� Les lignes de cette matrice� toutes identiques � partir d�un certain rang� sont dites
ligne mod��i�

Exemple

Consid�rons le vecteur x � 
		 �	 �	 �	 �	��	��	��� � ZZ
�� La matrice des coordonn�es de

x s��crit �
������

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
���
���
���
���
���
���
���
���

�
������

� ligne mod � �
� ligne mod � 	
� ligne mod � �
� ligne mod � ��
� � � � � �
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Un point x appartient donc au r�seau d��ni par construction A si et seulement si sa
ligne mod�� appartient au code C
�

Di��rentes caract�ristiques d�un r�seau � issu de la construction A � l�aide d�un code
lin�aire C
 de longueur n� de dimension k et de distance de Hamming minimale d� not�

n	 k	 d� sont ais�ment calculables�

la densit� centr�e � � �k�n��n

le rayon d�empilement � � �
�
min
�	

p
d�

le coe�cient d�erreurs � 
�� �

�	



�dAd si d � 	
�n � ��A� si d � 	

�n si d � 	
o* Ai est le nombre de mots de poids i dans C
�

Lorsque la matrice g�n�ratrice du code C
 est de forme syst�matique� �IkjP �� la matrice
g�n�ratrice du r�seau � obtenu par construction A est

M �

�
Ik P
� �In�k

�
� 
�����

Cette construction fournit des r�seaux de points e�caces pour des dimensions n 
 ��� Un
exemple de r�seaux obtenus par construction A est la famille des r�seaux checkerboard�
not�s Dn � 
n	 n��	 ����ZZn� obtenus � partir des codes de parit� 
n	 n��	 ��� Parmi ces
r�seaux� on notera le r�seau fcc D� et le r�seau de Schla�i D�� Les r�seaux Dn sont les plus
denses en dimensions n � �	 		 � seulement� On notera �galement que les r�seaux les plus
denses en dimension �� � et � soit E�� E� et E� s�obtiennent �galement par construction A�

Nous donnons en exemple la matrice du r�seau fcc

MD� �

�
� � � �

� � �
� � �

�
A � 
�����

Construction B

La construction B ajoute une contrainte suppl�mentaire sur la ligne mod�	 de la matrice
de coordonn�es�

D��nition ��	�	 
construction B�
C
 �tant un code lin�aire binaire de longueur n� dimension k et distance minimale de
Hamming d dont tous les mots de codes sont de poids pair� et C� �tant le code de parit�

n	 n � �	 ��� on construit un r�seau � par construction B de la fa�on suivante � x �
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x�	 � � � 	 xn� est un point du r�seau si et seulement si le n
uple 
x�	 � � � 	 xn� est congru

modulo
� � un mot du code C
 et si
nP
i��

xi est divisible par 	� Lorsque tous les mots de C


sont divisibles par 	� on �crit

� � C
 � �C� � 	ZZn � 
�����

On notera que l�on a C
 � C� puisque les poids de C
 sont divisibles par �� De plus�
di��rentes caract�ristiques d�un r�seau � issu de la construction A � l�aide d�un code
lin�aire 
n	 k	 d� sont ais�ment calculables�

la densit� centr�e � � �k�n��n��

le rayon d�empilement � � �
�
min


p
�	
p
d�

le coe�cient d�erreurs � 
�� �

�	



�d��Ad si d � �
�n
n � �� � ���A� si d � �

�n
n� �� si d � �
o* Ai est le nombre de mots de poids i dans C�

Cette construction est e�cace pour des dimensions comprises entre � et �	� Gr'ce � cette
construction� nous pouvons par exemple obtenir une nouvelle version du r�seau E�� mais
aussi le r�seau �� 
le plus dense en dimension ��� En dimension ��� en utilisant le code
de Reed�Muller d�ordre � on obtient ��� � 	ZZ�� � �
��	 ��	 �� � 
��	 �	 ��� On notera que
ce r�seau est aussi le r�seau de Barnes�Wall en dimension ��� comme nous le verrons au
paragraphe ������

M	�� �

�
���������������������������

� � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � �
� � � � �
� � � �
� � � � � � � � � � � � � � � 	

�
���������������������������


�����
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Construction D

G�n�ralisant une construction propos�e par Barnes et Wall "�#� la construction D a �t�
initialement propos�e par Barnes et Sloane "�# et s�applique sur une famille de a codes
lin�aires binaires embo(t�s pour produire un r�seau dans IRn�

D��nition ��	�� 
construction D�
Soit � � � ou �� Soient C
 � C� � � � � � Ca�� a codes lin�aires binaires� o� le code Ci

est de longueur n� de dimension ki et de distance minimale de Hamming di � 	i��� Soit
�galement Ca � 
n	 kn � n	 �� le code universel sur le corps de Galois GF 
���
Choisissons une base c�	 � � � 	 cn de GFn
�� telle que chaque ensemble de vecteurs c�	 � � � 	 cki
forme une base de Ci 
familles embo�t�es�� pour i � �	 � � � 	 a�
Le r�seau de points � � IRn obtenu par construction D est alors form� par tous les
points de la forme

a��X
i�


�i
kiX
j��

u�i��j��cj � �aL 
�����

o� L � ZZ
n et u�i��j� � f�	 �g�

On �crit

� � C
 � �C� � � � �� �a��Ca�� � �aZZn � 
�����

Le volume fondamental du r�seau �� de matrice g�n�ratrice M construite � partir de la
base c�	 c�	 � � � 	 cn� est alors donn� par

det
�� � �an�
Pa��

i�� ki � 
�����

Cette construction est une g�n�ralisation des constructions A et B� Il su�t en e�et de
prendre a � � pour retrouver la construction A et a � � pour retrouver la construction B�
Elle permet quant � elle de construire des r�seaux performants en grandes dimensions�
On notera que c�est la propri�t� d�emboitement de ces codes lin�aires qui assure que
l�empilement obtenu par construction D est un r�seau� Les exemples de r�seau pr�c�dents
peuvent donc �galement 	tre consid�r�s comme des r�seaux obtenus par construction D�

��	�� Les r�seaux de Barnes�Wall

Construction des r�seaux de Barnes�Wall

Nous allons � pr�sent nous int�resser � une famille particuli�re de r�seaux obtenus par
construction D� � savoir les r�seaux de Barnes�Wall� En e�et� d�apr�s "��#� on peut utiliser
des codes de Reed�M%ller pour construire de nombreux r�seaux en suivant les �quations
suivantes �
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�
r	m� � �
m�r
� ZZ

�n �
X

r � � � r� � m
m� r� impair

RM
r�	m� ���
r���
� pour m� r impair 
�����

�
r	m� � �
m�r��

� ZZ
�n �

X
r � � � r� �m
m� r� pair

RM
r�	m� ���
r���
� pour m� r pair 
�����

o* la dimension n est donn�e par n � �m et RM
r	m� d�signe le code de Reed�M%ller
d�ordre r et de longueur m�

En ����� Barnes et Wall ont isol� une s�rie de r�seaux� appel�s BWn� qui en dimension
n � �m v�ri�aient la propri�t� suivante �

�

n
log�
 �

n��
��

	
log� n �

Il a �galement �t� remarqu� que les formules des r�seaux de Barnes�Wall sont obtenues
pour le cas r � � de la formule g�n�rale de construction de r�seaux � partir des codes de
Reed�M%ller� Ainsi obtient�on �

���������������������������������������	
��������������������������������������


BW� � �ZZ� � 
		 �	 ��

BW� � �ZZ� � 
�	 		 	�

BW�� � 	ZZ�� � �
��	 ��	 �� � 
��	 �	 ��

BW�� � 	ZZ�� � �
��	 ��	 	� � 
��	 �	 ���

BW�� � �ZZ�� � 	
�		 ��	 �� � �
�		 	�	 �� � 
�		 �	 ���

BW��� � �ZZ��� � 	
���	 ���	 	� � 
�
���	 �		 ��� � 
���	 �	 �	�

BW��� � ��ZZ��� � �
���	 ���	 �� � 	
���	 ���	 �� � �
���	 ��	 ��� � 
���	 �	 ����

BW��� � ��ZZ��� � �
���	 ���	 	� � 	
���	 ���	 ��� � �
���	 ���	 �	� � 
���	 ��	 ����

BW�
�� � ��ZZ�
�� � ��
���		 ����	 �� � �
���		 ���	 �� � 	
���		 ���	 ���
��
���		 ���	 ���� � 
���		 ��	 ����

BW�
�� � ��ZZ�
�� � ��
��	�	 ����	 	� � �
��	�	 ����	 ��� � 	
��	�	 ���		 �	�
��
��	�	 ���	 ���� � 
��	�	 ��	 ���	�


�����
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Les r�seaux de Barnes�Wall BWn	 n � �m v�ri�ent di��rentes propri�t�s bien utiles � qui
veut calculer leur gain� densit�� ou nombre de voisins 
Cf� table ������ �

�

n
log�
 �

n��
��

	
log� n 
�����

� � �
�	n

 n

n

 
�����

�dB � �� log�

	
n
�
p
�� 
�����

� 
�� � 
� � ��
� � ��� � � � 
� � �m� �
m��

	�����
m�m���

� 
�����

n � 
 � �dB � 
��

� BW� � D� ������� ������� ���� ��
� BW� � E� ������� ������� ���� ���
�� BW�� � ��� ������� ������� ���� ����

�� BW�� + � ���� ������
�� BW�� + �� ���� �������
��� BW��� + �� ���� ����������
��� BW��� + ��� ����� ������������
��� BW��� + ��� ����� ���������������
���� BW�
�� + ���� ����� ���������������
���� BW�
�� + ���� ����� ���������������������

Tab� ���� Quelques r�seaux de Barnes�Wall et leurs caract�ristiques� La dimension n� le
nom �� la densit� 
� la densit� centr�e � 
log�
�� pour n � ���� le gain en dB �dB et le
coe�cient d�erreur � 
���

Construction des codes de Reed�M�ller

Les codes de Reed�M%ller forment une famille in�nie de codes lin�aires� introduits en ����
par Reed et M%ller� Ils sont d�termin�s par deux param�tres r et m v�ri�ant l�in�galit�
� 
 r 
 m�

D��nition ��	�� RM
r	m� est constitu� de l�ensemble des �m
uples binaires qui repr�

sentent toutes les fonctions binaires polynomiales de degr� inf�rieur ou �gal � r� RM
r	m�
est appel� code de Reed�M�ller d�ordre r�
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RM
r	m� repr�sente un code sur f�	 �gm dont la dimension est �gale au nombre de poly�
n�mes de degr� inf�rieur ou �gal � r� i�e�

Pr
i�


�
m
i

�
� On notera que les codes de Reed�M%ller

peuvent �galement 	tre d��nis comme des codes cycliques �tendus "��#� Les caract�ris�
tiques du code lin�aire binaire RM
r	m� sont "��# �
� longueur � n � �m

� dimension � k �
�
m



�
�

�
m
�

�
�

�
m
�

�
� � � �� �

m
r

�
� distance minimum � d � �m�r

On constate par ailleurs que RM
m� �	m� est le code de Hamming �tendu�

La construction d�un code RM
r	m� consiste � prendre les m� � vecteurs de �m compo�
santes v
	 v�	 � � � 	 vm � choisis de telle fa$on que

v
 � 
�	 �	 �	 � � � 	 ��	
vi � 
�	 � � � 	 �� �z �

�i��

	 �	 � � � 	 �� �z �
�i��

	 �	 � � � 	 �� �z �
�i��

	 �	 � � � 	 �� �z �
�i��

	 � � � 	 �	 � � � 	 �� �z �
�i��

	 �	 � � � 	 �� �z �
�i��

� i 
 m�

On peut alors construire la base du code RM
r	m� comme l�ensemble des combinaisons
lin�aires des vecteurs v
	 v�	 � � � 	 vm� v�v�	 v�v�	 � � � 	 vm��vm	 � � � 	 vm�r��vm�r�� � � � vm 
jus�
qu�au degr� r�� Donnons un exemple pour m � 	� les ��

�
m
�

�
� � � �� �

m
m

�
vecteurs de base

sont

v
 ! � � � � � � � � � � � � � � � �
v� ! � � � � � � � � � � � � � � � �
v� ! � � � � � � � � � � � � � � � �
v� ! � � � � � � � � � � � � � � � �
v� ! � � � � � � � � � � � � � � � �

v� � v� ! � � � � � � � � � � � � � � � �
v� � v� ! � � � � � � � � � � � � � � � �
v� � v� ! � � � � � � � � � � � � � � � �
v� � v� ! � � � � � � � � � � � � � � � �
v� � v� ! � � � � � � � � � � � � � � � �
v� � v� ! � � � � � � � � � � � � � � � �

v� � v� � v� ! � � � � � � � � � � � � � � � �
v� � v� � v� ! � � � � � � � � � � � � � � � �
v� � v� � v� ! � � � � � � � � � � � � � � � �
v� � v� � v� ! � � � � � � � � � � � � � � � �

v� � v� � v� � v� ! � � � � � � � � � � � � � � � �

On notera de plus que par simple permutation de lignes cette matrice est ais�ment dia�
gonalisable�
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Exemple � r�seau BW��

Nous avons d�j� vu l�exemple d�un r�seau de Barnes�wall avec le r�seau ��� qui n�est
autre que BW�� puisque le deuxi�me code de Reed�M%ller permettant de le cr�er� soit

��	 ��	 �� n�est autre que le code � r�p�tition en dimension ��� Donnons ici le r�seau de
Barnes�Wall en dimension ��� soit BW�� � 	ZZ�� � �
��	 ��	 	� � 
��	 �	 ����

MBW�� ��
�����������������������������������������������������������

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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��	 D�codage 
 sortie souple des r�seaux de points se�
lon le crit�re MMSE

Le seul algorithme ML de d�codage de r�seau de points existant� soit l�algorithme de d��
codage par sph�res rappel� au paragraphe ���� �tant limit� pour des raisons de complexit�
� des dimensions inf�rieures ou �gales � ��� nous proposons un algorithme sous�optimal
de d�codage permettant de d�coder tout r�seau � de dimension inf�rieure ou �gale � ���	
sur le canal AWGN et sur le canal de Rayleigh� Cet algorithme repose sur le crit�re de
minimisation de l�erreur quadratique moyenne 
crit�re MMSE�� Au lieu de minimiser la
distance euclidienne� le d�codeur MMSE minimise l�esp�rance sur l�erreur quadratique
dans l�espace ZZn en entr�e du r�seau� Nous nous sommes pour cela appuy�s sur une pre�
mi�re version d�un �galiseur MMSE 
employ� comme �galiseur � retour de d�cision 
DFE�
avec le crit�re MMSE� pr�sent�e dans "��# pour le d�codage de matrices de Hadamard
et de Fourier sur le canal � �vanouissement de Rayleigh� Nous g�n�ralisons ici le d�co�
dage MMSE � tout r�seau r�el ou complexe de dimension n�

����� D�termination du d�tecteur � retour de d�cision �DFE


L�emploi d��galiseurs dans les syst�mes de communications num�riques pour r�duire l�in�
terf�rence entre symboles 
IES� est tr�s classique lorsque l�on souhaite e�ectuer une trans�
mission sur un canal � bande limit�e "��#� Lorsque la r�ponse impulsionnelle du canal est
courte� il est possible de r�aliser une �galisation selon le crit�re � maximum de vraisem�
blance en appliquant par exemple l�algorithme de Viterbi sur le treillis du canal� Dans
le cas contraire� la r�duction des e�ets de l�IES est obtenue en utilisant des �galiseurs
sous�optimaux mais moins complexes reposant sur le crit�re de minimisation de l�erreur
quadratique moyenne "��#�

Bien s)r� on pourra se demander� et � juste titre� la relation entre �galisation et d�codage
de r�seaux de points� Un r�seau de points � est un ensemble discret de points dans un
espace de dimension n� IRn ou Cn� obtenu par transformation lin�aire du groupe ZZn�
c�est���dire que l�on a la relation

� � MZZ
n

o* M � 
mij�i�j�������n est la matrice g�n�ratrice du r�seau� L�e�et de cette matrice sur
ZZ
n est donc comparable � celui d�un canal avec IES � chaque composante d�un point
du r�seau est une combinaison lin�aire de tous les entiers en entr�e� Ainsi� l�op�ration
de suppression de l�interf�rence entre symboles est�elle �quivalente � celle du d�codage
de � et le d�codage d�un r�seau de points peut�il 	tre r�alis� � l�aide d�un �galiseur�
Du fait de la tr�s grande complexit� de l��galisation avec treillis pour les r�seaux de
grande dimension� la seule solution possible apparait donc 	tre le d�codage � l�aide d�un
�galiseur sous�optimal � retour de d�cision reposant sur le crit�re de minimisation de
l�erreur quadratique moyenne�
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Fig� ���� D�codage � retour de d�cision d�un r�seau de points sur canal AWGN�

La �gure ��� montre le mod�le du syst�me de transmission ainsi que l��galiseur � retour
de d�cision qui comprend une matrice aller W et une matrice de retour G� Le vecteur
d�entiers z ayant �t� plac� en entr�e du r�seau� le vecteur �mis est x � Mz et le vecteur
re$u y � x� b� Le bruit b sur le canal est additif blanc gaussien de moyenne nulle avec
une variance de N
 par composante� L�entr�e du d�tecteur � seuil� soit la version corrig�e
par la matrice de retour du vecteur re$u est �z et le vecteur estim�� qui est renvoy� en
entr�e de la matrice de retour G est not� �z� L�estimation de la i�eme composante n�est pas
prise en compte dans le calcul de la matrice de retour pour l��galisation du i�eme symbole
aussi imposons�nous la condition suivante

�i � f�	 � � � 	 n� �g j gii j� �� 
�����

On note ��z la variance par composante du vecteur d�entiers z� Nous supposerons par la
suite que ��z � �� ce qui se fait sans perte de g�n�ralit� puisqu�au besoin il su�t de rempla�
cer N
 par N
��

�
z pour garder correctes les �quations trouv�es� Nous supposons �galement

que E�z�zh� � �In� o* In la matrice identit� en dimension n et � est un facteur de corr��
lation� En pratique� une approximation valable de � est donn�e par � 
 
�� Pe
zi��� Par
cons�quent� lorsque le taux d�erreur sur les composantes enti�res zi est su�samment petit�
� � �� Les notations zt� z� et zh repr�sentent respectivement le transpos�� le conjugu� et
le transconjugu� de z� En�n toute matrice de la forme D
�� 
respectivement D
� � a��
a � C� repr�sente la matrice diagonale dont les composantes sur la diagonale principale
sont 
�	 � � � 	 
n 
respectivement 
� � a	 � � � 	 
n � a��

L��galiseur � retour de d�cision reposant sur le crit�re MMSE minimise l�erreur quadra�
tique moyenne 
MSE� d��nie par

MSE
W	G� � E�k�z � zk�� � 
�����

Sachant que lors du calcul de l��galiseur minimisant l�erreur quadratique moyenne� nous
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prendrons en compte la condition 
����� en utilisant les multiplicateurs de Lagrange 
�i�i�������n�
Nous noterons � le vecteur form� par ces multiplicateurs�

La recherche de l��galiseur minimisant l�expression 
����� se fait en la d�rivant par rapport
aux variables W et G a�n d�en d�terminer les extrema� soit en d�terminant le couple

W	G� v�ri�ant

�MSE
W	G�

�W
�
�MSE
W	G�

�G
� � �

Pour cela� nous utilisons les r�gles rappel�es ci�dessous

�
Ah�h�B�

��
� ��A�Bt

��h

��
� �

�
Ah�B�

��
� A�Bt

�kA� �Bk�
��

� �A�Bt � ��A�Bt 
�����

o* A � 
a�	 � � � 	 an�t	 B � 
b�	 � � � 	 bn�t et � � 
�ij�i�j�������n�

Nous obtenons alors le syst�me suivant 
sans contrainte��	



WME�zzh�Mh �WE�bbh��GE��zzh�Mh � E�zzh�Mh � �

�WME�z�zh� �GE��z�zh� � E�z�zh� � �
�

Du syst�me d��quations 
������ nous d�duisons donc la valeur sans contrainte de G

G � �WM � �In � 
�����

Il s�agit alors d�introduire ici la contrainte sur les coe�cients diagonaux de G donn�e par
la formule 
������ ce qui nous donne l�expression de G avec contrainte

G � �WM � �In �D
�� � 
�����

Nous en d�duisons� avec la premi�re ligne du syst�me 
������ la valeur deW avec contrainte

W � D

�� � 
�� ���

N

�MhV

o* V � 
vij�i�j�������n est d��nie par
�
����
N�

MMh � In

�
V � In�
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En rempla$ant cette valeur de W dans l�expression de G donn�e par la formule 
�����
nous pouvons calculer la valeur des coe�cients multiplicateurs de Lagrange permettant
de satisfaire la condition 
�����

�i � �
N
 � 
�� � ��Bi

N
 � ��Bi

�����

o* B � 
B
	 � � � 	 Bn��� avec pour tout i � �	 � � � 	 n	 Bi �
Pn��

k�


Pn��
l�
 mkivklm

�
li�

Les expressions �nales de W et de G sont donc�	



W � D
 �
��B��N�

�MhV

G � D
 �
��B��N�

�MhVM �D
 �B�
��B��N�

�
� 
�����

����� R�sultats de simulation

Le d�codeur DFE sous�optimal trouv� au paragraphe pr�c�dent est appliqu� au d�codage
d�un r�seau dense en grande dimension� le r�seau de Barnes�Wall en dimension ��� sur
canal AWGN� L�entr�e du �ltre de retour est suppos�e parfaite 
ou sans erreur� donc
� � ��

Le gain fondamental et le coe�cient d�erreur du r�seauBW��� sont donn�s par la table ������
soit �
BW���� � ����	 dB et � 
BW���� � ������		���� respectivement� La valeur de ce
gain fondamental nous apprend qu�une constellation �nie extraite de ce r�seau sera un
bon alphabet de canal pour le canal � bruit additif blanc gaussien� En pratique� le gain ef�
fectif sera inf�rieur aux ����	 dB th�oriques du fait du fort coe�cient d�erreur � 
BW�����
L�e�cacit� spectrale � laquelle nous transmettrons est li�e � la structure m	me du r��
seau BW��� � si nous reprenons la formule du r�seau donn�e en formule 
������ nous avons
BW��� � ��ZZ�����
���	 ���	 ���	
���	 ���	 ����
���	 ��	 ���� 
���	 �	 ����� donc pour
�mettre un point x du r�seau il nous faudra ������������ bits� c�est���dire une e�cacit�
spectrale de ���� bits par dimension� ou encore � � 	�� bits par symbole complexe�

A�n d�estimer les performances du r�seau de Barnes�Wall lui�m	me� soit son e�cacit�
par rapport au meilleur r�seau possible en dimension ���� nous pla$ons �galement sur
la �gure ��� une borne des performances optimales sur canal AWGN lorsque la modu�
lation utilis�e est un r�seau de points en dimension ���� suivant en cela les travaux de
Shannon "��#�

A�n de comparer nos r�sultats avec la limite que repr�sente le d�codage ML� nous allons
utiliser l�in�galit� 
����� qui nous fournit une borne �ne sur la probabilit� d�erreur par
point Pepoint qu�il est possible d�obtenir th�oriquement avec un d�codeur ML� Nous en
d�duisons la probabilit� d�erreur par bit Pe�bit �

�
�Pepoint pour le cas o* l��tiquetage utilis�

est al�atoire et la probabilit� d�erreur par bit Pe�bit �
�

����Pepoint pour le cas o* l��tiquetage
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utilis� est un �tiquetage de Gray� Les courbes de Pe�bit et de Pe�bit sont trac�es sur la
�gure ��� pour � � 	�� bits par symbole� d�limitant la zone hachur�e de d�codage ML�
Cette e�cacit� spectrale� proche de � bits par dimension� nous am�ne � comparer ces
r�sultats avec les performances d�une MAQ���� La �gure ��� nous montre donc� comme
nous l�avions pr�vu� que le gain pratique est bien inf�rieur au gain th�orique puisqu�il est
de ��	 dB�

Les performances du d�codeur � retour de d�cision reposant sur le crit�re MMSE sont �ga�
lement pr�sent�es sur la �gure ��� lorsqu�utilis� avec une constellation cubique extraite du
r�seau BW���� Il est ind�niable que le d�codage selon le crit�re MMSE est loin d�atteindre
les performances ML sur le canal AWGN� Le d�codeur MMSE �limine compl�tement l�in�
terf�rence entre symboles g�n�r�e par la structure du r�seau� ce que l�on peut observer
en comparant ses performances avec le BW��� � la courbe de la MAQ���� mais il ne tire
aucun avantage de la densit� �lev�e de l�empilement�
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Fig� ���� Taux d�erreur binaire pour le r�seau de Barnes�Wall BW��� avec une e�cacit�
spectrale ��� � ���� bits par dimension�
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��� Conclusions

Apr�s avoir rappel� les notions �l�mentaires de la th�orie des r�seaux de points� nous
nous sommes int�ress�s dans ce chapitre � leur d�codage� rappelant la technique de d��
codage par sph�res� reposant sur le crit�re ML mais limit�e � de petites dimensions� et
proposant un nouvel algorithme de d�codage par �galisation � retour de d�cisions selon le
crit�re sous�optimal de minimisation de l�erreur quadratique moyenne� En e�et� le crit�re
� maximum de vraisemblance �tant inapplicable pour des dimensions �lev�es pour des
raisons num�riques �videntes� le crit�re MMSE appara(t comme un moyen de r�soudre
le probl�me du d�codage des r�seaux de points en grandes dimensions� Cependant� notre
DFE pr�sente des performances d�cevantes sur le canal � bruit additif blanc gaussien� Le
gain fondamental du r�seau� provenant de la grande densit� du r�seau� n�est pas exploit�
par le crit�re MMSE qui r�alise son optimisation dans l�espace des entiers z et non dans
l�espace des points x du r�seau� Le DFE ne peut en fait que supprimer l�interf�rence
entre symboles g�n�r�e par le r�seau lui�m	me� Nous restons donc malheureusement bien
loin des performances optimales des r�seaux� dont Urbanke et Rimoldi "��# ont prouv�
r�cemment qu�ils atteignaient la capacit� du canal gaussien dans le cas d�un d�codage �
maximum de vraisemblance�

Un autre axe de recherche sur lequel nous avons commenc� � nous pencher est la trans�
formation de l�algorithme de d�codage par sph�res en un algorithme � entr�es et sorties
souples� permettant ainsi de fournir une valeur de con�ance aux sorties du d�codeur� ce
qui permettra �galement � terme de l�inclure dans des syst�mes de d�codage it�ratif�

Nous allons � pr�sent nous int�resser au canal � �vanouissement de Rayleigh� pour lequel
les performances de notre d�codeur DFE seront �galement consid�r�es� Nous nous concen�
trerons pour ce canal non plus sur les r�seaux � grande densit� mais les r�seaux � grande
diversit�� et en particulier les rotations� dont on a vu depuis le d�but des ann�es ����
qu�elles avaient de tr�s bonnes performances sur les canaux � �vanouissement�
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Chapitre �

Les rotations et MAQ
multidimensionnelles �

Tournicoti� tournicota
Pollux et Z�bulon

��� Introduction

Comme nous l�avons vu au chapitre pr�c�dent pour le canal � bruit additif blanc gaus�
sien� l�utilisation de constellations extraites de r�seaux de points est un moyen connu
pour qui veut transmettre � haute e�cacit� spectrale� Les r�seaux de points � grande
densit� permettent de construire des constellations adapt�es � la transmission sur le ca�
nal AWGN "��#�

L�utilisation de syst�mes � grande diversit� est par ailleurs classique lorsque l�on consid�re
un canal � �vanouissements� car il est bien connu en communications num�riques que tirer
parti d�une quelconque diversit� dans le syst�me de transmission aide � combattre les
�vanouissements susceptibles de perturber la communication� Ceci explique pourquoi la
diversit� d�antennes� la diversit� en temps ou la diversit� en fr�quence� bien que co)teuses
en terme de bande passante ou d��quipements� sont si populaires� Utiliser la diversit� de
modulation est une alternative tr�s attrayante dans la mesure o* elle ne suppose qu�une
complexit� sup�rieure du codeur et du d�codeur�

Le d�� est donc de combiner les constellations extraites des r�seaux de points� � haute
e�cacit� spectrale avec la diversit� de modulation� Et c�est dans le cadre de l�approche
lanc�e par Boull� et al� "��#� Kerpez "��#� Viterbo "��#� Boutros "��#� Giraud et al� "��#�
Da Silva et Souza "��#��� que nous allons nous int�resser � des constellations � haute di�

�Certaines parties de ce chapitre ont �t� publi�es dans les journaux Annales des t�l�communica�

tions ���� et IEEE Transactions on Information Theory �����
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versit�� quelles soient obtenues empiriquement� gr'ce � la th�orie alg�brique des nombres�
ou encore � partir de polyn�mes orthogonaux� ou al�atoirement "��#���

Nous nous int�ressons donc ici � des modulations am�liorant les performances sur le canal
de Rayleigh 
par augmentation de la diversit� gr'ce � la rotation� mais qui garderont
de bonnes performances sur le canal AWGN 
une rotation ne modi�ant pas la distance
euclidienne�� Ces constellations pourront donc �galement 	tre utilis�es sur le canal de
Rice� qui se trouve entre le canal gaussien et le canal de Rayleigh�

Apr�s pr�sentation du mod�le du syst�me et introduction des notations utilis�es dans
ce chapitre au paragraphe ���� nous �tudierons di��rents types de rotations au para�
graphe ���� parmi lesquelles nous introduisons la transform�e de rotation rapide� les rota�
tions construites � partir des polyn�mes de Tchebiche� ainsi que des rotations al�atoires�
Deux types de d�codeurs seront alors propos�s pour ces rotations� un d�codeur � re�
tour de d�cision reposant sur le crit�re MMSE au paragraphe ��� et un d�codeur it�ratif
travaillant sur les probabilit�s a posteriori au paragraphe ���� Finalement nous tirerons
quelques conclusions au paragraphe ����

��� Mod�le du syst�me consid�r�

Pour comprendre l�in�uence d�une rotation� et avant de nous lancer dans l��tude de sys�
t�mes plus complexes� nous proposons tout d�abord de consid�rer l�exp�rience toute simple
suivante� Observons� � c�t� de la r�f�rence constitu�e par la sortie d�une canal AWGN
dont l�entr�e est une BPSK pr�sent�e en �gure ���� la distribution de probabilit� du
rapport des log�vraisemblances ou LLR en sortie d�un canal de Rayleigh non s�lectif �
�vanouissements ind�pendants dans les deux cas suivants �
� l�entr�e est une modulation BPSK
� l�entr�e est une modulation BPSK pr�c�d�e par une rotation en dimension � 
angle ������
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Le r�sultat de cette exp�rience est pr�sent� en �gure ���� et l�on observe tr�s nettement que
le pic li� � l�e�et des �vanouissements sur le canal de Rayleigh commence � se r�sorber d�s
les faibles rapport signal � bruit� pour dispara(tre presque compl�tement lorsque le rapport
signal � bruit est su�samment important� Sur la courbe de la modulation BPSK tourn�e
� �� dB� on voit ainsi appara(tre deux lobes l�g�rement d�form�s� qui nous montrent que
la transmission sur le canal n�a perturb� le signal autant que dans le cas de la transmission
sans rotation�
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Fig� ���� In�uence d�une rotation en dimension � sur la LLR en sortie d�un canal de
Rayleigh ind�pendant avec entr�e BPSK�

L�e�cacit� de ces modulations tourn�es vient de leur diversit� de modulation� c�est���dire
du nombre minimal de composantes di��rentes entre toute paire de points de la constella�
tion consid�r�e� Dans un souci de simplicit�� nous parlerons simplement de diversit�� et la
noterons L� En �gure ��� nous illustrons cette �volution de la diversit� due � la rotation
pour une QPSK� Ainsi� si l�on suppose qu�un �vanouissement important se produit sur
l�une des composantes du point transmis� il est clair que la version �vanouie 
pr�sent�e
en cercles blancs� de la constellation avec diversit� L � � o�re une protection sup�rieure
contre les e�ets du bruit� puisque les projections sont toutes distinctes contrairement � ce
qui arrive pour la constellation de diversit� L � ��

Consid�rons � pr�sent le sch�ma du syst�me de transmission pr�sent� en �gure ���� La
source binaire produit les bits en entr�e d�un �tiqueteur fournissant des �l�ments zi � ZZ

n

appartenant � une constellation PAM fI�	 � � � 	IMg� par exemple une BPSK si M � ��
Groupant ces �l�ments par paquets de n� on consid�re alors en entr�e de la rotation un
vecteur z � 
z�	 � � � 	 zn�t appartenant � une constellation MAQ de dimension n qui� apr�s
action de la matrice de rotation R � 
rij�i�j�������n g�n�re le point x � 
x�	 � � � 	 xn�t dont
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20
o

L=1 L=2

Fig� ���� Illustration du gain en diversit� par rotation d�une constellation QPSK�

les composantes sont donn�es classiquement par

xi �
nX
j��

rijzj i � �	 � � � 	 n � 
����

On notera que la rotation n�est autre qu�un r�seau de dimension n et de matrice g�n�ratrice
R� Toute la th�orie des r�seaux pr�sent�e au chapitre pr�c�dant reste donc valable ici� La
sortie de la rotation est alors �mise sur le canal de Rayleigh non s�lectif � �vanouissements
ind�pendants� ce qui donne en sortie le point re$u y � 
y�	 � � � 	 yn�t d��ni par

y � �� x� b 
����

o* b � 
b�	 � � � 	 bn�t est un bruit additif blanc gaussien de moyenne nulle et de variance N


par composante� o* � � 
��	 � � � 	 �n�t est le vecteur des coe�cients normalis�s de l��va�
nouissement et o* � repr�sente le produit composante par composante� L�ind�pendance
des composantes de l��vanouissement est assur�e par la pr�sence d�un entrelaceur non
repr�sent� sur la �gure�

Repla$ant dans l��quation 
���� les composantes xi par leur expression donn�e par la
formule 
����� on obtient

y � D
��Rz� b � 
����

yrotation

R

b

�PAM�

d�tecteur � seuil

bruit gaussien

z xsource

binaire

�tiquetage

�vanouissement de Rayleigh
�

d�tection

d�codage

Fig� ���� Mod�le du syst�me de transmission�
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��� Choix de la rotation pour le canal 
 �vanouissement
de Rayleigh

Utilisant des �ltres temporels� appel�s pr�codeurs 
precoders�� Wornell "��# a propos� une
m�thode pour �taler de l�information � transmettre� la prot�geant ainsi des �vanouisse�
ments sans qu�un entrelacement soit n�cessaire� Malheureusement� Wornell s�est limit�
� un type de �ltres lin�aires invariants dans le temps qui font que son syst�me ne peut
s�adapter en pratique qu�avec l�emploi de �ltres �nis� qui eux ne sont pas sans pertes�
Wornell lui�m	me souligne que� s�il �tait possible de trouver des pr�codeurs qui aient un
facteur d��talement �lev� tout en �tant sans perte� leurs performances m�neraient asymp�
totiquement � un canal � bruit additif blanc gaussien sans plus d��vanouissement� En
fait� il est ais� de voir qu�une rotation poss�de ces caract�ristiques� puisqu�elles peuvent
	tre vues comme des �ltres sans perte et � r�ponse impulsionnelle �nie 
FIR� qui �talent
l�information sur tous les composantes d�un symbole�

De nombreuses rotations ont �t� consid�r�es dans la litt�rature� qui furent optimis�es pour
satisfaire certains crit�res comme la maximisation du taux de coupure� de la capacit�� ou
encore celle de la diversit� ou la distribution de diversit� de la modulation� En plus de ces
rotations d�j� connues et �tablies� nous allons en introduire de nouvelles�

����� Rotations choisies de mani�re exhaustive

L�id�e de tourner une constellation MAQ n�est pas neuve� puisqu�elle fut pr�sent�e en
premier lieu par Boull� et al� "��# en ���� dans l�espace r�el � deux dimensions IR��
La g�n�ralisation de ce r�sultat en dimensions sup�rieures est facilit� par la propri�t�
suivante �

Th�or�me ����� 
D�composition d�une matrice orthogonale en rotations planes�
Toute matrice A r�elle orthogonale de dimenion n peut �tre d�compos�e comme le pro

duit de C�

L rotations planes en dimension � 
ou matrices de Given� et d�une matrice de
r��exion�

Preuve 	 Introduisons tout d�abord les matrices de Given� ou rotations de Given "��#�

D��nition ����� Une matrice de Given G
i	 j	 
�� i � j� est une matrice form�e �
partir de l�identit� dont on a remplac� les quatre coe�cients 
i	 i�� 
i	 j�� 
j	 i� et 
j	 j� par
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cos

�� sin

�� �sin

� et cos

� respectivement� Matriciellement� on a

G
i	 j	 
� �

�
�����������

� � � � � � � � � � � � �
���

� � �
���

���
���

� � � � cos 
 � � � sin 
 � � � �
���

���
� � �

���
���

� � � � � sin 
 � � � cos 
 � � � �
���

���
���

� � �
���

� � � � � � � � � � � � �

�
�����������

� i

� j

� �
i j

� 
����

Proposition � Une multiplication � gauche par G
i	 j	 
�t revient � e�ectuer une rota

tion d�un angle 
 dans le sens trigonom�trique dans le plan d��ni par les deux axes de
coordonn�es 
�ui� et 
�uj��

Preuve 	 La preuve de cette proposition est imm�diate lorsque l�on �crit les coordonn�es
de tout vecteur v � G
i	 j	 
�tu �

vk �

�	



cos 
 ui � sin 
 uj k � i
sin 
 ui � cos 
 uj k � j
uk k �� i	 j

� 
����

De ces formules on d�duit qu�il est tr�s facile d�annuler une composante d�un vecteur u
ou de mani�re similaire un coe�cient d�une matrice M en la multipliant par la matrice
de Given appropri�e� soit en prenant l�angle 
 v�ri�ant

cos 
 �
uiq

u�i � u�j

sin 
 �
�ujq
u�i � u�j

� 
����

Proposition � Si A est une matrice orthogonale n� n� toute d�composition de la forme
A � QV � o� Q est une matrice orthogonale n � n et V une matrice triangulaire sup�

rieure n � n permet d�exprimer la matrice Q comme le produit Q � A�I� o� �I est une
matrice diagonale dont les �l�ments diagonaux valent soit � soit ���

Preuve 	 Q �tant orthogonale par hypoth�se� Qt l�est aussi� donc avec A �galement ortho�
gonale par hypoth�se� V � QtA est orthogonale� Or V �tant aussi triangulaire sup�rieure
par hypoth�se� elle est donc diagonale et chacun de ses �l�ments diagonaux est de carr� ��
soit est �gal � � ou ��� Introduisons donc �I � V � on a �I � QtA soit Q � A�I�� et par
construction de �I� �I � �I t � �I�� donc Q � A�I� On notera que �I d��nit une r��exion ou
une compos�e de r��exion�

Nous sommes � pr�sent � m	me de prouver notre th�or�me de d�composition� �tant don�
n�e une matrice A orthogonale quelconque n�n� on peut� par n
n� ���� multiplications
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successives par des matrices de Given transpos�es� annuler les n
n����� coe�cients situ�s
sous la diagonale sup�rieure de A� comme expliqu� dans la preuve de la proposition � et
donc obtenir une matrice triangulaire sup�rieure V telle que �

V �

n�n�����Y
k��

G
ik	 jk	 
k�
tA �

Le produit de matrices orthogonales �tant lui�m	me orthogonal� la matrice Q d��nie
par Q �

Qn�n�����
k�� G
ik	 jk	 
k� est une matrice orthogonale� Utilisant le r�sultat de la

proposition �� le th�or�me de d�composition est donc d�montr�� �

Utilisant le th�or�me ������ Da Silva et Sousa "��# ont pu �tendre de mani�re exhaustive
les r�sultats trouv�s dans "��# jusqu�� la dimension �� r�alisant une recherche reposant
sur l�optimization num�rique de la fonction CFM
C� 
constellation �gure of merit� me�
surant les performances d�une constellation C sur un canal de Rayleigh � haut rapport
signal � bruit� Directement tir�e de la borne ML de la probabilit� d�erreur par paire �
haut rapport signal � bruit pour une constellation extraite d�un r�seau� d�termin�e dans
l��quation 
������ cette fonction est d��nie par

CFM
C� � minc�d�C�c��d
nY

i���ci ��di

ci � di�

� � 
����

Les rotations correspondantes en dimension 	 et � sont rappel�es dans les tableaux B��
et B��� Cette technique devient n�anmoins trop complexe pour des dimensions sup�rieures
� �� ce qui a amen� � quitter ce mode de construction�

Des travaux portant sur des transformations lin�aires autres que des rotations� men�s par
Kerpez "��# ont permis la cr�ation et l��tude d�un autre type de constellations � haute
diversit� pouvant 	tre utile pour combattre les e�ets des �vanouissements� Mais� comme
montr� dans "��#� il appara(t que de telles constellations n�o�rent pas de meilleurs r�sultats
que les constellations cubiques tourn�es du fait de leur grande �nergie par composante�

Une autre transformation� tr�s li�e � notre �tude� est la �transform�e de diversit�
 
diver

sity transform� introduite par Rainish "��# qui est construite par optimisation du taux de
coupure R
 "��#� La recherche est dans ce cas�ci �galement e�ectu�e gr'ce aux r�sultats
du th�or�me ����� � partir de matrices de rotations planes� On notera que s�il est vrai
qu�am�liorer le taux de coupure ne signi�e par pour autant que l�on am�liore la capacit�
ou la diversit�� il est certain que le taux de coupure est un crit�re su�samment reconnu
en communications num�riques pour que ces rotations optimis�es par Rainish soient pour
nous un point de comparaison int�ressant� Le crit�re de recherche sur le taux de coupure
est d��ni par

R
 � log�M � �

n
log�

�
� �

�

Mn

X
x

X
z��x

nY
j��

�

� � Es

N�
Aj

�

����

o* Aj �
Pn

i�� rij�xi�zi��
� � Nous donnons en exemple la rotation optimis�e OP��� en dimen�

sion �� rappel�e dans le tableau B���
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����� Rotations alg�briques

L�emploi de la th�orie alg�brique des nombres "��# permet de construire des constel�
lations multidimensionnelles extraites de r�seaux � grande diversit�� Ainsi Boutros et
Viterbo "��#"��# ont�ils propos� la construction de r�seaux dont la diversit� est ais��
ment controlable de par leur construction et s�en sont servis pour tourner des constel�
lations MAQ� cr�ant ainsi des MAQ multidimensionnelles � haute diversit�� Ont �t� en
particulier consid�r� deux types de r�seaux� soit ZZn�n de diversit� garantie par construction
�gale � la dimension n et ZZn�n�� de diversit� garantie par construction �gale � n���

Construction alg�brique des r�seaux ZZn�n

Cette construction repose sur le plongement canonique � dans les corps de nombres alg��
briques totalement r�els Q
� cos
���N��� Appliquant le plongement canonique � un id�al
particulier de cet anneau� on obtient une version tourn�e ZZn�n du r�seau entier ZZ

n� Le
choix de ce corps se justi�e par le fait qu��tant totalement r�el� le corps Q
� cos
���N��
garantit une diversit� maximale � la constellation obtenue� soit L � n "��#� Il a de plus �t�
montr� que di��rents r�seaux tourn�s de cette famille maximisent la distance produit��
minimale de la constellation "��#� Nous allons rappeler ici les grandes lignes de la pro�
c�dure utilis�e dans "��# pour obtenir ZZn�n� puis a�n d�aider � la compr�hension� nous
donnerons un exemple d�application en construisant le r�seau tourn� ZZ��� dont nous nous
servirons �galement au chapitre ��

On notera tout d�abord que le degr� de Q
� cos
���N�� est �gal � �
N���� o* �
�� est la
fonction d�Euler donnant le nombre d�entiers premiers avec N � ce qui impose certaines li�
mitations sur les dimensions du r�seau que nous pouvons obtenir� Les dimensions possibles
seront donc de la forme n � �
N���� La proc�dure � suivre pour une telle dimension n
est alors �

�� Consid�rer le corpsK � Q
�� de discriminant absolu dK � pm� avec � � �cos
���N�
de polyn�me minimal ��
x��

�� Factoriser l�id�al principal 
p� � pOK � o* OK est l�anneau des entiers de K� sous la
forme Jn� o* J est un id�al premier�

�� Chercher� en appliquant le plongement canonique successivement � chacun des
id�aux Jk� k � �	 � � � 	 n celui qui permet d�obtenir une matrice g�n�ratrice� � �
Jk�
orthogonale� soit la matrice g�n�ratrice de ZZn�n�

Nous donnons des exemples de ces matrices g�n�ratrices en dimension 	� � et � dans les
tableaux B��� B�� et B����

Exemple � construction de ZZ���
Ayant �
����� � �� on en d�duit que le r�seau cubique ZZ��� se construit � partir de l�an�
neauQ
� cos
�������� Calculons � pr�sent le polyn�meminimal��
x� de � � � cos
�������



���� Choix de la rotation pour le canal � �vanouissement de Rayleigh ��

Soit m
x� �
P�n

k�
 akx
k le polyn�me minimal de � � e��j�N � c�est���dire le polyn�me

cyclotomique de degr� �n � �
N�� On a �

m
x� � Q����
x� �

�nX
k�


akx
k � x�
 � x� � x� � x� � x� � x� � x� � x� � x� � x� � �

Or� le polyn�me cyclotomique est r�ciproque puisqu�il admet �galement ��� "��# pour
racine car � pour N � �	 x��N�Q�N�
x��� � Q�N�
x�� On peut donc r��crire la relation
��nm
�� � �� comme

nX
k�


a�n�k
�
k � ��k� � � 
����

o* a�k � ak	 k � �	 � � � 	 n � �� et a�n � an���

On d�duit de l�expression de m
x� les valeurs des a�k� soit


a�
	 a
�
�	 a

�
�	 a

�
�	 a

�
�	 a

�
�� � 
�	 �	 �	 �	 �	 ���� �

Or� la relation donn�e par l��quation 
���� est par exemple v�ri��e par les polyn�mes Tk
x�
de Tchebiche� du premier ordre 
voir paragraphe ������� puisque 
�k���k� � � cos
��k�N� �
Tk
cos ���N� � �� On en d�duit donc que le polyn�me �
x� d��ni par

�
x� �
nX

k�


a�n�kTk
x� � ��x� � �x� � ��x� � �x� � �x� ���

est polyn�me minimal de �� Il ne reste plus alors qu�� le r�duire� au sens des corps de
nombre� pour obtenir le polyn�me minimal ��
x�

��
x� � x� � x� � 	x� � �x� � �x� � �

Connaissant le polyn�me minimal� on obtient "��# le discriminant absolu dK � ��� dont
on d�duit la valeur p � ��� Nous allons donc factoriser l�id�al 
p� � ��OK pour construire
le r�seau ZZ��� � �
J�� 
soit k � �� la seule valeur pour laquelle on obtiendra une matrice
orthogonale�� La matrice g�n�ratrice de l�id�al G	�J�� se d�compose "��# sous la forme
G	�J�� � G � T o* G est la matrice g�n�ratrice du r�seau dans OK et T la matrice de
passage entre la base de l�id�al et celle de l�anneau des entiers OK�

Calculons "��# tout d�abord la matrice g�n�ratrice G du r�seau ���� � �
OK�� Ses colonnes
correspondent au plongement canonique des vecteurs 
��	 � � � 	 �n� de la base enti�re de K

G �

�
�����

� ������� ������ �	����� ������
� ������� ������ ������� ��	���
� ����	� ������ ������ ������
� ������ �����	 ���	�� ���	��
� ������ ������ ������ �������

�
����� �
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Par ailleurs� la d�composition de l�id�al ��OK se fait sous la forme ��OK � J�� o* J �
��OK � 
� � ��OK� ce qui nous permet de d�duire la matrice de transition entre la base
de l�id�al premier J et celle de OK�

�����
�� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

�
����� �

On en d�duit la matrice T entre les coordonn�es dans l�id�al J� et celles de OK

T �

�
�����

�� � � � �
� �� � � �
� � �� � �
� � � � �
� � � � �

�
�����

ce qui donne pour matrice g�n�ratrice de l�id�al G	�J�� � G � T

G	�J�� �

�
�����

�� �������� ������� ������� �������
�� ������� ������ ������� �������
�� ������ ������ ������ ����	�
�� �	�	��� ������� ����	�� �������
�� ������� 	������ ������� ����	�	

�
�����

Cette matrice repr�sente le r�seau mais n�est pas sous sa forme r�duite 
soit normalis�e
et orthogonale�� On va donc chercher la base orthogonale du r�seau� utilisant pour cela
l�algorithme LLL "��# puisque la base r�duite� au sens la minimisation de la forme qua�
dratique associ�e � la matrice� est la base orthogonale lorsqu�elle existe "��#� On obtient
alors� apr�s normalisation� la base orthonormale qui forme la matrice du r�seau ZZ���

ZZ��� �

�
�����
���	����	�	�� ����	�������� ��������	���� ������������� ����������	�
��������	���� ��	����	�	�� �����������	� ���	�������� ������������
������������� ����������	� ���	�������� ��������	���� ��	����	�	��
�����������	� �������	���� ������������� ���	����	�	�� ����	��������
���	�������� ������������ ���	����	�	�� �����������	� �������	����

�
����� �

Construction alg�brique des r�seaux ZZn�n��

Une autre famille de matrices orthogonales construites gr'ce � la th�orie alg�brique des
nombres est celle des r�seaux ZZn�n��� de diversit� L � n�� pour n � �e��e� � e�	 e� �
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�	 �	 �	 � � � � On obtient ainsi une rotation multidimensionnelle r�elle R de dimension n qui
g�n�re la version tourn�e ZZn�n�� � RZZn du r�seau entier cubique ZZ�
On se place dans le corps cyclotomique totalement complexe K � Q�j�
�� g�n�r� par
� � e�j��N � racine N �eme de l�unit� 
o* N est d��ni par n � �
N��� La construction se fait
alors en appliquant un plongement canonique � l�anneau des entiers OK � ZZ�j�
��� g�n�r�
par 
�	 �	 ��	 � � � 	 �n������ dans K "��#� Si l�on note �i � �� e�j��i����n� pour i � �	 � � � 	 n���
la rotation obtenue est donn�e par la matrice complexe en dimension n�� suivante

R �

�
����

� � � � � �
�� �� � � � �n��
���

���
���

�
n����
� �

n����
� � � � �

n����
n��

�
���� 
�����

Le r�seau r�el correspondant de dimension n peut 	tre obtenu en rempla$ant chaque valeur

complexe a� jb de R par la matrice

�
a �b
b a

�
� Comme montr� dans "��#� ce r�seau a

une diversit� de L � n���

Nous donnons des exemples de ces matrices g�n�ratrices en dimensions 	 et � dans les
tableaux B��� B�� et B�� � ces matrices sont not�es ZZ����a� ZZ����a et ZZ����b�

����� Transform�e de rotation rapide �FRT


Comme on l�a vu dans le paragraphe pr�c�dent� les r�seaux tourn�s par rotation matri�
cielle ZZn�n�� obtenus par Boutros et Viterbo "��# permettent d�augmenter la diversit� des
constellations utilis�es� et ainsi de prot�ger l�information de l��vanouissement introduit
par le canal de Rayleigh� Le principal inconv�nient de ces rotations est la complexit� du
calcul� due � la n�cessit� de r�aliser e�ectivement des multiplications de matrices de taille
n� n� Pour utiliser cette m�thode� il faudra donc travailler dans de faibles dimensions si
l�on veut pro�ter de la diversit� apport�e par ces rotations alg�briques sans alourdir trop
notre syst�me de transmission� Typiquement� on utilisera des dimensions n de l�ordre de �
� ���

Pour atteindre des dimensions sup�rieures avec ces rotations� nous avons �labor� une
�transform�e rapide
� � l�image de celles bien connues de Fourier 
FFT� ou de Hadamard

FHT�� Nous allons voir que cette transformation� appel�e transform�e de rotation rapide

Fast Rotation Transform� FRT� se d�duit ais�ment des formules obtenues pour les r�seaux
ZZn�n�� pr�sent�s pr�c�demment�

Si nous nous restreignons aux valeurs de n �gales � des puissances de �� nous obtenons N �
�n et les composantes de la matrice de rotation R � 
rik�i�k�������n sont donn�s par

rik � 
��e

j�i
n �k � e

j�k
n �e

�j�ik
n�� �
i	 k� � �	 � � � 	

n

�
� �� 
�����
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Appliquons � pr�sent cette rotation � un vecteur u � 
u
	 � � � 	 un������ le vecteur r�sultant
est x � 
x
	 � � � 	 xn����� dont les composantes sont donn�es par

xi �

n
�
��X

k�



rikuk� �

n
�
��X

k�



e
�j�ik
n�� u�k� avec u�k � uk�e

�j�k
�n � 
�����

Si l�on compare la formule ci�dessus avec celle de la transform�e de Fourier discr�te 
DFT��
il appara(t qu�une rotation alg�brique li�e au r�seau ZZn�n�� revient � l�application d�une
transform�e de Fourier rapide avec des coe�cients d�phas�s� La fonction de calcul de la
FRT � partir d�une FFT est donn�e ci�dessous

static void FRT�ComplexNum� X� int T� int fid�

�� fid � num�ro de la FFT ��

��� begin of FRT�� ��

int i�

if�T		
� � �� transform�e directe ��

for�i	�� i�n� i

�

X�i�	CPLXMUL�X�i�� CPLXEXPJ�i�PI������n����

FFT�X� 
� fid��

�

if�T		�� ��� transform�e indirecte ��

FFT�X� �� fid��

for�i	�� i�n� i

�

X�i�	CPLXMUL�X�i�� CPLXEXPJ��i�PI������n����

�

��� end of FRT�� ��

L�utilisation de la FRT nous garantit donc comme pour les petites dimensions une diversit�
de n��� On notera qu�elle peut �galement 	tre utilis�e sur des r�seaux complexes ZZn���n��
construits avec la rotation complexe d��nie par la formule 
������

����	 Rotations construites � partir de familles de polyn�mes or�
thogonaux

Classiquement� les polyn�mes 
Qk
x��
��
k�
� ou famille de polyn�mes Qk
x� sont dits ortho�

gonaux sur l�intervalle �a� b� par rapport � la fonction poids w
x� si

�
i	 j� � IN	 i �� j	

Z b

a

w
x�Qi
x�Qj
x� dx � � �
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La fonction poids w
x� d�termine le syst�me de polyn�mes � une constante pr�s� dont la
sp�ci�cation est dite standardisation� Pour des polyn�mes standardis�s on a par d��nition

Qk
x� � �kx
k � �

�
kx

k�� � � � �

and
R b

a
w
x�Q�

k
x� dx � h�k


�����

Il est ais� de montrer que les polyn�mes orthogonaux Qk
x� de degr� k poss�dent exacte�
ment k racines r�elles distinctes 
x
	 x�	 � � � 	 xk��� sur leur intervalle d�orthogonalit� �a� b� "�#�
Les polyn�mes Qk
x� v�ri�ent �galement la propri�t� suivante

Qk��
x� � 
ak � x� bk�Qk
x�� ckQk��
x�

o* bk �
�k��
�k

	 ak � bk

�
��k��
�k��

� �
�
k

�k

�
	 ck �

�k���k��hk
��khk��

� et Q�� � �

�����

Utilisant la formule de r�currence 
����� liant trois polyn�mes successifs on peut tirer
l�expression matricielle suivante�

�����������

�a�
b�

�
b�

� � � � �
c�
b�

�a�
b�

c�
b�

�

� c�
b�

�a�
b�

�
b�

�
���

� � �
���

���
� � �

���
� cn��

bn��
�an��
bn��

�
bn��

�

� cn
bn

�an
bn

�
bn

�
�����������

�
����������

Q

x�
Q�
x�
Q�
x�
���

Qn��
x�
Qn
x�
Qn��
x�

�
����������
� x

�
����������

Q

x�
Q�
x�
Q�
x�
���

Qn��
x�
Qn
x�
Qn��
x�

�
����������


�����

Repla$ant successivement dans l��quation 
����� la variable x par chacune des n�� racines
xk	 k � �	 � � � 	 n du polyn�me Qn��
x�� on obtient�

��������

�a�
b�

�
b�

� � � �
c�
b�

�a�
b�

c�
b�

� c�
b�

�a�
b�

�
b�

���
� � �

� cn��
bn��

�an��
bn��

�
bn��

� cn
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�an
bn

�
��������

�
��������

Q

xk�
Q�
xk�
Q�
xk�
���

Qn��
xk�
Qn
xk�

�
��������
� xk

�
��������

Q

xk�
Q�
xk�
Q�
xk�
���

Qn��
xk�
Qn
xk�

�
��������


�����

On peut donc en d�duire que la matrice dans l��quation 
����� poss�de n�� valeurs propres
distinctes� � savoir les racines xk� Ceci implique que la famille des vecteurs propres corres�
pondants 
Qi
xk��i�k�
�����n est une base orthogonale de vecteurs � partir de laquelle il est
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ais� de construire� par simple normalisation� une matrice de rotation R en dimension n��

R �

�
����

�
Q

x
� �
Q�
x
� � � � �
Qn
x
�
��Q

x�� ��Q�
x�� � � � ��Qn
x��

���
���

�nQ

xn� �nQ�
xn� � � � �nQn
xn�

�
���� 
�����

o* ��k � 

Pn

i�
Q
�
i 
xk��

�� �

Une des familles les plus connues de polyn�mes orthogonaux est celle des polyn�mes de
Tchebiche� du premier ordre Tk
x� qui sont orthogonaux sur l�intervalle ���� �� avec la
fonction poids w
x� � 
�� x������ et la normalisation standard �k	 Tk
�� � � "��#� Cette
technique peut n�anmoins 	tre appliqu�e � d�autres familles de polyn�mes orthogonaux�
comme par exemple ceux pr�sent�s dans "�#� & titre d�exemple� nous donnons la matrice
de Tchebiche� Tchebi� en dimension � dans le tableau B���

����� D�autres rotations simples � construire � rotations de Ha�
damard et rotations al�atoires

Figurant parmi les matrices de rotations les plus simples et les plus connues� les matrices
de Hadamard sont des matrices calcul�es r�cursivement "��# pp� �����

H� � �	 H�n �
�p
�n

�
Hn Hn

Hn �Hn

�

�����

o* nous nous limitons � des dimensions de la forme n � �m	m � ZZ�

Bien que leur diversit� soit �gale � �� nous allons consid�rer ces matrices de Hadamard car
nous verrons notamment au chapitre � qu�elles ont des capacit�s �tonnamment bonnes�
Notant que ces matrices se comportent � peu pr�s comme des matrices dont les com�
posantes seraient al�atoirement �� ou ��� nous avons g�n�ralis� la construction "��# en
choisissant des matrices A avec des entr�es tir�es d�un ensemble de a points 
a � ��
r�partis uniform�ments sur le cercle unit�� Une proc�dure de Gram�Schmidt est alors ap�
pliqu�e � cette matrice al�atoire de dimension n� qui assure son orthogonalit�� Nous avons
ainsi tir� al�atoirement di��rentes matrices dont nous verrons les performances au para�
graphe ���� Pour des raisons pratiques� nous ne donnons pas les matrices des rotations
en dimension sup�rieure ou �gale � � donc seule la matrice ZZ����random est pr�sent�e en
annexe dans le tableau B����

Dans le cadre de l��tude de la capacit� au chapitre �� nous avons tir� al�atoirement ����
matrices� avec le param�tre a �gal � �� Nous avons retenu la matrice donnant en moyenne
la meilleure capacit�� le rapport signal � bruit par bit cod� Ec�N
 prenant trois valeurs �
cette matrice appel�e Random� est donn�e dans le tableau B����
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��� �tude de la distribution de diversit�

Il est bien connu que la distribution des distances euclidiennes du r�seau de points � a
une in�uence directe sur ses performances sur le canal gaussien 
comme nous l�avons vu
en �tablissant la formule 
������ De m	me� la distribution de diversit� de � a une in�uence
directe sur les performances obtenues sur le canal de Rayleigh� Nous allons donc �tudier
les distributions de diversit� de di��rentes matrices de rotations�

��	�� Distribution de diversit� de la FRT et de la FFT

Puisque � appartient au r�seau �� la distribution de diversit� peut 	tre obtenue en compa�
rant tous les points � �� Pour tout x � � choisi al�atoirement� la distribution de diversit�
donne la probabilit� P 
l� d�avoir l composantes non nulles dans x� avec L 
 l 
 n�

D�apr�s la construction de la FRT � partir de la rotation alg�brique du r�seau ZZn�n��� la
distribution de diversit� d�une FRT complexe est donn�e tout simplement par

P 
l� � � pour l � �	 � � � 	 n�� � �
P 
n��� � �


�����

Pour une FFT� le fait de remarquer que le point 
�	 �	 �	 � � � 	 �� appartient au r�seau
tourn� indique que l�ordre de diversit� minimale de la FFT est L � �� Une FFT n�a donc
litt�ralement pas de diversit�� Cependant� si l�on trace par simulation sa distribution
de diversit� pour une BPSK en entr�e� on constate qu�elle rejoint celle de la FRT pour
de tr�s grandes dimensions� comme montr� en �gure ���� Par cons�quent� pour n assez
grand� la FFT et la FRT ont les m	mes performances sur le canal de Rayleigh� On notera
cependant que pour n 
 �� la FFT donne de mauvais r�sultats alors qu�une FRT d�cod�e
avec le d�codeur universel de r�seaux de points "��# �limine presque compl�tement l�impact
des �vanouissements� Le comportement d�une transform�e d�Hadamard rapide 
FHT� est
identique � celui d�une FFT� Dans le paragraphe suivant� nous allons nous int�resser
au calcul de la distribution de diversit� d�une matrice al�atoire de type Hadamard et
l�on montrera que toute rotation choisie al�atoirement 
en grande dimension� donne des
performances similaires sur le canal de Rayleigh�

��	�� Distribution de diversit� de matrices de type Hadamard

Une formule directe et exacte des coe�cients hij d�une matrice d�Hadamard est tr�s dif�
�cile � d�terminer� Nous allons donc d��nir une matrice al�atoire de type Hadamard Hn

qui va nous permettre de calculer une distribution de diversit� et d��nergie�
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Le calcul de ces distributions est r�alisable de mani�re analytique parce que les compo�
santes des matrices prennent leurs valeurs dans un ensemble de cardinal �� i�e� �� et
ont des lois de probabilit� connues� En revanche� la g�n�ralisation au cas a � � pour les
matrices al�atoires d��nies au paragraphe ����� para(t une t'che tr�s di�cile�

La matrice de type Hadamard v�ri�e les conditions suivantes �
� la premi�re ligne et la premi�re colonne de Hn sont remplies avec des ����
� les autres lignes de Hn sont compos�es de n�� ��� 
y compris celui se trouvant dans
la premi�re colonne� et n�� �
�� r�partis al�atoirement�

� on omet volontairement le facteur de normalisation
�p
n
�

On d��nit �galement
� u vecteur d�entr�e� et v vecteur de sortie� v�ri�ant v � Hnu v � �
� Ukj
 est l�ensemble des vecteurs u avec k composantes �gales � ��� et u� � �� Son
cardinal est jUkj
j � Ck

n���
� Ukj� est l�ensemble des vecteurs u avec k composantes �gales � ��� et u� � �� Son
cardinal est jUkj�j � Ck��

n���
� U �tant l�un de ces deux ensembles� et pour d � ZZ� on a

P 
vi � d j u � U� � P 
vj � d j u � U� � PU 
d� �
i	 j� � f�	 � � � 	 n� �g�
On remarquera que pour tout vecteur u non nul� v
 est non nul�

� L�l� est le nombre de vecteurs de diversit� l�
Avec ces notations� nous pouvons �crire le nombre de vecteurs v de diversit� l non nulle
pour u � U

L�l�U � jU jPU
��n�l
�� PU 
���
l�� 
�����

On obtient ainsi la formule de la distribution de diversit� de type Hadamard

L�n� �

n��X
k�
���

�
C�k�

�
n��
�� PU�k� � j�
���

n�� � C�k�
���

n�� 
� � PU�k� �j�
���
n�� � C�k�

���
n

�
et �l � f�	 � � � 	 n� �g

L�l� �

n��X
k�

���

�
C�k��
n��PU�k� �j�
��

n�l
�� PU�k� �j�
���
l�� � C�k����

n�� PU�k� �j�
��
n�l
� � PU�k� �j�
���

l��
�


�����

La distribution des �nergies peut 	tre calcul�e de fa$on similaire en �tudiant le nombre
de vecteurs avec vi � d� Si l�on note D�d�� le nombre de vecteurs d��nergie d� on a

D��� �
X

� � k� � n
k� pair

Ck�
n

�
PUk� j�
�� � PUk� j�
��

�
et �d � f�	 � � � 	 n

�
g D�d�� �

X
d � k� � n
k� � d pair

Ck�
n

�
PUk� j�
d� � PUk� j�
d� � PUk� j�
�d� � PUk� j�
�d�

�

�����
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Fig� ���� Distribution de diversit� pour une FHT� FFT et FRT avec une e�cacit� spectrale
de � bit par dimension et une dimension n � ��
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Fig� ���� Distribution de diversit� pour une FHT� FFT et FRT avec une e�cacit� spectrale
de � bit par dimension et une dimension n � ����

La �gure ��� montre la distribution de diversit� pour une FRT complexe en dimension ����
une FFT complexe en dimension ��� et une FHT r�elle en dimension ���� La distribution
normalis�e est obtenue en divisant chaque L�l� par la somme totale

Pn
l�
 L�l�� & titre

de comparaison nous pr�sentons �galement en �gure ��� les distributions de diversit�
d�une FHT r�elle� FFT complexe et FRT complexe en dimension �� Il appara(t que les



�� �� Les rotations et MAQ multidimensionnelles

matrices de Hadamard 
et il en est de m	me pour celle de type Hadamard� sont celles
qui ont la plus mauvaise distribution de diversit�� On en d�duit qu�il est indispensable�
en faibles dimensions comme la dimension � de choisir avec soin la matrice de rotation
que l�on utilisera� Au contraire� en grande dimension� comme la dimension ���� les trois
distributions sont tr�s proches� On notera � cet e�et que l�axe des abscisses d�bute �
l � ���� Ceci explique pourquoi pour des dimensions sup�rieures � ��� ces di��rentes
rotations permettent d�atteindre des taux d�erreur similaires�
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Fig� ���� Distribution d��nergie pour une FFT� FHT et FRT avec une e�cacit� spectrale
de � bit par dimension et une dimension n � ����

Un exemple de la distribution d��nergie est �galement donn� en �gure ���� Cette courbe
montre que la matrice d�Hadamard a la pire des distributions en terme de distribution
d��nergie� alors que les matrices FFT et FRT exhibent des distributions semblables�

��	 D�codage 
 sortie souple des rotations en faible di�
mension selon le crit�re ML

����� Performances sur un canal avec CSI estim� parfaitement en
r�ception

L�utilisation du d�codeur par sph�res rappel� au paragraphe ����� nous permet de compa�
rer les performances respectives de di��rentes matrices de rotation en dimension inf�rieure
� ��� Le canal consid�r� est un canal de Rayleigh non s�lectif � �vanouissements ind�pen�
dants� et l�on suppose que le r�cepteur estime parfaitement le canal� Les quatre matrices
al�atoires dont nous avons expliqu� la construction au paragraphe ����� sont
� en dimension � la matrice ZZ����random� de diversit� 	� obtenue pour a � 	�
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Fig� ���� Comparaison des performances respectives des rotations de Hadamard� alg��
briques et al�atoires sur le canal de Rayleigh avec d�codage ML pour une e�cacit� spec�
trale de � bits par dimension et une parfaite connaissance du canal 
CSI parfait��

� en dimension ��� les matrices ZZ�����random et ZZ������random� de diversit�s respectives �
et �	� obtenues pour a � 	 et a � ���

� en dimension �� la matrice ZZ���random� obtenue pour a � �� Sa diversit� n�a pas pu
	tre d�termin�e num�riquement du fait de la complexit� du calcul�

L�e�cacit� spectrale choisie �tant �x�e �gale � � bits par dimension� nous avons repr��
sent� en pointill�s les performances de deux courbes de r�f�rence� soit les performances
de la MAQ��� non cod�e sur le canal de Rayleigh et sur le canal � bruit additif blanc
gaussien� Le gain obtenu en tournant la constellation est donc �vident� pour chacune
des rotations simul�es� Les performances des matrices de Hadamard sont cependant d��
cevantes� en particulier pour de faibles dimensions ou � fort rapport signal � bruit � en
dimension �� pour une probabilit� d�erreur par bit Peb � ����� les rotations alg�brique
ZZ����b et al�atoire ZZ����random gagnent plus de 	 dB sur la matrice d�Hadamard Hada�� On
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constate par ailleurs que les rotations al�atoires exhibent des r�sultats aussi bons que les
rotations alg�briques� ainsi ZZ���random et ZZ������b sont�elles � ��� dB des performances sur
le canal AWGN � Peb � �����

����� Performances sur un canal avec CSI estim� imparfaitement
en r�ception � �tude de la robustesse du d�codage

Le canal de Rayleigh r�el non s�lectif est classiquement mod�lis� par un �vanouissement
multiplicatif dont les coe�cients �i	 i � �	 � � � 	 n sont des variables al�atoires suivant une
loi de Rayleigh et un bruit blanc additif gaussien b� Si l�on a pu supposer dans un premier
temps que l�estimation du canal �tait parfaite� il est s)r que ce cas id�al est rarement
atteint� En e�et� le circuit d�estimation de canal compris dans le r�cepteur commettra
des erreurs du fait de la sous�optimalit� de la m�thode d�estimation 
classiquement une
interpolation� mais aussi du fait du bruit� Pour mod�liser ceci� on introduit un pourcentage
err d�erreur dans l�estimation de l��vanouissement sur le canal� On prendra alors au niveau
du r�cepteur non plus le coe�cient �i utilis� � l��mission mais la valeur modi��e

�i � 
� � ai� i � �	 � � � 	 n 
�����

o* les ai sont des variables al�atoires ind�pendantes uniform�ment r�parties sur ��err� err��

Nous avons trac� ici les courbes avec la rotation alg�brique ZZ����a et d�codage avec le d�co�
deur par sph�res en consid�rant une e�cacit� spectrale �gale � � ou � bits par dimension
en �gures ��� et ���� respectivement� Nous nous sommes en e�et restreints � cette seule
rotation car les rotations ZZ����random et ZZ��� pr�sentent des performances semblables�

Il appara(t qu�au�del� de 	� d�erreur d�estimation de l��vanouissement les performances
du syst�me se d�gradent �norm�ment� Ce syst�me est donc extr	mement sensible aux
erreurs d�estimation de l��tat du canal� Cela ne doit pas surprendre � en e�et� il s�agit ici
d�un d�codeur optimal� et ce type de d�codeur se r�v�le toujours plus puissant mais moins
robuste que les d�codeurs sous�optimaux� Si l�on compare � pr�sent les courbes l�une avec
l�autre� on constate que la robustesse est l�g�rement inf�rieure lorsque l�on augmente le
nombre de bits par dimension� Cela est d) � la plus grande fragilit� des courbes d�e�cacit�
spectrale plus �lev�e et n�est autre que le prix � payer pour transmettre des modulations
multi�niveaux�
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Fig� ���� In�uence d�une mauvaise estimation de l��vanouissement sur le canal pour la
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��� D�codage 
 sortie souple des rotations selon le cri�
t�re MMSE

����� D�termination de l��galiseur � retour de d�cision �DFE

pour une rotation sur canal de Rayleigh

De m	me que nous avons utilis� un �galiseur � retour de d�cision pour d�coder nous
r�seaux sur le canal AWGN� l�utilisation d�un DFE appara(t comme une solution int�res�
sante pour �liminer l�interf�rence entre symboles g�n�r�e par la rotation sur le canal de
Rayleigh � �vanouissements ind�pendants� Nous allons donc d�crire dans ce paragraphe
une adaptation de la m�thode utilis�e au chapitre � pour les r�seaux particuliers que sont
les rotations� En e�et� l�utilisation d�un �galiseur est naturelle ici encore puisque� comme
le montre le sch�ma de la �gure ����� on a un �metteur qui applique une transform�e
orthogonale 
rotation� aux symboles � transmettre et un r�cepteur qui doit supprimer
l�interf�rence entre symboles cr��e par la rotation� La pr�sence d��vanouissements impose
de consid�rer un �galiseur autre que l��galiseur ZF 
dont le �ltre serait tout simplement
R��D
�����

W

G

rz
R

rotation

x

bruit b

matrice

d�tecteur � seuil

�z

�z �z

aller

matrice
retour

�vanouissementmatrice de

D
��

Fig� ����� D�codage � retour de d�cision d�une rotation sur canal de Rayleigh�

Le canal est d�crit par une matrice diagonale d��vanouissements D
�� et l�addition d�un
vecteur de bruit blanc gaussien de variance �N
 par composante complexe� Le vecteur
re$u est d�abord trait� par un �ltre direct repr�sent� par la matrice W � Le r�sultat de
ce �ltrage direct est ajout� � la sortie du �ltre indirecte repr�sent� par la matrice G� Le
calcul des coe�cients des �ltres W et G� minimisant l�erreur quadratique moyenne en
sortie de l��galiseur est grandement simpli�� par le fait que la matrice du r�seau est ici
orthogonale� En utilisant la m	me m�thode qu�au paragraphe ������ on obtient�	



W � R��D
 ���

G � R��D
����R � �
n
trace
D
�����In


�����
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o* les coe�cients ��i sont donn�s par �

��i �
��iPn

i�� j�ij��n �N


On retrouve le compromis inh�rent � l��galisation MSE � la prise en compte du bruit et
de la puissance du canal ne permet pas d�annuler l�IES�

����� Performances sur un canal avec CSI estim� parfaitement en
r�ception

Les performances d�un d�codeur MMSE avec une FRT en dimension ��� 
la rotation
alg�brique donn�e par le r�seau ZZ�������� sur le canal de Rayleigh sont montr�es en ��
gure ����� On peut y comparer les performances de la FRT sur le canal de Rayleigh avec
celles d�une MAQ � m	me e�cacit� spectrale sur le canal gaussien� Il appara(t clairement
que la perte due aux �vanouissements a �t� supprim�e � pour une probabilit� d�erreur par
bit Peb � ����� la FRT n�est qu�� ��� dB de la courbe de la MAQ��� sur canal AWGN�
Le canal de Rayleigh a �t� converti en un canal gaussien� Ce ph�nom�ne est du � l�in�
�uence de la distribution de diversit� de la FRT 
cet argument devenant valable dans les
grandes dimensions pour les FFT et FHT �galement� et compense la sous�optimalit� du
crit�re MMSE�

L��galiseur � retour de d�cision reposant sur le crit�re MMSE que nous avons consid�r� ici
est donc un d�codeur sous�optimal de tr�s faible complexit�� ce qui permet de r�aliser un
d�codage jusqu�� des valeurs de n de l�ordre de ���	� Jusqu�� pr�sent� a�n d�en �valuer les
performances� nous avons consid�r� que les valeurs fournies en entr�e du �ltre de retour G
sont parfaites 
soit �gales aux valeurs d�entr�e du codeur�� Les r�sultats de simulation nous
prouvent que ce syst�me �parfait
 fonctionne tr�s bien� et l�on parvient � transformer le
canal de Rayleigh en un canal gaussien�
Le probl�me qui se pose ensuite est celui du calcul de la valeur �pratique
 � introduire
en entr�e du �ltre de retour G� En e�et� nous avons pu constater par simulation que la
m�thode classique qui consiste � faire une premi�re it�ration avec un seul �ltre� soit un
�ltre aller W seul 
dont la formule est alors celle d�un simple �galiseur MSE sans retour
de d�cision� et d�en d�duire les entr�es � utiliser d�s la seconde it�ration avec le DFE pour
W et G ne permet pas� m	me apr�s de nombreuses it�rations du syst�me� d�atteindre les
performances souhait�es lorsque le �ltre W seul est suivi d�un simple d�tecteur � seuil�
Nous proposons l�introduction d�un code correcteur convolutif dans le sch�ma du codeur�
Ce code correcteur sera d�cod� � la premi�re it�ration 
W seul� par un algorithme de
Viterbi� la sortie de cet algorithme �tant introduite dans G avant la sommation avec la
sortie retard�e de W 
W non seul� et un nouveau passage par un d�codeur de Viterbi
rempla$ant le d�tecteur � seuil pr�c�dent� En pratique� on atteint la convergence avec ce
syst�me d�s la deuxi�me it�ration� soit le deuxi�me Viterbi� Nous pr�sentons un sch�ma
explicatif de ce nouveau syst�me en �gure ���� dans le cas o* il n�y a que deux it�rations�
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On notera que comme toujours lorsque l�on utilise un d�codeur de Viterbi une gestion des
d�lais s�impose � il s�agit ici de resynchroniser les sorties de W et de G pour la deuxi�me
it�ration� On notera �galement que la matriceW est alternativement celle correspondant
� la premi�re it�ration 
W seul�� tant�t celle correspondant � la formule 
������

W Viterbi G

Viterbi

rt wt

D�lai

gt�deltot

wt�deltot

D�laiwt�delvit

Fig� ����� Sch�ma partiel de l��galiseur � retour de d�cisions avec les deux it�rations du
d�codeur de Viterbi interne�

La �gure ���� montre les performances du syst�me pour une e�cacit� spectrale de � bit par
dimension� tout d�abord lorsque l�entr�e du �ltre de retour est aliment�e �parfaitement

et �galement lorsque le retour se fait avec l�aide d�une modulation PAM�� de taux ���
cod�e en treillis 
TCM� d�cod�e par un algorithme de Viterbi� Le prix � payer est donc
une diminution de l�e�cacit� spectrale 
on passe ici � ��� bit par dimension� mais la
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convergence est atteinte gr'ce � l�introduction du code et de son d�codeur de Viterbi� On
notera cependant que si le gain reste manifeste comparativement � la MAQ � 	 seule
sur canal de Rayleigh� ce syst�me pratique perd ��� dB pour un probabilit� d�erreur par
bit d�information Peb � ���� par rapport au cas th�orique o* l�entr�e retour du DFE est
�parfaite
�
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����� Performances du DFE sur un canal avec CSI estim� impar�
faitement en r�ception � �tude de la robustesse du d�codage

Comme dans le d�codage ML r�alis� avec le d�codeur par sph�res� nous nous int�ressons
ici � la robustesse du d�codage� observant les performances lorsque l�estimation de l��tat
du canal n�est pas parfaite� Nous avons trac� ici les courbes avec la FRT en dimension
n � ��� et un d�codage avec l��galiseur � retour de d�cision en consid�rant une e�cacit�
spectrale �gale � � ou � bits par dimension en �gures ���� et ���� respectivement en faisant
varier l�estimation des �vanouissements �i	 i � �	 � � � 	 n selon la formule 
������

Il convient n�anmoins de souligner la tr�s grande di��rence existant avec le cas du d�co�
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deur par sph�res � alors que les performances de ce premier syst�me se d�gradent d�s 	�
d�erreur� celle du syst�me FRT,DFE sont encore excellentes avec �� et ne commencent
vraiment � se d�grader qu�� partir de ��� d�erreur� La robustesse du DFE en mati�re
de r�sistance � une mauvaise estimation du canal est donc un grand point en sa faveur�
Comme dans le cas du d�codeur par sph�res� la robustesse est l�g�rement inf�rieure lorsque
l�on augmente le nombre de bits par dimension� ceci �tant d) � la plus grande fragilit�
des syst�mes d�e�cacit� spectrale plus �lev�e et �tant le prix � payer pour transmettre
des modulations multi�niveaux�

Ayant ainsi pu appr�cier les performances du syst�me FRT,DFE lors d�une mauvaise es�
timation de l��vanouissement� nous avons �galement �tudi� son comportement lors d�une
mauvaise estimation de la phase� Nous avons en e�et jusqu�� pr�sent suppos� que la d�mo�
dulation �tait coh�rente� Or ceci implique une estimation de la phase du signal� c�est���dire
de la phase de la porteuse mais �galement de la fr�quence doppler ajoutant une phase
r�siduelle en �� fd t� Du fait du d�sentrelacement des symboles re$us par le r�cepteur�
l�e�et doppler n�est plus mod�lisable par l�ajout d�une phase lin�aire mais par celle d�une
phase al�atoire uniform�ment r�partie� L�erreur d�estimation de la phase du signal due � la
m�thode d�estimation �tant �galement consid�r�e comme une variable al�atoire uniform��
ment r�partie� il su�ra de consid�rer le cas d�une erreur de phase al�atoire� On introduit
donc une erreur maximale de phase err et pour des signaux complexes� on recevra

�
point � eja� 
�����

o* a exprim� en radians est uniform�ment r�partie sur ��err� err�� � est le coe�cient
d��vanouissement 
correctement estim�� et point repr�sente le point tourn� par la FRT�

Nous avons trac� ici les courbes avec la FRT en dimension n � ��� et un d�codage avec
l��galiseur � retour de d�cision en consid�rant une e�cacit� spectrale �gale � � ou � bits par
dimension en �gures ���� et ���� respectivement en faisant varier l�estimation de la phase
selon la m�thode expliqu�e formule 
������ Dans le cas d�une e�cacit� spectrale �gale �
� bit par dimension� la robustesse est tr�s grande� puisqu�une erreur de phase de � degr�s
est quasiment sans e�et� Pour une e�cacit� spectrale plus grande� les performances se
d�gradent un peu mais sans pour autant atteindre des proportions alarmantes�

��
 D�codage it�ratif des rotations

Ayant observ� que les modulations tourn�es sur canal de Rayleigh atteignaient des per�
formances proches de celles sur le canal AWGN� et que de mani�re g�n�rale les rotations
permettaient d�approcher plus rapidement la capacit� sur le canal de Rayleigh 
voir cha�
pitre ��� nous avons d�cid� d�explorer les performances de ces modulations lorsque l�on
ajoute un code correcteur d�erreur� Nous nous sommes en particulier int�ress�s aux codes
de haut rendement� correspondant � un taux o* la rotation permet th�oriquement de forts
gains 
voir paragraphe �����
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Or� les performances de notre �galiseur � retour de d�cision n�apparaissant pas su�sam�
ment bonnes� ne serait�ce qu�en terme d�e�cacit� spectrale� lorsqu�un code est ajout��
nous proposons d�aborder le probl�me selon un axe di��rent� le d�codage it�ratif�

����� R�alisation du d�codage it�ratif par conversion des obser�
vations en probabilit�s a posteriori �APP


bruit gaussien

rotation

�vanouissement de Rayleigh

d�codage it�ratif

bits d�cod�s d�codeur

SISO

codeur
binaire

source

APP

convertisseurd�s�

entrelaceur

entrelaceur

al�atoire

Fig� ����� Syst�me combinant rotation et codage�

Consid�rons donc le codeur pr�sent� en �gure ������ Les bits g�n�r�s al�atoirement sont
cod�s par un code convolutif classique� puis entrelac�s de mani�re pseudo�al�atoire pour
	tre transmis sur un canal de Rayleigh non s�lectif � �vanouissements ind�pendants� Il
s�agit donc d�une modulation cod�e avec entrelacement de bits 
BICM� "��# o* la rotation
fait o�ce de modulateur�

Pour d�coder ce syst�me� qui peut 	tre vu comme une concat�nation s�rie d�un code
ext�rieur 
le code convolutif� et d�un modulateur de canal 
la rotation�� nous allons utiliser
un d�codage it�ratif APP dont les performances dans le d�codage de syst�me concat�n�s
sont bien connues "��#"��#� L�op�ration de d�codage du canal correspond donc au calcul
des probabilit�s a posteriori 
APP� des bits cod�s cj	 j � �	 � � � 	 n suppos�s ind�pendants
entre eux�

APP 
cj� � p
cj jy�
�

p
yjcj� � �
cj�
p
y�

j � �	 � � � 	 n

APP 
cj� � �
cj� � p
yjcj� � �
cj� � obs
cj� 
�����

o* �
cj� est la probabilit� a priori du bit cod� cj et o* l�on d��nit l�observation sur cj par
obs
cj� � p
yjcj��
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La densit� de probabilit� conditionnelle p
yjcj� est obtenue en marginalisant la densit� de
probabilit� jointe de tous les bits cod�s et de l�observation� en tenant compte du fait que
les composantes yr du vecteur y re$u sont ind�pendantes conditionnellement � l�ensemble
des bits cod�s c�	 � � � 	 cn

p
yjcj� �
X

ci � f�� �g
i � �� � � � � n� i �� j

p
y	 c�	 � � � 	 cj��	 cj��	 � � � 	 cnjcj�
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X
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p
yjc�	 � � � 	 cn�
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l��j
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�
nY
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p
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Y
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o* la densit� de probabilit� conditionnelle p
yrjc�	 � � � 	 cn� est �gale �

p
yrjc�	 � � � 	 cn� � e
� kyr��rxrk�

�N�


��N
�

�����

o* �r est l��vanouissement a�ectant la r�eme composante �mise xr�

Ces informations a posteriori sont fournies � un d�codeur � entr�es souples et sorties
souples 
SISO� "��# qui g�n�re � chaque it�ration les informations extrins�ques Ext
cj�
�quivalentes � de nouvelles probabilit�s a priori �
cj� pour les bits cod�s cj� On peut alors
fournir ces nouvelles informations a priori en entr�e du convertisseur APP� ce qui permet
d�am�liorer l�estimation des probabilit�s a posteriori�

����� R�sultats de simulation

Les �gures ���� et ���� montrent les performances de deux codes non r�cursifs non syst��
matiques 
NRNSC� sur un canal de Rayleigh non s�lectif � �vanouissements ind�pendants�
Le premier code est de rendement ���� de g�n�rateurs 
��	 ��� en octal et de taille d�en�
trelaceur N � ����� et le second est de rendement ���� de g�n�rateurs 
��	 ��	 ��� en octal
et de taille d�entrelaceur N � ����� Dans les deux cas� les treillis sont ramen�s � l��tat
z�ro par utilisation de bits de fermeture 
tail bits�� Nous utilisons pour nos simulations
di��rentes matrices de rotation en dimension �� On observe entre autres que les rota�
tions ZZ����a� OP��� et ZZ����random ont des performances quasiment identiques et donnent
les meilleurs r�sultats� Dans un souci de clart�� nous ne repr�senterons donc que l�une
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des trois� soit ZZ����a� Comme nous le verrons au chapitre �� si cette rotation n�est pas la
meilleure en terme de capacit�� elle en est tr�s proche� se situant � environ ��� dB de la
matrice de rotation Hada� pour des taux de codage ��� et ��� 
voir �gure �����

Le gain obtenu gr'ce au d�codage it�ratif est �vident� et de plus on constate qu�il est
atteint presque compl�tement apr�s seulement trois it�rations� ce qui correspond � un
d�lai de traitement raisonnable pour des applications pratiques� D�apr�s la �gure ����� on
observe un gain d�environ � dB apr�s la 	�eme it�ration pour un taux de codage de ���� ce
qui place notre code � seulement ��� dB des performances sur le canal AWGN pour un
taux d�erreur de � � �����

On notera �galement que le d�codage it�ratif APP ne peut 	tre utilis� ici que parce que la
rotation agit comme un second code dans le sch�ma concat�n� � ainsi� les performances sur
le canal de Rayleigh lorsque la matrice de rotation est remplac�e par l�identit� I� sont�elles
confondues� � toutes les it�rations� avec celle d�une BPSK cod�e sur canal de Rayleigh
sans rotation� De m	me� une rotation n�apporte�t�elle aucun gain sur le canal AWGN�
comme le montre la courbe de la rotation ZZ����a sur le canal gaussien� superpos�e � toutes
les it�rations avec celle d�une BPSK cod�e sur canal AWGN�

Si nous consid�rons � pr�sent les r�sultats obtenus pour un rendement ���� o* le gain
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potentiel� d�apr�s la courbe de capacit� des rotations en dimension � 
voir �gure ����� les
performances tendraient � 	tre meilleures� on observe e�ectivement un gain plus grand
par rapport aux performances du code seul sur canal de Rayleigh� On note en e�et que
m	me la premi�re it�ration am�liore�t�elle les r�sultats de mani�re signi�cative - Le gain
total est cependant l�g�rement inf�rieur � celui obtenu pour un code de rendement ���
puisque la modulation tourn�e sur canal de Rayleigh atteint des performances situ�es �
��� dB de celle sur canal AWGN�

��� Conclusions

Apr�s avoir rappel� di��rents types de rotations existant dans la litt�rature� nous avons
propos� dans ce chapitre une transformation rapide� dite Transform�e de Rotation Ra

pide 
FRT� qui permet d�utiliser les rotations alg�briques ZZn�n�� construites par plonge�
ment canonique dans de grandes dimensions� Nous avons �galement introduit d�autres
rotations comme celles construites � partir des polyn�mes de Tchebiche�� ou les rotations
al�atoires construites comme des g�n�ralisations des matrices de Hadamard� Nous avons
�galement �tudi� les distributions de diversit� de certaines de ces matrices de rotation�
calculant en particulier celle des matrices de type Hadamard�
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Ces rotations nous ont permis de g�n�rer des MAQ multidimensionnelles tourn�es non
cod�es pour lesquelles nous avons explor� plusieurs m�thodes de d�codage� Nous avons
ainsi appliqu� tout d�abord l�algorithme de d�codage par sph�res sur le canal de Rayleigh�
et abord� le probl�me de sa robustesse face � une mauvaise estimation du canal� Nous
avons �galement �tudi� les performances d�un �galiseur � retour de d�cision reposant sur
le crit�re MMSE pour le d�codage des rotations en grande dimension� en particulier de
nos FRT� Nous avons propos� d�introduire une modulation cod�e en treillis d�cod�e par
un Viterbi a�n d�am�liorer consid�rablement les entr�es du �ltre de retour� Une �tude de
la robustesse de cet algorithme face � une mauvaise estimation du canal a �galement �t�
r�alis�e� Nous avons en�n propos� un syst�me combinant une rotation en petite dimension
et un code correcteur d�erreur� que nous avons d�cod� de mani�re it�rative� Les perfor�
mances de ce dernier d�codeur� en particulier� sont extr	mement satisfaisantes puisque
l�on se situe� � la 	�eme it�ration� avec une rotation en dimension � et un code de rende�
ment ��� ou ���� � moins de � dB des performances sur le canal AWGN pour un taux
d�erreur par bit de � � �����
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Chapitre �

Modulations pour les antennes
multiples �

Il ne faut pas mettre tous ses oeufs dans le m�me panier
proverbe paysan

��� Introduction

Les syst�mes � antennes multiples� dont un exemple est pr�sent� en �gure ���� sont d�un
int�r	t certain lorsqu�on les compare � des syst�mes classiques n�utilisant qu�une antenne
en �mission et en r�ception� En e�et� si l�espacement est su�sant entre les antennes� de
mani�re g�n�rale� si elles sont distantes les unes des autres d�au moins une demi�longueur
d�onde� les canaux liant les antennes d��mission aux antennes de r�ception peuvent 	tre
consid�r�s comme ind�pendants les uns des autres� les observations au niveau des di���
rentes antennes de r�ception �tant donc totalement d�corr�l�es � c�est ce qu�on appelle de
la diversit� d�antennes� ici �gale au nombre d�antennes de r�ception�

Fig� ���� Sch�ma de principe d�un canal � entr�es et sorties multiples�

�Certaines parties de ce chapitre ont �t� soumis au journal IEEE Transactions on Communications �����
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Pour une m	me puissance d��mission� on obtient donc plusieurs versions du signal �mis�
Ainsi� alors que� dans le cas o* l�on ne disposait que d�une seule antenne� une position
de r�ception avec un fort �vanouissement sur le canal rendait tr�s di�cile la r�cup�ration
de l�information� l�utilisation de plusieurs antennes� avec des r�percutions di��rentes en�
gendr�es par les r��exions sur les obstacles� am�nera � un r�sultat bien meilleur� puisque
l�on peut statistiquement esp�rer qu�elles ne seront pas totalement destructrices sur tous
les canaux en m	me temps�

En ce qui concerne les antennes d��mission� di��rentes approches en terme de transmis�
sion de l�information sur les antennes d��mission sont envisageables� Comme nous sommes
int�ress�s par l�augmentation de l�e�cacit� spectrale e�ectivement transmise par notre
syst�me� le choix trivial d��mettre les m	mes signaux sur chaque antenne� par r�parti�
tion de la puissance totale d��mission par bit d�information sur toutes les antennes� ne
nous int�resse pas� Nous allons en e�et utiliser nos di��rentes antennes d��mission pour
�mettre des signaux di��rents� augmentant ainsi notre e�cacit� spectrale d�un facteur
�gal � ce nombre d�antennes� En�n� puisque l��metteur ne dispose d�aucune connaissance
a priori du canal� chaque antenne �mettra avec la m	me puissance 
allocation uniforme
de puissance pour des antennes d�corr�l�es��

Pour une m	me puissance d��mission� un syst�me avec plusieurs antennes d��mission et
de r�ception apportera donc un gain cons�quent � la fois en termes d�e�cacit� spectrale
et de r�sistance aux �vanouissements� Ceci ne se fera bien s)r pas gratuitement� un tel
syst�me �tant plus co)teux du fait du nombre d�antennes n�cessaires� Le traitement des
informations sera� quant � lui� plus complexe�
On notera �galement qu�il n�est pas toujours possible de multiplier les antennes � volont� �
ainsi� dans le cas d�une transmission sur le canal radio�mobile� autant est�il relativement
ais� d�ajouter plusieurs antennes � la station de base� autant la taille d�un t�l�phone mo�
bile� important crit�re de choix pour l�utilisateur moderne� emp	che de placer plus de deux
� quatre antennes s�par�es de la demi�longueur d�onde n�cessaire pour la d�corr�lation
des canaux� Dans nos exemples num�riques� nous nous limiterons donc principalement
au cas d�un syst�me sym�trique avec deux antennes en �mission et deux antennes en r��
ception� Lorsque l�utilisation de plusieurs antennes n�est pas possible� une solution qui
pourrait 	tre utilis�e serait de sur�chantillonner le signal� en s�appuyant sur le fait que le
sur�chantillonnage temporel et le sur�chantillonnage spatial obtenu gr'ce aux antennes
multiples sont math�matiquement �quivalents "��#�

Le chapitre est organis� comme suit � le mod�le du syst�me � entr�es et sorties multiples
est pr�sent� au paragraphe ���� Les performances des syst�mes multi�antennes y sont
rappel�es et le codeur ainsi que les notations utilis�es dans le chapitre sont introduites�
Nous proposons un d�codeur au paragraphe ���� en expliquant la m�thode de calcul des
probabilit�s a posteriori et le processus de d�tection.d�codage it�ratif utilis�s� Nous in�
troduisons au paragraphe ��� une m�thode d�estimation it�rative des param�tres du canal
MIMO gr'ce � l�algorithme EM� Ce syst�me a �t� simul� pour di��rents codes correcteurs
d�erreur� et des r�sultats de simulation sont pr�sent�s au paragraphe ���� Finalement nous
tirerons quelques conclusions au paragraphe ����
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��� Mod�le du syst�me 
 entr�es multiples et sorties
multiples

����� Mod�le du canal et notations

bnr

b�

Rx�Tx�

Txnt
Rxnr

h��

hntnr

hnt�

h�nr

Fig� ���� Canal � entr�es et sorties multiples avec coe�cients du canal�

Le milieu de communication reliant les nt antennes d��mission 
Tx� et les nr antennes
de r�ception 
Rx�� pr�sent� en �gure ���� est un canal de Rayleigh � entr�es multiples
et sorties multiples� & l�instant k � ZZ� i�e� � chaque p�riode symbole� la sortie du ca�
nal est constitu�e de la superposition des nt symboles transmis pond�r�s par la r�ponse
impulsionnelle du canal� Ceci peut 	tre exprim� par

y
k� � H
k� � x
k� � b
k� 
����

o*� � l�instant k� y
k� � 
yi
k��ti�������nr est le vecteur du signal re$u� x
k� � 
xj
k��tj�������nt
est le vecteur du signal �mis� H
k� � �hi�j
k��i�������nr�j�������nt est la matrice du canal et
b
k� � 
bi
k��ti�������nr est le bruit blanc additif gaussien complexe de moyenne nulle et de
variance ��� � �N
 
on notera que �� est la variance de bruit par composante��

A�n de simpli�er les notations et de les rendre plus lisibles� nous omettrons par la suite
l�indice de temps k lorsqu�il n�est pas indispensable�

Les coe�cients du canal hi�j
k� � C sont gaussiens� ind�pendants� et v�ri�entE�jhi�j
k�j�� �
�� Nous consid�rerons dans ce chapitre deux types de canaux� Le premier type correspond
� un canal de Rayleigh �classique
� soit non statique o* les coe�cients gaussiens com�
plexes hi�j
k� changent al�atoirement et ind�pendamment � chaque p�riode symbole� Le
second type est un canal statique par blocs ou �Rayleigh par blocs
 qui garde constantes
les valeurs des coe�cients hi�j
k� � l�int�rieur d�une m	me trame�

����� Performances des syst�mes multi�antennes

L�emploi d�un syst�me � antennes multiples� ou de mani�re �quivalente l�utilisation de
canaux � entr�es multiples et sorties multiples 
MIMO� permet d�am�liorer consid�rable�
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ment les performances et l�e�cacit� spectrale� et ainsi de fournir des solutions aux besoins
modernes en terme de bande passante et de qualit� de transmission� comme Tarokh et al�
l�ont mis en �vidence avec des modulations cod�es en treillis "��#"��#� ou comme cela a �t�
propos� plus r�cemment pour des turbo�codes "��#�
Avant de pr�senter le syst�me que nous proposons� qui combine une modulation cod�e avec
entrelacement de bits "��#"��# et un canal MIMO� nous proposons tout d�abord quelques
rappels sur les performances th�oriques des syst�mes mono� et multi�antennes a�n de
comprendre les gains que nous pourrons observer�

Performances d�un syst�me mono�antenne sur un canal AWGN

Rappelons tout d�abord la formule classique de la probabilit� d�erreur par bit Peb� d�un
syst�me de transmission sans codage sur canal � bruit additif blanc gaussien lorsque la
modulation utilis�e est une MAQ�M 
voir annexe C��� �

Peb� 
 	

log�M
Q

�s
�Eb

N


� log�M

�
M � ��

�

����

o* Eb est l��nergie moyenne par bit sur fr�quence porteuse� N
�� la densit� spectrale du
bruit blanc gaussien sur fr�quence porteuse et Q est la fonction d�erreur�

Performances d�un syst�me mono�antenne sur un canal de Rayleigh

Pour le canal de Rayleigh� le calcul de l�esp�rance math�matique sur tous les �vanouis�
sements avec utilisation de l�approximation de la fonction Q nous permet d�obtenir une
borne sur la probabilit� d�erreur par bit Peb� d�un syst�me de transmission sans codage
sur canal � �vanouissement de Rayleigh lorsque la modulation utilis�e est une MAQ�M

voir annexe C��� �

Peb� 
 �

log�M

�
� log�M

�
M � ��
� Eb

N

� �

���
� 
����

Performances d�un syst�me MIMO sur un canal de Rayleigh

Lorsque l�on consid�re � pr�sent un canal de Rayleigh � entr�es et sorties multiples� il
appara(t que les antennes de r�ception 
au nombre de nr� cr�ent une diversit� de nr
alors que les antennes d��mission 
au nombre de nt� vont permettre de multiplier le d�bit
binaire par un facteur nt tout en g�n�rant une perte en terme de rapport signal � bruit
n�gligeable� La probabilit� d�erreur par paire de d�coder V � 
V�	 � � � 	 Vnt� lorsque c�est



���� Mod�le du syst�me � entr�es multiples et sorties multiples ��

U � 
U�	 � � � 	 Unt� qui a �t� �mis s��crit � 
voir annexe C���

P 
U � V � 
 �

�

�
� �

� �
Pnt

i�� jVi�Uij�
�N�

�
�nr

� 
����

D�o* une borne sur la probabilit� d�erreur par bit d�information

Peb� 
 �
M	nt�

�
Eb

N


��nr

����

o* �
M	nt� est une constante d�pendant uniquement de la constellation MAQ choisie et
du nombre d�antennes d��mission nt�

En pr�sence d�un code correcteur d�erreurs� il est possible d�augmenter l�ordre de diversit�
de la formule ��� jusqu�� la valeur maximale ��nr� o* � est la longueur du code consid�r��

Performances d�un syst�me MIMO sur un canal de Rayleigh par blocs

Dans le cas o* le canal de Rayleigh est constant sur une dur�e de � blocs� le calcul pr�c�dent
ne peut 	tre reproduit tel quel� Comme pr�sent� pour la premi�re fois par Tarokh et al� "��#�
il nous faut introduire la matrice hermitienne d��nie positive A
U	 V � � 
Apq�p�q�������nt o*
Apq �

P�
k��
V

k
p � Uk

p �
V
k
q � Uk

q �
� dont les r valeurs propres strictement positives �i	 i �

�	 � � � 	 r nous permettent d�exprimer la probabilit� d�erreur par paire 
voir annexe C���

P 
U � V � 
 �

�

�
rY

i��

�i
Eb

��nr �
Eb

�N


��rnr

����

o* Eb est l��nergie moyenne totale re$ue par bit sur fr�quence porteuse�

Ce calcul est� comme le pr�c�dent� valable pour les syst�mes cod�s ou non�cod�s� et on
voit donc appara(tre un gain en diversit�� d��ni comme l�exposant du rapport signal �

bruit� soit rnr� et un gain de codage
�Qr

i��

i
Es

���nr
� d��ni comme le gain obtenu sur un

syst�me non cod� ayant le m	me gain en diversit�� Si l�on compare cette formule � celle
obtenue pour le canal de Rayleigh ind�pendant� soit avec � � �� on v�ri�e e�ectivement
que le gain de diversit� apport� par les antennes est le m	me puisque le rang de A
U	 V �
v�ri�ant r 
 min
�	 nt�� on a n�cessairement r � � pour � � ��

D�autres travaux de recherche de bornes pour des canaux di��rents ont �t� men�s dans
la litt�rature� comme par exemple ceux de Malkam/ki "��# "��# sur les canaux de Rice par
blocs�
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����� Exemple � probabilit� d�erreur par bit de la MAQ�	 �ou
QPSK
 non cod�e avec deux antennes en �mission et deux
antennes en r�ception

On consid�re la constellation MAQ�� 
ou QPSK� pr�sent�e dans l�annexe C en �gure C��
dans le cas d�une transmission avec deux antennes en �mission et deux antennes en r��
ception� La formule 
���� de la probabilit� d�erreur par paire devient donc

P 
U � V � 
 �

�

�
�

� � j�V��U��j��j�V��U��j�
�N�

��


 �

�

� j
V� � U��j� � j
V� � U��j�
�N


���
�

Dans cet exemple� la constellation �mise est g�om�triquement uniforme� Pour une valeur
�x�e de U � le vecteur V de symboles QPSK prend �� valeurs possibles� Nous pond�rons
chaque probabilit� d�erreur par paire par le rapport du nombre de bits erron�s 
i� sur
celui des bits �mis 
	�� soit i�	� Nous obtenons ainsi la probabilit� d�erreur par bit

P �
eb 
 	 � �
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	A�

�N
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� � � �
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� 	� �
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��A�
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���
� �� 	

	
� �
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�
��A�
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���

P �
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�
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�
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�A�
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�
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Or� d�apr�s l��quation 
C���� 
voir annexe C�� l��nergie Eb moyenne totale re$ue par bit
sur fr�quence porteuse est �gale �

Eb �
	� �

�� �
A� � � � A� �

On en d�duit donc l�expression de la probabilit� d�erreur par bit de la MAQ�� sur un
canal 
����

P �
eb 


	��


Eb

N�
��

� 
����

Un calcul similaire� pour le cas plus simple du canal � une antenne d��mission et deux
antennes de r�ception� nous donne

P �
eb 
 �� �

�
� �

�

�
	A�

�N


���
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Fig� ���� Les bornes de la probabilit� d�erreur pour une QPSK non cod�e sur di��rents
canaux

Comme dans le cas pr�c�dent� l��nergie Eb moyenne totale re$ue par bit sur fr�quence
porteuse est �gale �

Eb �
	� �

�� �
A� � � � A�

d�o* l�expression de la probabilit� d�erreur par bit de la MAQ�� sur un canal 
����

P �
eb 


���


Eb

N�
��

� 
����

Nous avons repr�sent� en �gure ��� les bornes sur la probabilit� d�erreur par bit obtenues
sur canal AWGN et de Rayleigh mono� ou multi�antennes gr'ce aux formules pr�c�dentes�
Si on compare les r�sultats obtenus avec P �

eb et P
�
eb� il appara(t qu�utiliser deux antennes

en �mission permet de doubler l�e�cacit� spectrale au prix d�une simple perte de ���� dB�
Comparativement � la courbe obtenue sur le canal de Rayleigh non s�lectif � coe�cients
ind�pendants avec une seule antenne en �mission comme en r�ception� les nr antennes de
r�ception cr�ent une diversit� de nr� ainsi que le montre la pente de la courbe� Les antennes
d��mission permettent quant � elles de multiplier le d�bit binaire par un facteur nt�
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����	 Description du codeur � entr�es multiples et des canaux
consid�r�s

Modulation cod�e avec entrelacement de bits �BICM�

Depuis ���� et la publication du c�l�bre article d�Ungerboeck "��#� il �tait g�n�ralement
consid�r� que combiner codage et modulation �tait n�cessaire lorsque l�on cherchait �
augmenter les performances d�un syst�me� Ce raisonnement tenu sur le canal gaussien fut
tout naturellement report� sur le canal � �vanouissements lorsque le d�veloppement des
communications mobiles a conduit � �tudier la faisabilit� et les performances des modula�
tions cod�es sur les canaux de Rayleigh� D�autres pistes furent cependant suivies et ainsi
il a �t� mentionn� pour la premi�re fois dans "��# que l�entrelacement de bits� s�parant le
codage et la modulation� permettait d�augmenter de fa$on signi�cative les performances
sur les canaux � �vanouissements� Cette d�couverte� un premier temps �tonnante� vient
du fait que� pour les canaux � �vanouissements� c�est la distance de Hamming 
ou diversit�
de codage� et non la distance euclidienne du code qui in�ue sur les performances� Une
�tude approfondie dans "��#� suite aux travaux pr�sent�s dans "��# a en e�et d�montr�
que le sch�ma de codage avec une modulation cod�e avec entrelacement de bits 
BICM�
atteignait presque la capacit� de la modulation lorsque le canal de transmission �tait �
bruit additif blanc gaussien ou � �vanouissements de Rayleigh variant lentement�
Nous utilisons donc ici une BICM pour s�parer la modulation � forte e�cacit� spectrale du
codage� Cette BICM sera d�cod�e it�rativement� comme expliqu� dans le paragraphe �����
gr'ce � l�utilisation d�un d�codeur SISO it�ratif� Cette m�thode constitue donc une avan�
c�e certaine face � celle propos�e par Li 0 Ritcey "��# qui ont propos� une m�thode de
d�codage it�ratif avec retour d�informations dures pour une ��PSK jumel� � un �tiquetage
sp�ci�que de leur modulation�

Codeur utilis�

D�crivons � pr�sent le codeur relatif � la BICM consid�r�e � les symboles xj appartiennent
� une constellation � modulation de phase 
PSK� ou � une constellation � modulation
d�amplitude en quadrature 
MAQ� de taille M � �m�

La structure de l��metteur est donn�e par la �gure ���� Les bits d�information u � 
ui�
Nu

i��

sont g�n�r�s par une source binaire et sont cod�s pour donner Nc bits cod�s c � 
cj�
Nc

j�� qui
sont alors entrelac�s al�atoirement et �tiquet�s pour donner les symboles PSK ou MAQ xj�
Le bloc de Nc�m symboles � transmettre est alors divis� en sous�blocs de longueur nt et
�mis en parall�le sur les antennes d��mission� Dans le cas du canal de Rayleigh par blocs�
cela signi�e que les valeurs des coe�cients hi�j
k� sont constants pour k � �	 � � � 	 Nc�
mnt��
& chaque p�riode symbole� le vecteur des signaux x est donc une fonction de m� nt bits
cod�s

x � 
x�	 � � � 	 xnt�
t � f 
c�	 c�	 � � � 	 cmnt� � 
����



���� Description du d�codeur ��

Nous utiliserons dans ce chapitre deux types de codeurs � des codes convolutifs non�
r�cursifs non�syst�matiques "��# et des turbo codes parall�les "��#"��#"�#� Comme nous
le verrons� le syst�me propos� peut ais�ment 	tre appliqu� � d�autres types de codes
correcteurs d�erreurs� pour peu qu�un d�codeur � entr�es souples et sorties souples existe�

S/P
ui cj xtsource

binaire
codeur

entrelaceur

al�atoire symboles

�tiquetage
des

Fig� ���� �metteur pour antennes multiples adapt� au codage des �l�ments binaires�

��� Description du d�codeur

����� Conversion des observations en probabilit�s a posteriori �APP


A�n de restituer au mieux le �ot de bits �mis� il nous faut extraire une information
souple des signaux re$us� ou plus pr�cis�ment de la contribution de chaque antenne
d��mission� Connaissant l�ensemble des signaux re$us sur tous les instants de temps
k � �	 � � � 	 Nc�
mnt�� et sachant que les bits cod�s ont �t� entrelac�s al�atoirement� il
est possible de calculer la probabilit� qu�un bit cod� cj soit �gal � � ou �� Cette probabi�
lit�� appel�e probabilit� a posteriori APP 
cj� peut 	tre exprim�e comme

APP 
cj� � p
cj jy�
�

p
yjcj� � �
cj�
p
y�

j � �	 � � � 	mnt

APP 
cj� � �
cj� � p
yjcj� � �
cj� � obs
cj� 
�����

o* �
cj� est la probabilit� a priori du bit cod� cj et o* l�on d��nit l�observation sur cj par
obs
cj� � p
yjcj��

La densit� de probabilit� conditionnelle p
yjcj� est obtenue en marginalisant la densit�
de probabilit� jointe de tous les bits cod�s et de l�observation� en tenant compte du
fait que les signaux re$us yr sont ind�pendants conditionnellement � l�ensemble des bits
cod�s c�	 � � � 	 cmnt suppos�s ind�pendants entre eux

p
yjcj� �
X

ci � f�� �g
i � �� � � � � mnt� i �� j

p
y	 c�	 � � � 	 cj��	 cj��	 � � � 	 cmntjcj�
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�
X

ci � f�� �g� i � �� � � � �mnt � i �� j

p
yjc�	 � � � 	 cmnt�
Y
l��j

�
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i � �� � � � � mnt� i �� j
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p
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Or� le canal �tant � bruit additif blanc gaussien� la densit� de probabilit� conditionnelle
p
yrjc�	 � � � 	 cmnt� est �gale �

p
yrjc�	 � � � 	 cmnt� �
�


�����
exp

�
�kyr �

Pnt
t�� ht�rxtk�
���

�

�����

o* les signaux xt sont d��nis par l��quation 
�����

On notera qu�il existe une autre m�thode� moins complexemais sous�optimale� pour calcu�
ler une approximation des valeurs des APP� Les signaux re$us sont alors trait�s ind�pen�
damment au niveau de chaque antenne de r�ception pour obtenir plusieurs vraisemblances
partielles� L�approximation de l�APP totale est alors

APPsub
cj� � �
cj� �
nrY
r��

p
yrjcj� 
�����

o* p
yrjcj� est calcul�e en marginalisant la vraisemblance totale d�une fa$on similaire �
celle utilis�e dans le calcul de l��quation 
������ Des simulations ont montr� que cette
seconde m�thode d��valuation de l�APP �tait sous�optimale� � la fois en terme de taux
d�erreur binaire et en terme de vitesse de convergence pour une diminution de complexit�
n�gligeable� En e�et� lorsque l�on ne prend pas en compte tout le syst�me� il n�est pas
possible de relier correctement toutes les informations partielles� et donc on n�est pas en
mesure de fournir la meilleure probabilit� a posteriori possible au d�codeur� Math�mati�
quement� cette seconde m�thode est sous�optimale car les signaux re$us yr sont corr�l�s
lorsqu�ils ne sont que partiellement conditionn�s�

����� D�tection it�rative et d�codage

L��valuation de la vraisemblance conditionnelle p
yjcj� � obs
cj� d�crite dans le para�
graphe pr�c�dent correspond � l��tape de d�tection r�alis�e au niveau du r�cepteur� La
vraisemblance obs
cj�� appel�e observation associ�e au bit cj� est alors trait�e par un d��
codeur � entr�es souples et sorties souples utilisant le treillis du code correcteur d�erreurs
consid�r�� Ce d�codeur SISO "��#"��#� reposant sur le principe du �forward�backward
 "�#�
g�n�re une information extrins�que Ext
cj� qui est �quivalente � une nouvelle probabilit�
a priori �
cj� pour le bit cod� cj � En cons�quence� il convient de retourner cette nouvelle
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information a priori dans le d�tecteur d��ni par l��quation 
������ C�est ainsi que le pro�
cessus de d�tection�d�codage it�ratif est une excellente mani�re d�am�liorer l�estimation
des probabilit�s a posteriori � la r�injection de l�information extrins�que peut bien s)r
�loigner temporairement le d�codeur it�ratif des bits cod�s �mis mais dans la plupart des
cas� les it�rations suivantes� gr'ce aux autres informations extrins�ques justes� ram�neront
le d�codeur dans le droit chemin�

La �gure ��� illustre le processus it�ratif de d�tection et de d�codage au niveau du r��
cepteur� On notera que le traitement au niveau du r�cepteur se fait en deux �tapes � la
premi�re est non it�rative et r�alise le calcul des probabilit�s conditionnelles des signaux
re$us au niveau de chaque antenne de r�ception selon la formule 
������ La deuxi�me
partie est it�rative et son entr�e d�pend aussi des probabilit�s a priori calcul�es � l��tape
pr�c�dente� La d�cision �nale se fait � partir des probabilit�s a posteriori g�n�r�es par le
d�codeur SISO � sa derni�re it�ration�

Le principe du d�codeur it�ratif peut donc 	tre r�sum� comme suit �

	 initialisation � calculer les Nc�
mnt� � nr vraisemblances p
yrjc�	 � � � 	 cmnt� � partir
de la sortie du canal� Initialiser les Nc probabilit�s a priori �
cj� � ����

	 � chaque it�ration �
� calculer les Nc observations p
yjcj� � partir de la sortie du canal en utilisant la for�
mule 
����� dans laquelle les probabilit�s a priori �
c�� sont prises �gales � l�infor�
mation extrins�que Ext
c�� produite par le d�codeur SISO � l�it�ration pr�c�dente�

� appliquer le d�codeur SISO� qui calcule APP 
cj� � Ext
cj�� obs
cj�	 j � �	 � � � 	 Nc

et les probabilit�s a posteriori APP 
ui�	 i � �	 � � � 	 Nb�

	 �tape �nale � � la derni�re it�ration� d�cider que ui � � si
APP 
ui � �� � APP 
ui � �� et ui � � sinon� On notera que les bits d�cod�s ne forment
pas n�cessairement un mot de code�
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��� Estimation des param�tres du canal

L�algorithme de d�codage it�ratif d�un syst�me � entr�es et sorties multiples propos�
dans le paragraphe pr�c�dent suppose le canal parfaitement connu 
amplitude et phase
de l��vanouissement� variance du bruit�� pour r�aliser l�op�ration de d�codage� De telles
conditions ne sont bien �videmment pas v�ri��es en pratique� Ce paragraphe consid�re
donc le probl�me du d�codage lorsque ces param�tres ne sont pas connus�
En e�et� si dans le cas du canal de Rayleigh� les param�tres du canal ne peuvent 	tre
estim�s du fait de leur ind�pendance� plusieurs m�thodes peuvent 	tre envisag�es dans le
cas du canal de Rayleigh par blocs�

��	�� Choix de la m�thode d�estimation

Un des moyens classiques pour estimer le canal est de transmettre des symboles pilotes
� l�int�rieur de la trame d�information� mais cette pratique pr�sente l�inconv�nient de
diminuer l�e�cacit� spectrale transmise � mesure que l�on augmente le nombre de symboles
pilotes par trame 
et donc que l�on a�ne l�estimation� � ainsi� si l�on note Np le nombre
des symboles pilotes ajout�s � une trame de longueur originale N � l�e�cacit� spectrale
est r�duite d�un facteur Np

N�Np
� ou� de fa$on sym�trique� on observe une perte d��nergie

de ��log�


N�Np

Np
� dB�

Connaissant ces symboles pilotes� on peut alors utiliser di��rentes techniques d�estimation
a�n de d�terminer l��tat du canal pour les pilotes et ensuite extrapoler � l�ensemble de la
trame� La plus classique de ces techniques d�estimation est l�estimation ML 
Maximum
Likelihood� qui revient � maximiser la vraisemblance du signal re$u en fonction des pa�
ram�tres suppos�s du canal� Cette m�thode ne peut h�las pas 	tre employ�e lorsque le
r�cepteur est aveugle 
aucun symbole pilote n�est transmis�� car elle n�cessiterait alors
une puissance de calcul trop importante pour 	tre r�alisable en pratique�

Une autre approche est possible� qui utilise les estimations souples du signal pour estimer
les param�tres du canal avec l�aide de quelques symboles pilotes pour initialiser le sys�
t�me� Nous nous proposons en e�et de mettre � pro�t le caract�re it�ratif du d�codage
pour obtenir des estimations de plus en plus pr�cises des param�tres du canal � l�aide
de l�algorithme Expectation�Maximization 
EM� "��#"��#"��#"��# et proc�der ainsi � une
am�lioration conjointe de l�estimation du canal et du d�codage au fur et � mesure des
it�rations�

L�algorithme EM est un algorithme g�n�ral applicable � tous les probl�mes dit incomplets�
Il est en particulier souvent utilis� pour estimer de mani�re it�rative des param�tres selon
le crit�re � maximum de vraisemblance 
ML�� Il s�agit d�une approche pragmatique d�un
probl�me dont les donn�es sont incompl�tes� o* les param�tres sont estim�s en utilisant
� la premi�re �tape des valeurs initiales fournies par l�utilisateur puis les pr�dictions de
l��tape pr�c�dente jusqu�� la convergence�
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Tr�s g�n�ral� cet algorithme a donc �t� utilis� dans de nombreux contextes� allant de
l�imagerie m�dicale � la reconnaissance de la parole en passant par la recherche sur les
virus et bien s)r les communications num�riques� Ainsi a�t�il par exemple d�j� �t� utilis�
pour estimer l�amplitude du signal et la variance du bruit dans le cadre d�un d�codage
turbo "��#� ou pour des modulations � phase continue 
CPM� "��#�

Ici� l�estimation des param�tres va se faire en utilisant les m�triques de l�algorithme Soft�
Input Soft�Output� Une fois le canal estim�� le SISO est de nouveau utilis� pour calculer
les probabilit�s a posteriori des bits d�information et les probabilit�s extrins�ques des bits
cod�s comme pr�sent� au paragraphe pr�c�dent� L�algorithme SISO est donc utilis� � la
fois pour estimer le canal et pour d�coder les trames �mises� comme pr�sent� dans la
�gure ����
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Fig� ���� R�cepteur pour antennes multiples adapt� au codage des �l�ments binaires avec
estimation des param�tres du canal selon l�algorithme EM�

��	�� D��nition des fonctions et param�tres utilis�s

On rappelle que le canal consid�r�� pr�sent� en �gure ���� est un canal de Rayleigh par
blocs� soit un canal o* les coe�cients d��vanouissement hij
k� sont constants sur toute la
trame �mise � hij
k� � hij	 k � �	 � � � 	 Nc

mnt
� L�algorithme EM va travailler sur un tel bloc �

coe�cients constants� ce qui est tout � fait adapt� � notre d�codage puisque le r�cepteur
SISO travaille lui aussi par blocs�

On rappelle �galement que la matrice H � �hi�j�i�������nr�j�������nt du canal pour la trame
est constitu�e de coe�cients gaussiens ind�pendants de moyenne nulle et de variance
E�jhi�jj�� � �� Le bruit au niveau de chaque antenne de r�ception est un bruit additif
blanc gaussien de moyenne nulle et de variance ��� � �N
 
�� �tant la variance par
composante�� Ces param�tres du canal� soit l�ensemble des variables que l�on cherche �
estimer sont r�unis dans le vecteur � � 
N
	H��
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La vraisemblance conditionnelle d�une observation y� ou probabilit� conditionnelle de y
pour le vecteur � sur la trame consid�r�e est alors donn�e par

p
yj�� �
X
xu�X

p
y	xuj�� 
�����

o* X est l�ensemble de toutes les s�quences 
xu�u�������jX j possibles en entr�e du conver�
tisseur s�rie�parall�le� Pour une constellation MAQ de taille M � le cardinal de X est
jX j � Mnt �

L�estimation �� de � que nous cherchons est celle qui maximise la vraisemblance de l�ob�
servation du canal sur la trame consid�r�e

�� � argmax
�

p
yj�� � 
�����

Trouver une solution � l��quation 
����� est impossible dans le cas g�n�ral car cela im�
pliquerait une recherche exhaustive des vraisemblances moyennes de l�observation y sur
toutes les trames possibles de longueur Nc et leur maximisation par rapport � �� En outre�
rien ne garantit qu�il existe en tout cas une m�thode permettant de rendre l�expression d��
�nie dans 
����� maximale� Une solution est donc d�utiliser l�algorithme EM qui am�liore
son estimation �i au cours des it�rations en travaillant avec la fonction Q
�j�i� donn�e
par l�esp�rance math�matique de la log�vraisemblance conditionnelle de l�observation du
canal au niveau du r�cepteur par rapport � la loi des vecteurs �mis x

Q
�j�i� � Ex
 
log 
p
yjx	��� jy	�i

!
� 
�����

L�algorithme EM garantit une augmentation monotone de la fonction Q "��# avec la r�es�
timation � l�it�ration i� � d�une nouvelle valeur �i�� � partir de la valeur courante �i�

Une it�ration de l�algorithme EM inclue les deux �tapes suivantes �

� �tape E 
�Expectation
� � calcul de Q
�j�i��
� �tape M 
�Maximization
� � recherche de la valeur �i�� maximisant Q
�j�i� consi�
d�r�e comme une fonction de ��

��	�� S�quence de symboles inconnus

Lors de l��tape E on calcule l�expression de la fonction Q � partir de sa d��nition donn�e
dans l��quation 
������ en exprimant l�esp�rance math�matique sur les vecteurs �mis x�
en supposant pour cela que les x
k� et y
k� sont ind�pendants entre eux

Q
�j�i� �
X
xu�X

log �p
yjx � xu	��� p
xujy	�i� � 
�����
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Sachant que x
k� et y
k� sont les k�emes vecteurs de signaux e�ectivement �mis et re$us
sur la trame de longueur Nc bits cod�s d�coup�e en Nc

mnt
vecteurs� on a

Q
�j�i� �

Nc
mntX
k��

jX jX
u��

log �p
y
k�jx
k� � xu	���p
x
k� � xujy
k�	�i� � 
�����

Le canal �tant suppos� � bruit additif blanc gaussien� on obtient

Q
�j�i� � �
Nc
mntX
k��

jX jX
u��

�
� log
N
� � cte �

jjy
k��Hxujj�
�N


�
APPk
xuj�i� 
�����

o* APPk
xuj�i� est la probabilit� a posteriori que le symbole xu ait �t� �mis au temps k
sur la trame consid�r�e sachant l�estimation courante �i du canal�

L��tape M peut alors 	tre appliqu�e en d�rivant Q
�j�i� partiellement par rapport aux
deux composantes de �� On obtient en annulant ces d�riv�es et en utilisant les r�gles
rappel�es ci�dessous

�
Ah�h�B�

��
� ��A�Bt

��h

��
� �

�
Ah�B�

��
� A�Bt

�kA� �Bk�
��

� �A�Bt � ��A�Bt 
�����

o* A � 
a�	 � � � 	 an�t	 B � 
b�	 � � � 	 bn�t et � � 
�ij�i�j�������n�

la formule de r�currence souhait�e

H i�� �

Nc
mntX
k��

jX jX
u��

y
k�xhuAPPk
xuj�i��

�
B�

Nc
mntX
k��

jX jX
u��

xux
h
uAPPk
xuj�i�

�
CA
��


�����

N i��

 �

�

	 Nc
mnt

Nc
mntX
k��

jX jX
u��

APPk
xuj�i� � jjy
k��H i��xujj� � 
�����

Les simulations ont montr� qu�une initialisation aveugle du syst�me ne donnait aucun
r�sultat� aussi la valeur initiale�
 est�elle estim�e en utilisant des symboles pilotes� comme
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d�crit dans le paragraphe suivant 
typiquement� ��� des symboles �mis seront pilotes�
comme montr� dans le paragraphe ����� Pour les autres it�rations� il est ais� de voir que
l�algorithme EM s�int�gre tout naturellement dans les it�rations de d�tection�d�codage
car il n�a besoin que des observations du canal et des probabilit�s a posteriori des bits
cod�s fournies par le d�codeur SISO� En cons�quence� l�utilisation de l�algorithme EM
n�entra(ne qu�une faible augmentation de complexit� ou de retard de d�cision�

��	�	 S�quence de symboles pilotes

Il appara(t donc n�cessaire d�utiliser des symboles pilotes lors de l�initialisation de notre
algorithme� Puisque les �vanouissements sont constants sur toute la trame� la position
des pilotes � l�int�rieur de la trame importe peu� et donc il nous est possible de nous
ramener au cas simple d�une 
sous��trame compos�e uniquement de symboles pilotes�
pour laquelle l�estimation de � peut se faire tr�s facilement selon le crit�re ML� En e�et�
connaissant les signaux �mis et les observations correspondantes� l�estimation � maximum
de vraisemblance �� est la valeur de � qui maximise la probabilit� conditionnelle de la
trame re$ue�

Puisque le r�cepteur connait les symboles pilotes �mis �x
k�	 k � �	 � � � 	 Np

mnt
et que le canal

est � bruit additif blanc gaussien� on a

p
yjH� � p
yjH	 �x
��	 � � � 	 �x
 Np

mnt
�� �

�


��N
�
�
Np
mnt

exp

�
��P Np

mnt
k�� jjy
k��H�x
k�jj�

�N


�
A

�����

Il ne reste plus alors qu�� d�river par rapport � H et N
 pour en d�duire le canal estim�
gr'ce aux symboles pilotes� soit �
 � 
H
	 N



 �

�H �

Np
mntX
k��

y
k��xh
k�


Np
mntX
k��

�x
k��xh
k���� � H
 
�����

�N
 �
�

	 Np

mnt

Np
mntX
k��

jjy
k�� �H�x
k�jj� � N


 � 
�����

On notera bien s)r que l�on peut retrouver ces derni�res �quations en utilisant les formules
de r�currence obtenues avec l�algorithme EM sur la sous�trame des pilotes en rempla$ant
les probabilit�s a posteriori par leurs valeurs 
soit � lorsqu�il s�agit de la probabilit� d�un
des pilotes� et � sinon�� Inversement� partant des formules d�estimation ML� on constate
que l�on peut obtenir �intuitivement
 les formules d�estimation EM en rempla$ant les
valeurs des symboles �mis par leur vraisemblance�
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��	 R�sultats de simulation

Les �gures ���� ��� � ���� et ���� montrent les performances d�un turbo code et d�un code
convolutif non r�cursif non syst�matique 
NRNSC� sur un canal de Rayleigh non s�lectif
� �vanouissements ind�pendants et sur un canal de Rayleigh � �vanouissements par blocs
avec nt � � antennes d��mission et nr � � antennes de r�ception�

Le turbo code consid�r� est form� par la concat�nation parall�le de deux codes convolutifs
binaires r�cursifs et syst�matiques de polyn�mes g�n�rateurs 
��	 ��� en octal� Il a �t�
simul� en utilisant une longueur de trame de Nc � ���� bits� soit une taille d�entrelaceur
�gale � ����� Le code convolutif est binaire non syst�matique non r�cursif de polyn�mes
g�n�rateurs 
���	 ���� en octal� Il a �t� simul� pour des longueurs de trames �gales �
Nc � ��� bits ou Nc � ��� bits� Ces choix de longueur de trames correspondent � des
valeurs classiques pour le turbo code et le code convolutif dans les conditions que nous
consid�rons�
Dans tous les cas� les treillis du code convolutif 
���	 ���� et des codes constituants 
��	 ���
sont termin�s� i�e� sont ramen�s � l��tat z�ro apr�s que les Nc bits ont �t� g�n�r�s�
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Fig� ���� Taux d�erreur binaire pour un turbo code 
�� et un code convolutif 
�� avec
des trames de longueur Nc � ���� et Nc � ��� respectivement sur canal de Rayleigh
ind�pendant� nt � nr � � antennes�

Le gain obtenu gr'ce au d�codage it�ratif est �vident� � la fois pour les deux canaux et les
deux codes� On notera de plus que le gain est atteint presque compl�tement apr�s trois
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Fig� ���� Comparaison du taux d�erreur binaire obtenu pour le code convolutif de g�n�ra�
teurs 
���� ���� avec des trames de longueur Nc � ��� sur canal de Rayleigh ind�pendant
en fonction de la m�thode de calcul de l�APP� nt � nr � � antennes�

it�rations seulement� ce qui correspond � un d�lai raisonnable� Alors que sur le canal de
Rayleigh ind�pendant le turbo code obtient de meilleurs r�sultats que le code convolutif�
ce n�est plus le cas sur le canal de Rayleigh par blocs� pour lequel c�est le code convolutif
qui montre une meilleure r�sistance face aux perturbations engendr�es par le canal�

& la quatri�me it�ration� le turbo code o�re sur le canal de Rayleigh � �vanouissements
ind�pendants des performances meilleures que celles du code convolutif de � dB pour une
probabilit� d�erreur par bit Peb � ����� comme montr� par la �gure ���� Cependant� il
appara(t que le turbo code gagne un peu moins d�� dB au travers des it�rations alors
que le code convolutif gagne lui plus de ��� dB� Cela est d) au fait que le turbo code est
lui�m	me d�cod� it�rativement� dans notre cas 	 it�rations sont r�alis�es dans le turbo
d�codeur pour chaque it�ration globale� Le turbo code gagne donc d�s la premi�re it�ration
globale beaucoup plus que le code convolutif gr'ce � ses it�rations internes�

Nous pr�sentons �galement en �gure ��� une comparaison des r�sultats du code convolutif

�� de la �gure ��� avec ceux qui sont obtenus lorsque l�on utilise la m�thode sous�
optimale 
�� de calcul de l�APP des bits cod�s donn�e par la formule 
������ A�n d�all�ger
les �gures� nous ne noterons pas sur les courbes qui suivent les it�rations qui se d�duisent
ais�ment� comme � la �gure ��� chacune de la pr�c�dente� On note que les it�rations
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Fig� ���� Taux d�erreur par trame pour un turbo code� de codes constituants RSC de
g�n�rateurs 
������� avec des trames de longueur Nc � ���� sur un canal de Rayleigh �
�vanouissements par blocs� nt � nr � � antennes�

de d�codage� en particulier les deux premi�res� sont beaucoup moins e�caces avec cette
m�thode sous�optimale� Ainsi� alors que trois it�rations sont su�santes pour la m�thode
�optimale
� une suppl�mentaire s�av�re n�cessaire pour cette m�thode sous�optimale� et
m	me ainsi on observe une perte de ��� dB � la quatri�me it�ration�

Sur le canal de Rayleigh par blocs� les courbes des it�rations du turbo code et du code
convolutif se chevauchant� nous les avons s�par� en deux �gures ��� et ����� Le turbo
code de codes constituants � �� �tats s�am�liore d�� dB apr�s quatre it�rations globales
mais reste malheureusement moins e�cace de ��� dB par rapport au code convolutif
� �	 �tats� Ces performances moyennes du turbo code s�expliquent principalement du
fait de l�absence de gain d�entrelacement "�# lorsque l�on consid�re le taux d�erreur par
trame 
FER�� De plus� on se rappellera que le turbo code� pour bien fonctionner� a besoin
d�une longueur de trame sensiblement plus grande que le code convolutif� ce qui le rend
plus sensible aux erreurs de trames� Il est ainsi � plus de � dB de la probabilit� de coupure

outage probability� pour un taux d�erreur par trame de ����� Cette probabilit� de coupure

voir paragraphe ������ nous permet d�estimer les performances atteignables en terme de
probabilit� d�erreur par trame�
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Fig� ����� Taux d�erreur par trame pour un code convolutif NRNSC� de g�n�rateurs 
����
����� avec des trames de longueur Nc � ��� sur un canal de Rayleigh � �vanouissements
par blocs� nt � nr � � antennes� Comparaison entre le cas d�un CSI parfait et une
estimation de canal par l�algorithme EM�

Les di��rentes simulations que nous avons comment�es jusqu�� pr�sent supposaient une
connaissance parfaite du canal au niveau du r�cepteur� La m�thode d�estimation des para�
m�tres du canal � l�aide de l�algorithme EM d�crite au paragraphe ����� a �t� appliqu�e au
code convolutif avec ajout de �� symboles pilotes � la trame originale� soit ������ 
 ���
de symboles pilotes pour Nc � ��� bits cod�s� Prenant en compte la perte d�e�cacit�
spectrale due � l�insertion des pilotes� les courbes 
�� montr�es en �gure ���� indiquent
une perte de ��� dB par rapport au cas o* l��tat du canal est parfaitement connu 
��
pour un taux d�erreur par trame de ����� On notera que l�insertion du m	me nombre de
symboles pilotes sans l�algorithme EM� pr�sent� en �gure ����� aurait r�duit le gain de
codage et plac� la courbe avec symboles pilotes 
�� � ��� dB de celle avec CSI parfait�

Nous avons �galement simul� le code convolutif avec l�estimation des param�tres par
l�algorithme EM pour une trame de taille Nc � ���� Les courbes correspondantes sont
repr�sent�es en �gure ����� On observe qu�un nombre trop faible de symboles pilotes 
���
ne permet pas d�estimer correctement les param�tres du canal � les informations venues de
seulement � symboles pilotes sont insu�santes pour d�terminer s)rement les 	 coe�cients
hij� Si l�on double le nombre de symboles pilotes 
��� l�estimation se fait correctement et
la perte d�e�cacit� spectrale est compens�e par les meilleurs r�sultats du code pour une
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Fig� ����� Taux d�erreur par trame pour un code convolutif NRNSC� de g�n�rateurs 
����
����� avec des trames de longueur Nc � ��� sur un canal de Rayleigh � �vanouissements
par blocs� nt � nr � � antennes� Comparaison entre le cas d�un CSI parfait et une
estimation de canal par ajout de symboles pilotes�

plus petite taille de trame � on retrouve une probabilit� d�erreur de � ����� � la quatri�me
it�ration pour un d�codage avec estimation EM � un rapport signal � bruit de �� dB�

��� Conclusions

Nous avons propos� un sch�ma de d�tection et d�codage it�ratif pour des syst�mes � an�
tennes d��mission et de r�ception multiples qui peut 	tre appliqu� � des codes correcteurs
d�erreurs lorsque le d�codage � maximum de vraisemblance n�est pas applicable� L�int�r	t
principal de ce sch�ma est que le calcul de l�APP sur lequel il est fond� peut 	tre ap�
pliqu� � n�importe quel type de code� pour peu qu�un d�codeur SISO correspondant soit
disponible�

Nous avons �galement montr� que l�estimation des param�tres du canal � l�aide de l�algo�
rithme EM pouvait 	tre int�gr�e dans le processus de d�tection� Cette technique pourrait
aussi 	tre appliqu�e dans le cas d�un canal de Rayleigh a�ect� d�un Doppler avec l�utili�
sation d�un d�codeur SISO � fen	tre glissante qui fournirait alors des estimations locales
du canal�
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Fig� ����� Taux d�erreur par trame pour un code convolutif NRNSC� de g�n�rateurs 
����
����� avec des trames de longueur Nc � ��� sur un canal de Rayleigh � �vanouissements
par blocs� nt � nr � � antennes� Comparaison entre le cas d�un CSI parfait et une
estimation de canal par l�algorithme EM�

Appliqu�e � un turbo code parall�le et � un code convolutif� la proc�dure it�rative a montr�
des r�sultats performants � la fois sur le canal de Rayleigh � �vanouissements ind�pendants
et sur le canal de Rayleigh par blocs� Un petit turbo code� de taille d�entrelaceur ����
et de rendement total ��� atteint un taux d�erreur binaire � ��� dB de la capacit�� Un
code convolutif � �	 �tats et de rendement ��� atteint sur le canal de Rayleigh par blocs
un taux d�erreur par trame � ��� dB de la probabilit� de coupure lorsque l�estimation du
canal est parfaite et � � dB lorsque l�estimation est faite gr'ce � l�algorithme EM�

L�algorithme de d�codage it�ratif APP propos� dans ce chapitre a une complexit� ex�
ponentielle en nt� le nombre d�antennes d��mission� ce qui devient impossible � utiliser
en pratique lorsque nt est sup�rieur � 	� Un moyen de r�duire consid�rablement la com�
plexit� de l��tape de marginalisation de l�APP serait de consid�rer le vecteur de signaux
de probabilit� a priori la plus grande et d�en inverser les bits un par un pour en tirer les
vraisemblances� Cette conversion sous�optimale aura une complexit� lin�aire en nt et ne
devrait pas trop d�grader les performances�
Une autre voie d�am�lioration possible de ce syst�me serait d�utiliser au niveau des an�
tennes� non plus une allocation de puissance uniforme mais des techniques plus �volu�es
d�allocation de puissance� comme par exemple le �water �lling
 "��#"��#��
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Chapitre �

�tude de la capacit� �

Wer will� der kann
proverbe allemand

It is not possible to transmit at an average rate greater than C
Claude Shannon� ����

��� Introduction

La notion m	me de communication repose sur l�existence de deux entit�s A et B et la
volont� d�au moins l�une d�elle de transmettre des donn�es � l�autre et celle de cette
derni�re d��couter la premi�re� Ce transfert de donn�es de A vers B par exemple est un
processus physique� donc sujet � des perturbations dues au bruit thermique ambiant et
aux imperfections in�vitables du processus de transmission lui�m	me� La communication
est consid�r�e comme r�ussie si le destinataire B 
au besoin apr�s utilisation d�un code
correcteur d�erreurs� d�une ou plusieurs retransmissions���� et l��metteur A sont d�accord
sur ce qui a �t� e�ectivement transmis�

source
A

n n destinataire
B

message

codeur canal

symboles
envoy�s

message
d�codeur

estim�
symbolesp�yjx��tiqueteur

re�us

x y

Fig� ���� Principe d�un syst�me de communication�

�Certaines parties de ce chapitre ont �t� soumises au journal IEEE Transactions on Communica�
tions ��	��
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La �gure ��� repr�sente le mod�le th�orique d�un tel syst�me de communication� Le canal
est caract�ris� par sa probabilit� de transition p
yjx� qui exprime la probabilit� d�observer
le symbole y en sortie sachant que le symbole x a �t� �mis� Dans le cadre des communi�
cations num�riques� le message de la source A est traduit en symboles appartenant � un
alphabet �ni� dit alphabet de source� et �tiquet�s en une s�quence de n symboles envoy�s
appartenant � l�alphabet de canal� puis transmis sur celui�ci� ce qui produit en sortie dudit
canal une s�quence de n symboles re$us r�els ou complexes� La sortie du canal est une ver�
sion d�grad�e de l�entr�e� � partir de laquelle le destinataire B va chercher � reconstituer
le message qui a �t� envoy�� obtenant une estim�e du message� Du fait de la d�gradation
due au canal� deux entr�es di��rentes peuvent produire la m	me sortie� Il faut donc� pour
transmettre correctement� choisir un alphabet portant le moins possible � confusion� Ainsi
en �tiquetant la source d�une fa$on appropri�e� le message pourra 	tre transmis avec une
tr�s faible probabilit� d�erreur et il sera possible au destinataire de le reconstruire� Le
nombre moyen de symboles �mis par la source � chaque utilisation du canal est born�
inf�rieurement par une grandeur appel�e entropie "��#� qui mesure la quantit� d�informa�
tion apport�e en moyenne par chaque symbole �mis� Les perturbations al�atoires existant
sur le canal font que la transmission ne pourra avoir lieu que si l�entropie de la source
est inf�rieure � une grandeur caract�ristique du canal� dite capacit� du canal "��#� Cette
capacit� mesure la quantit� d�information moyenne maximale par symbole entrant dont
le canal peut assurer le transfert�

Rappels de th�orie de l�information

Avant d�entamer nos calculs de capacit� proprement dits� nous nous proposons de rappeler
bri�vement les notions et r�sultats principaux de la th�orie de l�information "��#"�# dont
nous aurons besoin dans ce chapitre� Pour cela� introduisons X et Y � deux variables
al�atoires ind�pendantes de densit�s de probabilit� respectives p
x�	x � X et p
y�	y � Y�
o* X et Y sont deux ensembles quelconques� Nous notons dans les deux cas p
x� et p
y�
pour les lois de X et Y par souci de simplicit�� tout en gardant � l�esprit qu�il s�agit de
fonctions distinctes� puisque renvoyant chacune � une variable al�atoire di��rente� En�n
nous supposerons ici que les variables al�atoires X et Y ont des distributions discr�tes� Il
est ais� de passer au cas continu en rempla$ant dans les formules et d��nitions ci�dessous
les sommes discr�tes par des int�grales�

D��nition 	���� L�entropie H
X� de la variable al�atoire X est l�incertitude li�e a
la variable X� soit encore la quantit� d�information n�cessaire � la description de cette
variable� soit en�n

H
X� � E�� log� p
x�� � �
X
x�X

p
x� log� p
x� 
����

D��nition 	���� L�entropie conjointe des deux variables al�atoires X et Y est l�in
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certitude li�e � la r�alisation conjointe des variables X et Y � soit

H
X	Y � � �
X
x�X

X
y�Y

p
x	y� log� p
x	y� 
����

o� p
x	y� est la loi conjointe des deux variables al�atoires�

D��nition 	���� L�entropie conditionnelle H
Y jX� est l�incertitude li�e � la r�alisa

tion de Y � sachant que X est r�alis�e� soit

H
Y jX� �
X
x�X

p
x�H
Y jX � x� � �
X
x�X

X
y�Y

p
x	y� log� p
yjx� � H
X	Y ��H
X�


����

D��nition 	���	 L�information mutuelle I
X�Y � est l�information 
ou la r�duction
d�incertitude� qu�apporte en moyenne la r�alisation de Y sur X� ou aussi l�information
qu�apporte en moyenne la r�alisation de X sur Y � soit encore la divergence entre la dis

tribution conjointe des deux variables al�atoires et le produit des deux distributions�

I
X�Y � �
X
x�X

X
y�Y

p
x	y� log�
p
x	y�

p
x�p
y�
� H
X� �H
Y ��H
X	Y � � H
Y ��H
Y jX�


����

o� on utilise les conventions 
li�es � la continuit�� � log�



a
� � � et a log�


a

� ���

D��nition 	���� La capacit� C d�un canal discret sans m�moire est le maximum de
l�information mutuelle entre son entr�e X et sa sortie Y �

C � maxp�x�I
X�Y � 
����

La capacit� du canal est donc obtenue par optimisation de la pdf et de l�alphabet de
canal� Cette capacit� est encore le d�bit RD maximum avec lequel on peut transmettre
l�information tout en garantissant un taux d�erreur arbitrairement bas� Le d�bit est �gal
� RD � R � log�M � o* R est le taux de codage et M la taille de la modulation utilis�e�
Le th�or�me de codage� prouv� par Shannon s��nonce alors comme suit �

Th�or�me 	���� 
Th�or�me de codage�
Pout tout d�bit RD � C� il existe un code tel que sa probabilit� d�erreur soit arbitrairement
petite� Un code in�niment long� bien choisi� permet donc une communication totalement
�able�

La r�ciproque du th�or�me de codage nous apprend qu�inversement� tous les codes dont
la probabilit� tend asymptotiquement vers z�ro v�ri�ent RD 
 C�
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Th�or�me 	���� 
R�ciproque du th�or�me de codage�
Tous les codes dont la probabilit� tend asymptotiquement vers z�ro v�ri�ent RD 
 C�

La capacit�� d�un canal pour une modulation en entr�e donn�e est donc aussi une mesure
de faisabilit� de la transmission sur le canal pour cette modulation� Ainsi� d�terminer la
capacit� d�un canal pour les conditions d�une exp�rience permettra�t�il d�estimer d�une
part la qualit� de notre codage� mais encore de mesurer la marge de gain potentiel restante�
C�est dans cet esprit que nous allons nous int�resser au paragraphe ��� au calcul de la
capacit� sur canal MIMO� pour lequel nous avons propos� un algorithme de d�codage
APP it�ratif au chapitre ��

Nous d�terminerons ensuite au paragraphe ��� la capacit� dans le cas d�un canal de Ray�
leigh avec pour entr�e une modulation tourn�e� cherchant ainsi � expliquer l�am�lioration
de performances sur canal de Rayleigh que nous avons pu constat� au chapitre �� Nous
montrerons ainsi que le fait d�utiliser une rotation augmente e�ectivement la capacit�� ce
que nous avons illustr� en �gure ��� par une �course des capacit�s
 � plus la dimension de
la rotation augmente� meilleure est la capacit� obtenue� tendant vers la capacit� obtenue
pour une distribution gaussienne "��#� Nous pr�senterons des r�sultats num�riques corres�
pondant � ces calculs au paragraphe ��� et �nalement nous tirerons quelques conclusions
au paragraphe ����

Shannon

Dim

5

8
Dim

Dim

2

Dim

1

Dim

�

Fig� ���� La course des capacit�s

�Par abus de langage et 
 l�instar d�Ungerboeck ����
 nous continuerons 
 utiliser le terme �capacit��
lorsque la distribution p�x� du signal en entr�e est �x�e�
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un canal � entr�es multiples et sorties multiples ��

��� Capacit� d�un canal 
 entr�es multiples et sorties
multiples

	���� Calcul de la capacit� d�un canal � entr�es multiples et sor�
ties multiples

Le calcul de la capacit� C sur un canal � entr�es multiples et sorties multiples 
nt� nr� a
�t� r�alis� en parall�le par Telatar "��# et Foschini "��#� Atteinte lorsque le signal d�entr�e
est gaussien�� la capacit� est �gale � l�esp�rance math�matique de la capacit� instantan�e
CjH calcul�e pour une valeur �xe H des coe�cients du canal� obtenue par la formule 
voir
annexe D�

CjH � log�

�
det

�
Inr �

�

nt
HHh

��
bits . utilisation du canal 
����

o* Inr est la matrice identit� de rang nr� et � � E�xhx��E�bhb� o* x � 
x�	 � � � 	 xnt�
t

est le vecteur des signaux �mis sur les nt antennes et b � 
b�	 � � � 	 bnr �
t est le vecteur des

bruits blancs gaussiens sur les antennes de r�ception� � est donc �gal � nt
nr
R log�
M�Eb

N�
�

En pratique l�entr�e du canal n�est pas gaussienne� on s�int�resse donc au calcul de la
capacit� d�un canal � entr�e discr�te x appartenant � une constellation X et � sortie
continue y� Pour cela� on remplace dans l��quation 
���� l�information mutuelle moyenne
par son expression donn�e dans l��quation 
����� et on obtient

CjH�X �
X
x�X

Z
y

p
x�p
yjx� log�

�
� p
yjx�P
x��X

p
x��p
yjx��

�
� 
����

Dans le cas du canal MIMO consid�r� au paragraphe ���� i�e� pour une modulation QPSK

donc une constellation X de quatre �l�ments� avec � antennes d��mission et � antennes de
r�ception� on obtient les courbes de capacit�s pr�sent�es en �gure ����a� Ces deux courbes
de capacit�� � savoir la capacit� du canal MIMO C � EH �CjH� et la capacit� du canal pour
une modulation QPSK en entr�e CQPSK � EH �CjH�QPSK� correspondant respectivement
aux �quations 
���� et 
����� sont donn�es en fonction du rapport signal � bruit Eb

N�
o*

Eb est l��nergie totale re$ue par le destinataire par bit d�information �mis� Les capacit�s
pour une valeur de �� �� �

� � � bits par � antennes d��mission sont trac�es en pointill�s
puisqu�elles correspondent au cas consid�r� dans le chapitre pr�c�dent� o* les simulations
ont �t� men�es pour des QPSK sur � antennes d��mission et un taux de codage R � ����

On notera que nous nous sommes restreints ici � l��tude de la capacit� int�ressant nos
travaux du chapitre �� D�autres �tudes men�es r�cemment sur la capacit� des canaux

�ou plus g�n�ralement sp�cial gaussien comme l�a d��ni et montr� Telatar ���� �voir annexe D�
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b� � probabilit� de coupure

Fig� ���� Capacit� et probabilit� de coupure pour R � ���� sur un canal de Rayleigh
MIMO� nt!nr!� antennes�

radio�mobiles pourront 	tre consult�es pour qui veut en apprendre plus sur ce domaine�
comme par exemple ceux de Boixadera et al� "��# pour le cas o* les antennes ne sont pas
d�corr�l�es� ou par Marzetta et al� "��# lorsque la matrice du canal est consid�r�e comme
inconnue par l��metteur et le destinataire�

	���� Probabilit� de coupure pour les canaux de Rayleigh par
blocs

Si la capacit� est traditionnellement consid�r�e comme �tant un bon moyen d�estimer la
quantit� d�information pouvant 	tre transmise sur un canal � un taux d�erreur arbitrai�
rement bas� il a �t� montr� dans "��# que ceci n�est plus vrai dans le cas des canaux dont
la dur�e de coh�rence est grande devant la taille des blocs de donn�es �mis� puisque la
condition d�ergodicit� du canal n�est alors plus v�ri��e�

C�est le cas pour les canaux radio�mobiles� notamment les canaux de Rayleigh par blocs
dont la dur�e de coh�rence ne permet pas de consid�rer que les trames de donn�es trans�
mises voient un ensemble de coe�cients statistiquement repr�sentatif� Une notion nouvelle
a donc �t� introduite pour ce type de canaux� � savoir une capacit� associ�e � une pro�
babilit� de coupure 
outage probability�� c�est���dire un taux de con�ance associ�e � la
capacit� consid�r�e� La capacit� est alors consid�r�e comme une variable al�atoire d�pen�
dant de la r�ponse instantan�e du canal 
n�anmoins constante par bloc�� Si la capacit�
instantan�e est au�dessous du taux auquel on essaie de transmettre� en aucun cas le bloc
transmis ne pourra 	tre d�cod� sans erreur� quel que soit le syst�me de codage.d�codage
employ�� Inversement� si la capacit� instantan�e est au�dessus du taux auquel on essaie



���� Capacit� d
un canal ayant pour entr�e une modulation tourn�e ��

de transmettre� le th�or�me de Shannon nous indique qu�il existe un code permettant de
transmettre � ce taux avec une probabilit� d�erreur arbitrairement basse�

Cette probabilit� de coupure nous permet donc d�estimer les performances possibles sur les
canaux non ergodiques "��#"��#� Dans le cas du canal MIMO consid�r� au paragraphe ����
soit avec � antennes d��mission et � antennes de r�ception et un taux de codage �gal �
���� on a ainsi la probabilit� de coupure

Pout

�
Eb

N


�
� Prob

�
CjH

�
Eb

N


�
� �

�
�

Z �

c�


p
c�dc 
����

o* c � CjH

Eb

N�
� est la capacit� instantan�e pour une r�alisation donn�e d��nie par la

formule 
����� La courbe de cette probabilit� de coupure est donn�e en �gure ����b�

Les courbes pr�sent�es en �gures ����a et ����b ont ainsi �t� utilis�es au chapitre � pour
juger les performances des modulations � entrelacement de bits sur canal � entr�es et
sorties multiples�

��� Capacit� d�un canal ayant pour entr�e une modu�
lation tourn�e

	���� Mod�le du syst�me consid�r� et notations

x y

�vanouissement de Rayleigh �

bruit additif blanc gaussien b

Fig� ���� Sch�ma de principe d�un canal de Rayleigh

On consid�re un canal de Rayleigh non s�lectif avec �vanouissements ind�pendants� comme
celui de la �gure ���� L�entr�e x � 
x�	 � � � 	 xn�t � IRn et la sortie y � 
y�	 � � � 	 yn�t � IRn�
o* ut repr�sente la version transpos�e d�un vecteur u� sont li�es par la relation

y � �� x� b 
����

o* b � 
b�	 � � � 	 bn�t est le vecteur de bruit additif blanc gaussien de moyenne nulle et de va�
riance N
 par composante r�elle� o* � � 
��	 � � � 	 �n�t � IR�n est le vecteur des �vanouis�
sements sur le canal dont la loi de probabilit� est donn�e par p
�k� � ��k exp
���

k�	 k �
�	 � � � 	 n et o* � repr�sente le produit composante par composante de deux vecteurs�
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Lorsque l�entr�e du canal est la sortie d�une rotation R � 
rij�i�j�������n de dimension n� les
coe�cients xi	 i � �	 � � � 	 n sont trivialement donn�s par

xi �
nX
j��

rijzj i � �	 � � � 	 n 
�����

o* les entr�es z � 
z�	 � � � 	 zn� sont des �l�ments d�une constellation PAM fI�	 � � � 	IMg
de taille M � Par exemple� dans le cas d�une BPSK� on a M � � et zi � ���

Si l�on remplace dans l��quation 
���� les coe�cients xi par leur valeur donn�e par l��qua�
tion 
������ on obtient l�expression

y � ��Rz � b 
�����

	���� Relation entre capacit� et distance produit��minimale d
���
P�min

Comme nous l�avons vu dans le paragraphe ����� de notre chapitre sur les rotations� un des
crit�res de construction des rotations est la distance produit�� minimale d���P�min entre toute
paire de points de la constellation consid�r�e� La recherche de r�seaux ZZn�n satisfaisant
ce crit�re a �t� men�e par Boutros "��#� chap� ��

Toute matrice de rotation en dimension � peut 	tre caract�ris�e gr'ce � un unique para�
m�tre �	 � � IR

R
�� �

�
��
p
� � �� ��

p
� � ��

���p� � �� ��
p
� � ��

�

La �gure ��� montre les valeurs de d���P�min pour un ordre de diversit� � � � en fonction de �
pour une taille de constellation correspondant � une e�cacit� spectrale � � � bits.symbole
tir�e du r�seau g�n�r� par la rotation R
��� Ces valeurs de d���P�min ont �t� d�termin�es gr'ce
� une recherche exhaustive de tous les points de la constellation �nie en utilisant un pas
de ����� pour ��

Sur la m	me �gure sont �galement repr�sent�es deux courbes de capacit� 
voir para�
graphe ������ pour les r�seaux g�n�r�s par la rotation R
��� l�une pour un rapport signal
� bruit �lev��Ec�N
 � �� dB 
correspondant � Eb�N
 
 �� dB� et l�autre pour un rapport
signal � bruit tr�s faible� Ec�N
 � ��� dB 
correspondant � Eb�N
 
 ���� dB� et dans
les deux cas pour un pas de ��� pour �� Dans ce dernier cas� on constate que les meilleures
rotations en terme de capacit�� atteintes pour des valeurs de � proches de � 
i�e� pour des
rotations d�angles proches de 	��� correspondent � une zone pour laquelle les distances
produit�� minimales sont tr�s faibles� Il appara(t clairement que le crit�re de construction
fond� sur la maximisation de d���P�min n�est pas valable pour de faibles rapports signal �
bruit� En e�et� dans le cas d�un bruit �lev� 
i�e� pour un faible rapport signal � bruit��
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Fig� ���� Comparaison des performances d�une rotation en terme de distance produit��
minimale 
d���P�min� et de capacit� pour di��rentes valeurs du param�tre � en dimension ��

l�approximation permettant de majorer la probabilit� d�erreur par paire gr'ce � la s�rie
th�ta du r�seau� et donc d�pendant en particulier de la distance produit�� minimale du
r�seau n�est plus applicable� En revanche� lorsque l�on consid�re un fort rapport signal
� bruit� cette majoration de la probabilit� d�erreur par paire est pleinement valable et
donc on retrouve bien deux pics de capacit� pour des valeurs de � optimales selon le
crit�re de maximisation de la distance produit�� minimale� Ces pics correspondent aux

valeurs de � �
"""��p�

�

"""� ce qui donne deux angles sym�triques par rapport � la premi�re
bissectrice ����� et �������

On notera que chacune des �chelles des courbes de capacit� a fait l�objet d�une modi�ca�
tion 
translation et homoth�tie selon l�axe des ordonn�es� destin�e � nous permettre de
comparer leurs r�sultats� Pour des raisons de sym�trie� on a de plus consid�r� uniquement
les valeurs positives du param�tre ��

De cette comparaison on peut donc d�duire que le crit�re classiquement reconnu de maxi�
misation de la distance produit�� d���P�min et de l�ordre de diversit� pour trouver la meilleure
constellation possible en terme de performances am�ne �galement � d�excellentes capaci�
t�s lorsque l�on travaille � une valeur du rapport signal � bruit su�samment importante�
Dans le cas contraire� et comme �galement observ� pour d�autres syst�mes ou modulations
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� forte diversit� 
par exemple� PSK� FSK avec ordre de diversit� L � 	 "��#� chap� ����
augmenter la diversit� � faible rapport signal � bruit tend � d�grader les performances
plut�t qu�� les am�liorer�

Ayant ainsi v�ri�� pour la dimension � qu�il n�existait pas � proprement parler de lien
direct entre la distance produit�� minimale et la capacit�� nous allons nous int�resser � un
autre crit�re classique de choix de rotation� � savoir la diversit�� et chercher � en apprendre
plus sur la relation existant entre capacit� et diversit�� si elle existe�

	���� Relation entre capacit� et diversit� pour les modulations
tourn�es � �gaussianisation� du canal

Il est bien connu "��# que la capacit� d�un canal de Rayleigh non s�lectif � coe�cients
ind�pendants est atteinte lorsque l�entr�e dudit canal a une distribution suivant une loi
de probabilit� gaussienne� Ceci est d�ailleurs la raison pour laquelle les codes gaussiens
sont optimaux� H�las� ils ne sont pas r�alisables en pratique� ce qui nous a amen� � nous
interroger sur l�existence de transformations aptes � gaussianiser un �ot que l�on pourrait
alors transmettre sur le canal consid�r��

Il appara(t que les rotations sont des transformations satisfaisant ce crit�re� car elles per�
mettent d�augmenter la diversit� sur le canal � �vanouissement de Rayleigh en r�partissant
l�information sur plusieurs signaux � transmettre� les �gaussianisant
� Nous allons mon�
trer ceci dans le cas particulier des matrices d�Hadamard ou plus g�n�ralement de type
Hadamard�

Une formule directe exacte des composantes hik de la matrice de Hadamard d��nie par
la formule 
������ est tr�s di�cile � �tablir� En cons�quence� comme au chapitre �� nous
utiliserons une matrice Hn de type Hadamard a�n de calculer sa densit� de probabilit��
Cette matrice de type Hadamard Hn � 
hik�i�k�������n est construite en normalisant une
matrice remplie de fa$on pseudo�al�atoire d��l�ments��� avec pour contrainte que chaque
ligne contient autant d��l�ments 1��� que d��l�ments 1��� �

�
i	 k� � IN hik �
��p
n
	

p
hik �
��p
n
� � p
hik �

��p
n
� �

D�apr�s l��quation 
������ sachant que les zk	 k � �	 � � � 	 n sont des symboles �quiprobables
et appartiennent � une PAM�M� il appara(t que chaque composante xi	 i � �	 � � � 	 n a la
m	me probabilit� d�	tre strictement positive ou strictement n�gative� Sachant de plus que
p
hik �

��p
n
� � p
hik �

��p
n
�� nous pouvons� sans perte de g�n�ralit�� consid�rer que xi est

donn� par xi � �p
n

nP
k��

zk� et donc est ind�pendant de i� Il sera alors possible de d�terminer

la densit� de probabilit� pour tout xi en utilisant les fonctions caract�ristiques des zk�
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La densit� de probabilit� de zk est donn�e par

pzk 
z� �
�

M

MX
���

�
z � I�� 
�����

o* �
�� est la fonction de Dirac 
ou impulsion de Dirac� qui v�ri�e
�
�� � ��

�
z� � � pour tout z �� �

R ��
�� �
z�dz � �

p
z��
z� � p
���
z� �


�����

En cons�quence� la fonction caract�ristique �zk 
u� de zk est "��#

�zk 
u� � E�ejzku� �

Z
z

pzk 
z�e
jzkudz �

�

M

MX
���

ejI�u � 
�����

Ainsi� prenant en consid�ration le fait que pour notre matrice Hn la fonction �zk est
ind�pendante de k� l�expression de �xi est tout naturellement donn�e par

�xi
u� �
nY

k��

� zkp
n

u� �

nY
k��

�
�

M

MX
���

ejI�u�
p
n

�
�

�PM
��� e

jI�u�
p
n

M

�n

Dans le cas o* la constellation est une BPSK� soit pour M � �� on obtient alors

�xi
u� �

�P�
��� e

jI�u�
p
n

�

�n

�

�
cos

up
n

�n


�����

o* up
n
� ������� Par sym�trie on se limitera � l�intervalle �����������

Au voisinage de �� cos up
n
peut 	tre d�velopp� selon la formule suivante

cos
up
n
� �� u�

�n
�O


u�

n�
�

R�injectant cette derni�re formule dans l��quation 
����� et en prenant le logarithme nous
trouvons

log�xi
u� � n� log

�
� � u�

�n
�O


u�

n�
�

�
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ce qui devient� pour n grand�

log�xi
u� � n

�
�u�

�n
�O


u�

n�
�

�
� �u�

�
�O


u�

n
�
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Fig� ���� Les raies de la pdf en sortie de plusieurs rotations en dimension � pour une
entr�e BPSK sur chaque composante 
a�� I� 
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c�� ZZ����a 
d�� Hada��

Lorsque l�on consid�re la limite de cette formule pour n tendant vers l�in�ni� on obtient

log �xi
u��n��� �u�

�

soit

�xi
u��n��� exp

�
�u�

�

�
�
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La densit� de probabilit� d�une composante xi� obtenue en prenant la transform�e de
Fourier de la fonction caract�ristique tend vers "��#

pxi �n���
�p
��

exp

�
�x�i

�

�
ce qui signi�e que xi devient une gaussienne centr�e de variance � au sens de la loi forte
des grands nombres 
convergence en lois de probabilit�� "��#�

La �gure ��� illustre le calcul pr�c�dent en pr�sentant les allures des pdf en sortie de
quatre rotations en dimension � introduites dans le chapitre �� On observe bien ici� en les
comparant � la courbe sans rotation 
ou encore rotation identit�� pr�sent�e en �gure ����a
une mise en forme des pdf les rapprochant d�une gaussienne� La discr�tisation que l�on
observe est due au fait que l�entr�e est constitu�e de symboles BPSK�

	���	 Calcul de la capacit� d�un canal ayant pour entr�e une
constellation tourn�e

La capacit� du canal � entr�e discr�te repr�sent� en �gure ��� est donn�e par "��#

C � max
p�x�

I
X�Y � � max
p�x�


H
X� �H
XjY ��

� max
p�x�

X
x

Z
y

p
x�p
yjx� log�

�
� p
yjx�P

x�
p
x��p
yjx��

�
A dy � 
�����

Consid�rons � pr�sent une constellation X � fxjgMj�� compos�e de M signaux �quipro�
bables o* les xj � 
xji �

n
i�� � IRn sont les signaux et M � jX j � �m� La distribution de

probabilit� p
x� de ces signaux en entr�e est alors donn�e par

p
xj� � ��M j � �	 � � � 	M � 
�����

La capacit� du canal ayant une telle constellation en entr�e est donc

C � I
X�Y � � H
X� �H
XjY � � 
�����

L��quation 
����� devient donc

C � m� �

M

X
x

Z
y

p
yjx� log�

�
�

P
x��X

p
yjx��
p
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�
A dy

� m� �
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p
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P
x��X

p
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p
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�
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o*� sachant que le bruit sur le canal est gaussien� l�expression de la densit� de probabilit�
de transition sur le canal est� pour un �vanouissement � � 
��	 � � � 	 �n� donn��

p
yjx	�� � �



p
��N
�n

exp

�
� �

�N

ky ��� xk�

�

et o* la densit� de probabilit� d�une variable de Rayleigh normalis�e � � 
��	 � � � 	 �n� est

p
�� �
nY

k��

 
��k exp
���

k�
!

d�o* l�expression de la capacit� par dimension� en posant z � 
y��� x��
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Donc dans le cas o* les modulations sont des BPSK� on a M � �n
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�����

On notera qu�il est important de se rappeler que ce calcul de la capacit� par dimension�
utile pour comparer les performances de rotations de dimensions di��rentes� ne peut se
faire en consid�rant chaque dimension de la constellation s�par�ment� En e�et� dans la
plupart des cas� ces composantes sont corr�l�es par la diversit� engendr�e par la matrice
de rotation et donc sommer sur toutes les composantes pour obtenir une capacit� par
dimension moyenne donnerait des r�sultats totalement faux�

��� R�sultats num�riques

L�expression de la capacit� par dimension d�termin�e par l��quation 
����� nous permet
de comparer les capacit�s de rotations en dimensions distinctes� Nous consid�rerons ici
di��rentes rotations en dimensions �� 	� � et ��

La �gure ��� montre ainsi des r�sultats pour des BPSK tourn�es pour plusieurs dimensions�
ainsi que des courbes de r�f�rence de la transmission de modulations BPSK ou gaussiennes
sur les canaux de Rayleigh ou AWGN�
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Fig� ���� Capacit� pour plusieurs rotations en dimensions �� � et ��

Puisque pour des raisons �videntes� il est impossible de tracer les courbes de toutes les
rotations possibles� nous nous sommes restreints � trois valeurs de dimensions� soit ��
� et � et pour chacune de ces valeurs� nous avons s�lectionn� parmi les rotations que
nous avons pu tester la �meilleure
 et la �pire
 rotation en terme de capacit�� On notera
cependant que pour toute dimension la capacit� est minor�e par la capacit� sur canal de
Rayleigh avec entr�e BPSK et major�e d�une part par la courbe de capacit� sur canal
de Rayleigh avec entr�e gaussienne et d�autre part par la capacit� sur canal AWGN avec
entr�e BPSK�

Les courbes retenues sont celles correspondant � la rotation ZZ��� "��#� rotation optimale
en terme de diversit� et de distance produit�� pour la dimension �� les rotations Rot� "��#
et ZZ��� "��# en dimension � et les rotations Hada� et ZZ��� "��# en dimension �� Par souci
de se conformer � la litt�rature existante� les courbes de capacit� de ce paragraphe ont �t�
trac�es en fonction de Ec�N
� soit en fonction du rapport signal � bruit par bit cod�� Il est
n�anmoins ais� de retrouver le rapport signal � bruit par bit d�information correspondant�
en se rappelant que Ec�N
 � Cdim � Eb�N
�
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Le choix de la rotation ZZ��� a �galement �t� motiv� par une recherche num�rique sur

l�ensemble des rotations R �
h

cos��� �sin���
sin��� cos���

i
en dimension � de la rotation 
ou de fa$on

�quivalente de son angle de rotation � � arctan
��� avec � est le param�tre d��ni au
paragraphe ������ maximisant la capacit�� R�alisant � cet e�et une recherche discr�tis�e
avec un pas de ���� sur l�angle �� nous avons obtenu pour angle optimal la valeur �opt �
����� correspondant � la valeur trouv�e analytiquement � � �

�atan
�� "��#� La �gure ����
permet de comparer cette rotation optimale avec d�autres rotations en dimension �� �
savoir celles correspondant � des angles de ��� et ���� Nous observons ainsi par exemple
que cette derni�re rotation pr�sente une perte de ��� dB pour R � ��� et de ��� dB pour
R � ��� comparativement � la rotation optimale ZZ����

Ainsi qu�on peut l�observer sur la �gure ���� le fait d�utiliser une rotation am�ne un gain
d�s la dimension � � pour un taux de codage R � ���� et compar� � la transmission
classique d�une BPSK sur canal de Rayleigh non s�lectif � �vanouissements ind�pendants�
ZZ��� gagne ��� dB� ZZ��� gagne ���� dB� et Hada� gagne ��� dB � seul ��� dB la s�pare
de la limite th�orique obtenue avec une entr�e gaussienne - Les gains sont encore plus
importants lorsque le taux de codage augmente� puisque pour un taux R � ���� ZZ���

gagne ��� dB� ZZ��� gagne ���� dB� et Hada� gagne ��	 dB� n��tant plus qu�� ��� dB de la
limite�

Un autre r�sultat int�ressant est le fait que si la meilleure capacit� que l�on peut at�
teindre augmente avec la dimension� il appara(t �galement qu�une mauvaise rotation en
une dimensionm� peut avoir une capacit� inf�rieure � celle d�une bonne rotation en dimen�
sion m� � m�� d�o* l�int�r	t �vident de choisir une �bonne
 rotation pour nos syst�mes� La
�gure ��� pr�sente les capacit�s de six rotations en dimension �� � savoir respectivement
dans un ordre d�croissant de r�sultat Hada�� OP���� Tchebi�� Random�� ZZ����a et ZZ��� 
les
matrices de ces rotations sont donn�es dans l�annexe B��
Tout en gardant � l�esprit que les courbes de cinq de ces rotations sont s�par�es d�au plus
��� dB� et donc qu�elles sont de fait toutes de �bonnes
 rotations en terme de capacit�
sur le canal � �vanouissements� on notera n�anmoins que la meilleure d�entre elles est
celle correspondant � la matrice de Hadamard Hada�� qui pour une entr�e BPSK est
de diversit� 	 et� comme nous l�avons montr� dans le paragraphe ����� a une densit� de
probabilit� dont la distribution s�approche d�une gaussienne montrant ainsi que la distri�
bution de diversit� importe plus � faible rapport signal � bruit que la diversit� minimale�
Inversement� on notera que l�une des meilleures rotations en terme de diversit�� soit ZZ���

de diversit� �� est de loin la pire des six rotations consid�r�es en terme de capacit�� Les
�gures ��� et ���� montrent �galement d�autres rotations pr�sent�es au chapitre � 
leurs
matrices se trouvant dans l�annexe B�� On constate ainsi que la rotation Rot� optimis�e
en dimension � par Da Silva et al� "��# pr�sente une perte de ��� � ���� dB par rapport �
la rotation Rot� optimis�e en dimension ��
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Apr�s un bref rappel des m�thodes de calcul des capacit�s et de la probabilit� de coupure
sur un canal MIMO� nous les avons appliqu�s au cas du syst�me multi�antennes consid�r�
au chapitre pr�c�dent et ce faisant obtenant des estimateurs des performances simul�es�
Nous avons par ailleurs montr� que le fait de tourner une constellation MAQ� initialement
propos� dans la litt�rature "�#"��#"��# pour augmenter la diversit� sur le canal de Rayleigh
non s�lectif � �vanouissements ind�pendants� r�alise une �gaussianisation
 du signal� aug�
mentant ainsi la capacit�� Une m�thode de calcul de la capacit� pour le canal de Rayleigh
ayant en entr�e une constellation tourn�e a �t� propos�e� et nous avons montr� que la
diversit� d�une modulation et sa capacit� n��taient pas directement reli�es� Le seul crit�re
de diversit� se r�v�le ainsi mauvais pour d�terminer une �bonne
 rotation en terme de
capacit��
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Conclusions et perspectives

Conclusions

L�augmentation de la quantit� d�information utile pouvant 	tre transmise sur un syst�me
radio�mobile est l�un des enjeux essentiels dans les syst�mes de communication actuels
ou en cours de d�veloppement� Nous avons pr�sent� dans ce document deux m�thodes
permettant d�augmenter l�e�cacit� spectrale d�une transmission sur le canal � �vanouis�
sements de Rayleigh autrement que par simple augmentation du rapport signal���bruit�

La premi�re m�thode� pr�sent�e au chapitre �� correspond � l�utilisation de r�seaux de
points tourn�s� Reprenant certaines rotations existantes et en introduisant d�autres� nous
avons ainsi construit des MAQ multidimensonnelles � haute e�cacit� spectrale qui sont
prot�g�es sur le canal � �vanouissements par la diversit� induite par la rotation� Nous avons
propos� deux m�thodes originales de d�codage de ces constellations� la premi�re corres�
pondant � l�utilisation d�un �galiseur � retour de d�cision� Reposant sur le crit�re MMSE�
cet �galiseur permet le d�codage des rotations en grande dimension� en particulier de nos
transform�es de rotation rapide� Cet �galiseur� dont nous avons �galement propos� une
version pour le d�codage des r�seaux denses sur le canal AWGN au chapitre �� est relati�
vement robuste mais l� e�cacit� spectrale de ce syst�me n�est pas aussi grande que pr�vue
puisqu�en pratique nous avons d) lui adjoindre une modulation cod�e en treillis d�cod�e
par un algorithme de Viterbi a�n d�am�liorer consid�rablement les entr�es du �ltre de re�
tour� Le second syst�me propos� combine une rotation en petite dimension avec un code
correcteur d�erreur et est d�cod� de mani�re it�rative� Ce dernier d�codeur pr�sente des
performances extr	mement satisfaisantes� puisque l�on obtient� � la 	�eme it�ration� pour
une rotation en dimension � et un code de rendement ��� ou ���� des performances �
moins d�� dB des performances sur le canal AWGN pour un taux d�erreur par bit de
� � �����
Nous avons de plus montr� au chapitre � que le fait de tourner une constellation MAQ
avait pour cons�quence une �gaussianisation
 du signal� qui augmente ainsi sa capacit��
Nous avons propos� une m�thode de calcul de la capacit� sur le canal de Rayleigh ayant
en entr�e une constellation tourn�e� montrant que la diversit� d�une modulation et sa
capacit� n��taient pas directement reli�es�

La seconde m�thode� pr�sent�e au chapitre �� correspond � l�utilisation d�antennes mul�
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tiples� Nous avons propos� un sch�ma de d�tection et d�codage it�ratif pour des syst�mes
� antennes multiples en �mission et en r�ception� Reposant sur le calcul des probabilit�s
a posteriori� cet algorithme peut 	tre utilis� avec tout code correcteur d�erreurs lorsque le
d�codage � maximumde vraisemblance n�est pas applicable� Un des int�r	ts de ce syst�me
est la possibilit� d�y int�grer une estimation it�rative des param�tres du canal � l�aide de
l�algorithme EM� l�initialisation �tant faite gr'ce � des symboles pilotes� Appliqu�e � un
turbo code parall�le et � un code convolutif� la proc�dure it�rative a montr� des r�sultats
performants � la fois sur le canal de Rayleigh � �vanouissements ind�pendants et sur le
canal de Rayleigh par blocs�

Perspectives

Nous envisageons de r�aliser une version souple de l�algorithme de d�codage par sph�res �
une valeur de �abilit� accompagnant le point du r�seau d�cod� permettrait ainsi d�am�lio�
rer l�estimation en rendant possible son int�gration dans un syst�me � d�codage it�ratif�

Il serait �galement int�ressant de diminuer la complexit� des algorithmes de d�codage
APP propos�s tant pour les MAQ tourn�es que pour les syst�mes � antennes multiples� Un
calcul sous�optimal de l�APP pourrait 	tre utilis�� par exemple en consid�rant le vecteur
de signaux de probabilit� a priori la plus grande et en inversant les bits un � un pour en
tirer les vraisemblances� En�n� il serait int�ressant d�envisager des techniques d�allocation
de puissance non uniformes 
par exemple le �water �lling
� pour notre syst�me � antennes
multiples a�n de gagner en capacit��
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Annexe A

Bornes sur la probabilit� d�erreur pour
les r�seaux de points sur canal AWGN
ou de Rayleigh�

A�� Performances sur le canal AWGN

Consid�rons un point x � 
x�	 � � � 	 xn�t d�un r�seau � �mis sur un canal AWGN� Le point
re$u y � 
y�	 � � � 	 yn�t est donn� par

y � x� b

o* b � 
b�	 � � � 	 bn�t est le bruit gaussien sur le canal� ses composantes bi �tant des variables
gaussiennes de moyenne nulle et de variance �� � N
�

En pratique� le r�seau � �tant d��nergie in�nie� on n��mettra pas un point de � mais
un point d�une constellation C �nie 
donc d��nergie �nie� tir�e du r�seau� De mani�re
g�n�rale� on consid�rera que C� de forme quelconque� est centr�e autour de l�origine a�n
qu�elle soit � �nergie minimale� C contient n points� not�s ck	 k � �	 � � � 	 n� On note m
le nombre de bits n�cessaires pour �tiqueter les n points de C � en choisissant n comme
puissance de �� on a alors n � �m�

Le d�codeur ML en sortie du canal cherche le point de C le plus proche du point re$u
y� Supposons que c�est le point ck qui a �t� e�ectivement �mis � la d�cision prise au
niveau du r�cepteur est donc correcte tant que y appartient � la cellule de Vorono� V
ck��
La probabilit� d�erreur� sachant ck �mis et que tous les points de la constellation sont

�Cette annexe est extraite d�un cours que j�ai donn� 
 l�ENST�
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erreur pour les r�seaux de points sur

canal AWGN ou de Rayleigh

�quiprobables� est donc

Pe � �� �


�
p
���n

Z
V �ck�

e�jjx�ck jj
���	�dx � 
A���

Sachant que l�int�grale sur V
ck� est �gale � l�int�grale sur V
�� on obtient

Pe � � � �


�
p
���n

Z
V ���

e�jjxjj
���	�dx � 
A���

Cette derni�re int�grale �tant di�cilement calculable sauf dans des cas particuliers� on
applique alors la borne de l�union aux � 
�� plus proches voisins uj 	 j � �	 � � � 	 � 
�� de
�� comme illustr� en �gure A���
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V
ck�
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ck
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Fig� A��� Illustration de la signi�cation de la borne de l�union restreinte aux plus proches
voisins�

La probabilit� d�erreur est donc major�e par la somme des probabilit�s d�erreur par paire�
soit des probabilit�s d�erreur que l�on obtient en ne consid�rant que les paires successives

�	uj� 	 j � �	 � � � 	 � 
��� soit

Pe 

��	�X
j��

�


�
p
���n

Z
Dj

e�jjxjj
���	�dx 


��	�X
j��

�


�
p
���n

Z
Dj

e�jjx��


�xnjj
���	�dx� � � � dxn


A���

o* Dj est le demi�espace o* la d�cision se fait en faveur de uj� comme illustr� en �gure A���

On peut supposer 
sans perte de g�n�ralit�� que l�axe 
�x�� n�est autre que 
�uj�� et donc
que l�on a � Dj � fx � x� � �j 	 �x�	 � � � 	 xng� o* �j est la demi�distance entre les points
� et uj � On obtient alors

Pe 

��	�X
j��

�


�
p
���

Z
x���j

e�jjx�jj
���	�dx� �

�
�


�
p
���

Z �

��
e�jjxijj

���	�dxi

�n��

A���
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��	�X
j��

�


�
p
���

Z
x���j

e�jjx�jj
���	�dx� � 
A���

Majorant chacun des �j par le rayon d�empilement � du r�seau� et apr�s un changement
de variable� on obtient alors

Pe 
 � 
��p
�

Z ��

�

�
p
�

e�t
�
dt � � 
��Q

��
�

�

A���

o* Q est la fonction erreur gaussienne d��nie par Q
x� � 
�����
R�
x

exp
�t����dt�

Il nous reste � pr�sent � �valuer �
	
� ce que nous allons faire pour le cas le plus clas�

sique� soit celui d�une constellation cubique� Une telle constellation a la forme d�un hy�
percube ��A� �A�n� et en valeur absolue les composantes des points de C sont donc toutes
major�es par A�

Commen$ons par �valuer A � l�aide des param�tres de la constellation � sachant qu�un
volume fondamental contient un seul point de C� le nombre de points n peut 	tre approch�
par la formule

n � �m � Card
C� 
 volume de la constellation
volume fondamental

�
vol
C�
det
��

� 
A���

Or� le volume d�un cube en dimension n de c�t� �A est trivialement �gal � 
�A�n� donc
on a

A� �
�

	
n��
p
�mdet
�� � 
A���

Calculons ensuite l��nergie par point du r�seau Ep a�n d�en d�duire ensuite Eb � l��nergie
moyenne par point� est l�esp�rance math�matique de la norme au carr� kckk� des points de
la constellation� C �tant issue d�un r�seau � quelconque dont on ne conna(t pas l�expression
exacte de l��nergie� on va devoir r�aliser une approximation en la prenant �gale � l��nergie
moyenne pour tous les points x de IRn appartenant au cube ��A� �A�n

Ep 

R
x���A��A�n kxk�dxR

��A��A�n dx
�

�


�A�n

Z
x���A��A�n


x�� � � � � � x�n�dx� � � � dxn � 
A���

Cette int�grale est s�parable 
car constitu�e de n int�grales en dimension �� donc on
obtient tr�s facilement

Ep � n
A�

�
� 
A����
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On peut alors en d�duire l��nergie moyenne par bit Eb

Eb �
Ep

log�
n�
�
nA�

�m
�

n

��m
n��
p
�mdet
�� � 
A����

D�o* l�expression de �� � N


N
 �
Eb

Eb

N�

�
n

��m
n��
p
�mdet
��

�
Eb

N�

� 
A����

Il ne nous reste alors plus qu�� remplacer cette expression dans l��quation 
A��� et� en
utilisant la relation 
���� donn�e au chapitre � entre dEmin et �� on obtient une borne sur
la probabilit� d�erreur pour une constellation cubique de taille n extraite d�un r�seau de
points quelconque sur le canal � bruit additif blanc gaussien

Pe 
 � 
��Q

�s
d�Emin

n��
p
det
��

Eb

N


��

��

�

A����

o* � � �m
n
est le nombre de bits par deux dimensions 
ou e�cacit� spectrale par deux

dimensions��

A�� Performances sur le canal de Rayleigh

Dans le cas du canal de Rayleigh� pour un point x � 
x�	 � � � 	 xn�t d�un r�seau � soit �mis
sur le canal� le point re$u y � 
y�	 � � � 	 yn�t est donn� par

y � �� x� b

o* b � 
b�	 � � � 	 bn�t est le bruit additif blanc gaussien sur le canal dont les composantes bi
sont des variables gaussiennes de moyenne nulle et de variance �� � N
� � � 
��	 � � � 	 �n�t

est le vecteur des �vanouissements sur le canal� avec E��i� � � 
ce qui revient � dire que
l�on suppose le gain de puissance sur le canal normalis�� et o* � repr�sente le produit
composante par composante�

Le d�codeur ML en sortie du canal cherche le point de C le plus proche du point re$u y�
Comme pour le calcul e�ectu� au paragraphe A��� le calcul direct de la probabilit� d�erreur
ne peut s�e�ectuer dans le cas g�n�ral et il est n�cessaire de recourir � la probabilit� d�er�
reur par paire� La probabilit� conditionnelle� pour un �vanouissement � connu� que l�on
d�code d � 
d�	 � � � 	 dn�t alors que c�est le point c � 
c�	 � � � 	 cn�t qui a �t� e�ectivement
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�mis� dans le cas o* l�on ne consid�re que ces deux points� est donn�e par

P 
c� dj�� � P

�
nX
i��

jyi � �idij� 

nX
i��

jyi � �icij� j �
�

� P

�
nX
i��

j�i
ci � di� � bij� 

nX
i��

jbij� j �
�

� P

�
nX
i��

��
i 
ci � di�

� � �
nX
i��

�i
ci � di�bi 
 � j �
�

� 
A����

On obtient donc dans l�expression pr�c�dente� d�une part une combinaison lin�aire de
variables al�atoires gaussiennes ind�pendantes identiquement distribu�es 
les bi� soit � �Pn

i�� �i
ci � di�bi� dont il est ais� de montrer qu�elle est gaussienne de moyenne nulle
et de variance ��� � N


Pn
i�� �

�
i 
ci � di�� et une constante A � �

�

Pn
i�� �

�
i 
ci � di��� La

probabilit� d�erreur par paire conditionnelle s�exprime alors ais�ment en fonction de A
et � �

P 
c� dj�� � P 
� � A� � Q
A���� � 
A����

La fonction Q peut 	tre major�e "�# par Q
x� 
 �
�
exp
�x����� 
la borne �tant tr�s �ne

d�s x � ��� La probabilit� d�erreur par paire conditionnelle devient alors

P 
c� dj�� � �

�
exp
� A�

����
� �

�

�
exp

�
� �

�N


nX
i��

��
i 
ci � di�

�

�
� 
A����

La probabilit� d�erreur par paire P 
c� d� est alors calcul�e en moyennant la probabilit�
d�erreur par paire conditionnelle sur les �vanouissements possibles �

P 
c� d� �

Z
�
P 
c� dj��p
��d� 
 �

�

Z
�
exp

�
� �

�N


nX
i��

��
i 
ci � di�

�

�
p
��d�


A����

avec p
��d� � p
��� � � � p
�n�d�� � � � d�n� o* chacune des probabilit�s conditionnelles
p
�i� � ��ie

�
�i suit une loi de Rayleigh normalis�e� L�in�quation 
A���� s��crit donc
encore

P 
c� d� 
 �

�

nY
i��

Z ��




exp

�
� �

�N

��
i 
ci � di�

�

�
p
�i�d�i � 
A����
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Le calcul de ces n int�grales nous donne alors

P 
c� d� 
 �

�

nY
i��

�

� � 
ci � di���
�N
�

A����

Cette borne sup�rieure est su�samment pr�cise pour 	tre un crit�re e�cace d��valuation
et d�optimisation des r�seaux de points sur les canaux � �vanouissements� On notera
qu�elle di��re de la borne de Cherno� classique d�un facteur �

�
et qu�au besoin elle peut

encore 	tre a�n�e en utilisant un calcul sur les formes quadratiques gaussiennes "��#
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Annexe B

R�capitulatif des matrices des di	�rents
r�seaux et rotations consid�r�s

Cette annexe a pour but de pr�senter les di��rentes matrices des r�seaux ou des rotations
utilis�es au cours de ce document� Le mode de construction de ces di��rentes matrices est
d�crit au chapitre �� et leur provenance est rappel�e lorsqu�il s�agit de matrices tir�es de
la litt�rature� Pour des raisons pratiques� seules les matrices obtenues pour une dimension
inf�rieure ou �gale � � seront donn�es�

B�� Rotations en dimension �

En dimension 	� trois matrices sont consid�r�es � Rot� d�termin�e par optimisation num��
rique des performances sur canal de Rayleigh selon la m�thode propos�e par Da Silva 0 Souza "��#�
et la matrice de r�seau Z��� obtenue par maximisation de la distance produit�� en dimen�
sion 	 par Boutros "��# et la matrice de r�seau ZZ����a construite par plongement canonique
dans le corps de nombres totalement complexe Q�j�
e��j����

����������	�
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� ��	��	���
�� 
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�����

Tab� B��� Rot�� rotation obtenue par optimisation num�rique des performances sur canal
de Rayleigh d�apr�s "��#�
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Tab� B��� ZZ���� rotation obtenue par maximisation de la distance produit�� en dimension 	
d�apr�s "��#�
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Tab� B��� ZZ����a� rotation obtenue par plongement canonique dans le corps de nombres
totalement complexe Q�j�
e��j����

B�� Rotations en dimension 	

En dimension �� deux matrices sont consid�r�es � Rot� d�termin�e par optimisation num��
rique des performances sur canal de Rayleigh selon la m�thode propos�e par Da Silva 0 Souza "��#�
et la matrice de r�seau Z��� dont la construction par plongement canonique dans le corps
de nombres totalement r�el Q
� cos
������� est propos� en exemple au paragraphe ������
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Tab� B��� Rot�� rotation obtenue par optimisation num�rique des performances sur canal
de Rayleigh d�apr�s "��#�
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Tab� B��� ZZ���� rotation obtenue obtenue par plongement canonique dans le corps de
nombres totalement r�el Q
� cos
��������

B�� Rotations en dimension �

Huit matrices sont consid�r�es en dimension � � Tchebi� construite � partir de la famille
des polyn�mes de Tchebiche� du premier ordre Tk
x�� OP��� d�termin�e par optimisation
num�rique en fonction du taux de coupure par Rainish "��#� Z����a et Z����b construites
par plongement canonique dans le corps de nombres totalement complexe Q�j�
e��j�����
ZZ����random obtenue par tirage al�atoire en dimension �� Z��� obtenue par maximisation de
la distance produit�� en dimension � par Boutros "��#� Hada�� matrice de Hadamard nor�
malis�e en dimension � et Random� choisie selon le crit�re d�optimisation de la capacit��
comme expliqu� au paragraphe ������



B��� Rotations en dimension � ���
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Tab� B��� Tchebi�� rotation construite � partir des polyn�mes de Tchebiche��
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Tab� B��� OP���� rotation obtenue par optimisation num�rique du taux de coupure "��#�

������������ ������������ ���	��
��		
 �����
����	� ��
�
��

��	 ��
�
��

��	 �����
����	� ���	��
��		



������������ ������������ 
�����
����	� ���	��
��		
 
��
�
��

��	 ��
�
��

��	 
���	��
��		
 �����
����	�

������������ ������������ 
�����
����	� ���	��
��		
 
��
�
��

��	 
��
�
��

��	 ���	��
��		
 
�����
����	�


������������ ������������ 
���	��
��		
 
�����
����	� ��
�
��

��	 
��
�
��

��	 �����
����	� ���	��
��		


������������ ������������ 
���	��
��		
 
�����
����	� ��
�
��

��	 ��
�
��

��	 
�����
����	� 
���	��
��		



������������ ������������ �����
����	� 
���	��
��		
 
��
�
��

��	 ��
�
��

��	 ���	��
��		
 
�����
����	�

������������ ������������ �����
����	� 
���	��
��		
 
��
�
��

��	 
��
�
��

��	 
���	��
��		
 �����
����	�


������������ ������������ ���	��
��		
 �����
����	� ��
�
��

��	 
��
�
��

��	 
�����
����	� 
���	��
��		


Tab� B��� ZZ����a� rotation obtenue par plongement canonique dans le corps de nombres
totalement complexe Q�j�
e��j�����
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Tab� B��� ZZ����b� rotation obtenue par plongement canonique dans le corps de nombres
totalement complexe Q�j�
e��j�����
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B� R�capitulatif des matrices des diff�rents r�seaux et rotations

consid�r�s
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Tab� B���� ZZ����random� rotation obtenue par tirage al�atoire en dimension ��
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Tab� B���� ZZ���� rotation obtenue par maximisation de la distance produit�� en dimen�
sion � d�apr�s "��#�
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Tab� B���� Hada�� matrice de Hadamard normalis�e�
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Tab� B���� Random�� rotation obtenue par tirage al�atoire puis optimisation num�rique
de la capacit��
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Annexe C

Bornes sur la probabilit� d�erreur pour
di	�rents canaux

C�� Probabilit� d�erreur d�une MAQ sur un canal AWGN

La probabilit� d�erreur par symbole pour une modulation MAQ sur un canal � bruit additif
blanc gaussien peut 	tre d�termin�e en calculant tout d�abord la probabilit� d�erreur par
symbole d�une modulation PAM "��#� pp��������� Un exemple d�une telle modulation de
taille M est pr�sent� en �gure C��� o* dEmin � �A est la distance euclidienne minimale

constante� entre deux points de la constellation�

-(M-1)A -(M-3)A -3A -A A 3A (M-1)A

dEmin

Fig� C��� Constellation PAM de taille M�

L��nergie moyenne en bande de base de la constellation PAM de taille M � �m 
ou
PAM�M� est donc donn�e par

Emoy �
�

M

MX
m��

Em �
�

M

MX
m��


�m�M � ����A� �
�

M

�
�

�
M
M� � ��

�
d�Emin

	
�
M� � �

��
d�Emin

o* Em est l��nergie du m�eme point de la constellation� d�abscisse 
�m�M � ��A� On peut
donc en d�duire ais�ment l�expression de l��nergie moyenne par bit sur fr�quence porteuse
Eb

Eb �
�

�

Emoy

m
�
M� � �

�	m
d�Emin



��� C� Bornes sur la probabilit� d
erreur pour diff�rents canaux

La probabilit� d�erreur par symbole PePAM�M d�une PAM sur le canal AWGN est la
moyenne des probabilit�s d�erreur� sachant le symbole �mis� soit pour un bruit blanc
gaussien de variance par composante N
 � ��

PePAM�M 
 �

M
�Q

�
dEmin

��

�
� �z �

les extr�mit�s de la PAM

�
M � �

M
� � Q

�
dEmin

��

�
� �z �
les 
M��� autres points

�

�
� � �

M

�
Q

�
dEmin

��

�

o* Q est la fonction d�erreur�

On obtient donc la formule classique de la probabilit� d�erreur par symbole d�une constel�
lation PAM sur un canal AWGN

PePAM�M 

�
� � �

M

�
Q

�r
�Eb

N


� log�M

M� � �

�

C���

1000

10 11

Fig� C��� Constellation MAQ�� avec �tiquetage de Gray�

0010 0110 1110 1010

0011 0111 1111 1011

0001 0101 1101 1001

0000 0100 1100 1001

Fig� C��� Constellation MAQ��� avec �tiquetage de Gray�

Les constellations MAQ rectangulaires de taille M 
ou MAQ�M�� dont des exemples sont
pr�sent�s en �gures C��� C�� et C�� peuvent 	tre vues comme deux PAM de taille

p
M

en quadrature� Comme les signaux en phase et quadrature peuvent 	tre parfaitement s��
par�s par le d�modulateur� la probabilit� d�erreur par symbole d�une constellation MAQ
s�obtient ais�ment � partir de celle d�une PAM donn�e par l��quation 
C���� Plus sp�ci��
quement� on a �

PeMAQ�M � � � 
�� Pe
PAM�pM

��



C��� Probabilit� d
erreur d
une MAQ sur un canal AWGN ���

000100 010100001100 011100 110100 111100 101100 100100

110011 111011 101011 100011000011 010011001011 011011

110101 111101 101101 100101000101 010101001101 011101

110111 111111 101111 100111000111 010111001111 011111

110110 111110 101110 100110011110001110 010110000110

110010 111010 101010 100010001010 010010011010000010

110001 111001 101001 100001000001 001001 011001 010001

110000 111000 101000 100000000000 010000001000 011000

Fig� C��� Constellation MAQ��� avec �tiquetage de Gray�

Ce calcul� exact lorsqu�une modulation PAM de taille
p
M existe bel et bien� soit lorsque

la constellation MAQ est de taille M � �m avec m pair� est suppos� valable pour les
entiers m impairs 
il su�t de se rapporter au crit�re ML directement�� d�o* la formule
bien connue de la probabilit� d�erreur par symbole pour une constellation MAQ sur un
canal AWGN 
et la borne qui s�en d�duit�

PeMAQ�M 
 ��
�
�� 
�� �p

M
� Q

�r
� log�M

M � �

Eb

N


���


 	 Q

�r
� log�M

M � �

Eb

N


�

C���

Si l�on suppose l�existence d�un �tiquetage de Gray 
comme pr�sent� en exemple dans les
�gures C��� C�� et C���� la probabilit� d�erreur par bit d�une constellation MAQ sur un
canal AWGN est alors born�e par

PebMAQ�M 
 	

log�M
Q

�s
�Eb

N


� log�M

�
M � ��

�

C���



��� C� Bornes sur la probabilit� d
erreur pour diff�rents canaux

C�� Probabilit� d�erreur d�une MAQ sur un canal de
Rayleigh

Si l�on consid�re � pr�sent un canal de Rayleigh coh�rent� caract�ris� par �
� un coe�cient � r�el suivant une loi de Rayleigh normalis�e et a�aiblissant le symbole
complexe �mis

� l�ajout de bruit blanc gaussien � l�entr�e du r�cepteur comme pour le canal AWGN
un bruit additif blanc gaussien complexe de variance par composante N


La probabilit� d�erreur conditionnelle � � �x� est donc� d�apr�s la formule 
C���

P �
eMAQ�M j
 
 	Q

�s
� log�M

M � �

��Eb

N


�

Le coe�cient � suivant une loi de Rayleigh� sa loi de probabilit� est donc donn�e par
p
�� � �� exp���� la probabilit� d�erreur de la MAQ�M sur un canal de Rayleigh est
obtenue en moyennant sur toutes les valeurs de l��vanouissement

P �
eMAQ�M � E


h
P �
eMAQ�M j


i
�

Z ��




p
��P �
eMAQ�M j
d�

La fonction Q peut 	tre major�e par Q
x� 
 �
�
e�x

��� 
 �� cette borne �tant tr�s �ne d�s
que x � � "��#� d�o*

P �
eMAQ�M 


Z ��




p
��

�
	
�

�
exp

�
� � log�M

�
M � ��

��Eb

N


��
d�

P �
eMAQ�M 
 �

Z ��




�� exp

��
� � log�M

�
M � ��

Eb

N

� �

�
��

�
d�

D�o* une borne de la probabilit� d�erreur par symbole pour une MAQ�M sur le canal de
Rayleigh

P �
eMAQ�M 
 �

�
� log�M

�
M � ��

Eb

N

� �

���

C���

Si l�on suppose l�existence d�un �tiquetage de Gray� la probabilit� d�erreur par bit d�une
constellation MAQ sur un canal AWGN est alors born�e par

P
�
ebMAQ�M 
 �

log�M

�
� log�M

�
M � ��
� Eb

N

� �

���

C���
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une MAQ sur canal de Rayleigh MIMO ���

On notera que cette borne a perdu de sa �nesse du fait des approximations successives�
et montre� par rapport � la courbe que l�on peut obtenir par simulation avec d�codage
ML et �tiquetage de Gray� une perte de � � � dB pour les MAQ��� MAQ��� ou MAQ����

C�� Probabilit� d�erreur d�une MAQ sur canal de Ray�
leigh MIMO

Calcul de la probabilit� d�erreur par paire P 
U � V �

Nous consid�rons � pr�sent le cas d�un syst�me �quip� de nt antennes d��mission et de nr
antennes de r�ception� comme pr�sent� au chapitre � en �gure ���� Le modulateur MAQ�
M �met en parall�le nt symboles di��rents xi	 i � �	 � � � 	 nt appartenant � la constellation
sur les nt antennes� On notera x � 
xi�ti�������nt � Le r�cepteur re$oit une observation y �

yj�tj�������nr compos�e de nr �chantillons complexes� Le canal MIMO est caract�ris� par nr
bruits blancs gaussiens bj	 j � �	 � � � 	 nr complexes ind�pendants de variance �N
 
soit N


par composante� et nt�nr coe�cients complexes hij	 i � �	 � � � 	 nt	 j � �	 � � � 	 nr suppos�s
parfaitement connus par le d�tecteur� Le coe�cient hij suit une loi gaussienne complexe
de moyenne nulle et de variance unitaire� et correspond au lien entre l�antenne �mettrice
i et l�antenne r�ceptrice j� On notera H � 
hij�

j�������nr
i�������nt � On a donc

�j � f�	 � � � 	 nrg yj �
ntX
i��

hijxi � bj

Pour une r�alisation du canal �x�e H� on consid�re deux vecteurs U � 
Ui�ti�������nt et
V � 
Vi�ti�������nt contenant chacun nt symboles de la constellation MAQ�M choisie� Si de
plus on pose zU �

Pnt
i�� hijUi et zV �

Pnt
i�� hijVi� le d�tecteur coh�rent ML minimise la

m�trique m
x� d��nie par

m
x� � ky� zxk� �
nrX
j��

kyj �
ntX
i��

hijxik� 
C���

Supposons � pr�sent que c�est U qui a �t� �mis� soit que xi � Ui i � �	 � � � 	 nt� La proba�
bilit� d�erreur conditionnelle par paire P 
U � V jH�� i�e� la probabilit� que le d�tecteur
ML choisisse le vecteur V ignorant lesMnt � � autres vecteurs possibles alors que c�est le
vecteur U qui a �t� �mis pour une valeur �x�e H du canal est donn�e par

P 
U � V jH� � P 
m
U� � m
V �jH� � P

�
nrX
j��

kbjk� �
nrX
j��

k
ntX
i��

hij
Ui � Vi� � bjk�jH
�

P 
U � V jH� � P

�
�

�
nrX
j��

b�j

ntX
i��

hij
Vi � Ui�

�
�

�

�

nrX
j��

k
ntX
i��

hij
Ui � Vi�k�jH
�
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Posant W � �
Pnr
j�� b

�
j

Pnt
i�� hij
Vi � Ui�� et w � �

�

Pnr
j�� k

Pnt
i�� hij
Ui � Vi�k�� la proba�

bilit� d�erreur conditionnelle s��crit donc comme la probabilit� pour la variable al�atoire
W de variance ��W d�	tre sup�rieure � la constante w� W �tant clairement une variable
gaussienne r�elle de moyenne nulle� on a donc

P 
U � V jH� � P 
W � w� � Q

�
w

�W

�

Il reste donc � calculer la variance de la variable al�atoire W � H	U et V �tant �x�s�Pnt
i�� hij
Vi � Ui� est une constante� alors que les bruits bj sont inform�ment r�partis sur

l�espace des phases� Donc

��W � E�W �jH	U	 V � � E

�
��

�
nrX
j��

b�j

ntX
i��

hij
Vi � Ui�

��
�
� �

�

�
Eb

�
��

nrX
j��

b�j

ntX
i��

hij
Vi � Ui�

��
�
�

��W �
�

�

nrX
j��

�
k

ntX
i��

hij
Vi � Ui�k�Eb
 jbjj�!

�
�

�

�

�w�
�N
� � �N
w

On peut donc exprimer la probabilit� d�erreur conditionnelle comme

P 
U � V jH� � Q

�
�

sPnr
j�� k

Pnt
i�� hij
Vi � Ui�k�
	N


�
A 
C���

Utilisant l�approximation de la fonction Q par sa borne sup�rieure exponentielle classique�
on obtient

P 
U � V jH� 
 �

�
exp

�
�

Pnr
j�� k

Pnt
i�� hij
Vi � Ui�k�
�N


�

C���

D��nissons � pr�sent les variables al�atoires �j suivantes

�j � k
ntX
i��

hij
Vi � Ui�k� �j � f�	 � � � 	 nrg

Sachant que les �vanouissements hij sont des variables al�atoires gaussiennes complexes
ind�pendantes de moyenne nulle et de variance � et que les symboles Ui et Vi sont �x�s�
il appara(t que les variables al�atoires �j sont des modules au carr� de sommes de gaus�
siennes complexes ind�pendantes� Les �j sont donc par d��nition des variables al�atoires
de Rayleigh ind�pendantes de variance E���

j � �
Pnt

i�� k
Vi � Ui�k�� L�in�galit� 
C��� nous
permet d��crire

P 
U � V � � EH �P 
U � V jH�� 
 �

�

Z ��




��

Z ��




p
�����p
�nr� exp
�
��
�

�N

��� exp
� ��

nr

�N

�d����d�nr
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L�ind�pendance des variables �j nous permet d��crire

P 
U � V � 
 �

�

�Z ��




p
��� exp
� ��
�

�N

�d��

�nr
�

�

�

�Z ��




p
�� exp
�

ntX
i��

k
Vi � Ui�k�� �
�

�N

�d�

�nr

o* � est une version normalis�e de la variable al�atoire �� � � � ���E���
���

Le calcul de l�int�grale nous permet d�obtenir la relation suivante

P 
U � V � 
 �

�

�
� �

� �
Pnt

i�� kVi�Uik�
�N�

�
�nr


C���

Expression de l��nergie Eb moyenne totale re�ue par bit sur fr�quence porteuse

Calculons l��nergie moyenne par bit re$ue sur fr�quence porteuse pour une constella�
tion MAQ de taille M � �m sur notre syst�me MIMO avec nt antennes d��mission et nr
antennes d��mission� L��nergie moyenne en bande de base d�un point de la constellation
est donc donn�e par

Emoy �
�
M � ��

�
A�

Or� au niveau des antennes de r�ception� tout se passe comme si l�on avait plac� un code
� r�p�tition de longueur nr puisque l�on observe une ampli�cation de la puissance re$ue
d�un facteur nr 
pour une puissance P �mise� on re$oit nrP en d�modulation parfaitement
coh�rente�� Par ailleurs� gardant la m	me distance dmin entre deux points de la constella�
tion� on a transmis au total nt fois plus d��nergie que dans le cas classique mono�antenne�
cette �nergie ayant �galement permis de transmettre nt symboles donc l��nergie moyenne
totale re$ue sur fr�quence porteuse est

Es �
Emoy

�
ntnr

d�o* l�expression de l��nergie moyenne par bit sur fr�quence porteuse

Eb �
Es

mnt
�
Emoy

�m
nr �

M � �

�m
A�nr 
C����

Expression de la probabilit� d�erreur par bit

La probabilit� d�erreur par symbole se d�duit de la probabilit� d�erreur par paire en
utilisant la borne de l�union "��#"��#

P
��
eMAQ�M 


X
U

�
p
U�

X
V�V ��U

P 
U � V �

�
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D�o*� en pond�rant chacune de ces probabilit� d�erreur par paire par le nombre de bits
erron�s correspondant� la probabilit� d�erreur par bit correspondante

P
��
ebMAQ�M 


X
U

�
p
U�

X
V�V ��U

dH
U	 V �

mnt
P 
U � V �

�

Or� � fort rapport signal � bruit� l��quation 
C��� peut 	tre approxim�e par

P 
U � V � 
 �

�

�Pnt
i�� j
Vi � Ui�j�

�N


��nr
o* pour tout i	 i � �	 � � � 	 nt� Ui et Vi� �i � f�	 � � � 	 ntg sont des symboles de la constellation
MAQ� soit j
Vi�Ui�j� � KiA

� donc o*
Pnt

i�� j
Vi�Ui�j� � KA�� avec K	K�	 � � � 	Knt des
constantes d�pendant uniquement deM et de la forme de la constellation� Tenant compte
de l�expression de l��nergie Eb moyenne totale re$ue par bit sur fr�quence porteuse donn�e
par l��quation 
C���� on a donc

P
��
ebMAQ�M 
 �
M	nt�

�
Eb

N


��nr

C����

o* �
M	nt� est une constante d�pendant uniquement de la constellation MAQ choisie et
du nombre d�antennes d��mission nt�

On notera que si l�on souhaite d�terminer une borne sur la probabilit� d�erreur dans le cas
o* un code 
nc	 kc	 dminc� est plac� avant le modulateur �mettant sur le canal� le calcul de
la probabilit� d�erreur par paire donn�e par la formule 
C��� reste valable� La majoration
avec la borne de l�union faisant appara(tre une somme sur toutes les distances entre deux
points d �

Pnt
i�� j
Vi � Ui�j�� on aura alors recours au polyn�me �num�rateur de poids

du code consid�r� pour exprimer la borne et la calculer� ainsi qu�expliqu� par exemple
dans "��#�

C�� Probabilit� d�erreur d�une MAQ sur un canal de
Rayleigh par blocs MIMO

Reprenons le calcul pr�c�dent dans le cas o* le canal de Rayleigh est constant sur une
dur�e de � p�riodes symboles� Ce type de calcul a notamment �t� d�j� r�alis� par Tarokh
et al� "��# et nous nous en inspirons donc consid�rablement ici�

Le canal �tant constant sur le bloc de � � nt symboles� le d�tecteur coh�rent ML va lui
aussi travailler par � paquets� soit consid�rer que l�on aura �mis un vecteur de symboles
x � x��	 x

�
�	 � � � 	 x

�
nt	 x

�
�	 x

�
�	 � � � 	 x

�
nt	 � � � 	 x

�
�	 x

�
�	 � � � 	 x

�
nt � 

xui �

u��������
i�������nt�

t

et re$u y � y��	 y
�
�	 � � � 	 y

�
nr 	 y

�
�	 y

�
�	 � � � 	 y

�
nr 	 � � � 	 y

�
�	 y

�
�	 � � � 	 y

�
nr � 

yui �

u��������
i�������nr�

t�
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Pour une r�alisation du canal �x�e H� on consid�re les deux vecteurs U � 

Uu
i �

u��������
i�������nt

�t et

V � 

V u
i �

u��������
i�������nt

�t contenant chacun ��nt symboles de la constellation MAQ�M choisie�
Le d�tecteur coh�rent ML minimise alors la m�trique m�
x� d��nie par

m�
x� �
nrX
j��

�X
u��

jyuj �
ntX
i��

hijx
u
i j� 
C����

Supposons � pr�sent que c�est U qui a �t� �mis� de fa$on similaire au cas pr�c�dent� on
obtient une borne sur la probabilit� d�erreur par paire conditionnelle avec

P 
U � V jH� 
 �

�
exp

�
�

Pnr
j��

P�
u�� j

Pnt
i�� hij
V

u
i � Uu

i �j�
�N


�

C����

o* N
 est la variance du bruit par dimension�

La di��rence avec le paragraphe pr�c�dent est que les coe�cients hij sont constants pour
toutes les valeurs de u	 u � �	 � � � 	 �� Nous allons donc introduire de nouvelles variables
al�atoires �j� d��nies par �j �

P�
u�� k

Pnt
i�� hij
V

u
i � Uu

i �k�� Les �j ne d��nissent donc
plus des variables de Rayleigh mais nous allons les modi�er a�n de nous ramener au
raisonnement du cas pr�c�dent en regroupant les coe�cients hij entre eux� Pour cela� nous
introduisons la matriceA
U	 V � � 
Apq�

q�������nt
p�������nt o* Apq �

P�
u��
V

u
p �Uu

p �
V
u
q �Uu

q �
h et les

vecteurs kj � 
h�j	 � � � 	 hntj�	 j � �	 � � � 	 nr� ce qui nous permet de r��crire l��quation 
C����
de la fa$on suivante

P 
U � V jH� 
 �

�
exp

�
�

Pnr
j�� kjA
U	 V �kj

h

�N


�
�

�

�

nrY
j��

exp

�
�kjA
U	 V �kj

h

�N


�

On notera tout d�abord que la matrice A
U	 V � est hermitienne� puisqu�il est �vident
que A
U	 V � � A
U	 V �h� Elle est donc diagonalisable et que ses valeurs propres �i	 i �
�	 � � � 	 nt sont positives ou nulles "��#� Si l�on note V sa matrice de passage� V � 
vpq�

q�������nt
p�������nt

est unitaire et v�ri�e VA
U	 V �Vh � Diag
��	 � � � 	 �nt�� On peut alors d��nir les variables
al�atoires �ij suivantes

�i � f�	 � � � ntg �j � f�	 � � � nrg �ij �
ntX
p��

hpjvpi

L�expression de la probabilit� d�erreur par paire devient alors

P 
U � V jH� 
 �

�

nrY
j��

exp

�
�

Pnt
i�� �ij�ijj�
�N


�

Or� sachant que les �vanouissements hij sont des variables al�atoires gaussiennes ind��
pendantes de variance � 
ou encore ��� par dimension� et de moyenne nulle� et que la
matrice V est unitaire� donc forme une base orthonormale de Cnt� les variables al�atoires
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�ij sont elles aussi des gaussiennes ind�pendantes de moyenne nulle et de variance ��
L�op�ration de diagonalisation r�alis�e sur A
U	 V � nous permet donc d�avoir� comme au
paragraphe pr�c�dent� des coe�cients �ij�ijj� de l�exponentielle majorante �gaux qui sont
des variables al�atoires de Rayleigh ind�pendantes� La variance de chaque �ij�ijj� �tant
�gale � �i 
�i � ��� on obtient

P 
U � V � 
 �

�

�
�Qnt

i��
� �

i
�N�

�

�nr

Si l�on note � pr�sent r le rang de la matriceA
U	 V � "��#� l��quation devient � fort rapport
signal � bruit

P 
U � V � 
 �

�

�
rY
i��

�i
Eb

��nr �
Eb

�N


��rnr

C����

On voit donc appara(tre un gain en diversit�� d��ni comme la puissance du rapport signal �
bruit� soit rnr� et un gain de codage� d��ni comme le gain obtenu sur un syst�me non cod�

ayant le m	me gain en diversit�� soit
�Qr

i��

i
Es

���nr
� Si l�on compare cette formule � celle

obtenue pour le canal de Rayleigh ind�pendant� soit avec � � �� on v�ri�e e�ectivement
que le gain de diversit� est identique� puisque le rang de A
U	 V � v�ri�ant par d��nition
r 
 min
�	 nt�� on a n�cessairement r � � pour � � ��

Comme au paragraphe pr�c�dent� la probabilit� d�erreur par bit se d�duira en utilisant la
borne de l�union�



���

Annexe D

Expression de la capacit� d�un canal 

entr�es multiples et sorties multiples

Le calcul de la capacit� sur canal � entr�es et sorties multiples a �t� men� en parall�le par
Telatar "��# et Foschini "��#� Nous pr�sentons ici les grandes lignes de celle r�alis�e par
Telatar� qui se trouve 	tre la plus compl�te th�oriquement parlant� Certaines d�monstra�
tions� non directement utiles au raisonnement� ont �t� omises ici� On les trouvera dans
l�article original "��#�

La d�marche suivie est la suivante � apr�s avoir introduit les entr�es complexes dites
gaussiennes sp�ciales� on montrera qu�elles sont � maximum d�entropie et on en d�duira
la capacit� du canal MIMO

C � EH

�
log� det
Inr �

�

nt
HHh�

�

lorsque l�on suppose que le canal est � bande �troite� o* � est donc �gal au rapport entre
la puissance totale �mise par les antennes d��mission et la variance du bruit�

D�� Notations et d��nitions

Nous consid�rons ici un canal de transmission tel que celui de la �gure ��� du chapitre �
avec nt antennes d��mission et nr antennes de r�ception� Le vecteur re$u y �tant donn�
par

y � Hx� b

o* x � 
xj�tj�������nt est le vecteur du signal �mis� H � �hij�i�������nr �j�������nt est la matrice
complexe du canal et b � 
bi�ti�������nr est le bruit blanc additif gaussien complexe� Par



���
D� Expression de la capacit� d
un canal � entr�es multiples et

sorties multiples

souci de simpli�cation� on supposera dans tout notre calcul que l�on a E�bbh� � Inr � ce
qui se fait sans perte de g�n�ralit� consid�rant que l�autocorr�lation E�xxh� du signal �mis
a elle aussi �t� divis�e par le facteur �N
 correspondant 
variance du bruit complexe�� La
puissance totale �mise E�xhx� sur les nt antennes d��mission sera born�e sup�rieurement
par � � P

�N�
�

De plus� ayant remarqu� que pour x v�ri�ant la limitation en puissance E�xhx� 
 ��
x�E�x� la v�ri�e aussi� nous nous limiterons � des vecteurs x de moyenne nulle�

D��nition D���� Un vecteur x � Cn est dit sp�cial gaussien si

	 le vecteur r�el �x �

� �
x�
�
x�

�
� IR�n est gaussien

	 la matrice de covariance de �x a la structure sp�ciale suivante �

E�
�x� E��x��
�x� E��x��h� �
�

�

� �
Q� ��
Q�
�
Q� �
Q�

�

o� la matrice Q � Cn�n de covariance de x est hermitienne d��nie positive�

On notera que les di��rentes conditions impos�es au vecteur x pour qu�il soit sp�cial
gaussien seront par exemple v�ri��es lorsque ses composantes de �x sont des gaussiennes
r�elles d�corr�l�es identiquement distribu�es�

Pour tous z � Cn et A � Cn�n on notera

�z �

� �
z�
�
z�

�
et

�A �

� �
A� ��
A�
�
A� �
A�

�

D��nition D���� La densit� de probabilit� 
selon la mesure de Lebesgue� sur Cn

d�un vecteur x � Cn de moyenne � et de covariance Q est donn�e par

���Q
x� � det
� �Q����� exp
�
�x� ���h �Q��
�x� ����

D�� Propri�t�s des vecteurs sp�ciaux gaussiens

Les vecteurs sp�ciaux gaussiens v�ri�ent les di��rentes propri�t�s suivantes "��#

Propri�t� � La densit� de probabilit� d�un vecteur sp�cial gaussien est �gale �

���Q
x� � det
�Q��� exp
�
x���hQ��
x� ���



D��� Capacit� pour une valeur de H fix�e ���

Propri�t� � L�entropie di��rentielle H
���Q
x�� d�un vecteur sp�cial gaussien x de moyenne
� et de covariance Q� que l�on notera par simplicit� H
x�� est donn�e par

H
x� � log� det
�eQ�

Proposition � Soit x � Cn un vecteur complexe de moyenne nulle et de matrice de
covariance E�xxh� � Q� soit E�xix�j � � Qij	 � 
 i	 j 
 n� L�entropie de x v�ri�e H
x� 

log� det
�eQ�� avec �galit� si et seulement si x est un vecteur sp�cial gaussien�

Propri�t� � Tout vecteur r�sultant d�une transformation lin�aire d�un vecteur sp�cial
gaussien est sp�cial gaussien�

Propri�t� 	 La somme de deux vecteurs sp�ciaux gaussiens ind�pendants est sp�ciale
gaussienne�

D�� Capacit� pour une valeur de H �x�e

Nous allons tout d�abord consid�rer le cas d�un canal H d�termin�� La capacit� correspon�
dante C
H	 �� est classiquement obtenue en maximisant l�information mutuelle moyenne
entre l�entr�e x et la sortie y du canal �

I
x�y� � H
y��H
yjx� � H
y��H
b�

donc maximiser I
x�y� revient � maximiser H
y�� Nous omettrons donc le facteur H
b�
dans la suite de nos calculs� Or� pour x de moyenne nulle et de covariance Q� y est
de moyenne nulle et de covariance E�yyh� � HQHh � Inr donc� par proposition � est
d�entropie maximale lorsqu�il est sp�cial gaussien� D�apr�s les propri�t�s � et �� avoir y
sp�cial gaussien implique que x l�est �galement� On en d�duit donc la propri�t� suivante �

Proposition 	 La capacit� sur un canal � entr�es et sorties multiples � H �x�e est maxi

male lorsque l�entr�e est sp�ciale gaussienne�

En nous restreignant donc � des entr�es x sp�ciales gaussiennes� il s�agit de maximiser

I
x�y� � H
y� � log� det
Inr �HQHh� � �
Q	H�

On peut montrer� en utilisant le technique du �water��lling
 "��#"��# et en diagonalisant
la matrice hermitienne HHh � Uh�U o* U est une matrice unitaire et � une matrice
diagonale � � D
��	 � � � 	 �nt�� que l�on obtient

C
H	 �� �
X

i� �
i��

log�
���i� 
D���

o* � repr�sente le niveau du �water��lling
�
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D�� Capacit� d�un canal de Rayleigh MIMO

On suppose � pr�sent que la matrice H n�est plus �x�e� mais est une matrice al�atoire
H� ind�pendante de x et de b� Les composantes de H sont ind�pendantes� gaussiennes
de moyenne nulle et leurs parties r�elles et imaginaires ind�pendantes entre elles sont de
variance ���� En�n� la r�alisation H de H est suppos�e connue du r�cepteur mais pas de
l��metteur�

Proposition � Soit H � Cnr�nt une matrice gaussienne complexe de composantes r�elles
et imaginaires ind�pendantes identiquement distribu�es et de moyenne nulle� Alors� pour
toutes matrices U � Cnr�nr et V � Cnt�nt unitaires� la distribution de UHV h est la m�me
que celle de H�

La matrice H est donc invariante par des transformation unitaires�

Puisque le r�cepteur conna(t la r�alisation de H� la sortie du canal est � pr�sent le couple

y	H� � 
Hx�b	H�� L�information mutuelle entre l�entr�e et la sortie du canal est donc

I
x� 
y	H�� � I
x�H� � I
x�yjH� � I
x�yjH� � EH�I
x�yjH� H��

D�apr�s les r�sultats trouv�s au paragraphe pr�c�dent pour le cas o*H est �x�� on sait que�
Q �tant la matrice de covariance de x� le choix de x qui maximise I
x�yjH � H� est un
vecteur sp�cial gaussien complexe et que l�information mutuelle maximale correspondante
est �
Q	H�� Il faut donc � pr�sent maximiser la fonction �
Q� suivante

�
Q� � EH��
Q	H�� � EH�log� det
Inr �HQHh�� 
D���

pour Q matrice hermitienne d��nie positive v�ri�ant tr
Q� 
 ��

Q �tant hermitienne d��nie positive� elle est diagonalisable � il existe une matrice U
unitaire et une matrice diagonale D positive telles que Q � UDUh� On obtient donc

�
Q� � EH�log� det
Inr � 
HU�D
HU�h��

Or� la distribution deHU est la m	meque celle deH par proposition �� on a �
Q� � �
D�
et on peut donc se restreindre au cas o* Q est diagonale positive�

Consid�rons une telle matrice Q et introduisons une matrice de permutation �� et la
matrice Q� � �Q�h � de la proposition �� on d�duit que l�on a �
Q� � �
Q���
Par ailleurs� l�application Q� Inr�HQHh �tant lin�aire et conservant le caract�re positif
de la matrice d�entr�e Q� et sachant que le logarithme du d�terminant d�une matrice est
une fonction concave sur l�ensemble des matrices d��nies positives "��#� on d�duit que la
fonction Q� �
Q� est concave�
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Si l�on consid�re alors la matrice �Q d��nie comme la moyenne arithm�tique de toutes les
matrices de permutation possible� soit

�Q �
�

nt�

X
�

Q� �
tr
Q�

nt
Int

on a alors �
 �Q� � �
Q�� et tr
 �Q� � tr
Q�� Ainsi� la matrice Q qui maximise la fonction
� est�elle un multiple de l�identit�� avec pour coe�cient de proportionnalit� le plus grand
possible� soit �

nt
�

Th�or�me D�	�� La capacit� d�un canal � entr�es et sorties multiples est atteinte lorsque
le signal d�entr�e est sp�cial gaussien� de moyenne nulle� et de covariance �

nt
Int� La capacit�

vaut alors �

C � EH

�
log� det
Inr �

�

nt
HHh�

�
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