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INTRODUCTION GENERALE 1

Introduction générale

De nos jours, la modélisation numérique pour la simulation des procédés de mise en forme
des matériaux occupe une place incontestable et incontournable dans la réalisation et la fabrica-
tion de produits de haute qualité devant répondre a des prix compétitifs sur le marché européen
et international. C’est pourquoi, afin de réduire les couts d’expérimentation, de fabrication et
d’outillages, les départements de recherche et développement au sein des industries de forgeage
ont de plus en plus recours aux outils de la simulation numérique.

La détermination de I’évolution de la température dans les pieces et dans les outils est in-
dispensable a la modélisation correcte de tout procédé de mise en forme. Les phénomenes ther-
miques, comme ’échauffement, le refroidissement doivent étre correctement calculés et prédits,
avec la plus grande précision. Malheureusement, ce n’est pas toujours le cas et cette précision
s’avere d’autant plus délicate et primordiale lorsque des couplages thermomécaniques tres com-
plexes sont pris en compte.

La détermination précise des champs de température dans une piece, aussi bien au cours
du procédé de forgeage que lors de traitements thermiques, est souvent un facteur clé pour
la prévision des caractéristiques finales de la piece. De méme, la connaissance des températures
maximales atteintes en tout point des outils est nécessaire pour évaluer puis optimiser leur durée
de vie.

Cadre industriel des travaux

Les travaux présentés ici s’inscrivent dans le cadre du projet Simulforge, financé par le mi-
nistere de l'industrie et soutenu par ’Etat francais a travers la Direction générale de 'industrie,
des Technologies de 'information et des Postes (DiGITIP) en faisant partie des 119 technologies
clés de 2005.

Ce grand projet national pluripartenaire a pour objectif d’améliorer un logiciel de simulation
sur ’ensemble du processus de forgeage de pieces métalliques, en tenant compte de I’évolution
du matériau au cours du processus: c’est le code éléments finis 3D Forge 3®, modélisant les
procédés de mise en forme de pieces complexes, qui va bénéficier de toutes ces modifications et
améliorations.

Recouvrant les domaines de recherche en métallurgie, mécanique et modélisation, Simul-
forge regroupe de nombreux partenaires industriels (Aubert & Duval, Snecma Moteurs, Set-
forge, Ascoforge, Usinor Industeel, Estamfor, PSA, SNR Roulements,...), plusieurs laboratoires
de recherche dont le CEMEF (Centre de Mise en Forme des Matériaux), avec la collaboration
du Centre Technique des Industries Mécaniques (CETIM) et de la société d’éditions de logi-
ciels Transvalor (valorisant les développements numériques des doctorants du CEMEF en les
intégrant dans une version commercialisée de Forge 3@ ).



2 INTRODUCTION GENERALE

Six groupes d’étude (Ge) constituent ce consortium dont le Ge 6, ayant pour but de controler
la précision au sens large de Forge 3®, avec plusieurs programmes, tels que ’analyse de sensibilité
[Laroussi 2003] ou encore ’adaptation du remaillage a ’aide d’estimateur d’erreur [Bousseta 2005].
L’un de ces programmes, axé sur 'amélioration de la résolution de 1’équilibre thermique, fait
I'objet de ma these.

Logiciel Forge 3® monocorps

Le CEMEF a développé et continue encore aujourd’hui le développement de deux codes de
simulation numérique du forgeage : Forge 2® pour des cas bidimensionnels et Forge 3® pour des
cas tridimensionnels. Une premiére version industrielle de Forge 3® fit son apparition en 1991.
Aujourd’hui, il existe deux versions distinctes :

— la version monocorps qui suit uniquement les évolutions thermiques et les déformations

dans la piece, les outils sont indéformables.

— la version multicorps qui suit a la fois les évolutions thermiques et les déformations dans

la piece et les outils devenus déformables.

Les procédés industriels auxquels se destine Forge 3® sont les suivants :

Les procédés de forgeage qui consiste en I’écrasement de lopins métalliques pour leur donner
une forme géométrique complexe par déformation plastique. Suivant la température, on
distingue :
* Le forgeage & chaud pour une température supérieure a 0,57, Ty la température de
fusion du métal considéré.
* Le forgeage a tiede et mi-chaud pour une température voisine de 0,3 7.
x Le forgeage a froid qui se fait & température ambiante.
— Les procédés de mise en forme assimilables au forgeage tels que le matricage, ’estampage
ou encore le laminage.
— Les traitements thermiques par le processus de trempe.
— L’emboutissage.
— L’hydroformage.
— L’extrusion.
— Le formage superplastique.
— Le soudage.
— etc...

Contexte initial - Etat de ’art

Au moment ot cette thése est lancée, la fiabilité du solveur thermique de Forge 3® est re-
mise en cause sur diverses simulations (probléme de dimensionnement de la piece, souvent tres
complexe et de taille massive, choix du maillage de la piece, probléeme de frottement et donc
de réchauffement dans les zones de contact entre la piece et les outils,...).En effet, 'approche
actuelle est une formulation de type Galerkin mise en oeuvre par [Soyris 1990] ou I'inconnue
est la température. Cette formulation est économique en temps de calcul lorsqu’il n’y a pas de
choc thermique. En revanche, lorsqu’une piece chaude entre en contact avec un outil froid, des
oscillations non physiques de la température sont observées. On aurait alors besoin d’introduire
des tailles de maille extrémement réduites au voisinage de l'interface, non réalistes actuellement
pour des pieces 3D de grande envergure. Les remedes actuellement préconisés (méthodes stabi-
lisées) pour éviter ces oscillations ne garantissent cependant pas une bonne précision. Il apparait
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donc souhaitable de s’orienter vers une formulation mixte en température et en flux de chaleur

développée par [Pichelin 1998].

Des développements récents du CEMEF dans le domaine de la simulation des phénomenes
thermiques ont été effectués dans le cadre de la these de Charles Aliaga pour la
simulation des traitements thermiques (figure a) ainsi qu’au cours de la these d’Olivier Jaouen
[Jaouen 1998 pour la simulation du refroidissement des picces en fonderie. En particulier, la
simulation de la trempe met en jeu des difficultés numériques liées a la nature de forts gradients
thermiques impliqués (piece trés chaude plongée dans un bain de trempe, a température bien
plus froide). C’est pourquoi des méthodes numériques ont été développées pour stabiliser les
chocs thermiques.

Ces améliorations n’ont cependant été validées que dans le cadre des traitements thermiques,
c’est a dire en présence de faibles déformations ne nécessitant pas de remaillage mécanique et
sans contact avec les outils. Il s’agit donc dans ce travail de these d’adapter les développements
récents dans le domaine de la simulation des effets thermiques au procédé de forgeage a chaud

(figure [1]b).

Fia. 1 — Couplage thermomécanique: a) Trempe, b) Forgeage.

Objectifs des travaux de these

L’amélioration des calculs thermiques dans le logiciel Forge 3 ® devra tenir compte des forts
couplages entre la mécanique, la thermique, les problemes de maillage et de chocs thermiques.
Cette amélioration, qui pourra par la suite s’adapter a d’autres codes de mise en forme, devra
a la fois concerner les simulations de procédés de forgeage mais également les étapes de traite-
ments thermiques. Cela sous-entend de considérer des chocs thermiques importants et de petites
déformations pour les traitements thermiques (figure a), mais aussi des grandes déformations,
le contact avec les outils (et donc le couplage mécanique) ainsi que les couplages de transferts
thermiques entre la piece et les outils pour le forgeage (figure b).

L’objectif de cette thése consiste donc principalement a mettre au point une méthode de
résolution des équations thermiques avec un bon compromis entre la précision et le temps de
calcul, tout en tenant en compte de forts couplages mécaniques qui proviennent de la résolution
de I’équilibre mécanique. Autrement dit, la résolution thermique sera couplée fortement avec la
résolution de I’équilibre mécanique.

Ce programme de these devra permettre, a terme, d’avoir la possibilité de choisir entre divers
solveurs thermiques numériques suivant les besoins de 'utilisateur en précision et/ou temps de
calcul.
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Structure de I’exposé

Quatre chapitres composent ce manuscrit.

e Le premier chapitre (p.[5) sera consacré a la modélisation et & la formulation du
probleme thermique instationnaire que 'on souhaite résoudre, avec un seul champ in-
connu la température. La résolution numérique de ce probleme sera ensuite abordée par
I’approche classique de Galerkin. La littérature, tres riche dans ce domaine, nous permettra
de faire un tour d’horizon des différentes techniques de résolution, d’établir une comparai-
son approfondie de certaines d’entre elles et d’opter pour une écriture mixte du probleme
thermique.

Les deux chapitres suivants s’orienteront vers la résolution numérique de ce probleme ther-
mique mixte instationnaire en température et flux de chaleur, avec le développement et
I'implémentation de trois modeles numériques.

e Le deuxiéme chapitre (p décrira deux modeles basés sur la méthode de Galerkin
Discontinue et I'élément fini constant Py. Nous adapterons, dans un premier temps, le
schéma Taylor Galerkin explicite (TGD), introduit par [Pichelin-Coupez 1999] puis repris
par [Aliaga 2000] pour la trempe d’acier, au cas du procédé de forgeage en rajoutant prin-
cipalement la prise en compte des transferts thermiques au niveau des faces en contact
entre la piece et les outils et la déformation de la piece par 'estimation du terme source,
tous deux concernés par la résolution couplée thermomécanique. Puis, nous améliorerons
le schéma T'GD en introduisant une formulation spatiale plus précise (inspirée des travaux
de [Batkam-Coupez 2001] avec 1'élément fini plus local P;") et une formulation temporelle
plus rapide (avec la possibilité de choisir de grands pas de temps avec le schéma d’Euler
implicite), que 'on nommera le modele Gdimp. Le TGD sera ensuite comparé a cette
nouvelle formulation implicite en termes de précision et de temps de calculs.

e Le troisieme chapitre (p (115 évoquera toute 1’élaboration ainsi que I’ensemble des va-
lidations (sur des cas analytiques purement thermiques) de notre formulation, la formula-
tion Mixte continue implicite. Pour résoudre ce type de probleme thermique instationnaire,
cette formulation sera basée sur 1’élément fini mixte linéaire tétraédral P;/P; et sur un
schéma temporel a caractere implicite.

e Enfin, le quatriéme chapitre (p prendra en compte le couplage thermomécanique,
se produisant au cours des diverses étapes de la mise en forme des matériaux par le
procédé de forgeage a chaud. La nature du couplage sera alors définie apres avoir détaillé les
équations régissant le probleme mécanique relatif au forgeage et les méthodes de résolution.
Pour terminer ce chapitre, nous présenterons des résultats de validations de la méthode
mixte continue sur des cas simples de forgeage ainsi que des applications industrielles,
conformément aux objectifs du Ge6.

Au cours des trois derniers chapitres, des cas de validations et des applications industrielles
plus ou moins académiques seront appliqués sur les trois modeles. Pour achever ce travail, une
synthese sera effectuée en vue de déterminer la méthode la plus précise qu’il faudra utiliser pour
chaque type de problemes que I'on rencontrera au cours de la mise en forme des métaux.



Chapitre 1

Présentation du modele thermique
instationnaire

Ce premier chapitre est entierement dédié a la modélisation, puis a la résolution du probleme
thermique instationnaire, ayant pour seule inconnue la température.

Pour ce faire, nous nous intéressons a I’ensemble des équations et conditions nécessaires
a la modélisation "générale et globale” du probleme thermique instationnaire, et plus parti-
culiérement & la version adaptée pour simuler le procédé de forgeage a chaud. Une description
lagrangienne du modele thermique instationnaire sera alors considérée pour 'utilisation du code
éléments finis 3D Forge 3@,

Dans une seconde partie, ce probléme est résolu de maniere classique par ’approche Galerkin
standard. Cependant cette derniere va générer des instabilités, partiellement estompées et lissées
lors de I’association avec la thermique asynchrone. C’est cette technique de résolution qui est
actuellement implantée dans la version monodomaine de Forge 3®.

Enfin, une derniére partie, plus bibliographique, est consacrée aux diverses techniques de
résolutions des problemes de convection/diffusion. Apres avoir pris connaissance dans la littératu-
re de ces méthodes, qui ont bien sur, chacune, des particularités bien spécifiques et quelques
limitations, nous en présentons les principales: les méthodes stabilisées, la méthode de Taylor
Galerkin, la méthode de Galerkin Discontinu. Toutes ces méthodes vont se révéler plus efficaces
que la méthode Galerkin standard.
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1.1 Modélisation lagrangienne du probleme thermique

Dans cette premiere partie, nous nous intéressons a la modélisation du probléme thermique
instationnaire, sous la forme lagrangienne. Le probléeme thermique que nous souhaitons résoudre
est gouverné par I’équation de la chaleur munie de la loi de Fourier et d’un certain nombre de
conditions aux limites sur les frontieres du domaine étudié. Au cours de ce travail, nous verrons,
dans le cas du forgeage, que ces frontiéres peuvent étre soit des surfaces libres, soit des surfaces
en contact avec un autre domaine.

1.1.1 Equations régissant le probleme thermique instationnaire

Décrivons le probleme thermique instationnaire tel qu’il a déja été présenté par [Soyris 1990]
et plus récemment par [Aliaga 2000] au cours de leur travail de thése. Partant du premier principe
de la thermodynamique [Suquet 1982], I’équation de la chaleur pourra étre établie sous certaines
hypotheses.

1.1.1.1 Equation de la chaleur

Soit  un domaine borné de RY, (d étant la dimension, dans la pratique d = 2 ou 3) de
frontiere I' suffisamment réguliere. Cette frontiere se compose de quatre parties ouvertes dis-
jointes I'y, 'y , '3 et T'y telles que ' =T UT U3 UTYy.

Le premier principe de la thermodynamique [Soyris 1990] permet d’exprimer 1’équation de
conservation de ’énergie (1.1, traduisant le fait que Iénergie interne spécifique est due a la
puissance dissipée par les efforts intérieurs (déformations) et & un apport de chaleur:

de

Pt

avec e l’énergie interne spécifique, p la masse volumique, ¢ le vecteur flux de chaleur, o le
tenseur de contraintes de Cauchy, € le tenseur taux de déformation, r le terme volumique de

= —divd + o : €+ (1.1)

;. d — = e, . .
création de chaleur et 7o + v'.V la dérivée particulaire.
Afin de pouvoir définir ’équation de ’énergie (1.1)) en fonction de la température, plusieurs
hypotheses simplificatrices sont faites:

— Le matériau est a liaisons parfaites et on néglige toute transformation chimique ou physique
de la matiere: I’énergie interne est alors supposée dépendre de la température absolue T
(e = e(T)) par 'intermédiaire de la capacité calorifique spécifique ¢ du matériau:

de dr

= — e

dt dt

— En négligeant le terme volumique du taux de chaleur regue (r ~ 0), la création d’énergie
est définie par:

(1.2)

W= f,o:(T) et r=0 (1.3)

ou f, représente la fraction de puissance de déformations transformées en chaleur, comprise
entre 0,9 et 1. La puissance dissipée w est connue puisque nous considérons le probleme
thermique seul. Il n’en sera plus de méme lors de la résolution couplée thermomécanique
(cf chapitre 4) dans la mesure ot w est fonction du champ des contraintes o et de la vitesse
7. Le terme 1 est donc en partie & I’origine du couplage entre le probleme thermique et

mécanique (cf pl189).
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En combinant ([1.2)) et (1.3]), '’équation locale ([1.1)) s’écrit alors sous la forme dite équation de
la chaleur:

ar or — S . — .
pc 7 = pc 5 4+ pcv VT = divg + w
T T T T T (1.4)
variation d’énergie variation d’énergie convection diffusion création
du point matériel au point fixe d’énergie d’énergie d’énergie

Cette équation (|1.4)) considere le transport (la convection), la diffusion et la dissipation de la
chaleur.

— Enfin, une représentation lagrangienne étant utilisée (code Forge 3 pour exprimer la

dérivée particulaire ( > , ’équation de la chaleur se met alors sous la forme réduite

dt ot

suivante :

orT
pe - + divg = w (1.5)

1.1.1.2 Loi de Fourier

Dans le cas d’un milieu continu au repos, on peut établir 'inégalité ci-dessous:
—
7.V <0 (1.6)

Par conséquent, la chaleur ne peut se déplacer naturellement que dans le sens opposé a celui de
V.f, autrement dit déplacement par diffusion d’un point a haute température vers un point a
basse température [Duvaut 1998].
La loi de Fourier qui préconise une relation linéaire entre ¢ et ﬁ; est donc bien en conformité
avec (|1.6]) :

7 = —KVT (1.7)
K représente le tenseur du second ordre des conductivités thermiques. Si, de plus, le matériau
est considéré comme isotrope, alors IK = k1L, et le matériau est caractérisé par le scalaire k,
appelé la conductivité thermique.

Nous faisons alors une derniére hypothese sur le matériau: nous supposons que le matériau
suit la loi de conduction isotrope de Fourier selon laquelle le flux de chaleur est proportionnel
au gradient thermique :

T = — kVT (1.8)

Ainsi, en injectant la loi de Fourier (1.8)) dans le terme de diffusion divg de '’équation de la
chaleur ([1.5)), ce dernier se met sous la forme:

N —
divy = — div(kVT) (1.9)

Finalement, en remplagant cette nouvelle expression du terme de diffusion ([1.9)) dans I’équation
de la chaleur réduite (1.5, nous obtenons 1’équation suivante :

pc%—f — div(kVT) = o (1.10)

C’est sous cette forme lagrangienne ([1.10) que I’équation de la chaleur est résolue dans le code
éléments finis de Forge 3@ et c’est également sous cette forme que nous la résoudrons dans la
suite de ce chapitre (section 1.2).
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1.1.2 Conditions initiales et conditions aux limites spatio-temporelles

L’équation générale de la chaleur est une équation aux dérivées partielles du se-
cond ordre en espace et du premier ordre en temps. La résolution de cette équation permet
de connaitre a chaque instant la température en tout point du matériau. Elle suppose toutefois
que la répartition initiale de température ainsi que les conditions aux limites (lois de variation
de la température ou de ses dérivées) sur les frontieres du domaine étudié soient définies afin
que le probleme thermique soit correctement posé (et admette une solution unique).

1.1.2.1 Conditions initiales

La carte de température a I'instant initial est connue et se met sous la forme (1.11)). Le champ
de température peut étre homogene ou déterminé au préalable par un calcul ou des mesures:

T(x,0) =Ty VYref (1.11)

1.1.2.2 Conditions aux limites

Les conditions aux limites géométriques résultent des différents phénomenes physiques de
transfert de chaleur. S’appliquant sur toute ou une partie de la surface extérieure I' du do-
maine € étudié (de normale sortante 7'), ces conditions aux limites sont de plusieurs types
[Agassant et al. 1996| ncropera-DeWitt 2001]. Nous nous contentons ici de présenter les plus
fréquentes, traduisant le lien entre le milieu étudié (le matériau) et le milieu extérieur.

a) Condition de Dirichlet : température imposée

Correspondant au contact avec un corps parfaitement régulé thermiquement, cette condition se
met sous la forme:

T = Ty surly (1.12)

ou iy, fonction réelle, représente une température imposée sur le bord I'y.

b) Condition de Neumann : flux imposé

Généralement cette condition s’assimile & une paroi solide qui a une capacité d’évacuation (ou
d’apport) de calories données. C’est le flux de chaleur qui est alors déterminé a 'interface. Cette
condition, représentant par exemple le contact avec un corps qui fournit un flux constant, s’écrit
de la maniére suivante:

—

7.7 = —kVT. R = Gimp  sur I'y (1.13)

ol @iy , fonction réelle, représente pour le probleme thermique un flux de chaleur imposé a
travers la frontiere I's.

Remarque 1.1 Sile flux est nul (¢imp = 0), on parle alors de condition adiabatique; en d’autres
termes, la paroi I'y est isolée.

Remarque 1.2 Le flux négatif (¢pimp < 0) suggére un apport d’énergie a la paroi contrairement
au flux positif (¢imp > 0) qui induit une perte d’énergie a la paroi.
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¢) Conduction: échange thermique entre le matériau et un outil

Elle se caractérise par un transfert thermique entre deux solides en contact; ce transfert se
produisant des zones les plus chaudes vers les zones les plus froides. Si au niveau de I's, le
matériau considéré est en contact avec un corps solide (outil) de température constante Ty, le
transfert répond a la loi de Fourier qui s’écrit :

T = — kVDT = heg(T — Thy) sur I's (1.14)

ol heg est le coefficient de transfert thermique de conduction entre les deux matériaux.

d) Convection/Rayonnement : échange thermique entre le matériau et I’air

Un phénomeéne de convection se produit quand un solide (ou fluide tres visqueux) est
en contact avec un fluide (gaz ou liquide fluide). Autrement dit, ces transferts thermiques ont
lieu soit entre un solide et un liquide, soit entre un solide et I’air, soit entre un liquide et Dair.
C’est donc le cas d’'un matériau en contact avec un fluide dont les particules sont libres de se
déplacer.

La loi couramment admise est la méme que pour la conduction: c¢’est une loi répondant a la loi
de Fourier:

T = —kVIT® = he(T—Tf) surTy (1.15)

ol he, est le coefficient de transfert thermique de convection entre le matériau et le fluide et T
la température moyenne du fluide, supposée constante.

Le rayonnement, quant a lui, est le dernier mode de transfert de chaleur: "tout corps
chaud émet de ’énergie dans toutes les directions”. Etablies par Stefan et Boltzmann, les lois
de rayonnement permettent d’exprimer le flux de rayonnement échangé entre la surface I'y et le
milieu qui entoure I'y. Nous choisissons une approximation de I'une de ces lois qui se met sous
la forme tres simplifiée :

T = o (T*=TL,) surTy (1.16)

ext

ot Ty est la température extérieure, €, I’émissivité du corps considéré (toujours comprise entre

0 et 1) et o, la constante de Stefan fixée & o, = 5.66961 10 %kg.s~3. K 4.

En somme, lorsque des transferts thermiques se produisent entre le matériau et ’air a travers
la surface I'y, ces transferts seront a la fois modélisés par un phénomene de convection et de
rayonnement émis par le domaine. Ces deux modes de transfert peuvent alors se regrouper en
une seule condition. Nous optons pour une écriture simplifiée, type loi de Fourier, avec :

T = — kVI.T = h(T — Tour)
h=he+ hy sur I'y (1.17)
hr — € 0p (T + Teﬂﬂt) (T2 + Tert)

ou h, hey et h, sont respectivement les coefficients de transfert thermique global, de convection
et de rayonnement, Te, la température extérieure (supposée constante), €, I’émissivité du corps
considéré, o, la constante de Stefan et 1" la température du matériau.
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1.1.2.3 Cinématique du probléme thermique

Un probleme général de thermique peut tres bien avoir des conditions aux limites mixtes.
La figure représente les différents types de conditions aux limites rencontrées:
- Le corps {2 est soumis a une température 7T;,,, constante sur I't, a une densité de source

de chaleur ®;,, sur I's.
- Des transferts thermiques ont également lieu entre le corps et un outil a travers I's (conduc-

tion) et entre le corps et 'air & travers I'y (convection/rayonnement).

l _ _I[ :I mp
. s
) I
& » 1
B —(I)_I ‘\
by
b h,
h“h
L, r,

FiGc. 1.1 — Conditions aux limites mixtes du probléme thermique.

1.1.3 Formulation classique: une inconnue la température

Résumons, ci-dessous, les équations régissant le probleme thermique instationnaire avec la

température T' pour seule inconnue:

(0T S . . .
pe o~ div(kVT) = w dans Qx]0,{] équation de la chaleur
T(x,0) = Tp VreQ condition initiale
T = Tymp sur I'1x]0,¢] condition de Dirichlet
—kVT.R = Gimp  sur T'ax]0,¢[ condition de Neumann (1.18)
= — oy .
—kVT. 0 = heg(T —Tou) sur I'sx]0,¢] condition de conduction
== _
—kVT. " = h(T —Tey) sur I'yx]0,t]
h = he + h, condition de conv/rayt
he = €0 07 (T + Tear) (T? + T2y)

Le probléeme (|1.18) représente la formulation forte du probléme thermique instationnaire,
constituée de I’équation de la chaleur combinée a la loi de Fourier ((1.10]) ainsi que des conditions

initiales (1.11]) et aux limites (1.12))-(1.14) et (1.17).

Le probleme thermique étant décrit, on se propose de le résoudre dans la partie suivante
a 'aide de différentes méthodes numériques ayant chacune des particularités bien spécifiques.
Avant cela, le probleme thermique spécifique au procédé de forgeage a chaud est formulé.
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1.1.4 Equations de la thermique adaptées a la simulation du procédé de for-
geage

Dans le cas du forgeage a chaud, certaines grandeurs spécifiques au procédé sont a préciser
pour résoudre 1’équation de la chaleur (|1.10)). Tout d’abord, il faut exprimer le terme source w
lié a la loi de comportement (cf chapitre 4). Ensuite, il faut définir les conditions aux limites
thermiques qui sont dans ce cas de deux types.

1.1.4.1 Sur les faces en contact avec les outils

Il y a simultanément une condition de contact statique et une condition de contact dynamique
sur la face en contact I'...
— La condition de contact statique est responsable d’un flux de conduction correspondant
au contact de deux corps immobiles de température différente.
— La condition dynamique imposée par le frottement correspond au contact de deux corps
en mouvement relatif.

Autrement dit, pour caractériser les conditions aux limites sur les faces en contact, il faut
superposer ces deux conditions pour établir le phénomene résultant :

bin
T7 = — kVT.T = hea(T — Tput) — K An|PT swTe o (119)
m out

ol heg est le coefficient thermique de conduction, b,, = /Ky pm Cm Veffusivité du matériau et by
Peffusivité de 'outil, K la consistance du matériau, Avy la vitesse de glissement a 'interface et o
caractérise le frottement. Cette condition interviendra lors du couplage avec la résolution
du probléeme mécanique (cf chapitre 4) comme la formulation du terme source .

1.1.4.2 Sur les faces libres

Il y a un flux de convection et un flux de rayonnement représentés par la condition ([1.17))
sur la surface I';.

1.1.4.3 Récapitulatif

Le probleme représente la formulation forte du probleme thermique instationnaire
associée au procédé de forgeage a chaud: il est constitué de I’équation de la chaleur combinée a
la loi de Fourier et a loi de comportement pour le terme source ainsi que des conditions
initiales et aux limites (conductives pour les surfaces en contact avec les outils et
convectives/radiatives pour les faces libres).

T —
pcaat — div(kVT) = w dans Qx]0,¢|
T(z,0) = Ty Vo e Q
bm
kYT = hea(T — Towt) — —"— o K ||Ay|Pt sur Tox]0,¢] (1.20)
bm + bout

— kﬁz‘ﬁ = h (T - Tea:t)

h = hey + hy sur I';x]0,¢]

he = €0 07 (T + Tear) (T? + T2y)
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1.2 Résolution numérique du probleme thermique

Dans cette partie, le probleme thermique instationnaire est résolu de maniere clas-
sique a l'aide de la méthode des éléments finis [Zienkiewicz-Taylor 1989, [Ern-Germond 2000],
[Thomée 1997]. Suivra ensuite une discussion concernant les limitations de cette méthode de
résolution et des techniques possibles d’améliorations.

1.2.1 Résolution classique: la méthode Galerkin standard

On rappelle brievement 'approche Galerkin standard utilisée pour résoudre le probleme
thermique a une seule inconnue la température.

1.2.1.1 Formulation variationnelle

Afin de formuler dans un sens faible le probléme thermique instationnaire (1.18), nous
considérons 'espace V' des fonctions tests ¢ s’annulant sur I'; (condition de Dirichlet). En
multipliant (1.10)) par ¢ et en intégrant sur le domaine €2, il vient :

oT .= .
/ pc— @ dQ — / div (EVT) e dQ2 = / w e dS) VeV (1.21)

En effectuant une intégration par parties sur la deuxiéme intégrale du terme de gauche de (1.21)),
on obtient :

/div(kv’f)@dg = /kﬁ’impdr - / kVT.Ved) YoeV  (1.22)
Q r Q

D’autre part, les diverses conditions aux limites appliquées sur des parties de la frontiere I'
permettent de décomposer I'intégrale surfacique en trois sous-intégrales et d’en déduire:

/kﬁimpdr - / kﬁ’imoerr/
T 1)

k:v_fmodr+/ kYT @ dl
I's

Iy

(1.23)
= - Qsimp 2 dFQ - / hcd (T - Tout) 2 dFS - / h (T - Tewt) 2 dF4 V(p ev
e I's Ty
Finalement, la formulation faible de I’équation de la chaleur s’exprime comme suit :
oT — —
/ pc— p dQ + / EVT . Vo dQ + / heaT @ dl's + / hT ¢ dl'y
o Ot Q Ts i
(1.24)

= [aear — [ ompedts + [ haTapdrs + [ hTaedrs voev

Q Ty I's Iy

Introduisons alors des espaces fonctionnels adéquats tels que:

L*(Q) = {w, Jo w? dQ<oo}
H'(Q) = 7T = {weLQ(Q),VwG [LQ(Q)]d}

On rappelle que I'espace (L?(Q2),|| ||o) est muni de son produit scalaire (u,v)q = / uv d§) et
Q

que L?(0,t;7) est I'ensemble des fonctions de carré intégrable sur ]0,t[ & valeurs dans 7.
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Ainsi, en posant :

a(u,v) = / k%.%dQJr / hequv dl's + / huwv dl'y
Q I3

Iy
(1.25)
l(v) = / wo dQ) — Gimpv dl'2 + heq Uour v dl's + htiegt v dly
Q Ty I's Ty
la formulation faible associée au probleme thermique (1.18)) s’écrit :
Trouver T € L?(0,t; T) tel que:
oT
(G50) +afp) =) woeH'®, (1.26)
Q

Remarque 1.3 En considérant la formulation eulérienne de I’équation de la chaleur, le terme
volumique de la dérivée temporelle de la température se décompose en deux termes:

dT oT
/pccde = / pc— @ dQ + / pc?.ﬁcpdﬂ VoeV (1.27)
Q Q ot )

En réeffectuant une intégration par parties sur le terme volumique de la diffusion de , on
obtient pour Vo € V :

orT = — —
/,ocgpdﬂ —i—/pcv.VTgon +/kVT.Vg0dQ +/
Q Q Q r

5 heaT @ dl's —I—/ hT ¢ dl'y

3 Ty

= / w 2 aQ — ¢imp 2 dl'y + / hcd Tout "2 dF?) + / h'Text 2 dl’y
Q Ty I's Iy

En considérant la notation :

B = — —
a(u,w) = / pcv.VuwdQ + / kEVu.Vw dQ + /
Q Q

heguw dl's + / huw dl'y
I's

T4

la formulation faible du probleme thermique en représentation eulérienne s’écrit :

Trouver T € L?(0,t; T) tel que:
or
(Gi0) +iTo) = i) voem@. (1.28)
Q

1.2.1.2 Formulation variationnelle discréte

La méthode de Galerkin standard, introduite par [Zienkiewicz-Taylor 1989], consiste & appro-
cher 'espace 7 par l'espace de dimension finie 7 : 7}, est I'espace des fonctions d’interpolation
qui sont des polynomes de degré n par élément; n représentant le degré d’interpolation choisi.

La formulation variationnelle discréte du probleme thermique (1.18)) s’écrit alors:

Trowver Ty, € L*(0,t;7T3,) tel que:

0T,
(G2¢) +ae) = ) voer. (1.29)
Q
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Remarque 1.4 De la méme maniére, on obtient la formulation variationnelle discrete du
probléme thermique dans sa représentation eulérienne :

Trowver Ty, € L*(0,t;T3,) tel que:
o1, N
(Ge¢). +afue) = ) VoeTh, (1.30)
Q
avec a préalablement définie dans la remarque[1.3,

1.2.1.3 Discrétisation spatiale par la méthode des éléments finis

Pour trouver le champ de température inconnu solution de , on remplace le domaine
Q) par un ensemble de Nel éléments Q. (des tétraedres dans le cas tridimensionnel) construits a
partir des points du domaine, les noeuds. Ceci permet de remplacer les intégrales des équations
par une sommation sur les éléments :

/ ()dQ = Z / () dQe ou () représente la fonction a intégrer.
Q =

De méme, / ( )dr = Z / () dl'c oula partie de la frontiere I'. correspond a I’ensemble
r e=1 e
des faces extérieures appartenant a I’élément Qe, c’est a dire T'e = > feut.
feact S Qe

La formulation par éléments finis permet d’exprimer la température T a l'instant ¢ en un
point quelconque (z) de la piece sur §2 par rapport a des fonctions d’interpolation N; associée au
noeud i et de valeurs connues aux noeuds du domaine discrétisé Qy, (température T; au noeud 7).
La température est donc approchée par:

nbnoe

T(at)= 3 Ni(@) Ti() (1.31)
=1

ol nbnoe correspond au nombre de noeuds du domaine maillé €, et N; sont les fonctions de
base valant 1 au noeud i et nulle aux autres noeuds.

FiG. 1.2 — Elément tétraédrique a 4 noeuds.

Dans le cas d’une interpolation linéaire sur ’élément tétraédrique €2, les fonctions N; sont
des polynomes de degré 1 (N; € P;) avec 4 inconnues 7T; par élément €. (cf figure [1.2)). Le
probleme discrétisé (1.29) se met alors sous la forme matricielle suivante :
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c%—fH{T:Q (1.32)

x T représente le vecteur solution, regroupant tous les noeuds a I'exception de ceux ou T;
est imposée sur le bord I'y.

x C est la matrice de capacité, symétrique définie positive, définie par:

Nel

Cij = Z/ﬂ pcN; Nj dQ.
e=1 e

x K est la matrice de conductivité définie positive telle que:

Nel
Kj = > (/ kVN;.VN; dQ, + / hea Ni Nj dU3e + / h N; N; dF4e)
e=1 Qe Cse T4e

% @ est le vecteur chargement :

Nel

Q=) < / WN; A%+ | Gimp Ni dTae + / hea Tout Ni dT3c + /
Qe FQe F3e

h Tert Nz dr4e>
e=1 Tye

L’application de la méthode des éléments finis nous ameéne donc a résoudre le systéeme
formé de (nbnoe) équations a (nbnoe) inconnues. Nous remarquons que cette équation
différentielle du premier ordre est non linéaire avec les matrices C, K (essentiellement au niveau
des termes surfaciques) et le vecteur Q thermo-dépendants.

Pour approcher la solution de ce systeme d’équations différentielles (1.32]), il faut donc mettre
en oeuvre un schéma numérique d’intégration en temps, nécessaire pour exprimer les dérivées
temporelles.

1.2.1.4 Intégration temporelle

Les possibilités des schémas d’approximations temporelles sont nombreuses. Généralement,
c’est un schéma de discrétisation temporelle de type différences finies qui est associé a 'approxi-
mation spatiale . Un grand nombre de formulations se distingue dans la littérature selon
le nombre de pas de temps voulu. On retrouve par exemple:

a) Les schémas a deux pas de temps, encore appelés f—schémas ou 6 € [0,1] est un
parametre :

8TnJrl
ot

T, T,i1 — T,
+(1_9)8 — —ntl (1.33)

0
ot At

Cela consiste a remplacer ’équation différentielle (1.32) par le schéma aux différences finies :

Tn+1 - Tn

c At

= (1-90) [Qn—KTn} + Q[QnJrl—KTnH} (1.34)

Connaissant T,, approximation de T'(¢,), ’équation permet ainsi de calculer T',,11 (approxi-
mation de T'(t,+1)). De maniere schématique avec une fonction F', on a donc:

Tpir = Ty + At [(1—9)F(Tn)+9F(Tn+1)} (1.35)
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Enumérons les schémas les plus connus [Raviart-Thomas 1998 | :

— le schéma d’Euler explicite (8 = 0): la résolution de I’équation est immédiate puisqu’elle
fournit explicitement T',,+1 en fonction de T, :

Tn+1 - Tn

C At

+ KT, =Q, & CT,;; = [C-AtK]|T, + AtQ, (1.36)

Lorsque € > 0, T, 1 est obtenue implicitement comme solution d’une équation non linéaire.

— le schéma d’Euler implicite (0 = 1):

T, —T,
CHT+KTn+1:Qn+1 & [C+AtK]|T,uy1 =CT, + At Quia (1.37)

1
— ou encore le schéma de Crank-Nicholson avec 6 = ok

Remarque 1.5 Consistance et stabilité [Raviart-Thomas 1998 .
Tous ces schémas sont consistants et d’ordre 1, excepté pour le schéma de Crank-Nicholson

1 1
0 = 5) qui est d’ordre 2. Pour 6 > 7 ces schémas sont inconditionnellement stables. Par

1 .
contre, pour 0 < 0 < —, ces schémas ne sont stables que moyennant une restriction sur les pas

de temps dite condition de stabilité.

b) Les schémas a trois pas de temps: on retrouve notamment les schémas de Richarson,
de Dupont ou de Lees, décrits dans le paragraphe suivant.

c) Les schémas partant d’une écriture simultanée des dérivées spatiales et tempo-
relles (jusqu’a un ordre élevé). Cela consiste & enrichir la dérivée temporelle par un développe-
ment limité dans lequel on exprime les dérivées temporelles d’ordre k en fonction des dérivées
spatiales. Le plus connu de ces schémas est le schéma de Taylor Galerkin [Donea 1984], détaillé

dans le paragraphe et dans le chapitre 2 (§ [2.2.1]).

1.2.1.5 Schéma d’intégration temporelle choisi [Soyris 1990]

Dans ce paragraphe, nous présentons le schéma d’intégration temporelle actuellement im-
planté dans le solveur thermique du code éléments finis Forge 3.

La résolution du systeme différentiel va se faire en considérant un schéma aux différences
finies a trois pas de temps du second ordre, beaucoup plus général que ceux décrits ci-dessus.
Une présentation succincte de ce schéma est abordée ici; le lecteur intéressé pourra se référer a
la these de [Soyris 1990] pour de plus amples détails.

Le systéme ([1.32)) est discrétisé a l'instant ¢*:
t* = aitp—1 + ooty + aslp41 (1.38)

ol t,—1, t, et t,41 sont trois pas de temps successifs séparés par les durées Aty =t, —t,_1 et
Aty = t,11 — ty . Les coefficients «; sont choisis arbitrairement de maniére a avoir la condition
ar+as+ag=1.
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La température d’un point T va s’écrire :
T* = OélTn_l + OéQTn + 063Tn_|.1 (1.39)
La dérivée de T est également exprimée a 'instant t* avec un schéma a trois niveaux:

oT* _ B1Th-1+ BTy, n 1Ty + 72 Thi1

ot Aty Aty (1.40)

*

Pour que soit réellement ’expression d’une dérivée temporelle, il faut une relation entre

les coefficients (3 et v:

= —7 e B = —P =1r-1 (1.41)
Ce qui nous conduit a réécrire la dérivée :
aT* T,—-T, 1 T,+1—Tp,
= (1- _ _ 1.42
ot ( 72) Atl + V2 Atg ( )

Nécessairement 'existence d’un schéma stable et consistant a ’ordre deux impose des relations
entre les coefficients «, 3 et v:

— Le schéma est inconditionnellement stable si:

1 1
Yo > 5 et ;> 5 (1—2) (1.43)
— et consistant pour:
1 Atl Y2 Atl
=1- - — — - = (14—
@2 ot Qe - 5 U
(1.44)
1 Atl Y2 Atl
= - =) — 1+ —
as = (=) 7y + 5 I+ 3)

Remarque 1.6 Comme les matrices C, K et les vecteurs @ sont thermo-dépendants, une re-
lation analogue doit étre également introduite :

C'=01Cy_1+a2C,, +a3Cpyq. (1.45)

Finalement, ’équation a résoudre se ramene & ’écriture du systeme différencié en temps
suivant :
oT*
ot

0 (1.46)

. T, —T,_ T —T ‘ .
C |:(1_72>7LAt1nl + 7L+it2n:| + K (alTn—1+a2Tn+a3Tn+1> = Q

§  cf annexe A

V2 a1 Y2 b1 a2 B2 gi! (147)
(C (65} Atg + ) Q + C [( (65} Atg At1> 1+ <a3 AtQ Atl Atg) ]

Remarque 1.7 Grace a la formulation générale , nous pouvons utiliser divers schémas
d’intégration numérique, stables et consistants a l'ordre 2. Le tableau[I.1] en dresse un récapitulatif.
Nous choisissons le schéma de Dupont Implicite. Notons que [’initialisation se fait a 'aide du
schéma de Crank-Nicholson, a un pas de temps.
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oy az as 72 b1
1 1 1 1 1
L - - - - _Z
oo 3 3 3 2 2
1 3
Dupont-Dupont - 0 - 1 0
4 4
. . 3 1
Dupont Implicite 0 0 1 — —
2 2
. 1 1
Crank-Nicholson 0 3 3 1 0

TAB. 1.1 — Divers schémas numériques.

1.2.1.6 Résolution numérique du systéme non linéaire

Le systeme (|1.32]) étant non linéaire, il peut étre résolu par des méthodes itératives de type
Newton-Raphson [Fachinotti 2003] qui sont malheureusement cotteuses. La méthode retenue
est la linéarisation des équations par la formule de Zlamal [Zlamal 1977].

a) Méthode de Newton-Raphson

Le systeme différentiel devant étre résolu au temps ¢ = t*, nous avons avec T = T’ 41 :

T, —Th1 T-T,

RY = O 0= =xg T gy,

+ KT - Q" =0, (1.48)

La méthode de Newton-Raphson implique la solution itérative de I’équation ci-dessus [Fachinotti 2003].
L’inconnue température T est calculée a chaque itération k:

T = TF1 L AT (1.49)
avec la correction AT telle que: AT = — [JF-1]71 R*FL (1.50)

J représente la matrice jacobienne définie par:

OR* dC* dK*
1= %91 T An [C T ¢ )| K+ Tp

T (1.51)

puisque T* = a1 T_1 + @2 Ty, + asT41.

Le terme source @ est supposé indépendant de la température et :
[dc*} _acy, dCig
dT |

ar; Ty
(1.52)

AT - - @

[dK*} K, Ky,
3
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b) Linéarisation du probléme non linéaire: technique de Zlamal

[Zlamal 1977] propose d’approcher chaque grandeur A a l'instant ¢t* de la maniere suivante :
A* = X0 An_1 + X1 An (1.53)

de fagon a faire disparaitre le terme A, 11 a I'instant ¢,,41. Bien évidemment cette approximation
doit rester cohérente avec le schéma temporel adopté, c’est a dire:

t* = ontp_1 + sty sty = Xotn—1+ X1t (1.54)

Dans le cas d’une consistance & 'ordre 2 définie par ((1.42)), les coefficients xq et x1 de 'approxi-
mation de Zlamal pourront étre définis par:

1 -
X0 = 5—’}’2 N
avec Yo = % <1+Atj> (1.55)
1
X1 = §+'YQ

On arrive donc a ’expression :

_— 1 Y2 Atg 1 Y2 AtQ
e (22 s (2 (2 s

La linéarisation de Zlamal est appliquée aux matrices C, K et au vecteur @ du systeme matriciel
(1.32]), aboutissant au systéme linéaire suivant :

AT = B
A = f(Cnfl7CnaKn+17Kn,tn—1,tnatn+1,ai,%) (157)

B = Q(Cn—l aCann-‘rl 7QnaTn—|—1 7Tn7tn—1 7tn)tn+l 7051'7’)/2')

ou le vecteur T™ contient les valeurs nodales inconnues & 'instant ¢*.

Le systeme est résolu par la méthode de gradient conjugué préconditionné par la diagonale. On
retrouve ensuite l'expression de Ty, 1 a l'instant ¢,,41 a partir de:

Toi1 = [T* — (a1 Ty 1 + 0 Ty) (1.58)

1.2.2 Limitations de la méthode de Galerkin

Les méthodes de Galerkin standard rencontrent en général deux types de difficultés selon la
nature du probleme a résoudre.
1.2.2.1 Problémes a convection dominante : apparitions d’instabilités

Le traitement numérique des équations de convection/diffusion souleve des difficultés liées a
s s . L. . =
Popérateur hyperbolique non symétrique de la convection (v". V).
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On le retrouve dans la formulation variationnelle ((1.28)), sous la forme non symétrique :
/ peT . NT ¢ dQ (1.59)
Q

Autrement dit, le théoreme d’existence et d’unicité de la solution ne pourra pas s’appliquer
dans ce cas [Zienkiewicz-Taylor 1989, Rappaz et al. 1998 [Ern-Germond 2000]. Cette propriété
de non symétrie souleve donc des difficultés quand on s’intéresse au traitement numérique des
problemes de transport pur ou a convection dominante avec 'apparition de schémas instables.

Remarque 1.8 En réalité, [Brooks-Hughes 1982] montrent que la formulation donne
lieu a des oscillations numériques et a des solutions peu précises dés que le nombre de Péclet P,
est €levé; le nombre de Péclet étant le rapport des termes de convection auz termes de diffusion
dans ’équation générale d’advection de champ scalaire inconnu w :

§£L+V.€u—v.(a€u) = f

" (1.60)
p = X

a

ot h est une longueur caractéristique (taille de maille par exemple), a la diffusivité thermique,
v la vitesse et v = || V||

En choisissant d’opter pour des schémas de différences finies, on peut remédier a ces instabi-
lités : il suffit de décentrer le terme de convection vers l’amont de l’écoulement, permettant ainsi
d’éviter un raffinement du maillage trop cotliteux.

Plusieurs schémas éléments finis reproduisent cet effet de décentrage par des techniques
variées. Les plus académiques rajoutent une diffusion artificielle aux équations convectives. La
convergence sera d’autant meilleure que la diffusion est importante [Batkam 2002]. Rajouter trop
de diffusion peut néanmoins dénaturer la solution. C’est pourquoi, des méthodes dites ”stabi-
lisées” ont pour objectif d’optimiser cette approche. Elles feront ’objet de la partie[1.3.2

1.2.2.2 Problémes de diffusion pure: traitement du choc thermique

Les méthodes de Galerkin standard peuvent rencontrer des difficultés pour le traitement
des problemes de diffusion pure. En effet, ces méthodes sont assez efficaces pour des problemes
de chocs thermiques moyens mais deviennent inadéquates lorsque les chocs thermiques sont
tres forts entrainant ainsi, des oscillations spatio-temporelles de la température (solution du
probleme).

Ces oscillations non naturelles découlent du fait que ces schémas ne sont pas inconditionnel-
lement stables et, par conséquent, doivent vérifier :

— une condition de stabilité temporelle, le critére de Courant-Friedrichs-Levy (critere CFL)
liant le pas d’espace (Ax) au pas de temps (At), avec par exemple:

LA 1

Azx? — 2
— une condition de stabilité spatiale, la condition de profondeur de pénétration permettant

de franchir une maille (Az) pendant un pas de temps (At) avec par exemple:

At>1
A2 6

(1.61)

(1.62)
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Dans le cas de la simulation du forgeage, le gradient thermique & l'interface piece/outils peut
étre tres important. Pour éviter le probléeme de choc thermique, on peut utiliser des maillages tres
fins aux interfaces. Cela revient donc & augmenter le nombre de degrés de liberté du probleme.

Dans notre cas, le maillage thermique correspond au maillage mécanique. En raffinant le
maillage pour gérer les problemes dus aux chocs thermiques, on va grandement augmenter les
temps de calculs nécessaires a la résolution du probleme mécanique. Les maillages utilisés sont
donc créés de maniere a ne pas trop pénaliser la résolution du systeme mécanique; ce qui peut
parfois aboutir & des imprécisions lors de la résolution du probleme thermique.

a) Visualisation d’un choc thermique: exemple de la barre infinie

Nous introduisons des a présent ce cas standard monodimensionnel qui sera longuement
repris lors d’une étude complémentaire au cours des chapitres 2 et 3. Considérons le refroidisse-
ment d’une barre d’acier semi-infinie, initialement & 800°C et dont I'une de ses extrémités est
brutalement portée a 25°C (figure .

Données du matériau Faces adiabatiques
k=15Wm' K™
p = 7800Kg.m ™’
¢=630IKg . K™

second fraceur 4
a 20mm (o
premier traceur N

a 10 ' A * -y
i : A Temperature initiale

T, = 800°C

T Temperature imposee
T, =25C

Fi1G. 1.3 — Refroidissement d’une barre d’acier soumise a une température imposée constante.

Si on suit I’évolution thermique en deux points de la barre (situés respectivement & 10mm
et 20mm du bord régulé thermiquement), on s’apergoit sur le graphe que le deuxieme point
s’échauffe anormalement en début de simulation, alors qu'un refroidissement est imposé. Cette

Température ° C

850 N T T

—
premier noeud
deuxieme noeud ------

e e -temperature initiale ;o]

temps (s).
Fi1G. 1.4 — Mise en évidence du choc thermique au niveau du second traceur lors du refroidisse-
ment d’une barre.
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évolution thermique non physique de la température traduit dans ce cas un mauvais traite-
ment du choc thermique par la méthode de Galerkin Standard, au niveau de la matrice de

. . 7 . . . == ——
conductivité K, et plus exactement au niveau du terme de diffusion / kEVN;.VN; pendant
Qe
les premiers incréments de la simulation (1a ot le choc thermique est ressenti le plus violemment).

b) Comment estomper le choc thermique?

e Jouer sur le pas de temps et d’espace

Une technique bien connue pour éviter ces problemes de choc thermique est d’adapter le pas
de temps et la taille de maille dans la direction du gradient. Néanmoins, elle présente un double
inconvénient :

* lorsque le raffinement du maillage est trés conséquent, il y a un risque indéniable de générer
un nombre de noeuds et d’éléments trop importants.

* par contre, lorsqu’on joue sur le pas de temps, des conflits voire méme des contradictions
peuvent se produire entre les pas de temps thermiques et les pas de temps mécaniques. Pour
éviter ce genre de conflits, il est possible de désynchroniser les pas de temps thermiques et
mécaniques. Cette technique introduite par |[Jaouen 1998| fait 'objet du paragraphe

e Méthode de condensation

On peut utiliser une autre technique liée directement & la méthode de Galerkin pour la
résolution de I’équation de la chaleur. C’est la méthode de condensation de la matrice diagonale
qui a pour but de rendre diagonale la matrice de capacité C, issue de la discrétisation spatiale du
terme de variation d’énergie dans la formulation faible de ’équation de la chaleur. Ceci permet
en quelque sorte de limiter le choc thermique sur le premier élément. Cette technique atténue
les oscillations. Cependant, la consistance de la méthode de Galerkin peut étre altérée par la
condensation [Pichelin 1998]; ce qui représente un handicap de cette méthode.

Cette technique, utilisée par [Tronel 1993] pour la simulation du refroidissement en fonde-
rie, est peu couteuse en nombre de noeuds et d’éléments. Néanmoins, elle reste limitée par
le fait que la solution condensée n’est pas toujours précise. Lorsqu’on est en présence d’un
couplage thermomécanique fort, les répercussions d’un calcul thermique peu précis sur les
différents calculs mécaniques peuvent étre tres néfastes au bon déroulement du calcul. Toutefois
[Chenot et al. 1992] proposent une solution intermédiaire introduisant une nouvelle matrice de
capacité, combinaison linéaire de la matrice initiale et de la matrice condensée.

e Méthode de Galerkin Discontinue

Enfin, la technique de Galerkin Discontinue utilisée par [Pichelin-Coupez 1999] puis améliorée
par [Batkam-Coupez 2001] permet également de résoudre le probleme du choc thermique, en
proposant cette fois une formulation mixte éléments finis sans gradient du probleme thermique.
Cette technique de résolution sera introduite au paragraphe [I.3.5] puis au cours du chapitre 2,
puisqu’elle sert de base au développement de I'un de nos deux modeles numériques (le modele

Galerkin Discontinu Implicite §[2.2.2)).
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1.2.3 La thermique asynchrone

Afin d’éviter les oscillations thermiques que des maillages non adaptés pourraient occasion-
ner, une désynchronisation entre les pas de temps mécanique et thermique peut-étre envisagée.
On parle alors de thermique asynchrone. Elle a pour role de rajouter de la diffusion pour
stabiliser le choc thermique et permettre de rendre compatible la condition de stabilité spatio-
temporelle.

En fait, on va considérer une désynchronisation entre les pas de temps des incréments et les
pas de temps réels du calcul. Plus précisément, il s’agit de calculer I’évolution de la température
sur un pas de temps de durée fictive, puis d’en déduire 1’évolution sur le pas de temps réel.

1.2.3.1 Principe: condition de profondeur de pénétration

Le phénomeéne du choc thermique est lié:

— a la distance de pénétration h, définie comme étant la distance a laquelle I'essentiel du
choc thermique est ressenti.

— et au temps de pénétration de la chaleur ¢, .

k
Via la diffusivité thermique a = —, ces deux parametres sont reliés par cette égalité:
pc

iy

P 4a

Si on se ramene a la discrétisation éléments finis de notre probleme, le choc thermique

sera correctement représenté lorsque le gradient thermique est décrit sur 1’élément frontiere de

longueur caractéristique h; autrement dit lorsque la profondeur de pénétration dépasse h. Le
choc sera alors ressenti sur cet élément a partir du temps caractéristique Atgqgy, tel que:

(1.63)

h? pc
Atggyn = — = — h? 1.64
basy da 4kh (1.64)

Ce résultat (1.64) relie le pas de temps (discrétisation temporelle) au pas d’espace (discrétisation
spatiale).

En se basant sur la theése de Yves Tronel [Tronel 1993] qui montre que les oscillations ther-
miques sont seulement liées a la discrétisation spatiale, [Menai 1995] établit que, pour une confi-
guration de maillage donnée (taille de maille h imposée), le pas de temps stable qui évitera les
oscillations devra satisfaire la condition de profondeur de pénétration :

At > Atgsyn & At > ghz (1.65)

Elle indique que pour une taille de maille donnée, plus le corps est diffusif, plus le pas d’'un
incrément peut-étre petit. Réciproquement, pour un pas de temps donné, plus le corps est dif-
fusif, plus la taille de maille peut-étre grande.

Cette relation (|1.65)) définit donc un pas de temps minimal pour lequel la thermique ne présentera
pas d’oscillations du champ de température, c’est a dire pour lequel le choc thermique sera
correctement géré.



24 CHAPITRE 1. PRESENTATION DU MODELE THERMIQUE INSTATIONNAIRE

1.2.3.2 Intégration de la thermique asynchrone dans un code 3D EF

Suite aux travaux menés par [Aliaga 2000], la technique de désynchronisation des pas de
temps thermique et mécanique a été implémentée dans le code Forge 3®. Pour cela, il a fallu
éclaircir plusieurs points.

e ] est possible que le pas de temps minimal défini par la relation ne corresponde pas
forcément au pas de temps désiré et utilisé lors du calcul mécanique.
Si l'on est dans la situation ou le pas de temps désiré At ne correspond pas au critere de choc
, la température solution 7,41 pour At est calculée & partir de T)7%" (solution du probleme
thermique) avec Atqgyn qui, lui, convient au critere de choc, de la maniere suivante:

At
Atasyn

Tpir = Ty + (TU" —T,)

n+1 (166)

Cela correspond donc a effectuer une interpolation linéaire au pas de temps réel de I'incrément
pour obtenir les températures souhaitées de I'incrément.

Remarque 1.9 Cette relation linéaire est consistante avec le schéma d’intégration.
En effet, en exprimant la dérivée temporelle de T, 34" a Uaide de la définition , on a:

dr*sv” BT,y + T, n T +7T"  oT* (1.67)
a Aty Aty oot '
Les dérivées étant égales, la thermique asynchrone est assimilée a une linéarisation du probleme

thermique.

e La relation est une relation monodimensionnelle.
FEn somme, appliquer une condition de thermique asynchrone dans un calcul 3D va poser le
probleme de la détermination de h: les éléments sont tétraédriques, le maillage est non struc-
turé, la taille des éléments est hétérogene.

Dans l'idéal, il faudrait déterminer h a partir de la taille des arétes des éléments surfaciques
projetés dans le sens du flux thermique (figure [1.5). Mais cette mesure est bien trop cotiteuse.

sens du flux

l

normale extérieure a la grande aréte

F1a. 1.5 — Représentation 2D d’une mesure objective de la taille de maille h [Aliaga 2000].

C’est pourquoi, [Aliaga 2000] a mis au point une méthode plus rapide, mais tout autant efficace,
en déterminant le pas de temps At,sy, comme suit :
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Z Z (p * dnoe,noe—l)2 a(lT)
eltedf) noe
Atasyn =

nbelt (1.68)

Atgsyn = max(Atgsyn,At)

dnoemnoe—1 correspond a la plus grande distance séparant deux noeuds du méme élément, p est
défini par 'utilisateur comme étant un poids afin de prendre en compte ’anisotropie du maillage
par rapport au flux thermique. Cela revient a prendre la moyenne sur le maillage du rayon de
la sphere circonscrite au tétraedre en tenant compte des variables locales de la diffusivité a(7T')
thermodépendantes. Evidemment si ce pas de temps est plus petit que celui désiré, alors le pas
de temps asynchrone est pris égal au pas de temps voulu.

e La méthode de la thermique asynchrone consiste a utiliser un pas de temps suffisamment
grand, de maniére & ce que la diffusion créée atteigne la seconde couche de noeuds sous la surface
et évite ainsi les oscillations spatiales.

114432

1000

Fi1c. 1.6 — Visualisation du choc thermique sur la premiére couche des éléments.

1.2.3.3 Exemples d’utilisation de la thermique asynchrone pour un calcul 3D

a) Test de soudage avec frottement inertiel

[D’Alvise 2002] présente un test de soudage avec frottement inertiel mettant en évidence un
choc thermique. Les conditions du test (tableau [1.2)) sont telles que le pas de temps optimal
vaut :

At = 0.6” =0,0165s
asyn—4*5’44— ) .
capacité ¢ conductivité k masse volumique p | diffusivité a | maillage h
6.10%8 mm?.s72. K~ | 26110 g.mm.s 3. K1 | 8.107% g.mm™3 5,44 0,6 mm

TAB. 1.2 — Propriétés thermiques et maillage.
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La figure compare ’évolution de la température obtenue en utilisant une méthode Ga-
lerkin standard synchrone (bien évidemment avec Atgy, # Atyeyn) et une méthode Galerkin
asynchrone : la méthode asynchrone donne de meilleurs résultats au début du réchauffement
avec un choc thermique correctement lissé.

250

200 f e —— o
—>—Synchron method |
| -~ Asynchron method |

-
o
o

-
(=)
o

Temperature (°C)

50 |-

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0.1

Process Time (s)

Fi1a. 1.7 — Comparaison entre la thermique synchrone et asynchrone [D’Alvise 2002)].

b) Reprise de ’exemple monodimensionnel de la barre

Sur le test monodimensionnel de la barre semi-infinie, nous avons vu qu’un choc thermique se
produisait au niveau du deuxieéme traceur a 20mm. [Aliaga 2000] reprend ce test en appliquant
la technique de désynchronisation afin de voir si le choc se produit encore ou au contraire est
estompé.

Température °C

850 ;

T T
solution analytique au premier point
solution analytique au second point -—-—----
solution thermique asynchrone ler point ---+---
solution thermique asynchrone 2e point %
solution brute ler point -—~%—
solution brute 2e point ---&--

gy

Tih 4

%

350 L L L !

temps (s)

F1a. 1.8 — Stabilisation du choc thermique par la thermique asynchrone [Aliaga 2000)].

La figure représente pour les deux traceurs I’évolution thermique analytique (cf p}63)), mais
aussi la solution numérique Galerkin Standard synchrone et la solution GS obtenue en utilisant
la méthode asynchrone, c’est a dire avec un pas de temps respectant I’équation . La solu-
tion est encore éloignée de la solution analytique mais ne présente plus d’oscillation thermique.
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Ceci illustre bien le fait que la thermique asynchrone a pour role de rajouter de la diffusion pour
stabiliser le choc thermique.

On peut également voir sur le premier traceur que le fait de rajouter cette diffusion a tendance
a dénaturer la solution avec un éloignement significatif des courbes analytique et numérique
asynchrone pendants les premiers incréments.

Une étude comparative est également faite sur I'influence des maillages: a taille de maille
h identique, on compare I’évolution thermique des deux capteurs obtenue avec un maillage
structuré et un maillage non structuré. Les résultats présentés sur la figure montrent que la
thermique asynchrone est stable vis-a-vis du maillage. En effet, pour une méme valeur de h, les
courbes obtenues avec un maillage structuré sont semblables a celles obtenues avec un maillage
non structuré.

Température ° C

800 T T T T

T T T T
ler point maillage struture
2e point maillage structure ---X---
B, ler point maillage non-structure ---%-- |

’éﬁ\ﬁ 2e point maillage non-structure &
g}

400

350 -

300 1 1 L 1 i 1 ! 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

temps (s)

Fia. 1.9 — Comparaison entre maillage structuré et non structuré pour une taille de maille h
identique tres fine [Aliaga 2000].

1.2.4 Variation de la thermique asynchrone: la méthode de diffusion parti-
tionnée (diffusion-split)

La résolution thermique basée sur les éléments finis standards linéaires tétraédriques peut
donc localement étre affectée par des extréma non physiques dans les régions sensibles aux chocs
thermiques, au point de décourager 'utilisation de ces éléments.

Pourtant [Fachinotti 2004] développe la méthode de diffusion partitionnée, encore appelée la
méthode diffusion-split. Cette méthode originale a la particularité de combiner deux approches
qui traitent du choc thermique avec des éléments finis P;, sans aucune technique de raffinement
du maillage :

— le premiere approche découle de la condition de profondeur de pénétration [Jaouen 1998,
introduite précédemment par la thermique asynchrone ([1.65),

— et la seconde approche basée sur la théorie des M-matrices [Ortega 1970] : le principe du
maximum [Brezis 1991] (équivalent & la condition CFL) est satisfait si le systeme matriciel
obtenu apres discrétisation est de la forme M-matrice.
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Définition 1.1 Soit A = (a;;) une matrice carrée d’ordre n non singuliére. On dira que A est
une M-matrice si:

A7 >0
et (1.69)
ai; <0 pouri#j,1<4,5<n

1.2.4.1 Principe

En fait, [Fachinotti 2004] propose une légére modification de I’équation de la chaleur discrete
(1.32) afin d’obtenir une formulation M-matrice du systéme matriciel, assurant ainsi une oscil-
lation libre de la solution, tout en gardant a l'idée de satisfaire la condition de profondeur de

pénétration (|1.65]).

Repartant de la formulation originelle discrete du probléme thermique ([1.32)) déduite de la
méthode Galerkin standard avec des éléments P :
oT

— KT — = 1.
co + Q =0, (1.70)

Pauteur utilise un schéma d’Euler implicite pour intégrer ([1.70) en temps:

TtJrAt N
C—— + KTH® —Q =0 (1.71)
At
Il rappelle aussi que, pour un maillage de taille d’élément uniforme h, 'incrément de temps

Atgsyn donné par la relation :

c

Atgsyn = a% h? (1.72)

satisfait la condition de profondeur de pénétration et ainsi modélise proprement le choc ther-
mique; a étant une constante du premier ordre [Wagoner-Chenot 2001].

D’autre part, comme les solutions non-physiques observées dans le cas de choc thermique
sont généralement associées a la forme du systéeme matriciel, et notamment a la forme de la
matrice de conductivité K, lauteur réécrit le systeme d’équations en fractionnant ce
terme de diffusion comme suit :

Tt+At_Tt _
C—Fx— + KTHA — F = S (1.73)

S = (K-—K)THat

ol (1.74)

Y ——
K;j /kVNi.VNj dQ) + /hNiNj ds
Q r

Pour que ’expression 1) soit complete, ’auteur doit encore définir k. Pour cela, il suppose
que S est un terme source explicite:

S~ (K-K)T' (1.75)

Ainsi, la conductivité augmentée k pourra étre définie pour satisfaire la condition de profondeur
de pénétration pour At, le premier pas de temps:
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k si Alggyn < At

k Az si Atgsyn > At

Quand t + At > Atgsyn, la valeur de k va décroitre avec le temps, de la valeur déduite de
I’équation ((1.76) & l'instant ¢ = 0 a la conductivité réelle k (figure [1.10)). Dans ce cas-ci, les
équations ([1.71]) et (1.73) seront identiques.

*
ku

K At
At

K Lo

>
»

asyn temps

Fia. 1.10 — Evolution de la conductivité augmentée k.

1.2.4.2 Exemple

Pour valider sa méthode, I’auteur se penche une fois de plus sur le cas classique de la barre
d’acier semi-infinie & température imposée (Ty = 800°C' et Tiy,, = 25°C). 1l opte pour un pas
de temps constant At = 0,1s et pour un maillage structuré avec une taille de maille h = 2mm
(dans la direction du flux).

800 @
E‘?sn -
2
% 700 = Analytical solution
o © Galerkin solution
3 | Diffusion split, Ar, = 0.748
: 1 Diffusion split, Af , = 0.544 §
> Diffusion split, Af .= 0.287 & H
600 : ' ' : L : : . —
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Time [5]

Fic. 1.11 — Evolution de la température pour un traceur situé a 4mm du bord thermiquement
imposé [Fachinotti 2004).

Dans ce cas, la solution GS est affectée par un choc thermique mis en évidence par I'aug-
mentation non physique de la température de 13,2°C' au premier incrément pour un noeud situé
a 4mm du bord régulé thermiquement (figure . Bien évidemment, la méthode de diffusion
fractionnée avec Atggyn, = 0,748s donne d’excellents résultats, avec un refroidissement normal.
On peut noter que I'auteur teste deux autres valeurs de Atyqy,, 'une provenant de la valeur

minimale de h (Atgeyn = 0,544s) et l'autre en tolérant d’une légere erreur de la température
(0,1°C) avec Atgeyn = 0,287s.
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1.2.5 Conclusion

Nous venons de voir la résolution standard du probleme thermique instationnaire a l’aide
de la méthode de Galerkin standard. Cette derniere génere des instabilités pour des probléemes
fortement convectifs et rencontre des difficultés pour traiter les chocs thermiques, en cas de
refroidissement ou réchauffement trop sévere.

En effet, nous avons vu que la méthode Galerkin standard n’est pas assez robuste et qu’elle
conduit a des oscillations spatiales du champ de température quand le refroidissement /réchauffe-
ment est rapide. Ces problémes proviennent directement de la taille de maille en surface et du pas
de temps utilisé, tous deux liés pour obtenir une solution éléments finis stable et non-oscillante.

Raffiner le maillage serait intuitivement une possibilité pour éviter le choc thermique. Ce-
pendant la limitation de cette technique est due uniquement a ’énorme cotut de calcul induit
par la construction d’un tel maillage.

La thermique asynchrone, associée & une formulation de Galerkin standard, permet dans une
gamme de tailles de maille de lisser le choc thermique et d’obtenir un champ de température
acceptable, qui permettra de résoudre un calcul thermomécanique. Toutefois, elle a ses limites
et lorsque le choc devient violent, elle peut dénaturer la solution et conduire & un champ de
température apparemment correct mais assez loin de la réalité, puisque la thermique asynchrone
rajoute de la diffusion lors des premiers instants du calcul afin d’estomper le choc thermique.

Enfin, représentant une légere modification de la formulation originelle Galerkin standard, la
méthode de diffusion partitionnée est facilement programmable dans n’importe quel code de cal-
cul éléments finis. Avec des éléments finis linéaires P;, elle s’avere tres performante pour traiter
le choc thermique, parfois violent, apparaissant par exemple lors du processus de solidification.

Pour résoudre toutes ces difficultés engendrées par 1'utilisation de I’approche Galerkin stan-
dard (synchrone mais également asynchrone), plusieurs techniques de stabilisation sont présentées
dans la section suivante.

1.3 Autres méthodes de résolution pour les problemes de convec-
tion /diffusion

Dans cette partie présentée comme une revue bibliographique, nous étudions le probleme
général de convection/diffusion instationnaire. Diverses techniques de résolution vont étres décri-
tes. On commencera par les méthodes stabilisées, puis par la méthode de Taylor Galerkin qui
peut étre également considérée comme une méthode stabilisée. Ensuite, nous évoquerons une
méthode non stabilisante offrant de nombreux avantages, la méthode de Galerkin Discontinue.

1.3.1 Formulation du probléme de convection/diffusion

L’équation différentielle régissant le probleme de convection/diffusion d’un champ scalaire
inconnu v prend la forme:

%: + T Vu-— V.(v ?u) = f dans Qx]0, ¢[ (1.77)

ol U représente la vitesse de convection, v > 0 le coefficient de diffusion et f un terme source.
Le probleme est résolu sur le domaine €2, dans 'intervalle de temps |0, ¢[.
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En introduisant respectivement les opérateurs de convection, de diffusion et de convec-
tion/diffusion, le probléme général de convection/diffusion ((1.77)) s’écrit :
( Ju

Fn + L(u) = f dans Qx]0,t[

L(u) = Leonw(u) + £dsz(u)
(1.78)

Leony(u) = 7.€u

\ Ediff(u) = V.(—I/ Vu)

Ce probleme doit étre complété par diverses conditions initiales et aux limites; le lecteur intéressé
pourra, par exemple, se référer aux articles de [Codina 1998] et de [Hughes et al. 1989)].

Pour écrire la formulation faible de 1’équation (|1.77]), nous rajoutons la condition aux limites
sur I’ensemble de la frontiere 92 telle que:

u = 0 sur 0N (1.79)

Ainsi, en supposant que f € L?(f2), la formulation faible associée au probléme de convec-
tion/diffusion s’écrit :

Trouver u € L?(0,t; H3 (Q)) tel que:

(?:,w)ﬂ + a(u,w) — l(w) = 0  Ywe HH(Q) (1.80)

= — —
a(u,w) = / v.Vuw dQ + / v Vu.Vw dS)
Q Q

avec les notations (1.81)

(w) = /wadﬂ

En approchant ’espace H&(Q) par un espace de dimension finie W, (espace des fonctions d’in-
terpolation), nous sommes en mesure d’appliquer la méthode de Galerkin standard a I’équation
(1.80) et donc d’exprimer la formulation faible discréte du probléme de convection/diffusion :

Trouver uy, € L*(0,t; Wy,) tel que :

<88uth,wh> + a(up,wp) — l(wy) = 0 Ywp, € Wy, (1.82)
Q

1.3.2 Les méthodes stabilisées

Le principe de ces méthodes consiste a rajouter un terme de stabilisation au membre de
gauche de la formulation originelle de Galerkin standard . Nous verrons, par contre, que ce
principe ne s’applique pas forcément a la lettre. En effet, la méthode de Galerkin Least-Squares
est traditionnellement basée sur une formulation faible espace/temps tandis que la méthode de
Taylor Galerkin part d’une intégration temporelle particuliere de I’équation différentielle
avant d’obtenir sa formulation faible sur laquelle est faite son approximation.

[Codina 1998] compare quelques unes de ces méthodes:
— la méthode Streamline Upwind Petrov Galerkin (SUPG),
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— la méthode Space-Time/Galerkin Least-Squares (ST/GLS),
— la méthode Caractéristiques Galerkin (CG),

— la méthode Subgrid Scale (SGS),

— et la méthode Taylor Galerkin (TG).

Pour chacune d’elles, I'auteur précise la forme du terme de stabilisation qui va s’écrire de maniere
générale comme le produit (sur chaque élément) du résidu de I’équation & résoudre RX (wy,) par
un opérateur PX (wy,) appliqué aux fonctions tests et par un parametre de stabilisation 7, soit :

r(up, wp) = K;Zh /K 75 PE (wp) RE (wp,) d2. (1.83)

ou 7i est le coeflicient de stabilité, souvent appelé ”temps intrinseque”.

Nous choisissons de présenter ici seulement les méthodes SUPG, ST /GLS et Taylor Galerkin en
décrivant, pour chacune d’elles, le terme r(up,wy,) et, plus précisément, la forme de son opérateur
de perturbation.

1.3.2.1 Les méthodes Streamline Upwind et Streamline Upwind Petrov Galerkin

L’idée de base de ces méthodes est de perturber les fonctions test wy en introduisant de
nouvelles fonctions tests wy, définies par:

h
Wy, = wp + T?.ﬁwh avec T = % [Codina 1998]. (1.84)

a) La méthode Streamline Upwind (SU)

La perturbation de wy, (1.84]) ne s’applique qu’au terme de convection L.n, entrainant ainsi
lapparition d’un nouveau terme ([1.85)) dans la formulation faible discrete ((1.82]) :

0
(uh,wh> + alup,wn) + blup,wp) — l(wy) = 0 Ywy, € W,
Q
(1.85)

Ce terme symétrique de nature elliptique s’apparente bien a la diffusion numérique rajoutée
uniquement dans le sens de 1’écoulement. D’ot1 le nom de cette méthode ”Streamline Upwind”
notée SU (diffusion le long d’une ligne de courant). Le schéma ainsi construit s’avere stabilisant
mais présente I'inconvénient de résoudre un probleme modifié par rapport au probleme originel.

b) La méthode Streamline Upwind Petrov Galerkin (SUPG)

La méthode Streamline Upwind Petrov Galerkin combine & la fois une méthode Streamline
Upwind, décrite ci-dessus, et une méthode Petrov Galerkin qui permet d’utiliser un espace des
fonctions tests différent de celui de la solution.

Par rapport a la méthode Streamline Upwind, 1'idée de cette nouvelle méthode est de rendre
le probleme consistant. Elle consiste a rajouter de la diffusion dans un probleme de convection
pure en utilisant, cette fois-ci, les fonctions tests perturbées w;, sur I’ensemble de la formulation
discrete(1.82) [Hughes et al. 1989).
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Le nouveau probleme discret s’écrit alors:
Trouver uy, € L2(0,t;Ty) tel que:

(a“",uvh> + a(up,@p) — Udy) = 0 Vi, €7, (1.86)
Q

Cette formulation ([1.86]) est dite ”Streamline Upwind Petrov Galerkin”, notée SUPG. Le schéma
SUPG obtenu est bien consistant et induit un systeme linéaire de la forme:

ou

C— Ku =
o + Ku Q
A T'aide de (1.86)), [Codina 1998] en déduit I'expression de I'opérateur PX et du résidu R,
intervenant dans ’expression du terme de stabilisation 7 (up,wp,) (1.83)):
ouyp,

Psupc(wn) = (V. Vuwy) et Rsypalun) = o L(up) — f (1.87)

1.3.2.2 La méthode Space-Time/Galerkin Least-Squares (ST/GLS)

Pour résoudre le probleme stationnaire de convection/diffusion, [Hughes et al. 1989] pro-
posent 'approche Galerkin Least-Squares (GLS), initialement développée pour résoudre le proble-

me de Stokes ((1.88]):

Avec f et g fonctions données sur © & valeurs dans R et R?, trouver v et p tels que:

—
Av + Vp = f dans Q
divve = g dans Q2 (1.88)

v =0 surl

C’est une approche voisine de la méthode SUPG qui s’applique a une grande variété de
classes de problemes.

La méthode Galerkin Least-Squares [Ern-Germond 2000] est conceptuellement plus simple
et plus générale avec le rajout d’un seul terme de stabilité a la formulation Galerkin standard
(en fait c’est un terme de résidu de forme moindre carrée) tout en préservant le controle sur ce
terme pour qu'’il ne détériore pas la précision de la solution [Hughes et al. 1989)].

La généralisation de la méthode GLS obtenue a partir du probléme stationnaire va permettre
de résoudre le probleme instationnaire: les schémas GLS sont accompagnés d’une intégration
temporelle. C’est généralement vers une discrétisation par éléments finis espace/temps que le
choix se porte [Hughes et al. 1989, [Cockburn et al. 2000]; on parle alors de méthodes Space-
Time/Galerkin least squares, notées ST /GLS.

La discrétisation en espace-temps [Thomée 1997] consiste a résoudre le probleme fort sur un
domaine spatio-temporel 2x]0,7 (figure[l.12)), divisé en tranches spatio-temporelles QX |t,,,tn41],
voire méme en éléments spatio-temporels K x|ty tn41][.

Le principe est le suivant: on applique une méthode de Galerkin discontinue en temps
[Thomée 1997] de maniére a résoudre le probléme sur des tranches spatio-temporelles QX ]ty tn11],
en imposant faiblement la condition de continuité a 'instant ¢,, puis la méthode GLS.



34 CHAPITRE 1. PRESENTATION DU MODELE THERMIQUE INSTATIONNAIRE

Fi1a. 1.12 — Domaine 2D spatio-temporel Q2x]0,T[ [Thompson-Pinsky 1996].

a) La méthode de Galerkin discontinue en temps

Le champ inconnu w est interpolé par des polynomes de degré n en espace et en temps,
continus en espace mais discontinus en temps; ce qui revient a supposer que le champ inconnu
et les fonctions tests sont discontinus entre les tranches spatio-temporelles.

Définition 1.2 On note u'} la limite sup de u lorsque t — t,, et par u” la limite inf de u lorsque

t—ty.

En imposant faiblement la condition de continuité '} = u” sur I'approximation EF uy, la
formulation faible obtenue sur la tranche spatio-temporelle Q™ = Q x|ty t,+1[ est donnée par:

ouyp, = o o n n n
Ewh—{_ v .Vup wy, +vVup. Vwy, | dQdt + (upy —up_)wy, dd = fwp dQdt
n Q Qn

i (1.89)

tnt+1 8uh tn+1
/ —wn | talupwa) | db + | upy —up_ wpy | = / (f,wn)q dt
tn ot Q o Ju

B(uh,wh)n = L(wh)n

bnt1 8'U,h n n
Soit mew“”"ﬂ; [(am“%)g+“w“%ﬂdt+(W””%”Q (1.90)

tn+1
uwnz/'<LWMﬁ+Wmea
tn

\

Pour [Codina 199§|, la méthode ST/GLS peut-étre facilement formulée & partir de I’équation
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(1.90) : il suffit de rajouter a cette équation une forme moindre carrée des résidus qui correspon-
dra au terme de stabilisation (1.83). On en déduit alors:

owy, Oup,

Psrjars(wn) = —5= + Llwn) et Rsrjgrs(un) = —° + Llun) — f (1.91)

b) La méthode GLS (en espace/temps)

A partir du probléme fort de convection/diffusion (1.78) qui, rappelons-le, s’écrit :
ou

Liu = o + Lu = f, (1.92)

[Hughes et al. 1989] en déduisent I’expression suivante :

Bars(up,wp)n = Lars(wp)n Yn € [0,N —1]

tn+l
Bars(un,wp)n = B(up,wp)n + / (7 Lywy , Lyup ) g dt (1.93)
tn .

\

tn+1
Lors(wn)n = Llwn)n + / (7 Lown, f)g dt
tn

Pour ce probléme instationnaire, 'auteur en déduit aussi une expression pour la méthode SUPG
utilisée sur une discrétisation espace/temps:

Bsvupc(un,wp)n = Lsupc(wp)n ¥n € [0,N —1]

owy,

W + 7$wh) ,,Ctuh )Q dt

tn+1
B Up,W = B(up,w + / T
SUPG(Uh,Wh)n (uh,wh)n . (7( (1.94)

ow, - =

W ’l}.vwh),f)ﬁ dt

tn+l
| Lsvra(wnn = Ll + / (7 (
tn

Remarque 1.10 Le calcul de T est similaire pour ces deux méthodes.
1.3.3 La méthode de Taylor Galerkin (TG)

La méthode de Taylor Galerkin a été introduite par [Donea 1984] comme version éléments
finis du schéma de différences finies de Lax-Wendroff. Elle est capable de construire des schémas
numériques d’une grande précision pour la solution des probléemes de transport convectif a une
ou plusieurs dimensions spatiales. Elle améliore également les propriétés de stabilité, notamment
par rapport a la méthode conventionnelle de Galerkin.

1.3.3.1 Principe

L’idée générale est d’exprimer au méme moment et jusqu’a un ordre élevé les dérivées
spatiales et temporelles. On enrichit pour cela ’expression de la dérivée temporelle par un
développement en série de Taylor dans lequel on exprime chacune des dérivées temporelles
d’ordre élevé en fonction des dérivées spatiales (ceci étant obtenu en dérivant successivement
I’équation forte du probleme a résoudre).

Afin de préserver la simplicité et la facilité de 'implémentation de son schéma, [Donea 1984]
choisit un développement explicite (de Taylor) d’ordre 3 (stabilité du schéma assurée).



36 CHAPITRE 1. PRESENTATION DU MODELE THERMIQUE INSTATIONNAIRE

1.3.3.2 Application a I’équation scalaire 1D de convection

Pour illustrer la méthode de Taylor Galerkin, [Donea 1984] considére un exemple simple, en
résolvant 1’équation uy = au, (ol a est une constante positive).

Pour résoudre cette équation 1D, il s’appuie en premier lieu sur trois techniques d’approxima-
tions temporelles avant d’appliquer la formulation Galerkin en vue d’obtenir I’écriture compléte
de I’équation discrete:

- une technique basée sur un pas de temps ”arriere” : la discrétisation de la dérivée tempo-
relle s’exprime par un schéma d’Euler c’est a dire:

u" Tt —u
ce qui va faire intervenir le développement de Taylor explicite pour u; a l'instant n:
At? At3
u" = " At + — Uit - ufy, + O(Ath)
(1.96)
ou 0%u Pu

Utza, Utt:ﬁ7 Uttt:@

- une technique basée sur un pas de temps ”saute-mouton” (leap-frog): la discrétisation de
la dérivée temporelle s’exprime par un schéma de différence finie centrée:

n+1 n—1
uy = % = auy (1.97)
Deux développements de Taylor sont donc nécessaires pour utiliser cette discrétisation centrée :
2 At?’
u"tt = w4 Atul + — Uit g Uit O(Ath)
) , (1.98)
u" = " — Atul + % Upy — A?t ult, + O(Ath)

- une technique basée sur un pas de temps de Crank-Nicholson : la discrétisation se fait par
un schéma standard de Crank-Nicholson :

ut Tl — 1
avec l'utilisation des développements de Taylor suivants:
At? At3
W = w4 Atul + — Uit Tugt + .
) , (1.100)
At At
Un = Un+1 — At U?+1 —+ 7 UZ+1 — ? ;?{1 +

Plus de détails sont donnés dans I’Annexe B.

Remarque 1.11 Le schéma de Taylor Galerkin explicite (noté ETG par l'auteur) admet une

précision d’ordre 3, contrairement aux schémas de Taylor Galerkin, qui munis d’un développement
différence finie centrée (noté LETG) ou d’un développement de Crank-Nicholson (noté CNTG),

sont précis a lordre 4.

En effet, lors de la discrétisation temporelle, la méthode de Taylor Galerkin n’a besoin que

d’une précision du 28Me rdre sur le pas de temps tandis que la discrétisation spatiale Galerkin
standard (sur un maillage uniforme) nécessite une précision spatiale d’ordre 4.
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1.3.3.3 Application au probléme 3D de convection/diffusion

Le développement de Taylor explicite a 'ordre 3 de w, solution du probléme de convec-
tion/diffusion (1.78)), s’écrit & l'instant n [Codina 1998] :

ou™ At? 9%yn

n+1 __ n 3
U = u" + At En + 5 92 + O((At)?)
(1.101)
ou” n
ot f—=L(u")

Précisons que 'ordre du développement de Taylor doit étre au minimum de 3 pour assurer la
stabilité du schéma.

n 2
CID & ot = - LA+ |50 - D) S o) (o

0
En supposant que f est indépendant de t, le terme —f s’annule, et on obtient :

ot
0 ou
o (E(u)) =L (875) = L(f—L(w)) (1.103)
D’autre part, en négligeant les termes d’ordre supérieur a 3, on obtient en dérivant successivement

la deuxieme équation de (|1.101]) :

n l_un
= p = ey - B - o)y (1104

v.o—uw
At

L’écriture de la formulation faible fait alors intervenir I’expression suivante :

At n _ At * n
<> ) wL(f — L(u")) dQ = 2/Q L (w) (f = L(u")) d

ou L*(w) est donné par [Codina 1998] qui en déduit finalement :
Prg(wn) = — LYwn) = Leonw(wn) + Laiff(wh)

Rrg(up) = L(up) — f

(1.105)

Remarque 1.12 Dans le cas purement convectif (v =0), les travauz de [Donea 1984 montrent
que le schéma de Taylor Galerkin peut étre vu comme une formulation SUPG en choisissant de
prendre :

At
@, :wh+77.?wh (1.106)

Le développement actuel de la méthode de Taylor est seulement valable pour déduire
des schémas explicites. En ce qui concerne 'obtention du schéma implicite, il faut partir d’un
développement de Taylor qui permet d’exprimer u,, a 'aide de termes de valeurs au pas de temps
n + 1 [Codina 1998] :

8un+1 At2 a2un+1

n _ ,ntl At
v ot 2 o

+ O(A) (1.107)

Remarque 1.13 Le choiz d’un algorithme implicite et semi-implicite permet d’obtenir de plus

grands pas de temps mais cela n’implique pas nécessairement une amélioration globale de l’erreur
[Ortiz 1992)].
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Remarque 1.14 Une autre approche consiste a traiter uniquement le terme de convection avec
la technique de Taylor Galerkin. C’est l'approche utilisée par [Khelifa et al. 1995 qui mettent
en place un schéma dit de Taylor Galerkin/splitting, basé sur un fractionnement en temps de
l’équation de convection/diffusion . Le terme de diffusion est alors traité par une approche
standard de type Galerkin 0-schéma puisqu’il pose beaucoup moins de problemes de stabilité.

1.3.4 Quelques commentaires

1.3.4.1 Comparaisons des schémas Taylor Galerkin et de la méthode Galerkin
Standard

[Donea 1984] compare ses trois nouveaux schémas (ETG, LFTG et CNTG) a l'approche
Galerkin standard, & partir de 1’équation scalaire 1D de convection, déja présentée (§ [[3.3.2),
puis élargie au probleme a coefficient variable (1.108]) :

ur + gx(a(w) u) =0 (1.108)

Par exemple, partant du probleme:

( 0 u
up + o <1+2a:> =0 z€[0n]

0,t) =0
u(0.4) (1.109)
u(z,0) = (1+2x)sin(9z) si z € [0,7/3]
=0 si ze€[n/3,7]
si0<a?+x—t<[n/3(147/3)], la solution analytique vaut :
1'% 1
u(z,t) = (14 2x) sin9 <x2—|—az—t+ 4) —1—5 (1.110)

et zéro ailleurs.

Avec cette solution exacte représentée sur la figure [1.13] en pointillés, on peut comparer les
schémas ETG et CNTG respectivement au schéma différences finies Lax-Wendroff et au schéma
conventionnel éléments finis Galerkin-Crank-Nicholson, tous en traits pleins. Il en découle d’ex-
cellents résultats pour le schéma ETG avec une réduction considérable de la phase d’erreur.

= Dans tous les cas, ces trois schémas basés sur la méthode de Taylor Galerkin ont de
meilleures propriétés de stabilité et particulierement une grande phase de précision avec de
minimes amortissements numériques. D’autre part, c’est le schéma Taylor Galerkin explicite qui
est le plus souvent sollicité, avec une stabilité obtenue méme avec un développement de Taylor
de faible degré.

1.3.4.2 Avantages et inconvénients des méthodes stabilisées

Pour des problémes de convection/diffusion & convection dominante, ces méthodes ont de
bonnes propriétés de stabilité [Codina 1998] et permettent alors de s’affranchir des difficultés
rencontrées lors d’approches Galerkin standards.
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(c) schéma Lax-Wendroff (d) schéma Galerkin C-N

F1G. 1.13 — Solutions numériques (traits pleins) en fonction de la solution exacte (pointillés) de

léquation [Donea 1984

La technique SUPG est I'une des plus utilisées parmi les méthodes de stabilisation. Elle
donne en général de bons résultats méme avec une équation purement convective (v = 0).

Malgré tout, elles ne sont pas toujours les mieux appropriées du fait méme de leur formula-

tion :

— Elles conduisent généralement a la résolution de systémes linéaires a matrice non symétrique.
D’ou la nécessité de les associer a des algorithmes de résolution itératifs qui sont cotteux
en temps de calculs.

— Associées aux schémas temporels implicites, cela conduit a résoudre de trés gros systemes.

— Elles peuvent occasionner des problemes de consistance de la solution obtenue: la super-
position du terme source aux termes de convection/diffusion peut dénaturer la solution
méme avec le rajout d’un terme de stabilisation.

Par contre, la méthode Taylor Galerkin qui peut-étre vue comme une méthode stabilisante,
est capable de construire des schémas numériques d’une grande précision pour des probléemes
purement convectifs mais aussi pour des situations plus complexes de convection/diffusion. L’ef-
ficacité de cette méthode est incontestablement due a 'utilisation du développement de Taylor
explicite qui se contente de faire intervenir des dérivées secondes et troisiemes, assurant ainsi
la stabilité du schéma. Du coup, cette méthode est facilement implémentable dans n’importe
quel code de calculs EF. Contrairement a la formulation Petrov-Galerkin en résidus pondérés, la
méthode TG n’a pas besoin d’utiliser des fonctions de pondération particulieres et encore moins
de déterminer des parametres pour optimiser la précision.

Apres avoir présenté les méthodes stabilisées les plus utilisées dans la littérature, nous nous
penchons maintenant sur la technique de Galerkin discontinue, tout aussi intéressante, qui ne
présente ’ajout d’aucun terme de stabilisation.
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1.3.5 La méthode Galerkin Discontinue (GD)

Elle a été introduite par [Lesaint-Raviart 1974] pour des problémes hyperboliques du premier
ordre et par [Jamet 1978| pour des problemes paraboliques. Trés peu d’auteurs se sont penchés
sur le traitement du terme de diffusion [Oden et al. 1998, Baumann-Oden 1999]. Depuis quelques
années, la méthode de Galerkin Discontinue a été appliquée avec succes sur des problemes pa-
raboliques [Jamet 1978, [Thomée 1997 et hyperboliques du premier ordre [Lesaint-Raviart 1974].
Elle présente un grand intérét dans la résolution approchée des problemes de fluides viscoélastiques
[Baranger-Sandri 1996].

Cette technique consiste de facon générale a interpoler les inconnues du probleme par des
fonctions polynomiales pour lesquelles aucune condition de continuité n’est exigée aux interfaces
entre les éléments.

Deux grandes familles de discrétisation en ressortent a travers de nombreuses publications:

* un modele spatial discontinu,
* et un modele spatio-temporel discontinu.

1.3.5.1 Modele spatial discontinu

a) Applications diverses

S’inspirant de I'idée de base de cette technique, chaque auteur I'interprete a sa maniere en I'ap-
pliquant sur des problemes divers avec des approximations variées :

e Pour appliquer la méthode de Galerkin Discontinue sur une équation de convection/dif-
fusion en 1D, certains utilisent 'approximation polynémiale de u sur chaque élément (). :

Pe
a=)  uf Ni(x)
k=0

avec des fonctions d’interpolation Ni qui sont des monomes z* de degré k . Il est intéressant
de savoir que ces fonctions peuvent également étre soit des polynomes N, de degré inférieur ou
égal & pe, soit des polynomes orthogonaux [Biswas et al. 1994] et, d’autre part, qu’on n’est pas
obligé de prendre le méme degré polynomial sur chaque élément de la triangulation €.

e [Baranger-Sandri 1996] reprennent la méthode GD introduite par [Lesaint-Raviart 1974]
en vue d’étudier I’équation de convection de type ([1.111f), équation présentant un grand
intérét dans la résolution approchée des problemes de fluides viscoélastiques.

{ (u.V)o + aoc = f

(1.111)
o =g swl ={zel,n.ulx)<0}

L’approximation de cette équation va se faire en introduisant 1’espace des polynémes Py (K) de
deux variables de degré au plus k, sur ’élément K de la triangulation. La méthode GD consiste
alors & approcher 'inconnue o par:

o€V, = {TeL2(Q); 7K € Pi(K) VKth}

solution de ”3Joy, € V, tel que B(u,04,7) = (f,7) Vr eV
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avec B(v,o7)= Y <(U.V)J+a0>7+ > /m(a;—a;)fj In.v| ds (1.112)

KeQp KeQy

Cette méthode fournit des estimations d’erreur en h*+1/2. L’analyse de cette méthode donne des
résultats d’existence et de convergence de la solution approchée tandis que les résultats d’unicité
s’obtiennent en déduisant la continuité du terme frontiere (deuxiéme terme du membre de droite

de ([T112)).

e [Biswas et al. 1994] construisent une méthode éléments finis pour la solution de la loi de
conservation hyperboliqueen 1D et 2D . Pour la discrétisation spatiale, ils utilisent
une base de polynémes de Legendre par morceaux approchant la solution; ces polynoémes
étant continus sur chaque élément mais pouvant étre discontinus aux frontieres inter-élément.
La discrétisation temporelle est basée sur la méthode Runge-Kutta [Cockburn et al. 2000].

d
u + Y fiu)e, oud=1,2. (1.113)
=1

e D’autres auteurs préferent étudier les problemes de diffusion [Oden et al. 1998], logique-
ment étendus a ceux de convection/diffusion [Baumann-Oden 1999 :

Leur méthode est basée sur une approximation classique GD du terme de convection. Pour le
terme de diffusion, leur modele permet d’imposer faiblement des continuités sur les frontieres
inter-élément, entrainant ainsi une discontinuité du champ solution et du flux a travers ces in-
terfaces. Ils optent aussi pour une interpolation polynémiale de degré inférieur ou égal a p.

Ils considérent un probléme du second ordre de convection/diffusion caractérisé par 1’équation
différentielle suivante :

~V.(AVu) +V.(Bu) +ou = S  dans Q c R?

u = f sur I'p (1.114)
(AVu).n = g sur I'p

ot B € (L>®(R2))? est le vecteur flux qui peut avoir des discontinuités de contact, o € L>(Q),
o >0dans Q et A € (L2(2))%? est la matrice de diffusivité.

La frontiere I' est composée de deux parties disjointes I'p sur laquelle des conditions de Dirichlet
sont imposées et I'y sur laquelle des conditions de Neumann sont imposées (figure [1.14)).

Fi1G. 1.14 — Cinématique du probléme : domaine et frontiéres [Baumann-Oden 1999].



42 CHAPITRE 1. PRESENTATION DU MODELE THERMIQUE INSTATIONNAIRE
Une hypothese est également faite concernant le flux entrant sur la frontiere I'™:
I'p2>I'™ = {x el tqg fn(z) < 0}

Une formulation consistante du probleme ([{1.114)) est donnée par son développement variationnel :

Trouver u € W () tel que B(u,w) = L(v) Yv e W(Qy,) (1.115)

Cette formulation est globalement et localement conservative. L’existence de la solution de
(1.115]) peut-étre établie par le théoreme classique de Lax-Milgram généralisé [Aziz-Babuska 1972].

La stabilité de la solution est 1’'une des caractéristiques les plus importantes de la méthode GD
pour la solution des problemes de convection/diffusion.

Remarque 1.15 Pour plus de détails concernant l’obtention de B(u,v) et L(v), le lecteur pourra
se référer auz travaur de [Baumann-QOden 1999].

Les problemes de transport convection/diffusion présentent habituellement de violentes va-
riations quand on passe de zones a diffusion dominante vers des zones a convection dominante.
Pour les problemes & diffusion dominante, I’erreur est mieux mesurée en norme H'! puisque
les lois physiques associées dépendent du gradient solution (comme le transfert de chaleur, la
contrainte visqueuse) tandis que pour le transport & convection dominante, 'erreur est mieux me-
surée en norme L? (avec des variables physiques fondamentales dépendant quasi-exclusivement
des valeurs de la solution plutét que de celles de son gradient).

b) Comparaison entre méthode Galerkin continue (GC) et discontinue (GD)

L’étude faite par [Baumann-Oden 1999] est tres intéressante puisque ces auteurs ne se contentent
pas de détailler le modele GD (ainsi que ses propriétés) sur un probleme général de convec-
tion/diffusion mais dressent également une étude comparative entre la méthode Galerkin conti-
nue et le modele discontinu sur plusieurs problemes de convection/diffusion.

Deux problemes scalaires de convection/diffusion sont présentés ici: le premier est singulierement
perturbé tandis que le second possede un point décisif.

e Le domaine étant partitionné en 10 éléments (avec une taille de maille h = 1/10), on

considére un probléme de convection/diffusion singulierement perturbé avec a = B (a=1073)
€
et S={0,1}:

2
—a@ + Ou = S sur [0,1]

Ox? Oz (1.116)
u(@0)=1 et u(l)=0

exp(2) 1
exp(é) -1
Les figures|1.15(a)| et |1.15(b)| montrent les solutions numériques obtenues a l’aide de la méthode

GC et la méthode GD en faisant varier le degré de l'interpolation polynémiale p. On remarque
que les oscillations de la méthode GC polluent le domaine tout entier alors que la méthode GD

La solution exacte est donnée par u(z) = {1,z} —
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présente seulement de petites oscillations sur les éléments les plus & droite sans polluer le reste
du domaine. Ceci est trés important pour les stratégies adaptatives (adaptation du maillage)
parce que les indicateurs d’erreur pour la technique GD sont tres simples et précis (en ’absence
de solution oscillante).

08k

08 |

04

02+

(a) Galerkin continu (b) Galerkin discontinu
Fia. 1.15 — Comparaison avec S =1 et P, = 100 [Baumann-Oden 1999].

e Considérons maintenant la solution du probleme de convection/diffusion avec un point
décisif dans le milieu du domaine. Le probleme dit de Hemker est donné par:

2
a@fz; + :p@ = —an’cos(mz) — maxsin(rz) sur [0,1]
Oz O (1.117)

u(-1)=—-2 et u(l)=0

-1
T 1
La solution exacte est donnée par u(z) = cos(mz) +erf | — | * erf | — .
par u(a) = cos(ra) +enf () et ()

En prenant o = 10710 et h = 1/10 et en faisant varier le degré de 'interpolation polynémiale p,
les figures |1.16(a)| et [L.16(b)[ montrent les solutions numériques du probleme obtenues respecti-
vement par une méthode GC et une méthode GD.

25 T T T T 25
2}
15
1k
05

ol

1 4 1 X L 1 1 1
0.2 04 08 o8 1 0 0.2 04 08 0.8 1

(a) Galerkin continu (b) Galerkin discontinu

FIG. 1.16 — Probléme dit de Hemker avec o = 10710 et h = 1/10 [Baumann-Oden_1999).
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Ces résultats montrent que la solution exacte est mieux représentée en utilisant des fonctions
discontinues dont les oscillations disparaissent; autrement dit, la méthode GD s’applique mieux
que la méthode GC pour ce type de probleme.

= L’étude de la stabilité et les tests numériques montrent qualitativement la supériorité des
solutions discontinues sur les solutions Galerkin continues pour ces problémes. En comparai-
son a d’autres techniques qui utilisent de la diffusion artificielle pour améliorer la stabilité des
approximations Galerkin continues, la méthode GD n’introduit pas de termes dépendant de la
taille de maille dans les équations gouvernantes.

Remarque 1.16 L’évaluation du taur de convergence est ausst envisagé pour le probléeme de
convection/diffusion suivant :

d%u ou

e s + T = a(4m)? sin(dra) + 4w cos(dmx) sur0,1]
u(x) =0 pour x=0etx=1 (1.118)
Solution exacte: Uey(x) = sin(4mx)
| o
=g
bs -
o — B =
gI
1e-05
1e-10 |' I , ‘
8 18 o 32 64
Fic. 1.17 — Taux de h-convergence pour o = 10? [Baumann-Oden 1999].
Le taux de h-convergence (Convergence Ratio) est établi par :
log(esy /ep
CRy, = glE)gQ(Q/)) avec ep =|| up — Uex |lw; (1.119)

La ﬁgure montre le tauz de h-convergence obtenu pour des maillages uniformes avec o = 102.
Le taux de convergence asymptotique avec la norme H' est de I'ordre de O(hP). Par contre, pour
a = 1072, lerreur est mesurée en norme L? avec un tauz de convergence de l'ordre de O(hPT!).

c) Quelques propriétés de la méthode

Diverses propriétés de la méthode GD ressortent. On a pu voir qu’elle pouvait facilement
s’adapter pour le calcul parallele.

Des propriétés de continuité et de dérivabilité par rapport au champ de convection sont
déduites du terme frontiere de la méthode de [Baranger-Sandri 1996]; propriétés notamment
applicables au probleme d’unicité dans 'approximation des fluides visqueux.
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Des estimations d’erreurs spatiales a posteriori sont obtenues par une technique de h et/ou
p-raffinement [Biswas et al. 1994] indiquant ou le maillage devrait étre raffiné et/ou ou le degré
de l'interpolation polynémiale devrait étre ajusté pour enrichir la solution numérique. L’uti-
lisation de p-raffinement (augmentation du degré d’interpolation des fonctions d’interpolation
[Zienkiewicz-Taylor 1989]) et h-raffinement (diminution de la taille de maille la ot les phénomenes
ne sont pas correctement capturés c’est a dire la ot la marge d’erreur est trop importante
[Zienkiewicz-Taylor 1989]) adaptatifs permettent de réduire le cott de calcul de la méthode;
entrainant ainsi l'efficacité et la viabilité de la méthode. [Biswas et al. 1994] envisagent méme
de combiner ces deux techniques d’adaptation en hp-technique afin d’encore mieux optimiser le
temps de calculs aussi bien dans les régions ou la solution est lissée que discontinue.

La méthode de [Oden et al. 1998] s’appuie sur des h,p et hp-approximations (combinaison
des h et p-approximations: on adapte a la fois la taille de maille et le degré d’interpolation;
Pestimation de lerreur se fait avec des majorations exponentielles) et peut étre appliquée sur
n’importe quel type de maillage. Une estimation d’erreur a priori et des expériences numériques
sur ces probléemes indiquent que la méthode est robuste, d'une grande précision et capable de
donner des taux de convergence exponentielles ainsi que des approximations conservatives.

1.3.5.2 Modele spatio-temporel discontinu

Cette méthode spatio-temporelle discontinue a récemment été développée pour résoudre les
problemes d’évolution. Nous ’avons déja introduite au paragraphe|1.3.2.2|lors de la présentation
de la méthode ST/GLS, basée entre autre sur cette approche.

L’idée est d’utiliser une formulation éléments finis pour discrétiser dans le domaine temporel
et permettre aux champs inconnus d’étre discontinus au niveau du temps discrétisé [Thomée 1997]

[Cockburn et al. 2000, [Hughes et al. 1989, [Werder et al. 2001].

a) Rappels bibliographiques sur les éléments finis espace/temps

Généralement, les discrétisations en espace et en temps sont découplées pour résoudre numéri-
quement des problémes mathématiques ayant pour inconnue une grandeur A dépendant de sa
position (z) et du temps (¢).

L’idée de la méthode des éléments finis espace/temps est de résoudre simultanément les
problemes en espace et en temps. Par conséquent, la variable temps ¢ sera considérée au méme
titre que les variables d’espace z. Il s’agit alors de rajouter une dimension supplémentaire au
probléeme qui serait vu comme un probléme spatial seul. Dans ces conditions, on introduit une
nouvelle variable position-espace & = (x,t) avec € Qg = Q x [0,f], Q4 étant le domaine

espace/temps (figure [1.18)).

Par exemple, si nous considérons le probleme thermique réduit uniquement au transport d’un
front thermique, ce dernier va s’écrire sous la forme :
Trowver T'(z,t) tq V(z,t) € Q x [0,] :

% +TNT = 0 sur Q2x]0, ¢

T(xz,0) = To(x) sur 2 x {0} (1.120)
T(x,t) = g(z,t) sur 00~ x]0, ¢[

00~ = {x o, V(x).n(x) <0}
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l0.1]

N HHEH

F1G. 1.18 — Domaine espace-temps Qs = Q X [0,t].

Ce qui revient a négliger les phénomenes de diffusion et de dissipation de 1’équation de la cha-
leur (1.4), avec k =0 et w ~ 0.

. 0
L’introduction de l'opérateur ”position-espace” V = <v’8t> permet de réécrire le systeme

(1.120)) en posant T = (V',1), c’est & dire:

Trouver T'(x) tq VI € Qg :

E)% = TVT + %1; =0 sur Qx]0,¢[
T(2) = §(z) sur 9 (Q2x]0,¢[)~ (1.121)
L 9Qx]0,t)~ = {& € d(Qx]0,¢]), T (£).7(¥) < 0}

Remarque 1.17 Le probléme (1.121)) est analogue au probléme de convection pure instation-
. — = . L . . , .

naire v.V1T = 0, auquel on a rajouté une dimension supplémentaire. Sous cette forme, les

techniques classiques de discrétisation par éléments finis peuvent s appliquer pour déterminer le

champ inconnu T(&) sur Qg. Bien évidemment, lutilisation d’une résolution de type éléments

finis impose dans un premier temps de construire un maillage du domaine spatio-temporel Qg

(figure .

t o
I"It

n-1

t

FiG. 1.19 — Maillage composé d’éléments spatio-temporels K* en 2D [Kim_2001).
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Remarque 1.18 Interpolation discontinue en temps.
Le choiz d’une interpolation discontinue en temps conduit de fagcon avantageuse a la résolution
par balayage en temps d’un probléme écrit sur une tranche Qx|t;tiz1][.

En revanche, le choix d’une interpolation continue en temps se traduit par une résolution
globale du probléme sur l’ensemble du domaine spatio-temporel Q x ]0,t[. Si l’on bénéficie d’une
résolution regroupant en une seule €étape le probleme en espace et le probléme en temps, cette
méthode nécessite pourtant de résoudre de tres gros systemes. Il est alors nécessaire, au risque de
la rendre inefficace, de l’associer a des techniques de résolution et de stockage bien appropriées.

En raison de ses avantages, la méthode de découplage des approximations en temps et en

espace (dans une véritable formulation éléments finis spatio-temporelle) associée a une interpo-
lation discontinue en temps a été reprise par de nombreuzr auteurs [Kim 2001).

b) Domaines d’application

Comme pour le cas spatial, 'utilisation du modele spatio-temporel discontinu est trés diverse.

e Elle est, par exemple, bien adaptée pour résoudre les problemes de structure dynamique
[Li-Wiberg 1996] de forme générale M ii(t) + Cu(t) + K u(t) = F(t) avec une approximation
Py /Py en déplacement/vitesse (offrant de bonnes propriétés de stabilité et de convergence) et
pour les problémes viscoélastiques (modele de Malvern) [[desman 2000].

e Quelques auteurs s’intéressent a des problemes plus généraux comme les problemes parabo-
liques [Thomée 1997], le probleme scalaire de convection/diffusion/réaction [Freund 2001] mais
aussi aux propriétés de stabilité rencontrées lors de 1’étude de ’équation de la chaleur sous sa
forme classique [Makridakis-Babuska 1997] et sous sa forme ”forward-backward” [French 1998].

e Pour résoudre I’équation de transport ((1.120)), [Batkam 2002] utilise un schéma de discrétisa-
tion spatio-temporelle dont les particularités sont :

— Pour la discrétisation spatiale, la température est interpolée par des fonctions discontinues

— Pour l'intégration temporelle, utilisation d’une interpolation constante Py par tranche tem-
porelle ]t;,t;y1[ (c’est le modele le plus simple pour des fonctions discontinues).

De plus, pour la construction de ce schéma temporel, [Batkam 2002] s’appuie sur une technique
de maillage structuré en temps (c’est a dire que la base temporelle est orthogonale au domaine
spatial) avec une interpolation discontinue en temps des champs inconnus.

x Maillage structuré en temps

L’intervalle de temps ]0,t[ se compose de la réunion des intervalles |t;,t;41[ pour ¢ € [0, N — 1].
fo est une discrétisation du domaine Q¢ = Qx]0,t[ en éléments spatio-temporels K* qui sont
tous des prismes (figure [1.20)), avec K* = K x]t;t;11] et:

Qt = U K = U K x Jitial  Vielo,N-1]. (1.122)
K eQy K ey

* Interpolation Py en espace/temps

L’auteur choisit d’interpoler I'inconnue T par des fonctions discontinues, constantes par élément
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N = <

NN N N . K =k x[t,1.,]
Q: ){ — =t

FiG. 1.20 — Maillage Qg composé d’éléments spatio-temporels K en 2D [Batkam. 2002].

spatio-temporel K*. Ce choix recouvre en fait deux approximations:
— une interpolation constante par rapport aux variables d’espace z: T € Py(K),
— une interpolation discontinue constante par rapport au temps t: T € Py(Jt;,ti+1])-

Remarque 1.19 Avec ce modéle, la dérivée sera €valuée comme une dérivée spatiale.

ot
oT

Comme —— n’est pas continue sur |0,t[, elle sera donc évaluée dans un sens plus faible, ce-

lui des distributions sur Qg . La principale originalité de ’approche par éléments finis

espace/temps discontinus réside tout particulierement dans le traitement du terme de dérivation.

Ty,

= = |K| (T% — Tt v T =T i . 1.123
Bt 1Kttt K| (T} =Ty ) ou Tk =Ty ( )

* Bilan de discrétisation de I’équation de transport (|1.120))

Etant donné T};l, trouver T}A< tel que pour tout K¢ € Q5! le systéme suivant soit vérifié:

K| (T =Ti ") = (tin—t) Y (T — Tieem) / (v.7)" ds = 0 (1.124)
FedK F

Remarque 1.20 L’nterpolation Py en temps peut étre enrichie avec ordre d’interpolation tem-
porelle plus élevé, qui conduit a une solution locale plus précise [Batkam 2002).

e [Freund 2001] explique comment combiner les caractéristiques des formulations continues
et discontinues pour éviter une augmentation excessive de la taille du probleme discrétisé. L’ap-
proximation est choisie discontinue uniquement sur la partie de 'interface de I’élément ou les
éléments de tailles différentes se rencontrent ou sur laquelle la continuité est difficile & satisfaire
pour d’autres raisons.

e D’autres optent pour des versions hp-GD [Werder et al. 2001] (obtenue & partir d’une hp-
discrétisation spatiale continue), pour des adaptations de maillage [Idesman 2000] (h-raffinement)
ou du ”time-stepping” [Li-Wiberg 1996] (une procédure adaptative time-stepping est développée
pour sélectionner la taille appropriée du pas de temps en utilisant les sauts de déplacement /vitesse
dans la norme totale d’énergie ), sans oublier ceux qui postulent pour une version parallele
[Idesman 2000].
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c) Etude comparative

En comparant la méthode GD proposée dans [Li-Wiberg 1996] a la solution analytique, il
en ressort qu’elle est bien adaptée pour son type de problémes (& structure dynamique) sachant
qu’elle filtre les effets des modes parasites.

En comparant sur des exemples numériques la méthode GD développée par [[desman 2000]
a I’approche Galerkin continue, il apparait qu’elles sont toutes les deux recommandées pour les
problemes viscoélastiques avec des conditions initiales et aux limites régulieres mais, en général,
la version discontinue est plus flexible et s’avere préférable pour les problemes ayant des condi-
tions initiales et aux limites discontinues ou pour des solutions présentant de larges gradients.

d) Propriété de stabilité

La méthode temporelle éléments finis Galerkin possede une bonne précision (3¢ ordre) et des
propriétés de stabilité [Li-Wiberg 1996]; son implémentation numérique n’est pas difficile et les
plus hauts cotits de calculs sont compensés par I'utilisation de grands pas de temps. [French 1998]
et [Makridakis-Babuska 1997] s’orientent vers deux espaces d’approximation X,I; (espace de po-
lynémes de degré < p continus par morceaux sur la grille spatiale et s’annulant aux extrémités
de cette grille) et Dg (espace de polynéomes de degré < ¢ continus par morceaux sur la grille
temporelle et pouvant étre discontinus a t = t;).

[Makridakis-Babuska 1997] montrent que la projection éléments finis associée a leur méthode
est stable vis-a-vis d’une norme dépendant du maillage (norme discréte analogue & celle de L2
en espace-temps) et en déduisent une erreur optimale bornée dans L?([0,t]; L?(£2)) pour p > 1
et ¢ > 1. En fait, ces résultats sont basés sur leur nouvelle condition inf-sup de Brezzi-Babuska
qui doit se vérifier avec leur norme et leur espace d’approximation.

Quant a [French 1998], il développe deux estimations sur la précision de leur schéma (pour
p>1letqg>1et pour p>1etqg=0), en supposant la solution du probleme suffisam-
ment réguliere. Cependant il remarque la chose suivante: si on prend p = q et h = k dans
| (u—U)elfy + D(u—U)* < C(k+ hPT) Vg =0 (comme il serait naturel pour linterpola-
tion), la norme L? des dérivées spatiales est bornée par O(hP) qui est optimal.

1.3.5.3 Conclusion

Au cours des expériences numériques, il apparait que la méthode Galerkin Discontinue est
plus fiable que la formulation Galerkin standard et méme que la méthode SUPG, en construisant
des schémas stables, d’une grande précision et faciles & implémenter. De plus, elle s’étend dans
de vastes domaines comme les problemes de convection/diffusion, les problemes viscoélastiques,
les problemes dynamiques, paraboliques, hyperboliques, avec a ’appui deux grandes techniques
(une discrétisation spatiale ou une discrétisation espace-temps simultanée).

Son originalité vient du fait qu’elle peut étre combinée a des techniques de raffinement ou
d’adaptation du maillage (h, p et hp) et étre élargie a une version paralléle.
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1.4 Conclusions

Dans ce premier chapitre, nous avons vu comment modéliser classiquement le probleme ther-
mique instationnaire, avec la température comme inconnue.

Nous nous sommes intéressés a la résolution numérique de ce probléeme thermique en détaillant
I’approche la plus connue et la plus utilisée, la méthode Galerkin standard munie d’éléments
finis linéaires P;. Cette derniere rencontre cependant des difficultés pour traiter les chocs ther-
miques et géneére des instabilités pour des probléemes fortement convectifs.

Une possibilité consiste alors a lui associer la thermique asynchrone afin de ”lisser” le
choc thermique et d’obtenir un champ de température acceptable. Cette méthode de thermique
asynchrone utilise en fait un pas de temps suffisamment grand, de maniere a ce que la diffusion
créée atteigne la seconde couche de noeuds sous la surface et évite ainsi les oscillations spatiales.
Elle donne des résultats satisfaisants pour des problemes linéaires ou faiblement non linéaires,
mais aussi au cours de la simulation des procédés de trempe de pieces forgées. Néanmoins cette
technique reste intéressante tant que le choc n’est pas trop violent.

Pour résoudre efficacement des problemes linéaires ou faiblement non linéaires, la méthode
de diffusion partitionnée est recommandée. En 'occurrence, pour ce type de probleme, cette
technique peut étre assimilée a ’approche Galerkin standard combinée a la thermique asyn-
chrone. Par contre, contrairement a la thermique asynchrone, elle présente un grand intérét
pour résoudre les problemes fortement non linéaires, avec changement de phase comme lors du
processus de solidification : elle se révele tres performante et beaucoup plus robuste. Toutefois,
méme si elle s’integre facilement dans n’importe quel code de calculs, il ne semble pas nécessaire
d’envisager cette technique de résolution pour notre étude qui, en ’occurrence, concerne des
problemes faiblement non linéaires (processus de forgeage a chaud et a froid).

Par la suite, nous avons étendu la recherche bibliographique en évoquant diverses techniques
de résolution pour des problémes plus généraux de convection/diffusion, afin de trouver dans la
littérature une méthode plus adaptée a la résolution de notre probleme thermique, dans le cas
des procédés de la mise en forme des métaux.

Il s’avere que les méthodes stabilisées permettent de s’affranchir des difficultés rencontrées
par les approches Galerkin standard pour le traitement des problemes de convection/diffusion.
Nous avons vu que ces méthodes consistaient a rajouter un terme de stabilisation s’apparen-
tant & une diffusion artificielle dans la formulation faible du schéma Galerkin standard. Lorsque
le terme de convection est prépondérant, ces méthodes ont de bonnes propriétés de stabilité.
Cependant, elles aboutissent a des systemes linéaires non symétriques et peuvent poser des
problemes de consistance.

La méthode de Taylor Galerkin, qui peut-étre vue comme une des méthodes stabilisées,
donne des schémas d’une grande précision avec de bonnes propriétés de stabilité, et qui plus est,
elle est facile & implémenter.

Une méthode plus connue est la méthode de Galerkin Discontinue. Dans une gamme
trés large de problemes, la méthode Galerkin Discontinue, facilement programmable, offre de
bonnes propriétés de stabilité et de robustesse (généralement combinée a des adaptations et/ou
raffinements de maillages). Elle permet également de répondre efficacement aux probléemes d’os-
cillations rencontrées par la méthode standard pour le traitement de forts gradients thermiques.
De plus, elle s’adapte aux calculs paralleles sans trop de difficultés.
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Bien que nous puissions retenir la méthode des volumes finis en nous limitant & 1'utili-
sation d’un code de calcul 3D éléments finis pour la simulation du procédé de forgeage a chaud,
nous ne pouvions finir ce premier chapitre sans I’évoquer. En effet, cette technique est couram-
ment employée pour résoudre les problemes thermiques. [Mohan-Tamma 1994] s’intéressent aux
problemes thermiques non linéaires transitoires en combinant les deux approches éléments fi-
nis/volumes finis par une stratégie d’adaptation du pas de temps en vue de conserver les criteres
de stabilité et de précision du schéma d’intégration temporelle.

De ce travail, il en ressort que les méthodes de Taylor Galerkin et de Galerkin Disconti-
nue sont les plus intéressantes pour résoudre notre type de probleme thermique instationnaire.
D’ailleurs, [Pichelin-Coupez 1999] les ont associées, pour la résolution de problémes mixtes.
Cette technique fera entre autre I’objet du chapitre suivant. En effet, le deuxiéme chapitre sera
consacré a la résolution des problémes thermiques instationnaires en considérant, cette fois, une
formulation mixte, qui aura la particularité de s’affranchir des limitations des méthodes stabi-
lisées. Nous verrons qu’en introduisant ces méthodes mixtes, elles ont ’avantage de résoudre
les problemes d’instabilités causées par des approches Galerkin standards sans introduire un
quelconque terme stabilisant.
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Chapitre 2

Modélisation et résolution du
probleme thermique mixte
instationnaire

D’un point du vue général, les méthodes mixtes sont basées sur une formulation a deux
ou plusieurs champs du probleme a résoudre. Elles ont d’abord été introduites pour résoudre
le probleme de Stokes [Brezzi-Fortin 1991}, [Ern-Germond 2000] et leur théorie est aujourd’hui
largement diffusée dans ce domaine.

Par contre, a notre connaissance, peu de travaux existent a ce jour concernant les problemes
de convection/diffusion. C’est pourquoi, dans ce chapitre, nous introduisons la formulation mixte
4 deux champs (la température T et le flux de chaleur ¢’) du probleme thermique instationnaire.
Nous verrons que cette formulation est mieux adaptée pour résoudre ce type de probleme.

L’objectif de ce manuscrit étant d’améliorer la précision de la résolution du modele ther-
mique lié au forgeage en développant une technique plus fiable que ’approche Galerkin standard
combinée a la thermique asynchrone, nous reprenons ici deux modeles utilisant la méthode de
Galerkin Discontinu, introduite par [Lesaint-Raviart 1974] et présentée au chapitre 1 (§
Développés dans le cadre de la résolution de I’équation de la chaleur instationnaire, il s’agit du
schéma de Taylor Galerkin Discontinu et du modele Galerkin Discontinu Implicite.

- Le schéma de Taylor Galerkin Discontinu explicite a été développé par [Pichelin 1998)|
pour traiter efficacement le probléeme thermique en injection des polymeres. Il a par la suite été
implanté et validé par [Aliaga 2000] pour des applications de traitement thermique de pieces en
acier, coulées ou forgées. Dans une premieére partie, nous adaptons ce schéma (prise en compte
du contact et du frottement entre la piéce et les outils, en conséquence la déformation et le
transfert thermique conductif) afin de pouvoir tester la nouvelle version sur des cas purement
thermiques de forgeage (transferts conductifs) ainsi que sur des cas de déformation. La formu-
lation mixte thermique est associée & des éléments finis mixtes discontinus Py/ Py ainsi qu’a un
développement de Taylor explicite.

- Puis nous proposons une amélioration de cette méthode, le modele Galerkin Discon-
tinu Implicite, en nous appuyant sur les travaux de [Batkam 2002] qui utilise un schéma
spatio-temporel muni d’éléments finis espace/temps discontinus. Ce modele, muni d’une for-
mulation plus locale avec I’élément fini mixte Py/ POJr et d’un schéma d’Euler implicite, prendra
en compte les conditions aux limites thermiques de type conduction et la déformation de la piece.

Ces deux modeles sont ensuite validés et comparés sur des cas tests présentant une solution
analytique, et enfin testés sur des applications 3D simples (avec et sans déformation).
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2.1 Formulation mixte du probleme thermique a 2 champs:
la température et le flux de chaleur

Ecrivons le probléeme thermique instationnaire sous une formulation mixte a deux champs
inconnus avant d’évoquer les deux techniques de résolution.

2.1.1 Equations

A partir des équations et , la discrétisation du probléeme thermique peut étre
abordée différemment. La méthode de Galerkin, déja présentée dans la section englobe la
loi de Fourier dans I’équation de la chaleur afin d’obtenir une forme irréductible de
I’équation de la chaleur avec une seule inconnue, la température T'.

En choisissant de garder les deux équations, on opte pour une formulation dite "mixte”. Le
probleme thermique sera alors modélisé par une formulation & deux champs: la température T
e
et le flux de chaleur ¢’ (ou encore la température T et le gradient de la température V7'):

pcaa—f—i— divy = w (a)
sur 2x]0,¢] (2.1)
7 = — kVT (b)

Cette formulation a deux champs permet de mieux représenter les gradients. De plus,
elle permet d’imposer moins de dérivabilité aux champs inconnus. Par conséquent, le degré des
fonctions d’interpolation pourra étre choisi plus faible qu’avec une formulation Galerkin standard
a un champ.

2.1.2 Conditions initiales et aux limites
Afin que le systéme d’équations ({2.1)) soit mathématiquement bien défini, nous devons ra-
jouter un ensemble de conditions initiales et aux limites.

2.1.2.1 Conditions initiales

Pour ce probleme thermique, la température et éventuellement le flux doivent étre connus a
Iinstant initial. C’est ainsi que nous choisissons une écriture simplifiée des conditions avec:

T="T,
2.2
T (2:2)

2.1.2.2 Conditions aux limites

Pour ce qui est des conditions aux limites, elles restent les mémes que celles évoquées dans
le premier chapitre (§ . Il y aura donc des conditions aux limites de type Dirichlet (avec
la température ou le flux imposé(e) ) ainsi que des conditions aux limites de type conduction et
convection/rayonnnement, pour définir le contact piece/outil et piece/air.

2.1.3 Formulation mixte

Finalement, les équations régissant le probleme thermique mixte instationnaire se résu-
3N . N . , — . 3
ment de la maniére suivante: le probleme mixte en température T'/flux ¢ est constitué de
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I’équation de la chaleur, de la loi de Fourier ainsi que des conditions initiales et aux limites:

T RN . , .
peor + divg = w dans 2x]0,¢] équation de la chaleur

— o . .
¢ = — kVT dans Qx]0,t[ loi de Fourier

T =Ty, et 4= 0 conditions initiales

T = Timp sur I'1x]0,¢]

conditions de Dirichlet (2:3)
7.7 = Gimp sur I'yx]0,¢]
G = heg(T —Tyy) sur I'3x]0,] condition de conduction
qT.n = h(T —T.y) sur [yx]0t
h = hey + hy condition de convection/rayonnement
hy = € 0p (T + Togy) (T? + T2,)

Le probléme ([2.3) représente la formulation mixte forte du probléme thermique instation-
naire : & chaque pas de temps, un calcul du flux de chaleur se rajoute a celui de I’équation de la
chaleur.

Maintenant que cette formulation mixte est établie, nous pouvons passer a la résolution
numérique qui fait 'objet de la prochaine section.

2.2 Résolutions numériques: méthodes de type (Galerkin Dis-
continu

METHODES DE GALERKIN DISCONTINUES : TGD ET GDIMP
Nous présentons, dans cette partie, deux modeles numériques basés sur la méthode Galerkin
Discontinue munie de 1’élément fini constant Py :

— le schéma Taylor Galerkin Discontinu Explicite, noté TGD (§2.2.1)),
— et le modele Galerkin Discontinu Implicite, appelé Gdimp (§[2.2.2)).

2.2.1 Le schéma Taylor Galerkin Discontinu Explicite: TGD

Le schéma TGD combine les avantages d’une méthode spatiale de Galerkin Discontinue,
basée sur I’élément fini de plus faible degré Py et d’une intégration temporelle de haut degré de
Taylor (le degré n = 3 étant suffisant pour obtenir la stabilité du schéma).

De maniere simplifiée, la méthode TGD est une méthode explicite qui correspond, en fait,
4 un schéma & deux pas: le premier pas calcule le fluxq avec (2.1lb) et le deuxieme résout

explicitement I’équation de la chaleur en calculant e (12.1a).

Pour modéliser correctement les diverses étapes de mise en forme d’une piece forgée, quelques
modifications seront donc nécessaires pour appliquer ce schéma. Il faudra notamment prendre
correctement en compte la déformation de la piece et gérer au mieux I’ensemble des conditions
aux limites. Avant d’introduire la version TGD adaptée a I’étude du forgeage, nous rappelons
succinctement la description du schéma développé par [Pichelin-Coupez 1999).
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2.2.1.1 Discrétisation spatiale: schéma éléments finis discontinus

e Interpolation mixte de bas degré: schéma Py/ Py

Lors de la résolution du probleme thermique, il faut tenir compte des chocs thermiques et
envisager l'existence de forts gradients thermiques. Le choix de I'espace d’approximation du
champ de température est donc tres important.

Tirant profit de I'interpolation mixte qui permet d’imposer moins de dérivabilité aux champs
inconnus, [Pichelin-Coupez 1999] proposent un ordre d’interpolation le plus bas possible: les
constantes par élément. La figure illustre I’élément Py/ Py en température/flux:

e Interpolation en température

(O Interpolation en flux

F1a. 2.1 — Configuration 2D de l’élément fini mixte Py/Py en température/fluz.

Des espaces fonctionnels adéquats vont donc étre introduits pour exprimer correctement
cette interpolation discontinue:

* La température T est interpolée par des fonctions constantes par élément :

Th = > Thyr TheW, (2.4)
KCQp

Ty, : Vinterpolation Py de la température T,

Wy, ={T) € LQ(Q),Th‘K € Py(K) VK € Qp, } espace d’approximation pour T,
ou
Qp, : une triangulation de 2 décomposée en K simplexes,

Thl « - la valeur moyenne de la température 7' sur ’élément K avec:
7 T ! / T(x) d (2.5)
h e K = v €T U . .
" K| Jk

A~ IR . » — . —
*x De la méme maniere, nous avons interpolé le flux ¢ par des fonctions ¢; constantes
par élément :

an, € [Wh]* = F. (2.6)

e Définition du gradient et de la divergence d’une interpolation Py

Une difficulté immédiate apparait en utilisant cette méthode Galerkin Discontinue. Comme
—
T n’est pas continue, le terme V71 ne peut plus étre défini au sens fort sur €. Il faut donc
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I’évaluer dans un sens plus faible, celui des distributions sur 2 :

< VTh ¢ >q = —/QThdiwdQ = —/FThw.ﬁds Vi e [DQ)) (2.7)
= — ThK”(ﬂ.ﬁdS

= - (T3] 5 V.l ds (2.8)
Fga:K K/F *

Ainsi, afin d’approcher le gradient et la divergence d’une interpolation Py, nous utilisons les
deux opérateurs introduits par [Coupez-Baranger 2002] :

.
— lopérateur gradient discret Vj, : W, — [W},]? permettant donc d’approcher le gradient
d’une interpolation Py avec:

RN 1
ViTh = — == > wi [Tk [F| 7k (2.9)

Kl pi

[T},)% désigne le saut de T), & travers la face F' suivant la normale 7% extérieure sortante
de I’élément K. Représenté sur la figure (2.2)), ce saut est défini par:

Tk = Y. T Tk (2.10)
K'e Q(F)

ou Q(F) représente le domaine formé par les éléments de K qui partagent la méme face
F'. Les coefficients wf; désignent des poids attribués aux éléments K adjacents a la face F
et vérifiant Z Wl =1.

K'CQ(F)

Surface ||F|| Face F

Fic. 2.2 — Calcul du saut a linterface de deux éléments.

— et l'opérateur divergence discrete Vy,. [Wh]d — W}, approchant la divergence d’une
interpolation Py avec:
1
Viqn = — K| > wi [ulk- Tk |F] (2.11)
FedK

——
— Ces deux opérateurs V,T), et V},.q, sont respectivement une approximation au premier
—
ordre de V7' et de V.7¢" avec les relations:

(VT —ViTh, )| < C(T

10) b el Ve € [HEH(Q))?
(2.12)
(VG = Vaan. o)l < CUqha) hlelha VeeHY(Q)
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e Application a la résolution de I’équation de la chaleur : bilan de la discrétisa-
tion spatiale

La théorie des distributions va nous permettre d’écrire correctement la formulation ”faible”
du probleme mixte :

/ TovdY = — k< VT, >0 Ve [DQ)
. (2.13)
oTy,

1 1
e 0dQ + — <V.qn,9 >q :/u')gon Vo € D()
Q pe pe Jo

—

Pour la discrétisation des termes de diffusion, ( VI et V. ¢ ), nOUs nNous ramenons, pour chaque
—_—

élément K de la trlangulatlon ), a une évaluation locale des termes VhTh| et Vh-The hy g définis

par les relations ) et -

> [ @va =~k 3 <Ok

KcCQyp KCQp
& (2.14)
8Th 1 .
S [ Gt e X <ok = o0 3 [ e
KCQp KCQy KCQ

Afin que l’écriture du systeme soit complete, il faut maintenant préciser les valeurs des
poids w}? qui interviennent dans les expressions discretes du gradient et de la divergence
. Puisqu’il n’y a pas de parcours privilégié pour la propagation de chaleur (loi de conduction
isotrope), le choix de la valeur des poids wlF( n’est soumis a aucune contrainte. C’est pourquoi
[Pichelin 1998|] propose comme valeurs:

1
wk == pour des faces internes
2 (2.15)

wk =1 pour des faces fronticres

Ainsi, en reportant et (| - dans et en supposant une interpolation constante
par élément du second membre w de , le schema de Galerkin Discontinu pour des éléments
mixtes Py/Py en température/flux permet d’écrire et donc de résoudre localement le probleme
suivant :

oT
Pour tout K € Qy,, trouver gx € Fj, , iy W, tel que:

ot
@Kl = S kol )5 P
FeoK
(2.16)
8T 1 1
SEIK = Y ok @ik TRIF 4 kK]
pe pe
FeoK

Remarque 2.1 Le bilan de la discrétisation spatiale met en évidence le fait que ['on
doit résoudre un systeme local, pour lequel la température d’un élément K est calculée a l’ins-
tant suivant a partir des températures des deux couches d’éléments voisins. On parle alors de
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“formulation voisins des voisins”, illustrée par la figure[2.3. Par exemple, pour évaluer le terme

dérivé sur chaque élément K de la triangulation, on a besoin des voisins de K ainsi que

des voisins des voisins de K. Cela veut donc dire que l'on a besoin d’une contribution locale de
17 éléments dans le cas tridimensionnel (et de 10 éléments dans le cas bidimensionnel).

F1a. 2.3 — Schéma Py/ Py : contribution de 2 couches d’éléments au voisinage de l’élément K.

2.2.1.2 Schéma de discrétisation temporelle: Taylor explicite

Une méthode temporelle de Taylor est associée au schéma spatial Galerkin Discontinu: c’est
ce que nous nommons la méthode Taylor Galerkin Discontinu. La méthode de Taylor Galerkin,
préalablement décrite au cours du premier chapitre (§ , nous a permis d’établir de bonnes
propriétés de stabilité en remarquant qu’elle est stable & partir du degré 3 [Donea 1984].

Connaissant le champ de température a l'instant ¢, on utilise un développement de Taylor
explicite de degré n pour déterminer la température a l'instant suivant ¢ + At :

Tt+Al) = Tad)+ ML @) + o + Ani‘ %TZ

5 (z,t) + O(At"T) (2.17)

Avec le schéma (2.17)), le pas de temps At est automatiquement calculé en fonction d’une
précision donnée sur le développement de Taylor (ou d’une erreur € donnée que nous avons prise
égale & 0,1 et qui joue le role d'un estimateur d’erreur a priori).

-1 #—1
) ] 215)

Ainsi le schéma explicite est inconditionnellement stable. En dérivant successivement les équations
du probléme continu (2.1]), on obtient de nouveaux systémes dont les inconnues sont les dérivées
en temps d’ordre supérieur du champ de température et de flux de chaleur:

oIt ajq o
PC ST + V() = W)

i j
P04 (2TY vi<i<n
ot

ontir

At < | (n+1)! emin (‘(‘31&""‘1

(2.19)
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ou 56 est le symbole de Kronecker (valant 1 si j = 0 et zero autrement) et w est supposée
constante sur 'intervalle [¢,t + At].

On conserve le caractere local Py a chaque ordre j: la méthode de Galerkin Discontinue discrétise
ces deux équations (2.19)) qui auront pour inconnues les dérivées d’ordre supérieur de la tempéra-
ture et du flux.

ajq_}; o ajTh .
5 —kvh<atj) Vi<ji<n

(2.20)

oI+l oI o
pcaTJrlh + Vh(agf) = whéé

oI,
oti+1
schéma (2.17) pour en déduire la valeur de T}, a l'instant ¢ + At.

Une fois les dérivées calculées a l’aide de (2.20)), elles sont directement injectées dans le

En définitive, nous pouvons résumer toutes les étapes de la résolution par 1’algorithme
TGD explicite. Présenté sous la forme du tableau cet algorithme met en évidence le fait
que cette méthode TGD se déroule en deux phases pour chaque incrément de temps.

INITIALISATION :
T} donnée
p—1
POUR TOUT K € )} FAIRE:
—
—t _ 1 k F [Tt]K |F| F
qKg = 7’ K\ WK LhlF Nk
FedK

aT;{ _ 1 Z wF [?t]F ﬁ‘F’ + 1 u-)t
= K L9 nlK -k — Wk

ot |K|pc o pc

REPETE :

pour tout K € €y, faire:

0"q % 1 5 [anﬁ Fo3
= g 3 ke [ 28] yria
otp |K| Feak otP | i
aerth 1 6p—>t N
8w+f>::]K1 ;D K [ aiK} i ||
PC Feok
p—p+1

JUSQUAp=n+1
1

) gn+ir -1 nt+1
POUR TOUT K € {2}, FAIRE
oT: At"™ Tt
THAL = Tt Ap K 4 2K
K KEBUG T T Tom

FIN ALGORITHME

TAB. 2.1 — Algorithme de résolution Taylor Galerkin Discontinu.
2.2.1.3 Prise en compte des conditions aux limites thermiques

La prise en compte des conditions aux limites constitue la principale difficulté. En effet,
dans notre cas, 'utilisation de la résolution TGD doit nous permettre de simuler le forgeage
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en grandes déformations, avec du contact au niveau des outillages, et ceci a grande échelle de
température. On peut donc souligner que nos conditions sont différentes de celles gérées par
[Aliaga 2000] qui s’est uniquement intéressé au phénomene de trempe en présence de gradients
thermiques importants entre la piéce et le bain de trempe (conditions aux limites type Diri-
chlet ou convection/rayonnement), autrement dit & un phénomene sans contact ni frottement,
ni grande déformation.

Pour chaque élément frontiere rencontré, il faudra étudier précisément ses conditions aux

T
¥ et leur dérivée jieme respective. Trois types de

transferts thermiques pourront alors se présenter :

.. , . . —
limites afin de déterminer au mieux ¢,

— une température imposée sur une partie de la frontiere,
— un flux de chaleur imposé sur une partie de la frontiere,

— des échanges thermiques se produisant soit entre la piece et l'outil (type conduction), soit
entre la piece et le milieu extérieur (type convection/rayonnement).

Pour un élément frontiere K, on aura alors les quatre formules suivantes :

e Pour la dérivée d’ordre zéro du flux:

7 ‘K| Z T |F| 7 Z k(T -T)|IFI7 + > aqn
'Lnt

Fextl Fea:tQ

T = T} correspondant a la température extérieure imposée,

ou
avec
T est la température d’un domaine en vis-a-vis avec une condition de contact
parfait,
q = — ®jmp correspondant a la température extérieure imposée,
ou
et

q=h(T —Ty) ou Ty est soit la température du milieu extérieur, soit celle d'un
domaine en vis-a-vis, avec une condition d’échange avec un coeflicient h .

e Pour la dérivée d’ordre j du flux:

—8@) F k F
ot \K]Z [atﬂ]” Z 8t]H

1nt e:ctl

e Pour la dérivée premiere de la température:

oT 1 1 . 1 SN 1
— = — — . |F —q).n|F —
Fint FextQ
e Pour la dérivée d’ordre j de la température:
oIl 1 1 [o77q 1 o q
- S oS wIE - T 7P|
otit1 |K|pc 2 | ot |K|pc E oty
int ext2

e Le terme source w:
Ce terme provenant du calcul mécanique est constant sur l'intervalle [t,t + At] et devient nul
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si la piece ne subit aucune déformation. Par contre, quand il y a déformation, on a besoin de
I'estimation de w sur I’élément K pour calculer la dérivée premiere de la température; cette
estimation est établie en additionnant les quatre valeurs de w obtenues aux points d’intégration
(pour un calcul 3D).

Toutes ces modifications permettent d’obtenir une nouvelle version du TGD pour la modélisation
du procédé de forgeage: cette version, appelée TGD ”forgeage”, prend désormais en compte la
déformation en plus de s’affranchir des chocs thermiques. Pour I'ensemble des tests présentés
dans le paragraphe suivant, nous avons choisi de nous restreindre au degré (n = 3).

2.2.1.4 Validation du TGD sur des tests purement thermiques: comparaison avec
une solution analytique instationnaire

Dans ce paragraphe, nous souhaitons vérifier la validité et 'efficacité de la version TGD
”forgeage”. Pour ce faire, nous reprenons le test standard en température imposée proposé par
[Aliaga 2000] en complétant la base des résultats (sensibilité au pas d’espace, au pas de temps
et aux données du matériau) et en rajoutant le test standard de flux imposé.

Ces deux tests purement thermiques ont une géométrie simple et une solution analytique
bien connue [Agassant et al. 1996, Incropera-DeWitt 2001], indispensable pour évaluer la fiabi-
lité du TGD. Nous nous intéresserons au refroidissement d’une barre d’acier semi-infinie soumise
a une température constante en peau, puis au réchauffement de cette méme barre soumise, cette
fois, & un flux (positif) constant en peau. Dans les deux cas, nous nous ramenons a un probléeme
monodimensionnel ou la diffusion thermique est uniaxiale (figure [2.5)).

a) Température imposée sur ’extrémité d’une barre d’acier semi-infinie

Nous reprenons ici le test déja présenté dans le premier chapitre (section [1.2) faisant ap-
parailtre un choc thermique: c’est le test classique de refroidissement d’un barreau d’acier semi-
infini, traité par[Aliaga 2000] puis repris notamment par [D’Alvise 2002] et [Fachinotti 2003].

Initialement, une barre d’acier de dimension 10 x 10 x 100 mm est a la température Ty de
800°C'. A Tinstant ¢t = 0, on impose et on maintient une température 7j,,, de 25°C' sur l'une
de ses parois (figure [2.4)) pendant 30s. On suppose, de plus, qu’il n’y a pas d’échange thermique
avec lair.

Faces adiabatiques

h=2,8mm

Second traceur a 20m Ay

Premier traceur
a 10mm

Temperature initiale
T, = 800°C

Temperature imposée
— o
T,, = 25°C

F1G. 2.4 — Barre d’acier a 800°C' soumise a une température constante Ty, = 25°C; maillage
de la barre avec h = 2,8 mm.
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Les données du matériau sont celles d’'un acier moyennement conducteur de chaleur :

k= 15 Wm LK}
p = 7800 Kg.m™3 (2.21)
c 360 J.Kg LK~

Pour étudier le refroidissement de la barre, mis en évidence sur la figure deux traceurs
sont positionnés afin de suivre leur évolution thermique au cours du temps: le premier traceur

est situé a 10 mm du bord régulé thermiquement et le second a 20 mm de la surface; tous deux
au centre de la barre (figure [2.4]).

800
t=135s t=30s

t=1s
00
500
400
00
200

o~
25

Fi1G. 2.5 — Isovaleurs de la température au cours de la résolution TGD : mise en évidence du
phénomene de diffusion thermique.

2

Avant de présenter les résultats numériques, nous rappelons la solution analytique de ce
probleme monodimensionnel et les observations de [Aliaga 2000].

e Refroidissement d’un barreau semi-infini: solution analytique

Pour ce probleme monodimensionnel, une solution analytique |[Agassant et al. 1996] est donnée
par la formule suivante :

T(z,t) = Timp + (To — Timp) * erf < 5 ;&) (2.22)

Dans cette équation, z représente une profondeur donnée dans la direction uniaxiale de la barre

et a = — la diffusivité thermique du matériau. La fonction erf est la fonction ”erreur” définie
pc

par:
2 z 2
erf(z) = / e " du 2.23
@ =/ (223)

La solution analytique correspondant a ces deux traceurs est représentée sur la figure [2.6
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900

800

température (*C)
(=] -
1= =
(=] [=]

o
=3
=

400 -+

300

+— solution analytique z=10

&= solution analytique z=20

15 20 25 30
temps (s)

F1G. 2.6 — Représentation de la solution analytique pour les deux capteurs situés respectivement
a 10mm et 20mm du bord régulé thermiquement.

e Rappel des observations de [Aliaga 2000] sur ce test

L’auteur a établi le résultat essentiel suivant: avec un maillage grossier et un pas de temps
2

At ne respectant pas la relation de stabilité (At > At, = 4—), le phénomene du choc thermique
a

est mis en évidence sur le deuxieme noeud qui est anormalement chauffé; cet échauffement
conduisant & une évolution thermique non physique de la température (figure [2.7)).

850

800 -

Température °C

T T T T
premier noeud
———————— deuxieme noeud -------
R ,,,,,, \ ..... U _temperature.initiale. -::z::o.. ]
AN
F choc thermique 1
- 4
- B
\\
+ \\ 7
——
~—
L L L
0 5 10 15 20 25
temps (s).

F1G. 2.7 — Représentation du choc thermique avec échauffement du second noeud [Aliaga 2000).

11 développa une version TGD dite TTT (Température-Temps-Transformation) pour I’appli-
quer au processus de traitement thermique qui absorbe le phénomene de choc thermique avec

un maillage grossier (figure .
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Température °C'

850 T T

T T
solution anlytique au premier point
solution analytique au second point -------

solution Taylor Galerkin discontinue premier point -+ |

L
750 | %

700

650 -

T
by,
+
5
ty

350 n L 1
0 5l 10 s 20 25

temps (s)

F1G. 2.8 — Absorption du choc thermique avec la version TGD "TTT” de [Aliaga 2000].

e Visualisation des résultats avec la version TGD ”forgeage”

On observe dans un premier temps le comportement de la solution numérique obtenue avec
une résolution TGD ”forgeage” par rapport & celle d’un schéma TGD "TTT”. Sur la figure 2.9
on compare alors ’évolution de la température des deux capteurs entre la solution analytique et
la solution numérique TGD "forgeage”. A taille de maille constante, de 'ordre de h = 2,8 mm
(figure , on constate une allure correcte des courbes TGD vis-a-vis des courbes analytiques,
et ceci pour les deux traceurs.

—— analytique-10 -+~ Tgd-10
—&— analytique-20 —#- Tgd-20

température (*C})
g

500
400 -
"'ﬁ.,.\
T4
0 5 10 15 20 25 30

temps (s)

Fi1G. 2.9 — Evolution de la température des 2 traceurs: comparaison entre la solution analytique
et la version TGD ”forgeage” de Forge3®,

Avec la version TGD "forgeage” (tout comme avec la version TGD "TTT”), le phénomene de
choc thermique n’est plus visible sur 1’évolution thermique du second capteur (cf figure .
Autrement dit, la résolution TGD absorbe naturellement le choc thermique, sans technique de
stabilisation, comme la méthode Galerkin associée & la thermique asynchrone.

Remarque 2.2 Sur la figure[2.9, il est intéressant d’observer que le refroidissement obtenu avec
la version TGD ”forgeage” est légérement plus prononcé que le refroidissement analytique, ce
qui suggere que la méthode TGD a tendance a refroidir plus vite que la normale et donc que ceci
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peut €tre non négligeable lors du traitement de l’absorption de chocs thermiques beaucoup plus
violents.

Par contre, en terme de précision, 'erreur du schéma numérique TGD est assez importante
par rapport a la solution exacte, avec ce type de maillage (h = 2,8 mm). Sur la figure on a
tracé I’évolution au cours du temps du pourcentage de l'erreur estimée pour les deux capteurs.
Cette erreur s’avere moins importante avec le deuxieme capteur, plus éloigné du bord imposé
en température.

% erreur thermique TGD

| —e-2z=20mm

0 5 10 15 20 25 30
temps (s)

Fic. 2.10 — Evolution de l’erreur TGD pour les deux traceurs.

L’estimation de 'erreur se fait a 1’aide de la formule suivante:

e (Z t) _ ‘Texact(zvt) - Ttgd(z)t) |
e Tewact(zat>

% 100 (2.24)

ou z représente la profondeur dans la direction de la diffusion thermique et t le temps.

Remarque 2.3 Dans certains cas (par exemple pour le test en fluz imposé), on utilisera une
estimation de l’erreur plus précise, l’erreur maximale avec :

_ ’Texact(zut) - Ttgd(zvt) |
maxg Texact(zvt)

emaz (2,t) % 100 (2.25)

Remarque 2.4 Dans le cas d’un maillage encore plus grossier (h = bmm), la méthode TGD
reste efficace en continuant d’absorber le choc (ﬁgure, toujours en sous-estimant la tempéra-
ture analytique. N’oublions pas de signaler que le schéma TGD est déja tres fiable pour des
capteurs placés en peau (ici z = lmm avec une erreur ~ 1,65%). Néanmoins, avec ce maillage
grossier, l’erreur obtenue est nettement plus importante qu’avec h = 2,8mm. En effet :
— pour h = bmm, le pourcentage d’erreur moyen est de ~ 9,3% pour z = 10mm et de ~ 4,8%
pour z = 20mm,
— pour h = 2,8mm, le pourcentage d’erreur moyen est de ~ 7% pour z = 10mm et de ~ 3,6%
pour z = 20mm.
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. —+— analytique-1 -+~ Tgd-1
#— analytique-10 —#~ Tgd-10
| —&— analytique-20 Tgd-20

;

température (°C)
g

g

temps (s)

Fia. 2.11 — Evolution de la température TGD avec un maillage grossier h = bmm.

Afin de compléter la validation du schéma TGD forgeage, nous étudions:

— l'influence que peut avoir le choix du mode de triangulation du maillage sur la solution
numérique TGD

— le comportement de la solution TGD en raffinant le maillage

— la précision de la solution numérique en modifiant le pas de temps.

e Solution numérique : influence du mode de triangulation

Le but de cette étude est de voir comment se propage au cours du temps l'erreur induite par
le choix d’un type de triangulation de maillage (tétraedres & quatre noeuds). On se propose alors
de comparer les résultats obtenus avec un maillage structuré et non structuré, tels qu’illustrés
sur la figure De la méme maniere que précédemment, on suit I’évolution thermique des
deux capteurs et on regarde l'influence du maillage sur la solution numérique.

(a) maillage non structuré (b) maillage structuré

Fi1G. 2.12 — Taille de maille h = 2,5 mm.

Ces maillages sont construits de maniere a avoir une taille de maille identique h = 2,5mm :
— Un premier maillage est constitué d’éléments isotropes non structurés avec 2146 noeuds
et 7457 éléments (figure 2.12(a))),

— Et un deuxieme maillage composé de tétraedres structurés avec 1662 noeuds et 5248

éléments (figure [2.12(b))).
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Malgré cette construction, le maillage non structuré possede plus d’éléments que le non structuré;

ce qui peut produire une solution numérique plus précise aux dépens d’un temps CPU plus
important.

900

—+analytique-10 #- TGD-struct-10 += TGD-nonstruct-10
=+—analytique-20 ~=-TGD-struct-20 TGD-nonstruct-20

800 <

T00

température (*C)
@
2

500

400

300 +

temps (s}

Fi1a. 2.13 — Ewvolution de la température TGD : influence du mode de triangulation du maillage
pour h = 2,5mm.

Les tracés de la figure montrent que pour une taille de maille identique, la thermique
TGD reste stable vis-a-vis du maillage: les résultats avec un maillage structuré sont proches
de ceux obtenus avec un maillage non structuré, malgré une différence assez significative de la

précision (cf tableau [2.2)).

[0,30 s ] MAILLAGE STRUCTURE MAILLAGE NON STRUCTURE
h=25mm h=25mm
CPU TGD 4min25s 4min30s
% erreur TGD z = 10mm 8,3% 6,3%

TAB. 2.2 — Comparaison des temps de calculs et de Uerreur du schéma TGD.

e Influence du maillage sur la solution numérique TGD a pas de temps fixé

On s’intéresse maintenant a la convergence au cours du temps du schéma TGD. Pour un pas
de temps fixé (dt = 1s), on va analyser le comportement de la solution de nos deux traceurs pour
des maillages non structurés progressivement raffinés. On considere alors quatre maillages dont
les caractéristiques sont résumées dans le tableau de taille de maille moyenne respective de
Pordre de h = 5mm, h = 2.8 mm, h = 2mm et h = 1 mm (figure .

Pour chacun des deux traceurs, nous avons représenté sur la figure la courbe analytique
et I’évolution de la solution numérique au cours du temps pour les différents maillages considérés.
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h=5mm h=2mm h=1mm

FiG. 2.14 — Raffinement du maillage de la barre.

h=bmm | h=28mm | h=2mm h=1mm
nombre de noeuds 380 1134 3046 5783
nombre d’éléments 1000 3649 11188 24050

TAB. 2.3 — Caractéristiques des maillages.

Comme en témoigne la figure a chaque incrément de temps ¢, t + dt[, la solution
numérique converge d’autant mieux vers la solution analytique que le maillage est fin. Remailler
la piece donne de meilleurs résultats mais c’est malheureusement au détriment d’'une durée de
calcul beaucoup trop importante, avoisinant plusieurs heures au lieu de quelques minutes (cf
tableau . L’ordinateur utilisé est un pentium 4 de 3,05 GHz et 1 Go de RAM.

900

~#-analytique-10 -# h=5mm —0-h=2 8mm #- h=2mm - h=1mm

4— analytique-20 —4—h=5mm #— h=2 8mm —&— h=2mm —+— h=1mm

800 B

@ =
= =3
=1 =

température (°C)

z
=

400

300
0 5 10 temps(s) 15 20 25 a0

FiG. 2.15 — Evolution thermique TGD des deux traceurs en fonction du raffinement du maillage
a pas de temps fixé (dt = 1s).
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[0,30s] h=5mm | h=28mm | h=2mm h=1mm
CPU TGD 23s 2minl7s 19min 3h
% erreur moyenne de z = 10mm 9,3% ™% 2,9% 2,7%
% erreur moyenne de z = 20mm 4,8% 3,6% 1,9% 1,7%

TaB. 2.4 — Comparaison des temps de calculs et des erreurs thermiques TGD.

Les figures [2.16]a et [2.16]b représentent respectivement 1’évolution au cours du temps des pour-
centages d’erreurs thermiques pour le premier puis pour le second capteur, avec les quatre
maillages. Elles permettent de mieux visualiser la pertinence du TGD avec les maillages les
plus raffinés que les évolutions de la température tracées sur la figure On peut toutefois
remarquer qu’entre les maillages les plus fins (h = 2mm et h = Imm), le temps de calcul a été
multiplié par 9 alors que le pourcentage d’erreur n’est amélioré que de 0,2%.

—¢—h=5mm —#—h=5mm

~#—h=28mm ~¢—h=28mm

| —e~h=2mm | —°~h=2mm

—#—h=1lmm —#—h=Imm

% erreur thermique TGD
% erreur thermique TGD

15 20 25 30
temps (s}

15 20 25 30
temps (s)

(a) Premier noeud: z = 10mm (b) Second noeud: z = 20mm

Fi1G. 2.16 — Etude de lerreur de la solution numériqgue TGD en fonction du maillage.

Remarque 2.5 Avec un pas de temps encore plus petit (dt = 0,25s), le schéma TGD absorbe
toujours le choc et offre une solution numérique un peu plus précise au prix d’un temps de
résolution encore plus important (cf tableau .

[0,30s] CPU TGD | erreur moyenne z = 10mm | erreur moyenne z = 20mm
h=5mm 67 s 9,1% 4,7%
h=1mm 4h 2,67% 1,6%

TAB. 2.5 — Comparaison des temps de calculs et des erreurs thermiques TGD pour dt = 0,25s.

e Solution numérique : Influence du pas de temps a maillage fixé

Pour une question de temps de calculs évoquée ci-dessus, nous optons ici pour une taille de
maille de 2mm, en vue d’étudier le comportement de la solution TGD avec des pas de temps
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(mécaniques) variables. Autrement dit, la solution sera-t-elle sensible au raffinement du pas de
temps (dt) sachant que la température au pas de temps suivant (¢ + dt) est calculée & partir du
développement de Taylor et non en résolvant un systeme linéaire d’équations.

Nous nous proposons alors de suivre ’évolution thermique des deux capteurs avec respec-
tivement un pas de temps dt fixé a 5s, 2s, 1s, 0,55 et 0,25s, pendant 30s de simulation. Les
résultats sont visibles sur le graphe avec des courbes similaires.

800

BO0 Mo

——dt=is z=1[]mm.
—W—dt=2s

A dt=1s

—o— dit=() 55

™| —w—dt=0,25s
——dt=is 2=20mm
—W—dt=2s

température ("C)
2 =
f=] =

g

A dt=1s
—o—dt=0,5s

—u—dt=0,25s

00 . . . . . |
0 5 10 15 20 25 30
temps (s)

F1a. 2.17 — Evolution thermique en fonction du pas de temps dt a maillage fizé (h = 2mm,).

Par contre, pour un temps donné (par exemple t=10s), la température est identique quel que
soit le pas de temps utilisé (523,36°C' pour z = 10mm et 746,4°C' pour z = 20mm); ceci
provenant directement du développement de Taylor explicite. D’ailleurs, pour tous ces pas de
temps mécaniques, 'erreur TGD est la méme avec respectivement 2,67% et 1,84% pour le premier
et le second noeuds (figure .

4

35

. —#—dt=5s z=10mm
- dt=2s
a—di=1s
—o—dt=0,5s
—*—dt=0,25s
—#—dt=5s z=20mm
—W—dt=2s
s dt=ls
—o—dt=0,5s

) ) ) ) «— dt=0,25s

0 5 10 15 20 25 30

temps (s)

% erreur thermique TGD

Fia. 2.18 — Ewolution de Uerreur TGD des deux traceurs en fonction de dt avec h = 2mm.

Forcément, les temps de calculs résumés dans le tableau [2.6] sont plus importants avec un pas
de temps plus petit.
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TGD

dt = 5s

dt = 2s

dt = 1s

dt = 0,5s

dt = 0,255

CPU

17min

18 min 30 s

19min

22 min

27 min

TAB. 2.6 — Comparaison des temps de calculs.

e Conclusions

Ces résultats montrent que la version TGD ”forgeage” a été correctement implantée. On re-
trouve bien un schéma stable a ’ordre trois. Pour les problemes de diffusion pure, cette méthode
s’avere tres efficace en absorbant naturellement le choc thermique.

Du fait de son faible degré d’interpolation des inconnues, il est normal que les champs de
température estimés soient tres imprécis avec des maillages grossiers. Par contre, on a vu que sa
précision était particulierement fiable pour des maillages fins, montrant ainsi la grande sensibilité
du modele au maillage avec malgré tout des temps de calculs trop élevés. En fait, ’augmentation
de ces temps de calculs provient tout simplement de son caractere explicite qui, malgré ’absence
de résolution de systemes linéaires, impose 1'utilisation de petites valeurs du pas de temps.

b) Analyse de sensibilité sur le test de température imposée

Afin de clore la validation de cette nouvelle version du TGD sur le test de température im-
posée, nous testons sa sensibilité aux deux jeux de parametres suivants:

- d’abord, aux données du schéma de Taylor explicite: n et €

- puis aux données du matériau: k, p et ¢ (2.21))

e Analyse de sensibilité des parametres n et €

Afin d’assurer la stabilité du schéma T'GD, nous avons vu que le développement de Taylor
explicite devait étre au moins de degré 3. Jusqu’a présent, nous avons choisi de conserver ce
degré pour ’ensemble des validations. Nous nous proposons a présent d’établir le comportement
de la solution TGD en l'utilisant avec un degré plus élevé.

BOOD
—+—analytique z=10

700 B TGD n=3
»—TGD n=4

—+—TCD n=5

TGD n=10

température (°C)

temps (s)

Fi1G. 2.19 — Sensibilité du schéma TGD au degré n : évolution de la température pour z = 10mm
et h=2mm.
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Ainsi, suivons I’évolution de la température au niveau du premier capteur avec ¢ fixé a 0,1 et
pour plusieurs valeurs de n (n = 3, 4, 5 et 10). Comme en témoigne la figure les courbes ob-
tenues sont identiques quel que soit le degré employé avec une taille de maille constante de 2 mm.

En effet, plus le degré n est grand, plus le nombre de dérivées niéme qui interviennent augmente,
ce qui se traduit numériquement par le rajout de termes de plus en plus petits, voire insignifiants
sur la précision du champ de température qui est, dans notre cas, de 'ordre de 0,01°C.

En terme d’erreur (2.24)), la moyenne des pourcentages de 'erreur est presque similaire (~ 2,7%).

Bien évidemment, en terme de cott (cf tableau , les temps de calculs sont plus importants

avec I'augmentation du degré n plus grand qui nécessite 'estimation d’un plus grand nombre
n n

de termes dérivées et donc de
otm otm
[0,30 s ] n=3 n=4 n=>5 n =10
CPU 19min 21man 23min 25man

TAB. 2.7 — Comparaison des temps de calculs.

= Le degré 3 est donc suffisant pour avoir un schéma stable avec une précision et un temps
de calcul acceptable.

D’autre part, en reprenant 1’algorithme du TGD (tableau , nous avons vu qu’il y a un
critere d’arrét pour déterminer le pas de temps thermique At (interne au calcul thermique TGD)
en fonction d’une erreur e , jouant le role d’un estimateur d’erreur a priori et prise par
défaut a 0,1. Si on revient a cette formule avec le parametre n fixé

e

on constate que le pas de temps At thermique TGD diminue si cette erreur ¢ diminue.

an+1T

Suivons I’évolution thermique au niveau du premier capteur avec n = 3 et pour diverses valeurs
de € (¢ =5; 1; 0,1; 0,01). Représentées sur la figure les quatre évolutions thermiques TGD
apparaissent similaires.

En terme de précision, le pourcentage de lerreur thermique TGD (calculé & partir de (2.24))) est
quasiment identique pour toutes les valeurs de € (cf tableau [2.8)), avec une légere amélioration
pour un € plus petit.

[0,30 5] e=5 e=1 e=0,1 | £e=0,01
CPU 18min 18min 30s 19min 20min
Moyenne du pourcentage d’erreur | 2,70% 2,69% 2,68% 2,68%

TAB. 2.8 — Comparaison des temps de calculs et des erreurs moyennes TGD.

En ce qui concerne les temps de calcul, en souhaitant une estimation plus précise (avec donc
Pactivation d’un ¢ plus faible), on va légérement augmenter le temps de calcul. En effet, avec &
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plus petit, le pas de temps At thermique interne au calcul du TGD est plus petit et donc il faut
plus d’incrémentations sur ce pas de temps (¢ + At) pour se ramener au pas de temps réel dt
mécanique (ou thermique), valant ici dt = 1s.

800
—+—analytique z2=10

700 ! —8—TGD eps=3
—+—TGD eps=1

600 A,

——TGD eps=0.1

TGD eps=0,01

température (*C)

400

300

temps (s)

Fic. 2.20 — Sensibilité du schéma TGD en fonction de ’erreur € : évolution de la température
pour z = 10mm et h = 2mm.

= L’erreur €= 0,1 prise par défaut est finalement un bon compromis entre la précision et
le temp de calcul.

e Analyse de sensibilité des parametres k, p et ¢

Enfin, nous nous proposons de regarder brievement si I’évolution de la température est
cohérente en modifiant, & tour de role, 'un des parametres k, p ou ¢, préalablement fixés a:

E=15Wm LK™l p = 7800Kgm™3 ¢ = 360JKg K

Les trois tests se résument dans le tableau ci-dessous.

1€T cas

p et c fixés k=1 k=5 k=10 k=15 k=20 k=30 k=50

26ME qg

ket ¢ fixés | p=1000 | p=2500 | p=>5000 | p="7800 | p=10000 | p= 15000

36ME (a9

k et p fixés c=10 c=100 c=200 c¢=300 c=360 ¢=500 c¢=1000

TAB. 2.9 — Présentations des trois tests.

Via la solution exacte , une étude comparative concerne le premier capteur. Sur chacune
des figures on retrouve les courbes analytiques a gauche (a, ¢, e) et les courbes TGD a
droite (b, d, f), en fonction de la variation de la conductivité & du matériau (a, b), puis celle
de la densité p (c, d) et enfin celle de la capacité ¢ (e, f). Il en découle une allure des courbes
TGD sensiblement similaire aux tracés analytiques avec les résultats souhaités et attendus, c’est
a dire:
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75

— Plus la conductivité & du matériau augmente, plus le refroidissement dans la piece est
brutal. Autrement dit, la diffusion thermique dans la pieéce est d’autant plus rapide et
brutale que la conductivité du matériau est importante.

— Moins un matériau est dense (plus la densité p diminue), plus la diffusion thermique dans

la piece sera importante et rapide.

— La diffusion thermique se propage d’autant plus vite que la capacité calorifique ¢ du

matériau est faible.
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900
‘+rhn=l(][l[l —4—rho=2500 —+ rho=5000 —&—rho=7800 —rho=10000 +rho=lﬁ[l[ll}‘
800 4

2 2
g g

température TGD (°C)
2
3

AO0 b T T

300 oo R

200

temps (s)

(c) courbes analytiques: influence de p

températureTGD (°C)

00 e

s

— )

—d—c=10 ——c=100 4 =200 —4¢=300 —4—c=360 —4—c=500 —A—c=1000

0 1 2 3 4 5 @ 7 8 9 10
temps (s)

(e) courbes analytiques: influence de ¢

température TGD (°C)

températureTGD (°C)

température TGD (°C)

g

g

=

—— k=50

temps (s)
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(d) courbes TGD: influence de la densité p
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(f) courbes TGD: influence de la capacité ¢

Fi1G. 2.21 — Evolution de la température pour le capteur situé a z = 10mm avec h = 2,8 mm.
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Plus précisément, grace aux figures et tableaux de ’Annexe C, on se rend compte que l’erreur
TGD augmente avec une diffusivité croissante et diminue avec une densité faible mais aussi avec
une faible capacité calorifique (cf tableau [2.10]). De maniére schématique :

k erreur TGD | refroidissement violent et rapide
o/ erreur TGD refroidissement faible et lent
c/ erreur TGD N\, refroidissement faible et lent

TAB. 2.10 — Syntheése de tous les tests.

¢) Flux imposé sur ’extrémité d’une barre d’acier semi-infinie

S’inscrivant aussi dans le contexte d’un probleme de diffusion thermique instationnaire, cette
deuxiéme étude présente un test classique traité par [D’Alvise 2002] : c’est I’échauffement d’un
barreau d’acier semi-infini provoqué par un flux de chaleur imposé.

A Tinstant ¢ = 0, on maintient un flux ®;,, = 1 MW/ m? sur I'une des parois de la barre qui a
une température initiale Ty = 25°C' (figure . Ainsi la barre va se réchauffer rapidement (fi-
gure . Les données du matériau sont celles précédemment décrites, a savoir celles d’un acier
moyennement conducteur de chaleur (2.21)). Pour ce nouveau test, tout autre type d’échanges
thermiques est encore exclu.

Faces adiabatiques

de traceur a 20 mm A
de traceur a 10 mm _
Ze traceur a 1l mm _ Température initiale
: T, = 25°C
ler traceur sur la face | .-~
Flux imposé ®, =1MW /m°

Fi1G. 2.22 — Barre d’acier a 25°C' soumise a un flur constant @y, =1 MW/mz.

Pour étudier I’échauffement de la barre, cinq traceurs sont positionnés afin d’évaluer correcte-
ment le champ de température au cours du temps (figure : le premier traceur est situé au
milieu de la paroi inférieure régulée thermiquement et les autres sont respectivement a 1 mm,
10 mm, 20mm et 50 mm du bord.

Ce deuxieme cas test possede également une solution analytique qui est formulée ci-dessous.

e Echauffement d’un barreau semi-infini: solution analytique

Une solution analytique générale [Incropera-DeWitt 2001] de ce probléeme monodimensionnel
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3219

1066,5 15522
t=1s 1000 t=15s t=30s
100
0 T
1000
0
oo
150
00
400
0 .
00
50
g .\
25 25 25,004

Fia. 2.23 — Isovaleurs de la température au cours de la résolution thermique TGD.

g

g

H

s’écrit
2 Dimpa — 22 Dy 2 z

T(zt) = T — ———— — ] - — f 2.26
(z,t) O+ﬁ ’ V't % exp 1o L xerle VT (2.26)

Le cas particulier z = 0 simplifie la solution analytique en se mettant sous la forme:

2 (I>2'mp

T0O¢t) = Ty + — t 2.27
0d) = To + = T Vi (227)

k
Dans ces deux équations, a = — représente la diffusivité thermique du matériau et z une pro-
c

fondeur donnée dans la direction uniaxiale de la barre.

La fonction erfc est la fonction ”erreur complémentaire” définie par:

2 * 2
erfe(z) = 1 — erf(z) = 1 — — / e du. (2.28)
v Jo
La solution analytique correspondant aux divers traceurs est représentée sur la figure
Bien évidemment, le réchauffement dans la barre s’estompe en s’éloignant du bord régulé ther-
miquement : c’est le phénomene de diffusion thermique.

L’avantage de ce deuxieme cas est, qu’en plus de l'existence d’une solution analytique, la
condition de flux imposé est généralement intégrée dans la plupart des logiciels (2D et 3D)
simulant les procédés de mise en forme des métaux. Ainsi, nous aurons & notre disposition
de nouvelles solutions numériques indispensables a la comparaison de notre méthode TGD.
Ces solutions numériques ne sont autres que les approches Galerkin standards combinées a
la thermique asynchrone (notées GS asynchrone) pour les codes de calculs éléments finis 2D
Forge 2® et 3D Forge 3®. On rajoute aussi les solutions numériques provenant d'un code de

calculs éléments finis traitant essentiellement de la fonderie, avec R2s0l @ (2D) et avec Thercast ®
(3D).



T8CHAPI TREB RESOLUTION DU PROBLEME THERMIQUE MIXTE INSTATIONNAIRE
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F1G. 2.24 — Représentation de la solution analytique pour cing capteurs situés respectivement a
0mm, 1mm, 10mm, 20mm et 50 mm du bord régulé thermiquement.

e Visualisation des résultats de la solution numérique TGD ”forgeage”

Comme précédemment, pour I’ensemble des capteurs, nous suivons leur évolution thermique
TGD (figure que nous comparons ensuite & la solution analytique (figure [2.24)), pour un
maillage donné (h = 2,3mm). La tendance des courbes TGD se révele la méme que celle des
courbes analytiques. Cependant, un décalage qualitativement de 400°C' est observé entre les
résultats numériques et analytiques, notamment pour les trois premiers capteurs.
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Fi1G. 2.25 — Evolution de la thermique TGD pour les 5 traceurs avec h = 2,3mm et dt = 1s.

En calculant I'erreur moyenne TGD de chacun de ces capteurs, cet écart est mis en évidence
dans le tableau 2.111:

z = 0mm z=1mm z = 10mm z = 20mm z = b0mm
Erreur TGD 32% 40% 65% 53% 2,68%
Erreur max TGD 24% 30% 36% 30% 2,6%

TAB. 2.11 — Pourcentages de ’erreur moyenne TGD avec h = 2,3mm.
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A présent, poursuivons cette comparaison en introduisant les solutions numériques GS asyn-
chrone des codes Forge 2® et Forge 3® ainsi que celles de R2s0l® et Thercast ®. Ces diverses
solutions numériques et analytiques sont mises en évidence sur les figures (pour z = Imm)
et (pour z = 10mm et z = 20mm). On voit clairement que le schéma TGD n’est pas
du tout approprié pour ce type de simulation: c’est le plus éloigné des courbes analytiques et
des courbes numériques 2D (R2s0l @ et Forge 2®) et 3D (Forge 3® et Thercast ®). Sachant que
la diffusion thermique est uniaxiale (suivant 1’axe des z), on ne peut envisager I’hypothese du
rajout d’une dimension (passage d’un calcul bidimensionnel & un cas calcul tridimensionnel) qui
soit a 'origine de la mauvaise estimation de la température avec la version TGD ”forgeage”.

1400

1000
&
= 800
g2
=3
B
g w0
2 —o— analytique
—=—Forge2-GS
400
4 Forge3-GS
—o—R2sol
200 —#— Thercast
—o—Forged-TGD

0 5 10 15 20 25 30
temps (8)

F1G. 2.26 — Evolution de la température du traceur situé a z = Imm pour h = 2,3mm et dt = 1s.
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Fi1G. 2.27 — Evolution de la température pour les traceurs situés a z = 10mm et z = 20mm.

D’ailleurs, a la vue de ces résultats, on pourra se contenter pour la suite, de faire une étude
comparative uniquement avec la solution exacte et I’approche GS asynchrone de Forge 3®.

En comparant seulement la méthode GS asynchrone de Forge3® et le TGD & la solution
analytique (toujours sur les figures et [2.27)), il s’avere que la méthode GS asynchrone donne
une estimation tres précise du champ de température avec des temps de calculs tres acceptables,
tandis que le TGD est nettement moins précis avec des temps de calculs beaucoup plus impor-

tants (cf tableau [2.12]).
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[0, 30s] G S asynchrone TGD

CPU 80 s 8 min
Erreur z=1mm 3,8% 40%
Erreur z=10mm 4,1% 65%
Erreur z=20mm 3.2% 53%

TAB. 2.12 — Comparaison des temps de calculs et des pourcentages de Uerreur moyenne TGD.

Ces résultats quelque peu surprenants sont appuyés par ceux obtenus par [D’Alvise 2002],
arrivant aux mémes conclusions au cours d’une simulation plus courte (temps total de 2s).

e Solution numérique : convergence du schéma TGD

Les résultats du test de flux imposé ne sont guere satisfaisants avec cette taille de maille
moyenne (h = 2,3mm). C’est pourquoi, nous évaluons la sensibilité du schéma TGD au raf-
finement du maillage. Pour cela, considérons quatre maillages non structurés, de plus en plus
fins, ayant respectivement une taille de maille h moyenne de 'ordre de 2,3mm, 2mm, 1 mm et

0,75 mm (figure et tableau [2.13)).

h=23mm h=2mm h=1mm h=0,75mm

FiG. 2.28 — De gauche a droite, maillages de la barre de plus en plus raffinés avec h = 2,3 mm,
h=2mm, h=1mm et h =0,75mm.

h=23mm | h=2mm h=1mm | h=0,75mm

nombre de noeuds 2092 3046 5783 7335

nombre d’éléments 7393 11188 24050 29698

TAB. 2.13 — Caractéristiques des maillages.

Pour chacun de ces maillages, on s’intéresse au comportement de la solution uniquement avec
le deuxieme et le troisieme traceurs qui, rappelons-le, sont situés a 1 mm et 10 mm de la paroi
soumise & flux constant. Les divers tracés peuvent se visualiser sur la figure 2.29]



METHODES DE GALERKIN DISCONTINUES : TGD ET GDIMP

81

Le méme comportement qu’en température imposée est observé: plus le maillage est fin, plus
Pécart entre la solution numérique et la solution exacte est faible (figure , et donc plus
Perreur TGD diminue (figure [2.30) et plus le temps de calcul est important (cf tableau [2.14]).

E

température (°C)
g g 8

&

température (°C)

(a) évolution thermique du second traceur situé

a 1 mm du bord

(b) évolution thermique du troisiéme traceur
situé a 10 mm du bord

Fi1G. 2.29 — FEtude de la sensibilité du schéma TGD en fonction de la taille de maille.

110

~® h=5mm
~0-h=2.3mm
—#- h=2mm

—0-h=1mm

~0-h=0,75mm

% erreur max thermique TGD

% erreu maxr thermique TGD

(a) noeud situé & 1 mm du bord

(b) noeud situé & 10 mm du bord

Fi1G. 2.30 — Evolution de l’erreur TGD en fonction de la taille de maille.

h =5mm h =2,3mm h =2mm h=1mm | h=0,75mm
CPU TGD 23s 8min 19min 3h Th25
erreur max z = lmm 65% 29% 19% 9.8% 7.2%
erreur max z = 10mm 76% 36% 23% 12% 10%

TAB. 2.14 — Temps de calculs et évaluation de l’erreur mazimale du TGD.
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e Sensibilité du schéma TGD par rapport a la valeur du flux imposé ®;,,),

A présent, on souhaite établir le comportement de la solution numérique TGD en fonction
des valeurs croissantes du flux imposé. Bien évidemment, plus le flux ®;,, sera grand, plus le
choc thermique sera violent et plus le réchauffement dans la piece sera rapide et important.

On vient de voir qu’avec un flux ®;;,, = 106 W.m =2, la méthode TGD n’est pas bien adaptée :
elle est tres éloignée de la solution exacte avec un réchauffement, non réaliste, beaucoup trop
important. Nous allons tester I'influence de la valeur du flux imposé sur la précision de la solution.

Pour cela, considérons un maillage de taille uniforme h = 2mm, un capteur situé directement
sur le bord régulé thermiquement (c’est & dire & z = Omm) et faisons varier la valeur de ®;p,,
entre 10 et 1000000 W.m 2. Comme on pouvait s’y attendre, le réchauffement est considérable
avec les valeurs maximales du flux (figure [2.31)).
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Fic. 2.31 — Evolution de la température TGD pour le capteur situé a z = O0mm en fonction de
la valeur de @iy, (h = 2mm).

En tragant I’évolution au cours du temps de l'erreur maximale de ce capteur (figure ,
on se rend compte que l'erreur augmente normalement avec la valeur du flux imposé @,
en passant d'une valeur infiniment petite (0,006%) pour ®;,,,, = 10 W.m™2 & une erreur tres
conséquente (15,7%) pour @y, = 10 W.m~2. De plus, un petit pic est observé sur la courbe
de l'erreur moyenne pendant les premiers instants de la simulation, découlant d’une estimation
moins précise de la température TGD sur le premier incrément que sur les deux suivants.
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F1G. 2.32 — Evolution de l’erreur TGD maximale pour le capteur z = O0mm en fonction de ®;p,p.

Par contre, les temps de calculs sont quasiment les mémes pour tous ces tests, avoisinant les
18min.
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e Conclusions

A la suite de ces divers résultats numériques en condition de flux imposé, nous retrouvons
les mémes inconvénients de la méthode TGD déduits du test en température imposée, a savoir :

x des temps de calculs trop importants, causés par le caractere explicite du schéma,
* et une grande sensibilité aux maillages.

Pour une taille de maille identique h = 1mm et pour un capteur situé a z = 10mm,
on remarque que l'erreur TGD pour le cas de flux imposé (22%) est indiscutablement
beaucoup plus importante que lerreur obtenue sur le cas de température imposée (3%). Par
conséquent, nous en arrivons a la méme conclusion que [D’Alvise 2002] : méme si la tendance
générale des courbes ressemble a celle de la solution analytique, la méthode TGD n’est pas
appropriée pour résoudre un cas en flux imposé, avec une mauvaise estimation du calcul du flux
qui entraine une évaluation incorrecte et imprécise du champ de température. Il s’avere donc,
pour le moment, que la méthode GS asynchrone est la plus adaptée, en terme de précision et de
temps de calculs, pour résoudre ce type de conditions aux limites.

2.2.1.5 Etude bibliographique comparative
En vue de conforter I’ensemble des résultats numériques obtenus sur des cas analytiques,
nous dressons, dans ce paragraphe, une étude comparative du schéma TGD a partir de divers

modeles numériques présentés au cours du premier chapitre.

a) Par rapport aux méthodes stabilisées

Le schéma Taylor Galerkin Discontinu possede les avantages suivants:

~+ Le choix d’interpolation de bas degré conduit a la résolution d’un systéme local expli-
cite, élément par élément.

~» Grace a son développement de Taylor explicite, il ne nécessite pas de résoudre de gros
systemes linéaires.

~» Contrairement a certaines méthodes stabilisées, il est consistant. Il n’a pas tendance a
dénaturer la solution puisqu’il ne possede aucun terme de stabilisation.

~» Il est capable de traiter simultanément des termes de convection et de diffusion dans
P’équation de la chaleur (notamment si on s’interesse au remplissage d’un moule en injection des

polymeres [Pichelin 1998| Batkam 2002]).

b) Par rapport a I’approche Galerkin Standard

[Pichelin-Coupez 1999] ont testé le schéma TGD sur des problemes a convection dominante
et sur des probléemes a diffusion pure:

- Dans le cas d’un transport pur ou d’'une convection dominante, cette méthode élimine les
problemes d’instabilités rencontrées par les approches standards. Ces résultats sont d’autant
plus satisfaisants qu’aucun terme de stabilisation n’est introduit et que 'ordre d’interpolation
retenu est minimal.
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- Pour les problemes de choc thermique en diffusion pure, le schéma présente de bonnes pro-
priétés de stabilité dans des configurations (pas de temps et maillages) o les approches Galerkin
standard générent des oscillations; ces propriétés étant mises en évidence en comparant avec des
solutions analytiques.

A ce titre, deux exemples peuvent étre énumérés. Le premier a été étudié par [Pichelin 1998]
dans le cas du refroidissement statique d’une plaque d’épaisseur 2e et de grandes dimensions
latérales (figure 2.33(a)]). Le second test est un cas classique du refroidissement d’une barre en
température imposée.
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(a) Schéma (b) Validation du schéma TGD:
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F1a. 2.33 — Refroidissement d’une plaque sur ses deux parois latérales [Pichelin-Coupez 1999).

La figure [2.33(b)| établie la comparaison entre la solution analytique [Agassant et al. 1996] et la
solution numérique TGD, tandis que la figure[2.34] compare I’évolution thermique par ’approche
GS au schéma TGD, avec des résultats tres encourageants.
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Fi1G. 2.34 — Test de température imposée : comparaison entre l’approche GS et le schéma TGD
[D’Alvise_2002].
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c) Par rapport a ’approche Galerkin Standard asynchrone

Nous pouvons citer deux applications 3D traitées par au cours de I'étude de la
trempe de pieces forgées en vue de comparer le modele TGD & celui de la thermique asynchrone.
Il s’avere que la méthode TGD se révele plus efficace pour résoudre le probléme de trempe ou
des phénomenes tres violents de chocs thermiques sont loin d’étre rares.

- La premiere application concerne le refroidissement d’un rail initialement a la température
de 950°C. Comme on peut le visualiser sur la figure qui dresse une comparaison entre
la méthode GS asynchrone qui introduit une diffusion artificielle et le schéma TGD, aucune
oscillation thermique n’est apparue. Toutefois, les températures ”asynchrones” sont plus faibles
que celles obtenues avec le TGD.
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F1a. 2.35 — A gauche la thermique asynchrone et a droite la thermique TGD [Aliaga 2000].

- La deuxieme application est plus sévere avec le refroidissement d’une piéce tres massive. Le
maillage utilisé atteint 100 000 éléments bien qu’il faudrait une taille de maille 50 fois plus petite
pour résoudre correctement la thermique. Le pas de temps asynchrone est 150 fois plus grand
que le pas de temps réel pour un refroidissement maximal de 10°C par incrément de calcul. La
figure montre les résultats obtenus entre la thermique asynchrone et TGD. Seul le calcul
via la thermique asynchrone présente quelques endroits de choc thermique...

d) Par rapport a la méthode de diffusion fractionnée

Cette fois-ci, il s’agit de modéliser la coulée d’un lingot d’acier, a la température initiale
de 1534°C'. Toutes les données de la simulation sont énumérées dans [Fachinotti 2004]. Pour ce
cas complexe, la méthode GS s’avere completement inefficace avec la présence d’oscillations non
physiques pouvant atteindre les 320°C. Par contre, comme en témoigne la figure [2.36] il y a un
bon accord entre les résultats TGD et ceux de la diffusion partitionnée, présentée au premier
chapitre (§ [[24]). La méthode de diffusion n’est pas plus précise que le schéma TGD mais juste
plus rapide.
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Fic. 2.36 — Comparaison entre la méthode TGD et la méthode de diffusion fractionnée
[Fachinotti 200)].

Bref, dans tous les cas que nous venons de présenter, les résultats TGD obtenus sont tres
satisfaisants illustrant ainsi la capacité du schéma a traiter de forts chocs thermiques malgré le
faible ordre d’interpolation, tout en absorbant naturellement le choc thermique.

2.2.1.6 Bilan général

a) Avantages du TGD

~» Le schéma TGD muni de I’élément fini mixte Py/Py conduit & un schéma local, stable,
facile a implémenter. Il ne nécessite pas de résoudre de gros systemes linéaires.

~» Un développement de Taylor a l'ordre n = 3 est suffisant pour obtenir la stabilité
du schéma, avec une estimation satisfaisante de la solution. Il est donc inutile de pousser le
développement de Taylor en prenant une valeur de n trop grande qui aurait tendance a aug-
menter le temps de calculs sans améliorer significativement la solution du modele.

~+ Choisir un maillage structuré ou non structuré, a taille de maille identique, n’influe guere
sur la solution numérique, en donnant des résultats tres similaires.

~» Comparée aux formulations Galerkin standard, la méthode TGD est efficace pour les
équations fortement convectives (puisqu’elle ne génére pas d’instabilités) et pour les équations
diffusives pures (puisque le probleme du choc thermique est relativement bien traité).
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~» Par rapport a toutes les méthodes présentées jusqu’ici, elle ouvre de meilleures perspec-
tives avec des utilisations nombreuses et tres variées. Sachant qu’elle donne des résultats tres
encourageants pour le traitement du changement de phase (trempe, remplissage de lingostiere...),
elle pourrait étre étendue a la prise en compte de phénomenes physiques importants en rem-
plissage de moules, a I'exemple du couplage thermique moule/polymeére dans une approche 3D
directe, la modélisation d’éventuels inserts (injection/surmoulage) ou d’autres polymeres (injec-
tion multi-matieres).

b) Limitations du TGD

Cependant, elle présente quelques inconvénients, non négligeables :

~» Son caractere explicite lui impose d’utiliser des petits pas de temps (thermiques) afin de
conserver la stabilité du schéma; entrainant ainsi des temps de calculs tres élevés. En particu-
lier, pour des simulations complexes avec couplage thermomécanique, [Batkam-Coupez 2001] se
rendent compte que le temps de calculs avoisine les trois semaines pour des maillages a 15000
noeuds et 80000 éléments.

~» Le schéma est beaucoup trop sensible aux tailles de mailles: il induit des erreurs impor-
tantes sur des maillages grossiers a cause de son interpolation Fy. Des maillages suffisamment
fins sont donc nécessaires mais cela contribue a accroitre le temps de calcul.

~» Pour des situations extrémes de maillages tres anisotropes, une divergence de la solution
peut également étre observée [Batkam 2002].

~» Le traitement de conditions aux limites en flux ne semble pas consistant avec la méthode en
obtenant une mauvaise estimation de la température et de meilleurs résultats avec une formula-
tion Galerkin standard. Cela nous amene donc a la conclusion suivante : pour simuler I’évolution
de la température d’une barre soumise a un flux constant, la résolution Galerkin munie de la
thermique asynchrone semble pour l'instant la mieux appropriée (en terme de précision et de
temps de résolution). D’ailleurs [D’Alvise 2002] aboutit & ce méme raisonnement lors de I’étude
du processus de soudage avec frottement inertiel.

A ce stade de notre travail, on se demande si I'on doit encore raffiner le maillage et du coup
faire accroitre le temps de calcul ou privilégier une direction de remaillage. Un choix plus judi-
cieux serait d’améliorer le calcul du flux ¢’; ceci fait I’objet du paragraphe suivant.

En dépit de ses limitations, il semblerait que le schéma TGD explicite muni de I’élément fini
mixte constant Py/ Py soit le plus apte a répondre a nos besoins. En effet, il ne faut pas oublier
qu’il est tres performant sur des cas extrémes de chocs thermiques, omniprésents au cours des
procédés de forgeage et de trempe! Pour toutes ces raisons, nous avons retenu cette technique
de calcul comme base de notre modele, développé ci-apres.

Nous souhaitons que le nouveau modele soit capable d’absorber les chocs thermiques a
moindre cout, tout en donnant une estimation plus précise sur le calcul du flux. De plus, nous
envisagerons d’y introduire un caractere implicite afin d’avoir une plus grande souplesse dans le
choix du pas de temps, tout en conservant de bonnes propriétés de stabilité.
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2.2.2 Le modeéle Galerkin Discontinu Implicite : Gdimp

Dans cette section, nous présentons notre premier modele numérique pour résoudre de
maniere plus efficace et pertinente le probléme thermique mixte instationnaire considéré .
Ce schéma est en fait une amélioration de la méthode TGD, avec comme base du modeéle spatial
lapproche Galerkin Discontinue (introduite par [Lesaint-Raviart 1974]) munie d’éléments finis
mixtes discontinus Py/ Py en température/gradient de température.

Avec ce nouveau schéma, nous souhaitons conserver tous les avantages d’une formulation
mixte et d’une interpolation de bas degré, tout en s’affranchissant des principales limitations du
TGD afin qu’il puisse mieux rendre compte des effets thermiques et thermomécaniques au cours
des procédés de forgeage et de traitements thermiques.

Pour la discrétisation spatiale, nous utilisons une formulation originale, développée par
[Batkam-Coupez 2001], basée sur I’élément fini mixte Py/ P0+ en température/gradient de tempé-
rature, qui confere une meilleure stabilité au schéma résultant et une meilleure précision pour
estimer le gradient de température, et donc le flux de chaleur. L’intégration temporelle, quant a
elle, a pour objectif de prendre en compte des pas de temps plus élevés (et donc de réduire le cotit
des calculs) avec I'introduction du schéma d’Euler implicite. C’est ainsi que nous appelons notre
modele numérique, le modele Galerkin Discontinu Implicite noté Gdimp [Pelissou-Massoni 2003].

2.2.2.1 Schéma de discrétisation spatiale: ’élément fini mixte P/P;"

Le modele spatial utilise une technique de Galerkin Discontinu qui rappelons-le consiste de
fagon générale & interpoler les inconnues du probleme (la température et le flux) par des fonc-
tions polyndmiales pour lesquelles aucune condition de continuité n’est exigée aux interfaces
entre les éléments (cf chapitre 1 §[1.3.5)).

L’élément fini mixte Py/Py qui servait de base au schéma TGD ne sera plus retenu pour
le modele Gdimp. En effet, nous choisissons d’utiliser une formulation plus locale, construite
a partir de l'interpolation Py/Py: c’est la formulation Py/P;" [Batkam-Coupez 2001] dont le
principe est expliqué ci-dessous.

a) Interpolation mixte de bas degré

Considérons €2, une triangulation du domaine 2 décomposée en K simplexes telle que

Q = U K et h une taille de maille caractéristique.
KcQyp

e Décomposition d’un élément K de la triangulation : notations

A partir d’une interpolation Py/ Py, nous construisons une formulation P/ PO+ plus localisée.
Le principe de cette nouvelle méthode consiste a subdiviser chaque élément K de la triangulation
en 4 pour le cas tridimensionnel ou en 3 pour le cas bidimensionnel (soit en D si nous nommons
D la dimension topologique du maillage), puis d’appliquer sur chaque sous-élément K F de la
subdivision un schéma Py/Py.

Plus précisément, le champ de température T' reste constant sur chaque élément K. Par
contre, le flux de chaleur local ¢ gk sur un élément K sera obtenu en additionnant les valeurs
¢ kr de chaque sous-élément K (figure . On supposera, de plus, que le flux reste le méme
entre deux sous-éléments partageant une face extérieure de I’'élément K.
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Elément K de la triangulation

FIG. 2.37 — Notations 2D sur Uélément K décomposé en 3 sous-éléments K [Batkam 2002].

La figure[2.37]et le tableau dressent les notations relatives a I’élément K et a un sous-élément
Kt

K : élément quelconque du maillage (K C Qp),
F : face "externe” de I'élément K tel que F € 0K,
mE i vecteur normal (orienté sortant) a 'élément K a travers la face F,

KC(F) :ensemble des éléments du maillage partageant la méme face F,
KT :sous-élément de K partageant la face I avec K (K¥ C K),

I : face ”interne” & K tel que f € OKT,

W{( » :normale sortante & une face f d’un sous-élément KF',

Tk : température (constante) de I’élément K (et de ses sous-éléments K associés),
—

¢ g : flux de chaleur (constant) d’un sous-élément K*' de 1’6lément K,
F(Qy,) : ensemble des faces (internes et externes) de la triangulation 2.

TAB. 2.15 — Notations.

Pour construire la formulation faible discrete du probléme mixte thermique ([2.3), nous avons
besoin au préalable de définir des espaces d’interpolation pour les deux inconnues du probleme.

e Espace d’approximation pour la température

On choisit d’interpoler le champ de température 1" par des fonctions constantes par élément.
Soit T}, la projection de T', T, € W}, espace d’approximation pour la température, défini par:

Wi, = {wy, € L*(Q), wp,,. € Po(K) VK € Qp}.

= La température de chaque sous-élément de 1’élément K aura comme valeur celle de la
température Tk de 1’élément K (figure [2.38)).

e Espace d’approximation pour le flux

Sur chaque sous-élément Kp, on fait I'hypothése d’une interpolation constante du flux 7.
L’approximation résultante sur I’élément K est qualifiée de ” PO+ ”. Le choix d’interpolation
pour le flux ¢ se traduit par: soit g, la projection PO+ de ¢, qn € F, }:L espace d’approximation
pour le flux de chaleur avec:

B ={v, e [LXQ)% o, € Po(KT) VKT e K VK e,}.

IKF

= Le flux de chaleur local ¢ ¢ d'un élément K est obtenu en additionnant les valeurs ¢ jr de
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chaque sous-élément.

e Notation : 'élément P/ P,

L’élément mixte en 7/7¢ ainsi construit est appelé Py/ P(;" et se visualise sur la figure M

FI1G. 2.38 — Lélément fini mixte Py/ Py~ en température/fluz de chaleur [Batkam 2002].

L’idée de cette nouvelle méthode est de pouvoir construire un schéma stable, facile a implémenter
et encore plus local que le schéma utilisant des éléments finis Py/FPy. C’est ainsi que [Batkam 2002]
envisage que le saut de température T}, soit nul a travers les faces ”internes” f de I’élément K
et que le saut de flux ¢’p, soit nul & travers les faces "externes” F de K.

b) Formulation faible

On est maintenant en mesure d’écrire la formulation faible discrete associée au probleme
thermique instationnaire :

Trouver Tj, € W, et ¢ € F, }j tels que:

dT; . .
< PCCT; +divgn, e >0 = (0,9 Vo € D(Qy)
(2.29)

< Th+kVT,. B >0 =0 VP e D)

A partir de , nous utilisons le schéma de résolution éléments finis. Comme pour I’in-
terpolation constante Py/Py, les difficultés résident dans l’expression du flux de chaleur sur
I’élément PO/PO+ ainsi que dans la discrétisation du terme de diffusion divg,. Dans ce qui
suit, nous décrivons les principales étapes du calcul du gradient discret et de la divergence
discrete. Pour de plus amples détails, le lecteur pourra directement se référer aux travaux de
[Batkam 2002].

c) Formulation discréte: gradient discret

La formulation du gradient discret provient du calcul de la forme discrete éléments finis
—
associée a la loi de Fourier < ¢+ k VT, ¥ >q.

=1 —
e Terme < kVTy, ¢ >q

En utilisant le théoréme de la divergence, on a pour tout @ € [D(Q4)]%:
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< kVTh, @ >q = —/kThdivE)dQ = —/kTh P .7 ds
Q r

= - > > / kTykr @ .My ds (2.30)
Tpr

KcQ, KFCcK

puisque T}, est constante sur le sous-élément K¥' de valeur : Tygr = Txr = Tk .
A ce stade, comme pour le schéma Py/Py, nous introduisons le saut de la température T}, et
des poids attribués maintenant sur les sous-éléments K" de la triangulation (et non plus sur les

éléments K de la triangulation) :

— le saut de T} & travers la face interne f du sous-élément K* suivant la normale !

KF
orientée extérieurement & K (figure [2.39). Ce saut, noté [Th]}; r, est défini comme suit :
Tlfe = Y Tywr Tl s (2.31)

KF' CK(F)

ou IC(F') représente le domaine formé par les sous-éléments de la triangulation Q; qui
partagent la méme face interne f.

Elément K de la triangulation

F1G. 2.39 — Calcul du saut & Uinterface de deux sous-éléments K1 et K*3.

— et les coefficients af( » qui désignent des poids attribués aux sous-éléments K*" adjacents

a la méme face interne f et qui vérifient :

oooale =1 (2.32)

KFCK(F)
Avec ces notations, I'expression précédente (2.30) se réécrit :

<HVLF e = - X Y kalelmli [ whFas (2.33)
KCcQ, KFCK F

e Terme (?h , ?)Q

(qh, Pla = /Q7h'$d9 = > > /KF G- P A2 VP € [D())?
KCQn KFCK

- Z Z 7KF./KF$dQ (2.34)

KcQ, KFCK
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Puisque ¢, € F ;r , c’est & dire ¢'j, est constant sur le sous-élément K de valeur ¢ xr.

e Bilan de la discrétisation du flux de chaleur

En combinant (2.33]) et (2.34)), on arrive a I’expression :

>y {7Kp./ 7 dQ — kaf(F[Th]f{/ Wﬁ.?ds} =0 (2.35)
K¥F F

KcQ, KFcCK

Cette équation étant valable pour tout @ € [D(Q4)]%, on choisit ¢; = Idxr Vi € [1,d]. Autrement
dit :

1
Txr = K7 k ajer [Tl [F| TE (2.36)

Remarque 2.6 Détermination du volume d’un sous-élément K.

En prenant naturellement le barycentre de chaque élément K de la triangulation Qp, comme point
de la subdivision, il en résulte que tous les sous-éléments K de cette subdivision auront méme
volume |KT'| avec :

1&]|

K" =
KT =

VK ¢ K et D la dimension topologique du maillage (2.37)

Remarque 2.7 Détermination des poids ozf(F.

Deux cas peuvent se présenter en fonction de la nature de la face F' qui peut étre une face interne
(F & 0Q) ou bien une face frontiére (F € 0%).

— Pour une face interne, en considérant K(F) le voisin de K partageant la méme face F, le
poids s’exprime par:

F K]
o = 2.38
K= KT+ K (239
— En revanche, pour une face frontiére, on pourra toujours définir af{p =1 ou étendre [’ex-
pression en considérant un élément fictif a lextérieur du domaine ayant F' comme
face adjacente a l’élément K et tel que son volume |K(F)| soit nul. On aura donc :

of, - Ky (2.39)
KEIR + IK(F) K] '

En prenant en compte ’expression des poids af} » et celle du volume du sous-élément K, on
aboutit & la formulation locale (2.40) correspondant au calcul du flux de chaleur discret ¢ yr
sur le sous-élément K*:

r _DIF| 7}

VK c KNK CQn,  Grr = k[T —— K

(2.40)

Remarque 2.8 Pour une face frontiére, |K(F)| = 0; ce qui simplifie ’expression .
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d) Formulation discréte: divergence discréte

Il faut maintenant exprimer la forme discrete associée au terme de conservation de I’énergie

dT;
< pcd—th +div(qr), e >q dans le systeme (2.29).

En d’autres termes, cela revient a calculer la divergence discrete du flux de chaleur sur un
élément K & I'aide du schéma Py/ Py

Sachant que la quantité de chaleur échangée (par diffusion) a travers un élément K corres-
pond & la somme des quantités de chaleur échangées a travers les sous-éléments Kt de K, la
divergence discréte du flux de chaleur sur un élément K s’écrit :

Vaixk = Y, V. Tgr (2.41)
FeoK

Autrement dit, il faut d’abord calculer la divergence discrete sur un sous-élément quelconque
KT de lélément K qui se met sous la forme:

1
[KF|

1
V-?KF = - Z 5 [7h]§(F AfI W{(F * (2.42)

JE€OK, f#F

En effet, par construction du schéma P/ P0+ , les sauts de flux sont nuls a travers les faces f
qui sont aussi des faces "externes” F' de ’élément K. Par conséquent, seules les faces ”internes”
vont éventuellement ”voir” des sauts non nuls dans le calcul de la divergence discrete. Ces sauts
sont répartis de maniére équivalente entre les deux sous-éléments voisins K et K¥'(f) avec:

le saut du flux ¢’ & travers la face f défini par [?h]f(F = ¢ gr — 7KF(f)
et
1
les poids ﬁf{p tels que > B{{F = 1 avec ﬁf{p = 3 pour V f face interne
KFCK(F)

Gréce a l'obtention de certaines propriétés remarquables de ce schéma [Batkam 2002], nous
en déduisons la forme simplifiée suivante :

K]

|F|
V?K = FGZaK 7KFW%)§ avec ‘KF‘ = f (243)
; VH—EZ_)FWFW\
FeoK

Finalement, en injectant l’expression ([2.40) dans (2.44) et en remplagant D par w, nous
obtenons I'expression de la divergence discrete du flux sur ’élément K tel que:

D |FP?
V~?K = el k [Th]F T o 2.45
K 2 P R ) (2.45)

Remarque 2.9 w est un paramétre numérique introduit dans la formulation discréte. Ce pa-
ramétre dépend en réalité de la forme des éléments (dimension du maillage, mode de triangula-

tion,...) et admet une valeur optimale w = — (en notant d la dimension de [’espace) permettant

d’améliorer la précision du schéma. [Batkam 2002] le nomme "le facteur de formes”.
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e) Bilan de la discrétisation spatiale

En définitive, en reportant (2.40) et (2.45) dans (2.29), et en supposant une interpolation
constante par élément du second membre w dans (2.29)), le schéma de Galerkin Discontinu pour

des éléments finis mixtes Py/P;~ en température/flux permet d’écrire et donc de résoudre loca-
lement le probleme suivant :

Trowver Tk et q r tels que pour tout K C K et pour tout K C €y, :

drT w .
POk —- = — o > Txr-Tk|F| + ik (a)
dt N
(2.46)
D|F| 7k
Txr = k [Thlk |K\|—|—|]K(IJ(T)| (b)

En injectant I'expression de ¢ jr dans I’équation discrete de la chaleur; nous obtenons une
écriture réduite de la discrétisation spatiale: c’est la formulation éléments finis associée au
probléeme thermique instationnaire fort (2.3)) :

Trouver Tk tel que pour tout K C Qy:

ATy W - DI|F] ' (2.47)
(pox K = - BTG o i
dt & 2 O m R

Le probleme (2.47) s’exprime alors uniquement a l’aide d’une seule inconnue le champ de
température Tk sur 'élément K. C’est sous cette écriture que le probleme thermique est résolu.

Remarque 2.10 La décomposition en sous-éléments sur laquelle est basée la discrétisation du
gradient de température n’apparait pas explicitement dans le bilan discrétisé. Le fait qu’elle
soit implicitement contenue dans les équations va donc permettre d’enrichir le schéma PO/PO+
sans introduire de nouveaux termes.

f) Comparaison des schémas Py/Py et Py/Py

Partant de la méme formulation mixte & deux champs 7//°¢" du probléme thermique insta-
tionnaire , Pexpression du probleme discret avec des éléments P/ PO+ sera donc nettement
simplifiée par rapport au schéma Py/ P, : le probleme discret Py/ P, a la possibilité de s’exprimer
uniquement avec le champ 7', contrairement au probleme discret Py/Py qui a besoin d’estimer le
gradient de température (et donc le flux de chaleur) avant d’en déduire le champ de température.

La comparaison entre les schémas de discrétisation Py/Py (§ 1) et Py/P; met en
évidence le caractere plus local de l'estimation de la température T sur I'élément K a 1’aide
de la deuxieme discrétisation. Plus précisément, le calcul de la température Tk provenant d’un
schéma Py/Py nécessite de faire intervenir des informations sur les deux couches d’éléments
voisins autour de K alors que la détermination de la température Tx pour un schéma Pp/ P0+
repose uniquement sur les données des éléments voisins de K.

On parle alors de ” formulation voisins des voisins” (figure a droite) pour I’élément fini mixte
Py/ Py et de ” formulation voisins” (figure a gauche) pour I'élément fini mixte Py/ Py .
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schéma PO/PO+ schéma PO/PO

F1G. 2.40 — Comparaison des schémas Py/ Py et PO/PdF : contributions locales de l’élément cou-
rant K [Batkam-Coupez 2001).

Remarque 2.11 Résolution globale du probléme .

Pour chaque élément K de la triangulation, une contribution de (1+ D?) termes dans la matrice
serait nécessaire avec le schéma le Py/ Py alors que seulement une contribution de (1+ D) termes
dans la matrice avec le schéma Py/ Py

2.2.2.2 Prise en compte des conditions aux limites thermiques et du terme source

Pour que le probleme thermique mixte instationnaire soit correctement posé, nous avons
supposé plusieurs types de conditions aux limites thermiques sur ’ensemble du bord du do-
maine §2, noté I'. Dans cette partie, nous regardons comment ces conditions sont gérées par le
schéma de discrétisation spatiale Py/ PO+ . La possibilité d’écrire le probleme discret a ’aide d’une
seule inconnue (le champ T') va permettre de faciliter I’écriture ainsi que la gestion des diverses
conditions aux limites.

Rappelons juste la convention adoptée (figure [2.41)) :

”Le volume d’un élément ou d’un sous-élément (fictif) en dehors du domaine Q) et voisin d’un
élément frontiére est nul :

K(F)] =0 VFe dKNT VKecQ”

¢lément fictif Ke’ r

élément Ke

Fi1G. 2.41 — Elément externe fictif adjacent a une face frontiére F.
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a) Température imposée sur I'y : T' = Ty

La discrétisation de la condition de Dirichlet s’écrit de maniére évidente:
TK(F) = Timp VE € OKNI'y VK €Q (2.48)
Autrement dit, le saut devient :

[Tk = Tk — Ty = Tk — Timp sur I'y (2.49)

Donc, en prenant en compte une condition de température imposée, le bilan discret (2.47)) est
équivalent a:

dTx w D |F|?
K=~ Nk (Tk — Tomp)
Fel
b) Flux imposé sur I'y: ®;p = ¢'. 10

Le terme de sommation Y. dans ’expression (2.46la) va se simplifier en prenant en compte
FEoK
cette condition et en se réduisant a:

2 (I)imp |F| sur FQ

En effet, en considérant un élément virtuel dans le milieu en vis-a-vis (figure , la condition
de flux imposé s’écrit :

1
Bigmp - 1 = 3 <7K + 7Kg> (2.51)

De plus, pour discrétiser cette condition de Neumann, on part de la relation (2.46\b) écrite sur
I'élément K, et sur I'élément K:

D|F|
Trr - Tr = k[Th)l —————— VFec KNIy VK €Q
Trer- e = B [ 3 K :
2.52
T A ) .
|K'| + [K(F)
Autrement dit, la condition (2.51)) se reformule par :
1 D |F] D |F]
i = = | k[Th)% (
P2 [ RAIK + [K(P)] K| + [K(F)]
(2.53)
2Qimp (K| + |K(F)| | |K'| + |K(F)
T F — P
o ik = 2 (B5r2 0
Et donc, avec la convention, (2.53) se simplifie et (2.47) est équivalent a:
dTx w
POk — = — & D 2 i |F| (2.54)
Fels
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Pour les conditions de transferts thermiques piece/outil (conduction) ou encore piece/air (convec-
tion/rayonnement), la méme démarche du rajout d’un élément fictif est utilisée.

c) Conduction sur T3: @.7 = heg (T — Tout)

La discrétisation de la condition de conduction conduit & 'expression pour VF € 0K N1I'3
VK € Q:

2 heq K| + [K(F)| K] + |K(F)|
T — 1T, = T-T 2.55
K — Tx(r) 2 ( out) DIF] + DIF] (2.55)
Ce qui revient & écrire pour le terme de sommation ) dans (2.46la):
FEOK
2 hcd (T — Tout) ‘F‘ sur Pg
C’est a dire:
dTx w
(box 3 = ~ 7 F; 2 hea (T = Tour) |F| (2.56)
3

d) Convection/rayonnement sur Ty: q.7 = h (T — Tezt)

De méme, le terme de sommation »_ pour des transferts type convection/rayonnement
Fe oK
va se réduire a:

2h (T —Tegr) |F|  sur Ty

avec comme formulation du saut de température pour VF € 0K NI'y VK € Q:

2h K| + [K(F)| | |K'] + [K(F)]
T — 1T, = T-T 2.57
Par conséquent, la formulation discrete (2.47)) est équivalente :
dTx w
— = = 2h(T —"Teqt) |F
() — T4 FEEF ( t) |F| (2.58)
4

e) Prise en compte de la déformation

L’estimation du terme source wg sur I’élément K est la méme que celle utilisée pour le
schéma TGD ”forgeage”.

f) Réécriture du bilan de la discrétisation spatiale

Maintenant que nous avons pris en compte les diverses conditions aux limites, nous sommes
en mesure de réécrire le bilan de la discrétisation spatiale ” Py / P(T ” du probleme thermique mixte
instationnaire, en introduisant les quatre expressions discretes (2.50), (2.54)), (2.56) et (2.58).
Plus exactement, ce rajout va se faire au niveau du terme de sommation sur ’ensemble des faces
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de ’élément K sachant que ces faces peuvent aussi bien étre internes (F' = f avec F € ) que
frontieres (appartenir a une partie du bord de Q):

2. = > )

FeoK FedK internes FedK frontieres
DD D D DI D DN D 3
FeOK, F=f FedoKNI'y FedKNI'y FedKNI'y FeoKNI'y

En complétant 'équation (2.47)), nous en déduisons la formulation générale de la discrétisation
spatiale " Py/ P(T ” du probleme thermique mixte instationnaire:

Trouver Tk tel que pour tout K C €y :

_— = - = kp [Tyl ———— 2 Bipnpy |F
PR gy KT\ o, P R ) 2y 2 e
€OK,F=f FeTls
D |F|?
+ > kp (TK—Timp)“‘m’ + > 2heq (T = Tow) |F| (2.59)
Fely Fels

+ Z 2h(T_Text)|F| +wK
FeTly

Apres avoir décrit les conditions aux limites, on s’intéresse a présent a la résolution numérique
de ce probleme. Pour cela, nous introduisons un schéma d’intégration temporelle a la formulation

discrete complete (2.59)).

2.2.2.3 Discrétisation temporelle: schéma d’Euler Implicite

Plusieurs méthodes existantes dans la littérature permettent de résoudre 1’équation .
Cependant, nous voulons que le schéma d’intégration temporelle choisi puisse préserver une cer-
taine stabilité et prendre en compte des pas de temps plus grands, que ceux qui nous étaient
permis avec la méthode TGD explicite . C’est pourquoi, notre choix s’est tout naturellement
porté vers le schéma classique d’Euler implicite.

a) Schéma d’Euler implicite

Le schéma d’Euler implicite appliqué au probleme 12.47: nous amene a ’écriture du systeme
linéaire suivant, ayant pour inconnues les températures T}}"At :

TEHHAL Tt w D |F|? ,
(PC)K K At K _ |7 Z k? Tt+At Tt+At) | | + wt-i-At (260)

K(F)
pos K] + [K(F)|

Pour chaque élément K, la combinaison du schéma temporel (2.60) & la prise en compte des
diverses conditions aux limites (2.59) nous conduit a I’expression suivante, sachant que Fj; est
la face interne commune a 1'élément K; et K :
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K| p:c; =% ) ki Tt+At Tt+At j
’ Z|plC’L At +CU Z 7,/]( [3 7 )‘KHK‘

jvoisinternes

D |F|?
LW Z ki (Tit+At — Timp) |I|(|| + w Z 2 Oy |F|
Fed K;, FeTy ! FEd K;, Fels (2.61)

tw Y 2hg(TM T |Fl +w Y 2 (T — Toy) |F)
FecoK;, Fel's FeoK;, Fel'y
‘K| t+At

Soit sous la forme d’un systeme linéaire symétrique a (nbelt) lignes et (nbelt) inconnues, nbelt
étant le nombre d’éléments composant le maillage 2y, :

A]{TA) = (B) (262)
avec:
( T'HA représente le vecteur inconnu des températures aux éléments, a Uinstant ¢ + At
pz Cl zg D |F1|2
= |K; kiji ———— + w k; + w 2 heg |F
u ’ ’ J%s i/j |K‘+|K‘ F; ‘Kz’ FEZFS cd‘ ’
+w Y 2h|F|
Fely
D|Fy[* ., .
A = — wky, ——2—— 4
’ R T
C D |F|?
— K| 2 th +tw) kTmp’K" —w > 2y |[F| + w Y 2 heg Tou |F|
Fel ¢ Fely Ferls
+w Y 2h T |F| + |K| ™
Fel'y

b) Méthode de résolution numérique : décomposition de type Jacobi

Afin de sélectionner une méthode de résolution adaptée au systeme linéaire issu de (2.61)),
nous regardons dans un premier temps si la matrice (A) possede des propriétés spécifiques.

Grace au caractere tres local du schéma Py/ POJr , il s’avere qu’elle présente la particularité
d’étre largement creuse. En effet, nous avons vu que chaque élément de la triangulation apporte
une contribution de (1 + D) termes dans la matrice (A). De plus c¢’est une matrice a diagonale
dominante; autrement dit, elle ne présente aucun terme nul sur la diagonale.

Pour résoudre le systeme linéaire ([2.62)), nous avons choisi d’implémenter la méthode de décompo-
sition de type Jacobi [Ciarlet 1991]. Rappelons brievement cette technique de résolution.

* La matrice (A) se décompose en (A) = (D) — (E+ F)
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ot (D) est une matrice diagonale, (E) et (F') sont respectivement des matrices triangulaires
inférieure et supérieure, a diagonale nulle, telles que:

dii = ais
ei = 0, €j = —ay 1<
fii = 0, fij = —ai i>]

* le systeme matriciel se réécrit  (A)[T]=[B] < (D)[T]=(E+F)[T]+ [B]

« On y associe le processus itératif suivant en désignant par [T] () une suite convergente vers
le vecteur [T7:

(D) 1)) = (E + F) [T]? + [B] (2.63)
* Algorithme de Jacobi :
(7] donné
Pour 7 = 1, nbitmax
Pour k=1,N
(1) 1 S 0 _ N (0
it+1 i i
I, = T%(Bk_ZAkj]} - > AyT)
j=1 j=k+1

si (\T,gi—i_l) - T,gi)\ <€) est vérifiée alors FIN.

Remarque 2.12 La matrice (A) étant largement creuse, nous avons décidé de nous restreindre
a lutilisation de la méthode de Jacobi. On aurait pu envisager d’utiliser une méthode plus effi-
cace, comme par exemple, la méthode de Gauss-Seidel [Ciarlet 1991)], ou encore la méthode de
gradient conjugué préconditionné [Ern-Germond 2000]. Comparé avec les méthodes itératives
(de Jacobi ou de Gauss-Seidel), l'avantage d’une telle méthode est le gain en temps CPU non
négligeable, notamment si l’on doit résoudre de trés gros systémes.

Nous avons implanté le modele Gdimp dans la version monodomaine du code éléments finis
Forge 3®, tel que nous venons de le décrire dans les paragraphes Afin de vérifier
la validité et D'efficacité de notre modele, il est donc nécessaire de 'appliquer a des problemes
simples présentant une solution bien définie.

2.2.2.4 Validation du Gdimp sur des tests purement thermiques : comparaison avec
une solution analytique instationnaire

Pour valider le modele Gdimp, nous reprenons les deux tests ”standards” purement ther-
miques précédemment introduits lors de la validation du schéma TGD (§ . Pour chacun
de ces tests, une comparaison sera faite entre la solution analytique, les deux modeles numériques
(TGD et Gdimp) implantés dans le code Forge 3® et, quand cela sera possible, la version GS
(associée & la thermique asynchrone) qu’utilise actuellement Forge 3®. La validation du modele
Gdimp n’en sera donc que plus fiable et pertinente.

a) Température imposée sur ’extrémité d’une barre d’acier semi-infinie

Rappelons succinctement les conditions de ce premier test (cf figure [2.4)) :
- Température initiale de la barre: Ty = 800°C
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- Température imposée sur le plan z = 0: T}, = 25°C

- Maillage: h = 2,8 mm

- Temps de la simulation: 30s avec un pas de temps mécanique dt fixé a 1s

- Données du matériau: k = 15 Wom LK1, p = 7800 Kgm 3 etc = 360 JKg '.K~!

e Solution numérique 3D : visualisation des résultats Gdimp

Maintenir une température constante de 25°C' sur 'extrémité d’une paroi d’une piece initia-
lement a 800°C' va automatiquement entrainer le refroidissement rapide de celle-ci (figure @ ;
et qui plus est, un refroidissement uniaxial (direction des z) mis en évidence sur la figure |___|
représentant les isovaleurs thermiques du Gdimp.

800

t=135s t=30s

400
00

25

g

g

g

¥

F1G. 2.42 — Isovaleurs de la température au cours de la résolution Gdimp : mise en évidence du
phénomene de diffusion thermique.

Les résultats obtenus sur la figure [2.43] sont tres encourageants avec une allure générale des
courbes Gdimp sensiblement similaire a celle des solutions analytiques, pour les traceurs localisés
a Imm, 10mm et 20mm du bord thermiquement imposé. De plus, le troisieme noeud ne s’échauffe
plus anormalement en adoptant la résolution Gdimp.

900

800 --E-W

600
g
‘e 500
2
5
a 400
3 : g .
] : —— analytique-1 ~#- Gdimp-1 R =
300 I.
+— analytique-10 - @~ Gdimp-10
"
200 i —A— analytique-20 o~ Gdimp-20
*oa
100 - P
0
0 5 10 15 20 25 30

temps (s)

F1G. 2.43 — FEvolution de la température des 3 traceurs : comparaison entre la solution analytique
et la version Gdimp de Forge3®: h = 2.8mm et dt = 1s.
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Afin d’établir une comparaison entre nos deux modeles numériques discontinus (sur ce test
de température imposée), nous avons rajouté, sur la figure les évolutions thermiques du
TGD pour ces trois capteurs. Il s’avere que le Gdimp est plus performant que le TGD avec
des plus faibles écarts avec la solution analytique et un temps de calcul plus court. En effet, on
estime approximativement une erreur moyenne Gdimp de 2,2% et 0,5% pour les noeuds situés
a 10 et 20mm du bord, en seulement 103s, tandis que 157s sont nécessaires au TGD avec des

erreurs plus importantes, de 'ordre de 7% et 3,6%.

900
800
700 +

G00

o
=1
=1

B
o
o

température (°C)

o Gdimp-1

| —&— analytique-1 = TGD-1
—— analytique-10 —#TGD-10 —— Gdimp-10
| ~& analytique-20 -8~ TGD-20 o Gdimp-20

[
=
[=]

X}
=]
=1

-
=1
=3

rj:n:t—_!:gzt_!_..‘_._ & & &

o

6 5 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5 30

temps {s)
F1G. 2.44 — Test de température imposée : comparaison entre la solution analytique et les diverses
solutions numériques TGD et Gdimp de Forge3® avec h=2,8mm.

Par contre, pendant les premieres secondes de la simulation, on peut observer un écart plus
important entre la solution exacte et la courbe Gdimp pour le noeud situé en peau (a z = lmm)

qui s’affaiblit au cours du temps (figure 2.45)). Avec ce maillage moyennement grossier (h =
2,8mm), c’est le TGD qui donne de meilleurs résultats, avec seulement 6,3% d’erreur contre

22% avec le Gdimp, pour le capteur en peau.

35 7
~#- z=lmm

30
I| ——z=10mm
|

1 o z=20mm

- 5} L]
@ = @

% erreur thermique Gdimp

-
=

PREPUEPREPEFS S S S S S e s §

—a—
bl o0—0—0—©

) W‘JT’* o905 g0 9 O 00000000

1] 5 10 15 20 25
temps (s)

30

F1G. 2.45 — Evolution de l’erreur moyenne Gdimp pour les 3 traceurs: h = 2,.8mm et dt = 1s.
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e Solution numérique: influence du mode de triangulation

A présent, nous regardons si le schéma Gdimp est sensible au mode de triangulation. Comme
précédemment, on considére un maillage structuré et non structuré (formé de tétraedres a 4
noeuds), ayant tous deux une taille de maille constante de 1'ordre de 2,5mm (cf p .

Comme en témoigne la figure[2.46] la thermique Gdimp reste assez stable vis-a-vis du maillage
avec des écarts minimes obtenus entre les courbes structurées et non structurées (pour les deux
traceurs z = 10mm et z = 20mm) et des temps de calculs tres proches (cf tableau. On peut
juste souligner que les résultats provenant du maillage structuré (possédant moins d’éléments)
sont meilleurs. Par exemple, pour le premier capteur, l’erreur moyenne estimée est de ’ordre de
0,4% contre 2,6% en non structuré.

00

—+—analytique-10 —=— Gdimp-struct-10 —— Gdimp-nonstruct-10
=+ analytique-20 —#— Gdimp-struct-20 —— Gdimp-nonstruct-20

700 +

température (°C)
=23
o
o

&
=]
=

400 -

300 +
temps (s)

F1G. 2.46 — Test de température imposée : influence du mode de triangulation du maillage sur la
solution numérique Gdimp avec h = 2,5mm.

= Comme le schéma TGD, le modele Gdimp permet d’obtenir une estimation quasi-similaire
de la température, quel que soit le mode de triangulation choisi, a taille de maille identique. De

plus, le Gdimp se révele plus précis et plus rapide que le TGD (cf tableau [2.16)), en lissant
correctement le choc thermique.

[0,30 s ] MAILLAGE STRUCTURE MAILLAGE NON STRUCTURE
h=25mm h=25mm
CPU Gdimp 64 s 74 s
% erreur moyen Gdimp
z = 10mm 0,4% 2,6%
CPU TGD 4dmin25s 4min30s
% erreur moyen TGD
z = 10mm 8,3% 6,3%

TAB. 2.16 — Comparaison des temps de calculs et des erreurs pour les schémas Gdimp et TGD.
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e Solution numérique: influence du maillage a pas de temps fixé

Sachant que le pas de temps dt de la simulation est fixé a 1s, nous étudions la sensibilité de
la solution numérique Gdimp au raffinement du maillage en prenant quatre tailles de maille de
l'ordre de b5mm, 2,8mm, 2mm et 1mm.

Sur la figure nous avons représenté pour les deux traceurs situés & 10mm et 20mm les
évolutions thermiques Gdimp et analytiques. Cette figure met bien en évidence la sensibilité du
modele Gdimp au raffinement du maillage puisque les solutions numériques convergent d’autant
mieux vers la solution exacte que le maillage est fin.

£ T
—&—analytique-10 —o— h=5mm —o—h=28mm —s—h=2mm —e—h=1lmm

—k—analytique-20 —&— h=5mm —o—h=28mm ——h=2mm —e— h=lmm

température (°C)

300

a 5 10 15 20 25 30

temps (s)

Fi1c. 2.47 — Evolution thermique Gdimp des 2 traceurs en fonction du maillage raffiné avec
dt = 1s.

D’autre part, on constate qu’avec n’importe quel maillage (méme avec le maillage le plus
grossier h = 5mm), aucune oscillation non physique de la température ne se produit au cours
de la simulation.

En visualisant les courbes de l'erreur Gdimp sur les figures [2.48| et en se référant au ta-
bleau [2.17} nous observons un comportement analogue au TGD: ”Plus le maillage est fin, plus
la solution numérique Gdimp est fiable, avec une diminution de l’erreur aur dépens d’une aug-
mentation des temps de calculs.”

= -B-h=28 - h=; 8- h=
© h=5mm h=2 fmm h=2mm h=lmm 18 h=5mm —=—h=28mm —=—h=2mm —&- h=lmm

~

% efreur thermique Gdimp
% efreur thermique Gdimp

0 5 10 15 20 25 30
temps (s) temps (s)

(a) capteur situé a 10mm (b) capteur situé a 20mm

FiG. 2.48 — FEvolution de Uerreur Gdimp en fonction du raffinement du maillage avec dt = 1s.
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Si nous comparons ces résultats a ceux précédemment obtenus avec le TGD (cf p , indis-
cutablement la méthode Gdimp se révele la plus pertinente pour le test de température imposée,
méme si les deux modeles absorbent naturellement le phénomene de choc thermique. En effet,
pour h = lmm et z = 10mm, lerreur TGD est plus importante avec 3% alors que ’erreur
Gdimp est seulement de 0,7%, sans parler du gain de temps lors de la résolution du probleme
thermique qui est loin d’étre négligeable puisque 9min suffisent pour le Gdimp tandis que 3h
sont nécessaires au TGD.

[0,30s] h=5mm | h=28mm | h=2mm h=1mm
CPU Gdimp 125 1mindbs 2min 33 s 8mind0 s
% erreur Gdimp z = 10mm 1,36% 2,2% 0,4% 0,7%
% erreur Gdimp z = 20mm 1,38% 0,52% 0,53% 0,32%
CPU TGD 23 s 2minl7s 19min 3h
% erreur TGD z = 10mm 9,3% 7% 2, 7% 2,9%
% erreur TGD z = 20mm 4,8% 3,6% 1,9% 1,7%

TAB. 2.17 — Comparaison des temps de résolution et des erreurs moyennes pour les schémas

TGD et Gdimp.

e Solution numérique : Influence du pas de temps a maillage fixé

Nous faisons varier le pas de temps (mécanique) dt avec une taille de maille constante &
1mm et étudions la réponse de la solution numérique Gdimp.

Sur les graphes [2.49(a)} [2.49(c)| et [2.49(e)| , nous avons représenté pour les trois capteurs la
solution analytique (avec un pas de temps tres petit dt = 0,25s) et les solutions numériques
Gdimp obtenues avec diverses valeurs du pas de temps. On se rend compte que plus le pas de
temps est petit, plus les courbes Gdimp se rapprochent de la solution exacte:

- pour le noeud z = 1mm, 'erreur moyenne du Gdimp passe de 8,1% a 5,6%,

- pour le noeud z = 10mm, on passe de 5,1% & 0,25%,

- et pour le noeud z = 20mm, on passe de 1% a 0,35%.

Bien évidemment le calcul avec le modele Gdimp sera d’autant plus rapide que le pas de temps
dt sera grand (cf tableau [2.18)).

D’autre part, avec les plus grandes valeurs de dt (5s et 2s), I’évolution de la température présente
une allure générale correcte par rapport a la solution analytique, sans apparition du phénomeéne
du choc thermique sur le troisitme noeud, méme si elle manque de précision (figures [2.49(b)
2.49(d)| et [2.49(f))). En ce qui concerne les plus petits pas de temps (0,5s et 0,25s), la précision
est quasiment la méme, seule la durée du calcul differe.
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—+—di=0.25s

—=— dt=05s
—a—di=Is
—o-di=2s
—+—dt=5s

=+ analytique

température ("C)

temps (s)

(a) Evolution thermique Gdimp z = lmm
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(e) Evolution thermique Gdimp z = 20mm

+- dt=0,25s

- di=0,5s

—a—dt=1s

—o—di=2s

—+=di=5s

% erreur thermique Gdimp

temps (s)

(b) Evolution de 'erreur thermique z = Ilmm

——dt=0.2,5s
64 —=dt=05s
—#—dt=Is
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—e—dt=5s

% erreur thermique Gdimp

[ 5 10 15 20 25 20
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(d) Evolution de l'erreur thermique z = 10mm
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(f) Evolution de l'erreur thermique z = 20mm

Fi1aG. 2.49 — Influence du pas de temps dt avec h = lmm.

[0,30 5] dt = 5s dt = 2s

dt = 1s dt = 0,5s dt = 0,25s

CPU 5min 06 s 6minlds

8min40s 12min 36 s 20min

TAB. 2.18 — Comparaison des temps de calculs du modéle Gdimp.
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e Conclusions

Ces résultats valident le modele Gdimp sur le test de température imposée. En effet, aucune
oscillation spatio-temporelle non physique de la température n’a été observée, méme en modi-
fiant significativement la taille du maillage ou méme le pas de temps.

Par comparaison avec le schéma TGD [Peli -M ni 2003], il est indiscutable que le
Gdimp est le plus adapté pour résoudre ce type de probléemes diffusifs, avec une estimation
beaucoup plus précise de la température et des temps de calculs tres rapides.

Par contre, comme pour le TGD, on retrouve une certaine sensibilité du schéma au raffine-
ment du maillage mais aussi au pas de temps; cette seconde influence étant liée a la résolution du
systeme linéaire par un solveur itératif. Bien évidemment, une augmentation du cout de calculs
est incontournable si le maillage choisi est trop fin ou si le pas de temps est tres petit.

b) Flux imposé sur ’extrémité d’une barre d’acier semi-infinie

Rappelons brievement les conditions de ce deuxieéme test (cf figure [2.22)) :

- Température initiale de la barre: Ty = 25°C

- Température imposée sur le plan z = 0: ®;p,, = 1 M W.m ™2

- Maillage: h = 2,3mm

- Temps de la simulation : 30s avec un pas de temps mécanique dt fixé a 1s

- Données du matériau: k = 15 Wom LK™, p = 7800 Kg.m™3, ¢ = 360 JKg '. KL

e Solution numérique 3D : visualisation des résultats Gdimp

Maintenir un flux de chaleur constant positif de 1 MW.m ™2 sur Iextrémité d’une piece a 25°C
va brutalement réchauffer cette derniére (figure [2.51)). Les conditions de ce cas test entrainent
un réchauffement uniaxial, mis en évidence sur la figure [2.50

226.3 807 11146
t=1s t=15s t=130s

g

m

4

M

&

g
g
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0

—

25 = 25,002
25

Fi1G. 2.50 — Isovaleurs de la température au cours de la résolution Gdimp en flur imposé.

En voyant la figure qui représente I’évolution thermique Gdimp et analytique (pour
quatre noeuds situés & lmm, 10mm, 20mm et 50mm du bord), le Gdimp se révele également
performant sur le test de flux imposé : avec un maillage moyennement fin de 2,3mm, des écarts
assez faibles sont visibles entre la solution exacte et les courbes Gdimp quelle que soit la position
du capteur; et ceci sans la moindre apparition de choc thermique!
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F1G. 2.51 — Evolution de la température des 2 traceurs: comparaison entre la solution analytique
et la version Gdimp de Forge3®.

On peut également souligner que ces résultats plus qu’encourageants ont été obtenus apres un
temps de calcul trés acceptable (97s).

e Comparaison du Gdimp avec le TGD et ’approche GS asynchrone

Sur les ﬁgureset ce sont les résolutions GS et Gdimp du code Forge 3® qui donnent
les meilleurs résultats. Le Gdimp est déja performant pour estimer la température pres du choc
thermique (capteur en peau & z = 1mm) avec seulement 4,4% d’erreur mais se révele moins précis
lorsqu’on s’éloigne du bord régulé thermiquement avec respectivement 13% et 10% d’erreur. Le
TGD, quant a lui, reste le plus éloigné de la solution analytique avec de trés mauvaises précisions :
40%, 60% et 53% d’erreurs (tableau [2.19)).

1400
1200 - X

1000 -} A

température (*C)

—+—analytique
—8- Forge3-G5
#— Forge3-Tgd
—o— Forge3-Gdimp
0 5 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5 3‘0
temps (s)

Fia. 2.52 — Evolution de la température du capteur positionné a z = lmm : comparaison entre
la solution analytique, la version GS, la version TGD et Gdimp de Forge3®, avec h=2,3mm.

)

Pour ce qui est des temps de calcul, ’approche GS est plus rapide (80s) que la résolution Gdimp
97s) qui elle-méme est plus rapide que le TGD (8min).
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Fi1G. 2.53 — Comparaison entre la solution analytique, la version GS asynchrone, la version TGD
et la version Gdimp de Forge3® pour les noeuds positionnés & z = 10mm et z = 20mm .

[0, 30s] G S asynchrone TGD Gdimp

CPU 80 s 8 min 97 s
Erreur z=1mm 3.77% 40% 4.4%
Erreur z=10mm 4,12% 60% 13,4%
Erreur z=20mm 3,17% 53% 10,3%

TAB. 2.19 — Comparaison des temps de calculs et des pourcentages d’erreur pour h = 2,3mm.

Remarque 2.13 Concernant l'influence de la valeur du flux imposé ®;p,p, sur la solution numé-
rique Gdimp, les mémes phénomenes que pour le schéma TGD sont observés (cfp:

"L’erreur Gdimp et le temps de calcul augmentent avec les valeurs croissantes du flux @y, ™.
Ces estimations sont toutefois plus raisonnables que celles obtenues avec la résolution thermique
TGD ’forgeage” (sauf pour les deux plus petites valeurs du flux imposé).

% erreurmax thermique Gdimp

04 f

—&- qimp=10
- qimp=100

- qimp=1000

5 10 15
temps (s)

% erreur max thermique Gdimp

s
= "'+r-1_._._._._._-
B e = ]
-

15
temps (s)

& qimp=104
~#-qimp=10"5

~B-qimp=10"6

20 25

Fi1G. 2.54 — Influence de la valeur de ®;p,p, sur la solution numériqgue Gdimp : évolution de la
température pour un noeud placé directement sur la face imposée (z = O0mm) avec h = 2mm.
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e Conclusions

Le modele Gdimp, muni d’une formulation plus locale Py/ PO+ , est plutot bien adapté pour
résoudre un cas test de flux imposé; ce qui ne semble guere difficile vu les résultats si catastro-
phiques de la version TGD ”"forgeage” lorsque le flux de chaleur est tres élevé [Pelissou 2003].
On peut également préciser qu’avec une valeur de flux imposé plus faible (jusqu’a 103W.m=2),
le TGD donne de meilleurs résultats, comparables au Gdimp, avec malgré tout un temps de
résolution plus long.

Cependant, le Gdimp se révele moins performant, aussi bien en précision qu’en temps de
calcul, que 'approche GS associée a la thermique asynchrone.

A ce stade des validations des modeles discontinus, on se demande §’il ne faudrait pas in-
troduire une véritable formulation mixte qui aurait la possibilité de calculer et de visualiser,
indépendamment, la température et le flux de chaleur, & tout instant de la simulation.

Avant de débattre de ce sujet, comparons notre modele Gdimp a I'une des seules applications
du modele Py/ P

2.2.2.5 Comparaison du Gdimp au modele spatio-temporel combiné a I’élément
P/ Py

Ce sont [Batkam-Coupez 2001] qui ont créé I'élément Py/ P, en vue d’obtenir une discrétisa-
tion spatiale plus locale du probleme stationnaire de diffusion pure. Cette formulation leur don-
nant grande satisfaction, ils I’étendirent au probléme général de convection/diffusion.

Pour mieux rendre compte des situations complexes rencontrées en injection des polymeres,
aussi bien d’un point de vue mécanique (transport du front de matieére) que thermique, ils
développerent un schéma numérique temporel, en se penchant sur la méthode des éléments finis
temporels, leur permettant d’en déduire un modele spatio-temporel discontinu, déja introduit
au cours du § et plus longuement en Annexe D.

La discrétisation spatio-temporelle de 1’équation de la chaleur (D.1]) avec une interpolation
Py/ P&r en espace et Py en temps s’écrit alors:

Etant donné T;(_At, trouver T} qui vérifie pour tout K x]t,t + At[€ Q5f:

1
(T —TEAy Tt — Tt / 7 .7m) " d
At( K K ) K| Fé}:}(( K K(F)) F(U n)" ds
. DI . (2.64)
w

+ = Z (T%—qup)) = £
K| d|K| + |K(F)| pc

La résolution du probleme thermique sera alors résolu a partir de cette formulation. Les
méthodes de résolution sont donc les mémes que celles utilisées pour résoudre le modele Gdimp.
Dans le cas présent, les auteurs optent pour la méthode de type Gradient conjugué.
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¢) Quelques remarques

A la vue de ce systéme, quelques remarques peuvent étre faites:

e En choisissant d’appliquer une interpolation P, en temps, le schéma temporel résultant
est équivalent a un schéma différences finies de type Fuler implicite amont, type du modele
Gdimp . Néanmoins la démarche retenue par [Batkam 2002] pour construire son schéma
(2.64]) est tres différente de celle des méthodes d’Euler, et donc de notre modele. En effet, cette
équivalence est uniquement obtenue dans le cas ou ’on considére une interpolation constante
Py en temps (avec le champ de température interpolé par une valeur constante sur l'intervalle
Jt,t + At]).

Si l'on enrichit cette interpolation temporelle Py avec un ordre plus élevé (P,, n > 1), les
méthodes deviennent différentes puisqu'une seule inconnue sera & déterminer (sur le pas de
temps) avec les schémas d’Euler tandis que le modele spatio-temporel devra estimer (n + 1)
inconnues sur lintervalle |¢, ¢ + At[ [Batkam 2002].

e Ce schéma spatio-temporel conduit a la résolution d’un systeme tres local, a 'instar
du schéma spatial Py/ P(;L : pour estimer l'inconnue T}Q sur I’élément spatio-temporel K x|t t +
At[, on a seulement besoin de faire intervenir la température 7' f{m connue et celle des voisins
de cet élément (c’est a dire les termes Tf{(F) pour F' € 0K).

En terme de résolution globale, il y aura une contribution de (1+ D) termes dans la matrice
de masse pour chaque élément K.

e On peut également souligner que ce schéma ne requiert aucune condition de stabilité
contrairement au schéma TGD ou aux méthodes de Galerkin classiques associées a une intégration
temporelle de type différences finies.

e Finalement, la méthode spatio-temporelle de [Batkam 2002] semble avantageuse pour deux
raisons :

- Grace a son élément Py/ PJ , elle est stable et robuste puisqu’elle traite aussi bien les termes
de convection que de diffusion.

- Gréce a son schéma espace/temps, elle est rapide.

Cependant, elle reste sensible au maillage avec une erreur importante constatée sur des maillages
grossiers. En diffusion pure, la méthode engendre une grande souplesse sur les pas de temps.
Par contre, pour les problemes a convection dominante, les contraintes sur les pas de temps sont
davantage marquées, du fait de la nécessaire réactualisation du champ de vitesse v .

2.2.2.6 Bilan général
Sur des cas tests ou la solution analytique est bien connue (température et flux imposés), la
validation du modele Gdimp ne fait aucun doute, avec une implémentation correcte dans le code

EF Forge 3 ® et une prise en compte cohérente des diverses conditions aux limites thermiques.

a) Avantages du Gdimp

~» Par sa construction, le schéma Gdimp muni de 1’élément P/ P0+ conduit a un systeme
trés local, robuste, précis et facile a implémenter.
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~» Combiner un schéma d’Euler implicite a la formulation locale Py/ P(;r a permis d’obte-
nir une plus grande souplesse dans le choix du pas de temps mécanique et une réduction non
négligeable des temps de calculs.

~> Il est tres efficace pour résoudre les problemes de diffusion pure (dans notre cas, température
ou flux imposé(e) sur une extrémité d’une piece et le reste adiabatique), avec une bonne précision
(en comparaison avec la formulation analytique) et avec I’absorption normale et compléte du
choc thermique.

~» Le Gdimp se révele peu sensible au mode de triangulation du maillage, avec des résultats
tres similaires en considérant un maillage structuré ou non structuré (a taille de maille identique).

~+» Avec ce modele, nous avons pu conserver tous les avantages d’une formulation mixte et
d’une interpolation de bas degré, tout en s’affranchissant des principales limitations du TGD

" forgeage”.

b) Inconvénients du Gdimp

~» Toutefois, ce modele semble sensible au pas de temps (une meilleure précision est obtenue
avec un pas de temps tres petit au détriment d’une augmentation dans le temps de résolution);
ceci étant di a 'utilisation du solveur itératif de Jacobi. On pourrait donc essayer de changer
le solveur pour résoudre le systeme linéaire symétrique, en envisageant une résolution Gauss-
Seidel ou Gradient conjugué, qui occasionnerait les mémes conséquences par définition méme
d’une méthode itérative.

~» De plus, il semble encore sensible a la taille de maille. Bien évidemment sa sensibilité au
maillage est moins prononcée que celle du TGD.

~» Sa formulation plus locale POJr pour l'estimation du flux a permis d’obtenir des résultats
encourageants sur le test de flux imposé. Cependant la pertinence du modele doit étre encore
améliorée avec une erreur qui reste encore importante suivant la valeur du flux et avec ’approche
Galerkin Standard asynchrone plus performante (aussi bien en précision qu’en temps).

Pourquoi alors ne pas introduire une véritable formulation mixte qui aurait la possibilité de
calculer et de visualiser, indépendamment, la température et le flux de chaleur, & tout instant
de la simulation et qui serait plus proche de la technique de Galerkin standard?

2.2.3 Récapitulatif des modeles TGD et Gdimp

Le schéma Taylor Galerkin Discontinu explicite (TGD) est mieux adapté aux proble-
mes diffusifs purs que la méthode GS. Néanmoins, cette technique de résolution est trop sensible
aux maillages et son caractere explicite impose d’avoir recours a de petits pas de temps, en-
tralnant ainsi des temps de calculs particulierement élevés. Des problemes de précision sur I’esti-
mation de la température ont également été remarqués lors du test en flux imposé [Pelissou 2003].

Le modéle Galerkin Discontinu implicite (Gdimp) est une amélioration du TGD qui
a la particularité d’estimer plus précisément le vecteur inconnu flux grace a son interpolation
plus locale P(T . Ce schéma stable permet de prendre en compte de plus grands pas de temps,
sans perdre en précision. De ce fait, il permet d’obtenir des résultats trés encourageants (notam-
ment sur les tests de température imposée mais aussi de flux imposé) avec des temps de calculs
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acceptables.

Ces deux schémas sont facilement programmables dans n’importe quel code de calcul éléments
finis. Les seules difficultés résident dans ’écriture et dans la gestion des diverses conditions aux li-
mites thermiques, avec un champ de température (et aussi le flux de chaleur) estimé sur chacun
des éléments (valeur constante) de la triangulation et non plus aux valeurs nodales. Autre-
ment dit, il faut introduire un lissage au noeud (technique d’Ortiz) pour passer d’une valeur
sur I’élément a une valeur nodale de la température a la fin des calculs thermiques de chaque
incrément.

TGD

Gdimp

e Interpolation Py/Py: T et ¢ constant
par élément.

~» Schéma local, stable.
e Schéma Taylor explicite

~» restriction sur les valeurs dt, ex-
plosion des temps CPU.

e Schéma bien adapté aux problemes de
convection/diffusion.

e Mais tres sensible au maillage avec un
taux de convergence en O(h).

e Validation sur le test de température
imposée : absorption du choc thermique.
Plus de réchauffement anormal en début
de simulation, avec un refroidissement im-
posé.

e Validation sur le test de flux imposé:
pour des valeurs faibles du flux sinon mau-
vaise estimation de la température.

= Amélioration de la précision du calcul
du flux et du temps de résolution

e Interpolation Py/P;": T constante par
élément et ¢ constant par sous-élément.
~» Formulation plus locale.
e Schéma d’Euler implicite

~» plus grande souplesse dans les dt
qui offre un gain de temps non négligeable.
e schéma stable avec une convergence plus
rapide.
e Schéma mieux adapté aux problemes pu-
rement diffusifs.

e Moins sensible au maillage mais sensible
au dt (solveur itératif), avec des taux de
convergence en O(h) et O(At).

e Validation sur le test de température
imposée: absorption du choc thermique.
Plus d’oscillation spatio-temporelle.

e Validation sur le test de flux imposé.
Mais le Gdimp se révele moins performant
que l'approche GS asynchrone.

= Meilleur compromis entre la précision
et le temps de calculs.

TAB. 2.20 — Bilan des modéles TGD et Gdimp.

Apres avoir introduit deux modeéles numériques discontinus explicite (TGD) et implicite
(Gdimp), tous deux basés sur l'interpolation de plus faible degré Py, puis établi des compa-
raisons entre ces deux méthodes [Pelissou-Massoni 2003|, [Pelissou 2003] grace a des cas tests
analytiques, nous souhaitons a présent augmenter le degré d’interpolation du schéma numérique.
Pour ce faire, nous envisageons de passer a des polynoémes de degré 1 (autrement dit a une in-
terpolation continue Pj) tout en préservant la formulation mixte de notre probléeme thermique.
Ceci fait ’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3

Résolution numérique par la nouvelle
formulation Mixte continue P;/P;

L’objectif de ce chapitre est de développer une méthode éléments finis mixtes qui soit capable,
a tout instant du processus thermique, de déterminer indépendamment aussi bien le champ de
température que le flux de chaleur. Ainsi, nous introduisons un deuxieme modele numérique, qui
a la particularité d’utiliser des éléments finis mixtes linéaires tétraédraux P;. Nous nommerons
cette nouvelle formulation, la formulation Mizte continue P;/P;.

Considérer le flux de chaleur comme inconnue indépendante va donc rajouter un certain
nombre de données et de parametres dans le systeme d’équations matricielles final et accroitre
sensiblement la flexibilité du modele lors de I'imposition des diverses conditions aux limites. De
plus, la température et le flux de chaleur n’auront pas le méme degré de précision avec cette
interpolation P;/P; puisque:

ﬂ H
TeP = VT ePFR et q € P

Nous espérons qu’en conservant la formulation mixte du probleme thermique instationnaire,
I'utilisation des éléments finis mixtes linéaires n’entraineront pas les mémes problemes d’insta-
bilités que ceux occasionnés par ’approche Galerkin Standard.

Puisque la résolution de probleme thermique est axée sur le régime instationnaire, les in-
connues du probleme dépendent a la fois des variables spatiales et temporelles. Il faudra donc
compléter la formulation Mixte continue par une approximation temporelle. La formulation sera
combinée a plusieurs schémas d’intégration temporelle afin de trouver le plus performant, en
terme de précision et de colt de calculs, pour la simulation de problemes thermomécaniques
fortement couplés. On verra que le schéma Dupont implicite & trois pas de temps répondra a
tous nos criteres.

Sachant que peu de travaux existent dans ce domaine, on se propose d’en faire un bref survol
avant de décrire la formulation Mixte P; (basée sur I’élément fini mixte continu P;/P; et sur une
intégration temporelle globale a trois pas de temps); ce qui permettra de mieux positionner notre
démarche par la suite. Enfin, une derniére partie sera consacrée aux applications numériques afin
d’évaluer la robustesse de cette formulation par comparaison aux schémas discontinus TGD et
Gdimp. La validation de la méthode proposée sera effectuée, comme précédemment, sur des tests
purement thermiques ou la solution analytique est bien connue.
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3.1 Bibliographie sur les méthodes mixtes

Peu de travaux existent dans ce domaine.
On peut cependant citer ceux de |Zienkiewicz-Taylor 1989] ainsi que ceux de [Manzari 1998|
Manzari 1999]. Ce dernier considere des problemes de conduction thermique dans des milieux
non régis par la loi de Fourier, mais subissant un effet dit "Non Fourier” décrit par la loi
”Non Fourier Heat Conduction” (loi NFHC) ou le flux et la dérivée temporelle du flux (via un
parametre de relaxation 7) dépendent linéairement du gradient de température (3.2]).

3.1.1 Equations régissant les problemes hyperboliques de conduction

e La conservation de I’énergie pour un élément infinitésimal d’un corps solide requiert :
divg + pC,T = g (3.1)
ou g est la fonction de création de chaleur, p la densité, C, la chaleur spécifique & volume
constant et T' représente la dérivée partielle temporelle de la température.
e La loi de Non Fourier Heat Conduction s’écrit communément :
7 +7.4d = -K.VT (3.2)

K et T sont respectivement le tenseur de conductivité thermique et le tenseur temps de relaxation
dépendant du milieu. Pour un matériau anisotrope dont les principaux axes de direction sont x,
v et z, ces tenseurs se définissent comme suit :

K., 0 0 7 0 0
K=| 0 K, 0 r=|0 7 0
0 0 K, 0 0 =

.
Le parametre temps de relaxation 7; est défini par —QZ Vi € {z,y,z} avec:
¢
¢ la vitesse de propagation de 'onde thermique dans le milieu
k
pCy

o la diffusivité thermique avec o =

k la conductivité thermique

Remarque 3.1 En posant 7 = 0 dans [’expression , on se ramene a la lov de Fourier
classique (qui nous intéresse).

Remarque 3.2 Le temps de relaxation T représente le retard de phase, c’est a dire qu’il faut
un temps T pour que le gradient de température produise un flur de chaleur. Ce parameétre de
relazation est de 10™*s pour les métaux.

e Les conditions initiales requises pour le probleme hyperbolique de conduction thermique
doivent s’exprimer en fonction de la température et du flux de chaleur initiaux ainsi que de leurs
dérivées temporelles. C’est a dire, avec des fonctions f; connues:

T=f1(ﬂ?,y,2) et T:fg(.’lf,y,Z)
- (3.3)
E} = f3(x7yaz) et q = f4($ayaz)
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ou plus simplement: T =0, T =0, g=20 (3.4)
e Avec cette loi de conduction de non Fourier (3.2), tous les types de conditions aux
limites peuvent étre considérés. La plupart du temps, ce sont des conditions de Dirichlet,
avec une température ou un flux de chaleur imposé(e). [Manzari 1998 précise que l'on peut
également rajouter d’autres types de transferts thermiques, comme la conduction ou la convec-
tion/rayonnement.

3.1.2 Approche Galerkin Standard combinée a un ¢—schéma

[Manzari 1998| utilise d’abord ’approche Galerkin avec des éléments finis P,/P; combinée a
un f—schéma (méthode s’avérant treés cotiteuse et donc, tres limitée), puis opte pour les éléments
Py /Py associés au schéma de Crank-Nicholson (méthode plus performante mais validée unique-
ment sur des tests uni et bidimensionnels) [Manzari 1999].

Avant d’introduire ces deux approches, nous avons besoin d’expliciter la formulation faible
associée.

3.1.2.1 Formulation variationnelle

De maniere standard, la formulation variationnelle de ce type de probleme hyperbolique de
conduction s’écrit :

/(pCvT—I—diV?—g) wyp d2 = 0

Q

(3.5)
— i —g

/(q +7T.4 +K.VT> wy d) = 0

Q

ou wr est la fonction test pour la température et w, est la fonction test pour le flux. En fait, w,
est une matrice diagonale dont les termes diagonaux correspondent aux poids des composantes
du flux. En appliquant le théoréeme de Green sur la premiere équation de (3.5), on en déduit :

/(pC’@TwT—E).VwT—ng) Q) + /?W wrdS = 0

Q r

(3.6)
— - 4

/(q yr.g +K.VT) we d = 0

Q

3.1.2.2 Discrétisation spatiale: éléments finis P,/P; [Manzari 1998]

En considérant cette formulation variationnelle, on doit étre capable de choisir des éléments
finis mixtes compatibles [Brezzi-Fortin 1991] en T et ¢’ Ainsi 'auteur opte pour 1’élément Py /Py
(figure , dans le cadre d’une modélisation 2D : le champ de température T est interpolé par
des polynomes (quadratiques) de degré 2 par élément tandis que chacune des composantes du
flux (¢, et gy) est approchée par des polynémes (linéaires) de degré 1 par élément; les champs
interpolés sont continus au passage entre les éléments.

Finalement, en notant [A;] = [T},qx,,qy;] " le vecteur inconnu au noeud i du maillage, M la
matrice de capacité, K et Kg les matrices de conductivité volumique et surfacique et F' et Fg
les vecteurs volumique et surfacique du second membre, cette discrétisation spatiale conduit au
systeme suivant :

MA + (K+Kg)A = F + Fg (3.7)
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@ Interpolation température

@ Interpolation en température et flux

F1G. 3.1 — Elément Py/P; en température/fluz [Manzari 1998].

En fixant deux noeuds i et j d’un élément de la triangulation, les composantes des matrices et

vecteurs respectifs se mettent sous la forme:

/QchiT N]T dx dy 0 0
Tz n7q ATd
M;j = 0 e N{ NI dz dy 0 (3.8)
0 0 / T NINY dz dy
L (9] Ky ¢ J .
[ ON[I ONT i
0 - * Nidxdy — * N? dx d
o oz Y o oy
ON{ 4 L a e
K;; =  or Nj dx dy /QKx N;' N} dz dy 0 (3.9)
ONT 1
——t N4 — NI NY
) oy ]d:r:dy 0 /QKy ; Jdazdy_
/ hN/ N/ dS 0 0
r
Kgij = 0 0 0 (3.10)
i 0 0 0 |
/NiTg dz dy /(hTe + ) NT ds
Q r
F, = 0 et Fg;, = 0 (3.11)
0 0
3.1.2.3 Schéma d’intégration temporelle: §—schéma
Une #-méthode différence finie est considérée:
. X —[X
[X]trae — [X]: (3.12)

0[X]irar + (1-0) [X], = A7
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Cette intégration temporelle, associée a la discrétisation spatiale (3.7) permet d’obtenir le

systéme matriciel suivant qui détermine les inconnues [A;] a Uinstant ¢t + At:

[i{j—i—&f(} [Alirar + [—iﬁ-ﬁ-(l—@)ff Al = 1=0)[F); + 0[Flirac| (3.13)

oo K=K+Kg e F=F+Fs.

1 1
Le schéma (3.13)) est donc inconditionnellement stable pour 6§ > 3 en particulier pour 6 = 3

(c’est la méthode de Galerkin).

[SVRIN )

avec le schéma de Crank-Nicholson et pour 6 =

3.1.2.4 Applications

Pour vérifier la validité et l'efficacité de cette méthode, [Manzari 1998| la teste notamment
sur des problemes monodimensionnels, munis d’une solution exacte, comme le cas d’un milieu
semi-infini soumis & un flux de chaleur suivant un pas variable (figure |3.2)).

Temperature
Temperature ‘
2.5 1.4 -
1.2
1.0 -
: e 0.8
e 0.6 |
Tle” 0.4 -
ot 0.2 ]
J 0.0— 1 T \ T \
00 ~ : - SR 00 02 04 06 08 10
0.0 05 1.0 15 20 Distance from surface
Time Kg =0.1
(a) au cours du temps d’un capteur fronta- (b) en s’éloignant de la surface imposée avec
lier : en haut K, = 0, en bas K, = 0,1. K, = 0,1 et suivant deux coupes.

F1G. 3.2 — Evolution de la température [Manzari 1998)].

Sur la figure on observe une bonne concordance entre les solutions exactes (traits pleins)
et les solutions numériques FEM (carré et rond); K, représentant le parametre de radiation.

3.1.2.5 Quelques remarques

Grace a la solution simultanée de la température et du flux de chaleur, cette méthode mixte
apparait efficace pour traiter les problemes de propagation d’ondes thermiques. De plus, le fait
que la température et le flux soient deux variables indépendantes permet d’imposer plus facile-
ment et plus précisément les conditions aux limites.

[Manzari 1998] constate que la solution obtenue est stable et précise pour des problemes de chocs
thermiques violents. En effet, les solutions numériques (1D et 2D) sur des cas tests confirment
que la méthode peut capturer correctement la physique du mouvement de I’onde thermique.
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Mais elle s’avere tres cotteuse du fait de 'interpolation élevée des inconnues et nécessite de
résoudre des systeémes linéaires suivant des techniques spécifiques. C’est pourquoi [Manzari 1999]
améliore son modele en utilisant ’approche Galerkin avec cette fois-ci des éléments P;/P; et un
schéma d’intégration temporelle de Crank-Nicholson. Ce schéma se révele plus performant mais
I'auteur se contente de 'appliquer & des problemes uni et bidimensionnels, et avec des conditions
de flux imposé.

On est donc en droit de s’interroger sur la fiabilité de ce nouveau modele sur des cas d’une
part tridimensionnels et d’autre part plus séveres, par exemple dans des conditions thermiques
des procédés de forgeage a chaud.

3.2 Formulation proposée du probleme thermique mixte

Deux approches d’éléments finis mixtes assez similaires ont été proposées par Manzari
[Manzari 1998, [Manzari 1999] pour résoudre les problemes de conduction NFHC en 1D et 2D.
On va donc adapter cette technique au probléeme thermomécanique 3D (avec la prise en compte
de la déformation) ou la loi de conduction est plus simple (le temps de relaxation 7 est nul) mais
ou les transferts thermiques sont plus importants et diversifiés.

Pour pouvoir appliquer cette nouvelle formulation Mixte inspirée des travaux de [Manzari 1999],
nous avons besoin au préalable de réécrire les équations régissant le probleme thermique insta-
tionnaire.

3.2.1 Réécriture de la formulation forte

Rappelons que le probléme mixte (2.3) se compose distinctement de la loi de Fourier et de
I’équation de la chaleur (2.1)), avec un certain nombre de conditions initiales et aux limites.

Pour la suite, nous choisirons d’écrire la loi de Fourier comme suit :

— —
q¢ = —kVT & k'q + VT =0 (3.14)
Plus précisément, pour chaque composante spatiale ¢q; du flux, la loi de Fourier s’écrit :

Vie[1,3], klq + 90 = 0 (3.15)

De méme, I’équation de la chaleur va étre quelque peu modifiée en changeant le signe; ce chan-
gement nécessaire pour conserver la symétrie de la matrice de raideur:

oT
— P = divg = —w (3.16)

Finalement, apres réécriture, le probleme thermique mixte qui nous intéresse s’exprime de la
maniere suivante :
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oT
Elg + o = 0 Viel[l3] dans
T
—pca— —divy = —w dans Qx]0,¢[
ot
T(@0) =Ty, §=0 vz € Q
(3.17)
T = Timp sur I'1 x]0,¢]
7ﬁ = - ¢imp sur FQX]O,t[
T 1 = heg (T — Thut) sur I'3x]0,t[
| 7.7 = (T —Tew) sur T'yx]0,¢[

3.2.2 Formulation variationnelle
Pour résoudre ce probléme thermique (3.17)), nous introduisons sa formulation variationnelle
en considérant I'espace W, des fonctions tests ¢, associé au flux et ’espace Vr des fonctions

tests température o s’annulant sur la frontiere I';.

e La formulation faible de la loi de Fourier s’exprime alors pour VI € [1,3]:

oT
/ E g g dQ + / IL o d =0 Ve, €W, (3.18)
Q o O

e La formulation faible de 1’équation de la chaleur s’écrit quant a elle:
oT N .
—/ pc— o dQ) — / divqg por dQ = —/ w o dS) Yor € Vr (3.19)
o Ot 0 Q
En utilisant la formule de Green sur le terme de divergence, on en déduit pour Vo € Vr:
oT
/ pc— pp dQ) + / ?.V@Td(l — / q. o dl = / werp dQ  (3.20)
Q ot Q r Q

La décomposition de I' en quatre sous-parties (I'y UT'2 UT'3 UTy) nous permet de déterminer la

quantité/ q.m pr dl:
r

/ 7%) T dal = — / q)imp eT dFQ + / hcd (T — Tout) T ng
T 1) I's

(3.21)
+ / h (T — Temt) wr dl’y V(pT € Vr
Ty

Autrement dit, la formulation variationnelle de ’équation de la chaleur se met sous la forme
suivante pour Yor € Vr:

oT =
- pPC—— T dQ) + q.VgoT df) — hchQOT dF3 - hT(pT dF4
Q ot Q s I

(3.22)

= - / weor dQ) — Gimp o dl'y — hea Tout o1 dI's — hTewt o7 dl'y
Q Ty I's Ty
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En introduisant des espaces fonctionnels adéquats tels que L?(Q2) et H'(Q) et en rappelant que
I'espace (L?(Q),]| |lo) est muni de son produit scalaire (u,w)q = / uw dS) et que L?(0,t; V) est
Q

P’ensemble des fonctions de carré intégrable sur ]0,¢[ & valeurs dans V', nous pouvons considérer
les notations suivantes:

( a(u,v) = / E~luw dQ
Q
b(u,v) = VuvdQ et B(u,v) = /u.VUdQ
Q Q
c(u,v) = —/ pcuv dS
Q
d(u,v) = —/ huv dl's — heguv dly
I's |
l(v) = —/ wov dQ) — Gimpv dl'y — / huextvdfg—/ hed Uour U dT'4
Q Iy I's Ty

Ce qui nous conduit & Pécriture de la formulation faible associée au probleme thermique (3.17)) :
Trouver ¢ € [L2(Q)]? et T € L?(0,t; H'(2)) tel que:

a(?,goq) + b(T,¢q) = 0 Vg € [LQ(Q)]S
(3.23)

0
ac(Ta SOT) =+ B(Q7SOT) + d(T7 (PT) = Z(SOT) V(,DT EHl(Q)

3.2.3 Formulation variationnelle discréete

La méthode de Galerkin standard, introduite par [Zienkiewicz-Taylor 1989, consiste & ap-
procher Vr et W, par V}, et Wyou V}, et W), sont les espaces des fonctions d’interpolation (pour
la température T et le flux ') qui sont des polynomes de degré n par élément (n représente le
degré d’interpolation choisi). Pour cela, il faut au préalable discrétiser le domaine Q (noté Q)
en un ensemble de nelt éléments (). construits a partir de leurs noeuds.

La formulation variationnelle discréte du probléme thermique (3.17) s’écrit alors:
Trouver ¢ € Wy, et Ty, € L*(0,t; V3,) tel que:

a(@n,oq) + b(Th,pg) = 0 Ve, € Wy

(3.24)

0 —
aC(Th,sOT) + B(an,er) + d(Th, 1) = l(oT) Vor € Vi

3.3 Discrétisation spatiale par éléments finis

Nous souhaitons conserver le caractére mixte en température/flux du probléeme thermique
pour discrétiser sa formulation variationnelle. Pour cela, sur la base es travaux de [Manzari 1998],
nous choisissons d’utiliser des éléments finis mixtes continus.
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3.3.1 Méthode des éléments finis mixtes P,/P;

123

La discrétisation spatiale du probleme thermique se fait a l'aide des éléments finis mixtes

continus P;/P; :

— la température et chaque composante du flux sont interpolées par des polyndmes linéaires

de degré 1 par élément (figure [3.3)), soit 4 inconnues par noeud (en 3D),
— les champs interpolés sont continus au passage entre les éléments.

Tl et ql

Elément K

T,etq, T; et g

F1c. 3.3 — Configuration 2D de [’élément fini mizte Py/Py en température/flux.

Si ’on considere I’élément (2., on a alors:

nel
SRR
=1
(3.25)
nel
alzt) =) qut) N (z)  Vie[1,3]
k=1
nel =4 : nombre de noeuds de 1’élément ). ,
N g e :  fonction d’interpolation de la température pour le k¢ noeud de 1’élément 2. ;
fonction linéaire valant 1 au noeud k et nulle aux autres noeuds,
ou Ty :  température au noeud k de 1’élément €, ,
N ge :  fonction d’interpolation du flux pour le k¢ noeud de I’élément 2. ; fonction
linéaire valant 1 au noeud k et nulle aux autres noeuds,
L qfc . 1®me composante du flux au noeud k de ’élément Q. .

Le probleme étant ainsi posé, il suffit de trouver les trois composantes du flux et le champ de

température en chaque noeud du domaine €2, discrétisé.

3.3.2 Systeme d’équations différentielles

La discrétisation spatiale du probleme thermique commence par la discrétisation spatiale de
la loi de Fourier puis de celle de I’équation de la chaleur. On sera alors amené a résoudre un

systeme d’équations différentielles.
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e Discrétisation spatiale de la loi de Fourier

Dans ’équation l , nous choisissons pour ¢, les fonctions de base: ¢, = lNl-qe pour
Vi € [1,nel] dans Qe; ce qui donne:

or
= [ g Nt d, + / N 9. = 0. (3.26)
Qe

FEn interpolant la composante g; sur ’élément €2, on a:

nel

/ kg N dQ, :/ E LY g N ) INfe dQ,
e e 7j=1

nel nel

— —1 el e l — l e l
= > (/ k= Nj© N dQe) G = > A
j=1 Sl j=1

De méme, en interpolant la température 7' au niveau de second terme de (3.26]), on a:

nel

or | )
—— IN% dQ, = / — T;NTe | IN% dQ,
/Qe al‘l 7 Q. 8$l j; I i
nel 6 Te nel
] I n7qe l
= N/ dQ B
S (L e = &

=Y (la54 +'B5Ty) =0 Vie[L3 (3.27)

e Discrétisation spatiale de 1’équation de la chaleur

Dans I’équation l| nous choisissons pour o7 les fonctions de base : o = NZ»T °Vi € [1,nel]
dans €¢; ce qui donne:

drl’ =
—/ e Nle dQ. + i 7. VN/dQ, - . hT Nl dr§ — . hea T Nj'* dT'§

e e 3 4
(3.28)

= _/ WN dQe — [ bimp N drg—/ h Teze Nj© drg—/ hea Tout N dT'§
Qe s 5 i

En introduisant 'approximation de la température (3.25) dans le premier terme de gauche de

(3.28), on a:
nel
oT 0
—/Q CENTedQ = —/Q T > TN | N dQ.
e J_

nel nel

T
- —Z</ercNTENTEdQ) - = Z z m

j=1
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On s’apergoit que le deuxiéme terme de gauche de (3.28) a déja été calculé lors de la discrétisation
de la loi de Fourier. En effet, on retrouve ’expression de ij :

3 nel

T
= T. . I e aN ¢
q.VN;©dQ, = E /F jEl q; N; e dQe

Qe =1
nel
) = 3 o
j=1

n

£(EL

En ce qui concerne les deux termes surfaciques de la partie gauche de (3.28), on aboutit a
I’expression suivante :

J

—/ hT N}l dP§—/ heona T Nj© dT'§
4

nel nel

- _/ h| > TN | N drg - heond | > Ty NI | NJe dr§
=1

3 j=1 I3

nel

nel
— _Z (/ hNTe NT- dr§+/re heona N N dP4> = Z D
Jj=1 3

4
Pour tout le membre de droite de (3.28]), on utilise la notation suivante :

D Lot NI 5 = [ heonaTowt NI T

g

Q¢ = —/ W N dQ, — bimp N} drg—/
e rs

e
3

Finalement, la discrétisation de I’équation de la chaleur se met sous la forme simplifiée :

nel
Z Cf}aﬁj + Bjiq; + D5Ty) = Qf (3.29)

3.3.3 Bilan local de la discrétisation spatiale du probleme thermique

Les deux discrétisations spatiales (3.27) et (3.29)) conduisent au systéme suivant :

> (MA5 4 + 'BGT) =00 Vie[L3)

j=1
(3.30)
nel )
l
> (0550 + Bid + DTy = @
7j=1
En combinant les trois composantes du flux, ce systéeme est équivalent a:
A°q + B°T =0
(3.31)

oT —
Cea + TBeq + DT — Qe
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Posons {U;} = {qggj,qyj,qzj,Tj}T le vecteur inconnu au noeud j du maillage. Au niveau local,
c’est a dire pour chaque élément Q. du domaine €, la discrétisation spatiale du probleme
thermique se rameéne & un systeme de (4 x 4) équations & (4 * 4) inconnues U; (j € {1,4}),
s’écrivant sous forme matricielle :

oue
M*° + K°U® = F° (3.32)
ot
Ue = {U$,Us, U5, U5} : vecteur inconnu sur 'élément (2, du maillage
M?®: matrice locale de capacité, M*® = 8 Coe
€ €
avee K®: matrice locale de conductivité, K¢ ~ ( nge ge >
Fe = { 226 } vecteur local chargement des conditions aux limites.

Détaillons un peu toutes ces matrices locales et ce vecteur chargement.

e Afin de définir correctement la matrice locale de capacité M€, on a besoin d’écrire la matrice
symétrique (4*4) locale C¢, n’intervenant donc que sur les inconnues températures nodales.

On rappelle la notation des composantes C}; = —/ chJTe NZ-TE dSQe .
Qe
[ Cfy Oy Ci3 Cfy

e e e e
C'21 022 C23 024

C@
Cs Ch O Ch

e e e e
L Ch Chp Cf Cfy

e Afin d’écrire correctement la matrice locale de conductivité K€, on a besoin de définir:

- la matrice symétrique (12 * 12) locale A€, n’intervenant donc que sur les inconnues

flux nodaux. Avec lAfj = k! N !N dQ, pour chaque composante x, y et z du flux.
Qe

TAG 0 0 TAS, 0 0 TAS, 0 0 TAS, 0 0
0 YA, 0 0 YA5 0 0 YA 0 0 VAS 0
0 0 =A%, 0 0 ZAS 0 0 FAS, 0 0 FA
TAG, 0 0 TAS, 0O 0 TAS, 0 0 TAS, 0 0
0 ¥YA% 0 0 YAS, 0 0 YA, 0 0 VA, 0
0 0 =A% 0 0 2AS 0 0 ZAS, 0 0 ZAS,
TAG 0 0 TAS, 0 0 TAS 0 0 TAS, 0 0
0 ¥YA% 0 0 YAS, 0 0 YA, 0 0 VA, 0
0 0 =A% 0 0 2A% 0 0 ZA% 0 0 ZAS,
TAG, 0 0 TAS, 0O 0 TAS, 0 0 TAS, 0 0
0 YAS, 0 0 YAS, 0 0 YA, 0 0 VAL 0
0 0 =A%, 0 0 ZA5, 0 0 FAS, 0 0 FAS,

Ae
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Te
- la matrice (12 * 4) locale B€, avec comme composantes lej = / —L INe dQ,
Qe x
pour chaque composante z, y et z du flux.

xT € xT € x € x €

11 12 13 14

Yy B¢ Y B¢ Y B¢ Y B¢
Bll B12 Bl3 B14
z Re zZ Re z Re zZ Re
11 12 13 14

"BS, "BS, "By, B
VB, VB, VB, VBS,
‘B, B, By “BY,
"B, B, "B B
VB, VB, VB, VB
"B, BS, B “B,
"Bj, “Bj, "By B
VBj VBj, By, VBY
“By, By, By “BY

B€

- la matrice symétrique surfacique (3 * 3) locale D¢, n’intervenant que sur les incon-
nues températures nodales; ses composantes ayant la forme:

D.e.:_/
ij -

hN[e NJe drg — / hea NJ© N dT'§.

e
3 4

e e e
11 12 D13

e e e
D¢ 21 22 D23

e e e
D31 32 D33

e Afin de définir correctement le vecteur second membre, nous devons rappeler la définition du
vecteur (4x1) local chargement, noté Q°, n’intervenant que sur les inconnues températures
nodales, avec:

hTop N TG — / hea Touwr N dT§

Qf:—/ W N dQ, — [ Gimp N drg—/
. s r rs

et Q° = {Qf,Q5, Q5 Q5.

Les matrices de capacité M et de conductivité K sont symétriques, assez creuses et définies
négatives. Lors de I'assemblage de ces dernieres, on va se servir de cette propriété de symétrie
afin de ne stocker que leur partie diagonale inférieure, grace a I'utilisation du stockage morse.

Finalement, apres assemblage de ces diverses matrices (locales) et vecteur (local), on aboutit
au systéeme global suivant formé de (4 * nbnoe) équations a (4 % nbnoe) inconnues Uj :

M (?j + KU =F (3.33)
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Uj; = {qmj,qyj,qzj,Tj}—r : inconnu au noeud j du maillage,
M : matrice de capacité,

avec . c
v K :matrice de conductivité,

F : vecteur des conditions aux limites.

3.4 Divers schémas pour l’intégration temporelle

L’utilisation d’éléments finis mixtes linéaires tétraédraux P;/P; conduit a l'obtention du
systeme , avec pour vecteur inconnu, le vecteur U. L’écriture de ce systeme est la méme
que celle obtenue au § lors de "approximation spatiale de I’équation de la chaleur
avec une approche GS (la température interpolée par des fonctions continues P;). Seulement,
ici, le vecteur U regroupe 4 degrés de liberté (la température T' et les 3 composantes du flux
de chaleur g, gy et g.) alors que le systeme dépend uniquement du champ de température.

En outre, pour résoudre ’équation , nous pourrons donc utiliser les mémes techniques
de résolution, précédemment introduites au §[[L2.1.5l Ainsi, nous considérons le schéma aux DF
a trois pas de temps. Nous introduisons également un modele implicite (a deux pas de temps),
au niveau de I’assemblage local.

3.4.1 Premier choix: schéma DF a trois pas de temps du second ordre

La résolution du systeme différentiel (3.33]) va se faire en considérant un schéma aux différences
finies & trois pas de temps du second ordre (cf p .

On rappelle que:

— Le systeme (3.33)) est discrétisé a U'instant t* = ayt,,—1 +aat,+ast,+1 avec a;+as+ag = 1.

La température T™ va s’écrire T = a1 T, -1 + a1y + asTy11.
— Chaque composante du flux s’écrira aussi ¢'* = aqul,l + g, + ozgqfwl Vi e [1,3].

— Les dérivées temporelles sont également exprimées a I'instant ¢*:

or™ _ ﬁlTn—l‘i‘ﬁQTn + ’YlTn+'Y2Tn+1

ot Aty Aty
avecy) = — 72,01 = — [ = -1
e e e e e
00" _ Bi1g*n-1+ Baqn 4 Nt N nn
ot Aty Aty

— L’équation (3.33)) se raméne au systeme :

V2 « a1y azye P2 0m
M K|)U® = F M —— | U,— —— =1\ U, 3.34
(30 2 + ) e (222 v+ (5 ) v |

Remarque 3.3 La particularité de cette écriture nous permet d’avoir recours a plusieurs schémas
d’intégration regroupés dans le tableau (cfp@. Avec n’importe quel jeu de parameétres, nous
en déduisons ’écriture simplifiée du systéme linéaire :

| AU* = B| (3.35)
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3.4.2 Deuxieme schéma: schéma implicite a deux pas de temps

En ce qui concerne le second schéma d’intégration temporelle, nous repartons du systeme
différentiel découlant de la discrétisation spatiale (locale) du probléme:
A°G + B°T = 0
B (3.36)
e dr T pe = e e
C°— + B°G + DT = Q
dt
En envisageant d’utiliser un schéma a caracteére implicite, le systeme ci-dessus se met sous la
forme suivante :
Acgtt 4+ BeT"t = o
ce + TBe —n—+1 + D¢ T”
At 1

At 4 T = o
(3.38)

ce 7n+1 T B ce _
~ De B¢ n+l _ e ~ T
( AL > t B @ N

Ou encore, sous forme matricielle :

A€ B¢ gt 0
TBe %t + D¢ T’n'i‘l = Qe + QT (339)

En reprenant les notations introduites au paragraphe §[B3.3.3] le systéeme local, muni d’un schéma
implicite & deux pas de temps, se réécrit comme suit :

At At

Me — M¢ _,
( +K€> U = Fey =T (3.40)

Apres assemblage, on sera amené a résoudre le systeme linéaire de la forme:

| Auntt = B | (3.41)

Tous ces schémas seront testés sur un cas analytique (cf § BG.IT]) afin d’en estimer leur
efficacité et d’en déduire le plus performant. Pour I'instant, c’est le schéma Dupont implicite qui
est retenu.

Avant de passer a la résolution de 'un des deux systéemes linéaires ([3.35 ou , ous
avons besoin de compléter I’écriture du systeme en prenant en compte les conditions aux limites
thermiques.

3.5 Traitement des conditions aux limites thermiques

Le mécanisme de la prise en compte des conditions aux limites va étre différent suivant la
nature du transfert thermique. En effet, il est plus simple d’imposer une valeur (donc connue)
en un noeud précis que de prendre en compte une fonction dépendant de 'inconnue (ici, la
température).
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3.5.1 Condition de Dirichlet : température ou flux de chaleur imposé(e)
Dans ce cas, nous choisissons d’utiliser la méthode directe [Rappaz et al. 1998].

Supposons que 'on veuille imposer la valeur Z' au degré de liberté i, cad z* = 7. La
substitution de cette valeur dans le systeme assemblé initial Px = r résulte en un nouveau
systeme de méme dimension que le premier ou tous les termes connus faisant intervenir la valeur
7' sont passés au second membre :

_PH ...0... Pln_ [z _Tl_Plifi_
0 ...1... 0 | = z (3.42)
| Pu1 ...0... Pny | | 2" ] | = PuT

Outre les modifications apportées au second membre, on constate qu’il faut aussi modifier la
ieme ligne et colonne de la matrice P pour effectivement obtenir ' = Z* en ce degré de liberté,
apres résolution du systeme.

Bien évidemment, on applique le méme procédé pour toutes les valeurs imposées.

Si l'on revient au systeéme, de forme générale AU = B avec pour ieme inconnue le vecteur
U; = {qm,qyi,qzi,Ti}T, nous allons utiliser la méme démarche, & part que cette fois-ci, nous avons
4 degrés de liberté par noeud. Par conséquent, on sera soit en mesure de bloquer la valeur nodale
en température soit celle du flux de chaleur.

Par exemple, si nous connaissons la température sur le premier noeud (7} = Timp) et la com-
posante du flux suivant z sur le dernier noeud N (g% = Qimp), la prise en compte de ces deux
conditions au niveau du systeme AU = B va entrainer les modifications suivantes :

e e o S Tam ] [ b (@ Tyt a1 Qi)
as1 azy azz 0 0 asn gyl by — (CL24 Timp + a2n—1 szp)
41 b3 — (a3a Timp + az.n—1 Qimp)
0 0 0 1 0 0 0 T T
mp
0 . )
Gn—3,1 n—3n—3 Qan—3n—2 0 an—3,n dxn bp—3 — (an—3,4 Timp + an—3n—1 szp)
an-21 Un-21n-3 Gn—2n-2 0 an-2.n Qyn bp—2 — (an—2,4 T%mp + an—2n-1 szp)
0 0 . 0 0 1 0 Gen Qimp
an1 0 Ann—3 Ann—2 0 Ann | Tn | L bn - (an4 Timp + Gnn—1 Qimp)

3.5.2 Condition de conduction imposée
3.5.2.1 Interprétation de cette condition aux limites

Si I'on considére une condition de conduction imposée sur le plan z = 0 (noté I'), on aura:

7 . ﬁ) = hcd (T - Tout) < qz = _hcd (T - Tout) (343)
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On a vu que cette condition intervient dans I’écriture de la formulation variationnelle de I’équation
de la chaleur au niveau du terme:

/? . dl = / heq (T — Tyy) dT = / heaT dI’ — / hed Tout dT (3.44)
T I T Iy

avec la décomposition d’un premier terme inconnu (puisque 7' est un champ inconnu) et d’un
second terme connu (puisqu’on dispose des valeurs de heq et Toyut).

Or si 'on adopte la démarche de la méthode directe, on serait tenté de rajouter la valeur de g,
dans le systeme global assemblé, cad pour tout noeud i appartenant a la frontiere I":

qzi = _hcd(Ti - Tout) & Qy T hcd T, = hcd Tout (345)

Cela reviendrait donc a imposer un flux ¢,;. Or la valeur de ce flux n’est plus une constante
mais elle dépend, & présent, du champ inconnu 7;. Autrement dit, il y a couplage entre ces deux
champs inconnus: si nous modifions la matrice assemblée, nous entrainons inévitablement une
perte de symétrie de la matrice de raideur.

3.5.2.2 Démarche envisagée

Afin de conserver la symétrie de la matrice de raideur et de pouvoir imposer la valeur du
flux ¢.;, nous avons donc pensé a une stratégie de changement de variable.

— Changement de variable

Il va s’opérer lors de la construction des matrices locales de raideur volumique K¢, (16*16)
et surfacique K¢, f (12*12); autrement dit, avant ’assemblage global. Rappelons alors la
forme des 2 matrices de raideur locales:

A¢  B° 0 0

LI BY . — . RN .
On considere de nouvelles variables T et ¢* construites de la maniere suivante :

q* = ¢ —haT q 1 —heq q*
& = (3.47)
T = T T 0 1 T*

— Transformation des matrices

Nous avons di introduire deux nouvelles matrices locales N7, (16%¥16) et Ng, , (12*12)
afin que K et K& s deviennent symétriques, avec:

ex __ T pre e e ex __ T pre e e

vol — Nvol Kvol Nvol et surf — Nsurf surf +Vsurf (348)
De maniere simplifiée, N¢ est une matrice identité a laquelle nous avons rajouté le terme
heq au niveau de la connexion entre les inconnues 7; et ¢q,; (pour le ieme noeud). Si I'on
prend I’exemple de la matrice surfacique locale avec le couplage sur le ler noeud, on obtient
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la matrice (3.49)) :
M 9 qr1
1 le
1 ... eo. —heg 7=1
1 qx2
1 qy2
1 qz2
N® = _ , (3.49)
: 1 : qx3
1 qy3
1 : qz3

Pour ce qui est de la matrice de masse et du second membre, ils ne sont pas modifiés. On
. N < . , * —>x
aboutit alors a un nouveau systeme ayant pour inconnues la température 7 et le flux ¢"*.

— Prise en compte de la condition en flux imposé pour ¢

Grace a ce changement de variable et a ’écriture d’un nouveau systeme symétrique, on
peut maintenant imposer, sur tous les noeuds concernés, la condition :

@i = —hed Tout (3.50)

Cette derniere sera gérée par la méthode directe, décrite au paragraphe précédent. Une

. , . \ . . . —
fois la résolution de ce systeme faite, on pourra repasser aux anciennes inconnues 7' et ¢
par le changement de variable inverse :

T o= T b T
. (3.51)

— T*

— Technique non valide

Cependant, au cours des validations sur le cas analytique de la barre en conduction imposée
(cf § pour la mise en données du cas standard), on se rend compte que cette technique
ne marche pas. En effet, elle est trop contraignante dans le sens ou il y a une redondance
dans la prise en compte de cette condition aux limites pour une vraie formulation mixte !
Les matrices et donc le systéme se retrouvent ”surconditionnés”. Ce surconditionnement est
visible sur les isovaleurs de la température de la barre (figure : on voit nettement
que la condition aux limites est méme mal gérée sur la face imposée avec des valeurs
minimales (et maximales) de la température tout a fait incohérentes et négatives et sans
I'apparition du phénomene de diffusion thermique.

3.5.2.3 Démarche adoptée

Il semble donc qu’intégrer la condition de conduction au niveau de la formulation variation-
nelle de ’équation de la chaleur (3.44]) soit suffisante pour capturer le phénomeéne voulu, comme
le suggere la figure [3.4(b)| avec une excellente diffusion thermique dans la piece.
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5650 8.36 1034 45.36 48,57
e t=1s = t=10s t=1ls «  t=10s
b an
Tmel 40
25 25
Ed
Ireti E]
Bl
A e »
Rl
6236 -8.8310*34 25 5
(a) Stratégie de changement de va- (b) Prise en compte dans
riable I’équation de la chaleur

F1a. 3.4 — Test de conduction imposée : Ty = 25°C', Ty = 50°C' et heg = 20000 W/m/°K .

3.5.2.4 Généralisation a la condition de convection/rayonnement

On peut généraliser cette étude sur le phénomeéne de convection/rayonnement. Pour les
meémes raisons, cette condition aux limites ne sera prise en compte que dans I’équation de la
chaleur avec:

/?.%’ dr:/h(T—Tm) dr:/thF—/hTm dr, (3.52)
T T T T

soit un terme inconnu dans la matrice de raideur surfacique D et un terme connu dans le second
membre (vecteur Q).

3.5.3 Résolution du systeme linéaire

Apres la discrétisation spatio-temporelle du probleme thermique mixte et le traitement des
diverses conditions aux limites, nous obtenons un systeéme linéaire de la forme:

— AU* = B si l'on utilise un schéma DF & I'ordre 2 (§[3.4.1),

— ou encore AU = B avec un schéma implicite (§ .

Dans les deux cas, le systeme linéaire est résolu par une méthode itérative. Notre choix
s’est porté sur la méthode de gradient conjugué préconditionné par la diagonale [Ciarlet 1991
[Ern-Germond 2000

N

— Nous calculons le champ inconnu U* a l'instant t*. On retrouvera ensuite 1’expression de
Un+1 a partir de:

U* — (1 U 4 ap UM)
as

Un+1 —

(3.53)

— Nous calculons directement le champ inconnu U™*! au pas de temps suivant #,1.
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3.6 Validations de la formulation Mixte P;/P; sur des cas tests
analytiques

Afin d’évaluer l'efficacité de notre formulation, nous nous proposons de 'appliquer sur trois
cas purement thermiques, tous munis d’une solution analytique. Nous reprenons dans un premier
temps les tests de température et de flux imposés puis, nous introduisons le test de conduction
imposée. Nous verrons que la pertinence du modele Mixte continu sera déduite d’une comparai-
son minutieuse avec les schémas discontinus, TGD et Gdimp.

3.6.1 Température imposée sur I'’extrémité d’une barre d’acier

Nous commencons ’évaluation de la formulation Mixte par ’étude de ce cas standard, large-
ment développé au cours du chapitre 2. Il va nous permettre de trouver et de déduire le schéma
d’intégration temporelle le plus performant qui servira ensuite de référence pour la suite des
validations et applications numériques.

3.6.1.1 Analyse de sensibilité au schéma d’intégration temporelle
Tout d’abord, rappelons que les divers schémas d’approximation temporelle, présentés au

cours du premier chapitre (§[L2.1.5), sont combinés & la formulation Mixte ”spatiale” continue
Py /P;. Citons les principaux schémas que nous avons intégrés et testés:

— un schéma aux différences finies du second ordre & trois pas de temps (3.34)) :

V2 « a1y B azye P2 0m
M K|)U* = F M —— | U, —— =1\ U, 3.54
(3 2 + ) s (22 Bun (2 )u| @

Suivant les valeurs des «ay, §; et 7;, nous obtenons quatres schémas:

1

1 1
* Le schéma de Lees: a; = = et y5 = 3 donc ag = ag = 3 et B = —5

W =

1 3
x Le schéma de Dupont: aq = 1 et v =1 donc as =0, ag = 1 et 51 =0

3 1
* Le schéma de Dupont implicite: a3 =0 et yo = 3 donc ag =0, a3 =1et B = 3

x Le schéma de Crank-Nicholson du second ordre, bien qu’il ne fasse pas apparaitre
le champ U™ !, peut s’écrire comme un cas particulier des schémas & trois pas de

1
temps:a1:Oet'yg:1doncagzagzietﬁlzo.
— et un schéma implicite & deux pas de temps (3.40), de la forme:

M M
<N+K) Ut = F + ~ U (3.55)

a) Simulation standard

Nous nous placons dans le test de référence ou la température initiale de la barre est de
800°C et la température imposée de 25°C sur la face z = Omm. La taille de maille est constante,
h = 2,8mm. La durée de la simulation est fixée a 30s avec un pas de temps dt = 1s.

Sur la figure nous avons représenté pour chacun des deux capteurs (situés a 10mm et
20mm du bord régulé thermiquement) ’évolution au cours du temps de la température obtenue
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avec les b schémas d’intégration temporelle en plus de la solution exacte. Remarquons qu’au
niveau du second noeud, aucune fluctuation temporelle n’apparait quel que soit le schéma utilisé.

800
=#—anal-10 #=— Dupt-imp-10 —a— Mxt-imp-10  —=— Lees-10 o—Dupont-10 = -==Crank-N-10
—4—anal-20 —&— Dupt-imp-20 —&— Mxt-imp-20 —=— Lees-20 —— Dupont-20 o — - Crank-N-20

800 €

« tempéraure (°C)
] 2
g g

=1
S

temps (s)

Fi1G. 3.5 — FEvolution de la température des 2 traceurs: comparaison entre la solution analytique
et les divers schémas d’intégration temporelle de la formulation Mizte Py/P;.

En outre, a maillage fixé, le schéma de Lees se révele le moins performant, présentant un écart
notable avec les courbes analytiques (3,45% et 1,25% d’erreur). Quant aux autres schémas, ils
ont sensiblement la méme allure en se superposant avec la solution analytique. Plus précisément,
si nous calculons la moyenne du pourcentage d’erreur (avec la formule de tous ces schémas
(cf tableau , il en ressort une estimation tres précise pour le schéma de Dupont (0,3% et
0,1%), une estimation légérement moins précise pour le schéma de Dupont implicite et Crank-

Nicholson (0,6% et 0,2%) et une estimation encore moins fiable pour le schéma mixte implicite
(1,1% et 0,26%).

Par contre, a quelques secondes pres, les schémas Dupont et Dupont Implicite sont les plus
rapides en temps de résolution thermique.

Lees Dupont | Dupont-implicite Crank-N Mixte implicite

Erreur z = 10mm 3,5% 0,32% 0,67% 0,6% 1,1%
Erreur z = 10mm | 1,25% 0,13% 0,24% 0,2% 0,26%
Temps CPU 115s 108s 107s 110s 115s

TAB. 3.1 — Erreurs et temps de calculs des cing schémas d’intégration temporelle.

Si nous regardons, sur la figure les isovaleurs de la température obtenues apres le premier
incrément(apres une seconde), nous constatons que les schémas de Lees et de Dupont ne prennent
pas correctement en compte la température imposée sur la face z = 0, avec 'apparition des
températures négatives. Heureusement les autres schémas gerent parfaitement cette condition
aux limites thermiques. De plus, un léger choc thermique de 2,5°C' (Ti0. = 802,5°C) apparait
avec le schéma de Lees.
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Bl E4 mnme
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Choc thermique
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]

Lees Dupont Dupont-imp Crank-N Mixte-imp

Refroidissement anormal

Fi1G. 3.6 — Isovaleurs de la température apres 1 seconde.

Au bout du second incrément (a 2s), le schéma de Dupont arrive a bloquer les noeuds qui
ont une température imposée alors que quatre incréments sont nécessaires pour le schéma de
Lees. En fin de simulation, la diffusion thermique s’opére sur ’ensemble des schémas avec des
valeurs minimales et maximales similaires (cf figure [3.7)).

B0 o 0 L] mo
£ ™ ~ ™ 0
500 L o o 80
£l L] - m =0
a0 ] - " o
) m 0 m 0
20 L 20 “ 20
10 m 00 H " 100
om 00 = 00

B

Lees Dupont Dupont-imp Crank-N Mixte-imp

Fi1G. 3.7 — Isovaleurs de la température apres 30 secondes.

= Pour linstant, il semblerait que le schéma de Lees soit le moins performant et que le
schéma de Dupont implicite soit le plus correct.

Pour confirmer cette hypothese, nous complétons cette étude a ’aide de deux autres simu-
lations: nous allons raffiner le maillage (en fixant le pas de temps) puis nous envisagerons la

variation du pas de temps (avec le maillage fixé).

b) Raffinement du maillage

On considere quatre maillages ayant respectivement pour taille de maille constante h = 5mm,
h = 28mm, h = 2mm et h = Imm. La simulation dure toujours 30s, avec un pas de temps
dt = 0,25s.
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Pour chacun des schémas d’intégration temporelle, nous tragons la solution exacte et I’évolution
de la température pour ces quatre maillages. La figure[3.8 représente I’ensemble des courbes pour
le capteur situé a 1mm du bord régulé thermiquement, tandis que les évolutions thermiques des
capteurs positionnés & 10mm et 20mm sont visibles sur les figures et

1000

—&— analytique

~#-h=5mm
——h=28mm
—o—h=2mm

#-h=lmm

température (°C)

25 3 315 4 45
L/ temps (s)

200
(a) Schéma Lees
900
—e—analytique
e | —#h=5mm
700 —&—h=28mm
600 “-“ | —®h=2mm
—#—h=1lmm
500

temperature (°C)

temps ()

(¢) Schéma Dupont implicite

temperature (°C)

g

température (°C)

0 05 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

900 - S —
——analytique
80 —#—h=5mm
700 ——h=2,8mm
600 @ h=2mm
[ —%—h=lmm
g 50|
5
H
s 400
2
a00 |
200 +
100 +
04 . . . . .
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
temps (s)
7
(b) Schéma Dupont
900
—4-analytique
800
#-h=5mm
700 —#—h=2 8mm
600 . . . . . . ©-h=Zmm
—#¥—h=1mm
500

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
temps (s)

(d) Schéma Crank-Nicholson

—+— analytique
—#—h=5mm
=t~ h=2.8mm

@~ h=2mm

—#— h=1mm

temps (s}

(e) Schéma Mixte implicite

F1a. 3.8 — Evolution de la température pour les 5 schémas d’intégration en fonction du maillage

avec un capteur en peau a z = lmm.

De maniere générale, la solution numérique devient de plus en plus précise avec un maillage
de plus en plus fin. Et bien évidemment, en contre partie, les temps de calculs augmentent (cf
tableau . On peut souligner qu’en terme de rapidité de résolution, c’est le schéma Mixte
implicite qui est le plus satisfaisant, suivi du schéma Dupont Implicite.
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[0,30s] Lees Dupont | Dupont-implicite | Crank-N | Mixte implicite
h =5mm 105s 112s 90s 98s 63s
h=28mm | 6min30s | 6min25s 6man 6min 32s 4main
h =2mm 21man 19min 35s 18min 20man 13min
h=1mm 44min 42min 30s 44min 43min 29man

TAB. 3.2 — Temps de calculs des cing schémas d’intégration temporelle.

Sur la figure nous constatons des fluctuations anormales de la température aussi bien
pour les schémas de Lees et de Dupont. Ces fluctuations sont plus prononcées avec le schéma de
Lees: apparition de valeurs négatives de la température se propageant pendant deux incréments.
Elles proviennent, entre autre, du fait que la condition de température imposée est initialement
mal gérée pour ces deux schémas.

Pour ce qui est du second noeud (a 10mm), des écarts de plus en plus faibles sont observés
sur la figure [3.9] entre la solution analytique et la solution numérique dépendant d’un maillage
de plus en plus raffiné. Malheureusement, tous ces schémas font apparaitre des oscillations de
la température, excepté pour le Dupont implicite. Une fois de plus, le schéma de Lees donne les
plus grandes oscillations.

On peut également remarquer que les oscillations se produisent uniquement avec les maillages
les plus grossiers (h = 5mm et h = 2,8mm), ce qui suggere que le rapport entre le pas d’espace
(h) et le pas de temps dt (fixé a 0,25s) ne vérifie pas les conditions de stabilité (condition de
profondeur de pénétration).

PE L2 7800 * 360

= 2 NERE > ,
4k ix15 (0,005)* c’est a dire dt > 1,17s alors qu’on

En effet, il faut que dt >
le fixe & 0,25s.

Rappelons, de plus que si les oscillations temporelles avaient lieu, elles devraient se pro-
duire au niveau du troisieme capteur (& 20mm). C’est également le cas avec la formulation
mixte continue: seul le schéma Dupont implicite est robuste en n’introduisant aucune fluctua-

tion spatio-temporelle (figure [3.10)).

Pour synthétiser ’ensemble des fluctuations engendrées par les divers schémas, nous avons
classé, dans le tableau la puissance des fluctuations, par ordre décroissant. Nous avons
également stipulé quand la condition aux limites en température imposée était correctement
prise en compte deés le premier incrément.

Lees Dupont | Dupont-implicite Crank-N Mixte implicite

Température imposée

incrément 1 Non Non Oui Oui Oui
Fluctuations

z = 10mm 1er 3eme Non g4eme nd
Fluctuations

z = 20mm 1er 2nd Non 4eme 3eme

TAB. 3.3 — Raffinement du maillage : synthése des schémas d’intégration temporelle.



[3.6l| VALIDATIONS FORMULATION MIXTE SUR CAS ANALYTIQUES 139

850

850
—¢—analytique - analytique
—#— h=5mm #- h=5mm
800 & 1 —&—h=28mm 800 8 | —&—h=2,8mm
@ h=2mm
[RE 5 1% ¥ h=1mm
E e
8 B
E o0 E 700
1 2
3
B0 - 880 |
600 600
o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 o 05 1 15 2z 25 3 a5 4 45 5
temps (s) temps (s)
(a) Schéma Lees (b) Schéma Dupont
850
——analytique
850
—+— analytique #- h=5mm
= h=5mm 800 8 --| —#—h=28mm
800 & @ h=2mm
= ¥ h=1mm
~ g s
£ 750+ €
£ g
8
% gm rrrrrrrrrrrrrrrr
H 700
2
. S i y
600 600
o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 1] 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
temps (s) temps (s)
(¢) Schéma Dupont implicite (d) Schéma Crank-Nicholson

850
—+—analytique
~®- h=5mm
800 § .
—&—h=28mm
@ h=2mm
P50
e
a
4
:
700
£
650 b
600
[ 05 1 15 2 25 3 35 4 a5 5

temps {s)

(e) Schéma Mixte implicite

Fi1G. 3.9 — Evolution de la température pour les 5 schémas d’intégration en fonction du maillage
avec un capteur situé a z = 10mm.

Explications

L’ensemble de ces résultats numériques nous permet d’expliquer simplement "apparition des
fluctuations temporelles.

Rappelons que I’on utilise un schéma dans lequel la température 7T et le flux ¢ sont décrits par:

T = oyl 1+ ol +asThi

¢ = aid_;+asd +azd,, VIe€[L3]
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FiG. 3.10 — Fvolution de la température pour les 5 schémas d’intégration en fonction du maillage
avec un capteur situé a z = 20mm.

Si les coefficients a1, ag et aiz sont tels qu’ils donnent un poids plus important aux températures
et flux passés (Ty,_1, T, n_1 et ¢ ) qu'a la température et flux futurs (7,41 et ¢ ni1), alors
. — , —
pour obtenir une valeur correcte de T' et ¢, le calcul va exagérer les valeurs de Tp,4+1 et ¢ pnt1

vers le futur.

Un ou deux incréments apres, le processus va s’inverser en donnant une température T;, 41
— 3 s .
et un flux '¢',4+1 trop tournés vers le passé. On constate alors les fluctuations temporelles.
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Remarque 3.4 En étudiant les valeurs des coefficients de tous les schémas d’intégration tem-
porelle, on se rend compte que:

— Le schéma de Lees avec o = ag = oz = 1/3 est trop tourné vers le passé; ce qui explique
les importantes fluctuations temporelles rencontrées en début de simulation.

— Le schéma de Crank-Nicholson avec oy = 0 et ag = a3 = 1/2 et en imposant en tout point
Tho1 =Ty et Cni1 = qo. Ce schéma est moins tourné vers le passé que le schéma de
Lees, mais davantage que le schéma de Dupont.

— Le schéma de Dupont avec a1 = 1/4, ag = 0 et ag = 3/4 donne un poids plus important
a Thi1 et @ npt.

— Méme constatation pour le schéma de Dupont implicite avec oy = ag =0 et ag = 1.

D’autre part, avec de telles conditions de refroidissement tres séveres:

— Le schéma de Lees donne des fluctuations énormes avec des valeurs négatives de certaines
températures au cours des oscillations.

— Le schéma de Dupont reste raisonnable, comme le schéma de Crank-Nicholson,
— Le schéma de Dupont implicite présente aucune fluctuation.

= Le schéma Dupont implicite semble le plus robuste lors du raffinement du maillage :
— Aucune fluctuation n’est observée au cours de la simulation,

— Le traitement de la condition de température imposée est correct.

c) Raffinement du pas de temps

Suite aux résultats sur le raffinement du maillage, nous choisissons de faire ici seulement une
comparaison entre les deux schémas implicites: le schéma Dupont implicite et le Mixte impli-
cite. En prenant des pas de temps extrémement petits compris entre dt = 0,5 et 0,01s, nous
regardons ce qui se passe durant les deux premieres secondes de la simulation, avec un maillage
fin de 'ordre de h = 1mm.

La figure [3.11] représente les différentes évolutions thermiques pour les capteurs positionnés
a lmm, 10mm et 20mm. La solution numérique obtenue a partir des deux schémas implicites
devient de plus en plus précise avec un pas de temps de plus en plus petit. En effet, ’écart
observé entre la solution exacte et la solution numérique s’amoindrit a chaque fois que 'on
considere un pas de temps plus rapide. Malheureusement, c’est aux dépens d’un cotit de calcul
plus élevé. Les tableaux et permettent de comparer ces deux schémas: le schéma Dupont
implicite est le plus précis et le schéma mixte implicite le plus rapide.

[0,25] dt = 0,5s dt = 0,25s dt =0,1s dt = 0,05s dt =0,01s
CPU Dupont Imp 2man 3min 30s Tman 13min 30s 64min
CPU Mixte Imp 35s T4s 4min 30s 8min 30s 40min

TAB. 3.4 — Comparaison des temps de calculs des schémas implicites.

Si l'on s’intéresse aux isovaleurs de la température (figures et , on se rend compte
que des chocs thermiques se produisent essentiellement sur la premiere couche des éléments
alors qu'’ils étaient imperceptibles sur les courbes numériques de la figure [3.11] avec ’absence de
réchauffement anormal.
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FiG. 3.11 — Evolution thermique des noeuds situés a 1mm, 10mm et 20mm avec h = lmm.

[0,25] z=1mm z = 10mm z = 20mm
Erreur Dupont Imp 15% a 2% | 0,2% a 0,01% | 0,01% a 0,00002%
Erreur Mixte Imp 18% a 1% | 0,6% a 0,02% | 0,02% a 0,00009%

TAB. 3.5 — Comparaison des pourcentages d’erreurs des schémas implicites.

Ces chocs apparaissent sur les deux schémas des que le pas de temps dt < 0,1s:
- Le choc est violent avec le schéma Mixte implicite puisqu’il atteint une valeur de 947°C
(avec dt = 0,05s) alors que le choc engendré par le schéma Dupont implicite est infime (803°C').
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- Evidemment le phénomene de choc thermique s’accroit avec un dt encore plus petit, a
maillage constant, et dans ce cas, la condition de profondeur de pénétration est encore moins
respectée. Par exemple, avec un dt = 0,01s, le choc thermique du schéma Dupont implicite
atteint une valeur de 833°C' alors que la température max du schéma Mixte implicite explose
avec ses 1144°C et se visualise clairement sur la premiere couche des éléments.

En effet, si on revient a la définition de la condition de profondeur de pénétration (1.65)), il
faut nécessairement :

Pe 12 _ 7800 * 360

t > =
d — 4k 4 %15

% (0,001)% cad dt > 0,0468 s

Il est donc normal d’obtenir un réchauffement non physique sur les premieres couches des
éléments dans la barre si I'on choisit un pas de temps inférieure a 0,0468 s.

MR

dt=0,05s dt=0,01s

Fi1G. 3.12 — Isovaleurs de la température du schéma Dupont implicite aprés un incrément dt.

dt=0,05s

dt=0,01s

Fi1G. 3.13 — Isovaleurs de la température du schéma Mizte implicite aprés un incrément dt.
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= Malgré quelques légeres fluctuations temporelles de la part du schéma Dupont implicite
des lors que le pas de temps est inférieur & 10~1s (pour h = 1mm), il semble plus adapté pour
résoudre ce type de probleme de diffusion que le schéma Mixte implicite. Ce dernier semble
plus rapide mais beaucoup moins précis et robuste, en produisant des oscillations tres violentes
pouvant durer plusieurs incréments.

d) Interprétations des résultats

Nos résultats sont cohérents et coincident avec ceux obtenus par [Soyris 1990], en arrivant
aux mémes déductions:

— Les fluctuations spatiales proviennent de ce que le pas de temps (dt) et d’espace (h) ne
sont pas indépendants. Un maillage grossier nécessite un grand dt mais pour utiliser un
petit pas de temps, il faut un maillage fin.

— Les fluctuations temporelles qui apparaissent avec le schéma de Lees peuvent étre atténuées
par une meilleure initialisation de type Crank-Nicholson ou supprimées par I'utilisation de
schémas plus implicites, comme le Dupont et surtout le Dupont implicite.

— Néanmoins ces deux phénomenes ne peuvent étre séparés aussi simplement.

= Finalement, & la vue de tous ces résultats, le schéma de Dupont implicite offre le
meilleur compromis en terme de précision et de temps de calculs, avec une prise
en compte de la température imposée des le premier incrément de la simulation et ’absence
d’oscillations non physiques des qu’on reste dans un jeu de données (dt, h, CL et type de
schéma d’intégration) correct (par exemple, pour dt > 0,1s avec h = 1mm). Il sera vivement
recommandé pour des cas de refroidissement (ou réchauffement) extrémes (cf §[3.6.1.3b).

3.6.1.2 Etude complémentaire sur le test de température imposée : résultats numé-
riques en température et flux

Apres avoir établi quel était le schéma d’intégration le plus performant pour la formulation
Mixte continue P;/P;, nous poursuivons la validation du cas test en température imposée. Nous
allons maintenant dresser une étude comparative du modele Mixte (combiné au schéma Dupont
implicite) en fonction de la solution exacte du probléme monodimensionnel et des solutions
numériques (TGD et Gdimp) précédemment obtenues au cours du chapitre 2.

Rappelons que le refroidissement de cette barre est uniaxial et conduit a I’expression suivante
de la solution analytique:

T(zt) = imp+(ﬂy—T%w)*ﬂf<2jét> (3.56)

Cette formulation combinée a la loi de Fourier, nous permet de calculer la solution exacte
de la composante z du flux chaleur:

8T (TO - szp) €xXp (%)
L(2t) = —k = (24) = —k a 3.57
a: (=) 5 (=) o (3.57)

Rappelons que l'originalité de la formulation Mixte permet d’estimer a chaque instant de la
simulation les deux inconnues, température et flux de chaleur. Grace aux deux solutions analy-
tiques ([2.22] et , nous pourrons suivre et comparer les évolutions de la température mais
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aussi celles de la composante ¢, du flux de chaleur.

a) Cas standard

Les conditions du cas standard se résument par :

- Température initiale de la barre: Ty = 800°C

- Température imposée sur le plan z = 0: T}, = 25°C

- Maillage: h = 2,8 mm

- Temps de la simulation: 30s avec un pas de temps mécanique dt fixé a 1s

- Données du matériau: k = 15 Wom LK™, p = 7800 Kgm 3 etc = 360 JKg 'K~}

Cela va donc provoquer un phénomene de diffusion thermique dans la barre, en 'occur-
rence un refroidissement uniaxial, aussi bien visible sur les isovaleurs de la température ” Mixte”
(figure |3.14)) que sur celles de la composante ¢, du flux de chaleur (figure [3.15]).

00

t=15s t=30s

t=1s
00
i I I I

Fi1c. 3.14 — Isovaleurs de la température au cours de la résolution Mixte: mise en évidence du
phénomene de diffusion thermique.
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Fia. 3.15 — Isovaleurs de la composante suivant z du flux de chaleur lors de la résolution Mixte
continue : mise en évidence du phénoméne de diffusion thermique.
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De maniere plus précise, évaluons la fiabilité et la précision de cette formulation a 'aide
des solutions analytiques et des trois capteurs positionnés respectivement a 1, 10 et 20mm du
bord. Les trois tracés analytiques et numériques, représentés sur la figure [3.16] montrent bien la
pertinence du modele continu, avec des courbes approximant correctement les solutions exactes,
et avec des écarts infiniment petits. Avec un maillage moyennement grossier, ces résultats sont
excellents avec une moyenne d’erreur de l'ordre de 0,6% pour z = 10mm et de 0,2% pour
z = 20mm.

—8—z=lmm
—o—z=10mm

~0- z=20mm

température (*C)

—a—analytique-1 -5~ Mixte-1

% erreur thermique Mixte

4— analytique-10 8- Mixte-10

—&— analytique-20 = Mixte-20

temps (s) temps (s)

(a) Evolution de la température (b) Evolution de 'erreur thermique

FiG. 3.16 — Comparaison entre la formulation Mizte continue et la solution analytique.

On peut juste remarquer sur la figure [3.16(a)| un léger décalage en début de simulation pour
le noeud situé en peau. Ce décalage se répercute sur l'estimation de lerreur (2%), avec une
pointe notoire de 26% au premier incrément, mise en évidence sur la figure

Si 'on s’intéresse a présent a 1’évolution au cours du temps de la composante ¢, du flux
de chaleur, on comprend mieux d’ou provient ce décalage: en fait, c’est un petit probleme
d’initialisation qui entraine, au premier incrément, un écart assez important entre la courbe

analytique et numérique (cf figure [3.17)).

temps (s)

R

0 w_ 5 SR [ N I I

-500000
-1000000 +
=1500000 +

—+—analytique-z=0
2000000 |

flux gz

o mixte-z=0
2500000 ~—#+—analytique-z=2
— 8- mixte-z=2
3000000 - —+—analytiquel-z=10
— == mixte-z=10
~3500000 1 —+—analytiquel-z=20

mixte-z=20
-4000000

Fiac. 3.17 — Evolution du flux q, : comparaison entre la solution analytique et la formulation
Mizte de Forge3®.
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En effet, pour simplifier I'initialisation du flux dans le code de calculs Forge 3®, nous avons arbi-
trairement choisi de lui affecter le vecteur nul (g5 = 6)) Néanmoins, pour le test de température
imposée, si on se réfere a sa solution analytique , q. tend vers —oo quand z — 0. Par
conséquent, le calcul de la premiere valeur de ¢, est erronée, a cause de notre choix d’initialisa-
tion.

Malgré ce probleme d’initialisation, une tendance correcte des courbes numériques du flux
est obtenue pour l’ensemble des capteurs (situés a 0, 2, 10 et 20mm du bord imposé).

En rajoutant les résultats TGD et Gdimp sur la figure [3.18] on s’apercoit que la formulation
Mixte est la plus précise et obtient méme la meilleure estimation de la température pour le
capteur placé en peau, avec seulement 2% contre 3,3% et 22%. Sa robustesse est également mise
en évidence grace au tableau qui dresse les temps de résolution et les moyennes de I'erreur
des trois modeles. On note cependant une formulation Mixte légérement moins rapide que le
Gdimp.

600
)
g 500
=2
g -
a 400 == “—'ﬁ.—_n—_:_‘n_‘_ =
5 1—-#_‘3_:&4
—&—exact-1 —a—TGD-1 —¢—Gdimp-1  —-e— Mixte-1
200 4 | —&— exact-10 TGD-10 +— Gdimp-10 --<-- Mixte-10
—a&— exact-20 TGD-20 —eo— Gdimp-20 o~ Mixte-20
100 S S oS aenaETee |
0l . . . |
0 5 10 15 20 25 30

temps (s)

Fi1G. 3.18 — Evolution de la température : comparaison entre ’analytique, le TGD, le Gdimp et
la formulation Mizte sur le test standard de température imposée.

[0,30s] TGD Gdimp Mixte

CPU 157s 103s 105s
erreur z = lmm 3,3% 22% 2%
erreur z = 10mm 7% 2,2% 0,6%
erreur z = 20mm 3,6% 0,5% 0,2%

TaAB. 3.6 — Comparaison des temps de calculs et des erreurs moyennes pour les 8 modeéles.

= Sur le cas standard de température imposée, la formulation Mixte se révele tres robuste,
avec une excellente précision (méme sur maillage moyennement grossier) et avec un temps de
résolution tres raisonnable.
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b) Comparaison entre 'utilisation d’un maillage structuré et non structuré

Pour compléter cette étude, on s’intéresse ici au comportement de la solution numérique avec
un maillage structuré puis non structuré, avec une taille de maille constante (h = 2,5mm).

Comme on peut le voir sur les figures et 3.20] les évolutions de la température et du
flux ¢, sont similaires avec des maillages structuré et non structuré . En terme de précision,

les estimations des erreurs thermiques sont quasiment les mémes: pour le noeud placé a 10mm,
0,8% avec un maillage structuré et 0,7% avec un maillage non structuré et respectivement 0,3%

et 0,2% pour le second noeud placé & 20mm.

900

800 1!

=
=]

2
=]

température (*C)

—+—analytique-10

3
o

| —#— Mixte-struct-10
#— Mixte-nonstruct-10
so0 | —*—analytique-20
—#— Mixte-struct-20
Mixte-nonstruct-20

300 +

0 ] 10 15 20 25 30

temps (s)

Fia. 3.19 — Influence du mode de triangulation sur l’évolution de la température ”Mixte”.

-500000 +
-1000000 -+
-1500000
w -2000000 -
o .
5 —+—analytique-0
& 2500000 -
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]
[}
-3000000 - - -0- Mixte-non_struct-0
1
3500000 - i —+—analytique-10
i
|
q #— Mixte-struct-10
-4000000 i
- ==~ Mixte-non_struct-10
-4500000 - -

Fia. 3.20 — Influence du mode triangulation sur ’évolution du flux q, avec h = 2,5mm.

Par comparaison aux modeles discontinus (cf tableau , la formulation Mixte apparait la
plus fiable (en terme de précision) mais toujours moins rapide que le Gdimp.

= La formulation Mixte reste stable vis-a-vis du mode de triangulation du maillage: la
méme précision est obtenue avec un maillage structuré ou non structuré, tandis que le TGD et
Gdimp different légerement (le TGD plus précis avec un maillage non structuré tandis que le
Gdimp est plus précis avec un maillage structuré.)
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[0,30s] TGD Gdimp Mixte
CPU
maillage structuré 4min 25s 64s 2min 33s
CPU
maillage non structuré 4min 30s 74s 2min 54s
erreur z = 10mm
maillage structuré 8,3% 0,4% 0,8%
erreur z = 10mm
maillage non structuré 6,3% 2,6% 0,7%
erreur z = 20mm
maillage structuré 4,1% 0,46% 0,3%
erreur z = 20mm
maillage non structuré 3% 1,2% 0,2%

TAB. 3.7 — Comparaison des temps de calculs et des pourcentages d’erreurs des 3 modeles.

c) Raffinement du maillage

Le pas de temps étant fixé a dt = 0,25s, on étudie le comportement de la solution numérique
”Mixte” en prenant des maillages de plus en plus grossiers.

Les différentes évolutions de la température (obtenues avec la solution analytique et la formu-
lation Mixte) sont représentées sur la figure pour des noeuds localisés & 10 et 20mm du
bord. Quel que soit le maillage utilisé avec le pas de temps fixé a 0,25s, une bonne concordance
des résultats est obtenue sans apparition d’oscillation spatio-temporelle. Les résultats Mixtes
sont déja trés encourageants avec un maillage grossier (1,66% et 0,7%), et incontestablement
meilleurs qu’avec le schéma TGD (9,3% et 4,8%) ou le modele Gdimp (1,36% et 1,38%).

900
—&—analytique-10 —e—h=5mm —e—h=2.8mm —*—h=2mm —o—h=1mm

=d—analytique-20 —e—h=5mm —e—h=28mm —e—h=2mm —e—h=1mm

800

température (°C)
2 3
=] =]

2
=]

400

300 . . . . .
1] 5 10 temps (s) 15 20 25 30

Fic. 3.21 — Influence du raffinement du maillage sur [’évolution de la température avec une
résolution Mixte Py /P;.

On retrouve le méme comportement que celui déja obtenu et établi pour le TGD et le Gdimp :
”La solution numérique coincide d’autant mieux avec la solution analytique que le maillage est
fin; autrement dit, plus le maillage est grossier, plus 'estimation de la température est imprécise
et plus Uerreur est importante (figure , avec des temps de résolution thermique plus courts

(tableau[3.8).”
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F1G. 3.22 — Evolution de l’erreur thermique ”Mixte” en fonction du raffinement du maillage.

Ce comportement s’accentue avec I’évolution du flux ¢, représentée sur la figure [3.23] en
passant de 7% a 1% d’erreur.

0
5 10 temps(s) 15 20 25 Ju
00000 |-~ B -
——analytique
—#- h=5mm
-200000 -~
—#— h=28mm
;] —&— h=2mm
% -300000 |-~~~
T #-h=1mm
500000 -
-600000

Fia. 3.23 — Raffinement du maillage a pas de temps fixé: évolution de la composante q, du flux

pour z = 10mm.

Si on se réfere au temps des calculs du tableau de la page la formulation Mixte se
révele toujours plus rapide que le TGD, mais plus lente que le Gdimp. Par contre, en terme de

précision, c’est incontestablement la plus performante.

[0,30 5] h=5mm | h=28mm | h=2mm h =1mm
CPU Mixte 90 s 6 min 18 min 44 min
% erreur Mixte z = 10mm 1,66% 0,41% 0,2% 0,03%
% erreur Mixte z = 20mm 0,68% 0,15% 0,08% 0,07%

TAB. 3.8 — Temps de calculs et pourcentages de ’erreur pour la formulation Mixte continue.
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= La formulation Mixte est sensible au raffinement du maillage, avec une sensibilité moins

prononcée que celle du TGD et du Gdimp, une bonne précision et des temps de calculs satisfai-
sants.

d) Raffinement du pas de temps

Apres avoir établi une certaine influence du maillage sur la solution numérique Mixte, on

regarde ce qu’il en est quand on fait varier le pas de temps dt, sachant que le maillage est main-
tenant fixé a h = lmm.

Pour I’évolution de la température, on s’intéresse aux capteurs situés a 1, 10 et 20mm du bord,
comme en témoignent les figures [3.24(a)|, [3.25(a)| et |3.26(a)} Il s’avere que la solution numérique
Mixte est d’autant plus précise que le pas de temps est petit, avec un rapprochement de plus
en plus visible des courbes numériques vers la solution analytique (tracée pour dt = 0,25s). En
fait, ’erreur moyenne diminue, en passant de 14% a 0,7% pour z = 1mm, 7,6% a 0,3% pour
z = 10mm et de 2,7% & 0,08% pour z = 20mm (figures [3.24(b)} |3.25(b)| et [3.26(b))).
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Fi1G. 3.24 — Influence du pas de temps dt : noeud situé¢ a lmm avec h = lmm.
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Fi1G. 3.25 — Influence du pas de temps dt : noeud situé a 10mm avec h = Imm.

Bien que l’erreur diminue, le tableau [3.9] nous indique une augmentation significative des
temps de calcul. En comparant ces valeurs aux tableaux [2.6]du TGD et [2.I8 du Gdimp, cette
augmentation reste raisonnable.
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F1a. 3.26 — Influence du pas de temps dt : noeud situé a 20mm avec h = lmm.

(0,30 5]

dt = 5s

dt = 2s

dt =1s dt =0,5s dt = 0,25s

CPU

4man 20s

8min 30s

15min 26min 44 min

TAB. 3.9 — Comparaison des temps de calcul de la formulation Mixte continue.

En ce qui concerne la composante g, du flux de chaleur, le méme phénomeéne est constaté :
” Le modele Mixte continu est de moins en moins précis avec de plus grands pas de temps qui

entrainent une réduction des couts de calcul 7.

X
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-200000 +
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400000
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—+—dt=0,25s
w—di=0,5s
4 dt=1s
—*—dt=2s

o dt=5s

=+ analytique

FiG. 3.27 — Influence du pas de temps dt sur l’évolution du flux q, avec z = 10mm.

Il est important de spécifier que les plus grandes valeurs de dt ne produisent pas d’oscillations
non physiques aussi bien au niveau de 1’évolution de la température que de celle du flux.

= La formulation Mixte est sensible au pas de temps et devient naturellement plus précise
et robuste lorsque ce pas est petit.
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3.6.1.3 Validation du test de température imposée sur deux cas extrémes

Dans cette partie, nous étudions deux cas extrémes afin de s’assurer de la robustesse de la
formulation Mixte et, par la méme occasion, de celle des deux modeles discontinus:

— prolonger le calcul jusqu’a I’équilibre thermique,
— choisir un gradient de température imposé tres grand afin de produire un choc thermique
violent.

a) Equilibre thermique

Pour cette simulation, nous conservons une température initiale de 800°C', une température
imposée de 25°C' et un maillage de 2,8mm. Par contre, on considere une durée totale de 10 000s
avec un pas de temps fixé a 250s.

Sur la figure [3.28, nous avons uniquement représenté ’évolution de la température pour le
capteur situé a z = 10mm. Comme on peut le voir, I’équilibre thermique est parfaitement atteint
pour les trois modeles numériques, au bout de quelques incréments. On observe cependant que
cet équilibre est obtenu plus rapidement avec les modeles numériques qu’avec la solution exacte,
puisque nous avons utilisé une barre finie de (10 x 10 x 100mm) alors que la solution analytique
est définie dans le cas d’un milieu semi-infini (tEIJPoo T(z,t) = 25°C). Ce qui sous entend que

les trois modeles refroidissent plus vite.
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Fic. 3.28 — Apparition de 'équilibre thermique : noeud situé a z = 10mm.

On peut aussi remarquer que le cout de calcul est tres important pour la résolution TGD
(21h40min) alors que le Gdimp n’a besoin que de 28min et la formulation Mixte que de quelques
minutes (6min).

= L’équilibre thermique est parfaitement atteint avec les trois modeles numériques, en don-
nant des résultats tres similaires et une convergence tres rapide pour la résolution avec la for-
mulation Mixte.
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b) Choc thermique tres violent

On s’intéresse, ici, a des conditions extrémes de refroidissement :
— Tp = 1000°C' et Tipy = 25°C),

— Durée de la simulation 0,5s avec dt = 0,01s,

— Le maillage est fin: h = lmm.

Sur la figure [3.29], nous comparons les solutions numériques TGD, Gdimp et Mixte & ’ana-
lytique. L’allure générale des courbes semble correcte, quel que soit le modele numérique utilisé.
Le plus faible écart entre la solution exacte et la courbe numérique est obtenu avec la formula-
tion Mixte (0,2% et 0,003%). On peut cependant souligner que les modeles discontinus donnent
de bons résultats avec 0,5% et 0,0007% pour le TGD et 0,35% et 0,0004% pour le Gdimp. Par
contre, pour ce test, le colit de calcul de la méthode Mixte est plus important (16min) que celui
du Gdimp (7min) et méme du TGD (10min30s).
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O 985
2
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965 || ; P g 2 5 2
-+—analytique-5 -#- TGD-5 Gdimp-5 “ Mixte-5 X
g60 | —#— analytique-10 —=—TGD-10 Gdimp-10 Mixte-10 \
| |
955 | . . . . . . . . |
0 0,05 0.1 0,15 0.2 0.25 0.3 0,35 0.4 0,45 0.5
temps (s)

Fia. 3.29 — Evolution de la température pour les noeuds situé ¢ 5 et 10mm du bord imposé.

De plus, les isovaleurs montrent qu’en début de simulation, la méthode Mixte est la seule
a faire apparaitre un réchauffement anormal, localisé sur quelques noeuds. Par exemple, le
réchauffement maximal a lieu au niveau du noeud de coordonnées (0;4,3;1,8). Si 'on trace son
évolution thermique (figure , le phénomene non physique est clairement mis en évidence,
pour la résolution Mixte. Par contre, il est intéressant de remarquer que les méthodes TGD
et Gdimp sont plus robustes en ne faisant pas apparaitre de tels phénomenes, en ce noeud ou
ailleurs.

= La formulation Mixte se révele fiable et suffisamment robuste méme quand le refroidis-
sement /réchauffement est trés sévere. Par contre, si le pas de temps est inférieur & 1072s, des
oscillations non physiques peuvent localement se produire, contrairement au TGD et Gdimp,
robustes en toute circonstance.
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F1a. 3.30 — Mise en évidence du choc thermique avec la formulation Mixte.
3.6.1.4 Conclusions

Grace a une étude comparative sur le cas test analytique en température imposée, nous
avons pu valider, la formulation Mixte continue P;/P; munie du schéma Dupont implicite, qui
se trouve étre la plus performante.

L’ensemble des résultats numériques établis nous permet d’assurer que ce modele est robuste
et fiable, avec une grande précision (méme sur maillage grossier) et avec un temps de résolution
tout a fait raisonnable.

Ce modele reste cependant sensible au raffinement du maillage et au pas de temps.

D’autre part, en prolongeant la durée de la simulation, la formulation Mixte, tout comme le
TGD et le Gdimp, permettent d’atteindre 1’équilibre thermique.

Néanmoins, lorsqu’il s’agit de chocs thermiques extrémement violents, avec un maillage fin
et un pas de temps tres petit (inférieur a 0,01s), le modele Mixte perd de la stabilité avec
I’apparition locale de phénomenes non physiques qui ne se produisent pas avec les deux modeles
discontinus (beaucoup plus robustes dans cette configuration).

3.6.2 Flux imposé sur ’extrémité d’une barre d’acier

Dans ce paragraphe, on se propose maintenant de valider la formulation Mixte P; sur le
test de flux imposé, sachant que nous aurons, en plus, plusieurs résultats numériques (GS asyn-
chrone, TGD et Gdimp de Forge 3®) indispensables pour établir la comparaison.

Rappelons que le réchauffement de la barre est uniaxial (dans la direction de la diffusion
thermique, ici 'axe z) et conduit & Iexpression suivante de la solution analytique:

2 Dippa — 22 D 2 z
T(zt) = T — Y/t - = fc | —= .
(2,t) O+\/7? A \[*exp<4at> . *erc<2 th) (3.58)
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Cette formulation combinée & la loi de Fourier, nous permet d’établir la solution exacte de la
composante z du flux de chaleur 7 :

z

—®imp Vat z eXp(Z—i) D erfe (2 ) Dy 2 exp(Z—zi)
q. (z,t) = — k at- _ + 4 (3.59)
ktaym k kvmat

R

Le cas particulier z = 0 simplifie les solutions analytiques (3.58)) et (3.59|) avec:

2 Cbimp \/{f

T00,t) = Ty + NV TT (3.60)

qz (O,t) = q)imp

Grace a ces différentes solutions analytiques, nous pourrons suivre et comparer les évolutions
de la température mais aussi celles de la composante suivant z du flux de chaleur.

3.6.2.1 Cas standard

Les conditions du cas standard sont résumées par :
- Température initiale de la barre: Ty = 25°C
- Température imposée sur le plan z = 0: @y, = 1 MW/ m?
- Maillage: h = 2,3mm
- Temps de la simulation : 30s avec un pas de temps mécanique dt fixé a 1s
- Données du matériau: k = 15 Wom™ LK™ p = 7800 Kgm 3 etc = 360 JKg LK1

15008 IR smis1

t=1s t=15s o t=30s

8

]

g

m

8

@ 10

= = =

F1a. 3.31 — Isovaleurs de la température au cours de la résolution Mixte : mise en évidence du
phénomene de diffusion thermique.

La mise en donnée de cette simulation va donc provoquer un phénomene de diffusion ther-
mique dans la barre, en 'occurrence un réchauffement uniaxial, aussi bien visible sur les iso-
valeurs de la température obtenue avec une méthode Mixte (figure que sur celles de la
composante ¢, du flux de chaleur (figure (3.32)).

De plus, sur les isovaleurs de ¢, on constate que le flux est parfaitement imposé, aussi bien
en début qu’en fin de simulation.
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FiG. 3.32 — Isovaleurs de la composante suivant z du flux de chaleur lors de la résolution Mixte
continue : mise en évidence du phénomeéne de diffusion thermique.

Plus précisément, évaluons la fiabilité et la précision de la formulation Mixte a l'aide des
solutions analytiques et des divers capteurs positionnés respectivement a 0, 1, 10, 20 et 50mm
du bord. Tous les tracés analytiques et numériques sont représentés sur la figure [3.33] montrant
ainsi la fiabilité du modele Mixte continu, avec des courbes numériques tres proches des solutions
exactes. Avec un maillage moyennement fin (h = 2,3mm), ces résultats sont déja satisfaisants
avec une moyenne d’erreur de l'ordre de 3,7% (z = 1mm) et de 4% (z = 10mm).

1200
—4—analytique-z=0 —e—Mixte-z=0

—4—analytique-z=1 o Mixte-z=10
1000
—— analytique-z=10 —&— Mixte-z=10

—4— analytique-z=20 ~© Mixte-z=20

800 —&—analytique-z=50 —o— Mixte-z=50

600

température (°C)

400

200

oot
Woﬁafr‘ﬁ
'Y nqAnﬂﬁBlﬁ'?_g mnmc A OAC 4 A CAOM 0 Ch O AOD

/] 5 10 15 20 25 30
temps (s)

FiG. 3.33 — Evolution de la température : comparaison entre la formulation Mixte continue et la
solution analytique.

Si 'on s’intéresse a présent a I’évolution au cours du temps de la composante ¢, du flux de
chaleur, visible sur la figure[3.34], on se rend compte de la pertinence du modele pour 'estimation
de ¢,. En effet, une allure correcte des courbes numériques est obtenue pour tous les capteurs,
aussi bien ceux placés en peau que ceux plus éloignés de la face régulée thermiquement.

Si I'on considére les résultats numériques précédemment obtenus avec I’approche Galerkin
standard, le schéma TGD et le modele Gdimp (implantés dans Forge 3®), on s’apercoit que la
formulation Mixte et le GS sont les plus précis, en obtenant des champs de température tres

voisins pour tous les capteurs (figures et [3.36)).
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1000000
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mixte-10
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Fic. 3.34 — Evolution du flux q. : comparaison entre la solution analytique et la formulation
Mizte de Forge3©,
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température ("C)

~#—analytique
—0—Forge3-GS
400 -
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Fia. 3.35 — Comparaison entre l'analytique, le GS, le TGD, le Gdimp et la formulation Mixte
pour z = 1mm et h = 2,3mm.

Le tableau [3.10] compare les temps de calcul et les pourcentages de l'erreur des quatre
modeles, mettant ainsi en évidence la robustesse de la formulation Mixte continue. Il s’ensuit
les remarques suivantes :

— Calculant simultanément le champ de température et le flux, il est normal que le modele
Mixte soit légerement moins rapide que 'approche GS mais tout aussi précis.

— Le Gdimp, moins fiable, est toutefois plus rapide que la formulation Mixte.

— Le TGD reste toujours inapproprié pour le test de flux imposé.

= Sur le cas standard de flux imposé, la formulation mixte se révele aussi robuste que I'ap-
proche Galerkin standard, avec une excellente précision (méme sur maillage assez grossier) et
avec un temps de résolution acceptable.
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Fic. 3.36 — Comparaison entre l'analytique, le GS, le TGD, le Gdimp et la formulation Mixte
pour z = 10mm et z = 20mm.

[0,308] as TGD Gdimp Mixte

CPU 80s 8min 97s 3min3bs
erreur z = lmm 3,77% 40% 4.4% 3,74%
erreur z = 10mm 4,12% 60% 13,4% 4%
erreur z = 20mm 3,17% 53% 10,3% 2,77%

TaAB. 3.10 — Comparaison des temps de calculs pour les trois modéles.

3.6.2.2 Sensibilité du modeéle Mixte continu P; /P,

Comme pour le test de température imposée, on se propose de regarder I'influence du maillage
et du pas de temps sur la solution numérique Mixte.

a) Raffinement du pas d’espace

—#-h=5mm

12 X ~# h=2,5mm

=&~ h=1mm

g

température (°C)

—+— analytique

9% emeur max thermique

= h=5mm
#- h=25mm

—0—h=1mm

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
temps (s) temps (s)

(a) Evolution de la température ” Mixte” (b) Evolution de 'erreur maximale (2.25))

FiG. 3.37 — Raffinement du maillage pour le capteur situé en peau avec dt = 0,25s.
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Par exemple, reprenons le cas standard en considérant cette fois une durée de simulation
de 5s, avec dt = 0,25s et trois tailles de maille (5; 2,5 et 1mm). Sur la figure nous avons
représenté respectivement les tracés de la température (a) et de l'erreur maximale (b) pour le
noeud situé a 1mm du bord imposé.

= Comme pour le test de la température imposée, la formulation Mixte continue est sensible
au raffinement du maillage, avec une estimation du champ de température (et aussi du flux)
plus pertinente a 'aide d’un maillage tres fin, au prix d’un temps de calcul plus important (cf

tableau |3.11)).

[0,5] h=5mm | h=25mm | h=1lmm
CPU 20s 110s 8min
erreur max z = lmm 6,13% 2,78% 2,75%

TAB. 3.11 — Raffinement du maillage : temps de calculs et erreurs maximales.

b) Raffinement du pas de temps

Ici, on fait varier le pas de temps dt en conservant une taille de maille constante (h = 1mm).
Si 'on s’intéresse, par exemple, aux noeuds en peau, on constate un rapprochement des courbes
numériques Mixtes de la température (figure et du flux ¢, (figure des que le
pas de temps est suffisamment petit. Forcément, avec ces valeurs de dt, le temps de résolution
est plus important mais ’erreur maximale est plus faible.

1000

900 +

800

700

600

500

température (°C)
FLux QZ

—+—dt=0,25s
400 —4—analytique
= dt=0,5s
200 = dt=0,25s
T dils —dt=0.55
200 di=2s —o—dt=1s
100 o disbs di=2s
—+—analytique
of )

[ 5 10 15 20 25 30 15 20 25 30
temps (s} temps (s)

——dt=5s

(a) Evolution de la température ”Mixte” (b) Evolution du flux g.

Fi1G. 3.38 — Raffinement du pas de temps pour le capteur situé en peau avec dt = 0,25s.

c) Analyse de sensibilité par rapport a la valeur de ®;,,,

La derniere étude de sensibilité concerne la variation de la valeur du flux imposé. On a déja
établi que plus la valeur du flux est grande, plus le choc thermique sera important avec une
diffusion thermique plus violente et rapide dans la barre.

Ce phénomene est heureusement obtenu avec la formulation Mixte, aussi bien pour la

température (figure [3.39)) que pour la composante ¢, (figure [3.40) avec une allure générale de
courbes tres proche de ’analytique.

Le réchauffement étant plus prononcé avec les plus grandes valeurs de ®;,,,, il semble donc
normal que estimation du champ de température (et celle du flux) soient légérement moins
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précises (cf tableau|3.12)). Cette constatation est mise en évidence sur les figures représentant
Perreur moyenne (estimée ici en erreur maximale) de la température et du flux.

26

—a—analytique-10
—o— Mixte-10

2575

25,5

température (°C)

2525

analytique-100
o Mixte-100
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25

2475 +

temps (s)

25 30
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o
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F1G. 3.39 — Evolution de la température obtenue par la résolution Mixte en fonction de @y :
noeud situé sur la face imposée (z = 1mm) avec h = 2mm.
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F1G. 3.40 — Evolution du flux g, pour le noeud situé a z = Imm en fonction de ®jy,yp.

[0,305] 10 100 1000 104 10° | 106
erreur max T | 0,001% 0,007% 0,06% 0,5% 1,4% | 1,4%
erreur max ¢, 1,16% 1,3% 1,27% 1,27% | 1,27% | 1,27%

3.6.2.3

TAB. 3.12 — Variation de ®;p,, : estimation des erreurs mazximales.

Conclusion

La validation du modele Mixte sur le cas-test en flux imposé est concluante : il semble mieux
adapté pour résoudre ce type de probléeme de diffusion que les schémas TGD et Gdimp. Avec sa
formulation Mixte originale qui permet de calculer a tout instant le champ de température et
le flux de chaleur, ce modele se révele le plus performant pour ce deuxiéme cas analytique, avec
une excellente précision (du méme ordre que celle de 'approche GS de Forge 3®) et un temps
de calculs acceptable (plus long que le GS a cause des quatre inconnues par noeud).

On retrouve un modele sensible au maillage, au pas de temps et a la valeur du flux imposé,
qui aura tendance a provoquer une diffusion thermique plus importante et plus rapide, avec donc
une estimation un peu moins précise des deux champs inconnus.
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Fia. 3.41 — Ewvolution de Uerreur maxzimale pour la formulation Mixte.

3.6.3 Conduction imposée sur ’extrémité d’une barre d’acier

Nous terminons la validation de la formulation Mixte continue en introduisant un dernier cas
test monodimensionnel qui va consister & imposer un coefficient de transfert thermique constant
sur extrémité de la barre en contact avec un autre milieu (ici un outil). Autrement dit, un
phénomene de conduction imposée est considéré, au cours duquel des échanges thermiques se
produisent entre la barre et 'outil.

Une barre d’acier de dimension 10 x 10 x 100 mm est initialement & la température Ty = 25°C.
A Pinstant t = 0, cette barre est mise en contact avec un outil de 50°C' sur 'une de ses parois
(figure . La température de cet outil est maintenue par la suite, tout comme son coefficient
de transfert thermique h. = 20000 W/m/°K : la barre d’acier est donc maintenue au flux de
conduction imposée: ®pppg = ®. 7 = he (T — T,y) sur 'une de ses faces. De plus, on suppose
un régime adiabatique sur I’ensemble des autres faces de la piece. Dans ces conditions, la barre
qui est donc en contact avec cet outil, va se réchauffer.

Les données du matériau restent inchangées. Ce sont toujours celles d’un acier moyennement
conducteur de chaleur :

E=15Wm LK™ p=780Kgm>, ¢c= 360 Kg LK
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Pour étudier le réchauffement de la barre, trois traceurs sont positionnés afin de suivre
correctement 1’évolution de la température au cours du temps: le premier est placé en peau (a
1Imm de la zone de contact), le second & 10mm et le dernier & 20mm; tous deux situés au centre

de la barre (cf figure [3.42)).

Je traceur a 20 mm

Ze traceur a 10 mm

.

ler traceur a 1 mm

. Face en contact avec un outil

Faces adiabatiques

Température initiale
T, = 25°C

T =50°"C et h=20000W

Fi1G. 3.42 — Barre d’acier a 25°C maintenue a ®eong sur l'une de ces faces.

3.6.3.1 Solution analytique

Ce test monodimensionnel de conduction imposée possede également une solution analy-
tique |Incropera-DeWitt 2001|, qui nous sera tres utile pour la validation de nos trois modeles
numériques (discontinus et continu). Cette solution s’écrit :

T(et) = Tt (T~ To) e

2\jﬂ>_exp<

hez hZat

k

2) *erfc( c
k 2vVat

heat
n ka

)

(3.61)

Dans (3.61

la diffusivité thermique du matériau.

k
, z représente une profondeur donnée dans la direction uniaxiale de la barre et = —

pc

La solution analytique correspondant a ces trois traceurs est représentée sur la figure [3.43

50

45 1

40 1

—#—analytique-1 —4—analytique-10 —#— analytique-20

température (°C)

30 +

25

20

10
temps (s)

12

20

Fi1G. 3.43 — Représentation de la solution analytique pour les capteurs situés a 1mm, 10mm et

20mm du bord en conduction imposée.
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3.6.3.2 Visualisation des résultats

Nous nous proposons maintenant de montrer et de commenter quelques uns des résultats
numériques, obtenus avec les trois modeles: TGD, Gdimp et la formulation Mixte. Dans le but
d’établir une comparaison plus complete et fiable, nous aurons également a notre disposition,
pour ce test, la solution analytique @ et I'approche GS de Forge 3@.

Au cours de la résolution avec une formulation Mixte, la diffusion thermique est mise en
évidence a la fois sur les isovaleurs de la température (figure [3.44) que sur celles du flux g,
(figure [3.45)); isovaleurs prises a des instants précis au cours de la simulation (durée total 20s).

126786

s ams
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©
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Fi1G. 3.44 — Isovaleurs de la température au cours de la résolution Mizte.
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Fi1G. 3.45 — Isovaleurs de la composante suivant z du flux de chaleur lors de la résolution Mixte
continue : mise en évidence du phénoméne de diffusion thermique.

Nous prenons une taille de maille constante moyenne, h = 2,8mm et un pas de temps de
0,5s. Comme on peut le voir sur la figure [3.46] une tendance générale correcte des trois modeles
numériques par rapport a I'analytique et I’approche GS est obtenue par les trois capteurs. Si
l’on regarde plus attentivement ces tracés, on se rend compte que le TGD est le plus éloigné (de
la solution analytique) alors que la formulation Mixte est la plus rapprochée.
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F1aG. 3.46 — Evolution de la température : comparaison des divers modéles numériques implantés
dans Forge3® avec h = 2,8mm.

Comparer les temps de résolution et les erreurs moyennes des quatres modeles du tableau
3.13| nous indique que la formulation Mixte est la plus fiable, avec des erreurs tres faibles et un
temps de calculs tout a fait raisonnable.

[0,20s] GS TGD Gdimp Mixte
CPU 66s 180s 70s 100s
erreur z = lmm 1,7% 1% 0,75% 0,5%
erreur z = 10mm 0,8% 6,2% 3.1% 0,3%

TAB. 3.13 — Test de conduction imposée : comparaison des temps calculs et des erreurs.

Remarque 3.5 Solution analytique de la composante q, du fluz de chaleur.
Grace a la solution analytique donmant la température et a la loi de Fourier, on peut
calculer la solution analytique de q,. Cette derniére s’écrit :

—z2 hez h2at p he Vol
T 22 hew(E + )« erfel(zig + 1)
q:(z,t) = —k 8—(z,t) =—k (Tow—Tp) | — exP(Far) k k2 Tvai X

0z Vrat k

h2
exp(MZ + 150 x exp(— (525 + 2f20)?)

vVmat

_|_

(3.62)

La formulation Mixte permet également de suivre et de visualiser les évolutions du flux q, au
cours du temps. Ainsi, nous les avons représentées sur la figure[3.47 pour un noeud directement
en contact avec le flux Peony (¢’est a dire z = O0mm) et un autre placé a z = 10mm. En comparant
avec la solution analytique, on observe un léger décalage, en début de simulation, pour le capteur
directement en contact. Comme pour le test de température imposée, ce décalage provient de
Uinitialisation de flux et s’estompe au bout de quelques incréments. Malgré ce décalage, il y a
une bonne concordance des résultats.

= Avec un maillage moyennement grossier, le modele Mixte continu semble encore mieux
adapté que 'approche GS pour le test de conduction imposée, en donnant une estimation plus
précise du champ de température (avec un cout de calcul un peu plus important).
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F1aG. 3.47 — Evolution de flux q, : comparaison entre l'analytique et la formulation Mixte continue.

3.6.3.3 Sensibilité de la formulation Mixte au maillage et au pas de temps

Comme précédemment, on peut étudier I'influence du maillage et du pas de temps sur la
solution numérique Mixte (ou sur les solutions numériques TGD et Gdimp). Quel que soit le
modele de résolution choisi, le méme comportement en découle: une solution numérique plus
précise (avec une erreur plus petite) avec un maillage plus fin ou un pas de temps plus petit et
ceci au détriment d’'un temps de calculs beaucoup plus €élevé.

Pour illustrer ces propos, nous représentons seulement I’évolution de la température Mixte
pour le noeud situé & z = 10mm. Un réchauffement dans la barre va se produire avec cette mise
en données: Ty = 1000°C, T,y = 200°C et h. = 20000.

— La figure |3.48(a)| s'intéresse au raffinement de maillage avec un pas de temps fixé a 1s.
Une estimation de la température déja tres pertinente est obtenue avec le maillage le plus
grossier (~ 0,8%).

— La figure [3.48(b)| met en évidence la sensibilité de la solution numérique Mixte au rafhi-
nement du pas de temps, obtenue avec un maillage fin (h = 1mm) et une solution exacte
tracée pour dt = 0,25s.
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©
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940

température (°C)
température (°C)
£

920 920

900 900
BBO B8O +
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 L 16 18 20
temps (s) temps (s)

(a) Influence du maillage h (b) Influence du pas de temps dt

Fi1G. 3.48 — Evolution de la température ”Mizte” pour le capteur situé a z = 10mm.
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3.6.3.4 Sensibilité de la formulation mixte au coefficient de transfert thermique A,

Dans ce paragraphe, nous mettons en évidence l'influence du coefficient de transfert ther-
mique sur la solution numérique. A cet effet, nous considérons le test suivant: la barre initia-
lement & 1200°C' est mise en contact avec un outil qui est a T,y = 50°C. La barre est maillée
avec une taille de maille fine (h = 1mm) et le pas de temps choisi est d’une seconde. Ainsi, la
barre au contact de cet outil va se réchauffer. Bien évidemment, ce réchauffement sera plus ou
moins prononcé suivant la valeur du coefficient d’échange thermique h.

Comme en témoignent les divers tracés de la figure plus ce coefficient h. est élevé,
plus le réchauffement est sévere et brutal. Autrement dit, pour un noeud situé a 10mm du
bord imposé, le réchauffement ressenti sera moins violent que pour un noeud directement en
contact avec l'outil. Par conséquent, les noeuds de la face en contact prendront rapidement la
température de l'outil pour les plus grandes valeurs de h. (figure alors que le noeud a
10mm aura tendance a réchauffer plus lentement avec un h. trées petit (figure [3.49(a))).

1400 700
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1200 /'-_ woEomoowoow moow 600 | —*hc=2000 7_'/_‘_.,--

—o—he=20 000
1000 500 | @ hc=200000

——he=2 000 000

2
8
=

s

3

ey and o he=200

o= —e—he=2 000

. ~o—he=20 000

400 ’ o he=200 000 0
- he=2 000 000

@
=1
]

L ]

température ("C)
g

température (°C)

/ * -0
200 -1 PR —— e 100
—e——
e

0 2 4 6 8 10 1z 14 16 18 20 0 2 4 3 8 0 12 4 16 18 20
temps (s) temps (s)

(a) Evolution thermique: noeud z = 0mm (b) Evolution thermique: noeud z = 10mm

Fia. 3.49 — Influence du coefficient de transfert thermique he sur la solution numérique Mixzte.

Sur la figure on peut également remarquer qu’a partir de la valeur h, = 10°, un
réchauffement maximum est atteint. D’autre part, le phénomeéne de conduction est tres bien
pris en compte sur la face en conduction imposée avec la formulation Mixte. Chose étonnante,
on se rend compte que pour cette face, I’estimation de la température ”"Mixte” devient de plus
en plus précise avec un coefficient de transfert de plus en plus important, en passant de 3,2% a
0,01% (cf tableau , alors que le phénomene inverse se produit avec le capteur positionné a
10mm.

[0,20s] he = 200 2000 2.10% 2.10° 2.108
Erreur z = Omm 3.2% 3% 1% 0,1% 0,01%
Erreur z = 10mm 2% 4,8% 5,7% 5.8% 5,8%

TAB. 3.14 — Influence du coefficient de transfert thermique he sur Uerreur Mizte.
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3.6.3.5 Conclusion

La méthode Mixte a été validée sur le test de conduction imposée, en donnant une estima-
tion précise de la température, avec un temps de résolution acceptable. Les schémas TGD et
Gdimp semblent moins bien appropriés, avec des résultats moins pertinents. Cependant, aucun

des modeles n’a fait apparaitre de phénomenes non physiques.

De plus, la méthode Mixte semble aussi précise que 'approche GS; seul le cotit des calculs differe.

3.6.3.6 Remarques

A partir du cas-test en conduction imposée, validé avec la formulation Mixte, nous pouvons
faire plusieurs commentaires.

a) Comparaison de cas ”extrémes” en température et conduction imposée

Lorsque le coefficient de transfert thermique est trés élevé (h. ~ 10°W/m/K ou encore
dans l'absolu quand h. — ), la condition de conduction imposée tend vers la condition de
température imposée.

Dans cette partie, on se propose donc de regarder si on arrive effectivement a cette conclusion.
Pour cela, on choisit une taille de maille de 2mm, une température initiale Ty de 1000°C' et :
— une température imposée Timp = 25°C,

— une température extérieure Tp.; = 25°C' et un coefficient de transfert thermique
he = 2.10W/m/K.

Pour étudier ce refroidissement, nous considérons trois capteurs, situés a 1, 10 et 20mm du
bord régulé thermiquement. Sur la figure nous représentons, pour ces trois capteurs, la
solution analytique (en température imposée), la solution numérique découlant d’une résolution
Mixte en température et celle en conduction imposée qui se superposent.

g

température (°C)
g g

g

—+—analytique-1 == mixte-conv-1 - mixte-timp-1
—e—analytique-10  —#mixte-conv-10  —=— mixte-timp-10

—+—analytique-20 mixte-conv-20 mixte-timp-20

i o e

0 2 4 [ 8 10 12 14 16 18 20
temps (s}

Fi1c. 3.50 — Evolution de la température ”Mixte” : comparaison entre le test en température

imposée et celui en conduction imposée.

En comparant les résultats numériques, il est intéressant de noter que les erreurs prove-
nant de la conduction imposée sont plus importantes que celles en température imposée; ce qui
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est normal. Pour qu’elles soient identiques, il aurait fallu supposer une valeur plus grande du
coefficient de transfert conductif A..

[0,20s] z=1mm z=10mm | z=20mm
Erreur convimp 4% 1,8% 0,5%
Erreur timp 2.5% 1,4% 0,4%

TAB. 3.15 — Comparaison des erreurs provenant d’une résolution Mizte.

b) Prise en compte de la convection/rayonnement

Jusqu’a présent, nous avons validé la formulation mixte et les deux modeles discontinus Py
uniquement sur des cas-test ou la diffusion thermique était uniaxiale et provenait de la prise
en compte des conditions aux limites type Dirichlet (température ou flux imposé(e)) ou Fourier
(conduction imposée).

Nous nous proposons de rajouter des échanges thermiques entre la piece et ’air. En effet, le
phénomeéne de convection/rayonnement est la derniére condition aux limites qui n’a pas encore
été abordée et qui, de plus est, se révele présente au cours du processus du forgeage d’une piece
meétallique.

Il est donc intéressant de regarder comment se comportent les divers modeles si ’on prend en
compte ce type d’échange thermique entre la barre d’acier et l'air (sous la forme d’une écriture
simplifiée). Malheureusement, dans ce cas, nous n’aurons plus de solution analytique pour nous
servir de référence. C’est pourquoi, nous choisissons de prendre comme solution de référence la
solution numérique GS, et pour ’ensemble des cas qui n’auront plus de solutions exactes.

Pour étudier la convection/rayonnement, nous reprenons la barre d’acier (avec h = 2mm)
qui a toujours les mémes caractéristiques. Sa température est de 25°C'. La température ambiante
est de Tepy = 50°C, avec un coefficient d’échange thermique h.,; variable (figure [3.51]).

Faces libres en contact avec 1'air
T,.=50°C et h,=200u200004 /m /K

et

Traceur sur la face libre
a (0,0,50mm) \

Température initiale
T, = 25°C

aces adiabatiques

Fia. 3.51 — Barre d’acier a 25°C' en contact avec l’air sur l’ensemble de ses faces.

Prenons deux valeurs de ce coefficient hege : 20 W/m/K et 2000 W/m/K. Au contact de air,
la barre va donc se réchauffer et ce réchauffement sera accentué avec la plus grande valeur du
coefficient de transfert thermique he, . Pour visualiser ce réchauffement, nous plagons un cap-
teur directement sur une face libre, en contact avec l’air , avec pour coordonnées (0,0,50).
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La figure [3.52] représente 1'évolution de la température pour les diverses solutions numériques
Forge 3®, obtenue pour ce capteur et pour les deux valeurs du coefficient hez. En comparant
a la solution numérique GS de référence, on se rend compte que le phénomene de convec-
tion/rayonnement est parfaitement pris en compte avec les trois modeéles.

55
50 s - e
45 -

)

g

2

g

2

535 T | ——GS-20 —=—TGD-20 —+— GDIMP-20 *— Mixte-20

——GS-2000 TGD-2000 —+— GDIMP-2000 -- - Mixte-2000
304

. . .
P . Sl e

] 5 10 15 20 25 30
temps (s)

Fi1G. 3.52 — Comparaison des divers modéles numériques sur le test de rayonnement.
= Le dernier mode de transfert thermique en convection/rayonnement est bien pris en
compte par les trois modeles numériques (TGD, Gdimp et formulation Mixte); ce résultat valide

ces trois formulations, en ayant pour seule solution de référence la solution numérique Galerkin
standard asynchrone de Forge 3®.

b) Prise en compte de la conduction et de la convection/rayonnement

Les phénomenes de conduction et de convection/rayonnement étant correctement gérés et de
fagon indépendante par la formulation Mixte et les modeéles discontinus, on se propose dans ce
dernier paragraphe de les combiner. Pour ce faire, nous présentons un cas de réchauffement puis
de refroidissement de la barre d’acier, avec la solution numérique GS asynchrone de Forge 3@
comme base de comparaison.

e Premier cas: réchauffement

Les conditions de la simulation sont les suivantes :

- Une température initiale de la piece a 25°C

- Un outil a la température de 100°C' est en contact avec la face inférieure de la barre. Le
coefficient de transfert de conduction est de 2000 W/m/K.

- Le reste de la piece rayonne (Tezt = 50°C' et hegr = 50 W/m/K).

- La taille de maille choisie est de 2,8mm.

- Un capteur est positionné & 10mm du bord en contact avec ’outil.

Comme on peut le voir sur les différentes évolutions thermiques de la figure[3.53] un réchauffement
dans la piece est obtenu. L’allure générale des courbes semble correcte. On remarque que le TGD
reste le plus éloigné de la solution GS, que le Gdimp donne une solution numérique encoura-
geante et que la formulation Mixte coincide parfaitement.
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température (*C)
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o 2 ;1 é & 1.0 1.2 1I4 I.G 1.5 zlo
temps (s)

Fia. 3.53 — Comparaison des divers modeéles numériques sur le test de réchauffement.

e Deuxieme cas: refroidissement de la barre

Ici, nous supposons :

- Une température initiale de la piece a 800°C

- Un outil a la température de 25°C est en contact avec la face inférieure de la barre. Le
coefficient de transfert de conduction est de 20000 W/m/K.

- Le reste de la piece rayonne (Teyy = 50°C' et heyr = 50W/m/K).

- La taille de maille choisie est de 2,8mm.

- Un capteur est positionné a 10mm du bord en contact avec 1’outil.

Cette mise en données entraine un refroidissement dans la piece, visible sur les divers tracés
numériques de la figure Le méme comportement que pour un test de refroidissement est
obtenu: les trois solutions numériques (Gdimp et Mixte) ont une allure générale tres proche de
la solution de référence, le TGD reste le plus éloigné et la formulation Mixte est la plus fiable.
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Fi1G. 3.54 — Comparaison des divers modéles numériques sur le test de refroidissement.

= Le modele Mixte semble efficace pour résoudre simultanément les problemes de conduction
et de convection/rayonnement. Notre schéma Gdimp est légérement moins pertinent que la
formulation Mixte en donnant une estimation de la température satisfaisante et toujours avec
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un gain de temps non négligeable. Par comparaison, le TGD est le moins précis, tout en restant
acceptable.

3.7 Bilan général

Dans ce troisieme chapitre, nous nous sommes intéressés a la résolution numérique du
probleme thermique instationnaire en introduisant un modele original, la formulation mixte
continue P;/P;. Apres avoir longuement détaillé notre nouveau modele (discrétisation spatio-
temporelle, choix du schéma temporel, traitement subtil des conditions aux limites, résolution
du systéme linéaire,...), nous avons effectué plusieurs validations numériques sur des cas pure-
ment thermiques munis d’une solution analytique afin d’en évaluer sa robustesse.

Pour faciliter la synthese de notre modele, nous dressons tous ses avantages et ses limitations,
avant de les regrouper dans un tableau [3.16

a) Avantages

~» Sa formulation mixte originale permet, a tout instant du processus thermique, de déterminer
indépendamment le champ de température et le flux de chaleur.

~» Il y a possibilité de lui affecter divers schémas d’intégration temporelle dont le plus per-
formant est le schéma de Dupont implicite. On peut noter que le schéma Mixte implicite (a
deux pas de temps) est aussi intéressant, avec un temps de résolution non négligeable malgré
I’apparition fréquente d’oscillations non physiques.

~» Le modele est stable, robuste, extrémement précis (de méme ordre de précision que 1’ap-
proche GS combinée a la thermique asynchrone pour le test de flux imposé et de convection
imposée).

~> Par comparaison aux solutions analytiques, aux schémas discontinus (TGD et Gdimp) et
quand cela est possible a I’approche GS asynchrone, la formulation Mixte est la plus adaptée
pour résoudre les problemes de diffusion pure.

~» Le mode de structuration du maillage n’influe pas sur les solutions numériques (en
température et en flux).

~> Le fait d’augmenter le degré de l'interpolation en passant a des polynémes (continus)
de degré 1, permet de s’affranchir des principales limitations de ’approche GS (sans thermique

asynchrone) et du TGD, et de conserver tous les avantages d’une formulation mixte.

b) Inconvénients

~» Utiliser une interpolation mixte P;/P; conduit & une meilleure précision qu’avec du Py/Py.
En contre-partie, le temps de calcul est plus important avec a présent, la résolution d’un systeme
linéaire a quatre inconnues par noeud.

~» D’autre part, notre modele reste sensible au raffinement de maillage et au pas de temps.
Cette sensibilité a des conséquences non négligeables lorsqu’on s’intéresse a la simulation de
choc thermique extréme avec un pas de temps trés petit (inférieur a 0,01s): des fluctuations
spatio-temporelles peuvent survenir. Il faut donc faire tres attention au jeu de parametres utilisé
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(maillage h, pas de temps dt et conditions initiales et aux limites) de maniére & ce qu'il reste
raisonnable et cohérent vis & vis de la condition de profondeur de pénétration.

Dans ce cas précis, le TGD et le Gdimp sont plus stables et plus robustes en ne présentant au-
cune fluctuation. On pourrait donc envisager de coupler les modeles Gdimp(ou TGD) /formulation
Mixte sur les premiers incréments de la simulation pour estomper les oscillations, 1a ou le choc
ressenti est violent. Il ne resterait plus qu’a déterminer un critere pour le couplage de ces modeles.

Formulation Mixte continue P;/P;

e Interpolation P;/P;: T et ¢ linéaires par élément.
e Plusieurs schémas d’intégration temporelle: le schéma Dupont implicite retenu
~» schéma stable, consistant.
e Systeme linéaire a résoudre avec 4 inconnues par noeud.
e Formulation extrémement précise, robuste, la plus adaptée pour résoudre les problemes
purement diffusifs.

e Mais suffisamment sensible au maillage et au pas de temps dt.

e Validation sur les trois cas tests purement thermiques:

* Température imposée : absorption du choc thermique. Equilibre thermique atteint
en fin de simulation.

* Flux imposé: elle se révele meilleure que le Gdimp (et donc le TGD) et aussi
performant que I’approche GS asynchrone.

x Conduction imposée : elle est aussi performante que 'approche GS asynchrone

* Convection/Rayonnement correctement pris en compte (aussi avec le TGD et le
Gdimp).

= Elle offre le meilleur compromis entre la précision et le temps de calcul.
v’ Attention aux jeux de parametres (h, dt, CI et CL)!!
v’ Possibilité de couplage avec le Gdimp si choc thermique trop prépondérant.

TAB. 3.16 — Bilan de la formulation Mizte continue.

Finalement, cette étude comparative [Pelissou 2004] nous permet de conclure sur le fait que
le modele Mixte est le plus approprié pour résoudre le probleme thermique mixte instationnaire.

Dans le chapitre suivant, nous nous proposons d’introduire le couplage mécanique et d’évaluer
le comportement de la formulation Mixte lors de la résolution des problemes thermomécaniques
fortement couplés.
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Chapitre 4

Couplage thermomeécanique

Jusqu’a présent, nous avons uniquement abordé la modélisation et diverses techniques de
résolution du probleme thermique instationnaire qui se révele indispensable pour la simulation
numérique des procédés de mise en forme des métaux. Cependant, au cours du procédé du
forgeage (a chaud, a tiede ou a froid), la piece initiale va subir d’importantes déformations a
température élevée au contact des outillages; ce qui nous conduit des lors a résoudre un probleme
thermomécanique fortement couplé.

Ce dernier chapitre est donc consacré au couplage thermomécanique pour les diverses étapes
du forgeage a chaud.

Nous commencerons par présenter brievement la modélisation puis la résolution du probleme
mécanique mixte en vitesse/pression avant d’analyser la nature du couplage entre ce probleme
mécanique et le probléeme thermique mixte en température/flux de chaleur.

Enfin, nous finirons par quelques applications numériques simples et industrielles avec 1'uti-
lisation de la formulation Mixte continue P;/P; pour résoudre le probleme thermique instation-
naire.
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4.1 Formulation et résolution du probleme mécanique

Dans cette partie, nous décrivons le probléme mécanique relatif & la mise en forme des
matériaux par le procédé de forgeage.

La discrétisation du probleme mécanique sera ensuite abordée par la méthode des éléments
finis, avant d’introduire les diverses étapes de la résolution numérique.

4.1.1 Modélisation mécanique du forgeage

Tout d’abord rappelons que le métal chaud & forger, appelé lopin, est assimilé & un milieu
continu homogene. Nous nous placons donc dans le cadre de la mécanique des milieux continus
pour suivre I’évolution du comportement de ce métal, occupant un domaine €, fini & 'instant ¢.

Afin de modéliser les mécanismes régissant la déformation du matériau, nous ajouterons des
équations relatives a la loi de comportement. D’autre part, pour que le probleme mécanique soit
complet et correctement posé, nous devrons également introduire des conditions aux limites, &
la fois sur les surfaces libres qu’en contact, c’est a dire ajouter des équations supplémentaires
intégrant le comportement aux interfaces (lois tribologiques des interfaces).

4.1.1.1 Equations de conservation
L’écoulement de la matiere forgée lors de la mise en forme vérifie les principes fondamentaux
de la MMC que sont la conservation de la masse et la conservation de la quantité de mouvement

qui donne I’équation d’équilibre.

a) Loi de conservation de la masse

Ce premier principe de conservation stipule que la masse d’un systeme matériel reste constante
au cours du temps, c’est a dire, en notant p la densité:

d
- plx,t)de = 0 VDy C
dt Jp,
op .
& — +div(pv) | de = 0 VD; C (4.1)
p, | Ot

Comme le sous-domaine D; est pris quelconque dans le domaine €2, I'expression (4.1)) peut se
mettre sous la forme locale:

g;)—kdiv(pv) = 0 dans (4.2)

Cette écriture locale (4.2)) est encore appelée I’équation de continuité.

Remarque 4.1 Le matériau étant considéré comme homogéne et parfaitement incompressible
(avec une densité p constante), la conservation de la masse revient o satisfaire 1’équation
d’incompressibilité :

’div(v) = 0 dans (4.3)
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b) Loi de conservation de la quantité de mouvement

Pour un solide occupant un domaine €2, ’équation de conservation de la quantité de mou-
vement s’exprime au moyen du tenseur symétrique des contraintes o (relié a la loi de compor-
tement), des forces volumiques f (décrivant par exemple les forces de gravité) et du champ de
vitesse v de la matiere:

d
div(e) +pf = pd—: dans € (4.4)

Au cours du procédé de forgeage, il est courant de négliger les effets d’inertie et de gravité par
rapport aux efforts plastiques. En effet, pour un lopin d’acier de 10cm, les forces de gravité ne
représentent que 1% des efforts plastiques. D’autre part, les forces d’inertie dépasseraient le 106™¢
des forces de déformation & condition d’atteindre localement une vitesse de 50m/s [Boyere 1999).

Sous ces deux hypothéses, le matériau se déformera uniquement sous 'effet des forces im-
posées par les outillages. Dans ces conditions, I’équation (4.4]) se réduit en obtenant la condition
de nullité de la divergence du tenseur des contraintes, appelée I’équation d’équilibre:

’div(a) = 0 dans Qt‘ (4.5)

b) Bilan des lois de conservation

Finalement, dans le cadre de la mise en forme des métaux, le systeme d’équations régissant
les lois de conservation se simplifie de la maniere suivante :

{div(v) = 0 dans (46)

div(c) = 0 dans

D’un point de vue mathématique, ce systeme est incomplet. Il faut donc rajouter a ces
lois de conservation une relation reliant la contrainte a la déformation (par une loi appelée loi
de comportement) ainsi que des conditions aux limites (avec une ou plusieurs lois tribologiques
a l'interface).

4.1.1.2 Lois de comportement

Les lois rhéologiques de comportement modélisent 1’écoulement et la déformation de la
matiére au cours de sa mise en forme, lorsque des contraintes lui sont appliquées. Afin d’analyser
le comportement du matériau, différentes sollicitations mécaniques et thermiques sont effectuées
en vue de déduire et de dresser le bilan des parameétres caractérisant alors son comportement.

En général, la loi rhéologique est une relation reliant la contrainte o a la déformation ¢, a la
vitesse de déformations € et a la température T

L’état des contraintes du matériau est défini par le tenseur des contraintes de Cauchy o qui
se décompose en:

— une partie déviatorique s représentant le cisaillement,

— et une partie sphérique p I représentant la pression hydrostatique p, I étant la matrice
identité.
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1
o =s—pl avec p = — gTT(O’) (4.7)

Le tenseur des vitesses de déformation € s’exprime par la relation :

. 1 T

=3 (Vo + V) (4.8)
La contrainte équivalente de Von-Mises est donnée par:

Le taux de déformation généralisé s’exprime :
= E:é (4.10)

A TVinstant ¢ du procédé, la valeur de la déformation équivalente est obtenue par intégration
temporelle :

t
£ = / Edt (4.11)
0

La température du procédé de forgeage influant sur la loi rhéologique, plusieurs types de
comportement de la matiere se distinguent.

— Au cours du procédé du forgeage a chaud, la déformation élastique est souvent négligée : la
loi viscoplastique (ou la loi thermo-viscoplastique) modélise le comportement du matériau.

— Au cours du procédé du forgeage a froid, 1’élasticité ne peut plus étre négligée : le comporte-
ment du matériau est alors modélisé par des lois élastoplastiques, ou élasto-viscoplastiques
ou encore thermo-élasto-viscoplastiques.

a) Loi viscoplastique

Pour les problemes de mise en forme des métaux a chaud, le comportement de la piece
peut étre considéré comme viscoplastique. En effet, lors de la modélisation de I’écoulement de la
matiere a chaud, la composante élastique de la déformation est négligeable devant la composante
visqueuse (avec ¢¢ = 0).

Dans la majorité des cas de simulation du forgeage, la piece subit de grandes transforma-
tions, en se ramenant a un probléme de grandes déformations. Par différenciation du probléeme
et décomposition du temps de mise en forme en petits intervalles de temps, on peut se ramener
a une formulation basée sur le tenseur des vitesses de déformations € pour décrire les phénomenes.

Grace a la thermodynamique des milieux continus, un potentiel viscoplastique ¢ relie le
tenseur déviateur des contraintes s a la vitesse de la déformation plastique € par:

_ 9%
S

En combinant la définition du taux de déformation généralisé (4.10) a l'expression (4.13|) ci-
dessous du potentiel viscoplastique de Norton-Hoff

K )
= 3&
L4 m—i—l[\f6

(4.12)

}mﬂ (4.13)
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la loi de comportement de Norton-Hoff va s’écrire :

s = QK[\/gé}m_lé (4.14)

K représentant la consistance du matériau et m la sensibilité a la vitesse de déformation.

Il faut également préciser que dans notre cas, la consistance K peut dépendre de la températu-
re: cette dépendance décrit les phénomenes d’écrouissage pour un matériau thermo-écrouissable.
Quelques lois d’écrouissage sont introduites dans le § L2 1.1l en évoquant la nature du couplage
thermomécanique.

Remarque 4.2 Loi thermo-viscoplastique.
Lors du forgeage a chaud, on peut également rencontrer un comportement thermo-viscoplastique
de la piéce. La déformation va alors se décomposer en :

— une partie thermique qui peut étre déduite de la loi classique thermo-élastique :
gth = aTl (4.15)
ot a est le coefficient de la dilatation thermique et T' la vitesse de refroidissement.

— et en une partie viscoplastique décrite par la loi de Norton-Hoff avec :

SRR

3 .s
im—1 wp 2 2 2
s - QK[\/gg}m : & € 5 €= (4.16)
. qm
G = K\/E[\/Eé
g = W 4 gth
. . . . VP 3 = S ~Up _
Soit la loi thermo-viscoplastique € = 3 € 5 et Tr(e?) =0 (4.17)
gt = aTI et Tr(éh) = 3al

b) Loi thermo-élasto-viscoplastique

Cette derniere loi de comportement permet de simuler le traitement thermique mettant en
jeu différents aspects numériques (comme le contact, le frottement, le remaillage) et de forts
gradients thermiques (une gamme de température tres large) qui influencent fortement le com-
portement du matériau tout au long du procédé.

Dans le cas de traitement thermique, la déformation totale est faible (~ 1%) et se trouve
le plus souvent dans le domaine des déformations élastiques. Cependant, paradoxalement, les
déformations plastiques induites, infiniment petites, sont les principales causes des contraintes
résiduelles et des distorsions de trempe.

Introduite par [Aliaga 2000] dans le code Forge3®, la loi de comportement thermo-élasto-
viscoplastique modélise I’ensemble du processus de trempe et représente la rhéologie du matériau
depuis son comportement visqueux a chaud jusqu’au comportement élastoplastique a froid, voire
meéme avec un retour élastique en fin du traitement.
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Puisque le comportement thermo-élasto-viscoplastique est une généralisation des différentes
lois rhéologiques, le tenseur des vitesses de déformation € va s’exprimer comme étant la somme
des vitesses de déformation élastique £ et viscoplastique €7 et d’une composante thermique
de la vitesse de la déformation £, en considérant la dilatation thermique du matériau (thermo-
élastique). Ce qui nous conduit & la décomposition suivante :

¢ = g 4 gp 4 gth
el = Dls
3 . 4.18
ew = 278 et Tr(E) = 0 (4.18)
2 0
gth = aTlI et Tr(Eh) = 3al

La partie élastique est décrite par la loi de Hooke [Bousseta 2005] alors que la composante
viscoplastique suit la loi de Norton-Hoff (4.14)).

4.1.1.3 Conditions initiales et aux limites mécaniques
Les conditions initiales du probleme mécanique sont données par la position initiale.

Pour ce qui est des conditions aux limites, notons par I' la frontiere du domaine 2 oc-
cupé par le matériau. Cette frontiere se décompose en une réunion de quatre parties disjointes
I'=T,Ul'yul’, UI'. sur lesquelles on impose des conditions aux limites décrites sur la figure

e Sur la surface libre I';, la contrainte normale on est nulle: on = 0.

e Sur la frontiere a chargement imposé I'y, la contrainte normale est égale au vecteur
contrainte imposé F' tel que: on = F.

e La vitesse est imposée sur la frontiere I'y : v = v;,p,  avec vy, la vitesse imposée.
Ce cas de figure peut par exemple modéliser un contact bilatéral collant entre un corps rigide
(vitesse connue) et un corps déformable.

e Enfin le matériau est en contact avec les outils au niveau de la surface I'.. Le contact
s’accompagnant généralement de frottement, diverses conditions de contact et de frottement
peuvent étre définies sur cette surface de contact. Ceci fait ’objet du paragraphe suivant.

N

Vv Hp

b

' O

L

F' chargement surfacique

Fi1Gc. 4.1 — Modélisation des conditions aux limites du probléeme mécanique.
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4.1.1.4 Contact et frottement : probléemes d’interface
Bien que cela ne concerne pas les objectifs de ce manuscrit, on résume les conditions de
contact et de frottement entre un corps déformable (piece) et un outil rigide, qui ont une évolution

temporelle faisant partie des inconnues du probleme mécanique [Barboza 2004, [Terzolo 2004].

a) Condition de contact

Plusieurs types de contact peuvent étre imposés sur la surface I'. : il peut s’agir d’un contact
unilatéral ou bilatéral (décollement autorisé ou impossible des noeuds en contact), avec comme
spécificité supplémentaire d’étre collant ou glissant (déplacement tangentiel interdit ou permis
des noeuds en contact).

Généralement, la condition relative au contact unilatéral est retenue. Ce type de contact est
décrit par les conditions classiques de Signorini qui imposent la non pénétration des noeuds de
la piece dans 'outillage :

(v—vout).m > 0

on <0 sur I'c (4.19)
{(v—vout).n}an =0

avec v la vitesse sur le corps déformable, vy celle sur le corps rigide, n la normale sortante par
rapport a l'outil (figure [4.1)) et o, = on.n la pression de contact.

b) Loi de frottement

Généralement, le contact ne se fait pas sans frottement, sauf si on le néglige volontairement.
Par conséquent, nous devons prendre en compte une condition relative au frottement entre le
lopin et les outils de forgeage sur I'..

Le frottement est ’existence de forces s’exercant sur une interface entre deux corps et tendant
a s’opposer au mouvement tangentiel entre eux. Cela se traduit par Iexistence d’une contrainte
tangentielle, appelée la cission de frottement 7 :

T = on—opn (4.20)

Définir une loi de frottement, c’est mettre en relation 7 et diverses grandeurs physiques
qui vont l'influencer. La formulation intuitive des lois de frottement qui permettent donc de
modéliser le frottement a l'interface entre deux corps en contact quand un mouvement de glisse-
ment se produit entre eux, s’exprime dans la plupart des cas a 'aide de la vitesse de glissement.
Cependant, une écriture en déplacement peut-étre préférée.

Dans la pratique, il faut exercer une force tangentielle minimale pour faire apparaitre une
glissement entre ces deux corps en contact. Plusieurs lois de frottement existent. Enumérons les
principales.

Pour cela, introduisons la vitesse de glissement tangentielle Av, définie par:

Avg = (v—vout) — | (V= Vout) .10 |0 (4.21)
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e Loi de Tresca

La loi de Tresca dérive des lois de comportement plastiques incompressibles. Cette loi relie
la cission de frottement 7 & la contrainte d’écoulement du matériau oy par le coefficient de
frottement de Tresca m :

avec 0 <m <1 (4.22)
e Loi de Coulomb

La loi de frottement de Coulomb relie la cission critique de frottement 7. a la pression de

contact p. = —o, par le coefficient de frottement g :
Awvg

= 4.23

TC :upc ||A'Ug” ( )

e Loi puissance: loi de frottement viscoplastique

Enfin, la loi puissance, encore appelée la loi de frottement de Norton, est souvent utilisée en
forgeage a chaud avec de fortes pressions de contact. Dérivant du comportement visqueux, elle
relie la cission de frottement 7 a la vitesse de glissement tangentielle Avy :

T = — ay KAy 97 Ay, (4.24)

avec ay le coefficient de frottement, g le coefficient de sensibilité a la vitesse de glissement et K
la consistance du matériau.

4.1.1.5 Récapitulatif des équations mécaniques relatives au procédé du forgeage

Si I'on tient compte de ’ensemble des équations précédemment établies, la formulation
continue du probléme mécanique va compter neuf inconnues: trois scalaires pour la vitesse
et six pour la contrainte. Bien évidemment, nous n’allons pas résoudre ce probleme mixte en vi-
tesse/contrainte mais en vitesse/pression : la contrainte o est alors exprimée par sa décomposition
déviatorique et s par la loi de comportement.

Récapitulons alors I’ensemble des équations régissant le probleme mécanique fort, sous sa
forme mixte en vitesse/pression. Il s’agit de trouver les champs (v,p) vérifiant I’équation d’équilibre
(munie d’une loi de comportement) et I’équation d’incompressibilité, avec un certain nombre de
conditions initiales et aux limites tel que:

,

div(e) = div(s) = Vp = 0 équation d’équilibre

div(v) = 0 équation d’incompressibilité

s = 2K [\/gé}m_l 5 loi de comportement de Norton-Hoff (4.25)
(v—vout).n < 0 sur T, contact unilatéral

T = — as K ||Av||77 ' Av,  sur T loi de frottement de Norton

La formulation forte du probléme mécanique étant établie, nous poursuivons cette étude avec
I'utilisation de la méthode des éléments finis en vue de résoudre numériquement le probleme
mécanique.
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4.1.2 Discrétisation du probléeme mécanique

Nous avons besoin de formuler plus faiblement le probleme (4.25) avant de présenter les deux
étapes essentielles de la discrétisation du probleme mécanique mixte instationnaire.

4.1.2.1 Formulation faible mécanique

En utilisant des fonctions tests appropriées ainsi que la formule de Green, ou encore en ap-
pliquant directement le Principe des Puissances Virtuelles, nous obtenons, a partir de I’équation
d’équilibre et de I’équation d’incompressibilité, la formulation faible associée au probleme mécanique

fort (4.25)).

En notant V l'espace des vitesses cinématiquement admissibles, par Vy 'espace des vitesses
cinématiquement admissibles a zéro et P ’espace des pressions p tels que:

V = {v € [HY ()], (v —vout)n <0 sur Fc}
Vo = {v eV, vn<0 sur ', } (4.26)
P = L*Q)

la formulation variationnelle mixte en vitesse/pression s’écrit :

/s(v):é(v*)dQ - /pdiv(v*)d(l - / T.0°dl = 0 W' el
Q Q c

(4.27)
/p* div(v)dQ2 = 0 Vp*eP
Q

De plus, si l'on considére la loi rhéologique de Norton-Hoff (4.14) et la loi de frottement puis-
sance (4.24)), cette formulation faible devient pour V(v*,p*) € Vo x P:

/2K(\/§é(1}))m1 £(v) : €(v™)dS2 —/pdiv(v*) dQ +/ ap K ||Avg|! Avgv*dl =0
Q Q Ie
(4.28)
/p* div(v)d2 = 0
Q

La formulation variationnelle étant établie, nous sommes capables de calculer la solution
mixte (v,p) de ce probléme en introduisant une approximation spatiale par la méthode des
éléments finis. Comme ce probleme est instationnaire avec donc des inconnues dépendant & la
fois des variables spatiale (x) et temporelle (), nous commengons par introduire la discrétisation
temporelle avant de nous intéresser a ’approximation spatiale.

4.1.2.2 Discrétisation temporelle

Afin de prendre en compte I’évolution de la géométrie au cours du temps, il faut ajouter (puis
résoudre) I’équation d’évolution (4.29)) au probléeme o x(¢) représente la position en chaque point
matériel :

dx
— = w(t,x(t Vo € O
dt (o) Ve e (4.29)

z(0) = 2 avec 2° € QY donné
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Nous allons donc fractionner Uintervalle de temps 7y, (correspondant a la durée de l'en-
semble de la simulation) en N incréments, définis par des pas de temps At* tels que:

Tim = Upy [ £, + AF']

La configuration Q! étant connue & I'instant ¢, la solution (v?, p') satisfaisant 1’équilibre & cet
instant peut étre déterminée. La nouvelle configuration & 'instant suivant (¢ + At) sera donc
calculée a partir de la configuration précédente au temps t.

Un des schémas d’intégration temporelle utilisé pour résoudre 1’équation (4.29) est un schéma
de type Euler explicite. Entre deux incréments de temps consécutifs ¢ et ¢ + At, I’écoulement du
matériau s’écrit :

r(t+At) = z(t) + Ato(t,z(t)) < 2P = 2l £ Ato?

Cela revient donc a supposer que la vitesse reste constante pendant U'intervalle de temps [t,t+At].

4.1.2.3 Discrétisation spatiale
a) Principe

La discrétisation par éléments finis consiste a déterminer la solution de la formulation varia-
tionnelle (4.27)) non plus dans les espaces continus V et P, mais dans des sous-espaces d’approxi-
mation de dimension finie V}, et Py, contenant la solution mixte (vp,pp) du probleme discret, h
étant la taille de maille.

Ces sous-espaces sont définis par une partition du domaine €, (approximation du domaine
Q) en une réunion d’éléments finis, appelée triangulation et notée 7j,, avec:

Q = U Qe

ecTy,

et pour i # j, ;N Q; = {0} ou contient un sommet, une aréte ou une face.

A cause du couplage entre le champ de vitesse et de pression, les espaces d’approximations
ne peuvent étre pris indépendamment; ce qui entraine un choix non trivial des éléments finis.

En effet, existence et 'unicité de la solution (vp,pp) ne seront assurées que si ces espaces
d’approximation vérifient la condition de compatibilité de Brezzi-Babuska [Brezzi-Fortin 1991] :
cette condition de compatibilité est en fait une condition de stabilité spatiale a laquelle est com-
binée une condition de consistance, assurant ainsi la convergence de la solution mixte (vp,pp)
vers celle du probleme fort (v, p) lorsque h tend vers zéro.

b) Choix de 1’élément fini mixte P;"/P; [Coupez 1991]

Un choix possible pour vérifier la condition de Brezzi-Babuska est d’opter pour 1’élément fini
tétraédrique mixte P /Py (cf figure [4.2)). Détaillons cet élément P;"/P; quasi-linéaire, encore
appelé le ”mini-élément” .

— Les champs de vitesse et de pression sont interpolés linéairement en fonction de chacune
des valeurs nodales du tétraedre.
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— Le champ de vitesse est enrichi par le rajout d’un élément bulle (rajout d’un degré de
liberté) au centre de ’élément. Cet ajout, noté + a pour conséquence de satisfaire la
compatibilité de 1’élément Pf /Py entre l'interpolation de la pression et celle de la vitesse.

— La fonction bulle s’annule sur les faces du tétraedre et est continue sur les quatre sous-
tétraedres, définis par les quatre sommets et le centre de gravité du tétraedre.

e Interpolation en vitesse o Interpolation en pression

FI1G. 4.2 — Configuration 3D de l’élément fini mizte P;" /Py en v/p.

En rappelant que P; est 'interpolation linéaire et que €2 (i = 1 a 4) sont les quatre sous-
éléments (ou sous-tétraedres) de I’élément tétraédrique Q¢ les espaces d’approximations se for-
mulent comme suit :

(Pn = {ph € C%() tq Ve € Tp, ppjoe epl(Qe)}
Vi = Ly ® By

Ly, = {vh € [COn)]? tq Ve € Ty, , vpe € [PL(Q)] et (vp — vour) . < 0 sur Fc}

B, = {bh € [CO()]2 tq Ve € Ty, , brjqe € [P1(Q9)]3 et by, = 0 sur Gﬂf}
\

En notant respectivement N! et N les fonctions de bases linéaires et bulle, les champs de
vitesse et de pression discrets sont approximés par :

( nbnoe nbelt
v = vz—l—bh = Z véNZ-l + Zkaig
=1 k=1
(4.30)
nbnoe
Ph = Z pi N}
=1

avec les notations:
— nbnoe et nbelt le nombre de noeuds et d’éléments dans le maillage.

- Nl-l la fonction d’interpolation d’ordre 1 associée au noeud ¢. Cette fonction est utilisée
pour I'interpolation des champs de vitesse et de pression: elle vaut 1 au noeud ¢ et 0 sur
les autres noeuds de 1’élément.

- N ,i’ la fonction d’interpolation d’ordre 2 associée a I’élément k. Cette fonction est utilisée
pour l'interpolation du terme bulle du champ de vitesse: elle vaut 1 au centre de sous-
élément et 0 sur la frontiere de 1’élément.



186 CHAPITRE 4. COUPLAGE THERMOMECANIQUE

Le probleme discret (4.27)) s’écrit & chaque incrément de temps [t t"1]:

Trouver (vp,pp) € V,g X Py, tels que:

/ pj, div(vy) dv = 0 Vpj € Py,
Qn

V) o= V0 g B,
ol

V}ZLO {vheﬁh tq vp.n <0 such}

\

/ s(vp) = E(vy) dv — / pp div(vy) dv — / T(vp).vp ds =
Qp Qp, The

0 YujeVy

(4.31)

En considérant la décomposition du champ de vitesse (4.30), le probleme discret, (4.31]) se réécrit :

Trouver (vﬁl, bn,pr) € V;LO x By, x Py, tels que:

/Q s(vl 4 by) 2 E(F) dv — /Q prdiv(vl) dv — / (v}l ds
h h

ic

/ s(h 1 bp) ¢ 4B dv — / pndiv(bl) dv = 0 Vb € By
Qpn Qp

/ p div(vl, +by) dv = 0 Vpj € Py
\ Qp,

=0 Vo €Wy

(4.32)

Avec I'annulation du champ bulle sur la frontiere, le terme de frottement n’apparait plus dans

la deuxieme équation de (4.32)).

c) Traitement numérique du contact

Le caractere instationnaire du probleme mécanique induisant une gestion incrémentale du
contact, il faut au préalable introduire la notion de distance a I'outil, plus exactement la distance
de pénétration, notée & et calculée dans la direction normale de l'outil (figure , avec la
convention suivante si au cours d’un incrément de calcul, un noeud de la zone de contact quitte

le contact ou pénetre dans I'outil :

0 >0 : noeud a extérieur de 'outil
6 =0 : noeud a la surface
0 <0 : noeud intérieur a 'outil
QOutil
o<0

Piéce

o=0

o=0

Fic. 4.3 — Distance de pénétration.
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Cette condition de contact est prise en compte dans la formulation discrete du probleme
de forgeage, par la méthode de pénalisation [Barboza 2004]. Cette technique consiste & introduire
un facteur de pénalisation ¢ au niveau de la condition de contact ce qui modifie la formulation
faible discrete:

Trouver (vh, pp) € Vi, X P, tels que (v}, p}) € VP X Py, :

/ s(vl +bp) : e() dv — / pr div(e¥) dv — / T(vh).wl ds
Qp Qp, Che

1t .
— 0 Z [(vk—vout)nk — E] Spv*.n = 0
kel
(4.33)
/ s(vl +bp) 1 E(b}) dv — / pp div(by,) dv = 0
Qh Qh
/ pi div(vh +by) dv = 0
Qp
. L T+ . .
avec la notation [z]T = 7 Sk est la surface associée au noeud k, utilisée pour affecter un
poids plus fort aux noeuds liés a des faces frontieres de plus grande surface, avec Sy = Ny ds.

ic
4.1.3 Résolution numérique

Le systéme non linéaire précédemment obtenu peut se réécrire sour une forme plus schématique
en remplagant chaque intégrale de (4.33) par le vecteur R:

RY(vp,bp,pr) = 0
RY(v},,bh,pn) = 0 (4.34)
Rp(viubhaph) =0

Ce probleme, rendu fortement non linéaire par les termes de comportement, de contact et de
frottement, est résolu par la méthode itérative de Newton-Raphson.

Soit K la matrice Hessienne (ou de raideur) définie par:

K ey) = 8Re§’y) (4.35)

avec (z,y) = {(vv), (v,p), (p,), (b,b), (bp), (p:b), (bv), (v,0) }

A chaque itération n de la méthode de Newton-Raphson, un systéme linéaire de la forme suivante
doit étre résolu:

Kvv Kvb KvP v RY
TR  KbY% g bl = — | R (4.36)
TRv TRWw [pp op RP

ou (0v, db, Ip) sont les corrections apportées a la solution (U%L, b, pr) & litération suivante n+1:
"t = " 4 S
il = b4 5b (4.37)
Pt = pt40p
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En remarquant que le terme KPP de la matrice hessienne est nulle et en utilisant une propriété
du champ bulle K = K% = 0, le systeme (4.36]) se simplifie:

Kvv 0 K Sv RV
0 Kb Kbp b | = — | R (4.38)
TKv TKW 0 Sp RP

La contribution locale sur un élément €2, de la triangulation étant identique a la contribu-
tion globale, on utilise une technique de condensation locale de la bulle afin de supprimer des
équations de (4.38)) le degré de liberté supplémentaire lié & la bulle:

ob¢ = — (K*®)~1 (RY+ K%¢p) (4.39)

On obtient alors une formulation mixte en vitesse/pression avec pour seules inconnues nodales
les trois composantes du champs de vitesse et celles de la pression :

A D v RY
D —L] [5}7] T | Rw
(4.40)
(A = KW
= Kvp
avec I — T Wbt b
R — Rp _ TEbp b RD

\

Le systeme linéaire (4.40)) est ensuite résolu par une méthode itérative type Résidu Minimal
Préconditionné. Une technique de stockage compact de la matrice du systeme est associée a la
méthode de résolution permettant ainsi d’optimiser le cout des calculs.

Remarque 4.3 C’est par lintermédiaire de la matrice de condensation locale de la bulle L que
la contribution de la bulle est présente de maniére sous-jacente dans .

Remarque 4.4 Lien avec la condition de compatibilité pour le probléme thermique stationnaire
1l est intéressant de remarquer que pour discrétiser le probleme thermique mixte stationnaire
(valable aussi pour l'instationnaire), la condition de compatibilité est satisfaite en utilisant des
éléments finis miztes Py /Py ; sous-entendu qu’il n’est pas utile d’avoir recours aux éléments finis
miztes Pfr/Pl comme pour le probleme mécanique. En effet, si on revient a l’écriture station-
naire du probleme thermique mizte :

T+EVT = 0
+ conditions initiales et aux limites classiques

et a l'expression matricielle de sa formulation Mixte discréte éléments finis Py /P :

A B q [ 0 ]
= (4.42)
'™B D T Q

on constate que la matrice symétrique résultante est a diagonale non nulle, avec D # 0 provenant
des conditions aux limites thermiques. Le fait que D soit non nulle permet de satisfaire la

condition de Brezzi-Babuska pour les éléments thermiques Py/Py et de ne pas avoir a utiliser
les éléments P/ Py.



4.2. COUPLAGE AVEC LE PROBLEME THERMIQUE 189

4.2 Couplage avec le probleme thermique

En s’intéressant & la simulation numérique des procédés de mise en forme des métaux, le
couplage thermomécanique a, a plusieurs reprises, fait ’object de nombreux travaux au CEMEF.
On peut notamment citer ceux de:

— [Chenot et al. 1992] pour la forge et plus récemment ceux de [Mocellin-Terzolo 2004] pour

I’approche multicorps en version parallele,

— [Colonna 1992] pour le traitement thermique puis plus récemment ceux de [Aliaga 2000],

— [Jaouen 1998] pour la fonderie
[Heinrich 2003 pour la coulée continue d’acier en 2D et [Costes 2004] en 3D.

Dans la littérature, on trouve également beaucoup d’exemples et d’applications, tels que
[Micari et al. 1995], [César et al. 1996], [Fernandes et _al. 1999] ou encore ceux de [Bergman 2004].

4.2.1 Nature du couplage thermomécanique

La nature du couplage varie selon la technique utilisée pour la mise en forme des métaux, avec
un couplage thermique plus ou moins prédominant. Le couplage va s’effectuer de deux manieres,
en fonction de la thermodépendance de certaines variables mécaniques puis, en fonction de la
dépendance des variables thermiques par rapport & certaines grandeurs mécaniques (comme la
déformation, le frottement).

4.2.1.1 Variables mécaniques thermodépendantes

Le couplage thermomécanique va étre pris en compte par ’actualisation des variables mécani-
ques thermodépendantes a la fin de chaque incrément de temps.

am—1
Plus précisément les équations s’écrivent: o = D(T).c® et s = 2K(T). [\/3 5] g.

Dans le cas de forgeage, pour un matériau thermo-écrouissable, I’écrouissage sera décrit par
la consistance K dépendant de la température 1. Plusieurs modeles peuvent étre utilisés, pour
prendre en compte la dépendance de la consistance a la température :

K (T,&) = Ko(g+eo)" ' 3/T) loi couramment utilisée (a)
K (T,&) = Ko(g4¢e0)" e — 3/T) (b) (4.43)
s = Axe™T T 5 &2 x M4/ (14e)m5 T 5 em7e xems  gmsT ()

Pour les deux premieres équations de , K est une consistance de référence, ¢ la déformation
équivalente, €¢ le terme de régulation de I’écrouissage, n le coefficient de sensibilité a ’écrouissage,
B le coefficient de sensibilité & la température. La troisitme expression (4.43lc) est celle du
déviateur des contraintes pour la loi de type Hensel-Spittel.

4.2.1.2 Variables thermiques dépendant de la résolution mécanique

Le probleme mécanique va, a son tour, influencer la modélisation thermique: de la chaleur
sera générée par déformation du lopin et par frottement.

— Principalement, la piece subissant de grandes déformations au contact des outils de for-
geage s’échauffe. C’est le terme source (4.44) qui prend en compte cette déformation.

W = fyo:é (4.44)
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fp représentant la fraction de puissance des déformations transformées en chaleur, généralement
comprise entre 0,9 et 1.

— De plus, le frottement entre la piece et les outils va aussi produire de la chaleur. Le flux de
chaleur di au frottement @, sera pris en compte au niveau des conditions aux limites
thermiques avec:

bin
bm + bout
ol by, = /Ky pm e est Deffusivité du matériau et by, celle leffusivité de 'outil et Ay, la

(I)frott = T(Aljg) . AVQ (445)

vitesse de glissement a I'interface. Pour caractériser les conditions aux limites sur les faces
en contact, nous avons vu au premier chapitre qu’il faut utiliser la formule ci-dessous:

T = heg (T —Tou) — _bm g | Ay, ||PT (4.46)
bm + bout

4.2.1.3 Probléme thermomécanique lié a la simulation numérique du procédé de
forgeage a chaud

D’apres les équations mécaniques, le couplage avec la thermique apparait dans I’expression
de la consistance K tandis que le couplage avec la mécanique apparalt dans ’équation de la
chaleur par ’énergie de déformation et dans les conditions aux limites sur les faces en contact
par la présence de la vitesse de glissement. Le probleme thermomécanique se synthétise de la
maniere suivante :

(( div(e) = div(s)—Vp = 0 dans Q  équation d’équilibre
div(v) = 0 équation d’incompressibilité
im—1
s = 2K [\/35_ } € loi de comportement de Norton-Hoff
K(T,&) = Ko(z+¢e)" /T loi thermoécrousissable
o.n =0 sur I} surfaces libres
(v—vout).m < 0 sur T, contact unilatéral
- q—1 :
T = ayp K ||Avg||77 Avy  sur I'.  loi de frottement de Norton (4.47)
dT P— . . . 7 .
pc% —divg =w e w = fo:¢ équation de la chaleur
q = - k?T loi de Fourier
T(x,0) = Tp condition initiale
b
qTn = heg(T—Toy) — ————aK HAI/ng'H sur I'. condition de conduction
bm + bout
G0 = h(T — Tept)
h = hey + hy sur I condition de conv/ryt
\ hy = € 07 (T + Tear) (T + TeQQ:t)
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4.2.2 Couplage thermomécanique

Lors de la résolution numérique des probléemes thermomécaniques, on s’appuie généralement
sur le méme maillage en vue de discrétiser le probleme mécanique et le probleme thermique.

A chaque incrément de temps, la température (ou température/flux dans le cas de notre for-
mulation Mixte thermique) et la vitesse/pression sont les inconnues du probléeme thermomécani-
que que nous souhaitons résoudre. Cependant, le probleme ne peut pas étre résolu globalement
et simultanément en grande partie a cause de la taille des matrices a résoudre et du condition-
nement des matrices.

Le couplage retenu est un couplage faible incrémental entre la résolution mécanique et ther-
mique. Cela signifie que les systémes mécanique et thermique se résolvent indépendamment et
de facon séquentielle, de maniére & ne remettre a jour qu’un certain nombre de variables. Par
conséquent, lors de la résolution de ce probleme couplé, aucune itération de convergence n’est
effectuée & la fin de chaque résolution thermomécanique incrémentale. La figure [£.4] synthétise
cet algorithme de couplage.

Début du caleul

Résolution di-probléme mécanigue
: |

incr = incr + 1

Résolution:du problemie:thertique

Fin du calcul

F1G. 4.4 — Couplage thermomécanique [Terzolo 200).

Plus précisément, on considere la résolution du premier bloc mécanique en utilisant le bloc
thermique de I'incrément précédent avec le découplage suivant :

Pl(’l),p)T = 0
P(v,p, T) = (4.48)
Py(T)yp = 0

Le méme pas de temps est utilisé pour les deux problemes P; et P,. La thermique est donc cal-
culée avec un incrément de retard par rapport au champ de vitesse et de pression [Aliaga 2000].

Toutefois, il est possible d’utiliser des pas de temps différents pour résoudre les problemes
mécanique et thermique, a ’aide de la désynchronisation du pas de temps thermique. En utilisant
I’approche GS combinée a la thermique asynchrone lors de la résolution du probléme thermique,
le pas de temps thermique optimal calculé est souvent différent du pas de temps mécanique
choisi arbitrairement. Ainsi, a la fin du calcul thermique, ce pas de temps optimal est réajusté
par linéarisation sur celui mécanique.



192 CHAPITRE 4. COUPLAGE THERMOMECANIQUE
4.3 Simulations numériques: cas de forgeage

Apres avoir rappelé le probleme mécanique et établi les caractéristiques du couplage ther-
momécanique pour le procédé de forgeage a chaud, nous présentons, dans cette derniere partie,
plusieurs simulations numériques relatives a ce procédé.

Avant d’introduire la déformation (en activant le terme du travail mécanique), un dernier cas
analytique est évoqué: c’est la diffusion thermique d’un cube entre deux outils. Suivra ensuite
une compression académique d’un cylindre, avec ’étude préliminaire d’une déformation pure-
ment mécanique (sans frottement ni transfert thermique) afin de s’assurer que le terme source
w (faisant apparaitre le phénomeéne d’auto-échauffement dans la piece) est correctement pris en
compte, puis le rajout des échanges thermiques et du frottement. Enfin, nous terminerons par
un cas industriel avec la compression du triaxe.

Pour toutes ces simulations, la formulation Mixte continue Py/P; en T/¢ et la formulation
mixte P;"/P; en ¥’ /p sont choisies afin de résoudre le probleme thermomécanique.

4.3.1 Diffusion d’un cube entre deux outils plans
4.3.1.1 Exemple d’applications: cas de double conduction a chaud

On considére un cube en acier (données du matériau p[63)) de 10mm de c6té (soit d’épaisseur
e = bmm). Cette piece, initialement & la température Tp = 1000°C' est en contact entre deux
outils maintenus a la température Tp,; = 500°C (figure . Le coefficient de transfert de
conduction entre le cube et les outils reste fixé & gy = 4000 W/m/°K.

T,,=500°C et o, =4000W /m/°K

. 4

T=1000C

T, =500°C et a,,=4000W/m/°K h=1mm

aut

F1G. 4.5 — Test de double conduction a chaud.

On va donc se retrouver dans la configuration du refroidissement d’un cube d’épaisseur
2e = 10mm (on se place suivant ’axe z) avec des conditions conductives en parois (le cube étant
en contact avec deux outils plans). On parle alors de test double conduction a chaud quand la
piece initialement chaude est contact avec deux outils froids et inversement de test de double
conduction & froid quand la piece est froide et les outils chauds.

Afin de suivre le refroidissement dans ce cube, plusieurs capteurs sont positionnés, comme
le suggere le tableau

Templ |Temp?2 |Temp3d |Temp4d | Tempb
Position (x,y,z) (5,5,0) (5,5,1) (5,5,5) (5,5,9) (5,5,10)

TAB. 4.1 — Coordonnées des cing capteurs.
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La simulation numérique servant ici de référence possede les caractéristiques suivantes :
— le temps de simulation est de 30s, avec un pas de temps dt fixé & 0,5s,
— la taille de maille A du cube est de 1mm, avec 11601 éléments et 2400 noeuds,
— une condition adiabatique est supposée sur I’ensemble des faces libres du cube.

4.3.1.2 Solution analytique

Ce cas de double conduction peut se ramener & un cas de diffusion entre plaques paralleles
d’épaisseur finie e, avec des conditions convectives en parois: on note par 7T la température du
fluide de refroidissement loin de la plaque et par « le coefficient de transfert. Ainsi, les conditions
convectives s’écrivent :

= «al|T(t)—T¢(t 4.49
S = ar() - T(0) (4.49)
Compte tenu de la condition initiale ("= Tp a ¢ = 0 en tous points de la plaque) et de ces deux
conditions aux limites (4.49), I’équation de la chaleur se résout analytiquement, sous la forme
d’une série:

T(zt) =Ty _ i[ dsin(Mn) ] - (M2 ) cos(an) (4.50)

To — Ty 2M,, + sin(2M,,) e

ou M, est la n®¢ racine positive de I’équation :

M, tan(M,) = — (4.51)

4.3.1.3 Présentation des résultats numériques

L’ensemble de ces données va donc contribuer a I’apparition d’un double refroidissement dans le
cube. Ce refroidissement est mis en évidence & la fois sur la figure représentant, a plusieurs
instant de la résolution thermique Mixte, les isovaleurs de la température et sur la figure [£.7]
étudiant le comportement de la température en fonction de ’épaisseur e de la piece, & un temps

donné.

9717 392
5157

t=10s 1=20s

]

g

]

-
5

5529 509,05

8299

F1G. 4.6 — Isovaleurs de la température avec une résolution thermique Mixte Py /P;.
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__ Scalar v, Jength.

F1G. 4.7 — Tracé de la température ”Mixte” en fonction de la profondeur e : au bout d’une seconde
(en haut a gauche), de 10s (en haut a droite) et de 20s (en bas).

En tracant ’évolution au cours du temps de la température ”Mixte” pour les cing capteurs
(figure 4.8), une excellente symétrie est aussi constatée et 1’équilibre thermique (a 500°C) est
quasiment atteint au bout des 20s de simulation.

1100

température (*C})

400

0 2 4 6 B 10 12 14 16 18 20

temps (s)

F1G. 4.8 — Evolution de la température avec une résolution thermique Mixte Py/P;y.

Connaissant la solution analytique , on se propose de définir la solution numérique
la plus pertinente pour ce test de double conduction en comparant les quatres modeles de
la résolution thermique (I’approche Galerkin standard asynchrone, le schéma TGD, le modele
Gdimp et la formulation Mixte continue P;).

Pour chacun des traceurs (templ, temp2 et temp3), nous représentons sur les figures 4.9(a )|
[4.9(b)| et [4.9(c)| I’évolution thermique au cours du temps des divers modeles et la solution analy-
tique. Il s’avere que la formulation Mixte P; est la plus précise (les écarts avec I'analytique sont
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les plus faibles) et que ses courbes coincident parfaitement avec les courbes GS asynchrone. Par
contre, c’est le TGD qui donne la moins bonne estimation de la température, avec un refroidis-
sement un peu trop rapide et des courbes les plus éloignées de la solution exacte.

1100 1100 ¢

—+—analytique —#—analytique

1000 @ -GS 1000 Q -GS
—-o-TGD \ —-o-TGD
900 1 ——Gdimp a0 | & —— Gdimp

o— Mixte

800 800

700 700

température (°C)
température (°C)

600 600 |

500 500

400 400
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 [1] 2 4 6 B 10 12 14 16 18 20

temps (s) temps (s)

(a) Capteur templ (b) Capteur temp?2
1100
—#—analytique
1000 Deugy -GS
¥ -o—-TGD
900 g ——Gdimp

©o— Mixte

800

700

température (°C)

600

500

400
[] 2 4 6 B 10 12 14 16 18 20

temps (s)

(c) Capteur temp3

Fi1G. 4.9 — Comparaison entre la solution analytique et les divers modéles numériques.

En temps de calculs, 'approche GS asynchrone est la plus rapide (2min 36 s), devant le modele
Gdimp (4min 30 s), la formulation Mixte (6 min 30s) et le schéma TGD (30 min).

Remarque 4.5 En considérant un pas de temps dt plus petit, de l’ordre de 0,01s, la condition
de profondeur de pénétration n’est plus satisfaite avec la résolution Mixte continue, faisant ainsi
apparaitre un réchauffement anormal sur la premiere couche des éléments de la triangulation
(figure , pendant les premiers incréments. Les deux modeles numériques discontinus sont,
quant ¢ eux, plus robustes, sans l’apparition d’aucun phénomeéne non physique des 0,01s.

4.3.1.4 Syntheése des quatre modeles thermiques

A la vue de ces résultats, la formulation Mixte continue P; est concluante sur le test de
double conduction a chaud, avec une excellente précision et des temps de calculs acceptables.
Des résultats analogues sont également obtenus en considérant un test de double conduction a
froid (température du cube a 500°C' et celles des outils & 1000°C).

En ce qui concerne les modeles Galerkin discontinus, ils sont incontestablement les plus
robustes en absorbant les chocs thermiques avec n’importe quelle mise en données; ce qui n’est
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pas le cas de la formulation Mixte quand les conditions de stabilité (entre le pas de temps et
le pas d’espace) ne sont plus respectées. Dans ce cas, on pourrait envisager le couplage sur les
premiers instants de la simulation entre le modele Gdimp et la formulation mixte. Le modele
Gdimp serait plus conseillé que le schéma TGD en donnant une estimation plus précise du champ
de température et un gain de temps de résolution non négligeable.

1000
1000

1006 1000

EY
[

am
=

GS asynchrone - Gdimp

= TGD

Mixte P1

967,6 959.5

992.1 959.7
Fia. 4.10 — Isovaleurs de la température avec les quatres modéles de résolution thermique a
[instant dt = 0,01s et h = Imm.

4.3.2 Test académique: compression de cylindre (Aubert & Duval)

C’est la société Aubert & Duval qui nous a proposé ce cas de validation, en simulant la
compression d’'un quart de cylindre. C’est un cas relativement simple avec la déformation d’une
piece cylindrique.

Les industriels ont effectué un certain nombre d’essais expérimentaux afin d’établir une loi
rhéologique mécanique et un modele thermique (cf Annexe D). Ce modeéle thermomécanique a
par la suite été validé en simulant la compression du quart de cylindre avec le logiciel bidimen-
sionnel Forge 2®. Une fois la validation faite avec ce code 2D, les ingénieurs Aubert & Duval ont
naturellement voulu tester le modele thermomécanique sur la version tridimensionnelle du logi-
ciel. Malheureusement ils se sont heurtés, lors de ’étude thermique, a des résultats non cohérents
entre les deux logiciels Forge 2® et Forge 3®.

En partant du principe que Forge2® a été validé expérimentalement, nous avons voulu
comprendre d’ott venait écart obtenu, par Aubert & Duval, entre Forge 2® et Forge 3®.

4.3.2.1 Mise en données

Le cylindre fait 100 mm de hauteur et 50 mm de rayon. Pour alléger les calculs, seulement un
quart du cylindre sera considéré (figure . Placé entre deux outils plats maintenus a 400°C,
le cylindre est initialement a la température de 980°C'. L’outil supérieur compresse de moitié la
piece (a la vitesse de 7mm/s) tandis que l'outil inférieur reste fixé. Des échanges thermiques
vont donc se produire entre la piece et les outils, avec un coefficient de conduction h,: de
2000W/m/K. On suppose aussi des échanges thermiques avec l'air: température ambiante
Tewt =50°C et h=10W/m/K.
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T,, =400°C et h,, =2000W /m/K

B ed
i' m !
T, =50°C
100mm 2 1 h=10W/m/K
l
e : :
501
Somm o T, =400°C et hy, =2000W /m/K

FiG. 4.11 — Compression d’un quart d’un cylindre : a gauche les dimensions, a droite les condi-
tions de la simulation.

Une rhéologie point a point (loi de Norton-Hoff, type thermo-écrouissable) et un modele ther-
mique point & point (cf Annexe E) ont été utilisés. Pour le frottement, c’est la loi de Tresca
qui est retenue avec m = 0,3. Enfin, le cylindre est maillé finement, avec une taille de maille h
de 2,5mm et des boites de maillage plus fine (1mm), soit 400000 éléments au départ pour un

maillage Forge 3® (figure [4.12)).

FIG. 4.12 — Maillage du quart de cylindre avec h = 2,5mm : & gauche le maillage 2D de Forge2®
avec Uactivation d’un raffinement sur le bord, & droite le maillage 3D de Forge 3.

Pour décrire correctement les divers phénomenes de transferts thermiques, plusieurs capteurs
virtuels sont positionnés dans le cylindre (figure [4.11)) :

Le capteur 1, placé au centre de la piece, s’intéresse au phénomene d’auto-échauffement
dégagé lors de la compression. Plus précisément, a I’évolution du terme source w interve-
nant dans 1’équation de la chaleur (|1.10).

— Le capteur 2, un peu plus éloigné du centre du cylindre et donc du capteur 1 est également
concerné par ’auto-échauffement.

— Le capteur 3, situé sur la surface latérale cylindrique, étudie la phénomene de convec-
tion/rayonnement.

— Les capteurs 4 et 5, directement en contact sur I'interface entre la piece et I’outil supérieur,
sont confrontés au frottement et aux transferts thermiques conductifs.
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4.3.2.2 Résultats numériques

a) Obtenus par Aubert & Duval

La figure représente les évolutions thermiques de ces différents capteurs obtenues par
Aubert & Duval, avec les versions 3.0 de Forge 2® et 6.2 de Forge 3®. On se rend compte que
le phénomene d’auto-échauffement est plus accentué avec le code Forge2® qu’avec Forge 3®
(capteurs 1 et 2) et, qu’en revanche, le refroidissement du cylindre au niveau de la zone de
contact est plus rapide avec Forge 2® qu’avec Forge 3® (capteurs 4 et 5). Le rayonnement, quant
a lui, est aussi bien pris en compte par les deux codes (capteur 3).

? ! AR YRR L Y P TR YL ¢ 7 *

FIG. 4.13 — Résultats d’Aubert & Duval : comparaison entre la résolution thermique de Forge2®
(pointillés) et celle de Forge3® (traits pleins).

b) Obtenus par le Cemef avec la version standard de Forge 3®

Avant de comparer ces résultats avec ceux obtenus avec la résolution thermique Mixte P;/P;
du code Forge 3®, on se propose de comprendre I’écart obtenu entre la version bidimensionnelle
et tridimensionnelle du logiciel. Il est important de mentionner qu’il est difficile d’établir une
comparaison précise et efficace entre ces deux logiciels avec 'obtention plus que délicate de

maillages compatibles entre le 2D et le 3D.
1050

1000 +

950
Fg2-captl —%— Fg3-capt]

900 +

Fg2-capt3 Fg3-capt3 |

température (°C)

Fg2-captd —#— Fg3-captd

850
800

750 - . . . . . . . |
] 1 2 3 4 5 6 7 8
temps (3)

F1G. 4.14 — Résultats Cemef pour la résolution thermique de Forge2® et de Forge3®,
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Cependant, nous avons refait ce cas test au laboratoire avec les mémes versions de Forge 2®
et de Forge 3® et avec les mémes données. Les résultats obtenus, présentés sur les figures
et ne sont pas en accord avec ceux fournis par Aubert & Duval; ce qui est déja plus rassurant
et remet donc en question la fiabilité des résultats des industriels, provenant sans doute d’une
mauvaise manipulation lors de la simulation de ce cas.

1100

1050

—4— Fg2-Duval-capt]
1000 O Fgl-captl

3 #— Fg3-Duval-capt]

—#— Fg3-captl
—#—Fg2-Duval-capt3
—#— Fgl-capt3

@
@
=3

200 4~ Fg3-Duval-capt3

température (°C)

—#—Fg3-capt3
O Fg2-Duval-captd

850
—— Fgl-capt4

# Fg3-Duval-captd

800 —*— Fg3-captd

750

temps (s)

Fi1G. 4.15 — Comparaison de tous les résultats : évolution thermique des trois capteurs.
D’un point du vue de la résolution mécanique, nous en arrivons a la méme conclusion, en
nous intéressant a I’évolution des déformations équivalentes € (figure |4.16(a))), a celle du taux

de déformations équivalentes & (figure [4.16(b)|) ou encore a celle des contraintes équivalentes &
(figure [4.17)) : les courbes "mécaniques” obtenues avec les codes Forge 2® et Forge 3® coincident.
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g § + Fg2-capt3 = Fg3-capt3
§ 98 S ol —o—Fg2-captd Fg3-captd
x
04 L g—
i M
0 o —
0 1 2 3 4 5 s 7 s o 1 2 3 4 s [ 7 8
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(a) Déformations équivalentes & (b) Taux de déformations équivalentes &

F1G. 4.16 — Résultats Cemef pour la résolution mécanique de Forge2® et de Forge3®,
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F1G. 4.17 — Résultats Cemef: comparaison des contraintes équivalentes & Forge2® et Forge3®.

Remarque 4.6 Pour confirmer [’hypothése d’une mauvaise manipulation, nous nous intéressons
a la compression du cylindre sans aucun transfert thermique ni frottement (cas anisotherme). La
encore, la similitude des deux logiciels est observée sur les figures|4.18(a){4.18(d), en représentant

successivement les évolutions thermiques puis celles des déformations et des contraintes équivalentes.
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F1G. 4.18 — Cas anisotherme : résultats Cemef pour la résolution thermomécanique de Forge2®

et de Forge3®,
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Remarque 4.7 A la vue de la bonne concordance des résultats, nous simplifions la suite des
évaluations pour ce test en optant pour un modéle thermique et une loi mécanique ”constantes” :
* une loi de comportement Norton-Hoff avec K = 135,25 et m = 0,1162
x et des données du matériau constantes (cf tableau .

Conductivité k£ | Masse volumique p Capacité c

25,6 Wom~ LK1 7870 Kg.m™3 651 J.Kg 1. K1

TAB. 4.2 — Données du matériau.
4.3.2.3 Validation de la formulation Mixte continue

Nous testons la formulation Mixte continue dans deux configurations ”mécaniques” :

— le cas d’'une compression anisotherme, sans échange thermique (coefficients de transferts
thermiques conductifs h.q et convectifs h nuls) ni frottement (coefficient de frottement de
Tresca m = 0), afin d’étudier seulement le phénomene d’auto-échauffement qui se produit
au cours de la compression.

— le cas de compression avec la considération du frottement (m = 0,3) et des divers transferts
thermiques entre la piece et les outils (h.q # 0) et entre la piece et lair (h # 0).

a) Cas anisotherme

Puisqu’on supprime le frottement et les échanges thermiques, on peut se restreindre a 1’étude
de I’évolution thermique du capteur 1 au coeur de la piece.

La figure [£.19 met en évidence l'auto-échauffement se dégageant au fur et & mesure de la
compression du cylindre.

9875

t=12s

kL

984,19

992,05 1003,02

FiG. 4.19 — Isovaleurs de la température ”Mixte” : mise en évidence du phénomeéne d’auto-
échauffement (croiz du forgeron).



202 CHAPITRE 4. COUPLAGE THERMOMECANIQUE

Dans le cas anisotherme, une solution analytique peut se déduire de I’écriture simplifiée de
I’équation de la chaleur:

ca—T—w & a—T—ﬂ avec wW=o0:¢
P ~ ot pc -
& TE+At) = T(t) + At Up—f (4.52)

Cette solution analytique peut étre comparée aux diverses solutions numériques GS asyn-
chrone Forge 2® et GS asynchrone Forge 3® mais aussi & la solution découlant de la résolution
thermique Mixte continue. Sur la figure [4.20] nous avons représenté ces quatre évolutions de la
température pour le capteur 1, montrant ainsi la bonne concordance des différentes courbes et
suggérant une estimation correcte du terme de chaleur w par la formulation Mixte.

1005

=+=Solution analytique

Tein perature (*C)

[0 Forge2 GS
—o—Forge3 GS

—o—Forge3 Mixte

75

0 1 2 3 4 5 & 7 8
Temps (s)

Fic. 4.20 — Cas anisotherme : évolution de la température du capteur 1.

b) Cas classique de compression

On tient compte a présent du frottement et des diverses échanges thermiques entre le cy-
lindre et les outils et entre le cylindre et 'air. Ces phénomenes thermiques sont clairement mis

9932 10106

” I

- t=45s

1024,1

t=2s

Fi1G. 4.21 — Isovaleurs de la température avec une résolution Mixte P;.

835,1 7969 777,98
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en évidence sur la figure représentant les isovaleurs de la température du cylindre, pris a
plusieurs instants de la déformation : I’auto-échauffement au coeur de la piece, la diffusion ther-
mique créée par le refroidissement de la piece au contact avec les outils, et aussi avec 'air.

Comme en témoigne les évolutions thermiques de la figure les résultats sont plus qu’en-
courageants avec les courbes provenant de la formulation Mixte qui sont sensiblement identiques
aux courbes obtenues par une approche GS asynchrone de Forge 2® et de Forge 3®, représentant
toutes deux, ici, des solutions références en ’absence de solutions analytiques. La formulation
Mixte décrit correctement le phénomene d’auto-échauffement (capteur 1), de conduction (cap-
teur 4) et de convection/rayonnement (capteur 3).

1050
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800
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Fi1G. 4.22 — Evolution de la température des divers capteurs avec une résolution Mizte.

4.3.2.4 Conclusion

Malgré une erreur initiale commise par les industriels Aubert & Duval, ce premier cas de
compression académique permet de s’assurer de l'efficacité de la formulation Mixte continue
aussi bien dans un cas de déformation seule qu’avec la prise en compte du frottement et des
échanges thermiques.

4.3.3 Compression du triaxe

Pour cette derniere validation, on se propose d’étudier un cas plus complexe, celui de la
compression du triaxe, et plus exactement celle d’'un sixieme du triaxe. Comme on peut le voir
sur la figure [£.23] nous avons d’une part la piece cylindrique maillée finement pres des outillages
et, d’autre part la forme voulue (le triaxe) apres déformation.

Les données de ce test sont synthétisées dans le tableau ci-dessous.

Pour étudier le refroidissement du triaxe, nous positionnons deux capteurs virtuels (cf fi-
gure [4.23) : 'un au centre de la piece (capteur 1), 'autre pres de la zone de contact de 'outil
supérieur (capteur2).

Comme précédemment, on étudie le cas anisotherme avant de rajouter les échanges ther-
miques et le frottement. Pour évaluer 'efficacité de la formulation Mixte continue, nous rajou-
tons les solutions numériques TGD, Gdimp en plus de la solution de référence Forge3® GS
asynchrone.



204 CHAPITRE 4. COUPLAGE THERMOMECANIQUE

capteur 2 A

capteur 1

{ T,, =50°C |

= Outil inférieur

T,, =350°C et h,, = 2000W {m°C)

Fia. 4.23 — Simulation du triaze : a gauche la piece maillée initiale, a droite la piéce finale.

Mécanique Thermique

Loi EVP thermoécrouissable 1 a) Données du matériau

6 =0,0025, n = 0,174, g9 = 0,0001 kE=2TW/m/K
K = 1625000 et m = 0,139 p = 7500 Kg/m3
E=1710"et v=0,3 c=669J/Kg/K
loi de frottement de Coulomb To = 1200°C
m = 0,4

Tout = 350°C et hoye = 2000 W/ (m.°C)
Tezt = 50°C et hout =38 W/(mOC)

n =04

TAB. 4.3 — Mise en données du cas de compression du triaxe.

4.3.3.1 Cas anisotherme
1230

1225

1220

_
%]
[
1215 |
e
=
<
@
a 1210
E
2
1205 |
1200
- Mixte
1195 . . . .
0 01 0.2 03 0,4 0.5
temps (s)

Fi1G. 4.24 — Cas anisotherme : évolutions thermiques au niveau du capteur 1.
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Sur la figure on se focalise sur I’évolution de la température du premier capteur virtuel.
Une bonne concordance des résultats est observée en regardant les quatres courbes. En prenant
pour référence la solution numérique Forge 3® GS, le terme d’auto-échauffement est correctement
calculé avec les deux modeles discontinus et la formulation Mixte continue.

4.3.3.2 Cas de compression du triaxe

Lorsqu’on prend en compte le frottement et les divers transferts thermiques, on constate que
les trois modeles (TGD, Gdimp et formulation Mixte) donnent de meilleurs résultats au coeur
du triaxe qu’au niveau de l'interface de contact (cf figure [4.25)) :

— Le TGD approxime convenablement la température au centre de la piece. Par contre,
pres des outils, I’estimation de la température est d’'une moins bonne précision avec un
refroidissement plus prononcé, atteignant ~ 30°C.

— L’estimation de la température est un peu plus pertinente avec le modele Gdimp mais
perd légerement de sa précision au coeur de la piece.

— Pour les zones de chocs thermiques, il est donc tres intéressant d’avoir recours a ces tech-
niques de résolution Fy.

— La formulation Mixte reste cohérente a la solution de référence GS asynchrone pour les

deux traceurs.
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—+—G5-1 - Tgd-1 ——Gdimp-1 - Mixte-1

1220 | . ) |
—4—Gdimp-2 —o Mixte-2

= Tgd-2
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- " |I .
g -
55- 1200 e Y
3 o—t0
o |
g 1190 - — Tk / |
< —a ]
2 = |
1180 - f
Bt l 2 |
1170 + B
- - \_./ )
1160 . . . . . . . . |
o 0,05 0,1 0,15 0.2 0,25 03 0.35 0.4 0,45 05
temps (s)

F1aG. 4.25 — Evolution de la température pour les deux traceurs : comparaison des quatres modéles
de résolution thermique de Forge3®.

Pour ce qui est des temps de simulation, ils sont du méme ordre (~ 30min) pour les quatre
modeles thermiques. En fait, le temps de résolution thermique est infiniment petit (résolution
d’un systéme linéaire par la méthode du gradient conjugué préconditionné) comparé a celui de la
résolution mécanique (résolution d’un systéme non linéaire par la méthode de Newton-Raphson),
quand il y a déformation de la piéce.

4.3.3.3 Conclusion

La formulation Mixte continue se révele également pertinente sur ce deuxieme cas de com-
pression industriel, beaucoup plus complexe.
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4.3.4 Bilan des validations thermomécaniques

Les nombreuses validations sur des cas analytiques puis les applications industrielles tridi-
mensionnelles plus ou moins simples ont permis de mettre en évidence 'efficacité et la robustesse
de la formulation mixte continue pour la simulation de compression de lopin cylindrique (& for-
tiori des procédés de forgeage), avec notamment une gestion plus qu’encourageante du terme
source w a l'origine de 'auto-échauffement et du couplage thermomécanique et avec la prise en
compte du frottement au niveau des zones de contacts piece/outillages.

4.4 Conclusion

Dans ce dernier chapitre, nous nous sommes penchés sur la description du probleme mécani-
que relatif a la mise en forme des métaux par le procédé de forgeage a chaud, dans le but de
mieux comprendre la nature du couplage thermomécanique, et a plus long terme, d’adapter la
formulation Mixte continue et les deux modeles discontinus a la simulation des différentes étapes
du processus de forgeage.

Le couplage retenu est un couplage faible entre la résolution mécanique et la résolution
thermique sachant que ce couplage n’intervient que de deux manieres: I'une par la thermo-
dépendance de certaines variables mécaniques (comme la consistance du matériau intervenant
dans la loi de comportement rhéologique) et 'autre par la chaleur créée/dissipée par déformation
de la piéce initiale (terme source w) et par frottement (ajout d’une condition aux limites & I'in-
terface de contact piece/outil).

Plusieurs simulations de compression ont été présentées afin d’évaluer la fiabilité de la formu-
lation Mixte continue sur le procédé de forgeage a chaud. Un premier cas de double conduction
a chaud (piece chaude et outils froids) sans déformation a d’abord confirmé via une solution
analytique que les transferts thermiques conductifs étaient parfaitement pris en compte avec
les modeles discontinus et la formulation Mixte. On s’est ensuite intéressé a la compression
simple d’'un cylindre (sans puis avec échanges thermiques et frottement) pour valider la formu-
lation Mixte continue [Pelissou- et al. 2004]. Enfin, un cas industriel a été présenté, celui de la
compression d’un triaxe, montrant la robustesse de la formulation Mixte et laissant apparaitre
quelques difficultés pour les modeles discontinus au niveau des interfaces de contact piece/outil
[Pelissou-Massoni 2004].
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Conclusion générale

Le travail que nous venons de présenter dans ce manuscrit s’articule autour de I’amélioration
de la précision des calculs thermiques au cours de la simulation du procédé de forgeage a chaud,
pour des pieces métalliques tridimensionnelles.

Au cours de cette étude, nous avons développé une formulation mixte originale qui permet
de suivre aussi bien les évolutions de la température que celles du flux de chaleur, tout au long
du processus de mise en forme des métaux, depuis le chauffage du lopin initial jusqu’au refroi-
dissement de la piece finie.

Pour réaliser ce travail, nous avons di modifier le code de calculs Forge 3®, essentiellement
au niveau de la résolution 3D de I’équilibre thermique, en introduisant trois nouvelles techniques
basées sur la méthode des éléments finis. Dans I'ordre chronologique, on s’est d’abord intéressé
au schéma TGD explicite, puis au modele implicite Gdimp et enfin & la formulation Mixte
continue P;/P;. Les principales difficultés qu’il a fallu résoudre au cours de ces trois dernieres
années sont :

— Basés sur la méthode de Galerkin Discontinue avec ’élément fini constant Py, le TGD et
le Gdimp sont des modeles calculant le champ de température sur chaque élément de la
triangulation (plus d’estimation nodale comme c’était le cas avec une approche Galerkin
standard). Il a donc fallu en conséquence modifier les conditions aux limites thermiques au
cas de forgeage, d’une part en les écrivant a ’aide des valeurs ”élémentaires” et non plus
a partir des valeurs nodales et, d’autre part en considérant la déformation de la piece.

— Concernant la formulation Mixte continue utilisant 1’élément mixte tétraédrique P;/P;
(avec par conséquent quatre inconnues par noeud : une pour la température et trois pour
les composantes du flux) et un schéma temporel implicite, nous avons dii nous inspirer de
la discrétisation spatiale EF du probléme mixte mécanique en vitesse/pression ayant lui-
méme quatre degrés de liberté pour développer 'assemblage local puis global des diverses
matrices de la formulation Mixte thermique, et ceci pour une meilleure compatibilité avec
la version parallele de Forge 3® monocorps.

Synthese

e Le chapitre 1 introduit la formulation classique du probléme thermique instationnaire en
température, composée de ’équation de la chaleur (combinée a la loi de Fourier), de conditions
initiales et aux limites spécifiques aux échanges thermiques entre deux corps et avec un milieu
extérieur. Ce chapitre met également en équations le probleme thermique adapté a la simulation
du procédé de forgeage.

La suite du chapitre est entierement dédiée a la résolution numérique du probléeme thermique
instationnaire en présentant diverses techniques ayant chacune leurs spécificités et leurs limita-
tions:
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— L’approche classique Galerkin Standard munie de 1’élément fini linéaire tétraédrique P;
est la plus utilisée. Cependant, des oscillations numériques non physiques se produisent
lors du traitement de chocs thermiques. Afin de stabiliser ces chocs et respecter la condi-
tion de profondeur de pénétration, une technique de désynchronisation des pas de temps
mécaniques et thermiques peut étre combinée a la méthode de Galerkin en rajoutant de la
diffusion: c’est la thermique asynchrone (actuellement utilisée dans le solveur thermique
de Forge 3® monocorps) qui se révele efficace pour les problemes faiblement non linéaires
et tant que les chocs ne sont pas trop importants.

Basée sur la thermique asynchrone, la méthode de diffusion partitionnée semble mieux
appropriée, notamment pour les problemes fortement non linéaires, avec changement de
phases (simulation du procédé de la coulée de métaux).

— Rajoutant un terme stabilisant a la formulation originelle de Galerkin qui s’apparente
a de la diffusion artificielle, les méthodes stabilisées s’affranchissent des principales limi-
tations de I'approche Galerkin pour le traitement plus général des probléemes de convec-
tion/diffusion. Malgré de bonnes propriétés de stabilité, on a vu qu’elles pouvaient entrainer
des problemes de consistance liés a la non symétrie du systeme linéaire résultant.

— Enfin, les méthodes de Taylor Galerkin et de Galerkin Discontinue ressortent comme étant
les plus qualifiées pour notre étude du forgeage a chaud. Il a fallu pour cela introduire la
formulation mixte en température et en flux de chaleur du probleme thermique instation-
naire et se baser sur les travaux de [Pichelin 1998|] pour les combiner.

e Le chapitre 2 est consacré a la formulation mixte a deux champs du probleme ther-
mique instationnaire, en conservant 1’écriture distincte de 1’équation de la chaleur et de la loi
de Fourier. Nous avons vu que cette formulation en 7/7¢ est mieux adaptée pour résoudre les
problemes de diffusion pure et qu’elle permet de mieux représenter les gradients, en imposant
moins de dérivabilité aux champs inconnus. En vue de résoudre ce probleme thermique, nous
avons par la suite modifié deux modeles numériques, le schéma TGD (interpolation Py/Py +
développement Taylor explicite) et le modéle Gdimp (interpolation plus locale Py/P," + schéma
d’Euler implicite), pour qu’ils puissent s’adapter au procédé de forgeage.

En les validant sur des cas analytiques (purement thermiques), nous nous sommes apergus
qu’ils étaient mieux appropriés que l'approche Galerkin standard et tres robustes en absor-
bant naturellement les chocs thermiques méme particulierement violents, avec cependant une
meilleure précision et un temps de résolution plus court pour le modele implicite. En effet :

— Les principales limitations du schéma TGD proviennent du choix de son schéma d’intégra-
tion temporelle a caractere explicite qui le contraint a prendre de petits pas de temps,
faisant ainsi accroitre les temps de calculs et de sa trop grande sensibilité au raffinement
du maillage. D’autre part, une mauvaise estimation de la température découle du cas test
en flux imposé.

— Le Gdimp est une amélioration du TGD avec une estimation plus précise du flux in-
connu & 'aide d’une interpolation plus locale P0+ (et donc une estimation plus précise de
la température) et en lui affectant un schéma d’Euler implicite qui lui confere une plus
grande souplesse dans le choix du pas de temps (donc un modele plus rapide).

e Le chapitre 3 poursuit la résolution du probleme thermique mixte instationnaire en
introduisant le nouveau modele proposé, la formulation Mixte continue P;/P;. L’élaboration
de notre formulation a d’abord été longuement évoquée avec ’écriture de toutes les équations
constituant le probleme faible et discret, I'utilisation de la méthode des éléments finis mixtes
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(linéaires Pj), le choix du schéma d’intégration temporelle (le schéma Dupont implicite), une
méthode de résolution itérative (la méthode de gradient conjugué préconditionné) et la gestion
non triviale des conditions aux limites thermiques.

Cette formulation a ensuite été correctement validée sur une série d’applications simples
munies de solutions analytiques et de solutions numériques (GS asynchrone, TGD et Gdimp).
L’étude comparative résultante, sur des tests purement thermiques, a suggéré qu’elle était la
plus fiable en offrant le meilleur compromis entre la précision et le temps de calculs. Cependant
le jeu des parametres de la simulation (données du maillage, du pas de temps mécanique, des
conditions initiales et aux limites) doit rester cohérent pour éviter I'apparition d’oscillations non
physiques en respectant les conditions de profondeur de pénétration.

e La résolution numérique du probléme thermomécanique couplé fait I'objet du dernier
chapitre: description de la formulation utilisée pour le cas du forgeage a chaud, résolution
du probléme mécanique mixte en vitesse/pression (P;"/P;), analyse du couplage faible entre
le probleme mécanique et thermique, avec la prise en compte dans les équations thermiques
des termes d’origine mécanique (source de chaleur et frottement) et vice-versa (écrouissage
dépendant de la température).

Enfin, la validation de la formulation Mixte continue s’est poursuivie sur des cas académiques
de forgeage et sur des applications industrielles, montrant notamment la gestion satisfaisante
du phénomeéne d’auto-échauffement et de frottement au cours du processus de déformation de
la piece. Ces dernieres simulations nous ont donc permis d’établir une estimation encourageante
du champ de température, en tout point de la piece. Toutefois, on peut noter une estimation
moins précise de la température pour les modeles discontinus (TGD et Gdimp), particulierement
dans les zones de contact bien que les échanges thermiques conductifs sont correctement pris en
compte.

Perspectives

Malgré ces résultats encourageants, beaucoup de points restent encore a éclaircir. C’est
pourquoi, il serait intéressant d’approfondir les validations des trois modeles sur des problemes
expérimentaux et des cas industriels plus renseignés et plus complexes, et surtout d’améliorer la
formulation Mixte continue:

— On a vu que notre formulation reste stable tant que le jeu de parametres (taille de maille,
pas de temps, conditions initiales et conditions aux limites thermiques) utilisé est raison-
nable; autrement dit avec un choc thermique trés violent, il y aura apparition de fluctua-
tions spatio-temporelles des que le pas de temps est tres petit. Le TGD et le Gdimp sont,
dans ce cas, beaucoup plus stables. L’idée de les coupler semble alors 1égitime en présence
de ce type de chocs. Pour activer le couplage Gdimp/formulation Mixte, plusieurs criteres
devront alors étre choisis, comme par exemple:

x un critere dépendant d’une valeur fixée du pas de temps mécanique,

* ou un critere dépendant d’une erreur de gradient de température,

x critere activé en début de simulation, la ou les chocs thermiques devraient étre
prépondérants,

x ou critere activé des qu'une partie du lopin est en contact avec ’outil.

— Pour réduire encore le temps de calculs, la version parallele de Forge 3@ serait conseillée.
La nouvelle formulation étant parallélisable, peu de modifications seront nécessaires. Par
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contre, si nous nous orientons vers un couplage des modeles thermiques, ou simplement
vers 'utilisation de I'un des deux modeles Galerkin Discontinu, un plus gros travail de pro-
grammation devra étre effectué, essentiellement a cause des inconnues définies non plus
aux noeuds mais par élément.

L’ensemble de notre travail concerne I'amélioration de 1’équilibre thermique du logiciel
Forge 3® séquentiel monocorps, avec uniquement la prédiction de 1’évolution thermique
du lopin et la supposition d’outils indéformables. Depuis, une nouvelle version commer-
cialisée, beaucoup plus réaliste, a vu le jour: c’est la version multicorps développée par
[Barboza 2004] et [Terzolo 2004] permettant de suivre a la fois les évolutions thermiques et
les déformations aussi bien dans le lopin que dans les divers outillages devenus déformables.
C’est [Terzolo 2004] qui s’occupa de la résolution thermique en modifiant ’approche Ga-
lerkin standard au cas multicorps. Cela serait donc intéressant d’intégrer nos trois modeles
dans cette nouvelle version. Bien sir, il faudra adapter les équations, notamment en tenant
compte du terme de couplage entre les deux matériaux, au niveau de l'interface de contact
multicorps.

Dans le cas du processus de forgeage & chaud, la température de la piéce va fortement influer
la température des outils et inversement : il y a donc couplage entre les deux matériaux,
avec indéniablement un couplage fort (besoin d’introduire une méthode maitre-esclave
basée sur les éléments de contact). Ces échanges multicorps sont de deux types, avec
d’abord la prise en compte de la contribution provenant de la conduction entre les deux
corps et celle du terme provenant du frottement entre les deux corps déformables.

En évoquant I'idée du critere sur l'erreur du gradient thermique, on pourrait également
envisager a plus long terme un remailleur thermique adaptatif basé sur un estimateur d’er-
reurs en gradient thermique. En effet, pour éviter le choc thermique, on pourrait considérer
le raffinement de maillage en introduisant un maillage thermique différent du maillage
mécanique. La ou les chocs thermiques seront importants, on pourrait découpler les struc-
tures de maillages mécanique et thermique. Le maillage thermique sera alors considéré
comme un raffinement du maillage mécanique, dans les zones de chocs thermiques. Bref,
cette étude peut, a elle seule, faire I'object d’une these en considérant les étapes suivantes :

x recherche d’un critere de raffinement en fonction du gradient thermique calculé sur le
maillage mécanique. La littérature étant assez riche dans ce domaine, on pourrait par
exemple s’inspirer des travaux de [Lewis et al. 1991], [Chambarel-Pumborios 1992]
[Franca-Haghighi 1994], [Pelletier et al. 1994], [Papastavrou-Verfirth 2000] et
[Probert et al. 1992].

x adaptation du mailleur pour générer des sous mailles dans les zones ou le critere est
atteint : remaillage anisotrope dans la direction du choc thermique [Prax-Sadat 199§],
[Murthy-Mathur 1998, [Gruau 2004].

x a chaque pas de temps, transfert des informations entre mécanique et thermique pour
le calcul couplé [Bousseta 2005].

x adaptation au calcul parallele: décomposition judicieuse entre les domaines ther-
miques et mécaniques [Terzolo 2004, Barboza 2004].
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Annexe A

Schéma de discrétisation temporelle
a trois pas de temps

On se propose de détailler les calculs nous conduisant au systeme différentiel (1.47). En combi-

nant les expressions ((1.39)) et (1.40)), le systeme (1.32)) prend la forme:

C < ﬁlTn—l + ﬁ2Tn VITn + 72Tn+1

Ay At ) + K (a1Th—1+ aoTy + asThi1)

& (C’YQ+K053) Thpr = @ — K(anTha + a2Th) — C(

BlTnfl + B2Tn ’YlTn
Aty

Aty Aty

1 ﬁlTn—l + ﬂQTn ’YlTn
& P, = — — K(anT,— T, — C
n+1 o3 |:Q (041 n—1 1+ 02 n) ( Atl Atg
avec P la matrice définie par P =C e + K.
a3 Atg

& Pl = Ozi |:Q + (C 12 —P> (alTn_1+a2Tn) — C(
3

B1T—1 + BTy 71Ty
ag Atgy

Aty Aty

* a1 Y2 B a2 B2 gh!
< PT = C -\ T, _ _ T,
Q + |: (043 Atg At1> 1t <Oé3 AtQ Atl At1> :|

a1 72 B a2 B2 T .
E t = —— et = — — btient final t:
n posant Ko i " A M oAty " At~ Ag, O obtient finalemen
PT* = Q + C(/i() Th—1+ k1 Tn) (A1)

Remarque A.1 Avec Aty = Ats, on obtient:

=72

pr=-Fr=7—1

a1 +as+az3=1 (A'2)
04225—2061—’72

043:041—§+’Y2
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Annexe B

Schéma Taylor (Galerkin appliqué au
probleme scalaire 1D de convection

Pour résoudre 1’équation (B.1) avec a une constante positive,
Ut = Q Uy (B.1)
trois techniques d’approximations temporelles vont étre abordées avant de pouvoir appliquer la

formulation Galerkin qui permettra d’obtenir I’écriture compléte de ’équation discréte.

B.1 Technique basée sur un pas de temps ”arriére” (explicite)

La discrétisation de la dérivée temporelle s’exprime par un schéma d’Euler tel que:

ur = Tt_ = au® (B.2)

Autrement dit, on aura recours a l'utilisation du développement de Taylor explicite pour u; &
I'instant n:

2 3
t
u" Tl = ™+ Atul + 5 Uk Uit oAt
untt — At At?
Uy = 0% Uy
ou (B.4)
Uttt = a? (ut):mv
En combinant (B.3) et (B.4) dans I’équation (B.1)), on aboutit :
n+1 _ n 2 Atz 2 At
- e () = aul
2 2 n+1 n 2
a® At U —u a® At
& (1— 5 am) <At> = au) + 5 ur (B.5)

En appliquant la formulation Galerkin a 1’équation (B.5) grace & l’approximation locale
suivante :

U(:C,t) = Z ¢](x> Uj(t)ﬂ (B'G)
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nous en déduisons I’équation de Galerkin qui s’écrit :

2At2 2At2
<<1_a G 8133) (Ut U™ — a AtU? — CLQng,¢z‘> =0 Vi (B.7)

avec < u,v > la notation du produit scalaire dans L?. En choisissant de prendre des fonctions
d’interpolation linéaires (¢; € P1) et une taille maille h uniforme, I’équation 1) discrete se
met sous la forme suivante avec comme parametre nodal U :

1 n n n 1 n
(1450 -CHPIU;T -Uf) = CAU} + 5 C°0°U] (B8)
At
C = o=
“
1
avec AgU; = 5(UJ‘H_UJ&) (B.9)
§2Uj = Uj_l—QUj—l-Uj_H

Le schéma (B.8)) est appelé le schéma Taylor Galerkin explicite, noté ETG et il est d’ordre 3 en
précision.

B.2 Technique basée sur un pas de temps ”saute-mouton”
(leap-frog)

La discrétisation de la dérivée temporelle s’exprime par un schéma de différence finie centrée :

un+1 o un—l
Deux développements de Taylor sont donc nécessaires pour utiliser cette discrétisation centrée :
At? At?
u" = w4 At + 5 uy + 5 ult, + O(Ath)
(B.11)
At? At?
u" =t — At + — Uy — 5 ull, + O(Ath)
un+1 _ un—l AtQ
uy = 5 A: -5 Uiy (B.12)
a2 At2 un-i—l _ un—l
2 AtQ
<<1—a c am> (untt —ynty — 2aAtU;‘,¢Z-> =0 Vi (B.14)

En utilisant les fonctions de base linéaires, le schéma de Taylor Galerkin leap-frog, noté
LFTG, se met sous la forme (B.15)):

1 n n— n >
[1+6(1—C’2)52}(Uj+1—Uj N = 2CA U} V) (B.15)

C’est un schéma précis a ’ordre 4 et stable si C' < 1.
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B.3 Technique basée sur un pas de temps de Crank-Nicholson

La discrétisation se fait par un schéma standard de Cranck-Nicholson :

un—f—l n

—Uu

1 +1
z 7 n n 1
A7 5 a(ul +ul™) (B.16)

avec l'utilisation des développements de Taylor suivants :

At? A3

W= At + Tu?t + Tuzt + ..

(B.17)
At? A3
Un = Un+1 — At ’LL?J’_l + T U’Zj_l — T U?t—ti_l +

N §(u?+u?+ )+7(UZ%—U§§+)+6(U%5+UZ?) (B.18)

utl —yn a a? At a? At?
Ry = gt uptt) + 1 (e — uih 15 Oea(u + uptt) (B.19)

n+l1 _ . n

En posant  — (u} +u}™) = UT I'équation (B.19) prend la forme: (B.20)

a? At? uttl —yn a a? At?
1 - ) n+1 n n+1 B.21

Pour V1, on a:

2 2 2 2
((1- 5550 @t —vmy - SR o) - SRR W+ U 6) =0 (B2

C’est le modele Taylor Galerkin Crank-Nicholson, noté CNTG.
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Annexe C

Analyse de sensibilité des
parametres k, p et ¢ sur la solution
numérique TGD ”forgeage”

Pour compléter I'étude de sensibilité traitée a la page [74] du chapitre 2, nous rajoutons dans
cette Annexe, 'estimation de 'erreur TGD ”forgeage” déduite de I'ensemble des tests récapitulés
dans le tableau 2.91

e Dans les tableaux [C.1] [C.2] et [C.3], nous avons calculé ’erreur moyennne TGD pour ’en-
semble de ces tests, d’abord en fonction de la conductivité k, puis de la densité p et enfin de la
capacité calorifique c.

k=1 k=5 k=10 k=15 k=20 k=30 k=50

erreur TGD | 0,15% 2,53% 4,07% 4,96% 558% | 6,45% | 7,47%

TaB. C.1 — Erreur moyenne du schéma TGD en fonction de la conductivité k.

p=1000 | p=2500 | p=5000 | p="7800 | p=10000 | p= 15000

erreur TGD | 8,83% 7,34% 5,92% 4,96% 4,42% 3,52%

TaB. C.2 — Erreur moyenne du schéma TGD en fonction de la masse volumique p.

c=10 c¢=100 c=200 c¢=300 c=360 c¢=500 c¢=1000

erreur TGD | 8,24% 7,62% 6,22% 5,35% 4,96% 4,25% 2,7%

TAB. C.3 — Erreur moyenne du schéma TGD en fonction de la capacité calorifique c.

e Nous représentons les diverses courbes de ’erreur TGD obtenues en faisant varier a tour
de role la conductivité k (figure [C.1(a))), puis la densité p (figure [C.1(b)) et enfin la capacité
calorifique ¢ (figure [C.1(c))).
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Annexe D

Modele spatio-temporel combiné a
I’élément P/ Py

D.1 Principe

Il s’agit d’'un modele ”découplé” en espace et en temps pour lequel l'intégration spatiale
est du type Galerkin Discontinu utilisant des éléments finis Py/ POJr en température/gradient de
température. L’intégration temporelle, quant a elle, utilise des éléments finis discontinus Py en

temps, plus précisément une interpolation constante par tranche temporelle |¢;, t;11[. Autrement
dit, ce choix recouvre deux approximations:

— une interpolation constante par rapport aux variables d’espace x :
—
TeP(K) et VTeP (K),
— une interpolation discontinue constante par rapport au temps t:
—
T e PO(]tiuti—i-l[) et VT € Po(]ti,ti+1[).

On peut donc introduire espace d’approximations W tel que:
Wit = {wh € L*(), wy i € Po(K"), K' C Q;f}

Bien évidemment, comme pour 1’évaluation des dérivées spatiales, la dérivée temporelle de
la température ne pourra étre définie au sens fort puisque la fonction 7' n’est pas continue sur
I'intervalle ]0,¢[. Il faudra donc I’évaluer dans un sens plus faible, celui des distributions sur
I'espace Qgr.

D.2 Discrétisation de I’équation de la chaleur avec une formu-
lation espace/temps

Rappelons, tout d’abord, le probléme thermique instationnaire régi par I’équation de la cha-
leur a laquelle on associe des conditions initiales et aux limites:
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Trouver T'(x,t) tel que pour V(z,t) € Qx]0,tf]

( 8({)1: + W.ﬁ—i—kdiV? = plcw sur  Qx]0,t¢[
7+ VD =0 sur Qx]0,ts] D.1)
T(x,0) = Tp(x) sur Q x {0}
T(xt) = g(xz,t) sur  02x]0,t¢]

ou t; représente la durée totale du processus thermique étudié, k la diffusivité thermique du
milieu 2, Ty une fonction connue dépendant uniquement de la position du point matériel et
g(x,t) une fonction donnée dépendant de la position = et du temps t¢.

—
En définitive, la discrétisation de I’équation de la chaleur, sous sa forme mixte 7'/VT, a l'aide
de la méthode des éléments finis espace/temps (Py/ P, en espace et P en temps) est obtenue a
partir des équations traitant de la discrétisation :

— du terme de dérivation temporelle
oTy,

= |K| (T — Tt U T =T i D.2
At |Kxtstinn |K| (Tk x ) ou T h| K (D.2)
— du terme de convection
R )
TV kgt = —(ti—t) Y [Tik / (v.7)" ds
FeoK F (D.3)
avec [Tilk = T}'(—TI"((F)
— du terme de diffusion
Vo kst = (tipi—t) Y wThr |FI g
FedK
D.4
avec = - T Y =
R KRR 4 K ()

— du terme de dissipation

N-1 ti1
(dn,p)ay = >, D / /Ku';gon dt Ve e D (D.5)
t;

i=0 KCQ
Comme I’énergie dissipée w est supposée constante sur I’élément spatio-temporel, de valeur
W
N-1
(i p)ase = D, Y g [K| (tig1 — ;) (D.6)
=0 KC Qh

En choisissant de prendre ¢ parmi les fonctions de base de I'espace W, on en déduit une
évaluation locale du terme source:

thKX]tivtiJrl[ = wi( |K| (tig1 — i) (D.7)
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Finalement, en combinant les quatre termes discrétisés ci-dessus, nous pouvons écrire le bi-
lan de la discrétisation spatio-temporelle de I’équation de la chaleur (FPp/ P(T en espace et Py en
temps) :

Etant donné T};l, trouver Tk tel que pour tout K¢ € Q5! le systéme suivant soit vérifié:

K| (T Ti") = (=) > (Ti—Tir) [ (7.7) ds
FedK F
+ k(i —t) Y quF |F| 7w 7wK|K| (tit1 — 1) (D.8)
FeoK

; D|F| 7'k
—>1 %
Tr = (T = Tie(p)) T

K KOORI K] 4+ |K(F )I

Si I’on considere des intervalles de temps constants de longueur At et si I'on affecte la valeur opti-

1
mal au facteur de formes w = T [Batkam-Coupez 2001] en déduisent une expression équivalente :

Etant donné T;{At, trouver T, qui vérifie pour tout K x]t,t + At[€ Q-

1 1
— (Tt _thAt o Tt _ Tt / = )
At(K K ) K| FGZGK(K K(F)) F(U n)” ds
k DI y (D.9)
. T Tt — Wy
i) 2 T~ Tiew) TRT L IKET ~ pe

C’est sous cette derniere forme que [Batkam-Coupez 2001] choisissent de résoudre numérique-
ment leur probléme thermique.

Les méthodes de résolution sont les mémes que celles utilisées pour résoudre le modele
Gdimp: il s’agit soit de la méthode itérative de Jacobi (ou Gauss-Seidel), soit de la méthode de
type gradient conjugué.
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Annexe E

Test de compression du cylindre
Aubert & Duval

E.1 Loi rhéologique point a point

La rhéologie est une loi thermo-écrouissable définie point par point, c’est a dire que la
contrainte o dépend de &, de & et de T tels que:

£=05 | =1 | =15 | =2 | £=25 | £=3
£=0,01 | 2579 257.9 257.9 257.9 257.9 2579
£=10,03 293 293 293 293 293 293
£ =0,1 337.9 337.9 337.9 337.9 337.9 337.9

TaAB. E.1 — Valeurs du fluz des contraintes pour une température T = 600°C et 900°C.

£=05 | =1 | =15 | =2 | £=25 | £=3
£=0,01 | 1855 185,5 185,5 185,5 185,5 185,5
£=10,03 211 211 211 211 211 211
£ =0,1 2433 2433 2433 2433 2433 2433

TaB. E.2 — Valeurs du flurz des contraintes pour une température T = 950°C.

F=05 | =1 | =15 | =2 | £=25 | £=3
£=0,01 | 137.2 137,2 137,2 137,2 137,2 137,2
£=10,03 | 1558 155,8 155,38 155,8 155,8 155,38
£ =0,1 179,3 179,3 179,3 179,3 179,3 179,3

TaB. E.3 — Valeurs du flux des contraintes pour une température T' = 1000°C'.

F=05 | =1 | =15 | =2 | £=25 | £=3
£=0,01 | 1034 103,4 103,4 103,4 103,4 1034
£=0,03 | 1179 117,9 117,9 117,9 117,9v 117,9
£ =0,1 135,8 135,8 135,38 135,8 135,8 135,8

TaB. E.4 — Valeurs du flux des contraintes pour une température T' = 1050°C et 1200°C'.
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E.2 Loi thermique point a point

La conductivité & , la densité p et la capacité calorifique ¢ ne sont plus des constantes mais
des fonctions dépendant de la valeur de la température T :

Conductivité k | Masse volumique p | Capacité ¢

T =20°C 11,6 8230 430
T =200°C 14,2 8171 473
T = 400°C 17,2 8098 521
T = 500°C 18,7 8062 546
T = 600°C 20,5 8019 571
T =1700°C 22,3 7974 598
T = 800°C 23,7 7924 624
T = 900°C 25,6 7870 651
T =1000°C 27,5 7817 681
T =1200°C 31,5 7733 748

TAB. E.5 — Valeurs des données du matériau en fonction de la température.
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Résumé

La prise en compte de la thermique couplée au modele mécanique continue a poser des
défis a la modélisation numérique, et plus particulierement lors de la simulation du procédé
de forgeage a chaud (déformations importantes de la piece chaude au contact d’outils plus
froids). Cette thématique d’actualité encore peu ou mal traitée dans les codes de calculs clas-
siques (présence de problémes de stabilité et de convergence dus aux fortes non linéarités des
modeles thermomécaniques) nous améne & mettre au point une méthodologie numérique sa-
tisfaisante de I’équilibre thermique en vue de simuler un tel couplage, avec un bon compromis
entre la précision de I'estimation du champ de température et le temps de résolution. Ainsi,
trois modeles numériques sont introduits et intégrés dans le code éléments finis Forge 3@,
tous basés sur une formulation mixte & deux champs en température/flux de chaleur pour
décrire le probleme thermique instationnaire.

— Deux modeles basés sur la méthode de Galerkin Discontinue et 1’élément fini constant
P, sont d’abord présentés :

% le schéma explicite Taylor Galerkin Discontinu (TGD) associé a des éléments finis
mixtes discontinus Py/Py et & un développement de Taylor explicite,

* le modele Galerkin Discontinu Implicite (GDIMP), notre premiére méthode qui
est une amélioration du schéma TGD avec une formulation plus précise pour 1’es-
timation du flux (éléments finis mixtes Py/P;) et une convergence plus rapide
(schéma d’Euler implicite).

— Notre nouvelle formulation, la formulation Mixte continue basée sur I’élément fini mixte
linéaire P;/P; et sur un schéma temporel implicite.

Tout au long de ce travail, ces méthodes numériques sont décrites, évaluées, validées (so-
lutions analytiques ou résultats expérimentaux) comparées et soumises a des discussions
critiques quant a leur efficacité et leur robustesse.

Mots-clef: résolution probleme thermique instationnaire, formulation mixte, Galerkin
Discontinu, éléments finis mixtes linéaires, schéma temporel implicite, choc thermique.

Abstract
Many challenges and difficulties persist in the numerical simulations, and particularly during
hot forging processes simulation, when strong thermomechanical couplings must be taken into
account. But this thematic is still few or badly treated with the classical softwares (problems
of stability and convergence due to large nonlinear thermomechanical couplings). Therefore,
this work mainly consists in the improvement of a solving methods for the thermal problem
with a good compromise between the precision of the temperature field and the calculate
time. For this study, three numerical methods are implemented in the Forge 3® finite element
software. They are based on a mixed formulation with two fields, temperatre/heat flux, to
describe the unsteady thermal problem.
— Two models based on the Discontinuous Galerkin method and the Py constant finite
element are firstly presented :
* Explicit Taylor Discontinuous Galerkin (TDG) with a mixed finite element Py/ P,
and an explicit Taylor expansion,
* Implicit Discontinuous Galerkin model (GDIMP) : our first improved TDG method
with a more local formulation for the flux estimation (interpolation Py/FP,;") and
a farther convergence (implicit Euler scheme).
— Our original formulation, the Mixed Continuous Formulation based on the linear mixed
finite element P;/P; and an implicit time integration.
These three numerical models are described, evaluated, validated (analytical solutions or
experimental results) and compared with a serious and critical discussion (define the most
appropriate, robust and efficient method for the hot forging process simulation).

Keywords : unsteady thermal problem, mixed formulation, Discontinuous Galerkin,
continuous mixed finite elements, implicit time integration, thermal shock.
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