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BOUCLAGE DE SORTIE
ET
OBSERVATEURS

VINCENT ANDRIEU

Présentation Cette these est construite autour de deux sujets, proches 'un de 'autre,
mais traités séparément. Le premier probleme abordé concerne la synthese des bouclages de
sortie d'un point de vue général. Le second traite d’'une méthode particuliere de construction
d’observateurs.

La littérature actuelle concernant le bouclage de sortie est riche de travaux épars, sans
liens apparents, qui permettent de concevoir des bouclages de sortie pour de nombreux
systemes. Il est difficile pour le profane ou I'ingénieur de se retrouver dans les méandres de
ces résultats. L’objectif de la premiere partie de cette these est donc double, dans un premier
temps nous classifions et donnons pour la synthese de bouclage de sortie des principes certes
généraux, mais qui restent loin de I'application. Dans un second temps, en se restreignant aux
systemes triangulaires nous donnons de la matiere a ces regles générales, ce qui nous permet
de constater au passage que des contraintes jusque la imposées peuvent étre relachées.

Notre étude concernant la synthese d’observateur est basée sur de récents travaux qui
traitent de l'extension des observateurs de Luenberger aux systemes non-linéaires. Notre
contribution réside dans ’extension de cette méthode a une classe plus générale de systemes
et par la mise en lumiere des procédés de synthese de cet observateur.
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Premiere partie

Bouclage de Sortie






RESUME DE LA PARTIE BOUCLAGE
DE SORTIE

Chapitre 1 Dans ce chapitre, nous formalisons le probleme de bouclage de sortie. Nous
donnons ensuite un premier apercu des difficultés que nous rencontrons pour résoudre ces
problemes. Enfin, nous introduisons les deux grandes classe de méthode permettant d’obtenir
un bouclage de sortie : I'erreur de commande et 1'erreur de dynamique.

Chapitre 2 et 3 Dans ces chapitres nous formalisons ces deux grandes classes de
méthode nous permettant de synthétiser des bouclages de sortie. Ces techniques introduites
de facon abstraite et conceptuelle permettent une relecture, une classification et une compa-
raison des résultats publiés sur le sujet. Ce point est pourtant a peine abordé vu I'étendue
et la diversité de ce qui est disponible. Cette présentation permet aussi d’observer que des
voies possibles n’ont pas recu d’attention ou que bien qu’intéressantes conceptuellement,
elles menent a des difficultés insurmontables aujourd’hui.

Chapitre 4 Pour étre plus constructif, les idées développées précédemments sont mises
a profit dans ce chapitre pour présenter un résultat nouveau du fait qu’il s’applique a des
systemes a déphasage non-minimal, mais aussi du fait qu’il met en exergue I'intérét d’utiliser
d’autres méthodes d’analyse. Nous étendons alors ces résultats au probleme de la poursuite.

Avertissement Pour que le lecteur ait le moins de doutes possibles sur ce que nous
pouvons sous-entendre dans le texte qui suit, nous donnons en Annexe A.1.1 un précis de
notations et de terminologie et en Annexe A.1.2, nous faisons des rappels sur la stabilité






Chapitre 1

Introduction

1.1 La problématique

Nous considérons un systeme dynamique commandé de la forme :
= f(z,u) |, y = h(z) (x,y,u) € R" x RP x R™ | (1.1)

ou f :R*"xR™ — R" et h : R" — RP sont des fonctions localement Lipschitziennes, x est
I’état, u est la commande et y est la seule mesure accessible. Nous considérons le cas ou le
systeme (1.1) admet un point d’équilibre. Nous appelons origine ce point que nous prenons
comme 0 de nos coordonnées. Ainsi nous avons,

f(0,0) = 0. (1.2)

Nous cherchons a analyser de facon synthétique les méthodes permettant d’élaborer une loi
de commande stabilisant 'origine du systeme (1.1) a partir de la connaissance de la mesure
du systeme y. Plusieurs types de lois sont possibles; nous nous limitons ici au bouclage de
sortie dynamique stationnaire.

1.2 Formulation du probleme

1.2.1 Bouclage de sortie dynamique et stationnaire

Un bouclage de sortie dynamique et stationnaire est caractérisé par un triplet (¢, w,v)
ou ¢ est un entier, w : R?P x R? — R™ et v : R? x R? — R? sont des fonctions localement
Lipschitziennes. Ce triplet définit une loi de commande de la forme :

u = w(y,w) |, w = viy,w) w e R7. (1.3)
L’objectif est alors :

Objectif 1 (Objectif Général) Etant donné I, C R™ un fermé, trowver un entier q, des
fonctions localement Lipschitziennes w : RP x RY — R™, v : RP x RY — RY et Z,, un fermé
de RY tels qu’il existe M, un compact de R tel que {0} x M,, CR" x RY est un ensemble
asymptotiquement stable pour le systeme :

{ i = flo,w(hz),w)

i = v(h(z).w) , (z,w) € (R" x R?) (1.4)
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avec un bassin d’attraction A contenant T, X T,,.

Remarque 1 :

1. En autorisant M, a étre un ensemble non réduit & un point unique, nous ne deman-
dons pas la convergence vers l'origine de la composante w des solutions de (1.4) mais
seulement leur bornitude.

2. Le role joué par le fermé Z = 7, x Z,, dans ce probleme est celui de contenir les
conditions initiales du systeme (1.4). Lorsque Z est R™ x R? tout entier, cela signifie
que nous n’avons aucune connaissance a priori des conditions initiales du systeme et
que nous ne restreignons pas celles du controleur. Le probleme de stabilisation est dit
"global” dans ce cas.

3. Le cas ou nous imposons que Z, soit un compact mais quelconque correspond au
probleme de stabilisation semi-globale.

Pour la plupart des résultats connus, nous nous placons dans un cas ou A,, la projection
de A sur la composante x, est R" tout entier. Bien que ceci va alourdir la suite de la
présentation, nous avons préféré introduire cet ouvert A, plutot que de passer au cas R”
pour attirer I'attention du lecteur sur le fait que le bouclage de sortie repose sur un mécanisme
qui fait que les solutions du systeme bouclé ne franchissent pas la frontiere de A,.

1.2.2 Des difficultés apparentes
Le principe de séparation ne fonctionne pas pour les systeme non-linéaires

Dans la suite de ce document nous décrirons de facon précise ce que sont les observateurs
et comment construire un bouclage de sortie a partir de ceux la mais des a présent nous
pouvons exhiber les difficultés provoquées par le fait que le principe de séparation n’est
pas valide pour les systemes non-linéaires. Dans de bonnes conditions ou nous avons un
bouclage d’état et un observateur d’état qui nous donne une bonne estimation de 1’état (=
erreur d’estimation tend vers 0) tant que la solution existe, le probleme essentiel est celui de
garantir justement que la solution du systeme en boucle fermée n’explose pas. En d’autres
termes il ne suffit pas, comme selon le principe de séparation, de faire un bouclage de sortie
a partir d'un controleur et d’un observateur. Ceci ne marche que si en plus nous savons
garantir la bornitude des solutions (ou qu’elles restent dans I’ensemble A, ou le bouclage
d’état est bien défini). Une illustration de ce fait est donnée par 'exemple suivant, proposé
par Kokotovic dans [40] :

.’i’l = —.T1—|—.’L'21'2—|—U ,
{ . 5 ! , Yy = 1. (1.5)
Ty = —Ta+ X7,
Le bouclage u = —x2% est un bouclage d’état globalement asymptotiquement stabilisant.
De plus,
W= —w + y (1.6)
est un observateur de z,. En effet
To —wW = —(T9 —w) (1.7)

10
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L’erreur d’estimation est donc exponentiellement déroissante le long des solutions et cela
quelque soit la commande u pour le systeme.
Pourtant avec le bouclage de sortie :

w o= —w+y* u = —wy® . (1.8)
le systeme en boucle fermée a des solutions qui explosent en temps fini. Par contre pour
toutes celles qui sont bornées nous avons la convergence de (x1, x5, w) vers 0. Nous avons
aussi que (0,0,0) est asymptotiquement stable, mais pas globalement, comme le donnait le
bouclage d’état.

A noter tout de méme que le systeme (1.5) est globalement stabilisable par le bouclage
de sortie statique staionnaire :

u = —4dx |z . (1.9)
2
En effet, la fonction de Lyapunov V(zy,z2) = |x1| + % donne le long des solutions du
systeme (1.5) :
S YIE 3
V(ZL‘l,fL'Q) S —|ZL'1| — Zlg . (110)

Cas d’un systéme non-observable uniformément par rapport a la commande

Dans ce document nous ne considérons que les systemes stabilisables par bouclage de
sortie stationnaire. En d’autres termes, les fonction @ et v ne dépendent pas du temps (sauf
mention du contraire). Il existe cependant certains cas ou cette restriction ne permet pas de
définir de bouclage de sortie stationnaire. Considérons, par exemple, le systeme suivant sur
R étudié par Coron dans [17] :

T =u |, y = z°. (1.11)

L’origine du systeme (1.11) n’est pas stabilisable asymptotiquement par un bouclage de
sortie dynamique et stationnaire. La difficulté vient ici du fait que le systeme (1.11) n’est
pas observable uniformément par rapport a la commande depuis la mesure y. En effet les
dérivées successives de y donne :

y =1 Y =2uzx , i = 2ux + 2u* (1.12)

Ainsi pour u = 0, ce qui est désiré a 1’équilibre, nous ne pouvons pas connaitre le signe de
x. Par des arguments de topologie algebrique nous démontrons en annexe A.2.6 que pour ce
systeme, le probleme, tel que nous ’avons posé dans la section 1.2.1, n’est pas soluble. En
fait, Coron a démontré dans [17], qu'il est possible de stabiliser I'origine du systeme (1.11)
par un bouclage de sortie dynamique mais dépendant du temps.

Cas d’explosion non observable

Il existe une obstruction a la possibilité de stabiliser certains systemes de facon globale
par bouclage de sortie dynamique. Elle est liée au fait que les trajectoires du systeme peuvent
exploser en temps fini (sortir de A, ) sans que ce phénomene soit observable depuis la sortie.
Ainsi, dans [61], a été mis en évidence une classe de systéme pour laquelle il ne peut exister

11
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de bouclage de sortie dynamique et continue qui résolve le probleme. Les systemes considérés

sont les suivants :
y=x,
i (1.13)

XIXZ—FU,

ol £ est un entier positif et ot Z = R? (nous sommes dans le cas global).

Comme il a été démontré par Mazenc et al. dans [61] ce systéme est stabilisable par
un bouclage de sortie dynamique et continu dans le cas ou ¢ est inférieur ou égal a deux.
Par contre des lors que celui-ci est supérieur ou égal a trois, il n’existe pas de solution au
probleme de stabilisation par bouclage de sortie dynamique et continu.

Dans le cas ¢ = 2 le systeme satisfait I’hypothese d’observabilité de la non bornitude des
solutions. Ce qui n’est pas le cas dans le cas ¢ > 3. Cette hypothese peut étre donnée de la
fagon suivante :

Hypothése 1 [Observabilité de la non bornitude] :

Il existe Uy : R™ x R, une fonction radialement non bornée définie positive et C* et
7v¢ une fonction de classe K telle que :

%(x)f(%w < Us(x) + 5 ()] + Jul) (1.14)
Cette hypothese signifie que si les trajectoires du systeme explosent en temps fini, alors
nécessairement u ou y explosent au meéme instant. Notons cependant que cette hypothese
n’est pas nécessaire a l’existence d’'un bouclage de sortie dynamique qui stabilise globalement
et asymptotiquement 1’origine.
En effet, considérons le systeme suivant :

F= —xtayga® , G= -y, (1.15)

Ce systeme n’est pas observable et pour u = 1 — y, toutes les solutions issues de x > 1,
explosent en temps fini. La dynamique en y étant exponentiellement stable, la composante
y de toute solution qui explose est bornée; il en est de méme pour u. Le systeme n’a donc
pas la propriété d’observabilité de la non bornitude. Pourtant v = —y est un bouclage de
sortie statique qui stabilise globalement et asymptotiquement 1’origine.

1.2.3 Autres problemes de stabilisation par bouclage de sortie

Comme cela est montré par les deux derniers exemples du paragraphe précédent, en nous
restreignant a des bouclages de sortie dynamiques et stationnaires de la forme (1.3) nous ne
pouvons résoudre le probleme du bouclage de sortie en toute généralité. Nous donnons ici un
bref résumé de formulations différentes du probleme de stabilisation par bouclage de sortie.

Stabilisation Locale

Le probleme de stabilisation locale signifie que la loi de commande implémentée sera
valide ”autour” du point d’équilibre mais sans spécifier a priori I’ensemble Z, des conditions
initiales. Le fait de se restreindre au cas local nous permet par exemple de supposer 1’ap-
proximation linéaire valide, et ainsi, d’utiliser les outils développés dans le cadre du bouclage
de sortie linéaire.

12
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Stabilisation Pratique

Ce probleme peut étre formulé comme suit :

Etant donné e strictement positif, trouver une loi de commande dépendant uniquement de la
mesure y telle que la composante x, état du systéme (1.1), des solutions du systéeme bouclé
entre en temps fini et reste dans le compact :

{z € R" : |z| < ¢} (1.16)

Dans ce cas on ne demande plus a stabiliser l'origine du systeme mais seulement un
compact contenu dans I'ensemble donné ci-dessus en (1.16). Bien évidemment, si 'on trouve
un bouclage de sortie qui résout le probleme posé dans le paragraphe 1.2.1, alors celui-ci
résout aussi le probleme de stabilisation pratique et cela pour tout e. La différence avec le
probleme de stabilisation est que le bouclage ne dépend pas de e.

1.3 Deux approches

Dans ce document, nous nous inspirons de la classification que Pomet a introduit dans
son mémoire de these traitant de la commande non-linéaire adaptative [66]. Cette classifica-
tion commence par une division des techniques permettant d’obtenir un bouclage de sortie
dynamique en deux familles :

1. Technique de ’approche directe et erreur de commande

Cette technique part de la connaissance d’une loi de commande stabilisante qui dépend
de I’état complet du systeme. Le bouclage de sortie dynamique a alors pour but de
directement reproduire ce bouclage d’état stabilisant. La technique repose alors sur
I'espoir que I'écart entre le bouclage d’état stabilisant et le bouclage dynamique de
sortie qui cherche a le reproduire ne provoquera pas d’instabilité. Elle nécessite donc
des propriétés de robustesse du systeme par rapport a une erreur de commande.

Bien qu’elle soit conceptuellement trés intéressante, il existe aujourd’hui que peu de
résultats théoriques suivant cette approche.

2. Technique de I’approche indirecte et erreur de dynamique

Cette technique est la plus fructueuse (au moins au niveau théorique). Elle peut aussi
étre appelée approche ”Observateur-Controleur”.

Elle passe par I'introduction d'un systeme dynamique annexe, dépendant de la mesure
y. Si son état converge vers celui du systeme donné, ce systeme constitue alors un
observateur. Pour obtenir cette propriété nous donnons a ce systeme la forme d’une
copie de la dynamique du systeme donné a laquelle est ajoutée un terme de correction
ayant pour but d’assurer la convergence. Dans cette approche, du point de vue de
I'observateur, le terme de correction est donc un bon terme. Mais du point de vue de
la commande il apparait comme une erreur de dynamique venant perturber le systeme
donné.

L’approche erreur de dynamique consiste donc a introduire une loi de commande qui
stabilise 1'origine de 1’état du systeme de l'observateur malgré la présence de cette
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perturbation. La propriété désirée pour les trajectoires du systeme donné est alors
obtenue de fagon indirecte du fait des propriétés de convergence de 1’observateur.

Le chapitre 2 regroupera différentes techniques de stabilisation par bouclage de sortie
apparentées a l'approche directe avec erreur de commande. Nous illustrerons cette stratégie
avec un exemple de stabilisation par bouclage de sortie appliqué a un probleme d’interception
exo-atmosphérique. L’approche indirecte avec erreur de dynamique sera l'objet du chapitre

3.
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Chapitre 2

Erreur de commande

Dans ce chapitre, l'interprétation d’une condition nécessaire va justifier la présentation
d’une premiere famille de bouclage de sortie reposant sur une approche erreur de de com-
mande.

2.1 Principe Général

2.1.1 Conditions nécessaires

En reprenant un argument de Prieur et Praly présenté dans [80], nous pouvons mon-
trer que l'existence d’un bouclage d’état stabilisant est une condition presque nécessaire a
I'existence d'un bouclage de sortie dynamique stationnaire stabilisant de la forme (1.3).

Supposons en effet qu’il existe un triplet :
(g € Nyw :RF xR - R", v : RP x R? — RY) (2.1)

ainsi qu'un compact M,, C R? telles que {0} x M, est un ensemble asymptotiquement
stable pour le systeme (1.4) de bassin d’attraction A contenant Z, X Z,,, ou Z,, est un compact
de R9.

D’apres le Théoreme de Lyapunov inverse [93], et [73, Chap. III, Cor. 3.256], il existe une
fonction V : A — R, propre et C*, telle que, pour tout (x,w) dans A,

oy oV
et, telle que pour tout (z,w) dans A,
V(ez,w) =0 & z=0,weM,. (2.3)

Soit A, I'ensemble des z tel que 'ensemble A, (z) = {w : (z,w) € A} est non vide.

Pout tout x dans A,, la fonction w — V(x,w) est continue, bornée inféricurement et
propre en w sur A, (z). Elle admet donc un minimum global en w. Soit ArgMin,¢ 4, () V (2, w)
I’ensemble des minimiseurs. Nous avons alors, pour tout z dans A, et pour tout ¢ dans
ArgMin,, e 4, () V(@, w) :

V(z,w) > V(z,v) Vo owe Ay(x)
2.4
Y aw) = 0. 0
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Nous pouvons associer a chaque x dans A, un ¢ dans ArgMin,,c 4, ,nV(7,w). Notons ce
choix ¥ (x) et introduisons la fonction U : A, — R, définie par :

Uz) = V(z,P(z)) . (2.5)
Nous avons :

Proposition 1 ([80]) Si il existe une sélectionp de ArgMin, e 4,V (%, w) qui est Holdérienne
d’ordre strictement plus grand que , alors la fonction U est une fonction de Lyapunov stric-
tement assignable point par point.

Preuve : Tout d’abord montrons que A, est un ouvert de R". Soit zy appartenant a A,.
Par définition, il existe wy dans RY tel que (zg,wp) est dans A. A étant un ouvert, il existe
e > 0, tel que Be(zg,wg) C A. Mais pour tout z dans B.(xg), (z,wp) est dans Be(xg, wp)
et donc dans A. De ce fait nous concluons que pour tout zy dans A, il existe € > 0 tel
que B.(zg) est dans A, ce qui montre que A, est un ouvert de R™. De méme nous pouvons
montrer que A, (x) est un ouvert de R?.

A, étant un ouvert, ¢ étant Holdérienne d’ordre strictement plus grand que % il existe
un réel strictement positif € tel que pour tout x dans A, nous pouvons trouver c et hy tels
que By(z) € A, et :

V(e + k) — vl _
vaul -
En utilisant (2.5), on trouve :

U(z+ hv) — U(x) V(x + hv,Y(z + ho)) — V(z,¥(x + hv))

c|h| Vh < ho, ¥Y|v|=1. (2.6)

" h
_ V(z ¢+ hw)) = V(z,¢())
h
= (/0 g—z(:c+shv,w(x+hv))d3)v
) (/ B (2 10) sl )~ w<x>]>ds) e

Mais, (2.4) donne :

oV

5 (& V(@) + sl + ho) =4 (2)]) = (U2 +hv) - (@)

Y ( IV o) + stloe + ho) —w<x>1>dt) |

8w2
Ainsi :

Uz + m;L) ~U() _ (/1 g_);(x + sho, d(z + hv))ds) v — (@/)(J:Jr h\z/))ﬁ— w(x))T

(/ / S53 (@ Y(@) + stz + hv) — ¢(x>])dtds>

(x + hv) — ()
N :
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Avec (2.6), nous pouvons passer a la limite lorsque h tend vers 0 pour conclure :

ou oV
So(@) = o v(a) 27)

Ce qui prouve que U est C'. Du fait (2.2) et (2.4), nous avons alors :

ou

S @) f (o w(h(@), 6(@) < ~Ua) (28)

Donc, sous ’hypothese supplémentaire qu’il existe une sélection ¢ Holdérienne d’ordre

strictement plus grand que ;5 1 cette équation nous garantit que la fonction :

¢(z) = w(h(z),d(x)) (2.9)

définit un bouclage statique d’état stabilisant I'origine du systeme (1.1).

Nous avons de cette fagon mis en évidence que I'existence d’'un bouclage d’état stabilisant
I'origine du systeme est une condition presque nécessaire a la résolution du probleme de
bouclage de sortie.

2.1.2 Interprétation : changement et erreur de commande

Avec U définie en (2.5), V se décompose sous la forme :

V(z,w) = Ulx) + (w— ()" Mz, w) (w— (),
—— ~ ) - (2.10)
Fonction de Lyapunov en Fonction ”distance” de 1’écart entre w et ¥

o //8w2 x)+rs(w—1(x)))sdrds . (2.11)

et de sorte que le second terme est non négatif.

Cette décomposition est tres intéressante car elle fait apparaitre V comme la somme
d’une fonction de Lyapunov U strictement assignable au systeme (1.1), avec ’état = comme
argument, et d’une fonction que 1'on peut interpréter comme une distance entre w et 1(z).
Nous voyons ainsi w comme une estimation non pas de l'etat x du systeme mais d’une
fonction de celui-ci et meme non pas d’une fonction quelconque mais de celle definissant la
loi de commande v (z). De plus le bouclage d’état assignant la fonction U est

¢(x) = w(h(z),(x)) - (2.12)

C’est une fonction de la mesure et de cette fonction ¢ intervenant dans ’erreur ci-dessus.
Pour mieux interpréter ce que nous venons de voir, nous faisons un changement de com-
mande. Précisément, restreignons la commande u du systéme donné (1.1) a étre de la forme :

u = w(y,v) . (2.13)
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ot v dans R? est la nouvelle commande. Le systeme (1.1) devient :
i = f(r,w(h(z),v)) = f(z,v) , r € R", (2.14)

avec v la commande.

D’apres ce qui précede une condition nécessaire d’existence d’un bouclage de sortie dy-
namique et stationnaire est l'existence d’une fonction 1 qui, si elle est Holdérienne d’ordre
strictement plus grand que %, est telle que le systeme (2.14) admet un bouclage d’état sta-
bilisant :

v = Yx) |, z € A, . (2.15)

Ce bouclage d’état stabilisant apparait explicitement (voir 2.10) dans une fonction de
Lyapunov V pour le systeme en boucle fermée dans un terme d’erreur w — ¢ (x), w étant
I’état du bouclage dynamique.

Il est ainsi intéressant d’introduire e dans R? pour représenter ce terme d’erreur,

e =v—Y(x). (2.16)
Cette erreur est une erreur de commande associée au systeme (2.14) qui s’écrit alors :
b= fla, (@) +e) . (2.17)

La fonction U est assignée au systeme (2.14) par 9. En présence de 'erreur de commande,
elle satisfait :

W )] (2 0(a) + €) < “U(z)

Négativité due au bouclage stabilisant 1

" . (2.18)
+ a_“(x) [f(z,0(z) + ) — flz,¥(x))] .

ozr

N J/

Terme induit par ’erreur de commande

L’erreur de commande introduit ainsi une possible perte de négativité.

En adaptant ce point de vue, I'objectif du bouclage de sortie dynamique est de compenser
cette perte. Nous avons vu avec I'exemple (1.5) du paragraphe 1.2.2 que, méme si |e| decroit
exponentiellement vers 0, la perte de négativité induite peut-étre telle que des solutions ex-
plosent (respectivement, sortent de A,) en temps fini. Techniquement ceci se traduit comme
nous le voyons dans I’équation (2.2), par d’une fonction caractérisant une distance en w et
() (voir (2.10)), et par I'utilisation du bouclage de sortie dynamique et stationnaire (1.3).

Tout ceci nous conduit a interpréter le role du bouclage de sortie dynamique comme celui
de compenser la présence du terme dans (2.18) induit par erreur de commande.

Remarque 2 : Dans le cas ou ¢ la dimension de w est égale a n la dimension de x, ou w
ne dépend pas de y, et ou ¥ est la fonction identité le changement de commande est alors :

u = ¢(v) (2.19)

avec v dans R". Le bouclage d’état stabilisant est alors v = z. Dans ce cas, le role de w peut
étre interprété comme celui de fournir une estimation de 1’état du systeme. Si w dépend de
y et ¢ = n—1 alors w est interprété comme 1’état d’un observateur d’ordre réduit.
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2.1.3 Synthese par I’approche d’erreur de commande

Le paragraphe précédent nous permet d’envisager une premiere approche pour construire
un bouclage de sortie. Celle-ci repose sur une analyse qui peut étre faites a partir d’une
fonction de Lyapunov assignable en ’état x et I'estimation d'un bouclage d’état stabilisant

0.
Ainsi, dans ce qui suit, nous supposons l'existence d’'un bouclage d’état qui stabilise
asymptotiquement 1’origine du systeme pour toutes trajectoires issues de Z,.

Hypothése 2 [Stabilisabilité] :
Il existe une fonction d’état continue ¢ : R™ — R™ telle que pour le systeme suivant :

& = [z, 0(x)) . (2.20)

Iorigine est un point d’équilibre asymptotiquement stable de bassin d’attraction A, C
R" contenant Z,. Plus précisément, il existe une fonction définie positive, C!, et propre
U: A, — R, telle que :

8_2/{
ox

(2) f(z,0(z)) < —Ux) VreA,. (2.21)

Remarque 3 : Comme nous 'avons vu précédemment le systeme (2.20) peut étre le systeme
(1.1) directement commandé ou le systeme (2.14) apres changement de commande.

Suivant toujours l'interprétation du paragraphe précédent, nous introduisons le terme
d’erreur de commande e dans R™ :

e =u— ¢(r) , (resp. v — 1) . (2.22)
Le systeme (1.1) (resp. (2.14) ) s’écrit alors :
T = f(x,¢(x)+e). (2.23)
L’hypothese 2 de stabilisabilité nous donne I'inégalité :
ou
L (@)f (@.0(a) + o) < U()
Négativité due a la stabilisabilité
ou (2.24)

Terme induit par l’greur de commande
Ici il est opportun de redécomposer le terme de droite de cette inégalité en 2 pour obtenir :
ou
oz
ol « est une fonction définie positive en x pour chaque e et qui caractérise la négativité

apportée par la stabilisabilité. La fonction I' caractérise le terme induit par ’erreur de com-
mande. Il satisfait :

(@)f (z,0(x) + €) < —alz,e) + T(z,e), (2.25)

I(z,0) =0 , VazeA,. (2.26)
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Nous pouvons exploiter de différentes facons la négativité découlant de la stabilisabilité
pour obtenir des fonction « et I' donnant une équation de la forme (2.25). Par exemple, dans
le paragraphe 2.4.5 est introduite une décomposition de ’équation (2.24) ou la négativité
considérée est a(z,e) = U(z + e).

Selon notre interprétation du paragraphe précédent, un bouclage de sortie stabilisant a
pour objectif de compenser la perte de négativité représenté par I'. Pour réaliser cet objectif
diverses stratégies peuvent étre exploitées :

1. Domination de I'

L’objectif est ici de trouver un bouclage de sortie (g, @, v) forgant I' a étre le plus petit
possible par 'intermédiaire de e, malgré la non connaissance de x. Dans ce cas, nous
pouvons espérer que la négativité due a la stabilité notée o dominera I' et ainsi, de
I'inégalité (2.25) nous conclurons que les trajectoires du systeme bouclé restent dans
A, sont de plus bornées et, en ajoutant des hypotheses, convergent vers 1’origine.

Nous voulons donc trouver un bouclage de sortie rendant I'(x,e) petit le long des
solutions et ce, quelque soit I’évolution de x.

Du fait que, pour tout x dans A,, I'(z,0) = 0 une démarche pourrait-étre de choisir
un bouclage de sortie tel que, le long des solutions :

le] — 0, (2.27)

indépendamment du comportement de x. En d’autres termes, nous devons faire en
sorte que w converge vers ¢(z). Nous introduirons deux situations différentes dans
lesquelles nous suivrons cette démarche.

(a) Dans un premier cas, nous ferons une hypothese de stabilisabilité plus forte que
celle introduite au début de ce chapitre de sorte que, par un effet domination du
terme négatif représenté par —a(x, e), nous puissions travailler comme si I'(z, )
ne dépendait que de I'erreur de commande e.

Dans ce cas de figure, trouver un bouclage de sortie qui donne (2.27) nous garan-
tira que I' devient petit le long des solutions. Cette stratégie sera abordée dans
la section 2.2.

(b) Le deuxieme contexte correspond au cas ou la fonction I' dépend trop fortement
de I’état =. Dans ce cas (2.27) ne nous garantit pas directement que I" devient petit
le long des solutions. L’issue possible réside dans une estimation de la commande
¢(z) suffisamment rapide pour contrer la croissance probable de la fonction I" par
le biais du signal z. Ceci requiert une hypothese de détectabilité plus forte ou une
connaissance a priori sur |z| (i.e. Z, est borné). Cette stratégie sera abordée dans
la section 2.3.

2. Elimination de T

La seconde stratégie ne repose pas sur une propriété de robustesse. L’objectif est de
trouver un bouclage de sortie dynamique tel que le terme induit pas l’erreur de com-
mande puisse étre annulé. Par des propriétés de passivité, nous montrerons que ceci
est possible au moins pour une classe de systemes.
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Dans la suite de ce chapitre, ces stratégies de domination et d’élimination seront abordées
tour a tour et nous exposerons un exemple d’application pratique de la méthode d’élimination
au probleme de l'interception exo-atmosphérique.
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2.2 Domination dans le cas ISS

2.2.1 Le contexte général

Dans 'approche domination, I’objectif du bouclage de sortie est de rendre petit le terme
['(z,e) de fagon a ce qu'il puisse étre dominé par la négativité induite par la stabilisabilité.
Pour que cette domination soit possible nous avons besoin d’une hypothese forte de stabilisa-
bilité. Nous la formulons pour le systeme (2.23), en considérant e pour entrée et en reprenant
le formalisme de stabilité entrée-état (ISS en anglais abrégé) introduit par Sontag dans [85].

Définition 1 (Systéeme ISS) Le systéme,

i = flou), (2.28)
est dit 1SS sur A, un ouvert de R™ contenant ['origine, si il existe U : A, — Ry, une
fonction définie positive, C*, et propre dans A,, et p une fonction de classe K telle que :

au
Ox
Il est dit 1SS dans le cas ou A, = R"

() f(z,u) < =U(x) + p(u|) vV (z,u) € A, x R™ . (2.29)

Avec cette définition 'hypothese plus forte de stabilisabilité est la suivante :

Hypothése 3 [Stabilisabilité-ISS sur A,] :

Etant donné ensemble Z, des conditions initiales, il existe une fonction ¢:R* — R™
et un ouvert A, de R™ contenant Z, tels que le systeme suivant est ISS dans A, :

= f(z,o(x) + e), (2.30)

ou e € R™ est la commande. Plus précisément, il existe U : A, — R, une fonction
définie positive, O, et radialement non bornée, et py : Ry — R, une fonction de classe
IC telles que :

ou

%(x)f(x,qﬁ(x) +e) < —U(z) + polle])  V(zr,e) € A, x RP. (2.31)

Nous verrons au paragraphe 2.2.2 comment cette hypothese peut-étre satisfaite. Pour le
moment, observons en comparant (2.24) et (2.31) que si elle est satisfaite, alors I' le terme
induit par l'erreur de commande est :

[(z,e) = polle]) - (2.32)

Ainsi par exemple, si I'erreur reste bornée, alors 1’état x restera dans A,. Dans ce contexte
I'objectif du bouclage de sortie dynamique est simplement de garantir une erreur bornée le
long des solutions et méme convergente vers 0 et ce quelque soit ’évolution de z :

Objectif 2 (Domination ISS) Sous [’hypothése 3, trouver un triplet (q,w,v) tel qu’il
existe un compact M, et un ouvert A,, avec :

M, C A, C R?, (2.33)
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tel que le long des trajectoires du systéme bouclé,

{ x - [z, @(y, w)) oy ), (2.34)
w = v(y,w)
l’ensemble :

{(z,w) € A, x My w(y,w)—¢(z) = 0} (2.35)

est asymptotiquement stable de bassin d’attraction A, X A,,.

Si cet objectif est réalisé alors w(y, w) reconstruit le bouclage d’état ¢(x) pour w dans
tout compact Z,, inclus dans A,,. Une facon de le réaliser est de satisfaire I’hypothese de
détectabilité suivante :

Hypothése 4 [Observateur de la loi de commande ¢] :

Il existe A,, un ouvert de R?, @ : R? x R? — R™, et v : R? x R? — R? deux fonctions
localement Lipschitziennes, W : A, x A, — R, une fonction C', et p; : R — R,
une fonction de classe K, telles que nous avons pour tout (z,w) dans A, x A, tel que

W(z,w) # 0:

ow ow
%(wi>f(xaw(h(x)aw)) + a—w

(w,z) v(h(z),w) < 0, (2.36)
et,
W(z,w) > pi(|op(x) — w(h(x),w)]) , V(z,w) € Ay x Ay (2.37)

enfin, pour tout réel positif Wy et pour tout compact C' dans A, I'ensemble :

{(z,w) € Ay x Ay - W(z,w) < Wyetz € C} (2.38)

est un compact.

Nous discuterons au paragraphe 2.2.3 comment cette hypothese peut étre satisfaite.
Comme nous I’avons mentionné c’est un point de passage garantissant le succes de la synthese
du bouclage de sortie. En effet nous avons :

Théoréme 1 (Erreur de commande et domination ISS) Etant donné un fermé I, de
R™, si les hypothéses 3 et 4 sont satisfaites alors le triplet (q,w,v) et le compact M,, sont
tels que le bouclage dynamique stationnaire,

u = w(y,w) |, w = v(y,w), (2.39)

rend l’ensemble {0} x M., asymptotiquement stable pour le systéme bouclé composé de (1.1)
et (2.39) avec A, x A, comme bassin d’attraction.

Comme nous le verrons plus loin, la preuve de ce "résultat” est simple au moins pour
son principe puisqu’il releve du ”dicton” : la cascade d’un systeme ISS et d'un systeme
ayant une stabilité asymptotique globale a une stabilité asymptotique globale. Ce théoreme
ennonce qu'une voie menant au résultat voulu est de trouver (peut-étre apres changement
de commande) d’abord un bouclage d’état donnant la propriété ISS telle que formulée dans
I’hypothese 3, puis un observateur de bouclage, comme formulé dans I’hypothese 4. Pour
illustrer comment un tel programme est possible, nous traitons un exemple ci dessous.
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Exemple 1

Considérons le systeme suivant :

l"l = T2
, = 2. 2.40

ISS-Stabilisabilité :

En utilisant les outils développés par Freeman et Kokotovic dans [24], nous avons introduit
dans 'annexe A.2.1, une fonction continue ¢ telle que le changement de commande suivant :

u = p(v,z1), (2.41)
est telle que la commande v = ¢(z1,23) :
d(r1,22) = x9 exp(—uxy) (2.42)

est une loi de commande ISS-Stabilisante (qui satisfait 'hypothese 3), i.e, le systéme :

j71 = T2,
o (2.43)
o = x5 + p(xe exp(—x1) +€,21) ,
est ISS.
Observateur de commande :
Considérons le systeme suivant :
b = wexp(—y)—w + exp(—y) .  wlwy) = woexp(—y),  (244)

et introduisons la fonction positive et C! suivante :

1
W(w, 1, z2) = i(w(w,y) — ¢y, 12))? . (2.45)
cette fonction satisfait le long des trajectoires du systeme étendu (composé de (2.40) et de
(2.44)) :
/.—
W(w, z1,x9) = —2W(w,x1,22) . (2.46)

Ainsi le systeme (2.44) définit un observateur de la loi de commande ¢. D’apres le Théoreme
1, nous pouvons conclure que :

u = p(@wwy),y) , @wy) = w-—exp(-y), (2.47)

avec,
w = wexp(—y) —w + exp(—y) , (2.48)

définit un bouclage de sortie dynamique qui stabilise globalement et asymptotiquement 1’ori-
gine du systeme (2.40).
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Nous donnons maintenant la preuve du Théoreme 1 :
Preuve : Considérons la fonction de Lyapunov :
V(z,w) = k(U(z)) + {(W(z,w)) , (2.49)

o, k: Ry — Ry et £: R, — R, sont des fonctions C' de classe K, que nous définirons
par la suite. Pour tout V{, réel strictement positif, nous avons :

{(z,w) € A, x Ay, : V(z,w) < Vo} C {(z,w) € A, x Ay, : W(z,w) < 71(V)}
N{z € A, : U(x) < kY )}
(2.50)

Du fait que la fonction U est propre en x dans A,, pour tout Vy dans R, I'ensemble
{r € Ay : U(z,w) < Vh} est un compact dans A,. Nous concluons alors en utilisant
I'hypothese 4 que la partie droite de (2.50) est un compact. Ainsi V est propre en (x,w)

dans A, x A,.
Nous notons M, I’ensemble :

My = {w e Ay :W0,w) = 0} . (2.51)

Du fait des propriétés sur la fonction W, il s’agit d’un compact, et, pour tout (x,w) dans
Az X Ay,
V(z,2w) =0 < (r,w) € {0} x M, . (2.52)

En utilisant 'hypothese de stabilisabilité-ISS (2.31), nous obtenons le long des solutions
du systeme (1.1) avec la loi de commande (2.39) :

V(x,w) < =K U@)U(x) + FU@)nW(z,w) + V(@@ w)WV(z,w),  (2.53)
ou 7 est la fonction de classe I, définie par :

n(s) = polpr ' (s)) . (2.54)

oi1, p;* est application inverse de p; qui est de classe Ko et est définie en (2.37).
D’autre part, a tout U et W dans R, nous associons I’ensemble :

BUW) = {(z,w) € A. x A, : U(x) <U, W(w,z) = W} . (2.55)

La fonction U étant propre dans A, et du fait de 'hypothese 4, B(U, W) est un compact
dans A, x A,. Nous avons de plus :

a < b= Bla,W) C BbW). (2.56)

La fonction W étant continue, nous pouvons alors définir la fonction v : Ry x Ry — Ry
comme :

a@w) = - mwe Pww) | (257)

(z,w) € B(U,W)

De (2.56) nous déduisons que cette fonction a est décroissante en son premier argument.
Enfin, pour tout (c1, ¢, c3) dans R, nous avons :

inf a(U, W) #0. (2.58)

U<ci,c2<W<c3
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En effet, si ce n’était pas le cas, il existerait deux suites (x,)y et (w, )y satisfaisant,

U(l’n) S 1, C2 S W(xnawn) S ¢ 0 Z W(:Enawn) Z - : (259)

S|

Comme nous 'avons déja observé (2.59) implique que ces deux suites sont dans des compacts
de A, et R? respectivement. Par ailleurs, W, U et W étant des fonctions continues, nous en
déduisons 'existence de z, et w, satisfaisant :

Z/{(.’L'*) <a ) C2 < W(:c*,w*) <3 ) W(x*,w*) =0. (260)
D’apres (2.36), nous avons donc
W(z.,w,) = 0, (2.61)

ce qui contredit le fait que ¢y est strictement positif. Ainsi le fait (2.58) est vérifié.
L’inégalité (2.53) peut alors s’écrire (pour plus de clarté nous avons enlevé la dépendance
enw et xdelU et de W) :

r—

P w) < —KUU + EUnW) — COV)al, W) | (2.62)

Nous considérons alors deux cas :
- Sil(z) > 2n(W(x,w)), Pinégalité (2.62) devient :

Do) < —k'(m%’ — YOV W) . (2.63)
- SiU(z) < 2nW(x,w)), I'inégalité (2.62) devient :

)

V < KU + KUnOW) — COV)a(2n(W), W) , (2.64)
Nous avons de plus, pour toute fonction 7 de classe K :
KU)nW) < 4~ (KUK U) + (V)W) . (2.65)
ott, 7! est I'application inverse de 7. L'inégalité (2.64) donne alors :
P w) < —KUU + 7 (KUK U) + 10W)nw) (2.66)
CW)a(2n(WV), W)

Nous allons maintenant sélectionner les fonctions ¢, k et v (qui doivent toutes étre de
classe K ) de fagon a obtenir la négativité.
Introduisons la fonction @ : R, — R, définie par :

inf a(2n(r),r) Vs > 1,
1<r<s
a(s) = T (2.67)
<1n£104(277(7"),7") , Vs < 1.

Cette fonction est croissante sur [0, 1] et décroissante sur [1, +00), et vérifie a(s) < a(s),
pour tout s dans R,. Nous pouvons alors construire une autre fonction a : R, — R,
définie positive, telle que a(s) < a(s) mais qui est continue.
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Nous choisissons maintenant v une fonction de classe ICy, telle que :

(25,77 *(s)) pour s dans [0,1] ,

(25,77 *(s)) pour s dans [2, +o0] . (2.68)

=

NG
—
(AVARIVAN
Qi Qi

nous définissons alors :
(o) = 2/0 %d& (2.69)

Cette fonction est bien définie et du fait que 7 est une fonction de classe K, elle est
aussi de classe K. De plus elle satisfait :

—COMEEIW).W) + AOVAV) = —COVEV).W) . (270
Aussi, nous choisissons )
kU) = /0 y G) ds (2.71)
qui donne :
KU + v HEUNEU) = —k’(u)% , (2.72)
Ainsi en utilisant (2.70) et (2.72) dans (2.66), nous obtenons :
V) < K@% — L0W)anw).w) . (2.73)

alors d’apres (2.63) et (2.73), puisque & est définie positive et continue, et en utilisant (2.52)
nous avons pour tout (z,w) dans A, x A, mais non dans {0} x M,,

V(Q, w) < 0. (2.74)

Puisque {0} x M,, est une ligne de niveau de la fonction V qui est propre sur A, x A,,
{0} x M., est alors asymptotiquement stable de bassin d’attraction A, x A,.

2.2.2 Sur I'ISS-Stabilisabilité

L’ISS-Stabilisabilité est la premiere condition a satisfaire dans la synthese par I’approche
d’erreur de commande avec domination. Sontag a montré dans [85] que cette hypothese est
impliquée par la simple stabilisabilité dans le cas ou le systeme est affine en la commande.

Théoréme 2 ([85]) Sile systéme (1.1) peut se mettre sous la forme :
b= f@) + g(@)u, (2.75)

ot g : R* — R™ est une fonction C', et s’il est stabilisable alors le systéme est ISS-

Stabilisable
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Preuve : Le systeme (2.75) est stabilisable, donc il existe ¢y une fonction qui stabilise
globalement et asymptotiquement 1’origine avec pour bassin d’attraction A, ouvert de R".
A partir du Théoreme de Kurzweil [51] et en utilisant [73, Chap. III, Cor. 3.256], il existe
une fonction V : A, — R, propre et C! dont la dérivée temporelle le long des solutions du
systeme (1.1) satisfait pour tout = dans A, :

V() < —V(x). (2.76)
u = 6(x) = dola) (%@)g(@) , (2.77)

& = f(z) + g(x) [¢(z) + €] , (2.78)

et on obtient le long des solutions :

T oV ooy
< _ _ | Z= -~
T < Vi)~ | D) + D gla)e 070
< V() + [ef*,
ainsi le systeme (2.78) est ISS et (2.30) est alors satisfaite. O

Pour le cas ou le systeme n’est pas affine en la commande, nous renvoyons nos lecteurs a
'article [86] de Sontag. Un autre résultat intéressant est celui de Freeman dans [24]. Il porte
sur une technique de synthese de loi de commande pour les systéemes triangulaires donnant
une stabilité Entrée/ Etat pratique.

2.2.3 Sur les observateurs de loi commande

La deuxieme condition porte sur l'existence d’un observateur de la loi de commande
ISS-Stabilisante ¢. C’est la que réside la principale difficulté de ’approche par erreur de
commande avec domination. De tels observateur peuvent ne pas exister. Par exemple :

T, = T
{ .1 : ) Yy = T1, (280)

xgzxg—i—u

n’est pas stabilisable par bouclage de sortie pourtant, ce systeme étant sous forme normale,
il est stabilisable et affine en la commande ainsi d’apres la proposition 2, il existe une loi de
commande ISS-Stabilisable. Cette loi de commande ne peut donc pas étre estimée par un
observateur de commande.

Dans ce paragraphe, nous allons explorer une méthode inspirée du cas linéaire. Malheu-
reusement, pour le moment nous n’avons pas pu aboutir a des résultats significatifs pour le
cas non-linéaire.

La méthode se fait en deux temps :

1. Tout d’abord nous introduisons un observateur de la loi de commande stabilisante ¢,
mais qui est autorisé a dépendre de ’état complet x du systeme.

28



CHAPITRE 2. ERREUR DE COMMANDE 2.2. DOMINATION DANS LE CAS ISS

2. Dans un deuxieme temps nous cherchons des coordonnées dans lesquelles cet observa-
teur ne dépend que de la mesure y et est ainsi réalisable. Ceci nous définira alors un
bouclage de sortie stabilisant résolvant le probleme.

Nous allons a maintenant présenter de fagon plus précise ces deux points :
1) Observateur de loi de commande dépendant de tout l’état

Un observateur d'une loi de commande dépendant de tout 1’état du systeme est caractérisé
par un triplet (¢, @, 7), avec @ : RIxR" — R?et 1 : R" x R? — R™ des fonctions localement
Lipschitziennes, telles quil existe Ay un ouvert de R, W : A, x Ay — R, une fonction
C' et une fonction p : R, — R, de classe K™ telles que pour tout (z,w) € A, x Ay
satisfaisant W(x,9) # 0; nous avons :

oW _ oW _
%(x,ﬂ)f(x,w(x,ﬁ)) + W(x,ﬁ)u(ﬁ,x) <0, (2.81)
et,
W(z,9) > p(lo(z) — w(x,9)]) V(z,0) € A, x Ay . (2.82)

De plus, pour tout réel positif Wy et pour tout compact C' dans Ay I’ensemble :

{(z,0) € Ay x Ay : W(x,9) < Wpetx € C} (2.83)

est un compact.

Contrairement & la recherche d’un triplet (q,w,v), trouver (q,@, ) définissant un ob-
servateur d’une loi de commande dépendant de tout 1’état ne représente aucune difficulté.
Nous pouvons par exemple prendre :

B(@,9) = Bz) + 9, (2.84)
et choisir v telle que 1'origine est asymptotiquement stable pour le systeme,
) = o0, z) . (2.85)

En effet, le choix,
v(0,x) = =1, (2.86)

donne un observateur de la loi de commande ¢ dépendant de tout 1'état, la fonction W
associée est alors :

W(z,9) = 979 . (2.87)
Elle satisfait (2.81) et (2.82) avec Ay = RY.

2) Recherche de coordonnées ot l'observateur de la loi de commande ne dépend que de la
mesure

Le systeme (1.1) bouclé par 'observateur de la loi de commande ¢ noté (¢, @, 7) définit
un systeme de la forme :

{19 = o(z,V)

u = w(x,v)
b= fo o) {y = e 25
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ou, u et y sont les mesures. Nous aurons un observateur de commande ne dépendant que de
la mesure si il existe un diffomorphisme de la forme (z,9) — (x,w) = (z,{(V,z)) tel que,
dans les nouvelles coordonnées (x,w), le systeme (2.88) s’écrit :

w = v(w, u = w(w,
| (w,y) | (w,y) (2.80)
= f(zr,@m(w,y)) y = h(z
Un tel difféomorphisme n’existe pas en général. Ce n’est que par un choix approprié du
triplet (¢, @, 7) dans le point précédent que 'on peut espérer I'obtenir.

Cas des systemes linéaires

Il est possible de retrouver les résultats classiques de stabilisation par bouclage de sortie
dans le cas des systemes linéaires en suivant I'approche ci-dessus. Ainsi, nous prenons Z, =
R™ (cas global) et supposons le systeme (1.1) de la forme :

t = Fr+ Gu y = Hx (2.90)

avec I', G et H des matrices. Nous supposons le systeme stabilisable avec un bouclage d’état
stabilisant linéaire de la forme :
u = ¢, (2.91)

ou ¢ est une matrice. Le systeme bouclé avec cette commande étant linéaire nous avons
nécessairement I'ISS-Stabilisabilité.

1) Observateur de la loi de commande ¢ dépendant de tout [’état

En suivant la démarche exposée précédemment nous pouvons introduire un observateur
de la commande ¢ dépendant de ’état tout entier :

@(x,9) = ¢z + @yl , ) = 00 . (2.92)

ou v et wy sont des matrices. Si nous prenons la matrice 7 comme étant une matrice de
Hurwitz, le triplet (¢, @, 7) définira un observateur de commande (dépendant de tout I’état).
En effet, en prenant :

W(z,9) = 9" PY (2.93)
ou P est une matrice solution de I’équation :
v'P + Pv = —1I (2.94)

nous obtenons le long des trajectoires du systeme (2.90) avec la loi de commande (2.92) :

%W(w, 9) = -7 . (2.95)

Ainsi (2.81) est trivialement satisfaite. De méme, W vérifie :

@ (2, 0) — x| = |@s V|,

_ 2.96
< 1Pl Wia, w)? | (2.96)
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et donc (2.82) est elle aussi satisfaite.
Les degrés de liberté de cet observateur de commande sont donc 7 et @y.

2) Recherche de coordonnées ou l'observateur de la loi de commande ne dépend que de la
mesure

L’objectif est maintenant de choisir les deux matrices v et @y de facon a ce qu’il existe
un changement de coordonnée ¥ — w = ((J, x) de la forme (2.89). Le systeme étant linéaire,
nous prenons ( linéaire :

w = ((W,x) =0+ (o (2.97)

ou (, est une matrice. Nous obtenons :

T = Fr + Gu y = Hx 508
w = v(w—Gr) + G(Fr + Gu) u = (¢ —wyl)xr + wyw (2.98)

Pour que le systeme (2.90) avec la loi de commande (2.92) se transforme en un systeme de
la forme (2.89), la matrice ¢, doit satisfaire :

¢ — WG = K,

GF — 06 = Ko H . (2:99)

Si le systeme linéaire (2.90) est détectable un quadruplet ((,,, K1, K») existe et il suffit
de prendre :

G =1, ©v=F-—KH kB @=2¢. (2.100)

Le bouclage de sortie est alors le classique observateur-controleur :
u=o¢w |, w = Fw+ Gu + Ky(y — Hw) (2.101)

Ainsi nous retrouvons le résultat bien connu de conception d'un bouclage de sortie basé
sur des hypotheses de stabilisabilité et de détectabilité.

Une idée étudiée pour obtenir le difféomorphisme

Dans le cas, non-linéaire la recherche d'un difféomorphisme s’avere étre d'une grande
difficulté.

Cependant, les travaux introduits par Delaleau et Respondek dans [21] nous permettent
d’énoncer des conditions suffisantes permettant d’obtenir I'existence du difféomorphisme (
transformant le systeme (2.88) en (2.89). Nous nous plagons dans le cas global ou A, est R"
et ou 4, = Ay = R4,

Supposons que l'observateur de la loi de commande dépendant de l'état (q,7, @) que
nous avons trouvé est tel que nous avons les relations :

o(x,9) = vy, ...,y",09)

i : (2.102)
@(x,9) = w(y,...,y9,0)

oi1 £ est un entier positif, et y® dénote la dérivée de Lie d’ordre i de la mesure h(x) le long
des solutions du systeme (2.88).
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Nous considérons alors le systeme Entrée / Sortie sous la forme généralisée suivante :
9 = vy, ..., y009) u = zvﬂ(y,...,y(e),f}) , (2.103)

ou y est considérée comme 'entrée du systeme et u la sortie.

Ce systéeme Entrée / Sortie est en boucle ouverte. Il satisfait que la composante en ¥
d’une solution du systéme (2.88) est aussi solution du systeme (2.103) en prenant y délivrés
par (2.88) en entrée de (2.103). Par contre 'inverse est faux.

Nous cherchons maintenant un difféomorphisme ¥ — w = (9, 4,7, ...,y?) tel que le
systeme (2.103) devient dans les coordonnées w :
w = v(w,y) u = w(w,y) . (2.104)

Ce probleme a fait 'objet de nombreuses recherches dans la littérature, les plus abou-
ties sont les travaux de Delaleau et Respondek, dans [21] (voir aussi [23, 84]) ou les au-
teurs ont énoncé des conditions nécessaires et suffisantes nous permettant de trouver un
tel difféomorphisme. Ces conditions sont des conditions géométriques. Nous introduisons £,
I'opérateur différentiel suivant :

l
g = Zq:ﬁiJer:Z G+ _9 (2.105)
= - i 819@ Y; ay(J) ’ .

i=1 j=1

ou 7; correspond a la ieéme composante de r. Le théoreme est le suivant :

Théoréme 3 ([21]) 1l existe un difféomorphisme global transformant le systéme (2.103) en
un systéme de la forme (2.104) si et seulement si les champs

0 :
{ad{gW , ogkge,ogzgp}, (2.106)
Y
sont complets,
0 0 0 < kI <
ad’, (z),adﬂ: B 0 - - (2.107)
Dy, dy; 0 <y <p
et enfin,
} 0< k< (-1
Loy o @& =0, , : (2.108)
£ 5,0 0<¢<p

pour tout (9,y,7,...,y") dans R? x R’

Les hypotheses de ce théoreme semblent difficilement réalisables dans le cas ou ¢ est
grand car celui-ci fait appel aux conditions d’involutivité. Ce contexte généralise les résultats
obtenus par Freedman et Willems dans [23], ou les auteurs s’étaient restreints au cas on £ = 1,
I'équation (2.103) est alors :

)= v,y , u=7. (2.109)

Dans ce cas plus simple la condition nécessaire et suffisante est :

Proposition 2 ([23]) 1l existe un difféomorphisme global transformant le systéme (2.109)
en un systéme de la forme (2.104) si et seulement si :
— La fonction U est linéaire en v, i.e. nous avons la décomposition :

v(d,y,9) = w(d,y) + n(d,y)y, (2.110)

— Les champs vectoriels définis par les colonnes de la fonction Uy commutent.
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Exemple non-linéaire

Dans cet exemple nous exhibons les difficultés rencontrées pour parvenir a exploiter
I’approche par difféomorphisme. Considérons le systeme suivant déja étudié par Mazenc,
Praly et Dayawansa dans [61] :

Yy = X

2.111
;;(‘ — X2 Y ( )

Dans [61], il a été démontré qu’il existe un bouclage de sortie dynamique qui stabilise globa-
lement et asymptotiquement 'origine de ce systeme. En s’inspirant de leur démarche, nous
réécrivons le systeme dans les coordonnées z = xexp(—y) et y :

] = Z ex ,
{ Y p(y) (2.112)
¢ = uexp(—y)
Nous pouvons introduire la fonction de Lyapunov suivante :
1, 1 9
Uz, z) = Syt §(z+y) : (2.113)
En prenant :
o(z,y) = —2(z+y)exp(2y) , (2.114)
nous obtenons le long des solutions pour u = ¢(z,y) :
U(z,2) = —y* exply) — (2 +y) exp(y) , (2.115)

Considérons maintenant un observateur de la loi de commande ¢ dépendant de I’état non
mesuré z de la forme :

v o= v, zy) u =1, (2.116)

ou ¥ est dans R. Il doit étre tel que le long du systeme bouclé :

(¥ — (b.(z,y))2 <0 , YV (9,zy) . (2.117)

Nous pouvons montrer qu’il n’existe pas de difféfomorphisme tel que cet observateur
conduise & un bouclage de sortie dynamique, i.e. transformant le systeme (2.116) en un
systeme de la forme (2.104). En effet, commengons par écrire I'équivalent de 1’équation
(2.102). D’apres l'expression de z en fonction de y donnée par (2.112), nous pouvons réécrire
(2.116) sous la forme :

v(¥,2,y) = v(¥,9,y) = (9, yexp(~y),y) (2.118)

Dans ce cas £ = 1. La Proposition 2, nous indique que, si le difféomorphisme existe, alors
nécessairement  doit étre linéaire en g, ou de fagon équivalente que 7 doit étre linéaire en z.
Mais par ailleurs, (2.116) doit étre un observateur de la commande ¢(z, y) donnée en (2.114).
En d’autre terme la fonction :

r—

09, z,y) = 9 — o(2,y) (2.119)
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doit étre de signe opposé a ¥ — ¢(z,y) pour assurer la convergence de cette erreur vers 0.
Nous allons démontrer qu’il est impossible que 7 soit linéaire en z et que ¢ soit de signe
opposé a ¥ — ¢(z,y) pour tout (I, z,y). Nous avons :

v(0,2,y) = 9,
= (00, 2y) + 0(zy) (2.120)
= (9, 2,y) — 20exp(y) — 2(22° + 22y + 2) exp(3y)
Si 7 est linéaire en z, nous avons alors :

0?0
@(19, z,y) = 0 , V(1 z29) . (2.121)

Avec (2.120), ceci donne ’équation aux dérivée partielles :
¢
Sexp(3y) + 250, 2,9) = 0 (2.122)
z

Les solutions de cette équation aux dérivées partielles sont de la forme :

ou, Fy et F, sont des fonctions quelconques. Mais alors, pour (9, y) fixé, avec (2.114), nous
observons que ¥ — ¢(z,y) est du méme signe que z quand z est grand. Mais dans les mémes
circonstances (2.123) nous indique que ¢ est négatif.

Cet exemple met en évidence les difficultés liées a cette méthode qui n’a pour ’heure pas
abouti a beaucoup de résultats, mais qui pourtant qui est tres attractive conceptuellement.

34



CHAPITRE 2. ERREUR DE COMMANDE 2.2. DOMINATION DANS LE CAS ISS

2.2.4 Extension au cas iISS

En s’inspirant des travaux de Arcak et Kokotovic dans [11], nous allons maintenant intro-
duire un contexte légerement différent de celui de la domination ISS présentée précédemment.
La caractéristique est maintenant que les erreurs de commande sont supposées intégrables
(dans Pespace L') sur le temps d’existence des solutions.

Le contexte est le suivant :

Hypotheése 5 [Stabilisabilité p,-ISS] :

Etant donnée po une fonction de classe K., nous supposons l'existence d’un bouclage
stabilisant ¢ : R” — RP qui est py-ISS stabilisant sur A, inclus dans R™ qui contient
7. Précisément nous supposons l'existence de ¢, d’un ouvert A, de R"™ contenant Z, et
d'une fonction U : A, — R, définie positive, propre et C!, et o une fonction continue
définie positive telles que :

ou

%(x)f(x, o(z) + e) < —alz) + pollel) V(z,e) € A, x RP . (2.124)

Mise a part qu’ici py est imposée a priori, I'unique différence avec la ISS-Stabilisabilité,
de I'hypothese 3 est que la fonction o n’est pas nécessairement propre.

Bien que tres proche dans la forme ces deux propriétés sont différentes. La propriété de
ISS-Stabilisabilité, nous indique que si 'erreur est bornée (i.e. dans L*°) alors les solutions
du systeme sont bornées. La seconde indique que cette bornitude a lieu si po(|e]) évaluée
le long des solutions est dans L!. Pour une autre comparaison de ces deux propriétés, nous
renvoyons le lecteur a I'annexe A.2.2.

Pour pouvoir tirer profit de I'inégalité (2.124), nous devons revoir I’hypothese de détecta-
bilité pour que celle-ci garantisse que le bouclage de sortie dynamique rend L' le signal

pollel) :

Hypotheése 6 [p,-Détectabilité] :

Il existe un ouvert A,, de R?, deux fonctions localement Lipschitziennes w : RP xR? —
R? et v: RP x R? — RY une fonction W : A, x A, — R, une fonction de classe o,
po : Ry — Ry, telle que nous avons pour tout (z,w) dans A, x A, :

oW, (TEEEOD) < plote) - wb ) @1)

ou DT dénote la dérivée a gauche de Dini, et,
W(z,w) = 0 V(z,w) € Ay x Ay @ ¢(z) — w(y,w) =0 . (2.126)
Enfin, pour tout réel positif Wy et pour tout compact C' dans A, 'ensemble :

{(z,w) € Ay x Ay - W(z,w) < Wyetz € C} (2.127)

est un compact.

A Tinverse de ce qui était imposé par I'inégalité (2.37) dans 'hypothese 4, nous n’im-
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posons pas ici que, si W est bornée, alors ¢(z) — w(y,w) (donc 'erreur de commande) est
borné. Cette nouvelle hypothese garantit par contre que po(|¢(z) — w(y, w)|) est intégrable
sur le temps d’existence des solutions dans A, x A,,.

De plus, il nous suffit d’écrire (2.125) avec une dérivée de Dini plutot qu'une différentiation
classique. Ceci nous autorise en effet a considérer des fonctions W associées a 1’observateur
qui ne sont pas C*.

Ces deux nouvelles hypotheses sont suffisantes pour pouvoir résoudre notre probleme de
bouclage de sortie dynamique. En effet, nous avons :

Théoréme 4 (Erreur de commande et domination iISS) Etant donné un fermé I,
dans R™, si il existe py une fonction de classe K, telle que ¢ est py-1SS Stabilisant sur
un ouvert A, contenant T, (hypothése 5) et s’il existe un triplet (q,w,v) tel que le systéme
(1.1) satisfait hypothese 6 de po-Détectabilité sur A, x A, dans R" xRY, alors le systéme :

u = w(y,w) |, w = v(y,w), (2.128)

définit un bouclage de sortie dynamique tel que {0} x M., est uniformément et asymptoti-
quement stable pour le systéme en boucle fermé de (1.1) et (2.128) et son bassin d’attraction

est A, x A,.
La encore la preuve de ce Théoreme est une trivialité. Ce qui nous intéresse ici est la mise
en évidence de deux étapes de synthese :

1. Trouver un bouclage donnant la propriété de po-1SS

2. Puis trouver un observateur de ce bouclage donnant la py-Détectabilité.

Notons qu’ici, il est encore plus évident que les deux étapes sont couplées puisque les deux
impliquent la fonction py.

Preuve : Considérons la fonction :
V(e,w) = U(x) + W(z,w) . (2.129)
Pour tout Vj, réel strictement positif, nous avons :

{(z,w) € Ay x Ay : V(z,w) < Vo} C {(z,w) € A, x A, : W(x,w) < Vo}
N{x € A, : U(x,w) < Vp} .
(2.130)
Du fait que la fonction U est propre en x dans A,, pour tout Vy dans R, I'ensemble
{r € A, : U(z,w) < Vh} est un compact dans A,. Nous concluons alors en utilisant
I'hypotheése 6 que la partie droite de (2.130) est un compact, la partie gauche est ainsi
bornée et finalement du fait que V est une fonction continue, nous en déduisons qu’elle est
propre en (z,w) dans A, x A,.
Nous avons de plus en utilisant les hypotheses 6 et 5, pour tout (z,w) dans A, x A, tel
que W(z,w) # 0:

V(:v',w) < —a(z) , (2.131)

La fonction « étant définie positive sur A,, (2.131) implique que la fonction V qui est
continue sur A, x A, et non positive n’est nulle que sur ’ensemble suivant :

M = {(0,w) € A, x A, : W(O0,w) = 0} . (2.132)
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M étant ’ensemble ou s’annule la fonction V), nous pouvons alors conclure que M est
un compact asymptotiquement stable pour le systéme composé de (1.1) et (2.128). O

Liens avec les travaux de Arcak et Kokotovic présentées dans [11]

Arcak et Kokotovic ont introduit un ensemble d’hypotheses permettant d’utiliser les ob-
servateurs d’état qu’ils ont proposés dans le but de construire un bouclage de sortie. Comme
nous allons le voir nous pouvons réinterpréter leur contexte dans le cadre de l'approche
résumée dans le Théoreme 4.

Changement de commande :

Dans [11], la démarche consiste a utiliser un observateur qui reconstruit I’état en entier.
Pour retrouver notre formalisme nous introduisons le changement de commande, v dans R™ :

u = ¢(v), (2.133)

ou ¢ est le bouclage d’état qui satisfait 'hypothese de stabilisabilité. La nouvelle commande
est alors notée v dans R” et le systeme (1.1) devient :

flw,u) = f(x,¢(v)) . (2.134)
La loi de commande stabilisante est alors :

v =T, (2.135)

e =v—x. (2.136)

Stabilisabilité py-15S :

Dans [11], les auteurs ne consideérent pas explicitement le systeme iISS-Stabilisable. Leur
hypothese est :
Il existe une fonction continue ¢, une fonction définie positive, C* et propre U et une fonction
po, de classe K telles que

M) fwo@) < U@ . VoA
Oz (2.137)
au
P(z,e) = —-() (f(z,9(z +e)) = f(z,6(2))) < polleU(z) , V2 €A, .
De plus il existe € et k des réels positifs tels que,
po(s) < ks Vs e [0,¢ . (2.138)

Cette hypothese implique la stabilisabilité py-ISS. En effet, en posant,
Ui(x) = In(1+U(x)) , (2.139)

37



2.2. DOMINATION DANS LE CAS ISS CHAPITRE 2. ERREUR DE COMMANDE

nous obtenons pour tout (z,e) dans A, x R? :

B o) < —— L@, T@o
pr WO S ey Y T (2.140)
U(x) |
< _TU(.%) + po(lel)

Ceci prouve que le systeme est po-ISS Stabilisable si z est la loi de commande stabilisante.
po-Détectabilité

Dans [11], les auteurs introduisent un observateur d’état qui, dans notre contexte est
interprété comme un observateur de commande de la forme :

v = v(y,v) . '
En effet, cet observateur est tel que nous avons :
e'Pe < —Mlef*, (2.142)

olte = v—x (voir 2.136), P = P7T est une matrice définie positive et A est un réel strictement
positif.

Afin d’exhiber une fonction W démontrant que 'hypothese de pp-Détectabilité est satis-
faite dans ce cas, nous introduisons la fonction £ : Rt — R* définie par :

0 pour s =0,

l(s) = /05 N max {k‘\/p—Tl, Po <\/pzl>} » (2.143)

; pour s # 0,

ou p; est la valeur propre minimale de P. Avec (2.138), cette fonction est bien définie,
continue, et de classe K,. Nous pouvons alors définir la fonction W comme :

W(e) = %E(eTPe) . (2.144)

Au sens des dérivées de Dini elle satisfait :

. elPe
o (e 1Y
< —po(le]) -

IN

(2.145)
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2.3 Domination dans le cas général

Dans les paragraphes précédents nous avons vu que la technique de domination consiste
a faire compenser par I'observateur de commande, ce que le bouclage d’état stabilisant ne
peut pas prendre en compte. Mais pour cela nous avons tout de méme demandé que ce
bouclage d’état donne plus que la simple stabilisabilité, en requierant une stabilisabilité ISS
ou iISS. Que se passe t-il donc s’il n’y a que la simple stabilisabilité de I’hypothese 27 Cette
question fait 'objet de cette section o1 nous reprenons divers résultats publiés et les mettons
en relation dans un contexte unifié.

La premiere remarque a faire est que la stabilisabilité est une propriété intrinsequement
robuste. Nous allons préciser ceci en introduisant la notion de marge de stabilité. Dans ce
contexte, selon la démarche de domination, nous allons devoir trouver un observateur de
commande tel que les perturbations dues a l’erreur de commande ne dépassent pas cette
marge.

2.3.1 Principe général
Marge de stabilité

De I’hypothese toute simple de stabilisabilité 2, nous déduisons (peut-étre apres change-
ment de commande) :

ou

S, 0(w) + €) < —U@) + T(we) (2.146)

ol la fonction I' est continue en chacun de ces arguments et satisfait :
[(z,0) = 0 Ve A, . (2.147)
Nous introduisons la fonction §: R, x R, — R, comme suit :

BU,E) = E + max IT(z,e)] . (2.148)

(z,e) eR*"XR™ :U(z) <U,le|]<FE

Cette fonction est croissante en son premier argument et strictement croissante en son
deuxieme. Elle satisfait de plus :

y R AU, 0) =0 A
E—+4o0
et :
ou

Ve e R, U(x) > BU(x),le]) = () f(z,o(x) +€) < —le|, (2.150)

EX
Nous pouvons alors introduire la marge de stabilité associée a la loi de commande ¢ comme
la fonction M : R, — R, définie par :

MU) = sup E. (2.151)
E€R::BUE)<U
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Avec cette fonction ainsi définie et du fait que (3 est strictement croissante en son
deuxieme argument, nous avons :

Vo e R", le| < MU(x)) = BU(x) le]) < U(x),

%(@f@ﬁ(@ +e) < —Ux) + BU@),lel) — e,
< —lef

Nous en déduisons que, si, pour une solution donnée de la boucle fermée, il existe un
temps £, tel que :
le(t)] < MU(X(x,t))) Vit >ty , (2.152)

alors nous aurons décroissance de la fonction de Lyapunov U et les trajectoires seront bornées.
Ainsi, I'objectif que nous pouvons fixer a ’observateur est de reconstruire la loi de commande
stabilisante ¢ de facon a ce que l'erreur devienne en temps fini et avant toute explosion
inférieure a la marge de stabilité.

Obtenir cette propriété sur le temps d’existence des solutions semble une opération dif-
ficile. Dans cette section nous allons reprendre différents résultats publiés qui peuvent étre
revus selon cette démarche. Nous nous placons dans le cas mono entrée, mono sortie.

Observabilité et changement de commande

Reprenons ici la contribution de Teel et Praly présentée dans [91].

Hypothése 7 [Observabilité Compléte et Uniforme] :

Il existe deux entiers n, et n, et une fonction suffisamment différentiable 7 telle que
pour toute solution du systeme suivant :

& = f(z,uo)
Up = U2
(2.153)
U, = Un,+1
y = h(x)
nous avons le long des trajectoires :
v =0 y™ . ) ,  VzeR", (2.154)

ot y@ dénote la dérivée temporelle d’ordre i de h(z).

Par une procédure de backstepping nous pouvons étendre la stabilisabilité pur le systeme
(1.1) que nous supposons sur R”, (i.e. A, = R") au systeme (2.153), ainsi, nous pouvons
trouver ¢, tel que :

Upy+1 = GulT,Uoy ... Up,) (2.155)

stabilise globalement et asymptotiquement 'origine du systeme (2.153).
Dans ce cas,

7:L0 = u; , 111 = Uy , un = ¢u($,U0,...,Unu) . (2156)

u
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apparait comme un bouclage d’état dynamique pour le systeme (1.1). Les variables (u;)i<n,
étant connues, nous pouvons proposer le changement de commande :

Unyr1 = Ou(V,ugy . Uy, ) - (2.157)
Pour le systeme étendu (2.153), (2.157), un bouclage d’état stabilisant est :
v =u. (2.158)

L’objectif est alors de donner une estimation de x de fagon a pouvoir implémenter cette
loi de commande. Cette estimation devant se faire suffisamment vite pour que la marge de
stabilité soit atteinte avant toute explosion des trajectoires.

Observateur

Par dérivations successives de la fonction h le long des solutions de (2.153) nous voyons
qu’il existe une fonction ¢ et un entier n,, < n, tel que :

Yyt = (g, U, ) (2.159)

Suivant la démarche introduite par Khalil et Esfandiari dans [38], nous considérons des
observateurs de commande grand-gains de la forme :

~

9o = 41 + Llo(y — 7o)

(2.160)
Uo, = LM, (y = G0) + (@0, un,)
Dans ce cas, 'estimation de la commande (2.158) est donnée par :
T = saty (NG, - Unys Yoy - - - Uny)) - (2.161)
ou,
saty(s) = min{l, %} s . (2.162)

Cet observateur est un observateur grand-gain tel qu’il a été introduit dans [28]. Pour
fonctionner le gain L doit étre sélectionné en fonction du gain incrémental (constante de
Lipschitz locale) des fonctions intervenant dans les dynamiques du systeme. Typiquement
ce gain incrémental tend vers I'infini lorsque ’état tend vers l'infini. Le choix de L est donc
délicat.

Le probleme a résoudre est donc de sélectionner les deux parametres M et L de facon a
obtenir une convergence de 'erreur suffisamment rapide.

2.3.2 Cas Semi-Global

Une maniere de simplifier le probleme que nous venons d’énoncer est de se placer dans
un contexte tel que ce gain incrémental soit borné. C’est le cas par exemple si nous pouvons
nous limiter a le considérer sur un compact. Pour permettre une telle limitation Teel et
Praly dans [91], se sont restreints au cas ou Z,, 'ensemble des conditions initiales de z, est
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un compact. Dans ce cas, en choisissant (uy, . . ., 4y, ) dans un compact Z,,, pour tout compact
Cu,» contenant strictement Z, x Z,, les fonctions définissant la dynamique (2.153) et (2.157)
sont bornées. Donc si nous prenons garde a conserver la commande v bornée, il existe un
temps T tel que toute solution issue de Z, x Z, est dans C, ., pour tout ¢ dans [0, 7).

Si le compact C,, , est choisi tel qu’il est invariant si la marge de stabilité est satisfaite,
il ne reste plus qu’'a déterminer M et L de fagon a ce que pendant ce laps de temps, [0,7)
I'erreur devienne, puis reste, inférieure a la marge de stabilité.

Il est effectivement démontré dans [91] le résultat suivant :

Théoréme 5 ([91], Erreur de commande domination semi-globale) Si Z, est borné
dans R™, si le systeme est uniformément et complétement observable et si le systeme est
stabilisable alors il existe L* et M* et deur compact L, de R™ et I, de R™ tel que [’origine

du systeme :
(

T = f({L‘,UQ)

Uy = Us
Un, = Gul(Tyugy ..., Up,)

o = 01 + Llo(y — o) (2.163)

y = h(z)
T = saly(N(Y, - Yny» Uos - - - Uny)) -

est asymptotiquement stable de bassin d’attraction contenant I, X I, X ZL,,.

2.3.3 Cas Global

Si Z, n’est pas a priori borné, nous ne pouvons pas trouver ces compacts Z,, et C,,, tels
que C,, contient 7, x Z,. L'intérét de C, ., était que nous pouvions connaitre a priori des
bornes sur toutes les fonctions intervenant dans le probleme. N’ayant plus cette connaissance
a priori, I'idée est de savoir I'acquérir par l'observation. Dans ce but Praly et Astolfi dans
[75] suppose l'existence d’un observateur de la norme de x (voir aussi [12]). Cet observateur
est tel qu’il nous donne un majorant de la norme de I’état en temps fini et avant toute
explosion du systeme. Le gain L de I'observateur (2.160) ainsi que M dans (2.161) pourraient
alors étre calculés a partir de ce majorant. Malheureusement méme avec cette possibilité
supplémentaire, I'observateur (2.160) ne semble pas avoir les propriétés suffisantes et les
auteurs de [12] ont dii introduire un observateur plus complexe pour pouvoir résoudre le
probléeme completement. Nous renvoyons le lecteur a [12] pour une présentation complete du
résultat correspondant. Ici, nous nous contentons de rapporter dans ce qui suit une solution
plus simple mais qui n’est que conceptuelle.

Un condition nécessaire a I’existence d’un observateur de la norme de z, telle que supposée
dans [12], est ’hypothese 1 d’observabilité de la non bornitude (voir Angeli et Sontag dans
[7]) introduite dans le paragraphe 1.2.2.

Comme nous l'avons déja signalé dans le paragraphe 1.2.2, la non-observabilité de la
non bornitude peut étre la source d'une impossibilité a construire des bouclages de sortie
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dynamiques (voir [61]). Mais comme nous I'avons vu aussi cette hypothese 1 n’est pas une
condition nécessaire a l’existence d’un bouclage de sortie dynamique.

Par ailleurs pour pouvoir reconstituer la commande v = x apres changement de com-
mande, u = ¢(v) a partir de la mesure, nous avons besoin de :

Hypothése 8 [Distinguabilité] :
Le systeme est dit distinguable en temps petit depuis la sortie si un temps 7" et une
commande uy : [0,T] — R™ existent tels que, pour tout z; et x5 dans R™ x R™ tels que
x1 # X9, pour tout s dans (0,7") il existe t < s :

R(X (z1,t,u9)) # h(X(xa,t,up)) . (2.164)

Ces deux hypotheses suffisent pour proposer le schéma suivant (voir [70] pour plus de
détails) :
1. Observons tout d’abord que I'hypothese de distinguabilité implique que pour tout ¢y
dans [0,7T), si la commande est :

u(t) = Ug(t) s Vi < ty s (2.165)
puis autre chose pour t > ty, alors la fonction :
H x — (t € [0,tg] — h(X(x,t,up))) (2.166)

qui associe a z, la fonction de sortie sur I'intervalle [0, tg] est injective. Elle admet donc
une inverse a gauche H* satisfaisant :

H*(t € [0,te] — h(X(x,t,up))) = x . (2.167)

2. Ensuite grace a I'hypothese 1 d’observabilité de la non bornitude, il est possible de
connaitre un intervalle [0, 5] sur lequel nous sommes sures que les solutions n’ont pas
explosé. En effet, si par exemple nous introduisons :

#= Lty (h@l ) . (0) = 0. (2168)

Cette fonction 7 est strictement croissante et I’hypothese 1 implique que si 7 est borné
les trajectoires le sont aussi. L'instant ¢y peut donc étre le plus petit entre disons 1, %
et I'instant tel que 7 devient supérieur a 1. ty est donc un temps d’arret, dépendant de
la solution.

3. Nous pouvons alors introduire le bouclage instationnaire suivant :

. UQ(t) s Vt S tg
ult) = {(b(X(a},t—tg,qﬁ(:c)) LY 4 (2.169)

Ici & est donné par :
T = H(t € [0,t] — h(X(x,t,ug))) (2.170)
Le probleme est donc résolu dans un contexte sans perturbation puisque 1’observateur

donne une estimation exacte de la commande stabilisante, i.e. T = X(x,tg, up).

Cette démarche conceptuelle nous donne un bouclage de sortie instationnaire. Nous pou-
vons imaginer une procédure ressemblant a celle-ci mais qui réitere a chaque pas de temps
cette procédure. Cette démarche a d’ailleurs été adoptée par Coron dans [17] dans le cas de
la stabilisation locale.

43



2.4 ELIMINATION CHAPITRE 2 ERREUR DE COMMANDE

2.4 Approche par élimination de I' (passivité)

2.4.1 Cas général

Etudions maintenant le cas ot au lieu de dominer l'effet perturbateur caractérisé par I'
résultat de I'erreur de commande, nous cherchons a le compenser exactement. Pour préciser
un peu lidée, rappelons que sous I'hypothese de simple stabilisabilité du systeme (1.1),
(peut-étre apres changement de commande) nous avons :

@) () < —alre) + Tlae) (2471)
ou
alze) = ~Uz) ,  Dlz,e) = o @)(f(z,6(x) +e) = flz,0(2))),  (2172)
et,
[(z,0) =0 Ve e A, . (2.173)

Cette derniere égalité implique, pour peu que I soit O, I'existence de fonction I'y donnant
la factorisation :

D(z,e) = T'i(z,e)e . (2.174)

Nous en déduisons que le systeme :
i = flz,0(x)+e) , 2z =Ti(ze), (2.175)

est un systeme passif d’entrée e et de sortie z. Avec cette interprétation, nous voyons que
I'idée de compensation peut se traduire comme trouver un bouclage dynamique de sortie tel
que le systeme bouclé puisse étre vu comme l'interconnexion du systeme ci-dessus et d'un
systeme strictement passif d’entrée z et de sortie e.

Satisfaire cet objectif dans un cas général semble une tache impossible a réaliser, pour-
tant, nous allons voir qu’il est possible d’aboutir pour une classe de systemes qui inclut
des systemes dont la dynamique provient d’une formulation variationnelle. Observons aussi
que cette fagon de présenter I’élimination repose totalement sur la factorisation (2.174) mais
toute autre factorisation :

[(z,e) = Ty(z,e)y(z,e) , (2.176)

avec I'y(x,0) = 0 peut étre exploitée.

2.4.2 Le bouclage stabilisant dépend de la dérivée de la sortie

Dans cette section nous présentons un cas trivial ou I’approche par passivité peut étre
menée au bout. Nous ne considérons que les systemes linéaires en la commande tels qu’il ont
été introduits dans (2.75). La stabilisabilité dont nous avons besoin est une notion plus forte
que celle introduite en (2.20) :
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Hypothése 9 [P-Stabilisabilité] :
Il existe une fonction ¢ : h(A,) — R™ et une fonction définie positive, C, et propre
U: A, — R, telle que :

@) 7@) + g)phia)) <0 Vee A, (2.177)

De plus les solutions qui sont bornées et completes dans A, du systéme suivant
convergent vers ’origine :

8_1/{
ozr

& = f(z) + g(@)p(h(x) (r)g(x) = 0. (2.178)

La stabilisabilité requise par cette hypothese est tres forte, puisque la commande doit
étre un bouclage statique de sortie. Cependant I'inégalité (2.177) n’étant pas stricte nous
demandons seulement que cette loi de commande donne la stabilité mais pas 'attractivité.
Pour obtenir 'attractivité il suffit de modifier le bouclage de sortie en le bouclage d’état :

u = 6la) = p(h(a)) - (%x)g(x)) , (2.179)

En effet, nous obtenons le long des solutions du systeme (2.75) avec la loi de commande

(2.179) alors :
2

ou , (2.180)

4@ < - |5 @)

Nous concluons alors que les solutions du systeme sont completes et bornées dans A, et que
l'origine est stable. Puis, en utilisant le principe d’invariance de LaSalle (voir [29, theorem
X.1.3]), les trajectoires convergent vers le plus grand invariant contenu dans I’ensemble des
x de A, satisfaisant :

g—:(x)g(x) =0 , U(z) = Uy - (2.181)
En utilisant des arguments similaires a ceux utilisés dans [31, Chap.10.7, p.44], nous
pouvons montrer que ’hypothese (2.178), suffit & démontrer que ¢(x) est un bouclage d’état
qui stabilise asymptotiquement I'origine du systeme. En effet, du fait de I'hypothese (2.178),
les solutions qui satisfont (2.181) convergent vers l'origine. La fonction U s’annulant en
I’origine et étant constante le long de ces solutions, nous avons alors U,, = 0. De la continuité
de la fonction U, nous concluons de plus que U(x) converge vers U,, = 0 le long des solutions
du systeme (2.75) bouclé avec la loi de commande (2.179). La fonction U étant définie
positive, les solutions du systeme bouclé convergent vers l'origine et ¢(z) est un bouclage
d’état qui stabilise asymptotiquement l'origine du systeme.

Sous I'hypothese (9) de P-Stabilisabilité nous avons :

1@ + glap) < Do) (1~ olh(a)) (2.182)

e

En introduisant 'erreur de commande :

e = u— p(h(x)) . (2.183)
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et en posant,

I(z,e) = Z—Z(:c)g(x) : (2.184)
L’équation (2.182) devient :
ou
7 (@)@ + 9@ + e(h(x)) < Ti(xe)e (2.185)

et le systeme (1.1) dévient alors un systeme passif d’entrée e et de sortie I'y. D’apres le
paradigme des systemes passifs interconnectés, il suffit de mettre un systeme strictement
passif en contre-réaction (entre I'; et e) pour obtenir la stabilité asymptotique de I’ensemble.

Pour nous permettre de construire un bouclage de sortie qui fasse apparaitre un systeme
strictement passif d’entrée I'; et de sortie e, nous imposons que cette entrée soit liée a
y = h(z) comme suit :

Hypothése 10 [P-Détectabilité] :

Il existe des fonctions x : R? — R™ et £ : RP — R™ telles que :

ou

a5 @9(@) = Lyx(h(z)) + £(h(2)) (2.186)

avec,
Lyx(h(z)) = 0. (2.187)
Nous avons le Théoreme suivant :

Théoréme 6 ([80], Erreur de commande, Elimination, Dérivée de sortie) Sous les
hypothéses de P-Détectabilité et de P-Stabilisabilité le bouclage de sortie dynamique :

u=w— x(y) + ey , w o= —w + x(y) — &(y) - (2.188)

rend l'origine asymptotiquement stable pour le systeme bouclé avec (2.188) de bassin d’at-
traction A, x R™.

Preuve : Considérons le systeme complet :

{9’6 = f(z) + g(@)u,

w = —w + x(h(x)) — £(h(x)) . (2.189)

Observons que nous pouvons toujours modifier x dans (2.186) et (2.187) pour avoir x(0) = 0.
Introduisons la fonction suivante :

W(z,w) = 5 (w— x(y))* . (2.190)
Nous obtenons le long du systeme (2.188) :
W) = ~2W(ew) - (@) +60) ) (- o)
= W) — Tag(e) (u — plhia) 2190
T (z,e) ¢
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Ainsi, le systeme (2.188) est strictement passif.
Considérons la fonction suivante :

V(z,w) = U(z) + W(z,w) . (2.192)

Cette fonction est définie positive et propre sur A, x R™. En utilisant (2.186), (2.182) et
(2.191), la dérivée de V le long des trajectoires du systeme (2.189) satisfait :

V(r,w) < —2W(z,w) , (2.193)
L’origine est donc stable. De plus, en utilisant le principe d’invariance de LaSalle (voir [29,

theorem X.1.3]), nous avons que les trajectoires du systeme convergent le plus grand ensemble
invariant tel que :

W(z,w) = 0 V(z,w) = V. (2.194)

ou V,, est un réel positif. En utilisant (2.186), nous concluons que dans cet ensemble nous

i = f(2) + g(@)p(h())
g—z;{(x)g(:c) =0 , w = —¢(h(x)) (2.195)
w = x(h(z)) .

De la méme fagon que dans le cas du bouclage d’état ¢ de (2.179), sous I'hypothese
(2.178), les solutions de (2.195) convergent vers l'origine. La fonction V s’annulant en ’ori-
gine, nous avons alors V,, = 0.

De la continuité de la fonction V, nous concluons de plus que V(z) converge vers V,, = 0
le long des solutions du systéme (2.189). La fonction V étant définie positive, les solutions
convergent vers l’origine et (2.188) est un bouclage de sortie dynamique qui stabilise asymp-
totiquement le systeme de bassin d’attraction A, x R™. O

Cas des systéemes de Euler-Lagrange (voir [63])

Appliquons la méthode précédente aux systemes mécaniques qui satisfont les équations
d’Euler-Lagrange. Nous considérons un systéme mécanique avec pour état x = (y,9)', qui
satisfait les équations d’Euler-Lagrange lorsqu’il n’y a pas de dissipativité, i.e. nous avons :

dOL(y,y)  OL(y,y) T

— 2.196
it~ oy ay v (2:196)
ou L est la fonction de Lagrange définie par :

ou V est I'énergie potentielle et T" est I'énergie cinétique :

1

T(y.9) = 59" D)y (2.198)

Nous pouvons démontrer que ce systeme satisfait toutes les hypotheses du Théoreme 6.
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Pour fonction de Lyapunov nous prenons la fonction d’énergie du systeme :

Ux) = Ty, 9) +V(y) - (2.199)
Nous obtenons : )
Ux) = 9'u. (2.200)
Donc la condition (2.177) est satisfaite avec p(y) = 0.
De plus,
o) = 3. 2201)

Les conditions (2.187) et (2.186) sont donc satisfaites avec x(y) = y et {(y) = 0.
Enfin, avec (2.196) et (2.198) les solutions du systeme :

doLly.j) L.y

FTRPY 9y =0 , y=0. (2.202)
satisfont : 48T
Ti) =0 . 55e0ni) = 0. (2.203)
et donc,
y =0, T(y,y) =0 , g—‘;(y) =0. (2.204)

Elles sont donc des points d’équilibres.
D’apres (2.188), un bouclage de sortie stabilisant est donc :

u=w-y , W= —-w+vy. (2.205)
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2.4.3 Application a I'Interception Exo-Atmosphérique

Dans cette section nous allons présenter une application de cette méthode de bouclage
de sortie. Il s’agit d’'un probleme d’interception d’une cible non-manceuvrante par un inter-
cepteur en phase de vol exo-atmosphérique. Ces travaux sont issus de [5](ou [6]) et ont été
réalisés dans le cadre d'une étude au sein de I’Onera. On se propose de déterminer une loi
de commande réalisant 'interception dans le sens ou la distance de passage a la cible est
minimale et que la cible reste dans la ligne de mire de l'intercepteur.

Dans un premier temps, nous allons présenter les équations qui régissent ce probleme et
nous formaliserons le probleme d’interception. Puis nous présenterons le bouclage de sortie
qui en découle. Des résultats numériques sont présentés en Annexe B.1 de ce document.

Le systeme de ’interception Exo-Atmosphérique

Nous considérons un intercepteur commandé de forme approximativement cylindrique.
La correction de trajectoire peut étre effectuée par I'utilisation de quatre moteurs de poussée
situés a proximité du centre de gravité. Ceux-ci sont orientés perpendiculairement a ’axe
de lintercepteur. L’intercepteur est aussi équipé d’un dispositif propulsif situé a l'arriere.
Celui-ci permet de faire tourner I'engin autour de son centre de gravité. Cette poussée est
assurée par huit tuyeres secondaires perpendiculaires a ’axe du cylindre, et permet ainsi
de controler les vitesses de rotation de tangage lacet et roulis. Pour la synthese de la loi
de commande, on ne considere aucune limite physique aux commandes, elles seront ensuite
testées en simulation avec saturations et temps de retard.

Dans la suite des calculs, nous considérons que la cible n’est pas propulsée. Cependant,
nous évaluerons la robustesse de la loi de commande obtenue vis-a-vis de faibles accélérations
de la cible en Annexe B.1.

Les coordonnées considérées sont les coordonnées relatives a la position de I'intercepteur.
Nous introduisons le triedre associé a l'intercepteur dénoté R,; qui est centré en son centre
de gravité. L’axe des x est porté par 'axe de symétrie longitudinale de I’engin, les autres
axes sont portés suivant les axes de poussée des dispositifs propulsifs.

Fi1c. 2.1 — Intercepteur considéré

L’état du systeme est composé de :

- X = (X,, X,,X.)" dans R? dénote les coordonnées de la position relative de la cible
dans le triedre Ryy.

-V =(V,V,,V,)" dans R? dénote les coordonnées de la vitesse relative de la cible.

- Q = (p,qr)" dans R? caractérise la vitesse de rotation de I'engin autour de son
centre de gravité.

49



2.4 ELIMINATION CHAPITRE 2 ERREUR DE COMMANDE

Avec ces données, le systeme s’écrit sous la forme :

X=V+XAQ,
. 0
V:( >-|—V/\Q, (2.206)
ug
Q = Uc + .](Q) )
ou ug = (uGy,uGz)T est la commande réalisée par les moteurs situés pres du centre de
gravité, et uc = (ucp, Ucg, ucr)' dénote la commande réalisée par les moteurs situés a

larriere de 'engin. Enfin, j(£2) est une fonction non linéaire traduisant les couplages dues
au moment d’inertie.

L’intercepteur est équipé des capteurs suivants :

— Un gyrometre embarqué mesurant les vitesses angulaires de tangage, lacet et roulis :

Q = (p q T)T, (2.207)

— Un autodirecteur infrarouge situé a l'avant de ’engin et 1ié a ses axes. Il mesure :
T
y= (2 %) . (2.208)

Nous considérons seulement la partie terminale du duel. La cible est ainsi en présentation
quasi frontale, et la distance relative diminue. De plus, la formulation d’un probleme d’inter-
ception n’a de sens que lorsque X, est positif. Ceci se traduit dans les conditions suivantes :

X, >0
et V., < 0. (2.209)
[ Xa| >> [ X[ + X

Formalisation de l’interception

Pour ce probleme d’interception, nous choisissons de faire tendre vers zéro une fonction
de I'état qui correspond a

1. un critere d’interception défini par le produit vectoriel du vecteur de la vitesse relative

et du vecteur Intercepteur / cible.
XAV, (2.210)

2. le souhait que la cible reste dans la ligne de mire de I'engin. En d’autres termes, nous
voulons que la projection de la position de la cible reste proche de I'axe des = . Il faut
donc réguler X, et X, autour de l'origine.

3. et enfin, le souhait que les vitesses de rotation de ’engin restent faibles.

La fonction que nous considérons est :

1
C::§(LXAXQTLXAXO + X, (X, + X))+ X207Q) . (2.211)
Nous supposons que X, est toujours strictement positif (la cible est toujours devant l'inter-
cepteur). Ainsi, cette fonction C est positive et propre en X AV, X, X,, Q. Enfin, nous
avons :
C=0 < XAV =0,X,=0,X,=0,Q=0. (2.212)
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En conséquence, le probleme est maintenant de faire tendre C vers zéro. Ceci va étre fait, en
utilisant les outils développés dans la section 2.4.2.

Remarque 4 :

1. Cette fonction C semble difficile a interpréter physiquement. Il serait hasardeux de lui
donner une signification énergétique.

2. Le terme en X? dans (2.211) est introduit pour homogénéiser les diverses contributions
remarquant que X? apparait lorsque nous dérivons (X A V)T(X A V).

3. Dans I'étude théorique que nous avons développée dans le paragraphe (2.4.2) I'objectif
était de faire tendre la fonction U vers 0. Cette fonction étant une fonction de Lyapunov,
i.e. une fonction C!, définie positive et radialement non bornée. Cela impliquait une
stabilisation de l'origine en x. Dans 'application présente, la fonction C n’est pas une
fonction de Lyapunov. Nous ne retenons donc de I'étude précédente uniquement la
convergence vers 0 d’une fonction positive. Pour appliquer la méthode nous devrons
alors supposer que les trajectoire sont bornées, ce qui dans le cas présent s’avere étre
une hypothese réaliste.

Le bouclage de sortie

En dérivant C le long des trajectoires du systeme (2.206), nous obtenons :

C = Xy (m(y)ue +y)
+ X207 (Uy)m(y)ue + n(y)y "y + uc + 5(Q)) (2.213)
+IVX Ty +0T0).

ounl:R? = R¥>? m:R? - R>*? et n:R? — R? sont définis comme :

—Y Yy 1+ 2 _
Wy) = | —wy: —1—vZ| mly) = ( . yyyé) :
1 + y2 y y yyyz + yy
v (2.214)
0
n) =3 [ -
Y 5 2
Yy
Ainsi, en suivant la démarche de la section 2.4.2, nous introduisons la fonction W :
X3
W = C+ Tx(w —y) " (w—y). (2.215)
En dérivant W le long des trajectoires du systeme, nous obtenons :
W = X2 (m(y)ue + 2y — w)
+Xgu " (w —y)
(2.216)

+ X207 (ue + §(Q) + n(y)k(Q,y, w) + l(y)m(y)uc)
+ ngXik'(Q, y, w),
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ol k est la fonction définie positive par :
EQyw) = y'y+Q'Q+ (w—y) (w—y), (2.217)

et rappelons-le seuls y et € sont mesurés et V, est négatif.
La matrice m(y) est inversible, ce qui permet d’éliminer les termes en g en choisissant :

ug = my) H(w—2y) . (2.218)

En prenant :
w = —w+ Y

la dérivée temporelle de W devient :

(2.219)

W = X3(fw — gl — 9 + SV X2, ) (2.220)

Puisque V. est non positif par hypothese (2.209), W est négatif. W décroit donc le long
des solutions. Nous ne pouvons conclure plus pour le probleme d’interception car le duel
se fait en temps fini, s’arréetant par hypothese lorsque X, devient nul. Néanmoins, nous
avons observé que la convergence obtenue est suffisamment rapide pour que le critere C soit
proche de zéro au moment de 'arrét du duel. Une méthode permettant de transformer la
convergence asymptotique en convergence en temps fini est de considérer un changement de
temps qui prenne en considération la distance a la cible. Cette donnée n’étant pas mesurée
par les capteurs nous ne pouvons I’appliquer directement a ce probleme.
Des résultats de cette méthode sont présentés en annexe (B.1).
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2.4.4 Extension au cas d’une intégrale de la sortie

Prieur et Halleux ont proposé dans [79] une méthode permettant de réguler un fluide
dans un réservoir par bouclage de sortie. Leur approche peut étre interprétée dans notre
formalisme par une approche élimination ou I'; n’est pas liée a une dérivée de la mesure y
(voir 'hypothese 10) mais a une intégrale (voir aussi [80]). Illustrons 'idée en introduisant
les hypotheses suivantes :

Hypothése 11 [I-Détectabilité] :

Il existe des fonctions x : R? — R™ et £ : RP — R™ telles que :
ou
5, (@9(@) = k(z) + x(h(z)) , (2.221)
ou,
Lyk(z) = €(h(x)) et Lgk(z) = 0, (2.222)

Un fagon imprécise mais plus lisible d’écrire cette hypothese est :

/5 )dt + x(y) . (2.223)

Hypotheése 12 [I-Stabilisabilité] :
Il existe une fonction ¢ : h(A,) — R™ et une fonction définie positive, C, et propre
U: A, — R, telle que :

ou

S @ @)+ g@ey)] <0 VeeA,, (2:224)

et, pour toute constante K dans R, les solutions bornées et completes dans A, du systeme
suivant convergent vers l'origine :

B= )+ ge) . Sl = K (2.225)

Nous avons le Théoreme :

Théoréme 7 ([80], Erreur de commande, Elimination, Intégrale de sortie) Sous
les hypotheses de I-Détectabilité et de I-Stabilisabilité, le bouclage de sortie dynamique :

u = —w—x(@y) + ey , w=-w+y — xy), (2.226)

rend 'origine du systeme bouclé asymptotiquement stable de bassin d’attraction A, x R™.

Preuve : Observons que nous pouvons toujours modifier x et k pour avoir :

x(0) = k(0) = 0. (2.227)
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Considérons la fonction suivante :

V(z,w) = U(z) + %(w — k(@) (w — k(x)), (2.228)

Cette fonction est définie positive et propre sur A, x R™. En utilisant (2.221) et (2.222), la
dérivée de V, le long des trajectoires du systeme (2.189) avec la loi de commande (2.226),
satisfait :

V(x‘, w) < —(w+ x(h(2)" (w+ x(h(z))) . (2.229)

L’origine est donc stable et toutes les solutions sont bornées et completes dans A,. De plus,
en utilisant le principe d’invariance de LaSalle (voir [29, theorem X.1.3]), nous avons que les
trajectoires du systeme convergent le plus grand ensemble invariant tel que

(w+ (b)) (w+ 2(h(z))) = 0 ,  V(zw) = Vi . (2.230)

ou V, est un réel positif. L’hypothese 11 nous dit que dans cet ensemble nous avons :

Miogla) =0 & = [@) + g@)elhla)) (2.231)

En utilisant des arguments similaires a ceux utilisés dans le Théoreme 6, ’hypothese (2.225)
et le fait que V est une fonction continue nous permet de conclure que l'origine du systeme
(2.189) est asymptotiquement stable de bassin d’attraction A, x R™. O

Remarque 5 : L’hypothese 11 ne fait intervenir que la sortie et son intégrale mais sans
difficulté, il est possible d’étendre ce dernier résultat en le combinant avec le précédent en

. o ou N e
autorisant ainsi le terme a—(x) g(x) a s’écrire comme la somme d’une intégrale de mesure
x

et d’une dérivée de mesure. Ce cas est traité dans [80].

2.4.5 Autre méthode d’élimination

Sous I’hypothese 2 de stabilisabilité, procédons au changement de commande :

La loi de commande stabilisante est alors :
v =. (2.233)

Jusqu’a maintenant nous avons exploité I'hypothese 2 de stabilisabilité sous la forme de
Iégalité :

Z—Z(x)f(x,v +e) = f‘)—z{(@f(x’xz - g—z;{(x) foate) - f(x’x)]/ . (2.234)
a(z,0) <0 T(@e)
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Mais nous pouvons tout aussi bien écrire ’égalité :

ou - ou _
%($)f($,l'+€) = @—x(l'—Fe)f(l'-l—e,l‘-i-ez
al.c) <0
ou - ou _
+ﬁ_x(x)f(xax+€) - a—x(l'-f-@)f(x—}-e,x—f—ez .

I(z,e)
(2.235)
Cette voie a été suivie avec une élimination de I" par Pomet, Hirshorn et Cebuhar dans
[67] dans le cas des systemes linéaires en la variable non mesurée et sous une hypothese
supplémentaire de détectabilité qui exploite I’élimination du terme I'. Nous ne décrivons pas
plus ce résultat en renvoyant le lecteur a [67] pour plus de détails.
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Chapitre 3

Erreur de dynamique

3.1 Principe Général

Dans le chapitre précédent, I'interprétation d’une condition nécessaire nous a conduit a
envisager la synthese d’'un bouclage de sortie a partir d'un bouclage d’état et un reconstruc-
teur de ce bouclage a partir des observations de la mesure. Comme nous I'avons signalé, cette
approche n’a recu que peu d’attention jusqu’a maintenant. Un autre approche elle beaucoup
plus "populaire” peut-étre motivée comme la précédente par I'interprétation d’une condition
nécessaire.

3.1.1 Conditions nécessaires

En suivant une procédure similaire a celle du chapitre précédent et notamment du para-
graphe 2.1.1, nous allons mettre en évidence une condition (presque) nécessaire a ’existence
d’un bouclage de sortie dynamique résolvant le probleme posé dans la section 1.2.1.

Pour pouvoir aller plus loin dans 1’énoncé de cette condition nécessaire, plagons nous
dans le cas ol la mesure est une partie de I’état et ou le systeme (1.1) peut s’écrire dans des
coordonnées (x,y) avec x dans R"* ou n, = n — p. Le systeme s’écrit alors :

xr = A(x,y,u) ,
' (2,9, u) (3.1)
y = C(‘)(’ y? u) Y
avec A et C des fonctions localements lipschitziennes.
Supposons maintenant qu’il existe un triplet :
(g € Nyw :RF x R? — R™ v : RP x R? — RY) (3.2)
ainsi qu'un compact M,, C R telles que, pour le systeme suivant :
¥ o= Alx,y,w(y,w)),
y = Clx,y,@(y,w)), (3.3)

w = viy,w),

{0} x {0} x M,, est un ensemble asymptotiquement stable de bassin d’attraction A avec
Z. x M,, C A ou Z, représente toujours I’ensemble donné des conditions initiales de 1’état

(%, ).
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Toujours en évoquant un Théoréme de Lyapunov inverse [93], nous savons qu'il existe
une fonction V : A — R, propre et C*, telle que pour tout (x,y,w) dans A :

L) A (0 0) + G )l w0 0) + G (g y)
< V(x,y,w) .
et,
((x,y,w) € A: V(x,y,w) = 0} = {0} x {0} x M, . (3.5)

Dans le paragraphe 2.1.1, pour expliciter une condition nécessaire nous avions fixé xr dans
A, et minimisé la fonction V par rapport a w. Ici, nous fixons un couple (w, y), et cherchons
un minimiseur pour V en x.

Soit A, , I'ensemble des (w,y) tel que 'ensemble Ay (w,y) = {x : (x,y,w) € A} est
non vide. Cet ensemble est un ouvert de RY.

Pout tout (w, y) dans A,,,, la fonction ¥ — V(x, y, w) est bornée inférieurement et propre
sur Ay (w,y). Il existe donc un minimum global en x.

Soit ArgMingy ¢ 4wy V(¥ ¥, w) Uensemble des minimiseurs. On a alors pour tout (w,y)
dans A, , et pour tout ¢ dans ArgMing, ¢ 4, (w4 V (¥, ¥, w) :

V(x,y,w) > V((,y,w) , V oz e Ay(w,y) ,

)Y (3.6)
ad ~ 0.
(G Ys W)
Un ¢ dans ArgMing, ¢ a, @)y V(% ¥, w) peut étre associé a chaque (w,y) dans I'ensemble
Ay x h(Az(w)). Notons ce choix ((w,y) et introduisons la fonction U : A, , — R, définie
par :

Uw,y) = V({(w,y),y,w) (3.7)

En s’inspirant de Prieur et Praly dans [80] et de la méme fagon que dans le paragraphe 2.1.1,
nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 3 5i il existe une sélection ( Héldérienne d’ordre strictement plus grand que
%, alors la fonctionU : Ay, — Ry est une fonction C*, propre et satisfait :

e v,y + 5w CCw )y () < Ulwy) (Y

et,
{(w,y) € Auy : U(w,y) = 0}

= {(w,y) € Apy : w € My, C(w,y) =0,y = 0} . (3.9)

La démonstration est identique a celle de la Proposition 1.

De ceci, nous tirons une premiere conclusion qui est que, sous I’hypothese supplémentaire
que la fonction ¢ est Holdérienne d’ordre plus grand que %, une condition nécessaire a ’exis-
tence d’un bouclage de sortie dynamique stabilisant est que pour le systeme :

w = v(y,w),
= C(¢(w,y),y, w(w,y)) , (3.10)
z = C(w,y),
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d’état (y,w) et de sortie z, M,, x {0} est un compact asymptotiquement stable de bassin
d’attraction A, .

Le point tout a fait remarquable ici en comparaison de la Proposition 1 est que ce systeme
(3.10) pour lequel nous avons cette de propriété de stabilité n’a en apparence aucun lien avec
le systeme donné (1.1).

3.1.2 Interprétation

A T'image de la décomposition introduite dans le chapitre 2.1.1, nous pouvons écrire la
fonction V de la forme :

V(x,y,w) = U(w,y)
—
Fonction de Lyapunov en w et y ( 3.1 1)
+ (¥ = C(w, ) M(x,y,w)(x = ((w,y)) .
Fonction ”distance”‘dre I’écart entre = et ¢
ou M est une fonction définie par :
M(x,y,w / / Faz (C(w.y) +rs(x = C(w,y)),y,w) drds . (3.12)

Cette décomposition est tres intéressante car elle fait apparaitre V comme la somme
d’une fonction de Lyapunov d’un systéme ayant y et w pour état et d’une fonction (presque)
”quadratique” de Iécart entre x et ((w,y). Ceci nous amene a introduire des notions ”d’es-
timation d’état” ainsi que ”d’erreur de dynamique”.

Estimation d’état et Méthode indirecte

La décomposition précédente de la fonction V est composée de deux termes :

1. Le deuxieme terme de (3.11) est une fonction que l'on peut interpréter comme une
distance entre x et ((w,y). Nous voyons ainsi ((w,y) comme une estimation de 1'état
non mesuré x.

2. La premiere partie de (3.11) fait apparaitre une fonction positive dépendant de w et
de la mesure y et qui satisfait :

(w,y) € Awy ,  Uwy) =0 = (((w,y),y) =0. (3.13)

Sous I'hypothese de la proposition 3, ¢’est une fonction de Lyapunov pour le systeme
(3.10). Ainsi, le long du systeme (3.10), la composante y de son état et sa sortie
z = ((w,y) tendent vers 0.

Nous pouvons, de ce fait, envisager la synthese un bouclage de sortie stabilisant par une
procédure en deux temps. Dans un premier temps, nous cherchons une estimation de la
composante x de l'état du systeme. Ceci nous donne les fonctions ( et v et le systeme
suivant appelé observateur :

w = v(y,w),

gy = Clxy,w(w,y)) . (3.14)
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Puis nous construisons un bouclage d’état stabilisant pour le systeme ou x est remplacé par
C(w,y). Cette stabilisation pour ce systeme auxiliaire ajoutée a la convergence de I'estimation
permet d’espérer que 1'objectif de stabilisation soit atteint. Il est important de noter la voie
indirecte suivie pour arriver au résultat. Ceci est a opposer a ce que nous avons fait au
chapitre 2 ol I'on s’intéressait directement a la convergence de I'état du systeme donné.

Erreur de dynamique

La convergence de U vers 0 le long des solutions du systeme (3.10) ne garantit pas que
cette fonction converge vers 0 le long des solutions du systeme bouclé (3.1).

En effet, le systeme (3.10) bouclé par le bouclage de sortie stabilisant et restreint aux
dynamiques y et w peut s’écrire :

w = v(y,w),

g = C(w,y),y,@(w,y) + Clx,y,mw(w,y) — C(C(w,y),y,@(w,y)),  (3.15)

Vv
erreur de dynamique

Par conséquent, 1’écart entre x et ((w,y) que nous avons interprété comme une erreur d’es-
timation introduit une modification de la dynamique du systeme (3.10) pour lequel nous
espérons savoir résoudre le probleme de stabilisation.

Notons k la fonction décrivant ’erreur de dynamique induite :

k(w,y,x) = C(z,y,w(w,y)) — C(C(w,y),y,@(w,y)) (3.16)
Nous avons :
Mo < Uy + Pewkwes @D

(. J

Stabilisation de 1’observateur ~
Terme induit par 'erreur de dynamique

A l'image des méthodes introduites dans le chapitre précédent, nous devrons ainsi imposer
des propriétés de robustesse de la stabilisation du systeme de 1’observateur par rapport a la
présence d’erreur de dynamique.

Remarque 6 :

1. Dans le cas ou la mesure y ne peut étre considérée comme une composante de 1’état
toute 'analyse précédente reste valide si ce n’est que, dans I’équation (3.11), un nouveau
terme apparait. Nous avons en effet :

V(w,w) = Ulw, h(z)) + (z—¢(w, (@) M(z,w)(@ - ((w, h(z)))

3.18
o) = cwny .

2. Notons que 'erreur de dynamique k s’annule lorsque ((w,y) = x.
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3.1.3 Synthese par I’approche d’erreur de dynamique

Revenons aux systeémes sous forme générale tel que le systeme (1.1). L’approche traitée
dans ce chapitre découle directement de 'interprétation précédente. Celle-ci repose sur l'idée
de rendre asymptotiquement stable un systeme qui nous donne une estimation de 1’état.
Les fonctions de Lyapunov considérées dans ce chapitre seront donc constituées d’une partie
nous assurant la reconstruction de I'état du systeme et d’une autre partie caractérisant la
stabilité asymptotique vers l'origine de 'estimation. Pour simplifier la présentation de ce
chapitre, nous allons considérer le cas global. Nous avons ainsi, Z, = R", nous n’avons
aucune connaissance a priori des conditions initiales du systeme donné.

Estimation d’Etat

Le systeme nous donnant un estimé de ’état est appelé Observateur d’état, il est constitué
d’une extension dynamique dépendant de la mesure y.

Du fait que nous voulons stabiliser I'origine du systeme, et que nous ne connaissons pas a
priori la commande que 1’on va utiliser pour le bouclage, nous demandons a ’observateur de
fonctionner pour tout u. Cet observateur d’état devra donc avoir un comportement uniforme
en la commande. Ceci constitue une requéte tres difficile a respecter. Heureusement, dans
certains cas considérer, des observateurs d’état qui ne fonctionnent que pour une certaine
classe de commande peut se révéler suffisant (Voir 'exemple de la section 3.2.4). Contraire-
ment aux observateurs de commande introduits dans le chapitre précédent (Section 2.2.1),
nous devons reconstituer I’état tout entier, (et non seulement une fonction de I’état). L’exis-
tence d’un observateur d’état semble donc plus difficile & obtenir. Pourtant, les résultats de
stabilisation a partir d'un observateur d’état sont bien plus nombreux.

Se donnant w et la mesure h(z) nous faisons correspondre un élément de R™ qui sera
notre estimation de 1’état et que nous notons & = ((w,y).

Comme nous I’avons dit, dans la suite du chapitre, nous n’allons pas travailler directement
sur I’état du systeme donné mais plutot sur cette estimation z. Par conséquent, nous devons
nous assurer que des propriétés de bornitude de z implique de telles propriétés pour 1'état
réel x. Aussi nous voulons avoir une convergence de I vers x uniformément en u. Nous
précisons tout ceci sous la forme de cette hypothese :

Hypothése 13 [Observateur uniforme en la commande] :

Il existe ¢ un entier, A, un ouvert de R?, w : h(R") x A, x R™ — R? une fonction
localement Lipschitzienne, ¢ : h(R™) x A,, — R™ une fonction C*, et W: R" x A,, — R
une fonction positive et localement Lipschitzienne, tels que :

1. nous avons pour tout (z,w,u) dans R" x A, x R™ tel que W(z,w) # 0 :

D+W(x,w)( f(@,u) ) <0, (3.19)

w(y, w,u)

{(z,w) € R" x A, : W(x,w) =0} C {(z,w) € R"x A, : v = ((y,w)},
(3.20)

3. enfin, pour tout réel positif Wy et pour tout compact C' dans R™ I’ensemble :
{(z,w) € R"x A, : W(z,w) < Wy et ((h(z),w) € C} (3.21)

est un compact de R".
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Dans ce contexte, ’estimation de 1’état nous est donnée par 1’observateur :

T = f(x,u),

w = wh(z),w,u) . (3.22)

T = g‘(w,h(a:)) ) {

Remarque 7 :

1. Etant donné x dans R"™, les propriétés de la fonction W sont telles que lorsque w est
dans {w € A, : W(z,w) = 0} (si cet ensemble est non vide), alors nous avons :

r = C(w, h(zx)) . (3.23)

En d’autres termes pour cet élément x nous pouvons trouver un élément de A, tel que
I’estimation renvoyée par ’observateur est directement .

Il semble naturel de demander I'existence d’un tel w pour tout x dans R™. Dans ce cas,
nous avons une application :

r€eER" —» w=T(x) € {w e A, : W(x,w) = 0} . (3.24)

En fait, a notre connaissance, tous les observateurs présents dans la littérature exhibent
une telle application. En effet, dans le cas des observateurs de Kazantzis-Kravaris
et Luenberger introduits dans la seconde partie de ce document, 'observateur est
construit a partir de cette fonction 7.

2. Le dernier point dans cette hypothese, définissant les observateurs, implique que si Z et
W sont bornés alors x est borné dans R"™ et w est borné dans A,,. Cette hypothese nous
permet de travailler de fagon indirecte sur I’estimation & pour assurer des propriétés de
bornitude sur 1’état x. Ceci implique en particulier que, pour toute fonction ¢/ : R" —
R, propre dans R", la fonction définie par :

V(z,w) = UC(h(z),w)) + W(z,w) , (3.25)
est propre en (z,w) dans R" x A,,. En effet, pour tout réel positif V4, nous avons :

{(z,w) € R"x A, : V(z,w) <V} C
{(z,w) eR"x A, : U(((z,w)) < Vp}N (3.26)
{(z,w) € R"x A, : W(z,w) < V}.
Et du fait que U est propre dans R™, alors ((w, x) appartient & un compact. Donc, en
utilisant I'hypothese (3.21), nous concluons que la partie gauche de 1'équation (3.26)

est bornée. Puis, du fait de la continuité de la fonction V), nous concluons qu’elle est
propre dans R™ x A,,.

3. Utiliser la dérivée de Dini dans (3.19) plutot que la différentiation classique nous au-
torise a considérer des fonctions W associées a 1'observateur qui ne sont pas C*.

En s’inspirant du systeme (3.15), 'observateur d’état ainsi défini, introduit une erreur de
dynamique caractérisée par la fonction k£ : R" x R? x R™ — R" :

k(x,w,u) = Wu)(w,h(m),u) + E)C(wa’i;(x))%(x)f(x,u)

- f(g(w’ h(:zc)),u) :

(3.27)
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La dynamique de l'estimé, & = ((w,y) satisfait le long du systeme (3.22) :
r = f(i,u) +  k(z,wu) . (3.28)
—_———
Erreur de dynamique

Ce systeme est appelé Systéme de ['observateur dans ce qui suit. Du point de vue de 1’ob-
servateur ce terme k est le terme de correction qui permet la convergence de = vers x. Mais
du point de vue du controleur ce terme correspond a une perturbation. Heureusement cette
perturbation s’annule lorsque que W(z, w) = 0. En effet, nous avons la proposition suivante :

Proposition 4 (Annulation du terme de correction lorsque W(z, w) = 0) Sous
Uhypothese 13, pour tout (xz,w) dans R™ x A,, tel que W(z,w) = 0 et pour tout u dans R™
nous avons l’égalité :

k(x,w,u) = 0. (3.29)

Preuve : En effet, soit (z,w) dans R™ x A, tel que
W(z,w) = 0. (3.30)

Alors nous avons en utilisant ’hypothese (3.20) :
r = ((w, h(x)) . (3.31)

Notons maintenant (X (z,t,u), W(x,w,t, u) une solution du systeme (3.22), avec une loi
de commande wu(t). Soit [0, 0., 4. (2, w,u)), Iintervalle maximal & droite de définition de
cette solution a valeurs dans l'ouvert R™ x A,,. Du fait de (3.19), nous avons :

W(X (z,t,u), W(z,w,t,u)) =0 |, Vit € (0,084, (2, w,u)) , (3.32)
L’hypothese (3.20) donne alors :
X(z,t,u) = ((W(x,w,t,u), h(X(z,t,u))) , Vit € (0,004, (z,w,u)), (3.33)

En dérivant par rapport au temps la derniere équation et en posant ¢ = 0, nous obtenons :

Flavu) = G o)l ha)a) + 52w h@) 3 (@ f ) . (330

En utilisant alors I’égalité (3.31) dans 1'équation précédente, nous obtenons a t =0 :
k(x,w,u) = 0. (3.35)

O

Remarque 8 : Dans le cas ou il existe une fonction 7" introduite dans la remarque 7 et
sous des hypotheses de minimalité, il semble naturel que les fonctions W et T soit reliées
par I’équation :

{(z,w) € R"x A, : W(z,w) = 0} = {(z,w) € R"x A4, : w=T(x)}. (3.36)
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Avec une telle fonction T et d’apres la Proposition 4, 'erreur de dynamique k associée a
cet observateur satisferait alors :

k(x,T(z),u) = 0, (3.37)

L’approche indirecte mise en évidence dans le paragraphe précédent nous incite ainsi a
chercher une loi de commande pour le systeme de I'observateur nous assurant tout d’abord
que T reste dans R" (n’explose pas en temps fini) et ensuite que 'origine soit un point
asymptotiquement stable. La stabilisation pour I'état = du systeme donné découlera alors
des propriétés de I'observateur et notamment du fait que & converge vers x.

Cette stabilisation pour  devra se faire malgré la présence de I'erreur de dynamique k.
Cette erreur dépendant de x ne peut étre considérée que comme une perturbation pour la
synthese de la loi de commande stabilisante. Ce sera par contre le role de 1'observateur de
rendre cette perturbation petite.

A T'image de 'approche adoptée dans le cadre d’une erreur de commande, la présence de
I’erreur de dynamique introduit une perte de négativité. En effet, si 'on connait une fonction
¢ :R* - R™etYd : R" — R, une fonction définie positive, C* et propre dans R" telles
que :

ou
ox
alors le long des solutions du systeme étendu (3.22), nous avons pour tout (z,w) dans

R"x A, :

(@) (@, 0(2) < —UE) , YieA,, (3.38)

HCTw i) < —UC(w,h(w)) + T(w,2) (3:39)
Dl,a) = 92 (G, b)) K, 0(Cw, b)) (3.40)

Cette fonction I' correspond a la perte de négativité induite par la présence de l'erreur
de dynamique k. La négativité apportée par la stabilisabilité ainsi que celle apportée par
la dérivée de la fonction W liée a l'observateur doivent compenser cette perte de négativité
pour forcer z a rester borné dans R™ et dans un deuxieme temps a le faire converger vers
I'origine. Ceci nous amene de nouveau a envisager deux approche pour construire une loi de
commande garantissant la stabilisation de  malgré la présence de la perturbation k :

1. Domination

Comme au chapitre 2, la premiere approche consiste a trouver une loi de commande
sur le systeme de 'observateur donnant une négativité suffisamment forte pour que la
perte de négativité I' induite par la présence de I'erreur de dynamique puisse apparaitre
comme dépendant uniquement de l'erreur de dynamique (et pas en plus de x).

2. Elimination du terme

La seconde est a nouveau purement analytique. L’objectif est de trouver une loi de com-
mande telle que le terme introduit par I’erreur de dynamique puisse étre completement
compensé grace aux propriétés de 1'observateur.

La premiere stratégie sera abordée dans la section 3.2, la suivante fera I'objet de la section

3.3.
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3.2 Domination pour ’erreur de dynamique

3.2.1 Principe général

Comme expliqué au paragraphe 3.1.3, 'approche par erreur de dynamique avec une
hypothese de stabilisabilité du systeme donné sur R” permet d’obtenir (voir (3.39)) :

Uz) < -UEZ) + I'w,z) , (3.41)

avec & = ((w,y). Pour aller plus loin, il s’agit de traiter le terme perturbateur I' du a

I'erreur de dynamique k. Notre premiere démarche consiste a imposer une certaine ”borne”

sur cette erreur de dynamique. Nous allons ainsi supposer que l'observateur nous garantit

que l'erreur de dynamique associée a une solution est dans L” sur le temps d’existence de
celle-ci :

Hypothése 14 [Observateur-L?] :
Il existe ¢ un entier, A,, un ouvert de R?, w : RP x A4, xR™ — R%et ( : R"x A, — R"
deux fonctions localement Lipschitziennes, W : R" x A, — R, une fonction positive

localement Lipschitzienne, telle que, pour tout (x,w,u) dans R" x A, x R™ satisfaisant
W(z,w) # Oona :

+ f(x,u) _ T.W. U D
D W(x,w)( >> < —|k(z,w,u)?, (3.42)

w(y, w, u

ou k, est 'erreur de dynamique associée, i.e. :

I¢(w, h(z))
ow

IC¢(w, h(z)) Oh
Ta—x(w)f(%u)

— f(C(w, h(x)), u) .

w(w, h(x),u) +

k(z,w,u) =

(3.43)

et,
{(z,w) € R"x A, : W(z,w) =0} C {(z,w) € R"x A, : ©—((y,w)=0}. (3.44)
Enfin, pour tout réel positif Wy et pour tout compact C' dans R™ I’ensemble :

{(z,w) € R"x A, : W(x,w) < Wy et ((h(x),w) € C} (3.45)

est un compact.

L’unique ajout par rapport au observateurs uniformes en la commande tels qu’il sont
introduits dans I’hypothese 13, est la présence du terme —|k(Z,w,z,u)[P dans 1’équation
(3.42). Ceci garantit que ce terme est intégrable sur le temps d’existence de chaque solution
dans R"™ x A,,.

Avec cette hypothese d’existence d’un observateur rendant LP son erreur de dynamique
associée, il est naturel d’introduire une hypothese de stabilisabilité caractérisant une robus-
tesse par rapport a des perturbations dans L?; en d’autres termes, nous assurant que & reste
borné dans R” si la perturbation est dans LP. L’hypothese est :
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Hypothése 15 [LP-Stabilisabilité] :
Il existe une fonction ¢ telle que le systeme suivant :

i = f(z,6(x) +d. (3.46)

est LP-ISS avec d pour entrée. Plus précisément, il existe une fonction définie positive, C?!,
et radialement non bornée U : R — R, , et une fonction définie positive o : R — R,
telles que :

W0 ([ 0) +d) < —a() + P Vied) cR R (347

L’hypothese de LP stabilisabilité implique que, si la loi de commande ¢ est utilisée, alors
pour toute perturbation (ici d) qui sera dans LP, les solutions seront bornées. Nous pouvons
rapprocher cette stabilisabilité de celle introduite dans le contexte erreur de commande
(hypothese 5 dans le paragraphe 2.2.4) mise a part qu’ici la perturbation porte sur tout &
et non pas sur la commande.

Les deux hypotheses que nous venons d’énoncer constituent un point de passage garan-
tissant le succes de la synthese du bouclage de sortie.

En effet, nous avons :

Théoréme 8 (Erreur de dynamique, Domination L?) Sous les hypothéses 14 et 15, il
existe M., compact dans A,,, tel que le systéme :

u = () , & = ((w,h(x)) , W = w(w,h(z),$(2)) (3.48)

définit un bouclage de sortie dynamique qui stabilise asymptotiquement ’ensemble {0} x M,
pour le systeme bouclé (1.1) avec un bassin d’attraction R"™ x A,,.

Preuve : Le systeme bouclé est décrit par les équations :

{3;« — fla.0(2)) . | {y = h(x) . (3.49)

W = w(y,w, (1)), = ((y,w),

Du fait de la LP-Stabilisabilité et de la définition (3.43) de k, nous avons le long de ses

solutions : .
H) < S (7(8,0(8)) + K w,a,w) (3.50
< —a(z) 4 |k(x,w,u)l? .

Considérons la fonction V : R" x A, — R, définie par :
V(z,w) = UZ) + W(z,w) . (3.51)
Pour tout réel positif V;, nous avons :

{(z,w) € R"x A, : V(r,w) <Vy} C
{(z,w) eR"x A, : U(((z,w)) < Vp}N (3.52)
{(z,w) € R" x A, : W(z,w) < Vp}.
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Du fait que U, est propre dans A,, ((w,z) appartient & un compact. En utilisant alors
I'hypothese (3.45), nous concluons que I'ensemble a gauche dans (3.52) est borné. Puis, du
fait de la continuité de la fonction )V, nous concluons qu’elle est propre dans R x A,,.

De plus, en utilisant I’hypothese (3.44), nous avons :

{(z,w) e R"x A, : V(r,w) =0} = {(z,w) : {(w,h(x)) =0, W(z,w) = 0},
= {0} x My,
(3.53)

avec,

My = {w e Ay : C(w,0) = 0, WO0,w) = 0} . (3.54)

En utilisant une nouvelle fois I'hypothese (3.45), nous avons que M,, est un compact dans
Ay

En utilisant '’hypothese (3.47) et (3.42), la dérivée de la fonction V le long des trajectoires
du systeme (3.49) satisfait :

V,w) <0 ,  (z,w) ¢ {0} x M, . (3.55)

De plus, la fonction V ne s’annulant qu’en {0} x M,,, nous concluons que cet ensemble est
asymptotiquement stable de bassin d’attraction R" x A,,. O

Il est possible de réinterpréter bon nombre de résultats de stabilisation globale par bou-
clage de sortie selon la logique du Théoréme 8. Le cas p = 2, i.e. le cas L? a été traité par
Kanellakopolous, Kokotovic et Morse dans [33] et par Marino et Tomei dans [57] dans le cas
des systémes admettant une forme triangulaire. Plus récemment, le cas p = 1, i.e. le cas L*
a été considéré par Praly et Arcak dans [74].

Remarque 9 : Il est possible d’étendre la méthode en décomposant la fonction k. En effet,
si 'erreur de dynamique associée a ’'observateur se décompose en :

k(x,w,u) = n(h(z),w,u) + m(h(z), w,u) l(z,w,u) , (3.56)

ou donc n et m dépendent de y = h(z) et non de I’état tout entier. nous pouvons relacher
I’hypothese 14 et supposer que l'observateur rende LP uniquement la fonction ¢. Ainsi, il
suffit que 'observateur vérifie, pour tout (z,w) dans R™ x A, tel que W(z,w) # 0 :

W(:l;",w) < —|l(x,w,u)P . (3.57)

Par contre, la LP-stabilisabilité doit étre modifiée. L’hypothese 15 concerne alors le
systeme suivant : .
T = f(.f',U) + n(y,w,u) + m(yaw7u>d ) (358)

avec d la perturbation et y et w étant des entrées connues. Dans ce cas, il semble utile
d’autoriser la fonction ¢ a dépendre de w et de y et plus seulement de .

Cette méthode sera développée plus en détails dans le chapitre 4 dans le cas des systemes
triangulaires. Elle a aussi été introduite par Praly et Arcak dans [74] (voir aussi [9]) dans le
cas L.
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3.2.2 Sur les observateurs

Comme nous ’avons vu dans le paragraphe précédent, la méthode permettant de cons-
-truire un bouclage de sortie dynamique dans le cadre d'une approche Erreur de dynamique,
Domination LP nécessite 1'utilisation d’un observateur d’état uniforme en la commande.

Les observateurs dont nous avons besoin ici sont particuliers puisqu’ils doivent garantir
qu’ils rendent L? l'erreur de dynamique associée (voir 'hypothese 14). Dans ce paragraphe
nous introduisons deux grandes classes d’observateur et regardons sous quelles conditions
ceux-ci nous donnent un observateur LP de I'hypothese 14.

3.2.2.1 Observateur d’ordre réduit

Une classe d’observateurs couramment utilisée est la classe des observateurs d’ordre
réduit. Reprenons le cas ou la mesure du systeme est un état du systeme, i.e. le systeme
(1.1) est de la forme :

(3.59)

X = Ax,y,u)
y = Clx,y,u)

avec x dans R"¥ et y dans RP.

Définition 2 (Observateur d’ordre réduit quadratique) Nous disons que nous avons
un observateur d’ordre réduit quadratique si il existe un difféomorphisme de la forme (3 :
(x,y) — (w,y), tel qu’il existe une matrice définie positive P telle que :

0 0
Pa—;i(y,w,u) + a—;(y,w,u)TP <0 V(w,y,u) € RTx RP x R™ | (3.60)

ot w est le champ A de (3.59) dans les coordonnées (w,y), i.e. la fonction définie par :

8¢ ¢y

Wy, wu) = 52 (Gew,9),9) AlClw, y), g, u) + 5 (G (0, y),y) ClGelw, y), g, u) (3.61)
ot Gy est la fonction inverse de (3, i.e tel que :
CGe(G(v,y)y) = & V(xy). (3.62)
Dans ce cas l'observateur d’ordre réduit est :
R = Gloy) o = w(wyw) (3.63)

Dans cette définition la condition (3.60) implique une contraction des trajectoires les unes
sur les autres dans une partie de la dynamique du systeme (3.59). Celle-ci est plus facilement
mise en évidence dans les coordonnées (w,y), i.e. pour les trajectoires du systeme :

w = w(y,w,u)
. ’ (3.64)
{ g = OC(w,y),y,u) .
En effet, dans ce cas la fonction W associée a cet observateur est :
W(Xayaw) = (w—Qi(x,y))TP(w—Q;(X,y)) ) V(vavw) € R™ xRV xR™ . (365)
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Et d’apres (3.60), nous avons le long des solutions du systéme étendu :

W(Xayaw> <0 ) V(Xayaw> : ’(U—C;(X,y) 7£ 07 (366)

La condition (3.19) de 'hypothese 13 est bien satisfaite.

A noter que le fait que (3.60) puisse étre obtenu ou pas dépend aussi des coordonnées
choisies.

Pour notre contexte, une caractéristique importante des observateurs d’ordre réduit qua-
dratique est qu’ils donnent lieu a 'erreur de dynamique suivante, a comparer par exemple

avec (3.86) :

k‘(X, Yy, w, u) _ (83{_;(107 y) O(Xa Y, u) - %_;(C;(Xa y)a y) O(/%a Y, U)) (367)

Cx,y,u) — C(x,y,u)

Dans le cadre d’une approche Erreur de dynamique LP, nous souhaitons que cet observa-
teur rende L? le terme de corection associé. Cette hypothese semble difficilement réalisable
pour ’ensemble des observateurs d’ordre réduit quadratiques définis précédemment.

Pourtant, si nous nous restreignons alors aux observateurs d’ordre réduit avec une fonc-
tion ( linéaire en w, i.e. aux cas des observateurs de la forme :

) = A%, y,u) + K(y)C(&,y,u) (3.68)

y
fv:w—I—/K(s)ds _
0 ) w
Yy =1y

ou K est une fonction a valeurs dans R"*. Avec une fonction ¢ de cette forme, le terme de
correction associé (voir (3.67)) est :

k(2 w,u) = (K}y)) (Clay,u) — Cla,y,u)) (3.69)

Dans ce contexte une condition suffisante pour le cas L? est

Proposition 5 5i il existe une fonction K bornée et une matrice définie positive P qui
satisfait

DA — KC DA — KC . oC - aC
PT(X7y7u) + T(Xayau) P < - a—X(X’y’U) a—X(Xayau) . (370)

alors l'observateur défini en (3.68) satisfait (3.42) dans le cas p = 2.

Preuve : Suivant (3.65) et (3.68), la fonction W associée a cet observateur est :

W(x,y,w) = (w— + /OyK(s)ds)TP(w—X + /OyK(S)dS) : (3.71)
= (—2)"P(Hxr—-x).
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Elle satisfait pour & # x :

W gw) = (v -2

/1PaA—Kc 0A — KC
0

(¥ +s(¥ — ), y,u) + (¥ + s(¥ — x),y,u)" Pds

Ox Ox
(%_X) )
< (& —2x)T
1
| G st = a) ) G+ (i = )., s
0
(/%_X) )

< _(C(/%>y7u) - C(X>y7u))T (C(i}ayau) - C(Xayau)) :

Du fait que K est une fonction bornée, nous concluons que 'erreur de dynamique (3.69)
évaluée le long des solutions est dans L. O

Remarque 10 :
1. Ces hypotheses dépendent des coordonnées dans lesquelles nous nous placons.

2. Nous remarquons que nous pouvons utiliser la décomposition introduite dans la re-
marque 9 (équation (3.56)) pour relaxer ’hypothese que la fonction K est bornée. En
effet, le terme de correction se factorise de la forme suivante :

B(x,y,w,u) = (K§9)> (Clx,y,u) — (&, y,u) (372)

. J

£(x,y,w,u)
m(y,w,u)
Nous pouvons alors demander a I'observateur de rendre LP uniquement le terme ¢. Mais
alors la LP-stabilisabilité associée caractérisée par I’hypothese 15 doit étre modifiée pour
concerner maintenant le systeme :

{5« = A&,y u) + K(y)d

3.73

3.2.2.2 Les observateurs d’ordre réduit non-quadratiques

Observateur d’ordre réduit non-quadratique : Nous disons que nous avons un obser-
vateur d’ordre réduit non-quadratique si il existe un difféomorphisme % : (x,y) — (w,y), tel
qu’il existe une matrice définie positive P et des vecteurs t; formant une famille génératrice
(i.e. tels que la matrice ) i tjt]T est définie positive) satisfaisant :

el P22 (y, w,u)e Ow

wo Jw \II T w T . T

+ E t: —(y,w,u)e, | signe(t:e,) <0,
Vel Pe, j( y ) ) gne(t; cu)

7 Ow (3.74)

V(y,w,u) Ve, €R™ /0,
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ol w est par (3.61) (champ A dans les coordonnées (w,y)) et

ew = w—C(x,y) . (3.75)

Dans ce cas l'observateur d’ordre réduit est toujours de la forme (3.63). Mais, la fonction
W associée a cet observateur est maintenant une fonction de la forme :

W(x,y,w) = /el Pe, + Z tTew - (3.76)
J

Cette fonction n’est pas C'. Pourtant elle satisfait, au sens des dérivée de Dini,

W(X,'y,w) < <0 , V(x,y,w) : w—Co(r,y) # 0, (3.77)

le long du systeme étendu.

A I'image du cas quadratique, les observateurs d’ordre réduit quadratique donnent lieu a
I'erreur de dynamique introduite en (3.67). Aussi, nous pouvons établir un résultat similaire
a la proposition 5 pour le cas L!. En effet, nous avons la proposition suivante :

Proposition 6 5i il existe une matrice définie positive P et des vecteurs t; formant une
famille génératrice (i.e. tels que la matrice Z t; tT est définie positive) satisfaisant :

X, Y, u)ex 70A — KC _ T
myn + ; (tj — (x,y)ex | signe(t;ex) < s

oC

- a—X(X7 Y, u)€X

TP8A KC(

, V(x,y, ex,u) .

alors l'observateur défini en (3.68) satisfait (3.42) dans le cas p = 1.

Preuve : Considérons la fonction W associée a l'observateur définie par I’équation (3.76) :

W(x,y,w) = /eLPe,+ Z thex . (3.79)

oll ey = X — X et & est défini en (3.68). Elle satisfait :

ds

W(x'y w) = 1 T(P 8Aafc(x—|—sex,y>U) e KC(X+3€X>y7 )TP) Cx
s Y 0 QW
X X

! 0A — KC
+ signe(t? e )t! ————(& + sex,y, u)ex ds .
/Z ane(t] et = (i se, ) 50

1
< —/0 gg(XjLsex,y, u)ey|ds
< —|C(x,y,u)|, V(x,y,x,u) .
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3.2.2.3 Les observateurs d’ordre complet quadratique

Une autre classe d’observateurs est celle des observateurs de méme dimension que ’état
du systeme. Ainsi, ¢ la dimension de w est égal a n, et A, = R".

Leur dynamique est la méme que la dynamique de ’état du systeme a laquelle nous
rajoutons une fonction des écarts entre les sorties fictives de 1'observateur et les sorties
réelles du systeme.

Définition 3 (Observateur d’ordre complet quadratique) Nous disons que nous avons
un observateur d’ordre complet quadratique si il existe une fonction K et une matrice P telle
que :

0 0
P%(y,w,u) + %(y,w,u)TP <0 , V(w,y,u) € R" x R x R™ | (3.81)

ou w est la fonction définie par :
w(y, w,u) = flw,u) + K(w,y) (h(w) = y) . (3.82)
L’observateur est alors de la forme :
T=w |, w = f(w,u) + K(w,y) (h(w) — y) , w € R". (3.83)

La fonction W associée est directement :

W(z,w) = (r — w)'P(x — w) . (3.84)
elle satisfait : )
W(z,w) < 0 Vo # w. (3.85)

Ainsi, (3.20) et (3.19) sont satisfaite.

Remarque 11 : Contrairement aux observateurs d’ordre réduit la contraction est dans ’es-
pace des ”x”. Par contre, pour ’obtenir, il faut modifier la dynamique du systeme en ajoutant
un terme de correction. La aussi le fait de pouvoir obtenir (3.81) dépend des coordonnées
choisies.

L’erreur de dynamique associée a un observateur d’ordre complet est :
b, w,u) = K(w, h(z)) (h(w) — h(z)) (3.56)
Exemple : Les observateurs d’ordre complet sont utilisées dans le cas des systemes sous
forme Output-Feedback (voire [58]), i.e. de la forme :
t = Az + B(y,u) y = Cz | (3.87)

avec la paire (A, (), détectable. En effet, nous pouvons considérer un observateur d’ordre
complet avec A, = R" de la forme :

T=w |, w = Aw + B(y,u) + K(Cw — y) , (3.88)
(w,z)
k(w,z
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ou K est une matrice telle que :
(A+ KC)Y'P + P(A+ KC) < —1, (3.89)

avec, P définie positive.
Nous pouvons montrer que dans ce cas cet observateur est de plus un observateur-L'. En
effet, une fonction WV associée a cet observateur peut étre :

(x — w)'Plz — w) '
\/(x — w)TP(x — w)

Si on introduit Apin(P) et Amax(P) respectivement les valeures propres de norme la plus
petite et la plus grande, nous avons :

W(z,w) = (3.90)

)\maX P
W(z,w) > #kp — w| . (3.91)
AInin(-P)
Elle satisfait au sens des dérivée de Dini le long des solutions du systeme étendu :
. N
Wow = 2w
2¢/(z — w)TP(x — w) (3.92)
1
< -
< g
et avec (3.91), nous obtenons :
- )\maX P
W(z,w) < (P) |z — w|, (3.93)

B _2|P‘ V )‘min(P)

qui montrer que I'observateur est un observateur L.
En modifiant la fonction W, nous pouvons montrer que cet observateur est un observateur
Lr.p >1

3.2.3 Sur la LP-Stabilisabilité

La seconde hypothese dont nous avons besoin dans le cadre d’une approche Erreur de
dynamique Domination LP est I'existence d'une loi de commande nous assurant une robus-
tesse par rapport a des perturbation additive. Nous donnons ici un premier résultat dans ce
contexte dans le cas L.

En annexe de ce document est donné un autre résultat qui est un lemme de propagation
de propriété LP-ISS dans le cas des systemes triangulaires. Ces Lemmes nous permettront
de travailler sur cette classe de systeme dans le chapitre 4.

La stabilisabilité L' est une condition équivalente & I’hypothese qu’il existe une loi de
commande stabilisant asymptotiquement 'origine du systéeme avec une fonction de Lyapunov
a gradient borné. En effet nous avons la proposition suivante :

Proposition 7 (CNS donnant la L'-ISS stabilisabilité) Le systéme est L'-Stabilisable
sur R™, si et seulement si il existe une fonctiond : R™ — R, définie positive C et propre
dans R™, une fonction a : R" — R, continue définie positive et une fonction ¢ : R™ — R™
et un réel M tels que :

ou ou
S@@o@) < —ak) . |F@

IN

M Ve e R". (3.94)
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Preuve : Nous démontrons les deux sens de I’équivalence tour a tour :
1. <=) Supposons qu’il existe ¢ : R"™ — R™ une fonction localement Lipschitzienne,
U :R" — R, une fonction définie positive C! et propre dans R” et o : R® — R, une
fonction continue définie positive telles que (3.94) est satisfaite. Alors, nous obtenons
directement :

ou
ox
Ceci établit la propriété de L'-ISS stabilisabilité.
2. =>) Inversement, supposons le systéme L!-Stabilisable sur R™ par une loi de commande
u = ¢(x), i.e. il existe U : R® — R, une fonction définie positive C!, et propre dans
R™, et une fonction @ : R®™ — R, continue définie positive telles que :

ou

(@) [f(z,0(2)) + d] < —a(z) + M|d| , V(z,d) € R"xR".  (3.95)

8—x(x) [f(z,0(x)) + d < —alz) + |d V(z,d) € R" x R" . (3.96)
En prenant, .
i = (Ge@) Ife o) (3.97)
dans I'inégalité (3.96), nous obtenons, pour tout x dans R",
@) o) + S @) | 6] < [oa(w)| 1f ol (399
et donc, ,
L) 170l < 2| P I o)] (3.99)

Puisque f(z, ¢(x)) ne peut s’annuler qu'en x = 0, nous obtenons :

ou
%@)

< 2. (3.100)

O

3.2.4 Exemple de bouclage de sortie par une approche erreur de
dynamique

Dans ce paragraphe, nous donnons tous les détails d’une synthese de bouclage de sortie.
Ceci nous permet d’illustrer comment tirer profit des divers points que nous avons vus dans
I’approche erreur de dynamique, et domination LP.

Cet exemple est tiré de [72]. Le systéme est donné sous la forme suivante :

1;1 = x9 + ZL‘%
Ty = T3 s Yy = I . (3101)
.fil'g = u

Nous nous intéressons au probleme de stabilisation par bouclage de sortie dans le cas
global. Nous allons suivre une approche erreur de dynamique domination L.
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Conception d’un observateur-L' d’ordre réduit

La premiere étape de ’approche erreur de dynamique est la conception d’un observateur.
Considérons le difféomorphisme :

1 X1
Y = T + :p§ . (3.102)
Ys z3

Dans ces nouvelles coordonnées le systeme (3.101) devient :

U1 = Y2
o = (14 2u
vo = (1+2u)ys (3.103)
Ys = u
Yy = W
Nous introduisons I'observateur d’ordre réduit suivant :
i =y .
X wy = (14 2u) (w3 + kzy1) — ko (wa + kayn)
Yo = we + koy : (3.104)
; w3 = u — k3 (wa + kay1)
U3 = wz + k3y
avec ko et ks des réels que nous spécifierons plus tard. Nous notons :
€2 = Yo — Y2 , €3 = Ys — Yz - (3.105)
La fonction W que nous associons a cet observateur est :
W(ea,e3) = €5 — aeges + (el (3.106)
ou « et (3 sont des réels qui satisfont :
o’ < 48 (3.107)
Cette fonction satisfait :
W = (262 — 0663) [(1 —+ 2U)€3 — kQ@Q] — ]{73 (2563 — 0662) €a , (3108)

= —(2ky — ksa)es + (koo +2(1 4 2u) — 2k38) eaes — a(l +2u)es . (3.109)
La partie de droite de cette équation est négative définie si et seulement si :

a(l+2u) > 0, (2ky —ksa) > 0,

(koo + 2(1 + 2u) — 2k33)? < 4(2ky — ksa) a(1 + 2u) (3.110)

ou de fagon équivalente lorsque 1 + 2u est positif,

a >0,  (2ky—ksa) > 0,
2
41+ 20) — 4 [R5 4 2k — kao)§| (14 20) + [ (26 = kao)§ — k52| < 0.
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La derniere inégalité fait apparaitre un polyndéme en 1 + 2u. Pour que celui soit négatif il
est nécessaire qu'il ait des racines. Ceci implique que k3(2ky — k3 «v) doit étre positif et par
conséquent que ks et ks doivent étre strictement positifs

Maintenant si nous voulons autoriser 1+2u a étre dans (0, u) avec @ le plus grand possible,
il faut :

483 — 2
2y — k) = iy = (3.111)
2 2
et,
48 — 2
le plus grand possible. Soit encore :

ot ks22 ;12 aussi grand que possible.
De cette étude nous concluons que si ks est donné par (3.52) et si pour un réel strictement

positif £, nous avons :
2 < 1+4+2u < k(48 —a?) — 2¢, (3.114)

alors il existe un nombre strictement positif n tel que :

W < —gW. (3.115)

Ceci implique que W est exponentiellement décroissante. Nous avons donc un observateur
d’état dans les coordonnées ¥, 2, y3. A noter cependant que nous n’avons pas uniformité en
la commande. Ecrit dans les coordonnées x, cet observateur est de la forme :

rn =Y .
. .9 wy = (1+2u) (ws + ksy1) — ko (wa + ko)
Tg = W2 — T3 -+ kgy s X (3116)
. w3 = u — k3 (w2 + kay1)
T3 = w3 + kgy
Nous pouvons associer a cet observateur I'erreur de dynamique :
i‘l .’2'2 + .’i’% €9
Ty | = T3 + | [k2 + k3Zs]es , €2 = Y2 — Yo . (3.117)
i’g u _k362

-~
k(yva »L3,W2 ,UJ3)

Nous allons procéder a une factorisation de I’erreur de dynamique comme indiquée dans
la remarque 9, pour réécrire la dynamique de 'observateur :

To | = T + | ko + ks@s | L(y, 72, T3, wa, w3) (3.118)
i’g u _k3

m(y7w27w3)

ou,
Uy, T2, 23, w2, w3) = €3 . (3.119)
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Si l'observateur rend L' le terme es, alors nous pourrons suivre I'approche Erreur de
dynamique, Domination L*. Et si nous trouvons une loi de commande pour le systeme (3.118)
robuste a des perturbations L' nous pourrons alors conclure en utilisant le Théoreme 8.

Puisque, W est une fonction quadratique en e; et eg, il existe une constante 7, telle que :

W > nilesf* . (3.120)
Tant que la loi de commande satisfera la contrainte (3.114), la fonction W, définie comme :
Wy = 2VW (3.121)

satisfait : ‘
Wy < —nall] . (3.122)

Nous avons donc un observateur rendant la L' la perturbation ¢ mais ceci toujours sous la
condition (3.114) que doit vérifier la commande.

Conception d’un controleur

Pour pouvoir appliquer le Théoreme 8, nous devons maintenant construire une loi de
commande qui rend le systeme suivant L!-ISS :

Ty = Ty + T2+ (0
To = Ty + [ko+ 2ksTs) 0, (3.123)
%\3 = u — ]{736

avec une commande satisfaisant la contrainte (3.114).
Dans un premier temps, nous ignorons la perturbation ¢ et nous cherchons une loi de
commande en trois étapes combinant les techniques de backstepping et de forwarding.

Etape 1 : Nous considérons le systeme :
Ty = uy . (3.124)

Du fait de la contrainte (3.114), portant sur u agissant sur Z3 (et donc la dérivée de uy),
nous cherchons un bouclage dont la dérivée temporelle est bornée. Un choix possible

est : ~
~ X2
u(Ty) = -y —, (3.125)
V14 9|7,]
ol v et o sont des réels strictement positifs. Observons que 1, est alors :
2 o~ A~
= _ i 3.126

2
) , 12
qui est borné en norme par .

Etape 2 : Nous considérons maintenant le systeme :

{ T (3.127)

i'\g = Uy .
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Nous cherchons un bouclage d’état stabilisant. Considérons la fonction :

z3

Up(T2,T3) = U(To) + / (2u[s — w1 (@2)] + pls|s| — w1 (@2)|ur (2)[]) ds
uy (Z2)
(3.128)
R 2
= Ui(Z2) + 1 {3734‘7 \/1+5—52|} (3.129)
1413 2 DolEal ~ | 298 |3
+p{3|173| +7 1+25\§2|‘”3+ 3 (1;5@2)3} ’

ol et p sont des réels strictement positifs et U est fonction définie positive radiale-
ment non bornée et C'. Nous obtenons :

Uy = U(T2)T3 + (2u {5:\3+’y\/%} +p [553|fc\3| + A2 1326552']) Us (3.130)

1 246|2s| 2 [Z2|(2+6]72])

~ 53‘2 ~
+ _MV \/146[zo| 11622 t (1+0]Z2])? } |:[L'3 +7\/1+5|EJ 3

— 2 ! (7 I~ 22
= 7\/1+6—‘§2|u1(x2> + _x3+7\/1+5—§2|} X (3.131)

2 Tg|Za|

~ z3|Z3]+ = 2+6|7s | 1 [Z2] I~
U’ 2 3 1+o[2g] z2 21
1(172) + ( w+p oty Hi?‘@‘ ug + ’71+6|a:2\ M\/1+6\§2| + py 1+0|22] T3

En choisissant U; qui satisfait :

X

. 2+ 0|7, 1 |Za| Ty
U (Ty) = it + - 3.132
1(Z2) T3 07 \* e N30 ) e ( )
1.e. :
73 207 |Zo|?
U (Ty) = uy? 2 4 , 3.133
@) = 55 3 (1+0[7a))v/1+0)5) (3133)
nous obtenons simplement :
th = B th(@) + [t (3.134)

Il suit que nous pouvons prendre us comme

~

|2+ %3] +42 22072 w4 2 Ly Bl T 4 2
W+ p—————= 2 Yo, | M 1+0[22| PY T3 5]] 3T 1+0[72]
o)

£3+7 \/ngiw
— (3.135)
1+ 6|2
ou sat est la fonction de saturation standard et A et o sont des réels strictement positifs.
En effet,

UQ(/JZ'\Q,@;;) = —)\sat <O' &'\34"')/
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— T Ty 1 .
quand |x3 + 7\/1%—@‘ < - nous avons :
PO . Ty
U (T2, T3) = —A0 |T3 + 71— (3.136)
V14 0|7,
et Uy est négative définie si
2o > <2u+%) . (3.137)
o -~ Z 1 .
lorsque |73 + vy o] > — NOUS avons :
PO [~ Ty
us(To, T3) = —Asign <x3+77 . (3.138)
V1+0|7,)
Alors, a partir de 'inégalité suivante :
ala| +0[b] _ |a] + |b]
> V(a,b 3.139
s (a.b) (3.139)
nous obtenons que Us est définie négative si
g)\ > 5 <2u + ?) . (3.140)

Nous observons que les réels p et p peuvent toujours étre choisis pour satisfaire (3.137)
et (3.140) si, A, 7, o et § sont choisis pour satisfaire :

22
s> Loy %. (3.141)
g

Il est intéressant de remarquer pour la fonction Us que nous avons obtenue, nous avons :
— avec (3.133), nous obtenons :

B U(E) _ (@) i)
L+dlze| = w2 = p?
— avec (3.129), nous obtenons :
. Ty Uy (T2, T3)
T3+ V—F——— 3.143
1+ olm o (3.143)
Etape 3 : Nous considérons le systeme :
T = Ty + T3
Ty = Ty (3.144)
%\3 = Uus
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Nous recherchons un bouclage d’état uz qui satisfait (3.114). Nous utilisons la procédure
de "Forwarding modulo LgV” introduite dans [78]. Nous cherchons donc une fonction
M qui est C! et une fonction continue k qui satisfait :

SN N . PN B T
M (@) Ty = Ty + 72 4 k(T2 T) | T3 + y—— e | . (3.145)
1+ 6|2
En prenant 3 = —v 1?&|A i nous obtenons que M doit étre solution de :
2
M) e = By 4 P (3.146)
1+5‘/x\2| 1+5|§2|
ie.
1+ 6|2, Ty
MI fg = — - . 3.147
(%2) g 1+ 6|75| ( )
Ce qui donne :
N 2 [m T 6%72 + 35|z 3 x
M) = —3 {ﬁ ‘xzﬂ el A‘xz‘ il x |x2A| . (3.148)
317 0 1 VA48T 41 20/146|7] +1
Nous obtenons alors :
k(Zo,T5) = M(T) Ty —7 o (3.149)
2,23) = 2) — |T3— — ; .
1+ 4|73 To . To
= VI G| . (3.150)

Nous remarquons qu’avec (3.133) et (3.129) et en utilisant le fait que :

_ 1 5||
V1407, = + , 3.151
22| 1+ 0|2y 1+ 0]22] (3.151)

1 o ~
|k(T2,73)] < — + {%4—2} M
Y Y e

nous avons :

(3.152)
Avec ces bornes, nous choisissons :

A 1. 2(0 + 2+%)
Us(11,T2,73) = —Us(T2,T3) + ————
3(%1, T2, T3 (T2 T3 32 i

ou v est un réel strictement positif. Nous obtenons :

Us(To, T3)2 + v/1+ |11 — M@)]2 — v,
(3.153)

Y W29 Uz (T2,33) _ z1—M(F2) ~ ~ |~ B
Us = e Us Y MGE k(Z2,3) x3+7\/1+6—|552\ (3.154)

_ T ) (o W+ Uo (@2,33)
= 7mul($2) i (3.155)
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7\/,74-[6—}—27]2\/1m o~ Ty
+ i {963 + 7\/1+<5—|552\ 8
Zg|Tg|

M5 o3 T3|T3|+72 2
P M(Z2) v2 ik (#2,23) + | 2n+ 3 EZIEPTIN P
[ \/1+\w1—M(§2)\2 W+[5+2W2]\/U2(i2,i3) pp f3+’7\/1_t§—@2‘ 3

2+4|Z2| 1 |Z2] o~ T
+71+5‘§§2| (/‘L /1+5—|EQ‘ +p,}/1+553\2) <$3+’7 /—1+553\2|):| .

Avec les résultats de Iétape 2, nous obtenons que Uy est rendue définie négative en
(72, 3) en choisissant le bouclage :

yk(Z2,23)
U3($1 Ty /fg) — VANV (@2.53) 1 —M(T2) (3 156)
e Zglagl+0? TARL | /1| —M(@2) 2
b5,
Y o)

— 7 T2
A sat (a |:ZL'3 +7\/m}> .
Il est borné en norme par 57 4+ A. Ainsi la contrainte (3.114) est satisfaite.

Par ailleurs avec (3.156) et en invoquant le principe d’invariance de LaSalle pour la
composante xq, nous avons la stabilité globale asymptotique de 1'origine du systeme.

Avec (3.156), nous avons donc un bouclage d’état stabilisant pour le systeme (3.123). Nous
devons maintenant montrer qu’il donne la propriété de L!-ISS.
Nous avons :

O (1,80,85) = vt M) (3.157)

a33'1 \/1—|— |33'1 —M(l'z)‘Q

ous, . . Y04 29 U (B, T3) Oy

e — 1

7, (1,9, 73) N 97, (72, 73) (3.158)
— v 1 — M($2)A M/(i'\g) :

\/1 -+ ‘l’l — M(l’2)|2

ous, YV 6+ 29 U (B, T3) DUy

s = 1

075 (21,72, T3) V2T 05 (T2, 73) (3.159)

Pour obtenir des bornes pour ces dérivées, nous avons besoin de bornes sur celles de U et

M.

s

— pour 07y nous avons :
s (7 =y 2438 1 @] 2
=2 (T, T3) = = + = 3.160
o7, (72 T3) = Vi) W aml Pl | 1 e ( )

1 24-6|z2]| 2|%2[(2+9|72)) To

+ {,wy \/1+6[z5| 1+l o (1+0]22])? } {% +7,/1+5|@]

ou :

2+4-0|Z2| 1 |Z2| |Z2| 2 Y 72
Vo] (M\/1+5|552| +’”1+6|2@) v (20 +5) \ i (3.161)
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et :
1 244|Zs| 2|Z2|(2+6]72)) | |~ T2 Y\ o B
W i ol <1+5'@'>2} RS IS M) C Rt
(3.162)

Ainsi, avec (3.133) et (3.129), nous obtenons :

My . . 2y (2p+ & —
8—5(1‘2,1’3) S %\/UQ(QZQ,QZB). (3163)
2
— Pour %& nous avons :
Z3
Uy , . . . ) {A . o T2|Ts
— (X2, 73) = 22U |3+ ———| +p | 23|23 + 7V —————— 3.164
o, () = BB e | B g (3164
ou, en utilisant (3.129), nous avons :
. T ——
2u x;;—I—y#W < 2/ Us(Z2, T3) (3.165)
2
et, en utilisant 'inégalité :
lala] + bJb|| < 2(a + b)*> + b V(a,b), (3.166)
et (3.129), nous obtenons :
To|Ty| Us(T, T3)
T3] T3] 4+ 7 = 3.167
p | 3|73 71+5|x| 0 ( )
Donc : oy Uy(Fa.Bs)
T2 (%0, 7)< 22 \Uy(Ta, T3) + 3p 22T 3.168
5. B2 7)< 2L V(e ) . (3.168)
— Pour M, nous avons :
. 1+ 0|y Ty
M (F) = — ~ . 3.169
En utilisant (3.133), nous avons directement :
ol < Ly 2t s
Avec (3.133) et (3.129), nous avons aussi la borne :
. . Ty |22
T3 < |rg+ VY Y — , 3.171

2 ==
S ﬁ UQ(Jfg,Jfg). (3172)
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Finalement avec (3.157) a (3.159), (3.163), (3.168), (3.170) and (3.153), nous obtenons :
Us < —a(Tz,T3) + [c1+ calbs(w1, To, T3)] (] (3.173)

ou « est une fonction définie positive, et ¢; et ¢y sont des réels positifs. En introduisant la
fonction :

I/{4 = log (1 +c + 02U3) (3174)
nous obtenons : (%0, 75)
. (T2, T3

U, < — /), 3.175

1= 1 —|—Cl —+ 021/{3 + | | ( )

ainsi c’est une loi de commande L!-ISS stabilisante.

Nous avons ainsi montré que lobservateur était un observateur L'. De plus la loi de
commande introduite garantit une robustesse L' par rapport a des perturbations induites
par l'erreur de dynamique. Nous sommes donc dans le contexte du Théoreme 8, le bouclage
de sortie dynamique ainsi défini rend l'origine du systeme globalement et asymptotiquement
stable.
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3.3 Approche Elimination

3.3.1 Principe général

Au paragraphe précédent nous cherchions a dominer 'effet de 'erreur de dynamique as-
sociée a 'observateur. Dans I’approche qui va étre traitée dans ce paragraphe, nous étudions
le cas ou I'observateur compense exactement cet effet indépendamment de la stabilisabilité.

Sous la simple hypothese de stabilisabilité sur R™ sur le systeme de 'observateur, nous
obtenons (voir (3.39) :

@ < -U(z) + TN(w,x) (3.176)

avec T = ((w,y) et I le terme induit par I'erreur de dynamique. Trivialement, si la négativité
de l'observateur est de la forme :

Wz, w < —I'(w,x) , (3.177)

alors, nous compensons la perte de négativité. Un exemple de méthode suivant cette approche
a été développé dans [69] et fait 'objet du prochain paragraphe.

3.3.2 Modification de 1’observateur

Dans cette section, nous exposons sous une forme simplifiée les résultats de Praly dans
[69], ol 'observateur est modifié dans le but d’éliminer le terme de correction.

Reprenons le cas des systemes dont la mesure y est un état du systeme, i.e I'état du
systeme est © = (x,y) € R" x RP. Imposons de plus une linéarité de la dynamique en x :

{;‘z = A(y,u)x + B(y,u) (3.178)

y = Cly,u)x + D(y,u)

Dans ce contexte, nous imposons une hypothese de stabilisabilité sur le systeme (3.178).
Contrairement aux hypotheses précédentes, celle-ci ne possede aucune hypothese de robus-
tesse par rapport a une erreur de dynamique. Nous ne supposons donc valide que I’hypothese
2 de la section 2.1.3. Précisément nous supposons l'existence de ¢ : R™* x RP — R™ une
fonction localement lipschitzienne, et & : R™ x RP — R, un fonction définie positive, C?!,
et propre dans R™* x RP | telles que :

ou

O 9) (Al )% + By, ) + () (Cly, 6)x + Dly,0)

Ay (3.179)
< _U(X7y> ) V(y,x).

Comme nous I’avons fait tout au long de ce chapitre, nous imposons de plus une hypothese
sur 'existence d’un observateur. Par contre, contrairement a 1’hypothese 13 de la section
3.1.3, nous donnons une structure a celui-ci. Nous supposons l'existence d'un observateur
d’ordre réduit quadratique tel que nous les avons introduits dans la section 3.2.2 (mais avec
une fonction ¢ associée linéaire).
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Hypothése 16 [Observateur d’ordre réduit quadratique] :
Il existe une matrice définie positive P ainsi qu’'une fonction K : RP — R"* telle

que :
P(A(y,u) + K(y)C(y,u)) + (Aly,u) + Ku)C(y,u))"™P < 0 ,  V(yxu).
(3.180)
L’observateur d’ordre réduit associé est alors de la forme :
y
X =w — / K(s)ds
0 (3.181)
g =y
et,
W = Ay, )i + Bly,u) + K@)Cly.wi + Dy, w) (3.182)

Pour nous permettre de modifier cet observateur comme annoncé plus haut, nous intro-
duisons une hypothese supplémentaire spécifique :

Hypothése 17 [Hypothése supplémentaire] :
Pour tout x et y :

o*u
- <
)\max (a){'2 (y? X)) —_ 1 Y

Dans ce contexte, Praly a obtenu le Théoréme suivant dans [69] :

ou

Théoréme 9 ([69], Erreur de dynamique, Elimination) Sous Uhypothese (3.179) et sous
les hypotheses 16 et 17, présentées ci-dessus, nous pouvons construire un bouclage de sortie
dynamique tel que l'origine du systeme est globalement et asymptotiquement stable.

Preuve : Nous redonnons ici les grandes lignes de la preuve de [69]. Posons u = ¢(&) ,
nous avons alors :

- ou ou :
Y < — Y - Y Yy o— - 1 Y — Yy o—
Uly,x) < Uy, &) + e (y,x)C(x — x) + e (y, &) <X Ax B>, (3.184)
Ter;eF

ou x est I'état d’'une dynamique de R"* qui sera définie par la suite, et ou nous avons
introduit les notations :

A=Ay, ¢(*) , B=Byoxr) , C=Cyex). (3.185)
Introduisons la fonction W suivante :

. 1 . . au , . .
Wy, x, &) = ﬁ(x —)'P(x — &) + a—X(y,X)(X — X))+ U (3.186)

ou U et a sont des réels positifs.
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Nous avons, si x # & :

. ) .
W < —a—z;{(y,ﬁc) <X ~ Ax — B)
1 U (3.187)
+ =@ —3)"P aQP_la—(y,)})T — &+ Ax + KC(x —x)+ B
a X
ou encore,
au :
W< =y ) (X ~ A — B)
1 AT op1 U, Y ) - -
+—(x—&) P|a°P a—(y,x) —x— | K(s)dst Ax + KCx+ B+ K(y)D
a X 0
Donc, si nous introduisons :
Y ou
w = Xx + / K(s)ds — a*P~'—=(y, &) (3.188)
0 aX
et,
w = A¥ + B+ K(Cx+ D) +v (3.189)
avec v que nous spécifierons par la suite, nous obtenons si x # x :
. 1 )
W< —|x — & _Q_Q(X_;})TPU + g—Z(y,i) (X ~ Ax — B)J (3.190)
Terme I'

Comme nous le voyons sur les équation (3.184) et (3.190), le terme I' induit par 'erreur
de dynamique disparait lorsque ’on considere la fonction :

V(y, ¥, &) = Uy, ¥) + W(y,x, %), (3.191)
et,
ou ou
_ _ 2p-1AT AT 2p-1 :
v = —a"PC o (y,x)" +a°P Gx(y’X)A (3.192)

En effet, nous obtenons si x # x :

Il est possible de montrer en utilisant ’hypotheése (3.183) (voir [69]) qu'il existe U dans
R, tel que cette fonction ) est définie positive. Ceci nous permet de conclure que le bouclage
de sortie dynamique suivant :

. Y o,

X—w—/o K(s)ds + aP a_X(%X)’

w = Ax + B + K(C’j{+D) _ a2P_10Taa—u(y,/%)T+G2P_lg—z;{(y,/%)14 (3194)
b 4 Y

N J/

NV
Modification

~
Observateur initial
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rend 'origine globalement et asymptotiquement stable pour le systeme bouclé. O

Remarque 12 :

1. Observons que la premiere équation dans (3.194) ne définit & qu’implicitement. Du fait
de (3.183), pour chaque paire (w,y) fixée, 'application :

4 ou
Foy tx—w — / K(s)ds + aP™" —(y, x) (3.195)
0 Ox
: : N, Lo aAmax P
est continue, envoie le compact {& : |¥| < b} dans lui-méme si b = P + |lw —
y min
/ K (s)ds|. De plus nous avons :
0
a |oU ou
| Fuy(¥1) — Fuy(x2)] = At P ‘a_X(anI) - O_X(y’XQ) )
1 o2
a ou
= )\minP /0 v (y, X9 + S(Xl - XQ) ds (X1 — Xg) (3196)
a
S )\min-P|X1 _X2| .
Donc, en choisissant :
)\minP
a = : (3.197)

la fonction F,,, est une contraction sur ce compact. Elle a donc un point fixe unique
dans ce compact. Il permet de définir une fonction 1 telle que ¥ = ¥ (y, x) est solution
de (3.194).

2. Sion applique la démarche abordée dans la section 3.1.1 afin de décomposer la fonction
de Lyapunov V de facon a ce qu’elle s’écrive sous la forme d'une fonction de x et de y
plus une fonction ”distance” d’une erreur d’estimation d’état, nous obtenons :

V(y,x,2) = Usr(y,x) + Wi(y, x, %), (3.198)
avec, ,
Us(y, %) = Uy, &) — % (g—z;{(y,ﬁf)) ‘U (3.199)
et, .
Wiy, &, x) = — (X + aP 5(;—1;{(3/,5() — 5()
(3.200)

L OU
Plx+aP 2—(y,x) — X
( e W Y) >
Il apparait un point important U; la fonction de (y, ) obtenue n’est pas U, la fonction

donnée par I’hypothese de stabilisabilité que nous aurions utilisée dans le cadre d’une
démarche erreur de commande.
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Chapitre 4

Cas des systemes sous forme
triangulaire

Dans ce chapitre nous nous restreignons a une dynamique pour le systeme (1.1) telle que,
exprimée dans des coordonnées appropriées, la fonction f associée a une structure triangu-
laire particuliere. D'une part, ceci va nous permettre d’aller plus loin dans la compréhension
des restrictions liées aux diverses hypotheses de stabilisabilité et de détectabilité que nous
avons rencontrées dans les chapitres 2 (Erreur de commande) et 3 (Erreur de dynamique).
D’autre part, cette classe particuliere de systemes est celle pour laquelle il y a le plus, et de
tres loin, de résultats publiés concernant le bouclage de sortie. Cette littérature est tres riche
et en méme temps tres fouillis. Nous allons voir que les concepts généraux et les distinctions
Erreur de commande / Erreur de dynamique, Domination / Elimination peuvent permettre
de mieux situer ces résultats les uns par rapport aux autres, voir parfois les améliorer ”a
moindre frais”, et méme d’en proposer de nouveaux. Malheureusement cette tache d’unifica-
tion, d’interprétation et d’extension des résultats connus n’a pu étre qu’ébauchée. Un travail
long et en profondeur de bibliographie et d’analyse reste a parfaire pour aller au bout.

4.1 La Forme Normale

4.1.1 Définition et Motivation

Comme nous 'avons vu jusqu’a présent la conception d'un bouclage de sortie nécessite
des propriétés de stabilisabilité fortes. Dans le but de faciliter cette étape nous allons nous
restreindre a la classe des systemes triangulaires pour laquelle les techniques de stabilisation
sont bien maitrisées. Nous verrons notamment que, par des procédures de backstepping
standard, nous pouvons propager des proprié¢tés de robustesse.

Nous allons ainsi considérer les systemes mono entrée, et mono sortie qui peuvent se
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mettre sous la forme :

z = F(Zafl) )
él = 52 )
& = & (A1)
ény = f(Z7€17“‘7§ny> + g(fl)u7
Ly = &
avec pour état x = (2,&1,...,...,&,,) ol z est dans R™ et & est dans R, et n = n, + ny, et
ol la fonction F est dans O™, les fonctions f et g sont dans C! et nous avons :
F0,0) =0 , f£(0,0,...,0) =0 g(&) >0 V& € R. (4.2)

Dans ce chapitre nous nous placons dans le contexte de la stabilisation globale. Ainsi,
nous prenons Z, = R".

La dynamique en z est appelée dynamique inverse. Comme nous le verrons, le probleme
de bouclage de sortie pour ce type de systeme se heurte a des difficultés supplémentaires
lorsque cette dynamique peut exhiber des instabilités.

Les systemes dont la dynamique peut étre décrite sous la forme (4.1) ont été caractérisés
completement par Byrnes et Isidori dans [14, Corollary 5.7]. Ces hypotheses sont écrites en
termes géométriques pour ne pas étre dépendantes des coordonnées.

Pour la suite de ce chapitre, il est utile de réécrire le systeme (4.1) dans d’autres co-
ordonnées. Etant données 2(n, — 1) fonctions arbitraires mais suffisamment différentiables
(@;)1<i<n,—1 & valeurs positives et (b;)1<i<p,—1, il existe un difféomorphisme :

(z, &, .. .,§ny)T — (2,9, ... ,yny)T (4.3)

et deux autres fonctions, ay,, et b,,, telles que le systeme (4.1) peut étre rééerit :

;

i o= Flzy),
y = ai(z,y)y2 + bilz,y) ,
92 : CLQ(Z, Y, 92) Y3 + 52(279792) ) (44)
ynyfl = a’nyfl(za Y, Y2, - - 7yny*1) Yny + bnyfl(ya Y2, - .- 7yny*1) ’
Un, = an,(Y)u + bn, (2, 9,92, -, Yn,) -

\

Pour récupérer sous cette forme des propriétés caractéristiques de la forme (4.1) il est
intéressant d’imposer que la fonction a,, ne dépende que de y. Cette contrainte est satisfaite

si le produit H:-L:y;l a; ne dépend que de y.
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4.1.2 Etat de l’art du bouclage de sortie pour les systemes trian-
gulaires

Ce sont pour les systemes qui peuvent s’écrire sous la forme (4.4) qu'il y a le plus aujour-
d’hui de résultats connus de stabilisation par bouclage de sortie. Tous ces résultats sont issus
des travaux de Kanellakopoulos, Kokotovic et Morse dans [33] et ceux de Marino et Tomei
parus la méme année dans [57]. Ces auteurs ont introduit un contexte qui suit une approche
domination d’un terme induit par une erreur de dynamique, telle que nous I’avons formalisée
dans la section 3.2.1. La conception du controleur a été faite selon une démarche que nous
pouvons réinterpréter a posteriori selon les termes du Théoreme 8 : Erreur de dynamique,
Domination L?. Les deux hypotheses sont satisfaites comme suit :

1. Pour obtenir I'existence d’un observateur L? (hypothese 14), les auteurs ont supposé
que le systeme admet une forme dite ”output-feedback”. Plus précisément ils ont sup-
posé que, pour le systeme écrit sous la forme (4.4), a; = 1, les b; ne dépendent que de
y et enfin la dynamique en z est linéaire et asymptotiquement stable, i.e.

2 = Fyz + Fi(y) , (4.5)

ou, Iy est une matrice Hurwitz.

2. Pour parvenir a construire une loi de commande assurant une robustesse vis-a-vis de
I’erreur de dynamique introduite par le terme de correction de I'observateur, les auteurs
de [33] ont utilisé une procédure de backstepping robuste, ceux de [57] ont utilisé une
procédure nommeée ”filtered transformation”. Ils ont ainsi obtenu une loi de commande
assurant une stabilité L2,

Une autre méthode a été introduite dans [35] par Kanellakopoulos, Kristic et Kokotovic
(voir aussi [50]). En utilisant une démarche constituée d’une partie domination et d’une partie
élimination, les auteurs ont introduit une procédure de stabilisation nommeée ”interlacing”
qui leur a permis d’obtenir une autre solution pour les mémes systemes admettant cette
forme output feedback.

Par la suite, de nombreux résultats ont été obtenus pour parvenir a étendre les résultats
de [33, 57] a une classe plus large de systemes. Par exemple, Praly et Jiang dans [76] ont
considéré des systemes ou la dynamique en z est non-linéaire, a; = 1 et les b;, dépendent
maintenant de y et z. De plus 'hypothese sur la dynamique inverse est relachée en le fait
que :

z = F(z,y), (4.6)

est supposée ISS.

Les hypotheses ont permis aux auteurs de travailler a partir d’'un observateur basé sur
une simple chaine d’intégrateurs et donc de considérer les termes b;(y, z) comme des per-
turbations. L’idée pour cela est de voir le systeme bouclé comme une interconnexion pour
laquelle une condition de petit gain doit étre satisfaite. Une méthode d’assignation de gain
dans une chaine d’intégrateur permet de résoudre ce dernier probleme et donne un bouclage
de sortie dynamique.

Un autre extension a été proposée par Praly et Kanellakopoulos dans [77], selon une
démarche plus proche de [50, 58]. En introduisant une extension dynamique pour construire
I'observateur, les auteurs ont pu traiter des cas ou les fonctions b; intervenant dans le systeme
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(4.4) sont indépendantes de z et linéaire en (y,...,¥yn,), i.¢, se décomposent en

b = Zbi,j(y)yja (4.7)

et ou la dynamique en z est elle aussi triangulaire et linéaire en les composantes non mesurées
de I'état et de sorte que la zéro dynamique est localement exponentiellement stable. Le gain
de I'observateur est alors généré par une équation différentielle de Riccati.

Krishnamurthy, Khorrami et Jiang dans [49], ont aussi considéré des systemes satisfaisant
(4.7). Par contre la démarche employée n’utilise pas d’extension dynamique. L’observateur
est construit sous des hypotheses supplémentaires concernant les fonctions a; et b; de facon
a ce que le systeme vérifie une hypothese dite de ”CUDD” (voir la proposition 8).

Dans [71], ’équation matricielle mentionnée ci-dessus de Riccati a été remplacée par une
équation scalaire. L’observateur obtenu est un observateur grand gain dont le gain est réglé
par 'extension dynamique. Ceci a permis de considérer des systemes ou I’équation (4.7) est
remplacée par I'inégalité :

bi(y1,y2 + 02, ¥i +6:) — bi(y1, y2, ., i) < bzm(fg)zwj‘ J (4.8)
J

Cette approche grand gain, dynamiquement modifié, a regu par la suite d’importantes ex-
tensions. Elle a ainsi été utilisée dans [30, 39], mais ces résultats ne rentrent pas dans le
contexte de ce document car I'extension dynamique n’a aucune propriété de stabilité. En
effet, celle-ci est de la forme :

=y, (4.9)

ou r est l'extension dynamique qui nous permet de régler le gain de l'observateur. Les
approches considérées dans [77, 71| en revanche introduisent des extensions dynamiques
telles qu’il existe un compact qui est asymptotiquement stable le long des trajectoires du
systeme en boucle fermée.

En utilisant une forme plus générale le l'extension dynamique introduite dans [71] et
en exploitant les outils qu’ils avaient développés dans [49], Krishnamurthy et Khorrami ont
obtenu des résultats dans [48] pour permettre de traiter des systemes tels que :

J

A noter aussi les résultats obtenus par Qian et Lin dans [81] ou les auteurs ont considéré
des systémes triangulaires mais qui sont sous une forme plus générale que la forme (4.4). La
méthode repose dans ce cas sur des propriétés d’homogénéité de la chaine d’intégrateurs.

Tous ces résultats ont pour point commun de supposer une stabilité asymptotique pour
la dynamique inverse, ou au moins de supposer qu’elle a une propriété ”d’Entrée bornée-Etat
borné”.
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4.2 Systemes a non minimum de phase

4.2.1 Principe général

Derniérement, les résultats obtenus par Karagiannis, Ziang, Ortega et Astolfi dans [36],
Marino et Tomei dans [59] ainsi que dans [2] ont introduit une nouvelle démarche permettant
d’étendre les résultats existants de bouclage de sortie aux systemes ayant une dynamique
inverse instable. Dans ces articles il n’y a plus d’hypothese de stabilité asymptotique pour la
dynamique inverse, mais plutot de ”stabilisabilité” par une commande (fictive) y = ¢,(z).
Précisément :

Hypothése 18 [Stabilisabilité de la z dynamique] :

Il existe une ‘loi de commande’
y = ¢:(2) (4.11)
telle que l'origine du systeme suivant :
2 = F(z,¢.(2)) . (4.12)
est globalement asymptotiquement stable.

L’existence de cette fonction ¢, qui stabilise asymptotiquement la dynamique en z est
presque nécessaire. En effet, supposons I'existence d'un bouclage de sortie dynamique stabi-
lisant globalement et asymptotiquement l'origine du systeme 4.1. En rassemblant 1’état de
I'extension dynamique ainsi que celui des composantes &; dans un vecteur =, le systeme en
boucle fermé peut alors s’écrire :

z = F(Zagl)a
= = &(z,5), (4.13)
& = H(E).

La stabilité asymptotique et globale implique I'existence d’une fonction V définie positive,
propre et C' telle que sa dérivée le long des trajectoires du systéme (4.13) est définie négative.
Aussi, pour tout z dans R la fonction = — V(z, Z) admet un minimum atteint en certains

—_
—

points dans 'espace dépendant de z noté Argminz()(z,Z)). D'une fagon analogue a la
démonstration de la proposition 1 dans la section 2.1.1, nous pouvons démontrer que, si il
existe une sélection Holdérienne v, : z — Argminz(V(z,Z)) d’ordre strictement plus petit
que %, alors la fonction U, définie par :

U(2) = V(z,1:(2)) (4.14)

est définie positive, radialement non bornée et C!, et la fonction 1), définie par :

¢.(2) = H(1:(2)) (4.15)
est continue et nous avons :

o,
0z

(2)F(z,¢.(2)) < 0O Vz # 0. (4.16)
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Ainsi l'existence d'une fonction ¢, est nécessaire a partir du moment ou il existe cette
sélection Holdérienne, 1, .

Avec cette hypothese de stabilisabilité de la dynamique inverse (hypothese 18) en com-
mun, les publications [36] d’une part, et [59] et [2], d’autre part different par la démarche.
Dans [36] la démarche employée repose sur une ”erreur de commande”; la démarche exposée
dans [2] et dans [59] se rapproche d'une ”erreur de dynamique”. Dans cette section, nous
allons exposer tour a tour ces deux stratégies.

4.2.2 Cas Erreur de dynamique

Comme nous 'avons vu dans le paragraphe précédent, la stabilisabilité de la zéro dyna-
mique est une condition presque nécessaire a l’existence d’un bouclage de sortie dynamique
stabilisant globalement et asymptotiquement I'origine. Dans les précédents chapitres, la sta-
bilisabilité requise pour la construction d’un bouclage de sortie nécessitait des propriétés
de robustesse. Nous allons suivre la méme démarche et imposer qu’il existe un bouclage
y = ¢.(z) qui stabilise asymptotiquement 'origine de la dynamique inverse mais aussi qui
assure une certaine robustesse par rapport a une erreur introduite par le fait que 'on va
utiliser une approche erreur de dynamique.

Ce paragraphe reprend les résultats que nous avons obtenus dans [2] en s’inspirant des
travaux de Marino et Tomei dans [59].

4.2.2.1 Construction de ’observateur

La premiere étape d’une approche erreur de dynamique est la conception d'un observa-
teur. En collectant les composantes 2 et yo a y,, dans un seul vecteur d’état noté x, nous
retrouvons un systeme de la forme (3.59), i.e. :

{x = A(x,y) + B(y)u (4.17)

y = C(X7y>

Nous allons supposer ’existence d’un observateur d’ordre réduit avec une fonction ( linéaire
en w (voir paragraphe 3.2.2). Nous supposons donc avoir un observateur de la forme :

0>
I

v /0 Klsyds A(R,y) + By)u + K(W)C(&,y,u)  (4.18)
)

ou K est une fonction C™ & valeurs dans R™v.

Pour cette classe de systemes triangulaires, il est possible d’exploiter les résultats obte-
nus par Krishnamurthy, Khorrami et Jiang dans [49] pour obtenir des conditions suffisantes
permettant d’obtenir un observateur d’ordre réduit quadratique. Ainsi, nous supposons 1’exis-
tence de coordonnées pour z et de fonctions a;, b;, ¢; et f; tel que le systeme (4.1) admet la
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forme : )

gy = by + ai(y)y2,
2 = ba(y,p2) + azx(y)ys,

yny—l = bny—l(yu Yo, - .. ayny—l) + any—l(y) yny )

yny = bny (y7 Y2, ... ayny) + CO(y) z21 + a’ny (y) u, (419)
21 = fl(yazl) + Cl(y) 22

an—l = fnz—l(ya Zly vy an—l) + an—l(y) Zn.

\ 2. = fo (Y, 21,0, 20,)

ot les a; et les ¢; prennent des valeurs positives.
Nous introduisons les fonctions ¢; ;(z, ¥, va2, ..., Yn), 2 < j < i < n+m et ¢;(y) définies
par :

Wy, yn) 2<j<i<n
o CY) n+1<j<i<n+m
oy Jaly)  2<i<n-—1

Proposition 8 ([49, Lemma 1]) Si il existe un réel positif p, tel que nous avons, pour
tout (2,9,Y2,..-,Yn,) dans R" :

pthily) < thialy) ,3<i<n+m-1, (4.23)
p‘(bi,j(zayay%'“ayn)‘ S wZ(y> ) 2§Z§n+m_1 ) (424)
p‘¢n+m,j(zay7y27“~ayn)‘ S wner*l(y) 9 2 S { S n+m— 1 ) (425)
alors il existe un vecteur K(y) et une matrice P tels que
0A — KC 0A — KC
P— —_— Tp —1. 4.2
oY)+ () P < (4.26)
et nous avons un observateur d’ordre réduit quadratique.
Le systeme de 'observateur s’écrit :
T _ () K()
x X,y Y .
= . + B(y)u + C(x,y) — C(x, 4.27
(5) = (2a0) + s+ (FP) cou - claw)
—— L(x,&,y)

m(y)
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ol nous avons introduit les fonctions m et ¢ caractérisants la factoristion du terme de cor-
rection.

Suivant la démarche Erreur de dynamique, LP-Domination, nous demandons a 1’observa-
teur de rendre L? le terme C'(x,y) — C(&,y).

Nous allons introduire le contexte que nous qualifions de L? correspondant au cas oil
I'observateur rend L? ce terme. Le cas oll p = 1 sera abordé dans un deuxieéme temps.

4.2.2.2 Cas L?

Dans ce contexte, nous avons donné dans le paragraphe 3.2.2 une condition suffisante
permettant d’obtenir un observateur L? (voir la proposition 5 et la remarque 10) qui est :

Hypothése 19 [Observateur d’ordre réduit L?] :
Les fonction (a;)1<i<n,—1 €t (bi)i<i<n,—1 peuvent étre choisies telles qu'il existe une
fonction K et une matrice positive et définie P qui satisfait

DA — KC DA-KC, oC  .oC
PT(&?J) + T(xay) P < - 8—X(X’y) 8—X(X’y)’ (4.28)

Remarquons que (4.28) differe de (4.26). Ainsi par exemple si les hypothese de la pro-
position 8 sont satisfaites il nous faut une propriété supplémentaire sur la fonction C'. Pour
obtenir (4.26), nous devons supposer que }g—g(x, y)‘ est bornée ou plus précisément que a;
ne dépend pas de z et que }%(X, y)’ est borné. Ceci est une importante restriction, mais
comme nous le verrons dans les exemples le contexte L' nous permet de travailler avec des
systemes ne suivant pas cette restriction.

Suivant les concepts Erreur de dynamique, Domination L” que nous avons introduits
dans la section 3.2.1, nous devons maintenant construire une loi de commande garantissant
une stabilisabilité L? pour le systeme de 'observateur, i.e pour le systéme :

{5( = A(&,y) + Bly)u + K(y)d
y

§ = Cliy) + d (4.29)

Pour construire une loi de commande robuste & des perturbations L2, nous allons utili-
ser une technique de backstepping itérative. Nous introduisons pour cela une hypothese de
stabilisabilité de la dynamique inverse par rapport a une erreur de dynamique :

Hypothése 20 [L*-stabilisabilité de la dynamique inverse] :

Il existe une fonction ¢, : R™ — R qui est C"™ et telle que le systéeme suivant est
L2-ISS :
2 = F(z,0,(2) + K,(6.(2))d. (4.30)

ou K, est composante en z de la fonction K. Plus précisément, il existe une fonction
Cm+l définie positive, et radialement non bornée, U, : R"™ — R, et une fonction
continue définie positive a, : R™ — R, telles que nous avons :

o,

o (2) [F(2,0.(2) + K.(¢.(2))d] < —a.(2) + |[d*  V(z,d) € R™ x R" . (4.31)

Cette hypothese nous permet de travailler dans le contexte du Théoreme 8 du paragraphe
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3.2.1 sur I'approche erreur de dynamique domination L?. Le résultat que nous avons obtenu
dans [2] est le suivant :

Théoréme 10 (Erreur de dynamique, Domination L?) Si il existe des fonctions a; et
b; telles que le systéeme (4.4) admet existence d’un observateur d’ordre réduit L? (hypothése
19) et si la dynamique inverse est L* stabilisable (hypothése 20), alors il existe un bouclage
de sortie dynamique qui stabilise globalement et asymptotiquement l’origine du systeme.

Preuve : L’hypothese de détectabilité du Théoreme 8 est directement satisfaite. En effet,
nous obtenons directement pour tout x # & (voir la proposition 5 pour plus de détail) :

(x — »)TP(x — &)< —|Clx,y) — Cl&,y) . (4.32)

I ne nous reste qu’a montrer que '’hypothese 15 de L2-stabilisabilité et aussi satisfaite.
Pour cela nous devons construire une loi de commande ¢ appropriée. Nous faisons cette
construction en propageant la propriété de stabilisabilité de la dynamique inverse a I’ensemble
des dynamiques du systeme (4.4)

Précisément nous considérons le systeme :

(

= F(49) + K.(y)d,

) = a1(2,9)02 + bi(2,9) + d,
(4.33)
\ @ny = G, (D)u + by, (2, Un,) + Ky, (y)d,
ou d correspond a la perturbation introduite par I'erreur de dynamique, ici :
Par hypothése nous avons une fonction de Lyapunov C™ 1 I, qui satisfait :
al, s 2
5, AF(2,0:(2)) + Ki(¢=(2)) d:) < —ax(2) + [d (4.35)

En utilisant récursivement le lemme 3 donné en Annexe A.2.3, nous obtenons une fonction
U définie positive, C! et propre, ainsi qu'une fonction continue ¢ telle que

u=0o¢(x,y), (4.36)

donne le long des trajectoires du systeme composé de 1'observateur et du systeme initial :

7~ N

U (20000, ) S =0 (B0GT,) + L (4.37)

ou « est définie positive. Ainsi, 'hypothese 15 est satisfaite.
Toutes les hypotheses du Théoremes 8 étant satisfaites, nous concluons que le systeme :

u = ¢(*,y) , j(:w—|—/K ’
W = A(%,y) + Bly)u + K(y)C(&,y,u)

(4.38)
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est un bouclage de sortie dynamique rendant 1’origine globalement et asymptotiquement
stable pour le systeme étendu. O

Remarque 13 :

1. Nous pouvons étendre ce résultat si, au lieu d’avoir |d|?* dans 'hypothese de détectabi-
lité et dans I’hypothese de stabilisabilité nous avons une fonction p(|d|) telle que 'ap-
plication :

s
s — & (4.39)
s
est O, de dérivée non nulle en zéro et de classe K.
En effet dans ce cas, la propagation par backstepping fonctionne toujours (voir I'ap-
pendice A.53).

2. Comme nous l'avons déja remarqué nous pouvons étendre le résultat précédent en

exploitant une factorisation de la forme :

C(X7y> - C()}ay) = m(éay)g(’zv 27y> : (4'40)

Dans ce cas, I’hypothese de détectabilité sera alors :

(x = 2)"P(x — &)< — |0z 2,y)]" (4.41)
et, I’hypothese de stabilisabilité concernera alors le systeme :

5= F(20.(2) + K(6.(2) ml2,0.(2)) d. (4.42)

4.2.2.1 Cas L'

En exploitant une synthése par backstepping pour obtenir une stabilisabilité L'-ISS (voir
I'annexe A.2.3), tirant profit d’'une technique introduite par Mazenc dans son mémoire de
these [60, (2.412)], nous pouvons donner une version du Théoreme 10 qui nous donne un
bouclage de sortie dynamique suivant une approche Erreur de dynamique, domination, mais
maintenant dans le cas L'. L’hypothese de détectabilité dont nous avons besoin est (voir la
proposition 6) :

Hypothése 21 [Observateur d’ordre réduit L'] :

Les fonctions (a;)1<i<n,—1 €t (b;)1<i<n,—1 Peuvent étre choisies telles qu’il existe une
fonction localement Lipschitzienne W et une fonction K qui est C™ et satisfait :

D™W(e)(A(x +e,y) — Ax,y) = K(y)[Cx +e,y) — Cx,y)])

< Oxtey) - Clry)

de plus, K, la composante en z de K est bornée.

L’hypothese de stabilisabilité associée est alors :
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Hypotheése 22 [L!-stabilisabilité de la dynamique inverse] :

Il existe une fonction ¢, : R™ — R qui est C™ et telle que le systéeme suivant est
L-ISS :

2 = F(z,0.(2) + K,(¢.(2))d, (4.44)

ou K, est la composante en z de la fonction K. Plus précisément, il existe une fonc-

tion C™*1  définie positive, et radialement non bornée, U, : R™* — R, et une fonction
continue définie positive o, : R™* — R, telles que nous avons :

o,
0z

(2) [F(z,0.(2)) + K.(¢.(2)d] < —a.(2) + [d] V(z,d) € R"™ x R"™ . (4.45)

Le Théoreme est le suivant :

Théoréme 11 (Erreur de dynamique, L'-Domination) Si il existe des fonctions a; et
b; telles que le systéme (4.4) admet 'existence d’un observateur d’ordre réduit L' (hypothése
21) et si la dynamique inverse est L' stabilisable (hypothése 22), alors il existe un bouclage
de sortie dynamique qui stabilise globalement et asymptotiquement l’origine du systeme.

La démonstration suit exactement la méme ligne que la démonstration du Théoreme 10, si ce
n’est que nous faisons appelle au lemme 4 de 'annexe A.2.3 pour propager la stabilisabilité-
L' & I'ensemble du systéme, nous n’écrivons donc pas la preuve.

Remarque 14 :

1. Du fait que nous utilisons le lemme 4 de I'annexe A.2.3 pour propager la propriété de
L-ISS, qui est plus restrictif que dans le cas L?, nous devons demander & K, d’étre
bornée.

2. A limage du cas L? nous pouvons étendre le résultat précédent en exploitant une
factorisation de la forme :

Cx,y) — C(x,y) = m(2)l(z,2,y) . (4.46)

Dans ce cas, I’hypothese de détectabilité sera alors :

(x = 2)TP(x — )< —|0(z,2,y)| . (4.47)
I’hypothese de stabilisabilité concernera alors le systeme :
2 = F(z,0.(2) + K.(¢.(2)) m(2)d. (4.48)

Notons qu’'une nouvelle fois, 1'utilisation du lemme 4 nous oblige a prendre la fonction
m indépendant de y (contrairement au cas L?).

4.2.3 Lien avec [59]

Le contexte pour lequel il est possible de construire un bouclage de sortie dynamique pour
des systémes & non minimum de phase que nous avons introduit dans [2] permet d’englober
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celui traité par Marino et Tomei dans [59]. Dans celui-ci les auteurs se restreignent aux
systemes de la forme :

1 = Arxr + By (u+ Coxg) + $1(y)
.jl'g = A2 To + BQU + (I)Q(y) (449)
y = Cim

avec 1 dans R™ et x5 dans R"#, la paire (A, By) est supposée controlable, la paire (A, Cy)
est observable, enfin la paire (Ag, Cs) est détectable. Enfin le triplet (Ay, By, C}) satisfait :

CiAB, =0 Vie{0,...,n,—1} CLA"YB, # 0 (4.50)

Les auteurs supposent aussi 1'existence de deux vecteurs lignes t; et t tels que, la sortie
fictive :
n = tl T, + tQ T2 , (451)

un degré relatif n,, le méme que y. Nous allons montrer que cette classe de systeme satisfait
les hypotheses du Théoreme 10 :

Le systéme (4.49) peut se mettre sous la forme (4.1) :

En effet soit M la matrice définie par :
M = <—32 (A — ByCo)Bs ... (—(Ay — 3202))"117132)071 (4.52)
ou,
Nous considérons le changement de coordonnée :
zZ = X9 + M.I'l . (454)
Le systeme (4.49) se réécerit sous la forme (4.1) soit ici :
= Flzy)
o = [A — BiCoM]zy + By (u+ Cyz) + P4(y)

(4.55)

avec,

F(z,y) = [Aa+ MBCylz + Ky + [$a(y) + MOy (y)] ,
y = Cian, (4.56)
n = (tl —tQM)l’l + th .

La dynamique inverse est LP-stabilisable :

Le degré relatif associé a la sortie fictive p étant le méme que celui de y il existe k # 0 tel
que :
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Nous remarquons que la dynamique inverse associée a la sortie fictive u, est contenue dans
I’ensemble suivant :

tz t2 .

t
N=A{m2) 1 y=-22 , §=-7%, yl = =2 Y (458
Mais du fait que, par hypothese, la paire (A1, Cy) est observable, et en utilisant (4.50), nous

obtenons l'existence d’une fonction s telle que :

o= k(Y g y™ ) (4.59)

Ainsi, pour tout (x1, z) dans N, nous avons,

to 2P L2 (ny-1)
— w2y 2y 20 4.
T H( 8 T TR (4.60)

Mais, la dynamique de z restreinte & N s’écrit :

;= F(z—%z) . (4.61)

Ainsi, 2, ne dépend que de z. Il en va de méme pour toutes les dérivées successives de z. Par
conséquent tout point de NV, est uniquement déterminé par la composante z. La dynamique
inverse associée a la sortie fictive u est donc entierement déterminée par ’équation (4.61).

L’hypothese supplémentaire introduite dans [59] est que l'origine du systeme (4.61) est
exponentiellement stable. En fait d’apres ce que nous savons la preuve est incomplete. Par
contre nous sommes siirs que le résultat est valide si nous remplagons cette hypothese de
stabilisabilité exponentielle par I’hypothese suivante :

Hypotheése 23 [Zéro dynamique Exp Stab, avec et gradient linéairement borné] :

Il existe une fonction & : R™ — R, définie positive, propre et C! telle que pour
tout z dans R"= :
al? < U(z) < ol
ou
— <
9; )| = el (4.62)
ou t
%(z)F (z,—%z) < —cql2)?
En effet dans ce cas nous avons :
ou t
a—(z) [F (z,—%z) + d] < —c|z]* + csl2|[d|
z . . (4.63)
< —— 22+ 2242
2 C1
Nous concluons que le systeme :
. lo
z =F (z,—Ez) +d (4.64)
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est L?-ISS. Tl est aussi L'-ISS, du fait que la fonction In (1 + ) a un gradient borné et
satisfait les hypothese de la proposition 7 du paragraphe 3.2.3. Ainsi la z dynamique est L'
et L? stabilisable avec : ;

2

b = 2z (4.65)

1l existe un observateur LP qui satisfait les propriétés :

Le systeme étant sous forme output feedback il existe un observateur exponentiel. Celui-ci
sera alors LP, p > 1 (voir le paragraphe 3.2.2).

4.2.4 Cas Erreur de Commande et Domination L”

Au lieu de procéder avec une erreur de dynamique comme dans le paragraphe 4.2.2 et
notamment dans '’hypothese 20 de stabilisabilité a une erreur de dynamique, nous procédons
maintenant avec une erreur de commande.

Suivant ’approche erreur de commande domination ISS, I'objectif est de construire une
loi de commande stabilisante ¢ telle que le systeme :

{2’( = A(x,y) + B(y) o(x + e, 9)

y = Clxy) (4.66)

soit stable Entrée-Etat par rapport a l'erreur de commande e (apres changement de com-
mande u = ¢(v,y) voir paragraphe 2.1.2).

De la méme facon que dans le cas Erreur de dynamique du chapitre précédent, nous
voulons utiliser des techniques de backstepping pour propager une propriété de stabilisabilité
a partir de celle de la dynamique inverse. Malheureusement une telle procédure n’existe pas.
Le lecteur intéressé pourra néanmoins étudier [24], ou les auteurs arrivent a propager une
propriété ISS pratique.

Une issue est dans I'exploitation d'une combinaison d’erreur de commande et d’erreur de
dynamique.

Nous nous inspirons dans ce paragraphe de 'hypothese de stabilisabilité introduite par
Karagiannis et. al. dans [36]. Par contre, en suivant I’approche introduite par Praly et Jiang
dans [76], Karagiannis et al. dans [36], ont pu considérer des incertitudes de modele sur le
systeme que nous ne considérons pas ici.

L’hypothese de stabilisabilité de dynamique inverse est la suivante :

Hypothése 24 [Stabilisabilité de la z dynamique robuste aux erreurs de com-
mandes] :

Il existe une fonction ¢, : R™ — R qui est C"™ et telle que le systeme suivant :

z = F(Z, ¢Z(Z -+ dl) -+ dg) . (467)
est ISS pour les entrées d; et dy. Plus précisément, il existe une fonction C™#*+!, définie
positive, et propre, U, : R — R, et deux fonctions de classe Ko, 91 et ds, telles que
nous avons :
auz Nz nz

5, A (2 d:(z+di) +dp)] < —U(2) + &(ldel) + di(ldr])  V(z,d) € R™ xR™ .
(4.68)
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Remarque 15 :

1. Nous reconnaissons ici le terme d; qui correspond au terme e dans I’hypothese 3 de I’ap-
proche par erreur de commande du paragraphe 2.2 (apres changement de commande).
Le terme d, par contre, n’est lié ni a I’approche erreur de commande ni a ’approche
erreur de dynamique. Il est introduit pour prendre en compte le fait que la commande
n’est pas directement y. Il est donc lié au fait que cette hypothese de stabilisabilité ne
porte que sur une partie du systeme (4.4).

2. Contrairement a I’hypothese introduite dans [36], aucune hypothese n’est faite sur la
structure de la fonction F'.

Pour propager la propriété de stabilisabilité nous allons exploiter une approche Erreur
de dynamique, Domination L?. Ainsi comme dans le paragraphe précédent, nous supposons
I’hypothese 19 qui nous garanti que 'observateur d’ordre réduit nous apporte la négativité
suffisante pour rendre L? le terme |C(x,y) — C(&,v)|.

Nous obtenons ainsi le théoreme suivant :

Théoréme 12 (Erreur de commande / Erreur de dynamique, Domination) Si il
existe des fonctions a; et b; telles que le systeme (4.4) admet existence d’un observateur
d’ordre réduit L* (hypothése 19) et si la dynamique inverse est ISS-Stabilisable (hypothése
24), alors il existe un bouclage de sortie dynamique qui stabilise globalement et asymptoti-
quement l'origine du systeme.

Preuve :
Controéleur
Loi de commande fictive pour la dynamique en z

Considérons le systeme étendu constitué de 'observateur et du systeme initial. La dynamique
en z peut s’écrire :

et, du fait de ’hypothese 24 de stabilisabilité de la dynamique inverse, I’équation (4.68) nous
donne :

ou,
0z
Noter que cette dynamique est ISS par rapport aux termes |z—Z| et |y — ¢.(2)|. L’observateur

ayant en charge la convergence du terme |z — Z|, il nous reste a construire la loi de commande
pour forcer |y — ¢.(2)| & étre borné et a converger vers l'origine le long des solutions.

(2)F(z,y) < —U(z) + 0u(lz = 2]) + %a(ly = 0-(2)]) (4.70)

Controleur pour les dynamiques y, . .., ¥n,

Considérons le changement de coordonnées suivant :
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Le long des trajectoires du systeme étendu, la dynamique de p, s, . .., 9n, est de la forme :

(o= ai(Z 4 ¢(2)ge + b2 p+0.(2) + Ki(y)d

00z (s .
-G OFCHa )+ K

[ Ony = @, (@)U + buy (2, Gn,) + Koy (y)
ol, 2z est un signal connu qui satisfait 1’équation,
2= F(2p+6.(2) + K.(y)d, (4.73)
et d correspond a l'erreur de dynamique associée a l'observateur, i.e.
d = C(x,y) — C(x,y) . (4.74)

qui est considéré ici comme une perturbation.

L’objectif de la loi de commande est de réguler ;1 autour de 'origine. Sa construction est
itérative. Dans un premier temps, nous construisons une loi de commande " fictive” pour g
donnant une stabilisation robuste & des perturbations L2. Nous avons :

o = ai(Zu+ ¢.(2)e + bi(2,p+ 6.(2) + Ki(y)d

4.75
00 PG+ 0u2) + Kulr)d)

’ 0z

Ce systeme peut étre rendu L2-ISS par une loi de commande "fictive”, §» = ¢1(u, 2), avec :

) 1 00 ,..\"
N = T .0 ( S ( 0z (Z))

09
0z

b5t 62(2) + SEE) (FEp+ 62(2)) )

En effet, Uy (1) = 1p® et g2 = ¢1(p, 2) donne le long des trajectoires du systéme (4.75)

/‘ﬁ

Ur(p) = —Uy(p) + |df (4.76)
Les dynamiques (i, §ja, . . ., Un, étant triangulaires, en utilisant le lemme 3 de '’appendice A.2.3
nous pouvons propager cette propriété pour obtenir une loi de commande :

U= ¢On, (2, 16,92, -, Un,) (4.77)
et une fonction U, propre en (i, 92, ..., ) telles que :

ol, « est une fonction de définie positive.
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Etude de la boucle fermée

Nous allons montrer que, du fait des propriétés de l'observateur, la loi de commande
(4.77) stabilise asymptotiquement 1’origine. Par hypothese 'estimation de 1’état nous est
donnée par un observateur d’ordre réduit de la forme :

A = A(x,y) + B(y)u + K(y)C(¥,y,u)  (4.79)

y
/%:w—I—/K(s)ds .
0 ) w
y=1Y

qui satisfait, pour tout x # Xx :

(x = )TP(x — )< —|C(x,y) — C(,y)P . (4.80)

Pour plus de clarté nous ne noterons pas les arguments des différentes fonctions, i.e, Nous
notons :

uz = uz(z) 9 uny = uny(/%@%- . ’gny) 9 W = (X - ‘)AC‘)TP(X - ‘/%) N (481)
Le long des trajectoires du systeme complet, nous avons d’apres (4.70), (4.78), (3.42) :

az S _uz + pw(W) + py(uny) )
U, < —ald,,) + |d?, (4.82)
W < —|d? , VYa#x,

ou p, et p, sont les fonctions de classe Ko, définies par :

pw(s) = & <|P_%|23> :
py(s) = max 02 (2pl)

(M:g2 ----- @ny):uny (Ma?)Q ----- ?}ny)gks

(4.83)

Le long des trajectoires du systeme bouclé, nous avons :

Wt <0 , Vi, (4.84)

Ainsi, la fonction W + U est décroissante sur le temps d’existence des solutions. De plus
nous avons :

U, < U, + poOV + U,,) + p,(W + U,,) , (4.85)

Nous voyons alors que du fait que W + U,,, est bornée le long des solutions du systeme
étendu, il en sera de méme pour U, . La fonction V = W + U,,, + U. est alors bornée sur le
temps d’existence des solutions, mais du fait qu’elle est propre en I'état du systeme complet,
nous concluons que les solutions sont compléetes en temps positif et bornées. De plus, nous
avons :

W(t) + Uy, (t) < W(0) + Uy, (0) (4.86)

et,

U.(t) < exp(—t)U.(0) + p(W(0) +U,,(0))(1 — exp(—t)) . (4.87)
Ceci établit la stabilité globale.
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Les fonction W et W + U, vérifiant (4.82), nous obtenons en invoquant le principe

d’invariance de LaSalle, que les solutions du systeme bouclé convergent vers le plus grand
invariant tel que :

et,

Wow. . o 159

WA+ U, = W +Usx W+uny:0. (4.89)

Mais en utilisant une nouvelle fois (4.82), nous obtenons que :

We =0 Usw = 0. (4.90)
Ainsi pour chaque solution :

Tim W(E) + Uy, () = 0. (4.91)
I en est de méme pour U, (t) d’apres (4.85). O

Remarque 16 :

1. De la méme facon que dans le cas d’une Erreur de dynamique-L?, nous pouvons étendre

ce résultat si, au lieu d’avoir |d|* dans I'hypothese de détectabilité nous avons une
fonction p(|d|) telle que 'application :

s — @ (4.92)
s
est C°, de dérivée non nulle en zéro et de classe K.

En effet dans ce cas, la propagation par backstepping fonctionne toujours (voir I’ap-
pendice A.53).

. Comme nous l'avons déja remarqué nous pouvons étendre le résultat précédent en

exploitant une factorisation de la forme :
Clx,y) — Clr,y) = m(2,9)l(z,2,y) . (4.93)

Dans ce cas, I’hypothese de détectabilité sera alors :

(x = A)TP(x — 2) < — Uz, 2,9, (4.94)

Dans ce cas I'hypothese de stabilisabilité ne changera pas, par contre nous devrons
utiliser la fonction m dans la technique de backstepping.

. Nous pouvons aussi introduire un formalisme L' suivant la méme démarche que dans

le paragraphe précédent.
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4.2.5 Exemples
Exemple 1 :

Considérons le systéme suivant sur R? :

5= —z + y?2?
{ . ) (4.95)

y=u—-z,
Nous allons montrer, pour ce systeme, que contrairement a une approche par erreur de
commande, une approche erreur de dynamique peut-étre appliquée.

1. La dynamique en z ne peut satisfaire ’hypothese 24 de stabilisabilité Erreur
de Commande

En effet, nous avons pour toute fonction ¢,, pour tout z > 2, pour tout ds > 1 et pour
tout d; :
P= =2+ (b2 4 d)) 2% 4 dy2?
> 122 ,
- 2
ainsi le systeme explose en temps fini, et ne peut étre ISS. L’approche Erreur de
commande ne peut donc étre appliquée.

(4.96)

2. L’hypothése 19 d’existence d’un observateur L? est satisfaite
Pour établir cette assertion, nous considérons 1’'observateur suivant :

Y Y3
3 W= —w + 3 + y’u . (4.97)

N>
Il
g
|
|

U=y

Pour trouver la fonction W a associer a cet observateur considérons tout d’abord la
fonction W, suivante :

3\ 2
Woly, z,w) = (w -z — %) , (4.98)
Cette fonction satisfait :
Wo(y,z,w) = (2 - 2)2 ) (499)
et, ‘
Wo(y, z,w) = —2Wo(y, 2, w) (4.100)

Ainsi 'hypothese 13 est satisfaite et nous avons un observateur d’état uniformément
en la commande tels qu’ils ont été introduits dans la section 3.1.3.

Mais si nous souhaitons appliquer ’approche erreur de dynamique, nous devons mon-
trer que l'erreur de dynamique associée a cet observateur est absolument intégrable.
Nous allons en fait utiliser I'idée de factorisation de C'(x,y) — C(x,vy).
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Le long des trajectoires du systeme étendu, 2 satisfait :

Z= -2 4y

( — ;3)2> (4.101)

W_Z/ z =z
m.(,9) Wz)—’
et, nous avons donc :
ESY
j=u—2+(1 22)<(z Z)) .
——\ Z— % (4.102)
mi(zg) S~
41(z,2)
Nous observons que nous avons :
0(z,2)2 < |z — 2* + |z — 2> . (4.103)

Ceci nous conduit a prendre pour fonction W :

1 1
W(z,w) = ZWQ(Z,ZL‘)2 + QWO(Z,:E) , (4.104)
Elle satisfait : i
W(z,w) = —Woy(z,2)* — Wy(z,z) , (4.105)
< -z 2)1*

L’observateur est un observateur L? et I'hypothese 19 est satisfaite. sous la forme de
son extension (4.41).

3. La dynamique en 2 est L?-ISS Stabilisable

Pour pouvoir conclure nous devons maintenant montrer que le systeme satisfait 1’ex-
tension par factorisation de I’hypothese 20 de L?-Stabilisabilité (donnée par 1’équation

(4.42)). En prenant y = ¢.(2) = 0, et U,(2) = 3 2%, nous obtenons directement :
M, .\ s 252 2 5
E(z) (=2 + y*2* + ) = —2U.(2), (4.106)

et ainsi le systeme est L?-ISS Stabilisable.
Le Théoreme 10 nous permet de conclure que la loi de commande suivante :

u = —y+ 23—y — (y+vy°)(1+42%), (4.107)
avec,
y° v’
Pemw—Z W= —wt Ty (4.108)

est un bouclage de sortie dynamique qui stabilise globalement et asymptotiquement
I'origine du systeme étendu.
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Exemple 2

Cet exemple est inspiré de [9, Example 2]. Considérons le systéme suivant :

io= 32 428 4y,

(4.109)
v = 2+ 22 +u.
1. Observateur L' :
Nous introduisons 1’observateur d’ordre réduit suivant :
z=w+4
i Yoo = 228 duty (4.110)
y =1y
La dynamique de I'observateur restreinte a la dynamique de 2 est :
=324+ 28 g +4(e—2 + 2 - 53 (4.111)
k(22)
et,
=242 +u+(z-2+ 2% -2 (4.112)
k(2 2)
Nous pouvons introduire la fonction de Lyapunov suivante :
Wy, z,w) = 4w — z + 4y,
(y, 2, w) |A yl (4113)
= 4]z — 2| .
Elle satisfait :
W(y,z,w) = 4(—2 — 22% + z + 22%))signe(2 — 2)
= 4]z — 2] — 8|5 — 22 (4.114)
Ainsi 'observateur satisfait ’hypothese 14 dans le cas L.
2. L'-Stabilisabilité :
Considérons :
¢.(3) = —42 — 333, (4.115)
et :

U (2) = V1422 — 1 (4.116)
Nous obtenouns :

o
—(3)[32+28% +y] < —2V1+22 —u(é)

<1 4117
5 (4.117)

En utilisant la proposition 7, nous obtenons que le bouclage est L!-ISS stabilisable et
satisfait I'hypothese 20 dans le cas L!.
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Nous pouvons maintenant utiliser le Théoreme 11 pour conclure que la loi de commande
suivante :

A

z

1+ 22) (4.118)

+ 24+ 28+ (4+927) (32 +28% +y) |

1
u = (1 + §(y+42+323)2) <—42—3z~3 —y— (9+4J2| + 9]2]%)

avec,
Y3 y?
2:w—§ , w:—w+§+y2u. (4.119)
est un bouclage de sortie dynamique qui stabilise globalement et asymptotiquement 1’origine

du systeme étendu.

Exemple 3

Considérons le systeme suivant qui a déja été étudié dans [74] :

(

T = X9 + u,

2 = flo) + o~ (4.120)
i3 = —f(n1),

y = 71,

\

ol f est une fonction C? telle que f’(0) # 0. Cet exemple va nous permettre de montrer
que les travaux de [2] permettent de considérer des systémes qui ne rentraient pas dans le
contexte d’hypothese de Marino et Tomei dans [59] (voir le paragraphe 4.2.3).

1. La technique proposée par Marino et Tomei dans [59] ne s’applique pas :
Tout d’abord, nous remarquons que le systeme est dans la forme introduite dans (4.49).
Considérons la sortie fictive p définie par :

n = tl r1 + tQ To + tgl'g s (4121)

Pour que le degré relatif de u soit le méme que celui de y, a savoir 1, nous devons avoir

t1 # b

La dynamique inverse correspondante est :

b = tizy + (t3 — to) (w3 + f(71)) ’

t1 — to
.fil'g = —f(l'l) .

(4.122)

Dans le cas ou f s’annule en un autre point que 0, que nous notons z%, le point de R? :

t 2} t3 — 1t i
T x;{ : T3 = l'rl +t( 3 t2) f(xl) , (4123)
2 — U3

est un point d’équilibre du systeme (4.122) différent de I'origine. L’origine ne peut donc
pas étre globalement et asymptotiquement stabilisée.
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2. Forme normale :

ce systeme admet la forme normale (4.1) puisque nous pouvons le réécrire :

2y = 21 — Yy,
h o= ), (1.124)

y:Zl—Zg—y‘l‘U.

3. Observateur L' :

Un observateur d’ordre réduit approprié est :

Z1 =w; + 6
oy W = —5% + 6% + 5y — 6u
Zo = wy + 2y . . . (4.125)
R w2:—2z1+222—f(y)+2y+2u
y=1y
La dynamique des z; s’écrit :
=4 — y + 6k
roany (4.126)
o= —fly) —y + 2k
o, k le terme d’erreur de dynamique est :
k = zZ1 — 2’1 — (2’2 — 22) . (4127)
Il satisfait :
V{]‘ = 2|2(2’1 — Zl) — 3(2’2 — ZQ)‘ —+ 5‘2’1 — 21 — 2(2’2 — ZQ)‘ s (4128)
Nous pouvons associer a l'observateur la fonction de Lyapunov suivante :
W(x,w) = |2(?31 — Zl) — 3(?32 — ZQ)| + |£’1 — 21 — 2(22 — ZQ)| . (4129)
Elle satisfait :
/'— N N N N
W(z,w) = —|2(21 — z21) — 3(Z2 — 22)] =2 |Z1 — 21 — 2(%22 — 29)]
1 (4.130)
< —5lk]
3

4. L'-Stabilisabilité :

Pour montrer que le systéme est L! stabilisable, nous introduisons le bouclage ¢, qui
assure une propriété L'-ISS pour le sous-systéme associé & la dynamique de (z1, 29).
Soit o la fonction C° croissante qui satisfait :

o(z) > max{f(Qzl) : 1 max | f"(2z; + s)|} . (4.131)

21 2 |s|<1
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Nous introduisons la fonction de Lyapunov suivante :

U, (21, 2) = (M(zl) + 2,1+ ggg) : (4.132)

G = (zQ— 0Z1 @ds> (4.133)

ou :

S

et
1 “
a < 5, M(z) = 2\/5/ so(s)ds (4.134)
0

2 (max|z1\<1 U(Zl))

et £ est une fonction positive définie radialement non bornée, et C' dont la dérivée est
une fonction décroissante qui satisfait :

y 1
EM() £ 3pes

(4.135)

Nous pouvons remarquer que U, a un gradient borné. Aussi, en introduisant le bou-
clage :

ads f(221)

¢, (21, 22) = 221 + 2 arctan [ M'(z) — (—f’(Qzl) + ) (4.136)

i J1+56 .
et en utilisant I'inégalité suivante, pour tout z1 et s: |s| <1
1f(221) + f'(221)s — f(221 + 5)| < o(z1) 87, (4.137)
nous pouvons obtenir, lorsque y = ¢, (21, 22),
UZ(Zl, 22) <0 V(Zl, 22) 7& 0. (4138)

Ainsi en utilisant la proposition 7, nous obtenons la propriété de L!-Stabilisabilité. Nous
pouvons alors construire un bouclage de sortie dynamique stabilisant l'origine du systeme.

Exemple 4

Considérons le systeme :

i =24y,
y = 1Yy + 237 (4139)

Vo = u + 225 + 22 + 2z2.

Cet exemple va nous permettre de montrer I'intérét d'une approche L' par rapport & une
approche L? plus classique.
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1. Nous ne pouvons pas trouver un observateur d’ordre réduit quadratique L?

En effet, supposons qu'il existe un observateur d’ordre réduit L2. Alors il existe 3 réels
(p,q,7r) et 2 fonctions K, (y) et Ko(y) tels que, pour tout e,, ez, z et y, nous avons :

(2 0) (o B BN (2) o

En se restreignant au cas ol e5 = 0, nous obtenons :
p (224+92 + 3K.(y)2%) + q (622 + 22 + 2 + 3Ky(y)2*) <0 , V (z,y) (4.141)

et pour y fixé, lorsque z tend vers l'infini la partie gauche de I’équation précédente
tend vers +o00. Ainsi, cette équation ne peut étre satisfaite.

2. 11 existe un observateur d’ordre réduit L!

Prenons K, = —2 et Ky = —4, et considérons 'observateur d’ordre réduit :
W, = 2 +y—219 + 2, 2 = w, + 2y,

y — 2(52 ) Yo (g142)
Wy = u + 235 4+ 22 4+ 22 — 4(g + 23), G = wo + 4y .

Le long des trajectoires du systeme étendu, nous avons :

2 = 22 + ) + _2]{:(27y27273}2)7
y = o+ 2+ k(z,y2,2,0) (4.143)

~

o = u + 22 + 22 — 42 + 4k(2,y2, 2,92) .
o, l'erreur de dynamique k est :
k(2092,2,00) = G2 —y2 + 20— 27 (4.144)
Nous introduisons la fonction localement Lipschitzienne VW définie comme :
WI(E 2, 02,52) = |2 — 2| + |(y2 — 92) = (= — 2)] (4.145)
Elle satisfait au sens des dérivée de Dini :
W(%,z; Jor2) <~ — 92 + 2° — 2° (4.146)
Ainsi, nous obtenons un observateur L'.
3. L'-Stabilisabilité
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En prenant, U, = v/1+22—1, et ¢.(2) = —2z? — z, nous obtenons :
z)(z° + = — , 4.147
P ) = o (4.147)

Ainsi, la dynamique inverse est L!-Stabilisable par rapport a une erreur de dynamique
et satisfait I'hypothese 20.

Nous pouvons alors appliquer le Théoreme 11 pour conclure a I'existence d’un bouclage de
sortie dynamique.
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4.3 Extension a la poursuite

4.3.1 Problématique de la poursuite

Une autre problématique importante en automatique est celle du suivi de trajectoire. Ce
probleme peut se résumer ainsi :

Objectif 3 Etant donnée une fonction Y, bornée et connue du temps et I, un fermé de R,
trouver un entier q, des fonctions localement Lipschitziennes w : RP x R? x R — R™, et
v :RP x R? x R — RY telles qu’il existe une fermé Z,, de R? tel que :

t— (X (x,w,t), W(x,w,t)) existe et est borné sur [0,+00) V(z,w) € A (4.148)
et,
tliin X (x,w,t)) = Y.(t) V(r,w) € A (4.149)

ot A est un ouvert contenant I, x I, et (X(z,w,t), W(x,w,t)) est solution du systéme

suivant :
{ i = f(z,w(y,w,t)),

o = vy w.t). (4.150)

4.3.2 Contexte Considéré

En exploitant les approches proposées dans ce chapitre nous pouvons aborder le probleme
de poursuite dans le cas ou le systeme est sous forme triangulaire et n’est pas a minimum de
phase. Comme précédemment, nous nous plagons dans le cas ot Z, est R™ tout entier. Nous
supposons de plus que le signal Y, et toutes ses dérivées est connus.

Nous allons suivre une démarche erreur de dynamique de la méme fagon que dans le
paragraphe 4.2.2 en supposant connaitre un observateur L? (voir 'hypothese 19). Nous in-
troduisons ainsi les notation x = (z, ya, ... ,yny)T et nous supposons connaitre une fonction
K R — R~ telle que avec la représentation (4.4) le systéme suivant :

&>
I

y
w + / K(s)ds . . .
! = A(ky) + By + K@)C(Ryou)  (4151)
y =y
définit un observateur d’ordre réduit L?. Plus précisément nous supposons qu'il existe une
matrice P définie positive telle que pour tout x # & :

(x — )TP(x — 2) < —|C(x,y) — C(&,y)* . (4.152)

Dans le cas de la stabilisation stationnaire, nous avons introduit une hypothese de stabi-
lisabilité de la dynamique inverse du systeme. Celle-ci portait sur l'existence d’une fonction
¢, telle que y = ¢,(2) rende lorigine du systéeme restreint a la dynamique inverse asymp-
totiquement stable. Dans le cas de la poursuite, nous n’allons plus chercher a stabiliser
asymptotiquement 1’origine de la dynamique inverse mais a la faire tendre vers une certaine
fonction Z, dépendante de la fonction Y.

L’hypothese nous assurant 1’existence de cette fonction Z,., est la suivante :
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Hypothése 25 [Complétude de la dynamique inverse commandé par Y,] :

Etant donné Y, : R, — R, il existe une valeur initiale 2,0 dans R™ telle que la

solution de :
2 = F(z,Y,.(t) , Z(2:0,0) = 20 - (4.153)

existe pour tout ¢ positif et est bornée.

Cette solution nous permet de définir une fonction Z, : Ry — R™ comme :
Z(t) = Z(zp0,t) . (4.154)
L’hypothese de stabilisabilité

Hypothése 26 [L>-Stabilisabilité de Z,] :
Etant données les fonction Y, et Z, définies ci-dessus, il existe ¢, : R™ xR — R une
fonction C™v satisfaisant :

$.(0,t) = Y.(t) , Vt. (4.155)
qui rend le systeme suivant :

éz = F(Zr(t) "‘gza(bz(fz)) - F(Zr(t>7Y;"(t)) + Kz(¢z(§z))d (4'156)

LP-1ISS uniformément en temps par rapport a d. Plus précisément, il existe U, : R™ xR —
R, une fonction C™ ™!, définie positive, , o, : R™ — R, une fonction continue définie
positive. et p; et p deux fonctions de classe K, telles que nous avons :

pi(lE]) < U(Et) < pa(l&:]) (4.157)
et,
.

6 O[FZ 4 000) + Kulo)d = F(2.7)] + S

< —a(E) + [dP V(€ dt) ER™ X R™ xR, |

(4.158)

Nous avons alors le Théoreme suivant :

Théoréme 13 (Erreur de dynamique, Domination L?, Poursuite) Si la fonction Y,
est n, fois différentiables avec ses m, dérivées bornées sur Ry, si il existe 2z, tel que Z,,
solution du systeme (4.153), est compléte en temps positif et bornée (hypothése 25), si il
existe un observateur-LP (hypothése 14) et sa composante z est LP-Stabilisable autour de
Z, (hypothese 26), alors il existe un bouclage de sortie dynamique qui résout globalement le
probleme du tracking.

Preuve : Suivant la démarche Erreur de dynamique, Domination L? nous allons construire
une loi de commande pour le systeme de 'observateur assurant une robustesse a des pertur-
bations L?.

Conception du contréleur :

116



4.3 EXTENSION A LA POURSUITE CHAPITRE 4 SYSTEMES TRIANGULAIRES

Introduisons 7, et 1, dans R"= définit par :
N, = 2 — Z, N, =z — Z,. (4.159)

Le long des solutions du systeme composé de I'observateur et du systeme initial les dyna-
miques (7., Yo, - - ., Un,) satisfont :

0. =F(Z, +1.,y) — F(Z,Y,) + K.(y)d,
y = al(Zr"'_ﬁzay)yQ + bl(Zr"'_gzay) + da

(4.160)
Oy = Wn, Q)+ boy (Zo 40y 0n,) + Ko, (y)d
ou d correspond a la perturbation associée a ’erreur de dynamique :
d = C(x,y)—C(x,y) . (4.161)

Par hypothése nous avons une fonction de Lyapunov C™*1 I, qui satisfait :

ou
on.,

ou,

(ﬁzat) F(ZT+ﬁz7¢z) _'_ d - F(ZT,Y;) _'_ E

(M, t) < —au(h.) + |d*  (4.162)

Le lemme de propagation dune propriété L? utilisé récursivement nous donne finalement
une fonction U : R™*" x R — R, qui est C! et qui satisfait :

p2(f:| + 1y = 0:(0:, D)) < U992, Gnyst) 5 VT (4.163)
et,
/)3(|ﬁz|+\y\+;"+A|@ny|) - M A A (4.164)
SUM Y G2 Tnyet) < palliel +lyl + o+ G0, ]) + M VT
ou M est une constante dépendant des bornes des fonctions du temps Z,.,Y,, ..., Yr(n”) et ps3
et py sont des fonctions de classe K.
Nous obtenons aussi une fonction continue ¢ telle que la commande
U= (MY, 92, -, Yy 1) (4.165)
donne le long des solutions du systeme (4.160) :
U <nyy2ynt> < —a) + |d?, (4.166)
ol « est une fonction définie positive.
Etude de la boucle fermée :
Nous introduisons maintenant les notations :
Xp = (N2 Y25 - - - >yny) ) Ay = (02, T2, - - - 7@%) . (4.167)
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En suivant la méme démarche que celle exposée dans la section 3.2.1 Théoreme 8, nous
introduisons la fonction suivante :

Vo= UG, G2,y Gny t) + (2 — &) Py, — &) (4.168)

En utilisant (4.161), la fonction V satisfait le long des trajectoires du systeme bouclé
pour tout x #£ & :

v < —« (u (nmgﬂg%'”agny)t)) - B(an/%n)y)a (4169)

ou,

Bxy, ¥nyy) = —|C(x,y) = Clay)f* = (¥ — )TP(x — &), (4.170)

D’aprés (4.152), la fonction [ est positive La fonction V est décroissante le long des trajec-
toires du systeme bouclé. Ainsi, en utilisant (4.164), les solutions du systéme bouclé sont
donc completes et bornées.

Si I'on note Uy, 3, (), Va, y.4,(5) €t By x, x,(t) les valeurs des fonctions U, V et 3 évaluées
le long des trajectoires du systeme issues de (x,,y, ¥,) a l'instant s, nous avons :

¢
/ alyz,(s)ds < Vi, 4 2,00) Vit >0, (4.171)
0

L’intégrale converge donc lorsque ¢ tend vers I'infini. Comme o est continue et ¢ — U, 3, ()
reste dans un compact, nous pouvons alors utiliser le Lemme de Barbalat [68, p. 211] pour
conclure que :

tg?ma(uy’k”(t)) =0, (4.172)
La fonction t — U, 3, () étant bornée, et la fonction a etant définie positive, nous concluons
que :

tginoouyy;{n(t) =0, (4.173)
De la méme fagon nous avons :
tliin Byiyan(t) = 0, (4.174)

Ainsi les trajectoires du systeme convergent vers I'ensemble M (t) définit par :
M) = {(y, xy, &,) € R x RWwHm=mb s Riotn=ml: 3 = &, Uz G 25 - -3 Unyst) = 0}
En utilisant (4.163) et (4.155), nous obtenons que

M(t) {(y, xy, &y) € R X Rwtn—1 o Rrytna—1. Ay =y, 0. =0,y = ¢.(0,0)},

{(y, 2y, 2y) € R X RWHT=TEx R0 3 = 2 m, = 0, y = Y, (t)}.

N 1N
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4.3.3 Discussion sur I’hypotheses 25

Pour construire un bouclage de sortie répondant au probleme de poursuite, nous de-
vons supposer U'existence d'une d’une solution complete et bornée au systeme (4.153). Sous
certaines conditions concernant la fonction Y, cette hypotheése peut nous étre assurée.

Pour illustrer ce fait, nous nous plagons dans un contexte ou la fonction Y, est engendrée
par un systeme stationnaire et montrons qu’alors nécessairement il existe z,.

Supposons que Y, est engendré par un systeme stationnaire i.e. nous pouvons trouver des
fonction s et h, et vy telles que :

Y;’(t) = hv(v(t>U0))a (4175)

ou V(t,vp) est solution de

v = s(v) . (4.176)

Nous supposons que ce systeme admet M, un compact invariant asymptotiquement
stable. Supposons qu'il existe un triplet (¢, @, v) tel que les trajectoires du systeéme suivant :

&= flz,w(y,w,v)), (4177)
w = v(y,w,v), '
sont completes en temps positif, bornées et nous avons :
lim A(X(z,t,w,v)) — hy(V(v,t)) = 0 (4.178)

t—4o0

Du fait que les trajectoires du systeme étendu sont bornées et completes, nous pouvons
utiliser [15, Lemma 2.1] pour introduire I'ensemble w-limite qui est compact invariant et at-
tractif. Sur cet ensemble w-limite, nous avons, h(z) = h,(v). Ainsi toute solution, initialisée
dans I’ensemble w-limite satisfera cette propriété pour tous les temps positifs. Il existera
alors un z,.
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Deuxieme partie

Observateurs de Kazantzis-Kravaris/
Luenberger
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Chapitre 5

Introduction

5.1 Problématique

Nous considérons a présent un systéeme non-commandé de la forme :

T = f(l‘) ) Yy = h(x>7 (5'1)

avec x dans R™ et les fonctions f et h localement Lipschitziennes. L’origine n’est plus
nécessairement un point d’équilibre du systeme.

Si O est un ouvert de R™, pour tout x dans O, nous pouvons introduire (o, (), 05(z)),
le plus grand intervalle de temps sur lequel la solution X (x,t) est définie en prennant des
valeurs dans O.

Un probleme fondamental en automatique est celui de la construction d’un estimé de
I’état complet du systeme a partir de la connaissance de la mesure y. Cette démarche nommée
estimation d’état peut se résumer ainsi :

Objectif 4 A partir de la seule connaissance de la mesure au cours du temps de y, trouver
un estimé de [’état © de facon a ce que celui-ci converge vers la valeur réelle de [’état tant
que celle-ci appartient a O un ouvert de R", i.e :

Si oh(x) = ogu(z) alors lim |X(z,t) — X(z,t)] = 0. (5.2)

t—>a$ (z)

5.2 Les observateurs de Luenberger

Dans la premiere partie de ce document, nous avons abordé le probleme de reconstruction
d’état dans le cadre du bouclage de sortie. Nous avons alors utilisé la notion d’Observateurs
d’état uniforme en la commande (voir la section 3.1.3). Ces observateurs, caractérisés par
un triplet (¢, w, (), définissent un systéme dynamique de la forme :

v = wly,u,w) , &= ((yw), (5.3)

Du fait de 'existence d’une certaine contraction des trajectoires sur elles-mémes caractérisée
par la fonction W associée a cet observateur (voir la section 3.1.3) et sous I'hypothese que les
trajectoires du systeme sont completes et bornées, nous pouvions conclure que la convergence
de Pestimé au sens de (5.2) était obtenue.
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L’objectif de cette partie est d’étudier une classe particuliere d’observateurs, les obser-
vateurs de Luenberger. Ceux-ci ont été introduits dans [55] pour les systemes linéaires. L’ex-
tension des travaux initiaux de Luenberger aux systemes non linéaires a fait 'objet d’une
recherche active durant les vingts dernieres années (voir : [43, 44, 54, 37]).

Dans ce document, nous allons étudier 'extension aux systemes non-linéaires en sui-
vant l'approche introduite par Kazantzis et Kravaris [37]. Suivant leur suggestion, nous
considérons des observateurs de la forme :

w = Aw + B(y) , T = T"(w), (5.4)

avec w une matrice complexe dans C?7*P ou p est la dimension de y et ¢ est une dimension
a définir, A une matrice complexe dans C?7*? et B et T™* des fonctions a préciser.

Le probleme est maintenant de trouver des conditions que doivent satisfaire f et h de
fagon a ce que 'on puisse trouver (A, B, q) pour lesquels il existe un 7™ qui nous garantisse
la convergence de & vers .

5.3 Conditions suffisantes d’existence d’un observateur
de Luenberger

5.3.1 Le contexte

Les résultats présentés par Kazantzis et Kravaris, dans [37], sont limités au cas ou la
dimension de w est égale a celle de x (i.e. ¢ = n). Les auteurs proposent aussi de choisir 7™
comme 'application inverse d'une fonction 7" solution de ’équation aux dérivées partielles :

2L (@)f(a) = AT@) + B(h(x)) (5.5)

Dans ce contexte il ne reste plus qu’a choisir la matrice A de R"*" et la fonction B.

La motivation pour ce choix est que, si nous trouvons une fonction 7" solution de (5.5)
qui est un difféomorphisme (comme cela est supposé dans [37], [45] et dans [46]), alors le
changement de coordonnées :

x = T(z) (5.6)
nous permet d’écrire le systeme (5.1) de la forme :
¥ = Ax + BWMT '(x) , y = h(T'(x)). (5.7)
Nous avons alors : _
w—a=Aw— x). (5.8)

En prenant la matrice A Hurwitz, w converge exponentiellement vers x. L’observateur nous
permet donc de reconstruire x = T'(x).

De plus, si la fonction 7% = T~! est uniformément continue, alors & = T*(w) nous
fournit un estimé qui converge asymptotiquement vers :

v = THx) = T*(T(2)) . (5.9)

Cette égalité nous indique que T doit étre inversible a gauche, et donc injective, ce qui
explique pourquoi en général, ¢ doit au moins étre égal a n.
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Cette approche permettant de construire 7 a motivé de nombreux travaux sur la re-
cherche de solution analytique et inversible a gauche de ’équation (5.5) (voir [37], [45] et
[46]). Tous ces travaux traitent de la recherche d'une solution de (5.5) autour d’un point
d’équilibre du systeme (5.1). IIs mettent en évidence des liens entre le caractere analytique
de la solution 7' et des hypotheses de non résonnance entre les valeurs propres de A et la
fonction f.

En fait, il est suffisant d’obtenir une solution faible de I’équation (5.5) qui est seulement
continue et uniformément injective pour pouvoir construire un observateur de la forme (5.4).
Cette remarque fera 'objet du prochain paragraphe ot un théoreme formalise cette extension
des observateurs de Luenberger aux systemes non-linéaires en généralisant l'approche de
Kazantzis et Kravaris ([37]).

5.3.2 Théoreme général d’existence

Dans [3], nous avons exposé un théoreme général d’existence d'un observateur de Luen-
berger qui décrit quelles propriétés doit satisfaire la fonction T'. Pour présenter ce résultat
nous devons introduire au préalable une définition :

Définition 4 (Complétude a I'infini en temps positif sur un ouvert) Soit O un ou-
vert de R™, le systeme (5.1) est dit complet a Uinfini en temps positif sur O, si nous avons
ltmplication suivante pour tout x dans O,

oh(z) < 400 =  oh(z) < of.(x) . (5.10)

En d’autres termes, la complétude a l'infini en temps positif sur O signifie que toute
solution X (z,t) issue de O et qui sort de O en temps fini, traverse sa frontiere a une distance
finie. Si O est un invariant ou si la croissance des trajectoires dans O est linéairement bornée
le long des solutions du systeme (5.1) alors cette hypothese (5.10) est vérifiée.

Nous pouvons de la méme fagon définir la propriété de complétude a l'infini en temps
négatif qui nous sera utile dans les prochains chapitres :

Définition 5 (Complétude a I’infini en temps négatif sur un ouvert) Soit O un ou-
vert de R™, le systéme (5.1) est dit complet a Uinfini en temps négatif sur O, si nous avons
['tmplication suivante, pour tout x dans O,

op(z) > —00 = op(x) > oga(x) . (5.11)

Introduisons a présent le Théoreme définissant les observateurs de Luenberger non-
linéaires.

Théoréme 14 ([3], Observateur de KKL) Supposons que le systeme (5.1) est complet
a Uinfini en temps positif sur O et qu’il existe un entier q, une matrice Hurwitz A dans C9*1
et des fonctions continues T : cl(Q) — CPP et B : R? — C9*P et p une fonction de classe
Ko qui satisfont :

L;T(z) = AT(z) + B(h(z)) ., Vze O, (5.12)
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|1 — 22| < p(|T(x1) — T(x9)]) V(x1,29) € c1(0)? . (5.13)

Sous ces conditions, il existe une fonction continue T* : CT*P — c1(QO) telle que, pour tout
x dans O et w dans CT*?, la solution (X (z,t), W (z,w,t)) de :

= f(z) |, w = Aw + B(h(x)) , (5.14)
est définie en temps positif sur [0, og. (z)). De plus, nous avons l'implication :

oh(x) = opu(x) = lim (|T*(W(z,w,t)) — X(z,t)] = 0. (5.15)

t—0ogn (z)

Remarque 17 :

1. Du fait de I’hypothese de complétude a l'infini en temps positif des trajectoires dans
O (voir (5.10)), la partie gauche de (5.15) implique que la solution X (z,?) ne quitte
jamais O et ainsi :

oh(z) = oga(x) = +00. (5.16)

2. Le Théoreme 14 peut facilement s’étendre au cas ou les trois conditions suivantes sont
satisfaites :

(a) y est un scalaire,

(b) I'état x peut se décomposer en x = (&;,&2) et satisfait

&= filGw) + hE) & = fol&) y ==&

(c) la fonction B peut étre choisie linéaire.

Dans ce cas, 'observateur est implémenté sous la forme d’un observateur d’ordre réduit

=By = Az+Bfily.w) , & = T(2).
3. Pour obtenir une fonction 7™ satisfaisant (5.12), il suffit d’en trouver une satisfaisant :
T (w) — x| < p*(lw = T(2)]), (5.17)

pour une certaine fonction p* de classe K. Comme cela est montré par Kreisselemeir
et Engel dans [42], une telle fonction existe toujours si T' est uniformément injective,
ce qui est caractérisée par ’hypothese (5.13).

4. Nous pouvons relacher I’hypothese d’injectivité uniforme dans le cas ou nous trouvons
une fonction T telle que :

T(x,h(x)) = T(z) Vo e cl(O(x)), (5.18)
ou T satisfait (5.12). Dans ce cas, ’hypothese (5.13) devient :
lz1 — 20| < p(|T(21,y) — T(29,9)]) Y(x1,79,y) € c1(0)?xh(c1(0)). (5.19)

Nous obtenons alors I'existence d’une fonction 7% : C¥? x h(c1(O)) — c1(O) telle
que, pour tout y dans h(c1(0)), la fonction

w € CV? — T*(w,y) , (5.20)
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est continue et nous permet d’implémenter 1'observateur, i.e, pour tout (z,w) dans
O x C1*P .

ob(@) = ofu(z) = lim |T*(W(z,w,t),h(X(z,1)) — X(z,t)] = 0. (5.21)

t—>a]§n (z)

La démonstration du Théoreme 14, fortement inspirée de [42], est dans [3]. Dans cette
démonstration, nous obtenons une fonction continue 7% qui satisfait 1’équation (5.17) avec
p*(-) = p(4-). Ainsi, si p dans (5.13) est une fonction linéaire, il en sera de méme pour p*
dans (5.17). Sous cette hypothese supplémentaire, nous obtiendrons une convergence expo-
nentielle de I'observateur.

En conclusion, un observateur de Kazantzis-Kravaris / Luenberger existe si nous trouvons
une fonction continue 7" solution de I’équation (5.12) et uniformément injective dans le sens
de (5.13).

A ce stade de notre étude trois questions se posent :

1. Existe-il des fonctions T' continues et solutions de 1’équation aux dérivées partielles
(5.12) ? Quelle est leur forme?

2. Qu’en est-il de leur injectivité 7 Comment construire I'observateur ?

3. Peut-on utiliser une solution approximative a I’équation aux dérivées partielles ? Peut-
on étendre la méthode ?

La premiere question fera I'objet du prochain chapitre ot nous illustrerons ces résultats par
des exemples académiques. L’injectivité et la construction de 7™ seront abordées dans le
chapitre 7. La possibilité d’utiliser une approximation fera enfin l'objet du chapitre 8, ou
seront présentées des extensions de cette approche en particulier dans le cas de 1’étude d’'un
moteur asynchrone.
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Chapitre 6

Existence et Expression de T’

6.1 Existence d’une solution

Comme nous ’avons vu la construction d’un observateur de Luenberger non-linéaire est
basée sur la recherche d’une solution a I’équation (5.12).

Dans [37], Kazantzis et Kravaris ont utilisé un Théoreme de Lyapunov auxiliaire ( voir
[56]) pour trouver une solution analytique a ce probleme. Ils en ont alors établi I'existence
sous des contraintes de non résonance des valeurs propres de A et f.

Dans cette section nous montrons que, si nous recherchons une solution seulement conti-
nue, alors la contraction des trajectoires en w nous assure l’existence dune solution globale
sous la seule hypothese de complétude a U'infini des trajectoires en temps négatif. Nous re-
prenons les résultats de [3] ou nous avons établi que, sous une hypothese de complétude
des trajectoires du systeme initial, nous pouvons trouver une solution pour toute matrice A
Hurwitz.

6.1.1 Solution continue

Pour introduire une solution de ’équation aux dérivées partielles (5.12) nous abandon-
nons l'interprétation de changement de coordonnées introduite par Kazantzis et Kravaris et
nous revenons a l'idée originale de Luenberger dans [55] (voir aussi [42] et [12]) qui était celle
d’une extension dynamique.

En effet, considérons le systeme étendu (5.14). Du fait que la matrice A est Hurwitz,
nous pouvons supposer que ce systeme admet au moins localement une variété invariante
exponentiellement stable dans les coordonnées (w,z) qui peut étre décrite par le graphe
d’une fonction de la forme :

{(z,w) € R"xC¥? : T(z) = w} . (6.1)
Nous avons alors pour un petit intervalle de temps :
T(X(x,t)) = W(z,T(x),t) . (6.2)
et ainsi, en dérivant par rapport au temps :

oT

%(X(x,t))f(X(x,t)) = AT(X(z,t)) + B(h(X(z,1))) . (6.3)
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T alors une solution locale de I’équation aux dérivées partielles (5.12).

La recherche d’une solution globale s’avere plus difficile mais peut étre obtenue en ex-
ploitant la contraction des trajectoires dans la dynamique des w. Le résultat que nous avons
établi dans [3] est :

Théoréme 15 ([3], Solution continue)) Supposons qu’il existe un nombre positif 6, tel
que le systéeme (5.1) est complet a Uinfini en temps négatif sur O + d,. Alors, pour toute
matrice A complexe Hurwitz, nous pouvons trouver une fonction C* B : RP — C9*? telle
qu’il existe une fonction continue T' : c1(Q) — C¥*P, qui satisfait (5.12).

Ce théoreme établit ainsi, que si le systeme est complet a l'infini en temps négatif, alors
nous pouvons choisir librement une matrice Hurwitz A nous garantissant ’existence d’une
solution T'. Celle-ci sera continue, mais nous n’avons aucune information sur sa régularité.
Dans le prochain paragraphe, un résultat similaire est obtenu mais pour une classe plus
grande d’équations aux dérivées partielles. Par contre celui-ci requiert que les trajectoires
du systeme (5.1) soient bornées en temps négatif et positif.

6.1.2 Autre résultat d’existence d’une solution continue

Pavlov et al. dans [65] ont obtenu un autre résultat répondant a la recherche d’une
solution continue pour une classe d’équations qui englobe celles considérées en (5.12). En
effet, dans [65] les auteurs considerent des dynamiques de w qui ne sont plus nécessairement
linéaires. Celles-ci sont décrites par une dynamique de la forme :

w = w(w,y) (6.4)

avec w dans C9*P et y dans RP, et w : CT*P x R? — C?*? une fonction localement Lipschit-
zienne.
L’équation considérée dans [65] est :

g_f(x) fz) = w(T(x),h(x)) , «€R". (6.5)

Dans le cas ou :
w(w,z) = Aw + B(h(z)) , (6.6)

I'équation (6.5) nous donne 'équation (5.12).

Pavlov et al. ont établi que, sous l'existence d’une contraction linéaire des trajectoires et
sous une hypothese de bornitude des trajectoires en x alors il existe une solution continue a
I'équation (6.5).

Le théoreme est le suivant :

Théoréme 16 ([65]) Si

1. Les solutions du systéeme (5.1) sont complétes (i.e. og.(z) = —o00 et opn(x) = +00
pour tout x).

2. Pour tout 6 > 0 il existe € tel que :

lz] <0 = |X(x,t)] <€ VteR (6.7)
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3. Il existe une matrice Hermitienne P tel que nous avons :

— T
g—;(w,y) P + Pg—z(w,y) < -1 V(w,y) € CTP x RP . (6.8)

Sous ces conditions, il existe une fonction T : R™ — C9*P continue solution de [’équation
(6.5).

Ce résultat nous permet d’obtenir une variété invariante de la forme w = T'(x) le long
des trajectoires du systeme étendu qui est maintenant de la forme :

{ t=f@), (6.9)

w = w(w,h(z)) ,

Dans ce théoreme la structure de la fonction w n’est pas prise en compte, seule importe
la contraction induite par l'existence de la matrice P. Nous pouvons ainsi considérer des
extensions des observateurs de Luenberger dans le cas ou la contraction n’est pas linéaire,
comme par exemple :

w = —w® —w + B(h(z)) , we C (6.10)

mais sous des hypotheses de bornitude des trajectoires du systeme (5.1). Cette remarque
introduit une extension probable des observateurs de Luenberger mais qui n’est pas traitée
dans ce document.

6.2 Expression de T

Les Théoremes précédents établissent 1’existence d’une solution continue a l'équation
(5.12). Cette équation peut dans certains cas étre donnée de fagon explicite comme nous
allons le voir dans certains exemples.

6.2.1 Forme Intégrale

La fonction T devant satisfaire 1’égalité (6.2) pour tout ¢ tel que X (z,t) reste dans O
nous obtenons :

T(X(z,t)) = exp(At)T(x) + /0 exp(As)B(h(X (z,s)))ds ,

(6.11)
Ve e O |, Yitel(og),oh).
Nous en déduisons :
T(z) = exp(—At) T(X(xz,t)) — /O texp(—As)B(h(X(x, s)))ds | (6.12)
Ve e O Vit € (0pps,(7),0).
ot X est solution du systéme modifié :
i = flx) = x(z) f(x) (6.13)
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oll Y : R® — R est une fonction quelconque C! qui satisfait :

x(z) = 1 if z€0,
=0 if 2¢0O0+9,,

(6.14)

pour un certain nombre réel 9,.

Donc si o, +5u(x) = —o0, en faisant tendre t vers —oo, ce qui constitue une approche
standard pour I’étude sur les variétés invariantes (voir [16, (2.3.4)] par exemple), nous obte-
nons comme expression possible pour la fonction 7' (a comparer avec [42] et [47]) :

T(x) = / exp(—As)B(h(X (z, 5)))ds . (6.15)

—0o0

Cette méme expression est obtenue par Kreisselmeier et Engel dans [42] en utilisant
une démarche différente (mais avec X & la place de X et B la fonction identité). Ils ont
interprété chacune des ¢ composantes ligne de T'(x) comme un coefficient de la décomposition
de T’historique des trajectoires t — h(X(x,t)) (en temps négatif) sur une base de fonctions
du temps. En d’autres termes, (6.15) projette 'ensemble des mesures passées sur ¢ vecteurs
complexes de dimension p. Un autre lien entre les résultats de Kazantzis et Kravaris ([37])
et ceux de Kreisselmeier et Engel ([42]) a été établi par Krener et Xiao dans [47].

6.2.2 Expression de T pour des systemes particuliers

Dans ce paragraphe, nous introduisons trois systemes particuliers pour lesquels il est
possible d’exhiber des fonctions T" solutions de I’équation aux dérivées partielles (5.12).
Un oscillateur harmonique

Pour illustrer les problemes d’estimation, nous introduisons un probleme courant en au-
tomatique qui est celui d’estimer phase et amplitude d'un oscillateur harmonique dont la
pulsation n’est pas connue. Ce systéme dans R3 est modélisé par les équations :

i.l = —I2,
Ty = X311, Yy = 1 (6.16)
.I"g =0 5

Un oscillateur harmonique peut, par exemple, étre un modele de générateur de perturbations
qui affectent I’évolution d’un systeme. L’objectif est alors de reconstituer 1’état de ce systeme
pour pouvoir en déduire une prédiction de la perturbation.

Nous introduisons A dans C?*? une matrice diagonale et B un vecteur unitaire :

A 1
A = , B=|:]". (6.17)

La matrice A étant diagonale, nous pouvons décomposer ’équation (5.12) en ¢ équations
correspondant a chacune des valeurs propres de A.
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Pour chaque i nous recherchons 7j : R? — C solution de 1'équation :

oT; oT;
— (@1, T2, 13)Ty + F— (21, T2, x3)T103 = NTi(21, T2, 23) + 1 . (6.18)
83:1 83:2

Du fait de la linéarité du systeme en x; et x5, nous pouvons supposer 7; linéaire en ces
variables. Ainsi, nous recherchons 7; solution de (6.18) et de la forme :

E($1,$2,$3> = Oéi(l';g)l'l -+ ﬁi(l'g)l'g . (619)
Les fonctions auxiliaires «; et (; doivent alors satisfaire :
—Oéi(fL‘g)fL’g + Bi(flfg)l’ll‘g = )\Z‘[Oéi(l‘g)l’l + BZ(ZL‘g)fL’Q] + x1, (620)

ou de fagon équivalente :

x3fi(xs) = Noy(xs) + 1, (6.21)
Oéz‘($3) = —)\zﬂi(ﬂfg) . .
Les fonctions «; et [3; sont donc :
)y
Qi\T3) = ~—5——,
o) AL+ s (6.22)
) )
51‘(953) = m )
i.e. la fonction T est :
T,
.1 Ty — )\ixl
T(.fL'l,.fL'Q,l'g) = : ; E(xl,l'g,x:{) = ﬁ (623)
T, e

Un bioréacteur

Nous considérons a présent le modele d’un bioréacteur. Ce systeme modélise une réaction
biologique entre une biomasse de concentration x; et un substrat de concentration xy a
I'intérieur d'une cuve de volume constant. Suivant Rapaport et Maloum dans [82], une
modélisation de ce systéme sur R? est de la forme :

{x’l = u(za) xy

. = I . 6.24
Ty = —kp(x) 21 Y ' ( )

ou k est une constante positive et p est une fonction définie positive telle que £(0) = 0. La
fonction p est une fonction, croissante pour xs petit puis décroissante pour xo grand.
En effectuant le changement de coordonnées xo = x9 + k1, le systeme devient :

. _ ok ’
{ =l = k) (6.25)
X9 = 0,
Nous cherchons alors a résoudre :
oT;
%(Jfl, XQ)/,L(XQ — kl’l) xry = )\in(l‘l, .%'2) + b(l‘l) (626)
1
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En choisissant O de la forme :
O = {(Xl,l'z) € R? : Xo > kl’l, xr, > 6} (627)

ol € est un réel positif, les solutions générales de I’équation sur O peuvent étre explicitées
par :

Ty, %) = (/ Mi(sﬁ)lﬁ&_m)sczs +Ki> Mi(z1, %) (6.28)

avec K; un réel et,

Mi(x1, %) = exp ( / N mczs) (6.29)

La restriction de I'analyse du systeme a l’ensemble O qui est ici strictement inclus dans
R? se justifie par le fait qu’il y a toujours de la biomasse et du substrat dans le bioréacteur.
Un pendule

En normalisant temps et vitesse angulaire, la dynamique d'un pendule simple est décrite
par les équations suivantes sur S' x R :

T =
{_1 ’ Ly = 1. (6.30)

Ty = sin(xy)

Montrons que nous pouvons choisir la fonction b, telle que en omettant la périodicité en xq,
I'expression suivante de T; est solution de (5.12) :

E(l‘l,l’z) = Iy + )\Z'l'l (631)
Puisque nous avons : .
Ti(x1,29) = sin(zy) + A\ixg | (6.32)

(5.12) est satisfaite si nous prenons :
bi(zy) = sin(zy) — Mg . (6.33)

Pour chacun de ces exemples nous avons été en mesure de donner une expression d’une
solution de I’équation aux dérivées partielles (5.12). Mais qu’en est-il de l'injectivité 7 Cette
question fera 'objet du prochain chapitre.
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Chapitre 7

Injectivité de T et construction de
I’observateur

7.1 Injectivité

Nous supposons disposer d’une solution continue 7" de (5.12). Dans le but d’appliquer le
Théoreme 14, nous devons nous assurer que celle-ci est uniformément injective (voir (5.13))
ou au moins injective.

C’est 'observabilité du systeme qui va nous permettre d’obtenir l'injectivité de cette
fonction T' comme déja observé par Luenberger dans le cas linéaire. Nous allons présenter les
différents résultats obtenus ces dernieres années traitant de ce sujet et mettre en évidence
les hypotheses d’observabilité associées.

7.1.1 Cas local

En exploitant une démarche inspirée des travaux initiaux de Luenberger [55], des résultats
ont été obtenus dans [37, 45, 46] en supposant observable approximation linéaire du systeme
autour d'un point d’équilibre. Donc dans ce paragraphe, nous imposerons f(0) = 0 et p la
dimension de y égal a 1. Notons alors :

of oh
F=20) . H=5(0). (7.1)

Si nous avons une fonction 7' : R™ — R" qui est C? et solution de (5.12), en dérivant par
rapport a x de part et d’autre de ’équation (5.12) et en nous plagant au point d’équilibre
x =0, T est solution de :

T o _ 4T oy , OB

G OF = AZ(0) + () | (72)

D’apres les résultats de Luenberger dans [55] nous obtenons que, si le couple (H, F') est

0B

observable et si le couple | A, 8—<h<0))) est controlable, alors 8—<O) est non singuliere.
T

Ainsi, T définit un difféomorphisme local autour de zéro et est donc injective.
Kazantzis et Kravaris ont démontré ce résultat dans [37] toujours dans le cas mono-sortie

(ie.p=1):
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Théoréme 17 ([37]) Si :
1. Dorigine est un point d’équilibre du systeme (5.1),
2. sila paire (F, H) est observable et (A, %—f(h(())) est controlable,
3. la fermeture de l’enveloppe conveze des valeurs propres de F' dans C ne contient pas 0,
4. les valeurs propres de A et F' ne satisfont aucune relation de résonnance.
alors, il existe €, un réel positif et une fonction analytique T : R™ — R"™ qui définit un

difféeomorphisme local autour de l'origine et est solution de :

g_g(g;) flx) = AT(z) + B(h(z)), (7.3)

pour tout x dans B(0).

Remarque 18 :

1. Dans ce contexte, la solution obtenue T est un difféomorphisme. Ainsi, I’'observateur
peut étre implémenté de la forme :

b= 1@+ |G@] Bk - Be@) . (7.9

Toutefois, il s’agit d'un résultat local. En d’autres termes I'estimé ne convergera vers
la valeur réelle que si celle-ci reste suffisamment proche de 1'origine.

2. Dans [46], Krener et Xiao ont donné une version de ce théoréme dans le cas ou le
complexe 0 est dans la fermeture convexe des valeurs propres de F' en rajoutant des
hypotheses.

7.1.2 Résultat global de Kreisselmeier et Engel

Kreisselmeier et Engel dans [42], ont introduit un contexte d’hypotheses donnant l'injec-
tivité uniforme de la fonction 7" définie en (6.12) dans le cas ou X est remplacé par X. Le
résultat est le suivant :

Théoréme 18 ([42]) Si :
1. Pour tout x dans O, nous avons o,(x) = —o0,
2. 1l existe ¢, un réel positif tel que, pour tout x dans O, la fonction définie par t —
exp(—20t)h(X (z,t)) est dans L'(—o0,0].
3. 1l existe une fonction p de classe Ko et un réel positif X > ¢ tel que :
0
p (/ exp(—2As)|h(X (z1,s) — h(X(xg,s)\st) > oy — x| Yy, 20 € O (7.5)

4. Le systéme ((5.1) est a complezité finie, i.e. il existe un nombre fini M de fonctions
continues ¢; dans Lo(R_;RP) et un réel strictement positif § tel que nous ayons :

—00

fj [ A (X 1 5) — X smdsr
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> (5/eXp( A M(X (21, 5)) — h(X (22, 8)ds  Vara2 € O .

—00

alors il existe q, un entier positif, tel que :

T(x) :/ exp(—¢s)Bh(X(x,s))ds (7.6)

—00

est uniformément injective, ou B dans RY est le vecteur unitaire :

B=1:]. (7.7)

Remarque 19 : Ce résultat nous montre que, pour obtenir I'injectivité de 7', il est intéressant
de choisir ¢ la dimension de w grande. Par contre, Kreisselmeier et Engel supposent des
hypotheses fortes d’observabilité et ne nous donnent aucune indication sur la valeur de q.

7.1.3 Injectivité générique

Dans [3], nous avons établi que, sous une simple hypothese de distinguabilité de I’histo-
rique des mesures, il est suffisant de choisir génériquement ¢ = n+ 1 valeurs complexes pour
les valeurs propres de A pour obtenir I'injectivité de la fonction 7. L’observabilité requise
pour donner le résultat que nous avons obtenu dans [3] est la suivante :

Définition 6 (O-Distinguabilité en temps négatif) Nous disons que le systéeme (5.1)

est O-distinguable si il existe deux réels strictement positifs oy < dgq tels que, pour toutes

paires de points distincts x1, et xg dans O + v, il existe un tempst dans (max {05+5d (1), 0045, (xg)} , 0]
tel que nous ayons :

h(X(71,t)) # h(X(z2,1)) . (7.8)

Cette hypothese de distinguabilité exprime que 1'état actuel x peut étre distingué de
tout autre état dans O + dy en regardant I'historique des mesures restreintes a 'intervalle
de temps pendant lequel la solution X (z,t) est dans O + 4.

L’injectivité générique est alors établie par le Théoreme suivant :

Théoréme 19 ([3], Injectivité générique) Supposons les hypothéses suivantes :
1. Le systéme (5.1) est complet a linfini en temps négatif sur O + 4.
2. Le systeme (5.1) est O-distinguable en temps négatif avec le réel associé dq dans (0, d,).
3. Il existe une fonction b : RP — CP qui est C', une fonction continue M : O +
oy — R, et un réel négatz'f C tel que, pour tout x dans O + oy, les deux fonc-
tions t — exp(—Lt)b(h(X (x,t))) et t — exp(—Llt) 2= abOhOX (x,t) satisfont pour tout t dans
(0 n(2),0] -

[exp(—p(A(X ()] + [exp(~) 0 w0 < M(z) . (79)
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ou de nouveau la fonction X est une solution de (6.13), mais dans ce cas avec la
fonction x qui satisfait :

xX(z) = 1 if 2€0+4q,
= 0 if 2¢O+, .

(7.10)

Sous ces hypothéses, il existe S un sous-ensemble de C"*1 de mesure de Lebesque nulle tel
que la fonction T : c1(Q) — C+VXP définie par :

1

T(@) = / exp(—As) |+ | b(r(X (2, 5))) ds | (7.11)
—oo 1

est solution de (5.12) et injective si A est une matrice diagonale :
A = diag()\l, ey )\nJrl)

ou les n + 1 nombres complexes \; sont choisis arbitrairement dans C"*1\ S et avec une
partie réelle strictement plus petite que L.

Remarque 20 :

1. Ce théoreme établit que, si nous choisissons n + 1 valeurs propres complexes de fagon
générique pour la matrice A, alors la fonction 7" donnée par (7.11) est injective. Ceci
implique dans le cas ou p = 1 que la dimension de z est m = 2n + 2 (n + 1 parties
imaginaires et n + 1 parties réelles). Ceci rejoint un fait bien connu dans la littérature
concernant la théorie de 'observation. En effet, il est génériquement suffisant d’extraire
m = 2n+1 informations de I'historique des mesures (avec h génériquement choisi) pour
observer un état de dimension n (voir par exemple [1, 90, 26, 17, 88]). Ceci peut étre
déduit du principe suivant :

L’équation T (x1) = T'(z2) entre deux états xq et x93 dans R™, i.e. d 2n inconnues, admet
génériquement ['unique solution triviale T1 = x4 st nous disposons de strictement plus
que 2n équations, i.e. T(x) a strictement plus que 2n composantes.

2. Pour démontrer le Théoreme précédent nous avons besoin de I'hypothese (7.9) dans le
but de garantir que la fonction 7" est C'. Un cas trivial oli cette hypothése est satisfaite
est dans le cas ou f, h, et b ont des dérivées bornées sur c1(O) (voir [47] par exemple).

A T'aide de ce théoreme nous avons montré l'injectivité de la fonction 7" mais non l'in-
jectivité uniforme. Cependant, si O est borné alors 'injectivité de T" est uniforme. Ceci est
onné de fagon plus précise par la proposition suivante :
d de fag 1 1 t t

Proposition 9 Si O est borné et T : c1(O) — C9*P est continue et injective alors T est
uniformément injective au sens de l’équation (5.13).
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Preuve :
La fonction T" étant continue, nous pouvons introduire la fonction § : Ry x c1(0) — R4
définie par :
d(r,a) = min |T(a) — T(x)]| , (7.12)

lz—al =7,z € c1(O)

La fonction T' étant injective, § ne s’annule que pour » = 0. De plus, nous avons pour tout
(,a,7) dans c1(O) x c1(O0) x R :

|T(z) — T(a)| < §(r,a) = |z —a| < r. (7.13)

Soit € > 0, nous avons {Blé( )(T(a)) , a € c1(O)} qui constitue une couverture par des
2

1

5 €,a
ensembles ouverts du compact 7'(c1(Q)). Ainsi, nous pouvons extraire une couverture finie
{8%5(%67%)(7“(@@-)), a; € c1(0), i < N} avec N un entier positif. Notons alors :

Omin = min %5 (1 e,T(ai)) . (7.14)

i<N 2

Du fait que € > 0, dpin > 0. Considérons maintenant (xy,z5) dans c1(O) x c1(O) tel que
|T (1) — T(x2)| < Opmin- Il existe 1 <7 < N tel que T(z1) € Bla(leai)(T(ai))> NOUS avons
de plus :

T(x2) = T(ai)] < |T(w2) = T(x1)| + |T (1) = T(as)]

1 1
< 5min + 5(5 (5 6,0@) , (715)

< 5(%6,@1‘) .

Donc T'(x2) est aussi dans Bg(;w.)(T(ai))- En utilisant (7.13), nous avons :
36,4

< oy —ai| + |a; — xof , (7.16)
< €. '

|71 — 2

En conclusion, pour tout € dans R, il existe 6 > 0 tel que :
|T(l’1) — T(IL‘Q)| < 5min = |fL’1 — ZL‘2| < €. (717)
La fonction T est ainsi uniformément injective. O

Ainsi, lorsque O est borné, nous devons trouver une fonction 7' seulement injective pour
construire un observateur de Luenberger.

7.1.4 Injectivité dans le cas de 'observabilité complete

Un autre contexte dans lequel I'injectivité uniforme peut étre obtenue est celui o nous
avons 'observabilité complete uniforme.
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Définition 7 (Observabilité Compléte Uniforme) ] existe un entier q et une fonction
b : RP — RP telle que la fonction H : R™ — RY*P définie par :

Lblb (h%x)) . prb(hglx))
Hx) = f 1(E (x)) ! p(z (x)) | (7.18)
LYy (h(x)) ... LY 'by(h(x))

est uniformément injective sur c1(Q); i.e. il existe p une fonction de classe K, telle que
nous avons :

p(|H(ZL‘1) — H(l’g”) > |ZL‘1 — ZL‘2| Vflfl, Ty € Cl(O) . (719)

Ici L;h dénote la dérivée de Lie d’ordre 4, Ljflh = Ly(L%h). Bien str, pour que cette fonc-
tion ait un sens , il est nécessaire que les fonctions b, f et h soient suffisamment différentiables.
Ce contexte a été étudié en détails par Gauthier et ses collaborateurs (voir par exemple [28]
et les références qui s’y rattachent, voir aussi [82]). A noter que, dans [26], lorsque p = 1,
il est montré que, pour tout choix générique de fonctions (f, h) il est suffisant de prendre
q = 2n + 1 pour que le systeme ainsi défini soit completement observable.

En écrivant le développement de Taylor de la fonction ¢t — b(h(X(z,t))), a t = 0,
nous voyons que l'injectivité de H implique que I'application qui associe a x cette fonction
restreinte a un petit intervalle de temps est injective. Cette propriété est exploitée par les
observateurs a dynamique rapide tels que les observateurs a grand-gain (voir [27]).

L’idée pour nous est donc d’exploiter une approche ”grandes valeurs propres” pour obte-
nir l'injectivité de T'. Par contre, comme dans le cas des observateurs grand-gain, nous avons
besoin de supposer une condition de Lipschitz sur le systeme. Le résultat est le suivant :

Théoréme 20 ([3], Injectivité dans le cas de ’observabilité compléte) Supposons
qu il existe une fonction suffisamment différentiable b et un entier positif q tels que le systeme
soit completement uniformément observable. Supposons de plus qu’il existe un réel positif L
tel que nous ayons :

Alors, pour toute matrice Hurwitz A dans C7*9, il existe un nombre réel k* tel que, pour tout

k strictement plus grand que k*, il existe une fonction T : c1(O) — C™*P qui est continue,
uniformément injective et satisfait :

L;T(z) = kAT(z)+ | : | b(h(z)) VaeO. (7.21)

7.1.5 Injectivité de T dans le cas des exemples du paragraphe 6.2.2

Dans ce paragraphe, nous reprenons les fonctions 7' introduites dans le cas du pendule
inversé et de l'oscillateur harmonique du paragraphe 6.2.2; et étudions leur injectivité.
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7.1.5.1 L’oscillateur harmonique

Reprenons l'exemple de l'oscillateur harmonique dont 1’évolution est décrite par les
équations (6.16). Dans (6.23), nous avons explicité une fonction 7' : (T3, ..., T,)”, solution
de I'équation aux dérivées partielles (6.18). Nous allons a présent analyser son injectivité.

Considérons 2% = (z¢, 2%, 23)T et 2° = (24, 253, 24)T deux points de R3. Nous avons :

(A + 23] [25 — Niaf] — [AF + 2§] [25 — Nia]]

T,(z%) — Ti(z%) = , 7.22
()= 7 + oA + .
x{ — :c’{

a _ ..b
Ty — Xy
b..a a,..b
L3Ly — T3y

= ) 7.23
[+ I + x5 72
ou ‘U dénote la matrice de Vandermonde associée aux valeurs propres —A\; :
AN -\ 1
N 2
Lo
=X, A A

Si les valeurs propres \; sont toutes différentes, la matrice est inversible a gauche pour
q > 4. Dans ce cas, nous avons :

|(07) 07T (27) — Ti(a")] W (129)

1 o
= vV Amin (1Y) 1 ’TZ(x) il

D’un autre coté, I'inégalité triangulaire nous donne :

a b a b
o — agat] + B g gy > B e o (rap)
Ainsi, pour g > 4 et des \; tous distincts, nous obtenons :
28 — at] + |ag —af| + LA 4 oy (7.27)

a b2 a b
|:maXi|>\i‘2+‘x3‘;‘x3‘:| {1+‘$3‘;‘$3‘:|

< (%) — T (2]
- Vi (BT B) 1 Ti(a") = Tia”)
Donc, la fonction z — T = (17,...,Ty) est uniformément injective sur c1(O) ou O est
un ouvert borné tel que :
OcCc{zeR:ai+a3#0, 23>0} . (7.28)

Par contre si O n’est pas borné, cette fonction n’est pas uniformément injective sur c1(O).
En effet si nous posons :

¢ = (1,1,¢) , 2’ = (1,1,c+1) (7.29)
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ol, ¢ est une réel positif. Alors,
v -2t =1, (7.30)

et,

Py

— = O O

T() - T(a")| =

Nt td (7.31)

Donc, lorsque ¢ tend vers Uinfini, |T(2%) — T'(2°)| tend vers 0. Nous concluons qu'’il ne peut
exister de fonction p telle que 7" soit uniformément injective au sens de (5.13).
7.1.5.2 Le pendule inversé

Intéressons nous maintenant a l'injectivité de la fonction T obtenue dans le cas du pendule
inversé (voir 6.30). Considérons z* et ” deux vecteur de R%. Nous avons :

Ti(a®) = Ti(a") = a5 —ah + A(af —ai) (7.32)
ainsi,
1 N
T T = [ ¢ | (@* =2 . (7.33)
1A,

En prenant deux valeurs propres distinctes nous obtenons alors l'injectivité uniforme de
la fonction T sur R™ entier.
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7.2 Construction de ’observateur

7.2.1 Expression de T"

Nous devons a présent construire une fonction 7%, inverse a gauche de T, de facon a
construire 1'observateur. Nous disposons dune fonction 7' uniformément injective au sens
de I'équation (5.13), et nous savons par le Théoreme 14 ( voir aussi dans [42]) qu'il existe
T*, une fonction continue qui satisfait 1’équation (5.17) et nous permet ainsi de construire
I’observateur.

Dans [3] cette fonction 7% est définie a partir de T); : CT*? — c1(0), ou T (w) est une
sélection dans la projection de w dans C?7*? sur c1(0), i.e, pour tout w dans C9*P
Ty (w) € ArgMingeq(0)|T () — w| (7.34)

p

le minimum étant atteint en au moins un point car 7'(c1(0)) est un fermé.

Dans [3], nous modifions alors cette fonction 77 pour la rendre continue en dehors de
T'(c1(O)) et ainsi introduire T*. Cette procédure permettant d’obtenir une fonction 7 n’est
pas constructive et est basée sur des théoremes d’existence de couverture dénombrable sur
des ouverts.

Kreisselemeir et Engel ont donné dans [42, Lemma IV], une formule qui semble plus
explicite d'une fonction 7™ continue en considérant une fonction 7% de la forme :

S

fsEcl((’)) [w—T(s)|" 2 ds

T*(w) = (7.35)

1 .
fsEcl(O) [w—T(s)|"t2 ds

En fait, nous pouvons utiliser directement la fonction 7)) pour construire I'observateur.
En effet du fait de I'injectivité uniforme de la fonction 7', nous déduisons de (7.34) que la
fonction T vérifie :

[z — Ty (w)] < p(IT(x) — w[+[w—T(T;(w))]) < p2|T(x)—w]) . (7.36)

Ainsi, en utilisant des arguments semblables a ceux de la démonstration du Théoreme 14, le
systeme :

w = Aw + B(h(x)) T =T (w), (7.37)

définit un observateur pour notre systeme initial sur O. Dans les exemples pratiques qui
suivront, l'inverse a gauche de T' sera donné par T bien que celui-ci ne soit pas continu.

7.2.2 Cas d’une extension Lipschitzienne

L’objectif de ce paragraphe est d’ennoncer un contexte d’hypotheéses nous permettant
d’exploiter les résultats de Rapaport et Maloum dans [82], ou les auteurs ont proposé des
procédures constructives pour d’obtenir des extensions Lipschitziennes. Nous souhaitons ap-
pliquer ces méthodes a la construction de 7.

L’inverse a gauche de T peut étre Lipschitzienne relativement a 7'(c1(0))

Pour mettre en évidence l'utilité des outils développés dans [82], nous allons dans un
premier temps montrer que, sous certaines hypotheses, la fonction 77! : T(c1(0)) — c1(O)
(I'inverse a gauche de T ), peut étre Lipschitzienne relativement a 7'(c1(0O)).
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Dns le cas ou la fonction p dans (5.13) est une fonction linéaire, i.e. qu’il existe K tel
que :

|y — x| < K|T(x1) — T(xs)| V (z1,22) € cl(O) x cl(O) . (7.38)
alors, T~! satisfait :
T wy) — T Hwy)| < Klwy — wa| V(wi,ws) € T(cl(0))? . (7.39)

T~ est donc une fonction globalement Lipschitzienne relativement a T'(cl(O)). Nous pouvons
alors exploiter les résultats de [82], pour construire une extension Lipschitzienne de T—!
relativement a C?*? de facon a obtenir 7™ telle que :

|T*(w1) — T*(’wz)‘ S K\wl — UJ2| y V(wl,wg) € ((qup)Q . (740)

Le probleme est maintenant d’obtenir une fonction 7" telle que (7.38) soit satisfaite. Dans
cet objectif, nous allons exploiter des propriétés sur le gradient de la fonction T et pour
faciliter les notations nous supposons p = 1 (cas mono-sortie) dans la suite de ce paragraphe.

Un contexte d’hypotheses nous assurant que 7' satisfait (7.38) nous est donné par la
proposition suivante :

Proposition 10 57,
1. L’ouvert O est borné dans R",

2. La fonction T : R® — C?! est injective sur c1(O) et C' sur un voisinage de c1(O),

T T
3. Pour tout x dans c1(Q), la matrice (g—x(x)Tg—x

alors, il existe un réel K tel que la fonction T satisfait (7.38) sur c1(O) et T~ Uinverse de
T est Lipschitzienne relativement a T'(c1(O)).

(x)) est définie positive.

Preuve : Introduisons la fonction A : c1(O) x c1(O) — C?*! définie par :

Az, 29) = T(x1) — T(x2) — Z—Z(xg)(xl —z3) , (7.41)

Puisque T est C', nous avons pour tout x5 dans c1(O) :

m 20T (7.42)

T1—T2 |ZL‘1—ZL'2| n

oT
D’autre part, la fonction — est continue et par hypothese, pour tout = dans c1(O) elle

x
est de rang plein. Ainsi, la fonction M : c1(O) — C%*! donnée par :

or, ,or (x)>_ or ()T (7.43)

M) = (Grar @) 5

est continue et satisfait :

M(z) o—(z) = I, (7.44)
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ou I, est la matrice identité sur R™. Nous avons alors pour tout (zi, z2) dans ¢1(O) x c1(O) :

|21 = o] < [M(22) ] (1T (1) = T(22)| + [Aly, 22)])

- 7.45
< Mo (T(ar) = Tlaa)| + |AGer,22)) (49)
ou,
Mmax = M 5 7.46
,max M(z) (7.46)
ou encore, pour toute paire (z1,zs) dans c1(O) x c1(O) :
A
|21 — | (1 - me) < Mo |T(21) — T(22)] (7.47)
|21 — o

Aussi, d’apres (7.42), pour tout a dans c1(0), il existe d(a) > 0, tel que, pour tout x;
dans Bj(,)(a) N c1(O), nous avons :

1
4MmaX

Mais A étant une fonction continue en son deuxieme argument, pour tout a dans c1(0), il
existe un réel positif €(a) tel que, pour tout (z1,z2) dans Be)(a)* N c1(O)?, nous avons :

[Ala1,0)] <

|r1 —al . (7.48)

1
|A(IE1,$2)| S m|l‘1 - .Z'2| . (749)
Avec (7.45) nous en déduisons pour tout a dans c1(O),
|x1 — 22| < 2 Mpax |T(21) — T(x2)| V (21, 22) € Byay(a)®* Ncl(0)>. (7.50)

De plus, {Bi 4(a), a € c1(O)} constitue une couverture par des ensembles ouverts
du compact c1(Q). Ainsi, nous pouvons extraire une couverture finie {B%C(ai)(ai), a;, €
cl(0), i < N} avec N un entier positif. Notons alors :

1
€min = Wi ie(ai) ) (7.51)

Nous remarquons que du fait que la fonction 7" est injective sur c1(Q), nous pouvons
définir le réel positif :
|71 — @5

Ninax = ma 7.52
(Jfl,m)XEQ T(xl) — T(xz) ( )

ou €2 est le compact défini par :
Q = {(z1,25) € c1(O) x c1(O) : |x1 — 22| > €min} - (7.53)
Considérons maintenant (1, xs) dans c1(O) x ¢1(O), nous avons deux cas :
L. |x1 — 29| < €min @ puisqu'il existe i < N tel que zy € B%G(ai)(ai), nous avons,
lz1 —ai| < |z — 22| + |22 — a4
€min T+ %e(ai) (7.54)
< e(a;) -

IN

Ainsi, 21 € Be,)(a;), et par conséquent :

|ZL‘1 — l'2| S 2 Mmax |T(ZL‘1) — T(l’2)| . (755)
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2. |21 — @3] > €min : Par hypothese (21, x9) est dans Q et donc :
|21 — 22| < Npax [T(z1) — T(x2)] . (7.56)

De tout ceci, nous concluons que pour tout (z,xs) dans c1(O) :
|zy — x| < K|T(x1) — T(x9)] , (7.57)
avec, K = max{Nnax, 2 Mmax} - O

Remarque 21 :

1. Dans tout ce paragraphe nous avons supposé p = 1. Cette restriction nous a permis de
faciliter les notations. Mais si nous introduisons :

T.(z) = (TT(x),...,T (x))" (7.58)

ou les T; correspondent a chacune des colonnes de la fonction T, alors tout ce qui
précede s’applique directement. Ceci nous permet d’obtenir une fonction 7T, qui n’est
plus une matrice mais un vecteur.

7.2.3 Z—Z est génériquement de rang plein

Pour obtenir une fonction 7! Lipschitzienne nous avons dii supposer que le gradient
de T est de rang plein. Comme nous allons le montrer en utilisant les outils développés
dans [3], cette hypothese est génériquement satisfaite, si nous introduisons une hypothese
d’observabilité supplémentaire. De la méme fagon que dans le paragraphe précédent, nous
allons supposer le systeme mono-sortie, mais une fois encore, tous les résultats s’étendent
aux cas multi-sortie.

L’hypothese d’observabilité a ajouter est :

Définition 8 (Gradient de mesure linéairement indépendant sur O) Nous disons
que le systeme (5.1) a un gradient de mesure linéairement indépendant sur O si il existe
une fonction b: R — R, et deux réels strictement positifs oy < d; tels que pour tout v dans
R"/{0} et pour tout x dans O + dv, il existe un temps t dans (05%[@),0} tel que nous
ayons :

Ib(h(X (z,1)))
e v #0. (7.59)

Cette propriété est satisfaite dans le cas ou le systeme satisfait la condition du rang
d’observabilité. En effet, nous avons la proposition suivante :

Proposition 11 i il existe une fonction b suffisamment différentiable telle que pour tout x
dans c1(O) et v dans R"/{0} nous ayons :

OH
%(x)v # 0, (7.60)

ot 'H est la fonction associée a b introduite dans (7.18), alors le systéeme vérifie que le
gradient de mesure est linéairement indépendant.
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Preuve : Soient v dans R" /{0} et = dans c1(O) tels que, pour tout temps ¢ dans (U(BJF(;(Z (2),0]
nous ayons :

Ob(h(X (x,t)))
ox
ou b est la fonction telle que la fonction H, associée par la notation (7.18), satisfait ’hypothese
(7.59). Nous avons alors, pour tout temps ¢ dans (05+5Z (2),0] :

v =20, (7.61)

X (E.0) L_ 0

Ox T Oz

Lb(h(X(z,8)))v = 0 (7.62)

En dérivant itérativement par rapport au temps, nous obtenons finalement :

OH(X (x,t))
—_— 0 7.63
ax v ?é Y ( )
et du fait de '’hypothese du rang d’observabilité, nous avons v = 0. O

Nous pouvons alors démontrer le Théoreme suivant (noter qu'il est tres similaire au
Théoreme 19) :

Théoréeme 21 (Gradient de T génériquement de rang plein) Plagcons nous dans le
cadre d’hypotheses suivantes :
1. Le systeme (5.1) est complet a Uinfini en temps négatif sur O + 9,.

2. Le systéme (5.1) a la propriété de gradient de mesure linéairement indépendant sur O
avec une fonction b : R — C qui est C* et un réel 6, dans (0,0,).

3. Il existe une fonction continue M : O + oy — Ry, et un réel négatif { tels que pour
tout x dans O + oy,nous avons pour tout t dans (¢ gn(x),0] :

ObohoX
Ox

| exp(—£t)

| exp(—€0)b(A(X (x,1))] + |exp(—¢t) (z, )] +

. (7.64)
0?boho X

LS @) < M)

ot de nouveau la fonction X est une solution de (6.13), avec la fonction x qui satis-
faisant :

x(x) = 1 if 2€0+4y,

(7.65)
= 0 if 2¢0+4,.

Sous ces hypothéses, il existe S un sous-ensemble de C"*1 de mesure de Lebesque nulle tel
que la fonction T : c1(O) — C"V définie par :

T(z) = / exp(—As) | : | b(h(X(z,5)))ds , (7.66)
e 1
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or
est C? et telle que a—(x) est de rang plein pour tout x dans c1(O) avec A une matrice
x

diagonale :
A = diag(/\l, ey )\n-l—l)

ou les n + 1 nombres complexes \; sont choisis arbitrairement dans C"*1\ S et avec une
partie réelle strictement plus petite que .

La démonstration de ce Théoreme qui est écrite dans la section A.2.5 est tres proche de
celle que nous avons utilisée pour démontrer [3, Théoreme IIT].

En combinant les Théoremes 19 et 21 et en supposant O borné, nous obtenons par
la proposition 10 une fonction 7! qui est Lipschitzienne. En utilisant alors les travaux
de Rapaport et Maloum dans [82], nous pouvons construire un observateur a partir d’une
fonction T™ globalement Lipschitzienne.

Remarque 22 :

1. Une utilité potentielle de ce résultat est éventuellement de nous permettre de ne pas
avoir a construire 7™ a chaque pas de temps. En effet, dans le cas ou ’'on pose :

&= T"w) = T HT,(w)), (7.67)
Nous avons alors : ) . .
b= T = () T
R P (7.68)
= SC@) T,{w).

. oT .
et si o est de rang plein, alors localement, nous avons :
x

i = ((g—gu)(g—g@)) (g—gu)m (7.69)

La principale difficulté sera alors de donner un sens au terme 7,(w).
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Chapitre 8

Extension

8.1 Approximation

8.1.1 Modification de ’observateur

Comme nous l'avons vu, l'implémentation d'un observateur de Luenberger pour les
systemes non-linéaires repose sur la possibilité d’expliciter une solution d'une équation aux
dérivées partielles. Bien que nous ayons obtenu des résultats d’existence de cette solution et
que nous ayons réussi a l’expliciter dans certains cas académiques, déterminer une expres-
sion de celle-ci peut étre d’'une grande difficulté en pratique. C’est pourquoi il est important
d’étendre la méthode de facon a ce que celle-ci autorise 1'utilisation d’une approximation
de la solution. En fait nous pouvons utiliser une approximation, si, en contre partie, nous
modifions la dynamique de I'observateur et si cette approximation est suffisamment ”proche”
de la véritable solution. Le théoreme que nous avons présenté dans [3] est le suivant :

Théoréme 22 ([3], Approximation) Supposons que le systéme (5.1) est complet a l'infini
en temps positif sur O et qu’il existe ¢ un entier , A une matrice Hurwitz dans C4*9, et des
fonctions T, : c1(O) — CI9*P, continue, B : RP — C?*P_ continue et p de classe Ko, telles
que :

1. nous avons :
|x1 — 20| < p(|Tu(z1) — Tu(x2)]) Yy, xe € c1(O) . (8.1)
2. la fonction LT, est bien définie sur O et la fonction € : c1(O) — CI*P définie comme :
E(z) = LT, (x) — [AT,(x) + B(h(z))] Ve € O (8.2)
satisfait :
|€(21) — E(xa)|] < N |Tu(xq) — Tyo(x2)] Viy, 29 € c1(0) , (8.3)
ou N est un nombre positif qui satisfait :
IN Aman(P) < 1. (8.4)

avec Amax(P) la valeur propre mazimale de la matrice Hermitienne P solution de :

A'P+PA=—1I. (8.5)
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Sous ces conditions, il existe une fonction T, : C™*P — c1(O) et une fonction localement
Lipschitzienne § : CT*P — CT*P telle que, pour tout x dans O et z dans CT*P chaque solution
(X (1), W (w,,)) de :

&= fle) . b = Aw+Fw)+ B(h(z)) (8.6)

est mazimalement définie sur [0, og.(z)) en temps positif. De plus, si nous avons :

05(r) = o (z)

alors nous obtenons :

lim |70 (W (z,w,t)) — X(z,t)] = 0. (8.7)

t—>aﬂ'{n (z)

Remarque 23 :

1. Dans (8.2), € représente U'erreur dans 1’équation (5.12) donnée par I'approximation Ty,
de T'. Cette erreur ne doit pas étre trop large dans un sens incrémental tel que cela
est spécifié par les équations (8.3) et (8.4). Une méthode permettant d’approximer la
fonction T pourrait étre de chercher T, dans un ensemble de fonctions données en
minimisant la norme L> sur ¢1(O) du gradient de lerreur associée €. En particulier
dans le cas ou O est borné, en utilisant le Théoreme d’approximation de Weierstrass,
il est toujours possible de choisir une matrice A Hurwitz et une fonction linéaire B
telle que la contrainte (8.4) soit satisfaite si nous nous restreignons aux fonctions 7,
polynomiales en x.

2. En fait la fonction § dans 'observateur (8.6) peut étre choisie comme n’importe quelle
extension Lipschitzienne de &(7) en dehors de T,(c1(O)). Ceci est tres similaire a ce
qui a été fait par Rapaport et Maloum dans [82] ot une procédure de construction d'une
extension Lipschitzienne est proposée. Cependant cette extension n’est pas nécessaire
dans le cas ou la fonction € satisfait :

N
|€(21) — €(22)| < Zﬂ_l(m —5]) Y (z1,2) € c1(0)?,
ou p est une fonction qui vérifie (8.1). Dans ce cas nous prenons simplement :
§(z) = €(T)(2)) VzeC™P.

3. Le Théoreme 22 peut étre étendu dans le cas de la remarque 17. La fonction 7, ne
dépendra alors que de &, et la fonction & est définie par :

€(&) = Ly, Tu(&a) — [ATu(&2) + Bh(&)] -

L’observateur d’ordre réduit prend la forme :

Ve

z—B/yws)ds = A+ BR(uw) £3() . & = Ti) .
0
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8.1.2 Les observateurs grand-gain

La combinaison du théoreme 22 et du théoreme 20 nous donne une nouvelle interprétation
des observateurs grand-gain classiques d’ordre ¢ tels qu’ils ont été étudiés par Gauthier
Hammouri et Kupka dans [26] ou par Rapaport et Maloum dans [82]. Ainsi, nous avons :

Proposition 12 ([2], High gain Observer) Supposons :
1. Le systeme (5.1) est complet en temps positif sur O.

2. 1l existe une fonction suffisamment différentiable b : R? — CP, une fonction de classe
Ko notée p et un nombre positif L tel que (7.20) and (7.19) sont satisfait avec la
fonction H et q donnés par (7.18).

Sous ces hypothéses, pour toutes matrices complexes dans C9*9 il existe un nombre positif
k* tel que, pour tout nombre réel k strictement plus grand que k*, il existe une fonction
T : CTP — c1(0), inverse a droite sur T,(c1(Q)) de la fonction T, : c1(Q) — C?*P
définie par :
q 1
To(w) = = > (kA" | | L5 'b(h(2)) (8.8)

i=1 1

et une fonction § : R¥*P — RI*P telles que, pour tout x dans O et w dans R¥*P, chaque
solution (X (z,t), W(z,w,t)) de :

1
r = f(x) W = kAz+3(2)+ | ¢ | b(h(z)) (8.9)
1
est définie sur [0, 04.()). De plus, si nous avons :
05(r) = oga(x)
alors nous obtenons
lim |70 (W (z,w,t)) — X(z,t)] = 0. (8.10)

Remarque 24 : Dans le cas ou O est borné et H est injective, 'injectivité uniforme et la
complétude a l'infini découlent directement. Ainsi, nous retrouvons les résultats de Rapaport
et Maloum dans [82, Lemma 1].
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8.2 Systemes non complets

Tous les résultats présentés précédemment supposaient la complétude a I'infini du systeme.
Cette hypothese est une restriction qui peut étre relachée. Dans ce paragraphe, nous allons
considérer des systemes pouvant avoir des solutions qui explosent en temps fini. La conver-
gence de I'observateur devra alors se faire sur le temps d’existence des solutions.

Il est montré dans [12] qu'une condition nécessaire a 'existence d'un observateur qui
entraine la convergence vers zéro de 'erreur d’estimation sur le temps d’existence des solu-
tions est la propriété d’Observabilité de la non bornitude. Cette propriété peut se caractériser
ainsi :

Définition 9 (Observabilité de la non bornitude sur O) Le systéme (2.4.3) a la pro-
priété d’observabilité de la non bornitude en temps positif (resp. en temps négatif) sur O si
il existe une fonction propre et C*, V; : R™ — Ry (resp. , Vo : R™ — R, et une fonction
continue v; : RP — R, ) telles que :

LiVi(z) < Vi(x) + v(h(z)) , V2 e O,

<
(resp. LiVe(z) > —Vy(z) — v(h(z)) Ve e 0) (8.11)

Il s’avere que cette propriété est aussi suffisante pour satisfaire notre objectif. En effet, tous
les résultats précédents sont toujours valides si I'on remplace complétude a I'infini en temps
positif (resp. en temps négatif) par 'hypothese d’observabilité de la non bornitude en temps
positif (resp. en temps négatif).

La procédure permettant de retrouver les résultats précédents repose sur un changement
de temps du systeme. En effet, sous 'hypothese d’Observabilité de la non bornitude en
temps positif (resp. négatif) sur O, pour tout  dans O nous pouvons définir une fonction
T (ogn(2), 0pn(z)) — R par :

t
T.(t) = / v(h(X(z,s)))ds (8.12)
0
oll 7 : R? — R, est une fonction C* telle que :

v(h(x)) i L+ y(h(x) Vo e cl(0), (8.13)

(resp. y(h(z)) < 1+ y(h(z)) , Ve cl(O)).
Cette fonction 7, définit un nouveau temps dans lequel les trajectoires du systeme sont

désormais completes a l'infini en temps positif (resp. négatif). En effet, dans ce nouveau
temps le systeme (5.1) s’écrit :

d f(x)

d—Txx = fi(x) avec fi(x) = Sh(@) (8.14)
et ’équation (8.11) devient :
Ly Vi(z) < Vi(x) +1 Ve e O, (8.15)
(resp. Ly Vo(x) > —Ve(x) — 1 Ve e O), '

Ainsi le systeme est complet a U'infini en temps positif (resp. négatif) dans le nouveau
temps 7,. Tous les résultats précédents peuvent alors s’appliquer (voir [4]). Les hypotheses
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de chacun des théoremes devant étre vérifiées pour le systeme (8.14) (i.e en remplacant f

par f.).
L’observateur est maintenant de la forme :

w = yy)[Aw + Bly)] , & =T (w), (8.16)

Ainsi en particulier, les hypotheses d’observabilité requises pour les différents résultats
doivent étre valides pour le systeme modifié (8.14). Mais du fait que la fonction v ne dépend
que de y, nous pouvons montrer que certaines propriétés d’observabilité du systeme (5.1)
restent valides pour le systeme (8.14). En effet, nous avons le résultat suivant :

Lemme 1 Sile systéme (5.1) est distinguable en temps négatif sur O avec les réels associés
dq et oy et si y(h(x)) > 1 pour tout x dans O + 04 alors, le systéme (8.14) est aussi
distinguable en temps négatif sur O avec les mémes o4 et ov.

La preuve de ce lemme est donnée en annexe A.2.4.

Malheureusement dans le cas de 'observabilité complete un tel résultat ne semble pas
valide. En effet, 'injectivité uniforme de la fonction H associée au systeme (5.1), n’implique
pas nécessairement 'injectivité uniforme de la fonction H, associée au systeme (8.14). Par
contre, en ce qui concerne la simple injectivité nous disposons du lemme suivant :

Lemme 2 Si la fonction H associée au systeme (5.1) définie en (7.18) pour une certaine
fonction b est injective sur c1(O) et siy(h(x)) > 1 pour tout x dans c1(O) alors la fonction
H., définie par

Lbléh(]j:)) . préh(}f))
i - | 1( (x)) f p( (z)) | (8.17)
L by (h(x) ... LY 'by(h(x))

est elle aussi injective sur c1(O).
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8.3 Systeme commandé

Toute I'étude présentée dans cette partie concerne les systemes autonomes. Pourtant,
nous pouvons nous demander de savoir si cette technique est transposable dans le cas d'un
systeme commandé.

Considérons donc maintenant un systeme de la forme :

T = f(z) + g(z)u, (8.18)

ol u est la commande dans R™.

Comme nous allons le voir, tous les résultats sont aisément transposables pour des
systemes commandés si nous imposons des hypotheses supplémentaires sur la fonction 7.

Se donnant une fonction v : R, — R™ et x dans l'ouvert O, nous pouvons définir
0,08 (2, u)), le plus grand intervalle de temps positif durant lequel X (z,¢,u), I'unique solu-
tion issue de = du systeme (8.18), est définie.

Supposons que nous connaissons une fonction 7', une matrice A et une fonction B telles
que T est solution de (5.12) sur O. Nous avons alors le long des solutions du systeme (8.18)
pour tout x dans O :

— or
T(x) = AT(xz) + B(h(z)) + %(:c)g(x)u : (8.19)

Nouveau terme introduit par la commande

Suivant que nous imposons ou non des contraintes sur la loi de commande, nous pouvons
introduire deux contextes d’hypotheses :

1. Cas d’un observateur uniforme en la commande

Sans aucune hypothese sur la loi de commande wu, il est possible d’étendre la théorie
développée au cas des systemes commandés. En effet, si il existe une fonction C'
RP — C9*P*™ telle que :

oT
ox

alors pour toute fonction v : Ry — R™, il existe une fonction 7% : C?*? — c1(0O)
telle que pour tout x dans O et w dans C¥*? si :

oh(z,u) = ogu(z,u), (8.21)

C(h(x)) = (x)g(x) Ve € O, (8.20)

alors 'unique solution (X (z,t,u), W(x,w,t,u)) de :

&= flz) + g(@)u,
{w = Aw + B(h(z)) + C(h(x))u (8.22)
satisfait :
lim |T"(W(z,w,t,u)) — X(z,t,u)] = 0. (8.23)

t—>aﬂ'{n (z,u)

Cette démarche est une extension directe de I'approche de Luenberger pour les systemes
linéaires commandés. L’observateur obtenu est maintenant de la forme :

& =T(w) , w = Aw + B(y) + C(y)u. (8.24)
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2. Cas des commandes petites

Reprenons ici I'idée qui a conduit a ce que nous avons fait dans le cas d’une approxi-
mation de la fonction 7" dans la section 8.1. Se donnant une fonction C', nous pouvons
introduire € : c1(0) — C?*™ la fonction définie par :

_ar

Cx) = 5 (2)g9(x) — C(h(z)) . (8.25)

A T'image de ce que nous avions fait dans la section 8.1, nous supposons que € est
Lipschitzienne relativement a c1(O), i.e. il existe N tel que :

|€(x1) — €(z2)] < N|T(21) = T(x2)] Y (21,22) € (c1(0))*.

Nous nous restreignons alors a des fonctions u a valeurs dans U défini par :

N
U = R™ < — 8.26
fuermi < 3}, (5.26)

avec N défini par (8.3) et (8.4) (commande petite). Nous pouvons réutiliser les argu-
ments du Théoreme 22 de la section 8.1. Nous trouvons alors une fonction § : C**P —
C7*P telle que pour tout x dans O et w dans C9*P, si :

obh(z,u) = ogu(z,u), (8.27)

alors 'unique solution (X (z,t,u), W(x,w,t,u)) de :

{a:c = f(@) + gl 525
w = Aw + B(h(z)) + C(h(z))u + F(w)u ,
satisfait siu € U :
t—»alﬁgl(lx,u) |T*(W (z,w,t,u)) — X(x,t,u)] = 0. (8.29)
L’observateur obtenu est maintenant de la forme :
T = T"(w) , w = Aw + B(y) + Cy)u + F(w)u . (8.30)

Remarque 25 : Tout ce paragraphe peut s’étendre au cas ou n’avons pas une solution
exacte mais une solution 7, approchée au sens de la section 8.1.
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8.4 Extension dynamique

8.4.1 Contexte

Pour construire un observateur de Luenberger, nous devons trouver une solution d’une
équation aux dérivées partielles. Comme nous ’avons vu, nous pouvons simplifier cette
procédure en utilisant une approximation. Une autre approche facilitant cette résolution
consiste a modifier ’équation aux dérivée partielle en introduisant une extension dynamique.

En effet, considérons ¥ dans R", et introduisons une dynamique de la forme :

0 = j(@,y) (8.31)

ou y est dans R? et j : R" x RP x R".

Nous connaissons ¢ du fait que cette dynamique est implémentable (elle est commandée
par la mesure y). Nous pouvons alors autoriser 7' et B a dépendre de cette variable.
Considérons pour cela le systeme étendu de la forme :

i = f(z),
w = Aw + B(y,?) .

Si T est solution de I’équation aux dérivées partielles suivante :

g—Z(x,ﬁ)f(x) + g—g(x,ﬁ)j(ﬁ, h(z)) = AT(z,9) + B(h(z) (8.33)

alors,

w = T(x,9) (8.34)

est une variété invariante du systeme et nous avons :

w — T(x, V) = A(w—T(z,9) (8.35)

et, sous I'’hypothese supplémentaire que les trajectoires du systeme sont completes, la com-
posante w de I'état du systeme étendu converge exponentiellement vers T'(x, 9).

L’utilité de l'extension dynamique est alors de rajouter un terme dans 1’équation aux
dérivées partielles (5.12) et ainsi de nous donner un degré de liberté supplémentaire.

Comme précédemment pour construire un observateur nous aurons alors besoin d’hy-
pothese d’injectivité de la fonction 7. Dans ce cas, il faudra que 'injectivité soit uniforme
par rapport v.

Tout ceci est résumé plus précisément par la proposition suivante :

Proposition 13 Supposons que le systeme (5.1) est complet a l'infini en temps positif sur
O et qu’il existe un entier q et un entier r, une matrice Hurwitz A dans C?*9 et des fonctions
continues T : cl(O) — CT*P et B : RP x R" — C?*P, une fonction j : R" x RP — R" et une
fonction p de classe Ko, qui satisfont :

LyyT(,9) = AT(z,9) + B(h(z),9) ,  ¥(z,9) € OxR" (8.36)

|y — zo] < p(|T(x1,9) — T(22,9)]) V(z1, 20,9) € cl(O)? x R" . (8.37)
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et tel que, pour tout x dans O, w dans C?*P et ¥ dans R", la solution

(X (z,t), W(z,w,9,t),V(z,9,1))

du systeme :
& = f(z),
w = Aw + B(h(x),?) , (8.38)
0 = j(0,h2)) .

est définie en temps positif sur [0, 0. (z)). Sous ces conditions, il existe une fonction T* :
C1*P x R"™ — ¢l(O) telle que, pour tout ¥ dans R", Uapplication :

w € CPP — T (w, ) (8.39)
est continue et pour tout x dans O, w dans C*P et ¥ dans R", nous avons "tmplication :

o5(x) = opu(x) =  lim [T*(W(z,w,9,t),V(z,9,t) — X(z,t)] = 0. (8.40)

t—>0§n (z)

Preuve : La démonstration de ce résultat suit exactement celle du Théoreme 14 (voir dans
[3] ou en annexe), a la différence pres qu’il faut fixer un ¢ dans R”. O

8.4.2 Extension dynamique dans le cas du pendule inversé
Construction de T

Reprenons le probleme du pendule inversé dont la modélisation est présentée en (6.30).
Lors de la construction d’une fonction 7" solution d’une équation aux dérivées partielles de
la forme (5.12), nous avions considéré une fonction B = (by,...,b,)" de la forme :

bi(xz1) = sin(xy) — Ny . (8.41)

Bien que le systeme soit périodique en x1, 'observateur obtenu ne l'est pas.

En utilisant des outils de calcul symbolique (Maple), il est possible de trouver des solu-
tions de I'équation aux dérivées partielles (5.12) qui nous donne un observateur périodique.
Mais les fonctions T' et B s’averent étre tres complexes. Dans ce cas, 'utilisation d’une ex-
tension dynamique va nous permettre de construire un observateur périodique a partir d’une
fonction T relativement simple.

Considérons maintenant le systeme étendu de la forme :

i‘l = T2
By = sin(zy) y = x1 . (8.42)
19 = ](ﬁaxﬁ

ol nous choisissons ¥ dans R?. La fonction j = (j1,...,J,) est maintenant un degré de

liberté supplémentaire.
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Suivant la procédure décrite précédemment, nous cherchons un entier ¢, une fonction
injective T', une matrice A, une fonction B et une fonction j tels que T est solution de
I’équation aux dérivées partielles suivante :

oT oT oT
— 9 — ) si — 9)7 (9
al'l (1'171'2, )1'2 + 8172 (xla Zo, )Sln(l‘l) + 8’19 (xla Zo, )j( 71'1) (843)
= AT(.%’l,.I'Q,Q?) + B(l‘l,ﬁ) s
ou B et j sont des fonctions périodiques de x;.
Le systeme étant linéaire en s, nous nous restreignons aux fonctions ' = (73, ...,T,)
de la forme :
E(ZL‘l,fL’Q,ﬁZ‘) = Ml(ﬁz)l'g + Dz(ﬂl,l’l) . (844)
On a alors :
—_— , oD; |
Ti(1, w2, 9;) = M;(0;)Ji(Vi, 1)22 + M;(;) sin(xy) + %(ﬁiwl)ji(ﬁ,%)
‘ (8.45)
oD;
-+ a—xl(ﬁi,l'l)l'g .

Si nous prenons la matrice A diagonale de valeurs propres, (\;)i<, et les fonctions M; et D,
satisfaisant :

, . 0D;
M (0:)5:(0i, 21) + =— 0, 21) = NM(V;) ,

oD, on (8.46)
M;(9;) sin(zy) + 8—19%(19""761)‘%(19"%1) = N Di(¥;,21) + By, (04, 21)
alors nous avons : )
Ti(x1,29,7;) = NTi(x1, 22,0;) + bi(s, 21) (8.47)
avec,
. oD; .
bl-(l%,xl) = Ml(ﬁz) sm(:m) -+ W(ﬁ“xl)jl(ﬂ“xl) — )\ZDl(ﬁZ,JZ‘l) (848)

Pour obtenir un observateur périodique, j; et b; doivent étre périodiques en x;. En pre-
nant,

1 1
jz(’ﬁz,l’l) = §Al’l92 + sin(xl) s MZ(’L%) = 5’[912 s Dl(ﬁz,l'l) = COS(fL'l)’l% s (849)
nous obtenons un observateur périodique avec T; de la forme :

1
Ti(xq, x9,0;) = 519?1‘2 + cos(z1)v; (8.50)

Injectivité de T et construction de I’observateur

Comme ;7 est mesuré nous cherchons a inverser ' = (T7,...,T,)" seulement en x5 (nous
sommes dans le contexte de la remarque 17.4 du Théoreme 14). Pour cela, nous nous plagons
dans le cas ou 'ouvert O est borné :

1
O = {(xl,xQ) ce <o+ < ;} . (8.51)
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Du fait que O est borné, la simple injectivité de la fonction qui, a x; et ¥ fixés, est définie
par :
r, — T(ZL‘l,ZL‘Q,’L%) s (852)

nous suffit pour construire 1’'observateur. Cette fonction sera injective en x5 si il existe un v;
différent de zéro. Il nous faut alors choisir un nombre de valeurs propres suffisamment grand
pour nous assurer que les 19J; ne seront jamais nulles simultanément.

En utilisant les outils développés pour garantir I'injectivité générique dans [3], nous pou-
vons montrer que si I’on prend génériquement 3 valeurs propres alors cette derniere condition
est vérifiée apres un certain temps.

En effet, 9; est solution de 1’équation suivante :

La valeur propre \; étant a valeur réelle strictement négative, et le systeme du pendule étant
complet, nous pouvons définir une fonction V., par :

0
Vieo(1, x2) :/ exp(—\; s) sin( X (zq, 2, 5)) ds | (8.54)

— 00

elle satisfait :

Vieo (X1 (21, 22, 1), Xo(21,72,1)) = AVieo( X1 (21, %, 1), Xo(21, %2, 1)) + sin(Xy (21, 22,1))
(8.55)
et est donc une solution de 'équation (8.53). Du fait que la paire (xy,z5) est dans O,
Xi(z1, 2, s) ne peut étre nulle sur un intervalle de temps ouvert. En utilisant les mémes ar-
guments que dans la démonstration du Théoreme 19 (Voir [3, Théoreme I11}), avec la fonction
DT = (Viynftys - - -» Vainsty)' nous pouvons alors montrer que si l'on choisit génériquement
3 valeurs propres complexes, la fonction V,, sera différente de 0 pour tout (x1,xs). De plus,
les trajectoires du systeme du pendule étant périodiques, celles-ci restent dans un compact
noté M, nous pouvons alors introduire le réel M défini par :
M = (xlgl)fEM\Voo(:cl,xz)\ , (8.56)
qui est donc strictement positif.
Maintenant une solution V' (¢,9, z1) de (8.53) vérifie

V(t,9,21) — Veo(21(t), 22(t)) = exp(At)[ — Vo (21(0), 22(0))] (8.57)
avec A = diag(A1, A2, A3). Nous avons donc :

V(E, 0, 21)] = [Voo(w1(1), 22(8))| — exp(At) [0 = Voo(2:1(0), 22(0))] ,
> M — exp(At) |9 — Vi (21(0), 22(0))] ,

(8.58)

et, pour ¢ suffisamment grand, |V sera différent de zéro.

De ceci, nous concluons que, quelque soient les 1J; ol nous initialisons 1'extension dyna-
mique, la fonction 7' est injective en x5 au bout d'un temps fini. Nous disposons donc de
I'observateur :

1
w; = Nw; + 51922 sin(xy) + cos(xy)sin(xy) p S (w; — cos(1)0;)0?
. 2 = 31 :
’191‘ = )\z ’191 + sin(xl) Zz’:l 519?

(8.59)
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8.5 Exemple du moteur asynchrone

Dans cette section, nous montrons que 1'utilisation d’'une extension dynamique nous per-
met de trouver une fonction 7" pour une classe de systeme particuliere qui englobe certaines
modélisations du moteur asynchrone. L’illustration numérique de cette méthode d’observa-
tion est rapportée par la suite dans ’annexe B.2.

Nous allons tout d’abord présenter le systeme considéré. Puis, dans le but de construire
un observateur pour ce systeme nous exposerons la démarche qui nous a permis d’élaborer
une fonction 7" solution de I’équation aux dérivées partielles.

8.5.1 Modélisation du moteur asynchrone

La structure du modele du moteur asynchrone dont les équations sont données en (B.4)
dans 'annexe B.2 nous incite a considérer des systemes décrits par les équations suivantes :

5‘0 = Fo 4+ GYx)+ H | (3.60)
gy =1+ ()

avec :
V() = az'Jr + Kz, (8.61)

et ou y est la mesure dans R. L’état non mesuré = est dans R", les matrice F', G, H et J
sont respectivement dans R™ ", R™ R™"™ et R™ " et enfin [ est un réel. Le terme a dans
ces équations est un parametre dans R inconnu mais constant.

Nous allons construire une fonction 7', solution d’une équation aux dérivées partielles de
la forme (5.12) en procédant par étapes, et en considérant tout d’abord un cas simple pour
le systeme (8.60).

8.5.2 Construction de 7" dans le cas GG nul et &« connu

Dans un premier temps, nous supposons GG nul et le terme o connu. Comme dans tous
les exemples précédents nous prenons la matrice A diagonale de valeurs propres (A1, ..., )
et notons 7T; les composantes de T'. Nous cherchons ainsi T; et b; telles que :

oT;

O eyl + V(@) = AT + bily). (8.62)

(x,y)[Fx+ H] + %y

Nous remarquons que, si nous trouvons une fonction S; telle que :

0S;
Ox

()[Fx+ H] = X\ Si(z) + V(x), (8.63)

alors la fonction,

Tz(x7y> = SZ(.T) - Y, (864)

vérifie, le long des solutions du systeme (8.60) dans le cas ou G est nul,

Ti(z,y) = X Si(x) — I, (8.65)
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Ainsi, si nous trouvons une fonction \S; qui satisfait 1’équation (8.63), la fonction 7; donnée
par (8.64) satisfait 1’équation (8.62) avec :

bily) =Xy — 1. (8.66)

L’objectif est donc maintenant de trouver S; solution de (8.63). Du fait que, d’apres
(8.61), Y est une fonction quadratique de ’état et que la dynamique en = du systeme (8.60)
est linéaire dans le cas ou G est nul, nous introduisons une fonction S; quadratique en =,
ie. :

Si(z) = 2"Px + Qiz + R; , (8.67)
ol P; est une matrice symétrique dans R"*", (); est dans R", et R; est un réel. L’équation
(8.63), dans ce cas, donne les contraintes suivantes sur P;, Q; et R; :
F'P, + PF = MNP, + oJ
QF +2H"P, = \Q, + K (8.68)
QiH = NR; |
Supposons pour le moment que le parametre « est connu, ces équations admettent une
solution si \; et EZ ne sont pas des valeurs propres de F'. Ainsi, en prenant génériquement

des \; nous pouvons alors trouver des matrice P;, Q; et R; solutions de (8.68). La fonction
S; associée est alors solution de ’équation (8.63). Il existe donc une fonction 7" solution de
I'équation (8.62) qui est de la forme :

Ti(z) = 2"Px + Qv + Ry — y . (8.69)

Notons le choix de la fonction b; pour obtenir une expression plus simple de T;.
Nous allons maintenant essayer d’étendre ces résultats au cas ot G est non nul.

8.5.3 Construction de 7" dans le cas (G non nul et o connu

Contrairement au cas précédent lorsque G est non nul, le systeme en = n’est plus linéaire.
Nous recherchons maintenant une fonction 7; solution de I’équation :
IT;

@ F o GV @)+ H] + Sl + V) = ML), (670

L’utilisation de I’extension dynamique introduite dans la section 8.4.1 va nous permettre de
modifier 7; trouvé en (8.69) afin qu’elle devienne solution de 1'équation (8.70). Précisément,
I'idée consiste a ne plus prendre @); et R; comme des constantes mais comme ’état de cette
extension dynamique. Suivant cette démarche et au vu de (8.68), posons :

{Qz = X\Qi + K — QiF —2H"P, + ¢

(8.71)

ou ¢; et r; seront définies par la suite.
En prenant P; qui satisfait la premiere équation de (8.68), et @Q; et R; solutions du systeme
(8.71), la fonction T; définie en (8.69) satisfait le long du systeme (8.60) :

Ti(2,Qi R) = NT + (i + 2V(@)GTR)x + QiGY(x) + 1, — I + Ny . (872)
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En prenant,
G = —2YG"'P, | rp = —QiGY, (8.73)
I'équation (8.72) devient :
Ti(z, Qi Ri) = NTi + bi (8.74)
toujours avec :

L’extension dynamique (8.71) est donc décrite par les équations :

.A — . . — . . T T A
{QZ \NQi + K — QF — 2(H" +G"Y)P, (8.76)

R, = MR — Qi(H + GY),
Cette extension dynamique dépend de 1'état non mesuré x (par le biais de ))) et n’est pas

implémentable. Néanmoins par une procédure similaire a celle exploitée dans les équations
(8.63) et (8.64), nous pouvons réaliser ces équations en posant :

Qf = MQi + K — QF +2(G"I—HNP, , Qi =Q —2yG"P,  (877)
et,
R = MR + Qi(GI— H) + Q'Gy , (8.78)
avec,
R, = R — Q:Gy + y*G"PG . (8.79)

Ainsi nous avons démontré que la fonction T;(z,y, Q;, R;) définie par I’équation (8.69), ou
P; satisfait la premiere équation (8.68) est telle que :

est une variété invariante du systeme étendu :

( (

i = Fax+ GY(z)+ H

y =1+ ()

| V(z) = az'Jz + Kz

(W, = \w; — 1 + \y

Qf = NQ; + K — Q;F +2(GT'T— HNP,

R' = MR, + Qi(GI — H) + Q:Gy ,

| R, = R} —Q;Gy + y*’G"PG .

(8.81)

\

Dans le cas ou « est connu, nous pouvons implémenter un observateur (si nous pouvons
trouver une extension 7* de l'inverse a gauche de T').
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8.5.4 Construction de 7 dans le cas G non nul et o inconnue

Posons nous maintenant le probleme de savoir si nous sommes toujours capables de
construire un observateur dans le cas ou « est maintenant inconnu. Nous considérons main-
tenant o comme un nouvel état du systeme, le systeme (8.60) s’écrit alors :

t = Fx+ GY(x)+ H
y =1+ V() . V() = az'Jr + Kz, (8.82)

a =0

Dans ce qui précede le seul endroit ou « intervient explicitement dans l'observateur est
dans I'expression de P; dans 'équation (8.68). Mais il est remarquable que la matrice P; est
proportionnelle a «. Précisément en posant :

P, = Pa, (8.83)
nous avons P solution de 1’équation :
FT'Py + PiF = NPy + J . (8.84)
P;1 peut donc étre obtenu sans connaitre «.. Ainsi, T; s’écrit :
T, = 2" Prax + Qux + R, — y (8.85)

En approfondissant I’analyse, nous voyons que P; et donc « interviennent dans les expressions
de @7 et de R;x. Mais tirant profit de la linéarité de (); et R; en ces expressions, nous
introduisons :

Qf = NQi — QuF +2(GI— H")Py | (8.86)
avec,
Qi = @ — 2yGP (8.87)
Nous avons alors :
Qi = Qio + aQu Q; = Qi + aQj, (8.88)

ol ;o est solution de I’équation matricielle :
De méme, en prenant :

Ry = MRip — Qi(GI — H) ,

. ) (8.90)
R:fl = /\szl + Qll(GI — H) + QZ‘le s
avec,
Ry = R, — Q;Gy ,
Ry = R — Qile'
nous obtenons :
Ri = RZ‘O + OéRz‘l s Rz* = R;ko + OZR:& . (892)
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Ainsi, en résumé de tout ce qui précede, la fonction 1" est de la forme :
Ti(z,y, 0, Qin, Rio, Rin) = az"Prz + (Quo + aQi)z + (Rio + aRa) — y (8.93)

ou P, est solution de l'équation (8.84), et w; = T;(x,y,a, Qi1, Rio, Ri1) est une variété
invariante le long du systeme suivant :
(( & =Fa+GY@x) +H
y =1+ Y(z)

a =0
L V(2) = az'Jr + Kz
(W = Nwi — T+ Ay

Qf = \NQi — QuF + 2(GI—H")Py , (8.94)

th = AR — Qu(GI - H)

R;kl = MRa + Qu(GI — H) + QZGZJ )

Qun = Q) —2yGPhy

R = Ry — Q3Gy
( \ Ra = R}, —Q;Gy

avec ;o solution de ’équation (8.89).

8.5.5 Inversion de 7T’

Nous venons de montrer comment construire un observateur et sa fonction 7" associée en
exploitant les techniques d’extension dynamique.

Il faut maintenant trouver une extension de l'inverse a gauche de 7. Sous I'hypothese
de distinguabilité du systéme initial, nous savons que 7' est injective en (z,a,y) si nous
prenons ¢ le nombre de valeurs propres complexes \; égal a n + 3 et que nous choisissons les
n+ 3 complexes A; en dehors d’'un ensemble de mesure nulle et a parties réelles suffisamment
négatives. Nous savons alors que 7' = (7;); admet une inverse a gauche. Pour en trouver une
extension nous utilisons la technique de minimisation quadratique, i.e, nous choisissons T
de la forme :

T (w, Qo, Q1, Ro, R1,y) = ArgMin, ,|T(z,y, o, Q1, Ro, R1)) — wl? (8.95)

ou la fonction 7" est une fonction polynomiale en (z,y, a).
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Annexe A

Annexes Techniques

A.1 Terminologie et Définitions

A.1.1 Terminologie

1. Un réel c est dit positif si celui-ci satisfait :
c >0, (A.1)

Il est strictement positif si :
c >0, (A.2)

2. Etant donné un systeme de la forme (1.1), et une fonction C', M : R" — R", avec r

un réel strictement positif, nous notons Ly, )M (z) la fonction de x et v a valeur dans
R" définie par 2% (z) f(z, w).

3. Etant donné un systeme de la forme (1.1), et une fonction C°, M : R" — R", avec r
un réel strictement positif, nous notons (z,u) — DM (x)f(x,u) la dérivée a gauche
de Dini (Voir [62, Section 2.8]), i.e. :

M(z +tf(z,u)) - M(z)

D™M(z)f(z,u) = limsup (A.3)
N0 t
4. Pour tout x dans R™ nous notons Bs(z) 'ouvert de R™ défini par :
Bs(x) = {z; € R" :|z; — x| < d§}. (A4)

5. Etant donné un ouvert @ de R”, nous notons c1(O) sa fermeture et par O + § 'ouvert
de R™ défini par :

O+6={x; € R" : Juy € O :|rg — 22| < 6} = UgeoBs(x) . (A.5)
6. Etant donné un compact de R”, la distance a M est donnée par :

x|y = zien/\f/t |z — 2| . (A.6)
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A.1.2 Définition

Définition 10 (Fonction définie positive) Une fonction ¥V : A — R, ot A est un
ouvert de R™ contenant l'origine est dite définie positive si :

V©0) =0 , V(x) >0 Ve e A/{0}. (A.7)

Définition 11 (Fonction définie négative) Une fonction V : A — R_, ou A est un
ouvert de R™ contenant l’origine est dite définie négative si :

VO0) =0 |, V() <0 Vz e A/{0}. (A.8)

Définition 12 (Fonction de classe K) Une fonction o : Ry — R est dite de classe K
si elle est continue, strictement croissante et nulle en 0.

Définition 13 (Fonction de classe K>°) Une fonction a : R, — Ry est dite de classe
K si elle est de classe IC et est non bornée, i.e. satisfait :

hrf a(r) = +oo . (A.9)
Définition 14 (Fonction de classe L) Une fonction § : Ry x Ry — Ry est dite de
classe KL si, pour chaque réel s non négatif, la fonction r — [(r,s) est de classe K et,
pour chaque réel r strictement positif, la fonction s — B(r,s) est strictement décroissante et
satisfait :

hrf B(r,s) = 0. (A.10)
Définition 15 (Fonctions propres sur R,) Soit A, un ouvert de R". Une fonction V :
A, — R est dite propre sur A, si l'image réciproque de tout intervalle compact de R, est
un compact dans A, i.e. pour chaque paire (a,b) de réels positif, l’ensemble :

{r e A, 1 a < V(r) < b} (A.11)
est un sous-ensemble compact de A,.

Définition 16 (Fonctions de Lyapunov strictement assignables) Soit A, un ouvert
de R™ contenant l'origine, U : A, — R, une fonction C', définie positive et propre est dite
fonction de Lyapunov strictement assignable point par point au systéme (1.1) si :

Ve € A,/{0}3u € R™ : Ly U(z) < 0. (A.12)

La stabilité

La notion de stabilité, qui nous intéresse dans la premiere partie de la these est celle d'un
ensemble invariant et fermé. Nous reprenons les définitions introduites dans [93]. Le systeme
sur R" est de la forme :

T = f(z) , x e R" (A.13)

ou f : R™ — R" est une fonction localement Lipschitzienne. Soit M, un fermé de R™ qui est
invariant pour le systeme (A.13); i.e. telle que, pour tout x dans M, il existe une unique
solution X (x,t) qui est définie sur R, telle que :

X(z,0) =z X(z,t) e M Vt>0. (A.14)
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Définition 17 (Ensemble Asymptotiquement Stable) M, un ensemble fermé et inva-
riant, est asymptotiquement stable pour le systeme (A.13) si :
— Stabilité : 11 existe une fonction 6 : R, — Ry de classe K telle que, pour tout € > 0,

X(z,t) est définie pour tout t positif

A.15
X(e Ol < e ¥t >0, (A-15)

|z|pm < 6(e) = {

— Attractivité Uniforme : Il existe une constante &y et une fonction T : (0,00) xRy —
R, telle que, pour tout r dans (0,0dy), pour tout x dans R™, et pour tout ¢ > 0,

X(z,t) est définie pour tout t positif

A.16
Xl < e . ¥t> T(re) . (4.16)

|$|M§T${

Si M est un ensemble asymptotiquement stable, nous pouvons définir le domaine d’at-
traction A comme étant le plus grand ensemble inclus dans R™ tel que toutes les trajectoires
issues de A convergent vers M. A est alors nécessairement ouvert et invariant (voir [94,
Chap.I, Theorem 4]).
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A.2 Démonstrations de résultats

A.2.1 Loi de commande ISS pour le systéme (2.40)

En utilisant les outils développés par Freeman et Kokotovic dans [24], nous donnons
dans ce paragraphe une loi de commande nous donnant la Stabilisabilité-ISS de 'hypothese
3. Ceci nous donne la premiere étape de I’approche Erreur de commande, Domination-ISS
introduite dans le paragraphe 2.2. Par le changement de coordonnée :

(y,22)  —  (¥,Xx) = (y, 72 exp(—y)) (A17)

le systeme (2.40) devient :

{y = xexp(y) (A18)

X = uexp(—y)
nous allons construire une loi de commande ps(x,y), de fagon a ce que le systeme bouclé

devienne ISS par rapport a une erreur additive sur y. Tout d’abord, considérons le sous-
systeme perturbé suivant :

y = (u+d)exp(y) . (A.19)
Introduisons la fonction de Lyapunov suivante :
1
Uy) = 59, (A.20)

ainsi que la loi de commande fictive suivante :

1
b1 = =y’ exp(2y’ —y) — 5y exp(y) (A.21)
Nous obtenons le long des trajectoires du systeme perturbé (A.19) :

Ui(y) = —y* exp(2y?) — 3 y? exp(2y) + dy exp(y)
(A.22)

1
< =yt ep(2y?) + 54,

Ainsi, le sous-systeme est ISS par rapport a une erreur sur la commande fictive ¢;. Plus
précisément, nous avons :

A <) = HE) < 2w (A23)

ol, v est une fonction propre, définie positive et donnée par :

Yy) = v exp(y’) . (A.24)
Suivant Freeman et Kokotovic dans [24], nous introduisons ’ensemble suivant :
G ={xy) : x—=al < 1)} (A.25)
D’apres (A.23), G est tel que :
ou 1
(ey) € G = Fr@xeply) < —310)° . (A.26)
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Considérons maintenant la fonction suivante :

(x = &1(y) — 7()* siy(y) < x— u(y)

0 si(x,y) € G (A.27)
(x = &1(y) + v)?* six—dily) < —(y)

| —

Us(x,y) = Urly) +

Cette fonction est C*, propre, et définie positive. De plus, le long des trajectoires du systéme
(A.18), cette fonction satisfait :

[ (x— ¢1(y) — 7(v) (yexp(y) + wexp(—y) + 61 (y)x)
siy(y) < x—¢1(y)

uz(k,y) < 5w+ Q0 siley) €G (A.28)
(x = d1(y) + 7(y) (yexp(y) + wexp(—y) + d2(y)x)
\ st x — ¢1(y) < —(y)
| 51(y) = (=dh(y) =7 (v)) exply) , (A.29)
et,
da(y) = (= (y) +7'(y)) exp(y) - (A.30)
La loi de commande :
u* 5 59() < X 6i(y)
a(x,y) = exp(y) | —yexp(y) + { v’ (A.31)
u sy = aily) < ~39()
| W00y = (x = duly) — 1) — 1 ()x — (] + xDIT + 61(3) (A.32)
et,
u”(x,y) = (x — o1(y) +7(y) — d2(y)x + (ly| + [XD[1 + d1(y)] (A.33)

et u* est une fonction telle que ¢, est continue, est une loi de commande qui stabilise I’origine
du systeme globalement et asymptotiquement.
Nous allons a présent, montrer que le systeme suivant :

{ y = xexp(y) (A.34)

X = 2x+ e y)exp(—y)

est ISS, avec e pour entrée. Pour cela, nous allons montrer qu’il existe deux fonctions propres
et définies positives, I' et « telles que

el <Thoy) = GBud) < —aloy). (A.35)

Tout d’abord suivant toujours la démarche de Freeman et Kokotovic dans [24], nous
remarquons que pour tout e tel que :

le] < Ti(x.y) (A.36)
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ou,

Fitee) = max{ g mind v =i - 300 =i+ 00| b g} s

3
e vérifie : 5 1
X=ay) =37) 2 0 = et x—y) —37() 2 0 (A.38)
et,
x—<b1(y)+§7(y) <0= e+x—¢1(y)+%7(y) <0 (A.39)

De ce fait, si e < T'y(x,y), alors,

[((x—o1(y) — 7(®) (u" (x + e, 9) + i (y)x)
. siv(y) < x—é1(y)
Us(x,y) < —=7(y)* + 40 si (x,y) € G (A.40)
(x = &1(y) + v(y) (u” (x + e,y) + d2(y)x)
six —¢1(y) < —v(v)

\
Nous avons alors trois cas :
1. Si x — ¢1(y) — v(y) > 0, alors nous avons :

(x = &1(y) = (W) (u™(x +e,y) + 1 (y)x)
< —(x—o1(y) — v()*+
(lel = lyl =[x +eD1 + ai () (x — d1(y) — v(y))
< —(x—ouly) = v(®)* i 2lel < x|+ [yl

2. Six—¢1(y) + v(y) <0, alors nous avons :

(X — é1(y) + 7)) (v (x + e y) + 0+ (y)x)
< —(x = o1(y) + v(W)* + (Jyl+
X + el = leD1+ 01 ()| (x — o1(y) + 7(y))
< —(x—o1(y) + v(W)*  si2lel <yl + |x]

3. Six —¢1(y) < (y) alors,

s < —29(). (A1)
Finalement, nous avons :
el < T(x,y) = Ux,y) < —alx,y)- (A.42)
['(x,y) = min {Pl(Xay)a M} (A.43)
et,
X —(x = d1(y) — 1(¥))? siy(y) < x — é1(y)
alxy) = =57 + {0 (A.44)
—(x — &1(y) + 7(y))? si x — é1(y) < v(y)
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A.2.2 1ISS n’implique pas iISS

Comme nous 'avons vu, I’approche par domination nécessite des propriétés de robustesse
d’une loi de commande par rapport a des erreurs (de commande dans le chapitre 2 et de
dynamique dans le chapitre 3). Dans certains cas nous supposons cette robustesse ISS (voir
I'hypothese 3 du paragraphe 2.2.1), dans d’autre cas nous supposons cette robustesse iISS
(voir I’hypothese 5 dans le paragraphe 2.2.4 ainsi que I’hypothese 15 paragraphe 3.2.1).

Le cas ISS donne la bornitude des solutions pour des erreurs bornées, le cas iISS donne
la bornitude des solutions pour des erreurs intégrables.

Ces deux propriétés sont tres proches. Dans [8] (ou [87]), il a été démontré qu'un systeme
ISS implique nécessairement qu’il est LP-ISS, tant que I’entrée est bornée.

Dans ce paragraphe, nous explicitons le fait que la bornitude de I’entrée est une hypothese
essentielle ici. En effet considérons le systeme suivant sur R :

i = —x +u’ (A.45)

Il est ISS. En effet, la fonction de Lyapunov V(z) = |z| donne :

V(r) < —V(z) + u? (A.46)

De cette inégalité, nous déduisons aussi que le systéme est directement L2-ISS. Pourtant ce
systéme n’est pas L'-ISS. En effet considérons le signal :

u(t) = (1 — )71, (A.A47)

pour ¢ dans [0,1). Cette fonction est dans L'([0, 1)) mais pas dans L*([0, 1)). Les solutions
du systemes (A.45) sont de la forme :

X(z,t) = exp(—t) UO exp(s)(1 —s)"2ds + x} ,VE[0,1) . (A.48)

Pour x > 0, elles satisfont donc :

L[/ 5
Xl 2 1| [a-stas ]
*13 N (A.49)
>~ [2(1—1)2 ¢[0,1) .
> L a0t ee] L vl
Il s’en suit,
lirrll|X(x,t)| = 400, (A.50)

Ce systéme n’est donc pas L!-ISS.
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A.2.3 Propagation d’une propriété iISS

Dans cet appendice, nous montrons comment propager les propriétés de p-ISS stabilisa-
bilité a travers une chaine d’intégrateurs.

Le cas ou p est la fonction | - |? est bien connu, il a été introduit dans [34], puis étendu
dans [76, 32]. Nous pouvons ’étendre en suivant exactement la méme démarche au cas d’une
fonction p qui satisfait '’hypothese suivante :

Hypothése 27 [Fonction p admissible] :
La fonction p est telle que I'application :
p(s)

est O, de dérivée non nulle en zéro et de classe K.

Par contre le cas L' (i.e. p(-) = |-|) semble n’avoir jamais été exposé. L’idée développée
ici exploite des outils introduits par Frédéric Mazenc dans son mémoire de these [60, (2.412)]
dans le but de controler la dérivée temporelle d'une fonction de Lyapunov pour un systeme
combiné.

Nous considérons des systemes de la forme :

.1:1 = f(l'l,l'g) —+ Kl(.fll'l, .%'2) d1 s .I"Q = a(xl, .%'2) U+ b(l’l,l‘g) —+ Kg(l'l, .%'2) d2 (A52)

ou z; est dans R™ x5 est dans R, u est dans R, d; est dans R™, dy dans R, a(x,xs) est
strictement positif.

Cas p-ISS, avec p de la forme (A.51)

Lemme 3 (Propagation de p-ISS) Supposons qu’il existe une fonction C définie posi-
tive et radialement non-bornée V; : R™ — R, | une fonction C? ¢, : R™ — R | une fonction
continue et définie positive oy : R™ — R, et une fonction p de classe Ko qui satisfait

Uhypothése 27 telles que, lorsque ©o = ¢1(x1), nous avons :
Vi(z1) < —ou(z1) + p(ldi]) (A.53)

Supposons de plus que, K, est une fonction C? et Ky est C971. Alors, il existe une fonction
CY définie positive et radialement non-bornée Vo : RMTL — R, une fonction CT1 ¢y :
Rt — R, et une fonction continue définie positive ay : R — R, telles que en prenant
la loi de commande : u = ¢o(x1,x2), nous obtenons pour le systéme (A.52) :

r—

Vo(w1,29) < —aa(z1,22) + p(|dil) + p(|dal) - (A.54)

Preuve :
Soit V5 : R™ xR — R, la fonction C'9 définie positive et radialement non-bornée définie

par :
1

Vo(r1,29) = Vi(a1) + 5@2 — ¢1(21))”. (A.55)
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En utilisant (A.53), la dérivée temporelle de V; le long des trajectoires du systemes (A.52),
satisfait :

Trmms) < —an(zr) + pllda)) (A.56)
+ (22 — ¢1(21)) [p(o1, 22) dy + Koy, 20)dy + t(21,25) + alay, z2)u |

ot : R™ x R est une fonction C4~! définie par :

oV i,
t(.%'l,l'Q) = —1(.1'1)/ —f (.fl,(bl(l'l) + S(l’z — ¢1(l’1))) ds + b(l’l,l‘g) (A57)
al‘l 0 as
0
- £($1)f($1>172) ,
et p est la fonction :
oV, ['OK 0
p(z1,229) = 8—331 ; %21@1@1@1)4“3(952 — ¢1(z1)) ds — %(wl)Kl(%am) . (A.58)
Pour toutes fonctions 7; et 2 de classe K, nous avons :
(e — ¢1(x1))p(21, 72)] |da| < (A.59)

Y ([(w2 — ¢1(ar))plar, z2)|) (w2 — ¢1(ar))plar, z2)| + 21 (Jdu])|da]
et,

(w2 — ¢1(71)) K1, 22)] |da| <

12 (122 — Sr(@) Kalon, 22)) @2 — dn(e ) Kalon, )] + 5 (dadal . O
Ainsi,
V2(ff‘1>172) < —on(x1) + p(lda]) + A7 ([da])|da] + 5 ' (1da])|dol (A.61)
+ ($2 - ¢1($1)) [t(71,29) + a(zr, 22)u + hi(z1,72) + ha(T1, 72)]
| h(wn,22) = 71 (52 — 61(20))p(w1, 32)) plas, 22)
et,
ho(w1,22) = o (22 — P1(71)) Ka(21, 22)) Ka(21,22) -

T(s) = signe(s)ni(ls]) . 7a(s) = signe(s)r2(]s]) - (A.62)
Du fait de I’hypothese 27, nous pouvons prendre les fonctions v; et v, comme étant des
fonctions C'*° telles que

(s < 22 (A63)
pour ¢ = 1,2. Alors en choisissant la fonction ¢, de classe C9~! comme :

1

a(xy, z2)

(@1, 22) = (¢1(x1) — s — ha(w1, x2) — ho(1, 22) — t(z1, xQ)) (A.64)
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ou a(xy,z3) # 0 par hypothese, nous obtenons avec u = ¢o(x1, z3) :

r—

%VZ(xlal'Q) < =5 (aam1) + (22— d1(21))*) + p(ldal) + p(lda]) (A.65)

| —

Ainsi, (A.54) est vérifié en prenant :

(@) + (22 = ¢1(21))%) - (A.66)

Oé2($1>$2) =

N | —

Cas L'

Lemme 4 (L1-ISS propagation ) Supposons qu’il existe une fonction continue M : R™
— R, une fonction définie positive et radialement non bornée de classe CT VY, : R™M —
R,, une fonction de classe C1 ¢1 : R™ — R | et une fonction continue et définie positive
ap : R" — R, telles que :

K < M .
[ (21, 22)] < M) (A.67)
[Ko(z1,22)] < M(z1) (1 + |22
et, le long des trajectoires du systéme (A.52) lorsque xo = ¢1(x7) :
Vl(ZL'l) S —Oél(fL'l) + |d1| . (A68)

Alors il existe une fonction C? définie positive et radialement non-bornée Vo, : Rt — R,
une fonction C171 ¢y : R™MTL — R | et une fonction continue définie positive ap : R —

R telle que en posant u = ¢o(x1,x2), nous obtenons le long des trajectoires du systéme
(A.52) : '

SN

Va(z1,02) < —ag(wy, ) + |di| + [da] . (A.69)

Preuve : Du fait que V; est une fonction radialement non bornée, nous pouvons trouver
k' : R, — R, une fonction C'? croissante satisfaisant :

901 1)

45

ov

| Ko ()], %M(%) (3 + ¢1(21)) 728—%(331)]\/[(951)}

Vxl e R™ .
(A.70)
Soit alors W : R™ x R — R, une fonction définie positive, radialement non bornée et C'
définie par :

K@) 2 max{ 1

W(z1,22) = k(Vi(z1)) + log (1 + %(1'2 — qﬁ(xl))z) , (A.71)

oll k est la fonction radialement non bornée C9*! définie par :
k(s) = / K(u)du , Vs € Ry . (A.72)
0
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En dérivant W le long des trajectoires du systeme (A.52), nous obtenons :

W(l"l,l'Q) < =K WVi(z1)) aa(an) + ma(z1, 22) [di| + ma(z1, 22) |dof (A.73)
+ ("E2 - ¢1($1)) [p($1,$2) + Q(fEl,ZL'Q) u

ot m; : R™ x R et my : R x R sont des fonction C, et p : R™ x R est une fonction €9}
définie par :

[w2—¢1(21)] | F2 (@1)| [ K1 (21)]
ml(xl,xQ) = k’(V1(~’U1)) + 2 11+1%($23_1¢1(;1‘))2 1(x1 -+ k’(vl(x1>)%($1) (Kl(l'l,xz) — Kl(gjl’(bl(xz)))
_ |za—d1(z1)] [Ko(z1,22)]
1+ 2 (z2—¢1(21))2

m2($1> $2)

(z1,x2) — g%(xl)f(m,m)

) b

p(z1,72) :k'(vl(<x1>))‘3—¥i<w1> o s (1 @1(1) o sla = drlwn))) ds + TR BT
_ _ al@ma)

Q(x17x2) - 1+%($2—¢1($1))2 ’

Ainsi, en prenant ¢, comme la fonction C47! :
1

Go(r1,12) = dr7a)

(d1(x1) — @2 — p(21,22)) (A.74)
ou a(xy,z2) # 0 par hypothese, et en choisissant u = ¢9(x1, 2), nous obtenons :

W(x‘la%) < _k/(vl(xl)) a1 (z1) + ma(x1, 29) |di| + ma(21,72) |da| — (952 - ¢1(371)>2 :

(A.75)

De plus, de (A.70) et du fait que k" est une fonction croissante, nous obtenons :
ml(l'l,l'g) S 3]{]/(W($1,l’2)) y (A76)
mo(x1,22) < M(x1) (3 + |d1(x1)]) < 3K'W(21,22)) . (A.77)

Ainsi, nous avons

W(9€‘1,332) < =K (Wi(z1)) ea(z1) — (22 — 451(371))2 + 2K’ (W (a1, 22)) (Idi| + [da]) . (A.78)

En prenant, Vs(z1,29) = ((W(21,22)) ou £ est une fonction radialement non bornée C?
définie par :

((s) = =k (s), (A.79)
nous obtenons enfin :
Va(z1,22) < —C(W(21, 22)) [k/(vl(ﬂfl)) ai(z) + (22 - ¢1($1))2} + |dy| + |da . (A.80)

O

A.2.4 Démonstration du Lemme 1

Notons X les trajectoires du systéme (8.14), et pour tout z introduisons (& 5(z), & ()
le plus grand intervalle de temps pendant lequel la solution X (z,t) issue de x reste dans un
ouvert O de R".
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Preuve : Pour tout point 2 dans O+, nous associons la fonction 7, : (0¢,4, (%), 06,5,(7)) —
R définie par :

Elle satisfait :
AT,

= (1) = (X (2,8) 2 1+ n(h(X(2,1) 2 1, (A.81)

pour tout ¢ dans (g5, (), 05,5, (x)). Ainsi 7, est une fonction strictement croissante et C''.
Ceci implique qu'une application inverse 7, : 7. (045, (), 065, (2)) = (0045,(7), 05,5,(7))
existe et la fonction t € 7.(0p 5, (), 05,5, (x)) = X(x,7,(t)) € O + d4 est bien définie.

Aussi nous avons :

S0 =0 . T 1 (A52)
T, = , = — .
dt (X (z, 771(1))))
ou de fagon équivalente :
1 ' 1 +
T, (t :/ ds Vt € 12(0p.s,(2),0 x
O = ) Y& e @) (043,(2): 0014,
et :
OX (x, 7 1(t)) 1 1
TR T W)~ (X (2, ,
o X ) X e o)
= [(X(z, 7' (1) Ve T(0g,,(2),05,4,(1)) -
Alors I'unicité des solutions du systeme (8.14), nous donne :
X(z, 7, () = X(m,t) Vee O+6d,, Vi € Tx(05+5d(:p),ag+5d(x)) ) (A.83)
En particulier ceci implique que 7, ((05 15, (T), 0]) est un intervalle et :
Te ((05+5d(x),0]) C (0 04s,(2),0] Ve e O+ 0y . (A.84)

Maintenant pour montrer que la distinguabilité en temps négatif par rapport a O est
aussi valide pour le systeme (8.14), nous supposons qu’il existe x; et x5 dans O + 0y tel
que :

WX (21,1) = M(X(22,8)) Yt € (5 54s,(1),0]N (5 g4, (72),0] . (A.85)

De (A.84), nous déduisons :

WX (z1,t) = WX (22,1) Vit € 7o, ((0055,(1),0]) [)7er (0o, (x2),0]) . (A.86)

Ensuite nous observons que (A.82), (A.83) et (A.85) impliquent, pour tout ¢ dans 'intervalle
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Txy ((064_5(1(1'1)70]) ﬂTzz ((0’5+5d($2),0]) :

=711t . (A.87)
Sans perte de généralité nous pouvons supposer que :

7oy (0015, (21),0]) C Tay (004, (22),0]) -

Dans ce cas, nous déduisons de (A.87) :
(05+6d(x1)70] = Tx o (TI1 ( .%'1),0])) s
= 7o (71 ((0015,(21),0)))
C 7, (7'%,2 ( xl),O])) = (05+5d(:p2),0] )
En conséquence, de (A.87) et (A.86), nous obtenons pour s dans (045, (1),0] :
WX (21,8) = h(X (21,7, (7 (9)) = WX (21,72,(5))) (A.88)
= h(X(22,70,(5))) = WX (22,7, (70, (5)))) , (A.89)
= h(X(22,7,,(72,(5)))) = h(X(z2,5)) . (A.90)
Du fait de la distinguabilité en temps négatif sur @ du systeme (5.1), nous concluons que
Ir1 = T9g. O
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A.2.5 Démonstration du Théoréme 21

Preuve : De la méme fagon que pour établir I'injectivité de la fonction 7', nous allons
utiliser le lemme de Coron de [17] (voir aussi [3]). Nous devons donc trouver une fonction g
appropriée. Soit et T les ouverts de C et R?*" définis par :

Q = {\€:Re(N) <} T = {z = (21,22) € (O+0y)xR" : 29 # 0} . (A9])

En utilisant les mémes arguments que dans la preuve du Théoreme 19 (voir [2], ou la repro-
duction donnée en I'annexe), la complétude en temps négatif nous permet de conclure :

Ogn(r) = —00 Ve € O+ iy . (A.92)

Ainsi, en utilisant (7.65), nous obtenons pour tout (z, A, t) dans (O + dy) x Q x (—o0, 0],

9

| exp(=AD)b(h(X (z,1)))] < exp([¢ = Re(A)]t)] exp(—)b(h(X (z,1))| ,

< exp([l —Re(N\)|t) M(x) . (A.93)

Alors le Théoreme de convergence dominé de Lebesgue implique que, pour tout z dans €2,
I’expression :

Y]

T(z) = / exp(—As)b(h(X (z,5))) ds . (A.94)

définit une fonction continue 7y : O + dy — CP. Avec des arguments similaires voir par
exemple [20, Théoreme (3.150)]) et en utilisant une nouvelle fois (7.65) nous pouvons établir
que cette fonction est C2.

Maintenant, introduisons la fonction GT' : (O 4 dy) x R" x @ — CP définie par :

gT(x,\) = /_ exp(—)\s)abw();g(cfl’s))) Tods = Z—Z(.Tl)l'z, (A.95)

avec © = (x1, ). Cette fonction est C! en x dans O + dy x R" pour tout A appartenant
Q. Aussi, il est montré dans [83, chap 19, p. 367] avec I'aide des Théoremes de Morera et de
Fubini, que cette fonction est holomorphe en A dans €2, pour tout x dans x in O + dy x R".
De plus, du fait que nous avons :

/_ (; exp(—2as)

nous pouvons utiliser le Théoreme de Plancherel pour obtenir :

9

Ob(h(X(21,5)))

M (x1)* + 23
T2 P —
8171

2(0 —a)

ds < < 40 Va<?,

2

Y]

Ib(h(X (21,5)))
0ry

xo| ds (A.96)

1 +o0o 0
— IGT (2, a +is)|*ds = / exp(—2as)

2T — 0 —00

Va</(, Voe(O0+6)*.

Maintenant, pour tout x dans T, en utilisant ’observabilité locale, ainsi que la continuité
par rapport au temps nous obtenons l'existence d'un ouvert (tg, ;) tel que :

V]

Ob(h(X (z1,5)))
0ry

To| > 0 Vs € (to,tl) .
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En utilisant (A.96) nous obtenons alors :

+o0
/ IGT(z,a+is)>ds > 0.

[e.9]

Ceci signifie que, pour tout = dans T, la fonction A — GT'(x,\) n’est pas identiquement
nulle sur C,. Du fait que cette fonction est holomorphe, nous pouvons conclure que, pour
tout (z,A) in T x Cy, il existe, pour au moins une des p composantes GT; de DT, un entier
k qui satisfait :

P9, A) =0 Vie{0,... . k—1}.

k .
8aigj (l" )\) # 07

Ainsi nous pouvons utiliser le Lemme de Coron [3] avec G comme fonction g. Et, en
utilisant (A.95), il nous permet de conclure que 1’ensemble S définie par :

T,
S = {(Ala"'a)\nJrl)EQnJrl: J(w1,22) €T a;l(xl)%zow6{17---7n+1}}
1

a une mesure de Lebesgue nulle dans C**1. O
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A.2.6 Démonstration que pour le systéme (1.11) il n’y a pas de
bouclage de sortie stationnaire

Supposons qu'il existe (¢, w, ) et M,, dans R? tel que (0, M,,) est un ensemble globa-
lement asymptotiquement stable pour le systeme suivant :

i = w(r?w),
{w = v(2* w) . (A.97)

Sous cette hypothese, du fait du Théoreme [41, Theoreme 52.1], nous concluons qu’il existe
€1 > 0 tel que la rotation du champ de vecteurs définis par (A.97) sur la frontiere de la
courbe définie par :

O = {(z,w) € RxR? : |z]* + |w]* < e}, (A.98)

est égale a 1. Les rotations étant constantes si I’on considere un voisinage du domaine 2,
(voir [41, Chap. 4.2]), nous avons I'existence d'un réel e, strictement positif tel que la rotation
est encore égale a 1 sur la frontiere de I'ensemble :

D = {(z,w) € Ry xR? : |2]* + |w|* < e}

A.99
U{(z,w) € RC xR : (1+e)|z]* + |w]* < e} . ( )

Notons,

F(z,w) = (w(xQ, w)) (A.100)

v(z? w)

Nous avons, F(z,w) = F(—z,w). Considérons maintenant le domaine :

lz|? + |w]* < 61}

A.101
(14 e)|z)* + |Jw]* > & ( )

Q3 = {(x,w) € Ry xR?: {

La rotation de F' sur sa frontiere est égale a celle de €2y (égalité de F' sur leur frontiere).
Ainsi, la rotation sur la frontiere de ce domaine est égale a 1. En utilisant le Théoreme
[41, Theoreme 4.2], nous concluons qu’il existe un autre point d’équilibre dans €23. Ainsi
I'origine ne peut étre un point globalement et asymptotiquement stable. Cette propriété ne
peut d’ailleurs pas étre vérifiée localement du fait que €¢; peut étre choisi aussi petit que I'on
souhaite.
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Annexe B

Simulation et Exemples

B.1 Cas de ’interception

La robustesse et les performances de la loi de commande introduite dans la section 2.4.3
ont été testées par une simulation sous Matlab. Nous avons ici essayé d’étre, le plus proche
possible de la réalité afin de valider cette démarche.

L’exemple suivant illustre une possible utilisation de la loi de commande.

B.1.1 Etat initial

Les données initiales pour la simulation sont les suivantes :

1. La valeur initiale de la position et de la vitesse relative sont :

X, = 5000 m V, = =300 m/s”'
X:{X,=-410 m, V:{V,=5 m/s " . (B.1)
X, = =400 m V.=-5 m/s"

2. La valeur initiale du vecteur de vitesse de rotation est :
p =001 rad/s"

Q=< qg=—-001 rad/s". (B.2)
r =001 rad/s"

Avec ces données initiales, si la trajectoire de I'intercepteur n’est pas modifiée, la distance
de passage sera de 400 metres. Nous allons exploiter ’approche présentée dans la section 2.4.3
de fagon a réduire cette distance de passage et assurer l'interception.

Bien que la loi de commande a été calculée pour un systeme parfait, nous considérons
différentes perturbations dans le modele de simulation :

1. La consommation de carburant fait décroitre la masse de l'intercepteur. Ainsi, les
équations physiques qui régissent sa dynamique évoluent au cour du temps. La valeur
de la masse est actualisée par une procédure de filtrage.

2. Les commandes U, n’agissent pas exactement au centre de gravité de I'intercepteur qui
évolue au fur et a mesure que les réservoirs de carburant se vide. Les excentrements
sont des états inclus dans le modele considéré et estimés par 'intermédiaire dun filtre
de Kalman.
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3. Les commandes implémentées sont soumises a des contraintes en norme, en vitesse
ainsi qu’en temps de retard d’allumage.

4. Les mesures sont corrompues du fait de la présence de bruit additifs (blanc et gaussien).
Aussi, la mesure de positions est discrete, et correspond a la position du barycentre
d’une tache sur une grille qui constitue I’écran du capteur.

5. La cible est soumise a des accélérations parasites dues aux frottement sur la faible
quantité d’air présente en altitude.

B.1.2 Résultats obtenus

En utilisant la loi de commande, la distance de passage obtenue en présence de toutes
les imperfections et saturations considérées est autour de 20 cm.

Comme nous pouvons le voir sur le graphique B.1.2, le critere d’interception pratique-
ment nul en a peu pres 7 secondes. Apres ce laps de temps, la cible est exactement devant
I'intercepteur et l'interception est garantie.
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B.2 Le moteur asynchrone

B.2.1 Le systeme

L’état d’'un modele de moteur asynchrone peut étre pris de dimension 5 et est caractérisé
par le vecteur :

(wr, Wy, i) " (B.3)
ol w, est la vitesse du rotor dans R, ¥, = 94 + jtbg correspond aux flux du rotor dans
C, et iy = 145 + Jigs correspond a l'intensité du stator. Son évolution est décrite par le
systeme suivant :
( . 1 (&
T:_.ws T___.wT r+_risa
(2 Jwst (TT Jjuwr ) I,
= (i (- — i+
s = —\7— Ws )s — —JWr)Yr T U, .
L, 7 5 7 (B.4)
3 n? _
Ju, = —LIm(is,) + 71,
\ 2Ly (istr) + 7

ou, u est le voltage (il s’agit ici d'une commande), 7; représente le couple de charge, qui est
une perturbation inconnue de notre systeme. Les moments d’inertie du rotor sont caractérisés
par le réel J. Aussi, R; et RS dénotent les résistances de la bobine, L, et L, 'inductance.
Nous mesurons %,. Les parametres v , Ry, R;, L., Ls et w, sont connus.

L’objectif de 'estimation est de reconstruire w, et 1. Nous la présentons dans ce qui
suit selon deux scénarios.

B.2.2 Scénario 1 : w, est polynomial en ¢

Dans un premier temps, plutot que la dynamique "vrai” de w, donnée par (B.4), nous
supposons que w, peut étre approximé par une fonction polynomiale du temps. En d’autres
termes on suppose qu’il existe un entier n, tel que :
wr ) = 0, (B.5)

r

Sous cette hypothese le systeme initial peut se mettre sous la forme de la classe de systemes
(8.60). En effet, en notant :

.
r=(Re() In(¥,) w, ... w?) (B.6)
et,
I BRI N
" 0 -1 B Tn(i,)
0 0 0 1 = (i
F = CGa=1o o], B-= (B.7)
0
0 0 0 1 -
0o 0 0 0 00 0

. (Re(—(% + jws)is —l—u))

In(— (7> + juw, )i, +u)
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et,
y - (%Re(z/mwrlm(wr))
T%Im(@/)r) — w,Re(¥,) (B.9)
PG Kq(t)x '
= \aT,02) T\ K, ()2
avec,
0 0 O 0o 0 -1 ...
Jg = 0 0 1 N S 0O 0 0 ... (B.10)
et,
Ki=(10 .., K,=(01...) (B.11)
Le systeme du moteur s’écrit alors :
:75 r+ GY(x) + | V(x) x Jr + Kx. (B.12)
is = 1 + Y(x) Yy = i

Nous retrouvons alors la forme du modele (8.60), avec les deux modifications :

1. Les matrices F, H, I ne sont plus constantes.

2. les termes y et Y sont de dimension 2.
Ces deux modifications n’ont qu'une conséquence mineure sur la technique présentée dans la
section 8.5. Nous pouvons alors appliquer la méthode étudiée précédemment. De plus, nous
remarquons que « présent dans I'équation (8.60) n’est pas présent, nous sommes ainsi dans
le cas de '’hypothese du paragraphe 8.5.3 (i.e. &« = 1 connu). Nous pouvons alors construire
un observateur de la forme (8.81).

B.2.3 Scénario 2 : 7; est polynomial en ¢

Nous considérons maintenant la dynamique de w, telle qu’elle apparait dans le systeme
(B.4) mais nous approximons de fagon polynomiale en temps 1’évolution de 7;. Nous suppo-
sons :

7t =0, (B.13)
Nous choisissons alors :
-
r=(Re() Tm(¥,) Juw. m ... 7). (B.14)
et nous retrouvons la structure du systeme (B.4) si nous posons :
1
= —. B.15
o= (B.15)
et,
0 —Ws 0 0
Wy 0 0 ... 0
%Z—‘;Im(zs) —%Z—’;Re(zs) o 1 0 ...
F = 0 0 0 1 .. (B.16)
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
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-1 0 - Re(is)
0 -1 ?Imzs)
G=10 o, H=|", (B.17)
0 0 0
 (Re(—(£= + jw.)is +u)
I'= (Im(—(%—i—jws)is—ku)) (B-18)
et,
_ (ZRe(¥y)\ | 1 ( Juw,In(y,)
y B (%Im(w”) +j (_Jere(wr)> (B 19)
~ (Hy(t)x 2 Gy(t)z .
= \H,0)z) TX\aTG, (0
avec,
0 0 0 0 0 -1
J,=10 0 1 , J,=(0 0 o (B.20)
et,
Ki=((10 .., K,=(01...) (B.21)

Nous pouvons maintenant écrire le systeme du moteur sous ’hypothese simplificatrice (B.13)
de la forme :

{ i = Fx+ GY(z) + H’ {y(x) = ('mTJx + K:c. (B.22)

Zs:[+y(l') Yy = 1is

Cette fois-ci le terme « qui est inconnu apparait. Nous sommes maintenant dans le cas de
la section 8.5.4.

B.2.4 Simulation de la deuxieme simplification

Cette méthode a été testée numériquement, et donne des résultats intéressants. La
convergence des estimés vers les valeurs réelles est obtenue. Mais les temps de calculs sont
longs. Cette procédure demanderait une étude plus approfondie notamment au niveau de la
construction de T™, de facon a raccourcir les temps de calcul.

Dans les tests numériques effectués, nous avons pris p = 3. Le systeme est alors de
dimension 7.

Les graphiques suivants présentent quelques résultats numériques :
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Annexe C

On the existence of
Kazantzis-Kravaris / Luenberger
Observers

Cette annexe est une reproduction de 'article [3].
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