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Résumé

Mots clefs : Controle non-linéaire, Systemes quantiques, Equation de Schrodinger,
Equation de Lindblad, Filtres quantiques, Controlabilité, Techniques de Lyapounov, Iden-
tification, Méthodes numériques, Controle stochastique, Feedback quantique.

Dans cette these, nous étudions trois classes de modeles utilisés dans la littérature pour
représenter les systemes quantiques :

— L’équation de Schrodinger ou le controle agit sur le systeme de facon bilinéaire ;

— L’équation de Lindblad ;

— Les filtres quantiques (modeles stochastiques).

Les contributions de la these concernant ’équation de Schrodinger se répartissent en trois
parties.

Dans le premier chapitre, nous étudions la controlabilité d’un tel systeme. Le cas de
dimension finie étant déja bien exploré, nous traitons I’exemple d'un oscillateur harmonique
quantique comme un cas typique des problemes de dimension infinie. Parmi les résultats
obtenus nous retrouvons transposée dans les termes de la théorie du controle, 1’assertion
bien connue des physiciens : “les sources classiques de controle ne peuvent générer que de
la lumiere classique”.

La question de la génération des trajectoires est abordée dans le Chapitre 2. Le controle
en boucle ouverte du systeme est alors traité a l’aide des méthodes de stabilisation de Lya-
pounov. Ces méthodes de controle par feedback sont utilisées en simulation et le controle
retrouvé est ensuite inséré en boucle ouverte dans le systeme physique. La convergence
est étudiée dans différentes configurations et des exemples numériques tirés de la chimie
quantique sont testés.

Enfin dans le chapitre 3, nous étudions le probleme inverse d’identification de I’Hamil-
tonien. Malgré le grand intérét pratique que présente ce probleme, peu de contributions
ont été apportées jusqu’a maintenant. Nous étudions d’abord le probleme mathématique
d’identifiabilité. Une premiere réponse positive a cette question est apportée. Ensuite nous
considérons le probleme d’identification. A Taide de méthodes numeériques d’optimisation,
nous proposons une premiere approche qui permet de résoudre ce probleme inverse.

Au sujet de I’équation de Lindblad, la contribution de cette these se résume a la
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réduction du modele lorsque certaines hypotheses sur les durées de vie atomiques sont
vérifiées. Cette étude peut étre considérée comme une premiere étape vers le controle en
boucle fermée d’un ensemble statistique de systemes quantiques.

Finalement dans le chapitre 5, nous considérons les filtres quantiques. Certaines méthodes
issues de la théorie des probabilités ainsi que les techniques de Lyapounov stochastiques
nous permettent d’étudier la stabilisation globale de ces modeles.



Abstract

Key words : Non-linear control, Quantum systems, Schrodinger equation, Lindblad
equation, Quantum filter equations, Controllability, Lyapunov based techniques, Identifi-
cation, Numerical methods, Stochastic control, Quantum feedbadk.

In this thesis, we consider three different classes of models coming from the literature
on quantum systems.

Schrodinger equation at a first step we consider a Schrodinger equation where the
control term comes up in a bilinear manner : (4 U(t) = HoW(t) + u(t)H, ¥(t). We
treat then three major questions on the system :

Controllability the controllability issue has already been completely explored in
finite dimensional configurations. Nevertheless, for the infinite dimensional case
much less results are available up to now. In this direction we consider the
controllability of the quantum harmonic oscillators. It is shown that the only
controllable part of such a system corresponds to the classical dynamics of the
average position and momentum. This result is then generalized to the quantum
electro-dynamics in a cavity. A control theoretic interpretation of a known result
in physics is then provided. The result says that classical currents and sources
only generate classical light (quasi-classical states of the field).

Trajectory generation Once the controllability problem is solved the main issue
becomes actually how to generate trajectories for the system. We consider some
Lyapunov based approaches for the generation of open-loop trajectories. In the
finite dimensional case, convergence is precisely analyzed. Whenever the linea-
rized system around the reference trajectory is controllable ensures almost glo-
bal asymptotic convergence. In the critical case where this linearized system
is not controllable two approaches are then suggested. The first one, based on
the adiabatic theory for quantum systems, provide, under some much weaker
assumptions, an approximate control result. The second one uses an implicit
Lyapunov method and ensures the almost global stabilization around the re-
ference trajectory under these weaker assumptions. These methods have been
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tested numerically on the test cases coming directly from quantum chemistry
literature.

Hamiltonian identification Another issue in this context is to inverse the labora-
tory data for a quantum system in order to recognize the unknown parameters
of a partially known physical system. The available data are observations as
a function of time corresponding to dynamics generated by electric fields. The
well-posedness of the problem is proved, mainly focusing on the uniqueness of
the solution. A numerical approach is also introduced with an illustration of its
efficiency on a test problem

Lindblad equation we consider a statistic ensemble of quantum systems whose average
evolution is described by a master equation of Lindblad type. We assume that the
decoherence term is due to a highly unstable excited state. We measure then the
photons spontaneously emitted. In the case where the other states does not admit
any decoherence and when we consider the effect of resonant laser fields, we can
eliminate the fast dynamics associated to the excited state in order to obtain a
master equation for slow part. We show that this master equation is still of Lindblad
type. In this slow master equation, the decoherence appears as a second order term.
The associated measure depends explicitly on the laser field, which can be adjusted
to give information on a specific linear combination of the density matrix coefficients.
A 3-dimensional case is treated before the general case. For the case of this 3-level
system, we show how a simple PI regulator allows us to robustly control the slow
2-level subsystem.

Stochastic models (quantum filters) No quantum measurement can give full infor-
mation on the state of a quantum system; hence any quantum feedback control
problem is necessarily one with partial observations, and can generally be converted
into a completely observed control problem for an appropriate quantum filter as in
classical stochastic control theory. Here we study the properties of controlled quan-
tum filtering equations as classical stochastic differential equations. We then develop
methods, using a combination of stochastic Lyapunov techniques, geometric control
and classical probabilistic techniques, for global feedback stabilization of a class of
quantum filters around a particular eigenstate of the measurement operator.
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Introduction

Les besoins de la science moderne et les demandes croissantes de la technologie ont
conduit les recherches théoriques et expérimentales vers le controle des systemes quan-
tiques. Des applications diverses et fascinantes a la chimie, a la métrologie, aux réseaux
optiques et a I'informatique ont motivé le développement de ce domaine.

Plusieurs groupes de recherche se sont intéressés a ces différents aspects. En France,
les mathématiciens aussi bien que les physiciens ont fait des contributions. Parmi ces
chercheurs, nous citons les équipes suivantes : I’équipe de S. Haroche (Laboratoire Kastler-
Brossel, ENS Ulm), ’équipe de O. Atabek (Laboratoire de photophysique moléculaire
du CNRS, Orsay), I’équipe de C. Le Bris (CERMICS, ENPC), I'équipe de Y. Maday
(Laboratoire Jacques-Louis Lions, Paris VI), I’équipe de J.M. Coron (Département de
mathématiques, Orsay), 'équipe de J.P. Puel (Laboratoire de Mathématiques Appliquées,
Université de Versailles). Aux Etats—Unis, de nombreux chercheurs ont travaillé sur ce sujet,
parmi lesquels nous citons seulement les chimistes dans I’équipe de H. Rabitz (Department
of Chemistry, Princeton) et les physiciens du groupe de H. Mabuchi (Physical Measurement
and Control group, Caltech).

Pour un panorama incluant différents points de vue sur ce sujet, nous invitons les
lecteurs a voir les références [55, [76, 26, 107, 110, 82]. On trouvera aussi dans la these
d’Eric Cances ([28], Chapitre 1) une excellente introduction a la chimie quantique et dans
les theses de Gabriel Turinici ([127], Chapitre 3) et de Julien Salomon [112] une vue
d’ensemble avec un exposé tres pédagogique sur le controle en chimie quantique. Pour
une introduction sur la décohérence quantique et son contréle nous renvoyons le lecteur
au cours de Serge Haroche au College de France [55]. Enfin, pour une introduction sur les
aspects stochastiques et les filtres quantiques nous renvoyons le lecteur au papier résumant
I'état de I'art [54].

Dans le domaine de la mécanique quantique, diverses classes de modeles de controle
sont considérées. Dans cette these, nous abordons le controle de trois classes de modeles.

Les équations du type Schrodinger avec un controle constituent une premiere classe,
la classe fondamentale. L’équation de Schrédinger caractérise 1’évolution de la fonction
d’onde WU, associée & une particule (ou & un ensemble de particules). W I’état du systeme
appartient a un espace de Hilbert. Les éléments principaux de ce type d’équation sont :

1. un Hamiltonien interne H, qui caractérise 1’évolution du systéeme en 1’absence d’in-
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14 INTRODUCTION

teraction avec I’environnement ;

2. un Hamiltonien d’interaction H; (par exemple, le moment dipolaire i) via lequel le
systeme est couplé a I'environnement ;

3. un champ externe u(t) (champ électromagnétique, laser, ...) qui agit sur le systeme
a l'aide de I'Hamiltonien d’interaction Hj; ce champ scalaire u(t) joue le role du
controle.

Les Hamiltoniens Hy et H; sont des opérateurs auto-adjoints définis sur 'espace d’états
de la fonction d’onde . L’équation de Schrodinger est alors donnée par

ih%\l/(t) = HoW(t) + u(t) Hy(t)
U(t=0)="Ty, [Tl =1 (1)

ou Uy est I'état initial du systeme. Une premiere observation est que cette équation
conserve la norme de ¥ (conservation de la probabilité). C’est le modele fondamental de la
mécanique quantique ou les phénomenes irréversibles de décohérence liée a I’environnement
sont absents.

La deuxieme classe de modeles correspond aux équations du type Lindblad. Ces équations
caractérisent ’évolution de 'opérateur densité d’un ensemble statistique de systemes. En
fait, a une équation de Schrodinger, telle qu’elle est définie en (1), nous pouvons associer
une équation dans le langage de I'opérateur densité. Un opérateur densité p est un opérateur
non-négatif, auto-adjoint défini sur I’espace de Hilbert du systeme. Cet opérateur est sup-
posé de trace 1. Dans le cas d’'une équation de Schrddinger, la matrice p(t) = W(t)U*(¢)
(U* étant la conjuguée Hermitienne de W) vérifie :

% p(t) = [Hy + u(t) iy, p(1)

p(t =0) = po. (2)

Ici, [A, B] = AB — BA désigne le commutateur de deux opérateurs. Lorsque nous ajoutons
la décohérence induite par ’environnement, nous sommes obligés de modifier cette dyna-
mique. Les fluctuations quantiques de ’environnement sont a la base de cette décohérence.
Ce phénomene se traduit par des sauts quantiques d’un niveau d’énergie a un autre. Lorsque
nous considérons un ensemble de systémes identiquement préparés (avec les mémes états
initiaux), indépendants entre eux et qui évoluent selon la méme dynamique, la contribu-
tion moyenne de ces sauts de nature stochastique peut étre modélisée par une équation
déterministe dite de Lindblad :

dt
p(t = 0) = po. (4)

ih o) = [Ho + u(t) Ho, p(0)] + 32 (Lapl0)15 = STiLupt) = Sp(0LL)  (3)



INTRODUCTION 15

Ici, les opérateurs L; caractérisent ces sauts quantiques et en général ne sont pas auto-
adjoints (L} est la conjuguée Hermitienne de L;). Le phénomeéne dissipatif apparait lors-
qu'on considere la quantité Tr [p?]. Dans le cadre d’une équation de Schrodinger simple
(I'équation (2))), cette quantité est conservée et est égale a 1 : Tr[p?] = Tr [TT*VT*] =
Tr [UW*] = Tr[p] = 1. Tandis que pour I'équation du type Lindblad cette quantité est
seulement inférieure ou égale a 1. Ainsi, nous ne pouvons pas espérer écrire 'opérateur
densité p(t), solution de (3)), sous la forme p = W¥* correspondant & un état pur.

Finalement, la troisieme classe de modeles considérée dans cette these correspond aux
équations des filtres quantiques. Lorsqu’on considere un seul systeme quantique dans son
environnement avec les sauts quantiques induits par les fluctuations du vide, les mouve-
ments stochastiques s’ajoutent a I’évolution moyenne. Pour les exemples considérés dans
cette these ainsi que beaucoup d’autres systéemes physiques, ces sauts peuvent étre ap-
prochés par des mouvements Browniens. Nous avons alors une premiere équation stochas-
tique d’Ito dans le point de vue de Heisenberg. Il est difficile de résumer en quelques lignes
cette équation, nous renvoyons le lecteur intéressé a [53]. Cette équation n’integre pas le
fait que 'on dispose de mesures. Ces mesures sont toujours partielles mais cependant elles
peuvent étre intégrées pour rendre notre connaissance du systeme plus précise. Pour cela,
on utilise un filtre quantique qui donne ’espérance conditionnelle des observables a partir
d’une matrice densité conditionnelle p;. Elle est solution d’une autre équation stochas-
tique d’Ito dont la partie déterministe est de type Lindblad. Dans le cas ou la décoherence
est uniquement due a la mesure associée a un unique opérateur de Lindblad L, ce filtre
quantique admet la forme suivante :

+Vn(Lpe + pi L = Tr[(L + L7)p] pr)dWy. (5)

ol 0 < < 1 est efficacité du détecteur, et ou le processus de Wiener W, correspond a la
mesure Y; via la relation dW; = dY; — Tr[(L + L*)p;| dt. Ce filtre, initialement décrit par
Belavkin [17], est I'analogue quantique de ’équation classique de Kushner-Stratonovich.

Pour le premier modele (I'équation de Schrodinger), nous considérons tout d’abord le
probleme de controlabilité. La controlabilité d’un tel systeme, bi-linéaire, en dimension finie
a été bien explorée. Mais, les résultats en dimension infinie restent tres parcellaires. Dans
cette these, nous nous concentrons surtout sur le cas de la dimension infinie. Pour des fa-
milles d’oscillateurs harmoniques, une interprétation en terme de controle d’un résultat bien
connu des physiciens est donnée. De plus, nous traduisons deux probléemes physiques dans
le langage des équations aux dérivées partielles avec controle. Nos résultats ont fait 1’objet
d’une publication (avec P. Rouchon) dans "IEEE Transactions in Automatic Control” pa-
rue en 2004 [90] ainsi que d’'une communication (avec P. Rouchon) acceptée a la conférence
“CDC/ECC” (décembre 2005, Seville) [94].

Le fait de savoir répondre a la question de la controlabilité, ne garantit pas la sim-
plicité de la génération de trajectoires. Toute une classe de méthodes géométriques (voir



16 INTRODUCTION

les travaux dus a A. Agrachev, C. Altafini, U. Boscain, T. Chambrion, ...) ainsi que de
techniques numériques (voir les travaux dus a H. Rabitz, C. Le Bris, Y. Maday, G. Tu-
rinici, ...) ont été appliquées pour répondre a ce probleme de fagon optimale. Dans cette
these, nous considérons une autre alternative, facile a calculer numériquement, et utilisant
les techniques de stabilisation par feedback pour générer numériquement des trajectoires
allant d'un état vers un autre. Une étude fine de la convergence de ces algorithmes de
planification de trajectoires est également fournie. Ces contributions ont fait 'objet d’une
publication (avec P. Rouchon et G. Turinici) a paraitre dans ”Automatica” (Novembre
2005) [95], d’une publication (avec G. Turinici et P. Rouchon) parue dans ” Journal of Phy-
sical Chemistry :A” [96], ainsi que d’une publication en cours (avec K. Beauchard, J.M.
Coron et P. Rouchon).

Poursuivant I’'étude du modele de Schrodinger, nous nous intéressons au cas ou les
Hamiltoniens Hy ou H; ne sont que partiellement connus. Le controle u(t) peut alors
constituer un outil pour les identifier. Nous supposons qu'une mesure des populations
|W;2(t) = | (¥(¢),e;)|* est fournie par le laboratoire. Ici, les vecteurs e; sont les éléments
d’une base orthonormée. Le probleme revient a trouver des controles suffisamment discri-
minants, permettant d’inverser les mesures et donc de retrouver les Hamiltoniens. Les
chimistes ont été les premiers a poser et a étudier ce probleme d’un intérét pratique
considérable. Nous mettons en évidence les fondements mathématiques de ce probleme
inverse, en particulier les liens étroits qu’il entretient avec le concept de la controlabilité.
Enfin, nous proposons un algorithme numérique de résolution partiellement efficace. Ces
contributions font I'objet d’une publication en cours (avec C. Le Bris, G. Turinici et H.
Rabitz) soumise a "ESAIM : Control, Optimization and Calculus of Variations” [77].

Concernant la deuxieme classe de modeles (équations déterministes du type Lindblad),
notre contribution se limite a réduire le modele lorsque certaines hypotheses sur les durées
de vie atomiques sont vérifiées. Pour ce faire nous appliquons la méthode des perturba-
tions singulieres pour éliminer les dynamiques rapides (approximation dite adiabatique).
L’équation étant définie sur les matrices, nous travaillons avec des objets non-commutatifs.
Cette réduction de modele nous permet de comprendre sous quelles conditions il est pos-
sible de considérer une équation de Schrodinger avec des mesures continues comme pour
le probleme d’identification évoqué précédemment.

La troisieme classe de modeles concerne les filtres quantiques. Nous reprenons ici cer-
tains travaux tres récents des physiciens du Caltech (H. Mabuchi et ses collaborateurs).
En s’inspirant des techniques utilisées pour la controlabilité et la génération de trajectoires
sur 1’équation de Schrodinger bi-linéaire, nous exhibons une loi de feedback qui stabilise
I’équation du filtre autour d’un état propre de l'opérateur de la mesure. Ainsi cette loi
de feedback peut fournir une méthode fiable pour préparer un systeme dans des états
bien particuliers et difficiles a obtenir. La loi de feedback s’exprime tres simplement en
fonction de py, la matrice densité conditionnelle. Cependant en pratique, il faut calculer
p: en temps réel, ce qui n’est pas évident avec les moyens actuels de calculs. Les seules
expériences similaires de feedback comme celle rapportée dans [48] utilisent une simple loi
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proportionnelle ne nécessitant que tres peu de puissance de calcul. Une possibilité serait de
simplifier ’équation du filtre en réduisant sa taille. Les résultats numériques et théoriques
obtenus sur ce sujet font 'objet d’une publication en cours (avec R. Van Handel) soumise
a "SIAM Journal of Applied Mathematics” [88] ainsi que d’une publication en cours de
rédaction [89].

Voici une description rapide du contenu de cette these.

Chapitre 1 Ce chapitre aborde la controlabilité de certaines équations de Schrodinger
en dimension infinie. Pour des équations du type oscillateurs harmoniques avec controle,
nous étudions la séparation des parties controlable et non-contrdlable [90), 94]. Malgré une
apparente simplicité, cette nouvelle approche nous permet de mieux comprendre 'origine
de la non-commandabilité. Elle présente donc un intérét non-négligeable pour I’étude des
systemes plus compliqués. Une autre contribution de ce chapitre consiste a présenter deux
modeles réduits issus d’exemples physiques : le modele de Jaynes et Cummings d’un spin
1/2 couplé & un mode résonnant dans une cavité de grande finesse ; la dynamique des ions
piégés. Leur controlabilité n’est pas abordée en détail, mais elle pourrait constituer un
prolongement naturel des résultats de ce chapitre.

Chapitre 2 Ce chapitre porte sur la génération de trajectoires pour les équations de
Schrédinger : trouver un controle en boucle ouverte ¢ — wu(t) qui améne le systéme d’un
état vers un autre. Nous proposons d’utiliser des lois de feedback issues d'une synthese Lya-
pounov pour trouver des controles en boucle ouverte résultant de simulations numériques
en boucle fermée. Une étude précise de la convergence de telles méthodes pour les équations
de Schrodinger en dimension finie est faite. Elle va de la simple classe des systemes non-
dégénérés ou le linéaire tangent est controlable, a des systémes controlables mais hautement
dégénérés. Nous montrons la pertinence de cette approche en calculant des controles en
boucles ouvertes pour des systémes connus par les chimistes comme difficiles. A la fin de
ce chapitre, nous abordons la généralisation a la dimension infinie sans toutefois pouvoir
la traiter de maniere completement satisfaisante.

Chapitre 3 Ce chapitre porte sur l'identification de 'Hamiltonien intervenant dans
I’équation de Schrodinger a partir d’'une mesure continue des populations. Nous propo-
sons ici les premiers résultats théoriques garantissant le caractere bien posé de ce probleme
inverse en montrant le role clé que joue le controle au niveau de la qualité de I'inversion.
Nous proposons aussi une illustration numérique dans le cas simple d’un systeme a 4 états.

Chapitre 4 Ce chapitre montre, en partant d’'un modele déterministe sous forme de
Lindblad, comment il est possible, moyennant des hypotheses sur les échelles de temps,
d’avoir des mesures en continu sans pour autant perturber notablement le systeme. Ce der-
nier peut alors obéir a une dynamique de type Schrodinger sur un sous-espace, la variété
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lente du systeme. Physiquement, il s’agit d'un ensemble statistique de systemes, identi-
quement préparés a l'instant initial. La dynamique de la relaxation due a l’observation
est supposée beaucoup plus rapide que les dynamiques naturelles. Nous montrons com-
ment obtenir la dynamique lente en utilisant les techniques de perturbations singulieres et
de variétés centres, techniques qui s’adaptent sans difficulté au cadre non-commutatif de
I’équation différentielle matricielle satisfaite par I'opérateur densité.

Chapitre 5 Ce chapitre considere le controle par feedback de systeme de la troisieme
classe. En collaboration avec R. Van Handel et a la suite de ses travaux avec J.K. Stockton
et H. Mabuchi [54], nous étudions ici la stabilisation d’un systéme unique (systéme du mo-
ment angulaire) lorsque la relaxation due au phénomene de la mesure est prise en compte de
fagon continue. Ce probleme de stabilisation par feedback d’un systeme quantique [53, 54]
est alors tres proche du controle stochastique classique lorsque les observations ne sont que
partielles [19]. Nous considérons ici I’équation du filtre comme point de départ, et nous
étudions sa stabilisation par feedback fondée sur une synthese Lyapounov stochastique.
Nous montrons comment une modification (facile & mettre en oeuvre et faisant apparaitre
une discontinuité) de la loi obtenue par synthese Lyapounov assure la stabilisation glo-
bale. Des simulations illustrent 'intérét de ce feedback. Une étude mathématique assure la
convergence de la méthode dans le cas ou la zone de discontinuité est remplacée par une
zone plus large avec hystérésis.

Conclusion La these se termine par quelques pages o nous proposons des extensions
naturelles aux résultats décrits dans les cinq chapitres évoqués ci-dessus.

Appendices L’Annexe A a pour but de donner quelques résultats bien connus de controéla
bilité pour les équations de Schrodinger bi-linéaires surtout dans le cas de dimension finie.
Dans I'annexe B nous présentons la technique des perturbations singulieres utilisée pour
I’analyse du Chapitre 4. Finalement, les annexes C et D développent deux classes d’outils
importants pour 'analyse des équations différentielles stochastiques. La premiere étend les
méthodes du type Lyapounov au cas des systeémes stochastiques et la deuxieme introduit
le théoreme de support. Lors de I’étude des systemes stochastiques, ce dernier théoreme
nous permet parfois de nous ramener au cas d'une équation différentielle déterministe.



Chapitre 1

Controlabilité

Bien que la controlabilité des systemes quantiques de dimension finie soit un sujet
déja bien exploré, elle reste toujours un domaine actif de recherches [1}, 3|, 24, 109, 123,
131]. Certains des résultats principaux correspondant & ces travaux sont présentés dans
I’Annexe A.

Le probleme de controlabilité d'un systeme de dimension infinie est nettement plus
dur, d’autant plus que le systéme est non-linéaire (bi-linéaire). Notons qu'il ne suffit pas
d’avoir la controlabilité de toutes les approximations modales de dimension finie, pour
assurer la controlabilité du systeme original de dimension infinie, comme le montre le cas
de l'oscillateur harmonique quantique traité dans la Section [1.1. Nous traitons le probleme
sur une classe particuliere. Des travaux portants sur d’autres classes peuvent étre trouvés
dans [29], [14], [137] et [15].

Dans la Section [1.1, nous étudions la controlabilité des oscillateurs harmoniques quan-
tiques. Nous verrons que le fait que toutes les approximations modales d’un oscillateur
quantique uni-dimensionnel soient controlables ne suffit pas a rendre le systeme controlable.
De plus, nous caractérisons les parties controlable et non-controlable du systeme. Ensuite,
nous généralisons le résultat au cas n-dimensionnel avec m controles. Finalement la sous-
section [1.1.3 est consacrée a 1’étude d’une particule dans un puits de potentiel en mou-
vement. Nous verrons que malgré ces résultats de non-controlabilité, il est possible de
résoudre a l'aide des calculs élémentaires, quelques problemes de planification de trajec-
toires admettant des interprétations physiques simples.

Dans la section 1.2, nous re-formulons le résultat de la Section 1.1/ en utilisant la formu-
lation d’Heisenberg, les transformations unitaires dues a Glauber et les opérateurs d’anni-
hilation et de création. Ensuite, nous adaptons cette formulation pour pouvoir traiter le
modele plus compliqué d'un champ électromagnétique dans une cavité vide ou la source de
controle est supposée classique. Nous proposons une interprétation en terme de controle du
résultat bien connu : “les sources classiques de courants génerent uniquement des lumieres
classiques” (états quasi-classiques du champ)(voir par exemple [33][complément B;;;, page

217]).

19
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Pour surmonter ce probleme de non-controlabilité des degrés de liberté quantiques,
on doit ajouter des sources quantiques au systeme. Une premiere idée consiste a coupler
le systeme avec une dynamique quantique localisée. Le modele de Jaynes-Cummings [60]
et le modele vibrationnel des ions piégés [55] sont deux modeles fondamentaux de cette
forme. Nous introduisons ces modeles dans les Sections [1.3] et 1.4 : nous présentons les
approximations principales et les domaines de validité de ces modeles. Finalement, nous
proposons les versions EDP de ces systemes et de plus, nous formulons les problemes de
controlabilité. Ces études font suite aux travaux menés par Brockett et. al. [25] ou pour
le systeme des ions piégés, un modele d’ordre 1 en terme de parametre de Lamb-Dicke est
étudié.

L’étude de la controlabilité de ces deux modeles n’a pas été abordée pendant cette
these, mais constituera vraisemblablement un sujet intéressant pour des futures recherches.
Comme les systemes linearisés ne sont pas controlables, une piste pourrait étre d’avoir
recours & la méthode du retour due a J.M. Coron [36, 37, [15].

Les résultats de ce chapitre ont fait I’objet d’une communication acceptée a la conférence
“CDC/ECC” (décembre 2005, Seville) [94] ainsi que d’une publication dans “IEEE Tran-
sactions on Automatic control” parue en 2004 [90].

1.1 Controlabilité des oscillateurs harmoniques quan-
tiques

Schirmer et al. ont considéré pour un entier n > 0, I’équation de Schrodinger suivante
(I'état 1p € C"*! et le controle u € R)

ou Hy et H; sont des matrices Hermitiennes (n+ 1) x (n+ 1) :

0 1
0 0 V3

gg ; |
2
Hy — 005 0 | H, - 0 v2 0 V3 :
: V3 0
0

0 ... 0 vn+1 0

En utilisant le résultat général de controlabilité de [109], ils ont montré que ce systeme
de dimension finie est controlable [113]. Un tel systéme est une approximation modale de
I'oscillateur harmonique

o 19%

ZE =532 + (%xQ —u(t)x) (1.1)
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ou Y(t,xz) € C est fonction de 2z € R et de t € RT. Nous montrons qu’un tel systéme n’est
pas controlable : la partie controlable correspond a la dynamique de la valeur moyenne
de la position, (r) = fj;o |Y(t, x)|*xdr, (cette dynamique prend la forme d'un oscillateur
harmonique classique) :

d2
E(@ = —(z) +u.
Pour I'approximation modale de dimension n + 1, la relation de commutation [z,p| = ¢

n’est pas vérifiée, ce qui aboutit a une algebre de Lie de controlabilité pleine. Mais dans le
cas de dimension infinie, cette algebre de Lie est seulement de dimension 4.

La partie non-controlable correspond a une équation de Schrodinger autonome que nous
caractérisons dans la Section [1.1.1.

Cette décomposition se généralise facilement au cas d’un espace de dimension arbitraire
n avec m controles :

m
2t 0) = 2 O = o (Aw, )t z;u (bss ) ¥ (12)
ot R x R" 3 (¢,2) — ¢(t,x) € C est 'amplitude de probabilité, A = >77" (9?)/(0z7) est
l'opérateur de Laplace dans R", A est une matrice symétrique de taille n x n, {b;}™, est
un ensemble de vecteurs dans R™ et (.,.)p est le produit scalaire dans R".

Meéme si ce fort manque de controlabilité laisse présager des obstructions séveres pour
le controle des oscillateurs quantiques, la situation n’est pas si décevante. Supposons que
le controle u correspond a une accélération —u = g. Alors, (1.1) peut étre interprétée
comme 1’équation de Schrodinger régissant le mouvement d’une particule dans un repere
non-Galiléen se déplagant avec une accélération g. Le controle est donc directement lié a la
position absolue de ce repere p et I'interprétation physique devient claire : la particule est
piégée dans un puits décrit par le potentiel quadratique x?/2. Le puits étant en mouvement,
le controle est la position de ce puits. La configuration est tres similaire a un probléeme
classique : le probleme de controle d’une gamelle d’eau en mouvement. La particule joue
le role de 'eau avec ses vagues. Le potentiel quadratique correspond alors a la gamelle
contenant 1’eau. Nous avons donc des propriétés de controlabilité similaires a celles obtenues
dans [100] : pour a et b arbitrairement choisis, nous explicitons le controle ¢ — wu(t) amenant
le systeme (1.1), de la position initiale a a la position b au temps ¢t = T". Ce controle est
fait pour conserver, a un changement de phase pres, ¥,, le niveau d’énergie. Notons que ce
changement est global est donc n’influence pas 1'état physique du systeme.

1.1.1 Cas uni-dimensionnel

Notons par p = —i(0)/(0x) 'opérateur d’impulsion et x la multiplication par z.
Alors, (1.1) s’écrit

i%ﬁ = %@2 + )¢ — uxtp = Hotp + uHy ¢
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ot Hy = (1/2)(p*+ 2?%) et H; = —z. En s’inspirant de [109] nous caractérisons 1'algebre de
Lie engendrée par i Hy et :H; a I'aide des relations de commutation standards : pour toute
fonction F', [z,p| =i, [z, F(p)] = iF'(p), et [F(x),p] = iF'(x). Nous avons

[HO’ Hl] = Zp [Hoap] = —x [Hlap] = —1.

Donc, l'algebre de Lie est de dimension 4 et le systeme n’est pas controlable.

En fait, la partie controlable coincide avec la dynamique de la valeur moyenne de la
position (z) = [°° z[4(t,x)|*dz. Cette dynamique est donnée par le théoréme classique
d’Ehrenfest (voir, par exemple, [87]) et correspond a celle d’un oscillateur classique

C=t) =)t (1.3

ce qui est évidemment controlable.

La partie non-controlable correspond a une équation de Schrodinger sans controle.
Considérons le changement de variable suivant (¢,z) — (t,2 = = — (z)). L’équation de
Schrodinger avec 1(t, x) = exp(i (p) 2)d(t, z) s'éerit

d
im0 =(P/2+ 2226+ ({2)" /2= ()" /2 = u ()¢
ou P =1i(0)/(0z) et Z = z. Le changement de phase globale :

ott.2) = exp (i [ (@0 /2 - "~ () it 2

(une transformation de gauge, puisque les fonctions d’onde ¢ et ¢ représentent les mémes
états physiques) implique I’équation

i%gp = (P*/2+ Z%/2)¢p. (1.4)
La dynamique de ¢ (¢, x) se décompose en deux parties, une partie controlable de dimension
deux (1.3) et une partie non-controlable de dimension infinie (1.4).

Ces calculs sont classiques (voir, par exemple, [27]). Ce qui est moins classique est la
décomposition en parties controlable et non-controlable, qui est ’analogue de la décomposit-
ion du systeme non-linéaire (d)(dt)¢ = f(§,u) via un changement de coordonnés, non-
linéaire, £ — x (voir, par exemple, [58]) ou

d d
X = (X1, Xx2) %Xl = g1(x1) EXQ = ga(X1, X2, ).
La partie non-controlable correspond a la dynamique autonome de x;. La question suivante
devient donc naturelle. Considérons 1’équation de Schrodinger (infini-dimensionnelle) avec

les opérateurs Hermitiens généraux Hy et {H;}7,

d “
Z% = (H()—F;u]]i]) 77/}
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Supposons 'algebre de Lie engendrée par les opérateurs anti-Hermitiens Hy/i et {H;}7.,
de dimension finie. Est-ce qu’il existe une décomposition en deux parties, I'une controlable
de dimension finie et ’autre non-controlable de dimension infinie, similaire au cas ou Hy =
p?/2+2%/2 et H = —x7?

1.1.2 Cas de dimension n

Le résultat de la sous-section précédente se généralise facilement a la configuration ou
I’espace est de dimension arbitraire n avec m controles.
Considérons (1.2). En utilisant le théoreme d’Ehrenfest, nous avons

d d

So) =) o) = —Al) + Bu (15)

ou B = (by,....;bn). (x) € R" et (p) € R" sont les valeurs moyennes de la position et de
Iimpulsion. La controlabilité de ce systeme de dimension finie est caractérisée par le rang
de la matrice de controlabilité de Kalman [63]. Ce systeme est controlable si et seulement
si rang(B, AB, ..., A""'B) = n.

Nous considérons le changement de variables (¢, x) — (t,z = z — (x)) avec

Y(t,x) = exp(i ((p) , 2)gn)0(t, 2).

Ainsi, (1.2) devient

o= (5 +302.25 )6+ (UG 0 — 5 6 - (Bu)s, ) o

ou P =1i((0)/(0z1), ..., (0)/(0z)) et Z = (z1, ..., z,). Utilisons maintenant la transforma-
tion de gauge

ott.) = exp (=i [ (G e~ 5 0 = (Buslol)sn ) dt) o(.2)

ol ¢ vérifie I’équation autonome

d P
(Y az e
" (2+2( ’>R)9"

En bref : la partie controlable de (1.2) correspond a la partie controlable du systeme
linéaire de dimension 2n (1.5). Sa dimension est le double du rang de la matrice de Kalman

(B, AB, ..., A" 1B).
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1.1.3 Particule dans un puits de potentiel en mouvement

Prenons le systeme (1.1) avec le controle u = —g ou g est la position du repere non-
Galiléen associé a x. Nous considérons, de plus, le systeme de dimension finie

() =—(x)+u  §=—u

Ce systeme est controlable et admet y = o + (x), la position moyenne dans le repere
Galiléen, comme sortie de Brunovsky [63]

(@) == o=y+i u=j+y"?.

Supposons alors que notre but est d’amener la particule a partir d’une position moyenne
a a une autre position moyenne b en un temps fini 7" > 0. Supposons que ’état initial
(0, x) est un état stationnaire ¢, (x) d’énergie n + 1/2,n € N. Notre but est également
de ramener le systeme a son niveau d’énergie initiale en fin d’évolution. Pour générer une
trajectoire réguliere, il suffit d'utiliser la méthode des systemes plats [43], 44].
Nous considérons

u=¢+¢W
ot ¢ est une fonction C* du temps avec ¢(0) = a,(T) = b, et <(0) = ¢O(T) = 0, pour
1=1,2,3,4. On peut par exemple choisir

t\a t o

NORR L it 2
(1= %)+ ()

avec a > 4. Grace a la décomposition en parties controlable et non-controlable, (1.3)
et (1.4), la solution de (1.1) avec ¥(0,z) = 1, (z) et u(t) = &(t) +s@(t) est explicite. Pour
t € [0, 7], la solution (¢, x) est donnée par

Ce résultat découle directement de la sous-section [1.1.1] car

Comme nous avons aussi ¢ = ¢ + ¢, nous déduisons qu'un tel controle en boucle ouverte
amene la particule de la position moyenne a a la position moyenne b sans changer son
énergie. Le temps de transition 7" peut étre arbitrairement court. En revanche, le controle
u peut etre tres grand. En utilisant le résultat de la sous-section 1.1.2), cette méthode nous
permet de générer les trajectoires physiques dans R3, correspondant au cas a n particules
dans n puits de potentiel quadratiques, simultanément en mouvement.
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1.2 Champs électromagnétiques et sources classiques

1.2.1 Nouvelle formulation pour le probleme des oscillateurs

Dans cette sous-section, nous re-formulons le résultat de la section précédente en uti-

lisant les opérateurs d’annihilation et de création. Nous allons tout simplement remplacer

Iopérateur de position = par “\7‘; et 'opérateur d’impulsion p par agg, ou

[a,a'] = 1.
L’évolution du systeme quantique est alors caractérisée par I’équation de Schrodinger

ith = (Ho + uHy )b,

ot Hy = a'a + % est I’Hamiltonien d’évolution libre et H; = —\/Li(a + a') est Popérateur

d’interaction.

Le but de cette sous-section est d’introduire une transformation unitaire dépendante
du temps (correspondant & une translation contrélable du systéeme moyenné), permettant
de séparer la partie non-controlable et de retrouver le résultat de la Section [1.1.

Considérons 'opérateur unitaire

T(t) = exp[(a') a — (a) a']. (1.6)

L’action de cette transformation unitaire sur 'opérateur a correspond a une translation
par la quantité (a) (Théoreme de Glauber) :

T(t)aT™(t) = a + {(a)
T(t)a'Ti(t) = a' + (a'). (1.7)

Prenant ¢ = T'(t)1, le systéme dans sa nouvelle représentation s’écrit

i—¢ = (T(a*a + %)TT — %UT(Q - aT)TT) ¢+ (ii—f) Tt

- [0+ @+ @)+ 36— Stal+a (@) + o
— gt My, — a —iaT
# |- 4+ e = (ta) - S| 0

Posons
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On définit le changement de phase globale : ¢ = S(t)¢. C’est une transformation unitaire,
on obtient donc le systéeme autonome suivant

selees
1 = aa—|—§ P®.

Celui-ci correspond bien a la partie non-commandable du systeme et donc nous retrouvons
le résultat de la section précédente.

1.2.2 Cavité avec des sources classiques de courant

Dans cette sous-section, nous appliquons la formulation de la sous-section précédente
a un systeme physique plus complexe : un champ électromagnétique quantique dans une
cavité 1 C R? avec des sources classiques. Nous supposons que les sources sont imposées
de l'extérieur : les courants j ne sont pas affectés par leur propre radiation. De plus,
nous supposons que les sources sont macroscopiques et que nous pouvons donc négliger les
fluctuations quantiques de courants autour de leurs valeurs moyennes. Ces hypotheses nous
permettent d’estimer les courants quantiques j(r) par des fonctions bien définies, j(r,t)
(r € R3 est la variable spatiale). Cette sous-section est directement inspirée du complément
B IIT de [33]

Un champ électromagnétique quantique peut étre modélisé par un ensemble d’opérateurs
d’annihilation a,,. L’opérateur a,, correspond au n’ieme mode classique du champ électroma-
gnétique et w,, est sa fréquence associée. Nous avons les relations de commutation suivantes :

[Cln, ak] - [ajw aT] =0 [an? aJIL] = 5nk

ou O,k, l'indice de Kronecker, indique que les opérateurs de deux modes différents com-
mutent.
Dans la formulation de Heisenberg, 1’évolution du champ est régie par :

ap + wnay = j, (1.8)

= {Fhon)
n \/5 atu n @)

¢n (1) étant le n’ieme mode de 'opérateur —/A\ dans le domaine compact et régulier € avec
les conditions de bords de Dirichlet. L’expression de I’'Hamiltonien de ce systeme est

1
H =3 wnlahan+ 5) = Ju(an + af). (19)

ou

Formellement, 1’état 1) appartient a un espace d’états construit a partir du produit tensoriel
d’un nombre infini de copies de L*(R;C) : ®,L?(R;C). L’évolution du systéme est alors
donnée par 'équation de Schrodinger bi-linéaire suivante

i = Hy.
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En utilisant le théoreme d’Ehrenfest (ou 1’équation (1.8))), la valeur moyenne du champ a
pour dynamique :

d
% <an + aIL>

d
@ ot
dt <a” a”>

2 (an = o)
Jn

% <an + aL> — 27. (1.10)

Les équations correspondent a 1’évolution classique de la valeur moyenne des champs
électrique et magnétique. Comme —w? est la néme valeur propre de 'opérateur —A dans
Q2 avec les conditions de bords de Dirichlet, I’équation (1.10) est la projection sur le n’ieme
mode de I'équation des ondes suivante :

E=NAFE - ﬂ%j dans (0,7 x Q (1.11)

avec les conditions de bords nulles. En fait, les équations de Maxwell suivantes représentent
un modele standard pour un champ électromagnétique classique dans un domaine borné
par des conducteurs parfaits (un calcul simple montre que ces équations conduisent a
I’équation des ondes (1.11)) :

V.E(r,t) =0
V.B(r,t) =0
V x E(r,t) = —%B(r, t)
V x B(r,t) = %E(r, t) + V2] (1.12)

La controlabilité du systeme classique (1.11) ou le controle apparait comme une source
localisé de courant j, a été déja étudiée (voir par exemple [11, [134]).

Nous montrons que les dynamiques quantifiées de (1.11) (le controle j restant classique)
ne sont pas controlables : on ne peut pas controler les fluctuations quantiques du champ
électromagnétique a ’aide d'un controle classique.

Considérons la transformation unitaire suivante sur I'espace ®,L*(R : C) :

T=,T, (1.13)

ol
T, =exp [{(al) an — (a,) al] .

Nous avons (théoreme de Glauber) :

Tha,T! = a, + (a,) TkanT/;r =a, pour k#n.
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En prenant ¢ = T'(t)1), exactement comme dans la sous-section précédente, nous obtenons :

anmjﬂn + %) an (an) <aL> —Jn((an) + <aiz>)] ¢

Finalement, en considérant ¢ = S(t)¢ ou

S(t) = exp <z/ [Z wy {ag) {al) =i, ({an) + <CLL>)] dt)

est simplement un changement de phase globale et donc une transformation unitaire, nous
obtenons I’équation de Schrodinger autonome suivante :

1
i — [Z wn(alon + )

L’observable correspondant au champ électromagnétique est alors la somme de deux termes :
sa valeur moyenne décrite par (1.11) (dont la controlabilité est assurée par les conditions
suffisantes fournies dans [11]), et les fluctuations du vide décrites par (1.14) (qui ne sont
pas controlables car leurs dynamiques sont compléetement indépendantes du controle).

i = o+

(1.14)

1.3 Modele de Jaynes-Cummings avec controle

Comme nous avons vu dans la sous-section précédente, il n’est pas possible de controler
les fluctuations quantiques d’un champ électromagnétique dans une cavité par des cou-
rants classiques. Il est alors nécessaire d’ajouter a l'intérieur de la cavité, des dynamiques
quantiques localisées couplées au champ. Le modele de Jaynes-Cummings est un des
modeles les plus simples, décrivant le couplage d’un atome a deux niveaux avec une cavité
électrodynamique : la fréquence de Bohr wj est proche de la fréquence d’un mode isolé
de la cavité w, (|wp — w.| < wp). L'espace d’états du systeme est donné par le produit
tensoriel de I'espace d’états de dimension infinie d’un oscillateur harmonique, L?(R; C), et
celui de 'espace d’états de dimension deux de 1’atome, C2. Un tel espace est équivalent &
L*(R;C) x L*(R;C). Notons 1 = (¢, %) € L*(R;C) x L*(R;C) I'état du systeme, il se
décompose alors sur les vecteurs de base |g) et |e), respectivement ’état fondamental et
excité du systeme, selon ¢ = 1, |g) + 1. |e). On suppose que le controle u est classique
(courant classique ou lumiere cohérente). Lorsqu’on considére un mode résonnant isolé de
la cavité (w. &~ wy), 'Hamiltonien de la cavité peut s’écrire sous la forme

H, = wea'a —u(a+ ab).

L’Hamiltonien interne de ’atome est donné par :

Wy

H, = (e} (el = 9) g]) = o
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ou 0,0, et o, sont les matrices de Pauli. Finalement, 'Hamiltonien d’interaction entre
I’atome et la cavité est donné par :

Hi = 5 (a+a')(1e) (9] + lg) {el) = 5 (a+ ')

ou 2 est la fréquence de Rabi du vide (2 < w,,wp). L'Hamiltonien du systeme est la
somme de tous ces Hamiltoniens : H. + H, + H;p:.

Une premiere simplification consiste a considérer ’approximation des champs tournants
(dans le repere d’interaction). Prenons

Y = exp(—iwpta’a) exp (—i%toz> 0.

Un calcul simple, utilisant la commutativité des opérateurs a'a et aa’, montre que

—twpt

exp(iwpta’a)a exp(—iwpta’a) = e *la

exp (i%t0z> 0 €XP (—i%taz> = e " |g) (e| + ™" |e) (g .

Ces relations nous conduisent a une nouvelle formulation de I’'Hamiltonien du systeme

— (e a+ e“al) (e |g) (e] + € |e) (g]).

H = (w, — wy)a’a — u(e ™ a + el + 5

Soit v une amplitude complexe lentement variable telle que u = ve ™! 4 p*eirt ¢ € C
est désormais notre controle. En négligeant les termes oscillants e*2“»* 'Hamiltonien de
Jaynes-Cummings (dans le repere d’interaction) se rééerit :

Hje = (w, — wy)a'a + %(a le) (g| + a' |g) (e]) — (va' +v*a).

w. — wp est de méme ordre de grandeur que 2. Supposons maintenant que w. = wy. Dans
le langage des EDP’s, a un changement d’échelle pres, nous avons le systeme suivant :

Yy 9 )
ZW = (Ull' +ZU28;U) ¢g + (.CIZ' + (9&3) we

e 0 .0
) 5 (:c — (‘9_x) g + (le + zv2%> Y.

v = v; +1ivy € C est le controle. Une transformation unitaire similaire a celle de la
sous-section [1.2.1/ aboutit a une autre expression de ce probleme de controle. Dans ce
but nous prenons w € C avec i%w = —v et nous considérons la transformation unitaire
T(t) = exp[w*a — wa']l. En transformant le systéme, & un changement de phase globale
pres, nous obtenons la nouvelle expression :

Hye =5 [(a+w)le) gl + a! + ) lg) fel]
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w € C est le nouveau controle correspondant a 'intégrale du controle physique v.
Dans la configuration EDP, a un changement d’échelle pres, le systeme s’écrit sous la
forme suivante :

W, o
ZW_ (l"l‘wl‘{’ax‘{’sz) Q/)e
Ote 2 .
o = <x+W1—%—Z@U2)wg

ou w = wy + iws € C.
Le modele de Jaynes-Cummings est équivalent a

d
Z%w = (HO + lel + U}QHQ)w

avec
Hy = Xo, — Poy, H =0, Hy = oy,

et

a+al _a— al

L’algebre de Lie engendrée par 1 Hy, i H, et iHy est maintenant de dimension infinie. Soient

w; et wy deux constantes arbitraires, on peut montrer que le systeme linéaire tangent

autour d’un état propre de Hy+ wy Hy +woHy n’est pas commandable. La controlabilité de

ce systeme semble étre un probleme intéressant aussi bien de point de vue mathématique

que de point de vue pratique.

X =

1.4 Controle des ions piégés par laser

Nous évoquons maintenant le probleme du controle des ions piégés par laser. On trouve
une jolie présentation de ce systeme dans [55]. L’Hamiltonien du systéme est tres similaire
a celui présenté pour le modele de Jaynes-Cummings :

H=Q(a'a+1/2) + %(It?) (el = 1g) (gl) + [ue"@ =) 1 e =0T (le) (] + [g) (e])
avec kX = n(a +a'). n < 1 est le parametre de Lamb-Dicke. Ici, on agit sur le systeme
via un laser dont la fréquence w est en quasi-résonance avec les dynamiques internes wy, :
w & wy. Le controle u € C consiste en la modulation d’amplitude et de phase de ce laser.
La fréquence de vibration {2 est beaucoup plus petite que w et correspond a un potentiel
harmonique dans lequel I'ion est piégé : ) K w = wy.

En supposant w = w, et en prenant ¢ = exp(—iwto,/2)¢, 'Hamiltonien devient :

. * ,—i(wt—n(a a]L ; 7
H— Q((ITCL—i- 1/2) + uez(wtfn(a+a1”))+u e—i(wt—n(a+ ))i| (e—zwt ’g> <6| + et |€> <g’) )
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Finalement, a 'aide de 'approximation des champs tournants et en négligeant les termes
de haute fréquence de la forme e*?** nous obtenons I'Hamiltonien moyen suivant :

H = Q(ata +1/2) + ue™™@+) | g) (e] 4+ u*e™ @) |e) (g] .

L’Hamiltonien dans la configuration EDP correspond a ’équation d’évolution suivante :

Oty _ Q 2 0 —inz
Gy _2<x_8x2 g + ue” "1,
92

-a¢6_ * _inx Q 2
Z@t =u"e ¢g+2(x 8x2)we'

u € C est le controle et n < 1. La controlabilité de ce systeme est un autre probleme
intéressant. L’article [25] mentionne ce probleme dans le cas ou e est approché par

1+ inz.
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Chapitre 2

Génération de trajectoires

Une fois la controlabilité du systeme quantique traitée, la question suivante est comment
générer des trajectoires. Ce sujet a été développé théoriquement [26), 61, 104, 105, 110] aussi
bien que par des expériences réelles [7, 9, 10, 20, 61, [78].

Pour les chimistes, la génération de trajectoires se résume souvent a la minimisation
d’une fonction de cotit qui décrit le but a atteindre et éventuellement les pénalisations
a prendre en compte. Le fait que ce probleme de minimisation soit bien posé a déja
été étudié dans différentes configurations [29, [14]. Trois méthodologies ont été utilisés
dans la littérature : les approches itératives stochastiques (par exemple, les algorithmes
génétiques) [47, 0], les méthodes itératives de point critique utilisant les informations de
I'état adjoint et aboutissant aux algorithmes monotoniques [57, [83) 114} 125, [135] et les
procédures locales du controle [31, 51, 67, 81, 97, 121, 122]. Cette derniére approche est
appelée “tracking” en chimie quantique, ce qui ne correspond pas a la signification de
“suivi de trajectoire” usuelle en théorie du controle.

Parmi ces différents résultats, Sugawara [121] a considéré une approche élémentaire
du type Lyapounov mais ’a présentée comme une méthode de controle optimal, locale
en temps. Elle assure la convergence asymptotique pour certains systémes mais pas pour
d’autres. Quelques résultats récents, toujours dans le cadre de 'application des méthodes
de Lyapounov pour les systemes quantiques peuvent étre trouvés dans les références [50), 42]
et [132].

Dans ce chapitre, nous fournissons une étude complete des techniques de Lyapounov.
Différents systemes quantiques dans des configurations variées sont considérés. Comme la
mesure et le feedback pour les systemes quantiques nécessitent des modeles et des dyna-
miques beaucoup plus compliqués qu'une simple équation de Schrédinger bi-linéaire (voir
par exemple les chapitres [4] et [5), ces techniques de stabilisation sont utilisées ici unique-
ment pour la génération de trajectoires en boucle ouverte : en simulant le systeme en boucle
fermée, nous obtenons un signal de controle qu’on pourra utiliser en boucle ouverte sur le
systeme physique. Cette approche a été déja utilisée par les chimistes dans le contexte du
controle quantique.

33
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Dans la Section 2.1 nous étudions les méthodes de Lyapounov pour 1'équation de
Schrodinger bi-linéaire en dimension finie. Nous exhibons la structure des controles trouvés
grace aux techniques de Lyapounov. Nous étudions la convergence des systemes en boucle
fermée. La Section 2.2 est consacrée a ’application de ces méthodes au suivi de trajec-
toires non-stationnaires. La Section 2.3/ contient une étude heuristique des résultats obtenus
dans les Section 2.1 et 2.2 Nous appliquons ces méthodes a des modeles bien connus de
la chimie quantique. La Section 2.4}, issue d’un travail commun avec K. Beauchard et J.M.
Coron, présente une autre méthode de stabilisation qui traite les cas ou les hypotheses de
la Section 2.1 ne sont pas vérifiées. Finalement la Section 2.5 présente les résultats par-
tiels, provenant une nouvelle fois d'un travail commun avec K. Beauchard. Nous ébauchons
une étude de la stabilisation du systeme dans sa configuration EDP (dimension infinie).
La technique de Lyapounov présentée dans la Section 2.1/ se généralise facilement a cette
configuration. Une preuve complete de la convergence manquant encore, nous continuons
d’approfondir ce point.

Les résultats présentés dans la Section 2.1/ de ce chapitre ont fait I'objet d’une commu-
nication a la conférence “NOLCOS” (Septembre 2004, Stuttgart) [91] et d’une publication
a paraitre dans “Automatica” (Novembre 2005) [95]. Le résultat de la Section 2.2 a été
communiqué a la conférence “MTNS” (Juillet 2004, Leuven) [92]. Les résultats de la Sec-
tion 2.3/ ont été publiés dans le “Journal of Physical Chemistry : A” 2005 [96]. Le résultat
de la Section 2.4} issu d’une collaboration avec K. Beauchard et J.M. Coron, sont soumise
pour publication dans la revue “System and Control Letters” [16]. Finalement les résultats
partiels de la Section 2.5/ font 1'objet de travaux en cours et sont issus de collaborations
avec K. Beauchard.

2.1 Controle Lyapounov

Dans cette section nous appliquerons les méthodes du type Lyapounov a la stabili-
sation des systemes quantiques. Comme il est précisé dans 'introduction, les techniques
développées dans cette section peuvent seulement étre utilisées pour générer des trajec-
toires en boucle ouverte. Néanmoins, les techniques présentées seront utiles pour élucider
les problemes liés a la structure de 'espace d’état. Elles peuvent aussi étre considérées
comme une premiere étape pour étudier la stabilisation de modeles plus réalistes incluant
la vraie mesure et le vrai feedback.

Nous montrerons que la controlabilité du linéarisé tangent autour de la trajectoire
de référence est une condition nécessaire pour la convergence asymptotique. L’analyse
est fondée sur une adaptation aux systemes quantiques bi-linéaires de la méthode générale
proposée dans [62] (voir aussi [45]). De plus, nous proposerons un controle fictif additionnel
w, pour prendre en compte la phase globale du systéme (qui n’a physiquement aucun sens)
et pour améliorer la convergence.

Cette section contient deux analyses de convergence, dont les résultats sont exprimés
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par le Théoreme 1, quand la trajectoire de référence est un état propre et donc stationnaire
et par le Théoreme 2, lorsque la trajectoire de référence est adiabatique.

Dans la sous-section 2.1.1, nous introduirons le controéle fictif additionnel w. Ensuite
dans la sous-section 2.1.2 nous présenterons le terme de feedback trouvé par la méthode
de Lyapounov. Dans la sous-section 2.1.3, nous commenterons les simulations illustrant les
Théoremes 1/ et 2.

La sous-section 2.1.4' (resp. 2.1.5) est consacrée au Théoreme 1 (resp. 2)).

2.1.1 Dynamiques et phase globale

Prenons i4W = (Ho + u(t)H;)¥, un systéme quantique & n états ot Hy et Hy sont des
matrices Hermitien n x n a coefficients dans C et u(t) € R est un contrdle. La fonction
d’onde U = (¥;)", est un vecteur dans C", vérifiant » ;" | [¥;|> = 1 et donc appartient a
la sphére unité de C*, U € S>~ 1. Les amplitudes de probabilités ¥ et e représentent
les mémes états physiques pour toute phase globale t — 6(t) € R. Cette propriété a des
conséquences importantes sur la géométrie de I'espace d’états physiques : deux amplitudes
de probabilité Uy et W, s’identifient quand il existe un 6 € R tel que ¥, = eW¥,. Pour
prendre en compte cette géométrie non-triviale, nous ajoutons un deuxieme controle w
correspondant a 6. Nous considérons donc le systeme suivant

2%\11 = (Hy+uH; + w)¥ (2.1)
ol w € R est le nouveau controle qui joue le role du degré de liberté de gauge. Nous
pouvons choisir sa valeur arbitrairement sans changer les quantités physiques attachées
a W. Avec un tel controle fictif w, nous supposons dans la suite que 'espace d’états est
tout simplement S**~! et que les dynamiques données par (2.1) admettent deux controles
indépendants u et w.

2.1.2 Controle Lyapounov

Considérons la trajectoire de référence

t = (W (), un(t), wr(t)),

une solution réguliere de (2.1) : i%\llr = (Hy + u.Hy + w,)V,.. Prenons la fonction V (W, t)
dépendante du temps :

V(U,t)=(V -V, ¥ —T,). (2.2)
V est positive pour tout ¢t > 0 et tout ¥ € S*~! et s’annule lorsque ¥ = ¥,.. Un calcul
tres simple montre que V' est une fonction de Lyapounov de controle :

av

—r = 2w = u)S(H (), Ur)) + 2(w — w)S((L(2), ¥7))
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ol & est la partie imaginaire. En prenant, par exemple,

U = ur(t) - CLS(<H1\I/(t), \Ilr(t»)
w = wn(t) — BS(((E), W, (1)) 2.3)

(@ > 0 et b > 0), nous assurons dV/dt < 0. Nous allons détailler le cas important ou la
trajectoire de référence correspond a un état d’équilibre : u, = 0,w, = —X et ¥, = ¢, ou
¢ est un vecteur propre de Hy associé a la valeur propre A € R (Hpp = A\, ||¢|| = 1). Les
controles (2.3) deviennent alors

w=—aS(HT,¢)), w=—X—bS((T,e)). (2.4)

2.1.3 Exemples et simulations

Populations

— |w1|§
- e
I
s s ‘
20 25 30 35 40
0.2
0
€ -02
0.4
06 s
5 10 15 20 25 30 35 40
0.2 T
0.15
g o1
0.05
0 s s s s s
0 5 10 15 20 25 30 35 40

F1G. 2.1 — les populations (|U[% |Uy|%, |U3/?) et les controles (u,w); condition initiale
(0,1/v/2,1/4/2) ; systeme défini par (2.5) avec le feedback (2.6).

Considérons n = 3, U = (U, Uy, U3)T et

H(): ) le

e )

11
0 1]. (2.5)
10

o O O
O = O
viw O O

Nous allons donc utiliser le controle Lyapounov précédent pour piéger notre systeme dans
le premier état propre ¢ = (1,0,0) d’énergie A = 0. Nous prenons (2.4) avec a = b = 1/2
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(* est le complexe conjugué)

u= —%S(\P;‘ + 3), w=—=5(7). (2.6)
Les simulations de la Figure 2.1/ représentent la trajectoire d’état initial ¥, = (0,1/v/2,
1/ \/§)T Des simulations avec d’autres états initiaux montrent que les trajectoires convergent
toujours vers ¢. Donc il est pertinent d’appliquer cette technique de Lyapounov sur le
systeme (2.5). Le Théoréme 1 a pour objet de montrer que la propriété de convergence
presque globale est équivalente a la controlabilité du systeme linéarisé autour de ¢. Considér-

Populations
T

,
. 2
05~ \ i [N

-0.05 L L L L L I I

F1G. 2.2 — les populations (|U;[% |Uy|% |U3|%) et les controles (u,w); condition initiale
(0,1/4/2,1/4/2); Hy défini par (2.5), H; par (2.7) et le feedback donné par (2.8).

ons maintenant un autre exemple qui met en évidence les limites d’une telle méthode. H,
et I’état cible ¢ restent les mémes mais H; devient :

010
Hi=|101 (2.7)
010

Nous avons les feedbacks suivants

1 1
u=—353(93), w=-53(). (2.8)
Les simulations de la Figure 2.2 ont pour état initial (0, 1/v/2, v/2). Nous voyons clairement
qu'un tel feedback diminue la distance par rapport a 1’état cible ¢ mais n’assure pas la
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convergence. Notons que le systeme est quand méme controlable : 1'algebre de Lie engendrée
par Hy/i et Hy /i coincide avec u(3) [109]. En fait, comme le montre le Théoréme 1, la non-
controlabilité du systeme linéarisé autour de ¢ est a l'origine de ce manque de convergence.

Pour remédier a cette situation, nous allons utiliser (2.3) avec une trajectoire de référence
adiabatique (quasi-statique : u,.(t) lentement variable)

z%\pr = (Ho+u.()H)T,, T, (0) = (1,0,0). (2.9)

Ici, u, = % sin(27t/T) avec une période T' = 300, grande par rapport a la période naturelle
de Hjy. Cela assure une variation lente pour u, par rapport au temps. Considérons les
termes de feedback suivants

S((H1Y, U, (1)) S, ¥, (1))

- , _ SUE BB 2.1
uw=u 5 w 5 (2.10)

Comme wu, varie lentement, la théorie adiabatique assure que W, suit étroitement le pre-
mier état propre de Hy + u,H; [87]. Quand w, retourne a 0, ¥, retourne quasiment sur le
premier espace propre engendré par (1,0,0) : nous avons V,.(T') = (exp(i6),0,0) avec un
terme de phase 6. Si au cours de cette évolution lente, la trajectoire de référence ¥, passe
par un voisinage de I'état propre de Hy + u,.H; ou le systeme linéarisé est controlable, cela
améliore fortement la convergence. La Figure 2.3 montre 'efficacité de ce recours. Dans
la Section 2.4, nous présenterons une approche différente fondée sur une fonction de Lya-
pounov définie implicitement. Cette approche est une méthode qui assure la convergence
locale lorsque le systeme linéarisé n’est pas controlable.

2.1.4 Analyse de convergence

Le but de cette sous-section est de montrer le résultat suivant dont les Figures 2.1/ et 2.2
sont les illustrations.

Théoréme 1. Considérons (2.1) avec ¥ € S**~! et un état propre ¢ € S**~1 de Hy associé
a la valeur propre \. Prenons, de plus, le feedback statique (2.4) avec a,b > 0. Alors, nous
avons les deux propositions suivantes :

1. Supposons que le spectre de Hy est non-dégénéré par rapport a X\ :
INi — Al # [N — Al Vi#j A et \j valeurs propres de Hy,

alors l’ensemble Q-limite du systeme en boucle fermée est donné par l'intersection de
S*=1 quec Uespace vectoriel E = R, C®,. Ici @, parcourt les vecteurs propres de
Hy non co-linéaires avec ¢ et tels que (®,| Hy |¢p) = 0.
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F1G. 2.3 — suivi de trajectoire adiabatique (2.9) via le feedback (2.10); le systéme et la
condition initiale identiques a la Figure 2.2.

2. L’ensemble Q-limite est réduit a {¢,—¢} si et seulement si Hy est non-dégénéré
par rapport a A et B = R¢. Dans ce cas : ’état d’équilibre ¢ est exponentiellement
stable (sur S*"71); l’état d’équilibre —¢ est instable ; l'ensemble attracteur de ¢ est
ezactement S*"~1 \ {—¢}. Cela correspond d la contrélabilité du systéme linéarisé
autour de ¢. Ce systeme est linéaire, indépendant du temps et évolue sur le plan
tangent a S ! au point .

Remarque 1. Ici la notation {¢1| H |¢2), couramment utilisée par les physiciens, corres-
pond au produit Hermitien (H ¢y, ¢2).

Pour l'exemple de la Figure 2.1} il est clair que £ = R¢ : Hy est non-dégénéré et
¢ = (1,0,0) est presque globalement asymptotiquement stable. La condition £ = Re,
physiquement, indique que 'état cible ¢ est connecté a tous les autres états propres via
des transitions mono-photoniques (transitions en absorbant ou émettant un seul photon :
voir, par exemple, [87]).

Pour 'exemple de la Figure 2.2, les éléments de F sont de la forme (z,0, z) avec x € R
et z € C; nous observons en effet que ’ensemble (2-limite contient des éléments de la forme
(x,0,7exp(i0)) avec ,r et € dans R tels que x*>+r? = 1. Physiquement, la transition entre
¢ et I'état d’énergie 3/2 nécessite au moins deux photons : le feedback (2.8) ne peut pas
trouver un tel processus multi-photonique (transitions en absorbant ou émettant plusieurs
photons).

La preuve du Théoreme 1 est fondée sur la caractérisation de I'ensemble 2-limite via
le principe d’invariance de LaSalle. Nous proposons ici une description compléte de cet
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ensemble invariant a l'aide du systéme linéaire (2.11). Une telle description devient tres
simple lorsque ’hypothese de non-dégénérescence de Hy par rapport a A est vérifiée.

Démonstration de la proposition (1) du Théoréeme 1 :

Aun déplacement pres sur w et Hy, on peut supposer que A = 0. Le principe d’invariance
de LaSalle (voir, par exemple, Théoreme 3.4, page 115 de [65]) indique que les trajectoires
du systeme en boucle fermée convergent vers le plus grand ensemble invariant contenu dans
dV/dt = 0 ou V est définie par (2.2). La relation dV/dt = 0 implique que S({(H,V, ¢)) =
(¥, ¢)) = 0. Donc u = 0 et w = 0. L’invariance revient 214V = HyU, LS((H, ¥, ¢)) =0
et 23((¥, $)) = 0. Clairement L3((¥, ¢)) = 0 ne donne pas d’information additionnelle
car Hy¢p = 0. Seul 43((H,1V,¢)) = 0 aboutit & une nouvelle équation indépendante :
R((H Ho¥, ¢)) = 0. Celle-ci peut s’écrire sous la forme R(([Ho, H1]¥, ¢)) = 0. De la méme
fagon £R(([Ho, H1]¥,¢)) = 0 implique que S({[Ho, [Ho, H1]]¥, ¢)) = 0 et ainsi de suite.
Le plus grand ensemble invariant est alors caractérisé par S((W,¢)) = 0 et les relations

suivantes :
S((H1V,¢)) =0, R(([Ho, H1]¥,¢)) =0, S({[Ho, [Ho, H1]]¥, $)) =0,

ce qui correspond a la “ad-condition” obtenue dans [62]. A chaque étape, nous avons le
crochet de Lie de ’'Hamiltonien H, avec I’'Hamiltonien de I'étape précédente.

On peut toujours supposer que Hy est diagonale. Donc, le calcul des commutateurs
[Hy, B], ou B = (B;;) est une matrice n x n, devient extrémement simple. Avec Hy =
diag(M1, ..., \,), nous avons [Hy, B];; = (A — Aj)B;;. Prenons B = H; pour simplifier les
notations. Alors :

[Ho, B] = ((\i — Aj)Byj)

J

[Ho, [Ho, B]] = (\i — X;)*Byj)

[Ho, [Hg..., [Ho, B]]...] = (A — X\)*Byj).

[

k  fois
Donc le systeme précédent s’écrit :

S(X;B1;¥5) =0,
R(E;(M — Aj) By, ¥y) =0,

S(Zj (A1 — Aj)*By;05) =0,
R(Z; (AL — X)) By;05) = 0,
(2.11)
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En utilisant la structure de Vandermonde et le fait que le spectre de Hj est non-dégénéré
par rapport a A, ¥ € S~ est dans l'ensemble Q-limite si et seulement si By;¥; = 0,
Vi e{2,..,n} et (V) =0.

Démonstration de la proposition (2) du Théoréme 1l :

Dans tous les cas, I’ensemble ()-limite contient ¢ et —¢. Si le spectre de Hy est non-
dégénéré par rapport a A et E = R¢, la proposition (1) implique que I’ensemble Q-limite
est tout simplement {£¢}. Maintenant, supposons qu’au moins une de ces deux hypotheses
n’est pas vérifiée.

Supposons que E # R¢. Il existe donc un vecteur propre ® de Hy non co-linéaire avec
¢ tel que (H1®, ¢) = 0. Avec U(0) = & comme état initial, nous avons u(t) = 0, w(t) = —A
et U(t) = ® pour tout ¢ > 0. L’ensemble Q-limite contient ®.

Supposons que F = R¢, mais que Hy a un spectre dégénéré par rapport a . Nous
considérons trois cas :

1. II y a un vecteur propre ¢, de longueur 1 de Hy orthogonal a ¢ mais avec la méme

valeur propre A\. Comme F = R¢, By, = (Hi¢x, ¢) # 0. En prenant ¥, = %qﬁk

Big
|B1k|

comme état initial, nous avons u(t) = 0, w = —\ et VU(t) = ¢ appartient &

I’ensemble 2-limite.

2. Il existe deux vecteurs propres orthogonaux ¢y, et ¢; de Hy, de longueur 1 et associés
aux mémes valeurs propres p # . Comme E = R¢, By = (Higg, @) # 0 et
By = (Hi¢, ¢) # 0. En prenant W(0) = (B¢ — Bude)/\/|Bix|> + |Bul?, nous
obtenons u(t) =0, w = —\ et

W(t) = e =Mty (0).

Donc I'ensemble Q-limite contient (e’*W¥(0))aefo,2x]-

3. Il existe deux vecteurs propres orthogonaux ¢y, et ¢; de Hy, de longueur 1 et associés
aux valeurs propres Ay et \; telles que
Ar+ N
A= )
2
Comme E = R¢, Byy = (H1¢x,¢) # 0 et By, = (Hi¢y, ¢) # 0. En prenant W(0) =
(Bj.o1 + Bjok)// | Bik|? + | Bu|?, nous avons u(t) =0, w = —\ et

A =2k) (A=)

U(t)=e""2 'Bipte T "By

Donc Pensemble Q-limite contient (e’ Bj,¢; — e "B}k acio.2n]-

Ainsi, la preuve de la premiere partie de la proposition (2) est finie.

Essayons maintenant de montrer que ¢ est localement exponentiellement stable lorsque
Hy satisfait 'hypothese de non-dégénérescence par rapport a A et que £ = R¢. Nous
montrons que le systeme linéarisé en boucle fermée est asymptotiquement stable. Cela
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implique directement que I’état d’équilibre ¢ est localement exponentiellement stable. Pre-
nons V(t) = ¢+ AU(t) avec AV petit. En considérant les termes dont 1'ordre est inférieur
ou égal a deux, nous avons

i%A\II = (Hy — M)AV — aS((H1 AV, ¢))H ¢ — bS((AW, ¢)) o

et R({(AP, ¢)) = 0 (définition de 'espace tangent au point ¢ a la sphere S**~1). Prenons
W(AT) = 3 (AT, AU). Un calcul simple montre que dW/dt < 0. Ainsi E = R¢ implique
que l'ensemble invariant de LaSalle pour le systeme linéarisé est réduit a AV = 0 sur
I'espace tangent au point ¢ & S?*~1,

Le résultat —¢ instable provient du fait que la fonction V sur la sphére S?*~! prend
son maximum seulement en ¥ = —¢. Donc si ¥y # —¢, W(t) doit forcément converger vers
l'autre point de ’ensemble Q-limite qui est ¢. Alors lim;_, ., ¥(t) = ¢; I’équilibre —¢ est
instable, la région attractive de ¢ est bien S**~1\ {—¢}.

Finalement, nous allons montrer que Hy non-dégénéré par rapport a A et £ = R¢ est
équivalent a la controlabilité du systeme linéarisé autour de ¢.

Prenons U(t) = ¢+ AU(t) avec R((AV, ¢)) =0, u = Au et w = —A+Aw avec AV, Ay
et Aw petits. Alors, en considérant les termes dont I'ordre est inférieur ou égal a deux, (2.1)
s’écrit
z‘%A\I/ = (Hy — M)AV + AuH, ¢ + Awo.

Prenons (¢4, ..., ¢,,) une base propre orthonormée de Hy associée a (A1, ..., \,) avec ¢ = ¢
et A\; = \. Supposons de plus que (21, ..., z,) € C" représente les coordonnés de AV dans
cette base. Donc : R(z1) =0 et

d
E (0(21)) = —-Aw — BllAU
d
Z.EZQ = ()\2 — )\1)22 + BlgAu

zizn = (A — M)zn + BinAu
dt
ot B;; = (¢i| Hy |¢;). La controlabilité est alors équivalente au fait que By; # 0 et |\, — ;| #
|A; — A1| pour i # j (utiliser, par exemple, le critere de Kalman). Cela est clairement
équivalent a Hy non-dégénéré par rapport a A et £/ = R¢.
Le lemme suivant sera utile pour la preuve du Théoreme 2.

Lemme 1. Considérons (2.1). Prenons ¢ € S**~! un vecteur propre de Hy associé a la
valeur propre X. Supposons Hy non-dégénéré par rapport a \ et que ’espace vectoriel défini
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au Théoréme |1 coincide avec R¢p. Prenons 6 € R et considérons le systeme boucle fermée
suivant (a,b>0)
4V = (Ho+uH; +w)¥
(1) u = —aS((HV,eMg))
w = =S, Mp))

Alors pour tout n > 0 et € > 0, il existe T > 0, tel que pour tout 6 € R et ¥ € C»
satisfaisant || W0 —exp(i0)p| < 2—n, nous avons Vt > T, mingep 2q || ¥(t) —exp(ia)g|| < ¢
ou W est la solution de (T) avec ¥(0) = WO,

Remarquons que T est indépendant de 6 : ce point sera crucial pour la preuve du
Théoreme 2. La preuve détaillée de ce lemme est laissée aux lecteurs. Elle est fondée sur
les arguments suivants :

~ Aun déplacement pres de —\ sur w et Hp, et en multipliant ¥ par e~
supposer que A = 0 et § = 0. Le feedback (2.4) réapparait.

— || — @]|? est une fonction de Lyapounov qui prend sa valeur maximum, 2, seulement
en ¥ = —¢.

— U évolue sur I'ensemble compact S?"~1. Grace a la proposition (2) du Théoréme 1,
nous savons que 'ensemble Q-limite de (Y) se réduit a deux points d’équilibres
{—¢,¢}. ¢ est exponentiellement stable et sa région attractive est S**~1\ {—¢}.

— Le temps parcouru par W(t) avant d’entrer dans la sphere de centre ¢ et de rayon e
est une fonction continue de ¥(0) € S*"~1\ {—¢}. Cette fonction admet un maximum
sur tout sous-ensemble compact de S**~1 \ {—¢}.

w, on peut

2.1.5 Suivi de trajectoires pour les références adiabatiques

Le but de cette sous-section est de montrer le théoreme suivant, dont les simulations
de la Figure 2.3 sont des illustrations.

Théoréme 2. Considérons (2.1) et Uapplication analytique u +— (¢, \*) ou ¢ est un
vecteur propre de Hy + uH, de longueur 1 associé a la valeur propre \*. Prenons aussi
une fonction réguliere f :[0,1] — [0,1] telle que f(0) = f(1) = 0. Pour T' > 0, notons par
[0,T] 2t V.(t) la trajectoire de référence, solution de

Z%\IJT = (HO + ur(t)Hl)\Ifr
(=) v, (0) = ¢°
ur(t) = f(t/T).
et par [0,T] > t — U(t) la trajectoire du systéme en boucle fermée (voir (2.3), a,b > 0
constants)

4V = (Hy+u(t)H +w)¥
T(0) = ¢
(2) u = wu(t) —aS{(HT,T,))
w = _b%“\l/)qu»
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Supposons qu’il eriste 5 €]0, 1[ tel que le systeme linéarisé de (2.1) autour de l'état sta-
tionnaire ¥ = ¢", u = f(5) = u,(5T) et w = —A\" est contrilable.

Alors pour tout n > 0 et € > 0 il existe T > 0, tel que pour tout ¥° € S~ qvec
W0 — ¢°|| < 2 —n, nous avons

VI >T, min ||U(T)—e“¢’| <e.
a€l0,27]

L’existence de I'application analytique u +— (¢", A") est assurée par le résultat classique
de la théorie de perturbation pour les opérateurs auto-adjoints de dimension finie ([64] page
121), que nous exposons ici :

Lemme 2. Considérons les matrices n x n, Hy et Hy Hermitiennes a coefficients dans C
et définissons
H(u) := Hy + uH,.

Pour tout v € R, il existe une base orthonormée (¢}L)j€{1,_“7n} de C™ constituée des vec-
teurs propres de H(u). Ces vecteurs propres orthonormés peuvent étre choisis comme des
fonctions analytiques de u € R.

Pour le cas de la Figure 2.3, il est alors clair que le vecteur propre ¢° = (1,0,0) de
H, appartient a une telle branche. De plus, des calculs numériques simples indiquent que
pour @ = 0.1, le systeme linéarisé autour de ¢% est controlable. Comme ¢° est défini & une
multiplication par e preés, § € [0,27], on peut toujours choisir ¢° tel que |0 — ¢°|| < 1.
Dong, toutes les conditions du Théoreme 2| sont vérifiées et nous pouvons ajuster I'erreur
finale en choisissant T' suffisamment grand. On observe que le temps T requis pour atteindre
une erreur finale inférieure a € croit en —kloge (k constant), lorsque € > 0 tend vers 0.
Un tel comportement peut étre interprété comme une sorte de convergence exponentielle
(voir, par exemple, [85]).

La preuve du Théoreme 2 est fondée sur le théoreme adiabatique suivant (voir [59] pour
une présentation détaillée de différentes versions du théoreme adiabatique).

Théoréme 3. Considérons la solution [0,T] 3t — W,.(t) de (X,). Alors pour tout € > 0,
il existe T, > 0 tel que pour tout T > T,
Vt€[0,T], min [|U,(t) — V|| <e.
a€l0,2n]

La suite de cette sous-section est consacrée a la démonstration du Théoreme 2.

Démonstration du Théoréeme |2 : .

Prenons 7 > 0, 7 > 0 et T > 0. Notons par R © ¢ — ¥(¢) la solution du systeme en
boucle fermée suivant

gV = (Ho+aH, + @)V
3 U(sT) = W(sT)
(Z) i = U— a%(<H1\i/, ei(é—(t—gT)Aﬂ)¢a>)
& = _bg(<¢,7ei(é—(t—gT)Aﬁ)¢u>>



2.1. CONTROLE LYAPOUNOV 45

ot Pangle 0 € [0,27] est tel que

1%, (5T) — ¢”¢"|| = min 19 (5T) = ¢

a€l0,27

Le Théoreme adiabatique 3 implique I'existence de T, > 0 tel que pour tout 7' > T, :

Vte[0,7T], min |¥,(t)—e® Wugg. (2.12)

a€0,27]
Comme ||V — W, || est une fonction décroissante du temps, nous avons
[W(5T) = W, (sT)[| < [[W(0) = ¥ (0)] <2 =1
Mais pour T > Ty, || 0,.(5T) — e¢%|| < n/2. Donc pour T > T,
[ (5T) — "] < [ O(5T) — W, (ST)|| + |9, (5T) — ”o"|| < 2 — /2.
Le Lemme 1! appliqué a (f]), assure 'existence d’un Tj > 0 tel que

Vt>T,, min |37 +1t) —ep?| <

a€l0,27]

(2.13)

Lol m

On peut toujours choisir T, suffisamment grand, tel que pour tout 7' > T,, sT + 1T, < T,
5 < 1 et T, est indépendant de T" > T,. Ce dernier point est crucial pour la suite : il
résulte de I'invariance par rapport a une translation temporelle du Lemme 1/ et également
de I'indépendance de T}, par rapport a @ qui dépend & priori de 7.

Comparons maintenant les solutions de (X) et (X) pour t € [57,5T + Tp]. Les deux
systemes prennent les mémes valeurs initiales a 'instant ¢ = 57'. Les deux sont en boucle
fermée (la dynamique (2.1) avec le feedback (2.3))). Seules les trajectoires de référence sont
différentes : t — W,(t) pour (X) et t — /@0 g@ pour (X). Montrons maintenant
que

lim ( sup || W.(t) — (0= (t=5T)x qb“||> (2.14)
T—00 \ te[sT,5T+T))

Pour T' grand et sur Uintervalle [ST, 5T + Ty, ces deux trajectoires de référence satisfont
presque les mémes équations différentielles (2.1) avec presque les mémes conditions ini-
tiales & l'instant ¢ = T : maxXye(sr7y+57) |ur(t) — @l et |V, (5T) — e?¢”| tendent vers 0
lorsque T tend vers +00. Comme la longueur de l'intervalle Tj, ne dépend pas de T', en uti-
lisant des arguments standards de continuité, nous avons la relation (2.14)). Pour la méme
raison, (2.14) implique pour (X) et () :

lim ( sup ||\I/(t)—\f/(t)\|> = 0. (2.15)

T—00 \ te[sT,5T+T})
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1 existe donc un T > T, tel que pour tout 7 > T, nous avons via (2.14) et (2.15) :

[

IWGT+T) - UET+T) <5 et 0T +T) - @67 < %

Comme

| (ST +Ty) — V. (5T + Tp)|| <
1W(5T + Ty) = U(ST + Ti)l| + U (ST + Ty) — TN 4 | T26" — 0, (sT + 1)

nous avons, pour 7 > T : ||U(5T + Tp) — ¥, (5T + Tp)|| < e. Finalement |¥ — W, || est
une fonction décroissante du temps et cela conclut la démonstration du théoreme : pour
T>T,

|9(T) = W, ()| < |W(ET +Ty) — W,(5T + 1) < e

car ST+ T, <T.

Il convient de se demander quand I'hypothese clé du Théoreme 2l est vérifiée. Supposons
que (2.1) est controlable. Peut-on toujours trouver un @ € R tel que le systéme linéarisé
autour de Hy + uH; est controlable? Tous les exemples que nous avons testés, justifient

cette conjecture. Est-elle vraie pour toute équation de Schrodinger controlable de dimension
finie ?

2.2 Suivi de trajectoires

Dans cette courte section, nous proposons une généralisation de la Proposition (2) du
Théoreme (1)), au cas d'une trajectoire de référence analytique arbitraire. On commence
par écrire la dynamique complexe, comme une dynamique réelle dans R?".

Prenons

U= (R, 3WNT, T, = (R(Y,), (V)7

ER DR ) IS )

Les matrices réelles Gy, G et G sont anti-symétriques. La dynamique en boucle fermée (2.1))
avec (2.3), s’écrit :

&‘lg_‘

t

U = (Go+uGy+wG,y)¥
U = U —a (Gl\fl, \TJT>
w = w,—0b <G2\i, \TIT)R

(2.16)

R2n

2n
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Ici (., .)gen désigne le produit scalaire dans R?". Prenons

A(t) Goj- ur<t>G1 + wr(t)Gg
bi(t) = Gi¥n(1) (2.17)
ba(t) = GLU.(t)
B(t) = (bi(t),ba(t))-
Alors le systeme linéarisé autour de la trajectoire de référence (\ir, Uy, wy) s'écrit
d —~ —
ECN[ = A(t)0W + du by(t) + dw by(t) (2.18)

olt 6V évolue sur I’espace tangent au point U ala sphere St 5 (t) est un élément de

T21(t) = {v € R | (u, i’fr(t)) — 0},

R2n

Les fonctions du temps u, et w, étant analytiques, les fonctions W, (¢), A(t), by (t) et by(t)
le sont aussi. Donc, a l'aide du critere de Kalman généralisé pour les systemes linéaires
dépendants du temps [117], la controlabilité de (2.18) est équivalente a la relation :

span (Image ({A(t) — d%}l B(t)) (1€ N) = T (¢). (2.19)

Comme la dépendance par rapport au temps ¢ est analytique, la controlabilité du systeme
tangent autour du temps t, est équivalente a la controlabilité autour de tout temps t.

Théoréme 4. Considérons (2.16) ou

[0,400) Dt +— (V,.(2), u(t),w,)
est une trajectoire de référence adiabatique analytique. Nous avons les deux propositions
sutvantes :

1. Supposons qu’il existe n > 0 tel que

YU (0) € S, avec || U(0) — ¥,.(0)] < 7.

nous avons

lim [[F(t) — B, (t)] = 0.

t——+00

Alors le systéme linéaire tangent (2.18) est contrélable.
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2. Supposons que Vi € N, sup; |u£z) ()] < 400 et sup; |w§i)(t)| < 4o00. Supposons, de

plus, qu’il existe une séquence {tx}72, avec limy_,o ty = 00 telle que limy_, 1o V. (tx)
existe et est égale a ¥ € S~ et telle que Vi € N

. dl’
o (12 )

existe et est égale a B® (A et B sont définies par (2.17) ). Supposons finalement que
[’espace vectoriel engendré par Cf;;go et les images de tous les opérateurs B® coincident
avec R?™. Alors

VE(0) €SN (<8}, Tim [ 8(1) ~ B, (1) = 0.

Les hypotheses de la Proposition (2) sont assez techniques mais nous ne voyons pas
de simplification pour l'instant. La controlabilité du systeme linéaire tangent autour de
chaque temps ¢ > 0, sans hypotheses sur le comportement asymptotique lorsque t — oo, ne
donne pas la convergence de W vers W,.. De plus, le principe d’invariance de LaSalle devient
problématique lorsque la dépendance par rapport au temps n’est pas quasi-périodique. Ces
hypotheses peuvent étre interprétées comme une controlabilité asymptotique du systeme
linéaire tangent (2.18) lorsque ¢ — +o00.

Notez que quand la trajectoire analytique de référence (EIT, Uy, wy) est quasi-périodique,
la controlabilité de (2.18) implique toutes les hypotheses de la Proposition (2).

La preuve du Théoreme (4) est fondée sur une application itérative du Lemme de Bar-
balat :

Toute fonction uniformément continue f : [0, +00) — R telle que la limite lim;_, ;o f(f f(s)ds
existe, converge nécessairement vers 0 quand ¢ — +o0.

Démonstration du Théoreme 4| :

Considérons la Proposition (1) et supposons que le systeme linéaire tangent n’est pas
controlable. Prenons ty > 0. Alors, il existe v € S**~! orthogonal & \Tfr(to) tel que

BL,v=0
. T
: d\'
Vi € N, ((A——) B) v =0.
dt
t=to

Pour tout 7 > 0, la solution ® € §"~! de

d ~ ~
%Cb = (GO + UrGl + wr)(I)

avec la condition initiale (¥, (to) + nv)/+/1+ 72 & Uinstant ¢ = to, correspond & une tra-
jectoire en boucle fermée. Les applications

t— (GIEI;,\TIT>R , et t— <G2&>,‘ir)

2n

R2n
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sont analytiques et toutes leurs dérivées a ¢t = {y s’annulent. Alors elles sont identiquement
nulles : le controle en boucle fermée u coincide avec u, et w avec w,. Comme ||® — W, || est
toujours égal a 7, ce qui n’est pas compatible avec I'hypothese de la Proposition (1) du
théoreme.

Montrons maintenant la Proposition (2). Prenons

A0 = (GYO.80) . RO = (G, T,0)

R2n

R2n ’

Comme u,, w, et toutes leurs dérivées sont bornées, ¢t — W,(t) et t — W(t) et toutes
leurs dérivées par rapport au temps sont bornées pour ¢ € [0, 00). Donc toutes les dérivées
de fi et de f; sont uniformément continues sur [0, c0) ainsi qu'uniformément bornées. La
fonction de Lyapounov V' est définie positive et décroissante le long de la trajectoire \Tl(t) :

d
i —a(fi(t))* = b(f2(t))*.

Prenons i = 1 ou 2. Suite au Lemme de Barbalat, f;(t) converge vers 0 lorsque ¢ tend vers
+oo. Comme f;(t) = f;(0) + fot fi et que f; uniformément continue, f; tend vers 0. Par
récurrence toutes les dérivées de f; convergent vers 0. Un calcul standard donne alors

weN Y= (Z\Tf, (% — A”‘lbi))

R2n

ol AV = — \Tlr. Donc pour tout v € N

Jim (Z\Tf(t), ({% - A} - bi> (t)) = 0. (2.20)

Supposons que AV ne converge pas vers 0. Comme ||K\I// ||(t) est une fonction décroissante
du temps cela implique D'existence d’une constante a > 0 telle que |[AW||(t) > a pour
tout ¢t > 0. Prenons, maintenant, la suite {¢;} : AV (t) est bornée dans R?". Alors on peut
extraire une sous-suite de {t;} (qu’on notera toujours {¢;}3°, pour simplifier les notations)
telle que AW(¢;) converge vers AT lorsque k — 0o. Nous avons H/A\\f/OOH > .

Passant a la limite pour (2.20)), nous obtenons :

BPAU =0 VreN.

La derniere hypothese de la proposition (2) implique alors que AT est co-linéaire & \Iffo,
car I'image de chaque B:° est orthogonal a U*. Il existe alors 3 € R telle que AV = U,

Prenons _ _

k—o00
Alors U>® = (1+ 6)\11,?0. Comme W™ et \Tlﬁo appartiennent a S?*~!, nécessairement 3 = 0
ou bien = —2. Le cas f = —2 est impossible car |V — ¥, |;=o < 2. Donc 3 = 0 et nous
avons une contradiction. [
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2.3 Modeles de la chimie quantique

Cette section est consacrée aux applications de la méthode présentée dans la Section 2.1
a des modeles de la chimie quantique. Nous allons adapter cette méthode au probleme
de controle sous sa forme la plus considérée par les chimistes. Ensuite, nous verrons via
des simulations comment cette méthode a des petites modifications pres nous permet de
résoudre des problemes considérés difficiles par les chimistes. Nous allons en méme temps
expliquer via des arguments formels pourquoi ces méthodes sont plus efficaces que certaines
autres. Finalement, nous améliorerons le résultat grace a une utilisation conjointe de cette
méthode et des méthodes itératives de controle optimal.

2.3.1 Probleme de controle et méthode de Lyapounov

Le systeme que nous considérons obéit a I’équation de Schrodinger

. d
ZE\IJ = [HO — ILLE(t)]\I], \I/’t:() = ‘IJO (221)

ol Vg est I’état initial, Hy est 'Hamiltonien interne, u est le moment dipolaire du systeme
et €(t) est l'intensité du champ externe. Notre objectif est de maximiser la valeur moyenne
d’un opérateur O. Nous allons conserver le langage des fonctions d’onde dans cette section,
mais on aurait pu exprimer également tous les calculs dans le formalisme de la matrice
densité.

Ce probleme a été traité sous une forme générale dans la référence [31], ot I'objectif
est de piloter la trajectoire pour que la valeur moyenne de O suive un chemin préétabli
S(t) : (U(t)|O|¥(t)) = S(t). Cette approche, appelée "tracking” par les chimistes, a été
aussi étudiée dans les références [51]et [81]. Elle consiste & obtenir des champs de controles
a partir de I"équation d’évolution de S(t). Un défaut typique de ce genre de méthodes est
que 'on rencontre souvent des singularités dans le processus d’inversion. Les singularités
sont classifiées et étudiées dans les références [106] et [108]. Une méthode pour étudier ces
singularités est présentée dans [108].

Une approche similaire a été introduite dans [122] : elle est fondée sur I'application des
méthodes d’optimisation, locales en temps, pour les systemes linéaires autonomes .

Finalement, dans les références [67] et [121], une approche originale fondée sur des
techniques de Lyapounov a été introduite. La méthode consiste a utiliser un indice de
performance y(t) qui traduit la propriété physique désirée :

y(t) =y <<01(t)>,..., <ON(t)>) . (2.22)

Ici, <O](t)> pour j € {1,2,..., N} est la valeur moyenne de 'observable physique donné

par 'opérateur Hermitien Oj () qui évolue selon ’équation de mouvement,

d

—0;(t) = i[0;, Hol. (2.23)
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Le champ de controle est alors choisi pour assurer la croissance de I'indice de performance
y(t). Un simple calcul montre que

Tout feedback de la forme

N

- B dy(t) = ;
() =K |t=3 72 [0,0) ([050), /i)

ou K(t,s) =R x R — R est une fonction réguliere telle que
sK(t,s) > 0Vs € R K(t,s)=0&s=0

assure dy/dt > 0. Dans le cas particulier ot y(¢) est la valeur moyenne de l'opérateur de
projection |¢) (¢| sur un état propre ¢ de ’Hamiltonien interne, cela est équivalent a choisir
un feedback de la forme

e(t) = K, S((n¥, ¢) (¢, ¥))). (2.24)
Comme nous allons voir avec ’analyse formelle et comme le montrent les simulations de la
sous-section suivante, ce controle de Lyapounov prend seulement en compte les transitions
de premier ordre. C’est I'analogue du résultat du Théoreme [1/ de la Section 2.1. Dans le
cas ou tous les états propres de Hy sont couplés via le moment dipolaire u, ce champ
de controle est efficace. Cependant il est impuissant a amener le systeme a son état cible
lorsque certains états ne sont pas couplés directement et qu’il existe des transitions d’ordre
plus élevé. En fait, comme on I’a vu dans la Section 2.1 les trajectoires convergent vers
un sous-espace de dimension supérieure a 1. Des simulations numériques corroborant ce
résultat sont présentées dans la sous-section suivante.

Dans la Section 2.1, pour améliorer ce résultat de convergence nous avons considéré une
trajectoire de référence adiabatique. Ici, nous présentons une autre approche, a titre d’illus-
tration, qui prend en compte les transitions multi-photoniques. Dans un premier temps
nous utilisons la formulation générale de la théorie du controle cohérent local. Ensuite
nous donnerons quelques simulations pour le cas particulier de 'opérateur de projection.
Notre procédure identifie automatiquement les parcours multi-photoniques nécessaires au
systeme pour atteindre la cible.

Meéme si les opérateurs Oj ne sont pas des constantes du temps, ils sont des invariants
du systeme libre sans controle [79]. L’idée est de définir des opérateurs de référence dont
la dépendance par rapport au systeme libre n’est pas stationnaire et qui deviennent égaux
aux opérateurs désirés O; apres un temps 7' suffisamment grand. L’analyse formelle montre
comment 'application des trajectoires de référence non-stationnaires permet de prendre
en compte les transitions de degré plus élevé.
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Prenons les observables Oj(t) dont la dépendance par rapport au temps est donnée par
I’équation de mouvement suivante :

Wi~ 310, Ho— 0, O,t=T) =0, (225)

ou f(t) est un champ de référence, non identiquement nul, et tel que f(¢) = 0 pour tout
t > T. En dérivant formellement de ’équation (2.22)), nous obtenons

ay & oy A00) X oy ;
a3 o) a0 HO>Y (0,0) ([0s0) ).

j=1 0 j=1 0

Donc, tout feedback de la forme

(1) = £(t) + K tfj% (105(0).])

ou K(t,s) vérifie les conditions citées plus haut, fait croitre la valeur de I'indice de perfor-
mance y(t).

Considérons maintenant le cas ou l'indice de performance est la valeur moyenne dun
observable physique. Nous prenons

ot O(t) vérifie 'équation (2.25) avec la condition finale O(t = T) = O;. Une question
importante est la suivante : quand est-ce que le systeme s’arréte avant d’atteindre la valeur
maximale de I'indice de performance ?

Dans la Section 2.2, nous avons analysé la convergence pour le cas ou l'observable
physique correspond a un opérateur de projection sur un état propre de Hy. Ici, nous re-
donnons d’une fagon tres formelle les mémes arguments pour le cas général d’un observable
physique mais dont la trajectoire de référence est stationnaire (f(¢) = 0).

Formellement la valeur moyenne <O> arréte sa croissance, quand le champ de controle

devient uniformément égal au champ de référence f(t) = 0. Cela arrive si et seulement si
€(t) et toutes ses dérivées sont nuls :

- H ~ H
<[O,ad’/j/i70}> = (V]| [O,adﬁ/iTO} W)y=0 Vk=0,1,2,... (2.26)

Ici, ad(Y) est la notation pour les commutateurs itératifs

ady(Y) =2 ady(Y) = [Y,ady " (Y)] pour m > .
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En fait e = 0 implique <O, w/ z> = 0. En général, nous pouvons montrer que

& s H ,
i (—1) <[O,adi/1.70]> pour j =0,1,2,... (2.27)

Dans ce but, supposons que ’équation (2.27) est satisfaite pour j < k. Ensuite,

dk+1 kd _ kHO
e = [0 7))
O

[d ~ H,
+(-1) <_dt0’ad7 - ]>

= (_1)k O7adﬁ__~ y T - (_]‘)k< [07@} 7ad]f‘ﬂ:|>
L 1 1 L

=0 (|0t 5| B ) o e (]| 0] ot T2
9 7 7 L

o (]

ou nous avons utilisé I'identité de Jacobi pour les crochets de Lie.
Nous écrivons le systeme dans la base propre correspondant a la matrice Hermitienne
Hy. Donc, Hy est diagonale, Hy = diag(A1, .., A,) et pour tout k& > 1

k+1
“dﬁ/i% = G) [N = ) . (2.28)
En utilisant (2.27), 'équation (2.26) devient

D> = N (U0 + U0 — 0,0, — 0,,) =0 Yk €{0,2,4,..}

> (= A i (U0 — U@, + @0, — B;9,) =0 Vk € {1,3,5,.} (2.29)
ott ® = OW. Alors sous 'hypothese [130]

A1l H, n’admet pas de transitions dégénérées, i.e., \; — \; # A\, — Ay, pour (4,7) # (a,b);
I'équation (2.29) devient

Donc, si
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A2 pour tout i # j € {1,2,..., N}, le coefficient p;; ne s’annule pas (u;; # 0);
alors ® doit étre proportionnel a ¥ : U doit étre un état propre de 1’observable physique
O. Sous les hypothéses A1 et A2, I'algorithme arréte de converger vers la valeur maximale
de la valeur moyenne de O seulement sur les états propres de Uopérateur O. Cependant,
comme seul I’état propre associé a la valeur propre maximale est stable, le systeme ne peut
s’arréter que sur cet état propre. Dans le langage de la matrice densité, la méme analyse
montre que les points d’arrét commutent nécessairement avec 1'observable O.
Considérons maintenant, le cas ou 'hypothese A2 n’est pas satisfaite. Cela se traduit
par le fait que certains états propres de Hy ne sont pas couplés via des transitions simples
mono-photoniques. Cette situation se produit pour plusieurs molécules controlables. Nous
verrons que dans ce cas-la I'algorithme avec le champ de référence f = 0, ne permet pas

d’atteindre la valeur maximale de <O> Le fait d’ajouter un champ de référence non-

nul, perturbe d’une certaine facon I’'Hamiltonien libre du systeme et donc, en général,
les hypotheses A1l et A2 seront satisfaites. Pour avoir des perturbations efficaces dans le
régime des champs faibles, on doit choisir un champ de référence résonnant. Dans le régime
des champs forts, ceci n’est pas nécessaire.

Dans la suite de cette section et pour les simulations, nous allons nous restreindre au
cas ot Pobservable O correspond & la projection sur un état propre |¢) d’énergie A de Hy (le
cas étudié dans les section précédentes). L’opérateur O est donc l'opérateur de projection
|p) (¢|. Alors en utilisant la trajectoire de référence

PO = (Hy— ), W(T) =0, (2.31)
et la méthode de Lyapounov pour avoir un indice de performance | (¥U(t), ,.(¢)) |* croissant,
nous obtenons le feedback suivant :

e(t) = f(t) + K(t, S((ul, ,) (T,, T))). (2.32)

Les simulations numériques de la sous-section suivante montrent comment ’application
d’un champ de référence non-nul enleve la dégénérescence quand 'une au moins des hy-
potheses n’est pas vérifiée.

2.3.2 Simulations numériques

Considérons le systéme a cing états (déja étudié dans la littérature [109, 126, 130]) ou
I’Hamiltonien Hj et le moment dipolaire p sont donnés par

10 0 0 0 0 00011
0 12 0 0 0 00011

Hy=|0 0 13 0 0 p=1000 11 (2.33)
0 0 0 20 0 11100
0 0 0 0 215 11100
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Ce systeme est controlable : l'algebre de Lie engendrée par Hy/i et p/i est w(5) [109)].
Supposons que le but du controle est de ramener la fonction d’onde du systeme sur le
premier état propre ¢ = (1,0,0,0,0)7 de Hy correspondant a 1'énergie 1. En utilisant
Popérateur stationnaire de projection sur le premier état propre O(t) = |¢) (¢|, nous avons
le champ de controle suivant :

e(t) = K, S((u¥, ) (9, ¥))) = K(t, S(V1(V5(t) + V5(1))))- (2.34)

Supposons que 1’état initial est une combinaison linéaire de trois premiers états propres
correspondant aux énergies 1, 1.2 et 1.3. Bien évidemment, pour un tel état initial, le
champ de controle trouvé par la méthode de Lyapounov s’annule et 1’état du systeme ne
converge pas vers 1'état cible désiré. Méme si les populations des états propres ¢4 et ¢5 (qui
sont en transitions directes avec ¢) ne sont pas nulles dans ’état initial, la trajectoire du
systeéme ne converge que vers l’espace propre engendré par ¢;, ¢ et ¢3 (ce qui correspond
a la variété d’équilibre du systeme). Les simulations de la Figure (2.4) illustrent ce fait.
L’état initial est 1/v/3(1,0,1,1,0) et la fonction K(t,s) est simplement

K(t,s) =o(t)s

avec o(t) une enveloppe Gaussienne centrée autour de 7'/2 = 250. Pour résoudre I’équation
de Schrodinger entre ¢ et ¢ + dt, nous calculons simplement le propagateur exp(i(Hy —
e(t)p)dt).

La fonction d’onde du systeme ¥ arréte de converger vers ’état cible ¢; apres avoir
atteint une population de 60%. Remarquez que ’algorithme avec le champ de référence nul
force le champ de controle €(t) a étre zéro a partir du temps ¢ = 300. En effet le feedback
S(pW, @) (¢, )) tend vers 0 indépendamment du choix de K(t,s) = o(t)s. En fait, a
t = 300, o(t) prend une valeur proche de son maximum. On remarque le méme genre de
comportement pour d’autres choix de K(t,s). De plus, si on augmente le temps total de
simulation 7', la molécule sera encore ”piégée” dans le méme état. Dans la référence [121],
une méthode a été proposée pour accélérer la convergence vers 1’état cible. Elle consiste a
définir un indice de performance de la forme

y(t) =Y i (P) (2.35)

ou P; = |¢;) (¢;] est 'opérateur de projection sur le 7’ieme état propre de I’'Hamiltonien libre
et «ay est choisi plus grand que les autres coefficients. Ce changement rend la convergence
plus efficace lorsque l'interaction entre les états est faible. Mais, en général, la méthode
admet le méme défaut qu’auparavant, ce que nous illustrons a l'aide d’une autre simu-
lation. Prenons la méme condition initiale ¥y = 1/v/3(1,0,1,1,0). En utilisant alors les
proportions (o, g, as, ay, a5) = (10,1,1,1,7), on obtient le résultat de la Figure 2.5, qui
ressemble beaucoup au résultat de la simulation précédente. Nous avons utilisé de plus le
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(b) control field
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(a) populations

T T T
- population of the 1st eigenstate
— - 2nd eigenstate

3rd eigenstate
—— 4th eigenstate u
— - 5th eigenstate H
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time
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0.01- 7
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-0.01- q
~0.02 I I I I I
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time

F1G. 2.4 — (a) : le carré de la norme de la projection de la trajectoire du systeme W(t) avec

un feedback de la forme (2.34) sur les différents états propres du systeme i.e. | (¥(¢), ¢;)

1

(b) : le champ de controle trouvé par (2.34) ou K(t,s) = o(t)s avec o(t) = 1/4exp(—.1le —
3(t —T/2)?) (Systeme a 5 états (2.33)).

(b) control field

-

T T T
+ population of the 1st eigenstate
08 — - 2nd eigenstate
. 3rd eigenstate
2 —— 4th eigenstate
% 0.6 — - 5th eigenstate
>
5
2 0.4
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0 I I h I I I I I I
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F1c. 2.5 — (a) : le carré de la norme de la projection de la trajectoire du systeme W(t)
utilisant I'indice de performance (2.35)), sur les différents états propres; (b) : le champ de

controle (systeme a 5 états (2.33)).
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Fic. 2.6 — (a) : le carré de la norme de la projection de la trajectoire de référence
U,.(t) solution de (2.31); (b) : le carré de la norme de la projection de la trajectoire
du systeme W(t) utilisant le feedback (2.32), sur les différents états propres du systeme;
(c) : le champ de controle retrouvé par (2.32) ou f(t) = o(t)sin(t) et K(t,s) = o(t)s avec
o(t) = .0lexp(—.1le — 4(t — T'/2)?) (systeme a 5 états (2.33)).

méme feedback K (¢, s). Maintenant, considérons un champ de référence non-nul f(¢). Les
simulations de la Figure 2.6/ correspondent a f(t) = o(t)sin(t), ou o(t) est une enveloppe
Caussienne centrée autour de t = T'/2 = 1000. L’état initial est encore 1/4/3(1,0,1,1,0) et
le feedback est donné par K (¢, s) = o(t)s. Le champ de controle s’annule & partir du temps
t = 900, ce qui n’est pas di a la forme spéciale de K (¢, s) : mais au fait que le feedback
converge vers 0 et que la molécule est piégée.

Une autre situation posant des problemes pour le cas d'un champ de référence station-
naire, est le cas ou Hy admet un spectre dégénéré. Nous considérons ici un systeme a 4
états [52, 101), 102, 130] (voir aussi la référence [110]- page 152)

0 0 0 0 0 1 1 -1
0 .004556 0 0 1 01 1

Ho = 0 0 0.095683 0 =11 10 o (2.36)
0 0 0 0.095683 -1 1 0 0

L’état cible est (0,0,0,1) dans I’espace propre correspondant & la valeur propre double
0.095683. La Figure 2.7 montre des résultats de simulation ou la trajectoire de référence
est donnée par la fonction f = o(t)(sin(wit) + sin(wst)), avec o une enveloppe Gaussienne
centrée autour de T/2 = 1.5e + 5 et w; et wy les fréquences de transition. L’état initial
est Wg =1/2(1,1,1,1), et le terme de feedback est donné par K(t,s) = 100(t)s. Les deux
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F1G. 2.7 - (a) : le carré de la norme de la projection de la trajectoire de référence U,.(t)
solution de (2.31); (b) : le carré de la norme de la projection de la trajectoire du systeme
U (t) utilisant le feedback (2.32), sur les différents états propres du systeme; (c) : le champ
de controle trouvé par (2.32) ou f(t) = o(t)(sin(wit) +sin(wqt)) et K(t,s) = 10 o(t)s avec
w1 = 095683, wy = .095683 — .004556 et o(t) = .1e — 3exp(—.3e — 9(t — T'/2)?) (systeme
a 4 états (2.30)).

systemes considérés ici, sont des systemes typiques de dimension finie déja présentés dans
la littérature. Le temps de convergence et 'intensité du champ trouvés par la méthode de
Lyapounov sont cohérents avec les valeurs trouvées par d’autres algorithmes.

Remarquez qu’exactement la méme méthode peut étre utilisée dans les situations ou
le spectre est continu et ou alors le systeme est de dimension infinie. Dans ce cas-la, les
simulations numériques peuvent étre réalisées, a 1’aide d'une méthode de split-opérateur
de troisieme ordre [41]. Toutefois, dans la Section 2.5, nous allons voir qu'une analyse de
convergence dans la configuration de dimension infinie est nettement plus difficile.

2.3.3 Un algorithme monotone

Malheureusement, pour la méthode étudiée dans la sous-section précédente, nous ne
disposons pas d’estimation pour le temps de convergence. Cependant, nous avons observé
que le temps requis pour la convergence de I'algorithme est du méme ordre de grandeur que
celui d’autres méthodes comme par exemple celle du ”tracking” conventionnel ou celle du
controle optimal. Pour une configuration donnée, la méthode ne permet pas d’atteindre un
voisinage particulier de I’état cible a I'instant 7T'. Il existe deux approches pour résoudre ce
probleme. S’il n’y a pas de restriction sur le temps total T, nous pouvons tout simplement
augmenter la valeur de ce temps total de simulation et comme nous avons la convergence
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asymptotique, nous pouvons espérer atteindre n’importe quel voisinage de 1’état cible.
Sinon, nous pouvons utiliser une méthode itérative pour obtenir de meilleurs résultats a
chaque étape. En utilisant la formulation générale de la théorie du controle cohérent avec
un indice de performance, nous obtenons ’algorithme suivant (un algorithme similaire peut
étre écrit dans le langage de la matrice densité) :

1. Prenons un champ de référence arbitraire ¢°)(¢) pour la trajectoire de référence de
différents observables OJ(-O) et utilisons la méthode de Lyapounov pour obtenir un
premier candidat pour le champ de controle €!(¢) et une trajectoire ¥} du systeéme
pour ¢ € [0, 7]

L0 _ {60y — )
dt i j 440 My,

O§0)|t:T = 0; pour  je{l,2,..,N}.

Z‘%\p(l) = H W — e (1)),

(1) = () 1+ K (1~ 3 — D g )] (5O 1), ufi] |10 (1)),

2. A la i’itme étape (i > 1), prenons €?(¢) comme champ de référence et trouvons
des nouvelles trajectoires de référence pour les observables ij(l) passant par O; a
I'instant ¢ = T'. Ensuite, mettons a jour le champ de controle en utilisant la méthode
de Lyapounov. Nous obtenons un nouveau champ de controle eV (¢) et la trajectoire
correspondante W+

d ~ (2 1 A i
£0§> = i[OV, Hy — €9(t) p,

O¥lr=0, pow  jE{L2.N)
i%\p(iﬂ) _ HO\I/(H—I) _ e(”l)(t),ullf(”l),
TD| = 0.
R0
V(1) = () + K(t, — Z ~y—
(i)
o0 m)

Nous pouvons montrer facilement que cet algorithme admet un comportement mono-
tone, i.e.,

(WD) [0V (1), /) [WED (1)),

y ({(CD D) 0; WD TN, >y ({(¥O(T)] 0, [wO(T)} ) Wiz 0. (2.37)
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N
j=1

)

En fait, comme e (¢) est choisi pour avoir une fonction y({ ¥+ (¢ )| (@) (t) [wED(2))
croissante, on doit avoir

y({{(EEED(T) [ OV () [WHD(T)) 1)) > y ({0 (0)] OL(0) [wHD (0)) 1))
= y({{To| O (0) [To) }22) = y({{TN(T)| OL(T) [D(T))}))

o1, pour la derniere égalité, nous avons utilisé le fait que les fonctions d’onde W (#) et les
observables Oj( )(t) évoluent selon le méme couplage ¢ ().

Alors les valeurs (W (t)| OJ(Z) (t) |[¥D(t)) restent constantes. Finalement, O](Z) = 0;, ce
qui implique I'inégalité (2.37).

2.4 Stabilisation sous les hypotheses relaxées

La stabilisation du systeme quantique

z%\If = (Ho + u(t)Hq)V, Ulig = 07, (2.38)
via les techniques de Lyapounov et la convergence de la méthode ont été étudiées dans
la Section 2.1. Nous avons vu qu’un feedback de la forme (2.4) permet de stabiliser le
systeme autour d'un état propre ¢ de I’'Hamiltonien libre Hj si les hypotheses de la pro-
position (2) du Théoreme [I/ sont vérifiées. Ces conditions correspondent a la controlabilité
du systeme linéaire tangent autour de 1’état stationnaire ¢. De plus, nous avons vu dans la
sous-section 2.1.5/qu’en considérant une trajectoire de référence adiabatique nous pouvons
améliorer la situation et considérer le controle approché du systeme quantique. Mais de
toute fagon, cette méthode ne permet pas de stabiliser le systeme autour de 1’état cible ¢.
Le but final de cette section est de traiter le probleme de stabilisation quand les hypotheses
de la sous-section 2.1.4/ ne sont pas vérifiées. Comme nous avons vu par exemple dans la
sous-section 2.1.3 ou dans la Section 2.3, cela peut arriver pour beaucoup de systemes
controlables. Nous allons toutefois supposer que si nous remplacons ’'Hamiltonien libre
par une perturbation constante Hy + uH; et ¢ par ¢; le vecteur propre correspondant,
les hypotheses de la sous-section (2.1.4) vont étre valables. L’idée est alors de définir une
trajectoire de référence ¢. ), ot y(t) est définie d’une facon implicite en utilisant I'état du
systeme W. Le but est de faire converger ¢, lentement vers ¢, et en méme temps d’uti-
liser un terme de feedback inspiré de la Section 2.1, pour stabiliser le systeme le plus vite
possible autour de la trajectoire ¢, (voir la Figure 2.8). Cette stratégie a été introduite
dans [35] pour la stabilisation de 1’équation d’Euler incompressible. Dans [[35], page 1884,
équations (3.47) et (3.48)], c’est ¥V qui joue le role de ¢,.

Dans un premier temps (et pour des raisons techniques), nous changeons la fonction
de Lyapounov introduite dans la Section 2.1/ et nous prenons

V(¥):=1-[(,0)["
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Fic. 2.8 -
Donc d
5V (¥) = —u(t)S(H Y, ) (4, 7). (2.39)
Un terme de feedback de la forme
u(V) = cS((H1Y, ¢) (¢, U)), (2.40)

avec une constante positive ¢, assure dV/dt < 0.

Une analyse de convergence analogue a celle proposée dans la Section 2.1, montre que
sous I’hypothese additionnelle

A1 : La population de I'état propre ¢ dans I’état initial (et donc dans I’état du systeme
a tout moment t) est non-nulle : (¥, ¢) # 0;

la convergence de cette population vers 0 est encore équivalente a la controlabilité du
linéarisé tangent autour de la trajectoire stationnaire.

Remarque 2. Nous n’avons pas besoin d’ajouter le contréle fictif w(t) car la phase globale
de la fonction d’onde V(t) ne sera pas vue par le terme de feedback (2.40).

Remarque 3. En pratique, l’hypothése A1 n’est pas vraiment restrictive. En effet, méme
si la population de [’état propre ¢ est nulle dans [’état initial, il suffit de perturber un peu
le systeme au début, a l’aide de champs sinusoidaux de fréquences résonnantes.

Maintenant, considérons le cas ou le systeme linéaire tangent n’est pas controlable. Les
systemes (2.7), (2.36) et (2.33) représentent un certain nombre de ces systémes qui sont
tous controlables.

Pour v € R, notons (A,,)i<n<n les valeurs propres de l'opérateur Hy + vH;, avec
My <o < Any et (én4)1<n<n les vecteurs propres associés :

(HO + /YHI)an,'y = An,7¢n,7~

Pour simplifier les notations, nous prenons ¢ = ¢, avec un k € {1,2, ..., N}. Ensuite, nous
considérons 1’hypothese
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A2 : Il existe une constante positive v* telle que, pour tout v € (0,v*], nous avons
Ay < ... < Ay, et pour tout entier [ € {1,2,..., N} \ {k}, nous avons (Hi ¢y, ¢1,) 7 0.

L’idée est d’utiliser le fait que le terme de feedback présenté ci-dessus pour un Ha-
miltonien de la forme Hy + vH; et le moment dipolaire Hy, force le systeme a converger
vers

C, = {pre"; 0 € R}

pour tout v € (0,7*] mais pas pour v = 0. Donc, nous faisons converger ~y vers 0. Formel-
lement, la convergence vers C, doit se faire plus rapidement que la convergence de vy vers
0 (Figure 2.8).

Il y a deux cas a considérer :

1. le cas ou I'état cible ¢y, est un état propre isolé de I’Hamiltonien libre Hj : la dimension
de I’espace propre correspondant est 1,

2. le cas dégénéré.

Nous allons considérer ces deux situations séparément.

2.4.1 Etat cible isolé

Nous supposons que le k’ieme espace propre de ’'Hamiltonien libre Hy est de dimension
1 et donc que I'état cible (i.e., le k’'ieme état propre du systeme) est défini sans ambiguité.
Définissons une fonction de Lyapounov

V(0) =1~ (T, drqw) [ (2.41)

ou 'application W — ~(W) est implicitement définie par

Y(T) =6(1 = [ (¥, dprw)) [*) (2.42)

pour une fonction réelle 6 lentement variable.

Notons que sous I'hypothese de non-dégénérescence du k’ieme état propre de Hy +
vH; pour vy dans U'intervalle fermé [0,7*], ¢r~ et Ay~ sont des fonctions analytiques du
parametre vy € [0,7*] [64](Théoreme de Motzkin-Taussky, Page 85). En particulier, nous
pouvons considérer la dérivée de I'application

L (bk,'y
au moins dans U'intervalle [0,~*]. Nous allons noter par

d¢k,7 |
d’}/ Y0
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la dérivée de cette application au point v = vy. En outre, comme la dépendance de ¢y ,

d . .
fl’j{’” est bornée dans [0,v*]. Alors

par rapport a v est analytique,

do x
€ o= max{[| 0 € [0,7°]) < oo

Un calcul simple montre que

d d
00~ 160 ) = 2% ({0,552 ) (00, ) )

En prenant une fonction 6 telle que ||¢’|| est suffisamment petite (la petitesse dépend

seulement de Hy, Hy, k et v*) et comme % est bornée, la fonction

[0.77] 3 a = (1 = [{T, dra) [*)

pour un ¥ € S fixé, sera contractante. Ainsi, pour tout ¥ € S fixé, il existe une unique
constante y(V) € [0,7*] telle que (2.42) est vérifiée.

Montrons alors que S 3 W — (V) € [0,~v*] définit une application dans C*(S; [0,v*]).
Le théoreme des fonctions implicites s’applique ici. Considérons ’application

F(y,9) =7 = 0(1 = [{&, @) %)

Cette application est réguliere par rapport a v et ¢ et, pour un ¢ € S fixé, nous avons

F(y(¥),¢) = 0.

De plus,
d - / dgbk,’}/
%F(% V) =1+20%R (<w, & > <¢k,mw>) :

Cette expression est non-nulle pour 6 tel que ||| est suffisamment petit. Alors, en
utilisant le Théoreme des fonctions implicites et 1'unicité de 1'application ¥ — ~(¥), nous
avons le résultat d’existence suivant :

Lemme 3. Prenons § € C*(R*;[0,~*]) telle que

6(0) =0, 6(s) >0 pour tout s > 0, (2.43)
1 \ * d¢ ) *
10100 < = ot C" =1 max{| =72l v0 € 0,47} (2.44)

Alors, il existe une application unique v € C®(S;[0,~*]) telle que, pour tout ¥ € S,

V() =01 = | (¥, rpwy) |?)  aveec ~(dy) = 0.
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Dans la suite, § € C°(R™,[0,7*]) est fixée et satisfait (2.43) et
16/l < 1/2C™. (2.45)
Prenons ¥ une solution de 1’équation
iV = (Ho + (7(¥) + v(t))Hy) V.

Nous avons
ZV(0(0) = ~20()S(H(E), b1 (e (1))
= —25()R (<\11(t), %m» (Phrs ‘If<t)>) :

Un calcul simple montre que

Y(E) = O (VI{ = 20()S (HL U (2), bk y) {Dry V(1))

o <<\1f 2 (0)) 00 )

st =200) % (w0, 25210} o1 010).

Ainsi, avec (2.45), nous avons

Introduisons

|K(t)] <1/2 pour tout t € [0, +00). (2.46)
Nous avons
(1 + K @)7(t) = =20/ (V)u(@)S((H1 ¥ (1), Pry) (Drys U (1))
et alors
d B o o' (V)
GV O) = 20O HO.010) (00 VOV + Trpeps) (247
En utilisant (2.45), nous avons ||¢’||. < 1/2, ce qui avec (2.46) implique
1—1—%20 pour tout ¢t > 0.

Donc, un feedback de la forme

v(V) = ¢S((H1Y, Grywy) (Prn(w), ¥)) (2.48)

ou ¢ est une constante strictement positive ¢ > 0, assure dV/dt < 0.
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Le systeme en boucle fermée

W = (Ho + (v(¥) + v(0)) Hy) ¥

admet une solution globale dans R car U — ~(¥) et ¥ +— v(¥) sont des fonctions Lipschitz
de U et ||U]| = 1.

Une analyse de convergence de ce systeme en boucle fermée sous certaines hypotheses
convenables est fournie dans la sous-section suivante. Le principe d’invariance de LaSalle
sera utilisé, une fois de plus, pour caractériser I’ensemble w-limite du systeme en boucle
fermée.

2.4.2 Analyse de convergence

Le résultat principal de cette sous-section est le suivant

Théoréme 5. Prenons 6 € C°(R™,[0,~%]) telle que (2.43) et (2.45) sont vérifiées. Sup-
POSONS AUSST qUE

H : [l existe une constante positive v* telle que, pour tout v € (0,v*], nous avons A\ , <
. < ANy et que les valeurs [Ny — Aj| pour j € {1, ..., N} sont deux a deuz différentes. Nous
supposons de plus que pour tout entier l € {1,2,..., N} \ {k}, nous avons (Hy¢y, ¢1) # 0
pour v € (0,7%].

Alors, le systeme en boucle fermée

d
%\IJ = (Ho+u(V)H,) V¥, v(0) = v’ (2.49)
avec le feedback

u() = 5(T) + v(¥)

ot la fonction (V) est donnée par le Lemme |3 et

v(0) = S((HLY, Grn(w)) (On ) V),

ot ¢ est une constante positive, admet une solution globale sur RY.
De plus, si 0 satisfait
(U, dp(woy) # 0 (2.50)

alors la solution converge vers C = {¢re?; 0 € R} au sens suivant

lim dist(V(t),C) =0

t—o00

et U'ensemble {¥y € S;<\Ifo,qbkﬁ(%)> = 0} est une variété invariante instable pour le
systéeme (2.49).
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Démonstration du Théoréeme 5

Comme nous avons vu dans la sous-section précédente, V() est une fonction de Lya-
pounov et utilisant le feedback présenté dans le Théoreme 5, nous avons dV/dt < 0 pour
tout t € RT.

Si <\If0,¢m(\1,0)> = 0, on peut facilement voir que la deuxieme partie du terme de
feedback v s’annule et alors <\If(t), gbk,,(q,(t)» = 0, pour tout ¢ > 0. Ainsi ’ensemble {¥, €
S; <\IIO, gbkﬂ(\yO)> = 0} représente une variété invariante pour le feedback du Théoreme 5.

Supposons maintenant que <\Ifo,gbk77(\1,0)> # 0 et utilisons le principe d’invariance de
LaSalle : les trajectoires du systeme en boucle fermée convergent vers 1’ensemble invariant
le plus grand inclus dans dV/dt = 0.

Nous allons déterminer cet ensemble invariant. Prenons ¥ une solution de (2.49) telle
que dV/dt = 0. Il existe une constante V telle que V(¥) = V. Cela implique que v(¥) est

constante : 7(V) =7 ou 7 = (V). L’équation dV/dt = 0 implique

v(V) = S((H1 Y, $pyw)) (Prcw), ¥)) = 0. (2.51)

Donc la fonction ¥ résout

d
i—V = (Hy+7H,)V.
dt
Il y a deux cas a considérer :
Premier cas : 5 = 0. Nous avons §(V) = 0 et donc utilisant (2.43), V = 0 et

(P, én) | =1,

ce qui termine la preuve du théoreme.
Deuxieme cas : 7 # 0. Nous avons 0 < 7 < ~*. Des calculs similaires & ceux de la
démonstration du Théoreme (1) impliquent

R <<a %(M)w,¢m> (Grr \11>) =0, Vme{0,1,2, .} (2.52)

i 2

Prenons x = (¢x5, ¥) ¥. Nous savons avec (2.50) que (¢r5, ¥) est non-nul pour tout temps
t > 0 car c’est le cas pour t = 0. Alors (2.52) s’écrit

R (<a %(M)X,¢k,y>> =0, vm € {0,1,2,...}. (2.53)

B ]

Comme dans la démonstration du Théoreme 5, nous écrivons le systeme dans la base
propre de Hy 4+ 7H;. Nous pouvons refaire exactement les méme calculs que ceux de la
Section 2.1}, et en utilisant '’hypothese H nous déduisons xs = x3 = ... = xny = 0 et donc
Py = U3 =..= Uy =0. Cela implique que ¥ € C et termine la preuve du théoreme. [
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2.4.3 Cas dégénéré

Supposons que 'espace propre Ej, correspondant a la k’ieme valeur propre de I’'Hamil-
tonien libre Hy, est de dimension plus que 1. Nous allons toutefois supposer qu’en ajoutant
une perturbation de la forme yH;, pour v € (0,7*] & Hy, nous enlevons la dégénérescence
de la matrice. En fait, nous supposons que I’hypothese H est toujours vérifiée.

Dans ce cas-la, parler de k’ieme état propre en tant qu’état cible admet une am-
biguité : ce k’ieme vecteur propre peut étre n’importe quel vecteur dans 'espace propre
E).. Pour surmonter cette ambiguité et aussi pour pouvoir refaire les calculs de la sous-
section précédente, nous avons besoin d’'un résultat de la théorie de perturbation pour les
opérateurs auto-adjoints de dimension finie. Ce résultat est déja fourni sous la forme du
Lemme 2 dans la Section 2.1l

Ce lemme montre que l'application R > v +— ¢y, est bien définie et C“ et alors la
décomposition v — {1, ..., An~} et v = {p1,,..., 0N~} correspond a des branches des
valeurs propres et des états propres dépendants régulierement de .

A T'aide du Lemme 2, nous pouvons parler a propos des états propres de I’Hamiltonien
libre sans aucun probleme. Il suffit de prendre un vecteur propre sur une branche de
vecteurs propres définie par ce Lemme.

Ainsi, nous allons prendre un état propre de H, sur le k’ieme branche et nous le
notons par ¢. Le but est d’atteindre Cj, = {¢re?; 0 € R} via 'approche de la sous-section
précédente.

Tous les calculs de la sous-section précédente se généralisent a ce cas, car la dépendance
de la fonction de Lyapounov V(W) par rapport a ¥ est toujours réguliere.

En fait, comme ¢y, , est une fonction analytique de 7, nous pouvons toujours considérer

dd)k,w
dy
'existence d'une fonction v(¥) via le Lemme 3. Donc, le Théoréme 5l est encore valable

pour le cas dégénéré.

la dérivée et de plus, cette dérivée est bornée dans U'intervalle [0, v*], ce qui implique

2.4.4 Simulations numériques

Nous considérons ici le systeme a 5 états (2.33)), déja étudié dans la Section 2.3. Comme
nous avons vu dans la Section 2.3, ce systeme est un systeme controlable mais dont la
premiere variation autour de 1’état propre ¢; = (1,0,0,0,0) n’est pas controlable : les
coordonnés (Hi)qz et (Hy)13 de la matrice de couplage sont des zéros.

Maintenant, nous adaptons le terme de feedback introduit plus haut (2.48) pour ce
systeme. La premiere partie du champ de controle (W) est définie implicitement par
I'équation (2.42). Pour trouver cette fonction en chaque pas de temps, nous utilisons un
algorithme de point fixe en calculant d'une fagon itérative la valeur de #(V;). La fonction
0(s) est définie comme étant 0(s) = s/2 et le terme de feedback pour la deuxieme partie
est donné par (2.48)), ou la constante positive ¢ = .02. Les simulations de la Figure 2.9
montrent l'intérét de cette approche. Méme si 0(s) = s/2 ne satisfait pas la condition (2.44)
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du Lemme 3, les simulations numériques montrent que l'algorithme de point fixe utilisé,
pour trouver la fonction (), converge. Cela est du au fait que la condition (2.44) est plus
forte que la condition nécessaire pour la convergence de I'algorithme de point fixe.

- population of the 1st eigenstate
— - 2nd eigenstate
3rd eigenstate
—— 4th eigenstate
— - 5th eigenstate H

(a) populations

I
250 300 350 400

(b) control field

0.1r q

1 1 NANAAA A L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400
time

F1G. 2.9 - (a) : les populations de la trajectoire du systeme W(t) avec le feedback u(¥) =
Y(¥) + v(¥). Le systeme atteint completement C; = {e?¢;0 € R}; (b) : le champ de
controle (W) + v (V).

2.5 Discussions pour le cas de dimension infinie

Les résultats partiels de cette section sont issus d’une collaboration avec K. Beauchard
et n’ont pas encore abouti a une preuve rigoureuse de convergence.

Dans les sections précédentes, nous avons étudié le controle et la stabilisation de
systemes quantiques de dimension finie. Ces systéemes de dimension finie viennent soit
directement d’un modele physique soit correspondent a une approximation modale d'un
systeme physique de dimension infinie.

Cependant, I'approche Lyapounov introduite dans les sections précédentes, peut étre
facilement utilisée pour les systemes dans leur format de dimension infinie.

Comme exemple, regardons un systeme typique de la chimie quantique. Ce systeme
correspond a un modele vibrationnel pour la liaison O-H. Nous prenons le systeme O-H,
Hy = % + V' (m est la masse réduite du systeme, voir par exemple, [108]), décrit par le
potentiel de Morse [108] :

V(r) = Dol #=) — 1 = D,
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avec Dy = 0.1994, 5 = 1.189 et xy = 1.821 (toutes les quantités physiques sont exprimées
dans les unités atomiques). Le moment dipolaire de transition est donné par

x/x*

Hy = p(z) = poze”

avec (19 = 3.088 et z* = 0.6. L’objectif du controle est de transférer la population sur
¢ = ¢1 le premier état excité de Hy, 'état initial U(¢t = 0) étant 1’état fondamental ¢y.
Nous allons reprendre le terme de feedback introduit plus haut

u(¥) = (¥, ) (9, V)

ol ¢ est une constante positive et ou (.,.) représente le produit Hermitien dans I’espace
fonctionnel L?(R;C). Les simulations de la Figure 2.10 correspondent & ¢ = 10 et T =
9.424 x 10*. Pour résoudre I’équation de Schrodinger dépendante du temps, nous utilisons

population du premier &t excité

u(t)

u(t)

t(a.u.) 4

F1G. 2.10 — (a) : Population | (¥(¢),¢) |* de ¥(t) dans P'espace engendré par le premier
état excité ¢; de Hy; avec I'approche de Lyapounov, on réussit a atteindre completement
I’état cible. (c) : le champ de controle u(t) et (b) : un zoom (en temps) sur ce champ.

une approche de split-opérateur de troisieme ordre [41]. Schématiquement, nous pouvons
présenter cette méthode de la fagon suivante : supposons que I'équation a résoudre est de
la forme

i%x(t) — (Ho+ V(£)x(®)

ou Hj est 'opérateur d’énergie cinétique et V' (¢) est le potentiel total (incluant le controle).
Ainsi, si on note les pas de temps par At, la récurrence suivante est utilisée :

X(t + At) = ¢ iKAY2=V (AL —iKAY2) (4)
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ce qui donne une valeur exacte jusqu’au deuxieme ordre pour At. Pour appliquer les
opérateurs e K22 ef e=VHAL yne représentation double espace réel « Fourier (mo-
ments) a été utilisée. Notez que V (¢) est diagonale dans I’espace réel tandis que K = —%
est diagonale dans 'espace des moments ; la propagation se fait d’une fagon efficace avec
la transformation itérative d'un espace a 'autre via la transformation de Fourier rapide.

La simulation performante de la Figure 2.10, nous ramene a essayer de généraliser
I’analyse de convergence de la Section 2.1 au cas de dimension infinie. Comme une étude
générale pour le cas d'un systeme arbitraire de dimension infinie est tres difficile, voire
impossible, nous nous restreignons a l’étude d’un cas test. Nous allons voir que méme
dans ce cas test, relativement simple, I’étude de convergence via le principe d’invariance
de LaSalle nécessite la ” pre-compacité” de trajectoires du systeme : une propriété qui n’est
pas facile a démontrer.

Le systeme que nous considérons ici correspond a une particule chargée non-relativiste
(masse m = 1, h = 1) dans un puits de potentiel de dimension 1 en espace. Ce systeme
quantique est soumis a un champ électrique uniforme, qui constitue le controle.

Le systeme est représenté a 'aide d’une fonction d’onde R > z — W(t,z) solution de
I’équation de Schrodinger

oV 10%v

I—=—=—=—

ot 2 Oz?

Nous étudions ce systeme dans le cas ou : V(z) =0 pour x € I = (—1/2,1/2) et V(z) =
+o00 partout ailleurs. Donc le systeme s’écrit

+ (V(z) — u(t)x)W.

o0V 10?0
za(t,x) = —§W(t,x) —u(t)xV(t,z), x€l, (2.54)
U(0,z) = Uy(x), (2.55)
U(t,—1/2) =W(t,1/2) = 0. (2.56)

Ce systeme physique admet un spectre discret et on peut donc tres bien parler du probleme
de stabilisation autour d’un état propre. Nous pouvons méme calculer explicitement les
vecteurs propres et les valeurs propres de I’Hamiltonien libre :

k2m?

Ak = 5 ¢k={

cos(kmx) k impaire
sin(kmx) k paire

k=12, ... (2.57)

La controlabilité de ce systeme avec controles aux bords, a été étudiée pour la premiere fois
par P. Rouchon dans [111]. Il a montré que la premiere variation de ce systéme autour de
n’importe quel état propre de I’Hamiltonien libre, est non-commandable. Dans un résultat
plus récent [15], K. Beauchard a montré que malgré ce résultat de non-controlabilité de pre-
mier ordre, le systeme non-linéaire est localement controlable, autour de ses états propres.

Essayons maintenant d’étudier la stabilisation de ce systeme autour de son état fonda-
mental

¢ = ¢ = cos(mx)
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correspondant & 1'énergie 72/2. La symétrie dans la géométrie de 1'espace fait que 1'hy-
pothese de la proposition (2) du Théoréme 1l n’est pas vérifiée : comme les états propres
¢ pour les k impairs sont des fonctions impaires d’z nous avons

(Hipp, ¢) = (xdr, 1) =0 Vk impair.

Mais néanmoins, on peut utiliser I’approche de la Section 2.4 pour surmonter cette dégénére-
scence. Le résultat d’existence du Lemme 3| est encore valable : nous utilisons le théoreme
de point fixe dans I'espace de Banach associé C°°(L?; [0,~*]).

Ainsi, nous pouvons considérer le terme de feedback

u(¥) = (V) +v(¥),

avec
v(¥) = S((H1 Y, d14w)) (D14(9), V),

ol ¢ est une constante positive. En analogie avec le résultat de la Section 2.4, nous suppo-
serons aussi que

| (¥o, 1(w0)) || # 0.

Les simulations numériques pour la stabilisation de ce systeme montrent le méme genre de
comportements asymptotiques que dans le cas de dimension finie : nous avons la conver-
gence indépendamment du nombre d’états que nous prenons pour la discrétisation. Es-
sayons de voir en théorie si nous pouvons démontrer un résultat de convergence pour cette
équation aux dérivées partielles.

Avant de passer aux arguments nécessaires pour avoir un résultat de convergence, nous
devons démontrer que le systeme non-linéaire de dimension infinie en boucle fermée (2.54),
(2.55) et (2.56)), est bien posé (existence et unicité de la solution dans l'espace fonctionnel
approprié). La démonstration d’un tel résultat d’existence et unicité, se fait a l'aide de
deux théoremes dans le cadre de la théorie des perturbations Lipschitziennes des équations
d’évolution linéaires [99] (pages 185-187 théoremes (1.4) et (1.5)) :

Théoréme 6. Prenons X un espace de Banach et supposons f(t,x) : [0,00) x X — X une
application continue en t pourt > 0 et localement Lipschitz continue en x, uniformément
en t sur les intervalles bornés. Si —A est un générateur infinitésimal du semi-groupe Cy
T(t) sur X alors pour tout xo € X, il existe un ty.x < oo tel que le probléme de Cauchy
dx(t)

XL Av(t
dt+x()

[t x(t), t=0
x(0) = xo (2.58)
admet une solution "mild” x sur [0, tmax|. De plus, si tyax < 00 alors

lim [|x(£)[| = oo.

tTtmax
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Remarque 4. Pour l’équation du Théoréme |6, une solution "mild” sur l'intervalle [0, T
est une fonction x € C([0,T]; X) qui vérifie

) =T+ [ I( - $)f(sx(s)ds,  0<t<T.

Notez que cette solution n’est pas forcément une solution classique.

Théoréeme 7. Si la fonction f : [y, t1] x X — X est continiment différentiable de [tg,t1] X
X dans X alors la solution "mild” du Théoréme |6l avec xo € D(A) est une solution
classique du probleme de Cauchy.

Dans ce contexte, X l'espace de Banach correspond & Iespace fonctionnel L?(I;C).

2 e .. JE . Z_ s
L’opérateur A = %% avec les conditions de bords de Dirichlet, génere, bien évidement, un
simi-groupe fortement continu dans l'intervalle compact [—1/2,1/2]. Finalement la pertur-
bation

ft, ) =5(¥) + (V)

est méme C'*° par rapport a U : v € C'° découle du Lemme 3, et v € C*° découle de la
dépendance analytique des états propres de H(7y) par rapport a . Ainsi, en appliquant
le Théoreme 6, il existe un tp.e < oo tel que (2.54) avec (2.55) et (2.56), admet une
solution "mild” W sur [0, t,ax[. Montrons maintenant que cette solution est de plus globale :
tmax = 00. Si ce n’est pas le cas :

tmax < 00

et alors

li Y = 00.
tﬁgix W (tmax) || 22 = 00

Mais cela implique une contradiction car nous savons que dans le domaine de définition de
la solution ¥, sa norme L? est conservée :

W ()2 = ||[Wollzz =1 pour 0 <t < tpax
et alors forcement
Imax = 00.

A ce stade, nous pouvons utiliser le Théoreme 7 : comme la fonction (¥) + v(¥) est
méme C* et en supposant W, suffisamment réguliere, la solution "mild” ¥ est en fait une
solution classique du systeme en boucle fermée :

Théoréme 8. Le systéme (2.54) avec les conditions initiales et de bords (2.55) et (2.50),
en boucle fermée :

u(¥) = 5(¥) + ()

admet une solution forte, unique et globale.
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Essayons maintenant d’étudier le comportement asymptotique de cette solution forte
en espérant pouvoir montrer un résultat analogue a celui de la section précédente.

La fonction de Lyapounov V(¥) = 1 — | (¥, ¢y yw)) |* est décroissante et est minorée
par 0 : il existe donc o > 0 tel que :

V() \,a quand t— +oo.

Nous espérons pouvoir montrer que cette constante « est 0. Supposons que ce n’est pas le
cas et a > 0.

Supposons de plus que :

HC : les trajectoires du systeme sont pré-compactes, i.e.,

It )2, /S +ooet Uy € L*(I;C)  telle que W(t,) — V¥, fortement dans L*(I;C).

Pour des arguments sur cette hypothese, nous renvoyons le lecteur a la fin de cette
section.
Comme la fonction V(W) est continue pour la topologie forte de L*(I;C)

V(U(t,)) = V(Vs).

et alors V(¥ ) = a > 0. Maintenant prenons le systéme

8\11 1 0% ~ ~ ~ o~
———\If V)2 U)W
T 5 52 + (V)2 + v(V)x
Blocg = (2.59)
et montrons que _
Ir >0 V(¥(71)) < a. (2.60)

Nous savons toujours que %V(‘i) < 0 et donc si (2.60) n’est pas satisfaite, forcement

V(\Afl) = « pour tout t > 0. Cela implique pour tout ¢t > 0, que :
JT0) = 0(0) = cte,  o(T(1) =0.
Ainsi, U vérifie I’équation suivante

2
iaa—\f(t,x) = ;g 5 (t,r) + ya W, (2.61)
ol nous avons pris ¥ = #(«) pour simplifier les notations. Il y a deux cas a considérer :
Premier cas : 4 = f(a) = 0. Cela implique que a = 0 et donc il n’y a rien a démontrer.
Deuxieéme cas : 7 = 0(«) # 0. Choisissant 0 de fagon a avoir des variations de plus
en plus lentes, nous pouvons supposer 7 aussi petit qu’on veut. La solution U de (2.61) est
donnée par

o0
AL =
Z Voo, dry) €7 iy

k=1
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Comme v(¥(t)) = 0 pour tout ¢ > 0, nous avons
D a (T, trs) (15, Voo) €710 (26 2 6y 5) = Vt >0, (2.62)
k=1

Nous avons A; g < Ay < ..., et donc pour 7 suffisamment petit A\; 5 < Ay5 < ... est encore
valable. Ainsi, les phases ;5 — A1 5 sont toutes positives et distinctes. De plus, il a été
démontré dans [15] (Proposition 1) que :

Théoreme 9. Il existe o > 0 tel que, pour tout v € (0,7] et pour tout k € {2,3,...}

(TPky, P1,4) # 0.

Ainsi, comme les phases A\, 5 — A;, sont deux a deux distinctes, la relation (2.62)
implique :
(Voo Prq) =0 VEk € {2,3,...}. (2.63)

En effet les valeurs o et (¢, $1,,) sont non-nulles et de plus (¢15, Vo) # 0 puisqu’a
Pinstant initial || {(¢1w,), Po) || > 0.
Les équations (2.63) impliquent (conservation de la norme L?)

[ (Peos d15) | = 1,
ce qui est équivalent a
a=0(V(¥x)) = 0(1— [ (Yo, 615) I*) =
Donc, nous avons démontré qu’il existe 7 > 0 tel que
V(¥(r)) < a.

Définissons maintenant les fonctions W, (¢, z), solutions de :

8\11 1 0%V
- a - \Ijn \Iln \Iln \I’lrm
ot = "3 gez T (Wn)ela t ol

U, (0,2) = U(t,, x). (2.64)
Bien évidement, nous avons
U(t, +s,x) =V,(s,x), Vs >0 V.
Nous allons montrer que :

U, (7,.) — U(r,.) fortement dans L*(I;C). (2.65)



2.5. DISCUSSIONS POUR LE CAS DE DIMENSION INFINIE 75

Ainsi V(U (t,+71)) = V(¥, (7)) — V(¥(7)) < o, qui est en contradiction avec V(¥ (t)) — «
lorsque t — oo.

Pour démontrer (2.65), nous considérons les dynamiques (2.59) et (2.64). Un calcul
simple montre que comme les fonctions v(¥,,), 7(¥,), v(¥) et v(¥) restent bornées, nous
avons

(1) = U(7) 200y < ClI(0) = W(0) 1210y = Ol (tn) = Vool r2(ricy:

ou C' est une constante positive qui dépend seulement de 7 et des bornes de v et de ~.
Comme ||¥(t,) — Uoo|| tend vers 0 par définition, la preuve de (2.65) est terminée.

Nous avons donc montré qu’on peut attendre le méme genre de résultat de convergence
que dans la Section 2.4/ pour un systeme de dimension infinie sous réserve que 1’hypothese
de pré-compacité HC soit satisfaite. Les simulations montrent qu’au moins pour le systeme
de cette section cette hypothese semble étre satisfaite. Une démonstration rigoureuse de
celle-ci manquant encore, elle fait I’'objet d’un travail en progres.
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Chapitre 3

Identification de I’Hamiltonien

Beaucoup de procédures appliquées pour la génération de trajectoires, utilisent la pos-
sibilité d’effectuer un grand nombre d’expériences dans un petit intervalle du temps. Donc
la sortie de ces expériences peut étre utilisée pour corriger la procédure et identifier des
champs de controle plus satisfaisants [101), 80].

La possibilité de générer rapidement une grande quantité de données peut étre aussi
utilisée pour extraire plus d’information sur les parametres inconnus du systeme. Pour un
choix arbitraire du controle, nous pouvons effectuer plusieurs observations et en déduire
des informations sur le systeme. Cette procédure peut étre effectuée a une vitesse beau-
coup plus élevée que celle des simulations numériques. De plus les progres récents dans la
technologie du laser nous permettent de générer une classe tres large de stimulations. Le
probleme inverse, appelé I'identification de I’Hamiltonien a été formulé comme un probleme
d’optimisation et pour différentes configurations [124, 115| 68, 46].

Cependant, a ce jour, peu de résultats théoriques permettent de mettre en évidence la
relation entre la mesure et la qualité d’inversion [1306, 2, [13]. Pour remédier a cette situation,
nous introduisons dans ce chapitre une formalisation du probleme ci-dessus. Ensuite nous
montrons que le probleme mathématique d’inversion est bien posé. Nous fournissons aussi
une illustration numérique dans le cas simple d’'un systeme a 4 états [77].

Considérons un systeme quantique

z%lll = (Ho+V +e(t)n)v, U)—o = Wy, (3.1)
ou Hj est 'opérateur d’énergie cinétique, V' est 'opérateur de potentiel et u est le moment
dipolaire couplant le systeme a un champ de laser externe €(¢). Nous supposons que ce
systeme est convenablement décrit comme un systeme de dimension finie : Hy, V' et u sont
des matrices Hermitiennes N x N avec des coefficients dans C et W(t) € CV. Notons par
{p: X, les vecteurs propres de Hy+V et par {\;}¥, les valeurs propres associées. De plus,
dans ce chapitre H = Hy + V désigne I’'Hamiltonien du systeme en absence du laser.

On suppose les matrices H et p inconnues ou partiellement connues, et on se fixe pour
but dans ce chapitre de les identifier a partir des observations effectuées en laboratoire.

7
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Le probléme semble étre sous-déterminé lorsque le champ de controle, €(t), est fixé.
Il s’agit de trouver des champs €(¢) qui sont suffisamment excitants pour retirer le plus
d’informations possibles. Deux configurations différentes (dépendantes des parametres in-
connus et de la nature de I'information) sont considérées pour ce probléeme inverse :

(S1) L’Hamiltonien H est connu et le but est d’identifier le moment dipolaire p. On
mesure pour tout temps ¢ > 0, les populations de différents états propres ¢;, i.e.
pi(t) = (s, U(t)) |?,i = 1,2, .... Cela est accompli avec autant de champ de controle
e(t) qu'on en a besoin.

(S2) Ni le potentiel V' ni le moment dipolaire p ne sont connus et le but est de les
identifier. L’identification de I’Hamiltonien H est équivalente a l’identification du
potentiel V' car I'opérateur Hy est déja connu. Les valeurs propres de H = Hy+V sont
supposées connues (cette hypothese est réaliste en pratique, voir la Remarque [11).
Ici, nous mesurons les population p; des états de la base canonique de Hy, {e;}Y, :
pi(t) = |{e;, ¥(t)) |2, i = 1,2, ... pour tout temps ¢ > 0 et pour tout champ de controle
e(t).

Deux questions fondamentales au sujet du traitement mathématique de ces problemes

se posent alors : 'existence et I'unicité d’'un moment dipolaire (et/ou d’'un Hamiltonien)

compatible(s) avec les mesures données. En plus, ces questions peuvent étre formulées dans
une configuration de dimension infinie ou bien dans une configuration de dimension finie
comme ci-dessus. Notons qu’en général, I’Hamiltonien interne est de dimension infinie, et
qu’ici nous avons par troncature une approximation de dimension finie. On peut aussi
considérer d’autres mesures que celle des populations. L’ensemble des mesures que 1'on
peut choisir est I’ensemble des valeurs moyennes d’observables physiques {Oz} (ici O, sont

des matrices Hermitiennes a coefficients dans C).

Nous considérons seulement le probleme d’unicité dans les deux configurations S1 et
S2. Cela fait l'objet de la Section 3.1. Nous n’étudions pas la question d’existence et
nous supposons que les mesures proviennent d’un systeme physique existant. De plus, le
modele bi-linéaire (3.1) est supposé exact pour ce systéeme physique (sauf que V et p
peuvent étre inconnus). Ensuite, nous passons au probléme pratique qui consiste & trouver
un algorithme pour extraire le plus d’information possible a partir de la mesure. Dans la
Section 3.2, nous proposons un algorithme numérique similaire a la méthode de [46]. Nous
testons sa performance sur un systeme a 4 états. Cet algorithme a été développé selon
I'idée principale suite aux discussions entre C. Le Bris, H. Rabitz et G. Turinici.

Nous supposons dans ce chapitre que les hypotheses suivantes sont satisfaites :
A1l L’équation (3.1) est controlable [109].
A2 Les transitions de 'Hamiltonien H sont non-dégénérées : \;; — \j, # A, — Aj, pour
(i1, 1) # (i2, j2) [130].
A3 La partie diagonale du moment dipolaire p, écrit dans la base propre de I’'Hamiltonien
H, vaut zéro : (¢;| p|ps) =0,i=1,...,N.
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Quelques commentaires concernant, ces hypotheses :

Sous une hypothese adéquate [109], on sait que la notion de contrélabilité implique
Iexistence d'un temps Ty tel que pour tout temps T° > Tj et pour toute paire d’états
initial et cible sur la spheére unité de l'espace d’état, il existe un champ de controle €(t)
constant par morceaux qui amene le systeme (& partir de 1’état initial) sur I’état cible en
un temps 7T

L’hypothese (A2) est pertinente pour la controlabilité locale [130] et entraine la control-
abilité globale du systeme si I'on rajoute comme hypothese que le graphe associé au mo-
ment dipolaire p [130] est connexe (le systeme n’est pas décomposable en sous-systemes
indépendants).

L’hypothese (A3) est nécessaire pour empécher une ambiguité systématique dans la
procédure d’identification. Changer le moment dipolaire @ en g+ D, ol D est une matrice
diagonale (dans la base propre de H) ne change pas les populations observées. Dans ce
cas, I’état W(t) est remplacé par exp(—iD fg €(s)ds)W(t).

Remarque 5. En laboratoire, le bruit dans les données est un facteur non-négligeable.
Dans la formulation du probléeme inverse ci-dessus nous ne considérons pas explicitement
de modéle pour le bruit. Des facteurs de tolérance sont introduits (voir Section 3.2) qui
peuvent étre vus comme une méthode numérique pour traiter ces bruits. Ainsi, cette étude
doit étre considérée comme une premiere étape pour de futurs travauxr qui prendront en
compte ces bruits.

Les résultats présentés dans ce chapitre font I'objet d’une publication en cours, soumise
a la revue “ESAIM : Control, Optimization and Calculus of Variations” [77].

3.1 Unicité

3.1.1 S1 : Hamiltonien connu et moment dipolaire inconnu

Pour établir la nature bien posée du probleme, il est nécessaire de démontrer qu’il existe
au plus un moment dipolaire 1 compatible avec les mesures. On ne peut pas empécher
quelques degrés d’indétermination dans le cas ou le systeme admet certaines symétries.
Mais a part ce cas la, 'unicité est satisfaite comme le mentionne le Théoreme 10, ci-
dessous. L’Hamiltonien H est connu et on peut le diagonaliser dans sa base propre avec
les coefficients {)\;}& . Le résultat principal de cette sous-section est le :

Théoreme 10. Supposons qu’il existe deuxr moments dipolaires py et ps, et donc deux
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fonctions d’onde Wy et Wy évoluant selon

i%llll = (H + €(t)p) ¥y, (3.2)

e = (H 4 e(t) )T, (3.3)

qui produisent des observations identiques pour tout temps t € [0,00) et tout champ €(t) :
(U1 (t), ¢) |7 = | (Ua(t), ¢5) |7 1=1,...,N. (3.4)

Alors sous les hypotheses (A1),(A2) et (A3), les deux moments dipolaires sont égauz
des facteurs de phase pres, {a; ), C R tels que :

VZ,j = 1, ceny N, (,u1>@'j = €i(ai7aj)<u2)ij. (35)

Cette incertitude quant aux phases relatives des éléments de la matrice dipole est
due a l'invariance de 'Hamiltonien H et des populations p;(t) = | (¥(¢),¢) |* par toute
transformation unitaire diagonale U :

. 1o’ i i
U = diag(e*™*, "2, ..., e"*N).
Nous donnons un exemple ci-dessous.

Exemple 1. Considérons deux systémes admettant le méme Hamiltonien H :

E, 0 0
H=(o0o B o],
0 0 &y

et deux moments dipolaires différents p_ et py :

0 —a 0 0 o 0
po=1-a 0 B pp=[|a 0 p
0 B 0 08 0

Ces deux systémes peuvent étre respectivement écrits sous la forme

Z%\Ifl = E1 \1[1 — E(t) \Pg
() iUy = By Uy —ae(t) Ui+ [ e(t) Uy
Z%\Ijg = E3 \113 + ﬁ E(t) \1/2
et ~ ~ B
Z%\Pl = E1 \111 + « E(t) \112
(E/> Z%\AI;Q = E2 {i’z + o G(t) @1 +ﬁ €<t) @3
i%‘i& = B3 U3+ et) Uy
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Notons par U = (U1, Uy, U3) la solution du systeme (). Alors U = (U, Uy, Uy) =
(U1, =Wy, —U3) est la solution de (X'). Donc, les fonctions d'onde U et U aboutissent
a l'observation de populations identiques pour tout champ de contréle €(t) et tout moment
t >0 (3.4). Ainsi les deux moments dipolaires sont des solutions au probléme d’inversion.

Démonstration du Théoreme 10 :
En dérivant (3.4) par rapport au temps ¢, nous avons :

()11 (t), d3) (9, Vi (1)) = €(t)S({p2Wa(t), ¢3) (¢ Ua(1)))- (3.6)
De cette équation, nous déduisons
S((V1(1), @i) (03, U1(1))) = S((p2Wa(t), ) (di, V2(1))) Vi=1,2,...  (3.7)

Si pour un certain temps ¢, (3.7) ne peut pas étre déduite de (3.6) (e(t) = 0), nous pouvons
continiiment étendre le champ de controle sur (¢, +00) afin que pour s > 0, €(t + s) # 0
(sans changer la solution de I’équation de Schrédinger sur 'intervalle [0, ¢]). Comme (3.6)
est satisfaite pour tous les choix de €(t) et comme €(t + s) # 0 pour s > 0, la relation (3.7)
est valable pour t + s avec s > (0. Maintenant par continuité et en passant a la limite
lorsque s tend vers 0, I’équation (3.7) est valable aussi pour t. Une illustration de cette
procédure est présentée dans la Figure 3.1. Comme (3.2) est supposé controlable, il existe

I
P K
= ;
o) :
E
°
i
=
S §
‘g & continuation at t’
o continuation at t ]
€
0 ---------------------------------- -—
ty ta

F1a. 3.1 — Lillustration de 'implication (3.6) = (3.7). Le champ €(¢) de (3.6) est supposé
étre nul € = 0 entre t; et t5. Pour obtenir 1’équation (3.7), nous construisons pour chaque
temps (par exemple, t et ¢') un prolongement non-trivial.

un controle €(t) (défini sur [0,77]) qui amene le systéme a partir de 1'état initial ¥, a I’état

W)= =30 (3.8)
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Notons que comme le systeme est controlable, tout état final est accessible, et la forme (3.8)
est choisie pour sa commodité.
Avec I'équation (3.4) pour t =T, on a

N
1 :

(an,...,an) € RN tel que Uy (T) = — E e

VN “— !

En évaluant (3.7) a l'instant ¢t = T et a l'aide de (1) = (p12)is = 0, on a :
> Sy, 0:)) = S (1ay, 61)).
j#i J#
Une fois que le systeme (3.2) (resp. le systeme (3.3)) est dans 1'état \/LNZ?LI ¢; (resp.

Uy(T) = \/LN Zjvzl e ¢;), nous choisissons le terme de controle €(T + s) nul pour s > 0.
Via des arguments similaires aux précédents (Figure [3.1), I’équation (3.7) est encore

valable :
Z ( wigs ,ul(bja ¢z Z ~5 zw” ajiai) <,u2¢j> ¢z>)
J#i J#

oll wi; = Aj — A;. Appelons 6; et 67, les phases respectives de (p1¢;, ¢;) et (pad;, ¢i).!
On a donc pour tout s > O

> sin(wigs + 05)| (s, ¢) | =D sin(wis + a; — oi + 63)| (205, 1) |- (3.9)
J#i J#i
L’hypothese de non-dégénérescence (A2) implique alors que

| (1195, i) | = | {12y, @i) |,

ce qui se traduit par le fait que les coefficients (ij) des moments dipolaires u; et pso
coincident a un facteur de phase pres

Vi,j7 il existe 9,;]» telle que (MQ)Z'j = €i9ij (,ug)z‘j
ou b;; = Hfj — H}j. En plus, '"équation (3.9) implique que
sin(wijs + 0);) = sin(wjs + 605, + oy — o) Vi, j=1,.,N et Vs>0. (3.10)

Finalement 1’équation (3.10)), entraine que

0

61]_6(9 01)

ei(@i—a]‘)

ce qui termine la preuve du théoreme.

! Nous définissons la phase d'un nombre complexe re’® avec r > 0 et ¢ € [0,27) comme son angle ¢.
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Remarque 6. D’apres la preuve précédente, on voit que le temps dynamique nécessaire au
processus d’inversion est formellement du méme ordre de grandeur que le plus petit temps
de controle du systeme. Toutefois, on voit que la preuve marche de la méme facon, si on
choisit un autre état V1(T) dans (3.8), sous réserve que toutes les populations de tous les
niveauz soient non-nulles. Il a été montré dans [131] (Lemme 2), que sous les hypothéses
ci-dessus le temps T nécessaire pour atteindre au moins un tel état peut étre supposé aussi
petit qu’on veut. Si nous négligeons toutes les considérations pratiques cela veut dire que
le temps requis pour le processus d’inversion peut étre arbitrairement petit.

3.1.2 S2 : ’Hamiltonien et le moment dipolaire inconnus

Cette sous-section est consacrée au résultat principal suivant :

Théoreme 11. Supposons qu’il existe deuxr Hamiltoniens Hq, et Hy et deux moments di-
polaires pu1 et pg, et donc deux fonctions d’onde Wy et Wy évoluant selon

Z'—\Ill = (Hl + E(t)[j,l)\:[fl, (311)
i—\IIQ = (HQ + E(t)[l,z)\lfg, (312)

qui entrainent des observations identiques pour tout temps t € [0,00) et tout champ €(t)
[(W1(t), e |2 = [(Wa(t),e0) [P i=1,.., N, (3.13)

ou {e;}N, est une base canonique de l'espace d’état CV. Supposons les hypothéses (A1),
A2 et A3 pour les deur Hamiltoniens Hy et Hy (voir les remarques |7 et'8 ci-dessous) et
ajoutons de plus la condition suivante :

(A4) Les Hamiltoniens Hy et Hy admettent les mémes valeurs propres.
Supposons aussi (voir la remarque 12 ci-dessous), que

(A5) Il n’existe pas de sous-espace de dimension un ou deur engendré par les vecteurs
{e;}, qui reste invariant durant [’évolution libre (e = 0) du premier systéme (Hy et

fi1)-
Alors, il existe un ensemble de phases {c;}Y | tel que, pour tout 1 <i,j < N,
()i = €79 (ua)ij, (3.14)
(Hl)ij = ei(aiiaj)(HQ)ij. (315)

Voici, quelques remarques a propos de ce résultat :

Remarque 7. Les hypothéses (A1) et (A2) pour Hy, conjointement avec (A4) et (3.13)
pour Hy et Hy, impliquent que (A1) tient aussi pour Hs.
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Remarque 8. L’hypothése (A2) pour un des Hamiltoniens, conjointement avec (A4),
établit (A2) pour l'autre Hamiltonien.

Remarque 9. De facon similaire a la Sous-section [3.1.1, l'incertitude dans les phases
relatives des éléments de la matrice est due a une transformation unitaire diagonale U :

U = diag(e'™,e™2, ..., e"N)
ce qui ne change pas les populations.

Remarque 10. Notez que, par contraste avec la configuration du Théoréeme 10, les ob-
servations ici portent sur les populations le long d’une base canonique (3.13). En fait, a
priori les populations des états propres de H ne sont pas accessibles car I’Hamiltonien H
n’est pas connu. Cependant, méme si ces populations étaient accessibles, leur connaissance
n’aurait pas permis l’identification de H et de . Une telle configuration est similaire a celle
de la sous-section |3.1.1, et H et p peuvent étre identifiés seulement a une transformation
unitaire de la base propre de H prés.

Remarque 11. L’hypothése (A4) est physiquement pertinente, car les méthodes classiques
de spectroscopie permettent d’identifier les valeurs propres de I’Hamiltonien H. En fait, la
spectroscopie donne seulement les différences entre les valeurs propres et ne donne pas les
valeurs absolues. Ce facteur additionnel inconnu ne sera pas vu par les mesures et n'a
aucun impact sur le résultat d’identification.

Remarque 12. L’hypothése (A5) est considérée pour sa simplicité. Le Théoréme [12
affaiblit cette hypothése et montre que la seule hypothése nécessaire, remplacant (A5), est
que le systeme doit étre de dimension supérieure a 2.

Remarque 13. Comme il sera clair dans la preuve ci-dessous, nous pouvons remplacer la
base canonique {e;}Y, par n’importe quelle base firée, indépendante du systéme.

Démonstration du Théoreme 11 :
En dérivant 'équation (3.13)) par rapport au temps, nous avons :

S((H1VY1, e:) (ei, U1))+e(t)S((pa Ve, ) (ei, U1)) =
S(HyUs, ) (o1, U2)) + €(O)S (oW, ) (e, Ta)).  (3.16)

Considérons une base propre (¢})Y, de H; et (¢7)X, une base propre de H,. Tous les
vecteurs e; peuvent étre décomposés dans les deux bases :

€= anlﬁ‘ﬁzl = ZC?,@? Vje{l,..,N}.

Les deux matrices ¢! et ¢? sont unitaires. La preuve est divisée en trois étapes. Dans
la premiere étape, nous démontrons I'égalité |cj;| = |ci;| pour i,j = 1,...,N. Dans la
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deuxieme étape, nous montrons que les phases satisfont une relation spéciale qui im-
plique (3.15). La troisieme étape conclut la démonstration en analysant le moment dipolaire
et montre I’équation (3.14).

Etape 1:

Comme le systeme physique est supposé controlable, nous pouvons choisir le champ
€(t) pour avoir Uy (T) = e et €(T) = 0.2

A Taide de (3.13), nous avons Wy(T) = ee; pour un certain terme de phase 6. Ensuite,
laissons le systéeme évoluer librement apres le temps 7" avec le controle ¢(T + s) = 0 pour
s> 0. Alors

(T + 5) Z cr e Nl Uy (T + s) Z cf e N, (3.17)
L’équation (3.16) conjointement avec ¢(7 4 s) = 0 pour s > 0 , implique

S((H U1 (T + s),e1) {e1, Vi (T + 5))) = S((HoVo(T + 8), €1) (€1, Uo(T + 5))) s>0.
(3.18)

En outre,

<H1\111(T + S),€1> <€1, L (T + S)>

A A
= Z)\Clz ZZSQSZ’ZClz z><zclz¢z7zclz le¢>
Z)\i‘c%,ﬂ%_i/\is Z ’Cij‘Qei)\js
i J

= Z)\ lc1l? Jep; [Pei®, (notons que w;; = Aj — \;)
’L

N-1 N N
Z Z (Ai€™° 4 )‘je_wijs)|ci,i|2 |C%,j|2 + Z Ai |Cii|4'
=1 j=i+1 i=1

Comme les mémes calculs tiennent pour Hy et Wy, 'équation (3.18)) implique que

N-1 N
Z Z lexi* len ;| (wis sin(wizs) Z Z 1 il fed 417 (wig sin(wi;s)).

=1 j=1+1

Ainsi, avec 'hypothese (A2), nous avons
|Ciz| |Ci,j| = |C%z| |Cij| Vi # j, i,j=1,..,N. (3.19)

Considérons maintenant la premiere ligne de la matrice c'. Il y a trois cas & considérer :

2 Lorsqu’un systeme réversible en temps est controlable, il est toujours possible, pour tout couple d’états
¥, et ¥q, de trouver un controle €; 2 qui amene le systéme sur ¥y a partir de I’état initial ¥ et qui est nul
a Uinstant final : €1 2(7") = 0. Par exemple, en propageant ¥y de fagon rétrograde en temps pour arriver
sur un certain état W3 a linstant 7' — 7, n > 0, par I’évolution libre, nous pouvons conduire le systeme
a partir de ¥y sur I'état W3 avec un bon choix du champ de controle et ensuite nous laissons W3 évoluer
librement pour atteindre Ws.
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1. il y a plus que deux coefficients non-nuls;
2. il y a exactement deux coefficients non-nuls;
3. il y a un seul coefficient non-nul.

Dans le cas (1), nous notons par ci ;, c? ; et cl . trois coefficients non-nuls. A l'aide de
I'équation (3.19) pour ces trois termes, nous avons,

leval lensl =letal leigl, leal lenel = letal Ietul,  leagl lensl = lei;l lei il

ce qui implique :
1l = lell. (3.20)

On peut employer le méme argument pour tous les coefficients non-nuls de la matrice.
Dans le cas (2), ¢, et cp; sont les deux coefficients non-nuls. Dans la i’ieme colonne
de la matrice ¢!, il y a forcément un coefﬁc1ent non-nul ¢ ; différent de ¢j ;. Nous avons
14| < 1 et la norme de la colonne 4 est 1, car ¢! est une matrice unitaire.
Considérons maintenant la k’ieme ligne. Comme la matrice ¢! est unitaire, nous avons

clzc,“ + cljc,w 0.

Comme les termes cf ;, ¢1; et ¢ ; sont non-nuls, le coefficient ¢ ; doit étre non-nul aussi.

N

Donc dans la k’ieme ligne, nous avons au moins deux coefficients non-nuls ¢; ; et ¢; ;. A
'aide de (A5), nous savons qu’il y a au moins trois coefficients non-nuls dans cette ligne.
Sinon, le sous-espace de dimension 2 généré par {ey, e, } aurait coincidé avec I’espace propre
engendré par {¢}, qﬁjl} En utilisant ’argument du cas 1 pour la k’ieme ligne on a,

Ainsi, il existe des phases 6; et 0; telles que :

2 b, 2 i,

Chi =€ c,” , Chj =€ Jck
C les d tri L et ¢? sont unitai

omme les deux matrices ¢ et ¢ sont unitaires
_ 2 —i0; 1x —if; __
Clzckz+cljckj_0 ’ Clzckz 1+Cljck]e J_O’
et alors
1 1.2 1 _ 1.2
|cl,i’ = |Cl,z“ ) |Cl,j| = |Cl,j|'

Finalement, nous montrons que le cas (3) ne se présente jamais. Notons par cii le seul
élément non-nul de la premiere ligne. Comme la matrice ¢! est unitaire, nous avons |ch| =
1, donc e; = e ¢! pour un certain terme de phase 6;. Mais ’hypothese (A5) du théoreme
interdit cette situation : le sous-espace de dimension 1 engendré par e; coincide avec I’espace
propre engendré par ¢} .
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Dans les deux cas (1) et (2), nous avons montré que les coefficients de la premiere ligne

coincident en module
2

)

|Cii| = |01,z‘

pour tous les indices ¢. Les méme calculs peuvent étre faits pour toutes les autres lignes de
la matrice et donc il existe un ensemble de phases {6;;;7,7 = 1,..., N}, tel que

02 .= ewijcl . (321)

Etape 2:

Nous montrons ici qu’il existe deux ensembles {a;} et {3;} tels que, pour tout 1 <
i,j <N,
Pour démontrer (3.22), considérons encore 'équation (3.16) et supposons que V(7)) =
e1, ce qui implique que Wo(T) = ee;. Si I'on laisse le systéme évoluer librement (avec
e(T + s) = 0), la relation (3.17) est encore valable apres le temps 7. L’équation (3.16)
implique

S((H (T + 8), ex) (e, U1 (T + 8))) = SUHoUso(T + 5), 1) lex, Un(T +5))) s> 0.

(3.23)
Des calculs similaires aux précédents
ciic,l;ic}?}c}c’j = ciicij‘icfj}cij Vi,j=1,..,N. (3.24)
Cette relation conjointement avec (3.21) implique
01i — Ok + 0 — 01, =0 Vi,j=1,..,N.
Plus généralement, en utilisant e, a la place de ey, nous avons
0 — Opi + 0rj — 0;; =0 Vi, j, k,l=1,..,N, (3.25)

et (3.22) en découle quitte a choisir
a; =0, 5;‘ = 91]' — 011

L’unicité de I'Hamiltonien a une transformation unitaire diagonale pres a été démontrée.
Appliquant cette transformation unitaire a (3.12), nous pouvons supposer H; = Hs.
Démontrons maintenant que 1 = pg, ce qui établit (3.14) pour le cas général.

Etape 3:

Nous notons par o} (), 02(7y) respectivement les 7’ieme valeurs propres de H + yu; et

H + vy, v étant une constante réelle. En plus, nous prenons

whi() =0i(y) —ol(y) et wi(y) =0i(7) —ol(y).
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En utilisant (A3) (pour v = 0) et la continuité du spectre par rapport au v autour de
~v = 0, pour les v suffisamment petits, nous avons

wi (V) =win(y) = (6,5) = (1, k).

Nous choisissons un champ de controle de la forme v+ €(t). De cette maniere I’'Hamiltonien
H pour les deux systeme devient H + yu; et H 4 vyu9, tandis que les moments dipolaires
restent les mémes. Les mémes opérations que celles de 1’étape 1 peuvent étre considérées.
L’hypothese A5 est encore valable pour H + vyu; lorsque v est suffisamment petit. La

seule modification dans les arguments de ’étape 1 vient du fait que les transitions w}j et

wfj ne sont pas forcement les meémes. Il suffit alors de remarquer que dans cette nouvelle

situation, chaque terme des deux cotés de (3.19) peut étre encore identifié. Cela est di au
fait que, méme si w;; # wy;, il n'existe pas d’autre transition en résonance avec w;; et wy.

A la place de (3.19), nous obtenons alors,

leLaN| e, (M= 0= e, et (M Vi
L’équation (3.24) est également remplacée par
c(Mas(Ma(MNea; () =0 = d.(Nas(Ned (Ve () Vi j=1,.,N.
Nous pouvons conclure que, pour v suffisamment petit,

iLexiste {an (1)}, {Bn(M} = (9(1)n = 2P O(g7 (7))

ol ¢ (7) et ¢2,(7) sont respectivement les m’ieme valeurs propres de H +yu; et H + Y.
Ensuite, nous utilisons la théorie des perturbations non-dégénérées (voir par exemple[32]
Section XI.B) pour écrire

(85,(1)n ¢mn+2 A“““" Oi)n +O(7)
CAOE ¢mn+z ol (949, + 0(7)

Vu les termes d’ordre zéro, nous avons
et (Mgibm(n) _, 1 lorsque v — 0.

En utilisant les termes jusqu’au premier ordre

,ulkm o 'Lﬂm) M?km
¢m+z wpw M U(7y) +Z twepwe (3.26)
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ot U(y) est la transformation unitaire diagonale U(y) = diag(e'®0), 20 elen())
écrite dans la base {e;}Y,. Prenant le produit Hermitien de (3.26) avec ¢,,, nous avons

(€O U ()G, $m) = 1.

Comme U (7) est une transformation unitaire, U()¢,, est de norme 1. Cela implique que
U(7)¢m = eia(7)¢m-
Finalement, en prenant le produit Hermitien de (3.26) avec ¢, pour k& # m, nous
obtenons
(M1>k,n . (MQ)k,n
)\n - >\k B )\n - )\k:

ce qui montre que p; = g et conclut alors la démonstration.

Vk,n=1,..,.N

Remarque 14. Les phases {;} qui multiplient les colonnes de la matrice ¢' n'affectent
pas la matrice Hy (car elles sont des phases qui multiplient les différents vecteurs propres
de ’Hamiltonien). Les phases {«;} correspondent a la seule partie non-identifiable du
systeme : (Hy);; = =) (H,), ;.

L’hypothese (A5) interdit la situation ot un sous-systeme de dimension 2 qui évolue
librement (e(¢) = 0), est découplé du reste du systeme. Le théoreme [12| affaiblit cette
hypothese et donne un résultat plus général sous la seule condition additionnelle d’avoir
un systeme de dimension supérieure a 2.

Théoreme 12. La situation est la méme que celle du Théoréme |11, et nous supposons
aussi (A1), (A2), (A3) et (A4). Mais, a la place de Uhypotheése (A5), nous supposons
que la dimension du systéme N est supérieure ou égale a 3. Alors la méme conclusion est
encore valable.

Remarque 15. ] est nécessaire de supposer la dimension supérieure a 2 pour le systeme,
car un systeme de dimension 2 admet une symétrie additionnelle. Nous pouvons facilement
voir que les deux systemes

.d (5 o a oz v € (I
()= (¢ 5) 0@ 5) ),
d (i B 10 a zF v & U
i () = (0 (§1) - (0 5) -0 (@ 5)) (),
ot \1 et Ny sont les valeurs propres de la matrice

m=(55)
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génerent les memes populations pour tout temps t > 0. En fait, si (Y1,12) est une solution
du premier systéme, (y,1hy) = (emitAtyp e =intAyY st une solution du deuziéme.

De plus, la matrice
10 *
Hy = (A + Ao) (0 1) - (2‘ ;)

admet les mémes valeurs propres que Hq i.e., A\ et \o.

Démonstration du Théoréme 12 :
Les seules situations a traiter sont :

1. 11y a un sous-espace de dimension 2 engendré par deux vecteurs dans {e; }Y | invariant
sous 1’évolution libre des deux systeémes (par simplicité nous prenons les vecteurs e;
et e; comme générateurs) ;

2. Il y a un élément de la base canonique {e;}¥, (prenons e; par simplicité) qui coincide
avec un état propre de I'Hamiltonien libre H.

Dans le premier cas, les matrices H; et Hy s’écrivent

o = (M7)axa 0 H, = (Ms)axo 0
0 (N1 (N-2)x(N-2)) 0 (N2)(N-2)x(N-2))

L’hypothese de la controlabilité du premier systeme implique que le moment dipolaire
1 doit coupler le sous-systeme de dimension 2 engendré par e; et ey avec le reste du
systeme. Nous pouvons supposer, par exemple, le coefficient (pi1)1; non-nul (pour un certain
2 < k < N). Ensuite, comme dans la preuve du Théoreme 11, nous considérons les matrices
Hy + ypy et Hy + yug ol y est une constante positive suffisamment petite. La matrice
Hy + vy satisfait 'hypothese (A5) pour le parametre v # 0 suffisamment petit. Via la
théorie des perturbations non-dégénérées

(@0 (1)n = +Z e (g4), + 017 (3.27)
(e = @+ 32 el (g2, + 0(2), (3.28)

et avec des arguments similaires aux précédents,

vy >0, il existe {an(7)} et {Bn()}: (G (1) = PO (G] (7).

Les termes de la phase a,,(7) et 5,,(7) prennent leurs valeurs dans un intervalle compact
[0,27]. En faisant tendre 7 vers zéro, nous pouvons extraire une sous-suite (7;)52; \, 0
telle que

Vn,m = 1..N, an(vi) = an et Bu(vi) — Bm lorsque i — o0
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pour certaines phases «,, et 3, dans [0, 27]. Passant a la limite dans les équations (3.27)
t (3.28),
(¢71n)7l = el (¢72n)n

Cela conclut la preuve de la relation (3.15). D’une fagon similaire, considérant les termes du

premier ordre Zk#m fy(/\‘ii)_’“;: (1), et Zk;ém ”y(/\‘:)_’“)\”; (¢2),,, nous pouvons montrer que (3.14)
est aussi satisfaite.

Le deuxiéme cas correspond a la situation olt e; coincide avec un état propre ¢ de
I"'Hamiltonien H;. Une fois de plus, considérons les deux systémes (Hy + yuq, pi1) et (He +
Y2, o) pour un petit parametre . Le premier systéme est encore controlable. De plus, soit
il satisfait I'hypothese (A5) soit il peut étre inclus dans la premiére situation présentée ci-
dessus. Comme le systeme (H;+7ypu1, 41) est identifiable en passant a la limite lorsque 7 tend
vers zéro, le systeme initial (H7, p11) est aussi identifiable, ce qui conclut la démonstration.

3.2 Vers un algorithme numérique

3.2.1 Identification optimale

Cette Section présente une approche numérique pour le probleme d’identification dans
le méme esprit que [46]. Nous considérons le probleme inverse posé dans 'Introduction
dans sa configuration (S2) ou les données sont les populations p; sur les vecteurs de
la base canonique {e;}, et nous identifions I'Hamiltonien H et le moment dipolaire y.
Par simplicité, cette section utilise la terminologie d’identification des parametres, ou les
parametres sont les coefficients de I’'Hamiltonien et du moment dipolaire. Ces parametres
résident dans RV*N x RVXN,

L’approche numérique consiste a corriger le champ de controle d’une facon itérative,
afin de restreindre de plus en plus ’ensemble de parametres compatibles avec les données
expérimentales. Comme il est indiqué dans [46], I'approche consiste en une procédure
d’itération en deux étapes

I’étape d’inversion produit le champ, soumet les données pour le processus d’inversion
et obtient une famille d’Hamiltoniens et de moments dipolaires compatibles avec les
mesures ;

I’étape de la sélection du controle sélectionne de nouveaux champs de test et re-
tourne a la premiere étape si le résultat n’est pas satisfaisant.

En pratique, il n’est pas possible d’explorer 1’ensemble entier d’Hamiltoniens et de
moments dipolaires cohérents avec les données. Nous supposons que ’ensemble A de pa-
rametres admissibles est restreint par un cube centré autour de vrais parametres (inconnus),
dans Pespace RN x RV*N © A = [H_ H,] X [p_, puy], i.e. (H,pu) € A si et seulement
si Hi; € [(H-)ij, (Hy)i5) et pij € [(p=)ij, (4)is] pour 4,5 = 1,..., N. Dans les situations
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réelles, les parametres sont connus a certaines incertitudes pres, ce qui est cohérent avec
cette image.

Un seul champ de controle €(t) aboutit généralement & un ensemble de différents pa-
rametres admissibles qui reproduisent tous les données du laboratoire dans un seuil de
tolérance. Nous pouvons espérer qu’a travers les itérations, cette famille se réduit a une
distribution serrée d’'Hamiltoniens et de moments dipolaires. L’algorithme d’identification
consiste & minimiser, sur I'ensemble de tous les champs de contrdle €(t), le volume du
domaine d’admissibilité des parametres. Pour calculer le diametre de ce domaine, une
méthode est de numéroter la famille complete d’Hamiltoniens et de moments dipolaires
cohérents avec les données observées [46].

Afin de réduire le cout des calculs, une seconde méthode est proposée ici, basée sur
une définition alternative du diametre. Nous avons seulement besoin de caractériser deux
paires différentes (Hamiltonien, moment dipolaire) : une pres de (H_, u_) et I'autre pres
de (H,, py). La distance entre ces deux paires est utilisée comme une estimée du diametre
du domaine.

3.2.2 Etape d’inversion

L’identification des parametres cohérents avec 1’ensemble des données du laboratoire,
p,(fab) = p,(jﬁb), e p,(fjg)} pour le k’'ieme champ de test, et qui sont proches des extrémités
de A, nécessite la minimisation de la différence entre les données du laboratoire et les
observables calculés py;[H, 1, €x(t)] aussi bien que la distance des parametres par rapport
aux limites de I'ensemble A. A cette fin, nous introduisons la fonctionnelle de cout

N (lab) |2
J(H, e, H, i) = Z peilH, 6(];55))’]2 Pii| + o dist(H, H) + a dist(p, 1) (3.29)
i=1 P

ou a € R est un facteur de pénalisation. Dans le test numérique de cette Section « est
0.05. La “ distance relative 7 est définie par

N

dist(H,K) =Y

i,j=1

|Hij — Ky
Wy — il (3.30)
| K502

Notons que celle-ci ne définit pas une métrique (dans le sens topologique usuel) car
elle n’est pas symétrique. La minimisation des fonctionnelles de cott J(.,.;ex, H_, )
et J(.,.;€ex, Hy, py) sur I'ensemble A fournit deux solutions différentes pour le processus
d’inversion pres de deux extrémités de ’ensemble A4

(Hinf<€k7 H,, /Jlf)a ,uinf(eka H*? :u*)) = argmin(H,,u,)J(Ha M3 €, H,, :u*)
(Hsup(€k7 H—I—a ,LL+), Msup(eka H—I—a :u-‘r)) = CLT‘ng'n(H”u)J(H, M3 €k, H+, :u-i-) (331)
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Des méthodes variées peuvent étre utilisées pour le probleme de minimisation. Ici, nous
utilisons un simplex Nelder-Mead modifié [12]. Pour bénéficier des itérations précédentes,
et pour améliorer la qualité d’inversion, une troisieme boucle externe est ajoutée a la
procédure. Cela permet de changer les limites de ’ensemble A lorsque des bons candi-
dats sont trouvés : H_ et H, sont remplacés par Hiys et Hg,p quand certaines conditions
appropriées sont satisfaites.

Remarque 16. Différentes fonctionnelles peuvent étre considérées pour améliorer la défini-
tion (3.30) : Uentropie relative de Kullback-Leibler [69, 70] interpreéte les coefficients | K|
et |H;j| dans un cadre probabiliste. Ces considérations qui doivent étre pertinentes, surtout
en pratique, ne seront pas développées ici car nous nous concentrons sur la faisabilité de
[inversion des données.

3.2.3 Etape de la sélection du contréle

Dans cette étape, I'algorithme cherche un nouveau champ de test €11 qui diminue la
valeur courante de la fonctionnelle de cout

j(ek; H_,H,, M—>M+) = dist (Hinf(ekv H—mu—)? HSllp(ekv H-H:u-i-)) +
dist (Minf(€k,H—;M—);Nsup(€k7H+7M+)) : (332)

pour produire des données plus discriminantes.
Plus de détails sur cette approche seront donnés dans la sous-section suivante.

3.2.4 [Illustration numérique

Dans cette sous-section nous considérons le systeme a 4 états

Cy — (H + e(t))w

at
ou
0.0833 —0.0038 —0.0087 0.0041 0 5 —1 0
I — —0.0038 0.0647  0.0083  0.0038 I 0 6 —1.5
~ | —0.0087 0.0083 0.0036 —0.0076 | *T|-1 6 0 7
0.0041  0.0038 —0.0076 0.0357 0 —-15 7 0
(3.33)
Nous diagonalisons la matrice H
0 0 0 0
_ 1 10 0.0365 0 0 B
H=pPDP= D=y "o o051 o | F=e@P)
0 0 0 0.0857
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ou
0 1 -1 1
-1 0 1 1
P = 1 -1 0 -1
-1 -1 1 0

est une matrice anti-Hermitienne. Comme il est mentionné dans la Section 3.1}, la spectro-
scopie nous permet de supposer que la matrice D est connue, quitte a I’additionner avec
une constante globale. Ainsi le but d’identification est de retrouver le moment dipolaire p
et la matrice de rotation P (ou son logarithme P).

Nous allons supposer que p et H sont initialement connus & 10% d’erreur relative pres,
ce qui correspond & 10% d’erreur relative sur u et presque 5% d’erreur relative sur P. Via
les estimations fournies par les techniques ab initio de la mécanique quantique, cette taille
initiale pour le domaine d’admissibilité est raisonnable en pratique.

Les champs de laser sont choisis de la forme suivante

e(t) =p o(t) Zsin(wijt +0;5)
i#]

ol # est une constante fixée, o(t) est une enveloppe Gaussienne et w;; = A\; — \; est la
fréquence de transition entre les états propres i et j de H. Les phases ;; sont des parametre
du controle. Des champs plus généraux peuvent étre appliqués ou les amplitudes 3;; sont
des parametres du controle en plus.

Nous adaptons maintenant 'algorithme d’identification présenté plus haut pour ce
probleme. En pratique, nous modifions la fonctionnelle de cott J(P, u; €, P, p_) définie
par I’équation (3.29), de la fagon suivante :

N 0 si J(P,p) < Cy,
J = (3.34)
|J(P, ,u) — Cl |/2061 sinon.

Ici Cy est une petite constante de tolérance fixée a I'avance (initialement C; = 0.05 mais
ensuite elle décroit durant les itérations comme on le verra plus bas). La fonctionnelle de
cout J(€; P—, Py, p—, puy) est définie par les itérations :

1. Utiliser un algorithme simplex pour minimiser la fonctionnelle de cotit J (P,p; e, P, )
par rapport & P et y, jusqu’a ce que J(P, e, P—, u_) < Cy (typiquement Cy = 5 X
1073). Cela donne des parametres presque optimaux Piye(€; P, pi—) et puine(€; P, ).

2. Utiliser un algorithme simplex pour minimiser la fonctionnelle de cotit .J (P, p; €, Py piy),
jusqu'a ce que J(P, e, Py, py) < Cy. Cela implique certains Payp(e; Py, iy ) et
Msup(ﬁ P—H :U’+>'

3. Choisir la fonctionnelle de cofit

\7(6; P—a P+7 H—, /’J-i—) = diSt(Ninfa ,usup) + diSt(Pinf, Psup)-
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L’algorithme suivant est utilisé pour identifier ’'Hamiltonien et le moment dipolaire :
1. Poser Dy = dist(P_,Py) et Dy = (p—, pi4).

2. Initialiser le champ de laser €(t) en choisissant les phases ¢;; € [—m, 7] d'une facon
aléatoire.

3. Utiliser un algorithme de simplex pour minimiser la fonctionnelle de cott J (€&; p—, py,
P_,P,) par rapport a €(t) et pour trouver un e(u_, puy, P_,Py) et les Hamilto-
niens et moments dipolaires correspondants : Pine(€), Psup(€), tint(€) €t fisup(€). En
chaque itération du simplex calculer la valeur dist(Psup(€), Pint(€)) et vérifier si elle
est inférieure & Dy ou pas. Si c’est le cas, remplacer P_ par Pine(€) et Py par Payp(€),
et ensuite mettre a jour la constante D;. En méme temps nous mettons a jour C;
en la divisant par /2 (Une telle mise-a-jour nous conduit a un critere d’arrét plus
restreignant pour le simplex interne). Faire les mémes opérations pour le moment
dipolaire : i.e. calculer la valeur dist(psup(€), fint(€)) et vérifier si elle est inférieure a
Dy ou pas. Si c’est le cas, remplacer pi— par funs(€) et gy par psp(€), mettre a jour
Dy et C; et continuer le simplex. Le simplex s’arréte lorsque les deux criteres suivants
sont satisfaits :

*q(6)<03

— J(Pint, pint; €, P, ) = 0 or j(Psupa [sup; € Py pry) = 0
ou Cj3 est une petite constante de tolérance (ici C5 = .01).

Cet algorithme a été testé sur le systeme (3.33).

Remarque 17. Les constantes de tolérance C; et Co sont pertinentes pour résoudre le
probleme d’optimisation mais peuvent aussi étre utilisées pour compenser les bruits. Le
parameétre C; est une mesure de [’erreur des données et il décroit d’une grande valeur
(pertinente du point de vue numérique) a une valeur finale non-nulle qui est une image de
la nature des erreurs dans les données.

Notons aussi que Cy est pertinente pour assurer que les paramétres inversés restent dans
un seuil donné ou la recherche est effectuée. Dans une méthode parfaite d’optimisation, il
n’y a pas besoin de limiter le domaine de recherche car le résultat de cette section garantit
que la solution est unique. Une fois que les efforts numériques sont pris en compte, les
limitations non seulement aident a accélérer la convergence, mais aussi aident a prendre
en compte le probléme de non-unicité induit par la présence des bruits. Dans les situations
pratiques, avec les bruits inclus, les bornes sur Hy et p doivent étre choisies séparément
des bornes sur les erreurs dans les données : i.e., C1 sera séparée en deuxr constantes,
une correspondant aux erreurs dans les données et ’autre correspondant aux bornes des
parametres.

Le temps de simulation est T = 20000, ce qui correspond presque a 100 périodes de
transitions avec la plus petite fréquence. L’amplitude du champ de laser est fixée a 0.1

et I'enveloppe Gaussienne est o(t) = exp(0.7 x 1077(¢ — £)2). Apres 7 itérations pour
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le champ €(t), l'algorithme simplex externe finit par converger, le diametre du domaine
d’admissibilité correspondant au champ de laser final étant 6.258 x 10~3. Nous avons alors

J(P,ps e, Pyypy) = J(P,ps e, P, u) = 0.
Les solutions p et P sont données par

0 1.023 —.995 1.043
p_ | L1023 0 oss 971
| 995 —98 0 —1.003]°

—1.043 —.971 1.003 0

0 4992 —1.012 —2.28e — 03
- 4.992 0 5.989 —1.489.
—1.012 5.989 0 7.022 ’
—2.28e — 03 —1.489 7.022 0

ce qui correspond a un voisinage de la matrice physique avec 2% d’erreur relative.

Remarque 18. La constante de pénalisation « et les constantes de tolérance Cq, Cy et Cg
ont besoin d’étre convenablement choisies. Les propriétés de convergence et les résultats
sont tres sensibles a ces valeurs. Lorsque ces parametres prennent des valeurs trop petites,
l’algorithme a des difficultés pour recouvrir les bonnes solutions et peut étre facilement
bloqué dans un minimum local. D’autre part, les grandes valeurs pour ces paramétres ra-
lentissent la convergence, ou méme empéchent celle-ci. A ce stade, il n’y a pas de méthodes
systématiques pour déterminer ces constantes, mais les adaptations de [’algorithme pour le
rendre moins sensible a ces valeurs semblent étre liées a une définition plus commode de
J (voir la Remarque 16).

Nous concluons cette section en insistant sur le fait qu’il y a certainement des possibilités
pour améliorer la stratégie numérique. La stratégie présentée ici a pour but seulement de
démontrer la faisabilité de I’approche. D’autre part des travaux généraux comme ceux
dans [40] sur les systemes bilinéaires peuvent étre utiles pour trouver des algorithmes plus
efficaces.



Chapitre 4

Mesure continue d’un ensemble
statistique

Apres avoir étudié la controlabilité et la génération de trajectoires en boucle ouverte
dans les chapitres précédents, le controle par feedback est la prochaine étape dans 1’étude
des systemes quantiques. La différence fondamentale entre le controle par feedback au sens
classique et au sens quantique est due au fait qu’observer un systeme le perturbe.

L’idée exploitée dans les travaux antérieurs consiste a ouvrir le systeme aux fluctuations
induites par 'environnement. La description des systemes ouverts se fait, essentiellement,
a 'aide de l'opérateur densité. Ce dernier remplace la fonction d’onde de la mécanique
quantique élémentaire. Nous avons ainsi la possibilité d’analyser le comportement d’un
ensemble statistique des systemes [116] [55, 4] aussi bien que celui d'un systéme unique [48|
118, 133].

Pour éviter le phénomene d’écroulement du paquet d’onde suite a la mesure, nous
considérons un ensemble de systémes quantiques identiquement préparés (avec les mémes
états initiaux). Chaque membre de I’ensemble subit une évolution identique. La dynamique
considérée représente la moyenne des dynamiques de tous ces membres, tandis que ’obser-
vation porte sur un élément aléatoire de cet ensemble. Ainsi le coté destructeur du concept
de mesure disparait. Cette approche a été déja considérée dans d’autres contextes (voir
par exemple [116, 4]).

Nous essayons de coupler le systeme a un appareil de mesure qui perturbe faiblement le
systeme. Cette perturbation peut étre dans certains cas négligeable lorsque la dynamique
associée a la mesure est beaucoup plus rapide que la dynamique du systeme principal.

Dans la Section suivante, nous présentons la dynamique d’un systeme a 3 états couplé
a un champ de laser cohérent et résonnant. Ici, nous considérons également les émissions
spontanées. Nous supposons qu’'un des états excités est tres instable et se désexcite rapi-
dement sur I’état fondamental en émettant des photons. Lorsque quelques fréquences du
laser sont en résonance avec cet état instable, nous démontrons a l’aide des techniques
adiabatiques (systemes lents/rapides) le résultat suivant : le nombre moyen des photons

97
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(signal du photo-détecteur) peut étre interprété comme une mesure continue de quelques
composantes de la matrice densité correspondant a 1’évolution cohérente des deux autres
états. Ces deux états construisent le sous-systeme lent.

Plus précisément, nous montrons qu’une telle mesure continue perturbe I’équation
maitresse du sous-systeme lent, seulement via les termes du deuxieme ordre. Ainsi, dans
une premiere approximation, nous pouvons négliger ces termes de décohérence. Nous avons
alors un systeme a deux états, représenté par un vecteur sur la sphere de Bloch avec une
mesure continue qui dépend de 'amplitude du laser (voir le systéme (4.4)). Dans la Sec-
tion 4.2, nous proposons pour (4.4) un régulateur simple du type PI.

Dans la Section 4.3 nous étendons les calculs de la Section 4.1 au cas général d'une
équation maitresse du type Lindblad. Nous démontrons que 1’équation maitresse lente est
encore sous la forme Lindblad et que la décohérence due a I’état tres instable est maintenant
du deuxieme ordre et peut étre négligée.

Les résultats de ce chapitre font 'objet d’un rapport interne [93].

4.1 Systeme a 3 états

Prenons un atome a 3 états couplé avec des champs de laser résonnants. Notons les
trois états de I'atome par |1), |2) et |3) correspondants respectivement aux énergies Ey, Eo
et B3 ou E; < Ey, E3. Nous considérons ici les équations de Bloch-optique qui prennent
en compte ’émission spontanée (voir par exemple, [34] [6]). Le systéme sans controle est

e s , : . Ei—E,
mod¢lisé par les équations suivantes avec w;; = =5 :

d

%0'1 = FQO'Q + F30'3

d

EO’Q = —FQO'Q

d

%0'3 = —F30'3

d r
%012 = —lWw12012 — ?2012
d 23 = 23023 9 23
d r
EUZ’)I = —lW31031 — 73031-

Les termes {o;} correspondent aux populations de différents états, et les termes o;; sont
les termes de cohérence. On peut facilement voir que la quantité Tr[o] = o1 + 09 + 03
est conservée durant 1’évolution du systeme. Nous avons supposé que la relaxation est
seulement due & I’émission spontanée, ot I';! et I's! sont respectivement les durées de vie
atomiques des états |2) et |3).
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Prenons maintenant en compte 'effet du laser. Nous supposons que le laser agit sur le
systeéme a travers les transitions entre les états |1) et |2), les états |2) et |3) et les états |3)
et |1). L’Hamiltonien de couplage est donné par :

Rilars w (1) 2]+ [2) (1)) 4 ags w (12) (3] +[3) (2]) + @z w ([3) (1] + |1) (3])]

ol a9, ass et az; sont des coefficients réels. Un calcul simple montre que dans la description
de la matrice densité, les équations, lorsque l'effet du controle est pris en compte, peuvent
étre écrites sous la forme suivante :

—01 = FQO‘Q + F30’3 -2 a2 U %(0'12) + 2 as; u %(0'31)

dt
d
_ x x
EO’Q = —FQO'Q -2 23 U \9(0'23) + 2 a2 U \9(0'12)
d
_ x x
50'3 = —F30'3 -2 as; u \9(0'31) +2 923 U \9(0'23)
d Ty ) )
aalg = —lW19012 — ?0'12 +Laa U0 — LA U0 — 1L A3 U 093 + La23U0 31
d (I'2 +T3) . .
aagg = —lW9y3093 — ngg +Lagg U o9 — L a3 U O3 — L A1g U Og; + LA31UTH3
d Iy ) )
aagl = —lW31013 — 70’31 +ia31 UWO3—1La3 U O] — L Qo3 U 019 + La12U0 31

ou & et * signifient respectivement la partie imaginaire et le complexe conjugué d’un
nombre complexe.

Nous supposons le champ de laser résonnant avec les fréquences atomiques effectives :

U = Uﬁewlﬂ + %65“’23'f + @ebwmt +C.C
12 @23 a31

ou C.C. signifie le complexe conjugué et vi9, vo3, v3; sont des amplitudes complexes.

4.1.1 Approximation des champs tournants

Nous supposons ici que les fréquences |wia|, |was| et |wsi| sont différentes et que les
durées de vie atomiques des états |2) et |3) sont suffisamment longues pour avoir

[y, T3 < |wia], |wasl, |wsi]-
Nous supposons aussi que les amplitudes de laser ne sont pas tres grandes :
[v12], [vas], [vs1] < |wial, [wasl, [wai|.

Toutes ces hypotheses ensembles nous permettent d’appliquer I’ approximation des champs
tournants. En considérant le changement de variables, dépendant du temps :

G12 = €01y, Gz = €“Ployy et a3 = e“oy
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et en éliminant les termes de hautes fréquences, nous obtenons le systeme moyen suivant :

d
~ * o~k ~ * o~k
50'1 = FQO’Q + F30'3 +¢ (1)120'12 - 11120'12> — <U310'31 — U310'31)
d o F ~ * o~k ~ * ok
EO’Q = —1909 + ¢ (’0230'23 - ’0230'23) — 1 <U120'12 — U12O'12)
d o F ~ * o~k ~ * ok
3103 = 808 + ¢ (v31031 — v3,031) — ¢ (V23023 — V33033)
d I
~ ~ * ~ %k ~ %
%UlQ = —70'12 +¢ U12(0'1 — 0'2) — LU31093 + LU2303,
d (g +T'3)
~ ~ * ~ % ~ %
%0'23 = —TUzg +¢ U23(O'2 — 0'3) — V1203, + LU31019
d Is
~ ~ * ~ %k ~ %k
EO'gl = —70'31 +¢ U31(O'3 — 0'1) — U230 19 -+ LU12093.

4.1.2 Approximation adiabatique

Dans un premier temps, nous pouvons facilement voir que la conservation de probabilité
est toujours satisfaite : o1 + 09 + 03 = 1 reste constante durant I’évolution du systeme.
Ainsi nous pouvons éliminer ’équation correspondante a %01, seulement en remplagant oy
par 1 — o9 — 3. Nous avons

d
~ * o~k ~ * ~k
202 = —T'909 + ¢ (V93093 — V33055) — L (V12012 — V]50715)
d
~ * o~k ~ * ~k
503 = —T'303 + ¢ (V31031 — v3,03;) — ¢ (V23023 — V33033)
d I's
~ ~ * ~ % ~ %
aﬂlg = —7012 + 1 v]5(1 — 209 — 03) — 1V31G55 + LV230 3,
d. (Cy+T5) . X ~ ~
%0'23 = —TUQ:), +¢ U23<0'2 — 0'3) — U120 + LU31019
d I's
~ ~ * ~ % ~ %
27031 =~ 01 + 1 3 (=1 + 09 + 203) — 1093075 + LU1205;.

Jusqu’ici, nous avons parlé des relations entre les grandeurs de tous les parametres présents
dans le modele sauf entre les deux durées de vie I'y et I'3. En fait, la contribution principale
de ce chapitre est d’introduire un appareil de mesure similaire aux appareils de mesure
classiques, permettant de planifier les feedbacks continus en temps. Pour ce but nous
supposons la relation suivante entre les durées de vie atomiques satisfaite : I'y < I's.
Le fait que la durée de vie du troisieme état (I';') est beaucoup plus courte que celle
du deuxieme état (I';!), implique que la dynamique de I’évolution de la population du
troisieme état est beaucoup plus rapide que celle du deuxieme. C’est pourquoi le troisieme
état peut étre vu comme une partie de I’appareil de mesure.
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On excite le premier et le deuxieme état a ’aide d’un laser résonnant avec les fréquences
|wis| et |was|. Une partie de la population passe sur le troisieme état. Mais cette population
est tres instable comparée a celle du deuxieme état et donc, par I’émission spontanée, cette
population se désexcite vers le reste du systeme et cela en émettant des photons dans toutes
les directions. En captant ces photons, nous pouvons mesurer la population du troisieme
état.

Revenons maintenant aux équations. Les inégalités

|v12], [v2s], |vs1], Te < T's

nous permettent d’utiliser 'approximation adiabatique (techniques de perturbation sin-
guliere) [65]. Prenons I's = I's/e o1 0 < € < 1 et I's est du méme ordre que I';. Les
dynamiques s’écrivent

d
~ k o~k ~ * o~k
502 = _FQUZ + ¢ (’U230'23 — U230'23) — 0 (U12012 — U12012)
d Iy
~ * ok ~ * o~k
50'3 = —?0'3 +¢ (U310'31 — 'U310'31) — 0 (11230'23 — U230'23)
d Iy
~ ~ * ~ x ~ %
a()'lg = —70'12 +¢ U12<1 — 20’2 — 0'3) — LU31093 + LU230 31
d Fg PQ
~ ~ ~ * ~ % ~ %k
— 093 = ——093 — — 0923 +¢ U23<O'2 — 0'3) — U120, + LU310 9
dt 2¢ 2
d ;. - -
203 = —5 0 + 0 3 (=1 + 09 + 203) — Lw9307y + LV1255s.
€

Celles-ci admettent exactement la méme structure que le systéme lent /rapide de I’Annexe B
ou x correspond a (o9,012) et y correspond & (o3, d93,d31). Ainsi, pour les termes dont
I'ordre par rapport a € est inférieur ou égal a 1, nous avons I’approximation suivante (utiliser
le changement d’échelle o3 — %03 pour pouvoir appliquer directement 1’approximation de
’Annexe B) :

- 21e ., .
023 = =~ [Ua302 + U1 0] + O(¢?)
3
5 21e .
031 = - [V51 (02 — 1) — va367,] + O(€°)
3
r 4e —x
?30'3 = 1:‘— |:|1)31|2(1 - 0'2) + |U23|20'2 + 2%(?}23?)310'12)] + 0(62).
3

En prenant les termes d’ordre inférieur ou égal a 1, pour les dynamiques lentes réduites,
nous avons (rappelons que I's = I'3/¢)

d * ok ~ 4 ~ %
EUQ = —FQO'Q + L(U120'12 - ’U120'12) - F_ [|U23|20'2 + ﬂ?(v%vglan)] (41)
3
d . . Iy . 2 .
— 012 = L V(1 — 203) — LY, P [(|U23|2 + |vs1]*)a12 + ’023’031} (4.2)
dt 2 I's
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avec la sortie

4 ~x
Y = F303 = F_ [|U31|2(1 — 0'2) + |U23|20'2 + 23%(11231}310'12)} (43)
3

et ou les controles sont les trois amplitudes complexes vqo, v93 et v3;. Rappelons que le
modele lent, ci-dessus, est valable lorsque

|v1a], [vas], |vs1], Te < T's

et
ivm < Jwig||via], 1U23 < Jwasl|vas], iU31 < |war|[vs1]-
dt dt dt
Pour conclure, ces calculs justifient le modele suivant (I's grand) :
d r
d—ZL'l = U1r3 — 721‘1
a4 — _ Iz
al2 — UxT3 5 L1 (4 4)
4 = — — —Ty(zg3+1) '
ars = U1Ty — U2T2 2\T3
Yy = U1x1 + VT2 + U3x3
avec
$1+Zl’2:5‘12/2, 1’3:20'2—1, UL+ 1 Uy = —1L UE, V1 + 1 Vg = Va3V31

vy = ([vas]® = |vs1*)/2,  y =T3Y/4 — (Jvas]? + |vs1]*) /2.

Ce modele montre comment on peut coupler les dynamiques quantiques de I'état x =
(71,19, x3) appartenant a la sphere de Bloch (la sphere unité de R?) aux entrées classiques
(u1,u2) € R? et (v1,v9,v3) € R (amplitudes des modes résonnants du champ) et & une
sortie classique y (le nombre moyen de photons émis). Notons I'influence directe des entrées
v; sur la sortie y.

4.2 Un simple régulateur PI

Prenons (4.4) comme le modele du controle, avec us = vy = v3 = 0, v; = 1. Supposons
aussi que 'y = 0 : les états 1 et 2 sont libres de décohérence (une sorte d’état noir).
Supposons que x2 = 0 (cela est toujours le cas quitte a effectuer une rotation autour de
I'axe x3). Nous avons alors

d
—X = U3, —T3= —UTq, = 2.
dtl 123 dt3 121 Yy 1

L’état (x1,x3) évolue sur le cercle S'. Supposons que le but est de stabiliser le systéme
autour de ;7 = 0 et 3 = 1 a 'aide du terme de controle u; € [—u™, u™>] (u™** > 0).
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Ainsi le régulateur (PI) suivant avec les gains K, > 0 et K; > 0

d K —u™m, si— Kpy + 1 < —u™
EI = Fz(ul —I) avec wy =4 —Kyy+1, si —u™™ < —-Kpy+ 1 <u™
p UM st u™™ < —Kpy+ 1

assure la stabilisation quasi-globale autour de (z; = 0,23 = 1). En fait, le systeme en boucle
fermée (un systéme sur le cylindre S' x R) admet seulement deux états stationnaires :
(x1,23) = (0,1) avec I = 0 est asymptotiquement stable, (x1,x3) = (0,—1) avec I =0 est
instable. Toutes les trajectoires en boucle fermée différentes de I’état stationnaire instable
convergent asymptotiquement et exponentiellement vers 1’état stationnaire stable.

A I'exception du fait que le systéme original évolue sur St et pas sur R, ce régulateur PI
est 'analogue du régulateur PI classique couramment appliqué pour le systéme du premiere
ordre %y = u et sa robustesse est bien établie.

4.3 Systéme de Lindblad lent /rapide

Dans cette section, nous adaptons les calculs de la Section 4.1 lorsqu’a la place des
équations de Bloch, une équation maitresse du type Lindblad est considérée. Nous montrons
que le systeme lent réduit obéit, de méme, a une équation maitresse du type Lindblad avec
les opérateurs qui peuvent étre déduits directement des opérateurs originaux.

Considérons 'équation maitresse suivante, pour la matrice densité p associée a un
systeme de dimension n :

% _ _%[HO +u(t)Hy, p) + TD[Q)(p),

Y =TI'Tr [Q'Qp] .

Les opérateurs Hermitiens H, et H; sont, respectivement, I’Hamiltonien libre et I’Hamil-
tonien d’interaction avec une source cohérente du controle u(t) € R. Pour les opérateurs
A et B arbitraires, le super-opérateur D est défini par

DIAI(B) = (2ABAT — ATAB — BATA).
2

L’opérateur () modélise la décohérence associée a la mesure Y. I' > 0 est une constante de
normalisation liée a 'inverse du temps de décohérence associé a la mesure Y. Ainsi () n’a
pas de dimension et nous supposons partout dans cette section que () est un opérateur de
transition de la forme |g) (e[, ot |g) et |e) sont deux états propres de 'Hamiltonien libre
Hy. Bien évidement, nous avons les deux relations suivantes :

Q*=0, Q'Q=P=]e)(el,
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ou P est Popérateur de projection sur I'état excité |e).

Les fréquences de transition, w;; = A; —\; (ot les \;’s sont les valeurs propres de Hy/h),
sont supposées beaucoup plus grandes que la décohérence I'. Donc nous avons la possibi-
lité d’utiliser 'approximation des champs tournants comme dans la sous-section 4.1.1.
Nous considérons la transformation p — UpUT, ot U = efot/? est le propagateur de
I'évolution libre. D’autre part, nous supposons que le champ de controle u(t) est dans le
régime résonnant par rapport aux fréquences naturelles du systeme, et nous modulons les
amplitudes u;;(t) :

u(t) = Z i (t) sin(wgt).

Les amplitudes wu;;(t)’s sont lentement variables.
Apres moyennisation, nous obtenons 1’équation maitresse suivante :

d 1

Sp= 1+ (2000~ QIQp-p@'Q), Y =TTR[QIQ)]  (45)

ol H correspond aux termes séculaires de wU H;UT. Une telle approximation est valable
lorsque les amplitudes u;; sont suffisamment petites.

Nous supposons aussi que la relaxation de I'état |e) vers I'état |g), qui aboutit a la
détection des photons, est beaucoup plus rapide que les autres dynamiques de I’équation (4.5)
(durée de vie atomique courte pour 1’état |e)). Alors nous pouvons prendre I' = I'/e o1 €
est un petit parametre positif. Ainsi, dans le repere d’interaction et pour les amplitudes
suffisamment petites u;;, nous avons I’équation maitresse suivante :

d 7 r

—p=_—__[H — (2 T 00, — Ot
5P = 3l ,p]+26(62p62 Q'Qp — pQ'Q)
ou0<e<xl.

Définissons :

py = Pp+pP — PpP
ps = (1= P)p(1 = P)+QpQ".

Comme p = ps+ps —QPp;PQT, il y a une correspondance bijective entre p et (py, ps) :
nous avons une sorte de ”changement de variables” pour p qui découple la partie lente et
la partie rapide de la dynamique, et qui nous propose une ”forme standard de Tikhonov” :

d r 1
—iPr = —g5(pg+ PppP) — = (PUH, p] + [H, p|P — P[H, p|P),

= (1= P)[H,p)(1 - P)+ QH, pQ".
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Alors py est associée a la partie rapide des dynamiques et ps représente la partie lente.
La partie rapide est asymptotiquement stable puisque —%(pf + Pp;P) définit un super-
opérateur défini-négatif sur ’espace des opérateurs Hermitiens :

Tr[—(ps + PpsP)psl = —(losll + |1 Pps?)-

Ici nous pouvons appliquer les calculs lent /rapide comme ils sont décrits dans I’Annexe B.
En calculant les termes du premier ordre, nous trouvons ’approximation suivante pour p;

par rapport a p; :
—21€

Al
Les dynamiques lentes sont données par :

pr= (PHp, — psHP) + O(é?).

o= 3l p] 4 (@00 - 30100~ 30.01Q) + 0@
ol
H, = (1— P)H(1 - P)
et ) 1 ) ]
Q= (- PIQHO-P) | Q'= (- PHQI(1-P)

Notons que, comme @, 'opérateur () est sans dimension. Cela se passe différemment pour
la sortie Y. Nous avons :

V() = T [Q'Qo] = T [Q'Qps] = - Te[P(PHp. — p.HP)] + O(c).

Mais Tr [P(PHps — psHP)] = 0. Nous devons prendre en compte les termes d’ordre deux
dans les asymptotes de py par rapport a €. A 'aide de I’Annexe B, des calculs simples mais
fastidieux aboutissent a I’approximation naturelle suivante

Y (t) = 4el'Tr [QTQps] + O(e?).

Mais I'/e = I'. Ainsi, nous avons montré que quand I' est grande (comparée avec ),
I'équation maitresse lente associée a (4.5)) s’écrit

d 1

a 2 Foto. o Of _2
dtps = h[H57ps] + F(ZQSPSQS Qstps pstQs)a Y = FTT [QstPS]

ou

mzﬂ—PMﬂ—m,fﬂzﬂ—PWU—P%CLZO—PW<£)O—m
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avec P = QQ. Rappelons que H est ’Hamiltonien dans le repere d’interaction avec des
modes de laser résonnants et apres ’approximation des champs tournants.

Pour conclure, nous remarquons que pour un ensemble de systemes quantiques indépend-
ants et identiques, et lorsque la décohérence due a la mesure subit des dynamiques rapides
par rapport au reste du systeme, les approximations adiabatiques nous aident a trouver
la dynamique lente du systeme ainsi que la mesure par rapport a cette dynamique lente.
Notons que dans ce nouveau systeme, le terme de décohérence peut étre éliminé dans une
approximation du premier ordre (I' grand). Nous obtenons alors un systéme de la forme

%ps = _%[stps}a
ou le controle apparait de facon linéaire dans 'Hamiltonien réduit H,. Ce systéeme cor-
respond alors a un systeme bi-linéaire avec les fonctions d’onde comme variables d’état.
Nous avons en plus la mesure issue de cette évolution lente donnée par Y. Nous pouvons
désormais nous intéresser aux problemes de controle avec mesure continue associés a ce
systeme.



Chapitre 5

Stabilisation pour les modeles
stochastiques

Un scénario typique de controle par feedback, représentatif des expériences en optique
quantique [48], est montré dans la Figure 5.1. Nous espérons controler 1’état d’un nuage
d’atomes, par exemple nous pouvons nous intéresser au controle de leur moment angulaire
collectif. Pour observer les atomes, nous utilisons un champ de laser et nous mesurons la
lumiere émise a I'aide d’un détecteur homodyne (une cavité peut étre utilisée pour aug-
menter la puissance d’interaction entre la lumiere et les atomes). A partir du signal détecté
par observation, un controleur controle le systeme via un champ magnétique dépendant
du temps. La configuration peut étre entierement décrite par une équation de Schrédinger
pour les atomes et le champ, ce qui prend la forme d’une équation différentielle stochastique
quantique dans la limite Markovienne. Le laser lui-méme contribue aux observations des
fluctuations quantiques. Ainsi ’observation peut étre considérée comme une observation
bruitée de la variable atomique.

Comme nous ne sommes pas autorisés a faire des observations qui ne commutent pas
entre elles dans une seule réalisation, toutes les mesures quantiques ne nous fournissent
que des informations partielles a propos du systeme. Le controle par feedback d’un systeme
quantique [53, 54] est alors tres proche du controle stochastique classique lorsque les ob-
servations ne sont que partielles [19]. Comme pour le controle stochastique classique, nous
pouvons utiliser les propriétés de 'espérance conditionnelle pour convertir un probleme de
controle par ”output-feedback” en un probleme avec observations completes. L’équation
du filtre quantique [17, 21} 23] devient alors pour la densité conditionnelle p;

dp = —i(Hypy — peHy)dt + (cpic™ — 5(6 cpr + picte))dt
+Vn(epe + pec = Tr[(c + ¢*)pi] pr)dWy. (5.1)

Cette équation est ’analogue quantique de ’équation de Kushner-Stratonovich pour les
filtres non-linéaires [17, 21} 53]. Cette équation de filtre peut alors étre considérée comme
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Filtering equation =%~ Control law

Digital control

Z Magnetic
coils

/-l Cavity Atoms Probe laser
(U ‘ -
Detector
\u

F1G. 5.1 — Un scénario typique de controle par feedback en optique quantique. Un laser
disperse un nuage atomique dans une cavité optique, et est détecté ensuite. A partir du
signal détecté, un controleur agit sur le systéme via un champ magnétique dépendant du
temps.

le point de départ pour le probleme du feedback quantique. Pour une démonstration rigou-
reuse d'un principe de séparation, qui nous permet de considérer le probleme de controle
indépendamment du probleme d’estimation, nous renvoyons le lecteur a [18| 22]. Introdui-
sons les éléments présents dans le modele ci-dessus :

— Le processus de Wiener W, est I'innovation dW; = dy, — \/nTr [(c 4 ¢*)p;| dt. Ici y,
le processus d’observation obtenu par le systeme, est une semi-martingale continue
de variation quadratique (y,y), =t.

— Hy = H} est une matrice d’Hamiltonien qui décrit 'action des forces externes sur le
systeme. Nous considérons H; de la forme H;, = F' + u,G avec F' = F*, G = G* et le
controle scalaire réel u;. Ainsi, le controle agit sur le systeme de fagon cohérente.

~ wu; est un processus scalaire réel borné qui est adapté a F} = o(ys,0 < s < ¢), la
filtration générée par les observations jusqu’a l'instant t.

— ¢ est une matrice qui détermine le couplage avec le champ externe.

— 0 < n <1 est lefficacité du détecteur.

Le probleme principal que nous étudions dans ce chapitre est la stabilisation de cette
équation du filtre (5.1) pour certains systémes populaires en physique : systéme du moment
angulaire et intrication des états de deux spins.

La stabilisation pour les systemes de basse dimension a été étudiée dans [53]. Il a été
montré que la difficulté principale est due a la symétrie géométrique cachée dans ’espace
d’états du systeme. Beaucoup de choix naturels pour le terme de feedback se sont montrés
inefficaces pour la stabilisation du systeme en boucle fermée : I’ensemble w-limite contient
des points autres que la cible. L’approche de [53] utilise une recherche informatique des
champs de controle continus qui cassent cette symétrie, stabilisant globalement 1’état désiré.
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Malheureusement, cette méthode est limitée par le cotit des calculs et ne peut étre appliquée
qu’a des systemes de basses dimensions. De plus, une démonstration de la stabilité avec
des parametres arbitraires semble étre difficile, car la méthode n’est pas analytique.

Ici, nous introduisons une approche différente qui évite les points limites non-voulus
en changeant le feedback autour de ces états. L’approche est entierement analytique et
stabilise globalement 1’état cible désiré pour une dimension arbitraire N et avec 0 < n < 1.

Dans la premiere Section, nous présentons cette approche sur I'exemple d’un systeme
a deux qubits. Les simulations numériques de cette section nous montrent l'intéret de ce
terme de feedback et son efficacité dans le cadre de ’exemple considéré. Dans la Section 5.2,
nous étudions des questions comme l'existence et 'unicité des solutions de I’équation du
filtre, la continuité des trajectoires, etc. Dans la Section 5.3/ nous considérons le probleme
de la stabilisation autour d’un état propre d’'un moment angulaire et nous démontrons la
stabilité globale sous une loi particuliere de controle. Finalement, nous espérons que les
méthodes de la Section 5.3 sont suffisamment flexibles pour étre appliquées a une classe
tres large des scénarios de préparation des états quantiques. Comme exemple, dans la
Section 5.4, nous utilisons ces méthodes pour stabiliser les états intriqués de deux spins.

Les résultats de ce chapitre ont été initiés par un séjour de deux mois a Caltech et sont
issus d’une collaboration avec R. Van Handel. Ces résultats font 'objet de deux publications
en cours : une publication soumise a la revue “STAM Journal of Applied Mathematics” [8§],
et 'autre en cours de préparation [89].

5.1 Controle par feedback d’un systeme a deux qubits

Les qubits, i.e. les systemes quantiques & deux états (ayant un espace de Hilbert de
dimension deux), et en particulier les états corrélés (intriqués) de plusieurs qubits, jouent
un role important pour l'information quantique. Dans cette section, nous considérons le
systeme a deux-qubits qui interagit d’une fagon dispersive et symétrique dans la direction
z avec un appareil de mesure optique.

Nous commencons par définir les matrices de Pauli

(01 (0 =i (1 0
“=\10) %= \i o) 7 o0 -1

et nous définissons la base 1y = (1 0)* et ¢ = (0 1)* dans C% Un systeme de deux
qubits vit dans un espace de dimension 4, C* ® C?, avec la base standard {11 = 1y ® 9y,
Qﬂn = Q/JT & Qﬂl, Q/JH = wl X 1/JT, wu = 'Lbl X wl} NOHS notons par 0';7%2 = O'x’%z X 1
et aiy’z = 1 ® 04, les matrices de Pauli des deux qubits et par F,,. = O’iy’z + ngc,y,z
I'opérateur (non-normalisé) du moment angulaire collectif. Nous avons alors ’équation du
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filtre quantique suivante [53]

1 1
— —F?p, — —p, F2)dt
S Eepe— 5 2)

+ VI Fopi + pi P = 2Tx [Fpg] py ) dwy (5.2)

dpt = — iul[O';, pt]dt — 'éUz[O;, pt]dt + (szth

ol u; et uy sont des controles indépendants qui sont des champs magnétiques locaux dans
la direction y de chacun des qubits.

Le but principal dans cette Section est de stabiliser le systeme autour de deux états
cibles intéressants :

po= ST+ LN+ () et pa= (T4 — LT = {L1)

ol ps est symétrique et p, est anti-symétrique.

1F

0.5 _

V(p)

— u®
— @

Control
-

Time

F1G. 5.2 — Une trajectoire simulée de p; avec le controle (5.4). Malgré le fait que
V(p:) converge, p; est piégé par un attracteur non-fixe(ici n = 0.5, po = [T1)(Tl],
prr = (1T 117))-

Commencons par le cas ou l'état cible est 1’état anti-symétrique p,. Pour cela, nous
considérons la fonction de Lyapounov V' (p) =1 — Tr[pp,]. Nous avons

d : ,
%EV(pt) = E{ugl)Tr [z[az(/l), pilpa) + ul® Ty [2[0?52), pilpal }- (5.3)
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R LTI
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= 27Y2(1 104+ 11D

15 20 25 30
Time

F1G. 5.3 — Les trajectoires simulées pour dix pg choisis d’une facon aléatoire, avec les lois
de controle anti-symétrique (au-dessus) et symétrique (au-dessous). Ici n = 0.5, et ¢ = 0.1.

hp)=2"2311) - 141 hp =22 (1) +141))
1 ‘ ‘ ‘ 1 ‘ ‘ ‘
S os S o5
0 0
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
15
1 J]U\J\\'/M'\-\w\
5 :Q . —
= c — @]
3 05 — 3 -
_ 3(2) -1
0 |
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Time Time
F1G. 5.4 — Une trajectoire typique de V' (p;) et les signaux de feedback ut b2 pour les lois
de controle anti-symétrique (a gauche) et symétrique (a droite). Ici n = 0.5, € = 0.1, et

po = [T1) (T1].
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1,2)

Celle-ci nous suggere un candidat pour le controle : uﬁ“’ = —Tr [i[a( . pil pa] . Avec cette

loi de contrdle, EV(p;) est clairement décroissante. Cependant, cette loi de contrdle est
insuffisante pour le probleme de la stabilisation, par exemple avec cette loi 1'état p =
IT1) (LT] est un point fixe de la dynamique, et donc ne converge pas vers p,.

Pour régler ce probléeme, nous considérons deux modifications pour la loi de controle.
Premieérement, notons que le second membre de (5.3) est encore non-positif si on prend la
loi

u"? =1 - Ty [i[0§1’2),pt]pa] . (5.4)

Malgré cette amélioration, nous avons seulement garanti que V(p;) est décroissante en
moyenne, et pas qu’elle converge vers 0. Ainsi nous avons éliminé les points fixes non-
désirés du systeme, mais par exemple pas la convergence vers un ”cycle limite” stochastique
admettant une valeur fixe non-nulle pour V(p). En fait, de tels attracteurs se produisent
avec une certaine probabilité (voir les simulations de la Figure 5.2).

Bien que cela n’apparaisse pas évident, une analyse soigneuse montre que dans chaque
réalisation du systeme controlé, V(p;) converge soit vers zéro (dans le cas ou p; — pg)
soit vers un (comme le cas de la Figure 5.2)). Il s’agit donc d’éviter 'ensemble de niveau
V' = 1. Nous choisissons les lois de controle constantes sur un voisinage de cet ensemble de
niveau. Lorsque les opérateurs de controleur et de mesure satisfont une certaine condition
de controlabilité (qui sera clarifiée dans les sections suivantes) ces lois constantes assurent
la sortie en temps fini de ce voisinage (une sorte d’ergodicité). Lorsque 1’état du systeme
est a I'extérieur de ce voisinage, il sera absorbé par 1’état cible avec une certaine probabilité
non-nulle. Ainsi nous pouvons espérer un comportement asymptotique convergeant pour
le systeme en boucle fermée.

L’idée consiste alors a considérer les lois de feedback suivantes pour (5.4) :

m_ ) 1-Tr [’i[ él),pt]pa] pour V(p,) <1—¢
1 pour V(p)) >1—¢

(2) 1—Tr [i[og(f),pt]pa] pour V(p)) <1—¢
0 pour V(p) >1—¢

ou 0 < € < 1. En cassant les attracteurs non-désirés, nous assurons la convergence vers
’état cible (voir la Figure 5.3).

De méme, nous pouvons considérer 1’état cible symétrique p,;. Une analyse identique a
celle du cas anti-symétrique nous conduit vers la loi de controle

m_ ) 1=Tr [Z[ 15/1)7Pt]Ps} pour V(p) <1—¢
1 pour V(p) >1—¢

L) 1T [i[az(f), pt]ps] pour V(p) <1—¢
' 0 pour V(p:) >1—¢
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ouV(p)=1—Tr[pp] et 0 <e < 1 (voir la Figure 5.3).

Pour les simulations nous avons utilisé une méthode d’Euler stochastique [66] avec un
pas de temps de longueur 0.01. Pour chaque trajectoire, nous avons choisi, d'une fagon
aléatoire, une condition initiale py et une suite d’innovation W;. Comme prévu, toutes les
trajectoires sont attirées vers ’état cible, indépendamment de la condition initiale ou de
I'innovation aléatoire. Toutefois, le temps de convergence varie d’une trajectoire a l'autre.
Nous observons de méme des trajectoires qui parcourent des excursions longues avant de
converger vers ’état cible. Cet effet a été déja observé dans [119] et est une conséquence
naturelle de notre loi de controle.

La Figure 5.4 montre une trajectoire typique d’une telle loi de controle. Notons qu’avant
de converger, la trajectoire passe plusieurs fois par la zone V(p) > 1 —e. Cependant, il y’a
convergence et le controle prend sa valeur stationnaire.

Dans les sections suivantes, nous étudierons d’abord la nature bien posée du probleme
ainsi que les propriétés de la solution dont on va avoir besoin pour la preuve de la conver-
gence. Ensuite nous étudierons la convergence pour les deux cas d’un systeme de moments
angulaires et de l'intrication des états de deux spins.

5.2 Filtres quantiques : les propriétés mathématiques

Cette section a pour sujet 1’étude des équations dynamiques pour un systeme quantique
général en boucle fermée et ’établissement de leurs propriétés élémentaires.

Nous considérons les systemes quantiques de dimension finie 1 < N < oo. L’espace
d’états d’un tel systeme est donné par I’ensemble des matrices densités

S={peC"N;p=p"Tr[p]=1,p>0} (5.5)

ou p* représente la conjugaison Hermitienne. Les systéemes quantiques de dimension finie
sont omniprésents dans la physique quantique contemporaine; un systeme quantique de
dimension N = 2", par exemple, peut représenter 1’état collectif de n qubits dans la confi-
guration de calcul quantique, et N = 2J + 1 représente un systeme de moment angulaire
fixé J. La remarque suivante décrit la structure de I’ensemble S :

Remarque 19. S est l'enveloppe conveze de {p € CN*VN: p = vv*,v € CV, v*v = 1}.

Dans une premiere étape nous étudions la nature bien posée du systeme (5.1). Le
terme non-linéaire Tr [(c 4 ¢*)p;] pr semble étre le terme le plus troublant pour une analyse
d’existence et unicité de la solution du systeme (5.1) dans 'ensemble S. Ce dernier est en
fait un terme de normalisation qui assure la conservation de la trace de la matrice densité
p-

Eliminons, pour l'instant, ce terme non-linéaire de normalisation. Nous avons alors une
équation linéaire d’Ito

~ . ~ ~ ~ % 1 * o~ ~ % ~ ~ %
dpy = —i(Hpy — peHy)dt + (cpic™ — 5(0 cp + pecte))dt + (epy + pec®)dy;. (5.6)
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Cette équation admet une solution forte unique, puisqu’elle obéit la condition de Lipschitz
(aléatoire) globale [103](page 249-253).

Lemme 4. L’ensemble des matrices non-nulles non-négatives est p.s. (presque surement)
invariant pour (5.0).

Démonstration :

Nous commencons par décomposer pg en une somme de projecteurs sur les états propres,
Le. po = >, \vhvr, vh € CN étant le 7’ieme vecteur propre et \; la valeur propre associée.
Comme py est non-négative, toutes les valeurs propres \; sont non-négatives. Considérons
maintenant I’ensemble des équations

dpy = —i(Hyp, — prHe)dt + (eppe” — 5(c"ep, + prete))dt + (cp + pre”)dWy (5.7)

avec py = vjvl. Ici nous avons étendu l'espace de probabilité pour qu’il admette un
processus de Wiener W, indépendant de y,, et W/ = Ve + VI =nW,. Le processus j; est
alors équivalent en loi & E[p}|FY], ot pj = >, \ip.

Maintenant notons que la regle d’Ito [98] implique que la solution de I’ensemble des
équations

dvi = —iHldt — %c*cvidt + cvtdW] vi € CV, (5.8)
satisfait pi = vivi*.

D’apres [103], page 326, nous savons que vi = U;v§ ol la matrice aléatoire U; est p.s.
inversible pour tout temps ¢. Ainsi, p.s. v # 0 pour tout ¢ sauf si v = 0. Donc clairement
P, est p.s. une matrice non-nulle non-négative pour tout temps ¢, ce qui termine la preuve
du Lemme 4. [

Finalement, nous avons

Théoréeme 13. L’équation (5.1) admet une solution forte unique p, = pi/ Tr|p:] dans S.

Clairement cela doit étre satisfait si (5.1) propage une densité.

Démonstration :

Comme ’ensemble des matrices non-nulles non-négatives est invariant pour p;, cela
implique en particulier que p.s. Tr [p;] > 0 pour tout ¢. Ainsi le résultat découle directement
de I'application de la regle d’Ito sur (5.6), et du fait que si M = ). \jv;u} est une matrice
non-nulle non-négative, alors M/ Tr [M] =", (A\i/ >, Aj)vivf € S. T

Apres avoir établi la nature bien posée du systeme dans I’ensemble S, nous nous concen-
trerons sur les différentes propriétés mathématiques de la solution nécessaire a ’analyse
de convergence.

Théoréme 14. Nous avons [’estimation uniforme suivante pour (5.1) :

P ( sup ||pe+s — pil| > e) < CA(1+A) Ve >0 (5.9)
0<5<A
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ot 0 < C' < oo dépend seulement de € et ||.|| est la norme de Frobenius (| A|*> = (4, A)
avec le produit scalaire (A, B) = Tr[A*B|). Ainsi la solution de (5.1)) est stochastiquement
continue en t et pg.

Démonstration :
Prenons p; = pg + ®; + =; ou

¢
1
o, = / [—i(Hsps — psHs) + (cpsc™ — §(c*cp8 + pscc))]ds (5.10)
0
¢
= = / V1(cps + psc® — Tr [(c + ) ps] ps)dWs. (5.11)
0

Pour =; nous avons I'estimation suivante ( [5], page 81)

t+A
E ( supA =65 — Et||2) < 477/ Elleps + psc® — Tr [(c + ) ps) ps||Pds (5.12)
t

0<6<

Comme le terme intégré est borné, cette expression est bornée par C1A pour une constante
)
positive C7 < co. Pour ®; nous pouvons écrire

t+6
E(sup u@tw—@tw)gm{sup / HGsuds}
0<6<A 0<6<A Jt

2 2

—=[[Theds] 69

ou Gy signifie le terme intégré dans (5.10). Nous pouvons estimer cette expression par
CyA? avec Cy < oo, car ||G,|| est bornée. En utilisant ||A + B||*> < 2(||A]|* + || B]|?) nous
pouvons écrire

sup,llss = ol <2 sup s = 0P+ swp [Ees=ZF). (G0
0<6<A 0<5<A 0<5<A
Enfin, via 'inégalité de Tchebychev

1 201A + 20, A?
P (s s = ol > €) < 58 sup s = l?) < ZA2EZEE )
0<6<A € 0<6<A €

ce qui termine la preuve. [
Théoreme 15. Les trajectoires du systéme (5.1) sont presque sirement continues en t.

Démonstration :

De facon similaire a la démonstration précédente, prenons p; = pg + ®; + =;. Notons
que le processus @, est différentiable par rapport a t et que sa dérivée est bornée puisque
S est compacte.
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Un tel processus ®; est Lipschitz, et alors uniformément continu par rapport a t. En-
suite, nous appliquons l'estimation suivante (voir par exemple [5], page 81) : pour tout
0<s<t<ooetp>2

t
/ K, dW,

ou K, est le terme intégré dans (5.11). Ainsi nous obtenons

p _1)1%/? t
E‘ - {p(p2 )} (t_s)oa—z)/z/ E| K, |Pdo (5.16)

o 1 p/2
B[S — 2.7 < C [%] (t = sy (5.17)

ou C est une constante positive qui domine la norme Frobenius ||.|| du terme intégré au
second membre de (5.17), et C' < oo car S est compacte. Conjointement & une version
du Théoreme de Kolmogorov-Centsov (Lemma 2.3 dans [84]), cela implique que pour tout
v avec 0 < v < (p — 2)/2p, les trajectoires de Z(t) peuvent étre choisies localement mais
uniformément Holder continues d’ordre v. Comme p; = pg + ®; + = nous avons le résultat
voulu. [

Nous nous restreignons maintenant au cas particulier suivant :

— uy = u(p;) avec u € CH(S,R).
Pour ce cas de feedback, nous pouvons démontrer plusieurs propriétés importantes pour
les solutions. Dans la suite, nous allons noter par ¢;(p, u), la solution de (5.1) a l'instant ¢
avec le controle u; = u(p;) et la condition initiale pg = p € S.

Théoréme 16. Si V(p) est continue, alors EV (¢:(p,u)) est continue en p; i.e., la diffu-
sion (5.1) est Feller continue.

Démonstration :
Supposons {p" € S} une séquence de points convergente vers p> € S. Prenons p} =
Gi(p",u) et p° = ¢ (p™, u). Tout d’abord, nous allons démontrer que

Ellpf — p°||> — 0 lorsque n — oo. (5.18)

Nous écrivons 6}' = pi — p°. En utilisant la regle d’Ito, nous obtenons
t
E[lo7|* = ||58||2+/ 2E [Tr [(ilpg, H(pg)] — ilp%®, H(p)])07] + Tr [ed7c™0y — c*e(67)?]] ds
0

t
+ / nETr [(cd? + 67c* — Tr [(c + ¢)pl] pl + Tr [(c + ¢*)p] p2°)?] ds  (5.19)
0

ou [A, Bl = AB — BA. Essayons d’estimer ces trois termes. Nous avons

Tr [¢"e(07)?] = [ledy|I* < Calloy'||”
T [cdy'c0y] = (87c,co7) < [|o7e| [leo || < Callo7 || (5.20)
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ol nous avons utilisé 'inégalité de Cauchy-Schwartz et le fait que tous les opérateurs sont
bornés. Ensuite

Tr [(ilpr, H(p})] —ilps°, H(p)]) 0] < i}, H(py)] = ilpg”, H(p)I|l Mlo7 ). (5.21)

Maintenant, notons que S(p) = i[p, H(p)] = i[p, F+u(p)G] est C* par rapport aux éléments
de la matrice p, et ses dérivées sont bornées car S est compacte. Ainsi S(p) est Lipschitz
continue, et nous avons

15(p}) = Sl < Csllpf — pill = Csllor]l, (5.22)
d’ou
T [(ilor, H(py)] — ilpf, H(p)]) 67] < Csl1o7 . (5.23)
Finalement, nous avons ||cd} + 07 c*|| < C4]|0}]] et un argument similaire au précédent
implique
ITx [(c+ c)pf] pi — Tr[(c+ ¢)pie] o7l < Csllor||*. (5.24)

Maintenant nous pouvons utiliser |A + BJ|* < ||A||* + 2||4| ||B|| + || B||* pour estimer le
dernier terme dans (5.19) par Cs|6;"||?. Toutes ces inégalités, ensemble, impliquent

t
El|o7]* < [1d511* + C/ E[|oz[*ds (5.25)
0

et alors a 'aide du Lemme de Gronwall
E[67]* < 163117 = e[l p" — p™|>. (5.26)

Comme le temps ¢ est fixé, la relation (5.18)) s’en suit.

Nous avons montré que p} — pf° lorsque n — oo, ce qui implique la convergence en
probabilité. Mais alors pour toute fonction continue V., V(p}') — V(pg°) en probabilité
([49], page 60). Comme S est compacte, V' est bornée et alors nous avons

EV(p°) = E[P-lim V(p}")] = lim EV(p}) (5.27)

par le Théoreme de la convergence dominée ([49], page 72). Comme ce résultat est valable
pour toutes les séquences convergentes p", le résultat s’en suit. [

Théoreme 17. ¢(p,u) est un processus Markovien fort sur S.

Démonstration : La preuve de la propriété de Markov dans [98] (page 109-110), s’adapte
a notre cas. Ainsi la propriété forte de Markov découle de la Feller continuité [73]. OJ

Théoreme 18. Prenons 7 le premier temps de sortie de p; d’un ensemble ouvert ) C S et
considérons le processus arréeté p? = Piar(p,u). Alors p? est aussi un processus Markovien
fort dans S. De plus, pour V telle que LV existe et est continue, nous avons LoV (x) =
LV(x) six €@ et LoV (x) =0 sinon. Ici, L (resp. Lg) est Uopérateur infinitésimal faible
associé o ¢y(p,u) (resp. ¢2(p,u)).

Démonstration : Cela découle de [73], page 11-12, et le Théoreme [14.
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5.3 Systemes du moment angulaire

Dans cette section, nous considérons un systéeme quantique de moment angulaire fixé
J (2J € N), par exemple un ensemble atomique, qui est détecté a I’aide d’'un appareil de
mesure optique dispersif [54]. Apres conditionnement, un tel systeme est décrit par une
équation de la forme (5.1) on

— La dimension de ’espace de Hilbert N =2J + 1;

—c=pF,, F=0e¢ G =~vF, avec 3,7 > 0.
Ici F, et F, sont des opérateurs (auto-adjoints) de moment angulaire définis par la suite.
Prenons {9 : k = 0,...,2J} la base standard de CV, i.e. 1; est le vecteur avec un seul
élément non-nul étant le i’ieme ! = 1. Alors [86]

Faby = icy_ i —icj_php—1
F., = (/{: — J)@/Jk (5.28)

ol ¢y, = 24/(J —m)(J + m+ 1). Sans perdre de la généralité, nous pouvons choisir 3 =
~v = 1, car en changeant les échelles de temps et de u,, le choix de (3 et v devient arbitraire.
Commencons par étudier le comportement de la dynamique de I’équation,

. 1
dpt = —Z'U,t[Fy, pt]dt — §[FZ7 [FZ7 pt]]dt + \/T_](szt + pth — 2Tr [szt] pt)th (529)

ou le feedback u; = 0.

Théoréeme 19. Pour tout py € S, la solution p; de (5.29) avec u; = 0 converge p.s. vers
un élément de {1k, m =0,...,2J}, lorsque t — oo.

Démonstration :
Considérons V; = Tr [F2p] — (Tr [F.p])%. Nous avons

t
EV, =V, — 477/ EV2ds.
0

Maintenant, notons que V; > 0 presque surement. Ainsi
t
477/ EVZds = Vo — EV; <V < oo.
0
Mais alors, nous avons
[e.o] o0
IE/ Vids <oo = / VZids < oo p.s.
0 0
et comme les trajectoires de V; sont p.s. uniformément continues (Théoreme [15), cela im-

plique V; — 0 p.s. lorsque ¢ — oo. Mais les seuls états p satisfaisants Tr [F2p]—(Tr [F,p])* =
0 sont les éléments de {1, 0% ;m =0,...,2J}. O



5.3. SYSTEMES DU MOMENT ANGULAIRE 119

Le but principal de cette section est de trouver un terme de feedback qui stabilise (5.29),
globalement autour de la solution d’équilibre (p; = py,w = 0), ot nous avons choisi I'état
cible py = vyv} parmi les états ¥, 1y, .

Le résultat principal de cette section est le suivant :

Théoreme 20. Considérons le systéme (5.29), évoluant dans l'ensemble S. Prenons py =
vpv} ou vy est un élément de {thm;m = 0,...,2J}, et supposons v > 0. Considérons le
controle suivant :

1wy = =Tr[i[Fy, pilpys] si Trpeps] = v

2. up =1 s1 Tripps] <7/2;

3. sipr € B=A{p:7v/2 < Tripps] <~}, alors uy = —Tr[i[Fy, pilps] si la derniére entrée
de pi dans l'ensemble B est via la frontiére Trpps] =y, et uy = 1 sinon.

Alors 3y > 0 t.q. uy stabilise (5.29), globalement autour de py et Ep, — py lorsque t — oo.

Remarque 20. Remarquons que par rapport a la méthode présentée dans la section
précédente, nous avons ajouté une couche intermédiaire pour la loi de feedback qui consiste
a un comportement histéresis. Nous avons une sorte de clé qui change de position lorsque le
systeme croise les frontieéres de cette couche intermédiaire dans les directions appropriées.
Cette clé nous dit quelle lov de feedback doit étre active a chaque moment. Pour des raisons
techniques qui seront présentées au cours de la démonstration, cette couche intermédiaire
doit avoir un rayon non-nul. Mais néanmoins, les simulations numériques montrent que
meme sans aucune couche additionnelle le résultat doit étre valable. La démonstration de
ce dernier point pourra faire l’objet de recherches futures.

Démonstration :
Considérons la fonction non-négative

Vip)=1-"Trlpps]: S —[0,1],
et pour tout « € [0, 1], définissons ’ensemble de niveau
Sa={peS:V(p) =a}l.

En outre, nous définissons les ensembles suivants

Ssa={peS:a<V(p) <1},
Sea={peS:a<V(p) <1},
Sca={peS:0<V(p) <al,
S<coa={peS:0<V(p) <a}.

La preuve du Théoreme 20 se fait en quatre étapes :
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1. Dans la premiere étape, nous montrons que lorsque 1’état initial est sur ’ensemble
de niveau Sy, le champ de controle u = 1 assure la sortie des trajectoires (au moins)
en moyenne de cet ensemble de niveau Sj.

2. Deuxiemement, nous utilisons le résultat de I’étape 1 pour montrer I'existence d’un
7 > 0 tel que, pour I'état initial dans l'ensemble S5, (le champ de controle est
pris égal a 1 (u = 1) avant la premiere sortie de cet ensemble), la valeur moyenne
du premier temps de sortie prend une valeur finie. Alors quand les trajectoires du
systeme prennent leurs états initiaux dans I’ensemble S.i_,, elles sortent de cet
ensemble dans un temps fini avec la probabilité 1.

3. Dans la troisieme étape, nous montrons que pour 1'état initial dans I’ensemble S<;_,
(le controle est donné par la loi de feedback u(t) = —Tr [¢i[F), p]py] avant la premiere
sortie de 'ensemble S.q_,/2), les trajectoires du systeme ne sortent jamais de ’en-
semble S.1_, /2 avec une certaine probabilité uniformément supérieure a une valeur
fixe strictement positive. De plus, nous montrons que presque toutes les trajectoires
restantes a I'intérieur de I'ensemble S/, convergent vers le point d’équilibre py
avec la probabilité 1.

4. Finalement dans la quatrieme étape, nous combinons les résultats de la deuxieme et
de la troisieme étape pour montrer que les trajectoires du systeme convergent vers
I'état d’équilibre p; avec la probabilité 1.

Etape 1:

Prenons une constante de temps T > 0 et définissons la fonction non-négative

x(p) = min EV(¢y(p,1)), p€S

te(0,7

ou ¢y(p, 1) représente le flot de (5.29) avec u(t) = 1 et la condition initiale py = p.
Cette premiere étape a pour objet de montrer le résultat suivant :

Lemme 5.
x(p) <1 Vpes.

Pour démontrer ce lemme, nous montrons d’abord le résultat déterministe suivant :

Lemme 6. Considérons l’équation différentielle déterministe

d
U= (—iF, — F?> + CF,)v;,  vgs—0 = vo € CV\ {0}. (5.30)

Pour une constante C' > 1 suffisamment grande, la solution v, de (5.30)) sort de l’ensemble
{v:(v,vs) =0} dans Uintervalle [0,T}, i.e. il existe t € [0,T] tel que (v, vy) # 0.

Démonstration du Lemme |6 :
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Les matrices F, et I, ont les formes suivantes

* * 0 %
0 * 0 x 0
ou les éléments diagonaux de la matrice F, sont tous différents (spectre non-dégénéré) et
les éléments sur-diagonaux et sous-diagonaux de Fj, sont tous non-nuls.

Pour les constantes x suffisamment grandes, la matrice
A= —iF, — F? 4+ KF,
admet aussi des valeurs propres distinctes (théorie de perturbations non-dégénérées [32]).
Pour k € {1, ..., N} définissons les matrices :
Ap-1 = [Aijhi<ij<i-1, Apr = [Agles<ijn.

Le fait que les matrices [(F},)i;]1<ij<k—1 €t [(F:)ijle+1<ij<n alent des valeurs propres différentes,

conjointement avec la théorie des perturbations non-dégénérées, implique que pour x suf-

fisamment grand les matrices Ay _; et flkﬂ admettent aussi des spectres disjoints.
Supposons que la solution de

0 = Av, V|i=0 = vo
ne quitte pas 'ensemble {v : (v,vs) = 0} pour ¢t € [0,T]. Alors, en particulier
d" N
%@,vf) li=o = (A"vg,vs) =0 n=0,1,..

La matrice A est diagonalisable car elle a des valeurs propres distinctes : A = PDP~ .
Donc

(DT | 5)) =0  n=0,1,.. (5.31)
ot 9 = P~ lvg € CV \ {0} et 0y = P*vy € CV. L’équation (5.31) implique
M@O — 0
ol
G e (i
(0 D1y (07)5 Divy
M = (7)1 D11 (0r) N DN , % signifie le complexe conjugué.

@Dy (G Dy Y
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Le déterminant de la matrice de Vandermonde est donné par

detM = (iy)1...(0y)n [ [(Dii* — Dy5%).

i>j

Comme la matrice A admet des valeurs propres distinctes, tous les éléments Dqq, Das, ...,
Dy sont différents. Si on montre que tous les coefficients du vecteur v sont non-nuls,
alors la matrice M sera une matrice inversible. Ainsi la seule valeur possible pour 7y sera
0, ce qui est en contradiction avec 7y € CV \ {0}, et alors la preuve du Lemme (6l sera
terminée.

Essayons alors de montrer que cette proposition est vraie et que tous les coefficients du
vecteur 0y sont non-nuls. Mais

(0p)r = (P vy)p = Pyy..

Donc il suffit de montrer que les vecteurs propres de la matrice A ont des coefficients
non-nuls. Supposons qu'un vecteur propre = de A admette un coefficient nul :

Ay =A= , Ey=0 pour un certain k € {1,.., N}.

Définissons xx—1 = [Z;]j=1,.k-1 €t Xit1 = [Ej]j=k+1,.n. Alors, un calcul simple montre
que, grace a la structure particuliere de la matrice A :

A ixe =M1 et ApiiXe = A
Mais 'on sait que Ay_q et Ak+1 admettent des spectres disjoints et donc
soit  xx—1 =0 soit Xpy1 =0.
Considérons le cas ol xx—1 = 0 (le deuxieme cas peut étre traité de la méme fagon) :

—_
—
—

[1]
[1]

1= =92 — ... = k:O

Supposons j > k le premier coefficient non-nul de = :

[1]
(1]

1:

2 = ... = Ej—l =0 et Ej 7é 0. (532)
Comme A= = AZ, nous avons
0=AZj1 = Aj1j05 2+ Aj1 50 + Aj15 = Aj1,5 = —i(Fy) 1,5

Etant donné que (Fy);_1,; # 0, cette relation implique que =; = 0. Celle-ci bien évidemment
est en contradiction avec (5.32)) et alors = n’admet pas de coefficient nul, ce qui termine la
preuve du Lemme 6. [

Démonstration du Lemme 5 :
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Nous commencgons par re-formuler le probleme comme nous le faisons dans la preuve
du Lemme [4. Nous pouvons écrire ¢,(p,1) = p,/Tr [p,] avec p, = >, NE[viv[*|FY], ot les
\; sont des poids convexes et les v} sont donnés par les équations

. ) 1 ) ) .
dvi = —iFvldt — §F3v§dt + Foldw],  vi e CV\ {0}. (5.33)

Notons que ETr [¢:(p, 1)ps] = 0 si et seulement si ETr [ppr] = >, NE[v;*psvi] = 0. Mais
comme v{*psvi > 0 p.s., nous obtenons EV (¢;(p, 1)) = 1 si et seulement si (v}, v;) =0 p.s.
pour tout t.

Pour démontrer 'assertion du lemme, il suffit de montrer qu’il existe t € [0, T] tel que
EV(¢:(p,1)) < 1. Donc il suffit de montrer que

dt € [0,7] t.q. P({vy,ve) #0) >0 (5.34)

ou v est la solution d’une équation de la forme (5.33). A cette fin, nous utilisons le
Théoreme de support, Théoreme 27 de I’Annexe D, avec le Lemme 6.

Pour appliquer le Théoreme de support, nous devons d’abord nous occuper de deux
questions préliminaires. Premierement, le Théoreme de support dans son format du Théor-
eme 27 doit étre appliqué aux équations différentielles stochastiques avec un processus de
Wiener comme bruit, tandis que le bruit W/ de I’équation (5.33) est un processus de Wiener
avec une dérive (bornée). Toutefois, en utilisant le Théoréme de Girsanov, nous pouvons
trouver une nouvelle mesure Q qui est équivalente avec P, telle que W/ est un processus de
Wiener pour Q dans l'intervalle [0, T]. Mais comme ces deux mesures sont équivalentes,

I e0,7] ta Q{v,vy) #0) >0 (5.35)

implique (5.34). Deuxiemement, le Théoreme de support ne peut étre appliqué qu’a une
équation de la forme Stratonovich; cependant, nous pouvons facilement trouver la forme
Stratonovich

dv, = —iF,udt — F2vdt + Fov, 0 dW, (5.36)

qui est équivalente avec (5.33). Il peut étre facilement vérifié que cette équation linéaire
satisfait toutes les exigences du Théoreme de support.
Pour procéder, supposons que (5.35) n’est pas vérifiée. Alors

Qv v)) =0)=1  Vtel0,T]. (5.37)

Rappelons les ensembles suivants : C,, ’ensemble des trajectoires continues avec la condi-
tion initiale vy, et Supp(Q,,) le plus petit sous-ensemble fermé de C,, tel que Q({w €
Qv (w) € Supp(Qy,)}) = 1. Maintenant, notons par 7, le sous-ensemble de C,, tel
que (v, vy) = 0, et notons que pour tout ¢, 7, est fermé pour la topologie uniforme
compacte. Alors (5.37) implique que Supp(Qy,) C 7y, pour tout ¢ € [0,7]. Mais d’apres
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le Théoreme de support les solutions de (5.30) sont des éléments de Supp(Q,,), et par le
Lemme 6 il existe un temps ¢ € [0,7] et une constante C' telle que la solution de (5.30)
n’est pas un élément de 7,, ;. Ainsi, nous avons une contradiction et I’assertion du lemme
est démontrée. [

Etape 2 :

Nous commencons par étendre le résultat du Lemme 5 pour que I'inégalité soit satisfaite
uniformément sur un voisinage de ’ensemble de niveau Sj.

Lemme 7. Il existe une constante positive v > 0 telle que Vp € S>1_, :

xX(p) <1—17.

Démonstration du Lemme |7 :
Supposons que pour tout £ > 0, il existe une matrice pg € Ss1_¢ telle que

1—¢§ < x(pe) < 1.

En extrayant une sous-suite &, N\, 0 et en utilisant la compacité de S, nous pouvons
SUPPOSEr qUE pg, — Poo € St €t que x(pe,) — 1. Mais avec le Lemme B, x(ps) =1 —€ < 1.
Maintenant, choisissons s € [0, 7] tel que

EV(¢s<pwa 1)) =1l-e

En utilisant la Feller continuité, Théoreme [16, nous pouvons écrire
1 = lim x(pg,) < lim EV(¢s(pe,, 1)) = EV(¢s(po, 1)) =1 —€ < 1.

Ce qui est une contradiction. Alors, il existe & > 0 tel que x(p) < 1—¢& pour tout p € S-q_¢.
Le résultat s’en suit en choisissant v = £/2. O
Le lemme suivant est le résultat principal de cette deuxieme étape.

Lemme 8. Prenons 7,(S>1-) le premier temps de sortie pour ¢4(p, 1) de l’ensemble Ss1_,.
Alors

sup E7,(Ss1-4) < o0.
p68>17"/

Démonstration du Lemme § :
Ici, nous appliquons un résultat intéressant de [39](page 111, Lemme 4.3) :

T
< .
~ 1= supges P{(So1-) > T}

E7,(S51-4)

Nous montrons que

sup P{7¢(S>1-+) > T} < 1. (5.38)
es
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Dans une premiere étape, notons que pour ¢ € S<i_, P{7¢(S>1-,) > T} = 0.
Pour démontrer (5.38)), supposons que

Ve >0, 3¢ €S s1-,, telque P{r (Ss1-,) >T}>1—c
Alors pour tout s € [0,7], nous avons

EV(¢s(Ce; 1)) > (1 =€) inf V(p) = (1 —€)(1—7).
PES>1_4
Par compacité, il existe une suite €, \, 0 et un (x € S>1-, tels que (., — (« lorsque
n — oo. Donc par le Théoreme 16 de Feller continuité :

EV (¢s(Cooy 1)) > 1—~ Vs [0,T].

Mais celle-ci est en contradiction avec le résultat du Lemme (7/et alors sup ¢ s P{7,(S>1-) >
T} =1—-¢€<1, ce qui implique :
T T

= — <X

E(7,(S51-4)) < T—(1—¢

uniformément en p. [

E'tape 3

Dans cette étape, nous traitons la situation ou I'état initial est dans ’ensemble S<;_,,.
Nous allons noter par uy(p) = —Tr [i[F}, p|ps] et par ¢i(p,u1) la solution de (5.29) avec
po = p et uy = uq(p;). Notons par £ 'opérateur infinitésimal faible associé au flot ¢;(p, uy).
Nous appliquerons les Théoremes stochastiques de Lyapounov avec Q) = S.

Nous commencons par montrer qu’avec une probabilité p > 0, lorsque la condition
initiale est un élément de S<;_ les trajectoires du systeme ne sortent jamais de I’ensemble

S<17'y/2-

Lemme 9. pour tout p € S<1_,

P{ sup V(du(pu)) > 1—7/2} <1-p=——0L <1

0<t<00 1- 7/2

Démonstration du Lemme 9 :

Ce lemme est une conséquence directe du résultat classique de Kushner cité par la
troisieme proposition du Théoreme 25 de I’Annexe [Cl

Nous savons que LV (¢:(p,u1)) = —ui(p;), et alors :

B{ sup V(¢u(p,m)) 21-1/2} < 1‘1(5>2 - 11__772.

O

Maintenant, nous nous restreignons aux trajectoires qui ne quittent jamais I’ensemble
S<1-/2- Nous allons d’abord montrer que ces trajectoires convergent vers py en probabilité.
Ensuite, nous étendons ce résultat pour démontrer la convergence presque partout.
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Lemme 10. Les trajectoires de ¢¢(p,u1) qui ne sortent jamais de l'ensemble Sci_- /o
convergent en probabilité vers py, lorsque t — 00.

Démonstration du Lemme |10 :
Considérons la fonction de Lyapounov

V(p) =1—Trpps]*.

Nous pouvons facilement voir que V(p) > 0 pour tout p € S et que V(p) = 0 si et seulement
si p = ps. Un calcul direct donne

LV(p) = =2u1(p)*Tr [pps] — 4n(\s — Tr [pF.))*Tr [pps)* < 0

ou As est la valeur propre de [, associée au vecteur propre vy. Maintenant, notons qu’a
I’aide des Théoremes [14] et [16, toutes les conditions du Théoreme 26/ de I’Annexe |C| sont
vérifiées. Ainsi, ¢y(p,uy1) converge en probabilité vers le plus grand ensemble invariant
inclus dans C = {p € S : LV(p) = 0}.

Pour satisfaire la condition £V(p) = 0, nous devons avoir u;(p)*Tr [pps] = 0 ansi que
(A — Tr[pE.])*Tr [pps]® = 0. Cette derniére relation implique que

soit Trlpps] =0 soit Tr[pF,] = A;.

Etudions, maintenant, le plus grand ensemble invariant inclus dans €' = {pe 8§ :Tr[pl,) =
Ar}. Clairement, cet ensemble invariant peut seulement contenir des matrices p € C' pour

lesquelles Tr [¢(p, u1) F.] est constante. A 'aide de la régle d’Ttd, nous obtenons
dTr [p F.] = —iwy (p) Tx [[F)y, pe) F2) dt + 2¢/n(Tx [FZp] — Tr [E.p]?)dW,.
Ainsi, pour que la quantité Tr [¢;(p, u1) F,] reste constante, nous devons au moins avoir
Tr [F2p] — T [F.p)* = 0.

Mais alors, comme dans la preuve du Théoreme (19, celle-ci implique que p = 1,7}, pour un
certain m, et donc les seules possibilités sont V(p) = 0 (pour p = vsv}) ot bien V(p) = 1.

Via la discussion au-dessus, il est évident que le plus grand sous-ensemble invariant
de C doit étre inclus dans 'ensemble {p;} U S;. Mais alors les trajectoires qui ne quittent
jamais I’ensemble S.1_, /> doivent converger en probabilité vers py. [

Lemme 11. ¢:(p,u1) converge vers pg lorsque t — oo pour presque toute trajectoire ne
sortant jamais de l'ensemble S<i_ /2.

Démonstration du Lemme 11 :
Définissons 'événement P7, . = {w € Q' ¢¢(p, u1) ne quitte jamais S<i_/2}. Alors
le Lemme 10 implique que

lim P ([lén(p, ) = pll > € | P2 ;5) =0 Ve>0.
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Par continuité de V', nous avons
lim P (V(gbt(p, w)) > e | P§1_7/2> )

Comme V' (p) < 1, nous avons

E (V(th(P» uy)) | P21—7/2> <P (V(¢t<p’ ur)) > € | P£1—7/2>
+e [1 —-P <V(gbt(p, uy)) > € | P<plf'y/2)] :

Alors
limsup E (V(gbt(p, u1)) | P<plf,y/2> <e Ve>0
t—o0
ce qui implique

i & (Vo) | PLi) =0

Mais, nous savons par le Théoreme 25 de I’Annexe [C que V' (¢y(p,u;)) converge presque
surement. Comme V' est bornée, a ’aide du Théoréme de la convergence dominée, nous
obtenons

E (tlir(r)lo V(gi(p,u1)) | P<plfv/2) =0

ce qui termine la démonstration. []

Etape 4 :

Il nous reste a combiner les résultats des étapes 2 et 3 pour démontrer la stabilité
globale. Nous noterons par u la loi de controle du Théoreme 20) et par ¢;(p,u) la solution
associée. Notons que ¢;(p,u) n’est pas un processus de Markov car le controle v dépend
de I’histoire de la solution. Toutefois, le processus est ”presque” de Markov dans le sens
suivant : prenons 7 et 7" deux temps d’arrét consécutifs pour lesquels le controle u saute
entre les valeurs 1 et uy (i.e. le controle est soit 1 soit u; pour tout 7 < ¢ < 7). Alors
¢r+1(p, u) est un processus de Markov fort avant le temps d’arrét ¢ = 7/ — 7. Nous utilisons
cette propriété pour démontrer le lemme suivant :

Lemme 12. Pour presque toute trajectoire ¢i(p,u), il existe un temps T' < oo aprés lequel
les trajectoires ne sortent pas de l'ensemble Sc1_ /o et la loi active du controle est u,.

Démonstration du Lemme |12 :

Nous commengons par définir la suite suivante des temps d’arréts. Prenons 77 = inf{¢t >
0 : ¢i(p,u) € S<i—y/2}, et notons qu’a 'aide du Lemme 8, 7y < oo p.s. (et 71 = 0 si
p € S<i—). De plus, prenons

op =inf{t > 7, : ¢1(p,u) € S>14)2} n=12 ...
T, = inf{t > 0,1 : p1(p,u) € S<1-4} n=23,...
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Nous pouvons, maintenant, substituer un controle Markov pour u, dans chaque intervalle
entre les temps d’arrét consécutifs, i.e.

¢T7L+t(p’ U’) = ¢Tn+t(p7 ul) pour t < 0-71 - Tn
¢U'n+t(p7 U) = ¢0’n+t(p7 1) pour t < Tn+1 — On

si nous définissons ¢oo(p, U) = Poo(p, 1) = Goo(p, 1) = 0 ot O est un état de cercueil. En
utilisant la propriété forte de Markov, nous obtenons

P(o, < o0 et 1, < 00) =

/XTn<oo((:}) P(¢¢(pr, (@), u1) quitte Sc1_y/2 dans un temps fini) P(dw)

ce qui implique
P(o, < 00|, < 00) =

/IF’ (¢1(pr, (@), u1) quitte Sci_+/2 dans un temps fini) P(dw | 7, < o0).

Mais p,, € S<i_ sur un ensemble 2, avec P(€2,, |7, < co) = 1. Alors par le Lemme 9
P(o, < 00| 1, <00) <1—p.
Via un argument similaire, et utilisant le Lemme &, nous obtenons
P(7, < 00| 0p1 < 00) = 1.
Mais, notons que par construction
P(1, <00, < o0) =P(o,-1 < oo|7, <o0) =1
Ainsi, nous obtenons

P(o, <o0)  P(7, < o0|o, < o0)P(0, < 00) P(o,—1 < 00| 7, < 00)P(7, < 0)
P(o, 1 <o) P(1, < o0) P(o,-1 < 00)
=P(o, < 00| 7, <00)P(7, <00|0p-1 <00) <1—p.

Mais P(oy < 00) = P(0; < 00|71 < 00) < 1 —p comme 73 < 00 presque sturement. Alors
P(o, <o0) < (1 —p)"

et donc

p

iP(an < o0) < i(l—p)” _1or < 00.
n=1 n=1
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Via le Lemme de Borel-Cantelli, nous pouvons conclure que
P(0,, < co pour un nombre infini des n) = 0.

Alors, pour presque toute trajectoire, il existe un entier N < oo tel que o, = oo (et alors
aussi 7,41 = 00) pour tout n > N, et tel que 0,, < oo (et alors aussi 7,41 < 00) pour tout
n < N, ce qui implique 'assertion. [

Finalement, nous pouvons mettre tous ces ingrédients ensemble et compléter la preuve
du Théoreme 20.

Démonstration du Théoreme 20 :

Nous devons vérifier trois choses : que Iétat cible ps est (localement) stable en proba-
bilité ; que presque toutes les trajectoires sont attirées par 1’état cible lorsque t — 0o et
que cela est également vrai pour la valeur moyenne.

1. Pour étudier la stabilité locale, nous pouvons nous restreindre au processus arrété

Ginz(psu) = Genz(psur), T =inf{t : ¢(p,u) € Sci—y/2}-

Notons par £ opérateur infinitésimal faible de dinz(p,uy), et notons que le Théoreme
18 nous permet de calculer £V & partir de (5.29) de maniere naturelle. En particu-
lier, nous trouvons [ZV(/)) = —u1(p)? < 0 pour p € Scq_2. Alors, nous pouvons
appliquer le Théoreme 25/de I’Annexe (Clavec () = S<1_,/2 pour conclure la stabilité
en probabilité.

2. A partir des Lemmes 11/ et 12, nous avons que ¢;(p, u) — p; p.s. lorsque ¢t — oo.

3. Nous avons démontré que

E |Jim V(ér(p.w)| = Vipy) =0

Mais, comme V' est uniformément bornée, par le Théoreme de la convergence do-
minée, nous avons

v (1im Eey(p,w)) = lim E[V(64(p,u))] = 0

ol nous avons utilisé que V' est linéaire et continue. Alors E¢y(p, u) — py.

Cela termine la preuve. [

5.4 Systeme a deux-qubits

Dans cette section, nous démontrons un résultat similaire a celui de la section précédente
pour l'intrication des états d’un systeme a deux spins. Le modele considéré est alors celui
de la Section 5.1} i.e. I’équation (5.2). Nous avons I’énoncé suivant :
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Théoreme 21. Considérons la loi de feedback suivante

1wy (t) =1—Trlilo}, pilpa) . u2(t) =1 — Trlifo2, pilpa) lorsque Trlppa) >
%.

2. up = 1,uy =0 st Trlppa) < 7v/2;

3. lorsque py € By, = {p : v/2 < Trlppa) < v}, nous regardons Uhistoire du processus
dans l’ensemble B,. St la derniére entrée dans cet ensemble est faite a travers la
frontiére

L2y = {p = Trlppa] = 7/2},
nous considérons la loi de feedback de la deuxieme situation et sinon nous prenons
celle de la premuere.

Alors 3y > 0 t.q. (5.2) est globalement stable autour de l’état anti-symétrique p, et Ep, —
pa lorsque t — oo. De la méme facon , la loi de feedback

1. uy=1-"1Tr [i[oé, pilps], up=-1-1Tr [i[ag, pilps) lorsque Trlpps) > v;
2. up=1uy =0 st Tripps) <v/2;

3. lorsque p; € Bs ={p: /2 < Trpps| <y, nous regardons lhistoire du processus dans
l’ensemble Bs. Si la derniére entrée dans cet ensemble est faite a travers la frontiere

Ly = {p: Tripps) = v/2},

nous considérons la lot de feedback de la deuxieme situation et sinon nous prenons
celle de la premiere.

stabilise le systeme autour de [’état symétrique ps.

Nous démontrerons le résultat dans le cas anti-symétrique ; la preuve du cas symétrique
peut étre faite exactement de la méme maniere. Nous procédons comme pour la démonstra-
tion du Théoreme 20

Etape 1:

La démonstration du Lemme 5 peut étre faite de la méme facon et la seule chose a
démontrer est un résultat analogue a celui du Lemme 6. En fait, on peut facilement voir
que la matrice

0 -10 0
PP B |11 0 0 O
A= —io, — F, +2F, = 0 0 0 —1
0 0 1 -8
admet pour matrices de diagonlisation (A = PDP™!) :
0.7071  0.7071 0 0 0 0 0
p_ —0.7071z 0.7071z 0O 0 D 0 —i 0 0
N 0 0 9920 .1260 ’ 10 0 —.1270 0
0 0 1260 9920 0 0 0 —7.7830
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Donc la matrice A a un spectre non-dégénéré et de plus

Vg = %Pva = [~.54,.5i, —.7015, —.0981]

n’a pas de coefficient nul, ce qui implique le résultat du Lemme 5.

Etape 2:

Les preuves des Lemmes 7| et 8 sont directes et ne posent pas de probleme.

Etape 3

Les preuves des Lemmes 9 et [11/ peuvent étre faites de la meéme fagon. Le résultat suivant
remplace le Lemme [10. Notons par Uy(p) = 1 — Tr [i[o7, plpa], Uz(p) = 1 — Tt [i[o, plpa]
et par ¢.(p, Uy, Us) la solution associée au (5.2).

Lemme 13. Presque toute trajectoire de ¢y(p, Uy, Us) ne sortant jamais de l’ensemble
Sc1-/2 converge en probabilité vers p, lorsque t — oo.

Démonstration du Lemme |13 :
Considérons la fonction de Lyapounov

V(p) =1 —Tr [ppa]”

Nous pouvons facilement voir que V(p) > 0 pour tout p € S et que V(p) = 0 si et seulement
si p = pa. Un calcul direct donne

LY(p) = =2 [(Ui(p) — 1)* + (U2(p) — 1)*] Tr [ppa) — 4nTr [pF.]* Tr [ppa)* < 0

ou L est Popérateur infinitésimal faible associé au ¢;(p, Uy, Us) (ici nous avons utilisé
[Fy, pa] = 0 en calculant cette expression). Maintenant, notons que toutes les conditions
du Théoreme 26/ de I’Annexe (C sont satisfaites. Alors ¢;(p, Uy, Us) converge en probabilité
vers le plus grand ensemble invariant inclus dans C = {p € S : LV(p) = 0}.

Pour satisfaire la condition £V(p) = 0, nous devons au moins avoir

soit  Tr[pp,] =0 soit Tr[pF,] =0.

Etudions le plus grand ensemble invariant inclus dans ¢’ = {p € S : Tr[pF.] = 0}.
Clairement cet ensemble invariant peut seulement contenir les p € C’ pour lesquelles
Tr [¢4(p, Uy, Us) F| est constante. Via la regle d’Ito, nous avons

dTr[p ] = = Us(p) Tr [i[o], pi] Fu] dt + 2/n (Tx [F2py) — Tr [Fopi)?) dW.
j=1
Ainsi, pour que la quantité Tr [¢,(p, Uy, Us) F,] reste constante, nous devons au moins avoir

Tr [F2p] — Tr[F.p)? =0
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ce qui implique que p doit étre un état propre de F,. Ce dernier peut seulement étre de la
forme : p = 19}, ou p =1y Y]}, ou bien p est un état de la forme

p = a7, + B O+ B, + (1 — )bt (5.39)

Etudions le dernier cas. Notons que la matrice densité de la forme (5.39) satisfait F,p =
pE, = 0. Supposons que (5.2) avec uy = Uy et ug = Uy laisse 'ensemble (5.39) invariant ;
ainsi la solution en temps t de

d .
= —i[Fy, pi] (5.40)

doit coincider avec ¢.(p, Uy, Us) lorsque p est de la forme [5.39, et en particulier (5.40) doit
laisser I'ensemble (5.39) invariant (ici nous pouvons utiliser le fait que U;(p) = Us(p) =1
pour p de la forme (5.39)). Nous assurons que cela arrive seulement si p = p,, ce qui
implique que, parmi tous les états de la forme (5.39), seulement p, est dans l’ensemble
invariant. Pour cela, notons que d’apres la remarque (19, nous pouvons écrire p sous
la forme (5.39) comme une combinaison convexe Y \i')™ des vecteurs unités i)' €
span ({¢1,,%,1}). Alors la solution en temps ¢ de (5.40) est donnée par >, \iihji);* avec

d . . i i i
sz = —iFy, g =Y.

Mais F,0" & span ({11, ¢1}) sauf si ' o< 7] — 91, ce qui implique 1'assertion.

D’apres la discussion ci-dessus, il est évident que le plus grand ensemble invariant
inclus dans C doit étre contenu dans l’ensemble {p,} U S;. Mais alors, les trajectoires qui
ne quittent jamais I’ensemble S.1_, /o doivent converger en probabilité vers p,. [

Etape 4

Le reste de la preuve du Théoreme 21/ se fait de la méme maniere que dans la section
précédente.



Conclusion

Plusieurs problemes ont été abordés dans cette these. Certains n’ont été que partiel-
lement résolus. Nous en rappelons quelques uns en guise de conclusion en espérant qu’ils
puissent servir de guide pour des recherches a venir :

1. Dans le Chapitre 1/ nous avons considéré la controlabilité d’un champs électromagné-
tique quantique dans une cavité avec des controles classiques. Nous avons vu que
pour pouvoir controler les degrés de liberté quantiques, nous devons ajouter des
dynamiques quantiques dans la cavité. Cela a conduit a deux modeles typiques et
correspondant a des expériences réelles : le modele de Jaynes et Cummings et le
modele des ions piégés. Apres certaines simplifications, ces deux modeles s’écrivent
sous la forme de deux systemes d’équations aux dérivées partielles avec controle :
Modele de Jaynes et Cummings :

Dy o
ZW— (ZL’+U1+8$+ZU2> we
O, o
1 By = (x—l—ul—%—zm)wy

ol u = u; + tuy € C est le controle.
Modéle des ions piégés :

awg _ Q 2 82 —inx
5 =3 (m 927 g + ue ",

.0, . ine Q 0?
i Zue"wa(x“@)%

Ici u € C est le controle et n < 1 est le parametre de Lamb-Dicke. La controlabilité
de ces deux systémes d’état (¢, 1) € L*(R,C) semble étre un probléme intéressant.
Comme les systemes linearisés ne sont pas controlables, une piste pourrait étre d’avoir
recours a la méthode du retour due a J.M. Coron [36, 37, [15].

2. Dans le Chapitre 2, nous avons étudié la génération de trajectoires pour un systeme
de dimension finie a I’aide des méthodes de Lyapounov. Un probleme soulevé au cours
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Conclusion

de 'analyse était du a la dégénérescence du linéaire tangent d’ou provient I’hypothese
clé du Théoreme 2. Ce probleme est le suivant. Supposons que

d

dt
soit controlable. Peut-on toujours trouver un u € R tel que le systeme linéarisé autour
d’un état propre de Hy + uH; soit controlable? Tous les exemples que nous avons
analysés justifient cette conjecture.

Un autre prolongement naturel pourrait étre de généraliser ces résultats au cas de
la dimension infinie. L’obstacle principal que nous avons rencontré lors de cette
généralisation est di a la pré-compacité des trajectoires. Un exemple particulier de
ce genre (particule dans le puits de potentiel infini) a été développé a la fin de ce
chapitre, et les enjeux principaux ont été présentés.

Dans le Chapitre 3, nous avons étudié le probleme de l'identification de I’'Hamil-
tonien a partir des mesures du laboratoire. Nous avons démontré que le fondement
mathématique de ce probleme inverse dans la configuration de dimension finie est bien
posé. L’étude du cas de dimension infinie restant ouverte, elle nous semble étre plus
délicate que le cas traité. De plus, nous avons développé un algorithme numérique
partiellement efficace pour résoudre ce probleme inverse. Une amélioration de la
méthode numérique peut constituer un sujet intéressant pour des futures recherches.

Finalement, dans le Chapitre 5, nous étudions la stabilisation des filtres quantiques.
Ces modeles deviennent intéressants surtout lorsque le controle par feedback (et
donc la mesure continue) d'un seul systeme quantique est considéré. La convergence
pour deux modeles physiques de ce genre a été étudiée. Néanmoins, la simplicité de
la méthode nous permet de I'appliquer a de nombreux modeles du méme genre. Il
nous semble que cette approche peut étre généralisée en une méthodologie pour la
stabilisation des filtres quantiques de dimension finie. De plus, nous ne disposons pas,
a ce jour, d’estimation pour le temps de convergence de cette méthode.



Annexe A

Controlabilité des systemes
quantiques

Considérons un systeme quantique

M%WW:JMMQ+MwH&@)

U(t = 0) = U, (A.1)

La controlabilité d’un tel systéme dans sa configuration de dimension finie (i.e., ¥ € C¥,
Hy et Hy des matrices Hermitiennes N x N a coefficients dans C) a été étudiée via divers
outils [I} 13, 24, 109, 123, 131].

Un résultat important, qui lie ce probleme de controlabilité a la structure de 1’algebre
de Lie engendrée par Hy et H; est le suivant [1] :

Théoreme 22. Le systeme de dimension finie (A.1) est contrélable si et seulement si L
Ualgébre de Lie engendrée par Hy et Hy est isomorphe (conjugué) a l'algébre symplectique
sp(N/2) ou a l'algébre des matrices anti-Hermitiennes de trace nulle su(N), si la dimension
N est paire, et a su(N), si la dimension N est impaire.

Une deuxieme approche consiste a diagonaliser I’Hamiltonien H, pour retrouver les
valeurs propres {\;}, et les vecteurs propres {v;}Y . Nous définissons alors le graphe de
connectivité de la matrice d’'interaction H; : G = (A, V). Chaque état v; est un sommet
du graphe G et 'ensemble des arétes, noté A, est défini de la maniere suivante : nous
introduisons une aréte entre les sommets v; et v; lorsque B;; (le coefficient 75 de la matrice
H, écrite dans la base propre de Hy) est non-nul. Deux états v; et v; sont dits connectés
par un chemin s’il existe un ensemble d’arétes qui lient I’état v; a I'état v;. Le graphe G est
dit connexe si chaque paire de sommets est connecté par un chemin du graphe. Turinici
et. al. ont montré que [130, 131]
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Théoreme 23. Supposons que le graphe G est connexe et que les transitions de I’Hamil-
tonien interne Hy sont non-dégénérées :

INi =Nl # e =N, gk I=1,..,N, i#j k#Il {ij}#{k 1}
Alors le systéme (A.1) est controlable.

Le probleme de la controlabilité d’un systeme quantique dans sa configuration de di-
mension infinie est un probleme difficile. Les seuls résultats généraux existants pour ce
type de systemes sont négatifs (voir par exemple, [8 128, [129]) et les résultats positifs de
controlabilité sont limités aux cas tests et restent partiels (voir par exemple, [15]). Voici
un résultat de non-controlabilité dans cette configuration [129]

Théoreéme 24. Soit Hy un opérateur borné de l’espace de Sobolev H*(R) (v est la dimen-
sion de la variable d’espace x) dans lui-méme et supposons que Hy génére un semi-groupe
C° d’opérateurs linéaires sur H*(R7). Notons par V,(z,t) la solution de (A.1). Alors l’en-
semble des états atteignables a partir de Wy défini par

A48 = {0l T) - u(t) € 13(0, 7))}

>0

est contenu dans une union dénombrable de sous-ensembles compacts de H*(R"). En par-
ticulier son complémentaire dans S : N' = S\ AS est dense partout dans S. La méme
conclusion peut étre obtenue pour le complémentaire dans S () H*(RY).



Annexe B

Systémes lents/rapides

Nous rappelons ici une approximation qui peut étre justifiée parfaitement a 1’aide des
techniques géométriques de perturbation singuliere et de variété centre [65) 30, 38].

Considérons le systeme lent /rapide (z et y ont des dimensions arbitraires, f et g sont
des fonctions régulieres)

%m:f(:p,y), —y = —lAy—kg(x,y)
€
ou z et y sont respectivement les états lent et rapide (coordonnées de Tikhonov), toutes
les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles strictement négatives, et € est
un petit parametre strictement positif. Alors la variété invariante attractive admet pour
équation
y=eAg(z,0) + O(e?)

et la restriction des dynamiques sur cette variété invariante lente s’écrit

%x = f(z,eA  g(x,0)) + O(€®) = f(z,0) + eg—zjj\(%o)Alg(m, 0) + O(é?).

Le développement de Taylor pour g peut étre utilisé pour trouver les termes d’ordres plus
élevés. Par exemple, le terme d’ordre deux dans le développement de y est donné par :

_ (0 _ 0
y=eA7g(z,0) + A7 (6_g|(I,O)A tg(x,0) — A la—i!(@O)f(%O)) +0(e%),

et ainsi de suite.
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Annexe C

Lyapounov stochastiques

La théorie de la stabilité de Lyapounov et le théoreme d’invariance de LaSalle sont
des outils importants pour I’analyse et le controle des systémes déterministes (voir par
exemple le Chapitre 2). De fagon similaire, leurs analogues stochastiques jouent un role
important pour le probleme de stabilisation étudié dans le Chapitre 5. Le sujet de la
stabilité stochastique a été étudié par Has'minskii [56] et Kushner [73).

Définition 1. Considérons x;, un processus de diffusion sur l’espace métrique X, avec
I’état initial xo = z. prenons z une position d’équilibre de la diffusion, i.e. x; = z. Alors

1. le point d’équilibre Z est stable en probabilité si

limIP’(sup ||xf—z||2€)=0 Ve >0

2=z 0<t<oo

2. le point d’équilibre z est globalement stable sl est stable en probabilité et de plus

P(limxfzé)zl Ve X

t—o0

Dans les théoremes qui suivent, nous considérons les hypothéeses suivantes :

1. L’espace d’état X est un espace métrique complet et séparable. z; est un processus
de Markov fort homogene sur X a trajectoires continues.

2. V/(.) est une fonction réelle continue et non-négative sur X.

3. Pour A > 0, prenons @, = {x € X : V(z) < A} et supposons que @), est non-vide.
Prenons 7, = inf{t : 27 ¢ @} et définissons le processus arrété 7; = x7,,, .

4. Ly est le générateur infinitésimal faible de Z; et V est dans le domaine de cet
opérateur.

Le théoreme suivant peut étre trouvé dans les références [73| 75, [74].

Théoreme 25. Supposons L,V < 0 dans Q. Nous avons alors les résultats suivants :

139



140 ANNEXE C. LYAPOUNOV STOCHASTIQUES

1. limy_o V(27) existe p.s., donc V(z}) converge pour p.t. (presque toute) trajectoire
restant dans Q).

2. Plimy_o, LAV (%) =0, donc L)\V (7)) — 0 en probabilité lorsque t — oo pour presque
toutes les trajectoires ne quittant jamais [’ensemble Q).

3. Pour z € @y, nous avons l’estimation uniforme

1@( sup V(x7) > /\) = IP’( sup V(i7) > )\) < V&)

0<t<oo 0<t<oo A

4. SiV(Z) =0 et V(x) #0 pour x # Z, alors Z est stable en probabilité.

Le théoreme suivant est une version stochastique du Théoreme d’invariance de LaSalle.
Rappelons qu'un processus est dit Feller continu si pour un ¢ fixé, EG(z7) est continue en
z pour toute fonction bornée continue G.

Théoreme 26. Supposons L,V < 0 dans Qy. Supposons de plus que Q) admet une
fermeture compact, i est Feller continu, et P(||Z; — z|| > €) — 0 lorsque t — 0 pour
tout € > 0, uniformément pour z € Q. Alors T converge en probabilité vers le plus
grand ensemble invariant inclus dans Cy = {x € Q, : LV (z) = 0}. Ainsi x} converge
en probabilité vers le plus grand ensemble invariant inclus dans C) pour presque toute
trajectoire qui ne quitte jamais Q.



Annexe D

Théoreme de support

Les méthodes géométriques jouent un role important dans le controle non-linéaire des
systemes déterministes. Les techniques d’algebre de Lie appliquées aux champs de vecteurs
qui génerent le systeme de controle constituent une classe importante de ces méthodes.
Généralement, nous ne pouvons pas appliquer directement ces méthodes aux systemes
stochastiques, car les processus correspondants ne sont pas (suffisamment) différentiables.
Le théoreme de support pour les équations différentielles stochastiques dans sa version
originale, introduit par Strook et Varadhan [120)], connecte les événements de probabilité
1 pour une équation différentielle stochastique aux propriétés de la solution d’'un systeme
déterministe associé. Ainsi, nous pouvons appliquer les techniques classiques au systeme
déterministe et ensuite évoquer le théoreme de support pour appliquer les résultats au
systeme stochastique ; voir par exemple [71] pour l'application des techniques algébriques
de Lie aux systemes stochastiques.

Nous formulons le théoréme sous la forme suivante [71, [72] :

Théoreme 27. Supposons M une variété C™° connexe et para-compacte et considérons Xy,
k=0,...,n les champs de vecteurs C* sur M tels que toute combinaison linéaire des X}
est compléte. Supposons que X =), X! (2)0, dans les coordonnées locales et considérons
I’équation de Stratonovich

dry = Xo(zy)dt + ZXk(xt) o dW} Ty = .
k=1
Considérons de plus le systéme déterministe avec le controle suivant :

d u u - u u
PR :Xo(xt)—l—ZXk(a:t)Vk(t) Ty =
k=1

avec v, € V, lensemble des fonctions constantes par morceauxr de R™ dans R. Alors

Supp(P,) = {(x,v) :v e YV} C C,.
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Ici C, est 'ensemble de toutes les trajectoires continues de Rt dans M admettant x comme
état initial. Cet ensemble est équipé par la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact. D’autre part, Supp(P,) est le plus petit sous-ensemble fermé de C, tel que P({w €
Q:Y(z,v)(w) € Supp(P,)Vt}) = 1.
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