
HAL Id: pastel-00001616
https://pastel.hal.science/pastel-00001616

Submitted on 19 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Migration profondeur avant sommation en amplitude
préservée par extrapolation de forme d’onde

Frédéric Joncour

To cite this version:
Frédéric Joncour. Migration profondeur avant sommation en amplitude préservée par extrapolation
de forme d’onde. Sciences of the Universe [physics]. École Nationale Supérieure des Mines de Paris,
2005. English. �NNT : �. �pastel-00001616�

https://pastel.hal.science/pastel-00001616
https://hal.archives-ouvertes.fr


���������	��
����	��������	������������������������������

 "!$#&%(' )*' ),+.-/ 0+21.3& 
)4' 5768#&-2+95:' )4'&%<;>=@?$'A%<)*' B:3C1D=E%

���	���������������GFH�
IKJML�NEL�JMOQPSRET(UWVXTZYS[
�G�\���]��^��	�������]_��`���a���	�`
��

b�cKPHdfe�ghJiNjelk8man�P�cokQepNEe�qXr"OtsEe�quNEelvxw�JMOQq
y��o�����F�_a�a���(z|{x���|FH}X�~�����`�����]�f������������f��
����]��F��	���a�|��y���
���}X�����	F��a�	���

�\���������M���������\�������
�,���7���l������� �W���¢¡(���¤£�¥§¦��¨�i©§���¤�«ª����¬�¬�W�W���¢�

¥p����¬��®¯����¦°£�¥±�W�7²�ª³¥p�Z©´²p¥µ�u�7�¶¥p·´�����7�¸��®¹�l�������º£�¥
¡X�¢���,¥»£"¼½���¤£�¥

¾@¿HÀ�Á½Â�Ã|À|Â`Ä�Â¯Å\ÅpÆ\Ç	È�Â�ÉXÊ�Ë�Â¹Å�Ì\Ì�Í�Î(Ä8Ï Ð�Ã�Ñ�ÁtÒÓÁÔÀ�ÁÖÕKË�×HÃGØÙ×MÒ~Ñ¹ÆMÀSÚ]Ç�ÁÔË�¿MÄaÂ


���ÛMFH����_��³ÜÝ��������\}u�o�\���`
��(z

Þ Â�Ë�Ão×HË�Æ Þ Â�×MÀ|Æ\¿MÒÓÃ ßà�	������
�������
��§á����	�
â Ç�Äaã�ÃoÂ Þ ×HË�À|È	ä ��F����G�\�8�	�����
å ÒQÈ	æ|Â�Ä@ç¯ÒQÂ�ÁtË�ÒQÈ�æ ��F����G�\�8�	�����
è�ÒÓÄÓÄaÂ�Ñ�éE×MÉ(Ê�×MË�Ç {x�a�	��������|��
��¯ê���ë����
ì À�Ä�ÒQÂ`¾oíÙ×HîMïtéÖÀ|È�×ÙÑ ���Hðñ
������f��	�����]
��¯ê���ëf�8�
ò ×\¿MÀ�Ä å ×�Æ\×MË�ÒQ×�ó�× ô§��}¹^��	��
��uÜÝ�����



��� á\���|������

� �����
	 ������ ���

�����8�	���	��ë����x����
������\��_a����_�� �ñ�|�8���a����� � �	F�����F�����
��ZßÖ���	���\_a�������G�à_~F¯^�������Û����a_�_~FH�|���
��xá\��_��a�`y�ÛMFÙ��ð��h�|�F\���
�����������|FH�������|FH�	��FH��FÙÛ\���_�� � ��\_a�¯
����]ô§�������]
���ß�F����~���������|�³_~F �����	��_�_a�¯
��`}X���p
������f��	������
����	��ë����! ��a_�_a�f�
�hF�}¹^|F���� �
"$# � �����i_����S}X���	����
�����
%� �a}(FH�\���	�a�W�|FH�������|FH�������´
%� ���|
��W���¤}X�a_��a��� # ������_������~�������i���}X��_�� # �f���³��

����FÙÛMFH��_��G����� ��� FH�|���������à�8�|��_�� �'&@����� 
��]�	��������	����³�	��FH_��~�8�]
��������~�à
��]���\}¹^��	���|������F�����������
�F��|��_~F�
��aÛ��~�8�����
�������������8�~������
��¯_�� � � ß � �����8�	�	F��|
p{��G�\�|���(�o�����EF(�����)�X_�� ���	�a�\�a���¯
�����
���Û���_a�\���o��}X�����	��_a�f����_��|���	��������	�(�
���8��FH���|�8� �|������������_�������	�������_a��*Ö
�F��|��_�� FÙÛMFH�G���}X���\��
��`}X�����	�	FÙÛMFH��_ 
��`���|ë���� �
���f� }X��������
��f��
%� ��}XF�������������\���|F����	�8������F��������_a_���}X�����³���Z���	����� ��}X�G�\�8��FH��� ���i� # ��_�����FM�	�a�\�X�G�����	��_��aë����

�F��i��_�_����S�����G�\�|
������pFH� # 
���+G�S
��W_�� ��}(FH���������l���°}X�a_������ # ������_����\�������f�Z��\}u�|_a� # �f�i���S^o������+G��������§
��
_�� FH�|��}X�����	FH��������
���_�Fu���|���	��F��|��`���,* ���	}(FM�	�������-���\�|��ÜÝ�|�	�\�.� �~�� _����]�o���GFH_����	FH�a� �
���X���	�HÜÝ����}XF��	�����X
��\�|¹_~F�Û��\_a�\�\�	�u
��u_�� � � ßA
��(
���Û���_a�\���G����
����`�\������_��`
��X}X������FM������� ���|FH�����a�	FH���/*Q�

�|FH�¹�����|FM�	�a�\�¢
%� ���|
��-�E���¸�a���	������FH���¹F�� # }X��������
��f�¹� # �~�8�	FH���	���¯_���� 
����	���������¯
���Û���_����|�G��}u�����	�¹
|FH�|� ��

���}(F��a��� �

OQO



��� á\���|������

� ��� � ����� ��� � �
	 �

å ×SÁ æ�ã�Ñ�Â¹Ñ�Ï Â�Ñ�Á�Æ\Ç�Ë�¿HÀ�ÄaÇ�Â(Æ�×HÃ�Ñ¯Äa×pÆMÒÓífÒ~Ñ�ÒQ¿MÃ�Æ\Â�ó�Ç�¿	�|æ�îÙÑ�ÒQä�À|ÂiÎiÄ�Ï Ð�Ã�Ñ�ÁÔÒÓÁtÀ�Á�Õ Ë	×MÃGØÙ×MÒ~ÑXÆMÀ�Ú]Ç�ÁÔË�¿MÄaÂ�
Eé¯Ï Ð�ÕÖÚ
Â�Ñ�ÁÖÎ¯É(Â�Ñ]î�Â�À�¯É(×MÒ~Ñ���Â��|Â�Ã|Ñ�ÂxÇ½ó�×MÄaÂ�ÉXÂ�Ã|Á�Â�ÃoÈ�¿MË�ÂxÒÓÃGÁ½Â�Ë�Ão×HÁtÒQ¿HÃo×MÄ�Â�É(Â�ÃGÁÖÈ�¿HÃ�Ñ�ÒQÆ�Ç�Ë�Ç`È�¿MÉuÉXÂ�Ä8Ï À�Ã�Æ\Â�ÑxÈ�Â�Ã|ÁÔË�Â
Æ�Â¹Ë�Â�È	æ|Â�Ë	È	æ|ÂuÆ\Â��@Ë�Â�É ÒQÂ�Ë��oÄ�×MÃ Â�Ã�ó�Ç�¿	�|æ�îÙÑ�ÒQä�À|Â��|Ç�ÁÔË�¿HÄ�ÒQã�Ë	Â�
 ì Â¯Ñ�À�Ò~Ñ��³Â�Ë¹ÆhÏ îS×MíM¿MÒÓË¯ÁÔË�×HíÙ×HÒÓÄÓÄaÇ�

å Â�Ñ��@Ë�Â�É ÒQÂ�Ë�Ñ�Ë	Â�É(Â�Ë	È�ÒQÂ�ÉXÂ�Ã|ÁtÑxÒÓË	¿MÃ|Á Î(ÉX¿HÃWÆMÒÓË�Â�È�Á½Â�À�Ë`Æ\Â`Á æ�ã�Ñ�ÂZè�ÒÓÄÓÄaÂ�Ñ�éE×MÉ(Ê	×HË�Ç��ÖÉ(×��ÓÁÔË�Â¯×HÀ�\ÒÓÄ�ÒQ×MÒÓË�ÂuÎ

Ä8Ï �]È�¿MÄ�Â�� ×MÁÔÒQ¿MÃo×HÄaÂ¯¾GÀ��|Ç�Ë�ÒQÂ�À�Ë�Â¯Æ\Â�Ñ å ÒÓÃoÂ�Ñ�Æ\ÂxÚ]×HË�Ò~Ñ�
Ö¾@¿MÃWÂ�Ã|Á æ�¿HÀ�Ñ�ÒQ×ÙÑ�ÉXÂ���Ñ�Â�Ñ�È�¿MÃ|Ã@×MÒ~Ñ�Ñ�×MÃ@È	Â�Ñ`ÉX×HÒ~Ñ¯×HÀ�Ñ�Ñ�Ò
Ñ�¿MÃ¸Â����|Ç�Ë�ÒQÂ�ÃoÈ�Â���¿MÃGÁ���Â�Ë�É Ò~ÑXÆ�Â� �×MÒÓË	Â(Æ�Â(È�Â ÁtË�×HíÙ×HÒÓÄàÈ	ÂXä�ÀàÏ ÒÓÄÖÂ�Ñ�Á�×MÀ!��¿MÀ�Ë	ÆKÏ æ�À�Ò"
�è�ÒÓÄÓÄaÂ�Ñ ÁÔË�×MíM×MÒÓÄÓÄaÂ�Ë(×MíMÂ	ÈuÁñ¿MÒ
×iÇ�Á½Ç¯À�Ã�æ�¿HÃ|Ã@Â�À�Ë¹Â�Á À�Ã�Â�Ã�Ñ�Â�Ò óHÃ@Â�É(Â�Ã|Á#��¿HÀ�Ë�ÉX¿HÒ"
 å Â�Ë�È�Ò�Î(Áñ¿MÒ"

ì Â�ÁÔÒQÂ�Ã|Ñ`×HÀ�Ñ	Ñ�ÒÖ×uË�Â�É(Â�Ë�È�ÒQÂ�Ë ì À�Ä ÒQÂx¾GíM×MîMïtéÖÀ|È�×MÑ	�àÈ�æ�Â$ �ÆHÀ%�oË	¿&��Â�Á�'pÒÓÉX×�ó\Â�Ë�ÒQÂ¹ä�À|×MÃGÁtÒÓÁñ×MÁÔÒÓíÙÂ(��×HË`Ç�ä�À|×MÁÔÒQ¿MÃ

ÆKÏ ¿HÃoÆ�Â*)+�|¿MÀ�Ë¹×HíÙ¿HÒÓËuÈ�¿Mï8ÆHÒÓË�Ò ó\Ç(È�Â ÁtË	×MíM×MÒÓÄjÆ\Â ÁÓæ|ã�Ñ�Â�
j¾@×�ÆMÒ~Ñ,�|¿MÃ|ÒQÊ�ÒÓÄ�ÒÓÁñÇ!�³Ñ�Â�Ñ È�¿HÃ�Ñ�Â�ÒÓÄ�Ñ	� Ñ�Â�Ñ¯Ë�Ç$-]Â��\ÒQ¿MÃ|Ñ¹×MÒÓÃ�Ñ�Ò
ä�À|Â�Ä�×�óHË�×HÃoÆ\Â`ÒÓÃoÆ\Ç.�|Â�Ã@Æ�×HÃoÈ�Â¹ä�ÀàÏ Â�ÄÓÄ�Â¯× Ñ�ÀiÉ:Ï ×�È�È�¿MË�Æ\Â�Ë`É:Ï ¿MÃ|Á Ç�ÁñÇ`ÁtË	ã�Ñ�À�ÁÔÒÓÄaÂ`Áñ¿MÀ�Áà×MÀ�Äa¿HÃ�ó(Æ�Â¹È	Â�ÁÔÁ½Â�Á æ�ã�Ñ�Â�

éEÂ`Æ�Ç�íÙÂ�Äa¿/��|Â�É(Â�ÃGÁ ÆKÏ À�Ã§È�¿�Æ\Â�Æ\ÂxÉ Ò ó�Ë�×MÁÔÒQ¿MÃ�Ñ�Ò~Ñ�É ÒQä�À|Â`Â�Ñ�Á�Æ�Ç�Ä�ÒQÈ�×MÁ&
Gé¯Ï Ð�ÕÖÚ°×uÆ�Ç�íMÂ�Äa¿/��|Ç`À�ÃZÑ�×HíÙ¿HÒÓË� �×MÒÓË	Â

Æ�¿HÃ|Á Þ Â�Ë�ÁtË�×HÃoÆ ç¯À|ä�À|Â�Á�Â�Ñ�Á�×MÀ!��¿MÀ�Ë	ÆKÏ æ�À�Ò ÄaÂ¯É(×��ÓÁÔË�ÂuÆ�Â�Ñ¹È�ÄaÂ$ 	Ñ0
�1�Ï Â�Ñ�Á³Ä�À�Ò ä�À�Ò Â�Ñ�Á³ÎZÄ8Ï ¿MË�Ò ó�ÒÓÃoÂ(Æ\Â È�Â¹ÁtË	×MíM×MÒÓÄ
Â�Á�Â�ÃoÈ�¿MË�ÂSÄ�À�Ò�ä�À�Ò�É:Ï ×WÒÓÃ|ÒÓÁÔÒQÇ§×MÀ��Á½Â�È�æ�ÃGÒQä�À|Â�ÑSÆ�ÂSÉuÒ óHË�×HÁtÒQ¿HÃ2�|×MËpÇ�ä�À|×HÁtÒQ¿HÃ7ÆhÏ ¿MÃoÆ\Â�
(�³Ã�� Ã3��È�ÂiÑ�¿MÃGÁ�Ñ�Â�Ñ
È�¿�Æ\Â�Ñ�Ñ�À�Ë]ÄaÂ�ä�À|Â�Ä���Â�É(Â�Ñ�À�Ò~Ñ�Áñ¿MÀ!��¿HÀ�Ë�ÑxÊ	×MÑ�Ç�
 ì ÂxÄ�À�ÒÖÆ�¿HÒ~Ñ�Ç½ó\×HÄaÂ�É(Â�Ã|Á�Äa×��oÄ À���×HË�Á�Æ\Â�Ñ`×ÙÑ�ÁtÀ|È�Â�Ñ�ÒÓÃ� �¿HË�ÉX×HÁtÒQä�À|Â�Ñ
ä�À|Â*��Ï À�ÁtÒÓÄ Ò~Ñ�Â:×HÀ!��¿MÀ�Ë�ÆhÏ æ�À�Ò"
54jÃ óHË	×MÃoÆ¢ÉXÂ�Ë�È�Ò(��¿HÀ�Ë§Á½¿HÀ�Á È�Â�Ä�×¢É(×MÒ~ÑW×MÀ�Ñ�Ñ�Ò(�|¿MÀ�ËpÁ½× Ê�¿MÃ|Ã@ÂSæ�À�ÉXÂ�À�Ë/�¯ÄaÂ�Ñ
ÆMÒ~Ñ�È�À�Ñ	Ñ�ÒQ¿HÃ�Ñ¹Â�Á³Ä8Ï Â�Ã|Á æ�¿HÀ�Ñ�ÒQ×MÑ�ÉXÂXä�À|Â�ÁÔÀ§×MÑ`Ñ�ÀpÉ(Â� �×HÒÓË�Â���×HË�Á½×�ó\Â�Ë0

ì ÂiÁtÒQÂ�Ã�ÑZÎWË�Â�É(Â�Ë�È�ÒQÂ�Ë â Ç�Äaã�ÃoÂ Þ ×HË�À|È�ä!���@Ë�¿6 �Â�Ñ�Ñ�Â�À�ËSÎlÄ8Ï74EÃGÒÓíÙÂ�Ë�Ñ�ÒÓÁ½ÇpÆ�ÂXÚ]×HÀ�Â�Á�Æ�ÂiÄ8Ï 8xÆ�¿MÀ�Ëi×HÒÓÃ�Ñ�Òxä�À|Â

å ÒQÈ	æ|Â�Ä�ç¯ÒQÂ�ÁtË�ÒQÈ�æ9��ÆMÒÓË�Â�È�Á½Â�À�Ë�Æ�Â�Ë�Â�È�æ�Â�Ë�È	æ|Â`×MÀ:1�� ò ¾§Æ�Â¹è�Ë�Â�Ã@¿�Ê�ÄaÂ���¿HÀ�Ë�×MíM¿MÒÓËx×\È�È	Â&�oÁñÇ`ÆKÏ ;�ÁtË	Â�Ë	×	��|¿MË�ÁñÂ�À�Ë�Ñ
Æ�Â�È�Â�ÁÔÁ½ÂZÁÓæ|ã�Ñ�Â�Â�Á`Æ�Â< �×MÒÓË	Â=�|×MË�ÁÔÒQÂpÆMÀ>��À�Ë�î
 â Ç�Äaã�ÃoÂ�×?�|×MË�ÁÔÒQÈ�À�Ä ÒQã�Ë�Â�É(Â�ÃGÁ`È�¿MÃGÁtË�ÒQÊ�À|Ç�Â<�|×MËXÑ�Â�ÑXË	Â�É(×MË�ä�À|Â�Ñ
È�¿MÃ�Ñ�ÁÔË�À|È�ÁÔÒÓíMÂ�Ñ¯Îi×HÉXÇ�Ä�ÒQ¿MË	Â�Ë¯É(¿MÃ�ÉX×HÃ|À�Ñ�È�Ë�ÒÓÁ³Æ�Â Á æ�ã�Ñ�Â�
 å Â�Ë�È�Ò@��¿HÀ�Ë¹È	Â�Äa×A

éE×B��¿MÀ�Ë�Ã@Ç�Â]Æ�Â�ÁÔË�×MíM×MÒÓÄ|×HÀuÆ\Â�À�\ÒQã�ÉXÂ�Ç�Áñ×�ó�Â]Æ�Â�Äa×�ÆHÒÓí�Ò~Ñ�ÒQ¿HÃuó�Ç	¿/��æ�îÙÑ�ÒQä�À|Â�Æ\Â�Ä8Ï Ð	ÕjÚ È�¿MÉuÉ(Â�Ã@È	ÂB��×HË À�ÃZÊ�¿MÃ

È�×6 �Ç`Æ�×HÃ�Ñ�ÄaÂ�Ê�À�Ë�Â�×MÀiÆ\Â ì À|ÆHÒÓÁÓæC�jÂ�ÁD�|×MË�À�Ã@Â��|Â�ÁtÒÓÁñÂ`ÆMÒ~Ñ�È�À�Ñ�Ñ�ÒQ¿MÃ§×MíMÂ�È Þ Ë�À�Ã@¿ ä�À�Ò9�oË	Â�Ã@Æ¯Ñ�¿HÃ%�|Â�ÁÔÒÓÁàÆ�Ç"��Â�À�Ã@Â�Ë0

E ×MÃGÃ|ÒQÈ/F¹Ã@Ï Â�Ñ�ÁC��×MÉ(×MÒ~ÑxÄ�¿MÒÓÃ3�ÖÁñ¿MÀ!��¿MÀ�Ë�Ñ��@Ë�;�ÁG�|¿MÀ�Ë���×HË�Á½×�ó\Â�Ë�Æ�Â�Ñ�Ê�¿MÃ�Ñ�É(¿MÉ(Â�Ã|ÁtÑxÂ�ÁD�|¿MÀ�Ë�Æ\Ç.�|Â�Ã�Ñ�Â�Ë�Ñ�¿MÃpÁtË	¿	�
�oÄaÂ�ÒÓÃ ÆhÏ Ç�Ã@Â�Ëtó�ÒQÂ�
àÐ�Ä�Ã Ï Â�Ñ�ÁH��×MÑuË�×HË�ÂiÆhÏ îWÈ�Ë	¿MÒ~Ñ�Â�ËJIhÒÓÉ(¿MÁ æ�Ç�Â�ä�À�Ò³í�ÒQÂ�Ã|ÁB �×MÒÓË�Â%�|×MË�Áñ×�ó�Â�ËiÎ ì Â�×MÃ�Ú æ�ÒÓÄ�Ò �A��ÂSÑ�×
��×MÑ�Ñ�ÒQ¿HÃ5��¿HÀ�Ë Ä�×pÁ½Ç�ÄaÇ�ïñË�Ç�×MÄ�ÒÓÁñÇZÂ�Á��oÄ À�Ñ�ó\Ç�ÃoÇ�Ë�×HÄaÂ�É(Â�Ã|Á��|¿MÀ�ËuÄa×% �Ë�×HÃoÈ�æ�ÂXË�Ò ó�¿MÄ�×�Æ�Â�
 ì Â�×MÃWÚàæ�ÒÓÄ�Ò ��|Â!�xÄ�À�ÒK��Ñ�Ï Â�Ã
 �¿MÀ�Á¯È�¿MÉL�oÄaã�ÁñÂ�É(Â�ÃGÁ¹Â�ÁM�@Ë�Ç" �ã�Ë�ÂN�|×MË�Ä�Â�Ë§Æ�ÂO�@Äa¿MÃ�ó\Ç�Â�Ñ�¿MÀ�Ñ�ïñÉ(×MË�ÒÓÃ@Â�Â�Á¹Æ�Â�É(¿MÁñ¿
O1�Ï Â�Ñ�Á`Ñ�×MÃ|ÑSÈ�¿MÉL�oÁñÂ�ËiÑ�À�Ë
Ú]×MÁÔË�ÒQÈ/FXä�À�ÒÖ×¯Áñ¿MÀ!��¿HÀ�Ë�Ñ�À�ÃoÂ`×MíMÂ�ÃGÁtÀ�Ë	Â�× Ë�×\È�¿MÃ|ÁñÂ�Ë*PÝ¿MÀZÀ�ÃO�oË�¿\Ê�Ä�ã�É(Â�ÒÓÃ� �¿HË�ÉX×HÁtÒQä�À|Â&Q
@éhÂxÁñ×�Ê�ÄaÂ�×MÀSÃ@Ï Â�Ñ�Á3�|×ÙÑ
È�¿MÉL�oÄaÂ�Á]Ñ�ÒR��ÂXÃ Ï ×&��¿MÀ�ÁñÂ<�|×ÙÑuÄaÂ�ÑX×MÃ@È�ÒQÂ�Ã�ÑTSjç Â�Ä ��æ�ÒÓÃoÂ�Â�Á�Ñ�Â�ÑXÊ�¿MÃGÃoÂ�Ñ ífÒQÂ�ÒÓÄÓÄ�Â�ÑiÊ�Äa×�ó�À|Â�Ñ/�%1à×MË�¿Wä�À�Ò]×l×MË�Ë	;�ÁñÇ
ÄaÂ§È�×6 �Ç�É(×MÒ~ÑO��×MÑ�Æ�Â§Æ\Ç	È�¿HÃ|ÃoÂ�Ë/� å ×HÀ|Æ�ÉX×:È�¿MÉL��×HË�Ñ�Â!�>1à×MË�¿HÄaÂ§Áñ¿MÀ!��¿HÀ�Ë�ÑZÁ½Â�ÃoÆ\×MÃoÈ�Â��]ÕKË�×MÃoØf¿HÒ~ÑpÂ�Á�éh×HÀ�Ë�Â
Á½¿HÀ!��¿MÀ�Ë�ÑSÂ�Ã¸æ|×MË�É(¿MÃGÒQÂ�
 å Â�Ë�È�Ò�Î�íM¿MÀ�Ñ/��íM¿MÀ�Ñ�×HíÙÂ/U*�|×MË�Áñ×�ó�ÇpÁtË	¿MÒ~ÑS×MÃ|ÑSÆ�Â�É(×lífÒQÂ���íM¿MÀ�ÑS×HíÙÂ/U§Ç�Á½ÇSÉ(¿MÃ
À�Ã|ÒÓíMÂ�Ë�Ñ0


4jÃXó�Ë�×HÃoÆ¹ÉXÂ�Ë�È�ÒjÎ¹ÉXÂ�ÑxÈ�¿MÄÓÄaã½ó�À|Â�Ñ�Æ\Â�Ä8Ï �]È�¿MÄ�Â¯Æ�Â�Ñ å ÒÓÃoÂ�Ñ�Æ�Â�Ú]×HË�Ò~Ñ<S Þ Â�Ë�Ão×MË	Æ Þ Â�×MÀ|Æ\¿MÒÓÃN��¿HÀ�Ë�É:Ï ×MíM¿MÒÓË
×�È�È�À|Â�ÒÓÄÓÄ�Ò`×MÀ:Ñ�Â�ÒÓÃ Æ�ÂSÄ8Ï Ç�È�¿MÄ�Â�Æ\Â�Ñ å ÒÓÃ@Â�ÑSÆ\ÂuÚ]×HË�Ò~Ñ0
�Ú]×MÑ�È�×HÄÖÚ]¿fÆ�Â�í�ÒÓÃ´Â�Á]Ú æ�ÒÓÄ�Ò �A��ÂVI@æ�ÒQÂ�Ë�Ë�î ×HíÙÂ�Èpä�À�Ò@��Ï ×MÒ
Á½¿HÀ!��¿MÀ�Ë�Ñ¯×	�A�oË�Ç�È�ÒQÇ(Æ�ÂuÆMÒ~Ñ�È�À�ÁñÂ�Ë/�B8xÄaÂ���×HÃoÆMË	Â Â�Á�ÕKË�×HÃGØÙ¿MÒ~Ñ�ÉXÂ�Ñ¹È�¿MÄÓÄaã½ó�À|Â�Ñ�Á æ�Ç�Ñ�×HË�ÆÙÑ¹Æ\Â¹Ä�Ï Ç	È�¿HÄaÂXÆ�Â�Ñ å ÒÓÃ@Â�Ñ0


OtOQO



��� á\���|������

ì ÂuË�Â�É(Â�Ë�È�ÒQÂXÇ½ó\×HÄaÂ�É(Â�Ã|Á]ÄaÂ�Ñ�ó�Ç	¿/��æ�îÙÑ�ÒQÈ�ÒQÂ�Ã�ÑZ×MíMÂ	ÈuÄ�Â�Ñ�ä�À|Â�Ä Ñ���Ï ×HÒ��oÀ>�|×MË�Áñ×�ó�Â�Ë ÉX¿HÃ¢×MÉ(¿MÀ�Ë��|¿MÀ�Ë Äa×Xó\Ç�¿Mï
��æ�îÙÑ�ÒQä�À|Â<�|Ç�ÁtË�¿HÄ�ÒQã�Ë�ÂTSB�¹¿MË�É(×MÃ Þ ÄaÂ�Ò~Ñ�Á½Â�ÒÓÃ Æ�Â(Äa× 1à¿MÄa¿HË�×�Æ\¿p¾ È	æ|¿�¿HÄ�¿  å ÒÓÃ@Â�Ñ/� ò Â�ÃoÇ*��Æ�¿MÀ|×HË�ÆiÚ³Ä�Â�Ñ�Ñ�Ò~ÑXÆ\Â
¾�æ|Â�ÄÓÄ�×MÒÓÃ�Ñ�Òxä�À|ÂSÄ8Ï Â�Ã�Ñ�Â�É(Ê�ÄaÂpÆ�ÂSÄ8Ï Ç�ä�À�Ò �|ÂpÆKÏ ÒÓÉ(×�ó�Â�Ë�ÒQÂWÆ�Â Þ Ú â ¿HÀ�Ñ�Á½¿HÃ ä�À�Ò�É Ï × ×�È�È�À|Â�ÒÓÄÓÄ�Ò���¿HÀ�ËZÄaÂ�ÑiÆ�Â�À�
Æ�Â�Ë�Ã|ÒQÂ�Ë�Ñ�ÉX¿HÒ~Ñ Æ�Â¹ÉX×ZÁÓæ|ã�Ñ�Â P �|×MË�ÁÔÒQÈ�À�Ä�ÒQã�Ë	Â�É(Â�ÃGÁ�éE×MÀ�Ë	Â�ÃGÁà¾GÒÓËÔóHÀ|Â Â�ÁàÕ Ë	Ç	Æ\Ç�Ë�ÒQÈ Þ ÒÓÄÓÄaÂ�ÁÔÁñÂ&Q

ì Â¹ÁtÒQÂ�Ã�Ñ¹Ç½ó�×MÄaÂ�ÉXÂ�Ã|Á]Î(Ë	Â�É(Â�Ë	È�ÒQÂ�Ë�ÉXÂ�Ñ¹×MÉuÒ~Ñ¯ÁÓæ|Ç�Ñ�×HË�ÆÙÑ¹Æ�Â Äa×SÆMÒÓífÒ~Ñ�ÒQ¿MÃ:Ë�Ç�Ñ�Â�Ë�íM¿MÒÓË Â�Á³Æ\Â�Ñ�Ñ�Áñ×�ó�Â�ÑOS(1ÖîMË�ÒÓÄ �

å ×MË�ÒQ× � Þ Â�ÃG�+1�×HË�¿MÄ ÒÓÃo× ��1à×HË�Äa¿ÙÑ/�Ö¾@ÂfÊ¯Â�Á å ×��\ÒÓÉX¿ � É(Â�Ñ�×MÉuÒ~ÑxÁ æ�Ç�Ñ�×MË�ÆMÑ]ó�Ç�¿	��æ�îÙÑ�ÒQÈ�ÒQÂ�Ã�ÑOS��hÒ ��×Mî �EéE¿MÀ|×HÃo×ÙÑ/�
� ×MíMÂ	æC�³Â�Á E ¿f×MÃGÃ 

Þ Ò ó(À���Î Áñ¿MÀ�ÁñÂ�Äa×`óHË�×HÃoÆ\Â�Õh×HÉ ÒÓÄ ÒQ× ò Â�Ã|Ã@×MÒ~Ñ�Â�ä�À|ÂB��Â�ÃoÂ�È�Â�Ñ�Ñ�Â�Æ�Â�Ë�Â.�@Ë�Ç�Ñ�Â�Ã|ÁñÂ�Ë�� Þ Ò ó(À�� Î¹É(Â�ÑH��×HË�Â�Ã|ÁtÑ

Â�Á]É(Â�Ñ( �Ë�ã�Ë�Â�ÑXä�À�Ò³¿MÃGÁ# �×MÒÓÁ�Æ�Â(É(¿MÒ]È�ÂZä�À|Â(��ÂuÑ�À�Ò~ÑX×MÀ!��¿HÀ�Ë�ÆKÏ æ�À�Ò"
 Þ Ò ó§À�� Î�ÉX×§Æ\¿MÀ|È�Â+��×HÃoÈ�Ç�Â¯éh×HÀ�Ë�Â�ÃoÈ�Â
��¿HÀ�Ë�Ñ�¿MÃ�Ñ�¿MÀ�ÁÔÒQÂ�Ã3�hÑ�×��|×MÁÔÒQÂ�Ã@È	Â¹Â�ÁjÑ�¿MÃl×MÉ(¿MÀ�Ë`Æ�Â¯È�æ�×\ä�À|Â�ÒÓÃ�Ñ�Á½×HÃ|Á&
 å Â�Ë	È�Ò�ÎuíÙ¿HÀ�Ñ�Áñ¿MÀ�ÑxÆMÀ< �¿MÃ@Æ(ÆMÀ�È�¿fÂ�À�Ë0

1àÂ¯ÁÔË�×MíM×MÒÓÄÖÆ�Â¹ÁÓæ|ã�Ñ�ÂuÂ�Ñ�Á�×MÀ�Ñ�Ñ�Ò�ÄaÂ¯íM¿MÁÔË�Â��G��Â¹íÙ¿HÀ�Ñ`Ä�Â Æ\Ç	ÆHÒQÂ�


O��



��� á\���|������

� � ��� � �

�EF§}X�a�\�	FH������� ���8�¹�����i���	F��G�S�_��i
��Z_~Fl��|F��~���Z
��(����FH�a����}u�����¹
���� 
������|����� 
��Z������}X�������Z�	���G� # �a�\� �
�ñ�������	Û����|FH���XFH���	ë��u_����X���|F\�8�f�(
��p���	��ðÔ����FH�a����}X���\���Ö���i
%� ���8����}(FM�������7
�� }X��
�ë�_��p
���Û��a���f����� ����_a_��p�G�����
�8����Û�����
��(^|F���� �p_�Fp�FH��F���	���	���	FM�	�a�\�l_�� �	���Hðñ�8�~��}u�~�����(
��¸�	�������	Û������ � �à�:��&o���¹_a�\�	�	��� � ��_�_a�u���8� *QFH�a���ZFÙÛMFH���
�8�\}X}XFH������� � �������	� * �\�|
����|�Z�������´FH}X��_��a���|
��W�����f�8����Û\���-�à��_�_a�W�G����}X����
%� �\^����������i_����Z�	���G����	�aÛ��a���f�i
��
�8�\�|�8ð½����_���� * �\�|��	�a�\�¢
��Z_�� F�����_��Z
%� �a�G��~
����|��i
��(_�� �\�|
��i���~�8}X�~�\�|� ��� ���i����Û��������a�\���8����FM��������FH�|���������(
��f�
�|FH��FH}Xë����	���³��_~F��8���~�������]
��§�	�������	Û��\�a�³���8��FH_��������o�\�	�8��^�_����o���	}X�����	FH�������|�¹�F��	F\��������~�	FM�������S�8�~�8}X�~��������_��|�

�����FH��_a_�����
��p�	�������	Û��\�a� �
á\�|�	��� � �p�|���f�8���\�¯_~Fp}X�a�\�	FH������� ���¸FH}X��_��a���|
��i�����f�8����Û\���u����FH�a�¹���	�8����������_�_a��}u�����¯^|F������(�����¹
��f�`���f���ð

���~�\�|����
��¯����F���¹
�� �	FÙ�\���|�(�������E�|��_~F����|���f�8���\�	�����x
��¹������_�_a�f��_��a}X�a�	FM�	�a�\�|�x�G�\����_����x}X�a_��a��� # �����\_a�\���~�������
��\}u�|_a� # �f���F��	F\��	���	�������³�|F���
�� * �\�8�	���]ÛMFH�	�~FM�������G�]_�FH�����	F�_a�f�]
��¯Û�� �	���	�8� � � � ���	�a_��~��FH�������§
%� FH�����	� # �a}(FH�������|�
	 ������ð�
�FÙ��x�|FH��F # �~FH_�����
���_�� �����|FM�	�a�\�Z
%� ���|
����G����}X����
����(� F &o��FH�G����a��
�����f�à_��a}X�a�	FH�������|� �����~�������-��
�F��|�
_a�u�F\
����¯
��¹_~FZ}X�a�\�	FH�������§���	� * �\�|
������(�|��_�_a�f�$* �\�����|���	�8�����x
���������_����������|�����	����~���������x�	��^��G�Ý�	�����o���|��_�� ����ð
�8��}¹^�_��¹
��¹_�F(^GFH�|
�� 
�� * �	���������G����x�8�~��}u�~������� � � �l�����	���¹��_�_a�f�����	�����|���������l���}X���	�¯�|FM�	���	��_�_a��}u������_a�f�
����FMÜÝ�f����\�a�	���¹}¹��_a������_����X���|
����a���f�(�|F��u
��f�X}X��
�ë�_����X
��pÛ�� �	���	�8�p��\}u�|_a� # �f��� ��� �|F��8�	�����_a�����(
�F��|�u_a�§�F��

����`�8���	�|��	���	������F�_a�/* ë��	����� � �K�\���H�	��}X�|���o���|F�_a�~�8�������|F��x_������������������}X���	�������u
�FH�G�x_�����F�����_����FM�	�a�\�|���\{
��f�¯}X���	����
���� �G����Û������ F��������_a_���}X�����������	�iF�����_������������¹�����u
������|�����¹������_�_a�f� � �à_�_a�f�¹�o���������\� _a�S����} 
��
}X�a�\�	FH�������i�GFH�]�����|FH�������p
%� ���|
�� �
y�����_a�u��_~FH� 
��X_�FS���	�������	ÛÙFH�������W
����`FH}X��_�� �	�|
��f�x_�� �����G
��(
��X_�FS}X�a�\�	FH�������l�|F��x�f���|FM�	�a�\��
%� ���|
�� � � F

�|F��x
���^o���G����]ÜÝ�|�	��� � �Z�����f�8�����x�8�|�������)* ���	}¹��_~FM�	�a�\�§FH�|�	�8�jFH^o�����	�a� �\�.� FÙÛ\��`_�� ���	�a_��~��FH�������W
�� _�F(���������	�a�

������	F���� � {�FH�|�x��¹
���}(FH������_�������&o�\�8����
��\�aÛ\�������o�����������	F��\���8���x_�FX�|���\�|FH��FM������������}X���	������� 
��l��|FH}X�

%� ���|
��-� �����l�����Z_~F¸����G
�� �	�a�\��
%� ��}(FH�\���	�a� � êh�\�����f�Z
���� # 
��\�aÛ\�����Z���	�������	Û����u_��W�FH��F���	ë��	�����|F������a�	FM�	� *

��(_�� ��}(FH��������� � ô§��� ����FÙÛMFH��_à
��(�	��ë����(�G�\�8�	�i������_�FW
��'+|�|� �	�a�\� ���¹_��i
���Û\��_������o��}X���\�¯����}X�����~�����Z
%� �����
}X�����|��
��¯
��`}u������FM�	�a�\�S�GFH�������|FH�������p
%� �\�|
��¯���|F��\�	� ��FM�	�aÛ\� ����{ �
{�FH�G�K���¯�|����}u�����K����}X�|�(�ÝÜ'� FH��FH^o����
���_�� �����|
��³
��à_~F����	�������	ÛÙFH��������
��f�hFH}X��_��a���|
��f�K�|F��K_�� F������	� # ��}(FM�	�a�\�

� �\����ð�
�FÙ�����|F��	F # �~FH_���
��³_�� �����|FM�	�a�\� 
��f�Ö���|
���� � á\�³}u�]�����~�.*QF�}X�a_���F����~���³FÙÛ\��à_~F�������|������������� } � FH�����|�\FH���
�8�|�h_����h����FÙÛÙF�� # ���E_����jFH_����\���a����}X�f�K
���Û\��_������o��� ��_�� �ñ�G�Ý�	� �	��� � �	F�����F����h
��¯ßÖ���	���\_a� � {�FH�|�h��� ��������|
��	��}X�|�(�
Ü'� F��\}X��
��/+|� _��³�������|��a�o��
%� ��}XF���������� �_~F��	���������-��
�� *QF ���\�)������|�8���a���|���Ö
����j��\_a_�����������|�h}u�����	���f�K��� * ���|��������

��u_�� FH���\_a�X
��X�	���|� # �����.�G��� �S�	�����	���|Û����x_�� ���,* ���	}(FM������� �8�|��_~F�
����o���|
|FH�|��XF������|_�F��a�	� 
��u_~Fi�	���|�f��	�aÛ��a���
���§
��¯_~FX�o���������	^|FM�	�a�\�§
%� ��}X�G�f
�FH�G�� � ����_~F(
���Û���FH�a�������G�]�G����}X���8���	�¯
��¯}X����� # �F��	F\��������~������_a� �8�\�|������_

�FH�G�¹_��S�F��¹
��S}X��_a����� # ���}X��_�� # ��� ���¢_����uFH�GFH_�������� �_~F��	�8�~��������� "��� ������
����|�������X�|F�� 
��S�	������_a�	FH�	�
��FH���~� *QF����	FH����� �

�



��� á\���|������

� ����� � � � � � � 	 ��� � � �

�
	 s@d�JMcKNjgEP�d�OtcGs��oL�sEL�JMw�kQe 
� � � � � �a}(F������	����������}X������� � � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �

� � � � � � � F�����������a�������S���~�8}X�~�\�|� � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �
� � � � � �K�f�����|
����]������}X�������f� � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �
� � � � � �hFX��|F��~�|�`
��x�	�	F�� �	��}X������������}X������� � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �

� � � � � � � �K�f����^�ÜÝ�f��	� *Q� � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �
� � � � � � � �K�`���	���	�	F�� �	��}X������
��f��
����|�����f� � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �
� � � � � � � �K���	�	F�� �	��}X������������}X������� � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �

� � � � � �a}(F������	����������}X�������`�|F��]�����|FH�������p
%� �\�|
�� � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �
� � � ô§���³�	�	FÙÛMF�� # 
������|ë���� � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� ���

� � � � � ô§������FM�	�a�\�i�|F��]�����|FM�	�a�\��
 � �\�|
��`���p}X�a_������§FH���~���H���	���o� � ê � � � � � � � � � � ��� ���
� � � � � ô§������FM�	�a�\�i�|F��]�����|FM�	�a�\��
 � �\�|
��`���§FH}X��_��a���|
����|���f�8����Û\��� � � � � � � � � � � ��� � �
� � � � � ßà_~FH�p
��`���|ë���� � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �

ºv`JÙc��Öw��Gw�d�OQcos�� gjw�s@d�OQd�w�dfO��Ge��jw�JSL�� gEw�d�OQcos�N�macosENje ���
� � � �ñ�����	��
��|��	�a�\� � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �
� � ��� ���|FM�	�a�\�§F���\�|�8���~�\�|� � ������ð�
�FÙ� � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� ���

� � � � � � ���|FH�������p
%� �\�|
��¯F\����G�Ý�	������� �½�\����ð�
�FÙ����ð �½� 
³�Hð�
³FÙ� � ��� � � � � � � � � � � ��� ���
� � � � � � � � ���|FH�������§
%� ���|
���F\����G�Ý�	���������½� 
���ð�
�FÙ� � � � ��� � � � � � � � � � � ��� ���
� � � � � � � � ���|FH�������§
%� ���|
�� � ������ð�
�FÙ� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� ���
� � � � � � � {x���	��|�	���a�\�������]_��¯������ # 
���_�� �f�\�GFM�������p
%� ���|
�� � �\����ð�
³FÙ� � � � � � � ��� � �
� � � � � � � � � � # �	�	F��G�\_�FH�������S
 � ���§��|F�}X��
%� ���G
����|FH���f�\�GFM�������p
%� ���|
�� � � � � ��� �! 

� � � � � � � � # �	�	F��G�\_�FH�������i�GFH�������|FH�������p
%� �\�|
�� � ������ð�
�FÙ� � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �
� � � � � � � ô§��������
��f���8�o�������FH_���� ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� ���
� � � � � � � ô§��������
��f�]�|FH�]
��/&@���	���|���� +|�|�a�f� � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �

�KO



���������
	������������������� ��� á\���|������

� � � � � � � ô§��������
��f�]}X� # ���f� � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� ���
� � � � � � � �����G�_��|�8�����G� � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �

� � � � � � ���|FH������� � �\����ð�
³FÙ� �xFÙÛ\����8�f����G
i}X��} ^��	� � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �
� � � � � � � �����G
�� �	�a�\�S�����a���~FH_�� � �\����ð�
�FÙ���x
|FH�|��_���
���}(FH������
�� � �����	�a��� � � � � ��� � �
� � � � � � � " �|����� # ��}(FM�������¢
��S_~F�����|
�� �	�a�\�¢_a��}X� �	� � ���|��ð�
³FÙ� �Z
�FH�|� _���
��\}(FH�����

���|FM�	��F�_a� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �� 
� � � � ���|FM�	�a�\� � �\����ð�
³FÙ� �����|FH���	� ��FM����Û�� � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �

� � � � � � ���|FH������� � �\����ð�
³FÙ� ��}X��
��/+|��� � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �
� � � � � � � ���	�|
��¹
��`_�� �f���|FM�	�a�\� � ������ð�
�FÙ� �x�_~F��	�8�~����� � ��� � � � � � � � � � � ��� � �
� � � � � � � � ���|FH������� � �\����ð�
�FÙ����}X��
��/+|��� � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �
� � � � � � �  ����|����FH_����	FM�	�a�\�SFH� # }X�a_��a��� # �|���������\��ë������ � ��� � � � � � � � � � � ��� � �

� � � � � {x���	��|�	���a�\�������]_�� �f�\�GFM������� � ������ð�
�FÙ� �����|F������a�	FM�	�aÛ\�`���p}X�a_��a���p^�_a������ � � � � ��� � �
� � � � � � � �������Z���������
����	���|� # �a�\�S_��a�|��FH�	�~�8�����p���	���	�8����� � � � � � � � � � � � ��� � �
� � � � � � � ����}X�|F��	F��������SFÙÛ���x_��`�����	}X������	�	����	� *Ö
���_�� �f�\�GFM�������! ��\����ð�
�FÙ�" � ��� �  

� � � � � �����G�Ý�	���|���������
%� �|���|���\�|FH��FM���������|FH��F # �~FH_@���|FH�����a�	FH���/* ��� � � � � � � � � � � ��� � �
� � � � � � � " �|�G�\�8��
��`_~FX}X�����|��
��¯
���
������}X�G���8�a������� � ��� � � � � � � � � � � ��� � �
� � � � � � � " �|�G�\�8��
��§�	�����}(F � # ��_����� �	� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� ���
� � � � � � � �]�f�8�\_a���	�a�\��
���_�� ���o����FM�	�����]
��`�	�	F��|�8}X�~��������� ��� � � � � � � � � � � ��� � �

� � � " ���|_a�~�FH�������|������}X���	�~�\�|��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �
� � ��� � �³F�
����`
���_�� �����|
�� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �
� � ��� � ô§��_a�����p���\}X����ë���� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �  
� � ��� � ô§��_a����� �u����F�
��a���\��Û����8�	���FH_ � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �
� � ��� � ô§��_a����� �u����F�
��a���\����^|_a�~����� � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �
� � ��� � ô§��_a�����p^�_������� � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� ���
� � ��� � �K�f���G��� * �\��}(F��|��f������}X�����~������� � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �

� � � �����|�_a�G�8�����|� � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �

# 	�$ w��oe�JÙOte � gEw�s@dfO dfw�d�O �GeWe�s�w�s �okQe
e\d �Öw�JiL�� gjw�d�OtcGs�N�macosENje % �
� � � �ñ�����	��
��|��	�a�\� � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� ���
� � � �hFu}X�a�\�	FH�������S�|FH�]�f�\�GFM�������p
%� ���|
�� � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �

� � � � � �hFu}X������FM�������S�|FH������	����_�FH������� � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �
� � � � � �hFu}X������FM�������S�|FH�]� # ����FH�o��_~FM����������\}u�|_aë�����
��¯��|F�}u�p
%� ���|
�� � � � � � � � � ��� � �

�KOQO



���������
	������������������� ��� á\���|������

� � �ßà�	�a�|��a�o�¯
%� �a}(F������	���`���|F������a�	FM�	� *j���§FH�|��_������]�|FH�]�f�\�GFM�������p
%� ���|
�� � � � � � � � � � ��� � �
� � � � � �ñ�����	��
��|��	�a�\� � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �
� � � � � ßà�	��^�_�ë�}X��
������f�� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �  

� � � � � � � � �\��} ��_��`
���}u��
���_a�~�	FM�����������|FH�����a�	FH����Û���
����`���	��|��� &l����� *QF\��~����� � ��� �  
� � � � � � � � �\��} ��_��`
���}u��
���_a�~�	FM�������SÛ��\_a��}X�~����� � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �
� � � � � � � � �\��} ��_��`
���}u��
���_a�~�	FM��������
����`���	����|� &W
�F��|��_a��
��\}(FH������
�� � �\��������� � �

� � � � � ßà�	��^�_�ë�}X�`����Û\�����8� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �
� � � � � � � ßà�	�a�G����G�¯
%� ��}XF��������������|F������a�	FM�	� *�
����`���	��|��� & � � � � � � � � � � ��� � �
� � � � � � � �³F��]F��|FH_������~����� � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �
� � � � � � � � # �����|���a�\�pF��S�|�����|����o�¯
%� ��}(FH�\���	�a�`
��¯�³���	� ��� � � � � � � � � � � ��� � �

� � � � � ô§�~�8�`����������Û���������FM���~����� � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �
� � � � ��� � � �\��} ��_~FM�������S�|FH�]�o��������
��`����� � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �
� � � � ��� � ô§�~�8�`����������Û���� � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� ���
� � � � ��� � ßÖ��� * ���	}(FH�|����³����}X���	�������f� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �  � 

� � � " ���|_a�~�FH�������|������}X���	�~�\�|��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �  � 
� � ��� � �hFX����������`������}X������� � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �  � 
� � ��� � ô§��_a�����p���\}X����ë���� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �  �

� � ��� � � � êE���8���FH�|�����~����� � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �  �
� � ��� � � � �]� �|��������|�	�]������	^G�f� � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �  �

� � ��� � ô§��_a����� �u����F�
��a���\��Û����8�	���FH_ � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �  �
� � ��� � � � �]� �|��������|�]��_�F�� � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �  �
� � ��� � � � �]� �|��������|�	�]������	^G�f� � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �  �

� � ��� � ô§��_a����� �u����F�
��a���\����^|_a�~����� � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � ���
� � ��� � {x�����������]ôlF���}X�\�|�8� � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � � �
� � ��� � " �|��_a�~�FH�������pFH� # 
������|�������	����_a_���� ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �! 

� � � �����|�_a�G�8�����|�����]�G���	���G�f��	�aÛ\��� � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �! 

� V¹cosjP�kQgjqfOQcos �oL�sEL�JMw�kte �  %
��� � �K�f����^�ÜÝ�f����/*Q� � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � � �
��� � �K�`�	�	FÙÛMFH��_@���fFH_������ ��� � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � � �
��� �ßÖ�����8�o�������Û���� � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � � �

� ��� d�JMw ��cGktw�d�e�gEJ �Öw�JMw � Otw�k q�d�w��ÖkQe
	�V cKe��¢P�Ote�s@d�q ��w�JMOQw�jkte�q��hw � �jktOQP\w�d�OtcGs w�g � $ OQkQOte�g �
w�sEOtq�cGd�JMc�� e�q���� 	 � #��

�KOtOQO



���������
	������������������� ��� á\���|������

" � � �Ý�8�����	�������x����FH�|��Û����	�����XF # �`Û\�������~�FH_ � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �� 
" � � � � ßÖ�������������@���	���G
����`���p���}X���	��_�� FH���~�8�����	��������� � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �� 
" � � � � �Ý���H���	�����(êE�	F��|�8Û\�����8� � �������~�F�_a��� � ê � ��z � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � � �

" � � �ñ�����	��
��|��	�a�\��
���_�� FH���~�8�����	������� � ê ��
�FH�|��_������f���|FM�	�a�\�|���|FH��F # �~FH_���� � � � � � � � � � ��� � � �
" � � � � " �|����� # ��}(FM�������S� *j����� � ê �³
��~���G���	���a�\�S�	��_~FM�	�a�\� � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � � �
" � � � � êjFÙ��_����³� # �|F��|���a�\�S� *h���|�¯
������o�����8����������_�FH������� � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � � �
" � � � � y���FH^�_�� � ê �³�|FH��F # �~FH_@� # ����FH�o��_~FM�	��� � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � � �
" � � � � " �|��_a�~�FH�����������§Fu���fFH_ 
�FH�	FX�8��� � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �  
" � � � � �����G�_��|�8�����G� � � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �  
" � � � � " �������
]_���
��\��}X�����	� � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �  

" � � �����|�_a�G�8�����|� � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � �  

� ���jL�c|J�� $ epNEelJÙe �jJML�qfe�s@d�w�dfOQcos � � 

V V cGs �oe�s@d�OQcos�NjelIhcoghJMOte\J � � �

b IhcGJ $ gjkQe�quw�sjw�k�� dfO � gje�q ��cGgEJZkQepd�JÙw|P�LWNje§JMw	�Gcos´e�s $ OQktOQe�g � qfO $ �ÖkQe�q � � %
{ � � �����|�8���	�|��������p
��p}u��
�ë�_a��
����	�'* �������|��`���S}X��_a�����p���\}u�\��ë���� ��� � � � � � � � � � � ��� � � �
{ � �¬�����|�8���	�|���������
���}X��
�ë�_��(
��(�	�'* ���	���G��X
�FH�|����� }X�a_������ �i�\�	F\
���������Û\�������~�F�_Ö
��uÛ��a���f�����

��\�|�Ý��FH��� � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � � �

� � � �jJÙc � O $ w�dfOQcos Nje§kQw �
�Ew�qfelq�d�w�dfOQcosEsjw�OQJÙe ��� 

I � $ �jktO d�gjNjeSNjelkQw�½cGsjPHdfOQcos7NEe��SJMe�e�s�NEw|sEq(kte§NEc $ w�OtsEe
(ps, zs,x, ω)

��� �
� � � �³F����\�������	F�_ � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � � �
� � � �³F������\}X����ë���� � � ��� � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� � � �

� n���w|kQgjw�d�OtcGs:Njg�dfe�J $ euNje �
�Ew�qfe(Njw�sEq`k8maw � �EJMc � O $ w�d�OtcGs Nje��§O JMP����jc�� e�s cosjNEe �ÖkQw�sje
e\d(e�s $ OQktOQe�g�Nje§JML�½L\JMe�sjP�e��jc $ c�����sEe ��� %
 � � ô§�����	���\�|���\�|�

τ(ps, pr, z0;x) = −qxx − pzs
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�EFu}u������FM�	�a�\���_�F\�����~�\�|�x�|F��]�����|FH�������p
%� �\�|
���Û��~�8� �u����_a���FH_���������_������	���|�f��������������p����� * ���|
������]}(FH�~�
� � ���p���f�Ý�	� �	�����|F\� * �������}u������_�����FH}X��_�� �	�|
���� ��� �GFH��������
��§}X��}X����������_�� �\�p�(� �a���������f������FH� # ��\�\�	�	F\�Ý�	���

������	���|�������	���à
�F��|�à_��x�����G�à�8�\_��\�a_o���8� �f��������������_o
��x�(� F��	�8���	���à�����x��|F����������	F��G��
���_~F�}X�a�\�	FH�������X���f�Ý�	� �	���
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%� ���|
��X}(FH�~�����\�����f�`�G����Û����������(
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������ � " �a�|�����o�o���|� *QF��a�	�X
�� _~F
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������	�������	Û���� ����_ *QFH���]���	���GFH���������|F��\�	� ��FM�	�aÛ\��}X������_��`��|FH}X�S
 � �\�|
������]FH����_��~�\�|���
���(���	�a�G����G��
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%� ���G
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 � ���W�����\�|FH��FM�	�������GFH��F # ��F�_ � ������ð�
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_�� �����|FH�������W
��������|
����`
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�FH�G�]_a�¯����FH�a����}X���\���8�~�8}X�~����� ��{ � � ���¹F������	� # ��}(FM�	�a�\�S�o�\�	�8��^�_��¹��\�|�����8���
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����u���G
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��u���	���|F��\FM�	�a�\�§���	�aÛ���_a�����������Q���
_�� ���������	���G�� ��_�F¯
��a�	����������(Û����8�	���FH_�� �Ö����_�� �f���|FM�	�a�\�Z
��������ÛMFH�����	F����	���|F��\FM�	�a�\� �f�Ý�³_�� �����|FH������� � ������ð�
�FÙ� � �
�hFu�8�o���� +o��a���`���8�������`_�� �\�i� # �	�	F��G�\_a���	����|�	���aÛ\��}X�����³_a�`��|FH}X��
%� �\�|
��`�������	� * �\�|
����|� �t�]���8����
 � � � �  � 
�³_�F\����������	��� � � � � � � � " ����|��_�_a��}u�����(�H_~F��|_a���GFH����
����j���f������~��������
���}X������FM������� �|FH� * �\��}X��
%� �\�|
������	�a_��������f�
��� ���	��
��|��	�a�\� ��������^|F������f�`�8����_����`}X��������
��f� � �\����ð�
�FÙ��� �½��_�F����	^G�\��� � � � � � �  �³��� ���|����� � � � � � �  �³����ð
��������� � � � ��� � Ù�³�����|
�� � �!  �H^ � � � �����8�	��
������}X�o�\��� �	�a�\� �������f�Ý��� # F\�������� }X��_a�����X���\}u�\��ë����]
���Û��������������
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FH���o��_����pFH�|����� # ��}(FM���������|FH��F # �~FH_�� �E����|���~�Ý�	� � 
���������	�S_~FW�|���\�|FH��FM�������¢
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�� � ���|��ð�
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���� #
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��
���	���|F��\FM�	����� � ���|��ð�
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 � �\�|
��  �������ð�
�FÙ�� �G�\���¹_~Fl�	���|
����
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X��_����~�8������� � � ��� � � -�K���]�\�|������F�� � �!  � �  �h���]���|�	����FH�
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����~�����|�x_�� �����|FH������� 
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����|FH}X�~����� �����Ö���\��Û������|�¹_�� ��Û���_����	�a�\�W
�����GFH}X��
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��'+|�|�K�|FH�]�����p}X��
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 � ���|��\}X�����f������^��a_��a���

κ
�����	FX
����G�8�a���

ρ
�

1

κ(x, y, z)

∂2P (x, y, z, t)

∂t2
−∇ ·

(∇P (x, y, z, t)

ρ(x, y, z)

)
= S(x, y, z, t)

� � � � �
FÙÛ\��

S(x, y, z, t) = −∇ ·
(

f(x, y, z, t)

ρ(x, y, z)

) ��� � ���

���
S(x, y, z, t)

���
f(x, y, z, t)

�������E�	�����G�f��	�aÛ\��}X�����E_~F�
����8���	�a^|���������u
��³�����|�	��à���Ö_a�f� * �\�	����j
��³Û���_���}X� �
� �������G��_�� � # ���	���	�8������
���_~F Û��a���f�����

c(x, y, z) =
√

κ/ρ
�

�����8�	�¢�����|FH������� ���8�l���A�F��p�GFH�����~���_��a���l
��A�F\�p��_~F��8���~�\�|�¸_a������F��a�	�¸
�FH�G�p_a�f�\�|��_¯��_¯� � �¤F7�|F\�§
��
��\�\�	�	F��a���	���(��FH���\����������_�_���� � �h��_�����������������¯�����|�|FH�a���������¸FH���|��������l�|_a�|�§
����	F��a_�_���� �G�����l�8�������G�\�8�	���
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�F��|��_���������_@�f�Ý� * ���|�������������`^���^�_a�����\�	F��������x
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y������o�\�����|�Z�����p_~F¸
����G�8�a���

ρ
�f�Ý�i����|�8�	F������§
�FH�G�X_a�§}X��_a����� � � � �����|FM�	�a�\� ��� � � �u���§��������	�a�(
|FH�|�X_��


���}(F��a����* �	���������\�	�a��_K�8�\�|��_~F)* �\��}X�-�

∂2P (x, y, z, ω)

∂z2
+ H2(x, y, z)P (x, y, z, ω) = ρS(x, y, z, ω),

� � � � �
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H2(x, y, z, ω) =

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

ω2

c2(x, y, z)

) ��� � � �

���Z_�� �\�iF *QF�� ��FH���|F��	F����	���]_~F¹
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� � �f���|FM�	�a�\� � ���|��ð�
³FÙ� �x�f�Ý���\^�������������� *QF\����\���~�	FH���]_�� �����|FH������� � � 
³�Hð�
�FÙ��� � � � � ��
|FH�|�]_��¹
��\}(FH�����¯
��
� �\���������

(kx, ky, z, ω)
�Q�³��� ��������� FH�|
 �:FH�o���|F\FH� � � � � � � � � ��������� *QF�����\���~��FH�������u� � ���8�à� # F�����]�����]_a�\�	�	�����

_�FXÛ��a���f�����¯���8�x�������o�\���������\}X����ë���� � {xF��|����¹�F\����_��¹��|F�}X�p
 � �\�|
��¹���}X��_������o�����`�8� 
����������_��������§���
��|FH}X�p
%� ���|
��`}X������FH���]�������§��|F�}u�p
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��¯
����	����|
�FH���������aÛMF��\�]_~FX
��a�	�����������Û����8�	���FH_��

z
�

ß�F��8�	���|�à
���_�� �����|FH������� � � � � ���	FH�|����������|
X}X��} ^��	�]�����������o�\�����|� �\�|�]_�F�Û��a���f�����]����ÛMFH�	�����\�|���8����ÛMFH���
z
� �����8�	�������|FM�	�a�\���(� ����	�a�]
|FH�|��_���
���}(FH������
�� � �����	�a���

(kx, ky, z, ω)
�����|�³_~F * ���	}X� �

∂2P̃ (kx, ky, z, ω)

∂z2
+

[
ω2

c2(z)
− k2

x − k2
y

]
P̃ (kx, ky, z, ω) = 0

� � � � �

���
P̃
���8�j_~F��	�	F��|� * ���	}u����
�� � �\���	�a���j
��

P
����_����

x
���

y
� ���������������|FH������� �f����FH_���}X������FH���o��_����³�����|FH�������


�� ����_a}X���\_ � C ���o�������8��*QF�����\���~�8���]�8�\�|��_�F * �\��}X� �
[

∂

∂z
+ iΛ

][
∂

∂z
− iΛ

]
P̃ (kx, ky , z, ω) = 0.
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Λ(kx, ky, z, ω) =

√
ω2

c2(z)
− k2

x − k2
y

��� � � �
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L = ∂
∂z

+ iΛ
���

L∗ = ∂
∂z

− iΛ
� � � �f�\�GFM�������:
%� ���|
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LL∗P̃ = 0
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%� �|�������8��ë�}X�u
%� �����|FH�������|�`�������_����f�
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����-�

� �
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L∗P̃ = φ̃, ondes descendantes

Lφ̃ = 0, ondes montantes
��� � � �
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L∗P̃ = 0
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%� ���G
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(
∂

∂z
+ iΛ

)
P̃+ = 0

(
∂

∂z
− iΛ

)
P̃− = 0

��� � � �

���f���f�\�GFM�������G�]�8�\�\��_����������|FM�	�a�\�|� � ������ð�
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c2(z) − k2
x − k2
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P̃ (kx, ky, z, ω).
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∂2P (x, y, z, t)

∂t2
− ∆P (x, y, z, t) = δ(z − z0)F
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∂P̃ ′

∂z
(kx, ky, z, ω) = iΛP̃ ′(kx, ky, z, ω)

P̃ ′(kx, ky, z, ω) = F̃ P (kx, ky, ω), en z = z0
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F̃ 0(kx, ω)
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P (x, z = z0, ω) = g −
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m=1
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m gm
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ω
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+
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+
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)
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�F��|��_a��
��\}(FH������* ���f�\�|���|���ð½����} ^����


%� ���|
��`�f��	� �	�`�����G��_�F * ���	}X� �
(

∂

∂z
± iΛ− Γ

)
P̃ = 0,

� � � � � �
FÙÛ\�� �

Γ =
1

2c(z)

∂c(z)

∂z

[
1 +

(c(z)k̄)2

(ω2 − c2(z)k̄2)

]
.

� � � ��� �

y������o�\�����|��}(FH���������GFH���`�����
c = c(x, y, z)

� �\�|�
iω
����������_��a����
��X
����	��Û����¹����}u�o���	��_�_�� ��������� −k̄ =

−(kx, ky)
�	�a���\�]_��a���§
%� �|���\�G���	FH��������
��`����F�
�������������FH�G�8Û\�����8�-���	��_h�����

iω ⇔ ∂

∂t
et i(kx, ky) ⇔ −(

∂

∂x
,

∂

∂y
).

� � � �  �

��� ⇔ �	��_��a��_�� �\�G���	FH�������]�|�����|
��Z
�� &@���	����������_ �(
��	���a�����|F����8�\�p����}¹^o��_��¯
�FH�G�]_a� 
���}(FH�����¯
�� � �����	�����
�¯��FH�|���� � �à�G�8���a���-���a_ 
���Û����������8��}X��_a��
��`
������|���³�����x���������/+G�FH������� �¹_�� � # ���	���	���a�\�

(c(x, y, z)k̄)2
���}X}X�

�8�|� �

−(c(x, y, z)k̄)2 ⇔ c(
∂

∂x
,

∂

∂y
) · (c( ∂

∂x
,

∂

∂y
))

� � � � � �

�ñ_h���8�]F�_a�\�	��F\������C *QF���a_��¯
��`�G���|������
��§����} ^G�\_a�
ω2 − (ck̄)2

����� � ��_K�������	������������_�� ���o����FM�	�����³�	�	F��|�8Û\�����8�

������\�|
��f� � � 
³�Hð�
³FÙ� � �� � �f�Ý��ð��Hð½
��a�	�

ω2 − (ck̄)2 ⇔ ∂2

∂t2
− (c∇T )2.

� � � � ���
 �§
��f
����a�

Λ ⇔
√

1

c2

∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
.

� � � � � �

� �pF�����_������|F����³���|�x�	�	F��|� * ���	}u���x
�� � �\���	�a���³����Û����	��� � _�� �����|FH������� � � � � � � ����_����S_a�f�]
������f��������G�
x
�
y
�
t��� ���X������_a�~�	FH��� _������	ë��\_a�f��
����F�_����_����	���|���f��FH� # ���o����FM���������Ö�|�8���|
���ð½
��/&@���	����������_~��� �	�o�|F��������³FH_ � � �� � �� � �

#��
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����������FH^�_��h_�� � # ���	���	�8�����§
��f�]���o����FM�	�������]�|�����|
��Hðñ
�� &@���	�����	�a��_���F\������������]F�� # ����}¹^o��_����
Λ
���

Γ
� " ���|�����G���

��^��	�a������_�� � # ���	���	�8������
���_�� �����|FH������� � �\����ð�
�FÙ����}X��
��/+|����� # ������}X����
�F��|��_a��
��\}(FH�����`�����|F����ðÔ����}X�|�(�
[

∂

∂z
± λ − γ

]
P = 0

� � � � � �

���
P
�f�Ý�p_�F¢����FH�|� * ���	}X���W
�� � �����	�a���i����Û��������W
��

P̃
���p���

λ
���

γ
�8�\�\��_a�f�i�\�G���	FH�������	�i�|�����|
���ð


��/&o�������\�	�a��_��]F\������������³�	�����G�f�����Û���}X������FH� # ����}¹^o��_����
Λ
���

Γ
����
��'+|�|���]�GFH�

λ =
1

c

√
LT (x, y, z, t),

γ =
cz

2c
(I + L−1

T (x, y, z, t)(c∇Tx)2).
� � � � � �

FÙÛ\�� �

LT (x, y, z, t) =
∂2

∂2t
− (c∇Tx)2.

� � � � � �
� �W}X���|F����x�����¹�����G
��uF\�8��}X���	�H���~�����¯���l}X�a_��a���l���������	���\ë���� �

c = c(x, y, z)
��������_�� �����|FH������� � � � � � �'�

�o�|F����§��� F�_ � � �� � � �x�����¹}X�������	�Z�����Z_�� �f���|FM�	�a�\�¢
��(����FH�G�8�o�����¯���f�8�|_ ��FH�����(�f�Ý�¹_~F§} ��}X�i�����S���_�_��i
��
_�� �����|FH��������
%� ���|
��l���}X��_�ë��	� � " ���|�8��� _�� �����|FM�	�a�\� � �\����ð�
³FÙ� �S}X��
��/+|��� � � � � � �u�G����}X���S
��§�	���8���a�������Z_a�f�
} ��}X��������}u�G�x
��¹����FMÜÝ���x����_a�f��} ��}u�f��F�}u�|_a�a���|
����`�����¹_�� �f���|FM�	�a�\�l
%� �\�|
�� � � 
³�Hð�
³FÙ� �`���l}X��_a�����l�|������ð
���\��ë���� � �h�¯_a�f��	�������\�|�E�������|F�� �	�¯����� 
���}X���G�Ý�	�	FH�������§
�����FH��_a_���� 
��¹���_�FZ�G���������¯�	���o���������$�Z_�� FH���|� # � "

�� �o�|F����X����FH_ � � �� � � � �
� �§���	FH���~����� ���|_a�|������������FH�|����� # ��}(FM�������G����FM�	�a�\������_a_����]������� *QFH�a���f�]�o��������Û�� �	����
��¯�FH_~���_����]� # ��_a�~��a����ð

}X������_�FS�	F\������X�FH�	�	��� 
��u_�� ���o����FM�������`
�� &@���	�����	�a��_
λ
� � � ���8�¯
�FH�|�`��X�F�
��	�X�\�|�u������Fi������_a�~�8�X_�� F������	� # � ð

}(FM���������|F��	F # �~FH_����|FH��_~F(�8���a��� �
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�FÙ� �X}X��
��/+|���§F ���	�p���	F�^�_��a�p�|F��u�|���p�����G
��§F�����}X���	�H�	���������|FH����� * ���f�������|�� � 8

�oË�ÒQ¿HË�Ò �E_~F�ÛÙF�_a�~
��a���i
��Z��Fp����_����������:���8�¹������}X�~�8�(FH� # } ��}X���¯_a��}X� ��FM�������G�¯�����(_a�f�`�	F����`��� �����	}X�Z
��(_����8ð
��F����¹
��W}X��
�ë�_�� 
��uÛ�� �	���	�8� � �EF(Û�� �	���	�8�

c
�f�Ý������� * ���|��������W��������������¹���`
�������ÛMFH^�_�� � �à�����fFH_�� �	� �o_�� ���	�|
��

F�����}u�����H�	�������(F��o���	}u�~�¯
��(}X�\�\�	�����¯�����(_�� �����|FH������� � �\����ð�
�FÙ���¹}X��
��/+|���(�o���	}X�����	FH�a�¹
��(�	���8���a�������¯FH�
}X�����|�Ö_a�f�Ö} ��}X���Ö�f�\�GFM�������G��
�������FH�|���o�����j���à��� �����GFH_��³�����]���_a_����Ö�\^�������������FÙÛ\���_�� �����|FH�������X
%� �\�|
��]}(FH�~�
�G�����8ð����	����Û������/+|��ðt��ðÔ��_a_��xF��|����� 
%� FH���	���f���|���\���������	����������F�����}u�����H�	�������f��
��x_�� �����|FM�	�a�\�S
��f�³���|
��f�����}X}X�
_a�f������������}Xë��|���]
��`�	�	F��|�8}X�~��������� ��� ���������|F��	�8�x�8ð½��_h�8� _~FXÛ�� �	���	�8�

c
���8��
��~���������������� �

� ���|�XF�_a_����|�¹���	�|
������u_a�f�¹���|�����\}uë������X
��i����FH�|��}X���	���a�\�¢F��	�8�������� FH����GFH}X��
��S�����f�����������FH_~���_�� �
�|FH�������(
��§_�� �f�\�GFM������� � �\����ð�
�FÙ���i}X��
��/+|���p_������������p���_a�|� ðñ��]�	�	FÙÛ\�����8�S�����p���\�	��� *QF�����|_�F����p�����	� C������	F�_a�
�8���|FH��FH����
���� # }X�a_������ # 
���Û��a���f������
��~�Ý�	�a�G���� ��� �\�|��}X�����	�������\�|�E������
|FH�|������F��

c(z)
�H_����	���	}X������	�	����	� *

FMÜÝ�\����� �W_�� �����|FH������� � ���|��ð�
³FÙ� �Z�_~F��	�8�~����� �E�G�����������	�i���\F�_a��}u�����¹�a���	���	�������������}X}X�i�|�����o����FM�	�����u
��
����FH�|��}X���	���a�\��_��a���fFH�	����� � " ���	ë��(FÙÛ��\�a�X
���+|����_��l������Z��a���\�Z
��§�	���G� # �a�\��_��a�|��FH�	�~�8�§F��	������a� �:�����p�\�|
��
��_~FH��� �a�|���
��������X�8�|�x���|� ��������� *QF���¹��_~FH�|� �@�����G�����	FH^|_a�����\�|�x_�� ��������ÛMFH_����|��¹�����	���X��u
����	�����������`_a� ������}X�
��\���	������/* �

# %
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�à�	FH^|_a�~�������G�`_�� � # ���	���	�8����� 
�����������Z��������	��
��(��� �|� # �����W���¹
��u����FH�|��}X���	���a�\�W��� ���	���	�8�����.�KF��	�8����������
�����`���G
�����_~FH���`���|��~
������	�¯�8���]�|�����a���	��� *QF������_~FH��� �
���\�|����
������\�|�������¹�a������� *QF\������\��� C��\���	FH_��`���

z = zi

_a��}X� ��FH���x
���� # }X��_a����� # ���\}u�\��ë������
(1)

���
(2)


��
Û�� �	���	�8�f� �	�����G�f��	�aÛ\��}X����� ���\FH_������

c1
���

c2
����
��`
����|���a���

ρ1
���

ρ2
��\�|�8�	FH���	���à���\F�_a�f� � � � y����a�³�|�����\�|
��

��_~FH�����a�G��~
���������
�F��|�³_a�`}X��_a�����
(1)
��FH�	����ÛMFH���³FÙÛ\��x���SF�����_���
 � ���|��~
����|��

θ1
� �h����������������8���`�\�|
�����_�F����

����FÙÛ����	��� _�� ��������� *QF\����������	��_a�f��
���� # }X�a_������ # �H��_a_������8������FH�|� * ���	}X���³���X�����]�\�|
��³����FH�|��}X�����]
�FH�G�Ö_a�]}X��_a�����
(2)
�������������G
��`��_�F������	���|�f����a�`
�F��|��_a��}X��_a�����

(1)
�8��_a�\�S_~Fu_a�\�K
��¹y�����_a_aðñ{��f���FH������� �

θ1 θ1

θ2

Pi Pr

Pt

ρ1,c1

ρ2,c2

(1)

(2)

������ � � � � éhÂSÈ	×HÄaÈ�À�Ä�Æ�Â�Ñ(È�¿fÂ��7È�ÒQÂ�ÃGÁQÑiÆ�ÂiË�Ç$-]Â��\ÒQ¿MÃ Â�Ñ�Á� �×HÒÓÁ`Â�Ã¢íMÇ�Ë�Ò �³×MÃGÁ�ÄaÂ�ÑiÈ	¿HÃoÆHÒÓÁtÒQ¿HÃ�ÑiÆ�ÂSÈ	¿HÃ|ÁÔÒÓÃ|À�ÒÓÁñÇ
Ñ�À�ËxÀ�Ã@Â�ÒÓÃ|ÁñÂ�Ë  �×\È	Â+�|¿MÀ�Ë�Æ�Â�Ñ�¿HÃoÆ�Â�ÑM�oÄa×HÃoÂ�Ñ�
(1àÂ�ÁtÁñÂH�jóHÀ�Ë�Â(�oË�Ç�Ñ�Â�ÃGÁ½Â`Ä�Â¹È�×ÙÑ�ÆKÏ À�ÃoÂ¯ÒÓÃoÈ�ÒQÆ�Â�ÃoÈ�Âu¿�Ê�Ä�ÒQä�À|ÂTP

θ1 6=
0
Q


Pi

�
Pr

Â�Á
Pt

Ñ�¿MÃ|Á�Ë�Â�Ñ,�|Â�È�ÁÔÒÓíÙÂ�É(Â�ÃGÁ"��ÄaÂ�ÑZÈ	æ|×MÉL�GÑiÆ�Â%�oË�Â�Ñ�Ñ�ÒQ¿MÃ¢ÒÓÃ@È�ÒQÆ\Â�ÃGÁ"��Ë�Ç$-]Ç�È	æ�Ò�Â�ÁxÁtË�×HÃ�Ñ�ÉuÒ~Ñ¹Ñ�À�ËXÄaÂ
Ë�Â$-�Â�È�Á½Â�À�Ë³Ñ�Ç.�|×MË�×HÃ|ÁjÄaÂ�Ñ�É ÒÓÄ�ÒQÂ�À� P �/Q Â�ÁMP½Å�Q


ρ
Â�Ñ�ÁjÄa×¹Æ\Â�Ã|Ñ�ÒÓÁ½Ç`Â�Á

c
Ä�×¯ífÒÓÁ½Â�Ñ�Ñ�Â�
�çu×MÃ|Ñ]Ão¿MÁÔË�Â�È�×ÙÑ/�hÃo¿HÀ�Ñ]×HíÙ¿HÃ�Ñ

È�¿MÃ�Ñ�ÒQÆ\Ç�Ë�Ç¹À�ÃlÉ(¿�Æ\ã�Ä�ÂuÆ\Â Æ\Â�Ã|Ñ�ÒÓÁ½ÇuÈ�¿MÃ�Ñ�Áñ×MÃGÁ½ÂTP
ρ = ρ1 = ρ2

Q

�EF¯�	��_~FM�	�a�\�X
���y�����_a_@{x���	�FH�����f�à���	FH^|_a�a��_~F¯�	��_~FM�	�a�\�u�������	��_�� F�����_���
%� �a�G��~
����|������³
�������FH�|��}X���	�8�����(
��f�

���|
�������_~FH���f���

sinθ1

c1
=

sinθ2

c2

� � � � � �

θ1
���

θ2
�8�\�\�X�	�����G�f�����Û���}X�����u_�� FH���\_a��
%� ���|���
����|��p���u_�� F�����_��p
��i�	�	F��|��}u�~�	�8����� � � �����Û��\�|�u
%� F�^G�\�	


_�� �����|FH�������p
�����\�\�	�a�����a����
���_~Fu���	���	�8�������\�|�K_a���`_�Fu���	���	���a�\�S���|��~
����\�	�
Pi

���	���|�f����a�
Pr

���]����FH�G�8}X�~�8�
Pt�8�|�]_�� �a���	��� *QF���-�

Pi + Pr = Pt, en z = zi.
� � � � � �

�����8�	�u�f���|FM�	�a�\� �Q��������������a���(
��u_�Fp��\������FH���\�	�¹���\��}(F�_a� ���f�Ý�`_a�����(F��W���	�a�G����G�(
%� F����������ð½���fF��������� � �K�
}X�a_��a��� � � � � # ��������8���³_��x}X��_a����� � ��� ����� * ������x����FH_����������|�G���8��� �¹���_�_a�`
��S}u��_��a��� � � � ������_��x}X��_a����� � � � �
ßà���~�]�������Û��\�|�³_�� �����|FH�������p
�����\�\�	�a�����a���¯
���_~F(��\}X�G����F��\�	�xÛ\�������~�F�_a�`
��§
����|_�F\���}X���\���

U i
z + Ur

z = U t
z, en z = zi.
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�����8�	�(�����|FM�	�a�\�W�f�Ý��_��a���XF�� *QF�� �¯��� � �a_�� � �WF��|F\��
��uÛ��~
��(
�FH�G�x_��X}X�a_��a��� � �����G�8�~
����	���G�x}(F��a�������|FH���
�����`���G
�����_~FH����
���_~F * ���	}u�-�

P (x, z, ω) = S(ω)e−ikxx−ikzz,
� � � �  �

�������§��|FH}X��Û��f����\������_K
���_~F * ���	}X� �

U(x, z, ω) = BS(ω)e−ikxx−ikzzk,
� � � � � �

�����´���8���|���	�F�_�F��a�	������_��`Û��f�������������} ^��	��
%� ���G
�� |k| = ω/c

��'+|���a��_~F¹�o��_~FH�	���	FM�	�a�\�S
��

U(x, z, ω)
�

�hFu���	���	�8�����S���8��_a������F���
�����_~F����}X�������|FH��_~FX����_�FH������� �Q�³��� ���������� � � ��� � �

P (x, z, ω) = κ∇ · U(x, z, ω)
��� � � � �

���
κ = c2ρ


������������¯_��¯}X��
���_�� 
%� ���|��\}u�|���f�����a^|�a_�� �	� � �à�l���MÜÝ����	FH���
(2.70)

���
(2.71)


�F��|�
(2.73)

�|���
��^��	�a������_�� � # ���	���	�8������
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Uz =
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iωcρ
P.
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kz =
√

ω2

c2 − k2
x =

ω
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��`��_~FH����� �o�\���a���/*
�G�\���]�������\�|
���
��f������|
�F������ � �
�ñ�HÜÝ����	���|��_�Fu�	��_~FM������� � � � � � �³
�F��|� � � � � � � �����_~Fu
��������

cosθ1

c1ρ1
Pi −

cosθ1

c1ρ1
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cosθ2

c2ρ2
Pt.
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1 + R = T
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Pr = RPi
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Pt = TPi
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R =
c2 cos θ1 − c1 cos θ2

c1 cos θ1 + c2 cos θ2
.
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RL(θ) =
∆c

2c cos2 θ

� � � � � �
FÙÛ\�� �

∆c = c2 − c1 et c =
c2 + c1

2
et θ =

θ1 + θ2

2
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�FÙ�� u}u��
��/+|���S����}X�a_������7
��SÛ��a���f����� � {

�
c = c(z)

�³��� ������a��
�FH�|��_��¯
��\}XF��a�|�
(z, kx, ω)

�����G��_�F * ���	}X�






∂P̃

∂z
+ iΛP̃ − ΓP̃ = 0.

P̃ (z = z0) = F̃ p

� � � � � �

���
P̃ = P̃ (kx, z, ω)

���
F̃ p = F̃ p(kx, ω)
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Λ(kx, z, ω) = ikz =
iω

c

√
1 − (ckx)2

ω2
, Γ(kx, z, ω) =

cz

2c
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1

1 − (ckx)2

ω2
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P̃ (kx, zi− , ω) = P̃ (kx, z = z0, ω)e−iΛ(z
i−

−z0),
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1

cos2θ
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RL(θ)
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ω
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c = c1+c2
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P̃ (kx, zi+ , ω) = P̃ (kx, z = zi, ω)eRL(θ), pour z > zi
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P̃ (kx, z+
i , ω) = P̃ (kx, z = z−i , ω)(1 + RL(θ)).
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Γ = −Λ1 − Λ2

Λ1 + Λ2
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���_�F¹Û��a���f���������S��GF��������o��������
��i}X�a_����������]FH���|�8�@
��`���	���|
����x���S���}X���	��
�� * �������f� ÛMF����~FM�	�a�\�|� _~FM�	����FH_����

��`Û�� �	���	�8� �
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���_�� �����|FM�	�a�\� � �\����ð�
³FÙ� �����|F��\�	� ��FM�	�aÛ\� �H���\�|�àF�_a_����|�à}u�\��ð
���	���¯
�F��|��_��Z�F\
����Z
��(_�� � # ��}X��_��(^��~��\�|����(���	�����
����\�¯�����Z_��(���	��^�_�ë�}X�Z
��(�|���\�|FH��FM������� ���|FH�����a�	FH����Û��
�G����� �����	�S
�����\}X�G���8�S����
���� # ���	��^�_�ë�}X�f�¹���|�����	�8�/*Q� � �K�S���	��}X�a��� �f�Ý�u�����|���\^�_aë�}X�S
��S�����\�|FH��FM�	�a�\�
� �\����ð�
�FÙ�����_�F\�����������`����_a��������\�|
S���8�������¯��\���	����������i
 � F�}u�|_a�a���|
��!�(FH����_��~�\�|��� �

 �:�\^|�8����Û\�u����� ��� � ��� ��}X���¹���:������Û��	�X_�Fp����}X}X�Z
��Z
���� # ���o����FM�	��������_a�����fFH�����f���K
��\�|X_�� �f�\�GFM�������
���8� �8�G����������^�_���
%� ���	���]�	�	F�� �	���]�|F��à���Z����_�� �	�a��� 
%� �\�G���	FH������� � ���\}X}u���G�\���à_����|FH��F # �~FH_ �t�8�f�������� � � � � � � � � �
_�� �����|FH��������� � � �  �E�G����� �����	�³�	������_��������X���	�a_��~��F��\�à�|�������f������~�\�|��
����8�|_a�a�8�	�a��� �½����_�_a������FH�G
uá\��_�� � � ��� � � � �
 �S�o������FH_������³
�����\}X�G���8���$�u��GF��������|F���_������	��^�_�ë�}X��� � � � � �����p
���� # �����|�8ðÔ�|���\^�_aë�}X���³�8�|���f����� *Q�(�
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(P0) :





∂P̃1

∂z
+ iΛP̃1 = 0.

P̃1(z = zk−1) = P̃ (z = zk−1)

� � � � ���

���

(P1) :





∂P̃2

∂z
− ΓP̃2 = 0.

P̃2(z = zk−1) = P̃1(z = zk)

� � � � � �

� �,+|� �

P̃ (z = zk) = P̃2(z = zk−1)
� � � ��� �

�EFi����_�����������
�� _�� �����|FM�	�a�\� � � � � ��������	�	�����G�\�|
 �Z_~Fi����_�����������F��	�8�������� �i_�� �f���|FM�	�a�\�  ��\����ð�
³FÙ�� ��_~F��8ð
�8�~����� � �����8���(����_��������������8��ÛÙF�_a�~
��X��� }X�a_������ ����}X���\ë����-�o � �f�Ý�!��
������(��� � ��_�_a�u���f�Ý�	� �	���(��\���	�������}X���\��_a�f�
FH}X��_�� �	�|
��f�¯���u_�FW�������}(FM�	��������
�FH�G�¯_��i�F\�¹
%� ���¢}X��_a�����¢�|��}X���\ë���� �#� �\�|�¹FÙÛ\���|�¯Û��¢
|FH�|�¹_�F��8�f��������
� � � � � � � � � �Ö�\�|�S_�� �f���|FM�	�a�\� � ������ð�
�FÙ� �X�o���	}X���Z
%� ��^��	�������X_�� �����|FH����������� �\���|F�_a�S
��p_�� �����|FH������� 
 � �\�|
������
�����i_��i�	���	}X�S��\���	������/*��G����}X���X
%� ��^������|�a�u_�� �����|FH������� 
��Z�	�	F��|�8�o����� � ß�FH�XFH�|F�_a�\����� �E���¢�o�����Z
����	�S�����
_a�p���	��^|_aë�}u�

(P0)
�	���8���a���|��_����(F\�8�o����	�(��a����}(FM���~�������X���Z�\�|��_��p���	��^�_�ë�}X�

(P1)
�	���8���a�����p_����(F\�8�o����	�

���|FH�����a�	FH���/*Q� � � � FÙÛMF��\��FH�\� 
��Z����8�	�(
������}X�G���8�a�����������8�¯�\�|�u_��(���	��^�_�ë�}X�
(P0)

�o����������	� �	������_���FÙÛ\��
� � �a}X�o�������`�\�|��_@���	���|F��\FM�	����� � �\����ð�
³FÙ� ���_~F��	�8�~����� �t�8�o�������FH� # ��
��/&o�������|��f� +G���a�f�����\�i}X� # �	����� � {x�x��_��|�(�
��_�_a�`�o���	}X����
��`��FH}X��������_�Fu�	������_�����������
��p�����\^�_�ë�}X��
��`�����\�|FH��FM�	�a�\�  ��\����ð�
³FÙ�� ��\�GFH�����a�	FH���/* �u_�FX������_��
FH���|_a�~�FH�������p
%� �|�S�	���	}X�`����	���f��	� *ÖFH� # �|���\�|FH��FM���������  �������ð�
�FÙ�� ]�_~F��	�8�~������� �
�������	�����\�|�S}XF��a���	���|F��\�p_�� � # ��}X��_a�:
�� ���H�	����}X�a_��a���¤^|������|��������p���	�|
������|��_~F¢�	�	F��|�8}X�~���������°
%� ���

��|FH}X�p
%� ���|
�� �u�	�	FÙÛ\����� _�� ��������� *QF\�� �u_�FX���	� * �\�|
������
zi

���§�FH_~��|_�F��\�]_�� � # �����f���������S
��p��GFH}X�i�	�	F��|��}u�~�
�X_�FZ����� * ���|
������

zi+
�(�|F��8�	�a��
��l��|FH}X�§���|��~
������ �Z_�F(�|��� * ���|
������

zi−
� ßÖF��8�	���|��
��¯_�� �f�\�GFM������� ��� � � � � �

����FH�|����������\�|�³_�FX
�������Û����`���
z
�|FH�]
��/&@���	���|���� +|�|�a�f� � _�� ����
���� � ��������^��	�a���\���

P̃2(zi+) − P̃2(zi−)

∆z
= ΓP̃2(zi−).

� � � � � �
 �§
��f
����a��_�� � # ���	���	���a�\�S
��§��|F�}u�

P
� _~Fu���	� * ���G
������

zi+
�

P̃2(zi+) = P̃2(zi−) + ΓP̃2(zi−)∆z

= (1 + RL(θ))P̃2(zi−)
� � � � � �

�\�
P̃2(zi)

���8�E_��³��|F�}X�¯���	���|F���� ���FH_~��|_a�����¹�	������_�ÛMFH���h_�� �f���|FM�	�a�\�� ��\����ð�
³FÙ�� j�_~F��	�������������
Γ∆zP̃2(zi)���8�x_��¯�	���	}u�u��\���	������/*���� � ���W_a���ÖFH�|�G�\�8�	�¯�G�\�����a}X�o�\�����`
������'&@���	�`
��¹����FH�|��}X���	���a�\� � � � �f�\�GFM������� � ���|��ð


³FÙ� � }X��
��/+|���Z����|���~�Ý�	� ���������	��
����a�	�X���¸������Z��a���\�¹
��X����FH�|��}X���	�8������_a�����fFH�	�����(
�FH�|�`_�� �����|FM�	�a�\� � ���|��ð

³FÙ� ���_�F\�����~�\�|� �

� #
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� � ������_a�~��FH�������7
��p_�FW���f������~������
��p����_�� ���������¸
%� ���o����FM�������u���8�u�	��ëf�u���Z�F\���������à�FH�X��� �a}X�o�\�	FH���u_~F
���f�8�\_a���������§
��¹�|_a�|�����������������Ý�	ë�}X���x
%� ��Û��\_a���	�a�\� �|�\�l��^�����������
��f�������Ý�	ë�}X���x�8��}X��_a�f� �Z�a���������	��� � {x�¹��_��|�(�
_a�x
����������_~FH�\��
��

Λ
����
��

Γ
� � FH_a��ë������|F�� _�F����	������������ �

O(∆z2)
� �Ô����_�_��a��� FH�|
 �EFÙÛÙF��|
�� � ��� � � ����GFH� � � �

� �������G�������X_������������ _�� FH�|��_��u
��X���	���GFH�\FH�������§�	���|
�Û����	�
90o

�
eΓ∆z

�����|
�Û�������_�� ���,+|��� � ���������(FH���|��������
���	����������� 
����|�
����h�a�|�8�	F�^���_a�a���f�h�o�����Ö
��f�h���	���GFH�\FH�������|�@�|��������f�h
���_�� �����	� C�������FH_�� � � �¯����FM���~����� �Ù���_�F��G�����
���	���¯��������
��_��������a�����§��Û�� ��FH����
%� FH����_��~�\�|���

Γ

�F��|�]����8��FH���|���F��(���8�\� ���|F���_�� F�����_����FM�������p
%� ��� +|_a���	� �|�����a�

���p���\�	����
��|���	FH�����������|F��8�	�a����}(FH�����|F��a�	��F���
������\}u���|FH�����|��
��
Γ
� �o������_�Fu�	������_��������������������|F��� � � ���������

}X�����|��
�� �o���	}X���¯
��u�����\�|FH�\�����\�GFH�����a�	FH����Û���}X���\��
��f����GFH}X�|��
%� �\�|
��XFÙÛ��f¯���:FH���\_a�u
��u�����\�|FH��FM�	�a�\�
�a� * ���	�a�����

90o
}(FH�~� ��_�_a�S���8� _��a}X�a����� �W
��f�¯ÛMFH�	�~FM�������G�¹
��SÛ��a���f�����S������ÛMFH���¹_~Fl���	� * �\�|
����|�¹�����~������}X���\� �

����}X}X�����������}X���	����
��`���`�G����}X���]�|F\��_a�f�³ÛÙF����~FM�	�a�\�|�³_�FH�����	F�_a�f��
��`Û��a�����	��� �����\�|�³�����\�G���8�\�|�³
%� �����������	���
�|FH�u
��/&o�������|��f� +|������� _��(������}X�S
 � � # �	�	F��G�\_�FH������� � ������ð�
�FÙ� �X�_~F��	���������

Λ
�����~�¹_��Z�	���	}X�i
��S����	���f��	�a�\�


%� FH}X��_�� �	�|
��
Γ
�

 
 #�
 #�
  � � � cGJÙduNjg�q�P��jL $ wWe � �ÖkQOQP\O dfe

�h���u}X���	����
����X
%� � # ����FH�o��_~FM�	�a�\��
%� ���|
���
�F��|�u_a�p
��\}XF��a�|� * �	���������G���ð½���\}¹^��	�S
%� ���G
��S������_a�~�8�����X
��f�
����|��}(F��u��}u�|_a�~��a���f�(�|FH�Z
�� &@���	���|���� +|�|�a�f� �Ô���\_a_��a�|� � � � � � � �{��|������� � � ��� � � � � �����Z�	�����}(F\�u�������(����ð
��\�|
��a������������_a_���}X���\���8�	F�^�_���� �½����_�_a����� � � � ��� � �³}���}X�¹
�FH�G��_��¹�F\��
�� * �\�8�	����
��~�	������	�a�����a���f��_~FM�����	F�_a�f�]
��
Û�� �	���	�8� � �hFX�	������_����������S�|FH���|���¯FH���|����������a}X��_��~��a���¯�f�Ý��
��\�|`�|FH�����	��_�_a��}X�����]������Û��a_������������ � {xF��|����¯�F��(�
_a�`���	��^|_aë�}u�

(P1)
��� ������a���8�\�|��_�F * �\��}X�(z

P̃2(zi+) − P̃2(zi−)

∆z
= −Γ

(
P̃2(zi+) + P̃2(zi−)

2

) � � � � � �


 � ��� �
(

1

∆z
− Γ

2

)
P̃2(zi+) =

(
1

∆z
+

Γ

2

)
P̃2(zi−)

� � � � � �

���\������FH������}u�����iFH�´�	�����}(F¸� # �|_a�~��a���l�GFH�i_���������_
P̃2(zi+)

��� � # ���	��}u��
��a�	�������}u�����i��� * �\�|��	�a�\�´
��
P̃2(zi−)

�t
%� ���p_�F(
������\}u���|FH��������� # ��_����� �	� �|'* � �����|FH������� � � � � � � �'��_a�¯�	�����}XFu��}X��_a�~��a���¹��������	�8�a���`_�� ����Û�����ð
�8�����p
���������}X� (

1
∆z

− Γ
2

) � " ���|�������\�S�\^�����������_�� � # �����f���������S
��
P̃2(zi−)

�

P̃2(zi+) =
1 + Γ∆z

2

1 − Γ∆z
2

P̃2(zi−)
� � � � � �

� �§
���Û\��_������o��}X������_��a}X�a���!�u_�� �\�	
��	� � 
�� � � � ��� �������|�]
��������

1 + Γ∆z
2

1− Γ∆z
2

≈ (1 + RL)
� � � �   �

���
RL

�f�Ý�¹_��i���� �Z��������¹
��Z�	���|� # �a�\� _�������F����~�8� �  ���.�§���|��~
����G��Z����_�_a�-�h_��Z������Z��a���\�u
��Z�	���|� # �����
_a�����fFH�	��������� � � � � �f�Ý�]� # F\��	��}X����������FH_ FH�p���� �(��a������
��`��� �|� # ������� # F��� ��� � � � � �

RL(0) = R(0) =
c2 − c1

c2 + c1
.

� � � �  � �

� �
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� �i�	��ÛMFH�|��|� ��_�� FH�����	�������� # �|_a�~��a����� � � �   �Ö�|���|�³
����|�������S������Z�������������FH�|��}X���	�8�����X_��a�|��FH�	�~�8�����\F�_ �

Texpl =
1

∆z

3c2 − c1

3c1 − c2
6= (1 + RL).

� � � �  ���
 �§
��f
����a��_�� � # ���	���	���a�\�S
��§��|F�}u���	���|�f������

P̃2(zi+) =
1

∆z

3c2 − c1

3c1 − c2
P̃2(zi−) 6= (1 + RL)P̃2(zi−)

� � � �  � �

���\������FH������}u�����iFH�´�	�����}(F¸� # �|_a�~��a��� �Q�����|FH������� ��� � � � � � ��_a�W�	�����}XF¢�a}X��_����� �	�W���W�G����}X�����|F��S
��
���f�Ý�	� �	�����¹_a�i��GFH}X� ����FH�|��}X���!�p���|���
����|��i���|_a_�� � ß �	FH��� �� � � � K��FH�	�|��§��� F�_ � � �� � �\F � K�³F����G��§��� FH_ �
� �� � ��^ � � � ���S�|F��	F�����FH���|�¯ÜÝ�|�8���/+|�p_�F �	������_���������� 
�� �|���\^�_aë�}X�

(P1)
�|FH�X���7����|��}(FW� # ��_a�~��a��� � � �\�|�

FH_�_a�\�|�x}XF��a���	���|F��\�`���	�������������x_~F��Ý�	�	FH�����\�a� ������_��������X�o�����`�	�������|
��	�¹_��u�����\^�_�ë�}X�
(P1)
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���}(FH�����
* ���f�������|���ð½�����|F��� �
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���Û���_a�\���o��}X������
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��������	�8�a��� _�F����f�8�\_a���	�a�\�¯
�� _�� �����|FM�	�a�\� � �\����ð�
�FÙ���Ö}X��
�� +|����
�F��|�E_a�³
���}(FH����� * �	���������|���ðÔ�f�8�GF�����������	��
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(
∂

∂z
+ iλ + γ

)
P = 0

P (z = 0) =
1

2iλ
F s

� � � �  � �

�~����
λ
���

γ
�8�\�\�]_����]�\�G���	FH�������	�³�|�����G
��Hðñ
��/&o�������\�	�a��_����	��_h�����

λ =
1

c

√
LT (x, y, z, ω),

γ =
cz

2c
(I + L−1

T (x, y, z, ω)(c∇Tx)2).
� � � �  � �

FÙÛ\�� �

LT (x, y, z, t) = ω2 + (c∇Tx)2.
� � � �  � �

���
ω
���

kx, kz
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(P0) :






∂

∂z
P0 = −iλP0

P0(z = zk−1) = P∆x(z = zk−1)
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(P1) :






∂

∂z
P1 = −γP1

P1(z = zk−1) = P0(z = zk)

� � � �  � �

�EF(�	������_����������p
��§���	��^�_�ë�}X� P0

�F��|�]_��¹
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��x�����i����}¹^o��_��
Λ

|FH�|� _a��
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∂
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���l�\^����������
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c(x, z)
� Û��\�a�¯������������

� � � � � � ��� �
ßÖ���8�\�|�

ϕ(x, z, ω) =
cz

2c
(L−1

T (1; x, z, ω))

�F��|��_��������\^�_�ë�}X� P1

�����p�\^����������

(P1) :





∂

∂z
P1 = ϕ

LT (1; x, z, ω)ϕ(x, z, ω) =
cz

2c
P1

P1(z = zk−1) = P0(z = zk)

� � � �  � �
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LT
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(P1) :





∂

∂z
P1 = ϕ

ω2

c
ϕ(x, z, ω) +

∂

∂x
c

∂

∂x
ϕ(x, z, ω) =

1

c

cz

2c
P1

P1(z = zk−1) = P0(z = zk)
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��/&@���	����������_à�f�Ý� ���f�8�\_a� �|FH�¹���¢����|��}(F��|FH�¹
�� &@���	���|���� +G���a�f�¯��}X��_a�~��a� ��Z�\�|����\�|
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 � ���p}X��_a�����p���\}u�\��ë�����
��`Û��a���f����� c0 = 2500
}��M� �

• �³F��]
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f(x, ω) = ω2e
−

ω2

ω2
s e−iωt0

(sin(
aω

c
|x − xs| +

π

2
)

|x − xs| +
π

2

c

aω

+
sin(

aω

c
|x − xs| −

π

2
)

|x − xs| −
π

2

c

aω

) � � � ��� � �
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ωs = 150.0 rad.s−1
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L

2
a = 0.81
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���8� _~F��G���8�a�������(
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Signal sismique
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θ
Â�Ñ�Á�Ä�Ï ×MÃ�ó�ÄaÂXÆ�Â+�oË	¿	�|×�ó�×MÁÔÒQ¿MÃ:ÉXÂ�Ñ�À�Ë�Ç(�|×MË�Ë	×	��|¿MË�Á�ÎZÄa×(íMÂ�Ë�ÁÔÒQÈ�×MÄaÂ�


sinθ < a
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θ
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θ
�f�Ý�¯
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�Q'* ��� �������	� � � � � � ���³
����	�������h�f�Ý� �]�G���¹���	ë��h����FH_ �]_�� FH���\_a� 
 � �\��Û����8�	������
��à_�� F������	� # ��}(FM�	�a�\���GFH��F # ��F�_a�

600 � �hFX��������������8�����	�������������������]_~F � �a�\�����f� � � � � ���o������_�Fu�o�\��� �	�a�\� x = xs
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Ed(x, z) =

∣∣∣∣
Aref (x, z) − Aone(x, z)

Aref (x, z)

∣∣∣∣ × 100,
��� � ��� � �

���
A(x, z) = max

t
(P (x, z, t))
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A(r,x, s) = A(s,x)A(r,x)
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�F��|�u_a�§
��\}(FH�����§
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U(pr, zr, ω; ps, zs) =

∫

x∈V

dxR(x, θ(pr, zr,x, ps, zs))C(ω)L(pr , zr,x, ps, zs)e
−iωτ(pr ,zr,x,ps,zs)

� � � � � �
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L(pr, zr,x, ps, zs) = Ã(pr, zr,x, ps, zs)|q(pr, zr,x, ps, zs)|
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��� Ã ���
τ
�������¯�	�����G�f�����Û���}X������_a�f�������	}X����
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U(r, zr, ω; s, zs) =

∫

x∈V

dxR(x, θ(r, zr ,x, s, zs))L(r, zr,x, s, zs)e
−iωT (r,zr,x,s,zs),

� � � � � �

����FH���|_a�~�������|��* �\��}X��_a_���}X�����]�����`�	�	F��|� * ���	}u����
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r
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+∞∫

−∞

drU(r, zr, ω; s, zs)e
ikrr,
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�

U(pr, zr, ω; s, zs) =

+∞∫

−∞
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−∞
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��¯�F�_����_�����_�� ���\�	���\�	F�_a�`�|F��]�	F����G�\�8�
r

I =

+∞∫
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I ≈
√
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√
2π

ω|∂2T
∂r2 (rspec, zr,x, s, zs)|

R(x, θ(rspec, zr,x, s, zs))L(rspec , zr,x, s, zs)e
−iω(T (rspec,zr,x,s,zs)−prrspec)
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rspec
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(pr, zr, s, zs)
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L(pr, zr,x, s, zs) = Ã(pr, zr,x, s, zs)|q(rspec, zr,x, s, zs)|
τ(pr , zr,x, s, zs) = T (rspec, zr,x, s, zs) − prrspec
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Ã(pr, zr,x, s, zs) =
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A(rspec, zr,x, s, zs),
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U(pr, zr, ω; s, zs) ≈
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dxR(x, θ(rspec , zr,x, s, zs))C(ω)L(pr , zr,x, s, zs)e
−iωτ(pr,zr,x,s,zs).
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R(x, θ(rspec, zr,x, sspec, zs)) = R(x, θ(pr , zr,x, ps, zs)).
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L(pr, zr,x, ps, zs) = Ã(pr, zr,x, ps, zs)|q(pr , zr,x, ps, zs)|
� � � � � �

τ(pr , zr,x, ps, zs) = T (rspec, zr,x, sspec, zs) − prrspec − pssspec

� � � �  �
C(ω) =

i

ω

� � � � � �

���
q = ps + pr

� ���p���	� * �\�|
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���

pr
�³�����

Ã(pr, zr,x, ps, zr) = Ã(pr, zr,x)Ã(x, ps, zs)
� � � � ���
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Ã(pr, zr,x) =
1√

4

∣∣∣∣
∂(pr, zr)

∂(σ, βr)

∣∣∣∣

Ã(ps, zs,x) =
1√

4

∣∣∣∣
∂(ps, zs)

∂(σ, βs)

∣∣∣∣
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v(x, z) = 1500 + 0.36x + 0.36z
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ρv2
P (θ) =

1

2
[C33 + C44 + (C11 − C33) sin2(θ) + D(θ)]
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ρv2
S(θ) =
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[C33 + C44 + (C11 − C33) sin2(θ) − D(θ)]
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D(θ) = [(C33 − C44)
2+

+ 2[2(C13 + C44)
2 − (C33 − C44)(C11 + C33 − 2C44)] sin

2(θ)

+ [(C11 + C33 − 2C44)
2 − 4(C13 + C44)

2] sin4(θ)]
1
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β2
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D∗(θ) ≡ 1

2
(1 − β2

0

α2
0

)([1 + 4
(2δ − ε)

(1− β2
0/α2

0)
sin2 θ cos2 θ

+ 4
(1 − β2

0

α2
0

+ ε)ε

(1 − β2
0
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0

)2
sin4 θ]

1
2 − 1).

� " � � � �

���f���f�\�GFM�������G�]�8�\�\������	���f��	�����o�����]�	���|��_a�f�]}X�a_��a��� # FH�	^�� �	�	F��a�	���³�~�8�����	���o���³�	�	F��|�8Û\�����8�f� �Qê � �����\}X�Hð
��ë������ � � � �a���	���	�������	FH�������S
������|F��	F�}uë����	����
��¯ê����\}(�8���S�f�Ý�]_~F(�8����ÛMFH�����Xz

• α0
���8��_�FuÛ�� �	���	�8�`Û\�������~�FH_���
������\�|
��f��ß 

• β0
���8� _�F`Û��a���f�����]Û����8�	���FH_���
������\�|
���� 
�����~�	FH��_a_���}X������y � � �������G���\�|� " _ ���|FH_�� *QF�� � � � � � �EF��������o�\���

�����
β0
����FH�a�¹����FH_ �  §�o�����¯���	����Û\���������i����_�FH�������:
��i
��~�8�o�������a�\�:����}u�|_a�(�o����� _�Fp}X������FM�	�a�\� 
��f�

���G
����Xß � �����8���lF������	� # �a}(FM�	�a�\�¢���\�|�u�G����}X���i
 � ���	FH^|_a���(_a�f�X����_�FH�������|�X�����X_a�f��������_a_����X�|���|�X���\�|�
����}X}X����^|F\�8�f��

• 2ε
���������f�8��������_�� FH�|�����H�	���\���a��_��a����FH� # ���|
�����ß �\ � �f�Ý��ð��Hð½
��a�	��_�F�
��/&@���	���|��]�������	�]_�F`Û��a���f�����]
���� ���|
��f�

ß7
�FH�|�³_~F¹
����	����	�a�\�i�o���	�G���|
��~���_~FH���	� � _�� F # �x
�������}u�����	�a������_~F¹Û��a�����	���x
��f���\�|
��f� ß7�8�|�aÛMFH����_�� F # �

��¯����}u�����	�a�-�������	}(FH_����������|F�����������¯
������|�aë����`Û�� �	���	�8� 

• δ
���8�E_�� �GFH��FH}Xë��	���à��������\�\�	� �\_a� _�� FH���~���H���	���|�a� 
����K�\�|
��f�hß��G�\���E
��f�E
��a�	����������|�h����������f�h
��³_�� F # ��
��
����}X�����	�a� � _~FuÛ��������~�F�_a�x�G�\����_a�f�³}u��_��a��� # � ê � � � � � �f�Ý�]�����|F��	F�}uë����	�x����� F �����`�a� �|�����G��`}(FMÜÝ���|���
�����¹_��S���}X�G�\�8�	��}X����� 
����¯�\�|
��f�¯ß �

δ
�o�����uFÙÛ��\�a� 
����¹ÛÙF�_a�������¯�o�\��� �	�aÛ\���¯�\�¸������FM�	�aÛ\��� � {xF��|�¯_~F

��_����|F��8��
��f�]�F\���
ε − δ > 0

�

� # #



[SL�qfg $ L

� " �8�	FH^|_a�`�|F��	F # �~FH_@� # �	�	F��G�\_�FH���\� * �\�]ß F��|
§y 
�FÙÛ��f� ���p�����	���	�����������\�|� ����FH�|��Û����	����_��X�����H�	���\����x}X��
��~F

]� �	�iF¯Û\�������~�F�_|F # �~�à� *h����}X}u�����	� � � ê � �à�������	�����������f
 � ê������ � # ����FH�o��_~FM�	���à�GFH�|
�_�����_~FM�����	F�_GF��|
XÛ����8�	���FH_
Û���_a����a�Ý�ZÛMFH�	�~FM�������pF�� 
³��_�_hF\��ÛÙF����~FM�	�a�\�|�����S�	���¯FH�|�����H�	���\���(�GFH��FH}X���	����� � " �8���|
��i� *j���|�¯^G���|FÙÛ��a�\�]FH�|

_a��}X� ��FM�	�a�\�|��� *j�������GFH��F # ��F�_oF������	� # �a}(FM�	�a�\� ���|FH�����~��|_�F���_�� * ����y�
�FÙÛ����(�����]F�_����u�G��� * �\��}X��
 �


 � �)� �$� ��#�! �$���E< ! ��� ��� �)� �)& #�&��"� #���,?< ��, �32 & ! �),�2 � � � ��� "& �	!$# ��#���� � ! �),$��&+� � � � # � � ' @	�	� � ���""& �)72 ! ��� #�� � �)@	�	� � 	 	
�
������� # � #�� � �
� 76�� �)��� � 2 & � � ! �),	�)&��	#%�$��"& � � #���� #�, �)& ��)�$76 ! � @	�	� � �



� � � � ��� � � ��	 
 ��������� 	�� � � � ��� � � � � � � ��� �����	�� ��� ���� � ��
 ����������� �"����� ��� ���������� á\���|������

3 �
	 = � �"� � �'%����#� ��� �'� ��6 � �'�� ���"� � ������  A= � ���  ���   $&%'� � � ���  �� � �
��� � ��� ���  

{x���	�a�|�(�����¹_�F\�Ý�x
����F\
�� �G����}X���	���|� 
³��� �����|FÙÛ��¯������
]�����|�¯�a}X�o�����	F��|���� *Ö�GFH�|
�_������iFH�|�����H�	���\���i�a�
�8������}X���
�FH�	F ����������	�8����� � �ñ�|
�����
 �������\_a�f��������XFH���~���H���	�����(�F��i_���F\
(���X^|F\
 * ����|�8�����u����}X���8ð½�G���8�a�������������
� *j��� �|���������� �Qêj�8ÛMF�� ���a� � � ��� � � �
y���Û����	F�_GF��������\�	��
���Û\��_����o��
�
�FÙÛ��]�f���|FM�	�a�\�Z}X�a�\�	FH�������ZFH_����\���a���|}X� * ���³FH���~�8�����	�����~]}X��
���F��\}(FH����_��X�a�

� ê �j}X��
��~F � � C��FM�	�����|��FH�|
(ô§����_����(� � ��� ���M
���Û\��_����o��
XFH�X� # ��_��~��a��� *Óð # �Ö� # ����FH�o��_~FM�	�a�\�¹�\�G���	FH����� * �\� � ê �
}X��
��~F�
]� �	�S_~FM�	����FH_KFH�G
iÛ\�������~�FH_@ÛMFH�	�~FM�������G��� *jF��������H�	���\��� � �]���8����
 � � ��� � ��F�
�F������f
SFu�|F��	F # �~FH_o��}u�|_a�~��a�
�����H�	���\���~��	�����}X���	� � ê �à}X��
���F � ê��|�����	�����}X�����³^|F\�8�f
Z����F!* ��F���������|F�_G� # �|FH�|������� �t�³F�}¹^o���	����������F�_ � �
� � � � �]� *à�	��� � ê �x
������G���	�������l�	��_~FM�	�a�\� �G�GFH��F # ��F�_j������Z��������	��
����G���|
W�\�l�	���XÛ���_�����a�Ý�§FH�|
�FH���~�8�����	�����
�|FH��FH}X����������� *j������}X��
��a��} �
� ��_�_a��
]�����¯�]�~�8����
 � �àFH���|����F��� ��
³��
����	��Û������|���|FH��F # �~FH_����� �Z��������	� * �\� ß 
�FÙÛ��f�Ö�a� � ê �j}X�f
���F`�G�8�����

FH� �����	�a}X� C�FH������� ���������
����	�(FH�|
�� # �	���|
 �a� * ���¹y 
³FÙÛ\��� � ê������`}X��������
 ���a��_�
��¹FS�o�����¯F������	� # ��}(FM�	�a�\�
* ���¯����}X�(ÛMFH_����(� *³���|�iFH���~���H���	�����§�|F��	F�}X�������	� � ���Z����������* ���	�u�|���\�G���8�u���§� # ����F���`�	���Z�|F��	F # �~FH_������*Óð
+G����������xF��|FH_������~�FH_�_�� * �	��} F���FH�|����� # ��}(FM���f
§
��~�8�o�����8�����W����_�FH������� 
]���~��W� # �|_�F��a�|������}X�¹_��a}X�a�	FH�������|��� *
�����S�|FH��F # �~FH_³FH�����	� # �a}(FH������� � �ñ� FW��������|
¸�GFH���(� 
��S�����\�G���8�SFW�8�	FH^|_a� * ���	}¹��_~FM�	�a�\� * ��� �������|FH��F # �~FH_
� # ����FH�o��_~FM�	���������i���������	���\���������|� � ê �à}X�f
���F 
]���~�� * ��_/+|_�_����	���x�������	���(����|�����	ÛMFM�������(�|���\�G���8�Ý� � � ���|FH_�_a�-�

��`��_a_��|�8����FM�	���\����FH�|�����H�	���\����x���	���|F��\FH�������������|�����fFH_ 
�FM��FX�8����� *jôWFH���\�\FH��� �

� ) ��)�( ����� �9: - 3+> , 793�:<; : � 7	�BA ©°�W� �B3+5 � A � 563 :<; �9A ��,#7 3�:<;
" ���\�	
������¹��� � C��FM��������� � � ��� � �'�H���|� ��{ 
������G���	�������Z�	��_~FM�	�a�\� * ��������FH�|��Û����	����_��¹�~���H���	���|���}u�f
��~F 
]�a���

Û����8�	���FH_ F # �~��� *j����}X}u�����	� � � ê � ���	��F�
|�����������
ω
�
kx

�
kz


���}(FH����z

kz =

√
ω2

V 2(θ)
− k2

x

� " � � � �


]�����	�
kx

FH�|

kz

F����p�	���l���\��� C��\�\��FH_�F��|
7Û����8�	���FH_ 
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_a�~������
��f������ �Z��������	�]�\������}X��������}(FH�~��
�������_��¹�FH_~���_jFX����� �'&@��������¹FÙÛ\��`���§�GF��]��_��|��_�F����\�¯
�� *QF ����� �

��� �
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���X��_��|��FÙÛ��\�a�`
��XÛMFH�	��FH�������|�x���	�����a}X�o�����	F��\�	���(� _a�f�`������Z����������`}XF��|���|FH�����������	������FH_������`�FH_~��|_a�f�x�GFH�
�a���	���	�G�\_�FH������� � �����8�	�i}X���	����
��i�o���	}X���)+G�|FH_���}X�����X
��i��\�|�8���	���a�	�Z
��f� F������	� # ��}(FM�	�a�\�|�`�G��������
|FH���¹���
����FH�|
SFH���\_a��
%� ���|Û��������|���`FÙÛ��fx
��f�]������Z��a���\���]�|F��	F # �~FH� # _������|_a�|��������	�a���|���o�\�	�8��^�_�� �
����}(FH���������|�������]����8�	��}X���	����
��]�G������ë�
��³_�� FÙÛÙF����	FH�\�³
��]���f
���������_~F���FH��_a_���
��]_~Fx�	FH^|_a��
��f�à���� �(��a�����	�

�|FH��F # �~FH� # ��� * �\�|��	�a�\��
��
ε
�
δ
���

r
�(�Ý�	����\��� �

�h�����	������_a�	FH�	����^��	�����|�`��� ��{2���������	�(������_��������`�o�������������|
��	�(_�� FH���|��� # ��}XFH�������l�GFH��F # ��F�_a�u���:}X��_a�����
FH���~���H���	���o��F��i�F\� �\{ � �à�,+|�S_�� ���	�a_����	FM�	�a�\�S
��S�������}(F¯����}X���	���������Ý��FH^�_����o���|� �����	�����	�a_��������G�\����}X���8���	�
���u��_~F���]�|�u� # ����FH�o��_~FM�������Ö�G�\����}X�a_������ # �����H�	���\�G�f� � � # �	�	F��G�\_�FH�����|� � �����	����� � �a�|� �	��{��/&o�������|�� �j������_����	FH���
���X������}X�x�|FH��F # �~FH_�
��\�\��_a�f� ���� �(��a�����	�àÛMF���������� _~FM�	����FH_���}X����� � ����� 
���� # 
����������������o�������	�à�|�x�����	���|���GF��

�����FH��_a_���
�FH�G�]�����FH���o�����³}(F����]�������]���	�����������f�]
�FH�|���|����FH�|�G�\�8���a���	���	��� �

��� �
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	�� 	 � � �

�h�¹�	�����\��ë�}X� 
��u�������	���������	FH������� � " ���àFH�|
��]����GFH��
�� � � � �  � �]� # ���	��}u� _a�X��|F�}u� F�����|�8���~�����¹���W���
�G�\�a���]�	��������������

ξ
��� * ���|��������p
��§��|FH}X�p
������	���	�8�����S����
��¯�����]
����	�aÛ\����� �u_�� ��������� *QF��� �

y����a�
V
������Û���_���}X��_a��}X� �	���|FH��_~F ����� *QF��� * ���	}X���

S
� �����G�8�~
����	���G�

ξ = (x, y, z) ∈ V
�����o�����\��
��f��	� �

�|FH���������������
��\�������f� �FH�����������������f��� � �a�\�����`� � � � � y��\� �
u = u(ξ, ω)

�����S��GFH}X�SF\����G�Ý�	�������-��������x�|F���_����
* ������f��Û\��_���}X�������f�

f
�@_����`��\�|
��a�������|�`FH� # _���}u�a���f���8�|��_~Fi����� *QF���

S
�����|���(����G
�� �	�a�\�W�����a���~FH_�� �

t = 0
�

�����|���~
����	���|�h}(FH���\�	���|F����j���XFH�����	����|F�}u�
v = v(ξ, ω)

��������GFH�j_a�f�.* �\�	����
q
�M
����Ö��\�|
��a�������|�ÖF�� # _a��}X� �	���

���¯
��f������G
�� �	�a�\�|�`����� �	��F�_a�f��� ���
t = 0

���\�|�à�G����Û������ �����	�(
�� &@���	�����	����
��f������G
�� �	�a�\�|�`�8�|�
u
� ���f��
���� #

��|FH}X�|��Û\���	� +G������
|FH�|��_��¯
���}(F��a����* �	���������\�	�a��_ _a�f�]�����|FH�������|�(�





∆u(ξ, ω) + ω2

c2(ξ)u(ξ, ω) = f(ξ, ω)

∆v(ξ, ω) + ω2

c2(ξ)v(ξ, ω) = q(ξ, ω)

���
c = c(ξ)

�f�Ý�]_~F Û��a���f����� �

n

ε ∂Ω

x
y

z

Ω

������ � � � � I@æ�Ç�¿MË�ã�É(Â(Æ�ÂuË�Â&�oË�Ç�Ñ�Â�ÃGÁ½×HÁtÒQ¿HÃ:Â�Ñ�Á�Æ�Ç$�àÃ|Ò@��¿HÀ�Ë¯ÄaÂ íÙ¿HÄ�À�É(Â
V
Ä�ÒÓÉuÒÓÁ½ÇL�|×MË À�ÃoÂ¯Ñ�À�Ë  �×�È�Â( �Â�Ë�É(Ç�Â

S


n
Â�Ñ�Á�Äa×ZÃ@¿MË�É(×MÄaÂuÂ	��ÁñÇ�Ë�ÒQÂ�À�Ë�Â ×MÀ§íM¿MÄ�À�É(Â�


ξ
Â�Ñ�Á À�Ã ��¿HÒÓÃ|Á ∈ V



� �¯}¹��_a������_���F����(��_~F]���	��}X��ë��	�������|FH�������`�|FH�

v(ξ, ω)
��_~F�
���� # �aë�}X�à�����|FH�������`�|FH�

u(ξ, ω)
���E���¯�F�_����_~FH���

��� 
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_�FX
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(
∆u(ξ, ω) +

ω2

c2(ξ)
u(ξ, ω)

)
v(ξ, ω) −

(
∆v(ξ, ω) +

ω2

c2(ξ)
v(ξ, ω)

)
u(ξ, ω)

= ∆u(ξ, ω)v(ξ, ω) − ∆v(ξ, ω)u(ξ, ω)

= f(ξ, ω)v(ξ, ω) − q(ξ, ω)u(ξ, ω).
�Q� � � �

�ñ���	�����	���G��}(F��a�������|FH���������]_a��Û\��_���}X�
V
�G�\���]��^��	���������

∫

ξ∈V

(
v(ξ, ω)∆u(ξ, ω) − u(ξ, ω)∆v(ξ, ω)

)
dξ =

∫

ξ∈V

f(ξ, ω)v(ξ, ω) − q(ξ, ω)u(ξ, ω)dξ.
�Q� � � �

����FH���|_a�~�������|��_~F * ���	}¹��_���
��) ��	�����.�
∫

ξ∈V

(
v∆u − u∆v

)
dξ =

∮

ξ∈S

(
v
∂u

∂n
− u

∂v

∂n

)
dξ,

�Q� � � �

���
S
���8�h_~F]�8��� *QF���à
��

V
���

n
���8�h_���Û��f��������h�|���	}XF�_ �

S
�G�\�a����FH���hÛ����	�@_�� � # ������������� � �����8���������|FH�������`���8�

FH���o��_����¹Ä8Ï ÒÓÃ|ÁñÇ½óHË�×HÄaÂ¯Æ\Â Þ Â�ÁÔÁtÒ � ßÖ�����³�8��}X��_a�/+|��� _�� � # �|���f�����a�\�(��að½
��f�����|�(��_����³
����o���G
�FH�|������8����_a�f� * �\�|��	�a�\�|�
u
���

v
�\�����������\}u�~����� �

∮

ξ∈S

(
∂u(ξ, ω)

∂n
v(ξ, ω) − u(ξ, ω)

∂v(ξ, ω)

∂n

)
dξ =

∫

ξ∈V

(
f(ξ, ω)v(ξ, ω) − q(ξ, ω)u(ξ, ω)

)
dξ.

�Q� � � �

 �S�G�����]����G�8�~
����	���³
����³��|F�}u�G� �|F��8�	�����_��a���	� � �ñ�����	��
����~�8�\�|��_�F!* ���|��������i
��  ��	�����
g(r, ξ, ω)

���}X}X�
�8�\_a���������p
��

∆g(r, ξ, ω) +
ω2

c2(ξ)
g(r, ξ, ω) = δ(ξ − r),

�Q� � � �

���
ξ
�����

r ∈ V US
�
g(r, ξ, ω)

�f�Ý�h_~F�* ���G��������¯
��  ���������
���}X��_a�����¯������
�������a�h_~F������G�\�|�8����}X����_~�8�����|����_�_a�

���}u��_��a����F��S�o�������

ξ
�F��|�8�����|F��]����������������x���

r
� �

t = 0
�
g
���8��������~���a�`�F��|��F�_a�x����_K�����

g(r, ξ, t) = 0���|FH�|

t < 0

� � ���o�\�	FH���
v = g


�FH�|��_�� �����|FM�	�a�\� �t� � � � ���\�S�\^����������(�

u(r, ω) =

∮

ξ∈S

(
u(ξ, ω)

∂g(r, ξ, ω)

∂n
− ∂u(ξ, ω)

∂n
g(r, ξ, ω)

)
dξ +

∫

ξ∈V

f(ξ, ω)g(r, ξ, ω)dξ.
�Q� � � �

����#
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�����`_a����|F�}u�pF�����|�8���~�����

u
���8��*QF�� ��
�����������	�a^|���������|���~�	�8���f��
�����* �\�	����³Û��\_a��}X�~�������

f
������������|���]
�F��|�

V
��
��:������	����^����	�a�\�|�i
�� ��|FH}X�

u(ξ, ω)
����
��:��F 
����	��Û����W�����	}(FH_��

∂u(ξ, ω)/∂n
�����i_~F ����� *QF���

S
�

�����o���|
|FH���(� _~F�}XF�����ë��	�XFÙÛ\�� _�F\������_�_a�(�������\�����	�a^����������|�����������G�\�|
������������ � ���8�¯�|F����	FM�	��� *QFH�~��F������ � �FH�
��_�_a�$*QFH�a� �a���	���	Û����|�a�à�|��� * ���G��������Z
��� ��	�����(FÙÛ\��������x�8�\���	��]���

r
�������Z�o�����\�³
%� �\^|�����	ÛÙFH�������X���

ξ
� � ���G�

Û��\��_a�\�|�������
r
�8�\� � _��]�o�����\�³
%� �\^|�����	ÛÙFH�������X
��]�	��_�_a��}(F����aë����������]_~F`���	���	�8�����u�	�H�	F�_a�]���

r
���|���	�8� �����	�]Û����

��\}u}X��_~F�����}X}X�� ������������FH_�� �j
�����
�����_~F����}X�����	����������	��^��|FH���à�F��|�����j�|FH�à��GF���������_���}X����� 
��]Û\��_���}X�����

��x����� *QF��� � ßj�\�������_~F �����\�|� ������_a�~�8�\�|��_�F¹�����\���	�a������
����	��������	����a���]�	��}X�G�\����_a_������³���|FH���~FH_��x
��f� * �\�|��	�a�\�|�

��! �������� �

g(r, ξ, ω) = g(ξ, r, ω)
�Q� � � �

�����8�	�¯���	�����	�a������
����	����a���	����a���`� � ���8����\���	������`�\�|�¯�8�
g
��FH���~� *QF�� ��
��f����\�|
��a�������|��_��a}X�a���f�����\}u�\��ë������

�8�|�
S
� " ���hFH�G
�������|F��	
|� � � � �  � � �

u(r, ω) =

∮

ξ∈S

(
u(ξ, ω)

∂g(ξ, r, ω)

∂n
− ∂u(ξ, ω)

∂n
g(ξ, r, ω)

)
dξ +

∫

ξ∈V

f(ξ, ω)g(ξ, r, ω)dξ.
�Q� � � �

�h�¹��|F�}u���	�H�	F�_
u(r, ω)

�o����� ���	���¯
��f��\}u�o�\���¯��\}X}u��_~F(����}X}X�¹
%� ���l��|FH}X�p���|��~
������
uI(r, ω)

���

%� ���§��|FH}X����� �|������

uR(r, ω)
�
uI(r, ω)

���8�]
��'+|���h�|FH�

uI(r, ω) =

∫

ξ∈V

f(ξ, ω)g(ξ, r, ω)dξ,
�Q� � � �

����
����G

∮

ξ∈S

(
uI(ξ, ω)

∂g(ξ, r, ω)

∂n
− ∂uI(ξ, ω)

∂n
g(ξ, r, ω)

)
dξ = 0

�t� � �  �

�EFi�	��_~FM�	�a�\� �t� � � �x�	�����	���������	�¹_~FS���}X�G����F������ 
��a�	������(
��:��|FH}X��
 � �\�|
�� ���H��FH_������������~�Ý�	���uFH���G�\�a���
r ∈ S

� � � �a���	������FH_��i�o����� �����	�p�a���������|���������p��\}X}u��_~F���������	�a^|��������� 
����X����������f�
f(ξ, ω)

Û���_���}X�~�\�|���(�
��\�\�	�������f�à
�FH�G��_a��Û���_���}X�

V
�\FH�Z��GFH}X�X}u�f�8�|��� �  �Z
��f
����a��
���� ����_�FH�������|� �Q� � � �Ö��� �Q� � � � ��_�� � # ���	���	���a�\�


��§��|FH}X����� �|����|�
uR(ξ, ω)

�

uR(r, ω) =

∮

ξ∈S

(
uR(ξ, ω)

∂g(ξ, r, ω)

∂n
− ∂uR(ξ, ω)

∂n
g(ξ, r, ω)

)
dξ

�t� � � � �

�h�����������W_a��Û���_���}X�
V
���8�S���:��\�����������i�|F\�S
�� * ������f�ZÛ��\_a�|}u�~������� � _���^���� 
��������|�	�� � ��_�� ���\�	���\�	F�_a�

Û��\_a��}X�~������
|FH�|� �t� � � �³
��~���|FH��F �~�³���]_a����|F�}u�����|�������~�Ý�	�����8���]_~Fu�8��� *QF���
S
���8�]����FH_���F�����|F�}X�S�	���|�f����

�
uR = u

� �

����
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 �§��FH�|�G��_a_��¯_����]�	��_~FM�	�a�\�|�]_���F��\�x_�FX���|_��	FM�	�a�\� �
ω
� �(_~F * �	���������G�� �

ν
� � �X_�F(_����|����������
%� ���|
����

λ
� �@FH�

����} ^��	��
%� ���G
�� �
k
�³����FH��Û��f��������]_�������������

p
��z

ω = 2πν k =
ω

c
= ωp λ =

2πc

ω
=

2π

k

�Ô� � � �
���

c
�f�Ý��_~FuÛ��a���f����� � � ���|�]FÙÛ\���|������\����� _����]��\��Û������	�a�\�|��
�� � �\���������]������ÛÙF��������(�
d�e $ �Öq���ÔJÙL�� gje�sEP\e e�q �Öw�P\e��|sjc $ �EJMepN�macosENje

f(ω) =

+∞∫

−∞

f(t)e−iωtdt f(kx) =

+∞∫

−∞

f(x)e+ikxxdx

f(t) =
1

2π

+∞∫

−∞

f(ω)e+iωtdω f(x) =
1

2π

+∞∫

−∞

f(kx)e−ikxxdk

FÙÛ\��
kx = ωpx

� � �H�	���|�³_�� �\���o�\��� �	�a�\�S
��f�]�8�������f� �������	��_������	�	F��|� * �\��}X�����³
�� � ���|����������� * �	���������G������
���Z�|��}¹^|����
%� �\�|
����Q���_�F �o���	}u���³
����	�����G�f�������_����³��\��Û������	�a�\�|� �_�F\�����������f� 
%� ���G
�������_~FH���f� ���	���\�	F\
����à���
�������	���\�	F\
������ �
� ���Z���	���|�������	� ��}X�G�\�8��FH�����Z
��f������FH�|� * ���	}X���f��
�� � ���|�������¯����|����	���X_�Fp
�������ÛMFM������� � �hF�����FH�G� * �\��}X���


�� � �\����������
���_�FX
�������Û����
nieme

��� � # ���	�a}X��
���_~F *QF ���\��������ÛMFH�����Xz
d�e $ �Öq���ÔJÙL�� gje�sEP\e e�q �Öw�P\e��|sjc $ �EJMepN�macosENje

F
[

∂nf(t)
∂tn

]
= (iω)nf(ω) F

[
∂nf(x)

∂xn

]
= (−ik)nf(k)

� ����FH���	���x���	�����	�a�����x�a}X�o�����	FH���	�x�f�Ý��_�F¹����FH�G� * �\��}X����
�� � ���|��������
���_�� �����a��� � �hF)* ���|�������� � 
����a� �����	�
Û����x���}X}X�x_~F 
����8���	�a^|���������S��
��������~�\�|��� � � " ���|���������S�G�����]�FH_~��|_a���³�	F¯�	�	F��|� * ���	}u����
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∂θs

∣∣∣∣
�Q{ � � � �

y��K���p���	�HÜÝ���8���
∂n
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J2D(x, s) =

∣∣∣∣
∂xcosθs

∂θs

∣∣∣∣
�Q{ � � � �

� �GFH��������
�� �Q{ � � � ����� �t{ � � � � ���\�S� # ������}X�`_�� FH^|�	��~�	�8�
x
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x = xs +
cs

γ

(
cosθs

sinθs

−
√

1

sin2θs

− c2

c2
s

) �Q{ � � � �
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z
����|�8�	F��\�����FH_~���_�����_~F¹
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x
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θs
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J2D(x, s) =
dn

dθs

=
x

dθs

∣∣∣∣
z

cosθ =
1

γsin2θs

[
cscosθs√

c2
s − c2sin2θs − 1

]√
c2
s − c2sin2θs
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θs = 0o
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J2D(x, s) =
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γ(cscosθs +
√

c2
s − c2sin2θs)
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f(ω) =

b∫

a

g(u)eiωh(u)du
� � � � �
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h(u)
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g(u)

�������à
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�FH�G�����Z���������	ÛMFH_�_a� * ����}X�x^G�\�����
[a, b]

� {x����_��|�(�
h′ �����(� F�������_a����� � ���i���Z�8����_|�o������� t0


�����������\�	���	ÛMFH_�_a�
���������

g(t0) 6= 0
����_E�\�|�

h′′(t0) 6= 0
�

�h�����������
ω −→ +∞ � _��Z_a�\���§
��¸�����}X���¸
%� ������������FM�������.� _�� � # �o�������\�	�a��_a_��(ÛMFH�	�a�X^o��F��|��\���:��_a�G��Û�� �	�
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¹������|F��	
|� � � � �  � �'�
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h′(t0) = 0
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h′′(t0) 6= 0
�
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ω −→ +∞ �����§F�z

f(ω) ≈
√
±i

√
2π

ω|h′′(t0)|
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i = ei π
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����������`�|FH��z

z
1
2 = [

1

2
(r + a)]

1
2 ± i[

1

2
(r − a)]

1
2

� � � � �
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r =

√
a2 + b2
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(ps, zs,x, ω)
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� � � # �����f���������S
���_�� FH}X��_�� �	�|
��¯
�F��|��_��¯
���}(FH�����
(ps, zs,x, ω)

�|�(� �f��	� ���

Ã(ps, zs;x) =

√
2π

|∂2T
∂x2

s
(x, xsspec

)|zs,x

√√√√√
1

8π

∣∣∣∣
∂(xs,zs)
∂(βs,σ)

∣∣∣∣
x

� ��� � �

FÙÛ\�� �

√√√√√
1

8π

∣∣∣∣
∂(xs,zs)
∂(βs,σ)

∣∣∣∣
=

√
c(xs, zs)

8πJ2D(xs, zs,x)

� ��� ���
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J2D
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��aÛ\���	�����G��¹�\���\}u�����	�������
2D

� � �\���\������� � ��� � � �����
σ
���8�����|�uÛMF����~FH^�_�� 
 � ���������\�	FH�������
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βs
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x
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∂(xs, zs)

∂(βs, σ)

∣∣∣∣
x

∣∣∣∣
∂ps

∂xs

∣∣∣∣
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=
1∣∣∣∣

∂(βs, σ)

∂(xs, zs)

∣∣∣∣
x
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∂xs

∂ps
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ps

βs
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ps
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ps = (ps; pzs)

Â�Ñ�ÁEÄaÂ�íMÂ	È�ÁñÂ�À�Ë]ÄaÂ�Ã|ÁñÂ�À�Ë
Â�ÃlÑ�À�Ë  �×\È�Â ×MÑ	Ñ�¿fÈ�ÒQÇXÎZÄ8Ï ¿MÃ@Æ�Â ÒÓÃoÈ�ÒQÆ�Â�Ã|ÁñÂ�
 	�Ã�Æ\Ç"� Ã|ÒÓÁ

βs
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Î§Äa×líÙÂ�Ë�ÁÔÒQÈ	×HÄaÂpÂ�Á�×ÙÑ�Ñ�¿fÈ�ÒQÇ�ÂpÎ§Äa×lÑ�¿MÀ�Ë�È�Â
s

�çuÂZÉ ;�ÉXÂ��

ps = (ps; pzs
)
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Ä8Ï ¿MÃ@Æ�Â ÒÓÃoÈ�ÒQÆ�Â�Ã|ÁñÂuÂ�Á
βs
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∂zs
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∂βs

∂zs
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∂βs

∂ps
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∂ps
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∂σ
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∂zs
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∂zs
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∂βs

∂ps
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∂ps
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∂βs
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− ∂σ

∂ps
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∂βs

∂ps
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∂ps

∂zs
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+
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∂ps
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∂βs

∂zs

|ps − ∂σ

∂zs
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∂βs

∂ps
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=
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∂(ps, zs)

∂(σ, βs)
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Ã(ps, zs;x) =

√√√√√
2π∣∣∣∣

∂2T

∂s2
(x, xsspec

, zs)

∣∣∣∣

√√√√√
c0(xs, zs)

8π

∣∣∣∣J (x, xsspec
, zs)
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FÙÛ\�� J (x, xsspec
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X
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√
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sinβr
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� ��� � � �
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τ(ps, pr, z0;x) = −qxx − pzs

(zs − z0) − pzr
(zr − z0)

FHGJILKNMPORQ5SNGJILKUTVIXWUMPYPM[Z5TX\LG]WCG]^J_`IVZaOVbcIdKCY[ZfeJTLZ`YgKNZEhiSNGJTVj]Z@TVIVZkKNG]TVSmlnZ
s = (s, zs) o TVI�SiQ5lnZ5pRhNZ5TVS

r = (r, zr)
ZnhUTVIqprG]MPIJhUORMts Smb]luhmbcIvh

x = (x, z) w FHG]WCWCZ`ILx`G]ILKypdbcS.Z`z{pLSNMPWCZ`S r
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s
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Znh
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r = x + (zr−z0)cpr√

1−c2(pr)2

s = x + (zs−z0)cps√
1−c2(ps)2 ��� w �f�� hibc�LY[M�KNKNG]IdK�WCb]M[IvhiZ`ILb]IJh�Y�� Z`zRpVSNZfKNKNMPG]IaORT�hiZ`WCpLKgOVZypLbcSmlnGJTVSiK

T (s, zs, r, zr,x) o
T (s, zs, r, zr;x) =

1

c2

(
1

pzr

)
(zr − z0) +

1

c2

(
1

pzs

)
(zs − z0) ��� w�� �l5bcS

T =
r1 + r2
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τ(P S , P R, Z0;X) = −QXX − PZS

(ZS − Z0) − PZR
(ZR − Z0) � w�� G]ILl`G]TVS

x(x,z)

ps

pr

βs
βr

s=s(s      ,z  )spec  s
r=r(r      ,z  )spec  r

sp rp
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*1"?>@2T23(+>IZ?,D5[6E<�,32\6]*1"N;4,-J467C?>I*1,D2\*1,LJD6]>I8^>R&F5W,D2�,D5_P�>I8R>S,D(�K�C?PTC1&`V45W,YX

s
,D6

r
24C?5�69*1,D2].U,LJ46:>IZ?,DPT,45�698�"a24C)(+*1JL,

,D698�,�*10LJL,b./6b,4(+*!2].U0LJ4(+8�"?>I*-,a"c2L24CdJ4>S032e"?(e.�C?>I5[6E<)> MH*1"FJ467"?5�6
x
X
βs ,46

βr 24C?5[6�8f,32�")5`&F8�,32e<gA >I5WJ4>S<F,45WJL,a,46
<gA 04P!,4*:&`,D5/JL,9<)(T*1"?>�P!,D23(+*10'.�"?*h*-"-.F.�C?*36jik8�"kZ?,4*36:>SJL"?8f,mlbZ?,D*L2H8�,EnL"c2boFX

ps ,D6
pr 24C)5�6'8�,32HZ?,LJD67,D(+*L2H8�,45�67,4(+*,D5�23(+*�pD"FJL,YXq38r2T<F0:$j5�>@2L24,45�6h8�"Q6]*1"N;4,-J467C?>I*1,T2L(+>IZY>S,�.�"?*!8�,!*-"?>SX= �,D2�Z?,LJD67,4(+*L2m8�,45�67,D(+*m2DC)5�6�JLC)5U236b")5�6:2m67C?(+6

8�,m8�C?5s&�<�,k8�"t6]*1"7;4,LJ46bC)>I*1,�<)(a*1"?>SX

r1 = (z − zs)/cosβs

r2 = (z − zr)/cosβr ��� w � �Z`h
pzr

= cosβr/c
Znh

pzs
= cosβs/c w

u ZypVYPTLK o�v pLbcSNhNMPSgORZ ��� w �f� o G]Ial`b]YPl`TVYPZ

prr = prx +
(pr)2(z − zr)

pzr

pss = psx +
(ps)2(z − zs)

pzs ��� w � �
w Z;KNM[^JIVZ�x OVbcIdKgY�� QfeJTdb hNMPG]I ��� w � � KNM[^JIVM�yLZ.evTVZ Y�� GJI b�lnGJILKNMPORQ5SNQ.OVZ5KgjJZ5lnhNZ`TLSiK�YPZ`IvhiZ`TVSmK

ps
Z`h

pr
Z`IK TLS | bJlnZ G]SiM[Z5IJhiQ5K�jJZ`SmKHYPZy\Lb]TRh w

z pdbcSNhNMPSgORZ ��� w �f� Z`h�OVZ ��� w � � o G]I@G]�RhiM[Z5IJhgY�bUSNZ5YPbchNMPG]I@^]Q5IVQ`SmbcYPZ OVZ τ(ps, zs, p
r, zr;x) �

τ(ps, pr, z0;x) = T (sspec, rspec, z0;x) − pssspec − prrspec

= −qxx − pzr
(z − zr) − pzs

(z − zs) ��� w { �b�jJZ5l
qx = pr + ps w

�R�[|



��� � ��� �	��
� �	���������
τ(P S , P R, Z0;X) = −QXX − QZ(Z − Z0) � w�� G]ILl`G]TVS

2�3�� 687.9;:=<>7.9@?+ACBED
τ(ps, pr, z0;x) = −qxx − qz(z − z0)� j�b]Y[TLG]ILK�WCb]M[IvhiZ`ILb]IJh ��� w { � YPG]SmKNevTVZkYPZ5K�KNG]TLSil`Z5KCZnhEY[ZfK�SiQ5lnZ5pRhNZ5TVSmK K GJIJh v YPb W��`WCZ pLSNG]|~G]ILORZ5TVS

zr = zs = z0 o GJIEGJ�RhNMPZ`Ivh �
τ(ps, pr, z0;x) = T (sspec, rspec, z0;x) − pssspec − prrspec

= −qxx − qz(z − z0) ��� w�� �b�jJZ5l
qz = pzs

+ pzr
w

2�3�� 687.9;:=<>7.9@?+ACBED
τ(ps, pr, z0; x, z0) = −(ps + pr) · x

� G]IvhNSiG]ILK hiG]TRhUO � b]�dGJSiO evTVZ YPZChNZ5WUpdK ORZChiSib
	 Znh
T (s, zs, r, zr;x) = 0

Z5K h.I{TVY YPG]SmKieJTLZUY�� G]I M[W b]^]ZORZ5K prG]MPIJhmK v YPb�W��5WCZ;pVSiGc|~GJILORZ5TVS
zs = zr = z0

evTVZUY[ZfK ORGJIVIVQ5Z5K � b]l5eJTLMPKNZ5K G]TkSiZ5OVbchNTVWCQ5Z5K � w� GvK GJILK
zs = zr = z0

OVbcILK ��� w ��� o GJI@OVQ5ORTVM[h evTVZ

sspec = x

rspec = x ��� w � �Z`hgZnzRpVSiM[WCGJILK�Y�� ZnzRpVSiZ5KiKNM[GJIEORT@hNZ5WCpLKgORZ�pLb]Sil`G]TVSmK
T (s, r, z0, x)

K GJTLK�YPb;|~GJSNWCZ o
T (s, r, z0;x) = T (s, z0;x) + T (r, z0;x)

=
|r − x|
c2|pr| +

|x − s|
c2|ps| . ��� w � �

u � bcpVSi_5K ��� w � � Znh ��� w � � o G]IaORQfORTVM[h evTVZ
T (sspec, rspec, z0; x, z0) = 0. ��� w ���v�w Z5K Q5evTLbchNMPG]ILK ��� w � � Znh ��� w ���v� MPILORM�eJTLZ`Ivh YPG]SmKieJTLZgY[Z prG]MPIJh�ORZ SNQ��LZnzRMPG]I x o Y�b KNG]TLSil`ZgZnh�Y[Z SiQ5lnZ5pRhNZ5TVSK prQ5l`TVY�bcMPSNZfK � sspec o rspec

� KNG]Ivh v YPb W��`WCZ pLSNG]|~G]ILORZ5TVS
z0 o MPYPK�K GJIJhChiG]TLK YPZ5K hNSiG]M�K lnG]IV|~G]ILORTdKCZnh�evTVZY[ZChiZ`WCpLK.OVZ�pLbcSmlnGJTVSmK bJKNKNGRlnMPQCZ5K h.IvTLY w FHZ5YPbaZfK h l`G]\VQ5SNZ5Ivhyb�jJZ5lUYPZ pVSNMPILl`M[prZ�O � M[W b]^]Z`SiMPZCl`YPbJKNKNM�eJTLZUpdbcSQ5evTLbchNMPG]ICO � GJILORZ�evTVMLl`G]ILKNMPK hNZ v pVSiZ`ILOVSNZ�YPZglm\LbcWCpUSNZfOVb hiTVWCQ v z0 v t = 0

Znh b�j]Zfl Y�� \��{prGchi\V_5KNZ�eJT=� b]pVSN_fKY�� Znz{hiSib]pdGJYPbchNMPG]I ORTElm\dbcWCp�O � G]ILORZ o Y�b KNG]TLSil`Z o YPZ SiQ5l`Z`pRhiZ`TVSHZnh Y[Z pdGJM[IvhHMPW bc^JZ�K GJIvh KNT���KNb]WUZ5Ivh pVSiG{lm\LZ5KpdGJTVSglnGJILKNMPORQ5SNZ5S�YPbUj{MthiZ5KiK Z�YPGRl`bcYPZ`WCZ5IJh�\VGJIVG]^J_`IVZ w
� I+yLI o Y�� Q`j bcYPTLbchNMPG]IaORZ ��� w { � YPG]SmKNevTVZ zs = zr = z0 o ILG]TLK�ORGJIVIVZ

τ(ps, pr, z0; x, z0) = −(ps + pr) · x. ��� w � �f�

�R���



� w�� G]ILl`G]TVS

� ��������� �

	 ����%+�	� �	� 
���%/�������)�

F b]YPl`TVYPG]ILK�Y�� Z`zRpVSNZfKNKNMPG]IEOVT 	 bJlnGJ�VM[Z5I o
∣∣∣∣

∂(ω, ps, pr)

∂(kz , km, kh)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∂(ω, ps, pr)

∂(ω, pm, ph)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂(ω, pm, ph)

∂(ω, km, kh)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂(ω, km, kh)

∂(kz , km, kh)

∣∣∣∣ �� w �f�b�jJZ5l o
∣∣∣∣
∂(ω, ps, pr)

∂(ω, pm, ph)

∣∣∣∣ =
1

2 �� w�� �Z`h o
∣∣∣∣
∂(ω, pm, ph)

∂(ω, km, kh)

∣∣∣∣ =
1

ω2 �� w � �Z`hgZ`I+ydI o
∣∣∣∣
∂(ω, km, kh)

∂(kz , km, kh)

∣∣∣∣ =
c2pzs

pzr

pzs
+ pzr �� w � �O � G��@Y�� ZnzRpVSiZ5KiK MPG]ItyLILbcYPZyORT�	 b]l`G]�VMPZ`I �

∣∣∣∣
∂(ω, ps, pr)

∂(kz, km, kh)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ω
∂kz

∂ω
∂km

∂ω
∂kh

∂km

∂kz

∂km

∂km

∂km

∂kh

∂kh

∂kz

∂kh

∂km

∂kh

∂kh

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. �� w � �

=

∣∣∣∣
1

2ω2

c2pzs
pzr

pzs
+ pzr

∣∣∣∣ �� w { �
w � Q5j bcYPTLb hiM[GJI@ORZfK�hNZ5SNWCZfK�IVG]TLK�OVG]IVIVZ o

�V���



� w�� G]ILl`G]TVS
∣∣∣∣
∂kz

∂ω

∣∣∣∣ =
1

c2

pzr
+ pzs

pzr
pzs �� w�� �l5bcS o

kz = ω

[√
1

c2
− p2

s +

√
1

c2
− p2

r

]

�� w � �
= ω

[√
1

c2
− (

pm + ph

2
)2 +

√
1

c2
− (

pm − ph

2
)2

]

�� w � �
=

[√
ω2

c2
− (

km + kh

2
)2 +

√
ω2

c2
− (

km − kh

2
)2

]

�  w � �J�
v km

Z`h
kh

l`G]ILK hib]IJh w

�V� �



� w�� G]ILl`G]TVS

� ��������� �

� ������
����� ��� 
���� ���)� %'�	��� ��� �)� � ���������
����� ��0�1����

u bcIdKglnZ`h hNZ.b]IVIVZ`z{Z o G]IaORQnhiZ`SiWCM[IVZ�Y�bCSNZ5YPbchNMPG]I@eJTLM ZnzRM�K hiZ Z5IaWUMPYPM[Z5T@\LG]WCG]^J_`IVZ Z`IvhNSiZ�Y[Z.lm\dbcWCp
D v

z = z0
Z`hgY[Z.lm\dbcWCp

D
prG]TLS�TVIahNZ5WUpdKgORZypLb]Sil`G]TVSmK IvTLY

t = 0 w�� G]TLK�l`bcY�lnTLY[Z5SNGJILK Z`ILKNTVM[hNZ.YPZ5K�SiZ`Y�b hiM[GJILKZ`IvhNSiZ l`Z5K�OVZ`TRzklm\LbcWCpLK OVbcIdKgYPZ;l`bJKgORZ;YPb�OVQ`SiM[jJQ`Z.pLb]SgSmbcpVprG]SNh v Y�b pVSiGc|~GJILORZ`TLS�ORZ Y�b�KNG]TVSmlnZypLTVMPK ORTSNQflnQ5pRhNZ5TVS w FHZnh hiZ�SiZ`Y�b hiM[GJIUZfK h TRhNMPYPMPKNQ`ZgprG]TLSHbc�rG]TVhNMPS v IVG]hNSiZgpVSiM[IdlnMPpdZ�O � MPW bc^]Z5SNMPZ w�� GJTLK b]Y[YPG]ILK WUGJIvhNSiZ`SevTVZ �
D(ks, kr, kz0

; t = 0) =

∣∣∣∣
c2

ω

kzs
kzr

kzs
+ kzr

∣∣∣∣e
ikz0

z0D(ks, kr, z0; ω), avec ω =
kz0

pzs
+ pzr ��� w �f�Z`hgYPb;|~GJSNW;TVY[Z�SiQ5l`M[pVSiGRevTVZ o

D(ks, kr, z0; ω) =

∣∣∣∣
ω

c2

kzs
+ kzr

kzs
kzr

∣∣∣∣e
−ikz0

z0D(ks, kr, kz0
; t = 0), avec kz0

= ω(pzs
+ pzr

) ��� w�� �FHZfK SiZ`Y�b hiM[GJILK KNMP^]IVM�yLZ`Ivh�eJT=� v pLbcSNhNMPS OVZ�Y�byhNSmbcIdK |~GJSNWCQ`Z ORZ � G]TVSiM[Z5SHKNTVMPj�b]Ivh z
ORTElm\Lb]WCp�SNZfOVb hiTVWCQ v

t = 0 o MPY Z5K hgpdGvKNKNMP�VY[ZyORZ.l5bcY�lnTVYPZ`S�YPZ.lm\LbcWCp v hNG]TVhNZ5KgY[ZfK |~SNQfeJTLZ`ILl`Z5K�Z`I z = z0
ZnhgMPIvjJZ`SmK Z5WCZ`Ivh w�	��
�������������������

� GJTVS l`Z`Y�b o l`G]ILKNMPOVQ`SiG]ILK�TVI WUMPYPM[Z5Tk\VG]WCG]^J_`IVZyZ`h�pLb]S hiG]ILK�ORZ YPbC|~GJSNW;TVYPZ.ORZ.WCGRORQ`YPMPKib hiM[GJIkZ`IkWCMPY[MPZ`T\VG]WCGJ^]_`ILZ Z`h�OVbcILK�YPZ.ORGJWCb]M[ILZ
(p, ω)

Z`hgZ`I
z = z0 o

D(ps, pr, z0; ω) =

∫
dx

∫
dzR(x, z, θ(ps, pr))

i · sign(ω)

|ω| L(ps, pr, z0; x, z)e−iωτ(ps,pr,z0;x,z) ��� w � �
� IkWUMPYPM[Z5T@\LG]WCG]^J_`IVZ � ln| w bcIVILZnzRZ � � o GJIab

�V� 



� w�� G]ILl`G]TVS

L(ps, pr, z0; x, z) =
2 cos θ

c
A(ps, pr, z0; x, z) =

|q|
4pzs

pzr ��� w � �
w Z;lm\Lb]WCp

D(ps, pr, z0; ω)
ZfK h Y[ZClm\Lb]WUpkZ`zRpVSNMPWCQ;OVb]ILK Y[ZUORG]W bcMPIVZUORZ5K G]ILOVZ5KgpLYPb]IVZ5K Znh�eJTLZ;IVGJTLKpdGJTVj]GJILKHQ5lnSiMPSNZ

D(ks, kr, z0; ω) w u bcIdKHYPZyORG]W b]M[IVZ ORZ5K GJILORZ5K pVY�bcILZ5K θ
IVZ�ORQ`prZ`IdOEevTVZ�ORZ

kh

Z`h
kz � ln| wbcIVILZnzRZ � � w

� IkM[IvhNSiGRORTVM�KNb]IvhgYPbCpVSiG]pLSNMPQnhiQ
τ(ps, pr, z0; x, z0) = −qxx − qz(z − z0)

WCG]IvhiSNQ5Z Z5IkbcIVIVZ`zRZ ��� � o G]IZnzRpVSiM[WCZ�YPZ�lm\dbcWCpkK GJTLK YPbU|~GJSNWCZyO � TVIVZ�hNSmbcIdK |~GJSNWCQ`Z�ORZ � GJTVSiM[Z5SgORTklnG{Z ��lnMPZ`IvhgORZySiQ �LZ`zRM[GJI�hNZ5Y=evTVZ �
D(ks, kr, z0; ω) =

∫
dx

∫
dzR(x, z, θ(ps, pr))

( −|q|
4iωpzs

pzr

)
eiω(qxx+qz(z−z0))

= R(ωqx, ωqz, θ(p
s, pr))

( −|q|
4iωpzs

pzr

)
e−iωqzz0 ��� w � �b�jJZ5l

qx = ps + pr

qz =

√
1

c2
− (ps)2 +

√
1

c2
− (pr)2.

� pVpVYPMPevTVGJILK�W bcMPIvhNZ5ILbcIvh�TVIVZ�hiSib]ILK |~GJSNWCQ5Z ORZ � G]TVSiMPZ`S�pLbcS�SmbcpLpdGJS h v z = z0 o
D(ks, kr, kz0

; ω) = R(ωqx, ωqz, θ(p
s, pr))

( −2π|q|
4iωpzs

pzr

)
δ(kz0

− ωqz) ��� w { �l]� ZfK h�� v � OVM[SiZ evTVZkY�� G]I pLSNZ5ILOXTVIVZkhiSib]ILK |~GJSNWCQ5Z ORZ � GJTVSiM[Z5S�ORZ5KEORG]IVILQ`Z5K�SNZfOVb hiTVWCQ`Z5K v hNGJTRhNZfK Y[ZfKpVSiGc|~G]IdORZ`TVSmK
z0 w�� SiZ`IVGJILK�W bcMPIvhNZ`IdbcIvh�Y�� M[IvhiQ`^]SmbcYPZyK TLS ω

prG]TVS�| b]M[SiZybcpVpLb]Sib��PhiSNZ
t = 0 o

D(ks, kr, kz0
; t = 0) =

1

2π

+∞∫

−∞

dωR(ωqx, ωqz, θ(p
s, pr))

( −2π|q|
4iωpzs

pzr

)
δ(kz0

− ωqz) ��� w�� �
FHZ`h hiZ MPIvhNQ5^]SmbcYPZ�Z5K h�IVG]I@I{TVY[YPZ TVIVM�eJTLZ`WCZ`Ivh�Y[GJSiKievTVZ

kz0
− ωqz = 0

l]� ZfK h�� v � OVM[SiZ�prG]TVS ω =
kz0

qz
w F � Z5K hTVIVZyZ`z{pLSNZfKNKNM[GJIkORZyYPb KNprQ5lnTLYPb]SNM[hNQ w � IkZ`srZ`h o YPZ5K K Z5TVY�K�IVG]W;�VSiZ�O � GJILORZ kz0

IVGJIkI{TVYPK�OVbcILK � G]TLSNMPZ`S�KNG]IvhlnZ5TRz}evTVM lnGJSNSiZ5KNprG]ILORZ5Ivh�b]TRz
qz

K prQ5l`TVYPb]M[SiZ5K�ORZfK�Sib]MPK � b]KiK GRl`M[Q v TVI Sib]M>KNG]TLSil`ZCOVZ5KilnZ`IdOVbcIvh�Znh.TVI SmbcMWCG]Ivhib]IJh�SiQ5l`Z`pRhiZ`TVS � w�� I@pdZ5TRh�bcYPG]SmK Q5l`SNMPSNZ � lu| w b]IVIVZnzRZ�� � evTVZ �
δ(kz0

− ωqz) =

∣∣∣∣
c2

ω

kzs
kzr

kzs
+ kzr

∣∣∣∣δ(ω − ω0) ��� w � �O � G�� o

�V�
	



� w�� G]ILl`G]TVS

D(ks, kr, kz0
; t = 0) = R(ωqx, kz0

, θ(ps, pr))

( −|q|
4iωpzs

pzr

)∣∣∣∣
c2

ω

kzs
kzr

kzs
+ kzr

∣∣∣∣ ��� w � �
= R(ωqx, kz0

, θ(ps, pr))
c2|q|

4iω|qz| ��� w � �J�
� I lnGJWUpdbcSmbcIvh YPb SNZ5YPbchNMPG]I ��� w � � Z`h ��� w � � G]I ORQfORTVM[h}Y�b SiZ`Y�b hNMPG]I YPMPb]Ivh

D(ks, kr, kz0
; t = 0)

Z`h
D(ks, kr, z0;

kz0

qz
)

D(ks, kr, kz0
; t = 0) = D(ks, kr, z0;

kz0

qz

)

∣∣∣∣
c2

ω

kzs
kzr

kzs
+ kzr

∣∣∣∣e
+iωkz0

z0 ��� w � �f�

�V���



� w�� G]ILl`G]TVS

� ��������� �

� ��0*��� ��� ��,�� � " ���*� �	���	� ��� ���*� �������
����� ���	���)� ���������)�

u bcIdKylnZnhNhNZ bcILIVZnzRZ o IVGJTLK WCG]IvhNSiG]ILK�evTVZCOVbcIdK�Y[Z l`bJK O � TVI WCMPY[MPZ`T \VG]WCGJ^]_`ILZ o Y�� bcIV^JY[ZCORZCSiQ �LZ`z{MPG]IIVZ ORQ`prZ`ILO&evTVZ ORTSmbcpLpdGJS h
ph/qz w FHZnhNhNZqORQ`WCGJILK hiSibchNMPG]I ZfK hklnGJWCpVY[Q5WCZ`Ivhib]M[SiZ v YPbXORQ5WUGJIvhNSmb hNMPG]IlnMPIVQ`W bchNM�eJTLZ�OVZ��Rb�j b;b]ILO � G]WCZ5Y � � � � � � wu bcIdK>TVI WCMPY[MPZ`TU\VG]WCGJ^]_`ILZ o Y�� Q5evTLbchNMPG]IUORZ5K G]IdORZ5K Z5K h>Q`^Jb]Y[Z�OVb]ILK Y[Z�ORG]W b]M[IVZ�ORZ � GJTVSiM[Z5S v YPb SiZ`Y�b hNMPG]IORZyORM�K prZ`SmK MPG]I w � I � u o Z`YPY[Z.K5� Q5lnSiM[h �

ω2

c2
= k2

x + k2
z � �dw �f�b�jJZ5l ckx

ω
= sinθ w θ

Z5K h Y�� bcIV^JY[ZCORZCpVSiG]pLb]^Jb hiM[GJI ORZCY�� G]IdORZ;pLYPb]IVZUbJKNKNGRlnMPQ;b]T}IVGJW �VSiZ;O � GJILORZ
kx o vYPb�|~SNQfevTVZ`ILl`Z

ω
Znh v Y�b�j{M[hNZfKNKNZ c

ORT}WCMPY[MPZ`T w w � b]IV^]YPZUOVZ;pVSiG]pdbc^JbchNMPG]IkZfK h�M[IdORQ`prZ`ILOLbcIvh�OVZUY�b�prGJKNM[hNMPG]IO � G]�LKNZ`Sij b hNMPG]I w
u Z Y�b W��`WCZ;WCb]IVMP_`SiZ o GJIkpdZ5TRh l`G]ILKNM�ORQ`SiZ`S�Y�b�SiZ`Y�b hiM[GJIaOVZ ORM�K prZ`SmK MPG]I OVZ.Y�� Q5evTLbchNMPG]I ORZfK�GJILORZfKgl��]hNQK GJTVSmlnZ�Z`h�l��]hNQ SNQflnQ`pVhNZ`TLS o Znh�b]M[IdK M ORQ4yLIVMPSgORZ5K�b]IV^]YPZ5K�ORZ�pVSiG]pLb]^JbchNMPG]I βs

Znh
βr

WCZfK TVSiQ5K pLb]S�Sib]pVprG]SNh vYPbCORMPSiZ5luhiM[GJIEjJZ`SNhNM�l`b]Y[Z Znh�bJKNKNGRlnMPQ5K SNZfK prZ5lnhNMPj]Z5WUZ5Ivh�b]T@lm\dbcWCp@O � GJILORZ.KNG]TVSmlnZ ZnhgSiQ5l`Z`pRhiZ`TVS w
� IaprZ`TRhgQflnSiM[SiZyevTVZ �

βs =
βs + βr

2
+

βs − βr

2 � �dw�� �
βr =

βs + βr

2
− βs − βr

2 � �dw � �Z`hgZnzRpVSiM[WCZ5S�Y[ZfK�K MPI{TLK hNZ5Y=evTVZ �

�V�	�



� w�� G]ILl`G]TVS

sin βs = sin(
βs + βr

2
) cos(

βs − βr

2
) + cos(

βs + βr

2
) sin(

βs − βr

2
) � �dw � �

sin βr = sin(
βs + βr

2
) cos(

βs − βr

2
) − cos(

βs + βr

2
) sin(

βs − βr

2
), � �dw � �b�jJZ5l o

ps =
sinβs

v
=

kxs

ω � �dw { �
pr =

sinβr

v
=

kxr

ω � �dw�� �O � G��

sinβs − sin βr = 2 cos(
βs + βr

2
) sin(

βs − βr

2
). � �dw � �

u ZyW��`WCZ o G]I@pdZ5TRh�Q5l`SNMPSiZ YPZ5K�SiZ`Y�b hiM[GJILK Z`IklnGvK MPI{TLK o
cosβs = cos(

βs + βr

2
) cos(

βs − βr

2
) − sin(

βs + βr

2
) sin(

βs − βr

2
) � �dw � �

cosβr = cos(
βs + βr

2
) cos(

βs − βr

2
) + sin(

βs + βr

2
) sin(

βs − βr

2
), � �dw � �J�b�jJZ5l o

pzs
=

cosβs

v
=

kzs

ω � �dw � �f�
pzr

=
cosβr

v
=

kzr

ω � �dw � � �O � G��
cosβs + cosβr = 2 cos(

βs + βr

2
) cos(

βs − βr

2
) � �dw � � �

� I+yLI o G]IaORQ5ORTLMth�ORZfK�SiZ`Y�b hNMPG]IdK � �Lw � � Z`h � �dw � � o
tan θ =

sinβs − sin βr

cosβs + cosβr � �dw � � �
=

ps − pr

pzs
+ pzr � �dw � � �b�jJZ5l

θ
Q`^Jb]Y[Z v YPb�ORQ4yLIVM[hNMPG]IClnY�b]KiK M�evTVZ OVZ�Y�� bcIV^JY[Z�ORZ�SiQ �LZ`z{MPG]I hNZ5YLevTVZ θ = (βs−βr)/2 w � IUZ`zRpVSNMPW bcIvh

�V�L�



� w�� G]ILl`G]TVS
YPbUSiZ`Y�b hiM[GJI � �dw � � � Z5IE|~GJILluhiM[GJIkORZ

(ps, pr)
Znh

(pzs
, pzr

) o G]I@G]�RhiM[Z5IJh o
tan θ =

−ph

qz

=
−kh

kz � �dw � { �b�jJZ5l
qz = pzs

+ pzr

Znh
pr − ps = ph w w b SiZ`Y�b hiM[GJI � �Lw � { � WCGJIJhiSNQ5ZklnM � ORZfKNKNTLK OVb]ILKCYPZ ORG]W bcMPIVZORZ5K GJILORZ5K pVY�bcILZ5K Z5K h Y�bEW��5WCZCevTVZClnZ5Y[YPZCWCG]IvhNSiQ`Z;pLbcS �Rb�j b@bcILO � G]WCZ5Y � � � � � � lnMPIVQ5WCbchNM�evTVZ`WCZ`Ivh�Z`ITRhNMPYPMPKibcIvh Y�b hi\VQ`GJSNMPZ;bJK �{WCpRhiGchNM�evTVZ \dbcTRhiZ |~SiQ5evTVZ5ILlnZ w w b�SiZ`Y�b hNMPG]I � �dw � � � Q`hib]�VY[M[h evTVZCOVb]ILK�YPZCORG]W bcMPIVZORZ5K G]ILOVZ5K.pLYPb]IVZ5K o Y�� b]IV^]YPZ θ
ILZ�ORQ`prZ`IdO�evTVZEORZ

βs

Znh
βr w w baSNZ5YPbchNMPG]I � �dw � { � WUGJIvhNSiZ�evTVZ�Y�� GJIqpdZ5TRhl`b]YPl`TVY[Z5S

θ v pLb]S hiM[SgOVZ ph

Znh
qz w

�V�d�



� w�� G]ILl`G]TVS

� ��������� �

��� ���� �	� � ���&��% %/�*� � �*��, ���!� ���
-.�*�	% 
�����

tan

� 354 � 7���� 7.?	�m:
�n7.9 �@D��� �*D�?=BE<>D���� B@9ED���n? : <
���aB�:��n7.9 ���y< B@9ED
� 7.9�� :
�n7.9

� G]TLK lm\LZ`Smlm\VG]ILK;M�lnM o Y�� ZnzRpVSiZ5KiK MPG]I ORT u MPSibJl@O � TVILZE|~GJILluhiM[GJI
f(x) o δ(f(x))

hNZ`YgevTVZ
f(x0) = 0

Z`h
ḟ(x0) 6= 0 w � GJKNG]ILK Φ(x)

TVILZ�|~GJILluhiM[GJI�hNZfK h v KNTVpVprG]SNhUl`G]WCpLbJluhCM[ILOVQDyLIVMPWCZ`Ivh ORQ`SiM[j b]�VY[Z@OVbcIdK
R

Z`hM[IvhiQ`^]SiG]IdKHpdbcS�SmbcpVprG]SNh v x w u b]ILKgl`Z�l5b]K o Y�� TVIVZ.OVZ5K�pVSiG]pVSiMPQnhNQfK�ORT u MPSmb]l�K`� Q5l`SNM[h o
∫

dxδ(f(x))Φ(x) =

∫
df

δ(f(x))

ḟ(x)
Φ(x) � � w�� �

=
Φ(x0)

|ḟ(x0)| � � w�� �
G��

ḟ(x)
ZfK hgY�bCORQ`SiM[jJQ`Z�ORZ

f w f(x)
IVZyORG]M[h�b�j]GJM[S�evT � TVIaTVIVM�eJTLZ��`Q`SiG w
� IkORQfORTVM[h�bcYPG]SmK evTVZ �

δ(f(x)) =
δ(x − x0)

|ḟ(x0)| � � w � �b�jJZ5l
f(x0) = 0

Z`h
ḟ(x0) 6= 0 w

� 3�� ��� �������!��:��`7.9#"
f(θ) = tan θ − tan θ0

� GvK GJILK f(θ) = tan θ − tan θ0 o Z`hgTRhNMPYPMPKNG]ILK�Y�bCSiZ`Y�b hNMPG]I � � w � � o
δ(tan θ − tan θ0) =

δ(θ − θ0)

|ḟ(θ)| � � w $ �

�V��|
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���	���
F (ω) = KZ0

− (KZS
+ KZR

) � w�� G]ILl`G]TVS
GJS

ḟ(θ) = 1
cos2 θ

6= 0
Znh

f(θ0) = 0
O � G�� o

δ(θ − θ0) =
δ(tan θ − tan θ0)

cos2 θ0 � � w� �
�
IvhiSNGRORTVM�KNG]ILK�W bcMPIvhNZ5ILbcIvhgY�bCSNZ5YPbchNMPG]I@Z`IvhNSiZ

θ o kz

Z`h
kh

WCGJIJhiSNQ5Z.OVbcIdK�Y�� bcIVILZnzRZ � OVb]ILK�Y[Z;ORG]W bcMPIVZORZ5K�GJILORZfK�pVYPb]IVZ5K o
tan θ =

−kh

kz

. � � w { �FHZ5YPb�ILG]TLK prZ`SiWCZnh OLbcILK Y�b�SiZ`Y�b hNMPG]I pVSiQ5l`Q5ORZ5IJhiZ O � M[IvhNSiGRORTVMPSNZ>Y�� Z`zRpVSNZfKNKNMPG]I�ORT.ORMPSibJl
f(kh) = δ(θ(kz , kh)−

θ0)
Z`I@|~GJILluhiM[GJI@ORZ

tanθ0 o GJIaG]�RhiM[Z5IJh o

δ(θ(kh, kz) − θ0) =
δ(−kh

kz
− tanθ0)

cos2θ0 � � w�� �
= |kz |

δ(kh + kztanθ0)

cos2θ0 � � w � �
� 3�� ��� �������!��:��`7.9#"

f(ω) = kz0
− (kzs

+ kzr
)

� GvK GJILK f(ω) = kz0
− (kzs

+ kzr
) ob�jJZ5l o

kzs
= ω

√
1

c2
− k2

xs

ω2

kzr
= ω

√
1

c2
− k2

xr

ω2

�
Y=I � �@bCORZ.K GJY[TVhNMPG]I

f(ω) = 0
evTVZ.K M

kz0
>

√
|kxs

2 − k2
xr
| w � I+yLI o G]Iab

ḟ(ω) = − ω

c2

(
1

kzs

+
1

kzr

)

= − ω

c2

(
kzs

+ kzr

kzs
kzr

)

� � w � �Z`h
f(ω) = 0 ⇒ ω = ω0

hiZ`Y=evTVZ � kzs
+ kzr

= kz0
w�� IaG]�RhiM[Z5IJhgb]Y[GJSiK

δ(f(ω)) = δ(ω − ω0)
c2

|ω|

∣∣∣∣
kzs

kzr

kzs
+ kzr

∣∣∣∣ � � w�� �J�

�V� �



� w�� G]ILl`G]TVS

� ��������� �

� " �	���)� � ���*� ��� 
�����	��-.���� ,�� ��� ��������

u QDydIVMPKiKNM[GJILK�M�lnM>YPZ5K�hNSmbcILK |~G]SiW b hiM[GJILKgORZ h �vprZCK GJWUW bchNMPG]I ORZ;pdZ5IJhiZ � K Y�bcIvh�K hmb]l�� � OVb]ILKgYPZCORG]W bcMPIVZK pdb hNM�bcYrZnhgOVb]ILKHY[Z�ORG]W b]M[IVZ�ORZ � GJTVSNMPZ`S w�� IVZ hNZ5Y[YPZ hNSmbcILK |~G]SiW b hNMPG]IEOVbcILKHYPZ�OVG]W bcMPIVZ KNpLbchNM�bcY Z5K h�OVQDyLIVMPZpLbcS �
f(x, z) → F (a, b)

F (a, b) =

+∞∫

−∞

dx

+∞∫

−∞

dzf(x, z)δ(z − a − bx) � w w � �
FHZ5YPbCl`G]SiSNZfK prG]ILO v K GJWUWCZ5S�Y[ZfK�lnG]IvhiSNMP�VTRhiM[GJILK�ORZyY�b |~GJILluhiM[GJI f(x, z)

YPZyY[GJIV^UOVZ.ORSNGJMthiZyORZypdZ5IvhNZ
b w

� IEMPIvhNSiG{OVTVMPKibcIvh�OVbcIdK Y�� QfevTLb hiM[GJI � w w�� � o Y�� Z`z{pLSNZfKNKNM[GJI�ORZ�Y�byhNSmbcIdK |~GJSNWCQ`Z ORZ � G]TLSNMPZ`S�ORZ f(x, z)
�VM�ORM �WCZ`ILKNM[GJIVIVZ5Y[YPZ o G]IEpdZ5TRh�Q5lnSiMPSNZ bcTLKiK M lnZ`h hiZ hiSib]ILK |~G]SiWUQ5Z�ORZ	�gb]OVG]IEOLbcILKHY[Z�ORGJWCb]M[ILZ ORZ � GJTVSiM[Z5S o Z`YPY[Z Z5K hbcYPG]SmK�bcpVprZ`YPQ`Z hNSmbcIdK |~GJSNW b hiM[GJI�Smb]ORM�bcYPZ � �gbJORMPb]Y�
=Smb]l`Z�
=SmbcILK |~G]SiW � �

z

x

b+a

a

1

�	�����Fw w � ���,b./*10D2D,45�67"?6]>SC?5�24JLKU04P!")6:>��4(�, <�A (+5W,	24C)P�PT"?6]>SC?5t<�,'.�,D5[6b,YX�� .F./8^>��D(�0L,�i98�"=pDC?5/JD6]>SC?5 f(x, z) ∈
<2 � ,48I8�,!JLC?5U23>@2367,�iT2DC)P�PT,4*�8�,32�Z?"?8�,4(+*L2m<F, f(x, z)

8�,m8�C?5s&�<�,�<)*1C?>I67,32�<�A 0��D(�")6:>SC)5
z = bx + a

X

�+| �



� w�� G]ILl`G]TVS

F (a, b) =

+∞∫

−∞

dx

+∞∫

−∞

dz
1

(4π)2

+∞∫

−∞

dkx

+∞∫

−∞

dkzf(kx, kz)δ(z − a − bx)e−ikzz−ikxx � w w�� �
=

1

(4π)2

+∞∫

−∞

dkx

+∞∫

−∞

dkzf(kx, kz)

+∞∫

−∞

dxei(−kx−bkz)xe−ikza � w w � �
=

1

(2π)

+∞∫

−∞

dkx

+∞∫

−∞

dkzf(kx, kz)δ(kx + kzb)e
−ikza � w w $ �

FHZfK hiSib]ILK |~G]SiWCbchNMPG]ILK prZ`SiWCZnhNhNZ`Ivh>OVbcILK=Y�� MPWCb]^]Z5SNMPZ pLb]S Q5evTLbchNMPG]I.O � G]ILOVZHORZ l`G]ILK hNSiTVMPSNZHORZ5K lnG]YPYPZ5luhiM[GJILKORZgprG]MPIvhHMPWCb]^]ZgOVb]ILK YPZ�ORGJW bcMPIVZ�ORZfK bcIL^]YPZ5K ORZ5pVTVM�KHOVZ5K F
� � OVb]ILK YPZ OVG]W bcMPIVZgORZfK G]s KNZnhmK pVSiGc|~GJILORZ`TLSiK

� � hNhNG]YPMPIVM � � � �v� � � w

�+| �



� w�� G]ILl`G]TVS

� � ��������0�������	���

� �{M o � wPo b]ILO ��M�lm\Lb]SiOVK o �>w � w[o � � � � o�� TLbcIvhNM[hibchNMPj]Z KNZ`M�KNWUGJY[GJ^ � � 
�\VZ5G]S � bcIdOyWCZnhN\LG{OLK ���'w  wc� SNZ5Z`W bcIbcIdO@l`G]WCpLb]I�� w
� YP�rZ`SNhNMPI o �.wPo �ybcpLpdGJS h og�LwPo �gbcILOLbcYPY o � wPo bcIdO � wPo � wPo=� � � �Vo 
�\VZUhiM[WCZC|~G]SyORZ5pRhN\ MPW bc^]MPIV^ � � M[Y�yLZ5YPO��Z5jvMPZ�� o K pVSiMPIV^ o �Rlm\VYPTVW;�dZ5SN^JZ`S w
� TdORZ`�rZ`SNh oF� wPo � M�lm\VG]Y�K o u wPo ��Z �ROVb]Y o 
 wPo�� M[GJILORM o	� wPo w TLWUYPZ�� o u w � w[o bcILO � SmOVbcIVZ`hib o  wPo � � � �{o � W bc^]MPIV^lnGJWCpVY[Z`zE^JZ`G]YPG]^JMPl�K hNSiTLluhiTVSiZ
��Mthi\ K MPIV^JY[Z � b]SNSiM[j b]Y �{MPSilm\L\VGcs pLSNZfK hmb]l���ORZ5pRhN\ WUMP^]Smb hiM[GJI � � Z`GJpV\ �{KNM�l`K o oIVG w�{J�Vo � c�J�Vw
� bc^vbcMPIVM o F wPo�� G]IVGJWUM o � wPo bcIdO � MPZ`SiG]ILM o � wPo � � � Vo u b hmbUpLbcSmbcYPY[Z5Y M[WCpVYPZ`WCZ`Ivhmb hNMPG]I@Gc| � � u � � � � �U{  th

� ILI w � IvhNZ5SNILbch w � hi^ wPo �{GRl w � zRpVY w � Z`G]pL\��RK w[o � z{pdbcILORZfO � �LK hNSmb]luhmK o � � � � � � �]w
� bcMPILb o � wPo 
�\VMPZ`SiS � o �>w[o F b]Y[Z5ILORSmb o  wPo bcILO u Z`j bcTRz o�;w[o � � � �Ro � u pVSiZ5KNZ`Sij]ZUbcWCpVYPMthiTLORZ � � u � bcILO
� � � SiZ`YPZ`j bcIdlnZ � 
�\VZyYPZ5b]OVM[IV^ � OV^]Z o pLbc^JZ5K �f�]��� � �f� $ �]w
� bcW;�dZ5SN^JZ`S o � wPo � IV^vevTVMPK h o�� wPo  bcYPpdZ5SNI o w wPo b]ILO � GJY � o �>w[o � � � $Lo FHGJILK hiSNTdluhNMPG]I Znh bcILb]Y �RKNZ>O � b]pVpVSiG�z{MPW b��hNMPG]IEpLbcSmb zRM�bcYPZgZ`I�WUMPYPM[Z5TE\VZ`hNZ5SNGJ^]Z`ILZ � �gbcpVprG]SNh OVZ SiZ5lm\VZ5Silm\LZ FHZ`IvhNSiZ OVZ � bchN\VQ5W b hNM�evTVZ5K � pLpVY[M�evTVQ`ZfKI{TVWCQ`SiG � � $do � lnGJY[Z � G]Y �vhNZflm\VIVM�eJTLZ o�� bcY�bcM�K ZfbcT o+� Sib]ILlnZ w
� bcW;�dZ5SN^JZ`S o � w[o � IV^JevTVM�K h o�� w[o  bcYPpdZ5SNI o w w[o b]ILO � GJY � o��>wPo � � � Vo FHGJILK hiSNTdluhNMPG]IEZnhgbcIdbcY �{KNZ�O � b]pVpVSiG�zRM �W b hiM[GJI pLb]Sibcz{M�bcYPZ Z5I WCMPY[MPZ`TU\VZnhiZ`SiG]^JZ`IVZ�� �Rw b]pVpVSiG�z{MPW b hiM[GJI O � G]SmORSNZ K TLpdQ5SNMPZ`TVS � �gb]pVpdGJS h ORZ�SiZ5lm\VZ5Silm\VZFHZ`IvhiSNZyORZ � bchN\VQ5W b hNM�evTVZ5K � pVpVYPMPevTVQ5Z5K�I{TVWCQ5SNG � � Ro � lnGJY[Z � GJY �vhNZflm\VIVM�evTVZ o�� bcY�bcM�KNZ5bcT os� Sib]ILlnZ w
� bcW;�dZ5SN^JZ`S o � wPo � ILevTVMPK h o�� w[o  b]Y[prZ`SiI o w wPo b]ILO � GJY � o �>wPo�� � � �Lo � bcSmb zRM�bcY=b]pVpVSiG�z{MPW b hiM[GJILK�M[I \VZnhiZ`SiG �^]Z5IVZ`GJTLK�WCZ5ORM�b � � � � � �dw G]I � pLpVY w � b hi\ wPo �W| o � � � ���
�Vw
� bcSiTLl`e o  w[o u TLevTVZ`h o�� wPo b]ILO � Smb h o%�HwPo � � � { b o 
 SNTLZ bcWCpVYPMthiTLORZ GJIVZ ��� b �qpLSNGJpLbc^vb hNMPG]I M[I �LY[GRl�� �WCZ5ORM�b � �{TV�LWUM[h hiZ5O@hiG �?{ SmO o � ILI w � hi^ wPo �{GRl w � zRpVY w � Z5G]pV\ �RK w��� � � � � { � o 
 SNTLZ b]WUpLY[M[hNTLOVZ GJIVZ ����b � pVSiG]pdbc^JbchNMPG]IyMPI;\LZnhNZ5SNGJ^]Z5IVZ`GJTLK WCZ5OVMPb � �{TV�VWCM[h hiZ5O hNG � GJTVSiILbcYGc| KilnMPZ`IvhNM�ydl�lnGJWUpLTRhNMPIV^ w
� Z`S �{\VG]TRh o b]ILO � b]pdZ5ILb]b]S o � � � �Vo � YPbJK hiMPl�� b�jJZ	yLZ`Y�O Znz{hiSib]pdGJYPbchNMPG]I � � YPKNZ`j{MPZ`S �VlnMPZ`ILl`Z � TV�VY w FHG wPo � ILl w� Z`S �{\VG]TRh o � ws�dwPo � � � � o �{Z5MPKNWCMPl�WUMP^]Smb hiM[GJI � M[W bc^JM[IL^yGc|=b]l`G]TLK hNM�l�Z5IVZ`Si^ �U� ����b�j]Z	ydZ`Y�O Znz{hNSmbcprG]Y�b hiM[GJI �� Y�K Z5j{M[Z5S �RlnMPZ`ILl`Z � TV�VY w FHG w[o � ILl w� Z`S �{\VG]TRh o � w`�LwPo � � � Ro �{Z5MPKNWCMPl�WCMP^]Smb hiM[GJI � b w 
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