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Résumé :

Cette thése présente quelques idées pour I'accélération des calculs ab initio de
systémes physico-chimiques.

Aprés une introduction générale aux modéles et aux méthodes, faite au cha-
pitre 1, le chapitre 2 est consacré a une présentation mathématique de la construc-
tion des pseudo-potentiels qui ménent & une réduction considérable de la taille du
probléme électronique.

On s’intéresse ensuite au probléme aux valeurs propres généralisé qui constitue
I’étape limitante de la résolution du probléme électronique. On propose dans le
chapitre 3 une méthode de décomposition de domaine de complexité linéaire avec le
nombre d’électrons du systéme en terme de temps CPU et d’encombrement mémoire.
Cette méthode, adaptée au traitement des systémes isolants, remédie & certaines
insuffisances des méthodes existantes. Dans le méme esprit, le chapitre 4 est dédié a
une tentative d’adaptation des méthodes dites de projection pour le traitement des
gros systéemes métalliques.

Un autre probléme est abordé au chapitre 5. Il s’agit de ’application de la mé-
thode des bases réduites au probléme électronique. Dans un premier temps, des
résultats montrant la faisabilité de I'approche ont été obtenus sur les systémes H
et H, ou la base de discrétisation pour la résolution du probléme électronique dé-
pend de la position des noyaux, paramétres du systéme. Dans un second temps, une
adaptation de la méthode des bases réduites pour traiter un probléme non linéaire
est présentée.

Le chapitre 6 présente enfin des conclusions générales sur 1’ensemble des ap-
proches abordées dans la thése, ainsi que quelques pistes pour des développements
futurs.

Abstract :

We investigate in this thesis some approaches for the acceleration of electronic
structure calculations in ab initio simulation of molecular systems.

Chapter 1 is a general introduction to the models and methods. Chapter 2 is
dedicated to a mathematical description of the construction of pseudo-potentials
which allow a significant reduction of the dimension of the electronic problem.

We then turn to the resolution of the generalized eigenvalue problem which is
the bottleneck of the resolution of the electronic problem. In chapter 3, a multilevel
domain decomposition method, scaling linearly with respect to the size of the system,
is proposed for the treatment of insulators. It overcomes some drawbacks of the
existing methods. Chapter 4 presents an attempt to adapt the so called projection
methods to the treatment of metallic systems.

Chapter 5 is devoted to the adaptation of the reduced basis method to the elec-
tronic problem. First, some preliminary results have been obtained on the systems
H; and H,, using a Galerkin basis for the resolution of the electronic problem which
depends on the positions of the nuclei, parameters of the system. These results de-
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monstrate the feasibility of the approach. Second, a strategy for the treatment of a
general nonlinear problem is presented.

Finally, some general conclusions about all the approaches studied in the thesis
are presented in Chapter 6, along with some tracks for further research.
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Chapitre 1

Introduction générale

La compréhension de nombreux phénomeénes physico-chimiques conduit & simu-
ler un systéme moléculaire isolé comportant N électrons et M noyaux de charge
(2k)k=1,m €t de masse (my)r=1 m sur une période de temps 7. Un modéle courant
pour ces simulations est le modéle de dynamique moléculaire ab initio qui revient
a résoudre le probléme électronique statique pour un grand nombre de jeux de
positions des noyaux (z)k—1- Les méthodes actuelles pour la résolution de ce pro-
bléme ne permettent pas d’atteindre des ordres de grandeur sur N et T satisfaisants.
Cette thése propose quelques voies pour le développement de méthodes rapides en
vue d’aller vers de tels ordres de grandeur.

Dans cette section, on présente le contexte dans lequel s’insére le travail réalisé.
Par souci de simplicité, on néglige les effets de spin et on suppose que le systéme est
constitué de N paires d’électrons. On utilise dans la suite les unités atomiques

1

47reg

=1

[’ensemble des matrices réelles a k lignes et [ colonnes est noté M(k,[), alors que
Mg (k) est Pensemble des matrices réelles symétriques de dimension k et I est la
matrice identité de dimension £ et d;; est le symbole de Kronecker.

Le lecteur pourra se référer a [1] pour une vision mathématique plus détaillée de
la chimie computationnelle. Pour les aspects chimiques, il pourra consulter [3,6,7].

1.1 Le probléme électronique

Les fondements de la chimie quantique associent au systéme moléculaire consi-
déré une fonction d’onde W(t,.), vivant dans un sous-espace H de L?*(IR?) avec
d = 3(M + N) dont I’évolution est régie par I’équation de Schrodinger (excepté dans
des cas trés particuliers). La dimension de H rend presque toujours le traitement
numérique de cette équation impossible. Afin de décrire le systéme, on fait dans un
premier temps l'approximation adiabatique qui conduit au modéle de dynamique
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moléculaire : les noyaux atomiques sont des particules classiques relevant d’une dy-
namique de Newton et si les électrons restent des objets quantiques ils sont supposés
étre a tout instant dans leur état fondamental (i.e. état de plus basse énergie). Les
noyaux sont vus par les électrons comme un potentiel électrique “extérieur” et les
électrons sont vus par les noyaux comme un champ de force additionnel qui requiert
de résoudre le probléme

inf { (W|HLJ), W, € He, 0] =1} (1.1)

ou H, est I’hamiltonien de la partie électronique. Comme H, est un sous-espace de
L*(IR*M) on fait, dans un second temps, I'approximation de (1.1) par des modéles de
type Hartree-Fock [7] ou de type Kohn-Sham [6]. Formellement, on est alors ramené
au calcul de N fonctions {¢;};—; n satisfaisant un probléme de minimisation appelé
probléme électronique de la forme

inf {5(¢1, .. -,¢N)a¢i € Hl(Rs), /RS gb,gbj = 52‘]‘, V1<i,j < N} (12)

La fonctionnelle d’énergie £ dépend paramétriquement de la position des noyaux
au pas de temps considéré. Lors de la résolution du probléme électronique, les forces
exercées par le nuage électronique sur les noyaux sont données par {0€ /0%y }r—1m
et utilisées pour calculer au pas de temps suivant la position des noyaux par 'inter-
médiaire d’un schéma adapté d’intégration des équations de Newton [1] :

245 L
V1 < k < M’ mkM@) — _a_g . a)/Vnuc me — Z L

dt? T Tr T; — Tq|
Oz Oz 1§i<j§M| i

1.2 Meéthodes de résolution du probléme électro-
nique

L’obtention des forces électroniques agissant sur les noyaux nécessite de résoudre
le probléme (1.2), et en fait, en pratique, le probléme aux valeurs propres non linéaire
associé, c’est-a-dire les équations d’Euler-Lagrange correspondantes.

Une premiére approche consiste naturellement a caractériser les ¢; par leurs valeurs
sur une grille et d’évaluer leur dérivées par différences finies [8,32|. Cette approche
est peu utilisée en pratique pour les systémes de petite taille, mais elle peut 1’étre
pour les systémes en phase solide de grande taille. Le plus souvent, on se place dans
le contexte d’'une discrétisation des ¢; sur une base de Galerkin.
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1.2.1 Discrétisation du probléme

L’utilisation d’une méthode de Galerkin pour résoudre le probléme électronique
consiste & considérer une base de fonctions {x, },=1,n, et & chercher ¢, sous la forme

Ny
VI<i<N, ¢i=)Y Cuxp (1.3)
pn=1

On suppose sans perte de généralité dans la suite que les fonctions x, et la matrice
C sont réelles.
1.2.1.1 Formulation du probléme discrétisé

Le développement (1.3) conduit & la forme discrétisée du probléme électronique
(1.2) suivante

inf {5d(cot), C € M(N,, N), CtSC = IN} (1.4)

ou pour les modeéles Restricted Hartree-Fock (RHF) et de Kohn-Sham (KS), on a
respectivement

EFE(D) = Tr(hD)+Tr(J(D)D)—%Tr(K(D)D),

EXS(D) = 2Tr(hD)+2Tr(J(D)D) + &.(D).
avec V 1 < p, v < Ny,

ECQ
AN
I
T

XuXv;
3

M
1 z
hﬂl/ = h’/,l;y + h’/,‘jl/ = 5 /3 VX/JVXI/ +/ ‘/i'X,U«XlM ‘/i' = - Z |ZL' _kj |7
R R? —1 k
Np
T = 3 ()Xo, (15)
K,A=1
Ny
K(X) = 3 (A ) Xon,
K,A=1
/ /
VI<KASN, (ule)) = /R /R X“(x)X”f?ff;(,T D) gy

La matrice S est la matrice de recouvrement, h est la matrice hamiltonienne de
ceeur, V; désigne le potentiel des noyaux agissant sur les électrons et &,.(D) est
I’énergie d’échange-corrélation. Cette fonctionnelle est généralement non convexe et
non linéaire ; par exemple, pour une fonctionnelle dite LDA [4]

dite&,.(D) :/ p(x)etP4(p(x)) d  avec p(z) = 2 Z D,wxu(x)xu(z).  (1.6)

3
R wr=1
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Les coefficients (pr|k\) sont appelés intégrales biélectroniques. Leur calcul est de
complexité a priori O(N}).

L’énergie £; ne dépend que de la matrice D = C'C", appelée matrice densité. Ceci
est la conséquence de I'invariance de I’énergie de Hartree-Fock et de Kohn-Sham par
rotation orthogonale des ¢;. Afin de s’affranchir de cette dégénérescence, on peut
considérer la forme équivalente a (1.4) suivante

inf {Sd(D), D € My(N,), DSD = D, Te(DS) = N} (1.7)

1.2.1.2 Les équations d’Euler-Lagrange associées

Les équations d’Euler-Lagrange associées a (1.4) s’écrivent (en utilisant I'inva-
riance par rotation orthogonale des colonnes de C' pour diagonaliser immédiatement
la matrice des multiplicateurs de Lagrange)

F(D)C = SCE, E = Diag(ey, ..., en),
c'SC = Iy, (1.8)
D = CC".

La matrice F/(D) est appelée matrice de Fock. Pour les modéles RHF et KS, elle
s’écrit :

FREE(D)Y = h +2J(D) — K(D), FX5(D)=h+2J(D)+ Fy(D)

avec
1

V1<pr <N, (FuD) =3 /R Hac(D)X X (L9)

puv 2

avec [iz.(p) = 0&,./0p o p est définie en (1.6). En pratique, la résolution de (1.8)
est presque toujours préférée a la minimisation directe de (1.4).

1.2.1.3 Introduction éventuelle d’un pseudo-potentiel

Pour une grande partie des systémes physiques, la plupart des phénoménes chi-
miques sont déterminés par les électrons de valence (associés aux orbitales, dites
de valence, de plus haute énergie) et non par les électrons de cceur (associés aux
orbitales, dites de coeur, de plus basse énergie) [91]. Plus précisément, les grandeurs
pertinentes d’un point de vue physico-chimique sont en fait les orbitales de valence
a Uextérieur de régions entourant les noyaux du systéme. Ainsi, a chaque atome, on
peut associer un cceur, qui coincide avec la région de localisation des orbitales de
ceeur associées, dans lequel les orbitales sont peu influencées par le milieu externe.
Il n’est donc d’aucun intérét de calculer exactement les orbitales de coeur et les
orbitales de valence dans les cceurs de chaque atome [102].

En raison de ces considérations physiques, on aboutit a une réduction notable
de la dimension du probléme électronique en remplacant, surtout lorsque le systéme
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considéré est un systéme de trés grande taille, le potentiel nucléaire V; par un pseudo-
potentiel (ou potentiel effectif de coeur) V?* défini en coordonnées sphériques [46]
par

v ¢(T7 0, 90) Vps'w(rv 0, 90) = Wﬁi(r)¢(rv 0, 90)

lmaw l

£ 3 ([ earasae)vrore.e)

=0 m=—1

o (V™) désignent les harmoniques sphériques. Les fonctions radiales V;2° et V*
sont définies par un calcul préliminaire sur ’atome isolé. On définit r. le rayon de la
sphére centrée en I'atome dans laquelle les fonctions ¢; correspondant aux électrons
de ceeur (électrons de plus basse énergie) sont localisées. V2> est un potentiel régulier
de longue portée. V”* sont des potentiels de courte portée définis sur [0,r.]. La
matrice hY est remplacée alors par la matrice h?* définie par

lmaz

(Ploe) o + 2 (RF) - (1.10)

V1<p,v< Ny, hi= /3 X“(Vps.x,,)
R

Le principe et la construction des pseudo-potentiels, ainsi que les limites d’ap-
plicabilité de la méthode, sont détaillés dans le chapitre 2. En particulier, leur intro-
duction est indispensable pour les méthodes de différences finies, lors de I'usage de
la base d’ondes planes et de bases d’orbitales atomiques numériques ainsi que pour
le traitement des atomes lourds.

1.2.1.4 Les bases de discrétisation

De par la forme particuliére des intégrales a calculer, trois familles de bases se
sont imposées dans les codes de calcul : les bases localisées, la base d’ondes planes
et les bases mixtes qui combinent les deux premiéres. On renvoie le lecteur pour ces
derniéres aux références [11,44|.

Les bases localisées

Les bases localisées : on cite particuliérement les bases de gaussiennes |52] utili-
sées dans le code GAUSSIAN [105] et les bases d’orbitales atomiques numériques |12]
utilisées dans les codes SIESTA, DMol [106,107]. Leur construction se base sur
I’approximation LCAQO : chaque ¢; s’écrit comme une combinaison linéaire d’or-
bitales atomiques (c’est a dire de solutions calculées sur 'atome isolé). Ces bases
dont 'efficacité nécessite un réel savoir-faire, sont caractérisées par leur petite taille
(N, = O(N)) et le caractére creux des matrices introduites en (1.5). Toutefois, elles
sont non orthogonales et peuvent présenter des erreurs de superposition [39] qui
conduisent par suite a la singularité de la matrice de recouvrement S.

La base d’ondes planes
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La base d’ondes planes utilisée dans les codes VASP, Abinit [108,109] : cette
base orthogonale (S = Iy,) adaptée au traitement des systémes périodiques est
trés populaire dans le domaine de la Physique du Solide. L’opérateur cinétique est
diagonal dans cette base et on peut bénéficier avantageusement de la transformée
de Fourier rapide. Le caractére oscillatoire des fonctions ¢; prés des noyaux conduit
a considérer une base de taille bien plus grande que la taille des bases localisées
usuelles : N, ~ 102N. Par ailleurs, les matrices introduites en (1.5) sont pleines.

1.2.1.5 Calcul d’intégrales

Le choix de la base de discrétisation dépend en premier lieu du systéme considéré.
Le traitement des systémes périodiques est réalisé généralement par une base d’ondes
planes ou une base mixte. En revanche, les bases localisées sont préférées pour le
traitement des systémes moléculaires isolés. Dans un deuxiéme temps, ce choix est
orienté par le calcul des intégrales nécessaires & la construction des matrices définies
en (1.5), (1.9) et (1.10), et donc indirectement par le modéle ab initio considéré.

Les modéles Hartree-Fock

La complexité du calcul des intégrales biélectroniques conduit & opter le plus
souvent pour une base de gaussiennes. Ces bases introduites par Boys [25] permettent
in fine un calcul analytique des intégrales définissant les matrices définies en (1.5).
En particulier, le calcul des intégrales biélectroniques (uv|kA) se raméne au calcul
d’une intégrale a une dimension. L’association de la localisation des gaussiennes et
d’une méthode multipdle rapide [129] permet de construire la matrice F'(D) avec
une complexité linéaire [98].

Les modéles de Kohn-Sham

Seul le calcul de J est nécessaire. Par définition de p en (1.6), on a

1
2JW:/ (p*—>xﬂxy. (1.11)
R3 ||

L’exploitation de la propriété (1.11) permet le calcul de J avec une complexité
O(Nbo‘) avec o < 3 pour les bases autres que gaussiennes.

Pour la base d’onde plane, S = Iy, et le calcul de h” est direct comme le laplacien
est diagonal dans cette base. En raison du caractere local de 'hamiltonien de champ
moyen de Kohn-Sham, chaque coefficient des matrices h"', J et F,. est un coefficient
de Fourier associé respectivement a Vz, px ‘—;‘ et fiz.(p). Une transformée de Fourier
rapide permet le calcul de chaque matrice avec une complexité O(Nblog(Nb)). La
construction de F'(D) est donc globalement de complexité O(Nf).

Pour une base d’orbitales atomiques localisées définies sur une grille, le calcul de

S et F,. s'effectue par intégration numeérique. Le calcul de h* se fait en appro-

1
chant lopérateur cinétique par différences finies. Soit W = V; + p * W’ W est
x

solution de ’équation de Poisson —AW = 47 (pz — p) o pz est la distribution des
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charges nucléaires. L’utilisation d’une transformée de Fourier rapide de complexité
O(N,log(N,)) (on peut opter aussi pour une méthode multigrille) permet de ré-
soudre cette équation et d’obtenir par intégration numérique, en utilisant (1.11), les
intégrales définies par

/R3 Wxuxy = hxy +2J,,(D).

Ces bases étant localisées, les structures de F'(D) et .S sont connues a priori, puisque
I’hamiltonien de champ moyen de Kohn-Sham est local. La construction de F'(D) et
S est de complexité (’)(Nblog(Nb)).

Pour une base de gaussiennes, les méthodes d’intégration numérique ont permis de
traiter la matrice d’échange-corrélation LDA définie en (1.9) avec une complexité
linaire avec N [31].

Traitement des pseudo-potentiels

Le traitement du potentiel singulier V; par transformée de Fourier, ou de facon
équivalente par la résolution de ’équation de Poisson associée, n’est pas approprié
pour les méthodes de grille qui exploitent la transformée de Fourier rapide. Par
ailleurs, les fonctions ¢; sont trés oscillantes prés des noyaux, il est donc difficile de
les approcher précisément avec une base d’ondes planes de taille raisonnable. C’est
pourquoi, des pseudo-potentiels sont systématiquement introduits dans la résolu-
tion du probléme électronique lorsqu’on emploie la base d’ondes planes et les bases
d’orbitales atomiques numériques. La matrice hj,, définie en (1.10), se calcule de la
méme maniére que F,. comme Vpl;’c est local et régulier. J s’obtient ensuite soit en
calculant la transformée de Fourier de p % |71| pour la base d’ondes planes, soit en
résolvant 1’équation de Poisson sans V; pour les bases d’orbitales atomiques numé-
riques. Les matrices h}°, définies en (1.10), sont calculées par intégration numérique
dans I’espace réel. La forme séparable de Kleinman-Bylander [75] est trés employée
comme on raméne le calcul de Ny(N, + 1)/2 intégrales au calcul de NN, intégrales.
Les bases de gaussiennes de trés petite taille ne nécessitent pas l'introduction des
pseudo-potentiels pour les atomes légers. En revanche, ils sont incontournables pour
le traitement des atomes lourds. Afin de faciliter le calcul des matrices R}’ et h}”,

loc
les potentiels V;”> et V”* sont approchés au préalable en un certain sens par une

loc
somme de gaussiennes [34].

Enfin, il est important de noter que le caractére local de V}?” et localisé des V}"
implique que la matrice h?® est creuse lorsque les fonctions x,, sont localisées. C’est
pourquoi, l'introduction des pseudo-potentiels ne détruit pas la complexité quasi-
linéaire avec NV, obtenue pour la construction de F'(D). En revanche, le calcul des
matrices h* pour la base d’ondes planes est de complexité O(N?). Divers travaux
ont conduit & une réduction de cette complexité & O(NZlog(N,)) [80]. Par ailleurs,
on précise que la matrice F'(D) n’est jamais formée dans un code d’ondes planes.
Comme N < N,, on utilise des méthodes itératives de diagonalisation pour résoudre
(1.8) dans lesquelles les produits matrice-vecteur, réalisés au niveau continu par des
transformées de Fourier rapide, sont de complexité O(Nylog(Ny)).
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1.2.2 Meéthode de résolution du probléme discrétisé

La fonctionnelle & minimiser dans (1.4) n’étant pas quadratique, les équations
(1.8) sont non linéaires. C’est pourquoi, une procédure itérative appelée algorithme
Self Consistent Field (SCF) est nécessaire pour leur résolution. Pour des raisons de
temps de calcul, la résolution itérative de (1.8) est trés souvent préférée au traitement
de (1.4) par une méthode directe [2] méme si on n’est pas assuré de la décroissance
de &; a chaque itération, ni de la convergence vers un minimum global.

1.2.2.1 Les algorithmes SCF

D’une maniére générale, une suite de matrices D, est construite, le passage de

D,, & D, s’effectuant a partir de la matrice F'(D,). Dans les méthodes les plus
efficaces, le calcul de D, est réalisé en gardant a I’esprit qu’on ne cherche pas un
point critique de (1.4) mais le minimum global de (1.4) ou de fagon équivalente de
(1.7). 11 est connu théoriquement pour le modéle de Hartree-Fock, qu’au minimum
global D* de (1.7), la N-iéme valeur propre de F(D*) est non dégénérée et les
réels ¢; introduits en (1.8) sont nécessairement les N plus petites valeurs propres de
F(D*) [133].
En raison de ce résultat, D, est construit a ’aide de la matrice [)n =CCtou C
est formée des N plus petits vecteurs propres de F'(D,,) : c’est le principe aufbau. Si
on choisit D, .1 = D, on retrouve le plus simple des algorithmes SCF, I'algorithme
de Roothaan [96]. Des algorithmes plus évolués présentant de meilleures propriétés
de convergence que l'algorithme de Roothaan ont été développés [13,27,127]. Ces
algorithmes nécessitent eux aussi le calcul de D,,, et par suite la diagonalisation de
F(Dy,).

1.2.2.2 Le sous-probléme linéaire

Le sous-probléme linéaire a résoudre a chaque itération d’un algorithme SCF est

un probléme aux valeurs propres généralisé. La complexité de résolution d’un tel
probléme par les méthodes directes standards est O(Ng’) quel que soit le caractére
creux de F'(D) et S (excepté lorsque F'(D) et S sont des matrices bandes ot une
complexité O(N7?) est possible [120]) [112]. Lorsque la base des x, est localisée,
N, = O(N) et on récupére une complexité O(N?). Pour une base d’ondes planes
N < N, et une méthode itérative permet de réduire la complexité & O(N,N?) soit
O(N?).
Comme il a été dit plus haut, la construction de la matrice F'(D) est le plus souvent
de complexité O(N?) ou O(Nylog(Ny)) selon la base de galerkin considérée. Par
conséquent, la résolution du sous probléme linéaire a chaque itération de I’algorithme
SCF constitue I'étape limitante de la résolution de (1.2).
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1.2.3 Calcul des forces électroniques

Le calcul des forces électroniques utilise des formules analytiques [92]. Par exemple,
pour le modéle RHF

0, oh oG a8
oo =T <8x0) “Tr <8x (D)D) Tr(DEax)

avec D = CEC' = ST'F(D)D et G(D) = 2J(D) — K(D). Les termes 2, %¢ 25
se calculent facilement pour une base de gaussiennes (la dérivée d’une gaussienne
est une gaussienne).

Lorsqu’un pseudo-potentiel est utilisé, un terme dépendant de 2 a* " est rajouté. Par
ailleurs, on souligne que le calcul des forces est simplifié pour la base d’ondes planes

puisque les fonctions x, ne dépendent pas de = (%f gi = 0).

1.3 Les méthodes de complexité linéaire avec N

Comme il a été dit plus haut, ’étape limitante d’un calcul ab initio est le plus
souvent, la résolution d’'un probléme aux valeurs propres généralisé de dimension N,
qui s’écrit

inf {Tr(FCCt), C € M(N,,N), C'SC = IN}. (1.12)

Les méthodes de diagonalisation standards pour le calcul explicite des /N plus petits
éléments propres de F sont de complexité O(N3). Une telle complexité est en fait
loin d’étre optimale pour notre probléme. En effet seule la matrice D* = C,,C",,,
ou Cyy est une solution de (1.12), est utile pour le calcul de 1’énergie et des forces
électroniques. Le calcul des N plus petits éléments propres de F' eux-mémes n’est

donc pas nécessaire. Comme (1.12) s’écrit de fagon équivalente
inf {Tr(FD), D € Mg(N,), DSD = D, Te(SD) = N}, (1.13)

la matrice D* peut s’obtenir en résolvant (1.13) par une méthode directe. Par
conséquent, une diminution de la complexité du calcul de D* semble possible si
la matrice D* solution de (1.13) est creuse. Dans la suite, on introduit le gap
v = (ent1 — €en)/(en, — €1) et le niveau de Fermi ep = (exy + en+1)/2 ol (&);
désignent les valeurs propres rangées par ordre croissant de F'.

1.3.1 Justification

Le principe de localité [66] et le principe de nearsightedness introduit par Kohn
[78] postulent que certaines propriétés physiques d’un systéme a un endroit donné ne
sont pas affectées par des modifications de ’environnement suffisamment lointaines.
D’un point de vue formel, ces deux principes ont deux conséquences
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— D’existence d’orbitales localisées ;" obtenues par transformation unitaire des
orbitales 1; solution de (1.2), et appelées orbitales de Wannier dans le domaine
de la physique du solide [14],

— la décroissance quand |r — 1’| — 400 de 'opérateur densité D défini par

N N N,
D vy =23 G r)n(r) = 23w (e () = 2 3 Dl ().
1=1 i=1 pr=1
(1.14)
Des travaux académiques sur des systémes périodiques infinis ont estimé le taux de
décroissance des orbitales de Wannier et de 'opérateur densité [17,57,69,76,77|. 11
ressort les conclusions suivantes :
— La décroissance pour les isolants et semi-conducteurs (v # 0) est exponentielle

D(r,r") ~ exp ( —~%r — T’|).

ol aw = 1/2 pour les isolants et &« = 1 pour les semi-conducteurs.
— La décroissance pour les systémes métalliques (v = 0) est exponentielle &
température non nulle et polynomiale & température nulle.
Ces résultats ne sont pas étendus aux solides non périodiques et aux systémes molé-
culaires. Néanmoins, on suppose que ces propriétés restent vraies [58]. Les ¢ sont
appelées alors orbitales de Wannier généralisées [83].

Pour des systémes tels que v = O(1), il existe un N-uplet de fonctions localisées
;¥ solution du probléme électronique. Si la base des x, est localisée, il existe une
solution creuse C* de (1.12) et par suite D* = C*(C*)" est creuse. De la méme
facon (1.14) conduit directement au caractére creux de D* suite a la décroissance
exponentielle de D.

1.3.2 Les différentes méthodes

Suite aux arguments précédents lorsque les x, sont localisées, la résolution de
(1.12) dans le contexte du probléme électronique se raméne en principe pour les
isolants au calcul de O(N) coefficients (matrice C* ou D*). Dans cette optique,
différents travaux ont mené au développement de méthodes de complexité linéaire
avec N pour le calcul de C* ou D*. Ces méthodes pour la plupart se décomposent
en deux étapes.

Une premiére étape consiste a caractériser la solution creuse C* (respectivement D*)
de (1.12) (respectivement (1.13)) de fagon différente. En particulier, il est nécessaire
de traiter les contraintes sur C' et D autrement car leur prise en compte ezplicite
exclut une complexité linéaire avec N.

Dans un second temps, suite & I’hypothése sur le caractére creux de C* et D*, les
calculs sont effectués seulement sur un ensemble de coefficients définis a priori. On
remarque qu’une telle stratégie permet de lever la dégénérescence du probléme (1.12)
si on suppose qu'il existe une unique solution creuse C* a (1.12). Sans stratégie de
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troncature, I’étude numérique des méthodes de complexité linéaire est simple. En
revanche, aucune étude de leur comportement associé a une stratégie de troncature
n’est disponible.

A Tissue de ces deux étapes, on est ramené & utiliser une méthode numérique
basée sur des produits matriciels entre les matrices F', S et la matrice C' ou D tron-
quée. Comme ces méthodes se placent dans le contexte d’une base localisée, F' et S
sont creuses, la complexité linéaire avec N est envisageable. Il reste toutefois a véri-
fier que le nombre d’itérations pour la convergence de ces méthodes est indépendant
de la taille du systéme. Cette propriété n’est pas justifiée théoriquement mais est
observée dans la pratique lorsque le gap ~ est indépendant de la taille du systéme.
Une méthode de complexité linéaire avec N est donc possible.

Dans le section suivante, on présente dans le cadre simplifié S = I, deux types
de méthodes trés répandues. Soulignons ici sommairement I’existence de deux autres
types de méthodes :

— Une méthode rustique de décomposition de domaine qui consiste a partition-
ner le domaine en sous domaines se recouvrant deux a deux sur lesquels on
résout un probléme aux valeurs propres de plus petite taille par une méthode
standard [104]. La matrice totale D* est ensuite reconstruite par des pondéra-
tions appropriées sans imposer les contraintes d’orthogonalité et sans utiliser
de principe variationnel.

— Des méthodes qui consistent & pénaliser de facon naturelle les contraintes sur
D dans (1.13) [10,64,78,99|.

On laisse le lecteur se référer aux articles de revue suivant pour une description
plus compléte de I’état de I'art [38,50,58,88|. Dans la suite, G¢ (respectivement Gp)
désigne I'ensemble des matrices possédant la structure creuse, supposée a priori,
de la matrice C* (respectivement D*). Au niveau continu, Go (respectivement Gp)
correspond au support des fonctions ¢ (respectivement de l'opérateur D).

1.3.2.1 Les méthodes variationnelles

Les méthodes variationnelles sont basées sur la reformulation de (1.12) et (1.13)
en un probléme de minimisation sans contrainte d’une nouvelle fonctionnelle :

inf {QC(C), Ce M(Nb,N)}, inf {QD(D), De MS(Nb)}. (1.15)

Beaucoup de travaux ont été effectués autour du développement des fonctionnelles
Q¢ et Qp [40,48,49,54]. Citons la fonctionnelle de D utilisée dans la méthode appelée
Density Matriz Minimization (DMM) [81] et la fonctionnelle de C' utilisée dans le
méthode appelée Orbital Minimization (OM) [87] :

~ pour la méthode DMM : Qp(D) = Tr<(F — eply,) (3D — 2D3)),
— pour la méthode OM : Q¢ (C) = Tr<(F —epln,)C(21y — C’tC’)Ct>.

On montre que la solution D* de (1.13) est 'unique minimum local de Qp. De
méme les solutions de (1.12), dont C*, sont des minima locaux de Q¢ [1]. Afin de se
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ramener & une méthode de complexité linéaire, on remplace ensuite les problémes
définis en (1.15) par

inf {Qc(C), €€ M(N,, N), C € Ge},

inf{QD(D), D e Mg(Ny), D € gD}. (1.16)

Sur le plan numérique, 'optimisation est réalisée par une méthode de gradient conju-
gué [113] avec une recherche linéaire adaptée [110]. Ces méthodes présentent 1’avan-
tage d’étre variationnelles malgré I'introduction de G¢ p. L’énergie approchée obte-
nue est toujours supérieure a I’énergie exacte. Les forces électroniques obtenues par
des formules analytiques se révélent en pratique suffisamment précises, et assurent
une dynamique moléculaire stable [23].

Ces algorithmes nécessitent un initial guess de bonne qualité afin

— de converger vers le mimimum local de (1.16) de plus basse énergie (rappelons

en effet que le minimum de (1.15), et par suite de (1.16), est —oco). On montre
que pour la méthode DMM, (1.16) admet un unique minimum local. Lorsque
S = Iy,, l'initialisation donnée par Dy = (1/2)ly, assure la convergence vers
ce minimum

— d’éviter une convergence tres lente.

Lorsqu’on considére un systéme dit ordonné (tel un enzyme ou une proteine), la
solution calculée au pas de temps précédent, proche de la solution cherchée, est un
bon initial guess. Cependant, I'obtention d’un bon initial guess se révéle difficile pour
la méthode OM car (1.16) admet de nombreux minima locaux d’énergie similaire
suite a la localisation imposée.

Concernant la méthode OM, on observe que le nombre d’itérations requis a la
convergence est d’autant plus grand que la dimension de G¢ est grande [87]. En effet,
plus la dimension de G est grande, plus le conditionnement, du probléme (1.16) est
mauvais, car lié a I'invariance de {2 par rotation orthogonale des colonnes de C.
Par ailleurs suite & la troncature des calculs, la solution approchée ne vérifie pas
la contrainte Tr(C'C?) = N a I'inverse des méthodes basées sur la matrice D pour
laquelle la contrainte linéaire Tr(D) = N est plus simple & assurer [9]. La charge
électronique totale p n’est donc pas conservée, ce qui est source de probléme a
I'intérieur de la boucle SCF [48].

Enfin, on souligne que les méthodes variationnelles se raménent a des méthodes
de pénalisation particuliéres [1].

1.3.2.2 Les méthodes de projection

Les méthodes de projection se basent sur la caractérisation de la matrice D
solution de (1.15) :

()=1 Y1<i<N

€

D = q(F) ¥ q tel que Z

Parmi ces méthodes, on trouve :
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— La méthode appelée Fermi Operator Ezpansion (FOE) [19,58] ou ¢ est formée
d’une expansion de polynémes de Chebyshev (7},),,
— une version simple des méthodes de purification de la matrice densité (McW)
[85,90] ot g est de la forme p™ avec p : x +—— 32?2 — 223,
Des polynomes de Chebyshev-Jackson [33], des fonctions rationnelles [56] ont été
aussi utilisés pour approcher la fonction q. Soulignons que la méthode DMM peut
s’'interpréter comme une méthode de projection si I'initial guess Dy est une fonction
de F.
L’algorithme correspondant a ces méthodes est itératif :
— initialisation : Dy = F = oF + 3 ot « et 8 dépendent de ¢, €n, et ep,
— passage de D, & D, :
1. FOE: D,y = D, + chn(F) ou (c,), désignent les coefficients de Che-
byshev de la fonction de Heaviside définie sur [—1,1].

2. McW : D,y = 3D2 — 2D3.

A chaque itération, le calcul de D,, est tronqué suivant Gp.

Ces méthodes sont plus simples & mettre en ceuvre et généralement plus rapides
que les méthodes variationnelles (moins d’opérations par itération, convergence qua-
dratique de McW sans troncature). Cependant, les forces électroniques, et donc les
simulations de dynamique moléculaire, sont moins précises que celles obtenues avec
des méthodes variationnelles. Par ailleurs, leur sensibilité a la stratégie de troncature
est plus importante. Notamment, on observe que la convergence du calcul n’est pas
nécessairement, plus rapide quand on augmente a dimension de Gp [42].

L’initial guess de ces algorithmes est fixé par la méthode de projection consi-
dérée. Par conséquent, aucune information donnée par le calcul au pas de temps
précédent dans le contexte d’une simulation de dynamique moléculaire ne conduit a
une accélération du calcul de D*.

Enfin, il existe une généralisation de la méthode FOE pour le calcul de C* connue
sous le nom de Fermi Operator Projection [58].

1.3.3 Insuffisances de ces méthodes

Les bases mathématiques des méthodes de complexité linéaire sont simples. Tou-
tefois I'obtention d’une méthode réellement de complexité linéaire requiert une stra-
tégie de troncature. Celle-ci se révéle difficile & mettre en ceuvre et en I’état, n’a
jamais été analysée rigoureusement. Notamment, on est amené a faire varier Ge p
au cours de I’algorithme [37] lorsque la structure de C* ou D* n’est pas connue g
priori. En outre, ces méthodes ont de nombreuses imperfections.

Connaissance de ¢p

Toutes les méthodes développées nécessitent la connaissance de er et pour cer-
taines de €; et ey,. Les deux derniéres quantités (ot une bonne approximation de
celles-ci) s’obtiennent avec une complexité O(N) par une méthode itérative comme
F' est creuse [116] ou a 'aide des formules de Gershgorin [119]. En revanche ep est
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plus difficile & calculer. En pratique, ces méthodes sont couplées & une méthode
itérative de Newton pour mettre a jour une approximation de e [94].

Passage au cas S # Iy,

Il s’effectue en introduisant des approximations supplémentaires. En effet, soit
on se raméne au cas S = [y, en calculant une approximation de la décomposition
de Cholesky de S~! [30], soit on utilise les généralisations des méthodes présentées.

— Les méthodes de projection se généralisent en remplacant F' par F =GS'F.
Cette matrice, dont on a remarqué le caractére creux [51], est calculée en
résolvant SF = F ou le masque de F , représentant I’ensemble des coefficients
non nuls de F, est défini a priori |89]. Par ailleurs, les méthodes de purification
de la matrice densité nécessitent S~! pour former I'initial guess généralisé. Une
bonne approximation de S~! dont le caractére creux n’est pas assuré est donc
nécessaire. Enfin, la matrice calculée est SD* et donc présente un caractére
moins creux que D*.

— Les méthodes variationnelles se généralisent en préservant leur caractére varia-
tionnel au prix d’un plus grand nombre de produits matriciels. Aucune approxi-
mation de S~ ou ST!F n’est en principe nécessaire. Cependant, le gradient
de la fonctionnelle généralisée proposée dans [86] pour DMM est inconsistant
numériquement [103], et déteriore les performances de DMM. Une adaptation
basée sur une approximation de S~'F conduit & de meilleures performances
de DMM. On aboutit a une conclusion similaire pour la généralisation de OM.
Par ailleurs, 'obtention d’un initial guess de bonne qualité pour les méthodes
variationnelles est encore plus difficile lorsque S # Iy, .

Parallélisme

Les méthodes présentées ci-dessus, exceptée FOE, sont basées sur des produits
matriciels et sont donc parallélisables. Dans la pratique, elles sont pénalisées par
de nombreux échanges d’information entre processeurs |26, 70|. La méthode FOE
fait intervenir seulement des produits matrice-vecteur et est donc plus efficacement
parallélisable [79].

Les méthodes basées sur C

Les méthodes basées sur D se révélent en pratique beaucoup plus performantes
que les méthodes basées sur C'. Toutefois, ces derniéres présentent des aspects sédui-
sants qui motivent une amélioration future. En effet, il est plus cotiteux d’une part
de stocker la matrice densité, méme creuse. D’autre part, dans certaines situations
(réactions chimiques, relaxation locale), la simulation de gros systémes conduit &
considérer une succession d’états perturbés localement. Il n’est donc pas nécessaire
de recalculer entiérement la matrice C* ou D* mais seulement une petite partie de
celle-ci. Comme les contraintes d’orthogonalité font intervenir des parties locales de
la matrice C (C!C; = d,;) au contraire de la contrainte D? = D, une telle procédure
est plus simple & mettre en ceuvre sur C* que sur D* : il suffit de laisser invariantes
les orbitales de Wannier (soit des colonnes de C*) dans le domaine qui ne varie pas
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et de recalculer les orbitales de Wannier (les autres colonnes de C*) dans le domaine
d’intérét.

1.3.4 Le traitement des systémes métalliques

Les méthodes de complexité linéaire ne sont pas adaptées au traitement des
systémes métalliques. En effet, sans stratégie de troncature, le nombre d’itérations
nécessaires n; pour converger a une précision donnée est n; ~ y~* avec « stricte-
ment positif. Par conséquent, le probléme pour les systémes métalliques (v ~ 0) est
mal conditionné. D’autre part, les matrices C* (pas d’existence d’orbitales de Wan-
nier suffisamment localisées pour ces systémes) et D* sont pleines. Il semble donc
impossible de les approcher correctement par un nombre d’opérations de complexité
linéaire avec N. Le constat sur les approches spécifiques pour le traitement de ces
systémes [18,53, 84| conforte ce point.

1.4 Vers une dynamique moléculaire ab nitio

L’incapacité des méthodes de complexité linéaire au traitement précis des sys-
témes métalliques n’autorise pas des simulations de dynamique moléculaire ab initio
pertinentes sur de tels systémes. On rappelle qu'un pas de dynamique moléculaire
est de I’ordre de 107'° seconde. A ce jour, des simulations avec N de 'ordre de 103
sur un temps 7' de 'ordre de 107! seconde sont accessibles alors que des valeurs
pertinentes seraient respectivement de ’ordre de 10* et 107¢. Pour de tels ordres de
grandeur, la dynamique introduite par Car-Parrinello est pour I'instant plus appro-
priée [28].

Le travail effectué dans la thése a consisté a apporter de nouvelles idées nu-
mériques au cours des différentes étapes décrites dans la section précédente pour
s’approcher de ces ordres de grandeur.

1.4.1 Les pseudo-potentiels (chapitre 2 de la thése)

Les pseudo-potentiels permettent de réduire considérablement la taille du pro-
bléme. Ils sont par conséquent couramment utilisés dans les codes de calcul de la
physique du solide, et de chimie moléculaire pour le traitement des atomes lourds.
Leur compréhension repose sur des arguments physico-chimiques simples. Toutefois,
la construction traditionnelle d’un pseudo-potentiel avec de bonnes propriétés pour
un nouveau systéme est difficile et reléve plus d’un art que d’une approche systéma-
tique maitrisée sur le plan mathématique et numérique. Il est notamment impossible
de vérifier a posterior: la précision d’'un pseudo-potentiel. Le chapitre 2, qui reprend
une note publiée en interne & EDF [A1], est une tentative de compréhension et de
formalisation mathématique de la construction d’un pseudo-potentiel. Méme pour
les systémes les plus simples, une compréhension mathématique de la construction
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traditionnelle d’un pseudo-potentiel semble encore hors de portée. Il en est autre-
ment de la méthode Plane Augmented Waves, dont on propose une description dans
un second temps, qui repose sur un principe variationnel susceptible de donner lieu
a de futures études mathématiques et numériques.

1.4.2 Le probléme électronique (chapitres 3-4 de la thése)

L’étape limitante lors de la résolution du probléme électronique est la résolution

d’un probléme aux valeurs propres généralisé associé a deux matrices creuses F et S
(si on utilise une base localisée) a chaque cycle SCF. Les alternatives développées a
ce jour conduisent & une complexité linéaire avec le nombre d’électrons du systéme
considéré. Ces méthodes ne sont toutefois pas encore satisfaisantes. Limitées au
traitement des isolants, elles présentent quelques insuffisances.
Par ailleurs, alors que les méthodes de décomposition de domaine [115| sont trés
répandues dans les autres domaines de la science du fait de leur capacité a utiliser
le parallélisme grandissant des ordinateurs, peu d’effort est observé dans le dévelop-
pement de ces méthodes pour le calcul de structures électroniques.

1.4.2.1 Le traitement des isolants (chapitre 3 de la thése)

En vue du développement ultérieur d’une méthode de complexité linéaire paral-
lélisable sur C' pour le traitement des systémes métalliques, une méthode de décom-
position de domaine est présentée pour le traitement des isolants dans le chapitre 3.
Cette méthode basée sur le calcul de C* présente une complexité linéaire avec N en
terme de temps de calcul et d’encombrement mémoire. Elle consiste en une résolution
du probléme (1.12) sur I’ensemble des matrices C' définies sur G :

inf {Tr(FCCt), C € M(N,,N), CtSC = Iy, C € gc}.

Cette méthode partage les propriétés des méthodes variationnelles et n’est pas sou-
mise aux insuffisances des méthodes de complexité linéaire actuelles :
— un initial guess de bonne qualité n’est pas toujours nécessaire,
— aucune information a priorisur le spectre de F' (telle la connaissance du niveau
de Fermi) n’est nécessaire,
— le traitement du cas S # Iy, ne demande aucune approximation supplémen-
taire,
— a l’instar des méthodes dites de décomposition de domaine, la méthode est
fortement parallélisable sur des machines & mémoire distribuée.
On observe dans les tests numériques effectués sur des polyméres monodimensionnels
simples (F et S bandes) que la méthode introduite converge trés rapidement quel que
soit I'initial guess vers une solution précise au contraire de DMM trés peu robuste
sur ce plan. Par suite, la méthode se montre plus performante en terme de temps
CPU et en terme de précision que DMM (en tout cas dans notre implémentation)
lorsque l'initial guess est mauvais. Toutefois, elle se révéle moins précise en terme
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de précision que la méthode DMM pour un temps infini lorsque I'initial guess est de
bonne qualité.

En terme de mémoire allouée, la taille mémoire requise croit plus rapidement pour

la méthode DMM que pour la méthode de décomposition de domaine développée. En
revanche, cette méthode requiert des ressources mémoire beaucoup plus importantes
pour le traitement de systémes physiques de petite taille.
Enfin, la mise & jour de quelques colonnes de C* suite & une perturbation locale du
systéme (et donc de F') peut en principe s’effectuer simplement dans 1’algorithme
présenté. Aucun test numérique n’a été toutefois effectué pour appuyer cette affir-
mation.

On reproduit en premier lieu dans le chapitre 3 un article soumis [A2]. Notons
que des améliorations algorithmiques des étapes locale et globale conduiraient trés
certainement & une performance accrue de la méthode présentée. En second lieu,
on donne une preuve de convergence de la méthode dans un cadre trés simplifié.
Bien entendu, des travaux plus approfondis d’analyse numérique et de nature plus
algorithmique sont a réaliser pour une meilleure compréhension et une plus meilleur
performance de I'algorithme développé.

1.4.2.2 Le traitement des systémes métalliques (chapitre 4 de la thése)

Dans le chapitre 4, on propose une adaptation des méthodes de projection pour
le traitement des systémes métalliques. Ce travail, commun avec Véronique Duwig
et Guy Bencteux (EDF) a fait l'objet d’un rapport interne EDF [128] et de com-
munications orales & des congrés [I1] [I2] [I3] [I4]. On se raméne au traitement d’un
isolant caractérisé par 7 = O(1) en créant un trou dans le spectre de F' autour du
niveau de Fermi. On calcule pour cela par ’algorithme Implicit Restart Algorithm
quelques éléments propres de F' autour de ce niveau. Dans un second temps, on
applique une méthode de projection (FOE, McW, DMM) de fagcon astucieuse pour
approcher seulement les coefficients D}; de la matrice D* solution de (1.13) tels que
F;; # 0. Une diminution de la complexité cubique avec N a été obtenue sur des
tests préliminaires effectués sur une matrice tridiagonale. L’obtention d’une telle
complexité suppose toutefois de connaitre a prior: le nombre d’éléments propres a
calculer et de ne pas demander une précision trop importante & la solution.

La méthode de décomposition de domaine présentée peut s’adapter de la méme
facon sans difficulté pour tout initial guess au contraire de la méthode DMM qu’on
sait adapter pour I'instant lorsque D est un polynome de F'.

1.4.3 La dynamique moléculaire

Une simulation de dynamique moléculaire revient & calculer une inconnue u; (ici
les matrices C; ou D; du point de vue algébrique, ou les fonctions ¢; du point de
vue continu) solution du probléme (ici le probléme electronique) noté (Pz) pour un
trés grand nombre de jeux de paramétres (ici positions des noyaux) z. Sachant que
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Z évolue lentement au cours de la simulation, on peut penser qu’il en est de méme
de I'information physique contenue dans u; et par conséquent que I'espace vectoriel
engendré par les solutions u; générées au cours de la simulation est de dimension
trés faible. Dans une telle situation, la méthode des bases réduites s’est montrée
pertinente dans d’autres domaines [131,134,135,140,144]. Ces techniques, associées
aux techniques d’obtention de bornes a posteriori, sont notamment trés efficaces
lorsqu’on est intéressé non pas par u; lui-méme mais par une fonctionnelle s(uz)
(coefficients de trainée et de portance en aérodynamique par exemple) [136-138|.

1.4.3.1 La méthode des bases réduites (chapitre 5 de la thése)

La méthode des bases réduites se divise en deux étapes [126] :

— On effectue une étape préliminaire qui consiste a résoudre le probléme (P;)
pour m configurations de référence xy, et a calculer des grandeurs R a partir
des solutions uz,. Ces calculs supplémentaires sont appelés plus communément
précalculs. On note B la base, dite réduite, formée par la famille des ugz, .

— Pour tout nouveau jeu de parameétres z;, on approche uz par uz de la forme

g = Y iz, (1.18)
k=1

Uz, est alors solution d’un probléme (P;) posé désormais sur les m coefficients
réels oy. (P;) est défini & partir de (P;), (1.18) et utilisant R.
Excepté pour les configurations précalculées 7y, la résolution de (P;) est remplacée
par la résolution de (P;) de dimension m bien inférieure a la dimension du probléme
(Pz). Il en ressort un gain total notable dés que le nombre de configurations z; a
considérer est grand comme c’est le cas en dynamique moléculaire.
Comme le choix optimal des configurations de référence z; assurant une préci-
sion suffisante n’est pas possible a priori excepté pour quelques problémes aca-
démiques [139], ces méthodes comprennent des estimateurs a posteriori qui donnent
une estimation de la précision de la solution approchée uz, [141,142,145] : si une
précision suffisante n’est pas atteinte, B est enrichie de 1’élément uz,.

Le développement d’estimateurs a posteriori précis et peu cotliteux est difficile.
Lorsque la difficulté du probléme est telle que leur obtention n’est pas possible, on
doit définir a priori une base B alliant précision et petite dimension. Lorsque le
domaine d’évolution des paramétres est connu, on peut choisir des configurations de
référence pavant plus ou moins ce domaine.

Lorsqu’on réalise une simulation de dynamique moléculaire, on ne connait pas a
priori I’évolution du systéme. Par ailleurs, quelques tests effectués sur des systémes
simples montrent que le traitement d’une simulation dans son intégralité par une
base B fixe se traduit par une trop grande dimension m. En revanche, des tests
montrent que chaque solution u; peut s’exprimer avec précision par une combinaison
linéaire d’un petit nombre de solutions calculées a des pas de temps précédents. La
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pertinence de ’approche des bases réduites se traduit donc par la gestion dynamique
de B. Dans cette optique, il reste a définir des critéres pour réduire la base B.

1.4.3.2 Les difficultés liées au probléme électronique

La méthode des bases réduites exige de développer des estimateurs a posteriori
mais en tout premier lieu de définir un probléme (7555) et un algorithme, qu’on appelle
par la suite algorithme base réduite, pour la génération d’un solution approchée u;
de uz. Comme on le verra dans le chapitre 5, cette tache est immeédiate lorsqu’on
considére le probléme (P;) suivant ou & est un réel positif

—Au+zu = [ dans (),
(77;,;){ U = 0 sur 0f).

La situation est différente lorsqu’on considére un seul atome de charge z. Les équa-
tions d’Euler-Lagrange associées au probléme électronique s’écrivent pour le modéle
RHF sans pseudo-potentiel

(

Ny ! ) ~ ), = =1 N
5 bi + x¢z‘—|—(P*m)‘bi_;(@%’*m)@_ei@ t= 44
N

p(z) =2 d}(z), Vs G (1.19)

/RS $idj = 0ij.

\

Ces équations présentent quatre difficultés :

— elles sont non linéaires en les fonctions ¢;,
— elles sont non affines en les paramétres 7,
— le probléme est vectoriel (N fonctions ¢;),
— les contraintes sont non linéaires et en grand nombre : N(N + 1)/2.

Afin de surmonter les deux premiéres difficultés, une adaptation générale de la
méthode des bases réduites est proposée dans un cadre général : une base réduite est
définie pour approcher chaque terme non linéaire en I’inconnue et chaque terme non
affine en les paramétres. Elle est présentée sous la forme d’une note CRAS publiée
en 2004 [A3] reproduite dans la deuxiéme section du chapitre 5.

Les troisiéme et quatriéme difficultés compliquent sensiblement la construction
d’un algorithme de base réduite efficace. Nos investigations pour le traitement de
ces difficultés se raménent aux conclusions suivantes. Concernant le traitement de
la troisieme difficulté, deux stratégies sont possibles.

— Pour chaque ¢;, on définit une base réduite B; formée de m fonctions (¢;) i

on pose ensuite

V1<i<N, ¢ = Z%,k(@)%-
k=1
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Une telle approche conduit au mieux & un algorithme base réduite de com-
plexité O(N) comme on se raméne & un probléme sur les O(N) inconnues
(679 k’)

~ On définit une base réduite (¢},...,d% )y formée de m N-uplets (¢¥)= n,
I’algorithme base réduite consiste ensuite a chercher ¢; de la forme

VISi<N, ¢i=) o).
k=1

Comme on utilise les mémes inconnues 4, pour approcher chaque ¢;, un al-
gorithme base réduite de complexité indépendante de N semble possible. Des
tests préliminaires montrent que la dimension m est bien supérieure aux di-
mensions m; introduites dans la stratégie précédente. Suite a I’augmentation
notable des précalculs, une telle démarche ne peut pas étre mise en place pour
des systémes réalistes.

Quelle que soit la stratégie choisie pour traiter la troisiéme difficulté, le probléme
base réduite pour 'ordre de grandeur de N visé est de dimension trés inférieure au
nombre de contraintes & imposer. Il est donc nécessaire d’'imposer les contraintes
de facon plus faible tout en assurant la convergence vers une solution approchée
uz proche de la solution uz. Dans cette optique, on s’est inspiré des méthodes va-
riationnelles de complexité linéaire en appliquant la méthode des bases réduites au
probléme (1.15) posé en terme de matrice densité. Ce travail préliminaire réalisé
durant le CEMRACS 2001 a abouti & des résultats encourageants méme si seule
une amélioration du préfacteur des méthodes de complexité linéaire & défaut d’une
amélioration de la complexité avec N semble envisageable.

Par ailleurs, les solutions ¢; présentent des pics en les positions des noyaux Zy.
La méthode des bases réduites n’est donc pas applicable directement sur les ¢;.
Lorsque les x; ne sont pas centrées en les noyaux (Eléments Finis, différences finies,
ondes planes), une premiére démarche consiste a définir dans un premier temps une
transformation adaptée 7; qui associe a toute solution ¢; une solution v; = 7;¢;
définie sur un domaine ot la position des noyaux est fixe. On écrit ensuite le probléme
électronique en les ¢);, puis on utilise la méthode des bases réduites pour approcher
les ;.
Lorsque les x; sont centrés en les noyaux, une seconde stratégie consiste a définir un
algorithme base réduite sur la quantité algébrique C;z ou D;. Cette approche est plus
simple & mettre en ceuvre en particulier lorsque la définition de la transformation
7T est difficile, soit dés que le nombre de paramétres est supérieur & quelques unités
(par exemple, quelques atomes dans ]R?’). En revanche, elle est moins satisfaisante
que ’approche continue pour laquelle on peut utiliser la stratégie présentée dans la
deuxiéme section du chapitre 5 et développer plus classiquement des estimateurs a
posteriori.
On rappelle que l'introduction des pseudo-potentiels a pour effet de régulariser les
fonctions ¢; autour des noyaux. Il n’est donc plus nécessaire de définir une transfor-
mation 7;. Aucun travail dans cette direction n’a été réalisé.
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Suite a ces difficultés, on s’est affranchi des troisiéme et quatriéme difficultés en
réalisant des tests “académiques” sur des “systémes école”. Ces systémes écoles ont
permis de tester I'approche sur I'ion H, et la molécule H, traitée par le modéle
RHF (N = 1). Le paramétre p est la distance entre les noyaux d’hydrogéne. On a
fait 'hypothése d’une symétrie cylindrique et la fonction ¢, solution de (1.19) est
discrétisée sur une base y; d’Eléments Finis P,. La définition de 7, est simple dans
ce contexte. Ainsi, on se raméne a un probléme posé sur une fonction v, = 7,0, a
laquelle on applique la stratégie présentée en seconde partie du chapitre 5 pour le
traitement du terme de Coulomb et du terme dépendant du potentiel nucléaire.

Dans la premiére section du chapitre 5, on présente dans un premier temps le
principe général de la méthode des bases réduites sur un exemple simple. Dans un
second temps, on décrit les résultats obtenus sur quelques systémes école considérés
en vue de la mise en pratique future de ’approche base réduite sur des systémes
moléculaires réels.
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Chapitre 2

Les pseudo-potentiels

Les pseudo-potentiels basés sur les principes ab initio ont été introduits dans
les années 40 en physique du solide par Herring [67] et en chimie quantique dans
les années 60 par Phillips et Kleinman [73|. Leur introduction est motivée par le
principe chimique connu sous la dénomination d’approrimation des ceeurs gelés : la
plupart des phénomeénes chimiques sont déterminés par les électrons de valence et
non par les électrons de cceur |[91]. Plus précisément, les grandeurs pertinentes d’un
point de vue physico-chimique sont en fait les orbitales de valence a l’extérieur de
régions entourant les noyaux du systéme. Ainsi, & chaque atome, on peut associer un
coeur, qui coincide avec la région de localisation des orbitales de cceur associées, dans
lequel les orbitales sont peu influencées par le milieu externe. Il n’est donc d’aucun
intérét de calculer exactement les orbitales de cceur et les orbitales de valence dans
les cceurs de chaque atome [102].

Dans cette optique, on introduit pour chaque atome un opérateur, appelé pseudo-
potentiel, qui réalise I’approximation de l’interaction entre électrons de cceur et
électrons de valence. Une fois ce potentiel ajouté au potentiel coulombien de chaque
noyau, on est raméné a I’étude d’un systéme constitué de pseudo-atomes présentant
un plus petit nombre d’électrons (il n’y a plus d’électrons de coeur) pour lesquels les
orbitales de valence sont plus simples & représenter [65].

La premiére approche consiste & approcher le potentiel d’action des électrons de
coeur de chaque atome du systéme par un potentiel obtenu par un calcul ab initio
précis effectué sur chaque atome du systéme, pris isolé et dans un état électronique de
référence. Les pseudo-orbitales associées a ces potentiels coincident avec les orbitales
de valence qu’on obtiendrait par un calcul ab initio complet du systéme. En parti-
culier, ces pseudo-orbitales présentent dans les coeurs des atomes un grand nombre
d’oscillations dont le traitement numérique est difficile pour une base d’ondes planes
ou d’orbitales définies sur une grille et, dans une moindre mesure, pour une base de
gaussiennes. Comme les informations relatives & la partie des orbitales de valence
située dans le coeur sont peu pertinentes d’un point de vue physico-chimique, on dé-
veloppe, dans une seconde approche, des pseudo-potentiels, appelés Effective Core
Potentials, dont découlent des pseudo-orbitales & la fois moins oscillantes dans les

23



24 Chapitre 2 : Les pseudo-potentiels

coeurs des atomes, et qui coincident avec les orbitales de valence exactes hors du
ceeur de chaque atome. Les pseudo-orbitales dans les coeurs des atomes étant moins
oscillantes, elles admettent une représentation plus simple avec les bases usuelles,
d’otl une réduction du coft calcul.

Bien que cette démarche procéde d’arguments physico-chimiques simples et 1é-
gitimes, il n’en existe pas de validation rigoureuse, méme pour les systémes les plus
simples. Une mesure de la qualité d’un pseudo-potentiel est sa transférabilité qui
s’identifie & sa capacité a pouvoir étre utilisé dans des situations autres que la situa-
tion de référence qui a servi a sa construction. On observe que seule la comparaison
numérique permet de prédire a posterior: la transférabilité d’un pseudo-potentiel
donné pour une situation donnée. La génération de bons pseudo-potentiels requiert
un réel savoir-faire, qui semble hors de portée des arguments mathématiques dont on
dispose a I’heure actuelle. Cependant, il est important de moduler ce constat selon
le domaine dans lequel on se place. En effet, les domaines de la chimie moléculaire
et de la physique du solide différent par les bases et modéles utilisés, les systémes
physiques étudiés et les propriétés cherchées.

Dans les quatre premiéres sections, on précise ce qui est dit précédemment en
suivant le méme fil conducteur. Dans la derniére section, on présente la méthode
PAW introduite par Blochl en 1994 [22]. Cette méthode procéde d’une approche
variationnelle et pourrait donner lieu & des études mathématiques et numériques.

Enfin, les pseudo-potentiels sont incontournables pour le traitement des atomes
lourds, les électrons de coeur étant soumis a des effets relativistes. La prise en compte
de ces effets conduit & considérer des modéles relativistes de Dirac-Fock beaucoup
plus complexes et colteux que les modeéles non relativistes [93]. Comme les élec-
trons de valence responsables de la liaison chimique ne sont pas soumis a ces effets,
on construit un pseudo-potentiel relativiste pour chaque atome en considérant un
modeéle relativiste sur I’atome isolé. On renvoit le lecteur aux références suivantes
pour la construction de ces pseudo-potentiels [62,74]. Dans la suite, on ne tient pas
compte du spin et (J]");>0,—1<m<: désignent les harmoniques sphériques.

2.1 La méthode des pseudo-potentiels

Pour plus de clarté, on présente dans un premier temps la méthode des pseudo-
potentiels sur un systéme constitué d’un seul atome. L’influence du milieu extérieur
sur cet atome est modélisé via un potentiel extérieur.

On indiquera sommairement dans un second temps la facon dont les pseudo-potentiels
sont utilisés pour le traitement des systémes moléculaires.

2.1.1 Un probléme atomique type de la chimie quantique

On considére un noyau de charge z situé en z € IR® entouré de N électrons, le
tout placé dans un potentiel extérieur V,,. L’état électronique fondamental de ce
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systéme s’obtient en résolvant les équations RHF ou KS
Les (14, €;); sont les N plus petits modes propres de
(P)|| V1<i<N, —lm/;i + (Ve + Vea )b + KFHEES(0) 4y = 005, (2.1)
V1<i,j<N, (vi1;) =70,

avec
61§---§€i§~~~§€N~
Le potentiel nucléaire V,,,. est défini par
Vo e R Vilz) = ———
|z — 7|
et, en notant W la famille des fonctions (¢;);—1 n,
1
Ve IR, (KM (0).0) (@) = Tpe)@)b(@) - 5 (Kre)0) @),

Ve PR, (KFSW)0) () = Too) (@)(@) + aclpo) @) (),

avec

Vee R, S = [ L4,

voe R, (K = [ TR0

N
Vo eR®, pylz) =) |i(z)?
i=1

N
Va,y € RP, ruley) =) i) (y).
i=1
Enfin, p..(p) est le potentiel d’échange-corrélation (introduit a la section 1.2.1) dé-
pendant de p. On note N, respectivement N,, le nombre d’électrons de coeur, res-
pectivement de valence, de I’atome. On introduit les notations suivantes :
— pour tout 1 <i < N., ¢ =1);, (orbitales de cceur de 1’atome),
— pour tout 1 <i < N,, ¥/ =1;yn., (orbitales de valence de I’atome),
— pour tout 1 <i < N, € =¢; (énergies monoélectroniques des électrons de
ceeur),
— pour tout 1 <i < N,, € =¢,n,, (énergies monoélectroniques des électrons
de valence).
Notons bien que ces quantités sont relatives & un calcul effectué sur le systéme
perturbé par le potentiel extérieur. Dans la suite, C est une notation simplifiée pour
JCREEES ] faut toutefois garder & 'esprit que, contrairement & X5 KCRHE plest
pas un potentiel local (i.e. un opérateur multiplicatif).



26 Chapitre 2 : Les pseudo-potentiels

2.1.2 Introduction de problémes de référence

On introduit un probléme de référence (P,) ou 'atome est dans un état élec-
tronique donné. Généralement, on choisit le fondamental de 1’atome neutre. Les
équations d’Euler-Lagrange (P,) associées a ce probléme s’écrivent

Les (97, €}); sont les N plus petits modes propres de

1
(Pr) || VI<i<N, =AY + Vit + K(V,) 4] = €7, (2.2)

avec ¥, = (Y7 )1<i<n €t
e <...<¢€ <...< ey

De la méme fagon que précédemment, on pose,

Vi<i< N, vt o= Y
\V/]-SZSNM ;ﬂ) = ;+NC7
V1<i<N,, e = €,

. rvo
V1<i<N,, €& = €N,

2.1.3 Approximation des coeurs gelés

L’approximation des coeurs gelés a la base de I’introduction des pseudo-potentiels
s’écrit,

V1<i<N., VzeR, ¢i(z)~y(z), (2.3)
V1<i<N., € ~¢", (2.4)
VI<i<N, Vzes&, (x)=y"(x), (2.5)

r,c

ou S¢ désignent le coeur de I'atome ol sont localisées les orbitales de cceur ),

correspondantes. C’est en pratique une sphére de rayon r. centrée sur le noyau.

2.1.4 Récriture du probléme modéle
Le probléme (P) se récrit
( Les (¢, €¢;); sont les N plus modes propres de (2.1a)
1
V1<i< Ny =AU+ (Ve + Ve )07 + K(T)05 + K(UY)07 = €y, (2.10)
1
V1<i<N, —§AM“F@mu+%ﬁ¢$+K@ﬁ¢f+Kﬂm¢f=dWﬂ (2.1c)

V1<i,j< N, (¢f,4) =dy, (2.1e)

R

| VI<i< N, V1I<j< N, (@,¢45)=0. (2.1f)
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avec U¢ = (¢§)1<i<n, et U’ = (¥7)1<i<n,. Le seul ingrédient pour passer de (2.1)
a (2.1a) — (2.1f) est l'utilisation de la linéarité de K comme fonction de la matrice
densité & N corps. Cette propriété est vérifiee par K#F. En revanche, elle n’est
plus vraie pour %%, On la justifie en faisant I’hypothése d’une séparation spatiale
totale entre les densités de cceur et de valence. Lorsque cette hypothése se révéle
trop forte, il est nécessaire d’introduire des corrections de coeur non linéaires [35,82].

Ainsi, le calcul de (17, €!); se raméne a la résolution du systéme d’équations

i €
Les (¢7,€}); sont les N, plus petites solutions de

1
V1<i< Ny, =A%+ (Viwe + Vea U7 + K(T)07 + K(97) 47 = €7,
V1< < N, V:Lf;j <N, ( ; ¢?)::07

PRI

avec

Il s’agit quasiment de la résolution d’un systéme d’équations RHF-KS modélisant
un atome constitué de N, électrons et d’un noyau dont ’action sur les électrons
est donnée par 'addition du potentiel extérieur V., et du potentiel total Vi =
Viwe + K(¥€) qu’on ne connait pas a priori. De plus, il reste a s’affranchir des
contraintes (2.1f) si l'on veut retrouver exactement un probléme de type RHF-KS.
On introduit alors un pseudo-potentiel V7* et on approche le probléme (P) a N =
N. + N, électrons par le probléme (PP°) a N, électrons défini par

Les (¢”, €’"); sont les N, plus petites solutions de

1

(PP)|| V1<i <Ny, =586 + (Vae + Ver) 87" + VPO 4+ KC(OP).07° = ° 47",

V1<i,j<N,, fs,gb?s) = 0ij.

La résolution de (PP*) est moins cotiteuse que la résolution de (P) parce que N, < N
et surtout parce que, les pseudo-orbitales ¢!, nous le verrons plus loin, sont plus
réguliéres que les orbitales 1)) et peuvent donc étre développées sur une base d’ondes
planes de plus petite taille. Comme on ne s’intéresse d’un point de vue physico-
chimique qu’aux énergies monoélectroniques et a ’expression des orbitales de valence
en dehors de la régions du ceur (car c’est 1a que se manifestent les phénoménes

chimiques comme la création de liaison), on cherchera V?* de sorte que
VISi<N, Vrg¢s o) =ui(o), (2.6)

VI<i<N, & =¢. (2.7)

3 K3

De plus, si possible, on cherchera a obtenir des pseudo-orbitales ¢!* qu’on puisse
correctement représenter dans S¢ par des bases d’ondes planes de petite taille afin
de diminuer le cott de la résolution de (P?*).
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La construction d’un pseudo-potentiel VV?° nécessite a priori la connaissance
des orbitales exactes v; dans le cceur §¢ de I'atome, qu’on veut éviter de calculer. Il
semble donc naturel, a la vue des propriétés (2.3)-(2.5), de poser

T (2.8)

ou le potentiel VP° est un pseudo-potentiel introduit de la méme maniére que le
potentiel VP* ci-dessus mais pour le probléme de référence (P,) défini en (2.2) et
qu’on résoudra une fois pour toutes. On fait correspondre a (P,) le probléme (PF?)
défini par

Les (¢;7°,€;"); sont les N, plus petites solutions de

7

1
(PEY|V1I<i< N, =A@ + Vet + VP GIP + KC(OF). 07" = el PP,
Vi S Zaj S Nv7 %¢z’p87 (b;’ps) = 52]7

avec
P < < <L <R,
tel que
V1<i<N,, Vz¢S, ¢ () =1y"(), (2.9)
V1<i<N, e"”=¢€", (2.10)

avec des pseudo-orbitales ¢;”° qu’on puisse correctement représenter dans S¢ par

des bases d’ondes planes de petite taille.

On a donc ramené le calcul du pseudo-potentiel V?* au calcul d’un pseudo-
potentiel V?° adapté a un systéme de référence, calculé une fois pour toutes. On pro-
pose de décrire sommairement les principes de construction de ces pseudo-potentiels
VP® dans la section 2.2. Dans un deuxiéme temps, on s’interrogera sur la validité,
au sens des propriétés (2.6-2.7), du choix (2.8).

2.2 Les méthodes générales de construction

On appelle (2.1f") I'analogue de la condition (2.1f) pour le probléme (P,),
soit

VI<i<N, VI<j< N, (" 95 =0. (2.1f7)

Cette condition permet de ne pas retomber sur les orbitales 1. lorsqu’on résout
(Prs) avec VP = IC(W¢). S’affranchir de (2.1f") nécessite de perturber le choix de
VPs de fagon & faire coincider des couples (¢;7°, €;"*), vérifiant (2.9) et (2.10), avec
les plus bas niveaux du potentiel —1A + V., + VP* + KC(PP*).

La premiére approche, a la base des Potentiels Modéles [20], consiste a remonter suf-
fisamment les niveaux d’énergie associés aux orbitales v;“. Les pseudo-orbitales ¢

solutions de (PP*) s’identifient aux orbitales 1]’ sur tout IR®. La relation (2.1f7),
vérifiée par les pseudo-orbitales ¢, n’est plus nécessaire.
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Dans la seconde approche, a la base des Effective Core Potentials [46], on
perturbe le potentiel d'une facon telle que les orbitales 1] ne soient plus des fonctions
propres de Popérateur —1A + V. + VP* 4+ K(¥?2). On cherche en effet des pseudo-
orbitales ¢;"* solutions de (PP*) qui, d’une part s’identifient aux orbitales v, hors
de 8¢, et d’autre part, oscillent beaucoup moins dans S¢ que les orbitales ;. Les
pseudo-orbitales ¢.”* ne coincident plus dans S¢ avec les orbitales ;. Ainsi, la
relation (2.1f"), non vérifiée par les pseudo-orbitales ¢;”°, n’a plus & étre prise en
compte.

Suite a 'approximation des coeurs gelés, il est naturel de penser que I'action
du pseudo-potentiel V?* sur la partie des orbitales v} située dans S¢ s’identifie a
son action sur la partie des orbitales ;" située dans S°. Ainsi, en pratique, on
néglige ensuite la condition (2.1f) lors du calcul sur le systéme moléculaire dans son
ensemble avec le pseudo-potentiel V7%, Bien siir, une telle démarche reste a éclaircir
d’un point de vue mathématique.

2.2.1 Les Potentiels Modéles

Les Potentiels Modéles ont été introduits pour des modéles de Hartree-Fock
et sont donc trés répandus dans le domaine de la chimie moléculaire. Leur principe
est facilement applicable a des modéles de Kohn-Sham plus communs en physique
du solide.

Dans un premier temps, on approche /C(W¢) par un potentiel local V'™ de la
forme suivante

2
—oyTr

N, e e
pm __ -'¢C ,
V= ==Y A,
r , r
J=1
Ensuite, on rajoute a I'opérateur V,,,. + V™ un terme supplémentaire V2% défini
par
Ne
add __ r,.C 7,
Vi = E €| ) (i,
i=1
avec ¢ tel que
e+ert > ey
de maniére a remonter suffisamment les niveaux d’énergie € “, et donc, de s’affranchir
de (2.1f"). Les paramétres (A;, oj);j=1.n, €t n, sont ajustés de facon a retrouver les
orbitales 1" et les niveaux €," lors de la résolution de (P?*) avec

Vps — |/pm 4 Vadd.

Par construction, les relations (11) et (12) sont vérifiées puisque les pseudo-orbitales
¢.7° ’identifient aux orbitales 1)."" partout. En outre, comme on ajuste les para-

métres a partir de solutions issues de la résolution de (P??), cette procédure est
consistante avec le calcul de référence.
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2.2.2 Effective Core Potentials

Les pseudo-orbitales ¢, ", calculées par les méthodes a base de Potentiels Mo-

déles, gardent le caractére oscillant des orbitales ¢, dans S¢, ce qui, on le rappelle,
entraine un colit numérique important inutile. On se propose donc de construire un
pseudo-potentiel VP de facon a ce que les pseudo-orbitales ¢;”* solutions de (PF?)

oscillent le moins possible dans S¢, et coincident avec les orbitales ;" seulement en
dehors de S° [46].

2.2.2.1 Forme générale

Le probléme (P,) est associé & un systéme a symétrie sphérique. C’est pour-
quoi, on cherche en pratique VP sous la forme de I'opérateur de noyau

VP (r,r') = Viae(|r]) o (r — 1)
lmaz 1

2D \M’”>(Vz(\'f’\) —Woc(\r|))5<\r| _ |r’|)<ylm}7 (2.11)

=0 m=-1

L’entier [,,,, est généralement égal & [y + 1 ol [y est le nombre cinétique le plus élevé
atteint par un électron de valence de I’atome. La forme (2.11) se justifie lorsqu’on
considére des électrons de valence appartenant & une méme couche électronique
[46]. Dans le cas contraire, on développe des méthodes plus complexes (Vanderbilt
par exemple) de mise en ceuvre trés difficile [101]. C’est pourquoi, il est courant,
notamment en chimie moléculaire, de garder la forme (13), qui conduit cependant a
des pseudo-orbitales ¢;"* plus oscillantes.

2.2.2.2 D’un point de vue numérique

On distingue trois approches pour I'obtention de pseudo-potentiels de type
ECP.

La premiére approche repose sur un paramétrage de V?* [15]. Les paramé-
tres sont ajustés de fagon a recouvrer les orbitales ;" hors de S° et les niveaux
d’énergie €. par la résolution de (P?®). Cette approche est différente de Papproche
des Potentiels Modéles ol on cale le pseudo-potentiel V?° de facon a recouvrer les
orbitales partout. On garde toutefois la consistance avec le calcul de référence.

La seconde approche repose sur un paramétrage des pseudo-orbitales ¢
[61,72,95,100]. Les paramétres sont ajustés de fagon a recouvrer les orbitales ;"
hors de S¢, et, & minimiser la complexité numérique des pseudo-orbitales ¢;”* dans
S¢. Ensuite, le pseudo-potentiel V/7® est obtenu en inversant les équations radiales
du modéle (RHF, KS) a partir des pseudo-orbitales ¢;”® construites et des niveaux
d’énergie €. (voir ci-dessous). Une telle procédure est plus simple & mettre en ceuvre
que la précédente. Cependant, on n’est aucunement assuré que les couples (¢, €.")
sont solutions de (P??), bien qu’ils vérifient les équations de (PP?).
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Ces deux approches sont qualifiées “Shape Consistent” car les pseudo-orbitales
¢." sont forcées numériquement & coincider avec les orbitales 1" hors de S¢.

Enfin, des FCP dits “Energy Consistent” ont été développés dans le domaine
de la chimie moléculaire [41]. La forme paramétrée du pseudo-potentiel VP* est ajus-
tée de facon a retrouver des différences d’énergie totale entre différentes configura-
tions électroniques de l’atome. Le pseudo-potentiel V.?* construit par cette approche
conduit & des pseudo-orbitales trés similaires aux pseudo-orbitales issues des EFCP
“Shape Consistent”.

Les Potentiels £C P “Shape Consistent” ont été développés indépendamment
pour les modéles Hartree-Fock [34, 63| et les modeéles DFT [15,101]. Les deux tech-
niques de construction présentées peuvent s’appliquer aux modéles HF et DFT. Dans
la pratique, pour une modélisation Hartree-Fock, I’approche basée sur un fittage de
V.P% est la plus répandue. Par contre, pour une modélisation DFT, I’approche basée
sur le fittage des pseudo-orbitales est la plus utilisée.

2.2.2.3 Reésumé schématique dans ’exemple de la génération d’un ECP
“shape consistent” par fittage du pseudo-potentiel

— (i) On calcule les orbitales 1] avec précision, sur base grande, comme les
solutions de (P,).

— (42) On choisit une forme paramétrée pour Vi, et V; pour tout 0 <[ < l,,4z-

— (i77) On ajuste les parameétres introduits de fagon a ce que les solutions (¢;"”, €,

du probléme (PF?) avec

vEs(Irl, ') = Vzoc(l|7“|)5(7” — ')
30D ) (V) = ViaeIrl) ) (Il = 1) (77
=0 m=-1
vérifient

;77 =" a lextérieur du ceeur,

¢:7° a peu d’oscillations dans le cceur,

ps T,
€ =€ .

Le détail de la pratique de cette étape (7ii) reste un peu mystérieux.
— (iv) On résout (PP®) avec VP* ainsi défini.
Rappelons que cette procédure de construction de VP* est consistante avec le calcul

de référence (PP°) car on ajuste les paramétres a partir des solutions de (PF?).

2.2.2.4 Reésumé schématique dans ’exemple de la génération d’un EFCP
“shape consistent” par fittage des pseudo-orbitales

— (7) On calcule les orbitales )] avec précision, sur base grande, comme les
solutions de (P,).

)
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— (44) On se donne une base petite, on cherche (par méthode des moindres carrés)
des ¢ sur cette petite base qui approchent au mieux

;" a Dextérieur du ceeur,
¢."° a peu d’oscillations dans le cceur.

— (447) On inverse les équations radiales du modéle adopté pour trouver VP°,
c’est-a-dire (dans un cas simple)
— (a) pour chaque [, on note i(l) l'orbitale de valence de nombre cinétique [,
et de nombre quantique n le plus élevé.
— (b) On pose, pour tout 0 < I < 00,

O+ BATE — Vel — K(O2) 07

V(i) = Pl ,

ot K peut indifféeremment désigner K% ou K. Le membre de droite est
bien une fonction de |r| (et non de r) car on considére seulement la partie
radiale de la pseudo-orbitale gb dans la formule donnant V, (|T|)

— (¢) On pose

‘/EOC:V

— (d) On construit

VEE (Il Ir']) = zoc(ITI) (r =)

lmaz

+Z Z }ylm>< rl) —Vloc(|7“|))5<|r| — |r’|><ylm‘

=0 m=—1
Au membre de droite, le premier terme est local, le second est non local.
— (iv) On résout (PP®) avec VP* ainsi défini.
Rappelons que cette procédure de construction de V** n’est pas consistante avec
le calcul de référence (PF*), bien que les équations de (PP°) soient vérifiées par
les couples (¢.", €."). En aucun cas, on ne sait montrer que (47", €;"*) sont les

i 06 ) 7

solutions de (PP*).

2.2.2.5 La forme non séparable de Kleinman-Bylander

La partie semi-locale du pseudo-potentiel VP* défini en (2.11) méne lors de la
résolution du probléme (PP®) aprés discrétisation sur une base (,)i=1,n, au calcul
de Ny(Np + 1)/2 intégrales de la forme

visusesy [([ o) (] o) (i-vin e a
T P P

Cette voie empruntée dans un premier temps [21] se révéle trés cotteuse. Afin
de réduire le cotit de calcul de ces intégrales, Kleinman-Bylander ont proposé de
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transformer la partie semi-locale du pseudo-potentiel VP [75] par

S Z |Bn” (Vi = Vioe) (D (Vi = Vioc) |

=0 m=—1 <¢l - ‘ Vi = Viee } (bl 7ps>

ou chaque fonction ¢;** désigne la fonction ¢;*°Y)", ¢;"* correspondant aux nombres
quantiques [ et m. On est donc ramené au calcul de N, intégrales de la forme

V1<u< N, /(bl’psV Viee) X u

Le probléme majeur d’une telle transformation réside dans la non localité du
pseudo-potentiel généré. On observe ’apparition d’états, appelés ghost states cor-
respondant a des fonctions propres nodales associées a des valeurs propres inférieures
a celles associées aux ¢;”° [59]. Afin de s’assurer de 'absence de tels états, ’alter-
native la plus répandue consiste a choisir la partie locale V. du pseudo-potentiel
total égale a 'opérateur local V; associé a l'orbitale de moment cinétique le plus
élevé, soit Vi,q. |46]. Ensuite, on ajuste le rayon de cceur r. de maniére a vérifier la
non-existence d’états fantémes par une procédure développée dans [60].

2.3 Le traitement des systémes moléculaires

On considére dans cette section un systéme moléculaire isolé comportant M
atomes (Ay)r—1,n de numéro atomique (zj)i1<g<ps. Soient N le nombre total d’élec-
trons du systéme et (Zj)g—1 s les positions des noyaux. L’état fondamental électro-
nique de ce systéme s’obtient en résolvant les équations RHF ou KS

Les (1;,€;); sont les N plus petits modes propres de
1
(P)[| v1<j<N, —§A¢j + Vaucthy + KBRS (W) 4 = 595, (2.12)

ou ¥ désigne la famille des fonctions (¢;)i1<;<n et
€1§...§€j§...§€]\[.

Le potentiel nucléaire V,,,. est défini par

M
2
\V/IL'ER3, nuc E V;c _E |ZL‘—£‘]€’
k=1

et

=z

Vre ]R'?’) ;0\1/ Z W] ;
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N
Va,y e R, mo(z,y) =Y o) (y).
j=1

Désormais, les orbitales ¢; ne sont plus localisées autour d’un seul noyau. Tou-

tefois lorsque les coeurs des atomes du systéme ne se recouvrent pas, on remarque
qu’une partie des orbitales ¢); (les orbitales de plus basses énergie) appartiennent
quasiment au sous-espace vectoriel engendré par les orbitales de cceur des atomes
calculées dans I’état de référence.
Afin d’illustrer cette propriété, on considére le systéme moléculaire formé de deux
atomes de carbone. On désigne par p la distance internucléaire et par ], l'orbitale
de coeur 1s de I'atome de carbone isolé placé a l'origine. On note r. le support de
17],. Pour des valeurs de p supérieures a 2r, les deux orbitales 1; et 1)y de plus basse
énergie du probléme (P) sont représentées sur la Figure 2.1.

Y1 2

JU AL

—p/2 o /2 —p/2 o

FiG. 2.1 — Profil des fonctions v; et 5.

On observe numériquement pour tout z € R,

i(x) ~ (U4 p/2) + Uz — p1/2)) V2
dale) = (Whlotu/D) —f o —p/2) V2

Soient ¢ = (U1 + 12)/V2 et ¢y = (11 — 1b3)/V/2 les fonctions représentées sur la
Figure 2.2, on a pour tout x € R?,

{ Gr(x) >~ Pi(r+p/2)
Ga(x) =~ i (z —p/2)

Par suite lorsqu’on considére un systéme moléculaire, on définit en pratique pour
pour chaque atome :

— un nombre d’électrons de coeur Ny,

— un rayon de coeur 7.z,

— un probléme de référence (P, ) (posé sur 'atome A isolé) pour lequel on
calcule un pseudo-potentiel V"
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P1 P2

—un/2 0 /2 —pn/2 0 /2

F1G. 2.2 — Profil des fonctions ¢, et ¢,.

On approche ensuite le probléme (P) & N électrons par le probléme (P?P*) & N¥ =

M
N — Z N électrons défini par
k=1

Les ( ?S, €§3) ; sont les NV plus modes propres de

1
(PP) || V1S5S Noy — S A0 4 Vil + VPG 4 K(07).60° = o,
V1<ij <N, (¢ ¢7) =0y,

avec
e’ < §e§5<...§e’j\}l
et
M
Ve =3 "VE (2.13)
k=1

Les configurations de référence pour chaque atome Ay sont choisies de sorte que
VI<j<N, Vg8 ¢ (z) =iy (), (2.14)

vV1<j5<N,, e?s ~ E}’JFNC (2.15)

C __ M C
avec S = J,_; ;.

2.4 Transférabilité des pseudo-potentiels construits

La notion de transférabilité introduite au début de ce chapitre s’identifie a la
validité de (2.8), respectivement (2.13), au sens des propriétés (2.6-2.7), respecti-
vement (2.14-2.15). A l'heure actuelle, le manque de formulation du probléme ne
permet pas de valider de fagon rigoureuse, a priori ou a posteriori, I'introduction
d’un pseudo-potentiel méme pour les systémes les plus simples. Toutefois, on peut
citer certaines précautions & prendre en vue d’une bonne transférabilité du pseudo-
potentiel construit.
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2.4.1 Précautions indispensables

En premier lieu, la méthode des pseudo-potentiels est basée sur I'approxi-
mation des coeurs gelés, dont la validité nécessite de vérifier, pour chaque atome
Ap,

— (i) la séparation claire entre électrons de ceeur et de valence sur un plan spatial

(peu de recouvrement entre les densités de valence et de ceeur),

— (ii) la séparation claire entre électrons de coeur et de valence sur un plan
énergétique (séparation des niveaux associés),
— (iii) la rigidité du coeur considéré (soit sa faible polarisabilité sous 1’action du
milieu extérieur).
Les conditions (i — #i7) constituent un premier guide trés instructif sur les partitions
ceeur /valence envisageables pour les atomes du tableau périodique. En effet, on peut
toujours considérer pour chaque atome un petit nombre d’électrons de cceur et ainsi
rentrer parfaitement dans le cadre posé par (i —iii). Cependant, une telle démarche
reste peu satisfaisante du fait du grand nombre d’électrons de valence restants. La
difficulté de la méthode des pseudo-potentiels réside dans le choix optimal (dans
le sens ou, pour des raisons de coit de calcul, on ne veut retenir qu’un minimum
d’électrons de valence) de la partition cceur/valence en fonction des propriétés élec-
troniques du systéme qu’on veut décrire avec précision. Un tel choix nécessite une
connaissance physico-chimique a prior: du systéme.

On dénomme par SC (Small Core) les pseudo-potentiels ot les électrons de
valence sont les électrons occupant les deux couches électroniques les plus externes
de I'atome. De la méme maniére, on dénomme par LC (Large Core) les pseudo-
potentiels ou les électrons de valence sont les électrons occupant la couche élec-
tronique la plus externe de ’atome. Les pseudo-potentiels SC sont beaucoup plus
transférables mais induisent un coiit numeérique souvent trop élevé (méthodes post-
HF en O(N7), or entre LC' et SC, on double, voire plus, le nombre d’électrons
explicitement pris en compte).

Généralement, pour les atomes de la premiére ligne du tableau périodique, les
pseudo-potentiels LC respectent les conditions (7 — 7i7). En revanche, ce n’est plus
vrai pour les métaux de transition (pas de séparation spatiale entre les orbitales
3d et 4s), les métaux f (pas de séparation spatiale entre les orbitales 5f et 6s)
et les alcalins (ions trés polarisables). Pour traiter ces systémes, les seuls remédes
sont d’augmenter le nombre d’électrons de valence explicitement pris en compte,
ou, d’ajouter des ingrédients supplémentaires issus d’'un raisonnement de nature
chimique (ajout d’un potentiel de polarisation [43], ...).

Parallélement au choix de la partition cceur/valence, on constate une grande
importance de la base de gaussienne considérée lors de la résolution de (PP®). En
effet, du fait de la petite taille de la base (provenant de son caractére spectral), il
est important de réoptimiser la base servant & la résolution de PP® en fonction de
VPs. Généralement, les pseudo-orbitales ¢.”* sont approchées par des gaussiennes
[63]. Ces gaussiennes définissent ensuite une base de résolution associée au pseudo-
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potentiel VP°. Lorsque la base d’ondes planes ou les bases d’orbitales atomiques
numériques sont considérées, on a juste a diminuer le cut-off ou la finesse de la grille
lors de l'utilisation de V7.

2.4.2 Chimie moléculaire

La chimie moléculaire a pour but de décrire des phénomeénes trés fins et loca-
lisés qui nécessitent un traitement électronique précis. Dans cette optique, les bases
d’orbitales atomiques localisées sont trés adaptées.

Ces bases sont des bases spectrales, de trés petite taille. On constate que les
pseudo-potentiels utilisés dépendent peu des rayons de cceur 7% et des configurations
de référence des atomes Aj. Il en est de méme pour la taille de la base qu’on utilise
pour le calcul des pseudo-orbitales ¢%,. Il n’y a donc aucun intérét a optimiser un
pseudo-potentiel pour une situation donnée de maniére & diminuer de seulement
quelques éléments la base atomique considérée.

En revanche, du fait de la complexité des méthodes utilisées (O(N7)), il est
rarement envisageable de considérer des pseudo-potentiels SC' pour décrire avec pré-
cision les phénomeénes chimiques mis en jeu. Comme les partitions coeur/valence de
type LC', gérables sur le plan numérique, sont trés souvent des approximations trop
fortes (violation des précautions d’usage (i)-(iii)), on s’intéresse au développement
de stratégies supplémentaires autorisant le choix d’une partition LC' dans de telles
situations.

2.4.3 Physique du solide

La physique du solide a pour but de calculer des grandeurs physiques sur des
systémes périodiques de grande taille présentant généralement une délocalisation du
nuage électronique. Traditionnellement, on développe les orbitales cristallines sur
une base d’ondes planes.

Les pseudo-potentiels générés, et donc la taille de la base nécessaire au calcul
des pseudo-orbitales, sont trés sensibles aux variations des paramétres de défini-
tion (rayon de coupure, configuration de référence). Il semble, en revanche, que la
justification de ’approche soit qu’en pratique, les grandeurs macroscopiques (donc
moyennes) a 1’équilibre qu’on cherche a calculer dépendent peu de ces paramétres.
Il s’agit seulement d’approcher correctement la nature chimique des liaisons du sys-
téeme a I'équilibre.

Il est important de garder a 1’esprit que plus on optimise le calcul d’un pseudo-
potentiel pour bien décrire une situation particuliére, plus il est difficile d’obtenir un
pseudo-potentiel présentant de bonnes propriétés de transférabilité. Ainsi, on peut
seulement envisager la transférabilité de ces pseudo-potentiels pour des situations
chimiquement équivalentes au niveau des liaisons entre atomes.



38 Chapitre 2 : Les pseudo-potentiels

2.5 Principe de la méthode PAW

L’utilisation des pseudo-potentiels traditionnels est trés simple et trés largement ré-
pandue. Une autre facon de traiter le caractére oscillant des orbitales prés des noyaux
consiste a considérer une base mixte : des orbitales atomiques sont utilisées dans le
coeur de chaque atome et la base d’ondes planes sert de base d’approximation hors
de ces régions. La méthode PAW fait partie de cette seconde famille de méthodes de
génération de pseudo-potentiels. Elle est d’une grande précision mais reste difficile
a mettre en ceuvre. Introduite par Blochl [22], cette technique combine la simplicité
des pseudo-potentiels et la précision des méthodes mixtes. En particulier, les mé-
thodes traditionnelles décrites dans la section précédente dérivent de cette approche
sous certaines approximations. Dans cette section, on se propose donc de clarifier
les hypothéses et les étapes du calcul d’un pseudo-potentiel par la méthode PAW.
Cette étude est un préliminaire nécessaire et important en vue d’'une future étude
numeérique et mathématique de cette méthode.
Dans le modéle de Kohn-Sham, le potentiel effectif

M 2k 1
Wylo) = =30 2t (pr ) @)+ ldle)

comporte des singularités en 1/|z| situées en les positions z; des noyaux. En consé-
quence, les N, > N orbitales occupées’ de Kohn-Sham {4}, ;. n, Solutions de

( P¢i:€iwi €1<€2§€3§---
(1/}i7’l/}j)L2 = (5@'
+oo
p(z) =Y filtn(z)?
i=1
(2.16)
fi=1 sie < ep
0<fi<1 sie =ep
fi=0 sie>ep
+o00
> fi=N
L =1

!Notons que N, est a priori une inconnue du probléme. C’est par définition le cardinal de
P’ensemble des nombres d’occupation f; apparaissant dans (2.16) qui sont non nuls. Il est égal & N
si la HOMO est saturée ; dans le cas contraire N, est majoré par (et en général égal &) N —1+n.,
ol ng, désigne la dégénérescence du niveau de Fermi €. Pour les systémes neutres ou chargés
positivement, il est plus ou moins prouvé que (2.16) a une solution et que N, est bien défini car
lopérateur H, admet une suite infinie de valeurs propres strictement négatives qui converge vers
0 (qui est infinum du spectre essentiel de cet opérateur).
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ou H, = —%A + W, sont susceptibles de présenter des cusps en les points {zy}, ce
qui rend inefficace I'utilisation d’une base d’ondes planes. La méthode PAW repose
sur la remarque suivante : si 7' un opérateur continu sur L?*(R*) tel que [ + T
soit inversible, les solutions {¢;}, ;. de (2.16) s’obtiennent a partir des solutions

{J’}gigm de

/ ~ ~ ~~
Hyv; = €,5; €1 <e<eg< -

(,lj;ia g{z])LQ = 5@]

pla) = i s[4 myd] @)

(2.17)
fi=1 sieg <ep
0<fi<1 sl e =¢ep
fi=0 sie >cep
—+oco
> si-w
L i=1
ot H,= (I+TT)H,(I+T) et S = (I +TT)(I +T), par la transformation
W = (I + Tty (2.18)

Pour résoudre (2.16), on peut donc de fagon équivalente résoudre (2.17) puis appli-
quer (2.18).
Le principe de la méthode PAW consiste & construire un opérateur 7" tel que

[C1] (I +T) soit inversible,

[C2] le probléme (2.17) posséde des solutions t; “régulieres” (ce qui fait qu’il se
préte mieux a une résolution par méthode spectrale).

Pour ce faire, on procéde de la fagon suivante :

1. pour chacun des éléments du tableau périodique, on construit un opérateur
T a partir des orbitales de Kohn-Sham de cet élément (qu’on peut calculer
numeériquement avec une grande précision en résolvant un probléme 3D radial) ;
on note T, 'opérateur T relatif & un atome isolé de numéro atomique z dont
le noyau est placé a ’origine de ’espace; 'opérateur 7, sera choisi tel que

vu e L*(R*),  Vax € R*\ B,:(0), (T,u)(z) =0, (2.19)

ou 72 désigne un rayon de coupure (dans la formule ci-dessus et dans la suite
de ce document, la notation B,(Z) désigne la boule de IR? de centre Z et de
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rayon r). Autrement dit, 'opérateur (I +7,) ne modifie les fonctions que dans
la “région d’augmentation” B5,:(0). Notons que cette étape est effectuée une
fois pour toutes : les caractéristiques des opérateurs 7, sont générées par un
code atomique indépendant (tel celui décrit dans [68]), et stockées dans un

fichier;
2. pour un systéme moléculaire quelconque comprenant M noyaux de charges
Z1, -+, zZp Situés en les points x4, - - - , Zps de ’espace, on définit 'opérateur T’

par la formule
M
T=> T, (2.20)
k=1

ou 73,1, désigne le translaté de 7., en Zj, c’est-a-dire I'opérateur défini sur
L*(IR?) par

Vuec L*(R?), Vae R, <(Tiszk)u> () = (Tzk (u(-+ :Z’k))>(x — T).

Remarquons que tant que la condition
1<k<l<M, B = (Tx) N B, (7)) = 0 (2.22)

de non-recouvrement des régions d’augmentation est vérifiée, il est facile de voir
en utilisant (2.19) que la condition [C1] est satisfaite pour I'opérateur 7" défini par
(2.20) dés que cette condition est vérifiée pour chacun des opérateurs 7, .

En revanche, il n’est pas vrai en général que la condition |C2| est vérifiée pour le
systéme moléculaire si elle I’est pour chacun des atomes qui le composent. Tout
le probléme est de construire des opérateurs atomiques 7, possédant une bonne
“transférabilité” vis-a-vis de la condition [C2].

2.5.1 Construction des opérateurs atomiques 7.

Considérons un atome comportant N = z électrons. Un opérateur 7, réalisant les
conditions [C1] et [C2] pour un calcul sur cet atome peut étre construit de la fagon
suivante :

1. on se donne

(a) un réel rZ qui représente le rayon d’une sphére autour de ’atome considéré
(cette sphére représente la zone dans laquelle les grandeurs électroniques
sont supposées étre peu influencées par 'environnement extérieur).

(b) une suite {¢. .}, .,y de N, fonctions de L*(IR?) telle que pour tout
1<p<N, o

gbz,u(x) = Z auvgbg,u(x) (2'23)
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ou les coefficients v, sont des réels et ou les {gbg,y} désignent les

1<v<N,
N, orbitales de Kohn-Sham de plus basse énergie, solutiorfs de

( z 0 _ 0 40 0 0 0
Hp Zv 62,1/ zZ,V 62,1 < 62,2 S 62,3 S T
0 0 —
( 2,0 z7y>L2 - 5#1/

+oo
p(z) =Y fil6?, (@)

(2.24)
fu=1 si ESW < 827F
0<f, <1 sie), =¢elp
f,=0 si€), >elp
+o0o
> fi=N
\ v=1
avec
1 Z 1
H:=—A—-— T zcl Pl
A ) R0
(c) une suite {52’”}1< x de fonctions de L?(IR?) “réguliéres” (i.e. dévelop-
SUSNp
pables sur une petite base d’ondes planes) telle que
V1<v <N, VzeR*\B.:(0), 6.,(x)=¢..(2); (2.25)

d) une suite {p., de fonctions de L2(IR?) “duale” de la suite { ¢. ,
k] 1§V§Np ’

autrement dit vérifiant

)
1<v<N,

1< m, v < Np7 (ﬁz,,ua ¢z,u>L2 = 5;w;

2. on définit 'opérateur T, (qu’on suppose inversible, voir remarque 1 ci-dessous)
par
NP

Vue 2R,  Tau= (Pow )iz ($en — 020)- (2.26)
v=1

Il est clair que pour tout 1 < v < N,

(I + Tz)(gz,u = ¢z,u-
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Il en résulte que les solutions {[b;} de
1<i<N

'HZQ/%:E@'S?/% €1 <€ <leg < -

({/;iu g{EJ)LQ = 52]

mwzﬁfﬁQU+thmY,

(2.27)
fi: 1 si € < E&.F
0<fi<1 sl€ =¢e,F
fl':O Si €; > ELF
+00
> fi=N
\ =1

avec
T T z o T
Hp_(I+TZ )HP(I+TZ) et S=I+T,)I+T.),

sont des combinaisons linéaires des fonctions {gbw} . Plus précisément,
1<v<N

<v<

Vi) =) Biudan(z)

et
v1§Z§OO, € = €24

ol la matrice triangulaire inférieure 3] est l'inverse de la matrice triangulaire in-
férieure [o] apparaissant dans (2.23). Le probléme (2.27) est donc facile & résoudre

sur une base d’ondes planes puisque les solutions {IZZ} de ce probléme sont
1<i<N

des combinaisons linéaires des fonctions “réguliéres” (car choisies comme telles)

{$Z7V}1SVSN.

La méthode de construction d’un opérateur 7, relatif au cas atomique que nous
venons de décrire est plus un cadre conceptuel qu’un algorithme. Nous décrivons
ci-dessous le procédé de construction proposé dans [68] (qui s’inspire trés fortement
de celui décrit dans [22]). Selon les auteurs, ce procédé fournit des opérateurs ato-
miques T, “transférables” : & partir de ces opérateurs atomiques, on peut construire
par la formule (2.20) un opérateur 7" pour un systéme moléculaire quelconque (véri-
fiant toutefois la condition (2.22) de non-recouvrement des régions d’augmentation)
tel que les conditions [C1] et [C2] soient vérifiées. Ce procédé de construction se
décompose en quatre étapes
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— 1°%¢ étape : construction des fonctions ¢9,

On résout le probléme de Kohn-Sham (2.24) en mettant a profit la symétrie
sphérique pour se ramener a un calcul 3D radial. On obtient ainsi des orbitales
de la forme 0

0, () = 2y, ) (2:28)

En pratique, on s’arrange pour maintenir la symeétrie sphérique au cours du
calcul SCF en imposant des contraintes sur les nombres d’occupation : sup-
posons qu’a la k-iéme itération SCF, la densité p; soit a symétrie sphérique;
l'opérateur H; est alors a symétrie sphérique et on obtient une base de fonc-
tions propres de la forme

k1 (bfzjl(”

¢n,l,m( )

V"0, 9).

Si on impose que pour tout (n,[), les nombres d’occupation f,,;,, sont indé-
pendants de m, on obtient une densité

pk+1(l’) = Z fnlm|¢]::l_,%n )|

n,l,m
2

o ZJE1<T) m 2
= me > .9
—1<m<l
k+1 2
- Z(2l+1)fm|¢ )

n,l

qui est encore & symétrie sphérique. A la convergence, la densité s’écrit

- |62 0, (7)]?
znuly
pscp(a) = 3w, e I (2.29)
v=1

— 2¢M€ gtape : construction des fonctions ¢?

On choisit
1. un réel positif 77 (le rayon de la sphére d’augmentation);

2. une fonction réguliére k : R — R de classe C* vérifiant

£(0) =1 k(r2) = 0 Z
{"“0):0’ {k’<r§)=0’ et Vrzr,

La fonction k utilisée dans [68] est définie par
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3. une constante réelle V,,

et on cherche les fonctions {~3 y

} de la forme
Y J1<v<n,

02, (z) = ”Tl( )y’””( ©) (2.30)

solutions du probléme

(

(Hgs — € ) e C, k(r) A0

zZ,V zZ,V zZ,V

2(rd) =62, (r)

000, . _ 08, . (2.31)

S (12) = 52 (12)

+o00 0 9
Ba) = ) = 3wy Pt

47r?
v=1

avec

pPS _ ~eff
! A +7

T = T + ((/7+ s ‘) t 12e(P)
’17100(1‘) == VO (|l‘|)
pi(z) = QF goo(2)

k() ( [ o=
7)) — de sorte que = - 1)
Goo(T) i f0+oo "2 k(r) dr q R 9oo o Joo

00 —z+ / (pscr — p).
B,z(0)

Notons que les nombres d’occupation wy,,;, intervenant dans (2.31) sont fixés :

ce sont ceux intervenant dans l’expression (2.29) de la densité solution du
probléme de Kohn-Sham considéré lors de la construction des ¢27V

Comme la fonction k est nulle en dehors de la boule B,:(0), et qu’il résulte du
théoréme de Gauss que

1 —2+ [ .10 PsCF
(x) -

Jz]

Ve R\ B, (0) <<p|Bz(o+pp>
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toute solution de (2.31) vérifie sur R® \ B,:(0)

( 1 z 1 ~ ~
(=58 = i+ ((pserln 0+ o) = ) 0+ i) ) 22, = 2,32,

|z]

\ v=1

(2.32)
Si on se place dans le cadre d’une fonctionnelle d’échange-corrélation locale
(type LDA ou GGA), on vérifie que la restriction des gbgw a l'ensemble R? \
B,:(0) fournit une solution de (2.32). Par conséquent, (2.25) est vérifiée. I
reste & résoudre sur 5,:(0) le probléme (2.31). En effectuant le changement de
variable B

uy(r) = T¢Z7nulu (7“)

ce probléme s’écrit

(1 L(l,+1
—gutr) + D

= u,(r) + 5§ff(r)uy(r) — egyu,,('r) =C, k(r)u,(r)

u,(0) =0

u, (r?) = rz¢? , (r?)

c cvznul,\"c

0

(1) = P 2 g (1)
v C C dr C Z,Nyly c

_ 1 &= )
) = g7 2 wnaluF:

\

(2.33)
Notons que les solutions de
(1
—éu”(r) + W (ryu(r) = C, k(r) u(r)
u(0) =0
(2.34)

u(r) = 2%, (r3)

c znuly, \' ¢

0

P A S
L c c dr c znyl, \' ¢




46 Chapitre 2 : Les pseudo-potentiels

sont de la forme
u(r) = ri¢ .., (r2) v(r) fo(r?)

ol v est une solution non nulle du probléme aux valeurs propres généralisé
( —%v”(r) + W(r)u(r) = Xk(r) v(r)
v(0) =0

z 1 d gnulu z 1 z
UI<TC> = ( 0 (TZ) d’T (Tc) + F) U(Tc>

znul, \' ¢

\

qui posséde pour tout n € IN, une et une seule solution? ayant exactement n
zéros dans ]0,7Z[. Lors des itérations SCF intervenant dans la résolution de
(2.33), on choisira la solution u, qui a “le bon nombre de zéros” : pour chaque
valeur du nombre quantique [, on classe les 6271, correspondant aux fonctions

(Z]W telles que [, = [ par valeurs croissantes et on impose que la fonction wu,
correspondant a la n,-iéme plus petite valeur ESW ait exactement n — 1 nceuds

dans 10, 2.
— 3€Me gtape : construction des fonctions Py,
On pose N
oy = Mo Bt
’ (02, 1k|¢2,)
autrement dit
k() 3, (1)
~0 znuly, m
P, \T) = = = Yo, e 2.35
A T k), o )
de fagon & avoir en particulier
(HZ)I'DS - 62,1/) g,u = ﬁg,u < g,u‘HﬁPS - Eg,u‘¢g,u> et < 2,1/|Z32,1/> =1

Les fonctions 1327,, ainsi définies sont a support dans B,:(0).
4°M€ gtape : orthonormalisation.

On pose B B
0 0 ~ ~0
(bz,l = z,1s (bz,l = ¢z717pz,1 = pz717

puis on orthonormalise les fonctions d’indice v > 2 de fagon a obtenir des
fonctions ¢, , et p,, vérifiant

1< u, v < Npa (ﬁz,/u (bz,u)L? = 5;w-

2cette solution étant définie bien entendu & une constante multiplicative prés
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On utilise pour cela un algorithme de type Gramm-Schmidt :

pn—1
ﬁz,u = fz,,u <ﬁ27u - Z(ﬁg,;u (bz,u)LQ ﬁz,u)

v=1

(P2, est ainsi orthogonal & tous les gabiw pour 1 < v < p)

pn—1
(bz,/i = fzv# (¢2,u - Z(ﬁz,w (bg,u)LQ ¢z,u>

v=1

(@7“ est ainsi orthogonal & tous les p,, pour 1 < v < p)

pn—1
¢z,u - fz,u < g,u - Z(ﬁz,w ¢2,M)L2 ¢z7u> 5

v=1

ceci pour préserver 1’égalité
Vee R\ B:(0),  ¢..(z) = ¢..(2). (2.36)

Le coefficient F, , est ajusté pour avoir

(ﬁz,/u (bZ,u)LQ =L

Cette expression donne pour p = 2

~ ~ —-1/2
Fon= (1= (51, 80) 12 (3%, )12

comme indiqué dans [68].

Notons qu’en raison de la forme (2.28), (2.30), (2.35) des fonctions ¢, ,, 54,,
et p.,, il suffit évidemment d’orthogonaliser entre elles les fonctions radiales
correspondant a une valeur donnée de [.

On retiendra que

— les fonctions p. , sont a support dans B,:(0);

— les fonctions ¢., et ¢, sont égales en dehors de B,-(0).
Notamment, la construction de ces fonctions dans 5,:(0) et non dans IR? est néces-
saire pour définir 'opérateur 7.

Remarque 1. L’opérateur 7., défini par (2.26) est de rang fini, donc compact. Il en
résulte que 'opérateur I+7, est inversible si et seulement si il est injectif (alternative
de Fredholm). Or il est facile de vérifier que si les deux conditions suivantes sont
satisfaites :

1. les N, fonctions (¢,, — @,V) sont linéairement indépendantes ;
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2. la matrice [(D,,, ¢.,.)] est inversible,

alors 'opérateur I +7T est injectif. Remarquons enfin que si 1 n’est pas valeur propre
de la matrice [(p. ., ¢..)], alors les (¢., — ¢.,) sont linéairement indépendantes.

Remarque 2. De maniére générale, il est indispensable de choisir un procédé de
construction pour les ¢, qui méne & des fonctions beaucoup plus réguliéres que
les ¢., dans B,:(0). D’une part, ceci n’est pas immédiat pour le procédé décrit
ci-dessus et donc demande un réel savoir-faire dans le choix des divers paramétres
introduits (k(r), V, ...). D’autre part, on pourrait penser a utiliser les procédés de
construction utilisés lors de la construction des pseudo-potentiels & norme conservée
ou des procédés de construction basés sur la résolution de problémes de nature trés
différente du probleme (2.31).

2.5.2 Méthode PAW pour les systémes moléculaires

Considérons maintenant le systéme moléculaire dans son intégralité, on suppose que
la condition de non recouvrement (2.22) est satisfaite.

Pour des opérateurs atomiques 7, de la forme (2.19), les opérateurs translatés 7z, 1%,
définis par (2.21) se calculent selon la formule

Vue L*(R?), VrecR?, (72,15 )u) (x) = Z(ﬁk,u('—fk),u)Lz (gbkvy(x — ) — 5ky(x — fk)> )

Pour simplifier les notations, on pose N = N,

gbzli = gbzlm”(. - jk)? gbzli = gbzlml/(. - jk)? ﬁ/ = ﬁzkw(' - jk)? ngli = gbzli - 137

vak Np,k
Jpu = Z(ﬂj, u)pe B, Jpu = Z(ﬁﬁ, u)p2 B, et Tyu = 13,1, u = Jyu—Jyu,
v=1 v=1

de sorte que

Les adjoints de Jg, jk et T} sont donnés respectivement par

Nk? Nk Nk:
JE=3E 0 TE=N ek, et T = (e, )t
v=1 v=1 v=1

Par la condition (2.25), on a

VI<k<M, VaeR\B.(), (j,w) (x) = (Jku> (2). (2.37)
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Par ailleurs, on fait & ce niveau 'hypothése que les restrictions & B,z (zy) des 5’;
forment une base de L*(B, = (Z1)) [22]. Cela revient a faire I’

Hypothése de complétude : V1<k<M, Ve Bz, <j;gu) () = u(x).
(2.38)
Il n’est pas clair que cette hypothése soit incontournable et nous ne la retiendrons
donc pas pour l'instant.

Décomposition de la densité

L’équation (2.18) s’écrit

i = (I+ 1) w@+Z(Jm/zz Jei) . (2.39)

Si I’on ne fait pas I’hypothése (2.38), un quatriéme terme di a I'incomplétude de la
base apparait dans la décomposition de la densité p associée & une famille d’orbitales
de Kohn-Sham 1; proposée par Blochl [22]. On a en effet

@) = Y1) 2 = la) + 1 @) = () + pinela) (240)
o) = Y i)
et M M M
@) =Y k@) B@) =Y F@. puele) =Y phelo)

ol —zz[wz ) () (@) = (o) (2) (b)) = Do) () (@) + () @) P

Par (2.37) la densité p%, . est localisée dans la région d’ augmentatlon B,z (7). Sion
utilise ’hypothése de complétude (2.38), on retrouve pf,. = 0 dans B,z (a:k)

Soulignons que la décomposition (2.40) a été introduite pour mettre en évidence
I’erreur introduite par ’hypothése de complétude. Il est peu probable que ce soit la
décomposition qui facilite le plus les calculs numériques.
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Opérateurs monoélectroniques

Si A est un opérateur auto-adjoint sur L*(IR?),
(, Ap) = (¢, AY)

ou A désigne 'opérateur auto-adjoint

M
A=A+ [TTA+ AT, + T AT . (2.41)
k=1

Une autre expression de ’opérateur A est fournie par la formule
~ M o~ ~
A= a+y [J,f Ay — J,ZAJk}
k=1

M
30 (AT + JTA= I AT~ T AT~ AT~ JTA+ 2T A
k=1
Si A est un opérateur local multiplicatif (i.e. de type (A¢)(z) = v(x)d(z) ou v(z)
est un potentiel donné), en utilisant (2.37) on vérifie que si on fait I’hypothése de

complétude (2.38), alors le dernier terme de l’expression ci-dessus est nul et on
obtient

i = A+§:[J§AJk—EAﬂ]

k=1
M Ny, N N

= ALY D018 ({0 Adk) — (9, Adh)) <ﬁ:|] ;
k=1 Lp,v=1

on retrouve ainsi 'expression donnée dans [22|. Pour pouvoir effectuer la méme
manipulation avec un opérateur comme le laplacien, il faudrait s’assurer qu’aucune
singularité n’apparait aux interfaces 0B, (7).

Remarque 3. Si on considére une base de résolution pour (2.17) appartenant a
I’espace vectoriel formé des fonctions {bvl-, les termes liés a I'incomplétude de la base
de résolution sont nuls. Dans le cas contraire, la négligence de ces termes est peut
étre la cause des oscillations obtenues sur I’énergie du systéme par exemple lorsqu’on
augmente le cut-off de la base d’ondes planes.

Approximation des coeurs gelés et états fantomes

Lorsqu’on géle des orbitales de coeur, la démarche décrite précédemment se généra-
lise seulement sur les orbitales de valence. Aucune condition d’orthogonalité liée aux
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orbitales de coeur n’est imposée lors du calcul sur le systéme moléculaire comme lors
de T'utilisation des pseudo-potentiels traditionnels. Par conséquent, suite a I’incom-
plétude de la base des pseudo-orbitales dans les régions de coeur, on n’est pas assuré
de respecter les contraintes d’orthogonalité des orbitales de valence calculées aprés
reconstruction avec les orbitales de cceur gelées si on ne considere pas une base de
résolution pour (2.17) appartenant a 'espace vectoriel formé des fonctions v;,

La méthode PAW correspond a I'introduction d’un potentiel séparable non local
dans les équations de Kohn-Sham. Comme lors de 'utilisation des pseudo-potentiels
traditionnels sous la forme de Kleinman et Bylander, on observe ’apparition d’états
fantomes. Un choix adapté du potentiel v;,. permet de palier & ce probléme, par
exemple en augmentant la valeur de V.

2.5.3 Quelques pistes de réflexion

En vue de I’étude théorique et numérique de la méthode PAW, une premiére

étape consiste & donner un éclairage sur le calcul des opérateurs atomiques 7, et le
passage aux systémes moléculaires. D’un point de vue numérique, une étude de la
sensibilité des résultats au choix des rayons 72, de la fonction k(r) et de V), permet-
trait de comprendre le réle de chacun de ces paramétres. Par ailleurs, la méthode
PAW utilise des méthodes d’approximation du terme coulombien et de I’énergie
d’échange-corrélation [71]. Une voie d’amélioration du calcul du terme coulombien
consisteraient & utiliser des méthodes intégrales sur les sphéres délimitant les régions
d’augmentation.
D’un point de vue méthodologique, il serait utile d’étudier I'influence de la prise
en compte des termes supplémentaires liés a l'incomplétude de la base. Enfin, la
résolution de (2.17) étant indépendante du calcul des ¢, ,, ¢., et p.,, on peut
s’interroger sur un choix optimal de ces fonctions.
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Chapitre 3

Une méthode de décomposition de
domaine

Ce chapitre reproduit dans un premier temps un article soumis [A2] présentant
une méthode de décomposition de domaine pour le calcul de structures électroniques.
En second lieu, on donne une preuve de convergence de la méthode dans un cadre
trés simplifié.
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Multilevel domain decomposition for electronic structure calculations
M. Barrault!, E. Cancés', W. Hager ? and C. Le Bris'

U CERMICS, Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, 6 et 8 avenue Blaise Pascal,
77455 Marne-la-Vallée Cedex 2
2 University of Florida, USA.

We introduce a new domain decomposition method for electronic structure
calculations within semi-empirical and Density Functional Theory (DFT)
frameworks. This method iterates between a local fine solver and a global
coarse solver, in the spirit of domain decomposition methods used in many
other fields of the engineering sciences. Using this approach, calculations
have been successfully performed on several linear polymer chains contai-
ning up to 40,000 atoms and 200,000 atomic orbitals. Both the computa-
tional cost and the memory requirement scale linearly with the number
of atoms. Additional speed-up can easily be obtained by parallelization.
We show that this domain decomposition method outperforms the Density
Matrix Minimization (DMM) method for poor initial guesses. It is, in any
case, an efficient preconditioner for DMM and other linear scaling methods,
variational in nature, such as the Orbital Minimization (OM) procedure.

3.1 Introduction and motivation

A central issue in computational quantum chemistry is the determination of the
electronic ground state of a molecular system. For completeness and self-consistency,
we now briefly introduce the problem. In particular, we present it in a mathematical
way.

3.1.1 Standard electronic structure calculations

A molecular system is composed of N electrons, modelled quantum mechanically,
and a given number of nuclei, the latter being considered as classical point-like
particles clamped at known positions (Born-Oppenheimer approximation). We refer
to [1] for a general mathematical exposition and to [3,5] for the chemical background.
Determining the electronic ground state amounts to solving a time-independent
Schrédinger equation in R*M. This goal is out of reach for large values of N. In
fact it is already infeasible for values of N exceeding three or four, unless dedicated
techniques are employed. Examples are stochastic-like techniques such as Diffusion
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Monte-Carlo approaches, or emerging techniques, such as sparse tensor products
techniques [132]|. Approximations of the Schrodinger equation have been developed,
such as the widely used tight-binding, Hartree-Fock and Kohn-Sham models. For
these three models, the numerical resolution of a problem of the following type is
required : given H and S, respectivement an N, x N, symmetric matrix and an
N, x N, symmetric positive definite matrix (with N, > N), compute a solution D,
of the problem

( He; = €,Sc;, 6 <...<exn<eny1 < ... <ep,
CESC]' = 5@']’7
(3.1)
N
D, = Zcicg.
\ =1

Let us mention that most electronic structure calculations are performed with closed
shell models [3], and that, consequently, the integer NV in (3.1) then is the number of
electron pairs. We remark that when S is the identity matrix, a solution D, to (3.1)
is a solution to the problem

Find the orthogonal projector on the space spanned by the NV eigenvectors
{ associated with the lowest /V eigenvalues of H.

(3.2)
In (3.2), and throughout this article, the eigenvalues are counted with their multipli-
cities. The N eigenvectors c;, called generalized eigenvectors in order to emphasize
the presence of the matrix S, represent the expansion in a given Galerkin basis
{Xi}1<i<n, Of the N one-electron wavefunctions. The matrix H is a mean-field Ha-
miltonian matrix. For instance, for the Kohn-Sham model, we have

1
Hij = — VXZ . VXj + VXin (33)
2 RS RS
where V' is a mean-field local potential. The matrix S'is the overlap matrix associated

with the basis {x;},<;<y, :

RS

In this article, we focus on the Linear Combination of Atomic Orbitals (LCAO)
approach. This is a very efficient discretization technique, using localized basis func-
tions {x;}, compactly supported [97]| or exhibiting a gaussian fall-off [3].

It is important to emphasize what makes the electronic structure problem, dis-
cretized with the LCAO approach, specific as compared to other linear eigenvalue
problems encountered in other fields of the engineering sciences (see [124,130] for
instance). First, N, is proportional to N, and not much larger than it (say N, ~ 2N
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to fix the ideas). Hence, the problem is not finding a few eigenvectors of the gene-
ralized eigenvalue problem (3.1). Second, although the matrices H and S are sparse
for large molecular systems (see section 3.1.2 for details), they are not as sparse as
the stiffness and mass matrices usually encountered when using finite difference or
finite element methods. For example, the bandwith of H and S is of the order of
102 in the numerical examples reported in section 3.4. Note that, in contrast, for
plane wave basis set discretizations (which will not be discussed here), the para-
meter NN, is much larger than N (say N, ~ 100 N), the matrix S is the identity
matrix and the matrix H est full. Third, and this is a crucial point, the output of
the calculation is the matrix D, and not the generalized eigenvectors c; themselves.
This is the fundamental remark allowing the construction of linear scaling methods
(see section 3.1.2).

A solution D, of (3.1) is
D, = C,C! (3.5)

where C, is a solution to the minimization problem

inf{Tr(HCCt>, C e MMN(R), CTSC = [N}. (3.6)

Note that the energy functional Tr (H C’Ct) can be given the more symmetric form

Tr(C*HC'). Here and below, M*! denotes the vector space of the &k x [ real matrices.

Notice that (3.6) has many minimizers : if C, is a minimizer, so is C,U for any
orthogonal N x N matrix U. However, under the standard assumption that the N-
th eigenvalue of H is strictly lower than the (/N + 1)-th one, the matrix D* defined
by (3.5) does not in fact depend on the choice of the minimizer C, of (3.6). Notice
also that (3.1) are not the Euler-Lagrange equations of (3.6) but that any critical
point of (3.6) is obtained from a solution of (3.1) by an orthogonal transformation
of the columns of C, = (¢1| - - |en).

The standard approach to compute D, is to solve the generalized eigenvalue
problem (3.1) and then construct C, thus D, by collecting the lowest N generalized
eigenvectors of H. This approach is employed when the number N of electrons (or
electron pairs) is not too large, say smaller than 103.

3.1.2 Linear scaling methods

One of the current challenges of Computational Chemistry is to lower the com-
putational complexity N? of this solution procedure. A linear complexity N is the
holy grail. There are various existing methods designed for this purpose. Surveys on
such methods are [24,58]. Our purpose here is to introduce a new method, based
on the domain decomposition paradigm. We remark that the method introduced
here is not the first occurrence of a method based on a decomposition of the matrix
H [104], but a significant methodological improvement is fulfilled with the present
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method. To the best of our knowledge, such methods only consist of local solvers
complemented by a crude global step. The method introduced below seems to be the
first one really exhibiting the local/global paradigm in the spirit of methods used
in other fields of the engineering sciences. Numerical obervations confirm the major
practical interest methodological improvement.

Why is a linear scaling plausible for computing D, ? To justify the fact that the
cubic scaling is an estimate by excess of the computational task required to solve
(3.1), we argue that the matrix does not need to be diagonalized. As mentioned
above, only the orthogonal projector on the subspace generated by the lowest N
eigenvectors is to be determined and not the ezxplicit values of these lowest N ei-
genvectors. But in order to reach a linear complexity, appropriate assumptions are
necessary, both on the form of the matrices H and S, and on the matrix D, solution
to (3.1) :

— (H1). The matrices H and S are assumed sparse, in the sense that, for large
systems, the number of non-zero coefficients scales as V. This assumption is not
restrictive. In particular, it follows from (3.3) and (3.4) that it is automatically
satisfied for Kohn-Sham models as soon as the basis functions are localized in
real space, which is in particular the case for the widely used atomic orbital
basis sets [1];

— (H2). A second assumption is that the matrix D, built from the solution to
(3.1) is also sparse. This condition seems to be fulfilled as soon as the relative

gap
EN+1 — EN (3 7)

EN, — €1

deduced from the solution of (3.1) is large enough. As explained in section 3.2
below, this observation can be supported by qualitative physical arguments.
On the other hand, we are not aware of any mathematical argument of linear
algebra that would justify assumption (H2) in a general setting.
We assume (H1)-(H2) in the following. Current efforts aim at treating cases when
the second assumption is not fulfilled, which in particular corresponds to the case
of conducting materials. The problem (3.2) is then extremely difficult because the
gap 7y in (3.7) being very small, the matrix D is likely to be dense. Reaching linear
complexity is then a challenging issue, unsatisfactorily solved to date. State of the art
linear scaling methods presented in the literature experience tremendous difficulties
(to say the least) in such cases. It is therefore reasonable to improve in a first step
the existing methods in the setting of assumption (H2), before turning to more
challenging issues.

Before we get to the heart of the matter, we would like to point out the following
feature of the problem under consideration.

In practice, Problem (3.1) has to be solved repeatedly. For instance, it is the inner
loop in a nonlinear minimization problem where H depends self-consistently on D,.
We refer to [27,127] for efficient algorithms to iterate on this nonlinearity and to [1]
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for a review on the subject. Alternatively, or in addition to the above, problem (3.1) is
parametrized by the positions of the nuclei (both the mean-field operator H and the
overlap matrix S indeed depend on these positions), and these positions may vary.
This is the case in molecular mechanics (find the optimal configuration of nuclei that
gives the lowest possible energy to the molecular system), and in molecular dynamics
as well (the positions of nuclei follow the Newton law of motion in the mean-field
created by the electrons). In either case, problem (3.1) is not be solved from scratch.
Because of previous calculations, we may consider we have at our disposal a good
initial guess for the solution. The latter comes from e.g. previous positions of nuclei,
or previous iterations in the outer loop of determination of H. In difficult cases it
may even come from a previous computation with a coarse grained model. In other
words, the question addressed reads solving Problem (3.1) for some H + 0H and
S + 08 that are small perturbations of previous H and S for which the solution is
known. This specific context allows for a speed up of the algorithm when the initial
guess is sufficiently good. This is the reason why, in the following, we shall frequently
make distinctions between bad and good initial guesses.

3.2 Localization in Quantum Chemistry

The physical system we consider is a long linear molecule (for instance a one-
dimensional polymer or a nanotube). Let us emphasize that we do not claim a
particular physical relevance of this system. This is for the purpose of illustration.
We believe the system considered to be a good representative of a broad class of
large molecular systems that may be encountered practically. Each atomic orbital
Xi is centered on one nucleus. Either it is supported in a ball of small radius [87]
(in comparison to the size of the macromolecule under study), or it has a rapid
exponential-like or Gaussian-like [52] fall-off. The atomic orbitals are numbered fol-
lowing the orientation of the molecule. Then, the mean-field Hamiltonian matrix H
whose entries are defined by (3.3) has the band structure shown in Figure 3.1.

Nb

F1G. 3.1 — Band structure of the symmetric matrix H.

Although the eigenvectors of H are a priori delocalized (most of their coefficients



3.2. LOCALIZATION IN QUANTUM CHEMISTRY 99

do not vanish), it seems to be possible to build a S-orthonormal basis of the subspace
generated by the lowest N eigenvectors of H, consisting of localized vectors (only a
few consecutive coefficients are non zero). This is motivated by a physical argument
of locality of the interactions [78]. For periodic systems, the localized vectors corres-
pond to the so-called Wannier orbitals [14]. It can be proven that in this case, the
larger the band gap, the better the localization of the Wannier orbitals [76]. For in-
sulators, the Wannier orbitals indeed enjoy an exponential fall-off rate proportional
to the band gap. For conductors, the fall-off is only algebraic. As mentioned in the
introduction, we only consider here the former case. This allows us to assume that
there exists some integer ¢ < NN, such that NV,/q is an integer, for which all of these
localized functions can be essentially expanded on ¢ consecutive atomic orbitals.
Denoting by n = 2¢q, we can therefore assume a good approximation of a solution
C, to (3.6) exists, with the block structure displayed on Figure 3.4. Note that each
block C; only overlaps with its nearest neighbors. Correspondingly, we introduce
the block structure of H displayed on Figure 3.2. The matrix D constructed from a
block matrix C' using (3.5) has the structure represented in Figure 3.3 and satisfies
the constraints D = D', D? = D, Tr(D) = N.

Np= (p+1) n/2

F1G. 3.2 — Block structure of the matrix H.

Np= (p+1) n/2
F1G. 3.3 — Block structure of the matrix D.

Let us point out that the integers ¢ and n = 2¢q depend on the band gap, not on
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the size of the molecule. The condition n = 2q is only valid for S = Iy,. For S # Iy,,
it is replaced by n = 2q + nbs where 2nbs — 1 is the bandwidth of the matrix S.

The domain decomposition algorithm we propose aims at searching an approxi-
mate solution to (3.6) that has the block structure described above.

For simplicity, we now present our method assuming that S = Iy,, i.e. that the
Galerkin basis {Xi},,<y, is orthonormal. The extension of the method to the case
when S # Iy, is straightforward. Problem (3.6) then reads

inf{Tr(HC’Ct), C e MMN(R), C'C = [N}. (3.8)

Our approach consists in solving an approximation of problem (3.8) obtained by
minimizing the exact energy Tr (H C’Ct> on the set of the matrices C' which have

the block structure displayed on Figure 3.4 and satisfy the constraint C'C = Iy.
The resulting minimization problem can be recast as

p
=1

p

i=1

In the above formula, 7" € M™"(IR) is the matrix defined by

(1 ifk—i=g¢
T = { 0 otherwise (3.10)

and H; € M™"(R) is a symmetric submatrix of H (see Figure 3.2). Indeed,

Tr

= 2 v ([l

and




3.2. LOCALIZATION IN QUANTUM CHEMISTRY 61

Np= (p+1) n/2

F1G. 3.4 — Block structure of the matrices C'. Note that by construction each block
only overlaps with its nearest neighbors.

(N+1

In this way, we replace the NT) global scalar constraints C'C' = Iy involving

- W local scalar constraints C!C; = I,,,. and
the Zf:_ll m;m;y1 local scalar constraints C!T'C;,; = 0, involving vectors of size n.
We would like to emphasize that we can obtain in this way a basis of the vector
space generated by the lowest N eigenvectors of H, but not the eigenvectors them-
selves. This method is therefore not directly applicable to standard diagonalization

problems.

vectors of size N,, by the

Our algorithm searches for the solution to (3.9), not to (3.8). More rigorously
stated, we search for the solution to the Euler-Lagrange equations of (3.9) :

HC; = CiE+T'Ci N1, +TCiaA ;4 1<i<p,
CiC; = I, 1<i<p, (3.11)
CiTCiyy = 0 1<i<p-—1,
where by convention
Co=Cpy1 =0. (3.12)
The matrices (E;)1<;<, and (A;;+1)1<i<p—1 respectively denote the matrices of La-
grange multipliers associated with the orthonormality constraints C!C; = I,,,, and

CITCiy1 = 0. The m; x m; matrix E; is symmetric. The matrix A;;;1 is of size
m; X m;y1. The above equations can be easily derived by considering the Lagrangian

z( (CY (B, {Ai7i+1}) — z,,: Tr (HiCiC;t) n z,,: Tr( (CtC; —1,,.) E)

p—1
i=1

The block structure imposed on the matrices clearly lowers the dimension of
the search space we have to explore. However, this simplification comes at a price.
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First, problem (3.9) only approzimates problem (3.8). Second, (3.9) may have local,
non global, minimizers, whereas all the local minimizers of (3.8) are global. There
are thus a priori many spurious solutions of the Euler Lagrange equations (3.11)
associated with (3.9).

A point is that the sizes (m;)1<;<, are not a priori prescribed. In our approach,
they are ajusted during the iterations. We shall see how in the sequel.

3.3 Description of the domain decomposition algo-
rithm

3.3.1 Description of a simplified form

For pedagogic purpose, we first consider the following problem
inf {(H1Z1, Z1) + (HaZs, Z5), Z; € RN, (Z;,Z;) =1, (Z1,Z,) =0} .  (3.13)

Problem (3.13) is a particular occurence of (3.9). We have denoted by (-,-) the
standard Euclidean scalar product on R™.

For (3.13), the algorithm is defined in the following simplified form. Choose
(29, Z9) satisfying the constraints and construct the sequence (ZF, Z5)ren by the
following iteration procedure. Assume (Z¥, ZF) is known, then

— Local step. Solve

Zt = argint{(H\ 21, Z1), Z1 € R, (71, Z1) =1 (Z1, Z§) = 0}, (3.14)
z5 = arginf{(H,Zy, Z), Zy € RN, (Zy, Zo) =1 (ZF, Z5) =0} ;
— Global step. Solve
o = arginf{(H,Z,, Z1) + (H2Z>, Zo), o € R} (3.15)
where ~ _ ~ -
Z¥ +aZb —aZt + 7§
7, = &7 Ty = alihj (3.16)
V14 a? 1+ a2
and set _ _ _ _
Zk *Zk o *Zk Zk
kel N s W W (3.17)

L) 5 Vi)

In the k-th iteration of the local step, we first fix Z, = Z% and optimize over Z;
to obtain ZF. Then we fix Z; = ZF and optimize over Z, to obtain Z%. This local
step monotonically reduces the objective function, however, it may not converge
to the global optimum. The technical problem is that the Lagrange multipliers as-
sociated with the constraint (7, Z;) = 0 may converge to different values in the
two subproblems associated with the local step. In the global step, we optimize the
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sum (H,Zy, Z,) + (HyZ>, Z5) over the subspace spanned by ZF and Z¥, subject to
the constraints in (3.13). The global step again reduces the value of the objective
function since ZF and Z} are feasible in the global step. It can be shown that the
combined algorithm (local step + global step) monotonically decreases the objective
function and globally converges to an optimal solution of (3.13).

This algorithm operates at two levels : a fine level where we solve two problems
of dimension NV, rather than one problem of dimension 2V, ; a coarse level where we
solve a problem of dimension 2. Left by itself, the fine step converges to a suboptimal
solution of (3.13). Combining the fine step with the global step yields convergence
to a global optimum.

In addition to providing a pedagogic view on the general algorithm presented
in the following section, the simplified form (3.14)-(3.17) has a theoretical interest.
In contrast to the general algorithm for which we cannot provide a convergence
analysis, the simplified form (3.14)-(3.17) may be analyzed mathematically, at least
in the particular situation when H; = Hy = H. Then solving (3.13) amounts to
searching for the lowest two eigenelements of the matrix H. Notice that the global
step (3.15)-(3.17) is then unnecessary because the functional to minimize in (3.15)
does not depend on a.

However, we can show that the iterations (3.14) converge in the following sense.
The 2-dimensional vector space spanned by the lowest two eigenvalues of H is rea-
ched asymptotically. This occurs under an appropriate condition on the matrix H.
The latter is a condition of separation of the eigenvalues, namely e; — €7 < €3 — €
with obvious notation. The gap €3 — €5 gives the speed of convergence. For brevity,
we do not detail the proof here (see the section 3.6). Future work on the numerical
analysis of more general cases is in progress.

3.3.2 Description of the algorithm
We define, for all p-tuple (C;)1<i<p,

£ ((Cl-)lggp) - z,,: Tr (HiCiCl-t), (3.18)

and set by convention
Uy =U, = 0. (3.19)

We introduce an integer ¢, initialized to one, that will alternate between the values
zero and one during the iterations.

At iteration k, we have at hand a set of block sizes (m¥);<;<, and a set of
matrices (C¥)i<i<, such that CF € M™™i (R), [CF'CF = Lk, [CHITCE, = 0. We
now explain how to compute the new iterate (m™'),<;c,, (CF™)1<icp.

Multilevel Domain Decomposition (MDD) algorithm

e Step 1 : Local fine solver.
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(a) For each i, diagonalize the matrix Hy; . in the subspace
‘/2];-1—5 = {.T € Rn7 [C§i+e—1:|th = 07 xtTC§i+e+1 = 0} )

i.e. diagonalize Py, Hoy Pk . where PJ. _is the orthogonal projector
on Vi, .. This provides (at least) n — mk,, _, —mb,. ., real eigenvalues
A§z+e,1 < )\QHQQ < --- and associated orthonormal vectors :E’;HEJ. The
latter are T-orthogonal to the column vectors of CF , and CF,.

(b) Sort the eigenvalues (A5, ;);; in increasing order, and select the lowest
ZmQHE of them. For each ¢, collect in block #2¢ + € the eigenvalues

7
A5iyc; selected. New intermediate block sizes ms;,  are defined.
K K

(¢) For each i, collect the lowest m%, ., vectors a5, . ; in the n X mg,; ,  matrix
—k
02i+5'

(d) For each i, diagonalize the matrix Ho; ;41 in the subspace
Vo —{xe]R" [6’“ TTx—O 2'TCy —0}
Qitetl — ) ite =Y, Qitet2

in order to get eigenvalues )\’2‘“@-+E+171 < )‘éi+5+1,2 < --- and associated
orthonormal vectors %, +1,;- The latter are T-orthogonal to the column

vectors of 6; 4+ and 6; et

(e) Sort all the eigenvalues {(A’;HEHJ)Z-J, (A’;i+57j)i7j} in increasing order. Se-
lect the lowest N. For each [, collect in block #I the eigenvalues )\ﬁj
selected. New intermediate block sizes (mf“)lglgp are thus defined.

(g) Replace € by 1 — € and proceed to step 2 below.
e Step 2 : global coarse solver. Solve
U = arginf{f(U), U=(U), V1<i<p—1Ue M’”i“’mi(lR)}, (3.20)
where
re -¢((cuncmraan ) ). (3.21)
and
Ciltt) = C + TC U ([CHTT'CE) = T'C UL, (ICH'T'TCE). (3.22)

Next set, for all 1 <7 < p,

—-1/2

C =G (G aw) (3.23)

Note that [C51] TG = 0 (this follows from T2 = 0).
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We think of the even indexed unknowns C5; as the black variables and the odd
indexed unknowns C5;,; as the white variables. In the first phase of the local fine
solver, we optimize over the white variables while holding the black variables fixed.
In the second phase of the local fine solver, we optimize over the black variables
while holding the white variables fixed. In the global step, we perturb each variable
by a linear combination of the adjacent variables. The matrices U = (U;); in (3.20)
play the same role as the real parameter « in (3.15). The perturbation is designed
so that the constraints are satisfied. The optimization is performed over the ma-
trices generating the linear combinations. In the next iteration, we interchange the
order of the optimizations : first optimize over the black variables while holding the
white variables fixed, then optimize over the white variables while holding the black
variables fixed.

Let us point out that an accurate solution to (3.20) is not needed. In practice, we
reduce the computational cost of the global step, by using again a domain decompo-
sition method. The blocks (C;)1<;<, are collected in r overlapping groups (G;)1<i<r
as shown in Figure 3.5. Problem (3.20) is solved first for the blocks (Gg41), next for
the blocks (Go;). Possibly, this procedure is repeated a few times. The advantage of
this strategy is that the computational time of the global step scales linearly with V.
In addition, it is parallel in nature. The solution of (3.20) for a given group is per-
formed by a few steps of a Newton-type algorithm. Other preconditioned iterative
methods could also be considered.

Gy

G2
Gs

F1G. 3.5 — Collection of p = 10 blocks into » = 3 groups.

3.3.3 Comments on the local step
The local step is based on a checkerboard iteration technique.

When € = 1, steps la-1c search for a solution (m’giﬂ,@’;m)i to the problem

inf{ Z Tr (Hait1Coi1Coi11) 5 Coipr € MM U(R),  Coy 1 Coigr = Iy
[Cgi]tTCQH—l =0, C§i+1TC§i+2 =0,

k
ma;ir1 € N, E Mait1 = E m2i+1}'
i i
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During steps la-1c, the “white” blocks C5; are kept fixed. The “black” blocks C5;
are optimized under the orthogonality constraints imposed by the “white” blocks. A
point is that most of the computational effort can be done in parallel. Indeed, for
p even, say, performing step la amounts to solving p/2 independent diagonalisation
problems of size n.

Likewise, steps 1d-1f solve

P
inf{ ZT}“ (HZCZCf) , C; € M™™(R), CfCi =1,, mi €N, Zml - N
i=1 i

[Ul;j—l]tTCQJ =0, [Cy]'T[Caj41]* =0,

_k —k
0 <mgjpr < my;yy, Oy C Czj+1}>

. —k .
where the notation Cyjy1 C Cy;,; means that each column of Cy;1; is a column of

—k . . .
Cy;1- Here again, most of the computational effort can be performed in parallel.

When e = 1, “black” vectors (i.e. vectors belonging to blocks with odd indices)
are allowed to become “white” vectors, but the reverse is forbidden. In order to
symmetrize the process, € is replaced by 1 — € in the next iteration.

We wish to emphasize that, although called local, this step already accounts for
some global concern. Indeed, and it is a key point of the local step, substeps (b)
and (e) sort the complete set of eigenvalues generated locally. This, together with
the update of the size m; of the blocks, allows for a preliminary propagation of the
information throughout the whole system. The global step will complement this.

Finally, let us mention that in the local steps, (approximate) T-orthogonality is
obtained by a Householder orthonormalization process. The required orthonormality
criterion is

Vi<i<p-1 |[[CHTCE,| < e, (3.24)

where ¢, > 0 is a threshold to be chosen by the user.

3.3.4 Comments on the global step

Let us briefly illustrate the role played by the global step. For simplicity, we
consider the case of two blocks of same initial size m; = ms = m and we assume
that m; and msy do not vary during the iterations. If only the local step is performed,
then the new iterate

(CF, C5th) = (CF, Cy)
does not necessarily satisfies (3.11). Indeed, there is no reason why the Lagrange
multipliers corresponding to the two contraints C*T'Cy = 0 (step 1a when € = 1) on
the one hand and [C¥]'T'C = 0 (step 1d when ¢ = 1) on the other hand should be the
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same. The global step asymptotically enforces the equality of Lagrange multipliers.
This is a way to account for a global feature of the problem.

Let us emphasize this specific point. Assume U* = 0 in the global step of the
k-th iteration of the algorithm, or in other words that the global step is not effective
at the k-th iteration. Then it implies that the output (C},Cy) = (C¥, C¥) of the
local step already satisfies (3.11). Indeed,

F(U) = Tr<J1(U)01(U)tH101(U)) n Tr(Jg(U)CQ(U)tHQCQ(U)> (3.25)

1
for i = 1, 2. Since

with J,(U) = (@(U) CZ-(U)>
(Jl(U)> I (G{TTtél) Ut (5@@@) U(C*{TT@),
(JQ(U)> Ty (éthT@) U(é{TTt@) Ut (éthT@),

we have VJ;(0) = VJ3(0) = 0. The matrix U being a square matrix of dimension
m, forall 1 <1i,57 < m,

Lof o _ Tr( {801 (O)Y Hlél) +Tr< {802 (o)]tHzég)

ianj U oU;
_ ((mwa)émm@)ﬂ . (@THzéQ(é;TtT@))ﬁ
— ((5{TTt51>(A1—AQ)(ééTtT@))”, (3.26)

J

where A; and A, are defined by

Hlél - 51E1 —|— TégAi,
~ ~ s (3.27)
HQCQ = CQEQ + T ClAQ.
As U* = 0 implies
o of
1< < = 2
Vi<i,j<m au, (0) =0, (3.28)

we conclude that A; = A, if the matrices <6’fTTt51> and (5§TtT6’2) are invertible,
which is generally the case when n > 2m. Consequently, (3.11) is satisfied by
(Cy,Cy).

On the other hand, when n is not much larger that 2m, the above matrices
are not invertible and (3.11) is usually not satisfied. In this case, the global step is
slightly modified in order to recover (3.11) and thus improve the efficiency of the
global step. We replace (3.22) by

Vi<i<p, )= CFTCL U ((CHTT'CE) - T'CE UL, ([CH T'TCY)
(3.29)
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where @’“ is a block formed by vectors collected in the vector space defined by 5’{“
These vectors are selected using a modified Gram-Schmidt orthonormalization pro-
cess. The size of the blocks CF is appropriately chosen. The larger the blocks CF,
the more precise the global step but the worse the conditioning of the optimization
problem. In addition, since the global step is the most demanding step of the algo-
rithm, considerations both on the computational time and in terms of memory are
accounted for when fixing the sizes of the blocks C¥.

Our numerical experiments show that when the global step is performed (using
(3.22) or (3.29), depending on n and m), the blocks (CF™); do not exactly satisfy the
orthonormality constraint, owing to evident round-off errors. All the linear scaling
algorithms have difficulties in ensuring this constraint and our MDD approach is no
exception. The tests performed however show that the constraint remains satisfied
throughout the iterations within a good degree of accuracy.

3.4 Numerical tests

An extensive set of numerical tests was performed to illustrate the important
features of the domain decomposition algorithm introduced above, and to compare
it with a standard scheme, commonly used in large scale electronic structure calcu-
lations.

3.4.1 Setting of the algorithm and of the tests
3.4.1.1 Molecular systems used for the tests

Numerical tests on the algorithm presented above were performed on three che-
mical systems. The first two systems both have formula COH-(CO),,, -COH. They
differ in their Carbon-Carbon interatomic distances. For system P;, this distance is
fixed to 5 atomic units, while it is fixed to 4 for system P,. On the other hand, our
third system, denoted by P53 has formula CH3-(CHs),,, -CHs.

For each of the three systems Py, P,, Ps3, several numbers n,, of monomers
were considered. A geometry optimization was performed using the GAUSSIAN
package [45] in order to fix the internal geometrical parameters of the system. The
only exception to this is the Carbon-Carbon distance for P; and P,, which, as said
above, is fixed a priori. Imposing the Carbon-Carbon distance allows to control the
sparsity of the matrices H and S (the larger the distance, the sparser the matrices).
Although not physically relevant, fixing the Carbon-Carbon distance is therefore
useful for the purpose of numerical tests.

3.4.1.2 Data, parameters and initialization

For an extremely large number n,, of monomers, the matrices H, S, and D,
cannot be generated directly with the GAUSSIAN package. We therefore make a
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Py P Ps
n 130 200 308
q 50 80 126
Bandwith of S 59 79 111
Bandwith of H 99 159 255
Cut-off for entries of H | 10712 10712 1010
Cut-off for entries of D | 107! 10~ 1077
Size of first block my =67 | m; =105 | m; = 136
Size of last block my, = 67 | m, =106 | m, = 137
Size of a generic block | m; =56 | m; =84 | m; =104

TAB. 3.1 — Localization parameters and initial size of the blocks used in the tests

periodicity assumption. For large values of n,,, these matrices approach a periodic
pattern (leaving apart, of course, the “boundary layer”, that is the terms involving
orbitals close to one end of the linear molecule). So, we first fix some n,, sufficiently
large, but for which a direct calculation with Gaussian is feasible, and construct H,
S. The matrices H and S, as well as the ground-state density matrix D,, and the
ground-state energy Fj, are then obtained for arbitrary large n,, assuming perio-
dicity out of the “boundary layer”. Likewise, the gap ~ in the eigenvalues of H is
observed to be constant, for each system, irrespective of the number n,, of polymers,
supposedly large. Proceeding so, the gap for systems Py, Ps, and P5 is respectively
evaluated to 0.00104, 0.00357, and 0.0281.

For our MDD approach, localization parameters are needed. They are shown in
Table 3.4.1.2 below. Additionally, we need to provide the algorithm with an initial
guess on the size m; of the blocks. Based on physical considerations on the expected
repartition of the electrons in the molecule and on the expected localization of the
orbitals, the sizes were fixed to values indicated in the table Tab 3.4.1.2. The specific
block C; is then initialized in one of the following three manners :

— strategy Z; : the entries of C' are generated randomly, which of course generi-

cally yields a bad initial guess way ;
— strategy Z, : each block C; consists of the lowest m; (generalized) eigenvectors
associated to the corresponding block matrices H; and S; in the matrices H and
S, respectively. This provides with an initial guess, depending on the matrices
H and S, thus of better quality than the random one provided by strategy Z ;

— strategy Zs : the initial guess provided by 7, is optimized with the local fine
solver described in section 3.3.2.

3.4.1.3 Implementation details

Exact diagonalizations in the local steps are performed with the routine dsbgv.f
from the LAPACK package [123]. In the global step, the resolution of the linear
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system involving the Hessian matrix is performed iteratively, using SYMMLQ [143].
Diagonal preconditionning is used to speed up the resolution.

The calculations have been performed using only one processor of a bi-processor
Intel Pentium IV-2.8 GHz.

3.4.1.4 Criteria for comparison of results

For assesment of the quality of the results, we have used two criteria, regarding
the ground-state energy and the ground-state density matrix, respectively. For either

quantity, the reference calculation is the calculation using the Gaussian package [45].

E—FE
The quality of the energy is measured using the relative error ep = %. For
0

evaluation of the quality of the density matrix, we use the L* matrix norm

Dy — [Dy],;

)

: (3.30)

= sup
(4,5)8-b. |Hyj|<e

€

where we fix ¢ = 1071°. The introduction of the norm (3.30) is consistent with the
cut-off performed on the entries of H (thus the exact value of € chosen). Indeed, in
practice, the matrix D is only used for the calculations of various observables (for
instance electronic energy and Hellman-Feynman forces), all of the form Tr(AD)
where the symmetric matrix A shares the same pattern as the matrix H (see [1] for
details). The result is therefore not sensitive to entries with indices (4, j) such that
|H;;| is below the cut-off value.

3.4.2 Illustration of the role of the local and global steps

Our MDD method consists in three ingredients :
— the local optimization of each block performed in the local step;
— the transfer of vectors from some blocks to other blocks, along with the mo-
dification of the block sizes m;, again in the local step;
— the optimization performed in the global step.
To highlight the necessity of each of the ingredients, and their impacts on the final
result, we compare our MDD algorithm with three simplified variants. Let us denote
by
— strategy S : local optimization of the blocks, without allowing variations of
the block sizes, and no global step ;
— strategy S, : full local step (as defined in Section 3.3.2), no global step;
— strategy Ss : local optimization of the blocks, without allowing for variations
of the block sizes, and global step;
— strategy S, : full algorithm.

We compare the rate of convergence for the above four strategies. Two categories
of tests are performed, depending on the quality of the initial guess. The results
displayed on Figures 3.6 to 3.7 concern polymer P; with n,, = 801 monomers. This
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corresponds to IV, = 8050 and N = 5622. Analogous tests were performed on P,
and Ps, but we do not present them here, for brevity.

The energy of the ground state of this matrix (i.e. the minimum of (3.6)) is
Ey = —27663.484. The number of blocks considered is p = 100. For the global step,
we have collected these 100 blocks in 99 overlapping groups of 2 blocks. Interestin-
gly, such a partition provides with optimal results regarding CPU time and memory
requirement. It is observed in Figures 3.6 to 3.7 that &7, S; and S3 are not satis-
factory for they converge towards some local, non global, minima of (3.9) whatever
the initial guess. The failure of the strategy Ss; performed on the initial guess Z is
surprising : this initial guess is not good enough. Indeed, if the initial guess is Z3,
we check numerically that the strategies S35 and S, behave identically. Notice that
the strategy Z3 is identical to Sy applied to the initial guess Zs.
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F1G. 3.6 — Density (right) and energy (left) errors versus CPU time obtained with
a bad initial guess (Z;).

We also remark that the strategy S; performs very well whatever the initial
guess (see Fig. 3.6 and Fig. 3.7). The same behavior is observed for the polymers P
and Ps. Finally, after orthonormalization, the Density Matrix Minimization (DMM)
method [81] failed with the random initial guess and reveals very slow with the
initial guess Z,. That is the reason why we consider the initial guess Z3 to compare
these methods.

3.4.3 Comparison with two other methods

Having emphasized the usefulness of all the ingredients of our MDD algorithm,
we now compare it to two other algorithms :

— the diagonalization routine dsbgv.f from the LAPACK library ;

— the Density Matrix Minimization (DMM) method [81].



72 Chapitre 3 : Une méthode de décomposition de domaine

T
<= R
- —+- 82

ANRBB R
pe
Y
Y
Y
@

S4

A4
A4
A4
v
i
S,

L L L L L I I I L 10'4 L L L L L L i it L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
CPU Time in seconds CPU Time in seconds

F1G. 3.7 — Density (right) and energy (left) errors versus CPU time obtained with
a better initial guess (7).

These two algorithms are seen as prototypical approaches for standard diagona-
lization algorithms and linear scaling techniques respectively. They are only used
here for comparison purposes. Regarding linear scaling methods, two other popular
approaches are the Fermi Operator method [58] and the McWeeny iteration me-
thod [90]. We have observed that, at least in our own implementation, based on
the literature, they are outperformed by the DMM method for the actual chemical
systems we have considered. We therefore take DMM as a reference method for our
comparison.

Recall that the routine dsbgv.f consists in the three-step procedure
— transform the generalized eigenvalue problem into a standard eigenvalue pro-
blem by applying a Cholesky factorization to S';

— reduce the new matrix to be diagonalized to a tridiagonal form ;

— compute its eigenelements by using the implicit ()R method.

The algorithmic complexity of this approach is in N} and the required memory
scales as N7.

For the description of DMM method, we refer to [81]. Let us only mention here
that this approach consists in a minimization procedure, applied to the energy ex-
pressed in terms of the density matrix. Both the algorithmic complexity and the
memory needed for performing the DMM approach scale linearly with respect to
the size N, of the matrix. The DMM method is initialized with the density matrix
D = CC" computed with the initial guess C of the domain decomposition method.
Two important points for the tests shown below are the following.

First, we perform a cut-off on the coefficients on the various matrices manipulated
throughout the calculation : only the terms of the density matrices within the frame
defined in Figure 3.3 are taken into account. Such a cut-off has some impact on the
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qualities of the results obtained with the DMM method. We are however not able
to design a better comparison.

Second, the DMM method requires the knowledge of the Fermi level (as is the case
for the linear scaling methods commonly used in practice to date). The determination
of the Fermi level is the purpose of an outer optimization loop. In contrast, the MDD
approach computes an approximation of the Fermi level at each iteration. Here, for
the purpose of comparison, we provide DMM with the exact value of the Fermi
level. Consequently, the CPU times for the DMM method displayed in the sequel
are underestimated.

We emphasize that the routine dsbgv.f computes the entire spectrum of the ma-
trix, both eigenvalues and eigenvectors. In contrast, the MDD approach only pro-
vides with the lowest N eigenvalues, among N,, and the projector on the vector
space spanned by the corresponding eigenvectors, not the eigenvectors themselves.

3.4.3.1 Comparison with Direct diagonalization and DMM

We have computed the ground states of the polymers P;, P, and P;s with the
three methods (direct diagonalization, DMM and MDD) and for various numbers
N, of monomers, corresponding to matrix sizes N, in the range 103-10°. For DMM
and MDD, the initial guess is generated following the strategy Zs.

The results regarding the CPU time at convergence and the memory requirement
are displayed for the three polymers in Table 3.4.3.1. For small values of N, i.e. up
to around 10%, the results observed for the direct diagonalization, DMM and MDD
agree. The CPU times for our MDD approach scale linearly with N,. For larger
values of N,, the limited memory prevented us from either performing an exact
diagonalization or from implementing DMM. So, we extrapolate the CPU time and
memory requirement according to the scaling observed for smaller N.

For the polymer Ps, the data for the DMM method are not plotted as the DMM
method does not converge when the number of monomers exceeds 10°. From our
point of view, it comes from the truncation errors which cause the divergence of the
method (note that the truncation strategy we consider here is very simple).

3.4.3.2 Comparison with DMM and a hybrid strategy

We now concentrate on the two approaches that scale linearly, namely DMM
and MDD. We consider

— P1 with 4001 monomers, corresponding to N, = 40050,

— Py with 2404 monomers, corresponding to N, = 24080,

— P3 with 208 monomers, corresponding to N, = 854.
These particular values have been chosen for the purpose of having simple values
for the numbers of blocks. For each of the three polymers, we compare the DMM
and MDD methods initialized by the strategy Z; and a hybrid strategy. The hy-
brid strategy consists of a certain number of iterations performed with MDD, until
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convergence is reached for this method, followed by iterations with DMM. We use
the following stopping criterion for MDD :

|Dn — Dypal| > [|[Dp1 — Dys|| and  ||Dy, — Dy i < e (3.31)

where ¢, is a threshold parameter. We take ¢, = 107, respectively ¢, = 1073, for
the polymer Py, respectively P, and Ps.

The Table 3.4.3.2 shows the evolution of the error in density versus CPU time.
The hybrid version is demonstrated to be a very efficient combination of the two
algorithms.

For completeness, let us highlight the temporary increase for the error in density
when MDD is used on P,. Analogously, the energy of the current solution, which
is actually below the reference energy, also increases. In fact, this is due to a loss
of precision in the orthonormality constraints. In MDD, these constraints are not
imposed exactly at each iteration, but only approximately (see equation 3.24).

Finally, we report on Table 3.5 the results obtained with MDD for the largest
possible case that can be perfomed on our platform, owing to memory limitation. We
use the initial guesses obtained with the strategy Z;. Notice that for the local step
the memory requirement scales linearly with respect to the number n,, of monomers,
while for the global step, the memory requirement is independent of n,,. Therefore,
for large polymers, the memory needed by MDD is controled by the local step. In
contrast, for small polymers, the most demanding step in terms of memory is the
global step.

3.5 Conclusions and remarks

The domain decomposition algorithm introduced above performs well, in com-
parison to the two standard methods considered. More importantly, our approach is
an effective preconditionning technique for DMM iterations. Indeed, MDD provides
a rapid and accurate approximation, both in terms of energy and density matrix,
regardless of the quality of the initial guess. In contrast, DMM outperforms MDD
when the initial guess is good, but only performs poorly, or may even diverge, when
this is not the case. The combination of the two methods seems to be optimal.
More generally, our MDD algorithm could constitute a good preconditionner to all
variational methods, such as the Orbital Minimization method [87].

Regarding the comparison with DMM, the following comments are in order.

— All our calculations have been performed on a single processor machine. Po-
tentially, both DMM and MDD should exhibit the same speed-up when pa-
rallelized. We therefore consider the comparison valid, at least qualitatively,
for parallel implementations. The parallelization of the MDD is currently in
progress, and hopefully will confirm the efficiency of the approach.

— We recall the Fermi level has to be provided to the DMM method. This is an
additional argument in favor of the MDD approach.
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TAB. 3.3 — Evolution of the density error with the CPU time for the polymer P;
made of 4001 monomers (top), P, made of 2404 monomers (middle), polymer P;
made of 208 monomers (bottom).
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— The MDD method, in contrast to the other linear scaling methods, does not
perform any truncation in the computations. So, once the profile of C'is choo-
sen, the method does not suffer of any instabilities, contrary to DMM (or OM)
for which divergences have been observed for the polymer Ps.

— The domain decomposition method makes use of several threshold parameters.
For the three polymers we have considered, the optimal values of these para-
meters, except for the stopping criterion ¢, (equation (3.31)), are the same.
We do not know yet if this interesting feature is a general rule.

— Recall our method solves problem (3.9), which is only an approximation of
problem (3.8). Therefore, the relative error obtained in the limit is only a
measure of the difference between (3.9) and (3.8). In principle, such a difference
could be made arbitrarily small by an appropriate choice of the parameters of
problem (3.9).

— Finally, let us emphasize that there is much room for improvement in both the
local and the global steps. We have designed an overall multilevel strategy that
performs well, but each subroutine may be significantly improved. Another
interesting issue is the interplay between the nonlinear loop in the Hartree-Fock
or Kohn-Sham problems (Self-Consistent Field - SCF - convergence [1,27,127])
and the linear subproblem considered in the present article. Future efforts will
go in these directions.
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3.6 Une preuve de convergence dans un cadre sim-
plifié

3.6.1 Présentation du probléme

On considére le probléme (3.8) pour N = 2. On désigne par X, respectivement
Y, le bloc formé de la premiére colonne, respectivement de la seconde, de C. Le
probléme (3.8) s’écrit

inf {(HX, X))+ (HY,Y), (X, X)=1, (Y,Y)=1, (X,Y)=0}. (3.32)

Soit (X™,Y™) I'itéré courant, le calcul de (X", Y"*1) suivant la méthode pré-
sentée dans la premiére partie de ce chapitre s’effectue suivant
X = amginf{(HX,X), (X,X)=1, (X,Y") =0},

Dy arginf{(HY,Y), (Y,Y) =1, (X,Y) =0}. (3.33)

(XnJrl’ Yn+1) — ()(a*7 Ya*) ’
o — inf {(HX,, X.)+ (HY,,Y,)},
” inf {(H X0, X,) + (HY,, Y.))
vy - <5<+af/ f/_a)z)
) « \/1+&27\/1+a2 *

On remarque que 1’étape (I1) est inutile suite a la simplicité du probléme (3.32).
En effet,

VaeR, (HXu Xo)+ (HY,,Ya) = (HX,X)+ (HY,Y).

C’est pourquoi, on omet cette étape dans la suite. Soient (c;, €;) les éléments propres
de H, on suppose les réels ¢; distincts deux & deux. On introduit les matrices D,, =
c;ct, et, a chaque itération les matrices (D%, D}, D™),, par

VneN, (D%, DL D")= (X"(X")t, Y™(Y™t, D% + D;;).

3.6.2 Preuve de convergence

L’écriture des équations d’Euler-Lagrange correspondant a (3.33) conduit aux
relations suivantes

HXnJrl — )\n—f—lxn—f—l + Vn-i—ly’n7
Hyn—I—l — 5n+1Xn+1 + ,unJrlynJrl’ (3 34)
(Xn-i-l’ Yn) _ (Xn+1’ YnJrl) — 0’ .

(Xn—l—l’Xn—i—l) — (Yn+1’Yn+1) - 1.
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D’ou

)\n-i-l _ (HX”+1, Xn+1)’
Vn-l—l _ (HXnJrl, Yn)’
5n+1 — (HY"‘H, Xn-i—l)’

Mn+1 — (HY""’l’Yn"‘l)_

(3.35)

3.6.2.1 Etude des suites (\"),, (1), (0™)n, (1")n

Lemme 3.6.1 Les suites (\"),, et (u"),, sont des suites convergentes. On note \ et
W leur limite respectivement.

Par (3.35), les suites (\"),, et (u"),, sont minorées par €;. Par ailleurs, il vient par
(3.33)

(HX"+1, X"+1) < (HX", X") (3.36)

soit en utilisant (3.34)
A<

Par conséquent, (A"),, est une suite décroissante minorée. La suite converge donc vers
un réel noté A. De méme, (u"),, est une suite décroissante minorée donc convergente
vers un réel noté . On peut toujours supposer

A< p. (3.37)
Dans le cas contraire, il suffit d’échanger X et Y° pour obtenir (3.37).

Lemme 3.6.2 Les suites (6"), et (v™), sont des suites convergentes vers la méme
limite positive notée v.

Dans un premier temps, on remarque qu’on peut toujours supposer v > (, respec-
tivement 0" > 0, pour tout n. En effet, dans le cas contraire, il suffit de changer
le signe de X™, respectivement Y™, de fagon a satisfaire (3.34). Les suites (6™),, et
(v™),, sont donc minorées.

Par ailleurs, il vient en utilisant le caractére symétrique de H, (3.34) et (3.35)

5n+1 — (Hyn—i-l’ Xn—i—l)’
— (Yn—f—l’ HXn+1),
_ )\"+1(Yn+17 Xn+1) 4 yn—f—l(Yn—i—l’ Yn), (338)
— Vn+1<yn+1’ Yn)
De maniére similaire,
prt = (XX, (3.39)

X, et Y, étant normés, on obtient par I'inégalité de Cauchy-Schwartz

(XXM <1 et (VLY <L
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Il vient ensuite a 1’aide de (3.38) et (3.39)

I R e L VA (3.40)
Par conséquent, (6"),, et (v™),, sont décroissantes et par suite convergent. En passant
a la limite dans (3.40), elles ont la méme limite qu’on note v.
3.6.2.2 Casv=0

Lemme 3.6.3 Les suites (D%),, et (DY), sont convergentes. Les suites (D%, A"),
et (DY, u™), convergent vers (D.,,€q) et (D.,,€p) avec o < f3.

Comme H est symétrique, on a

V1I<k<N, (e, HX"™) = (Hep, X",

= Gk(Ck,XnJrl).
Il vient par (3.34)
V1<Ek<N, (e—A")(ck, X" =0" (e, Y). (3.41)

On obtient ensuite par Cauchy-Schwartz |(cx, Y™)| < 1. Par conséquent, en passant
a la limite dans (3.41), on obtient en utilisant les lemmes 3.6.1-3.6.2 et ’hypothése
sur v

VI<k<Ny, lim (e — N)(a, X" =o. (3.42)

A est donc égal & une valeur propre de H. En effet dans le cas contraire, comme
(¢;); forment une base de R, (3.42) implique que (X™),, converge vers le vecteur
nul de norme nulle. Comme

Vk#a, lim(c, X" =0, (3.43)

la suite (D% ), converge vers D, suite a ’hypothése sur les valeurs propres de H.
De méme p est égal a une valeur propre de €3 de H, et, la suite (D3} ),, converge vers
D.,. Le passage a la limite dans (3.34) implique o # (3, soit par (3.37) a < 3.

Lemme 3.6.4 Le couple (D,, D) est le couple (D,,, D.,).
Soit ip un entier de {1,..., Ny}, on définit le vecteur e;, par
€ip = Ciy — (Cian—i—l)Xn—l—l.

Par construction, (X" ¢, ) = 0. En utilisant (3.33) et (3.35), on a

,un+1 < (H €ig €ig )
- el leill )

1

el

(3.44)
(61'0 o 262‘0 (Ciov Xn+1>2 + )‘n+1(cl’07 Xn+1)2>'
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En passant a la limite dans (3.44), on obtient a I’aide de (3.43)
Vip# o, B €, <eg < €. (3.45)

On finit ensuite la démonstration par I’absurde. En effet, dans un premier temps
on suppose que «, et donc (3, sont différents de 1. Il suffit de choisir 7o = 1 dans
(3.45) pour aboutir a une contradiction. Par conséquent, « est égal a 1. Dans un
second temps, on suppose (3 # 2. Il suffit de choisir iy = 2 dans (3.45) pour aboutir
a une contradiction.

3.6.2.3 Casv#0

Par (3.34), la suite des couples ((X ",Y")) est bornée. Elle converge donc a

n

extraction prés. On se donne (Xp("), Yp(")) une extraction convergente, soit
n

lim X?™ = X, lim Y?") =Y, (3.46)

n—oo n—oo

On définit Dy, Dy, et D, par
(Dx,, Dy,, D,) = (X,,(X,,)t, Y,(Y,)!, Dy, + Dyp>.

Lemme 3.6.5 La limite (X,,Y,) appartient & un sous espace vectoriel engendré par
deux vecteurs propres (ca,,cs,) de H avec €,, < €a,.

(3.38) pour p(n) s’écrit
A (N G} (3.47)
Comme on se place dans le cas v # 0, le passage a la limite dans (3.47) implique

lim (Yp<">+1,yp<">> ~ 1. (3.48)

n—0o0

En utilisant (3.34), [YP(+ —yP)| = 2 (1 — (Yp(")+1, Yp(")>>. Il vient ensuite par

(3.48)

lim [Y?M)F yP()] = 0. (3.49)

En procédant de méme avec XP(™) on montre en associant (3.46) , (3.49) et I'inégalité
de Cauchy-Schwartz

lim XMW = X, lim YPOT! =,

e p
n—00 n—00
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Par conséquent, en passant a la limite dans (3.34) écrit en p(n), (X,,Y,) vérifie donc

s) [ X = A+,
HY, = vX,+uY,

L’espace vectoriel engendré par (X,,Y),) est stable par H. Il est donc engendré par
deux éléments propres (cq,, ;) et (cg,,3,) de H. La diagonalisation de la matrice
H restreinte a ce sous-espace vectoriel conduit a

@ = (\tu— o EER) 2,
€3, = (A4+p++/(p—A2+1v2)/2, (3.50)

€ap T €5, A+ p.

Comme v # 0, (Dx,, Dy,) ne coincide pas avec (De,,, De; )-

Lemme 3.6.6 Les vecteurs (cq,,cs,) et donc D, ne dépendent pas de l’extraction
p choisie. On note (o, B) les valeurs de (o, 5,) (o < ). Par ailleurs, les matrices
(Dx,, Dy,) ne dépendent pas de l’extraction p choisie.

A et p sont indépendants de I'extraction choisie. En utilisant (3.50), (€q,,€,) sont
indépendants de ’extraction p choisie. D, étant le projecteur associé au sous-espace
engendré par (X,,Y)), il est donc indépendant de I’extraction p choisie. Notamment,
pour toute extraction p convergente

Dx,+ D,, = D., + D,

Ensuite par le lemme 3.6.5 associé aux contraintes d’orthonormalité satisfaites
par X, et Y, on a l'existence d’un réel 6, €]0, 27| tel que

cos(0,)sin(6,) # 0

X, = cos(0,)cq + sin(b,)cs,
Y, = —sin(f,)c, + cos(6,)cs.

p

(3.51)

En multipliant (3.51) par H, on obtient par identification avec (S) les égalités sui-
vantes :

( sin(0,)cos(8,) = - i =
A—€ €3 —
2 a B H
9 = =
sin” (0p) p—— p—— (3.52)
— A e,
cos*(6,,) - - kAT
L Eﬁ — €q Eﬁ — €q
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Or, par définition de Dy, et Dy, il vient par (3.51)

Dx, = c0s*(0,)D,, + cos(0,)sin(0,)(cact, + cacly) + sin®(6,) De,

Dy, = sin®*(6,)D., — cos(6,)sin(6,)(cach + cach) + cos(6,) D,

On conclut par (3.52) que le couple (Dx,, Dy,) est indépendant de l'extraction p
choisie.

Lemme 3.6.7 « est égal a 1. 0 est égal a 2 si et seulement si

€3 — €9 1
>

€3 — €1 2

On procéde ici comme pour la démonstration du lemme 3.6.2. Soit ¢y un entier de
{1,..., Ny}, on définit le vecteur e;, par

€ig = Ciyp — (CioaXp(n)+1)Xp(n)+1-
Par construction, (Xp(")+1, e¢0> = 0. En utilisant (3.33) et (3.35), il vient
PO+ < (H G Cig )’
lewl™ lles |

1

el

(3.53)
(eio _ 251‘0 (Cim Xp(n)+1)2 + )\p(n)-l—l(cio’ Xp(n)+1)2) ]

Par ailleurs, on déduit du lemme 3.6.6 associé a (3.34), (3.46) et (3.49)

Vig#a, f lim <Xp("),cz~0) = lim (Xp(")ﬂ,cio) = <Xp,cz~0> =0. (3.54)

n—oo n—oo

Par conséquent en passant a la limite dans (3.53), on obtient a ’aide de (3.37) et
(3.54)
Vip# o, B A< pu<eg,. (3.55)

Par ailleurs, on déduit de (3.50)
€a <A< 1 < eg. (3.56)
On obtient donc par (3.55) et (3.56) lorsque « n’est pas égal a 1
€a < A\ < €,
et donc « est égal & 1. Supposons que (3 est différent de 2. Par (3.50) et (3.55), on a

A = € +eg,
S 262.
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On aboutit & une contradiction lorsque
26y < €1 + €3.
Par suite, par hypothése sur les valeurs propres de H, (3 est égal a 2 dés que
2¢9 < €1+ €3 < €1 + €, pour tout k> 3

soit dés que
€3 — €9 1

> 5 (3.57)

€3 — €1

Il reste a démontrer que la condition (3.57) est optimale. Considérons la matrice

diagonale H de dimension 3 d’éléments diagonaux {e;, €, €3} tels que e3—es < ea—e;.
On définit (X, Yp) par

(X0.Y0) = ({2 + €2) V2 (1 = 2)/V2))
d’ou
(N0, 1) = (xgHXO, YOtHYO) - ((61 Fe3)/2, (61 + €3) /2).

Par hypothése sur les ¢;, A\ et u° sont strictement inférieurs & e,. Par suite, on a
pour tout n € N, (X,,,Y,) = (X, £Yp) et 'espace vectoriel engendré par (X,,,Y,,)
est celui engendré par (e, e3).

3.6.3 Conclusion

Lorsque les valeurs propres de H sont deux & deux distinctes, la matrice limite
de la suite (D"),, est un projecteur sur l’espace vectoriel engendré par deux vecteurs
propres (co,cg) de H avec . a =1 et aw < 3. 3 est égal & 2 dés que

€3 — €9 1

€3 — €1
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Chapitre 4

Vers le traitement des systémes
métalliques

Ce chapitre est consacré a la présentation d'une adaptation des méthodes de
projection au traitement des systémes métalliques. Il reprend un travail effectué
avec V. Duwig, G. Bencteux (EDF) et E. Cancés (CERMICS) qui a fait 'objet d’un
rapport interne EDF [128] et de quatre interventions orales a des congrés [I1] [I12]
[13] [14].
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On considére dans cette section une base de calcul localisée! pour la résolution
du probléme électronique telle que la matrice de recouvrement S soit égale a Iy,. A
chaque itération SCF, il s’agit de calculer le projecteur D* solution de

( Fe; = €, €1 <...< ey <€enp1 <. S €,
t
c;cj = 0ij,
(4.1)
N
_ t
D* = Zcici.
\ i=1

ou F, matrice de Fock construite & chaque itération SCF, est creuse quelle que soit
la nature du systéme considéré suite au caractére local de la base de calcul. Afin de
se placer dans le contexte métallique, on suppose sans perte de généralité

_1261S---§6N<O<EN+1§---§€N17Sl- (42)
avec € = ey, = —ey =~ 0. Ainsi, le niveau de Fermi e est égal 4 0 et le gap vr &
EN+1 — EN . 2e 0
€N, — €1 €N, — €1

4.1 Rappel sur les méthodes de projection

Les méthodes dites de projection [88] se basent sur la caractérisation de D*
suivante

D* = H(F) (4.3)

ol ‘H est la fonction définie sur [—1, 1] par H = 1j_; . Plus génériquement,

(€:)

D = ¢(F) pour tout polynome ¢ tel que Z(ZZ)

1 V1I<i<N
0 VN+1<i<N,

(4.4)
On est donc ramené a trouver le polynoéme de plus bas degré possible approchant ‘H
au sens défini par (4.4). Comme on ne connait pas a priori les réels ¢;, on cherche la
meilleure approximation de H au sens de la norme infinie sur [—1, —¢]U[e, 1]. Comme
‘H s’approche d’un échelon d’autant plus que € est faible, on doit recourir & un
polyndéme g de degré d’autant plus élevé que € et donc ~y est faible. Le caractére creux
de D* est en conséquence d’autant moins prononcé que 7 est petit. Les systémes
métalliques se caractérisant par v ~ 0, la matrice D* est pleine. L’évaluation de
¢(F') méne par suite a des produits matriciels pleins et conduit & une méthode de
complexité (’)(N 3) pour le traitement de tels systémes.

Lcaractérisée par N, = O(N).
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4.2 Adaptation aux systémes métalliques

L’idée naturelle pour traiter les systémes métalliques consiste & adapter les mé-
thodes de projection de facon & se ramener au traitement d’un isolant. Dans cette
optique, on propose de créer artificiellement un trou dans le spectre de F' autour du
niveau de Fermi ici égal a 0. Cette technique est connue sous le terme de déflation.

La méthode de déflation se déroule en trois étapes :

— On calcule 2d éléments propres (¢, €;)i—N—a+1,n+d de F autour du niveau de
Fermi (on a supposé par souci de simplicité qu’on calcule autant d’éléments au-
dessus et en dessous du niveau de Fermi). Le calcul des éléments propres (¢;, €;)
correspond & la recherche des 2d plus grands éléments propres de F~! (comme
ep = 0) et est réalisé a I'aide de 'algorithme Implicit Restart Arnoldi (IRA)
[121]. Les méthodes de sous-espace telle IRA utilisent des produits matrice-
vecteur? faisant intervenir F~! et des diagonalisations de matrices de taille
proportionnelle & d [111].

— On applique une méthode de projection a la matrice F' définie par

N+d
F=F- ) «cd, (4.5)

i=N—d+1

EN+d+1 — EN—

et de gap 75 = d’)/F plus grand que le gap de F'.

— On construit I’approximation D, de D* par

N+d
D,=q(F)+ Z I, o cicl.

i=N—d+1

La calcul théorique de la complexité totale de la méthode n’est pas accessible

dans le cas général. Il est réalisable dans les deux cas suivants :

— (i) F est une matrice bande et on ne tronque pas les produits matriciels,

— (ii) F est une matrice creuse générale et on tronque les calculs hors d'un
masque de calcul prédéfini par un nombre de coefficients n,, constant par ligne
et indépendant de IV, en supposant que la troncature des calculs ne perturbe
pas la convergence de la méthode.

4.2.1 Rappel sur le calcul d’éléments propres

L’algorithme IRA est décrit plus en détail dans cette section. Dans la suite, A
désigne la matrice F~1, I; la matrice identité et (.,.) représente le produit scalaire
euclidien dans R™. Par ailleurs, on cherche & calculer les p plus grands éléments
propres (uj, Aj)i—jp de A,

2dont chacun est réalisable par une méthode itérative de complexité O(N,) comme F est creuse
[117].
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4.2.1.1 La méthode des puissances itérées

Lorqu’on cherche le plus grand élément propre en valeur absolue (uq, A1) d’une
matrice A, la méthode des puissances itérées s’'impose comme une méthode de choix.
Elle suit le schéma suivant :

e choisir vy tel que ||v1]| =1,

e pour i = 1, jusqu’a convergence de (v;, 6;)
o v = Av;,
o 6; = vlv,
o vip1 = v/|lv],

e fin

Si (vy,uy) # 0, (v;,0;) converge vers (uy, A1).

4.2.1.2 La méthode des itérations orthogonales

Lorsque p > 1, la méthode des puissances itérées se généralise a la méthode des
itérations orthogonales :

e choisir Vi € M(Ny, p) orthonormale,
e pour i = 1, jusqu’a convergence de V;
oV =AV,
o orthonormalisation de V : V = QR,
o Vi1 =0,
e fin
SiV1<j<p, Viu; # Ogre, alors V; converge vers une base orthonormale de
I'espace vectoriel engendré par les vecteurs u;. L’orthonormalisation de V' a chaque
itération est réalisée par une factorisation QR. Lorsque p = N,, cet algorithme est
sous certaines hypothéses équivalent a l'algorithme Q)R trés utilisé pour la diagona-
lisation compléte d’une matrice [119].

4.2.1.3 Les méthodes de sous-espace

A la convergence, la méthode des itérations orthogonales génére le sous-espace
engendré par les vecteurs u; cherchés a l'aide de A. Les méthodes de sous-espace
généralisent cette méthode [111] :

e choisir Vi € M(Ny, p) orthonormale, et P, un polynome,
e pour i =1, jusqu’a convergence
oV =PFP(A)V,,
o orthonormalisation de' V :'V =V, 1R,
o caleul de la matrice Hiyy = VY AViqy,
o calcul des p plus grands éléments propres (zg, ug)jzl,p de H; 1,
o calcul de Py1 a laide des ,ug,
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Sous la méme condition sur V; que précédemment, les éléments (zf , ,uf) ; convergent
vers les éléments (u;, A;);. Les polynémes P;, le plus souvent construits & partir des
polynémes de Chebyshev [116], permettent d’accélérer la convergence de la méthode
vers les modes propres cherchés.

4.2.1.4 La méthode d’Arnoldi

Principe de la méthode

Dans les méthodes de sous-espace, la matrice H; est reconstruite a chaque ité-
ration. La méthode d’Arnoldi remédie & ce probléme en utilisant la propriété des
espaces de Krylov et en relaxant la dimension de la matrice V;. Cet algorithme suit
le schéma suivant [125] :

e choisir vy tel que ||v1]| =1,

e pour m = 1, jusqu’a stagnation de K™ (A, v1) (au plus n itérations)
o construction d’une base orthonormale V,, de K™(A,vy),
o construction de H,, = V! AV,,,
o calcul des éléments propres (2, 12)) =1, de Hy,

e fin

ou K™(A,v;) désigne 'espace de Krylov relatif & A de dimension m associé a v;
défini par

’Cm(A, 1)1) = Vect(vl, A’Ul, ceey Am_lvl).

Construction de V,,, et H,,

La construction des matrices V,, et H,, est effectuée colonne par colonne suivant
le processus itératif d’Arnoldi :

e choisir vy tel que [|v,] =1,
e pour tout 1 < j < m —1 faire
S w = A’Uj,

o pouri=1, j
o (hm)l] = (’IU,UZ'),

ow=w— (hy)ivi,

o fin

o (hun)jr1,y = ||lwl,

R
+1 — )
’ (") j+1,5

e fin
Ce procédé s’écrit sous la forme matricielle suivante
Avm - Vm—l—le—i—l,ma
vV m tel que (hm)mi1m # 0 = VinHp + (him)ms1.mVUmi1€h,, (4.6)

VLAV, = H,.
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ou les vecteurs (e;) sont les vecteurs de la base canonique, H,, est la matrice des
coeflicients (h,,)i; et Hy,+1, est la matrice de Hessenberg formée a I’aide de H,, et
(hm)m+1,m. La matrice V,,, vérifie par construction V! V,, = I,,.

Propriétés de la méthode

Lorsque A est symétrique, la matrice H,, I’est aussi. On a aussi
(hm)m1m = 0 <= AK™ (A, v1) = K™ (A, v1). (4.7)

Cette propriété permet de déceler la stagnation de K™ (A, v;) et donc d’arréter 1’al-
gorithme. Les éléments (27, 17 ) sont alors les éléments propres (u;,);) tels que
(v1,u;) # 0. Par conséquent, I’algorithme peut converger en un nombre d’itérations
trés grand par rapport au nombre p de valeurs propres cherchées. Dans cette si-
tuation, ’algorithme devient inefficace puisqu’on doit diagonaliser une matrice de
grande taille. Par ailleurs, une perte d’orthogonalité de la matrice V,,, est constatée
lorsque m devient grand.

4.2.1.5 L’algorithme Implicit Restart Arnoldi (IRA)

Il est nécessaire le plus souvent de redémarrer la méthode d’Arnoldi pour une
valeur seuil de m. Soit v]“" le nouveau vecteur de départ, un redémarrage pertinent
se doit :

— d’utiliser I'information donnée par les éléments (z;, ;1;) pour accélérer la conver-

gence vers les éléments propres cherchés,

— de ne pas recalculer la matrice H,1, (on cherche p valeurs propres) par p

itérations d’Arnoldi a partir de v]“".

Algorithme
Une solution élégante a ce problémeest donnée par ’algorithme IRA [146] :

e choisir vy normé, et m tel que p+m soit la dimension mazrimale de travail
autorisée. Soit H]E}i—)Lp la matrice obtenue aprés p itérations de l’algorithme d’Arnoldi
a partir de vy,

e pour k = 1, jusqu’a convergence®

3¢’est-a-dire jusqu’a l'obtention avec la précision souhaitée des p plus petits éléments (u;, \;)
tels que viu; # 0.
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< obtention de H;E+)m
H®

p+1Lp
o calcul des estimations d’éléments propres (z3, 113.)j=1, p+m de A en diago-

(k)
nalisant H, ',

suite a m itérations d’Arnoldi supplémentaires a

partir de H

o caleul de vy, a Uaide des (2], 1),
o obtention de H(JZZ coincidant avec la matrice qu’on obtiendrait en ef-
fectuant p itérations d’Arnoldi a partir de vy 1,

e fin

Obtention de H 15’:{2

Soient (});=1,m les moins bonnes approximations des valeurs propres cherchées

parmi les 4, (soient les plus petites valeurs propres pour le cas considéré), v, est
défini par

Vg1 = 71‘[ — Vi I)ve (4.8)

ol v est une constante de normalisation. (4.8) rend possible le calcul de Hgillp de
fagon implicite a I’aide de m factorisations () R implicites sans recourir & p itérations
d’Arnoldi a partir de v, 1. On détaille ce calcul ci-dessous.

La factorisation QR de H consiste a calculer une matrice () orthogonale et R
triangulaire supérieure telle que H = QQR. Lorsque H est une matrice de Hessenberg,
@ est aussi. L’algorithme Q) R implicite [114] utilise cette propriété et le théoréme Q-
implicite pour effectuer plus rapidement qu’explicitement la factorisation () R.Pour
plus de clarté, on décrit le fonctionnement de I'algorithme IRA en considérant des
factorisations QR explicites*. Par ailleurs, on omet I'indice k. A la fin de l'itération
k et pour tout j, hj.q; désigne (h;);41,,. Il vient par (4.6)

AV;H-m = V;H-me-i-m + hp+m+1,p+mvp+m+1e§)+m' (4'9)

On considére le réel v!, la factorisation QR méne a Hyim— v'I; = Q1R,. Par (4.9),
on a

(A= 1) Vpim = Vot (Hpsm — V' 1a) = Myttt prmVprm1€5 (4.10)

soit
(A= V' 1) Voim = Vipsm@i Ry = prmALptmUp+m1€p - (4.11)

La multiplication de (4.11) a droite par (); conduit &

1)
A‘/;)(—f—m - ‘/;;+meng = Nyttt ptmUptm+1€p Q1 (4.12)

4Les deux algorithmes (implicite et explicite) sont équivalents sous des hypothéses peu restric-
tives qu’on suppose vérifiées.
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avec H;Ser = RQ, +v'; = QIH p+m@1 et Vp+m = Voym@1. Comme )y est une

matrice orthogonale, |7A%

»im constitue une famille de colonnes orthonormales. Par

ailleurs comme (); est une matrice de Hessenberg, H. () Vest aussi et

pt+m

p+m+1

t _ t t
hp+m+17p+mep+mQ1 - ﬁeermfl + E : Qi€
i=p+m

L’itération de ce processus pour les m réels v* définis aprés le calcul des i/ est
directe et s’écrit

AV = Vi H Y = hytm st ptmUpm 164 Q (4.13)

+m*ip+m T
avec ng+m Q'HymQ, Vp(fm = Vorm@ et Q = Q1Q2 ... Qy, ol les matrices (); sont
déterminées par les factorisations ) R successives. Par ailleurs

p+m+1

hpimst pimCyim@ = Beb+ > agel. (4.14)

i=p+1

On désigne par f/p la matrice formée des p premiéres colonnes de ym +m Par ortho-
normalité des Q; V'V, = I, et, il vient par (4.13) et (4.14)

AV, = VpH ) B uiet + BUpymi1€),

p+1,pUp+1€p
= VpH, + hp+1,pUp+1€p, (4.15)
3 (m) & ~ S:Z)l D ;(;Tl + BUptm+1 hgzl P p+1 + ﬁvp+m+1
oun H,=Hy "~ et Up41 = )
||hp+1 P p+1 + /va-l-m-i-l” hp—l—Lp

Up41 est normé et orthogonal & V par orthonormalité de la matrice () et des colonnes
de Vjimy1. (4.15) est exactement le résultat de p itérations d’Arnoldi & partir du
vecteur v; associé & la premiére colonne de V.

4.2.2 Calcul de la matrice densité

Comme la matrice I’ n’est pas creuse, on ne peut pas réaliser le calcul ¢(F), et
donc celui de D,, directement. Ce calcul se raméne au calcul de ¢(F). En effet, par
définition

N+d

q = Z ]Iel 0 Cz

—d+1

soit, par définition de F,

N+d N+d

Dq:CJ(F— Z €;CiC )+ Z ][e,<0 GiC; c

i=N—d+1 —d+1
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F étant symétrique, les éléments propres de F' sont orthonormaux et donc pour tout

ke N,
N-+d k N-+d
(F - Z eicicg) =FF— Z ebect. (4.16)

i=N—d+1 1=N—d+1

11 vient alors

N+d N+d
Dy =q(F) - Z q(&)cic; + Z I, 0 cict,
i=N—d+1 i=N—d+1
soit au final
N+d
Dy=qF)+ > (To<o—qle))eich.
i=N—d+1

On approche donc la matrice D* par la somme d’une matrice creuse ¢(F) (si ¢ est
de suffisamment bas degré) et d’une matrice pleine représentée par une somme de
corrections de rang 1 correspondant aux vecteurs c¢; déflatés. D, n’est jamais formée
entiérement car seuls les coefficients (D, );; tels que Fj; # 0 suffisent pour accéder a
I’énergie et aux forces électroniques.

4.2.3 Complexité théorique de la méthode

L’algorithme a une complexité théorique totale C(d, N) qui dépend du nombre
d’éléments propres 2d calculés et du nombre total N d’éléments propres caractérisant
D* (on rappelle que N, = O(N)). La complexité optimale de I’algorithme s’obtient
pour la valeur d*(N) qui minimise C(d, N).

4.2.3.1 Calcul des éléments propres

Soit [ la dimension maximale de travail autorisé dans l’algorithme IRA, une
itération de cet algorithme demande
— [ résolutions de systéme linéaire chacune de complexité O(N) comme F' est
creuse et N, = O(N),
— la construction de la matrice Hj; tridiagonale (comme F, et donc F~!, sont sy-
métriques) sachant que chaque coefficient est un produit scalaire de complexité
Ny = O(N)7
— | — 2d factorisations QR, chacune de complexité O(I*) comme H;; est tridia-
gonale.
[’algorithme TRA est utilisé le plus souvent avec [ = O(p) ot p est le nombre d’élé-
ments propres cherchés. Suite & des observations numeériques, on constate que le
nombre d’itérations de l'algorithme IRA (quelques itérations en pratique) est indé-
pendant de p. Sous cette hypothése, la complexité totale du calcul des 2d éléments
propres de I autour du niveau de Fermi est O(dN + d*).
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4.2.3.2 Calcul de la matrice densité

On peut estimer le calcul de ¢(F') de fagon théorique dans les cas (i-ii) introduits
en début de section 4.2. Des calculs simples conduisent a

— une complexité O(NM?) quand F est une matrice bande,

— une complexité O(n?, NM) quand F est creuse et qu’on tronque les calculs.

4.2.3.3 Complexité totale

On considére dans cette section I’algorithme de projection Fermi Operator Expan-
sion [58] afin d’utiliser les propriétés des polynomes de Chebyshev. Afin de déduire
la valeur d*, il est indispensable d’obtenir une relation entre M, d et N. Pour cela,
il est nécessaire de connaitre

— la répartition des valeurs propres autour de I’énergie de Fermi, ce qui conduit

A une relation entre d et le gap v; de la matrice F,
— lerreur ¢; = sup |H — ¢| a atteindre pour satisfaire le critére d’erreur (sur
|z|>va/2
I'énergie ou la matrice densité) qu’on se donne avec la précision € a v, donné,
— le degré M du polynéme ¢ a appliquer pour satisfaire sup |H —qy| < eq a
z|>va/2
~vq4 donné. e
En premier lieu, on fait I’hypothése d’une répartition linéaire des valeurs propres

autour du niveau de Fermi. On déduit par conséquent

Yd = O(%) (4.17)

Dans un second temps, en notant E,, = Tr(FD*) et E,, = Tr(FD,), on obtient par
un calcul direct
26d(Nb — 2d)

e si ———= <e. 4.18
- Ya(N —d) — (4.18)

Enfin, 'obtention d’une précision e, satisfaisant (4.18) est donnée dans [16,36] par

’Eex - Eap
Eex

M = (’)( — log2(ed)fyd’1). (4.19)

L’association de (4.17), (4.18) et (4.19) conduit finalement dans le cas (i) a la
complexité totale C(d, N)

N3
C(d,N)=0 (ﬁ + Nd + d3>. (4.20)

L’égalisation de chacun des termes dans (4.20) méne au choix optimal d* = O(N?/%)
et par suite 4 une complexité théorique C = O(N?/®) de la méthode de déflation.
Un raisonnement similaire dans le cas (ii) méne au choix optimal d* = O(N'/?)
et 4 la complexité théorique C = O(N*3). On rappelle que I'obtention de cette
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complexité se base sur I’hypothése que la troncature ne perturbe pas la convergence
de la méthode.

On note enfin que I'utilisation de la méthode FOE comme méthode de projection
n’est pas obligatoire car on peut adapter aussi la méthode de purification de la
matrice densité [90] ainsi que la méthode Density Matriz Minimization (DMM) [81].
Toutefois, il est impossible de calculer une complexité théorique dans ces cas car le
polynoéme ¢ associé ne provient pas d’'un principe variationnel.

4.2.4 Description de ’algorithme pour la méthode DMM

Il est direct d’adapter I'algorithme pour des méthodes de projection basées sur
I’application d’un polynéme prédéfini & une matrice bien choisie telle la méthode
de purification de la matrice densité. Dans la méthode DMM, le polynéme appliqué
est construit a chaque itération suite & la minimisation suivant la direction de des-
cente de la fonctionnelle Q(F, D) = Tr(F(3D* — 2D?)). On peut toutefois adapter
cette méthode dans le cas ou l'initial guess est une matrice qui commute avec F',
typiquement un polynoéme de F'. L’algorithme se déroule alors comme suit.

Soit Dy = po(F) l'initial guess de 1’algorithme, on introduit D, et F' par

N+d
F = F— Z eicicf,
e (4.21)
Dy = Dy— Z pO(Ei)CiC§7
=N—d+1

on applique I'algorithme DMM ensuite au couple (Do, F). A chaque itération, le
calcul de D,, revient & calculer une matrice D,, et 2d coefficients (p%)i:NfdJrl,Ner

tels que
N+d

- Z peict. (4.22)

=N—d+1
Le calcul de (D,,,p,) s’effectue suivant les étapes suivantes :
— calcul du gradient G,, de Q(F, D) en D,,_; :
G, = (vDQ (F, D)) (Dn-1)
= 6FDyiy(1 = D)
2),

par définition de Q(F, D). Par (4.2 ) (4.22), on obtient
N-+d
G, = 6FD,_ 1(1— Z gncl Z,
—d+1

N+d

_ <VDQ(F D)) Z gicic

—d+1
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avec pour tout N —d+1 <i < N+d, g, = —6e;p,_ (1 —pl_y).

— calcul de la direction de descente X,

Xn = _Gn+ﬁSGXn—la
N+d

= X,+ Z z! cl
—d+1

avec pour tout N —d+1<i < N +d, 2!, = —g' + 85%¢ _,

— calcul du pas de descente «, :

o, = arginfloc{Q(F’, D,_1 + oz)_(n), a € ]R},

N+d

= arginfloc{Q(F, Doi+aX,)+ > a(3f2(a)-2fi(a)), a€R

i=N—d+1

avec pour tout N —d+1<i < N+d, fni(a) =—pi | +azl.
— calcul de D,

Dn = D 1+04an
N+d

= Dy Z i
—d+1

avec D, = D,,_1+a, X, et pour tout N —d+1<i < N+d, pl, =pi_,—

A chaque itération, on construit ensuite I’approximation D, de D* par

N+d

B t
Dq = Dn+ E ][5i<0 CiCy,
=N—-d+1
N+d

Dq - Dn+ Z (]IEi<0 n) GiC
=N—d+1

La prise en compte de la déflation des éléments ¢; conduit & introduire la suite p,.
Sa mise a jour nécessite des modifications légéres de chaque étape de DMM.

4.2.5 Résultats préliminaires

Des résultats préliminaires ont été obtenus sur un probléme modéle, représentatif
de problémes obtenus a partir de modéles semi-empiriques trés simples (S = Iy, et

|



4.2. ADAPTATION AUX SYSTEMES METALLIQUES 99

F tridiagonale)). La matrice I est la suivante

a B 0 - 0
B e el e
F=lo = 0| N=3N (ad)=(2-1). (423
I
0 -~ 0 B a

Les hypothéses (4.2) et sur la répartition linéaire des valeurs propres autour du
niveau de Fermi sont satisfaites. Par ailleurs yy, = 1/Nj, ce qui assure les propriétés
métalliques de ce modéle lorsque N, est grand.

Pour chaque calcul, on introduit un parameétre ¢, qui conduit a I’arrét de ’algorithme
dés que €p < ¢, avec €p = max; ; |AD;;| et

D :] - (Dq)ij .
Bk = 2, T
= 0 sinon.

Sur le plan numérique, I’étape de déflation est réalisée a 'aide de la routine dsaupd.f
disponible dans la librairie ARPACK?. Les routines mises en ceuvre pour la seconde
étape utilisent une bibliothéque, implémentée par nos soins, qui met a profit le
caractére creux et symétrique des matrices calculées tout au long du déroulement
de T'algorithme. Au contraire des routines utilisées pour la déflation, ces routines
n’utilisent pas les routines BLAS® optimisées pour chaque type de machines, et par
conséquent sont moins optimisées.

Pour chaque valeur de N, la valeur optimale d*(V) est obtenue en faisant tourner
I’algorithme pour plusieurs valeurs de d. Suite au caractére optimisé des routines
pour la déflation, on a considéré deux critéres pour ’obtention de d* :

— critére C; : en minimisant le nombre total d’opérations n,,,

— critére C5 : en minimisant le temps de calcul global topy .

Dans un premier temps, on a fait tourner ’algorithme pour des valeurs de N,

entre 103 et 10* avec ¢, = 1073 sans réaliser de troncature des calculs. De plus
grandes valeurs de IV, n’ont pas été considérées suite a une allocation mémoire trop
importante. La Figure 4.1 représente en échelle log-log I’évolution du nombre total
d’opérations n;, en milliard d’opérations, ou du temps de calcul {7, en seconde
selon le critére considéré.
On obtient pour DMM des complexités numériques équivalentes pour les deux cri-
téres C et (5. C’est un peu moins net pour FOE. Les complexités numériques
obtenues sont O(N?), respectivement O(N?*) pour FOE, respectivement DMM. La
sur-restimation de la complexité pour FOE s’explique par les faibles valeurs de N,
considérées et I'implantation de FOE mal adaptée pour une matrice pleine.

Shttp ://www.caam.rice.edu/software/ ARPACK /index.html.
bhttp ://www.netlib.org/BLAS /index.html.
Ten O(N®/5) d’un point du vue théorique.
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Résultats obtenus avec FOE Résultats obtenus avec DMM
10 T 10 T

F1G. 4.1 — Complexité de la méthode sans troncature des calculs

Dans un second temps, on a fait tourner ’algorithme pour des valeurs de N,
entre 10* et 4.10* avec ¢, = 1072 en tronquant les calculs hors du masque de calcul
constitué par la diagonale et les 200 premiéres sur-diagonales et sous-diagonales.
La Figure 4.2 représente en échelle log-log I’évolution du nombre total d’opérations
n,, en milliard d’opérations, ou du temps de calcul ¢, p;; en seconde selon le critére
considéré.

On obtient pour les deux méthodes de projection des complexités numériques équi-
valentes pour les deux critéres C' et (5. Les complexités numériques obtenues sont
O(N'3), respectivement O(N1®) pour FOE, respectivement DMM. On retrouve la
complexité théorique O(N*/?) pour FOE. Pour la précision considérée, la tronca-
ture des calculs ne perturbe pas la complexité de la méthode. On a observé toutefois
qu’on ne peut pas exiger une tres grande précision de 1’algorithme suite a la tronca-
ture des calculs. En effet, une trop grande précision conduit a déflater un trop grand
nombre de valeurs propres, et donc a dégrader la complexité de la méthode.

Par ailleurs, la complexité de DMM est plus importante que la complexité de FOE
avec et sans troncature des calculs. Une explication peut résider dans I’optimalité
des polynémes de Chebyshev qui conduit & construire des polynémes de degré plus
élevé dans DMM pour une méme précision. On a note par ailleurs que I’étape de
déflation constitue entre 10% et 20% du temps de calcul, ou du nombre d’opérations,
selon le critére choisi. Enfin ‘a N fixé, on a constaté que 'optimum d* évolue dans
un intervalle assez large.



4.3. GENERALISATION AU CAS S # Iy, 101

Résultats obtenus avec DMM

o

Résultats obtenus avec FOE

10°

5 102 3 ‘ 4
10 10 10
N

100 3 ‘ 4
10 10
N

F1G. 4.2 — Complexité de la méthode avec troncature des calculs

4.3 Généralisation au cas S # Iy,

On décrit dans cette section la généralisation de la méthode utilisant FOE pour

une matrice creuse S # Iy,. Le probléme (4.1) devient
'FCZ‘ZEZ‘SCZ', Elé---SGNSGN-‘,—lS---SENba

C;SCJ' = 5ij7 (4 24)

N
D* = E cich.
\ i=1

Le calcul de D, ne peut plus s’effectuer comme & la section 4.2 car

Ny

F = Z EZ‘SCZ'C;?S,

i=1

Ny

et donc ¢(F) # Zp(ei)cicﬁ. En revanche, on a

i=1

Ny Ny
q(ST'F) = q<z eicicﬁS) = Zq(ei)cicfs,
i=1

i=1

d’ou D* = ¢(S7'F)S~! pour tout polynome g tel que
pour tout 1 <7 < N

q(e;) =1
q(e;) =0 pour tout N +1<i< N, °
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Soient (¢;, €;)i=N—d+1,n+d 1es 2d éléments propres de F déflatés autour du niveau
de Fermi a l'aide de I’algorithme IRA®, on construit F par

N+d
F =F — Z EZ‘SCZ'C;S.

=N—d+1
L’approximation D, de D* s’obtient ensuite par

) N+d
D,=q(ST'F)S™ + Z ..« cich.

=N—d+1

De la méme facon que dans le cas S = I,, D, s’exprime comme ’addition du terme
q(S7'F)S~! et de corrections de rang 1. Par S-orthogonalité des c;, il vient

N+d
Q(S_lp) = q(S_lF) - Z (](EZ’)CZ‘CL?S.
i=N—d+1
Par définition de D,, on obtient ensuite
N+d N+d
D, = q(S_lF)S—l _ Z q(ei)cicg + Z I, <o cicf,
i=N—d+1 i=N—d+1
soit au final
N+d
D, = q(ST'F)ST+ > (Lo — qle)eict,
i=N—d+1
N+d
= D,+ Z L.<o — q(&))cich.
—d+1

avec Dq tel que DqS = q(S7'F). Le calcul de S™'F s’obtient par la résolution de
S(S7'F) = F. 1l est affirmé dans la communauté des chimistes que S™!F est creuse
[56]. Pour des polynomes ¢ de faible degré, on peut supposer de la méme fagon que l~)q
est creuse, et donc aboutir a une réduction de la complexité du calcul de D*. Ces deux
hypotheses restent a vérifier en pratique. Soulignons que le calcul de l~)q n’est pas
nécessaire pour le calcul de I'énergie électronique E = Tr(FD,) = Tr(S™'FD,S).
Enfin, la méthode utilisant DMM se généralise en considérant la fonctionnelle gé-
néralisée Q(F, D) = Tr(3DSD — 2DSDSD) dés lors que linitial guess D, vérifie
DySF = FSD,.

81’algorithme IRA utilise des produits matrice-vecteur faisant intervenir F~1S dont chacun est
réalisable par une méthode itérative de complexité O(N;) comme F' et .S sont creuses.
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4.3.1 Conclusions

Les résultats obtenus laisse entrevoir une réduction de la complexité des mé-
thodes de projection pour les systémes métalliques. Toutefois, quelques points res-
tent & approfondir :

— il est nécessaire de coupler cette méthode avec une stratégie automatique pour

le calcul de d*;

— il semble incoutournable de développer une stratégie de troncature des calculs
plus adaptée, par exemple en faisant évoluer dynamiquement le masque de
calcul ;

— T'utilisation de la méthode DMM n’est possible que pour des initial guess qui
commutent avec F', ce qui n’est pas le cas de la matrice densité générée a
I'itération SCF précédente ;

— la généralisation de cette méthode & S # Iy, demande le calcul de S~! (ap-
proché tout du moins) lorsqu’on utilise la méthode FOE.
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Chapitre 5

La méthode des bases réduites pour
le probléme électronique

La premiére partie de ce chapitre résume le travail effectué en collaboration avec
E. Cancés (CERMICS), G. Turinici (CERMICS), C. Le Bris (CERMICS), Y. Maday
(Université Paris VI), N.C. Nguyen (MIT) and T. Patera (MIT) sur ’application
de la méthode des bases réduites au probléme électronique dont on a relevé les
difficultés dans le chapitre 1. Dans un premier temps, on introduit la méthode des
bases réduites sur un exemple simple. Dans un second temps, on décrit la démarche
et on présente les résultats obtenus avec MATLAB! sur des systémes école.
Dans la seconde partie de ce chapitre, on reproduit une note CRAS publiée en 2004
[A3] dans laquelle une adaptation de cette méthode est proposée lorsque 1’équation
aux dérivées partielles a résoudre est non affine en les paramétres.

thttp ://www.mathworks.com/.
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5.1 Principe général

Pour certaines simulations, telles les simulations de dynamique moléculaire, on

est amené a résoudre un probléme mathématique (P,) de dimension n, trés grande
pour un grand nombre L de jeux de parameétres (géométriques, numériques) (f4;) 1.7
La dimension n est telle que la résolution de (P,) pour tous les y; n’est pas réali-
sable.
Dans beaucoup de situations, I'espace vectoriel engendré par les solutions u,; de
(Pﬂj) peut étre approché avec une précision suffisante par le sous-espace vectoriel
engendré par m solutions u,, correspondant & m configurations (uy)x=1,, bien choi-
stes avec m << ny,.

5.1.1 La méthode des bases réduites

La méthode des bases réduites se place dans un tel contexte. Afin de mettre
a profit la propriété de faible variation des solutions w,; & calculer, on définit un

probléme approché (P,,) de (P,,), qui consiste & chercher la meilleure approximation

@, de u, dans I'espace vectoriel engendré par m solutions u,, . La résolution de (P,)
revient donc & chercher m réels (o, 1)1<k<m telle que %, définie par

m
Uy = § :O‘uykuuk
k=1

approche le mieux possible u,,.

Une telle approche suppose de connaitre a priori pour toute valeur de m, les
configurations de référence p; conduisant a la meilleure approximation en un certain
sens (L%, H') des solutions uy,. Ceci est possible pour 'instant dans quelques cas
académiques assez éloignés des problémes rencontrés usuellement. La méthode des
bases réduites doit donc s’accompagner d’estimateurs a posterior: de fagon & estimer
I'erreur commise par I’approximation . Le calcul des solutions u,,; s’effectue ensuite
de la fagon suivante

— calcul de u,, solution de (P,,) et B = {u,, },

— pour tout 7 =2, L

1. calcul de u,,,

2. calcul de l'erreur commise ¢ entre Uy, et vy, a l’aide d’estimateurs a
posteriori : si € n’est pas acceptable, on calcule u,, et B = BU {u,,}.

Le développement d’estimateurs a posteriori précis et peu coiteux est difficile. Bien
que plus simple, la définition du probléme (75M) peut s’avérer difficile (comme on
le verra pour le probléme électronique). On propose de décrire ce passage sur un
probléme présentant aucune difficulté.
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5.1.2 Illustration sur un exemple simple
5.1.2.1 Le probléme initial

Soit © un parameétre réel positif, on considére le probléme continu

—Au+pu = f dans ),
’ u = 0 sur 09. (5.1)

ot () désigne un ouvert suffisamment régulier de R? et f € L2(€2). On note (x;)i=1.n,
la base de Galerkin de dimension n; choisie qu’on suppose indépendante de pu et
vérifiant les conditions de Dirichlet du probléme. P, s’écrit

[Vuvwdeen [uniae = [ poae visico,
Q Q Q -
UH = ZUMZXZ
=1

Le vecteur U, s’obtient en résolvant

(5.2)

(A+pM)U, =F (5.3)

avec

Aij = /VXZVX] dQ,

Mi; = XZX] ds2, (5.4)

Le complexité de la résolution de (5.3), et donc de (5.2), est O(n;) ou v est égal a 1
ou 3 selon le caractére creux de A et M. Cette complexité est dépendante de n, et
par suite peut mener & un calcul irréalisable, ou pour le moins trés long, en terme
de temps de calcul.

5.1.2.2 Le probléme base réduite

Donnons nous m solutions (u,, )x=1,m et cherchons la solution de (P,) pour un
nouveau /. Sur la base des u,,, le probléme (P,) sécrit

/V&H.VuﬂkjLu/ﬁﬂuuk = /fuuk V1<Ek<m,
Q Q o

Uy = E , Qg ke Uy, -

Le vecteur o, s’obtient en résolvant

(A+ pll)a, = F (5.6)
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avec pour tout 1 < k,l < m

p

Ay = / Yy, Vu,, dS,
Q
Mkl = /uukum dQ, (57)
Q
F = / fu, dQ.
\ Q

Soit V' la matrice de M (ny, m) formée par les vecteurs U,,, on a A= VAV,
M = V!MV et F = V'F. Le précalcul de ces matrices, de complexité®> O(mn])
est effectué a la suite du calcul des u,, . Ensuite pour chaque p, la complexité de la
résolution de (5.6), et donc de (5.5), est indépendante de n;,. Comme les matrices A
et M sont pleines indépendamment du caractére creux de A et M, cette complexité
est O(m?) (< O(n]) lorsque m < ny,).

5.1.2.3 Quelques difficultés

Afin d’introduire la seconde partie de cette section, on considére les problémes
non linéaires (P)) et (P7) définis par

—Au+g(p,z)u = f dans

1
(P) U 0 sur 0f.

I

avec g(u, ) # f(p)h(z) strictement positive sur IR pour tout p, et,

—Au+g(p,u) = f dansQ,

2
(P“) U = 0 sur 0.

avec ¢ infiniment dérivable et strictement positive sur RR.

Le probléme (P)) est non affine en le paramétre y par hypothése sur g. Si on
suit la démarche décrite sur le probléme (5.1), le probléme base réduite requiert de
calculer la matrice G, définie par

V1<kl<m, (éu)kl = / g(ﬂal’)uukum'
Q

Par hypothése sur g, éu #* f (,u)M . Donc, pour tout nouveau g, il est nécessaire de
former la matrice éu- La complexité de cette étape est O(m?n;) o n = 1,2 selon le
caractére creux de M. Par conséquent, il n’est pas possible de définir avec une telle
stratégie une méthode de complexité indépendante de ny,.

2(y,m) = (1,2) si A est pleine et (v,n) = (2,1) si A est creuse.
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Le probléme (P2) est non linéaire en u. La résolution de ce probléme par une

méthode itérative de Newton conduit a poser a chaque itération u;t' = uf + df .

53# est obtenu en résolvant

/Véfju.v;@ dQ—ir/g’(u,uﬁ)éﬁﬂxi aQ = /in—/Vul’j.in dQ
Q0 Q Q 0
—/g(u,ufi)xi dQ V1<i<my,
0
np
(ilju = ZUu,iXi-
=1

La démarche décrite sur le probléme (5.1) s’applique de la méme facon, le probléme
base réduite correspondant requiert & chaque itération de calculer le vecteur GG, et
la matrice G, définis par

V1<Ek<m, (G = / 9k )ty
Q

V1<kl<m, (G = / g/(u,uu)uukum.
Q

Par conséquent pour tout nouveau pu, la complexité de la résolution du probléme
base réduite n’est pas indépendante de ny,.

5.2 Le probléme électronique de la chimie quan-
tique

On considére I’évolution d’un systéme moléculaire composé de N paires d’élec-
trons et de M noyaux de charge (z;)g—1,m- On note p = (Zy)g=1,m les positions
des noyaux du systéme. L’évolution du systéme conduit & calculer les forces électro-
niques agissant sur les noyaux. Pour cela, il est nécessaire pour chaque géométrie
par laquelle passe le systéme de résoudre le probléme électronique (5.8) décrit dans
la section 5.2.2. On note n;, la dimension de I'espace de Galerkin introduit pour la
résolution de ce probléme. Deux types de base existent :

— les bases spécifiques (bases de gaussiennes, bases d’orbitales atomiques numé-
riques), qu’on note par la suite Bj, dont la taille est de ’ordre du nombre
d’électrons du systéme (n, = O(N)). Ces bases sont trés efficaces d’un point
de vue du temps de calcul suite & leur taille minimale ;

— les bases génériques (bases d’Eléments Finis, base d’ondes planes) qu’on note
par la suite Bs. Ces bases, plus simples d’utilisation, sont caractérisées par une
trés grande taille (n, >> N).

Dans la suite, le domaine d’étude est noté €2 et d désigne sa dimension.
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5.2.1 Motivation

Pour simuler I’évolution du systéme, une dynamique moléculaire ab initio exige
la résolution du probléme électronique pour un nombre L de pas de temps, et donc
un nombre L de jeux de positions des noyaux. La complexité de la résolution du
probléme électronique est O(n)) (avec (3 égal & 1 ou 3 selon le systéme moléculaire).
Pour des systémes d’intérét réel, N est de I'ordre de 10* et L de 'ordre de 10°. Il
est donc impossible de simuler I’évolution d’un systéme par une dynamique molé-
culaire ab initio. Toutefois, I’évolution des parameétres, et par suite de la solution
du probléme électronique, est lente. En pratique, on met & profit cette propriété en
construisant 'initial guess a un pas de temps a partir de la solution obtenue au pas
de temps précédent. Une telle stratégie reste insuffisante car la taille du probléme &
résoudre reste inchangée.

La méthode des bases réduites a pour but de diminuer la taille du probléme
a résoudre a chaque itération en approchant la solution cherchée par une combi-
naison linéaire de m solutions du probléme électronique calculées & des itérations
précédentes, avec m < ny.

5.2.2 Version continue du probléme électronique pour le mo-
déle de Kohn-Sham

Le probléme électronique, posé en terme de paires d’électrons (systémes a couche
fermée), consiste a calculer N fonctions ¥ = (¢;);—; x solution du probléme d’opti-
misation non linéaire suivant

N
1 p(z)p(a’)
KS _ 2 - PP ) !
E (@)_Z/ﬂww +/Q'0V“+2/Q/Q P drdr' + E..(p)  (5.8)
=1
sous les contraintes

Vi<i<j<N, /%%‘Zéij
Q

avec
@) =2 (@),

M
2,
k=1

E,. est la fonctionnelle d’échange corrélation associée au modéle de Kohn-Sham
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considéré. Les équations d’Euler-Lagrange associées a ce probléme sont

N
) 1 1

V1I<i<N, —§A1/fz‘ + Vi + (/)* —>1/1z‘ + Vae(p)i = Z)\iﬂ/}ja

=1

|z]

N
/)ZQZW’R (59)

=1
V1<i<j<N, /wi¢j=5ij-
Q

ol vg.(p) est la dérivée de F,.(p) par rapport a p. Soit ¢ la fonction définie par
—A¢ =4np dans R, (5.10)

on a pour toute fonction u définie sur R?

/Rd (P* %)(x)u(:ﬂ) dr = /Rd /Rd % do'dr = g o(z)u(x) d.

Comme on résout les équations (5.9) sur un domaine borné €2, on remplace (5.10)
par
—AN¢p = dmp dans (2,
{ o = 0 sur 0f).

En supposant () assez grand, on fait ’approximation pour toute fonction u définie

" /Q/Q% da'dax ~ /Qéb(x)U(x) dz. (5.11)

Cette approximation permet de diminuer considérablement le temps de calcul du
terme de Coulomb. En effet, le calcul de I'intégrale double de (5.11) est de complexité
O(n?) du fait de la non localité du potentiel de Coulomb. En revanche, le calcul de
I'intégrale simple de (5.11) est de complexité O(ny). De méme, le calcul de ¢ est de
complexité O(n;) du fait de la localité de la base d’éléments finis.

Les équations (5.9) deviennent

N
1
VISisS N, =500+ Vit + ¢ti + vac(p)thi = > At
j=1

N
p=2> |¢il>, —A¢ =4mp dans Q, ¢ =0 sur 92, (5.12)
=1

V1<i<j<N, /%%‘25@7-
Q

5.2.3 Difficultés liées au probléme électronique

Les équations (5.12) présentent un grand nombre de difficultés.
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5.2.3.1 Non linéarité par rapport a

Les équations d’Euler-Lagrange sont non linéaires par rapport a ;. Par ailleurs,
les contraintes sur les 1); sont non linéaires. Par conséquent, la forme cherchée de
la solution base réduite (comme combinaison linéaire de solutions précédemment
calculées) ne satisfait pas automatiquement les contraintes. Il est donc nécessaire
de les imposer dans 'algorithme base réduite afin de converger vers une bonne
approximation de la solution & approcher. Ceci n’est pas si simple car on n’est
pas assuré que la solution base réduite la plus proche en norme L? de la solution
& approcher vérifie les contraintes du probléme. Par conséquent, on ne peut pas
imposer trop fortement les contraintes dans ’algorithme base réduite sous peine de
converger vers une mauvaise approximation.

5.2.3.2 Non linéarité par rapport a u

Seul le potentiel V,, dépend non linéairement de j. Toutefois, les solutions v
dépendent fortement de p : les fonctions v; présentent un cusp en les positions
Zx. Par conséquent, ’approche base réduite n’est pas pertinente si on considére les
orbitales en temps que telles. En vue de proposer une méthode de base réduite
efficace, on distingue deux voies.

— On peut soit considérer une base de type B; pour laquelle les fonctions 7
présentent une dépendance par rapport a . On applique ensuite la méthode
de base réduite aux grandeurs algébriques représentant les orbitales dans la
base considérée.

— On peut soit considérer une base de type By pour laquelle les fonctions 7, ne
présentent pas une dépendance par rapport & u. Au préalable, on raméne le
probléme fin & un probléme dépendant plus fortement de p pour lequel les
positions des singularités de la solution sont désormais indépendantes de .

Comme les bases de type B; sont complexes et difficiles d’accés, on a considéré une
base d’Elements Finis P; qui partage toutefois avec les bases de type B la propriété
de localité des fonctions la formant. On rameéne dans un premier temps le probléme
(5.8) & un probléme dépendant plus fortement de 1 dans un domaine de référence
Q (associé a un maillage de référence) indépendants de 1 dans lequel la position des
noyaux est fixée. Ainsi, les singularités de la solution de ce nouveau probléme sont

fixes dans le domaine de référence. Ce point sera détaillé dans la Section 5.5.

5.2.3.3 N inconnues

Enfin, le probléme électronique exige de calculer N fonctions. On ne peut donc
pas espérer a priori un calcul base réduite de complexité moindre que O(N). Pour
des isolants, une telle complexité est déja atteinte par les méthodes de complexité
linéaire (voir chapitre 1).
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5.3 Extension de la méthode des bases réduites

On considére les problémes (P;) et (P7) définis dans la Section 5.1.2. On note
désormais B, la base réduite B associée & u. Dans le cas ou des estimateurs a
posteriori ne sont pas disponibles, B, est construite de facon & vérifier

sup inf <e (5.13)

neS, acR™

u(n) = 3 auln)
k=1

o0

ou S, désigne un ensemble de valeurs de p pavant le domaine de variation de u et €
une certaine tolérance.

5.3.1 EDP non linéaire en p

Soit u,, la solution de (P}) défini par

—Au+g(p,z)u = f dans €,
u = 0 sur 09.

5.3.1.1 Traitement de la non linéarité

Afin de traiter le terme non linéaire, on introduit une seconde base réduite B, =

(g(uk, x))k ou la famille des py, vérifie

<e (5.14)

K
sup inf Hg(ﬂ,x)—Zw(uk,x)
k=1

HESy YERK 00

On pose ensuite

K

g(p.7) =Y () g (i, ).

k=1
Le coefficient (1) € R™ s’obtient en résolvant le systéme

K
V1<i<K, g(mi)=> ww)g(u i)
k=1
ol (Z;)i=1,x, appelés magic points, sont des points de {2 bien choisis. Il sont générés
par 'algorithme suivant proposé par Y. Maday [A3]

= () m(@) = g(pm, @),
= (ii) &1 = argmaz{|ri(2)|}, Bi; = g(m, 1),
— (iii) pour tout 2 < k < K
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L. Bkild = [ (Mkajl) s g(Mkajk—l)]tv o€ ]R'kila
2. ri(x) = g(uw, @ Z@g 1, T

3. @, = argmaz{|ry(z |}

Par conséquent, (u) s’obtient en résolvant le systéme linéaire
B () = [g(p, 1), - -, 9(m @x)]"

5.3.1.2 Calcul base réduite

Avant de procéder au calcul d’une solution approchée pour différents p, on génére
la matrice BX (et son inverse) et les magic points Ty. Ensuite on précalcule les
éléments A et F par (5.7) ainsi que les matrices (G*)z—1 x définies par

éfj = /Qg(,uk,x)umuw Q. (5.15)

Le cotit des précalculs est O(Km?ny). A p donné, @, s’obtient en résolvant

([1 + kf;’yk(u)@k>a _F

La complexité du calcul de a est O(m? + K? + Km?). Pour ce type de probléme,
des estimateurs a posteriori adaptés du cas linéaire ont été testés avec succés. Par
ailleurs, les valeurs de u correspondant aux éléments de B, et celles correspondant
aux éléments de B, se révélent différentes.

5.3.2 EDP non linéaire en u et u

Soit u, la solution de (P7) défini par

—Au+g(p,u) = f dans Q,
U 0 sur 0f).

5.3.2.1 Traitement de la non linéarité

De la méme facon que précédemment, on pose

=

(i ws) =l @)g (s ) (5.16)

k=1
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avec B, = (g(,uk,u%))k, la famille des py, vérifiant (5.14). On calcule ensuite v en

résolvant le systéme

k=1

V1<i<K, g(u, Zlozjuﬂj) (%) =) el @)g (s ) ()

ol (Z;)i=1, Kk sont générés a I'aide de I'algorithme présenté dans la section précédente.
v(a) s’obtient par la formule suivante

B%~(a) = G(a) (5.17)

avec

V1<i<K, Ga)= g(u,ZajuM)(fi).
j=1

5.3.2.2 Calcul base réduite

Avant de procéder au calcul d’une solution approchée pour différents ji, on génére
la matrice BX ~(et son inverse)~ et les magic points 7,. Ensuite on précalcule les
matrices A et F' et la matrice G définies par

Gir = /Qg(uk,u(uk))um dQ. (5.18)

Le cout des précalculs est O(Kmny). A p donné, la solution base réduite s’obtient
en résolvant

Aa+Gy(a) = Zj’i - 10
o) = (BK) G(a). (5.19)

Une méthode de Newton est utilisée pour résoudre (5.19). Soit «, la solution a
litération n, o, = a, + da ol

([l + G(BK)flG’(an)>5a = F — Aoy, — Gy(ay)
avec

VI<E<K V1<i<m, G la,) = % (M,Zajuﬂj) (Tk)uy, (Z:).

J=1

La complexité du calcul de o est O(m?® + K% + Km?) si on suppose que le nombre
d’itérations de Newton est indépendant de m et K.
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5.4 Un probléme aux valeurs propres non linéaire

Le probléme électronique est un probléme d’optimisation non linéaire en ;. Dans
une premiére étape, on a considéré un probléme aux valeurs propres non linéaire
simplifié.

5.4.1 Probléme fin

Soit 2 U'intervalle [0, a], le probléme est le suivant

Inf{/|Vu|2 dQ—u/u4 dQ, /u2 dQ =1, uEHS(Q)}
0 0 0

Le minimiseur (u,, A,) satisfait les équations d’'Euler-Lagrange suivante

—Au, — 2,uui = Ay u, dans (,

ui ds? = 1,
Q
Uy, € H(Q).

5.4.2 Stratégie base réduite

La stratégie base réduite proposée consiste a introduire la fonction g définie par
g(u) = u®. Ensuite
— on définit les bases B, et B, pour une tolérance e donnée a I’aide de (5.13) et
de (5.14),
— on calcule les magic points (ZTy)x=1,x associés a B,
— on précalcule la matrice BX et son inverse,
— on précalcule les matrices A, M et G a I'aide de (5.7) et (5.18).
m

A 11 donné, on calcule par une méthode de Newton la solution («a, A,) du systéme
algébrique suivant

Aa — 2uGy(a) = S\H]\;[a,
o' Mo = 1.
ol y(«) s’obtient par (5.17).

Remarque 5.4.1 On peut définir une seconde stratégie base réduite qui consiste
a résoudre le probléme d’optimisation initial en tenant compte de (5.16). Dans ce
cas, on définit g par g(u) = u*. Ceci permet d’utiliser une recherche linéaire lors de
la résolution du probléme en «, ce qui n’est pas possible pour la stratégie présentée
ci-dessus (les équations vérifiées par o ne proviennent pas d’un probléme d’optimi-
sation,).
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5.4.3 Reésultats obtenus

On a considéré a = 20 et 200 valeurs de p répartis uniformément sur l'intervalle
[0, a] pour définir ’espace de solutions S,. Chaque solution fine est définie sur un
maillage constitué de n;, éléments.
Dans un premier temps, n; est pris égal & 200. Pour ¢ = 107°, (5.13) et (5.14)
conduisent aux bases réduites B, et B, définies par

B, = {0; 3.21; 7.44; 14.86; 17.89; 19.90}, card(B,) = 6,
B, = {0; 2.91; 7.09; 9.55; 11.76; 15.58; 18.39; 19.40; 20}, card(B,) = 9.

A la base réduite B,, on associe les magic points (Zj)y=1 suivants
(Ze)r = {3.8; 6.8; 7.7; 9.2; 10; 11.3; 13.8; 14.6; 17.5}.

La Figure 5.2 représente en fonction de p les erreurs ey, e; et ey commises par
I’algorithme base réduite avec

ex = A= Nuls en = @ = wall20)s e = [T, — wulaio)- (5.20)

Les précisions obtenues sont trés satisfaisantes. On constate que la précision est
d’autant meilleure qu’on considére dans cet ordre la semi-norme H' de u,, la norme
L* de uy, et \,.

La Figure 5.3 représente en fonction de p le temps de calcul de la solution fine
(Ausuy) (FEM) et de la solution base réduite (A\,,%,) (BRD). Pour chaque valeur
de p, 'approche base réduite conduit a une réduction par 10 du temps de calcul de
la solution associée.

On a ensuite fait varier la valeur de m entre 3 et 6 et K entre 3 et 9. La Figure 5.4
représente les erreurs ey, e, et ey pour plusieurs choix de couple (m, K) pour p = 10.
On constate que les erreurs décroissent a m fixé quand K croit, et ce d’autant plus
que m est grand. De méme, les erreurs diminuent a K fixé quand m augmente, et
ce d’autant plus que K est grand. On observe que le gain en terme de précision est
plus important quand on augmente K a m fixé que quand on augmente m a K fixé.
Pour ce probléme, il est donc plus pertinent d’enrichir la base B, que la base B,,.

Dans un second temps, on définit pour ¢ = 10 une solution de référence (uyef, Aves)
obtenue pour n; = 2560. La Figure 5.5 représente en fonction de nj, les temps de
calcul de (A, u,) et (A, Gimu) et les erreurs associées €3/ (.), €, (.), e7e/(.) définies
par

ATC) = rer = 1y € = Hlures = - M2y €57 = ltrer = - ma)-

On observe, excepté pour le maillage de référence, que (S\ﬂ, ) est aussi précise que
(Au;uy). Par ailleurs, on note d’une part que le temps de calcul de (A, @,) lorsque
ny, € [80,2560] est inférieur au temps de calcul de (), u,) dés que n;, = 80. D’autre
part, la précision de (A, @,) pour ny, € [80,2560] est meilleure que la précision de
(Aus uy) pour ny, = 80. Par conséquent dés que n;, = 80, la solution (5‘#7 ) est plus
précise que la solution fine (), u,) qu’on calculerait pour un méme temps calcul.



118 Chapitre 5 : La méthode des bases réduites pour le probléme électronique

5.5 La molécule H;

Afin d’intégrer les difficultés liées au potentiel nucléaire V), et au cusp présentés
par la solution en les positions des noyaux, on a considéré le systéme . en géométrie
2D axisymétrique.

5.5.1 Probléme fin

On introduit la distance internucléaire p et (a,b, c) trois réels positifs tels que
c>p/2eta>> p. Soit Q = [—a—p/2,a+ /2] %0, al, u, est solution du probleme

suivant
1
Inf{—/ [Vul? dQ — / Viu® dQ, /u2 dr=1, u € HS(Q)}
2 Q Q Q

1 1
NP AN PR

Le minimiseur w, présente deux cusps en (—u/2,0) et (1/2,0) (cf. la Figure 5.6
représentant quelques solutions obtenues pour la molécule Hy). On définit la trans-
formation f, (voir Fig. 5.1) par

avec

v (l’,y) E Q7 V,tl«(xvy) =

fip(z,y) = (v +u/22b— b—c,y) (z,y) € [-a — /2, —p/2 + ] x [0, a,
f2,,u<x7y) = <M — 2C'T7y> ('Tvy) € [_M/Q +C7/~L/2 - C] X [O,CL],
fapu(r,y) = (v —p/2+b+cy) (z,y) € [1/2 —c,a+ p/2] x [0,a].
(5.21)

Q=f.Q) = [_—a —b—c,a+ b+ ] ne dépend plus de p. On définit un maillage de
référence sur Q, indépendant donc de ;1 (le maillage sur 2 s’obtenant en appliquant
n ! au maillage de référence). La solution @, est solution du probléme d’optimisation

suivant

u, = inf {C(u, w) —V(u,p), Clu,u) =1, u € H&(Q)}

avec
- 1 12 15 1 12 15
Lap)== | [Va2d += [ |Va|?dQ,
2 Jo, 2 Ja.

o3 | RGeS () e

_ -9 _ _
C(a,u):/anQlJr“ C/ a2d92+/ u? dQ)s
2b o 03
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et

V(a, 1) :/ g1 (1, T1, h) @ dy +/ g3(p, T3, U3)u” dS23
Ql Q3

— 92 _
a / G2(H, Ta, Yo)u® dS2y
2 Jo,
ou
( ( L ) 1 n 1
g1, L1, = ;
V@ +b+e)?+3E (@ —p+b+o)?+ 5
o 1 1
Go(p, T2, 2) = > + > )
\/<u;b20j*2 + g) + 73 \/(“550572 — g) + 2
(1 T, 5s) ! " !
g3\, r3,Y3) = — = — —
\ V@ +p—b—c2+5 (T3 —b—c)2+ 12

Les équations d’Euler-Lagrange vérifiées par (i, \,) sont

{ A, =
w, M, 1, =
avec
_ b

A, = A

" o —220 2

_ _ — 2c — _

MP« — M1—|— M2+M3

j‘uMuau
1

- — 2c - _ _ — 2c - ~
Ay By Ao B Gy G

2b

Les matrices (A;); et (M;); ne dépendent pas de y et

V1<k<3, (GZ> = /Q gr(p)mim; d,

v

119

les 7); désignant les fonctions eléments finis. Les forces électroniques F), s’obtiennent

ensuite par

ou

et

A -
Yy
2b 2

V1<Fk<3, (GL,QU = /Q ()i dS.
k
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5.5.2 Stratégie base réduite

Afin d’approcher la non linéarité en u des fonctions g, on génére par (5.14) trois
jeux de parameétres S,, = (uf)i=1, &, et 3 jeux de magic points (I}, ) )i=1, k.. Puis,
pour tout y, on définit (v*),—; 3 par

Ky

p=1

Remarque 5.5.1 Les intégrales provenant de V,, sont calculées a ’aide de formules
de quadrature qui font intervenir les milieuzr des triangles élémentaires constituant
le maillage de référence. Les deux noyaux coincident avec deur sommets du maillage
de référence.

m
En posant 1, = E a;l,,, o est solution de

i=1
A = M
Othﬂa = 1
avec

~ 2b ., p—2c; ~ ~ 1 — 2c ~ ~

A, = A+ _%CA2+ 5 A+ A3+ G — 5 GY — GY,

~ ~ — 2c ~

M, = i+ Ny + My

Les matrices (A;);, (M;); et (G*); sont construites par

(4;),. = . Aja,,
V1<Ek<3 V1<ij< g pa” R H 5.22
= = Y _Zaj_mv' (Mk)zj — at.Mkﬂuj ( )

et

V1i<k<3 V1<ij<m, (é;;)” :nyfa;i@:f)aw.
ij

Les forces électroniques s’approchent finalement par

P 85\ﬂ _ 804'5121“04

-
e = K
b o n aKa
ou
N % 1 - S & ok e N, -
K = — AT LAY GF R e B )
(i —202 2 T ST ;; aﬂG’“ 2
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et
8’Ylk . ky—1
VISk<3 VI<ISKy - = ((BY) 'dy)
1 I
V1<k<3,V1<lLp<K, (B = gut i),
V1<k<3, V1<I<K, (dgk)l = —%gk(u,i“f,@f)-
1

5.5.3 Reésultats obtenus

On a considéré a = 20 et 100 valeurs de p répartis uniformément sur l'intervalle
[1,5] pour définir I’espace de solutions S,. On génére les bases réduites B, et l”)”’gC
(pour chaque terme non linéaire associé a g;) pour ¢ = 1075 a I'aide de (5.13) et
(5.14).

Dans les graphiques présentés, K désigne la valeur commune des Ky, et les erreurs
|F(p) = Fn ()|, |[E(p) — En(e)] et Ju(p) —un ()| @) correspondent respectivement
aux erreurs ep = |F, — F,|, ep = ey et ey définies en (5.20).

La Table 5.1 représente en fonction de p, pour m = 8 et K entre 6 et 11, les
erreurs ep, erp et e,. Pour toutes les valeurs de K, les précisions obtenues sont
trés satisfaisantes. La précision sur A\, est meilleure que les précisions sur les forces
électroniques et u,. On vérifie que les erreurs sur (S\M, F, 1 Uy,) décroissent en moyenne
avec K.

La Figure 5.7 représente en fonction de K 1’évolution des erreurs eg, er et e, pour
=2 et p = 2.6. L’erreur sur u,, et globalement sur \,, décroissent avec K. En
revanche, 'erreur sur les forces électroniques ne décroit pas de fagon monotone. Ce
comportement numérique reste inexpliqué.

Afin de débrancher I'effet de 'interpolation des termes non linéaires, on a consi-
déré I'algorithme de base réduite qui prend en compte le potentiel des noyaux de
facon exacte. La Figure 5.8 représente en fonction de p les erreurs eg, er et e,. On
constate que les solutions obtenues sont plus précises d’'un ordre 4 que les solutions
obtenues lorsque le potentiel nucléaire est interpolé avec 11 fonctions. Par ailleurs,
on note qu’une base réduite B, de petite taille permet d’obtenir une trés bonne
précision pour des distances p dans l'intervalle [1, 5], ce qui représente un domaine
de variation conséquent a 1’échelle du noyau.

5.6 La molécule H,

Afin d’intégrer les difficultés liées au terme de Coulomb, on a considéré le modéle
Restricted Hartree-Fock pour décrire le systéme Hs en géométrie 2D axisymétrique.



122 Chapitre 5 : La méthode des bases réduites pour le probléme électronique

5.6.1 Probléme fin

De la méme fagon que dans la Section 5.5, on introduit la distance internucléaire
p et (ag,ay,b,c) quatre réels positifs tels que ¢ > (/2 et a,,a, >> p. Soit Q =
[—az — 1/2,a, + /2] % [0, ayl, u, est solution du probléme suivant

1 2 2(,.
inf{—/|Vu|2dQ—/VMu2+//MdeQ, /u2 dQ =1, ueﬂg(Q)}.
2 Jg Q ola |r—r| Q

Or

2 2( !
Vu e L3(R?), / / ) iRsare — [ gu? dr?
reJre T — R?

7|
avec ¢ € L?(IR?) satisfaisant
—A¢ = 4mu’® dans L*(IR?).

En tenant compte de 'axisymétrie du probléme et considérant le domaine €2 assez
grand, on fait 'approximation suivante

/Q/Q%amdﬁz/ﬂgbuzdﬁ

{ —A¢ = 2u? dans Q,

avec

¢ = 0sur 0.

Remarque 5.6.1 Il est important de choisir un domaine ) assez grand (soit a as-
sez grand) afin d’approcher avec précision la fonctionnelle d’énergie et d’obtenir une
approximation raisonnable de la solution. Notons que la connaissance du comporte-

ment asymptotique de ¢ loin des noyaux se traduit par une condition au limite sur
0f) de type Robin sur ¢.

En notant FEj, 'espace d’approximation fin sur €2, les équations d’Euler-Lagrange
associées & ce probléme d’optimisation satisfaites par (u,,¢,) s’écrivent sous leur
forme variationnelle

1
Yv e E,, = / Vu, Vv d§) — / V,uv d€Q + 2/ ¢, dS) = )\/ u,v d,
2 Ja Q Q Q

Yw € By, / Vo, Vw dQ) = 2/ uiw s,
Q Q

/uiszl.
Q



5.6. LA MOLECULE H, 123

A Paide de la transformation f,, définie en (5.21), on définit (A, @, %) la solution
sur le maillage de référence. Soit £, I’espace d’approximation fin sur €, les équations
d’Euler-Lagrange vérifiées par (\,, U, ¢,) s’écrivent sous leur forme varlatlonnelle

) Vz‘;eﬁgh, F(qﬂ,qbﬂ,@) = 0,
(P,) { Vw € Ey, G(ou,u,,w) = 0, (5.23)
C(uy,) = L
avec
( vﬂ.w Ay + | Va.Vo d(_23>
Q3

/ 2b Ou 0v pu—2cdu Jv )

—.— d

1
2
1
2 W — 2c0x 8x+ 2b 0y Oy

- / g1(ft, T1, 1) uv dQ1—
Qq

- 93<M7J_j‘37g3)ﬂ’5 dQ?)

Q
2c _ _ _ _
+ ( | Gav 9, + E / Suv dy + / Buv dszg)
0 Qo Q3
- o w—2c = A
- A /ude + /ude —|—/ uv df2s |,
< 5 P2 g, 27 Ja 3)

G(p,u,w) = /QVQ_b.Vu‘JdleL/ Vé.Vi dQs

Q3

n / 2b agb 8w+u—208¢ ow
—2c0% 0% 2b Oy 8y

2 _
— 2(/ @?w dy + 2 C/ ‘2‘d92+/ a2u‘;d§23),
Ql 2b QQ Qg

_ ) _ _
C(u) = / a2 dOy + H C/ u? d, +/ a? dQs.
o 20 Jo, s

5.6.2 Stratégie base réduite et résultats obtenus

dQ)y

Les termes provenant de V,, sont traités comme lors du traitement de H, . De
la méme fagon que pour 1, on définit une base réduite B, pour approcher ¢,. On
cherche ensuite, pour tout p, 4, et (bu de la forme

U
u, = E Qi
i=1

mg
qu = Z Bja)uj .
j=1
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a et (3 sont calculés en résolvant par une méthode de Newton les équations (5.23)
écrites pour (0, w) = (y,, q@uj) pour tout 1 < i <m, et pour tout 1 < j < my.
Dans les tests numériques, on a considéré a, = 40, a, = 8 et 100 valeurs de
répartis uniformément sur l'intervalle [1, 10] pour définir 'espace de solutions S,,.
Pour € = 107°, (5.13) et (5.14) conduisent aux bases réduites B,, By et BE (pour
chaque terme non linéaire associé a gi). La Figure 5.9, respectivement Fig. 5.10,
représente les valeurs de j associées aux solutions formant ces bases, respectivement
les magic points associés a g; et go.
Dans les graphiques présentés, m, respectivement K, désigne la dimension commune
de B, et By, respectivement des BY. Par ailleurs, les erreurs ep = |E(p) — En(p),
er = | ()= Fx(n)l, ex = A1) = Aw(p)] et e, = () —un (1)l sy correspondent
aux erreurs |, — E, |, [F, — F|, |Ay — Al et |4, — | g
Les Tables 5.2 & 5.4 représentent pour plusieurs couples (m, K) les erreurs eg, ep,
ex, et e, en fonction de p. De la méme fagon que dans la section 5.4, on observe a
K fixé que la précision de O‘w Uy, (]5“) croit avec m, d’autant plus que K est grand.
De méme & m fixé, on constate que la précision de ()\M,umu gbmu) augmente avec
K, d’autant plus que m est grand. Cependant a I'inverse, quelle que soit les valeurs
de K dans [6,9] et m dans {5,7}, on remarque qu’il est plus judicieux d’enrichir
de deux éléments les bases B, et By que les bases B;f. Ce comportement semble
indiquer I'importance d’approcher correctement le terme dépendant de ¢, soit le
terme de Coulomb. Des tests plus exhaustifs sur (m,,my) & K fixé permettrait de
confirmer cette affirmation.
Enfin, la Figure 5.11 représente I’évolution du temps de calcul de (A, %, ¢,) et de
(Aus Uy, @) en fonction de p. On constate que calcul de (A, @y, ¢,) est 2000 fois
plus rapide que le calcul de (5\,“ Uy, qu) pour une précision satisfaisante sur I’énergie
et les forces électroniques. On a constaté numériquement que I’erreur commise par
I’algorithme de base réduite ne perturbait pas la simulation de 1’évolution de la
molécule a I’aide de I’algorithme de Verlet pour des temps longs.

Remarque 5.6.2 L’extension de la méthodes des bases réduites au probléme non
linéaire peut s’appliquer directement pour le traitement du terme de Coulomb. Des
tests numériques ont montré la pertinence d’une telle démarche. Cependant, le trai-
tement du probléme est plus efficace en terme de temps de calcul en introduisant la
fonction ¢.

Remarque 5.6.3 Le facteur 2000 obtenu entre le calcul fin et le calcul base réduite
est une borne supérieure car on a considéré un maillage uniforme sur 2 alors que
la solution varie significativement autour des noyaux seulement. Un maillage adapté
conduirait trés certainement a une diminution de ce facteur d’un ordre 2, 3.
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5.7 Conclusion

Les résultats encourageants obtenus lors des tests académiques sur des systémes
école laissent espérer un apport de la méthode des bases réduites pour le traitement
de systémes moléculaires. En vue de traiter des systémes plus complexes et donc d’un
intérét plus grand, il reste encore trois difficultés a traiter. La premiére est la prise
en compte du terme d’échange (pour Hartree-Fock) ou d’échange-corrélation (pour
Kohn-Sham) lorsque le systéme considéré comporte plusieurs paires d’électrons.
La deuxiéme difficulté est liée a la définition de la transformation f, dans R3.
Il devient alors indispensable d’utiliser des bases dépendantes de la position des
noyaux. Les bases des chimistes, certes difficiles d’accés et peu maniables, sont les
candidats idéaux dans cette optique.

La troisiéme difficulté est liée aux O(N?) contraintes d’orthogonalité.

5.8 Présentation de la note CRAS

Dans cette note, une méthode rapide de base réduite pour la résolution d’équa-
tions partielles ayant une dépendance non affine en les paramétres du probléme
est présentée. On introduit d’une part un processus d’interpolation du terme non
linéaire en les paramétres sur une base réduite adéquate via la construction d’en-
sembles emboités de points d’interpolation (correspondant aux “magic points” in-
troduits dans les sections précédentes). D’autre part, on propose un estimateur a
postertort construit & partir des estimateurs développés pour le traitement de pro-
blémes affines.

Dans un premier temps, le bon comportement du processus d’interpolation in-
troduit est illustré sur une fonction quadratique en les paramétres. Dans un second
temps, des résultats sur un systéme académique montrent la pertinence de 1’asso-
ciation de la méthode des bases réduites avec ce processus d’interpolation, ainsi que
de I'estimateur a posteriori proposé.
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Version francaise abrégée

Considérons une function g(-; u) € L°°(§2) assez réguliere. On propose tout d’abord une méthode construc-
tive pour sélectionner une suite d’espaces emboités Wf,, = Vect{&,, = g(; ,uﬁl), 1 <m < M} avec M < Mpax
de dimension exactement M. On construit ensuite des ensembles emboités de points d’interpolation Ty =

{ti,....tm}, 1 < M < Mpux, en posant tout d’abord #; = argesssup, <o 161(x)|, g1 = &1(x)/&1(f1). Puis, pour
M =2,..., Mnax, on résout le systeme linéaire Z?'[:_ll ojM"qj ) =Em), 1 <i<M—1,etonpose ry(x)=

Ep(x)— Zj”:_ll UJM_I qj(x), on définit alors le point suivant d’interpolation 7y = argess sup,. ¢ |74 (x)| et on pose

qm (x) = ra (x)/ry(ty). On approche enfin g (x; 1) par gu (x; 1) = Yy B (1)gm (x), 00 Y11, B (g (1) =
g, 1<i<M.

Ce procédé d’interpolation peut étre justifié. A priori tout d’abord, en introduisant la constante de type Le-
besgue Ay =sup,cpn ZnAle VM (x)] ott VM est le seul élément de W3, tel que VM (#;) = §;u. On peut montrer
que Ay est bornée par 2M _ 1. Lerreur d’interpolation gy (1) = [|g(+; ) — gm (5 )|l Loe(s2) Vérifie alors ey (1) <
(14 Ap)ey; () ou gy, () = inf:ewfl llg(:; w) — zllLoo(s2), Yiu € D. Comme on le verra (et comme il est classique
en approximation polynomiale) la borne sur la constante de Lebesgue bien que pessimiste est souvent compensée
par la trés rapide convergence de 1’autre terme. On peut aussi proposer une approximation a posteriori en intro-
duisant I’estimateur £y (0) = |g(Ep+1; ) — gy (Ep+1; )|, exact si g(-; ) € Wf,,_H et asymptotique dans le cas
contraire.

Le Tableau 1 synthétise les résultats numérique obtenus par la mise en oeuvre de cette interpolation. Il illustre
le bon comportement de la méthode et des estimateurs sur le cas g(x; w) = V((x1, x2); (11, 12)) = ((x1 — M1)2 +
(xp — ,t,cz)z)_l/2 pour x € 2 =10, 112 et nweD=[-1, —0.011%. La convergence de la méthode est trés rapide et
la valeur moyenne 737 de &p7(w) /€y (1) modérée.

Cette approche est ensuite couplée avec une méthode de discrétisation en base réduite pour I’approximation de
la solution du probleme : soit i € D, trouver u(p) € H(; (10, 1[3) telle que a(u, v; u) = f(v; n), Vv € HOl 10, 112,
ol a est la forme introduite en (1), avec g(x; u) =V(x; w); et f(v; ) = fg V(x; wv.

La méthode en base réduite est alors : pour i € D, uy, y (1) € Wy est la solution de f_Q Vuy,m(p) - Vo +
fg gm(x; wun, m(p)v = fg V(x; u)v, Yv € Wy L'espace en base réduite Wy, est défini de fagon classique par
Wy = Vect{¢, = u(uy), 1 <n < NYou {uyln=1,..,Nn, €St un jeu de parametres bien choisis et gy (x; u) =
ZZI:] B ()gm (x) est 'interpolé « empirique » introduit ci-dessus. Le Tableau 2 présente les résultats de cette
multiple approximation (base réduite + interpolation empirique) ainsi que la pertinence de 1’estimateur a poste-
riori qui peut étre construit en combinant 1’estimateur précédent sur 1’interpolation empirique et les estimateurs
classiques en base réduite proposés par exemple dans [6,8].

1. Introduction

We consider a parametrized evaluation problem: Given a u € D C R, evaluate s(u) = £(u(n)), where u € X
is the solution of a second-order coercive elliptic partial differential equation a(u, v; u) = f(v), Vv € X. Here u
and D are the parameter and parameter domain, respectively; X is a Hilbert space with associated inner product
(w, v)x and norm |w]|x; 2 C R2 is our spatial domain, a point in which shall be denoted (x1, x2); £ and f are
linear bounded functionals; and, for any u € D, a(-, -; u) : X x X — R is a coercive continuous bilinear form.

In the reduced-basis approach [1-3,5,6] we first introduce nested parameter samples Sy = {uf, ..., uy} and
associated approximation spaces Wy = span{¢, = u(ut),1 <n < N} for N =1, ..., Nmax; in actual practice,
of course, u(ujy) is replaced with a ‘truth approximation’ on (say) a suitably fine piecewise-linear finite element
subspace of typically large dimension V. The reduced-basis approximation is then: Given u € D, evaluate sy (1) =
L(un(n)), where uy () € Wy, is the solution of a(uy(u), v; u) = f(v), Yo € Wy, In general, uy (n) — u(u)
very rapidly as N increases [2,4].

We now expand uy(un) = 29;1 unj(n)¢j. The uyj, 1 < j < N, will then satisfy Z;-L]a(fj,{i;ﬂ)MNj
= f(&), 1 <i < N; we may subsequently evaluate sy () = Z?’:l unj ()L€(&;). If a(w, v; n) is affine in pu,
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a(w, v, u) = Zle @k(u)ak(w, v), then an extremely efficient offline—online computational strategy (relevant in
the many-query and real-time contexts) may be developed. In the offline stage we form ak(g“ 75 ¢i), 1 <id, j < Nmax,
1 <k < K; in the online stage we need only assemble and invert a(¢;, §;; u) = Z,le @k(u)ak(fj, &), 1<i,j<
N. The online cost to evaluate sy (i) is thus K N> + N3 + N — independent of \; since N < N, large compu-
tational economies can be realized.

Unfortunately, if @ is not affine in the parameter, the online complexity is no longer independent of A/. For
example, for general g(x; ), the bilinear form

a(w, v;u)z/Vw~Vv—l—/g(x;pL)wv (D)
Q Q

will not admit an efficient online—offline decomposition. In this paper we describe a technique that recovers online
N independence even in the presence of non-affine parameter dependence. Our approach (applied to (1), say) is
simple: we develop a ‘collateral’ reduced-basis expansion g (x; ) for g(x; n); we then replace g(x; ) in (1)
with the (necessarily) affine approximation g (x; i). The essential ingredients are (i) a ‘good’ collateral reduced-
basis approximation space, (ii) a stable and inexpensive interpolation procedure, and (iii) an effective a posteriori
estimator to quantify the newly introduced error terms.

In Section 2 we develop our coefficient-function approximation method; in Section 3 we present a priori and a
posteriori error analyses; and in Section 4 we incorporate our coefficient-function approximation into the reduced-
basis method. In both Sections 3 and 4 we present numerical results relevant to our model problem (1). In a future
paper we provide further details, extend the method to (highly) nonlinear problems, and develop more realistic
elliptic and parabolic examples.

2. Coefficient-function approximation: empirical interpolation

We are given a function g(-; u) € L°°(£2) of sufficient regularity. To begin, we choose ,uf , and define
8% = {uf}, & = g(x; uf), and WS = span{&|}; we assume that & 0. Then, for M > 2, we set u3, =
argmax . o inf:GW/i; 1 lg(-; m) — zllLo(2), where Z¢ is a suitably fine parameter sample over D. We then set
S5, =S5 Uns, En =g(x; 1)), and Wy, = span{&,, 1 <m < M}. Note that, thanks to our truth approxima-
tion, u‘lgw is the solution of a standard linear program.

We suppose that Myax is chosen such that the dimension of {g(-; )|t € D} exceeds Mmax; we can then prove

Lemma 2.1. For any M < Mnax, the space Wf,, is of dimension M.

Proof. We first introduce some notation: gy, _,(x; u) = argminzeW}fF1 lgC:m) — zllLoey and &}, (1) =
llg(s ) — ghy—i (5 wllLoe(s2y. It directly follows from our hypothesis on M, that g9 = e}‘wmx (M}gwmax'f'l) > 0;
our ‘arg max’ construction then implies 83‘4_1 (,u,ﬁ,l) > €0, 2 < M < Mmax. We now prove Lemma 1 by induction.
Clearly, dim(Wf) = 1. Assume dim(Wf,I_l) = M — 1; then if dim(Wf,,) # M, g(; ,wjgv,) € Wf,l_l; however, the
latter contradicts &%, ,(u3,) > e0>0. O

We now construct nested sets of interpolation points Ty = {t1,...,ty}, 1 < M < Mpax- We first set
1 = argesssup,cp 1§1(0)], g1 = &1(x)/& (1), Bll1 = 1. Then for M = 2,..., Mpnax, we solve the linear

system ZyzjlojM_lqj(ti) =Ey(t), 1 <i <M —1, and set ry(x) = Ey(x) — Zj”;ll UJM_lqj(x), ty =

argesssup,co [rm (X)), gu(x) =rp(x)/rym(ty), and Bij;” =q;(t),1<i, j < M.Itremains to demonstrate

Lemma 2.2. The construction of the interpolation points is well-defined, and the functions {q1, ...,qm} form a
basis for ngw.



5.8. PRESENTATION DE LA NOTE CRAS 129

670 M. Barrault et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004) 667-672

Proof. We proceed by induction. Clearly, W = span{q;}. Assume W5, |, =span{qi,...,qu—1}; if @) B¥ ! is
invertible, and (ii) |rps(2p7))| > O, then our construction may proceed and we may form Wf,, =span{qi1, ..., qum}-
To prove (i), we need only note that B¥~! is lower triangular with unity diagonal; to prove (ii), we observe that
(i) = €3y (1) > 60> 0. O

Lemma 2.3, For any M-tuple (o;)i—1
1<i<M, wty) =q;.

m of real numbers, there exists a unique element w € Wf,, such that Vi,

.....

Proof. It is a straightforward consequence of the invertibility of BM. 0O

Finally, our coefficient function approximation is the interpolant of g over Ty, as defined from Lemma 2.3:
gm(x; 1) = Yony B (WG (x), where 371, BY Bj (1) = (153 ), 1 < i < M. We define sy (1) = [lg(5 1) —
gm (s Wl Lee(2)-

3. Error analyses for the empirical interpolation procedure
3.1. A priori framework

We define a ‘Lebesgue constant’ [7] Ay = sup,cq ng:l |Vn1;” (x)|, where VmM is the only element in Wf,l such
that Vrflw (1) = Sy (the VmM are the characteristic functions as defined from Lemma 2.3). Note that A, depends

on Wf,, and Ty, but not on w nor on our choice of basis for Wf,l. Observe also that Z?’IZI B% V]M(x) =gq;(x),
1 <i < M. We can then prove

Lemma 3.1. The interpolation error &y () satisfies €p () < 8}‘(,1 (W) + App), Yu € D.

Proof. We define e}, (x; u) = g(x; 1) — g%, (x; ) and gur (x5 1) — gl (xs ) = Yo 8M (W)gm (x). We then
readily derive that e%, (15 1) = So_ 8M (Wgm () = YN BMsM (1), 1 <i < M. It thus follows that

lear () — &5, ] < I M M (1) g () 22y = | 0, M BM 5 (1) VM () ooy = | M €, (145 1) x
VM (@)l 1oy < 8%, () Ay, since |, (13 )] < &%, (), 1<i <M. O

We can further show
Proposition 3.2. The Lebesgue constant Ay satisfies Ay <2M — 1.

Proof. We need only note that (i) BM ig lower triangular with unity diagonal — ¢, (¢,,) =1, 1 <m < M, and
(ii) all entries of BM are of modulus no greater than unity — ||gm|lz>(2) < 1, 1 <m < M. Hence |V M (x)| <

gm )+ 3t VO < 14+ XM, L IV (). Tt follows, since [V (x)] < 1, that [V, (x)] <271,
1<m<M,andthus M (VM (x)|<2¥ —1. O

Proposition 3.2 is very pessimistic and of little practical value (though &}, (1) does often converge sufficiently
rapidly that 8}"”(“)21"’ — 0 as M — o0); this is not surprising given analogous results in the theory of polynomial
interpolation [7]. However, Proposition 3.2 does provide some notion of stability.

3.2. A posteriori estimators

Given an approximation gy (x; u) for M < Mpmax — 1, we define Epy(x; ) = Epr (W) gar+1(x), where £ () =
|g(ta+15 ) — gm (tp+1;5 )| We can then prove
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Table 1
e;l,max’ om, Ap,and 7y as a function of M
M €4 max M Aym M
4 2.65E-01 0.64 1.79 1.79
8 4.20E-02 0.65 2.07 2.01
12 8.66E-03 0.54 3.14 2.23
16 1.45E-03 0.85 2.09 2.62
20 1.85E-04 0.46 3.57 2.10

Proposition 3.3. If g(-; 1) € Wy, then (i) g(x; 1) — ga (x; ) = £Em (x; ) (either Ey(x; 1) or —Ep(x; 1)),
and (ii) [|g(-; ) — gm (- I Loy < Em ().

Proof. Since by assumption g(-; u) € Wf,, e glxs ) —gmx; n) = ZWA;I:I] Kmqm(x). We may thus consider

the linear system Y0 g (1) = gt 1) — gm (i3 ), 1 <i < M + 1. However, g(t;; i) — gu (i3 1) =0,
1 <i < M; thus, since the matrix g, (t;) is lower triangular, «,, =0, 1 <m < M, and since gy +1(tm+1) = 1,
Km+1 = 8tm+1; 1) — gm(tym+1; 0); this concludes the proof of (i). The proof of (ii) then directly follows from
lgm+illLoey=1. O

Of course, in general g(-; u) ¢ Wf,, 41> and hence our estimator &y (n) is not quite a rigorous upper bound;
however, if &7 (i) — 0 very fast, we expect that the effectivity, na () = €y ()/ep (1), shall be close to unity.
Furthermore, the estimator is very inexpensive — one additional evaluation of g(-; ).

3.3. Numerical results

We consider g(x; ) = V((x1, x2); (1, n2)) = ((x1 — 1)> + (2 — u2)?) "2 forx € 2 =10, 1[>and p € D =
[—1,—0.01]% we choose for Z8 a random sample of 225 parameter points; and we take p,f = (—0.01, —0.01).
We then construct S5, Wy, Ty, and BM, 1 < M < Mpay, following the procedure of Section 2. We in-
troduce a random parameter test sample Ejgiest of size Qtest = 121, and define ej;,,,max =max,.ge ey (1),

put = Qe ezt @)/ (€31 + Au)), i = Oy Xpiezz, M (w). We present in Table 1 ey .,
oM, Ap, and 1y as a function of M (Mpmax = 20). We observe that SIT/I,max converges rapidly with M; that the
Lebesgue constant provides a reasonably sharp measure of the interpolation-induced error; that the Lebesgue con-
stant grows very slowly — &y () is only slightly larger that the min max result €}, (11); and that the error estimator
effectivity is reasonably close to unity. (Note also that BY is quite well-conditioned given our choice of basis.)

4. Reduced-basis approximation

We consider the following model problem: Given u € D = [—1, —0.0172, find u(j) € X such that a(u, v; u) =
f(v; n), Vv € X. Here §2 =]0, 1% X = H(} (£2); (w,v)x = fg Vw - Vv, a is the bilinear form (1) for g(x; u) =
V(x;n); and f(v; n) = f;Q V(x; n)v. The solution develops a boundary layer in the vicinity of x = (0, 0) for p
near the ‘corner’ (—0.01, —0.01). For our output, we consider s(u) = £(u(n)) for £(v) = f;Q v.

Our reduced-basis approximation is thus: Given u € D, evaluate sy p (1) = €(un,m (1)), where uy p(p) €
Wy, is the solution of [ Vuyn a(n) - Vo + [ gm (x5 wun m()v = [ gm(x; p)v, Yo € Wi Here Wy is
defined in Section 1, and g (x; u) = Z%:l B (1)q@m(x) is our coefficient-function approximation defined in
Section 2 and analyzed in Section 3. Our discrete equations for uy arj (un, p () = Z?’zl un,mj(u)¢;) are there-

fore 301 ([ VEj - V& + Yom—y [ Bn()qm ()Ci 50U b1j = Y om—y foo Bn()gm ()i, 1 <i < N.Itis now a
simple matter to develop an offline—online computational procedure: the online complexity is O(N2M) + O (N3)
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Table 2
67\/,M,max and ﬁ'[‘\,’M as a function of N (for M = N)
N 4 8 12 16 20
57\/, M. max 9.70E-02 5.53E-03 1.76E-03 4.53E-04 2.71E-05
r';‘;\'/ M 2.02 3.46 3.11 3.14 5.28

to respectively assemble and solve the requisite stiffness system and then O(N) to evaluate sy, m (10); the essential
point is that the online complexity is independent of .

It is readily demonstrated that the error ey, p (1) = u(p) —uy,m (1) satisfies [ Ven pr (1) - Vo+ [ g(x; ) x
en. (v = Ry y (i ) + [o(gxi ) — gy v — [o(gx: ) — gar(xs w)un, (v, Yv € X, where
Ry mipm) = [oemxs v — [oVuy m(n) - Vo — [o gm(x; wuy, p(u)v. It follows that, if we suppose

~ 1—
g(x; ) € W, |, then flen s (i0)llx < Awu (), where Ay u (1) = By (1) sup, ey L2800 tvaG)

vllx
SUP,cx %‘(zu) (Note an associated error bound on s(1t) — sy, p (1) can be readily developed from standard du-

ality considerations [6].) It is now possible [6] to develop an offline—online computational procedure for Ay ar(i):
the online complexity to evaluate the requisite dual norms is O(N?M?) — independent of /. (We may invoke these
inexpensive error estimators to develop good samples Sy : given Sy_,;, we choose u}, to be the arg max over (a
fine sample in) D of Ay, m,., (1) [8].)

We now introduce a random parameter test sample Zf. of size Qf. = 289, and define 87\/’ M.max =
maxyezu llen,m(w)lx and 7y 5 = Q%)™ Zueg%esl (An,m()/llen,m (1)l x). We presentin Table 2 €%, 5/ .
and 1y ,, as a function of N for the particular choice M = N. We observe that the error decreases very rapidly,
and that our error bound is quite sharp. Indeed, the results are largely indistinguishable from the standard Galerkin
projection. However, the latter suffers from O(N') online complexity, and is thus much more expensive than the
coefficient-function approximation/empirical interpolation approach developed in this paper.
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5.9 Figures
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TAB. 5.1 — Evolution des erreurs eg, er et e, pour m = 8 et différentes valeurs de
K.
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F1G. 5.4 — Erreur commises pour différentes valeurs de (m, K) pour p = 10.
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F1G. 5.6 — Solution u, associée au probléme sur H, pour plusieurs valeurs de .
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F1G. 5.7 — Evolution des erreurs eg, ep et e, suivant K (M sur les figures) pour
i =2 (& gauche) et = 2.6 (& droite).
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F1G. 5.8 — Evolution des erreurs eg, er et e, pour (m, K) = (8,8) en prenant en
compte le potentiel des noyaux de fagon exacte.
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Chapitre 6

Conclusion générale

On résume dans ce dernier chapitre le travail réalisé dans la thése. Aprés avoir
tiré les conclusions de la thése, on indique des pistes pour des travaux futurs.

6.1 Les pseudo-potentiels

La méthode des pseudo-potentiels repose sur des principes chimiques simples,

mais d’une traduction mathématique peu claire. Méme pour les systémes les plus
simples, la construction d’'un pseudo-potentiel adapté ne peut pas étre pour I'instant
validée de facon rigoureuse. Pour des gros systémes, le calcul tout électron n’est pas
réalisable. La construction d’un potentiel valide pour ces systémes nécessite donc la
connaissance a priori des phénoménes physico-chimiques mis en jeu.
Ainsi, pour la description précise des systémes dont on ne posséde aucune connais-
sance a priori, la méthode des pseudo-potentiels n’est pas adaptée. Cependant, elle
se révéle trés précieuse pour isoler des tendances sur des systémes d’un traitement
ab initio précis hors de portée des moyens informatiques actuels. On peut citer
I’exemple de la simulation de systémes constitués d’atomes lourds.

La construction d’une approche systématique pour la génération de pseudo-
potentiel semble, pour l'instant, vouée a I’échec. Un grand chemin reste a faire
dans le domaine mathématique pour traduire la compréhension physico-chimique
de facon précise. Dans cette optique, la méthode PAW offre un premier cadre formel
pour I’étude de la construction des pseudo-potentiels. Des zones d’ombre restent
toutefois, concernant la construction des opérateurs atomiques 7, et le passage aux
systémes moléculaires. Un premier travail pourrait s’articuler autour d’une étude de
sensibilité des résultats au choix des rayons 77, de la fonction k(r) et du paramétre
Vy, et sur la prise en compte des termes supplémentaires liés a I'incomplétude de la
base.

Des calculs sur des systémes trés simples comme les molécules Hy ou Bey pourraient
fournir des pistes de réflexion en vue d’une compréhension et d’'une construction
rigoureuses des pseudo-potentiels. L’introduction d’un pseudo-potentiel pour Be,
(quatre orbitales tout électron & calculer) conduit & éliminer le calcul des deux orbi-
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tales de plus basses énergie. En revanche, I'introduction d’un pseudo-potentiel pour
H, permet seulement de régulariser les deux singularités présentées par l'orbitale
tout électron a calculer. A I'autre extréme, 'implémentation de ces idées dans Abi-
nit [109] pourrait permettre de les tester en vraie grandeur sur des systémes réels.

6.2 La méthode de décomposition de domaine

Les résultats numériques obtenus sur des systémes monodimensionnels réels (S
et F' bandes) avec la méthode présentée (MDD dans la suite) dans le chapitre 3 sont
prometteurs. Il est important de noter que les tests ont été effectués sur un seul
processeur. Toutefois, on a considéré ’algorithme sous sa forme parallélisée dans
I’enchainement interne des différentes étapes.

— On observe une complexité linéaire en terme de temps CPU des étapes locale
et globale avec la dimension du systéme. Il s’ensuit une complexité linéaire
de MDD dans sa globalité. Cette complexité est aussi observée pour notre
implémentation de la méthode Density Matrix Minimization (DMM).

— Lorsque l'initial guess est mauvais, MDD converge trés rapidement, pour les
polymeéres considérés dans les tests, vers une solution précise (en terme d’éner-
gie et de matrice densité), ce qui n’est pas le cas des méthodes variationnelles
existantes comme DMM.

— Lorsque I'initial guess est de bonne qualité, DMM converge moins vite que
MDD, mais vers une solution plus précise.

— MDD donne une bonne estimation du niveau de Fermi, donnée nécessaire aux
algorithmes variationnels tel DMM.

— Les deux méthodes exhibent une complexité linéaire en terme de mémoire
allouée. La mémoire requise par MDD augmente moins vite que celle requise
par notre implémentation de DMM. Toutefois, au contraire de DMM, MDD
nécessite une mémoire trés importante pour des systémes de petite taille.

La méthodologie développée semble donc apporter une solution au probléme de
I’obtention d’un initial guess de bonne qualité pour les méthodes variationnelles.
Par ailleurs, MDD apporte une solution au traitement des systémes de trés grande
taille qui requiert une mémoire trop importante lors de 1'usage des méthodes varia-
tionnelles. Dans une perspective de dynamique moléculaire, cet apport devrait se
vérifier d’autant plus que certaines zones du systéme étudié restent inchangées au
cours de la simulation.

Toutefois, il est important de souligner que la comparaison de la méthode MDD
avec la méthode DMM n’est pas équitable et en défaveur de MDD. Il n’est pas
étonnant que la méthode DMM converge vers une solution plus précise puisque I’es-
pace de minimisation est plus grand. Une comparaison avec une méthode de type
OM serait plus pertinente. Notre implémentation de la méthode OM, implémentée
dans SIESTA, a mené a des résultats sur des cas plus simples similaires qualitative-
ment, mais moins bons quatitativement, a ceux obtenus avec DMM. Toutefois, on
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a identifié 'extréme difficulté de générer un bon initial guess. Notamment, la solu-
tion obtenue par MDD ne s’avére pas toujours suffisante. Une comparaison avec la
méthode originelle implémentée dans SIESTA permettrait d’apporter une réponse
plus précise quant a la pertinence de MDD comme préconditionneur de OM. Par
ailleurs, la connaissance du niveau de Fermi a été supposée pour DMM, ce qui n’est
pas le cas en pratique. Cette méconnaissance du systéme conduit en pratique a faire
tourner 1’algorithme pour plusieurs estimations du niveau de Fermi. Dans les tests
réalisés, on obtient avec la méthode MDD une bonne estimation du niveau de Fermi
en paralléle d’'un bon initial guess. Par conséquent, la méthode MDD joue le role de
préconditionneur idéal pour les méthodes variationnelles.

Enfin, ces résultats encourageants motivent des investigations numériques sup-
plémentaires sur le comportement de la méthode développée dans cette thése (pa-
rallélisation, cas d’un traitement plus difficiles (S et F' creuses) par les méthodes
existantes). D’un point de vue algorithmique, les choix réalisés pour le traitement
des étapes locales et globales de MDD sont loin d’étre optimaux. Un traitement
plus adapté de ces étapes conduirait a une performance accrue de MDD. Des inves-
tigations théoriques sont aussi nécessaires pour prouver la convergence de MDD, et
obtenir une estimation de sa vitesse en fonction de v, dans un cadre simplifié dans
un premier temps.

6.3 Le passage aux systémes métalliques

L’adaptation des méthodes de projection proposée dans le chapitre 4 constitue
une étape intéressante vers des méthodes de complexité (’)(N O‘) avec o < 3 pour le
traitement des systémes métalliques.

D’un point de vue plus général, il semble difficile d’atteindre un tel objectif si la

base des X, est exclusivement localisée. En effet, un systéme métallique comporte
O(N) orbitales de Wannier ¢! localisées et O(N) orbitales de Wannier délocalisées
¥d. Par conséquent, il est difficile d’approcher les 1)¢ par une combinaison linéaire
de quelques fonctions y,, localisées. Une démarche possible pour le traitement d'un
tel systéme consiste & traiter de facon différente chaque type d’orbitales et donc
de repenser la modélisation du probléme électronique. Dans cette logique, une voie
non explorée jusqu’a maintenant consiste a utiliser des fonctions localisées XL pour
approcher les 1! et & remplacer le calcul des ¥¢ par une densité délocalisée p?.
Une autre voie, basée sur le calcul des orbitales, consiste a utiliser une base de
fonctions délocalisées XZ telle que chaque ¢ s’écrive comme une combinaison linéaire
de quelques XZ. Par suite, la matrice C? des coefficients des ¢¢ dans la base Xﬁ est
creuse, et donc n’exclut pas a priori une complexité linéaire. Dans un tel contexte, le
probléme électronique se rameéne a la résolution itérative de deux problémes couplés
(par la densité totale p) posés sur les ¢! et les ¥)¢. A chaque itération, on résout

— un probléme aux valeurs propres généralisé localisé,

— un probléme aux valeurs propres généralisé délocalisé caractérisé par une ma-
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trice F9, certes pleine, S¢ = I; (comme pour la base d’ondes planes) et une
matrice C¢ creuse.
Dans un tel contexte, la méthode de décomposition de domaine présentée est per-
tinente comme elle nécessite I'existence d’'une matrice C' localisée (mais aussi la
connaissance a priori de sa structure) et non le caractére creux de la matrice F' a
I'inverse des méthodes existantes.

6.4 La méthode des bases réduites

La stratégie générale présentée au chapitre 5 pour le traitement des termes non
linéaires et non affines se révéle pertinente pour le traitement des systémes H, et
H,. On constate cependant que la dimension de la base réduite obtenue est d’une
taille similaire & celle des bases localisées utilisées en pratique (bases de gaussiennes)
pour une méme précision finale. Soulignons que les bases localisées caractérisées par
des petites tailles (Nb = O(N )) peuvent s’interpréter comme des bases réduites
en tant que combinaison linéaires d’orbitales atomiques (solutions de problémes
électroniques associés a des atomes isolés).

Dans le contexte d’'une méthode de bases réduites basée sur 'approximation des
0;, seule une amélioration du préfacteur des méthodes de complexité linéaire semble
envisageable pour une base localisée. En revanche, 'application de la méthode des
bases réduites suite a une discrétisation par ondes planes et a l'introduction d’un
pseudo-potentiel pourrait certainement mener & une amélioration de la complexité
cubique avec N des méthodes de résolution du probléme électronique.

L’obtention d’une méthode de bases réduites de complexité indépendante de
N semble passer par le traitement d'une grandeur scalaire. L’association de cette
méthode avec les modéles Orbital Free posés sur p [29] (en vue du traitement de
problémes de grande taille) ou avec 1’équation de Schréodinger (pour des problémes
de trés petite taille) constitue en ce sens des directions prometteuses.
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