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✡ ✕✧ ✕✡ ❚❃❋◆❏❇❈❍❃❋ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ☞☞

☞ ✌☛✑✂ ✡☛ ✏✑✒ ✟✏☛☎ ☛✆✏ ✞☛✂ ✂✍ ✂✏✎☎ ☛✂ ☎ ✁✏✒ ✡✡✟✏✄☛✂ ✑✒
☛ ✕� ❀❁❂❂❆❏ ❈❇❄ ❏❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ▼❆ ❂❄❃✛ ❆◆❅❍❃❋ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ☞☞
☛ ✕� ■▼❁❂❅❁❅❍❃❋ ❁❇❘ ❈❨❈❅❯❙ ❆❈ ❙ ▲❅❁❏❏❍✓❇❆❈ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ☞✌

☛ ✕� ✕� ❀❁❂❂ ❆❏ ❈❇❄ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼ ✍▲❏▲❙ ❆❋❅❈ ❂❄❃❂❄❆❈ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ☞✌
☛ ✕� ✕� ❚❁❏◆❇❏ ▼❆ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆ ▼❆❋❈❍❅▲ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✌☛
☛ ✕� ✕✡ ❚❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲ ❅❴▲❃❄❍✓❇❆ ▼❆ ❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✌☞
☛ ✕� ✕☛ ❫❆❈◆❄❍❂❅❍❃❋ ▼❆ ❏ ✍❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❆ ❂❃❇❄ ❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ❫❳❳ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✌★
☛ ✕� ✕☞ ❀▲❈❇❏❅❁❅❈ ❂❄▲❏❍❙ ❍❋❁❍❄❆❈ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✌☞

☛ ✕✡ ✙ ▲❋▲❄❁❏❍❈❁❅❍❃❋ ❁❇ ◆❁❈
S 6= INb

✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ �✍ �
☛ ✕✡ ✕� ❚❃❋◆❏❇❈❍❃❋❈ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ �✍✡

☛ ✏✒ ☎✁✏✡✝✞☛ ✞☛✂ ✎✒✂☛✂ ✑✁✞✄ ✟✏☛✂ ✑✝✄✑ ✡☛ ✑✑✝✎ ✡✎☎ ☛ ✁ ✡☛✓✏✑✝✆✟✏✄☛ ✄✓☛
☞ ✕� ✣ ❄❍❋◆❍❂ ❆ ❑▲❋▲❄❁❏ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ �✍✧

☞ ✕� ✕� ❭❁ ❙▲❅❴❃▼❆ ▼❆❈ ✌❁❈❆❈ ❄▲▼❇❍❅❆❈ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ �✍✧
☞ ✕� ✕� ✠❏❏❇❈❅❄❁❅❍❃❋ ❈❇❄ ❇❋ ❆❘❆❙❂❏❆ ❈❍❙ ❂❏❆ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ �✍★

☞ ✕� ❭❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆ ▼❆ ❏❁ ◆❴❍❙ ❍❆ ✓❇❁❋❅❍✓❇❆ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ �✍✌
☞ ✕� ✕� ❳❃❅❍❲❁❅❍❃❋ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ��✍
☞ ✕� ✕� ❪❆❄❈❍❃❋ ◆❃❋❅❍❋❇❆ ▼❇ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆ ❂❃❇❄ ❏❆ ❙❃▼❯❏❆ ▼❆

�❃❴❋❬☛❴❁❙ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ��✍
☞ ✕� ✕✡ ❫❍✪ ◆❇❏❅▲❈ ❏❍▲❆❈ ❁❇ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ���

☞ ✕✡ ◗❘❅❆❋❈❍❃❋ ▼❆ ❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ▼❆❈ ✌❁❈❆❈ ❄▲▼❇❍❅❆❈ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ��✡



�✁✂✂✄☎✆✝ ❘ ❍❍❍

☞ ✕✡ ✕� ◗❫✣ ❋❃❋ ❏❍❋▲❁❍❄❆ ❆❋
µ

✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ��✡
☞ ✕✡ ✕� ◗❫✣ ❋❃❋ ❏❍❋▲❁❍❄❆ ❆❋

u
❆❅
µ
✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ��☛

☞ ✕☛ ✥❋ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ❁❇❘ ❲❁❏❆❇❄❈ ❂❄❃❂❄❆❈ ❋❃❋ ❏❍❋▲❁❍❄❆ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ��✧
☞ ✕☛ ✕� ✣ ❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ✔❋ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ��✧
☞ ✕☛ ✕� ☛❅❄❁❅▲❑❍❆ ✌❁❈❆ ❄▲▼❇❍❅❆ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ��✧
☞ ✕☛ ✕✡ ❀▲❈❇❏❅❁❅❈ ❃✌❅❆❋❇❈ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ��★

☞ ✕☞ ❭❁ ❙❃❏▲◆❇❏❆
H+

2

✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ��☞
☞ ✕☞ ✕� ✣ ❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ✔❋ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ��☞
☞ ✕☞ ✕� ☛❅❄❁❅▲❑❍❆ ✌❁❈❆ ❄▲▼❇❍❅❆ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ��✍
☞ ✕☞ ✕✡ ❀▲❈❇❏❅❁❅❈ ❃✌❅❆❋❇❈ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ���

☞ ✕✧ ❭❁ ❙❃❏▲◆❇❏❆
H2

✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ���
☞ ✕✧ ✕� ✣ ❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ✔❋ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ���
☞ ✕✧ ✕� ☛❅❄❁❅▲❑❍❆ ✌❁❈❆ ❄▲▼❇❍❅❆ ❆❅ ❄▲❈❇❏❅❁❅❈ ❃✌❅❆❋❇❈ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ��✡

☞ ✕★ ❚❃❋◆❏❇❈❍❃❋ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ��☞
☞ ✕☞ ✣ ❄▲❈❆❋❅❁❅❍❃❋ ▼❆ ❏❁ ❋❃❅❆ ❚❀■ ☛ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ��☞
☞ ✕✌ ❊❍❑❇❄❆❈ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ �✡�

� ✁✝✆✓ ✡✄✂✟✝✆ ✠✁✆✁✑✒ ✡☛ ✄☞☛
✧ ✕� ❭❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏❈ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ �☛☞
✧ ✕� ❭❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ▼❆ ▼▲◆❃❙❂❃❈❍❅❍❃❋ ▼❆ ▼❃❙ ❁❍❋❆ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ �☛✧
✧ ✕✡ ❭❆ ❂❁❈❈❁❑❆ ❁❇❘ ❈❨❈❅❯❙ ❆❈ ❙ ▲❅❁❏❏❍✓❇❆❈ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ �☛★
✧ ✕☛ ❭❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ▼❆❈ ✌❁❈❆❈ ❄▲▼❇❍❅❆❈ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ �☛☞

✂ ✟✎ ✡✟✝✠✑✒✑✡ ✟☛ ✠✁✆✁✑✒ ✡☛ ✄☞✄



❘ ❍❲ �✁✂✂✄☎✆✝



�✁✂✄✆☎✂✞✆✁✝✟ ☎✁ ✄ ✆✂✁✞✁✁✄ ✁✞
☎✁✂✂✁✝✆☎✂✞✆✁✝✟ ✁✄✂ ✄✁✟

⋆
✣❇✌ ❏❍◆❁❅❍❃❋❈ ▼❆ ❏ ✍❁❇❅❆❇❄

[
■ �

]
❳ ✕ ❵❁❄❄❁❇❏❅ ✏�✍✍�✑ ✒ ❋❃❅❆ ✘✠❬�✡✝�✍✍�✝✍�✍✝■ ❍❋❅❆❄❋❆ ◗❫❊ ✒ ✞✞✟✟ ✠✠✟

✡✆ ✠☛✞✟☞ ✌✠ ✆ ✠✍✠ ✄✆ ✡✠✁✞☎✞ ✆ ✡✆✠ ✎ ✠ ✆✍✡✠✏✎ ✠✟✆✞✟☎✆✄✠ ✕
[
■ �

]
❳ ✕ ❵❁❄❄❁❇❏❅ ✒ ◗ ✕ ❚❁❋◆❯❈ ✒ ✗ ✕ ✗ ✕ ✘ ❁❑❆❄ ❁❋▼ ❚ ✕ ❭❆ ❵❄❍❈ ✏�✍✍☞✑ ✒ ✑✍ ✄✟☎✄✆✒✆✄

✡✠✁✞☎✞ ✡✆✓✠✁✟ ✠✠☎✟☎✠✞ ✟ ✠✠ ✆✄✆✓✟✠✠✞ ☎✓ ✠ ✟✠✍ ✓✟✍✠✆ ✓✞✄✓✍ ✄✞✟☎✠✞✠ ✒ ❩❃❇❄❋❁❏ ❃P ❚❃❙❂❇❅❁❅❍❃❬
❋❁❏ ✣❴❨❈❍◆❈ ✒ ❈❇✌❙❍❅❅❆▼ ❍❋ ❩❃❇❄❋❁❏ ❃P ❚❃❙❂❇❅❁❅❍❃❋❁❏ ✣❴❨❈❍◆❈ ✕

[
■ ✡

]
❳ ✕ ❵❁❄❄❁❇❏❅ ✒ ❱ ✕ ❳❁▼❁❨✒ ❖ ✕❚ ✕ ❚❇❃❋❑ ❁❋▼ ☞ ✕ ✣❁❅❆❄❁ ✏�✍✍☛ ✑ ✒ �✞ ✔✆✁ ✏

✟ ☎✠☎✓✞✄ ☎✞✟✆✠✟ ✠✄✞✟☎✠✞✕ ✁ ✆✟☞ ✠✡ ✖ ✞✟✟ ✄☎✓✞✟☎✠✞ ✟✠ ✆✗ ✓☎✆✞✟ ✠✆✡✍✓✆✡✏✝✞✠☎✠ ✡☎✠ ✓✠✆✟☎✘✞✟☎✠✞ ✠✟
✟✞✠✟☎✞✄ ✡☎✙ ✆✠✆✞✟☎✞✄ ✆✚✍✞✟☎✠✞✠ ✒ ❚❃❙❂❅❆❈❬❀❆❋▼❇❈ ❳❁❅❴▲❙❁❅❍✓❇❆❈ ✒ ✛✛✜✒ ✠❈❈❇❆ ✌ ✒ ✧✧★❬
✧★� ✕

⋆
❚❃❙❙❇❋❍◆❁❅❍❃❋❈ ❃❄❁❏❆❈ ✖ ▼❆❈ ◆❃❋❑❄❯❈

[
✠�

] ✢✠✣✞✠✡ ✞ ✤ ✆✞ ✆✠✞✄ ✟ ✍✠✟ ✠✠ ✆ ✄☎✞ ✆✞✠ ✠ ✓✞✄☎✞✤ ✁ ✆✟☞ ✠✡ ✟ ✠✠ ✆☎✤ ✆✞✒✞✄✍ ✆ ✟ ✠✠✝✄✆✁✠
☎✞ ✥✍✞✞✟✍✁ ✦☞ ✆✁ ☎✠ ✟✠☛ ✒ ✞❇❁❅❄❍❯❙ ❆ ✛ ❃❇❄❋▲❆ ▼ ✍❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❍✓❇❆ ❋❇❙▲❄❍✓❇❆ ❁❂❂❏❍✓❇▲❆
❁❇❘ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆❈ ❍❋▼❇❈❅❄❍❆❏❈ ✒ ✥❭❚✡ ✒ ❚❁❏❁❍❈ ✒ �☞❬ �✧ ❳❁❍ �✍✍✡ ✕

[
✠�

] ✢✠✣✞✠✡ ✞ ✤ ✆✞ ✆✠✞✄ ✟ ✍✠✟ ✠✠ ✆ ✄☎✞ ✆✞✠ ✠ ✓✞✄☎✞✤ ✁ ✆✟☞ ✠✡ ✟ ✠✠ ✆☎✤ ✆✞✒✞✄✍ ✆ ✟ ✠✠✝✄✆✁✠
☎✞ ✥✍✞✞✟✍✁ ✦☞ ✆✁ ☎✠ ✟✠☛ ✒ ■❳■❳ �✍✍✍ ❚❃❋P❆❄❆❋◆❆ ✒ ❖❍◆❆ ✒ ❊❆✌❄❇❁❄❨ �✍❬�✡ ✒ �✍✍✡ ✕

[
✠✡

] ✢✠✣✞✠✡ ✞ ✤ ✆✞ ✆✠✞✄ ✟ ✍✠✟ ✠✠ ✆ ✄☎✞ ✆✞✠ ✠ ✓✞✄☎✞✤ ✁ ✆✟☞ ✠✡ ✟ ✠✠ ✆☎✤ ✆✞✒✞✄✍ ✆ ✟ ✠✠✏
✝✄✆✁✠ ☎✞ ✥✍✞✞✟✍✁ ✦☞ ✆✁ ☎✠ ✟✠☛ ✒ ❚■❖✥❳ �✍✍✡ ✒ ❫▲❂❁❄❅❆❙ ❆❋❅ ▼❆ ❳❁❅❴▲❙❁❅❍✓❇❆❈ ▼❆
❏ ✍✥❋❍❲❆❄❈❍❅▲ ▼❆ ❳❃❋❅❂❆❏❏❍❆❄ ✠ ✠ ✒ �❬✧ ❩❇❍❋ �✍✍✡ ✕

[
✠☛

] ✢✠✣✞✠✡ ✞ ✤ ✆✞ ✆✠✞✄ ✟ ✍✠✟ ✠✠ ✆ ✄☎✞ ✆✞✠ ✠ ✓✞✄☎✞✤ ✁ ✆✟☞ ✠✡ ✟ ✠✠ ✆☎✤ ✆✞✒✞✄✍ ✆ ✟ ✠✠✝✄✆✁✠
☎✞ ✥✍✞✞✟✍✁ ✦☞ ✆✁ ☎✠ ✟✠☛ ✒ ❩❃❇❄❋▲❆ ✙■❳❖ ✠❬✣☛❳❖ ✒ ◗❖☛ ❭❨❃❋ ✒ ✍☞ ❫▲◆❆❙✌❄❆ �✍✍✡ ✕

✕✾
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�✁✂✂ ✆✞✄✁ ✄

☎✝✞✄✁☎✁☎✞✆✁✝ ✆✝✝✝✄✂ ✄✁

❭❁ ◆❃❙❂❄▲❴❆❋❈❍❃❋ ▼❆ ❋❃❙✌❄❆❇❘ ❂❴▲❋❃❙❯❋❆❈ ❂❴❨❈❍◆❃❬◆❴❍❙ ❍✓❇❆❈ ◆❃❋▼❇❍❅ ✖ ❈❍❙❇❬
❏❆❄ ❇❋ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ ❍❈❃❏▲ ◆❃❙❂❃❄❅❁❋❅

N
▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ❆❅

M
❋❃❨❁❇❘ ▼❆ ◆❴❁❄❑❆

(zk)k=1,M

❆❅ ▼❆ ❙ ❁❈❈❆
(mk)k=1,M

❈❇❄ ❇❋❆ ❂▲❄❍❃▼❆ ▼❆ ❅❆❙❂❈
T
✕ ✥❋ ❙❃▼❯❏❆ ◆❃❇❄❁❋❅

❂❃❇❄ ◆❆❈ ❈❍❙❇❏❁❅❍❃❋❈ ❆❈❅ ❏❆ ❙❃▼❯❏❆ ▼❆ ▼❨❋❁❙ ❍✓❇❆ ❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ ✞✝ ☎✞ ☎✟☎✠ ✓❇❍ ❄❆❲❍❆❋❅
✖ ❄▲❈❃❇▼❄❆ ❏❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆ ❈❅❁❅❍✓❇❆ ❂❃❇❄ ❇❋ ❑❄❁❋▼ ❋❃❙✌❄❆ ▼❆ ✛ ❆❇❘ ▼❆
❂❃❈❍❅❍❃❋❈ ▼❆❈ ❋❃❨❁❇❘

(xk)k=1,M

✕ ❭❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ❁◆❅❇❆❏❏❆❈ ❂❃❇❄ ❏❁ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆ ◆❆ ❂❄❃❬
✌ ❏❯❙ ❆ ❋❆ ❂❆❄❙ ❆❅❅❆❋❅ ❂❁❈ ▼ ✍❁❅❅❆❍❋▼❄❆ ▼❆❈ ❃❄▼❄❆❈ ▼❆ ❑❄❁❋▼❆❇❄ ❈❇❄

N
❆❅
T

❈❁❅❍❈P❁❍❈❁❋❅❈ ✕
❚❆❅❅❆ ❅❴❯❈❆ ❂❄❃❂ ❃❈❆ ✓❇❆❏✓❇❆❈ ❲❃❍❆❈ ❂❃❇❄ ❏❆ ▼▲❲❆❏❃❂❂❆❙❆❋❅ ▼❆ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ❄❁❂❍▼❆❈ ❆❋
❲❇❆ ▼ ✍❁❏❏❆❄ ❲❆❄❈ ▼❆ ❅❆❏❈ ❃❄▼❄❆❈ ▼❆ ❑❄❁❋▼❆❇❄ ✕

❫❁❋❈ ◆❆❅❅❆ ❈❆◆❅❍❃❋ ✒ ❃❋ ❂❄▲❈❆❋❅❆ ❏❆ ◆❃❋❅❆❘❅❆ ▼❁❋❈ ❏❆✓❇❆❏ ❈ ✍❍❋❈❯❄❆ ❏❆ ❅❄❁❲❁❍❏ ❄▲❁❏❍❈▲ ✕
✣❁❄ ❈❃❇◆❍ ▼❆ ❈❍❙ ❂❏❍◆❍❅▲ ✒ ❃❋ ❋▲❑❏❍❑❆ ❏❆❈ ❆✤❆❅❈ ▼❆ ❈❂❍❋ ❆❅ ❃❋ ❈❇❂❂❃❈❆ ✓❇❆ ❏❆ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ❆❈❅
◆❃❋❈❅❍❅❇▲ ▼❆

N
✟✞☎✠✆✠ ▼ ✍▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ✕ ✡❋ ❇❅❍❏❍❈❆ ▼❁❋❈ ❏❁ ❈❇❍❅❆ ❏❆❈ ❇❋❍❅▲❈ ❁❅❃❙ ❍✓❇❆❈

me = 1, e = 1, ~ = 1,
1

4πǫ0
= 1.

❭ ✍❆❋❈❆❙✌ ❏❆ ▼❆❈ ❙ ❁❅❄❍◆❆❈ ❄▲❆❏❏❆❈ ✖
k
❏❍❑❋❆❈ ❆❅

l
◆❃❏❃❋❋❆❈ ❆❈❅ ❋❃❅▲ M(k, l)

✒ ❁❏❃❄❈ ✓❇❆
MS(k)

❆❈❅ ❏ ✍❆❋❈❆❙✌ ❏❆ ▼❆❈ ❙ ❁❅❄❍◆❆❈ ❄▲❆❏❏❆❈ ❈❨❙ ▲❅❄❍✓❇❆❈ ▼❆ ▼❍❙ ❆❋❈❍❃❋
k
❆❅
Ik

❆❈❅ ❏❁
❙ ❁❅❄❍◆❆ ❍▼❆❋❅❍❅▲ ▼❆ ▼❍❙ ❆❋❈❍❃❋

k
❆❅
δij

❆❈❅ ❏❆ ❈❨❙✌❃❏❆ ▼❆ � ❄❃❋❆◆✩❆❄ ✕
❭❆ ❏❆◆❅❆❇❄ ❂ ❃❇❄❄❁ ❈❆ ❄▲P▲❄❆❄ ✖ ✞�✟ ❂❃❇❄ ❇❋❆ ❲❍❈❍❃❋ ❙ ❁❅❴▲❙ ❁❅❍✓❇❆ ❂❏❇❈ ▼▲❅❁❍❏❏▲❆ ▼❆

❏❁ ◆❴❍❙ ❍❆ ◆❃❙❂❇❅❁❅❍❃❋❋❆❏❏❆ ✕ ✣❃❇❄ ❏❆❈ ❁❈❂ ❆◆❅❈ ◆❴❍❙ ❍✓❇❆❈ ✒ ❍❏ ❂ ❃❇❄❄❁ ◆❃❋❈❇❏❅❆❄ ✞✡ ✒ ✧ ✒ ★✟ ✕

✠✡✠ ✫✠ ✆✝☞✏✍☛✜✠ ✞✍✠✔☛✝☞✡✑✢✌✠
❭❆❈ P❃❋▼❆❙❆❋❅❈ ▼❆ ❏❁ ◆❴❍❙ ❍❆ ✓❇❁❋❅❍✓❇❆ ❁❈❈❃◆❍❆❋❅ ❁❇ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ ◆❃❋❈❍❬

▼▲❄▲ ❇❋❆ P❃❋◆❅❍❃❋ ▼ ✍❃❋▼❆
Ψ(t, .)

✒ ❲ ❍❲❁❋❅ ▼❁❋❈ ❇❋ ❈❃❇❈❬❆❈❂❁◆❆ H ▼❆
L2(IRd)

❁❲❆◆
d = 3(M+N)

▼❃❋❅ ❏ ✍▲❲❃❏❇❅❍❃❋ ❆❈❅ ❄▲❑❍❆ ❂❁❄ ❏ ✍▲✓❇❁❅❍❃❋ ▼❆ ☛◆❴❄☞▼❍❋❑❆❄ ✏❆❘◆❆❂❅▲ ▼❁❋❈
▼❆❈ ◆❁❈ ❅❄❯❈ ❂❁❄❅❍◆❇❏❍❆❄❈✑ ✕ ❭❁ ▼❍❙ ❆❋❈❍❃❋ ▼❆ H ❄❆❋▼ ❂❄❆❈✓❇❆ ❅❃❇✛ ❃❇❄❈ ❏❆ ❅❄❁❍❅❆❙ ❆❋❅
❋❇❙▲❄❍✓❇❆ ▼❆ ◆❆❅❅❆ ▲✓❇❁❅❍❃❋ ❍❙❂❃❈❈❍✌ ❏❆ ✕ ■✔❋ ▼❆ ▼▲◆❄❍❄❆ ❏❆ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ✒ ❃❋ P❁❍❅ ▼❁❋❈ ❇❋
❂❄❆❙ ❍❆❄ ❅❆❙❂❈ ❏ ✍❁❂❂❄❃❘ ❍❙ ❁❅❍❃❋ ❁▼❍❁✌❁❅❍✓❇❆ ✓❇❍ ◆❃❋▼❇❍❅ ❁❇ ❙❃▼❯❏❆ ▼❆ ▼❨❋❁❙ ❍✓❇❆

✄
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❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ ❉ ❏❆❈ ❋❃❨❁❇❘ ❁❅❃❙ ❍✓❇❆❈ ❈❃❋❅ ▼❆❈ ❂❁❄❅❍◆❇❏❆❈ ◆❏❁❈❈❍✓❇❆❈ ❄❆❏❆❲❁❋❅ ▼ ✍❇❋❆ ▼❨❬
❋❁❙ ❍✓❇❆ ▼❆ ❖❆✔ ❅❃❋ ❆❅ ❈❍ ❏❆❈ ▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ❄❆❈❅❆❋❅ ▼❆❈ ❃✌✛ ❆❅❈ ✓❇❁❋❅❍✓❇❆❈ ❍❏❈ ❈❃❋❅ ❈❇❂❂❃❈▲❈
✢❅❄❆ ✖ ❅❃❇❅ ❍❋❈❅❁❋❅ ▼❁❋❈ ❏❆❇❄ ▲❅❁❅ P❃❋▼❁❙❆❋❅❁❏ ✏❍ ✕❆ ✕ ▲❅❁❅ ▼❆ ❂❏❇❈ ✌❁❈❈❆ ▲❋❆❄❑❍❆✑ ✕ ❭❆❈
❋❃❨❁❇❘ ❈❃❋❅ ❲❇❈ ❂❁❄ ❏❆❈ ▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ◆❃❙❙❆ ❇❋ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ▲❏❆◆❅❄❍✓❇❆ ✘❆❘❅▲❄❍❆❇❄✙ ❆❅ ❏❆❈
▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ❈❃❋❅ ❲❇❈ ❂❁❄ ❏❆❈ ❋❃❨❁❇❘ ◆❃❙❙❆ ❇❋ ◆❴❁❙❂ ▼❆ P❃❄◆❆ ❁▼▼❍❅❍❃❋❋❆❏ ✓❇❍ ❄❆✓❇❍❆❄❅
▼❆ ❄▲❈❃❇▼❄❆ ❏❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆

inf
{
〈Ψe|He|ψe〉, Ψe ∈ He, ‖Ψe‖ = 1

} ✏� ✕�✑

❃✌
He

❆❈❅ ❏ ✍❴❁❙ ❍❏❅❃❋❍❆❋ ▼❆ ❏❁ ❂❁❄❅❍❆ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆ ✕ ❚❃❙❙❆ He

❆❈❅ ❇❋ ❈❃❇❈❬❆❈❂❁◆❆ ▼❆
L2(IR3N)

❃❋ P❁❍❅ ✒ ▼❁❋❈ ❇❋ ❈❆◆❃❋▼ ❅❆❙❂❈ ✒ ❏ ✍❁❂❂❄❃❘ ❍❙ ❁❅❍❃❋ ▼❆ ✏� ✕�✑ ❂❁❄ ▼❆❈ ❙❃▼❯❏❆❈ ▼❆
❅❨❂ ❆ ✘ ❁❄❅❄❆❆❬❊❃ ◆✩ ✞★✟ ❃❇ ▼❆ ❅❨❂❆ �❃❴❋❬☛❴❁❙ ✞✧✟ ✕ ❊❃❄❙❆❏❏❆❙ ❆❋❅ ✒ ❃❋ ❆❈❅ ❁❏❃❄❈ ❄❁❙ ❆❋▲
❁❇ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆

N
P❃❋◆❅❍❃❋❈ {φi}i=1,N

❈❁❅❍❈P❁❍❈❁❋❅ ❇❋ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ▼❆ ❙ ❍❋❍❙ ❍❈❁❅❍❃❋ ❁❂❂ ❆❏▲
❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆ ▼❆ ❏❁ P❃❄❙ ❆

inf
{
E(φ1, . . . , φN), φi ∈ H1(IR

3),

∫

IR3

φiφj = δij , ∀ 1 ≤ i, j ≤ N
} ✏� ✕�✑

❭❁ P❃❋◆❅❍❃❋❋❆❏❏❆ ▼ ✍▲❋❆❄❑❍❆ E ▼▲❂ ❆❋▼ ❂❁❄❁❙▲❅❄❍✓❇❆❙ ❆❋❅ ▼❆ ❏❁ ❂❃❈❍❅❍❃❋ ▼❆❈ ❋❃❨❁❇❘
x̄k❁❇ ❂❁❈ ▼❆ ❅❆❙❂❈ ◆❃❋❈❍▼▲❄▲ ✕ ❭❃❄❈ ▼❆ ❏❁ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❇ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆ ✒ ❏❆❈ P❃❄◆❆❈

❆❘❆❄◆▲❆❈ ❂❁❄ ❏❆ ❋❇❁❑❆ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆ ❈❇❄ ❏❆❈ ❋❃❨❁❇❘ ❈❃❋❅ ▼❃❋❋▲❆❈ ❂❁❄ {∂E/∂x̄k}k=1,M❆❅ ❇❅❍❏❍❈▲❆❈ ❂❃❇❄ ◆❁❏◆❇❏❆❄ ❁❇ ❂❁❈ ▼❆ ❅❆❙❂❈ ❈❇❍❲❁❋❅ ❏❁ ❂❃❈❍❅❍❃❋ ▼❆❈ ❋❃❨❁❇❘ ❂❁❄ ❏ ✍❍❋❅❆❄❬
❙ ▲▼❍❁❍❄❆ ▼ ✍❇❋ ❈◆❴▲❙ ❁ ❁▼❁❂❅▲ ▼ ✍❍❋❅▲❑❄❁❅❍❃❋ ▼❆❈ ▲✓❇❁❅❍❃❋❈ ▼❆ ❖❆✔ ❅❃❋ ✞�✟ ❉

∀ 1 ≤ k ≤M, mk
d2x̄k

dt2
(t) = − ∂E

∂x̄k
− ∂Wnuc

∂x̄k
, Wnuc =

∑

1≤i<j≤M

zizj

|x̄i − x̄j |
.

✠✡✚ ✛✞☛✙☞✒✠✟ ✒✠ ✝✞✟☞✍✌☛✑☞✡ ✒✌ ✆✝☞✏✍☛✜✠ ✞✍✠✔☛✝☞✛

✡✑✢✌✠
❭ ✍❃✌❅❆❋❅❍❃❋ ▼❆❈ P❃❄◆❆❈ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆❈ ❁❑❍❈❈❁❋❅ ❈❇❄ ❏❆❈ ❋❃❨❁❇❘ ❋▲◆❆❈❈❍❅❆ ▼❆ ❄▲❈❃❇▼❄❆

❏❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ✏� ✕�✑ ✒ ❆❅ ❆❋ P❁❍❅ ✒ ❆❋ ❂❄❁❅❍✓❇❆ ✒ ❏❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ❁❇❘ ❲❁❏❆❇❄❈ ❂❄❃❂❄❆❈ ❋❃❋ ❏❍❋▲❁❍❄❆
❁❈❈❃◆❍▲ ✒ ◆ ✍❆❈❅❬✖❬▼ ❍❄❆ ❏❆❈ ▲✓❇❁❅❍❃❋❈ ▼ ✍◗❇❏❆❄❬❭❁❑❄❁❋❑❆ ◆❃❄❄❆❈❂❃❋▼❁❋❅❆❈ ✕
✥❋❆ ❂❄❆❙ ❍❯❄❆ ❁❂❂❄❃◆❴❆ ◆❃❋❈❍❈❅❆ ❋❁❅❇❄❆❏❏❆❙ ❆❋❅ ✖ ◆❁❄❁◆❅▲❄❍❈❆❄ ❏❆❈

φi

❂❁❄ ❏❆❇❄❈ ❲❁❏❆❇❄❈
❈❇❄ ❇❋❆ ❑❄❍❏❏❆ ❆❅ ▼ ✍▲❲❁❏❇❆❄ ❏❆❇❄ ▼▲❄❍❲▲❆❈ ❂❁❄ ▼❍✤ ▲❄❆❋◆❆❈ ✔❋❍❆❈ ✞☞ ✒ ✡�✟ ✕ ❚❆❅❅❆ ❁❂❂❄❃◆❴❆
❆❈❅ ❂ ❆❇ ❇❅❍❏❍❈▲❆ ❆❋ ❂❄❁❅❍✓❇❆ ❂❃❇❄ ❏❆❈ ❈❨❈❅❯❙ ❆❈ ▼❆ ❂ ❆❅❍❅❆ ❅❁❍❏❏❆ ✒ ❙❁❍❈ ❆❏❏❆ ❂ ❆❇❅ ❏ ✍✢❅❄❆
❂❃❇❄ ❏❆❈ ❈❨❈❅❯❙ ❆❈ ❆❋ ❂❴❁❈❆ ❈❃❏❍▼❆ ▼❆ ❑❄❁❋▼❆ ❅❁❍❏❏❆ ✕ ❭❆ ❂❏❇❈ ❈❃❇❲❆❋❅ ✒ ❃❋ ❈❆ ❂❏❁◆❆ ▼❁❋❈
❏❆ ◆❃❋❅❆❘❅❆ ▼ ✍❇❋❆ ▼❍❈◆❄▲❅❍❈❁❅❍❃❋ ▼❆❈

φi

❈❇❄ ❇❋❆ ✌❁❈❆ ▼❆ ✙ ❁❏❆❄✩ ❍❋ ✕
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✌✍✎ ✍✌ ✏ ✑✒✓✔✕✖✑✒✗✖✑✘✙ ✚✛ ✜✔✘✢✣✤✥✦

❭ ✍❇❅❍❏❍❈❁❅❍❃❋ ▼ ✍❇❋❆ ❙▲❅❴❃▼❆ ▼❆ ✙ ❁❏❆❄✩ ❍❋ ❂ ❃❇❄ ❄▲❈❃❇▼❄❆ ❏❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆
◆❃❋❈❍❈❅❆ ✖ ◆❃❋❈❍▼▲❄❆❄ ❇❋❆ ✌❁❈❆ ▼❆ P❃❋◆❅❍❃❋❈ {χµ}µ=1,Nb

❆❅ ✖ ◆❴❆❄◆❴❆❄
φi

❈❃❇❈ ❏❁ P❃❄❙ ❆

∀ 1 ≤ i ≤ N, φi =

Nb∑

µ=1

Cµiχµ.
✏� ✕✡✑

✡❋ ❈❇❂❂❃❈❆ ❈❁❋❈ ❂ ❆❄❅❆ ▼❆ ❑▲❋▲❄❁❏❍❅▲ ▼❁❋❈ ❏❁ ❈❇❍❅❆ ✓❇❆ ❏❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈
χµ

❆❅ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆
C

❈❃❋❅ ❄▲❆❏❏❆❈ ✕
✄ ✧✎ ✧✄ ✧✄ ★✝✑☎✄ ✡✒✏ ✟✝✆ ✞✄ ✑✑✝✎ ✡✎☎ ☛ ✞✟✂✓✑✁✏ ✟✂✁

❭❆ ▼▲❲❆❏❃❂❂ ❆❙ ❆❋❅ ✏� ✕✡✑ ◆❃❋▼❇❍❅ ✖ ❏❁ P❃❄❙ ❆ ▼❍❈◆❄▲❅❍❈▲❆ ▼❇ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆
✏� ✕�✑ ❈❇❍❲❁❋❅❆

inf
{
Ed(CC

t), C ∈ M(Nb, N), CtSC = IN

} ✏� ✕☛ ✑
❃✌ ❂❃❇❄ ❏❆❈ ❙ ❃▼❯❏❆❈ ✞ ✆✠ ✟✠☎✓✟✆✡ ✩ ✞✠✟✠✆✆✏✪✠✓✫ ✏❀✘❊ ✑ ❆❅ ▼❆ ✬ ✠☞✞ ✏✭☞✞✁ ✏�☛✑ ✒ ❃❋ ❁
❄❆❈❂ ❆◆❅❍❲❆❙ ❆❋❅

∣∣∣∣∣∣∣

ERHF
d (D) = Tr(hD) +

☞❄(
J(D)D

)
− 1

2

☞❄(
K(D)D

)
,

EKS
d (D) = 2Tr(hD) + 2

☞❄(
J(D)D

)
+ Exc(D).❁❲❆◆ ∀ 1 ≤ µ, ν ≤ Nb,

Sµν =

∫

IR3

χµχν ,

hµν = hL
µν + hV

µν =
1

2

∫

IR3

∇χµ∇χν +

∫

IR3

Vx̄χµχν , Vx̄ = −
M∑

k=1

zk

|x− x̄k|
,

J(X)µν =

Nb∑

κ,λ=1

(µν|κλ)Xκλ,
✏� ✕☞✑

K(X)µν =

Nb∑

κ,λ=1

(µλ|νκ)Xκλ,

∀ 1 ≤ κ, λ ≤ Nb, (µν|κλ) =

∫

IR3

∫

IR3

χµ(x)χν(x)χκ(x
′)χλ(x

′)

|x− x′| dx dx′.

❭❁ ❙❁❅❄❍◆❆
S

❆❈❅ ❏❁ ✁✞✟✠☎✓✆ ✡✆ ✠✆✓✠✍✒✠✆✁ ✆✞✟✒
h

❆❈❅ ❏❁ ✁✞✟✠☎✓✆ ☞✞✁ ☎✄✟✠✞ ☎✆✞✞ ✆ ▼❆
◆✔❇❄ ✒

Vx̄

▼▲❈❍❑❋❆ ❏❆ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ▼❆❈ ❋❃❨❁❇❘ ❁❑❍❈❈❁❋❅ ❈❇❄ ❏❆❈ ▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ❆❅ Exc(D)
❆❈❅

❏ ✍✂✞ ✆✠✤ ☎✆ ✡ ✮✂✓☞✞✞✤ ✆✏✓✠✠✠✂✄✞✟☎✠✞ ✕ ❚❆❅❅❆ P❃❋◆❅❍❃❋❋❆❏❏❆ ❆❈❅ ❑▲❋▲❄❁❏❆❙ ❆❋❅ ❋❃❋ ◆❃❋❲❆❘❆ ❆❅
❋❃❋ ❏❍❋▲❁❍❄❆ ✯ ❂❁❄ ❆❘❆❙❂❏❆ ✒ ❂❃❇❄ ❇❋❆ P❃❋◆❅❍❃❋❋❆❏❏❆ ▼❍❅❆ ❭❫■ ✞☛ ✟

diteExc(D) =

∫

IR3

ρ(x)εLDA
xc

(
ρ(x)

)
dx

❁❲❆◆
ρ(x) = 2

Nb∑

µ,ν=1

Dµνχµ(x)χν(x).
✏� ✕✧✑
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❭❆❈ ◆❃❆✪ ◆❍❆❋❅❈
(µν|κλ)

❈❃❋❅ ❁❂❂ ❆❏▲❈ ☎✞✟✂✤ ✠✞✄✆✠ ✝☎✂✄✆✓✟✠✠✞ ☎✚✍ ✆✠ ✕ ❭❆❇❄ ◆❁❏◆❇❏ ❆❈❅ ▼❆
◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲ ✞ ✟ ✠☎✠✠☎ O(N4

b )
✕

❭ ✍▲❋❆❄❑❍❆ Ed
❋❆ ▼▲❂❆❋▼ ✓❇❆ ▼❆ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆

D = CCt ✒ ❁❂❂❆❏▲❆ ✁✞✟✠☎✓✆ ✡✆✞✠☎✟✂✕ ❚❆◆❍
❆❈❅ ❏❁ ◆❃❋❈▲✓❇❆❋◆❆ ▼❆ ❏ ✍❍❋❲❁❄❍❁❋◆❆ ▼❆ ❏ ✍▲❋❆❄❑❍❆ ▼❆ ✘❁❄❅❄❆❆❬❊❃◆✩ ❆❅ ▼❆ �❃❴❋❬☛❴❁❙ ❂❁❄
❄❃❅❁❅❍❃❋ ❃❄❅❴❃❑❃❋❁❏❆ ▼❆❈

φi
✕ ■✔❋ ▼❆ ❈ ✍❁✤ ❄❁❋◆❴❍❄ ▼❆ ◆❆❅❅❆ ▼▲❑▲❋▲❄❆❈◆❆❋◆❆ ✒ ❃❋ ❂❆❇❅

◆❃❋❈❍▼▲❄❆❄ ❏❁ P❃❄❙ ❆ ▲✓❇❍❲❁❏❆❋❅❆ ✖ ✏� ✕☛ ✑ ❈❇❍❲❁❋❅❆

inf
{
Ed(D), D ∈ MS(Nb), DSD = D,

☞❄
(DS) = N

} ✏� ✕★✑
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❄❍❁❋◆❆ ❂❁❄ ❄❃❅❁❅❍❃❋ ❃❄❅❴❃❑❃❋❁❏❆ ▼❆❈ ◆❃❏❃❋❋❆❈ ▼❆
C

❂❃❇❄ ▼❍❁❑❃❋❁❏❍❈❆❄ ❍❙❙▲▼❍❁❅❆❙ ❆❋❅
❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆ ▼❆❈ ❙❇❏❅❍❂ ❏❍◆❁❅❆❇❄❈ ▼❆ ❭❁❑❄❁❋❑❆✑





F (D)C = SCE, E =
❫❍❁❑

(ǫ1, . . . , ǫN ),
CtSC = IN ,
D = CCt.

✏� ✕☞✑

❭❁ ❙❁❅❄❍◆❆
F (D)

❆❈❅ ❁❂❂❆❏▲❆ ✁✞✟✠☎✓✆ ✡✆ ✪✠✓✫ ✕ ✣❃❇❄ ❏❆❈ ❙❃▼❯❏❆❈ ❀✘❊ ❆❅ �☛ ✒ ❆❏❏❆
❈ ✍▲◆❄❍❅ ❉

FRHF (D) = h + 2J(D) −K(D), FKS(D) = h + 2J(D) + Fxc(D)

❁❲❆◆
∀ 1 ≤ µ, ν ≤ Nb,

(
Fxc(D)

)

µν
=

1

2

∫

IR3

µxc(ρ)χµχν
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µxc(ρ) = ∂Exc/∂ρ
❃✌

ρ
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◆❃❋❈❍▼▲❄▲ ❆❈❅ ❇❋ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ▼❆ ❅❄❯❈ ❑❄❁❋▼❆ ❅❁❍❏❏❆ ✒ ❏❆ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ❋❇◆❏▲❁❍❄❆
Vx̄

❂❁❄ ❇❋ ❂❈❆❇▼❃❬
❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ✏❃❇ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ❆✤❆◆❅❍P ▼❆ ◆✔❇❄✑

V ps ▼▲✔❋❍ ❆❋ ◆❃❃❄▼❃❋❋▲❆❈ ❈❂❴▲❄❍✓❇❆❈ ✞☛✧✟
❂❁❄

∀ ψ(r, θ, ϕ) V ps.ψ(r, θ, ϕ) = V ps
loc(r)ψ(r, θ, ϕ)

+

lmax∑

l=0

l∑

m=−l

(∫

S2

ψYm
l dθdϕ

)
V ps

l (r)Ym
l (θ, ϕ)

❃✌
(Ym

l )lm
▼▲❈❍❑❋❆❋❅ ❏❆❈ ❴❁❄❙ ❃❋❍✓❇❆❈ ❈❂❴▲❄❍✓❇❆❈ ✕ ❭❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈ ❄❁▼❍❁❏❆❈

V ps
loc

❆❅
V ps

l❈❃❋❅ ▼▲✔❋❍❆❈ ❂❁❄ ❇❋ ◆❁❏◆❇❏ ❂❄▲❏❍❙ ❍❋❁❍❄❆ ❈❇❄ ❏ ✍❁❅❃❙ ❆ ❍❈❃❏▲ ✕ ✡❋ ▼▲✔❋❍❅
rc

❏❆ ❄❁❨❃❋ ▼❆ ❏❁
❈❂❴❯❄❆ ◆❆❋❅❄▲❆ ❆❋ ❏ ✍❁❅❃❙ ❆ ▼❁❋❈ ❏❁✓❇❆❏❏❆ ❏❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈

φi

◆❃❄❄❆❈❂❃❋▼❁❋❅ ❁❇❘ ▲❏❆◆❅❄❃❋❈
▼❆ ◆✔❇❄ ✏▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ▼❆ ❂❏❇❈ ✌❁❈❈❆ ▲❋❆❄❑❍❆✑ ❈❃❋❅ ❏❃ ◆❁❏❍❈▲❆❈ ✕

V ps
loc

❆❈❅ ❇❋ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ❄▲❑❇❏❍❆❄
▼❆ ❏❃❋❑❇❆ ❂ ❃❄❅▲❆ ✕

V ps
l

❈❃❋❅ ▼❆❈ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏❈ ▼❆ ◆❃❇❄❅❆ ❂❃❄❅▲❆ ▼▲✔❋❍❈ ❈❇❄
[0, rc]

✕ ❭❁
❙❁❅❄❍◆❆

hV ❆❈❅ ❄❆❙❂❏❁◆▲❆ ❁❏❃❄❈ ❂❁❄ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆
hps ▼▲✔❋❍❆ ❂❁❄

∀ 1 ≤ µ, ν ≤ Nb, hps
µν =

∫

IR3

χµ

(
V ps.χν

)
=
(
hps

loc

)
µν

+

lmax∑

l=1

(
hps

l

)
µν
.
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▼❇◆❅❍❃❋ ❆❈❅ ❍❋▼❍❈❂ ❆❋❈❁✌ ❏❆ ❂❃❇❄ ❏❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ▼❆ ▼❍✤▲❄❆❋◆❆❈ ✔❋❍❆❈ ✒ ❏❃❄❈ ▼❆ ❏ ✍❇❈❁❑❆ ▼❆
❏❁ ✌❁❈❆ ▼ ✍❃❋▼❆❈ ❂❏❁❋❆❈ ❆❅ ▼❆ ✌❁❈❆❈ ▼ ✍❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ❁❅❃❙ ❍✓❇❆❈ ❋❇❙▲❄❍✓❇❆❈ ❁❍❋❈❍ ✓❇❆ ❂❃❇❄
❏❆ ❅❄❁❍❅❆❙ ❆❋❅ ▼❆❈ ❁❅❃❙ ❆❈ ❏❃❇❄▼❈ ✕

✄ ✧✎ ✧✄ ✧☞ ✏☛✂ ✎✒✂☛✂ ✞☛ ✞✟✂✓✑✁✏ ✟✂✒✏ ✟✝✆
❫❆ ❂❁❄ ❏❁ P❃❄❙ ❆ ❂❁❄❅❍◆❇❏❍❯❄❆ ▼❆❈ ❍❋❅▲❑❄❁❏❆❈ ✖ ◆❁❏◆❇❏❆❄ ✒ ❅❄❃❍❈ P❁❙ ❍❏❏❆❈ ▼❆ ✌❁❈❆❈ ❈❆

❈❃❋❅ ❍❙❂❃❈▲❆❈ ▼❁❋❈ ❏❆❈ ◆❃▼❆❈ ▼❆ ◆❁❏◆❇❏ ❉ ❏❆❈ ✌❁❈❆❈ ❏❃ ◆❁❏❍❈▲❆❈ ✒ ❏❁ ✌❁❈❆ ▼ ✍❃❋▼❆❈ ❂❏❁❋❆❈
❆❅ ❏❆❈ ✌❁❈❆❈ ❙ ❍❘❅❆❈ ✓❇❍ ◆❃❙✌ ❍❋❆❋❅ ❏❆❈ ▼❆❇❘ ❂❄❆❙ ❍❯❄❆❈ ✕ ✡❋ ❄❆❋❲❃❍❆ ❏❆ ❏❆◆❅❆❇❄ ❂❃❇❄ ◆❆❈
▼❆❄❋❍❯❄❆❈ ❁❇❘ ❄▲P▲❄❆❋◆❆❈ ✞�� ✒ ☛☛ ✟ ✕
✏☛✂ ✎✒✂☛✂ ✡✝ ✓✒ ✡✟✂✁☛✂

❭❆❈ ✌❁❈❆❈ ❏❃ ◆❁❏❍❈▲❆❈ ❉ ❃❋ ◆❍❅❆ ❂❁❄❅❍◆❇❏❍❯❄❆❙ ❆❋❅ ❏❆❈ ✌❁❈❆❈ ▼❆ ❑❁❇❈❈❍❆❋❋❆❈ ✞☞�✟ ❇❅❍❏❍❬
❈▲❆❈ ▼❁❋❈ ❏❆ ◆❃▼❆ �� ✁✭✭✂�✄ ✞�✍☞✟ ❆❅ ❏❆❈ ✌❁❈❆❈ ▼ ✍❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ❁❅❃❙ ❍✓❇❆❈ ❋❇❙▲❄❍✓❇❆❈ ✞��✟
❇❅❍❏❍❈▲❆❈ ▼❁❋❈ ❏❆❈ ◆❃▼❆❈ ✭✂☎✭ ✢� ✒ ✆✑ ✠✄ ✞�✍✧ ✒ �✍★✟ ✕ ❭❆❇❄ ◆❃❋❈❅❄❇◆❅❍❃❋ ❈❆ ✌❁❈❆ ❈❇❄
❏ ✍❁❂❂❄❃❘ ❍❙ ❁❅❍❃❋ ❭❚■✡ ❉ ◆❴❁✓❇❆

φi

❈ ✍▲◆❄❍❅ ◆❃❙❙❆ ❇❋❆ ◆❃❙✌ ❍❋❁❍❈❃❋ ❏❍❋▲❁❍❄❆ ▼ ✍❃❄❬
✌ ❍❅❁❏❆❈ ❁❅❃❙ ❍✓❇❆❈ ✏◆ ✍❆❈❅ ✖ ▼❍❄❆ ▼❆ ❈❃❏❇❅❍❃❋❈ ◆❁❏◆❇❏▲❆❈ ❈❇❄ ❏ ✍❁❅❃❙❆ ❍❈❃❏▲✑ ✕ ❚❆❈ ✌❁❈❆❈
▼❃❋❅ ❏ ✍❆✪ ◆❁◆❍❅▲ ❋▲◆❆❈❈❍❅❆ ❇❋ ❄▲❆❏ ❈❁❲❃❍❄❬P❁❍❄❆ ✒ ❈❃❋❅ ◆❁❄❁◆❅▲❄❍❈▲❆❈ ❂❁❄ ❏❆❇❄ ❂ ❆❅❍❅❆ ❅❁❍❏❏❆
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Nb = O(N)

✑ ❆❅ ❏❆ ◆❁❄❁◆❅❯❄❆ ◆❄❆❇❘ ▼❆❈ ❙ ❁❅❄❍◆❆❈ ❍❋❅❄❃▼❇❍❅❆❈ ❆❋ ✏� ✕☞✑ ✕ ☞❃❇❅❆P❃❍❈ ✒ ❆❏❏❆❈
❈❃❋❅ ❋❃❋ ❃❄❅❴❃❑❃❋❁❏❆❈ ❆❅ ❂ ❆❇❲❆❋❅ ❂❄▲❈❆❋❅❆❄ ▼❆❈ ❆❄❄❆❇❄❈ ▼❆ ❈❇❂ ❆❄❂❃❈❍❅❍❃❋ ✞✡✌✟ ✓❇❍
◆❃❋▼❇❍❈❆❋❅ ❂❁❄ ❈❇❍❅❆ ✖ ❏❁ ❈❍❋❑❇❏❁❄❍❅▲ ▼❆ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆ ▼❆ ❄❆◆❃❇❲❄❆❙ ❆❋❅

S
✕

✏✒ ✎✒✂☛ ✞ �✝✆✞☛✂ ✑✡✒✆☛✂



✧ �✁✂✄ ☎ ✆✝✞ ✟ ✠ ✡☛ ☞✌✍✎✏✑☞✒✍☛ ✓ ✔☛ ✔✌✕✖✗

❭❁ ✌❁❈❆ ▼ ✍❃❋▼❆❈ ❂❏❁❋❆❈ ❇❅❍❏❍❈▲❆ ▼❁❋❈ ❏❆❈ ◆❃▼❆❈ �� ✭✎ ✒ � ✝☎✞ ☎✟ ✞�✍☞ ✒ �✍✌✟ ❉ ◆❆❅❅❆
✌❁❈❆ ❃❄❅❴❃❑❃❋❁❏❆

(S = INb
)

❁▼❁❂❅▲❆ ❁❇ ❅❄❁❍❅❆❙ ❆❋❅ ▼❆❈ ❈❨❈❅❯❙ ❆❈ ❂ ▲❄❍❃▼❍✓❇❆❈ ❆❈❅
❅❄❯❈ ❂ ❃❂❇❏❁❍❄❆ ▼❁❋❈ ❏❆ ▼❃❙❁❍❋❆ ▼❆ ❏❁ ✣❴❨❈❍✓❇❆ ▼❇ ☛❃❏❍▼❆ ✕ ❭ ✍❃❂ ▲❄❁❅❆❇❄ ◆❍❋▲❅❍✓❇❆ ❆❈❅
▼❍❁❑❃❋❁❏ ▼❁❋❈ ◆❆❅❅❆ ✌❁❈❆ ❆❅ ❃❋ ❂❆❇❅ ✌ ▲❋▲✔◆❍❆❄ ❁❲❁❋❅❁❑❆❇❈❆❙ ❆❋❅ ▼❆ ❏❁ ❅❄❁❋❈P❃❄❙ ▲❆
▼❆ ❊❃❇❄❍❆❄ ❄❁❂❍▼❆ ✕ ❭❆ ◆❁❄❁◆❅❯❄❆ ❃❈◆❍❏❏❁❅❃❍❄❆ ▼❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈

φi

❂❄❯❈ ▼❆❈ ❋❃❨❁❇❘ ◆❃❋▼❇❍❅
✖ ◆❃❋❈❍▼▲❄❆❄ ❇❋❆ ✌❁❈❆ ▼❆ ❅❁❍❏❏❆ ✌ ❍❆❋ ❂❏❇❈ ❑❄❁❋▼❆ ✓❇❆ ❏❁ ❅❁❍❏❏❆ ▼❆❈ ✌❁❈❆❈ ❏❃ ◆❁❏❍❈▲❆❈
❇❈❇❆❏❏❆❈ ❉

Nb ≃ 102N
✕ ✣❁❄ ❁❍❏❏❆❇❄❈ ✒ ❏❆❈ ❙ ❁❅❄❍◆❆❈ ❍❋❅❄❃▼❇❍❅❆❈ ❆❋ ✏� ✕☞✑ ❈❃❋❅ ❂❏❆❍❋❆❈ ✕

✄ ✧✎ ✧✄ ✧☛ ✁✒ ✡✓✄ ✡ ✞ �✟✆✏✁✠✑✒ ✡☛✂
❭❆ ◆❴❃❍❘ ▼❆ ❏❁ ✌❁❈❆ ▼❆ ▼❍❈◆❄▲❅❍❈❁❅❍❃❋ ▼▲❂ ❆❋▼ ❆❋ ❂❄❆❙ ❍❆❄ ❏❍❆❇ ▼❇ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ◆❃❋❈❍▼▲❄▲ ✕

❭❆ ❅❄❁❍❅❆❙ ❆❋❅ ▼❆❈ ❈❨❈❅❯❙ ❆❈ ❂ ▲❄❍❃▼❍✓❇❆❈ ❆❈❅ ❄▲❁❏❍❈▲ ❑▲❋▲❄❁❏❆❙ ❆❋❅ ❂❁❄ ❇❋❆ ✌❁❈❆ ▼ ✍❃❋▼❆❈
❂❏❁❋❆❈ ❃❇ ❇❋❆ ✌❁❈❆ ❙ ❍❘❅❆ ✕ ◗❋ ❄❆❲❁❋◆❴❆ ✒ ❏❆❈ ✌❁❈❆❈ ❏❃ ◆❁❏❍❈▲❆❈ ❈❃❋❅ ❂❄▲P▲❄▲❆❈ ❂❃❇❄ ❏❆
❅❄❁❍❅❆❙ ❆❋❅ ▼❆❈ ❈❨❈❅❯❙ ❆❈ ❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆❈ ❍❈❃❏▲❈ ✕ ❫❁❋❈ ❇❋ ▼❆❇❘ ❍❯❙ ❆ ❅❆❙❂❈ ✒ ◆❆ ◆❴❃❍❘ ❆❈❅
❃❄❍❆❋❅▲ ❂❁❄ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆❈ ❍❋❅▲❑❄❁❏❆❈ ❋▲◆❆❈❈❁❍❄❆❈ ✖ ❏❁ ◆❃❋❈❅❄❇◆❅❍❃❋ ▼❆❈ ❙ ❁❅❄❍◆❆❈ ▼▲✔❋❍❆❈
❆❋ ✏� ✕☞✑ ✒ ✏� ✕✌✑ ❆❅ ✏� ✕�✍✑ ✒ ❆❅ ▼❃❋◆ ❍❋▼❍❄❆◆❅❆❙ ❆❋❅ ❂❁❄ ❏❆ ❙❃▼❯❏❆ ✞✝ ☎✞ ☎✟☎✠ ◆❃❋❈❍▼▲❄▲ ✕
✏☛✂ ☎ ✝✞✎ ✡☛✂ ✁✒✑✏✑☛☛✒★✝ ✓✂

❭❁ ◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲ ▼❇ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆❈ ❍❋❅▲❑❄❁❏❆❈ ✌ ❍▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆❈ ◆❃❋▼❇❍❅ ✖ ❃❂❅❆❄ ❏❆ ❂❏❇❈
❈❃❇❲❆❋❅ ❂❃❇❄ ❇❋❆ ✌❁❈❆ ▼❆ ❑❁❇❈❈❍❆❋❋❆❈ ✕ ❚❆❈ ✌❁❈❆❈ ❍❋❅❄❃▼❇❍❅❆❈ ❂❁❄ ❵❃❨❈ ✞�☞✟ ❂ ❆❄❙ ❆❅❅❆❋❅
☎✞ ✄ ✞ ✆ ❇❋ ◆❁❏◆❇❏ ❁❋❁❏❨❅❍✓❇❆ ▼❆❈ ❍❋❅▲❑❄❁❏❆❈ ▼▲✔❋❍❈❈❁❋❅ ❏❆❈ ❙ ❁❅❄❍◆❆❈ ▼▲✔❋❍❆❈ ❆❋ ✏� ✕☞✑ ✕
◗❋ ❂❁❄❅❍◆❇❏❍❆❄ ✒ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆❈ ❍❋❅▲❑❄❁❏❆❈ ✌ ❍▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆❈

(µν|κλ)
❈❆ ❄❁❙ ❯❋❆ ❁❇ ◆❁❏◆❇❏

▼ ✍❇❋❆ ❍❋❅▲❑❄❁❏❆ ✖ ❇❋❆ ▼❍❙ ❆❋❈❍❃❋ ✕ ❭ ✍❁❈❈❃◆❍❁❅❍❃❋ ▼❆ ❏❁ ❏❃ ◆❁❏❍❈❁❅❍❃❋ ▼❆❈ ❑❁❇❈❈❍❆❋❋❆❈ ❆❅
▼ ✍❇❋❆ ❙▲❅❴❃▼❆ ❙❇❏❅❍❂ ☎ ❏❆ ❄❁❂❍▼❆ ✞��✌✟ ❂ ❆❄❙ ❆❅ ▼❆ ◆❃❋❈❅❄❇❍❄❆ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆

F (D)
❁❲❆◆

❇❋❆ ◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲ ❏❍❋▲❁❍❄❆ ✞✌☞✟ ✕
✏☛✂ ☎ ✝✞✎ ✡☛✂ ✞☛ ✆✝✡✆✒✝✡✒☎

☛❆❇❏ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆
J

❆❈❅ ❋▲◆❆❈❈❁❍❄❆ ✕ ✣❁❄ ▼▲✔❋❍❅❍❃❋ ▼❆
ρ

❆❋ ✏� ✕✧✑ ✒ ❃❋ ❁

2Jµν =

∫

IR3

(
ρ ⋆

1

|x|
)
χµχν .

✏� ✕��✑

❭ ✍❆❘❂❏❃❍❅❁❅❍❃❋ ▼❆ ❏❁ ❂❄❃❂❄❍▲❅▲ ✏� ✕��✑ ❂ ❆❄❙ ❆❅ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆
J

❁❲❆◆ ❇❋❆ ◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲
O
(
Nα

b

) ❁❲❆◆
α ≤ 3

❂❃❇❄ ❏❆❈ ✌❁❈❆❈ ❁❇❅❄❆❈ ✓❇❆ ❑❁❇❈❈❍❆❋❋❆❈ ✕
✣❃❇❄ ❏❁ ✌❁❈❆ ▼ ✍❃❋▼❆ ❂❏❁❋❆ ✒

S = INb

❆❅ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆
hL ❆❈❅ ▼❍❄❆◆❅ ◆❃❙❙❆ ❏❆ ❏❁❂❏❁◆❍❆❋

❆❈❅ ▼❍❁❑❃❋❁❏ ▼❁❋❈ ◆❆❅❅❆ ✌❁❈❆ ✕ ◗❋ ❄❁❍❈❃❋ ▼❇ ◆❁❄❁◆❅❯❄❆ ❏❃ ◆❁❏ ▼❆ ❏ ✍❴❁❙ ❍❏❅❃❋❍❆❋ ▼❆ ◆❴❁❙❂
❙❃❨❆❋ ▼❆ �❃❴❋❬☛❴❁❙ ✒ ◆❴❁✓❇❆ ◆❃❆✪ ◆❍❆❋❅ ▼❆❈ ❙ ❁❅❄❍◆❆❈

hV ✒ J ❆❅
Fxc

❆❈❅ ❇❋ ◆❃❆✪ ◆❍❆❋❅
▼❆ ❊❃❇❄❍❆❄ ❁❈❈❃ ◆❍▲ ❄❆❈❂ ❆◆❅❍❲❆❙ ❆❋❅ ✖

Vx̄

✒
ρ ⋆ 1

|x|

❆❅
µxc(ρ)

✕ ✥❋❆ ❅❄❁❋❈P❃❄❙ ▲❆ ▼❆ ❊❃❇❄❍❆❄
❄❁❂❍▼❆ ❂ ❆❄❙ ❆❅ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆ ◆❴❁✓❇❆ ❙ ❁❅❄❍◆❆ ❁❲❆◆ ❇❋❆ ◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲ O

(
Nblog(Nb)

) ✕ ❭❁
◆❃❋❈❅❄❇◆❅❍❃❋ ▼❆

F (D)
❆❈❅ ▼❃❋◆ ❑❏❃✌❁❏❆❙ ❆❋❅ ▼❆ ◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲ O(N2

b

) ✕
✣❃❇❄ ❇❋❆ ✌❁❈❆ ▼ ✍❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ❁❅❃❙ ❍✓❇❆❈ ❏❃ ◆❁❏❍❈▲❆❈ ▼▲✔❋❍❆❈ ❈❇❄ ❇❋❆ ❑❄❍❏❏❆ ✒ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆
S

❆❅
Fxc

❈ ✍❆✤❆◆❅❇❆ ❂❁❄ ❍❋❅▲❑❄❁❅❍❃❋ ❋❇❙ ▲❄❍✓❇❆ ✕ ❭❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆
hL ❈❆ P❁❍❅ ❆❋ ❁❂❂❄❃❬

◆❴❁❋❅ ❏ ✍❃❂ ▲❄❁❅❆❇❄ ◆❍❋▲❅❍✓❇❆ ❂❁❄ ▼❍✤ ▲❄❆❋◆❆❈ ✔❋❍❆❈ ✕ ☛❃❍❅
W = Vx̄ + ρ ⋆

1

|x|
✒
W

❆❈❅
❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆ ❏ ✍▲✓❇❁❅❍❃❋ ▼❆ ✣❃❍❈❈❃❋ −△W = 4π(ρx̄ − ρ)

❃✌
ρx̄

❆❈❅ ❏❁ ▼❍❈❅❄❍✌❇❅❍❃❋ ▼❆❈



✟ �✁ � ✂✂ ✄☎✁✆✝� ✆✝ ✆✂�✁✝ ✞✄☎✁✟ ✆ ✞ ✠✆✁✡✝☛✂✝ ✂✝✝�✄✆✁✟ ☎☞✞✝ ★

◆❴❁❄❑❆❈ ❋❇◆❏▲❁❍❄❆❈ ✕ ❭ ✍❇❅❍❏❍❈❁❅❍❃❋ ▼ ✍❇❋❆ ❅❄❁❋❈P❃❄❙ ▲❆ ▼❆ ❊❃❇❄❍❆❄ ❄❁❂❍▼❆ ▼❆ ◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲
O
(
Nblog(Nb)

) ✏❃❋ ❂❆❇❅ ❃❂❅❆❄ ❁❇❈❈❍ ❂ ❃❇❄ ❇❋❆ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ❙❇❏❅❍❑❄❍❏❏❆✑ ❂❆❄❙ ❆❅ ▼❆ ❄▲❬
❈❃❇▼❄❆ ◆❆❅❅❆ ▲✓❇❁❅❍❃❋ ❆❅ ▼ ✍❃✌❅❆❋❍❄ ❂❁❄ ❍❋❅▲❑❄❁❅❍❃❋ ❋❇❙ ▲❄❍✓❇❆ ✒ ❆❋ ❇❅❍❏❍❈❁❋❅ ✏� ✕��✑ ✒ ❏❆❈
❍❋❅▲❑❄❁❏❆❈ ▼▲✔❋❍❆❈ ❂❁❄

∫

IR3

Wχµχν = hV
µν + 2Jµν(D).
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✄ ✧✎ ✧✎ ✧✄ ✏☛✂ ✒ ✡✠✝✑ ✟✏✡☎ ☛✂ ✝✁★

❫ ✍❇❋❆ ❙ ❁❋❍❯❄❆ ❑▲❋▲❄❁❏❆ ✒ ❇❋❆ ❈❇❍❅❆ ▼❆ ❙ ❁❅❄❍◆❆❈
Dn

❆❈❅ ◆❃❋❈❅❄❇❍❅❆ ✒ ❏❆ ❂❁❈❈❁❑❆ ▼❆
Dn

✖
Dn+1

❈ ✍❆✤ ❆◆❅❇❁❋❅ ✖ ❂❁❄❅❍❄ ▼❆ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆
F (Dn)

✕ ❫❁❋❈ ❏❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ❏❆❈ ❂❏❇❈
❆✪ ◆❁◆❆❈ ✒ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆

Dn+1
❆❈❅ ❄▲❁❏❍❈▲ ❆❋ ❑❁❄▼❁❋❅ ✖ ❏ ✍❆❈❂❄❍❅ ✓❇ ✍❃❋ ❋❆ ◆❴❆❄◆❴❆ ❂❁❈ ❇❋

❂❃❍❋❅ ◆❄❍❅❍✓❇❆ ▼❆ ✏� ✕☛ ✑ ❙❁❍❈ ❏❆ ❙ ❍❋❍❙❇❙ ❑❏❃✌❁❏ ▼❆ ✏� ✕☛ ✑ ❃❇ ▼❆ P❁●❃❋ ▲✓❇❍❲❁❏❆❋❅❆ ▼❆
✏� ✕★✑ ✕ ✠❏ ❆❈❅ ◆❃❋❋❇ ❅❴▲❃❄❍✓❇❆❙❆❋❅ ❂ ❃❇❄ ❏❆ ❙❃▼❯❏❆ ▼❆ ✘❁❄❅❄❆❆❬❊❃◆✩ ✒ ✓❇ ✍❁❇ ❙ ❍❋❍❙❇❙
❑❏❃✌❁❏

D⋆ ▼❆ ✏� ✕★✑ ✒ ❏❁ ❖❬❍❯❙ ❆ ❲❁❏❆❇❄ ❂❄❃❂❄❆ ▼❆
F (D⋆)

❆❈❅ ❋❃❋ ▼▲❑▲❋▲❄▲❆ ❆❅ ❏❆❈
❄▲❆❏❈

ǫi
❍❋❅❄❃▼❇❍❅❈ ❆❋ ✏� ✕☞✑ ❈❃❋❅ ❋▲◆❆❈❈❁❍❄❆❙ ❆❋❅ ❏❆❈

N
❂❏❇❈ ❂ ❆❅❍❅❆❈ ❲❁❏❆❇❄❈ ❂❄❃❂❄❆❈ ▼❆

F (D⋆)
✞�✡✡✟ ✕

◗❋ ❄❁❍❈❃❋ ▼❆ ◆❆ ❄▲❈❇❏❅❁❅ ✒
Dn+1

❆❈❅ ◆❃❋❈❅❄❇❍❅ ✖ ❏ ✍❁❍▼❆ ▼❆ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆
D̃n = C̃C̃t ❃✌

C̃❆❈❅ P❃❄❙ ▲❆ ▼❆❈
N

❂❏❇❈ ❂ ❆❅❍❅❈ ❲❆◆❅❆❇❄❈ ❂❄❃❂❄❆❈ ▼❆
F (Dn)

❉ ◆ ✍❆❈❅ ❏❆ ❂❄❍❋◆❍❂ ❆ ✞✍✟ ✝✞✍ ✕ ☛ ❍
❃❋ ◆❴❃❍❈❍❅

Dn+1 = D̃
✒ ❃❋ ❄❆❅❄❃❇❲❆ ❏❆ ❂❏❇❈ ❈❍❙ ❂❏❆ ▼❆❈ ❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❆❈ ☛❚❊ ✒ ❏ ✍❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❆

▼❆ ❀❃❃❅❴❁❁❋ ✞✌✧✟ ✕ ❫❆❈ ❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❆❈ ❂❏❇❈ ▲❲❃❏❇▲❈ ❂❄▲❈❆❋❅❁❋❅ ▼❆ ❙❆❍❏❏❆❇❄❆❈ ❂❄❃❂❄❍▲❅▲❈
▼❆ ◆❃❋❲❆❄❑❆❋◆❆ ✓❇❆ ❏ ✍❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❆ ▼❆ ❀❃❃❅❴❁❁❋ ❃❋❅ ▲❅▲ ▼▲❲❆❏❃❂❂▲❈ ✞�✡ ✒ �★ ✒ ��★✟ ✕ ❚❆❈
❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❆❈ ❋▲◆❆❈❈❍❅❆❋❅ ❆❇❘ ❁❇❈❈❍ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆

D̃n

✒ ❆❅ ❂❁❄ ❈❇❍❅❆ ❏❁ ▼❍❁❑❃❋❁❏❍❈❁❅❍❃❋ ▼❆
F (Dn)

✕

✄ ✧✎ ✧✎ ✧✎ ✏☛ ✂✝✄✂✒✑✑✝✎ ✡✎☎ ☛ ✡✟✆✁✒ ✟✑☛
❭❆ ❈❃❇❈❬❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ❏❍❋▲❁❍❄❆ ✖ ❄▲❈❃❇▼❄❆ ✖ ◆❴❁✓❇❆ ❍❅▲❄❁❅❍❃❋ ▼ ✍❇❋ ❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❆ ☛❚❊ ❆❈❅

❇❋ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ❁❇❘ ❲❁❏❆❇❄❈ ❂❄❃❂❄❆❈ ❑▲❋▲❄❁❏❍❈▲ ✕ ❭❁ ◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲ ▼❆ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼ ✍❇❋ ❅❆❏
❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ❂❁❄ ❏❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ▼❍❄❆◆❅❆❈ ❈❅❁❋▼❁❄▼❈ ❆❈❅ O(N3

b

) ✓❇❆❏ ✓❇❆ ❈❃❍❅ ❏❆ ◆❁❄❁◆❅❯❄❆
◆❄❆❇❘ ▼❆

F (D)
❆❅
S

✏❆❘◆❆❂❅▲ ❏❃❄❈✓❇❆
F (D)

❆❅
S

❈❃❋❅ ▼❆❈ ❙ ❁❅❄❍◆❆❈ ✌❁❋▼❆❈ ❃✌ ❇❋❆
◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲ O(N2

b )
❆❈❅ ❂❃❈❈❍✌ ❏❆ ✞��✍✟✑ ✞���✟ ✕ ❭❃❄❈✓❇❆ ❏❁ ✌❁❈❆ ▼❆❈

χµ

❆❈❅ ❏❃ ◆❁❏❍❈▲❆ ✒
Nb = O(N)

❆❅ ❃❋ ❄▲◆❇❂❯❄❆ ❇❋❆ ◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲ O(N3)
✕ ✣❃❇❄ ❇❋❆ ✌❁❈❆ ▼ ✍❃❋▼❆❈ ❂❏❁❋❆❈

N ≪ Nb

❆❅ ❇❋❆ ❙▲❅❴❃▼❆ ❍❅▲❄❁❅❍❲❆ ❂ ❆❄❙ ❆❅ ▼❆ ❄▲▼❇❍❄❆ ❏❁ ◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲ ✖ O(NbN
2)

❈❃❍❅
O(N3)

✕
❚❃❙❙❆ ❍❏ ❁ ▲❅▲ ▼❍❅ ❂❏❇❈ ❴❁❇❅ ✒ ❏❁ ◆❃❋❈❅❄❇◆❅❍❃❋ ▼❆ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆

F (D)
❆❈❅ ❏❆ ❂❏❇❈ ❈❃❇❲❆❋❅

▼❆ ◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲ O
(
N2
) ❃❇ O

(
Nblog(Nb)

) ❈❆❏❃❋ ❏❁ ✌❁❈❆ ▼❆ ❑❁❏❆❄✩ ❍❋ ◆❃❋❈❍▼▲❄▲❆ ✕ ✣❁❄
◆❃❋❈▲✓❇❆❋❅ ✒ ❏❁ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❇ ❈❃❇❈ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ❏❍❋▲❁❍❄❆ ✖ ◆❴❁✓❇❆ ❍❅▲❄❁❅❍❃❋ ▼❆ ❏ ✍❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❆
☛❚❊ ◆❃❋❈❅❍❅❇❆ ❏ ✍▲❅❁❂ ❆ ❏❍❙ ❍❅❁❋❅❆ ▼❆ ❏❁ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆ ✏� ✕�✑ ✕



✟ �� � ✝✝� ✂✂ ✄☎✁✆✝� ✆✝ �✁✂✠✝✝✁ ☎✄✂ ✝ ☎✟✂✄☎✆✝ ✄✂✝�
N

✌

✌✍✎ ✍✄ ☎✗✣✓✛ ✣ ✚✦✒ ✆✘✔✓✦✒ ✕✣✦✓✖✔✘✙✑✝✛✦✒
❭❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆❈ P❃❄◆❆❈ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆❈ ❇❅❍❏❍❈❆ ▼❆❈ P❃❄❙❇❏❆❈ ❁❋❁❏❨❅❍✓❇❆❈ ✞✌�✟ ✕ ✣❁❄ ❆❘❆❙❂❏❆ ✒

❂❃❇❄ ❏❆ ❙❃▼❯❏❆ ❀✘❊

∂Ed

∂x̄
=
☞❄(∂h

∂x̄
D

)
+

1

2

☞❄(∂G
∂x̄

(D)D

)
− ☞❄(

DE
∂S

∂x̄

)

❁❲❆◆
DE = CECt = S−1F (D)D

❆❅
G(D) = 2J(D) −K(D)

✕ ❭❆❈ ❅❆❄❙ ❆❈ ∂h
∂x̄

✒ ∂G
∂x̄

✒ ∂S
∂x̄

✒
❈❆ ◆❁❏◆❇❏❆❋❅ P❁◆❍❏❆❙ ❆❋❅ ❂❃❇❄ ❇❋❆ ✌❁❈❆ ▼❆ ❑❁❇❈❈❍❆❋❋❆❈ ✏❏❁ ▼▲❄❍❲▲❆ ▼ ✍❇❋❆ ❑❁❇❈❈❍❆❋❋❆
❆❈❅ ❇❋❆ ❑❁❇❈❈❍❆❋❋❆✑ ✕
❭❃❄❈✓❇ ✍❇❋ ❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ❆❈❅ ❇❅❍❏❍❈▲ ✒ ❇❋ ❅❆❄❙ ❆ ▼▲❂❆❋▼❁❋❅ ▼❆ ∂hps

∂x̄

❆❈❅ ❄❁✛ ❃❇❅▲ ✕ ✣❁❄
❁❍❏❏❆❇❄❈ ✒ ❃❋ ❈❃❇❏❍❑❋❆ ✓❇❆ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆❈ P❃❄◆❆❈ ❆❈❅ ❈❍❙❂❏❍✔▲ ❂ ❃❇❄ ❏❁ ✌❁❈❆ ▼ ✍❃❋▼❆❈ ❂❏❁❋❆❈
❂❇❍❈✓❇❆ ❏❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈

χµ
❋❆ ▼▲❂❆❋▼❆❋❅ ❂❁❈ ▼❆

x̄
✏∂G

∂x̄
= ∂S

∂x̄
= 0

✑ ✕

✠✡✞ ✫✠✟ ✜✞☛✙☞✒✠✟ ✒✠ ✔☞✜✆✍✠✦ ✑☛✞ ✍✑✡✞✖✑✝✠ ✖✟✠✔ N
❚❃❙❙❆ ❍❏ ❁ ▲❅▲ ▼❍❅ ❂❏❇❈ ❴❁❇❅ ✒ ❏ ✍▲❅❁❂ ❆ ❏❍❙ ❍❅❁❋❅❆ ▼ ✍❇❋ ◆❁❏◆❇❏ ✞✝ ☎✞ ☎✟☎✠ ❆❈❅ ❏❆ ❂❏❇❈

❈❃❇❲❆❋❅ ❏❁ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼ ✍❇❋ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ❁❇❘ ❲❁❏❆❇❄❈ ❂❄❃❂❄❆❈ ❑▲❋▲❄❁❏❍❈▲ ▼❆ ▼❍❙ ❆❋❈❍❃❋
Nb✓❇❍ ❈ ✍▲◆❄❍❅

inf
{☞❄

(FCCt), C ∈ M(Nb, N), CtSC = IN

}
.

✏� ✕��✑
❭❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ▼❆ ▼❍❁❑❃❋❁❏❍❈❁❅❍❃❋ ❈❅❁❋▼❁❄▼❈ ❂❃❇❄ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ❆❘❂❏❍◆❍❅❆ ▼❆❈

N
❂❏❇❈ ❂ ❆❅❍❅❈

▲❏▲❙ ❆❋❅❈ ❂❄❃❂❄❆❈ ▼❆
F

❈❃❋❅ ▼❆ ◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲ O(N3)
✕ ✥❋❆ ❅❆❏❏❆ ◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲ ❆❈❅ ❆❋ P❁❍❅

❏❃❍❋ ▼ ✍✢❅❄❆ ❃❂❅❍❙ ❁❏❆ ❂ ❃❇❄ ❋❃❅❄❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ✕ ◗❋ ❆✤❆❅ ❈❆❇❏❆ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆
D⋆ = CsolC

t
sol

✒
❃✌

Csol
❆❈❅ ❇❋❆ ❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆ ✏� ✕��✑ ✒ ❆❈❅ ❇❅❍❏❆ ❂❃❇❄ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆ ❏ ✍▲❋❆❄❑❍❆ ❆❅ ▼❆❈ P❃❄◆❆❈

▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆❈ ✕ ❭❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆❈
N

❂❏❇❈ ❂ ❆❅❍❅❈ ▲❏▲❙ ❆❋❅❈ ❂❄❃❂❄❆❈ ▼❆
F

❆❇❘❬❙ ✢❙❆❈ ❋ ✍❆❈❅
▼❃❋◆ ❂❁❈ ❋▲◆❆❈❈❁❍❄❆ ✕ ❚❃❙❙❆ ✏� ✕��✑ ❈ ✍▲◆❄❍❅ ▼❆ P❁●❃❋ ▲✓❇❍❲❁❏❆❋❅❆
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inf
{

ΩC(C), C ∈ M(Nb, N)
}
, inf

{
ΩD(D), D ∈ MS(Nb)

}
.
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❚❆❈ ❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❆❈ ❋▲◆❆❈❈❍❅❆❋❅ ❇❋ ❍❋❍❅❍❁❏ ❑❇❆❈❈ ▼❆ ✌ ❃❋❋❆ ✓❇❁❏❍❅▲ ❁✔❋
� ▼❆ ◆❃❋❲❆❄❑❆❄ ❲❆❄❈ ❏❆ ❙ ❍❙ ❍❙❇❙ ❏❃◆❁❏ ▼❆ ✏� ✕�✧✑ ▼❆ ❂❏❇❈ ✌❁❈❈❆ ▲❋❆❄❑❍❆ ✏❄❁❂❂❆❏❃❋❈

❆❋ ❆✤❆❅ ✓❇❆ ❏❆ ❙ ❍❋❍❙❇❙ ▼❆ ✏� ✕�☞✑ ✒ ❆❅ ❂❁❄ ❈❇❍❅❆ ▼❆ ✏� ✕�✧✑ ✒ ❆❈❅ −∞✑ ✕ ✡❋ ❙❃❋❅❄❆
✓❇❆ ❂❃❇❄ ❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ❫❳❳ ✒ ✏� ✕�✧✑ ❁▼❙❆❅ ❇❋ ❇❋❍✓❇❆ ❙ ❍❋❍❙❇❙ ❏❃◆❁❏ ✕ ❭❃❄❈✓❇❆
S = INb

✒ ❏ ✍❍❋❍❅❍❁❏❍❈❁❅❍❃❋ ▼❃❋❋▲❆ ❂❁❄
D0 = (1/2)INb

❁❈❈❇❄❆ ❏❁ ◆❃❋❲❆❄❑❆❋◆❆ ❲❆❄❈
◆❆ ❙ ❍❋❍❙❇❙ ✯

� ▼ ✍▲❲ ❍❅❆❄ ❇❋❆ ◆❃❋❲❆❄❑❆❋◆❆ ❅❄❯❈ ❏❆❋❅❆ ✕
❭❃❄❈✓❇ ✍❃❋ ◆❃❋❈❍▼❯❄❆ ❇❋ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ▼❍❅ ❃❄▼❃❋❋▲ ✏❅❆❏ ❇❋ ❆❋✕❨❙❆ ❃❇ ❇❋❆ ❂❄❃❅❆☎❋❆✑ ✒ ❏❁
❈❃❏❇❅❍❃❋ ◆❁❏◆❇❏▲❆ ❁❇ ❂❁❈ ▼❆ ❅❆❙❂❈ ❂❄▲◆▲▼❆❋❅ ✒ ❂❄❃◆❴❆ ▼❆ ❏❁ ❈❃❏❇❅❍❃❋ ◆❴❆❄◆❴▲❆ ✒ ❆❈❅ ❇❋
✌❃❋ ❍❋❍❅❍❁❏ ❑❇❆❈❈ ✕ ❚❆❂❆❋▼❁❋❅ ✒ ❏ ✍❃✌❅❆❋❅❍❃❋ ▼ ✍❇❋ ✌❃❋ ❍❋❍❅❍❁❏ ❑❇❆❈❈ ❈❆ ❄▲❲❯❏❆ ▼❍✪ ◆❍❏❆ ❂❃❇❄
❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ✡❳ ◆❁❄ ✏� ✕�✧✑ ❁▼❙❆❅ ▼❆ ❋❃❙✌❄❆❇❘ ❙ ❍❋❍❙ ❁ ❏❃ ◆❁❇❘ ▼ ✍▲❋❆❄❑❍❆ ❈❍❙ ❍❏❁❍❄❆
❈❇❍❅❆ ✖ ❏❁ ❏❃ ◆❁❏❍❈❁❅❍❃❋ ❍❙❂❃❈▲❆ ✕

❚❃❋◆❆❄❋❁❋❅ ❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ✡❳ ✒ ❃❋ ❃✌❈❆❄❲❆ ✓❇❆ ❏❆ ❋❃❙✌❄❆ ▼ ✍❍❅▲❄❁❅❍❃❋❈ ❄❆✓❇❍❈ ✖ ❏❁
◆❃❋❲❆❄❑❆❋◆❆ ❆❈❅ ▼ ✍❁❇❅❁❋❅ ❂❏❇❈ ❑❄❁❋▼ ✓❇❆ ❏❁ ▼❍❙ ❆❋❈❍❃❋ ▼❆ GC

❆❈❅ ❑❄❁❋▼❆ ✞☞★✟ ✕ ◗❋ ❆✤ ❆❅ ✒
❂❏❇❈ ❏❁ ▼❍❙ ❆❋❈❍❃❋ ▼❆ GC

❆❈❅ ❑❄❁❋▼❆ ✒ ❂❏❇❈ ❏❆ ◆❃❋▼❍❅❍❃❋❋❆❙❆❋❅ ▼❇ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ✏� ✕�✧✑ ❆❈❅
❙ ❁❇❲❁❍❈ ✒ ◆❁❄ ❏❍▲ ✖ ❏ ✍❍❋❲❁❄❍❁❋◆❆ ▼❆

ΩC

❂❁❄ ❄❃❅❁❅❍❃❋ ❃❄❅❴❃❑❃❋❁❏❆ ▼❆❈ ◆❃❏❃❋❋❆❈ ▼❆
C

✕
✣❁❄ ❁❍❏❏❆❇❄❈ ❈❇❍❅❆ ✖ ❏❁ ❅❄❃❋◆❁❅❇❄❆ ▼❆❈ ◆❁❏◆❇❏❈ ✒ ❏❁ ❈❃❏❇❅❍❃❋ ❁❂❂❄❃ ◆❴▲❆ ❋❆ ❲▲❄❍✔❆ ❂❁❈
❏❁ ◆❃❋❅❄❁❍❋❅❆ ☞❄

(CCt) = N
✖ ❏ ✍❍❋❲❆❄❈❆ ▼❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ✌❁❈▲❆❈ ❈❇❄ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆

D
❂❃❇❄

❏❁✓❇❆❏❏❆ ❏❁ ◆❃❋❅❄❁❍❋❅❆ ❏❍❋▲❁❍❄❆
Tr(D) = N

❆❈❅ ❂❏❇❈ ❈❍❙❂❏❆ ✖ ❁❈❈❇❄❆❄ ✞✌✟ ✕ ❭❁ ◆❴❁❄❑❆
▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆ ❅❃❅❁❏❆

ρ
❋ ✍❆❈❅ ▼❃❋◆ ❂❁❈ ◆❃❋❈❆❄❲▲❆ ✒ ◆❆ ✓❇❍ ❆❈❅ ❈❃❇❄◆❆ ▼❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ✖

❏ ✍❍❋❅▲❄❍❆❇❄ ▼❆ ❏❁ ✌❃❇◆❏❆ ☛❚❊ ✞☛☞✟ ✕
◗❋✔❋ ✒ ❃❋ ❈❃❇❏❍❑❋❆ ✓❇❆ ❏❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ❲❁❄❍❁❅❍❃❋❋❆❏❏❆❈ ❈❆ ❄❁❙ ❯❋❆❋❅ ✖ ▼❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈

▼❆ ❂ ▲❋❁❏❍❈❁❅❍❃❋ ❂❁❄❅❍◆❇❏❍❯❄❆❈ ✞�✟ ✕
✄ ✧✓ ✧✎ ✧✎ ✏☛✂ ☎✁✏✡✝✞☛✂ ✞☛ ✑✑✝� ☛✓✏ ✟✝✆

❭❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ▼❆ ❂❄❃✛ ❆◆❅❍❃❋ ❈❆ ✌❁❈❆❋❅ ❈❇❄ ❏❁ ◆❁❄❁◆❅▲❄❍❈❁❅❍❃❋ ▼❆ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆
D❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆ ✏� ✕�☞✑ ❉

D = q(F ) ∀ q ❅❆❏ ✓❇❆ ∣∣∣∣ q(ǫi) = 1 ∀ 1 ≤ i ≤ N
q(ǫi) = 0 ∀ N + 1 ≤ i ≤ Nb

.
✏� ✕�★✑

✣❁❄❙ ❍ ◆❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ✒ ❃❋ ❅❄❃❇❲❆ ❉
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N

�✡

� ❭❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ❁❂❂ ❆❏▲❆ ✪✆✠✁☎ �✟ ✆✠✞✟✠✠ ☎✄✟✞✞✠☎✠✞ ✏❊✡◗ ✑ ✞�✌ ✒☞☞✟ ❃✌
q
❆❈❅ P❃❄❙ ▲❆

▼ ✍❇❋❆ ❆❘❂❁❋❈❍❃❋ ▼❆ ❂ ❃❏❨❋☎❙❆❈ ▼❆ ❚❴❆✌❨❈❴❆❲
(Tn)n

✒
� ❇❋❆ ❲❆❄❈❍❃❋ ❈❍❙❂❏❆ ▼❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ▼❆ ✟ ✍✠☎✄ ✓✞✟☎✠✞ ✡✆ ✄✞ ✁ ✞✟✠☎✓✆ ✡✆✞✠☎✟✂ ✏❳◆✗ ✑

✞☞☞ ✒ ✌✍✟ ❃✌
q
❆❈❅ ▼❆ ❏❁ P❃❄❙ ❆

pn ❁❲❆◆
p : x 7−→ 3x2 − 2x3.❫❆❈ ❂❃❏❨❋☎❙❆❈ ▼❆ ❚❴❆✌❨❈❴❆❲❬❩❁◆✩❈❃❋ ✞✡✡✟ ✒ ▼❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈ ❄❁❅❍❃❋❋❆❏❏❆❈ ✞☞✧✟ ❃❋❅ ▲❅▲

❁❇❈❈❍ ❇❅❍❏❍❈▲❈ ❂❃❇❄ ❁❂❂❄❃ ◆❴❆❄ ❏❁ P❃❋◆❅❍❃❋
q
✕ ☛❃❇❏❍❑❋❃❋❈ ✓❇❆ ❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ❫❳❳ ❂❆❇❅

❈ ✍❍❋❅❆❄❂❄▲❅❆❄ ◆❃❙❙❆ ❇❋❆ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ▼❆ ❂❄❃✛ ❆◆❅❍❃❋ ❈❍ ❏ ✍❍❋ ❍❅❍❁❏ ❑❇❆❈❈
D0

❆❈❅ ❇❋❆ P❃❋◆❅❍❃❋
▼❆

F
✕

❭ ✍❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❆ ◆❃❄❄❆❈❂❃❋▼❁❋❅ ✖ ◆❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ❆❈❅ ❍❅▲❄❁❅❍P ❉
� ❍❋ ❍❅❍❁❏❍❈❁❅❍❃❋ ❉

D0 = F̃ = αF + β
❃✌

α
❆❅
β

▼▲❂❆❋▼❆❋❅ ▼❆
ǫ1
✒
ǫNb

❆❅
ǫF

✒
� ❂❁❈❈❁❑❆ ▼❆

Dn
✖
Dn+1

❉
� ✕ ❊✡◗ ❉

Dn+1 = Dn + cnTn(F̃ )
❃✌

(cn)n

▼▲❈❍❑❋❆❋❅ ❏❆❈ ◆❃ ❆✪ ◆❍❆❋❅❈ ▼❆ ❚❴❆❬
✌❨❈❴❆❲ ▼❆ ❏❁ P❃❋◆❅❍❃❋ ▼❆ ✘ ❆❁❲❍❈❍▼❆ ▼▲✔❋❍❆ ❈❇❄

[−1, 1]
✕

� ✕ ❳◆✗ ❉
Dn+1 = 3D2

n − 2D3
n.■ ◆❴❁✓❇❆ ❍❅▲❄❁❅❍❃❋ ✒ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆

Dn

❆❈❅ ❅❄❃❋✓❇▲ ❈❇❍❲❁❋❅ GD

✕
❚❆❈ ❙▲❅❴❃▼❆❈ ❈❃❋❅ ❂❏❇❈ ❈❍❙ ❂❏❆❈ ✖ ❙❆❅❅❄❆ ❆❋ ✔❇❲❄❆ ❆❅ ❑▲❋▲❄❁❏❆❙ ❆❋❅ ❂❏❇❈ ❄❁❂❍▼❆❈

✓❇❆ ❏❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ❲❁❄❍❁❅❍❃❋❋❆❏❏❆❈ ✏❙❃❍❋❈ ▼ ✍❃❂▲❄❁❅❍❃❋❈ ❂❁❄ ❍❅▲❄❁❅❍❃❋ ✒ ◆❃❋❲❆❄❑❆❋◆❆ ✓❇❁❬
▼❄❁❅❍✓❇❆ ▼❆ ❳◆✗ ❈❁❋❈ ❅❄❃❋◆❁❅❇❄❆✑ ✕ ❚❆❂ ❆❋▼❁❋❅ ✒ ❏❆❈ P❃❄◆❆❈ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆❈ ✒ ❆❅ ▼❃❋◆ ❏❆❈
❈❍❙❇❏❁❅❍❃❋❈ ▼❆ ▼❨❋❁❙ ❍✓❇❆ ❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ ✒ ❈❃❋❅ ❙ ❃❍❋❈ ❂❄▲◆❍❈❆❈ ✓❇❆ ◆❆❏❏❆❈ ❃✌❅❆❋❇❆❈ ❁❲❆◆
▼❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ❲❁❄❍❁❅❍❃❋❋❆❏❏❆❈ ✕ ✣❁❄ ❁❍❏❏❆❇❄❈ ✒ ❏❆❇❄ ❈❆❋❈❍✌ ❍❏❍❅▲ ✖ ❏❁ ❈❅❄❁❅▲❑❍❆ ▼❆ ❅❄❃❋◆❁❅❇❄❆
❆❈❅ ❂❏❇❈ ❍❙❂❃❄❅❁❋❅❆ ✕ ❖❃❅❁❙❙❆❋❅ ✒ ❃❋ ❃✌❈❆❄❲❆ ✓❇❆ ❏❁ ◆❃❋❲❆❄❑❆❋◆❆ ▼❇ ◆❁❏◆❇❏ ❋ ✍❆❈❅ ❂❁❈
❋▲◆❆❈❈❁❍❄❆❙ ❆❋❅ ❂❏❇❈ ❄❁❂❍▼❆ ✓❇❁❋▼ ❃❋ ❁❇❑❙ ❆❋❅❆ ❁ ▼❍❙ ❆❋❈❍❃❋ ▼❆ GD
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❭ ✍❍❋ ❍❅❍❁❏ ❑❇❆❈❈ ▼❆ ◆❆❈ ❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❆❈ ❆❈❅ ✔❘▲ ❂❁❄ ❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ▼❆ ❂❄❃✛ ❆◆❅❍❃❋ ◆❃❋❈❍❬

▼▲❄▲❆ ✕ ✣❁❄ ◆❃❋❈▲✓❇❆❋❅ ✒ ❁❇◆❇❋❆ ❍❋P❃❄❙ ❁❅❍❃❋ ▼❃❋❋▲❆ ❂❁❄ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ❁❇ ❂❁❈ ▼❆ ❅❆❙❂❈
❂❄▲◆▲▼❆❋❅ ▼❁❋❈ ❏❆ ◆❃❋❅❆❘❅❆ ▼ ✍❇❋❆ ❈❍❙❇❏❁❅❍❃❋ ▼❆ ▼❨❋❁❙ ❍✓❇❆ ❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ ❋❆ ◆❃❋▼❇❍❅ ✖
❇❋❆ ❁◆◆▲❏▲❄❁❅❍❃❋ ▼❇ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆

D⋆ ✕◗❋✔❋ ✒ ❍❏ ❆❘ ❍❈❅❆ ❇❋❆ ❑▲❋▲❄❁❏❍❈❁❅❍❃❋ ▼❆ ❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ❊✡◗ ❂❃❇❄ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆
C⋆ ◆❃❋❋❇❆

❈❃❇❈ ❏❆ ❋❃❙ ▼❆ ✪✆✠✁☎ �✟ ✆✠✞✟✠✠ ✎ ✠✠� ✆✓✟☎✠✞ ✞☞☞✟ ✕
✌✍✄ ✍✄ ✁✙✒✛✂ ✒✗✙✓✦✒ ✚✦ ✓✦✒ ✥✕✖✁✘✚✦✒

❭❆❈ ✌❁❈❆❈ ❙ ❁❅❴▲❙ ❁❅❍✓❇❆❈ ▼❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ▼❆ ◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲ ❏❍❋▲❁❍❄❆ ❈❃❋❅ ❈❍❙ ❂❏❆❈ ✕ ☞❃❇❬
❅❆P❃❍❈ ❏ ✍❃✌❅❆❋❅❍❃❋ ▼ ✍❇❋❆ ❙▲❅❴❃▼❆ ❄▲❆❏❏❆❙ ❆❋❅ ▼❆ ◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲ ❏❍❋▲❁❍❄❆ ❄❆✓❇❍❆❄❅ ❇❋❆ ❈❅❄❁❬
❅▲❑❍❆ ▼❆ ❅❄❃❋◆❁❅❇❄❆ ✕ ❚❆❏❏❆❬◆❍ ❈❆ ❄▲❲❯❏❆ ▼❍✪ ◆❍❏❆ ✖ ❙❆❅❅❄❆ ❆❋ ✔❇❲❄❆ ❆❅ ❆❋ ❏ ✍▲❅❁❅ ✒ ❋ ✍❁
✛ ❁❙❁❍❈ ▲❅▲ ❁❋❁❏❨❈▲❆ ❄❍❑❃❇❄❆❇❈❆❙ ❆❋❅ ✕ ❖❃❅❁❙❙❆❋❅ ✒ ❃❋ ❆❈❅ ❁❙ ❆❋▲ ✖ P❁❍❄❆ ❲❁❄❍❆❄ GC,D❁❇ ◆❃❇❄❈ ▼❆ ❏ ✍❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❆ ✞✡★✟ ❏❃❄❈✓❇❆ ❏❁ ❈❅❄❇◆❅❇❄❆ ▼❆

C⋆ ❃❇
D⋆ ❋ ✍❆❈❅ ❂❁❈ ◆❃❋❋❇❆ ✞

✟ ✠☎✠✠☎✕ ◗❋ ❃❇❅❄❆ ✒ ◆❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ❃❋❅ ▼❆ ❋❃❙✌❄❆❇❈❆❈ ❍❙ ❂❆❄P❆◆❅❍❃❋❈ ✕
✁✝✆✆✒ ✟✂✂✒✆✓☛ ✞☛

ǫF☞❃❇❅❆❈ ❏❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ▼▲❲❆❏❃❂❂▲❆❈ ❋▲◆❆❈❈❍❅❆❋❅ ❏❁ ◆❃❋❋❁❍❈❈❁❋◆❆ ▼❆
ǫF

❆❅ ❂❃❇❄ ◆❆❄❬
❅❁❍❋❆❈ ▼❆

ǫ1
❆❅
ǫNb

✕ ❭❆❈ ▼❆❇❘ ▼❆❄❋❍❯❄❆❈ ✓❇❁❋❅❍❅▲❈ ✏❃✌ ❇❋❆ ✌❃❋❋❆ ❁❂❂❄❃❘ ❍❙ ❁❅❍❃❋ ▼❆
◆❆❏❏❆❈❬◆❍✑ ❈ ✍❃✌❅❍❆❋❋❆❋❅ ❁❲❆◆ ❇❋❆ ◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲ O(N)

❂❁❄ ❇❋❆ ❙▲❅❴❃▼❆ ❍❅▲❄❁❅❍❲❆ ◆❃❙❙❆
F

❆❈❅ ◆❄❆❇❈❆ ✞��✧✟ ❃❇ ✖ ❏ ✍❁❍▼❆ ▼❆❈ P❃❄❙❇❏❆❈ ▼❆ ✙ ❆❄❈❴❑❃❄❍❋ ✞��✌✟ ✕ ◗❋ ❄❆❲❁❋◆❴❆
ǫF

❆❈❅



�☛ �✁✂✄ ☎ ✆✝✞ ✟ ✠ ✡☛ ☞✌✍✎✏✑☞✒✍☛ ✓ ✔☛ ✔✌✕✖✗

❂❏❇❈ ▼❍✪ ◆❍❏❆ ✖ ◆❁❏◆❇❏❆❄ ✕ ◗❋ ❂❄❁❅❍✓❇❆ ✒ ◆❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ❈❃❋❅ ◆❃❇❂❏▲❆❈ ✖ ❇❋❆ ❙ ▲❅❴❃▼❆
❍❅▲❄❁❅❍❲❆ ▼❆ ❖❆✔ ❅❃❋ ❂❃❇❄ ❙ ❆❅❅❄❆ ✖ ✛ ❃❇❄ ❇❋❆ ❁❂❂❄❃❘ ❍❙ ❁❅❍❃❋ ▼❆

ǫF
✞✌☛ ✟ ✕

�✒✂✂✒✠☛ ✒✄ ✓✒✂
S 6= INb✠❏ ❈ ✍❆✤❆◆❅❇❆ ❆❋ ❍❋❅❄❃▼❇❍❈❁❋❅ ▼❆❈ ❁❂❂❄❃❘ ❍❙ ❁❅❍❃❋❈ ❈❇❂❂❏▲❙ ❆❋❅❁❍❄❆❈ ✕ ◗❋ ❆✤ ❆❅ ✒ ❈❃❍❅

❃❋ ❈❆ ❄❁❙ ❯❋❆ ❁❇ ◆❁❈
S = INb

❆❋ ◆❁❏◆❇❏❁❋❅ ❇❋❆ ❁❂❂❄❃❘ ❍❙ ❁❅❍❃❋ ▼❆ ❏❁ ▼▲◆❃❙❂❃❈❍❅❍❃❋
▼❆ ❚❴❃❏❆❈✩❨ ▼❆

S−1 ✞✡✍✟ ✒ ❈❃❍❅ ❃❋ ❇❅❍❏❍❈❆ ❏❆❈ ❑▲❋▲❄❁❏❍❈❁❅❍❃❋❈ ▼❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ❂❄▲❈❆❋❅▲❆❈ ✕
� ❭❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ▼❆ ❂❄❃✛ ❆◆❅❍❃❋ ❈❆ ❑▲❋▲❄❁❏❍❈❆❋❅ ❆❋ ❄❆❙❂❏❁●❁❋❅

F
❂❁❄

F̃ = S−1F
✕

❚❆❅❅❆ ❙ ❁❅❄❍◆❆ ✒ ▼❃❋❅ ❃❋ ❁ ❄❆❙ ❁❄✓❇▲ ❏❆ ◆❁❄❁◆❅❯❄❆ ◆❄❆❇❘ ✞☞�✟ ✒ ❆❈❅ ◆❁❏◆❇❏▲❆ ❆❋
❄▲❈❃❏❲❁❋❅

SF̃ = F
❃✌ ❏❆ ✁✞✠✚✍ ✆ ▼❆

F̃
✒ ❄❆❂❄▲❈❆❋❅❁❋❅ ❏ ✍❆❋❈❆❙✌ ❏❆ ▼❆❈ ◆❃❆✪ ◆❍❆❋❅❈

❋❃❋ ❋❇❏❈ ▼❆
F̃
✒ ❆❈❅ ▼▲✔❋❍ ✞ ✟ ✠☎✠✠☎ ✞☞✌✟ ✕ ✣❁❄ ❁❍❏❏❆❇❄❈ ✒ ❏❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ▼❆ ❂❇❄❍✔◆❁❅❍❃❋

▼❆ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆ ▼❆❋❈❍❅▲ ❋▲◆❆❈❈❍❅❆❋❅
S−1 ❂❃❇❄ P❃❄❙ ❆❄ ❏ ✍❍❋ ❍❅❍❁❏ ❑❇❆❈❈ ❑▲❋▲❄❁❏❍❈▲ ✕ ✥❋❆

✌❃❋❋❆ ❁❂❂❄❃❘ ❍❙ ❁❅❍❃❋ ▼❆
S−1 ▼❃❋❅ ❏❆ ◆❁❄❁◆❅❯❄❆ ◆❄❆❇❘ ❋ ✍❆❈❅ ❂❁❈ ❁❈❈❇❄▲ ❆❈❅ ▼❃❋◆

❋▲◆❆❈❈❁❍❄❆ ✕ ◗❋✔❋ ✒ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆ ◆❁❏◆❇❏▲❆ ❆❈❅
SD⋆ ❆❅ ▼❃❋◆ ❂❄▲❈❆❋❅❆ ❇❋ ◆❁❄❁◆❅❯❄❆

❙❃❍❋❈ ◆❄❆❇❘ ✓❇❆
D⋆ ✕

� ❭❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ❲❁❄❍❁❅❍❃❋❋❆❏❏❆❈ ❈❆ ❑▲❋▲❄❁❏❍❈❆❋❅ ❆❋ ❂❄▲❈❆❄❲❁❋❅ ❏❆❇❄ ◆❁❄❁◆❅❯❄❆ ❲❁❄❍❁❬
❅❍❃❋❋❆❏ ❁❇ ❂❄❍❘ ▼ ✍❇❋ ❂❏❇❈ ❑❄❁❋▼ ❋❃❙✌❄❆ ▼❆ ❂❄❃▼❇❍❅❈ ❙ ❁❅❄❍◆❍❆❏❈ ✕ ■❇◆❇❋❆ ❁❂❂❄❃❘ ❍❬
❙ ❁❅❍❃❋ ▼❆

S−1 ❃❇
S−1F

❋ ✍❆❈❅ ❆❋ ❂❄❍❋◆❍❂ ❆ ❋▲◆❆❈❈❁❍❄❆ ✕ ❚❆❂❆❋▼❁❋❅ ✒ ❏❆ ❑❄❁▼❍❆❋❅
▼❆ ❏❁ P❃❋◆❅❍❃❋❋❆❏❏❆ ❑▲❋▲❄❁❏❍❈▲❆ ❂❄❃❂ ❃❈▲❆ ▼❁❋❈ ✞☞✧✟ ❂❃❇❄ ❫❳❳ ❆❈❅ ❍❋◆❃❋❈❍❈❅❁❋❅
❋❇❙▲❄❍✓❇❆❙ ❆❋❅ ✞�✍✡✟ ✒ ❆❅ ▼▲❅❆❄❍❃❄❆ ❏❆❈ ❂ ❆❄P❃❄❙ ❁❋◆❆❈ ▼❆ ❫❳❳ ✕ ✥❋❆ ❁▼❁❂❅❁❅❍❃❋
✌❁❈▲❆ ❈❇❄ ❇❋❆ ❁❂❂❄❃❘ ❍❙ ❁❅❍❃❋ ▼❆

S−1F
◆❃❋▼❇❍❅ ✖ ▼❆ ❙ ❆❍❏❏❆❇❄❆❈ ❂ ❆❄P❃❄❙ ❁❋◆❆❈

▼❆ ❫❳❳ ✕ ✡❋ ❁✌❃❇❅❍❅ ✖ ❇❋❆ ◆❃❋◆❏❇❈❍❃❋ ❈❍❙ ❍❏❁❍❄❆ ❂❃❇❄ ❏❁ ❑▲❋▲❄❁❏❍❈❁❅❍❃❋ ▼❆ ✡❳ ✕
✣❁❄ ❁❍❏❏❆❇❄❈ ✒ ❏ ✍❃✌❅❆❋❅❍❃❋ ▼ ✍❇❋ ❍❋❍❅❍❁❏ ❑❇❆❈❈ ▼❆ ✌❃❋❋❆ ✓❇❁❏❍❅▲ ❂❃❇❄ ❏❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈
❲❁❄❍❁❅❍❃❋❋❆❏❏❆❈ ❆❈❅ ❆❋◆❃❄❆ ❂❏❇❈ ▼❍✪ ◆❍❏❆ ❏❃❄❈✓❇❆

S 6= INb

✕
�✒✑✒ ✡✡✁ ✡✟✂☎ ☛

❭❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ❂❄▲❈❆❋❅▲❆❈ ◆❍❬▼❆❈❈❇❈ ✒ ❆❘◆❆❂❅▲❆ ❊✡◗ ✒ ❈❃❋❅ ✌❁❈▲❆❈ ❈❇❄ ▼❆❈ ❂❄❃▼❇❍❅❈
❙ ❁❅❄❍◆❍❆❏❈ ❆❅ ❈❃❋❅ ▼❃❋◆ ❂❁❄❁❏❏▲❏❍❈❁✌ ❏❆❈ ✕ ❫❁❋❈ ❏❁ ❂❄❁❅❍✓❇❆ ✒ ❆❏❏❆❈ ❈❃❋❅ ❂ ▲❋❁❏❍❈▲❆❈ ❂❁❄
▼❆ ❋❃❙✌❄❆❇❘ ▲◆❴❁❋❑❆❈ ▼ ✍❍❋P❃❄❙ ❁❅❍❃❋ ❆❋❅❄❆ ❂❄❃◆❆❈❈❆❇❄❈ ✞�✧ ✒ ★✍✟ ✕ ❭❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ❊✡◗
P❁❍❅ ❍❋❅❆❄❲❆❋❍❄ ❈❆❇❏❆❙ ❆❋❅ ▼❆❈ ❂❄❃▼❇❍❅❈ ✁✞✟✠☎✓✆✏✒✆✓✟✆✍✠ ❆❅ ❆❈❅ ▼❃❋◆ ❂❏❇❈ ❆✪ ◆❁◆❆❙ ❆❋❅
❂❁❄❁❏❏▲❏❍❈❁✌ ❏❆ ✞★✌✟ ✕
✏☛✂ ☎✁✏✡✝✞☛✂ ✎✒✂✁☛✂ ✂✄✑

C❭❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ✌❁❈▲❆❈ ❈❇❄
D

❈❆ ❄▲❲❯❏❆❋❅ ❆❋ ❂❄❁❅❍✓❇❆ ✌ ❆❁❇◆❃❇❂ ❂❏❇❈ ❂ ❆❄P❃❄❙ ❁❋❅❆❈
✓❇❆ ❏❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ✌❁❈▲❆❈ ❈❇❄
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✕ ☞❃❇❅❆P❃❍❈ ✒ ◆❆❈ ▼❆❄❋❍❯❄❆❈ ❂❄▲❈❆❋❅❆❋❅ ▼❆❈ ❁❈❂ ❆◆❅❈ ❈▲▼❇❍❬

❈❁❋❅❈ ✓❇❍ ❙❃❅❍❲❆❋❅ ❇❋❆ ❁❙ ▲❏❍❃❄❁❅❍❃❋ P❇❅❇❄❆ ✕ ◗❋ ❆✤ ❆❅ ✒ ❍❏ ❆❈❅ ❂❏❇❈ ◆❃✁❅❆❇❘ ▼ ✍❇❋❆ ❂❁❄❅
▼❆ ❈❅❃ ◆✩❆❄ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆ ▼❆❋❈❍❅▲ ✒ ❙ ✢❙❆ ◆❄❆❇❈❆ ✕ ❫ ✍❁❇❅❄❆ ❂❁❄❅ ✒ ▼❁❋❈ ◆❆❄❅❁❍❋❆❈ ❈❍❅❇❁❅❍❃❋❈
✏❄▲❁◆❅❍❃❋❈ ◆❴❍❙ ❍✓❇❆❈ ✒ ❄❆❏❁❘❁❅❍❃❋ ❏❃ ◆❁❏❆✑ ✒ ❏❁ ❈❍❙❇❏❁❅❍❃❋ ▼❆ ❑❄❃❈ ❈❨❈❅❯❙ ❆❈ ◆❃❋▼❇❍❅ ✖
◆❃❋❈❍▼▲❄❆❄ ❇❋❆ ❈❇◆◆❆❈❈❍❃❋ ▼ ✍▲❅❁❅❈ ❂ ❆❄❅❇❄✌ ▲❈ ❏❃ ◆❁❏❆❙ ❆❋❅ ✕ ✠❏ ❋ ✍❆❈❅ ▼❃❋◆ ❂❁❈ ❋▲◆❆❈❈❁❍❄❆
▼❆ ❄❆◆❁❏◆❇❏❆❄ ❆❋❅❍❯❄❆❙ ❆❋❅ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆

C⋆ ❃❇
D⋆ ❙❁❍❈ ❈❆❇❏❆❙ ❆❋❅ ❇❋❆ ❂ ❆❅❍❅❆ ❂❁❄❅❍❆ ▼❆

◆❆❏❏❆❬◆❍ ✕ ❚❃❙❙❆ ❏❆❈ ◆❃❋❅❄❁❍❋❅❆❈ ▼ ✍❃❄❅❴❃❑❃❋❁❏❍❅▲ P❃❋❅ ❍❋❅❆❄❲❆❋❍❄ ▼❆❈ ❂❁❄❅❍❆❈ ❏❃ ◆❁❏❆❈ ▼❆
❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆

C
✏
Ct

iCj = δij
✑ ❁❇ ◆❃❋❅❄❁❍❄❆ ▼❆ ❏❁ ◆❃❋❅❄❁❍❋❅❆

D2 = D
✒ ❇❋❆ ❅❆❏❏❆ ❂❄❃◆▲▼❇❄❆

❆❈❅ ❂❏❇❈ ❈❍❙ ❂❏❆ ✖ ❙❆❅❅❄❆ ❆❋ ✔❇❲❄❆ ❈❇❄
C⋆ ✓❇❆ ❈❇❄

D⋆ ❉ ❍❏ ❈❇✪ ❅ ▼❆ ❏❁❍❈❈❆❄ ❍❋❲❁❄❍❁❋❅❆❈
❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ▼❆ ✗❁❋❋❍❆❄ ✏❈❃❍❅ ▼❆❈ ◆❃❏❃❋❋❆❈ ▼❆

C⋆✑ ▼❁❋❈ ❏❆ ▼❃❙❁❍❋❆ ✓❇❍ ❋❆ ❲❁❄❍❆ ❂❁❈
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C⋆✑ ▼❁❋❈ ❏❆ ▼❃❙❁❍❋❆

▼ ✍❍❋❅▲❄✢❅ ✕
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❭❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ▼❆ ◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲ ❏❍❋▲❁❍❄❆ ❋❆ ❈❃❋❅ ❂❁❈ ❁▼❁❂❅▲❆❈ ❁❇ ❅❄❁❍❅❆❙ ❆❋❅ ▼❆❈

❈❨❈❅❯❙ ❆❈ ❙ ▲❅❁❏❏❍✓❇❆❈ ✕ ◗❋ ❆✤❆❅ ✒ ❈❁❋❈ ❈❅❄❁❅▲❑❍❆ ▼❆ ❅❄❃❋◆❁❅❇❄❆ ✒ ❏❆ ❋❃❙✌❄❆ ▼ ✍❍❅▲❄❁❅❍❃❋❈
❋▲◆❆❈❈❁❍❄❆❈

nit

❂❃❇❄ ◆❃❋❲❆❄❑❆❄ ✖ ❇❋❆ ❂❄▲◆❍❈❍❃❋ ▼❃❋❋▲❆ ❆❈❅
nit ≃ γ−α ❁❲❆◆

α
❈❅❄❍◆❅❆❬

❙ ❆❋❅ ❂❃❈❍❅❍P ✕ ✣❁❄ ◆❃❋❈▲✓❇❆❋❅ ✒ ❏❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ❂❃❇❄ ❏❆❈ ❈❨❈❅❯❙ ❆❈ ❙ ▲❅❁❏❏❍✓❇❆❈ ✏
γ ≃ 0
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❂❆❄❅❍❋❆❋❅❆❈ ❈❇❄ ▼❆ ❅❆❏❈ ❈❨❈❅❯❙ ❆❈ ✕ ✡❋ ❄❁❂❂❆❏❏❆ ✓❇ ✍❇❋ ❂❁❈ ▼❆ ▼❨❋❁❙ ❍✓❇❆ ❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆
❆❈❅ ▼❆ ❏ ✍❃❄▼❄❆ ▼❆

10−15 ❈❆◆❃❋▼❆ ✕ ■ ◆❆ ✛ ❃❇❄ ✒ ▼❆❈ ❈❍❙❇❏❁❅❍❃❋❈ ❁❲❆◆
N

▼❆ ❏ ✍❃❄▼❄❆ ▼❆
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❭❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❂ ❃❅❆❋❅❍❆❏❈ ❂ ❆❄❙ ❆❅❅❆❋❅ ▼❆ ❄▲▼❇❍❄❆ ◆❃❋❈❍▼▲❄❁✌ ❏❆❙ ❆❋❅ ❏❁ ❅❁❍❏❏❆ ▼❇ ❂❄❃❬

✌ ❏❯❙ ❆ ✕ ✠❏❈ ❈❃❋❅ ❂❁❄ ◆❃❋❈▲✓❇❆❋❅ ◆❃❇❄❁❙❙❆❋❅ ❇❅❍❏❍❈▲❈ ▼❁❋❈ ❏❆❈ ◆❃▼❆❈ ▼❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆ ❏❁
❂❴❨❈❍✓❇❆ ▼❇ ❈❃❏❍▼❆ ✒ ❆❅ ▼❆ ◆❴❍❙ ❍❆ ❙ ❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ ❂❃❇❄ ❏❆ ❅❄❁❍❅❆❙ ❆❋❅ ▼❆❈ ❁❅❃❙ ❆❈ ❏❃❇❄▼❈ ✕
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❇❋ ❋❃❇❲❆❁❇ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ❆❈❅ ▼❍✪ ◆❍❏❆ ❆❅ ❄❆❏❯❲❆ ❂❏❇❈ ▼ ✍❇❋ ❁❄❅ ✓❇❆ ▼ ✍❇❋❆ ❁❂❂❄❃ ◆❴❆ ❈❨❈❅▲❙ ❁❬
❅❍✓❇❆ ❙❁✏❅❄❍❈▲❆ ❈❇❄ ❏❆ ❂❏❁❋ ❙❁❅❴▲❙❁❅❍✓❇❆ ❆❅ ❋❇❙ ▲❄❍✓❇❆ ✕ ✠❏ ❆❈❅ ❋❃❅❁❙❙❆❋❅ ❍❙❂❃❈❈❍✌ ❏❆
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◗❋ ❅❆❄❙ ❆ ▼❆ ❙▲❙❃❍❄❆ ❁❏❏❃❇▲❆ ✒ ❏❁ ❅❁❍❏❏❆ ❙ ▲❙❃❍❄❆ ❄❆✓❇❍❈❆ ◆❄❃✏❅ ❂❏❇❈ ❄❁❂❍▼❆❙ ❆❋❅ ❂❃❇❄
❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ❫❳❳ ✓❇❆ ❂❃❇❄ ❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ▼❆ ▼▲◆❃❙❂❃❈❍❅❍❃❋ ▼❆ ▼❃❙❁❍❋❆ ▼▲❲❆❏❃❂❂ ▲❆ ✕ ◗❋
❄❆❲❁❋◆❴❆ ✒ ◆❆❅❅❆ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ❄❆✓❇❍❆❄❅ ▼❆❈ ❄❆❈❈❃❇❄◆❆❈ ❙ ▲❙❃❍❄❆ ✌ ❆❁❇◆❃❇❂ ❂❏❇❈ ❍❙ ❂❃❄❅❁❋❅❆❈
❂❃❇❄ ❏❆ ❅❄❁❍❅❆❙ ❆❋❅ ▼❆ ❈❨❈❅❯❙ ❆❈ ❂❴❨❈❍✓❇❆❈ ▼❆ ❂ ❆❅❍❅❆ ❅❁❍❏❏❆ ✕
◗❋✔❋ ✒ ❏❁ ❙ ❍❈❆ ✖ ✛ ❃❇❄ ▼❆ ✓❇❆❏✓❇❆❈ ◆❃❏❃❋❋❆❈ ▼❆

C⋆ ❈❇❍❅❆ ✖ ❇❋❆ ❂❆❄❅❇❄✌❁❅❍❃❋ ❏❃ ◆❁❏❆ ▼❇
❈❨❈❅❯❙ ❆ ✏❆❅ ▼❃❋◆ ▼❆

F
✑ ❂❆❇❅ ❆❋ ❂❄❍❋◆❍❂ ❆ ❈ ✍❆✤❆◆❅❇❆❄ ❈❍❙ ❂❏❆❙ ❆❋❅ ▼❁❋❈ ❏ ✍❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❆

❂❄▲❈❆❋❅▲ ✕ ■❇◆❇❋ ❅❆❈❅ ❋❇❙ ▲❄❍✓❇❆ ❋ ✍❁ ▲❅▲ ❅❃❇❅❆P❃❍❈ ❆✤❆◆❅❇▲ ❂❃❇❄ ❁❂❂❇❨❆❄ ◆❆❅❅❆ ❁✪ ❄❬
❙ ❁❅❍❃❋ ✕

✡❋ ❄❆❂❄❃▼❇❍❅ ❆❋ ❂❄❆❙ ❍❆❄ ❏❍❆❇ ▼❁❋❈ ❏❆ ◆❴❁❂❍❅❄❆ ✡ ❇❋ ❁❄❅❍◆❏❆ ❈❃❇❙ ❍❈
[
■ �

]
✕ ❖❃❅❃❋❈

✓❇❆ ▼❆❈ ❁❙▲❏❍❃❄❁❅❍❃❋❈ ❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❍✓❇❆❈ ▼❆❈ ▲❅❁❂ ❆❈ ❏❃ ◆❁❏❆ ❆❅ ❑❏❃✌❁❏❆ ◆❃❋▼❇❍❄❁❍❆❋❅ ❅❄❯❈
◆❆❄❅❁❍❋❆❙ ❆❋❅ ✖ ❇❋❆ ❂❆❄P❃❄❙ ❁❋◆❆ ❁◆◆❄❇❆ ▼❆ ❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ❂❄▲❈❆❋❅▲❆ ✕ ◗❋ ❈❆◆❃❋▼ ❏❍❆❇ ✒
❃❋ ▼❃❋❋❆ ❇❋❆ ❂❄❆❇❲❆ ▼❆ ◆❃❋❲❆❄❑❆❋◆❆ ▼❆ ❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ▼❁❋❈ ❇❋ ◆❁▼❄❆ ❅❄❯❈ ❈❍❙❂❏❍✔▲ ✕
❵❍❆❋ ❆❋❅❆❋▼❇ ✒ ▼❆❈ ❅❄❁❲❁❇❘ ❂❏❇❈ ❁❂❂❄❃P❃❋▼❍❈ ▼ ✍❁❋❁❏❨❈❆ ❋❇❙▲❄❍✓❇❆ ❆❅ ▼❆ ❋❁❅❇❄❆ ❂❏❇❈
❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❍✓❇❆ ❈❃❋❅ ✖ ❄▲❁❏❍❈❆❄ ❂ ❃❇❄ ❇❋❆ ❙❆❍❏❏❆❇❄❆ ◆❃❙❂❄▲❴❆❋❈❍❃❋ ❆❅ ❇❋❆ ❂❏❇❈ ❙ ❆❍❏❏❆❇❄
❂ ❆❄P❃❄❙ ❁❋◆❆ ▼❆ ❏ ✍❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❆ ▼▲❲❆❏❃❂❂▲ ✕

✄ ✧☞ ✧✎ ✧✎ ✏☛ ✏✑✒ ✟✏☛☎ ☛✆✏ ✞☛✂ ✂✍✂✏✎☎ ☛✂ ☎✁✏✒ ✡✡✟✏✄☛✂ �✓✡✒✑✟✏✑☛ ☞ ✞☛ ✡✒ ✏✡✎✂☛ ✁
❫❁❋❈ ❏❆ ◆❴❁❂❍❅❄❆ ☛ ✒ ❃❋ ❂❄❃❂❃❈❆ ❇❋❆ ❁▼❁❂❅❁❅❍❃❋ ▼❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ▼❆ ❂❄❃✛ ❆◆❅❍❃❋ ❂❃❇❄

❏❆ ❅❄❁❍❅❆❙ ❆❋❅ ▼❆❈ ❈❨❈❅❯❙ ❆❈ ❙ ▲❅❁❏❏❍✓❇❆❈ ✕ ❚❆ ❅❄❁❲❁❍❏ ✒ ◆❃❙❙❇❋ ❁❲❆◆ ❪ ▲❄❃❋❍✓❇❆ ❫❇✔ ❍❑
❆❅ ✙❇❨ ❵❆❋◆❅❆❇❘ ✏◗❫❊ ✑ ❁ P❁❍❅ ❏ ✍❃✌✛ ❆❅ ▼ ✍❇❋ ❄❁❂❂❃❄❅ ❍❋❅❆❄❋❆ ◗❫❊ ✞��☞✟ ❆❅ ▼❆ ◆❃❙❬
❙❇❋❍◆❁❅❍❃❋❈ ❃❄❁❏❆❈ ✖ ▼❆❈ ◆❃❋❑❄❯❈

[
✠�

] [
✠�

] [
✠✡

] [
✠☛

]
✕ ✡❋ ❈❆ ❄❁❙ ❯❋❆ ❁❇ ❅❄❁❍❅❆❙ ❆❋❅ ▼ ✍❇❋

❍❈❃❏❁❋❅ ◆❁❄❁◆❅▲❄❍❈▲ ❂❁❄
γ = O(1)

❆❋ ◆❄▲❁❋❅ ❇❋ ❅❄❃❇ ▼❁❋❈ ❏❆ ❈❂ ❆◆❅❄❆ ▼❆
F

❁❇❅❃❇❄ ▼❇
❋❍❲❆❁❇ ▼❆ ❊❆❄❙ ❍ ✕ ✡❋ ◆❁❏◆❇❏❆ ❂❃❇❄ ◆❆❏❁ ❂❁❄ ❏ ✍❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❆ ✂✁✟ ✄☎✓☎✟ ✞ ✆✠ ✟✞✠✟ � ✄✤ ✠✠☎✟☞✁
✓❇❆❏✓❇❆❈ ▲❏▲❙ ❆❋❅❈ ❂❄❃❂❄❆❈ ▼❆

F
❁❇❅❃❇❄ ▼❆ ◆❆ ❋❍❲❆❁❇ ✕ ❫❁❋❈ ❇❋ ❈❆◆❃❋▼ ❅❆❙❂❈ ✒ ❃❋

❁❂❂❏❍✓❇❆ ❇❋❆ ❙▲❅❴❃▼❆ ▼❆ ❂❄❃✛ ❆◆❅❍❃❋ ✏❊✡◗ ✒ ❳◆✗ ✒ ❫❳❳ ✑ ▼❆ P❁●❃❋ ❁❈❅❇◆❍❆❇❈❆ ❂❃❇❄
❁❂❂❄❃◆❴❆❄ ❈❆❇❏❆❙ ❆❋❅ ❏❆❈ ◆❃❆✪ ◆❍❆❋❅❈

D⋆
ij

▼❆ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆
D⋆ ❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆ ✏� ✕�✡✑ ❅❆❏❈ ✓❇❆

Fij 6= 0
✕ ✥❋❆ ▼❍❙ ❍❋❇❅❍❃❋ ▼❆ ❏❁ ◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲ ◆❇✌ ❍✓❇❆ ❁❲❆◆

N
❁ ▲❅▲ ❃✌❅❆❋❇❆ ❈❇❄ ▼❆❈

❅❆❈❅❈ ❂❄▲❏❍❙ ❍❋❁❍❄❆❈ ❆✤ ❆◆❅❇▲❈ ❈❇❄ ❇❋❆ ❙❁❅❄❍◆❆ ❅❄❍▼❍❁❑❃❋❁❏❆ ✕ ❭ ✍❃✌❅❆❋❅❍❃❋ ▼ ✍❇❋❆ ❅❆❏❏❆
◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲ ❈❇❂❂❃❈❆ ❅❃❇❅❆P❃❍❈ ▼❆ ◆❃❋❋❁✏❅❄❆ ✞ ✟ ✠☎✠✠☎ ❏❆ ❋❃❙✌❄❆ ▼ ✍▲❏▲❙ ❆❋❅❈ ❂❄❃❂❄❆❈ ✖
◆❁❏◆❇❏❆❄ ❆❅ ▼❆ ❋❆ ❂❁❈ ▼❆❙ ❁❋▼❆❄ ❇❋❆ ❂❄▲◆❍❈❍❃❋ ❅❄❃❂ ❍❙❂❃❄❅❁❋❅❆ ✖ ❏❁ ❈❃❏❇❅❍❃❋ ✕
❭❁ ❙▲❅❴❃▼❆ ▼❆ ▼▲◆❃❙❂❃❈❍❅❍❃❋ ▼❆ ▼❃❙❁❍❋❆ ❂❄▲❈❆❋❅▲❆ ❂ ❆❇❅ ❈ ✍❁▼❁❂❅❆❄ ▼❆ ❏❁ ❙ ✢❙❆
P❁●❃❋ ❈❁❋❈ ▼❍✪ ◆❇❏❅▲ ❂❃❇❄ ❅❃❇❅ ❍❋ ❍❅❍❁❏ ❑❇❆❈❈ ❁❇ ◆❃❋❅❄❁❍❄❆ ▼❆ ❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ❫❳❳ ✓❇ ✍❃❋
❈❁❍❅ ❁▼❁❂❅❆❄ ❂ ❃❇❄ ❏ ✍❍❋❈❅❁❋❅ ❏❃❄❈✓❇❆

D0
❆❈❅ ❇❋ ❂❃❏❨❋☎❙❆ ▼❆

F
✕

✌✍✂ ✍✄ ✂✗ ✚✄✙✗✥ ✑✝✛✦ ✥✘✣✕✓✛✣✗✑✔✦
✥❋❆ ❈❍❙❇❏❁❅❍❃❋ ▼❆ ▼❨❋❁❙ ❍✓❇❆ ❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ ❄❆❲❍❆❋❅ ✖ ◆❁❏◆❇❏❆❄ ❇❋❆ ❍❋◆❃❋❋❇❆

ux̄

✏❍◆❍
❏❆❈ ❙ ❁❅❄❍◆❆❈

Cx̄

❃❇
Dx̄

▼❇ ❂❃❍❋❅ ▼❆ ❲❇❆ ❁❏❑▲✌❄❍✓❇❆ ✒ ❃❇ ❏❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈
φi

▼❇ ❂❃❍❋❅ ▼❆
❲❇❆ ◆❃❋❅❍❋❇ ✑ ❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❇ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ✏❍◆❍ ❏❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ❆❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆✑ ❋❃❅▲

(Px̄)
❂❃❇❄ ❇❋

❅❄❯❈ ❑❄❁❋▼ ❋❃❙✌❄❆ ▼❆ ✛ ❆❇❘ ▼❆ ❂❁❄❁❙ ❯❅❄❆❈ ✏❍◆❍ ❂ ❃❈❍❅❍❃❋❈ ▼❆❈ ❋❃❨❁❇❘ ✑
x̄
✕ ☛❁◆❴❁❋❅ ✓❇❆



�☞ �✁✂✄ ☎ ✆✝✞ ✟ ✠ ✡☛ ☞✌✍✎✏✑☞✒✍☛ ✓ ✔☛ ✔✌✕✖✗

x̄
▲❲❃❏❇❆ ❏❆❋❅❆❙ ❆❋❅ ❁❇ ◆❃❇❄❈ ▼❆ ❏❁ ❈❍❙❇❏❁❅❍❃❋ ✒ ❃❋ ❂❆❇❅ ❂ ❆❋❈❆❄ ✓❇ ✍❍❏ ❆❋ ❆❈❅ ▼❆ ❙ ✢❙❆

▼❆ ❏ ✍❍❋P❃❄❙ ❁❅❍❃❋ ❂❴❨❈❍✓❇❆ ◆❃❋❅❆❋❇❆ ▼❁❋❈
ux̄

❆❅ ❂❁❄ ◆❃❋❈▲✓❇❆❋❅ ✓❇❆ ❏ ✍❆❈❂❁◆❆ ❲❆◆❅❃❄❍❆❏
❆❋❑❆❋▼❄▲ ❂❁❄ ❏❆❈ ❈❃❏❇❅❍❃❋❈

ux̄

❑▲❋▲❄▲❆❈ ❁❇ ◆❃❇❄❈ ▼❆ ❏❁ ❈❍❙❇❏❁❅❍❃❋ ❆❈❅ ▼❆ ▼❍❙ ❆❋❈❍❃❋
❅❄❯❈ P❁❍✌ ❏❆ ✕ ❫❁❋❈ ❇❋❆ ❅❆❏❏❆ ❈❍❅❇❁❅❍❃❋ ✒ ❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ▼❆❈ ✝✞✠ ✆✠ ✠✂✡✍ ☎✟✆✠ ❈ ✍❆❈❅ ❙❃❋❅❄▲❆
❂ ❆❄❅❍❋❆❋❅❆ ▼❁❋❈ ▼ ✍❁❇❅❄❆❈ ▼❃❙❁❍❋❆❈ ✞�✡ � ✒ �✡☛ ✒ �✡☞ ✒ �☛✍ ✒ �☛☛ ✟ ✕ ❚❆❈ ❅❆◆❴❋❍✓❇❆❈ ✒ ❁❈❈❃◆❍▲❆❈
❁❇❘ ❅❆◆❴❋❍✓❇❆❈ ▼ ✍❃✌❅❆❋❅❍❃❋ ▼❆ ✌ ❃❄❋❆❈ ✞ ✟ ✠✠ ✟✆✠☎✠✠☎✒ ❈❃❋❅ ❋❃❅❁❙❙❆❋❅ ❅❄❯❈ ❆✪ ◆❁◆❆❈
❏❃❄❈✓❇ ✍❃❋ ❆❈❅ ❍❋❅▲❄❆❈❈▲ ❋❃❋ ❂❁❈ ❂❁❄

ux̄

❏❇ ❍❬❙ ✢❙❆ ❙❁❍❈ ❂❁❄ ❇❋❆ P❃❋◆❅❍❃❋❋❆❏❏❆
s(ux̄)✏◆❃❆✪ ◆❍❆❋❅❈ ▼❆ ❅❄❁❍❋▲❆ ❆❅ ▼❆ ❂❃❄❅❁❋◆❆ ❆❋ ❁▲❄❃▼❨❋❁❙ ❍✓❇❆ ❂❁❄ ❆❘❆❙❂❏❆✑ ✞�✡✧� �✡☞✟ ✕

✄ ✧☞ ✧✓ ✧✄ ✏✒ ☎✁✏✡✝✞☛ ✞☛✂ ✎✒✂☛✂ ✑✁✞✄ ✟✏☛✂ �✓✡✒✑✟✏✑☛ ☛ ✞☛ ✡✒ ✏✡✎✂☛ ✁
❭❁ ❙▲❅❴❃▼❆ ▼❆❈ ✌❁❈❆❈ ❄▲▼❇❍❅❆❈ ❈❆ ▼❍❲ ❍❈❆ ❆❋ ▼❆❇❘ ▲❅❁❂ ❆❈ ✞��✧✟ ❉
� ✡❋ ❆✤ ❆◆❅❇❆ ❇❋❆ ▲❅❁❂ ❆ ❂❄▲❏❍❙ ❍❋❁❍❄❆ ✓❇❍ ◆❃❋❈❍❈❅❆ ✖ ❄▲❈❃❇▼❄❆ ❏❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆

(Px̄)❂❃❇❄
m

◆❃❋✔❑❇❄❁❅❍❃❋❈ ▼❆ ❄▲P▲❄❆❋◆❆
x̄k

✒ ❆❅ ✖ ◆❁❏◆❇❏❆❄ ▼❆❈ ❑❄❁❋▼❆❇❄❈ R ✖ ❂❁❄❅❍❄
▼❆❈ ❈❃❏❇❅❍❃❋❈

ux̄k

✕ ❚❆❈ ◆❁❏◆❇❏❈ ❈❇❂❂❏▲❙ ❆❋❅❁❍❄❆❈ ❈❃❋❅ ❁❂❂ ❆❏▲❈ ❂❏❇❈ ◆❃❙❙❇❋▲❙❆❋❅
✟ ✠✂✓✞✄✓✍ ✄✠ ✕ ✡❋ ❋❃❅❆ B ❏❁ ✌❁❈❆ ✒ ▼❍❅❆ ❄▲▼❇❍❅❆ ✒ P❃❄❙ ▲❆ ❂❁❄ ❏❁ P❁❙ ❍❏❏❆ ▼❆❈

ux̄k

✕
� ✣❃❇❄ ❅❃❇❅ ❋❃❇❲❆❁❇ ✛ ❆❇ ▼❆ ❂❁❄❁❙ ❯❅❄❆❈

x̄l

✒ ❃❋ ❁❂❂❄❃ ◆❴❆
ux̄l

❂❁❄
ũx̄l

▼❆ ❏❁ P❃❄❙ ❆

ũx̄l
=

m∑

k=1

αkux̄k
.

✏� ✕�☞✑

ũx̄l

❆❈❅ ❁❏❃❄❈ ❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼ ✍❇❋ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆
(P̃x̄)

❂❃❈▲ ▼▲❈❃❄❙ ❁❍❈ ❈❇❄ ❏❆❈
m

◆❃❆✪ ◆❍❆❋❅❈
❄▲❆❏❈

αk
✕
(P̃x̄)

❆❈❅ ▼▲✔❋❍ ✖ ❂❁❄❅❍❄ ▼❆
(Px̄)

✒ ✏� ✕�☞✑ ❆❅ ❇❅❍❏❍❈❁❋❅ R ✕
◗❘◆❆❂❅▲ ❂ ❃❇❄ ❏❆❈ ◆❃❋✔❑❇❄❁❅❍❃❋❈ ❂❄▲◆❁❏◆❇❏▲❆❈

x̄k

✒ ❏❁ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆
(Px̄)

❆❈❅ ❄❆❙❂❏❁◆▲❆
❂❁❄ ❏❁ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆

(P̃x̄)
▼❆ ▼❍❙ ❆❋❈❍❃❋

m
✌ ❍❆❋ ❍❋P▲❄❍❆❇❄❆ ✖ ❏❁ ▼❍❙ ❆❋❈❍❃❋ ▼❇ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆

(Px̄)
✕ ✠❏ ❆❋ ❄❆❈❈❃❄❅ ❇❋ ❑❁❍❋ ❅❃❅❁❏ ❋❃❅❁✌ ❏❆ ▼❯❈ ✓❇❆ ❏❆ ❋❃❙✌❄❆ ▼❆ ◆❃❋✔❑❇❄❁❅❍❃❋❈

x̄l

✖
◆❃❋❈❍▼▲❄❆❄ ❆❈❅ ❑❄❁❋▼ ◆❃❙❙❆ ◆ ✍❆❈❅ ❏❆ ◆❁❈ ❆❋ ▼❨❋❁❙ ❍✓❇❆ ❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ ✕
❚❃❙❙❆ ❏❆ ◆❴❃❍❘ ❃❂❅❍❙ ❁❏ ▼❆❈ ◆❃❋✔❑❇❄❁❅❍❃❋❈ ▼❆ ❄▲P▲❄❆❋◆❆

x̄k

❁❈❈❇❄❁❋❅ ❇❋❆ ❂❄▲◆❍❬
❈❍❃❋ ❈❇✪ ❈❁❋❅❆ ❋ ✍❆❈❅ ❂❁❈ ❂❃❈❈❍✌ ❏❆ ✞ ✟ ✠☎✠✠☎ ❆❘◆❆❂❅▲ ❂❃❇❄ ✓❇❆❏✓❇❆❈ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆❈ ❁◆❁❬
▼▲❙ ❍✓❇❆❈ ✞�✡✌✟ ✒ ◆❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ◆❃❙❂❄❆❋❋❆❋❅ ▼❆❈ ❆❈❅❍❙ ❁❅❆❇❄❈ ✞ ✟ ✠✠ ✟✆✠☎✠✠☎ ✓❇❍ ▼❃❋❋❆❋❅
❇❋❆ ❆❈❅❍❙ ❁❅❍❃❋ ▼❆ ❏❁ ❂❄▲◆❍❈❍❃❋ ▼❆ ❏❁ ❈❃❏❇❅❍❃❋ ❁❂❂❄❃◆❴▲❆

ũx̄l

✞�☛ � ✒ �☛� ✒ �☛☞✟ ❉ ❈❍ ❇❋❆
❂❄▲◆❍❈❍❃❋ ❈❇✪ ❈❁❋❅❆ ❋ ✍❆❈❅ ❂❁❈ ❁❅❅❆❍❋❅❆ ✒ B ❆❈❅ ❆❋❄❍◆❴❍❆ ▼❆ ❏ ✍▲❏▲❙ ❆❋❅

ux̄l

✕
❭❆ ▼▲❲❆❏❃❂❂ ❆❙ ❆❋❅ ▼ ✍❆❈❅❍❙ ❁❅❆❇❄❈ ✞ ✟ ✠✠ ✟✆✠☎✠✠☎ ❂❄▲◆❍❈ ❆❅ ❂ ❆❇ ◆❃✁❅❆❇❘ ❆❈❅ ▼❍✪ ◆❍❏❆ ✕

❭❃❄❈✓❇❆ ❏❁ ▼❍✪ ◆❇❏❅▲ ▼❇ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ❆❈❅ ❅❆❏❏❆ ✓❇❆ ❏❆❇❄ ❃✌❅❆❋❅❍❃❋ ❋ ✍❆❈❅ ❂❁❈ ❂❃❈❈❍✌ ❏❆ ✒ ❃❋
▼❃❍❅ ▼▲✔❋❍❄ ✞ ✟ ✠☎✠✠☎ ❇❋❆ ✌❁❈❆ B ❁❏❏❍❁❋❅ ❂❄▲◆❍❈❍❃❋ ❆❅ ❂ ❆❅❍❅❆ ▼❍❙ ❆❋❈❍❃❋ ✕ ❭❃❄❈✓❇❆ ❏❆
▼❃❙ ❁❍❋❆ ▼ ✍▲❲❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆❈ ❂❁❄❁❙❯❅❄❆❈ ❆❈❅ ◆❃❋❋❇ ✒ ❃❋ ❂❆❇❅ ◆❴❃❍❈❍❄ ▼❆❈ ◆❃❋✔❑❇❄❁❅❍❃❋❈ ▼❆
❄▲P▲❄❆❋◆❆ ❂❁❲❁❋❅ ✟ ✄✍✠ ✠✍ ✁ ✠☎✞✠ ◆❆ ▼❃❙❁❍❋❆ ✕
❭❃❄❈✓❇ ✍❃❋ ❄▲❁❏❍❈❆ ❇❋❆ ❈❍❙❇❏❁❅❍❃❋ ▼❆ ▼❨❋❁❙ ❍✓❇❆ ❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ ✒ ❃❋ ❋❆ ◆❃❋❋❁✏❅ ❂❁❈ ✞
✟ ✠☎✠✠☎ ❏ ✍▲❲❃❏❇❅❍❃❋ ▼❇ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ✕ ✣❁❄ ❁❍❏❏❆❇❄❈ ✒ ✓❇❆❏✓❇❆❈ ❅❆❈❅❈ ❆✤ ❆◆❅❇▲❈ ❈❇❄ ▼❆❈ ❈❨❈❅❯❙ ❆❈
❈❍❙❂❏❆❈ ❙❃❋❅❄❆❋❅ ✓❇❆ ❏❆ ❅❄❁❍❅❆❙ ❆❋❅ ▼ ✍❇❋❆ ❈❍❙❇❏❁❅❍❃❋ ▼❁❋❈ ❈❃❋ ❍❋❅▲❑❄❁❏❍❅▲ ❂❁❄ ❇❋❆
✌❁❈❆ B ✔❘❆ ❈❆ ❅❄❁▼❇❍❅ ❂❁❄ ❇❋❆ ❅❄❃❂ ❑❄❁❋▼❆ ▼❍❙ ❆❋❈❍❃❋

m
✕ ◗❋ ❄❆❲❁❋◆❴❆ ✒ ▼❆❈ ❅❆❈❅❈

❙❃❋❅❄❆❋❅ ✓❇❆ ◆❴❁✓❇❆ ❈❃❏❇❅❍❃❋
ux̄

❂❆❇❅ ❈ ✍❆❘❂❄❍❙ ❆❄ ❁❲❆◆ ❂❄▲◆❍❈❍❃❋ ❂❁❄ ❇❋❆ ◆❃❙✌ ❍❋❁❍❈❃❋
❏❍❋▲❁❍❄❆ ▼ ✍❇❋ ❂❆❅❍❅ ❋❃❙✌❄❆ ▼❆ ❈❃❏❇❅❍❃❋❈ ◆❁❏◆❇❏▲❆❈ ✖ ▼❆❈ ❂❁❈ ▼❆ ❅❆❙❂❈ ❂❄▲◆▲▼❆❋❅❈ ✕ ❭❁



✟ �� � ✂✝✆� ✞✟✝ ✆✁✟✄✂☎☞✞✝ ✂✁✝✂�✞✝✄☎✆✝ ■❵ ✠❖ ✠☞ ✠✡ �✌

❂❆❄❅❍❋❆❋◆❆ ▼❆ ❏ ✍❁❂❂❄❃◆❴❆ ▼❆❈ ✌❁❈❆❈ ❄▲▼❇❍❅❆❈ ❈❆ ❅❄❁▼❇❍❅ ▼❃❋◆ ❂❁❄ ❏❁ ❑❆❈❅❍❃❋ ▼❨❋❁❙ ❍✓❇❆
▼❆ B ✕ ❫❁❋❈ ◆❆❅❅❆ ❃❂❅❍✓❇❆ ✒ ❍❏ ❄❆❈❅❆ ✖ ▼▲✔❋❍❄ ▼❆❈ ◆❄❍❅❯❄❆❈ ❂ ❃❇❄ ❄▲▼❇❍❄❆ ❏❁ ✌❁❈❆ B ✕

✄ ✧☞ ✧✓ ✧✎ ✏☛✂ ✞✟� ✓✄ ✡✏✁✂ ✡✟✁☛✂ ✒✄ ✑✑✝✎ ✡✎☎ ☛ ✁ ✡☛✓✏✑✝✆✟✏✄☛
❭❁ ❙▲❅❴❃▼❆ ▼❆❈ ✌❁❈❆❈ ❄▲▼❇❍❅❆❈ ❆❘ ❍❑❆ ▼❆ ▼▲❲❆❏❃❂❂ ❆❄ ▼❆❈ ❆❈❅❍❙ ❁❅❆❇❄❈ ✞ ✟ ✠✠ ✟✆✠☎✠✠☎

❙❁❍❈ ❆❋ ❅❃❇❅ ❂❄❆❙ ❍❆❄ ❏❍❆❇ ▼❆ ▼▲✔❋❍❄ ❇❋ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆
(P̃x̄)

❆❅ ❇❋ ❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❆ ✒ ✓❇ ✍❃❋ ❁❂❂❆❏❏❆
❂❁❄ ❏❁ ❈❇❍❅❆ ❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❆ ✌❁❈❆ ❄▲▼❇❍❅❆ ✒ ❂❃❇❄ ❏❁ ❑▲❋▲❄❁❅❍❃❋ ▼ ✍❇❋ ❈❃❏❇❅❍❃❋ ❁❂❂❄❃◆❴▲❆

ũx̄▼❆
ux̄

✕ ❚❃❙❙❆ ❃❋ ❏❆ ❲❆❄❄❁ ▼❁❋❈ ❏❆ ◆❴❁❂❍❅❄❆ ☞ ✒ ◆❆❅❅❆ ❅✜◆❴❆ ❆❈❅ ❍❙❙ ▲▼❍❁❅❆ ❏❃❄❈✓❇ ✍❃❋
◆❃❋❈❍▼❯❄❆ ❏❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆

(Px̄)
❈❇❍❲❁❋❅ ❃✌

x̄
❆❈❅ ❇❋ ❄▲❆❏ ❂ ❃❈❍❅❍P

(Px̄)

{
−△u+ x̄u = f

▼❁❋❈
Ω,

u = 0
❈❇❄

∂Ω.

❭❁ ❈❍❅❇❁❅❍❃❋ ❆❈❅ ▼❍✤ ▲❄❆❋❅❆ ❏❃❄❈✓❇ ✍❃❋ ◆❃❋❈❍▼❯❄❆ ❇❋ ❈❆❇❏ ❁❅❃❙ ❆ ▼❆ ◆❴❁❄❑❆
z
✕ ❭❆❈ ▲✓❇❁❬

❅❍❃❋❈ ▼ ✍◗❇❏❆❄❬❭❁❑❄❁❋❑❆ ❁❈❈❃ ◆❍▲❆❈ ❁❇ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆ ❈ ✍▲◆❄❍❲❆❋❅ ❂ ❃❇❄ ❏❆ ❙ ❃▼❯❏❆
❀✘❊ ❈❁❋❈ ❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏





−1

2
△φi + Vx̄φi +

(
ρ ⋆

1

|x|
)
φi −

N∑

j=1

(
φiφj ⋆

1

|x|
)
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❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❆ ✌❁❈❆ ❄▲▼❇❍❅❆ ❈❇❄ ❏❁ ✓❇❁❋❅❍❅▲ ❁❏❑▲✌❄❍✓❇❆

Cx̄
❃❇
Dx̄

✕ ❚❆❅❅❆ ❁❂❂❄❃◆❴❆ ❆❈❅ ❂❏❇❈
❈❍❙❂❏❆ ✖ ❙❆❅❅❄❆ ❆❋ ✔❇❲❄❆ ❆❋ ❂❁❄❅❍◆❇❏❍❆❄ ❏❃❄❈✓❇❆ ❏❁ ▼▲✔❋❍❅❍❃❋ ▼❆ ❏❁ ❅❄❁❋❈P❃❄❙ ❁❅❍❃❋
Tx̄

❆❈❅ ▼❍✪ ◆❍❏❆ ✒ ❈❃❍❅ ▼❯❈ ✓❇❆ ❏❆ ❋❃❙✌❄❆ ▼❆ ❂❁❄❁❙❯❅❄❆❈ ❆❈❅ ❈❇❂ ▲❄❍❆❇❄ ✖ ✓❇❆❏✓❇❆❈ ❇❋❍❅▲❈
✏❂❁❄ ❆❘❆❙❂❏❆ ✒ ✓❇❆❏✓❇❆❈ ❁❅❃❙❆❈ ▼❁❋❈

IR3✑ ✕ ◗❋ ❄❆❲❁❋◆❴❆ ✒ ❆❏❏❆ ❆❈❅ ❙❃❍❋❈ ❈❁❅❍❈P❁❍❈❁❋❅❆
✓❇❆ ❏ ✍❁❂❂❄❃ ◆❴❆ ◆❃❋❅❍❋❇❆ ❂ ❃❇❄ ❏❁✓❇❆❏❏❆ ❃❋ ❂ ❆❇❅ ❇❅❍❏❍❈❆❄ ❏❁ ❈❅❄❁❅▲❑❍❆ ❂❄▲❈❆❋❅▲❆ ▼❁❋❈ ❏❁
▼❆❇❘ ❍❯❙ ❆ ❈❆◆❅❍❃❋ ▼❇ ◆❴❁❂❍❅❄❆ ☞ ❆❅ ▼▲❲❆❏❃❂❂❆❄ ❂❏❇❈ ◆❏❁❈❈❍✓❇❆❙ ❆❋❅ ▼❆❈ ❆❈❅❍❙ ❁❅❆❇❄❈ ✞
✟ ✠✠ ✟✆✠☎✠✠ ☎✕
✡❋ ❄❁❂❂ ❆❏❏❆ ✓❇❆ ❏ ✍❍❋❅❄❃▼❇◆❅❍❃❋ ▼❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❂ ❃❅❆❋❅❍❆❏❈ ❁ ❂❃❇❄ ❆✤ ❆❅ ▼❆ ❄▲❑❇❏❁❄❍❈❆❄ ❏❆❈
P❃❋◆❅❍❃❋❈

φi

❁❇❅❃❇❄ ▼❆❈ ❋❃❨❁❇❘ ✕ ✠❏ ❋ ✍❆❈❅ ▼❃❋◆ ❂❏❇❈ ❋▲◆❆❈❈❁❍❄❆ ▼❆ ▼▲✔❋❍❄ ❇❋❆ ❅❄❁❋❈P❃❄❬
❙ ❁❅❍❃❋ Tx̄

✕ ■❇◆❇❋ ❅❄❁❲❁❍❏ ▼❁❋❈ ◆❆❅❅❆ ▼❍❄❆◆❅❍❃❋ ❋ ✍❁ ▲❅▲ ❄▲❁❏❍❈▲ ✕
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☛❇❍❅❆ ✖ ◆❆❈ ▼❍✪ ◆❇❏❅▲❈ ✒ ❃❋ ❈ ✍❆❈❅ ❁✤ ❄❁❋◆❴❍ ▼❆❈ ❅❄❃❍❈❍❯❙ ❆ ❆❅ ✓❇❁❅❄❍❯❙ ❆ ▼❍✪ ◆❇❏❅▲❈ ❆❋
❄▲❁❏❍❈❁❋❅ ▼❆❈ ❅❆❈❅❈ ✘❁◆❁▼▲❙ ❍✓❇❆❈✙ ❈❇❄ ▼❆❈ ✘❈❨❈❅❯❙ ❆❈ ▲◆❃❏❆✙ ✕ ❚❆❈ ❈❨❈❅❯❙ ❆❈ ▲◆❃❏❆❈ ❃❋❅
❂ ❆❄❙ ❍❈ ▼❆ ❅❆❈❅❆❄ ❏ ✍❁❂❂❄❃ ◆❴❆ ❈❇❄ ❏ ✍❍❃❋

H+
2

❆❅ ❏❁ ❙ ❃❏▲◆❇❏❆
H2

❅❄❁❍❅▲❆ ❂❁❄ ❏❆ ❙ ❃▼❯❏❆
❀✘❊ ✏

N = 1
✑ ✕ ❭❆ ❂❁❄❁❙❯❅❄❆

µ
❆❈❅ ❏❁ ▼❍❈❅❁❋◆❆ ❆❋❅❄❆ ❏❆❈ ❋❃❨❁❇❘ ▼ ✍❴❨▼❄❃❑❯❋❆ ✕ ✡❋ ❁

P❁❍❅ ❏ ✍❴❨❂❃❅❴❯❈❆ ▼ ✍❇❋❆ ❈❨❙ ▲❅❄❍❆ ◆❨❏❍❋▼❄❍✓❇❆ ❆❅ ❏❁ P❃❋◆❅❍❃❋
φµ

❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆ ✏� ✕�✌✑ ❆❈❅
▼❍❈◆❄▲❅❍❈▲❆ ❈❇❄ ❇❋❆ ✌❁❈❆

χi

▼ ✍� ❏▲❙ ❆❋❅❈ ❊❍❋❍❈
P1

✕ ❭❁ ▼▲✔❋❍❅❍❃❋ ▼❆ Tµ

❆❈❅ ❈❍❙❂❏❆ ▼❁❋❈
◆❆ ◆❃❋❅❆❘❅❆ ✕ ■❍❋❈❍ ✒ ❃❋ ❈❆ ❄❁❙ ❯❋❆ ✖ ❇❋ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ❂❃❈▲ ❈❇❄ ❇❋❆ P❃❋◆❅❍❃❋

ψµ = Tµφµ

✖
❏❁✓❇❆❏❏❆ ❃❋ ❁❂❂❏❍✓❇❆ ❏❁ ❈❅❄❁❅▲❑❍❆ ❂❄▲❈❆❋❅▲❆ ❆❋ ❈❆◆❃❋▼❆ ❂❁❄❅❍❆ ▼❇ ◆❴❁❂❍❅❄❆ ☞ ❂❃❇❄ ❏❆
❅❄❁❍❅❆❙ ❆❋❅ ▼❇ ❅❆❄❙ ❆ ▼❆ ❚❃❇❏❃❙✌ ❆❅ ▼❇ ❅❆❄❙ ❆ ▼▲❂❆❋▼❁❋❅ ▼❇ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ❋❇◆❏▲❁❍❄❆ ✕

❫❁❋❈ ❏❁ ❂❄❆❙ ❍❯❄❆ ❈❆◆❅❍❃❋ ▼❇ ◆❴❁❂❍❅❄❆ ☞ ✒ ❃❋ ❂❄▲❈❆❋❅❆ ▼❁❋❈ ❇❋ ❂❄❆❙ ❍❆❄ ❅❆❙❂❈ ❏❆
❂❄❍❋◆❍❂ ❆ ❑▲❋▲❄❁❏ ▼❆ ❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ▼❆❈ ✌❁❈❆❈ ❄▲▼❇❍❅❆❈ ❈❇❄ ❇❋ ❆❘❆❙❂❏❆ ❈❍❙ ❂❏❆ ✕ ❫❁❋❈ ❇❋
❈❆◆❃❋▼ ❅❆❙❂❈ ✒ ❃❋ ▼▲◆❄❍❅ ❏❆❈ ❄▲❈❇❏❅❁❅❈ ❃✌❅❆❋❇❈ ❈❇❄ ✓❇❆❏✓❇❆❈ ❈❨❈❅❯❙ ❆❈ ▲◆❃❏❆ ◆❃❋❈❍▼▲❄▲❈
❆❋ ❲❇❆ ▼❆ ❏❁ ❙ ❍❈❆ ❆❋ ❂❄❁❅❍✓❇❆ P❇❅❇❄❆ ▼❆ ❏ ✍❁❂❂❄❃◆❴❆ ✌❁❈❆ ❄▲▼❇❍❅❆ ❈❇❄ ▼❆❈ ❈❨❈❅❯❙ ❆❈
❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆❈ ❄▲❆❏❈ ✕
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�✁✂✂ ✆✞✄✁ �

✁✁✟ ✂✟✁✁☎✁✂✂✁✞✁✝✞✆✁ ✄✟

❭❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❂ ❃❅❆❋❅❍❆❏❈ ✌❁❈▲❈ ❈❇❄ ❏❆❈ ❂❄❍❋◆❍❂ ❆❈ ✞✝ ☎✞ ☎✟☎✠ ❃❋❅ ▲❅▲ ❍❋❅❄❃▼❇❍❅❈ ▼❁❋❈
❏❆❈ ❁❋❋▲❆❈ ☛✍ ❆❋ ❂❴❨❈❍✓❇❆ ▼❇ ❈❃❏❍▼❆ ❂❁❄ ✘ ❆❄❄❍❋❑ ✞✧★✟ ❆❅ ❆❋ ◆❴❍❙ ❍❆ ✓❇❁❋❅❍✓❇❆ ▼❁❋❈
❏❆❈ ❁❋❋▲❆❈ ✧✍ ❂❁❄ ✣❴❍❏❏❍❂❈ ❆❅ � ❏❆❍❋❙ ❁❋ ✞★✡✟ ✕ ❭❆❇❄ ❍❋❅❄❃▼❇◆❅❍❃❋ ❆❈❅ ❙❃❅❍❲▲❆ ❂❁❄ ❏❆
❂❄❍❋◆❍❂ ❆ ◆❴❍❙ ❍✓❇❆ ◆❃❋❋❇ ❈❃❇❈ ❏❁ ▼▲❋❃❙ ❍❋❁❅❍❃❋ ▼ ✍✞✟✟ ✠✠✄ ☎✁ ✞✟☎✠✞ ✡✆✠ ✓✄✍✠✠ ✤ ✆✄✂✠ ❉ ❏❁
❂❏❇❂❁❄❅ ▼❆❈ ❂❴▲❋❃❙❯❋❆❈ ◆❴❍❙ ❍✓❇❆❈ ❈❃❋❅ ▼▲❅❆❄❙ ❍❋▲❈ ❂❁❄ ❏❆❈ ▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ▼❆ ❲❁❏❆❋◆❆ ❆❅
❋❃❋ ❂❁❄ ❏❆❈ ▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ▼❆ ◆✔❇❄ ✞✌ �✟ ✕ ✣ ❏❇❈ ❂❄▲◆❍❈▲❙ ❆❋❅ ✒ ❏❆❈ ❑❄❁❋▼❆❇❄❈ ❂ ❆❄❅❍❋❆❋❅❆❈ ▼ ✍❇❋
❂❃❍❋❅ ▼❆ ❲❇❆ ❂❴❨❈❍◆❃❬◆❴❍❙ ❍✓❇❆ ❈❃❋❅ ❆❋ P❁❍❅ ❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ▼❆ ❲❁❏❆❋◆❆ ✂ ✄ ✮✆✄ ✟✂✠☎✆✍✠ ▼❆
❄▲❑❍❃❋❈ ❆❋❅❃❇❄❁❋❅ ❏❆❈ ❋❃❨❁❇❘ ▼❇ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ✕ ■❍❋❈❍ ✒ ✖ ◆❴❁✓❇❆ ❁❅❃❙❆ ✒ ❃❋ ❂❆❇❅ ❁❈❈❃◆❍❆❄ ❇❋
◆✔❇❄ ✒ ✓❇❍ ◆❃☎❋◆❍▼❆ ❁❲❆◆ ❏❁ ❄▲❑❍❃❋ ▼❆ ❏❃ ◆❁❏❍❈❁❅❍❃❋ ▼❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ▼❆ ◆✔❇❄ ❁❈❈❃ ◆❍▲❆❈ ✒ ▼❁❋❈
❏❆✓❇❆❏ ❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ❈❃❋❅ ❂ ❆❇ ❍❋✟❇❆❋◆▲❆❈ ❂❁❄ ❏❆ ❙ ❍❏❍❆❇ ❆❘❅❆❄❋❆ ✕ ✠❏ ❋ ✍❆❈❅ ▼❃❋◆ ▼ ✍❁❇◆❇❋
❍❋❅▲❄✢❅ ▼❆ ◆❁❏◆❇❏❆❄ ❆❘❁◆❅❆❙ ❆❋❅ ❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ▼❆ ◆✔❇❄ ❆❅ ❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ▼❆ ❲❁❏❆❋◆❆ ▼❁❋❈
❏❆❈ ◆✔❇❄❈ ▼❆ ◆❴❁✓❇❆ ❁❅❃❙❆ ✞�✍�✟ ✕

❫❁❋❈ ◆❆❅❅❆ ❃❂❅❍✓❇❆ ✒ ❃❋ ❍❋❅❄❃▼❇❍❅ ❂❃❇❄ ◆❴❁✓❇❆ ❁❅❃❙ ❆ ❇❋ ❃❂▲❄❁❅❆❇❄ ✒ ❁❂❂❆❏▲ ❂❈❆❇▼❃❬
❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ✒ ✓❇❍ ❄▲❁❏❍❈❆ ❏ ✍❁❂❂❄❃❘ ❍❙ ❁❅❍❃❋ ▼❆ ❏ ✍❍❋❅❆❄❁◆❅❍❃❋ ❆❋❅❄❆ ▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ▼❆ ◆✔❇❄ ❆❅
▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ▼❆ ❲❁❏❆❋◆❆ ✕ ✥❋❆ P❃❍❈ ◆❆ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ❁✛ ❃❇❅▲ ❁❇ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ◆❃❇❏❃❙✌ ❍❆❋ ▼❆ ◆❴❁✓❇❆
❋❃❨❁❇ ✒ ❃❋ ❆❈❅ ❄❁❙ ❯❋▲ ✖ ❏ ✍▲❅❇▼❆ ▼ ✍❇❋ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ◆❃❋❈❅❍❅❇▲ ▼❆ ❂❈❆❇▼❃❬❁❅❃❙ ❆❈ ❂❄▲❈❆❋❅❁❋❅
❇❋ ❂❏❇❈ ❂ ❆❅❍❅ ❋❃❙✌❄❆ ▼ ✍▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ✏❍❏ ❋ ✍❨ ❁ ❂❏❇❈ ▼ ✍▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ▼❆ ◆✔❇❄✑ ❂❃❇❄ ❏❆❈✓❇❆❏❈ ❏❆❈
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❭❁ ❂❄❆❙ ❍❯❄❆ ❁❂❂❄❃◆❴❆ ◆❃❋❈❍❈❅❆ ✖ ❁❂❂❄❃ ◆❴❆❄ ❏❆ ❂ ❃❅❆❋❅❍❆❏ ▼ ✍❁◆❅❍❃❋ ▼❆❈ ▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ▼❆
◆✔❇❄ ▼❆ ◆❴❁✓❇❆ ❁❅❃❙ ❆ ▼❇ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ❂❁❄ ❇❋ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ❃✌❅❆❋❇ ❂❁❄ ❇❋ ◆❁❏◆❇❏ ✞✝ ☎✞ ☎✟☎✠
❂❄▲◆❍❈ ❆✤❆◆❅❇▲ ❈❇❄ ◆❴❁✓❇❆ ❁❅❃❙ ❆ ▼❇ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ✒ ❂❄❍❈ ❍❈❃❏▲ ❆❅ ▼❁❋❈ ❇❋ ▲❅❁❅ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆ ▼❆
❄▲P▲❄❆❋◆❆ ✕ ❭❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ❁❈❈❃◆❍▲❆❈ ✖ ◆❆❈ ❂ ❃❅❆❋❅❍❆❏❈ ◆❃☎❋◆❍▼❆❋❅ ❁❲❆◆ ❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
▼❆ ❲❁❏❆❋◆❆ ✓❇ ✍❃❋ ❃✌❅❍❆❋▼❄❁❍❅ ❂❁❄ ❇❋ ◆❁❏◆❇❏ ✞✝ ☎✞ ☎✟☎✠ ◆❃❙❂❏❆❅ ▼❇ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ✕ ◗❋ ❂❁❄❅❍❬
◆❇❏❍❆❄ ✒ ◆❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ❂❄▲❈❆❋❅❆❋❅ ▼❁❋❈ ❏❆❈ ◆✔❇❄❈ ▼❆❈ ❁❅❃❙ ❆❈ ❇❋ ❑❄❁❋▼ ❋❃❙✌❄❆
▼ ✍❃❈◆❍❏❏❁❅❍❃❋❈ ▼❃❋❅ ❏❆ ❅❄❁❍❅❆❙ ❆❋❅ ❋❇❙ ▲❄❍✓❇❆ ❆❈❅ ▼❍✪ ◆❍❏❆ ❂❃❇❄ ❇❋❆ ✌❁❈❆ ▼ ✍❃❋▼❆❈ ❂❏❁❋❆❈
❃❇ ▼ ✍❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ▼▲✔❋❍❆❈ ❈❇❄ ❇❋❆ ❑❄❍❏❏❆ ❆❅ ✒ ▼❁❋❈ ❇❋❆ ❙❃❍❋▼❄❆ ❙ ❆❈❇❄❆ ✒ ❂❃❇❄ ❇❋❆ ✌❁❈❆ ▼❆
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❲❆❏❃❂❂ ❆ ✒ ▼❁❋❈ ❇❋❆ ❈❆◆❃❋▼❆ ❁❂❂❄❃◆❴❆ ✒ ▼❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏❈ ✒ ❁❂❂❆❏▲❈ ☎✙ ✆✓✟☎✒✆ ✦✠✠✆
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▼ ✍❃✌ ❇❋❆ ❄▲▼❇◆❅❍❃❋ ▼❇ ◆❃✁❅ ◆❁❏◆❇❏ ✕

❵❍❆❋ ✓❇❆ ◆❆❅❅❆ ▼▲❙ ❁❄◆❴❆ ❂❄❃◆❯▼❆ ▼ ✍❁❄❑❇❙❆❋❅❈ ❂❴❨❈❍◆❃❬◆❴❍❙ ❍✓❇❆❈ ❈❍❙❂❏❆❈ ❆❅ ❏▲❬
❑❍❅❍❙ ❆❈ ✒ ❍❏ ❋ ✍❆❋ ❆❘ ❍❈❅❆ ❂❁❈ ▼❆ ❲❁❏❍▼❁❅❍❃❋ ❄❍❑❃❇❄❆❇❈❆ ✒ ❙ ✢❙❆ ❂❃❇❄ ❏❆❈ ❈❨❈❅❯❙ ❆❈ ❏❆❈ ❂❏❇❈
❈❍❙❂❏❆❈ ✕ ✥❋❆ ❙❆❈❇❄❆ ▼❆ ❏❁ ✓❇❁❏❍❅▲ ▼ ✍❇❋ ❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ❆❈❅ ❈❁ ✟✠✞✞✠✟ ✂✠✞✝☎✄☎✟✂ ✓❇❍
❈ ✍❍▼❆❋❅❍✔❆ ✖ ❈❁ ◆❁❂❁◆❍❅▲ ✖ ❂❃❇❲❃❍❄ ✢❅❄❆ ❇❅❍❏❍❈▲ ▼❁❋❈ ▼❆❈ ❈❍❅❇❁❅❍❃❋❈ ❁❇❅❄❆❈ ✓❇❆ ❏❁ ❈❍❅❇❁❬
❅❍❃❋ ▼❆ ❄▲P▲❄❆❋◆❆ ✓❇❍ ❁ ❈❆❄❲❍ ✖ ❈❁ ◆❃❋❈❅❄❇◆❅❍❃❋ ✕ ✡❋ ❃✌❈❆❄❲❆ ✓❇❆ ❈❆❇❏❆ ❏❁ ◆❃❙❂❁❄❁❍❈❃❋
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▼❃❋❋▲ ❂ ❃❇❄ ❇❋❆ ❈❍❅❇❁❅❍❃❋ ▼❃❋❋▲❆ ✕ ❭❁ ❑▲❋▲❄❁❅❍❃❋ ▼❆ ✌❃❋❈ ❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏❈ ❄❆✓❇❍❆❄❅
❇❋ ❄▲❆❏ ❈❁❲❃❍❄❬P❁❍❄❆ ✒ ✓❇❍ ❈❆❙✌ ❏❆ ❴❃❄❈ ▼❆ ❂ ❃❄❅▲❆ ▼❆❈ ❁❄❑❇❙ ❆❋❅❈ ❙ ❁❅❴▲❙❁❅❍✓❇❆❈ ▼❃❋❅ ❃❋
▼❍❈❂❃❈❆ ✖ ❏ ✍❴❆❇❄❆ ❁◆❅❇❆❏❏❆ ✕ ❚❆❂ ❆❋▼❁❋❅ ✒ ❍❏ ❆❈❅ ❍❙❂❃❄❅❁❋❅ ▼❆ ❙❃▼❇❏❆❄ ◆❆ ◆❃❋❈❅❁❅ ❈❆❏❃❋
❏❆ ▼❃❙ ❁❍❋❆ ▼❁❋❈ ❏❆✓❇❆❏ ❃❋ ❈❆ ❂❏❁◆❆ ✕ ◗❋ ❆✤ ❆❅ ✒ ❏❆❈ ▼❃❙❁❍❋❆❈ ▼❆ ❏❁ ◆❴❍❙ ❍❆ ❙ ❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆
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▼❆ ◆❆❈ ❆✤❆❅❈ ◆❃❋▼❇❍❅ ✖ ◆❃❋❈❍▼▲❄❆❄ ▼❆❈ ❙❃▼❯❏❆❈ ❄❆❏❁❅❍❲ ❍❈❅❆❈ ▼❆ ❫ ❍❄❁◆❬❊❃◆✩ ✌ ❆❁❇◆❃❇❂
❂❏❇❈ ◆❃❙❂❏❆❘❆❈ ❆❅ ◆❃✁❅❆❇❘ ✓❇❆ ❏❆❈ ❙ ❃▼❯❏❆❈ ❋❃❋ ❄❆❏❁❅❍❲ ❍❈❅❆❈ ✞✌✡✟ ✕ ❚❃❙❙❆ ❏❆❈ ▲❏❆◆❬
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❙❃▼❯❏❆ ❄❆❏❁❅❍❲ ❍❈❅❆ ❈❇❄ ❏ ✍❁❅❃❙❆ ❍❈❃❏▲ ✕ ✡❋ ❄❆❋❲❃❍❅ ❏❆ ❏❆◆❅❆❇❄ ❁❇❘ ❄▲P▲❄❆❋◆❆❈ ❈❇❍❲❁❋❅❆❈
❂❃❇❄ ❏❁ ◆❃❋❈❅❄❇◆❅❍❃❋ ▼❆ ◆❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏❈ ✞✧� ✒ ★☛ ✟ ✕ ❫❁❋❈ ❏❁ ❈❇❍❅❆ ✒ ❃❋ ❋❆ ❅❍❆❋❅ ❂❁❈
◆❃❙❂❅❆ ▼❇ ❈❂❍❋ ❆❅

(Ym
l )l≥0,−l≤m≤l

▼▲❈❍❑❋❆❋❅ ❏❆❈ ❴❁❄❙ ❃❋❍✓❇❆❈ ❈❂❴▲❄❍✓❇❆❈ ✕

✚ ✡✠ ✫✖ ✜✞☛✙☞✒✠ ✒✠✟ ✆✟✠✌✒☞✛✆☞☛✠✡☛✑✠✍✟
✣❃❇❄ ❂❏❇❈ ▼❆ ◆❏❁❄❅▲ ✒ ❃❋ ❂❄▲❈❆❋❅❆ ▼❁❋❈ ❇❋ ❂❄❆❙ ❍❆❄ ❅❆❙❂❈ ❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ▼❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬

❂❃❅❆❋❅❍❆❏❈ ❈❇❄ ❇❋ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ◆❃❋❈❅❍❅❇▲ ▼ ✍❇❋ ❈❆❇❏ ❁❅❃❙ ❆ ✕ ❭ ✍❍❋✟❇❆❋◆❆ ▼❇ ❙ ❍❏❍❆❇ ❆❘❅▲❄❍❆❇❄
❈❇❄ ◆❆❅ ❁❅❃❙ ❆ ❆❈❅ ❙❃▼▲❏❍❈▲ ❲ ❍❁ ❇❋ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ❆❘❅▲❄❍❆❇❄ ✕
✡❋ ❍❋▼❍✓❇❆❄❁ ❈❃❙❙❁❍❄❆❙ ❆❋❅ ▼❁❋❈ ❇❋ ❈❆◆❃❋▼ ❅❆❙❂❈ ❏❁ P❁●❃❋ ▼❃❋❅ ❏❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏❈
❈❃❋❅ ❇❅❍❏❍❈▲❈ ❂❃❇❄ ❏❆ ❅❄❁❍❅❆❙ ❆❋❅ ▼❆❈ ❈❨❈❅❯❙ ❆❈ ❙ ❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆❈ ✕

✎ ✍✌✍✌ ☎✙ ✜✔✘✢ ✣✤✥✦ ✗✖✘✥ ✑✝✛✦ ✖✄✜ ✦ ✚✦ ✣✗ ✓✁ ✑✥ ✑✦ ✝✛✗✙✖✑✝✛✦
✡❋ ◆❃❋❈❍▼❯❄❆ ❇❋ ❋❃❨❁❇ ▼❆ ◆❴❁❄❑❆

z
❈❍❅❇▲ ❆❋

x̄ ∈ IR3 ❆❋❅❃❇❄▲ ▼❆
N

▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ✒ ❏❆
❅❃❇❅ ❂❏❁◆▲ ▼❁❋❈ ❇❋ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ❆❘❅▲❄❍❆❇❄

Vex

✕ ❭ ✍▲❅❁❅ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆ P❃❋▼❁❙ ❆❋❅❁❏ ▼❆ ◆❆



✁ �✟ � ✝✄ ✂✂ ✄☎✁✆✝ ✆✝� ✠�✝ ✞✆✁�✠✁✄✝✟ ✄☎✝✝� �☞

❈❨❈❅❯❙ ❆ ❈ ✍❃✌❅❍❆❋❅ ❆❋ ❄▲❈❃❏❲❁❋❅ ❏❆❈ ▲✓❇❁❅❍❃❋❈ ❀✘❊ ❃❇ � ☛

(P)

∥∥∥∥∥∥∥

❭❆❈
(ψi, ǫi)i

❈❃❋❅ ❏❆❈
N

❂❏❇❈ ❂ ❆❅❍❅❈ ❙ ❃▼❆❈ ❂❄❃❂❄❆❈ ▼❆
∀ 1 ≤ i ≤ N, −1

2
△ψi +

(
Vnuc + Vex

)
ψi + KRHF,KS(Ψ).ψi = ǫiψi,

∀ 1 ≤ i, j ≤ N,
(
ψi, ψj

)
= δij ,

✏� ✕�✑

❁❲❆◆
ǫ1 ≤ . . . ≤ ǫi ≤ . . . ≤ ǫN .❭❆ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ❋❇◆❏▲❁❍❄❆

Vnuc
❆❈❅ ▼▲✔❋❍ ❂❁❄

∀ x ∈ IR3 Vnuc(x) = − z

|x− x̄| ,❆❅ ✒ ❆❋ ❋❃❅❁❋❅
Ψ

❏❁ P❁❙ ❍❏❏❆ ▼❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈
(ψi)i=1,N

✒

∀ ψ ∈ L2(IR3),
(
KRHF (Ψ).ψ

)
(x) = J(ρΨ)(x)ψ(x) − 1

2

(
K(τΨ).ψ

)
(x),

∀ ψ ∈ L2(IR3),
(
KKS(Ψ).ψ

)
(x) = J(ρΨ)(x)ψ(x) + µxc(ρΨ)(x)ψ(x),

❁❲❆◆

∀ x ∈ IR3, J(ρΨ)(x) =

∫

IR3

ρΨ(y)

| x− y | dy,

∀ x ∈ IR3,
(
K(τΨ).ψ

)
(x) =

∫

IR3

τΨ(x, y)

|x− y| ψ(y) dy,

∀ x ∈ IR3, ρΨ(x) =
N∑

i=1

|ψi(x)|2,

∀ x, y ∈ IR3, τΨ(x, y) =

N∑

i=1

ψi(x)ψ
∗
i (y).

◗❋✔❋ ✒
µxc(ρ)

❆❈❅ ❏❆ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ▼ ✍▲◆❴❁❋❑❆❬◆❃❄❄▲❏❁❅❍❃❋ ✏❍❋❅❄❃▼❇❍❅ ✖ ❏❁ ❈❆◆❅❍❃❋ � ✕� ✕�✑ ▼▲❬
❂ ❆❋▼❁❋❅ ▼❆

ρ
✕ ✡❋ ❋❃❅❆

Nc
✒ ❄❆❈❂ ❆◆❅❍❲❆❙ ❆❋❅

Nv
✒ ❏❆ ❋❃❙✌❄❆ ▼ ✍▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ▼❆ ◆✔❇❄ ✒ ❄❆❈❬

❂ ❆◆❅❍❲❆❙ ❆❋❅ ▼❆ ❲❁❏❆❋◆❆ ✒ ▼❆ ❏ ✍❁❅❃❙❆ ✕ ✡❋ ❍❋❅❄❃▼❇❍❅ ❏❆❈ ❋❃❅❁❅❍❃❋❈ ❈❇❍❲❁❋❅❆❈ ❉
� ❂❃❇❄ ❅❃❇❅

1 ≤ i ≤ Nc, ψc
i = ψi,

✏❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ▼❆ ◆✔❇❄ ▼❆ ❏ ✍❁❅❃❙ ❆✑ ✒
� ❂❃❇❄ ❅❃❇❅

1 ≤ i ≤ Nv, ψv
i = ψi+Nc

,
✏❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ▼❆ ❲❁❏❆❋◆❆ ▼❆ ❏ ✍❁❅❃❙ ❆✑ ✒

� ❂❃❇❄ ❅❃❇❅
1 ≤ i ≤ Nc, ǫci = ǫi

✏▲❋❆❄❑❍❆❈ ❙ ❃❋❃▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆❈ ▼❆❈ ▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ▼❆
◆✔❇❄✑ ✒

� ❂❃❇❄ ❅❃❇❅
1 ≤ i ≤ Nv, ǫvi = ǫi+Nc

✒ ✏▲❋❆❄❑❍❆❈ ❙ ❃❋❃▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆❈ ▼❆❈ ▲❏❆◆❅❄❃❋❈
▼❆ ❲❁❏❆❋◆❆✑ ✕

❖❃❅❃❋❈ ✌ ❍❆❋ ✓❇❆ ◆❆❈ ✓❇❁❋❅❍❅▲❈ ❈❃❋❅ ❄❆❏❁❅❍❲❆❈ ✖ ❇❋ ◆❁❏◆❇❏ ❆✤ ❆◆❅❇▲ ❈❇❄ ❏❆ ❈❨❈❅❯❙ ❆
❂❆❄❅❇❄✌ ▲ ❂❁❄ ❏❆ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ❆❘❅▲❄❍❆❇❄ ✕ ❫❁❋❈ ❏❁ ❈❇❍❅❆ ✒ K ❆❈❅ ❇❋❆ ❋❃❅❁❅❍❃❋ ❈❍❙ ❂❏❍✔▲❆ ❂❃❇❄
KRHF,KS ✕ ✠❏ P❁❇❅ ❅❃❇❅❆P❃❍❈ ❑❁❄▼❆❄ ✖ ❏ ✍❆❈❂❄❍❅ ✓❇❆ ✒ ◆❃❋❅❄❁❍❄❆❙ ❆❋❅ ✖ KKS ✒ KRHF ❋ ✍❆❈❅
❂❁❈ ❇❋ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ❏❃ ◆❁❏ ✏❍ ✕❆ ✕ ❇❋ ❃❂ ▲❄❁❅❆❇❄ ❙❇❏❅❍❂ ❏❍◆❁❅❍P ✑ ✕



�✧ �✁✂✄ ☎ ✆✝✞ ✁ ✠ � ✗✁ ✂ ✁✗✏✎✍✄✂ ✍☞✗☛ ☞✒✗✖✁

✎ ✍✌✍✎ ✁✙✖✔✘✚✛✓✖✑✘✙ ✚✦ ✜✔✘✢ ✣✤✥✦✒ ✚✦ ✔✕✆✕✔✦✙✓✦
✡❋ ❍❋❅❄❃▼❇❍❅ ❇❋ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ▼❆ ❄▲P▲❄❆❋◆❆

(Pr)
❃✌ ❏ ✍❁❅❃❙❆ ❆❈❅ ▼❁❋❈ ❇❋ ▲❅❁❅ ▲❏❆◆❬

❅❄❃❋❍✓❇❆ ▼❃❋❋▲ ✕ ✙ ▲❋▲❄❁❏❆❙ ❆❋❅ ✒ ❃❋ ◆❴❃❍❈❍❅ ❏❆ P❃❋▼❁❙❆❋❅❁❏ ▼❆ ❏ ✍❁❅❃❙ ❆ ❋❆❇❅❄❆ ✕ ❭❆❈
▲✓❇❁❅❍❃❋❈ ▼ ✍◗❇❏❆❄❬❭❁❑❄❁❋❑❆

(Pr)
❁❈❈❃◆❍▲❆❈ ✖ ◆❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ❈ ✍▲◆❄❍❲❆❋❅

(Pr)

∥∥∥∥∥∥∥

❭❆❈
(ψr

i , ǫ
r
i )i

❈❃❋❅ ❏❆❈
N

❂❏❇❈ ❂ ❆❅❍❅❈ ❙ ❃▼❆❈ ❂❄❃❂❄❆❈ ▼❆
∀ 1 ≤ i ≤ N, −1

2
△ψr

i + Vnucψ
r
i + K(Ψr).ψ

r
i = ǫriψ

r
i ,

∀ 1 ≤ i, j ≤ N,
(
ψr

i , ψ
r
j

)
= δij .

✏� ✕�✑

❁❲❆◆
Ψr = (ψr

i )1≤i≤N

❆❅
ǫr1 ≤ . . . ≤ ǫri ≤ . . . ≤ ǫrN .❫❆ ❏❁ ❙ ✢❙❆ P❁●❃❋ ✓❇❆ ❂❄▲◆▲▼❆❙❙❆❋❅ ✒ ❃❋ ❂❃❈❆ ✒

∀ 1 ≤ i ≤ Nc, ψr,c
i = ψr

i ,
∀ 1 ≤ i ≤ Nv, ψr,v

i = ψr
i+Nc

,
∀ 1 ≤ i ≤ Nc, ǫr,ci = ǫri ,
∀ 1 ≤ i ≤ Nv, ǫr,vi = ǫri+Nc

.

✎ ✍✌✍✄ �✜✜✔✘✁ ✑✥ ✗✖✑✘✙ ✚✦✒ ✓✂✛✔✒ ✄✦✣✕✒
❭ ✍❁❂❂❄❃❘ ❍❙ ❁❅❍❃❋ ▼❆❈ ◆✔❇❄❈ ❑❆❏▲❈ ✖ ❏❁ ✌❁❈❆ ▼❆ ❏ ✍❍❋❅❄❃▼❇◆❅❍❃❋ ▼❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❂ ❃❅❆❋❅❍❆❏❈

❈ ✍▲◆❄❍❅
∀ 1 ≤ i ≤ Nc, ∀ x ∈ IR, ψc

i (x) ≃ ψr,c
i (x),

✏� ✕✡✑
∀ 1 ≤ i ≤ Nc, ǫci ≃ ǫr,ci ,

✏� ✕☛ ✑
∀ 1 ≤ i ≤ Nv, ∀ x ∈ Sc, ψv

i (x) ≃ ψr,v
i (x),

✏� ✕☞✑
❃✌ Sc ▼▲❈❍❑❋❆❋❅ ❏❆ ◆✔❇❄ ▼❆ ❏ ✍❁❅❃❙❆ ❃✌ ❈❃❋❅ ❏❃ ◆❁❏❍❈▲❆❈ ❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ▼❆ ◆✔❇❄

ψr,c
i◆❃❄❄❆❈❂❃❋▼❁❋❅❆❈ ✕ ❚ ✍❆❈❅ ❆❋ ❂❄❁❅❍✓❇❆ ❇❋❆ ❈❂❴❯❄❆ ▼❆ ❄❁❨❃❋

rc
◆❆❋❅❄▲❆ ❈❇❄ ❏❆ ❋❃❨❁❇ ✕

✎ ✍✌✍✂ ☎ ✕✓✔✑✖✛✔✦ ✚✛ ✜✔✘✢ ✣✤✥✦ ✥✘✚✤✣✦
❭❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆

(P)
❈❆ ❄▲◆❄❍❅





❭❆❈
(ψi, ǫi)i

❈❃❋❅ ❏❆❈
N

❂❏❇❈ ❙ ❃▼❆❈ ❂❄❃❂❄❆❈ ▼❆
(2.1a)

∀ 1 ≤ i ≤ Nc, −1

2
△ψc

i +
(
Vnuc + Vex

)
ψc

i + K(Ψc).ψc
i + K(Ψv).ψc

i = ǫciψ
c
i , (2.1b)

∀ 1 ≤ i ≤ Nv, −1

2
△ψv

i +
(
Vnuc + Vex

)
ψv

i + K(Ψc).ψv
i + K(Ψv).ψv

i = ǫviψ
v
i , (2.1c)

∀ 1 ≤ i, j ≤ Nc,
(
ψc

i , ψ
c
j

)
= δij, (2.1d)

∀ 1 ≤ i, j ≤ Nv,
(
ψv

i , ψ
v
j

)
= δij , (2.1e)

∀ 1 ≤ i ≤ Nv, ∀ 1 ≤ j ≤ Nc, (ψv
i , ψ

c
j) = 0. (2.1f)



✁ �✟ � ✝✄ ✂✂ ✄☎✁✆✝ ✆✝� ✠�✝ ✞✆✁�✠✁✄✝✟ ✄☎✝✝� �★

❁❲❆◆
Ψc = (ψc

i )1≤i≤Nc

❆❅
Ψv = (ψv

i )1≤i≤Nv

✕ ❭❆ ❈❆❇❏ ❍❋❑❄▲▼❍❆❋❅ ❂ ❃❇❄ ❂❁❈❈❆❄ ▼❆ ✏� ✕�✑
✖

(2.1a) − (2.1f)
❆❈❅ ❏ ✍❇❅❍❏❍❈❁❅❍❃❋ ▼❆ ❏❁ ❏❍❋▲❁❄❍❅▲ ▼❆ K ◆❃❙❙❆ P❃❋◆❅❍❃❋ ▼❆ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆

▼❆❋❈❍❅▲ ✖
N

◆❃❄❂❈ ✕ ❚❆❅❅❆ ❂❄❃❂❄❍▲❅▲ ❆❈❅ ❲▲❄❍✔▲❆ ❂❁❄ KRHF ✕ ◗❋ ❄❆❲❁❋◆❴❆ ✒ ❆❏❏❆ ❋ ✍❆❈❅
❂❏❇❈ ❲❄❁❍❆ ❂❃❇❄ KKS ✕ ✡❋ ❏❁ ✛❇❈❅❍✔❆ ❆❋ P❁❍❈❁❋❅ ❏ ✍❴❨❂❃❅❴❯❈❆ ▼ ✍❇❋❆ ❈▲❂❁❄❁❅❍❃❋ ❈❂❁❅❍❁❏❆
❅❃❅❁❏❆ ❆❋❅❄❆ ❏❆❈ ▼❆❋❈❍❅▲❈ ▼❆ ◆✔❇❄ ❆❅ ▼❆ ❲❁❏❆❋◆❆ ✕ ❭❃❄❈✓❇❆ ◆❆❅❅❆ ❴❨❂❃❅❴❯❈❆ ❈❆ ❄▲❲❯❏❆
❅❄❃❂ P❃❄❅❆ ✒ ❍❏ ❆❈❅ ❋▲◆❆❈❈❁❍❄❆ ▼ ✍❍❋❅❄❃▼❇❍❄❆ ▼❆❈ ◆❃❄❄❆◆❅❍❃❋❈ ▼❆ ◆✔❇❄ ❋❃❋ ❏❍❋▲❁❍❄❆❈ ✞✡☞ ✒☞�✟ ✕
■❍❋❈❍ ✒ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆

(ψv
i , ǫ

v
i )i

❈❆ ❄❁❙ ❯❋❆ ✖ ❏❁ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❇ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ▼ ✍▲✓❇❁❅❍❃❋❈




❭❆❈
(ψv

i , ǫ
v
i )i

❈❃❋❅ ❏❆❈
Nv

❂❏❇❈ ❂ ❆❅❍❅❆❈ ❈❃❏❇❅❍❃❋❈ ▼❆
∀ 1 ≤ i ≤ Nv, −1

2
△ψv

i +
(
Vnuc + Vex

)
ψv

i + K(Ψc).ψv
i + K(Ψv).ψv

i = ǫviψ
v
i ,

∀ 1 ≤ i, j ≤ Nv,
(
ψv

i , ψ
v
j

)
= δij ,

∀ 1 ≤ i ≤ Nv, ∀ 1 ≤ j ≤ Nc, (ψv
i , ψ

c
j) = 0,

❁❲❆◆
ǫv1 ≤ . . . ≤ ǫvi ≤ . . . ≤ ǫvNv

.

✠❏ ❈ ✍❁❑❍❅ ✓❇❁❈❍❙ ❆❋❅ ▼❆ ❏❁ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼ ✍❇❋ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ▼ ✍▲✓❇❁❅❍❃❋❈ ❀✘❊❬�☛ ❙❃▼▲❏❍❈❁❋❅
❇❋ ❁❅❃❙ ❆ ◆❃❋❈❅❍❅❇▲ ▼❆

Nv
▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ❆❅ ▼ ✍❇❋ ❋❃❨❁❇ ▼❃❋❅ ❏ ✍❁◆❅❍❃❋ ❈❇❄ ❏❆❈ ▲❏❆◆❅❄❃❋❈

❆❈❅ ▼❃❋❋▲❆ ❂❁❄ ❏ ✍❁▼▼❍❅❍❃❋ ▼❇ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ❆❘❅▲❄❍❆❇❄
Vex

❆❅ ▼❇ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ❅❃❅❁❏
V tot =

Vnuc + K(Ψc)
✓❇ ✍❃❋ ❋❆ ◆❃❋❋❁✏❅ ❂❁❈ ✞ ✟ ✠☎✠✠☎✕ ❫❆ ❂❏❇❈ ✒ ❍❏ ❄❆❈❅❆ ✖ ❈ ✍❁✤ ❄❁❋◆❴❍❄ ▼❆❈

◆❃❋❅❄❁❍❋❅❆❈
(2.1f)

❈❍ ❏ ✍❃❋ ❲❆❇❅ ❄❆❅❄❃❇❲❆❄ ❆❘❁◆❅❆❙ ❆❋❅ ❇❋ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ▼❆ ❅❨❂ ❆ ❀✘❊❬� ☛ ✕
✡❋ ❍❋❅❄❃▼❇❍❅ ❁❏❃❄❈ ❇❋ ❂❈❆❇▼❃❬❂ ❃❅❆❋❅❍❆❏

V ps ❆❅ ❃❋ ❁❂❂❄❃◆❴❆ ❏❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆
(P)

✖
N =

Nc +Nv

▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ❂❁❄ ❏❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆
(Pps)

✖
Nv

▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ▼▲✔❋❍ ❂❁❄

(Pps)

∥∥∥∥∥∥∥

❭❆❈
(φps

i , ǫ
ps
i )i

❈❃❋❅ ❏❆❈
Nv

❂❏❇❈ ❂ ❆❅❍❅❆❈ ❈❃❏❇❅❍❃❋❈ ▼❆
∀ 1 ≤ i ≤ Nv, −1

2
△φps

i +
(
Vnuc + Vex

)
φps

i + V psφps
i + K(Φps).φps

i = ǫps
i φ

ps
i ,

∀ 1 ≤ i, j ≤ Nv,
(
φps

i , φ
ps
j

)
= δij.

❭❁ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆
(Pps)

❆❈❅ ❙❃❍❋❈ ◆❃✁❅❆❇❈❆ ✓❇❆ ❏❁ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆
(P)

❂❁❄◆❆ ✓❇❆
Nv < N❆❅ ❈❇❄❅❃❇❅ ❂❁❄◆❆ ✓❇❆ ✒ ❏❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈

φps
i

✒ ❋❃❇❈ ❏❆ ❲❆❄❄❃❋❈ ❂❏❇❈ ❏❃❍❋ ✒ ❈❃❋❅ ❂❏❇❈
❄▲❑❇❏❍❯❄❆❈ ✓❇❆ ❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈

ψv
i

❆❅ ❂ ❆❇❲❆❋❅ ▼❃❋◆ ✢❅❄❆ ▼▲❲❆❏❃❂❂ ▲❆❈ ❈❇❄ ❇❋❆ ✌❁❈❆ ▼ ✍❃❋▼❆❈
❂❏❁❋❆❈ ▼❆ ❂❏❇❈ ❂ ❆❅❍❅❆ ❅❁❍❏❏❆ ✕ ❚❃❙❙❆ ❃❋ ❋❆ ❈ ✍❍❋❅▲❄❆❈❈❆ ▼ ✍❇❋ ❂❃❍❋❅ ▼❆ ❲❇❆ ❂❴❨❈❍◆❃❬
◆❴❍❙ ❍✓❇❆ ✓❇ ✍❁❇❘ ▲❋❆❄❑❍❆❈ ❙ ❃❋❃▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆❈ ❆❅ ✖ ❏ ✍❆❘❂❄❆❈❈❍❃❋ ▼❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ▼❆ ❲❁❏❆❋◆❆
✆✞ ✡✆☞ ✠✠✠ ✡✆ ✄✞ ✠✂✤ ☎✠✞✠ ✡✍ ✓✄✍✠ ✏◆❁❄ ◆ ✍❆❈❅ ❏✖ ✓❇❆ ❈❆ ❙ ❁❋❍P❆❈❅❆❋❅ ❏❆❈ ❂❴▲❋❃❙ ❯❋❆❈
◆❴❍❙ ❍✓❇❆❈ ◆❃❙❙❆ ❏❁ ◆❄▲❁❅❍❃❋ ▼❆ ❏❍❁❍❈❃❋ ✑ ✒ ❃❋ ◆❴❆❄◆❴❆❄❁

V ps ▼❆ ❈❃❄❅❆ ✓❇❆

∀ 1 ≤ i ≤ Nv, ∀ x /∈ Sc φps
i (x) = ψv

i (x),
✏� ✕✧✑

∀ 1 ≤ i ≤ Nv, ǫps
i = ǫvi .

✏� ✕★✑
❫❆ ❂❏❇❈ ✒ ❈❍ ❂ ❃❈❈❍✌ ❏❆ ✒ ❃❋ ◆❴❆❄◆❴❆❄❁ ✖ ❃✌❅❆❋❍❄ ▼❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈

φps
i

✓❇ ✍❃❋ ❂❇❍❈❈❆
◆❃❄❄❆◆❅❆❙ ❆❋❅ ❄❆❂❄▲❈❆❋❅❆❄ ▼❁❋❈ Sc ❂❁❄ ▼❆❈ ✌❁❈❆❈ ▼ ✍❃❋▼❆❈ ❂❏❁❋❆❈ ▼❆ ❂ ❆❅❍❅❆ ❅❁❍❏❏❆ ❁✔❋
▼❆ ▼❍❙ ❍❋❇❆❄ ❏❆ ◆❃✁❅ ▼❆ ❏❁ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆

(Pps)
✕
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❭❁ ◆❃❋❈❅❄❇◆❅❍❃❋ ▼ ✍❇❋ ❂❈❆❇▼❃❬❂ ❃❅❆❋❅❍❆❏
V ps ❋▲◆❆❈❈❍❅❆ ✞ ✟ ✠☎✠✠☎ ❏❁ ◆❃❋❋❁❍❈❈❁❋◆❆

▼❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ❆❘❁◆❅❆❈
ψi

▼❁❋❈ ❏❆ ◆✔❇❄ Sc ▼❆ ❏ ✍❁❅❃❙❆ ✒ ✓❇ ✍❃❋ ❲❆❇❅ ▲❲ ❍❅❆❄ ▼❆ ◆❁❏◆❇❏❆❄ ✕ ✠❏
❈❆❙✌ ❏❆ ▼❃❋◆ ❋❁❅❇❄❆❏ ✒ ✖ ❏❁ ❲❇❆ ▼❆❈ ❂❄❃❂❄❍▲❅▲❈ ✏� ✕✡✑❬ ✏� ✕☞✑ ✒ ▼❆ ❂❃❈❆❄

V ps = V ps
r

✏� ✕☞✑
❃✌ ❏❆ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏

V ps
r

❆❈❅ ❇❋ ❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ❍❋❅❄❃▼❇❍❅ ▼❆ ❏❁ ❙ ✢❙❆ ❙❁❋❍❯❄❆ ✓❇❆ ❏❆
❂❃❅❆❋❅❍❆❏

V ps ◆❍❬▼❆❈❈❇❈ ❙ ❁❍❈ ❂ ❃❇❄ ❏❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ▼❆ ❄▲P▲❄❆❋◆❆
(Pr)

▼▲✔❋❍ ❆❋ ✏� ✕�✑ ❆❅
✓❇ ✍❃❋ ❄▲❈❃❇▼❄❁ ❇❋❆ P❃❍❈ ❂ ❃❇❄ ❅❃❇❅❆❈ ✕ ✡❋ P❁❍❅ ◆❃❄❄❆❈❂❃❋▼❄❆ ✖

(Pr)
❏❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆

(Pps
r )▼▲✔❋❍ ❂❁❄

(Pps
r )

∥∥∥∥∥∥∥

❭❆❈
(φr,ps

i , ǫr,ps
i )i

❈❃❋❅ ❏❆❈
Nv

❂❏❇❈ ❂ ❆❅❍❅❆❈ ❈❃❏❇❅❍❃❋❈ ▼❆
∀ 1 ≤ i ≤ Nv, −1

2
△φr,ps

i + Vnucφ
r,ps
i + V ps

r φr,ps
i + K(Φps

r ).φr,ps
i = ǫr,ps

i φr,ps
i ,

∀ 1 ≤ i, j ≤ Nv,
(
φr,ps

i , φr,ps
j

)
= δij,❁❲❆◆

ǫr,ps
1 ≤ . . . ≤ ǫr,ps

j ≤ . . . ≤ ǫr,ps
Nv
,❅❆❏ ✓❇❆

∀ 1 ≤ i ≤ Nv, ∀ x /∈ Sc, φr,ps
i (x) = ψr,v

i (x),
✏� ✕✌✑

∀ 1 ≤ i ≤ Nv, ǫr,ps
i = ǫr,vi ,

✏� ✕�✍✑
❁❲❆◆ ▼❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈

φr,ps
i

✓❇ ✍❃❋ ❂❇❍❈❈❆ ◆❃❄❄❆◆❅❆❙ ❆❋❅ ❄❆❂❄▲❈❆❋❅❆❄ ▼❁❋❈ Sc ❂❁❄
▼❆❈ ✌❁❈❆❈ ▼ ✍❃❋▼❆❈ ❂❏❁❋❆❈ ▼❆ ❂ ❆❅❍❅❆ ❅❁❍❏❏❆ ✕

✡❋ ❁ ▼❃❋◆ ❄❁❙❆❋▲ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❇ ❂❈❆❇▼❃❬❂ ❃❅❆❋❅❍❆❏
V ps ❁❇ ◆❁❏◆❇❏ ▼ ✍❇❋ ❂❈❆❇▼❃❬

❂❃❅❆❋❅❍❆❏
V ps

r

❁▼❁❂❅▲ ✖ ❇❋ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ▼❆ ❄▲P▲❄❆❋◆❆ ✒ ◆❁❏◆❇❏▲ ❇❋❆ P❃❍❈ ❂❃❇❄ ❅❃❇❅❆❈ ✕ ✡❋ ❂❄❃❬
❂❃❈❆ ▼❆ ▼▲◆❄❍❄❆ ❈❃❙❙❁❍❄❆❙ ❆❋❅ ❏❆❈ ❂❄❍❋◆❍❂ ❆❈ ▼❆ ◆❃❋❈❅❄❇◆❅❍❃❋ ▼❆ ◆❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏❈
V ps

r

▼❁❋❈ ❏❁ ❈❆◆❅❍❃❋ � ✕� ✕ ❫❁❋❈ ❇❋ ▼❆❇❘ ❍❯❙ ❆ ❅❆❙❂❈ ✒ ❃❋ ❈ ✍❍❋❅❆❄❄❃❑❆❄❁ ❈❇❄ ❏❁ ❲❁❏❍▼ ❍❅▲ ✒
❁❇ ❈❆❋❈ ▼❆❈ ❂❄❃❂❄❍▲❅▲❈ ✏� ✕✧❬� ✕★✑ ✒ ▼❇ ◆❴❃❍❘ ✏� ✕☞✑ ✕
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✡❋ ❁❂❂ ❆❏❏❆

(2.1f r)
❏ ✍❁❋❁❏❃❑❇❆ ▼❆ ❏❁ ◆❃❋▼❍❅❍❃❋

(2.1f)
❂❃❇❄ ❏❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆

(Pr)
✒

❈❃❍❅

∀ 1 ≤ i ≤ Nv, ∀ 1 ≤ j ≤ Nc,
(
ψr,v

i , ψr,c
j

)
= 0. (2.1f r)

❚❆❅❅❆ ◆❃❋▼❍❅❍❃❋ ❂❆❄❙ ❆❅ ▼❆ ❋❆ ❂❁❈ ❄❆❅❃❙✌ ❆❄ ❈❇❄ ❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
ψr,c

i

❏❃❄❈✓❇ ✍❃❋ ❄▲❈❃❇❅
(Pps

r )
❁❲❆◆

V ps
r = K(Ψc

r)
✕ ☛ ✍❁✤ ❄❁❋◆❴❍❄ ▼❆

(2.1f r)
❋▲◆❆❈❈❍❅❆ ▼❆ ❂ ❆❄❅❇❄✌ ❆❄ ❏❆ ◆❴❃❍❘ ▼❆

V ps
r

▼❆ P❁●❃❋ ✖ P❁❍❄❆ ◆❃☎❋◆❍▼❆❄ ▼❆❈ ◆❃❇❂❏❆❈
(φr,ps

i , ǫr,ps
i )

✒ ❲▲❄❍✔❁❋❅ ✏� ✕✌✑ ❆❅ ✏� ✕�✍✑ ✒ ❁❲❆◆
❏❆❈ ❂❏❇❈ ✌❁❈ ❋❍❲❆❁❇❘ ▼❇ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ −1

2
△ + Vnuc + V ps

r + K(Φps
r )

✕
❭❁ ❂❄❆❙ ❍❯❄❆ ❁❂❂❄❃ ◆❴❆ ✒ ✖ ❏❁ ✌❁❈❆ ▼❆❈ ✎ ✠✟✆✞✟☎✆✄✠ ✑ ✠✡✌✄✆✠ ✞�✍✟ ✒ ◆❃❋❈❍❈❅❆ ✖ ❄❆❙❃❋❅❆❄ ❈❇P❬
✔ ❈❁❙❙❆❋❅ ❏❆❈ ❋❍❲❆❁❇❘ ▼ ✍▲❋❆❄❑❍❆ ❁❈❈❃◆❍▲❈ ❁❇❘ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈

ψr,c
i

✕ ❭❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
φr,ps

i❈❃❏❇❅❍❃❋❈ ▼❆
(Pps

r )
❈ ✍❍▼❆❋❅❍✔❆❋❅ ❁❇❘ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈

ψr,v
i

❈❇❄ ❅❃❇❅
IR3 ✕ ❭❁ ❄❆❏❁❅❍❃❋

(2.1f r)
✒

❲▲❄❍✔▲❆ ❂❁❄ ❏❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
φr,ps

i

✒ ❋ ✍❆❈❅ ❂❏❇❈ ❋▲◆❆❈❈❁❍❄❆ ✕



✁ �✁ � ✝✝� ✂✂ ✄☎✁✆✝� �✂✟✂✆✄✝✝� ✆✝ �✁✟�✄✆ ✞�✄☎✁✟ �✌

❫❁❋❈ ❏❁ ❈❆◆❃❋▼❆ ❁❂❂❄❃ ◆❴❆ ✒ ✖ ❏❁ ✌❁❈❆ ▼❆❈ ☎✙ ✆✓✟☎✒✆ ✦✠✠✆ ✎ ✠✟✆✞✟☎✞✄✠ ✞☛✧✟ ✒ ❃❋
❂❆❄❅❇❄✌ ❆ ❏❆ ❂ ❃❅❆❋❅❍❆❏ ▼ ✍❇❋❆ P❁●❃❋ ❅❆❏❏❆ ✓❇❆ ❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈

ψr
i

❋❆ ❈❃❍❆❋❅ ❂❏❇❈ ▼❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈
❂❄❃❂❄❆❈ ▼❆ ❏ ✍❃❂▲❄❁❅❆❇❄ −1

2
△+ Vnuc + V ps

r + K(Ψv
r)

✕ ✡❋ ◆❴❆❄◆❴❆ ❆❋ ❆✤❆❅ ▼❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬
❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈

φr,ps
i

❈❃❏❇❅❍❃❋❈ ▼❆
(Pps

r )
✓❇❍ ✒ ▼ ✍❇❋❆ ❂❁❄❅ ❈ ✍❍▼❆❋❅❍✔❆❋❅ ❁❇❘ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈

ψr,v
i

❴❃❄❈
▼❆ Sc ✒ ❆❅ ▼ ✍❁❇❅❄❆ ❂❁❄❅ ✒ ❃❈◆❍❏❏❆❋❅ ✌ ❆❁❇◆❃❇❂ ❙❃❍❋❈ ▼❁❋❈ Sc ✓❇❆ ❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈

ψr,v
i

✕ ❭❆❈
❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈

φr,ps
i

❋❆ ◆❃☎❋◆❍▼❆❋❅ ❂❏❇❈ ▼❁❋❈ Sc ❁❲❆◆ ❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
ψr,v

i

✕ ■❍❋❈❍ ✒ ❏❁
❄❆❏❁❅❍❃❋

(2.1f r)
✒ ❋❃❋ ❲▲❄❍✔▲❆ ❂❁❄ ❏❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈

φr,ps
i

✒ ❋ ✍❁ ❂❏❇❈ ✖ ✢❅❄❆ ❂❄❍❈❆ ❆❋
◆❃❙❂❅❆ ✕

☛❇❍❅❆ ✖ ❏ ✍❁❂❂❄❃❘ ❍❙ ❁❅❍❃❋ ▼❆❈ ◆✔❇❄❈ ❑❆❏▲❈ ✒ ❍❏ ❆❈❅ ❋❁❅❇❄❆❏ ▼❆ ❂ ❆❋❈❆❄ ✓❇❆ ❏ ✍❁◆❅❍❃❋
▼❇ ❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏

V ps
r

❈❇❄ ❏❁ ❂❁❄❅❍❆ ▼❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
ψv

i

❈❍❅❇▲❆ ▼❁❋❈ Sc ❈ ✍❍▼❆❋❅❍✔❆ ✖
❈❃❋ ❁◆❅❍❃❋ ❈❇❄ ❏❁ ❂❁❄❅❍❆ ▼❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈

ψr,v
i

❈❍❅❇▲❆ ▼❁❋❈ Sc ✕ ■❍❋❈❍ ✒ ❆❋ ❂❄❁❅❍✓❇❆ ✒ ❃❋
❋▲❑❏❍❑❆ ❆❋❈❇❍❅❆ ❏❁ ◆❃❋▼❍❅❍❃❋

(2.1f)
❏❃❄❈ ▼❇ ◆❁❏◆❇❏ ❈❇❄ ❏❆ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ ▼❁❋❈ ❈❃❋

❆❋❈❆❙✌ ❏❆ ❁❲❆◆ ❏❆ ❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏
V ps ✕ ❵❍❆❋ ❈✁❄ ✒ ❇❋❆ ❅❆❏❏❆ ▼▲❙ ❁❄◆❴❆ ❄❆❈❅❆ ✖ ▲◆❏❁❍❄◆❍❄

▼ ✍❇❋ ❂❃❍❋❅ ▼❆ ❲❇❆ ❙❁❅❴▲❙❁❅❍✓❇❆ ✕

✎ ✍✎ ✍✌ ✂✦✒ ✁✘✖✦✙✖✑✦✣✒ � ✘✚✤✣✦✒
❭❆❈ ✣❃❅❆❋❅❍❆❏❈ ❳❃▼❯❏❆❈ ❃❋❅ ▲❅▲ ❍❋❅❄❃▼❇❍❅❈ ❂ ❃❇❄ ▼❆❈ ❙❃▼❯❏❆❈ ▼❆ ✘❁❄❅❄❆❆❬❊❃◆✩

❆❅ ❈❃❋❅ ▼❃❋◆ ❅❄❯❈ ❄▲❂❁❋▼❇❈ ▼❁❋❈ ❏❆ ▼❃❙ ❁❍❋❆ ▼❆ ❏❁ ◆❴❍❙ ❍❆ ❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ ✕ ❭❆❇❄ ❂❄❍❋◆❍❂ ❆
❆❈❅ P❁◆❍❏❆❙ ❆❋❅ ❁❂❂❏❍◆❁✌ ❏❆ ✖ ▼❆❈ ❙ ❃▼❯❏❆❈ ▼❆ �❃❴❋❬☛❴❁❙ ❂❏❇❈ ◆❃❙❙❇❋❈ ❆❋ ❂❴❨❈❍✓❇❆
▼❇ ❈❃❏❍▼❆ ✕

❫❁❋❈ ❇❋ ❂❄❆❙ ❍❆❄ ❅❆❙❂❈ ✒ ❃❋ ❁❂❂❄❃◆❴❆ K(Ψc
r)

❂❁❄ ❇❋ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ❏❃ ◆❁❏
V pm

r

▼❆ ❏❁
P❃❄❙ ❆ ❈❇❍❲❁❋❅❆

V pm
r =

Nc

r
−

na∑

j=1

Aj
e−αjr2

r
.

◗❋❈❇❍❅❆ ✒ ❃❋ ❄❁✛ ❃❇❅❆ ✖ ❏ ✍❃❂▲❄❁❅❆❇❄
Vnuc + V pm

r

❇❋ ❅❆❄❙ ❆ ❈❇❂❂❏▲❙ ❆❋❅❁❍❄❆
V add

r

▼▲✔❋❍
❂❁❄

V add
r =

Nc∑

i=1

ǫ|ψr,c
i 〉〈ψr,c

i |,
❁❲❆◆

ǫ
❅❆❏ ✓❇❆

ǫ+ ǫr,c1 ≫ ǫr,vNv
.

▼❆ ❙❁❋❍❯❄❆ ✖ ❄❆❙ ❃❋❅❆❄ ❈❇✪ ❈❁❙❙❆❋❅ ❏❆❈ ❋❍❲❆❁❇❘ ▼ ✍▲❋❆❄❑❍❆
ǫr,ci

✒ ❆❅ ▼❃❋◆ ✒ ▼❆ ❈ ✍❁✤ ❄❁❋◆❴❍❄
▼❆

(2.1f r)
✕ ❭❆❈ ❂❁❄❁❙❯❅❄❆❈

(Aj, αj)j=1,na

❆❅
na

❈❃❋❅ ❁✛❇❈❅▲❈ ▼❆ P❁●❃❋ ✖ ❄❆❅❄❃❇❲❆❄ ❏❆❈
❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈

ψr,v
i

❆❅ ❏❆❈ ❋❍❲❆❁❇❘
ǫr,vi

❏❃❄❈ ▼❆ ❏❁ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆
(Pps

r )
❁❲❆◆

V ps
r = V pm

r + V add
r .

✣❁❄ ◆❃❋❈❅❄❇◆❅❍❃❋ ✒ ❏❆❈ ❄❆❏❁❅❍❃❋❈
(11)

❆❅
(12)

❈❃❋❅ ❲▲❄❍✔▲❆❈ ❂❇❍❈✓❇❆ ❏❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
φr,ps

i

❈ ✍❍▼❆❋❅❍✔❆❋❅ ❁❇❘ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
ψr,v

i

❂❁❄❅❃❇❅ ✕ ◗❋ ❃❇❅❄❆ ✒ ◆❃❙❙❆ ❃❋ ❁✛❇❈❅❆ ❏❆❈ ❂❁❄❁❬
❙ ❯❅❄❆❈ ✖ ❂❁❄❅❍❄ ▼❆ ❈❃❏❇❅❍❃❋❈ ❍❈❈❇❆❈ ▼❆ ❏❁ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆

(Pps
r )

✒ ◆❆❅❅❆ ❂❄❃ ◆▲▼❇❄❆ ❆❈❅
◆❃❋❈❍❈❅❁❋❅❆ ❁❲❆◆ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆ ❄▲P▲❄❆❋◆❆ ✕



✡✍ �✁✂✄ ☎ ✆✝✞ ✁ ✠ � ✗✁ ✂ ✁✗✏✎✍✄✂ ✍☞✗☛ ☞✒✗✖✁

✎ ✍✎ ✍✎ �✄✦✓✖✑✁✦ ☎✘✔✦ ✁✘✖✦✙✖✑✗✣✒
❭❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈

φr,ps
i

✒ ◆❁❏◆❇❏▲❆❈ ❂❁❄ ❏❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ✖ ✌❁❈❆ ▼❆ ✣❃❅❆❋❅❍❆❏❈ ❳❃❬
▼❯❏❆❈ ✒ ❑❁❄▼❆❋❅ ❏❆ ◆❁❄❁◆❅❯❄❆ ❃❈◆❍❏❏❁❋❅ ▼❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈

ψr,v
i

▼❁❋❈ Sc ✒ ◆❆ ✓❇❍ ✒ ❃❋ ❏❆ ❄❁❂❂❆❏❏❆ ✒
❆❋❅❄❁✏❋❆ ❇❋ ◆❃✁❅ ❋❇❙▲❄❍✓❇❆ ❍❙❂❃❄❅❁❋❅ ❍❋❇❅❍❏❆ ✕ ✡❋ ❈❆ ❂❄❃❂❃❈❆ ▼❃❋◆ ▼❆ ◆❃❋❈❅❄❇❍❄❆ ❇❋
❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏

V ps
r

▼❆ P❁●❃❋ ✖ ◆❆ ✓❇❆ ❏❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
φr,ps

i

❈❃❏❇❅❍❃❋❈ ▼❆
(Pps

r )❃❈◆❍❏❏❆❋❅ ❏❆ ❙ ❃❍❋❈ ❂❃❈❈❍✌ ❏❆ ▼❁❋❈ Sc ✒ ❆❅ ◆❃☎❋◆❍▼❆❋❅ ❁❲❆◆ ❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
ψr,v

i

❈❆❇❏❆❙ ❆❋❅ ❆❋
▼❆❴❃❄❈ ▼❆ Sc ✞☛✧✟ ✕

✎ ✧✎ ✧✎ ✧✄ ★✝✑☎ ☛ ✠✁✆✁✑✒ ✡☛
❭❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆

(Pr)
❆❈❅ ❁❈❈❃◆❍▲ ✖ ❇❋ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ✖ ❈❨❙ ▲❅❄❍❆ ❈❂❴▲❄❍✓❇❆ ✕ ❚ ✍❆❈❅ ❂❃❇❄❬

✓❇❃❍ ✒ ❃❋ ◆❴❆❄◆❴❆ ❆❋ ❂❄❁❅❍✓❇❆
V ps

r

❈❃❇❈ ❏❁ P❃❄❙ ❆ ▼❆ ❏ ✍❃❂ ▲❄❁❅❆❇❄ ▼❆ ❋❃❨❁❇

V ps
r (r, r′) = Vloc

(
|r|
)
δ(r − r′)

+

lmax∑

l=0

l∑

m=−l

∣∣Ym
l

〉(
Vl(
∣∣r|
)
− Vloc

(
|r|
))
δ
(
|r| − |r′|

)〈
Ym

l

∣∣,
✏� ✕��✑

❭ ✍❆❋❅❍❆❄
lmax

❆❈❅ ❑▲❋▲❄❁❏❆❙ ❆❋❅ ▲❑❁❏ ✖
l0 +1

❃✌
l0

❆❈❅ ❏❆ ❋❃❙✌❄❆ ◆❍❋▲❅❍✓❇❆ ❏❆ ❂❏❇❈ ▲❏❆❲▲
❁❅❅❆❍❋❅ ❂❁❄ ❇❋ ▲❏❆◆❅❄❃❋ ▼❆ ❲❁❏❆❋◆❆ ▼❆ ❏ ✍❁❅❃❙❆ ✕ ❭❁ P❃❄❙ ❆ ✏� ✕��✑ ❈❆ ✛❇❈❅❍✔❆ ❏❃❄❈✓❇ ✍❃❋
◆❃❋❈❍▼❯❄❆ ▼❆❈ ▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ▼❆ ❲❁❏❆❋◆❆ ❁❂❂❁❄❅❆❋❁❋❅ ✖ ❇❋❆ ❙ ✢❙❆ ◆❃❇◆❴❆ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆
✞☛✧✟ ✕ ❫❁❋❈ ❏❆ ◆❁❈ ◆❃❋❅❄❁❍❄❆ ✒ ❃❋ ▼▲❲❆❏❃❂❂ ❆ ▼❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ❂❏❇❈ ◆❃❙❂❏❆❘❆❈ ✏❪❁❋▼❆❄✌ ❍❏❅
❂❁❄ ❆❘❆❙❂❏❆✑ ▼❆ ❙ ❍❈❆ ❆❋ ✔❇❲❄❆ ❅❄❯❈ ▼❍✪ ◆❍❏❆ ✞�✍�✟ ✕ ❚ ✍❆❈❅ ❂❃❇❄✓❇❃❍ ✒ ❍❏ ❆❈❅ ◆❃❇❄❁❋❅ ✒
❋❃❅❁❙❙❆❋❅ ❆❋ ◆❴❍❙ ❍❆ ❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ ✒ ▼❆ ❑❁❄▼❆❄ ❏❁ P❃❄❙ ❆

(13)
✒ ✓❇❍ ◆❃❋▼❇❍❅ ◆❆❂ ❆❋▼❁❋❅ ✖

▼❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
φr,ps

i

❂❏❇❈ ❃❈◆❍❏❏❁❋❅❆❈ ✕

✎ ✧✎ ✧✎ ✧✎ ✂ �✄✆ ✑✝✟✆✏ ✞☛ ✾✄☛ ✆✄☎✁✑ ✟✏✄☛
✡❋ ▼❍❈❅❍❋❑❇❆ ❅❄❃❍❈ ❁❂❂❄❃◆❴❆❈ ❂❃❇❄ ❏ ✍❃✌❅❆❋❅❍❃❋ ▼❆ ❂❈❆❇▼❃❬❂ ❃❅❆❋❅❍❆❏❈ ▼❆ ❅❨❂ ❆

ECP
✕
❭❁ ❂❄❆❙ ❍❯❄❆ ❁❂❂❄❃ ◆❴❆ ❄❆❂❃❈❆ ❈❇❄ ❇❋ ❂❁❄❁❙ ▲❅❄❁❑❆ ▼❆

V ps
r

✞�☞✟ ✕ ❭❆❈ ❂❁❄❁❙ ❯❬
❅❄❆❈ ❈❃❋❅ ❁✛❇❈❅▲❈ ▼❆ P❁●❃❋ ✖ ❄❆◆❃❇❲❄❆❄ ❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈

ψr,v
i

❴❃❄❈ ▼❆ Sc ❆❅ ❏❆❈ ❋❍❲❆❁❇❘
▼ ✍▲❋❆❄❑❍❆

ǫr,vi

❂❁❄ ❏❁ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆
(Pps

r )
✕ ❚❆❅❅❆ ❁❂❂❄❃◆❴❆ ❆❈❅ ▼❍✤▲❄❆❋❅❆ ▼❆ ❏ ✍❁❂❂❄❃◆❴❆

▼❆❈ ✣❃❅❆❋❅❍❆❏❈ ❳❃▼❯❏❆❈ ❃✌ ❃❋ ◆❁❏❆ ❏❆ ❂❈❆❇▼❃❬❂ ❃❅❆❋❅❍❆❏
V ps

r

▼❆ P❁●❃❋ ✖ ❄❆◆❃❇❲❄❆❄ ❏❆❈
❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ❂❁❄❅❃❇❅ ✕ ✡❋ ❑❁❄▼❆ ❅❃❇❅❆P❃❍❈ ❏❁ ◆❃❋❈❍❈❅❁❋◆❆ ❁❲❆◆ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆ ❄▲P▲❄❆❋◆❆ ✕

❭❁ ❈❆◆❃❋▼❆ ❁❂❂❄❃ ◆❴❆ ❄❆❂❃❈❆ ❈❇❄ ❇❋ ❂❁❄❁❙▲❅❄❁❑❆ ▼❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
φr,ps

i✞✧ � ✒ ★� ✒ ✌☞ ✒ �✍✍✟ ✕ ❭❆❈ ❂❁❄❁❙❯❅❄❆❈ ❈❃❋❅ ❁✛❇❈❅▲❈ ▼❆ P❁●❃❋ ✖ ❄❆◆❃❇❲❄❆❄ ❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
ψr,v

i❴❃❄❈ ▼❆ Sc ✒ ❆❅ ✒ ✖ ❙❍❋❍❙ ❍❈❆❄ ❏❁ ◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅▲ ❋❇❙▲❄❍✓❇❆ ▼❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
φr,ps

i

▼❁❋❈
Sc ✕ ◗❋❈❇❍❅❆ ✒ ❏❆ ❂❈❆❇▼❃❬❂ ❃❅❆❋❅❍❆❏

V ps
r

❆❈❅ ❃✌❅❆❋❇ ❆❋ ❍❋❲❆❄❈❁❋❅ ❏❆❈ ▲✓❇❁❅❍❃❋❈ ❄❁▼❍❁❏❆❈
▼❇ ❙❃▼❯❏❆ ✏❀✘❊ ✒ �☛✑ ✖ ❂❁❄❅❍❄ ▼❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈

φr,ps
i

◆❃❋❈❅❄❇❍❅❆❈ ❆❅ ▼❆❈ ❋❍❲❆❁❇❘
▼ ✍▲❋❆❄❑❍❆

ǫr,vi

✏❲❃❍❄ ◆❍❬▼❆❈❈❃❇❈✑ ✕ ✥❋❆ ❅❆❏❏❆ ❂❄❃◆▲▼❇❄❆ ❆❈❅ ❂❏❇❈ ❈❍❙ ❂❏❆ ✖ ❙❆❅❅❄❆ ❆❋ ✔❇❲❄❆
✓❇❆ ❏❁ ❂❄▲◆▲▼❆❋❅❆ ✕ ❚❆❂❆❋▼❁❋❅ ✒ ❃❋ ❋ ✍❆❈❅ ❁❇◆❇❋❆❙❆❋❅ ❁❈❈❇❄▲ ✓❇❆ ❏❆❈ ◆❃❇❂❏❆❈

(φr,ps
i , ǫr,vi )❈❃❋❅ ❈❃❏❇❅❍❃❋❈ ▼❆

(Pps
r )

✒ ✌ ❍❆❋ ✓❇ ✍❍❏❈ ❲▲❄❍✔❆❋❅ ❏❆❈ ▲✓❇❁❅❍❃❋❈ ▼❆
(Pps

r )
✕



✁ �✁ � ✝✝� ✂✂ ✄☎✁✆✝� �✂✟✂✆✄✝✝� ✆✝ �✁✟�✄✆ ✞�✄☎✁✟ ✡ �

❚❆❈ ▼❆❇❘ ❁❂❂❄❃◆❴❆❈ ❈❃❋❅ ✓❇❁❏❍✔▲❆❈ ✘☛❴❁❂❆ ❚❃❋❈❍❈❅❆❋❅✙ ◆❁❄ ❏❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
φr,ps

i

❈❃❋❅ P❃❄◆▲❆❈ ❋❇❙▲❄❍✓❇❆❙ ❆❋❅ ✖ ◆❃☎❋◆❍▼❆❄ ❁❲❆◆ ❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
ψr,v

i

❴❃❄❈ ▼❆ Sc ✕◗❋✔❋ ✒ ▼❆❈
ECP

▼❍❅❈ ✘◗❋❆❄❑❨ ❚❃❋❈❍❈❅❆❋❅✙ ❃❋❅ ▲❅▲ ▼▲❲❆❏❃❂❂▲❈ ▼❁❋❈ ❏❆ ▼❃❙❁❍❋❆
▼❆ ❏❁ ◆❴❍❙ ❍❆ ❙ ❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ ✞☛ �✟ ✕ ❭❁ P❃❄❙ ❆ ❂❁❄❁❙▲❅❄▲❆ ▼❇ ❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏

V ps
r

❆❈❅ ❁✛❇❈❬
❅▲❆ ▼❆ P❁●❃❋ ✖ ❄❆❅❄❃❇❲❆❄ ▼❆❈ ▼❍✤▲❄❆❋◆❆❈ ▼ ✍▲❋❆❄❑❍❆ ❅❃❅❁❏❆ ❆❋❅❄❆ ▼❍✤▲❄❆❋❅❆❈ ◆❃❋✔❑❇❄❁❬
❅❍❃❋❈ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆❈ ▼❆ ❏ ✍❁❅❃❙❆ ✕ ❭❆ ❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏

V ps
r

◆❃❋❈❅❄❇❍❅ ❂❁❄ ◆❆❅❅❆ ❁❂❂❄❃◆❴❆
◆❃❋▼❇❍❅ ✖ ▼❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ❅❄❯❈ ❈❍❙ ❍❏❁❍❄❆❈ ❁❇❘ ❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ❍❈❈❇❆❈ ▼❆❈

ECP✘☛❴❁❂❆ ❚❃❋❈❍❈❅❆❋❅✙ ✕
❭❆❈ ✣❃❅❆❋❅❍❆❏❈

ECP
✘☛❴❁❂❆ ❚❃❋❈❍❈❅❆❋❅✙ ❃❋❅ ▲❅▲ ▼▲❲❆❏❃❂❂▲❈ ❍❋▼▲❂ ❆❋▼❁❙❙❆❋❅

❂❃❇❄ ❏❆❈ ❙ ❃▼❯❏❆❈ ✘❁❄❅❄❆❆❬❊❃◆✩ ✞✡☛ ✒ ✧✡✟ ❆❅ ❏❆❈ ❙❃▼❯❏❆❈ ❫❊☞ ✞�☞ ✒ �✍�✟ ✕ ❭❆❈ ▼❆❇❘ ❅❆◆❴❬
❋❍✓❇❆❈ ▼❆ ◆❃❋❈❅❄❇◆❅❍❃❋ ❂❄▲❈❆❋❅▲❆❈ ❂ ❆❇❲❆❋❅ ❈ ✍❁❂❂❏❍✓❇❆❄ ❁❇❘ ❙❃▼❯❏❆❈ ✘❊ ❆❅ ❫❊☞ ✕ ❫❁❋❈
❏❁ ❂❄❁❅❍✓❇❆ ✒ ❂❃❇❄ ❇❋❆ ❙❃▼▲❏❍❈❁❅❍❃❋ ✘ ❁❄❅❄❆❆❬❊❃ ◆✩ ✒ ❏ ✍❁❂❂❄❃◆❴❆ ✌❁❈▲❆ ❈❇❄ ❇❋ ✔❅❅❁❑❆ ▼❆
V ps

r

❆❈❅ ❏❁ ❂❏❇❈ ❄▲❂❁❋▼❇❆ ✕ ✣❁❄ ◆❃❋❅❄❆ ✒ ❂❃❇❄ ❇❋❆ ❙❃▼▲❏❍❈❁❅❍❃❋ ❫❊☞ ✒ ❏ ✍❁❂❂❄❃◆❴❆ ✌❁❈▲❆
❈❇❄ ❏❆ ✔❅❅❁❑❆ ▼❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ❆❈❅ ❏❁ ❂❏❇❈ ❇❅❍❏❍❈▲❆ ✕

✎ ✧✎ ✧✎ ✧✓ �✁✂✄☎✁ ✂✓✡✁☎✒✏ ✟✏✄☛ ✞✒✆✂ ✡ �☛✕☛☎✑✡☛ ✞☛ ✡✒ ✠✁✆✁✑✒✏ ✟✝✆ ✞ �✄✆
ECP

� ✂✡✒✑☛ ✓✝✆✂✟✂✏☛✆✏✁ ✑✒✑ ✂✏✏✒✠☛ ✞✄ ✑✂☛✄✞✝✒✑✝✏☛✆✏ ✟☛✡
� (i)

✡❋ ◆❁❏◆❇❏❆ ❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
ψr

i

❁❲❆◆ ❂❄▲◆❍❈❍❃❋ ✒ ❈❇❄ ✌❁❈❆ ❑❄❁❋▼❆ ✒ ◆❃❙❙❆ ❏❆❈
❈❃❏❇❅❍❃❋❈ ▼❆

(Pr)
✕

� (ii)
✡❋ ◆❴❃❍❈❍❅ ❇❋❆ P❃❄❙ ❆ ❂❁❄❁❙▲❅❄▲❆ ❂❃❇❄

Vloc

❆❅
Vl

❂❃❇❄ ❅❃❇❅
0 ≤ l ≤ lmax

✕
� (iii)

✡❋ ❁✛❇❈❅❆ ❏❆❈ ❂❁❄❁❙❯❅❄❆❈ ❍❋❅❄❃▼❇❍❅❈ ▼❆ P❁●❃❋ ✖ ◆❆ ✓❇❆ ❏❆❈ ❈❃❏❇❅❍❃❋❈
(φr,ps

i , ǫr,ps
i )▼❇ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆

(Pps
r )

❁❲❆◆
V ps

r

(
|r|, |r′|

)
= Vloc

(
|r|
)
δ(r − r′)

+
lmax∑

l=0

l∑

m=−l

∣∣Ym
l

〉(
Vl

(
|r|
)
− Vloc

(
|r|
))
δ
(
|r| − |r′|

)〈
Ym

l

∣∣.
❲▲❄❍✔❆❋❅





φr,ps
i = ψr,v

i

✖ ❏ ✍❆❘❅▲❄❍❆❇❄ ▼❇ ◆✔❇❄
,

φr,ps
i

❁ ❂ ❆❇ ▼ ✍❃❈◆❍❏❏❁❅❍❃❋❈ ▼❁❋❈ ❏❆ ◆✔❇❄
,

ǫr,ps
i = ǫr,vi .

❭❆ ▼▲❅❁❍❏ ▼❆ ❏❁ ❂❄❁❅❍✓❇❆ ▼❆ ◆❆❅❅❆ ▲❅❁❂ ❆
(iii)

❄❆❈❅❆ ❇❋ ❂ ❆❇ ❙❨❈❅▲❄❍❆❇❘ ✕
� (iv)

✡❋ ❄▲❈❃❇❅
(Pps)

❁❲❆◆
V ps ❁❍❋❈❍ ▼▲✔❋❍ ✕

❀❁❂❂❆❏❃❋❈ ✓❇❆ ◆❆❅❅❆ ❂❄❃ ◆▲▼❇❄❆ ▼❆ ◆❃❋❈❅❄❇◆❅❍❃❋ ▼❆
V ps

r

❆❈❅ ◆❃❋❈❍❈❅❁❋❅❆ ❁❲❆◆ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏
▼❆ ❄▲P▲❄❆❋◆❆

(Pps
r )

◆❁❄ ❃❋ ❁✛❇❈❅❆ ❏❆❈ ❂❁❄❁❙ ❯❅❄❆❈ ✖ ❂❁❄❅❍❄ ▼❆❈ ❈❃❏❇❅❍❃❋❈ ▼❆
(Pps

r )
✕

✎ ✧✎ ✧✎ ✧☞ �✁✂✄☎✁ ✂✓✡✁☎✒✏ ✟✏✄☛ ✞✒✆✂ ✡ �☛✕☛☎✑✡☛ ✞☛ ✡✒ ✠✁✆✁✑✒✏ ✟✝✆ ✞ �✄✆
ECP

� ✂✡✒✑☛ ✓✝✆✂✟✂✏☛✆✏✁ ✑✒✑ ✂✏✏✒✠☛ ✞☛✂ ✑ ✂☛✄✞✝✒✝✑✎ ✟✏✒ ✡☛✂
� (i)

✡❋ ◆❁❏◆❇❏❆ ❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
ψr

i

❁❲❆◆ ❂❄▲◆❍❈❍❃❋ ✒ ❈❇❄ ✌❁❈❆ ❑❄❁❋▼❆ ✒ ◆❃❙❙❆ ❏❆❈
❈❃❏❇❅❍❃❋❈ ▼❆

(Pr)
✕



✡� �✁✂✄ ☎ ✆✝✞ ✁ ✠ � ✗✁ ✂ ✁✗✏✎✍✄✂ ✍☞✗☛ ☞✒✗✖✁

� (ii)
✡❋ ❈❆ ▼❃❋❋❆ ❇❋❆ ✌❁❈❆ ❂ ❆❅❍❅❆ ✒ ❃❋ ◆❴❆❄◆❴❆ ✏❂❁❄ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ▼❆❈ ❙ ❃❍❋▼❄❆❈ ◆❁❄❄▲❈✑

▼❆❈
φr,ps

i

❈❇❄ ◆❆❅❅❆ ❂ ❆❅❍❅❆ ✌❁❈❆ ✓❇❍ ❁❂❂❄❃ ◆❴❆❋❅ ❁❇ ❙ ❍❆❇❘
{
ψr,v

i

✖ ❏ ✍❆❘❅▲❄❍❆❇❄ ▼❇ ◆✔❇❄
,

φr,ps
i

❁ ❂❆❇ ▼ ✍❃❈◆❍❏❏❁❅❍❃❋❈ ▼❁❋❈ ❏❆ ◆✔❇❄
.

� (iii)
✡❋ ❍❋❲❆❄❈❆ ❏❆❈ ▲✓❇❁❅❍❃❋❈ ❄❁▼❍❁❏❆❈ ▼❇ ❙❃▼❯❏❆ ❁▼❃❂❅▲ ❂❃❇❄ ❅❄❃❇❲❆❄

V ps
r

✒
◆ ✍❆❈❅❬✖❬▼ ❍❄❆ ✏▼❁❋❈ ❇❋ ◆❁❈ ❈❍❙❂❏❆✑
� (a)

❂❃❇❄ ◆❴❁✓❇❆
l
✒ ❃❋ ❋❃❅❆

i(l)
❏ ✍❃❄✌ ❍❅❁❏❆ ▼❆ ❲❁❏❆❋◆❆ ▼❆ ❋❃❙✌❄❆ ◆❍❋▲❅❍✓❇❆

l
✒

❆❅ ▼❆ ❋❃❙✌❄❆ ✓❇❁❋❅❍✓❇❆
n

❏❆ ❂ ❏❇❈ ▲❏❆❲▲ ✕
� (b)

✡❋ ❂❃❈❆ ✒ ❂❃❇❄ ❅❃❇❅
0 ≤ l ≤ lmax

✒

Vl

(
|r|
)

=
ǫr,vi(l)φ

r,ps
i(l) + 1

2
△φr,ps

i(l) − Vnucφ
r,ps
i(l) −K(Φps

r ).φr,ps
i(l)

φr,ps
i(l)

,

❃✌ K ❂ ❆❇❅ ❍❋▼❍✤ ▲❄❆❙❙❆❋❅ ▼▲❈❍❑❋❆❄ KKS ❃❇ KRHF ✕ ❭❆ ❙❆❙✌❄❆ ▼❆ ▼❄❃❍❅❆ ❆❈❅
✌ ❍❆❋ ❇❋❆ P❃❋◆❅❍❃❋ ▼❆ |r| ✏❆❅ ❋❃❋ ▼❆

r
✑ ◆❁❄ ❃❋ ◆❃❋❈❍▼❯❄❆ ❈❆❇❏❆❙ ❆❋❅ ❏❁ ❂❁❄❅❍❆

❄❁▼❍❁❏❆ ▼❆ ❏❁ ❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆
φr,v

i(l)

▼❁❋❈ ❏❁ P❃❄❙❇❏❆ ▼❃❋❋❁❋❅
Vl

(
|r|
)✕

� (c)
✡❋ ❂❃❈❆

Vloc = Vlmax
.

� (d)
✡❋ ◆❃❋❈❅❄❇❍❅

V ps
r

(
|r|, |r′|

)
= Vloc

(
|r|
)
δ(r − r′)

+
lmax∑

l=0

l∑

m=−l

∣∣Ym
l

〉(
Vl

(
|r|
)
− Vloc

(
|r|
))
δ
(
|r| − |r′|

)〈
Ym

l

∣∣.
■❇ ❙❆❙✌❄❆ ▼❆ ▼❄❃❍❅❆ ✒ ❏❆ ❂❄❆❙ ❍❆❄ ❅❆❄❙ ❆ ❆❈❅ ❏❃ ◆❁❏ ✒ ❏❆ ❈❆◆❃❋▼ ❆❈❅ ❋❃❋ ❏❃◆❁❏ ✕

� (iv)
✡❋ ❄▲❈❃❇❅

(Pps)
❁❲❆◆

V ps ❁❍❋❈❍ ▼▲✔❋❍ ✕
❀❁❂❂❆❏❃❋❈ ✓❇❆ ◆❆❅❅❆ ❂❄❃◆▲▼❇❄❆ ▼❆ ◆❃❋❈❅❄❇◆❅❍❃❋ ▼❆

V ps
r

❋ ✍❆❈❅ ❂❁❈ ◆❃❋❈❍❈❅❁❋❅❆ ❁❲❆◆
❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆ ❄▲P▲❄❆❋◆❆

(Pps
r )

✒ ✌ ❍❆❋ ✓❇❆ ❏❆❈ ▲✓❇❁❅❍❃❋❈ ▼❆
(Pps

r )
❈❃❍❆❋❅ ❲▲❄❍✔▲❆❈ ❂❁❄

❏❆❈ ◆❃❇❂❏❆❈
(φr,ps

i , ǫr,vi )
✕ ◗❋ ❁❇◆❇❋ ◆❁❈ ✒ ❃❋ ❋❆ ❈❁❍❅ ❙❃❋❅❄❆❄ ✓❇❆

(φr,ps
i , ǫr,ps

i )
❈❃❋❅ ❏❆❈

❈❃❏❇❅❍❃❋❈ ▼❆
(Pps

r )
✕

✎ ✧✎ ✧✎ ✧☛ ✏✒ �✝✑☎ ☛ ✆✝✆ ✂✁✑✒✑✒✎ ✡☛ ✞☛ ✆ ✡☛✟✆☎✒✆✒✂✍ ✡✒✆✞☛✑
❭❁ ❂❁❄❅❍❆ ❈❆❙ ❍❬❏❃ ◆❁❏❆ ▼❇ ❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏

V ps
r

▼▲✔❋❍ ❆❋ ✏� ✕��✑ ❙❯❋❆ ❏❃❄❈ ▼❆ ❏❁
❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❇ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆

(Pps)
❁❂❄❯❈ ▼❍❈◆❄▲❅❍❈❁❅❍❃❋ ❈❇❄ ❇❋❆ ✌❁❈❆

(χµ)i=1,Nb

❁❇ ◆❁❏◆❇❏
▼❆

Nb(Nb + 1)/2
❍❋❅▲❑❄❁❏❆❈ ▼❆ ❏❁ P❃❄❙ ❆

∀ 1 ≤ µ ≤ ν ≤ Nb

∫

r

(∫

θ,ϕ

Ym
l χµ

)( ∫

θ,ϕ

Ym
l χν

)(
Vl − Vloc

)
(r) dr.

❚❆❅❅❆ ❲❃❍❆ ❆❙❂❄❇❋❅▲❆ ▼❁❋❈ ❇❋ ❂❄❆❙ ❍❆❄ ❅❆❙❂❈ ✞��✟ ❈❆ ❄▲❲❯❏❆ ❅❄❯❈ ◆❃✁❅❆❇❈❆ ✕ ■✔❋
▼❆ ❄▲▼❇❍❄❆ ❏❆ ◆❃✁❅ ▼❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆ ◆❆❈ ❍❋❅▲❑❄❁❏❆❈ ✒ � ❏❆❍❋❙ ❁❋❬❵❨❏❁❋▼❆❄ ❃❋❅ ❂❄❃❂ ❃❈▲ ▼❆



✁ �� � ✝✝ ✄✆✄☎✄✝✂✝✟ ✄ ✆✝� �✁�✄☛✂✝� ✂✁✝✂�✞✝✄☎✆✝� ✡✡

❅❄❁❋❈P❃❄❙ ❆❄ ❏❁ ❂❁❄❅❍❆ ❈❆❙ ❍❬❏❃ ◆❁❏❆ ▼❇ ❂❈❆❇▼❃❬❂ ❃❅❆❋❅❍❆❏
V ps

r

✞★☞✟ ❂❁❄
lmax∑

l=0

l∑

m=−l

∣∣φr,ps
lm (Vl − Vloc)

〉〈
φr,ps

lm

(
Vl − Vloc

)∣∣
〈
φr,ps

lm

∣∣Vl − Vloc

∣∣φr,ps
lm

〉

❃✌ ◆❴❁✓❇❆ P❃❋◆❅❍❃❋
φr,ps

lm

▼▲❈❍❑❋❆ ❏❁ P❃❋◆❅❍❃❋
φr,ps

i Ym
l

✒
φr,ps

i

◆❃❄❄❆❈❂❃❋▼❁❋❅ ❁❇❘ ❋❃❙✌❄❆❈
✓❇❁❋❅❍✓❇❆❈

l
❆❅
m

✕ ✡❋ ❆❈❅ ▼❃❋◆ ❄❁❙❆❋▲ ❁❇ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆
Nb

❍❋❅▲❑❄❁❏❆❈ ▼❆ ❏❁ P❃❄❙ ❆

∀ 1 ≤ µ ≤ Nb,

∫

IR3

φr,ps
lm (Vl − Vloc)χµ.

❭❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ❙ ❁✛ ❆❇❄ ▼ ✍❇❋❆ ❅❆❏❏❆ ❅❄❁❋❈P❃❄❙ ❁❅❍❃❋ ❄▲❈❍▼❆ ▼❁❋❈ ❏❁ ❋❃❋ ❏❃◆❁❏❍❅▲ ▼❇
❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ❑▲❋▲❄▲ ✕ ✡❋ ❃✌❈❆❄❲❆ ❏ ✍❁❂❂❁❄❍❅❍❃❋ ▼ ✍▲❅❁❅❈ ✒ ❁❂❂❆❏▲❈ ✤☞ ✠✠ ✟ ✠ ✟✞✟✆✠ ◆❃❄❬
❄❆❈❂❃❋▼❁❋❅ ✖ ▼❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈ ❂❄❃❂❄❆❈ ❋❃▼❁❏❆❈ ❁❈❈❃ ◆❍▲❆❈ ✖ ▼❆❈ ❲❁❏❆❇❄❈ ❂❄❃❂❄❆❈ ❍❋P▲❄❍❆❇❄❆❈
✖ ◆❆❏❏❆❈ ❁❈❈❃◆❍▲❆❈ ❁❇❘

φr,ps
i

✞☞✌✟ ✕ ■✔❋ ▼❆ ❈ ✍❁❈❈❇❄❆❄ ▼❆ ❏ ✍❁✌❈❆❋◆❆ ▼❆ ❅❆❏❈ ▲❅❁❅❈ ✒ ❏ ✍❁❏❅❆❄❬
❋❁❅❍❲❆ ❏❁ ❂❏❇❈ ❄▲❂❁❋▼❇❆ ◆❃❋❈❍❈❅❆ ✖ ◆❴❃❍❈❍❄ ❏❁ ❂❁❄❅❍❆ ❏❃ ◆❁❏❆

Vloc
▼❇ ❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏

❅❃❅❁❏ ▲❑❁❏❆ ✖ ❏ ✍❃❂ ▲❄❁❅❆❇❄ ❏❃ ◆❁❏
Vl

❁❈❈❃◆❍▲ ✖ ❏ ✍❃❄✌ ❍❅❁❏❆ ▼❆ ❙❃❙ ❆❋❅ ◆❍❋▲❅❍✓❇❆ ❏❆ ❂❏❇❈
▲❏❆❲▲ ✒ ❈❃❍❅

Vlmax

✞☛✧✟ ✕ ◗❋❈❇❍❅❆ ✒ ❃❋ ❁✛❇❈❅❆ ❏❆ ❄❁❨❃❋ ▼❆ ◆✔❇❄
rc

▼❆ ❙❁❋❍❯❄❆ ✖ ❲▲❄❍✔❆❄ ❏❁
❋❃❋❬❆❘ ❍❈❅❆❋◆❆ ▼ ✍▲❅❁❅❈ ✟ ✞✞✟�✁ ✆✠ ❂❁❄ ❇❋❆ ❂❄❃ ◆▲▼❇❄❆ ▼▲❲❆❏❃❂❂ ▲❆ ▼❁❋❈ ✞✧✍✟ ✕

✚ ✡✞ ✫✠ ☛✝✖✑☛✠✜✠✡☛ ✒✠✟ ✟✝✟☛☛✜✠✟ ✜☞✍✞✔✌✍✖✑✝✠✟
✡❋ ◆❃❋❈❍▼❯❄❆ ▼❁❋❈ ◆❆❅❅❆ ❈❆◆❅❍❃❋ ❇❋ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ ❍❈❃❏▲ ◆❃❙❂❃❄❅❁❋❅

M❁❅❃❙❆❈
(Ak)k=1,M

▼❆ ❋❇❙ ▲❄❃ ❁❅❃❙ ❍✓❇❆
(zk)1≤k≤M

✕ ☛❃❍❆❋❅
N

❏❆ ❋❃❙✌❄❆ ❅❃❅❁❏ ▼ ✍▲❏❆◆❬
❅❄❃❋❈ ▼❇ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ❆❅

(x̄k)k=1,M

❏❆❈ ❂❃❈❍❅❍❃❋❈ ▼❆❈ ❋❃❨❁❇❘ ✕ ❭ ✍▲❅❁❅ P❃❋▼❁❙ ❆❋❅❁❏ ▲❏❆◆❅❄❃❬
❋❍✓❇❆ ▼❆ ◆❆ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ❈ ✍❃✌❅❍❆❋❅ ❆❋ ❄▲❈❃❏❲❁❋❅ ❏❆❈ ▲✓❇❁❅❍❃❋❈ ❀✘❊ ❃❇ �☛

(P)

∥∥∥∥∥∥∥

❭❆❈
(ψj , ǫj)j

❈❃❋❅ ❏❆❈
N

❂❏❇❈ ❂ ❆❅❍❅❈ ❙❃▼❆❈ ❂❄❃❂❄❆❈ ▼❆
∀ 1 ≤ j ≤ N, −1

2
△ψj + Vnucψj + KRHF,KS(Ψ).ψj = ǫjψj ,

∀ 1 ≤ i, j ≤ N, (ψi, ψj) = δij ,

✏� ✕��✑

❃✌
Ψ

▼▲❈❍❑❋❆ ❏❁ P❁❙ ❍❏❏❆ ▼❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈
(ψj)1≤j≤N

❆❅

ǫ1 ≤ . . . ≤ ǫj ≤ . . . ≤ ǫN .

❭❆ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ❋❇◆❏▲❁❍❄❆
Vnuc

❆❈❅ ▼▲✔❋❍ ❂❁❄

∀ x ∈ IR3, Vnuc(x) =

M∑

k=1

Vk(x) = −
M∑

k=1

zk

|x− x̄k|
,

❆❅

∀ x ∈ IR3, ρΨ(x) =
N∑

j=1

|ψj(x)|2,



✡☛ �✁✂✄ ☎ ✆✝✞ ✁ ✠ � ✗✁ ✂ ✁✗✏✎✍✄✂ ✍☞✗☛ ☞✒✗✖✁

∀ x, y ∈ IR3, τΨ(x, y) =

N∑

j=1

ψj(x)ψ
∗
j (y).

❫▲❈❃❄❙ ❁❍❈ ✒ ❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
ψj

❋❆ ❈❃❋❅ ❂❏❇❈ ❏❃ ◆❁❏❍❈▲❆❈ ❁❇❅❃❇❄ ▼ ✍❇❋ ❈❆❇❏ ❋❃❨❁❇ ✕ ☞❃❇❬
❅❆P❃❍❈ ❏❃❄❈✓❇❆ ❏❆❈ ◆✔❇❄❈ ▼❆❈ ❁❅❃❙ ❆❈ ▼❇ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ❋❆ ❈❆ ❄❆◆❃❇❲❄❆❋❅ ❂❁❈ ✒ ❃❋ ❄❆❙ ❁❄✓❇❆
✓❇ ✍❇❋❆ ❂❁❄❅❍❆ ▼❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈

ψj

✏❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ▼❆ ❂❏❇❈ ✌❁❈❈❆❈ ▲❋❆❄❑❍❆✑ ❁❂❂❁❄❅❍❆❋❋❆❋❅
✚✍✞✠☎✁ ✆✞✟ ❁❇ ❈❃❇❈❬❆❈❂❁◆❆ ❲❆◆❅❃❄❍❆❏ ❆❋❑❆❋▼❄▲ ❂❁❄ ❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ▼❆ ◆✔❇❄ ▼❆❈ ❁❅❃❙❆❈
◆❁❏◆❇❏▲❆❈ ▼❁❋❈ ❏ ✍▲❅❁❅ ▼❆ ❄▲P▲❄❆❋◆❆ ✕
■✔❋ ▼ ✍❍❏❏❇❈❅❄❆❄ ◆❆❅❅❆ ❂❄❃❂❄❍▲❅▲ ✒ ❃❋ ◆❃❋❈❍▼❯❄❆ ❏❆ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ P❃❄❙ ▲ ▼❆ ▼❆❇❘
❁❅❃❙❆❈ ▼❆ ◆❁❄✌❃❋❆ ✕ ✡❋ ▼▲❈❍❑❋❆ ❂❁❄

µ
❏❁ ▼❍❈❅❁❋◆❆ ❍❋❅❆❄❋❇◆❏▲❁❍❄❆ ❆❅ ❂❁❄

ψr
1s

❏ ✍❃❄✌ ❍❅❁❏❆
▼❆ ◆✔❇❄

1s
▼❆ ❏ ✍❁❅❃❙❆ ▼❆ ◆❁❄✌❃❋❆ ❍❈❃❏▲ ❂❏❁◆▲ ✖ ❏ ✍❃❄❍❑❍❋❆ ✕ ✡❋ ❋❃❅❆

rc

❏❆ ❈❇❂❂❃❄❅ ▼❆
ψr

1s

✕ ✣❃❇❄ ▼❆❈ ❲❁❏❆❇❄❈ ▼❆
µ

❈❇❂ ▲❄❍❆❇❄❆❈ ✖
2rc

❏❆❈ ▼❆❇❘ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
ψ1

❆❅
ψ2

▼❆ ❂❏❇❈ ✌❁❈❈❆
▲❋❆❄❑❍❆ ▼❇ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆

(P)
❈❃❋❅ ❄❆❂❄▲❈❆❋❅▲❆❈ ❈❇❄ ❏❁ ❊❍❑❇❄❆ � ✕� ✕

0 0−µ/2

µ/2

−µ/2 µ/2

ψ1 ψ2

�✁✂ ✄ � ✕� � ✣ ❄❃✔ ❏ ▼❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈
ψ1

❆❅
ψ2

✕
✡❋ ❃✌❈❆❄❲❆ ❋❇❙▲❄❍✓❇❆❙❆❋❅ ❂❃❇❄ ❅❃❇❅

x ∈ IR3 ✒




ψ1(x) ≃
(
ψr

1s(x+ µ/2) + ψr
1s(x− µ/2)

)
/
√

2

ψ2(x) ≃
(
ψr

1s(x+ µ/2) − ψr
1s(x− µ/2)

)
/
√

2
.

☛❃❍❆❋❅
φ1 = (ψ1 + ψ2)/

√
2

❆❅
φ2 = (ψ1 − ψ2)/

√
2

❏❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈ ❄❆❂❄▲❈❆❋❅▲❆❈ ❈❇❄ ❏❁
❊❍❑❇❄❆ � ✕� ✒ ❃❋ ❁ ❂❃❇❄ ❅❃❇❅

x ∈ IR3 ✒
{
φ1(x) ≃ ψr

1s(x+ µ/2)
φ2(x) ≃ ψr

1s(x− µ/2)
.

✣❁❄ ❈❇❍❅❆ ❏❃❄❈✓❇ ✍❃❋ ◆❃❋❈❍▼❯❄❆ ❇❋ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ ✒ ❃❋ ▼▲✔❋❍❅ ❆❋ ❂❄❁❅❍✓❇❆ ❂❃❇❄
❂❃❇❄ ◆❴❁✓❇❆ ❁❅❃❙ ❆ ❉

� ✍✞ ✞✠✁ ✝✠✆ ✡ ✮✂✄✆✓✟✠✠✞✠ ✡✆ ✓✄✍✠
N c

k

✒
� ❇❋ ❄❁❨❃❋ ▼❆ ◆✔❇❄

rc,k

✒
� ❇❋ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ▼❆ ❄▲P▲❄❆❋◆❆

(Pr,k)
✏❂❃❈▲ ❈❇❄ ❏ ✍❁❅❃❙ ❆

Ak

❍❈❃❏▲✑ ❂❃❇❄ ❏❆✓❇❆❏ ❃❋
◆❁❏◆❇❏❆ ❇❋ ❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏

V ps
r,k

✕



✁ �� � ✄✆✄✟��✂✆✄✡ ☎✝ ☎✄✂ ✆✝� ✠�✝ ✞✆✁�✠✁✄✝✟ ✄☎✝✝� �✁✟�✄✆ ✞☎✄� ✡☞

00 −µ/2−µ/2 µ/2

φ1 φ2

µ/2

�✁✂ ✄ � ✕� � ✣ ❄❃✔ ❏ ▼❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈
φ1

❆❅
φ2

✕

✡❋ ❁❂❂❄❃◆❴❆ ❆❋❈❇❍❅❆ ❏❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆
(P)

✖
N

▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ❂❁❄ ❏❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆
(Pps)

✖
Nv =

N −
M∑

k=1

N c
k

▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ▼▲✔❋❍ ❂❁❄

(Pps)

∥∥∥∥∥∥∥

❭❆❈
(φps

j , ǫ
ps
j )j

❈❃❋❅ ❏❆❈
Nv ❂❏❇❈ ❙❃▼❆❈ ❂❄❃❂❄❆❈ ▼❆

∀ 1 ≤ j ≤ Nv, −1

2
△φps

j + Vnucφ
ps
j + V psφps

j + K(Φps).φps
j = ǫps

j φ
ps
j ,

∀ 1 ≤ i, j ≤ Nv, (φps
i , φ

ps
j ) = δij ,

❁❲❆◆
ǫps
1 ≤ . . . ≤ ǫps

j ≤ . . . ≤ ǫps
Nv❆❅

V ps =
M∑

k=1

V ps
r,k.

✏� ✕�✡✑

❭❆❈ ◆❃❋✔❑❇❄❁❅❍❃❋❈ ▼❆ ❄▲P▲❄❆❋◆❆ ❂❃❇❄ ◆❴❁✓❇❆ ❁❅❃❙❆
Ak

❈❃❋❅ ◆❴❃❍❈❍❆❈ ▼❆ ❈❃❄❅❆ ✓❇❆

∀ 1 ≤ j ≤ Nv, ∀ x /∈ Sc φps
j (x) ≃ ψv

j+Nc
(x),

✏� ✕�☛ ✑

∀ 1 ≤ j ≤ Nv, ǫps
j ≃ ǫvj+Nc

✏� ✕�☞✑
❁❲❆◆ Sc =

⋃M
k=1 Sc

k

✕

✚ ✡☎ �✝✖✡✟✥✞✝✖✏✑✍✑☛✞ ✒✠✟ ✆✟✠✌✒☞✛✆☞☛✠✡☛✑✠✍✟ ✔☞✡✟☛✝✌✑☛✟
❭❁ ❋❃❅❍❃❋ ▼❆ ❅❄❁❋❈P▲❄❁✌ ❍❏❍❅▲ ❍❋❅❄❃▼❇❍❅❆ ❁❇ ▼▲✌❇❅ ▼❆ ◆❆ ◆❴❁❂❍❅❄❆ ❈ ✍❍▼❆❋❅❍✔❆ ✖ ❏❁

❲❁❏❍▼ ❍❅▲ ▼❆ ✏� ✕☞✑ ✒ ❄❆❈❂ ❆◆❅❍❲❆❙ ❆❋❅ ✏� ✕�✡✑ ✒ ❁❇ ❈❆❋❈ ▼❆❈ ❂❄❃❂❄❍▲❅▲❈ ✏� ✕✧❬� ✕★✑ ✒ ❄❆❈❂ ❆◆❅❍❬
❲❆❙ ❆❋❅ ✏� ✕�☛❬� ✕�☞✑ ✕ ■ ❏ ✍❴❆❇❄❆ ❁◆❅❇❆❏❏❆ ✒ ❏❆ ❙ ❁❋✓❇❆ ▼❆ P❃❄❙❇❏❁❅❍❃❋ ▼❇ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ❋❆
❂❆❄❙ ❆❅ ❂❁❈ ▼❆ ❲❁❏❍▼❆❄ ▼❆ P❁●❃❋ ❄❍❑❃❇❄❆❇❈❆ ✒ ✞ ✟ ✠☎✠✠☎ ❃❇ ✞ ✟ ✠✠ ✟✆✠☎✠✠☎✒ ❏ ✍❍❋❅❄❃▼❇◆❅❍❃❋
▼ ✍❇❋ ❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ❙ ✢❙❆ ❂❃❇❄ ❏❆❈ ❈❨❈❅❯❙ ❆❈ ❏❆❈ ❂❏❇❈ ❈❍❙ ❂❏❆❈ ✕ ☞❃❇❅❆P❃❍❈ ✒ ❃❋ ❂❆❇❅
◆❍❅❆❄ ◆❆❄❅❁❍❋❆❈ ❂❄▲◆❁❇❅❍❃❋❈ ✖ ❂❄❆❋▼❄❆ ❆❋ ❲❇❆ ▼ ✍❇❋❆ ✌ ❃❋❋❆ ❅❄❁❋❈P▲❄❁✌ ❍❏❍❅▲ ▼❇ ❂❈❆❇▼❃❬
❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ◆❃❋❈❅❄❇❍❅ ✕
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✎ ✍✂ ✍✌ ✁ ✔✕✓✗✛✖✑✘✙✒ ✑✙✚✑✒✜ ✦✙✒✗✢ ✣✦✒

◗❋ ❂❄❆❙ ❍❆❄ ❏❍❆❇ ✒ ❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ▼❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏❈ ❆❈❅ ✌❁❈▲❆ ❈❇❄ ❏ ✍❁❂❂❄❃❘ ❍❬
❙ ❁❅❍❃❋ ▼❆❈ ◆✔❇❄❈ ❑❆❏▲❈ ✒ ▼❃❋❅ ❏❁ ❲❁❏❍▼❍❅▲ ❋▲◆❆❈❈❍❅❆ ▼❆ ❲▲❄❍✔❆❄ ✒ ❂❃❇❄ ◆❴❁✓❇❆ ❁❅❃❙❆
Ak

✒
� ✏❍✑ ❏❁ ❈▲❂❁❄❁❅❍❃❋ ◆❏❁❍❄❆ ❆❋❅❄❆ ▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ▼❆ ◆✔❇❄ ❆❅ ▼❆ ❲❁❏❆❋◆❆ ❈❇❄ ❇❋ ❂❏❁❋ ❈❂❁❅❍❁❏
✏❂ ❆❇ ▼❆ ❄❆◆❃❇❲❄❆❙ ❆❋❅ ❆❋❅❄❆ ❏❆❈ ▼❆❋❈❍❅▲❈ ▼❆ ❲❁❏❆❋◆❆ ❆❅ ▼❆ ◆✔❇❄✑ ✒

� ✏❍❍✑ ❏❁ ❈▲❂❁❄❁❅❍❃❋ ◆❏❁❍❄❆ ❆❋❅❄❆ ▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ▼❆ ◆✔❇❄ ❆❅ ▼❆ ❲❁❏❆❋◆❆ ❈❇❄ ❇❋ ❂❏❁❋
▲❋❆❄❑▲❅❍✓❇❆ ✏❈▲❂❁❄❁❅❍❃❋ ▼❆❈ ❋❍❲❆❁❇❘ ❁❈❈❃◆❍▲❈✑ ✒

� ✏❍❍❍✑ ❏❁ ❄❍❑❍▼ ❍❅▲ ▼❇ ◆✔❇❄ ◆❃❋❈❍▼▲❄▲ ✏❈❃❍❅ ❈❁ P❁❍✌ ❏❆ ❂ ❃❏❁❄❍❈❁✌ ❍❏❍❅▲ ❈❃❇❈ ❏ ✍❁◆❅❍❃❋ ▼❇
❙ ❍❏❍❆❇ ❆❘❅▲❄❍❆❇❄✑ ✕

❭❆❈ ◆❃❋▼❍❅❍❃❋❈
(i− iii)

◆❃❋❈❅❍❅❇❆❋❅ ❇❋ ❂❄❆❙ ❍❆❄ ❑❇❍▼❆ ❅❄❯❈ ❍❋❈❅❄❇◆❅❍P ❈❇❄ ❏❆❈ ❂❁❄❅❍❅❍❃❋❈
◆✔❇❄✝❲❁❏❆❋◆❆ ❆❋❲❍❈❁❑❆❁✌ ❏❆❈ ❂ ❃❇❄ ❏❆❈ ❁❅❃❙ ❆❈ ▼❇ ❅❁✌ ❏❆❁❇ ❂▲❄❍❃▼❍✓❇❆ ✕ ◗❋ ❆✤❆❅ ✒ ❃❋ ❂❆❇❅
❅❃❇✛ ❃❇❄❈ ◆❃❋❈❍▼▲❄❆❄ ❂❃❇❄ ◆❴❁✓❇❆ ❁❅❃❙❆ ❇❋ ❂❆❅❍❅ ❋❃❙✌❄❆ ▼ ✍▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ▼❆ ◆✔❇❄ ❆❅ ❁❍❋❈❍
❄❆❋❅❄❆❄ ❂❁❄P❁❍❅❆❙ ❆❋❅ ▼❁❋❈ ❏❆ ◆❁▼❄❆ ❂ ❃❈▲ ❂❁❄

(i− iii)
✕ ❚❆❂ ❆❋▼❁❋❅ ✒ ❇❋❆ ❅❆❏❏❆ ▼▲❙ ❁❄◆❴❆

❄❆❈❅❆ ❂ ❆❇ ❈❁❅❍❈P❁❍❈❁❋❅❆ ▼❇ P❁❍❅ ▼❇ ❑❄❁❋▼ ❋❃❙✌❄❆ ▼ ✍▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ▼❆ ❲❁❏❆❋◆❆ ❄❆❈❅❁❋❅❈ ✕ ❭❁
▼❍✪ ◆❇❏❅▲ ▼❆ ❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ▼❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❂ ❃❅❆❋❅❍❆❏❈ ❄▲❈❍▼❆ ▼❁❋❈ ❏❆ ◆❴❃❍❘ ❃❂❅❍❙ ❁❏ ✏▼❁❋❈
❏❆ ❈❆❋❈ ❃✌ ✒ ❂❃❇❄ ▼❆❈ ❄❁❍❈❃❋❈ ▼❆ ◆❃✁❅ ▼❆ ◆❁❏◆❇❏ ✒ ❃❋ ❋❆ ❲❆❇❅ ❄❆❅❆❋❍❄ ✓❇ ✍❇❋ ❙ ❍❋❍❙❇❙
▼ ✍▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ▼❆ ❲❁❏❆❋◆❆✑ ▼❆ ❏❁ ❂❁❄❅❍❅❍❃❋ ◆✔❇❄✝❲❁❏❆❋◆❆ ❆❋ P❃❋◆❅❍❃❋ ▼❆❈ ❂❄❃❂❄❍▲❅▲❈ ▲❏❆◆❬
❅❄❃❋❍✓❇❆❈ ▼❇ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ✓❇ ✍❃❋ ❲❆❇❅ ▼▲◆❄❍❄❆ ❁❲❆◆ ❂❄▲◆❍❈❍❃❋ ✕ ✥❋ ❅❆❏ ◆❴❃❍❘ ❋▲◆❆❈❈❍❅❆ ❇❋❆
◆❃❋❋❁❍❈❈❁❋◆❆ ❂❴❨❈❍◆❃❬◆❴❍❙ ❍✓❇❆ ✞ ✟ ✠☎✠✠☎ ▼❇ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ✕

✡❋ ▼▲❋❃❙❙❆ ❂❁❄
SC
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❲❁❏❆❋◆❆ ❈❃❋❅ ❏❆❈ ▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ❃ ◆◆❇❂❁❋❅ ❏❆❈ ▼❆❇❘ ◆❃❇◆❴❆❈ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆❈ ❏❆❈ ❂❏❇❈ ❆❘❅❆❄❋❆❈
▼❆ ❏ ✍❁❅❃❙ ❆ ✕ ❫❆ ❏❁ ❙ ✢❙❆ ❙❁❋❍❯❄❆ ✒ ❃❋ ▼▲❋❃❙❙❆ ❂❁❄
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✏�✞✠✤ ✆ ✦✠✠✆✑ ❏❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬

❂❃❅❆❋❅❍❆❏❈ ❃✌ ❏❆❈ ▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ▼❆ ❲❁❏❆❋◆❆ ❈❃❋❅ ❏❆❈ ▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ❃ ◆◆❇❂❁❋❅ ❏❁ ◆❃❇◆❴❆ ▲❏❆◆❬
❅❄❃❋❍✓❇❆ ❏❁ ❂❏❇❈ ❆❘❅❆❄❋❆ ▼❆ ❏ ✍❁❅❃❙ ❆ ✕ ❭❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏❈

SC
❈❃❋❅ ✌ ❆❁❇◆❃❇❂ ❂❏❇❈

❅❄❁❋❈P▲❄❁✌ ❏❆❈ ❙ ❁❍❈ ❍❋▼❇❍❈❆❋❅ ❇❋ ◆❃✁❅ ❋❇❙▲❄❍✓❇❆ ❈❃❇❲❆❋❅ ❅❄❃❂ ▲❏❆❲▲ ✏❙▲❅❴❃▼❆❈ ❂❃❈❅❬
✘❊ ❆❋ O(N7)

✒ ❃❄ ❆❋❅❄❆
LC

❆❅
SC

✒ ❃❋ ▼❃❇✌ ❏❆ ✒ ❲❃❍❄❆ ❂❏❇❈ ✒ ❏❆ ❋❃❙✌❄❆ ▼ ✍▲❏❆◆❅❄❃❋❈
❆❘❂❏❍◆❍❅❆❙ ❆❋❅ ❂❄❍❈ ❆❋ ◆❃❙❂❅❆✑ ✕

✙ ▲❋▲❄❁❏❆❙ ❆❋❅ ✒ ❂❃❇❄ ❏❆❈ ❁❅❃❙ ❆❈ ▼❆ ❏❁ ❂❄❆❙ ❍❯❄❆ ❏❍❑❋❆ ▼❇ ❅❁✌ ❏❆❁❇ ❂ ▲❄❍❃▼❍✓❇❆ ✒ ❏❆❈
❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏❈

LC
❄❆❈❂ ❆◆❅❆❋❅ ❏❆❈ ◆❃❋▼❍❅❍❃❋❈

(i − iii)
✕ ◗❋ ❄❆❲❁❋◆❴❆ ✒ ◆❆ ❋ ✍❆❈❅ ❂❏❇❈

❲❄❁❍ ❂❃❇❄ ❏❆❈ ❙ ▲❅❁❇❘ ▼❆ ❅❄❁❋❈❍❅❍❃❋ ✏❂❁❈ ▼❆ ❈▲❂❁❄❁❅❍❃❋ ❈❂❁❅❍❁❏❆ ❆❋❅❄❆ ❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
3d

❆❅
4s
✑ ✒ ❏❆❈ ❙ ▲❅❁❇❘

f
✏❂❁❈ ▼❆ ❈▲❂❁❄❁❅❍❃❋ ❈❂❁❅❍❁❏❆ ❆❋❅❄❆ ❏❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈

5f
❆❅

6s
✑

❆❅ ❏❆❈ ❁❏◆❁❏❍❋❈ ✏❍❃❋❈ ❅❄❯❈ ❂❃❏❁❄❍❈❁✌ ❏❆❈✑ ✕ ✣❃❇❄ ❅❄❁❍❅❆❄ ◆❆❈ ❈❨❈❅❯❙ ❆❈ ✒ ❏❆❈ ❈❆❇❏❈ ❄❆❙ ❯▼❆❈
❈❃❋❅ ▼ ✍❁❇❑❙ ❆❋❅❆❄ ❏❆ ❋❃❙✌❄❆ ▼ ✍▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ▼❆ ❲❁❏❆❋◆❆ ❆❘❂❏❍◆❍❅❆❙ ❆❋❅ ❂❄❍❈ ❆❋ ◆❃❙❂❅❆ ✒
❃❇ ✒ ▼ ✍❁✛ ❃❇❅❆❄ ▼❆❈ ❍❋❑❄▲▼❍❆❋❅❈ ❈❇❂❂❏▲❙ ❆❋❅❁❍❄❆❈ ❍❈❈❇❈ ▼ ✍❇❋ ❄❁❍❈❃❋❋❆❙ ❆❋❅ ▼❆ ❋❁❅❇❄❆
◆❴❍❙ ❍✓❇❆ ✏❁✛ ❃❇❅ ▼ ✍❇❋ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ▼❆ ❂❃❏❁❄❍❈❁❅❍❃❋ ✞☛✡✟ ✒ ✕✕✕✑ ✕

✣❁❄❁❏❏❯❏❆❙ ❆❋❅ ❁❇ ◆❴❃❍❘ ▼❆ ❏❁ ❂❁❄❅❍❅❍❃❋ ◆✔❇❄✝❲❁❏❆❋◆❆ ✒ ❃❋ ◆❃❋❈❅❁❅❆ ❇❋❆ ❑❄❁❋▼❆
❍❙❂❃❄❅❁❋◆❆ ▼❆ ❏❁ ✌❁❈❆ ▼❆ ❑❁❇❈❈❍❆❋❋❆ ◆❃❋❈❍▼▲❄▲❆ ❏❃❄❈ ▼❆ ❏❁ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆

(Pps)
✕ ◗❋

❆✤ ❆❅ ✒ ▼❇ P❁❍❅ ▼❆ ❏❁ ❂ ❆❅❍❅❆ ❅❁❍❏❏❆ ▼❆ ❏❁ ✌❁❈❆ ✏❂❄❃❲❆❋❁❋❅ ▼❆ ❈❃❋ ◆❁❄❁◆❅❯❄❆ ❈❂ ❆◆❅❄❁❏✑ ✒ ❍❏
❆❈❅ ❍❙❂❃❄❅❁❋❅ ▼❆ ❄▲❃❂❅❍❙ ❍❈❆❄ ❏❁ ✌❁❈❆ ❈❆❄❲❁❋❅ ✖ ❏❁ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆ Pps ❆❋ P❃❋◆❅❍❃❋ ▼❆
V ps ✕ ✙ ▲❋▲❄❁❏❆❙ ❆❋❅ ✒ ❏❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈

φr,ps
ik

❈❃❋❅ ❁❂❂❄❃◆❴▲❆❈ ❂❁❄ ▼❆❈ ❑❁❇❈❈❍❆❋❋❆❈
✞✧✡✟ ✕ ❚❆❈ ❑❁❇❈❈❍❆❋❋❆❈ ▼▲✔❋❍❈❈❆❋❅ ❆❋❈❇❍❅❆ ❇❋❆ ✌❁❈❆ ▼❆ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ❁❈❈❃◆❍▲❆ ❁❇ ❂❈❆❇▼❃❬
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❂❃❅❆❋❅❍❆❏
V ps ✕ ❭❃❄❈✓❇❆ ❏❁ ✌❁❈❆ ▼ ✍❃❋▼❆❈ ❂❏❁❋❆❈ ❃❇ ❏❆❈ ✌❁❈❆❈ ▼ ✍❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ❁❅❃❙ ❍✓❇❆❈

❋❇❙▲❄❍✓❇❆❈ ❈❃❋❅ ◆❃❋❈❍▼▲❄▲❆❈ ✒ ❃❋ ❁ ✛❇❈❅❆ ✖ ▼❍❙ ❍❋❇❆❄ ❏❆ ◆❇❅❬❃✤ ❃❇ ❏❁ ✔❋❆❈❈❆ ▼❆ ❏❁ ❑❄❍❏❏❆
❏❃❄❈ ▼❆ ❏ ✍❇❅❍❏❍❈❁❅❍❃❋ ▼❆

V ps ✕

✎ ✍✂ ✍✎ ☎✁ ✑✥ ✑✦ ✥✘✣✕✓✛✣✗✑✔✦

❭❁ ◆❴❍❙ ❍❆ ❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ ❁ ❂❃❇❄ ✌❇❅ ▼❆ ▼▲◆❄❍❄❆ ▼❆❈ ❂❴▲❋❃❙ ❯❋❆❈ ❅❄❯❈ ✔❋❈ ❆❅ ❏❃ ◆❁❬
❏❍❈▲❈ ✓❇❍ ❋▲◆❆❈❈❍❅❆❋❅ ❇❋ ❅❄❁❍❅❆❙ ❆❋❅ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆ ❂❄▲◆❍❈ ✕ ❫❁❋❈ ◆❆❅❅❆ ❃❂❅❍✓❇❆ ✒ ❏❆❈ ✌❁❈❆❈
▼ ✍❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ❁❅❃❙ ❍✓❇❆❈ ❏❃ ◆❁❏❍❈▲❆❈ ❈❃❋❅ ❅❄❯❈ ❁▼❁❂❅▲❆❈ ✕
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❋❇❙▲❄❍✓❇❆ ❆❅ ❙ ❁❅❴▲❙ ❁❅❍✓❇❆ ▼❆ ◆❆❅❅❆ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ✕

❫❁❋❈ ❏❆ ❙ ❃▼❯❏❆ ▼❆ �❃❴❋❬☛❴❁❙ ✒ ❏❆ ❂❃❅❆❋❅❍❆❏ ❆✤❆◆❅❍P

Wρ(x) = −
M∑

k=1

zk

|x− x̄k|
+

(
ρ ⋆

1

|x|

)
(x) + µxc[ρ](x)

◆❃❙❂❃❄❅❆ ▼❆❈ ❈❍❋❑❇❏❁❄❍❅▲❈ ❆❋
1/|x| ❈❍❅❇▲❆❈ ❆❋ ❏❆❈ ❂❃❈❍❅❍❃❋❈

x̄k
▼❆❈ ❋❃❨❁❇❘ ✕ ◗❋ ◆❃❋❈▲❬

✓❇❆❋◆❆ ✒ ❏❆❈
No ≥ N

❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ❃ ◆◆❇❂▲❆❈ ✎ ▼❆ �❃❴❋❬☛❴❁❙ {ψi}1≤i≤No

❈❃❏❇❅❍❃❋❈ ▼❆




Hρψi = ǫiψi ǫ1 < ǫ2 ≤ ǫ3 ≤ · · ·

(ψi, ψj)L2 = δij

ρ(x) =

+∞∑

i=1

fi|ψi(x)|2

∣∣∣∣∣∣

fi = 1
❈❍
ǫi < εF

0 ≤ fi ≤ 1
❈❍
ǫi = εF

fi = 0
❈❍
ǫi > εF

+∞∑

i=1

fi = N

✏� ✕�✧✑

✫✷✭✱✭✮ ✄ ✂☎✰
No

✰✄✱ ✄ ☎ ✆✝✞✆✝ ☎✮✰ ✲✮✟✭✮✮☎✰ ✆☎ ✠☛✭✡ ✝✠✡ ✰ ✸ ✬ ☛✰✄✱ ✠✞☛ ✆☞✌✮✲✱✲✭✮ ✝✰ ✟✞☛✆ ✲✮✞✝ ✆✰
✝ ☛✰✮ ✄✰✡✡ ✝✰ ✆✰✄ ✮✭✡✡☛✰✄ ✆ ☛✭ ✟✟☎✠✞✱✲✭✮

fi

✞✠✠✞☛✞ ✲✄✄✞✮✱ ✆✞✮ ✄ ✍✹ ✸✻✎✏ ✂☎ ✲ ✄✭✮✱ ✮✭✮ ✮☎✝✄ ✸ ✳✝ ✰✄✱ ☞✑✞✝ ✒
N✄✲ ✝✞ ✓✔✕✔ ✰✄✱ ✄✞✱☎☛☞✰ ✖ ✆✞✮ ✄ ✝✰ ✟✞✄ ✟✭✮✱☛✞ ✲☛✰

No

✰✄✱ ✡✞✗✭☛☞ ✠✞☛ ✍✰✱ ✰✮ ✑☞✮☞☛✞✝ ☞✑✞✝ ✒✏
N −1+nεF✭✘

nεF

✆☞✄✲✑✮✰ ✝✞ ✆☞✑☞✮☞☛✰✄✟✰✮✟✰ ✆☎ ✮✲✯✰✞☎ ✆✰ ✴✰☛✡ ✲
εF

✸ ✙✭☎☛ ✝✰✄ ✄✚✄✱✠✡ ✰✄ ✮✰☎✱☛✰✄ ✭☎ ✟✟✞☛✑☞✄
✠✭ ✄✲✱✲✯✰✡ ✰✮✱ ✛ ✲✝ ✰✄✱ ✠ ✝☎✄ ✭☎ ✡ ✭✲✮ ✄ ✠ ☛✭☎✯☞ ✂☎✰ ✍✹ ✸✻✎✏ ✞ ☎✮✰ ✄✭ ✝☎✱✲✭✮ ✰✱ ✂☎✰

No

✰✄✱ ✡ ✲✰✮ ✆☞✌✮✲ ✟✞☛
✝ ☛✭✠☞☛✞✱✰☎☛

Hρ

✞✆✡ ✰✱ ☎✮✰ ✄☎ ✲✱✰ ✲✮✌✮✲✰ ✆✰ ✯✞✝✰☎☛✄ ✠☛✭✠☛✰✄ ✄✱☛ ✲✟✱✰✡ ✰✮✱ ✮☞✑✞✱✲✯✰✄ ✂☎ ✲ ✟✭✮✯✰☛✑✰ ✯✰☛✄
0
✍✂☎ ✲ ✰✄✱ ✝ ☛✲✮✌✮☎✡ ✆☎ ✄✠ ✰✟✱☛✰ ✰✄✄✰✮✱✲✰ ✝ ✆✰ ✟✰✱ ✭✠☞☛✞✱✰☎☛✏ ✸



✁ �� � ✠✆☎✟�☎✠✝ ✆✝ ✝✄ ✂✂ ✄☎✁✆✝ ✠✄✁ ✡✌

❃✌
Hρ = −1

2
∆ +W

✒ ❈❃❋❅ ❈❇❈◆❆❂❅❍✌ ❏❆❈ ▼❆ ❂❄▲❈❆❋❅❆❄ ▼❆❈ ✓✍✠✟ ✠ ❆❋ ❏❆❈ ❂ ❃❍❋❅❈ {x̄k}
✒ ◆❆

✓❇❍ ❄❆❋▼ ❍❋❆✪ ◆❁◆❆ ❏ ✍❇❅❍❏❍❈❁❅❍❃❋ ▼ ✍❇❋❆ ✌❁❈❆ ▼ ✍❃❋▼❆❈ ❂❏❁❋❆❈ ✕ ❭❁ ❙▲❅❴❃▼❆ ✣■✗ ❄❆❂❃❈❆
❈❇❄ ❏❁ ❄❆❙ ❁❄✓❇❆ ❈❇❍❲❁❋❅❆ ❉ ❈❍

T
❇❋ ❃❂▲❄❁❅❆❇❄ ◆❃❋❅❍❋❇ ❈❇❄

L2(IR3)
❅❆❏ ✓❇❆

I + T❈❃❍❅ ❍❋❲❆❄❈❍✌ ❏❆ ✒ ❏❆❈ ❈❃❏❇❅❍❃❋❈ {ψi}1≤i≤N0

▼❆ ✏� ✕�✧✑ ❈ ✍❃✌❅❍❆❋❋❆❋❅ ✖ ❂❁❄❅❍❄ ▼❆❈ ❈❃❏❇❅❍❃❋❈
{
ψ̃i

}

1≤i≤N0

▼❆




H̃ρψ̃i = ǫiS̃ψ̃i ǫ1 < ǫ2 ≤ ǫ3 ≤ · · ·

(ψ̃i, S̃ψ̃j)L2 = δij

ρ(x) =

N∑

i=1

fi

([
(I + T )ψ̃i

]
(x)
)2

∣∣∣∣∣∣

fi = 1
❈❍
ǫi < εF

0 ≤ fi ≤ 1
❈❍
ǫi = εF

fi = 0
❈❍
ǫi > εF

+∞∑

i=1

fi = N

✏� ✕�★✑

❃✌
H̃ρ = (I + T T )Hρ(I + T )

❆❅
S̃ = (I + T T )(I + T )

✒ ❂❁❄ ❏❁ ❅❄❁❋❈P❃❄❙ ❁❅❍❃❋

ψi = (I + T )ψ̃i.
✏� ✕�☞✑

✣❃❇❄ ❄▲❈❃❇▼❄❆ ✏� ✕�✧✑ ✒ ❃❋ ❂❆❇❅ ▼❃❋◆ ▼❆ P❁●❃❋ ▲✓❇❍❲❁❏❆❋❅❆ ❄▲❈❃❇▼❄❆ ✏� ✕�★✑ ❂❇❍❈ ❁❂❂❏❍❬
✓❇❆❄ ✏� ✕�☞✑ ✕
❭❆ ❂❄❍❋◆❍❂ ❆ ▼❆ ❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ✣■✗ ◆❃❋❈❍❈❅❆ ✖ ◆❃❋❈❅❄❇❍❄❆ ❇❋ ❃❂▲❄❁❅❆❇❄

T
❅❆❏ ✓❇❆

✂✁ ✄✄
(I + T )

❈❃❍❅ ❍❋❲❆❄❈❍✌ ❏❆ ✒
✂✁✎✄ ❏❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ✏� ✕�★✑ ❂❃❈❈❯▼❆ ▼❆❈ ❈❃❏❇❅❍❃❋❈

ψ̃i
✘❄▲❑❇❏❍❯❄❆❈✙ ✏◆❆ ✓❇❍ P❁❍❅ ✓❇ ✍❍❏ ❈❆

❂❄✢❅❆ ❙ ❍❆❇❘ ✖ ❇❋❆ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ❂❁❄ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ❈❂ ❆◆❅❄❁❏❆✑ ✕
✣❃❇❄ ◆❆ P❁❍❄❆ ✒ ❃❋ ❂❄❃◆❯▼❆ ▼❆ ❏❁ P❁●❃❋ ❈❇❍❲❁❋❅❆ ❉

� ✕ ❂❃❇❄ ◆❴❁◆❇❋ ▼❆❈ ▲❏▲❙ ❆❋❅❈ ▼❇ ❅❁✌ ❏❆❁❇ ❂ ▲❄❍❃▼❍✓❇❆ ✒ ❃❋ ◆❃❋❈❅❄❇❍❅ ❇❋ ❃❂▲❄❁❅❆❇❄
T

✖ ❂❁❄❅❍❄ ▼❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ▼❆ �❃❴❋❬☛❴❁❙ ▼❆ ◆❆❅ ▲❏▲❙ ❆❋❅ ✏✓❇ ✍❃❋ ❂❆❇❅ ◆❁❏◆❇❏❆❄
❋❇❙▲❄❍✓❇❆❙ ❆❋❅ ❁❲❆◆ ❇❋❆ ❑❄❁❋▼❆ ❂❄▲◆❍❈❍❃❋ ❆❋ ❄▲❈❃❏❲❁❋❅ ❇❋ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ✡❫ ❄❁▼❍❁❏✑ ✯
❃❋ ❋❃❅❆

Tz

❏ ✍❃❂▲❄❁❅❆❇❄
T

❄❆❏❁❅❍P ✖ ❇❋ ❁❅❃❙❆ ❍❈❃❏▲ ▼❆ ❋❇❙▲❄❃ ❁❅❃❙ ❍✓❇❆
z

▼❃❋❅
❏❆ ❋❃❨❁❇ ❆❈❅ ❂❏❁◆▲ ✖ ❏ ✍❃❄❍❑❍❋❆ ▼❆ ❏ ✍❆❈❂❁◆❆ ✯ ❏ ✍❃❂▲❄❁❅❆❇❄

Tz

❈❆❄❁ ◆❴❃❍❈❍ ❅❆❏ ✓❇❆

∀u ∈ L2(IR3), ∀x ∈ IR3 \Brz
c
(0), (Tzu)(x) = 0,

✏� ✕�✌✑
❃✌

rz
c

▼▲❈❍❑❋❆ ❇❋ ❄❁❨❃❋ ▼❆ ◆❃❇❂❇❄❆ ✏▼❁❋❈ ❏❁ P❃❄❙❇❏❆ ◆❍❬▼❆❈❈❇❈ ❆❅ ▼❁❋❈ ❏❁ ❈❇❍❅❆
▼❆ ◆❆ ▼❃ ◆❇❙ ❆❋❅ ✒ ❏❁ ❋❃❅❁❅❍❃❋

Br(x̄)
▼▲❈❍❑❋❆ ❏❁ ✌ ❃❇❏❆ ▼❆

IR3 ▼❆ ◆❆❋❅❄❆
x̄

❆❅ ▼❆



☛✍ �✁✂✄ ☎ ✆✝✞ ✁ ✠ � ✗✁ ✂ ✁✗✏✎✍✄✂ ✍☞✗☛ ☞✒✗✖✁

❄❁❨❃❋
r
✑ ✕ ■❇❅❄❆❙ ❆❋❅ ▼❍❅ ✒ ❏ ✍❃❂▲❄❁❅❆❇❄

(I+Tz)
❋❆ ❙❃▼❍✔❆ ❏❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈ ✓❇❆ ▼❁❋❈

❏❁ ✘❄▲❑❍❃❋ ▼ ✍❁❇❑❙❆❋❅❁❅❍❃❋✙
Brz

c
(0)

✕ ❖❃❅❃❋❈ ✓❇❆ ◆❆❅❅❆ ▲❅❁❂ ❆ ❆❈❅ ❆✤❆◆❅❇▲❆ ❇❋❆
P❃❍❈ ❂❃❇❄ ❅❃❇❅❆❈ ❉ ❏❆❈ ◆❁❄❁◆❅▲❄❍❈❅❍✓❇❆❈ ▼❆❈ ❃❂ ▲❄❁❅❆❇❄❈

Tz

❈❃❋❅ ❑▲❋▲❄▲❆❈ ❂❁❄ ❇❋
◆❃▼❆ ❁❅❃❙ ❍✓❇❆ ❍❋▼▲❂ ❆❋▼❁❋❅ ✏❅❆❏ ◆❆❏❇❍ ▼▲◆❄❍❅ ▼❁❋❈ ✞✧☞✟✑ ✒ ❆❅ ❈❅❃◆✩▲❆❈ ▼❁❋❈ ❇❋
✔◆❴❍❆❄ ✯

� ✕ ❂❃❇❄ ❇❋ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ ✓❇❆❏◆❃❋✓❇❆ ◆❃❙❂❄❆❋❁❋❅
M

❋❃❨❁❇❘ ▼❆ ◆❴❁❄❑❆❈
z1, · · · , zM

❈❍❅❇▲❈ ❆❋ ❏❆❈ ❂❃❍❋❅❈
x̄1, · · · , x̄M

▼❆ ❏ ✍❆❈❂❁◆❆ ✒ ❃❋ ▼▲✔❋❍❅ ❏ ✍❃❂▲❄❁❅❆❇❄
T❂❁❄ ❏❁ P❃❄❙❇❏❆

T =

M∑

k=1

τx̄k
Tzk

✏� ✕�✍✑

❃✌
τx̄k
Tzk

▼▲❈❍❑❋❆ ❏❆ ❅❄❁❋❈❏❁❅▲ ▼❆
Tzk

❆❋
x̄k
✒ ◆ ✍❆❈❅❬✖❬▼ ❍❄❆ ❏ ✍❃❂ ▲❄❁❅❆❇❄ ▼▲✔❋❍ ❈❇❄

L2(IR3)
❂❁❄

∀ u ∈ L2(IR3), ∀ x ∈ IR3,
((
τx̄k
Tzk

)
u
)
(x) =

(
Tzk

(
u(· + x̄k)

))
(x− x̄k).✏� ✕��✑

❀❆❙❁❄✓❇❃❋❈ ✓❇❆ ❅❁❋❅ ✓❇❆ ❏❁ ◆❃❋▼❍❅❍❃❋

1 ≤ k < l ≤M, Br
zk
c

(x̄k) ∩ Br
zl
c
(x̄l) = ∅ ✏� ✕��✑

▼❆ ❋❃❋❬❄❆◆❃❇❲❄❆❙ ❆❋❅ ▼❆❈ ❄▲❑❍❃❋❈ ▼ ✍❁❇❑❙❆❋❅❁❅❍❃❋ ❆❈❅ ❲▲❄❍✔▲❆ ✒ ❍❏ ❆❈❅ P❁◆❍❏❆ ▼❆ ❲❃❍❄
❆❋ ❇❅❍❏❍❈❁❋❅ ✏� ✕�✌✑ ✓❇❆ ❏❁ ◆❃❋▼❍❅❍❃❋ ✞❚ �✟ ❆❈❅ ❈❁❅❍❈P❁❍❅❆ ❂❃❇❄ ❏ ✍❃❂▲❄❁❅❆❇❄

T
▼▲✔❋❍ ❂❁❄

✏� ✕�✍✑ ▼❯❈ ✓❇❆ ◆❆❅❅❆ ◆❃❋▼❍❅❍❃❋ ❆❈❅ ❲▲❄❍✔▲❆ ❂❃❇❄ ◆❴❁◆❇❋ ▼❆❈ ❃❂ ▲❄❁❅❆❇❄❈
Tzk

✕
◗❋ ❄❆❲❁❋◆❴❆ ✒ ❍❏ ❋ ✍❆❈❅ ❂❁❈ ❲❄❁❍ ❆❋ ❑▲❋▲❄❁❏ ✓❇❆ ❏❁ ◆❃❋▼❍❅❍❃❋ ✞❚�✟ ❆❈❅ ❲▲❄❍✔▲❆ ❂ ❃❇❄ ❏❆
❈❨❈❅❯❙ ❆ ❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ ❈❍ ❆❏❏❆ ❏ ✍❆❈❅ ❂❃❇❄ ◆❴❁◆❇❋ ▼❆❈ ❁❅❃❙❆❈ ✓❇❍ ❏❆ ◆❃❙❂❃❈❆❋❅ ✕ ☞❃❇❅
❏❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ❆❈❅ ▼❆ ◆❃❋❈❅❄❇❍❄❆ ▼❆❈ ❃❂ ▲❄❁❅❆❇❄❈ ❁❅❃❙ ❍✓❇❆❈

Tz

❂❃❈❈❯▼❁❋❅ ❇❋❆ ✌❃❋❋❆
✘❅❄❁❋❈P▲❄❁✌ ❍❏❍❅▲✙ ❲❍❈❬✖❬❲ ❍❈ ▼❆ ❏❁ ◆❃❋▼❍❅❍❃❋ ✞❚�✟ ✕

✎ ✍� ✍✌ ☎✘✙✒✖✔✛✓✖✑✘✙ ✚✦✒ ✘✜ ✕✔✗✖✦✛✔✒ ✗✖✘✥ ✑✝✛✦✒
Tz❚❃❋❈❍▼▲❄❃❋❈ ❇❋ ❁❅❃❙❆ ◆❃❙❂❃❄❅❁❋❅

N = z
▲❏❆◆❅❄❃❋❈ ✕ ✥❋ ❃❂▲❄❁❅❆❇❄

Tz

❄▲❁❏❍❈❁❋❅ ❏❆❈
◆❃❋▼❍❅❍❃❋❈ ✞❚ �✟ ❆❅ ✞❚�✟ ❂❃❇❄ ❇❋ ◆❁❏◆❇❏ ❈❇❄ ◆❆❅ ❁❅❃❙ ❆ ❂❆❇❅ ✢❅❄❆ ◆❃❋❈❅❄❇❍❅ ▼❆ ❏❁ P❁●❃❋
❈❇❍❲❁❋❅❆ ❉

� ✕ ❃❋ ❈❆ ▼❃❋❋❆
✏❁✑ ❇❋ ❄▲❆❏

rz
c

✓❇❍ ❄❆❂❄▲❈❆❋❅❆ ❏❆ ❄❁❨❃❋ ▼ ✍❇❋❆ ❈❂❴❯❄❆ ❁❇❅❃❇❄ ▼❆ ❏ ✍❁❅❃❙ ❆ ◆❃❋❈❍▼▲❄▲
✏◆❆❅❅❆ ❈❂❴❯❄❆ ❄❆❂❄▲❈❆❋❅❆ ❏❁ ✕❃❋❆ ▼❁❋❈ ❏❁✓❇❆❏❏❆ ❏❆❈ ❑❄❁❋▼❆❇❄❈ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆❈
❈❃❋❅ ❈❇❂❂❃❈▲❆❈ ✢❅❄❆ ❂ ❆❇ ❍❋✟❇❆❋◆▲❆❈ ❂❁❄ ❏ ✍❆❋❲❍❄❃❋❋❆❙❆❋❅ ❆❘❅▲❄❍❆❇❄✑ ✕

✏✌ ✑ ❇❋❆ ❈❇❍❅❆ {φz,µ}1≤µ≤Np

▼❆
Np

P❃❋◆❅❍❃❋❈ ▼❆
L2(IR3)

❅❆❏❏❆ ✓❇❆ ❂❃❇❄ ❅❃❇❅
1 ≤ µ ≤ Np

φz,µ(x) =

µ∑

ν=1

αµνφ
0
z,ν(x)

✏� ✕�✡✑



✁ �� � ✠✆☎✟�☎✠✝ ✆✝ ✝✄ ✂✂ ✄☎✁✆✝ ✠✄✁ ☛ �

❃✌ ❏❆❈ ◆❃ ❆✪ ◆❍❆❋❅❈
αµν

❈❃❋❅ ▼❆❈ ❄▲❆❏❈ ❆❅ ❃✌ ❏❆❈ {
φ0

z,ν

}
1≤ν≤Np

▼▲❈❍❑❋❆❋❅ ❏❆❈
Np

❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈ ▼❆ �❃❴❋❬☛❴❁❙ ▼❆ ❂❏❇❈ ✌❁❈❈❆ ▲❋❆❄❑❍❆ ✒ ❈❃❏❇❅❍❃❋❈ ▼❆





Hz
ρφ

0
z,ν = ǫ0z,νφ

0
z,ν ǫ0z,1 < ǫ0z,2 ≤ ǫ0z,3 ≤ · · ·

(φ0
z,µ, φ

0
z,ν)L2 = δµν

ρ(x) =

+∞∑

ν=1

fν |φ0
z,ν(x)|2

∣∣∣∣∣∣

fν = 1
❈❍
ǫ0z,ν < ε0

z,F

0 ≤ fν ≤ 1
❈❍
ǫ0z,ν = ε0

z,F

fν = 0
❈❍
ǫ0z,ν > ε0

z,F

+∞∑

ν=1

fν = N

✏� ✕�☛ ✑

❁❲❆◆
Hz

ρ = −1

2
∆ − z

|x| +

(
ρ ⋆

1

|x|

)
+ µxc[ρ];

✏◆✑ ❇❋❆ ❈❇❍❅❆ {
φ̃z,ν

}

1≤ν≤Np

▼❆ P❃❋◆❅❍❃❋❈ ▼❆
L2(IR3)

✘❄▲❑❇❏❍❯❄❆❈✙ ✏❍ ✕❆ ✕ ▼▲❲❆❏❃❂❬
❂❁✌ ❏❆❈ ❈❇❄ ❇❋❆ ❂❆❅❍❅❆ ✌❁❈❆ ▼ ✍❃❋▼❆❈ ❂❏❁❋❆❈✑ ❅❆❏❏❆ ✓❇❆

∀ 1 ≤ ν ≤ Np, ∀ x ∈ IR3 \Brz
c
(0), φ̃z,ν(x) = φz,µ(x);

✏� ✕�☞✑

✏▼ ✑ ❇❋❆ ❈❇❍❅❆ {p̃z,ν}1≤ν≤Np

▼❆ P❃❋◆❅❍❃❋❈ ▼❆
L2(IR3)

✘▼❇❁❏❆✙ ▼❆ ❏❁ ❈❇❍❅❆ {
φ̃z,ν

}

1≤ν≤Np

✒
❁❇❅❄❆❙ ❆❋❅ ▼❍❅ ❲▲❄❍✔❁❋❅

1 ≤ µ, ν ≤ Np, (p̃z,µ, φ̃z,ν)L2 = δµν ;

� ✕ ❃❋ ▼▲✔❋❍❅ ❏ ✍❃❂▲❄❁❅❆❇❄
Tz

✏✓❇ ✍❃❋ ❈❇❂❂❃❈❆ ❍❋❲❆❄❈❍✌ ❏❆ ✒ ❲❃❍❄ ❄❆❙ ❁❄✓❇❆ � ◆❍❬▼❆❈❈❃❇❈✑
❂❁❄

∀ u ∈ L2(IR3), Tzu =

Np∑

ν=1

(p̃z,ν , u)L2 (φz,ν − φ̃z,ν).
✏� ✕�✧✑

✠❏ ❆❈❅ ◆❏❁❍❄ ✓❇❆ ❂❃❇❄ ❅❃❇❅
1 ≤ ν ≤ Np

✒

(I + Tz)φ̃z,ν = φz,ν.
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✠❏ ❆❋ ❄▲❈❇❏❅❆ ✓❇❆ ❏❆❈ ❈❃❏❇❅❍❃❋❈ {
ψ̃i

}
1≤i≤N

▼❆




H̃z
ρ ψ̃i = ǫiS̃ψ̃i ǫ1 < ǫ2 ≤ ǫ3 ≤ · · ·

(ψ̃i, S̃ψ̃j)L2 = δij

ρ(x) =

+∞∑

i=1

fi

([
(I + Tz)ψ̃i

]
(x)
)2

,

∣∣∣∣∣∣

fi = 1
❈❍
ǫi < εz,F

0 ≤ fi ≤ 1
❈❍
ǫi = εz,F

fi = 0
❈❍
ǫi > εz,F

+∞∑

i=1

fi = N

✏� ✕�★✑

❁❲❆◆
H̃z

ρ = (I + T T
z )Hz

ρ(I + Tz)
❆❅

S̃ = (I + T T
z )(I + Tz),

❈❃❋❅ ▼❆❈ ◆❃❙✌ ❍❋❁❍❈❃❋❈ ❏❍❋▲❁❍❄❆❈ ▼❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈ {
φ̃z,ν

}
1≤ν≤N

✕ ✣ ❏❇❈ ❂❄▲◆❍❈▲❙ ❆❋❅ ✒

ψ̃i(x) =

i∑

ν=1

βiνφ̃z,ν(x)

❆❅
∀ 1 ≤ i ≤ ∞, ǫi = ǫz,i.❃✌ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆ ❅❄❍❁❋❑❇❏❁❍❄❆ ❍❋P▲❄❍❆❇❄❆

[β]
❆❈❅ ❏ ✍❍❋❲❆❄❈❆ ▼❆ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆ ❅❄❍❁❋❑❇❏❁❍❄❆ ❍❋❬

P▲❄❍❆❇❄❆
[α]

❁❂❂❁❄❁❍❈❈❁❋❅ ▼❁❋❈ ✏� ✕�✡✑ ✕ ❭❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ✏� ✕�★✑ ❆❈❅ ▼❃❋◆ P❁◆❍❏❆ ✖ ❄▲❈❃❇▼❄❆
❈❇❄ ❇❋❆ ✌❁❈❆ ▼ ✍❃❋▼❆❈ ❂❏❁❋❆❈ ❂❇❍❈✓❇❆ ❏❆❈ ❈❃❏❇❅❍❃❋❈ {

ψ̃i

}

1≤i≤N

▼❆ ◆❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ❈❃❋❅
▼❆❈ ◆❃❙✌ ❍❋❁❍❈❃❋❈ ❏❍❋▲❁❍❄❆❈ ▼❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈ ✘❄▲❑❇❏❍❯❄❆❈✙ ✏◆❁❄ ◆❴❃❍❈❍❆❈ ◆❃❙❙❆ ❅❆❏❏❆❈✑
{
φ̃z,ν

}

1≤ν≤N

✕
❭❁ ❙▲❅❴❃▼❆ ▼❆ ◆❃❋❈❅❄❇◆❅❍❃❋ ▼ ✍❇❋ ❃❂ ▲❄❁❅❆❇❄

Tz

❄❆❏❁❅❍P ❁❇ ◆❁❈ ❁❅❃❙ ❍✓❇❆ ✓❇❆ ❋❃❇❈
❲❆❋❃❋❈ ▼❆ ▼▲◆❄❍❄❆ ❆❈❅ ❂❏❇❈ ❇❋ ◆❁▼❄❆ ◆❃❋◆❆❂❅❇❆❏ ✓❇ ✍❇❋ ❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❆ ✕ ❖❃❇❈ ▼▲◆❄❍❲❃❋❈
◆❍❬▼❆❈❈❃❇❈ ❏❆ ❂❄❃ ◆▲▼▲ ▼❆ ◆❃❋❈❅❄❇◆❅❍❃❋ ❂❄❃❂❃❈▲ ▼❁❋❈ ✞✧☞✟ ✏✓❇❍ ❈ ✍❍❋❈❂❍❄❆ ❅❄❯❈ P❃❄❅❆❙ ❆❋❅
▼❆ ◆❆❏❇ ❍ ▼▲◆❄❍❅ ▼❁❋❈ ✞��✟✑ ✕ ☛❆❏❃❋ ❏❆❈ ❁❇❅❆❇❄❈ ✒ ◆❆ ❂❄❃◆▲▼▲ P❃❇❄❋❍❅ ▼❆❈ ❃❂ ▲❄❁❅❆❇❄❈ ❁❅❃❬
❙ ❍✓❇❆❈

Tz

✘❅❄❁❋❈P▲❄❁✌ ❏❆❈✙ ❉ ✖ ❂❁❄❅❍❄ ▼❆ ◆❆❈ ❃❂ ▲❄❁❅❆❇❄❈ ❁❅❃❙ ❍✓❇❆❈ ✒ ❃❋ ❂ ❆❇❅ ◆❃❋❈❅❄❇❍❄❆
❂❁❄ ❏❁ P❃❄❙❇❏❆ ✏� ✕�✍✑ ❇❋ ❃❂ ▲❄❁❅❆❇❄

T
❂❃❇❄ ❇❋ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ ✓❇❆❏◆❃❋✓❇❆ ✏❲▲❄❍❬

✔❁❋❅ ❅❃❇❅❆P❃❍❈ ❏❁ ◆❃❋▼❍❅❍❃❋ ✏� ✕��✑ ▼❆ ❋❃❋❬❄❆◆❃❇❲❄❆❙ ❆❋❅ ▼❆❈ ❄▲❑❍❃❋❈ ▼ ✍❁❇❑❙❆❋❅❁❅❍❃❋ ✑
❅❆❏ ✓❇❆ ❏❆❈ ◆❃❋▼❍❅❍❃❋❈ ✞❚ �✟ ❆❅ ✞❚�✟ ❈❃❍❆❋❅ ❲▲❄❍✔▲❆❈ ✕ ❚❆ ❂❄❃◆▲▼▲ ▼❆ ◆❃❋❈❅❄❇◆❅❍❃❋ ❈❆
▼▲◆❃❙❂❃❈❆ ❆❋ ✓❇❁❅❄❆ ▲❅❁❂ ❆❈
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� 1
❯❄❆ ✁✏✒✑☛ ✆ ✓✝✆✂✏✑✄✓✏ ✟✝✆ ✞☛✂ �✝✆✓✏ ✟✝✆✂

φ0
z,ν .

✡❋ ❄▲❈❃❇❅ ❏❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ▼❆ �❃❴❋❬☛❴❁❙ ✏� ✕�☛ ✑ ❆❋ ❙ ❆❅❅❁❋❅ ✖ ❂❄❃✔❅ ❏❁ ❈❨❙ ▲❅❄❍❆
❈❂❴▲❄❍✓❇❆ ❂❃❇❄ ❈❆ ❄❁❙ ❆❋❆❄ ✖ ❇❋ ◆❁❏◆❇❏ ✡❫ ❄❁▼❍❁❏ ✕ ✡❋ ❃✌❅❍❆❋❅ ❁❍❋❈❍ ▼❆❈ ❃❄✌ ❍❅❁❏❆❈
▼❆ ❏❁ P❃❄❙ ❆

φ0
z,ν(x) =

φ0
z,nνlν

(r)

r
Ymν

lν
(θ, ϕ)

✏� ✕�☞✑
◗❋ ❂❄❁❅❍✓❇❆ ✒ ❃❋ ❈ ✍❁❄❄❁❋❑❆ ❂❃❇❄ ❙ ❁❍❋❅❆❋❍❄ ❏❁ ❈❨❙ ▲❅❄❍❆ ❈❂❴▲❄❍✓❇❆ ❁❇ ◆❃❇❄❈ ▼❇
◆❁❏◆❇❏ ☛❚❊ ❆❋ ❍❙❂❃❈❁❋❅ ▼❆❈ ◆❃❋❅❄❁❍❋❅❆❈ ❈❇❄ ❏❆❈ ❋❃❙✌❄❆❈ ▼ ✍❃◆◆❇❂❁❅❍❃❋ ❉ ❈❇❂❬
❂❃❈❃❋❈ ✓❇ ✍✖ ❏❁

k
❬❍❯❙ ❆ ❍❅▲❄❁❅❍❃❋ ☛❚❊ ✒ ❏❁ ▼❆❋❈❍❅▲

ρk

❈❃❍❅ ✖ ❈❨❙ ▲❅❄❍❆ ❈❂❴▲❄❍✓❇❆ ✯
❏ ✍❃❂ ▲❄❁❅❆❇❄

Hz
ρk

❆❈❅ ❁❏❃❄❈ ✖ ❈❨❙ ▲❅❄❍❆ ❈❂❴▲❄❍✓❇❆ ❆❅ ❃❋ ❃✌❅❍❆❋❅ ❇❋❆ ✌❁❈❆ ▼❆ P❃❋◆❬
❅❍❃❋❈ ❂❄❃❂❄❆❈ ▼❆ ❏❁ P❃❄❙ ❆

φk+1
n,l,m(x) =

φk+1
n,l (r)

r
Ym

l (θ, ϕ).

☛❍ ❃❋ ❍❙❂❃❈❆ ✓❇❆ ❂❃❇❄ ❅❃❇❅
(n, l)

✒ ❏❆❈ ❋❃❙✌❄❆❈ ▼ ✍❃ ◆◆❇❂❁❅❍❃❋
fn,l,m

❈❃❋❅ ❍❋▼▲❬
❂ ❆❋▼❁❋❅❈ ▼❆

m
✒ ❃❋ ❃✌❅❍❆❋❅ ❇❋❆ ▼❆❋❈❍❅▲

ρk+1(x) =
∑

n,l,m

fnlm|φk+1
n,l,m(x)|2

=
∑

n,l

fnl

∣∣∣∣∣
φk+1

n,l (r)

r

∣∣∣∣∣

2 ∑

−l≤m≤l

|Ym
l (θ, ϕ)|2

=
∑

n,l

(2l + 1) fnl

|φk+1
n,l (r)|2
4πr2

✓❇❍ ❆❈❅ ❆❋◆❃❄❆ ✖ ❈❨❙ ▲❅❄❍❆ ❈❂❴▲❄❍✓❇❆ ✕ ■ ❏❁ ◆❃❋❲❆❄❑❆❋◆❆ ✒ ❏❁ ▼❆❋❈❍❅▲ ❈ ✍▲◆❄❍❅

ρSCF (x) =
+∞∑

ν=1

wnν lν

|φ0
z,nνlν (r)|2
4πr2

.
✏� ✕�✌✑

� 2
❯❙ ❆ ✁✏✒✑☛ ✆ ✓✝✆✂✏✑✄✓✏ ✟✝✆ ✞☛✂ �✝✆✓✏ ✟✝✆✂

φ̃0
z,ν.

✡❋ ◆❴❃❍❈❍❅
� ✕ ❇❋ ❄▲❆❏ ❂❃❈❍❅❍P

rz
c

✏❏❆ ❄❁❨❃❋ ▼❆ ❏❁ ❈❂❴❯❄❆ ▼ ✍❁❇❑❙❆❋❅❁❅❍❃❋ ✑ ✯
� ✕ ❇❋❆ P❃❋◆❅❍❃❋ ❄▲❑❇❏❍❯❄❆

k : IR+ → IR+ ▼❆ ◆❏❁❈❈❆
C1 ❲▲❄❍✔❁❋❅

{
k(0) = 1
k′(0) = 0

,

{
k(rz

c ) = 0
k′(rz

c ) = 0
,

❆❅ ∀ r ≥ rz
c , k(r) = 0.

❭❁ P❃❋◆❅❍❃❋
k

❇❅❍❏❍❈▲❆ ▼❁❋❈ ✞✧☞✟ ❆❈❅ ▼▲✔❋❍❆ ❂❁❄

∀ 0 ≤ r ≤ rz
c , k(r) =

[
sin(π r/rz

c )

(π r/rz
c )

]2

;
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✡ ✕ ❇❋❆ ◆❃❋❈❅❁❋❅❆ ❄▲❆❏❏❆ V0

✒
❆❅ ❃❋ ◆❴❆❄◆❴❆ ❏❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈ {

φ̃0
z,ν

}
1≤ν≤Np

▼❆ ❏❁ P❃❄❙ ❆

φ̃0
z,ν(x) =

φ̃0
z,nνlν

(r)

r
Ymν

lν
(θ, ϕ)

✏� ✕✡✍✑
❈❃❏❇❅❍❃❋❈ ▼❇ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆





(
HPS

�

ρ − ǫ0z,ν

)
φ̃0

z,ν = Cν k(r) φ̃
0
z,ν

φ̃0
z,ν(r

z
c ) = φ0

z,ν(r
z
c )

∂φ̃0
z,ν

∂r
(rz

c ) =
∂φ0

z,ν

∂r
(rz

c )

ρ̃(x) = ρ̃(r) =

+∞∑

ν=1

wnν lν

|φ̃0
z,nνlν

(r)|2
4πr2

.

✏� ✕✡�✑

❁❲❆◆
HPS

�

ρ = −1

2
∆ + ṽeff

�

ρ

ṽeff
�

ρ = ṽloc +

(
(ρ̃+ ρ̂�ρ) ⋆

1

|x|

)
+ µxc(ρ̃)

ṽloc(x) = V0 k(|x|)
ρ̂�ρ(x) = Q00

�

ρ g00(x)

g00(x) =
k(|x|)

4π
∫ +∞

0
r2 k(r) dr

(▼❆ ❈❃❄❅❆ ✓❇❆ ∫
IR3

g00 =

∫

Brz
c
(0)

g00 = 1
)

Q00
�

ρ = −z +

∫

Brz
c
(0)

(ρSCF − ρ̃).

❖❃❅❃❋❈ ✓❇❆ ❏❆❈ ❋❃❙✌❄❆❈ ▼ ✍❃ ◆◆❇❂❁❅❍❃❋
wnν lν

❍❋❅❆❄❲❆❋❁❋❅ ▼❁❋❈ ✏� ✕✡�✑ ❈❃❋❅ ✔❘▲❈ ❉
◆❆ ❈❃❋❅ ◆❆❇❘ ❍❋❅❆❄❲❆❋❁❋❅ ▼❁❋❈ ❏ ✍❆❘❂❄❆❈❈❍❃❋ ✏� ✕�✌✑ ▼❆ ❏❁ ▼❆❋❈❍❅▲ ❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❇
❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ▼❆ �❃❴❋❬☛❴❁❙ ◆❃❋❈❍▼▲❄▲ ❏❃❄❈ ▼❆ ❏❁ ◆❃❋❈❅❄❇◆❅❍❃❋ ▼❆❈

φ0
z,ν

✕
❚❃❙❙❆ ❏❁ P❃❋◆❅❍❃❋

k
❆❈❅ ❋❇❏❏❆ ❆❋ ▼❆❴❃❄❈ ▼❆ ❏❁ ✌ ❃❇❏❆

Brz
c
(0)

✒ ❆❅ ✓❇ ✍❍❏ ❄▲❈❇❏❅❆ ▼❇
❅❴▲❃❄❯❙ ❆ ▼❆ ✙ ❁❇❈❈ ✓❇❆

∀ x ∈ IR3 \Brz
c
(0),

(
( ρ̃|Brz

c
(0) + ρ̂�ρ) ⋆

1

|x|

)
(x) =

−z +
∫

Brz
c
(0)
ρSCF

|x|

= − z

|x| +

(
ρSCF |Brz

c
(0) ⋆

1

|x|

)
(x),
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❅❃❇❅❆ ❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆ ✏� ✕✡ �✑ ❲▲❄❍✔❆ ❈❇❄
IR3 \Brz

c
(0)






(
−1

2
∆ − z

|x| +

((
ρSCF |Brz

c
(0) + ρ̃|IR3\Brz

c
(0)

)
⋆

1

|x|

)
(x) + µxc[ρ̃](x)

)
φ̃0

z,ν = ǫ0z,νφ̃
0
z,ν

φ̃0
z,ν(r

z
c ) = φ0

z,ν(r
z
c )

∂φ̃0
z,ν

∂r
(rz

c ) =
∂φ0

z,ν

∂r
(rz

c )

ρ̃(x) = ρ̃(r) =
+∞∑

ν=1

wnν lν

|φ̃0
z,nνlν

(r)|2
4πr2

.

✏� ✕✡�✑
☛❍ ❃❋ ❈❆ ❂❏❁◆❆ ▼❁❋❈ ❏❆ ◆❁▼❄❆ ▼ ✍❇❋❆ P❃❋◆❅❍❃❋❋❆❏❏❆ ▼ ✍▲◆❴❁❋❑❆❬◆❃❄❄▲❏❁❅❍❃❋ ✄✠✓✞✄✆
✏❅❨❂ ❆ ❭❫■ ❃❇ ✙✙■ ✑ ✒ ❃❋ ❲▲❄❍✔❆ ✓❇❆ ❏❁ ❄❆❈❅❄❍◆❅❍❃❋ ▼❆❈

φ0
z,ν

✖ ❏ ✍❆❋❈❆❙✌ ❏❆
IR3 \

Brz
c
(0)

P❃❇❄❋❍❅ ❇❋❆ ❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆ ✏� ✕✡�✑ ✕ ✣❁❄ ◆❃❋❈▲✓❇❆❋❅ ✒ ✏� ✕�☞✑ ❆❈❅ ❲▲❄❍✔▲❆ ✕ ✠❏
❄❆❈❅❆ ✖ ❄▲❈❃❇▼❄❆ ❈❇❄

Brz
c
(0)

❏❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ✏� ✕✡�✑ ✕ ◗❋ ❆✤ ❆◆❅❇❁❋❅ ❏❆ ◆❴❁❋❑❆❙ ❆❋❅ ▼❆
❲❁❄❍❁✌ ❏❆

uν(r) = rφ̃z,nνlν(r)◆❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ❈ ✍▲◆❄❍❅




−1

2
u′′ν(r) +

lν(lν + 1)

r2
uν(r) + ṽeff

�

ρ (r)uν(r) − ǫ0z,νuν(r) = Cν k(r) uν(r)

uν(0) = 0

uν(r
z
c ) = rz

cφ
0
z,nνlν

(rz
c )

u′ν(r
z
c ) = rz

c

dφ0
z,nνlν

dr
(rz

c ) + φ0
z,nνlν (r

z
c )

ρ̃(r) =
1

4π

+∞∑

ν=1

wnν lν |uν(r)|2.
✏� ✕✡✡✑

❖❃❅❃❋❈ ✓❇❆ ❏❆❈ ❈❃❏❇❅❍❃❋❈ ▼❆





−1

2
u′′(r) +W (r)u(r) = Cν k(r) u(r)

u(0) = 0

u(rz
c ) = rz

cφ
0
z,nν lν

(rz
c )

u′(rz
c ) = rz

c

dφ0
z,nνlν

dr
(rz

c ) + φ0
z,nνlν (r

z
c )

✏� ✕✡☛ ✑
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❈❃❋❅ ▼❆ ❏❁ P❃❄❙ ❆
u(r) = rz

cφ
0
z,nν lν(r

z
c ) v(r)/v(r

z
c )❃✌

v
❆❈❅ ❇❋❆ ❈❃❏❇❅❍❃❋ ❋❃❋ ❋❇❏❏❆ ▼❇ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ❁❇❘ ❲❁❏❆❇❄❈ ❂❄❃❂❄❆❈ ❑▲❋▲❄❁❏❍❈▲





−1
2
v′′(r) +W (r)v(r) = λ k(r) v(r)

v(0) = 0

v′(rz
c ) =

(
1

φ0
z,nνlν

(rz
c )

dφ0
z,nνlν

dr
(rz

c ) +
1

rz
c

)
v(rz

c )

✓❇❍ ❂ ❃❈❈❯▼❆ ❂❃❇❄ ❅❃❇❅
n ∈ IN

✒ ❇❋❆ ❆❅ ❇❋❆ ❈❆❇❏❆ ❈❃❏❇❅❍❃❋ ✁ ❁❨❁❋❅ ❆❘❁◆❅❆❙ ❆❋❅
n

✕▲❄❃❈ ▼❁❋❈
]0, rz

c [
✕ ❭❃❄❈ ▼❆❈ ❍❅▲❄❁❅❍❃❋❈ ☛❚❊ ❍❋❅❆❄❲❆❋❁❋❅ ▼❁❋❈ ❏❁ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆

✏� ✕✡✡✑ ✒ ❃❋ ◆❴❃❍❈❍❄❁ ❏❁ ❈❃❏❇❅❍❃❋
uν

✓❇❍ ❁ ✘ ❏❆ ✌ ❃❋ ❋❃❙✌❄❆ ▼❆ ✕▲❄❃❈✙ ❉ ❂ ❃❇❄ ◆❴❁✓❇❆
❲❁❏❆❇❄ ▼❇ ❋❃❙✌❄❆ ✓❇❁❋❅❍✓❇❆

l
✒ ❃❋ ◆❏❁❈❈❆ ❏❆❈

ǫ0z,ν

◆❃❄❄❆❈❂❃❋▼❁❋❅ ❁❇❘ P❃❋◆❅❍❃❋❈
φ0

z,ν

❅❆❏❏❆❈ ✓❇❆
lν = l

❂❁❄ ❲❁❏❆❇❄❈ ◆❄❃❍❈❈❁❋❅❆❈ ❆❅ ❃❋ ❍❙❂❃❈❆ ✓❇❆ ❏❁ P❃❋◆❅❍❃❋
uν◆❃❄❄❆❈❂ ❃❋▼❁❋❅ ✖ ❏❁

nν

❬❍❯❙ ❆ ❂❏❇❈ ❂ ❆❅❍❅❆ ❲❁❏❆❇❄
ǫ0z,ν

❁❍❅ ❆❘❁◆❅❆❙ ❆❋❅
n− 1

❋✔❇▼❈
▼❁❋❈

]0, rz
c [

✕
� 3

❯❙ ❆ ✁✏✒✑☛ ✆ ✓✝✆✂✏✑✄✓✏ ✟✝✆ ✞☛✂ �✝✆✓✏ ✟✝✆✂
p̃0

z,ν .
✡❋ ❂❃❈❆

p̃0
z,ν(x) =

k(|x|) φ̃0
z,ν(x)

〈φ̃0
z,ν|k|φ̃0

z,ν〉❁❇❅❄❆❙ ❆❋❅ ▼❍❅

p̃0
z,ν(x) =

k(r) φ̃0
z,nνlν

(r)

r
∫ +∞

0
4πs2 k(s) |φ̃0

z,nνlν
(s)|2 ds

Ym
l (θ, ϕ)

✏� ✕✡☞✑

▼❆ P❁●❃❋ ✖ ❁❲❃❍❄ ❆❋ ❂❁❄❅❍◆❇❏❍❆❄
(
HPS

�

ρ − ǫ0z,ν

)
φ̃0

z,ν = p̃0
z,ν 〈φ̃0

z,ν|HPS
�

ρ − ǫ0z,ν |φ̃0
z,ν〉

❆❅ 〈φ̃0
z,ν|p̃0

z,ν〉 = 1.

❭❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈
p̃0

z,ν

❁❍❋❈❍ ▼▲✔❋❍❆❈ ❈❃❋❅ ✖ ❈❇❂❂❃❄❅ ▼❁❋❈
Brz

c
(0)

✕
� 4
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✡❋ ❂❃❈❆

φz,1 = φ0
z,1, φ̃z,1 = φ̃0

z,1, p̃z,1 = p̃0
z,1,❂❇❍❈ ❃❋ ❃❄❅❴❃❋❃❄❙ ❁❏❍❈❆ ❏❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈ ▼ ✍❍❋▼❍◆❆

ν ≥ 2
▼❆ P❁●❃❋ ✖ ❃✌❅❆❋❍❄ ▼❆❈

P❃❋◆❅❍❃❋❈
φ̃z,ν

❆❅
p̃z,ν

❲▲❄❍✔❁❋❅

1 ≤ µ, ν ≤ Np, (p̃z,µ, φ̃z,ν)L2 = δµν .
✂ ✟✰✱✱✰ ✄✭ ✝☎✱✲✭✮ ☞✱✞✮✱ ✆☞✌✮✲✰ ✡ ✲✰✮ ✰✮✱✰✮✆☎ ✒ ☎✮✰ ✟✭✮ ✄✱✞✮✱✰ ✡☎✝✱✲✠ ✝✲✟✞✱✲✯✰ ✠☛✠✄
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✡❋ ❇❅❍❏❍❈❆ ❂❃❇❄ ◆❆❏❁ ❇❋ ❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❆ ▼❆ ❅❨❂❆ ✙ ❄❁❙❙❬☛◆❴❙ ❍▼❅ ❉

p̃z,µ = Fz,µ

(
p̃0

z,µ −
µ−1∑

ν=1

(p̃0
z,µ, φ̃z,ν)L2 p̃z,ν

)

✏
p̃z,µ

❆❈❅ ❁❍❋❈❍ ❃❄❅❴❃❑❃❋❁❏ ✖ ❅❃❇❈ ❏❆❈
φ̃z,ν

❂❃❇❄
1 ≤ ν < µ

✑

φ̃z,µ = Fz,µ

(
φ̃0

z,µ −
µ−1∑

ν=1

(p̃z,ν, φ̃
0
z,µ)L2 φ̃z,ν

)

✏
φ̃z,µ

❆❈❅ ❁❍❋❈❍ ❃❄❅❴❃❑❃❋❁❏ ✖ ❅❃❇❈ ❏❆❈
p̃z,ν

❂❃❇❄
1 ≤ ν < µ

✑

φz,µ = Fz,µ

(
φ0

z,µ −
µ−1∑

ν=1

(p̃z,ν, φ̃
0
z,µ)L2 φz,ν

)
,

◆❆◆❍ ❂❃❇❄ ❂❄▲❈❆❄❲❆❄ ❏ ✍▲❑❁❏❍❅▲

∀ x ∈ IR3 \Brz
c
(0), φ̃z,ν(x) = φz,ν(x).

✏� ✕✡✧✑
❭❆ ◆❃❆✪ ◆❍❆❋❅ Fz,µ

❆❈❅ ❁✛❇❈❅▲ ❂❃❇❄ ❁❲❃❍❄

(p̃z,µ, φ̃z,µ)L2 = 1.

❚❆❅❅❆ ❆❘❂❄❆❈❈❍❃❋ ▼❃❋❋❆ ❂ ❃❇❄
µ = 2

Fz,µ =
(
1 − (p̃1, φ̃

0
2)L2(p̃0

2, φ̃1)L2

)−1/2

◆❃❙❙❆ ❍❋▼❍✓❇▲ ▼❁❋❈ ✞✧☞✟ ✕
❖❃❅❃❋❈ ✓❇ ✍❆❋ ❄❁❍❈❃❋ ▼❆ ❏❁ P❃❄❙ ❆ ✏� ✕�☞✑ ✒ ✏� ✕✡✍✑ ✒ ✏� ✕✡☞✑ ▼❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈

φz,ν

✒
φ̃z,ν❆❅

p̃z,ν

✒ ❍❏ ❈❇✪ ❅ ▲❲❍▼❆❙❙❆❋❅ ▼ ✍❃❄❅❴❃❑❃❋❁❏❍❈❆❄ ❆❋❅❄❆ ❆❏❏❆❈ ❏❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈ ❄❁▼❍❁❏❆❈
◆❃❄❄❆❈❂ ❃❋▼❁❋❅ ✖ ❇❋❆ ❲❁❏❆❇❄ ▼❃❋❋▲❆ ▼❆

l
✕

✡❋ ❄❆❅❍❆❋▼❄❁ ✓❇❆
� ❏❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈

p̃z,ν

❈❃❋❅ ✖ ❈❇❂❂❃❄❅ ▼❁❋❈
Brz

c
(0)

✯
� ❏❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈

φ̃z,ν

❆❅
φz,ν

❈❃❋❅ ▲❑❁❏❆❈ ❆❋ ▼❆❴❃❄❈ ▼❆
Brz

c
(0)

✕
❖❃❅❁❙❙❆❋❅ ✒ ❏❁ ◆❃❋❈❅❄❇◆❅❍❃❋ ▼❆ ◆❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈ ▼❁❋❈

Brz
c
(0)

❆❅ ❋❃❋ ▼❁❋❈
IR3 ❆❈❅ ❋▲◆❆❈❬

❈❁❍❄❆ ❂❃❇❄ ▼▲✔❋❍❄ ❏ ✍❃❂▲❄❁❅❆❇❄
Tz

✕
� ☛☎✒✑✏✄☛ ✄ ✧ ❭ ✍❃❂▲❄❁❅❆❇❄

Tz

▼▲✔❋❍ ❂❁❄ ✏� ✕�✧✑ ❆❈❅ ▼❆ ❄❁❋❑ ✔❋❍ ✒ ▼❃❋◆ ◆❃❙❂❁◆❅ ✕ ✠❏ ❆❋
❄▲❈❇❏❅❆ ✓❇❆ ❏ ✍❃❂ ▲❄❁❅❆❇❄

I+Tz

❆❈❅ ❍❋❲❆❄❈❍✌ ❏❆ ❈❍ ❆❅ ❈❆❇❏❆❙ ❆❋❅ ❈❍ ❍❏ ❆❈❅ ❍❋✛ ❆◆❅❍P ✏❁❏❅❆❄❋❁❅❍❲❆
▼❆ ❊❄❆▼❴❃❏❙ ✑ ✕ ✡ ❄ ❍❏ ❆❈❅ P❁◆❍❏❆ ▼❆ ❲▲❄❍✔❆❄ ✓❇❆ ❈❍ ❏❆❈ ▼❆❇❘ ◆❃❋▼❍❅❍❃❋❈ ❈❇❍❲❁❋❅❆❈ ❈❃❋❅
❈❁❅❍❈P❁❍❅❆❈ ❉

� ✕ ❏❆❈
Np

P❃❋◆❅❍❃❋❈
(φz,ν − φ̃z,ν)

❈❃❋❅ ❏❍❋▲❁❍❄❆❙ ❆❋❅ ❍❋▼▲❂ ❆❋▼❁❋❅❆❈ ✯
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� ✕ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆
[(p̃z,µ, φz,ν)]

❆❈❅ ❍❋❲❆❄❈❍✌ ❏❆ ✒
❁❏❃❄❈ ❏ ✍❃❂▲❄❁❅❆❇❄

I+Tz

❆❈❅ ❍❋✛ ❆◆❅❍P ✕ ❀❆❙ ❁❄✓❇❃❋❈ ❆❋✔❋ ✓❇❆ ❈❍
1
❋ ✍❆❈❅ ❂❁❈ ❲❁❏❆❇❄ ❂❄❃❂❄❆

▼❆ ❏❁ ❙ ❁❅❄❍◆❆
[(p̃z,µ, φz,ν)]

✒ ❁❏❃❄❈ ❏❆❈
(φz,ν − φ̃z,ν)

❈❃❋❅ ❏❍❋▲❁❍❄❆❙ ❆❋❅ ❍❋▼▲❂ ❆❋▼❁❋❅❆❈ ✕
� ☛☎✒✑✏✄☛ ✎ ✧ ❫❆ ❙❁❋❍❯❄❆ ❑▲❋▲❄❁❏❆ ✒ ❍❏ ❆❈❅ ❍❋▼❍❈❂ ❆❋❈❁✌ ❏❆ ▼❆ ◆❴❃❍❈❍❄ ❇❋ ❂❄❃◆▲▼▲ ▼❆
◆❃❋❈❅❄❇◆❅❍❃❋ ❂❃❇❄ ❏❆❈

φ̃z,ν

✓❇❍ ❙ ❯❋❆ ✖ ▼❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈ ✌ ❆❁❇◆❃❇❂ ❂❏❇❈ ❄▲❑❇❏❍❯❄❆❈ ✓❇❆
❏❆❈

φz,ν

▼❁❋❈
Brz

c
(0)

✕ ❫ ✍❇❋❆ ❂❁❄❅ ✒ ◆❆◆❍ ❋ ✍❆❈❅ ❂❁❈ ❍❙❙▲▼❍❁❅ ❂❃❇❄ ❏❆ ❂❄❃◆▲▼▲ ▼▲◆❄❍❅
◆❍❬▼❆❈❈❇❈ ❆❅ ▼❃❋◆ ▼❆❙❁❋▼❆ ❇❋ ❄▲❆❏ ❈❁❲❃❍❄❬P❁❍❄❆ ▼❁❋❈ ❏❆ ◆❴❃❍❘ ▼❆❈ ▼❍❲❆❄❈ ❂❁❄❁❙ ❯❅❄❆❈
❍❋❅❄❃▼❇❍❅❈ ✏

k(r)
✒ V0

✒ ✕✕✕✑ ✕ ❫ ✍❁❇❅❄❆ ❂❁❄❅ ✒ ❃❋ ❂❃❇❄❄❁❍❅ ❂ ❆❋❈❆❄ ✖ ❇❅❍❏❍❈❆❄ ❏❆❈ ❂❄❃ ◆▲▼▲❈ ▼❆
◆❃❋❈❅❄❇◆❅❍❃❋ ❇❅❍❏❍❈▲❈ ❏❃❄❈ ▼❆ ❏❁ ◆❃❋❈❅❄❇◆❅❍❃❋ ▼❆❈ ❂❈❆❇▼❃❬❂❃❅❆❋❅❍❆❏❈ ✖ ❋❃❄❙ ❆ ◆❃❋❈❆❄❲▲❆
❃❇ ▼❆❈ ❂❄❃◆▲▼▲❈ ▼❆ ◆❃❋❈❅❄❇◆❅❍❃❋ ✌❁❈▲❈ ❈❇❄ ❏❁ ❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆❈ ▼❆ ❋❁❅❇❄❆ ❅❄❯❈
▼❍✤ ▲❄❆❋❅❆ ▼❇ ❂❄❃✌ ❏❯❙ ❆ ✏� ✕✡ �✑ ✕

✎ ✍� ✍✎ � ✕✖✁✘✚✦ ✁�� ✜✘✛✔ ✣✦✒ ✒✄✒✖✤✥✦✒ ✥✘✣✕✓✛✣✗✑✔✦✒
❚❃❋❈❍▼▲❄❃❋❈ ❙ ❁❍❋❅❆❋❁❋❅ ❏❆ ❈❨❈❅❯❙ ❆ ❙❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆ ▼❁❋❈ ❈❃❋ ❍❋❅▲❑❄❁❏❍❅▲ ✒ ❃❋ ❈❇❂❂❃❈❆ ✓❇❆
❏❁ ◆❃❋▼❍❅❍❃❋ ▼❆ ❋❃❋ ❄❆◆❃❇❲❄❆❙ ❆❋❅ ✏� ✕��✑ ❆❈❅ ❈❁❅❍❈P❁❍❅❆ ✕
✣❃❇❄ ▼❆❈ ❃❂ ▲❄❁❅❆❇❄❈ ❁❅❃❙ ❍✓❇❆❈

Tz

▼❆ ❏❁ P❃❄❙ ❆ ✏� ✕�✌✑ ✒ ❏❆❈ ❃❂ ▲❄❁❅❆❇❄❈ ❅❄❁❋❈❏❁❅▲❈
τx̄k
Tzk▼▲✔❋❍❈ ❂❁❄ ✏� ✕��✑ ❈❆ ◆❁❏◆❇❏❆❋❅ ❈❆❏❃❋ ❏❁ P❃❄❙❇❏❆

∀ u ∈ L2(IR3), ∀ x ∈ IR3, ((τx̄k
Tzk

)u) (x) =

Np,k∑

ν=1

(p̃k,ν(·−x̄k), u)L2

(
φk,ν(x− x̄k) − φ̃k,ν(x− x̄k)

)
.

✣❃❇❄ ❈❍❙❂❏❍✔❆❄ ❏❆❈ ❋❃❅❁❅❍❃❋❈ ✒ ❃❋ ❂❃❈❆
Nk = Np,k

φk
ν = φzk,ν(· − x̄k), φ̃k

ν = φ̃zk,ν(· − x̄k), p̃k
ν = p̃zk,ν(· − x̄k), φ̄k

ν = φk
ν − φ̃k

ν ,

Jku =

Np,k∑

ν=1

(p̃k
ν , u)L2 φk

ν , J̃ku =

Np,k∑

ν=1

(p̃k
ν , u)L2 φ̃k

ν ,
❆❅

Tku = τx̄k
Tzk

u = Jku−J̃ku,

▼❆ ❈❃❄❅❆ ✓❇❆

T =
M∑

k=1

(Jk − J̃k) =
M∑

k=1

Tk.

❭❆❈ ❁▼✛ ❃❍❋❅❈ ▼❆
Jk

✒
J̃k

❆❅
Tk

❈❃❋❅ ▼❃❋❋▲❈ ❄❆❈❂ ❆◆❅❍❲❆❙ ❆❋❅ ❂❁❄

JT
k =

Nk∑

ν=1

(φk
ν , ·) p̃k

ν, J̃T
k =

Nk∑

ν=1

(φ̃k
ν , ·) p̃k

ν,
❆❅

T T
k =

Nk∑

ν=1

(φ̄k
ν , ·) p̃k

ν.

✣❁❄ ❏❁ ◆❃❋▼❍❅❍❃❋ ✏� ✕�☞✑ ✒ ❃❋ ❁

∀ 1 ≤ k ≤M, ∀ x ∈ IR3 \Br
zk
c

(x̄k),
(
J̃ku
)
(x) =

(
Jku
)
(x).

✏� ✕✡★✑



✁ �� � ✠✆☎✟�☎✠✝ ✆✝ ✝✄ ✂✂ ✄☎✁✆✝ ✠✄✁ ☛✌

✣❁❄ ❁❍❏❏❆❇❄❈ ✒ ❃❋ P❁❍❅ ✖ ◆❆ ❋❍❲❆❁❇ ❏ ✍❴❨❂❃❅❴❯❈❆ ✓❇❆ ❏❆❈ ❄❆❈❅❄❍◆❅❍❃❋❈ ✖
Br

zk
c

(x̄k)
▼❆❈

φ̃k
νP❃❄❙ ❆❋❅ ❇❋❆ ✌❁❈❆ ▼❆

L2(Br
zk
c

(x̄k))
✞��✟ ✕ ❚❆❏❁ ❄❆❲❍❆❋❅ ✖ P❁❍❄❆ ❏ ✍

✘❨❂❃❅❴❯❈❆ ▼❆ ◆❃❙❂❏▲❅❇▼❆ ❉ ∀ 1 ≤ k ≤M, ∀ x ∈ Br
zk
c
,
(
J̃ku
)

(x) = u(x).✏� ✕✡☞✑
✠❏ ❋ ✍❆❈❅ ❂❁❈ ◆❏❁❍❄ ✓❇❆ ◆❆❅❅❆ ❴❨❂❃❅❴❯❈❆ ❈❃❍❅ ❍❋◆❃❋❅❃❇❄❋❁✌ ❏❆ ❆❅ ❋❃❇❈ ❋❆ ❏❁ ❄❆❅❍❆❋▼❄❃❋❈
▼❃❋◆ ❂❁❈ ❂ ❃❇❄ ❏ ✍❍❋❈❅❁❋❅ ✕
✂ ✁✓✝☎✑✝✂✟✏ ✟✝✆ ✞☛ ✡✒ ✞☛✆✂✟✏✁
❭ ✍▲✓❇❁❅❍❃❋ ✏� ✕�☞✑ ❈ ✍▲◆❄❍❅

ψi = (I + T )ψ̃i = ψ̃i +

M∑

k=1

(
Jkψ̃i − J̃kψ̃i

)
.

✏� ✕✡✌✑
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ρ
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ρ(x) =

N∑

i=1

|ψi(x)|2 = ρ̃(x) + ρ1(x) − ρ̃1(x) + ρinc(x)
✏� ✕☛✍✑

❁❲❆◆
ρ̃(x) =

N∑

i=1

|ψ̃i(x)|2

❆❅
ρ1(x) =

M∑

k=1

ρk
1(x), ρ̃1(x) =

M∑

k=1

ρ̃k
1(x), ρinc(x) =

M∑

k=1

ρk
inc(x),

❁❲❆◆
ρk

1(x) =
N∑

i=1

|(Jkψ̃i)(x)|2,

ρ̃k
1(x) =

N∑

i=1

|(J̃kψ̃i)(x)|2,

ρk
inc(x) = 2

N∑

i=1

[
ψ̃i(x) (Jkψ̃i)(x) − (Jkψ̃i)(x) (J̃kψ̃i)(x) − ψ̃i(x) (J̃kψ̃i)(x) + |(J̃kψ̃i)(x)|2

]
.
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inc

❆❈❅ ❏❃ ◆❁❏❍❈▲❆ ▼❁❋❈ ❏❁ ❄▲❑❍❃❋ ▼ ✍❁❇❑❙❆❋❅❁❅❍❃❋
Br

zk
c

(x̄k)
✕ ☛ ❍ ❃❋
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ρk

inc = 0
▼❁❋❈

Br
zk
c

(x̄k)
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A

❆❈❅ ❇❋ ❃❂ ▲❄❁❅❆❇❄ ❁❇❅❃❬❁▼✛ ❃❍❋❅ ❈❇❄
L2(IR3)

✒

〈ψ,Aψ〉 = 〈ψ̃, Ãψ̃〉
❃✌

Ã
▼▲❈❍❑❋❆ ❏ ✍❃❂ ▲❄❁❅❆❇❄ ❁❇❅❃❬❁▼✛ ❃❍❋❅

Ã = A+

M∑

k=1

[
T T

k A+ ATk + T T
k ATk

]
.

✏� ✕☛ �✑

✥❋❆ ❁❇❅❄❆ ❆❘❂❄❆❈❈❍❃❋ ▼❆ ❏ ✍❃❂ ▲❄❁❅❆❇❄
Ã

❆❈❅ P❃❇❄❋❍❆ ❂❁❄ ❏❁ P❃❄❙❇❏❆

Ã = A +
M∑

k=1

[
JT

k AJk − J̃T
k AJ̃k

]

+

M∑

k=1

[
AJk + JT

k A− JT
k AJ̃k − J̃T

k AJk − AJ̃k − J̃T
k A + 2J̃T

k AJ̃k

]
.

☛ ❍
A

❆❈❅ ❇❋ ❃❂▲❄❁❅❆❇❄ ❏❃ ◆❁❏ ❙❇❏❅❍❂ ❏❍◆❁❅❍P ✏❍ ✕❆ ✕ ▼❆ ❅❨❂❆
(Aφ)(x) = v(x)φ(x)

❃✌
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❃✌❅❍❆❋❅

Ã = A+

M∑

k=1

[
JT

k AJk − J̃T
k AJ̃k

]

= A+

M∑

k=1

[
Nk∑

µ,ν=1

|p̃k
µ〉
(
〈φk

µ, Aφ
k
ν〉 − 〈φ̃k

µ, Aφ̃
k
ν〉
)

〈p̃k
ν |
]

;
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❂❁❈❈❁❑❆ ❁❇❘ ❈❨❈❅❯❙ ❆❈ ❙ ❃❏▲◆❇❏❁❍❄❆❈ ✕ ❫ ✍❇❋ ❂❃❍❋❅ ▼❆ ❲❇❆ ❋❇❙ ▲❄❍✓❇❆ ✒ ❇❋❆ ▲❅❇▼❆ ▼❆ ❏❁
❈❆❋❈❍✌ ❍❏❍❅▲ ▼❆❈ ❄▲❈❇❏❅❁❅❈ ❁❇ ◆❴❃❍❘ ▼❆❈ ❄❁❨❃❋❈

rz
c

✒ ▼❆ ❏❁ P❃❋◆❅❍❃❋
k(r)

❆❅ ▼❆ V0
❂❆❄❙ ❆❅❬

❅❄❁❍❅ ▼❆ ◆❃❙❂❄❆❋▼❄❆ ❏❆ ❄☎ ❏❆ ▼❆ ◆❴❁◆❇❋ ▼❆ ◆❆❈ ❂❁❄❁❙❯❅❄❆❈ ✕ ✣❁❄ ❁❍❏❏❆❇❄❈ ✒ ❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆
✣■✗ ❇❅❍❏❍❈❆ ▼❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ▼ ✍❁❂❂❄❃❘ ❍❙ ❁❅❍❃❋ ▼❇ ❅❆❄❙ ❆ ◆❃❇❏❃❙✌ ❍❆❋ ❆❅ ▼❆ ❏ ✍▲❋❆❄❑❍❆
▼ ✍▲◆❴❁❋❑❆❬◆❃❄❄▲❏❁❅❍❃❋ ✞★�✟ ✕ ✥❋❆ ❲❃❍❆ ▼ ✍❁❙▲❏❍❃❄❁❅❍❃❋ ▼❇ ◆❁❏◆❇❏ ▼❇ ❅❆❄❙ ❆ ◆❃❇❏❃❙✌ ❍❆❋
◆❃❋❈❍❈❅❆❄❁❍❆❋❅ ✖ ❇❅❍❏❍❈❆❄ ▼❆❈ ❙ ▲❅❴❃▼❆❈ ❍❋❅▲❑❄❁❏❆❈ ❈❇❄ ❏❆❈ ❈❂❴❯❄❆❈ ▼▲❏❍❙ ❍❅❁❋❅ ❏❆❈ ❄▲❑❍❃❋❈
▼ ✍❁❇❑❙ ❆❋❅❁❅❍❃❋ ✕
❫ ✍❇❋ ❂❃❍❋❅ ▼❆ ❲❇❆ ❙ ▲❅❴❃▼❃❏❃❑❍✓❇❆ ✒ ❍❏ ❈❆❄❁❍❅ ❇❅❍❏❆ ▼ ✍▲❅❇▼❍❆❄ ❏ ✍❍❋✟❇❆❋◆❆ ▼❆ ❏❁ ❂❄❍❈❆
❆❋ ◆❃❙❂❅❆ ▼❆❈ ❅❆❄❙ ❆❈ ❈❇❂❂❏▲❙ ❆❋❅❁❍❄❆❈ ❏❍▲❈ ✖ ❏ ✍❍❋◆❃❙❂❏▲❅❇▼❆ ▼❆ ❏❁ ✌❁❈❆ ✕ ◗❋✔❋ ✒ ❏❁
❄▲❈❃❏❇❅❍❃❋ ▼❆ ✏� ✕�★✑ ▲❅❁❋❅ ❍❋▼▲❂ ❆❋▼❁❋❅❆ ▼❇ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆❈

φz,ν

✒
φ̃z,ν

❆❅
p̃z,ν

✒ ❃❋ ❂❆❇❅
❈ ✍❍❋❅❆❄❄❃❑❆❄ ❈❇❄ ❇❋ ◆❴❃❍❘ ❃❂❅❍❙ ❁❏ ▼❆ ◆❆❈ P❃❋◆❅❍❃❋❈ ✕
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✁✝✁ ✂ ✝✞✁✁☎✁ ☎✁ ☎✝☎✁✂✂✁✟✆✞✆✁✝ ☎✁
☎✁✂ ✂ ✆✝✁

❚❆ ◆❴❁❂❍❅❄❆ ❄❆❂❄❃▼❇❍❅ ▼❁❋❈ ❇❋ ❂❄❆❙ ❍❆❄ ❅❆❙❂❈ ❇❋ ❁❄❅❍◆❏❆ ❈❃❇❙ ❍❈
[
■ �

]
❂❄▲❈❆❋❅❁❋❅

❇❋❆ ❙▲❅❴❃▼❆ ▼❆ ▼▲◆❃❙❂❃❈❍❅❍❃❋ ▼❆ ▼❃❙❁❍❋❆ ❂ ❃❇❄ ❏❆ ◆❁❏◆❇❏ ▼❆ ❈❅❄❇◆❅❇❄❆❈ ▲❏❆◆❅❄❃❋❍✓❇❆❈ ✕
◗❋ ❈❆◆❃❋▼ ❏❍❆❇ ✒ ❃❋ ▼❃❋❋❆ ❇❋❆ ❂❄❆❇❲❆ ▼❆ ◆❃❋❲❆❄❑❆❋◆❆ ▼❆ ❏❁ ❙ ▲❅❴❃▼❆ ▼❁❋❈ ❇❋ ◆❁▼❄❆
❅❄❯❈ ❈❍❙ ❂❏❍✔▲ ✕

☛✓



☞☛ �✁✂✄ ☎ ✆✝✞ � ✠ �☛ ✗ ✁ ✔☞✂ ✍✎✗ ✎✗ ✎✔✑✍✁✂ ✍✁✒ ☞✒✍☛ ✎✗ ✎✍✁ ✕✒☛ ✗

✄ ✄ ✡✏ ✟✡☛✾☛✡ ✞✝☎✒ ✟✆ ✞☛✓✝☎✑✝✂✟✏ ✟✝✆ �✝✑ ☛✡☛✓✏✑✝✆✟✓ ✂✏✑✄✓✏✄✑☛ ✓✒ ✡✓✄ ✡✒✏ ✟✝✆✂
❳ ✕ ❵❁❄❄❁❇❏❅1 ✒ ◗ ✕ ❚❁❋◆❯❈1 ✒ ✗ ✕ ✘ ❁❑❆❄ 2 ❁❋▼ ❚ ✕ ❭❆ ❵❄❍❈1

1
✦☎✞✑ ✂✦✭ ✝ ☎ ✓✠✄✆ ✄ ✞✟☎✠✞✞✄✆ ✡✆✠ ✎ ✠✞✟✠ ✆✟ ✦☞✞✍✠✠ ✂✆✠✝ ✆ ✆✟ ✝ ✞✒✆✞✍ ✆ ✞ ✄✞☎✠ ✆ ✎ ✞✠ ✓✞✄✝

✟✟✠ ✡✡ ✑ ✞✠✞ ✆✏✄✞✏�✞✄ ✄✂✆ ✦✆✡✆✄ ☛
2
✁✞ ☎✒✆✠✠☎✟☛ ✠✟ ✪ ✄✠✠☎✡✞✝ ✁✭� ✡

☞✰ ✲✮✱☛✭✆☎✟✰ ✞ ✮✰✌ ✆✭✡✞ ✲✮ ✆✰✟✭✡ ✠✭✄✲✱ ✲✭✮ ✡ ✰✱✟✭✆ ✍✭☛ ✰ ✝✰✟✱☛✭✮✲✟ ✄✱☛☎✟✱☎☛✰
✟✞✝✟☎✝✞✱✲✭✮ ✄ ✌ ✲✱✟ ✲✮ ✄✰✡ ✲✎✰✡✠ ✲☛ ✲✟✞✝ ✞✮✆ ✏ ✰✮ ✄✲✱✚ ✴☎✮✟✱✲✭✮✞✝ ✑✟✰✭☛✚ ✍✏✴✑ ✏
✍☛✞✡ ✰✌✭☛✒ ✄ ✸ ✑✟ ✲✄ ✡ ✰✱✟✭✆ ✲✱✰☛✞✱✰✄ ✡ ✰✱✌✰✰✮ ✞ ✝✭✟✞✝ ✌✮✰ ✄✭ ✝✯✰☛ ✞✮✆ ✞ ✑ ✝✭✡✞✝
✟✭✞☛✄✰ ✄✭ ✝✯✰☛ ✛ ✲✮ ✱✟✰ ✄✠ ✲☛✲✱ ✭ ✍ ✆✭✡✞ ✲✮ ✆✰✟✭✡ ✠✭ ✄✲✱✲✭✮ ✡ ✰✱✟✭✆✄ ☎✄✰✆ ✲✮ ✡✞✮✚✭✱✟✰☛ ✌✰ ✝✆✄ ✭✍ ✱✟✰ ✰✮✑ ✲✮✰✰☛✲✮✑ ✄✟✲✰✮✟✰✄ ✸ ✓ ✄✲✮✑ ✱✟ ✲✄ ✞✠✠ ☛✭✞✟✟ ✛ ✟✞✝✟☎✝✞✱✲✭✮ ✄
✟✞✯✰ ✡ ✰✰✮ ✄☎✟✟✰✄✄✍☎✝✝✚ ✠✰☛✍✭☛✡ ✰✆ ✭✮ ✄✰✯✰☛✞✝ ✝✲✮✰✞☛ ✠✭ ✝✚✡ ✰☛ ✟✟✞ ✲✮ ✄ ✟✭✮✱✞ ✲✎✮✲✮✑ ☎✠ ✱✭ ✔✺ ✛✺✺✺ ✞✱✭✡✄ ✞✮✆ ✹✺✺ ✛✺✺✺ ✞✱✭✡ ✲✟ ✭☛✡ ✲✱✞✝✄ ✸ ✕✭✱✟ ✱✟✰ ✟✭✡ ✠☎✱✞✎✱✲✭✮✞✝ ✟✭✄✱ ✞✮✆ ✱✟✰ ✡ ✰✡ ✭☛✚ ☛✰✂☎ ✲☛✰✡ ✰✮✱ ✄✟✞✝✰ ✝✲✮✰✞☛✝✚ ✌ ✲✱✟ ✱✟✰ ✮☎✡✡✰☛✭ ✍ ✞✱✭✡✄ ✸ ✖✆✆ ✲✱✲✭✮✞✝ ✄✠✰✰✆✎☎✠ ✟✞✮ ✰✞✄✲✝✚ ✡ ✰ ✭✡✱✞ ✲✮✰✆ ✡✚ ✠✞☛✞✝✝✰ ✝✲✗✞✱✲✭✮ ✸
☞✰ ✄✟✭✌ ✱✟✞✱ ✱✟ ✲✄ ✆✭✡✞ ✲✮ ✆✰✟✭✡ ✠✭✄✲✱ ✲✭✮ ✡ ✰✱✟✭✆ ✭☎✱✠ ✰☛✍✭☛✡ ✄ ✱✟✰ ✏ ✰✮ ✄✲✱✚
✕ ✞✱☛ ✲✘ ✕ ✲✮ ✲✡ ✲✗✞✱✲✭✮ ✍✏✕✕✏ ✡ ✰✱✟✭✆ ✍✭☛ ✠✭✭☛ ✲✮ ✲✱✲✞✝ ✑☎✰✄✄✰✄ ✸ ✳✱ ✲✄ ✛ ✲✮ ✞✮✚
✟✞✄✰ ✛ ✞✮ ✰✙ ✟ ✲✰✮✱ ✠☛✰✟✭✮✆ ✲✱ ✲✭✮✰☛ ✍✭☛ ✏✕✕ ✞✮✆ ✭✱✟✰☛ ✝✲✮✰✞☛ ✄✟✞✝✲✮✑ ✡ ✰✱✟✭✆✄ ✛✯✞☛ ✲✞✱✲✭✮✞✝ ✲✮ ✮✞✱☎☛✰ ✛ ✄☎✟✟ ✞✄ ✱✟✰ ✔ ☛✡ ✲✱✞✝ ✕ ✲✮ ✲✡ ✲✗✞✱✲✭✮ ✍✔✕ ✏ ✠ ☛✭ ✟✰✆☎☛✰ ✸

✞ ✡✠ ✤✚✛✜✢✣✤✥✛✦✢✚ ✧✚✣ ★✢✛✦✟✧✛✦✢✚
■ ◆❆❋❅❄❁❏ ❍❈❈❇❆ ❍❋ ◆❃❙❂❇❅❁❅❍❃❋❁❏ ✓❇❁❋❅❇❙ ◆❴❆❙ ❍❈❅❄❨ ❍❈ ❅❴❆ ▼❆❅❆❄❙ ❍❋❁❅❍❃❋ ❃P ❅❴❆

❆❏❆◆❅❄❃❋❍◆ ❑❄❃❇❋▼ ❈❅❁❅❆ ❃P ❁ ❙❃❏❆◆❇❏❁❄ ❈❨❈❅❆❙ ✕ ❊❃❄ ◆❃❙❂❏❆❅❆❋❆❈❈ ❁❋▼ ❈❆❏P❬◆❃❋❈❍❈❅❆❋◆❨✒
✔❆ ❋❃✔ ✌❄❍❆✟❨ ❍❋❅❄❃▼❇◆❆ ❅❴❆ ❂❄❃✌ ❏❆❙ ✕ ✠❋ ❂❁❄❅❍◆❇❏❁❄ ✒ ✔❆ ❂❄❆❈❆❋❅ ❍❅ ❍❋ ❁ ❙ ❁❅❴❆❙❁❅❍◆❁❏
✔❁❨✕

✄ ✍✌ ✍✌ ✩✖✗✙✚✗✔✚ ✦✣✦✓✖✔✘✙✑✓ ✒✖✔✛✓✖✛✔✦ ✓✗✣✓✛ ✣✗✖✑✘✙✒
■ ❙❃❏❆◆❇❏❁❄ ❈❨❈❅❆❙ ❍❈ ◆❃❙❂❃❈❆▼ ❃P

N
❆❏❆◆❅❄❃❋❈ ✒ ❙❃▼❆❏❏❆▼ ✓❇❁❋❅❇❙ ❙❆◆❴❁❋❍◆❁❏❏❨✒

❁❋▼ ❁ ❑❍❲❆❋ ❋❇❙✌ ❆❄ ❃P ❋❇◆❏❆❍ ✒ ❅❴❆ ❏❁❅❅❆❄ ✌ ❆❍❋❑ ◆❃❋❈❍▼❆❄❆▼ ❁❈ ◆❏❁❈❈❍◆❁❏ ❂ ❃❍❋❅❬❏❍✩❆
❂❁❄❅❍◆❏❆❈ ◆❏❁❙❂❆▼ ❁❅ ✩❋❃✔❋ ❂❃❈❍❅❍❃❋❈ ✏❵❃❄❋❬✡❂❂ ❆❋❴❆❍❙ ❆❄ ❁❂❂❄❃❘ ❍❙ ❁❅❍❃❋ ✑ ✕ ✗❆ ❄❆P❆❄
❅❃ ✞✪✟ P❃❄ ❁ ❑❆❋❆❄❁❏ ❙ ❁❅❴❆❙ ❁❅❍◆❁❏ ❆❘❂❃❈❍❅❍❃❋ ❁❋▼ ❅❃ ✞✡ ✒☞✟ P❃❄ ❅❴❆ ◆❴❆❙ ❍◆❁❏ ✌❁◆✩❑❄❃❇❋▼ ✕
❫❆❅❆❄❙ ❍❋❍❋❑ ❅❴❆ ❆❏❆◆❅❄❃❋❍◆ ❑❄❃❇❋▼ ❈❅❁❅❆ ❁❙❃❇❋❅❈ ❅❃ ❈❃❏❲ ❍❋❑ ❁ ❅❍❙ ❆❬❍❋▼❆❂ ❆❋▼❆❋❅
☛◆❴❄☞▼❍❋❑❆❄ ❆✓❇❁❅❍❃❋ ❍❋

IR3N ✕ ☞❴❍❈ ❑❃❁❏ ❍❈ ❃❇❅ ❃P ❄❆❁◆❴ P❃❄ ❏❁❄❑❆ ❲❁❏❇❆❈ ❃P
N
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❁❋▼
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✒ ❄❆❈❂ ❆◆❅❍❲❆❙ ❆❋❅ ❁❋

Nb × Nb

❈❨❙❙❆❅❄❍◆ ❙ ❁❅❄❍❘ ❁❋▼ ❁❋
Nb × Nb

❈❨❙❙❆❅❄❍◆ ❂❃❈❍❅❍❲❆ ▼❆✔❋❍❅❆ ❙ ❁❅❄❍❘ ✏✔ ❍❅❴
Nb > N

✑ ✒ ◆❃❙❂❇❅❆ ❁ ❈❃❏❇❅❍❃❋
D⋆❃P ❅❴❆ ❂❄❃✌ ❏❆❙






Hci = ǫiSci, ǫ1 ≤ . . . ≤ ǫN ≤ ǫN+1 ≤ . . . ≤ ǫNb
,

ctiScj = δij ,

D⋆ =
N∑

i=1

cic
t
i.

✏✡ ✕✪✑

❭❆❅ ❇❈ ❙ ❆❋❅❍❃❋ ❅❴❁❅ ❙❃❈❅ ❆❏❆◆❅❄❃❋❍◆ ❈❅❄❇◆❅❇❄❆ ◆❁❏◆❇❏❁❅❍❃❋❈ ❁❄❆ ❂ ❆❄P❃❄❙ ❆▼ ✔ ❍❅❴ ◆❏❃❈❆▼
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❍❈ ❅❴❆ ❍▼❆❋❅❍❅❨ ❙ ❁❅❄❍❘ ✒ ❁ ❈❃❏❇❅❍❃❋
D⋆

❅❃ ✏✡ ✕✪✑
❍❈ ❁ ❈❃❏❇❅❍❃❋ ❅❃ ❅❴❆ ❂❄❃✌ ❏❆❙
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N
❆❍❑❆❋❲❆◆❅❃❄❈

❁❈❈❃◆❍❁❅❆▼ ✔ ❍❅❴ ❅❴❆ ❏❃✔❆❈❅
N

❆❍❑❆❋❲❁❏❇❆❈ ❃P
H

✕
✏✡ ✕�✑

✠❋ ✏✡ ✕�✑ ✒ ❁❋▼ ❅❴❄❃❇❑❴❃❇❅ ❅❴❍❈ ❁❄❅❍◆❏❆ ✒ ❅❴❆ ❆❍❑❆❋❲❁❏❇❆❈ ❁❄❆ ◆❃❇❋❅❆▼ ✔ ❍❅❴ ❅❴❆❍❄ ❙❇❏❅❍❂ ❏❍❬
◆❍❅❍❆❈ ✕ ☞❴❆

N
❆❍❑❆❋❲❆◆❅❃❄❈
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S
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{χi}1≤i≤Nb

❃P ❅❴❆
N

❃❋❆❬❆❏❆◆❅❄❃❋ ✔❁❲❆P❇❋◆❅❍❃❋❈ ✕ ☞❴❆ ❙❁❅❄❍❘
H

❍❈ ❁ ❙ ❆❁❋❬✔❆❏▼ ✘❁❬
❙ ❍❏❅❃❋❍❁❋ ❙❁❅❄❍❘ ✕ ❊❃❄ ❍❋❈❅❁❋◆❆ ✒ P❃❄ ❅❴❆ �❃❴❋❬☛❴❁❙ ❙❃▼❆❏ ✒ ✔❆ ❴❁❲❆

Hij =
1

2

∫

IR3

∇χi · ∇χj +

∫

IR3

V χiχj

✏✡ ✕✡✑

✔❴❆❄❆
V

❍❈ ❁ ❙ ❆❁❋❬✔❆❏▼ ❏❃ ◆❁❏ ❂❃❅❆❋❅❍❁❏ ✕ ☞❴❆ ❙❁❅❄❍❘
S

❍❈ ❅❴❆ ❃❲❆❄❏❁❂ ❙❁❅❄❍❘ ❁❈❈❃ ◆❍❁❅❆▼
✔ ❍❅❴ ❅❴❆ ✌❁❈❍❈ {χi}1≤i≤Nb

❉
Sij =

∫

IR3

χiχj.
✏✡ ✕☛ ✑
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❅❍❃❋❈ {χi}
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Nb

❍❈ ❂❄❃❂❃❄❅❍❃❋❁❏ ❅❃
N

✒ ❁❋▼ ❋❃❅ ❙❇◆❴ ❏❁❄❑❆❄ ❅❴❁❋ ❍❅ ✏❈❁❨
Nb ∼ 2N
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Nb ∼ 100N
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✏❈❆❆ ❈❆◆❅❍❃❋ ✡ ✕✪ ✕�✑ ✕

■ ❈❃❏❇❅❍❃❋
D⋆

❃P ✏✡ ✕✪✑ ❍❈
D⋆ = C⋆C
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✌ ❆❏❃✔ ✒ ❅❴❍❈ ❃✌❈❆❄❲❁❅❍❃❋ ◆❁❋ ✌ ❆ ❈❇❂❂❃❄❅❆▼ ✌❨ ✓❇❁❏❍❅❁❅❍❲❆ ❂❴❨❈❍◆❁❏ ❁❄❑❇❙❆❋❅❈ ✕
✡❋ ❅❴❆ ❃❅❴❆❄ ❴❁❋▼ ✒ ✔❆ ❁❄❆ ❋❃❅ ❁✔❁❄❆ ❃P ❁❋❨ ❙ ❁❅❴❆❙ ❁❅❍◆❁❏ ❁❄❑❇❙❆❋❅ ❃P ❏❍❋❆❁❄
❁❏❑❆✌❄❁ ❅❴❁❅ ✔❃❇❏▼ ✛❇❈❅❍P❨ ❁❈❈❇❙❂❅❍❃❋ ✏✘ �✑ ❍❋ ❁ ❑❆❋❆❄❁❏ ❈❆❅❅❍❋❑ ✕

✗❆ ❁❈❈❇❙ ❆ ✏✘ ✪✑❬ ✏✘ �✑ ❍❋ ❅❴❆ P❃❏❏❃✔ ❍❋❑ ✕ ❚❇❄❄❆❋❅ ❆✤❃❄❅❈ ❁❍❙ ❁❅ ❅❄❆❁❅❍❋❑ ◆❁❈❆❈ ✔❴❆❋
❅❴❆ ❈❆◆❃❋▼ ❁❈❈❇❙❂❅❍❃❋ ❍❈ ❋❃❅ P❇ ❏✔ ❏❏❆▼ ✒ ✔❴❍◆❴ ❍❋ ❂❁❄❅❍◆❇❏❁❄ ◆❃❄❄❆❈❂ ❃❋▼❈ ❅❃ ❅❴❆ ◆❁❈❆
❃P ◆❃❋▼❇◆❅❍❋❑ ❙❁❅❆❄❍❁❏❈ ✕ ☞❴❆ ❂❄❃✌ ❏❆❙ ✏✡ ✕�✑ ❍❈ ❅❴❆❋ ❆❘❅❄❆❙ ❆❏❨ ▼❍✪ ◆❇❏❅ ✌ ❆◆❁❇❈❆ ❅❴❆
❑❁❂

γ
❍❋ ✏✡ ✕★✑ ✌ ❆❍❋❑ ❲❆❄❨ ❈❙ ❁❏❏ ✒ ❅❴❆ ❙ ❁❅❄❍❘

D
❍❈ ❏❍✩❆❏❨ ❅❃ ✌ ❆ ▼❆❋❈❆ ✕ ❀❆❁◆❴❍❋❑ ❏❍❋❆❁❄

◆❃❙❂❏❆❘ ❍❅❨ ❍❈ ❅❴❆❋ ❁ ◆❴❁❏❏❆❋❑❍❋❑ ❍❈❈❇❆ ✒ ❇❋❈❁❅❍❈P❁◆❅❃❄❍❏❨ ❈❃❏❲❆▼ ❅❃ ▼❁❅❆ ✕ ☛❅❁❅❆ ❃P ❅❴❆ ❁❄❅
❏❍❋❆❁❄ ❈◆❁❏❍❋❑ ❙❆❅❴❃▼❈ ❂❄❆❈❆❋❅❆▼ ❍❋ ❅❴❆ ❏❍❅❆❄❁❅❇❄❆ ❆❘❂❆❄❍❆❋◆❆ ❅❄❆❙ ❆❋▼❃❇❈ ▼❍✪ ◆❇❏❅❍❆❈
✏❅❃ ❈❁❨ ❅❴❆ ❏❆❁❈❅✑ ❍❋ ❈❇◆❴ ◆❁❈❆❈ ✕ ✠❅ ❍❈ ❅❴❆❄❆P❃❄❆ ❄❆❁❈❃❋❁✌ ❏❆ ❅❃ ❍❙❂❄❃❲❆ ❍❋ ❁ ✔ ❄❈❅ ❈❅❆❂
❅❴❆ ❆❘ ❍❈❅❍❋❑ ❙ ❆❅❴❃▼❈ ❍❋ ❅❴❆ ❈❆❅❅❍❋❑ ❃P ❁❈❈❇❙❂❅❍❃❋ ✏✘ �✑ ✒ ✌ ❆P❃❄❆ ❅❇❄❋❍❋❑ ❅❃ ❙ ❃❄❆
◆❴❁❏❏❆❋❑❍❋❑ ❍❈❈❇❆❈ ✕

❵❆P❃❄❆ ✔❆ ❑❆❅ ❅❃ ❅❴❆ ❴❆❁❄❅ ❃P ❅❴❆ ❙ ❁❅❅❆❄ ✒ ✔❆ ✔❃❇❏▼ ❏❍✩❆ ❅❃ ❂❃❍❋❅ ❃❇❅ ❅❴❆ P❃❏❏❃✔ ❍❋❑
P❆❁❅❇❄❆ ❃P ❅❴❆ ❂❄❃✌ ❏❆❙ ❇❋▼❆❄ ◆❃❋❈❍▼❆❄❁❅❍❃❋ ✕

✠❋ ❂❄❁◆❅❍◆❆ ✒ ✣ ❄❃✌ ❏❆❙ ✏✡ ✕✪✑ ❴❁❈ ❅❃ ✌ ❆ ❈❃❏❲❆▼ ✠✆✟ ✆✞✟✆✡ ✄☛ ✕ ❊❃❄ ❍❋❈❅❁❋◆❆ ✒ ❍❅ ❍❈ ❅❴❆ ❍❋❋❆❄
❏❃ ❃❂ ❍❋ ❁ ❋❃❋❏❍❋❆❁❄ ❙ ❍❋❍❙ ❍✕❁❅❍❃❋ ❂❄❃✌ ❏❆❙ ✔❴❆❄❆

H
▼❆❂❆❋▼❈ ❈❆❏P❬◆❃❋❈❍❈❅❆❋❅❏❨ ❃❋

D⋆

✕
✗❆ ❄❆P❆❄ ❅❃ ✞�★ ✒ ✪�★✟ P❃❄ ❆✪ ◆❍❆❋❅ ❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ❈ ❅❃ ❍❅❆❄❁❅❆ ❃❋ ❅❴❍❈ ❋❃❋❏❍❋❆❁❄❍❅❨ ❁❋▼ ❅❃ ✞✪✟



☞☞ �✁✂✄ ☎ ✆✝✞ � ✠ �☛ ✗ ✁ ✔☞✂ ✍✎✗ ✎✗ ✎✔✑✍✁✂ ✍✁✒ ☞✒✍☛ ✎✗ ✎✍✁ ✕✒☛ ✗

P❃❄ ❁ ❄❆❲❍❆✔ ❃❋ ❅❴❆ ❈❇✌✛ ❆◆❅ ✕ ■❏❅❆❄❋❁❅❍❲❆❏❨✒ ❃❄ ❍❋ ❁▼▼❍❅❍❃❋ ❅❃ ❅❴❆ ❁✌ ❃❲❆ ✒ ❂❄❃✌ ❏❆❙ ✏✡ ✕✪✑ ❍❈
❂❁❄❁❙❆❅❄❍✕❆▼ ✌❨ ❅❴❆ ❂❃❈❍❅❍❃❋❈ ❃P ❅❴❆ ❋❇◆❏❆❍ ✏✌❃❅❴ ❅❴❆ ❙❆❁❋❬✔❆❏▼ ❃❂❆❄❁❅❃❄

H
❁❋▼ ❅❴❆

❃❲❆❄❏❁❂ ❙❁❅❄❍❘
S

❍❋▼❆❆▼ ▼❆❂❆❋▼ ❃❋ ❅❴❆❈❆ ❂ ❃❈❍❅❍❃❋❈✑ ✒ ❁❋▼ ❅❴❆❈❆ ❂❃❈❍❅❍❃❋❈ ❙ ❁❨ ❲❁❄❨✕
☞❴❍❈ ❍❈ ❅❴❆ ◆❁❈❆ ❍❋ ❙❃❏❆◆❇❏❁❄ ❙ ❆◆❴❁❋❍◆❈ ✏✔❋▼ ❅❴❆ ❃❂❅❍❙ ❁❏ ◆❃❋✔❑❇❄❁❅❍❃❋ ❃P ❋❇◆❏❆❍ ❅❴❁❅
❑❍❲❆❈ ❅❴❆ ❏❃✔❆❈❅ ❂❃❈❈❍✌ ❏❆ ❆❋❆❄❑❨ ❅❃ ❅❴❆ ❙ ❃❏❆◆❇❏❁❄ ❈❨❈❅❆❙ ✑ ✒ ❁❋▼ ❍❋ ❙❃❏❆◆❇❏❁❄ ▼❨❋❁❙ ❍◆❈
❁❈ ✔❆❏❏ ✏❅❴❆ ❂❃❈❍❅❍❃❋❈ ❃P ❋❇◆❏❆❍ P❃❏❏❃✔ ❅❴❆ ❖❆✔ ❅❃❋ ❏❁✔ ❃P ❙ ❃❅❍❃❋ ❍❋ ❅❴❆ ❙❆❁❋❬✔❆❏▼
◆❄❆❁❅❆▼ ✌❨ ❅❴❆ ❆❏❆◆❅❄❃❋❈✑ ✕ ✠❋ ❆❍❅❴❆❄ ◆❁❈❆ ✒ ❂❄❃✌ ❏❆❙ ✏✡ ✕✪✑ ❍❈ ❋❃❅ ✌ ❆ ❈❃❏❲❆▼ ✟ ✠✠✁ ✠ ✓✠✞✟✓☞ ✕
❵❆◆❁❇❈❆ ❃P ❂❄❆❲ ❍❃❇❈ ◆❁❏◆❇❏❁❅❍❃❋❈ ✒ ✔❆ ❙ ❁❨ ◆❃❋❈❍▼❆❄ ✔❆ ❴❁❲❆ ❁❅ ❃❇❄ ▼❍❈❂❃❈❁❏ ❁ ❑❃❃▼
❍❋❍❅❍❁❏ ❑❇❆❈❈ P❃❄ ❅❴❆ ❈❃❏❇❅❍❃❋ ✕ ☞❴❆ ❏❁❅❅❆❄ ◆❃❙ ❆❈ P❄❃❙ ❆ ✕❑ ✕ ❂❄❆❲ ❍❃❇❈ ❂ ❃❈❍❅❍❃❋❈ ❃P ❋❇◆❏❆❍ ✒
❃❄ ❂❄❆❲❍❃❇❈ ❍❅❆❄❁❅❍❃❋❈ ❍❋ ❅❴❆ ❃❇❅❆❄ ❏❃ ❃❂ ❃P ▼❆❅❆❄❙ ❍❋❁❅❍❃❋ ❃P

H
✕ ✠❋ ▼❍✪ ◆❇❏❅ ◆❁❈❆❈ ❍❅

❙ ❁❨ ❆❲❆❋ ◆❃❙❆ P❄❃❙ ❁ ❂❄❆❲❍❃❇❈ ◆❃❙❂❇❅❁❅❍❃❋ ✔ ❍❅❴ ❁ ◆❃❁❄❈❆ ❑❄❁❍❋❆▼ ❙❃▼❆❏ ✕ ✠❋ ❃❅❴❆❄
✔❃❄▼❈ ✒ ❅❴❆ ✓❇❆❈❅❍❃❋ ❁▼▼❄❆❈❈❆▼ ❄❆❁▼❈ ✠✠✄✒☎✞✤ ✎ ✠✠✝✄✆✁ �✛ ✡✁✂ ✟ ✠✠ ✠✠✁ ✆

H + δH
✞✞✡

S + δS
✟☞✞✟ ✞✠✆ ✠✁ ✞✄ ✄ ✟ ✆✠✟✍✠✝✞✟☎✠✞✠ ✠✟ ✟ ✠✆✒☎✠✍✠

H
✞✞✡

S
✟ ✠✠ ✣☞ ☎✓☞ ✟☞ ✆ ✠✠✄✍ ✟☎✠✞ ☎✠

✫✞✠✣✞ ✕ ☞❴❍❈ ❈❂ ❆◆❍✔◆ ◆❃❋❅❆❘❅ ❁❏❏❃✔ ❈ P❃❄ ❁ ❈❂ ❆❆▼ ❇❂ ❃P ❅❴❆ ❁❏❑❃❄❍❅❴❙ ✔❴❆❋ ❅❴❆ ❍❋❍❅❍❁❏
❑❇❆❈❈ ❍❈ ❈❇✪ ◆❍❆❋❅❏❨ ❑❃❃▼ ✕ ☞❴❍❈ ❍❈ ❅❴❆ ❄❆❁❈❃❋ ✔❴❨✒ ❍❋ ❅❴❆ P❃❏❏❃✔ ❍❋❑ ✒ ✔❆ ❈❴❁❏❏ P❄❆✓❇❆❋❅❏❨
❙ ❁✩❆ ▼❍❈❅❍❋◆❅❍❃❋❈ ✌ ❆❅✔❆❆❋ ✌❁▼ ❁❋▼ ❑❃❃▼ ❍❋❍❅❍❁❏ ❑❇❆❈❈❆❈ ✕

✞ ✡✚ ✄✢✥✧ ☎✦✆✧✛✦✢✚ ✦✚ ✝✤✧✚✛✤★ ✞ ✟✠★✦✡✛✜✝
☛☞✌ ✍☞✎✏✑✒✓✔ ✏✎✏✕✌✖ ✗✌ ✒✘✙✏✑✚✌✛ ✑✏ ✓ ✔✘✙✜ ✔✑✙✌✓✛ ✖✘✔✌✒✢✔✌ ✣✤✘✛ ✑✙✏✕✓✙✒✌ ✓ ✘✙✌✥

✚✑✖ ✌✙✏✑✘✙✓✔ ✍ ✘✔✎✖ ✌✛ ✘✛ ✓ ✙✓✙✘✕✢✦✌✧ ★ ✩✌✕ ✢✏ ✌✖✍☞✓✏✑✪✌ ✕☞✓✕ ✗✌ ✚✘ ✙✘✕ ✒✔✓✑✖ ✓
✍✓✛✕✑✒✢✔✓✛ ✍☞✎✏✑✒✓✔ ✛✌✔✌✫✓✙✒✌ ✘✤ ✕☞✑✏ ✏✎✏✕✌✖ ★ ☛☞✑✏ ✑✏ ✤✘✛ ✕☞✌ ✍✢✛✍ ✘✏✌ ✘✤ ✑✔✔✢✏✕✛✓✕✑✘✙ ★
✬✌ ✦✌✔✑✌✫✌ ✕☞✌ ✏✎✏✕✌✖ ✒✘✙✏✑✚✌✛✌✚ ✕✘ ✦ ✌ ✓ ✜✘✘✚ ✛✌✍✛✌✏✌✙✕✓✕✑✫✌ ✘✤ ✓ ✦✛✘✓✚ ✒✔✓✏✏ ✘✤
✔✓✛✜✌ ✖✘✔✌✒✢✔✓✛ ✏✎✏✕✌✖ ✏ ✕☞✓✕ ✖ ✓✎ ✦✌ ✌✙✒✘✢✙✕✌✛✌✚ ✍✛✓✒✕✑✒✓✔✔✎★ ✭✓✒☞ ✓✕✘✖ ✑✒ ✘✛✦✑✕✓✔
χi

✑✏ ✒✌✙✕✌✛✌✚ ✘✙ ✘✙✌ ✙✢✒✔✌✢✏ ★ ✭ ✑✕☞✌✛ ✑✕ ✑✏ ✏✢✍✍✘✛✕✌✚ ✑✙ ✓ ✦✓✔✔ ✘✤ ✏✖ ✓✔✔ ✛✓✚✑✢✏ ✞✮✯✟
✣✑✙ ✒✘✖✍✓✛✑✏✘✙ ✕✘ ✕☞✌ ✏✑✪✌ ✘✤ ✕☞✌ ✖ ✓✒✛✘✖✘✔✌✒✢✔✌ ✢✙✚✌✛ ✏✕✢✚✎ ✧ ✰ ✘✛ ✑✕ ☞✓✏ ✓ ✛✓✍✑✚
✌✱✍✘✙✌✙✕✑✓✔✥✔✑✲✌ ✘✛ ✳✓✢✏✏✑✓✙✥✔✑✲✌ ✞✴�✟ ✤✓✔✔✥✘✵ ★ ☛☞✌ ✓✕✘✖ ✑✒ ✘✛✦✑✕✓✔✏ ✓✛✌ ✙✢✖✦✌✛✌✚ ✤✘✔✥
✔✘✗ ✑✙✜ ✕☞✌ ✘✛✑✌✙✕✓✕✑✘✙ ✘✤ ✕☞✌ ✖✘✔✌✒✢✔✌ ★ ☛☞✌✙ ✰ ✕☞✌ ✖ ✌✓✙✥✶✌✔✚ ✷✓✖ ✑✔✕✘✙✑✓✙ ✖ ✓✕✛✑✱

H✗☞✘✏✌ ✌✙✕✛✑✌✏ ✓✛✌ ✚✌✶✙✌✚ ✦✎ ✣✸ ★✸✧ ☞✓✏ ✕☞✌ ✦✓✙✚ ✏✕✛✢✒✕✢✛✌ ✏☞✘✗✙ ✑✙ ✹✑✜✢✛✌ ✸ ★✪ ★

bN   

bN   H  = 

0 

0 

�✁✂ ✄ ✸ ★✪ � ✺✓✙✚ ✏✕✛✢✒✕✢✛✌ ✘✤ ✕☞✌ ✏✎✖ ✖✌✕✛✑✒ ✖ ✓✕✛✑✱
H

★
✻ ✔✕☞✘✢✜☞ ✕☞✌ ✌✑✜✌✙✫✌✒✕✘✛✏ ✘✤

H
✓✛✌ ✼ ✽ ✾✿❀✾✿ ✚✌✔✘ ✒✓✔✑✪✌✚ ✣✖✘✏✕ ✘✤ ✕☞✌✑✛ ✒✘✌❁ ✒✑✌✙✕✏



� ✁✂ ✁ ✄ ☎✆✝✄✞✟✝✠✞☎✡ ✞✡ ☛☞✝✡ ✠☞✌ ✆✍✎✌✞✏ ✠✑✒ ✴✓
✚✘ ✙✘✕ ✫✓✙✑✏☞ ✧ ✰ ✑✕ ✏✌✌✖ ✏ ✕✘ ✦ ✌ ✍✘✏✏✑✦✔✌ ✕✘ ✦✢✑✔✚ ✓

S
✥✘✛✕☞✘✙✘✛✖ ✓✔ ✦✓✏✑✏ ✘✤ ✕☞✌ ✏✢✦✏✍✓✒✌

✜✌✙✌✛✓✕✌✚ ✦✎ ✕☞✌ ✔✘✗✌✏✕
N

✌✑✜✌✙✫✌✒✕✘✛✏ ✘✤
H

✰ ✒✘✙✏✑✏✕✑✙✜ ✘✤ ✔❀✕✼ ✔✿✖ ✗✘ ✫✌✒✕✘✛✏ ✣✘✙✔✎ ✓
✤✌✗ ✒✘✙✏✌✒✢✕✑✫✌ ✒✘ ✌❁ ✒✑✌✙✕✏ ✓✛✌ ✙✘✙ ✪✌✛✘✧ ★ ☛☞✑✏ ✑✏ ✖✘✕✑✫✓✕✌✚ ✦✎ ✓ ✍☞✎✏✑✒✓✔ ✓✛✜✢✖✌✙✕
✘✤ ✔✘ ✒✓✔✑✕✎ ✘✤ ✕☞✌ ✑✙✕✌✛✓✒✕✑✘✙✏ ✙✯✮✚ ★ ✹✘✛ ✍ ✌✛✑✘✚✑✒ ✏✎✏✕✌✖ ✏ ✰ ✕☞✌ ✔✘ ✒✓✔✑✪✌✚ ✫✌✒✕✘✛✏ ✒✘✛✛✌✏✥
✍✘✙✚ ✕✘ ✕☞✌ ✏✘✥✒✓✔✔✌✚ ✬✓✙✙✑✌✛ ✘✛✦✑✕✓✔✏ ✙✪✛✚ ★ ✜✕ ✒✓✙ ✦ ✌ ✍✛✘✫✌✙ ✕☞✓✕ ✑✙ ✕☞✑✏ ✒✓✏✌ ✰ ✕☞✌
✔✓✛✜✌✛ ✕☞✌ ✦✓✙✚ ✜✓✍ ✰ ✕☞✌ ✦ ✌✕✕✌✛ ✕☞✌ ✔✘ ✒✓✔✑✪✓✕✑✘✙ ✘✤ ✕☞✌ ✬✓✙✙✑✌✛ ✘✛✦✑✕✓✔✏ ✙✯✢✚ ★ ✹✘✛ ✑✙✥
✏✢✔✓✕✘✛✏ ✰ ✕☞✌ ✬✓✙✙✑✌✛ ✘✛✦✑✕✓✔✏ ✑✙✚✌✌✚ ✌✙✣ ✘✎ ✓✙ ✌✱✍✘✙✌✙✕✑✓✔ ✤✓✔✔✥✘✵ ✛✓✕✌ ✍✛✘✍ ✘✛✕✑✘✙✓✔
✕✘ ✕☞✌ ✦✓✙✚ ✜✓✍ ★ ✹✘✛ ✒✘✙✚✢✒✕✘✛✏ ✰ ✕☞✌ ✤✓✔✔✥✘✵ ✑✏ ✘✙✔✎ ✓✔✜✌✦✛✓✑✒ ★ ✻ ✏ ✖ ✌✙✕✑✘✙✌✚ ✑✙ ✕☞✌
✑✙✕✛✘✚✢✒✕✑✘✙ ✰ ✗✌ ✘✙✔✎ ✒✘✙✏✑✚✌✛ ☞✌✛✌ ✕☞✌ ✤✘✛✖ ✌✛ ✒✓✏✌ ★ ☛☞✑✏ ✓✔✔✘✗ ✏ ✢✏ ✕✘ ✓✏✏✢✖✌ ✕☞✓✕
✕☞✌✛✌ ✌✱ ✑✏✕✏ ✏✘✖ ✌ ✑✙✕✌✜✌✛

q ≪ Nb
✰ ✏✢✒☞ ✕☞✓✕

Nb/q
✑✏ ✓✙ ✑✙✕✌✜✌✛ ✰ ✤✘✛ ✗☞✑✒☞ ✓✔✔ ✘✤ ✕☞✌✏✌

✔✘ ✒✓✔✑✪✌✚ ✤✢✙✒✕✑✘✙✏ ✒✓✙ ✦ ✌ ✌✏✏✌✙✕✑✓✔✔✎ ✌✱✍✓✙✚✌✚ ✘✙
q

✒✘✙✏✌✒✢✕✑✫✌ ✓✕✘✖ ✑✒ ✘✛✦✑✕✓✔✏ ★
✤ ✌✙✘✕✑✙✜ ✦✎

n = 2q
✰ ✗✌ ✒✓✙ ✕☞✌✛✌✤✘✛✌ ✓✏✏✢✖ ✌ ✓ ✜✘✘✚ ✓✍✍✛✘✱ ✑✖ ✓✕✑✘✙ ✘✤ ✓ ✏✘✔✢✕✑✘✙

C⋆

✕✘ ✣✸ ★✢✧ ✌✱ ✑✏✕✏ ✰ ✗ ✑✕☞ ✕☞✌ ✦✔✘ ✒✲ ✏✕✛✢✒✕✢✛✌ ✚✑✏✍✔✓✎✌✚ ✘✙ ✹✑✜✢✛✌ ✸ ★✛ ★ ✥✘✕✌ ✕☞✓✕ ✌✓✒☞
✦✔✘ ✒✲

Ci

✘✙✔✎ ✘✫✌✛✔✓✍✏ ✗ ✑✕☞ ✑✕✏ ✙✌✓✛✌✏✕ ✙✌✑✜☞✦✘✛✏ ★ ✦✘✛✛✌✏✍ ✘✙✚✑✙✜✔✎✰ ✗✌ ✑✙✕✛✘✚✢✒✌
✕☞✌ ✦✔✘✒✲ ✏✕✛✢✒✕✢✛✌ ✘✤

H
✚✑✏✍✔✓✎✌✚ ✘✙ ✹✑✜✢✛✌ ✸ ★� ★ ☛☞✌ ✖ ✓✕✛✑✱

D
✒✘✙✏✕✛✢✒✕✌✚ ✤✛✘✖ ✓

✦✔✘ ✒✲ ✖ ✓✕✛✑✱
C

✢✏✑✙✜ ✣✸ ★✴✧ ☞✓✏ ✕☞✌ ✏✕✛✢✒✕✢✛✌ ✛✌✍✛✌✏✌✙✕✌✚ ✑✙ ✹✑✜✢✛✌ ✸ ★✸ ✓✙✚ ✏✓✕✑✏✶✌✏
✕☞✌ ✒✘✙✏✕✛✓✑✙✕✏

D = Dt ✰ D2 = D
✰ ☛✛ ✣

D) ✧ N
★

H p 
H  = 

0 

0 

n 

N  = (p+1) n/2 b

H 1 

★✩✪ ✫ ✸ ★� ✬ ✺✔✘✒✲ ✏✕✛✢✒✕✢✛✌ ✘✤ ✕☞✌ ✖ ✓✕✛✑✱
H

★

0 

0 

n 

N  = (p+1) n/2 b

D  = 

★✩✪ ✫ ✸ ★✸ ✬ ✺✔✘ ✒✲ ✏✕✛✢✒✕✢✛✌ ✘✤ ✕☞✌ ✖ ✓✕✛✑✱
D

★
✩✌✕ ✢✏ ✍ ✘✑✙✕ ✘✢✕ ✕☞✓✕ ✕☞✌ ✑✙✕✌✜✌✛✏

q
✓✙✚

n = 2q
✚✌✍✌✙✚ ✘✙ ✕☞✌ ✦✓✙✚ ✜✓✍ ✰ ✭❀✮ ✘✙



✢� ✆✁✂✄ ☎ ✆✝✞ � ✟ ✠✡ ☛ ☞ ✌✍✎ ✏✑☛ ✑☛ ✑✌✒✏☞✓ ✏✔✕ ✍✕✏✡ ✑☛ ✑✏☞ ✖✕✡ ☛

✕☞✌ ✏✑✪✌ ✘✤ ✕☞✌ ✖ ✘✔✌✒✢✔✌ ★ ☛☞✌ ✒✘✙✚✑✕✑✘✙
n = 2q

✑✏ ✘✙✔✎ ✫✓✔✑✚ ✤✘✛
S = INb

★ ✹✘✛
S 6= INb

✰
✑✕ ✑✏ ✛✌✍✔✓✒✌✚ ✦✎

n = 2q + nbs
✗☞✌✛✌

2nbs− 1
✑✏ ✕☞✌ ✦✓✙✚✗ ✑✚✕☞ ✘✤ ✕☞✌ ✖ ✓✕✛✑✱

S
★

☛☞✌ ✚✘✖ ✓✑✙ ✚✌✒✘✖ ✍✘✏✑✕✑✘✙ ✓✔✜✘✛✑✕☞✖ ✗✌ ✍✛✘✍✘✏✌ ✓✑✖ ✏ ✓✕ ✏✌✓✛✒☞✑✙✜ ✓✙ ✓✍✍✛✘✱ ✑✥
✖ ✓✕✌ ✏✘✔✢✕✑✘✙ ✕✘ ✣✸ ★✢✧ ✕☞✓✕ ☞✓✏ ✕☞✌ ✦✔✘✒✲ ✏✕✛✢✒✕✢✛✌ ✚✌✏✒✛✑✦ ✌✚ ✓✦✘✫✌ ★

✹✘✛ ✏✑✖ ✍✔✑✒✑✕✎✰ ✗✌ ✙✘✗ ✍✛✌✏✌✙✕ ✘✢✛ ✖ ✌✕☞✘✚ ✓✏✏✢✖ ✑✙✜ ✕☞✓✕
S = INb

✰ ✑ ★✌ ★ ✕☞✓✕ ✕☞✌
✳✓✔✌✛✲✑✙ ✦✓✏✑✏ {χi}1≤i≤Nb

✑✏ ✘✛✕☞✘✙✘✛✖ ✓✔ ★ ☛☞✌ ✌✱✕✌✙✏✑✘✙ ✘✤ ✕☞✌ ✖ ✌✕☞✘✚ ✕✘ ✕☞✌ ✒✓✏✌
✗☞✌✙

S 6= INb

✑✏ ✏✕✛✓✑✜☞✕✤✘✛✗✓✛✚ ★ ✗ ✛✘✦✔✌✖ ✣✸ ★✢✧ ✕☞✌✙ ✛✌✓✚✏

inf

{☛✛(
HCCt

)
, C ∈ MNb,N(IR), CtC = IN

}
.

✣✸ ★✮✧
✘✢✛ ✓✍✍✛✘✓✒☞ ✒✘✙✏✑✏✕✏ ✑✙ ✏✘✔✫ ✑✙✜ ✓✙ ✓✍✍✛✘✱ ✑✖ ✓✕✑✘✙ ✘✤ ✍✛✘✦✔✌✖ ✣✸ ★✮✧ ✘✦✕✓✑✙✌✚ ✦✎

✖ ✑✙✑✖ ✑✪✑✙✜ ✕☞✌ ✌✱✓✒✕ ✌✙✌✛✜✎ ☛✛(
HCCt

) ✘✙ ✕☞✌ ✏✌✕ ✘✤ ✕☞✌ ✖ ✓✕✛✑✒✌✏
C

✗☞✑✒☞ ☞✓✫✌
✕☞✌ ✦✔✘ ✒✲ ✏✕✛✢✒✕✢✛✌ ✚✑✏✍✔✓✎✌✚ ✘✙ ✹✑✜✢✛✌ ✸ ★✛ ✓✙✚ ✏✓✕✑✏✤✎ ✕☞✌ ✒✘✙✏✕✛✓✑✙✕

CtC = IN
★

☛☞✌ ✛✌✏✢✔✕✑✙✜ ✖ ✑✙✑✖ ✑✪✓✕✑✘✙ ✍✛✘✦✔✌✖ ✒✓✙ ✦✌ ✛✌✒✓✏✕ ✓✏

✑✙✤{ p∑

i=1

☛✛ (
HiCiC

t
i

)
, Ci ∈ Mn,mi(IR), mi ∈ IN, Ct

iCi = Imi
∀ 1 ≤ i ≤ p,

Ct
iTCi+1 = 0 ∀ 1 ≤ i ≤ p− 1,

p∑

i=1

mi = N

}
.

✣✸ ★✓✧

✜✙ ✕☞✌ ✓✦✘✫✌ ✤✘✛✖✢✔✓ ✰
T ∈ Mn,n(IR)

✑✏ ✕☞✌ ✖ ✓✕✛✑✱ ✚✌✶✙✌✚ ✦✎

Tkl =

{
1

✑✤
k − l = q

0
✘✕☞✌✛✗ ✑✏✌ ✣✸ ★✪�✧

✓✙✚
Hi ∈ Mn,n(IR)

✑✏ ✓ ✏✎✖ ✖✌✕✛✑✒ ✏✢✦✖ ✓✕✛✑✱ ✘✤
H

✣✏✌✌ ✹✑✜✢✛✌ ✸ ★�✧ ★ ✜✙✚✌✌✚ ✰

C 1 

0 

0 

C p 

C 1 

H p 

H 1 

C i H i  Tr

t

0 

0 

C p 

Tr
t

C i Σ  = 

 p

 i=1

✓✙✚

C 1 C 1 

0 

0 

C p 

C i C i 
t

C i+1 

0 

0 

C p 

 = 

t

0 

0 

t
i C T



� ✁✂ ✁ ✄ ☎✆✝✄✞✟✝✠✞☎✡ ✞✡ ☛☞✝✡ ✠☞✌ ✆✍✎✌✞✏ ✠✑✒ ✢ ✪

bN  = (p+1) n/2 

C 1 

C  = 

0 

0 n 

C p 

m 

N = m  + ... + m  

m 

1 p 

p 

1 

★✩✪ ✫ ✸ ★✛ ✬ ✺✔✘ ✒✲ ✏✕✛✢✒✕✢✛✌ ✘✤ ✕☞✌ ✖ ✓✕✛✑✒✌✏
C

★ ✥✘✕✌ ✕☞✓✕ ✦✎ ✒✘✙✏✕✛✢✒✕✑✘✙ ✌✓✒☞ ✦✔✘✒✲
✘✙✔✎ ✘✫✌✛✔✓✍✏ ✗ ✑✕☞ ✑✕✏ ✙✌✓✛✌✏✕ ✙✌✑✜☞✦✘✛✏ ★

✜✙ ✕☞✑✏ ✗✓✎✰ ✗✌ ✛✌✍✔✓✒✌ ✕☞✌ N(N+1)
2 �

✔❀✁✼ ✔ ✏✒✓✔✓✛ ✒✘✙✏✕✛✓✑✙✕✏
CtC = IN

✑✙✫✘✔✫ ✑✙✜
✫✌✒✕✘✛✏ ✘✤ ✏✑✪✌

Nb

✰ ✦✎ ✕☞✌ ∑p
i=1

mi(mi+1)
2

✔❀✕✼ ✔ ✏✒✓✔✓✛ ✒✘✙✏✕✛✓✑✙✕✏
Ct

iCi = Imi

✓✙✚
✕☞✌ ∑p−1

i=1 mimi+1

✔❀✕✼ ✔ ✏✒✓✔✓✛ ✒✘✙✏✕✛✓✑✙✕✏
Ct

iTCi+1 = 0
✰ ✑✙✫✘✔✫ ✑✙✜ ✫✌✒✕✘✛✏ ✘✤ ✏✑✪✌

n
★

✬✌ ✗✘✢✔✚ ✔✑✲✌ ✕✘ ✌✖✍☞✓✏✑✪✌ ✕☞✓✕ ✗✌ ✒✓✙ ✘✦✕✓✑✙ ✑✙ ✕☞✑✏ ✗✓✎ ✓ ✦✓✏✑✏ ✘✤ ✕☞✌ ✫✌✒✕✘✛
✏✍✓✒✌ ✜✌✙✌✛✓✕✌✚ ✦✎ ✕☞✌ ✔✘✗✌✏✕

N
✌✑✜✌✙✫✌✒✕✘✛✏ ✘✤

H
✰ ✦✢✕ ✙✘✕ ✕☞✌ ✌✑✜✌✙✫✌✒✕✘✛✏ ✕☞✌✖✥

✏✌✔✫✌✏ ★ ☛☞✑✏ ✖ ✌✕☞✘✚ ✑✏ ✕☞✌✛✌✤✘✛✌ ✙✘✕ ✚✑✛✌✒✕✔✎ ✓✍✍✔✑✒✓✦✔✌ ✕✘ ✏✕✓✙✚✓✛✚ ✚✑✓✜✘✙✓✔✑✪✓✕✑✘✙
✍✛✘✦✔✌✖ ✏ ★

✘✢✛ ✓✔✜✘✛✑✕☞✖ ✏✌✓✛✒☞✌✏ ✤✘✛ ✕☞✌ ✏✘✔✢✕✑✘✙ ✕✘ ✣✸ ★✓✧ ✰ ✙✘✕ ✕✘ ✣✸ ★✮✧ ★ ✂ ✘✛✌ ✛✑✜✘✛✘✢✏✔✎
✏✕✓✕✌✚ ✰ ✗✌ ✏✌✓✛✒☞ ✤✘✛ ✕☞✌ ✏✘✔✢✕✑✘✙ ✕✘ ✕☞✌ ✭✢✔✌✛✥✩✓✜✛✓✙✜✌ ✌✄✢✓✕✑✘✙✏ ✘✤ ✣✸ ★✓✧ ☎





HiCi = CiEi + T tCi−1Λi−1,i + TCi+1Λ
t
i,i+1 1 ≤ i ≤ p,

Ct
iCi = Imi

1 ≤ i ≤ p,
Ct

iTCi+1 = 0 1 ≤ i ≤ p− 1,

✣✸ ★✪✪✧

✗☞✌✛✌ ✦✎ ✒✘✙✫✌✙✕✑✘✙
C0 = Cp+1 = 0.

✣✸ ★✪�✧
☛☞✌ ✖ ✓✕✛✑✒✌✏

(Ei)1≤i≤p

✓✙✚
(Λi,i+1)1≤i≤p−1

✛✌✏✍ ✌✒✕✑✫✌✔✎ ✚✌✙✘✕✌ ✕☞✌ ✖ ✓✕✛✑✒✌✏ ✘✤ ✩✓✥
✜✛✓✙✜✌ ✖✢✔✕✑✍ ✔✑✌✛✏ ✓✏✏✘✒✑✓✕✌✚ ✗ ✑✕☞ ✕☞✌ ✘✛✕☞✘✙✘✛✖ ✓✔✑✕✎ ✒✘✙✏✕✛✓✑✙✕✏

Ct
iCi = Imi

✓✙✚
Ct

iTCi+1 = 0
★ ☛☞✌

mi × mi

✖ ✓✕✛✑✱
Ei

✑✏ ✏✎✖✖ ✌✕✛✑✒ ★ ☛☞✌ ✖ ✓✕✛✑✱
Λi,i+1

✑✏ ✘✤ ✏✑✪✌
mi×mi+1

★ ☛☞✌ ✓✦✘✫✌ ✌✄✢✓✕✑✘✙✏ ✒✓✙ ✦ ✌ ✌✓✏✑✔✎ ✚✌✛✑✫✌✚ ✦✎ ✒✘✙✏✑✚✌✛✑✙✜ ✕☞✌ ✩✓✜✛✓✙✜✑✓✙

L
(
{Ci} , {Ei} , {Λi,i+1}

)
=

p∑

i=1

Tr
(
HiCiC

t
i

)
+

p∑

i=1

Tr
( (
Ct

iCi − Imi

)
Ei

)

+

p−1∑

i=1

Tr
(
Ct

iTCi+1Λ
t
i,i+1

)
.

☛☞✌ ✦✔✘✒✲ ✏✕✛✢✒✕✢✛✌ ✑✖ ✍✘✏✌✚ ✘✙ ✕☞✌ ✖ ✓✕✛✑✒✌✏ ✒✔✌✓✛✔✎ ✔✘✗✌✛✏ ✕☞✌ ✚✑✖ ✌✙✏✑✘✙ ✘✤
✕☞✌ ✏✌✓✛✒☞ ✏✍✓✒✌ ✗✌ ☞✓✫✌ ✕✘ ✌✱✍✔✘✛✌ ★ ✷✘✗✌✫✌✛ ✰ ✕☞ ✑✏ ✏✑✖ ✍✔✑✶✒✓✕✑✘✙ ✒✘✖ ✌✏ ✓✕ ✓ ✍✛✑✒✌ ★



✢� ✆✁✂✄ ☎ ✆✝✞ � ✟ ✠✡ ☛ ☞ ✌✍✎ ✏✑☛ ✑☛ ✑✌✒✏☞✓ ✏✔✕ ✍✕✏✡ ✑☛ ✑✏☞ ✖✕✡ ☛

✹✑✛✏✕ ✰ ✍✛✘✦✔✌✖ ✣✸ ★✓✧ ✘✙✔✎ ✼✽✽ ✾❀� ✿✁ ✼✮✗✂ ✍✛✘✦✔✌✖ ✣✸ ★✮✧ ★ ✄✌✒✘✙✚ ✰ ✣✸ ★✓✧ ✖ ✓✎ ☞✓✫✌ ✔✘ ✒✓✔ ✰
✙✘✙ ✜✔✘✦✓✔ ✰ ✖ ✑✙✑✖ ✑✪✌✛✏ ✰ ✗☞✌✛✌✓✏ ✓✔✔ ✕☞✌ ✔✘ ✒✓✔ ✖ ✑✙✑✖ ✑✪✌✛✏ ✘✤ ✣✸ ★✮✧ ✓✛✌ ✜✔✘✦✓✔ ★ ☛☞✌✛✌
✓✛✌ ✕☞✢✏ ✼ ✽ ✾✿❀✾✿ ✖ ✓✙✎ ✏✍✢✛✑✘✢✏ ✏✘✔✢✕✑✘✙✏ ✘✤ ✕☞✌ ✭✢✔✌✛ ✩✓✜✛✓✙✜✌ ✌✄✢✓✕✑✘✙✏ ✣✸ ★✪✪✧
✓✏✏✘✒✑✓✕✌✚ ✗ ✑✕☞ ✣✸ ★✓✧ ★

✻ ✍✘✑✙✕ ✑✏ ✕☞✓✕ ✕☞✌ ✏✑✪✌✏
(mi)1≤i≤p

✓✛✌ ✙✘✕ ✼ ✽ ✾✿❀✾✿ ✍✛✌✏✒✛✑✦ ✌✚ ★ ✜✙ ✘✢✛ ✓✍✍✛✘✓✒☞ ✰
✕☞✌✎ ✓✛✌ ✓✣✢✏✕✌✚ ✚✢✛✑✙✜ ✕☞✌ ✑✕✌✛✓✕✑✘✙✏ ★ ✬✌ ✏☞✓✔✔ ✏✌✌ ☞✘✗ ✑✙ ✕☞✌ ✏✌✄✢✌✔ ★

☎ ✆☎ ✝ ✠✡✥✞ ✦✟✠✡☛☞ ☛✌ ✠✟✠ ✍☛✎✏✡☞ ✍✠✑☛✎✟☛✡✡✠✡☛☞ ✏ ☎✒☛✓
✞✡✠✟✎

✔✕✔ ✕✖ ✗✘✙✚✛✜✢✣✜✤✥ ✤✦ ✧ ✙✜★✢✩✜✪✘✫ ✦✤✛★
✹✘✛ ✍ ✌✚✓✜✘✜✑✒ ✍✢✛✍✘✏✌ ✰ ✗✌ ✶✛✏✕ ✒✘✙✏✑✚✌✛ ✕☞✌ ✤✘✔✔✘✗ ✑✙✜ ✍✛✘✦✔✌✖

inf
{
〈H1Z1, Z1〉 + 〈H2Z2, Z2〉, Zi ∈ IRNb , 〈Zi, Zi〉 = 1, 〈Z1, Z2〉 = 0

}
.

✣✸ ★✬✸✧
✗ ✛✘✦✔✌✖ ✣✸ ★✬✸✧ ✑✏ ✓ ✍✓✛✕✑✒✢✔✓✛ ✘ ✒✒✢✛✌✙✒✌ ✘✤ ✣✸ ★✓✧ ★ ✬✌ ☞✓✫✌ ✚✌✙✘✕✌✚ ✦✎ 〈·, ·〉 ✕☞✌
✏✕✓✙✚✓✛✚ ✭✢✒✔✑✚✌✓✙ ✏✒✓✔✓✛ ✍✛✘✚✢✒✕ ✘✙

IRNb
★

✹✘✛ ✣✸ ★✬✸✧ ✰ ✕☞✌ ✓✔✜✘✛✑✕☞✖ ✑✏ ✚✌✶✙✌✚ ✑✙ ✕☞✌ ✤✘✔✔✘✗ ✑✙✜ ✏✑✖✍✔✑✶✌✚ ✤✘✛✖ ★ ✦☞✘✘✏✌
(Z0

1 , Z
0
2)

✏✓✕✑✏✤✎ ✑✙✜ ✕☞✌ ✒✘✙✏✕✛✓✑✙✕✏ ✓✙✚ ✒✘✙✏✕✛✢✒✕ ✕☞✌ ✏✌✄✢✌✙✒✌
(Zk

1 , Z
k
2 )k∈IN

✦✎ ✕☞✌
✤✘✔✔✘✗ ✑✙✜ ✑✕✌✛✓✕✑✘✙ ✍✛✘✒✌✚✢✛✌ ★ ✻ ✏✏✢✖✌

(Zk
1 , Z

k
2 )

✑✏ ✲✙✘✗✙ ✰ ✕☞✌✙
✬ ✩✘✒✓✔ ✏✕✌✍ ★ ✄✘✔✫✌
{
Z̃k

1 =
✓✛✜✑✙✤{〈H1Z1, Z1〉, Z1 ∈ IRNb , 〈Z1, Z1〉 = 1 〈Z1, Z

k
2 〉 = 0

}
,

Z̃k
2 =

✓✛✜✑✙✤{〈H2Z2, Z2〉, Z2 ∈ IRNb , 〈Z2, Z2〉 = 1 〈Z̃k
1 , Z2〉 = 0

}
;

✣✸ ★✬✛ ✧

✬ ✳✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍ ★ ✄✘✔✫✌

α∗ =
✓✛✜✑✙✤{〈H1Z1, Z1〉 + 〈H2Z2, Z2〉, α ∈ IR

} ✣✸ ★✬✴✧
✗☞✌✛✌

Z1 =
Z̃k

1 + αZ̃k
2√

1 + α2
, Z2 =

−αZ̃k
1 + Z̃k

2√
1 + α2

,
✣✸ ★✬✢✧

✓✙✚ ✏✌✕
Zk+1

1 =
Z̃k

1 + α∗Z̃k
2√

1 + (α∗)2
, Zk+1

2 =
−α∗Z̃k

1 + Z̃k
2√

1 + (α∗)2
.

✣✸ ★✬✯✧

✜✙ ✕☞✌
k

✥✕☞ ✑✕✌✛✓✕✑✘✙ ✘✤ ✕☞✌ ✔✘ ✒✓✔ ✏✕✌✍ ✰ ✗✌ ✶✛✏✕ ✶✱
Z2 = Zk

2

✓✙✚ ✘✍✕✑✖ ✑✪✌ ✘✫✌✛
Z1✕✘ ✘✦✕✓✑✙

Z̃k
1

★ ☛☞✌✙ ✗✌ ✶✱
Z1 = Z̃k

1

✓✙✚ ✘✍✕✑✖ ✑✪✌ ✘✫✌✛
Z2

✕✘ ✘✦✕✓✑✙
Z̃k

2

★ ☛☞✑✏ ✔✘ ✒✓✔
✏✕✌✍ ✖✘✙✘✕✘✙✑✒✓✔✔✎ ✛✌✚✢✒✌✏ ✕☞✌ ✘✦✣ ✌✒✕✑✫✌ ✤✢✙✒✕✑✘✙ ✰ ☞✘✗✌✫✌✛ ✰ ✑✕ ✖ ✓✎ ✙✘✕ ✒✘✙✫✌✛✜✌
✕✘ ✕☞✌ ✜✔✘✦✓✔ ✘✍✕✑✖✢✖ ★ ☛☞✌ ✕✌✒☞✙✑✒✓✔ ✍✛✘✦✔✌✖ ✑✏ ✕☞✓✕ ✕☞✌ ✩✓✜✛✓✙✜✌ ✖✢✔✕✑✍ ✔✑✌✛✏ ✓✏✥
✏✘ ✒✑✓✕✌✚ ✗ ✑✕☞ ✕☞✌ ✒✘✙✏✕✛✓✑✙✕ 〈Z1, Z2〉 = 0

✖ ✓✎ ✒✘✙✫✌✛✜✌ ✕✘ ✚✑✵✌✛✌✙✕ ✫✓✔✢✌✏ ✑✙ ✕☞✌
✕✗✘ ✏✢✦✍✛✘✦✔✌✖ ✏ ✓✏✏✘ ✒✑✓✕✌✚ ✗ ✑✕☞ ✕☞✌ ✔✘ ✒✓✔ ✏✕✌✍ ★ ✜✙ ✕☞✌ ✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍ ✰ ✗✌ ✘✍✕✑✖ ✑✪✌ ✕☞✌



� ✁� ✁ �✎✏✆✑✞✁ ✠✞☎✡ ☎✂ ✠✍✎ �☎✌✝✞✡ �✎✆☎✌✁☎✏✞✠✞☎✡ ✝✄✄☎✑✞✠✍✌ ✢✸
✂☎✁ 〈H1Z1, Z1〉 + 〈H2Z2, Z2〉

✘✫✌✛ ✕☞✌ ✏✢✦✏✍✓✒✌ ✏✍✓✙✙✌✚ ✦✎
Z̃k

1

✓✙✚
Z̃k

2

✰ ✏✢✦✣ ✌✒✕ ✕✘
✕☞✌ ✒✘✙✏✕✛✓✑✙✕✏ ✑✙ ✣✸ ★✬✸✧ ★ ☛☞✌ ✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍ ✓✜✓✑✙ ✛✌✚✢✒✌✏ ✕☞✌ ✫✓✔✢✌ ✘✤ ✕☞✌ ✘✦✣ ✌✒✕✑✫✌
✤✢✙✒✕✑✘✙ ✏✑✙✒✌

Z̃k
1

✓✙✚
Z̃k

2

✓✛✌ ✤✌✓✏✑✦✔✌ ✑✙ ✕☞✌ ✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍ ★ ✜✕ ✒✓✙ ✦✌ ✏☞✘✗✙ ✕☞✓✕ ✕☞✌
✒✘✖✦✑✙✌✚ ✓✔✜✘✛✑✕☞✖ ✣✔✘✒✓✔ ✏✕✌✍ ✆ ✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍ ✧ ✖✘✙✘✕✘✙✑✒✓✔✔✎ ✚✌✒✛✌✓✏✌✏ ✕☞✌ ✘✦✣ ✌✒✕✑✫✌
✤✢✙✒✕✑✘✙ ✓✙✚ ✜✔✘✦✓✔✔✎ ✒✘✙✫✌✛✜✌✏ ✕✘ ✓✙ ✘✍✕✑✖ ✓✔ ✏✘✔✢✕✑✘✙ ✘✤ ✣✸ ★✬✸✧ ★

☛☞✑✏ ✓✔✜✘✛✑✕☞✖ ✘✍ ✌✛✓✕✌✏ ✓✕ ✕✗✘ ✔✌✫✌✔✏ ☎ ✓ ✶✙✌ ✔✌✫✌✔ ✗☞✌✛✌ ✗✌ ✏✘✔✫✌ ✕✗✘ ✍✛✘✦✔✌✖ ✏
✘✤ ✚✑✖ ✌✙✏✑✘✙

Nb

✛✓✕☞✌✛ ✕☞✓✙ ✘✙✌ ✍✛✘✦✔✌✖ ✘✤ ✚✑✖ ✌✙✏✑✘✙
2Nb ✝

✓ ✒✘✓✛✏✌ ✔✌✫✌✔ ✗☞✌✛✌ ✗✌
✏✘✔✫✌ ✓ ✍✛✘✦✔✌✖ ✘✤ ✚✑✖ ✌✙✏✑✘✙

2
★ ✩✌✤✕ ✦✎ ✑✕✏✌✔✤ ✰ ✕☞✌ ✶✙✌ ✏✕✌✍ ✒✘✙✫✌✛✜✌✏ ✕✘ ✓ ✏✢✦✘✍✕✑✖ ✓✔

✏✘✔✢✕✑✘✙ ✘✤ ✣✸ ★✬✸✧ ★ ✦✘✖✦✑✙✑✙✜ ✕☞✌ ✶✙✌ ✏✕✌✍ ✗ ✑✕☞ ✕☞✌ ✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍ ✎✑✌✔✚✏ ✒✘✙✫✌✛✜✌✙✒✌
✕✘ ✓ ✜✔✘✦✓✔ ✘✍✕✑✖✢✖ ★

✜✙ ✓✚✚✑✕✑✘✙ ✕✘ ✍✛✘✫✑✚✑✙✜ ✓ ✍✌✚✓✜✘✜✑✒ ✫✑✌✗ ✘✙ ✕☞✌ ✜✌✙✌✛✓✔ ✓✔✜✘✛✑✕☞✖ ✍✛✌✏✌✙✕✌✚
✑✙ ✕☞✌ ✤✘✔✔✘✗ ✑✙✜ ✏✌✒✕✑✘✙ ✰ ✕☞✌ ✏✑✖ ✍✔✑✶✌✚ ✤✘✛✖ ✣✸ ★✬✛ ✧✥ ✣✸ ★✬✯✧ ☞✓✏ ✓ ✕☞✌✘✛✌✕✑✒✓✔ ✑✙✕✌✛✌✏✕ ★
✜✙ ✒✘✙✕✛✓✏✕ ✕✘ ✕☞✌ ✜✌✙✌✛✓✔ ✓✔✜✘✛✑✕☞✖ ✤✘✛ ✗☞✑✒☞ ✗✌ ✒✓✙✙✘✕ ✍✛✘✫✑✚✌ ✓ ✒✘✙✫✌✛✜✌✙✒✌
✓✙✓✔✎✏✑✏ ✰ ✕☞✌ ✏✑✖✍✔✑✶✌✚ ✤✘✛✖ ✣✸ ★✬✛ ✧✥ ✣✸ ★✬✯✧ ✖ ✓✎ ✦ ✌ ✓✙✓✔✎✪✌✚ ✖ ✓✕☞✌✖ ✓✕✑✒✓✔✔✎✰ ✓✕ ✔✌✓✏✕
✑✙ ✕☞✌ ✍✓✛✕✑✒✢✔✓✛ ✏✑✕✢✓✕✑✘✙ ✗☞✌✙

H1 = H2 = H
★ ☛☞✌✙ ✏✘✔✫ ✑✙✜ ✣✸ ★✬✸✧ ✓✖✘✢✙✕✏ ✕✘

✏✌✓✛✒☞✑✙✜ ✤✘✛ ✕☞✌ ✔✘✗✌✏✕ ✕✗✘ ✌✑✜✌✙✌✔✌✖ ✌✙✕✏ ✘✤ ✕☞✌ ✖ ✓✕✛✑✱
H

★ ✥✘✕✑✒✌ ✕☞✓✕ ✕☞✌ ✜✔✘✦✓✔
✏✕✌✍ ✣✸ ★✬✴✧✥ ✣✸ ★✬✯✧ ✑✏ ✕☞✌✙ ✢✙✙✌✒✌✏✏✓✛✎ ✦ ✌✒✓✢✏✌ ✕☞✌ ✤✢✙✒✕✑✘✙✓✔ ✕✘ ✖ ✑✙✑✖ ✑✪✌ ✑✙ ✣✸ ★✬✴✧
✚✘✌✏ ✙✘✕ ✚✌✍ ✌✙✚ ✘✙

α
★

✷✘✗✌✫✌✛ ✰ ✗✌ ✒✓✙ ✏☞✘✗ ✕☞✓✕ ✕☞✌ ✑✕✌✛✓✕✑✘✙✏ ✣✸ ★✬✛ ✧ ✒✘✙✫✌✛✜✌ ✑✙ ✕☞✌ ✤✘✔✔✘✗ ✑✙✜ ✏✌✙✏✌ ★
☛☞✌ ✞✥✚✑✖ ✌✙✏✑✘✙✓✔ ✫✌✒✕✘✛ ✏✍✓✒✌ ✏✍✓✙✙✌✚ ✦✎ ✕☞✌ ✔✘✗✌✏✕ ✕✗✘ ✌✑✜✌✙✫✓✔✢✌✏ ✘✤

H
✑✏ ✛✌✓✥

✒☞✌✚ ✓✏✎✖✍✕✘✕✑✒✓✔✔✎★ ☛☞✑✏ ✘ ✒✒✢✛✏ ✢✙✚✌✛ ✓✙ ✓✍✍✛✘✍✛✑✓✕✌ ✒✘✙✚✑✕✑✘✙ ✘✙ ✕☞✌ ✖ ✓✕✛✑✱
H

★
☛☞✌ ✔✓✕✕✌✛ ✑✏ ✓ ✒✘✙✚✑✕✑✘✙ ✘✤ ✏✌✍✓✛✓✕✑✘✙ ✘✤ ✕☞✌ ✌✑✜✌✙✫✓✔✢✌✏ ✰ ✙✓✖ ✌✔✎

ǫ2 − ǫ1 < ǫ3 − ǫ2✗ ✑✕☞ ✘✦✫ ✑✘✢✏ ✙✘✕✓✕✑✘✙ ★ ☛☞✌ ✜✓✍
ǫ3 − ǫ2

✜✑✫✌✏ ✕☞✌ ✏✍ ✌✌✚ ✘✤ ✒✘✙✫✌✛✜✌✙✒✌ ★ ✹✘✛ ✦✛✌✫✑✕✎✰
✗✌ ✚✘ ✙✘✕ ✚✌✕✓✑✔ ✕☞✌ ✍✛✘✘✤ ☞✌✛✌ ✣✏✌✌ ✕☞✌ ✏✌✒✕✑✘✙ ✸ ★✢✧ ★ ✹✢✕✢✛✌ ✗✘✛✲ ✘✙ ✕☞✌ ✙✢✖✌✛✑✒✓✔
✓✙✓✔✎✏✑✏ ✘✤ ✖ ✘✛✌ ✜✌✙✌✛✓✔ ✒✓✏✌✏ ✑✏ ✑✙ ✍✛✘✜✛✌✏✏ ★
✔ ✕✔ ✕✟ ✗✘✙✚✛✜✢✣✜✤✥ ✤✦ ✣✠✘ ✧✩✡✤✛✜✣✠★

✬✌ ✚✌✶✙✌ ✰ ✤✘✛ ✓✔✔
p
✥✕✢✍✔✌

(Ci)1≤i≤p

✰

E
(
(Ci)1≤i≤p

)
=

p∑

i=1

☛✛(
HiCiC

t
i

)
,

✣✸ ★✬✮✧

✓✙✚ ✏✌✕ ✦✎ ✒✘✙✫✌✙✕✑✘✙
U0 = Up = 0.

✣✸ ★✬✓✧
✬✌ ✑✙✕✛✘✚✢✒✌ ✓✙ ✑✙✕✌✜✌✛

ǫ
✰ ✑✙ ✑✕✑✓✔✑✪✌✚ ✕✘ ✘✙✌ ✰ ✕☞✓✕ ✗ ✑✔✔ ✓✔✕✌✛✙✓✕✌ ✦ ✌✕✗✌✌✙ ✕☞✌ ✫✓✔✢✌✏

✪✌✛✘ ✓✙✚ ✘✙✌ ✚✢✛✑✙✜ ✕☞✌ ✑✕✌✛✓✕✑✘✙✏ ★
✻✕ ✑✕✌✛✓✕✑✘✙

k
✰ ✗✌ ☞✓✫✌ ✓✕ ☞✓✙✚ ✓ ✏✌✕ ✘✤ ✦✔✘ ✒✲ ✏✑✪✌✏

(mk
i )1≤i≤p

✓✙✚ ✓ ✏✌✕ ✘✤
✖ ✓✕✛✑✒✌✏

(Ck
i )1≤i≤p

✏✢✒☞ ✕☞✓✕
Ck

i ∈ Mn,mk
i (IR)

✰
[Ck

i ]tCk
i = Imk

i

✰
[Ck

i ]tTCk
i+1 = 0

★ ✬✌
✙✘✗ ✌✱✍✔✓✑✙ ☞✘✗ ✕✘ ✒✘✖ ✍✢✕✌ ✕☞✌ ✙✌✗ ✑✕✌✛✓✕✌

(mk+1
i )1≤i≤p

✰
(Ck+1

i )1≤i≤p

★
☛☞✌✍✎✌✏✑✏✌ ✒✓✔✕✎✖ ✒✏✗✓✔✘✓✙✎✍✎✓✖ ✚☛✒✒ ✛ ✕✌✜✓✢✎✍✣✔

• ✤✍✏✘ ✥ ✦ ✧✓ ✗✕✌ ★✖✏ ✙✓✌✑✏✢ ★



✢✛ ✆✁✂✄ ☎ ✆✝✞ � ✟ ✠✡ ☛ ☞ ✌✍✎ ✏✑☛ ✑☛ ✑✌✒✏☞✓ ✏✔✕ ✍✕✏✡ ✑☛ ✑✏☞ ✖✕✡ ☛

✣✓✧ ✹✘✛ ✌✓✒☞
i
✰ ✚ ✑✓✜✘✙✓✔✑✪✌ ✕☞✌ ✖ ✓✕✛✑✱

H2i+ǫ

✑✙ ✕☞✌ ✏✢✦✏✍✓✒✌

V k
2i+ǫ =

{
x ∈ IRn,

[
Ck

2i+ǫ−1

]t
Tx = 0, xtTCk

2i+ǫ+1 = 0
}
,

✑ ★✌ ★ ✚ ✑✓✜✘✙✓✔✑✪✌
P k

2i+ǫH2i+ǫP
k
2i+ǫ

✗☞✌✛✌
P k

2i+ǫ

✑✏ ✕☞✌ ✘✛✕☞✘✜✘✙✓✔ ✍✛✘✣ ✌✒✕✘✛
✘✙

V k
2i+ǫ

★ ☛☞✑✏ ✍✛✘✫✑✚✌✏ ✣✓✕ ✔✌✓✏✕✧
n−mk

2i+ǫ−1 −mk
2i+ǫ+1

✛✌✓✔ ✌✑✜✌✙✫✓✔✢✌✏
λk

2i+ǫ,1 ≤ λk
2i+ǫ,2 ≤ · · · ✓✙✚ ✓✏✏✘✒✑✓✕✌✚ ✘✛✕☞✘✙✘✛✖ ✓✔ ✫✌✒✕✘✛✏

xk
2i+ǫ,j

★ ☛☞✌
✔✓✕✕✌✛ ✓✛✌

T
✥✘✛✕☞✘✜✘✙✓✔ ✕✘ ✕☞✌ ✒✘✔✢✖✙ ✫✌✒✕✘✛✏ ✘✤

Ck
i−1

✓✙✚
Ck

i+1

★
✣✦ ✧ ✄✘✛✕ ✕☞✌ ✌✑✜✌✙✫✓✔✢✌✏

(λk
2i+ǫ,j)i,j

✑✙ ✑✙✒✛✌✓✏✑✙✜ ✘✛✚✌✛ ✰ ✓✙✚ ✏✌✔✌✒✕ ✕☞✌ ✔✘✗✌✏✕
∑

i

m2i+ǫ

✘✤ ✕☞✌✖ ★ ✹✘✛ ✌✓✒☞
i
✰ ✒✘✔✔✌✒✕ ✑✙ ✦✔✘ ✒✲

#2i + ǫ
✕☞✌ ✌✑✜✌✙✫✓✔✢✌✏

λk
2i+ǫ,j

✏✌✔✌✒✕✌✚ ★ ✥ ✌✗ ✑✙✕✌✛✖ ✌✚✑✓✕✌ ✦✔✘ ✒✲ ✏✑✪✌✏
m̄k

2i+ǫ

✓✛✌ ✚✌✶✙✌✚ ★
✣✒✧ ✹✘✛ ✌✓✒☞

i
✰ ✒✘✔✔✌✒✕ ✕☞✌ ✔✘✗✌✏✕

m̄k
2i+ǫ

✫✌✒✕✘✛✏
xk

2i+ǫ,j

✑✙ ✕☞✌
n× m̄k

2i+ǫ

✖ ✓✕✛✑✱
C

k

2i+ǫ

★
✣✚ ✧ ✹✘✛ ✌✓✒☞

i
✰ ✚ ✑✓✜✘✙✓✔✑✪✌ ✕☞✌ ✖ ✓✕✛✑✱

H2i+ǫ+1

✑✙ ✕☞✌ ✏✢✦✏✍✓✒✌

V k
2i+ǫ+1 =

{
x ∈ IRn,

[
C

k

2i+ǫ

]t
Tx = 0, xtTC

k

2i+ǫ+2 = 0

}

✑✙ ✘✛✚✌✛ ✕✘ ✜✌✕ ✌✑✜✌✙✫✓✔✢✌✏
λk

2i+ǫ+1,1 ≤ λk
2i+ǫ+1,2 ≤ · · · ✓✙✚ ✓✏✏✘ ✒✑✓✕✌✚

✘✛✕☞✘✙✘✛✖ ✓✔ ✫✌✒✕✘✛✏
xk

2i+ǫ+1,j

★ ☛☞✌ ✔✓✕✕✌✛ ✓✛✌
T

✥✘✛✕☞✘✜✘✙✓✔ ✕✘ ✕☞✌ ✒✘✔✢✖✙
✫✌✒✕✘✛✏ ✘✤

C
k

2i+ǫ

✓✙✚
C

k

2i+ǫ+2

★
✣✌✧ ✄✘✛✕ ✓✔✔ ✕☞✌ ✌✑✜✌✙✫✓✔✢✌✏ {

(λk
2i+ǫ+1,j)i,j, (λ

k
2i+ǫ,j)i,j

} ✑✙ ✑✙✒✛✌✓✏✑✙✜ ✘✛✚✌✛ ★ ✄✌✥
✔✌✒✕ ✕☞✌ ✔✘✗✌✏✕

N
★ ✹✘✛ ✌✓✒☞

l
✰ ✒✘✔✔✌✒✕ ✑✙ ✦✔✘✒✲

#l
✕☞✌ ✌✑✜✌✙✫✓✔✢✌✏

λk
l,j✏✌✔✌✒✕✌✚ ★ ✥ ✌✗ ✑✙✕✌✛✖ ✌✚✑✓✕✌ ✦✔✘ ✒✲ ✏✑✪✌✏

(mk+1
l )1≤l≤p

✓✛✌ ✕☞✢✏ ✚✌✶✙✌✚ ★
✣✤ ✧ ✄✌✕

C̃k
l =

[
xk

l,1| · · · |xk
l,mk+1

l

] ★
✣✜✧ � ✌✍✔✓✒✌

ǫ
✦✎

1 − ǫ
✓✙✚ ✍✛✘✒✌✌✚ ✕✘ ✏✕✌✍ ✞ ✦✌✔✘✗ ★

• ✤✍✏✘ ✁ ✦ ✜ ✌✓✂✕✌ ✗✓✕✢✙✏ ✙✓✌✑✏✢ ★ ✄✘✔✫✌
U∗ =

✓✛✜✑✙✤{
f(U), U = (Ui)i, ∀1 ≤ i ≤ p− 1 Ui ∈ Mmi+1,mi(IR)

}
,

✣✸ ★✞�✧
✗☞✌✛✌

f(U) = E
((

Ci(U)
(
Ci(U)tCi(U)

)− 1

2

)

i

)
,

✣✸ ★✞✬✧
✓✙✚
Ci(U) = C̃k

i + TC̃k
i+1Ui

(
[C̃k

i ]tTT tC̃k
i

)
− T tC̃k

i−1U
t
i−1

(
[C̃k

i ]tT tTC̃k
i

)
.

✣✸ ★✞✞✧
✥ ✌✱✕ ✏✌✕ ✰ ✤✘✛ ✓✔✔

1 ≤ i ≤ p
✰

Ck+1
i = Ci

(
U∗
) (

Ci

(
U∗
)t
Ci

(
U∗
))−1/2

.
✣✸ ★✞✸✧

✥✘✕✌ ✕☞✓✕ [
Ck+1

i

]t
TCk+1

i+1 = 0
✣✕☞✑✏ ✤✘✔✔✘✗ ✏ ✤✛✘✖

T 2 = 0
✧ ★
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✰ ✙✌✱✕ ✤✘✛

✕☞✌ ✦✔✘✒✲✏
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★✩✪ ✫ ✸ ★✴ ✬ ✦✘✔✔✌✒✕✑✘✙ ✘✤
p = 10

✦✔✘✒✲✏ ✑✙✕✘
r = 3

✜✛✘✢✍✏ ★
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ǫ = 1
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(m̄k
2i+1, C

k

2i+1)i

✕✘ ✕☞✌ ✍✛✘✦✔✌✖

✑✙✤{∑
i

☛✛ (
H2i+1C2i+1C

t
2i+1

)
, C2i+1 ∈ Mn,m2i+1(IR), Ct

2i+1C2i+1 = Im2i+1
,

[Ck
2i]

tTC2i+1 = 0, Ct
2i+1TC

k
2i+2 = 0,

m2i+1 ∈ IN,
∑

i

m2i+1 =
∑

i

mk
2i+1

}
.
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∑

i
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k
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k
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mi

✘✤ ✕☞✌ ✦✔✘✒✲✏ ✰ ✓✔✔✘✗ ✏ ✤✘✛ ✓ ✍✛✌✔✑✖ ✑✙✓✛✎ ✍✛✘✍✓✜✓✕✑✘✙ ✘✤ ✕☞✌
✑✙✤✘✛✖ ✓✕✑✘✙ ✕☞✛✘✢✜☞✘✢✕ ✕☞✌ ✗☞✘✔✌ ✏✎✏✕✌✖ ★ ☛☞✌ ✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍ ✗ ✑✔✔ ✒✘✖ ✍✔✌✖ ✌✙✕ ✕☞✑✏ ★

✹ ✑✙✓✔✔✎✰ ✔✌✕ ✢✏ ✖ ✌✙✕✑✘✙ ✕☞✓✕ ✑✙ ✕☞✌ ✔✘ ✒✓✔ ✏✕✌✍✏ ✰ ✣✓✍✍✛✘✱ ✑✖ ✓✕✌✧
T

✥✘✛✕☞✘✜✘✙✓✔✑✕✎ ✑✏
✘✦✕✓✑✙✌✚ ✦✎ ✓ ✷✘✢✏✌☞✘✔✚✌✛ ✘✛✕☞✘✙✘✛✖ ✓✔✑✪✓✕✑✘✙ ✍✛✘✒✌✏✏ ★ ☛☞✌ ✛✌✄✢✑✛✌✚ ✘✛✕☞✘✙✘✛✖ ✓✔✑✕✎
✒✛✑✕✌✛✑✘✙ ✑✏

∀ 1 ≤ i ≤ p− 1,
∥∥[C̃k

i ]tTC̃k
i+1

∥∥ ≤ ǫL,
✣✸ ★✞✛ ✧

✗☞✌✛✌
ǫL > 0

✑✏ ✓ ✕☞✛✌✏☞✘✔✚ ✕✘ ✦ ✌ ✒☞✘✏✌✙ ✦✎ ✕☞✌ ✢✏✌✛ ★

✔ ✕✔ ✕✂ �✤★★✘✥✣✙ ✤✥ ✣✠✘ ✡ ✩✤✄✧✩ ✙✣✘✢
✩✌✕ ✢✏ ✦✛✑✌☎✎ ✑✔✔✢✏✕✛✓✕✌ ✕☞✌ ✛✘✔✌ ✍✔✓✎✌✚ ✦✎ ✕☞✌ ✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍ ★ ✹✘✛ ✏✑✖✍✔✑✒✑✕✎✰ ✗✌

✒✘✙✏✑✚✌✛ ✕☞✌ ✒✓✏✌ ✘✤ ✕✗✘ ✦✔✘✒✲✏ ✘✤ ✏✓✖ ✌ ✑✙✑✕✑✓✔ ✏✑✪✌
m1 = m2 = m

✓✙✚ ✗✌ ✓✏✏✢✖ ✌
✕☞✓✕

m1

✓✙✚
m2

✚✘ ✙✘✕ ✫✓✛✎ ✚✢✛✑✙✜ ✕☞✌ ✑✕✌✛✓✕✑✘✙✏ ★ ✜✤ ✘✙✔✎ ✕☞✌ ✔✘ ✒✓✔ ✏✕✌✍ ✑✏ ✍ ✌✛✤✘✛✖ ✌✚ ✰
✕☞✌✙ ✕☞✌ ✙✌✗ ✑✕✌✛✓✕✌

(Ck+1
1 , Ck+1

2 ) = (C̃k
1 , C̃

k
2 )✚✘✌✏ ✙✘✕ ✙✌✒✌✏✏✓✛✑✔✎ ✏✓✕✑✏✶✌✏ ✣✸ ★✬✬✧ ★ ✜✙✚✌✌✚ ✰ ✕☞✌✛✌ ✑✏ ✙✘ ✛✌✓✏✘✙ ✗☞✎ ✕☞✌ ✩✓✜✛✓✙✜✌

✖✢✔✕✑✍ ✔✑✌✛✏ ✒✘✛✛✌✏✍ ✘✙✚✑✙✜ ✕✘ ✕☞✌ ✕✗✘ ✒✘✙✕✛✓✑✙✕✏
CtTCk

2 = 0
✣✏✕✌✍ ✬✓ ✗☞✌✙

ǫ = 1
✧ ✘✙

✕☞✌ ✘✙✌ ☞✓✙✚ ✓✙✚
[C̃k

1 ]tTC = 0
✣✏✕✌✍ ✬✚ ✗☞✌✙

ǫ = 1
✧ ✘✙ ✕☞✌ ✘✕☞✌✛ ☞✓✙✚ ✏☞✘✢✔✚ ✦ ✌ ✕☞✌



� ✁� ✁ �✎✏✆✑✞✁ ✠✞☎✡ ☎✂ ✠✍✎ �☎✌✝✞✡ �✎✆☎✌✁☎✏✞✠✞☎✡ ✝✄✄☎✑✞✠✍✌ ✢✯
✏✓✖ ✌ ★ ☛☞✌ ✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍ ✼✂�✁✽ ✮❀✮✿✕✼ ✔ ✔� ✌✙✤✘✛✒✌✏ ✕☞✌ ✌✄✢✓✔✑✕✎ ✘✤ ✩✓✜✛✓✙✜✌ ✖✢✔✕✑✍ ✔✑✌✛✏ ★
☛☞✑✏ ✑✏ ✓ ✗✓✎ ✕✘ ✓✒✒✘✢✙✕ ✤✘✛ ✓ ✜✔✘✦✓✔ ✤✌✓✕✢✛✌ ✘✤ ✕☞✌ ✍✛✘✦✔✌✖ ★

✩✌✕ ✢✏ ✌✖ ✍☞✓✏✑✪✌ ✕☞✑✏ ✏✍ ✌✒✑✶✒ ✍✘✑✙✕ ★ ✻ ✏✏✢✖ ✌
U∗ = 0

✑✙ ✕☞✌ ✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍ ✘✤ ✕☞✌
k

✥✕☞ ✑✕✌✛✓✕✑✘✙ ✘✤ ✕☞✌ ✓✔✜✘✛✑✕☞✖ ✰ ✘✛ ✑✙ ✘✕☞✌✛ ✗✘✛✚✏ ✕☞✓✕ ✕☞✌ ✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍ ✑✏ ✙✘✕ ✌✵✌✒✕✑✫✌
✓✕ ✕☞✌

k
✥✕☞ ✑✕✌✛✓✕✑✘✙ ★ ☛☞✌✙ ✑✕ ✑✖✍✔✑✌✏ ✕☞✓✕ ✕☞✌ ✘✢✕✍✢✕

(C̃1, C̃2) = (C̃k
1 , C̃

k
2 )

✘✤ ✕☞✌
✔✘ ✒✓✔ ✏✕✌✍ ✓✔✛✌✓✚✎ ✏✓✕✑✏✶✌✏ ✣✸ ★✬✬✧ ★ ✜✙✚✌✌✚ ✰

f(U) =
☛✛(

J1(U)C1(U)tH1C1(U)
)

+
☛✛(

J2(U)C2(U)tH2C2(U)
) ✣✸ ★✞✴✧

✗ ✑✕☞
Ji(U) =

(
Ci(U)tCi(U)

)−1 ✤✘✛
i = 1, 2

★ ✄✑✙✒✌
(
J1(U)

)−1

= Im +
(
C̃t

1TT
tC̃1

)
U t
(
C̃t

2T
tTC̃2

)
U
(
C̃t

1TT
tC̃1

)
,

(
J2(U)

)−1

= Im +
(
C̃t

2T
tTC̃2

)
U
(
C̃t

1TT
tC̃1

)
U t
(
C̃t

2T
tTC̃2

)
,

✗✌ ☞✓✫✌ ∇J1(0) = ∇J2(0) = 0
★ ☛☞✌ ✖ ✓✕✛✑✱

U
✦ ✌✑✙✜ ✓ ✏✄✢✓✛✌ ✖ ✓✕✛✑✱ ✘✤ ✚✑✖ ✌✙✏✑✘✙

m
✰ ✤✘✛ ✓✔✔

1 ≤ i, j ≤ m
✰

1

2

∂f

∂Uij

(0) =
☛✛([ ∂C1

∂Uij

(0)

]t

H1C̃1

)
+

☛✛([ ∂C2

∂Uij

(0)

]t

H2C̃2

)

=

((
C̃t

1TT
tC̃1

)
C̃t

1H1TC̃2

)

ji

−
(
C̃t

1TH2C̃2

(
C̃t

2T
tTC̃2

))

ji

=

((
C̃t

1TT
tC̃1

)
(Λ1 − Λ2)

(
C̃t

2T
tTC̃2

))

ji

,
✣✸ ★✞✢✧

✗☞✌✛✌
Λ1

✓✙✚
Λ2

✓✛✌ ✚✌✶✙✌✚ ✦✎
{

H1C̃1 = C̃1E1 + TC̃2Λ
t
1,

H2C̃2 = C̃2E2 + T tC̃1Λ2.

✣✸ ★✞✯✧
✻✏

U∗ = 0
✑✖✍✔✑✌✏

∀ 1 ≤ i, j ≤ m
∂f

∂Uij
(0) = 0,

✣✸ ★✞✮✧
✗✌ ✒✘✙✒✔✢✚✌ ✕☞✓✕

Λ1 = Λ2
✑✤ ✕☞✌ ✖ ✓✕✛✑✒✌✏ (

C̃t
1TT

tC̃1

) ✓✙✚ (
C̃t

2T
tTC̃2

) ✓✛✌ ✑✙✫✌✛✕✑✦ ✔✌ ✰
✗☞✑✒☞ ✑✏ ✜✌✙✌✛✓✔✔✎ ✕☞✌ ✒✓✏✌ ✗☞✌✙

n ≫ 2m
★ ✦✘✙✏✌✄✢✌✙✕✔✎✰ ✣✸ ★✬✬✧ ✑✏ ✏✓✕✑✏✶✌✚ ✦✎

(C̃1, C̃2)
★

✘✙ ✕☞✌ ✘✕☞✌✛ ☞✓✙✚ ✰ ✗☞✌✙
n

✑✏ ✙✘✕ ✖✢✒☞ ✔✓✛✜✌✛ ✕☞✓✕
2m

✰ ✕☞✌ ✓✦✘✫✌ ✖ ✓✕✛✑✒✌✏
✓✛✌ ✙✘✕ ✑✙✫✌✛✕✑✦✔✌ ✓✙✚ ✣✸ ★✬✬✧ ✑✏ ✢✏✢✓✔✔✎ ✙✘✕ ✏✓✕✑✏✶✌✚ ★ ✜✙ ✕☞✑✏ ✒✓✏✌ ✰ ✕☞✌ ✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍ ✑✏
✏✔✑✜☞✕✔✎ ✖✘✚✑✶✌✚ ✑✙ ✘✛✚✌✛ ✕✘ ✛✌✒✘✫✌✛ ✣✸ ★✬✬✧ ✓✙✚ ✕☞✢✏ ✑✖ ✍✛✘✫✌ ✕☞✌ ✌❁ ✒✑✌✙✒✎ ✘✤ ✕☞✌
✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍ ★ ✬✌ ✛✌✍✔✓✒✌ ✣✸ ★✞✞✧ ✦✎

∀ 1 ≤ i ≤ p, Ci(U) = C̃k
i + TĈk

i+1Ui

(
[Ĉk

i ]tTT tĈk
i

)
− T tĈk

i−1U
t
i−1

(
[Ĉk

i ]tT tTĈk
i

)

✣✸ ★✞✓✧



✢✮ ✆✁✂✄ ☎ ✆✝✞ � ✟ ✠✡ ☛ ☞ ✌✍✎ ✏✑☛ ✑☛ ✑✌✒✏☞✓ ✏✔✕ ✍✕✏✡ ✑☛ ✑✏☞ ✖✕✡ ☛

✗☞✌✛✌
Ĉk

i

✑✏ ✓ ✦✔✘ ✒✲ ✤✘✛✖ ✌✚ ✦✎ ✫✌✒✕✘✛✏ ✒✘✔✔✌✒✕✌✚ ✑✙ ✕☞✌ ✫✌✒✕✘✛ ✏✍✓✒✌ ✚✌✶✙✌✚ ✦✎
C̃k

i

★
☛☞✌✏✌ ✫✌✒✕✘✛✏ ✓✛✌ ✏✌✔✌✒✕✌✚ ✢✏✑✙✜ ✓ ✖✘✚✑✶✌✚ ✳✛✓✖ ✥✄✒☞✖ ✑✚✕ ✘✛✕☞✘✙✘✛✖ ✓✔✑✪✓✕✑✘✙ ✍✛✘✥
✒✌✏✏ ★ ☛☞✌ ✏✑✪✌ ✘✤ ✕☞✌ ✦✔✘ ✒✲✏

Ĉk
i

✑✏ ✓✍✍✛✘✍✛✑✓✕✌✔✎ ✒☞✘✏✌✙ ★ ☛☞✌ ✔✓✛✜✌✛ ✕☞✌ ✦✔✘ ✒✲✏
Ĉk

i

✰
✕☞✌ ✖ ✘✛✌ ✍✛✌✒✑✏✌ ✕☞✌ ✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍ ✦✢✕ ✕☞✌ ✗✘✛✏✌ ✕☞✌ ✒✘✙✚✑✕✑✘✙✑✙✜ ✘✤ ✕☞✌ ✘✍✕✑✖ ✑✪✓✕✑✘✙
✍✛✘✦✔✌✖ ★ ✜✙ ✓✚✚✑✕✑✘✙ ✰ ✏✑✙✒✌ ✕☞✌ ✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍ ✑✏ ✕☞✌ ✖ ✘✏✕ ✚✌✖ ✓✙✚✑✙✜ ✏✕✌✍ ✘✤ ✕☞✌ ✓✔✜✘✥
✛✑✕☞✖ ✰ ✒✘✙✏✑✚✌✛✓✕✑✘✙✏ ✦✘✕☞ ✘✙ ✕☞✌ ✒✘✖✍✢✕✓✕✑✘✙✓✔ ✕✑✖ ✌ ✓✙✚ ✑✙ ✕✌✛✖ ✏ ✘✤ ✖ ✌✖✘✛✎ ✓✛✌
✓✒✒✘✢✙✕✌✚ ✤✘✛ ✗☞✌✙ ✶✱ ✑✙✜ ✕☞✌ ✏✑✪✌✏ ✘✤ ✕☞✌ ✦✔✘ ✒✲✏

Ĉk
i

★
✘✢✛ ✙✢✖ ✌✛✑✒✓✔ ✌✱✍ ✌✛✑✖ ✌✙✕✏ ✏☞✘✗ ✕☞✓✕ ✗☞✌✙ ✕☞✌ ✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍ ✑✏ ✍ ✌✛✤✘✛✖ ✌✚ ✣✢✏✑✙✜

✣✸ ★✞✞✧ ✘✛ ✣✸ ★✞✓✧ ✰ ✚✌✍ ✌✙✚✑✙✜ ✘✙
n

✓✙✚
m

✧ ✰ ✕☞✌ ✦✔✘✒✲✏
(Ck+1

i )i

✚✘ ✙✘✕ ✌✱✓✒✕✔✎ ✏✓✕✑✏✤✎ ✕☞✌
✘✛✕☞✘✙✘✛✖ ✓✔✑✕✎ ✒✘✙✏✕✛✓✑✙✕ ✰ ✘✗ ✑✙✜ ✕✘ ✌✫✑✚✌✙✕ ✛✘✢✙✚✥✘✵ ✌✛✛✘✛✏ ★ ✻ ✔✔ ✕☞✌ ✔✑✙✌✓✛ ✏✒✓✔✑✙✜
✓✔✜✘✛✑✕☞✖ ✏ ☞✓✫✌ ✚✑❁ ✒✢✔✕✑✌✏ ✑✙ ✌✙✏✢✛✑✙✜ ✕☞✑✏ ✒✘✙✏✕✛✓✑✙✕ ✓✙✚ ✘✢✛ ✂✤✤ ✓✍✍✛✘✓✒☞ ✑✏ ✙✘
✌✱✒✌✍✕✑✘✙ ★ ☛☞✌ ✕✌✏✕✏ ✍ ✌✛✤✘✛✖ ✌✚ ☞✘✗✌✫✌✛ ✏☞✘✗ ✕☞✓✕ ✕☞✌ ✒✘✙✏✕✛✓✑✙✕ ✛✌✖ ✓✑✙✏ ✏✓✕✑✏✶✌✚
✕☞✛✘✢✜☞✘✢✕ ✕☞✌ ✑✕✌✛✓✕✑✘✙✏ ✗ ✑✕☞✑✙ ✓ ✜✘✘✚ ✚✌✜✛✌✌ ✘✤ ✓✒✒✢✛✓✒✎★

☎ ✆� ✁✂✎ ✠✞✡✑✏ ✄ ✠✠✡✠✡
✻✙ ✌✱✕✌✙✏✑✫✌ ✏✌✕ ✘✤ ✙✢✖✌✛✑✒✓✔ ✕✌✏✕✏ ✗✓✏ ✍ ✌✛✤✘✛✖ ✌✚ ✕✘ ✑✔✔✢✏✕✛✓✕✌ ✕☞✌ ✑✖✍✘✛✕✓✙✕

✤✌✓✕✢✛✌✏ ✘✤ ✕☞✌ ✚✘✖ ✓✑✙ ✚✌✒✘✖✍✘✏✑✕✑✘✙ ✓✔✜✘✛✑✕☞✖ ✑✙✕✛✘✚✢✒✌✚ ✓✦✘✫✌ ✰ ✓✙✚ ✕✘ ✒✘✖ ✍✓✛✌
✑✕ ✗ ✑✕☞ ✓ ✏✕✓✙✚✓✛✚ ✏✒☞✌✖✌ ✰ ✒✘✖ ✖✘✙✔✎ ✢✏✌✚ ✑✙ ✔✓✛✜✌ ✏✒✓✔✌ ✌✔✌✒✕✛✘✙✑✒ ✏✕✛✢✒✕✢✛✌ ✒✓✔✒✢✥
✔✓✕✑✘✙✏ ★

✔ ✕✂ ✕✖ ☎✘✣✣✜✥✡ ✤✦ ✣✠✘ ✧✩✡✤✛✜✣✠★ ✧✥✫ ✤✦ ✣✠✘ ✣✘✙✣✙
✆ ✝✞ ✝✥ ✝✥ ☛✓✌✏✗☞✌✕✢ ✙✟✙✍✏✔ ✙ ☞✙✏✠ ✡✓✢ ✍✣✏ ✍✏✙✍✙

✥✢✖✌✛✑✒✓✔ ✕✌✏✕✏ ✘✙ ✕☞✌ ✓✔✜✘✛✑✕☞✖ ✍✛✌✏✌✙✕✌✚ ✓✦✘✫✌ ✗✌✛✌ ✍ ✌✛✤✘✛✖ ✌✚ ✘✙ ✕☞✛✌✌ ✒☞✌✥
✖ ✑✒✓✔ ✏✎✏✕✌✖ ✏ ★ ☛☞✌ ✶✛✏✕ ✕✗✘ ✏✎✏✕✌✖ ✏ ✦✘✕☞ ☞✓✫✌ ✤✘✛✖✢✔✓ ✦✘✷✥ ✣✦✘ ✧

nm

✥✦✘✷ ★ ☛☞✌✎
✚✑✵✌✛ ✑✙ ✕☞✌✑✛ ✦✓✛✦✘✙✥✦✓✛✦✘✙ ✑✙✕✌✛✓✕✘✖ ✑✒ ✚✑✏✕✓✙✒✌✏ ★ ✹✘✛ ✏✎✏✕✌✖ P1

✰ ✕☞ ✑✏ ✚✑✏✕✓✙✒✌ ✑✏
✶✱✌✚ ✕✘ ✴ ✓✕✘✖ ✑✒ ✢✙✑✕✏ ✰ ✗☞✑✔✌ ✑✕ ✑✏ ✶✱✌✚ ✕✘ ✛ ✤✘✛ ✏✎✏✕✌✖ P2

★ ✘✙ ✕☞✌ ✘✕☞✌✛ ☞✓✙✚ ✰ ✘✢✛
✕☞✑✛✚ ✏✎✏✕✌✖ ✰ ✚✌✙✘✕✌✚ ✦✎ P3

☞✓✏ ✤✘✛✖✢✔✓ ✦✷
3

✥ ✣✦✷
2

✧
nm

✥✦✷
3

★
✹✘✛ ✌✓✒☞ ✘✤ ✕☞✌ ✕☞✛✌✌ ✏✎✏✕✌✖ ✏ P1

✰ P2

✰ P3

✰ ✏✌✫✌✛✓✔ ✙✢✖✦✌✛✏
nm

✘✤ ✖✘✙✘✖✌✛✏
✗✌✛✌ ✒✘✙✏✑✚✌✛✌✚ ★ ✻ ✜✌✘✖✌✕✛✎ ✘✍✕✑✖ ✑✪✓✕✑✘✙ ✗✓✏ ✍ ✌✛✤✘✛✖ ✌✚ ✢✏✑✙✜ ✕☞✌ ✳✻☛✄✄✜✻✥
✍✓✒✲✓✜✌ ✙✛✴✚ ✑✙ ✘✛✚✌✛ ✕✘ ✶✱ ✕☞✌ ✑✙✕✌✛✙✓✔ ✜✌✘✖✌✕✛✑✒✓✔ ✍✓✛✓✖✌✕✌✛✏ ✘✤ ✕☞✌ ✏✎✏✕✌✖ ★ ☛☞✌
✘✙✔✎ ✌✱✒✌✍✕✑✘✙ ✕✘ ✕☞✑✏ ✑✏ ✕☞✌ ✦✓✛✦ ✘✙✥✦✓✛✦ ✘✙ ✚✑✏✕✓✙✒✌ ✤✘✛ P1

✓✙✚ P2

✰ ✗☞✑✒☞ ✰ ✓✏ ✏✓✑✚
✓✦✘✫✌ ✰ ✑✏ ✶✱✌✚ ✼ ✽ ✾✿❀✾✿★ ✜✖✍✘✏✑✙✜ ✕☞✌ ✦✓✛✦✘✙✥✦✓✛✦✘✙ ✚✑✏✕✓✙✒✌ ✓✔✔✘✗ ✏ ✕✘ ✒✘✙✕✛✘✔ ✕☞✌
✏✍✓✛✏✑✕✎ ✘✤ ✕☞✌ ✖ ✓✕✛✑✒✌✏

H
✓✙✚

S
✣✕☞✌ ✔✓✛✜✌✛ ✕☞✌ ✚✑✏✕✓✙✒✌ ✰ ✕☞✌ ✏✍✓✛✏✌✛ ✕☞✌ ✖ ✓✕✛✑✒✌✏✧ ★

✻ ✔✕☞✘✢✜☞ ✙✘✕ ✍☞✎✏✑✒✓✔✔✎ ✛✌✔✌✫✓✙✕ ✰ ✶✱ ✑✙✜ ✕☞✌ ✦✓✛✦✘✙✥✦✓✛✦✘✙ ✚✑✏✕✓✙✒✌ ✑✏ ✕☞✌✛✌✤✘✛✌
✢✏✌✤✢ ✔ ✤✘✛ ✕☞✌ ✍✢✛✍ ✘✏✌ ✘✤ ✙✢✖✌✛✑✒✓✔ ✕✌✏✕✏ ★

✆ ✝✞ ✝✥ ✝✁ ✒✕✍✕ ☞ ✘✕✢✕✔✏✍✏✢✙ ✕✖✠ ✎✖ ✎✍✎✕✌✎✌✕✍✎✓✖
✹✘✛ ✓✙ ✌✱✕✛✌✖ ✌✔✎ ✔✓✛✜✌ ✙✢✖✦✌✛

nm

✘✤ ✖✘✙✘✖ ✌✛✏ ✰ ✕☞✌ ✖ ✓✕✛✑✒✌✏
H

✰
S

✰ ✓✙✚
D⋆✒✓✙✙✘✕ ✦ ✌ ✜✌✙✌✛✓✕✌✚ ✚✑✛✌✒✕✔✎ ✗ ✑✕☞ ✕☞✌ ✳✻☛✄✄✜✻✥ ✍✓✒✲✓✜✌ ★ ✬✌ ✕☞✌✛✌✤✘✛✌ ✖ ✓✲✌ ✓



� ✁� ✁ ✡ ☞✌✎✑✞✆✝✄ ✠✎✏✠✏ ✢✓

P1 P2 P3✙ ✬✸� ✞�� ✸�✮
✄ ✴� ✮� ✬✞✢

✺✓✙✚✗ ✑✕☞ ✘✤
S

✴✓ ✯✓ ✬✬✬
✺✓✙✚✗ ✑✕☞ ✘✤

H
✓✓ ✬✴✓ ✞✴✴

✦✢✕✥✘✵ ✤✘✛ ✌✙✕✛✑✌✏ ✘✤
H 10−12 10−12 10−10

✦✢✕✥✘✵ ✤✘✛ ✌✙✕✛✑✌✏ ✘✤
D 10−11 10−11 10−7✄ ✑✪✌ ✘✤ ✶✛✏✕ ✦✔✘ ✒✲

m1 = 67 m1 = 105 m1 = 136✄ ✑✪✌ ✘✤ ✔✓✏✕ ✦✔✘ ✒✲
mp = 67 mp = 106 mp = 137✄✑✪✌ ✘✤ ✓ ✜✌✙✌✛✑✒ ✦✔✘ ✒✲
mi = 56 mi = 84 mi = 104

✁✂✄ ✫ ✸ ★✬ ✬ ✩✘✒✓✔✑✪✓✕✑✘✙ ✍✓✛✓✖✌✕✌✛✏ ✓✙✚ ✑✙✑✕✑✓✔ ✏✑✪✌ ✘✤ ✕☞✌ ✦✔✘✒✲✏ ✢✏✌✚ ✑✙ ✕☞✌ ✕✌✏✕✏

✍ ✌✛✑✘✚✑✒✑✕✎ ✓✏✏✢✖✍✕✑✘✙ ★ ✹✘✛ ✔✓✛✜✌ ✫✓✔✢✌✏ ✘✤
nm

✰ ✕☞✌✏✌ ✖ ✓✕✛✑✒✌✏ ✓✍✍✛✘✓✒☞ ✓ ✍ ✌✛✑✘✚✑✒
✍✓✕✕✌✛✙ ✣✔✌✓✫✑✙✜ ✓✍✓✛✕ ✰ ✘✤ ✒✘✢✛✏✌ ✰ ✕☞✌ �✦✘✢✙✚✓✛✎ ✔✓✎✌✛✁ ✰ ✕☞✓✕ ✑✏ ✕☞✌ ✕✌✛✖ ✏ ✑✙✫✘✔✫ ✑✙✜
✘✛✦✑✕✓✔✏ ✒✔✘✏✌ ✕✘ ✘✙✌ ✌✙✚ ✘✤ ✕☞✌ ✔✑✙✌✓✛ ✖✘✔✌✒✢✔✌✧ ★ ✄✘ ✰ ✗✌ ✶✛✏✕ ✶✱ ✏✘✖✌

nm

✏✢❁ ✒✑✌✙✕✔✎
✔✓✛✜✌ ✰ ✦✢✕ ✤✘✛ ✗☞✑✒☞ ✓ ✚✑✛✌✒✕ ✒✓✔✒✢✔✓✕✑✘✙ ✗ ✑✕☞ ✳✓✢✏✏✑✓✙ ✑✏ ✤✌✓✏✑✦ ✔✌ ✰ ✓✙✚ ✒✘✙✏✕✛✢✒✕

H
✰

S
★ ☛☞✌ ✖ ✓✕✛✑✒✌✏

H
✓✙✚

S
✰ ✓✏ ✗✌✔✔ ✓✏ ✕☞✌ ✜✛✘✢✙✚✥✏✕✓✕✌ ✚✌✙✏✑✕✎ ✖ ✓✕✛✑✱

D⋆

✰ ✓✙✚ ✕☞✌
✜✛✘✢✙✚✥✏✕✓✕✌ ✌✙✌✛✜✎

E0

✰ ✓✛✌ ✕☞✌✙ ✘✦✕✓✑✙✌✚ ✤✘✛ ✓✛✦✑✕✛✓✛✎ ✔✓✛✜✌
nm

✓✏✏✢✖ ✑✙✜ ✍ ✌✛✑✘✥
✚✑✒✑✕✎ ✘✢✕ ✘✤ ✕☞✌ �✦✘✢✙✚✓✛✎ ✔✓✎✌✛✁ ★ ✩ ✑✲✌✗ ✑✏✌ ✰ ✕☞✌ ✜✓✍

γ
✑✙ ✕☞✌ ✌✑✜✌✙✫✓✔✢✌✏ ✘✤

H
✑✏

✘✦✏✌✛✫✌✚ ✕✘ ✦ ✌ ✒✘✙✏✕✓✙✕ ✰ ✤✘✛ ✌✓✒☞ ✏✎✏✕✌✖ ✰ ✑✛✛✌✏✍ ✌✒✕✑✫✌ ✘✤ ✕☞✌ ✙✢✖✦✌✛
nm

✘✤ ✍✘✔✎✖ ✌✛✏ ✰
✏✢✍✍✘✏✌✚✔✎ ✔✓✛✜✌ ★ ✗ ✛✘ ✒✌✌✚✑✙✜ ✏✘ ✰ ✕☞✌ ✜✓✍ ✤✘✛ ✏✎✏✕✌✖ ✏ P1

✰ P2

✰ ✓✙✚ P3

✑✏ ✛✌✏✍ ✌✒✕✑✫✌✔✎
✌✫✓✔✢✓✕✌✚ ✕✘ � ★�� ✬�✛ ✰ � ★��✸✴✯ ✰ ✓✙✚ � ★�✞✮ ✬ ★

✹✘✛ ✘✢✛ ✂✤✤ ✓✍✍✛✘✓✒☞ ✰ ✔✘ ✒✓✔✑✪✓✕✑✘✙ ✍✓✛✓✖✌✕✌✛✏ ✓✛✌ ✙✌✌✚✌✚ ★ ☛☞✌✎ ✓✛✌ ✏☞✘✗✙ ✑✙
☛✓✦✔✌ ✸ ★✛ ★✬ ★✞ ✦ ✌✔✘✗ ★ ✻✚✚✑✕✑✘✙✓✔✔✎✰ ✗✌ ✙✌✌✚ ✕✘ ✍✛✘✫✑✚✌ ✕☞✌ ✓✔✜✘✛✑✕☞✖ ✗ ✑✕☞ ✓✙ ✑✙✑✕✑✓✔
✜✢✌✏✏ ✘✙ ✕☞✌ ✏✑✪✌

mi

✘✤ ✕☞✌ ✦✔✘ ✒✲✏ ★ ✺✓✏✌✚ ✘✙ ✍☞✎✏✑✒✓✔ ✒✘✙✏✑✚✌✛✓✕✑✘✙✏ ✘✙ ✕☞✌ ✌✱✍✌✒✕✌✚
✛✌✍✓✛✕✑✕✑✘✙ ✘✤ ✕☞✌ ✌✔✌✒✕✛✘✙✏ ✑✙ ✕☞✌ ✖ ✘✔✌✒✢✔✌ ✓✙✚ ✘✙ ✕☞✌ ✌✱✍ ✌✒✕✌✚ ✔✘ ✒✓✔✑✪✓✕✑✘✙ ✘✤ ✕☞✌
✘✛✦✑✕✓✔✏ ✰ ✕☞✌ ✏✑✪✌✏ ✗✌✛✌ ✶✱✌✚ ✕✘ ✫✓✔✢✌✏ ✑✙✚✑✒✓✕✌✚ ✑✙ ✕☞✌ ✕✓✦✔✌ ☛✓✦ ✸ ★✛ ★✬ ★✞ ★ ☛☞✌ ✏✍ ✌✒✑✶✒
✦✔✘ ✒✲

Ci

✑✏ ✕☞✌✙ ✑✙✑✕✑✓✔✑✪✌✚ ✑✙ ✘✙✌ ✘✤ ✕☞✌ ✤✘✔✔✘✗ ✑✙✜ ✕☞✛✌✌ ✖ ✓✙✙✌✛✏ ☎
✬ ✏✕✛✓✕✌✜✎ I1

☎ ✕☞✌ ✌✙✕✛✑✌✏ ✘✤
C

✓✛✌ ✜✌✙✌✛✓✕✌✚ ✛✓✙✚✘✖ ✔✎✰ ✗☞✑✒☞ ✘✤ ✒✘✢✛✏✌ ✜✌✙✌✛✑✥
✒✓✔✔✎ ✎✑✌✔✚✏ ✓ ✦✓✚ ✑✙✑✕✑✓✔ ✜✢✌✏✏ ✗✓✎

✝✬ ✏✕✛✓✕✌✜✎ I2

☎ ✌✓✒☞ ✦✔✘✒✲
Ci

✒✘✙✏✑✏✕✏ ✘✤ ✕☞✌ ✔✘✗✌✏✕
mi

✣✜✌✙✌✛✓✔✑✪✌✚ ✧ ✌✑✜✌✙✫✌✒✕✘✛✏
✓✏✏✘✒✑✓✕✌✚ ✕✘ ✕☞✌ ✒✘✛✛✌✏✍✘✙✚✑✙✜ ✦✔✘✒✲ ✖ ✓✕✛✑✒✌✏

Hi

✓✙✚
Si

✑✙ ✕☞✌ ✖ ✓✕✛✑✒✌✏
H

✓✙✚
S

✰ ✛✌✏✍ ✌✒✕✑✫✌✔✎★ ☛☞✑✏ ✍✛✘✫✑✚✌✏ ✗ ✑✕☞ ✓✙ ✑✙✑✕✑✓✔ ✜✢✌✏✏ ✰ ✚✌✍ ✌✙✚✑✙✜ ✘✙ ✕☞✌ ✖ ✓✕✛✑✒✌✏
H

✓✙✚
S

✰ ✕☞✢✏ ✘✤ ✦ ✌✕✕✌✛ ✄✢✓✔✑✕✎ ✕☞✓✙ ✕☞✌ ✛✓✙✚✘✖ ✘✙✌ ✍✛✘✫✑✚✌✚ ✦✎ ✏✕✛✓✕✌✜✎ I1 ✝✬ ✏✕✛✓✕✌✜✎ I3

☎ ✕☞✌ ✑✙ ✑✕✑✓✔ ✜✢✌✏✏ ✍✛✘✫✑✚✌✚ ✦✎ I2

✑✏ ✘✍✕✑✖ ✑✪✌✚ ✗ ✑✕☞ ✕☞✌ ✔✘ ✒✓✔ ✶✙✌
✏✘✔✫✌✛ ✚✌✏✒✛✑✦ ✌✚ ✑✙ ✏✌✒✕✑✘✙ ✸ ★✸ ★✞ ★

✆ ✝✞ ✝✥ ✝✆ ☎✔✘✌✏✔✏✖✍✕✍✎✓✖ ✠✏✍✕✎✌✙
✭✱✓✒✕ ✚✑✓✜✘✙✓✔✑✪✓✕✑✘✙✏ ✑✙ ✕☞✌ ✔✘ ✒✓✔ ✏✕✌✍✏ ✓✛✌ ✍ ✌✛✤✘✛✖ ✌✚ ✗ ✑✕☞ ✕☞✌ ✛✘✢✕✑✙✌ ✘✂✁

�✆✝
✞

✤✛✘✖ ✕☞✌ ✩✻✗✻✦✟ ✍✓✒✲✓✜✌ ✙✬✞✸✚ ★ ✜✙ ✕☞✌ ✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍ ✰ ✕☞✌ ✛✌✏✘✔✢✕✑✘✙ ✘✤ ✕☞✌ ✔✑✙✌✓✛



✯� ✆✁✂✄ ☎ ✆✝✞ � ✟ ✠✡ ☛ ☞ ✌✍✎ ✏✑☛ ✑☛ ✑✌✒✏☞✓ ✏✔✕ ✍✕✏✡ ✑☛ ✑✏☞ ✖✕✡ ☛

✏✎✏✕✌✖ ✑✙✫✘✔✫ ✑✙✜ ✕☞✌ ✷✌✏✏✑✓✙ ✖ ✓✕✛✑✱ ✑✏ ✍ ✌✛✤✘✛✖ ✌✚ ✑✕✌✛✓✕✑✫✌✔✎✰ ✢✏✑✙✜ ✄�✂✂✩✁ ✙✬✛✸✚ ★
✤ ✑✓✜✘✙✓✔ ✍✛✌✒✘✙✚✑✕✑✘✙✙✑✙✜ ✑✏ ✢✏✌✚ ✕✘ ✏✍ ✌✌✚ ✢✍ ✕☞✌ ✛✌✏✘✔✢✕✑✘✙ ★

☛☞✌ ✒✓✔✒✢✔✓✕✑✘✙✏ ☞✓✫✌ ✦ ✌✌✙ ✍ ✌✛✤✘✛✖ ✌✚ ✢✏✑✙✜ ✘✙✔✎ ✘✙✌ ✍✛✘ ✒✌✏✏✘✛ ✘✤ ✓ ✦✑✥✍✛✘ ✒✌✏✏✘✛
✜✙✕✌✔ ✗✌✙✕✑✢✖ ✜✂ ✥✞ ★✮ ✳✷✪ ★
✆ ✝✞ ✝✥ ✝✞ ✄✢✎✍✏✢✎✕ ✡✓✢ ✗✓✔✘✕✢✎✙✓✖ ✓ ✡ ✢✏✙☞✌✍✙

✹✘✛ ✓✏✏✌✏✖ ✌✙✕ ✘✤ ✕☞✌ ✄✢✓✔✑✕✎ ✘✤ ✕☞✌ ✛✌✏✢✔✕✏ ✰ ✗✌ ☞✓✫✌ ✢✏✌✚ ✕✗✘ ✒✛✑✕✌✛✑✓ ✰ ✛✌✜✓✛✚✑✙✜
✕☞✌ ✜✛✘✢✙✚✥✏✕✓✕✌ ✌✙✌✛✜✎ ✓✙✚ ✕☞✌ ✜✛✘✢✙✚✥✏✕✓✕✌ ✚✌✙✏✑✕✎ ✖ ✓✕✛✑✱ ✰ ✛✌✏✍ ✌✒✕✑✫✌✔✎★ ✹✘✛ ✌✑✕☞✌✛
✄✢✓✙✕✑✕✎✰ ✕☞✌ ✛✌✤✌✛✌✙✒✌ ✒✓✔✒✢✔✓✕✑✘✙ ✑✏ ✕☞✌ ✒✓✔✒✢✔✓✕✑✘✙ ✢✏✑✙✜ ✕☞✌ ✳✓✢✏✏✑✓✙ ✍✓✒✲✓✜✌ ✙✛✴✚ ★
☛☞✌ ✄✢✓✔✑✕✎ ✘✤ ✕☞✌ ✌✙✌✛✜✎ ✑✏ ✖ ✌✓✏✢✛✌✚ ✢✏✑✙✜ ✕☞✌ ✛✌✔✓✕✑✫✌ ✌✛✛✘✛

eE =
|E − E0|

|E0|
★ ✹✘✛

✌✫✓✔✢✓✕✑✘✙ ✘✤ ✕☞✌ ✄✢✓✔✑✕✎ ✘✤ ✕☞✌ ✚✌✙✏✑✕✎ ✖ ✓✕✛✑✱ ✰ ✗✌ ✢✏✌ ✕☞✌
L∞ ✖ ✓✕✛✑✱ ✙✘✛✖

e∞ = sup
(i,j) ☎ ✆✝ ✆ |Hij |≤ε

∣∣∣Dij − [D⋆]ij

∣∣∣ ,
✣✸ ★✸�✧

✗☞✌✛✌ ✗✌ ✶✱
ε = 10−10 ★ ☛☞✌ ✑✙✕✛✘✚✢✒✕✑✘✙ ✘✤ ✕☞✌ ✙✘✛✖ ✣✸ ★✸�✧ ✑✏ ✒✘✙✏✑✏✕✌✙✕ ✗ ✑✕☞ ✕☞✌

✒✢✕✥✘✵ ✍ ✌✛✤✘✛✖ ✌✚ ✘✙ ✕☞✌ ✌✙✕✛✑✌✏ ✘✤
H

✣✕☞✢✏ ✕☞✌ ✌✱✓✒✕ ✫✓✔✢✌ ✘✤
ε

✒☞✘✏✌✙ ✧ ★ ✜✙✚✌✌✚ ✰ ✑✙
✍✛✓✒✕✑✒✌ ✰ ✕☞✌ ✖ ✓✕✛✑✱

D
✑✏ ✘✙✔✎ ✢✏✌✚ ✤✘✛ ✕☞✌ ✒✓✔✒✢✔✓✕✑✘✙✏ ✘✤ ✫✓✛✑✘✢✏ ✘✦✏✌✛✫✓✦✔✌✏ ✣✤✘✛

✑✙✏✕✓✙✒✌ ✌✔✌✒✕✛✘✙✑✒ ✌✙✌✛✜✎ ✓✙✚ ✷✌✔✔✖ ✓✙✥✹✌✎✙✖ ✓✙ ✤✘✛✒✌✏✧ ✰ ✓✔✔ ✘✤ ✕☞✌ ✤✘✛✖
Tr(AD)✗☞✌✛✌ ✕☞✌ ✏✎✖✖ ✌✕✛✑✒ ✖ ✓✕✛✑✱

A
✏☞✓✛✌✏ ✕☞✌ ✏✓✖ ✌ ✍✓✕✕✌✛✙ ✓✏ ✕☞✌ ✖ ✓✕✛✑✱

H
✣✏✌✌ ✙✬✚ ✤✘✛

✚✌✕✓✑✔✏✧ ★ ☛☞✌ ✛✌✏✢✔✕ ✑✏ ✕☞✌✛✌✤✘✛✌ ✙✘✕ ✏✌✙✏✑✕✑✫✌ ✕✘ ✌✙✕✛✑✌✏ ✗ ✑✕☞ ✑✙✚✑✒✌✏
(i, j)

✏✢✒☞ ✕☞✓✕
|Hij |

✑✏ ✦ ✌✔✘✗ ✕☞✌ ✒✢✕✥✘✵ ✫✓✔✢✌ ★

✔ ✕✂ ✕✟ ✞ ✩✩✟✙✣✛✧✣✜✤✥ ✤✦ ✣✠✘ ✛✤✩✘ ✤✦ ✣✠✘ ✩✤ ✚✧✩ ✧✥✫ ✡ ✩✤✄✧✩ ✙✣✘✢✙
✘✢✛ ✂✤✤ ✖ ✌✕☞✘✚ ✒✘✙✏✑✏✕✏ ✑✙ ✕☞✛✌✌ ✑✙✜✛✌✚✑✌✙✕✏ ☎
✬ ✕☞✌ ✔✘ ✒✓✔ ✘✍✕✑✖ ✑✪✓✕✑✘✙ ✘✤ ✌✓✒☞ ✦✔✘✒✲ ✍✌✛✤✘✛✖ ✌✚ ✑✙ ✕☞✌ ✔✘ ✒✓✔ ✏✕✌✍

✝✬ ✕☞✌ ✕✛✓✙✏✤✌✛ ✘✤ ✫✌✒✕✘✛✏ ✤✛✘✖ ✏✘✖✌ ✦✔✘✒✲✏ ✕✘ ✘✕☞✌✛ ✦✔✘ ✒✲✏ ✰ ✓✔✘✙✜ ✗ ✑✕☞ ✕☞✌ ✖✘✥
✚✑✶✒✓✕✑✘✙ ✘✤ ✕☞✌ ✦✔✘ ✒✲ ✏✑✪✌✏

mi

✰ ✓✜✓✑✙ ✑✙ ✕☞✌ ✔✘ ✒✓✔ ✏✕✌✍
✝✬ ✕☞✌ ✘✍✕✑✖ ✑✪✓✕✑✘✙ ✍✌✛✤✘✛✖ ✌✚ ✑✙ ✕☞✌ ✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍ ★

☛✘ ☞✑✜☞✔✑✜☞✕ ✕☞✌ ✙✌✒✌✏✏✑✕✎ ✘✤ ✌✓✒☞ ✘✤ ✕☞✌ ✑✙✜✛✌✚✑✌✙✕✏ ✰ ✓✙✚ ✕☞✌✑✛ ✑✖✍✓✒✕✏ ✘✙ ✕☞✌ ✶✙✓✔
✛✌✏✢✔✕ ✰ ✗✌ ✒✘✖✍✓✛✌ ✘✢✛ ✂✤✤ ✓✔✜✘✛✑✕☞✖ ✗ ✑✕☞ ✕☞✛✌✌ ✏✑✖✍✔✑✶✌✚ ✫✓✛✑✓✙✕✏ ★ ✩✌✕ ✢✏ ✚✌✙✘✕✌
✦✎

✬ ✏✕✛✓✕✌✜✎ S1

☎ ✔✘ ✒✓✔ ✘✍✕✑✖ ✑✪✓✕✑✘✙ ✘✤ ✕☞✌ ✦✔✘✒✲✏ ✰ ✗ ✑✕☞✘✢✕ ✓✔✔✘✗ ✑✙✜ ✫✓✛✑✓✕✑✘✙✏ ✘✤
✕☞✌ ✦✔✘✒✲ ✏✑✪✌✏ ✰ ✓✙✚ ✙✘ ✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍

✝✬ ✏✕✛✓✕✌✜✎ S2

☎ ✤✢ ✔✔ ✔✘ ✒✓✔ ✏✕✌✍ ✣✓✏ ✚✌✶✙✌✚ ✑✙ ✄✌✒✕✑✘✙ ✸ ★✸ ★✞✧ ✰ ✙✘ ✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍
✝✬ ✏✕✛✓✕✌✜✎ S3

☎ ✔✘ ✒✓✔ ✘✍✕✑✖ ✑✪✓✕✑✘✙ ✘✤ ✕☞✌ ✦✔✘✒✲✏ ✰ ✗ ✑✕☞✘✢✕ ✓✔✔✘✗ ✑✙✜ ✤✘✛ ✫✓✛✑✓✕✑✘✙✏
✘✤ ✕☞✌ ✦✔✘✒✲ ✏✑✪✌✏ ✰ ✓✙✚ ✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍

✝✬ ✏✕✛✓✕✌✜✎ S4
☎ ✤✢ ✔✔ ✓✔✜✘✛✑✕☞✖ ★

✬✌ ✒✘✖✍✓✛✌ ✕☞✌ ✛✓✕✌ ✘✤ ✒✘✙✫✌✛✜✌✙✒✌ ✤✘✛ ✕☞✌ ✓✦✘✫✌ ✤✘✢✛ ✏✕✛✓✕✌✜✑✌✏ ★ ☛✗✘ ✒✓✕✌✜✘✛✑✌✏
✘✤ ✕✌✏✕✏ ✓✛✌ ✍ ✌✛✤✘✛✖ ✌✚ ✰ ✚✌✍ ✌✙✚✑✙✜ ✘✙ ✕☞✌ ✄✢✓✔✑✕✎ ✘✤ ✕☞✌ ✑✙ ✑✕✑✓✔ ✜✢✌✏✏ ★ ☛☞✌ ✛✌✏✢✔✕✏
✚✑✏✍✔✓✎✌✚ ✘✙ ✹✑✜✢✛✌✏ ✸ ★✢ ✕✘ ✸ ★✯ ✒✘✙✒✌✛✙ ✍✘✔✎✖ ✌✛ P1

✗ ✑✕☞
nm = 801

✖✘✙✘✖✌✛✏ ★ ☛☞✑✏



� ✁� ✁ ✡ ☞✌✎✑✞✆✝✄ ✠✎✏✠✏ ✯✬
✒✘✛✛✌✏✍✘✙✚✏ ✕✘

Nb = 8050
✓✙✚

N = 5622
★ ✻✙✓✔✘✜✘✢✏ ✕✌✏✕✏ ✗✌✛✌ ✍ ✌✛✤✘✛✖ ✌✚ ✘✙ P2✓✙✚ P3

✰ ✦✢✕ ✗✌ ✚✘ ✙✘✕ ✍✛✌✏✌✙✕ ✕☞✌✖ ☞✌✛✌ ✰ ✤✘✛ ✦✛✌✫✑✕✎★
☛☞✌ ✌✙✌✛✜✎ ✘✤ ✕☞✌ ✜✛✘✢✙✚ ✏✕✓✕✌ ✘✤ ✕☞✑✏ ✖ ✓✕✛✑✱ ✣✑ ★✌ ★ ✕☞✌ ✖ ✑✙✑✖✢✖ ✘✤ ✣✸ ★✢✧✧ ✑✏

E0 = −27663.484
★ ☛☞✌ ✙✢✖✦✌✛ ✘✤ ✦✔✘ ✒✲✏ ✒✘✙✏✑✚✌✛✌✚ ✑✏

p = 100
★ ✹✘✛ ✕☞✌ ✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍ ✰

✗✌ ☞✓✫✌ ✒✘✔✔✌✒✕✌✚ ✕☞✌✏✌ ✬�� ✦✔✘✒✲✏ ✑✙
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✘✫✌✛✔✓✍✍✑✙✜ ✜✛✘✢✍✏ ✘✤
2

✦✔✘ ✒✲✏ ★ ✜✙✕✌✛✌✏✕✑✙✥
✜✔✎✰ ✏✢✒☞ ✓ ✍✓✛✕✑✕✑✘✙ ✍✛✘✫ ✑✚✌✏ ✗ ✑✕☞ ✘✍✕✑✖ ✓✔ ✛✌✏✢✔✕✏ ✛✌✜✓✛✚✑✙✜ ✦✗☛ ✕✑✖ ✌ ✓✙✚ ✖✌✖✘✛✎
✛✌✄✢✑✛✌✖ ✌✙✕ ★ ✜✕ ✑✏ ✘✦✏✌✛✫✌✚ ✑✙ ✹✑✜✢✛✌✏ ✸ ★✢ ✕✘ ✸ ★✯ ✕☞✓✕ S1

✰ S2

✓✙✚ S3

✓✛✌ ✙✘✕ ✏✓✕✑✏✥
✤✓✒✕✘✛✎ ✤✘✛ ✕☞✌✎ ✒✘✙✫✌✛✜✌ ✕✘✗✓✛✚✏ ✏✘✖ ✌ ✔✘ ✒✓✔ ✰ ✙✘✙ ✜✔✘✦✓✔ ✰ ✖ ✑✙✑✖ ✓ ✘✤ ✣✸ ★✓✧ ✗☞✓✕✌✫✌✛
✕☞✌ ✑✙ ✑✕✑✓✔ ✜✢✌✏✏ ★ ☛☞✌ ✤✓✑✔✢✛✌ ✘✤ ✕☞✌ ✏✕✛✓✕✌✜✎

S3
✍✌✛✤✘✛✖ ✌✚ ✘✙ ✕☞✌ ✑✙✑✕✑✓✔ ✜✢✌✏✏ I2

✑✏
✏✢✛✍✛✑✏✑✙✜ ☎ ✕☞✑✏ ✑✙✑✕✑✓✔ ✜✢✌✏✏ ✑✏ ✙✘✕ ✜✘✘✚ ✌✙✘✢✜☞ ★ ✜✙✚✌✌✚ ✰ ✑✤ ✕☞✌ ✑✙ ✑✕✑✓✔ ✜✢✌✏✏ ✑✏ I3

✰
✗✌ ✒☞✌✒✲ ✙✢✖✌✛✑✒✓✔✔✎ ✕☞✓✕ ✕☞✌ ✏✕✛✓✕✌✜✑✌✏ S3

✓✙✚ S4
✦ ✌☞✓✫✌ ✑✚✌✙✕✑✒✓✔✔✎★ ✥✘✕✑✒✌ ✕☞✓✕

✕☞✌ ✏✕✛✓✕✌✜✎ I3

✑✏ ✑✚✌✙✕✑✒✓✔ ✕✘ S2

✓✍✍✔✑✌✚ ✕✘ ✕☞✌ ✑✙✑✕✑✓✔ ✜✢✌✏✏ I2

★
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★✩✪ ✫ ✸ ★✢ ✬ ✤ ✌✙✏✑✕✎ ✣✛✑✜☞✕✧ ✓✙✚ ✌✙✌✛✜✎ ✣✔✌✤✕✧ ✌✛✛✘✛✏ ✫✌✛✏✢✏ ✦✗☛ ✕✑✖ ✌ ✘✦✕✓✑✙✌✚ ✗ ✑✕☞
✓ ✦✓✚ ✑✙✑✕✑✓✔ ✜✢✌✏✏ ✣I1

✧ ★
✬✌ ✓✔✏✘ ✛✌✖ ✓✛✲ ✕☞✓✕ ✕☞✌ ✏✕✛✓✕✌✜✎ S4

✍✌✛✤✘✛✖ ✏ ✫✌✛✎ ✗✌✔✔ ✗☞✓✕✌✫✌✛ ✕☞✌ ✑✙ ✑✕✑✓✔
✜✢✌✏✏ ✣✏✌✌ ✹✑✜ ★ ✸ ★✢ ✓✙✚ ✹✑✜ ★ ✸ ★✯✧ ★ ☛☞✌ ✏✓✖✌ ✦ ✌☞✓✫✑✘✛ ✑✏ ✘✦✏✌✛✫✌✚ ✤✘✛ ✕☞✌ ✍✘✔✎✖ ✌✛✏ P2✓✙✚ P3

★ ✹ ✑✙✓✔✔✎✰ ✓✤✕✌✛ ✘✛✕☞✘✙✘✛✖ ✓✔✑✪✓✕✑✘✙ ✰ ✕☞✌ ✤ ✌✙✏✑✕✎ ✂ ✓✕✛✑✱ ✂ ✑✙ ✑✖ ✑✪✓✕✑✘✙ ✣✤✂✂ ✧
✖ ✌✕☞✘✚ ✙✮ ✬✚ ✤✓✑✔✌✚ ✗ ✑✕☞ ✕☞✌ ✛✓✙✚✘✖ ✑✙✑✕✑✓✔ ✜✢✌✏✏ ✓✙✚ ✛✌✫✌✓✔✏ ✫✌✛✎ ✏✔✘✗ ✗ ✑✕☞ ✕☞✌
✑✙✑✕✑✓✔ ✜✢✌✏✏ I2

★ ☛☞✓✕ ✑✏ ✕☞✌ ✛✌✓✏✘✙ ✗☞✎ ✗✌ ✒✘✙✏✑✚✌✛ ✕☞✌ ✑✙ ✑✕✑✓✔ ✜✢✌✏✏ I3

✕✘ ✒✘✖ ✍✓✛✌
✕☞✌✏✌ ✖ ✌✕☞✘✚✏ ★
✔ ✕✂ ✕✔ �✤★✢✧✛✜✙✤✥ � ✜✣✠ ✣�✤ ✤✣✠✘✛ ★✘✣✠✤✫✙

✷✓✫✑✙✜ ✌✖✍☞✓✏✑✪✌✚ ✕☞✌ ✢✏✌✤✢✔✙✌✏✏ ✘✤ ✓✔✔ ✕☞✌ ✑✙✜✛✌✚✑✌✙✕✏ ✘✤ ✘✢✛ ✂✤✤ ✓✔✜✘✛✑✕☞✖ ✰
✗✌ ✙✘✗ ✒✘✖✍✓✛✌ ✑✕ ✕✘ ✕✗✘ ✘✕☞✌✛ ✓✔✜✘✛✑✕☞✖ ✏ ☎

✬ ✕☞✌ ✚✑✓✜✘✙✓✔✑✪✓✕✑✘✙ ✛✘✢✕✑✙✌ ✘✂✁
�✆✝

✞ ✤✛✘✖ ✕☞✌ ✩✻✗✻✦✟ ✔✑✦✛✓✛✎
✝✬ ✕☞✌ ✤ ✌✙✏✑✕✎ ✂ ✓✕✛✑✱ ✂ ✑✙ ✑✖ ✑✪✓✕✑✘✙ ✣✤✂✂ ✧ ✖ ✌✕☞✘✚ ✙✮ ✬✚ ★



✯✞ ✆✁✂✄ ☎ ✆✝✞ � ✟ ✠✡ ☛ ☞ ✌✍✎ ✏✑☛ ✑☛ ✑✌✒✏☞✓ ✏✔✕ ✍✕✏✡ ✑☛ ✑✏☞ ✖✕✡ ☛
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★✩✪ ✫ ✸ ★✯ ✬ ✤ ✌✙✏✑✕✎ ✣✛✑✜☞✕✧ ✓✙✚ ✌✙✌✛✜✎ ✣✔✌✤✕✧ ✌✛✛✘✛✏ ✫✌✛✏✢✏ ✦✗☛ ✕✑✖ ✌ ✘✦✕✓✑✙✌✚ ✗ ✑✕☞
✓ ✦ ✌✕✕✌✛ ✑✙ ✑✕✑✓✔ ✜✢✌✏✏ ✣I2

✧ ★

☛☞✌✏✌ ✕✗✘ ✓✔✜✘✛✑✕☞✖ ✏ ✓✛✌ ✏✌✌✙ ✓✏ ✍✛✘✕✘✕✎✍✑✒✓✔ ✓✍✍✛✘✓✒☞✌✏ ✤✘✛ ✏✕✓✙✚✓✛✚ ✚✑✓✜✘✙✓✥
✔✑✪✓✕✑✘✙ ✓✔✜✘✛✑✕☞✖ ✏ ✓✙✚ ✔✑✙✌✓✛ ✏✒✓✔✑✙✜ ✕✌✒☞✙✑✄✢✌✏ ✛✌✏✍ ✌✒✕✑✫✌✔✎★ ☛☞✌✎ ✓✛✌ ✘✙✔✎ ✢✏✌✚
☞✌✛✌ ✤✘✛ ✒✘✖✍✓✛✑✏✘✙ ✍✢✛✍✘✏✌✏ ★ � ✌✜✓✛✚✑✙✜ ✔✑✙✌✓✛ ✏✒✓✔✑✙✜ ✖✌✕☞✘✚✏ ✰ ✕✗✘ ✘✕☞✌✛ ✍✘✍✢✔✓✛
✓✍✍✛✘✓✒☞✌✏ ✓✛✌ ✕☞✌ ✹✌✛✖ ✑ ✘✍✌✛✓✕✘✛ ✖ ✌✕☞✘✚ ✙✴✮✚ ✓✙✚ ✕☞✌ ✂ ✒✬✌✌✙✎ ✑✕✌✛✓✕✑✘✙ ✖ ✌✥
✕☞✘✚ ✙✓�✚ ★ ✬✌ ☞✓✫✌ ✘✦✏✌✛✫✌✚ ✕☞✓✕ ✰ ✓✕ ✔✌✓✏✕ ✑✙ ✘✢✛ ✘✗✙ ✑✖✍✔✌✖ ✌✙✕✓✕✑✘✙ ✰ ✦✓✏✌✚ ✘✙
✕☞✌ ✔✑✕✌✛✓✕✢✛✌ ✰ ✕☞✌✎ ✓✛✌ ✘✢✕✍ ✌✛✤✘✛✖ ✌✚ ✦✎ ✕☞✌ ✤✂✂ ✖✌✕☞✘✚ ✤✘✛ ✕☞✌ ✓✒✕✢✓✔ ✒☞✌✖ ✑✒✓✔
✏✎✏✕✌✖ ✏ ✗✌ ☞✓✫✌ ✒✘✙✏✑✚✌✛✌✚ ★ ✬✌ ✕☞✌✛✌✤✘✛✌ ✕✓✲✌ ✤✂✂ ✓✏ ✓ ✛✌✤✌✛✌✙✒✌ ✖ ✌✕☞✘✚ ✤✘✛ ✘✢✛
✒✘✖ ✍✓✛✑✏✘✙ ★

� ✌✒✓✔✔ ✕☞✓✕ ✕☞✌ ✛✘✢✕✑✙✌ ✘✂✁
�✆✝

✞ ✒✘✙✏✑✏✕✏ ✑✙ ✕☞✌ ✕☞✛✌✌✥✏✕✌✍ ✍✛✘✒✌✚✢✛✌
✬ ✕✛✓✙✏✤✘✛✖ ✕☞✌ ✜✌✙✌✛✓✔✑✪✌✚ ✌✑✜✌✙✫✓✔✢✌ ✍✛✘✦✔✌✖ ✑✙✕✘ ✓ ✏✕✓✙✚✓✛✚ ✌✑✜✌✙✫✓✔✢✌ ✍✛✘✥

✦✔✌✖ ✦✎ ✓✍✍✔✎ ✑✙✜ ✓ ✦☞✘✔✌✏✲✎ ✤✓✒✕✘✛✑✪✓✕✑✘✙ ✕✘
S ✝✬ ✛✌✚✢✒✌ ✕☞✌ ✙✌✗ ✖ ✓✕✛✑✱ ✕✘ ✦ ✌ ✚✑✓✜✘✙✓✔✑✪✌✚ ✕✘ ✓ ✕✛✑✚ ✑✓✜✘✙✓✔ ✤✘✛✖

✝✬ ✒✘✖✍✢✕✌ ✑✕✏ ✌✑✜✌✙✌✔✌✖ ✌✙✕✏ ✦✎ ✢✏✑✙✜ ✕☞✌ ✑✖ ✍✔✑✒✑✕
QR

✖ ✌✕☞✘✚ ★
☛☞✌ ✓✔✜✘✛✑✕☞✖ ✑✒ ✒✘✖✍✔✌✱ ✑✕✎ ✘✤ ✕☞✑✏ ✓✍✍✛✘✓✒☞ ✑✏ ✑✙

N3
b

✓✙✚ ✕☞✌ ✛✌✄✢✑✛✌✚ ✖✌✖✘✛✎
✏✒✓✔✌✏ ✓✏

N2
b

★
✹✘✛ ✕☞✌ ✚✌✏✒✛✑✍✕✑✘✙ ✘✤ ✤✂✂ ✖ ✌✕☞✘✚ ✰ ✗✌ ✛✌✤✌✛ ✕✘ ✙✮ ✬✚ ★ ✩✌✕ ✢✏ ✘✙✔✎ ✖ ✌✙✕✑✘✙ ☞✌✛✌

✕☞✓✕ ✕☞✑✏ ✓✍✍✛✘✓✒☞ ✒✘✙✏✑✏✕✏ ✑✙ ✓ ✖ ✑✙✑✖ ✑✪✓✕✑✘✙ ✍✛✘✒✌✚✢✛✌ ✰ ✓✍✍✔✑✌✚ ✕✘ ✕☞✌ ✌✙✌✛✜✎ ✌✱✥
✍✛✌✏✏✌✚ ✑✙ ✕✌✛✖ ✏ ✘✤ ✕☞✌ ✚✌✙✏✑✕✎ ✖ ✓✕✛✑✱ ★ ✺✘✕☞ ✕☞✌ ✓✔✜✘✛✑✕☞✖ ✑✒ ✒✘✖ ✍✔✌✱ ✑✕✎ ✓✙✚ ✕☞✌
✖✌✖✘✛✎ ✙✌✌✚✌✚ ✤✘✛ ✍ ✌✛✤✘✛✖ ✑✙✜ ✕☞✌ ✤✂✂ ✓✍✍✛✘✓✒☞ ✏✒✓✔✌ ✔✑✙✌✓✛✔✎ ✗ ✑✕☞ ✛✌✏✍ ✌✒✕ ✕✘
✕☞✌ ✏✑✪✌

Nb

✘✤ ✕☞✌ ✖ ✓✕✛✑✱ ★ ☛☞✌ ✤✂✂ ✖✌✕☞✘✚ ✑✏ ✑✙ ✑✕✑✓✔✑✪✌✚ ✗ ✑✕☞ ✕☞✌ ✚✌✙✏✑✕✎ ✖ ✓✕✛✑✱
D = CCt ✒✘✖✍✢✕✌✚ ✗ ✑✕☞ ✕☞✌ ✑✙✑✕✑✓✔ ✜✢✌✏✏

C
✘✤ ✕☞✌ ✚✘✖ ✓✑✙ ✚✌✒✘✖✍✘✏✑✕✑✘✙ ✖✌✕☞✘✚ ★

☛✗✘ ✑✖✍✘✛✕✓✙✕ ✍ ✘✑✙✕✏ ✤✘✛ ✕☞✌ ✕✌✏✕✏ ✏☞✘✗✙ ✦ ✌✔✘✗ ✓✛✌ ✕☞✌ ✤✘✔✔✘✗ ✑✙✜ ★
✹ ✑✛✏✕ ✰ ✗✌ ✍✌✛✤✘✛✖ ✓ ✒✢✕✥✘✵ ✘✙ ✕☞✌ ✒✘✌❁ ✒✑✌✙✕✏ ✘✙ ✕☞✌ ✫✓✛✑✘✢✏ ✖ ✓✕✛✑✒✌✏ ✖ ✓✙✑✍✢✔✓✕✌✚

✕☞✛✘✢✜☞✘✢✕ ✕☞✌ ✒✓✔✒✢✔✓✕✑✘✙ ☎ ✘✙✔✎ ✕☞✌ ✕✌✛✖ ✏ ✘✤ ✕☞✌ ✚✌✙✏✑✕✎ ✖ ✓✕✛✑✒✌✏ ✗ ✑✕☞✑✙ ✕☞✌ ✤✛✓✖ ✌
✚✌✶✙✌✚ ✑✙ ✹✑✜✢✛✌ ✸ ★✸ ✓✛✌ ✕✓✲✌✙ ✑✙✕✘ ✓✒✒✘✢✙✕ ★ ✄✢✒☞ ✓ ✒✢✕✥✘✵ ☞✓✏ ✏✘✖ ✌ ✑✖✍✓✒✕ ✘✙ ✕☞✌



� ✁� ✁ ✡ ☞✌✎✑✞✆✝✄ ✠✎✏✠✏ ✯✸
✄✢✓✔✑✕✑✌✏ ✘✤ ✕☞✌ ✛✌✏✢✔✕✏ ✘✦✕✓✑✙✌✚ ✗ ✑✕☞ ✕☞✌ ✤✂✂ ✖✌✕☞✘✚ ★ ✬✌ ✓✛✌ ☞✘✗✌✫✌✛ ✙✘✕ ✓✦✔✌
✕✘ ✚✌✏✑✜✙ ✓ ✦✌✕✕✌✛ ✒✘✖✍✓✛✑✏✘✙ ★

✄✌✒✘✙✚ ✰ ✕☞✌ ✤✂✂ ✖✌✕☞✘✚ ✛✌✄✢✑✛✌✏ ✕☞✌ ✲✙✘✗ ✔✌✚✜✌ ✘✤ ✕☞✌ ✹✌✛✖ ✑ ✔✌✫✌✔ ✣✓✏ ✑✏ ✕☞✌ ✒✓✏✌
✤✘✛ ✕☞✌ ✔✑✙✌✓✛ ✏✒✓✔✑✙✜ ✖✌✕☞✘✚✏ ✒✘✖✖ ✘✙✔✎ ✢✏✌✚ ✑✙ ✍✛✓✒✕✑✒✌ ✕✘ ✚✓✕✌✧ ★ ☛☞✌ ✚✌✕✌✛✖ ✑✙✓✕✑✘✙
✘✤ ✕☞✌ ✹✌✛✖ ✑ ✔✌✫✌✔ ✑✏ ✕☞✌ ✍✢✛✍ ✘✏✌ ✘✤ ✓✙ ✘✢✕✌✛ ✘✍✕✑✖ ✑✪✓✕✑✘✙ ✔✘ ✘✍ ★ ✜✙ ✒✘✙✕✛✓✏✕ ✰ ✕☞✌ ✂✤✤
✓✍✍✛✘✓✒☞ ✒✘✖ ✍✢✕✌✏ ✓✙ ✓✍✍✛✘✱ ✑✖ ✓✕✑✘✙ ✘✤ ✕☞✌ ✹✌✛✖ ✑ ✔✌✫✌✔ ✓✕ ✌✓✒☞ ✑✕✌✛✓✕✑✘✙ ★ ✷✌✛✌ ✰ ✤✘✛
✕☞✌ ✍✢✛✍ ✘✏✌ ✘✤ ✒✘✖✍✓✛✑✏✘✙ ✰ ✗✌ ✽ ✾❀

✆
✿✘✗ ✤✂✂ ✗ ✑✕☞ ✕☞✌ ✌✱✓✒✕ ✫✓✔✢✌ ✘✤ ✕☞✌ ✹✌✛✖ ✑

✔✌✫✌✔ ★ ✦✘✙✏✌✄✢✌✙✕✔✎✰ ✕☞✌ ✦✗☛ ✕✑✖ ✌✏ ✤✘✛ ✕☞✌ ✤✂✂ ✖ ✌✕☞✘✚ ✚✑✏✍✔✓✎✌✚ ✑✙ ✕☞✌ ✏✌✄✢✌✔
✓✛✌ ✢✙✚✌✛✌✏✕✑✖ ✓✕✌✚ ★

✬✌ ✌✖ ✍☞✓✏✑✪✌ ✕☞✓✕ ✕☞✌ ✛✘✢✕✑✙✌ ✘✂✁
�✆✝

✞ ✒✘✖✍✢✕✌✏ ✕☞✌ ✌✙✕✑✛✌ ✏✍ ✌✒✕✛✢✖ ✘✤ ✕☞✌ ✖ ✓✥
✕✛✑✱ ✰ ✦✘✕☞ ✌✑✜✌✙✫✓✔✢✌✏ ✓✙✚ ✌✑✜✌✙✫✌✒✕✘✛✏ ★ ✜✙ ✒✘✙✕✛✓✏✕ ✰ ✕☞✌ ✂✤✤ ✓✍✍✛✘✓✒☞ ✘✙✔✎ ✍✛✘✥
✫✑✚✌✏ ✗ ✑✕☞ ✕☞✌ ✔✘✗✌✏✕

N
✌✑✜✌✙✫✓✔✢✌✏ ✰ ✓✖✘✙✜

Nb

✰ ✓✙✚ ✕☞✌ ✍✛✘✣ ✌✒✕✘✛ ✘✙ ✕☞✌ ✫✌✒✕✘✛
✏✍✓✒✌ ✏✍✓✙✙✌✚ ✦✎ ✕☞✌ ✒✘✛✛✌✏✍ ✘✙✚✑✙✜ ✌✑✜✌✙✫✌✒✕✘✛✏ ✰ ✙✘✕ ✕☞✌ ✌✑✜✌✙✫✌✒✕✘✛✏ ✕☞✌✖ ✏✌✔✫✌✏ ★

✆ ✝✞ ✝✆ ✝✥ ✄✓✔✘✕✢✎✙✓✖ � ✎✍✣ ✒ ✎✢✏✗✍ ✠ ✎✕✜✓✖✕✌✎✌✕✍✎✓✖ ✕✖✠ ✒☛☛
✬✌ ☞✓✫✌ ✒✘✖✍✢✕✌✚ ✕☞✌ ✜✛✘✢✙✚ ✏✕✓✕✌✏ ✘✤ ✕☞✌ ✍ ✘✔✎✖ ✌✛✏ P1

✰ P2

✓✙✚ P3

✗ ✑✕☞ ✕☞✌
✕☞✛✌✌ ✖ ✌✕☞✘✚✏ ✣✚✑✛✌✒✕ ✚✑✓✜✘✙✓✔✑✪✓✕✑✘✙ ✰ ✤✂✂ ✓✙✚ ✂✤✤ ✧ ✓✙✚ ✤✘✛ ✫✓✛✑✘✢✏ ✙✢✖✦✌✛✏
nm

✘✤ ✖✘✙✘✖✌✛✏ ✰ ✒✘✛✛✌✏✍✘✙✚✑✙✜ ✕✘ ✖ ✓✕✛✑✱ ✏✑✪✌✏
Nb

✑✙ ✕☞✌ ✛✓✙✜✌
103✥105 ★ ✹✘✛ ✤✂✂

✓✙✚ ✂✤✤ ✰ ✕☞✌ ✑✙✑✕✑✓✔ ✜✢✌✏✏ ✑✏ ✜✌✙✌✛✓✕✌✚ ✤✘✔✔✘✗ ✑✙✜ ✕☞✌ ✏✕✛✓✕✌✜✎ I3

★
☛☞✌ ✛✌✏✢✔✕✏ ✛✌✜✓✛✚✑✙✜ ✕☞✌ ✦✗☛ ✕✑✖ ✌ ✓✕ ✒✘✙✫✌✛✜✌✙✒✌ ✓✙✚ ✕☞✌ ✖✌✖✘✛✎ ✛✌✄✢✑✛✌✖ ✌✙✕

✓✛✌ ✚✑✏✍✔✓✎✌✚ ✤✘✛ ✕☞✌ ✕☞✛✌✌ ✍✘✔✎✖ ✌✛✏ ✑✙ ☛✓✦✔✌ ✸ ★✛ ★✸ ★✬ ★ ✹✘✛ ✏✖ ✓✔✔ ✫✓✔✢✌✏ ✘✤
Nb

✰ ✑ ★✌ ★ ✢✍
✕✘ ✓✛✘✢✙✚

104 ✰ ✕☞✌ ✛✌✏✢✔✕✏ ✘✦✏✌✛✫✌✚ ✤✘✛ ✕☞✌ ✚✑✛✌✒✕ ✚✑✓✜✘✙✓✔✑✪✓✕✑✘✙ ✰ ✤✂✂ ✓✙✚ ✂✤✤
✓✜✛✌✌ ★ ☛☞✌ ✦✗☛ ✕✑✖ ✌✏ ✤✘✛ ✘✢✛ ✂✤✤ ✓✍✍✛✘✓✒☞ ✏✒✓✔✌ ✔✑✙✌✓✛✔✎ ✗ ✑✕☞

Nb

★ ✹✘✛ ✔✓✛✜✌✛
✫✓✔✢✌✏ ✘✤

Nb

✰ ✕☞✌ ✔✑✖ ✑✕✌✚ ✖ ✌✖ ✘✛✎ ✍✛✌✫✌✙✕✌✚ ✢✏ ✤✛✘✖ ✌✑✕☞✌✛ ✍ ✌✛✤✘✛✖ ✑✙✜ ✓✙ ✌✱✓✒✕
✚✑✓✜✘✙✓✔✑✪✓✕✑✘✙ ✘✛ ✤✛✘✖ ✑✖✍✔✌✖ ✌✙✕✑✙✜ ✤✂✂ ★ ✄✘ ✰ ✗✌ ✌✱✕✛✓✍✘✔✓✕✌ ✕☞✌ ✦✗☛ ✕✑✖ ✌ ✓✙✚
✖✌✖✘✛✎ ✛✌✄✢✑✛✌✖ ✌✙✕ ✓✒✒✘✛✚✑✙✜ ✕✘ ✕☞✌ ✏✒✓✔✑✙✜ ✘✦✏✌✛✫✌✚ ✤✘✛ ✏✖ ✓✔✔✌✛

Nb
★

✹✘✛ ✕☞✌ ✍ ✘✔✎✖ ✌✛ P3

✰ ✕☞✌ ✚✓✕✓ ✤✘✛ ✕☞✌ ✤✂✂ ✖ ✌✕☞✘✚ ✓✛✌ ✙✘✕ ✍✔✘✕✕✌✚ ✓✏ ✕☞✌ ✤✂✂
✖✌✕☞✘✚ ✚✘✌✏ ✙✘✕ ✒✘✙✫✌✛✜✌ ✗☞✌✙ ✕☞✌ ✙✢✖✦✌✛ ✘✤ ✖✘✙✘✖✌✛✏ ✌✱✒✌✌✚✏

103 ★ ✹✛✘✖ ✘✢✛
✍✘✑✙✕ ✘✤ ✫ ✑✌✗ ✰ ✑✕ ✒✘✖ ✌✏ ✤✛✘✖ ✕☞✌ ✕✛✢✙✒✓✕✑✘✙ ✌✛✛✘✛✏ ✗☞✑✒☞ ✒✓✢✏✌ ✕☞✌ ✚✑✫✌✛✜✌✙✒✌ ✘✤ ✕☞✌
✖ ✌✕☞✘✚ ✣✙✘✕✌ ✕☞✓✕ ✕☞✌ ✕✛✢✙✒✓✕✑✘✙ ✏✕✛✓✕✌✜✎ ✗✌ ✒✘✙✏✑✚✌✛ ☞✌✛✌ ✑✏ ✫✌✛✎ ✏✑✖✍✔✌✧ ★

✆ ✝✞ ✝✆ ✝✁ ✄✓✔✘✕✢✎✙✓✖ � ✎✍✣ ✒☛☛ ✕✖✠ ✕ ✣✟✂✢✎✠ ✙✍✢✕✍✏✜✟
✬✌ ✙✘✗ ✒✘✙✒✌✙✕✛✓✕✌ ✘✙ ✕☞✌ ✕✗✘ ✓✍✍✛✘✓✒☞✌✏ ✕☞✓✕ ✏✒✓✔✌ ✔✑✙✌✓✛✔✎✰ ✙✓✖✌✔✎ ✤✂✂

✓✙✚ ✂✤✤ ★ ✬✌ ✒✘✙✏✑✚✌✛
✬ P1

✗ ✑✕☞
4001

✖✘✙✘✖✌✛✏ ✰ ✒✘✛✛✌✏✍ ✘✙✚✑✙✜ ✕✘
Nb = 40050

✰
✬ P2

✗ ✑✕☞
2404

✖✘✙✘✖✌✛✏ ✰ ✒✘✛✛✌✏✍ ✘✙✚✑✙✜ ✕✘
Nb = 24080

✰
✬ P3

✗ ✑✕☞
208

✖ ✘✙✘✖✌✛✏ ✰ ✒✘✛✛✌✏✍✘✙✚✑✙✜ ✕✘
Nb = 854

★
☛☞✌✏✌ ✍✓✛✕✑✒✢✔✓✛ ✫✓✔✢✌✏ ☞✓✫✌ ✦ ✌✌✙ ✒☞✘✏✌✙ ✤✘✛ ✕☞✌ ✍✢✛✍✘✏✌ ✘✤ ☞✓✫✑✙✜ ✏✑✖✍✔✌ ✫✓✔✢✌✏
✤✘✛ ✕☞✌ ✙✢✖✦✌✛✏ ✘✤ ✦✔✘ ✒✲✏ ★ ✹✘✛ ✌✓✒☞ ✘✤ ✕☞✌ ✕☞✛✌✌ ✍ ✘✔✎✖ ✌✛✏ ✰ ✗✌ ✒✘✖✍✓✛✌ ✕☞✌ ✤✂✂
✓✙✚ ✂✤✤ ✖✌✕☞✘✚✏ ✑✙ ✑✕✑✓✔✑✪✌✚ ✦✎ ✕☞✌ ✏✕✛✓✕✌✜✎ I3

✓✙✚ ✓ ☞✎✦✛✑✚ ✏✕✛✓✕✌✜✎★ ☛☞✌ ☞✎✥
✦✛✑✚ ✏✕✛✓✕✌✜✎ ✒✘✙✏✑✏✕✏ ✘✤ ✓ ✒✌✛✕✓✑✙ ✙✢✖✦✌✛ ✘✤ ✑✕✌✛✓✕✑✘✙✏ ✍ ✌✛✤✘✛✖ ✌✚ ✗ ✑✕☞ ✂✤✤ ✰ ✢✙✕✑✔
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4001

✖✘✙✘✖✌✛✏ ✣✕✘✍✧ ✰ P2

✖✓✚✌ ✘✤
2404

✖✘✙✘✖✌✛✏ ✣✖ ✑✚✚✔✌✧ ✰ ✍ ✘✔✎✖ ✌✛ P3✖✓✚✌ ✘✤
208

✖✘✙✘✖✌✛✏ ✣✦✘✕✕✘✖ ✧ ★
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✬ ☛☞✌ ✂✤✤ ✖ ✌✕☞✘✚ ✰ ✑✙ ✒✘✙✕✛✓✏✕ ✕✘ ✕☞✌ ✘✕☞✌✛ ✔✑✙✌✓✛ ✏✒✓✔✑✙✜ ✖✌✕☞✘✚✏ ✰ ✚✘✌✏ ✙✘✕

✍ ✌✛✤✘✛✖ ✓✙✎ ✕✛✢✙✒✓✕✑✘✙ ✑✙ ✕☞✌ ✒✘✖✍✢✕✓✕✑✘✙✏ ★ ✄✘ ✰ ✘✙✒✌ ✕☞✌ ✍✛✘✶✔✌ ✘✤
C

✑✏ ✒☞✘✘✥
✏✌✙ ✰ ✕☞✌ ✖ ✌✕☞✘✚ ✚✘✌✏ ✙✘✕ ✏✢✵✌✛ ✘✤ ✓✙✎ ✑✙✏✕✓✦✑✔✑✕✑✌✏ ✰ ✒✘✙✕✛✓✛✎ ✕✘ ✤✂✂ ✣✘✛ ✘✂ ✧
✤✘✛ ✗☞✑✒☞ ✚✑✫✌✛✜✌✙✒✌✏ ☞✓✫✌ ✦ ✌✌✙ ✘✦✏✌✛✫✌✚ ✤✘✛ ✕☞✌ ✍✘✔✎✖ ✌✛ P3

★
✬ ☛☞✌ ✚✘✖ ✓✑✙ ✚✌✒✘✖✍✘✏✑✕✑✘✙ ✖ ✌✕☞✘✚ ✖ ✓✲✌✏ ✢✏✌ ✘✤ ✏✌✫✌✛✓✔ ✕☞✛✌✏☞✘✔✚ ✍✓✛✓✖✌✕✌✛✏ ★

✹✘✛ ✕☞✌ ✕☞✛✌✌ ✍✘✔✎✖ ✌✛✏ ✗✌ ☞✓✫✌ ✒✘✙✏✑✚✌✛✌✚ ✰ ✕☞✌ ✘✍✕✑✖ ✓✔ ✫✓✔✢✌✏ ✘✤ ✕☞✌✏✌ ✍✓✛✓✥
✖ ✌✕✌✛✏ ✰ ✌✱✒✌✍✕ ✤✘✛ ✕☞✌ ✏✕✘✍✍✑✙✜ ✒✛✑✕✌✛✑✘✙

ǫa
✣✌✄✢✓✕✑✘✙ ✣✸ ★✸✬✧✧ ✰ ✓✛✌ ✕☞✌ ✏✓✖ ✌ ★

✬✌ ✚✘ ✙✘✕ ✲✙✘✗ ✎✌✕ ✑✤ ✕☞ ✑✏ ✑✙✕✌✛✌✏✕✑✙✜ ✤✌✓✕✢✛✌ ✑✏ ✓ ✜✌✙✌✛✓✔ ✛✢✔✌ ★
✬ � ✌✒✓✔✔ ✘✢✛ ✖ ✌✕☞✘✚ ✏✘✔✫✌✏ ✍✛✘✦✔✌✖ ✣✸ ★✓✧ ✰ ✗☞✑✒☞ ✑✏ ✘✙✔✎ ✓✙ ✓✍✍✛✘✱ ✑✖ ✓✕✑✘✙ ✘✤

✍✛✘✦✔✌✖ ✣✸ ★✮✧ ★ ☛☞✌✛✌✤✘✛✌ ✰ ✕☞✌ ✛✌✔✓✕✑✫✌ ✌✛✛✘✛ ✘✦✕✓✑✙✌✚ ✑✙ ✕☞✌ ✔✑✖ ✑✕ ✑✏ ✘✙✔✎ ✓
✖✌✓✏✢✛✌ ✘✤ ✕☞✌ ✚✑✵✌✛✌✙✒✌ ✦ ✌✕✗✌✌✙ ✣✸ ★✓✧ ✓✙✚ ✣✸ ★✮✧ ★ ✜✙ ✍✛✑✙✒✑✍ ✔✌ ✰ ✏✢✒☞ ✓ ✚✑✵✌✛✌✙✒✌
✒✘✢✔✚ ✦ ✌ ✖ ✓✚✌ ✓✛✦✑✕✛✓✛✑✔✎ ✏✖ ✓✔✔ ✦✎ ✓✙ ✓✍✍✛✘✍✛✑✓✕✌ ✒☞✘✑✒✌ ✘✤ ✕☞✌ ✍✓✛✓✖ ✌✕✌✛✏ ✘✤
✍✛✘✦✔✌✖ ✣✸ ★✓✧ ★

✬ ✹✑✙✓✔✔✎✰ ✔✌✕ ✢✏ ✌✖ ✍☞✓✏✑✪✌ ✕☞✓✕ ✕☞✌✛✌ ✑✏ ✖✢✒☞ ✛✘✘✖ ✤✘✛ ✑✖ ✍✛✘✫✌✖✌✙✕ ✑✙ ✦ ✘✕☞ ✕☞✌
✔✘ ✒✓✔ ✓✙✚ ✕☞✌ ✜✔✘✦✓✔ ✏✕✌✍✏ ★ ✬✌ ☞✓✫✌ ✚✌✏✑✜✙✌✚ ✓✙ ✘✫✌✛✓✔✔ ✖✢✔✕✑✔✌✫✌✔ ✏✕✛✓✕✌✜✎ ✕☞✓✕
✍ ✌✛✤✘✛✖ ✏ ✗✌✔✔ ✰ ✦✢✕ ✌✓✒☞ ✏✢✦✛✘✢✕✑✙✌ ✖ ✓✎ ✦✌ ✏✑✜✙✑✶✒✓✙✕✔✎ ✑✖✍✛✘✫✌✚ ★ ✻✙✘✕☞✌✛
✑✙✕✌✛✌✏✕✑✙✜ ✑✏✏✢✌ ✑✏ ✕☞✌ ✑✙✕✌✛✍✔✓✎ ✦ ✌✕✗✌✌✙ ✕☞✌ ✙✘✙✔✑✙✌✓✛ ✔✘ ✘✍ ✑✙ ✕☞✌ ✷✓✛✕✛✌✌✥✹✘✒✲
✘✛ ✟✘☞✙✥✄☞✓✖ ✍✛✘✦✔✌✖ ✏ ✣✄✌✔✤✥✦✘✙✏✑✏✕✌✙✕ ✹✑✌✔✚ ✥ ✄✦✹ ✥ ✒✘✙✫✌✛✜✌✙✒✌ ✙✬ ✰✞✯ ✰✬✞✯✚✧
✓✙✚ ✕☞✌ ✔✑✙✌✓✛ ✏✢✦✍✛✘✦✔✌✖ ✒✘✙✏✑✚✌✛✌✚ ✑✙ ✕☞✌ ✍✛✌✏✌✙✕ ✓✛✕✑✒✔✌ ★ ✹✢✕✢✛✌ ✌✵✘✛✕✏ ✗ ✑✔✔
✜✘ ✑✙ ✕☞✌✏✌ ✚✑✛✌✒✕✑✘✙✏ ★
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✗✘✔✎✖ ✌✛ P3

✁✂✄ ✫ ✸ ★✛ ✬ ✭✫✘✔✢✕✑✘✙ ✘✤ ✕☞✌ ✂✤✤ ✌✙✌✛✜✎ ✓✙✚ ✚✌✙✏✑✕✎ ✌✛✛✘✛✏ ✫✌✛✏✢✏ ✦✗☛ ✕✑✖ ✌ ✤✘✛ ✕☞✌
✍✘✔✎✖ ✌✛ P1

✣✕✘✍✧ ✖ ✓✚✌ ✘✤
20001

✖✘✙✘✖ ✌✛✏ ✣
Nb = 200050

✧ ✰ ✕☞✌ ✍ ✘✔✎✖ ✌✛ P2

✣✖ ✑✚✚✔✌✧
✖ ✓✚✌ ✘✤

12004
✖✘✙✘✖✌✛✏ ✣

Nb = 120080
✧ ✰ ✕☞✌ ✍ ✘✔✎✖ ✌✛ P3

✣✦ ✘✕✕✘✖ ✧ ✖✓✚✌ ✘✤
5214✖✘✙✘✖✌✛✏ ✣

Nb = 36526
✧ ★
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☎ ✆✄ ☎☞✠ ✟✞✠✂✆✠ ✍✠ ✑☛☞✆✠✞✒✠☞✑✠ ✍✏☞✡ ✂☞ ✑✏✍✞✠ ✡✡✎ ✓

✟ ✄✡✝✞

✔ ✕✟ ✕✖ ✠ ✛✡✙✘✥✣✧✣✜✤✥ ✫✟ ✢✛✤✄ ✩☛★✘
✘✙ ✒✘✙✏✑✚☞✛✌ ✔✌ ✍✛✘✦✔☞✖ ✌ ✣✸ ★✮✧ ✍ ✘✢✛

N = 2
★ ✘✙ ✚✌✏✑✜✙✌ ✍✓✛

X
✰ ✛✌✏✍ ✌✒✕✑✫✌✖ ✌✙✕

Y
✰ ✔✌ ✦ ✔✘ ✒ ✤✘✛✖ ✌ ✚✌ ✔✓ ✍✛✌✖ ✑☞✛✌ ✒✘✔✘✙✙✌ ✰ ✛✌✏✍ ✌✒✕✑✫✌✖ ✌✙✕ ✚✌ ✔✓ ✏✌✒✘✙✚✌ ✰ ✚✌

C
★ ✩✌

✍✛✘✦✔☞✖✌ ✣✸ ★✮✧ ✏ ✍✌✒✛✑✕

inf
{
(HX,X) + (HY, Y ), (X,X) = 1, (Y, Y ) = 1, (X, Y ) = 0

}
.

✣✸ ★✸✞✧
✄✘✑✕

(Xn, Y n)
✔ ✍✑✕✌✛✌ ✒✘✢✛✓✙✕ ✰ ✔✌ ✒✓✔✒✢✔ ✚✌

(Xn+1, Y n+1)
✏✢✑✫✓✙✕ ✔✓ ✖ ✌✕☞✘✚✌ ✍✛✌✥

✏✌✙✕✌✌ ✚✓✙✏ ✔✓ ✍✛✌✖ ✑☞✛✌ ✍✓✛✕✑✌ ✚✌ ✒✌ ✒☞✓✍✑✕✛✌ ✏ ✍✌✵✌✒✕✢✌ ✏✢✑✫✓✙✕

(I)

∣∣∣∣
X̃ =

✓✛✜✑✙✤{
(HX,X), (X,X) = 1, (X, Y n) = 0

}
,

Ỹ =
✓✛✜✑✙✤{

(HY, Y ), (Y, Y ) = 1, (X̃, Y ) = 0
}
.

✣✸ ★✸✸✧

(II)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(Xn+1, Y n+1) =
(
Xα∗ , Yα∗

)
,

α∗ = inf
α∈IR

{
(HXα, Xα) + (HYα, Yα)

}
,

(Xα, Yα) =

(
X̃ + αỸ√

1 + α2
,
Ỹ − αX̃√

1 + α2

)
.

✘✙ ✛✌✖ ✓✛✄✢✌ ✄✢✌ ✔✁✌✕✓✍ ✌
(II)

✌✏✕ ✑✙✢✕✑✔✌ ✏✢✑✕✌ ✎ ✔✓ ✏✑✖ ✍✔✑✒✑✕✌ ✚✢ ✍✛✘✦✔☞✖✌ ✣✸ ★✸✞✧ ★
✭✙ ✌✵✌✕ ✰

∀ α ∈ IR, (HXα, Xα) + (HYα, Yα) = (HX,X) + (HY, Y ).

✦ ✍✌✏✕ ✍✘✢✛✄✢✘✑ ✰ ✘✙ ✘✖✌✕ ✒✌✕✕✌ ✌✕✓✍ ✌ ✚✓✙✏ ✔✓ ✏✢✑✕✌ ★ ✄✘✑✌✙✕
(ci, ǫi)

✔✌✏ ✌✔✌✖✌✙✕✏ ✍✛✘✍✛✌✏
✚✌
H

✰ ✘✙ ✏✢✍✍✘✏✌ ✔✌✏ ✛✌✌✔✏
ǫi

✚✑✏✕✑✙✒✕✏ ✚✌✢✱ ✎ ✚✌✢✱ ★ ✘✙ ✑✙✕✛✘✚✢✑✕ ✔✌✏ ✖ ✓✕✛✑✒✌✏
Dci

=
cic

t
i

✰ ✌✕ ✰ ✎ ✒☞✓✄✢✌ ✑✕✌✛✓✕✑✘✙ ✔✌✏ ✖ ✓✕✛✑✒✌✏
(Dn

X , D
n
Y , D

n)n

✍✓✛

∀ n ∈ IN, (Dn
X , D

n
Y , D

n) =
(
Xn(Xn)t, Y n(Y n)t, Dn

X +Dn
Y

)
.

✔ ✕✟ ✕✟ ✠ ✛✘✟✏✘ ✫✘ ✚✤✥✏✘✛✡✘✥✚✘
✩ ✍✌✒✛✑✕✢✛✌ ✚✌✏ ✌✄✢✓✕✑✘✙✏ ✚ ✍✭✢✔✌✛✥✩✓✜✛✓✙✜✌ ✒✘✛✛✌✏✍✘✙✚✓✙✕ ✎ ✣✸ ★✸✸✧ ✒✘✙✚✢✑✕ ✓✢✱

✛✌✔✓✕✑✘✙✏ ✏✢✑✫✓✙✕✌✏
HXn+1 = λn+1Xn+1 + νn+1Y n,
HY n+1 = δn+1Xn+1 + µn+1Y n+1,

(Xn+1, Y n) = (Xn+1, Y n+1) = 0,
(Xn+1, Xn+1) = (Y n+1, Y n+1) = 1.

✣✸ ★✸✛ ✧



✮� ✆✁✂✄ ☎ ✆✝✞ � ✟ ✠✡ ☛ ☞ ✌✍✎ ✏✑☛ ✑☛ ✑✌✒✏☞✓ ✏✔✕ ✍✕✏✡ ✑☛ ✑✏☞ ✖✕✡ ☛

✤ ✍✘�
λn+1 = (HXn+1, Xn+1),
νn+1 = (HXn+1, Y n),
δn+1 = (HY n+1, Xn+1),
µn+1 = (HY n+1, Y n+1).

✣✸ ★✸✴✧

✆ ✝✁ ✝✁ ✝✥ ✂ ✍☞✠✏ ✠✏✙ ✙☞✎✍✏✙
(λn)n, (νn)n, (δn)n, (µn)n

✧✏✔✔✏ ✆ ✝✁ ✝✥ ✄✗✂ ✂☎ ✿✮✗✂
(λn)n

✗✮
(µn)n

✂❀✭✮ ✘✗✂ ✂☎ ✿✮✗✂ ✕❀✭
✆
✗✾
�
✗✭✮✗✂

✝
☎✭ ✭❀✮✗

λ
✗✮

µ
✔✗☎✾ ✔✿✁ ✿✮✗ ✾✗✂✽ ✗✕✮✿

✆
✗✁ ✗✭✮

✝

✗✓✛ ✣✸ ★✸✴✧ ✰ ✔✌✏ ✏✢✑✕✌✏
(λn)n

✌✕
(µn)n,

✏✘✙✕ ✖ ✑✙✘✛✌✌✏ ✍✓✛
ǫ1

★ ✗✓✛ ✓✑✔✔✌✢✛✏ ✰ ✑✔ ✫ ✑✌✙✕ ✍✓✛
✣✸ ★✸✸✧

(
HXn+1, Xn+1

)
≤
(
HXn, Xn

) ✣✸ ★✸✢✧
✏✘✑✕ ✌✙ ✢✕✑✔✑✏✓✙✕ ✣✸ ★✸✛ ✧

λn+1 ≤ λn.
✗✓✛ ✒✘✙✏✌✄✢✌✙✕ ✰

(λn)n

✌✏✕ ✢✙✌ ✏✢✑✕✌ ✚✌✒✛✘✑✏✏✓✙✕✌ ✖ ✑✙✘✛✌✌ ★ ✩✓ ✏✢✑✕✌ ✒✘✙✫✌✛✜✌ ✚✘✙✒ ✫✌✛✏
✢✙ ✛✌✌✔ ✙✘✕✌

λ
★ ✤ ✌ ✖ ✆✖✌ ✰

(µn)n

✌✏✕ ✢✙✌ ✏✢✑✕✌ ✚✌✒✛✘✑✏✏✓✙✕✌ ✖ ✑✙✘✛✌✌ ✚✘✙✒ ✒✘✙✫✌✛✜✌✙✕✌
✫✌✛✏ ✢✙ ✛✌✌✔ ✙✘✕✌

µ
★ ✘✙ ✍✌✢✕ ✕✘✢✣ ✘✢✛✏ ✏✢✍✍✘✏✌✛

λ ≤ µ.
✣✸ ★✸✯✧

✤ ✓✙✏ ✔✌ ✒✓✏ ✒✘✙✕✛✓✑✛✌ ✰ ✑✔ ✏✢❁ ✕ ✚ ✍✌✒☞✓✙✜✌✛
X0 ✌✕

Y 0 ✍✘✢✛ ✘✦✕✌✙✑✛ ✣✸ ★✸✯✧ ★
✧✏✔✔✏ ✆ ✝✁ ✝✁ ✄✗✂ ✂☎ ✿✮✗✂

(δn)n

✗✮
(νn)n

✂❀✭✮ ✘✗✂ ✂☎ ✿✮✗✂ ✕❀✭
✆
✗✾
�
✗✭✮✗✂

✆
✗✾✂ ✔✼ ✁ ✝✁ ✗

✔✿✁ ✿✮✗ ✽ ❀✂ ✿✮✿
✆
✗ ✭❀✮✞✗

ν ✝
✤ ✓✙✏ ✢✙ ✍✛✌✖ ✑✌✛ ✕✌✖ ✍✏ ✰ ✘✙ ✛✌✖ ✓✛✄✢✌ ✄✢ ✍✘✙ ✍✌✢✕ ✕✘✢✣ ✘✢✛✏ ✏✢✍✍✘✏✌✛

νn ≥ 0
✰ ✛✌✏✍ ✌✒✥

✕✑✫✌✖ ✌✙✕
δn ≥ 0

✰ ✍ ✘✢✛ ✕✘✢✕
n

★ ✭✙ ✌✵✌✕ ✰ ✚✓✙✏ ✔✌ ✒✓✏ ✒✘✙✕✛✓✑✛✌ ✰ ✑✔ ✏✢❁ ✕ ✚✌ ✒☞✓✙✜✌✛
✔✌ ✏✑✜✙✌ ✚✌

Xn ✰ ✛✌✏✍ ✌✒✕✑✫✌✖ ✌✙✕
Y n ✰ ✚✌ ✤✓✟✘✙ ✎ ✏✓✕✑✏✤✓✑✛✌ ✣✸ ★✸✛ ✧ ★ ✩✌✏ ✏✢✑✕✌✏

(δn)n

✌✕
(νn)n

✏✘✙✕ ✚✘✙✒ ✖ ✑✙✘✛✌✌✏ ★
✗✓✛ ✓✑✔✔✌✢✛✏ ✰ ✑✔ ✫ ✑✌✙✕ ✌✙ ✢✕✑✔✑✏✓✙✕ ✔✌ ✒✓✛✓✒✕☞✛✌ ✏✎✖ ✌✕✛✑✄✢✌ ✚✌

H
✰ ✣✸ ★✸✛ ✧ ✌✕ ✣✸ ★✸✴✧

δn+1 = (HY n+1, Xn+1),
= (Y n+1, HXn+1),
= λn+1(Y n+1, Xn+1) + νn+1(Y n+1, Y n),
= νn+1(Y n+1, Y n).

✣✸ ★✸✮✧

✤ ✌ ✖ ✓✙✑☞✛✌ ✏✑✖ ✑✔✓✑✛✌ ✰
νn+1 = δn(Xn+1, Xn).

✣✸ ★✸✓✧
Xn

✌✕
Yn

✌✕✓✙✕ ✙✘✛✖ ✌✏ ✰ ✘✙ ✘✦✕✑✌✙✕ ✍✓✛ ✔ ✍✑✙✌✜✓✔✑✕✌ ✚✌ ✦✓✢✒☞✎✥✄✒☞✗✓✛✕✪

|(Xn+1, Xn)| ≤ 1
✌✕ |(Y n+1, Y n)| ≤ 1.



� ✁� ✁ ☞✡✎ ✁✑✎ ☞✁✎ �✎ ✆☎✡ ✁✎✑✄✎✡ ✆✎ �✝✡✏ ☞✡ ✆✝�✑✎ ✏✞✌✁✄✞✂ ✞✂ ✮ ✬
✜✔ ✫ ✑✌✙✕ ✌✙✏✢✑✕✌ ✎ ✔ ✍✓✑✚✌ ✚✌ ✣✸ ★✸✮✧ ✌✕ ✣✸ ★✸✓✧

. . . ≤ δn+1 ≤ νn+1 ≤ δn ≤ νn ≤ . . .
✣✸ ★✛�✧

✗✓✛ ✒✘✙✏✌✄✢✌✙✕ ✰
(δn)n

✌✕
(νn)n

✏✘✙✕ ✚✌✒✛✘✑✏✏✓✙✕✌✏ ✌✕ ✍✓✛ ✏✢✑✕✌ ✒✘✙✫✌✛✜✌✙✕ ★ ✭✙ ✍✓✏✏✓✙✕
✎ ✔✓ ✔✑✖ ✑✕✌ ✚✓✙✏ ✣✸ ★✛�✧ ✰ ✌✔✔✌✏ ✘✙✕ ✔✓ ✖ ✆✖✌ ✔✑✖ ✑✕✌ ✄✢ ✍✘✙ ✙✘✕✌

ν
★

✆ ✝✁ ✝✁ ✝✁ ✄✕✙
ν = 0

✧✏✔✔✏ ✆ ✝✁ ✝✆ ✄✗✂ ✂☎ ✿✮✗✂
(Dn

X)n
✗✮

(Dn
Y )n

✂❀✭✮ ✕❀✭
✆
✗✾
�
✗✭✮✗✂

✝
✄✗✂ ✂☎ ✿✮✗✂

(Dn
X , λ

n)n✗✮
(Dn

Y , µ
n)n

✕❀✭
✆
✗✾
�
✗✭✮

✆
✗✾✂

(Dcα
, ǫα)

✗✮
(Dcβ

, ǫβ)
✼
✆
✗✕
α < β ✝

✦✘✖✖✌
H

✌✏✕ ✏✎✖ ✌✕✛✑✄✢✌ ✰ ✘✙ ✓
∀ 1 ≤ k ≤ Nb, (ck, HX

n+1) = (Hck, X
n+1),

= ǫk(ck, X
n+1).

✜✔ ✫ ✑✌✙✕ ✍✓✛ ✣✸ ★✸✛ ✧
∀ 1 ≤ k ≤ Nb, (ǫk − λn+1)(ck, X

n+1) = νn+1(ck, Y
n).

✣✸ ★✛ ✬✧
✘✙ ✘✦✕✑✌✙✕ ✌✙✏✢✑✕✌ ✍✓✛ ✦✓✢✒☞✎✥✄✒☞✗✓✛✕✪ |(ck, Y n)| ≤ 1

★ ✗✓✛ ✒✘✙✏✌✄✢✌✙✕ ✰ ✌✙ ✍✓✏✏✓✙✕
✎ ✔✓ ✔✑✖ ✑✕✌ ✚✓✙✏ ✣✸ ★✛ ✬✧ ✰ ✘✙ ✘✦✕✑✌✙✕ ✌✙ ✢✕✑✔✑✏✓✙✕ ✔✌✏ ✔✌✖✖ ✌✏ ✸ ★✢ ★✬✥✸ ★✢ ★✞ ✌✕ ✔ ✍☞✎✍✘✕☞☞✏✌
✏✢✛

ν
∀ 1 ≤ k ≤ Nb, lim

n→∞
(ǫk − λ)(ck, X

n+1) = 0.
✣✸ ★✛✞✧

λ
✌✏✕ ✚✘✙✒ ✌✜✓✔ ✎ ✢✙✌ ✫✓✔✌✢✛ ✍✛✘✍✛✌ ✚✌

H
★ ✭✙ ✌✵✌✕ ✚✓✙✏ ✔✌ ✒✓✏ ✒✘✙✕✛✓✑✛✌ ✰ ✒✘✖ ✖✌

(ci)i

✤✘✛✖ ✌✙✕ ✢✙✌ ✦✓✏✌ ✚✌
IRNb

✰ ✣✸ ★✛✞✧ ✑✖✍✔✑✄✢✌ ✄✢✌
(Xn)n

✒✘✙✫✌✛✜✌ ✫✌✛✏ ✔✌ ✫✌✒✕✌✢✛
✙✢✔ ✚✌ ✙✘✛✖ ✌ ✙✢✔✔✌ ★ ✦✘✖✖ ✌

∀ k 6= α, lim
n→∞

(ck, X
n+1) = 0,

✣✸ ★✛✸✧
✔✓ ✏✢✑✕✌

(Dn
X)n

✒✘✙✫✌✛✜✌ ✫✌✛✏
Dcα

✏✢✑✕✌ ✎ ✔ ✍☞✎✍✘✕☞☞✏✌ ✏✢✛ ✔✌✏ ✫✓✔✌✢✛✏ ✍✛✘✍✛✌✏ ✚✌
H

★
✤ ✌ ✖ ✆✖ ✌

µ
✌✏✕ ✌✜✓✔ ✎ ✢✙✌ ✫✓✔✌✢✛ ✍✛✘✍✛✌ ✚✌

ǫβ
✚✌
H

✰ ✌✕ ✰ ✔✓ ✏✢✑✕✌
(Dn

Y )n

✒✘✙✫✌✛✜✌ ✫✌✛✏
Dcβ

★ ✩✌ ✍✓✏✏✓✜✌ ✎ ✔✓ ✔✑✖ ✑✕✌ ✚✓✙✏ ✣✸ ★✸✛✧ ✑✖✍✔✑✄✢✌
α 6= β

✰ ✏✘✑✕ ✍✓✛ ✣✸ ★✸✯✧
α < β

★
✧✏✔✔✏ ✆ ✝✁ ✝✞ ✄✗ ✕❀☎✽ ✔✗

(Dα, Dβ)
✗✂ ✮ ✔✗ ✕❀☎✽ ✔✗

(Dc1, Dc2) ✝✄✘✑✕
i0

✢✙ ✌✙✕✑✌✛ ✚✌ {1, . . . , Nb}
✰ ✘✙ ✚✌✶✙✑✕ ✔✌ ✫✌✒✕✌✢✛

ei0

✍✓✛
ei0 = ci0 − (ci0 , X

n+1)Xn+1.

✗✓✛ ✒✘✙✏✕✛✢✒✕✑✘✙ ✰
(Xn+1, ei0) = 0

★ ✭✙ ✢✕✑✔✑✏✓✙✕ ✣✸ ★✸✸✧ ✌✕ ✣✸ ★✸✴✧ ✰ ✘✙ ✓

µn+1 ≤
(
H

ei0

‖ei0‖
,
ei0

‖ei0‖

)
,

≤ 1

‖ei0‖2

(
ǫi0 − 2ǫi0(ci0, X

n+1)2 + λn+1(ci0, X
n+1)2

)
.

✣✸ ★✛✛ ✧



✮✞ ✆✁✂✄ ☎ ✆✝✞ � ✟ ✠✡ ☛ ☞ ✌✍✎ ✏✑☛ ✑☛ ✑✌✒✏☞✓ ✏✔✕ ✍✕✏✡ ✑☛ ✑✏☞ ✖✕✡ ☛

✭✙ ✍✓✏✏✓✙✕ ✎ ✔✓ ✔✑✖ ✑✕✌ ✚✓✙✏ ✣✸ ★✛✛ ✧ ✰ ✘✙ ✘✦✕✑✌✙✕ ✎ ✔ ✍✓✑✚✌ ✚✌ ✣✸ ★✛✸✧

∀ i0 6= α, β ǫα < ǫβ ≤ ǫi0 .
✣✸ ★✛✴✧

✘✙ ✶✙✑✕ ✌✙✏✢✑✕✌ ✔✓ ✚✌✖✘✙✏✕✛✓✕✑✘✙ ✍✓✛ ✔ ✍✓✦✏✢✛✚✌ ★ ✭✙ ✌✵✌✕ ✰ ✚✓✙✏ ✢✙ ✍✛✌✖ ✑✌✛ ✕✌✖✍✏
✘✙ ✏✢✍✍✘✏✌ ✄✢✌

α
✰ ✌✕ ✚✘✙✒

β
✰ ✏✘✙✕ ✚✑✵✌✛✌✙✕✏ ✚✌

1
★ ✜✔ ✏✢❁ ✕ ✚✌ ✒☞✘✑✏✑✛

i0 = 1
✚✓✙✏

✣✸ ★✛✴✧ ✍✘✢✛ ✓✦✘✢✕✑✛ ✎ ✢✙✌ ✒✘✙✕✛✓✚✑✒✕✑✘✙ ★ ✗✓✛ ✒✘✙✏✌✄✢✌✙✕ ✰
α

✌✏✕ ✌✜✓✔ ✎
1

★ ✤ ✓✙✏ ✢✙
✏✌✒✘✙✚ ✕✌✖✍✏ ✰ ✘✙ ✏✢✍✍✘✏✌

β 6= 2
★ ✜✔ ✏✢❁ ✕ ✚✌ ✒☞✘✑✏✑✛

i0 = 2
✚✓✙✏ ✣✸ ★✛✴✧ ✍ ✘✢✛ ✓✦✘✢✕✑✛

✎ ✢✙✌ ✒✘✙✕✛✓✚✑✒✕✑✘✙ ★

✆ ✝✁ ✝✁ ✝✆ ✄✕✙
ν 6= 0

✗✓✛ ✣✸ ★✸✛ ✧ ✰ ✔✓ ✏✢✑✕✌ ✚✌✏ ✒✘✢✍✔✌✏ ((
Xn, Y n

))
n

✌✏✕ ✦✘✛✙✌✌ ★ ✭ ✔✔✌ ✒✘✙✫✌✛✜✌ ✚✘✙✒ ✎
✌✱✕✛✓✒✕✑✘✙ ✍✛☞✏ ★ ✘✙ ✏✌ ✚✘✙✙✌ (

Xp(n), Y p(n)
)

n

✢✙✌ ✌✱✕✛✓✒✕✑✘✙ ✒✘✙✫✌✛✜✌✙✕✌ ✰ ✏✘✑✕

lim
n→∞

Xp(n) = Xp, lim
n→∞

Y p(n)) = Yp.
✣✸ ★✛✢✧

✘✙ ✚✌✶✙✑✕
DXp

✰
DYp

✌✕
Dp

✍✓✛

(DXp
, DYp

, Dp) =
(
Xp(Xp)

t, Yp(Yp)
t, DXp

+DYp

)
.

✧✏✔✔✏ ✆ ✝✁ ✝� ✄✼ ✔✿✁ ✿✮✗
(Xp, Yp)

✼✽✽✼✾✮✿✗✭✮ ✁ ☎✭ ✂❀☎✂ ✗✂✽✼✕✗
✆
✗✕✮❀✾✿✗✔ ✗✭

�
✗✭✘✾✞ ✽✼✾

✘✗☎�
✆
✗✕✮✗☎✾✂ ✽ ✾❀✽ ✾✗✂

(cαp
, cβp

)
✘✗
H

✼
✆
✗✕
ǫαp

< ǫβp ✝
✣✸ ★✸✮✧ ✍ ✘✢✛

p(n)
✏ ✍✌✒✛✑✕

δp(n)+1 = νp(n)+1
(
Y p(n)+1, Y p(n)

)
.

✣✸ ★✛✯✧
✦✘✖✖✌ ✘✙ ✏✌ ✍✔✓✒✌ ✚✓✙✏ ✔✌ ✒✓✏

ν 6= 0
✰ ✔✌ ✍✓✏✏✓✜✌ ✎ ✔✓ ✔✑✖ ✑✕✌ ✚✓✙✏ ✣✸ ★✛✯✧ ✑✖✍✔✑✄✢✌

lim
n→∞

(
Y p(n)+1, Y p(n)

)
= 1.

✣✸ ★✛✮✧

✭✙ ✢✕✑✔✑✏✓✙✕ ✣✸ ★✸✛ ✧ ✰ ∣∣Y p(n)+1−Y p(n)
∣∣ = 2

(
1−
(
Y p(n)+1, Y p(n)

)) ★ ✜✔ ✫ ✑✌✙✕ ✌✙✏✢✑✕✌ ✍✓✛
✣✸ ★✛✮✧

lim
n→∞

∣∣Y p(n)+1, Y p(n)
∣∣ = 0.

✣✸ ★✛✓✧
✭✙ ✍✛✘✒✌✚✓✙✕ ✚✌ ✖ ✆✖ ✌ ✓✫✌✒

Xp(n) ✰ ✘✙ ✖✘✙✕✛✌ ✌✙ ✓✏✏✘ ✒✑✓✙✕ ✣✸ ★✛✢✧ ✰ ✣✸ ★✛✓✧ ✌✕ ✔ ✍✑✙✌✜✓✔✑✕✌
✚✌ ✦✓✢✒☞✎✥✄✒☞✗✓✛✕✪

lim
n→∞

Xp(n)+1 = Xp, lim
n→∞

Y p(n)+1 = Yp.



� ✁� ✁ ☞✡✎ ✁✑✎ ☞✁✎ �✎ ✆☎✡ ✁✎✑✄✎✡ ✆✎ �✝✡✏ ☞✡ ✆✝�✑✎ ✏✞✌✁✄✞✂ ✞✂ ✮✸
✗✓✛ ✒✘✙✏✌✄✢✌✙✕ ✰ ✌✙ ✍✓✏✏✓✙✕ ✎ ✔✓ ✔✑✖ ✑✕✌ ✚✓✙✏ ✣✸ ★✸✛ ✧ ✌✒✛✑✕ ✌✙

p(n)
✰
(Xp, Yp)

✫✌✛✑✶✌ ✚✘✙✒

(S)

{
HXp = λXp + νYp,
HYp = νXp + µYp.

✩ ✍✌✏✍✓✒✌ ✫✌✒✕✘✛✑✌✔ ✌✙✜✌✙✚✛✌ ✍✓✛
(Xp, Yp)

✌✏✕ ✏✕✓✦✔✌ ✍✓✛
H

★ ✜✔ ✌✏✕ ✚✘✙✒ ✌✙✜✌✙✚✛✌ ✍✓✛
✚✌✢✱ ✌✔✌✖✌✙✕✏ ✍✛✘✍✛✌✏

(cαp
, αp)

✌✕
(cβp

, βp)
✚✌

H
★ ✩✓ ✚✑✓✜✘✙✓✔✑✏✓✕✑✘✙ ✚✌ ✔✓ ✖ ✓✕✛✑✒✌

H
✛✌✏✕✛✌✑✙✕✌ ✎ ✒✌ ✏✘✢✏✥✌✏✍✓✒✌ ✫✌✒✕✘✛✑✌✔ ✒✘✙✚✢✑✕ ✎

ǫαp
=

(
λ+ µ−

√
(µ− λ)2 + ν2

)
/2,

ǫβp
=

(
λ+ µ+

√
(µ− λ)2 + ν2

)
/2,

ǫαp
+ ǫβp

= λ+ µ.

✣✸ ★✴�✧

✦✘✖✖✌
ν 6= 0

✰
(DXp

, DYp
)

✙✌ ✒✘�✙✒✑✚✌ ✍✓✏ ✓✫✌✒
(Dcαp

, Dcβp
)
★

✧✏✔✔✏ ✆ ✝✁ ✝✁ ✄✗✂
✆
✗✕✮✗☎✾✂

(cαp
, cβp

)
✗✮ ✘❀✭✕

Dp

✭✗ ✘✞✽ ✗✭✘✗✭✮ ✽✼✂ ✘✗ ✔ ✁✗� ✮✾✼✕✮✿❀✭
p
✕☎ ❀✿✂ ✿✗

✝
☎✭ ✭❀✮✗

(α, β)
✔✗✂

✆
✼ ✔✗☎✾✂ ✘✗

(αp, βp) ✂α < β✄ ✝ ☎ ✼✾ ✼✿✔ ✔✗☎✾✂✆ ✔✗✂ ✁ ✼✮✾✿✕✗✂
(DXp

, DYp
)
✭✗ ✘✞✽ ✗✭✘✗✭✮ ✽✼✂ ✘✗ ✔ ✁✗� ✮✾✼✕✮✿❀✭

p
✕☎ ❀✿✂ ✿✗

✝

λ
✌✕
µ

✏✘✙✕ ✑✙✚✌✍✌✙✚✓✙✕✏ ✚✌ ✔ ✍✌✱✕✛✓✒✕✑✘✙ ✒☞✘✑✏✑✌ ★ ✭✙ ✢✕✑✔✑✏✓✙✕ ✣✸ ★✴�✧ ✰
(ǫαp

, ǫβp
)

✏✘✙✕
✑✙✚✌✍✌✙✚✓✙✕✏ ✚✌ ✔ ✍✌✱✕✛✓✒✕✑✘✙

p
✒☞✘✑✏✑✌ ★

Dp

✌✕✓✙✕ ✔✌ ✍✛✘✣ ✌✒✕✌✢✛ ✓✏✏✘ ✒✑✌ ✓✢ ✏✘✢✏✥✌✏✍✓✒✌
✌✙✜✌✙✚✛✌ ✍✓✛

(Xp, Yp)
✰ ✑✔ ✌✏✕ ✚✘✙✒ ✑✙✚✌✍✌✙✚✓✙✕ ✚✌ ✔ ✍✌✱✕✛✓✒✕✑✘✙

p
✒☞✘✑✏✑✌ ★ ✥✘✕✓✖ ✖✌✙✕ ✰

✍✘✢✛ ✕✘✢✕✌ ✌✱✕✛✓✒✕✑✘✙
p

✒✘✙✫✌✛✜✌✙✕✌

DXp
+Dyp

= Dcα
+Dcβ

.

✭✙✏✢✑✕✌ ✍✓✛ ✔✌ ✔✌✖✖ ✌ ✸ ★✢ ★✴ ✓✏✏✘ ✒✑✌ ✓✢✱ ✒✘✙✕✛✓✑✙✕✌✏ ✚ ✍✘✛✕☞✘✙✘✛✖ ✓✔✑✕✌ ✏✓✕✑✏✤✓✑✕✌✏
✍✓✛

Xp

✌✕
Yp

✰ ✘✙ ✓ ✔ ✍✌✱ ✑✏✕✌✙✒✌ ✚ ✍✢✙ ✛✌✌✔
θp ∈]0, 2π[

✕✌✔ ✄✢✌

cos(θp)sin(θp) 6= 0

✌✕
{
Xp = cos(θp)cα + sin(θp)cβ,
Yp = −sin(θp)cα + cos(θp)cβ .

✣✸ ★✴✬✧
✭✙ ✖✢✔✕✑✍ ✔✑✓✙✕ ✣✸ ★✴✬✧ ✍✓✛

H
✰ ✘✙ ✘✦✕✑✌✙✕ ✍✓✛ ✑✚✌✙✕✑✶✒✓✕✑✘✙ ✓✫✌✒

(S)
✔✌✏ ✌✜✓✔✑✕✌✏ ✏✢✑✥

✫✓✙✕✌✏ ☎




sin(θp)cos(θp) =
ν

ǫβ − ǫα
,

sin2(θp) =
λ− ǫα
ǫβ − ǫα

=
ǫβ − µ

ǫβ − ǫα
,

cos2(θp) =
ǫβ − λ

ǫβ − ǫα
=

µ− ǫα
ǫβ − ǫα

.

✣✸ ★✴✞✧



✮✛ ✆✁✂✄ ☎ ✆✝✞ � ✟ ✠✡ ☛ ☞ ✌✍✎ ✏✑☛ ✑☛ ✑✌✒✏☞✓ ✏✔✕ ✍✕✏✡ ✑☛ ✑✏☞ ✖✕✡ ☛

✘ ✛ ✰ ✍✓✛ ✚✌✶✙✑✕✑✘✙ ✚✌
DXp

✌✕
DYp

✰ ✑✔ ✫ ✑✌✙✕ ✍✓✛ ✣✸ ★✴✬✧
∣∣∣∣∣∣

DXp
= cos2(θp)Dcα

+ cos(θp)sin(θp)(cβc
t
α + cαc

t
β) + sin2(θp)Dcβ

DYp
= sin2(θp)Dcα

− cos(θp)sin(θp)(cβc
t
α + cαc

t
β) + cos2(θp)Dcβ

.

✘✙ ✒✘✙✒✔✢✕ ✍✓✛ ✣✸ ★✴✞✧ ✄✢✌ ✔✌ ✒✘✢✍✔✌
(DXp

, DYp
)

✌✏✕ ✑✙✚✌✍✌✙✚✓✙✕ ✚✌ ✔ ✍✌✱✕✛✓✒✕✑✘✙
p✒☞✘✑✏✑✌ ★

✧✏✔✔✏ ✆ ✝✁ ✝�
α

✗✂ ✮ ✞
�
✼ ✔ ✁

1 ✝ β
✗✂ ✮ ✞

�
✼ ✔ ✁

2
✂ ✿ ✗✮ ✂ ✗☎ ✔✗✁ ✗✭✮ ✂ ✿

ǫ3 − ǫ2
ǫ3 − ǫ1

>
1

2
.

✘✙ ✍✛✘ ✒☞✚✌ ✑✒✑ ✒✘✖✖✌ ✍✘✢✛ ✔✓ ✚✌✖✘✙✏✕✛✓✕✑✘✙ ✚✢ ✔✌✖✖✌ ✸ ★✢ ★✞ ★ ✄✘✑✕
i0

✢✙ ✌✙✕✑✌✛ ✚✌
{1, . . . , Nb}

✰ ✘✙ ✚✌✶✙✑✕ ✔✌ ✫✌✒✕✌✢✛
ei0

✍✓✛

ei0 = ci0 −
(
ci0 , X

p(n)+1
)
Xp(n)+1.

✗✓✛ ✒✘✙✏✕✛✢✒✕✑✘✙ ✰ (
Xp(n)+1, ei0

)
= 0

★ ✭✙ ✢✕✑✔✑✏✓✙✕ ✣✸ ★✸✸✧ ✌✕ ✣✸ ★✸✴✧ ✰ ✑✔ ✫ ✑✌✙✕

µp(n)+1 ≤
(
H

ei0

‖ei0‖
,
ei0

‖ei0‖

)
,

≤ 1

‖ei0‖2

(
ǫi0 − 2ǫi0(ci0 , X

p(n)+1)2 + λp(n)+1(ci0 , X
p(n)+1)2

)
.

✣✸ ★✴✸✧

✗✓✛ ✓✑✔✔✌✢✛✏ ✰ ✘✙ ✚✌✚✢✑✕ ✚✢ ✔✌✖✖✌ ✸ ★✢ ★✢ ✓✏✏✘ ✒✑✌ ✎ ✣✸ ★✸✛ ✧ ✰ ✣✸ ★✛✢✧ ✌✕ ✣✸ ★✛✓✧

∀ i0 6= α, β lim
n→∞

(
Xp(n), ci0

)
= lim

n→∞

(
Xp(n)+1, ci0

)
=
(
Xp, ci0

)
= 0.

✣✸ ★✴✛ ✧
✗✓✛ ✒✘✙✏✌✄✢✌✙✕ ✌✙ ✍✓✏✏✓✙✕ ✎ ✔✓ ✔✑✖ ✑✕✌ ✚✓✙✏ ✣✸ ★✴✸✧ ✰ ✘✙ ✘✦✕✑✌✙✕ ✎ ✔ ✍✓✑✚✌ ✚✌ ✣✸ ★✸✯✧ ✌✕
✣✸ ★✴✛ ✧

∀ i0 6= α, β λ ≤ µ ≤ ǫi0 .
✣✸ ★✴✴✧

✗✓✛ ✓✑✔✔✌✢✛✏ ✰ ✘✙ ✚✌✚✢✑✕ ✚✌ ✣✸ ★✴�✧
ǫα < λ ≤ µ < ǫβ .

✣✸ ★✴✢✧
✘✙ ✘✦✕✑✌✙✕ ✚✘✙✒ ✍✓✛ ✣✸ ★✴✴✧ ✌✕ ✣✸ ★✴✢✧ ✔✘✛✏✄✢✌

α
✙ ✍✌✏✕ ✍✓✏ ✌✜✓✔ ✎

1

ǫα < λ < ǫ1,

✌✕ ✚✘✙✒
α

✌✏✕ ✌✜✓✔ ✎
1
★ ✄✢✍✍✘✏✘✙✏ ✄✢✌

β
✌✏✕ ✚✑✵✌✛✌✙✕ ✚✌

2
★ ✗✓✛ ✣✸ ★✴�✧ ✌✕ ✣✸ ★✴✴✧ ✰ ✘✙ ✓

λ+ µ = ǫ1 + ǫβ ,

≤ 2ǫ2.



� ✁� ✁ ☞✡✎ ✁✑✎ ☞✁✎ �✎ ✆☎✡ ✁✎✑✄✎✡ ✆✎ �✝✡✏ ☞✡ ✆✝�✑✎ ✏✞✌✁✄✞✂ ✞✂ ✮✴
✘✙ ✓✦✘✢✕✑✕ ✎ ✢✙✌ ✒✘✙✕✛✓✚✑✒✕✑✘✙ ✔✘✛✏✄✢✌

2ǫ2 < ǫ1 + ǫβ .

✗✓✛ ✏✢✑✕✌ ✰ ✍✓✛ ☞✎✍✘✕☞☞✏✌ ✏✢✛ ✔✌✏ ✫✓✔✌✢✛✏ ✍✛✘✍✛✌✏ ✚✌
H

✰
β

✌✏✕ ✌✜✓✔ ✎
2

✚☞✏ ✄✢✌

2ǫ2 < ǫ1 + ǫ3 < ǫ1 + ǫk
✍✘✢✛ ✕✘✢✕

k ≥ 3

✏✘✑✕ ✚☞✏ ✄✢✌
ǫ3 − ǫ2
ǫ3 − ǫ1

>
1

2
.

✣✸ ★✴✯✧
✜✔ ✛✌✏✕✌ ✎ ✚✌✖✘✙✕✛✌✛ ✄✢✌ ✔✓ ✒✘✙✚✑✕✑✘✙ ✣✸ ★✴✯✧ ✌✏✕ ✘✍✕✑✖ ✓✔✌ ★ ✦✘✙✏✑✚☞✛✘✙✏ ✔✓ ✖ ✓✕✛✑✒✌

✚✑✓✜✘✙✓✔✌
H

✚✌ ✚✑✖ ✌✙✏✑✘✙
3
✚ ✍✌ ✔✌✖✌✙✕✏ ✚✑✓✜✘✙✓✢✱ {ǫ1, ǫ2, ǫ3} ✕✌✔✏ ✄✢✌

ǫ3−ǫ2 < ǫ2−ǫ1
★

✘✙ ✚✌✶✙✑✕
(X0, Y0)

✍✓✛

(X0, Y0) =
(
(e1 + e3)/

√
2, (e1 − e3)/

√
2
)
,

✚ ✍✘�
(
λ0, µ0

)
=
(
X t

0HX0, Y
t
0HY0

)
=
(
(ǫ1 + ǫ3)/2, (ǫ1 + ǫ3)/2

)
.

✗✓✛ ☞✎✍✘✕☞☞✏✌ ✏✢✛ ✔✌✏
ǫi
✰
λ0 ✌✕

µ0 ✏✘✙✕ ✏✕✛✑✒✕✌✖ ✌✙✕ ✑✙✤✌✛✑✌✢✛✏ ✎
ǫ2

★ ✗✓✛ ✏✢✑✕✌ ✰ ✘✙ ✓
✍✘✢✛ ✕✘✢✕

n ∈ IN
✰
(Xn, Yn) = (±X0,±Y0)

✌✕ ✔ ✍✌✏✍✓✒✌ ✫✌✒✕✘✛✑✌✔ ✌✙✜✌✙✚✛✌ ✍✓✛
(Xn, Yn)✌✏✕ ✒✌✔✢ ✑ ✌✙✜✌✙✚✛✌ ✍✓✛

(e1, e3)
★

✔ ✕✟ ✕✔ �✤✥✚✩✟✙✜✤✥
✩✘✛✏✄✢✌ ✔✌✏ ✫✓✔✌✢✛✏ ✍✛✘✍✛✌✏ ✚✌

H
✏✘✙✕ ✚✌✢✱ ✎ ✚✌✢✱ ✚✑✏✕✑✙✒✕✌✏ ✰ ✔✓ ✖ ✓✕✛✑✒✌ ✔✑✖ ✑✕✌

✚✌ ✔✓ ✏✢✑✕✌
(Dn)n

✌✏✕ ✢✙ ✍✛✘✣ ✌✒✕✌✢✛ ✏✢✛ ✔ ✍✌✏✍✓✒✌ ✫✌✒✕✘✛✑✌✔ ✌✙✜✌✙✚✛✌ ✍✓✛ ✚✌✢✱ ✫✌✒✕✌✢✛✏
✍✛✘✍✛✌✏

(cα, cβ)
✚✌

H
✓✫✌✒ ★

α = 1
✌✕
α < β

★
β

✌✏✕ ✌✜✓✔ ✎
2

✚☞✏ ✄✢✌
ǫ3 − ǫ2
ǫ3 − ǫ1

>
1

2
.
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✠✞✝✡ ☛✞ ✆✝✂☎✆✞☞ ✞✌✆ ✍✞✡ ✡✎✡✆✏☞ ✞✡
☞ ✑✆✂☛☛☎✒✓✞✡

✦✔ ✕✖✗✘✙✚✛✔ ✔✜✚ ✕✢✣✜✗✕✛✌ ✎ ✤✗ ✘✛✌✜✔✣✚✗✚✙✢✣ ✥ ✍✦✣✔ ✗✥✗✘✚✗✚✙✢✣ ✥✔✜ ✧ ✌✚✖✢✥✔✜ ✥✔
✘✛✢✣ ✔✕✚✙✢✣ ✗✦ ✚✛✗✙✚✔✧ ✔✣✚ ✥✔✜ ✜★✜✚☞✧✔✜ ✧ ✌✚✗✤✤✙✄✦✔✜ ✩ ✜✤ ✛✔✘✛✔✣✥ ✦✣ ✚✛✗✪✗✙✤ ✔✫✔✕✚✦✌
✗✪✔✕ ✂ ✩ ✤✦✬ ✙✭ ✮ ✯ ✩ ✺ ✔✣✕✚✔✦✰ ✱✲✤✳✴ ✔✚ ✲ ✩ ✦✗✣✕☞✜ ✱✦✲�✂ ✜✦✄✴ ✄✦✙ ✗ ✵✗✙✚ ✤ ✍✢✶✣ ✔✚ ✥ ✍✦✣
✛✗✘✘✢✛✚ ✙✣✚✔✛✣✔ ✲✤✳ ✙✬✞✷✚ ✔✚ ✥✔ ✄✦✗✚✛✔ ✙✣✚✔✛✪✔✣✚✙✢✣✜ ✢✛✗✤✔✜ ✎ ✥✔✜ ✕✢✣✭✛☞✜

[
✜✬

] [
✜✞

]
[
✜✸

] [
✜✛

]
✩

✹�
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S
✜✢✙✚ ✌✭✗✤✔ ✎

INb

✩ ✻
✕✖✗✄✦✔ ✙✚✌✛✗✚✙✢✣ ✄✦✳ ✮ ✙✤ ✜ ✍✗✭✙✚ ✥✔ ✕✗✤✕✦✤✔✛ ✤✔ ✘✛✢✣ ✔✕✚✔✦✛

D⋆ ✜✢✤✦✚✙✢✣ ✥✔





Fci = ǫici, ǫ1 ≤ . . . ≤ ǫN ≤ ǫN+1 ≤ . . . ≤ ǫNb
,

cticj = δij ,

D⋆ =
N∑

i=1

cic
t
i.

✱✛ ✩✬✴

✢�
F
✮ ✧ ✗✚✛✙✕✔ ✥✔ ✳✢✕✟ ✕✢✣✜✚✛✦✙✚✔ ✎ ✕✖✗✄✦✔ ✙✚✌✛✗✚✙✢✣ ✄✦✳ ✮ ✔✜✚ ✕✛✔✦✜✔ ✄✦✔✤✤✔ ✄✦✔ ✜✢✙✚

✤✗ ✣✗✚✦✛✔ ✥✦ ✜★✜✚☞✧✔ ✕✢✣✜✙✥✌✛✌ ✜✦✙✚✔ ✗✦ ✕✗✛✗✕✚☞✛✔ ✤✢ ✕✗✤ ✥✔ ✤✗ ✶✗✜✔ ✥✔ ✕✗✤✕✦✤ ✩ ✻✠✣ ✥✔
✜✔ ✘✤✗✕✔✛ ✥✗✣✜ ✤✔ ✕✢✣✚✔✰✚✔ ✧ ✌✚✗✤✤✙✄✦✔ ✮ ✢✣ ✜✦✘✘✢✜✔ ✜✗✣✜ ✘ ✔✛✚✔ ✥✔ ✭✌✣✌✛✗✤✙✚✌

−1 = ǫ1 ≤ . . . ≤ ǫN < 0 < ǫN+1 ≤ . . . ≤ ǫNb
≤ 1.

✱✛ ✩✞✴
✗✪✔✕

ǫ = ǫN+1 = −ǫN ≃ 0
✩ ✻ ✙✣✜✙ ✮ ✔✗ ✭ ✿

✆
✗✼☎ ✘✗ ✡✗✾✁ ✿

ǫF
✔✜✚ ✌✭✗✤ ✎

0
✔✚ ✤✔

�
✼✽

γF

✎

ǫN+1 − ǫN
ǫNb

− ǫ1
=

2ǫ

ǫNb
− ǫ1

≃ 0

� ✆☛ ☞✏✟✟ ✌ ✄ ✍✂✞ ✄✌✍ ✎ ✞✠✎☛✍✌✍ ✍✌ ✟✞☛✏ ✌✑✠✡☛☞
✑✔✜ ✧ ✌✚✖✢✥✔✜ ✥✙✚✔✜ ✥✔ ✘✛✢✣ ✔✕✚✙✢✣ ✙✷✷✚ ✜✔ ✶✗✜✔✣✚ ✜✦✛ ✤✗ ✕✗✛✗✕✚✌✛✙✜✗✚✙✢✣ ✥✔

D⋆✜✦✙✪✗✣✚✔
D⋆ = H(F )

✱✛ ✩✸✴
✢� H ✔✜✚ ✤✗ ✵✢✣✕✚✙✢✣ ✥✌✠✣✙✔ ✜✦✛

[−1, 1]
✘✗✛ H = 1I[−1,0]

✩ ✗ ✤✦✜ ✭✌✣✌✛✙✄✦✔✧✔✣✚ ✮

D = q(F )
✘✢✦✛ ✚✢✦✚ ✘ ✢✤★✣✒✧✔

q
✚✔✤ ✄✦✔ ∣∣∣∣ q(ǫi) = 1 ∀ 1 ≤ i ≤ N

q(ǫi) = 0 ∀ N + 1 ≤ i ≤ Nb
.

✱✛ ✩✛ ✴
✘✣ ✔✜✚ ✥✢✣✕ ✛✗✧✔✣✌ ✎ ✚✛✢✦✪✔✛ ✤✔ ✘✢✤★✣✒✧✔ ✥✔ ✘✤✦✜ ✶✗✜ ✥✔✭✛✌ ✘✢✜✜✙✶ ✤✔ ✗✘✘✛✢✕✖✗✣✚ H✗✦ ✜✔✣✜ ✥✌✠✣✙ ✘✗✛ ✱✛ ✩✛✴ ✩ ✦✢✧✧✔ ✢✣ ✣✔ ✕✢✣✣✗✓✚ ✘✗✜ ✼ ✽ ✾✿❀✾✿ ✤✔✜ ✛✌✔✤✜

ǫi
✮ ✢✣ ✕✖✔✛✕✖✔ ✤✗

✧ ✔✙✤✤✔✦✛✔ ✗✘✘✛✢✰ ✙✧ ✗✚✙✢✣ ✥✔ H ✗✦ ✜✔✣✜ ✥✔ ✤✗ ✣✢✛✧ ✔ ✙✣✠✣✙✔ ✜✦✛
[−1,−ǫ]∪[ǫ, 1]

✩ ✦✢✧✧✔
H ✜ ✍✗✘✘✛✢ ✕✖✔ ✥ ✍✦✣ ✌✕✖✔✤✢✣ ✥ ✍✗✦✚✗✣✚ ✘✤✦✜ ✄✦✔

ǫ
✔✜✚ ✵✗✙✶ ✤✔ ✮ ✢✣ ✥✢✙✚ ✛✔✕✢✦✛✙✛ ✎ ✦✣

✘✢✤★✣✒✧✔
q
✥✔ ✥✔✭✛✌ ✥ ✍✗✦✚✗✣✚ ✘✤✦✜ ✌ ✤✔✪✌ ✄✦✔

ǫ
✔✚ ✥✢✣✕

γ
✔✜✚ ✵✗✙✶ ✤✔ ✩ ✑✔ ✕✗✛✗✕✚☞✛✔ ✕✛✔✦✰

✥✔
D⋆ ✔✜✚ ✔✣ ✕✢✣✜✌✄✦✔✣✕✔ ✥ ✍✗✦✚✗✣✚ ✧ ✢✙✣✜ ✘✛✢✣✢✣✕✌ ✄✦✔

γ
✔✜✚ ✘ ✔✚✙✚ ✩ ✑✔✜ ✜★✜✚☞✧✔✜

✧ ✌✚✗✤✤✙✄✦✔✜ ✜✔ ✕✗✛✗✕✚✌✛✙✜✗✣✚ ✘✗✛
γ ≃ 0

✮ ✤✗ ✧ ✗✚✛✙✕✔
D⋆ ✔✜✚ ✘✤✔✙✣✔ ✩ ✑ ✍✌✪✗✤✦✗✚✙✢✣ ✥✔

q(F )
✧ ☞✣✔ ✘✗✛ ✜✦✙✚✔ ✎ ✥✔✜ ✘✛✢✥✦✙✚✜ ✧ ✗✚✛✙✕✙✔✤✜ ✘ ✤✔✙✣✜ ✔✚ ✕✢✣✥✦✙✚ ✎ ✦✣✔ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✥✔

✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ O
(
N3
) ✘✢✦✛ ✤✔ ✚✛✗✙✚✔✧ ✔✣✚ ✥✔ ✚✔✤✜ ✜★✜✚☞✧✔✜ ✩

✔✕✖✗✖✕✘✙✗✚✛✙✜ ✢✖✗
Nb = O(N) ✣
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F
✗✦✚✢✦✛ ✥✦

✣✙✪✔✗✦ ✥✔ ✳✔✛✧ ✙ ✙✕✙ ✌✭✗✤ ✎
0
✩ ✦✔✚✚✔ ✚✔✕✖✣✙✄✦✔ ✔✜✚ ✕✢✣✣✦✔ ✜✢✦✜ ✤✔ ✚✔✛✧ ✔ ✥✔ ✘✞✠ ✼✮✿❀✭ ✩

✑✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✥✔ ✥✌☎✗✚✙✢✣ ✜✔ ✥✌✛✢✦✤✔ ✔✣ ✚✛✢✙✜ ✌✚✗✘ ✔✜ ☎
✬ ✘✣ ✕✗✤✕✦✤✔

2d
✌ ✤✌✧✔✣✚✜ ✘✛✢✘✛✔✜

(ci, ǫi)i=N−d+1,N+d
✥✔

F
✗✦✚✢✦✛ ✥✦ ✣✙✪✔✗✦ ✥✔
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✥✔✜✜✦✜ ✔✚ ✔✣ ✥✔✜✜✢✦✜ ✥✦ ✣✙✪✔✗✦ ✥✔ ✳✔✛✧ ✙✴ ✩ ✑✔ ✕✗✤✕✦✤ ✥✔✜ ✌ ✤✌✧✔✣✚✜ ✘✛✢✘✛✔✜

(ci, ǫi)✕✢✛✛✔✜✘ ✢✣✥ ✎ ✤✗ ✛✔✕✖✔✛✕✖✔ ✥✔✜
2d

✘✤✦✜ ✭✛✗✣✥✜ ✌✤✌✧✔✣✚✜ ✘✛✢✘✛✔✜ ✥✔
F−1 ✱✕✢✧✧✔

ǫF = 0
✴ ✔✚ ✔✜✚ ✛✌✗✤✙✜✌ ✎ ✤ ✍✗✙✥✔ ✥✔ ✤ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✡✁✽ ✔✿✕✿✮ ☛ ✗✂ ✮☞✾✮ ✌✍✭✎✔✘✏ ✱✜�✑ ✴

✙✬✞✬✚ ✩ ✑✔✜ ✧ ✌✚✖✢✥✔✜ ✥✔ ✜✢✦✜✟✔✜✘✗✕✔ ✚✔✤✤✔ ✜�✑ ✦✚✙✤✙✜✔✣✚ ✥✔✜ ✘✛✢✥✦✙✚✜ ✁ ☞✮✍✏✕✗✒
✆
✗✕✮✗☎✍✓ ✵✗✙✜✗✣✚ ✙✣✚✔✛✪✔✣✙✛

F−1 ✔✚ ✥✔✜ ✥✙✗✭✢✣✗✤✙✜✗✚✙✢✣✜ ✥✔ ✧ ✗✚✛✙✕✔✜ ✥✔ ✚✗✙✤✤✔
✘✛✢✘✢✛✚✙✢✣✣✔✤✤✔ ✎

d
✙✬✬✬✚ ✩

✬ ✘✣ ✗✘✘✤✙✄✦✔ ✦✣✔ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✥✔ ✘✛✢✣ ✔✕✚✙✢✣ ✎ ✤✗ ✧ ✗✚✛✙✕✔
F̄

✥✌✠✣✙✔ ✘✗✛

F̄ = F −
N+d∑

i=N−d+1

ǫicic
t
i,

✱✛ ✩✔✴

✔✚ ✥✔ ✭✗✘
γF̄ =

ǫN+d+1 − ǫN−d

2ǫ
γF

✘✤✦✜ ✭✛✗✣✥ ✄✦✔ ✤✔ ✭✗✘ ✥✔
F
✩

✬ ✘✣ ✕✢✣✜✚✛✦✙✚ ✤ ✍✗✘✘✛✢✰ ✙✧ ✗✚✙✢✣
Dq

✥✔
D⋆ ✘✗✛

Dq = q(F̄ ) +
N+d∑

i=N−d+1

1Iǫi<0 cic
t
i.

✑✗ ✕✗✤✕✦✤ ✚✖✌✢✛✙✄✦✔ ✥✔ ✤✗ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ ✚✢✚✗✤✔ ✥✔ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✣ ✍✔✜✚ ✘✗✜ ✗✕✕✔✜✜✙✶ ✤✔
✥✗✣✜ ✤✔ ✕✗✜ ✭✌✣✌✛✗✤ ✩ ✜✤ ✔✜✚ ✛✌✗✤✙✜✗✶✤✔ ✥✗✣✜ ✤✔✜ ✥✔✦✰ ✕✗✜ ✜✦✙✪✗✣✚✜ ☎

✬ ✱✙✴
F

✔✜✚ ✦✣✔ ✧ ✗✚✛✙✕✔ ✶✗✣✥✔ ✔✚ ✢✣ ✣✔ ✚✛✢✣✄✦✔ ✘✗✜ ✤✔✜ ✘✛✢✥✦✙✚✜ ✧ ✗✚✛✙✕✙✔✤✜ ✮
✬ ✱✙✙✴

F
✔✜✚ ✦✣✔ ✧ ✗✚✛✙✕✔ ✕✛✔✦✜✔ ✭✌✣✌✛✗✤✔ ✔✚ ✢✣ ✚✛✢✣✄✦✔ ✤✔✜ ✕✗✤✕✦✤✜ ✖✢✛✜ ✥ ✍✦✣

✁ ☞✂✆☎ ✗ ✘✗ ✕☞ ✔✕☎ ✔ ✘✛✌✥✌✠✣✙ ✘✗✛ ✦✣ ✣✢✧✶✛✔ ✥✔ ✕✢ ✔✕ ✕✙✔✣✚✜
nm

✕✢✣✜✚✗✣✚ ✘✗✛ ✤✙✭✣✔
✔✚ ✙✣✥✌✘ ✔✣✥✗✣✚ ✥✔

N
✮ ✔✣ ✜✦✘✘✢✜✗✣✚ ✄✦✔ ✤✗ ✚✛✢✣✕✗✚✦✛✔ ✥✔✜ ✕✗✤✕✦✤✜ ✣✔ ✘ ✔✛✚✦✛✶ ✔

✘✗✜ ✤✗ ✕✢✣✪✔✛✭✔✣✕✔ ✥✔ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✩

✂ ✕✟ ✕✖ ✖ ✧✢✢ ✘✩ ✙✟✛ ✩✘ ✚✧✩✚✟ ✩ ✫ ✗✡ ✩✡★✘✥✣✙ ✢✛✤✢✛✘✙
✑ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✜�✑ ✔✜✚ ✥✌✕✛✙✚ ✘ ✤✦✜ ✔✣ ✥✌✚✗✙✤ ✥✗✣✜ ✕✔✚✚✔ ✜✔✕✚✙✢✣ ✩ ✤✗✣✜ ✤✗ ✜✦✙✚✔ ✮

A✥✌✜✙✭✣✔ ✤✗ ✧ ✗✚✛✙✕✔
F−1 ✮ Id ✤✗ ✧ ✗✚✛✙✕✔ ✙✥✔✣✚✙✚✌ ✔✚

(., .)
✛✔✘✛✌✜✔✣✚✔ ✤✔ ✘✛✢✥✦✙✚ ✜✕✗✤✗✙✛✔

✔✦✕✤✙✥ ✙✔✣ ✥✗✣✜
IRNb

✩ ✗✗✛ ✗✙✤✤✔✦✛✜ ✮ ✢✣ ✕✖✔✛✕✖✔ ✎ ✕✗✤✕✦✤✔✛ ✤✔✜
p

✘✤✦✜ ✭✛✗✣✥✜ ✌ ✤✌✧✔✣✚✜
✘✛✢✘✛✔✜

(uj, λj)i=j,p

✥✔
A
✮

✘ ✙✚✛✘ ✕✜✖✕✢✛ ✜✛✘ ✗✙✖ ✣✚✛✖✤✣✜ ✢✖✗ ✢✛✜ ✥ ✙✘✜✚✙✜ ✚✘✙✗✖✘✚✦✜ ✙✜ ✕✚✥✢ ✣✜✧ ✚✘✙
O(Nb)

✕✚✥✥ ✜
F

✜✛✘ ✕✗✜✢ ✛✜
★✩✩✪✫ ✣
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✑✢✛✄✦ ✍✢✣ ✕✖✔✛✕✖✔ ✤✔ ✘✤✦✜ ✭✛✗✣✥ ✌ ✤✌✧✔✣✚ ✘✛✢✘✛✔ ✔✣ ✪✗✤✔✦✛ ✗✶✜✢✤✦✔

(u1, λ1)
✥ ✍✦✣✔

✧✗✚✛✙✕✔
A
✮ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✥✔✜ ✘✦✙✜✜✗✣✕✔✜ ✙✚✌✛✌✔✜ ✜ ✍✙✧✘✢✜✔ ✕✢✧✧✔ ✦✣✔ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✥✔ ✕✖✢✙✰ ✩

✲ ✤✤✔ ✜✦✙✚ ✤✔ ✜✕✖✌✧✗ ✜✦✙✪✗✣✚ ☎

• ✕☎ ✎✏✂ ✏✍
v1

✮✗✔ ✆☎ ✗ ‖v1‖ = 1
✆

• ✂ ✎☎✍ i = 1, ✄ ☎✂✆☎ ✁✁ ✕✎✭
✆
✗✍

�
✗✭ ✕✗ ✘✗

(vi, θi)
⋄ v = Avi,
⋄ θi = vt

iv,
⋄ vi+1 = v/‖v‖,

• ☎ ✭
✄ ✙

(v1, u1) 6= 0
✮
(vi, θi)

✕✢✣✪✔✛✭✔ ✪✔✛✜
(u1, λ1)

✩

✞ ✝✁ ✝✥ ✝✁ ✧✕ ✔ ✁✍✣✓✠✏ ✠✏✙ ✎✍✁✢✕✍✎✓✖✙ ✓✢✍✣✓✜✓✖✕✌✏✙
✑✢✛✜✄✦✔

p > 1
✮ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✥✔✜ ✘✦✙✜✜✗✣✕✔✜ ✙✚✌✛✌✔✜ ✜✔ ✭✌✣✌✛✗✤✙✜✔ ✎ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✥✔✜

✙✚✌✛✗✚✙✢✣✜ ✢✛✚✖✢✭✢✣✗✤✔✜ ☎

• ✕☎ ✎✏✂ ✏✍
V1 ∈ M(Nb, p)

✎✍✮☎ ✎✭✎✍✁ ☞ ✔✗✆
• ✂ ✎☎✍ i = 1, ✄ ☎✂✆☎ ✁✁ ✕✎✭

✆
✗✍

�
✗✭ ✕✗ ✘✗

Vi

⋄ V = AVi,
⋄ ✎✍✮☎ ✎✭✎✍✁ ☞ ✔✏✂☞✮✏✎✭ ✘✗

V ✆ V = QR
✆

⋄ Vi+1 = Q,
• ☎ ✭

✄ ✙ ∀ 1 ≤ j ≤ p, V t
1uj 6= 0IRp

✮ ✗✤✢✛✜
Vi

✕✢✣✪✔✛✭✔ ✪✔✛✜ ✦✣✔ ✶✗✜✔ ✢✛✚✖✢✣✢✛✧ ✗✤✔ ✥✔
✤ ✍✔✜✘✗✕✔ ✪✔✕✚✢✛✙✔✤ ✔✣✭✔✣✥✛✌ ✘✗✛ ✤✔✜ ✪✔✕✚✔✦✛✜

uj

✩ ✑ ✍✢✛✚✖✢✣✢✛✧ ✗✤✙✜✗✚✙✢✣ ✥✔
V

✎ ✕✖✗✄✦✔
✙✚✌✛✗✚✙✢✣ ✔✜✚ ✛✌✗✤✙✜✌✔ ✘✗✛ ✦✣✔ ✵✗✕✚✢✛✙✜✗✚✙✢✣

QR
✩ ✑✢✛✜✄✦✔

p = Nb

✮ ✕✔✚ ✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✔✜✚
✜✢✦✜ ✕✔✛✚✗✙✣✔✜ ✖★✘✢✚✖☞✜✔✜ ✌✄✦✙✪✗✤✔✣✚ ✎ ✤ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔

QR
✚✛☞✜ ✦✚✙✤✙✜✌ ✘✢✦✛ ✤✗ ✥✙✗✭✢✣✗✟

✤✙✜✗✚✙✢✣ ✕✢✧✘✤☞✚✔ ✥ ✍✦✣✔ ✧✗✚✛✙✕✔ ✙✬✬✓✚ ✩

✞ ✝✁ ✝✥ ✝✆ ✧✏✙ ✔ ✁✍✣✓✠✏✙ ✠✏ ✙✓☞✙✝✏✙✘✕✗✏
✑ ✤✗ ✕✢✣✪✔✛✭✔✣✕✔ ✮ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✥✔✜ ✙✚✌✛✗✚✙✢✣✜ ✢✛✚✖✢✭✢✣✗✤✔✜ ✭✌✣☞✛✔ ✤✔ ✜✢✦✜✟✔✜✘✗✕✔

✔✣✭✔✣✥✛✌ ✘✗✛ ✤✔✜ ✪✔✕✚✔✦✛✜
ui

✕✖✔✛✕✖✌✜ ✎ ✤ ✍✗✙✥✔ ✥✔
A
✩ ✑✔✜ ✧ ✌✚✖✢✥✔✜ ✥✔ ✜✢✦✜✟✔✜✘✗✕✔

✭✌✣✌✛✗✤✙✜✔✣✚ ✕✔✚✚✔ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✙✬✬✬✚ ☎

• ✕☎ ✎✏✂ ✏✍
V1 ∈ M(Nb, p)

✎✍✮☎ ✎✭✎✍✁ ☞ ✔✗✆ ✗✮
P1

☎✭ ✂ ✎✔�✭✞✁ ✗✆
• ✂ ✎☎✍ i = 1, ✄ ☎✂✆☎ ✁✁ ✕✎✭

✆
✗✍

�
✗✭ ✕✗

⋄ V = Pi(A)Vi

✆
⋄ ✎✍✮☎ ✎✭✎✍✁ ☞ ✔✏✂☞✮✏✎✭ ✘✗

V ✆ V = Vi+1R
✆

⋄ ✕☞ ✔✕☎ ✔ ✘✗ ✔☞ ✁ ☞✮✍✏✕✗
Hi+1 = V t

i+1AVi+1
✆

⋄ ✕☞ ✔✕☎ ✔ ✘✗✂
p ✂ ✔☎✂

�
✍☞✭✘✂ ✞✔✞✁ ✗✭✮✂ ✂ ✍✎✂ ✍✗✂ (zj

i , µ
j
i )j=1,p

✘✗
Hi+1

✆
⋄ ✕☞ ✔✕☎ ✔ ✘✗

Pi+1

✁ ✔ ✁☞✏✘✗ ✘✗✂
µj

i

✆
• ☎ ✭
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V1

✄✦✔ ✘✛✌✕✌✥✔✧✧✔✣✚ ✮ ✤✔✜ ✌ ✤✌✧✔✣✚✜
(zj

i , µ
j
i )j

✕✢✣✪✔✛✭✔✣✚
✪✔✛✜ ✤✔✜ ✌✤✌✧✔✣✚✜

(uj, λj)j

✩ ✑✔✜ ✘ ✢✤★✣✒✧✔✜
Pi

✮ ✤✔ ✘✤✦✜ ✜✢✦✪✔✣✚ ✕✢✣✜✚✛✦✙✚✜ ✎ ✘✗✛✚✙✛ ✥✔✜
✘✢✤★✣✒✧✔✜ ✥✔ ✦✖✔✶★✜✖✔✪ ✙✬✬✢✚ ✮ ✘ ✔✛✧ ✔✚✚✔✣✚ ✥ ✍✗✕✕✌✤✌✛✔✛ ✤✗ ✕✢✣✪✔✛✭✔✣✕✔ ✥✔ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔
✪✔✛✜ ✤✔✜ ✧ ✢✥✔✜ ✘✛✢✘✛✔✜ ✕✖✔✛✕✖✌✜ ✩

✞ ✝✁ ✝✥ ✝✞ ✧✕ ✔ ✁✍✣✓✠✏ ✠ ✟✠ ✢✖✓✌✠ ✎
✡ ✢✎✖✗✎✘ ✏ ✠✏ ✌✕ ✔ ✁✍✣✓✠✏

✤ ✗✣✜ ✤✔✜ ✧ ✌✚✖✢✥✔✜ ✥✔ ✜✢✦✜✟✔✜✘✗✕✔ ✮ ✤✗ ✧ ✗✚✛✙✕✔
Hi

✔✜✚ ✛✔✕✢✣✜✚✛✦✙✚✔ ✎ ✕✖✗✄✦✔ ✙✚✌✟
✛✗✚✙✢✣ ✩ ✑✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✥ ✍✑ ✛✣✢✤✥✙ ✛✔✧ ✌✥✙✔ ✎ ✕✔ ✘✛✢✶✤☞✧✔ ✔✣ ✦✚✙✤✙✜✗✣✚ ✤✗ ✘✛✢✘✛✙✌✚✌ ✥✔✜
✔✜✘✗✕✔✜ ✥✔ ✟ ✛★ ✤✢✪ ✔✚ ✔✣ ✛✔✤✗✰✗✣✚ ✤✗ ✥✙✧ ✔✣✜✙✢✣ ✥✔ ✤✗ ✧ ✗✚✛✙✕✔

Vi

✩ ✦✔✚ ✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✜✦✙✚
✤✔ ✜✕✖✌✧✗ ✜✦✙✪✗✣✚ ✙✬✞✔✚ ☎

• ✕☎ ✎✏✂ ✏✍
v1

✮✗✔ ✆☎ ✗ ‖v1‖ = 1
✆

• ✂ ✎☎✍ m = 1
✆ ✄ ☎✂✆☎ ✁✁ ✂ ✮☞

�
✭☞✮✏✎✭ ✘✗ Km(A, v1) ✂☞☎ ✂ ✔☎✂ n ✏✮✞✍☞✮✏✎✭✂✄

⋄ ✕✎✭✂ ✮✍☎ ✕✮✏✎✭ ✘ ✁☎✭✗ ✁☞✂ ✗ ✎✍✮☎ ✎✭✎✍✁ ☞ ✔✗
Vm

✘✗ Km(A, v1)
✆

⋄ ✕✎✭✂ ✮✍☎ ✕✮✏✎✭ ✘✗
Hm = V t

mAVm

✆
⋄ ✕☞ ✔✕☎ ✔ ✘✗✂ ✞✔✞✁ ✗✭✮✂ ✂ ✍✎✂ ✍✗✂ (zj

m, µ
j
m)j=1,p

✘✗
Hm

✆
• ☎ ✭✢� Km(A, v1)
✥✌✜✙✭✣✔ ✤ ✍✔✜✘✗✕✔ ✥✔ ✟ ✛★ ✤✢✪ ✛✔✤✗✚✙✵ ✎

A
✥✔ ✥✙✧ ✔✣✜✙✢✣

m
✗✜✜✢✕✙✌ ✎

v1✥✌✠✣✙ ✘✗✛

Km(A, v1) =
✂✔✕✚

(v1, Av1, ..., A
m−1v1).

✄✓✖✙✍✢☞✗✍✎✓✖ ✠✏
V☛

✏✍
H☛

✑✗ ✕✢✣✜✚✛✦✕✚✙✢✣ ✥✔✜ ✧ ✗✚✛✙✕✔✜
Vm

✔✚
Hm

✔✜✚ ✔✫✔✕✚✦✌✔ ✕✢✤✢✣✣✔ ✘✗✛ ✕✢✤✢✣✣✔ ✜✦✙✪✗✣✚
✤✔ ✘✛✢✕✔✜✜✦✜ ✙✚✌✛✗✚✙✵ ✥ ✍✑ ✛✣✢✤✥✙ ☎

• ✕☎ ✎✏✂ ✏✍
v1

✮✗✔ ✆☎ ✗ ‖v1‖ = 1
✆

• ✂ ✎☎✍ ✮✎☎ ✮
1 ≤ j ≤ m− 1

✞ ☞✏✍✗
⋄ w = Avj

✆
⋄ ✂ ✎☎✍ i = 1, j

◦ (hm)ij = (w, vi)
✆

◦ w = w − (hm)ijvi

✆
⋄ ☎ ✭
⋄ (hm)j+1,j = ‖w‖✆
⋄ vj+1 =

w

(hm)j+1,j

✆
• ☎ ✭

✦✔ ✘✛✢✕✌✥✌ ✜ ✍✌✕✛✙✚ ✜✢✦✜ ✤✗ ✵✢✛✧ ✔ ✧✗✚✛✙✕✙✔✤✤✔ ✜✦✙✪✗✣✚✔

∀ m ✚✔✤ ✄✦✔
(hm)m+1,m 6= 0

∣∣∣∣∣∣

AVm = Vm+1Hm+1,m,
= VmHm + (hm)m+1,mvm+1e

t
m,

V t
mAVm = Hm.

✱✛ ✩✢✴
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✢� ✤✔✜ ✪✔✕✚✔✦✛✜
(ei)

✜✢✣✚ ✤✔✜ ✪✔✕✚✔✦✛✜ ✥✔ ✤✗ ✶✗✜✔ ✕✗✣✢✣✙✄✦✔ ✮
Hm

✔✜✚ ✤✗ ✧ ✗✚✛✙✕✔ ✥✔✜
✕✢ ✔✕ ✕✙✔✣✚✜

(hm)ij

✔✚
Hm+1,m

✔✜✚ ✤✗ ✧ ✗✚✛✙✕✔ ✥✔ � ✔✜✜✔✣✶✔✛✭ ✵✢✛✧ ✌✔ ✎ ✤ ✍✗✙✥✔ ✥✔
Hm

✔✚
(hm)m+1,m

✩ ✑✗ ✧✗✚✛✙✕✔
Vm

✪✌✛✙✠✔ ✘✗✛ ✕✢✣✜✚✛✦✕✚✙✢✣
V t

mVm = Im
✩

0

Hm

(hm)m+1,m

Hm+1,m =

✡ ✢✓✘✢✎✁✍✁✙ ✠✏ ✌✕ ✔ ✁✍✣✓✠✏
✑✢✛✜✄✦✔

A
✔✜✚ ✜★✧ ✌✚✛✙✄✦✔ ✮ ✤✗ ✧ ✗✚✛✙✕✔

Hm

✤ ✍✔✜✚ ✗✦✜✜✙ ✩ ✘✣ ✗ ✗✦✜✜✙

(hm)m+1,m = 0 ⇐⇒ AKm(A, v1) = Km(A, v1).
✱✛ ✩✁✴

✦✔✚✚✔ ✘✛✢✘✛✙✌✚✌ ✘ ✔✛✧ ✔✚ ✥✔ ✥✌✕✔✤✔✛ ✤✗ ✜✚✗✭✣✗✚✙✢✣ ✥✔ Km(A, v1)
✔✚ ✥✢✣✕ ✥ ✍✗✛✛✆✚✔✛ ✤ ✍✗✤✟

✭✢✛✙✚✖✧✔ ✩ ✑✔✜ ✌ ✤✌✧✔✣✚✜
(zj

m, µ
j
m)

✜✢✣✚ ✗✤✢✛✜ ✤✔✜ ✌✤✌✧✔✣✚✜ ✘✛✢✘✛✔✜
(uj, λj)

✚✔✤✜ ✄✦✔
(v1, uj) 6= 0

✩ ✗✗✛ ✕✢✣✜✌✄✦✔✣✚ ✮ ✤ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✘✔✦✚ ✕✢✣✪✔✛✭✔✛ ✔✣ ✦✣ ✣✢✧✶✛✔ ✥ ✍✙✚✌✛✗✚✙✢✣✜
✚✛☞✜ ✭✛✗✣✥ ✘✗✛ ✛✗✘✘✢✛✚ ✗✦ ✣✢✧✶✛✔

p
✥✔ ✪✗✤✔✦✛✜ ✘✛✢✘✛✔✜ ✕✖✔✛✕✖✌✔✜ ✩ ✤ ✗✣✜ ✕✔✚✚✔ ✜✙✟

✚✦✗✚✙✢✣ ✮ ✤ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✥✔✪✙✔✣✚ ✙✣✔✕ ✕✗✕✔ ✘✦✙✜✄✦ ✍✢✣ ✥✢✙✚ ✥✙✗✭✢✣✗✤✙✜✔✛ ✦✣✔ ✧ ✗✚✛✙✕✔ ✥✔
✭✛✗✣✥✔ ✚✗✙✤✤✔ ✩ ✗✗✛ ✗✙✤✤✔✦✛✜ ✮ ✦✣✔ ✘ ✔✛✚✔ ✥ ✍✢✛✚✖✢✭✢✣✗✤✙✚✌ ✥✔ ✤✗ ✧ ✗✚✛✙✕✔

Vm
✔✜✚ ✕✢✣✜✚✗✚✌✔

✤✢✛✜✄✦✔
m

✥✔✪✙✔✣✚ ✭✛✗✣✥ ✩

✞ ✝✁ ✝✥ ✝� ✧ ✟✕✌✜✓✢✎✍✣✔✏ ✡✁✂ ✔✏✕✏✮ ☛ ✗✂ ✮☞✍✮ ✌✍✭✎✔✘✏ ✚☎✂✠ ✛
✜✤ ✔✜✚ ✣✌✕✔✜✜✗✙✛✔ ✤✔ ✘✤✦✜ ✜✢✦✪✔✣✚ ✥✔ ✛✔✥✌✧✗✛✛✔✛ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✥ ✍✑ ✛✣✢✤✥✙ ✘✢✦✛ ✦✣✔

✪✗✤✔✦✛ ✜✔✦✙✤ ✥✔
m

✩ ✄✢✙✚
vnew
1

✤✔ ✣✢✦✪✔✗✦ ✪✔✕✚✔✦✛ ✥✔ ✥✌✘✗✛✚ ✮ ✦✣ ✛✔✥✌✧✗✛✛✗✭✔ ✘ ✔✛✚✙✣✔✣✚
✜✔ ✥✢✙✚ ☎

✬ ✥ ✍✦✚✙✤✙✜✔✛ ✤ ✍✙✣✵✢✛✧ ✗✚✙✢✣ ✥✢✣✣✌✔ ✘✗✛ ✤✔✜ ✌✤✌✧✔✣✚✜
(zj , µj)

✘✢✦✛ ✗✕✕✌✤✌✛✔✛ ✤✗ ✕✢✣✪✔✛✟
✭✔✣✕✔ ✪✔✛✜ ✤✔✜ ✌ ✤✌✧✔✣✚✜ ✘✛✢✘✛✔✜ ✕✖✔✛✕✖✌✜ ✮

✬ ✥✔ ✣✔ ✘✗✜ ✛✔✕✗✤✕✦✤✔✛ ✤✗ ✧ ✗✚✛✙✕✔
Hp+1,p

✱✢✣ ✕✖✔✛✕✖✔
p

✪✗✤✔✦✛✜ ✘✛✢✘✛✔✜✴ ✘✗✛
p✙✚✌✛✗✚✙✢✣✜ ✥ ✍✑ ✛✣✢✤✥✙ ✎ ✘✗✛✚✙✛ ✥✔

vnew
1

✩
✠ ✌✜✓✢✎✍✣✔✏

☛✣✔ ✜✢✤✦✚✙✢✣ ✌✤✌✭✗✣✚✔ ✎ ✕✔ ✘✛✢✶✤☞✧✔✔✜✚ ✥✢✣✣✌✔ ✘✗✛ ✤ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✜�✑ ✙✬✛✢✚ ☎

• ✕☎ ✎✏✂ ✏✍
v1

✭✎✍✁ ✞✆ ✗✮
m

✮✗✔ ✆☎ ✗
p+m

✂✎✏✮ ✔☞ ✘✏✁ ✗✭✂ ✏✎✭ ✁ ☞� ✏✁ ☞ ✔✗ ✘✗ ✮✍☞
✆
☞✏✔

☞☎ ✮✎✍✏✂ ✞✗
✝
✄ ✎✏✮

H
(1)
p+1,p

✔☞ ✁ ☞✮✍✏✕✗ ✎✁✮✗✭☎ ✗ ☞✂ ✍☎✂ p ✏✮✞✍☞✮✏✎✭✂ ✘✗ ✔ ✁☞ ✔
�
✎✍✏✮☎✁ ✗ ✘ ✁✌✍✭✎✔✘✏

✁ ✂☞✍✮✏✍ ✘✗
v1

✆
• ✂ ✎☎✍ k = 1

✆ ✄ ☎✂✆☎ ✁✁ ✕✎✭
✆
✗✍

�
✗✭ ✕✗✆

✝ ✕ ✞✜✛✘✟✠✟✙ ✚✗✜ ✡✢ ✛☛✢ ✞✠ ✣ ✞✚✤✘✜✛✘✚✚✛ ✖✦✜✕ ✣✖ ✢✗✙✕✚✛✚✚✛ ✛✚✢✜✖✚✘✙✜ ✙✜✛
p

✢ ✣✢ ✛ ✢✜✘✚✘✛ ✙ ✣✙✥ ✜✛✘✛
(uj , λj)✘✜ ✣✛ ☛✢✜

vt
1
uj 6= 0 ✣
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⋄ ✎✁✮✗✭✮✏✎✭ ✘✗
H

(k)
p+m

✂☎ ✏✮✗ ✁
m

✏✮✞✍☞✮✏✎✭✂ ✘ ✁✌✍✭✎✔✘✏ ✂☎✂✂ ✔✞✁ ✗✭✮☞✏✍✗✂ ✁

✂☞✍✮✏✍ ✘✗
H

(k)
p+1,p

✆
⋄ ✕☞ ✔✕☎ ✔ ✘✗✂ ✗✂ ✮✏✁ ☞✮✏✎✭✂ ✘ ✁✞✔✞✁ ✗✭✮✂ ✂ ✍✎✂ ✍✗✂ (zj

k, µ
j
k)j=1, p+m

✘✗
A

✗✭ ✘✏☞
�
✎✒

✭☞ ✔✏✂☞✭✮
H

(k)
p+m

✆
⋄ ✕☞ ✔✕☎ ✔ ✘✗

vk+1

✁ ✔ ✁☞✏✘✗ ✘✗✂
(zj

k, µ
j
k)

✆
⋄ ✎✁✮✗✭✮✏✎✭ ✘✗

H
(k+1)
p+1,p

✕✎✁✭✕✏✘☞✭✮ ☞
✆
✗✕ ✔☞ ✁ ☞✮✍✏✕✗ ✆☎ ✁✎✭ ✎✁✮✏✗✭✘✍☞✏✮ ✗✭ ✗✞ ✒

✞ ✗✕✮☎☞✭✮
p
✏✮✞✍☞✮✏✎✭✂ ✘ ✁✌✍✭✎✔✘✏ ✁ ✂☞✍✮✏✍ ✘✗
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✥✌✠✣✙ ✘✗✛
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k
✩ ✑ ✤✗ ✠✣ ✥✔ ✤ ✍✙✚✌✛✗✚✙✢✣
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✩ ✜✤ ✪ ✙✔✣✚ ✘✗✛ ✱✛ ✩✢✴
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✘✣ ✕✢✣✜✙✥☞✛✔ ✤✔ ✛✌✔✤

ν1 ✮ ✤✗ ✵✗✕✚✢✛✙✜✗✚✙✢✣
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✧ ☞✣✔ ✎
Hp+m − ν1Id = Q1R1

✩ ✗✗✛ ✱✛ ✩✓✴ ✮
✢✣ ✗
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Ṽp

✩

✂ ✕✟ ✕✟ �✧✩✚✟ ✩ ✫✘ ✩✧ ★✧✣✛✜✚✘ ✫✘✥✙✜✣✡
✦✢✧✧✔ ✤✗ ✧ ✗✚✛✙✕✔

F̄
✣ ✍✔✜✚ ✘✗✜ ✕✛✔✦✜✔ ✮ ✢✣ ✣✔ ✘✔✦✚ ✘✗✜ ✛✌✗✤✙✜✔✛ ✤✔ ✕✗✤✕✦✤

q(F̄ )
✮ ✔✚

✥✢✣✕ ✕✔✤✦ ✙ ✥✔
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✥✌✠✣✙✚✙✢✣

Dq = q(F̄ ) +

N+d∑

i=N−d+1

1Iǫi<0 cic
t
i

✜✢✙✚ ✮ ✘✗✛ ✥✌✠✣✙✚✙✢✣ ✥✔
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✮
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t
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(Dq)ij

✚✔✤✜ ✄✦✔
Fij 6= 0

✜✦✕ ✜✔✣✚ ✘✢✦✛ ✗✕✕✌✥✔✛ ✎
✤ ✍✌✣✔✛✭✙✔ ✔✚ ✗✦✰ ✵✢✛✕✔✜ ✌✤✔✕✚✛✢✣✙✄✦✔✜ ✩

✂ ✕✟ ✕✔ �✤★✢✩✘✆ ✜✣✡ ✣✠✡✤✛✜✝✟✘ ✫✘ ✩✧ ★ ✡✣✠✤✫✘
✑ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✗ ✦✣✔ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ ✚✖✌✢✛✙✄✦✔ ✚✢✚✗✤✔ C(d,N)

✄✦✙ ✥✌✘✔✣✥ ✥✦ ✣✢✧✶✛✔
✥ ✍✌ ✤✌✧✔✣✚✜ ✘✛✢✘✛✔✜

2d
✕✗✤✕✦✤✌✜ ✔✚ ✥✦ ✣✢✧✶✛✔ ✚✢✚✗✤

N
✥ ✍✌ ✤✌✧✔✣✚✜ ✘✛✢✘✛✔✜ ✕✗✛✗✕✚✌✛✙✜✗✣✚

D⋆ ✱✢✣ ✛✗✘✘✔✤✤✔ ✄✦✔
Nb = O(N)

✴ ✩ ✑✗ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ ✢✘✚✙✧ ✗✤✔ ✥✔ ✤ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✜ ✍✢✶✚✙✔✣✚
✘✢✦✛ ✤✗ ✪✗✤✔✦✛

d⋆(N)
✄✦✙ ✧ ✙✣✙✧ ✙✜✔ C(d,N)

✩

✞ ✝✁ ✝✆ ✝✥ ✄✕✌✗☞ ✌ ✠✏✙ ✁ ✌✁✔✏✖✍✙ ✘✢✓✘✢✏✙
✄✢✙✚

l
✤✗ ✥✙✧ ✔✣✜✙✢✣ ✧ ✗✰✙✧ ✗✤✔ ✥✔ ✚✛✗✪✗✙✤ ✗✦✚✢✛✙✜✌ ✥✗✣✜ ✤ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✜�✑ ✮ ✦✣✔

✙✚✌✛✗✚✙✢✣ ✥✔ ✕✔✚ ✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✥✔✧ ✗✣✥✔
✬
l
✛✌✜✢✤✦✚✙✢✣✜ ✥✔ ✜★✜✚☞✧✔ ✤✙✣✌✗✙✛✔ ✕✖✗✕✦✣✔ ✥✔ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ O(N)

✕✢✧✧✔
F

✔✜✚
✕✛✔✦✜✔ ✔✚

Nb = O(N)
✮

✬ ✤✗ ✕✢✣✜✚✛✦✕✚✙✢✣ ✥✔ ✤✗ ✧ ✗✚✛✙✕✔
Hl,l

✚✛✙✥ ✙✗✭✢✣✗✤✔ ✱✕✢✧✧✔
F
✮ ✔✚ ✥✢✣✕

F−1 ✮ ✜✢✣✚ ✜★✟✧ ✌✚✛✙✄✦✔✜✴ ✜✗✕✖✗✣✚ ✄✦✔ ✕✖✗✄✦✔ ✕✢✔✕ ✕✙✔✣✚ ✔✜✚ ✦✣ ✘✛✢✥✦✙✚ ✜✕✗✤✗✙✛✔ ✥✔ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌
Nb = O(N)

✮
✬
l − 2d

✵✗✕✚✢✛✙✜✗✚✙✢✣✜
QR

✮ ✕✖✗✕✦✣✔ ✥✔ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ O(l2)
✕✢✧✧✔

Hl,l

✔✜✚ ✚✛✙✥ ✙✗✟
✭✢✣✗✤✔ ✩

✑ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✜�✑ ✔✜✚ ✦✚✙✤✙✜✌ ✤✔ ✘ ✤✦✜ ✜✢✦✪✔✣✚ ✗✪✔✕
l = O(p)

✢�
p
✔✜✚ ✤✔ ✣✢✧✶✛✔ ✥ ✍✌ ✤✌✟

✧✔✣✚✜ ✘✛✢✘✛✔✜ ✕✖✔✛✕✖✌✜ ✩ ✄✦✙✚✔ ✎ ✥✔✜ ✢✶✜✔✛✪✗✚✙✢✣✜ ✣✦✧ ✌✛✙✄✦✔✜ ✮ ✢✣ ✕✢✣✜✚✗✚✔ ✄✦✔ ✤✔
✣✢✧✶✛✔ ✥ ✍✙✚✌✛✗✚✙✢✣✜ ✥✔ ✤ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✜�✑ ✱✄✦✔✤✄✦✔✜ ✙✚✌✛✗✚✙✢✣✜ ✔✣ ✘✛✗✚✙✄✦✔✴ ✔✜✚ ✙✣✥✌✟
✘✔✣✥✗✣✚ ✥✔

p
✩ ✄✢✦✜ ✕✔✚✚✔ ✖★✘✢✚✖☞✜✔ ✮ ✤✗ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ ✚✢✚✗✤✔ ✥✦ ✕✗✤✕✦✤ ✥✔✜

2d
✌ ✤✌✧✔✣✚✜

✘✛✢✘✛✔✜ ✥✔
F

✗✦✚✢✦✛ ✥✦ ✣✙✪✔✗✦ ✥✔ ✳✔✛✧ ✙ ✔✜✚ O(dN + d3)
✩
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✞ ✝✁ ✝✆ ✝✁ ✄✕✌✗☞ ✌ ✠✏ ✌✕ ✔✕✍✢✎✗✏ ✠✏✖✙✎✍✁
✘✣ ✘✔✦✚ ✔✜✚✙✧ ✔✛ ✤✔ ✕✗✤✕✦✤ ✥✔

q(F )
✥✔ ✵✗✟✢✣ ✚✖✌✢✛✙✄✦✔ ✥✗✣✜ ✤✔✜ ✕✗✜ ✱✙✟✙✙✴ ✙✣✚✛✢✥✦✙✚✜

✔✣ ✥✌✶✦✚ ✥✔ ✜✔✕✚✙✢✣ ✛ ✩✞ ✩ ✤ ✔✜ ✕✗✤✕✦✤✜ ✜✙✧✘✤✔✜ ✕✢✣✥✦✙✜✔✣✚ ✎
✬ ✦✣✔ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ O(NM2)

✄✦✗✣✥
F

✔✜✚ ✦✣✔ ✧ ✗✚✛✙✕✔ ✶✗✣✥✔ ✮
✬ ✦✣✔ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ O(n2

mNM)
✄✦✗✣✥

F
✔✜✚ ✕✛✔✦✜✔ ✔✚ ✄✦ ✍✢✣ ✚✛✢✣✄✦✔ ✤✔✜ ✕✗✤✕✦✤✜ ✩

✞ ✝✁ ✝✆ ✝✆ ✄✓✔✘✌✏� ✎✍✁ ✍✓✍✕✌✏
✘✣ ✕✢✣✜✙✥☞✛✔ ✥✗✣✜ ✕✔✚✚✔ ✜✔✕✚✙✢✣ ✤ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✥✔ ✘✛✢✣ ✔✕✚✙✢✣ ✡✁✍✁ ✏ ☎✂ ✁✍☞✮✎✍ ✂�✂☞✭ ✒✂ ✏✎✭ ✙✔✷✚ ✗✠✣ ✥ ✍✦✚✙✤✙✜✔✛ ✤✔✜ ✘✛✢✘✛✙✌✚✌✜ ✥✔✜ ✘ ✢✤★✣✒✧✔✜ ✥✔ ✦✖✔✶★✜✖✔✪ ✩ ✑✠✣ ✥✔ ✥✌✥✦✙✛✔

✤✗ ✪✗✤✔✦✛
d⋆ ✮ ✙✤ ✔✜✚ ✙✣✥✙✜✘ ✔✣✜✗✶✤✔ ✥ ✍✢✶✚✔✣✙✛ ✦✣✔ ✛✔✤✗✚✙✢✣ ✔✣✚✛✔

M
✮
d
✔✚
N

✩ ✗✢✦✛ ✕✔✤✗ ✮
✙✤ ✔✜✚ ✣✌✕✔✜✜✗✙✛✔ ✥✔ ✕✢✣✣✗✓✚✛✔

✬ ✤✗ ✛✌✘✗✛✚✙✚✙✢✣ ✥✔✜ ✪✗✤✔✦✛✜ ✘✛✢✘✛✔✜ ✗✦✚✢✦✛ ✥✔ ✤ ✍✌✣✔✛✭✙✔ ✥✔ ✳✔✛✧ ✙ ✮ ✕✔ ✄✦✙ ✕✢✣✥✦✙✚
✎ ✦✣✔ ✛✔✤✗✚✙✢✣ ✔✣✚✛✔

d
✔✚ ✤✔

�
☞✂ γd

✥✔ ✤✗ ✧ ✗✚✛✙✕✔
F̄
✮

✬ ✤ ✍✔✛✛✔✦✛
ed = sup

|x|≥γd/2

|H − q| ✎ ✗✚✚✔✙✣✥✛✔ ✘✢✦✛ ✜✗✚✙✜✵✗✙✛✔ ✤✔ ✕✛✙✚☞✛✔ ✥ ✍✔✛✛✔✦✛ ✱✜✦✛
✤ ✍✌✣✔✛✭✙✔ ✢✦ ✤✗ ✧ ✗✚✛✙✕✔ ✥✔✣✜✙✚✌✴ ✄✦ ✍✢✣ ✜✔ ✥✢✣✣✔ ✗✪✔✕ ✤✗ ✘✛✌✕✙✜✙✢✣

ǫ
✎
γd

✥✢✣✣✌ ✮
✬ ✤✔ ✥✔✭✛✌

M
✥✦ ✘✢✤★✣✒✧✔

q
✎ ✗✘✘✤✙✄✦✔✛ ✘✢✦✛ ✜✗✚✙✜✵✗✙✛✔

sup
|x|≥γd/2

|H − qM | < ed

✎

γd

✥✢✣✣✌ ✩
✲✣ ✘✛✔✧ ✙✔✛ ✤✙✔✦ ✮ ✢✣ ✵✗✙✚ ✤ ✍✖★✘✢✚✖☞✜✔ ✥ ✍✦✣✔ ✛✌✘✗✛✚✙✚✙✢✣ ✤✙✣✌✗✙✛✔ ✥✔✜ ✪✗✤✔✦✛✜ ✘✛✢✘✛✔✜

✗✦✚✢✦✛ ✥✦ ✣✙✪✔✗✦ ✥✔ ✳✔✛✧ ✙ ✩ ✘✣ ✥✌✥✦✙✚ ✘✗✛ ✕✢✣✜✌✄✦✔✣✚

γd = O
( d
N

)
.

✱✛ ✩✬✁✴
✤ ✗✣✜ ✦✣ ✜✔✕✢✣✥ ✚✔✧✘✜ ✮ ✔✣ ✣✢✚✗✣✚

Eex = ✄✛(FD⋆)
✔✚
Eap = ✄✛(FDq)

✮ ✢✣ ✢✶✚✙✔✣✚ ✘✗✛
✦✣ ✕✗✤✕✦✤ ✥✙✛✔✕✚

∣∣∣
Eex − Eap

Eex

∣∣∣ ≤ ǫ
✜✙ 2ed(Nb − 2d)

γd(N − d)
≤ ǫ.

✱✛ ✩✬✷✴
✲✣✠✣ ✮ ✤ ✍✢✶✚✔✣✚✙✢✣ ✥ ✍✦✣✔ ✘✛✌✕✙✜✙✢✣

ed

✜✗✚✙✜✵✗✙✜✗✣✚ ✱✛ ✩✬✷✴ ✔✜✚ ✥✢✣✣✌✔ ✥✗✣✜ ✙✬✢ ✮ ✸✢✚ ✘✗✛

M = O
(
− log2(ed)γ

−1
d

)
.

✱✛ ✩✬☎✴
✑ ✍✗✜✜✢✕✙✗✚✙✢✣ ✥✔ ✱✛ ✩✬✁✴ ✮ ✱✛ ✩✬✷✴ ✔✚ ✱✛ ✩✬☎✴ ✕✢✣✥✦✙✚ ✠✣✗✤✔✧ ✔✣✚ ✥✗✣✜ ✤✔ ✕✗✜ ✱✙✴ ✎ ✤✗

✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ ✚✢✚✗✤✔ C(d,N)

C(d,N) = O
(
N3

d2
+Nd+ d3

)
.

✱✛ ✩✞�✴

✑ ✍✌✭✗✤✙✜✗✚✙✢✣ ✥✔ ✕✖✗✕✦✣ ✥✔✜ ✚✔✛✧ ✔✜ ✥✗✣✜ ✱✛ ✩✞�✴ ✧ ☞✣✔ ✗✦ ✕✖✢✙✰ ✢✘✚✙✧ ✗✤
d⋆ = O(N3/5)✔✚ ✘✗✛ ✜✦✙✚✔ ✎ ✦✣✔ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ ✚✖✌✢✛✙✄✦✔ C = O(N9/5)

✥✔ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✥✔ ✥✌☎✗✚✙✢✣ ✩
☛✣ ✛✗✙✜✢✣✣✔✧✔✣✚ ✜✙✧ ✙✤✗✙✛✔ ✥✗✣✜ ✤✔ ✕✗✜ ✱✙✙✴ ✧ ☞✣✔ ✗✦ ✕✖✢✙✰ ✢✘✚✙✧ ✗✤

d⋆ = O(N1/3)✔✚ ✎ ✤✗ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ ✚✖✌✢✛✙✄✦✔ C = O(N4/3)
✩ ✘✣ ✛✗✘✘✔✤✤✔ ✄✦✔ ✤ ✍✢✶✚✔✣✚✙✢✣ ✥✔ ✕✔✚✚✔
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✥✔ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✩

✘✣ ✣✢✚✔ ✔✣✠✣ ✄✦✔ ✤ ✍✦✚✙✤✙✜✗✚✙✢✣ ✥✔ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✳✘✲ ✕✢✧✧✔ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✥✔ ✘✛✢✣ ✔✕✚✙✢✣
✣ ✍✔✜✚ ✘✗✜ ✢✶✤✙✭✗✚✢✙✛✔ ✕✗✛ ✢✣ ✘✔✦✚ ✗✥✗✘✚✔✛ ✗✦✜✜✙ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✥✔ ✘✦✛✙✠✕✗✚✙✢✣ ✥✔ ✤✗
✧ ✗✚✛✙✕✔ ✥✔✣✜✙✚✌ ✙☎�✚ ✗✙✣✜✙ ✄✦✔ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✁ ✁✭✂ ✏✮� ✂ ☞✮✍✏� ✂ ✏✭ ✏✁ ✏✄☞✮✏✎✭ ✱✤✂✂ ✴ ☎✷ ✬✆ ✩
✄✢✦✚✔✵✢✙✜ ✮ ✙✤ ✔✜✚ ✙✧✘✢✜✜✙✶ ✤✔ ✥✔ ✕✗✤✕✦✤✔✛ ✦✣✔ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ ✚✖✌✢✛✙✄✦✔ ✥✗✣✜ ✕✔✜ ✕✗✜ ✕✗✛ ✤✔
✘✢✤★✣✒✧✔

q
✗✜✜✢✕✙✌ ✣✔ ✘✛✢✪✙✔✣✚ ✘✗✜ ✥ ✍✦✣ ✘✛✙✣✕✙✘ ✔ ✪✗✛✙✗✚✙✢✣✣✔✤ ✩

✂ ✕✟ ✕✂ ✗✘✙✚✛✜✢✣✜✤✥ ✫✘ ✩ ✗✧✩✡✤✛✜✣✠★✘ ✢✤✟✛ ✩✧ ★ ✡✣✠✤✫✘ ✗✝✝

✞✤ ✔✜✚ ✥✙✛✔✕✚ ✥ ✍✗✥✗✘✚✔✛ ✤ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✘✢✦✛ ✥✔✜ ✧ ✌✚✖✢✥✔✜ ✥✔ ✘✛✢✣ ✔✕✚✙✢✣ ✶✗✜✌✔✜ ✜✦✛
✤ ✍✗✘✘✤✙✕✗✚✙✢✣ ✥ ✍✦✣ ✘✢✤★✣✒✧✔ ✘✛✌✥✌✠✣✙ ✎ ✦✣✔ ✧✗✚✛✙✕✔ ✶✙✔✣ ✕✖✢✙✜✙✔ ✚✔✤✤✔ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔
✥✔ ✘✦✛✙✠✕✗✚✙✢✣ ✥✔ ✤✗ ✧ ✗✚✛✙✕✔ ✥✔✣✜✙✚✌ ✩ ✤✗✣✜ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✤✂✂ ✮ ✤✔ ✘ ✢✤★✣✒✧✔ ✗✘✘✤✙✄✦✌
✔✜✚ ✕✢✣✜✚✛✦✙✚ ✎ ✕✖✗✄✦✔ ✙✚✌✛✗✚✙✢✣ ✜✦✙✚✔ ✎ ✤✗ ✧ ✙✣✙✧ ✙✜✗✚✙✢✣ ✜✦✙✪✗✣✚ ✤✗ ✥✙✛✔✕✚✙✢✣ ✥✔ ✥✔✜✟
✕✔✣✚✔ ✥✔ ✤✗ ✵✢✣✕✚✙✢✣✣✔✤✤✔

Ω(F,D) = ✄✛(F (3D2 − 2D3)
) ✩ ✘✣ ✘✔✦✚ ✚✢✦✚✔✵✢✙✜ ✗✥✗✘✚✔✛

✕✔✚✚✔ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✥✗✣✜ ✤✔ ✕✗✜ ✢� ✤ ✍✙✣ ✙✚✙✗✤ ✭✦✔✜✜ ✔✜✚ ✦✣✔ ✧ ✗✚✛✙✕✔ ✄✦✙ ✕✢✧✧✦✚✔ ✗✪✔✕
F
✮

✚★✘✙✄✦✔✧✔✣✚ ✦✣ ✘✢✤★✣✒✧✔ ✥✔
F
✩ ✑ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✜✔ ✥✌✛✢✦✤✔ ✗✤✢✛✜ ✕✢✧✧✔ ✜✦✙✚ ✩

✄✢✙✚
D0 = p0(F )

✤ ✍✙✣ ✙✚✙✗✤ ✭✦✔✜✜ ✥✔ ✤ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✮ ✢✣ ✙✣✚✛✢✥✦✙✚
D̄0

✔✚
F̄

✘✗✛

F̄ = F −
N+d∑

i=N−d+1

ǫicic
t
i,

D̄0 = D0 −
N+d∑

i=N−d+1

p0(ǫi)cic
t
i,

✱✟ ✩✞✬✴

✢✣ ✗✘✘✤✙✄✦✔ ✤ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✤✂✂ ✔✣✜✦✙✚✔ ✗✦ ✕✢✦✘✤✔
(D̄0, F̄ )

✩ ✑ ✕✖✗✄✦✔ ✙✚✌✛✗✚✙✢✣ ✮ ✤✔
✕✗✤✕✦✤ ✥✔

D̄n

✛✔✪✙✔✣✚ ✎ ✕✗✤✕✦✤✔✛ ✦✣✔ ✧ ✗✚✛✙✕✔
Dn

✔✚
2d

✕✢✔✕ ✕✙✔✣✚✜
(pi

n)i=N−d+1,N+d✚✔✤✜ ✄✦✔

D̄n = Dn −
N+d∑

i=N−d+1

pi
ncic

t
i.

✱✟ ✩✞✞✴

✑✔ ✕✗✤✕✦✤ ✥✔ ✱
Dn

✮
pn

✴ ✜ ✍✔✫✔✕✚✦✔ ✜✦✙✪✗✣✚ ✤✔✜ ✌✚✗✘ ✔✜ ✜✦✙✪✗✣✚✔✜ ☎
✬ ✕✗✤✕✦✤ ✥✦ ✭✛✗✥✙✔✣✚

Ḡn
✥✔

Ω(F̄ , D̄)
✔✣

D̄n−1
☎

Ḡn =
(
∇D̄Ω(F̄ , D̄)

)(
D̄n−1

)
,

= 6F̄ D̄n−1

(
1 − D̄n−1

)

✘✗✛ ✥✌✠✣✙✚✙✢✣ ✥✔
Ω(F,D)

✩ ✗✗✛ ✱✟ ✩✞✬✴ ✔✚ ✱✟ ✩✞✞✴ ✮ ✢✣ ✢✶✚✙✔✣✚

Ḡn = 6FDn−1

(
1 −Dn−1

)
+

N+d∑

i=N−d+1

gi
ncic

t
i,

=
(
∇DΩ(F,D)

)(
Dn−1

)
+

N+d∑

i=N−d+1

gi
ncic

t
i
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✗✪✔✕ ✘ ✢✦✛ ✚✢✦✚
N − d+ 1 ≤ i ≤ N + d

✮
gi

n = −6ǫip
i
n−1(1 − pi

n−1)
✩

✬ ✕✗✤✕✦✤ ✥✔ ✤✗ ✥✙✛✔✕✚✙✢✣ ✥✔ ✥✔✜✕✔✣✚✔
X̄n

☎

X̄n = −Ḡn + βCG
n X̄n−1,

= Xn +
N+d∑

i=N−d+1

xi
ncic

t
i

✗✪✔✕ ✘ ✢✦✛ ✚✢✦✚
N − d+ 1 ≤ i ≤ N + d

✮
xi

n = −gi
n + βCG

n xi
n−1

✩
✬ ✕✗✤✕✦✤ ✥✦ ✘✗✜ ✥✔ ✥✔✜✕✔✣✚✔

αn

☎

αn =
✗✛✭✙✣✵

loc

{
Ω
(
F̄ , D̄n−1 + αX̄n

)
, α ∈ IR

}
,

=
✗✛✭✙✣✵

loc

{
Ω
(
F,Dn−1 + αXn

)
+

N+d∑

i=N−d+1

ǫi

(
3f 2

n,i(α) − 2f 3
n,i(α)

)
, α ∈ IR

}

✗✪✔✕ ✘ ✢✦✛ ✚✢✦✚
N − d+ 1 ≤ i ≤ N + d

✮
fn,i(α) = −pi

n−1 + αxi
n

✩
✬ ✕✗✤✕✦✤ ✥✔

D̄n

☎

D̄n = D̄n−1 + αnX̄n,

= Dn −
N+d∑

i=N−d+1

pi
ncic

t
i.

✗✪✔✕
Dn = Dn−1+αnXn

✮ ✔✚ ✘✢✦✛ ✚✢✦✚
N−d+1 ≤ i ≤ N+d

✮
pi

n = pi
n−1−αnx

i
n

✩
✑ ✕✖✗✄✦✔ ✙✚✌✛✗✚✙✢✣ ✮ ✢✣ ✕✢✣✜✚✛✦✙✚ ✔✣✜✦✙✚✔ ✤ ✍✗✘✘✛✢✰ ✙✧ ✗✚✙✢✣

Dq

✥✔
D⋆ ✘✗✛

Dq = D̄n +

N+d∑

i=N−d+1

1Iǫi<0 cic
t
i,

Dq = Dn +

N+d∑

i=N−d+1

(
1Iǫi<0 − pi

n

)
cic

t
i.

✑✗ ✘✛✙✜✔ ✔✣ ✕✢✧✘✚✔ ✥✔ ✤✗ ✥✌☎✗✚✙✢✣ ✥✔✜ ✌ ✤✌✧✔✣✚✜
ci

✕✢✣✥✦✙✚ ✎ ✙✣✚✛✢✥✦✙✛✔ ✤✗ ✜✦✙✚✔
pn

✩
✄✗ ✧ ✙✜✔ ✎ ✣ ✢✦✛ ✣✌✕✔✜✜✙✚✔ ✥✔✜ ✧✢✥✙✠✕✗✚✙✢✣✜ ✤✌✭☞✛✔✜ ✥✔ ✕✖✗✄✦✔ ✌✚✗✘ ✔ ✥✔ ✤✂✂ ✩

✂ ✕✟ ✕� ✖ ✡✙✟ ✩✣✧✣✙ ✢✛✡ ✩✜★ ✜✥✧✜✛✘✙
✤ ✔✜ ✛✌✜✦✤✚✗✚✜ ✘✛✌✤✙✧ ✙✣✗✙✛✔✜ ✢✣✚ ✌✚✌ ✢✶✚✔✣✦✜ ✜✦✛ ✦✣ ✘✛✢✶✤☞✧✔ ✧✢✥☞ ✤✔ ✮ ✛✔✘✛✌✜✔✣✚✗✚✙✵

✥✔ ✘✛✢✶✤☞✧✔✜ ✢✶✚✔✣✦✜ ✎ ✘✗✛✚✙✛ ✥✔ ✧✢✥☞✤✔✜ ✜✔✧ ✙✟✔✧✘✙✛✙✄✦✔✜ ✚✛☞✜ ✜✙✧ ✘✤✔✜ ✱
S = INb

✔✚
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F
✚✛✙✥✙✗✭✢✣✗✤✔✴✴ ✩ ✑✗ ✧✗✚✛✙✕✔

F
✔✜✚ ✤✗ ✜✦✙✪✗✣✚✔

F =




α β 0 · · · 0

β

✩ ✩ ✩ ✩ ✩ ✩ ✩ ✩ ✩ ✩✩✩
0

✩ ✩ ✩ ✩ ✩ ✩ ✩ ✩ ✩
0✩✩✩ ✩ ✩ ✩ ✩ ✩ ✩ ✩ ✩ ✩
β

0 · · · 0 β α



, Nb = 3N, (α, β) =

(
2,−1

)
.

✱✟ ✩✞✸✴

✑✔✜ ✖★✘✢✚✖☞✜✔✜ ✱✟ ✩✞✴ ✔✚ ✜✦✛ ✤✗ ✛✌✘✗✛✚✙✚✙✢✣ ✤✙✣✌✗✙✛✔ ✥✔✜ ✪✗✤✔✦✛✜ ✘✛✢✘✛✔✜ ✗✦✚✢✦✛ ✥✦
✣✙✪✔✗✦ ✥✔ ✳✔✛✧ ✙ ✜✢✣✚ ✜✗✚✙✜✵✗✙✚✔✜ ✩ ✗✗✛ ✗✙✤✤✔✦✛✜

γNb
= 1/Nb

✮ ✕✔ ✄✦✙ ✗✜✜✦✛✔ ✤✔✜ ✘✛✢✘✛✙✌✚✌✜
✧ ✌✚✗✤✤✙✄✦✔✜ ✥✔ ✕✔ ✧ ✢✥☞✤✔ ✤✢✛✜✄✦✔

Nb

✔✜✚ ✭✛✗✣✥ ✩
✗✢✦✛ ✕✖✗✄✦✔ ✕✗✤✕✦✤ ✮ ✢✣ ✙✣✚✛✢✥✦✙✚ ✦✣ ✘✗✛✗✧ ☞✚✛✔

ǫa
✄✦✙ ✕✢✣✥✦✙✚ ✎ ✤ ✍✗✛✛✆✚ ✥✔ ✤ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔

✥☞✜ ✄✦✔
ǫD < ǫa

✗✪✔✕
ǫD = maxi,j |∆Dij|

✔✚

(∆D)ij = 2
D⋆

ij − (Dq)ij

|D⋆
ij| + |(Dq)ij|

✜✙
Fij 6= 0,

= 0
✜✙✣✢✣ ✩
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✌✚✗✘ ✔ ✦✚✙✤✙✜✔✣✚ ✦✣✔ ✶✙✶✤✙✢✚✖☞✄✦✔ ✮ ✙✧✘✤✌✧✔✣✚✌✔ ✘✗✛ ✣✢✜ ✜✢✙✣✜ ✮ ✄✦✙ ✧ ✔✚ ✎ ✘✛✢✠✚ ✤✔
✕✗✛✗✕✚☞✛✔ ✕✛✔✦✰ ✔✚ ✜★✧ ✌✚✛✙✄✦✔ ✥✔✜ ✧ ✗✚✛✙✕✔✜ ✕✗✤✕✦✤✌✔✜ ✚✢✦✚ ✗✦ ✤✢✣✭ ✥✦ ✥✌✛✢✦✤✔✧ ✔✣✚
✥✔ ✤ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✩ ✑✦ ✕✢✣✚✛✗✙✛✔ ✥✔✜ ✛✢✦✚✙✣✔✜ ✦✚✙✤✙✜✌✔✜ ✘ ✢✦✛ ✤✗ ✥✌☎✗✚✙✢✣ ✮ ✕✔✜ ✛✢✦✚✙✣✔✜
✣ ✍✦✚✙✤✙✜✔✣✚ ✘✗✜ ✤✔✜ ✛✢✦✚✙✣✔✜ ✄✑✑✄☎ ✢✘✚✙✧ ✙✜✌✔✜ ✘✢✦✛ ✕✖✗✄✦✔ ✚★✘ ✔ ✥✔ ✧✗✕✖✙✣✔✜ ✮ ✔✚ ✘✗✛
✕✢✣✜✌✄✦✔✣✚ ✜✢✣✚ ✧✢✙✣✜ ✢✘✚✙✧ ✙✜✌✔✜ ✩

✗✢✦✛ ✕✖✗✄✦✔ ✪✗✤✔✦✛ ✥✔
N

✮ ✤✗ ✪✗✤✔✦✛ ✢✘✚✙✧ ✗✤✔
d⋆(N)

✔✜✚ ✢✶✚✔✣✦✔ ✔✣ ✵✗✙✜✗✣✚ ✚✢✦✛✣✔✛
✤ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✘✢✦✛ ✘✤✦✜✙✔✦✛✜ ✪✗✤✔✦✛✜ ✥✔

d
✩ ✄✦✙✚✔ ✗✦ ✕✗✛✗✕✚☞✛✔ ✢✘✚✙✧ ✙✜✌ ✥✔✜ ✛✢✦✚✙✣✔✜

✘✢✦✛ ✤✗ ✥✌☎✗✚✙✢✣ ✮ ✢✣ ✗ ✕✢✣✜✙✥✌✛✌ ✥✔✦✰ ✕✛✙✚☞✛✔✜ ✘✢✦✛ ✤ ✍✢✶✚✔✣✚✙✢✣ ✥✔
d⋆ ☎

✬ ✕✛✙✚☞✛✔
C1

☎ ✔✣ ✧ ✙✣✙✧ ✙✜✗✣✚ ✤✔ ✣✢✧✶✛✔ ✚✢✚✗✤ ✥ ✍✢✘ ✌✛✗✚✙✢✣✜
nop

✮
✬ ✕✛✙✚☞✛✔

C2

☎ ✔✣ ✧ ✙✣✙✧ ✙✜✗✣✚ ✤✔ ✚✔✧✘✜ ✥✔ ✕✗✤✕✦✤ ✭✤✢✶✗✤
tCPU

✩
✤ ✗✣✜ ✦✣ ✘✛✔✧ ✙✔✛ ✚✔✧✘✜ ✮ ✢✣ ✗ ✵✗✙✚ ✚✢✦✛✣✔✛ ✤ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✘✢✦✛ ✥✔✜ ✪✗✤✔✦✛✜ ✥✔

Nb✔✣✚✛✔
103 ✔✚

104 ✗✪✔✕
ǫa = 10−3 ✜✗✣✜ ✛✌✗✤✙✜✔✛ ✥✔ ✚✛✢✣✕✗✚✦✛✔ ✥✔✜ ✕✗✤✕✦✤✜ ✩ ✤ ✔ ✘✤✦✜

✭✛✗✣✥✔✜ ✪✗✤✔✦✛✜ ✥✔
Nb

✣ ✍✢✣✚ ✘✗✜ ✌✚✌ ✕✢✣✜✙✥✌✛✌✔✜ ✜✦✙✚✔ ✎ ✦✣✔ ✗✤✤✢ ✕✗✚✙✢✣ ✧ ✌✧✢✙✛✔ ✚✛✢✘
✙✧✘✢✛✚✗✣✚✔ ✩ ✑✗ ✳✙✭✦✛✔ ✟ ✩✬ ✛✔✘✛✌✜✔✣✚✔ ✔✣ ✌✕✖✔✤✤✔ ✤✢✭✟ ✤✢✭ ✤ ✍✌✪✢✤✦✚✙✢✣ ✥✦ ✣✢✧✶✛✔ ✚✢✚✗✤
✥ ✍✢✘ ✌✛✗✚✙✢✣✜

n∗
op

✔✣ ✧ ✙✤✤✙✗✛✥ ✥ ✍✢✘ ✌✛✗✚✙✢✣✜ ✮ ✢✦ ✥✦ ✚✔✧✘✜ ✥✔ ✕✗✤✕✦✤
t∗CPU

✔✣ ✜✔✕✢✣✥✔
✜✔✤✢✣ ✤✔ ✕✛✙✚☞✛✔ ✕✢✣✜✙✥✌✛✌ ✩
✘✣ ✢✶✚✙✔✣✚ ✘✢✦✛ ✤✂✂ ✥✔✜ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌✜ ✣✦✧ ✌✛✙✄✦✔✜ ✌✄✦✙✪✗✤✔✣✚✔✜ ✘✢✦✛ ✤✔✜ ✥✔✦✰ ✕✛✙✟
✚☞✛✔✜

C1

✔✚
C2

✩ ✦ ✍✔✜✚ ✦✣ ✘✔✦ ✧✢✙✣✜ ✣✔✚ ✘✢✦✛ ✳✘✲ ✩ ✑✔✜ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌✜ ✣✦✧ ✌✛✙✄✦✔✜
✢✶✚✔✣✦✔✜ ✜✢✣✚ O(N2)

✮ ✛✔✜✘ ✔✕✚✙✪✔✧ ✔✣✚ O(N2.4)
✘✢✦✛ ✳✘✲ ✮ ✛✔✜✘ ✔✕✚✙✪✔✧ ✔✣✚ ✤✂✂ ✩ ✑✗

✜✦✛✟✛✔✜✚✙✧ ✗✚✙✢✣ ✥✔ ✤✗ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ ✘✢✦✛ ✳✘✲ ✆ ✜ ✍✔✰✘✤✙✄✦✔ ✘✗✛ ✤✔✜ ✵✗✙✶ ✤✔✜ ✪✗✤✔✦✛✜ ✥✔
Nb✕✢✣✜✙✥✌✛✌✔✜ ✔✚ ✤ ✍✙✧ ✘✤✗✣✚✗✚✙✢✣ ✥✔ ✳✘✲ ✧✗✤ ✗✥✗✘✚✌✔ ✘✢✦✛ ✦✣✔ ✧ ✗✚✛✙✕✔ ✘✤✔✙✣✔ ✩

✝✜✘✘✢ ✞✟✟✠✠✠ ✣✕✖✖✥ ✣✗✚✕✜ ✣✜✙✢✟✛✚ ✡✘✠✖✗✜✟☛☞✌☛✍✎✟✚✛✙✜✧ ✣✜✘✥ ✣ ✣✏✜✘✘✢ ✞✟✟✠✠✠ ✣✛✜✘ ✣✚✤ ✣✚✗✠✟✑✟☛✒✟✚✛✙✜✧ ✣✜✘✥ ✣ ✣✓✜✛
O(N9/5)

✙ ✞✢✛ ✢✚ ✚✛✘ ✙✢ ✦✢✜ ✘✜✙✚✗✚☛✢✜ ✣
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Résultats obtenus avec FOE
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Résultats obtenus avec DMM

C
1

C
2

★✩✪ ✫ ✟ ✩✬ ✬ ✦✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ ✥✔ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✜✗✣✜ ✚✛✢✣✕✗✚✦✛✔ ✥✔✜ ✕✗✤✕✦✤✜

� ✗✣✜ ✦✣ ✜✔✕✢✣✥ ✚✔✧✘✜ ✮ ✢✣ ✗ ✵✗✙✚ ✚✢✦✛✣✔✛ ✤ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✘✢✦✛ ✥✔✜ ✪✗✤✔✦✛✜ ✥✔
Nb✔✣✚✛✔

104 ✔✚
4.104 ✗✪✔✕

ǫa = 10−2 ✔✣ ✚✛✢✣✄✦✗✣✚ ✤✔✜ ✕✗✤✕✦✤✜ ✖✢✛✜ ✥✦ ✧✗✜✄✦✔ ✥✔ ✕✗✤✕✦✤
✕✢✣✜✚✙✚✦✌ ✘✗✛ ✤✗ ✥✙✗✭✢✣✗✤✔ ✔✚ ✤✔✜

200
✘✛✔✧ ✙☞✛✔✜ ✜✦✛✟✥✙✗✭✢✣✗✤✔✜ ✔✚ ✜✢✦✜✟✥✙✗✭✢✣✗✤✔✜ ✩

✑✗ ✳✙✭✦✛✔ ✟ ✩✞ ✛✔✘✛✌✜✔✣✚✔ ✔✣ ✌✕✖✔✤✤✔ ✤✢✭✟✤✢✭ ✤ ✍✌✪✢✤✦✚✙✢✣ ✥✦ ✣✢✧✶✛✔ ✚✢✚✗✤ ✥ ✍✢✘ ✌✛✗✚✙✢✣✜
n∗

op

✔✣ ✧ ✙✤✤✙✗✛✥ ✥ ✍✢✘ ✌✛✗✚✙✢✣✜ ✮ ✢✦ ✥✦ ✚✔✧✘✜ ✥✔ ✕✗✤✕✦✤
t∗CPU

✔✣ ✜✔✕✢✣✥✔ ✜✔✤✢✣ ✤✔ ✕✛✙✚☞✛✔
✕✢✣✜✙✥✌✛✌ ✩

✘✣ ✢✶✚✙✔✣✚ ✘✢✦✛ ✤✔✜ ✥✔✦✰ ✧ ✌✚✖✢✥✔✜ ✥✔ ✘✛✢✁ ✔✕✚✙✢✣ ✥✔✜ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌✜ ✣✦✧ ✌✛✙✄✦✔✜ ✌✄✦✙✟
✪✗✤✔✣✚✔✜ ✘✢✦✛ ✤✔✜ ✥✔✦✰ ✕✛✙✚☞✛✔✜

C1

✔✚
C2

✩ ✑✔✜ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌✜ ✣✦✧ ✌✛✙✄✦✔✜ ✢✶✚✔✣✦✔✜ ✜✢✣✚
O(N1.3)

✮ ✛✔✜✘ ✔✕✚✙✪✔✧ ✔✣✚ O(N1.6)
✘✢✦✛ ✳✘✲ ✮ ✛✔✜✘ ✔✕✚✙✪✔✧ ✔✣✚ �✂✂ ✩ ✘✣ ✛✔✚✛✢✦✪✔ ✤✗

✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ ✚✖✌✢✛✙✄✦✔ O(N4/3)
✘✢✦✛ ✳✘✲ ✩ ✗✢✦✛ ✤✗ ✘✛✌✕✙✜✙✢✣ ✕✢✣✜✙✥✌✛✌✔ ✮ ✤✗ ✚✛✢✣✕✗✟

✚✦✛✔ ✥✔✜ ✕✗✤✕✦✤✜ ✣✔ ✘ ✔✛✚✦✛✶ ✔ ✘✗✜ ✤✗ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ ✥✔ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✩ ✘✣ ✗ ✢✶✜✔✛✪✌ ✚✢✦✚✔✵✢✙✜
✄✦ ✍✢✣ ✣✔ ✘ ✔✦✚ ✘✗✜ ✔✰ ✙✭✔✛ ✦✣✔ ✚✛☞✜ ✭✛✗✣✥✔ ✘✛✌✕✙✜✙✢✣ ✥✔ ✤ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✜✦✙✚✔ ✎ ✤✗ ✚✛✢✣✕✗✟
✚✦✛✔ ✥✔✜ ✕✗✤✕✦✤✜ ✩ ✲✣ ✔✫✔✚ ✮ ✦✣✔ ✚✛✢✘ ✭✛✗✣✥✔ ✘✛✌✕✙✜✙✢✣ ✕✢✣✥✦✙✚ ✎ ✥✌☎✗✚✔✛ ✦✣ ✚✛✢✘ ✭✛✗✣✥
✣✢✧✶✛✔ ✥✔ ✪✗✤✔✦✛✜ ✘✛✢✘✛✔✜ ✮ ✔✚ ✥✢✣✕ ✎ ✥✌✭✛✗✥✔✛ ✤✗ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ ✥✔ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✩

✗✗✛ ✗✙✤✤✔✦✛✜ ✮ ✤✗ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ ✥✔ �✂✂ ✔✜✚ ✘✤✦✜ ✙✧ ✘✢✛✚✗✣✚✔ ✄✦✔ ✤✗ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ ✥✔ ✳✘✲
✗✪✔✕ ✔✚ ✜✗✣✜ ✚✛✢✣✕✗✚✦✛✔ ✥✔✜ ✕✗✤✕✦✤✜ ✩ ☛✣✔ ✔✰✘✤✙✕✗✚✙✢✣ ✘ ✔✦✚ ✛✌✜✙✥✔✛ ✥✗✣✜ ✤ ✍✢✘✚✙✧ ✗✤✙✚✌
✥✔✜ ✘✢✤★✣✒✧✔✜ ✥✔ ✦✖✔✶★✜✖✔✪ ✄✦✙ ✕✢✣✥✦✙✚ ✎ ✕✢✣✜✚✛✦✙✛✔ ✥✔✜ ✘ ✢✤★✣✒✧✔✜ ✥✔ ✥✔✭✛✌ ✘✤✦✜
✌✤✔✪✌ ✥✗✣✜ �✂✂ ✘✢✦✛ ✦✣✔ ✧ ✆✧✔ ✘✛✌✕✙✜✙✢✣ ✩ ✘✣ ✗ ✣✢✚✔ ✘✗✛ ✗✙✤✤✔✦✛✜ ✄✦✔ ✤ ✍✌✚✗✘ ✔ ✥✔
✥✌☎✗✚✙✢✣ ✕✢✣✜✚✙✚✦✔ ✔✣✚✛✔

10%
✔✚

20%
✥✦ ✚✔✧✘✜ ✥✔ ✕✗✤✕✦✤ ✮ ✢✦ ✥✦ ✣✢✧✶✛✔ ✥ ✍✢✘ ✌✛✗✚✙✢✣✜ ✮

✜✔✤✢✣ ✤✔ ✕✛✙✚☞✛✔ ✕✖✢✙✜✙ ✩ ✲✣✠✣ ✂✗
N

✠✰✌ ✮ ✢✣ ✗ ✕✢✣✜✚✗✚✌ ✄✦✔ ✤ ✍✢✘✚✙✧✦✧
d⋆ ✌✪✢✤✦✔ ✥✗✣✜

✦✣ ✙✣✚✔✛✪✗✤✤✔ ✗✜✜✔✄ ✤✗✛✭✔ ✩
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✦✣✔ ✧✗✚✛✙✕✔ ✕✛✔✦✜✔

S 6= INb

✩ ✑✔ ✘✛✢✶✤☞✧✔ ✱✟ ✩✬✴ ✥✔✪✙✔✣✚





Fci = ǫiSci, ǫ1 ≤ . . . ≤ ǫN ≤ ǫN+1 ≤ . . . ≤ ǫNb
,

ctiScj = δij ,

D⋆ =
N∑

i=1

cic
t
i.

✱✟ ✩✞✟ ✴

✑✔ ✕✗✤✕✦✤ ✥✔
Dq

✣✔ ✘✔✦✚ ✘✤✦✜ ✜ ✍✔✫✔✕✚✦✔✛ ✕✢✧✧✔ ✎ ✤✗ ✜✔✕✚✙✢✣ ✟ ✩✞ ✕✗✛

F =

Nb∑

i=1

ǫiScic
t
iS,

✔✚ ✥✢✣✕
q(F ) 6=

Nb∑

i=1

p(ǫi)cic
t
i

✩ ✲✣ ✛✔✪✗✣✕✖✔ ✮ ✢✣ ✗

q(S−1F ) = q

( Nb∑

i=1

ǫicic
t
iS

)
=

Nb∑

i=1

q(ǫi)cic
t
iS,

✥ ✍✢�
D⋆ = q

(
S−1F

)
S−1 ✘✢✦✛ ✚✢✦✚ ✘✢✤★✣✒✧✔

q
✚✔✤ ✄✦✔

∣∣∣∣
q(ǫi) = 1

✘✢✦✛ ✚✢✦✚
1 ≤ i ≤ N

q(ǫi) = 0
✘✢✦✛ ✚✢✦✚

N + 1 ≤ i ≤ Nb
.
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✄✢✙✔✣✚
(ci, ǫi)i=N−d+1,N+d

✤✔✜
2d

✌✤✌✧✔✣✚✜ ✘✛✢✘✛✔✜ ✥✔
F

✥✌☎✗✚✌✜ ✗✦✚✢✦✛ ✥✦ ✣✙✪✔✗✦
✥✔ ✳✔✛✧ ✙ ✎ ✤ ✍✗✙✥✔ ✥✔ ✤ ✍✗✤✭✢✛✙✚✖✧ ✔ ✞�✑ � ✮ ✢✣ ✕✢✣✜✚✛✦✙✚

F̄
✘✗✛

F̄ = F −
N+d∑

i=N−d+1

ǫiScic
t
iS.

✑ ✍✗✘✘✛✢✰ ✙✧ ✗✚✙✢✣
Dq

✥✔
D⋆ ✜ ✍✢✶✚✙✔✣✚ ✔✣✜✦✙✚✔ ✘✗✛

Dq = q(S−1F̄ )S−1 +
N+d∑

i=N−d+1

1Iǫi<0 cic
t
i.

� ✔ ✤✗ ✧ ✆✧✔ ✵✗✟✢✣ ✄✦✔ ✥✗✣✜ ✤✔ ✕✗✜
S = INb

✮
Dq

✜ ✍✔✰✘✛✙✧ ✔ ✕✢✧✧✔ ✤ ✍✗✥✥✙✚✙✢✣ ✥✦ ✚✔✛✧ ✔
q(S−1F )S−1 ✔✚ ✥✔ ✕✢✛✛✔✕✚✙✢✣✜ ✥✔ ✛✗✣✭

1
✩ ✗✗✛

S
✟✢✛✚✖✢✭✢✣✗✤✙✚✌ ✥✔✜

ci
✮ ✙✤ ✪ ✙✔✣✚

q(S−1F̄ ) = q(S−1F ) −
N+d∑

i=N−d+1

q(ǫi)cic
t
iS.

✗✗✛ ✥✌✠✣✙✚✙✢✣ ✥✔
Dq

✮ ✢✣ ✢✶✚✙✔✣✚ ✔✣✜✦✙✚✔

Dq = q(S−1F )S−1 −
N+d∑

i=N−d+1

q(ǫi)cic
t
i +

N+d∑

i=N−d+1

1Iǫi<0 cic
t
i,

✜✢✙✚ ✗✦ ✠✣✗✤

Dq = q(S−1F )S−1 +

N+d∑

i=N−d+1

(
1Iǫi<0 − q(ǫi)

)
cic

t
i,

= D̃q +
N+d∑

i=N−d+1

(
1Iǫi<0 − q(ǫi)

)
cic

t
i.

✗✪✔✕
D̃q

✚✔✤ ✄✦✔
D̃qS = q(S−1F )

✩ ✑✔ ✕✗✤✕✦✤ ✥✔
S−1F

✜ ✍✢✶✚✙✔✣✚ ✘✗✛ ✤✗ ✛✌✜✢✤✦✚✙✢✣ ✥✔
S(S−1F ) = F

✩ ✞✤ ✔✜✚ ✗✕ ✛✧ ✌ ✥✗✣✜ ✤✗ ✕✢✧✧✦✣✗✦✚✌ ✥✔✜ ✕✖✙✧ ✙✜✚✔✜ ✄✦✔
S−1F

✔✜✚ ✕✛✔✦✜✔
☎✔✁✆ ✩ ✗✢✦✛ ✥✔✜ ✘ ✢✤★✣✒✧✔✜

q
✥✔ ✵✗✙✶ ✤✔ ✥✔✭✛✌ ✮ ✢✣ ✘ ✔✦✚ ✜✦✘✘✢✜✔✛ ✥✔ ✤✗ ✧ ✆✧✔ ✵✗✟✢✣ ✄✦✔

D̃q✔✜✚ ✕✛✔✦✜✔ ✮ ✔✚ ✥✢✣✕ ✗✶ ✢✦✚✙✛ ✎ ✦✣✔ ✛✌✥✦✕✚✙✢✣ ✥✔ ✤✗ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ ✥✦ ✕✗✤✕✦✤ ✥✔
D⋆ ✩ ✂✔✜ ✥✔✦✰

✖★✘✢✚✖☞✜✔✜ ✛✔✜✚✔✣✚ ✎ ✪✌✛✙✠✔✛ ✔✣ ✘✛✗✚✙✄✦✔ ✩ ✄✢✦✤✙✭✣✢✣✜ ✄✦✔ ✤✔ ✕✗✤✕✦✤ ✥✔
D̃q

✣ ✍✔✜✚ ✘✗✜
✣✌✕✔✜✜✗✙✛✔ ✘✢✦✛ ✤✔ ✕✗✤✕✦✤ ✥✔ ✤ ✍✌✣✔✛✭✙✔ ✌ ✤✔✕✚✛✢✣✙✄✦✔

E = ✄✛(FDq) = ✄✛(S−1FDqS)
✩

✲✣✠✣ ✮ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✦✚✙✤✙✜✗✣✚ �✂✂ ✜✔ ✭✌✣✌✛✗✤✙✜✔ ✔✣ ✕✢✣✜✙✥✌✛✗✣✚ ✤✗ ✵✢✣✕✚✙✢✣✣✔✤✤✔ ✭✌✟
✣✌✛✗✤✙✜✌✔

Ω(F,D) = ✄✛(3DSD − 2DSDSD)
✥☞✜ ✤✢✛✜ ✄✦✔ ✤ ✍✙✣✙✚✙✗✤ ✭✦✔✜✜

D0

✪✌✛✙✠✔
D0SF = FSD0

✩
✄ ✣ ✞✖ ✣✠✚✗✚✘✜✥ ✜ ☎☞☛ ✢✘✚✣✚✛✜ ✙✜✛ ✢✗✚✙✢ ✚✘✛ ✆✝✞✟✠✡☛☞✌☛✡✞☛✍✟ ✡✖✚✛✖✛✘ ✚✛✘✜✗✦✜✛ ✚✗

F−1S
✙✚✛✘ ✕✜✖✕✢✛ ✜✛✘

✗✙✖ ✣✚✛✖✤✣✜ ✢✖✗ ✢✛✜ ✥ ✙✘✜✚✙✜ ✚✘✙✗✖✘✚✦✜ ✙✜ ✕✚✥ ✢ ✣✜✧ ✚✘✙
O(Nb)

✕✚✥✥ ✜
F

✜✘
S

✛✚✛✘ ✕✗✜✢ ✛✜✛ ✣



� �� � ✄✂✝✂✁✂✞☎✁✂✄☎✆✝ ✂ � �✂ ✁
S 6= INB

✬�✸
✂ ✕✔ ✕✖ �✤✥✚✩✟✙✜✤✥✙

✑✔✜ ✛✌✜✦✤✚✗✚✜ ✢✶✚✔✣✦✜ ✤✗✙✜✜✔ ✔✣✚✛✔✪✢✙✛ ✦✣✔ ✛✌✥✦✕✚✙✢✣ ✥✔ ✤✗ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✌ ✥✔✜ ✧ ✌✟
✚✖✢✥✔✜ ✥✔ ✘✛✢✁ ✔✕✚✙✢✣ ✘✢✦✛ ✤✔✜ ✜★✜✚☞✧✔✜ ✧ ✌✚✗✤✤✙✄✦✔✜ ✩ ✄✢✦✚✔✵✢✙✜ ✮ ✄✦✔✤✄✦✔✜ ✘✢✙✣✚✜ ✛✔✜✟
✚✔✣✚ ✎ ✗✘✘✛✢✵✢✣✥✙✛ ☎

✁
✙✤ ✔✜✚ ✣✌✕✔✜✜✗✙✛✔ ✥✔ ✕✢✦✘✤✔✛ ✕✔✚✚✔ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✗✪✔✕ ✦✣✔ ✜✚✛✗✚✌✭✙✔ ✗✦✚✢✧ ✗✚✙✄✦✔ ✘✢✦✛
✤✔ ✕✗✤✕✦✤ ✥✔

d⋆ ✝
✁

✙✤ ✜✔✧✶✤✔ ✙✣✕✢✦✚✢✦✛✣✗✶✤✔ ✥✔ ✥✌✪✔✤✢✘✘ ✔✛ ✦✣✔ ✜✚✛✗✚✌✭✙✔ ✥✔ ✚✛✢✣✕✗✚✦✛✔ ✥✔✜ ✕✗✤✕✦✤✜
✘✤✦✜ ✗✥✗✘✚✌✔ ✮ ✘✗✛ ✔✰✔✧✘✤✔ ✔✣ ✵✗✙✜✗✣✚ ✌✪✢✤✦✔✛ ✥★✣✗✧ ✙✄✦✔✧✔✣✚ ✤✔ ✧ ✗✜✄✦✔ ✥✔
✕✗✤✕✦✤

✝
✁

✤ ✍✦✚✙✤✙✜✗✚✙✢✣ ✥✔ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ �✂✂ ✣ ✍✔✜✚ ✘✢✜✜✙✶ ✤✔ ✄✦✔ ✘✢✦✛ ✥✔✜ ✙✣ ✙✚✙✗✤ ✭✦✔✜✜ ✄✦✙
✕✢✧✧✦✚✔✣✚ ✗✪✔✕

F
✮ ✕✔ ✄✦✙ ✣ ✍✔✜✚ ✘✗✜ ✤✔ ✕✗✜ ✥✔ ✤✗ ✧ ✗✚✛✙✕✔ ✥✔✣✜✙✚✌ ✭✌✣✌✛✌✔ ✎

✤ ✍✙✚✌✛✗✚✙✢✣
SCF

✘✛✌✕✌✥✔✣✚✔
✝

✁
✤✗ ✭✌✣✌✛✗✤✙✜✗✚✙✢✣ ✥✔ ✕✔✚✚✔ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✎

S 6= INb

✥✔✧✗✣✥✔ ✤✔ ✕✗✤✕✦✤ ✥✔
S−1 ✱✗✘✟

✘✛✢✕✖✌ ✚✢✦✚ ✥✦ ✧✢✙✣✜✴ ✤✢✛✜✄✦ ✍✢✣ ✦✚✙✤✙✜✔ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✳✘✲ ✩
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✱☛✣✙✪✔✛✜✙✚✌ ✞✗✛✙✜ ✂ ✞✴ ✮ ✟ ✩✂ ✩ ✟✭✦★✔✣ ✱✆ ✞✄ ✴ ✗✣✥ ✄ ✩ ✞✗✚✔✛✗ ✱✆ ✞✄ ✴ ✜✦✛ ✤ ✍✗✘✘✤✙✕✗✚✙✢✣
✥✔ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✥✔✜ ✶✗✜✔✜ ✛✌✥✦✙✚✔✜ ✗✦ ✘✛✢✶✤☞✧✔ ✌ ✤✔✕✚✛✢✣✙✠✦✔ ✥✢✣✚ ✢✣ ✗ ✛✔✤✔✪✌ ✤✔✜
✥✙✕ ✕✦✤✚✌✜ ✥✗✣✜ ✤✔ ✕✖✗✘✙✚✛✔ ✬ ✩ � ✗✣✜ ✦✣ ✘✛✔✧ ✙✔✛ ✚✔✧✘✜ ✮ ✢✣ ✙✣✚✛✢✥✦✙✚ ✤✗ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✥✔✜
✶✗✜✔✜ ✛✌✥✦✙✚✔✜ ✜✦✛ ✦✣ ✔✰✔✧✘✤✔ ✜✙✧ ✘✤✔ ✩ � ✗✣✜ ✦✣ ✜✔✕✢✣✥ ✚✔✧✘✜ ✮ ✢✣ ✥✌✕✛✙✚ ✤✗ ✥✌✧✗✛✕✖✔
✔✚ ✢✣ ✘✛✌✜✔✣✚✔ ✤✔✜ ✛✌✜✦✤✚✗✚✜ ✢✶✚✔✣✦✜ ✗✪✔✕ ✆✑✄✑✑✄ ✞ ✜✦✛ ✥✔✜ ✜★✜✚☞✧✔✜ ✌✕✢✤✔ ✩
� ✗✣✜ ✤✗ ✜✔✕✢✣✥✔ ✘✗✛✚✙✔ ✥✔ ✕✔ ✕✖✗✘✙✚✛✔ ✮ ✢✣ ✛✔✘✛✢✥✦✙✚ ✦✣✔ ✣✢✚✔ ✂�✑ ✝ ✘✦✶✤✙✌✔ ✔✣ ✞��✟
[
✑ ✸

]
✥✗✣✜ ✤✗✠✦✔✤✤✔ ✦✣✔ ✗✥✗✘✚✗✚✙✢✣ ✥✔ ✕✔✚✚✔ ✧ ✌✚✖✢✥✔ ✔✜✚ ✘✛✢✘ ✢✜✌✔ ✤✢✛✜✠✦✔ ✤ ✍✌✠✦✗✚✙✢✣

✗✦✰ ✥✌✛✙✪✌✔✜ ✘✗✛✚✙✔✤✤✔✜ ✎ ✛✌✜✢✦✥✛✔ ✔✜✚ ✣✢✣ ✗✕ ✣✔ ✔✣ ✤✔✜ ✘✗✛✗✧ ☞✚✛✔✜ ✩

✔✜✘✘✢ ✞✟✟✠✠✠ ✣✡ ✖✘✜✠✚✗☛ ✛ ✣✕✚✡ ✟ ✣
✥☞�



✬�✁ ��✁✂ ✄ ☎✆✝ � ✞ �✁ ✂ ✄☎✆ ✝✞✟ ✞✟✠ ✡✁✠✟✠ ✁ ✄✞✝☛ ☎✟✠ ☞ ✝✝✁ ✂✟ ☞ ✁✝✡✂ ☎✂ ✟ ✄✂✟✌☎✁✝✍☛✆✝✟
✂ ✎☛ ✏✑✒✓✔✒✕ ✌ ✖✗✓✗✑✘✙

✞✢✦✛ ✕✔✛✚✗✙✣✔✜ ✜✙✧✦✤✗✚✙✢✣✜ ✮ ✚✔✤✤✔✜ ✤✔✜ ✜✙✧✦✤✗✚✙✢✣✜ ✥✔ ✥★✣✗✧ ✙✠✦✔ ✧✢✤✚✕✦✤✗✙✛✔ ✮ ✢✣
✔✜✚ ✗✧ ✔✣✚ ✛ ✛✚✜✢✦✥✛✔ ✦✣ ✘✛✢✶✤✜✧✔ ✧✗✚✖✚✧✗✚✙✠✦✔

(Pµ)
✥✔ ✥✙✧ ✔✣✜✙✢✣

nh
✚✛✜✜ ✭✛✗✣✥✔

✘✢✦✛ ✢✣ ✤ ✍☞✣� ✣✎✥✦✍✁
L

✥✔ ✁ ✔✦✰ ✥✔ ✘✗✛✗✧ ✜✚✛✔✜ ✱✭✚✢✧ ✚✚✛✙✠✦✔✜ ✮ ✣✦✧ ✚✛✙✠✦✔✜✴
(µj)j=1,L

✩
✑✗ ✥✙✧ ✔✣✜✙✢✣

nh

✔✜✚ ✚✔✤✤✔ ✠✦✔ ✤✗ ✛✚✜✢✤✦✚✙✢✣ ✥✔
(Pµ)

✘✢✦✛ ✚✢✦✜ ✤✔✜
µj

✣ ✧✔✜✚ ✘✗✜ ✛✚✗✤✙✟
✜✗✶✤✔ ✩
� ✗✣✜ ✶ ✔✗✦✕✢✦✘ ✥✔ ✜✙✚✦✗✚✙✢✣✜ ✮ ✤ ✧✔✜✘✗✕✔ ✪✔✕✚✢✛✙✔✤ ✔✣✭✔✣✥✛✚ ✘✗✛ ✤✔✜ ✜✢✤✦✚✙✢✣✜

uµj

✥✔
(Pµj

)
✘ ✔✦✚ ★✚✛✔ ✗✘✘✛✢✕✖✚ ✗✪✔✕ ✦✣✔ ✘✛✚✕✙✜✙✢✣ ✜✦✕ ✜✗✣✚✔ ✘✗✛ ✤✔ ✜✢✦✜✟✔✜✘✗✕✔ ✪✔✕✚✢✛✙✔✤

✔✣✭✔✣✥✛✚ ✘✗✛
m

✜✢✤✦✚✙✢✣✜
uµk

✕✢✛✛✔✜✘ ✢✣✥✗✣✚ ✛
m

✕✢✣✠✭✦✛✗✚✙✢✣✜
(µk)k=1,m

✦✏✁✣ ✩✪ ✎✏✒
✫ ✏✁✫ ✗✪✔✕ m≪ nh

✩

� ✬✭ ✬✭ ✮✯ ✰✱✲✳✴✵✶ ✵✶✷ ✸✯✷✶✷ ✹✱✵✺✻✲✶✷
✑✗ ✧ ✚✚✖✢✥✔ ✥✔✜ ✶✗✜✔✜ ✛✚✥✦✙✚✔✜ ✜✔ ✘✤✗✕✔ ✥✗✣✜ ✦✣ ✚✔✤ ✕✢✣✚✔✰✚✔ ✩ ✑✠✣ ✥✔ ✧ ✔✚✚✛✔

✛ ✘✛✢✠✚ ✤✗ ✘✛✢✘✛✙✚✚✚ ✥✔ ✵✗✙✶ ✤✔ ✪✗✛✙✗✚✙✢✣ ✥✔✜ ✜✢✤✦✚✙✢✣✜
uµj

✛ ✕✗✤✕✦✤✔✛ ✮ ✢✣ ✥✚✠✣✙✚ ✦✣
✘✛✢✶✤✜✧✔ ✗✘✘✛✢✕✖✚

(P̃µ)
✥✔

(Pµ)
✮ ✠✦✙ ✕✢✣✜✙✜✚✔ ✛ ✕✖✔✛✕✖✔✛ ✤✗ ✧ ✔✙✤✤✔✦✛✔ ✗✘✘✛✢✰ ✙✧ ✗✚✙✢✣

ũµ

✥✔
uµ

✥✗✣✜ ✤ ✧✔✜✘✗✕✔ ✪✔✕✚✢✛✙✔✤ ✔✣✭✔✣✥✛✚ ✘✗✛
m

✜✢✤✦✚✙✢✣✜
uµk

✩ ✑✗ ✛✚✜✢✤✦✚✙✢✣ ✥✔
(P̃µ)✛✔✪✙✔✣✚ ✥✢✣✕ ✛ ✕✖✔✛✕✖✔✛

m
✛✚✔✤✜

(αµ,k)1≤k≤m

✚✔✤✤✔ ✠✦✔
ũµ

✥✚✠✣✙✔ ✘✗✛

ũµ =

m∑

k=1

αµ,kuµk

✗✘✘✛✢✕✖✔ ✤✔ ✧ ✙✔✦✰ ✘✢✜✜✙✶ ✤✔
uµ

✩
✼✣✔ ✚✔✤✤✔ ✗✘✘✛✢✕✖✔ ✜✦✘✘✢✜✔ ✥✔ ✕✢✣✣✗✓✚✛✔ ☞ ✂ ✍✏✎✍✏ ✘✢✦✛ ✚✢✦✚✔ ✪✗✤✔✦✛ ✥✔

m
✮ ✤✔✜

✕✢✣✠✭✦✛✗✚✙✢✣✜ ✥✔ ✛✚✵✚✛✔✣✕✔
µk

✕✢✣✥✦✙✜✗✣✚ ✛ ✤✗ ✧ ✔✙✤✤✔✦✛✔ ✗✘✘✛✢✰ ✙✧ ✗✚✙✢✣ ✔✣ ✦✣ ✕✔✛✚✗✙✣
✜✔✣✜ ✱

L2 ✮ H1✴ ✥✔✜ ✜✢✤✦✚✙✢✣✜
uµj

✩ ✂✔✕✙ ✔✜✚ ✘✢✜✜✙✶ ✤✔ ✘ ✢✦✛ ✤ ✧✙✣✜✚✗✣✚ ✥✗✣✜ ✠✦✔✤✠✦✔✜ ✕✗✜
✗✕✗✥✚✧ ✙✠✦✔✜ ✗✜✜✔✄ ✚✤✢ ✙✭✣✚✜ ✥✔✜ ✘✛✢✶✤✜✧✔✜ ✛✔✣✕✢✣✚✛✚✜ ✦✜✦✔✤✤✔✧ ✔✣✚ ✩ ✑✗ ✧ ✚✚✖✢✥✔ ✥✔✜
✶✗✜✔✜ ✛✚✥✦✙✚✔✜ ✥✢✙✚ ✥✢✣✕ ✜ ✧✗✕✕✢✧✘✗✭✣✔✛ ✥ ✧✁✫✽✏✥ ☞✽✁✢✍✫ ☞ ✂ ✎✫✽✁✍✏✎✍✏ ✥✔ ✵✗✾✢✣ ✛ ✔✜✚✙✧ ✔✛
✤ ✧✔✛✛✔✦✛ ✕✢✧✧ ✙✜✔ ✘✗✛ ✤ ✧✗✘✘✛✢✰ ✙✧ ✗✚✙✢✣

ũµ

✩ ✑✔ ✕✗✤✕✦✤ ✥✔✜ ✜✢✤✦✚✙✢✣✜
uµj

✜ ✧✔✫✔✕✚✦✔ ✔✣✜✦✙✚✔
✥✔ ✤✗ ✵✗✾✢✣ ✜✦✙✪✗✣✚✔

✁
✕✗✤✕✦✤ ✥✔

uµ1

✜✢✤✦✚✙✢✣ ✥✔
(Pµ1

)
✔✚ B = {uµ1

} ✮
✁

✘✢✦✛ ✚✢✦✚
j = 2, L

✿ ✩ ✕✗✤✕✦✤ ✥✔
ũµj

✮
❀ ✩ ✕✗✤✕✦✤ ✥✔ ✤ ✧✔✛✛✔✦✛ ✕✢✧✧ ✙✜✔

ε
✔✣✚✛✔

ũµj

✔✚
uµj

✛ ✤ ✧✗✙✥✔ ✥ ✧✔✜✚✙✧ ✗✚✔✦✛✜ ☞
✂ ✎✫✽✁✍✏✎✍✏ ❁ ✜✙ ε ✣ ✧✔✜✚ ✘✗✜ ✗✕✕✔✘✚✗✶✤✔ ✮ ✢✣ ✕✗✤✕✦✤✔

uµj

✔✚ B = B ∪ {uµj
} ✩

✑✔ ✥✚✪✔✤✢✘✘ ✔✧ ✔✣✚ ✥ ✧✁✫✽✏✥ ☞✽✁✢✍✫ ☞ ✂ ✎✫✽✁✍✏✎✍✏ ✘✛✚✕✙✜ ✔✚ ✘ ✔✦ ✕✢❂✚✔✦✰ ✔✜✚ ✥✙✕ ✕✙✤✔ ✩ ✄ ✙✔✣
✠✦✔ ✘✤✦✜ ✜✙✧ ✘✤✔ ✮ ✤✗ ✥✚✠✣✙✚✙✢✣ ✥✦ ✘✛✢✶✤✜✧✔

(P̃µ)
✘✔✦✚ ✜ ✧✗✪✚✛✔✛ ✥✙✕ ✕✙✤✔ ✱✕✢✧✧✔ ✢✣

✤✔ ✪✔✛✛✗ ✘✢✦✛ ✤✔ ✘✛✢✶✤✜✧✔ ✚✤✔✕✚✛✢✣✙✠✦✔✴ ✩ ❃✣ ✘✛✢✘✢✜✔ ✥✔ ✥✚✕✛✙✛✔ ✕✔ ✘✗✜✜✗✭✔ ✜✦✛ ✦✣
✘✛✢✶✤✜✧✔ ✘✛✚✜✔✣✚✗✣✚ ✗✦✕✦✣✔ ✥✙✕ ✕✦✤✚✚ ✩



� �✁ � ✂✁ ☎✝�☎✂✄ ✄☎✝☎✁✂✞ ✿�✁

� ✬✭ ✬✆ ✝✞✞✺✷✲✹✯✲✻✴✟ ✷✺✹ ✺✟ ✶✆✶✰✠✞✶ ✷✻✰✠✞✶
✡ ☛☞☛✌ ☛☞ ✍✏ ✎✏✑✒✓✔✕ ✏ ✖✗ ✖✘✖✙ ✓

✝✢✙✚
µ

✦✣ ✘✗✛✗✧ ✜✚✛✔ ✛✚✔✤ ✘✢✜✙✚✙✵ ✮ ✢✣ ✕✢✣✜✙✥✜✛✔ ✤✔ ✘✛✢✶✤✜✧✔ ✕✢✣✚✙✣✦
∣∣∣∣
−△u+ µu = f

✥✗✣✜
Ω,

u = 0
✜✦✛

∂Ω.

✱✔ ✩✿✴

✢✚
Ω

✥✚✜✙✭✣✔ ✦✣ ✢✦✪✔✛✚ ✜✦✕ ✜✗✧✧✔✣✚ ✛✚✭✦✤✙✔✛ ✥✔
IR3 ✔✚

f ∈ L2(Ω)
✩ ❃✣ ✣✢✚✔

(χi)i=1,nh✤✗ ✶✗✜✔ ✥✔ ✯✗✤✔✛✟ ✙✣ ✥✔ ✥✙✧ ✔✣✜✙✢✣
nh

✕✖✢✙✜✙✔ ✠✦ ✧✢✣ ✜✦✘✘✢✜✔ ✙✣✥✚✘ ✔✣✥✗✣✚✔ ✥✔
µ

✔✚
✪✚✛✙✠✗✣✚ ✤✔✜ ✕✢✣✥✙✚✙✢✣✜ ✥✔ � ✙✛✙✕✖✤✔✚ ✥✦ ✘✛✢✶✤✜✧✔ ✩ Pµ

✜ ✧✚✕✛✙✚
∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

∇uµ.∇χi dΩ + µ

∫

Ω

uµχi dΩ =

∫

Ω

fχi dΩ ∀ 1 ≤ i ≤ nh,

uµ =

nh∑

i=1

Uµ,iχi.

✱✔ ✩❀✴

✑✔ ✪✔✕✚✔✦✛
Uµ

✜ ✧✢✶✚✙✔✣✚ ✔✣ ✛✚✜✢✤✪✗✣✚

(A + µM)Uµ = F
✱✔ ✩✸✴

✗✪✔✕




Aij =

∫

Ω

∇χi.∇χj dΩ,

Mij =

∫

Ω

χiχj dΩ,

Fi =

∫

Ω

fχi dΩ.

✱✔ ✩✟ ✴

✑✔ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✚ ✥✔ ✤✗ ✛✚✜✢✤✦✚✙✢✣ ✥✔ ✱✔ ✩✸✴ ✮ ✔✚ ✥✢✣✕ ✥✔ ✱✔ ✩❀✴ ✮ ✔✜✚ O(nγ
h)

✢✚
γ
✔✜✚ ✚✭✗✤ ✛

1✢✦
3
✜✔✤✢✣ ✤✔ ✕✗✛✗✕✚✜✛✔ ✕✛✔✦✰ ✥✔

A
✔✚
M

✩ ✂✔✚✚✔ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✚ ✔✜✚ ✥✚✘ ✔✣✥✗✣✚✔ ✥✔
nh

✔✚
✘✗✛ ✜✦✙✚✔ ✘ ✔✦✚ ✧ ✔✣✔✛ ✛ ✦✣ ✕✗✤✕✦✤ ✙✛✛✚✗✤✙✜✗✶✤✔ ✮ ✢✦ ✘ ✢✦✛ ✤✔ ✧ ✢✙✣✜ ✚✛✜✜ ✤✢✣✭ ✮ ✔✣ ✚✔✛✧ ✔
✥✔ ✚✔✧✘✜ ✥✔ ✕✗✤✕✦✤ ✩

✡ ☛☞☛✌ ☛✌ ✍✏ ✎✏✑✒✓✔✕ ✏ ✒✙✛✏ ✏✁✜✢✖✘✏
�✢✣✣✢✣✜ ✣✢✦✜

m
✜✢✤✦✚✙✢✣✜

(uµk
)k=1,m

✔✚ ✕✖✔✛✕✖✢✣✜ ✤✗ ✜✢✤✦✚✙✢✣ ✥✔
(Pµ)

✘✢✦✛ ✦✣
✣✢✦✪✔✗✦

µ
✩ ✝✦✛ ✤✗ ✶✗✜✔ ✥✔✜

uµk

✮ ✤✔ ✘✛✢✶✤✜✧✔
(P̃µ)

✜ ✧✚✕✛✙✚
∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

∇ũµ.∇uµk
+ µ

∫

Ω

ũµuµk
=

∫

Ω

fuµk
∀ 1 ≤ k ≤ m,

ũµ =
m∑

k=1

αµ,kuµk
.

✱✔ ✩✔✴

✑✔ ✪✔✕✚✔✦✛
αµ

✜ ✧✢✶✚✙✔✣✚ ✔✣ ✛✚✜✢✤✪✗✣✚

(Ã+ µM̃)αµ = F̃
✱✔ ✩✁✴
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✗✪✔✕ ✘✢✦✛ ✚✢✦✚
1 ≤ k, l ≤ m





Ãkl =

∫

Ω

∇uµk
.∇uµl

dΩ,

M̃kl =

∫

Ω

uµk
uµl

dΩ,

F̃k =

∫

Ω

fuµk
dΩ.

✱✔ ✩✁✴

✝✢✙✚
V

✤✗ ✧ ✗✚✛✙✕✔ ✥✔ M(nh, m)
✵✢✛✧ ✚✔ ✘✗✛ ✤✔✜ ✪✔✕✚✔✦✛✜

Uµk

✮ ✢✣ ✗
Ã = V tAV

✮
M̃ = V tMV

✔✚
F̃ = V tF

✩ ✑✔ ✘✛✚✕✗✤✕✦✤ ✥✔ ✕✔✜ ✧ ✗✚✛✙✕✔✜ ✮ ✥✔ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✚✓ O(mγnη
h)✔✜✚ ✔✫✔✕✚✦✚ ✛ ✤✗ ✜✦✙✚✔ ✥✦ ✕✗✤✕✦✤ ✥✔✜

uµk

✩ ✲✣✜✦✙✚✔ ✘ ✢✦✛ ✕✖✗✠✦✔
µ
✮ ✤✗ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✚ ✥✔ ✤✗

✛✚✜✢✤✦✚✙✢✣ ✥✔ ✱✔ ✩✁✴ ✮ ✔✚ ✥✢✣✕ ✥✔ ✱✔ ✩✔✴ ✮ ✔✜✚ ✙✣✥✚✘✔✣✥✗✣✚✔ ✥✔
nh

✩ ✂✢✧✧✔ ✤✔✜ ✧ ✗✚✛✙✕✔✜
Ã✔✚

M̃
✜✢✣✚ ✘✤✔✙✣✔✜ ✙✣✥✚✘✔✣✥✗✧✧✔✣✚ ✥✦ ✕✗✛✗✕✚✜✛✔ ✕✛✔✦✰ ✥✔

A
✔✚
M

✮ ✕✔✚✚✔ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✚
✔✜✚ O(m3) (≪ O(nγ

h)
✤✢✛✜✠✦✔

m≪ nh

✴ ✩

✡ ☛☞☛✌ ☛� ✁✢✏ ✓✂✢✏✛ ✜ ✖✄☎✢✓✘✁✛
✑✠✣ ✥ ✧✙✣✚✛✢✥✦✙✛✔ ✤✗ ✜✔✕✢✣✥✔ ✘✗✛✚✙✔ ✥✔ ✕✔✚✚✔ ✜✔✕✚✙✢✣ ✮ ✢✣ ✕✢✣✜✙✥✜✛✔ ✤✔✜ ✘✛✢✶✤✜✧✔✜

✣✢✣ ✤✙✣✚✗✙✛✔✜
(P1

µ)
✔✚

(P2
µ)

✥✚✠✣✙✜ ✘✗✛

(P1
µ)

∣∣∣∣
−△u+ g(µ, x)u = f

✥✗✣✜
Ω,

u = 0
✜✦✛

∂Ω.

✗✪✔✕
g(µ, x) 6= f(µ)h(x)

✜✚✛✙✕✚✔✧ ✔✣✚ ✘✢✜✙✚✙✪✔ ✜✦✛
IR

✘✢✦✛ ✚✢✦✚
µ
✮ ✔✚ ✮

(P2
µ)

∣∣∣∣
−△u+ g(µ, u) = f

✥✗✣✜
Ω,

u = 0
✜✦✛

∂Ω.

✗✪✔✕
g
✙✣✠✣✙✧ ✔✣✚ ✥✚✛✙✪✗✶✤✔ ✔✚ ✜✚✛✙✕✚✔✧ ✔✣✚ ✘✢✜✙✚✙✪✔ ✜✦✛

IR
✩

✑✔ ✘✛✢✶✤✜✧✔
(P1

µ)
✔✜✚ ✣✢✣ ✗✕ ✣✔ ✔✣ ✤✔ ✘✗✛✗✧ ✜✚✛✔

µ
✘✗✛ ✖★✘✢✚✖✜✜✔ ✜✦✛

g
✩ ✝ ✙ ✢✣

✜✦✙✚ ✤✗ ✥✚✧✗✛✕✖✔ ✥✚✕✛✙✚✔ ✜✦✛ ✤✔ ✘✛✢✶✤✜✧✔ ✱✔ ✩✿✴ ✮ ✤✔ ✘✛✢✶✤✜✧✔ ✶✗✜✔ ✛✚✥✦✙✚✔ ✛✔✠✦✙✔✛✚ ✥✔
✕✗✤✕✦✤✔✛ ✤✗ ✧ ✗✚✛✙✕✔

G̃µ
✥✚✠✣✙✔ ✘✗✛

∀ 1 ≤ k, l ≤ m, (G̃µ)kl =

∫

Ω

g(µ, x)uµk
uµl
.

✞✗✛ ✖★✘✢✚✖✜✜✔ ✜✦✛
g
✮
G̃µ 6= f(µ)M̃

✩ �✢✣✕ ✮ ✘✢✦✛ ✚✢✦✚ ✣✢✦✪✔✗✦
µ
✮ ✙✤ ✔✜✚ ✣✚✕✔✜✜✗✙✛✔ ✥✔

✵✢✛✧ ✔✛ ✤✗ ✧ ✗✚✛✙✕✔
G̃µ

✩ ✑✗ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✚ ✥✔ ✕✔✚✚✔ ✚✚✗✘ ✔ ✔✜✚ O(m2nη
h)

✢✚
η = 1, 2

✜✔✤✢✣ ✤✔
✕✗✛✗✕✚✜✛✔ ✕✛✔✦✰ ✥✔

M
✩ ✞✗✛ ✕✢✣✜✚✠✦✔✣✚ ✮ ✙✤ ✣ ✧✔✜✚ ✘✗✜ ✘✢✜✜✙✶ ✤✔ ✥✔ ✥✚✠✣✙✛ ✗✪✔✕ ✦✣✔ ✚✔✤✤✔

✜✚✛✗✚✚✭✙✔ ✦✣✔ ✧ ✚✚✖✢✥✔ ✥✔ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✚ ✙✣✥✚✘ ✔✣✥✗✣✚✔ ✥✔
nh

✩
✘
(γ, η) = (1, 2)

✛✚
A

✜✛✘ ✢ ✆✜✚✛✜ ✜✘
(γ, η) = (2, 1)

✛✚
A

✜✛✘ ✕✗✜✢ ✛✜ ✝
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✑✔ ✘✛✢✶✤✜✧✔
(P2

µ)
✔✜✚ ✣✢✣ ✤✙✣✚✗✙✛✔ ✔✣

u
✩ ✑✗ ✛✚✜✢✤✦✚✙✢✣ ✥✔ ✕✔ ✘✛✢✶✤✜✧✔ ✘✗✛ ✦✣✔

✧ ✚✚✖✢✥✔ ✙✚✚✛✗✚✙✪✔ ✥✔ ✟ ✔✬✚✢✣ ✕✢✣✥✦✙✚ ✛ ✘✢✜✔✛ ✛ ✕✖✗✠✦✔ ✙✚✚✛✗✚✙✢✣
uk+1

µ = uk
µ + δk

uµ

✩
δk
uµ

✔✜✚ ✢✶✚✔✣✦ ✔✣ ✛✚✜✢✤✪✗✣✚
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

∇δk
uµ
.∇χi dΩ +

∫

Ω

g′(µ, uk
µ)δ

k
uµ
χi dΩ =

∫

Ω

fχi −
∫

Ω

∇uk
µ.∇χi dΩ

−
∫

Ω

g(µ, uk
µ)χi dΩ ∀ 1 ≤ i ≤ nh,

δk
uµ

=

nh∑

i=1

Uµ,iχi.

✑✗ ✥✚✧✗✛✕✖✔ ✥✚✕✛✙✚✔ ✜✦✛ ✤✔ ✘✛✢✶✤✜✧✔ ✱✔ ✩✿✴ ✜ ✧✗✘✘✤✙✠✦✔ ✥✔ ✤✗ ✧ ★✧✔ ✵✗✾✢✣ ✮ ✤✔ ✘✛✢✶✤✜✧✔
✶✗✜✔ ✛✚✥✦✙✚✔ ✕✢✛✛✔✜✘ ✢✣✥✗✣✚ ✛✔✠✦✙✔✛✚ ✛ ✕✖✗✠✦✔ ✙✚✚✛✗✚✙✢✣ ✥✔ ✕✗✤✕✦✤✔✛ ✤✔ ✪✔✕✚✔✦✛

Gu

✔✚
✤✗ ✧ ✗✚✛✙✕✔

G′
u

✥✚✠✣✙✜ ✘✗✛

∀ 1 ≤ k ≤ m, (Gu)k =

∫

Ω

g(µ, uµ)uµk
,

∀ 1 ≤ k, l ≤ m, (G′
u)kl =

∫

Ω

g′(µ, uµ)uµk
uµl
.

✞✗✛ ✕✢✣✜✚✠✦✔✣✚ ✘✢✦✛ ✚✢✦✚ ✣✢✦✪✔✗✦
µ
✮ ✤✗ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✚ ✥✔ ✤✗ ✛✚✜✢✤✦✚✙✢✣ ✥✦ ✘✛✢✶✤✜✧✔

✶✗✜✔ ✛✚✥✦✙✚✔ ✣ ✧✔✜✚ ✘✗✜ ✙✣✥✚✘✔✣✥✗✣✚✔ ✥✔
nh

✩

✄ ✎✂ ☎✌ ✕✑✆✝ ✙✝✞ ✌ ✗✙✌✔✟✑✆✓✒✞✠✌ ✡✌ ✙✘ ✔✎ ✒✞ ✒✌ ✞✠✘✓☛
✟ ✒✞✠✌

❃✣ ✕✢✣✜✙✥✜✛✔ ✤ ✧✚✪✢✤✦✚✙✢✣ ✥ ✧✦✣ ✜★✜✚✜✧✔ ✧✢✤✚✕✦✤✗✙✛✔ ✕✢✧✘✢✜✚ ✥✔
N

✘✗✙✛✔✜ ✥ ✧✚✤✔✕✟
✚✛✢✣✜ ✔✚ ✥✔

M
✣✢★✗✦✰ ✥✔ ✕✖✗✛✭✔

(zk)k=1,M
✩ ❃✣ ✣✢✚✔

µ = (x̄k)k=1,M
✤✔✜ ✘✢✜✙✚✙✢✣✜

✥✔✜ ✣✢★✗✦✰ ✥✦ ✜★✜✚✜✧✔ ✩ ✑ ✧✚✪✢✤✦✚✙✢✣ ✥✦ ✜★✜✚✜✧✔ ✕✢✣✥✦✙✚ ✛ ✕✗✤✕✦✤✔✛ ✤✔✜ ✵✢✛✕✔✜ ✚✤✔✕✚✛✢✟
✣✙✠✦✔✜ ✗✭✙✜✜✗✣✚ ✜✦✛ ✤✔✜ ✣✢★✗✦✰ ✩ ✞✢✦✛ ✕✔✤✗ ✮ ✙✤ ✔✜✚ ✣✚✕✔✜✜✗✙✛✔ ✘ ✢✦✛ ✕✖✗✠✦✔ ✭✚✢✧ ✚✚✛✙✔
✘✗✛ ✤✗✠✦✔✤✤✔ ✘✗✜✜✔ ✤✔ ✜★✜✚✜✧✔ ✥✔ ✛✚✜✢✦✥✛✔ ✤✔ ✘✛✢✶✤✜✧✔ ✚ ✤✔✕✚✛✢✣✙✠✦✔ ✱✔ ✩✷✴ ✥✚✕✛✙✚ ✥✗✣✜
✤✗ ✜✔✕✚✙✢✣ ✔ ✩❀ ✩❀ ✩ ❃✣ ✣✢✚✔

nh

✤✗ ✥✙✧ ✔✣✜✙✢✣ ✥✔ ✤ ✧✔✜✘✗✕✔ ✥✔ ✯✗✤✔✛✟ ✙✣ ✙✣✚✛✢✥✦✙✚ ✘✢✦✛ ✤✗
✛✚✜✢✤✦✚✙✢✣ ✥✔ ✕✔ ✘✛✢✶✤✜✧✔ ✩ � ✔✦✰ ✚★✘ ✔✜ ✥✔ ✶✗✜✔ ✔✰ ✙✜✚✔✣✚ ❁

✁
✤✔✜ ✶✗✜✔✜ ✜✘ ✚✕✙✠✠✦✔✜ ✱✶✗✜✔✜ ✥✔ ✭✗✦✜✜✙✔✣✣✔✜ ✮ ✶✗✜✔✜ ✥ ✧✢✛✶✙✚✗✤✔✜ ✗✚✢✧ ✙✠✦✔✜ ✣✦✧ ✚✟
✛✙✠✦✔✜✴ ✮ ✠✦ ✧✢✣ ✣✢✚✔ ✘✗✛ ✤✗ ✜✦✙✚✔

B1
✮ ✥✢✣✚ ✤✗ ✚✗✙✤✤✔ ✔✜✚ ✥✔ ✤ ✧✢✛✥✛✔ ✥✦ ✣✢✧✶✛✔

✥ ✧✚✤✔✕✚✛✢✣✜ ✥✦ ✜★✜✚✜✧✔ ✱
nh = O(N)

✴ ✩ ✂✔✜ ✶✗✜✔✜ ✜✢✣✚ ✚✛✜✜ ✔✕ ✕✗✕✔✜ ✥ ✧✦✣ ✘✢✙✣✚
✥✔ ✪✦✔ ✥✦ ✚✔✧✘✜ ✥✔ ✕✗✤✕✦✤ ✜✦✙✚✔ ✛ ✤✔✦✛ ✚✗✙✤✤✔ ✧ ✙✣✙✧ ✗✤✔ ☞

✁
✤✔✜ ✶✗✜✔✜ ✭✚✣✚✛✙✠✦✔✜ ✱✶✗✜✔✜ ✥ ✧✲✤✚✧✔✣✚✜ ✳✙✣✙✜ ✮ ✶✗✜✔ ✥ ✧✢✣✥✔✜ ✘✤✗✣✔✜✴ ✠✦ ✧✢✣ ✣✢✚✔
✘✗✛ ✤✗ ✜✦✙✚✔

B2

✩ ✂✔✜ ✶✗✜✔✜ ✮ ✘✤✦✜ ✜✙✧✘✤✔✜ ✥ ✧✦✚✙✤✙✜✗✚✙✢✣ ✮ ✜✢✣✚ ✕✗✛✗✕✚✚✛✙✜✚✔✜ ✘✗✛ ✦✣✔
✚✛✜✜ ✭✛✗✣✥✔ ✚✗✙✤✤✔ ✱

nh >> N
✴ ✩

� ✗✣✜ ✤✗ ✜✦✙✚✔ ✮ ✤✔ ✥✢✧✗✙✣✔ ✥ ✧✚✚✦✥✔ ✔✜✚ ✣✢✚✚
Ω

✔✚
d
✥✚✜✙✭✣✔ ✜✗ ✥✙✧ ✔✣✜✙✢✣ ✩



✿✿� ��✁✂ ✄ ☎✆✝ � ✞ �✁ ✂ ✄☎✆ ✝✞✟ ✞✟✠ ✡✁✠✟✠ ✁ ✄✞✝☛ ☎✟✠ ☞ ✝✝✁ ✂✟ ☞ ✁✝✡✂ ☎✂ ✟ ✄✂✟✌☎✁✝✍☛✆✝✟

� ✬✆ ✬✭ ✝ ✴✲✻�✯✲✻✴✟
✞✢✦✛ ✜✙✧✦✤✔✛ ✤ ✧✚✪✢✤✦✚✙✢✣ ✥✦ ✜★✜✚✜✧✔ ✮ ✦✣✔ ✥★✣✗✧ ✙✠✦✔ ✧✢✤✚✕✦✤✗✙✛✔ ☞✦ ✏✣ ✏✽✏✎ ✔✰ ✙✭✔

✤✗ ✛✚✜✢✤✦✚✙✢✣ ✥✦ ✘✛✢✶✤✜✧✔ ✚ ✤✔✕✚✛✢✣✙✠✦✔ ✘✢✦✛ ✦✣ ✣✢✧✶✛✔
L

✥✔ ✘✗✜ ✥✔ ✚✔✧✘✜ ✮ ✔✚ ✥✢✣✕
✦✣ ✣✢✧✶✛✔

L
✥✔ ✁ ✔✦✰ ✥✔ ✘✢✜✙✚✙✢✣✜ ✥✔✜ ✣✢★✗✦✰ ✩ ✑✗ ✕✢✧✘✤✔✰ ✙✚✚ ✥✔ ✤✗ ✛✚✜✢✤✦✚✙✢✣ ✥✦

✘✛✢✶✤✜✧✔ ✚✤✔✕✚✛✢✣✙✠✦✔ ✔✜✚ O(nβ
h)

✱✗✪✔✕
β

✚✭✗✤ ✛
1
✢✦

3
✜✔✤✢✣ ✤✔ ✜★✜✚✜✧✔ ✧✢✤✚✕✦✤✗✙✛✔✴ ✩

✞✢✦✛ ✥✔✜ ✜★✜✚✜✧✔✜ ✥ ✧✙✣✚✚✛★✚ ✛✚✔✤ ✮
N

✔✜✚ ✥✔ ✤ ✧✢✛✥✛✔ ✥✔
104 ✔✚

L
✥✔ ✤ ✧✢✛✥✛✔ ✥✔

105 ✩ ✞✤✔✜✚ ✥✢✣✕ ✙✧✘✢✜✜✙✶ ✤✔ ✥✔ ✜✙✧✦✤✔✛ ✤ ✧✚✪✢✤✦✚✙✢✣ ✥ ✧✦✣ ✜★✜✚✜✧✔ ✘✗✛ ✦✣✔ ✥★✣✗✧ ✙✠✦✔ ✧✢✤✚✟
✕✦✤✗✙✛✔ ☞✦ ✏✣ ✏✽✏✎✩ ✄✢✦✚✔✵✢✙✜ ✮ ✤ ✧✚✪✢✤✦✚✙✢✣ ✥✔✜ ✘✗✛✗✧ ✜✚✛✔✜ ✮ ✔✚ ✘✗✛ ✜✦✙✚✔ ✥✔ ✤✗ ✜✢✤✦✚✙✢✣
✥✦ ✘✛✢✶✤✜✧✔ ✚ ✤✔✕✚✛✢✣✙✠✦✔ ✮ ✔✜✚ ✤✔✣✚✔ ✩ ✲✣ ✘✛✗✚✙✠✦✔ ✮ ✢✣ ✧✔✚ ✛ ✘✛✢✠✚ ✕✔✚✚✔ ✘✛✢✘✛✙✚✚✚ ✔✣
✕✢✣✜✚✛✦✙✜✗✣✚ ✤ ✧✙✣ ✙✚✙✗✤ ✭✦✔✜✜ ✛ ✦✣ ✘✗✜ ✥✔ ✚✔✧✘✜ ✛ ✘✗✛✚✙✛ ✥✔ ✤✗ ✜✢✤✦✚✙✢✣ ✢✶✚✔✣✦✔ ✗✦ ✘✗✜
✥✔ ✚✔✧✘✜ ✘✛✚✕✚✥✔✣✚ ✩ ✼✣✔ ✚✔✤✤✔ ✜✚✛✗✚✚✭✙✔ ✛✔✜✚✔ ✙✣✜✦✕ ✜✗✣✚✔ ✕✗✛ ✤✗ ✚✗✙✤✤✔ ✥✦ ✘✛✢✶✤✜✧✔ ✛
✛✚✜✢✦✥✛✔ ✛✔✜✚✔ ✙✣✕✖✗✣✭✚✔ ✩

✑✗ ✧ ✚✚✖✢✥✔ ✥✔✜ ✶✗✜✔✜ ✛✚✥✦✙✚✔✜ ✗ ✘✢✦✛ ✶✦✚ ✥✔ ✥✙✧ ✙✣✦✔✛ ✤✗ ✚✗✙✤✤✔ ✥✦ ✘✛✢✶✤✜✧✔
✛ ✛✚✜✢✦✥✛✔ ✛ ✕✖✗✠✦✔ ✙✚✚✛✗✚✙✢✣ ✔✣ ✗✘✘✛✢ ✕✖✗✣✚ ✤✗ ✜✢✤✦✚✙✢✣ ✕✖✔✛✕✖✚✔ ✘✗✛ ✦✣✔ ✕✢✧✶✙✟
✣✗✙✜✢✣ ✤✙✣✚✗✙✛✔ ✥✔

m
✜✢✤✦✚✙✢✣✜ ✥✦ ✘✛✢✶✤✜✧✔ ✚ ✤✔✕✚✛✢✣✙✠✦✔ ✕✗✤✕✦✤✚✔✜ ✛ ✥✔✜ ✙✚✚✛✗✚✙✢✣✜

✘✛✚✕✚✥✔✣✚✔✜ ✮ ✗✪✔✕
m≪ nh

✩

� ✬✆ ✬✆ ✁✶✹✷✻✴✟ ✂✴✟✲✻✟✺✶ ✵✺ ✠✹✴✸ ✞✄✰✶ ✱ ✞✶✂✲✹✴✟ ✻✝✺✶ ✠ ✴✺✹ ✞✶ ✰✴☎
✵✄ ✞✶ ✵✶ ✆✴✳✟☎✝✳✯✰

✑✔ ✘✛✢✶✤✜✧✔ ✚✤✔✕✚✛✢✣✙✠✦✔ ✮ ✘✢✜✚ ✔✣ ✚✔✛✧ ✔ ✥✔ ✘✗✙✛✔✜ ✥ ✧✚ ✤✔✕✚✛✢✣✜ ✱✜★✜✚✜✧✔✜ ✛ ✕✢✦✕✖✔
✵✔✛✧ ✚✔✴ ✮ ✕✢✣✜✙✜✚✔ ✛ ✕✗✤✕✦✤✔✛

N
✵✢✣✕✚✙✢✣✜

Ψ = (ψi)i=1,N

✜✢✤✦✚✙✢✣ ✥✦ ✘✛✢✶✤✜✧✔ ✥ ✧✢✘✚✙✟
✧✙✜✗✚✙✢✣ ✣✢✣ ✤✙✣✚✗✙✛✔ ✜✦✙✪✗✣✚

EKS(Ψ) =

N∑

i=1

∫

Ω

|∇ψi|2 +

∫

Ω

ρVµ +
1

2

∫

Ω

∫

Ω

ρ(x)ρ(x′)

|x− x′| dxdx′ + Exc(ρ)
✱✔ ✩✷✴

✜✢✦✜ ✤✔✜ ✕✢✣✚✛✗✙✣✚✔✜

∀ 1 ≤ i ≤ j ≤ N,

∫

Ω

ψiψj = δij

✗✪✔✕

ρ(x) = 2
N∑

i=1

|ψi(x)|2,

Vµ(x) = −
M∑

k=1

zk

|x− x̄k|
.

Exc

✔✜✚ ✤✗ ✵✢✣✕✚✙✢✣✣✔✤✤✔ ✥ ✧✚✕✖✗✣✭✔ ✕✢✛✛✚ ✤✗✚✙✢✣ ✗✜✜✢✕✙✚✔ ✗✦ ✧✢✥✜ ✤✔ ✥✔ ✞✟✠✡✟✝✠☛☞



� �✁ � ✞✄ ✂✁✆�✞✁✂✄ ☎✞✄�✄✁✆✝☎��✄ ✁✄ ✞✂ �✂ ☎✂ ☎✄ ��✂✝ ✄☎��✄ ✿✿✿

�✟✡✁✂✄✚☎✚ ✆ ✝✞✁ ✚✠✟☛✠✂✟✡✁ ✄ ✧✡✟☛✞☎☞✝☛✌☎☛✡✌✞ ☛✁✁✟ �✂✚✞✁ ✛ �✞ ✍☎✟✎☛✜☞ ✞ ✁✟✡✠
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∀ 1 ≤ i ≤ N, −1

2
△ψi + Vµψi +

(
ρ ⋆

1

|x|
)
ψi + vxc(ρ)ψi =

N∑

j=1

λijψj ,

ρ = 2
N∑

i=1

|ψi|2,

∀ 1 ≤ i ≤ j ≤ N,

∫

Ω

ψiψj = δij.

✏✔ ✆☎✑

✟✚
vxc(ρ)

✞✁✠ ☛☛ ✄✚☎✂✒✚✞ ✄✞
Exc(ρ)

✍☛☎ ☎☛✍✍ ✟☎✠ ✛
ρ
✆ ✝✟ ✂✠

φ
☛☛ ✓✟✡�✠✂✟✡ ✄✚✔✡ ✂✞ ✍☛☎

−△φ = 4πρ
✄☛✡✁

IRd,
✏✔ ✆✿�✑

✟✡ ☛ ✍ ✟✟☎ ✠✟✟✠✞ ✓✟✡�✠✂✟✡ u ✄✚✔✡ ✂✞ ✁✟☎
IRd

∫

IRd

(
ρ ⋆

1

|x|
)
(x)u(x) dx =

∫

IRd

∫

IRd

ρ(x′)u(x)

|x− x′| dx′dx =

∫

IRd

φ(x)u(x) dx.

✂✟☞☞ ✞ ✟✡ ☎✚✁✟✟✠ ☛✞✁ ✚✠✟☛✠✂✟✡✁ ✏✔ ✆☎✑ ✁✟☎ ✟✡ ✄✟☞ ☛✂✡✞ ✎ ✟☎✡✚
Ω ✕ ✟✡ ☎✞☞✍☛☛�✞ ✏✔ ✆✿�✑

✍☛☎
{

−△φ = 4πρ
✄☛✡✁

Ω,
φ = 0

✁✟☎
∂Ω.

✡✡ ✁✟✍✍ ✟✁☛✡✠
Ω

☛✁✁✞✄ ✌☎☛✡✄ ✕ ✟✡ ✓☛ ✂✠ ☛ ✧☛✍✍☎✟✖ ✂☞☛✠✂✟✡ ✍✟✟☎ ✠✟✟✠✞ ✓✟✡�✠✂✟✡ u ✄✚✔✡ ✂✞
✁✟☎

Ω ∫

Ω

∫

Ω

ρ(x′)u(x)

|x− x′| dx′dx ≃
∫

Ω

φ(x)u(x) dx.
✏✔ ✆✿✿✑

✂✞✠✠✞ ☛✍✍☎✟✖ ✂☞☛✠✂✟✡ ✍ ✞☎☞ ✞✠ ✄✞ ✄✂☞ ✂✡✟✞☎ �✟✡✁✂✄✚☎☛✎☛✞☞ ✞✡✠ ☛✞ ✠✞☞ ✍✁ ✄✞ �☛☛�✟☛ ✄✟
✠✞☎☞ ✞ ✄✞ ✂✟✟☛✟☞✎ ✆ ✡✡ ✞✗✞✠ ✕ ☛✞ �☛☛�✟☛ ✄✞ ☛ ✧✂✡✠✚✌☎☛ ☛✞ ✄✟✟✎☛✞ ✄✞ ✏✘ ✆✿✿✑ ✞✁✠ ✄✞ �✟☞ ✍☛✞✖ ✂✠✚
O(n2

h)
✄✟ ✓☛ ✂✠ ✄✞ ☛☛ ✡✟✡ ☛✟ �☛ ☛✂✠✚ ✄✟ ✍ ✟✠✞✡✠✂✞☛ ✄✞ ✂✟✟☛✟☞✎ ✆ ✡✡ ☎✞✒☛✡�✠✞ ✕ ☛✞ �☛☛�✟☛ ✄✞

☛ ✧✂✡✠✚✌☎☛ ☛✞ ✁✂☞ ✍☛✞ ✄✞ ✏✘ ✆✿✿✑ ✞✁✠ ✄✞ �✟☞ ✍☛✞✖ ✂✠✚ O(nh)
✆ � ✞ ☞ ★☞ ✞ ✕ ☛✞ �☛ ☛�✟ ☛ ✄✞ φ ✞✁✠ ✄✞

�✟☞ ✍☛✞✖ ✂✠✚ O(nh)
✄✟ ✓☛ ✂✠ ✄✞ ☛☛ ☛✟ �☛ ☛✂✠✚ ✄✞ ☛☛ ✎☛✁✞ ✄ ✧✚☛✚☞ ✞✡✠✁ ✔✡ ✂✁ ✆

✝✞✁ ✚✠✟☛✠✂✟✡✁ ✏✘ ✆☎✑ ✄✞✒✂✞✡✡✞✡✠
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∀ 1 ≤ i ≤ N, −1

2
△ψi + Vµψi + φψi + vxc(ρ)ψi =

N∑

j=1

λijψj ,

ρ = 2
N∑

i=1

|ψi|2, −△φ = 4πρ
✄☛✡✁

Ω, φ = 0
✁✟☎

∂Ω,

∀ 1 ≤ i ≤ j ≤ N,

∫

Ω

ψiψj = δij.

✏✘ ✆✿❀✑

� ✬✆ ✬✙ ✚ ✻✛ ✂✺ ✞✲✱✷ ✞✻✱✶✷ ✯✺ ✠✹✴✸ ✞✄✰✶ ✱ ✞✶✂✲✹✴✟ ✻✝✺✶
✝✞✁ ✚✠✟☛✠✂✟✡✁ ✏✘ ✆✿❀✑ ✍☎✚✁✞✡✠✞✡✠ ✟✡ ✌☎☛✡✄ ✡✟☞✎☎✞ ✄✞ ✄✂✜ �✟☛✠✚✁ ✆



✿✿❀ ��✁✂ ✄ ☎✆✝ � ✞ �✁ ✂ ✄☎✆ ✝✞✟ ✞✟✠ ✡✁✠✟✠ ✁ ✄✞✂☛ ☎✟✠ ☞ ✝✂✁ ✄✟ ☞ ✁✝✡✄ ☎✂ ✟ ✄✄✟✌☎✁✝✍☛✆✂✟

✡ ☛✌ ☛� ☛☞ ✝✑✗ ✓✖✗✞✙✏✖✘✞ ✎✙✏ ✏✙✎✎✑✏✘ ✟
ψi

✝✞✁ ✚✠✟☛✠✂✟✡✁ ✄ ✧✡✟☛✞☎☞✝☛✌☎☛✡✌✞ ✁✟✡✠ ✡✟✡ ☛✂✡✚☛ ✂☎✞✁ ✍☛☎ ☎☛✍✍✟☎✠ ✛
ψi

✆ ✞☛☎ ☛ ✂☛☛✞✟☎✁ ✕☛✞✁ �✟✡✠☎☛ ✂✡✠✞✁ ✁✟☎ ☛✞✁
ψi

✁✟✡✠ ✡✟✡ ☛✂✡✚☛ ✂☎✞✁ ✆ ✞☛☎ �✟✡✁✚✠✟✞✡✠ ✕ ☛☛ ✓✟☎☞ ✞ �✠✞☎�✠✚✞ ✄✞
☛☛ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ✎☛✁✞ ☎✚✄✟✂✠✞ ✏�✟☞☞ ✞ �✟☞✎✂✡☛ ✂✁✟✡ ☛✂✡✚☛ ✂☎✞ ✄✞ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡✁ ✍☎✚�✚✄✞☞☞ ✞✡✠
�☛ ☛�✟ ☛✚✞✁✑ ✡✞ ✁☛✠✂✁✓☛ ✂✠ ✍☛✁ ☛✟✠✟☞☛✠✂✠✟✞☞ ✞✡✠ ☛✞✁ �✟✡✠☎☛✂✡✠✞✁ ✆ ✞☛ ✞✁✠ ✄✟✡� ✡✚�✞✁✁☛ ✂☎✞
✄✞ ☛✞✁ ✂☞ ✍✟✁✞☎ ✄☛✡✁ ☛ ✧☛☛✌✟☎✂✠✠☞ ✞ ✎☛✁✞ ☎✚✄✟✂✠✞ ☛✔✡ ✄✞ �✟✡✒✞☎✌✞☎ ✒✞☎✁ ✟✡✞ ✎✟✡✡✞
☛✍✍☎✟✖ ✂☞☛✠✂✟✡ ✄✞ ☛☛ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ✛ ☛✍✍☎✟ �✠✞☎ ✆ ✂✞�✂ ✡ ✧✞✁✠ ✍☛✁ ✁✂ ✁✂☞✍☛✞ �☛☎ ✟✡ ✡ ✧✞✁✠
✍☛✁ ☛✁✁✟☎✚ ✠✟✞ ☛☛ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ✎☛✁✞ ☎✚✄✟✂✠✞ ☛☛ ✍☛✟✁ ✍☎✟ �✠✞ ✞✡ ✡✟☎☞ ✞

L2 ✄✞ ☛☛ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡
✛ ☛✍✍☎✟ �✠✞☎ ✒✚☎✂✔✞ ☛✞✁ �✟✡✠☎☛✂✡✠✞✁ ✄✟ ✍☎✟✎☛✜☞ ✞ ✆ ✞☛☎ �✟✡✁✚✠✟✞✡✠ ✕ ✟✡ ✡✞ ✍ ✞✟✠ ✍☛✁
✂☞ ✍✟✁✞☎ ✠☎✟✍ ✓✟☎✠✞☞ ✞✡✠ ☛✞✁ �✟✡✠☎☛ ✂✡✠✞✁ ✄☛✡✁ ☛ ✧☛☛✌✟☎✂✠✠☞ ✞ ✎☛✁✞ ☎✚✄✟✂✠✞ ✁✟✟✁ ✍ ✞✂✡✞ ✄✞
�✟✡✒✞☎✌✞☎ ✒✞☎✁ ✟✡✞ ☞☛✟✒☛ ✂✁✞ ☛✍✍☎✟✖ ✂☞☛✠✂✟✡ ✆

✡ ☛✌ ☛� ☛✌ ✝✑✗ ✓✖✗✞✙✏✖✘✞ ✎✙✏ ✏✙✎✎✑✏✘ ✟
µ

✝✞✟☛ ☛✞ ✍✟✠✞✡✠✂✞☛
Vµ

✄✚✍✞✡✄ ✡✟✡ ☛✂✡✚☛✂☎✞☞ ✞✡✠ ✄✞
µ
✆ ✄✟✟✠✞✓✟ ✂✁ ✕ ☛✞✁ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡✁

ψi✄✚✍ ✞✡✄✞✡✠ ✓✟☎✠✞☞ ✞✡✠ ✄✞
µ

❁ ☛✞✁ ✓✟✡�✠✂✟✡✁ ψi
✍☎✚✁✞✡✠✞✡✠ ✟✡ ✩✢✫✠ ✞✡ ☛✞✁ ✍✟✁✂✠✂✟✡✁

x̄k
✆ ✞☛☎ �✟✡✁✚✠✟✞✡✠ ✕ ☛ ✧☛✍✍☎✟ �✠✞ ✎☛✁✞ ☎✚✄✟✂✠✞ ✡ ✧✞✁✠ ✍☛✁ ✍ ✞☎✠✂✡✞✡✠✞ ✁✂ ✟✡ �✟✡✁✂✄✜☎✞ ☛✞✁

✟☎✎✂✠☛ ☛✞✁ ✞✡ ✠✞☞✍✁ ✠✟✞ ✠✞☛☛✞✁ ✆ ✡✡ ✒✟✞ ✄✞ ✍☎✟✍✟✁✞☎ ✟✡✞ ☞ ✚✠✠✟✄✞ ✄✞ ✎☛✁✞ ☎✚✄✟✂✠✞
✞✜ �☛�✞ ✕ ✟✡ ✄✂✁✠✂✡✌✟✞ ✄✞✟✖ ✒✟ ✂✞✁ ✆

✁
❃✡ ✍ ✞✟✠ ✁✟ ✂✠ �✟✡✁✂✄✚☎✞☎ ✟✡✞ ✎☛✁✞ ✄✞ ✠✡✍✞

B1
✍✟✟☎ ☛☛✠✟✞☛☛✞ ☛✞✁ ✓✟✡�✠✂✟✡✁ ηk✍☎✚✁✞✡✠✞✡✠ ✟✡✞ ✄✚✍ ✞✡✄☛✡�✞ ✍☛☎ ☎☛✍✍ ✟☎✠ ✛

µ
✆ ❃✡ ☛✍✍☛✂✠✟✞ ✞✡✁✟✂✠✞ ☛☛ ☞ ✚✠✠✟✄✞

✄✞ ✎☛✁✞ ☎✚✄✟✂✠✞ ☛✟✖ ✌☎☛✡✄✞✟☎✁ ☛ ☛✌✚✎☎✂✠✟✞✁ ☎✞✍☎✚✁✞✡✠☛✡✠ ☛✞✁ ✟☎✎✂✠☛ ☛✞✁ ✄☛✡✁ ☛☛
✎☛✁✞ �✟✡✁✂✄✚☎✚✞ ✆

✁
❃✡ ✍ ✞✟✠ ✁✟ ✂✠ �✟✡✁✂✄✚☎✞☎ ✟✡✞ ✎☛✁✞ ✄✞ ✠✡✍ ✞

B2

✍✟✟☎ ☛☛✠✟✞☛☛✞ ☛✞✁ ✓✟✡�✠✂✟✡✁ ηk

✡✞
✍☎✚✁✞✡✠✞✡✠ ✍☛✁ ✟✡✞ ✄✚✍ ✞✡✄☛✡�✞ ✍☛☎ ☎☛✍✍ ✟☎✠ ✛

µ
✆ ☛✟ ✍☎✚☛ ☛☛✎☛✞ ✕ ✟✡ ☎☛☞ ✜✡✞ ☛✞

✍☎✟✎☛✜☞ ✞ ✔✡ ✛ ✟✡ ✍☎✟✎☛✜☞ ✞ ✄✚✍✞✡✄☛✡✠ ✍☛✟✁ ✓✟☎✠✞☞ ✞✡✠ ✄✞
µ

✍✟✟☎ ☛✞✠✟✞☛ ☛✞✁
✍✟✁✂✠✂✟✡✁ ✄✞✁ ✁✂✡✌✟☛☛☎✂✠✚✁ ✄✞ ☛☛ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ✁✟✡✠ ✄✚✁✟☎☞☛✂✁ ✂✡✄✚✍✞✡✄☛✡✠✞✁ ✄✞

µ
✆

✂✟☞☞ ✞ ☛✞✁ ✎☛✁✞✁ ✄✞ ✠✡✍✞
B1

✁✟✡✠ �✟☞ ✍☛✞✖✞✁ ✞✠ ✄✂✜ �✂☛✞✁ ✄ ✧☛��✜✁ ✕ ✟✡ ☛ �✟✡✁✂✄✚☎✚ ✟✡✞
✎☛✁✞ ✄ ✧✡☛✞☞ ✞✡✠✁ ☞ ✂✡ ✂✁

P1

✠✟✂ ✍☛☎✠☛✌✞ ✠✟✟✠✞✓✟ ✂✁ ☛✒✞� ☛✞✁ ✎☛✁✞✁ ✄✞ ✠✡✍✞
B1

☛☛ ✍☎✟✍☎✂✚✠✚
✄✞ ☛✟ �☛ ☛✂✠✚ ✄✞✁ ✓✟✡�✠✂✟✡✁ ☛☛ ✓✟☎☞☛✡✠ ✆ ❃✡ ☎☛☞ ✜✡✞ ✄☛✡✁ ✟✡ ✍☎✞☞ ✂✞☎ ✠✞☞ ✍✁ ☛✞ ✍☎✟✎☛✜☞ ✞
✏✘ ✆✌✑ ✛ ✟✡ ✍☎✟✎☛✜☞ ✞ ✄✚✍✞✡✄☛✡✠ ✍☛✟✁ ✓✟☎✠✞☞ ✞✡✠ ✄✞

µ
✄☛✡✁ ✟✡ ✄✟☞ ☛✂✡✞ ✄✞ ☎✚✓✚☎✞✡�✞

Ω̄
✏☛✁✁✟ �✂✚ ✛ ✟✡ ☞☛ ✂☛☛☛✌✞ ✄✞ ☎✚✓✚☎✞✡�✞✑ ✂✡✄✚✍✞✡✄☛✡✠✁ ✄✞

µ
✄☛✡✁ ☛✞✠✟✞☛ ☛☛ ✍✟✁✂✠✂✟✡ ✄✞✁

✡✟✡☛✟✖ ✞✁✠ ✔✖✚✞ ✆ ☛ ✂✡✁✂ ✕ ☛✞✁ ✁✂✡✌✟☛☛☎✂✠✚✁ ✄✞ ☛☛ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ✄✞ �✞ ✡✟✟✒✞☛✟ ✍☎✟✎☛✜☞ ✞ ✁✟✡✠
✔✖✞✁ ✄☛✡✁ ☛✞ ✄✟☞☛ ✂✡✞ ✄✞ ☎✚✓✚☎✞✡�✞ ✆ ✂✞ ✍✟ ✂✡✠ ✁✞☎☛ ✄✚✠☛ ✂☛☛✚ ✄☛✡✁ ☛☛ ✝✞�✠✂✟✡ ✘ ✆✘ ✆

✡ ☛✌ ☛� ☛�
N

✖✗☎✑✗✗✢✏✛
✡✡✔✡ ✕ ☛✞ ✍☎✟✎☛✜☞ ✞ ✚ ☛✞�✠☎✟✡ ✂✠✟✞ ✞✖ ✂✌✞ ✄✞ �☛ ☛�✟ ☛✞☎ N ✓✟✡�✠✂✟✡✁ ✆ ❃✡ ✡✞ ✍ ✞✟✠ ✄✟✡�

✍☛✁ ✞✁✍ ✚☎✞☎ ✍ ✠ ✎✏✑✎✏ ✟✡ �☛ ☛�✟ ☛ ✎☛✁✞ ☎✚✄✟✂✠✞ ✄✞ �✟☞ ✍☛✞✖ ✂✠✚ ☞✟ ✂✡✄☎✞ ✠✟✞ O(N)
✆ ✞✟✟☎

✄✞✁ ✂✁✟ ☛☛✡✠✁ ✕ ✟✡✞ ✠✞☛☛✞ �✟☞✍☛✞✖ ✂✠✚ ✞✁✠ ✄✚✁ ✛ ☛✠✠✞✂✡✠✞ ✍☛☎ ☛✞✁ ☞ ✚✠✠✟✄✞✁ ✄✞ �✟☞ ✍☛✞✖ ✂✠✚
☛✂✡✚☛ ✂☎✞ ✏✒✟ ✂☎ �✠☛✍✂✠☎✞ ✿✑ ✆



� �� � ✁✂ ✄✁☎✆✝✞☎ ✁✁ ✟✠ ✡☎ ✄✂✞✁✁ ✁✁✆ �✠✆✁✆ ☛☎✁ ☞✝✄✁✆ ✿✿✌
✄ ✍✎ ✏✑✟✒✓✓✒✆✓ ✡✒ ✙✘ ✞ ✗✟✔✆✡✒ ✡✒✓ ✝✘✓✒✓ ✑✗✡✠ ✒✟✒✓

❃✡ �✟✡✁✂✄✜☎✞ ☛✞✁ ✍☎✟✎☛✜☞ ✞✁
(P1

µ)
✞✠

(P2
µ)

✄✚✔✡ ✂✁ ✄☛✡✁ ☛☛ ✝✞�✠✂✟✡ ✘ ✆✿ ✆❀ ✆ ❃✡ ✡✟✠✞
✄✚✁✟☎☞☛✂✁ Bu

☛☛ ✎☛✁✞ ☎✚✄✟✂✠✞ B ☛✁✁✟ �✂✚✞ ✛
u
✆ ✕ ☛✡✁ ☛✞ �☛✁ ✟✚ ✄✞✁ ✞✁✠✂☞☛✠✞✟☎✁ ✍

✠ ✑✫✽✖✎✏✑✎✏ ✡✞ ✁✟✡✠ ✍☛✁ ✄✂✁✍✟✡ ✂✎ ☛✞✁ ✕ Bu

✞✁✠ �✟✡✁✠☎✟✂✠✞ ✄✞ ✓☛✾✟✡ ✛ ✒✚☎✂✔✞☎

sup
µ∈Sµ

inf
α∈IRm

∥∥∥∥u(µ) −
m∑

k=1

αku(µk)

∥∥∥∥
∞

≤ ǫ
✏✘ ✆✿✌✑

✟✚
Sµ

✄✚✁✂✌✡✞ ✟✡ ✞✡✁✞☞✎☛✞ ✄✞ ✒☛ ☛✞✟☎✁ ✄✞
µ

✍☛✒☛✡✠ ☛✞ ✄✟☞☛ ✂✡✞ ✄✞ ✒☛☎✂☛✠✂✟✡ ✄✞
µ

✞✠
ǫ✟✡✞ �✞☎✠☛ ✂✡✞ ✠✟ ☛✚☎☛✡�✞ ✆

✗ ✬✙ ✬✭ ✘✚✙ ✟✴✟ ✞✻✟✱✯✻✹✶ ✶✟
µ

✝✟ ✂✠
uµ

☛☛ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ✄✞
(P1

µ)
✄✚✔✡ ✂ ✍☛☎

∣∣∣∣
−△u+ g(µ, x)u = f

✄☛✡✁
Ω,

u = 0
✁✟☎

∂Ω.

✡ ☛� ☛☞☛☞ ✚✏✙✖✘✏✕ ✏✗✘ ✜✏ ✓✙ ✗✑✗ ✓✖✗✞✙✏✖✘✞
☛✔✡ ✄✞ ✠☎☛ ✂✠✞☎ ☛✞ ✠✞☎☞ ✞ ✡✟✡ ☛✂✡✚☛ ✂☎✞ ✕ ✟✡ ✂✡✠☎✟✄✟✂✠ ✟✡✞ ✁✞�✟✡✄✞ ✎☛✁✞ ☎✚✄✟✂✠✞ Bg =(

g(µk, x)
)

k

✟✚ ☛☛ ✓☛☞ ✂☛☛✞ ✄✞✁
µk

✒✚☎✂✔✞

sup
µ∈Sµ

inf
γ∈IRK

∥∥∥∥g(µ, x) −
K∑

k=1

γkg(µk, x)

∥∥∥∥
∞

≤ ǫ.
✏✘ ✆✿✛ ✑

❃✡ ✍ ✟✁✞ ✞✡✁✟✂✠✞

g(µ, x) =

K∑

k=1

γk(µ)g(µk, x).

✝✞ �✟ ✞✜ �✂✞✡✠ γ(µ) ∈ IRK ✁ ✧✟✎✠✂✞✡✠ ✞✡ ☎✚✁✟ ☛✒☛✡✠ ☛✞ ✁✡ ✁✠✜☞ ✞

∀ 1 ≤ i ≤ K, g(µ, x̃i) =
K∑

k=1

γk(µ)g(µk, x̃i)

✟✚
(x̃i)i=1,K ✕ ☛✍✍ ✞☛✚✁ ✥ ✍✤ ✏✩ ✠ ✑✏✣✽✫ ✕ ✁✟✡✠ ✄✞✁ ✍ ✟ ✂✡✠✁ ✄✞

Ω
✎✂✞✡ �✠✟ ✂✁✂✁ ✆ ✜☛ ✁✟✡✠ ✌✚✡✚☎✚✁

✍☛☎ ☛ ✧☛☛✌✟☎✂✠✠☞ ✞ ✁✟✂✒☛✡✠ ✍☎✟✍ ✟✁✚ ✍☛☎ ✢ ✆ ✆ ☛✄☛✡
[
☛ ✌

]

✣ ✏✂✑
r1(x) = g(µ1, x),

✣ ✏✂✂✑
x̃1 = argmax

{
|r1(x)|

} ✕ B1
11 = g(µ1, x̃1),

✣ ✏✂✂✂✑ ✍✟✟☎ ✠✟✟✠
2 ≤ k ≤ K



✿✿✛ ��✁✂ ✄ ☎✆✝ � ✞ �✁ ✂ ✄☎✆ ✝✞✟ ✞✟✠ ✡✁✠✟✠ ✁ ✄✞✂☛ ☎✟✠ ☞ ✝✂✁ ✄✟ ☞ ✁✝✡✄ ☎✂ ✟ ✄✄✟✌☎✁✝✍☛✆✂✟

✿ ✆
Bk−1δ = [g(µk, x̃1), . . . , g(µk, x̃k−1)]

t, δ ∈ IRk−1 ✕
❀ ✆
rk(x) = g(µk, x) −

k−1∑

j=1

δjg(µj, x) ✕
✌ ✆
x̃k = argmax

{
|rk(x)|

} ✕
✛ ✆
Bk

ij = g(µi, x̃j), ∀ 1 ≤ i, j ≤ k, Bk ∈ IRk×k.

✞☛☎ �✟✡✁✚✠✟✞✡✠ ✕ γ(µ)
✁ ✧✟✎✠✂✞✡✠ ✞✡ ☎✚✁✟ ☛✒☛✡✠ ☛✞ ✁✡✁✠✜☞ ✞ ☛✂✡✚☛ ✂☎✞

BKγ(µ) = [g(µ, x̃1), . . . , g(µ, x̃K)]t.

✡ ☛� ☛☞☛✌ ✟✙✓☎✢✓ ✒✙✛✏ ✏✞✜✢✖✘✏
☛✒☛✡✠ ✄✞ ✍☎✟ �✚✄✞☎ ☛✟ �☛ ☛�✟ ☛ ✄ ✧✟✡✞ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ☛✍✍☎✟ �✠✚✞ ✍ ✟✟☎ ✄✂✗ ✚☎✞✡✠✁

µ ✕ ✟✡ ✌✚✡✜☎✞
☛☛ ☞☛✠☎✂�✞ BK

✏✞✠ ✁✟✡ ✂✡✒✞☎✁✞✑ ✞✠ ☛✞✁ ✥ ✍✤ ✏✩ ✠ ✑✏✣✽✫ x̃k

✆ ✡✡✁✟✂✠✞ ✟✡ ✍☎✚�☛ ☛�✟ ☛✞ ☛✞✁
✚☛✚☞ ✞✡✠✁

Ã
✞✠
F̃

✍☛☎ ✏✘ ✆✠✑ ☛✂✡✁✂ ✠✟✞ ☛✞✁ ☞☛✠☎✂�✞✁ (G̃k)k=1,K

✄✚✔✡ ✂✞✁ ✍☛☎

G̃k
ij =

∫

Ω

g(µk, x)uµi
uµj

dΩ.
✏✘ ✆✿✘✑

✝✞ �✟❂✠ ✄✞✁ ✍☎✚�☛ ☛�✟ ☛✁ ✞✁✠ O(Km2nh)
✆ ☛

µ
✄✟✡✡✚ ✕ ũµ

✁ ✧✟✎✠✂✞✡✠ ✞✡ ☎✚✁✟ ☛✒☛✡✠
(
Ã+

K∑

k=1

γk(µ)G̃k

)
α = F̃ .

✝☛ �✟☞✍☛✞✖ ✂✠✚ ✄✟ �☛ ☛�✟ ☛ ✄✞
α

✞✁✠ O(m3 + K2 + Km2)
✆ ✞✟✟☎ �✞ ✠✡✍✞ ✄✞ ✍☎✟✎☛✜☞ ✞ ✕✄✞✁ ✞✁✠✂☞☛✠✞✟☎✁ ✍ ✠ ✑✫✽✖✎✏✑✎✏ ☛✄☛✍✠✚✁ ✄✟ �☛✁ ☛✂✡✚☛ ✂☎✞ ✟✡✠ ✚✠✚ ✠✞✁✠✚✁ ☛✒✞� ✁✟��✜✁ ✆ ✞☛☎

☛ ✂☛☛✞✟☎✁ ✕ ☛✞✁ ✒☛ ☛✞✟☎✁ ✄✞
µ �✟☎☎✞✁✍✟✡✄☛✡✠ ☛✟✖ ✚ ☛✚☞ ✞✡✠✁ ✄✞ Bu

✞✠ �✞☛☛✞✁ �✟☎☎✞✁✍✟✡✄☛✡✠
☛✟✖ ✚ ☛✚☞ ✞✡✠✁ ✄✞ Bg

✁✞ ☎✚✒✜ ☛✞✡✠ ✄✂✗✚☎✞✡✠✞✁ ✆

✗ ✬✙ ✬✆ ✘✚✙ ✟✴✟ ✞✻✟✱✯✻✹✶ ✶✟
u
✶✲
µ

✝✟ ✂✠
uµ

☛☛ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ✄✞
(P2

µ)
✄✚✔✡ ✂ ✍☛☎

∣∣∣∣
−△u+ g(µ, u) = f

✄☛✡✁
Ω,

u = 0
✁✟☎

∂Ω.

✡ ☛� ☛✌ ☛☞ ✚✏✙✖✘✏✕ ✏✗✘ ✜✏ ✓✙ ✗✑✗ ✓✖✗✞✙✏✖✘✞
✕ ✞ ☛☛ ☞ ★☞ ✞ ✓☛✾✟✡ ✠✟✞ ✍☎✚�✚✄✞☞☞ ✞✡✠ ✕ ✟✡ ✍✟✁✞

g(µ, uµ) =
K∑

k=1

γk(α)g(µk, uµk
)

✏✘ ✆✿✡✑



� �� � ✁✂ ✄✁☎✆✝✞☎ ✁✁ ✟✠ ✡☎ ✄✂✞✁✁ ✁✁✆ �✠✆✁✆ ☛☎✁ ☞✝✄✁✆ ✿✿✘

☛✒✞� Bg =
(
g(µk, uµk

)
)

k
✕ ☛☛ ✓☛☞ ✂☛☛✞ ✄✞✁

µk

✒✚☎✂✔☛✡✠ ✏✘ ✆✿✛ ✑ ✆ ❃✡ �☛ ☛�✟ ☛✞ ✞✡✁✟✂✠✞
γ

✞✡
☎✚✁✟ ☛✒☛✡✠ ☛✞ ✁✡✁✠✜☞ ✞

∀ 1 ≤ i ≤ K, g

(
µ,

m∑

j=1

αjuµj

)(
x̃i

)
=

K∑

k=1

γk(α)g(µk, uµk
)(x̃i)

✟✚
(x̃i)i=1,K

✁✟✡✠ ✌✚✡✚☎✚✁ ✛ ☛ ✧☛ ✂✄✞ ✄✞ ☛ ✧☛☛✌✟☎✂✠✠☞ ✞ ✍☎✚✁✞✡✠✚ ✄☛✡✁ ☛☛ ✁✞�✠✂✟✡ ✍☎✚�✚✄✞✡✠✞ ✆
γ(α)

✁ ✧✟✎✠✂✞✡✠ ✍☛☎ ☛☛ ✓✟☎☞✟☛✞ ✁✟✂✒☛✡✠✞

BKγ(α) = G(α)
✏✘ ✆✿✠✑

☛✒✞�

∀ 1 ≤ i ≤ K, G(α)i = g

(
µ,

m∑

j=1

αjuµj

)
(x̃i).

✡ ☛� ☛✌ ☛✌ ✟✙✓☎✢✓ ✒✙✛✏ ✏✞✜✢✖✘✏
☛✒☛✡✠ ✄✞ ✍☎✟ �✚✄✞☎ ☛✟ �☛ ☛�✟ ☛ ✄ ✧✟✡✞ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ☛✍✍☎✟ �✠✚✞ ✍ ✟✟☎ ✄✂✗ ✚☎✞✡✠✁

µ ✕ ✟✡ ✌✚✡✜☎✞
☛☛ ☞☛✠☎✂�✞ BK

✏✞✠ ✁✟✡ ✂✡✒✞☎✁✞✑ ✞✠ ☛✞✁ ✥ ✍✤ ✏✩ ✠ ✑✏✣✽✫ x̃k

✆ ✡✡✁✟✂✠✞ ✟✡ ✍☎✚�☛ ☛�✟ ☛✞ ☛✞✁
☞☛✠☎✂�✞✁ Ã ✞✠

F̃
✞✠ ☛☛ ☞ ☛✠☎✂�✞ G̃ ✄✚✔✡ ✂✞✁ ✍☛☎

G̃ik =

∫

Ω

g
(
µk, u(µk)

)
uµi

dΩ.
✏✘ ✆✿✌✑

✝✞ �✟❂✠ ✄✞✁ ✍☎✚�☛ ☛�✟ ☛✁ ✞✁✠ O(Kmnh)
✆ ☛

µ
✄✟✡✡✚ ✕ ☛☛ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ✎☛✁✞ ☎✚✄✟✂✠✞ ✁ ✧✟✎✠✂✞✡✠

✞✡ ☎✚✁✟ ☛✒☛✡✠
∣∣∣∣∣
Ãα + G̃γ(α) = F̃ ,

γ(α) =
(
BK
)−1

G(α).

✏✘ ✆✿✁✑

✼✡✞ ☞ ✚✠✠✟✄✞ ✄✞ ✟ ✞✂ ✠✟✡ ✞✁✠ ✟✠✂☛✂✁✚✞ ✍✟✟☎ ☎✚✁✟✟✄☎✞ ✏✘ ✆✿✁✑ ✆ ✝✟ ✂✠
αn

☛☛ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ✛
☛ ✧✂✠✚☎☛✠✂✟✡

n ✕ αn+1 = αn + δα
✟✚

(
Ã + G̃

(
BK
)−1

G′(αn)
)
δα = F̃ − Ãαn − G̃γ(αn)

☛✒✞�

∀ 1 ≤ k ≤ K, ∀ 1 ≤ i ≤ m, G′
ki(αn) =

∂g

∂u

(
µ,

m∑

j=1

αjuµj

)
(x̃k)uµi

(x̃i).

✝☛ �✟☞✍☛✞✖ ✂✠✚ ✄✟ �☛ ☛�✟ ☛ ✄✞
α

✞✁✠ O(m3 +K2 +Km2)
✁✂ ✟✡ ✁✟✍✍✟✁✞ ✠✟✞ ☛✞ ✡✟☞✎☎✞

✄ ✧✂✠✚☎☛✠✂✟✡✁ ✄✞ ✟ ✞✂ ✠✟✡ ✞✁✠ ✂✡✄✚✍ ✞✡✄☛✡✠ ✄✞
m

✞✠
K

✆



✿✿✡ ��✁✂ ✄ ☎✆✝ � ✞ �✁ ✂ ✄☎✆ ✝✞✟ ✞✟✠ ✡✁✠✟✠ ✁ ✄✞✂☛ ☎✟✠ ☞ ✝✂✁ ✄✟ ☞ ✁✝✡✄ ☎✂ ✟ ✄✄✟✌☎✁✝✍☛✆✂✟
✄ ✍� ✁✓ ✕✑✆✝ ✙✂✞ ✒ ✘✠✑ ✄✘✙✒✠✑✓ ✕✑✆✕✑✒✓ ✓✆✓ ✙✒✓✗✘✒✑✒

✝✞ ✍☎✟✎☛✜☞ ✞ ✚☛✞�✠☎✟✡ ✂✠✟✞ ✞✁✠ ✟✡ ✍☎✟✎☛✜☞ ✞ ✄ ✧✟✍✠✂☞ ✂✁☛✠✂✟✡ ✡✟✡ ☛✂✡✚☛✂☎✞ ✞✡
ψi

✆ ✕ ☛✡✁
✟✡✞ ✍☎✞☞ ✂✜☎✞ ✚✠☛✍ ✞ ✕ ✟✡ ☛ �✟✡✁✂✄✚☎✚ ✟✡ ✍☎✟✎☛✜☞ ✞ ☛✟✖ ✒☛ ☛✞✟☎✁ ✍☎✟✍☎✞✁ ✡✟✡ ☛✂✡✚☛ ✂☎✞
✁✂☞✍☛✂✔✚ ✆

✗ ✬☎ ✬✭ ✙ ✹✴✸ ✞✄✰✶ ✆✟

✝✟ ✂✠
Ω

☛ ✧✂✡✠✞☎✒☛☛☛✞
[0, a] ✕ ☛✞ ✍☎✟✎☛✜☞ ✞ ✞✁✠ ☛✞ ✁✟✂✒☛✡✠

✜✡ ✓ {∫
Ω

|∇u|2 dΩ − µ

∫

Ω

u4 dΩ,

∫

Ω

u2 dΩ = 1, u ∈ H1
0 (Ω)

}
.

✝✞ ☞ ✂✡ ✂☞ ✂✁✞✟☎
(uµ, λµ)

✁☛✠✂✁✓☛ ✂✠ ☛✞✁ ✚✠✟☛✠✂✟✡✁ ✄ ✧✡✟☛✞☎☞✝☛✌☎☛✡✌✞ ✁✟✂✒☛✡✠✞




−△uµ − 2µu3
µ = λµ uµ

✄☛✡✁
Ω,∫

Ω

u2
µ dΩ = 1,

uµ ∈ H1
0 (Ω).

✗ ✬☎ ✬✆ ✝✲✹✯✲✱✝ ✻✶ ✸✯✷✶ ✹✱✵✺✻✲✶
✝☛ ✁✠☎☛✠✚✌✂✞ ✎☛✁✞ ☎✚✄✟✂✠✞ ✍☎✟✍✟✁✚✞ �✟✡✁✂✁✠✞ ✛ ✂✡✠☎✟✄✟✂☎✞ ☛☛ ✓✟✡�✠✂✟✡ g ✄✚✔✡ ✂✞ ✍☛☎

g(u) = u3 ✆ ✡✡✁✟✂✠✞
✣ ✟✡ ✄✚✔✡ ✂✠ ☛✞✁ ✎☛✁✞✁ Bu

✞✠ Bg
✍✟✟☎ ✟✡✞ ✠✟ ☛✚☎☛✡�✞ ǫ ✄✟✡✡✚✞ ✛ ☛ ✧☛ ✂✄✞ ✄✞ ✏✘ ✆✿✌✑ ✞✠

✄✞ ✏✘ ✆✿✛ ✑ ✕
✣ ✟✡ �☛ ☛�✟ ☛✞ ☛✞✁ ✥ ✍✤ ✏✩ ✠ ✑✏✣✽✫ (x̃k)k=1,K

☛✁✁✟ �✂✚✁ ✛ Bg ✕✣ ✟✡ ✍☎✚�☛ ☛�✟ ☛✞ ☛☛ ☞ ☛✠☎✂�✞ BK ✞✠ ✁✟✡ ✂✡✒✞☎✁✞ ✕
✣ ✟✡ ✍☎✚�☛ ☛�✟ ☛✞ ☛✞✁ ☞☛✠☎✂�✞✁ Ã ✕ M̃ ✞✠

G̃
✛ ☛ ✧☛ ✂✄✞ ✄✞ ✏✘ ✆✠✑ ✞✠ ✏✘ ✆✿✌✑ ✆

☛
µ

✄✟✡✡✚ ✕ ✟✡ �☛ ☛�✟ ☛✞ ✍☛☎ ✟✡✞ ☞ ✚✠✠✟✄✞ ✄✞ ✟ ✞✂ ✠✟✡ ☛☛ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡
(α, λ̃µ)

✄✟ ✁✡✁✠✜☞ ✞
☛ ☛✌✚✎☎✂✠✟✞ ✁✟✂✒☛✡✠





Ãα− 2µG̃γ(α) = λ̃µM̃α,

αtM̃α = 1.

✟✚
γ(α)

✁ ✧✟✎✠✂✞✡✠ ✍☛☎ ✏✘ ✆✿✠✑ ✆
✞ ✏✕✙✏✂✢✏ ✡ ☛✟ ☛☞ ✠✣ ✠ ✖✢✽ ✡☛☞ ✣ ✏✎ ✢✣ ✖ ✫ ✖✩✑✣✡✖ ✫✽✎✍✽☛✤ ✏✖ ✦✍✫ ✖ ✎☛✡✢ ✏✽✖ ✌✢ ✏ ✩✑✣✫ ✏✫✽✖
✍ ✎☛✫✑✢✡✎✖ ✎✖ ✠ ✎✑✦✎✏✥ ✖ ✡ ✑✑✠ ✽✏✥ ✏✫✍✽✏✑✣ ✏✣ ✏✽✏✍ ✎ ✖✣ ✽✖✣✍✣✽ ✩✑✥✠ ✽✖ ✡✖ (5.16) ✒ ✓ ✍✣✫ ✩✖✩✍✫✔ ✑✣ ✡☛☞ ✣ ✏✽ g ✠✍✎ g(u) = u4 ✒ ✕✖✩✏ ✠ ✖✎✥ ✖✽ ✡ ✑✢✽✏✎✏✫ ✖✎ ✢✣ ✖ ✎✖✩✪ ✖✎✩✪ ✖ ✎✏✣ ☛✍✏✎✖ ✎✑✎✫ ✡✖
✎✍ ✎☛✫✑✎✢✽✏✑✣ ✡✢ ✠ ✎✑✦✎✏✥ ✖ ✖✣ α✔ ✩✖ ✌✢ ✏ ✣ ✑✖✫✽ ✠✍✫ ✠ ✑✫✫ ✏✦✎✖ ✠ ✑✢✎ ✎✍ ✫✽✎✍✽☛✤ ✏✖ ✠ ✎☛✫ ✖✣✽☛✖✩✏✖✡✖✫✫✢✫ ✗✎✖✫ ☛✌✢✍✽✏✑✣✫ ✘☛✎✏☞ ☛✖✫ ✠✍✎ α

✣ ✖ ✠ ✎✑✘✏✖✣✣ ✖✣✽ ✠✍✫ ✡ ✑✢✣ ✠ ✎✑✦✎✏✥ ✖ ✡ ✑✑✠ ✽✏✥ ✏✖
✫✍✽✏✑✣✙ ✒



� �� � ☞☎ ✂☛✞�✟✁✡✁ ✠ ☞✂ ✂✠✟✁ ☞☛✆ ✂☛✞✂☛✁✆ ☎ ✞☎ ✟✝☎☎✠✝☛✁ ✿✿✠

✗ ✬☎ ✬✙ ✄ ✱✷✺ ✞✲✯✲✷ ✴✸✲✶✟✺✷
❃✡ ☛ �✟✡✁✂✄✚☎✚ a = 20

✞✠
200

✒☛ ☛✞✟☎✁ ✄✞
µ

☎✚✍☛☎✠✂✁ ✟✡ ✂✓✟☎☞ ✚☞ ✞✡✠ ✁✟☎ ☛ ✧✂✡✠✞☎✒☛☛☛✞
[0, a]

✍ ✟✟☎ ✄✚✔✡ ✂☎ ☛ ✧✞✁✍☛�✞ ✄✞ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡✁
Sµ

✆ ☎✠☛✆✟✞ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ✔✡✞ ✞✁✠ ✄✚✔✡ ✂✞ ✁✟☎ ✟✡
☞☛ ✂☛☛☛✌✞ �✟✡✁✠✂✠✟✚ ✄✞

nh

✚☛✚☞ ✞✡✠✁ ✆
✕ ☛✡✁ ✟✡ ✍☎✞☞ ✂✞☎ ✠✞☞✍✁ ✕ nh

✞✁✠ ✍☎✂✁ ✚✌☛ ☛ ✛
200

✆ ✝✟✟☎
ǫ = 10−5 ✕ ✏✘ ✆✿✌✑ ✞✠ ✏✘ ✆✿✛ ✑

�✟✡✄✟✂✁✞✡✠ ☛✟✖ ✎☛✁✞✁ ☎✚✄✟✂✠✞✁ Bu

✞✠ Bg

✄✚✔✡ ✂✞✁ ✍☛☎

Bu = {0; 3.21; 7.44; 14.86; 17.89; 19.90}, �☛☎✄(Bu

)
= 6,

Bg = {0; 2.91; 7.09; 9.55; 11.76; 15.58; 18.39; 19.40; 20}, �☛☎✄(Bg

)
= 9.

☛ ☛☛ ✎☛✁✞ ☎✚✄✟✂✠✞ Bg ✕ ✟✡ ☛✁✁✟ �✂✞ ☛✞✁ ✥ ✍✤ ✏✩ ✠ ✑✏✣✽✫ (x̃k)k=1,9

✁✟✂✒☛✡✠✁

(x̃k)k =
{
3.8; 6.8; 7.7; 9.2; 10; 11.3; 13.8; 14.6; 17.5

}
.

✝☛ ☞ ✂✌✟☎✞ ✘ ✆❀ ☎✞✍☎✚✁✞✡✠✞ ✞✡ ✓✟✡�✠✂✟✡ ✄✞
µ

☛✞✁ ✞☎☎✞✟☎✁
eλ ✕ eL

✞✠
eH

�✟☞☞ ✂✁✞✁ ✍☛☎
☛ ✧☛ ☛✌✟☎✂✠✠☞ ✞ ✎☛✁✞ ☎✚✄✟✂✠✞ ☛✒✞�

eλ = |λ̃µ − λµ|, eL = ‖ũµ − uµ‖L2(Ω), eH = |ũµ − uµ|H1(Ω).
✏✘ ✆❀✞✑

✝✞✁ ✍☎✚�✂✁✂✟✡✁ ✟✎✠✞✡✟✞✁ ✁✟✡✠ ✠☎✜✁ ✁☛✠✂✁✓☛✂✁☛✡✠✞✁ ✆ ❃✡ �✟✡✁✠☛✠✞ ✆✟✞ ☛☛ ✍☎✚�✂✁✂✟✡ ✞✁✠
✄ ✧☛✟✠☛✡✠ ☞ ✞✂☛☛✞✟☎✞ ✆✟ ✧✟✡ �✟✡✁✂✄✜☎✞ ✄☛✡✁ �✞✠ ✟☎✄☎✞ ☛☛ ✁✞☞ ✂☞✡✟☎☞ ✞

H1 ✄✞
uµ ✕ ☛☛ ✡✟☎☞ ✞

L2 ✄✞
uµ

✞✠
λµ

✆
✝☛ ☞ ✂✌✟☎✞ ✘ ✆✌ ☎✞✍☎✚✁✞✡✠✞ ✞✡ ✓✟✡�✠✂✟✡ ✄✞

µ
☛✞ ✠✞☞✍✁ ✄✞ �☛ ☛�✟ ☛ ✄✞ ☛☛ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ✔✡✞

(λµ, uµ)
✏☞✡✟ ✑ ✞✠ ✄✞ ☛☛ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ✎☛✁✞ ☎✚✄✟✂✠✞

(λ̃µ, ũµ)
✏✠✡✕ ✑ ✆ ✝✟✟☎ �✠☛✆✟✞ ✒☛ ☛✞✟☎

✄✞
µ ✕ ☛ ✧☛✍✍☎✟ �✠✞ ✎☛✁✞ ☎✚✄✟✂✠✞ �✟✡✄✟✂✠ ✛ ✟✡✞ ☎✚✄✟�✠✂✟✡ ✍☛☎

10
✄✟ ✠✞☞✍✁ ✄✞ �☛☛�✟☛ ✄✞

☛☛ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ☛✁✁✟ �✂✚✞ ✆❃✡ ☛ ✞✡✁✟✂✠✞ ✓☛✂✠ ✒☛☎✂✞☎ ☛☛ ✒☛ ☛✞✟☎ ✄✞
m

✞✡✠☎✞
3

✞✠
6

✞✠
K

✞✡✠☎✞
3

✞✠
9
✆ ✝☛ ☞ ✂✌✟☎✞ ✘ ✆✛

☎✞✍☎✚✁✞✡✠✞ ☛✞✁ ✞☎☎✞✟☎✁
eλ ✕ eL

✞✠
eH

✍ ✟✟☎ ✍☛✟✁✂✞✟☎✁ �✠✟ ✂✖ ✄✞ �✟✟✍☛✞ (m,K)
✍ ✟✟☎

µ = 10
✆

❃✡ �✟✡✁✠☛✠✞ ✆✟✞ ☛✞✁ ✞☎☎✞✟☎✁ ✄✚�☎✟ ✂✁✁✞✡✠ ✛ m ✔✖✚ ✆✟☛✡✄
K �☎✟ ☛✠ ✕ ✞✠ �✞ ✄ ✧☛✟✠☛✡✠ ✍☛✟✁

✆✟✞
m

✞✁✠ ✌☎☛✡✄ ✆ ✕ ✞ ☞ ★☞ ✞ ✕ ☛✞✁ ✞☎☎✞✟☎✁ ✄✂☞ ✂✡✟✞✡✠ ✛
K

✔✖✚ ✆✟☛✡✄
m

☛✟✌☞ ✞✡✠✞ ✕ ✞✠
�✞ ✄ ✧☛✟✠☛✡✠ ✍☛✟✁ ✆✟✞

K
✞✁✠ ✌☎☛✡✄ ✆ ❃✡ ✟✎✁✞☎✒✞ ✆✟✞ ☛✞ ✌☛ ✂✡ ✞✡ ✠✞☎☞ ✞ ✄✞ ✍☎✚�✂✁✂✟✡ ✞✁✠

✍☛✟✁ ✂☞ ✍✟☎✠☛✡✠ ✆✟☛✡✄ ✟✡ ☛✟✌☞ ✞✡✠✞
K
✛
m

✔✖✚ ✆✟✞ ✆✟☛✡✄ ✟✡ ☛✟✌☞ ✞✡✠✞
m
✛
K

✔✖✚ ✆
✝✟✟☎ �✞ ✍☎✟✎☛✜☞ ✞ ✕ ✂☛ ✞✁✠ ✄✟✡� ✍☛✟✁ ✍ ✞☎✠✂✡✞✡✠ ✄ ✧✞✡☎✂�✠ ✂☎ ☛☛ ✎☛✁✞ Bg

✆✟✞ ☛☛ ✎☛✁✞ Bu
✆

✕ ☛✡✁ ✟✡ ✁✞�✟✡✄ ✠✞☞✍✁ ✕ ✟✡ ✄✚✔✡ ✂✠ ✍✟✟☎
µ = 10

✟✡✞ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ✄✞ ☎✚✓✚☎✞✡�✞ (uref , λref)✟✎✠✞✡✟✞ ✍ ✟✟☎
nh = 2560

✆ ✝☛ ☞ ✂✌✟☎✞ ✘ ✆✘ ☎✞✍☎✚✁✞✡✠✞ ✞✡ ✓✟✡�✠✂✟✡ ✄✞
nh

☛✞✁ ✠✞☞✍✁ ✄✞
�☛ ☛�✟ ☛ ✄✞

(λµ, uµ)
✞✠

(λ̃µ, ũmu)
✞✠ ☛✞✁ ✞☎☎✞✟☎✁ ☛✁✁✟ �✂✚✞✁ eref

λ (.) ✕ eref
L (.) ✕ eref

H (.)
✄✚✔✡ ✂✞✁

✍☛☎
eref

λ (.) = |λref − . |, eref
L = ‖uref − . ‖L2(Ω), e

ref
H = |uref − . |H1(Ω).❃✡ ✟✎✁✞☎✒✞ ✕ ✞✖�✞✍✠✚ ✍✟✟☎ ☛✞ ☞☛ ✂☛☛☛✌✞ ✄✞ ☎✚✓✚☎✞✡�✞ ✕ ✆✟✞ (λ̃µ, ũµ)

✞✁✠ ☛✟✁✁✂ ✍☎✚�✂✁✞ ✆✟✞
(λµ, uµ)

✆ ✝☛☎ ☛ ✂☛☛✞✟☎✁ ✕ ✟✡ ✡✟✠✞ ✄ ✧✟✡✞ ✍☛☎✠ ✆✟✞ ☛✞ ✠✞☞✍✁ ✄✞ �☛ ☛�✟ ☛ ✄✞
(λ̃µ, ũµ)

☛✟☎✁✆✟✞
nh ∈ [80, 2560]

✞✁✠ ✂✡ ✓✚☎✂✞✟☎ ☛✟ ✠✞☞✍✁ ✄✞ �☛ ☛�✟ ☛ ✄✞
(λµ, uµ)

✄✜✁ ✆✟✞
nh = 80

✆ ✕ ✧☛✟✠☎✞
✍☛☎✠ ✕ ☛☛ ✍☎✚�✂✁✂✟✡ ✄✞

(λ̃µ, ũµ)
✍✟✟☎

nh ∈ [80, 2560]
✞✁✠ ☞ ✞✂☛☛✞✟☎✞ ✆✟✞ ☛☛ ✍☎✚�✂✁✂✟✡ ✄✞

(λµ, uµ)
✍✟✟☎

nh = 80
✆ ✝☛☎ �✟✡✁✚✆✟✞✡✠ ✄✜✁ ✆✟✞

nh = 80 ✕ ☛☛ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡
(λ̃µ, ũµ)

✞✁✠ ✍☛✟✁
✍☎✚�✂✁✞ ✆✟✞ ☛☛ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ✔✡✞

(λµ, uµ)
✆✟ ✧✟✡ �☛ ☛�✟ ☛✞☎☛ ✂✠ ✍✟✟☎ ✟✡ ☞ ★☞ ✞ ✠✞☞✍✁ �☛ ☛�✟ ☛ ✆



✿✿✌ ��✁✂ ✄ ☎✆✝ � ✞ �✁ ✂ ✄☎✆ ✝✞✟ ✞✟✠ ✡✁✠✟✠ ✁ ✄✞✂☛ ☎✟✠ ☞ ✝✂✁ ✄✟ ☞ ✁✝✡✄ ☎✂ ✟ ✄✄✟✌☎✁✝✍☛✆✂✟

✄ ✎✄ ☎✘ ✞✆ ✙✗✔✠ ✙✒ H+
2

☛✔✡ ✄ ✧✂✡✠✚✌☎✞☎ ☛✞✁ ✄✂✜ �✟☛✠✚✁ ☛✂✚✞✁ ☛✟ ✍✟✠✞✡✠✂✞☛ ✡✟�☛✚☛ ✂☎✞ Vµ
✞✠ ☛✟ ✩✢✫✠ ✍☎✚✁✞✡✠✚✁

✍☛☎ ☛☛ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ✞✡ ☛✞✁ ✍ ✟✁✂✠✂✟✡✁ ✄✞✁ ✡✟✡☛✟✖ ✕ ✟✡ ☛ �✟✡✁✂✄✚☎✚ ☛✞ ✁✡✁✠✜☞ ✞
H+

2

✞✡ ✌✚✟☞ ✚✠☎✂✞
❀✕ ☛✖ ✂✁✡☞ ✚✠☎✂✆✟✞ ✆

✗ ✬✗ ✬✭ ✙ ✹✴✸ ✞✄✰✶ ✆✟

❃✡ ✂✡✠☎✟✄✟✂✠ ☛☛ ✄✂✁✠☛✡�✞ ✂✡✠✞☎✡✟�☛✚☛ ✂☎✞ µ ✞✠
(a, b, c)

✠☎✟ ✂✁ ☎✚✞☛✁ ✍✟✁✂✠✂✓✁ ✠✞☛✁ ✆✟✞
c > µ/2

✞✠
a >> µ

✆ ✏✟ ✂✠
Ω = [−a−µ/2, a+µ/2]× [0, a] ✕ uµ

✞✁✠ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ✄✟ ✍☎✟✎☛✜☞ ✞
✁✟✂✒☛✡✠

✜✡ ✓{1

2

∫

Ω

|∇u|2 dΩ −
∫

Ω

Vµu
2 dΩ,

∫

Ω

u2 dΩ = 1, u ∈ H1
0 (Ω)

}

☛✒✞�

∀ (x, y) ∈ Ω, Vµ(x, y) =
1√

(x+ µ/2)2 + y2
+

1√
(x− µ/2)2 + y2

.

✝✞ ☞ ✂✡ ✂☞ ✂✁✞✟☎
uµ

✍☎✚✁✞✡✠✞ ✄✞✟✖ ✩✢✫✠ ✫ ✞✡
(−µ/2, 0)

✞✠
(µ/2, 0)

✏�✓ ✆ ☛☛ ☞ ✂✌✟☎✞ ✘ ✆✡
☎✞✍☎✚✁✞✡✠☛✡✠ ✆✟✞☛✆✟✞✁ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡✁ ✟✎✠✞✡✟✞✁ ✍✟✟☎ ☛☛ ☞✟ ☛✚�✟☛✞ H2

✑ ✆ ❃✡ ✄✚✔✡ ✂✠ ☛☛ ✠☎☛✡✁☞
✓✟☎☞☛✠✂✟✡

fµ

✏✒✟ ✂☎ ☞ ✂✌ ✆ ✘ ✆✿✑ ✍☛☎
∣∣∣∣∣∣∣∣

f1,µ(x, y) = (x+ µ/2 − b− c, y) (x, y) ∈ [−a− µ/2,−µ/2 + c] × [0, a],

f2,µ(x, y) =
( 2b

µ− 2c
x, y
)

(x, y) ∈ [−µ/2 + c, µ/2 − c] × [0, a],

f3,µ(x, y) = (x− µ/2 + b+ c, y) (x, y) ∈ [µ/2 − c, a+ µ/2] × [0, a].✏✘ ✆❀✿✑
Ω̄ = fµ(Ω) = [−a− b− c, a+ b+ c]

✡✞ ✄✚✍✞✡✄ ✍☛✟✁ ✄✞
µ
✆ ❃✡ ✄✚✔✡ ✂✠ ✟✡ ✥ ✍✏✎ ✎✍✤ ✖ ✡✖

✎☛✑ ☛✎✖✣✩✖ ✫✢✎ Ω̄✔ ✏✣✡☛✠ ✖✣✡✍✣✽ ✡✑✣✩ ✡✖ µ ✏☛✞ ☞☛✂☛☛☛✌✞ ✁✟☎
Ω

✁ ✧✟✎✠✞✡☛✡✠ ✞✡ ☛✍✍☛✂✆✟☛✡✠
f−1

µ

☛✟ ☞☛ ✂☛☛☛✌✞ ✄✞ ☎✚✓✚☎✞✡�✞✑ ✆ ✝☛ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡
ūµ

✞✁✠ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ✄✟ ✍☎✟✎☛✜☞ ✞ ✄ ✧✟✍✠✂☞ ✂✁☛✠✂✟✡
✁✟✂✒☛✡✠

ūµ = inf

{
L(ū, µ) − V(ū, µ), C(ū, µ) = 1, ū ∈ H1

0 (Ω̄)

}

☛✒✞�

L(ū, µ) =
1

2

∫

Ω̄1

|∇ū|2 dΩ̄1 +
1

2

∫

Ω̄3

|∇ū|2 dΩ̄3

+
1

2

∫

Ω̄2

2b

µ− 2c

( ∂ū
∂x̃2

)2

+
µ− 2c

2b

( ∂ū
∂ỹ2

)2

dΩ̄2,

C(ū, µ) =

∫

Ω̄1

ū2 dΩ̄1 +
µ− 2c

2b

∫

Ω̄2

ū2 dΩ̄2 +

∫

Ω̄3

ū2 dΩ̄3



� �� � ✟✠ ✡ ✞✟☎�☞✟✁
H+

2

✿✿✁

✞✠

V(ū, µ) =

∫

Ω̄1

g1(µ, x̄1, ȳ1)ū
2 dΩ̄1 +

∫

Ω̄3

g3(µ, x̄3, ȳ3)ū
2 dΩ̄3

+
µ− 2c

2b

∫

Ω̄2

g2(µ, x̄2, ȳ2)ū
2 dΩ̄2

✟✚




g1(µ, x̄1, ȳ1) =
1√

(x̄1 + b+ c)2 + ȳ2
1

+
1√

(x̄1 − µ+ b+ c)2 + ȳ2
1

,

g2(µ, x̄2, ȳ2) =
1√(

µ−2c
2b
x̄2 + µ

2

)2

+ ȳ2
2

+
1√(

µ−2c
2b
x̄2 − µ

2

)2

+ ȳ2
2

,

g3(µ, x̄3, ȳ3) =
1√

(x̄3 + µ− b− c)2 + ȳ2
3

+
1√

(x̄3 − b− c)2 + ȳ2
3

.

✝✞✁ ✚✆✟☛✠✂✟✡✁ ✄ ✧✡✟☛✞☎☞✝☛✌☎☛✡✌✞ ✒✚☎✂✔✚✞✁ ✍☛☎
(ūµ, λ̄µ)

✁✟✡✠
{

Āµūµ = λ̄µM̄µūµ

ūt
µM̄µūµ = 1

☛✒✞�

Āµ = Ā1 +
2b

µ− 2c
Āx

2 +
µ− 2c

2b
Āy

2 + Ā3 + Ḡµ
1 +

µ− 2c

2b
Ḡµ

2 + Ḡµ
3 ,

M̄µ = M̄1 +
µ− 2c

2b
M̄2 + M̄3.

✝✞✁ ☞☛✠☎✂�✞✁ (Ā.
i)i

✞✠
(M̄i)i

✡✞ ✄✚✍✞✡✄✞✡✠ ✍☛✁ ✄✞
µ

✞✠

∀ 1 ≤ k ≤ 3,
(
Ḡµ

k

)

ij
=

∫

Ω̄k

gk(µ)ηiηj dΩ̄k,

☛✞✁
ηj

✄✚✁✂✌✡☛✡✠ ☛✞✁ ✓✟✡�✠✂✟✡✁ ✞☛✚☞ ✞✡✠✁ ✔✡ ✂✁ ✆ ✝✞✁ ✓✟☎�✞✁ ✚ ☛✞�✠☎✟✡ ✂✆✟✞✁ F̄µ

✁ ✧✟✎✠✂✞✡✡✞✡✠
✞✡✁✟✂✠✞ ✍☛☎

F̄µ =
∂λ̄µ

∂µ
=
ūt

µĀµūµ

∂µ
= ūt

µK̄ūµ

✟✚

K̄ = − 2b

(µ− 2c)2
Āx

2 +
1

2b
Āy

2 −
1

2b
Ḡµ

2 + Ḡ′
µ,1 +

µ− 2c

2b
Ḡ′

µ,2 + Ḡ′
µ,3 −

λ̄µ

2b
M̄2,

✞✠

∀ 1 ≤ k ≤ 3,
(
Ḡ′

µ,k

)
ij

=

∫

Ω̄k

g′k(µ)ηiηj dΩ̄k.



✿❀✞ ��✁✂ ✄ ☎✆✝ � ✞ �✁ ✂ ✄☎✆ ✝✞✟ ✞✟✠ ✡✁✠✟✠ ✁ ✄✞✂☛ ☎✟✠ ☞ ✝✂✁ ✄✟ ☞ ✁✝✡✄ ☎✂ ✟ ✄✄✟✌☎✁✝✍☛✆✂✟

✗ ✬✗ ✬✆ ✝✲✹✯✲✱✝ ✻✶ ✸✯✷✶ ✹✱✵✺✻✲✶
☛✔✡ ✄ ✧☛✍✍☎✟ �✠✞☎ ☛☛ ✡✟✡ ☛✂✡✚☛☎✂✠✚ ✞✡

µ
✄✞✁ ✓✟✡�✠✂✟✡✁ gk ✕ ✟✡ ✌✚✡✜☎✞ ✍☛☎ ✏✘ ✆✿✛ ✑ ✠☎✟ ✂✁

� ✞✟✖ ✄✞ ✍☛☎☛☞ ✜✠☎✞✁
Sgk

= (µk
l )l=1, Kk

✞✠
3

� ✞✟✖ ✄✞ ✥ ✍✤ ✏✩ ✠ ✑✏✣✽✫ (x̃k
l , ỹ

k
l )l=1, Kk

✆ ✝✟✂✁ ✕✍✟✟☎ ✠✟✟✠
µ ✕ ✟✡ ✄✚✔✡ ✂✠

(γk)k=1, 3

✍☛☎

∀ 1 ≤ k ≤ 3, ∀ 1 ≤ l ≤ Kk, gk(µ, x̃
k
l , ỹ

k
l ) =

Kk∑

p=1

γk
pgk(µ

k
p, x̃

k
l , ỹ

k
l ).

✞ ✁✕✙✏✂✢✁ ✡ ☛✡ ☛☞ ✂✖✫ ✏✣✽☛✤ ✎✍ ✎✖✫ ✠ ✎✑✘✖✣✍✣✽ ✡✖ Vµ
✫✑✣✽ ✩✍ ✎✩✢ ✎☛✖✫ ✍ ✎ ✑✍✏✡✖ ✡✖ ✑ ✑✎✥✢ ✎✖✫

✡✖ ✌✢✍✡✎✍✽✢✎✖ ✌✢ ✏ ✑ ✑✣✽ ✏✣✽✖✎✘✖✣ ✏✎ ✎✖✫ ✥ ✏✎✏✖✢✄ ✡✖✫ ✽✎✏✍✣✤ ✎✖✫ ☛✎☛✥ ✖✣✽✍✏✎✖✫ ✩✑✣✫✽✏✽✢✍✣✽
✎✖ ✥ ✍✏✎ ✎✍✤ ✖ ✡✖ ✎☛✑ ☛✎✖✣✩✖✒ ✂✖✫ ✡✖✢✄ ✣✑☎✍✢✄ ✩✑✆✣✩✏✡✖✣✽ ✍✘✖✩ ✡✖✢✄ ✫✑✥✥ ✖✽✫ ✡✢ ✥ ✍✏✎ ✎✍✤ ✖
✡✖ ✎☛✑ ☛✎✖✣✩✖✒
✡✡ ✍✟✁☛✡✠

ũµ =
m∑

i=1

αiūµi
✕ α ✞✁✠ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ✄✞

{
Ãµα = λ̃µM̃µα

αtM̃µα = 1
☛✒✞�

Ãµ = Ã1 +
2b

µ− 2c
Ãx

2 +
µ− 2c

2b
Ãy

2 + Ã3 + G̃µ
1 − µ− 2c

2b
G̃µ

2 − G̃µ
3 ,

M̃µ = M̃1 +
µ− 2c

2b
M̃2 + M̃3.

✝✞✁ ☞☛✠☎✂�✞✁ (Ã.
i)i ✕ (M̃i)i

✞✠
(G̃µ

i )i

✁✟✡✠ �✟✡✁✠☎✟✂✠✞✁ ✍☛☎

∀ 1 ≤ k ≤ 3, ∀ 1 ≤ i, j ≤ m,

∣∣∣∣∣

(
Ã.

k

)
ij

= ūt
µi
Ā.

kūµj(
M̃k

)
ij

= ūt
µi
M̄kūµj

✏✘ ✆❀❀✑

✞✠

∀ 1 ≤ k ≤ 3, ∀ 1 ≤ i, j ≤ m,
(
G̃µ

k

)

ij
=

Kk∑

l=1

γk
l ū

t
µi

(
G

µk
l

k

)
ūµj

.

✝✞✁ ✓✟☎�✞✁ ✚☛✞�✠☎✟✡ ✂✆✟✞✁ ✁ ✧☛✍✍☎✟ �✠✞✡✠ ✔✡☛ ☛✞☞ ✞✡✠ ✍☛☎

F̃µ =
∂λ̃µ

∂µ
=
∂αtÃµα

∂µ
= αtK̃α

✟✚

K̃ = − 2b

(µ− 2c)2
Ãx

2 +
1

2b
Ãy

2 −
1

2b
G̃µ

2 −
3∑

k=1

Kk∑

l=1

∂γk
l

∂µ
G̃

µk
l

k − λ̃µ

2b
M̃2.
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H2

✿❀✿

✞✠

∀ 1 ≤ k ≤ 3, ∀ 1 ≤ l ≤ Kk,
∂γk

l

∂µ
=

(
(Bk)−1dgk

)

l
,

∀ 1 ≤ k ≤ 3, ∀ 1 ≤ l, p ≤ Kk, (Bk)lp = gk(µ
k
p, x̃

k
l , ỹ

k
l ),

∀ 1 ≤ k ≤ 3, ∀ 1 ≤ l ≤ Kk,
(
dgk

)
l

=
∂gk

∂µ
(µ, x̃k

l , ỹ
k
l ).

✗ ✬✗ ✬✙ ✄ ✱✷✺ ✞✲✯✲✷ ✴✸✲✶✟✺✷
❃✡ ☛ �✟✡✁✂✄✚☎✚ a = 20

✞✠
100

✒☛ ☛✞✟☎✁ ✄✞
µ

☎✚✍☛☎✠✂✁ ✟✡ ✂✓✟☎☞ ✚☞ ✞✡✠ ✁✟☎ ☛ ✧✂✡✠✞☎✒☛☛☛✞
[1, 5]

✍ ✟✟☎ ✄✚✔✡ ✂☎ ☛ ✧✞✁✍☛�✞ ✄✞ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡✁
Sµ

✆ ❃✡ ✌✚✡✜☎✞ ☛✞✁ ✎☛✁✞✁ ☎✚✄✟✂✠✞✁ Bu

✞✠ Bk
g✏✍ ✟✟☎ �✠☛✆✟✞ ✠✞☎☞ ✞ ✡✟✡ ☛✂✡✚☛ ✂☎✞ ☛✁✁✟ �✂✚ ✛

gk
✑ ✍✟✟☎

ǫ = 10−5 ✛ ☛ ✧☛ ✂✄✞ ✄✞ ✏✘ ✆✿✌✑ ✞✠
✏✘ ✆✿✛ ✑ ✆
✕ ☛✡✁ ☛✞✁ ✌☎☛✍✠ ✂✆✟✞✁ ✍☎✚✁✞✡✠✚✁ ✕ K ✄✚✁✂✌✡✞ ☛☛ ✒☛ ☛✞✟☎ �✟☞☞✟✡✞ ✄✞✁

Kk ✕ ✞✠ ☛✞✁ ✞☎☎✞✟☎✁
|F (µ)−FN (µ)| ✕ |E(µ)−EN(µ)| ✞✠ ‖u(µ)−uN(µ)‖H(Ω)

�✟☎☎✞✁✍✟✡✄✞✡✠ ☎✞✁✍ ✞�✠✂✒✞☞ ✞✡✠
☛✟✖ ✞☎☎✞✟☎✁

eF = |F̄µ − F̃µ| ✕ eE = eλ

✞✠
eH

✄✚✔✡ ✂✞✁ ✞✡ ✏✘ ✆❀✞✑ ✆
✝☛ ✁☛✎☛✞ ✘ ✆✿ ☎✞✍☎✚✁✞✡✠✞ ✞✡ ✓✟✡�✠✂✟✡ ✄✞

µ ✕ ✍✟✟☎
m = 8

✞✠
K

✞✡✠☎✞
6

✞✠
11 ✕ ☛✞✁

✞☎☎✞✟☎✁
eE ✕ eF

✞✠
eu

✆ ✝✟✟☎ ✠✟✟✠✞✁ ☛✞✁ ✒☛ ☛✞✟☎✁ ✄✞
K ✕ ☛✞✁ ✍☎✚�✂✁✂✟✡✁ ✟✎✠✞✡✟✞✁ ✁✟✡✠

✠☎✜✁ ✁☛✠✂✁✓☛ ✂✁☛✡✠✞✁ ✆ ✝☛ ✍☎✚�✂✁✂✟✡ ✁✟☎
λµ
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uµ

✆ ❃✡ ✒✚☎✂✔✞ ✆✟✞ ☛✞✁ ✞☎☎✞✟☎✁ ✁✟☎
(λ̃µ, F̃µ, ũµ)

✄✚�☎✟ ✂✁✁✞✡✠ ✞✡ ☞✟✡✞✡✡✞
☛✒✞� K ✆
✝☛ ☞ ✂✌✟☎✞ ✘ ✆✠ ☎✞✍☎✚✁✞✡✠✞ ✞✡ ✓✟✡�✠✂✟✡ ✄✞

K
☛ ✧✚✒✟ ☛✟✠✂✟✡ ✄✞✁ ✞☎☎✞✟☎✁

eE ✕ eF

✞✠
eu

✍✟✟☎
µ = 2

✞✠
µ = 2.6

✆ ✝ ✧✞☎☎✞✟☎ ✁✟☎
uµ ✕ ✞✠ ✌☛✟✎☛ ☛✞☞ ✞✡✠ ✁✟☎

λµ ✕ ✄✚�☎✟ ✂✁✁✞✡✠ ☛✒✞� K ✆ ✡✡
☎✞✒☛✡�✠✞ ✕ ☛ ✧✞☎☎✞✟☎ ✁✟☎ ☛✞✁ ✓✟☎�✞✁ ✚ ☛✞�✠☎✟✡ ✂✆✟✞✁ ✡✞ ✄✚�☎✟ ☛✠ ✍☛✁ ✄✞ ✓☛✾✟✡ ☞✟✡✟✠✟✡✞ ✆ ☎✞
�✟☞ ✍✟☎✠✞☞ ✞✡✠ ✡✟☞ ✚☎✂✆✟✞ ☎✞✁✠✞ ✂✡✞✖✍☛✂✆✟✚ ✆

☛✔✡ ✄✞ ✄✚✎☎☛✡�✠✞☎ ☛ ✧✞✗✞✠ ✄✞ ☛ ✧✂✡✠✞☎✍✟ ☛☛✠✂✟✡ ✄✞✁ ✠✞☎☞ ✞✁ ✡✟✡ ☛✂✡✚☛✂☎✞✁ ✕ ✟✡ ☛ �✟✡✁✂☞
✄✚☎✚ ☛ ✧☛☛✌✟☎✂✠✠☞ ✞ ✄✞ ✎☛✁✞ ☎✚✄✟✂✠✞ ✆✟✂ ✍☎✞✡✄ ✞✡ �✟☞✍✠✞ ☛✞ ✍✟✠✞✡✠✂✞☛ ✄✞✁ ✡✟✡☛✟✖ ✄✞
✓☛✾✟✡ ✞✖☛�✠✞ ✆ ✝☛ ☞ ✂✌✟☎✞ ✘ ✆✌ ☎✞✍☎✚✁✞✡✠✞ ✞✡ ✓✟✡�✠✂✟✡ ✄✞

µ
☛✞✁ ✞☎☎✞✟☎✁

eE ✕ eF

✞✠
eu

✆ ❃✡
�✟✡✁✠☛✠✞ ✆✟✞ ☛✞✁ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡✁ ✟✎✠✞✡✟✞✁ ✁✟✡✠ ✍☛✟✁ ✍☎✚�✂✁✞✁ ✄ ✧✟✡ ✟☎✄☎✞

4
✆✟✞ ☛✞✁ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡✁

✟✎✠✞✡✟✞✁ ☛✟☎✁✆✟✞ ☛✞ ✍✟✠✞✡✠✂✞☛ ✡✟�☛✚☛ ✂☎✞ ✞✁✠ ✂✡✠✞☎✍ ✟ ☛✚ ☛✒✞� 11
✓✟✡�✠✂✟✡✁ ✆ ✝☛☎ ☛ ✂☛☛✞✟☎✁ ✕✟✡ ✡✟✠✞ ✆✟ ✧✟✡✞ ✎☛✁✞ ☎✚✄✟✂✠✞ Bu

✄✞ ✍✞✠✂✠✞ ✠☛✂☛☛✞ ✍ ✞☎☞ ✞✠ ✄ ✧✟✎✠✞✡ ✂☎ ✟✡✞ ✠☎✜✁ ✎✟✡✡✞
✍☎✚�✂✁✂✟✡ ✍✟✟☎ ✄✞✁ ✄✂✁✠☛✡�✞✁ µ ✄☛✡✁ ☛ ✧✂✡✠✞☎✒☛ ☛☛✞

[1, 5] ✕ �✞ ✆✟✂ ☎✞✍☎✚✁✞✡✠✞ ✟✡ ✄✟☞☛ ✂✡✞
✄✞ ✒☛☎✂☛✠✂✟✡ �✟✡✁✚✆✟✞✡✠ ✛ ☛ ✧✚�✠✞☛☛✞ ✄✟ ✡✟✡☛✟ ✆

✄ ✎✂ ☎✘ ✞✆ ✙✗✔✠ ✙✒
H2

☛✔✡ ✄ ✧✂✡✠✚✌☎✞☎ ☛✞✁ ✄✂✜ �✟☛✠✚✁ ☛✂✚✞✁ ☛✟ ✠✞☎☞ ✞ ✄✞ ☎✟✟☛✟☞✎ ✕ ✟✡ ☛ �✟✡✁✂✄✚☎✚ ☛✞ ☞✟✄✜ ☛✞
✄ ✖✫✽✎✏✩✽✖✡ ☎ ✍✎✽✎✖✖✖✆✑✩✝ ✍ ✟✟☎ ✄✚�☎✂☎✞ ☛✞ ✁✡✁✠✜☞ ✞

H2

✞✡ ✌✚✟☞ ✚✠☎✂✞ ❀✕ ☛✖ ✂✁✡☞ ✚✠☎✂✆✟✞ ✆



✿❀❀ ��✁✂ ✄ ☎✆✝ � ✞ �✁ ✂ ✄☎✆ ✝✞✟ ✞✟✠ ✡✁✠✟✠ ✁ ✄✞✂☛ ☎✟✠ ☞ ✝✂✁ ✄✟ ☞ ✁✝✡✄ ☎✂ ✟ ✄✄✟✌☎✁✝✍☛✆✂✟

✗ ✬� ✬✭ ✙ ✹✴✸ ✞✄✰✶ ✆✟

✕ ✞ ☛☛ ☞ ★☞ ✞ ✓☛✾✟✡ ✆✟✞ ✄☛✡✁ ☛☛ ✏✞�✠✂✟✡ ✘ ✆✘ ✕ ✟✡ ✂✡✠☎✟✄✟✂✠ ☛☛ ✄✂✁✠☛✡�✞ ✂✡✠✞☎✡✟�☛✚☛ ✂☎✞
µ

✞✠
(ax, ay, b, c)

✆✟☛✠☎✞ ☎✚✞☛✁ ✍ ✟✁✂✠✂✓✁ ✠✞☛✁ ✆✟✞
c > µ/2

✞✠
ax, ay >> µ

✆ ✏✟ ✂✠
Ω =

[−ax − µ/2, ax + µ/2] × [0, ay] ✕ uµ

✞✁✠ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ✄✟ ✍☎✟✎☛✜☞ ✞ ✁✟✂✒☛✡✠

inf

{
1

2

∫

Ω

|∇u|2 dΩ −
∫

Ω

Vµu
2 +

∫

Ω

∫

Ω

u2(r)u2(r′)

|r − r′| dΩ dΩ,

∫

Ω

u2 dΩ = 1, u ∈ H1
0 (Ω)

}
.

❃ ☎

∀ u ∈ L3(IR3),

∫

IR3

∫

IR3

u2(r)u2(r′)

|r − r′| dIR3dIR3 =

∫

IR3

φu2 dIR3

☛✒✞� φ ∈ L2(IR3)
✁☛✠✂✁✓☛✂✁☛✡✠

−△φ = 4πu2 ✄☛✡✁
L2(IR3).

✡✡ ✠✞✡☛✡✠ �✟☞ ✍✠✞ ✄✞ ☛ ✧☛✖ ✂✁✡☞ ✚✠☎✂✞ ✄✟ ✍☎✟✎☛✜☞ ✞ ✞✠ �✟✡✁✂✄✚☎☛✡✠ ☛✞ ✄✟☞☛ ✂✡✞
Ω

☛✁✁✞✁
✌☎☛✡✄ ✕ ✟✡ ✓☛✂✠ ☛ ✧☛✍✍☎✟✖ ✂☞☛✠✂✟✡ ✁✟✂✒☛✡✠✞

∫

Ω

∫

Ω

u2(r)u2(r′)

|r − r′| dΩ dΩ ≃
∫

Ω

φu2 dΩ

☛✒✞�
{

−△φ = 2u2 ✄☛✡✁
Ω,

φ = 0
✁✟☎

∂Ω.

✞ ✁✕✙✏✂✢✁ ✡ ☛✂ ☛☞ ✄ ✎ ✖✫✽ ✏✥✠ ✑✎✽✍✣✽ ✡✖ ✩✪ ✑✏✫ ✏✎ ✢✣ ✡✑✥ ✍✏✣ ✖ Ω
✍✫✫ ✖☎ ✤ ✎✍✣✡ ✗✫✑✏✽ a ✍✫✖

✫ ✖☎ ✤ ✎✍✣✡✙ ✍☞ ✣ ✡ ✑✍✠✠ ✎✑✩✪ ✖✎ ✍✘✖✩ ✠ ✎☛✩✏✫ ✏✑✣ ✎✍ ✑ ✑✣✩✽✏✑✣✣ ✖✎ ✎✖ ✡ ✑☛✣ ✖✎✤ ✏✖ ✖✽ ✡ ✑✑✦✽✖✣ ✏✎ ✢✣ ✖
✍✠✠ ✎✑✄ ✏✥ ✍✽✏✑✣ ✎✍✏✫✑✣✣✍✦✎✖ ✡✖ ✎✍ ✫✑✎✢✽✏✑✣ ✒ ✆ ✑✽✑✣✫ ✌✢ ✖ ✎✍ ✩✑✣✣✍✏✫✫✍✣✩✖ ✡✢ ✩✑✥✠ ✑✎✽✖✖✥ ✖✣✽ ✍✫☎✥✠ ✽✑✽✏✌✢ ✖ ✡✖ φ ✎✑✏✣ ✡✖✫ ✣✑☎✍✢✄ ✫ ✖ ✽✎✍✡✢ ✏✽ ✠✍✎ ✢✣ ✖ ✩✑✣✡✏✽✏✑✣ ✍✢ ✎✏✥ ✏✽✖ ✫✢✎
∂Ω ✡✖ ✽☎✠ ✖ ✄✑✦✏✣ ✫✢✎ φ ✒

✡✡ ✡✟✠☛✡✠
Eh

☛ ✧✞✁✍☛�✞ ✄ ✧☛✍✍☎✟✖ ✂☞☛✠✂✟✡ ✔✡ ✁✟☎
Ω ✕ ☛✞✁ ✚✆✟☛✠✂✟✡✁ ✄ ✧✡✟☛✞☎☞✝☛✌☎☛✡✌✞

☛✁✁✟ �✂✚✞✁ ✛ �✞ ✍☎✟✎☛✜☞ ✞ ✄ ✧✟✍✠✂☞ ✂✁☛✠✂✟✡ ✁☛✠✂✁✓☛ ✂✠✞✁ ✍☛☎
(uµ, φµ)

✁ ✧✚�☎✂✒✞✡✠ ✁✟✟✁ ☛✞✟☎
✓✟☎☞ ✞ ✒☛☎✂☛✠✂✟✡✡✞☛☛✞

∀v ∈ Eh,
1

2

∫

Ω

∇uµ.∇v dΩ −
∫

Ω

Vµuµv dΩ + 2

∫

Ω

φµuµv dΩ = λ

∫

Ω

uµv dΩ,

∀w ∈ Eh,

∫

Ω

∇φµ.∇w dΩ = 2

∫

Ω

u2
µw dΩ,

∫

Ω

u2
µ dΩ = 1.



� �� � ✟✠ ✡ ✞✟☎�☞✟✁
H2

✿❀✌

☛ ☛ ✧☛ ✂✄✞ ✄✞ ☛☛ ✠☎☛✡✁✓✟☎☞☛✠✂✟✡
fµ

✄✚✔✡ ✂✞ ✞✡ ✏✘ ✆❀✿✑ ✕ ✟✡ ✄✚✔✡ ✂✠
(λ̄µ, ūµ, φ̄µ

✑ ☛☛ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡
✁✟☎ ☛✞ ☞☛✂☛☛☛✌✞ ✄✞ ☎✚✓✚☎✞✡�✞ ✆ ✏✟ ✂✠ Ēh

☛ ✧✞✁✍☛�✞ ✄ ✧☛✍✍☎✟✖ ✂☞☛✠✂✟✡ ✔✡ ✁✟☎
Ω̄ ✕ ☛✞✁ ✚✆✟☛✠✂✟✡✁✄ ✧✡✟☛✞☎☞✝☛✌☎☛✡✌✞ ✒✚☎✂✔✚✞✁ ✍☛☎ ✏

λ̄µ, ūµ, φ̄µ)
✁ ✧✚�☎✂✒✞✡✠ ✁✟✟✁ ☛✞✟☎ ✓✟☎☞ ✞ ✒☛☎✂☛✠✂✟✡✡✞☛☛✞

(P̄µ)





∀v̄ ∈ Ēh, F (ūµ, φ̄µ, v̄) = 0,
∀w̄ ∈ Ēh, G(φ̄µ, ūµ, w̄) = 0,

C(ūµ) = 1.

✏✘ ✆❀✌✑

☛✒✞�

F (ū, φ̄, v̄) =
1

2

(∫

Ω̄1

∇ū.∇v̄ dΩ̄1 +

∫

Ω̄3

∇ū.∇v̄ dΩ̄3

)

+
1

2

∫

Ω̄2

2b

µ− 2c

∂ū

∂x̄
.
∂v̄

∂x̄
+
µ− 2c

2b

∂ū

∂ȳ
.
∂v̄

∂ȳ
dΩ̄2

)

−
∫

Ω̄1

g1(µ, x̄1, ȳ1)ūv̄ dΩ̄1 −
µ− 2c

2b

∫

Ω̄2

g2(µ, x̄2, ȳ2)ūv̄ dΩ̄2

−
∫

Ω̄3

g3(µ, x̄3, ȳ3)ūv̄ dΩ̄3

+ 2
(∫

Ω̄1

φ̄ūv̄ dΩ̄1 +
µ− 2c

2b

∫

Ω̄2

φ̄ūv̄ dΩ̄2 +

∫

Ω̄3

φ̄ūv̄ dΩ̄3

)

− λ̄
(∫

Ω̄1

ūv̄ dΩ̄1 +
µ− 2c

2b

∫

Ω̄2

ūv̄ dΩ̄2 +

∫

Ω̄3

ūv̄ dΩ̄3

)
,

G(φ̄, ū, w̄) =

∫

Ω̄1

∇φ̄.∇w̄ dΩ̄1 +

∫

Ω̄3

∇φ̄.∇w̄ dΩ̄3

+

∫

Ω̄2

2b

µ− 2c

∂φ̄

∂x̄
.
∂w̄

∂x̄
+
µ− 2c

2b

∂φ̄

∂ȳ
.
∂w̄

∂ȳ
dΩ̄2

− 2
(∫

Ω̄1

ū2w̄ dΩ̄1 +
µ− 2c

2b

∫

Ω̄2

ū2w̄ dΩ̄2 +

∫

Ω̄3

ū2w̄ dΩ̄3

)
,

C(ū) =

∫

Ω̄1

ū2 dΩ̄1 +
µ− 2c

2b

∫

Ω̄2

ū2 dΩ̄2 +

∫

Ω̄3

ū2 dΩ̄3.

✗ ✬� ✬✆ ✝✲✹✯✲✱✝ ✻✶ ✸✯✷✶ ✹✱✵✺✻✲✶ ✶✲ ✹✱✷✺ ✞✲✯✲✷ ✴✸✲✶✟✺✷
✝✞✁ ✠✞☎☞ ✞✁ ✍☎✟✒✞✡☛✡✠ ✄✞

Vµ

✁✟✡✠ ✠☎☛ ✂✠✚✁ �✟☞☞ ✞ ☛✟☎✁ ✄✟ ✠☎☛ ✂✠✞☞ ✞✡✠ ✄✞
H+

2

✆ ✕ ✞
☛☛ ☞ ★☞ ✞ ✓☛✾✟✡ ✆✟✞ ✍ ✟✟☎

ūµ ✕ ✟✡ ✄✚✔✡ ✂✠ ✟✡✞ ✎☛✁✞ ☎✚✄✟✂✠✞ Bφ

✍✟✟☎ ☛✍✍☎✟ �✠✞☎ φ̄µ

✆ ❃✡
�✠✞☎�✠✞ ✞✡✁✟✂✠✞ ✕ ✍✟✟☎ ✠✟✟✠

µ ✕ ũµ

✞✠
φ̃µ

✄✞ ☛☛ ✓✟☎☞ ✞

ũµ =
mu∑

i=1

αiūµi
,

φ̃µ =

mφ∑

j=1

βjφ̄µj
.



✿❀✛ ��✁✂ ✄ ☎✆✝ � ✞ �✁ ✂ ✄☎✆ ✝✞✟ ✞✟✠ ✡✁✠✟✠ ✁ ✄✞✂☛ ☎✟✠ ☞ ✝✂✁ ✄✟ ☞ ✁✝✡✄ ☎✂ ✟ ✄✄✟✌☎✁✝✍☛✆✂✟

α
✞✠
β

✁✟✡✠ �☛ ☛�✟ ☛✚✁ ✞✡ ☎✚✁✟ ☛✒☛✡✠ ✍☛☎ ✟✡✞ ☞ ✚✠✠✟✄✞ ✄✞ � ✞✂ ✠✟✡ ☛✞✁ ✚✆✟☛✠✂✟✡✁ ✏✘ ✆❀✌✑
✚�☎✂✠✞✁ ✍✟✟☎

(v̄, w̄) = (ūµi
, φ̄µj

)
✍✟✟☎ ✠✟✟✠

1 ≤ i ≤ mu

✞✠ ✍ ✟✟☎ ✠✟✟✠
1 ≤ j ≤ mφ

✆
✕ ☛✡✁ ☛✞✁ ✠✞✁✠✁ ✡✟☞ ✚☎✂✆✟✞✁ ✕ ✟✡ ☛ �✟✡✁✂✄✚☎✚ ax = 40 ✕ ay = 8

✞✠
100

✒☛ ☛✞✟☎✁ ✄✞
µ☎✚✍☛☎✠✂✁ ✟✡ ✂✓✟☎☞ ✚☞ ✞✡✠ ✁✟☎ ☛ ✧✂✡✠✞☎✒☛☛☛✞

[1, 10]
✍✟✟☎ ✄✚✔✡ ✂☎ ☛ ✧✞✁✍☛�✞ ✄✞ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡✁

Sµ

✆
✝✟✟☎

ǫ = 10−5 ✕ ✏✘ ✆✿✌✑ ✞✠ ✏✘ ✆✿✛✑ �✟✡✄✟✂✁✞✡✠ ☛✟✖ ✎☛✁✞✁ ☎✚✄✟✂✠✞✁ Bu ✕ Bφ

✞✠ Bk
g

✏✍✟✟☎
�✠☛✆✟✞ ✠✞☎☞ ✞ ✡✟✡ ☛✂✡✚☛✂☎✞ ☛✁✁✟ �✂✚ ✛ gk

✑ ✆ ✝☛ ☞ ✂✌✟☎✞ ✘ ✆✁ ✕ ☎✞✁✍ ✞�✠✂✒✞☞ ✞✡✠ ☞ ✂✌ ✆ ✘ ✆✿✞ ✕☎✞✍☎✚✁✞✡✠✞ ☛✞✁ ✒☛ ☛✞✟☎✁ ✄✞
µ
☛✁✁✟ �✂✚✞✁ ☛✟✖ ✁✟ ☛✟✠✂✟✡✁ ✓✟☎☞☛✡✠ �✞✁ ✎☛✁✞✁ ✕ ☎✞✁✍ ✞�✠✂✒✞☞ ✞✡✠

☛✞✁ ✥ ✍✤ ✏✩ ✠ ✑✏✣✽✫ ☛✁✁✟ �✂✚✁ ✛ g1

✞✠
g2

✆
✕ ☛✡✁ ☛✞✁ ✌☎☛✍✠ ✂✆✟✞✁ ✍☎✚✁✞✡✠✚✁ ✕m ✕ ☎✞✁✍ ✞�✠✂✒✞☞ ✞✡✠

K ✕ ✄✚✁✂✌✡✞ ☛☛ ✄✂☞ ✞✡✁✂✟✡ �✟☞☞✟✡✞
✄✞ Bu

✞✠ Bφ ✕ ☎✞✁✍ ✞�✠✂✒✞☞ ✞✡✠ ✄✞✁ Bk
g

✆ ✝☛☎ ☛ ✂☛☛✞✟☎✁ ✕ ☛✞✁ ✞☎☎✞✟☎✁
eE = |E(µ) − EN(µ)| ✕

eF = |F (µ)−FN(µ)| ✕ eλ = |λ(µ)−λN(µ)| ✞✠ eu = ‖u(µ)−uN(µ)‖H(Ω)
�✟☎☎✞✁✍✟✡✄✞✡✠

☛✟✖ ✞☎☎✞✟☎✁ |Ēµ − Ẽµ| ✕ |F̄µ − F̃µ| ✕ |λ̄µ − λ̃µ|
✞✠ ‖ūµ − ũµ‖H1(Ω̄)

✆
✝✞✁ ✁☛✎☛✞✁ ✘ ✆❀ ✛ ✘ ✆✛ ☎✞✍☎✚✁✞✡✠✞✡✠ ✍✟✟☎ ✍☛✟✁✂✞✟☎✁ �✟✟✍☛✞✁ (m,K)

☛✞✁ ✞☎☎✞✟☎✁
eE ✕ eF ✕

eλ ✕ ✞✠ eu

✞✡ ✓✟✡�✠✂✟✡ ✄✞
µ
✆ ✕ ✞ ☛☛ ☞ ★☞ ✞ ✓☛✾✟✡ ✆✟✞ ✄☛✡✁ ☛☛ ✁✞�✠✂✟✡ ✘ ✆✛ ✕ ✟✡ ✟✎✁✞☎✒✞ ✛

K
✔✖✚ ✆✟✞ ☛☛ ✍☎✚�✂✁✂✟✡ ✄✞

(λ̃µ, ũµ, φ̃µ)
�☎✟ ☛✠ ☛✒✞� m ✕ ✄ ✧☛✟✠☛✡✠ ✍☛✟✁ ✆✟✞

K
✞✁✠ ✌☎☛✡✄ ✆

✕ ✞ ☞ ★☞ ✞ ✛
m

✔✖✚ ✕ ✟✡ �✟✡✁✠☛✠✞ ✆✟✞ ☛☛ ✍☎✚�✂✁✂✟✡ ✄✞
(λ̃µ, ũmu, φ̃mu)

☛✟✌☞ ✞✡✠✞ ☛✒✞�
K ✕ ✄ ✧☛✟✠☛✡✠ ✍☛✟✁ ✆✟✞

m
✞✁✠ ✌☎☛✡✄ ✆ ☎✞✍ ✞✡✄☛✡✠ ✛ ☛ ✧✂✡✒✞☎✁✞ ✕ ✆✟✞☛☛✞ ✆✟✞ ✁✟ ✂✠ ☛✞✁ ✒☛☛✞✟☎✁

✄✞
K

✄☛✡✁
[6, 9]

✞✠
m

✄☛✡✁ {5, 7} ✕ ✟✡ ☎✞☞☛☎✆✟✞ ✆✟ ✧✂☛ ✞✁✠ ✍☛✟✁ �✟✄✂�✂✞✟✖ ✄ ✧✞✡☎✂�✠ ✂☎
✄✞ ✄✞✟✖ ✚ ☛✚☞ ✞✡✠✁ ☛✞✁ ✎☛✁✞✁ Bu

✞✠ Bφ

✆✟✞ ☛✞✁ ✎☛✁✞✁ Bk
g

✆ ☎✞ �✟☞✍ ✟☎✠✞☞ ✞✡✠ ✁✞☞✎☛✞
✂✡✄✂✆✟✞☎ ☛ ✧✂☞ ✍✟☎✠☛✡�✞ ✄ ✧☛✍✍☎✟ �✠✞☎ �✟☎☎✞�✠✞☞ ✞✡✠ ☛✞ ✠✞☎☞ ✞ ✄✚✍✞✡✄☛✡✠ ✄✞

φ ✕ ✁✟ ✂✠ ☛✞
✠✞☎☞ ✞ ✄✞ ☎✟✟☛✟☞✎ ✆ ✕ ✞✁ ✠✞✁✠✁ ✍☛✟✁ ✞✖✠☛✟✁✠✂✓✁ ✁✟☎

(mu, mφ)
✛
K

✔✖✚ ✍✞☎☞ ✞✠✠☎☛ ✂✠ ✄✞
�✟✡✔☎☞ ✞☎ �✞✠✠✞ ☛✜☎☞☛✠✂✟✡ ✆
✡✡✔✡ ✕ ☛☛ ☞ ✂✌✟☎✞ ✘ ✆✿✿ ☎✞✍☎✚✁✞✡✠✞ ☛ ✧✚✒✟ ☛✟✠✂✟✡ ✄✟ ✠✞☞✍✁ ✄✞ �☛ ☛�✟ ☛ ✄✞

(λ̄µ, ūµ, φ̄µ)
✞✠ ✄✞

(λ̃µ, ũµ, φ̃µ)
✞✡ ✓✟✡�✠✂✟✡ ✄✞

µ
✆ ❃✡ �✟✡✁✠☛✠✞ ✆✟✞ �☛ ☛�✟ ☛ ✄✞

(λ̃µ, ũµ, φ̃µ)
✞✁✠

2000
✓✟ ✂✁

✍ ☛✟✁ ☎☛✍✂✄✞ ✆✟✞ ☛✞ �☛ ☛�✟ ☛ ✄✞ (λ̄µ, ūµ, φ̄µ)
✍✟✟☎ ✟✡✞ ✍☎✚�✂✁✂✟✡ ✁☛✠✂✁✓☛ ✂✁☛✡✠✞ ✁✟☎ ☛ ✧✚✡✞☎✌✂✞

✞✠ ☛✞✁ ✓✟☎�✞✁ ✚ ☛✞�✠☎✟✡ ✂✆✟✞✁ ✆ ❃✡ ☛ �✟✡✁✠☛✠✚ ✡✟☞ ✚☎✂✆✟✞☞ ✞✡✠ ✆✟✞ ☛ ✧✞☎☎✞✟☎ �✟☞☞ ✂✁✞ ✍☛☎
☛ ✧☛ ☛✌✟☎✂✠✠☞ ✞ ✄✞ ✎☛✁✞ ☎✚✄✟✂✠✞ ✡✞ ✍ ✞☎✠✟☎✎☛ ✂✠ ✍☛✁ ☛☛ ✁✂☞✟☛☛✠✂✟✡ ✄✞ ☛ ✧✚✒✟ ☛✟✠✂✟✡ ✄✞ ☛☛
☞✟ ☛✚�✟☛✞ ✛ ☛ ✧☛ ✂✄✞ ✄✞ ☛ ✧☛ ☛✌✟☎✂✠✠☞ ✞ ✄✞ ✁✞☎☛✞✠ ✍ ✟✟☎ ✄✞✁ ✠✞☞ ✍✁ ☛✟✡✌✁ ✆

✞ ✁✕✙✏✂✢✁ ✡ ☛✂ ☛✌ ✂ ✑✖✄ ✽✖✣✫ ✏✑✣ ✡✖ ✎✍ ✥ ☛✽✪ ✑✡✖✫ ✡✖✫ ✦✍✫ ✖✫ ✎☛✡✢ ✏✽✖✫ ✍✢ ✠ ✎✑✦✎✏✥ ✖ ✣✑✣
✎✏✣ ☛✍✏✎✖ ✠ ✖✢✽ ✫ ✑✍✠✠ ✎✏✌✢ ✖✎ ✡✏✎✖✩✽✖✥ ✖✣✽ ✠ ✑✢✎ ✎✖ ✽✎✍✏✽✖✥ ✖✣✽ ✡✢ ✽✖✎✥ ✖ ✡✖ ✕✑✢ ✎✑✥✦✒ ✓ ✖✫
✽✖✫✽✫ ✣✢✥ ☛✎✏✌✢ ✖✫ ✑✣✽ ✥ ✑✣✽✎☛ ✎✍ ✠ ✖✎✽✏✣ ✖✣✩✖ ✡ ✑✢✣ ✖ ✽✖✎ ✎✖ ✡☛✥ ✍✎✩✪ ✖✒ ✕✖✠ ✖✣✡✍✣✽✔ ✎✖ ✽✎✍✏✖
✽✖✥ ✖✣✽ ✡✢ ✠ ✎✑✦✎✏✥ ✖ ✖✫✽ ✠ ✎✢✫ ✖✂ ✩✍✩✖ ✖✣ ✽✖✎✥ ✖ ✡✖ ✽✖✥✠ ✫ ✡✖ ✩✍ ✎✩✢ ✎ ✖✣ ✏✣✽✎✑✡✢ ✏✫✍✣✽ ✎✍
✑ ✑✣✩✽✏✑✣ φ ✒

✞ ✁✕✙✏✂✢✁ ✡ ☛✂ ☛� ✂✖ ✑ ✍✩✽✖✢✎ 2000 ✑✦✽✖✣✢ ✖✣✽✎✖ ✎✖ ✩✍ ✎✩✢ ✎ ☞ ✣ ✖✽ ✎✖ ✩✍ ✎✩✢ ✎ ✦✍✫ ✖ ✎☛✡✢ ✏✽✖
✖✫✽ ✢✣ ✖ ✦✑✎✣ ✖ ✫✢✠ ☛✎✏✖✢✎✖ ✩✍✎ ✑✣ ✍ ✩✑✣✫ ✏✡☛✎☛ ✢✣ ✥ ✍✏✎ ✎✍✤ ✖ ✢✣ ✏✑ ✑✎✥ ✖ ✫✢✎ Ω

✍ ✎✑✎✫ ✌✢ ✖
✎✍ ✫✑✎✢✽✏✑✣ ✘✍✎✏✖ ✫ ✏✤✣ ✏☞ ✩✍✽✏✘✖✥ ✖✣✽ ✍✢✽✑✢✎ ✡✖✫ ✣✑☎✍✢✄ ✫ ✖✢ ✎✖✥ ✖✣✽✒ ✄✣ ✥ ✍✏✎ ✎✍✤ ✖ ✍✡✍✠ ✽☛✩✑✣✡✢ ✏✎✍✏✽ ✽✎✏✫ ✩✖✎✽✍✏✣ ✖✥ ✖✣✽ ✍ ✢✣ ✖ ✡✏✥ ✏✣✢✽✏✑✣ ✡✖ ✩✖ ✑ ✍✩✽✖✢✎ ✡ ✑✢✣ ✑✎✡✎✖ 2, 3 ✒



� ��� �✞☎ �✟ ☞✆✝✞☎ ✿❀✘
✄ ✎✁ ✂✆✓✔✙✠✓✒✆✓

✝✞✁ ☎✚✁✟☛✠☛✠✁ ✞✡�✟✟☎☛✌✞☛✡✠✁ ✟✎✠✞✡✟✁ ☛✟☎✁ ✄✞✁ ✠✞✁✠✁ ☛�☛✄✚☞ ✂✆✟✞✁ ✁✟☎ ✄✞✁ ✁✡✁✠✜☞ ✞✁
✚�✟ ☛✞ ☛☛✂✁✁✞✡✠ ✞✁✍ ✚☎✞☎ ✟✡ ☛✍✍✟☎✠ ✄✞ ☛☛ ☞ ✚✠✠✟✄✞ ✄✞✁ ✎☛✁✞✁ ☎✚✄✟✂✠✞✁ ✍✟✟☎ ☛✞ ✠☎☛ ✂✠✞☞ ✞✡✠
✄✞ ✁✡✁✠✜☞ ✞✁ ☞✟ ☛✚�✟☛☛✂☎✞✁ ✆ ✡✡ ✒✟✞ ✄✞ ✠☎☛ ✂✠✞☎ ✄✞✁ ✁✡✁✠✜☞ ✞✁ ✍☛✟✁ �✟☞ ✍☛✞✖✞✁ ✞✠ ✄✟✡� ✄ ✧✟✡
✂✡✠✚☎★✠ ✍☛✟✁ ✌☎☛✡✄ ✕ ✂☛ ☎✞✁✠✞ ✞✡�✟☎✞ ✠☎✟ ✂✁ ✄ ✂✜ �✟☛✠✚✁ ✛ ✠☎☛ ✂✠✞☎ ✆ ✝☛ ✍☎✞☞ ✂✜☎✞ ✞✁✠ ☛☛ ✍☎✂✁✞
✞✡ �✟☞✍✠✞ ✄✟ ✠✞☎☞ ✞ ✄ ✧✚�✠☛✡✌✞ ✏✍✟✟☎ ☎ ✍✎✽✎✖✖✖✆✑✩✝ ✑ ✟✟ ✄ ✧✚�✠☛✡✌✞☞�✟☎☎✚ ☛☛✠✂✟✡ ✏✍✟✟☎
✄ ✑✪✣ ✖☎✪✍✥ ✑ ☛✟☎✁✆✟✞ ☛✞ ✁✡✁✠✜☞ ✞ �✟✡✁✂✄✚☎✚ �✟☞✍ ✟☎✠✞ ✍☛✟✁✂✞✟☎✁ ✍☛ ✂☎✞✁ ✄ ✧✚☛✞�✠☎✟✡✁ ✆
✝☛ ✄✞✟✖ ✂✜☞ ✞ ✄✂✜ �✟☛✠✚ ✞✁✠ ☛✂✚✞ ✛ ☛☛ ✄✚✔✡ ✂✠✂✟✡ ✄✞ ☛☛ ✠☎☛✡✁✓✟☎☞☛✠✂✟✡

fµ

✄☛✡✁
IR3 ✆

✜☛ ✄✞✒✂✞✡✠ ☛ ☛✟☎✁ ✂✡✄✂✁✍ ✞✡✁☛✎☛✞ ✄ ✧✟✠✂☛✂✁✞☎ ✄✞✁ ✎☛✁✞✁ ✄✚✍✞✡✄☛✡✠✞✁ ✄✞ ☛☛ ✍✟✁✂✠✂✟✡ ✄✞✁
✡✟✡☛✟✖ ✆ ✝✞✁ ✎☛✁✞✁ ✄✞✁ �✠ ✂☞ ✂✁✠✞✁ ✕ �✞☎✠✞✁ ✄✂✜ �✂☛✞✁ ✄ ✧☛��✚✁ ✞✠ ✍ ✞✟ ☞☛✡ ✂☛✎☛✞✁ ✕ ✁✟✡✠ ☛✞✁
�☛✡✄✂✄☛✠✁ ✂✄✚☛✟✖ ✄☛✡✁ �✞✠✠✞ ✟✍✠✂✆✟✞ ✆
✝☛ ✠☎✟ ✂✁✂✜☞ ✞ ✄✂✜ �✟☛✠✚ ✞✁✠ ☛✂✚✞ ☛✟✖ O(N2) �✟✡✠☎☛ ✂✡✠✞✁ ✄ ✧✟☎✠✠✟✌✟✡☛ ☛✂✠✚ ✆

✄ ✎✆ ✏✑✗✓✒✓✟✘✟ ✒✆✓ ✡✒ ✙✘ ✓✆✟✒ ✂✝✞✟
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✠✂✌☛✠✂✟✡✁ ✠✠✝✟☎✂✆✟✞✁ ✁✟✡✠ ☛✟✁✁✂ ✡✝�✞✁✁☛ ✂☎✞✁ ✍✟✟☎ ✍☎✟✟✒✞☎ ☛☛ �✟✡✒✞☎✌✞✡�✞ ✄✞ ✟✕✕ ✕ ✞✠✟✎✠✞✡ ✂☎ ✟✡✞ ✞✁✠✂☞☛✠✂✟✡ ✄✞ ✁☛ ✒✂✠✞✁✁✞ ✞✡ ✓✟✡�✠✂✟✡ ✄✞

γ ✕ ✄☛✡✁ ✟✡ �☛✄☎✞ ✁✂☞ ✍☛✂✔✝ ✄☛✡✁
✟✡ ✍☎✞☞ ✂✞☎ ✠✞☞✍✁ ✆

✂ ✎✎ ✟✒ ✏✠✓✓✠✟✒ ✠✠✡ ✓☛ ✓☞✂✡ ✒✓ ✡☛☞✠ ☞☞✔✌✠✒✓

✝ ✑☛✄☛✍✠☛✠✂✟✡ ✄✞✁ ☞ ✝✠✠✟✄✞✁ ✄✞ ✍☎✟� ✞�✠✂✟✡ ✍☎✟✍ ✟✁✝✞ ✄☛✡✁ ☛✞ �✠☛✍✂✠☎✞ ✛ �✟✡✁✠✂✠✟✞
✟✡✞ ✝✠☛✍✞ ✂✡✠✝☎✞✁✁☛✡✠✞ ✒✞☎✁ ✄✞✁ ☞ ✝✠✠✟✄✞✁ ✄✞ �✟☞✍☛✞✖ ✂✠✝ O(Nα

) ☛✒✞� α < 3
✍ ✟✟☎ ☛✞

✠☎☛ ✂✠✞☞ ✞✡✠ ✄✞✁ ✁✡✁✠✆☞ ✞✁ ☞ ✝✠☛ ☛☛✂✆✟✞✁ ✆
✕ ✑✟✡ ✍ ✟ ✂✡✠ ✄✞ ✒✟✞ ✍☛✟✁ ✌✝✡✝☎☛☛ ✕ ✂☛ ✁✞☞✎☛✞ ✄✂✜ �✂☛✞ ✄ ✑☛✠✠✞✂✡✄☎✞ ✟✡ ✠✞☛ ✟✎� ✞�✠✂✓ ✁✂ ☛☛

✎☛✁✞ ✄✞✁
χµ

✞✁✠ ✞✖�☛✟✁✂✒✞☞ ✞✡✠ ☛✟ �☛ ☛✂✁✝✞ ✆ ✡✡ ✞✗✞✠ ✕ ✟✡ ✁✡✁✠✆☞ ✞ ☞ ✝✠☛☛☛✂✆✟✞ �✟☞ ✍✟☎✠✞
O(N)

✟☎✎✂✠☛ ☛✞✁ ✄✞ ✕☛✡✡ ✂✞☎
ψl

i

☛✟ �☛ ☛✂✁✝✞✁ ✞✠ O(N) ✑✎✍✏✎✍ ✎✖✏ ✡✖ ✑✍✒✒ ✏✖✎ ✡☛✎✑✓✍ ✎✏✏ ☛✖✏
ψd

i

✆ ✝☛☎ �✟✡✁✝✆✟✞✡✠ ✕ ✂☛ ✞✁✠ ✄✂✜ �✂☛✞ ✄ ✑☛✍✍☎✟ �✠✞☎ ☛✞✁
ψd

i

✍☛☎ ✟✡✞ �✟☞✎✂✡☛ ✂✁✟✡ ☛✂✡✝☛ ✂☎✞
✄✞ ✆✟✞☛✆✟✞✁ ✓✟✡�✠✂✟✡✁ χµ

☛✟ �☛ ☛✂✁✝✞✁ ✆ ✓✡✞ ✄✝☞☛☎�✠✞ ✍ ✟✁✁✂✎ ☛✞ ✍✟✟☎ ☛✞ ✠☎☛ ✂✠✞☞ ✞✡✠ ✄ ✑✟✡
✠✞☛ ✁✡✁✠✆☞ ✞ �✟✡✁✂✁✠✞ ✔ ✠☎☛ ✂✠✞☎ ✡✖ ✑ ✍✔✑✒ ✡✏✕ ☛✎✖✒✎✖ �✠☛✆✟✞ ✠✡✍ ✞ ✄ ✑✟☎✎✂✠☛ ☛✞✁ ✞✠ ✄✟✡�
✄✞ ☎✞✍ ✞✡✁✞☎ ☛☛ ☞✟✄✝ ☛✂✁☛✠✂✟✡ ✄✟ ✍☎✟✎☛✆☞ ✞ ✝ ☛✞�✠☎✟✡ ✂✆✟✞ ✆ ✕ ☛✡✁ �✞✠✠✞ ☛✟✌✂✆✟✞ ✕ ✟✡✞ ✒✟ ✂✞
✡✟✡ ✞✖✍☛✟☎✝✞ �✟✁✆✟ ✑✔ ☞☛ ✂✡✠✞✡☛✡✠ �✟✡✁✂✁✠✞ ✔ ✟✠✂☛✂✁✞☎ ✄✞✁ ✓✟✡�✠✂✟✡✁ ☛✟ �☛ ☛✂✁✝✞✁ χl

µ

✍✟✟☎
☛✍✍☎✟ �✠✞☎ ☛✞✁

ψl
i

✞✠ ✔ ☎✞☞✍☛☛�✞☎ ☛✞ �☛ ☛�✟ ☛ ✄✞✁
ψd

i

✍☛☎ ✟✡✞ ✄✞✡✁✂✠✝ ✄✝ ☛✟ �☛☛✂✁✝✞ ρd ✆
✓✡✞ ☛✟✠☎✞ ✒✟ ✂✞ ✕ ✎☛✁✝✞ ✁✟☎ ☛✞ �☛ ☛�✟ ☛ ✄✞✁ ✟☎✎✂✠☛ ☛✞✁ ✕ �✟✡✁✂✁✠✞ ✔ ✟✠✂☛✂✁✞☎ ✟✡✞ ✎☛✁✞ ✄✞
✓✟✡�✠✂✟✡✁ ✄✝☛✟ �☛ ☛✂✁✝✞✁ χd

µ

✠✞☛☛✞ ✆✟✞ �✠☛✆✟✞ ψd
i

✁ ✑✝�☎✂✒✞ �✟☞☞ ✞ ✟✡✞ �✟☞✎✂✡☛ ✂✁✟✡ ☛✂✡✝☛ ✂☎✞
✄✞ ✆✟✞☛✆✟✞✁

χd
µ

✆ ✝☛☎ ✁✟✂✠✞ ✕ ☛☛ ☞☛✠☎✂�✞ Cd ✄✞✁ �✟ ✞✜ �✂✞✡✠✁ ✄✞✁
ψd

i

✄☛✡✁ ☛☛ ✎☛✁✞
χd

µ

✞✁✠
�☎✞✟✁✞ ✕ ✞✠ ✄✟✡� ✡ ✑✞✖�☛✟✠ ✍☛✁ ✍ ✠ ✎✏✑✎✏ ✟✡✞ �✟☞ ✍☛✞✖ ✂✠✝ ☛✂✡✝☛ ✂☎✞ ✆ ✕ ☛✡✁ ✟✡ ✠✞☛ �✟✡✠✞✖✠✞ ✕ ☛✞✍☎✟✎☛✆☞ ✞ ✝☛✞�✠☎✟✡ ✂✆✟✞ ✁✞ ☎☛☞ ✆✡✞ ✔ ☛☛ ☎✝✁✟ ☛✟✠✂✟✡ ✂✠✝☎☛✠✂✒✞ ✄✞ ✄✞✟✖ ✍☎✟✎☛✆☞ ✞✁ �✟✟✍☛✝✁
✏✍☛☎ ☛☛ ✄✞✡✁✂✠✝ ✠✟✠☛ ☛✞

ρ
✑ ✍ ✟✁✝✁ ✁✟☎ ☛✞✁

ψl
i

✞✠ ☛✞✁
ψd

i

✆ ☛ �✠☛✆✟✞ ✂✠✝☎☛✠✂✟✡ ✕ ✟✡ ☎✝✁✟✟✠
✣ ✟✡ ✍☎✟✎☛✆☞ ✞ ☛✟✖ ✒☛ ☛✞✟☎✁ ✍☎✟✍☎✞✁ ✌✝✡✝☎☛ ☛✂✁✝ ✎✑✓✍ ✎✏✏ ☛✕
✣ ✟✡ ✍☎✟✎☛✆☞ ✞ ☛✟✖ ✒☛ ☛✞✟☎✁ ✍☎✟✍☎✞✁ ✌✝✡✝☎☛ ☛✂✁✝ ✡☛✎✑✓✍ ✎✏✏ ☛ �☛☎☛�✠✝☎✂✁✝ ✍☛☎ ✟✡✞ ☞☛☞



✆✛✌ ��✁✂ ✄ ☎✆✝ � ✞ �✝✍ ✌✄ ✂✠☛✝✍ ✁ ✄✍ ✄✁✁✄✟

✠☎✂�✞ F d ✕ �✞☎✠✞✁ ✍☛✞✂✡✞ ✕ Sd = Id
✏�✟☞☞ ✞ ✍✟✟☎ ☛☛ ✎☛✁✞ ✄ ✑✟✡✄✞✁ ✍☛☛✡✞✁✑ ✞✠ ✟✡✞

☞☛✠☎✂�✞ Cd �☎✞✟✁✞ ✆
✕ ☛✡✁ ✟✡ ✠✞☛ �✟✡✠✞✖✠✞ ✕ ☛☛ ☞ ✝✠✠✟✄✞ ✄✞ ✄✝�✟☞✍ ✟✁✂✠✂✟✡ ✄✞ ✄✟☞☛ ✂✡✞ ✍☎✝✁✞✡✠✝✞ ✞✁✠ ✍ ✞☎☞
✠✂✡✞✡✠✞ �✟☞☞ ✞ ✞☛☛✞ ✡✝�✞✁✁✂✠✞ ☛ ✑✞✖ ✂✁✠✞✡�✞ ✄ ✑✟✡✞ ☞☛✠☎✂�✞ C ☛✟ �☛ ☛✂✁✝✞ ✏☞☛ ✂✁ ☛✟✁✁✂ ☛☛
�✟✡✡☛ ✂✁✁☛✡�✞ ✍ ✠ ✎✏✑✎✏ ✄✞ ✁☛ ✁✠☎✟�✠✟☎✞✑ ✞✠ ✡✟✡ ☛✞ �☛☎☛�✠✆☎✞ �☎✞✟✖ ✄✞ ☛☛ ☞☛✠☎✂�✞ F ✔
☛ ✑✂✡✒✞☎✁✞ ✄✞✁ ☞ ✝✠✠✟✄✞✁ ✞✖ ✂✁✠☛✡✠✞✁ ✆

✂ ✎� ✟✠ ✡☛☞✔✌✍✒ ✍✒✓ �✠✓✒✓ ✁☛✍✠ ✔☞✒✓
✝☛ ✁✠☎☛✠✝✌✂✞ ✌✝✡✝☎☛ ☛✞ ✍☎✝✁✞✡✠✝✞ ☛✟ �✠☛✍✂✠☎✞ ✘ ✍ ✂✟☎ ☛✞ ✠☎☛ ✂✠✞☞ ✞✄✠ ✄✞✁ ✠✞☎☞ ✞✁ ✄✂✄

☛✂✄✝☎ ✂☎✞✁ ✞✠ ✄✂✄ ☎✜ ✄✞✁ ✁✞ ☎✝✒✆ ☛✞ ✍ ✞☎✠✂✄✞✄✠✞ ✍✂✟☎ ☛✞ ✠☎☎ ✂✠✞☞ ✞✄✠ ✄✞✁ ✁✡✁✠✆☞ ✞✁
H+

2

✞✠
H2

✆ ✒✄ �✂✄✁✠☎✠✞ �✞✍ ✞✄✄☎✄✠ ✆✟✞ ☛☎ ✄✂☞ ✞✄✁✂✂✄ ✄✞ ☛☎ ✎☎✁✞ ☎✝✄✟✂✠✞ ✂✎✠✞✄✟✞ ✞✁✠ ✄ ✑✟✄✞
✠☎ ✂☛☛✞ ✁✂☞ ✂☛☎ ✂☎✞ ✔ �✞☛☛✞ ✄✞✁ ✎☎✁✞✁ ☛✂ �☎☛✂✁✝✞✁ ✟✠✂☛✂✁✝✞✁ ✞✄ ✍☎☎✠✂✆✟✞ ✏✎☎✁✞✁ ✄✞ ✌☎✟✁✁✂✞✄✄✞✁✑
✍✂✟☎ ✟✄✞ ☞ ✝☞ ✞ ✍☎✝�✂✁✂✂✄ ✔✄☎ ☛✞ ✆ ✏✂✟☛✂✌✄✂✄✁ ✆✟✞ ☛✞✁ ✎☎✁✞✁ ☛✂ �☎ ☛✂✁✝✞✁ �☎☎☎�✠✝☎✂✁✝✞✁ ✍☎☎
✄✞✁ ✍ ✞✠✂✠✞✁ ✠☎✂☛☛✞✁ (

Nb = O(N)
) ✍ ✞✟✒✞✄✠ ✁ ✑✂✄✠✞☎✍☎✝✠✞☎ �✂☞☞ ✞ ✄✞✁ ✎☎✁✞✁ ☎✝✄✟✂✠✞✁

✞✄ ✠☎✄✠ ✆✟✞ �✂☞✎✂✄☎ ✂✁✂✄ ☛✂✄✝☎ ✂☎✞✁ ✄ ✑✂☎✎✂✠☎ ☛✞✁ ☎✠✂☞ ✂✆✟✞✁ ✏✁✂ ☛✟✠✂✂✄✁ ✄✞ ✍☎✂✎☛✆☞ ✞✁
✝☛✞�✠☎✂✄ ✂✆✟✞✁ ☎✁✁✂ �✂✝✁ ✔ ✄✞✁ ☎✠✂☞ ✞✁ ✂✁✂ ☛✝✁✑ ✆

✕ ☎✄✁ ☛✞ �✂✄✠✞✖✠✞ ✄ ✑✟✄✞ ☞ ✝✠✆✂✄✞ ✄✞ ✎☎✁✞✁ ☎✝✄✟✂✠✞✁ ✎☎✁✝✞ ✁✟☎ ☛ ✑☎✍✍☎✂✖ ✂☞ ☎✠✂✂✄ ✄✞✁
φi ✕ ✁✞✟☛✞ ✟✄✞ ☎☞ ✝ ☛✂✂☎☎✠✂✂✄ ✄✟ ✍☎✝✓☎�✠✞✟☎ ✄✞✁ ☞ ✝✠✆✂✄✞✁ ✄✞ �✂☞ ✍☛✞✖ ✂✠✝ ☛✂✄✝☎ ✂☎✞ ✁✞☞✎☛✞
✞✄✒✂✁☎✌✞☎✎☛✞ ✍ ✂✟☎ ✟✄✞ ✎☎✁✞ ☛✂ �☎ ☛✂✁✝✞ ✆ ✡✄ ☎✞✒☎✄�✆✞ ✕ ☛ ✑☎✍✍☛✂�☎✠✂✂✄ ✄✞ ☛☎ ☞ ✝✠✆✂✄✞ ✄✞✁
✎☎✁✞✁ ☎✝✄✟✂✠✞✁ ✁✟✂✠✞ ✔ ✟✄✞ ✄✂✁�☎✝✠✂✁☎✠✂✂✄ ✍☎☎ ✂✄✄✞✁ ✍☛☎✄✞✁ ✞✠ ✔ ☛ ✑✂✄✠☎✂✄✟�✠✂✂✄ ✄ ✑✟✄
✍✁✞✟✄✂☞✍✂✠✞✄✠✂✞☛ ✍✂✟☎☎☎ ✂✠ �✞☎✠☎ ✂✄✞☞ ✞✄✠ ☞ ✞✄✞☎ ✔ ✟✄✞ ☎☞ ✝☛✂✂☎☎✠✂✂✄ ✄✞ ☛☎ �✂☞ ✍☛✞✖ ✂✠✝
�✟✎✂✆✟✞ ☎✒✞� N ✄✞✁ ☞ ✝✠✆✂✄✞✁ ✄✞ ☎✝✁✂ ☛✟✠✂✂✄ ✄✟ ✍☎✂✎☛✆☞ ✞ ✝☛✞�✠☎✂✄ ✂✆✟✞ ✆
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✠ ✒✙✓☎✏✘ ✍
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✄ ✕✮ ✕✁☎✘✕✂✄ ✂✓ ✘✆✒ ✒✄✒✔✚✠ ✓✗✄✎✘✕✂✄☎ ✙ ✪ ✞ ✄✒✂ ✮✒✘✆✂✜ ✓✂✔ ✒✙✒✎✘✔✂✄ ✕✎ ✏✘✔✗✎✘✗✔✒
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✒ ✎✧ ✖ ✡✖✒✏ ☞✎☎ ✤ ✌✎✍☞✄ ✑
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✰ ✕✒✂ ✠ ✏✡✑ ✝✡✌✞✳✝✡✌✆ ✍

✄✠✸☎ ✛ ✍ ✖ ✙✒✕✄✮ ☎✄ ☎✄✜ ✕ ✍✟ ✍ ✠✠ ✙☎✄✜✒✔ ✢✆✁✑✝✣ ✑ ✶✂ ✓✌✓☞✎✥✏ ✑
✎✍✤ ✑

✎✍ ✤ ✎✡✖✎ ✔ ✏ ✖✥✡✎✔ ✎✖
✎✖✒✎☞✌ ✎✏ ✑ ✝✆✠✏✕✎☎ ✙ ✡ ✒✰✕✒✂ ✛✒✘✘✒✔✏ ✛ ✘ ✑ ✆✛✝✸✳ ✆✛✝✑ ✍

✄✠✡☎ ✕ ✍ ✖✂✆✄ ✢✆✁✸✁✣ ✑ ✂✒✌ ✎☎ ✎☞✓ ✔ ✍✎✔ ✖✍✎☞✖✏ ✎
✑ ✂ ✎✎✓✧ ✕✌✘✖✏ ✌✒✡ ✑✌✒✒ ☞✖✍ ✑ ✥✒✓✎☞✎✒✏ ✑✝✆✠ ✏ ✍ ✡ ✒✰ ✍ ✡✡☛✑ ✑✞✁✳✑✝✆ ✍

✄✠✠☎ ✕ ✍ ✖✂✆✄ ✢✆✁✁✌✣ ✑ ✓ ✖✒✏ ☞✎☎ ✑ ✥✒✓✎☞✎✒✌ ✎✁ ✑✌✒✒ ☞✖✍ ✑ ✥✒✓✎☞✎✒ ✎✧ ✖✎✍☎ ✑
✎✍ ✏☎✏✎✖✤ ✏ ✎

✑
✘✖✍☎ ✤ ✌✒☎ ✌✎✎✤ ✏ ✑ ☎✆✒✮ ✍ ✝✆✠✏ ✍ ✛✒✘✘ ✍ ✏✗✘ ✑ ✆✡✠✳ ✆✠✝ ✍

✄✠✑☎ ✕ ✍ ✖✂✆✄ ✢✆✁✁✡✣ ✑ ✓ ✖✒✏ ☞✎☎ ✑ ✥✒✓✎☞✎✒✌ ✎ ✌✒✡ ✡✖✒✏ ☞✎☎ ✤ ✖✎✧ ✎✡ ✏ ✓✌ ✎☞✒✟ ✎☞✒ ✖✌✍ ✎☎ ✕☞✎✧
✎✧ ✖ ✒✥✤ ✍✖✍ ✎

✑ ✌✎✎✤ ✏ ✑ ✝✆✠ ✏ ✍ ✔✒✰ ✍ ✙✒✘✘ ✍ ✖✒✑ ✌ ✆✡✑✳✌ ✆✠✆ ✍
✄✠✁☎ � ✍ ✖ ✔✒✏✏ ✒✘ ☎ ✙ ✍ ✢✆✁✁✑✣ ✑ ✩ ✌✍✌ ✎ ✎✖✎ ✠ ✗✆✙ ✎☞✟✧ ✎✖✍☞✒✡☞✒✟ ✤ ✎✎✖✓✥ ✎✌✍ ✡☎✒✌✤ ☞✓✏ ✎

✑ ✔ ✎✎☎✖✖✎✧☎ ✎✖✒ ✖ ✌✒✡ ✓✎✤✔ ✍✖✏✏ ✖✡ ✤ ✖✎✧✌✒ ✖✑ � ✍ ☎✂✮✯✗✘ ✍✳✞ ✕✜✒✜ ✟ ☎✘✒✔ ✍ ✕ ✒✏ ✍ ☛✑ ✝✁✸✳✌ ✆✡ ✍
✄✑✞☎ ✏ ✍ ✛✒✂ ✕✏ ✑ ✌ ✍� ✍ ✟ ✒✙✒ ✑ ✞ ✍✟ ✍ ✡☎✯✯✒ ☎✄✜ ☎ ✍✢ ✍ ✕✒✕ ✢✆✁✁✑✣ ✑ ✶✂ ✓☞✖✒✎ ✏ ✓✌ ✎☞✒✟ ✎

✑
✓✌ ✎✓✥ ✎✌✎☞✎✒✏ ☞✒✘✎✎✘☞✒✟ ✏ ✖✔✌✍✌✍✎✖ ✒✎✒ ✎✎✓✌ ✎ ✔ ✎✎✖✒✎☞✌ ✎✏ ✑ ✝✆✠✏ ✍ ✡ ✒✰ ✍ ✠ ☛✘ ✑ ✌✛✑✝✳✌✛✑✸ ✍

✄✑ ✆☎ ✱ ✍✳✝✍ ✛ ✕ ✑ ✡ ✍✕ ✍ �✗✮ ✒✏ ☎✄✜ ✕ ✍ ✁☎✄✜✒✔✬✕✙✘ ✢✆✁✁✌✣ ✑ ✓ ✖✒✏ ☞✎☎✖✤ ✌✎✍☞✄ ✖✎✖✓✎✍✎✒ ☞✓
✏✎✍✥ ✓✎✥✍✖ ✤ ✖✎✧ ✎✡ ✕☞✎✧ ✎☞✒ ✖✌✍ ✏☎✏✎✖✤ ✏ ☞☎ ✖ ✏ ✓✌ ✎☞✒✟ ✑ ✝✆✠✏ ✍ ✡ ✒✰ ✍ ✠ ✛ ✖✑ ✆✞✑✁✆✳ ✆✞✑✁✛ ✍

✄✑✝☎ ✞ ✍✢ ✍✛ ✕✗ ✑ ✟ ✍✡ ✍ ✝✒✜✒✔✏✂✄ ☎✄✜ ✕ ✍ ✝✂✔✒✁☎✚ ✢✆✁✁✁✣ ✑ ✄✤✔ ✎✍✎✌
✒✓✖ ✎

✑ ✒
✎
✒ ✎☞✒ ✖✌✍ ✓✎✍✖

✓✎✍✍✖✓✎☞✎✒✏ ✑
✎✍ ✡✖✒✏ ☞✎☎✖✑ ✥✒✓✎☞✎✒✌ ✎ ✍✌✏ ✖✡ ✔ ✏ ✖✥✡✎✔ ✎✎✖✒✎☞✌ ✎ ✓✌ ✎✓✥ ✎✌✎☞✎✒✏ ✑ ✝✆✠✏✕✎☎ ✙✡ ✒✰✕✒✂ ✠ ✒✗✑ ✆✛ ✆✌✝✳ ✆✛ ✆✌✁ ✍

✄✑✌☎ � ✍ ✟ ☎✔✁☎✔✕ ✑ ✕ ✍ ✁☎✄✜✒✔✬✕✙✘ ✢✆✁✁✠✣ ✑ ✁ ✌✄ ☞✤ ✌ ✎ ✎☎ ✎✎✓✌ ✎☞☎ ✖✡ ✟ ✖✒ ✖✍✌ ✎☞☎ ✖✡ ✑✌✒✒ ☞✖✍
✑ ✥✒✓✎☞✎✒✏ ✑

✎✍ ✓✎✤✔ ✎✏ ☞✎✖ ✖✒ ✖✍✟☎ ✍✌✒✡✏ ✑ ✝✆✠✏✕✎☎✙ ✔✒✰ ✕✒✂ ✠ ☛✒✑ ✆✝✑✛✠✳✆✝✑✡✸ ✍
✄✑✛ ☎ ✕ ✍✟ ✍☎ ✍ � ✕✎✆✂ ✙✏✂✄ ✒✘ ☎ ✙ ✍ ✢✆✁✁✛ ✣ ✑ ☎ ✎✌✎☞✎✒✌✍☎ ✒✌✎✥✍✖ ✎

✑ ✎✧ ✖ ✡✖✒✏ ☞✎☎✖✑ ✥✒✓✎☞✎✒✌ ✎ ✑ ✍✖✖✖✒ ✖✍✟☎ ★ ✌✔✔ ✎☞✓✌✎☞✎✒ ✎✎ ✌✓✓✖✎✖✍✌✎✖✡ ✤✥ ✎✎☞✔ ✎✖✖✏ ✓✌✎✎✖✍☞✒✟ ✓✌ ✎✓✥ ✎✌✎☞✎✒✏ ✑ ✝✆✠✏ ✍ ✡ ✒✰ ✍
✠ ☛✗✑ ✆✛✡✑✡✳ ✆✛✡✑✁ ✍

✄✑✸☎ ✞ ✍✟ ✍ � ✕✭ ✙☎✏✏✂✄ ✢✝✞✞✝✣ ✑ ✶✄✔✌✒✏ ☞✎
✒ ✌ ✎✟ ✎✍☞✎✧✤ ✑

✎✍ ✎✧ ✖ ✡✖✒✏ ☞✎☎ ✤ ✌✎✍☞✄ ✑ ✝✆✠ ✏ ✍ ✡ ✒✰ ✍
✠ ✒✒✑ ✆✸✸✆✆✸✳ ✆✸✸✆✝✞ ✍

✄✑✡☎ ✡ ✍ �✗✄✒✏ ✑ ✕ ✍ ✁☎✄✜✒✔✬✕✙✘ ✢✆✁✁✛ ✣ ✑ �✖✒ ✖✍✌ ✎☞☎✌✎☞✎✒ ✎
✑ ✎✧ ✖ ✡✖✒✏ ☞✎☎✖✤ ✌✎✍☞✄ ✤ ✖✎✧ ✎✡

✎✎ ✌ ✒
✎
✒
✎✍✎✧ ✎✟ ✎✒✌ ✎ ✍✌✏ ☞✏ ✑ ✝✆✠✏ ✍ ✡ ✒✰ ✍ ✠ ☛✗✑ ✆✠✡ ✆✆✳ ✆✠✡ ✆✛ ✍

✄✑✠☎ ✝ ✍ ✒ ✔✜✒� �✄ ✑ ✕ ✍✞ ✍ ✕ ✔☎✬✂ ✙✜ ✑ ✟ ✍✕ ✍ ✲✔✗✮✬☎✎✆ ☎✄✜ ✡ ✍✟ ✍ ✟ ☎✔✘✕✄ ✢✆✁✁✌✣ ✑ ✄✒✓✎✒✏✖
✎✍✌☞✒ ✖✡ ✤ ☞✒ ☞✤ ☞☎✌✎☞✎✒ ✌✔✔ ✍✎✌✓✧ ✑

✎✍ ✖✎✖✓✎✍✎✒ ☞✓ ✓✎✤✔ ✥ ✎✌✎☞✎✒✏ ✎✧✌✎ ✏ ✓✌ ✎✖✏ ✎☞✒ ✖✌✍ ✎☎
✕☞✎✧ ✏☎✏✎✖✤ ✏ ☞☎ ✖✑ ✝✆✠✏ ✍ ✡ ✒✰ ✍ ✠ ✛ ✘ ✑ ✆✛✡✛✡✳✆✛✡✛✁ ✍



� ��✁�✂✁☛✄�✁ �� ✆✸✸

✄✑✑☎ ✝ ✍ ✒ ✔✜✒� �✄ ✢✆✁✁✑✣ ✑ ✠✍✡✖✍ ✆ ✎☞✟✧ ✎ ✍☞✒✡☞✒✟ ✤ ✖✎✧ ✎✡✏ ✑
✎✍ ✖✎✖✓✎✍✎✒ ☞✓ ✏✎✍✥ ✓✎✥✍✖ ✌✒✡

✤ ✎✎✖✓✥ ✎✌✍ ✡☎✒✌✤ ☞✓✏ ✑ ☎✂✮✯✗✘☎✘✕✂✄☎ ✙ ✟ ☎✘✒✔✕☎ ✙✏ ✏✎✕✒✄✎✒ ✡✏ ✑ ✆✸✠✳✆✁ ✆ ✍
✄✑✁☎ ✁ ✍✒ ✁☎✭✕ ✢✝✞✞✆✣ ✑ ✶✂ ✓☞✖✒✎ ✍✖✓✥✍✏ ☞✎✒ ✤ ✖✎✧ ✎✡ ✑

✎✍
☞✒✘✖✍✎☞✒✟ ✎✘✖✍ ✎✌✔ ✤ ✌✎✍☞✄ ✑ ✝✆✠✏ ✍

✡ ✒✰ ✍ ✠ ✒✛ ✑ ✆✁✸✆✆✞✳ ✆✁✸✆✆✡ ✍
✄✁✞☎ ✞ ✍ ✝☎ ✙✏✒✔ ☎✄✜ ✕ ✍ ✟ ☎✄✂✯ ✂✗✙✂✏ ✢✆✁✁✑✣ ✑ ✕✌✒✎

✒ ☞✓✌ ✎ ✔ ✥✍☞☞ ✓✌✎☞✎
✒

✎
✑ ✎✧ ✖ ✡✖✒✏ ☞✎☎ ✤ ✌✖

✎✍☞✄ ☞✒ ✖✎✖✓✎✍✎✒ ☞✓ ✏✎✍✥ ✓✎✥✍✖ ✎✧ ✖✎✍☎ ✑ ✝✆✠ ✏ ✍ ✡ ✒✰ ✍ ✠ ☛✘ ✑ ✆✝✠✞✛✳ ✆✝✠✆✆ ✍
✄✁ ✆☎ ✕ ✍✌ ✍ ✝ ✕✎✭✒✘✘ ✢✆✁✑✁✣ ✑ ✩ ✏ ✖✥✡✎✔ ✎✎✖✒✎☞✌ ✎ ✤ ✖✎✧ ✎✡✏ ☞✒ ✓✎

✒✡✖✒✏ ✖✡ ✤ ✌✎✎✖✍ ✌✔✔ ✎☞✓✌✎☞✎✒✏ ✑☎✂✮✯✗✘✒✔ ✝✆✠✏✕✎✏ ✡ ✒✯✂✔✘ ✓✑ ✆✆✸✳ ✆✁✑ ✍
✄✁✝☎ ✝ ✍ ✝✗✙☎✠ ✢✆✁✑✠✣ ✑ ✂✒✌ ✎☎ ✎☞✓✌ ✎ ✡✖✍☞✘✌✎☞✘✖ ✤ ✖✎✧ ✎✡✏ ☞✒ ✌✥✌✒✎✥✤ ✓✧ ✖✤ ☞✏✎✍☎ ✑ ✞✜✰ ✍

☎✆✒✮ ✍ ✝✆✠✏ ✍ ✒✓✑ ✝✛ ✆✳✝✑✡ ✍
✄✁✌☎ ✝ ✍ ✝✠✠✭✭✞ ✢✆✁✑✑✣ ✑ ✄ ✖✎✌✎☞✘☞✏✎☞✓ ✖✕ ✖✓✎✏ ☞✒ ✏✎✍✥ ✓✎✥✍✌ ✎ ✓✧ ✖✤ ☞✏✎✍☎ ✑ ☎✆✒✮ ✍ ✡ ✒✰ ✍ ✘✘ ✑

✸✡✌✳✸✁✛ ✍
✄✁✛ ☎ ✏ ✍✢ ✍ ✷ ✕✗ ✑ ☎ ✍✙ ✍ ✕☎✄✚ ✑ ✖ ✍✟ ✍ ✫✂ ✑ ☎ ✍✁ ✍ ☎✆☎✄ ✢✆✁✁✛ ✣ ✑ ✴☞✟✧ ✎✖✍☞✒✡☞✒✟ ✤ ✎✎✖✓✥ ✎✌✍✡☎✒✌✤ ☞✓✏ ✕☞✎✧ ✎☞✒ ✖✌✍ ✏☎✏✎✖✤ ✏ ☞☎ ✖ ✏ ✓✌ ✎☞✒✟ ✑ � ✍ ✝✆✠✏ ✍ ☎✂✄✜✒✄✏ ✍ ✟ ☎✘✘✒✔ ✒✑ ✁ ✆✸✌✳

✁ ✆✠✝ ✍
✄✁✸☎ ✞ ✍✟ ✍ ✡☎✯✯✒ ✑ ✖ ✍✟ ✍ ✡☎✬ ✒ ✑ ✌ ✖ ☎✹ ✕✔☎✏ ☎✄✜ � ✍✕ ✍ �✂☎✄✄✂✯✂✗✙✂✏ ✢✆✁✁✞✣ ✑ ✠✔ ✎☞✤ ☞☎ ✖✡

✔ ✏ ✖✥✡✎✔ ✎✎✖✒✎☞✌ ✎✏ ✑ ✝✆✠✏✕✎☎ ✙ ✡ ✒✰✕✒✂ ✠ ✛ ✡✑ ✆✝✝✠✳✆✝✌✞ ✍
✄✁✡☎ ☎ ✍☎ ✍� ✍ ✡✂✂✘✆☎☎✄ ✢✆✁✸✆✣ ✑ ✆ ✖✕ ✡✖✘✖✎✎✔✤ ✖✒✎✏ ☞✒ ✤ ✎✎✖✓✥ ✎✌✍ ✎✍✍☞✎✌ ✎ ✎✧ ✖✎✍☎ ✑ ✡ ✒✰ ✍

✟ ✂✜ ✍ ✝✆✠ ✏ ✍ ✏✢ ✑ ✡✁✳✑✁ ✍
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☎ ✔✂✁ ✑ ✞ ✍ ✲✔✒✒✄✬☎✗✮ ✑ ✏ ✍ ✫ ☎✮✮ ☎✔✙✕✄✚ ✑ ✞ ✍ ✟ ✎✖✒✄✄✒✠ ☎✄✜ ✕ ✍ ✏✂✔✒✄✏✒✄ ✑ ✂✂✩✂ ✕✄✥✏ ✖✍✏ ✑ ✟✥ ☞✡✖✔ ✢✍✡ ✖✡☞✎☞✎✒ ✑ ✏✜✞✟ ✆✁✁✁ ✍

✄✆✝✛ ☎ ✝✍ ✞ ✔✬ ✒✄✁ ✑ ✓ ✍✛ ✍ ✫✒✘✮ ☎✄ ✕✗✭ ✑ ✡ ✍✠ ✍ ✛✒✆✂✗✎✆ ☎✄✜ ✡ ✍✏ ✍ ✁✗✮ ✕✄☎✔✂ ✑ ✂ ✓✎✤✔✌✍☞✏✎
✒

✎
✑ ✖☞✟ ✖✒✏✎✎✘✖✍✏ ✑

✎✍ ✎✌✍✟ ✖✖✏ ✓✌ ✎✖ ✢✓ ✤ ✎✡✌ ✎ ✌✒✌ ✎☎✏ ☞✏ ✥✏ ☞✒✟ ✂✁ �✖✔ ✍✖✓✎✒✡☞✎☞✎✒ ✖✡☞✎✖✍✌✎☞✘✖ ✤ ✖✎✧ ✎✡✏ ✑ ✜✄✘ ✍ � ✍ �✗✮ ✒✔ ✍ ✟ ✒✘✆ ✍ ✌✄✚✄✚ ✡✛ ✢✝✞✞✸✣ ✝✞✛✳✝✌✡ ✍
✄✆✝✸☎ ✕ ✍✌ ✍ ✞ ✔✄✂ ✙✜ ✕ ✢✆✁✸✆✣ ✑ ✴✧ ✖ ✔ ✍☞✒✓☞✔ ✎✖ ✎

✑ ✤ ☞✒ ☞✤ ☞☎ ✖✡ ☞✎✖✍✌✎☞✎✒✏ ☞✒ ✎✧ ✖ ✏✎✎✥ ✎☞✎✒ ✎
✑

✎✧ ✖ ✤ ✌✎✍☞✄ ✖☞✟ ✖✒✘✌ ✎✥ ✖ ✔ ✍✎✍✎✖✤✑ ✷✗☎✔✘ ✍ ✞✯✯✙ ✍ ✟ ☎✘✆ ✍ ✓✑ ✆✠✳✆✁ ✍
✄✆✝✡☎ ✌ ✍ ✠☎✙✮ ✒✏ ✢✆✁✁✡✣ ✑ ✩ ✌✍✌✤ ✖✎✍☞✓ ✑ ✌✤ ☞✎☞✖✏ ✎

✑ ✍✖✡✥ ✓✖✡ ☞ ✒ ☞✎✖ ✖✎✖✤ ✖✒✎ ✤ ✎✡✖✎✏ ✒ ✎✧ ✖✎✍☎
✌✒✡ ✌✔✔ ✎☞✓✌✎☞✎✒✏ ✑ ✟ ✒✎✆☎✄ ✕✎☎ ✙ ✏✠✏✘✒✮ ✏ ☎✄✜ ✏ ✕✚✄☎ ✙ ✝ ✔✂ ✎✒✏✏✕✄✚ ✛ ✑ ✌✑ ✆✳✌✁✛ ✍

✄✆✝✠☎ ✌ ✍ ☎☎✄✎✆✏ ☎✄✜ ☎ ✍ ✛✒ ✠ ✔✕✏ ✢✝✞✞✞✣ ✑ ✕✌✒ ✕ ✖ ✎✥ ✎✔ ✖✍✑ ✎✍✤ ✎✧ ✖ ✓ ✄✄☎ ✌✔✔ ✍✎✌✓✧ ✑
✎✍✖✎✖✓✎✍✎✒ ☞✓ ✏✎✍✥ ✓✎✥✍✖ ✓✌ ✎✓✥ ✎✌✎☞✎✒✏ ✑ ✜✄✘ ✍ � ✍ ✷✗☎✄✘✗✮ ☎✆✒✮ ✍ ✖✓ ✑✝✳✁✞ ✍

✄✆✝✑☎ ✁ ✍ ✕✗✂ ✕✚ ✢✝✞✞✝✣ ✑ ✄✂✘✒ ✫ ✜✳✝✌�✝✞✞✝�✞✝✛ ✕✄✘✒✔✄✒ ✌✕✤ ✑ ✁✖✍✏ ✡✖✏ ✤ ☛✎✧ ✎✡✖✏ ✡ ✑✎✍✡✍✖
O(N)✔ ✔ ✍☛✏ ✖✒✎✌✎☞✎✒ ✡✖ ✎✌ ✎✖✓✧✒ ☞✌✥ ✖ ✡✖ ✎✌ ✡☛✁ ✌✎☞✎

✒ ✍
✄✆✝✁☎ ✡ ✍ ✲ ✔✒✒✄✚☎✔✜ ☎✄✜ ✁ ✍ ✡✂✭✆ ✙✕✄ ✢✆✁✁✠✣ ✑ ✂ ✒ ✖✕ ✘✖✍✏ ☞✎✒ ✎

✑ ✎✧ ✖ ✑ ✌✏✎ ✤✥ ✎✎☞✔ ✎✎✖ ✑
✎✍

✎✧ ✖ ✂✌✔ ✎✌✓✖ ✖✌✥✌✎☞✎✒ ☞✒ ✎✧✍✖✖ ✡☞✤ ✖✒✏ ☞✎✒✏ ✑ ✞✎✘☎ �✗✮✒✔✕✎☎ ✒✑ ✝✝✁✳✝✡✁ ✍
✄✆✂✞☎ ✓ ✍✛ ✍ ✫✒✘✮ ☎✄ ✕✗✭ ☎✄✜ ✡ ✍✠ ✍ ✛✒✆✂✗✎✆ ✑ ✁ ✥ ✎✎☞✎✖✘✖✎ ✤ ✖✎✧ ✎✡✏ ✑

✎✍ ✖☞✟ ✖✒✏✔✌✓✖ ✓✎✤✔ ✥ ✖
✎✌✎☞✎

✒✏ ☞✒ ✏✎✍✥ ✓✎✥✍✌ ✎ ✡☎✒✌✤ ☞✓✏ ✑ ✝ ✔✂ ✎✒✒✜✕✄✚✏ ✂✓ ✘✆✒ ✆✡✘✆ ✜✄✘✒✔✄☎✘✕✂✄☎ ✙ ☎✂✄✓✒✔✒✄✎✒
✂✄ ✕✂✮ ☎ ✕✄ ✕ ✒✎✂✮✯ ✂✏✕✘✕✂✄ ✟ ✒✘✆✂✜✏ ✑ ☎✂✗✔☎✄✘ ✜✄✏✘✕✘✗✘✒ ✑ � ✒✂ ✳✢✂✔✭ ✑ �☎✄✗☎✔✠ ✆✝✳
✆✸ ✑ ✝✞✞✸ ✍

✄✆✂ ✆☎ ✖ ✍ ✜✘✂ ☎✄✜ ✏ ✍✏ ✍ ✡☎✰✕✄✜✔☎✄ ✢✆✁✁✑✣ ✑ ✂ ✍✖✡✥ ✓✖✡ ✍✌✏ ☞✏ ✤ ✖✎✧ ✎✡ ✑
✎✍ ✓✎

✒✎✍✎✎ ✔ ✍✎✍✎✖✤ ✏
✟ ✎✘✖✍✒ ✖✡ ✍☎ ✩✓✶ ✏ ✑ ✜✄✘✒✔✄☎✘✕✂✄☎ ✙ ✏✒✔✕✒✏ ✂✓ �✗✮ ✒✔✕✎☎ ✙ ✟ ☎✘✆✒✮ ☎✘✕✎✏ ✡✏✒ ✆✸✂✳✆✡✑ ✑
✠ ✕✔✭✆☎✗✏✒✔ ✁✒✔✙☎✚ ✑ ✠☎✏✒ ✍

✄✆✂✝☎ ☎ ✍ ✛✒ ✠ ✔✕✏ ✢✝✞✞✸✣ ✑ ✕✎✤✔ ✥ ✎✌✎☞✎✒✌ ✎ ✓✧ ✖✤ ☞✏✎✍☎ ✑ ✍✎✤ ✎✧ ✖ ✔ ✖✍✏✔ ✖✓✎☞✘✖ ✎
✑ ✒✥✤ ✖✍☞✓✌ ✎

✌✒✌ ✎☎✏ ☞✏ ✑ ✞✎✘☎ �✗✮ ✒✔✕✎☎ ✑ ✡✛ ✑ ✂✡✂✳✛✛✛ ✍
✄✆✂✂☎ ✝✍✛ ✍ ✛✕✂✄✏ ✢✆✁✑✠✣ ✑ ☎ ✎✎✥ ✎☞✎✒✏ ✎

✑ ☎ ✌✍✎✍✖✖✖✆✎✓✝ ✖✌✥✌✎☞✎✒✏ ✑
✎✍ ✕✎✥ ✎✎✤ ✍ ✏☎✏✎✖✤ ✏ ✑

☎✂✮✮✗✄ ✍ ✟ ☎✘✆ ✍ ✝✆✠✏ ✍ ☛✢ ✑ ✝✝✳ ✆✆✡ ✍
✄✆✂✛ ☎ ✛ ✍ ✟ ☎✎✆ ✕✒✙✏ ✑ ✢ ✍ ✟ ☎✜☎✠✑ ✞ ✍✁ ✍ ✝☎✘✒✔☎ ☎✄✜ ✕ ✍✁ ✍ ✡✂✰☎✏ ✢✝✞✞✞✣ ✑ ✂ ✎✌✓✝✍✎✄ ✍✖✡✥ ✓✖✡✖

✍✌✏ ☞✏ ✎✥ ✎✔ ✥ ✎ ✍✎✥✒✡ ✤ ✖✎✧ ✎✡✏ ✑
✎✍ ✏✧✌✔ ✖ ✎✔ ✎☞✤ ☞☎✌✎☞✎✒ ✜✄ ✯✔✂ ✎✒✒✜✕✄✚✏
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✄☎✘✕✂✄☎ ✙ ✕✂✮ ☎ ✕✄ ✕ ✒✎✂✮✯ ✂✏✕✘✕✂✄ ☎✂✄✓✒✔✒✄✎✒ ✑ ✛✝✁✳✛✂✡ ✑ ☎✆ ✕✬☎ ✑ �☎✯☎✄ ✍
✄✆✂✸☎ ✛ ✍ ✟ ☎✎✆ ✕✒✙✏ ✑ ✞ ✍✁ ✍ ✝☎✘✒✔☎ ☎✄✜ ✕ ✍✁ ✍ ✡✂✰☎✏ ✢✝✞✞ ✆✣ ✑ ✄ ✖✡✥ ✓✖✡ ✍✌✏ ☞✏ ✎✥ ✎✔ ✥ ✎ ✍✎✥✒✡✤ ✖✎✧ ✎✡✏ ✑

✎✍ ✔✌✍✌✍✎✎☞✓ ✔ ✍✎✍✎✖✤ ✏ ✑ ☎✂✮✯✗✘✒✔ ✟ ✒✘✆✂✜✏ ✕✄ ✞✯✯✙✕✒✜ ✟ ✒✎✆☎✄ ✕✎✏ ☎✄✜
✌✄✚✕✄✒✒✔✕✄✚ ✑ ✏✗✬✮ ✕✘✘✒✜ ✍

✄✆✂✡☎ ✛ ✍ ✟ ☎✎✆ ✕✒✙✏ ✒✘ ☎✙ ✍ ✢✝✞✞✝✣ ✑ ✄ ✖✎☞✌✍✎✖ ✍✖✌ ✎✖✎☞✤ ✖ ✏✎✎✥ ✎☞✎✒ ✎
✑ ✔✌✍✌✤ ✖✎✍☞☎ ✖✡ ✔✌✍✎☞✌ ✎

✡☞✕ ✖✍✖✒✎☞✌ ✎ ✖✌✥✌✎☞✎✒✏ ★ ✍✖✡✥ ✓✖✡✖✍✌✏ ☞✏ ✎✥ ✎✔ ✎✥ ✎ ✍✎✥✒✡ ✤ ✖✎✧ ✎✡✏ ✑ �✂✗✔✄☎✙ ✂✓ ✤ ✙✗ ✕✜✏✌✄✚✕✄✒✒✔✕✄✚ ✡✏✛ ✑ ✠✞✳✑✞ ✍
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✄✆✂✠☎ ✢ ✍ ✟ ☎✜☎✠✑ ✞ ✍✁ ✍ ✝☎✘✒✔☎ ☎✄✜ � ✍ ✝✒✔☎ ✕✔✒ ✢✆✁✁✁✣ ✑ ✂ ✟ ✖✒ ✖✍✌ ✎ ✑
✎✍✤✥ ✎✌✎☞✎✒ ✑

✎✍ ✌
✔ ✎✏✎✖✍☞✎✍☞ ✍✎✥✒✡✏ ✑

✎✍ ✎✥ ✎✔ ✥ ✎ ✑ ✥✒✓✎☞✎✒✌ ✎✏ ✎
✑ ✔✌✍✎☞✌ ✎ ✡☞✕ ✖✍✖✒✎☞✌ ✎ ✖✌✥✌✎☞✎✒✏ � ✌✔✔ ✎☞✖

✓✌✎☞✎
✒ ✎✎ ✎✧ ✖ ✖☞✟ ✖✒✘✌ ✎✥ ✖ ✔ ✍✎✍✎✖✤✑ ☎ ✍ ✡ ✍ ✟ ☎✘✆ ✍ ✞✎☎✜ ✍ ✏✎✕ ✍ ✝☎✔✕✏ ✑ ✏✝✔✕✒ ✜ ✍ ✢✏✘ ✑ ✁ ✑

✑✝✂✳✑✝✑ ✍
✄✆✂✑☎ ✢ ✍ ✟ ☎✜☎✠ ☎✄✜ ✞ ✍✁ ✍ ✝☎✘✒✔☎ ✢✝✞✞✞✣ ✑ ✆ ✥✤ ✖✍☞✓✌ ✎ ✌✒✌ ✎☎✏ ☞✏ ✎

✑ ✌ ✔ ✎✏✎✖✍☞✎✍☞ ☞ ✒ ☞✎✖
✖✎✖✤ ✖✒✎ ✍✎✥✒✡✏ ✑

✎✍ ✎☞✒ ✖✌✍ ✑ ✥✒✓✎☞✎✒✌ ✎ ✎✥ ✎✔ ✥ ✎✏ ✑ ✟ ☎✘✆ ✍ ✟ ✂✜✒✙✏ ✟ ✒✘✆✂✜✏ ✞✯✯✙ ✍ ✏✎✕ ✍
✡✗✑ ✸ ✑ ✠✑✸✳✠✁✁ ✍

✄✆✂✁☎ ✢ ✍ ✟ ☎✜☎✠✑ ✞ ✍✁ ✍ ✝☎✘✒✔☎ ☎✄✜ ✲ ✍ ✁✗✔✕✄ ✕✎✕ ✢✝✞✞✝✣ ✑ ✂ ✔ ✍☞✎✍
☞ ✓✎

✒✘✖✍✟ ✖✒✓✖ ✎✧ ✖✎✍☎✑
✎✍ ✌✔✔ ✍✎

✄ ☞✤ ✌✎☞✎
✒

✎
✑ ✏ ☞✒✟ ✎✖✖✔✌✍✌✤ ✖✎✖✍ ✏☎✤✤ ✖✎✍☞✓ ✓✎✖✍✓☞✘✖ ✖✎ ✎☞✔ ✎☞✓ ✔✌✍✎☞✌ ✎ ✡☞✕ ✖✖

✍✖✒✎☞✌ ✎ ✖✌✥✌✎☞✎✒✏ ✑ ☎ ✍✡ ✍ ✞✎☎✜ ✍ ✏✎✕ ✍ ✝☎✔✕✏ ✏✝✔✕✒ ✜ ✢✢☛✑ ✝✑✁✳✝✁✛ ✍
✄✆✛✞☎ ✞ ✍✖ ✍ �✂✂✔ ☎✄✜ � ✍✟ ✍ ✝✒✘✒✔✏ ✢✆✁✑✞✣ ✑ ✄ ✖✡✥ ✓✖✡ ✍✌✏ ☞✏ ✎✖✓✧✒ ☞✌✥ ✖ ✑

✎✍
✒
✎
✒ ✎☞✒ ✖✌✍ ✌✒✌✖

✎☎✏ ☞✏ ✎
✑ ✏✎✍✥ ✓✎✥✍✖✏ ✑ ✞ ✜✞✞ �✂✗✔✄☎ ✙ ✡✘ ✑ ✛✸✸✳✛✡✝ ✍

✄✆✛ ✆☎ ✞ ✍✁ ✍ ✝☎✘✒✔☎ ✑ ☎ ✍ ✝ ✔✗✜ ✑✆✂✮✮✒ ✑ ✖ ✍ ✁✒✔✂✠ ☎✄✜ ✕ ✍✁ ✍ ✡✂✰☎✏ ✢✝✞✞✂✣ ✑ ✂ ✔ ✎✏✎✖✍☞✎✍☞✖✍✍✎✍ ✍✎✥✒✡✏ ✑
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