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1

Introduction générale

Positionnement du problème

Les travaux présentés dans ce manuscrit sont le fruit d’une collaboration entre le département « Communica-
tions et Électronique » (COMELEC) de l’École Nationale Supérieure des Télécommunications de Paris (ENST) et
le départementSignal Processing and Multimedia(SPM) de THALESLand and Joint Systemsdans le cadre d’une
Convention Industrielle de Formation par la REcherche (CIFRE).

La technique ultra large bande consiste à émettre des impulsions de très courte durée. Elle fut d’abord utilisée
pour des applications radars, puis transposée aux applications de télécommunications. Le premier papier proposant
un schéma de transmission analogique multi-utilisateur utilisant des impulsions remonte à l’année 1952 [1]. Des
brevets furent ensuite déposés pour cette application dansles années 70 (p. ex. [2]). Le concept des transmissions
numériques par impulsions fut remis mis au goût du jour par Winthington et Fullerton en 1992 [3], puis formalisé
mathématiquement par Scholtz en 1993 [4]. On parle alors d’Impulse Radio(IR) que l’on peut traduire en français
par « radio par impulsions ». La technique d’accès multiple repose sur l’utilisation des codes de saut temporel (en
anglais,Time-Hopping Codes(THC)).

Étant donné l’absence de réglementation permettant l’utilisation des signaux IR, la communauté scientifique
s’est peu intéressée au sujet jusqu’à l’autorisation promulguée par laFederal Communications Commission(FCC)
en 2002 [5]. Celle-ci permet l’émission de signaux dits « UWB» (Ultra Wide Band) dans la bande de fréquence
[3, 1 GHz − 10, 6 GHz] pour les communications. Le niveau d’énergie très faible (−41, 25 dBm/MHz) doit per-
mettre l’utilisation conjointe de l’UWB, sans licence, avec les services existants dans cette bande. À cette occasion,
la FCC a dû définir ce que recouvrait le terme UWB. Pour ce qui concerne les communications, on retiendra que
les signaux doivent avoir une bande supérieure ou égale à500 MHz. On peut noter que d’après [6], le terme UWB
fut introduit par le ministère de la défense américaine à partir de 1990 pour les applications radar.

Suite à la réglementation de la FCC, la société savanteIEEE créa deux groupes de travail pour définir de
nouveaux standards utilisant l’UWB en remplacement de la couche physique des standards IEEE 802.15.3 et
IEEE 802.15.4 dédiés aux réseaux personnels sans fil (en anglais,Wireless Personnal Area Network(WPAN)).
D’une part le comité IEEE 802.15.3a dont le cahier des charges impose des débits supérieurs à100 Mbits/s pour
des distances jusqu’à10 m. D’autre part, le groupe de travail IEEE 802.15.4a visant des applications de type ré-
seaux de capteurs avec des débits de l’ordre de la centaine dekbits/s pour des portées de quelques centaines de
mètres. La possibilité de localiser les émetteurs avec une précision inférieure au mètre fait aussi partie des exi-
gences du standard IEEE 802.15.4a. À l’heure actuelle, aucun des deux groupes de travail n’a abouti à un standard.
Le comité du standard IEEE 802.15.4a a déjà choisi l’utilisation de l’IR pour sa couche physique et prévoit un stan-
dard finalisé pour le premier trimestre 2007. Pour la 802.15.3a, deux consortiums s’affrontent. D’une part l’alliance
MBOA (Multi Band OFDM Alliance) proposant l’utilisation de signaux utilisant une modulation multi-porteuse
(en anglais,Orthogonal Frequency Division Multiplexing(OFDM)) de largeur de bande500 MHz. D’autre part un
consortium proposant l’utilisation de l’IR dans une version à étalement par séquence directe dans deux bandes de
part et d’autre de la bande ISM à5 GHz. Pour l’instant le processus d’élection est bloqué car aucune des solutions
finales retenues n’atteint les75 % de votes nécessaires.
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Dans cette thèse, nous nous sommes principalement concentrés sur les transmissions IR à accès multiple par
répartition de code de saut temporel (en anglais,Time-Hopping Code UWB(TH-UWB)) modulés en position (en
anglais,Pulse Position Modulation(PPM)) ou en amplitude (en anglais,Pulse Amplitude Modulation(PAM)).
Nous avons considéré une propagation réaliste dans un canalà trajets multiples. La motivation de ce choix vient
de l’intérêt de THALES pour ce type de transmission car elle est adaptée aux applications militaires. Elle présente
en effet une faible probabilité de détection (en anglais,Low Probability of Detection(LPD)) et une faible proba-
bilité d’interception (en anglais,Low Probability of Intercept(LPI)). Nous avons étudié pour ce type de signaux
les deux effets pouvant limiter les performances du système, à savoir l’interférence multi-utilisateur créée par les
différents utilisateurs présents dans le milieu de transmission et l’interférence entre symboles et entre trames créée
par le milieu de propagation à trajets multiples. Nous avonsdans les deux cas cherché à modéliser mathématique-
ment les phénomènes et à proposer des solutions pour minimiser leurs contributions. Dans le cas de l’interférence
multi-utilisateur nous avons travaillé sur les THC et pour l’interférence entre symboles et entre trames sur les pa-
ramètres de la modulation et sur ceux du récepteur. De manière connexe, nous avons établi les bornes minimales
de performances d’estimation des paramètres du canal.

Plan et contributions

Dans cette section, nous donnons le plan de la thèse et mentionnons les résultats principaux. Par ailleurs, chaque
chapitre possède sa propre introduction permettant de situer son contexte et de décrire ses contributions par rapport
à l’état de l’art. C’est pourquoi cette introduction générale est succincte.

Le chapitre 1 présente le modèle de signal transmis de type TH-UWB introduit par [4, 7], le modèle du canal
de propagation issu des travaux du groupe de normalisation IEEE 802.15.3a [8] que l’on a généralisé ainsi que les
récepteurs rake considérés qui ont été retenus du fait de leur faible coût. Cette présentation considère un environne-
ment applicatif de type multi-utilisateur et un modèle de propagation à trajets multiples. Dans ce chapitre, quelques
calculs analytiques communs à tous les autres chapitres sont effectués. Le signal émis et reçu sont notamment ré-
écrits en fonction des codes d’étalement dits « dévéloppés »[9] qui permettront de mener à bien plus simplement le
calcul des performances présent dans les chapitres suivants. Enfin, ce premier chapitre pose les jalons nécessaires
à la bonne lecture des chapitres suivants.

Le chapitre 2 se concentre sur l’étude de l’interférence multi-utilisateur avec pour objectif de minimiser ses
effets nuisibles sur le système global. Nous obtenons, dansun premier temps, une nouvelle expression analytique
de la variance de l’interférence multi-utilisateur en sortie du récepteur rake en considérant un modèle réaliste de
canal à trajets multiples. Ce calcul a été rendu possible grâce à l’utilisation des codes développés. Cette expression
analytique nous permet d’identifier les codes d’étalement qui minimisent cette variance et donc d’atténuer l’effet de
l’interférence multi-utilisateur. De plus nous comparonsla valeur minimale de la variance avec sa valeur obtenue
en appliquant des codes classiquement recommandés pour le TH-UWB. Finalement les simulations montrent que
choisir les « meilleurs » codes, c.-à-d., ceux qui minimisent la variance de l’interférence multi-utilisateur, permet
un gain intéressant au niveau du taux d’erreur binaire.

Le chapitre 3 aborde l’étude de l’interférence entre symboles et entre trames. Cette étude nous a conduit, d’une
part, à établir une expression analytique de la variance de l’interférence entre symboles et entre trames en sortie
du récepteur rake et, d’autre part, à dimensionner pertinemment le système avec l’aide de l’expression calculée
précédemment. Ainsi le nombre de doigts du récepteur rake etla taille de l’intervalle de garde ont pû être choisis
de manière intelligente. Enfin, nous avons étudié les effetsrelatifs respectifs des interférences multi-utilisateuret
entre symboles.

Dans le chapitre 4, nous avons comparé le niveau de la variance de l’interférence multi-utilisateur pour dif-
férentes techniques d’accès multiples (TH-UWB, DS-UWB, DS-CDMA) afin de déterminer celle qui est la plus
robuste à ce genre de nuisance. Pour cela, nous avons montré que les systèmes TH-UWB, DS-UWB et DS-CDMA
s’écrivaient de manière analogue ce qui nous a permis d’obtenir sans difficulté les variances de l’interférence multi-
utilisateur pour le DS-UWB et le DS-CDMA. Une fois ces expressions disponibles, nous avons classé par ordre de
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robustesse les trois techniques suivant les valeurs choisies pour les paramètres de dimensionnement.
Le chapitre 5 détermine analytiquement les bornes de Cramer-Rao (en anglais,Cramer-Rao Bound(CRB)) des

paramètres du canal de propagation. Contrairement aux travaux effectués précédemment dans la littérature [10],
nous avons supposé que les échos formés par les différents trajets ne sont pas orthogonaux entre eux. Nous avons
en effet remarqué que, pour certains modèles de canaux, il n’était pas réaliste de supposer les échos orthogonaux
entre-eux.

Publications

Les travaux présentés dans ce manuscrit ont donné lieu aux publications suivantes :

Article de journal

– C. J. Le Martret, A.-L. Deleuze et P. Ciblat, « Optimal time-hopping code for multi-user interference miti-
gation in ultra-wide bandwidth impulse radio »,accepté à IEEE Trans. on Wireless Communications.

Articles de congrès
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Chapitre 1

Système de communication TH-UWB

1.1 Introduction

Comme il a été précisé dans l’introduction générale, nous nous intéressons dans cette thèse aux systèmes de
communication ultra large bande à accès multiple par répartition de codes de saut temporel (en anglais,Time-
Hopping Code UWB(TH-UWB)).

Cette technique formalisée en premier lieu par Scholtz [4],est à l’origine de nombreux travaux académiques.
L’utilisation des codes de saut temporel (en anglais,Time-Hopping Code(THC)) consiste à transmettre les impul-
sions à des instants définis par une séquence pseudo-aléatoire, chaque impulsion étant modulée soit en position (en
anglais,Pulse Position Modulation(PPM)) soit en amplitude (en anglais,Pulse Amplitude Modulation(PAM)).
L’accès multiple est alors réalisé en attribuant différents codes aux différents utilisateurs. Dans le modèle proposé
par Scholtz, un symbole peut être répété plusieurs fois ce qui permet d’ajuster l’énergie par bit transmise, tout en
gardant l’énergie de l’impulsion constante (ce qui permet de garantir une densité spectrale de puissance constante
et donc la conformité au masque d’émission).

L’avantage des THC est qu’il confère aux signaux transmis des bonnes propriétés pour les applications mili-
taires, à savoir une faible probabilité de détection (en anglais, Low Probability of Detection(LPD)) et une faible
probabilité d’interception (en anglais,Low Probability of Intercept(LPI)). Un autre avantage lié à l’utilisation
d’impulsions est la possibilité de réaliser des mesures de distances précises compte tenu de la résolution tempo-
relle très fine, inférieure à la largeur de l’impulsion.

À l’image des transmissions conventionnelles à accès multiple par répartition de codes à séquence directe (en
anglais,Direct Sequence Code Division Multiple Access(DS-CDMA)), les systèmes TH-UWB peuvent s’utiliser
dans un contexte synchrone ou asynchrone, p. ex. pour les liaisons descendantes (synchrone) ou pour les liaisons
montantes (asynchrone) d’un système centralisé. Dans cette thèse, nous considérons le contexte asynchrone qui
présente les difficultés les plus importantes.

Ce chapitre est organisé de la manière suivante. Nous présentons tout d’abord le modèle mathématique du
signal émis par chaque utilisateur. Nous introduisons ensuite le modèle probabiliste du canal de propagation. Puis
nous terminons par présenter la structure des récepteurs rake considérés.

1.2 Modèle du signal au niveau de l’émetteur

Dans cette section, nous allons décrire le signal émis par unutilisateur quelconque, indexé par le numéron.
Nous présentons les techniques TH-UWB pour deux types de modulation des symboles : la modulation PPM et
la modulation PAM. Nous présentons aussi le masque imposé par la Federal Communications Commission(FCC)
aux États-Unis, tant pour des communications en « intérieur» qu’en « extérieur » ainsi que l’impulsion retenue au
cours de notre étude.
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D’un point de vue historique, le premier article formalisant les signaux TH-UWB fut celui de Scholtz [4].
D’autres papiers comme [7], [11] et [12] suivirent et firent également office de papiers de référence dans le domaine
du TH-UWB. Dans ce document nous utilisons le formalisme décrit dans [4] mais avec des notations légèrement
différentes.

1.2.1 Structure du signal TH-UWB

Sur la figure 1.1, nous avons représenté la structure du signal TH-UWB pour les modulations PPM et PAM
à deux états. Dans la suite de cette thèse, nous nous focaliserons uniquement sur ces modulations composées de
deux états. Une extension à des modulations PPM et PAM à plusieurs niveaux serait immédiate.

· · · · · ·
t

· · · · · ·
t

· · · · · ·
t

· · ·· · ·
t

δ

dn(i) = 1 PAM

dn(i) = 0 PPM

Nf Tf

dn(i − 1) dn(i) dn(i + 1)

Nf trames

Tf

Nc chips

Tc

dn(i) = −1 PAM

dn(i) = 1 PPM

Temps de garde

Tw

Figure 1.1 – Structure du signal TH-UWB pour les modulationsPPM et PAM.

La structure du signal TH-UWB transportant un symbole d’information est assez particulière et contient in-
trinsèquement de la redondance. En effet l’impulsion étantbien plus courte que la durée d’un symboleTs, ce qui
induit un étalement de spectre, il est alors possible durantl’intervalle de temps de duréeTs secondes de répéter
plusieurs fois cette impulsion. Ceci permet de créer un schéma de séparation des utilisateurs basé sur la technique
du saut temporel. Afin que la technique de saut temporel soit assez efficace, il convient de répéter le même symbole
d’information à des instants différents et déterminés par un code propre à chaque utilisateur.

C’est pourquoi, le signal TH-UWB associé à un même symbole d’information (modulé en PPM ou en PAM)
est composé deNf trames de duréeTf . Chaque trame comporte alors une et une seule impulsion associée à ce
symbole d’information. Afin de déterminer la position de l’impulsion à l’intérieur de la trame, celle-ci est découpée
enNc chips de duréeTc. On peut noter que, la durée de l’impulsion étant très courte, l’impulsion n’occupera pas
totalement un chip. La position de l’impulsion dans la trame(ou de manière équivalente le numéro du chip) est
déterminée par un code propre à chaque utilisateur. Ces codes sont choisis de manière à limiter les interférences
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entre les différents utilisateurs. Généralement, afin d’atténuer l’interférence entre symboles et entre trames due à
la dispersion temporelle du canal de transmission, un tempsde garde est inséré à la fin de chaque trame. Ceci peut
être techniquement réalisé en condamnant systématiquement les derniers chips de chaque trame [7,13].

Dans le cas d’une modulation2-PPM, un décalage deδ à l’intérieur des chips occupés permettra de différencier
le bit d’information. Dans le cas d’une modulation2-PAM, seule la polarité de l’impulsion sera inversée.

Enfin, nous supposons dès à présent que les codes des utilisateurs sont périodiques de période le nombre de
trames.

Mathématiquement, cela se traduit par le signal transmis suivant sn(t) pour un train d’information binaire
associé à l’utilisateurn.

Dans le cas d’une modulationPPM, nous avons

sn(t) =
√
αn

+∞∑

i=−∞

Nf−1∑

j=0

w(t− iNfTf − jTf − c̃n(j)Tc − δdn(i) − θn), (1.1)

avec
– αn := PnTf/Ew oùPn est la puissance du signal associée à chaque utilisateur etEw :=

∫ +∞

−∞ w(t)2dt,
– Tf la durée d’une trame,
– Tc la durée d’un chip,
– Nf le nombre de trames,
– Nc le nombre de chips,
– w(t) l’impulsion de duréeTw � Tc,
– dn(i) ∈ {0, 1} les symboles émis supposés indépendants et identiquement distribués,
–
{
c̃n(i)

}
le code de saut temporel associé à l’utilisateurn, à valeurs entières dans{0, Nc − 1} et périodique

de périodePc̃ = Nf ,
– θn le défaut de synchronisation entre l’utilisateurn et une horloge absolue, modélisé par une variable aléa-

toire uniformément distribuée sur la durée d’un symbole[0, NfTf [,
– δ le décalage de la PPM, choisi de manière à maximiser la distance entre les formes d’onde associées aux

deux symboles d’information. On peut noter que ce choix conduit à des formes d’onde non-orthogonales
entre elles.

Dans le cas d’une modulationPAM , nous avons

sn(t) =
√
αn

+∞∑

i=−∞

Nf−1∑

j=0

dn(i)w(t − iNfTf − jTf − c̃n(j)Tc − θn), (1.2)

avec
– dn(i) ∈ {−1, 1} les symboles émis supposés indépendants et identiquement distribués,
– tous les autres termes composant (1.2) identiques à ceux composant (1.1).

Dans la section suivante, nous allons montrer que les équations (1.1) et (1.2) peuvent s’écrire différemment et
notamment qu’en utilisant la notion de codes de saut temporel développésintroduite dans [9], nous linéarisons la
dépendance desn(t) en fonction de la signature / code des utilisateurs.

1.2.2 Notion de codes de saut temporeldéveloppés

En examinant les expressions des signaux PPM et PAM, on peut remarquer que la dépendance de ces signaux
par rapport aux codes de saut temporel n’est pas simple car non-linéaire. Étant donné que le principal fil conducteur
de la thèse est de caractériser des codes de saut temporel quipermettent une atténuation forte1 des interférences
multi-utilisateur et entre symboles et entre trames, il conviendrait d’avoir des expressions plus manipulables de

1Selon des critères que nous allons déterminer dans les chapitres suivants.
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sn(t) en fonction des codes. Ceci est rendu possible en utilisant la notion de codes de saut temporel développés
(en anglais,Developed Time Hopping Code(DTHC)) définis pour la première fois dans [9].

L’idée sous-jacente aux codes développés est de dire qu’il est plus simple de moduler tous les chips par un
nombre binaire, qui vaut ’0’ si le chip est vide et ’1’ si le chip est occupé plutôt que de décaler l’impulsion selon
les numéros des chips occupés comme cela est effectué dans les expressions (1.1) et (1.2). Cette modulation par
’0’ ou ’1’ qui est parfaitement déterminée avec les codes d’origine et qui déterminera les codes développés permet
de sortir l’information des codes de l’argument de l’impulsionw(t) et de la mettre en facteur multiplicatif de cette
même impulsion. Les signaux deviennent ainsi linéaires parrapport aux codes développés.

Mathématiquement cette idée se traduit de la manière suivante : soit le signal suivantxn(t) associé à la trans-
mission d’un unique symbole d’information2 de l’utilisateurn

xn(t) =

Nf−1∑

j=0

w(t − jTf − c̃n(j)Tc). (1.3)

Au lieu de modifier le positionnement de l’impulsion à la trame j selon la valeur̃cn(j), un train d’impulsion
au rythmeTc (soitNc impulsions pour la tramej) est envoyé et multiplié par ’0’ si le chip est vide et ’1’ si lechip
est occupé. Ainsi à chaque trame, le code développé prend unevaleur (0 ou1) sur chaque chip. CommeNf trames
sont émises, le code développé, notécn, est une suite deNcNf nombres par symbole d’information. Ainsi le code
développécn s’écrit en fonction du code initial̃cn de la manière suivante

cn(k) =

{
1 si k = c̃n(j) + jNc, 0 ≤ j ≤ Nf − 1,

0 ailleurs.
, k = 0, · · · , NcNf − 1. (1.4)

On obtient alors l’expression équivalente suivante de (1.3) :

xn(t) =

NcNf−1∑

j=0

cn(j)w(t − jTc). (1.5)

On remarque que maintenant le signalxn(t) dépend bien linéairement de la signature / code des utilisateurs. On
peut enfin noter que les codes développés admettent une périodePc = NcPc̃ plus grande que les codes initiaux ce
qui justifie l’appellation decodes développés.

Nous présentons, sur la figure 1.2, un exemple numérique illustrant la technique de passage d’un code initial à
un code développé. On considèreNc = 4 etNf = 3. Le code initial vaut̃cn = {0; 1; 3} (comme mentionné sur la
partie droite de la figure 1.2). Le code développé s’écrit alorscn = {1; 0; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 1}.

0 0 0 0 0 0 0

Train d’impulsions

cn(k)

c̃n(k) = {0; 1; 3}

0 1 3

01 1 0 1

Figure 1.2 – Technique de passage d’un code au code développécorrespondant.

Il est dorénavant facile d’écrire les expressions (1.1) et (1.2) en fonction des codes développés : par rapport à
(1.5), il suffit juste de rajouter une somme portant sur le numéro du symbole d’information émis et l’opération de
modulation de ces symboles d’information.

2En PPM, nous avons considéré un décalage nul ; en PAM, nous avons considéré une polarisation positive.
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Il s’ensuit que l’équation (1.1), qui est associée à une modulationPPM, se transforme de la manière suivante

sn(t) =
√
αn

+∞∑

i=−∞

NcNf−1∑

j=0

cn(j)w(t − iNfTf − jTc − δdn(i) − θn). (1.6)

De manière similaire, l’équation (1.2), qui est associée à une modulationPAM , s’exprime comme suit

sn(t) =
√
αn

+∞∑

i=−∞

dn(i)

NcNf−1∑

j=0

cn(j)w(t− iNfTf − jTc − θn). (1.7)

Ces deux dernières expressions seront à la base de tous nos développements futurs. On peut remarquer que
l’utilisation des codes développés, bien que très pratique, est rare dans la littérature concernant l’ultra large bande.
Outre le papier initiateur des codes développés [9], nous n’avons trouvé que le papier de [14]. Dans ce papier
une esquisse maladroite d’un calcul analytique de la variance de l’interférence multi-utilisateur, effectué sous des
conditions restrictives d’ailleurs, est présentée.

1.2.3 Masque fréquentiel et impulsion UWB

Les systèmes ultra large bande, par définition, occupent unetrès large plage de fréquence et chevauchent ainsi
des bandes de fréquences déjà occupées par d’autres systèmes. Il convient de réguler la puissance d’émission fré-
quence par fréquence de ces systèmes UWB, afin de ne pas perturber les services existants. C’est pourquoi, lorsque
la FCC a autorisé des essais des systèmes UWB, elle a imposé des limites de puissance d’émission drastiques à
l’intérieur de la bande permise[3, 1 GHz− 10, 6 GHz] (cf. figure 1.3). Dans cette bande la Puissance Isotrope
Rayonnée Extrinsèque (PIRE) est limitée à41, 25 dBm/MHz, ce qui correspond à une puissance totale maximale
de0, 556 mW.

0 0.96 1.6 3.1 10.6 15

−75.25

−63.25

−61.25

−53.25

−51.25

−41.25

Frequences (GHz)

P
IR

E
 (

dB
m

/M
H

z)

Intérieur
Extérieur

1.99 

Figure 1.3 – Limites de puissance d’émission imposées par laFCC pour les signaux UWB.

Les contraintes d’émission pour les systèmes opérant en extérieur sont plus restrictives que celles associées aux
systèmes agissant en intérieur. Ceci est dû au fait que beaucoup plus de systèmes sans fil fonctionnent à l’extérieur
des bâtiments, notamment aux alentours de la bande des2 GHz qui est principalement réservée à la téléphonie
sans fil et aux réseaux locaux.
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Il convient maintenant de déterminer une impulsion qui épouse « au mieux » le masque d’émission. Dans les
systèmes dédiés à une application sans fil, et donc notammentdans les systèmes TH-UWB, le signal respectant
le masque correspond à celui qui est mesuré au niveau de l’antenne d’émission et non à celui qui sort du modem.
Par conséquent, afin de concevoir et dimensionner convenablement l’impulsion que le modem doit créer, il est
nécessaire de connaître la transformation que l’antenne valui faire subir. Dans la plupart des travaux, il est encore
considéré que l’antenne utilisée pour émettre le signal ultra large bande n’est pas parfaitement adaptée à une
si grande largeur de bande, ce qui a pour effet de différencier sensiblement l’impulsion en amont et en aval de
l’antenne. La transformation modélisant le mieux cette inadaptation est l’opérateur de dérivation. C’est pourquoi,
w

′

(t) doit épouser la forme du masque et nonw(t), avecw(t) l’impulsion générée par le modem. A la réception,
l’antenne ayant le même type de comportement, c’est la dérivée secondew

′′

(t) qui intervient dans les traitements.
Dans cette thèse, nous allons supposer qu’il sera possible,dans un futur proche, de concevoir des antennes

parfaitement adaptées à la largeur de bande[3, 1 GHz− 10, 6 GHz]. Ainsi, l’impulsion vue par le modem, l’an-
tenne d’émission et l’antenne de réception sera identique et notéew(t). En raison de son usage courant dans la
littérature et de la part des industriels dû à sa facilité d’implémentation, nous avons retenu l’impulsion gaussienne.
Néanmoins, c’est bien cette impulsion gaussienne qui doit vérifier le masque et non sa dérivée première. Par
conséquent, l’expression de l’impulsion est donnée par :

w(t) = g(t) × 2 · Re(e2iπf0t)

oùg(t) est une fonction gaussienne de moyenne nulle et de varianceσ2 et oùf0 est la fréquence porteuse permettant
de centrer le signal autour de la fréquence centrale de la bande[3, 1 GHz− 10, 6 GHz]. Finalement, nous avons

w(t) =

√
2

π

cos(2πf0t)
σ

e−t2/2σ2

(1.8)

avec

σ =

{
6, 441× 10−2 ns « intérieur »,
9, 107× 10−2 ns « extérieur ».

(1.9)

Sur la figure 1.4, nous avons tracé l’impulsionw(t) pour le contexte « intérieur » et pour le contexte « exté-
rieur ».
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Figure 1.4 – Allure des impulsions. a) « Intérieur ». b) « Extérieur ».

Dans la suite du document, nous avons plutôt retenu, dans lessimulations, l’impulsionw(t) satisfaisant la
contrainte du masque « extérieur ».
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1.3 Modèle du canal de propagation

Dans les systèmes de communication sans fil et donc dans les systèmes TH-UWB, le canal de propagation est
fondamentalement à trajets multiples. En effet en raison des réflexions sur les différents murs ou bâtiments jalon-
nant le parcours d’un point à un autre, le signal reçu est une somme de versions atténuées et décalées du signal
original. Afin de choisir convenablement les paramètres du système TH-UWB et de prédire aussi les performances,
il est toujours intéressant de connaître quelques caractéristiques essentielles d’un canal (temps de dispersion, den-
sité des trajets multiples, atténuation des trajets, etc.).

De nombreux travaux ont été effectués afin de mieux connaîtreles caractéristiques du canal de propagation
associés aux systèmes TH-UWB opérant entre[3, 1 GHz− 10, 6 GHz]. Néanmoins la plupart des études s’est
concentrée à réaliser des campagnes de mesures des canaux dans des contextes réalistes (cf. [15–17] entre autres).
Quelques études ont abordé le problème de la modélisation deces canaux. Dans [18,19], une approche déterministe
basée sur des principes d’électromagnétisme a été retenue.Étant donné la mobilité des éléments communicants
constituant le système de communication TH-UWB (téléphone, ordinateurs portables, réseaux personnels, etc.), on
peut supposer que le canal varie dans le temps lentement maissûrement. Par conséquent, à chaque communication
et même au cours d’une communication, la réponse impulsionnelle du canal diffère et il est intéressant d’avoir des
informations, non pas sur chaque réalisation du canal, maissur des constantes statistiques du canal. De ce fait, la
modélisation du canal réside dans l’élaboration de modèlesstatistiques des atténuations et des temps d’arrivée des
trajets [8,20–22]. Les modèles statistiques développés sont généralement valables dans les contextes « intérieur »
et « extérieur ».

Nous présentons, ci-dessous, le modèle de canal proposé parle groupe de travail de la norme IEEE 802.15.3a [21]
qui, à quelques modifications mineures près, est le même que celui introduit par Saleh & Valenzuela [20].

1.3.1 Modèle stochastique

On considèrehn(t) une réalisation de la réponse impulsionnelle associée à l’utilisateurn. Comme le canal est
à trajets multiples, nous avons

hn(t) =

Np∑

k=1

Ak
nδ(t− τk

n), (1.10)

avecNp le nombre de trajets,Ak
n et τk

n sont respectivement l’atténuation et le retard dukème trajet. Sans perte de
généralité, nous supposons que les retards sont ordonnés demanière croissante. Nous avons ainsiτk

n < τk+1
n pour

tout k et toutn. Par souci de simplicité, nous supposons également que tousles utilisateurs ont le même nombre
de trajetsNp.

On peut remarquer que plus le retard est grand, plus le signala parcouru de chemin, et par conséquent, plus
l’atténuation sera forte. C’est pourquoi il apparait judicieux, comme fait dans [20,21,23], de faire dépendre l’atté-
nuationAk

n du retard correspondantτk
n . Ainsi nous obtenons que

Ak
n = ak

n · f(τk
n ), (1.11)

où f(·) est une fonction décroisante décrivant la dépendance des atténuations avec les retards correspondants, et
où ak

n est la partie de l’atténuation indépendante des retards modélisée par une variable aléatoire. Les variables
aléatoires{ak

n}k,n sont supposées indépendantes, identiquement distribuées(i.i.d.), à moyenne nulle, de variance
σ2

a et de moment d’ordre quatreµ4
a égaux à

σ2
a :=

�
a[(ak

n)2] et µ4
a :=

�
a[(ak

n)4].

Dans la suite, on aura également besoin des termes suivants :

Ik
n :=

�
a[(Ak

n)2] = σ2
a · f2(τk

n ) et Jk
n =

�
a[(Ak

n)4] = µ4
a · f4(τk

n ). (1.12)
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On peut noter que les moments d’ordre impairs deAk
n sont nuls par construction. Enfin on suppose que les va-

riablesτk
n et τk′

n′ sont indépendantes entre elles dès quen 6= n′, (c.-à-d., dès que les retards correspondent à deux
utilisateurs). En revanche, pour un même utilisateur,τk

n et τk′

n ne sont pas indépendants.
On peut remarquer que la formulation (1.11) est très générale et permet de regrouper sous le même formalisme

de nombreux modèles de canaux rencontrés dans la littérature [8, 20, 22]. Chaque modèle se différencie alors en
spécifiant les lois de probabilité des variablesak

n etτk
n et la fonctionf(.). Ainsi une fois ces premiers jalons d’ordre

général posés, il convient maintenant d’expliciter la fonction f(.), les lois des variablesak
n et τk

n . Pour cela, nous
utilisons le modèle donné par Molishet al. [8].

Dans [8] et [20], il est établi de manière empirique que les trajets multiples arrivent par paquets ou grappes. On
note,T `

n, le temps d’arrivée du premier trajet de la grappe`. Étant donné les mesures effectuées dans [8] et [20],
il a été observé qu’il était raisonnable de modéliser les variables aléatoires{T `

n}` par un processus de Poisson de
paramètreΛ. Chaque paquet est composé de plusieurs retards. On note parτ̃k,`

n le temps d’arrivée dukème trajet
de la grappè avec pour référence temporelle le temps d’arrivée du premier trajet de la grappe considérée. Ces
variables aléatoires{τ̃k,`

n }k sont également modélisées par un processus de Poisson de paramètreλ. Il s’ensuit que
les densités de probabilité des retards sont les suivantes :

p(T `
n|T `−1

n ) = Λe−Λ(T `
n−T `−1

n ), ` > 0,

p(τ̃k,`
n |τ̃ (k−1),`

n ) = λe−λ(τ̃k,`
n −τ̃k−1,`

n ), k > 0. (1.13)

Occupons-nous maintenant de la modélisation des atténuationsAk
n. Les variables aléatoiresak

n (cf. éq. (1.11))
se décomposent de la manière suivante

ak
n = pk

n · bkn, (1.14)

où les variables aléatoirespk
n sont,i.i.d., équiprobables de valeur±1 qui représentent les inversions de phase et

donc les différentes réflexions et où les variables aléatoiresbkn, i.i.d., indépendantes despk
n, suivent une loi log-

normale. Par conséquent
20 · log10(b

k
n) = N (m, v)

avecN (m, v) une loi normale / gaussienne à valeur réelle de moyennem et de variancev. On note l’autocorrélation
des variables aléatoiresbkn de la manière suivante

Ωn
0 =

�
[(bkn)2],

ce qui implique quem doit satisfaire l’équation suivante

m =
10 ln(Ωn

0 )

ln(10)
− v ln(10)

20

et quev doit être choisie de telle manière que les canaux simuléscollentau mieux aux canaux mesurés. La variable
Ωn

0 s’interprète comme l’atténuation moyenne du canal prenantainsi en compte la distance entre l’émetteur et le
récepteur.

Dans la suite, nous introduisons la notion de « pseudo-retard » défini de la manière suivante :τ̂k
n est le pseudo-

retard associé au vrai retardτk
n et il prend la valeurγT `

n + Γτ̃ `′,`
n si le retardτk

n est le`′ème temps d’arrivée de la
`èmegrappe.

La fonctionf(.) qui vaut
f(τ) = e−τ/2Γγ (1.15)

est à appliquer sur les pseudo-retards. Par conséquent, nous avons

Ak
n = pk

n · bkn · e−τ̂k
n/2Γγ , (1.16)

et l’énergie des atténuations est donnée [8] par :

�
[(Ak

n)2] = Ωn
0 · e−τ̂k

n/Γγ = Ωn
0 · e−T `

n/Γe−τ̃`′,`
n /γ .
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Figure 1.5 – Energie de l’atténuation en fonction du retard (courbe en trait plein).

Sur la figure 1.5, nous avons représenté l’énergie des atténuations en fonction des retards.
D’un point de vue historique, il convient aussi de remarquerque le modèle de Saleh & Valenzuela [20] sur

lequel est bâti le modèle de Molishet al.décrit plus haut a été conçu pour des canaux à bande étroite (100 MHz).
Afin de l’adapter aux canaux rencontrés par les systèmes ultra large bande, Molishet al.ont seulement modifié la
loi de probabilité desak

n qui suivaient une loi gaussienne dans Saleh & Valenzuela.
Enfin, dans la suite de la thèse, nous considérerons toujourspour les simulations, que les canaux rencontrés ne

présentent qu’une seule grappe, ce qui implique que seulement deux paramètres (λ etγ) guident les lois de proba-
bilité des temps d’arrivée des trajets. En revanche, pour les calculs analytiques, nous avons dû nous imposer cette
hypothèse simplificatrice seulement au chapitre 3. En effet, dans le chapitre 3, nous aurons besoin d’expressions
analytiques simples des lois de probabilité des temps d’arrivée des trajets et ceci n’est possible qu’en présence d’un
modèle à une unique grappe. De plus, il a été montré par simulations (cf. [24]) que des canaux générés par le biais
d’un modèle à une seule grappe peuvent épouser convenablement des canaux générés par le biais d’un modèle à
plusieurs grappes. Pour cela, il suffit juste de choisir judicieusement les paramètres guidant les lois de probabilité
des temps d’arrivée.

1.3.2 Étalement temporel moyen

Avant de présenter quelques exemples de réalisation de canaux construit suivant le modèle stochastique de la
sous-section précédente, nous allons d’abord calculer le retard moyen (en anglais,Mean Excess Delay) et l’éta-
lement temporel moyen autour de ce retard moyen (en anglais,Root Mean Square Delay Spread(RMS Delay
Spread)) en fonction des paramètres déterministes (λ etγ) du canal.

Pour calculer ce temps moyen et cet étalement temporel moyen, nous avons besoin de la connaissance de
l’expression analytique de la densité de probabilité des retardsτ `

n. Nous calculons, par la même occasion, la
densité de probabilité de la différence entre deux retards du même utilisateur lorsquek > `. Ces expressions sont
données à la propriété 1 dont la démonstration est disponible en annexe A.1.
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Propriété 1 Dans un modèle de canal à une seule grappe nous avons la densité de probabilité deτ `
n qui est donnée

par

pτ`
n
(t) =

λ`

(`− 1)!
t`−1e−λt × �t≥0,

et la densité de probabilité deτk
n − τ `

n, pourk > `, qui est donnée par

pτk
n−τ`

n
(t) =

λk−`

(k − `− 1)!
tk−`−1e−λt × �t≥0.

La fonction�t≥0 vaut1 si t est positif ou nul et vaut0 partout ailleurs.

Afin de déterminer ce temps moyen et cet étalement temporel moyen [25, 26], il faut ensuite calculer le profil
temporel de puissanceP (t) (en anglais,Power Delay Profile) qui est défini de la manière suivante

P (t) =
�

[|hn(t)|2]. (1.17)

Les statistiques du canal étant indépendantes de l’utilisateurn, nous avons pû omettre l’indicen deP (t).

Propriété 2 Étant donné le modèle de canal défini par les équations (1.13)et (1.16) et dans le cadre d’un modèle
à une seule grappe, nous avons

P (t) = Ωn
0λe

−t/γ .

La démonstration de cette propriété est reportée à l’annexeA.2.
Une fois ce profil temporel de puissance obtenu, il convient d’introduire le profil normaliséP̃ (t) tel que∫

P̃ (t)dt = 1 ce qui implique que

P̃ (t) =
1

γ
e−t/γ . (1.18)

Ce profil normalisé peut représenter une densité de probabilité et indique en pratique la puissance moyenne présente
à l’instantt. Par conséquent, il est judicieux de définir le retard moyentm comme

tm =
�

P̃ (t)[t] =

∫ +∞

0

tP̃ (t)dt.

La notation
�

P̃ (t)[t] signifie que nous moyennons la variablet en supposant qu’elle admet la loĩP (t). Après
quelques manipulations algébriques évidentes, nous obtenons que

tm = γ.

L’étalement temporel moyenem autour du retard moyen peut évidemment se définir de la manière suivante

em =
√
�

P̃ (t)[(t− tm)2] =

√∫ +∞

0

(t− tm)2P̃ (t)dt.

Finalement, nous avons

em = γ. (1.19)

Ces calculs de profil de puissance, de retard moyen et d’étalement temporel moyen, quoiqu’aisés, n’étaient pas
disponibles dans la littérature. Nous remarquons que le paramètreγ conditionne l’étalement de la réponse impul-
sionnelle du filtrehn(t). Plusγ est grand, et plus le filtre est long, ce qui est logique puisque moins les trajets sont
atténués (cf. éq. (1.16)). Nous verrons, lors des exemples numériques qui suivent, que le paramètreλ conditionne
la densité des trajets. Ainsi une faible valeur deλ indiquera une faible densité des trajets.
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Figure 1.6 – Réalisation de la réponse impulsionnelle du canal pour différentes paires (γ, λ). a) (γ = 20 ns,
λ = 0, 1 ns−1). b) (γ = 20 ns,λ = 1 ns−1). c) (γ = 200 ns,λ = 0, 1 ns−1). d) (γ = 200 ns,λ = 1 ns−1).

1.3.3 Illustrations numériques

Nous avons tracé sur la figure 1.6, une réalisation du canal pour différentes paires (γ, λ). Nous avons posé
Ωn

0 = 1 et v = 5. Grâce à cette figure, nous confirmons queγ et λ déterminent respectivement la longueur de la
réponse du canal et la densité des trajets.

Néanmoins ces quatre paires de paramètres ont été choisies pour leur qualité pédagogique et non pour leur
réalisme. Dans la suite, nous donnons les valeurs des pairestraditionnellement utilisées dans la littérature. Elles
sont fournies par trois papiers, celui de Molishet al.[8], celui de Saleh & Valenzuela [20] et celui de Leeet al.[22].
Ces valeurs sont reportées sur le tableau 1.1. Nous avons iciposéΩn

0 = 1 etv = 11, 52.
Il faut noter que les canaux associés aux paramètres donnés par le tableau 1.1 ne sont pas exactement ceux

obtenus dans la littérature puisque nous utilisons un modèle à une seule grappe alors que ceux générés par Molish
et al., Saleh & Valenzuela et Leeet al. admettent un modèle à plusieurs grappes et sont également associés à des
valeurs spécifiques deΛ etΓ qui n’ont pas été prises en compte dans la thèse puisque ne jouant aucun rôle dans un
modèle à une unique grappe.

Sur la figure 1.7, nous avons tracé une réalisation pour chaque couple de paramètresγ etλ fournis dans [8] et
reportés au tableau 1.1.

On remarque que ces réalisations de canaux réalistes présentent des réponses impulsionnelles assez denses en
termes de nombre de trajets. En revanche, l’étalement temporel ne dépasse jamais la centaine de nanosecondes.
Étant donné qu’un symbole d’information peut une durer une centaine de nanoseconde (cf. chapitre 3) le temps
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λ (ns−1) γ (ns)

Molish et al. (CM1) 2, 5 4, 3

Molish et al. (CM2) 0, 5 6, 7

Molish et al. (CM3) 2, 1 7, 9

Molish et al. (CM4) 2, 1 12

Saleh & Valenzuela 0, 2 20

Leeet al. 2 5

Tableau 1.1 – Valeurs possibles de la paire (λ,γ).

d’étalement du canal est inférieur au temps symbole, on peutalors par avance affirmer que ces canaux n’engendre-
ront pas une interférence entre symboles importante.

1.4 Description du récepteur

En raison de contraintes technologiques associées à la tropgrande largeur de bande du signal reçu, il est impos-
sible de mettre en place des récepteurs fonctionnant à des fréquences d’horloge de l’ordre de la largeur de bande
du signal. Par conséquent on ne peut considérer des récepteurs qui échantillonneraient le signal reçu aux alentours
de la fréquence d’échantillonnage de Nyquist. En outre, en raison des applications envisagées, les communications
sont intrinsèquement multi-utilisateur. Ainsi, on pourrait imaginer, afin d’optimiser le modem, de considérer des
récepteurs de type multi-utilisateur. Néanmoins, les contraintes économiques imposant un modem peu coûteux et
donc simple, il parait plus raisonnable d’écarter d’embléece type de solution. Enfin, étant donné la largeur très fine
de l’impulsion, les trajets seront assez facilement séparables au niveau du signal reçu. C’est pourquoi, il apparait
pertinent de mettre en œuvre un récepteur mono-utilisateuret se synchronisant sur les différents trajets. De ce fait,
le récepteur rake est un bon candidat [7].

Étant donné l’équation (1.10), on obtient que le signal de l’utilisateurn au niveau du récepteur s’écrira de la
manière suivante

rn(t) =

Np∑

k=1

Ak
nsn(t− τk

n). (1.20)

CommeNu utilisateurs sont présents dans le réseau, le signal à l’entrée du récepteur a pour expression :

r(t) =

Nu∑

n=1

rn(t) + n(t), (1.21)

avecn(t) un bruit additif blanc gaussien de moyenne nulle et de varianceN0/2.

Dans la suite, nous allons considérer que l’utilisateur d’intérêt, c.-à-d., celui dont on souhaite retrouver l’infor-
mation, est l’utilisateur1. Nous supposons également que le récepteur rake a la connaissance du canal ({Ak

1 , τ
k
1 }

Np

k=1)
et de la désynchronisation (θ1) associés à l’utilisateur d’intérêt1. Nous supposons enfin que l’étape de synchroni-
sation est parfaitement réalisée ce qui nous permet de poserθ1 = 0. Sans perte de généralité, nous examinerons la
démodulation associée au premier symbole émis par l’utilisateur d’intérêtd1(0).

Le principe général du récepteur rake est présenté à la figure1.8. Le récepteur réalise la somme deLr cor-
rélations : la corrélation indexée par`i (aveci ∈ {1, · · ·Lr}) correspond à celle entre la forme du signal émis
synchronisé sur lèème

i trajet associé au couple{A`i

1 , τ
`i

1 } et le signal reçu. Une fois cette opération de corréla-
tion effectuée, on combine les différentes voies selon le principe de la maximisation du rapport signal à bruit (en
anglais,Maximum Ratio Combining(MRC)) ce qui produit le signalz. Une décision dure est prise surz pour
déterminer le symboled1(0).
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Figure 1.7 – Réalisation de la réponse impulsionnelle du canal. a) CM1. b) CM2. c) CM3. d) CM4.

Le signalv1(t) généré au niveau du récepteur en vue d’effectuer la corrélation avec le signal reçu prend la
forme suivante et s’appellera dans la suite signal de référence

v1(t) :=

NcNf−1∑

j=0

c1(j) · v(t− jTc), (1.22)

avecv(t) = w(t) − w(t − δ) si une modulation PPM est utilisée et avecv(t) = w(t) si une modulation PAM est
utilisée. La suite{c1(j)}NcNf−1

j=0 correspond au code développé associé à l’utilisateur d’intérêt1.
Il convient maintenant d’aborder le problème de la sélection des trajets : dans la suite, nous noterons parL

l’ensemble des trajets sur lesquels le récepteur rake effectuera une corrélation. Le cardinal de cet ensemble sera
évidemment notéLr. On peut d’abord considérer le récepteur rake ditcomplet (en anglais,Full Rake(FRake))
pour lequelL = {1, · · · , Np}. Ce récepteur prend en compte tous les trajets créés par le canal de propagation.
Malheureusement, étant donné les canaux rencontrés en UWB (cf. section 1.3), il apparait que ce nombre de trajets
est énorme et qu’un récepteur rake complet sera alors bien trop compliqué. C’est pourquoi, nous allons considérer
maintenant des récepteurs rake n’agissant que sur un sous-ensemble de trajets [27]. LorsqueL = {1, · · · , Lr}
avecLr < Np, le récepteur rake sera ditpartiel (en anglais,Partial Rake(PRake)). Ce récepteur rake partiel agit
en fait sur lesLr premiers trajets. Ce choix n’est pas toujours judicieux si les premiers trajets ne sont pas les plus
puissants. Ainsi pour résoudre ce défaut, on peut concevoirle récepteur rake ditsélectif(en anglais,Selective Rake
(SRake)) qui se synchronise sur lesLr plus puissants trajets.

Le signalz, sur lequel la décision associée au symboled1(0) sera prise, s’écrit donc de la manière suivante,
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Figure 1.8 – Schéma du récepteur rake.

quelque soit le type de récepteur rake employé,

z =
∑

`∈L

A`
1 ×

∫ Nf Tf

0

r(t+ τ `
1) · v1(t)dt. (1.23)

Dans la suite de ce chapitre, nous allons obtenir de nouvelles expressions analytiques simples pour le terme
z dans le contexte TH-UWB. Les simplications seront obtenuesgrâce à l’utilisation de la notion de codes déve-
loppés et grâce au fait que l’impulsion est ultra-courte et donc ne remplit pas le chip. Les calculs conduisant à la
simplification de l’expression (1.23) dez seront menés dans le contexte d’une modulation PPM. Les expressions
valables pour le contexte d’une modulation PAM seront fournies en fin de chapitre mais sans démonstration. Il faut
également noter que ces simplifications vont nous servir tout au long de la thèse, aussi bien pour le calcul de la
variance de l’interférence multi-utilisateur, que pour lecalcul de la variance de l’interférence entre symboles, et
que pour le calcul de la borne de Cramer-Rao des paramètres ducanal.

Expression analytique simplifiée de la sortie du récepteur rake : cas de la modulation PPM

En remplaçantv1(t) par son expression (1.22),r(t) par (1.21),rn(t) par (1.20) etsn(t) par (1.6), on obtient
que

z =
∑

`∈L

A`
1

Nu∑

n=1

√
αn

Np∑

k=1

Ak
n · yk,`,n(θn) + η, (1.24)

où

yk,`,n(θn) :=

+∞∑

i=−∞

NcNf−1∑

j,j1=0

cn(j)c1(j1)rvw(θn + ∆τk,`,n + iNfTf + (j − j1)Tc − δdn(i)). (1.25)

avec
∆τk,`,n := τk

n − τ `
1 , (1.26)

rvw(s) =

∫ +∞

−∞

v(t)w(t − s)dt, (1.27)

et oùη est la version filtrée, c.-à-d. après passage dans le récepteur rake, du bruitn(t). Ce termeη ainsi que sa
variance sont calculés en annexe A.3.
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La quantitéyk,`,n(θn) correspond à l’intercorrélation entre le signal reçu associé aukème trajet de l’utilisateur
n et le signal de référence associé au`ème trajet de l’utilisateur d’intérêt.

Du fait de la structure du signal TH-UWB, seulement une faible partie de la durée allouée pour un symbole
est occupée et ceci va nous permettre d’annuler de nombreux termes composant les sommes de l’équation (1.25).
Grâce à la propriété 3 suivante dont la démonstration est donnée en annexe A.4, nous allons identifier les termes
non nuls intervenant dans les sommes de (1.25).

Propriété 3 Si une modulationPPM est employée et comme le support des 7→ rvw(s) est inférieur àTc, on a

yk,`,n(θn) = C
−
1,n(qk,`

n )rvw(εk,`
n + δdn(−Qk,`

n − 1)) + C
−
1,n(qk,`

n + 1)rvw(εk,`
n − Tc + δdn(−Qk,`

n − 1))

+ C
+
1,n(qk,`

n )rvw(εk,`
n + δdn(−Qk,`

n )) + C
+
1,n(qk,`

n + 1)rvw(εk,`
n − Tc + δdn(−Qk,`

n )),

où

C
−
m,n(q) =

q−1∑

k=0

cm(k)cn(k − q), (1.28)

C
+
m,n(q) =

NcNf−1∑

k=q

cm(k)cn(k − q). (1.29)

et oùθn + ∆τk,`,n se décompose de la manière suivante

θn + ∆τk,`,n = Qk,`
n NfTf + qk,`

n Tc + εk,`
n ,

avecQk,`
n = b(θn + ∆τk,`,n)/NfTfc, qk,`

n = b(θn + ∆τk,`,n − Qk,`
n NfTf)/Tcc, et εk,`

n ∈ [0, Tc[ le reste de la
division euclidienne.

Les termes définis par (1.28) et par (1.29) s’interprètent comme étant les intercorrélations cycliques partielles
entre le code développé de l’utilisateurm et celui de l’utilisateurn. Ces termes fournissent en fait le nombre de
collisions entre les impulsions des utilisateursm etn lorsque ces utilisateurs admettent un décalage temporel deq

chips. Sur la figure 1.9, nous donnons une illustration graphique et numérique de ces termes de collisions. On consi-
dère un système TH-UWB avecNc = 4 etNf = 3 et composé de deux utilisateursm etn admettant pour codes
c̃m = {0; 1; 3} et c̃n = {2; 1; 3}. Les codes développés associés sont donccm = {1; 0; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 1} et
cn = {0; 0; 1; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 1}. On considère que les deux utilisateurs sont désynchronisés de3 chips, d’où
q = 3. Le termeC−

m,n(3) vaut0 et le termeC +
m,n(3) vaut1.

0 0 0 1 0 0 0100

cm 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 1cn

q

C
−
m,n(q)

1

C
+
m,n(q)

Figure 1.9 – Représentation graphique des termes de collisions.

Il faut noter que, dans la suite de la thèse, les termesC−
m,n(q) etC +

m,n(q) vont jouer un rôle primordial.
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Expression analytique simplifiée de la sortie du récepteur rake : cas de la modulation PAM

Dans ce paragraphe, nous établissons rapidement l’expression du termeyk,`,n(θn) lorsque la modulation PAM
est utilisée. Dans l’expression (1.24) donnantz, le termeyk,`,n(θn) ne s’écrit plus sous la forme (1.25) mais sous
la forme suivante

yk,`,n(θn) :=

+∞∑

i=−∞

NcNf−1∑

j,j1=0

cn(j)c1(j1)dn(i)rww(θn + ∆τk,`,n + iNfTf + (j − j1)Tc), (1.30)

avec

rww(s) =

∫ +∞

−∞

w(t)w(t − s)dt. (1.31)

Dans la propriété suivante démontrée en annexe A.5, nous écrivons l’expression (1.30) sous une forme réduite et
similaire à celle présentée à la propriété 3 dans le contextede la modulation PPM.

Propriété 4 Si la modulationPAM est employée et comme le support des 7→ rww(s) est inférieur àTc, on a

yk,`,n(θn) = dn(−Qk,`
n )
[
C

+
1,n(qk,`

n )rww(εk,`
n ) + C

+
1,n(qk,`

n + 1)rww(εk,`
n − Tc)

]

+ dn(−Qk,`
n − 1)

[
C

−
1,n(qk,`

n )rww(εk,`
n ) + C

−
1,n(qk,`

n + 1)rww(εk,`
n − Tc)

]
. (1.32)

Comme le modèle mathématique des différents boitiers composant la chaine de transmission est décrit, nous
sommes en mesure maintenant de présenter, sous une formulation mathématique, les objectifs de la thèse.

1.5 Objectifs de la thèse

Il convient de remarquer que le signalz, sur lequel la décison va être prise, se décompose de la manière suivante

z = z1 + z2 + z3 + η, (1.33)

avec

z1 =
√
α1

∑

`∈L

(A`
1)

2 · y`,`,1(0), (1.34)

z2 =
√
α1

∑

`∈L

A`
1

Np∑

k 6=`=1

Ak
1 · yk,`,1(0), (1.35)

z3 =
∑

`∈L

A`
1

Nu∑

n=2

√
αn

Np∑

k=1

Ak
n · yk,`,n(θn). (1.36)

Les termesz1, z2 etz3 s’interprètent ainsi :
– z1 représente l’énergie capturée pour l’utilisateur d’intérêt et donc le signal utile ;
– z2 représentel’interférence entre-symboles et l’interférence entre-trames (en anglais,Inter-Symbol In-

terference / Inter-Frame Interference(ISI / IFI)) de l’utilisateur d’intérêt ; ce signal perturbera la prise de
décision et est donc nuisible.

– z3 représentel’interférence multi-utilisateur (en anglais,Multi-User Interference(MUI)) ; ce signal per-
turbera également la prise de décision et est donc nuisible.

Dans la suite de la thèse, nous souhaitons évaluer de manièreanalytique la puissance des termes nuisibles en
fonction des paramètres du système (codes et paramètres statistiques du canal). Ceci va nous permettre notamment
d’établir les contraintes que doivent vérifier les codes afinde minimiser soit la puissance de l’interférence multi-
utilisateur, soit la puissance de l’interférence entre symboles.
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Ainsi au chapitre 2, nous obtiendons une expression analytique du terme suivant qui répresente la puissance de
l’interférence multi-utilisateur

VMUI = E[(z3)
2]

où l’espérance mathématique correspond à un moyennage sur les symboles, l’asynchronisme, les atténuations et
retards du canal.

Au chapitre 3, nous exprimons analytiquement le terme associé à la puissance de l’interférence entre symboles
et entre trames

VISI = E[(z2)
2].

Au chapitre 4 , nous montrons que les calculs effectués au chapitre 2 peuvent être étendus à d’autres systèmes
utilisant des techniques d’accès multiple par répartitionde codes.

Enfin au chapitre 5, nous abordons succinctement le problèmede l’estimation de paramètres du canal de l’uti-
lisateur d’intérêt1 notés{Ak

1 , τ
k
1 }

Np

k=1. Jusque-là, ces paramètres avaient été supposés parfaitement connus par le
récepteur. Nous évaluons en fait analytiquement la borne deCramer-Rao associée à ce problème d’estimation.
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Chapitre 2

Étude de l’interférence multi-utilisateur

2.1 Introduction

Nous nous plaçons ici dans le cadre d’une transmission TH-UWB asynchrone à accès multiple à répartition
par codes de saut temporel, associée à un démodulateur rake et décrite au chapitre 1. En configuration asynchrone,
on sait que l’interférence multi-utilisateur ne peut être annulée contrairement au cas synchrone utilisant des codes
orthogonaux. Toutefois, il est possible de jouer sur la valeur des codes utilisateur en sélectionnant ceux qui donnent
les meilleures performances. C’est ce que nous nous proposons de traiter dans ce chapitre.

La littérature sur les systèmes TH-UWB traitant de l’interférence multi-utilisateur se décompose en trois caté-
gories.

La première comprend les travaux étudiant les performancesdu système en faisant l’approximation gaussienne
de la MUI, plus des hypothèses et des approximations qui ont pour effet d’éliminer la contribution des codes
dans l’expression de la variance de l’interférence (cf. détails à la section 2.4). Il en résulte que cette approche
ne permet pas l’optimisation des codes pour minimiser la variance de la MUI. Le premier à avoir formalisé le
calcul est Scholtz dans [4] en supposant un canal gaussien. Il étudie alors la capacité du système en terme de
nombre maximum d’utilisateurs possibles pour une probabilité d’erreur donnée. Les résultats sont impressionnants
puisqu’il prédit plusieurs dizaines de milliers d’utilisateurs (p. ex. 14000 utilisateurs pour une probabilité d’erreur
de10−5 et un rapport signal à bruit de 26 dB). Depuis cet article, de nombreux travaux ont été publiés en utilisant la
même philosophie. L’extension au cas trajets multiples estabordée de manière formelle dans [13] avec les mêmes
hypothèses que dans [4], et par simulations dans [28].

La seconde concerne les travaux étudiant des THC spécifiques, déduits de schémas déjà existants pour d’autres
techniques d’accès multiple et plus particulièrement du saut de fréquence (en anglais,Frequency Hopping(FH)).
On trouve dans la thèse d’Erseghe [29] une bonne synthèse surles différents codes. Dans [30], les codes considérés
sont construits à partir de séquences de permutations (en anglais, permutation sequences) issues de [31]. Dans [32],
les auteurs considèrent différentes classes de codes congruents (linéaires, quadratiques, cubiques). Très récemment,
Chu et Colbourn ont proposé des constructions de codes originales dans [33] dédiées au TH-UWB pour des valeurs
particulières deNc etNf . Ces constructions sont basées sur la similitude des codes optiques orthogonaux avec les
THC développés(cf. section 1.2.2) à valeurs dans{0, 1}. Il est important de noter que ces papiers basent leurs
travaux sur l’utilisation d’un critère de corrélation minimum entre les séquences de codes et ne font référence à
aucun modèle de propagation ou une structure de récepteur.

La troisième catégorie traite de la validité de l’hypothèsegaussienne de la variance de la MUI. Le premier
papier à soulever le problème est [34] qui montre que l’hypothèse gaussienne induit une surestimation des perfor-
mances du système et en déduit qu’elle n’est pas représentative de la densité de la MUI. Cette idée fut confirmée
dans [35] par simulations. Ces résultats furent ensuite étendus en cherchant à évaluer la densité de probabilité de la
MUI, sous forme approchée dans [36, 37], ou par des méthodes de calcul numérique dans [38–40]. On peut noter
que ces travaux utilisent les hypothèses de Scholtz [4].
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L’objet de ce chapitre est de déterminer un critère permettant de choisir des THC pour lesquels la variance
de la MUI est minimale. L’approche utilisée ici consiste à étendre les travaux de Scholtz précédemment cités en
considérant les codes déterministes ainsi qu’un asynchronisme sur l’horizon[0, NfTf [ (hypothèse discutée à la
section 2.4) puis en calculant l’expression exacte de la variance de la MUI moyennée sur les différents paramètres
aléatoires du modèle. Nous nous plaçons d’emblée dans le casd’un canal à trajets multiples comme décrit au
chapitre 1. Ce calcul esta priori original. Le calcul exact de la variance de la MUI est rendu possible via l’uti-
lisation des codes développés (cf. section 1.2.2) qui fait ainsi apparaître explicitement la contribution des THC
indépendamment des paramètres du signal, du canal et du récepteur rake.

Minimiser la variance de la MUI ne garantit pas que la probabilité d’erreur soit strictement minimisée compte-
tenu du fait que l’hypothèse gaussienne de l’interférence n’est pas vérifiée. Toutefois, chercher à minimiser la
variance ne semble pas dénué de sens et cette approche se trouve confortée par les résultats des simulations sur le
gain obtenu en terme de probabilité d’erreur moyenne.

Ce chapitre est organisé de la manière suivante. À la section2.2 nous calculons l’expression formelle de la
variance de la MUI pour la PPM et la PAM. Dans la section 2.3 nous étudions quelques propriétés des codes et
déduisons un critère permettant de déterminer les codes quiminimisent la variance de la MUI. À la section 2.5
nous abordons le problème du nombre de codes minimisant la variance de la MUI. Enfin, à la section 2.6, nous
illustrons par simulations l’effet de l’optimisation des codes sur les performances en terme de probabilité d’erreur
moyenne.

2.2 Calcul de la variance de l’interférence multi-utilisateur

Nous présentons les différentes étapes du calcul de la variance de la MUI dans le cas de la PPM puis de la PAM.
Les variables aléatoires du modèle de signal étant indépendantes, l’ordre dans lequel on calcule les espérances n’a
pas d’importance sur le résultat final. Toutefois, pour des raisons de calcul, il s’avère plus commode de les calculer
dans l’ordre suivant :ak

n, dn, θn et τk
n .

2.2.1 Cas de la PPM

On se propose de calculer ici l’expression formelle de

V PPM
MUI :=

�
a,d,θ,τ

[
(z PPM

3 )2
]
.

Les amplitudes du canal de propagation étant supposées indépendantes et de moyenne nulle, d’après (1.28) et
(1.36), il vient

�
a

[
(z PPM

3 )2
]

=

Nu∑

n=2

αn

Np∑

k=1

∑

`∈L

Ik
nI

`
1

[
C

−2
1,n(qk,`

n )ρ
−Qk,`

n −1,−Qk,`
n −1

εk,`
n ,εk,`

n

+ C
+2
1,n(qk,`

n )ρ
−Qk,`

n ,−Qk,`
n

εk,`
n ,εk,`

n

+ C
−2
1,n(qk,`

n + 1)ρ
−Qk,`

n −1,−Qk,`
n −1

εk,`
n −Tc,εk,`

n −Tc

+ C
+2
1,n(qk,`

n + 1)ρ
−Qk,`

n ,−Qk,`
n

εk,`
n −Tc,εk,`

n −Tc

+ 2C
−
1,n(qk,`

n )C +
1,n(qk,`

n )ρ
−Qk,`

n −1,−Qk,`
n

εk,`
n ,εk,`

n

+ 2C
−
1,n(qk,`

n )C −
1,n(qk,`

n + 1)ρ
−Qk,`

n −1,−Qk,`
n −1

εk,`
n ,εk,`

n −Tc

+ 2C
−
1,n(qk,`

n )C +
1,n(qk,`

n + 1)ρ
−Qk,`

n −1,−Qk,`
n

εk,`
n ,εk,`

n −Tc

+ 2C
+
1,n(qk,`

n )C −
1,n(qk,`

n + 1)ρ
−Qk,`

n ,−Qk,`
n −1

εk,`
n ,εk,`

n −Tc

+ 2C
+
1,n(qk,`

n )C +
1,n(qk,`

n + 1)ρ
−Qk,`

n ,−Qk,`
n

εk,`
n ,εk,`

n −Tc

+ 2C
−
1,n(qk,`

n + 1)C +
1,n(qk,`

n + 1)ρ
−Qk,`

n −1,−Qk,`
n

εk,`
n −Tc,εk,`

n −Tc

]
,

avecρp1,p2

i1,i2
:= rvw

(
i1 + δdn(p1)

)
· rvw

(
i2 + δdn(p2)

)
, et Ik

n qui est défini par (1.12). Puisque par définition le
support dervw(·) et δ sont très inférieurs àTc, on a

ρp1,p2

εk,`
n ,εk,`

n −Tc

= rvw

(
εk,`

n + δdn(p1)
)
· rvw

(
εk,`

n − Tc + δdn(p2)
)

= 0, ∀p1, p2,
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de sorte que (2.1) devient

�
a

[
(zPPM

3 )2
]

=

Nu∑

n=2

αn

Np∑

k=1

∑

`∈L

Ik
nI

`
1

[
C

−2
1,n (qk,`

n )ρ
−Qk,`

n −1,−Qk,`
n −1

εk,`
n ,εk,`

n

+ C
+2
1,n(qk,`

n )ρ
−Qk,`

n ,−Qk,`
n

εk,`
n ,εk,`

n

+ C
−2
1,n (qk,`

n + 1)ρ
−Qk,`

n −1,−Qk,`
n −1

εk,`
n −Tc,εk,`

n −Tc

+ C
+2
1,n(qk,`

n + 1)ρ
−Qk,`

n ,−Qk,`
n

εk,`
n −Tc,εk,`

n −Tc

+ 2C
−
1,n(qk,`

n )C +
1,n(qk,`

n )ρ
−Qk,`

n −1,−Qk,`
n

εk,`
n ,εk,`

n

+ 2C
−
1,n(qk,`

n + 1)C +
1,n(qk,`

n + 1)ρ
−Qk,`

n −1,−Qk,`
n

εk,`
n −Tc,εk,`

n −Tc

]
. (2.1)

Dans (2.1), les termes dépendant des symboles sont les variablesρk,`
i,j . Ainsi, le calcul de l’espérance de (2.1)

sur les symboles, nécessite l’évaluation des termes suivants :

�
d

[
ρi,i

j,j

]
=
�

d

[
ρi−1,i−1

j,j

]
=

1

2

[
r2vw(j) + r2vw(j + δ)

]
,

et
�

d

[
ρi,i−1

j,j

]
=

1

4

[
rvw(j) + rvw(j + δ)

]2
,

qui conduit alors à l’expression

�
a,d

[
(zPPM

3 )2
]

=
1

2

Nu∑

n=2

αn

Np∑

k=1

∑

`∈L

Ik
nI

`
1

[[
C

+2
1,n(qk,`

n ) + C
−2
1,n (qk,`

n )
][
r2vw(εk,`

n ) + r2vw(εk,`
n + δ)

]

+
[
C

+2
1,n(qk,`

n + 1) + C
−
1,n(qk,`

n + 1)
][
r2vw(εk,`

n − Tc) + r2vw(εk,`
n − Tc + δ)

]

+ C
+
1,n(qk,`

n )C −
1,n(qk,`

n )
[
rvw(εk,`

n ) + rvw(εk,`
n + δ)

]2

+ C
+
1,n(qk,`

n + 1)C−
1,n(qk,`

n + 1)
[
rvw(εk,`

n − Tc) + rvw(εk,`
n + δ − Tc)

]2]
. (2.2)

L’asynchronismeθn étant équirépartie sur un segment de duréeNfTf , l’espérance de (2.2) dans la loi deθn

s’obtient en calculant
�

a,d,θ

[
(zPPM

3 )2
]

=
1

NfTf

∫

Nf Tf

�
a,d

[
(zPPM

3 )2
]
dθn. (2.3)

On rappelle que d’après la définition (A.4), les variablesqk,`
n et εk,`

n dépendent implicitement deθn. De plus,
à ∆τk,`,n fixé, elles sont périodiques enθn, de période respectivementTc et NcNf . Il en résulte que (2.2) est
périodique enθn de périodeNfTf . Cette propriété nous permet de considérer le calcul de l’intégrale (2.3) sur
le domaine d’intégration particulierD := [−∆τk,`,n,−∆τk,`,n + NfTf [, ce qui va faciliter le calcul. Lorsque
θn varie dans cet intervalle,εk,`

n se décompose enNcNf segments de droites de support[jTc, (j + 1)Tc], j =

0, · · · , NcNf − 1, de pente unité et d’équation(θn − jTc)× �[jTc,(j+1)Tc[. De plus, sur chaque intervalle de durée
Tc, la valeur deqk,`

n est constante et vautqk,`
n = j. Ainsi, (2.3) peut s’écrire comme la somme des intégrales sur

les différents segments.
Considérons par exemple le terme particulier

I :=

∫

D

C
+2
1,n(qk,`

n )r2vw(εk,`
n )dθn,

qui d’après les remarques précédentes s’écrit alors

I =

NcNf−1∑

j=0

C
+2
1,n(j)

∫ (j+1)Tc

jTc

r2vw(θn − jTc)dθn,

qui après un changement de variable se réduit à

I =

∫ Tc

0

r2vw(u)du ·
NcNf−1∑

j=0

C
+2
1,n(j).
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Il est intéressant de noter que le résultat ne dépend plus dek ni de`.

Le même raisonnement appliqué au calcul de (2.3), conduit à l’expression

�
a,d,θ

[
(zPPM

3 )2
]
=

1

2NfTf

Nu∑

n=2

αn

Np∑

k=1

∑

`∈L

Ik
nI
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1

NcNf−1∑

q=0

∫ Tc

0
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C

+2
1,n(q) + C

−2
1,n (q)

][
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]

+
[
C
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1,n(q + 1)

][
r2vw(u − Tc) + r2vw(u− Tc + δ)

]

+ C
+
1,n(q)C −

1,n(q)
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rvw(u) + rvw(u + δ)

]2

+ C
+
1,n(q + 1)C−

1,n(q + 1)
[
rvw(u − Tc) + rvw(u+ δ − Tc)

]2]
du. (2.4)

Les DTHC étant périodiques de périodeNcNf , on montre simplement que

NcNf−1∑

q=0

[
C

+2
1,n(q + 1) + C

−2
1,n (q + 1)

]
=

NcNf−1∑

q=0

[
C

+2
1,n(q) + C
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1,n (q)

]
,

et
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C
+
1,n(q + 1)C−

1,n(q + 1) =

NcNf−1∑

q=0

C
+
1,n(q)C −

1,n(q),

de sorte que (2.4) se simplifie sous la forme

�
a,d,θ

[
(z PPM

3 )2
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NfTf
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1

Nu∑

n=2

αn
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C
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· γvw(0)

+ C
+
1,n(q)C −

1,n(q) ·
[
γvw(0) + γvw(δ)

]]
. (2.5)

avec

γvw(s) :=

∫ +∞

−∞

rvw(u − s)rvw(u)du. (2.6)

Nous terminons le calcul de la variance de la MUI en prenant l’espérance de (2.5) sur les retardsτk
n , dont seuls

Ik
n etI`

1 dépendent. Il vient alors

V PPM
MUI = Ψ1

γvw(0)

NfTf
·

Nu∑

n=2

αn · φn · [κ1,n + γ̄ · ξ1,n], (2.7)

avec :

Ψn :=
∑

`∈L

�
τ [I`

n],

φn :=

Np∑

k=1

�
τ [Ik

n ],

κm,n :=

NcNf−1∑

q=0

[
C

+2
m,n(q) + C

−2
m,n(q)

]
, (2.8)

ξm,n :=

NcNf−1∑

q=0

C
+
m,n(q)C −

m,n(q), (2.9)

γ̄ :=
γvw(0) + γvw(δ)

γvw(0)
.
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2.2.2 Cas de la PAM

Le calcul de la variance de la MUI pour la PAM,V PAM
MUI :=

�
a,d,θ,τ

[
(z PPM

3 )2
]
, se conduit suivant le même

principe que pour la PPM, avec quelques simplifications compte tenu du caractère linéaire de la modulation PAM.
D’après l’expression (1.32), l’espérance sur les amplitudes et les symboles se calcule simplement sous la forme
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En utilisant les mêmes développements que pour la PPM (cf. section 2.2.1), on obtient

�
a,d,θ

[
(z PAM

3 )2
]

=
1

NfTf

Nu∑

n=2

αn

Np∑

k=1

∑

`∈L

Ik
nI

`
1

NcNf−1∑

q=0

[
C

+2
1,n(q) + C

−2
1,n (q)

]
· γww(0),

avec :

γww(s) :=

∫ +∞

−∞

rww(u)rww(u − s)du. (2.10)

Finalement, l’espérance sur les retards conduit au résultat final

V PAM
MUI = Ψ1

γww(0)

NfTf
·

Nu∑

n=2

αn · φn · κ1,n. (2.11)

2.3 Critère de sélection des codes minimisant la MUI

Les expressions des variances de la MUI pour la PPM (2.7) et laPAM (2.11) montrent clairement la contribu-
tion des codes (κ1,n, ξ1,n pour la PPM etκ1,n pour la PAM), de la forme de l’impulsion (γ̄, γvw(0), pour la PPM
etγww(0) pour la PAM), de l’énergie du signal transmisαn et de la statistique du canalΨ1 etφn. Ceci laisse donc
entrevoir un moyen possible de minimiser la variance de la MUI en jouant sur une sélection judicieuse des codes.
L’objet de cette section est de montrer que l’on peut établirun critère (différent pour la PPM et pour la PAM) qui,
lorsqu’il est vérifié par les codes{ci(k)}Nu

i=1 assure une variance de la MUI minimale.
On commence par résoudre le cas de la PPM. Le problème de la PPMest plus complexe que celui de la PAM

puisque le critère fait intervenir à la fois le termeκ1,n et ξ1,n. Remarquons tout d’abord que tous les termes sous
la somme dans (2.7) sont positifs. Ceci est vrai pourαn par définition, pourφn puisqu’il s’agit d’une variance et
enfin pourγ̄ par construction étant donné queγvw(·) est une fonction d’autocorrélation. Les éléments des codes
développés étant à valeurs dans{0, 1}, les collisionsC +

m,n(q) etC −
m,n(q) sont des valeurs positives. Ceci implique,

compte tenu des expressions (2.8) et (2.9),κ1,n ≥ 0 etξ1,n ≥ 0. Ainsi, la minimisation de (2.7) revient à minimiser
conjointement l’ensemble des valeurs(κ1,n + γ̄ · ξ1,n), n = 2, · · · , Nu. Pour les mêmes raisons, le problème pour
la PAM revient quant à lui à chercher l’ensemble des codes minimisant conjointement l’ensemble des valeursκ1,n,
n = 2, · · · , Nu.

Nous commençons par établir quelques propriétés des codes àla section 2.3.1 qui vont permettre d’aboutir aux
critères à la section 2.3.2.

2.3.1 Notations et quelques propriétés des codes développés

Posons la définition suivante :
Cm,n(q) := C

+
m,n(q) + C

−
m,n(q), (2.12)

qui d’après (1.28) et (1.29) se met sous la forme

Cm,n(q) =

NcNf−1∑

k=0

cm(k)cn(k − q). (2.13)
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La quantitéCm,n(q) s’interprète comme l’intercorrélation cyclique entre le code développé de l’utilisateurm
et celui de l’utilisateurn pour un décalageq entre les deux codes. Elle s’interprète encore comme le nombre
d’impulsions en collision (ou coïncidence) entre le signalvn(t) (signal de référence généré par le récepteur) et
sm(t− τ) (signal reçu sur l’antenne) dans l’intervalle[0, NfTf [, pourqTc ≤ τ < (q + 1)Tc.

Afin de calculer la quantité

Sm,n :=

NcNf−1∑

q=0

Cm,n(q), (2.14)

il convient de réexprimer (2.12) sous la forme vectorielle suivante :

Cm,n(q) = c
T
mZqcn,

où ci := [ci(0), · · · , ci(NcNf − 1)]T est le vecteur de dimension(NcNf × 1) composé desNcNf valeurs du
code développéci(k), Zq est une matrice de permutation cyclique obtenue parq permutations vers la gauche des
colonnes de la matrice identitéI de dimensions(NcNf × NcNf ). La matriceZq est une matrice de Toeplitz, de
première colonne égale àeq et de première ligne égale àeNcNf−q où le vecteurei est composé d’un1 positionné
aui-ème élément et de0 ailleurs.

On peut alors établir la propriété suivante

Propriété 5 Sm,n = N2
f , ∀m,n.

Preuve :D’après (2.13) on réexprimeSm,n sous la formeSm,n = c
T
m

∑NcNf−1
q=0 Zqcn.En utilisant la relation

∑NcNf−1
q=0 Zq = ��T où � est un vecteur dont tous les éléments valent1, on aSm,n = c

T
m��T

cn. Puisque par
construction les vecteursci ontNf éléments non nuls et égaux à1, on ac

T
m� = c

T
n � = Nf . Finalement, il vient

Sm,n = N2
f .

Il est intéressant de réexprimer la quantitéSm,n sous la forme d’un polynôme, par :Sm,n =
∑Nf

i=1 i · πi, où
πi ≥ 0 est le nombre de fois oùCm,n(q) = i dans l’expression (2.14). On déduit de la propriété 5 que lesvariables
πi doivent vérifier

Nf∑

i=1

i · πi = N2
f . (2.15)

Les coefficientsπi ainsi définis, on peut réexprimer simplement de la même manière la quantité

χm,n :=

NcNf−1∑

q=0

C
2
m,n(q) = κm,n + 2 · ξm,n (2.16)

sous la forme d’un polynôme

χm,n =

Nf∑

i=1

i2 · πi. (2.17)

La relation (2.17) permet de borner la quantitéχm,n.

Propriété 6 N2
f ≤ χm,n ≤ N3

f , ∀m,n.

Preuve : En utilisant (2.15) on déduitπ1 = N2
f −∑Nf

i=2 i · πi. En remplaçant cette expression dans (2.17) on

obtientχm,n = N2
f +

∑Nf

i=2(i
2 − i) · πi. Puisque(i2 − i) > 0 pour2 ≤ i ≤ Nf , on déduit que la valeur minimale

deχm,n est obtenue quand{πi = 0}Nf

i=2 qui vaut alorsN2
f avecπ1 = N2

f . Pour établir la borne supérieure, on

montre que tout autre choix que{πi = 0}Nf−1
i=1 et πNf

= Nf pour lequelχm,n = N3
f donne lieu à une valeur

inférieure. On poseπNf
= Nf − k, (0 ≤ k ≤ Nf ) que l’on injecte dans (2.15), ce qui permet d’identifer le terme

πNf−1 sous la formeπNf−1(Nf − 1) = N2
f − (Nf − k)Nf −∑Nf−2

i=1 i · πi. En remplaçant cette expression dans

(2.17) on obtient alorsχm,n = N3
f −Nfk +

∑Nf−2
i=1 i(i−Nf + 1) · πi. Puisque

∑Nf−2
i=1 i(i−Nf + 1) · πi < 0,

on déduit queχm,n ≤ N3
f , la valeur maximale étant obtenue pourk = 0.



CRITÈRE DE SÉLECTION DES CODES MINIMISANT LAMUI 29

Remarque 1 Les paires de codes vérifiantχm,n = N3
f sont obtenues pour une répartition des collisions parti-

culière{πi = 0}Nf−1
i=1 et πNf

= Nf . Ils correspondent aux codes pour lesquels l’écart entre les impulsions est
constant :{c̃n(j) = k, j = 0, · · · , Nf − 1}, k ∈ {0, · · · , Nc − 1} et sont donc au nombre deNc. Ils constituent le
pire cas d’un point de vue variance de la MUI, mais possèdent aussi de mauvaises propriétés spectrales (présence
de raies). Ils sont donc à proscrire.

Nous avons établi à la propriété 6, que la valeur minimale deχm,n est égale àN2
f . Nous allons montrer

que quand cette valeur est atteinte, les quantitésξm et κm atteignent leurs valeurs minimales simultanément (cf.
lemme 1).

Propriété 7 χm,n = N2
f ⇒ C +

m,n(q)C −
m,n(q) = 0, ∀q.

Preuve : Nous savons par la propriété 6 que les codes vérifiantχm,n = N2
f correspondent au cas{πi = 0}Nf

i=2

etπ1 = N2
f . On déduit que les collisions ne peuvent-être égales qu’à0 ou1, c.-à-d.Cm,n(q) ∈ {0, 1}, ∀q. D’après

(2.12), on déduit par construction que lorsqueCm,n(q) = 1, C−
m,n(q) et C +

m,n(q) ne peuvent être égaux à1
simultanément (quand un terme est égal à1 l’autre vaut0) de sorte que l’on aC +

m,n(q)C −
m,n(q) = 0, ∀q.

Propriété 8 κm,n ≥ N2
f .

Preuve : D’après la propriété 5 on a :
∑NcNf−1

q=0 [C +
m,n(q)+C−

m,n(q)] = N2
f . Puisque les collisions partielles

C +
m,n(q) et C−

m,n(q) sont à valeurs entières positives ou nulles, d’après l’inégalité a2 ≥ a pour a ∈ � , on a :
∑NcNf−1

q=0 [C +2
m,n(q) + C−2

m,n(q)] ≥ N2
f .

Propriété 9 min ξm,n = 0.

Preuve : Puisque les collisions partiellesC +
m,n(q) etC−

m,n(q) sont à valeurs entières positives ou nulles, on a
ξm,n ≥ 0. La valeur minimale est obtenue, par exemple, quandχm,n = N2

f (cf. propriété 7).

Lemme 1 χm,n = N2
f ⇔ ξm,n est minimum (ξm,n = 0) etκm,n est minimum (κm,n = N2

f ).

Preuve : D’après (2.8), (2.9) et (2.16) nous pouvons réexprimerχm,n sous la formeχm,n = κm,n +2 · ξm,n.
χm,n = N2

f implique ξm,n = 0 d’après la propriété 7, et doncκm,n = N2
f . D’après les propriétés 8 et 9, ces

valeurs constituent respectivement les valeurs minimalesdeξm,n etκm,n. La réciproque est triviale.

2.3.2 Critère de sélection des paires de codes optimales

Les propriétés et le lemme établis dans la section précédente nous permettent maintenant d’énoncer un théo-
rème qui caractérise les codes de saut temporel optimaux quiminimisent la variance de la MUI, dans le cas de la
PPM (2.7) et dans le cas de la PAM (2.11).

Théorème 1 Soit un système de communication TH-UWB asynchrone constitué deNu utilisateurs (numérotés de
1 à Nu), utilisant chacun un THC différent. On suppose que ce système opère dans un environnement à trajets
multiples (décrit au chapitre 1) et que l’on démodule l’utilisateur1 par un récepteur rake de type MRC, appliqué
à une restriction du nombre total de trajets. Alors la variance de la MUI à la sortie du récepteur, causée par les
utilisateurs2, 3, · · · , Nu est minimale si et seulement si l’ensemble des paires de codes

{
(c1, cn), n = 2, · · · , Nu

}

vérifient la condition

pour la PPM χ1,n :=

NcNf−1∑

q=0

C
2
1,n(q) = N2

f , (2.18)

pour la PAM κ1,n :=

NcNf−1∑

q=0

[C−2
1,n(q) + C

+2
1,n(q)] = N2

f , (2.19)
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où
{
C

−
1,n(q)

}NcNf−1

q=0
,
{
C

+
1,n(q)

}NcNf−1

q=0
et
{
C1,n(q)

}NcNf−1

q=0
sont des ensembles d’intercorrélation cycliques

entre le DTHC de l’utilisateur1 et de l’utilisateurn, définis respectivement par (1.28), (1.29) et (2.12). Les paires
de codes vérifiant l’un ou l’autre des critères sont appelées« paires optimales ».

Preuve : Pour la PPM, d’après (2.7), on doit établir un critère permettant d’assurer que les codes minimisent
l’ensemble{κ1,n + γ̄ · ξ1,n}, pourn = 2, · · · , Nu. Grâce à la relation d’équivalence établie au lemme 1, les paires
de codes minimisentκ1,n + γ̄ · ξ1,n si et seulement siχm,n est minimum, c.-à-d.χm,n = N2

f . Compte tenu de
la définition (2.16), on aboutit alors au critère recherché (2.18). Pour la PAM, on doit établir un critère permettant
d’assurer que les codes minimisent l’ensemble{κ1,n}, pourn = 2, · · · , Nu, d’où l’on déduit directement le critère
(2.19).

Il est intéressant de remarquer que la minimisation des codes en PPM est indépendante deγ̄ et donc de la forme
de l’impulsion utilisée. De même, les paires de codes optimales sont indépendantes des paramètres du canal et de
la puissance d’émission des émetteurs.

Lorsque les codes sont optimaux, les variances de la MUI valent respectivement pour la PPM et la PAM

V PPM
MUI = Ψ1

γvw(0)

Tf
NfΦ1, (2.20)

V PAM
MUI = Ψ1

γww(0)

Tf
NfΦ1, (2.21)

avec

Φm :=

Nu∑

n=1
n6=m

αn · φn, (2.22)

d’où l’on en déduit que les valeurs des variances minimales ont la même expression à un facteur près, dépendant
de la forme d’onde.

2.3.3 Caractérisation des ensembles de paires optimales

On étudie dans cette section la structure des ensembles de paires de codes vérifiant les critères d’optimalité
(2.18) et (2.19). On peut déjà affirmer, d’après le lemme 1, que l’ensemble des paires optimales pour la PAM est
potentiellement plus grand que celui de la PPM. En effet, l’ensemble des paires optimales de la PAM correspond
à κ1,n = N2

f alors que celui de la PPM correspond aux paires vérifiant à la fois κ1,n = N2
f et ξ1,n = 0. Ainsi,

l’ensemble des paires optimales pour la PAM peut aussi contenir des paires vérifiantξ1,n > 0 d’où l’on déduit que
l’ensemble des paires optimales de la PPM est inclus dans celui de la PAM.

En caractérisant les ensembles plus finement, nous montronsque l’ensemble des paires optimales pour la
PPM est strictement inclus dans celui de la PAM. Une des caractérisations retenue pour décrire ces ensembles est
supq Cm,n(q) ce qui va permettre de nous comparer avec l’état de l’art des travaux sur la construction des THC à
la sous-section 2.4.3. Toutefois nous montrons que cette caractérisation n’est pas suffisante et qu’il est nécessaire
de prendre aussi en considérationsupq C +

m,n(q) et supq C−
m,n(q).

Nous commençons par démontrer la propriété suivante

Propriété 10 χm,n = N2
f ⇔ supq Cm,n(q) = 1.

Preuve : La preuve de l’implication se déduit de celle de la propriété7, en effet,χm,n = N2
f ⇒ π1 6= 0 et

{πi = 0} ⇔ supq Cm,n(q) = 1. Pour la réciproque, on utilisesupq Cm,n(q) = 1 ⇔ π1 6= 0 et {πi = 0}Nf

i=2, de
sorte que d’après la contrainte (2.15) on en déduitπ1 = N2

f . En reportant cette valeur dans (2.17), on en déduit
alors le résultat recherché,χm,n = N2

f .
Cette propriété montre que le critère de minimisation de la variance de la MUI pour la PPM,χm,n = N2

f , est
équivalent à la conditionsupq Cm,n(q) = 1. On en déduit aussi d’après le lemme 1, que les paires optimales pour
la PPM le sont aussi pour la PAM.
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De plus, on montre (cf. annexe B.2) qu’il existe potentiellement dans le cas de la PAM des paires optimales
pour lesquellessupq Cm,n(q) = 2 et que ces paires doivent vérifiersupq C +

m,n(q) = 1 et supq C−
m,n(q) = 1 .

On peut résumer les différents résultats démontrés (cf. figure 2.1) par :

1. L’ensemble des paires optimales pour la PPM est caractérisé de manière équivalente par la relationχm,n =

N2
f ou supq Cm,n(q) = 1.

2. L’ensemble des paires optimales pour la PAM est constituéde l’union de l’ensemble des paires optimales
pour la PPM et de l’ensemble caractérisé parsupq Cm,n(q) = 2 avecsupq C +

m,n(q) = 1 et supq C−
m,n(q) =

1.

Paires optimales pour la PPM

Paires optimales pour la PAM

et

et

χm,n = N2
f

κm,n = N2
f �

�
ξm,n = 0⇔

⇔ supq Cm,n(q) = 1

κm,n = N2
f

supq Cm,n(q) = 2

supq C +
m,n(q) = 1

supq C −

m,n(q) = 1

Figure 2.1 – Caractérisation des ensembles de paires optimales pour la PAM et la PPM.

Enfin, on peut remarquer que la propriétésupq C +
m,n(q) = 1 et supq C−

m,n(q) = 1 entraîne que|C +
m,n(q) −

C−
m,n(q)| ≤ 1. La différence des intercorrélations partielles a été identifiée (originellement dans [41], puis repris

dans [42]) comme jouant un rôle dans la probabilité d’erreurau même titre que la somme. On retrouve simplement
ce résultat pour la PAM dans l’expression (1.32) pour laquelle, suivant le signe des deux symboles successifs,
d(−Qk,`

n − 1) et d(−Qk,`
n ), on retrouve la somme ou la différence des intercorrélations partielles. Ceci implique

que les codes optimaux pour la PAM contribuent aussi à l’optimisation des performances en terme de critère
minimax(cf. worst casedans [42]).

2.4 Comparaison à l’état de l’art

Dans cette section, nous comparons les résultats trouvés à la section précédente avec les travaux antérieurs sur
les THC. Nous commençons par les travaux de Scholtz qui constituent une référence à la fois en terme d’antériorité
et de réutilisation dans les autres travaux. Puis nous consacrons une section à la comparaison des performances
réciproques des codes issus de nos résultats avec ceux proposés dans la littérature.
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2.4.1 Travaux de Scholtz

Comme indiqué dans l’introduction du chapitre, Scholtz (etses co-auteurs) fait, dans ses papiers dédiés aux
performances du TH-UWB dans un contexte multi-utilisateur, des hypothèses et des approximations qui font que
le résultat final du calcul de la variance de la MUI ne dépend pas de la valeur des codes. Nous analysons ici plus
finement ce calcul.

Scholtz fait tout d’abord l’hypothèse que le temps de garde entre les trames est d’une durée supérieure ou égale
à la moitiée de la durée de la trame, diminuée de deux fois la largeur de l’impulsion, c.-à-d.,NcTc < Tf/2− 2Tw.
Cette hypothèse est faite selon les auteurs “for analytical convenience” (cf. [7]). De plus, pour moyenner la variance
sur l’asynchronisme, les auteurs le décomposent sous la forme kTf + α, avec−Tf/2 < α ≤ Tf/2. Puis ils
moyennent sur la variable aléatoireα, considérée comme équirépartie sur[0, Tf [. Cette manœuvre est discutable
car l’asynchronisme étant inconnu, la variable aléatoire rendant compte du phénomène doit être considérée sur
l’horizon ] −∞,+∞[. Compte tenu de la périodicité des codes de périodeNf (induisant une cyclopériodicité du
signal de périodeNfTf ), il suffit de prendre sa restriction sur une duréeNfTf .

Malgré ces hypothèses, le calcul montre que la variance dépend toujours de la valeur des codes. Scholtz fait
alors une approximation qui permet de s’affranchir de la valeur des codes en négligeant les termes croisés de l’éq.
(78) dans [7], ce terme ayant été estimé par simulation et trouvé « négligeable » pour les paramètres opérationnels
de l’Impulse Radio.

Si l’on réécrit l’expression de la variance de Scholtz avec nos notations, et qu’on la compare avec la notre (2.7),
calculée pour un trajet etαn = 1 on obtient

V PPM
MUI =





Nf γvw(0)
Tf

·∑Nu

n=2(A
1
n)2 pour Scholtz,

γvw(0)
Nf Tf

·∑Nu

n=2(A
1
n)2[κ1,n + γ̄ · ξ1,n] pour nous.

Il est intéressant de constater que lorsque l’on considère un ensemble de paires optimales{c1, cn}Nu

n=2 pour
lesquellesκ1,n + γ̄ · ξ1,n = N2

f , les deux valeurs sont identiques. On en déduit que les performances, calculées
en minimisant la variance de la MUI suivant les hypothèses etapproximations de Scholtz, correspondent aux
performances que l’on obtient avec nos hypothèses pour un ensemble de paires de codes optimales et constitue donc
la borne supérieure des performances atteignables. Les deux expressions (et calculs) sont strictement équivalentes
dans le casNf = 1, cas pour lequel toutes les paires de codes sont optimales par construction. Toutefois, c’est une
situation dégénérée dans le cas des codes « courts » car elle donne lieu à des codes de période1.

2.4.2 Travaux sur les codes de saut temporel

Un certain nombre de travaux ont regardé le problème du choixde « bons THC » pour les systèmes TH-UWB.
L’ensemble de ces travaux ont consisté à appliquer ou adapter des schémas déjà existants pour d’autres techniques
d’accès multiples, particulièrement le saut de fréquence et plus récemment les codes optiques. Le critère permettant
de quantifier la qualité des codes proposés est toujours lesup des intercorrélations cycliques, comme il est d’usage
de faire dans la communauté du CDMA (cf. section 2.4.3).

La plupart des solutions utilisent des constructions de codes déduites de congruences (linéaires, quadratiques,
cubiques, hyperboliques). On trouve dans la thèse d’Erseghe [29] une bonne synthèse sur les différents travaux
réalisés jusqu’en 2001 ainsi que [32] plus récemment. Transposée du FH à l’UWB, la construction de ces codes
impose d’avoir des longueurs de codesN = Nc = Nf , avecN un nombre premier. On peut étendre la construction
des codes à des valeurs deNc etNf différentes en tronquant les codes générés àNf < N .

Afin d’apprécier par simulation le caractère optimal des paires de codes issues des codes congruents, nous avons
calculé les histogrammes du critère,χ1,n pour la PPM etκ1,n pour la PAM pour deux valeurs deNc avecNf = 7.
La valeur du critère pour les paires optimales vaut ici49. Les figures 2.2 et 2.3 représentent les histogrammes des
codes congruents linéaires et quadratiques pour les critères PAM et PPM avecN = 7, générant ainsi6 codes,
c.-à-d.15 paires de codes. On constate que pour la PAM, deux paires sontoptimales dans le cas de la congruence
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linéaire. Pour la congruence quadratique, les valeurs deκm,n sont très éloignées de la valeur optimale. Pour la
PPM, il n’existe aucune paire optimale et les valeurs deχm,n sont éloignées de la valeur optimale.
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Figure 2.2 – Histogramme deκm,n pour l’ensemble des paires obtenues pour des codes congruents de longueur
N = 7 (Nf = 7,Nc = 7). a) Congruence linéaire. b) Congruence quadratique.
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Figure 2.3 – Histogramme deχm,n pour l’ensemble des paires obtenues pour des codes congruents de longueur
N = 7 (Nf = 7,Nc = 7). a) Congruence linéaire. b) Congruence quadratique.

Les figures 2.4 et 2.5 représentent les histogrammes des codes congruents linéaires et quadratiques pour les
critères PAM et PPM avecN = 11 tronqué à la longueur7, générant ainsi10 codes, c.-à-d.45 paires. On constate
que pour la PAM, on trouve18 paires optimales dans le cas de la congruence linéaire. Pourla congruence qua-
dratique, il n’y a pas de paires optimales. Pour la PPM, on trouve2 paires optimales pour la congruence linéaire.
Pour la congruence quadratique, il n’existe aucune paire optimale et les valeurs deχm,n sont éloignées de la valeur
optimale.

Très récemment, Chu et Colbourn ont proposé des constructions de codes originales dans [33] dédiées au TH-
UWB pour des valeurs particulières deNc etNf . Ces constructions sont basées sur la similitude des codes optiques
orthogonaux (en anglais,Optical Orthogonal Codes(OOC)) à valeurs dans{0, 1} avec les THC développés (cf.
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Figure 2.4 – Histogramme deκm,n pour l’ensemble des paires obtenues pour des codes congruents de longueur
N = 11, tronqués à7 (Nf = 7,Nc = 11). a) Congruence linéaire. b) Congruence quadratique.
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Figure 2.5 – Histogramme deχm,n pour l’ensemble des paires obtenues pour des codes congruents de longueur
N = 11, tronqués à7. a) Congruence linéaire. b) Congruence quadratique.

section 1.2.2). Les auteurs montrent que les codes développés de l’IR sont inclus dans l’ensemble des codes OOC
qui n’ont pas la contrainte d’un seul ’1’ par trame. Puis ils dérivent les méthodes de constructions adaptées à cette
contrainte garantissantsupq Cm,n(q) = 1, qui d’après la propriété 10, se trouvent être le critère équivalent décri-
vant les paires optimales que nous cherchons à identifier. L’intérêt de ces méthodes, en plus d’être constructives,
est qu’elles génèrent un ensemble de codes dont toutes les paires sont optimales entre-elles deux à deux.

En conclusion, les méthodes basées sur les congruences n’apportent pas des solutions constructives de paires
optimales. On constate par simulation que les codes congruents linéaires tronqués semble comporter une part
importante de paires optimales pour la PAM, en revanche, ce n’est pas le cas pour la PPM. Enfin,Nc doit être pre-
mier. Les constructions déduites des codes optiques sont très intéressantes en proposant des méthodes constructives
d’ensemble de paires optimales, mais toutefois contraintes à des valeurs particulières deNc etNf .
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2.4.3 Minimisation de la variance de la MUI et critère du sup

Nous avons pu constater que l’ensemble des travaux dédiés à la recherche de codes UWB performants (cf.
section 2.4.2) étaient basés ou analysés sur le critère de minimisation dusup du module de l’intercorrélation.
Cette approche est calquée sur celle généralement considérée pour les systèmes CDMA classiques à étalement par
séquence directe [41,43,44].

Une approche différente a été initiée par Pursley, dans [42,45], qui considère le critère de la variance minimale
de la MUI. C’est cette approche que nous utilisons dans ce chapitre. Pursley calcule la variance de la MUI dans [42]
en supposant un canal gaussien et une impulsion de mise en forme rectangulaire. La contribution des codes dans
l’expression de la MUI fait apparaître des intercorrélations au carré (en anglais,Mean Square Cross-correlation
(MSC)). Puis il borne la MSC dans [45]. Toutefois, bien qu’abordée dans cet article, la relation entre la MSC et
les bornes dusup (borne de Welch), n’est pas claire. Quelques auteurs [46, 47] on fait des comparaisons entre le
critère dusup et la MSC sur des séquences classiques (m-sequence, Gold, Kasami). Encore une fois, les résultats
ne sont pas très convaincants et l’on a du mal a se faire une idée sur la pertinence de l’un ou l’autre des critères.
Dans aucun des travaux précités, les auteurs ne regardent l’effet du critère de sélection sur les performances en
terme de probabilité d’erreur.

S’agissant de l’UWB, notre contribution va plus loin que lestravaux réalisés en DS-CDMA puisque nous avons
pu établir le lien entre le critère de minimisation de la variance de la MUI et la caractérisation des paires de codes
en terme desup sur l’intercorrélation (cf. section 2.3.3). Nous avons ainsi montré qu’il pouvait exister des paires
optimales dont lesup de l’intercorrélation pouvait être égale à 2, alors que le « bon sens » conduit à ne retenir que
celles dont lesup vaut 1. De plus, nous avons quantifié par simulations les gains obtenus en sélectionnant les codes
optimaux sur la probabilité d’erreur (cf. section 2.6).

2.5 Sur l’existence des paires de codes optimales

Le théorème 1 donne un moyen de vérifier si une paire est optimale au sens de la minimisation de la variance
de la MUI, mais n’indique pas de méthode systématique pour construire l’ensemble des paires optimales. Il est
cependant possible de la déterminer pour un utilisateur donné, par une recherche exhaustive sur l’ensemble de
toutes les paires de codes possibles. Toutefois, la complexité de la recherche croît de manière exponentielle en
fonction deNc etNf .

L’existence des paires optimales est fournie par les méthodes constructives (Chu et Colbourn [33] pour des va-
leurs particulières deNc etNf ). Nous pouvons aisément imaginer que ce résultat s’étend à des valeurs quelconques
deNc etNf , et l’on vérifie sur quelques exemples que de telle paires existent par une recherche exhaustive. Par
exemple, la figure 2.6 représente le nombre et le pourcentagede paires optimales pour la PPM en fonction deNc

pourNf = {3, 4, 5}.

Les simulations mettent en évidence le fait que lorsque l’onaugmenteNc à Nf fixé, le pourcentage et le
nombre de paires optimales augmente. SiPNc,Nf

représente le pourcentage de paires optimales pour le couple
(Nc, Nf), on constate que l’on a la relation d’ordrePNc,Nf

> PNc,N ′
f

pourNf < N ′
f . Si l’on s’intéresse

maintenant au nombre de paires optimales, que l’on noteNNc,Nf
, on constate que l’on a la relation d’ordre

NNc,Nf
< NNc,N ′

f
pourNf < N ′

f . Ainsi, àNc fixé, bien que le pourcentage de paires optimales décroît lorsque
Nf croît, le nombre de paires optimales croît avecNf . Cela peut se démontrer en utilisant l’expression (2.24) qui
montre que le pourcentage de paires optimales décroît de manière polynomiale alors que le nombre total de paires
croît de manière exponentielle.

On constate de plus que le pourcentage de paires optimales semble tendre vers 100% quandNc devient grand
devantNf . Ce qui se traduit par le fait que la distribution deχm,n (pour la PPM) tend vers un Dirac à sa valeur
minimum,N2

f , quandNc tend vers l’infini. Ceci est illustré à la figure 2.7 où l’on a représenté pourNf = 3 la
distribution deχm,n pour différentes valeurs croissantes deNc.

La propriété de convergence vers une distribution de Dirac peut se démontrer dans un cadre probabiliste en
considérant les codes comme aléatoires et en calculant la probabilité d’obtenir une paire optimale lorsque l’on tire
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Figure 2.6 – Estimation par recherche exhaustive du pourcentage a) et du nombre b) de paires optimales pour la
PPM en fonction deNc pourNf = 3 etNf = 4.

deux codes au hasard. Ainsi, si l’on définit la probabilité detirer une paire optimale par

π = Pr{χm,n = N2
f }, (2.23)
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Figure 2.7 – Distributions deχm,n pour différentes valeurs deNc pourNf = 3. a)Nc = 3. b) Nc = 10. c)
Nc = 18. d)Nc = 40.

on démontre en annexe B.1 que l’événement contraireπ̄ := 1 − π est borné par

π̄ ≤ (Nf − 1)
N2

f

3Nc

[
Nf

(
5 +

1

N2
c

− 3

Nc

)
+

6

Nc
− 1

N2
c

− 8

]
. (2.24)

On en déduit que lorsqueNc tend vers l’infini,π̄ tend vers0 de sorte que l’on a démontré

lim
Nc→+∞

π = 1. (2.25)

Ainsi, àNf fixé, la probabilité que deux codes tirés au hasard forment une paire optimale tend vers1 lorsque
Nc tend vers l’infini. Ce résultat s’étend immédiatement au casde la PAM puisque l’ensemble des paires optimales
de la PPM est inclus dans celui de la PAM (cf. section 2.3.3).

Au delà du résultat asymptotique, nous allons maintenant montrer l’intérêt pratique de ce résultat pour la
recherche de paires optimales et l’estimation du nombre de paires optimales pour des valeurs finies deNc. Si la
recherche exhaustive permet d’obtenir les paires optimales, cette méthode reste néanmoins rédhibitoire en temps
de calcul pour des grandes valeurs deNc ouNf . Par exemple, le calcul exhaustif de l’histogramme pourNc = 40,
Nf = 3 nécessite l’évaluation de2.047.968.000 paires, le temps de calcul correspondant étant de l’ordre de2
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semaines sur un PC. Le calcul de tels histogrammes devient rapidement impossible pour des grandes valeurs de
Nc. Ceci est d’autant plus vrai queNf est grand.

Or on a vu précédemment que même si le pourcentage de paires optimales est relativement faible, le nombre
de paires peut être élevé. En effet, siNo désigne le nombre de paires optimales pour un couple(Nf , Nc) donné,
on a

No =
PNc,Nf

100
∗ NP ,

avec
NP := (N

2Nf
c −N

Nf
c )/2

le nombre de paires distinctes, où les paires(cm, cn) et (cn, cm) sont comptées une seule fois et où les paires
(cm, cm) sont exclues.

Cela suggère que pour trouver des paires optimales il suffit de réaliser des tirages aléatoires des codes dès lors
que l’on ne recherche pas l’exhaustivité. Nous illustrons cette remarque par des simulations. Le tableau 2.1 donne
le nombre de paires optimales et la probabilitéπ (cf. éq. (2.23)) correspondante obtenue par recherche exhaustive
en fonction deNc pourNf = 3.

Nc 10 20 30 40

No 431784 43.126.416 562.945.824 3.379.828.944

π 0, 431784 0, 673850 0, 772216 0, 825153

Tableau 2.1 – Nombre de paires optimales et probabilité correspondante en fonction deNc pourNf = 3 en utilisant
la recherche exhaustive.

Le tableau. 2.2 donne le nombre de paires optimales trouvéesÑo en faisant un tirage aléatoire des paires de
codes testées pour différentes valeurs deNc pourNf = 3 (a) etNf = 6 (b). A partir deÑo, on en déduit̃π,
une estimation deπ. On remarque tout d’abord dans tableau 2.2.a que pour les valeurs deNc correspondantes à
celles du tableau. 2.1, les probabilités sont bien estiméespour une complexité beaucoup plus faible. La méthode
par tirage aléatoire permet ensuite d’explorer des valeursde (Nc, Nf) impossibles avec la recherche exhaustive.
On peut ainsi trouver un nombre conséquent de paires optimales et estimerπ pour des grandes valeurs deNc (p.
ex.Nc = 1000) tout en gardant une complexité raisonnable.

Nc 20 30 40 100 1000

Ño 67579 77329 82311 92802 99256

π̃ 0, 67579 0, 77329 0, 82311 0, 92802 0, 99256

a) Nf = 3 (106 tirages).

Nc 200 600 800 1000 2000

Ño 326417 434097 450140 459936 479223

π̃ 0, 652834 0, 868194 0, 910008 0, 919872 0, 958446

b) Nf = 6 (5 × 106 tirages).

Tableau 2.2 – Nombre de paires optimalesÑo trouvées par une recherche aléatoire et valeur de la probabilité
estimée correspondanteπ̃ en fonction deNc. a) Nf = 3. b) Nf = 6.

2.6 Simulations

Dans cette section, nous illustrons par simulations les résultats précédemment énoncés. Le critère retenu pour
évaluer les performances est la probabilité d’erreur moyenne, estimée comme la moyenne empirique des probabili-
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tés d’erreurs calculées conditionnellement au bruit obtenues pour différentes réalisations des paramètres aléatoires
du modèle. Ceci nous permet de calculer — au prix d’une complexité accrue — des performances réalistes en
s’affranchissant du défaut de surestimation de l’approximation gaussienne [34] . Ces simulations permettent de
valider que les raisonnements faits à partir de la variance de la MUI se traduisent en termes de performances. Nous
vérifions ainsi que les codes optimaux conduisent bien à de meilleures performances et que le gain obtenu est
significatif.

Nous présentons tout d’abord le calcul de la Probabilité d’Erreur Moyenne (PEM) et son estimateur. Nous don-
nons ensuite les paramètres du signal TH-UWB considéré, puis définissons les différents scénarios de simulation.

2.6.1 Estimation de la probabilité d’erreur moyenne

Afin d’évaluer les performances de notre système de transmission, nous utilisons la probabilité d’erreur moyenne
introduite dans [39] pour un canal gaussien. L’idée est de calculer de manière formelle la probabilité d’erreur
conditionnée par rapport aux paramètres aléatoires du modèle, excepté la composante du bruit thermique sup-
posée gaussienne. La PEM est alors obtenue en moyennant cette probabilité conditionnelle sur l’ensemble des
paramètres aléatoires. En pratique, cette moyenne est estimée de manière empirique par tirages des paramètres
aléatoires (symboles, amplitudes et retards des canaux, asynchronismes). Cette technique permet d’éliminer un
paramètre aléatoire à tirer (le bruit), réduisant ainsi le nombre de tirages nécessaires et donne des courbes de
probabilité d’erreur « lissées ».

Dans le cas de la PAM (la PPM se traite de manière similaire), si l’on considère le symbole démoduléd1(0),
la probabilité d’erreur conditionnelle s’écrit

Pe = Pr{d1(0) = 1} × Pr{z < 0|a, τ, d∗, d1(0) = 1, θ∗}
+ Pr{d1(0) = −1} × Pr{z > 0|a, τ, d∗, d1(0) = −1, θ∗}, (2.26)

où d∗ = {dn(k)} − d1(0) et θ∗ = {θn} − θ1. Compte tenu de l’équiprobabilité des symboles et du fait qu’ainsi
conditionné,z est une variable aléatoire gausienne, (2.26) se ramène à d’après (1.33) à

Pe =
1

2
erfc

(
z1 + z2 + z3√

2 ση

)
(2.27)

oùσ2
η est la variance du bruit filtré dont l’expression est donnée àl’annexe A.5. Le probabilité d’erreur moyenne

est alors définie par
P̄e =

�
a,τ,d∗,θ∗{Pe}, (2.28)

que l’on estime de manière empirique.
Afin de garantir que le nombre de tirages est suffisant pour avoir une bonne estimation dēPe, on arrête les

tirages lorsque l’on a atteint100 erreurs en contrôlant le signe de sortie du rake non bruité (c.-à-d.z1 + z2 + z3).
Ceci garantit un écart type d’estimation relatif de la probabilité d’erreur de1/10. Pour illustrer cela nous avons
appliqué ce protocole à la simulation des performances (pour la PAM et la PPM) d’un récepteur SRake àLr = 2

doigts, avecNf = 3,Nc = 10 etNu = 3. Les autres paramètres sont identiques à ceux de la sous-section 2.6.2. La
figure 2.8 représente la superposition des courbes de probabilité d’erreur moyenne calculée de manière classique
(via le Taux d’Erreur Binaire (TEB)) en tirant tous les paramètres aléatoires (bruit compris) et celle calculée par
moyenne empirique dēPe. Pour les deux courbes, le nombre de tirages est contrôlé pour avoir100 erreurs (pour le
TEB, la variable de contrôle estz). On constate que les courbes des différentes approches sont très proches.

Remarque 2 Le contrôle du nombre d’erreurs pour l’estimation de la probabilité d’erreur est important d’une
manière générale et plus particulièrement dans notre cas lorsque l’on cherche à comparer les performances.
L’estimation d’un taux d’erreur avec un nombre de tirage fixépeut être dangereux quant à l’interprétation des
résultats. Nous avons pu ainsi constater que deux systèmes simulés avec un nombre de tirages fixe présentaient
des performances différentes importantes, alors que la simulation contrôlée indiquait des performances identiques
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(résultat attendu). Le contrôle du nombre d’erreur permet ainsi de minimiser le nombre de tirages en évitant de
surdimensionner le nombre de tirages fixe.
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Figure 2.8 – Comparaison des courbes de PEM et de TEB estimés pour la PPM et la PAM en fonction dēEb/N0

(dB), pourNu = 3,Nc = 10,Nf = 3, Lr = 2.

2.6.2 Paramètres

Nous présentons dans cette section les paramètres du signalTH-UWB choisi pour les différentes simulations.
L’impulsion retenue répond aux exigences de la FCC [5] dans la bande[3, 1 GHz−10, 6 GHz]. Elle correspond

à celle présentée à la section 1.2.3. Sa durée est fixée àTw = 1 ns.
Dans le cas de la PPM à deux états, la valeur du décalageδ est fixée de manière à maximiser la distance entre

les deux symboles

δ = argmin
δ

∫ +∞

−∞

w(t)w(t − δ)dt.

Pour notre impulsion, le résultat donneδ = 0, 0707 ns. Le nombre de trame est fixé àNf = 3, et le nombre
de chips est fixé àNc = 18. La durée de la trame est fixée àTf = 60 ns et la durée d’un chip est donnée par
Tc = Tf/(Nc +Ng), avecNg le nombre de chips dédiés au temps de garde. Ainsi le débit estégal à(NfTf )−1 et
est constant quelle que soit la durée du temps de garde.

Le modèle de canal considéré est celui présenté à la section 1.3. Ses paramètres sont ceux retenus par le
groupe 3a du comité IEEE 802.15 [8]. Nous avons choisi le modèle CM2 en considérant une seule grappe. Les
paramètres du canal sontλ = 0, 5 ns−1 etγ = 6, 7 ns.

On peut remarquer que l’étalement temporel moyen du canal est égal àγ = 6, 7 ns qui est inférieur à la
durée d’un symbole c.-à-d.180 ns. Ainsi ce canal produira peu d’interférences entre symboles et entre trames
compte tenu des paramètres. Ceci est important afin que les résultats des performances que nous allons présenter
sont dominés par la MUI et non l’ISI / IFI. Nous pouvons quantifier d’emblée l’effet de l’ISI / IFI en traçant les
courbes de PEM pour la PAM et la PPM pour un seul utilisateur (cf. figure 2.9). Nous vérifierons par la suite
que pour les simulations en contexte multi-utilisateur, les valeurs de seuil atteintes par la PEM sont nettement
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supérieures à celles obtenues à la figure 2.9. On vérifie aussique l’augmentation du temps de garde n’améliore
pas les performances (très légèrement pour la PPM), ce que indique bien que l’effet du canal crée peu d’ISI / IFI.
Toutefois l’effet de seuil est créé par l’interférence résiduelle (cf. chapitre 3).
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Figure 2.9 – PEM en fonction dēEb/N0 (dB), avecNu = 1, Lr = 3. a) PAM, b) PPM.

Les courbes de performances sont représentées sous la formePEM en fonction du rapport signal à bruit moyen
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reçu à l’entrée du récepteur, noté̄Eb/N0, et défini par

Ēb =
�

a,τ,d,θ

[ ∫ Nf Tf

0

r21(t)dt
]
.

Pour le modèle de canal considéré avec une seule grappe, en utilisant (1.20), on obtient

Ēb = Nfrvw(0) ·
Np∑

k=1

�
τ

[
(Ak

1)2
]
.

Pour la PAMrvw(·) doit être remplacée parrww(·). Le nombre de trajetsNp est théoriquement infini. Pour pouvoir
simuler de manière pratique le canal, nous avons généré un nombre fini de trajets, le tirage du canal étant tronqué
lorsque l’énergie du trajet descendait en dessous d’un millième de la valeur du premier trajet.

2.6.3 Scénarios de simulations

Nous présentons ici les scénarios permettant d’illustrer par simulations les résultats établis précédemment sur
l’optimisation des codes. Le nombre d’utilisateurs étant fixé àNu = 7, le nombre de paires à optimiser est par
conséquent égal à6 (l’utilisateur d’intérêt est l’utilisateur1).

Nous présentons trois scénarios : A, B et C. Les deux premiersillustrent l’effet de l’optimisation des codes
sur les performances. Le dernier illustre le fait que pour laPAM les paires optimales vérifiantsupq Cm,n(q) = 2

donnent des performances similaires que celles vérifiantsupq Cm,n(q) = 1.
Pour les scénarios A et B, les notations0/6, 3/6 et6/6 correspondent respectivement à zéro, trois et six paires

optimales par rapport au THC de l’utilisateur1. Les codes optimaux sont choisis de telle sorte à ce que les paires
soient optimales à la fois pour la PPM et pour la PAM ; ils vérifient doncχ1,n = κ1,n = N2

f . Pour les scénarios A
et B, nous avons également calculé les performances avec un temps de garde,Ng = 4. Nous avons alors recalculé
les nouvelles paires optimales, qui se trouvent être ici lesmêmes que le cas sans temps de garde. Nous rappelons
que ceci n’est qu’une coïncidence et qu’il faut toujours recalculer les paires optimales lorsque l’on modifie la va-
leur deNg.

Scénario A
c̃n 0/6 3/6 6/6

c̃1 {0, 0, 0} {0, 0, 0} {0, 0, 0}
c̃2 {2, 2, 2} {2, 2, 2} {0, 1, 2}
c̃3 {3, 3, 3} {3, 3, 3} {0, 2, 1}
c̃4 {4, 4, 4} {4, 4, 4} {0, 3, 6}
c̃5 {5, 5, 5} {0, 4, 8} {0, 4, 8}
c̃6 {6, 6, 6} {0, 5, 10} {0, 5, 10}
c̃7 {7, 7, 7} {0, 6, 3} {0, 6, 3}

Scénario B
c̃n 0/6 3/6 6/6

c̃1 {0, 0, 2} {0, 0, 2} {0, 0, 2}
c̃2 {1, 1, 3} {1, 1, 3} {0, 1, 4}
c̃3 {6, 6, 8} {6, 6, 8} {0, 4, 1}
c̃4 {7, 9, 9} {7, 9, 9} {0, 5, 10}
c̃5 {8, 10, 10} {0, 6, 12} {0, 6, 12}
c̃6 {10, 10, 12} {0, 7, 14} {0, 7, 14}
c̃7 {2, 2, 4} {0, 8, 16} {0, 8, 16}

Tableau 2.3 – Codes sélectionnés pour les scénarios A et B.

Scénario A.Nous cherchons à illustrer ici que les performances s’améliorent lorsque la proportion de paires op-
timales augmente parmi les différents utilisateurs. Dans ce scénario, le code de l’utilisateur d’intérêtc1, est choisi
de telle sorte que les paires non optimales donnent une variance de la MUI maximale (pire cas). Ce scénario doit
ainsi montrer qu’on obtient le gain maximal en performances. D’après la propriété 6, les codes vérifient alors
χ1,n = N3

f = 27. Un calcul simple montre que dans ce casκ1,n est maximal et vautκ1,n = (2N3
f +Nf )/3 = 19.

Les différentes paires de codes produisent donc des valeursde la MUI maximales pour la PPM et la PAM. Les
codes conduisant à ces valeurs sont obtenus par exemple pourc̃1 = {0, 0, 0} et c̃n = {n− 1, n− 1, n− 1} pour
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n = 2, · · · , Nc − 1. Les codes sélectionnés sont donnés au tableau 2.3.

Scénario B.Nous montrons ici le même phénomène que le scénario A lorsqueles paires non-optimales ne créent
pas le pire cas. On atteind un gain en performance en fonctiondu nombre de paires optimales significatif, mais infé-
rieur à celui du scénario A. Nous avons choisi le code de l’utilisateur1 de manière arbitraire égal à̃c1 = {0, 0, 2}.
Nous avons fixé de la même manière les valeurs du critère pour les paires non-optimales de telle sorte qu’elles
vérifientχ1,n = κ1,n = 15. Cette valeur correspond approximativement à la valeur moyenne du critère qui est
compris entreN2

f etN3
f . Les paires non-optimales ont ainsi la même valeur de critère pour la PPM et la PAM. Les

codes sélectionnés sont donnés au tableau 2.3.

Scénario C.Nous vérifions ici que les codes optimaux pour la PAM (κ1,n = N2
f ) satisfaisant différentes configura-

tions de collisions (cf. section 2.3.3) ont les mêmes performances. Plus particulièrement, on cherche à vérifier que
les codes vérifiantsupq C1,n(q) = 1 se comportent de manière similaire à ceux vérifiantsupq C1,n(q) = 2. Nous
avons vu dans l’annexe B.2 que les codes vérifiantsupq C1,n(q) = 2 doivent aussi vérifiersupq{C +

m,n(q)} = 1

et supq{C−
m,n(q)} = 1 pour être optimaux. Cette dernière condition impliquesup{C−

m,n(q) · C−
m,n(q)} = 1, le

nombre d’occurrences pour lesquellesC−
m,n(q) · C−

m,n(q) = 1 ayant été défini parπ1
2 . Nous avons sélectionné

deux configurations différentes (afin d’éviter les cas « pathologiques » ) de codes optimaux, ayant pour valeurs
π1

2 = {0, 1, 2, 3} correspondant respectivement àξ1,n = {0, 1, 2, 3}. Le casξ1,n = 0 correspondant au cas
supq C1,n(q) = 1 et ξ1,n > 0 au cassupq C1,n(q) = 2. Les codes sélectionnés sont donnés au tableau 2.4.

c̃n ξ1,n = 0 ξ1,n = 1 ξ1,n = 2 ξ1,n = 3

(a) (b) (a) (b) (a) (b)
c̃1 {0, 5, 10} {0, 5, 10} {0, 5, 10} {0, 5, 10} {0, 5, 10} {0, 5, 10} {0, 5, 10}
c̃2 {7, 6, 15} {6, 14, 7} {0, 12, 2} {9, 11, 1} {0, 13, 16} {10, 6, 5} {0, 13, 3}
c̃3 {8, 5, 9} {7, 1, 10} {0, 17, 7} {1, 16, 6} {1, 14, 16} {2, 4, 17} {3, 16, 6}
c̃4 {9, 0, 15} {9, 7, 17} {8, 10, 0} {2, 11, 1} {2, 15, 9} {3, 1, 14} {10, 0, 13}
c̃5 {10, 2, 8} {10, 3, 15} {11, 1, 5} {3, 12, 2} {4, 17, 8} {6, 2, 15} {12, 2, 15}
c̃6 {11, 3, 5} {11, 7, 15} {14, 12, 2} {4, 16, 6} {5, 7, 0} {7, 11, 2} {13, 3, 16}
c̃7 {7, 2, 1} {12, 6, 14} {16, 6, 12} {5, 13, 3} {9, 8, 4} {8, 5, 3} {14, 4, 17}

Tableau 2.4 – Codes sélectionnés pour le scénario C.

2.6.4 Analyse des résultats de simulations

Scénario A.Les résultats sont donnés aux figures 2.10 et 2.11 pour la PPM et la PAM respectivement. Ils sont
conformes aux résultats attendus et montrent un gain important entre le pire cas et le cas optimal. Les résultats
pour la PAM et la PPM sont similaires. Les courbes avec temps de garde montrent une légère amélioration des
performances, ce qui s’explique par le peu d’ISI / IFI du canal.

Scénario B.Les résultats sont donnés aux figures 2.12 et 2.13 pour la PPM et la PAM respectivement. Ils sont
conformes aux résultats attendus et montrent un gain significatif mais toutefois moins important que dans le cas du
scénario A. Les courbes avec temps de garde montrent une légère amélioration des performances, ce qui s’explique
par le peu d’ISI / IFI du canal.

Scénario C.Les résultats sont donnés à la figure 2.14. On remarque que pour toutes les valeurs deξ1,n, les courbes
de performances conduisent à des valeurs de seuil sensiblement identiques, ce qui rejoint la théorie puisque la
variance de la MUI ne dépend que de la valeur deκm,n, quelle que soit la valeurξ1,n. On remarque aussi que
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Figure 2.10 – PEM en fonction dēEb/N0 (dB) pour le scénario A en PPM. Récepteur SRake avecLr = 3 doigts,
Nu = 7,Nf = 3 etNc = 18. Avec et sans temps de garde, resp.Ng = 4 etNg = 0.
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Figure 2.11 – PEM en fonction dēEb/N0 (dB) pour le scénario A en PAM. Récepteur SRake avecLr = 3 doigts,
Nu = 7,Nf = 3 etNc = 18. Avec et sans temps de garde, resp.Ng = 4 etNg = 0.

pour une valeur deξ1,n donnée, les performances ne dépendent pas du choix des codes. On constate toutefois une
légère dégradation à mesure queξ1,n augmente en contradiction avec la théorie. Ce comportement, que l’on peut
comprendre de manière intuitive puisque le nombre de collisions à 2 augmente, montre les limites de l’approche
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Figure 2.12 – PEM en fonction dēEb/N0 (dB) pour le scénario B en PPM. Récepteur SRake avecLr = 3 doigts,
Nu = 7,Nf = 3 etNc = 18. Avec et sans temps de garde, resp.Ng = 4 etNg = 0.
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Figure 2.13 – PEM en fonction dēEb/N0 (dB) pour le scénario A en PAM. Récepteur SRake avecLr = 3 doigts,
Nu = 7,Nf = 3 etNc = 18. Avec et sans temps de garde, resp.Ng = 4 etNg = 0.

d’optimisation basée sur la minimisation de la MUI. Toutefois, les variations de performances sont faibles. Ceci
suggère, dans les cas pratiques de recherche de paires de codes optimaux, de sélectionner progressivement les
codes par valeurs croissantes deξ1,n.
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Figure 2.14 – PEM en fonction dēEb/N0 (dB) pour le scénario C en PAM. Récepteur SRake avecLr = 3 doigts,
Nu = 7,Nf = 3 etNc = 18.

2.7 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons étudié l’interférence multi-utilisateur par le biais du calcul de la variance de la
MUI sous des hypothèses très générales pour le canal de propagation et le récepteur. L’expression de la variance
de la MUI, moyennée sur les paramètres aléatoires du modèle,montre que la contribution des codes apparaît en
facteur de celle-ci, et ne dépend donc pas des autres paramètres du système de transmission.

Nous en avons déduit un critère qui permet de sélectionner l’ensemble des codes qui minimisent la variance
de la MUI. Nous avons de plus établi une relation entre le critère de minimisation de la variance et lesup des
intercorrélations entre les codes. Nous avons enfin vérifié par simulations que la minimisation de la MUI se traduit
par une amélioration substantielle des performances en terme de probabilité d’erreur.

Nous avons regardé le problème de l’existence des paires optimales et démontré que la probabilité d’avoir une
paire optimale lorsque l’on tire les deux codes de manière aléatoire tend vers1 lorsqueNc tend vers l’infini, àNf

fixé. Ce résultat donne une stratégie pour augmenter le nombre de paires optimales et montre que lorsqueNc est
suffisamment grand, un tirage aléatoire permet de trouver des paires optimales avec une complexité raisonnable.
Il suggère aussi l’existence asymptotique des paires optimales pourNc grand, quel que soitNf . Cette existence,
constatée par tirage exhaustif pour des valeurs quelconques deNc etNf (Nc ≥ Nf ) reste à démontrer de manière
formelle pour les cas non traités par [33].

Pour la construction des codes pour les systèmes DS-CDMA, ilest d’usage de chercher aussi à minimiser
l’autocorrélation des séquences (pour les retards différents de zéro) en plus des intercorrélations. Ceci permet
de garantir des bonnes propriétés de synchronisation en minimisant les probabilités de fausse synchronisation
sur des pics secondaires de l’autocorrélation. Nous n’avons pas considéré cette problématique dans ce chapitre,
mais elle se traite simplement en sélectionnanta posteriori les paires optimales vérifiant les bonnes propriétés
d’autocorrélation. Nous avons pu ainsi vérifier lors des différentes simulations de la section 2.6, qu’un certain
nombre de codes vérifiaientsupk 6=0 Cn,n(k) = 1.

Lorsque l’on cherche à construire un réseau de télécommunication utilisant des transmissions asynchrones,
p. ex. le cas des liaisons montantes d’un réseau cellulaire,il convient que chaque utilisateur soit « protégé » au
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mieux de l’interférence des autres utilisateurs. Autrement dit, on doit trouver un ensemble de codes tel que tout
couple de codes forme une paire optimale. La construction d’un tel ensemble constitue une étape supplémentaire
par rapport à l’identification des paires optimales. C’est un problème dont la solution exhaustive parait rédhibi-
toire en terme de complexité qu’il serait intéressant d’étudier d’une manière approfondie. On peut noter que les
constructions de [33] résolvent ce problème tout en garantissant aussisupk 6=0 Cn,n(k) = 1.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont donné lieu à un article de journal [48] et à un article de congrès [49].
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Chapitre 3

Étude de l’interférence entre symboles et
entre trames

3.1 Introduction

Parce que les techniques ultra large bande seront utiliséespour des applications radio-mobile et parce que
la propagation dans un canal radio-mobiles induit intrinquèment des trajets multiples, il est clair que le signal
TH-UWB reçu subit de l’interférence entre symboles. Pour des raisons technologiques, il n’est envisagé dans les
systèmes TH-UWB que des récepteurs simples de type « récepteur rake ». Il serait ainsi intéressant d’évaluer les
performances de ce type de récepteur pour les transmissionsTH-UWB dans un environnement à trajets multiples
afin de dimensionner adéquatement ce dit-récepteur.

Le principal paramètre qui guide les performances et la complexité du récepteur rake est le nombre de doigtsLr

considéré. Bien évidemment, plus le nombre de doigts est important et plus d’énergie du signal utile (cf. éq. (1.34))
est récoltée [50]. Néanmoins, il convient de remarquer que l’ISI / IFI croit également en fonction du nombre de
doigts [27]. De nombreuses études portant sur l’influence dunombre de doigts dans les performances d’un système
TH-UWB ont été conduites [27,51–55]. Toutefois la totalitéde ces études se contente de procéder à des simulations
de système, et aucune de leurs conclusions ou remarques ne sont étayées par des évaluations théoriques du niveau
de l’interférence entre symboles et entre trames. Leur principale conclusion est que l’effet de l’ISI / IFI diminue
lorsque le nombre de doigts augmente.

Une alternative à l’augmentation du nombre de doigts du récepteur rake pour atténuer l’effet de l’ISI / IFI
est de rajouter, à l’émetteur, un temps de garde à la fin de chaque trame. Ceci permet de diminuer fortement
la complexité du récepteur rake puisqu’alors peu de doigts sont nécessaires. Bien évidemment cette procédure
pénalise l’efficacité spectrale. Par exemple, dans [7] et [13], un temps de garde correspondant à plus de cinquante
pour cent de la durée de la trame est alloué. Dans la littérature, aucune étude, tant théorique que numérique,
n’examine l’influence du temps de garde sur les performancesdu système TH-UWB, et ne propose de solution
pour dimensionner le temps de garde de manière non-empirique.

C’est pourquoi l’objectif de ce chapitre est de calculer analytiquement la variance (l’énergie) de l’ISI / IFI en
sortie du récepteur rake définie par le terme (1.35). Ceci nous permettra de quantifier sérieusement l’influence du
nombre de doigts et de la taille du temps de garde sur les performances du système TH-UWB et de dimensionner
correctement ces paramètres.

Ce chapitre est organisé comme suit : à la section 3.2, nous calculons analytiquement, tant pour la modulation
PAM que pour la modulation PPM, la variance (l’énergie) de l’ISI / IFI. Comme dans le chapitre 2, les codes de
saut temporel seront supposés déterministes. Afin d’étudier l’effet du nombre de doigts du récepteur rake et du
temps de garde sur les performances du récepteur, nous comparons la variance de l’ISI / IFI à celle de l’énergie
capturée qui est évaluée analytiquement à la section 3.3. A la section 3.4, nous illustrons numériquement l’analyse
conduite dans les sections précédentes. Enfin à la section 3.5, nous comparons les effets respectifs de l’ISI / IFI et
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de la MUI étudiée au chapitre 2.

3.2 Expression analytique de la variance de l’ISI / IFI

L’objectif de cette section est de trouver une expression analytique du terme suivant

VISI =
�

a,d,τ [(z2)
2],

pour lequel le moyennage s’effectue sur les symboles émis, les amplitudes et les retards du canal de propagation
et où le termez2 correspond à l’ISI / IFI à la sortie du récepteur rake. D’après l’équation (1.35), ce termez2 s’écrit
de la manière suivante

z2 =
∑

`∈L

A`
1

Np∑

k=1

k 6=`

Ak
1 · yk,`,1(0),

avecyk,`,n(0) vérifiant soit l’équation (1.32) dans le contexte d’une modulation PAM, soit l’équation (1.28) dans
le contexte de la modulation PPM. Comme nous nous focalisonssur un seul utilisateur d’intérêt (l’utilisateur 1),
nous posonsα1 = 1 pour simplifier.

Dans les sous-sections 3.2.1, 3.2.2 et 3.2.3, nous présenterons avec précision les calculs correspondant respec-
tivement aux moyennages du carré de la sortie du récepteur rake (z2)

2 sur les amplitudes du canal de propagation,
sur les symboles émis et sur les retards du canal de propagation dans le contexte de la modulation PAM. En
revanche, les calculs dans le contexte de la modulation PPM sont relégués en annexe C.4.

3.2.1 Moyennage sur les amplitudes

Nous rappelons que les amplitudes du canal se décomposent dela manière suivante (cf. éq. (1.11))

Ak
n = ak

n · f(τk
n ),

où les variablesak
n sont indépendantes des retardsτk

n et bien évidemment des symboles émis. Le moyennage sur
les amplitudes s’effectue conditionnellement aux autres variables aléatoires que sont les symboles et les retards.
C’est pourquoi, dans cette sous-section, nous allons uniquement calculer la moyenne de(z2)2 par rapport aux
variables aléatoiresak

n, c.-à-d.,
�

a[(z2)
2].

A partir de (1.35), nous obtenons sans difficulté que

�
a

[
(z2)

2
]

=
∑

`1∈L

∑

`2∈L

Np∑

k1=1

k1 6=`1

Np∑

k2=1

k2 6=`2

�
a[A`1

1 A
`2
1 A

k1

1 A
k2

1 ] × yk1,`1,1(0) · yk2,`2,1(0). (3.1)

Afin de simplifier l’équation (3.1), nous avons besoin d’utiliser la relation entre les moments d’ordre 4 et les
moments d’ordre 2 de variables aléatoires centrées [56]. SoientX1,X2,X3 etX4 des variables aléatoires centrées.
Le moment d’ordre 4

�
[X1X2X3X4] se décompose de la manière suivante :

�
[X1X2X3X4] =

�
[X1X2] ·

�
[X3X4] +

�
[X1X3] ·

�
[X2X4] +

�
[X1X4] ·

�
[X2X3] + cum(X1, X2, X3, X4),

(3.2)
avec cum(X1, X2, X3, X4) le cumulant d’ordre 4 du vecteurX = [X1, X2, X3, X4].

Étant donné (3.2), (3.1) s’écrit de la manière suivante :

�
a

[
(z2)

2
]

=
∑

`1∈L

∑

`2∈L

Np∑

k1=1

k1 6=`1

Np∑

k2=1

k2 6=`2

[E1(`1, `2, k1, k2)+E2(`1, `2, k1, k2)+E3(`1, `2, k1, k2)+E4(`1, `2, k1, k2)],

(3.3)
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avec

E1(`1, `2, k1, k2) =
�

a[A`1
1 A

`2
1 ] · �a[Ak1

1 A
k2

1 ] × yk1,`1,1(0) · yk2,`2,1(0),

E2(`1, `2, k1, k2) =
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1 A
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�
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1 A
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1 ] × yk1,`1,1(0) · yk2,`2,1(0),

E4(`1, `2, k1, k2) = cum(A`1
1 , A

`2
1 , A

k1

1 , A
k2

1 ) × yk1,`1,1(0) · yk2,`2,1(0).

Comme les variables aléatoires{ak
1}k sont indépendantes, nous pouvons simplifier grandement l’expression

(3.3) en remarquant que
– le termeE1(`1, `2, k1, k2) est non nul si et seulement si`1 = `2 = ` etk1 = k2 = k. Ainsi il advient que
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avecE1(`, `, k, k) = Ik
1 × y2

k,`,1(0),
– le termeE2(`1, `2, k1, k2) est non nul si et seulement sik1 = `1 etk2 = `2. Or, les sommes faisant intervenir
E2(`1, `2, k1, k2) contraignent à satisfairek1 6= `1 etk2 6= `2, ce qui implique que
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– le termeE3(`1, `2, k1, k2) est non nul si et seulement sik1 = `2 et k2 = `1. En posantk1 = `2 = k et
k2 = `1 = `, nous obtenons
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1 × yk,`,1(0) · y`,k,1(0). Comme l’ensembleL est inclus dans l’ensemble
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0, ailleurs,

– le termeE4(`1, `2, k1, k2) est non nul si et seulement si`1 = `2 = k1 = k2. Or, les sommes faisant intervenir
E4(`1, `2, k1, k2) contraignent à satisfairek1 6= `1 etk2 6= `2, ce qui implique que
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En réunissant les expressions (3.4), (3.6) et (3.7), nous réexprimons finalement le terme
�

a

[
(z2)

2
]

de la ma-
nière suivante :

�
a

[
(z2)

2
]

=
∑

`∈L

I`
1

Np∑

k=1

k 6=`

Ik
1 ×

[
ρk,`,1 + µk,`,1 × �k∈L

]
(3.8)

avec
ρk,`,1 = y2

k,`,1(0), et µk,`,1 = yk,`,1(0) · y`,k,1(0). (3.9)
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L’expression précédente (3.8) est valable tant pour les modulations PAM que PPM.
A partir de maintenant, les expressions vont différer suivant la modulation utilisée. Nous rappelons que, dans

le corps de ce chapitre, nous nous focalisons uniquement surla modulation PAM. L’expression obtenue pour la
modulation PPM, ainsi que les calculs associés, sont reportés en annexe C.4.

3.2.2 Moyennage sur les symboles

Comme les symboles{d1(k)}k sont indépendants des amplitudes{ak
1}k, nous avons

�
a,d

[
(z2)

2
]

=
�

d

[�
a

[
(z2)

2
]]

=
∑

`∈L

I`
1

Np∑

k=1

k 6=`

Ik
1

[
�

d[ρk,`,1] +
�

d[µk,`,1] × �k∈L

]
.

En utilisant l’expression (1.32) des termesyk,`,1(0), de longues et fastidieuses manipulations algébriques,
présentées en annexe C.1, conduisent à la propriété suivante sur les quantitésρk,`,1 etµk,`,1.

Propriété 11 Nous avons

ρk,`,1 =d1(−Qk,`
1 )2

[
C

+2
1,1 (qk,`

1 )r2ww(εk,`
1 ) + C

+2
1,1 (qk,`

1 + 1)r2ww(εk,`
1 − Tc)

]

+d1(−Qk,`
1 − 1)2

[
C

−2
1,1 (qk,`

1 )r2ww(εk,`
1 ) + C

−2
1,1 (qk,`

1 + 1)r2ww(εk,`
1 − Tc)

]

+2d1(−Qk,`
1 )d1(−Qk,` − 1)

[
C

+
1,1(q

k,`
1 )C −

1,1(q
k,`
1 )r2ww(εk,`

1 ) + C
+
1,1(q

k,`
1 + 1)C−

1,1(q
k,`
1 + 1)r2ww(εk,`

1 − Tc)
]
,

et

µk,`,1 =d1(−Qk,`
1 )d1(Q

k,`
1 + 1)

[
C

+
1,1(q

k,`
1 )C −

1,1(q
k,`
1 )r2ww(εk,`

1 ) + C
+
1,1(q

k,`
1 + 1)C−

1,1(q
k,`
1 + 1)r2ww(εk,`

1 − Tc)
]

+d1(−Qk,`
1 − 1)d1(Q

k,`
1 )
[
C

−
1,1(q

k,`
1 )C +

1,1(q
k,`
1 )r2ww(εk,`

1 ) + C
−
1,1(q

k,`
1 + 1)C +

1,1(q
k,`
1 + 1)r2ww(εk,`

1 − Tc)
]

+d1(−Qk,`
1 )d1(Q

k,`
1 )
[
C

+2
1,1 (qk,`

1 )r2ww(εk,`
1 ) + C

+2
1,1 (qk,`

1 + 1)r2ww(εk,`
1 − Tc)

]

+d1(−Qk,`
1 − 1)d1(Q

k,`
1 + 1)

[
C

−2
1,1 (qk,`

1 )r2ww(εk,`
1 ) + C

−2
1,1 (qk,`

1 + 1)r2ww(εk,`
1 − Tc)

]
.

Comme les symboles sont supposés indépendants, identiquement distribués, centrés et de variance unité, nous
avons

�
d[d

2
1(i)] = 1, ∀i et

�
d[d1(i)d1(j)] = 0, ∀ i 6= j.

Ceci implique que

�
d[ρk,`,1] =

[
C

+2
1,1 (qk,`

1 )+ C
−2
1,1 (qk,`

1 )
]
· r2ww(εk,`

1 )+
[
C

+2
1,1 (qk,`

1 +1)+ C
−2
1,1 (qk,`

1 + 1)
]
· r2ww(εk,`

1 −Tc), (3.10)

et

�
d[µk,`,1] = δQk,`

1
,0

[
C

+2
1,1 (qk,`

1 ) · r2ww(εk,`
1 ) + C

+2
1,1 (qk,`

1 + 1) · r2ww(εk,`
1 − Tc)

]

+ δQk,`
1

+1,0

[
C

−2
1,1 (qk,`

1 ) · r2ww(εk,`
1 ) + C

−2
1,1 (qk,`

1 + 1) · r2ww(εk,`
1 − Tc)

]
, (3.11)

avec

δk,0 =

{
1, si k = 0

0, ailleurs.

Finalement le carré dez2 moyenné sur les amplitudes et sur les symboles s’écrit

�
a,d

[
(z2)

2
]

=
∑

`∈L

I`
1

Np∑

k=1

k 6=`

Ik
1

[
ak,` · r2ww(εk,`

1 ) + bk,` · r2ww(εk,`
1 − Tc)

]
, (3.12)
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avec

ak,` :=
[
δQk,`,0 × �k∈L + 1

]
· C +2

1,1 (qk,`) +
[
δQk,`+1,0 × �k∈L + 1

]
· C−2

1,1 (qk,`), (3.13)

bk,` :=
[
δQk,`,0 × �k∈L + 1

]
· C +2

1,1 (qk,` + 1) +
[
δQk,`+1,0 × �k∈L + 1

]
· C−2

1,1 (qk,` + 1). (3.14)

Lors du moyennage du carré dez2 sur les retards du canal, nous allons devoir nous limiter au récepteur rake
partiel. Sans cette hypothèse, les densités de probabilitédes retards sélectionnés ne peuvent pas être écrites ana-
lytiquement. Dans la suite, nous allons simplifier l’expression (3.12) lorsqu’un récepteur rake partiel est mis en
place, c.-à-d., lorsqueL = {1, 2, · · · , Lr}, avecLr ≤ Np le nombre total de trajets considérés.

Dans le contexte d’un PRake, (3.12) s’exprime de la manière suivante :

�
a,d

[
(z2)

2
]

=

Lr∑

`=1

Np∑

k=1

k 6=`

g(k, `)

=

Lr∑

`=1

`−1∑

k=1

g(k, `)

︸ ︷︷ ︸
S1

+

Lr∑

`=1

Lr∑

k=`+1

g(k, `)

︸ ︷︷ ︸
S2

+

Lr∑

`=1

Np∑

k=Lr+1

g(k, `)

︸ ︷︷ ︸
S3

, (3.15)

avec

g(k, `) := Ik
1 I

`
1

[
ak,` · r2ww(εk,`

1 ) + bk,` · r2ww(εk,`
1 − Tc)

]
. (3.16)

Il faut d’abord remarquer que les termesSi pour i = 1, 2, 3 dépendent des retards du canal par le biais du
reste de la division euclidienne de la différence de retards. Contrairement àS2 et S3, le termeS1 dépend de
différences de retard négatives puisque ce sont les différences∆τk,`,1 = τk

1 − τ `
1 qui interviennent aveck < `.

Malheureusement, la propriété 1 du chapitre 1 ne fournit uneexpression analytique de la loi de probabilité de la
différence de retard∆τk,`,1 = τk

1 − τ `
1 que lorsque cette différence est positive, c.-à-d., lorsque k > `. Dans la

suite, nous allons en fait montrer que le termeS1 peut se réécrire pour ne dépendre que de différences de retard
positives.

En permutant les deux sommes dansS1, nous obtenons que

S1 =

Lr∑

k=1

Lr∑

`=k+1

g(k, `).

En appliquant le changement de variables muettesk → ` et `→ k, nous avons

S1 =

Lr∑

`=1

Lr∑

k=`+1

g(`, k).

Il nous faut maintenant exprimerg(`, k) en fonction deg(k, `). Pour cela, nous devons trouver le lien entre les
composantes de la division euclidienne de∆τ`,k,1 et ∆τk,`,1. Étant donné la définition des composantes de la
division euclidienne1 de∆τk,`,1 fournie par la propriété 3, nous avons trivialement

Q`,k
1 = −Qk,`

1 − 1, (3.17)

q`,k
1 = NcNf − 1 − qk,`

1 , (3.18)

ε`,k
1 = Tc − εk,`

1 . (3.19)

Les relations précédentes et des propriétés sur les termes de collisions (cf. annexe C.1) conduisent à

a`,k = bk,` et b`,k = ak,`.

1L’utilisateur d’intérêt1 étant synchronisé avec lui-même,θ1 = 0.
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Comme la fonctions 7→ rww(s) est paire, nous en déduisons queg(`, k) = g(k, `) et donc queS1 = S2. Par
conséquent, nous avons la forme compacte suivante

�
a,d

[
(z2)

2
]

= 2

Lr∑

`=1

Lr∑

k=`+1

g(k, `) +

Lr∑

`=1

Np∑

k=Lr+1

g(k, `).

Cette dernière expression ne fait bien intervenir que des valeurs positives de différences de retard. En remplaçant
g(k, `) par son expression (3.16), nous avons

�
a,d

[
(z2)

2
]

= 2

Lr∑

`=1

I`
1

Lr∑

k=`+1

Ik
1

[
ak,` · r2ww(εk,`

1 ) + bk,` · r2ww(εk,`
1 − Tc)

]

+

Lr∑

`=1

I`
1

Np∑

k=Lr+1

Ik
1

[
ak,` · r2ww(εk,`

1 ) + bk,` · r2ww(εk,`
1 − Tc)

]
. (3.20)

Dans la première somme de la partie droite de l’expression (3.20), commek > `, on aQk,`
1 ≥ 0 et commek ≤ Lr,

on ak ∈ L toujours satisfait ce qui implique une simplification de l’expression de (3.13) et de (3.14) puisque les
termesδQk,`

1
+1 sont nuls et que�k∈L = 1. Dans la deuxième somme de la partie droite de l’expression (3.20),

puisquek > Lr, nous avonsk /∈ L et donc�k∈L = 0. Par conséquent, nous obtenons

�
a,d

[
(z2)

2
]

= 2

Lr∑

`=1

I`
1

Lr∑

k=`+1

Ik
1

[
([δQk,`

1
,0 + 1] · C +2

1,1 (qk,`
1 ) + C

−2
1,1 (qk,`

1 )) · r2ww(εk,`
1 )

+ ([δQk,`
1

,0 + 1] · C +2
1,1 (qk,`

1 + 1) + C
−2
1,1 (qk,`

1 + 1)) · r2ww(εk,`
1 − Tc)

]

+

Lr∑

`=1

I`
1

Np∑

k=Lr+1

Ik
1

[
(C +2

1,1 (qk,`
1 ) + C

−2
1,1 (qk,`

1 )) · r2ww(εk,`
1 )

+ (C +2
1,1 (qk,`

1 + 1) + C
−2
1,1 (qk,`

1 + 1)) · r2ww(εk,`
1 − Tc)

]
. (3.21)

Dans la sous-section suivante, nous allons moyenner l’expression (3.21) sur les retards du canal. Nous pou-
vons remarquer que l’expression précédente a été obtenue quelque soit la fonctionf(.) déterminant le profil de
décroissance des amplitudes en fonction des retards dans lemodèle de canal présenté au chapitre 1.

3.2.3 Moyennage sur les retards

A la sous-section précédente, nous avons établi l’expression de la variance de l’ISI / IFI moyennée sur les
amplitudes et les symboles (3.21).

Pour moyenner l’expression (3.21) sur les retards, nous sommes obligés de considérer une fonctionf(.) par-
ticulière. Bien évidemment, nous choisissons la fonctionf(.) qui vérifie l’équation (1.15) et nous considérons un
modèle à une seule grappe. Ainsi, nous avons

f(τ) = e−2τ/γ.

Le moyennage sur les retards du canal pour calculer la variance de l’ISI / IFI est une tâche plus ardue que dans
le contexte du calcul de la variance de la MUI car les retards{τk

1 }k sont corrélés puisqu’ils sont associés au même
utilisateur.

Le résultat est présenté au théorème 2 et est démontré en annexe C.2.

Théorème 2 Dans le cadre d’un modèle de canal à une seule grappe et si une modulationPAM est employée,
alors la variance de l’interférence entre symboles et entretrames moyennée sur les symboles et les amplitudes et
les retards du canal admet l’expression analytique suivante
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VISI =σ4
a

+∞∑

Q=0

NcNf−1∑

q=0

[
2
[
(δQ,0 + 1)C +2

1,1 (q) + C
−2
1,1 (q)

]
ΦLr,Lr

(Q, q)

+ 2
[
(δQ,0 + 1)C +2

1,1 (q + 1) + C
−2
1,1 (q + 1)

]
ΨLr,Lr

(Q, q)

+
[
C

+2
1,1 (q) + C

−2
1,1 (q)

]
ΦNp,Lr

(Q, q) +
[
C

+2
1,1 (q + 1) + C

−2
1,1 (q + 1)

]
ΨNp,Lr

(Q, q)

]
, (3.22)

avec

ΦN,L(Q, q) = e−(λ+1/γ)(QNf Tf +qTc)
L∑

`=1

1

(λ+ 2/γ)`

N∑

k=`+1

λk

(k − `− 1)!

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−`−1e−(λ+1/γ)εr2ww(ε)dε,

et

ΨN,L(Q, q) = e−(λ+1/γ)(QNfTf +qTc)
L∑

`=1

1

(λ+ 2/γ)`

N∑

k=`+1

λk

(k − `− 1)!

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−`−1e−(λ+1/γ)εr2ww(ε− Tc)dε.

La propriété 12, dont la preuve est fournie à l’annexe C.3, montre que les termesΦN,L(Q, q) et ΨN,L(Q, q)

peuvent encore être simplifier.

Propriété 12 Les termesΦN,L(Q, q) etΨN,L(Q, q) définis au théorème 2 se simplifient de la manière suivante
– pourN > L,

ΦN,L(Q, q) = λe−(QNf Tf +qTc)/γ
∑L

`=1

(
λ

λ+2/γ

)` ∫ Tc

0 e−ε/γ Γ(N−`,λ[QNfTf +qTc+ε])
Γ(N−`) r2ww(ε)dε,

ΨN,L(Q, q) = λe−(QNf Tf +qTc)/γ
∑L

`=1

(
λ

λ+2/γ

)` ∫ Tc

0
e−ε/γ Γ(N−`,λ[QNf Tf +qTc+ε])

Γ(N−`) r2ww(ε− Tc)dε,

– pourN = L,

ΦL,L(Q, q) = λe−(QNf Tf+qTc)/γ
∑L−1

`=1

(
λ

λ+2/γ

)` ∫ Tc

0 e−ε/γ Γ(L−`,λ[QNfTf +qTc+ε])
Γ(L−`) r2ww(ε)dε,

ΨL,L(Q, q) = λe−(QNf Tf +qTc)/γ
∑L−1

`=1

(
λ

λ+2/γ

)` ∫ Tc

0
e−ε/γ Γ(L−`,λ[QNf Tf+qTc+ε])

Γ(L−`) r2ww(ε− Tc)dε,

avec les fonctions gamma complète et gamma incomplète définies respectivement par

Γ(a) :=

∫ +∞

0

ta−1e−tdt et Γ(a, x) :=

∫ +∞

x

ta−1e−tdt, pour a > 0. (3.23)

Étant donné le modèle de canal utilisé, nous savons que le nombre de trajetsNp créés par le canal de pro-
pagation est très grand. Par conséquent, il est raisonnabled’examiner le comportement asymptotique des termes
introduits précédemment, c.-à-d., lorsqueNp → ∞. Ceci nous permettra d’obtenir des expressions encore plus
compactes. Bien évidemment, le nombre de doigts du récepteur rakeLr, quant à lui, reste fixé et assez petit afin
de conserver une complexité acceptable.

Nous posons ainsi

Φ∞,Lr
(Q, q) := lim

Np→∞
ΦNp,Lr

(Q, q) et Ψ∞,Lr
(Q, q) := lim

Np→∞
ΨNp,Lr

(Q, q).

En utilisant le fait qu’àX quelconque fixé, nous avons

lim
N→∞

Γ(N,X)

Γ(N)
= 1,
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et en utilisant le propriété 12, nous obtenons que

Φ∞,Lr
(Q, q) = e−(QNf Tf +qTc)/γ λ

2γ

2

[
1 −

(
1

1 + 2/λγ

)Lr
] ∫ Tc

0

e−ε/γr2ww(ε)dε, (3.24)

Ψ∞,Lr
(Q, q) = e−(QNf Tf +qTc)/γ λ

2γ

2

[
1 −

(
1

1 + 2/λγ

)Lr
] ∫ Tc

0

e−ε/γr2ww(ε− Tc)dε. (3.25)

Nous posons également
VISI|∞ := lim

Np→+∞
VISI.

Ce dernier termeVISI|∞ se déduit directement de l’expression (3.22) en remplaçantΦNp,Lr
(Q, q) etΨNp,Lr

(Q, q)

parΦ∞,Lr
(Q, q) etΨ∞,Lr

(Q, q) respectivement. En revanche les termesΦLr,Lr
(Q, q) etΨLr,Lr

(Q, q) sont lais-
sés identiques.

L’expression deVISI|∞ , bien que peu simple et assez difficilement interprétable, nous fournit quelques indica-
tions sur le comportement de la variance de l’ISI / IFI en fonction des codes de saut temporel et des paramètres du
canal (λ etγ).

Analyse en fonction des codes de saut temporel

– Nous remarquons que les termesΦ∞,Lr
(Q, q), Ψ∞,Lr

(Q, q), ΦLr,Lr
(Q, q) etΨLr,Lr

(Q, q) décroissent de
manière exponentielle en fonction deQ et q ce que confirme la figure 3.1 sur laquelle nous avons affiché,
pour plusieurs valeurs (faibles) deLr, les termesΦ∞,Lr

(Q, q) etΦLr,Lr
(Q, q) en fonction deQNfTf +qTc.
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Figure 3.1 – a)Φ∞,Lr
(Q, q) et b)ΦLr,Lr

(Q, q) en fonction deQNfTf + qTc.

Ainsi, il apparait clair que les codes de saut temporel qui minimiseront la variance de l’ISI / IFI présenteront
peu de collisions pour des faibles valeurs de décalageq. Cette remarque est confirmée par la figure 3.2 sur
laquelle nous avons affiché les termesC

+
1,1(q) etC−

1,1(q) en fonction deq pour les codes (dit « meilleurs »)
qui minimisent le termeVISI|∞ et les codes (dit « pires ») qui maximisent le termeVISI|∞ .
Noter que les simulations de cette sous-section ont été réalisées avec les paramètres suivants :Nf = 3,
Nc = 10, Tc = 5 ns etTf = 50 ns ce qui induit un temps symbole de150 ns. Les canaux utilisés admettent
les paramètresλ = 0, 1 ns−1 et γ = 200 ns (cf. figure 1.6) ce qui induit un étalement temporel moyen
de200 ns. Ainsi il y a bien de l’interférence entre symboles au niveau du récepteur rake puisque le temps
symbole est inférieur à l’étalement temporel moyen du canal.

– Nous remarquons à la figure 3.1 que les termesΦ∞,Lr
(Q, q) etΦLr,Lr

(Q, q) ont des valeurs proches lorsque
QNfTf + qTc est faible. En revanche le termeΦLr,Lr

(Q, q) décroit beaucoup plus rapidement que le terme
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Figure 3.2 –C +
1,1(q) etC−

1,1(q) en fonction deq, pour le meilleur code et le pire code.

Φ∞,Lr
(Q, q). Ainsi il parait clair que la quantité

∑
Q,q ΦLr,Lr

(Q, q) est fortement inférieure à la quantité∑
Q,q Φ∞,Lr

(Q, q). À la figure 3.3 nous avons tracé
∑

Q,q Φ∞,Lr
(Q, q) et

∑
Q,q ΦLr,Lr

(Q, q) en fonction
deLr. Le terme

∑
Q,q ΦLr,Lr

(Q, q) est bien négligeable par rapport à
∑

Q,q Φ∞,Lr
(Q, q) pour des valeurs

deLr que nous utiliserons en pratique (Lr < 10).
Ainsi en négligeant numériquement les termes associés àΦLr,Lr

(.) etΨLr,Lr
(.), l’expression finale (3.22)

de la variance de l’ISI / IFI devient

VISI|∞,num. ≈
+∞∑

Q=0

NcNf−1∑

q=0

[
C

+2
1,1 (q) + C

−2
1,1 (q)

]
Φ∞,Lr

(Q, q) +
[
C

+2
1,1 (q + 1) + C

−2
1,1 (q + 1)

]
Ψ∞,Lr

(Q, q).

Étant donné les expressions (3.24) et (3.25) deΨ∞,Lr
(Q, q) et Ψ∞,Lr

(Q, q), nous remarquons que le seul
terme dépendant deLr vaut (1 − 1/(1 + 2/λγ))Lr et peut être mis en facteur. De ce fait les sommes de
collisions au carré sont indépendantes deLr. Par conséquent la valeur des codes minimisant la variance de
l’ISI / IFI ne dépend que très légèrement de la valeur deLr pour peu queLr ne soit pas trop grand. Cette
conjecture est confirmée par simulation à la sous-section 3.4.1.

Analyse en fonction deγ et λ

Nous remarquons également que les expressionsΦ∞,Lr
, Ψ∞,Lr

, ΦLr,Lr
et ΨLr,Lr

semblent indiquer une
décroissance exponentielle en fonction de l’inverse deγ. Ainsi si γ est petit, alors la variance de l’ISI / IFI sera
faible. Ceci corrobore le sens commun puisque, lorsqueγ est petit, la réponse impulsionnelle du canal est courte
et donc induit peu d’ISI / IFI.

De plus nous remarquons que la variance de l’ISI / IFI est quasiment proportionnelle àλ. Ainsi, siλ est petit,
alors la variance de l’ISI / IFI sera faible. Ceci est normal puisque plus le paramètreλ est faible et moins les trajets
sont denses. Ainsi à un nombre de doigtsLr fixé, le récepteur rake capturera moins d’énergie d’interférence car
moins de trajets sont présents.

Malheureusement les formules analytiques obtenues pour lavariance de l’ISI / IFI ne nous donnent aucun
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∑

Q,q Φ∞,Lr
(Q, q) et

∑
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(Q, q) en fonction deLr.

renseignement sur l’influence du nombre de doigtsLr et sur l’influence de la taille du temps de garde, notéTg. Par
conséquent, nous allons avoir recours aux simulations pourmesurer ces influences. Les simulations sont reportées
à la section 3.4.

Des expressions analytiques similaires ont été obtenues pour la modulation PPM (cf. annexe C.4) et conduisent
à une analyse identique.

Pour étudier totalement l’influence du nombre de doigts du récepteur rake sur les performance du système, nous
devons également évaluer le niveau de l’énergie du signal utile en fonction du nombre de doigts. C’est pourquoi
la section suivante est consacrée au calcul analytique de lavariance du signal utilez1 donné par (1.34) dans le
contexte d’une modulation PAM et d’un récepteur rake partiel.

3.3 Expression analytique de la variance du signal utile

Nous définissons la variance du signal utile de la manière suivante

U :=
�

a,d,τ

[
(z1)

2
]
.

Grâce à l’expression (1.34) et à la propriété 4, nous avons

z1 =

Lr∑

`=1

(A`
1)

2d1(0)C +
1,1(0)rww(0).

CommeC +
1,1(0) = Nf , nous obtenons

z1 = Nfrww(0)d1(0)

Lr∑

`=1

(A`
1)

2.
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Puisque les amplitudes sont supposées indépendantes et à moyenne nulle, nous avons

�
a

[
(z1)

2
]

= N2
f r

2
ww(0)d1(0)2 ×

Lr∑

`,`′=1

�
a

[
A`

1A
`
1A

`′

1 A
`′

1

]

= N2
f r

2
ww(0)d1(0)2 ×

[ Lr∑

`=1

J`
1 +

Lr∑

`1=1

I`1
1

Lr∑

`2=1

`2 6=`1

I`2
1

]
, (3.26)

avecI`
1 etJ`

1 définis par (1.12).
Le moyennage sur les symboles (que nous supposons de variance unité) conduit à

�
a,d

[
(z1)

2
]

= N2
f r

2
ww(0) ×

[ Lr∑

`=1

J`
1 +

Lr∑

`1=1

I`1
1

Lr∑

`2=1

`2 6=`1

I`2
1

]
.

En remplaçant les termesJ`
1 et I`

1 par leurs expressions dans le cadre d’un canal à une seule grappe admettant
un profil de décroissance des amplitudes exponentiel en fonction des retards et en moyennant alors sur les retards,
nous avons

U = N2
f r

2
ww(0)

[
µ4

a

Lr∑

`=1

(
λ

λ+ 2/γ

)`

+ 2

Lr∑

`1=1

Lr∑

`2=`1+1

(
λ`2(λ + 2/γ)`1−`2

(λ+ 1/γ)`1

)]
.

Le calcul des sommes géométriques impliquées dans l’équation précédente conduit à l’expression finale suivante

U = N2
f r

2
ww(0)λγ

[
µ4

a

2
+ λγ +

(
1

1 + 2/λγ

)Lr
(

2 − µ4
a

2
+ λγ

)
− 2

(
1

1 + 1/λγ

)Lr

(1 + λγ)

]
. (3.27)

Nous remarquons que la variance du signal utile ne dépend pasdu code de l’utilisateur d’intérêt. De plus la
variance ne dépend des paramètres statistiques du canal quepar le biais du produitλγ. Enfin la variance croit en
fonction deLr mais admet une asymptote à l’infini (cf. figure 3.4)

La valeur de l’asymptote de la figure 3.4 vaut

lim
Lr→∞

U = N2
f r

2
ww(0)λγ

[
µ4

a

2
+ λγ

]
.

En dernier lieu, le calcul du termeU pour la modulation PPM a également été effectué et est reporté en annexe
C.5.

3.4 Simulations

Par défaut, nous allons considérer les paramètres suivant pour le système TH-UWB :Nf = 3, Nc = 10,
Tc = 5 ns etTf = 50 ns. Ainsi le temps symbole est de150 ns.

Le modèle de canal retenu est bien évidemment celui présentéà la section 1.3. En revanche, nous n’allons
pas considérer les valeurs deλ et γ fournies dans [8]. En effet, dans [8], l’étalement temporelmoyen du canal
est de l’ordre de la dizaine de nanosecondes ce qui implique que le niveau de l’interférence entre symboles et
entre trames est très faible, comme déjà remarqué dans [27].Afin de quantifier au mieux l’influence de l’ISI / IFI,
nous préférons choisir des canaux présentant des étalements temporels moyens plus élevés, d’où,λ = 0, 1 ns−1 et
γ = 200 ns.

L’impulsionw(t) choisie est celle présentée au paragraphe 1.2.3 et toutes les simulations sont effectuées avec
une modulation PAM.
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3.4.1 Analyse de la variance de l’ISI / IFI en fonction du nombre de doigts

Sur la figure 3.5, nous avons tracé le rapportU/VISI|∞ pour le code minimisantVISI|∞, pour le code maximisant

VISI|∞ et aussi sa valeur moyenne calculé sur lesN
Nf
c = 1000 codes possibles en fonction deLr. Nous remarquons

que le meilleur code pourLr = 1 reste un excellent code même pour d’autres valeurs deLr. Ainsi le meilleur
code pourLr = 1 peut être constamment utilisé sans grande perte quelque soit le récepteur rake mis en œuvre.
Ceci confirme l’analyse effectuée à la sous-section 3.2.3 qui affirmait que la valeur deLr influencerait que très
légèrement le choix des meilleurs codes.

Sur la figure 3.6 nous avons tracé la probabilité d’erreur moyenne en fonction deEb/N0 moyen pour différentes
valeurs deLr. A chaque valeur deLr, nous avons considéré le code minimisantVISI|∞ et pour le code maximisant
VISI|∞. La définition de la probabilité d’erreur moyenne est donnéeau chapitre 2.

Nous remarquons que les codes influencent peu les performances ce que nous avions déjà entrevu à la figure
3.5. En revanche augmenter le nombre de doigts permet d’améliorer de manière significative les performances et est
donc un bon moyen de lutter contre l’ISI / IFI. Comme sans codage, de bonnes performances (telles PEM= 10−5)
sont atteintes avec un faible nombre de doigts, il n’est pas nécesaire de surdimensioinner le récepteur rake. Il
n’est notamment pas nécessaire de sélectionner les valeursdeLr qui permettent de saturer le rapport signal sur
interférenceU/VISI|∞.

3.4.2 Analyse de la variance de l’ISI / IFI en fonction du temps de garde

Pour lutter contre l’ISI / IFI, il est usuel de rajouter un temps de garde à la fin de chaque trame comme indiqué à
la figure 3.7. A chaque trame, nous rajoutonsNg chips vides. De ce fait la durée du temps de garde estTg := NgTc.
Le temps symbole augmente et vaut alors(Nc +Ng)NfTc ce qui a pour effet de diminuer le débit utile.

Sur la figure 3.8, nous avons tracé le rapportU/VISI|∞ en fonction du temps de gardeTg pour plusieurs valeurs
du nombre de doigtsLr. A chaque valeur deLr, nous avons considéré le code minimisantVISI|∞ et le code
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maximisantVISI|∞.

Nous remarquons de nouveau, en dépit de la présence d’un temps de garde, que les codes influencent peu les
performances. Nous observons surtout que le rapportU/VISI|∞ ne tend pas vers l’infini lorsque le temps de garde
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Figure 3.8 –U/VISI|∞ (dB) en fonction deTg (ns), pourLr = 1, · · · , 5 avec les pires et les meilleurs codes.

Tg augmente indéfiniment. Ceci est dû au fait que le termeVISI|∞ ne tend pas vers zéro et qu’il subsiste donc une
interférence résiduelle. Cette interférence est générée par la corrélation entre le signal de référence et le signal
associé à un retard appartenant à l’intervalle[−Tw, Tw]. Cette interférence ne peut être ôtée par la présence d’un
temps de garde et se déduit de (3.22) en ne retenant que les termes associés àQ = 0 et q = 0 qui sont relatifs à la
corrélation au sein d’un même chip. Par conséquent nous avons

VISI|∞,Tg→∞ = σ4
a ·N2

f ·
[
4 ΦLr,Lr

(0, 0) + Φ∞,Lr
(0, 0)

]
. (3.28)

Cette interférence résiduelle est indépendante des codes de l’utilisateur. Ainsi pour de grand temps de garde,
tout code conduit exactement aux mêmes performances. De plus, nous pouvons imaginer raisonnablement de
dimensionner le temps de garde de telle manière à ne avoir plus que de l’interférence résiduelle. Ainsi, dans notre
exemple, nous aurionsTg ≈ 500 ns alors que l’étalement temporel moyen vautγ = 200 ns.

Sur la figure 3.9, nous avons tracé le rapportU/VISI|∞ en fonction du temps de gardeTg, pour différents
paramètres statistiques des canaux (avecLr = 2).
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Nous remarquons que la valeur deTg pour laquelle il ne reste que de l’interférence résiduelle dépend direc-
tement deγ et est totalement indépendante deλ et du nombre de chips. Ceci est normal puisqueγ conditionne
l’étalement temporel des trajets. Nous observons que le paramètreλ qui indique la densité des trajets influence
fortement la valeur de l’interference résiduelle. Ceci estlogique plusλ est grand et plus il y aura de trajets dans
l’intervalle [−Tw, Tw] et donc plus il y aura d’interférence résiduelle. Enfin le nombre de chipsNc n’influence ni
le niveau de l’interférence résiduelle, ni le dimensionnement du temps de garde.

Sur la figure 3.10, nous avons tracé la probabilité d’erreur moyenne en fonction dēEb/N0 pour différentes
valeurs du temps de gardeTg. Le nombre de doigts du récepteur rake est fixé àLr = 1. Le code retenu minimise
la variance de l’ISI / IFI,VISI lorsque le temps de garde est nul.

La valeur plancher de la probabilité d’erreur décroit rapidement avec la durée du temps de garde. Afin de mieux
visualiser ce qui se passe à fortĒb/N0, nous avons tracé, sur la figure 3.11.a, la valeur plancher enfonction deTg

pourLr = 1 etLr = 2 avec le code qui minimise la variance de l’ISI / IFI,VISI. Nous remarquons que la probabilité
d’erreur cesse de s’améliorer bien avant la valeur deTg indiquée par la figure 3.8. Étant donné la figure 3.11.a,
nous préconisons de choisir un temps de garde de l’ordre de200 ns, c.-à-d., de l’ordre de l’étalement temporel
moyen du canal. Ainsi le choix effectué à partir du rapport signal à interférence s’est avéré pessimiste et donc peut
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Figure 3.10 – PEM en fonction dēEb/N0 (dB) (avecLr = 1).

conduire à surdimensionner le système au détriment du débit. Le choix suggéréTg = γ est indépendant deLr et a
été confirmé par d’autres simulations pour n’importe quel autre code de l’utilisateur d’intérêt et n’importe quelles
valeurs deγ etλ (cf. figure 3.11.b).

3.4.3 Analyse de la loi de probabilité de l’ISI / IFI

D’après la figure 3.8, nous remarquons que le rapportU/VISI|∞ est plus élevé avecLr = 1 qu’avec les autres
valeurs du nombre de doigts. La figure 3.11.a montre que ce phénomène ne se traduit pas au niveau de la PEM. Ceci
indique qu’il faut manier les indications apportées par le rapport signal à interférence avec beaucoup de précaution.
Ce n’est donc pas une mesure absolue et parfaite des performances d’un système. Néanmoins il a le mérite de sa
« simplicité ». Ainsi il n’y a pas de lien direct et trivial entre la PEM et le rapportU/VISI . Ceci est dû au fait que
l’ISI / IFI n’admet pas une distribution gaussienne. La figure 3.12 qui présente la densité de probabilité estimée
de l’ISI / IFI pour deux récepteurs rake partiel (Lr = 1 et Lr = 3) ainsi que la densité de probabilité des lois
gaussiennes de même variance confirme la non-gaussiannité de l’ISI / IFI.

Nous avons de plus calculé le kurtosis de la variable alétoire correspondant à l’ISI / IFI. Le kurtosis, notéκ(X),
est le cumulant normalisé d’ordre4 d’une variable aléatoireX et admet l’expression suivante [56] :

κ(X) =

�
[X4]

�
[X2]2

− 3.

Le kurtosis est nul pour une variable gaussienne et de ce faitsert à mesurer une certaine « distance » entre la
distribution de la variable étudiée et la distribution gaussienne. Pour la variablez2, nous avons trouvé des kurtosis
égaux à13, 75 et 13, 86 pourLr = 1 etLr = 3 respectivement. Ceci confirme que l’ISI / IFI ne suit pas une loi
gaussienne.
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Figure 3.12 – Densité de probabilité estimée dez2. a)Lr = 1. b)Lr = 3.

3.5 Comparaison de l’ISI / IFI et de la MUI

Dans le chapitre 2, nous avons montré qu’un système UWB est sujet à de la MUI qui dégrade nettement les
performances du dit système. Cette interférence pouvait néanmoins être atténuée en choisissant judicieusement les
codes de saut temporel. Nous rappelons que, si un récepteur rake partiel est mis en place, la variance de la MUI
admet l’expression suivante en régime asymptotique (Np → +∞)

VMUI |∞ =
σ4

a

NfTf
rww(0)(λγ)2

[
1 −

(
1

1 + 1/λγ

)Lr
]
·

Nu∑

n=2

NcNf−1∑

q=0

[
C

+2
1,n(q) + C

−2
1,n(q)

]
. (3.29)

Cette dernière équation se déduit trivialement de l’équation (2.20) présentant la variance de la MUI en mode
non-asymptotique lorsque l’utilisateur d’intérêt est l’utilisateur1.

Dans ce chapitre, nous nous sommes concentrés à évaluer l’interférence entre symboles et entre trames. Il
conviendrait évidemment de savoir quelle est l’interférence perturbant le plus le système, c.-à-d., quelle est l’inter-
férence dominante. L’objectif de cette section est de fournir des élements de réponses à cette question en comparant
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numériquement les valeurs du termeVMUI|∞ et du termeVISI|∞.
Dans la suite de ce paragraphe nous avons choisi deux configurations de codes :
– tous les utilisateurs admettent des codes « optimaux » qui minimisent la variance de l’interférence multi-

utilisateur c.-à-d. que les codes de chaque couple d’utilisateurm etn vérifient

NcNf−1∑

q=0

[
C

+2
m,n(q) + C

−2
m,n(q)

]
= N2

f ,

– tous les utilisateurs ont les « pires » codes, c.-à-d., ceuxqui entraînent une variance de l’interférence multi-
utilisateur maximale et qui vérifient par paire

NcNf−1∑

q=0

[
C

+2
m,n(q) + C

−2
m,n(q)

]
= N3

f .

Nous avons remarqué, par le biais de simulations, que si on imposait en plus aux codes d’avoir les derniers chips
de chaque trame vide afin de créer un intervalle de garde de longueurTg, alors il était toujours possible de trouver
un nombre de codes optimaux (ou pires) suffisants pour en attribuer un à chaque utilisateur du système.

Les paramètres du système (Nc,Nf , Tc, Tw etw(t)) prennent les mêmes valeurs qu’à la section 3.4.
À la figure 3.13 nous avons tracé le rapportVMUI|∞/VISI|∞ en fonction du temps de gardeTg pour des

meilleurs et pires codes avec deux valeurs différentes deLr. Le nombre d’utilisateurs a été fixé àNu = 6. Nous
remarquons que le rapportVMUI|∞/VISI|∞ diminue quand le temps de garde augmente. Par conséquent, à partir
d’une certaine valeur du temps de garde minimale, la variance de l’interférence multi-utilisateur devient négli-
geable par rapport à celle de l’interférence entre symboleset entre trames. Ce résultat esta priori étonnant puisque
le temps de garde a été mis en place pour diminuer l’interférence entre symboles et entre trames, et il s’avère qu’il
est plus efficace à atténuer l’interférence multi-utilisateur que l’interférence pour laquelle il a été conçu. L’explica-
tion est la suivante : l’expression analytique de la variance de l’interférence multi-utilisateur (cf. éq. (3.29)) indique
que celle-ci est proportionnelle au débit égal à(NfTf )−1 s−1. La présence de ce terme est dû au moyennage sur
l’asynchronisme entre les utilisateurs supposé uniformément distribué sur[0, NfTf [. Lorsque le temps de garde
augmente, le débit diminue et donc la variance de l’interférence multi-utilisateur aussi. En revanche nous avons
vu, dans ce chapitre, que quelque soit la valeur du temps de garde, la variance de l’interférence entre symboles
et entre trames stagne vers une constante en raison de l’interférence que nous avons nommée « résiduelle ». Par
conséquent, il est clair qu’il existe une valeur limite de temps de garde à partir de laquelle la variance de l’inter-
férence multi-utilisateur est inférieure à celle de l’interférence entre symboles et entre trames. Nous remarquons
également que les allures des courbes ne dépendent ni de la nature des codes ni du nombre de doigts considérés
pour concevoir le récepteur rake. En revanche la nature des codes et le nombre de doigts influencent fortement la
valeur du temps de garde à partir duquelVISI|∞ est supérieur àVMUI|∞.

À la figure 3.14, nous avons tracé le rapportVMUI|∞/VISI|∞ en fonction deTg pour différentes valeurs du
nombre d’utilisateursNu utilisant à chaque fois les meilleurs codes. Le nombre de doigts est fixé àLr = 2. Bien
évidemment, le seuil à partir duquel la variance de la MUI estinférieure à celle de l’ISI / IFI croît avec le nombre
d’utilisateursNu.

À la figure 3.15 nous avons tracé la PEM en fonction du temps de gardeTg pour plusieurs valeurs du nombre
d’utilisateurs utilisant soit les meilleurs codes soit lespires codes. Nous avons fixé̄Eb/N0 = 50 dB. Evidemment
les performances se dégradent si le nombre d’utilisateurs présents augmente. Nous remarquons également un net
écart de performances selon que des codes optimaux aient étéutilisés ou pas. Néanmoins cet écart tend à diminuer
quand la taille du temps de garde augmente. En effet, quand letemps de garde est bien supérieur à l’étalement
temporel moyen du canal, la variance de l’interférence entre symboles et entre trames qui alors se résume à de
l’interférence résiduelle est prépondérante sur l’interférence multi-utilisateur. De ce fait améliorer la variancede
l’interférence multi-utilisateur par le biais d’un choix judicieux des codes ne conduit qu’à des gains mineurs en
performances. Ainsi quandTg est très grand par rapport àγ, les performances sont directement reliées au niveau
d’interférence entre symboles résiduelle. Cette interférence résiduelle, qui n’est jamais nulle quelque soit la valeur
deTg, produit donc l’effet plancher observable sur la courbe.
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Figure 3.13 –VMUI|∞/VISI|∞ en fonction deTg (ns) pour les pires et meilleurs codes et différentes valeurs deLr.

En conclusion, la minimisation conjointe de la variance de la MUI (en choisissant les codes optimaux) et de
la variance de l’ISI / IFI (en dimensionnant correctement letemps de garde) entraîne une amélioration signifi-
cative des performances. Néanmoins le niveau relatif des deux interférences dépend fortement deγ et donc des
statistiques des canaux rencontrés.

3.6 Amélioration du récepteur rake

Dans la section précédente, nous avons remarqué que la variance de la MUI diminue fortement quand le
temps de garde augmente tandis que la variance de l’ISI / IFI stagne en raison de la présence de l’interférence
résiduelle mentionnée à l’équation (3.28). Il est clair qu’il serait intéressant de concevoir un récepteur, simple
comme le récepteur rake, mais qui ne présente pas d’interférence résiduelle. Dans la suite, nous allons montrer
qu’en modifiant légèrement le récepteur rake, nous sommes enmesure d’éliminer toute l’interférence résiduelle et
donc d’améliorer grandement les performances du système.

Nous allons d’abord examiner le problème dans un cas simple afin de comprendre les mécanismes qui per-
mettent de modifier le récepteur rake afin qu’il ne subisse plus l’interférence résiduelle. Soitx(t) le signal émis
correspondant à l’émission d’un symboled par le biais d’une modulation linéaire 2-PAM. Alors

x(t) = dg(t) (3.30)

avecd un symbole valant±1 et g(t) un filtre de mise en forme quelconque de norme unité. Comme un seul
symbole a été émis, il n’y a évidemment pas d’interférence entre symboles et donc la seule interférence visible est
l’interférence résiduelle. On considère que le canal de propagation reliant l’émetteur et le récepteur est composé
de deux trajets d’atténuations (A1,A2) et de retards respectifs (0,τ ). Le signal reçuy(t) s’écrit alors

y(t) = A1x(t) +A2x(t− τ) + b(t), (3.31)



68 ÉTUDE DE L’ INTERFÉRENCE ENTRE SYMBOLES ET ENTRE TRAMES

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

Tg (ns)

V
m

ui
/V

is
i

Nu=2
Nu=4
Nu=6
Nu=8
Nu=10
Nu=15
Nu=20
Limite Vmui=Visi

Figure 3.14 –VMUI|∞/VISI|∞ en fonction deTg (ns) pour différents nombres d’utilisateurs actifs.

avecb(t) un bruit blanc gaussien. Nous avons alors

y(t) = df(t) + b(t) avec f(t) = A1g(t) +A2g(t− τ).

Comme un unique symbole a été transmis au cours de la communication, il est bien connu que le récepteur optimal
se compose d’un filtre adapté àf(t), d’un échantillonneur à l’instant ’0’ et d’un détecteur à seuil. Le boitier
composé du filtre adapté et de l’échantillonneur corresponden fait à une projection du signal reçuy(t) sur une
base de l’espace-signal. L’espace-signal étant ici engendré parf(t), nous avons, en amont du détecteur à seuil, le
signalz =< y(t)|f(t) >, avec< .|. > le produit scalaire deL2. Le termez, que nous noterons dans la suite
zcomplet, s’écrit de la manière suivante

zcomplet = A1 < y(t)|g(t) > +A2 < y(t)|g(t− τ) > (3.32)

= d(A2
1 +A2

2 + 2A1A2ρ) + bcomplet, (3.33)

avecρ =< g(t)|g(t − τ) > et bcomplet =< b(t)|f(t) >. Grâce à l’équation (3.32), nous remarquons que ce
récepteur est un récepteur rake complet. De plus le terme(A2

1 + A2
2 + 2A1A2ρ) est égal à la norme au carré

def(t), notée‖f(t)‖2 =< f(t)|f(t) > et est donc positif par construction. Ceci peut également seremarquer
en montrant, par le biais de l’inégalité de Cauchy-Schwartz, que le termeρ est compris entre−1 et 1. Ainsi en
l’absence de bruit le signe dezcomplet est identique à celui ded et donc aucune erreur n’est commise au cours de la
transmission. Par conséquent la probabilité d’erreur tendvers0 quand le Rapport Signal à Bruit (RSB) augmente.
C’est pourquoi aucun effet plancher ne sera visible.

Étant donné l’équation (1.33), nous savons que le signalzcomplet peut être séparé en deux signaux : le signal
utile z1,complet et le signal interférentz2,complet dû à l’interférence entre les échos. Étant donné les définitions
respectives dez1,complet et dez2,complet (cf. éqs. (1.34) et (1.35)), nous avons, dans le contexte particulier du
signal (3.30)

z1,complet = d(A2
1 +A2

2) et z2,complet = d(2A1A2ρ).
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Figure 3.15 – Probabilité d’erreur moyenne en fonction deTg (ns).

Nous remarquons que le signalz2,complet est bien un signal perturbateur car suivant les canaux aléatoires rencon-
trés,2A1A2ρ peut être positif ou négatif ce qui a pour effet que sa présence peut éloigner ou rapprocher le point
zcomplet de la frontière de décision. Néanmoins les termesz1,complet et z2,complet ne sont pas indépendants entre
eux et surtout le termez2,complet n’induit pas, en l’absence de bruit, une localisation dezcomplet dans la mauvaise
région de décision.

Remarque 3 Supposons queA1 etA2 soient des variables aléatoires i.i.d. de loi gaussienne centrée et de variance
unité et queτ soit une variable déterministe. Il est facile de montrer quela variable aléatoirez2,complet est
centrée et de variance4ρ2. Par conséquent la variance du terme interférent n’est pas nulle et provoque l’existence
d’une interférence résiduelle. Néanmoins l’existence de cette interférence résiduelle n’induit pas d’effet plancher
pour le récepteur rake complet. Cette apparente contradiction peut être levée en remarquant que le signal utile
z1,complet et le terme interférentz2,complet ne sont pas indépendants entre eux. Ainsi la seule donnée de la variance
du terme interférent n’est pas suffisante pour en déduire le comportement du récepteur rake. En effet afin de
décrire parfaitement les statistiques du signal reçu, il faudrait au minimum connaître l’intercorrélation entre les
signaux utile et interférent (et aussi les statistiques d’ordre supérieur puisque ces termes ne sont pas gaussiens (cf.
sous-section 3.4.3)). D’ailleurs, la non-gaussiannité des signaux et leur dépendance implique que le lien entre la
probabilité d’erreur moyenne et la variance du signal interférent n’est pas direct et fait intervenir certainement
d’autres statistiques du signal.

Maintenant, au lieu d’appliquer le récepteur optimal, c.-à-d. le récepteur rake complet (en l’occurrence à deux
doigts), on applique seulement un récepteur rake partiel à un doigt, ce qui correspond à la projection du signal
reçuy(t) sur l’espace engendré par le premier trajet, c.-à-d., parA1g(t). Ainsi le signal, sur lequel la décision sera
prise, se notezpartiel et s’écrit

zpartiel = A1 < y(t)|g(t) > (3.34)

= d(A2
1 +A1A2ρ) + bpartiel (3.35)

avecbpartiel = A1 < b(t)|g(t) >.
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Malheureusement cette fois-ci, rien n’assure que le terme(A2
1 +A1A2ρ) soit positif. Par exemple, considérons

A1 = 1, A2 = −3 et ρ = 0.5. Alors, nous avonszpartiel = −d/2 + bpartiel. Ainsi le signalzpartiel, même en
l’absence de bruit et pour cette réalisation particulière du canal, se situe dans la mauvaise région de décision ce qui
induit une erreur. Ceci justifie la présence d’un effet plancher sur la courbe de probabilité d’erreur moyennée sur
tous les canaux.

Remarque 4 Dans le cas d’un unique écho et siA1 > A2, le récepteur rake partiel synchronisé sur le trajet le
plus puissant (c.-à-d.A1) ne présente pas d’effet plancher car le terme(A2

1 + A1A2ρ) est positif puisqueρ est
compris entre−1 et 1. En revanche l’exemple numérique présenté ci-dessus montre que le récepteur rake partiel
synchronisé sur le premier trajet (qui n’était pas le plus puissant de deux trajets) admet un plancher dans les
performances. Ainsi lorsque deux trajets sont présents, lerécepteur rake sélectionnant le trajet le plus puissant
(ce qui correspond au récepteur rake sélectif) est vierge d’effet plancher. Est-ce encore vrai quand le canal de
propagation a plus de deux trajets ? La réponse est négative car de nombreux contre exemples existent comme le
suivant : soitA1 = 1, A2 = −0, 9, A3 = −0, 8 et τ1 = 0 τ2 = T/4, τ3 = T/2 avecT la période symbole et
g(t) la fonction porte normalisée. Avant le détecteur à seuil, lesignal z s’écrit dA1(A1 + A2ρ2 + A3ρ3) avec
ρ2 =< g(t)|g(t− τ2) > etρ3 =< g(t)|g(t− τ3) >. Étant donné les choix de la focntiong(t) et des retards, nous
avons numériquement queρ2 = 3/4 et ρ3 = 1/2. Ainsi le terme(A1 + A2ρ2 + A3ρ3) admet la valeur négative
−0, 075 ce qui conduira à l’existence d’un effet plancher pour la probabilité d’erreur moyenne. Par conséquent,
considérer un récepteur rake sélectif à la place d’un récepteur rake partiel ne permet d’éliminer le seuil dû à
l’interférence résiduelle sauf à de rares exceptions près.

Encore une fois, le signalzpartiel peut être décomposé en partie utile et en partie interférente de la manière
suivante

z1,partiel = d(A2
1) et z2,partiel = d(A1A2ρ).

De nouveau le détecteur à seuil assimile le termez2,partiel à du bruit puisque ce terme peut déplacer le signal
zpartiel dans la mauvaise région de décision. Néanmoins le termez2,partiel contient de l’information surd et il est
ainsi clair que prendre la décision directement sur le signal zpartiel n’est pas nécessairement pertinent. La question
est maintenant de savoir comment modifier le récepteur de façon à tirer profit de l’information utile présente dans
le termez2,partiel tout en n’augmentant pas la complexité du récepteur.

Si le récepteur a la connaissance du canal, c.-à-d., des atténuationsA1 etA2 et du retardτ , il est alors capable de
calculer le termeρ et finalement le facteur multiplicatif(A2

1 +A1A2ρ) présent devant le symboled dans l’équation
(3.35). C’est pourquoi en multipliant le termezpartiel par(A2

1 +A1A2ρ), nous obtenons le termezaméliorésuivant

zamélioré = (A2
1 +A1A2ρ)zpartiel

= d(A2
1 +A1A2ρ)

2 + bamélioré,

avecbamélioré= (A2
1 +A1A2ρ)bpartiel.

En l’absence de bruit, le termezamélioréest par construction dans la région de décision du symbole émis quelque
soit le canal de propagation rencontré. Par conséquent, aucun plancher n’apparaitra sur la courbe de la probabilité
d’erreur moyenne en fonction du RSB. Ce nouveau type de récepteur sera appelé, dans la suite, récepteur rake
amélioré. Le récepteur rake amélioré, quoique nécessitant exactement le même nombre de corrélateurs que le
récepteur rake conventionnel associé, est légèrement pluscomplexe puisqu’il nécessitera l’estimation des atténua-
tions et des retards de tous les échos du canal (au nombre deNp) alors qu’un récepteur rake conventionnel àLr

doigts se contentera de l’estimation desLr échos sur lesquel il se synchronisera.
Sur la figure 3.16, nous avons représenté la probabilité d’erreur moyenne en fonction du RSB pour les modèles

(3.30) et (3.31) du signal émis et du signal reçu. La fonctiong(t) est une fonction porte de norme unité. Le retard
τ a été choisi de telle sorte queρ = 0, 5. Les variables aléatoiresA1 etA2 sont indépendantes et identiquement
distribuées de loi gaussienne réelle de moyenne nulle et de variance unité. Enfin la moyenne sur la probabilité
d’erreur a été obtenue sur10.000 réalisations du canal. Nous remarquons bien que les récepteurs rake complet et
amélioré ne présentent pas d’effet plancher tandis que le récepteur rake partiel conventionnel à un doigt admet une
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Figure 3.16 – PEM en fonction du RSB (dB) pour le rake completLr = 2, partielLr = 1 et amélioré.

asymptote dans les performances. Il convient maintenant d’appliquer ce principe d’amélioration du récepteur rake
partiel au signal émis TH-UWB vérifiant l’équation (1.7) et subissant le canal de propagation (1.10).

Application au signal de type TH-UWB

Dans un contexte de signal émis TH-UWB2, le signalz en entrée du détecteur à seuil peut s’écrire de la manière
suivante (cf. éqs. (1.32), (1.34) et (1.35))

z = z1 + z2 + η,

avec

z1 = d(0)Nfrww(0)

Lr∑

`=1

(A`)2,

z2 =

Lr∑

`=1

A`

Np∑

k=1

k 6=`

Ak

[
d(−Qk,`)[C +(qk,`)rww(εk,`) + C

+(qk,` + 1)rww(εk,` − Tc)]

+ d(−Qk,` − 1)[C−(qk,`)rww(εk,`) + C
−(qk,` + 1)rww(εk,` − Tc)]

]
,

sous l’hypothèse que la modulation employée est une PAM. Dans la suite, nous nous limiterons au cas d’une
modulation PAM à deux états.

Nous avons vu, dans l’exemple simple présenté au début de cette section, que le récepteur rake pouvait être
amélioré si on multipliait le symbole d’intérêt (icid(0)) par le facteur multiplicatif qui perturbe la détection et dont
on peut avoir la connaissance. C’est pourquoi, il convient maintenant d’écrirez en fonction d’un terme portant le

2On considère un unique utilisateur dans le système par soucide simplification. Par conséquent, l’indice de l’utilisateur sera omis dans la
suite de ce paragraphe.
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symbole d’intérêt (noté̃z1) et d’un terme ne contenant que des contributions des autressymboles (noté̃z2). Pour
cela, nous allons décomposerz2 de la manière suivante

z2 = d(0)H ′
1 + z̃2,

où

H ′
1 =

Lr∑

`=1

A`

Np∑

k=1

k 6=`

Ak
[[

C
+(qk,`)rww(εk,`) + C

+(qk,` + 1)rww(εk,` − Tc)
]
× �Qk,`=0

+
[
C

−(qk,`)rww(εk,`) + C
−(qk,` + 1)rww(εk,` − Tc)

]
× �Qk,`=−1

]
,

z̃2 =

Lr∑

`=1

A`

Np∑

k=1

k 6=`

Ak
[
d(−Qk,`)

[
C

+(qk,`)rww(εk,`) + C
+(qk,` + 1)rww(εk,` − Tc)

]
× �Qk,` 6=0

+ d(−Qk,` − 1)
[
C

−(qk,`)rww(εk,`) + C
−(qk,` + 1)rww(εk,` − Tc)

]
× �Qk,` 6=−1

]
.

Remarquer que le termẽz2 ne contient à présent que la contribution de l’interférenceentre symboles.
Le termez admet alors l’écriture suivante

z = z̃1 + z̃2,

avec
z̃1 = d(0)(H1 +H ′

1)

et

H1 = Nfrww(0)

Lr∑

`=1

(A`)2. (3.36)

Afin d’éliminer l’interférence résiduelle qui correspond au termed(0)H ′
1, il convient de multiplier le signalz

par le terme(H1 +H ′
1). Ainsi la décision sera prise sur le signalz′ construit de la manière suivante

z′ = (H1 +H ′
1).z (3.37)

= (H1 +H ′
1)

2.d(0) + (H1 +H ′
1)z̃2 + (H1 +H ′

1)η.

Le schéma 3.17 représente le récepteur rake amélioré basé sur l’opération décrite ci-dessus.

.

X
conventionnel

Récepteur Rake
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y(t)

(H1 + H ′
1
)

z z′ d̂

deA et τ
.

Figure 3.17 – Principe de fonctionnement du récepteur rake «amélioré ».

Dans les simulations, les paramètres déterministes du canal sont fixés aux valeurs suivantesλ = 0, 1 ns−1 et
γ = 200 ns. Les paramètres du signal TH-UWB sont identiques à ceux utilisés au paragraphe 3.4. Le nombre de
doigts du récepteur rake conventionnel vautLr = 1.

À la figure 3.18 nous avons tracé la PEM en fonction deĒb/N0 pour le récepteur rake conventionnel et pour
le récepteur rake amélioré en absence et en présence d’interférence entre symboles. En absence d’interférence
entre symboles (c.-à-d., lorsqueTg est très grand), la PEM obtenue avec un récepteur rake conventionnel présente
un seuil dû aux effets de l’interférence résiduelle, alors que la PEM obtenue avec le récepteur rake amélioré
ne présente plus de seuil et décroit bien en fonction du RSB. Ainsi tous les résultats préssentis grâce à l’exemple
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simple exposé au début de cette section se transposent parfaitement au contexte d’un signal TH-UWB. En présence
d’interférence entre symboles, la PEM associée au récepteur rake conventionnel présente un seuil engendré par les
effets conjoints de l’interférence entre symboles et de l’interférence résiduelle tandis que la PEM associée au
récepteur rake amélioré admet un seuil uniquement induit par l’interférence entre symboles. Ceci explique le fait
que le seuil du récepteur rake amélioré est plus faible que celui du récepteur rake conventionnel.
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Figure 3.18 – PEM en fonction dēEb/N0 (dB),Lr = 1.

À la figure 3.19 nous avons tracé la PEM en fonction du temps de garde pourĒb/N0 = 50 dB. Nous re-
marquons que l’utilisation du récepteur rake amélioré permet d’obtenir de meilleures performances quelquesoit la
valeur du temps de garde. Le seuil qui apparait pour le récepteur amélioré n’est dû qu’au bruit additif alors que le
seuil associé au récepteur conventionnel est dû au bruit additif et à l’interférence résiduelle.

Il faut néanmoins noter que plusieurs travaux concomittants aux notres ( [57] et [58]) ont introduit des traite-
ments au niveau de la variable de décisionz en vue d’améliorer la décision. Dans les deux papiers mentionnés,
ces traitements avaient pour but de diminuer l’effet de l’interférence entre symboles (et non de l’interférence rési-
duelle) en utilisant des techniques classiques d’égalisation (Wiener ou égaliseur à retour de décision (en anglais,
Direct Feedback Equalizer(DFE)), entre-autres). Dans [57], les auteurs étudient un système DS-UWB (en anglais,
Direct Sequence UWB) (cf. chapitre 4) et implémentent un récepteur rake procédant à la combinaison des voies de
manière numérique (et non analogique) et fonctionnant à la cadence des chips (et non des symboles). Dans [58],
les auteurs utilisent une modulation non-cohérente de typeMarche-Arrêt (en anglais,On-Off Keying(OOK)) et
un détecteur d’énergie et n’évoquent pas le problème de l’interférence résiduelle. Enfin cette notion d’interférence
résiduelle n’est mentionnée que dans [59] et seulement dansle contexte de la modulation PPM.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons obtenu une expression analytique de la variance de l’ISI / IFI. Nous avons analysé
l’influence du nombre de doigts du récepteur rake et de la longueur du temps de garde sur la variance de l’ISI / IFI
et sur la probabilité d’erreur du système. Nous avons de plusmontré qu’il était nécessaire d’optimiser le système
en prenant en compte conjointement la MUI et l’ISI / IFI.
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Figure 3.19 – PEM en fonction deTg (ns) (Ēb/N0 = 50 dB).

Nous avons montré qu’une probabilité d’erreur acceptable pour un système de communication est atteinte avec
un faible nombre de doigts du récepteur rake. De même il apparait raisonnable de considérer un intervalle de
garde de longueur égale à l’étalement moyen du canal. Nous avons également mis en évidence l’existence d’une
interférence résiduelle qui a pour effet de rendre la probabilité d’erreur non nulle même en l’absence de bruit
additif et d’interférence entre symboles et entre trames. Nous avons cependant développé une parade à l’existence
de cette interférence résiduelle en modifiant légèrement lerécepteur rake.

Les calculs présentés dans ce chapitre ont été effectués en employant une modulation PAM. Néanmoins des
calculs similaires sont réalisables avec une modulation PPM et ont été relégués en annexe.

Les travaux concernant le calcul de la variance de l’ISI / IFIet la mise en évidence de l’interférence résiduelle
ont donné lieu à un article de congrès [60].

Il conviendrait cependant d’étudier plus profondément le récepteur rake amélioré, notamment, en analysant la
robustesse de ce nouveau récepteur à une estimation imparfaite et partielle du canal de propagation.
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Chapitre 4

Interférence multi-utilisateur pour
différentes techniques d’accès multiples

4.1 Introduction

Dans le chapitre 2, nous avons évalué analytiquement la variance de la MUI pour une communication de type
ultra large bande à impulsions employant une technique d’accès multiple par répartition de codes de saut temporel.
Nous avons notamment fait ressortir la dépendance de la variance de la MUI vis-à-vis des codes de saut temporel
utilisés. Ceci a été rendu possible en introduisant la notion de codes développés qui nous ont permis d’exprimer
le signal de telle manière que la forme d’onde transportant l’information soit multipliée par la séquence de codes.
Ainsi ce dernier formalisme nous a permis de nous rapprochertrès fortement des modèles analytiques des signaux
de type DS-CDMA et présentés clairement dans [42]. Par conséquent, la notion de codes développés permet de
réunir simplement la technique TH-UWB et la technique DS-CDMA sous un même et unique cadre. C’est pourquoi
les calculs conduits au chapitre 2 peuvent être retranscrits presque de manière identique aux signaux DS-CDMA
et DS-UWB.

Dans la littérature, le calcul analytique de la variance de la MUI d’un système DS-CDMA asynchrone a déjà été
mené par [42]. Néanmoins seule la propagation en espace libre, c.-à-d. sans trajets multiples, avait été considérée.
En ce qui concerne le calcul de la variance de la MUI d’un système TH-UWB et le lien avec celui d’un système
DS-CDMA, seul [14] l’évoque implicitement. De plus dans ce dernier article, la caractéristique particulière de la
forme d’onde utilisée en TH-UWB permettant de simplifier la variance obtenue n’est pas exploitée avec pertinence.

Dans ce chapitre, nous montrons d’abord que les signaux à étalement de spectre de type DS-CDMA, DS-
UWB et TH-UWB peuvent s’exprimer sous une forme analogue, dans le sens, où la forme d’onde transportant
l’information utile est modulée en amplitude par une séquence de codes dédiée à un utilisateur. C’est pourquoi
la démarche permettant d’obtenir une expression analytique de la variance de la MUI peut être reproduite pour
chacun de ces trois systèmes à accès multiple par répartition de codes. Ainsi nous avons obtenu des expressions
analytiques de la variance de la MUI pour les trois systèmes suivants : DS-CDMA, DS-UWB et TH-UWB lorsque
les canaux de propagation sont à trajets multiples. Les différences entre les différentes expressions sont justes dues
au fait que les formes d’ondes ont des supports temporels différents.

Au paragraphe 4.2 nous présentons d’une part les modèles analytiques des systèmes DS-CDMA, DS-UWB
et TH-UWB et les correspondances qui permettent de passer simplement d’un modèle à l’autre et, d’autre part,
le calcul de la variance de la MUI pour chacun de trois systèmes. Au paragraphe 4.3, nous étudions les codes
qui minimisent chacune des trois variances de la MUI. Enfin, au paragraphe 4.4, nous comparons les valeurs des
différentes variances de la MUI ainsi que les valeurs des probabilités d’erreur moyenne en présence de MUI afin
de savoir lequel des trois systèmes résiste le mieux à la présence d’utilisateurs perturbateurs.
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4.2 Systèmes DS-CDMA, DS-UWB et TH-UWB

4.2.1 Modèles des signaux

Dans le cas d’un système DS-CDMA multi-utilisateur, le signal transmis par l’utilisateurn a pour expression

sDS-CDMA
n (t) =

√
αn

+∞∑

i=−∞

dn(i)

NDS-CDMA
c −1∑

j=0

cn(j)p(t− jTDS-CDMA
c − iTs − θn), (4.1)

avec
– p(t) le filtre de mise en forme, supposé être une fonctionportede duréeTp = TDS-CDMA

c , d’amplitude unité
et d’énergieEp,

– {cn(j)}NDS-CDMA
c −1

j=0 la séquence d’étalement à valeurs dans{−1,+1} allouée à l’utilisateurn,
– NDS-CDMA

c le facteur d’étalement ou le nombre de chips par symbole ou lenombre d’impulsions par symbole,
– TDS-CDMA

c la durée d’un chip,
– Ts = NDS-CDMA

c TDS-CDMA
c la durée d’un symbole,

– αn := PnT
DS-CDMA
c /Ep la normalisation afin que les signaux soient de puissancePn,

– {dn(i)} la suite des symboles d’information appartenant à une constellation quelconque fixée (PAM, PSK,
QAM) émis par l’utilisateurn,

– θn, l’asynchronisme de l’utilisateurn, uniformément distribuée sur la durée d’un symbole d’information,
c.-à-d., sur[0, Ts[.

Contrairement à [42], nous avons présenté le signal en bandede base et non sur fréquence porteuse.

Dans le cas d’un système DS-UWB multi-utilisateur, le signal transmis par l’utilisateurn a pour expression

sDS−UWB
n (t) =

√
αn

+∞∑

i=−∞

dn(i)

NDS-UWB
c −1∑

j=0

cn(j)w(t − jTDS-UWB
c − iTs − θn), (4.2)

avec
– tous les termes composant (4.2) identiques à ceux constituant (4.1) hormisNDS-UWB

c , TDS-UWB
c , le filtre de

mise en formew(t) etαn,
– NDS-UWB

c le nombre de chips par symbole ou le nombre d’impulsions par symbole,
– TDS-UWB

c la durée d’un chip,
– w(t) un filtre de mise en forme quelconque mais de duréeTw très courte vérifiantTw � Tc, ce qui explique

la dénomination UWB,
– αn = PnT

DS-UWB
c /Ew avecEw =

∫ +∞

−∞
w(t)2dt.

En accord avec le chapitre 1, nous savons que le signal de typeTH-UWB (utilisant une modulation PAM et
non une modulation PPM) peut s’écrire de la manière suivantegrâce à l’utilisation des codes développés

sTH−UWB
n (t) =

√
αn

+∞∑

i=−∞

dn(i)

NTH-UWB
c Nf−1∑

j=0

cn(j)w(t − jT TH-UWB
c − iNfTf − θn). (4.3)

avec
– T TH-UWB

c la durée d’un chip,
– Nf le facteur de répétition ou le nombre de trames ou encore le nombre d’impulsions par symbole,
– NTH-UWB

c le nombre de chips par trame,
– Tf = NTH-UWB

c T TH-UWB
c la durée d’une trame,

– {cn(j)}NcNf−1
j=0 la séquence de code développé à valeurs dans{0,+1} allouée à l’utilisateurn et ne possé-

dant pas plus d’un ’1’ tous lesNc chips,
– w(t) est un filtre de mise en forme quelconque mais de duréeTw très courte vérifiantTw � Tc,
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– αn = PnTf/Ew avecEw =
∫ +∞

−∞
w(t)2dt.

Les autres termes intervenant dans l’équation (4.3) sont déjà définis au chapitre 2.

En comparant les équations (4.1), (4.2) et (4.3) nous constatons que ces expressions s’écrivent sous la forme
générique suivante

sn(t) =
√
αn

+∞∑

i=−∞

dn(i)
N−1∑

j=0

cn(j)p(t− jTc − iTs − θn), (4.4)

avec
– p(t) le filtre de mise en forme de duréeTp,
– {dn(i)}i la suite des symboles d’information, supposés être indépendant et identiquement distribués,
– Tc la durée d’un chip,
– N le nombre de chips par symbole,
– Ts la durée d’un symbole,
– αn = PnTs/(NiEp) avecEp l’énergie de l’impulsion constituante,
– Ni le nombre d’impulsions par symbole,
– {cn(j)}N−1

j=0 , la séquence d’étalement ou signature spécifique à chaque utilisateur,
– θn représentant l’asynchronisme de l’utilisateurn et est modélisé par une variable uniformément distribuée

sur la durée d’un symbole d’information, d’où, sur[0, Ts[.
Suivant la valeur donnée aux différents paramètres du système, l’équation générique (4.4) représente le DS-

CDMA, le DS-UWB ou bien le TH-UWB. Le lien entre les paramètres introduits à l’équation (4.4) et ceux des
équations (4.1), (4.2) et (4.3) est récapitulé au tableau 4.1.

Paramètres TH-UWB DS-CDMA DS-UWB

Temps chip Tc T TH-UWB
c TDS-CDMA

c TDS-UWB
c

Nb. d’impulsions par symb. Ni Nf NDS-CDMA
c NDS-UWB

c

Nb. de chips par symb. N NTH−UWB
c Nf NDS-CDMA

c NDS-UWB
c

Largeur d’impulsion Tp Tw � T TH-UWB
c TDS-CDMA

c Tw � TDS-UWB
c

Temps symbole Ts NfN
TH-UWB
c T TH-UWB

c NDS-CDMA
c TDS-CDMA

c NDS-UWB
c TDS-UWB

c

Tableau 4.1 – Correspondance entre les paramètres des différents systèmes.

Concernant les codes d’accès multiple, dans les cas DS-CDMAet DS-UWB, les codes prennent des valeurs
dans l’ensemble{−1, 1} alors que dans le cas TH-UWB, les codes prennent des valeurs dans l’ensemble{0, 1} et
admettent une structure particulière car seulement un chippar trame est occupé.

Dans la suite, nous comparons l’expression du facteur d’étalement (en anglais,Spreading Factor(SF)), du
débit d’information et de l’énergie émise pour chacun des trois systèmes.

Il est clair que les débits des différents systèmes s’écrivent de la manière suivante

DDS-CDMA =
1

NDS-CDMA
c TDS-CDMA

c

, D DS-UWB =
1

NDS-UWB
c TDS-UWB

c

etD TH-UWB =
1

NfNTH-UWB
c T TH-UWB

c

. (4.5)

Le facteur d’étalement est défini par

SF =
Bande du signal

Bande minimale pour transmettre l’information

et admet les expressions suivantes

SFDS-CDMA = NDS-CDMA
c , SFDS-UWB = NDS-UWB

c

TDS-UWB
c

Tw
et SFTH-UWB = NfN

TH-UWB
c

T TH-UWB
c

Tw
.
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Quant à l’énergie émise pour transmettre un bit d’information, elle est égale àNiEp ce qui se décline de la
manière suivante pour chaque système

EDS−CDMA = NDS−CDMA
c Ep, EDS−UWB = NDS-UWB

c Ew et ETH−UWB = NfEw.

En conclusion, moyennant le tableau 4.1 de correspondance,chacun des trois systèmes émet un signal pour
l’utilisateur n vérifiant l’expression générique (4.4). Par conséquent, ununique calcul permettra de trouver la
variance de la MUI pour les systèmes DS-CDMA, DS-UWB et TH-UWB. La formule commune obtenue pourra
néanmoins se particulariserin fineen utilisant notamment le fait que la largeur de l’impulsionpour les systèmes
DS-UWB et TH-UWB est très inférieure au temps chip. Noter que, ce calcul va nous permettre d’étendre les
résultats de [42] concernant le DS-CDMA au contexte d’une propagation à trajets multiples.

4.2.2 Récepteur rake

Afin d’exprimer le signal en sortie du récepteur rake mais avant prise de décision associé à l’utlisateur d’intérêt
1, nous considérons le signal transmissn(t) générique donné par (4.4), le récepteur rake présenté au paragraphe 1.4
et le modèle de canal présenté au paragraphe 1.3. Par conséquent la variablez, à partir de laquelle une décision
sera prise, est obtenue rigoureusement de la même manière qu’au chapitre 2 et a pour expression

z =

Nu∑

n=1

√
αn

∑

`∈L

Np∑

k=1

A`
1A

k
n × yk,`,n(θn),

avec

yk,`,n(θn) :=
+∞∑

i=−∞

dn(i)
N−1∑

j=0

cn(j)
N−1∑

j1=0

c1(j1)rpp(∆τk,`,n + θn + (j − j1)Tc + iTs), (4.6)

∆τk,`,n := τk
n − τ `

1 ,

et

rpp(u) :=

∫ +∞

−∞

p(t)p(t− u)dt.

Nous allons à présent simplifier la partie droite de (4.6) en montrant qu’un certain nombre de termes intervenant
dans les sommes sont en fait nuls. Pour cela, nous utilisons la même démarche que celle utilisée pour obtenir la
propriété 4 au chapitre 2. Cette démarche est encore valide car le support de la fonction de mise en forme est inclus
dansTc quelque soit le système considéré. Nous obtenons alors

yk,`,n(θn) = dn(−Qk,`
n )
[
C

+
1,n(qk,`

n ) · rpp(ε
k,`
n ) + C

+
1,n(qk,`

n + 1) · rpp(ε
k,`
n − Tc)

]

+ dn(−Qk,`
n − 1)

[
C

−
1,n(qk,`

n ) · rpp(ε
k,`
n ) + C

−
1,n(qk,`

n + 1) · rpp(ε
k,`
n − Tc)

]
, (4.7)

avec les termesC +
m,n(q) etC −

m,n(q) introduits au chapitre 2 et

Qk,`
n = b(θn + ∆τk,`,n)/Tsc, Qk,`

n ∈ {−∞,+∞},

qk,`
n = b(θn + ∆τk,`,n −Qk,`

n Ts)/Tcc, qk,`
n ∈ {0, · · · , N − 1},

et εk,`
n le reste de la division euclidienne ce qui implique queεk,`

n ∈ [0, Tc[. Dans le but d’alléger les notations, la
dépendance des variablesQk,`

n , qk,`
n et εk,`

n vis-à-vis deθn et∆τn,k,`, n’est pas explicitement précisée.
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4.2.3 Expression analytique de la variance de la MUI

L’objet de cette section est d’établir les expressions analytiques de la variance de la MUI pour les systèmes
DS-CDMA et DS-UWB afin de les comparer à celle obtenue dans le cas du TH-UWB. La MUI, notéezMUI a pour
expression :

zMUI =

Nu∑

n=2

√
αn

∑

`∈L

Np∑

k=1

A`
1A

k
n × yk,`,n(θn), (4.8)

avecyk,`,n(θn) vérifiant l’équation (4.7). Ce terme de MUI s’écrit donc de manière identique pour le DS-CDMA,
le DS-UWB et le TH-UWB. Cette équivalence résulte tout simplement du fait que le support du filtre de mise en
formep(t) (pour tous les systèmes) est inclus dans[0, Tc[.

Comme le signal représentant la MUI (cf. expressions (4.8) et (4.7)) s’écrit rigoureusement de la même ma-
nière qu’au chapitre 2, une démarche identique à celle retenue dans le chapitre 2 peut être retenue pour trouver
l’expression analytique de la variance de la MUI moyennée sur les symboles, l’asynchronisme, les amplitudes des
trajets et les temps d’arrivée des trajets. Ainsi la variance de la MUI est notéeVMUI =

�
a,d,θ,τ [z

2
MUI] et admet

l’expression suivante :

VMUI =
1

Ts

Nu∑

n=2

αnψn

N−1∑

q=0

[
[C−2

1,n(q) + C
+2
1,n(q)]

∫ Tc

0

r2pp(ε)dε

+ [C−2
1,n (q + 1) + C

+2
1,n(q + 1)]

∫ Tc

0

r2pp(ε− Tc)dε

+ 2[C−
1,n(q)C −

1,n(q + 1) + C
+
1,n(q)C +

1,n(q + 1)]

∫ Tc

0

rpp(ε)rpp(ε− Tc)dε

]
,

avec

ψn =
∑

`∈L

Eτ [I`
1]

Np∑

k=1

Eτ [Ik
n ],

une constante dépendant des statistiques des canaux.
Par construction, la fonctionu 7→ rpp(u) est une fonction paire ce qui implique que

∫ Tc

0

r2pp(ε)dε =

∫ Tc

0

r2pp(ε− Tc)dε.

Dans la suite on posera

γ(s) =

∫ Tc

0

rpp(t)rpp(t− s)dt.

De plus en exploitant la périodicité des codes d’étalement,nous avons

N−1∑

q=0

[C−2
1,n (q) + C

+2
1,n(q)] =

N−1∑

q=0

[C −2
1,n (q + 1) + C

+2
1,n(q + 1)].

Par conséquent, nous obtenons

VMUI =
2

Ts

Nu∑

n=2

αnψn

N−1∑

q=0

[
[C −2

1,n (q)+C
+2
1,n(q)]·γ(0)+[C −

1,n(q)C −
1,n(q+1)+C

+
1,n(q)C +

1,n(q+1)]·γ(Tc)

]
. (4.9)

L’expression précédente est valable pour les systèmes DS-CDMA, DS-UWB et TH-UWB. Cependant, on peut
remarquer que des simplifications (liées au calcul de la fonction s 7→ γ(s)) sont encore possibles mais elles
dépendront dorénavant du système considéré.

Nous allons donc clore le calcul de la variance de la MUI en considérant dorénavant les différents systèmes
séparément.
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DS-CDMA

Puisque le signal de mise en formep(t) est supposé être une fonction d’amplitude unité et de support temporel
[0, TDS-CDMA

c [, on peut facilement montrer que

γ(0) =
1

3
(TDS-CDMA

c )3, et γ(Tc) =
1

6
(TDS-CDMA

c )3.

On obtient finalement que :

V DS−CDMA
MUI =

2(TDS-CDMA
c )2

3NDS-CDMA
c

Nu∑

n=2

αnψn

[
κ1,n +

1

2
ω1,n

]
, (4.10)

avec

κm,n :=

N−1∑

q=0

[
C

+2
m,n(q) + C

−2
m,n(q)

]
, (4.11)

ωm,n :=

N−1∑

q=0

[
C

+
m,n(q)C +

m,n(q + 1) + C
−
m,n(q)C−

m,n(q + 1)
]
. (4.12)

Nous pouvons remarquer que nous retrouvons, à la présence dutermeψn près, la formule fournie dans [42] qui
n’était valide que dans contexte de canal sans trajets multiples.

Nous pouvons également noter que la seule différence entre la variance du système DS-CDMA et celle du
système TH-UWB donnée au chapitre 2 réside dans la présence dans l’équation (4.11) des termesω1,n. En effet
ces termesω1,n n’apparaissaient pas dans le contexte TH-UWB car le termeγ(Tc) était alors égal à0 puisque le
support de l’impulsion est très inférieur àTc.

DS-UWB

Étant donné que le support de la fonctionu 7→ rpp(u), donné par[−Tw, Tw] est fortement inclus dans l’inter-
valle [−Tc, Tc], on a facilement queγ(Tc) = 0. Par conséquent, on obtient que

V DS−UWB
MUI =

2γ(0)

Ts

Nu∑

n=2

αnψnκ1,n.

Afin de rendre le calcul deγ(0) simple, nous supposons que le système DS-UWB utilise la mêmeforme d’impul-
sion que le système DS-CDMA. Par conséquent, l’impulsion est une fonction porte de support[0, Tw[ et d’ampli-
tude unité et nous avonsγ(0) = T 3

w/3. Finalement, nous avons

V DS−UWB
MUI =

2T 3
w

3NDS-UWB
c TDS-UWB

c

Nu∑

n=2

αnψnκ1,n. (4.13)

TH-UWB

Conformément aux calculs menés dans le chapitre 2 et si l’impulsion est une fonction porte de support[0, Tw[

et d’amplitude unité, nous avons

V TH−UWB
MUI =

2T 3
w

3NfNTH-UWB
c T TH-UWB

c

Nu∑

n=2

αnψnκ1,n. (4.14)
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4.3 Codes à variance d’interférence multi-utilisateur minimale

Comme pour le TH-UWB, les variances de la MUI calculées à la section précédente pour le DS-UWB et le DS-
CDMA font apparaître de manière explicite les séquences de codes. On peut donc conduire le même raisonnement
qu’au chapitre 2 et chercher à caractériser les codes qui minimisent la variance. Nous commençons par déduire les
critères qui permettent de définir l’optimalité des codes pour les différents types de signaux et calculons les valeurs
minimales des critères. Nous comparons ensuite les valeursoptimales du critère par rapport à celles obtenues pour
les séquences de codes d’étalement classiques de type Gold ou Kasami. Puis nous illustrons par simulation le gain
apporté par le choix de codes optimaux par rapport aux séquences classiques en terme de probabilité d’erreur.

4.3.1 Déterminations des critères

Pour un type de signal donné, on définit lecritère comme la fonction des codes (notéC) qui intervient dans
l’expression de la valeur de la MUI et dont la valeur minimaleimplique une variance minimale. Les expressions
des variances (4.10), (4.13) et (4.14) montrent que la contribution des codes se met sous la forme

∑Nu

n=2 αnψnf1,n

où f1,n dépend du type de signal. Les valeurs deαn etψn étant positives par construction, minimiser la variance
revient alors à choisir les couples de codes(c1, cn) tels que chacun des termesf1,n soit minimum. Le critère
s’identifie donc àf1,n.

Ainsi, on en déduit :

critère TH-UWB CTH−UWB
1,n := κ1,n,

critère DS-UWB CDS−UWB
1,n := κ1,n,

critère DS-CDMA CDS−CDMA
1,n := κ1,n + 1

2 · ω1,n.

On constate queCTH−UWB
1,n = CDS−UWB

1,n . Toutefois il est important de rappeler que les codes pour leTH-
UWB et le DS-UWB ne prennent pas leurs valeurs dans le même alphabet et n’ont donca priori pas la même
distribution.

Nous allons maintenant étudier les propriétés des critèresDS-CDMA et DS-UWB en cherchant tout d’abord à
déterminer leur valeur minimum puis les valeurs des critères atteintes pour les séquences d’étalement classiques.
On rappelle que l’étude du critère TH-UWB a été faite au chapitre 2.

4.3.2 Étude du critère pour les signaux DS-UWB

Comme indiqué précédemment, bien qu’ayant la même expression, les valeurs du critère DS-UWB sont diffé-
rentes de celles du critère TH-UWB compte tenu du fait que lesalphabets des éléments des codes sont différents.

L’étude de ce critère dans le cas du DS-UWB (cf. démonstrations en annexe D.1) nous permet d’énoncer les
propriétés suivante :

Propriété 13 Pour les signaux DS-UWB, la valeur minimale du critère vaut

min CDS-UWB
1,n = minκ1,n = NDS-UWB

c .

Propriété 14 Pour les signaux DS-UWB, on a :
- pourNDS−UWB

c pair :

min CDS−UWB
1,n = NDS−UWB

c ⇒






|C +
1,n(q)| = |C−

1,n(q)| = 0 pour q pair

|C +
1,n(q)| = |C−

1,n(q)| = 1 pour q impair,
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- pourNDS−UWB
c impair :

min CDS−UWB
1,n = NDS−UWB

c ⇒





|C +
1,n(q)| = 1 et |C −

1,n(q)| = 0 pour q pair

|C +
1,n(q)| = 0 et |C −

1,n(q)| = 1 pour q impair.

D’après la propriété 14, on en déduit que lorsque le critère atteint sa valeur minimale pour une valeurN =

NDS−UWB
c impaire, alors|C1,n(q)| = 1, ∀q, mais la réciproque n’est pas vraie. Ainsi, rechercher des séquences

qui minimise le sup de la norme des collisions ne conduit pas aux séquences de codes optimales.

Nous avons vérifié par tirages exhaustifs ces résultats. Pour plusieurs valeurs du facteur d’étalementN nous
avons généré de manière exhaustive toutes les séquences{cn(i)}N−1

i=0 à valeurs dans{−1,+1}. Pour une valeur de
facteur d’étalement donnée, il y a2N séquences possibles, soit2N (2N −1)/2 paires possibles à tester. Étant donné
la complexité exponentielle du nombre de paires à tester, nous nous sommes limité à des valeurs deN inférieure ou
égale à32. Les résultats de ces simulations sont reportées dans le tableau 4.2 aux lignes « exhaustif ». On constate
que la valeur minimale du critère vaut bienN . Nous vérifions aussi le fait que pour des valeurs impaires dufacteur
d’étalement, le sup du module des collisions est égal à1.

Il est intéressant de noter que lorsque le critère atteint savaleur minimale pourN pair, le sup des corrélations
vaut0, ce qui traduit que les paires de codes sont orthogonales. Cela ne pouvait être démontré en annexe D.1 car à
partir de l’information|C +

1,n(q)| = 1 et |C −
1,n(q)| = 1, on ne peut déduire que|C1,n(q)| ≤ 2. En regardant en fait

les collisions des séquences optimales, on s’aperçoit, surles simulations réalisées, que pourq impair, les valeurs
des collisionsC +

1,n(q) et C
−
1,n(q), sont systématiquement de signes opposés. Nous ne pouvons pas le démontrer

de manière analytique, mais nous pouvons conjecturer que cerésultat est vrai quelque soitN pair. Par contre la
réciproque n’est pas vraie. Ainsi, comme pour le casN impair, rechercher des séquences qui minimisent le sup
de la norme des collisions ne conduit pas aux séquences de codes optimales. Afin d’illustrer ce phénomène, nous
avons tracé à la figure 4.1 la distribution des valeurs de critère des paires de séquences orthogonales (vérifiant
supq |Cm,n(q)| = 0), qui montre bien la dispersion des valeurs du critère.
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Figure 4.1 – Distribution deCDS−UWB
1,n pour les paires de séquences vérifiantsupq |Cm,n(q)| = 0,N = 8.
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4.3.3 Étude du critère pour les signaux DS-CDMA

Dans [61], les auteurs ont calculé la variance de la MUI dans le cas d’un canal gaussien et aboutissent au même
critèreCDS−CDMA

1,n . Ils l’ont ensuite étudié dans [45] en calculant des bornes,à la manière de la borne de Welch,
mais ne précisent pas la valeur minimale du critère. Dans [47], l’auteur cherche à évaluer les valeurs du critère par
simulation en tirant les codes de manière aléatoire et en se comparant aux séquences « classiques » du DS-CDMA
de type Gold ou Kasami. Malheureusement les codes étant tirés de manière aléatoire, l’information issue de [47]
est partielle et ne donne pas la valeur minimale du critère.

On peut montrer que les codes DS-UWB pour lesquels le critèreatteint la valeur minimale, donnentCDS−CDMA
1,n =

N . Remarquons que dans l’expression deCDS−CDMA
1,n on retrouveκ1,n commun àCDS−UWB

1,n . Or les valeurs des
collisions partielles vérifient (cf. tableaux dans annexe D.1) : C

+
1,n(q) 6= 0 ⇔ C

+
1,n(q + 1) = 0 (idem pour

C
−
1,n(q)). Ceci implique alors que la variableω1,n définie en (4.12) est nulle, d’où l’on en déduit que le critère

pour le DS-CDMA vautN d’après les résultats précédemment démontrés sur les signaux DS-UWB. On vérifie
par simulation exhaustive que c’est en fait la valeur minimale du critère, qui est atteinte systématiquement pour
κ1,n = N et ω1,n = 0. Nous n’avons pas pu démontrer ce résultat de manière formelle, mais pensons que ce
résultat se généralise pour n’importe quelle valeur deN et nous proposons la conjecture suivante :

Conjecture 1 Pour les signaux DS-CDMA, la valeur minimale du critère vautCDS−CDMA
m,n = NDS−CDMA

c avec
l’équivalence (m 6= n) :

CDS−CDMA
m,n = NDS−CDMA

c ⇔
{
κm,n = NDS−CDMA

c

ωm,n = 0
.

Les mêmes résultats que la propriété 14 s’appliquent aux signaux DS-CDMA ainsi que les propriétés sur le
sup du module des corrélations. Afin d’illustrer ce phénomène, nous avons tracé à la figure 4.2 la distribution
des valeurs de critère des paires de séquences orthogonales(vérifiant supq |Cm,n(q)| = 0) qui montre bien la
dispersion des valeurs du critère.
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Figure 4.2 – Distribution deCDS−CDMA
1,n pour les paires de séquences vérifiantsupq |Cm,n(q)| = 0,N = 8.
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4.3.4 Comparaison des séquences optimales par rapport aux séquences d’étalement clas-
siques

Connaissant les valeurs minimales des critères DS-UWB et DS-CDMA, il est intéressant de les comparer à
celles prisent pour les séquences classiquement utiliséesen DS-CDMA (voir p. ex. [62]).

Type N CDS−CDMA
m,n CDS−UWB

m,n supq|Cm,n(q)|
Exhaustif 5 5 5 1

Gold 7 19 23 3

Exhaustif 7 7 7 1

Gold Étendue 8 8 8 0

Exhaustif 8 8 8 0

Exhaustif 10 10 10 0

Kasami-S 15 117 115 5

Exhaustif 15 15 15 1

Gold 31 525 535 9

Gold Étendue 32 528 616 8

Exhaustif 32 32 32 0

Gold 63 2277 2299 17

Kasami-S 63 2721 3031 9

Kasami-L 63 2005 2003 9

Tableau 4.2 – Valeurs minimales des critèresCDS−CDMA
m,n etCDS−UWB

m,n pour différents types de séquences (m 6= n),
en fonction du facteur d’étalementN .

Nous avons considéré ici les séquences de Gold, les séquences de Gold étendues et les séquences de Kasami.
Ces séquences sont utilisées dans les systèmes DS-CDMA car elles présentent de bonnes propriétés d’intercorré-
lation, et sont simples à générer. Les séquences de Gold et deKasami sont générées à partir de séquences pseudo-
aléatoires (oum-séquences) définies par un polynôme primitif. Pour les séquences de Kasami on identifie deux
ensembles : le « petit ensemble » (Kasami-S,Small set of Kasami) et le « grand ensemble » (Kasami-L,Large
set of Kasami). Les séquences de Gold et de Kasami sont caractérisées par leur longueurNDS−CDMA

c = 2p − 1

où p est le degré du polynôme générateur de lam-séquences. Les séquences de Gold étendues sont obtenues en
modifiant lam-séquence d’origine, en insérant un bit à zéro à la séquence dep− 1 zéros. Ceci crée artificiellement
une séquence dep zéros qui n’existe jamais dans le cas desm-séquences (ceci correspondrait à un état où tous
les registres sont à0, produisant alors une séquence identiquement nulle). Cette technique permet de générer des
séquences de longueur paire2p et d’équilibrer la séquence (autant de0 que de1). Ce principe est appliqué par
exemple dans le standard IS-95 [63].

Le tableau 4.2 résume, pour plusieurs valeurs de facteur d’étalementN et différents types de séquences (Gold,
Gold étendues, Kasami-S, Kasami-L, exhaustif), les valeurs minimales des critèresCDS−CDMA

1,n etCDS−UWB
1,n . Pour

les séquences de Gold et Kasami de longueurs7, 15, 31 et63, les polynômes primitifs utilisés sont respectivement :
x3 +x+1, x4 +x+1, x5 +x2 +1 et x6 +x+1. Nous constatons que les valeurs des critères pour les séquences
classiques sont supérieures à la valeur minimale obtenue par les séquences exhaustives. On peut aussi noter que la
différence relative croit avec le facteur d’étalement. L’effet de cet écart est illustré en terme de probabilité d’erreur
à la section 4.3.5.

Nous avons évalué le nombre de paires optimales en fonction du facteur d’étalement. La figure 4.3 représente
le pourcentage et le nombre de paires optimales. Le nombre depaires optimales semble très peu augmenter en
fonction deN pour les valeurs impaires alors qu’il augmente de manière exponentielle pour les valeurs paires. Le
résultat le plus important s’observe sur le pourcentage de paires optimales qui, contrairement aux codes de saut
temporel (cf. chapitre 2), diminue en fonction deN quelle que soit sa parité. Ceci indique que les paires optimales
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Figure 4.3 – Calcul du nombre a) et du pourcentage b) de pairesoptimales en fonction deNDS−CDMA
c dans le cas

exhaustif.

pour les signaux DS-CDMA sont de plus en plus « rares » à mesureque le facteur d’étalement augmente. Une
conséquence immédiate est que l’approche de recherche aléatoire des codes ne peut pas s’appliquer dans le cas du
DS-CDMA.
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4.3.5 Comparaison des performances

Nous illustrons dans cette section le gain en performance apporté par la sélection de séquences optimales
par rapport aux séquences classiques. Les performances sont évaluées en terme de probabilité d’erreur moyenne
(comme au chapitre 2) en fonction du rapportEb/N0 émis.

La figure 4.4 représente les performances simulées pour les signaux DS-CDMA et DS-UWB pourNu = 5,
Tc = 5 ns. Le canal est gaussien, sans trajet multiple (rake à1 doigt). Nous avons considéré plusieurs séquences :
les séquences de Gold avecN = 7, les séquences de Gold étendues et les séquences exhaustives pourN = 8.

On constate que pour les deux systèmes, le gain en performance entre les séquences optimales et les séquences
classiques est très important. Les courbes pour les séquences classiques exhibent des effets de seuil en PEM
compris entre0, 1 et 0, 001 alors que les seuils pour les séquences optimales sont inférieurs à10−4 (limite de
l’échelle). Les écarts sont les plus importants pour les signaux DS-CDMA.

Nous avons aussi illustré sur ces courbes le fait quesupq |C1,n(q)| = 0 n’est pas équivalent à l’optimalité
au sens de la variance minimale pourN pair. Nous avons simulé les performances d’un ensemble de séquences
vérifiant supq |C1,n(q)| = 0 et ayant comme valeurs de critèresCDS−CDMA

1,n = 68 et CDS−UWB
1,n = 48 (la va-

leur minimale du critère valant8). Les courbes montrent que pour les deux types de signaux cesséquences ont
des performances bien plus mauvaises que les séquences optimales, même si elles partagent la même propriété
supq |C1,n(q)| = 0.

On peut donc conclure que l’utilisation du critère de la variance de la MUI minimale amène un gain en perfor-
mance significatif par rapport aux séquences classiques. L’étude du nombre de paires optimales montre qu’il est
conseillé de choisir un facteur d’étalement pair pour avoirle maximum de séquences possibles. On a montré enfin
que le critère sur le sup des collisions ne garantissait en rien une optimisation des performances.

4.4 Comparaison des différentes techniques d’accès multiples

Dans cette section, nous allons comparer la valeur des différentes variances de la MUI selon le mode d’accès
multiple employé. Pour simplifier, nous supposons, d’une part, que tous les utilisateurs ont une puissance identique
(ce qui donneαn = α = 1, ∀n) et, d’autre part, que les statistiques du canal sont indépendantes de l’utilisateur
(ce qui donneψn = ψ, ∀n).

Nous considérons de plus que chaque mode d’accès multiple utilise ses meilleurs codes, c.-à-d., que les codes
sélectionnés minimisent la variance de la MUI. Étant donné la section précédente, nous en déduisons que

V DS-CDMA
MUI =

2(Nu − 1)ψ(TDS-CDMA
c )2

3
,

V DS-UWB
MUI =

2(Nu − 1)ψT 3
w

3TDS-UWB
c

,

V TH-UWB
MUI =

2(Nu − 1)ψNfT
3
w

3NTH-UWB
c T TH-UWB

c

.

Pour effectuer une comparaison honnête, il convient aussi d’examiner la valeur de l’énergie capturée par chacun
de trois systèmes. On noteUDS-CDMA l’énergie capturée pour le DS-CDMA,UDS-UWB l’énergie capturée pour le
DS-UWB etUTH-UWB l’énergie capturée pour le TH-UWB. En effectuant un calcul comparable à celui réalisé au
paragraphe 3.3 du chapitre 3, nous en déduisons que

UDS-CDMA = (NDS-CDMA
c )2E2

pϕ, UDS-UWB = (NDS-UWB
c )2E2

wϕ et UTH-UWB = N2
fE

2
wϕ

avecϕ =
∑

`,`′∈L

�
a[A`

1A
`
1A

`
′

1 A
`
′

1 ]. Comme une fonction porte d’amplitude unité est utilisée pour chacun des
trois systèmes, nous en déduisons queEp = TDS−CDMA

c pour le DS-CDMA etEw = Tw pour le DS-UWB et le
TH-UWB. Par conséquent

UDS-CDMA = (NDS-CDMA
c )2(TDS-CDMA

c )2ϕ, UDS-UWB = (NDS-UWB
c )2T 2

wϕ et U TH-UWB = N2
fT

2
wϕ.
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Figure 4.4 – Comparaison des performances en fonction des séquences d’étalement : Gold (N = 7), Gold éten-
due et exhaustif (N = 8). Pour les séquences exhaustives on considère les paires optimalesCDS−CDMA

1,n =

CDS−UWB
1,n = 8 et les séquences vérifiantsupq |C1,n(q)| = 0 et CDS−CDMA

1,n = 68 et CDS−UWB
1,n = 48. a) DS-

CDMA. b) DS-UWB.

Dans la suite, nous comparons, non pas la variance, mais plutôt le Rapport Signal à Interférence (RSI) qui corres-
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pond àU/V . Ainsi

RSIDS-CDMA = c(NDS-CDMA
c )2

RSIDS-UWB = c
(NDS-UWB

c )2TDS-UWB
c

Tw

RSITH-UWB = c
NfN

TH-UWB
c T TH-UWB

c

Tw

avecc = 3ϕ/(2(Nu − 1)ψ).
Nous nous plaçons à débit d’information identique pour les trois techniques d’accès DS-CDMA, DS-UWB et

TH-UWB. Par conséquent les équations (4.5) nous imposent lacontrainte suivante

NDS-CDMA
c TDS-CDMA

c = NDS-UWB
c TDS-UWB

c = NfN
TH-UWB
c T TH-UWB

c . (4.15)

On appelleraβ le rapport entre la bande utilisée par un système ultra largebande (de type TH-UWB ou DS-UWB)
et la bande utilisée par un système DS-CDMA. On a évidemment

β =
TDS-CDMA

c

Tw
.

En pratique le paramètreβ sera très supérieur à1 car la bande utilisée par un système ultra large bande est de
l’ordre de quelques gigahertz alors que la bande utilisée par un système DS-CDMA ne dépasse pas la centaine de
mégahertz.

Comparaison entre le TH-UWB et le DS-CDMA

Dans ce paragraphe nous allons comparer les systèmes TH-UWBet DS-CDMA à l’aide des RSIs calculés
précédemment.

Tout d’abord la contrainte de débit (éq. 4.15) fournit la relation suivante entre les paramètres des deux systèmes

NDS-CDMA
c =

NfN
TH−UWB
c T TH-UWB

c

βTw
.

Comme
RSIDS-CDMA

RSITH-UWB =
(NDS-CDMA

c )2Tw

NfNTH-UWB
c T TH-UWB

c

,

nous avons

RSIDS-CDMA =
NfN

TH-UWB
c T TH-UWB

c

β2Tw
RSITH-UWB.

Nous remarquons que plus le rapport de bandeβ augmente, c.-à-d., plus l’ultra large bande admet une bande
importante par rapport à celle du DS-CDMA, plus le RSI associé au DS-CDMA sera petit par rapport au RSI
du système ultra large bande. En revanche, plus l’écart de bande entre les systèmes est petit et plus le système
DS-CDMA est intéressant par rapport au système ultra large bande. Ainsi siβ = 1 (même bande occupée), le
DS-CDMA est toujours meilleur que le TH-UWB. Néanmoins la technologie actuelle nous empêche d’utiliser le
DS-CDMA sur des largeurs de bande de l’ordre du GigaHertz (car il faudrait pourvoir échantillonner à une telle
cadence). La question suivante alors se pose : à partir de quelle largeur de bande minimale le DS-CDMA devient
intéressant ? Pour cela, il faut trouver la valeur deβ maximale tel que RSIDS-CDMA = RSITH-UWB. Il advient que

βmax. =

√
NfNTH-UWB

c T TH-UWB
c

Tw
.

Considérons, à titre d’exemple, l’application numérique suivante : le TH-UWB occupe une bande de 1 GigaHertz
(Tw = 1 ns ),NTH-UWB

c = 4,Nf = 4 etT TH-UWB
c = 5 ns. Alorsβmax. ≈ 8, 95, ce qui implique une bande minimale

pour le DS-CDMA donnée par
BDS-CDMA

min. = 112 MHz

ce qui est encore une bande trop large pour envisager un échantillonneur bas-coût fonctionnant à cette cadence.
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Comparaison entre le TH-UWB et le DS-UWB

Dans ce paragraphe nous allons comparer les systèmes TH-UWBet DS-UWB. La même approche qu’au
paragraphe précédent va être appliquée.

En utilisant la contrainte de débit identique (éqs. 4.15), nous avons

NDS-UWB
c TDS-UWB

c = NfN
TH-UWB
c T TH-UWB

c .

Comme
RSIDS-UWB

RSITH-UWB =
(NDS-UWB

c )2TDS-UWB
c

NfNTH-UWB
c T TH-UWB

c

,

ce qui donne
RSIDS-UWB = NDS-UWB

c RSITH-UWB.

D’après cette dernière équation, il apparait que la variance du DS-UWB est toujours inférieure à la variance du TH-
UWB. Malgré cet inconvénient, le TH-UWB possède quelques autres avantages. En effet, nous pouvons remarquer
qu’il est plus facile de trouver des codes optimaux pour le TH-UWB que pour le DS-UWB puisque le nombre
de codes disponibles est de(NTH-UWB

c )Nf pour le TH-UWB et de seulement2NDS-UWB
c pour le DS-UWB. Plus

précisement, si nous supposons pour simplifier que le nombred’impulsions émises par symbole est identique
pour les deux systèmes, nous avonsNDS−UWB

c = Nf ce qui implique que le nombre de codes disponibles est
de (NTH−UWB

c )Nf pour le TH-UWB et de seulement2Nf pour le DS-UWB. Dans la section précédente, nous
avons remarqué que le nombre de paires optimales est assez faible pour le DS-UWB. En revanche, au chapitre 2,
nous avons montré que pour peu queNTH−UWB

c (qui est égal àTDS-UWB
c /T TH-UWB

c en raison de la contrainte de
débit) soit assez grand, le nombre de paires optimales croissait énormément. Ainsi en TH-UWB, trouver des codes
optimaux est une tâche plus aisée qu’en DS-UWB. En conclusion, nous avons montré qu’à nombre d’utilisateurs
optimaux fixés, le DS-UWB admet une variance plus faible que le TH-UWB. Mais nous pouvons également
affirmer qu’en TH-UWB, il est plus facile de trouver des utilisateurs optimaux qu’en DS-UWB.

Comparaison entre le DS-UWB et le DS-CDMA

Dans ce paragraphe nous allons comparer les systèmes DS-UWBet DS-CDMA. La même approche qu’aux
paragraphes précédents va être appliquée.

En utilisant la contrainte de débit identique (éqs. 4.15), nous avons

NDS-CDMA
c TDS-CDMA

c = NDS-UWB
c TDS-UWB

c ,

nous en déduisons que

RSIDS-CDMA =
NDS-CDMA

c

βNDS-UWB
c

RSIDS-UWB.

Des commentaires identiques à ceux reportés lors de la comparaison du DS-CDMA et du TH-UWB peuvent être
faits.

Noter que la comparaison se simplifie si on suppose que le nombre d’impulsions émises par symbole est
identique, alorsNDS-CDMA

c = NDS-UWB
c et

RSIDS-CDMA =
1

β
RSIDS-UWB.

Il faut remarquer que cette dernière expression n’est valable que siβ est grand car le calcul de la variance de la
MUI effectué pour le DS-UWB n’est valide que siTw << TDS-UWB

c = TDS-CDMA
c .

Nous allons à présent confirmer ou infirmer les commentaires réalisés grâce à la comparaison des variances de
la MUI en examinant les performances relatives de chacun dessystèmes en terme de PEM.

Afin de simplifier la comparaison, nous nous plaçons dans le contexte d’une communication admettant un
unique trajet d’amplitude unité et de retard nul. Ainsi le récepteur rake considéré ne possède qu’un doigt (Lr = 1)
et est en fait le filtre adapté. Pour les trois systèmes, la PEMest calculée comme dans le chapitre 2.
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Dans le tableau 4.3, nous avons récapitulé les paramètres utilisés pour dimensionner les différentes techniques
d’accès multiples. Ces paramètres vérifient la contrainte de débit identique.

Paramètres TH-UWB DS-CDMA (β = 10) DS-CDMA (β = 8) DS-UWB

Temps chip Tc 5 ns 10 ns 8 ns 20 ns
Nb. d’impulsions par symb. Ni 4 8 10 4

Nb. de chips par symb. N 16 8 10 4

Largeur d’impulsion Tp 1 ns 10 ns 8 ns 1 ns
Temps symbole Ts 80 ns 80 ns 80 ns 80 ns

Tableau 4.3 – Paramètres de simulation des différents systèmes.

De plus l’impulsion choisie pour tous les systèmes est identique. C’est une fonction porte de largeurTp.
En revanche, l’amplitude varie d’un système à l’autre afin devérifier une contrainte d’énergie émise identique.
Cette dernière contrainte n’était pas nécessaire lors de lacomparaison des RSIs car le RSI n’était pas fonction
de cette énergie émise. En revanche cette contrainte est nécessaire lors de la comparaison des probabilités d’er-
reur moyenne qui celles-ci ne dépendent pas directement du RSI en raison de la non-gaussianité des interférences
multi-utilisateur.

Enfin, de nouveau, les codes retenus pour un système donné minimisent la variance de la MUI de ce système.
Sur la figure 4.5 nous avons tracé la PEM en fonction deEb/N0 pour le TH-UWB, le DS-UWB et les DS-

CDMA (avecβ = 10 et β = 8) lorsqueNu = 5 utilisateurs sont présents dans le réseau. Chaque utilisateur
interférent pour chacune des techniques d’accès employée possède un code minimisant la variance de la MUI.
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Figure 4.5 – PEM en fonction deEb/N0 (dB) pour le TH-UWB, le DS-UWB et le DS-CDMA (avecβ = 10 et
β = 8).

Nous remarquons que la prévision faite à l’aide des variances s’avère pertinente pour le DS-CDMA et le TH-
UWB. En revanche, le DS-UWB était censé être meilleur que le TH-UWB et nous observons un ordre de robustesse
à l’interférence multi-utilisateur différent de celui prévu. Ceci signifie que le RSI n’est pas nécessairement un
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bon indicateur pour comparer les systèmes entre-eux. Pour trouver une explication, il convient d’examiner les
distributions de l’interférence multi-utilisateur pour les trois techniques d’accès avec les mêmes paramètres que
ceux utilisés pour obtenir la figure 4.5. Ainsi sur la figure 4.6, nous avons tracé les histogrammes de la variablez3
pour les trois techniques d’accès DS-CDMA (avecβ = 8), TH-UWB et DS-UWB (où les ordonnées sont limitées
à0, 16).
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Figure 4.6 – Histogramme de la MUI. a) Pour le DS-CDMA. b) Pourle TH-UWB. c) Pour le DS-UWB.

Nous observons que la forme de la distribution de l’interférencez3 pour le DS-UWB est très différente de
celle obtenue pour le DS-CDMA et le TH-UWB. Néanmoins nous avons bien vérifié que la variance empirique
calculée à l’aide de l’histogramme et associée au TH-UWB estquatre fois (carNDS−UWB

c = 4) supérieure à celle
du DS-UWB comme prévu. Par contre en examinant méticuleusement les différences entre les distributions, nous
remarquons que la distribution associée au DS-UWB semble admettre des « queues plus lourdes ». Ainsi bien que
la variance soit plus petite, la probabilité d’occurrence d’interférence grande est accrue. Ceci explique le fait que
la probabilité d’erreur moyenne est plus grande pour le DS-UWB que pour le TH-UWB.

Sur la figure 4.7, nous comparons les systèmes TH-UWB et DS-UWB en terme de PEM avecNu = 16

utilisateurs. Étant donné les paramètres choisis (c.-à-d., ceux du tableau 4.3), le DS-UWB n’admet que16 codes
possibles alors que le TH-UWB a16 codes à sélectionner dans un ensemble de256 codes. Nous avons noté
qu’il était possible d’affecter un code optimal à chaque utilisateur interférent en TH-UWB, alors, qu’en DS-UWB,
seulement quatre utilisateurs interférents peuvent avoirun code optimal et les autres utilisent tous les codes restants.
Dans ce contexte, nous avons calculé les variances de la MUI et observé qu’elles étaient proches l’une de l’autre.
Au niveau de la PEM, le TH-UWB admet encore de meilleures performances que le DS-UWB.

Il convient de noter que d’autres travaux se sont penchés surla comparaison des deux techniques d’accès TH-
UWB et DS-UWB ( [24,64]). Dans [24], les auteurs se contentent de comparer la résistance à l’interférence entre-
symboles des deux techniques d’accès lorsqu’un unique utilisateur est présent dans le système ! Cette comparaison
est faite par le biais de simulations de taux d’erreur binaire. Ils observent que le TH-UWB et le DS-UWB offrent
des performances identiques. Dans [64], les auteurs comparent les deux techniques d’accès en terme de PEM
dans un contexte multi-utilisateur synchrone. Les codes des différents utilisateurs sont choisis aléatoirement et
les performances sont moyennées sur les codes. Ils en concluent que le DS-UWB est légèrement meilleur que le
TH-UWB. Comme nous nous plaçons dans un contexte différent puisque le système est asynchrone et que chaque
utilisateur est optimisé au niveau de son code, une comparaison de nos travaux avec les leurs s’avèrent impossible.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que les systèmes TH-UWB,DS-CDMA et DS-UWB pouvaient s’exprimer
analytiquement de la même manière grâce à l’utilisation descodes développés. Nous avons déterminé ainsi la
variance de la MUI pour le DS-CDMA et le DS-UWB dans un contexte de communications asynchrones dans un
canal à trajets multiples.
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Figure 4.7 – PEM en fonction deEb/N0 (dB) pour le TH-UWB et le DS-UWB avecNu = 16.

Les expressions des variances obtenues pour chacun des systèmes nous ont permis d’identifier un critère dont
la minimisation entraîne la sélection de codes qui minimisent la variance de la MUI. Nous avons étudié la valeur de
ce critère pour des séquences de Gold et de Kasami qui sont classiquement utilisées dans les systèmes à étalement
par séquence directe (DS-UWB et DS-CDMA). Nous avons mis en évidence que ces séquences n’étaient pas
optimales au sens de la variance de la MUI minimale. Nous avons montré que les séquences optimales déduites du
critère étaient orthogonales et apportaient une amélioration significative des performances en terme de probabilité
d’erreur. Nous avons aussi montré que l’orthogonalité entre les paires optimales était une condition nécessaire
mais pas suffisante. Le choix de paires orthogonales ne vérifiant pas le critère d’optimalité sur la variance de la
MUI peut conduire à des dégradations importantes des performances. Notons tout de même que nous n’avons pas
abordé le problème de la recherche de réseaux de codes optimaux, ensemble de codes pour lequel toutes les paires
sont optimales entre-elles. Cette étape devra être traitéedans des travaux futurs afin de construire des réseaux de
communications.

Nous nous sommes intéressés à la comparaison des variances optimales des différents systèmes. Par variance
optimale, nous entendons, les variances calculées lorsquedes codes optimaux sont employés. Nous avons montré,
notamment, que la variance du DS-UWB était toujours inférieure à celle du TH-UWB. En revanche l’ordre est
inversé au niveau de la probabilité d’erreur moyenne. Ceci est dû au fait que la distribution de l’interférence multi-
utilisateur est très différente entre les deux systèmes et que malheureusement le critère de variance perd de sa
pertinence. Dans le cadre d’un travail futur, il conviendrait d’analyser plus profondément et notamment de manière
analytique les distributions de l’interférence multi-utilisateur et la probabilité d’erreur moyenne de systèmes DS-
UWB et TH-UWB dans un contexte simple de canaux à trajet unique.
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Chapitre 5

Estimation des paramètres du canal de
propagation

5.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, comme dans la plupart des articles consacrés aux systèmes ultra large bande par
impulsions, nous avons supposé que les paramètres du canal (amplitudes et retards associés à chaque trajet), étaient
parfaitement connus du récepteur. Bien évidemment, en pratique, une étape d’estimation de ces dits paramètres est
nécessaire au niveau du récepteur. À cause de la présence du bruit et du nombre limité d’échantillons reçus, il
existe toujours une erreur d’estimation. Néanmoins l’erreur quadratique d’estimation associée à tout estimateur
sans biais admet une borne minimale qui porte le nom de « bornede Cramer-Rao ». L’objectif de ce chapitre est de
déterminer les expressions analytiques de ces bornes dans le contexte des systèmes de communication TH-UWB.

Dans la littérature concernant les systèmes TH-UWB, quelques articles s’intéressent au problème, d’une part,
de la conception d’estimateurs des paramètres du canal dans[10, 50, 65, 66] et, d’autre part, du calcul analytique
des bornes de Cramer-Rao de ces paramètres dans [67–70].

Dans [50], l’estimateur de type maximum de vraisemblance (en anglais,Maximum Likelihood(ML)) est mis
en place lorsqu’une séquence d’apprentissage est disponible. Néanmoins ce papier se limite au cas où une unique
impulsion est émise. Dans [10], l’estimateur ML est introduit pour le contexte d’une modulation d’impulsion en
position. Cet estimateur est présenté et évalué numériquement tant dans un contexte supervisé (avec séquence
d’apprentissage) que dans un contexte autodidacte (sans séquence d’apprentissage). Néanmoins, dans ce papier,
une hypothèse de non-chevauchement des échos est faite, c.-à-d., les auteurs considèrent que deux échos (aussi
proches soient-ils) sont des signaux orthogonaux entre-eux.

Les autres papiers ( [65, 66]) présentent des estimateurs « ad hoc ». Dans [65], le signal reçu est d’abord filtré
par un filtre passe-bas, ce qui permet ensuite d’échantillonner le signal filtré à la cadence de Nyquist. Une analyse
dans le domaine des fréquences permet de construire un estimateur simple des paramètres du canal. Le principal
défaut de cette méthode réside dans le sous-échantillonnage du signal UWB en réception. Dans [66], les auteurs
proposent d’estimer le canal à partir de la moyenne du signalreçue. Pour cela, ils suggèrent, en phase d’estimation,
de modifier la modulation PAM dans le but de la décentrer.

Concomitamment à nos travaux, quatre papiers concernant lecalcul de la borne de Cramer-Rao sont parus
[67–70]. Dans [67], un canal à un seul trajet est considéré. Dans [68, 70], l’hypothèse de non-chevauchement
des différents échos est faite. Dans [69], les auteurs sont conscients que l’hypothèse de non-chevauchement n’est
pas satisfaisante. Ils montrent d’ailleurs que la CRB définie sans l’hypothèse de non-chevauchement est toujours
supérieure à la CRB calculée avec l’hypothèse de non-chevauchement. Ceci se montre en utilisant des propriétés
triviales concernant la décomposition de Schur des matrices définies par bloc. Néanmoins, malgré cette remarque,
ce dernier papier ne fournit aucun calcul analytique de la CRB lorsque le chevauchement entre les échos est
considéré.
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Dans ce chapitre, nous présentons le calcul analytique de laborne de Cramer-Rao (en anglais,Cramer-Rao
Bound (CRB)) dans le contexte supervisé et de la borne de Cramer-Rao modifiée(en anglais,Modified CRB
(MCRB)) dans le contexte autodidacte, associée aux amplitudes et aux retards des différents échos du canal.
Contrairement à ce qui a été fait jusqu’à maintenant dans la littérature, le calcul conduit est valable même si
les échos se chevauchent.

5.2 Modèle du signal

Dans ce chapitre, nous ne nous préoccupons que de l’estimation des paramètres du canal associé à l’utilisa-
teur d’intérêt, c.-à-d., celui dont on souhaite démoduler les symboles. Ainsi, cette étude considérera qu’un seul
utilisateur est actif dans le système de communication.

Modulation PPM : conformément au chapitre 1, on rappelle que le signal transmis par l’utilisateur d’intérêt
dans le cas d’une modulation PPM est donné par

s(t) =
M−1∑

i=0

NcNf−1∑

j=0

c(j)w(t − iNfTf − jTc − δd(i)), (5.1)

avec
– Tf la durée d’une trame,
– Tc la durée d’un chip,
– Nf le nombre de trames,
– Nc le nombre de chips,
– w(t) l’impulsion de duréeTw � Tc,
– M le nombre de symboles émisd = [d(0), · · · d(M − 1)],
– {d(i)}M−1

i=0 les symboles à valeurs dans{0, 1},
–
{
cn(i)

}
le code de saut temporel développé associé à l’utilisateurn, à valeurs dans{0, 1} et périodique de

périodeP = NcNf ,
– δ � Tw le décalage de la PPM, choisi de manière à maximiser la distance entre les formes d’onde associées

aux deux symboles d’information.

Modulation PAM : conformément au chapitre 1, on rappelle que le signal transmis par l’utilisateur d’intérêt
dans le cas d’une modulation PAM est donné par

sn(t) =
M−1∑

i=0

d(i)

NcNf−1∑

j=0

c(j)w(t− iNfTf − jTc), (5.2)

avec les symbolesd = [d(0), · · · d(M − 1)] à valeurs dans{−1,+1} et tous les autres termes composant (5.2)
identiques à ceux constituant (5.1).

Canal : Après passage dans un canal spéculaire de réponse impulsionnelle

h(t) =

Np∑

`=1

A`δ(t− τ `),

oùA` etτ ` sont respectivement l’amplitude et le retard associé au`ème trajet, le signal reçu a pour expression

r(t) =

Np∑

`=1

A`s(t− τ `) + n(t), (5.3)
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oùn(t) est un bruit additif blanc gaussien de densité spectrale de puissanceN0/2.
Les amplitudesA = [A1, · · · , ANp ] et les retardsτ = [τ1, · · · , τNp ] sont les paramètres à estimer.
Dans le contexte de l’estimation supervisée (en anglais,Data Aided(DA)), la séquence de symbolesd est

connue du récepteur. Dans le contexte de l’estimation autodidacte (en anglais,Non Data Aided(NDA)), la séquence
de symboled est inconnue du récepteur et est supposée être composée de symboles indépendants et identiquement
distribués. Pour la PPM,d prend les valeurs0 ou1 de manière équiprobable. Pour la PAM,d prend les valeurs−1

ou1 de manière équiprobable.

5.3 Borne de Cramer-Rao

Dans cette section, nous allons traiter les estimations supervisée et autodidacte avec le même formalisme.
Pour cela, le termeEa[f(a)] (avecf(.) une certaine fonction) admet la valeurf(a) si a est un vecteur connu
déterministe (comme une séquence d’apprentissage) ou est la moyenne statistique classique sia est un vecteur
aléatoire inconnu.

On note parΛ(θ) = p(r(t)|θ) la fonction de vraisemblance du vecteur des paramètres à estimer θ = (A, τ ).
Étant donné la forme der(t), la fonction de log-vraisemblance associée au paramètreθ prend la forme suivante [71]

ln[Λ(θ)] ∝ − 1

N0

∫

I

[
r(t) −

Np∑

`=1

A`s(t− τ `)
]2
dt, (5.4)

avecI = [0,MNfTf [ la durée de l’observation, multiple de la durée symboleNfTf .
Il est bien connu que la borne de Cramer-Rao associée au paramètreθ, notée CRB(θ), vaut

CRB(θ) = J
−1(θ)

avecJ(θ) la matrice d’information de Fisher associée au paramètreθ. L’élément de là ème ligne etkème colonne
de cette matrice admet l’expression suivante

J(θ`, θk) := −�r,d

[
∂2lnΛ(A, τ,d)

∂θ`θk

]
. (5.5)

Remarquons que l’expression précédente représente soit lavraie information de Fisher des paramètres dans le
contexte de l’estimation supervisée, soit l’information de Fishermodifiéedans le contexte de l’estimation autodi-
dacte [72].

L’objectif est maintenant de déterminer l’expression analytique de chaque entrée de la matrice de FisherJ.
En utilisant (5.4), nous obtenons

∂lnΛ(A, τ,d)

∂A`
= − 2

N0

∫

I

s(t− τ `)
[ Np∑

k=1

k 6=`

Aks(t− τk) +A`s(t− τk) + r(t)
]
dt

et
∂lnΛ(A, τ,d)

∂τ `
=

2

N0

∫

I

s
′

(t− τ `)
[ Np∑

k=1

k 6=`

AkA`s(t− τk) + (A`)2s(t− τ `) −A`r(t)
]
dt,

avecs
′

(t) = ds(t)/dt.
Après quelques autres manipulations algébriques de dérivation, nous avons

J(A`, Ak) =
2

N0
f

(k,`)
1 ,

J(A`, τk) = −2Ak

N0
f

(k,`)
2 ,

J(τ `, τk) =
2AkA`

N0
f

(k,`)
3 ,
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où les fonctionsf (k,`)
1 , f (k,`)

2 etf (k,`)
3 sont données par

f
(k,`)
1 =

�
d

[ ∫

I

s(t− τk
1 )s(t− τ `

1)dt
]
, (5.6)

f
(k,`)
2 =

�
d

[ ∫

I

s(t− τk
1 )s

′

(t− τ `
1)dt

]
, (5.7)

f
(k,`)
3 =

�
d

[ ∫

I

s
′

(t− τk
1 )s

′

(t− τ `
1)dt

]
, (5.8)

Pour obtenir les équations précédentes (5.6), (5.7) et (5.8), aucune hypothèse sur la structure des signaux émis
s(t) n’a été faite. Il convient maintenant de remplacers(t) par sa structure spécifique due à l’emploi de systèmes
TH-UWB.

Comme déjà mentionné en introduction, [10,67,68] ont considéré que les échos ne se chevauchaient pas. Cela
se traduit par le fait que les termesfk,`

m sont nuls pourk 6= `. Cette hypothèse simplificatrice ne parait pas très
réaliste car, comme vu dans le chapitre 1, les canaux de propagation rencontrés par les signaux TH-UWB admettent
des échos très proches les uns des autres. Nous rappelons quecette densité des échos dépend du paramètreλ.

Ce chapitre est organisé de la manière suivante : au paragraphe 5.3.1, nous calculons la CRB sous l’hypothèse
de non-chevauchement des trajets. Dans ce cas nous ne calculons que les termesf (k,`)

m pour k = ` et la CRB
est obtenue en inversant la matrice de Fisher qui admet alorsune forme diagonale. Dans ce paragraphe, nous
retrouvons les résultats de [67]. Les calculs que nous avonseffectués ont été publiés en même temps que ceux
de [67]. Au paragraphe 5.3.2, nous présentons la principalecontribution de ce chapitre qui est le calcul de la CRB
sous l’hypothèse de chevauchement possible des trajets. Nous calculons ainsi les termesf (k,`)

m pour toutk et `. À
la section 5.4, nous comparons numériquement les résultatsdonnés sous les deux hypothèses afin de discuter de la
pertinence ou non de l’hypothèse de non-chevauchement et del’influence du chevauchement des trajets (s’il y en
a) sur les performances. D’après la structure de la matrice d’information de Fisher, nous pouvons d’ores-et-déjà
affirmer (comme dans [69]) que la CRB en présence de chevauchement sera supérieure à la CRB sous l’hypothèse
d’absence de chevauchement. Par contre des simulations numériques seront toutefois nécessaires pour évaluer
l’écart réel entre les deux bornes calculées.

5.3.1 Expression analytique sans chevauchement des échos

Dans le cas sans chevauchement le résultat est trivial et ne dépend pas de la nature de la modulation (PPM ou
PAM). Par hypothèse, les termesfk,`

m sont nuls pourk 6= `. Pourk = `, nous avons simplement

f (`,`)
m = MNfEm, m = 1, 2, 3, (5.9)

avec

E1 =

∫
w(t)w(t)dt,

E2 =

∫
w(t)w

′

(t)dt,

E3 =

∫
w

′

(t)w
′

(t)dt.

Le résultat (5.9) est valable aussi bien dans le contexte d’une estimation supervisée que autodidacte. De plus
nous pouvons remarquer que les performances ne dépendent pas de la séquence d’apprentissage dans le contexte
DA.

Après inversion de la matrice de Fisher (ce qui est une étape simple puisque cette matrice est ici diagonale),
nous avons

CRBDA(A`
1) = MCRBNDA(A`

1) =
N0

MNf

E3

2(E1E3 − E2
2)
, (5.10)

CRBDA(τ `
1) = MCRBNDA(τ `

1) =
N0

MNf

E1

2(A`
1)

2(E1E3 − E2
2 )
. (5.11)
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Si nous avions considéré la présence d’un seul et unique trajet (Np = 1), nous aurions également obtenus les ex-
pressions (5.10) et (5.11). Ainsi considérer les échos orthogonaux entre eux permet de les traiter indépendamment
les uns les autres.

5.3.2 Expression analytique avec chevauchement des échos

Le calcul des éléments non diagonaux de la matrice de Fisher ne est pas trivial. Dans cette sous-section, nous
présentons le calcul et le résultat pour la modulation PPM suivi du résultat pour la modulation PAM.

Modulation PPM :

En utilisant l’expression (1.6) des(t), nous avons

f (k,`)
m =

M−1∑

i1,i2=0

NcNf−1∑

j1,j2=0

c(j1)c(j2)

× �
d

[
rm
(
(i1 − i2)NfTf + (j1 − j2)Tc + δ(d(i1) − d(i2)) + ∆τk,`

)]
, (5.12)

avec

r1(u) =

∫
w(t − u)w(t)dt,

r2(u) =

∫
w(t − u)w

′

(t)dt,

r3(u) =

∫
w

′

(t− u)w
′

(t)dt,

et

∆τk,` = τk − τ `.

Nous décomposons la différence entre deux trajets de la manière suivante,

∆τk,` = Qk,`NfTf + qk,`Tc + εk,`, (5.13)

où

Qk,` = b∆τk,`/NfTfc, Qk,` ∈ {−M,M − 1},
qk,` = b(∆τk,` −Qk,`NfTf )/Tcc, qk,` ∈ {0, · · · , NcNf − 1},
εk,` = le reste de la division euclidienne, εk,` ∈ [0, Tc[.

Les termesQk,`, qk,` et εk,` dépendent donc de∆τk,`, même si cette dépendance n’est pas explicitement
précisée dans la suite.

En remplaçant (5.13) dans (5.12), nous obtenons que

f (k,`)
m =

M−1∑

i1,i2=0

NcNf−1∑

j1,j2=0

c(j1)c(j2)

× �
d

[
rm
(
(i1 − i2 +Qk,`)NfTf + (j1 − j2 + qk,`)Tc + δ(d(i1) − d(i2)) + εk,`

)]
. (5.14)

SoitTr le support de la fonction d’intercorrélationrm(·). Les termes non nuls de la partie droite de (5.14) sont
obtenus pour :

−Tr ≤ (i1 − i2 +Qk,`)NfTf + (j1 − j2 + qk,`)Tc + δ(d(i1) − d(i2)) + εk,` ≤ Tr. (5.15)
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Nous avons

−δ ≤ δ(d(i1) − d(i2)) ≤ δ, −NcNf + 1 ≤ j1 − j2 + ql,` ≤ 2NcNf − 1, et 0 < εk,` < Tc.

En remplaçantδ(d(i1) − d(i2)), j1 − j2 + qk,` et εk,` par leurs valeurs limites dans (5.15), nous obtenons que

−Tr − δ − 2NfTf + Tc < (i1 − i2 +Qk,`)NfTf ≤ NfTf − Tc + δ + Tr,

c.-à-d. que

−2 + (Tc − δ − Tr)/NfTf < i1 − i2 +Qk,` ≤ 1 − (Tc − δ − Tr)/NfTf .

Sachant que le supportTr de la fonction d’autocorrélationrm(·) est très inférieur àTc et que le décalage PPM est
lui aussi très inférieur àTc, nous avons la contrainte suivante sur les indices de sommation i1 et i2 :

−2 < i1 − i2 +Qk,` < 1.

ce qui implique que

i1 − i2 = −Qk,` − 1 ou i1 − i2 = −Qk,`.

Par conséquent le terme (5.14) se décompose de la manière suivante

f (k,`)
m = f̄ (k,`)

m + f̃ (k,`)
m ,

où le premier terme de la partie droitēf (k,`)
m vaut

f̄ (k,`)
m =

M−1∑

i2=0

NcNf−1∑

j1,j2=0

c(j1)c(j2)
�

d

[
rm
(
−NfTf + (j1 − j2 + qk,`)Tc + δ(d(i2 −Qk,` − 1) − d(i2)) + εk,`

)]

et correspond à la sommationi1 et i2 avec la contraintei1 − i2 = −Qk,` − 1 et où le second terme de la partie
droitef̃ (k,`)

m vaut

f̃ (k,`)
m =

M−1∑

i2=0

NcNf−1∑

j1,j2=0

c(j1)c(j2)
�

d

[
rm
(
(j1 − j2 + qk,`)Tc + δ(d(i2 −Qk,`) − d(i2)) + εk,`

)]

et correspond à la sommation suri1 et i2 avec la contraintei1 − i2 = −Qk,`.
Considérons d’abord le calcul du termef̄ (k,`)

m : commei1 − i2 = −Qk,` − 1, la contrainte (5.15) se simplifie
de la manière suivante

−Tr ≤ (j1 − j2 + qk,` −NcNf)Tc + δ(d(i2 −Qk,` − 1) − d(i2)) + εk,` ≤ Tr.

De nouveau, commeTr et δ sont très inférieurs àTc, nous avons

−2 < j1 − j2 + qk,` −NcNf < 1,

ce qui implique que

f̄ (k,`)
m = g(k,`)

m + h(k,`)
m

avecg(k,`)
m le terme associé à la sommation surj1 et j2 vérifiant la contraintej1 − j2 + qk,` −NcNf = 0 et avec

h
(k,`)
m le terme associé à la sommation surj1 et j2 vérifiant la contraintej1 − j2 + qk,` −NcNf = −1.

Nous avons donc

g(k,`)
m =

M−1∑

i=0

NcNf−1∑

j1=NcNf−qk,`

c(j1)c(j1 + qk,` −NcNf )
�

d

[
rm
(
δ(d(i−Qk,` − 1) − d(i)) + εk,`

)]
.



BORNE DE CRAMER-RAO 99

En posantj = j1 + qk,` −NcNf , nous obtenons

g(k,`)
m =

M−1∑

i=0

qk,`−1∑

j=0

c(j +NcNf − qk,`)c(j)
�

d

[
rm
(
δ(d(i−Qk,` − 1) − d(i)) + εk,`

)]
.

Grâce à la périodicité des codes, nous pouvons écrire le résultat suivant

g(k,`)
m =

M−1∑

i=0

C
−(qk,`)

�
d

[
rm
(
δ(d(i−Qk,` − 1) − d(i)) + εk,`

)]
(5.16)

avec

C
−(q) =

q−1∑

k=0

c(k)c(k − q). (5.17)

En procédant de manière analogue, nous pouvons montrer que

h(k,`)
m =

M−1∑

i=0

C
−(qk,` + 1)

�
d

[
rm
(
δ(d(i−Qk,` − 1) − d(i)) − Tc + εk,`

)]
. (5.18)

Le calcul du termẽf (k,`)
m se conduit de manière similaire et nous pouvons ainsi obtenir que

f̃ (k,`)
m =

M−1∑

i=0

C
+(qk,`) · �d

[
rm(δ(d(−Qk,` + i) − d(i) + εk,`)

]

+

M−1∑

i=0

C
+(qk,` + 1) · �d

[
rm(δ(d(−Qk,` + i) − d(i) − Tc + εk,`)

]
(5.19)

avec

C
+(q) =

NcNf−1∑

k=q

c(k)c(k − q). (5.20)

En réunissant les équations (5.16), (5.18) et (5.19), nous sommes en mesure d’écrire la propriété suivante qui
détermine la matrice d’information de Fisher tant dans le contexte d’une estimation supervisée que dans le contexte
d’une estimation autodidacte.

Propriété 15 Si une modulationPPM est employée et comme le support des → rm(s) est très inférieur àTc,
nous avons

f (k,`)
m = M

[
C

−(qk,`) · Am(εk,`) + C
−(qk,` + 1) · Am(εk,` − Tc)

+ C
+(qk,`) · Bm(εk,`) + C

+(qk,` + 1) · Bm(εk,` − Tc)
]

avec

Am(εk,`) =
1

M

M−1∑

i=0

�
d

[
rm(εk,` + δd(−Qk,` + i− 1) − δd(i))

]
,

Bm(εk,`) =
1

M

M−1∑

i=0

�
d

[
rm(εk,` + δd(−Qk,` + i) − δd(i))

]
,

et avecC−(q) etC +(q) définis par les équations (5.17) et (5.20) respectivement.
De plus l’écart entre deux échos∆τk,` se décompose de la manière suivante

∆τk,` = Qk,`NfTf + qk,`Tc + εk,`,

avecQk,` = b∆τk,`/NfTfc, qk,` = b(∆τk,`−Qk,`NfTf)/Tcc, etεk,` ∈ [0, Tc[ le reste de la division euclidienne.
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L’expression fournie par la propriété 15 montre que les termes d’autocorrélation cycliques partiels,C +(q) et
C−(q) ont une influence notable sur la matrice de Fisher. Ces termesd’autocorrélation répresentent le nombre de
collisions entre les chips occupés par l’utilisateur et uneversion décalée deq chips du signal de ce même utilisateur.
Évidemment plus il y a de collisions, plus le terme correspondant à la matrice de Fisher est élevé ce qui signifie
que moins les deux échos considérésτk et τ` sont orthogonaux. Il faut cependant remarquer que l’information de
Fisherf (k,`) dépend aussi fortement des termesAm(εk,`) et Bm(εk,`) qui indiquent si les chips qui rentrent en
collision sont remplis au même endroit. Par exemple, deux chips pleins peuvent rentrer en collision, si l’impulsion
du premier chip est au début et celle du dernier chip à la fin, alors les deux signaux seront quand même orthognaux
car l’impulsion ultra large bande n’occupe qu’une partie infime du chip. Par conséquent moins les signaux sont
orthogonaux (c.-à-d. plus ils rentrent en collision) et plus l’information de Fisher associée aux éléments non-
diagonaux de la matrice est élevée. Ceci n’induit pas que la CRB diminue mais bien le contraire comme vont le
montrer les simulations.

À partir de l’expression de la propriété 15, il est possible de caractériser les échosk et ` qui produisent une
information de Fisherf (k,`) non nulle. Soient les trois intervalles définis ci après

I1 := [Tw, δ − Tw], I2 := [Tw + δ, Tc − Tw − δ], et I3 := [Tc + Tw − δ, Tc − Tw].

Si δ > Tw, alors ces trois intervalles ont bien un sens. On peut montrer que siεk,` ∈ I1 ou siεk,` ∈ I2 ou
si εk,` ∈ I3, aucune collision n’aura lieu et le termef (k,`) sera nul. Siδ < Tw, les intervallesI1 et I3 sont par
construction vides. Alors siεk,` ∈ I2, de nouveau aucune collision n’a lieu ce qui implique quef

(k,`)
m = 0.

Par ailleurs si on compare un écho avec lui-même (k = `), on aεk,` = 0, qk,` = 0 etQk,` = 0 et la formule
présentée à la propriété 15 se simplifie et prend la forme (5.9).

Modulation PAM :

Le calcul de la matrice de Fisher pour la modulation PAM se mène de manière analogue au cas de la modulation
PPM. Dans la propriété 16, nous récapitulons l’expression analytique des termesf (k,`) pour la modulation PAM.

Propriété 16 Si une modulationPAM est employée et comme le support des → rm(s) est très inférieur àTc, on
a

f (k,`)
m = M

[
C

−(qk,l)Ãm(εk,`) + C
−(qk,` + 1)Ãm(εk,` − Tc)

+ C
+(qk,`)B̃m(εk,`) + C

+(qk,` + 1)B̃m(εk,` − Tc)
]

avec

Ãm(εk,`) =
1

M

M−1∑

i=0

�
d

[
d(−Qk,` − 1 + i)d(i)

]
rm(εk,`)

et

B̃m(εk,`) =
1

M

M−1∑

i=0

�
d

[
d(−Qk,` + i)d(i)

]
rm(εk,`).

Les autres termes sont identiques à ceux de la propriété 15.

Les commentaires sont semblables à ceux énoncés pour la modulation PPM.
On peut de plus assurer que deux échosk et ` ne produisent pas de collision et donc que le terme de Fisher

associéf (k,`)
m est nul siεk,` ∈ I4 = [Tw, Tc − Tw].

5.3.3 Moyennage de la matrice d’information de Fisher

Dans de nombreuses situations, la borne de Cramer-Rao dépend d’un paramètrex. Dans notre cas précis, dans
le contexte DA, la borne de Cramer-Rao dépend de la séquence d’apprentissage, et dans les contextes NDA et DA,
elle dépend du code de l’utilisateur d’intérêt.
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Afin de « gommer » l’influence de ces paramètres déterministessur la borne de Cramer-Rao, on souhaite
moyenner cette borne sur ces paramètres qui seront alors vu comme une réalisation d’une variable aléatoire avec
une loi de probabilitéa priori.

En conséquence, nous nous intéressons au terme
�

x

[
CRB(x)

]
, c.-à-d., à l’inverse de la matrice d’informa-

tion de FisherJ(x) moyennée sur la variable aléatoirex. Néanmoins un tel calcul s’avère souvent compliqué car
nous n’avons pas nécessairement à notre disposition une expression analytique de l’inverse de la matrice de Fisher
surtout si celle-ci est de grande taille. C’est pourquoi nous aimerions plutôt d’abord moyenner la matrice d’in-
formation de Fisher et ensuite procéder à son inversion [72]. Cependant une telle « permutation » des opérateurs
a-t-elle un sens, c.-à-d., le résultat obtenu est-il encoreune borne. D’après, l’inégalité de Jensen, nous avons

�
x

[
CRB(x)

]
=
�

x

[
J(x)−1

]
≥ �

x

[
J(x)

]−1
.

Ainsi l’inverse de la moyenne de la matrice de Fisher est bienune borne minimale (mais qui ne sera pas aussi
précise que la vraie borne de Cramer-Rao moyennée). Cette nouvelle borne minimale est en fait une borne de
Cramer-Rao de type modifiée. Dans la suite de cette sous-section, nous ne porterons notre attention que sur cette
borne de type modifiée.

Moyennage sur les symboles

Le moyennage sur les symboles est utile aussi bien pour le casDA que pour le cas NDA. En effet, pour le cas
NDA la suite de symboles est aléatoire par définition et d’ailleurs ce moyennage intervient dans les termes définis
aux propriétés 15 et 16. Pour le cas DA il convient de considérer que la séquence d’apprentissage (séquence de
symboles) est une suite de symbolesi.i.d. {d(i)}M−1

i=0 ∈ {0, 1} pour la modulation PPM et{d(i)}M−1
i=0 ∈ {−1,+1}

pour la modulation PAM. Ainsi afin d’obtenir les performances indépendamment de la séquence d’apprentissage
sélectionnée il convient de moyenner la CRB sur le modèle statistique de séquence d’apprentissage [73]. Nous
allons donner ci-après la CRB de type modifiée et non pas la CRBexacte et cette borne sera valable tant pour le
contexte DA que NDA.

Dans le contexte d’une modulation PPM, nous obtenons trivialement que

Am(εk,`) =






rm(εk,`), si Qk,` = −1,

1
2rm(εk,`) + 1

4rm(εk,` − δ) + 1
4rm(εk,` + δ), ailleurs,

et

Bm(εk,`) =






rm(εk,`), si Qk,` = 0

1
2rm(εk,`) + 1

4rm(εk,` − δ) + 1
4rm(εk,` + δ), ailleurs.

Dans le contexte d’une modulation PAM, nous obtenons trivialement que

Ãm(εk,`) =






rm(εk,`), si Qk,` = −1,

0, ailleurs,

et

B̃m(εk,`) =






rm(εk,`), si Qk,` = 0

0, ailleurs.

Moyennage sur les codes

De la même manière que pour le moyennage sur les symboles effectué au paragraphe précédent on suppose que
chaque code{c(i)}NcNf−1

i=0 est une réalisation d’un vecteur qui est composé de variables aléatoiresi.i.d.. Chaque
élément de ce vecteur a une probabilité(Nc − 1)/Nc de valoir0 et une probabilité1/Nc de valoir1.
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Ainsi d’après ces probabilités on sait que les termesC +(q) etC−(q) suivent une loi binomiale [74] de moyenne





�
c

[
C +(q)

]
=

NcNf−q
N2

c
, si q 6= 0,

�
c

[
C +(0)

]
= Nf , si q = 0,

et






�
c

[
C −(q)

]
= q

N2
c
, si q 6= NcNf

�
c

[
C −(NcNf )

]
= Nf , si q = NcNf .

5.4 Simulations

Dans ce paragraphe nous allons simuler numériquement la CRBde type modifiée afin de quantifier l’écart entre
la CRB calculée en faisant l’hypothèse de non-chevauchement entre les échos et la CRB prenant en compte ces
chevauchements éventuels.

Nous nous plaçerons dans le contexte NDA : de ce fait, la CRB affichée sera la MCRB moyennée sur les codes
comme expliqué à la sous-section 5.3.3.

Afin de prendre en compte tous les trajets nous calculons la CRB de la manière suivante

MCRB(A) =
1

L

L∑

`=1

MCRB(A`) et MCRB(τ ) =
1

L

L∑

`=1

MCRB(τ `).

Les paramètres du signal TH-UWB sont tels que :Tc = 3 ns,Tw = 1 ns,Nc = 8 etNf = 4. L’impulsion est
celle présentée au paragraphe 1.2.3. Le décalageδ de la PPM est fixé de manière à maximiser la distance entre les
symboles binaires et vautδ = 0, 0707 ns.

Avant de passer aux simulations relatives à la CRB avec de « vrais » canaux, nous considérons un contexte
purement académique : soient deux trajets d’amplitudesA1 = 1 et A2 = 0, 5 et de retards respectifs associés
τ1 = 0 et τ2 = dτ avecdτ < Tc. Le RSB est fixé à20 dB et le nombre de symboles émis estM = 100. À la
figure 5.1, nous avons tracé laMCRB(A) et laMCRB(τ ) en fonction dedτ .
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Figure 5.1 – MCRB en fonction dedτ , M = 100, RSB= 20 dB. a) AmplitudesA. b) Retardsτ .

Commeδ < Tw nous savons qu’il y a des collisions sidτ appartient à l’intervalle[−Tc,−(Tc − Tw − δ)] ∪
[−(Tw + δ), Tw + δ] ∪ [Tc − Tw − δ, Tc] (cf. fin du paragraphe 5.3.2), c.-à-d., sidτ est soit proche de zéro soit
proche des bords du chip. On remarque que la présence de chevauchement des trajets dégrade significativement les
performances si la différence de retards est inférieure àTw.

À présent nous souhaitons savoir si le chevauchement entre les échos est un phénomène qui intervient souvent
ou pas avec des modèles de canaux réalistes présentés au paragraphe 1.3. Nous avons remarqué aux figures pré-
cédentes que le chevauchement dégradait fortement les performances d’estimation lorsque l’écart entre les deux
échos était très faible, c.-à-d., de l’ordre de la largeur del’impulsion émise.
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Nous considérons deux jeux de paramètres pour le modèle de canal :λ = 0, 2 ns−1, γ = 20 ns issus de l’article
de Saleh & Valenzuela [20] etλ = 2 ns−1, γ = 5 ns issus de l’article de Leeet al. [22]. Le nombre de trajets est
fixé àNp = 10. Les différentes courbes sont obtenues pour120 tirages de canal, et nous avons supprimé les trajets
admettant un écart temporel avec un autre trajet trop petit (de l’ordre de10−3 ns) et admettant une amplitude trop
petite (de l’ordre de10−3).

À la figure 5.2 nous avons tracé l’Erreur Quadratique Moyenne(EQM) en fonction du RSB pour les amplitudes
et les retards du canal. Le nombre de symboles émis est fixé àM = 100. On remarque que pour le canal avec
les paramètres de Saleh & Valenzuela (SV sur les figures) les performances sont très peu modifiées selon que la
CRB est calculée sous l’hypothèse de chevauchement ou pas, contrairement au canal avec les paramètres de Lee
et al.. En effet les paramètres de Saleh & Valenzuela génèrent des canaux avec une faible densité de trajets (λ

faible), c.-à-d., des canaux présentant un écart entre deuxtrajets consécutifs relativement important. Au contraire
les paramètres de Leeet al. génèrent des canaux avec une forte densité de trajets (λ fort) et donc un écart entre
deux trajets consécutifs relativement faible.
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Figure 5.2 – MCRB en fonction du RSB,M = 100. a) AmplitudesA b) Retardsτ .

À la figure 5.3.a nous avons tracé l’EQM en fonction du nombre de symboles émisM pour les amplitudes et
pour les retards du canal. Les canaux ont été construits en suivant soit le modèle de Saleh & Valenzuela, soit le mo-
dèle de Leeet al.. De nouveau pour le modèle de canaux de Leeet al., un écart subsiste entre la CRB obtenue sous
l’hypothèse fausse d’absence de chevauchement et la CRB calculée en prenant en compte ces chevauchements.

Ainsi l’hypothèse de non-chevauchementdes trajets est à manipuler avec précaution : en effet, certains modèles
de canaux UWB montrent que le chevauchement est courant et donc ne doit pas être négligé dans les calculs
de bornes. De plus la CRB correctement calculée peut être bien plus élevée que la CRB obtenue en négligeant
ces collisions entre échos. Ainsi la CRB classiquement obtenue dans la littérature ( [67–69]) peut s’avérer bien
optimiste et de ce fait absolument sans intérêt.

Des courbes similaires peuvent être obtenues dans le contexte de la modulation PAM.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons établi analytiquement les bornes de Cramer-Rao associées au problème d’estima-
tion des paramètres d’amplitudes et de retards des différents échos du canal rencontré par l’utilisateur d’intérêt.
Nous avons calculé ces bornes en supposant que les échos peuvent rentrer en collision ou pas. Les résultats ont
montré que si le canal s’avère dense en trajet (ce qui est possible), des différences significatives sur les perfor-
mances d’estimation apparaissent suivant l’hypothèse considérée.
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Figure 5.3 – MCRB en fonction deM , RSB= 20 dB. a) AmplitudesA. b) Retardsτ .

Les travaux présentés dans ce chapitre ont donné lieu à un article de conférence [75].
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Conclusion générale et perspectives

Le travail réalisé dans cette thèse concerne l’étude des systèmes de transmissions ultra large bande à accès
multiple par répartition de codes de saut temporel dans un contexte asynchrone. Nous avons considéré un milieu
de propagation à trajets multiples et un récepteur analogique linéaire de type rake. Nous avons étudié indépendam-
ment : l’interférence multi-utilisateur, l’interférenceentre symboles et entre trames et les bornes de Cramer-Rao
des estimateurs des paramètres du canal de propagation.

Nous avons étudié l’interférence multi-utilisateur avec l’objectif de pouvoir trouver un moyen de la minimiser
en jouant sur les THC. Nous avons tout d’abord calculé de manière analytique la variance de la MUI moyennée
sur les paramètres aléatoires du modèle, en considérant lescodes déterministes. L’expression de cette variance
montre que la contribution des codes apparaît en facteur de celle-ci, et ne dépend donc pas des autres paramètres
du système de transmission.

Nous avons alors déduit un critère sur les codes permettant de sélectionner ceux qui minimisent la variance de
la MUI créée par un ensemble d’utilisateurs lors de la démodulation de l’utilisateur d’intérêt. Le critère est calculé
sur l’ensemble des paires de codes formées entre le code de l’utilisateur d’intérêt et le code des autres utilisateurs.
Nous avons établi une relation entre le critère de minimisation de la variance et lesup des intercorrélations entre
les codes qui sont généralement considérés pour les systèmes à accès multiple conventionnels. Nous avons étudié
le problème de l’existence des paires optimales et démontréqu’en faisant tendre le nombre de chips vers l’infini,
la probabilité de tirer aléatoirement une paire optimale tendait vers1. On en a alors déduit une stratégie de faible
complexité pour rechercher les paires optimales. Les simulations ont montré que l’utilisation des codes minimisant
la variance de la MUI se traduit par une amélioration significative des performances en terme de probabilité d’erreur
par rapport aux séquences précédemment proposées.

Afin de comparer le système TH-UWB aux autres systèmes à étalement de spectre, nous avons étendu le calcul
de la variance de la MUI aux signaux UWB utilisant l’étalement par séquence directe (DS-UWB) et aux signaux
DS-CDMA. Comme pour les signaux TH-UWB, nous avons identifiéun critère dont la minimisation entraîne la
sélection de codes qui minimisent la variance de la MUI.

Nous avons étudié la valeur de ce critère pour des séquences de Gold et de Kasami qui sont classiquement
utilisées dans les systèmes à étalement par séquence directe. Nous avons mis en évidence que ces séquences
n’étaient pas optimales au sens de la variance de la MUI minimale. Nous avons montré que les séquences optimales
déduites du critère étaient orthogonales et apportaient une amélioration significative des performances en terme
de probabilité d’erreur. Nous avons aussi montré que l’orthogonalité entre les paires optimales était une condition
nécessaire mais pas suffisante. Le choix de paires orthogonales ne vérifiant pas le critère d’optimalité sur la variance
de la MUI peut conduire à des dégradations importantes des performances.

Nous nous sommes intéressés à la comparaison des variances des différents systèmes lorsque les paires opti-
males sont utilisées. Nous avons établi des relations d’ordre entre les systèmes qui dépendent du choix des diffé-
rents paramètres. Nous avons vérifié ces résultats par simulations sur la probabilité d’erreur moyenne. On constate
que dans certains cas, la relation d’ordre n’est pas conservée montrant les limites de l’approche basée sur le critère
de la variance.

Nous avons étudié l’interférence entre symboles et entre trames (ISI / IFI) dans l’objectif d’analyser l’influence
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sur les performances des différents paramètres du récepteur rake par rapport aux caractéristiques du canal de
propagation. Nous avons de plus étudié l’influence conjointe de la MUI et de l’ISI / IFI.

On a tout d’abord analysé l’influence du nombre de doigts du récepteur rake et de la longueur du temps de
garde sur la variance de l’ISI / IFI et sur la probabilité d’erreur du système. Nous avons montré qu’une probabilité
d’erreur acceptable pour un système de communication est atteinte avec un faible nombre de doigts du récepteur
rake. De même il apparait raisonnable de considérer un intervalle de garde de longueur égale à l’étalement moyen
du canal.

Nous avons également mis en évidence l’existence d’une interférence résiduelle qui a pour effet de rendre la
probabilité d’erreur non nulle même en l’absence de bruit additif et d’interférence entre symboles et entre trames.
Nous avons cependant développé une parade à l’existence de cette interférence résiduelle en modifiant légèrement
le récepteur rake.

Nous avons établi analytiquement les bornes de Cramer-Rao associées au problème d’estimation des para-
mètres d’amplitudes et de retards des différents échos du canal rencontré par l’utilisateur d’intérêt. Nous avons
calculé ces bornes en supposant que les échos peuvent rentrer en collision ou pas. Les résultats ont montré que
si le canal s’avère dense en trajets (p. ex. en environnement« intérieur »), des différences significatives sur les
performances d’estimation apparaissent suivant l’hypothèse considérée.

Les travaux réalisés dans la thèse ont soulevé un certain nombre de problèmes ou ouvert des pistes qui mérite-
raient d’être traitées par la suite. Nous les présentons ici.

- Concernant les paires de codes optimaux qui minimisent la variance de la MUI, les résultats que nous avons
présentés nous permettent d’identifier un ensemble de codesoptimaux par rapport à un utilisateur. Or, lorsque
l’on cherche à construire un réseau de télécommunication utilisant des transmissions asynchrones, p. ex. le cas
des liaisons montantes d’un réseau cellulaire, il convientque chaque utilisateur soit « protégé » au mieux de
l’interférence des autres utilisateurs. Autrement dit, ondoit trouver un ensemble de codes tel que tout couple
de codes forme une paire optimale. La construction d’un tel ensemble constitue une étape supplémentaire par
rapport à l’identification des paires optimales. C’est un problème dont la solution exhaustive parait rédhibitoire
en terme de complexité qu’il serait intéressant d’étudier d’une manière approfondie. Pour les signaux TH-UWB,
les constructions de [33] résolvent ce problème pour des valeurs particulières deNc etNf . Une extension à des
valeurs quelconques constitue un problème ouvert. Pour lessignaux à étalement par séquence directe, les séquences
classiques (Gold, Kasami) résolvent le problème du réseau,mais avec des performances qui sont éloignées de celles
obtenues pour des paires optimales. Il serait intéressant de pouvoir trouver des réseaux dont les performances se
rapprochent des performances optimales.
- Concernant la comparaison des différents systèmes à étalement par séquence directe, il conviendrait d’analyser
plus profondément et notamment de manière analytique les distributions de l’interférence multi-utilisateur et la
probabilité d’erreur moyenne des systèmes DS-UWB et TH-UWBdans un contexte simple de canaux à trajet
unique.
- Concernant l’effet de l’interférence résiduelle du canalde propagation sur le récepteur rake, il conviendrait
d’étudier plus profondément le récepteur rake amélioré. Notamment, en analysant la robustesse de ce nouveau
récepteur à une estimation imparfaite et partielle du canalde propagation.
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Annexe A

Annexe relative au chapitre 1

A.1 Preuve de la Propriété 1

Comme les densités de probabilité des retards et des différences de retards consécutifs du même utilisateur sont
indépendantes de l’utilisateur, nous omettons dans le suite l’indicen. Conformément à la sous-section 1.3.1 et au
fait que nous adoptons un modèle de canal à une seule grappe, la différence entre deux retards consécutifsτ i−1 et
τ i, notéeti, est une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramètreλ. Par conséquent les retardsτ `

peuvent s’écrire de la manière suivante

τ ` =
∑̀

i=1

ti

et sont donc égaux à une somme de variables aléatoires indépendantesti.
Comme la loi de probabilité d’une somme de variables aléatoires indépendantes est égal au produit de convo-

lution des lois de probabilité des variables aléatoires composant cette somme, nous avons

pτ`(t) = pt1(t) ⊗ pt2(t) ⊗ · · · ⊗ pt`
(t)︸ ︷︷ ︸

` termes

,

où⊗ désigne le produit de convolution.
Pour` = 1, on a trivialement

pτ1(t) = pt1(t) = λe−λt × �t≥0.

Pour` = 2, on a
pτ2(t) = pt1(t) ⊗ pt2(t) = λ2te−λt × �t≥0

et pour uǹ fixé quelconque, on obtient, par récurrence,

pτ`(t) =
λ`

(`− 1)!
t`−1e−λt�t≥0. (A.1)

Le terme(τk − τ `) s’écrit de la manière suivante

τk − τ ` =

k∑

i=`+1

ti

dès quek > `. Ainsi en appliquant la démarche qui a conduit à l’expression (A.1), on obtient facilement que

pτk−τ`(t) =
λk−`

(k − `− 1)!
tk−`−1e−λt�t≥0. (A.2)
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A.2 Preuve de la Propriété 2

Dans cette annexe, comme le calcul est indépendant de l’utilisateur considéré, nous omettons l’indicen.
On rappelle que la réponse impulsionnelle du canal s’écrit

h(t) =

Np∑

k=1

Akδ(t− τk).

Par conséquent, sa variance vaut

E[|h(t)|2] =

Np∑

k,k′=1

E[AkAk′

δ(t− τk)δ(t− τk′

)].

Comme nous considérons un modèle de canal à une seule grappe,les pseudo-retards et les retards sont iden-
tiques au facteurΓ près. Il s’en suit que

E[|h(t)|2] =

Np∑

k,k′=1

E[akak′

f(Γτk)f(Γτk′

)δ(t− τk)δ(t− τk′

)].

Étant donné que les retardsτk sont indépendants des variablesak, nous obtenons la simplification suivante

E[|h(t)|2] =

Np∑

k,k′=1

E[akak′

]E[f(Γτk)f(Γτk′

)δ(t− τk)δ(t− τk′

)].

Les variables aléatoiresak étant indépendantes et identiquement distribuées de variance égale à celle des variables
bk (c.-à-d.,Ω0), nous pouvons écrire

E[|h(t)|2] =

Np∑

k=1

Ω0E[f(Γτk)2δ(t− τk)].

En remplaçantf(.) par son expression et en notantpk(.) la densité de probabilité de la variable aléatoireτk, nous
avons

E[|h(t)|2] = Ω0

Np∑

k=1

∫
e−τk/γδ(t− τk)pk(τk)dτk.

En appliquant une propriété bien connue de la distribution de Dirac, on obtient

E[|h(t)|2] = Ω0

Np∑

k=1

e−t/γpk(t).

En remplaçantpk(t) par sa valeur (cf. Propriété 1), nous avons

E[|h(t)|2] = Ω0

Np∑

k=1

e−t/γ λk

(k − 1)!
tk−1e−λt,

d’où

E[|h(t)|2] = Ω0λe
−(1/γ+λ)t

Np−1∑

k=0

(λt)k

k!
.

En faisant tendreNp le nombre de trajets vers l’infini, nous obtenons le résultatfinal. Étant donné la figure 1.7
montrant des réponses impulsionnelles réalistes, il apparaît raisonnable de considérerNp grand.
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A.3 Expression du bruit filtré et de sa variance

Nous donnons, dans cette annexe, une expression analytiquesimple du bruit filtréη en sortie du récepteur rake
ainsi que de sa variance.

Le bruitn(t) est supposé blanc gaussien de moyenne nulle et de densité spectrale de puissanceN0/2. En sortie
du récepteur rake, le terme de bruitη s’exprime par

η =
∑

`∈L

A`
1

NcNf−1∑

j=0

c1(j)

∫ Nf Tf

0

v(t− jTc) · n(t)dt.

Le carré deη s’écrit de la manière suivante

η2 =
∑

`1,`2∈L

A`1
1 A

`2
1

NcNf−1∑

j1,j2=0

c1(j1)c1(j2)

∫ Nf Tf

0

∫ Nf Tf

0

v(t1 − j1Tc)v(t2 − j2Tc)n(t1)n(t2)dt1dt2.

Par conséquent, la variance deη admet l’expression suivante

�
[η2] =

∑

`1,`2∈L

A`1
1 A

`2
1

NcNf−1∑

j1,j2=0

c1(j1)c1(j2)

∫ Nf Tf

0

∫ Nf Tf

0

v(t1 − j1Tc)v(t2 − j2Tc)
�

[n(t1)n(t2)]dt1dt2.

Le bruit additifn(t) étant blanc, nous avons
�

[n(t1)n(t2)] = N0

2 × δ(t1 − t2). Ceci implique que

�
n[η2] =

N0

2

∑

`1,`2∈L

A`1
1 A

`2
1

NcNf−1∑

j1,j2=0

c1(j1)c1(j2)

∫ Nf Tf

0

v(t− j1Tc)v(t− j2Tc)dt. (A.3)

Le support det 7→ v(t) étant inférieur àTc, seuls les termes qui composent les sommes de (A.3) et qui corres-
pondent àj1 = j2 sont non nuls. Il advient que

�
[η2] =

N0

2

∑

`1,`2∈L

A`1
1 A

`2
1

NcNf−1∑

j=0

c1(j)
2

∫ Nf Tf

0

v2(t− jTc)dt.

On définit la fonction d’autocorrélation det 7→ v(t) de la manière suivante

rvv(s) :=

∫ Nf Tf

0

v(t− s)v(t)dt.

De plus, il est facile de vérifier que
NcNf−1∑

j=0

c1(j)
2 = Nf .

Ainsi la variance du bruit en sortie du récepteur rake est donnée par

�
[η2] =

N0

2
Nfrvv(0) ×

∑

`1,`2∈L

A`1
1 A

`2
1 .

On remarquera que cette expression ne dépend de la modulation PPM ou PAM qu’au travers de la forme de
v(t) qui s’écritv(t) = w(t) − w(t− δ) pour la PPM etv(t) = w(t) pour la PAM.

A.4 Preuve de la Propriété 3

On présente dans cette annexe le calcul deyk,`,n(θn) défini par (1.25) pour la PPM.
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On pose :
θn + ∆τk,`,n := Qk,`

n NfTf + qk,`
n Tc + εk,`

n , (A.4)

avec :
Qk,`

n = b(θn + ∆τk,`,n)/NfTfc, Qk,`
n ∈ {−∞,+∞},

qk,`
n = b(θn + ∆τk,`,n −Qk,`

n NfTf )/Tcc, qk,`
n ∈ {0, · · · , NcNf − 1},

et εk,`
n le reste tel que0 ≤ εk,`

n < Tc. Les variablesQk,`
n , qk,`

n et εk,`
n sont des fonctions deθn et ∆τn,k,`, cette

dépendance n’est pas précisée explicitement, dans le but d’alléger les notations.
L’expression (1.25) devient alors

yPPM
k,`,n (θn) :=

+∞∑

i=−∞

NcNf−1∑

j,j1=0

cn(j)c1(j1)rvw((Qk,`
n + i)NfTf + (qk,`

n + j − j1)Tc + εk,`
n + δdn(i)). (A.5)

En notantTrvw
le support de la fonction d’intercorrélationrvw, les termes non nuls de la partie droite de (A.5)

sont obtenus pour

−Trvw
≤ (Qk,`

n + i)NfTf + (qk,`
n + j − j1)Tc + εk,`

n + δdn(i) ≤ Trvw
,

en remplaçantεk,`
n par ses valeurs limites, on obtient

−Trvw
− Tc < (Qk,`

n + i)NfTf + (qk,`
n + j − j1)Tc + δdn(i) ≤ Trvw

.

De plus on a0 ≤ δdn(i) ≤ δ et en utilisant le fait que

−NcNf + 1 ≤ qk,`
n + j − j1 ≤ 2NcNf − 2,

on obtient
−Trvw

− 2NfTf + Tc − δ < (Qk,`
n + i)NfTf ≤ Trvw

+NfTf − Tc.

En utilisant le fait que le supportTrvw
+ δ � Tc on obtient

−2 < Qk,`
n + i < 1.

On identifie alors deux valeurs possibles pouri :

i = −Qk,`
n et i = −Qk,`

n − 1.

On poseyPPM
k,`,n (θn) := y−k,`,n(θn) + y+

k,`,n(θn), le termey−k,`,n(θn) est associé ài = −Qk,`
n − 1 et le terme

y+
k,`,n(θn) est associé ài = −Qk,`

n . Considérons le casi = −Qk,`
n − 1. On a

−Trvw
− Tc − δ < (j − j1 + qk,`

n −NcNf )Tc ≤ Trvw
, (A.6)

ainsi il vient(j − j1 + qk,`
n −NcNf ) = 0 ou (j − j1 + qk,`

n −NcNf) = −1 comme valeurs possibles qui vérifient
(A.6). Soit

y−k,`,n(θn) = C
−
1,n(qk,`

n )rvw(εk,`
n + δdn(−Qk,`

n − 1)) + C
−
1,n(qk,`

n + 1)rvw(εk,`
n − Tc + δdn(−Qk,`

n − 1)), (A.7)

avec

C
−
m,n(q) :=

q−1∑

k=0

cm(k)cn(k − q). (A.8)

Considérons le casi = −Qk,`
n . On a

−Trvw
− Tc − δ < (j − j1 + qk,`

n )Tc ≤ Trvw
, (A.9)
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ainsi il vient(j − j1 + qk,`
n ) = 0 ou (j − j1 + qk,`

n ) = −1 comme valeurs possibles qui vérifient (A.9). Soit

y+
k,`,n(θn) = C

+
1,n(qk,`

n )rvw(εk,`
n + δdn(−Qk,`

n )) + C
+
1,n(qk,`

n + 1)rvw(εk,`
n − Tc + δdn(−Qk,`

n )),

avec

C
+
m,n(q) :=

NcNf−1∑

k=q

cm(k)cn(k − q). (A.10)

Il vient finalement

yPPM
k,`,n (θn) = C

−
1,n(qk,`

n )rvw(εk,`
n + δdn(−Qk,`

n − 1)) + C
−
1,n(qk,`

n + 1)rvw(εk,`
n − Tc + δdn(−Qk,`

n − 1))

+ C
+
1,n(qk,`

n )rvw(εk,`
n + δdn(−Qk,`

n )) + C
+
1,n(qk,`

n + 1)rvw(εk,`
n − Tc + δdn(−Qk,`

n )).

A.5 Preuve de la Propriété 4

On présente dans cette annexe le calcul deyk,`,n(θn) défini par (1.30) pour la PAM.
En utilisant (A.4), (1.30) devient :

yPAM
k,`,n (θn) :=

+∞∑

i=−∞

NcNf−1∑

j,j1=0

cn(j)c1(j1)dn(i)rww((Qk,`
n + i)NfTf + (qk,`

n + j − j1)Tc + εk,`
n ). (A.11)

En notantTrww
le support de la fonction d’intercorrélationrww, les termes non nuls de la partie droite de (A.11)

sont obtenus pour
−Trww

≤ (Qk,`
n + i)NfTf + (qk,`

n + j − j1)Tc + εk,`
n ≤ Trww

.

En utilisant un raisonnement identique au cas de la PPM, on obtient

yPAM
k,`,n (θn) = dn(−Qk,`

n )
[
C

+
1,n(qk,`

n )rww(εk,`
n ) + C

+
1,n(qk,`

n + 1)rww(εk,`
n − Tc)

]

+ dn(−Qk,`
n − 1)

[
C

−
1,n(qk,`

n )rww(εk,`
n ) + C

−
1,n(qk,`

n + 1)rww(εk,`
n − Tc)

]
.
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Annexe B

Annexe relative au chapitre 2

B.1 Borne supérieure dēπ

D’après la propriété 10, une paire(cm, cn) est optimale pour la PPM, si elle vérifiesupkCm,n(k) = 1. Si l’on
probabilise les codes, on peut alors réexprimer (2.23) sousla forme

π := Pr{∃k ∈ [0, Nc − 1] /Cm,n(k) ≤ 1}, (B.1)

de sorte que la probabilité complémentaire s’exprime comme:

π̄ = Pr{∃k ∈ [0, Nc − 1] /Cm,n(k) ≥ 2}

= Pr{
Nf⋃

i=2

Cm,n(k) = i, ∀k}. (B.2)

Les événements de (B.2) n’étant pas indépendants, nous pouvons en donner une borne supérieure grâce à la borne
de l’union :

π̄ ≤
Nf∑

i=2

πi, avec πi := Pr{Ei}. (B.3)

où l’évènementEi est définit par

Ei := {il existe au moins une valeur de k ∈ [0, · · · , Nc − 1] pour laquelle Cm,n(k) = i}.
Afin de décrire les évènementsEi pour poursuivre le calcul, nous introduisons une caractérisation des codes

à partir des distances (en nombre de chips) entre les différents ’1’ du code développé. La définition de distance
suivante

dm(p, q) := c̃m(q) − c̃m(p) + (q − p)Nc, (B.4)

donne le nombre de chips entre le ’1’ de la trameq et le ’1’ de la tramep du code développécm où les indicesq et
p sont pris moduloNf dans l’argument des THC. Compte tenu de la structure des codes développés, l’ensemble
des distances à considérer pour le codecm est donné par

Dm := {dm(p, q), 0 ≤ p ≤ Nf − 1, p+ 1 ≤ q ≤ p+Nf − 1}. (B.5)

On peut alors décrire la réalisation de l’évènementE2 en terme de distance. Il se réalise dès qu’une distance
deDm est égale à une distance deDn, soit encoreE2 = {∃(p1, q1), (p2, q2) / dm(p1, q1) = dn(p2, q2)}. D’une
manière plus générale, l’évenementEi se réalise lorsque le codecm possède au moinsi(i− 1)/2 distances égales
au codecn. L’événementE3 est équivalent à l’intersection de trois sous-évenementsE3 = {E1

3

⋂
E2

3

⋂
E3

3} avec

E1
3 := {∃(p1, q1), (p2, q2) / dm(p1, q1) = dn(p2, q2)},

E2
3 := {∃(p1, r1), (p2, r2) / dm(p1, r1) = dn(p2, r2)},

E3
3 := {∃(q1, r1), (q2, r2) / dm(q1, r1) = dn(q2, r2)}.
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Compte tenu de la définition deE3, on a

∀i, Pr{E3} ≤ Pr{Ei
3}.

De plus, on remarque queE2 etEi
3 sont équivalents, puisqu’ils représentent les mêmes événements, ce qui entraîne

π2 ≥ π3.

De la même manière, on en déduit
π2 ≥ πi i = 3, · · · , Nf .

En appliquant ces inégalités dans (B.3), on obtient

π̄ ≤ (Nf − 1)π2.

Nous réexprimonsπ2 à l’aide des distances

π2 = Pr{
⋃

p1,q1
p2,q2

dm(p1, q1) = dn(p2, q2)},

expression que nous majorons par la borne de l’union :

π2 ≤ S :=
∑

p1,q1
p2,q2

Pr{dm(p1, q1) = dn(p2, q2)}.

Pour calculerS, nous supposons maintenant les codesc̃(k) aléatoires,i.i.d., à valeurs dans{0, Nc−1}, c.-à-d. :

∀i ∈ {0, Nc − 1}, Pr{c̃(k) = i} =
1

Nc
.

D’après la statistique des codes et en utilisant (B.4) on peut réexprimerS de la manière suivante

S =
∑

p1,q1
p2,q2

Pr{∆m − ∆n = ((q2 − p2) − (q1 − p− 1))Nc}, (B.6)

avec
∆m := c̃m(q1) − c̃m(p1) et ∆n := c̃n(q2) − c̃n(p2).

Si l’on identifie dans (B.6) le nombre de termes pour lesquels(q2 − p2) − (q1 − p− 1) est constant,S prend
la forme

S =

Nf−1∑

`=−Nf+2

Pr{∆m − ∆n = `Nc} ·Nf [Nf (Nf − 1) − |`|Nf ]. (B.7)

Puisquẽcm(k) ∈ [0, Nc − 1] on a(∆m − ∆n) ∈ [−2Nc + 2, 2Nc − 2], ce qui implique que les termes pour
|`| ≥ 2 dans la somme (B.7) sont nuls. Ainsi (B.7) devient

S = N2
f [α(Nf − 1) + 2β(Nf − 2)], (B.8)

avec
α := Pr{∆m − ∆n = 0} et β := Pr{∆m − ∆n = Nc}.

À présent nous allons calculer les quantitésα etβ.
Les événements∆m = k et∆n = k étant indépendants, on a

α = Pr{
Nc−1⋃

k=−Nc+1

(∆m = k) ∩ (∆n = k)}

=

Nc−1∑

k=−Nc+1

Pr{∆m = k}Pr{∆n = k}. (B.9)
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D’après la distribution dẽcm(k),

Pr{∆m = i} =
Nc − |i|
N2

c

,

de sorte que reporté dans (B.9), on obtient

α =
1

N2
c

+ 2

Nc−1∑

k=1

(Nc − k)2

N4
c

=
2

3Nc
+

1

3N3
c

. (B.10)

De la même manière, on obtient pourβ

β = Pr{
Nc−1⋃

k=1

(∆m = k) ∩ (∆n = k +Nc)}

=

Nc∑

k=1

Pr{∆m = k}{∆n = k +Nc}

=
1

N4
c

Nc−1∑

k=1

Nc(Nc − k)

=
1

2Nc
− 1

2N2
c

. (B.11)

En utilisant (B.8), (B.10) et (B.11) on obtient finalement

S =
N2

f

3Nc

[
Nf

(
5 +

1

N2
c

− 3

Nc

)
+

6

Nc
− 1

N2
c

− 8

]
. (B.12)

Ainsi la borne supérieure dēπ est donnée par :

π̄ ≤ (Nf − 1)
N2

f

3Nc

[
Nf

(
5 +

1

N2
c

− 3

Nc

)
+

6

Nc
− 1

N2
c

− 8

]
.

B.2 Existence des paires optimales en PAM poursupq Cm,n(q) > 1

Nous démontrons ici que l’ensemble des paires optimales pour la PAM admet des paires vérifiantsupq Cm,n(q) =

2 et qu’il n’existe pas de paires optimales vérifiantsupq Cm,n(q) > 2.
La démarche utilisée est la suivante. On considère tout d’abord l’expression (2.16) dans laquelle on remplace

κm,n par sa valeur optimaleN2
f . Puis on l’identifie à sa forme polynomiale (2.17), ce qui donne l’équation :

∑Nf

i=1 i
2 · πi = N2

f + 2 · ξm,n. On considère ensuite la contrainte (2.15) qui nous amène une deuxième équation :
∑Nf

i=1 i · πi = N2
f . On conclue enfin en vérifiant si le système d’équations admetdes solutions compatibles avec

les hypothèses.

a) Cassupq Cm,n(q) = 2

Lorsqu’une paire de code(cm, cn) vérifie supq Cm,n(q) = 2, ce qui est équivalent àπ2 6= 0 et {πi = 0}Nf

i=3,
les intercorrélations partiellesC +

m,n(q) etC−
m,n(q) peuvent prendre l’ensemble des valeurs suivantes :

C +
m,n(q) C−

m,n(q) Cm,n(q) C +
m,n(q)C −

m,n(q)

2 0 2 0

1 1 2 1

0 2 2 0

1 0 1 0

0 1 1 0
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Introduisonsπ0
2 etπ1

2 qui représentent le nombre de fois oùsupq Cm,n(q) = 2 est atteint respectivement pour
les couplesC +

m,n(q) = 0, C −
m,n(q) = 2 (ou C +

m,n(q) = 2, C−
m,n(q) = 0) et C +

m,n(q) = 1, C−
m,n(q) = 1. Ces

variables vérifientπ2 = π0
2 + π1

2 . D’après (2.9) et les valeurs du tableau précédent, on aξm,n = π1
2 puisque la

seule contribution non-nulle àξm,n correspond au casCm,n(q) = 2 etC +
m,n(q) = 1, C −

m,n(q) = 1 avec un poids
’1’. Ainsi, le système à résoudre est

{
π1 + 4π2 = N2

f + 2π1
2

π1 + 2π2 = N2
f

.

Le système est sous déterminé et l’on en déduit tout d’abord queπ0
2 = 0, puis que la solution est donnée par

l’équationπ1 + 2π2 = N2
f avecπ2 = π1

2 . Ainsi, nous venons de démontrer qu’il peut exister des paires optimales
pour lesquellessupq Cm,n(q) = 2. De plus, le sup est atteint si et seulement siC +

m,n(q) = 1 et C−
m,n(q) = 1. En

d’autres termes, s’il existe des paires optimales pour la PAM vérifiant supq Cm,n(q) = 2, elles vérifient en plus
supq{C +

m,n(q)} = 1 et supq{C−
m,n(q)} = 1.

b) Cassupq Cm,n(q) = 3

Lorsqu’une paire de code(cm, cn) vérifiesupq Cm,n(q) = 3, ce qui est équivalent àπ3 6= 0 et{πi = 0}Nf

i=4, les
intercorrélations partiellesC +

m,n(q) etC−
m,n(q) peuvent prendre, en complément du tableau précédent, l’ensemble

des valeurs suivantes :

C +
m,n(q) C−

m,n(q) Cm,n(q) C +
m,n(q)C −

m,n(q)

3 0 3 0

2 1 3 2

1 2 3 2

0 3 3 0

Pour les mêmes raisons que la cas précédent, on aξm,n = 2 · π1
3 + π1

2 avecπ3 = π0
3 + π1

3 puisque les
contributions non-nulles àξm,n correspondent au casCm,n(q) = 2 et C +

m,n(q) = 1, C−
m,n(q) = 1 avec un poids

’1’ et Cm,n(q) = 3 etC +
m,n(q) = 2, C−

m,n(q) = 1 (ouC +
m,n(q) = 1, C −

m,n(q) = 2) avec un poids ’2’. Le système
à résoudre est alors :

{
π1 + 4π2 + 9π3 = N2

f + 2π1
2 + 4π1

3

π1 + 2π2 + 3π3 = N2
f

.

En combinant les deux équations, on se ramène à l’équation solution 2π0
2 + 6π0

3 + 2π1
3 = 0. Les coefficients de

cette équation étant tous positifs, cette équation n’a pas de solution dansN∗. On en déduit donc qu’il n’existe pas
de paires optimales pour lesquellessupq Cm,n(q) = 3.

c) Cassupq Cm,n(q) ≥ 4

Considérons le cas généralsupq Cm,n(q) = j pourj ≥ 4. On va montrer que l’équation solution du système
revient à annuler un polynôme enπi dont tous les coefficients sont positifs et donc qui n’admet pas de solution
dansN

∗. On passe du casj au casj + 1 en ajoutant à l’équation solution un terme enπj+1, de sorte que si on
démontre que le coefficient du termeπj est positif, on en déduira le résultat final par récurrence à partir du cas
j = 3.

On va supposerj pair pour la démonstration mais elle se généralise sans peine àj impair. Si l’on décrit le
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tableau des combinaisons possibles deC +
m,n(q) etC−

m,n(q), en omettant les symétries on obtient :

C +
m,n(q) C−

m,n(q) Cm,n(q) C +
m,n(q)C −

m,n(q)

j 0 j 0

j − 1 1 j j − 1

j − 2 2 j 2(j − 2)
...

...
...

...
j/2 j/2 j j2/4

On en déduit alors que :

ξm,n =

j/2∑

k=1

k(j − k) · πk
j

où πk
j désigne le nombre de collisionsCm,n(q) = j créées par un coupleC +

m,n(q) = k, C −
m,n(q) = j − k ou

C +
m,n(q) = j − k, C−

m,n(q) = k. Ces variables vérifient bien sûr
∑j/2

k=1 π
k
j = πj . Le terme de l’équation solution

correspondant à la variableπj peut se développer en termes{πk
j }k/2

k=1 dont les coefficients s’écrivent alors

j2 − j(2k + 1)j + 2k2.

Il ne reste plus qu’à démontrer que ces coefficients sont touspositifs. Le discriminant de l’équation précédente
vaut−2k(k−1)+1/2. Pourk > 1, le discriminant est négatif d’où l’on en déduit que les coefficients sont positifs.
Pourk = 1, il suffit de vérifier que la racine la plus grande est inférieure àj = 4, ce qui est vrai puisqu’elle vaut
(6 +

√
2)/4.
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Annexe C

Annexe relative au chapitre 3

C.1 Preuve de la Propriété 11

En remplaçantyk,`,1(0) par son expression (1.32) dans la définiton deρk,`,1, nous obtenons

ρk,`,1 = d1(−Qk,`
1 )2

[
C

+2
1,1 (qk,`

1 ) · r2ww(εk,`
1 ) + (C +

1,1(q
k,`
1 + 1))2 · r2ww(εk,`

1 − Tc)

+ 2C
+
1,1(q

k,`
1 )C +

1,1(q
k,`
1 + 1) · rww(εk,`

1 )rww(εk,`
1 − Tc)

]

+ d1(−Qk,`
1 − 1)2

[
C

−2
1,1 (qk,`

1 ) · r2ww(εk,`
1 ) + C

−2
1,1 (qk,`

1 + 1) · r2ww(εk,`
1 − Tc)

+ 2C
−
1,1(q

k,`
1 )C−

1,1(q
k,`
1 + 1) · rww(εk,`

1 )rww(εk,`
1 − Tc)

]

+ 2d1(−Qk,`
1 )d1(−Qk,`

1 − 1)
[
C

+
1,1(q

k,`
1 )C −

1,1(q
k,`
1 ) · r2ww(εk,`

1 )

+ C
+
1,1(q

k,`
1 + 1)C −

1,1(q
k,`
1 + 1) · r2ww(εk,`

1 − Tc)

+ C
+
1,1(q

k,`
1 )C −

1,1(q
k,`
1 + 1) · rww(εk,`

1 )rww(εk,`
1 − Tc)

+ C
+
1,1(q

k,`
1 + 1)C −

1,1(q
k,`
1 )rww(εk,`

1 − Tc) · rww(εk,`
1 )
]
,

où les termesQk,`
1 , qk,`

1 etεk,`
1 sont définis à la propriété 3.

L’impulsion w(t) n’occupe qu’une toute petite partie du chip de duréeTc puisqueTw � Tc. Ainsi les deux
termesrww(εk,`

1 ) et rww(εk,`
1 − Tc) ne peuvent être non nuls simultanément ce qui implique que leproduit

rww(εk,`
1 ) · rww(εk,`

1 − Tc) est toujours nul. Il advient que

ρk,`,1 = d1(−Qk,`
1 )2

[
C

+2
1,1 (qk,`

1 )r2ww(εk,`
1 ) + C

+2
1,1 (qk,`

1 + 1)r2ww(εk,`
1 − Tc)

]

+ d1(−Qk,`
1 − 1)2

[
C

−2
1,1 (qk,`

1 )r2ww(εk,`
1 ) + C

−2
1,1 (qk,`

1 + 1)r2ww(εk,`
1 − Tc)

]

+ 2d1(−Qk,`
1 )d1(−Qk,` − 1)

[
C

+
1,1(q

k,`
1 )C −

1,1(q
k,`
1 )r2ww(εk,`

1 ) + C
+
1,1(q

k,`
1 + 1)C−

1,1(q
k,`
1 + 1)r2ww(εk,`

1 − Tc)
]

ce qui est bien la formule reportée dans la propriété.
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En procédant de la même manière pourµk,`1 , nous avons

µk,`,1 = d1(−Qk,`
1 )d1(−Q`,k

1 )
[
C

+
1,1(q

k,`
1 )C +

1,1(q
`,k
1 )rww(εk,`

1 )rww(ε`,k
1 )

+ C
+
1,1(q

k,`
1 + 1)C +

1,1(q
`,k
1 + 1)rww(εk,`

1 − Tc)rww(ε`,k
1 − Tc)

+ C
+
1,1(q

k,`
1 )C +

1,1(q
`,k
1 + 1)rww(εk,`

1 )rww(ε`,k
1 − Tc) + C

+
1,1(q

k,`
1 + 1)C +

1,1(q
`,k
1 )rww(εk,`

1 − Tc)rww(ε`,k
1 )
]

+ d1(−Qk,`
1 − 1)d1(−Q`,k

1 − 1)
[
C

−
1,1(q

k,`
1 )C−

1,1(q
`,k
1 )rww(εk,`

1 )rww(ε`,k
1 )

+ C
−
1,1(q

k,`
1 + 1)C−

1,1(q
`,k
1 + 1)rww(εk,`

1 − Tc)rww(ε`,k
1 − Tc)

+ C
−
1,1(q

k,`
1 )C−

1,1(q
`,k
1 + 1)rww(εk,`

1 )rww(ε`,k
1 − Tc) + C

−
1,1(q

k,`
1 + 1)C−

1,1(q
`,k
1 )rww(εk,`

1 − Tc)rww(ε`,k
1 )
]

+ d1(−Qk,`
1 )d1(−Q`,k

1 − 1)
[
C

+
1,1(q

k,`
1 )C−

1,1(q
`,k
1 )rww(εk,`

1 )rww(ε`,k
1 )

+ C
+
1,1(q

k,`
1 + 1)C−

1,1(q
`,k
1 + 1)rww(εk,`

1 − Tc)rww(ε`,k
1 − Tc)

+ C
+
1,1(q

k,`
1 )C−

1,1(q
`,k
1 + 1)rww(εk,`

1 )rww(ε`,k
1 − Tc) + C

+
1,1(q

k,`
1 + 1)C−

1,1(q
`,k
1 )rww(εk,`

1 − Tc)rww(ε`,k
1 )
]

+ d1(−Qk,`
1 − 1)d1(−Q`,k

1 )
[
C

−
1,1(q

k,`
1 )C +

1,1(q
`,k
1 )rww(εk,`

1 )rww(ε`,k
1 )

+ C
−
1,1(q

k,`
1 + 1)C +

1,1(q
`,k
1 + 1)rww(εk,`

1 − Tc)rww(ε`,k
1 − Tc)

+ C
−
1,1(q

k,`
1 )C +

1,1(q
`,k
1 + 1)rww(εk,`

1 )rww(ε`,k
1 − Tc) + C

−
1,1(q

k,`
1 + 1)C +

1,1(q
`,k
1 )rww(εk,`

1 − Tc)rww(ε`,k
1 )
]
.

Les composantes deµk,`,1 dépendant de la différence de retard∆τk,`,1 = τk
1 −τ `

1 et de son opposé. Il est facile
de montrer que les termes résultant dans la division euclidienne (cf propriété 3 du chapitre 1) des deux différences
opposées sont reliés de la manière suivante :

Q`,k
1 = −Qk,`

1 − 1, (C.1)

q`,k
1 = NcNf − 1 − qk,`

1 , (C.2)

ε`,k
1 = Tc − εk,`

1 . (C.3)

En utilisant (C.1), (C.2) et (C.3), et en tenant compte de la parité de la fonctions 7→ rww(s) et du fait que le
terme produitrww(εk,`

1 )rww(εk,`
1 − Tc) est nul, nous avons

µk,`,1 = d1(−Qk,`
1 )d1(Q

k,`
1 + 1)

[
C

+
1,1(q

k,`
1 )C +

1,1(NcNf − qk,`
1 )r2ww(εk,`

1 )

+ C
+
1,1(q

k,`
1 + 1)C +

1,1(NcNf − qk,`
1 − 1)r2ww(εk,`

1 − Tc)
]

+ d1(−Qk,`
1 − 1)d1(Q

k,`
1 )
[
C

−
1,1(q

k,`
1 )C −

1,1(NcNf − qk,`
1 )r2ww(εk,`

1 )

+ C
−
1,1(q

k,`
1 + 1)C−

1,1(NcNf − qk,`
1 − 1)r2ww(εk,`

1 − Tc)
]

+ d1(−Qk,`
1 )d1(Q

k,`
1 )
[
C

+
1,1(q

k,`
1 )C −

1,1(NcNf − qk,`
1 )r2ww(εk,`

1 )

+ C
+
1,1(q

k,`
1 + 1)C−

1,1(NcNf − qk,`
1 − 1)r2ww(εk,`

1 − Tc)
]

+ d1(−Qk,`
1 − 1)d1(Q

k,`
1 + 1)

[
C

−
1,1(q

k,`
1 )C +

1,1(NcNf − qk,`
1 )r2ww(εk,`

1 )

+ C
−
1,1(q

k,`
1 + 1)C +

1,1(NcNf − qk,`
1 − 1)r2ww(εk,`

1 − Tc)
]
.

Le termeµk,`,1 peut encore être simplifié en utilisant les propriétés suivantes satisfaites par les termes de
collisions. Ainsi

C
+
1,n(NcNf − q) =

NcNf−1∑

m=NcNf−q

c1(m)cn(m−NcNf + q),

et en posantm′ = m−NcNf + q, nous obtenons

C
+
1,n(NcNf − q) =

q−1∑

m′=0

c1(m
′ +NcNf − q)cn(m′),



PREUVE DU THÉORÈME2 121

Les codes développés étant périodiques de périodeNcNf , il advient que

C
+
1,n(NcNf − q) =

q−1∑

m′=0

c1(m
′ − q)cn(m′) = C

−
n,1(q).

En procédant de la même manière, nous pouvons montrer que

C
−
1,n(NcNf − q) = C

+
n,1(q).

En posantn = 1 dans les deux précédentes égalités, nous avons

C
+
1,1(NcNf − q) = C

−
1,1(q), et C

−
1,1(NcNf − q) = C

+
1,1(q). (C.4)

ce qui conduit à

µk,`,1 = d1(−Qk,`
1 )d1(Q

k,`
1 + 1) ·

[
C

+
1,1(q

k,`
1 )C −

1,1(q
k,`
1 )r2ww(εk,`

1 )

+ C
+
1,1(q

k,`
1 + 1)C−

1,1(q
k,`
1 + 1)r2ww(εk,`

1 − Tc)]

+ d1(−Qk,`
1 − 1)d1(Q

k,`
1 ) ·

[
C

−
1,1(q

k,`
1 )C +

1,1(q
k,`
1 )r2ww(εk,`

1 )

+ C
−
1,1(q

k,`
1 + 1)C +

1,1(q
k,`
1 + 1)r2ww(εk,`

1 − Tc)]

+ d1(−Qk,`
1 )d1(Q

k,`
1 ) ·

[
C

+2
1,1 (qk,`

1 )r2ww(εk,`
1 ) + C

+2
1,1 (qk,`

1 + 1)r2ww(εk,`
1 − Tc)

]

+ d1(−Qk,`
1 − 1)d1(Q

k,`
1 + 1) ·

[
C

−2
1,1 (qk,`

1 )r2ww(εk,`
1 ) + C

−2
1,1 (qk,`

1 + 1)r2ww(εk,`
1 − Tc)

]
.

ce qui est bien la formule reportée dans la propriété.

C.2 Preuve du Théorème 2

D’après le modèle de canal à une seule grappe présenté à la section 1.3, nous savons (cf. éq. (1.12)) que

Ik
1 = σ2

a · f2(τk
1 ) = σ2

a · e−τk
1 /γ .

A partir de l’équation (3.21), si nous remplaçonsIk
1 par la formule précédente et que nous moyennons sur les

retards, nous obtenons que

�
a,d,τ

[
(z2)

2
]

= σ4
a

[
2

Lr∑

`=1

Lr∑

k=`+1

[
Y k,`

1 + Ȳ k,`
2 + Y k,`

3 + Ȳ k,`
4

]

+

Lr∑

`=1

Np∑

k=Lr+1

[
Ȳ k,`

1 + Ȳ k,`
2 + Ȳ k,`

3 + Ȳ k,`
4

]]
. (C.5)

avec

Y k,`
1 :=

�
τ

[
[δQk,`

1

+ 1] · e−(τ`
1+τk

1 )/γ
C

+2
1,1 (qk,`

1 ) · r2ww(εk,`
1 )

]
, (C.6)

Ȳ k,`
1 :=

�
τ

[
e−(τ`

1+τk
1 )/γ

C
+2
1,1 (qk,`

1 ) · r2ww(εk,`
1 )

]
, (C.7)

Ȳ k,`
2 :=

�
τ

[
e−(τ`

1+τk
1 )/γ

C
−2
1,1 (qk,`

1 ) · r2ww(εk,`
1 )

]
, (C.8)

Y k,`
3 :=

�
τ

[
[δQk,`

1

+ 1] · e−(τ`
1+τk

1 )/γ
C

+2
1,1 (qk,`

1 + 1) · r2ww(εk,`
1 − Tc)

]
, (C.9)

Ȳ k,`
3 :=

�
τ

[
e−(τ`

1+τk
1 )/γ

C
+2
1,1 (qk,`

1 + 1) · r2ww(εk,`
1 − Tc)

]
, (C.10)

Ȳ k,`
4 :=

�
τ

[
e−(τ`

1+τk
1 )/γ

C
−2
1,1 (qk,`

1 + 1) · r2ww(εk,`
1 − Tc)

]
. (C.11)
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Dans la suite, nous présentons le calcul deY k,`
1 (aveck > `). Les autres termes̄Y k,`

1 , Ȳ k,`
2 , Y k,`

3 Ȳ k,`
3 , et Ȳ k,`

4

s’obtiennent grâce à des techniques similaires.
Étant donné la définition deεk,`

1 fournie à la propriété 3,Y k,`
1 peut s’écrire en fonction deτk

1 , τ `
1 , Qk,`

1 et qk,`
1

de la manière suivante

Y k,`
1 = Eτ

[[
δQk,`

1

+ 1
]
e−(τ`

1+τk
1 )/γ

C
+2
1,1 (qk,`

1 ) · rww(τk
1 − τ `

1 −Qk,`
1 NfTf − qk,`

1 Tc)

]
.

Comme les retardsτk
1 et τ `

1 sont associés au même utilisateur, ils sont corrélés entre-eux. Néanmoins il est
possible de réécrireY k,`

1 en fonction d’un retard et d’une différence de retard qui seront indépendants entre eux.
En effet, nous avons

τk
1 + τ `

1 = 2τ `
1 + τk

1 − τ `
1 = 2τ `

1 + ∆τk,`,1

avecτ `
1 et∆τk,`,1 deux variables aléatoires indépendantes (cark > `) dont les lois de probabilité sont données par

la propriété 1. AinsiY k,`
1 se met sous la forme d’un produit

Y k,`
1 = Xk,`

1 · X̃k,`
1

avec

Xk,`
1 =

�

τ`
1

[
e−2τ`

1/γ
]

etX̃k,`
1 =

�
∆τk,`,1

[[
δQk,`

1

+1
]
C

+2
1,1 (qk,`

1 )e−∆τk,`,1/γr2ww(∆τk,`,1 −Qk,`
1 NfTf − qk,`

1 Tc)
]
.

En utilisant la propriété 1, nous obtenons que

Xk,`
1 =

λ`

(` − 1)!

∫ +∞

0

t`−1e−(λ+2/γ)tdt =

(
λ

λ+ 2/γ

)`

. (C.12)

Le calcul deX̃k,`
1 est bien plus complexe. Commençons par posert := ∆τk,` et doncQt = Qk,`, qt = qk,`

1 et
εt = εk,`

1 . De nouveau en utilisant la propriété 1, nous obtenons que

X̃k,`
1 =

λk−`

(k − `− 1)!

∫ +∞

0

[
δQt

+ 1
]
tk−`−1e−(λ+1/γ)t

C
+2
1,1 (qt) · r2ww(t−QtNfTf − qtTc)dt.

Découpons d’abord l’intervalle d’intégration[0,+∞) en une infinité d’intervalles de longueurNfTf . Nous avons
donc

X̃k,`
1 =

λk−`

(k − `− 1)!

∞∑

n=0

∫ (n+1)Nf Tf

nNf Tf

[
δQt

+ 1
]
tk−`−1e−(λ+1/γ)t

C
+2
1,1 (qt) · r2ww(t−QtNfTf − qtTc)dt.

Or sur l’intervalle[nNfTf , (n+ 1)NfTf [, nous pouvons montrer queQt = QnNfTf
= n ce qui implique que

X̃k,`
1 =

λk−`

(k − `− 1)!

∞∑

n=0

∫ (n+1)Nf Tf

nNf Tf

[
δn + 1

]
tk−`−1e−(λ+1/γ)t

C
+2
1,1 (qt) · r2ww(t− nNfTf − qtTc)dt.

A l’intégrale opérant sur l’intervalle[nNfTf , (n + 1)NfTf [, appliquons le changement de variable suivantt 7→
t− nNfTf , il s’en suit que

X̃k,`
1 =

λk−`

(k − `− 1)!

∞∑

n=0

×
∫ Nf Tf

0

[
δn + 1

]
(t+ nNfTf )k−`−1e−(λ+1/γ)(t+nNf Tf )

C
+2
1,1 (qt+nNf Tf

) · r2ww(t− qt+nNf Tf
Tc)dt.

En découpant l’intervalle[0, NfTf [ enNcNf intervalles de longueurTc, nous avons

X̃k,`
1 =

λk−`

(k − `− 1)!

∞∑

n=0

NcNf−1∑

n′=0

×
∫ (n′+1)Tc

n′Tc

[
δn + 1

]
(t+ nNfTf)k−`−1e−(λ+1/γ)(t+nNfTf )

C
+2
1,1 (qt+nNf Tf

) · r2ww(t− qt+nNf Tf
Tc)dt.
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Sur l’intervalle[n′Tc, (n
′ + 1)Tc[, nous remarquons que le termeqt+nNf Tf

= qn′Tc
= n′ quelque soit l’entiern.

Ainsi, nous avons

X̃k,`
1 =

λk−`

(k − `− 1)!

∞∑

n=0

NcNf−1∑

n′=0

×
∫ (n′+1)Tc

n′Tc

[
δn + 1

]
(t+ nNfTf )k−`−1e−(λ+1/γ)(t+nNfTf )

C
+2
1,1 (n′) · r2ww(t− n′Tc)dt.

Enfin, à l’intégrale opérant sur l’intervalle[n′Tc, (n
′ + 1)Tc[, appliquons le changement de variable suivantt 7→

t− n′Tc, il s’en suit que

X̃k,`
1 =

λk−`

(k − `− 1)!

∞∑

n=0

NcNf−1∑

n′=0

×
∫ Tc

0

[
δn + 1

]
(t+ nNfTf + n′Tc)

k−`−1e−(λ+1/γ)(t+nNfTf +n′Tc)C
+2
1,1 (n′) · r2ww(t)dt.

En remplaçant les variables muettest parε, n parQ etn′ parq et en sortant des intégrales tout ce qui ne dépend
pas deε, nous obtenons la formule finale suivante

X̃k,`
1 =

λk−`

(k − `− 1)!

NcNf−1∑

q=0

C
+2
1,1 (n′)

+∞∑

Q=0

[
δQ + 1

]
e−(λ+1/γ)(QNf Tf+qTc)

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−`−1e−(λ+1/γ)εr2ww(ε)dε. (C.13)

En réunissant (C.12) et (C.13), on obtient

Y k,`
1 = C(k, `)

NcNf−1∑

q=0

(C +
1,1(q))

2
+∞∑

Q=0

[
δQ + 1

]
e−(λ+1/γ)(QNf Tf+qTc)

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−`−1e−(λ+1/γ)εr2ww(ε)dε

en posant

C(k, `) :=
λk

(λ+ 2/γ)`(k − `− 1)!
.

Les termes̄Y k,`
1 , Ȳ k,`

2 , Y k,`
3 Ȳ k,`

3 , et Ȳ k,`
4 ont les expressions suivantes

Ȳ k,`
1 = C(k, `)

NcNf−1∑

q=0

C
+2
1,1 (q)

+∞∑

Q=0

e−(λ+1/γ)(QNfTf +qTc)

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−`−1e−(λ+1/γ)εr2ww(ε)dε,

Ȳ k,`
2 = C(k, `)

NcNf−1∑

q=0

C
−2
1,1 (q)

+∞∑

Q=0

e−(λ+1/γ)(QNfTf +qTc)

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−`−1e−(λ+1/γ)εr2ww(ε)dε,

Y k,`
3 = C(k, `)

NcNf−1∑

q=0

C
+2
1,1 (q + 1)

+∞∑

Q=0

[
δQ + 1

]
e−(λ+1/γ)(QNfTf +qTc)

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−`−1e−(λ+1/γ)εr2ww(ε− Tc)dε,
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Ȳ k,`
3 = C(k, `)

NcNf−1∑

q=0

C
+2
1,1 (q + 1)

+∞∑

Q=0

e−(λ+1/γ)(QNf Tf+qTc)

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−`−1e−(λ+1/γ)εr2ww(ε− Tc)dε,

Ȳ k,`
4 = C(k, `)

NcNf−1∑

q=0

C
−2
1,1 (q + 1)

+∞∑

Q=0

e−(λ+1/γ)(QNfTf +qTc)

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−`−1e−(λ+1/γ)εr2ww(ε− Tc)dε.

En remplaçant les expressions précédentes dans (C.5) et après quelques manipulations algébriques aisées, nous
obtenons que

�
a,d,τ

[
(z2)

2
]

= σ4
a

+∞∑

Q=0

NcNf−1∑

q=0

[
2
[
(δQ + 1)C +2

1,1 (q) + C
−2
1,1 (q)

]
· ΦLr,Lr

(Q, q)

+ 2
[
(δQ + 1)C +2

1,1 (q + 1) + C
−2
1,1 (q + 1)

]
· ΨLr,Lr

(Q, q)

+
[
C

+2
1,1 (q) + C

−2
1,1 (q)

]
· ΦNp,Lr

(Q, q) +
[
C

+2
1,1 (q + 1) + C

−2
1,1 (q + 1)

]
· ΨNp,Lr

(Q, q)

]
,

avec

ΦN,L(Q, q) = e−(λ+1/γ)(QNfTf +qTc)
L∑

`=1

1

(λ+ 2/γ)`

N∑

k=`+1

λk

(k − `− 1)!

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−`−1e−(λ+1/γ)εr2ww(ε)dε,

ΨN,L(Q, q) = e−(λ+1/γ)(QNfTf +qTc)
L∑

`=1

1

(λ+ 2/γ)`

N∑

k=`+1

λk

(k − `− 1)!

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−`−1e−(λ+1/γ)εr2ww(ε− Tc)dε.

C.3 Preuve de la Propriété 12

Nous rappelons, ci-dessous, la définition deΦN,L(Q, q) (cf. Théorème 2)

ΦN,L(Q, q) = e−(λ+1/γ)(QNf Tf+qTc)
L∑

`=1

1

(λ+ 2/γ)`

N∑

k=`+1

λk

(k − `− 1)!

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−`−1e−(λ+1/γ)εr2ww(ε)dε.

En posantm = k − `− 1, nous obtenons

ΦN,L(Q, q) = e−(λ+1/γ)(QNf Tf +qTc)
L∑

`=1

1

(λ+ 2/γ)`

N−`−1∑

m=0

λm+`+1

m!

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)me−(λ+1/γ)εr2ww(ε)dε. (C.14)

En utilisant l’égalité suivante [76]
n∑

k=0

xk

k!
= ex Γ(n+ 1, x)

Γ(n+ 1)
, n ≥ 0, (C.15)
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nous avons, pourN ≥ `+ 1,

N−`−1∑

m=0

λm

m!
(QNfTf + qTc + ε)m = eλ(QNf Tf +qTc+ε) Γ

(
N − `, λ[QNfTf + qTc + ε]

)

Γ
(
N − `

) .

Remplacer cette dernière égalité dans l’expression (C.14)deΦN,L(Q, q) n’est possible que si la conditionN ≥
`+ 1 est vérifiée quelque soit` ∈ {1, · · · , L}, c.-à-d., siN > L. Il advient que

ΦN,L(Q, q)=e−(QNf Tf +qTc)/γ
L∑

`=1

λ`+1

(λ+ 2/γ)`

∫ Tc

0

Γ
(
N − `, λ[QNfTf + qTc + ε]

)

Γ
(
N − `

) e−ε/γr2ww(ε)dε.

L’expression deΨN,L(Q, q), pourN > L, s’obtient de manière analogue.

Le casN = L doit être traité séparément. En examinant attentivement (C.14), nous remarquons que le terme
associé à̀ = L est nul puisque la seconde somme admet comme borne inférieure k = L + 1 et comme borne
supérieuréL. Ainsi la première somme de (C.14), lorsqueN = L, n’est compris qu’entrè = 1 et ` = L − 1.
Nous avons donc

ΦL,L(Q, q) = e−(λ+1/γ)(QNf Tf+qTc)
L−1∑

`=1

1

(λ+ 2/γ)`

L∑

k=`+1

λk

(k − `− 1)!

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−`−1e−(λ+1/γ)εr2ww(ε)dε.

En utilisant l’égalité (C.15), nous obtenons la simplification suivante.

ΦL,L(Q, q) = e−(QNf Tf+qTc)/γ
L−1∑

`=1

λ`+1

(λ+ 2/γ)`

∫ Tc

0

Γ
(
L− `, λ[QNfTf + qTc + ε]

)

Γ
(
L− `

) e−ε/γr2ww(ε)dε.

L’expression deΨL,L(Q, q) s’obtient de manière analogue.

Par ailleurs, nous pouvons remarquer que les termesΦ1,1(Q, q) etΨ1,1(Q, q) sont nuls.

C.4 Expression analytique de la variance de l’ISI / IFI pour une modula-
tion PPM

La démarche pour obtenir l’expression analytique de la variance de l’ISI / IFI est en tout point identique à celle
menée dans le contexte de la modulation PAM. Néanmoins, les calculs s’avèrent plus fastidieux, notamment en
raison du fait que les symboles d’une modulation PPM ne sont pas à moyenne nulle. Par conséquent, de nombreux
termes qui disparaissaient dans le contexte de la PAM sont conservés au niveau de l’expression de la variance de
l’ISI / IFI quand une modulation PPM est employée.

Nous remarquons que l’équation (3.8) est valable tant pour la modulation PAM que la modulation PPM puisque
aucune structure particulière du termeyk,`,1(0) n’a été utilisée pour établir cette équation.

La différenciation entre la modulation PAM et la modulationPPM débute maintenant car nous souhaitons
exprimerρk,`,1 etµk,`,1 en fonction des symboles.

En utilisant la définition (3.9) deρk,`,1 et l’expression deyk`,1(0) donnée à la propriété 3, nous pouvons



126 ANNEXE RELATIVE AU CHAPITRE 3

développer le termeρk,`,1 de la manière suivante

ρk,`,1 = C
−2
1,1 (qk,`

1 )r2vw(εk,`
1 + δd1(−Qk,`

1 − 1)) + C
−2
1,1 (qk,`

1 + 1)r2vw(εk,`
1 − Tc + δd1(−Qk,`

1 − 1))

+ C
+2
1,1 (qk,`

1 )r2vw(εk,`
1 + δd1(−Qk,`

1 )) + C
+2
1,1 (qk,`

1 + 1)r2vw(εk,`
1 − Tc + δd1(−Qk,`

1 ))

+ 2C
−
1,1(q

k,`
1 )C −

1,1(q
k,`
1 + 1)rvw(εk,`

1 + δd1(−Qk,`
1 − 1))rvw(εk,`

1 − Tc + δd1(−Qk,`
1 − 1))

+ 2C
−
1,1(q

k,`
1 )C +

1,1(q
k,`
1 )rvw(εk,`

1 + δd1(−Qk,`
1 − 1))rvw(εk,`

1 + δd1(−Qk,`
1 ))

+ 2C
−
1,1(q

k,`
1 + 1)C +

1,1(q
k,`
1 )rvw(εk,`

1 − Tc + δd1(−Qk,`
1 − 1))rvw(εk,`

1 + δd1(−Qk,`
1 ))

+ 2C
−
1,1(q

k,`
1 + 1)C +

1,1(q
k,`
1 + 1)rvw(εk,`

1 − Tc + δd1(−Qk,`
1 − 1))rvw(εk,`

1 − Tc + δd1(−Qk,`
1 ))

+ 2C
+
1,1(q

k,`
1 )C +

1,1(q
k,`
1 + 1)rvw(εk,`

1 + δd1(−Qk,`
1 ))rvw(εk,`

1 − Tc + δd1(−Qk,`
1 )),

où la fonctions 7→ rvw(s) est définie par (1.27).

En procédant de manière similaire, nous obtenons l’expression suivante pourµk,`,1

µk,`,1 = C
−
1,1(q

k,`
1 )C +

1,1(q
`,k
1 )rvw(εk,`

1 + δd1(−Qk,`
1 − 1))rvw(ε`,k

1 + δd1(−Q`,k
1 ))

+ C
−
1,1(q

k,`
1 )C +

1,1(q
`,k
1 + 1)rvw(εk,`

1 + δd1(−Qk,`
1 − 1))rvw(ε`,k

1 − Tc + δd1(−Q`,k
1 ))

+ C
−
1,1(q

k,`
1 )C−

1,1(q
`,k
1 )rvw(εk,`

1 + δd1(−Qk,`
1 − 1))rvw(ε`,k

1 + δd1(−Q`,k
1 − 1))

+ C
−
1,1(q

k,`
1 )C−

1,1(q
`,k
1 + 1)rvw(εk,`

1 + δd1(−Qk,`
1 − 1))rvw(ε`,k

1 − Tc + δd1(−Q`,k
1 − 1))

+ C
+
1,1(q

k,`
1 )C +

1,1(q
`,k
1 )rvw(εk,`

1 + δd1(−Qk,`
1 ))rvw(ε`,k

1 + δd1(−Q`,k
1 ))

+ C
+
1,1(q

k,`
1 )C−

1,1(q
`,k
1 )rvw(εk,`

1 + δd1(−Qk,`
1 ))rvw(ε`,k

1 + δd1(−Q`,k
1 − 1))

+ C
+
1,1(q

k,`
1 )C +

1,1(q
`,k
1 + 1)rvw(εk,`

1 + δd1(−Qk,`
1 ))rvw(ε`,k

1 − Tc + δd1(−Q`,k
1 ))

+ C
+
1,1(q

k,`
1 )C−

1,1(q
`,k
1 + 1)rvw(εk,`

1 + δd1(−Qk,`
1 ))rvw(ε`,k

1 − Tc + δd1(−Q`,k
1 − 1))

+ C
+
1,1(q

k,`
1 + 1)C +

1,1(q
`,k
1 )rvw(εk,`

1 − Tc + δd1(−Qk,`
1 ))rvw(ε`,k

1 + δd1(−Q`,k
1 ))

+ C
+
1,1(q

k,`
1 + 1)C−

1,1(q
`,k
1 )rvw(εk,`

1 − Tc + δd1(−Qk,`
1 ))rvw(ε`,k

1 + δd1(−Q`,k
1 − 1))

+ C
+
1,1(q

k,`
1 + 1)C +

1,1(q
`,k
1 + 1)rvw(εk,`

1 − Tc + δd1(−Qk,`
1 ))rvw(ε`,k

1 − Tc + δd1(−Q`,k
1 ))

+ C
+
1,1(q

k,`
1 + 1)C−

1,1(q
`,k
1 + 1)rvw(εk,`

1 − Tc + δd1(−Qk,`
1 ))rvw(ε`,k

1 − Tc + δd1(−Q`,k
1 − 1))

+ C
−
1,1(q

k,`
1 + 1)C +

1,1(q
`,k
1 )rvw(εk,`

1 − Tc + δd1(−Qk,`
1 ))rvw(ε`,k

1 + δd1(−Q`,k
1 ))

+ C
−
1,1(q

k,`
1 + 1)C−

1,1(q
`,k
1 )rvw(εk,`

1 − Tc + δd1(−Qk,`
1 − 1))rvw(ε`,k

1 + δd1(−Q`,k
1 − 1))

+ C
−
1,1(q

k,`
1 + 1)C +

1,1(q
`,k
1 + 1)rvw(εk,`

1 − Tc + δd1(−Qk,`
1 − 1))rvw(ε`,k

1 − Tc + δd1(−Q`,k
1 ))

+ C
−
1,1(q

k,`
1 + 1)C−

1,1(q
`,k
1 + 1)rvw(εk,`

1 − Tc + δd1(−Qk,`
1 − 1))rvw(ε`,k

1 − Tc + δd1(−Q`,k
1 − 1)).

Comme le support temporel de l’impulsionw(t) et comme le décalage temporel de la PPMδ sont très petits
devant la durée d’un chipTc, nous avonsrvw(εk,`

1 + δd1(i1)) · rvw(εk,`
1 − Tc + δd1(i2)) = 0, ∀i1, i2, car les

deux fonctions composant ce produit ne peuvent être non nulles simultanément. Ceci implique queρk,`,1 peut se
simplifier de la manière suivante

ρk,`,1 = C
−2
1,1 (qk,`

1 )r2vw(εk,`
1 + δd1(−Qk,`

1 − 1)) + C
−2
1,1 (qk,`

1 + 1)r2vw(εk,`
1 − Tc + δd1(−Qk,`

1 − 1))

+ C
+2
1,1 (qk,`

1 )r2vw(εk,`
1 + δd1(−Qk,`

1 )) + C
+2
1,1 (qk,`

1 + 1)r2vw(εk,`
1 − Tc + δd1(−Qk,`

1 ))

+ 2C
−
1,1(q

k,`
1 )C +

1,1(q
k,`
1 )rvw(εk,`

1 + δd1(−Qk,`
1 − 1))rvw(εk,`

1 + δd1(−Qk,`
1 ))

+ 2C
−
1,1(q

k,`
1 + 1)C +

1,1(q
k,`
1 + 1)rvw(εk,`

1 − Tc + δd1(−Qk,`
1 − 1))rvw(εk,`

1 − Tc + δd1(−Qk,`
1 )).

De la même manière et aussi grâce à l’utilisation supplémentaire des égalités (C.1), (C.2) et (C.3), nous simplifions



EXPRESSION ANALYTIQUE DE LA VARIANCE DE L’ISI / IFI POUR UNE MODULATION PPM 127

µk,`,1 comme suit

µk,`,1 = C
−2
1,1 (qk,`

1 )rvw(εk,`
1 + δd1(−Qk,`

1 − 1))rvw(−εk,`
1 + δd1(Q

k,`
1 + 1))

+ C
−
1,1(q

k,`
1 )C +

1,1(q
k,`
1 )rvw(εk,`

1 + δd1(−Qk,`
1 − 1))rvw(−εk,`

1 + δd1(Q
k,`
1 ))

+ C
+
1,1(q

k,`
1 )C−

1,1(q
k,`
1 )rvw(εk,`

1 + δd1(−Qk,`
1 ))rvw(−εk,`

1 + δd1(Q
k,`
1 + 1))

+ C
+2
1,1 (qk,`

1 )rvw(εk,`
1 + δd1(−Qk,`

1 ))rvw(−εk,`
1 + δd1(Q

k,`
1 ))

+ C
+
1,1(q

k,`
1 + 1)C−

1,1(q
k,`
1 + 1)rvw(εk,`

1 − Tc + δd1(−Qk,`
1 ))rvw(Tc − εk,`

1 + δd1(Q
k,`
1 + 1))

+ C
+2
1,1 (qk,`

1 + 1)rvw(εk,`
1 − Tc + δd1(−Qk,`

1 ))rvw(Tc − εk,`
1 + δd1(Q

k,`
1 ))

+ C
−2
1,1 (qk,`

1 + 1)rvw(εk,`
1 − Tc + δd1(−Qk,`

1 ))rvw(Tc − εk,`
1 + δd1(Q

k,`
1 + 1))

+ C
−
1,1(q

k,`
1 + 1)C +

1,1(q
k,`
1 + 1)rvw(εk,`

1 − Tc + δd1(−Qk,`
1 − 1))rvw(Tc − εk,`

1 + δd1(Q
k,`
1 )).

Il convient maintenant de moyenner les deux termesρk,`,1 etµk,`,1 sur les symboles PPM.

Dans le cadre d’une2-PPM, nous montrons facilement que

�
d[r

2
vw(u+ δd1(i))] =

1

2
[r2vw(u) + r2vw(u+ δ)],

�
d[rvw(u1 + δd1(i1))rvw(u2 + δd1(i2))] =

1

4
[rvw(u1) + rvw(u1 + δ)][rvw(u2) + rvw(u2 + δ)], i1 6= i2,

puisque les symboles{dn(i)}i sonti.i.d. et prennent de manière équiprobable la valeur0 ou δ.

On obtient alors que le termeρk,`,1 moyenné sur les symboles s’écrit de la manière suivante

�
d[ρk,`,1] =

1

2

[[
C

+2
1,1 (qk,`

1 ) + C
−2
1,1 (qk,`

1 )
][
r2vw(εk,`

1 ) + r2vw(εk,`
1 + δ)

]

+
[
C

+2
1,1 (qk,`

1 + 1) + C
−2
1,1 (qk,`

1 + 1)
][
r2vw(εk,`

1 − Tc) + r2vw(εk,`
1 − Tc + δ)

]

+ C
+
1,1(q

k,`
1 )C−

1,1(q
k,`
1 )
[
rvw(εk,`

1 ) + rvw(εk,`
1 + δ)

]2

+ C
+
1,1(q

k,`
1 + 1)C−

1,1(q
k,`
1 + 1)

[
rvw(εk,`

1 − Tc) + rvw(εk,`
1 − Tc + δ)

]2]
.

Le moyennage deµk,`,1 sur les symboles est plus fastidieux que celui deρk,`,1. En utilisant (1.31) et le fait que
v(t) = w(t) − w(t − δ), nous montrons facilement quervw(u) = rww(u) − rww(u− δ) ce qui implique

rvw(−u) = −rvw(u+ δ). (C.16)

Par conséquent on obtient queµk,`,1 moyenné sur les symboles admet l’expression suivante

�
d[µk,`,1] = −1

4

[[
C

+
1,1(q

k,`
1 ) + C

−
1,1(q

k,`
1 )
]2[
rvw(εk,`

1 ) + rvw(εk,`
1 + δ)

]2

+
[
C

+
1,1(q

k,`
1 + 1) + C

−
1,1(q

k,`
1 + 1)

]2[
rvw(εk,`

1 − Tc) + rvw(εk,`
1 − Tc + δ)

]2]
.

Ainsi la variance de l’ISI / IFI moyennée sur les amplitudes et les symboles dans le cas d’une 2-PPM s’écrit :

�
a,d

[
(z2)

2
]

=
∑

`∈L

I`
1

Np∑

k=1

k 6=`

Ik
1

[
ak,` ·

[
r2vw(εk,`

1 ) + r2vw(εk,`
1 + δ)

]
+ bk,` · rvw(εk,`

1 )rvw(εk,`
1 + δ)

+ ck,` ·
[
r2vw(εk,`

1 − Tc) + r2vw(εk,`
1 − Tc + δ)

]
+ dk,` · rvw(εk,`

1 − Tc)rvw(εk,`
1 − Tc + δ)

]
,
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avec

ak,` =
1

2

[
1 − �k∈L

2

][
C

+2
1,1 (qk,`

1 ) + C
−2
1,1 (qk,`

1 )
]
+

1

2

[
1 − �k∈L

]
C

+
1,1(q

k,`
1 )C−

1,1(q
k,`
1 ),

bk,` =
[
1 − �k∈L

]
C

+
1,1(q

k,`
1 )C −

1,1(q
k,`
1 ) − �k∈L

2

[
C

+2
1,1 (qk,`

1 ) + C
−2
1,1 (qk,`

1 )
]
,

ck,` =
1

2

[
1 − �k∈L

2

][
C

+2
1,1 (qk,`

1 + 1) + C
−2
1,1 (qk,`

1 + 1)
]
+

1

2

[
1 − �k∈L

]
C

+
1,1(q

k,`
1 + 1)C−

1,1(q
k,`
1 + 1),

dk,` =
[
1 − �k∈L

]
C

+
1,1(q

k,`
1 + 1)C−

1,1(q
k,`
1 + 1) − �k∈L

2

[
C

+2
1,1 (qk,`

1 + 1) + C
−2
1,1 (qk,`

1 + 1)
]
.

Comme dans le contexte de la PAM, avant de moyennner le terme
�

a,d

[
(z2)

2
]

sur les retards, il faut ré-écrire
ce terme en ne faisant intervenir que des différences de retards positives. De plus le calcul ne sera conduit que dans
le cadre d’un récepteur rake partiel, c.-à-d., lorsqueL = {1, · · · , Lr} avecLr ≤ Np. Nous avons alors

�
a,d

[
(z2)

2
]

=

Lr∑

`=1

Np∑

k=1

k 6=`

g(k, `) =

Lr∑

`=1

`−1∑

k=1

g(k, `) +

Lr∑

`=1

Lr∑

k=`+1

g(k, `) +

Lr∑

`=1

Np∑

k=Lr+1

g(k, `), (C.17)

avec

g(k, `) = Ik
1 I

`
1

[
ak,` ·

[
r2vw(εk,`

1 ) + r2vw(εk,`
1 + δ)

]
+ bk,` · rvw(εk,`

1 )rvw(εk,`
1 + δ)

+ ck,` ·
[
r2vw(εk,`

1 − Tc) + r2vw(εk,`
1 − Tc + δ)

]
+ dk,` · rvw(εk,`

1 − Tc)rvw(εk,`
1 − Tc + δ)

]
.

Après un changement variable dans le premier terme de la partie droite de l’équation (C.17), nous avons

�
a,d

[
z2
2

]
=

Lr∑

`=1

Lr∑

k=`+1

g(`, k) +

Lr∑

`=1

Lr∑

k=`+1

g(k, `) +

Lr∑

`=1

Np∑

k=Lr+1

g(k, `).

En utilisant la relation (C.16) ainsi que (C.1), (C.2) et (C.3), il est aisé de voir queg(`, k) = g(k, `). Par conséquent,
nous obtenons que

�
a,d

[
(z2)

2
]

=

Lr∑

`=1

Np∑

k=1

k 6=`

g(k, `) = 2

Lr∑

`=1

Lr∑

k=`+1

g(k, `) +

Lr∑

`=1

Np∑

k=Lr+1

g(k, `).

Finalement la variance de l’ISI / IFI moyennée sur les amplitudes et les symboles s’écrit de la manière suivante

�
a,d

[
(z2)

2
]

= 2

Lr∑

`=1

I`
1

Lr∑

k=`+1

Ik
1

[
ãk,` ·

[
r2vw(εk,`

1 ) + r2vw(εk,`
1 + δ)

]
+ b̃k,` · rvw(εk,`

1 )rvw(εk,`
1 + δ)

+ c̃k,` ·
[
r2vw(εk,`

1 − Tc) + r2vw(εk,`
1 − Tc + δ)

]
+ d̃k,` · rvw(εk,`

1 − Tc)rvw(εk,`
1 − Tc + δ)

]

+

Lr∑

`=1

I`
1

Np∑

k=Lr+1

Ik
1

[
âk,` ·

[
r2vw(εk,`

1 ) + r2vw(εk,`
1 + δ)

]
+ b̂k,` · rvw(εk,`

1 )rvw(εk,`
1 + δ)

+ ĉk,` ·
[
r2vw(εk,`

1 − Tc) + r2vw(εk,`
1 − Tc + δ)

]
+ d̂k,` · rvw(εk,`

1 − Tc)rvw(εk,`
1 − Tc + δ)

]
,

où ãk,`, b̃k,`, c̃k,` et d̃k,` se déduisent deak,`, bk,`, ck,` et dk,` en remplaçant�k∈L par1 puisque les sommes
agissant sur̃ak,`, b̃k,`, c̃k,` et d̃k,` ne font intervenir que des indicesk appartenant àL . Nous avons ainsi

ãk,` =
1

4

[
C

+2
1,1 (qk,`

1 ) + C
−2
1,1 (qk,`

1 )
]
,

b̃k,` = −1

2

[
C

+2
1,1 (qk,`

1 ) + C
−2
1,1 (qk,`

1 )
]
,

c̃k,` =
1

4

[
C

+2
1,1 (qk,`

1 + 1) + C
−2
1,1 (qk,`

1 + 1)
]
,

d̃k,` = −1

2

[
C

+2
1,1 (qk,`

1 + 1) + C
−2
1,1 (qk,`

1 + 1)
]
.
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et oùâk,`, b̂k,`, ĉk,` et d̂k,` se déduisent deak,`, bk,`, ck,` et dk,` en remplaçant�k∈L par0 puisque les sommes
agissant sur̂ak,`, b̂k,`, ĉk,` et d̂k,` ne font intervenir que des indicesk n’appartenant pas àL . Nous avons ainsi

âk,` =
1

2

[
C

+2
1,1 (qk,`

1 ) + C
−2
1,1 (qk,`

1 ) + C
+
1,1(q

k,`
1 )C−

1,1(q
k,`
1 )
]
,

b̂k,` = C
+
1,1(q

k,`
1 )C−

1,1(q
k,`
1 ),

ĉk,` =
1

2

[
C

+2
1,1 (qk,`

1 + 1) + C
−2
1,1 (qk,`

1 + 1) + C
+
1,1(q

k,`
1 + 1)C−

1,1(q
k,`
1 + 1)

]
,

d̂k,` = C
+
1,1(q

k,`
1 + 1)C−

1,1(q
k,`
1 + 1).

Le moyennage sur les retards s’effectue de la même manière que dans le cas de la PAM. Par conséquent, nous
ne montrons que les résultats finaux en régime asymptotique,c.-à-d. pourNp → ∞

VISI|∞ =
σ4

a

2

+∞∑

Q=0

NcNf−1∑

q=0

[[
C

+2
1,1 (q) + C

−2
1,1 (q)

][
E(1)(Q, q) + F (1)(Q, q)

]
+ C

+
1,1(q)C

−
1,1(q)G(1)(Q, q)

+
[
C

+2
1,1 (q + 1) + C

−2
1,1 (q + 1)

][
E(2)(Q, q) + F (2)(Q, q)

]
+ C

+
1,1(q + 1)C −

1,1(q + 1)G(2)(Q, q)

avec

E(1)(Q, q) := λe−(QNf Tf +qTc)/γ
L−1∑

`=1

(
λ

λ+ 2/γ

)`

×
∫ Tc

0

e−ε/γ Γ(L− `, λ[QNfTf + qTc + ε])

Γ(L− `)
(rvw(ε) − rvw(ε+ δ))2dε,

E(2)(Q, q) := λe−(QNf Tf +qTc)/γ
L−1∑

`=1

(
λ

λ+ 2/γ

)`

×
∫ Tc

0

e−ε/γ Γ(L− `, λ[QNfTf + qTc + ε])

Γ(L− `)
(rvw(ε− Tc) − rvw(ε− Tc + δ))2dε,

F (1)(Q, q) := e−(QNf Tf +qTc)/γ λ
2γ

2

[
1 −

(
λ

λ+ 2/γ

)Lr
]∫ Tc

0

e−ε/γ(r2vw(ε) + r2vw(ε+ δ))dε,

F (2)(Q, q) := e−(QNf Tf +qTc)/γ λ
2γ

2

[
1 −

(
λ

λ+ 2/γ

)Lr
]∫ Tc

0

e−ε/γ(r2vw(ε− Tc) + r2vw(ε− Tc + δ))dε,

G(1)(Q, q) := e−(QNf Tf +qTc)/γ λ
2γ

2

[
1 −

(
λ

λ+ 2/γ

)Lr
]∫ Tc

0

e−ε/γ(rvw(ε) + rvw(ε+ δ))2dε,

G(2)(Q, q) := e−(QNf Tf +qTc)/γ λ
2γ

2

[
1 −

(
λ

λ+ 2/γ

)Lr
]∫ Tc

0

e−ε/γ(rvw(ε− Tc) + rvw(ε− Tc + δ))2dε.

C.5 Expression analytique de la variance du signal utile pour une modu-
lation PPM

Pour calculer la variance du signal utile, une démarche identique à celle appliquée pour la PAM peut être
employée. Puisque les amplitudes sont supposées indépendantes et à moyenne nulle, nous avons

�
a

[
(z1)

2
]

= N2
f r

2
vw(δd1(0)) ×

Lr∑

`,`′=1

�
a

[
A`

1A
`
1A

`′

1 A
`′

1

]

= N2
f r

2
vw(δd1(0)) ×

[ Lr∑

`=1

J`
1 +

Lr∑

`1=1

I`1
1

Lr∑

`2=1

`2 6=`1

I`2
1

]
, (C.18)
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Soit
U :=

�
a,d,τ

[
(z1)

2
]

la variance du signal utile. D’après (C.18), nous obtenons facilement queU s’exprime de la manière suivante dans
le contexte d’une modulation2-PPM.

U =
N2

f

2

[
r2vw(0) + r2vw(δ)

]
λγ

[
µ4

a

2
+ λγ +

(
1

1 + 2/λγ

)Lr (
2 − µ4

a

2
+ λγ

)
− 2

(
1

1 + 1/λγ

)Lr

(1 + λγ)

]
.
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Annexe D

Annexe relative au chapitre 4

D.1 Propriétés deκ1,n pour les codes à valeurs dans{−1, +1}
On cherche à démontrer que pour des codes à valeurs dans{−1,+1}, la valeur minimale de

κ1,n =

N−1∑

q=0

C
+2
1,n(q) + C

−2
1,n (q)

vautN , oùN = NDS−CDMA
c dans le cas du signal DS-CDMA etN = NDS−UWB

c pour les signaux DS-UWB.
De cette démonstration découle d’autres propriétés sur lesvaleurs desC +

1,n(q), C
−
1,n(q) etC1,n(q).

La démonstration consiste à établir que les valeurs minimumdeC
+2
1,n(q) etC −2

1,n (q) sont alternativement0 ou
1 en fonction de la parité deq. Cette propriété est simplement due au fait que suivant la parité deq, la somme
définissantC +

1,n(q) (ouC
−
1,n(q)) contient un nombre pair ou impair de termes. Ces termes (produit de deux valeurs

de codes) appartiennent à{−1,+1}, de sorte que la plus petite valeur en module que l’on peut obtenir est0 lorsque
le nombre de termes est pair et1 lorsqu’il est impair. D’une manière plus précise, d’après les définitions (A.8) et
(A.10), le nombre de termes de la somme deC

+
1,n(q) est égal àN − q et celui deC

−
1,n(q) est égal àq. Nous

distinguons alors les casN pair et impair.

CasN pair

Si nous construisons le tableau suivant qui donne la plus petite valeur que l’on peut obtenir pour|C +
1,n(q)| et

|C−
1,n(q)| en fonction deq. En remarquant queN est pair,N − q à la même parité queq, nous obtenons :

q 0 1 2 3 · · · N − 2 N − 1

|C +
m,n(q)| 0 1 0 1 0 1

|C−
m,n(q)| 0 1 0 1 0 1

Si on poseN = 2n, on en déduit que la première ligne est constituée den valeurs à1 de même que la deuxième
ligne. On en déduit donc la relation recherchée :minκ1,n = 2n = N . On en déduit aussi que lorsque le min est
atteint alorssupq |C +

1,n(q)| = 1, supq |C −
1,n(q)| = 1 et supq |C +

1,n(q)C −
1,n(q)| = 1.

CasN impair

Construisons le même tableau que précédemment pourN impair, en remarquant que dans ce cas, la parité de
N − q est l’opposée de celle deq. Nous obtenons alors :

q 0 1 2 3 · · · N − 2 N − 1

|C +
m,n(q)| 1 0 1 0 0 1

|C−
m,n(q)| 0 1 0 1 1 0

|Cm,n(q)| 1 1 1 1 1 1
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Si on poseN = 2n + 1, on en déduit que la première ligne est constituée den + 1 valeurs à1 alors que la
deuxième ligne en possèden. On en déduit donc la relation recherchée :minκ1,n = 2n + 1 = N . On en déduit
aussi que lorsque le min est atteint alorssupq |C +

1,n(q)| = 1, supq |C−
1,n(q)| = 1 et supq |C +

1,n(q)C−
1,n(q)| = 0.

Nous avons aussi déduit la valeur de|Cm,n(q)| dans le tableau qui vaut toujours1 quelque soit la valeur deq.
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