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F2 = Kβ,

β = LX2,

F2 = HX2.
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F2 = C1κ,

M1 = C2κ.
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F2 = aλ+ σNκ,

M1 = −σNλ− ρNκ,

M3 = bϕ.

(C1)
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1

R
= A1λ− A2ϕ− A3κ. (C2)
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y(x) = D sin [C arctan (Bx− E (Bx− arctan(Bx)))] ,

x = X +X0, y(x) = Y (X) − Y0,
(D)

7��
B

�EAC� �&� �*l4��($���$)D�3:D�0�C� ]9�^:D�^��"���P
C

�EAV� �$� �cl4��($���E)D�3:D�0lm7���_`����P
D

�EAV��� �p_,�MGB� _t)D_�:D�
�F�Hlm79=D(&��� 7�=
P

E
�EAV� �$� �0l4��(&���$)D��:D�}(E79)D�C6D)D�C����y

������� X 	

�0��=DA��^�EA�"$��)D:D�$A�:D� $�y 'Hy����=!]DP�Tny+.#=>��:!� �E�$P3T}ycWB(edD� �$A�(edD��� � A @ �}79=g"$��)D:D� ���F�
:D"E���E=D:D��=D(E��:D�n�F����"E��($��� 79=a�9�$�C��� (���� �

Fz
�E=�lm7�=D($��� 79=�:D)�:D"E�!�F��($�E_`�E=Z�*���E�V��� (E���

z0
��79)D�

:D�^���E��Ac��"$]9� _`�EA�:D�}��79)D�^�E_`�E=Z��:D�}�F���C79)D��y
/ y�-ty�+.�&�B�^=�:>��=DA � @ C �U���D�C� A}�E= (E79=!A�� :!"E���M��� 7�=�:!�EA}l4��($���E)D�CA�($79_,_`���F�a��79A�AC� 6D�^� �@��"

:D� �Y;��&GB� AV���E=!(E�f:
;<��)g_,79�^=DAh:!�E)BG �$79=D�EA�:D�f]�� � ACA��$_,�$=k�EP��^��lm��7��C���E_`�E=Z����=D� AC7����C79�8��PS�F�
:D�^%8"E�C�E=D($� :D�$A�($7B� �`(E� �$=Z��A�:D�flm��7��C���E_`�E=Z��A��$( �&��:!��]�� � ACA��$_,�$=k��u	���$���@�����{�^���EACA���Pc�F�
�D��"$A��E=!(E�t:';<"$� "E_`�E=Z��A��{�^A�(E7{"E� ��AC��� jk)D�$A3:>��=DAc�F�HAV����)!($��)!���n:D)��!=D�E)
y

�0��=DAb� ������������� ��:D� / y�-ty�+.�$�{� =��&��r�y�-ty|�>)!l4��?9�&� � HKA �p�EAC�h�&GB��79A�"f�q;[���!�D��7{(edD��:!�
�Y;�"$��)!:D��:D)���79)D�^�E_`�E=Z�#:D��� �b��79)!��:D"$lm79�C_,"$��P
� �h����(ed!�`:!���F�h��d!"E79�C� ���EAV�}:D�����C79)!�9�$�}� �EA
A��@G�(E7�_,��79A���=k���EA�:D�b�F����"E��($��� 79=�]�"E=D"$�����^� A�"$�h:D�,�F���^�F���^A�79='P
� �$A�lm79�C(E�EAt�$���^�EAt_`79_`�E=Z��A
:D� AV�����^6D)D"$AS:>��=DA3� � �$79=D�#:D�0($79=Z�e��(&��(E79_`�!���p���$={)�:D�$A3�D��7��D���^"$��"$AS:D�0� �t��"E���^�DdD"$��� �*:D�#�F�
��79)D�#�&�c�F�tAC)D�Cl4��($�}:D�}��79)D�^�E_`�E=Z�3($79_,_`�plm79=!($���^79=DAS:!�EA3������� ��6D� �$AS:D�#�DdD��A��}:D�#� �c����=Z����y
+5����79)D�`�$�t� �`�D=D�$) A�79=Z�H�C�E�D�C"EAC�E=Z��"$A`�D����� ������=Z���f24AC79� �^:D�����^]9� :D��N0�$�H)!=��E=DAC�E_H6!� �h:!�

@ H



��� � ��� 	����������	�

�D�^)DA��^�E)D�CA��J:D� ACjk)D�EA��|(E79=DAV���@��)D"$A�(ed>��(E)D=�:
;<)!=�L>�k�&G{���E=DAC� 6D�^�UA���=DA5_h��A�A��p24�C�E�D�C"EAC�E=Z�e��=Z��)D=D�
�>���V���^�*:D),6>��=D:D��]9�xNI���$� � "cu}�F������=Z���*�>���U:D�EA|"E� "$_,�$=Z��A�"$�F��AV���^j{)!�EAU����:D� ��)BG�24��1#.

.
Y9N&y{+.�EA

:D"&lm79��_,�����^79=DA|A�79=Z�����^79��A|:D�EASlm7�=D($��� 79=DA�:D�0�Y;<��=D]�� �
ϕ

�$��=D�0AC79=Z���D���^A��$AS�E=�(E7�=DA��^:D"E�������^79=
jk)D�n:>��=DA��F� �$79=D�}:D�n(E79=Z����($�Ey

������� Y 	

��y'� 7̈�dD_ :>��=!A � CBP
HDP=X ���h�D�C79�87�A�"t)!=f_,7{:D�E�^�}:D�H��7�)D�H���9�$(��D=D�$)D_h�M��� jk)D�tuh:D�$]9��"
:D�*� � 6��E�V��"�� =BL>=D�>(E7�_,_`��)D=D�p��79)!�����c(E)D�V�{� � �^]9=D��� �^"E�cu�� �|����=Z���p�D���|:!�EA|lm7���(E�$A�"$�F��AV��� jk)D�$A
:D�^AC���C� 6D)!"E�EA�:D�#l4���$79=�(E79=Z��� =k)D��PO��� =DAC�
jk)
;<)!=�_`7B:!�E� ��P!:>��=DA�� �Ejk)D�$�.79=��D���$=D:��E=�(E79=DAC� :D" K
���M��� 7�=��F��_,��A�AC�t:D�$Ap"E�^"E_`�E=Z��A*:D�t� �,��"E�C� �DdD"$���^�n($79_`�D���$=>��=Z�0�^��6>��=D:>��]9���$�p� �EAc�>���C79� �$A
�F�M��"E����� �$AEy

+���]9� �^A�AC�E_`�E=Z�p:!)��D=D�$)D_h�M��� jk)D��:>��=DAp�F� �$79=D��:D�H(E7�=k����($�0�h"$��"t($79=DA��^:D"E�C"H�>���*�D� ){K
A��^�E)D�CA0��)B���E)!��A0:>��=DAp:D�$Ap_`7B:!�E� �$Ap�����E(H"$� "E_`�E=Z��Ap:D��(E79=Z�e��($���xP��E=��>���C��� ($)D� �^�E�EP!1ey��ty'rc7�K
�97 �EdD�^� 7x� � HKX �qP !#yD�O)i�C� 79�M�!P{~�y�.#7B:D� � Z �YP .�y>/���AC��� =k)
P>/�y>�O��� =D�$� �^7 � @ H��qy>+��H:D�^AC���C� 6D)B��� 7�=
:D�$A0(ed>���C]9�EA0:D��=DAp� � �$79=D�H:!�t(E7�=k����($�pA����>���C����]9���E=�)D=!�����$79=D�t:!�t]9�^� A�AC�E_`�E=Z���}�$�p)D=D�
���$79=D�}:
;<��:DdD"$���E=!(E���My

�0��=DAc� �}_`7B:D�$� �#:D��r*7x��7 �EdD�^� 7x���F� �$79=D�n:D��($79=Z�e��(&�p�$AC�p_,7{:D�E�^� AC"E�#�>����)D=!���J:D79)D6D�^�
(E7�)D(edD�	�#:D79=Z�3�F���D���$_,�^�E���p(E79)D(ed!�n�$AC���^=D:D"$lm7���_,��6D� �c�$���C�E�^� "E�*"E� ��AC��� jk)D�E_`�E=Z��uH� ������=Z����P
�F�0AC�E($79=D:D�c(E79)!(edD���EAC�U:D"&lm79��_,��6D�^��P�� � "$��"$�F��AV��� jk)D�$_,�$=Z�Uu}� �0�D���$_,�^�E�C�S�$�I�$=,($79=Z�e��(&�U�x���E(
�F�,(ed>��)DACA�"E��2q��1#.

.
G9N&y'+��bA��E($79=D:D��($79)D(edD��($79_,�!���E=!:��^�EA0"$� "$_,�$=k��A0(E7�=k����($�}�^=!L>=D�^_,�$=Z�

���$���@��A|j{)!�'=
;�� =Z���$����]�� A�AC�E=Z�3�>��A��E=Z�����0�$)BGb�&�3� =Z���E����]9� ACA��E=Z�S�x���E(#� ��A�)!�Cl4��($�0:D�p�C79)D�^�E_`�E=Z�

 ')�� ��2�3+�- + +�� ��Q-��� 'C�/ ��2�3+�� +��#&���F����')�� �

@ X



��� � ��� 	����������	�

A��E�^79=g�F��� 7��0:D� ��79)D�^79_H6
y3+�� (E7�_,��79A��@���^79=Q:D�EA��C�E�F�M��� 7�=DAa796!���E=k)D�EA�:>��=!A�($������������� �qP

������� G 	

�8�$��_`�$��:D�a:!"$L>=D�^���F� �$79=D�a:D)	]9�^� ACA��E_`�E=Z���&���F� �$79=D�a7�� �^��=
; ? ���D��A�]9� �^A�AC�E_`�E=Z��:D�$A
"E� "$_,�$=Z��An�E=�($79=Z�e��(&��P��F�a�C"EA�)!�^�e��=k���,�&�t�^��_,79_`�E=Z�}:D�$Anlm7���(E�$AH��]�� A�A���=Z�nA�)D�n�D=D�$)�:>��=!A
�F� �$79=D�,:D�h($79=Z�e��(&��yo�p��=DAt�^�h(E��At7�����)D(E)!=�"E�^"E_`�E=Z�H�$=�(E79=Z����($�t=D�h]9�^� ACA���P��&�H�F���E79=!�
:D��(E79=Z�e��($���EAV�`)D=	���E(&�e��=!]9� �a:D�a:!� _`�E=DAC� 79=DA

2a
�&�

2b
P\79=	���E)!��796B���E=!� �H�^�EA����$�F����� 79=!A

A�)D�@����=k���EAU�87�)D�I� �EAI($79_,��79A���=Z���EAU:D���F�#�C"EA�)!�^�e��=k���*�&�U:D)h_`79_`�E=Z�I:D)`AC?{AC���E_`�p:D�$AUlm79�C(E�$A
:D�}��"���($���^79=a�e��=!]9�E=Z���$A























F1 = −Ka(s1 +
X2

r
ω3),

F2 = −Ka(s2 −
X1

r
ω3) +K

a2

3r
ω3,

M3 = −Ka2

3
(s2 −

X1

r
ω3) −K

ab2

3r
ω3,

(E)

7��
X1, X2

A�79=Z�*� �EA�($7B79�C:D79=D=!"E�EA*:D)���79�^=k���D���*�����D��79�C�c��)Djk)D�E�579=�(E79=DAC� :D�$����� �EA3lm79�C(E�$A
:
;<�^=Z���E����($��� 79=������E(��F�pAC)D�Cl4��(E��:D�3��7�)D� �$_,�$=k�EP

K
�EAV�U�F�p�C� ]9�^:D�^��"U��7��e���^��:D�3:!"E�D� ��(E�$_,�$=k�I:!�

�F�p($79)D(edD�Slm�C79=Z��� �$����P
s1

�EAV�\� �|�DA��$)D:D7�K ]9� �^A�AC�E_`�E=Z�\� 7�=D]9�^��)D:D�^=>���YP
s2

�$AC�\�q;[��=D]9� �U:
;��E=Z�{� ����]9��P
ω3

�EAV�c�F�H�{�^���$A�AC����=D]9)D� ��� �C�0=D79�C_h���^� AC"E�0:D)a��79)D��=!79� �$_,�$=k�Ey
+\;�� =Z���$����(&��� 7�=�:!?{=>��_`� jk)D�3:D�$AU($79���!AUAC79� �^:D�EA��$�U:D"$lm7���_`"EAI���9�$(*)!��� �^� A��M��� 7�=�:D)`_`7B:D�$� �

:D�0lm��7��C���$_,�$=k��AC�E(}��"$��"#"$��)D:D� "$�#�>�����ty[�|y��'dk)D�����{� �&� � C7X �qP!-ty[z�)
yD1JACdD� �^=DA��k�^� � C7GBP$C[c �YP�.�y
�p)!����)!�EPoz!y<+\y�+.�^79=DA � G �YP�z!y[z!y�~}���^���$� � @[@ �qy�~n��� ���$�n��:D"$(E���@�n�F�a��dD"$79���^�,=D7�=�� �^=D"���� ���t:D)
(E79=Z�e��($�\�����E(�]�� � ACA��$_,�$=k�EPx)!���^� �^A�"E�\�D����� �3A�)D�@���U:>��=DA5� �$A��D�C79]9����_,_`�EA.($79=D=k)DAI�,�#r+!�-c��!
�$�*�B-0W*!cWB1V/ y

@ Y



��� � ��� 	����������	�

RI=a7�)!���C��P{)D=a�F���C]9�c�E=DAC�E_H6D�^�0:D�p����������)BGh79=Z�S)!��� �^� A�"c:D�$AS_,7{:D"$� � A������^79=�:D)a�D=D�$)D_,�MK
���^jk)D�h�>���t"E�^"E_`�E=Z��AnL>=D�^A � @ ABP @ Y �qyo+.�hAV?{AC���$_,�h]9"E=D"$�����|:D�EAt"Ejk)>����� 79=DA�:
;�"Ejk)D� �^� 6D�C�,:!�EA
:D�@�9�E�CA*���$���^��ASlm����]9_`�E=Z��A3:D�}�F�HA�)!�Cl4��($�n:!)��D=!�E)��8�$)!� �$���C�}��"EAC79� )��>���c�^�EA3_`"$��dD7B:!�EA3=k)BK
_`"E���^jk)D�EA$y>�0��=DA � @ X �
79=�:D79=!=D�0)D=������E� �E)a:D"&�e���^� � "c:D�$A����C��� (E�^�EA$P{lm79=!:D"EA3AC)D�3�F�t_`"$��dD7{:D�
:D�$A*"$� "E_`�E=Z��A�LD=D� A$y

�0��=DA�� �$A
�����x����){G#:
;�-ty�1ey��I�EAC=D�^��A��k�YPMW8y �Hy�~}�C� ACA�7x��PMW8y[T}yi��dD7��{�^=
Px-ty�1eyxs57��e����7x� � AdHDP�A[X{P
A�Y!P:H @ �'79=b)!��� �^� A��c�Y;<���D�!��7{(edD�plm79=D:!"E�0AC)D�S�Y;<���D�!� � (E�����^79=�:
;�)D=��D���^=D(E�^�8��������� �����^79=D=D�$��:D��=DA
�Y;�"$��)D:D�a:D�$A�_,7�)!�9�$_,�$=k��A�:D�EA�(edD����]9�$A�� �b�^79=D]�:!�EA���79)!���C�EA�"$�F��AV��� jk)D�$A����9�$(�lm�C79=Z���^�E���$A
� =!(E79=D=k)D�$Ah_`796D�^� �EA��&�b���D�>���C�^���^79=	:D��:D� AC(E79=Z���^=k)!��"��87�A�A��^6D� �$A,:!�EA�lm79=D($��� 79=!A,:D"$(E�C�^����=Z�
�Y;�"$������:D�}�F�H��79)!�����}�$�c:D�}�^�E)D�CA3:D"E�C�^�9"$�EA$y

�Hy .�y
�p� � ����P5/ y �Hy5�*��79��=!� ��7x��79=Z�n�D��7��879AC",:D��=DA � C[C �I)D=�_`7B:!�E� ��:!�,�D=!�E)D_,�����^jk)D�
(E7�_,_`�3AC?{AC���E_`�0u#:D�$]9��"c:D��� �^68�$�C��"3�^=!L>=D�qP97��`�F�#A�)!�Cl4��($�c:!)h�D=D�$)h�$AC�U���$�D��"$A��E=Z��"E�0�>���U� �
A�)!�Cl4��($�p:D"&lm79��_`"E�c:
;�)D=h��7����t2qu�� �n:!�^%8"E���$=D(E�c:D)b_`7{:D�E�^�3�D��79��79AC"p:>��=!A � H7C��qPk79=h� GD��_,�^=D�
� ($�O�F�}:D"$lm79�C_h�M��� 7�=`:!�c��79)!���c�F�}A�)!�Cl4��($�p:
;�)D=,��79���c�>���U�����D�87��C�|un��79)!���$A|�^�EAU:D� �C�E(&��� 7�=DAI�$�
79=�:!"$L>=D�@�p� �`lm79�C_,�}:D)��D=D�E)!_h����� jk)D��:D"$lm79�C_,"n:>��=!Ap�F���E7�=D�t:D��(E79=Z����($�EP'���^=DA��5jk)D�tAC)D�
A���AC)D�Cl4��($�}� � 6!���xN yB1J�'�EAC�cAC)D�D��79A�"�P>j{)!�n� �t��7�)D�#(E79_`�D�C�E=D:��F�c����=k���}��?Z��=Z�c(E�^=Dj,:!�E]9�C"EA�:D�
� �^68�$�C��"�24�^�#�D�F��=�_`7x?9�E=�:D�}�F�c����=k���}�EAC�c79�V��dD7�]979=>���^�#��)��D� ��=�:D�}��79)D�^�E_`�E=Z� N PD�F�HAC)D�Cl4��(E�
�F�M��"E����� �#:!"$lm79�C_h��6!� �#:D)��D=D�E)��$�*� �}6>��=!:>��]9�,24�C"E:D)!�^�*u`)!=�L>�I�>� G!�^6D� �}�^=D�&G{���$=DA��^6D� ��N&yO+��
��7�)D���C79)D�^�aA���=DA`]9�^� A�AC�E_`�E=Z�`�E= (E79=Z����($�h���9�E(��F�fAC)D�Cl4��($��:!���C79)D� �$_,�$=Z�`��)�_`7x?9�E= :D)
6>��=!:>��]9��y�- �D���C��� �n:
;<)!=D�hAC"E���^�b:
;�dZ?B��7���dD�EAC�EA�79=�����79)B�9�b� ��lm79=D(&���^79=D=D�$� � ��:D�,�Y;�"E=D�$��]9�^�
��7����$=k��� �$� � �p:D�EAc:D"$lm7���_,�����^79=DA3:D)��D=D�$)D_h�M��� jk)D�}�$=�lm79=!($���^79=�:D�EAc:D"&lm79��_,�����^79=DAS:!)�6>��=BK
:>��]���y �#=�796!���^�E=Z�0)!=�AC?{AC���E_`�H(E7�_,�D�^�$�*:
;�"Ejk)>����� 79=DA*:D)�_`79)!���E_`�E=Z�#�>���c�����D�87��C�#u^A�C
� =!(E79=D=k)D�$AEy4�0=�"&��)D:D�^�S:D�$)BG�(E��Ao�>���V���^(E)D�^� �E�CA�:D)��C79)D�^�E_`�E=Z�0��� ���C79)D�^�E_`�E=Z�\���9�$(3�E=Z�{� ����]9�
�$�c�^�#��79)D�^�E_`�E=Z��A�)!�c�^�0�{� ����]9��y

s�y �Xy<-�y �'�$]9�E� �9���EPUW�y .#79=D]��$� (�y<�pyUs���($���C�M��:>��=!Ah� ������������� � � A�C �*"$��)D:D� �$=Z�h�^�EA,�{� K
6D�������^79=DA}:D)��D=D�E) A�)D�n�F�a6>��A��`:
;<)!=�_`7B:D�$� ��:D���D=!�E)�($79_`_,��)D=���=D=D�E��)�"$�F��AV���^j{)!���$�
��=>���^?{A��$=k�c�^�EA3�D�C79�D���^"$��"EA3:D�#� �t������=DA�_`� ACA�� 7�=a:D�#�F�t�{� 6!������� 79=a:D�$A�(edD�E_`� =DA�u��q;[�MGB�0:!�n� �
��7�)D��y

�Hy<��y �'dk)D�����{� �&��P��ty /�y�~}�^� _`7x��� G!��_,�^=D�E=Z�}�^�EA#�{� 6D�������^79=DA0:D���q;[��=D=D����) �D�&GB� 6D�^���&GkK
@ G



��� � ��� 	����������	�

���E=!A�� 6!� �0��7�)D��=>��=k� � C[Y��qy>+.�EAc"Ejk)>����� 79=!A3� � =!"����C� A�"$�EA3A$;<"$(E���@�9�$=k� �


















ü+ 2ω(t)v̇ − δ2(v′ − u) + σ2(u(4) + v′′′) = 0,

v̈ − 2ω(t)u̇− δ2(v′′ − u′) − σ2(u′′′ + v′′) = 0,

(F )
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u, v
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�>���,)D=D��AC)D�Cl4��(E��(&?B�^� =D:!��� jk)D������?�79=

r
y|+�������=Z����:D��� � ��7�)D���$AC�a)D=�(E79�C�DAb���^]9� :!��y|W!�

��79A��@��� 7�=��EAV��:D"$LD=D� �a�>���HA�� G�:D�$]9��"$A�:D�a� �^68�$�C��"�y�WB)D�D��79AC79=DA�jk)D�a� �$AHA�)D�Vl4��(E�$A��F����"E����� �$A
:D)f�D=!�E) :>��=DAp�Y;�"$�e�M�0=D79=f:!"$lm79�C_,"HAC79=Z�#���$�D��"$A��$=k��"E�$A��>���p:D�$)BGf�>���C���^�EA0:!�HA�)D�Vl4��(E�$A#:D�
��7����EA$y8WB79�^�

OX1X2X3

�$AC�c� �#AV?BAV���$_,��� =D�$�C���^�E�8:D��($7B7���:D79=!=D"E�$Ac�&�
Cxyz

�$AC�c� �#AV?{AC���$_,�
:D�`(E7{79��:!79=D=D"$�EAEP�jk)D�\�$AC��� � "H�x���E(,�F������=Z����24�^���D�F��=

Cxz
�EAC��� ���!�F��= _`7i?��E=
P��q;[�MGB�

Cy
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R3(ϕ, ξ, t) =
3

∑

i=1

Xili + ΓΓ2(ϕ)(re1 + lξe2 + rU(ϕ, ξ, t)), ϕmod 2π, | ξ |≤ 1,

Γ(β, κ, θ) = Γ3(β)Γ1(κ)Γ2(θ),

U(ϕ, ξ, t) =

3
∑

i=1

Ui(ϕ, ξ, t)ei,

Γ1(κ) =











1 0 0

0 cos κ − sin κ

0 sin κ cos κ











,Γ2(θ) =











cos θ 0 sin θ

0 1 0

− sin θ 0 cos θ











,

Γ3(β) =











cos β − sin β 0

sin β cos β 0

0 0 1











.

2 @ y @ N
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X1, X2, X3

AC79=Z�b�^�EAh($7B7���:D79=!=D"E�$Ah:D)�($�E=Z���C��:D�$Ab_h��A�A��$Ah:D)�:D� ACj{)!�
C 
 β, κ, θ
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	�� � � �D� ��� � � ����� ���G� ���

� _`_`796D� �^��:D��=DAa� �f�D��A�A���]9�f�9�$��A�� ��AV?BAV���$_,�
Cxyz 
 �^�EA

rUi(ϕ, ξ, t), i = 1, 2, 3
AC79=Z�

� �$A0(E7�_,��79A���=k���EA*:D)��9�$($���$)D�#:D"$�D�F��($�E_`�E=Z�#:D)f��79�^=k�*:D)f6>��=D:>��]9��:>��=DAp� �tAV?{AC���$_,��:!�EA
(E7{79�C:D79=D=D"$�EA

Cx′y′z′
24(�;<�$AC�`� �aAV?{AC���$_,��(&?B�^� =D:!��� jk)D�h:D�EA�(E7{79�C:D79=D=D"$�EA$y2�#=	796B��� �$=Z��(E�

AC?{AV���E_`�S:D)�AC?{AC���E_`�
Cxyz

�>���5�F����7��������^79=n:
;[��=D]9� �
ϕ

��)!��79)D�5:D���q;[�MGB�
Cy

N&yM���$A����E($���E)D�CA
)D=D�@�e���^���$A
A�79=Z�5:D"$A�� ]�=D"EA��>���

e1, e2, e3 

A
l
�$AC�5�F�S� ����]��E)D�
:!)�6>��=D:>��]9��yiWB)D�!�879AC79=DA�� �\�!=D�E)

������� @ yFA 	

����:D�F���|���9�$(�:!�EA`����_,����)D���$AH:>��=DAt�F� �E7�=D�a:D) 6>��=!:>��]9��y6!��C79� A�l4��_,�^� �^�EA}:D�bL>�^AH�>��ACA��E=Z�
�>���p(ed>��jk)D���87�� =Z�0:D)f6D��=D:>��]���y.+��b�D�C�E_`� �E�C��l4��_`� �^� �#:D�HLD� A#�b� �h:D� �C�E(&��� 7�=�:D)f�9�$($���E)D�
)D=D�@�e���^���

e2

�&�*:!�E)BG�L>�^A*79=Z�c� �$A*:!� ���$($��� 79=DA�:D�$Ac���E(&���E)!��A
cos γ0e2 ± sin γ0e3

24�q;[��=!]9� �
γ0�EAV�I(E79=!AC�e��=k�eN��$�o� �EA�L>� A�A�79=Z�\�^=D�&G{���$=DA��^6D� �$AEy�-p� 7���A�=!79)DA\796!���E=D7�=DAo� �$Ao"E]9��� �@���EA5A�)!�^����=Z���$A,�

| ∂R3

l∂ξ
|= 1, | cos γ0

∂R3

l∂ξ
± sin γ0

∂R3

r∂ϕ
|= 1.

R\=�=!7��e��=Z�
◦ = ∂

∂ξ

�&�
′ = ∂

∂ϕ

P>($�EA�"E]9��� �@��"EA3AC79=Z�c"Ejk)D�^�����^�E=Z���$Acu �















































| R◦
3

l
|= 1 =⇒ 2

l

r
U◦

2 + U◦
1

2 + U◦
2

2 + U◦
3

2 = 0,

| R′
3

r
|= 1 =⇒ 2(U1 − U ′

3) + (U1 − U ′
3)

2 + U ′
2
2
+ (U ′

1 + U3)
2 = 0,

R◦
3 · R′

3 = 0 =⇒ U◦
1 (U ′

1 + U3) + U ′
2(
l

r
+ U◦

2 ) − U◦
3 (1 + U1 − U ′

3) = 0.

2 @ yFA9N
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��� ��� � � ����������� � ���� � � � � � ���	� � � ��� �� � � �

�0��=DA}�F�aAC)D�^����=D79)DA}A�)!�D�87�A��E�C79=DAnjk)D��� �EA0lm7�=D($��� 79=DA
Uk

�&���^�E)D�CA#:D"E�C�^��"E�EAnA�7�=k�}���$���^���EAEy
RI=�=D"$]9� �^]9����=k�|� �$A����$��_`�EAS:!)�:!�E)BGB� �$_,�p79��:D�C�0=D79)!AS796!���E=D79=!A3� �EA�"Ejk)>����� 79=DA�A�)D�@����=k���EA1�

U◦
2 = 0, U ′

3 = U1,
l

r
U ′

2 = U◦
3 .

2 @ yFCZN
�#=�=D7����}� �EA3:!"E�D� ��(E�$_,�$=k��A�:D�}�F��� �^]9=D�0_`7x?9�E=!=D�}:D)�6D��=D:>��]��

l0(ξ = 0)
�>���

ru(ϕ, t)e1 + rw(ϕ, t)e2 − rv(ϕ, t)e3.

RI=���"$A�79�@����=Z�*�^�#AC?{AC���E_`�,2 @ yICZN�79=����C79)!�9���

U1 =
l

r
ξw′′ + u, U2 = w, U3 =

l

r
ξw′ − v, u = −v′. 2 @ yIHkN

�p79=D(�PB=D7�)DAS���97�=DAS796!���E=k)b�q;<� G!�!���EACA��^79=b:D�$A�(E7{79�C:D79=D=D"$�EA|:D)h�9�$($���E)D�S:!"E�D� ��(E�$_,�$=k��:
;�)D=
�879�^=Z�,:!)�6>��=!:>��]9���>���`:D�$)BG	lm79=D(&��� 7�=DA

v = v(ϕ, t), w = w(ϕ, t)
�&�h�^�E)D�CA�:D"E�C�^�9"$�EA$y

r*79)DA����^� 79=DA#� G!��_,�^=D�E�#�^��(���An7����F�a��79)!�,�C79)D� ��AC)D�n� ���D�F��=
OX1X2

y5�0��=DAn�F���E7�=D�,:!�
(E79=Z�e��($���F�b�>���V���^��:D) 6D��=D:>��]��`($7 � =!(E� :!�,�����E(`� ���D�F��=

OX1X2

�&�t�$AC�n� _`_`796D� �^���&�n� ��?
��:D�$)BG l4��_`� � �^�EA07��C��d!79]979=>��� �EA#:!�,�^� ]9=D�$AEP.jk)D�I(E7������$A���79=D:D�$=Z�H:>��=!Ab2 @ y @ N}u�:D�$A������ �$)D��A
(E79=DAV�e��=Z���EA`:D�EA�������� ��6D�^�EA

ϕ
79)

ξ
2m(E79=DAC"Ejk)D�$=D(E��:D� 2 @ yFA9N�N y\��79=Blm79��_`"E_`�E=Z�`u 2 @ y HkNt� �

lm79��_`�h:D) 6D��=D:>��]��h:>��=!AH�Y;�"$�����H:D"&lm79��_`"h�$AC��)!=D�bA�)!�Cl4��($�b��"$]9� "$�b�$�t79= �8�$)!�HAC)D�D��79A��$�
j{)!�c� �1�E79=!�3:D�3(E79=Z����($�U:D)��D=D�$)`�x���E(c�D�F��=��EAC�I)!=`�C�E(&�e��=D]�� �3(E7������$A���79=D:>��=k�|��){GH����� �$)D��A
:D�}�Y;<��=D]9�^�

ϕ
:D��=DA��Y;�� =Z���$�C�����^� �

L1 = [ϕ1(t), ϕ2(t)]
y>-p�^79��A

R3(ϕ, ξ, t) = −r(ϕ− π

2
)l1 + lξl2, ϕ ∈ L1, | ξ |≤ 1.

2 @ yDX�N
�0��=DA�2 @ yDX9N�=!79)DA�A�)D�!�879AC79=DA�jk)D�}�F�H�C79)D�}��79)!� �0:>��=DA��F�H:D�^���E(&���^79=a:D�}�Y;<�MGB�

OX1

PDjk)>��=D:
�F��� � ]�=D�#_,7x?��E=D=D�n:D)�6>��=D:>��]9�

l0
(E7�� =D($� :D�n���9�$(t(E�&�����t�MGB��y8�*�a2 @ yDX9NS�$=����$=>��=Z�*(E79_`�!���

:D�,2 @ y @ N�79=�:D"E:!)D�^�3�


































































































U1 = u+
l

r
ξ(cosϑ sin β + sinϑ sin κ cos β),

U2 = w +
l

r
ξ(cosκ cos β − 1),

U3 = −v +
l

r
ξ(sinϑ sin β − cosϑ sin κ cos β), ϑ = θ + ϕ,

u = (
π

2
− ϕ− X1

r
)(cos β cos ϑ− sin β sin κ sinϑ) +

X3

r
sinϑ cos κ−

−X2

r
(cos ϑ sin β + sinϑ sin κ cos β) − 1,

2 @ yFYZN
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v = −(
π

2
− ϕ− X1

r
)(cos β sinϑ + sin β sin κ cosϑ) +

X3

r
cosϑ cos κ+

+
X2

r
(sinϑ sin β − cosϑ sin κ cos β),

w = −(
π

2
− ϕ− X1

r
) sin β cos κ− X3

r
sin κ− X2

r
cos κ cos β.

r*7�)DA�����79=DA�7�6!���$={),jk)D�p�^�EAI:D"E�!�F��($�E_`�E=Z��AU���$�F�����^lmA\:D�$A|��79� =Z��AU:!)h6>��=!:>��]9�c:>��=DAU�F�&�$79=D�
:D�#($79=Z�e��(&�3A�79=Z��:D"$(E�C�^��A��>���S�^�EASAC�@G,lm79=D($��� 79=!AS:D)b���$_,�!A

X1, X2, X3, β, κ, θ
yDWB�

ξ = 0
P

� �$A�:D"E�D� ��(E�$_,�$=Z��A�:>��=DA�2 @ yFY9N�(E79�C���EAC�87�=D:D�E=Z�p��)BG���79�^=k��A3:D�}�F��� �^]9=D�0_`7x?9�$=D=D��y
RI=!A�)D�@���n=D79)DAc�>��ACA�79=DApu,� ��:!�EA�($���^�!���^79=�:!�EApAC)D�Cl4��(E�EA*�F����"E����� �$A3:D)��D=D�$)
y�r*79)!A*:D"&L!K

=D�^��79=Z��� �$A�A�)D�Vl4��(E�$Ac� ����"$�����^�EA3:D)��D=D�$)��$=�"&�e����:!"$lm79�C_,"}:D�}�F�H_,��=D�^�E�C�0A�)D�@����=Z�����


































Rj(ϕ, ψ, t) =

3
∑

i=1

Xili + ΓΓ2(ϕ)
[

(−1)jae2 + ce1 + bΓ3(ψ)η1 + bΓ3(ψ)V(ϕ, ψ, t)
]

,

V(ϕ, ψ, t) =
3

∑

i=1

Vi(ϕ, ψ, t)ηi,

ψ ∈ I1 ∪ I2, I1 = [ψ1, ψ2], I2 = [−ψ2,−ψ1], j = 1, 2. 2 @ yFG9N
1J(E�

bVi(ϕ, ψ, t), i = 1, 2, 3
A�7�=k�S� �EA|(E79_`��79A���=Z���EAS:D)b���E(&���E)!�3:D�EAS:!"E�D� ��(E�$_,�$=k��AS���$�F�����^lmA

:D�$A`��79�^=k��AH:D�$A`AC)D�Cl4��(E�EA�� ����"$�����^�EAt:!) �!=D�E) :>��=DA�AV?{AC���$_,��:D�$A�(E7{79��:D7�=D=D"E�$A
Mη1η2η32q��1#.�y @ yICZN&P

a, b, c
AC79=Z�#:D�$A#(E79=DAV�e��=Z���EAEy
+I;�� =Z���E�C�����^� �

Ij
(E79�C���EAC�87�=D:�uh�F�hAC)D�Cl4��(E�H� ����" K

����� ��:D)��D=D�E)�2 ��N y��0��=DAn� ���D=D�$)�����:D�F���oA��$AtA�)!�Cl4��($�EAn�F����"E����� �EA#AC79=Z�H����_`"EA}�>���}:D�$AnL>�^A
� =!�&G{���$=DA��^6D� �$AEP{j{)!�8($79���C�EA���79=D:!�E=Z�3:>��=!A

Rj

ut�q;[��=D]9� �
ϕ

(E79=DAV�e��=Z�Ey!rc79)DAS��� � 7�=DA\A�)D�!�879AC�E�
jk)D�b�^�E)D�CAt(E7�)D��6D)!���EA�AC79=Z�H($79=DAC����=Z���$A��879)!�t(ed>��jk)D= :!�EAHL>�^A � y�R\=�=D7�����=Z�

∗ = ∂
∂ψ

P�($�EA
(E7�=D:D�^��� 79=!A3AE;��&GB�D���^_,�$=Z�*�D���3� �$Ac"$]Z���^�^��"$�EA1�






















|
R∗
j

b
|= 1 =⇒ 2(V ∗

2 + V1) + (V ∗
2 + V1)

2 + (V ∗
1 − V2)

2 + V ∗
3

2 = 0,

|
R∗∗
j

b
|= C(ϕ, t) =⇒ (1 + V1 − V ∗∗

1 + 2V ∗
2 )2 + (2V ∗

1 + V ∗∗
2 − V2)

2 + V ∗∗
3

2 = b2C2.2 @ yIcZN
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r*79)DAIAC)D�D��79A��$��79=DAIjk)D��� �$A�lm79=D(&���^79=DA\�$�I�^�E)D�CA\:D"E�C�^��"E�EAI:>��=DAc2 @ yIcZN�AC79=Z�I�8�&���^���EA$y9-p�^79��Ao�$=
=D"E]9�^� ]9�E��=Z�0�^�EA*���E�C_,�$A0:D)f:D�$)BGB� �E_`�H79�C:D���t=D79)DA07�6!���$=D79=DA0�^�HAC?{AV���E_`��� �^=D"���� ���}:
;�"Ejk)>�iK
��� 7�=DA3:D�^%8"E�C�E=Z���^�E�^� �EA �

V ∗
2 + V1 = 0, V ∗

1 − V ∗∗∗
1 + 2V ∗∗

2 = 0.

+5��AC79� )!��� 79=a]�"E=D"$�����^�nA$;<� GB�D���^_,�#:D�}� ��l4� �E79=�A�)!�^����=Z�����

V1 = −c2 + c3 sinψ − c4 cosψ, V2 = c1 + c2ψ + c3 cosψ + c4 sinψ,
2 @ yFZ9N

7���� �$AH(E7{���`($� �E=Z��A
ck(ϕ, t), k = 1, · · · , 4 A��h:D"$L>=!� A�AC�E=Z�`u��>���C���^��:!�EAH($79=D:D�@��� 7�=DAt��)BG

lm��79=Z���^�E�C�EA3�



















ψ = ±ψ2 : V1 = V2 = 0,

ψ = ±ψ1 :
b

r
V1 = U1± cosψ1 ± U2± sinψ1,

b

r
V2 = ∓U1± sinψ1 + U2± cosψ1,

Uk± = Uk(±1, ϕ, t).

-p� 7���Ap=!79)DA}���^� 79=DAc796!���E=D�^�0:D�$)BGfAV?BAV���$_,��:
;�"Ejk)>�M��� 7�=DA#���^]9"E6D�C� jk)D�$A0� �^=D"����^���$AEy�+.�EA#A�7�� )BK
A�c
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���^79=DA3:D�}($�EAcAC?{AC���E_`�EAcA��n�D��"$A��E=Z���E��7�=k�*A�7�)DA*� �tlm79��_`�#A�)!�^����=Z��� �











































































































































ck =
r

b∆



















−
[

u+ l
r
w′′ + y1(1)

]

fk − [w + y2(1)] gk, ψ ∈ I1,

(−1)k+1
[

u− l
r
w′′ + y1(−1)

]

fk + (−1)k [w + y2(−1)] gk, ψ ∈ I2,

f1 = sinψ1 − sinψ2 − ψ1 cosψ1 + ψ2 cosψ2,

f2 = cosψ1 − cosψ2

f3 = sin(ψ2 − ψ1) − (ψ2 − ψ1) cosψ1 cosψ2,

f4 = 1 − cos(ψ2 − ψ1) − (ψ2 − ψ1) cosψ1 sinψ2,

g1 = − cosψ1 + cosψ2 − ψ1 sinψ1 + ψ2 sinψ2,

g2 = sinψ1 − sinψ2,

g3 = −1 + cos(ψ2 − ψ1) − (ψ2 − ψ1) sinψ1 cosψ2,

g4 = sin(ψ2 − ψ1) − (ψ2 − ψ1) sinψ1 sinψ2,

∆ = 2 − 2 cos(ψ2 − ψ1) − (ψ2 − ψ1) sin(ψ2 − ψ1), k = 1, · · · , 4. 2 @ y @ � N
1J(E�

y1(ξ), y2(ξ)
A�79=Z��� �EA0���E�C_,�$A�:D)�:D�$)BGB� �E_`��79��:!���`�>���#�����D�87��C����)BG

u, v, w
�$��� �$)D��A

:D"$���^��"E�$AEP�j{)!�����D�>�����!�FACA��E=Z�*jk)>��=D:�=D79)DAc:D"$LD=D� ACA�79=DA*� �$A�lm7�=D($��� 79=DA
U1, U2

:D�,2 @ yDA9N y����EA
���$��_`�EA�A�7�=k��=!"E(E�$A�A���� �C�EAc�879)!�S� �#(E��� ($)D�':D)a����������� �8:D�}�F�t�D�C�EACA�� 7�=�AC)D�3� �$A3:D"E�D� ��(E�$_,�$=Z��A
�{� �V��)D�$� AEyDr*79)DA��^�EA�:D"$LD=D� �C79=DAc���D�C�EAEy

'#)D��=Z�Su}�F�#lm79=D(&��� 7�=
V3(ϕ, ψ, t)

=D79)DA|��� �^79=DAI�F�#�C�E�D�C"EA��$=Z���E�S���D�D�C7xGB�^_h�����^���E_`�E=Z�U�>���
� �$A�:D�E)BGa�D���$_,�^�E��A3���E��_`�EA3:!�nA��`AC"E�C� �3!���?{� 7�����)BG���79� =Z��A379���^]9� =D�$A

ψ = ±ψ2

�

V3(ϕ, ψ, t) =
r

b



















( l
r
w′ − v) ψ2−ψ

ψ2−ψ1
, ψ ∈ I1,

(− l
r
w′ − v) ψ2+ψ

ψ2−ψ1
, ψ ∈ I2.

2 @ y @�@ N

�p"&���E�C_,�^=D79=DA��^�}����������� �8:D�n�F���D���$A�AC� 79=�A�)D�c� �$A3:D"E�!�F��($�E_`�E=Z��A��{� �C��)D�E�^A3� 79�CA�:D�}:D"$lm79�C_h�iK
AdZ



��� ��� � � ����������� � ���� � � � � � ���	� � � ��� �� � � �

��� 7�=DA3:D�EAcA�)!�Cl4��($�EA��F����"E����� �$A3:D)��!=D�E)��$�c:D)�6>��=D:D��]9� �














































































δA =
3

∑

k=1

δAk, δAk =

∫

σk

pnkδRkdσk,

δA1 = p

∫

I1

2π
∫

0

[R′
1 × R∗

1]δR1dψdϕ,

δA2 = p

∫

I2

2π
∫

0

[R′
2 × R∗

2]δR2dψdϕ,

δA3 = p

1
∫

−1

2π
∫

0

[R′
3 × R◦

3]δR3dξdϕ.

2 @ y @ A9N

1J(E�
p

�EAC�0�F�,�!���EACA��^79=f:>��=DAp� �t�!=D�E)fjk)D�o:D��=DA�2 @ y @ A9N�AC�E���b(E79=DAC� :D"$��"$��(E79_`_,�n(E7�=DAC����=Z���
��) (E79)!��AH:D�hA�79=������������ �Uu��F���D��"$(E�^A�� 7�=�:D�EAH���E�C_,�$At:D) :D�$)BGB� �$_,�b7���:D�C� � C�C �qyos�7�)D�H� �
6>��=D:>��]9�}:D�,2 @ y @ A9N�79=�796B��� �$=Z�3�

δA3 = plr2

1
∫

−1

2π
∫

0

[

δU1 −
r

l
U◦

1 δU2 + (U ′
1 + U3)δU3

]

dξdϕ.
2 @ y @ CZN

s�79)D�c� �#(E��� ($)D�.:D�$A*�^=k��"E]9����� �$A3�>���������D�87��C�cu
ξ

:D��=DA�2 @ y @ CZNS�^�'l4��)!��)!��� �^� A��$�3� �$ASlm79��_H)!� �EA
2 @ y HkNp�$�}����79)!���E�n� �$A0���E�C_,�$A}j{)D��:D���M��� jk)D�$A���79)D�#� �blm79=D($��� 79=

U1

y�R\=�)!���^� � A���=Z��2 @ yDA�N#7�=
����7�)!�9� �











































y1 = −1
2
w′2 − 1

2

[

l
r
ξ(w′′′ + w′) + u′ − v

]2
+ y′3,

y2 = − lξ

2r
(w′′2 + w′2),

y3 = lξ

r
(u′ − v)w′′.

2 @ y @ HkN

-p�D�C�EAc�Y;�� =Z��"$]9������� 79=h:D�EAc�&GB�D�C�EA�AC� 79=!ApA�7�)DA*�^�EA3�^=k��"E]9����� �#:D��=DA�2 @ y @ CZN��D���������D��79�V�cu
ξ

�&�
:D�EA����$��_`�EA��>���3�����D��79�C�cu

ϕ
P>�$=�)!��� �^� A���=k�#2 @ y HkN��&�H2 @ y @ HkN�=D79)!Ac7�6!���$=D79=DA3�































δA3 = −δP3 = −2plr2

2π
∫

0

[

δu+
l2

3r2
(w′′′ + w′)δw′′′ + (u′ − v)δu′

]

dϕ,

P3 = plr2

2π
∫

0

[

−2u+
l2

3r2
(w′′′2 − w′′2) + v′′

2 − v′
2

]

dϕ.

2 @ y @ X9N

��79=!lm79�C_,"$_,�$=k�nu�2 @ y @ A9N*� �H����������� ��:D���F�b�!���EACA��^79= jk)>��=D: �^��? �a:D�$A}:D"$lm79�C_h�M��� 7�=DA0:D�$A
A�)D�Vl4��(E�$A,� ����"$�����^�EAEP��E= ���$=>��=Z�`(E79_`�!���a:D�EA����$��_`�EAp�C)DACj{)';[��) :D�$)BGB� �E_`�a79�C:D����(E7�_,�D�C� A

C �



��� ��� � � 	������
	�� � � �D� ��� � � ����� ���G� ���

�>���������D��79�C�c��){Galm79=D(&��� 7�=DA
Vi, i = 1, 2, 3

�$���^�E)D�CA�:D"E�C�^�9"$�EA$P��$AC�c"E]9����u��






































































δA1 = pb3
2π
∫

0

∫

I1

[

δV1(
c

b
+ cosψ − V ′

3 + V1 cosψ − V2 sinψ)−

−δV2(
c

b
+ cosψ)(V ∗

1 − V2) + δV3(V
′
1 + V3 cosψ)

]

dϕdψ,

δA2 = pb3
2π
∫

0

∫

I2

[

δV1(
c

b
+ cosψ − V ′

3 + V1 cosψ − V2 sinψ)−

−δV2(
c

b
+ cosψ)(V ∗

1 − V2) + δV3(V
′
1 + V3 cosψ)

]

dϕdψ.

2 @ y @ YZN

/����^=Z���E=D��=Z�3� �Ol4��)!�S����79)B�9�E��� �EA|���E�C_,�$ASjk)>��:D�������^jk)D�EAS��79)D���F�nlm7�=D($��� 79=
V1

yBRI=�)!��� �^� A���=k�
2 @ yFZZN3�$�*�E=�(ed>��=D]9�E��=Z�0:>��=DA�2 @ yFc9N��^�EA�lm79=D($��� 79=!A

Vk
�>���

Vk + zk
P�7 �

zk
AC79=Z�p�^�EA����$��_`�EA

:D)�:D�E){G!�^�E_`�}79��:D�C��P>=D7�)DA�796!���$=D79=DA��^�EA�"E]Z��� �^��"E�$A1�


















2(z∗2 + z1) + (c1 + c2ψ)2 + V ∗
3

2 = 0,

2(z1 − z∗∗1 + 2z∗2) + c22 + (c1 + c2ψ)2 = 0.

2 @ y @ G9N

1J(E�
c1, c2

AC79=Z�����$�D��"$A��E=Z��"E�EA*�>���n2 @ y @ � N|A���=DA3���E=!� �S($79_,�B���#:D�$A����E�C_,�$A3j{)!�.:D79=D=D�$=Z�*:!�EA
���$��_`�EA�:D)����C79� AC� �E_`�079�C:D���#�&�c�D� )DA$y>-p�^79��A3:D�,2 @ y @ G9N|=D79)!A�����79)B�979=DA��







z∗∗1 + z1 = −V ∗
3

2 − 1

2
(c1 + c2ψ)2 +

1

2
c22,

z1(±ψ1,2) = 0.

2 @ y @ cZN

R\=a)!���^� �^A���=Z�U�F�}AC����)D(&��)D�C�#:D�EA|A�79�^)!���^79=DAU:D��2 @ y @ c9NI�&�S� �$A�� G!�!���EACA��^79=DA}2 @ yFZ9N&P'2 @ y @[@ NI���D�C�EA
:D�$A�(E��� ($)D� Ab�����EA��97�� )D_`� =D�$)BG 2 �979�^�

AnnexeA
Na=D79)!A�796B���E=!79=DA��Y;��&GB�D�C�EA�AC� 79=��87�)D�a� �

����������� �
:D�}� �H�D���$A�A��^79=�j{)D��=D:�� �EA���79� =Z��A3:D�EA�A�)!�Cl4��($�EAc�F����"E����� �EA�A��n:D"E�D� ��(E�$=Z� �

δA1 + δA2 = −δP1,2 = −
2π
∫

0

[

n0δu+
1

2
n01δu

2 +
1

2
n11δu

′2 +m21v
′δu+

+m12u
′δv +

1

2
m22δv

2 +
1

2
n03δw

2 +
1

2
n13δw

′2 +
1

2
n23δw

′′2 +
1

2
n33δw

′′′2

]

dϕ.
2 @ y @ ZZN

1J(E�8�Y;�� =D:!� (E��AC)D�8"$���^�E)D�
(j)

AC� ]9=!�^L>�c�F�n:D"E�C�^�9"$�0:D�0� �}lm7�=D($��� 79=,�>���������D��79�C��u
ϕ

y
P1,2

�$AC�3� �
lm79=D(&���^79=D=D�$� � �c:D�0�q;<"$=D�E�C]9� �c��7����$=k��� �$� � �c:D�0� ���D�C�EACA�� 7�=aA�)D�S�^�EA|:D"$lm79�C_h�M��� 7�=DA|:!�EASAC)D�Cl4��($�EA
�F�M��"E����� �$A3:D)��!=D�E)
y8���&�����}lm79=D(&���^79=D=D�$� � �p�EAC�c:D"&L>=D�^����79A��@���@�9�#�>���������D��79�C�*��)BGb�������F��6D� �$A

C @



��� ��� � � ����������� � ���� � � � � � ���	� � � ��� �� � � �

v, w
P�AC�D�Y;�79=H�!���E=!:`�$=�(E79=!A�� :!"E���M��� 7�=H�F�p($79=D:D�@���^79=H:
;�� =D� G{���E=!A�� 6!� � �@��"U:D�3�F�*� � ]�=D�|_`7x?9�$=D=D�

:D)�6D��=D:>��]��h2m�F�H:D�$)BGB� �$_,�}(E7�=D:D�^��� 79=a:D��=DA�2 @ yFA9N�AC)D�
ξ = 0

N �

u ≈ −v′ − 1

2
(v + v′′)2 − 1

2
w′2.

2 @ yFA � N

+��3($7B� �`(E� �$=Z�
n0 < 0

�EAC�I"$]Z���>u#�q;<79�!�879AC"S:D���F�clm79��($�3:D�3���E=!A�� 7�=`:!)`6D��=D:>��]��3A�79)DAI�q;<�&%'�&�
:D�}�F���D���$A�AC� 79=�:>��=DA��^�#�D=D�E)'y

� ��� ��� � n&��wJr�p � � � � r ��m/u�� uWp �

+\;�"E=D�$��]9�^�#(E� =!"$���^jk)D�}:D�}�F�H��7�)D�}A��E���`� GB�D���^_,"$�#A�79)DAc�F�tlm7���_`� �


































T = Td + Tb,

2Td = md

3
∑

i=1

Ẋi

2
+ J1d(κ̇

2 + β̇2 cos2 κ) + J2d(θ̇ + β̇ sin κ)2,

2Tb = ρr

∫ 2π

0

3
∑

i=1

Żi
2
dϕ, (Ż1, Ż2, Ż3) = Γ3(−β)Ṙ3.

2 @ yFA @ N

1J(E�
md, J1d, J2d

AC79=Z�}�F�b_,��A�AC���$�}� �$A#_,7�_,�$=k��A0:
;�� =D�$�C��� ��:D) :D�^A�jk)D�����$�F�����^�9�$_,�$=Z�}��)BG
�MGB�EA

Cx, Cy
y!+\;�"E=D�$��]9�^�0(E�^=D"$��� jk)D�0:!)a6>��=D:>��]9�0�$�S:D�EA3AC)D�Cl4��($�EA3� ����"$�����^�EA�:!)a�D=D�E)�:>��=DA

2 @ yFA @ N��EAC�o�D��"$A��E=Z��"E��A�79)!Ao�F�pAC)D�D��79A��@���^79=tjk)D����79)!���S�F�c_h��ACA��S:!)��D=D�E)��$AC�I�C"E]9)D�^� �$���E_`�E=Z�
:D� AV�����^6D)D"$�h� �`� 7�=D]�:D�h�F���^� ]9=!�`_`7x?9�$=D=D�

l0
�����E(b� ��:D�$=DA��@��"b�^� =D"E��� �C�

ρ
y�+.�EAt]9����=!:D�E)D�CA

Żi, i = 1, 2, 3
AC79=Z�h�^�EA��D�C7M�C�E(&��� 7�=DA,:!��� ���B�@���$A�A���:D) �879�^=Z��:D��� �f� � ]�=D�a_,7x?��E=D=D��:D)

6>��=D:>��]9� A�)D��� �$A��MGB�EA�:D)�AV?{AC���$_,��:D�$A�($7B79�C:D79=D=!"E�EA�:D"$:D)D�^��:D�
OX1X2X3

�>����)D=!�
��7��������^79=a:
;<��=D]9�^�

β
�$�c:
;<�MGB�

OX3

y��0=����


























































































Ż1 = Ẋ1 cos β + Ẋ2 sin β − rβ̇[(1 + u) sin κ sinϑ + w cos κ+ v sin κ cosϑ]−
−rθ̇[(1 + u) sinϑ + v cosϑ] + ru̇ cosϑ− rv̇ sin ϑ,

Ż2 = −Ẋ1 sin β + Ẋ2 cos β + rβ̇[(1 + u) cosϑ− v sinϑ]+

+rκ̇[((1 + u) sinϑ + v cos ϑ) cos κ− w sin κ] + rθ̇[(1 + u) sin κ cosϑ− v sin κ sinϑ]+

+ru̇ sin κ sin ϑ+ rv̇ sin κ cosϑ+ rẇ cos κ,

Ż3 = Ẋ3 + rκ̇[((1 + u) sinϑ + v cosϑ) sin κ+ w cos κ]−
−rθ̇[(1 + u) cosκ cosϑ− v cos κ sinϑ] − ru̇ cos κ sinϑ− rv̇ cos κ cosϑ+ rẇ sin κ.2 @ yFA[A9N

C7A



� ��� � ��� ��������� ��� 	�� � � ��� �� � � �

r*79)DAU:D"$:D)D� �C79=DA|� �EAU"Ejk)>�M��� 7�=DA|:!)b_,7�)!�9�$_,�$=k�|�$�|� �$A|($79=D:D�@���^79=DA|un� �}lm�C79=Z��� �$���c:D�p� �
�E7�=D��:D�3(E79=Z����($�*2 	�������� ���^=D(E79=!={)!�xN�:D)��D�C� =D($� ����������� �����^79=D=D�$�B:D��(*��_`� �^��79=
y�/����^A\�D��� K
_`� �E�C�E_`�E=Z�U� �O�EAV��=!"E(E�$A�A���� �C�0:
;�796!���$=D� �I�^�EAU�&GB�D���$A�AC� 79=DA�:D)h����������� �>:D�$A|lm79�C(E�EAU�&G{��"E���^�E)D�C�EA
�$�c�^�EA�_,7�_,�$=k��A����D�D�^� jk)D"$A�u�� �*����=Z���`2q��1#.�y @ y @ N�AC)D��� �$Ac:!"E�D� ��(E�$_,�$=k��A3�B�^�C��)D�E�^A&�

δAF = (F1 cos β − F2 sin β)δX1 + (F1 sin β + F2 cos β)δX2 − PδX3+

+M1δκ +M2δθ + (M2 sin κ +M3 cos κ)δβ.

2 @ yDAdCZN

+��$A�� �F��� A�7�=DA|��79=Z�p_,��� =Z���E=>��=Z���&�����}� GD��_,�^=D"E� �
WB)D�D��79A�7�=DA}j{)!�,� �b��79)D���C79)D�^��A���=DA}]9�^� ACA��E_`�E=Z�}($�`jk)D�\AC� ]9=!�^L>��jk)D��� �$A#�B�@���$A�A��$A�:!�EA

��79� =Z��A�:D�h� ���^� ]9=D��_`7x?9�E=!=D�b:D)�6D��=D:>��]��hA�7�=k�t=k)D� �^�EAn:>��=DAH� ���$79=D�b:!)�(E79=Z����($�
L1 =

[ϕ1(t), ϕ2(t)]
P�(�;<�$AC�CKJuMKJ:!� ���

Żi = 0, i = 1, 2, 3
y|���EAa(E7�=D:D�^��� 79=!A,AC79=Z�a�F��($79=DAC"Ejk)D�E=!(E�

:D�$A`�^�F���^A�79=!A�dD7�� 79=D7�_,�$Atjk)D�SAC79=Z�����E�!��"EAC�E=Z��"$A,�D���H� �$At���C79� At:D�E�C=D� �$���EA�"$jk)>�����^79=DAH:D��=DA
2 @ yFYZN yO-p� 7���A3� �$A*:!"E�D� ��(E�$_,�$=k��Ac�{�^�C��)!�E� A�A������^AClm79=Z�p��)BG�"E]9��� �@��"EA

δZi = 0, i = 1, 2, 3
yO���$A

"E]9��� �@��"EA��8�$)!�9�$=k� �&�����#7�6!���$={)!�EAc�E=����$_,�D� ������=k��� �$A3:D"E�C�^�9"$�EA��>���������D��79�V����)a���$_,�DA3�D���
� �$A�������� �����^79=DA�(E7������$A���79=D:>��=k���EA$yZ+.�������x�����^�k:D�EA\�C"���(&��� 7�=DAo���!�D� �^j{)!�E"EA�up�F�*� � ]�=D�|_`7x?9�$=D=D�
�EAV�p"$]Z���.u��

3
∑

i=1

δNi =

∫

L1

[µ1(ϕ, t)δZ1 + µ2(ϕ, t)δZ2 + µ3(ϕ, t)δZ3] dϕ+

+µ11δZ11 + µ12δZ12 + µ21δZ21 + µ22δZ22,

2 @ yDA4HkN

1J(E�
µi, µik, i, k = 1, 2

A�79=Z��� �$Aa_H)D�@��� �!� � (E�����$)D��A`� =!:D"$���E��_`� =!"EAb:D��+���]9����=D]9�f(�;<�$AC�VK�uMK
:D�^���#� �$A3(E79_`��79A���=Z���EA�:D�}�F�H�C"���(&��� 7�=a:D�EAc� � ��� AC79=DAEyB+\;<�^=D:D�^(E�

k
� =!:D� jk)D�0�^�EA���"E��($��� 79=!A3:D�EA

� � ��� AC79=DAn�$�t� �EA�:D"E�!�F��($�E_`�E=Z��AH�{� �V��)D�$� An�E= �^�EAt��79�^=k��A�lm�C79=Z��� �$���,:D�b�F���E79=!�b:D) (E7�=k����($�Ey
�0��=!Ah2 @ yFAdHkN*�^�EA#_H)D�@���^�D� �^(������E)D�CA

µ3k

AC79=Z����6DA��$=Z��A}�>���C(E��jk)D��=D79)DA#AC)D�D��79A�79=!A�jk)D��� �$A
(E7�_,��79A���=k���EAc:D�EA��C"���(&��� 7�=DA�:D�EAc� � ��� AC79=DASAC79=Z�*=k)D�^� �$AcAC)D���Y;<�MGB�

OX3

�E=�� �EA���79� =Z��A3:D��� �
lm��7�=k��� �$���}:D�}�F� �$79=D�}:D�n(E79=Z�e��($��y>1J�
?a���$=D(E7����n)D=D�}� � ��� AC79=au��F�tlm��7�=k��� �$���#:D�}�F� �$79=D�}:D�
(E7�=k����($��:D)��D=D�$) ��� �H���E($���E)D��:D� �C� ]9"t� ��� 79=!]�:!�`� �bL>6D���`:D) �D=D�E)'P5=!79��_,���o:D��� ���^� ]9=!�
_`7i?��E=D=!��PO�EAV�*7��C��d!79]979=>���.u��Y;<�MGB�

OX3

�

Z4k = sin κ− w′′
k cos κ sinϑk + w′

k cos κ cosϑk = 0, wk = w(ϕk, t), k = 1, 2.
2 @ yDA�X9N

+.������������� ��:D��� � �C"���(&��� 7�=�:D��($�$������� � ��� AC79=�24_`79_`�E=Z�h�^���^79=D]�:!���Y;<�MGB�
OX1

N`AC)D�b� �$A
:D"$�D�F��($�E_`�E=Z��A��{� �V��)D�$� A3�EAV�c"E]Z���
u��

δN4 = µ41δZ41 + µ42δZ42,
2 @ yDAdYZN
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��� ��� � � ����������� � ���� � � � � � ���	� � � ��� �� � � �

1J(E�
µ4k, δZ4k

A�7�=k�,� �$A,�!��7M�C�$($���^79=DA,:D)�_`79_`�E=Z�`A�)D�,�Y;<�MGB��_`7x?9�E=�:D)�6>��=D:>��]9���E=�� �EA
�879�^=Z��A3:D�#lm��7�=k��� �$���}:D�}�F� �$79=D�}:D�}(E79=Z����($�c�$�c�^�EA3:D"$�D�F��($�E_`�E=Z��A��{� �V��)D�$� AEy

1J�cl4��)!�a($79=DA��^:D"E�C�E�b�^��_`79_,�$=Z�b:D�$Aa� �F��� A�7�=�:D�^���^]9"E�$Ab� ��� 79=D]�:D�f�Y;<�MGB�
OX3

�$= � �EA
�879�^=Z��Ap�^� _`�^���EA3:D���F� �$79=D��:D�H(E7�=k����($�Ey
���$A0��"E��($��� 79=!Ap:D�$A0� � ��� AC79=DA3A�7�=k�0�F�,($79=DAC"Ejk)D�E=!(E�
:D�h�q;<79�V��dD7�]979=>���^�^��"�:D�EAtLD6D���$At:D)�6D��=D:>��]��h�$�t:D�b� ���^� ]9=D��_`7x?9�E=!=D�bjk)D��($7 � =!(E� :!�h���9�$(
�Y;<�MGB�

OX1

�
∂R3(ϕk, 0, t)

l∂ξ
l1 = 0.

RI=�)!��� � �^A���=Z�n2 @ y @ N&P�2 @ y HkN�79=�796!��� �E=Z���

Z5k = − sin β cos κ + w′′
k(cos β cosϑk − sin β sin κ sinϑk)+

+w′
k(cos β sinϑk + sin β sin κ cosϑk) = 0, k = 1, 2; ϑk = θ + ϕk.2 @ yFA[G9N

1J(E�
µ5k, δZ5k

AC79=Z�H�^�EA}�D��7i�C�E($��� 79=!A�:D�$A�_`79_`�E=Z��A}AC)D���q;[�iG!�
OX3

�E= � �EA}��79� =Z��An�^� _`�^���EA
:D�b�F� �E7�=D�b:D�b($79=Z�e��(&�H�&�H� �$At:D"$�D�F��(E�E_`�E=Z��At�{� �C��)D�E�^AEy5+.�h����������� �\(E7������$A���79=D:>��=k�H:D�b�F�
��"���($���^79=�:D�}(E�&�����n� � ��� AC79=h�$AC�*"E]Z���.u��

δN5 = µ51δZ51 + µ52δZ52,
2 @ yFA�cZN

+5�H($79=D:D�@���^79=h:
;�� =!�&G{���$=DA��^6D� �^�^��"c��79)D�S�^�EAS��79� =Z��A�:D�#� �t� �^]9=D�c_,7x?9�$=D=D�#:D)a6D��=D:>��]��
l0

�EAV�
)D=D�`� �F��� A�7�=f�E=�:D�$dD79�CA�:D�`�F���$79=D�h:!�,($79=Z�e��(&�a2m�F�a:D�E){G!�^�E_`�,($79=D:D�@���^79= :>��=DAh2 @ yFA9N0A�)!�
ξ = 0

N�jk)D�.A$;<� G!�!��� _`�}�>���&�

2Z6 = (1 + u+ v′)2 + (u′ − v)2 + w′2 = 1.
2 @ yDA�Z9N

+��#����������� �8(E79�C���EAC�87�=D:>��=Z�*A�)D��� �$A3:D"E�!�F��($�E_`�E=Z��A��{� �C��)D�E�^A3�EAV�*"$]Z���.u �

δN6 =

∫

L2

λ(ϕ, t)δZ6dϕ, L2 = [ϕ2, 2π + ϕ1],
2 @ yIC � N

1J(E�
λ

�EAV�c� �#_H)D�@���^�D� �^(������E)D�U� =D:!"$���$��_`� =D"#:!��+���]�����=D]���y
+.�#�D�C� =D($� ���0�������F�M��� 7�=D=D�E�8:D��(p��_`� �@��79=,AE;��&GB�D�C� _`�n:!�n� �H_h��=D� �$���#A�)!�^����=Z�����

t2
∫

t1

(δT +δAF +δA1 +δA2 +δA3 +δN1 +δN2 +δN3 +δN4 +δN5 +δN6)dt = 0.
2 @ yFC @ N

�0��=DA�2 @ yIC @ Nh�^�EA�� =!(E79=D=k)D�$A�($79���C�EAC�879=!:>��=Z���$A�A�7�=k�
2π

KJ��"E���^7B:!� jk)D�EAa�D���a�����!�879�V��u � �
�������F��6D� �

ϕ
y9+.�3:D79_,���^=D��:
;�� =Z��"E]9�������^79=

[t1, t2]∪ [ϕ1, ϕ1 +2π]
A��Slm����($��� 79=D=!�S�>���o� �p(E7�)D��6��

C�H



� ��� � ��� ��������� ��� 	�� � � ��� �� � � �

ϕ = ϕ2(t)
�$=�:D�$)BG��>���V��� �$A��

[t1, t2] ∪ L1

�&�
[t1, t2] ∪ L2

yIs�79)D�`(ed>��jk)D���>���V��� �a=!79)DA
)!��� � �^A�79=!A�� �*lm79��_t)D� �U:D��.#���$�E=
y�-p� 7���A�=!79)DA\:D"$:D)D� AC79=DAo�^��AV?BAV���$_,�3:D�$A\"Ejk)>����� 79=!Ao� =Z��"$]9��7MK
:D�@%'"$���E=Z��� �E�^� �$A3���9�E(n:D"$���^��"E�$A*79�C:D� =D��� �C�EA3�$�c�>���C���^�E�^� �EA-�















































































































































































































































































































− d

dt
∇Ẋ1

T + F1 cos β − F2 sin β +

∫

L1

(µ1 cos β − µ2 sin β)dϕ+
2

∑

k=1

(µ1k cos β − µ2k sin β) = 0,

− d

dt
∇Ẋ2

T + F1 sin β + F2 cos β +

∫

L1

(µ1 sin β + µ2 cos β)dϕ+

2
∑

k=1

(µ1k sin β + µ2k cos β) = 0,

− d

dt
∇Ẋ3

T − P +

∫

L1

µ3dϕ = 0,

∇βT − d

dt
∇β̇T +M2 sin κ+M3 cos κ+

∫

L1

3
∑

i=1

µi
∂Żi

∂β̇
dϕ+

5,2
∑

i,k=1,i6=3

µik
∂Żik

∂β̇
= 0,

∇κT − d

dt
∇κ̇T +M1 +

∫

L1

3
∑

i=1

µi
∂Żi
∂κ̇

dϕ+

5,2
∑

i,k=1,i6=3

µik
∂Żik
∂κ̇

= 0,

∇θT − d

dt
∇θ̇T +M2 +

∫

L1

3
∑

i=1

µi
∂Żi

∂θ̇
dϕ+

5,2
∑

i,k=1,i6=3

µik
∂Żik

∂θ̇
= 0,

pour ϕ ∈ L1 = [ϕ1(t), ϕ2(t)] :

−n0 − n01u+ n11u
′′ +m2(u

′′ − v′) −m21v
′+

+µ1r cosϑ + µ2r sin κ sinϑ− µ3r cos κ sinϑ = 0,

−m12u
′ −m22v − µ1r sinϑ + µ2r sin κ cosϑ− µ3r cos κ cosϑ = 0,

(m3 + n33)w
(6) + (m3 − n23)w

(4) + n13w
′′ − n03w + µ2r cos κ+ µ3r sin κ = 0,

pour ϕ ∈ L2 = [ϕ2(t), ϕ1(t) + 2π] :

∇uT − d

dt
∇u̇T − n0 − n01u+ n11u

′′ +m2(u
′′ − v′) −m21v

′ + λ(1 + u+ v′)−

−[λ(u′ − v)]′ = 0,

∇vT − d

dt
∇v̇T −m12u

′ −m22v − λ(u′ − v) − [λ(1 + u+ v′)]′ = 0,

∇wT − d

dt
∇ẇT + (m3 + n33)w

(6) + (m3 − n23)w
(4) + n13w

′′ − n03w − (λw′)′ = 0,2 @ yFC[A9N
C[X
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ρr3[u̇]kϕ̇k − (−1)k[λ(u′ − v)]l(k) + (m2 + n11)[u
′]k + r(µ1k cosϑk + µ2k sin κ sinϑk) = 0,

ρr3[v̇]kϕ̇k − (−1)k[λ(1 + u+ v′)]l(k) + r(−µ1k sinϑk + µ2k sin κ cosϑk) = 0,

ρr3[ẇ]kϕ̇k − (−1)k[λw′]l(k) + (m3 + n33)[w
(5)]k + (m3 − n23)[w

′′′]k + rµ2k cos κ = 0,

µ4k cos κ cosϑk + µ5k(cos β sinϑk + sin β sin κ cosϑk) − (m3 + n33)[w
(4)]k = 0,

−µ4k cos κ sinϑk + µ5k(cos β cosϑk − sin β sin κ sinϑk) + (m3 + n33)[w
′′′]k = 0,

k = 1, 2; ϑ = θ + ϕ, ϑk = θ + ϕk, m2 = 2plr2, m3 =
2pl3

3
.

1J(E�
[f(ϑ)]k = f(ϑk + 0) − f(ϑk − 0)

�EAC�,� ��A���)!�,:D��� ��lm79=D($��� 79=���) �87�� =Z��lm��79=Z���^�E�C�
:D��� � �$79=D�n:D�t($79=Z�e��(&��y�+\;<�^=D:D�^(E�

l(k)
� =!:D� jk)D�}�F������� �$)D��:D�n�F�Hlm79=D(&��� 7�=�($79���C�EA���79=D:D��=Z���

A�)D�
ϑ1 − 0

jk)>��=D:
k = 1

�$�tA�)D�
ϑ2 + 0

jk)>��=!:
k = 2

y�+.�hAV?{AC���$_,�f2 @ yIC7A9N0(E7�_,�D�C�E=D:
:D79)/�$��"$jk)>�����^79=DA�:D) _,7�)!�9�$_,�$=k���&�`:D�@G�(E79=D:!�^���^79=DAH��79)D���^�EA�A���)!��A�:D�$A�lm7�=D($��� 79=DA��$=
� �EAp�879�^=Z��A0�^� _`�^���$A*:!�H�F� �$79=D��:D��($79=Z�e��(&��y
1J�5l4��)!�#�$=D(E7������i�C79)B���E�#jk)>�M������"$jk)>�����^79=DA0:!�
� �F��� A�7�=�2 ���C79� A�:D�$��=D�^�E���$A*"$jk)>�����^79=DAc:>��=DAH2 @ yIYZNS:>��=!Ap�F���E7�=D��:!�t(E7�=k����($�*�$�*�F��(E7�=D:D�^��� 79=
:
;<�^=D�&G{���E=DAC� 6D�^� �^��"}:D�t� �,� �^]9=D�}_`7i?��E=D=!�H:D)�6>��=D:>��]9���E=�:!�EdD79�CA0:D���F���E79=D�t:D�t($79=Z�e��(&� N&y
-p� 7���AI=D79)DA|���979=!A�)D=,AC?{AC���E_`�p(E7�_,�D�^�$�U:D���{� =D]��VKJAC�@G�"$jk)>�����^79=DA|���9�E(c�{� =D]��VKJAC�@G��^=D(E79=!={)!A

X1, X2, X3, β, κ, θ, ϕ1, ϕ2,

µ1, µ2, µ3, λ,

µ11, µ12, µ21, µ22, µ41, µ42, µ51, µ52,

u, v, w (
:D��=DA

L1), u, v, w (
:>��=!A

L2).

1J��l4��)!�n��)!A�A��o���E=D�^�0(E7�_,�!����:D�EA}($79=D:D�@��� 7�=DA0:D��($79=Z��� =k)D�@��"�:D�$A#lm79=D($��� 79=!A
u, v, w

�E=�� �$A
�879�^=Z��A�:D�a� ��lm��79=Z��� �E�C�a:D�a�F� �$79=D�a:D�a($79=Z�e��(&��24� �$AH(E7�=D:D�^��� 79=!AH� �^_,�@���EAn(E�^=D"E_,����� jk)D�EA�N&y
���EA�($79=D:D�@���^79=DAaA�7�=k���F� ($79=DA�"$jk)D�E=D($� :D���Y;��&GB� AV�e��=D($� :D�EA�lm79=D($��� 79=!=D�E�^� �EAh:D� �q;<"$=D�E�C]9� �
�87����E=Z���^�E�^� �0:D�}� �H�D���$A�A��^79= �

[u]k = [v]k = [w]k = [w′]k = [w′′]k = 0, k = 1, 2.
2 @ yIC[CZN

C[Y



����� � ��� ��� ����� ������� 	���� � ��� � � ��� ���� �$��� �D��������� � ��� ������ ��� ����� ������ 	�� � � �(�

� ��� �	� � � ��w��¼w�
 ��u ��u��Jn ��r ��u�u0� �¼u�� �Ân��0n �2� ���0w�� ��w � ��u�� � �Cn�
��w � � u�� � � �Qp�u��

WB���F� ��79)D��A������C79)!�9���E=�"$jk)D� �^� 6D�C��PI���^79��A���7�)!���$A,�^�EA`]9����=!:D�E)D�CAhjk)D�c:D"$LD=D� ACA��E=Z�a� �
��79A��@��� 7�=b�$�3� �t:D"&lm79��_,�����^79=h:!)a�D=D�E)'PD� �$AS_H)D�@��� �!� � (E�����$)D��AI:D�}+���]�����=D]���P{� �EA|lm79��($�EA3�&G{��"&K
���^�E)D�C�EAc�$�*� �$A*_`79_`�E=Z��Ac���D�!� � jk)D"$Acu,�F�*����=Z����=D�n:D"$�8�$=D:D�E=Z�#�D��A*:!)����$_,�!AEy8WB)D�D��79AC79=DA
jk)D�

θ = 0
:>��=DA��F�H��79AC�^���^79=a:
;�"Ejk)D�^� � 6!���0�&�*jk)D�}�^�EA�]9����=D:D�E)!��A

X1, X2, X3 − r, β, κ, ϕ2 − ϕ1, u, v, w

�$�c�^�E)D�CAc:!"E���@�9"$�EA��>���������D�87��C�cu
ϕ

A�79�^�E=Z�c�8�&���^���EA3:>��=DA��F�H��79A��@��� 7�=a:
;<"$jk)D� �^� 6D�C��yD+\;<��=D]9�^�
ϕ

���E=D:����E�CA π
2

:D��=DAp� � �$79=D��:D�t($79=Z�e��(&��y8RI($���@�979=DA*� �$Ap"Ejk)>�M��� 7�=DAH2 @ yIC7A9N3�E=�)!��� �^� A���=k���^�
(ed>��=!]9�E_`�E=Z�c:D�0������� ��6D�^�EA

ϕ = π
2

+ α, α ∈ L1 = [α1, α2], αk = ϕk − π
2

y!R\=�=!"E]9�^� ]9�E��=Z�
� �$A�]9����=D:D�$)D��A�:D)a:D�E){G!�^�E_`�p79�C:D���*�$�3�!� )DA|�>���������D��79�C��ut($�EA������C�F��6D�^�EAU=D79)DA�796!���$=D79=DA �



















































































































F1 − F2β +

∫

L1

µ1dα +
2

∑

k=1

(µ1k − µ2kβ) = 0,

F1β + F2 +

∫

L1

µ2dα+

2
∑

k=1

(µ1kβ + µ2k) = 0,

P =

∫

L1

µ3dα,

M2κ+M3 +
2

∑

k=1

[µ1kX2 − µ2k(αkr +X1) − µ5k] = 0,

M1 +

∫

L1

µ2rdα+
2

∑

k=1

(µ2kr + µ4k) = 0,

M2 −
∫

L1

µ1rdα−
2

∑

k=1

(µ1kr + βµ4k) = 0,

2 @ yFCdHkN
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pour α ∈ L1 = [α1(t), α2(t)] :

−µ1rα + µ2rκ− µ3r = n0 − n11 −m2 + (n01 −m21 + n11)(
X3

r
− 1),

−µ1r + µ3rα = m12α+ (m12 +m22)
X1

r
,

µ2r + µ3rκ = −n03(κ+
X2

r
),

pour α ∈ L2 = [α2(t), α1(t) + 2π] :

−n0 − n01u+ n11u
′′ +m2(u

′′ − v′) −m21v
′ + λ− [λ(u′ − v)]′ = 0,

−m12u
′ −m22v − λ′ − λ(u′ − v) = 0,

(m3 + n33)w
(6) + (m3 − n23)w

(4) + n13w
′′ − n03w − (λw′)′ = 0,

(−1)k[λ(u′ − v)]l(k) − (m2 + n11)[u
′]k + r(µ1kαk − µ2kκ) = 0,

(−1)k[λ]l(k) + rµ1k = 0,

−(−1)k[λw′]l(k) + (m3 + n33)[w
(5)]k + (m3 − n23)[w

′′′]k + rµ2k = 0,

µ4kαk − µ5k + (m3 + n33)[w
(4)]k = 0,

µ4k + µ5kαk − (m3 + n33)[w
′′′]k = 0, k = 1, 2.

-5���E(h2 @ yIC�HkN�79=����E)!�c:D"&���E�C_,�^=D�E�
µ1, µ2, µ3

:>��=!Ac� � �E79=D�}:D�}($79=Z�e��(&�
L1

�























µ1r = (n11 +m2 − n0 −m12)α− (m12 +m22)
X1

r
,

µ2r = (n0 − n11 −m2)κ− n03(κ+
X2

r
),

µ3r = −n0 + n11 +m2 − (n01 −m21 + n11)(
X3

r
− 1).

2 @ yIC7X9N

RI=h�879A���=Z�
λ = n0 +λ1

P{7��
λ1

�EAV�3�F�}]9����=D:D�$)D��:D)h�D���$_,�^�E�U79��:D�C�p�&���$=a)!���^� � A���=Z�*2 @ yFA�ZZN
� � =!"����C� A�"�P

u = −v′ Po�&GB�D�C� _`79=DAH�^�EAH"$j{)D�����^79=DA�jk)D�S:D"&L>=D�^A�A��$=Z�,�^�EA�:D"&lm79��_,����� 79=DA�:D�a�F�
C[c
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� �^]9=D�0_`7x?9�$=D=D�nA�79)DA�� ��lm7���_`� �










































(n0 − n11 −m2)v
′′′ + (n01 + n0 −m2 −m21)v

′ + λ1 = 0,

(m12 + n0)v
′′ + (n0 −m22)v − λ′1 = 0,

(m3 + n33)w
(6) + (m3 − n23)w

(4) + (n13 − n0)w
′′ − n03w = 0.
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v(α) =

4
∑

i=1

Gie
piα, w(α) =

6
∑

j=1

Eje
qjα, α ∈ L2.
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a0p
4 + a1p

2 + a2 = 0,

b0q
6 + b1q

4 + b2q
2 + b3 = 0,

a0 = n0 −m2 − n11, a1 = 2n0 + n01 −m2 +m12 −m21, a2 = n0 −m22,

b0 = n33 +m3, b1 = m3 − n23, b2 = n13 − n0, b3 = −n03. 2 @ yFC�cZN
+.�EAc����($� =D�$A3:D�EAc"Ejk)>�M��� 7�=DA3(�������($��"E�C� AC��� jk)D�$Ac��79ACA�"E:!�E=Z�0� �H�D��79�!��� "&��" �

p1 = −p3, p2 = −p4, q1 = −q4, q2 = −q5, q3 = −q6.

s�79)D�}:D"&L>=D�^�n:D��=DA,2 @ yIC7G9Np�^�EA}(E7{���`($� �E=Z��A
Gi, Ej

=D79)DA����^� 79=DAp"E(E�C� �C�`�^�EA}(E7�=D:D�^��� 79=!A
2 @ yFC[C9NS�x���E(n�D��"$(E�^A�� 7�=H�C)!A�jk)
;<��)��D�C�E_`� �$�S79��:!���}� =D($� ) �























































































4
∑

i=1

Gie
2πpi =

X1

r
,

4
∑

i=1

Gi =
X1

r
,

4
∑

i=1

Gipie
2πpi = 1 − X3

r
,

4
∑

i=1

Gipi = 1 − X3

r
,

6
∑

j=1

Eje
2πqj = −κ− X2

r
,

6
∑

j=1

Ej = −κ− X2

r
,

6
∑

j=1

Ejqje
2πqj = β,

6
∑

j=1

Ejqj = β,

6
∑

j=1

Ejq
2
j e

2πqj = 0,
6

∑

j=1

Ejq
2
j = 0.
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Gi =
(−1)i

2
e−πpi

ACd
(πp1)

ACd
(πp2)A�d

(πpi)

[−p1p2B1

pi

X1

r
−B2(

X3

r
− 1)

]

, i = 1 · · · 4,
1

B1
= p2

(ed
(πp1)

ACd
(πp2) − p1

(ed
(πp2)

A�d
(πp1),

1

B2
= p2

A�d
(πp1)

(ed
(πp2) − p1

ACd
(πp2)

(ed
(πp1),

Eje
πqj = Plm(κ+

X2

r
) +Qlmβ, (j, l,m),

Ej+3e
−πqj = Plm(κ+

X2

r
) −Qlmβ, (j, l,m),

Plm =
1

2∆1
qlqm [ql

(ed
(πql)

A�d
(πqm) − qm

(ed
(πqm)

ACd
(πql)] ,

Qlm =
1

2∆2
(q2
l − q2

m)
A�d

(πql)
ACd

(πqm),

∆1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(ed
(πq1)

(ed
(πq2)

(ed
(πq3)

q1
ACd

(πq1) q2
A�d

(πq2) q3
A�d

(πq3)

q2
1

(ed
(πq1) q2

2

(ed
(πq2) q2

3

(ed
(πq3)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

∆2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A�d
(πq1)

A�d
(πq2)

A�d
(πq3)

q1
(ed

(πq1) q2
(ed

(πq2) q3
(ed

(πq3)

q2
1

A�d
(πq1) q2

2

ACd
(πq2) q2

3

ACd
(πq3)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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(1, 2, 3) −→ (2, 3, 1) −→
(3, 1, 2)
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4
∑

i=1

Gie
2πpiδ1k

[

(m2 + n11 − n0)p
2
i − n0

]

= −(m2 + n11)
X1

r
− (m2 + n11 − n0)αk,

4
∑

i=1

Gie
2πpiδ1k

[

(n0 − n11 −m2)p
3
i + (n0 + n01 −m2 −m21)pi

]

− n0 = (−1)krµ1k,

6
∑

j=1

Eje
2πqjδ1k

[

(n33 +m3)q
5
j + (m3 − n23)q

3
j − n0qj

]

= (−1)k+1rµ2k,

6
∑

j=1

Eje
2πqjδ1k(n33 +m3)q

3
j = (−1)kµ4k,

6
∑

j=1

Eje
2πqjδ1k(n33 +m3)q

4
j = (−1)kµ5k.
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F1 + µ11 + µ12 = 0,

F2 + µ21 + µ22 = 0,

P =
1

r
(n11 +m2 − n0)(α2 − α1),

M1 + r(µ21 + µ22) + µ41 + µ42 = 0,

M2 = r(µ11 + µ12),

M3 = µ51 + µ52,

α2 − α1 = −2(p2
1 − p2

2)
A�d

(πp1)
ACd

(πp2)B2(1 − X3

r
),

α1 + α2 = 2(p1p2
B1

B2

− 1)
X1

r
.
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F1 = −2(n11 +m2 − n0)(p
2
1 − p2

2)p1p2

A�d
(πp1)

A�d
(πp2)B1

X1

r2
,

F2 = −4

r
(κ+

X2

r
)

∑

(j,l,m)

qj
ACd

(πqj)[(n33 +m3)q
4
j + (m3 − n22)q

2
j − n0]Plm,

P =
1

r
(n11 +m2 − n0)(α2 − α1),

M1 = −rF2 + 4(n33 +m3)(κ+
X2

r
)

∑

(j,l,m)

q3
j

ACd
(πqj)Plm,

M2 = −rF1,

M3 = −4(n33 +m3)β
∑

(j,l,m)

q4
j

A�d
(πqj)Qlm.
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Ẋ1 = c, X2 = const, X3 = const, β = const, κ = const, θ̇ = Ω, ϕ̇k(t) = −Ω,

µi(ϕ, t) = µi(α), i = 1 · · ·3, λ(ϕ, t) = λ(α), µik = const, i = 1, 2, 4, 5,

(u, v, w)(ϕ, t) = (U, V,W )(α),

α = ϕ+ Ωt− π

2
, αk = ϕk(t) + Ωt− π

2
= const, k = 1, 2. 2 @ y H[HkN
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θ = Ωt, X1 = ct + ∆X1, c = Ωr.
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g0(1 + U − U ′′ + 2V ′) − n0 − n01U + n11U
′′ +m2(U

′′ − V ′) −m21V
′+

+λ− [λ(U ′ − V )]′ = 0,

g0(V − V ′′ − 2U ′) −m12U
′ −m22V − λ′ − λ(U ′ − V ) = 0,

−g0W
′′ + (m3 + n33)W

(6) + (m3 − n23)W
(4) + n13W

′′ − n03W − (λW ′)′ = 0,

g0[U
′]k + (−1)k[λ(U ′ − V )]l(k) − (m2 + n11)[U

′]k + r(µ1kαk − µ2kκ) = 0,

g0[V
′]k + (−1)k[λ]l(k) + rµ1k = 0,

−g0[W
′]k − (−1)k[λW ′]l(k) + (m3 + n33)[W

(5)]k + (m3 − n23)[W
′′′]k + rµ2k = 0,

µ4kαk − µ5k + (m3 + n33)[W
(4)]k = 0,

µ4k + µ5kαk − (m3 + n33)[W
′′′]k = 0, k = 1, 2, g0 = ρr3Ω2. 2 @ yIH[YZN
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λ = n0−g0 +λ1
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A��^6D� �^�^��",�^� =D"E�����^A�"E�,:D)	6>��=D:D��]9�

U = −V ′
Po79= ���E)!��796B���E=!� �H)D=!�aA�79�^)!���^79= ��=>��� 79]9)!�bu
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4
∑

i=1

Gie
2πpiδ1k

[

(m2 + n11 − n0)p
2
i − n0 + g0

]

= −(m2 + n11 − g0)
∆X1

r
−

−(m2 + n11 − n0)αk,

4
∑

i=1

Gie
2πpiδ1k

[

(n0 − n11 −m2)p
3
i + (n0 − g0 + n01 −m2 −m21)pi

]

−

−n0 + g0(2 − X3

r
) = (−1)krµ1k,

6
∑

j=1

Eje
2πqjδ1k

[

(n33 +m3)q
5
j + (m3 − n23)q

3
j − (n0 − g0)qj

]

= (−1)k+1rµ2k,

6
∑

j=1

Eje
2πqjδ1k(n33 +m3)q

3
j = (−1)kµ4k,

6
∑

j=1

Eje
2πqjδ1k(n33 +m3)q

4
j = (−1)kµ5k.

2 @ y HKG9N
+��$Aplm79�C(E�EAp�$�0�^�EA0_`79_`�E=Z��A*���D�!� � jk)D"$A0uh� �#����=Z���H=D�t:!"E���E=D:D�$=Z���D��Ap:D)����E_`�DAp:D��=DA0($�
��"E]�� _`�0AC�������^79=D=>���^���0:!�n�C79)D�^�E_`�E=Z��y>+.�$A*�C"EA�)!�^�e�M��A3:D"&L>=D�^���^lmA3AC79=Z� �










































































































α2 − α1 = −2(p2
1 − p2

2)
A�d

(πp1)
A�d

(πp2)B2(1 − X3

r
),

α1 + α2 = 2(p1p2
B1

B2
− 1)

∆X1

r
,

F1 = −2(n11 +m2 − n0)(p
2
1 − p2

2)p1p2

A�d
(πp1)

A�d
(πp2)B1

∆X1

r2
,

F2 = −4

r
(κ+

X2

r
)

∑

(j,l,m)

qj
A�d

(πqj)[(n33 +m3)q
4
j + (m3 − n22)q

2
j − n0 + g0]Plm,

P =
1

r
(n11 +m2 − n0)(α2 − α1),

M1 = −rF2 + 4(n33 +m3)(κ +
X2

r
)

∑

(j,l,m)

q3
j

A�d
(πqj)Plm,

M2 = −rF1,

M3 = −4(n33 +m3)β
∑

(j,l,m)

q4
j

A�d
(πqj)Qlm.

2 @ y H7cZN
�p79=D(�Po=D79)DAH�x��79=DAH����79)!��"a�87�)D�t($�a��"E]�� _`�,AV�e����� 79=D=D��� �C�,:D�a�C79)D�^�E_`�E=Z�t��79)DAH�^�EAt�D�����MK
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P
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lm79�C(E�EA��$��� �$An_`79_`�E=Z��AnA�7�=k��(E7�=DAC����=Z��At�&�tA$;<�^� A#�9"$���@L>�E=Z�H�^�EAn(E79=!:D�^��� 79=DA`2 @ y H7cZN&y5���,jk)D�
A��^]9=D�@L>�#jk)D���^�EA�]9����=D:D�$)D��A�:D�$Aclm79�C(E�$A

F1, F2

A�79=Z�c�D��7��879�V���^79=D=D�$� � �$A3��)BGa]9����=!:D�E)D�CA*:!�EA
_`79_,�$=Z��A

M2, M1

y{+���]9����=D:D�$)D��:D�c�F�3�E7�=D�p:D�*(E79=Z����($���EAC�|�D�C79�87��C���^79=D=D�$� �^��u��F�}(ed>���C]9�
P

P'_,��� AcA�79=f:!"E�D� ��(E�$_,�$=k�0� �t�^79=D]b:!�H�Y;<�MGB�
OX1

�$AC�#�!��79��79�C��� 79=!=D�E��uh�F�`lm79��($�
F1

y'+.�EA
��=D]�� �EA

κ
�&�
β

�E=!]9�E=D:!���E=Z���^�EAS_`79_`�E=Z��A
M1

�$�
M3

���D�D�^� jk)D"$A3ut�F�S����=Z����y>���$�C���0($� �C(E79=DA�K
�e��=D(E�����E�C_,�&�#:
;�"E� �^_,�^=D�E�c� �$AU�C�E){Gf:>��=!A#�F�hAC)DA����E=DAC� 79= :D���q;[��)!��79_`796D�^� �#�&�}:
;[��_,"$� � 7����E�
A���(E7�=k����79�^�F��6!� � �@��"�y
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� ��� �  � ���

� 	����  tBsdt q  � C � t�:�< 	 ��� � ;t��L� t�4	 � �7�Zt q � � �Rs�C  t 	���	  � � q t0F :Kt 'q �`s q ��Kt � ��t 
:�< 	 ��� � Kt�� � 	 �+� �L� ��;t��Xs�t�� : � � �X�Gt  t�����t  � t��(� �L�  �7�E? 	 � ;t��ks%	����  t � �Rs�C  tks q 	 	��@I
s%	��dt 	  � ?Ru H t���s�? �  	�:Kt � t���� �hsdt�� �����7���7�Esdt�� � q 75�	�:Kt��  	�� ?  	  t�� � �L����;t ���?��At���� ?�� � 	 
sdt��Ds�? ��t  � �%��t � t����7�  � � � ��?�� 	 q ��;t � ��t  ��|s ;t��^t�� ��t���	����2: � � �X��tDsdt  8 �7�Zt���Gt���� � 	 �  � � ?
sdt�� 	  � 	�� q Kt��Ru�� � � �Rs�?  �+�At  	 � q 75�	�:Kt  	���?  	  t�� 	  q �Zt � t � 	  	��Zt � �7�E:KtRu H t � 	���?�I
�� 	 q sdt  	 � t � 	  	��Zt~t��b��s�?�: �� �ys%	����  t�: 	�s Kt)sdt � �Rs�C  t_s q : 	 � q � :�<�� q :,�7�E: � � ��;t���� � 	  t
sdt�� � �L�Zt�=>I � � �  �7�Xu � � � 	R� ��t���� q � ��= �b��C � tEs98 ?JA q 	�� ���L���1� 	   	 �%����b��F m � �7�E: �L�@� q t����
s�?�: �� ��	�����t�� � 	 b� � : q� ��t   t��\s � � t���� ���L���^tb��t��1��:�7�\s%	����  	 ��L�Zt\sdtD: �L��� 	�:b�Ss q �*�Zt q tb�
s q �  	��pt��  8 	 	��At��E:Kt]sdt �  �+���At � t�����u � t�� � � 'q � ���L���0� 	 :� � : q  � C ;t���� ?JA q �  � 	 ;t��ztb� � � q ��t�I
� t����7���b� 	�� ���L�@��	 � ;t����1�@8<t�� s�?|s q �+�At����ju

�¡� � � ��w ��u�uWp �Âr � ����u���u���p�r�p �¼wkp��Wn �0w���u�� �QnRp � �¼u�� �JwJn w �
��r�p ��u0� �,�kn�� ��w �_w � � ��u �kn � n&��w ���0u � u�� �Qn�����w¼u�� �kn&� � �
�0n3�Ju�� � � �Np�u��

�#=fAC)D�D��79A���jk)D��� �h��7�)D�H(E7�_,�D�C�E=D=!���F�}����=Z����24�^�H:D� ACjk)D�xN�2 � Nt2m(E79�C�DA#���^]9� :D��N&PO:D�$)BG
A�)!�Cl4��($�EAI�F����"E����� �$A�:D)��D=D�$)�2 @ N&PD2 A9N�24:D�$)BG��>���V���^�EAo:D�S��79���$AeN��&�I� �S6>��=D:>��]9������_`"#2<C9N&y4�0=
� =Z����7{:D)D�^�U�^�cAV?{AC���$_,�*:D�p($7B7���:D79=!=D"E�$A�� =!�E�C��� �$�

OX1X2X3

2m�F�}��79)D�cA��c���C79)!�9�*�E=,(E79=Z�e��($�
H7G



��� ��� � � ��� � � � � 	������ � � 	 ���$� �
	�� ��� ��� � �$� � ��� �����G� ���

�x���E(`�D�F��=
OX1X2

N0�$�n� ��AV?BAV���$_,��:D�`(E7{79��:!79=D=D"$�EA}_,7�6D� �^�
Cx1x2x3

���9�$(,�q;<79�C� ]9�^=D�H��)
(E�E=Z�����`:D��_h��ACA���:D��� �n����=Z���

C
24��1#.�y�ABy @ N&y.�p"$(E�C�^�97�=DAEP.��79)D�

β0

�$�
θ

L!GB"EA$P��F�bA�)!�Cl4��($�
:D)�6D��=D:>��]��nAC79)DA��F�Hlm79�C_,� �






































































R3(ϕ, ξ, t) =
3

∑

i=1

Xili + ΓIΓ2(ϕ)(re1 + lξe2 + rU(ϕ, ξ, t)), ϕmod 2π, | ξ |≤ 1,

ΓI(β0, θ) = Γ3(β0)Γ2(θ),

U(ϕ, ξ, t) =
3

∑

i=1

Ui(ϕ, ξ, t)ei,

Γ2(θ) =











cos θ 0 sin θ

0 1 0

− sin θ 0 cos θ











, Γ3(β0) =











cos β0 − sin β0 0

sin β0 cos β0 0

0 0 1











.

2 A{y @ N
1��E�

X1, X2, X3

AC79=Z���^�EAU(E7{79��:D7�=D=D"E�$A|:!),($�E=Z���C�p:D�c_h��A�A��c:D���F�|����=Z��� 
 li �EAV���^�3�9�E(&���$)D�

������� A{y @
	
)D=D�^����� �C��:D�,�q;[�iG!�

OXi 
 β0, θ
A�7�=k�t� �$A���=D]9� �$A�:!�EAt�C7��e�M��� 7�=DA}��)!��79)D�n:D�EAt�MGB�EA

OX3

�&�
Cx2 
 rUi(ϕ, ξ, t), i = 1, 2, 3

AC79=Z�p�^�EA�(E79_`��79A���=Z���EAc:D)����E($���E)D�*:D"E�!�F��($�E_`�E=Z�p:!)���79� =Z�
:D)�6>��=D:>��]9�S:>��=!Ao� �SAV?{AC���$_,�3:!�S(E7{79��:!79=D=D"$�EA

Cx1x2x3

:!79=Z�\� �$A��9�$($���$)D��AI)D=!�^�e��� ���$A�AC79=Z�
:D"EAC� ]9=D"$A*�D���

e1, e2, e3 
 r
�&� A

l
A�7�=k�c�^�#����?979=��$�c� �H�F���C]9�E)D�3:!)�6D��=D:>��]���y

WB)!�D�87�A�79=DAnjk)D�h�^���D=D�E)�����:D� ���\��:D�EA�����_,����)D���$A�:>��=DA�� ���$79=D�`:D)�6D��=D:>��]���y !��C79� A
l4��_,�^� �^�EA\:D�cL>� AU�>��ACA��E=Z�3�D����(ed>��j{)!�0�87�� =Z�U:D)b6>��=!:>��]9��y!+����!���E_`� �$����l4��_`� � �^�S:D�cL>� A|�t�F�

H7c



� � ��� �� � � �
� � � � � ��� �
	���-��� � � ����� ����� � ���	 �G�������� ��� � � �,� ���

:D�^���E(&���^79=�:D)����E(&���E)!�p)D=D�@�e���^���
e2

�$�c:D�E){G�L>� A�79=Z�c�F��:D�^���E(&���^79=�:D�EA��9�$($���$)D��A
cos γ0e2 ±

sin γ0e3

24�q;[��=!]9� �
γ0

�$AC�h(E79=DAV�e��=Z�eN&y|WB)D�D��79AC79=DAhjk)
;�� �^A�A�79=Z�b�^=D�&G{���E=DAC� 6D�^�EAEyI-*� 79�CA`=!79)DA
796!���E=D7�=DA*�^�EA3"$]Z��� �@���$ASA�)D�@����=Z���EAt2q��1#.�yiA{y @ N �

| ∂R3

l∂ξ
|= 1, | cos γ0

∂R3

l∂ξ
± sin γ0

∂R3

r∂ϕ
|= 1.

R\=�=!7��e��=Z�
◦ = ∂

∂ξ

�&�
′ = ∂

∂ϕ

P>($�EA�"E]9��� �@���EA3AC79=Z�c"Ejk)D�^�����^�E=Z�cu��














































| R◦
3

l
|= 1 =⇒ 2

l

r
U◦

2 + U◦
1

2 + U◦
2

2 + U◦
3

2 = 0,

| R′
3

r
|= 1 =⇒ 2(U1 − U ′

3) + (U1 − U ′
3)

2 + U ′
2
2
+ (U ′

1 + U3)
2 = 0,

R◦
3 · R′

3 = 0 =⇒ U◦
1 (U ′

1 + U3) + U ′
2(
l

r
+ U◦

2 ) − U◦
3 (1 + U1 − U ′

3) = 0.

2<AByFA9N

�0��=!AU�^���D�C�E_`� �$�o(ed>���D�@���C�S=D79)DA\($79=DAC� :D"$��� 7�=DAo� �$Ao"Ejk)>�M��� 7�=DA�2 A{yDA9N5� � =!"����C� A�"$A��&�I796!���$=D� 7�=DA
�F�	:D"$�8�$=D:>��=D($��:D�$A�lm79=!($���^79=DA

U1, U2, U3

:D� :!"E�D� ��(E�$_,�$=k��:D� �F� � �^]9=D�f_`7i?��E=D=!��:D)
6>��=!:>��]9�

ru(ϕ, t), rv(ϕ, t), rw(ϕ, t)
�

U1 =
l

r
ξw′′ + u, U2 = w, U3 =

l

r
ξw′ − v.

2 AByICZN

WB�3�q;<79= �^=Z����7{:D)D�@�H�^�EA��&GB�D�C�EACA�� 7�=DA�2<AByICZN�:>��=!A`�^�EA�($79=D:D�@��� 7�=DAH:
;�� =D� G{���E=!A�� 6!� � �@��",�&G!��($���EA
���^79��AH7�=	���f796!���E=D�^��jk)D���F��lm79=D(&���^79=

w
=D��:D"$�8�$=D:�jk)D��:D) ���E_`�DA��$�

w′ = w′′ = 0
P

�$��� �$A#lm79=D($��� 79=!A
u, v

�9"E�C�^L>�$=Z�t� ��($79=D:D�@��� 7�=f:
;<�^=D�&G{���E=DAC� 6D�^� �^��"�:D�`�F�a� �^]9=D��_`7i?��E=D=!�,:D)
6>��=!:>��]9���

2(u+ v′) + (u+ v′)2 + (v − u′)2 = 0.
2 ABy HkN

�p79=!(�PO� �$A3(E79=D:!�^���^79=DAn2<AByFC9N�:D�$�{� �$=D=D�$=k� �

U1 = u(ϕ, t), U2 = w(t), U3 = −v(ϕ, t). 2 AByFX9N

+.�f��"$A�)D�@�e���ajk)D�f=!79)DAb�9�$=D79=DA�:
;�796!���E=D�^�bA��^]9=D�@L>��jk)D� �F� A�)D�Vl4��(E�f(&?B�^� =D:!��� jk)D��A�79)DAa� �
(E7�=D:D�^��� 79= :
;�� =D� G{���E=!A�� 6!� � �@��"b�&�h:';<79�V��dD7�]979=>���^�^��"a:D�EA�L>� A`jk)D��(E79�C���$A���79=D:D�$=k�a��)BG (E7{79��K
:D79=!=D"E�$A

ξ
�$�
ϕ

�EAC�|� AC79_`�$���C� jk)D�cu}�F�#A�)D�Vl4��(E�c($?{�^� =D:D�C� jk)D��jk)
;�79=h���E)!�|���$�D��"$A��$=k���E�S�D���I�F�
� �^]9=D�S_`7x?9�$=D=D�c:D"$lm79�C_,"��D� ��=D�3�&�|� �pl4��_`� � �^�|:!�EAU� � ]�=D�EAo:!��79�@���EAI79�V��dD7�]979=>���^�EA$y9s\)D� ACjk)D�*�^�
6>��=!:>��]9�}:D�}�F���C79)D�}A��#���C79)!�����$=�($79=Z�e��(&�p�����E(t�^�#�D�F��=

OX1X2

��� 79�CA3(E�$�C���}l4��_`� � �^�*:!�EA
� �^]9=D�$A*:D�C79�^���EAc�EAV�#�>������� �^�E� �}��)��D�F��=

OX1X2

�$�plm7���_`���q;[��=!]9� �
β0 + π

2

���9�$(H�Y;<�MGB�
OX1

y
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��� ��� � � ��� � � � � 	������ � � 	 ���$� �
	�� ��� ��� � �$� � ��� �����G� ���

+5� �E7�=D�,:!�`($79=Z�e��(&�t:!)��D=D�$)����9�$(,�^���D�F��= AC�,�D�C"EAC�E=Z���,(E79_`_,��)!=����$($����=D]9�^��y5WB)D�!�87�K
A�79=DA�jk)D�h� � �$79=D�,:D�,($79=Z�e��(&�H($79���C�EA���79=D:!�b��)BG �����^�E)D�CA�:!�,�q;[��=!]9� �

ϕ
:>��=DAn�Y;�� =Z���$�C�����^� �

L1 = [ϕ1(t), ϕ2(t)]
y>-p�^79��A

R3(ϕ, ξ, t) = −r(ϕ− π

2
)l1 + lξl2, ϕ ∈ L1, | ξ |≤ 1.

2<AByFY9N

�0��=DA}2<AByIYZNI=!79)DA�AC)D�D��79A�7�=DASjk)D�0� �n�C79)D�p�C79)D�^�*AC)D���q;[�MGB�
OX1

Pkjk)>��=D:a� �n�^� ]9=D��_`7x?9�E=!=D�
:D) 6>��=D:>��]9�

l0
(E7�� =D($� :D�������E(�(E�&�������iG!��2m�Y;<��=D]9�^�

β0 = 0
N&y'�p��2 A{yFYZNc�E=f���$=>��=Z�}(E79_`�!���

:D�,2 ABy @ N�=D79)!Ac7�6!���$=D79=DA��














































u = (
π

2
− ϕ− X1

r
) cosϑ +

X3

r
sinϑ− 1,

v = −(
π

2
− ϕ− X1

r
) sinϑ +

X3

r
cosϑ,

w = −X2

r
, ϑ = θ + ϕ.

2 A{yDG9N

+5�c�87�A��^��� 79=#:!�EA�6�79�C:DA�:!)t6>��=!:>��]9�U�EAV��:D"&L>=D�^�|�>�����^�U(edD��_,�}�9�$($��79���^�E�'2 ABy @ N
A�)D�
ξ = ±1

�

R3,±(ϕ,±1, t) =
3

∑

i=1

Xili + Γ2(θ + ϕ) [r(1 + u)e1 + (±l + rw)e2 − rve3] .

+��^79=DA�u*� �o����=Z���|�^�|AV?BAV���$_,�|:D�EAo($7B7���:D79=!=D"E�$A
Cy1y2y3

24� �I�D� ��=
Cy1y3

�$AC��� �I�D�F��=t_`7i?��E=
P
�Y;<�MGB�

Cy2

�$AC�n�Y;<�MGB��:D���F�b�C7��e����� 79=�:D���F�b��7�)D�xN0�$�}:!"$L>=D�^A�AC79=DAn� �EA#����?979=DA�K ���E($���E)D�CAH:D�$A
�879�^=Z��A3:D�$A*AC)D�Cl4��($�EAc�F����"E����� �$AS:D)��D=D�E)�2 @ N��$�t2 A9N�AC79)DAc�F�tlm79�C_,� �


















































































Rj(ϕ, ψ, t) =

3
∑

i=1

Xili + ΓIIΓ2(ϕ)
[

(−1)jae2 + ce1 + bΓ3(ψ)η1 + bΓ3(ψ)V(ϕ, ψ, t)
]

,

ΓII(β, κ, θ) = Γ3(β)Γ1(κ)Γ2(θ),

V(ϕ, ψ, t) =

3
∑

i=1

Vi(ϕ, ψ, t)ηi,

Γ1(κ) =











1 0 0

0 cos κ − sin κ

0 sin κ cos κ











,

ψ ∈ I1 ∪ I2, I1 = [ψ1, ψ2], I2 = [−ψ2,−ψ1], j = 1, 2. 2 A{yFcZN
1J(E�

Vi(ϕ, ψ, t), i = 1, 2, 3
AC79=Z�p�^�EA�(E7�_,��79A���=k���EA�:D)��9�E(&���$)D�*:!�EAc:D"E�D� ��(E�$_,�$=Z��Ac���E� �����@lmA

:D�EAc�87�� =Z��A�:D�$ApA�)!�Cl4��($�EAc�F����"E����� �EA3:!)��D=D�$)�:>��=DA*�^�#AC?{AC���E_`�t:D�n(E7{79�C:D79=D=D"$�EA
Mη1η2η3

P
X �



� � ��� �� � � �
� � � � � ��� �
	���-��� � � ����� ����� � ���	 �G�������� ��� � � �,� ���

������� AByFA 	

a, b, c
AC79=Z�|:!�EAI(E79=!AC�e��=k���EA02q��1#.�y7AByFA9N yk+I;�� =Z���E�C�����^� �

Ij
(E7������$A���79=D:,un� �0A�)D�Vl4��(E��� ����"$�����^�

:D)��!=D�E)�2 ��N&y�+.�EAp��=D]9�^�EA�:D�$Ap��7��e����� 79=DA
β, κ

:D)�AC?{AC���E_`�t:D��(E7{79��:D7�=D=D"E�$Ap�^� "}u,� �*����=Z���
A�7�=k�����$���^��A��>���C(E�$j{)';<�^� AS:D"&L>=D�^A�A��$=Z�*�^�p:D"$�D�F��(E�E_`�E=Z�3:!)�6D��=D:>��]��0�>���S�����D��79�C�SuH�F�S����=Z���
A�)!���^�EA�:D"$lm7���_,�����^79=DA
:D�$A�AC)D�Cl4��(E�EA5�F�M��"E����� �$A.:D)n�D=D�E)'y�W{)D�D��79A�79=!A�jk)D�U� �$A5�D����79�^A.�F����"E����� �$A
A�7�� �E=Z�#:!�EA#_`�E_H6D����=D�$A0_,�^=D(E�$A0(E7�_,��79A�"$�EA0:!��(���79)B��(edD79)!(�� =D($79_,�!���EACA��^6D� �b24_`7B:D�$� �n:D�
/�7{79=D�&?kKJTc�@�{� � = � @ G �FNo(E79=Z���E=>��=Z�|:D�EA�����_,����)D���$A\� =D� GB���E=DAC� 6D�^�EAU:D� AC�87�A�"E�$A|AC�E�^79=,�^�EAI� �^]9=D�$A
:D�}(E7{79�C:D79=D=D"$�}:D�}�F�H������� ��6D� �

ψ
y>R\=�=D7�����=Z�

∗ = ∂
∂ψ

P>7�=���:D7�=D(��

|
R∗
j

b
|= 1 =⇒ 2(V ∗

2 + V1) + (V ∗
2 + V1)

2 + (V ∗
1 − V2)

2 + V ∗
3

2 = 0.
2<AByIZZN

r*7�)DA*AC)D�D��79A�7�=DA*jk)D�n� �$A3lm79=D($��� 79=!Ac�&�c� �E)!��A�:D"E�C�^��"E�EA*:>��=DA�2<AByFZ9N3AC79=Z�p���$���^���EAEy>-*� 79�CA3�E=
=D"$]9� �^]9����=Z���^�EAS���$��_`�EA�:D)�:D�E){G!�^�E_`�#79��:!���}=D79)DA�796B���E=!79=DAc�Y;�"Ejk)>����� 79=a�^� =D"E��� �C� �

V ∗
2 + V1 = 0.

2<ABy @�� N
+.�EA,6879�C:DA`:D�EA,A�)D�Vl4��(E�$Ah�F�M��"E����� �$A�A�����"E)!=D� ACA��E=Z�������E(�� �b����=k�����&�h�^��6>��=D:>��]9��PI(E��jk)D�
(E7�=D:D)D�@�p��)BGa($79=D:D�@��� 7�=DA&�



















V(ϕ, ψ2, t) = V(ϕ,−ψ2, t) = 0, R3(ϕ, 1, t) = R1(ϕ, ψ1, t),

R3(ϕ,−1, t) = R2(ϕ,−ψ1, t).

2<ABy @�@ N

X @



��� ��� � � ��� � � � � 	������ � � 	 ���$� �
	�� ��� ��� � �$� � ��� �����G� ���

�#= ($79=DA��^:D�E�C��� �$A#:D�E)BGf:D�E�C=D� �$���EA}"$j{)D�����^79=DA0:>��=DA,2 ABy @[@ N*:!��_h��=!� �E�C�H�D�^)DA0:D"&�e���^� � "$�t�&�
�E=�)!���^� � A���=Z�n2 A{y @ N��&�t2 AByIcZN�79=�796!��� �$=k�3�






















































































































bV1(ϕ,±ψ1, t) = ±r sinψ1[w − (1 + u)(β cos ϑ+ κ sinϑ) + v(β sinϑ− κ cosϑ)]−

− l

2
sinψ1[β

2 + κ2] + r cosψ1u+ cosψ1(rw ± l)(β cosϑ + κ sinϑ)−

−r
2

cosψ1(β cosϑ + κ sinϑ)2,

bV2(ϕ,±ψ1, t) = r cosψ1[w − (1 + u)(β cosϑ + κ sinϑ) + v(β sin ϑ− κ cosϑ)]∓

∓ l

2
cosψ1[β

2 + κ2] ∓ r sinψ1u− sinψ1(±rw + l)(β cos ϑ+ κ sinϑ)±

±r
2

sinψ1(β cosϑ + κ sinϑ)2,

bV3(ϕ,±ψ1, t) = −rv ∓ lκ cos ϑ± lβ sin ϑ. 2 ABy @ A9N
r*79)DA.($79=DAC� :D"$��79=DA��^�EA'���E��_`�EA.:!)n:!�E)BGB� �$_,�\7���:D�C�\�>���.�����D�87��C����){G0������� ��6D�^�EA

u, v, w, β, κ
:>��=DA#�^�EA0�D�C�E_`� �$���t�&�}:D�E){G!�^�E_`�H"Ejk)>�M��� 7�=DAEy
�p;<�$AC�n=D"E($�EACA����^������79)D�0�^�t(���� (E)!��:D)f����������� �
:D�}�F���D���$A�AC� 79=�A�)D���^�EA3:D"$�D�F��($�E_`�E=Z��A3�{� �V��)D�$� A$y

+\;�"E=D�$��]9�^����7����$=Z��� �$� �^�#:D�t:D"&lm79��_,����� 79=�:D)�(���79)B��(edD79)!(t:>��=!Ap� �}(E��:D����:D)�_`7{:D�E�^�n:!�
/�7B7�=D�$?ZK�T��^�{�^� =aAE;��&GB�D�C� _`�#�>�����F�tlm7�=D($��� 79=D=!�E� �^� �

E[V] = b2
2π
∫

0

∫

I1∪I2

[k1(Ic − 3) + k2(IIc − 3)] (
c

b
+ cosψ)dϕdψ, IIIc = 1,

2 A{y @ C9N

7��
k1, k2

A�7�=k�t� �$A�($7B� �,($� �$=k��AH��79A��@���^���EA$P
Ic, IIc, IIIc

AC79=Z�H� �$At�^=k�����C�F��=Z��An:!)����$=DA��$)D�
:D� :!"$lm79�C_h����� 79=!Aa:D���S��)D(edZ?kK .}�C�E�$= � @ G �Yyc�0��=DA��^� (���A�:
;�)D= _`� �^� �E)�(E79=Z���^=k) u	:D�E)BG
:D� _`�E=DAC� 79=!A3� �0���$=DA��$)D�c:D���S��)D(edZ?ZK#.#���E�$=

C2

�EAC�c:D"&L>=D���>���&�


























































dR2
j = (

∂Rj

∂ϕ
)2dϕ2 + 2

∂Rj

∂ϕ

∂Rj

∂ψ
dϕdψ + b2dψ2 =

=





c11 c12

c12 1









(c+ b cosψ)dϕ

bdψ



 ·





(c+ b cosψ)dϕ

bdψ



 ,

C2 =





c11 c12

c12 1



 .

2 ABy @ HkN
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� � ��� �� � � �
� � � � � ��� �
	���-��� � � ����� ����� � ���	 �G�������� ��� � � �,� ���

+.�EA*��� �^79=D]9�$_,�$=Z��AS�D�C� =D($� �>��)BG
λ1, λ2

A������ AVlm79=Z��:>��=DA�(E�}(E��Ac��)BG�"$]Z��� �@��"$�EA

λ2
1 + λ2

2 = c11 + 1, λ2
1λ

2
2 = c11 − c212.

R\=�l4��� A���=k���^�EA�(���� (E)!� AS($79���C�EA���79=D:D��=Z��Ac79=�����79)B�9���










c11 = 1 + S1 + S2, S1 = − 2b

c + b cosψ
[V ′

3 + V2 sinψ − V1 cosψ] ,

c12 = (V ′
2 − V3 sinψ)

b

c+ b cosψ
− V ∗

3 .

2<ABy @ X9N

1J(E�
S2

�EAV�#)D=D�H]�����=D:!�E)D�0:!)f�D���$_,�^�E�c79��:D�C�H�>���*�����!�879�V�#��){G�($79_`�879A���=Z���$A0:D)��9�$($���E)D�
V

�&�*AC�EAc:D"E�C�^��"E�EA$y��0��=DA�� �#(E��A3���C� :D�^_,�$=DA��^79=D=D�$�'� �0���E=DAC�E)D�c:D���S��)D(edZ?ZK#.#���$�E=��EAC�

C = (
∂R

∂r
)T (

∂R

∂r
), R = R(r, t),

�$�cAC�EAc� =Z������� ��=Z��ASAC79=Z�p�^� "EAS��)BG����^� 79=!]9�E_`�E=Z��A��D���^=D(E�^�>��)BG
λ1, λ2, λ3

�

Ic =

3
∑

k=1

λ2
k, IIc =

3
∑

i<j

λ2
iλ

2
j , IIIc = λ2

1λ
2
2λ

2
3.

�0��=!A*�^�#(���:D�C�}:D)�_`7{:D�E�^�0:D��/�7{79=D�$?ZKJTc�@�B�^� =b:!)�(E��79)!��(edD79)D(n� =D($79_`�D���$A�A��^6D� � �

Ic = λ2
1 + λ2

2 +
1

λ2
1λ

2
2

, IIc = λ2
1λ

2
2 +

λ2
1 + λ2

2

λ2
1λ

2
2

, IIIc = 1.

�p79=!(�P��F��lm79=D($��� 79=!=D�E�^� �#:D�n�Y;�"E=D�$��]9�^�}�87����E=Z���^�E�^� �`2 A{y @ C9N��D�C�E=D:��F��lm79��_`�}A�)D�@����=Z���nA��5�Y;�79=
���^�E=Z�c(E79_`�!���#:D�,2 ABy @ X9N �

E[V] =

2π
∫

0

∫

I1∪I2

(k1 + k2)b
3

c+ b cosψ

[

4(V ′
3 − V1 cosψ + V2 sinψ)2+

+(V ′
2 − V3 sinψ − (

c

b
+ cosψ)V ∗

3 )2
]

dϕdψ.

2<ABy @ YZN

s\)D� ACjk)D�0�Y;��&GB�D�C�EACA�� 7�=hA�7�)DAS� ��AC� ]9=D�c:
;�� =Z��"$]9���M��� 7�=,:>��=DA#2<ABy @ YZNI�$AC��j{)D��:D���M��� jk)D�c�>���U�����BK
��79�C�}��)BG�($79_`�879A���=Z���$A0:D)f�9�$($���$)D�#:D"$�D�F��($�E_`�E=Z�}� ��l4��)!�pA��$)D� �$_,�$=k�})B��� �^� AC�E�c� �EAc���$��_`�EA
� �^=D"���� ���$A}�>���n�����D��79�V�H��){G�]�����=D:!�E)D�CAt:D)��!���E_`� �$�}79��:D�C�h:D��2 ABy @ A9N#:>��=!At� ��(E��� ($)D�|:!�EA
� =Z��"E]9����� �$An2 ABy @ YZN y

+��#����������� �
:!��� �H�D���$A�A��^79=�AC)D�c� �EA�:D"$�D�F��(E�E_`�E=Z��A��{�^�C��)!�E� A�:D�$A*:!"$lm79�C_h����� 79=!A3:D�EAcA�)D��K
XdC
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	�� ��� ��� � �$� � ��� �����G� ���

l4��(E�$Ac� ����"$�����^�EA3:D)��D=D�$)��&�c:D)�6D��=D:>��]��#�EAC� �














































































δA =

3
∑

k=1

δAk, δAk =

∫

σk

pnkδRkdσk,

δA1 = p

∫

I1

2π
∫

0

[R′
1 × R∗

1]δR1dψdϕ,

δA2 = p

∫

I2

2π
∫

0

[R′
2 × R∗

2]δR2dψdϕ,

δA3 = p

1
∫

−1

2π
∫

0

[R′
3 × R◦

3]δR3dξdϕ.

2 ABy @ G9N

�0��=DAp2 ABy @ G9N
p

�EAV��� �#�D���$A�A��^79=h:D��=DAU� �3�D=D�$)hjk)D�O���E)!� �$�����c(E79=DAC� :D"$��"$�*($79_,_`�3(E7�=DAC����=Z���
��)�($79)D�CAc:!�nAC79=������������^�
��)�A��$(E79=D:�79��:!���#�D�C�EAEy�s579)D��� �#6>��=D:>��]9�#7�=�796B��� �$=Z�3�

δA3 = plr2

1
∫

−1

2π
∫

0

[

δU1 −
r

l
U◦

1 δU2 + (U ′
1 + U3)δU3

]

dξdϕ.
2 ABy @ cZN

R\�c�$=DA�)D�@���}�E=�)!��� � �^A���=Z�n2<ABy HkN��$��2<AByDX�N�=D79)DA3���C79)!��79=DA��

δA3 = −2plr2

2π
∫

0

[−δu+ (u′ − v)δu′ ] dϕ.
2 ABy @ ZZN

��79=!lm79�C_,"$_,�$=k�Hu�2<ABy @ G9N}�^�,����������� �\:D�h�F���D���$A�A��^79= jk)>��=D:�� �\?���:D�EAt:D"$lm79_,����� 79=DAn:D�$A
A�)D�Vl4��(E�$A,� ����"$�����^�EAEP��E= ���$=>��=Z�`(E79_`�!���a:D�EA����$��_`�EAp�C)DACj{)';[��) :D�$)BGB� �E_`�a79�C:D����(E7�_,�D�C� A
�>���������!�879�V�c��)BGhlm79=D($��� 79=!A

Vi, i = 1, 2, 3
�$��� �$)D��A�:D"$���@�9"E�$AEPO�EAV�c"E]Z����u��







































































δA1 = pb3
2π
∫

0

∫

I1

[

δV1(
c

b
+ cosψ − V ′

3 + V1 cosψ − V2 sinψ)−

−δV2(
c

b
+ cosψ)(V ∗

1 − V2) + δV3(V
′
1 + V3 cosψ)

]

dϕdψ,

δA2 = pb3
2π
∫

0

∫

I2

[

δV1(
c

b
+ cosψ − V ′

3 + V1 cosψ − V2 sinψ)−

−δV2(
c

b
+ cosψ)(V ∗

1 − V2) + δV3(V
′
1 + V3 cosψ)

]

dϕdψ.

2 AByFA � N

'#)D��=Z�3u�� �nlm79=!($���^79=
V3(ϕ, ψ, t)

=D79)DA���� �^79=DAI�F�}���$�D��"$A��E=Z���E�����D�!��7�GB� _,�����@�9�E_`�E=Z�U�>���|� �$A
:D�E)BG��D���$_,�^�E�CA*���$��_`�EA0:!��A��hAC"E���^� !��x?{�^79�#��)BG���79� =Z��A

ψ = ±ψ2

�E=����E=>��=Z�}($79_,�B���t:!�
XdH
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2 A{y @ A�N �

V3(ϕ, ψ, t) =
1

b(ψ1 − ψ2)







−(rv + lκ cosϑ− lβ sinϑ)(ψ − ψ2), ψ ∈ I1,

−(−rv + lκ cosϑ− lβ sinϑ)(ψ + ψ2), ψ ∈ I2.2<AByDA @ N
R\= ���E=>��=k�`($79_,�B����:D� 2 ABy @�� Nn�$��2 ABy @ A9Nt=!79)DA`��� �^79=DAH�C�E�D�C"EAC�E=Z���$�,�^�EA�lm79=D(&��� 7�=DA

V1, V2���D�!��7�GB� _,�����@�9�E_`�E=Z���>���3� �EA�AC"E���^�EA�!��x?{�^79����)BG���79�^=k��A
ψ = ±ψ2

�











































































V1 = −2P1(ψ ∓ ψ2) + 3P2(ψ ∓ ψ2)
2,

V2 = P1(ψ ∓ ψ2)
2 − P2(ψ ∓ ψ2)

3, ψ ∈ I1 ∪ I2,

P1 =
V1(ϕ,±ψ1, t)

(±ψ1 ∓ ψ2)
+

3V2(ϕ,±ψ1, t)

(±ψ1 ∓ ψ2)2
,

P2 =
V1(ϕ,±ψ1, t)

(±ψ1 ∓ ψ2)2
+

2V2(ϕ,±ψ1, t)

(±ψ1 ∓ ψ2)3
.

2<AByDA�A9N

�p79=!(�P�=!79)DA�7�6!���$=D79=DAo�q;<� GB�D���$A�A��^79=H��79)D�5� �I�����x�����^�k:D��� �*�D�C�EA�AC� 79=t�$�o�q;<"$=D�E�C]9� �I��7����$=Z��� �$� �^�
A�)!�c�^�EA�:D"&lm79��_,�����^79=DAS:!�EA�A�)D�Vl4��(E�$A*� ����"$�����^�EAS:!)��D=!�E)��&��:D)�6>��=D:>��]9���

δA− δE[V] = −
2π
∫

0

[

n0δu+
1

2
n01δu

2 +
1

2
n11δu

′2 +
1

2
n02δv

2 +
1

2
n12δv

′2+

+m21v
′δu+m12u

′δv +m20vδu
′ +m02uδv

′] dϕ−

−r
2

2
n03δw

2 − 1

2
n05δ(κ

2 + β2). 2<AByDAdCZN
+.�EA�($7B� �,($� �$=k��A�:>��=DAa2 AByFA�CZN}A�79=Z��:D"&���E�C_,�^=D"EAt�>���H:D�$AH(���� (E)!� A������$AH�979�^)D_,�^=D�E){GQ2 �979�^�
AnnexeB

N yUr*79)DA��C�E_,����jk)D�$��79=DA�AC�E)D�^�E_`�E=Z�`j{)!���q;<� GB�D���$A�A��^79= 2 AByFA�CZNt�$AC�,��6DAC79� )D_`�E=Z�
=D"$]Z�����@�9�}�E=�(E7�=DA�"$j{)!�E=D($�H:D�,2 ABy HkN y

X�X



��� ��� � � ��� � � � � 	������ � � 	 ���$� �
	�� ��� ��� � �$� � ��� �����G� ���

�H��� ��� � n&��wJr�p � � � � r ��m/u�� uWp �

rc79)DA����$�D��"$A��E=Z���E��7�=DAp�q;<"$=D�E�C]9� �0($� =D"&���^j{)!�n:!�n� �H��79)!�nAC79)DA��F�Hlm79�C_,� �


































T = Td + Tb,

2Td = md

3
∑

i=1

Ẋi

2
+ J1d(κ̇

2 + β̇2 cos2 κ) + J2d(θ̇ + β̇ sin κ)2,

2Tb = ρr

∫ 2π

0

3
∑

i=1

Żi
2
dϕ, (Ż1, Ż2, Ż3) = Ṙ3.

2 AByFAdHkN

1J(E�
md, J1d, J2d

A�79=Z�*�F��_h��A�A��}�&�p�^�EAc_,79_`�E=Z��Ac:';<�^=D�E�V��� �}:D�n�F�*����=Z�����C�E�F�M���^���E_`�E=Z�*��)BG
�MGB�EA

Cy1, Cy2

y|+\;<"$=D�E�C]9� ��(E� =!"$���^jk)D��:D)Q6D��=D:>��]����$�b:D�EAbAC)D�Cl4��(E�EAa� ����"$�����^�EA`:D)Q�D=D�$)
:>��=DA�2 AByFAdHkNb�$AC�����E�!��"EAC�E=Z��"$� A�79)!A�� �	AC)D�D��79A��@���^79=�jk)D����79)B��� �F�	_h��A�A�� :D)��D=D�$) �EAV�
��"E]�)D� �^�E���$_,�$=Z��:D� AV���C� 6D)D"$�a� �b�^79=D]f:D�a� ��� �^]9=D�h_`7x?9�$=D=D�

l0
���9�E(�� ��:D�E=DAC�^��"a� � =!"����^���

ρ
y

+��$A�]�����=D:!�E)D�CA
Żi, i = 1, 2, 3

AC79=Z�t�^�EAn�D��7i�C�E($��� 79=!An:!�,� �a�{�@���EACA��`:D)���79�^=k�}:!�,� ���^� ]9=!�
_,7x?9�$=D=D��:!)�6>��=D:D��]9��AC)D�h�^�EAh�MGB�EAh:!)�AC?{AC���E_`��:D��(E7{79��:D7�=D=D"E�$A

OX1X2X3

�&�bAC79=Z�
"E]Z���^�EAcu��











































Ż1 = Ẋ1 − rθ̇[(1 + u) sinϑ + v cosϑ] + ru̇ cosϑ− rv̇ sinϑ,

Ż2 = Ẋ2 + rẇ,

Ż3 = Ẋ3 − rθ̇[(1 + u) cosϑ− v sinϑ] − ru̇ sin ϑ− rv̇ cosϑ.

2 AByFA[X9N

r*79)DA�:D"E:!)D� �C79=DA5� �EA5"Ejk)>�M��� 7�=DA�:!)t_`79)!�9�$_,�$=Z�o�$��� �$A�($79=D:D�@���^79=DA5uc� ��lm�C79=Z���^�E���U:D�U�F���E79=!�
:D�}(E79=Z�e��($��2 	&�� ������f�^=D(E79=!={)!�xNSu��>���V��� ��:D)��D���^=D(E�^�8�p�����C�F����� 79=!=D�E��:D�3(p��_,�^�^��7�=
yB/���� A
�D���$_,�^�E���$_,�$=Z��� �S�$AC�,=D"E($�EA�A���� �C��:D��:!"$���$��_`� =D�$��� �$A��&GB�D���$A�AC� 79=DA,:D)	�����������^��:D�$A`lm79�C(E�$A
�&G{��"$��� �$)D���$A*�&�c:D�EA�_`79_,�$=Z��A����D�!� � jk)D"$Acu�� �c����=Z���}A�)!�c�^�EA�:D"$�D�F��($�E_`�E=Z��A3�{� �V��)D�$� A&�

δAF = (F1 cos β − F2 sin β)δX1 + (F1 sin β + F2 cos β)δX2 − PδX3+

+M1δκ+M2δθ + (M2 sin κ+M3 cos κ)δβ.

2 AByFA�YZN

/���� =Z���$=>��=Z��79=������ GD��_,�^=D�E�3�^�EA3� � ��� AC79=DA1�
WB)!�D�87�A�79=DApj{)!�H�F�`��79)D�t��79)D�^�tA���=DA0]9�^� ACA��E_`�E=Z�EP8($�Hjk)D��AC� ]9=D�@L>�nj{)!�H� �$Ap�{�^���$A�AC�EA#:D�$A

�879�^=Z��A#:D���F�b�^� ]9=!�H_,7x?��E=D=D��:D)�6>��=!:>��]9��AC79=Z��"$]Z���^�EA}u��E"$��7�:>��=DA}� � �E79=D��:D��($79=Z�e��(&�
L1 = [ϕ1(t), ϕ2(t)]

P
(�;��EAV�CK�uiKJ:D�^���
Żi = 0, i = 1, 2, 3

y
�p���F�b($79=D:D�@���^79=
Ż2 = 0

A$;<�$=DA�)D�@�
�F��� �F��� A�7�=fdD79� 7�=D79_`�

X2 = −rw 2 ����7�� A��^�E_`��(E79=!:D�^��� 79=�:>��=DAh2 A{yDG9NnN&y�- (E�`_,7�_,�$=k�VKJ� u
X�Y



� ��� � ��� ��������� ��� 	�� � � ��� �� � � �

=D79)!A�AC)D�D��79A�79=!A�jk)D�U�F�3(E7{79��:!79=D=D"$�
X2

�EAC��)D=D�U(E7{79�C:D79=D=D"$�I:D��+���]�����=D]��U�^=D:D"$�8�$=D:>��=Z����y
-p�^79��A�� �$A�:D"$�D�F��($�E_`�E=Z��A��B�^�C��)D�E�^A�A��M��� AVlm79=Z�\��){GH"$]Z��� �@��"$�EA

δZi = 0, i = 1, 3
y����EA\"$]Z���^�^��"$�EA

���E)!���E=Z� �$�����c796!���E=k)D�EA��E=h(edD��=D]Z��=Z��� �EAI:D"$���@�9"E�$AS�>���I�����D��79�C�|��)`���E_`�DAU�E=,�F�#�������F�M��� 7�=
:D�$Anlm79=!($���^79=DA#($79���C�EA���79=D:D��=Z���EAn:>��=!Ah2<AByFA[X9N&y
+��H����������� ��:D�EA}��"E��($��� 79=!A}���D�D�^� jk)D"E�$Anu�� �
� �^]9=D�0_`7x?9�$=D=D�n�EAC�c"$]Z����u��

δN1 + δN3 =

∫

L1

[µ1(ϕ, t)δZ1 + µ3(ϕ, t)δZ3] dϕ+ µ11δZ11 + µ12δZ12, 2<AByDA�G9N

1J(E�
µ1, µ3, µ1k, k = 1, 2

A�79=Z�n� �$A}_H)D�^��� �D�^� (E�����$)D��A*� =D:D"&���$��_`� =D"$An:!�,+���]�����=D]��`(�;<�$AC�VK�uMK
:D�^���#� �$A3(E79_`��79A���=Z���EA�:D�}�F�H�C"���(&��� 7�=a:D�EAc� � ��� AC79=DAEyB+\;<�^=D:D�^(E�

k
� =!:D� jk)D�0�^�EA���"E��($��� 79=!A3:D�EA

� � ��� AC79=DAI�$��� �$A|:D"$�D�F��(E�E_`�E=Z��A|�{� �V��)D�$� A|��)BG,�87�� =Z��A|:D�p� �}lm�C79=Z��� �$���c:D�p� � �$79=D�p:!�p(E7�=k����($�Ey
�0��=!Ah2<AByFA[G9N*�^�EA#_H)D�@���^�D� �^(������E)D�CA

µ3k

AC79=Z����6DA��$=Z��A}�>���C(E��jk)D��=D79)DA#AC)D�D��79A�79=!A�jk)D��� �$A
(E7�_,��79A���=k���EA�:D�EAH�C"���(&���^79=DAn:D�EA�� �F��� A�7�=DA#A�79=Z�t={)!� � �$A�AC)D�t�q;[�iG!�

OX3

��)BG �87�� =Z��An:D�h� �
lm��7�=k��� �$���#:D�}�F� �$79=D�}:D�}(E79=Z����($�Ey

r*79)DA��D���$=D79=DA �F��(E79=D:!�^���^79= :';<�^=D�&G{���$=DA��^6D� �^�^��"Q2 A{yIHkN��87�)D��� �$Af�87�� =Z��A�:D� �F���^� ]9=!�
_`7i?��E=D=!��:D)�6>��=!:>��]9�

l0
(E79_`_`�0�F�H�^�F���^A�79=b�$=�:!�EdD79�CA*:!�n� � �E79=!�n:!�n($79=Z�e��(&���

2Z6 = (1 + u+ v′)2 + (u′ − v)2 = 1.
2<AByFA�cZN

+.�#�����������^�
(E79�C���$A���79=D:>��=Z�cA�)!�c�^�EA�:D"$�D�F��($�E_`�E=Z��A3�{� �V��)D�$� A3�$AC�c"E]Z����u �

δN6 =

∫

L2

λ(ϕ, t)δZ6dϕ, L2 = [ϕ2, 2π + ϕ1],
2<AByDAdZZN

1J(E�
λ

�$AC�c� �#_t)D�^��� �D�^� (��M���E)!�|�^=D:D"$���E�C_,�^=D"#:D�n+���]9����=D]9��y
+��#�!��� =!(E� ���0������� �����^79=D=D�$�':D��(*��_,�^�^��79=hA$;<� G!�!��� _`�}�>���3�

t2
∫

t1

(δT + δAF + δA− δE + δN1 + δN3 + δN6)dt = 0.
2 AByIC � N

�0��=!A�2<AByFC � Nb� �EAa�^=D(E7�=D=k)D�EA�(E79�C���EAC�87�=D:>��=Z���$A�AC79=Z�
2π

KJ��"E�C� 7{:D� jk)D�$Aa�>���������D�87��C��u	�F�
������� ��6D�^�

ϕ
y�+��3:!79_h��� =D�|:
;<�^=Z��"E]�������� 79=

[t1, t2]∪ [ϕ1, ϕ1 +2π]
AC�Slm����(&��� 7�=D=D�S�>���o�F�p($79)D�C68�

ϕ = ϕ2(t)
�E=n:D�E){Gn�>���C��� �$A"�

[t1, t2]∪L1

�&�
[t1, t2]∪L2

yis579)D��(ed>��jk)D�U�>���V��� ��=D79)DA�)!��� � �^A�79=!A
�F�#lm79�C_H)D� ��:D�1.#���$�E=
y*�0=`�E=h:!"E:D)D�@�U� ��AC?{AC���E_`�p:
;�"Ejk)>�M��� 7�=DAI� =Z��"$]9��7�K :D�^%8"E�C�E=Z���^�E�^� �EAo�x���E(
:D"$���^��"E�$A�79��:D�^=>���^�����$�t�>���C��� �$� � �$A}�$�H($79=D:D�@���^79=DAnA�)D��� �EA�A���)B��A���){G���79�^=k��A��^� _`�^���EA#:D�b� �

X�G



��� ��� � � ��� � � � � 	������ � � 	 ���$� �
	�� ��� ��� � �$� � ��� �����G� ���

�E79=D�}:D�}($79=Z�e��(&�H2m(E79=!:D�^��� 79=DA3�^� _`�^���EA�:B?B=D��_,�^jk)D�EA�N&�






















































































































































































































































































































































− d

dt
∇Ẋ1

T + F1 cos β − F2 sin β +

∫

L1

µ1dϕ+ µ11 + µ12 = 0,

− d

dt
∇Ẋ2

T + F1 sin β + F2 cos β = n03X2,

− d

dt
∇Ẋ3

T − P +

∫

L1

µ3dϕ = 0,

− d

dt
∇β̇T +M2 sin κ+M3 cos κ− n05β = 0,

∇κT − d

dt
∇κ̇T +M1 − n05κ = 0,

∇θT − d

dt
∇θ̇T +M2 +

∫

L1

(µ1
∂Ż1

∂θ̇
+ µ3

∂Ż3

∂θ̇
)dϕ+ µ11

∂Ż11

∂θ̇
+ µ12

∂Ż12

∂θ̇
= 0,

pour ϕ ∈ L1 = [ϕ1(t), ϕ2(t)] :

−n0 − n01u+ n11u
′′ − (m21 −m20)v

′ + µ1r cosϑ− µ3r sinϑ = 0,

−n02v + n12v
′′ − (m12 −m02)u

′ − µ1r sin ϑ− µ3r cos ϑ = 0,

pour ϕ ∈ L2 = [ϕ2(t), ϕ1(t) + 2π] :

∇uT − d

dt
∇u̇T − n0 − n01u+ n11u

′′ − (m21 −m20)v
′ + λ(1 + u+ v′) − [λ(u′ − v)]′ = 0,

∇vT − d

dt
∇v̇T − n02v + n12v

′′ − (m12 −m02)u
′ − [λ(1 + u+ v′)]′ − λ(u′ − v) = 0,

ρr3[u̇]kϕ̇k − (−1)k[λ(u′ − v)]l(k) + n11[u
′]k + rµ1k cosϑk = 0,

ρr3[v̇]kϕ̇k − (−1)k[λ(1 + u+ v′)]l(k) + n12[v
′]k − rµ1k sin ϑk = 0,

k = 1, 2; ϑ = θ + ϕ, ϑk = θ + ϕk. 2 AByIC @ N
X�c



� ��� � ��� ��� ����� ������� 	���� � ��� � � ��� ���� �$��� �D��������� � ��� ������ ��� ����� ������ 	�� � � �(�

1J(E�
[f(ϑ)]k = f(ϑk + 0)− f(ϑk − 0)

�$AC�3�^�pA���)!�3:D�0� ��lm79=D(&���^79=b��)a��79�^=k�Ulm��7�=k��� �$���0:D�p�F�
�E7�=D�3:D�3(E7�=k����($�EyZ+\;<�^=D:D�^(E�

l(k)
� =!:D� jk)D�������^�E)D��:D�3�F�clm79=D($��� 79=t(E79�C���EAC�87�=D:>��=Z����AC)D�

ϑ1−0
jk)>��=D:

k = 1
�&�*AC)D�

ϑ2 + 0
jk)>��=D:

k = 2
yO+.�}AC?{AV���E_`�a2<AByIC @ N�(E7�_,�D�C�E=D:�:D�@Gb"Ejk)>����� 79=!A

:D)�_`79)!���E_`�E=Z�0�&�0jk)>��������(E79=D:!�^���^79=DAc�87�)D�*�^�EA*A���)!��Ap:D�$Aplm79=D(&���^79=DA*��)BG��87�� =Z��Ac� �^_,�@���EA
:D���F���$79=D��:D��(E79=Z����($�Ey51J��l4��)!�n�E=D($79���`�i�C7�)!���$�}����79�^A#"Ejk)>����� 79=!An:!�`�^�F���^A�79= 24�D�C�E_`� �E�p�$�
���C79� AC� �$_,�c"Ejk)>����� 79=!AS:>��=DA#2 AByFG9NU:D��=DAS� � �E7�=D�#:D�0($79=Z�e��(&�3�$�3($79=D:D�@���^79=h:
;�� =!�&G{���$=DA��^6D� �^�^��"
:D�`�F�a� �^]9=D�H_`7x?9�$=D=D�`:D)�6>��=D:>��]9���$= :D�$dD79�CA�:D�`�F���$79=D��:D�`(E79=Z�e��($� N y�r*79)!A�796B���E=!79=DA
)D=�AC?{AC���E_`��($79_`�D� �&�3:D�n:D�@GkKJAC�E�!��"$jk)>�����^79=DAc���9�$(�:D� GkKJA��$�!�c� =D($79=D=k)D�$A

X1, X2, X3, β, κ, θ, ϕ1, ϕ2,

µ1, µ3, λ,

µ11, µ12,

u, v (
:>��=DA

L1), u, v (
:>��=DA

L2).

1J�'l4��)B�����$=D� ��(E79_`�!���0��)DA�AC�
:D�$A3(E79=D:!�^���^79=DA|:D�#(E79=Z��� =k)D�^��"p:D�$ASlm79=D(&��� 7�=DA
u, v

��)BGh�879�^=Z��A
:D���F�clm��79=Z���^�E�C�3:D�3�F�1�$79=D��:D�3(E7�=k����($�*2m� �$A\(E79=D:!�^���^79=DAo�^� _`�^���EA5(E� =!"E_,�����^j{)!�EAeN yZ���$A|($79=D:D� K
���^79=DASAC79=Z���F�t($79=DAC"Ejk)D�E=!(E�n:D�#�Y;��&GB� AV���$=D(E�#:D�$ASlm79=D(&��� 7�=D=D�E�^� �$A�:D�0�q;<"$=D�E�C]9� �p�87����E=Z���^�E�^� �c�$�
AE;��&GB�D�C� _`�E=Z�c�>���3�

[u]k = [v]k = 0, k = 1, 2.
2 AByIC7A9N

�¡��� �	� � � ��w��¼w�
 ��u ��u��Jn ��r ��u�u0� �¼u�� �Ân��0n �2� ���0w�� ��w � ��u�� � �Cn�
��w � � u�� � � �Qp�u��

WB���F� ��79)D��A������C79)!�9���E=�"$jk)D� �^� 6D�C��PI���^79��A���7�)!���$A,�^�EA`]9����=!:D�E)D�CAhjk)D�c:D"$LD=D� ACA��E=Z�a� �
��79A��@��� 7�=b�$�3� �t:D"&lm79��_,�����^79=h:!)a�D=D�E)'PD� �$AS_H)D�@��� �!� � (E�����$)D��AI:D�}+���]�����=D]���P{� �EA|lm79��($�EA3�&G{��"&K
���^�E)D�C�EAc�$�*� �$A*_`79_`�E=Z��Ac���D�!� � jk)D"$Acu,�F�*����=Z����=D�n:D"$�8�$=D:D�E=Z�#�D��A*:!)����$_,�!AEy8WB)D�D��79AC79=DA
jk)D�

θ = 0
_h���^AS� �$A3]9����=D:D�E)!��A

X1, X2, X3 − r, β, κ, ϕ2 − ϕ1, u, v

�$�n�^�E)D�CAn:!"E���@�9"$�EAt�D���#�����!�879�V��u
ϕ

A�7�=k�n���$���^���$A}:>��=DAn�F�b��79A��@���^79= :
;<"$jk)D� �^� 6D�C��y
+\;<��=D]9�^�
ϕ

���E=D:����E�CA
π
2

:D��=DAc�F� �$79=D��:D�t($79=Z�e��(&��y�R\=�)!���^� �^A���=Z�c� �}(ed>��=!]9�E_`�E=Z�#:D�n������� ��6D� �
ϕ =

π
2

+ α, α ∈ L1 = [α1, α2], αk = ϕk − π
2

=D79)DAh"E(E�C�^��79=DAb�^�EAh"$jk)>�����^79=DA�2 AByIC @ N y|R\=
XdZ



��� ��� � � ��� � � � � 	������ � � 	 ���$� �
	�� ��� ��� � �$� � ��� �����G� ���

=D"E]9�^� ]9�E��=Z�S�^�EA�]�����=D:!�E)D�CAS:D)a:D�$)BGB� �E_`�079�C:D���p�$�3�D�^)DA��D���S�����D�87��C�3u�(E�EAS�����C�F��6!� �EAU=D79)!A
796!���$=D79=DA��















































































































































































































































F1 − F2β +

∫

L1

µ1dα+ µ11 + µ12 = 0,

F1β + F2 = n03X2,

P =

∫

L1

µ3dα,

M2κ +M3 − n05β = 0,

M1 = n05κ,

M2 −
∫

L1

µ1rdα− µ11r − µ12r = 0,

pour α ∈ L1 = [α1, α2] :

−µ1rα− µ3r = n0 − n11 + (n01 + n11 −m21 +m20)(
X3

r
− 1),

−µ1r + µ3rα = (m12 −m02 + 2n12)α + (m12 −m02 + n12 + n02)
X1

r
,

pour α ∈ L2 = [α2, α1 + 2π] :

−n0 − n01u+ n11u
′′ − (m21 −m20)v

′ + λ− [λ(u′ − v)]′ = 0,

−n02v + n12v
′′ − (m12 −m02)u

′ − λ′ − λ(u′ − v) = 0,

(−1)k[λ(u′ − v)]l(k) − n11[u
′]k + rµ1kαk = 0,

(−1)k[λ]l(k) − n12[v
′]k + rµ1k = 0, k = 1, 2.

2 AByIC[CZN

�p�b2<AByIC[CZN|79=����E)!�c:D"$:D)D� �C�
µ1, µ3

:>��=DA��F� �E7�=D�}:D��($79=Z�e��(&�
L1

�











µ1r = (n11 − n0 −m12 +m02 − 2n12)α− (m12 −m02 + n12 + n02)
X1

r
,

µ3r = −n0 + n11 − (n01 −m21 + n11 +m20)(
X3

r
− 1). 2 AByIC�HkN

RI=���79A���=Z�
λ = n0+λ1

P�7��
λ1

�EAC�o)D=D�S]9����=D:D�$)D�o:D)��!���E_`� �$��79�C:D���|�$�\�$=�)!���^� �^A���=Z��2 AByFA�cZN
� � =!"����C� A�"

u = −v′ P.=!79)DAt� GB�D���^_,�$��79=DA}�^�EAn"Ejk)>����� 79=DAnjk)D�I:D"$LD=D� ACA��E=Z�t� �EAn:D"&lm79��_,�����^79=DA
Y �



� ��� ����� ��� ����� ������� 	��
� � ��� ���

:D�}�F���^� ]9=D�p_,7x?9�$=D=D�}A�7�)DA*� �tlm79��_`� �


















(n0 − n11)v
′′′ + (n01 + n0 −m21 +m20)v

′ + λ1 = 0,

(m12 −m02 + n0 + n12)v
′′ + (n0 − n02)v − λ′1 = 0.

2<AByFC[X9N

+.�EAcA�79�^)!���^79=DAS:!�n($�EAc"Ejk)>����� 79=!A3:>��=DA
L2

AC79=Z� �

v(α) =
4

∑

i=1

Gie
piα, α ∈ L2.

2<AByFC�YZN

1J(E�
pi, i = 1, · · · , 4 A�7�=k�c�^�EA�����($� =D�$A�:D�}�Y;�"Ejk)>����� 79=a(E������(&��"$��� AV���^j{)!� �







a0p
4 + a1p

2 + a2 = 0,

a0 = n0 − n11, a1 = 2n0 + n01 +m12 −m21 +m20 −m02 + n12, a2 = n0 − n02.2<AByFC[G9N
+.�EAc����($� =D�$A3:D�}�Y;�"Ejk)>����� 79=�(E������(&��"$��� AV���^j{)!�#�879ACA��$:D�E=Z�0� �H�D��7��D���^"$��" �

p1 = −p3, p2 = −p4.

s�79)D�I:D"&L>=D�^�U:D��=DAp2 AByIC[YZN��^�EAI(E7{���`(E�^�E=Z��A
Gi

=!79)DA|��� �^79=DAo"$(E���^����� �$AI(E79=D:!�^���^79=DAc2<AByFC[A9N
���9�$(��D�C"E($� A��^79=t�C)DA�jk)
;<��)��D���$_,�^�E�379�C:D���#�^=D(E�^)DA&�































































4
∑

i=1

Gie
2πpi =

X1

r
,

4
∑

i=1

Gi =
X1

r
,

4
∑

i=1

Gipie
2πpi = 1 − X3

r
,

4
∑

i=1

Gipi = 1 − X3

r
.

2<AByFC�cZN

���EAp"Ejk)>����� 79=DAcA�7�=k�p)D=�AV?BAV���$_,��:
;<"$jk)>�����^79=DA*� � =!"����^���}���^]9"E6D�C� jk)D�$A*:D)�j{)D�����C� �E_`�n79��:D�C�
���9�$(0(E7{���`(E�^�E=Z��A�(E79=DAV�e��=Z��A��>���|�����!�879�V�|��)BG`������� ��6D� �$A

Gi

y!R\=b�C"EA�7��^����=Z��($�EA|"Ejk)>����� 79=DA$P
=D79)!A�����79)B�979=DA��


























Gi =
(−1)i

2
e−πpi

A�d
(πp1)

A�d
(πp2)ACd

(πpi)

[−p1p2B1

pi

X1

r
−B2(

X3

r
− 1)

]

, i = 1 · · · 4,
1

B1
= p2

(ed
(πp1)

A�d
(πp2) − p1

(ed
(πp2)

A�d
(πp1),

1

B2

= p2

ACd
(πp1)

(ed
(πp2) − p1

A�d
(πp2)

(ed
(πp1). 2<AByFC�ZZN

Y @
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+��$A*($79=D:D�@���^79=DASAC)D��� �EA�A���)!��A�:>��=DA�2 AByIC[CZN�AC79=Z� �


































4
∑

i=1

Gie
2πpiδ1k

[

(n11 − n0)p
2
i − n0

]

= −n11
X1

r
− (n11 − n0)αk,

4
∑

i=1

Gie
2πpiδ1k

[

(n0 − n11)p
3
i + (n0 + n01 −m21 +m20 + n12)pi

]

−

−n0 + n12(
X3

r
− 1) = (−1)krµ1k.

2 ABy H � N

RI=!A�)D�@�����E= )!���^� �^A���=Z��2<AByFC�ZZN&P�2<ABy H � Nt=D79)!A�����79)B�979=DA`� �$A����$�F����� 79=DAt�E=Z���C���^�EAHlm79�C(E�EA$PI� �EA
_,79_`�E=Z��AEP
�^�EA}:D"E�!�F��($�E_`�E=Z��A}:D)�(E�$=k������:D���F�n����=k�����$�nA��$A��C7��e����� 79=!AEP'�&����)DA�AC�\�F�h����� �^� �
:D�h� ���$79=D�`:D�h($79=Z�e��(&�t�&�tAC�EA�lm�C79=Z���^�E���$AEy��p79=D(�P�=D79)DAt�x��79=DA�796!���$=k) ���9�E(,�F���D��"$(E�^A�� 7�=
�C)DA�jk)
;<��)��!���E_`� �$�S79�C:D���}� =!(E� )��



















































































F1 = −µ11 − µ12,

F2 = n03X2,

P =
1

r
(n11 − n0)(α2 − α1),

M1 = n05κ,

M2 = r(µ11 + µ12),

M3 = n05β,

α2 − α1 = −2(p2
1 − p2

2)
A�d

(πp1)
ACd

(πp2)B2(1 −
X3

r
),

α1 + α2 = 2(p1p2
B1

B2
− 1)

X1

r
.

2 ABy H @ N

�$�c�E=DAC)D�^�����


























































F1 = −2(n11 − n0)(p
2
1 − p2

2)p1p2

ACd
(πp1)

ACd
(πp2)B1

X1

r2
,

F2 = n03X2,

P =
1

r
(n11 − n0)(α2 − α1),

M1 = n05κ,

M2 = −rF1,

M3 = n05β.

2 ABy HKA9N

�p�f2<AByIH @ N}�&��2<AByIH7A9N}�^�\AE;��E=DAC)D�^�tjk)
;<�$= (���A�:
;�"Ejk)D� �^� 6D�C��:D�h� ����7�)D�,�&�H:D)��D=D�E)��F�alm79��($�
F1

�$�c� �#_`79_`�E=Z�
M2

A�79=Z�c� �^"EA3�$�c:D"$�8�$=D:D�$=k�*:D)�:D"E�!�F��($�E_`�E=Z�c:D)�($�E=Z���C��:!�n� �c����=Z���}� �
� 79=D]�:D�0�q;[�MGB�

OX1

P{_h���^A|�^�*_`79_`�E=Z�
M1

:D"E���E=D:a:!�0�Y;�� =D($� �^=>��� AC79=�:D)a�D� ��=h_`7x?9�$=a:D�0�F�
����=Z����y�+��H�e���^� �^�p:D�n�F� �E7�=D�}:D��($79=Z�e��(&�c�EAC�*�D�C79�87��C���^79=D=D�$� �^�0u��F��]9����=D:D�E)!�c:!�n� ��(ed>����]��
P

PZ_,��� AIAC79=h:D"$�D�F��(E�E_`�E=Z�|� ��� 7�=D]}:D�p�q;[�MGB�
OX1

�EAV�S�D�C79�87��C���^79=D=D�$�>u�� �0lm79��($�
F1

yB�*79=D(�P
Y7A



� ��� � ��� � � � � ��� ��� �������	��� � ��� � 	�� ��� ������ � � ��� �$� � ���� � � � ����� � � � �

��7�)!���$Ah� �$A,(E������($��"$���^AC���^jk)D�EA`:D���q;<"&�e���`:D"&lm79��_`"�:D)��D=!�E)�:>��=DAh� � ��79AC�^���^79= :
;<"$jk)D� �^� 6D�C�
A�7�=k�p����7�)!�9"$�EA ���F��(E79=!:D�^��� 79=�� _`�87�A�"E�n��79)D�p� ��lm7���(E�

F1

�&�0�^��_`79_`�E=Z�
M2

���D�D�^� jk)D"$A0u
�F�n����=k����P
�^�H:D"$�D�F��($�E_`�E=Z�n:D) (E�$=k������:D��� �n����=Z�����$�}AC�EAn��=D]�� �EAp:D����7��������^79=
P��F� �E7�=D��:D�
(E7�=k����($�H:D) �D=D�$)������E(a� �,�D�F��=��$�HA���:D�^A���79A��@��� 7�=
P.�F��lm7���_`�,:D) �!=D�E) �$= :D�EdD7���A�:D�b� �
�E7�=D�}:D��($79=Z�e��(&��y

�¡� � �Êu � �*t�w � u � �Cn3��w¼r�pQp n w���u ��u �0r ���Ju�� uWp � � m"w���u�� ��u
�_r p � �Cn�p ��u

W8;<�^�p=
; ? � �>��Aa:!�f]9� �^A�A��$_,�$=Z��:>��=DAa� � �E79=D� :D) 6>��=D:>��]9�f:!)��D=!�E)g���9�E(�� ���D�F��='P
���^79��A|�F��������($�0:D)��D=D�$)aA��#�D�C"EA��$=Z���E���`($79_`_,�*)D=D�0�^� ]9=D�*:D��7��^���*� 79�CA�:D)a�C79)D�^�E_`�E=Z�S:D�#� �
��7�)D��yO+.�}AC?{AC���E_`��($79_`�D� �&�3:D�EAc"Ejk)>�M��� 7�=DA�:D"E($���^����=Z��($��_`79)!���E_`�E=Z�c�EAC�c�C�E�D�C"EA��$=Z��"t�D���
2 A{yFC @ N&y.+.�EA}�C"E]9�^_,�$A0AC�������^79=D=>���^���$A0:D)���79)D�^�E_`�E=Z�#:D��� �b��79)D��AC79=Z�n�879ACA��^6D� �$A#�>����_`�o($�EA
_`79)!�9�$_,�$=Z��AEP�jk)>��=!:�� ��($�E=Z���C�h:D���F�a�C79)D�`A��`:D"E�D� ��(E���^�`�^79=D]�:
;�)D=D�`:D� �C�E(&��� 7�=�jk)D�I�$AC�
�>������� �^�E�^�0u��Y;<�MGB�

OX1

�x���E(n�F�H�{�^���EA�AC�}(E79=DAV�e��=Z�����&�*�^�EA���=!]9� �$A
β, κ

A�79=Z�c(E79=!AC�e��=k��A �






























Ẋ1 = c, X2 = const, X3 = const, β = const, κ = const, θ̇ = Ω, ϕ̇k(t) = −Ω,

µi(ϕ, t) = µi(α), i = 1, 3, λ(ϕ, t) = λ(α), µ1k = const,

(u, v)(ϕ, t) = (U, V )(α), w(t) = const,

α = ϕ+ Ωt− π

2
, αk = ϕk(t) + Ωt− π

2
= const, k = 1, 2. 2<AByIH[CZN

+��,�C�E(edD�$��(edD�H:!��($�t��"$]9� _`�#AC�������^79=D=>��� ���}�$AC�p��=>���^79]9)D�nu��F�����E(ed!�E��(ed!�H:D�n�Y;�"Ejk)D� �^� 6D�C�#:D�
�F���C79)D�}���9�$(��^�#�D=D�E)'y'W{)D�D��79A�79=!Acjk)D� �

θ = Ωt, X1 = ct + ∆X1, c = Ωr.
2<AByIH�HkN

+��,:D�$)BGB� �$_,��(E79=D:!�^���^79=�A�� ]�=D�^L>�njk)
;�79=��>��ACA��n�9�E�CA0� �nAC?{AV���E_`�H_`796D�^� �#:D�$A0(E7{79��:!79=D=D"$�EA
���9�$(n7���� ]�� =D�*��)�(E�$=k�����#:D�#_,��ACA��0:D�#� ������=Z���#�&�3A��#:!"E�D� ������=Z�������E(}�F���{�@���EACA��#($79=DAC����=Z���
c
yD+��t������� ��6D� �

∆X1

�C7�)D�0� �p���9�^�p:D�
X1

:>��=!A3�Y;�"Ejk)D� �^� 6D�C�*:!�0�F�t�C79)D��yD+��H:D�E�C=D� �$���#($79=D:D� K
���^79=�:>��=DA*2<AByIH�HkN��EAV��� �0(E79=DAC"Ejk)D�$=D(E�0:!�c�q;<�^=D�&G{���E=DAC� 6D�^� �^��"�:D)`6>��=!:>��]9���$�U:D�c�F�0($79=D:D�@���^79=
:D) ��7�)D� �$_,�$=k�0:D���F�h�C79)D��A���=DA}]9� �^A�A��$_,�$=Z��y
+.�$A#d{)!�^�}�D�C�E_`� �E�C�EA0"$jk)>�����^79=DA#:D) AV?BAV���$_,�
2 A{yFC[C9N�A�79=Z�|� �EA\_ �E_`�EAI"$j{)D�����^79=DAEPZAC�>79=`(ed>��=D]9�

X1

�$=
∆X1

yO2m1J�Dl4��)!�|��� 7���Aol4���^���S($�*�C�E_�K
�D� ��(E�$_,�$=k�I:D��=DA\��79)B���EAI�^�EA\"Ejk)>�M��� 7�=DA\:D���F�0AC�E($��� 79=��D�C"E($�E:D�$=k���xN y!/���� A\�^�EA\A�� G�"$j{)D�����^79=DA

Y�C
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g0(1 + U − U ′′ + 2V ′) − n0 − n01U + n11U
′′ − (m21 −m20)V

′+

+λ− [λ(U ′ − V )]′ = 0,

g0(V − V ′′ − 2U ′) − n02V + n12V
′′ − (m12 −m02)U

′ − λ′ − λ(U ′ − V ) = 0,

g0[U
′]k + (−1)k[λ(U ′ − V )]l(k) − n11[U

′]k + rµ1kαk = 0,

g0[V
′]k + (−1)k[λ]l(k) − n12[V

′]k + rµ1k = 0,

k = 1, 2, g0 = ρr3Ω2. 2 ABy HKX9N
�p�EAn:D�E){G �D���$_,�^�E�C�EA#"Ejk)>�M��� 7�=DA#:D) AC?{AC���E_`��2<ABy HKX9N*79= ���E)!�}:!"E:D)D�^����)D= AC?{AV���E_`�`��=>�MK
� 79]9)!��uh2<AByFC[X9N��E=,A�)D�D��79A���=Z��jk)D�

λ = n0−g0 +λ1

PZ7��
λ1

�$AC�|)D=D�c]9����=!:D�E)D�I:D)`�D�C�E_`� �E�
79��:D�C��y.T��E_,���Cj{)!79=DA#jk)D��P':>��=DA#($�`(E��AEP'�F�,���E=DAC� 79= :D)f6>��=D:>��]9��:!���F�h�C79)D���E= �C7��e����� 79=
��)D]9_`�E=Z�����D)D� ACjk)D�3� �k?H�0�^�EA5lm79��($�EA\(E�$=Z�����@lm)D]9�$AEy9R\=�)!��� � �^A���=Z�5�F�*(E79=D:!�^���^79=t:';<�^=D�&G{���$=DA��^6D�@K
� �^��"0� �^=D"������ AC"E�*:D)�6D��=D:>��]��

U = −V ′
PD7�=����E)B��796!���$=D� �3)!=D�#A�79�^)!���^79=���=>��� 79]9)!�#u�2 AByIC[YZN

�x���E(0�^�EAU_ �$_,�$AI����($� =D�$A|:D�*�Y;�"Ejk)>����� 79=`(�������(&��"E�C� AV��� jk)D��2<AByFC[G9N&Pk� �$A|"$jk)>�����^79=DAp2 AByIC[cZNoAC79=Z�
��)DA�AC�O� �EA\_ �E_`�EA\�&��P9:!79=D(�PZ�^�EA\AC79� )!��� 79=!Ac2 AByIC[ZZN�AC79=Z�U�E=D($79���3�����F��6D� �$AEyZ+.�EAI($79=D:D�@��� 7�=DAoA�)!�
� �0A���)!��A�2<AByIH � NUAC79=Z�����E_`�D� ��(E"$�EA3�>����� �EA3($79=D:D�@���^79=DA�($79���C�EAC�879=!:>��=Z��A�:>��=!An2 ABy HKX9N y!-p�^79��A
79=����E)B�*�^�EA3�C�E�D�C"EA��$=Z���E�*�>���



































4
∑

i=1

Gie
2πpiδ1k

[

(n11 − n0)p
2
i − n0 + g0

]

= (g0 − n11)
∆X1

r
− (n11 − n0)αk,

4
∑

i=1

Gie
2πpiδ1k

[

(n0 − n11)p
3
i + (n0 − g0 + n01 −m21 +m20 + n12)pi

]

−

−n0 + g0(2 − X3

r
) + n12(

X3

r
− 1) = (−1)krµ1k. 2 ABy H7YZN
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α2 − α1 = −2(p2
1 − p2

2)
A�d

(πp1)
A�d

(πp2)B2(1 − X3

r
),

α1 + α2 = 2(p1p2
B1

B2

− 1)
∆X1

r
.

F1 = −2(n11 − n0)(p
2
1 − p2

2)p1p2

A�d
(πp1)

A�d
(πp2)B1

∆X1

r2
,

F2 = n03X2,

P =
1

r
(n11 − n0)(α2 − α1),

M1 = n05κ,

M2 = −rF1,

M3 = n05β.
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�"� � �Én�������� ��u���� r��6�_u�� ��u�� �0r3� ��u�� uWp�����u�� � nRp�� �¼u � r �
���,�Ju ��u �Jn ��r ��u nWm/u�� �Qp�u�� n � � �

��79_`_`�t:>��=!A#� �EA#(edD���D�^�����$A @ �$� Ah79=fAC)D�D��79A���jk)D���F�b�C79)D�H($79_`�D���$=D: �F�}����=Z����24� �
:D� ACj{)!�xN32 � N5jk)D�D�$AC�\($79���DA\�C� ]9�^:D��Pi:D�$)BG�AC)D�Cl4��(E�EA\� ����"$�����^�EA�:D)��D=D�$)�2 @ N&P!2 A�NS24:D�$)BG��D���C��� �EA
:D�#��79�C�EAeNS�&�*�^�#6>��=D:D��]9�n����_`"�2'CZN}2q��1#.�y$ABy @ N y

�0��=DA��F� �E7�=D�}:D��($79=Z�e��(&�
L1

� �8?����F�H� � ��� AC79=bdD7�� 79=D7�_,� �

R3(ϕ, ξ, t) · l3 = 0 =⇒ X3

r
− (1 + u) sinϑ− v cosϑ = 0, ϑ = θ + ϕ.

2'C!y @ N

+��$A*($79=D:D�@���^79=DA}2<AByIHZN��$�t2<C!y @ N�AC79=Z�*"$jk)D�^�����^�E=Z�cu��






















u = (ϑ− π

2
) cosϑ +

X3

r
sin ϑ− 1,

v = −(ϑ− π

2
) sinϑ+

X3

r
cos ϑ.

2<CByDA9N

�0��=DAa($�f(ed>���D�@�������Y;<��=D]9�^�
β0 6= 0

�$���^�EAhlm7���_H)D�^�EA,:D) (ed>���D�@�����aA ������=DAClm79�C_,�$=Z� �S� �
�879AC�^��� 79=a:D�$A�6879�C:DA�:D)�6>��=D:>��]9�}�EAC�c:D"&L>=D�^�n�D���3� �#(ed>��_,���9�$($��7���� �$�"�

R3,±(ϕ,±1, t) =
3

∑

i=1

Xili + Γ3(β0)Γ2(θ + ϕ)[r(1 + u)e1 + (±l + rw)e2 − rve3].
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bV1(ϕ,±ψ1, t) = ±r sinψ1[w − (1 + u)(∆β cosϑ + κ sinϑ) + v(∆β sin ϑ− κ cosϑ)]−

− l

2
sinψ1[(∆β)2 + κ2] + r cosψ1u+ cosψ1(rw ± l)(∆β cosϑ+ κ sin ϑ)−

−r
2

cosψ1(∆β cosϑ + κ sinϑ)2,

bV2(ϕ,±ψ1, t) = r cosψ1[w − (1 + u)(∆β cosϑ + κ sinϑ) + v(∆β sinϑ− κ cosϑ)]∓

∓ l

2
cosψ1[(∆β)2 + κ2] ∓ r sinψ1u− sinψ1(±rw + l)(∆β cosϑ + κ sinϑ)±

±r
2

sinψ1(∆β cosϑ + κ sinϑ)2,

bV3(ϕ,±ψ1, t) = −rv ∓ lκ cos ϑ± l∆β sinϑ, ∆β = β − β0. 2<CByFCZN
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+.�EAp��=D]9�^�EA�:D�EAc��7��e����� 79=DA
β, κ

:D)�AC?{AC���E_`�t:D�n(E7{79�C:D79=D=D"$�EA*� � "}u��F�p����=Z���}�&�p�q;[��=!]9� �
β0A�7�=k�5���$� A5jk)D�|�^�EA5]9����=D:D�E)!��A

β−β0, κ
A�79=Z���8�&���^���EA$PM�!)D� ACj{)';<�^� A.:D"&L>=D� ACA��$=k��� �I:D"$�D�F��($�E_`�E=Z�

:D)�6>��=D:>��]9�|�D���������D��79�V��uc�F������=Z���UA�)!���^�EA�:D"$lm7���_,�����^79=DA.:D�$A�A�)!�Cl4��($�EA�� ����"$�����^�EA.:D)��D=D�$)
y
'#)D��=Z�cu`� �tlm79=D($��� 79=

V3(ϕ, ψ, t)
PD�$� �^�p������=DAClm7���_`�#�E= �

V3(ϕ, ψ, t) =
1

b(ψ1 − ψ2)







−(rv + lκ cosϑ− l∆β sin ϑ)(ψ − ψ2), ψ ∈ I1,

−(−rv + lκ cos ϑ− l∆β sinϑ)(ψ + ψ2), ψ ∈ I2.2'C!y HkN
�$�c�q;<� G!�!���EACA��^79=���79)D�3�^�0�����x�����^�
:D�}�F�H�!���EACA��^79=��&�c�Y;�"E=D�$��]9�^�#�87����E=Z���^�E�^� �p�$=
�

δA− δE[V] = −
2π
∫

0

[

n0δu+
1

2
n01δu

2 +
1

2
n11δu

′2 +
1

2
n02δv

2 +
1

2
n12δv

′2+

+m21v
′δu+m12u

′δv +m20vδu
′ +m02uδv

′] dϕ−

−r
2

2
n03δw

2 − 1

2
n05δ(κ

2 + (∆β)2). 2'C!yFX9N
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�F����]9�$)D�

2l
�&�3:D�0�^79=D]9)D�$)D�

r(ϕ2(t)−ϕ1(t))
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p
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�D�C�EA�AC� 79=

p
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Ṙ3(ϕ, ξ, t)
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OX1X2X3
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OX3
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Ż1 = Ẋ1 cos β0 + Ẋ2 sin β0 − β̇0(rw + lξ) − rθ̇[(1 + u) sinϑ + v cosϑ]+

+ru̇ cosϑ− rv̇ sin ϑ,

Ż2 = −Ẋ1 sin β0 + Ẋ2 cos β0 + rβ̇0[(1 + u) cosϑ− v sinϑ] + rẇ. 2'C!yIYZN
r*7�)DA0�&GB�D�C� _`�E�C79=DAc� ������������� �.:!�EAplm79�C(E�$A0:D��lm�C7������E_`�E=Z�*A��E(tj{)!�o��]9�^A�AC�E=Z�0AC)D�p�^�EAp��79�^=k��A
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δAf = −fplr
1

∫

−1

∫

L1

Ż1δZ1 + Ż2δZ2
√

Ż2
1 + Ż2

2

dξdϕ.
2'C!yFG9N

1J(E�
f

�EAV�*�^�#(E7{���`(E�^�E=Z�c:D�#lm��7������$_,�$=Z��y>�0��=DA�� �EA�� G!�!���EACA��^79=DA
δZ1, δZ2

� �EAS�{�@���EACA��$A*AC79=Z�
���E_`�D� ��(E"$�EAS�>���S� �$A�������� �����^79=DAU(E79�C���EAC�87�=D:>��=Z���$AEy �0=b���H�D�C"EA��$=Z���E���^�EA�� GB�D���$A�A��^79=DA�2<CByDG9N
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δAf = −fplr
∫

L1

7
∑

i=1

∂

∂q̇i

1
∫

−1

Ż(ϕ, ξ, q̇,q)δqidξdϕ,

Ż =

√

Ż2
1 + Ż2

2 , q = (X1, X2, β0, θ, u, v, w),

2<CByFcZN
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δAf = −
∫

L1

7
∑

i=1

∂W (ϕ, q̇,q)

∂q̇i
δqidϕ,

W (ϕ, q̇,q) = fplr

1
∫

−1

Ż(ϕ, ξ, q̇,q)dξ =

=
fpr

β̇0

[

Ż1(1)Ż(1) − Ż1(−1)Ż(−1) + Ż2
2 ln

Ż1(1) + Ż(1)

Ż1(−1) + Ż(−1)

]

,

Ż1(±1) = Ż1(ϕ,±1, q̇,q), Ż(±1) = Ż(ϕ,±1, q̇,q). 2<CByFZZN
+I;��&GB�D�C�EACA�� 7�=X2<C!yIZZN��EAV�h($79���C�E($����jk)>��=!:

β̇0 6= 0
y|WB�^=D79= 79=�����:D"$L>=!� ���F�flm79=D(&��� 7�=

W
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W (ϕ, q̇,q) = 2fplrŻ|β̇0=0.
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T = Td + Tb,

2Td = md

3
∑

i=1

Ẋi

2
+ J1d(κ̇

2 + β̇2 cos2 κ) + J2d(θ̇ + β̇ sin κ)2,

2Tb = ρr

∫ 2π

0

3
∑

i=1

Żi
2
dϕ, (Ż1, Ż2, Ż3) = Γ3(−β0)Ṙ3.

2'C!y @�@ N

1J(E�
md, J1d, J2d

AC79=Z�p� �`_,��A�AC���&�c� �EAc_`79_,�$=Z��A�:
;�� =D�$�C���^�}:D��� �*����=Z���n���E� �����@�9�$_,�$=k�*��){G
�MGB�EA

Cy1, Cy2

y�+\;�"E=D�$��]9�^�S(E�^=D"$��� jk)D�|:D)H6>��=!:>��]9�S�&�o:D�$A\A�)D�Vl4��(E�$Ao�F�M��"E����� �$A�:!)��D=D�E)�:D��=DA
2<CBy @[@ N��EAC�|���$�D��"$A��$=k��"E�*A�79)DAI�q;<dZ?{�87���dD�$A��cj{)!�c��79)!���3� �#_h��ACA���:D)`�D=D�$),�$AC�|��"E]�)D� �^�E���$_,�$=Z�
:D�^AC���C� 6D)!"E�}� �#�^79=D]�:D�n�F�H� �^]9=D�#_`7x?9�E=!=D�

l0
���9�$(t� �H:D�E=DAC�^��"��^� =D"E��� �C�

ρ
yOr*7�)DAc�x��79=DA*:D����u

:D"&L>=D��� �$A3]9����=!:D�E)D�CA
Ż1, Ż2

:D��=DA�2<C!yIYZN PD_h��� ASjk)>��=Z�*u
Ż3

�

Ż3 = Ẋ3 − rθ̇[(1 + u) cosϑ− v sinϑ] − ru̇ sin ϑ− rv̇ cosϑ.
2<CBy @ A�N

r*7�)DAH:D"$:D)D� AC79=DAH�^�EAH"$jk)>�����^79=DA�:D) _,7�)!�9�$_,�$=k�H�$�H�^�EA�(E79=D:!�^���^79=DAtu��F��lm��79=Z���^�E�C�h:D�b� �
�E7�=D��:!��($79=Z�e��(&��2 	�������� � � =!(E79=D=k)D��N�:!)��D�C� =D($� ���b������� �����^79=D=D�$�S:D��(p��_`� �@��79='y\/����^A
�D�C�E_`� �E�C�E_`�E=Z��� ���EAC�,=D"$(E�EACA����^����:D��:D"$���E�C_,�^=D�E���^�EA��&GB�D�C�EACA�� 7�=DAh:D)	����������� ��:!�EA�lm79��($�EA
�&G{��"E���^�E)D�C�EAc�$�c� �$A3_,7�_,�$=k��A����D�D�^� jk)D"$A*u�� �c����=Z���}A�)D���^�EA�:D"E�!�F��($�E_`�E=Z��A3�{� �V��)D�$� A&�

δAF = (F1 cos β − F2 sin β)δX1 + (F1 sin β + F2 cos β)δX2 − PδX3+

+M1δκ +M2δθ + (M2 sin κ +M3 cos κ)δβ.

2'C!y @ CZN

�#=a����_h���^=Z���E=D��=Z�3�&G!��_`� =D�$�3� �$Ac�^�F���^A�79=!A �
+��$An�{�@���EACA��$A

Ż3

:D�$At��79� =Z��An:!�,� ���^� ]9=!��_,7x?9�$=D=D�`:D)�6D��=D:>��]��,AC79=Z�t=k)D�^� �EA}:>��=DA�� �
�E7�=D��:!��($79=Z�e��(&�

L1 = [ϕ1(t), ϕ2(t)]
yO-p�^79��A3�^�n:!"E�D� ��(E�$_,�$=k�c�{� �V��)D�$�.A������ ACl4���^�cu��Y;�"E]Z���^�^��"

δZ3 = 0
y3���$�����f�������F�M��� 7�=�(E7������$A���79=D:�u �F��� � ��� AC79=�dD7�� 79=D7�_,��2<C!y @ N&yS+��f����������� �*:D�EA

��"E��($��� 79=!Ac:!�EA�� � ��� AC79=DAS�$AC���

δN3 =

∫

L1

µ3(ϕ, t)δZ3dϕ. 2'C!y @ HkN
1J(E�

µ3

�$AC�}�^�H_H)D�@��� �!� � (E�����$)D�c� =D:D"&���$��_`� =D"�:D�`+5��]9����=!]9��P8�F�b(E7�_,��79A���=k���H=D79�C_h��� �H:D��� �
��"E��($��� 79=�:D�}�^�F���^A�79=
y

r*79)DAc�&GB�D�C� _`�E�C79=DAp� �`($79=D:D�@���^79=�:
;<�^=D�&G{���E=DAC� 6D�^� �^��",2 ABy HkNS�87�)D�*�^�EA*�879�^=Z��A�:D�t� �`�^� ]9=!�
_`7i?��E=D=!��:D)�6>��=!:>��]9�

l0
�

2Z6 = (1 + u+ v′)2 + (u′ − v)2 = 1.
2'C!y @ X9N

G @



��� � � � � � � � � ��� � ���� � � � ��� � � � � � ��� �� � � �

+��#����������� �8(E79�C���EAC�87�=D:>��=Z�*A�)D��� �$A3:D"E�!�F��($�E_`�E=Z��A��{� �C��)D�E�^A3�EAV�*"$]Z���.u �

δN6 =

2π
∫

0

λ(ϕ, t)δZ6dϕ,
2<CBy @ Y9N

7��
λ

�EAC�c�^�#_H)D�^��� �D�^� (E�����$)D��:D�n+���]9����=D]9��y
-*� 79�CAS=D79)DAc�&GB�D�C� _`�E�C79=DA3� �#�!��� =!(E� ���0������� �����^79=D=D�$�8:!� (*��_`� �^��79=bAC79)DA��F�Hlm79�C_,� �

t2
∫

t1

(δT + δAF + δA− δE + δAf + δN3 + δN6)dt = 0.
2'C!y @ G9N

�0��=DA�2<CBy @ G�N�� �EA3�^=D(E7�=D=k)D�EA�(E7������$A���79=D:>��=k���EAcA�79=Z�
2π

KJ��"E�C� 7{:D� jk)D�$AS�>���3�����D��79�C��u�� �t���iK
���F��6D� �

ϕ
y>+.�#:D79_,��� =!�p:
;�� =Z��"$]9���M��� 7�=

[t1, t2] ∪ [ϕ1, ϕ1 + 2π]
A��0lm����($��� 79=!=D�0�>���3� �t(E7�)D��6��

ϕ = ϕ2(t)
�E=a:D�$)BGa�D���C��� � �

[t1, t2]∪L1

�$�
[t1, t2]∪L2

2
L2 = [ϕ2(t), 2π+ϕ1(t)]

N yDs�7�)D�
(ed>��jk)D���>���V��� �t=D79)DA#)!��� �^� A�7�=DAp� �hlm79��_H)!� �t:!� .}�C�E�E='y
-p�^79��A0=!79)DA#:D"$:D)D� �C79=DA#�^�HAC?{AC���E_`�
:
;<"$jk)>�����^79=DA#�^=k��"E]9�C7�KJ:!�^%8"E���$=Z��� �$� �^�EA*�x���E(�:D"$���^��"E�$An7���:D�^=>��� �C�t�&�}�>���C��� �$� � �$Ap�&�}(E79=D:!�^���^79=DA
A�)D��� �$AaA���)!��A���)BG ��79� =Z��A��^� _`�^���$Ah:D� � �)�$79=D� :D� (E7�=k����($��24($79=D:D�@���^79=DAb�^� _`�^���$Ah:!?{=>�iK
_,�^j{)!�EAeN1�



















































































































































− d

dt
∇Ẋ1

T + F1 cos β − F2 sin β −
∫

L1

∇Ẋ1
Wdϕ = 0,

− d

dt
∇Ẋ2

T + F1 sin β + F2 cos β −
∫

L1

∇Ẋ2
Wdϕ = 0,

− d

dt
∇Ẋ3

T − P +

∫

L1

µ3dϕ = 0,

− d

dt
∇β̇T +M2 sin κ+M3 cos κ− n05(β − β0) = 0,

− d

dt
∇β̇0

T + n05(β − β0) −
∫

L1

∇β̇0
Wdϕ = 0,

∇κT − d

dt
∇κ̇T +M1 − n05κ = 0,

∇θT − d

dt
∇θ̇T +M2 +

∫

L1

µ3
∂Ż3

∂θ̇
dϕ−

∫

L1

∇θ̇Wdϕ = 0,

∇wT − d

dt
∇ẇT − r2n03w −

∫

L1

∇ẇWdϕ = 0,

2<C!y @ cZN
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pour ϕ ∈ L1 = [ϕ1(t), ϕ2(t)] :

∇uT − d

dt
∇u̇T − n0 − n01u+ n11u

′′ − (m21 −m20)v
′ −∇u̇W+

+λ(1 + u+ v′) − [λ(u′ − v)]′ − rµ3 sin ϑ = 0,

∇vT − d

dt
∇v̇T − n02v + n12v

′′ − (m12 −m02)u
′ −∇v̇W−

−[λ(1 + u+ v′)]′ − λ(u′ − v) − rµ3 cosϑ = 0,

pour ϕ ∈ L2 = [ϕ2(t), 2π + ϕ1(t)] :

∇uT − d

dt
∇u̇T − n0 − n01u+ n11u

′′ − (m21 −m20)v
′ + λ(1 + u+ v′) − [λ(u′ − v)]′ = 0,

∇vT − d

dt
∇v̇T − n02v + n12v

′′ − (m12 −m02)u
′ − [λ(1 + u+ v′)]′ − λ(u′ − v) = 0,

ρr3[u̇]kϕ̇k + [n11u
′ − λ(u′ − v)]k = 0,

ρr3[v̇]kϕ̇k + [n12v
′ − λ(1 + u+ v′)]k = 0,

k = 1, 2; ϑ = θ + ϕ.

1J(E�
[f(ϑ)]k = f(ϑk+0)−f(ϑk−0)

�$AC�o�^�|A���)!��:D��� �clm79=D(&���^79=t��)H�87�� =Z��lm�C79=Z���^�E���U:D�|�F�
�E7�=D�3:D�S($79=Z�e��(&��y9�p��=DA�2'C!y @ cZN5:>��=DAo:D�$��=D�^�E����"Ejk)>����� 79=�AC)D�o� �$A�A���)!��A\� �clm79=!($���^79=

v′ ∼= −u
�$�
v̇ ∼= −

ϕ
∫

0

u̇dϕ + v̇(t, 0)
ua�F�a�D�C"E(E�^A��^79= :D) �!���E_`� �$�#79��:!����y.-*� 79�CA

[v′]k = [v̇]k = 0
�$�

[λ]k = 0
PO(�;<�$AC�CKJuMKJ:!� ���}jk)D���F�����E=!A�� 7�=�:D���F��� �^]9=D�#_`7i?��E=D=!�t=
;<�,�>��A*:D��A���)B�0��){G��879�^=Z��A

:D�$Anlm�C79=Z��� �$���$A#:D���F� �E7�=D��:D��(E79=Z�e��($��y��*79=D(�P.=!79)DA}�87�)!�979=!A�_`7B:!�^L>�$�p�Y;<������=Z�CKJ:!�E��=!� �E�C�
(E7�=D:D�^��� 79=aAC)D��� �$AcA���)!��Ac:D��=DA�2<C!y @ cZN �

ρr3[u̇]kϕ̇k + (n11 − λ)[u′]k = 0, k = 1, 2.
2<C!y @ ZZN

�p79=D(�P�=D7������,AC?{AC���E_`� 2<CBy @ c9N#($79_`�D���$=D:�:D79) �E�h"$jk)>�����^79=DA�:D)�_`79)!�9�$_,�$=Z�H�$��:D�$)BG
(E7�=D:D�^��� 79=!A`��79)D�`� �$A,A���)!��A,:D�$A,lm79=!($���^79=DA`��)BG���79� =Z��A`�^� _`�^���EAH:D���F� �E7�=D��:D��(E7�=k����($�Ey
1J�Sl4��)!���$=D(E7������i�C79)!���E�����C79� A�"$j{)D�����^79=DA�:D��� � ��� AC79= �c2'C!y @ Na24:>��=!A`� � �E79=D��:D��($79=Z�e��(&� N

GdC



��� � � � � � � � � ��� � ���� � � � ��� � � � � � ��� �� � � �

�$��2'C!y @ X9Nh2m:>��=DA��&���E= :D�$dD79�CA�:D�b�F� �E79=D�h:D�a(E79=Z����($�eN&y"�0= 796B��� �$=Z�����^79��A�)D= AC?{AC���E_`�
(E79_`�D� �&��:D�}:D�@GkK A��E�B��"Ejk)>����� 79=DAc���9�$(�:!�@GkKJAC�E�!�c� =!(E79=D=k)D�$A

X1, X2, X3, β, β0, κ, θ, ϕ1, ϕ2, w,

µ3, λ (
:>��=DA

L1), λ (
:>��=!A

L2),

u, v (
:>��=DA

L1), u, v (
:>��=DA

L2).

�"� � �@u�� � r ��m/u�� uWp ��� �¼u�� ��� � � ��w � � �¼u�� ��u �Jn ��r � u 
 �¼r �
� � �*u

rc79)DA��&G!��_`� =D�$��79=!A.:D�E)BGn�C"E]9�^_,�$A
� �$A��D� )DA.AC� _`�D� �$A.:D�I]9� �^A�AC�E_`�E=Z��:D�I�F�S�C79)D�I6D� 7{jk)D"E�,�
� �c]9� �^A�A��$_,�$=Z�|�$=h������=DAC�F����� 79=����$($��� � �^]9=D�3�&���^�*�D�@�97����E_`�E=Z����)!��7�)D�|:!�*� �n=D7���_,��� ����),�D�F��=
:D�}��79)D�^�E_`�E=Z��y

��������� Ä/º�´a®µ¿S¶jº�´aº�ª_¯£º�ª ¯
³9§jª»¾
¥¨§°¯D©¨®jªX³ º�Å7¯D©¨¥¨©Æjªyº
rc79)DA#A�)!�D�87�A��E�C79=DA$P5jk)D��� �bA�)D�Vl4��(E��:D��($79=Z�e��(&��:!���F�b��7�)D�����9�E(`� �t�D�F��=

OX1X2

AC�
:D"E�D� ��(E�}�$=�������=DAC�F����� 79=�uH�{�^���EACA��n(E79=DAV�e��=Z����P>(�;��EAV�CKJuMKJ:D�^���#jk)D�

Ẋ1 = V cos γ, Ẋ2 = V sin γ

�$�c� �$A3]9����=!:D�E)D�CA

V, γ, X3, β, β0, κ, θ, w, ϕ1, ϕ2

A�79=Z�*:D�EA*(E79=DAV�e��=Z���EAEP�_,��� A�� �$A3lm79=D($��� 79=!A
u(ϕ), v(ϕ), λ(ϕ), µ3(ϕ)

=!��:D"$�8�$=D:D�$=k�p�>��Ac:D)
���E_`�DA$y�+��$A#"Ejk)>����� 79=!Ah2'C!y @ cZN*:D�&�{� �E=!=D�E=Z�t��� 79�CA0� �$A#(E79=!:D�^��� 79=DAp:
;<"$jk)D� �^� 6D�C�H:D) AC?{AC���E_`�
_,"$(���=D�^jk)D���D���h�����D��79�C�,��)�AC?{AC���E_`��:D��($7B7���:D79=!=D"E�$Ah� �^"�u � �b����=Z�����$�,A���:D"E�!�F���E��=Z�
�E=�������=DAC�F����� 79=�u��B�@���$A�A��h(E79=DAV�e��=Z����yI���$A�(E79=D:!�^���^79=DA�A��b:D"$:D)D�^A��E=Z��:D�f2<C!y @ cZN P����9�$(�� �EA
lm79=D($��� 79=!A3(E79�C���EAC�87�=D:>��=Z���$A0��)��C"E]9�^_,�0AV�e����� 79=!=>��� �C��y!Tc�$_h���Cjk)D79=DA�jk)D�

∇q̇iW = 2fplr
∂Ż

∂q̇i
=

2fplr

V

[

(Ẋ1 cos β0 + Ẋ2 sin β0)
∂Ż1

∂q̇i
+ (−Ẋ1 sin β0 + Ẋ2 cos β0)

∂Ż2

∂q̇i

]

.

2<C!yFA � N
GdH
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�p79=!(�PO=D79)DA�796B���E=!79=DA�� �#AV?BAV���$_,�n:
;�"Ejk)>����� 79=DA3�















































































































































































































































































































































F1 cos β − F2 sin β − 2fplr

V
Ẋ1(ϕ2 − ϕ1) = 0,

F1 sin β + F2 cos β − 2fplr

V
Ẋ2(ϕ2 − ϕ1) = 0,

P =

∫

L1

µ3(ϕ)dϕ,

M2 sin κ+M3 cos κ = n05(β − β0) = 0,

M1 = n05κ,

M2 +
2fplr

V
X3(Ẋ1 cos β0 + Ẋ2 sin β0)(ϕ2 − ϕ1) −

∫

L1

rµ3(ϕ) cosϑdϕ = 0,

n03w +
2fpl

V
(−Ẋ1 sin β0 + Ẋ2 cos β0)(ϕ2 − ϕ1) = 0,

pour ϕ ∈ L1 = [ϕ1, ϕ2] :

−n0 − n01u+ n11u
′′ − (m21 −m20)v

′ − 2fplr2

V
(Ẋ1 cos β0 + Ẋ2 sin β0) cosϑ+

+λ(1 + u+ v′) − [λ(u′ − v)]′ − rµ3 sinϑ = 0,

−n02v + n12v
′′ − (m12 −m02)u

′ +
2fplr2

V
(Ẋ1 cos β0 + Ẋ2 sin β0) sinϑ−

−[λ(1 + u+ v′)]′ − λ(u′ − v) − rµ3 cosϑ = 0,

pour ϕ ∈ L2 = [ϕ2, 2π + ϕ1] :

−n0 − n01u+ n11u
′′ − (m21 −m20)v

′ + λ(1 + u+ v′) − [λ(u′ − v)]′ = 0,

−n02v + n12v
′′ − (m12 −m02)u

′ − [λ(1 + u+ v′)]′ − λ(u′ − v) = 0,

(n11 − λ)[u′]k = 0, k = 1, 2; ϑ = θ + ϕ. 2'C!yDA @ N
G�X



��� � � � � � � � � ��� � ���� � � � ��� � � � � � ��� �� � � �

+��$A3�&GB�D�C�EA�AC� 79=!At2'C!yFA @ NU�$=Z�������F=D�$=k��jk)D�#�^�EA3��=D]9� �$A
β

�$�
β0

($7 � =D($� :D�$=Z��y>WB��=DA3���$AC�����E�^=D:D�C�
�F�0]9"$=D"E����� �@��"�7�=��8�$)!�I�D���$=D:D�C�

β = 0
y�+.�EAI:D�E){G��D�C�E_`� �E�C�EA\"$j{)D�����^79=DA\:D)�AV?BAV���$_,��2<CByDA @ N

�D���$=D=D�E=Z�p��� 7���A3�F�tlm7���_`� �






F1 = 2fplr(ϕ2 − ϕ1) cos γ,

F2 = 2fplr(ϕ2 − ϕ1) sin γ.

RI=!A�)D�@�����






















M1 = n05κ,

M3 = −M2

��]
κ,

w = −2fpl

n03

(ϕ2 − ϕ1) sin γ = − F2

rn03

.

+��$At"$j{)D�����^79=DA}:D"$LD=D� ACA���=Z�H�^�EA}(E7�_,��79A���=k���EAn:D) ���E(&���E)!�H:D�EAn:D"$�D�F��($�E_`�E=Z��An:D�$At��79� =Z��A
:D)�6D��=D:>��]��

u(ϕ), v(ϕ)
P!:>��=!Ac� � �E79=!��:D�}($79=Z�e��(&�*�&���E=�:D�Ed!79��Ac:D�}(E�$� � � KJ($�
A�79=Z���























































pour ϕ ∈ L1 :

−n0 − n01u+ n11u
′′ − (m21 −m20)v

′ + 2fplr2 cos γ sinϕ+

+λ(1 + u+ v′) − [λ(u′ − v)]′ − rµ3 cosϕ = 0,

−n02v + n12v
′′ − (m12 −m02)u

′ + 2fplr2 cos γ cosϕ−
−[λ(1 + u+ v′)]′ − λ(u′ − v) + rµ3 sinϕ = 0

2<C!yFA[A9N



















pour ϕ ∈ L2 :

−n0 − n01u+ n11u
′′ − (m21 −m20)v

′ + λ(1 + u+ v′) − [λ(u′ − v)]′ = 0,

−n02v + n12v
′′ − (m12 −m02)u

′ − [λ(1 + u+ v′)]′ − λ(u′ − v) = 0. 2<C!yFA�CZN
�0��=DA#�^�EAp"$jk)>�����^79=DA�2'C!yFA[A9N3�Y;<��=D]9�^�

θ
�$AC�0LBG!"t�$�#"$]Z����u π

2

:>��=!A0� ����"E]�� _`��AV�e����� 79=D=D��� �C��y
�0��=DAc� �$Ac"$jk)>�����^79=DA�2<CByDA�C9N37�=���:D_,�&�cj{)!�

λ = n0 + λ1

P>7��
λ1

�$AC�*�8�&���^���&�c79=��^� =D"E�����^A��
� �#AC?{AV���E_`�n796!���$=k)
�



















−n01u+ n11u
′′ − (m21 −m20)v

′ + λ1 − n0(u
′ − v)′ = 0,

−n02v + n12v
′′ − (m12 −m02)u

′ − λ′1 − n0(u
′ − v) = 0,

u+ v′ = 0.

2<C!yFAdHkN

+5�`:D�E�C=D� �$����"Ejk)>����� 79=�:>��=DA*� �nAC?{AC���E_`�a2<CByDAdHZN��$AC�0� �`($79=D:D�@���^79=�:';<�^=D�&G{���$=DA��^6D� �^�^��"n�^� =D"E�MK
��� AC"E�}:D�}�F�H�^� ]9=!�p_`7i?��E=D=!��:D)�6>��=!:>��]9�#:D)��D=D�$)�2'C!y @ X9N&y!r*79)!Ac� GB(E� )!��79=DA��^�EA�� =D($79=D=k)D�$A

G�Y



� ��� � ��� � � � ���$�� � � �$� ���� ��� �$� � � � �������	��
� � ��� ��� ��� � ��� ���

u, λ1

:D�$A*"$j{)D�����^79=DAn2<CByDAdHZN��$�c=D79)DA�796B���E=!79=DA��Y;�"Ejk)>����� 79=��






a0v
(4) + a1v

′′ + a2v = 0,

a0 = n11 − n0, a1 = −2n0 − n01 − n12 +m21 −m12 +m02 −m20, a2 = n02 − n0.

+��`AC79� )B��� 7�=a]9"E=D"$�����'A�)D�c�Y;�� =Z���$�C�����^� �
L2 = [ϕ2, 2π + ϕ1]

�$AC� �

v2(ϕ) =

4
∑

i=1

Gie
piϕ, p1,··· ,4 = ±

√

−a1 ±
√

a2
1 − 4a0a2

2a0
,

2'C!yDA�X9N

7��
G1, · · · , G4

AC79=Z�}:D�EA0($79=DAV�e��=Z���$An����6D�@������� �C�EAEy�+��,lm79=!($���^79=
u2(ϕ)

:D��=DA
L2

�EAC�0"E]Z���^�
u �

u2(ϕ) = −v′2(ϕ) = −
4

∑

i=1

Gipie
piϕ.

2'C!yDAdYZN
�0��=!Ao�F���E79=!��:D�|(E79=Z�e��($�

L1

�^�EA�lm79=D(&��� 7�=DA
u1(ϕ), v1(ϕ)

AC79=Z�o:D"&L>=D�^�EA��D�����^�EA5�&GB�D���$A�AC� 79=DA
2<CByDA9N y>R\=����E=>��=k�*(E7�_,�!���#:D�}�Y;�"E]Z��� �^��"

ϑ = π
2

+ ϕ
=D79)DA�796B���E=!79=DA��























u1 = −ϕ sinϕ+
X3

r
cosϕ− 1,

v1 = −ϕ cosϕ− X3

r
sinϕ.

2'C!yDA�G9N

s\)D� ACjk)D�t:>��=DAp� ���$79=D��:D��($79=Z�e��(&�p�q;[��=D]9� �
ϕ

�EAV�0���$���@��P>� �`�^� =D"E�����^A������ 79=b:!�EAp� GB�D���$A�A��^79=DA
2<CByDA[G�NS��_,�$=D�n��)BGb"E]Z���^�^��"EA&�























u1 =
X3

r
− 1,

v1 = −ϕ(1 +
X3

r
).

2'C!yDAdcZN

+.�EAc(E79=!:D�^��� 79=DA�A�)D��� �$A�A���)!��Ac��)BG���79� =Z��A3:D�}�F�tlm��7�=k��� �$���#:D�n�F� �$79=D�}:D�}(E79=Z����($�cA�7�=k���

u1(ϕ1) = u2(2π + ϕ1), u1(ϕ2) = u2(ϕ2), v1(ϕ1) = v2(2π + ϕ1), v1(ϕ2) = v2(ϕ2)

�$�cAC�n�!��"EAC�E=Z���$=Z�0�E=����$=>��=Z�*(E79_`�!���#:!�h2'C!yFA[X9N&P.2<C!yFA�YZN P�2<C!yFA�cZNUA�79)DAc�F�tlm7���_`� �






























































4
∑

i=1

Gie
2πpi = −ϕ1(1 +

X3

r
),

4
∑

i=1

Gi = −ϕ2(1 +
X3

r
),

4
∑

i=1

Gipie
2πpi = 1 − X3

r
,

4
∑

i=1

Gipi = 1 − X3

r
.

2'C!yDAdZZN

G�G



��� � � � � � � � � ��� � ���� � � � ��� � � � � � ��� �� � � �

+��$A*� GB�D���$A�A��^79=DAH2<C!yFA�ZZN��C�E�D�C"EA��$=Z���E=Z�p)D=�AV?BAV���$_,�n:
;�"Ejk)>����� 79=DA��^� =D"E��� �C�EA����^]9"E6D�C� jk)D�$A3:D)
j{)D�����C� �E_`�n79��:D�C�H���9�$(�(E7{���`(E�^�E=Z��Ap(E79=DAV�e��=Z��A0�>���*�����D��79�V�0��){G������C�F��6!� �EA

Gi

y8RI=���"EAC79�@K
����=k�c($�EAc"Ejk)>����� 79=DA3=!79)DA�:D"E:!)D� �C79=DA�� �$Ac($7B� �`(E� �$=Z��A































































































Gi =
(−1)i

2
e−πpi

[

p1p2

pi

A�d
(πp1)

A�d
(πp2)A�d

(πpi)
B1
ϕ1 + ϕ2

2
(1 +

X3

r
)−

−p1p2

pi

(ed
(πp1)

(ed
(πp2)(ed

(πpi)
B2
ϕ2 − ϕ1

2
(1 +

X3

r
)−

−
ACd

(πp1)
A�d

(πp2)A�d
(πpi)

B2(
X3

r
− 1)

]

, i = 1 · · ·4,

1

B1
= p2

(ed
(πp1)

ACd
(πp2) − p1

(ed
(πp2)

A�d
(πp1),

1

B2

= p2

A�d
(πp1)

(ed
(πp2) − p1

ACd
(πp2)

(ed
(πp1).

2<C!yIC � N

�$�c�E=DAC)D�^���}� �EASlm7�=D($��� 79=DA
u2(ϕ), v2(ϕ)

yO�p�}�D�C�E_`� �$���#"Ejk)>�M��� 7�=�2'C!yFAdHkN�=D79)!A�����79)B�979=DA3�

λ1 = (n11 − n0)v
′′′ + (m21 −m20 − n0 − n01)v

′ =

=
4

∑

i=1

[

(n11 − n0)p
2
i + (m21 −m20 − n0 − n01)

]

Gipie
piϕ

+5�H]�����=D:!�E)D�3:D)a_t)D�^��� �D�^� (��M���E)!�U:!�}+5��]9����=!]9�
λ

:!"$L>=D�@�3�F�n���E=!A�� 7�=a:D�#�F�t�^� ]9=!�*_`7x?9�E=!=D�
:D) 6>��=D:>��]9�H�E= :D�$dD79�CA#:D�H�F� �E79=D��:!��(E79=Z�e��($��y's�79)!�#� �EAp_H)D�^��� �D�^� (E�����$)D��A�:D��+���]9����=D]9�
λ

�$�
µ3

:>��=DA}� � �E79=D��:D��($79=Z�e��(&��:!�`� �a��79)D�������E(`�D�F��= 79=����E)!�}� G!�!��� _`�E�#�^��AC?{AC���E_`�
2<C!yFA[A9N PD(E79_`�!���0���E=k)�:D�,2<C!yFA[G9N PDA�79)!Ac� �tlm79��_`� �











































λ′ = [n0 + n01u− n11u
′′ + (m21 −m20)v

′] sinϕ+

+[n02v − n12v
′′ + (m12 −m02)u

′] cosϕ− 2fplr2 cos γ,

rµ3 = −[n0 + n01u− n11u
′′ + (m21 −m20)v

′] cosϕ+

+[n02v − n12v
′′ + (m12 −m02)u

′] sinϕ.

RI=�(E��� ($)D�F��=Z�|� �$AS:D"E�C�^��"E�EA�:D�$A�lm79=D(&���^79=DA�L>]�)D����=Z�3:D��=DA}2'C!yDA�G9NU�&�3�E=�]Z���C:>��=Z�3�^�EA|���E�C_,�$A
:
;<7���:D�C���$"E�C7,�&�*)!=
P>=D79)DA�796B���E=!79=DA3�






λ′ = −2fplr2 cos γ + [n0 + 3n11 − 2(m21 −m20) − 2n02 − 4n12 − 3(m12 −m02)]ϕ,

rµ3 = −n0 − 3n11 + 2(m21 −m20) + n01(1 − X3

r
) 2<C!yIC @ N

G�c



� ��� � ��� � � � ���$�� � � �$� ���� ��� �$� � � � �������	��
� � ��� ��� ��� � ��� ���

��79=!lm7���_`"E_`�E=Z�Hu�2<C!yIC @ N P5�^�,_t)D�^��� �D�^� (��M���E)!�
µ3

�$AC�H($79=DAV�e��=Z����){G ���E�C_,�$At:
;�79��:!��� ≥ 2
�D�C�EAEPO_,��� A3� �H���E=!A�� 7�=�:D)�6>��=!:>��]9�n:>��=DA�� ���$79=D�n:D�}(E79=Z����($�*�EAV�p)D=!�}lm7�=D($��� 79=�� �`=D�}:D�
ϕ

y
+5�nlm79��($�

P
�$�3�^�p_`79_,�$=Z�

M2

���D�D� �^jk)D"EA3u��F�3����=k���0:D"$(E79)D�^�E=Z�3:D��2<C!yFA @ NU��)BG`���$��_`�EA
:
;�79��:!��� ≥ 1

�D���$AcAC79)DAc�F�tlm79�C_,� �























P =
−n0 − 3n11 + 2(m21 −m20)

r
(ϕ2 − ϕ1),

M2 = −X3F1 −
ϕ1 + ϕ2

2
rP.

2'C!yFC[A9N

+.�EA#� G!�!���EACA��^79=DA0���C79)!��"EA#���E��_`�$�C���$=k�0:D�H:D"&L>=D� �*��79)!���EA0�^�EA0(E������($��"$���^AC���^jk)D�EA0:!)f��"E]�� _`�
AC�������^79=D=>��� ���p:D)�]9� �^A�A��$_,�$=Z��:D�}�F�H��7�)D��P>u�A��x��79� �$PD� �$A3���$�F����� 79=DA��E=Z���C�n�^�EASlm79�C(E�$AEP>� �$A3_,7MK
_`�E=Z��A$PM�^�EA
lm79=!($���^79=DA�:D"$(E���@����=Z��� �S:D"$lm7���_,�����^79=#:D)n�D=D�E)'PM�&�5� �EA�($7B79�C:D79=D=!"E�EA5]9"$=D"E����� �^A�"E�$A
(�������(&��"E�C� A���=Z�*�^�#_,7�)!�9�$_,�$=k�c:D�#������=DAC�F����� 79=h:D�}�F�*����=Z����y

��� ����� Ä/º���©·¶j®%¯Dº�´aº�ª_¯��a¶*© ¯Dº�¾D¾
º�§jª»j¿y¥Æ§j©·³9º Å+®jª»¾�¯D§µªµ¯ º
��79_,_`�b:D�$)BGB� �$_,�a_`79)!���E_`�E=Z��AC�������^79=D=>���^���b:!�a�F����7�)D�a6D� 7{jk)D"E�������E(�]9� �^A�AC�E_`�E=Z�

=D79)!A�($79=DA��^:D"E�C79=DA}� ���D�@�97����E_`�E=Z��ub�B�@���$A�A��,��=D]�)D�F���^���H($79=DAV�e��=Z���h��)!��79)D�#:D�`�Y;<�MGB�
CX3���9�$(







X1 = X2 = 0, X3 = const, β̇ = β̇0 = ω = const (β 6= β0), κ = const, θ =
π

2
,

w = 0, ϕ1 = −ϕ2 = const,

�$�}�^�EA0lm79=!($���^79=DA
λ(ϕ), µ3(ϕ)

=D��:D"E���E=!:D�E=Z���>��A#:D)f���$_,�!AEy.�0��=DA#(E��(���A#� �t����������� ��:D�EA
lm79�C(E�EAc:D�#lm��7������$_,�$=Z��A��E(}AC)D�*�^�EA3:D"$�D�F��(E�E_`�E=Z��A��{�^�C��)!�E� A3AC���!��"EAC�E=Z���n(E7�_,_`� �











































δAf = −fplr
ϕ2
∫

−ϕ2

1
∫

−1

[e3 × (rϕe1 + lξe2)]
δZ1e1 + δZ2e2
√

l2ξ2 + r2ϕ2
dϕdξ

A��^]9=
β̇0,

δZ1 = δX1 cos β0 + δX2 sin β0 − lξδβ0 −X3δθ − r sinϕδu− r cosϕδv,

δZ2 = −δX1 sin β0 + δX2 cos β0 + rϕδβ0 + rδw.

GdZ



��� � � � � � � � � ��� � ���� � � � ��� � � � � � ��� �� � � �

�$�c�E=DAC)D�^�����

δAf = −fplr
ϕ2
∫

−ϕ2

1
∫

−1

√

l2ξ2 + r2ϕ2dϕdξδβ0

A�� ]�=
β̇0 ≈

≈ −2fplrϕ2

√

l2 + r2ϕ2
2δβ0

A��^]9=
β̇0.

2<C!yIC[CZN

+I;�� =Z��"E]9����� �n:>��=DA�2<C!yIC[CZN��EAC�0"E]Z���^�tu,�F�,AC79_`_,��:D�Hjk)>�������t�^=Z��"E]������^�EAEP�jk)D��AC79=Z�#(���� (E)!� "EA
���D�D�C7xGB�^_h�����^���E_`�E=Z�`�>�������$_,�D� ��(E�$_,�$=Z�,:!���q;<� G!�!���EACA��^79=�AC79)DAh�^��A�� ]�=D��:
;<�^=Z��"E]������^���$=
√
l2+r2ϕ2

2

2

yZR\=���"E��� �@��"�PM(E�3�C�E_`�D�F��(E�E_`�E=Z��A�� ]�=D�^L>��P�jk)D�3�^�S(ed>��_`��:D�EAolm79�C(E�$A\:D�Slm��7��C���$_,�$=k�
:>��=DA`�F� �E7�=D��:!��($79=Z�e��(&�h�$AC�,���E_`�D� ��(E"��>����jk)>��������lm79��($�EA,���D�D�^� jk)D"$�EA`��)BG ��79� =Z��A`:!�
(E7{79��:D7�=D=D"E�$A

ξ = ±1
2
, ϕ = ±ϕ2

2

y
+.�#AC?{AV���E_`�n:
;<"$jk)>�����^79=�2<C!y @ cZN|AC�n������=!AClm79�C_,�#�$=
�































































































































































































F1 cos β − F2 sin β = 0,

F1 sin β + F2 cos β = 0,

P =

∫

L1

µ3(ϕ)dϕ,

M2 sin κ+M3 cos κ− n05(β − β0) = 0,

n05(β − β0) − 2fplrϕ2

√

l2 + r2ϕ2
2

A��^]9=
β̇0 = 0,

(J2d − J1d)ω
2 cos κ sin κ +M1 − n05κ = 0,

M2 −
∫

L1

rµ3ϕdϕ = 0,

r2n03w = 0,

2<C!yIC�HkN

c �



� ��� � ��� � � � ���$�� � � �$� ���� ��� �$� � � � �������	��
� � ��� ��� ��� � ��� ���



































































































































































pour ϕ ∈ L1 = [ϕ1, ϕ2] :

ρr3ω2[(1 + u) sin2 ϕ+ v sinϕ cosϕ] − n0 − n01u+ n11u
′′ − (m21 −m20)v

′+

+λ(1 + u+ v′) − [λ(u′ − v)]′ − rµ3 cosϕ = 0,

ρr3ω2[(1 + u) sinϕ cosϕ+ v cos2 ϕ] − n02v + n12v
′′ − (m12 −m02)u

′−
−[λ(1 + u+ v′)]′ − λ(u′ − v) + rµ3 sinϕ = 0,

pour ϕ ∈ L2 = [ϕ2, 2π + ϕ1] :

ρr3ω2[(1 + u) sin2 ϕ+ v sinϕ cosϕ] − n0 − n01u+ n11u
′′ − (m21 −m20)v

′+

+λ(1 + u+ v′) − [λ(u′ − v)]′ = 0,

ρr3ω2[(1 + u) sinϕ cosϕ+ v cos2 ϕ] − n02v + n12v
′′ − (m12 −m02)u

′−
−[λ(1 + u+ v′)]′ − λ(u′ − v) = 0,

(n11 − λ)[u′]k = 0, k = 1, 2.
�p�$A,"$j{)D�����^79=DA�2<C!yIC�HkNn79=�:!"E:D)D�@��� �$A����E� �����^79=DAH�$=Z������� �$A��>������_,�&���C�EA�:D) _,7�)!�9�$_,�$=k�EP
���^=DA��
jk)D�n� �$ASlm79��($�EAc�$���^�EA�_,7�_,�$=k��A3=D"E($�EACA����^���EAc��79)D�3�D�C7B:D)!� ���#� �H��7��������^79= �































































































F1 = F2 = 0,

M3 cos κ = n05(β − β0) = 2fplrϕ2

√

l2 + r2ϕ2
2

A��^]9=
β̇0,

M1 = n05κ− (J2d − J1d)ω
2 cos κ sin κ,

M2 = 0,

w = 0,

β − β0 =
2fplr

n05

ϕ2

√

l2 + r2ϕ2
2

A�� ]�=
β̇0.

R\=DA�)!�^���t=D79)DA*���E_,���Cj{)!�E��7�=DAEP8j{)!�H� �$A*lm79=D(&���^79=DA
µ3(ϕ), λ(ϕ), u(ϕ)

A�7�=k�0�>��� �CAEPO_,��� Ac�F�
lm79=D(&���^79=

v(ϕ)
�EAV�0� _`�>���^�Ey!�p�EAclm79��_H)!� �EAn2'C!yFA9NS:>��=DA*�F� �E79=!�t:D�n(E79=Z����($�

L1

� �$A*"$]Z��� �@��"$A
���D�!��7{(edD"E�$A*AC)D�^���E=Z� �

u ∼= X3

r
− 1, u′ ∼= −3ϕ, u′′ ∼= −3, v ∼= −2ϕ, v′ ∼= −2, v′′ ∼= 4ϕ.

c @



��� � � � � � � � � ��� � ���� � � � ��� � � � � � ��� �� � � �

RI=�)B��� �^� A���=Z��($�EA\"E]9��� �@��"EA$Pi=D79)DAo����79)!���E�C79=DA\� �$A�_H)!�^���^�D� �^(������E)D�CA�:D�3+���]9����=D]9�|:D)�AC?{AC���E_`�
2<C!yIC�HkN �







λ′ =
[

n0 + 3n11 − 2(m21 −m20) − 2n02 − 4n12 − 3(m12 −m02) + ρr3ω2
]

ϕ,

rµ3 = −n0 − 3n11 + 2(m21 −m20) + n01(1 − X3

r
)
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�F� �E79=!�n:!�n($79=Z�e��(&�c�$�c�F�tlm79�C(E�#�9�$�C��� (���� � �

P = 2ϕ2µ3 =
−n0 − 3n11 + 2(m21 −m20)

r
2ϕ2.
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[λ]k = [u′]k =

[v′]k = 0
yO+��`AC79� )B��� 7�=a�EAC�p��=>��� 79]9)!��u��F��:D"&���$��_`� =>����� 79=a:!��� ��lm7���_`�#:D)�6>��=D:>��]9�}:>��=DA
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"Ejk)>����� 79=DAI��79A��$�

u = v = 0
:>��=DAI� �EAo���E�C_,�$AU($79=Z���$=>��=Z�U� �EA\lm79�C(E�$AU($�E=Z���C�^lm)D]��EAc24�^�EA\���$��_`A

�x���E(
ω2

NI�$�3�!���E=!:D���
λ = n0 − ρr3ω2 +λ1

PB��� 79�CA����D���$AS"E�^� _`� =>����� 79=
u

�&�
λ1

:!)bAC?{AC���E_`�
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a0v
(4) + a1v

′′ + a2v =
3

2
ρr3ω2 sin 2ϕ,

a0 = n11 − n0 + ρr3ω2,

a1 = −2n0 − n01 − n12 +m21 −m12 +m02 −m20 + 2ρr3ω2,

a2 = n02 − n0 + ρr3ω2.

2<C!yIC7X9N

v*=D�}A�7�� )!��� 79=a�>���C���^(E)D�^� �$���0:D�}�q;<"$j{)D�����^79= 2<C!yIC7X9N|�$AC� �

vp =
3ρr3ω2

2(16a0 − 4a1 + a2)
sin 2ϕ,

2<CByFC[Y9N
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vg

��� ��lm79�C_,��2<CByDA[X�Nn���9�$(
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p∗k
�&�`:D�EA�(E7�=D:D�^��� 79=!At:D�alm��7�=k��� �$���bAV?B_`"$�����^j{)!�EA

ϕ1 = −ϕ2

y
+��$Aa(E7{���`(E�^�E=Z��Aa_`7{:D�^L>"$A

G∗
1, · · · , G∗

4
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4
∑

i=1

G∗
i e

2πp∗i = ϕ2

(

2 +
3ρr3ω2

16a0 − 4a1 + a2

)

,

4
∑

i=1

G∗
i = −ϕ2

(

2 +
3ρr3ω2

16a0 − 4a1 + a2

)

,

4
∑

i=1

G∗
i p

∗
i e

2πp∗i = 1 − X3

r
− 3ρr3ω2

16a0 − 4a1 + a2

,

4
∑

i=1

G∗
i p

∗
i = 1 − X3

r
− 3ρr3ω2

16a0 − 4a1 + a2
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G∗
i =

(−1)i

2
e−πp

∗

iB2

[−p∗1p∗2
p∗i

(ed
(πp∗1)

(ed
(πp∗2)(ed

(πp∗i )
ϕ2

(

2 +
3ρr3ω2

16a0 − 4a1 + a2

)

−

−
A�d

(πp∗1)
A�d

(πp∗2)ACd
(πp∗i )

(

X3

r
− 1 +

3ρr3ω2

16a0 − 4a1 + a2

)]

, i = 1 · · ·4,
1

B1
= p∗2

(ed
(πp∗1)

A�d
(πp∗2) − p∗1

(ed
(πp∗2)

ACd
(πp∗1),

1

B2
= p∗2

A�d
(πp∗1)

(ed
(πp∗2) − p∗1

A�d
(πp∗2)

(ed
(πp∗1). 2'C!yFC�cZN
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�����D�87��C�cu��D�F��=

Cxy
�&�c:D"E($���^���}�>���3� �$A3lm79=D($��� 79=!A&�

u2(ϕ) = −v′2(ϕ), v2(ϕ) =
3ρr3ω2

16a0 − 4a1 + a2
sinϕ cosϕ+

4
∑

i=1

G∗
i e
p∗iϕ.
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+�� (E79�C���E(&���^79=
λ1(ϕ)
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u2(ϕ), v2(ϕ)
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U = −V ′, V (α) =
4

∑

i=1

Gie
piα, α ∈ L2.

2'H!y @ N
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pi, i = 1, · · · , 4 A�79=Z�c� �$A3����($� =D�$Ac:!�n�q;<"$jk)>�����^79=a(�������(&��"E�C� AV��� jk)D���


























a0p
4 + a1p

2 + a2 = 0,

a0 = n0 −m2 − n11, a1 = 2n0 + n01 −m2 +m12 −m21, a2 = n0 −m22.

p1 = −p3 =

√

−a1 +
√

a2
1 − 4a0a2

2a0
, p2 = −p4 =

√

−a1 −
√

a2
1 − 4a0a2

2a0
.
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Gi =
(−1)i

2
e−πpi

A�d
(πp1)

A�d
(πp2)A�d

(πpi)

[−p1p2B1

pi

X1

r
− B2(

X3

r
− 1)

]

, i = 1 · · ·4,
1

B1
= p2

(ed
(πp1)

A�d
(πp2) − p1

(ed
(πp2)

A�d
(πp1),

1

B2

= p2

ACd
(πp1)

(ed
(πp2) − p1

ACd
(πp2)

(ed
(πp1). 2'H!yFCZN
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a = 0
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c = 22.62
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	 ���� �7
 �1���O������� �

')� ,+35��(* "()����� A ��(���35�;���������1')�6��(*8$��� ,53+�;��� ��(* 5HB���1��� �!�B� A �/ 

c[G



��� ��� � � ��� � ������ �$�����������-�0� � ����� � ��� �

� ����� HDyIC 	 � � � 'q � ���L�+s��  	 ���L����s�� : �L����	�:b� � :�< 	  ����� � � :� � : 	  ��� n

:D)a6>��=D:D��]9�0�&�S�F���E79=!�0:D�0($79=Z�e��(&�3:D�0� ��]9����=D:D�$)D�S:D�0� �nlm79�C(E�0� G{��"E�C� �$)D���0�^79=D]9�@��)D:!� =>���^�
�879)!�c�^�EA3�>������_`�$�����EA

a = 2
(E_�P

c = 22.62
(E_�y

s5�E=D:>��=k�*:D�n��79)!� �E_`�E=Z��AV�e����� 79=D=D��� �C�0�F�Hlm79�C_,�#:D�n�F���^� ]9=D�p_,7x?9�$=D=D�n:D)�6D��=D:>��]��n=!�
(ed>��=D]9�}�>��Ac�D���S�����D�87��C�c��)�AC?{AV���E_`�}:D�}(E7{79��:!79=D=D"$�EA�:D�}~*7{�E=!� ]9An2m�E=a������=DA�� �����^79=a���9�$(
�F�H��7�)D�xN y>+\;<796!A��E�V�������$)D�3A��#���C79)!����=Z��:>��=!A3� �0AV?BAV���$_,�}:D�#($7B79�C:D79=D=!"E�EA��^� "0�����E(n�F������=Z���
�9�E�C�����Y;�79=D:D�n��)�($79)D��A�:D�}�C79)D� �$_,�$=Z��:D�}�F����79)!��y

c[c



� ��� � ��� � ������� � � � � 	 �����
	�� � ���D�

������� HDyIH 	�� � � 'q � ���L��s��  	����L����s�� : �L����	�:b� ��� ��K: ���  �L��� � � q s �7��	  ��� n
��� � �	��������� � ��� � 	����3�
� � � �������

 � � � � Ä���§jªy§µ¥��*¾
º�´a®*¹y§j¥ÆºY¹»¿ ��ªyº�¿�¥¨©��»³ º
r*79)DA*���^� 79=DA3($79=DAC� :D"$���E�c� �n_`7B:D�$� �#:D)��D=D�$)�:D)�(edD���D�^����� ABy�WB)D�!�879AC79=DA*j{)!�t�F���C79)D�

A�7��^�3L!GB"n�$��=D79=�(ed>���C]9"�P>(�;<�$AC�VK�uMK :D� �C�

X1 = const, X2 = const, X3 = const, β = 0, κ = 0, θ = 0.

c�Z



��� ��� � � ��� � ������ �$�����������-�0� � ����� � ��� �

WB�E�^79=�� �EA��C"EA�)!�^�e�M��A3:D)�(ed>���D�@���C� AH�^�EA3"Ejk)>�M��� 7�=DA�:D)�_`79)!���E_`�E=Z�cA�79=Z���











































−ρr3ü+ n11u
′′ − n01u+ (m20 −m21)v

′ − n0 + λ(1 + u+ v′) − [λ(u′ − v)]′ = 0,

−ρr3v̈ + (m02 −m12)u
′ + n12v

′′ − n02v − [λ(1 + u+ v′)]′ − λ(u′ − v) = 0,

(1 + u+ v′)2 + (u′ − v)2 = 1 −→ u ∼= −v′. 2'H!yIHkN
�0��=DA#� �H(E��A#:D��� �h��79)!��� � 6!���t=!79= (ed>����]�"E�����9�$(0����=k���HL!GB"�� �EAp(E79=D:!�^���^79=DAp��)BGf�^� _`�^���EA

������� H!yDX 	

�879)!�h� �$A,lm79=!($���^79=DA
u(ϕ, t), v(ϕ, t)

:!�$�{� �$=D=D�E=Z��:D�$Ab(E7�=D:D�^��� 79=!A,:D���8"$���^7B:D�^(E�@��"�:D��($�EA
lm79=D($��� 79=!A&�

u(0) = u(2π), v(0) = v(2π), λ(0) = λ(2π).

r*79)DA�� G!�!��� _`�E�C79=DA3)D=�_H)D�@���^�D� �^(������E)D�I:D�n+���]9����=D]9�
λ

�D���&�
λ(ϕ, t) = n0 + λ1(ϕ, t)

P!7��
λ1

�EAC��)D=����E�C_,�I:D)��D���$_,�^�E��79��:!����yMR\=H)!��� �^� A���=k�
�F��(E79=D:!�^���^79=}� �^=D"����C� AC"E�\:
;�� =D� G{���E=!A�� 6!� � �@��"
:D�#�F�t�^� ]9=!�p_`7i?��E=D=!�#:D)�6>��=D:>��]9�0�$���$=a�D���$=>��=Z���F�H:!"E���@�9"$�#:D�#�F�t�!���E_`� �$���*"Ejk)>����� 79=a�&�
�E=`��:D:D�@���^79=D=>��=Z�o�x���E(��F�0:!�E)BGB� �$_,�3=!79)DA\796!���E=D7�=DA\�Y;�"Ejk)>����� 79=t�>���\�����D�87��C�Iu0� �*lm79=D(&��� 7�=

Z �



� � � ����� � ������� � � � � 	 �����
	�� � ���D�

v(ϕ, t)
�$�c�F�H($79=D:D�@���^79=a:D�nA����8"$���^7B:D�^(E�@��" �



















ρr3v̈′′ − ρr3v̈ + a0v
(4) + a1v

′′ + a2v = 0,

v(0) = v(2π),

a0 = n0 − n11, a1 = 2n0 + n01 + n12 +m20 −m21 −m02 +m12, a2 = n0 − n02.2�HDyFX9N
s579)D���Y;<��=>���^?{A��#_`7B:D��� �*� �'l4��)B���&GB�D���^_,�$�3� �$A�lm7�=D($��� 79=DA

u, v
�>���&�

������� HDyIY 	

v = eiωtX(ϕ), u = −v′ = −eiωtX ′(ϕ)

2
ω

�EAV�c�F�Hlm��"$j{)!�E=D($��(&?B($� �^j{)!�xN&y>-*� 79�CA&�

a0X
(4) + (a1 − ρr3ω2)X ′′ + (a2 + ρr3ω2)X = 0.

2'HDyIYZN

+��`AC79� )B��� 7�=a:D�}(E�$�C���}"Ejk)>�M��� 7�=��$AC���

X(ϕ) = G1e
p1ϕ +G2e

p2ϕ +G3e
−p1ϕ +G4e

−p2ϕ,
2�HDyFG9N

Z @



��� ��� � � ��� � ������ �$�����������-�0� � ����� � ��� �

7��
pi, i = 1, 2

A�79=Z�*� �$A3����($� =D�$Ac:!�n�q;<"$jk)>�����^79=a(�������(&��"E�C� AV��� jk)D�`2
p3 = −p1, p4 = −p2

N �


















































a0p
4 + (a1 − ρr3ω2)p2 + (a2 + ρr3ω2) = 0,

p2
1 =

ρr3ω2 − a1 +
√

(a1 − ρr3ω2)2 − 4a0(a2 + ρr3ω2)

2a0
,

p2
2 =

ρr3ω2 − a1 −
√

(a1 − ρr3ω2)2 − 4a0(a2 + ρr3ω2)

2a0
.

2'H!yFcZN

sI)!� A�jk)D�a� ��lm79=D(&���^79=
X(ϕ)

:!79�^� �$���C�
2π

K �8"$���^7B:D�^jk)D��P�:>��=!A�2'HDyFG9N}� �Il4��)!��($79=DA��$�C���E��� �$A
�&GB�87�=D�E=Z���^�E�^� �EA�:D�}��"E�C� 7{:D�

2π
���9�$(��^�EA3�&GB��79A���=k��A*�^_h��]9� =>��� ���$AEPk(�;��EAV�CKJuMKJ:D�^���#jk)D�

p = i2πn, n = 0,±1,±2...

WB)D�h� ����1#.�y0HDyFX�79=��C�E�D�C"EAC�E=Z���f�^�EAh]������Dd!� jk)D�EA,:D�EA`lm79=D(&��� 7�=DA
p2

1, p
2
2

�E=�lm79=!($���^79=�:!�
q = −ρr3ω2

a0
> 0

��79)D�t:!�^�9�$��AC�EAt�����^�E)D�CAt:D�$AH�>������_,�&���C�EA
a

�&�
c
y"�0=��97��^�Hjk)D�hA��E)!�

p2
1�8�$)!�U:D79=D=D�$�\)D=�A����E(&�����c� =BL>=D�!:!��lm�C"Ejk)D�$=D(E�$AEyk-o?Z��=Z�U_`� Ao:>��=DAc2'HDyIcZN

p1 = i2πn, n ∈ Z
P

=D79)DA3���C79)!���E��7�=DA*�^�EA3lm��"$jk)D�E=D($�EAc�D��7��D���$A
ω2
n

AC79)DA��F�Hlm79�C_,�

ω2
n =

−16π4a0n
4 + 4π2a1n

2 − a2

ρr3(1 + 4π2n2)
, n = 0, 1, 2...

r*79)DA��C�E_,����jk)D79=!AEP>jk)D�
a0 < 0

y>+.�EA3lm79��_`�EA3�!��79�D�C�EAc(E79�C���$A���79=D:>��=Z���EAcA�79=Z�

Xn(ϕ) = G∗
1 cos(nϕ) +G∗

2 sin(nϕ), ∀G∗
1, G

∗
2.

��d>��jk)D�Hlm79�C_,�n�D��7��D����j{)!��(E7������$A���79=D: uh� �`lm�C"Ejk)D�E=!(E�
ωn

�$AC�#�C�E�D�C"EAC�E=Z��"$�`�D���p� �,(E7�_�K
6D� =>��� A�7�=b� �^=D"����^���c:D�0:D�$)BGblm7�=D($��� 79=DA

cos(nϕ)
�$�

sin(nϕ)
y!+��$ASjk)>�������#�D�C�E_`� �E�C�EA�lm7���_`�EA

�D��79�!���EA�AC79=Z�����E�!��"EAC�E=Z��"$�EA*A�)D���F����1#.�y:HDyFYBy>+.�#(E7{���`(E�^�E=Z�
a0

:>��=DA3�Y;�"Ejk)>����� 79=�2�HDyIcZN�:D"&K
�8�$=D:,:!�c� �0]9����=D:D�E)!�\:D���F�0�D�C�EA�AC� 79=`:>��=!AU�^�S�D=D�$)h�&�I:D�EAI�>������_`�$���C�EA\]9"$79_`"$���C� jk)D�$AEPZ�>���
�&GB�E_`�D� �

a
�$�
c
P�(E79_`_,��� =D:!� jk)D"n(E�@K :D�EACA�)DA$y.s�7�)D�p($�E�C����� =!�EAp�����^�E)D�CAp:D��(E�EA#�D������_`�$�����$A

� �o�$AC��� _`�879ACA��^6D� ��:D�,�C"����^� AC�E�0� ��AV���C)D($��)D���`:D�`�F�bA�)!�Cl4��($�,� ����"$�����^�H:D)��D=D�E)'P5�!)D� ACj{)';<�$� � �
:D79�^� �$���C�}���E�^� "$�}u�� �c����=Z���#�&�p��)�6D��=D:>��]��n�D���3�Y;<����(p:D)�($�E�C(E� ��y����}:D79_,��� =D�*:D�EA������ �$)D��A
:D�EA��>������_,�&�����$A

(a, c)
�$AC��� =D:D�^jk)D"�A�)D�n�F����1#.�y�HDyFG��>����� ��($79)D�^�E)D�}=D79�^����24�^��:D79_,��� =D�

A
N&yo�0��=DA��^�b:D79_,��� =!�h:D�$AH����� �E)!��AH:D�$A��>������_,�&���C�EA

B2

� ��(E79=!AC���C)D($��� 79=	:D�a� ��A�)!�Cl4��($�
�F����"E����� �b:D) �D=D�$)��$AC�`��79A�AC� 6D�^��Po_,��� At� �a(E7{���`($� �E=Z�

a0 > 0
�$=Z�������F=D���F���!��"EAC�E=D($��:D�$A

A�79�^)!���^79=DA3(E7�_,_`�
eλtX(ϕ), λ > 0

P>:D"E($���@����=k�c�^�EA�:D"$lm7���_,�����^79=DAS:D)��D=D�$)�(�;<�$AC�VK�uMK :D� �C�n� �
Z7A



� � � ����� � ������� � � � � 	 �����
	�� � ���D�

������� HDyFG 	

lm79�C_,��(edD79� AC� �H:!�H�F�hAC)D�Cl4��(E���F�M��"E����� �n:D) �D=D�$) �EAC�0� =DAV�e��6D�^��y8�0��=DA#�^�EA0:!79_h��� =D�$A
B1

� �$A
�>������_`�$���C�EA

(a, c)
A�7�=k�����E� A$PDjk)D�n�F�tlm79�C_,�0=!"E(E�$A�A���� �C��:D�$A�A�)D�Vl4��(E�$A*AV�e��6D�^�EA3� ����"$�����^�EAS:D)

�D=D�$) 2
a0 < 0

N�A��}��"E��� �^A���y

 � � ��� Ä���§jªy§µ¥��*¾
º�´a®*¹y§j¥ÆºY¹»¿ ��ªyº�¿�Å9²y§°³9��
1J(E�c=D79)DA,(E79=DAC� :D"$��79=!Ah� �$A,�{� 6!������� 79=DA�:D)��D=D�E)���)!��7�)D�,:!���F� �87�A��^��� 79= :
;�"Ejk)D�^� � 6!����y

+\;<"$jk)D� �^� 6D�C�#:D�}�F�H��7�)D�}(ed>����]�"E�}"$�����^��� GD��_,�^=D"#:>��=DA��^�#(ed>���D�@����� A{P>j{)D��=D:

X1 = const, X2 = const, X3 = const, β = 0, κ = 0, θ = 0,

�$�H� �EA}������� ��6D�^�EA
u, v

A�79=Z�Hlm79=!($���^79=DAn:D�b�q;[��=!]9� �
ϕ

y�+�� �E7�=D�b:D�,(E79=Z�e��($���$AC�H($79=DAV�e��=Z���
ϕ ∈ [ϕ1, ϕ2]

y�WB)D�!�879AC79=DA3jk)D�}�F�c����=k���#A�79�@�SL!GB"E�}_,��� A�j{)!�n�^�EA�lm7�=D($��� 79=DA
u, v, λ, ϕ1, ϕ2�������^�E=Z�,�8�$=D:>��=Z�,� �EA��{� 6!������� 79=DA$yI+.�EA`"Ejk)>����� 79=DA`(E7������$A���79=D:>��=k���EA$P�:D)�AC?{AC���E_`��2<AByFC @ N

Z�C



��� ��� � � ��� � ������ �$�����������-�0� � ����� � ��� �

A�79=Z���






















































































































































pour ϕ ∈ L2 = [ϕ2(t), ϕ1(t) + 2π] :

−ρr3ü+ n11u
′′ − n01u+ (m20 −m21)v

′ − n0 + λ(1 + u+ v′) − [λ(u′ − v)]′ = 0,

−ρr3v̈ + (m02 −m12)u
′ + n12v

′′ − n02v − [λ(1 + u+ v′)]′ − λ(u′ − v) = 0,

(1 + u+ v′)2 + (u′ − v)2 = 1 −→ u ∼= −v′,

ρr3[u̇]kϕ̇k − (−1)k[λ(u′ − v)]l(k) + n11[u
′]k + rµ1k cosϑk = 0,

ρr3[v̇]kϕ̇k − (−1)k[λ(1 + u+ v′)]l(k) + n12[v
′]k − rµ1k sin ϑk = 0,

[u]k = [v]k = 0,

k = 1, 2; ϑk = θ + ϕk. 2'H!yFZZN
r*79)DA,�&GB�D�C� _`�E��7�=DA,�^�EA�lm79=D(&��� 7�=DAEP\:D"&L>=D�^A�A���=k�h� �$A,:D"&lm79��_,����� 79=DA�:D���F� � �^]9=D�a_`7x?9�E=!=D�
:D) 6>��=D:>��]9��P
�^�EA0_t)D�^��� �D�^� (��M���E)!��Ac:D��+���]9����=D]9�H�&�}� �$Aplm79=D(&��� 7�=DA0:D"&L>=D� ACA���=Z�n�F� �E79=D��:!�
(E79=Z�e��($�c�>���3�






u(ϕ, t) = U(ϕ) + Uvib(ϕ, t), v(ϕ, t) = V (ϕ) + Vvib(ϕ, t), ϕk(t) = ϕ◦
k + ϕvib k(t),

λ(ϕ, t) = λ◦(ϕ) + λvib(ϕ, t), µ1k(ϕ, t) = µ◦
1k(ϕ) + µvib 1k(ϕ, t),

7��
U, V, λ◦, µ◦

1k, ϕ
◦
k

�$AC�`�F��AC79� )!��� 79= :!"E(E�C�^����=Z���F�f��79A��@���^79=�:
;�"Ejk)D�^� � 6!���a:D�a� � �C79)D�a�&�
A������ ACl4��� A���=k�c��)BG�"Ejk)>�M��� 7�=DA3�$�*��)BGa(E79=D:!�^���^79=DA3�^� _`�^���$A-�






















































n11U
′′ − n01U + (m20 −m21)V

′ − n0 + λ◦(1 + U + V ′) − [λ◦(U ′ − V )]′ = 0,

(m02 −m12)U
′ + n12V

′′ − n02V − [λ◦(1 + U + V ′)]′ − λ◦(U ′ − V ) = 0,

(1 + U + V ′)2 + (U ′ − V )2 = 1 −→ U = −V ′,

2'HDy @�� N
Z�H



� � � ����� � ������� � � � � 	 �����
	�� � ���D�











































−(−1)k[λ◦(U ′ − V )]l(k) + n11[U
′]k + rµ◦

1k(
π

2
− ϕ◦

k) = 0,

−(−1)k[λ◦(1 + U + V ′)]l(k) + n12[V
′]k − rµ◦

1k = 0,

[U ]k = [V ]k = 0, k = 1, 2.

�p�#(E�}AC?{AV���E_`�#=D79)!A�����79)B�979=DA3�^�EASlm79=!($���^79=DA
U, V, λ◦, µ◦

1k, ϕ
◦
k

PD7��
λ◦ = n0 + λ◦1

PB�$�
λ◦1

�$AC�c)D=����E�C_,�}:D)��D�C�E_`� �E�C�079�C:D����y
+��$An�����C�F��6!� �EA

Uvib, Vvib
P5jk)D�I:D"&L>=D�^A�A��$=Z��� �$A}�{�^6D������� 79=!An:!)��D=D�$)���)B��79)D�n:D�`�F�a��7�K

A��@���^79=�:
;�"Ejk)D�^� � 6!���HAC��:D"E:D)!� A��$=Z��:!)�AV?{AC���$_,��AC)D�^����=Z�,24�^(E��� ��l4��)!�#���$=D� �p(E79_`�!����P'jk)D��� �$A
_H)D�@���^�D� �^(������E)D�CA�:D�n+���]9����=D]9�

λvib, µvib 1k

P>���^=DA��
jk)D��P
ϕvib k

AC79=Z�*:!)��D�C�E_`� �$�S79��:!�����


















































































































−ρr3Üvib + (n11 − n0)U
′′
vib + (n0 − n01)Uvib + (m20 −m21 + 2n0)V

′
vib + λvib = 0,

−ρr3V̈vib + (m02 −m12 − 2n0)U
′
vib + (n12 − n0)V

′′
vib + (n0 − n02)Vvib − λ′vib = 0,

(1 + Uvib + V ′
vib)

2 + (U ′
vib − Vvib)

2 = 1 −→ Uvib = −V ′
vib,

−(−1)k[n0(U
′
vib − Vvib)]l(k) + n11[U

′
vib]k − rµ◦

1kϕvib k = 0,

−(−1)k[n0(Uvib + V ′
vib) + λvib]l(k) + n12[V

′
vib]k − rµvib 1k = 0,

[Uvib]k = [Vvib]k = 0, k = 1, 2. 2�HDy @�@ N
R\=�)!���^� � A���=Z��� �t� � ��� AC79=h:';<�^=D�&G{���$=DA��^6D� �^�^��"*:D�p�F�t�^� ]9=D�*_,7x?��E=D=D�#:!)a6>��=D:>��]9�#� �^=D"����C� AC"E�c�$�
�E=f�!���E=D��=Z�#�F�`:D"E�C�^�9"$�H:D�H� �,�D�C�E_`� �$���t"$jk)>�����^79=��&�0�E= ��:D:D�^��� 79=!=>��=Z�0�����E(H� �,:D�$)BGB� �E_`�
79=�796!��� �E=Z���^�EA3"Ejk)>�M��� 7�=DA��$�c� �$A3(E79=D:!�^���^79=DA3�^� _`�^���$A �






























ρr3V̈ ′′
vib − ρr3V̈vib + a0V

(4)
vib + a1V

′′
vib + a2Vvib = 0,

Vvib(ϕ
◦
k + ϕvib k) = 0,

V ′
vib(ϕ

◦
k + ϕvib k) = 0, k = 1, 2,

a0 = n0 − n11, a1 = 2n0 + n01 + n12 +m20 −m21 −m02 +m12, a2 = n0 − n02.2�HDy @ A9N
Z[X
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�#=��8�$)!��:!"E:D)D�^���
ϕvib k

:D�$A�(E7�=D:D�^��� 79=!A��^� _`�^���EAa:!?{=>��_`� jk)D�$A 2�H�KJ�$_,� "Ejk)>�M��� 7�= :>��=!A
2'HDy @[@ NCN�(E79_`_,� �

ϕvib k =
(−1)k

rµ◦
1k

(n0 − n11)V
′′
vib(ϕ

◦
k).

�p79=D(n�F� �$79=D�}:D�}(E79=Z����($�c79AC(E� �^� �#�����E(n�F�H_ �E_`�0lm��"Ejk)D�$=D(E�njk)D�n�F�tlm79=D(&���^79=
V ′′
vib

y
/���� A
79=}���E)!��($79=DAC� :D"$���E��jk)D�I�F�|]9����=!:D�E)D�.:!�U� �0�E79=!�\:D�I(E79=Z�e��($���EAV�5(E79=DAV�e��=Z���Ujk)>��=D:

79= (edD�E�C(edD��� �EA*lm��"Ejk)D�$=D(E�$A��!)D� ACj{)!��A�79= (ed>��=!]9�E_`�E=Z�}:D79=!=D��:D�EA#���E��_`�EAp�E=flm��"$j{)!�E=D($�EA
:D)�:D�$)BGB� �$_,�$Ac7���:D�C��:>��=DA�� �}(���:!���n:D�}=D7����C�}_,7{:D�E�^��yD-*� 79�CA�� �EA�($79=D:D�@��� 7�=DA���)BG��^� _`�^���EA
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Vvib(ϕ
◦
k) + V ′

vib(ϕ
◦
k)ϕvib k ≈ Vvib(ϕ

◦
k) = 0, V ′

vib(ϕ
◦
k) + V ′′

vib(ϕ
◦
k)ϕvib k ≈ V ′

vib(ϕ
◦
k) = 0.

sI)!� A��87�)D�3A��^_,�D�^�^L>�$���^�EA3lm79��_t)D� �$AS=D79)DAc���^� 79=!AS"E($��� �C�
ϕk

��)�� �^�E=�:D�
ϕ◦
krc79)DA.�&GB�D�C� _`�E�C79=DA
�^�EA
lm79=D(&���^79=DA

Uvib, Vvib
PE� �EA'_H)D�^��� �D�^� (E�����$)D���$A8:D�U+���]9����=D]9�

λvib, µvib 1k(E79_`_,� �

Vvib = eiωtX(ϕ), Uvib = −V ′
vib = −eiωtX ′(ϕ), λvib = ∆λeiωt, µvib 1k = ∆µ1ke

iωt

2
ω

�EAC�c� ��lm�C"Ejk)D�$=D(E�n($?{(E�^� jk)D��N&y>-p�^79��A&�

a0X
(4) + (a1 − ρr3ω2)X ′′ + (a2 + ρr3ω2)X = 0.

2'H!y @ C9N
+5��AC79� )!��� 79=a:!�n($�$�C���n"Ejk)>����� 79=��EAV���

X(ϕ) = G1e
p1ϕ +G2e

p2ϕ +G3e
−p1ϕ +G4e

−p2ϕ.
2'HDy @ HkN

1J(E�
pi, i = 1, 2

AC79=Z�*�^�EA�����(E� =!�EA3:D�}�Y;�"Ejk)>�M��� 7�=�(E������($��"$���^AC���^jk)D�`2
p3 = −p1, p4 = −p2

N&�

a0p
4 + (a1 − ρr3ω2)p2 + (a2 + ρr3ω2) = 0,

2'HDy @ X9N
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Gi
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G1e
p1ϕ1 +G2e

p2ϕ1 +G3e
−p1ϕ1 +G4e

−p2ϕ1 = 0,

G1e
p1ϕ2 +G2e

p2ϕ2 +G3e
−p1ϕ2 +G4e

−p2ϕ2 = 0,

G1p1e
p1ϕ1 +G2p2e

p2ϕ1 −G3p1e
−p1ϕ1 −G4p2e

−p2ϕ1 = 0,

G1p1e
p1ϕ2 +G2p2e

p2ϕ2 −G3p1e
−p1ϕ2 −G4p2e

−p2ϕ2 = 0.
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�EAV�p=k)D�"�

:D�&�

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ep1ϕ1 ep2ϕ1 e−p1ϕ1 e−p2ϕ1

ep1ϕ2 ep2ϕ2 e−p1ϕ2 e−p2ϕ2

p1e
p1ϕ1 p2e

p2ϕ1 −p1e
−p1ϕ1 −p2e

−p2ϕ1

p1e
p1ϕ2 p2e

p2ϕ2 −p1e
−p1ϕ2 −p2e

−p2ϕ2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.
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f(ω) = 2p1p2[1 − (ed
(p1(ϕ2 − ϕ1))

(ed
(p2(ϕ2 − ϕ1))]+

+(p2
1 + p2

2)
ACd

(p1(ϕ2 − ϕ1))
ACd

(p2(ϕ2 − ϕ1)),

p1 =

√

ρr3ω2 − a1 +
√

(a1 − ρr3ω2)2 − 4a0(a2 + ρr3ω2)

2a0
,

p2 =

√

ρr3ω2 − a1 −
√

(a1 − ρr3ω2)2 − 4a0(a2 + ρr3ω2)

2a0
.
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�8�$)!� �&�����c:D"$:D)D�^�|:D�*�Y;�"Ejk)>����� 79=`(�������($��"E�C� AVK
��� jk)D�

f(ω) = 0
yO���$�C���n"Ejk)>����� 79=��$AC�c� =DAC79� )!6D� �#��=>���^?k��� jk)D�E_`�E=Z�Ey
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A�79)DA3� �t�D�C�EA�AC� 79=��^=k��"E�C� �E)!���
p = 2

����_�yB�&�3A�7�)DA3� �$A������ �$)D��AS:!�EA3(E7�=DAC����=Z���EA�:D�#/�7B7�=D�$?ZK
Tc�@�B�^� =

k1 = 13 N($_
2 , k2 = 13 N(E_

2

��79)D������79�^A������^�E)D�CAt:D�b� ��]9����=D:D�$)D�H:D�h�F� �$79=D�b:!�
(E79=Z�e��($�t24:D�}� ��(edD����]9��N&y

+.�EAh]9�����!dD� jk)D�$Ab:D��� � lm79=D(&��� 7�=
f(ω)

AC79=Z�a���$�D��"$A��E=Z��"EA�A�)D�a� ����1#.�y HDyFc �879)!�b� �$A
����� �E)!��Ah:!�EAh�D������_`�$�����$A

a = 0
($_ �&�

c = 22.62
($_�yU+.�EA,�87�� =Z��A,:
;<�^=Z���E�CA��$($���^79=�:!)

]9�����!dD�c�x���E(��Y;<�MGB�3:D�$A|��6DA�($� A�AC�EAU:D"$LD=D� ACA��E=Z�|� �3AC�8�$($���C��:D�EA\lm��"$jk)D�E=D($�EA$y!+��0lm79��_`�S�D�C79�D�C�
Xn

($79���C�EAC�879=!:>��=Z���nuHlm��"$j{)!�E=D($�
ωn

���E)!���&�����}:D"$:D)D�@���}:D�,2'HDy @ HkNp24� �$A3(E79=!AC�e��=k���EA
Gi
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¼6�¡�.�D�X¦\ª[§��[¦¨�?�Y»�� 0$�N�?�U�?�N��ª[�.ºd¦¨�?� ± �5¤¥��ª:���3L>�?�D���D¢H��¤¥���D���D�\���?�¡ºoÒ��?�?�U���.��O�¿=�W�.�[� �\�U�[ª��D�T�[���
§[�]���,���¡�\�¨�F���Rºo�D�?���?�]���J»>¦\Ð��N���?¦\�¡ª`§[���[ª[���
¢
� ¤¥��ª:���PL>�?���[�X�o§��D�=¿b�D��ª:���>¿����X�&�D�?ºo���R§[�]ºo�D�.�[�?���R�\�J¼6�¡ª[�$�N¦\��ª�§��]�?�N��ª��.¼6�D�®�

H(ω) =

�?�¡�®�N¦\�
�DªH�?�?�D� =

»>¦¨Ð[�N���?¦\�¡ª
¼6�¡�?��� =

�?���¾��ª[�?�
�$¿=�D¦Í�"���?¦\�¡ª .

���D�X¼6�?��°>���Dª[���D�¹���?�¡�[�.�D�X�?��ª«�R�¨�D�U�[¦¨�D�X§[�]�D�$�?�N�]���¡�[�?Ð&� Ã ³�´®µ,¢ ¶ ¢��HÊ;¢
.¹�¡ª[��½

ω, Hz ω5 ω6 ω7 ω8 ω9 ω10 ω11 ω12· Â ¶ ·SÈ�� ·���È Â�Á�È Â 7 7 Â���È Â × È 7HÂ��
���,ºo�>§[ÒD�¨� §[�Ö�"¬:���[¦Í�N�.�TÂTª��¡�[�]§[�¡ª[ª��o�&�¡�[�1�\���?�¡���,§[�,�"��¦¨�\�\�
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�?�¡���2�\�

�[�.�D�?�.¦\�¡ª^¦\ªH�N���?¦¨�D�[�.�
p = 2.6

���Nº�¢
���2�&�¡�[�]�\���1»����\�D���?�1§[�����:���N��ºoÒ��?�?�D�
a = 2.1

�Dº �$�
·LÁ=·
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%'&)(+* ¶ ¢ 7 ,

c = 22.45
�Dº ���v§[���d���¡ª[�.�N��ªH�N���d§[�����=�¡ª�� L F��X¦¨»>�\¦¨ª

k1 = 16 N�Dº
2 , k2 = 10 N�Dº

2

�\�D�
¼6�?�D°«�[��ª[�D���¹�[�.�¡�[�.�D�X�?�[¦Í»���ªH�N�D�

ω, Hz ω1 ω2 ω3 ω4 ω5 ω6 ω7 ω8 ω9 ω10 ω11 ω12 etc.Â ¶ ¶ Á � ¶ ·SÁ¡Á · Â � · ¶ · ·���� Â�Á�· Â�Â�� Â ¶ · Â � � 7¡ÁHÂ ¢¨¢Í¢

ÔFª ª��T�?���[�?�.¦¨���:��� ± �¡Ð��?�Dª[¦¨���¨�D�2§[�¡ª[ª��D�D�J�$¿=�¾���?¦¨ºd��ª«�N���\�����&�¡�[�2�\���d·EFZÒD�.� ± È FZÒ�ºd�
¼6�?�D°«�[��ª[�D���U�[�[¦¨�?°«�[�¹�M¤¥��ª[�D�.¡¦\�X�.�D�:���®�N¦¨�W�.�[�K§[�WÐ:���.�?�D��¼6�?��°>���Dª[���D�U���N��¦¨���&���?¦¨�N�R�DªT�D�¡ºo�:�MF
�N��¦¨�?�¡ªÖ§[�v§[¦¨�?�?¦¨�:���?¦\�¡ª
½¾���]�¨�D�2��ºo�[�\¦Í�N�[§[���¹§[���2»>¦¨Ð[�N���?¦\�¡ª��F§[�n�[ª[�D�n���N��¦\��ªH�����\�[�1Ð:���?�?���
°>���,�\� �.�D�[¦¨��§[� �\�T�?��ª[�?¦¨Ð[¦\�¨¦¨�?�J§[� �M¤¥��°«�[¦\�&�Dºo�DªH�1���?¦\�¨¦\�?��¢&�����F�N��ª«�N���N¦Í»¡���1§
¤ ���[¡ºo�DªH�"���?¦\�¡ª
§[�`�5¤¥��ºo�[�\¦Í�N�[§[�o§[��� »=¦¨Ð[�N�G�N¦\��ª[�J�.�[�,�\���J¼6�?��°>���Dª[���D�oÐ:���?�.�D�v�[�.� »��=°«�[��ªH�d�¨�T§[���D�¡�¨�\��ºd��ª«�
¦\ª[�$»=¦Í�"��Ð��\��§[���M¤¥�;¿���¦¨�N���N���[�T�����D�¡���?��§[���T»>¦\Ð[�?���N¦¨�¡ª[�v§[� �[ª��D�
¢@£ �:���®�N¦¨�o§��s��� ¶ FZÒ�ºd�¼6�?�D°«�[��ª[�D��½�ª��¡�[�]�S»¡�¡ª����[ª��o�����Iª��D¦\§��Dª[���d���D�D�����"��Ð[�\�,§[�n�?�&�D�$�N�.�d�S»��D�o�\�,�?�&�D�$�N�.�o�;¿=�¾� F
�?¦\ºo�DªH�N��� Ã �5¤©�D�D���.�¹ºT� ¿�¦¨ºT�����¾�¡���¹����· Â FIÒDºo�2¼6�.�D°«�[�Dª��D�v�D�®���=½©È % Ê$¢&´Z���D�®�Fª[���D���?�N��¦\�?�,§��
�?�Dºd���.°>���D�D½�°«�[�v�¨�,�"¬[�¡¦Í¿Ñ§[�^ºo�>§[ÒD�¨�J�N¬[���¡�?¦¨°«�[��½�§[��ª[ª:��ªH�2���������Iª[��¦\§[��ª[�D�v�?���N¦¨�.¼*��¦¨�N��ªH�N�
§[�D�Y�.�¾�����?�?�D�U§��D�K¼6�.�D°«�[�Dª��D�D�X�.�[�K�[ª`���D�®�"��¦¨ªT§[�¡ºd��¦¨ª[��½«ª
¤©�D�®�S½ ± »=�?��¦<§�¦\�?��½«�:���Y�[ª�¦¨»¡�>°«�[��½
�[�[¦\�.°«�[�����\�[�.¦\�D���?�U�:���?��ºoÒ��N�.�D�X�DªH�?�?�DªH�W§:��ª[�X�\�v§�� O:ª[¦Í�N¦¨�¡ª`§[��ºd�>§[ÒD�¨��¢NJRª�§��D�Xºd�>§[Ò��\�D�
�¾�¡�.�?¦¨Ð[�\���¯�D�¡�.�?���?�&�¡ª[§ ±

a = 2.1
�DºÇ���

c = 22.45
�Dº

p = 2.6
���?º�¢ §[��ª[ª[�Y�\�¹�D���5ª[�D¦¨§[�Dª��D�

�N���?¦\�.¼*��¦\�N��ª«�?��¢
·LÁHÂ
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%'&)(+* ¶ ¢©È ,
tvu�� = ����> ���Y����? � � ��@o�`��Ab|K��?z{`��B�{`����? yb� { A`�X� |��b�1�����

JWª[� �?���?¦¨�@�.�[¦¨»���ªH�N� §
¤©�$¿=�&�D�.¦\�Dª��D�D���R�$�N���D�¡ª��N�����?�D� ± ���U§[���?�D�.ºd¦¨ª:���N¦¨�¡ª1§[���9¼6�.�D°«�[�Dª��D�D�
�[�.�¡�[�?���T§[�����Ö�?�¡�����"¬:���?¡����¢ 5K�¡ºdºo��§:��ª[�o�?�����N¦¨�¡ª ¶ ¢¨·����Ö�?�¡�[�����N��¦¨�d�[�\���D�����.�¡�[�T�\��[�.�D�?�.��½G�������U�"¬:���.¡�����"��¦¨�9���[���\¦\°«�[��� ± �\��²?��ª«�?���L»��D�@�5¤¥��¦\§[��§����D��§[�?���?�&�D��¦����M¢L��¤¥�;¿=�D¦¨�N���N���[�

·LÁ 7
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%'&)(+* ¶ ¢ ¶ ,

�D�\�����?�?�>§"L>ª:��ºo¦\°«�[�K�$�"��¦Í�¯�.�[�?�&�Dª[§��o�[���¯§[���=¿ ���¡�?§��D�����¯�D�¡�¨�\�@�L»��D�U�¨�K�[ª[���[ºd���N¦¨°>��� Ã ³�´®µv¢
¶ ¢ ��Ê$¢H���D� ºo�D�.�[�?�����$�"��¦¨�DªH� �?�D���\¦¨�?���D� �¾���[�¯�\����»����\�D���?��§[�U�\�F�"¬:���?��R�;¿>�N�D�.¦\���[�?�X�?��¦¨»���ªH�N���RÀ
¶ Â�Á N ½[·LÁ�·LÁ N ½[· ¶ Â�Á N ½¡Â�Á�·LÁ N ¢H���D���.�D�?���¨�"�G�N�¯§[��� ºd���?�[�.�D���?��ª«� �.�[���\����³�´®µ,¢ ¶ ¢���½ ¶ ¢ × ½
¶ ¢¨·SÁ�½ ¶ ¢¨·¡·�¢����Y�[�.�Dºo¦\���9¼*��¦Í�¯���[�?¦¨�D�=¿J�D�®���5¤¥���[�:���?¦¨�?¦\�¡ª]§[�@�N�?��¦\����¦\�D���[�?�>�"¬[����§[�D� ��ª��D¦\��ª[ª[���¼6�?�D°«�[��ª[�D��� Ã ���J�\¦\���J§
¤©�[ª
½G§:��ª��¯�\���S����§[�Y�\�W�?���[�K�¨¦\Ð[�.�LÊ$¢L´Z��¦��¨�D��»����\�D���?�����?�¡�[�.�D�¯ºJ�[�¨�?¦\�[�¨�D����[�:���?�����.�?��ª«�D¢«ÔFªv�¾����� �D�¡ºo�[�.�Dª[§[�.�U�5¤©� 2¾�����.�[���5¤©�$¿=��ºd�[�¨�Y§[�U�M¤¥�¡�.�D¦¨�\���G�N�D�����.¦\ºo�[�\� ± §[�D�=¿
§[¦\ºo�Dª[�.¦\�¡ª��D¢:��¤©�Dª[���?¡¦¨�1�D¦\ª����N¦¨°«�[�

T =
ẋ2

1

2
+
ẋ2

2

2
,

���R�5¤©�Dª[���?¡¦¨�1�¾���N�DªH�?¦\�D�¨�\�

V =
x2

1

2
+
x2

2

2
.

·LÁ�È
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%'&)(+* ¶ ¢�� ,

£¹¦¨ª[�?¦M½
����¼6�.�D°«�[�Dª��D�T���?�¡�[�.�v�D�.�2§[���[Ð[�\�v�$����H���¨� ± ·¡¢ K ª^�S���]§
¤©�$¿=��¦¨�"�G�N¦\��ªn§��^��L=�®�NÒ�ºd�
�¡ª��¾�����R�[�?���?��ª«�?�D�R�5¤©�Dª[���?¡¦¨�1�¾���N�DªH�?¦\�D�¨�\�F���¡ºoºd�

V =
x2

1

2
+
x2

2

2
+ ε

x2
1

2
,

���
ε
���.�n�[ªÇ�¾�$�N¦Í�Ñ�:���?��ºdÒ$�N�.��¢ .F��ª[�Ö�D�Ó�S���Ö�¨�D�s¼6�?��°«�[�Dª[���D�^�[�?�¡���?�D�Ö�.�¡ªH�^��H���¨�D� ±

1,
√

1 + ε
¢ .¹�¡ª[��½¡���Wº �[�¨�?¦\�[�¨¦\��¦¨�N��§��D��¼6�.�D°«�[�Dª��D�D�@���[�[���N���¨���$�S½��Dªv�D�¡ª��?�D°«�[��ª[�D��½«�[�\�[�.¦\���[�?�

�[¦¨�D�U»¡�¡ªH�W���[�[���N���¨�N�.�F�?�[�U�¨�D�U���¡�[�?Ð&�D�R§[�1�.�D�&�¡ª[�?��¢ .F��ª[�X�¨�1�S���X§[�b�[ª[������ª��&�D�=�W�;¿=�[�\¦ F
°«�[�D�R�5¤©� 2¾���X§��1�D���.�N�]¼*���D��ª
¢:Ä����[�X��� �?���[�1�\¦¨Ð[�?�Fª��¡ª��"¬[���?¡����½:�¨�D�Y»>¦\Ð[�?���N¦¨�¡ª[�Y�.�[�X�"¬:��°«�[�
¼6�?��°«�[�Dª[���X�?�¡ªH� �&�¡�?�.¦\Ð[�¨�D�¯§:��ª[��§[�D��§�¦\�?�����?¦\�¡ª[��§[¦¨»��D�.�?�D��½H�[�[¦¨�?°«�[�U�\����¼6�¡�.ºd���¯�[�?���[�?�����?�¡ªH�
§[�EO:ª[¦\��� ± �[ª��F�?���N���N¦¨�¡ªT���?ÒD��¢[Ä9�¡�[�K�\���.�¡�[�F�"¬:���?¡����½��\���¨¦���¦¨�?�¡ªo�D¤©¦\ºo�¾���?�R�?�[�Y��L>�.�NÒ�ºd�¹���
�?���.�?�?�D¦¨ªH�X�\�D�U§��D�[�\���D��ºd��ª«�?�U§[�b� L>�.�?ÒDºo�]§:��ª[�U�\� §[¦\�.�D���?¦\�¡ªd»¡�D�®�N¦¨�S���¨�F�Dª��?�[���[�?¦¨ºT��ªH�U§��D�
� L>ºo���?�?¦\���D¢
Ë=�[�b���q³�´®µ,¢ ¶ ¢¨·LÂÓ�¡ªÎºo�¡ªH�N�?�Ö�¨�n�"¬[��ª[¡��ºd��ª«��§[�D�b¼6�?��°«�[�Dª[���D�s��ª ¼6�¡ª����N¦¨�¡ªÎ§[�^�\�¡�?��ª[§[���[�X§[�]���,�"¬:���.¡�]�$¿>�N���?¦\���[�?��¢

·LÁ ¶



���������
	��������������	������������������ !	"��#$

P, N ; ω, Hz ω4 ω5 ω6 ω7 ω8 ω9

¶ Â�Á · Â � ·SÈ«Â ·SÈ�� · ��· · ×�× Â�Á ×
·LÁ=·LÁ · Â � ·SÈ 7 · ¶¡¶ · ��· Â�Á�Á Â=· Â
· ¶ Â�Á · 7�· ·SÈ 7 · ¶ × · � 7 Â�Á=· Â¡Â�Á
Â�Á=·LÁ · 7�· ·SÈ¡È · ¶ × · � 7 Â�Á�È Â¡Â�Á

Ë=�"¬[�Dºd���?¦\°«�[�Dºo�DªH�R�¡ª��¾�����X�?���[�?���?��ª«�?�D�W�D�D�\�,�?�[�X���v³�´®µ,¢ ¶ ¢Í· 7�¢Ä9�¡�[�X��� �"¬:���?¡�]�$¿>�?�D�?¦¨�D�[�.� Â�Á�·LÁ
N
�\���U¼6�?�D°«�[��ª[�D���W���?�¡�[�.�D�R§[�]���,³�´®µ,¢ ¶ ¢Í·SÈv�?��ª«�

ω, Hz ω4 ω5 ω6 ω7 ω8 ω9 ω10 ω11· 7�· ·SÈ¡È · ¶ × · � 7 Â�Á�È Â¡Â�Á Â ��Á Â�� 7
��� ºo�=§�ÒD�\�2§[�Ñ�"¬:���[¦¨�?�?�vÂTª[���[�F§[�¡ª�ª[�,�¾���[�¹�\�T�?�¡��� §[� �"��¦\�\�¨�
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�¾���[�F���

�[�?���?�?¦¨�¡ª ¦¨ªH�N�D�.¦\���[�?�
p = 2.6

���?º�¢<���2�¾���[�]�\�D�F»����¨�D�[�.�]§[�D�2�:���?��ºdÒ$�N�.�D�
a = 2.1

��º ���
c = 22.45

�Dº ���d§[���T�D��ª[�.�N��ªH�N�D�d§[� ���=�¡ª�� L F��X¦¨»>�\¦¨ª
k1 = 16 N��º

2 , k2 = 10 N�Dº
2

�$�
ϕ2 − ϕ1 = 0.51

�N��§b�¨�D�U¼6�?��°>���Dª[���D�¹���?�¡�[�.�D�X�?��¦¨»���ªH�N���

ω, Hz ω1 ω2 ω3 ω4 ω5 ω6 ω7 ω8 ω9 ω10 ω11 etc.È � ��Á × � · Â=· ·SÈ � · ��Á · × � Â¡Â=· Â�È�� Â �=· Â × � ¢Í¢Í¢
ÔFª�ª[�T�?�D���?�?¦Í�,�:��� ± �¡Ð��?�Dª[¦¨�J�\��� §[�¡ª�ª[�D���,�$¿=�¾���?¦¨ºd��ª«�N���\���J�&�¡�[���\�D�T· FZÒ��?�1F 7MFZÒ�ºd�

¼6�?�D°«�[��ª[�D���d��ªÓ�D�¡ª[�.�D°«�[��ª[�D��§[�D�,º10Dºo�D�J�N��¦¨�?�¡ª[�J°>���`§:��ª[�,�¨���S���,§��`�����.�¡�[���¨¦\Ð[�.��¢9£
�:���.�?¦\� §[�R���1È FIÒDºo�X¼6�.�D°«�[��ª[�D��½=ª[���[�K�S»��¡ª[�K��ª[�W�����Iª��D¦\§��Dª[���F�����D�D�=�"��Ð[�¨�X§[�T�.�¾�����N�.�F�S»¡���
�\�1�?�&�D�$�N�.���;¿��&�D�.¦\ºo�DªH�"��� Ã �M¤¥���S���®�XºT�G¿=¦¨ºT���¾�¾���[�U��� × FIÒDºo�F¼6�?��°>���Dª[�������.��·LÁ�½ × %

Ê;¢

·LÁ �
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%'&)(+* ¶ ¢ � ,

·LÁ �
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%'&)(+* ¶ ¢ � ,����,�"¬:���?��2§�� ¶ Â,É«¦¨�\�

%'&)(+* ¶ ¢ × ,`���v�"¬[���?¡�]§[�v·LÁ=·2É«¦¨�\�
·LÁ �



����� � ������C������� �������	��� �� � ����
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%'&)(+* ¶ ¢Í·LÁ ,`���,�"¬:���.¡�]§[�v· ¶ Â É«¦\�¨�

%'&)(+* ¶ ¢Í·¡·-,`���,�"¬:���.¡�]§[��Â�Á�·]É«¦\�¨�
·LÁ ×



���������
	��������������	������������������ !	"��#$

%'&)(+* ¶ ¢Í· Â ,

·¡·LÁ
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%'&)(+* ¶ ¢¨· 7 ,

%'&)(+* ¶ ¢¨·DÈ ,

·¡·�·
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·¡· Â
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� ¤©�¡Ð>².�����?¦¨¼����N��¦¨�1§��oÐ����N¦¨�F�[ªÖºd�>§[Ò��\� §[�
	Z�D�¡ºo�¾���N��ªH���J�[ª[���[ºd���N¦¨°>���,°>��¦��¾����� 0��?�?�
¦\ªH�?�D¡�.�F§:��ª[�U��ª�ºo�>§[ÒD�¨�¹¡�¨�¡Ð:���Q§[�F»��D¬[¦¨�D�[�¨��½[�:���Y�$¿=�Dºo�[�¨��½��&�¡�[�K���N��§[¦\���Y���J�®�"��Ð�¦\�\¦Í�N�R§[�
§[¦Í»¡�D�.�U�?��¡¦\ºo�D�Y§��1�D�¡ª[§��[¦¨�?��¢[��¤©¦\§[���F�D�®�X§[�1§[���D�¡ºo�¾���?�D�K��� �?���[�F���X�¨�¹�[ª��D�b�Dªb°«�[�D�¨°«�[�D�
�D�¨�Dºo�DªH�N�KÐ[¦\��ª`¦\§[��ª«�?¦POQ��Ð[�\���@°«�:��ªH� ± �¨�D�[�@ª:���?�[�?�F�$�U�\���[�?�@�S���?�����?�D�.¦\�.�?¦\°«�[���Yºd���S��ª�¦\°«�[�D��¢
� ¤©���?�[§[�T�?¬[�D���?¦\°«�[�d�D�¡ª�§[�[¦¨� ± §[��� � L>�.�?ÒDºo�D�J�?�?Ò�� �D�¡ºo�[�¨¦\°«�[�D�2§
¤©�D°«�:���?¦\�¡ª�� ¦\ªH�N��¡�?�MF

§[¦32<���?�DªH�?¦\�D�¨�\���U�S»¡�D�]§[���?¦Í»¡�D���X�¡�?§[¦¨ª:��¦¨�?�D�K���U�:���.�N¦¨�D�¨�\�D��½�°«�[�1�M¤¥�¡ª`�&�D�=�X�$¿=�[�?¦¨ºd���Y�?���[�X�[ª[�
¼6�¡�.ºd�`���?�?��¸�ºd��ª[¦\��Ð[�¨�d�$�v°>��¦U�¾���?ºo���?�?�DªH�v§[�b�?�D���\¦¨�?��� �5¤©���?�[§[���N¬��D�¡�.¦\°«�[�`§[�`���D�.�N��¦\ª��D�
�?��¡¦\ºo�D�U§��2�.�¡�[�¨�Dºo�DªH�X���R§
¤©� 2¾�D�$�N�[���W§[���X�?¦\ºJ�[�����?¦\�¡ª��Kª«�[ºo�D�?¦¨°«�[�D��¢

5K�J� L>�¾� §��,ºd�>§[ÒD�¨����¤ ��§:�����?�,���s�D���1���s�.� �[�?�>§[�[¦Í�F�¡��ª[�¡ªÑ�[ªÑ¡�¨¦\�.�?�Dºo�DªH�¹§:��ª[�F�\�
¸D��ª[�Y§[�Y���¡ªH�"���$� Ã �$���[ª ���?¦Í�NÒD�.��½�§[�¡ª[ª[�K§:��ª[��87�·��[�&�D�?ºo����§[�K���?��»��¡¦\���Dª[�.�[¦¨�?�Y�5¤¥���[�:���?¦¨�?¦\�¡ª§[��¡�\¦¨�?�.�Dºo�DªH�X§[�]��� �.�¡�[�]�Dªb¼6�¡ª[�$�N¦\��ª�§��D�X� 2¾�¡�.�?�X°>��¦��\�[¦
�.�¡ªH�W���[�[�¨¦\°«�[�D�NÊ$¢
� ¤©���?�[§[�1�;¿��&�D�.¦\ºo�DªH�"���\�1� ºo�¡ªH�N�.�1°>���1�\�¹� L>�&�2§��1ºd�>§[ÒD�¨�W�?¬[�D�¡�.¦\°«�[�1���?¦\�¨¦\�?��½=�&�D�.ºd�$�

§[�v�[�.�D§[¦¨�?�,�\�J�D�¡ºo�¾���.�N��ºd��ªH�]§[�,�[ª[���[���.�D���\�1�Dªn�����D�¡�.§ �S»��D�v�\���1�?�D�.�[�¨�N���N�1§��oºo�D�.�[�?��½
ª[���N��ºoºd��ª«�]§[��ª[�2�[ª^§��¡ºT��¦\ª[� §��D�]¼6�?�D°«�[��ª[�D���J�.�[�¾���?¦¨�D�[�.�D� ± · Â�Á��R¸�¢�£ �5¤©¦\ªH»��D�?�.�d§��D�
�$¿=�&�D�.¦\�Dª��D�D��½������N���D�\�¨�Dºo�DªH�@���?�.�D¸W�\¦\ºo¦¨�?�D���D½G�¡ªH�Kºo�¡ªH�N�.�R°«�
¤©¦\�:���.�@�¾���?�?¦¨Ð[�\�X§
¤©¦\§��DªH�N¦3O:�D� �\���
�:���?��ºoÒ��N�.�D�X§[��ºd�>§[Ò��\� ± �:���®�N¦¨�Y§
¤©�$¿=�¾���?¦¨�Dª[���D�¹�®�"���?¦\°«�[���R�.¦\ºo�[�\���D¢

�$K�Ë���K�Ë"J¹� ! £ ! ËbÄ �R´��-5K´OÄ¾£�J�� .�K���£ ! �-K�Ë"K

·¡¢�.¹�D�>¿�ºo�=§�ÒD�\���v§[���.�¡�[���S»¡�D���[ªÏ��ª[�D�
½�§[���D�?¦Í»���ªH�T�.�¡ªÏºo�¡��»��Dºo�DªH�����¡ºdºo�`�[ª
� L>�®�NÒDºo� ± §[��¡�?�`§[�T�\¦\Ð&�D�®�N�d¦\ª"O:ª�¦K��� �¾���?ºo���?�N��ªH�,§[��§��D�D�.¦\�.���5¤©¦\ªH�N���N���$�N¦¨�¡ª §[�`�\���.�¡�[�
�S»¡�����\�v�.�[�.¼*���D�]§[�]�?�¡���\�Dºo�DªH�D½[�?�¡ªH�R�[�.�¡�¾���?�D��¢
Â=¢
���D�]ºo���?¬[�=§��D�1§[�,�\��ºd���S��ª[¦¨°«�[�,��ª:���PL«�N¦¨°>���D�1�&�D�?ºo���.�N��ª«�]§<¤¥�¡Ð=�N�Dª�¦\�F�&�¡�[�1§[¦Í»¡���?�

�?��¡¦\ºo�D�X§[�]�.�¡�[�\��ºd��ªH�X§[�D�R� L>�.�?ÒDºo�D�W�D�¡ºo�[�\�$�N�U§
¤©�D°«�:�G�N¦\��ª[�W¦¨ªH�N�D��?� FI§[¦P2¾�D�.�DªH�N¦¨�D�\�¨�D�K�L»��D�
§[���?¦¨»��D�����¡�.§[¦\ª[��¦\�.�D�������[���.�?¦\�D�¨�\���
���9¡�¡�=»¡�D�.ª:��ªH�9���U§"L>ª:��ºo¦\°«�[��§����\�Y�?�¡�����$�9§[� �?�¡ª2�[ª[���
¢
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5K�D�K��L>�.�NÒ�ºd���Y�&�D�?ºo���.�N��ª«�@�DªT�:���.�?¦\���[�\¦¨�D�¯§[�W§[���?�D�.ºd¦¨ª[�D� �:����§[���Kºo���N¬��=§[���@ª«�[ºo�D�.¦\°«�[���
�\�D�2§[�$¼6�¡�?ºd���N¦¨�¡ª[�1§[�n�[ª[���
½9���`¸D�¡ª��d§[�o�D��ª«�N�����J���2���b§[¦¨�.�N�.¦\Ð[�=�N¦\��ªÑ§[�D���?�S�����N¦¨�¡ª[�]§:��ª��
�D���.�N�2¸D�¡ª�� Ã �Dª��?�������?¦\�¡ª`�S»��D�2�5¤¥���[�:���.¦¨�?¦\�¡ª��$»¡��ª«�?�[�D�¨�\�]§[��¡�\¦¨�?�.�Dºo�DªH�;Ê;¢

7�¢ HK¦¨�Dª�°«�[�¹�\�D���D°«�:�G�N¦\��ª[�Y§"L>ª:��ºo¦\°«�[���K�.�¡¦\��ª«�K�$¿>�N�.�Dºo�Dºo�DªH�Y���¡ºo�[�\¦¨°>���D�D�@�D�¨�\�D���&�D��F
ºd�$�?�N��ªH�v§
¤¥�$�N�[§�¦\�D�v���?�?��¸`¼*���D¦¨�\�Dºo�DªH�J§[�D�v�?��¡¦\ºo�D�J§[�`�?�¡���\�Dºo�DªH�,�[���.�?¦\�D���\¦\���?��½��S»¡�������
�N��ª[�`��\¦\�.�?��ºd��ª«�T§:��ª[�T��� ¸��¡ª[�Ñ§[�s���¡ªH�"���$�S¢ �R���"��ºdºo�DªH�d�5¤©�D°«�[¦\�¨¦\Ð[�.��§��s��� �.�¡�[�s�$�`�\�
�?�D�¦\ºo�d�®�"���?¦\�¡ª[ª[��¦\�.�d§[� �.�¡�[�¨�Dºo�DªH� �?��ª[� ¡�¨¦\�.�?�Dºo�DªH���Dª �¨¦\¡ª[�o§[�.�¡¦¨�?���S»¡���`�DªH»>¦\�N��¡�T�$�
¦\ª[���\¦\ª[��¦\�.�¡ªÑ§[�o���`�?�¡����½���¦¨ª[�?¦�°«�[�d§[�D�=¿n�.�D¡¦¨ºd���]§[�^��\¦\�.�?��ºd��ª«�2§[�o���`�.�¡�[�vÐ[�\�>°«�[�D��½ ±
�N�S»¡�¡¦¨�D½:�¨�1¡�\¦¨�?�?��ºd��ªH�X�Dªb�N�N��ª[�?�\���N¦¨�¡ª��?�����?¦\�\¦¨¡ª[�F�$�R�\�1�[¦Í»¡���?�Dºo�DªH�R�����?�¡�[�X§[�]��� ª[���?ºd���\�
± �\� �?�[�®¼*���D�]§[�]�?���[�\��ºd��ª«�X�$�R�\�D�U���¡ª[§[¦Í�N¦¨�¡ª[�U§
¤©�$¿=¦\�®�N��ª[�D�2§[�D�R�?��¡¦\ºo�D�K�.�"�G�N¦\��ª[ª:��¦¨�?�D��¢
È[¢����D�J¼6�.�D°«�[��ª[�D���,�[�?�¡���?�D�J���,�¨�D��¼6���?ºo�D�2�[�?�¡���?�D�J§[� �[ª[��� �?�¡ªH� �?�?�¡��»��D���,�¾�¡���J���

�?�¡�[�¹�\¦\Ð��?�R�S»¡�D�1�\�U²?��ªH�?��O�¿=��¢[���W�[�?��Ð[�\Ò�ºd�W��ª:���¨�¡¡�[�R§:��ª��Y�\�W�S���@§[�`�D�¡ªH�N�����U§��¹���2�?�¡���
�L»��D�2�[ª��[����ª`���.�R�?���?�¡�¨�b�:���U�\���Uºd�$�N¬[�>§[���Rª«�[ºo�D�.¦\°«�[���D½:�D�]°«�[¦��&�D�.ºd�$�X�[ª[�]�D�®�N¦\ºd���?¦\�¡ª
§[���.�¾�����?�?�2§[�D�XÐ[�.�[¦¨�?�R�&�¡�.�?¦\Ð��\�D��¢
¶ ¢ �����dºo�=§�ÒD�\���v�¡ªH�T�$�N�b»����\¦\§��D�,�:���o§[���d�;¿��&�D�.¦\��ª[�D���D¢Y�����d�.�D�?���¨�"�G�N�o§[�D�oºd�>§[Ò��\�D�ºT���?¬[�Dºd���?¦\°«�[�D�,�.�¡ªH�v�DªqÐ¾��ª����D�D���?§��L»��D���\���,�?�D�.�[�¨�N���N�,�;¿=�¾���?¦\ºo�DªH�N���=¿Ó�?����¼W§:��ª[�v�\�

§[�¡ºd��¦\ª[�¹§[�D�X�N�.ÒD�XÐ:���.�?�D�X¼6�?��°«�[�Dª[���D��¢
�$K@ËbÄ�K �¹Ë�Ä�K�5 ! ´�� K�Ë

·¡¢K��¤¥��ºd�[�¨�¡¦R§[�D�bºo�=§[Ò��\����§[�Ñ�[ª[���Õ���N��§[¦\���`§:��ª[�`�¨�s�S��§��?�Ö§[�Ñ���^§"L>ª:��ºo¦\°«�[�Ñ§[���
»¡�D¬�¦\�D���\�D�R���X�M¤¥�$�N�[§��2§��2�¨�D�[�U�®�"��Ð�¦\�\¦Í�N��¢
Â=¢
Ä��D�®¼6�D�$�N¦\��ª[ª[�D�]�M¤¥�$�N�[§[�v§[�n�D��ºd�&�¡�.�?�Dºo�DªH�]§[�v����¸��¡ª[�v§[�v�D��ª«�N�����D½��Dªn�:���.�?¦\���[�\¦¨�D�

�Dªb�N�Dª[��ªH�W���¡ºo���N�]§[�]�5¤©�D�[��¦\�.�?�D���U§[�]���,Ð:��ª[§��2§��2�.�¡�[�¨�Dºo�DªH�S¢
7�¢ 5K�D�®�"��¦¨ª[�F�&�D�.¼6�����?¦\�¡ª[ª��Dºo�DªH�]§[�,ºo�=§[Ò��\��½¾��ªn�[���.�?¦\�D���\¦\���¹�&�¡�[�F��ª[�,ºd��¦\�¨�\�D���?�2§[�D��F

�D�?¦¨���N¦¨�¡ª`§[���Wºd���N���?¦\���`���X§[���W��¬[�Dª[��ºdÒ�ª[�D�R§[�]§[¦\�.�?¦¨�:���N¦¨�¡ª
¢
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n0 = −2I1 − 2plr2,

n01 = −2[I3 + I9 + 2f 2
2 I16 + 2f1f2I17 + (2f 2

1 − 6f 2
2 )I18],

n11 = 2I1,

m21 = 2I1 + 2I2,

m12 = −2I1 − 2I2,

m22 = 2(I1 − I13 − 4∆2

(ψ2−ψ1)2
I18),

n03 = −2[I8 + I12 + 2g2
2I16 + 2g1g2I17 + (2g2

1 − 6g2
2)I18],

n13 = −2l
r
[− r2+l2

rl
I1 − I4 − I5 − 2I6 − I7 − I10 − I11 + l

r
I13 − 4f2g2I16 − 2(f1g2 + f2g1)I17+

+(−4f1g1 + 12f2g2 + 4l∆2

r(ψ2−ψ1)2
)I18],

n23 = −2( l
r
)2[2I1 + 3I2 + 2I3 − r

l
I5 + 2I9 + 2f 2

2 I16 + 2f1f2I17 + (2f 2
1 − 6f 2

2 )I18],

n33 = 2( l
r
)2I1.
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f1 = −ψ1 cosψ1 + sinψ1 − sinψ2 + ψ2 cosψ2,

f2 = cosψ1 − cosψ2,

f3 = sin(ψ2 − ψ1) − (ψ2 − ψ1) cosψ1 cosψ2,

f4 = 1 − cos(ψ2 − ψ1) − (ψ2 − ψ1) cosψ1 sinψ2,

g1 = − cosψ1 + cosψ2 − ψ1 sinψ1 + ψ2 sinψ2,

g2 = sinψ1 − sinψ2,

g3 = −1 + cos(ψ2 − ψ1) − (ψ2 − ψ1) sinψ1 cosψ2,

g4 = sin(ψ2 − ψ1) − (ψ2 − ψ1) sinψ1 sinψ2,

∆ = 2 − 2 cos(ψ2 − ψ1) − (ψ2 − ψ1) sin(ψ2 − ψ1),

h1 = −ψ2
1 sinψ2 + ψ2

2 sinψ1,

h2 = −ψ1 sinψ2 + ψ2 sinψ1,

h3 = − sinψ2 + sinψ1 = g2,

h4 = ψ2
1 cosψ2 − ψ2

2 cosψ1,

h5 = ψ1 cosψ2 − ψ2 cosψ1,

h6 = cosψ2 − cosψ1 = −f2.
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I1 = pb2r

∆

ψ2
∫

ψ1

(f2 − f3 sinψ + f4 cosψ)( c
b
+ cosψ)dψ,

I2 = pbr2

∆(ψ2−ψ1)

ψ2
∫

ψ1

(f2 − f3 sinψ + f4 cosψ)(ψ − ψ2)dψ,

I3 = pbr2

∆2

ψ2
∫

ψ1

(f2 − f3 sinψ + f4 cosψ)(f4 + f1 sinψ + f2 cosψ + f2ψ sinψ)dψ,

I4 = pbr2

∆2

ψ2
∫

ψ1

(f2 − f3 sinψ + f4 cosψ)(g4 + g1 sinψ + g2 cosψ + g2ψ sinψ)dψ,

I5 = pb2r

∆

ψ2
∫

ψ1

(g2 − g3 sinψ + g4 cosψ)( c
b
+ cosψ)dψ,

I6 = pbr2

∆(ψ2−ψ1)

ψ2
∫

ψ1

(g2 − g3 sinψ + g4 cosψ)(ψ − ψ2)dψ,

I7 = pbr2

∆2

ψ2
∫

ψ1

(g2 − g3 sinψ + g4 cosψ)(f4 + f1 sinψ + f2 cosψ + f2ψ sinψ)dψ,

I8 = pbr2

∆2

ψ2
∫

ψ1

(g2 − g3 sinψ + g4 cosψ)(g4 + g1 sinψ + g2 cosψ + g2ψ sinψ)dψ,

I9 = pbr2

∆2

ψ2
∫

ψ1

(f1 + f2ψ + f3 cosψ + f4 sinψ)(f1 + f2ψ)( c
b
+ cosψ)dψ,

I10 = pbr2

∆2

ψ2
∫

ψ1

(f1 + f2ψ + f3 cosψ + f4 sinψ)(g1 + g2ψ)( c
b
+ cosψ)dψ,

I11 = pbr2

∆2

ψ2
∫

ψ1

(g1 + g2ψ + g3 cosψ + g4 sinψ)(f1 + f2ψ)( c
b
+ cosψ)dψ,

I12 = pbr2

∆2

ψ2
∫

ψ1

(g1 + g2ψ + g3 cosψ + g4 sinψ)(g1 + g2ψ)( c
b
+ cosψ)dψ,

I13 = pbr2

(ψ2−ψ1)2

ψ2
∫

ψ1

(ψ − ψ2)
2 cosψdψ,

I16 = − pbr2

2∆2 sin(ψ2−ψ1)

ψ2
∫

ψ1

[h1 cosψ + h4 sinψ + ψ2 sin(ψ2 − ψ1)](
c
b
+ cosψ)dψ,

I17 = − pbr2

∆2 sin(ψ2−ψ1)

ψ2
∫

ψ1

[h2 cosψ + h5 sinψ + ψ sin(ψ2 − ψ1)](
c
b
+ cosψ)dψ,

I18 = − pbr2

2∆2 sin(ψ2−ψ1)

ψ2
∫

ψ1

[h3 cosψ + h6 sinψ + sin(ψ2 − ψ1)](
c
b
+ cosψ)dψ.
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n0 = −2I1 − 2plr2,

n01 = 2(−I9 − I25 − I41 − I57 + I91),

n11 = 2plr2 + 2I108,

n02 = 2r2(−I77 + I132),

n12 = 2r2I78,

m12 = 2r(I5 + I124),

m21 = 2r(−I5 + I87),

m02 = 2rI87,

m20 = −2plr2 + 2rI124,

n03 = 4π
r2

(−I14 − I30 − I46 − I62 + I96),

n05 = 2π(2lI7 − I19 − I35 − I51 − I67 − l2I77 + l2I78 − 2lI89 + I101 + I118 + 2lI126+

+l2I132 − 2I133 − I134 + I135 + 2I136),

C1 = r
b
cosψ1

[

(ψ−ψ2)2

(ψ1−ψ2)
− (ψ−ψ2)3

(ψ1−ψ2)2

]

− r
b
sinψ1

[

3(ψ−ψ2)2

(ψ1−ψ2)2
− 2(ψ−ψ2)3

(ψ1−ψ2)3

]

,

C2 = r
b
sinψ1

[

(ψ−ψ2)2

(ψ1−ψ2)
− (ψ−ψ2)3

(ψ1−ψ2)2

]

+ r
b
cosψ1

[

3(ψ−ψ2)2

(ψ1−ψ2)2
− 2(ψ−ψ2)3

(ψ1−ψ2)3

]

,

C3 = l cosψ1−r sinψ1

b

[

(ψ−ψ2)2

(ψ1−ψ2)
− (ψ−ψ2)3

(ψ1−ψ2)2

]

− l sinψ1+r cosψ1

b

[

3(ψ−ψ2)2

(ψ1−ψ2)2
− 2(ψ−ψ2)3

(ψ1−ψ2)3

]

.
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I1 = −pb3
ψ2
∫

ψ1

( c
b
+ cosψ)C∗

1dψ,

I5 = −pb3
ψ2
∫

ψ1

ψ−ψ2

b(ψ1−ψ2)
C∗

1dψ,

I7 = −pb3
ψ2
∫

ψ1

ψ−ψ2

b(ψ1−ψ2)
C∗

3dψ,

I9 = pb3
ψ2
∫

ψ1

sinψC1C
∗
1dψ,

I14 = pb3
ψ2
∫

ψ1

sinψC2C
∗
2dψ,

I19 = pb3
ψ2
∫

ψ1

sinψC3C
∗
3dψ,

I25 = pb3
ψ2
∫

ψ1

cosψC∗
1
2dψ,

I30 = pb3
ψ2
∫

ψ1

cosψC∗
2
2dψ,

I35 = pb3
ψ2
∫

ψ1

cosψC∗
3
2dψ,

I41 = pb3
ψ2
∫

ψ1

( c
b
+ cosψ)C1C

∗∗
1 dψ,

I46 = pb3
ψ2
∫

ψ1

( c
b
+ cosψ)C2C

∗∗
2 dψ,

I51 = pb3
ψ2
∫

ψ1

( c
b
+ cosψ)C3C

∗∗
3 dψ,

I57 = pb3
ψ2
∫

ψ1

( c
b
+ cosψ)C2

1dψ,

I62 = pb3
ψ2
∫

ψ1

( c
b
+ cosψ)C2

2dψ,

I67 = pb3
ψ2
∫

ψ1

( c
b
+ cosψ)C2

3dψ,

I77 = pb3
ψ2
∫

ψ1

(ψ−ψ2)2

b2(ψ1−ψ2)2
cosψdψ,

I78 =
ψ2
∫

ψ1

8(k1+k2)
( c

b
+cosψ)

(ψ−ψ2)2

(ψ1−ψ2)2
dψ,

I87 = −
ψ2
∫

ψ1

8b(k1+k2)
( c

b
+cosψ)

(ψ−ψ2)
(ψ1−ψ2)

(cosψC∗
1 + sinψC1)dψ,

I89 = −
ψ2
∫

ψ1

8b(k1+k2)
( c

b
+cosψ)

(ψ−ψ2)
(ψ1−ψ2)

(cosψC∗
3 + sinψC3)dψ,
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I91 =
ψ2
∫

ψ1

8b2(k1+k2)
( c

b
+cosψ)

(cosψC∗
1 + sinψC1)

2dψ,

I96 =
ψ2
∫

ψ1

8b2(k1+k2)
( c

b
+cosψ)

(cosψC∗
2 + sinψC2)

2dψ,

I101 =
ψ2
∫

ψ1

8b2(k1+k2)
( c

b
+cosψ)

(cosψC∗
3 + sinψC3)

2dψ,

I108 =
ψ2
∫

ψ1

2b2(k1+k2)
( c

b
+cosψ)

C2
1dψ,

I118 =
ψ2
∫

ψ1

2b2(k1+k2)
( c

b
+cosψ)

C2
3dψ,

I124 =
ψ2
∫

ψ1

2b(k1+k2)
( c

b
+cosψ)(ψ1−ψ2)

[(ψ − ψ2) sinψ + c
b
+ cosψ]C1dψ,

I126 =
ψ2
∫

ψ1

2b(k1+k2)
( c

b
+cosψ)(ψ1−ψ2)

[(ψ − ψ2) sinψ + c
b
+ cosψ]C3dψ,

I132 =
ψ2
∫

ψ1

2(k1+k2)
( c

b
+cosψ)(ψ1−ψ2)2

[(ψ − ψ2) sinψ + c
b
+ cosψ]2dψ,

I133 = −pb2l
ψ2
∫

ψ1

( c
b
+ cosψ)

[

3(ψ−ψ2)2

(ψ1−ψ2)2
− 2(ψ−ψ2)

(ψ1−ψ2)

]

sinψ1dψ,

I134 = pb2r
ψ2
∫

ψ1

6( c
b
+ cosψ)

[

(ψ−ψ2)2

(ψ1−ψ2)3
− (ψ−ψ2)

(ψ1−ψ2)2

]

sinψ1dψ,

I135 = pb2r
ψ2
∫

ψ1

( c
b
+ cosψ)

[

3(ψ−ψ2)2

(ψ1−ψ2)2
− 2(ψ−ψ2)

(ψ1−ψ2)

]

cosψ1dψ,

I136 = pb2l
ψ2
∫

ψ1

6( c
b
+ cosψ)

[

(ψ−ψ2)2

(ψ1−ψ2)3
− (ψ−ψ2)

(ψ1−ψ2)2

]

cosψ1dψ.
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�����U�:���®�N¦\���[�����?¦¨�?�D�@�D�¡ª[�®�N�.�[���?¦¨»¡���W§�����ª[�D� Ã cosψ ≈ 0, sinψ ≈ 1
ÊKª[�¡�[�U�&�D�.ºd�$�?�?�DªH�

�?¦¨ºd���\¦PO[�D�Y�¨�D�U¦\ªH�?�D¡�?���\���1À
n0 = −2I1 − 2plr2,

n01 = 2(−I9 − I41 − I57 + I91),

n11 = 2plr2 + 2I108,

n02 = 2r2I132,

n12 = 2r2I78,

m12 = 2r(I5 + I124),

m21 = 2r(−I5 + I87),

m02 = 2rI87,

m20 = −2plr2 + 2rI124,

n03 = 4π
r2

(−I14 − I46 − I62 + I96),

n05 = 2π(2lI7 − I19 − I51 − I67 + l2I78 − 2lI89 + I101 + I118 + 2lI126 + l2I132−

−2I133 − I134 + I135 + 2I136),

C1 = − r
b

[

3(ψ−ψ2)2

(ψ1−ψ2)2
− 2(ψ−ψ2)3

(ψ1−ψ2)3

]

,

C2 = r
b

[

(ψ−ψ2)2

(ψ1−ψ2)
− (ψ−ψ2)3

(ψ1−ψ2)2

]

,

C3 = − r
b

[

(ψ−ψ2)2

(ψ1−ψ2)
− (ψ−ψ2)3

(ψ1−ψ2)2

]

− l
b

[

3(ψ−ψ2)2

(ψ1−ψ2)2
− 2(ψ−ψ2)3

(ψ1−ψ2)3

]

= −C2 + l
r
C1.

· Â>·
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I1 = −pb2c
ψ2
∫

ψ1

C∗
1dψ,

I5 = −pb2
ψ2
∫

ψ1

ψ−ψ2

ψ1−ψ2
C∗

1dψ,

I7 = −pb2
ψ2
∫

ψ1

ψ−ψ2

ψ1−ψ2
C∗

3dψ,

I9 = pb3
ψ2
∫

ψ1

C1C
∗
1dψ,

I14 = pb3
ψ2
∫

ψ1

C2C
∗
2dψ,

I19 = pb3
ψ2
∫

ψ1

C3C
∗
3dψ,

I41 = pb2c
ψ2
∫

ψ1

C1C
∗∗
1 dψ,

I46 = pb2c
ψ2
∫

ψ1

C2C
∗∗
2 dψ,

I51 = pb2c
ψ2
∫

ψ1

C3C
∗∗
3 dψ,

I57 = pb2c
ψ2
∫

ψ1

C2
1dψ,

I62 = pb2c
ψ2
∫

ψ1

C2
2dψ,

I67 = pb2c
ψ2
∫

ψ1

C2
3dψ,

· Â¡Â
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I78 =
ψ2
∫

ψ1

8k
b2

(ψ−ψ2)2

(ψ1−ψ2)2
dψ, k = (k1+k2)b3

c
,

I87 = −
ψ2
∫

ψ1

8k
b

(ψ−ψ2)
(ψ1−ψ2)

C1dψ,

I89 = −
ψ2
∫

ψ1

8k
b

(ψ−ψ2)
(ψ1−ψ2)

C3dψ,

I91 =
ψ2
∫

ψ1

8kC2
1dψ,

I96 =
ψ2
∫

ψ1

8kC2
2dψ,

I101 =
ψ2
∫

ψ1

8kC2
3dψ,

I108 =
ψ2
∫

ψ1

2kC2
1dψ,

I118 =
ψ2
∫

ψ1

2kC2
3dψ,

I124 =
ψ2
∫

ψ1

2k
b(ψ1−ψ2)

[ψ − ψ2 + c
b
]C1dψ,

I126 =
ψ2
∫

ψ1

2k
b(ψ1−ψ2)

[ψ − ψ2 + c
b
]C3dψ,

I132 =
ψ2
∫

ψ1

2k
b2(ψ1−ψ2)2

[ψ − ψ2 + c
b
]2dψ,

I133 = pb2lc

r

ψ2
∫

ψ1

C∗
2dψ,

I134 = pb2c
ψ2
∫

ψ1

C∗
1dψ.

· Â 7
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ÔFªÑ�&�D���1�.�Dºd���?°«�[���1°«�
¤¥¦¨��ª
¤ LÑ��°«�[�,§��D�1�&�¡�PL>ª��¡ºo�D�W�:���F�?���[�&�¡�.� ±
(ψ − ψ2)

�?�¡���
�\�1�?¦¨¡ª[�]§[���R¦¨ªH�N�D��N���¨�D�D¢ .¹�¡ª[��½:�Dª��S���¨�D�[�\��ªH�X�\�D�U¦¨ªH�N�D��N���¨�D�Uª[�¡���R��Ð��N��ª[�¡ª[�]À

I1 = −pbrc,

I5 = −pbr

2
,

I7 = −pbl

2
+ pbr

12
(ψ1 − ψ2),

I9 = −pbr2

2
,

I14 = 0,

I19 = −pbl2

2
,

I41 = 6pcr2

5(ψ1−ψ2)
,

I46 = 2pcr2

15
(ψ1 − ψ2),

I51 = 6pclr
5

+ 6pcl2

5(ψ1−ψ2)
+ 2pcr2

15
(ψ1 − ψ2),

I57 = −13pcr2

35
(ψ1 − ψ2),

I62 = −pcr2

105
(ψ1 − ψ2)

3,

I67 = − pc

210
(ψ1 − ψ2)[78l2 + 2r2(ψ1 − ψ2)

2 + 22rl(ψ1 − ψ2)],

· Â�È



�� - ���  �

I78 = − 8k
3b2

(ψ1 − ψ2),

I87 = −14kr
5b2

(ψ1 − ψ2),

I89 = − 2k
5b2

(ψ1 − ψ2)[7l + r(ψ1 − ψ2)],

I91 = −104kr2

35b2
(ψ1 − ψ2),

I96 = − 8kr2

105b2
(ψ1 − ψ2)

3,

I101 = − 8k
105b2

(ψ1 − ψ2)[39l2 + r2(ψ1 − ψ2)
2 + 11rl(ψ1 − ψ2)],

I108 = −26kr2

35b2
(ψ1 − ψ2),

I118 = − 2k
105b2

(ψ1 − ψ2)[39l2 + r2(ψ1 − ψ2)
2 + 11rl(ψ1 − ψ2)],

I124 = 7kr
10b2

(ψ1 − ψ2) + kcr
b3
,

I126 = k
10b2

(ψ1 − ψ2)[7l + r(ψ1 − ψ2)] + kc
6b3

[6l + r(ψ1 − ψ2)],

I132 = − 2k
3b2

(ψ1 − ψ2) − 2kc
b3

[1 + c
b(ψ1−ψ2)

],

I133 = 0,

I134 = pbcr.

· Â ¶
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n0 = 2pbrc− 2plr2,

n01 = pbr2 − 12pcr2

5(ψ1−ψ2)
+ 26pcr2

35
(ψ1 − ψ2) − 208kr2

35b2
(ψ1 − ψ2),

n11 = 2plr2 − 52kr2

35b2
(ψ1 − ψ2),

n02 = −4kr2

3b2
(ψ1 − ψ2) − 4kcr2

b3
[1 + c

b(ψ1−ψ2)
],

n12 = −16kr2

3b2
(ψ1 − ψ2),

m12 = −pbr2 + 7kr2

5b2
(ψ1 − ψ2) + 2kcr2

b3
,

m21 = pbr2 − 28kr2

5b2
(ψ1 − ψ2),

m02 = −28kr2

5b2
(ψ1 − ψ2),

m20 = −2plr2 + 7kr2

5b2
(ψ1 − ψ2) + 2kcr2

b3
,

n03 = 4π(ψ1 − ψ2)[−2pc
15

+ pc

105
(ψ1 − ψ2)

2 − 8k
105b2

(ψ1 − ψ2)
2],

n05 = 2π
[

−pbrc− pbl2

2
+ pbrl

6
(ψ1 − ψ2) − 6pclr

5
− 6pcl2

5(ψ1−ψ2)
− 2pcr2

15
(ψ1 − ψ2)+

+13pcl2

35
(ψ1 − ψ2) + pcr2

105
(ψ1 − ψ2)

3 + 11pclr
105

(ψ1 − ψ2)
2 + 138kl2

21b2
(ψ1 − ψ2)−

− klr
21b2

(ψ1 − ψ2)
2 − 2kr2

21b2
(ψ1 − ψ2)

3 + kclr
3b3

(ψ1 − ψ2) − 2kc2l2

b4(ψ1−ψ2)

]

.

· Â��
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#
§[���[Ð[�\�X»«» Ã §[�¡��Ð[�\�1���\�[¬:�=½>§��¡�[Ð[�¨�¹§[���¨�"� � ·¡½«§[�¡��Ð[�\�W§[�D�Í�"� ��7�½«§[�¡�[Ð[�¨�FÄU·¡½=§[�¡�[Ð[�¨�¹Ä�Â=½¦¨ª«� � ¦\ª[§[¦¨É=Ê"!
§[�¡�[Ð��\�2µ ©È �M½[�� È �M½ H¹·¡½ HUÂ>½�»-9
H¹· Å · � Ã Ä�Â � �D��� Ã Ä�´ � ÄU· Ê � �?¦¨ª[¬ Ã Ä ´ � Ä@Â�Ê?Æ1ÄU· � �D���?¬ Ã Ä ´ � Ä@Â�Ê � �.¦\ª Ã Ä ´ � ÄX·LÊ?Ê�9
HUÂ¡Å · � Ã Ä�Â � �D���?¬ Ã Ä ´ � Ä@Â�Ê � �.¦\ª Ã Ä ´ � ÄX·LÊ FOÄU· � �D�¡� Ã Ä�´ � ÄU· Ê � �?¦\ª�¬ Ã Ä�´ � Ä�Â¡Ê.Ê�9µ ©Á ��Å�FZ�?¦¨ª[¬ Ã Ä ´ � Ä@Â�Ê � Ã FOÄ�Â � H¹· � �D�¡� Ã Ä�´ � ÄU· Ê � §[�D�Í�"� �J· Æ HUÂ � �.¦\ª Ã Ä�´ � ÄU· Ê � §��D�¨�N� � 7¡Ê � � 9µ ¥Â ��ÅF�?¦\ª�¬ Ã Ä�´ � Ä�Â¡Ê � Ã Ä�Â � HW· � �?¦¨ª Ã Ä�´ � ÄU· Ê � §[���¨�"� � · Æ HUÂ � �D�¡� Ã Ä�´ � ÄU· Ê � §[�D�Í�"� ��7HÊ � � 9µ  · ��Å�FZ�$¿=� Ã FOÄ�´ � Ä�Â¡Ê � �?¦¨ª Ã Ä�´ � ÄU· Ê � Ã FZÄX· � H¹· � §��D�¨�N� � ·LÆ HYÂ � §[���¨�"� � 7HÊ � Ã Â � �"Ê�9µ  7 ��ÅF�$¿=� Ã Ä�´ � Ä�Â¡Ê � �?¦¨ª Ã Ä�´ � ÄU· Ê � Ã ÄU· � H¹· � §[���¨�N� � · Æ HUÂ � §[�D�Í�"� ��7HÊ � Ã Â � �NÊ�9»�Å2µ ©Á � � �D�¡� Ã ÄU· � ���¨�[¬:�HÊ.Æ]µ ¥Â � � �?¦¨ª Ã ÄU· � ���\�[¬:�¡Ê?Æµ  · � � �$¿=� Ã Ä�Â � ���¨�[¬:�HÊ.Æ2µ  7 � � �$¿=� Ã FZÄ�Â � ���¨�[¬:�HÊ�9�?�$�N�[�.ª�»�9

#
§[���[Ð[�\�1��· Ã §[�¡��Ð[�\�F¿¾½¥§��¡�[Ð[�¨�]��½¥§��¡�[Ð[�¨�2Ð<½[§[�¡�[Ð��\�]��½:§[���[Ð[�\�1���?¦5·�½¥§[���[Ð[�\�1���?¦(Â�Ê"!§[�¡�[Ð��\��L¡½[¼MÂ>½©¼ 7�½ ¼6È[½[§��D�¨�N�:9
¼MÂ¡ÅF�D�¡� Ã �[�.¦5· Ê FZ���¡� Ã �[�?¦�Â¡Ê�9¼ 7HÅF�?¦¨ª Ã �[�.¦(Â FI�[�?¦M· Ê F Ã �[�.¦(Â FI�[�?¦M· Ê � �D�¡� Ã �[�.¦5· Ê � �D�¡� Ã �[�.¦(Â¡Ê69¼6È«Å · F Ã �[�?¦�Â FZ���?¦5·LÊ � ���¡� Ã �[�?¦M· Ê � �.¦\ª Ã �[�?¦�Â¡Ê FI�D�¡� Ã �[�.¦(Â FI�[�?¦M· Ê�9§[�D�Í�"�HÅ]Â FOÂ � ���¡� Ã �[�?¦�Â FZ�[�.¦5· Ê F Ã �[�?¦�Â FZ�[�.¦5· Ê � �?¦¨ª Ã ���?¦(Â FI�[�.¦5· Ê69
L�Å Ã ¼MÂ FI¼ 7 � �?¦¨ª Ã ¿[Ê?Æ¹¼6È � �D�¡� Ã ¿[Ê?Ê � Ã?Ã � � ÐQÊ.ÆF�D�¡� Ã ¿[Ê?Ê � �¾§[�L»>� � Ð � Ð � � � §[���¨�N�:9�?�$�N�[�.ª L�9

#
§[���[Ð[�\�1�SÂ Ã §[�¡��Ð[�\�F¿¾½¥§��¡�[Ð[�¨�]��½¥§��¡�[Ð[�¨�2Ð<½[§[�¡�[Ð��\�]��½:§[���[Ð[�\�1���?¦5·�½¥§[���[Ð[�\�1���?¦(Â�Ê"!§[�¡�[Ð��\��L¡½[¼MÂ>½©¼ 7�½ ¼6È[½[§��D�¨�N�:9
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½©��½©�[�?¦M·¡½©�[�?¦�Â¡Ê?ÆF��· 7 Ã �[�.¦5· ÆF¬ � Â=½ �=½¥Ð
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½©��½©�[�.¦5·¡½©�[�?¦�Â¡Ê?Æ]Â � ��· Ã ¦5½¥��½¥Ð<½¥��½¥�[�.¦5·¡½©�[�.¦(Â¡Ê�9´®Â¡ÅF´®Â¡ÆFÈ � �LÂ Ã ¦(ÆF¬ � Â=½ �=½¥Ð
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½©��½©�[�?¦M·¡½©�[�?¦�Â¡Ê?ÆF��· Ã �[�.¦5· ÆF¬ � Â>½ ��½©Ð
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�\¦¨ª[� Ã ��Ð[�?��¦\�.�N��· Ã FZ�NÊ$½©�¡�?§[¦¨ª:���N��· Ã ��Ê$½¥��Ð[�.�D¦\�.�N��· Ã FZ�NÊ$½©�¡�?§�¦\ª:���N��· Ã FI�\Ê?Ê�9Ð¾��É&· Ã �[�.¦5·¡½©�[�?¦�Â=½¥��½¥Ð<½¥�SÊ�9Ð¾��É�Â Ã �[�.¦5·¡½©�[�?¦�Â=½¥��½¥Ð<½¥�SÊ�9Ð¾��É 7 Ã �[�.¦5·¡½©�[�?¦�Â=½¥��½¥Ð<½¥�SÊ�9Ð¾��É>È Ã �[�.¦5·¡½©�[�?¦�Â=½¥��½¥Ð<½¥�SÊ�9ºT��É����"Â Ã ���?¦(Â>½ ��½©Ð
½©�LÊ�9ÄU· Å¹»=¦¨�"¬[�D�.�\��ª[¦\�DÄX· Ã ��½©Ð
½©��½©�[�?¦M·¡½¥���?¦(Â�Ê�9Ä�Â¡Å¹»=¦¨�"¬[�D�.�\��ª[¦\�DÄ@Â Ã ��½©Ð
½©��½©�[�?¦M·¡½¥���?¦(Â>½��1¦\ª�§[¦\É=Ê�9�[�?¦¨ªH�?¼ Ã � \ ªb�[�?¦M·JÅ ��¢¨·D¼ � ½[�[�?¦M· � · ��Á � Ä�´®Ê�9�[�?¦¨ªH�?¼ Ã � �[�?¦�Â,Å���¢¨·D¼ � ½[�[�?¦�Â � · ��Á � Ä�´®Ê�9�[�?¦¨ªH�?¼ Ã � \ ª��dÅ ��¢ÌÂG¼��Dº � ½:�HÊ69�[�?¦¨ªH�?¼ Ã � \ ªb�JÅ ��¢ÌÂG¼��Dº � ½[�SÊ�9�[�?¦¨ªH�?¼ Ã � \ ªbÐ�Å �`¢ ÂG¼��Dº � ½[ÐQÊ69�[�?¦¨ªH�?¼ Ã � \ ª �`¢¥Á�¼ � ½:Â � � � ·LÁHÊ�9�[�?¦¨ªH�?¼ Ã � | ��¢ Á�¼ � ½ Ã ��FI�D· Ê � Ã Â � �(Ê � ·LÁ¡ÁHÊ69�[�?¦¨ªH�?¼ Ã � � ��¢ ÁG¼ � ½&Â � ��· � Â=¢ ¶ È«Ê�9�[�?¦¨ªH�?¼ Ã � \ ª�Ä Å � vÉ« � ½QÄ¯»¡��� � ·LÁ¡Ê�9�[�?¦¨ªH�?¼ Ã � \ ªb��Å �,o���?º � ½[�¾§[�L»>� � ·LÁHÊ�9�[�?¦¨ªH�?¼ Ã � \ ª �sÂvÅ��  � � º � ½ �sÂ � ·LÁ¡ÁHÊ�9³K· Å�F ��Â � � 9
�[�?¦¨ªH�?¼ Ã � \ ª�³K·�Å � dÉ« � ½:³K· � ·SÁHÊ�9¡���?�"¬ Ã Ê69�D�¨�S���.§[��»>¦\��� Ã Ê�9É��>��¼MÅFÉ��>� 2 Ã �=½¥Ð
½©��½©�[�.¦5·¡½©�[�?¦�Â¡Ê�9§[�D�Í�"�¡���\�[¬:�¡Å]Ä¯»��D� � � � É��=�$¼ 9
H¹· Å · � Ã Ä�Â � �D��� Ã Ä�´ � ÄU· Ê � �?¦¨ª[¬ Ã Ä ´ � Ä@Â�Ê?Æ1ÄU· � �D���?¬ Ã Ä ´ � Ä@Â�Ê � �.¦\ª Ã Ä ´ � ÄX·LÊ?Ê�9
HUÂ¡Å · � Ã Ä�Â � �D���?¬ Ã Ä ´ � Ä@Â�Ê � �.¦\ª Ã Ä ´ � ÄX·LÊ FOÄU· � �D�¡� Ã Ä�´ � ÄU· Ê � �?¦\ª�¬ Ã Ä�´ � Ä�Â¡Ê.Ê�9§[�D�Í�"� �J· Å1³K· � � � � � Ã Â � É��=�$¼ � Ã FZÄU· � ÄU· FOÄ�Â � Ä@Â�Ê � ÄU· � Ä�Â � �?¦\ª Ã Ä�´ � ÄU· Ê � �?¦\ª�¬ Ã Ä�´ � Ä�Â¡Ê � H¹· Ê�9§[�D�Í�"� ��7HÅF§[�D�Í�"�¡���\�[¬:� � � � Ã Â � Ã FOÄU· � ÄU· FZÄ@Â � Ä�Â¡Ê � �.¦\ª Ã Ä�´ � ÄU· Ê � �.¦\ª[¬ Ã Ä�´ � Ä�Â¡Ê � HUÂ¡Ê�9���\��¬:��· Å ÃYÃ.Ã FOÄU· � Ä@Â � H¹· � HYÂ¡Ê FN· Ê � Ã §[�D�Í�"� �J· � �NÊ@Ê�F Ã §[�D�Í�"�¡���¨�[¬:� � Â¡Ê�9���\��¬:�HÂ¡Å ÃYÃ.Ã FOÄU· � Ä@Â � H¹· � HYÂ¡Ê FN· Ê � Ã §[�D�Í�"� �J· � �NÊ@ÊUÆ Ã §[�D�Í�"�¡���\�[¬:� � Â¡Ê�9
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�[�.¦\ªH�?¼ Ã � \ ªbÉ��>��¼�Å �  � ½�É��>��¼NÊ�9�[�.¦\ªH�?¼ Ã � \ ªb§[���¨�"�����\�[¬[�vÅ �  � ½[§��D�¨�N�¡���¨�[¬:�HÊ�9�[�.¦\ªH�?¼ Ã � \ ª����¨�[¬:��· Å �  � ½:���\�[¬:�=· Ê�9�[�.¦\ªH�?¼ Ã � \ ª����¨�[¬:�HÂ¡Å �  � ½:���\�[¬:�¡Â¡Ê�9�[�.¦\ªH�?¼ Ã � \ ª � 7¡Å �  � ½[§��D�¨�N� � 7¡Æ1�NÊ�9�[�.¦\ªH�?¼ Ã � \ ªb�"Å �  � ½[�NÊ�9�[�.¦\ªH�?¼ Ã � \ ª � ·LÅ �  � ½[§��D�¨�N� � ·LÊ�9�.���N���¡�\��� Ã HK��J�K�Ê�9§[���?�¡H� Ã Ê�9�.���N���¡�\��� Ã ��´®µ ����5	��£ �FÊ�9�¡Ð&�>§ Ã §[���¨�N� � 7HÊ69�.���N���¡�\��� Ã ��´®µ ����5	��£ �FÊ�9�.¦\�?�L»���ª[¦¨� Ã §[�D�Í�"� �J·¡½¥§��D�¨�N� � 7=½ ÄU·¡½¥Ä�Â=½ ���\�[¬:�=·¡½ ���\�[¬:�¡Â=½��1¦¨ª[§[¦\É=Ê�9�.���N���¡�\��� Ã ��´®µ ���Rµ ��K�K �FÊ69¡�$�N�"¬ Ã Ê�9���\�¡�.�D¡�?���[¬ Ã Ê�9#

·SÈ 7



�� - ���  �

·SÈ¡È



� ������� ��� � � � �����	� � ���

OX1X2X3

��L>�.�NÒ�ºd�2¦\ª��D�.�?¦\���
§[�]�D�>�¡�?§��¡ª[ª[���D� Ã �$¼O¢&Ë=�D�$�N¦\��ª Ã ·¡¢Í· Ê$½ Ã Â=¢Í· Ê?Ê
X1, X2, X3

���=���?§[�¡ª�ª[�D���W§[���D��ªH�N�?�2§[���Rºd���.�?�D�X§[�]�\�¹²?��ª«�?�
C

Ã ��¼O¢&Ë=�����?¦\�¡ª Ã ·�¢¨· Ê;½ Ã Â>¢¨· Ê.Ê
R1(ϕ, ψ, t),R2(ϕ, ψ, t)

»¡�D�$�N���[�?�W§[�]�¾�¡�.¦¨�?¦\�¡ª`§[���X�?�[�®¼*���D���W�\���N���N���¨�D�Y§[���[ª[���
Ã ��¼O¢&Ë=�����?¦\�¡ª Ã ·�¢¨· Ê;½ Ã Â>¢¨· Ê.Ê

R3(ϕ, ξ, t)
»¡�D�$�N���[�¹§[�]�&�¡�?¦Í�N¦¨�¡ª�§[��Ð:��ª[§[��¡� Ã �$¼O¢&Ë=�D�$�N¦\��ª Ã ·¡¢Í· Ê$½ Ã Â=¢Í· Ê?Ê

rUi(ϕ, ξ, t)
�D�¡ºo�¾���N��ªH�N���X§[��»��D�$�N�D���¹§[���R§��D�[�\���D��ºd��ª«�R§[���&�¡¦\ªH�U§[��Ð:��ª�§:��¡�
Ã ��¼O¢&Ë=�����?¦\�¡ª Ã ·�¢¨· Ê;½ Ã Â>¢¨· Ê.Ê

bVi(ϕ, ψ, t)
�D�¡ºo�¾���N��ªH�N���X§[��»��D�$�N�D���¹§[���R§��D�[�\���D��ºd��ª«�?�X§[�D�R�?�[�®¼*���D���W�\���N���N���¨�D�
Ã ��¼O¢&Ë=�����?¦\�¡ª Ã ·�¢¨· Ê;½ Ã Â>¢¨· Ê.Ê

ru, rw,−rv §[���[�������Dºo�DªH�N�R§[�]��� �¨¦\¡ª��Fºd� L��Dª[ª[�2§[��Ð:��ª[§[��¡� Ã �$¼O¢&Ë=�D�$�N¦¨�¡ª Ã ·¡¢Í· Ê$½ Ã Â=¢Í· Ê?Ê
Γi

���¾���N���?�D�[�.�R���.�N¬��¡¡�¡ª:���=¿b§[���R�.���"�G�N¦\��ª[� Ã �$¼O¢&Ë=�D�$�N¦¨�¡ª Ã ·¡¢Í· Ê$½ Ã Â=¢Í· Ê?Ê
β, κ, θ

��ª[¡�¨�D�U§[���W�.���"���?¦\�¡ª�� Ã �$¼O¢&Ë=�D�$�N¦\��ª Ã ·¡¢Í· Ê$½ Ã Â=¢Í· Ê?ÊÂ
l

�\���?��D�[�U§[��Ð:��ª�§:��¡� Ã ��¼O¢&Ë=�����N¦¨�¡ª Ã ·¡¢Í· Ê;½ Ã Â=¢Í· Ê?Ê
r

�?� L¡�¡ª�§[�bÐ:��ª[§:��¡�]§:��ª[�X�5¤©���N���Xª[�¡ª�§[�$¼6�¡�?ºo� Ã �$¼O¢QË=�D�$�N¦¨�¡ª Ã ·¡¢Í· Ê$½ Ã Â=¢Í· Ê?Ê
a, b, c

�:���N��ºdÒ$�N�?���X¡�D�¡ºo���?�?¦¨°>���D�U§[�]���,�.�¡�[� Ã �$¼O¢&Ë=�D�$�N¦¨�¡ª Ã ·¡¢Í· Ê$½ Ã Â=¢Í· Ê?Ê
md

ºd���.�?�]§[�]���W²?��ªH�N� Ã ��¼O¢&Ë=�����?¦\�¡ª Ã ·�¢ÌÂ¡Ê;½ Ã Â>¢ÌÂ¡Ê;½ Ã 7�¢ Â¡Ê.Ê
J1d, J2d

ºo�¡ºo�DªH�N�U§<¤¥¦¨ª[�D�®�N¦\�1§��2�\�R²?��ªH�N�]�?�������?¦¨»��Dºo�DªH�R���=¿�� ¿����
Cx, Cy

Ã ��¼O¢&Ë=�����?¦\�¡ª Ã ·�¢ÌÂ¡Ê;½ Ã Â>¢ÌÂ¡Ê;½ Ã 7�¢ Â¡Ê.Ê
ρ

§[�Dª[�.¦¨�?�2�¨¦\ª[�D��¦\�.�F§[�]��� �¨¦\¡ª��Fºd� L��Dª[ª[�2§[��Ð:��ª[§[��¡�
Ã ��¼O¢&Ë=�����?¦\�¡ª Ã ·�¢ÌÂ¡Ê;½ Ã Â>¢ÌÂ¡Ê;½ Ã 7�¢ Â¡Ê.Ê

k1, k2

���=��
o�D¦\��ªH�N�R§[���D���¡���?�"¬[�¡�[�]§:��ª[�W�¨�Fºo�=§[Ò��\�1§[� ���>�¡ª[�EL F��X¦¨»>�\¦¨ª
Ã ��¼O¢&Ë=�����?¦\�¡ª Ã ·�¢¨· Ê;½ Ã Â>¢¨· Ê.Ê

·SÈ ¶



 
 	 �-	�� 
+ �

p
�[�?���?�?¦¨�¡ª�§:��ª[�X�\�1��ª[�D� Ã ��¼O¢:Ë=�D�$�N¦\��ª Ã ·¡¢¨·LÊ$½ Ã Â=¢¨·LÊ?Ê

f
���=��
o�D¦\��ªH�W§��]¼6�.���?�?�Dºo�DªH� Ã �$¼O¢QË=�����N¦¨�¡ª Ã 7�¢Í· Ê?Ê

T
��ª[�D�.¡¦\�]��¦\ª[�$�N¦\°«�[�1§��2�\�,�?�¡�[� Ã ��¼O¢&Ë=�����?¦\�¡ª Ã ·�¢ÌÂ¡Ê;½ Ã Â=¢ Â¡Ê;½ Ã 7�¢ Â¡Ê.Ê

Td
��ª[�D�.¡¦\�]��¦\ª[�$�N¦\°«�[�1§��2�\�W²?��ªH�N� Ã �$¼O¢QË=�D�$�N¦¨�¡ª Ã ·¡¢ Â¡Ê$½ Ã Â=¢ Â¡Ê$½ Ã 7�¢ Â¡Ê?Ê

Tb
��ª[�D�.¡¦\�]��¦\ª[�$�N¦\°«�[�1§���Ð:��ª[§:��¡� Ã ��¼O¢&Ë=�����N¦¨�¡ª Ã ·¡¢ Â¡Ê;½ Ã Â=¢ Â¡Ê;½ Ã 7�¢ Â¡Ê.Ê

δA1, δA2
�?�N�S»����=¿b§��2�\�,�[�?���?�?¦¨�¡ª��\�¡�.�Y§[�]§[��¼6���?ºd���N¦¨�¡ª[�Y§[���W�.�[�.¼*���D�D�R���G�N�D�?���\���
Ã ��¼O¢&Ë=�����?¦\�¡ª Ã ·�¢¨· Ê;½ Ã Â>¢¨· Ê.Ê

δA3

�?�N�S»���¦\�<§[�]��� �[�.�D�?�.¦\�¡ª��\���?�U§[�]§[�$¼6�¡�?ºd���N¦¨�¡ª[�Y§���Ð:��ª[§:��¡�
Ã ��¼O¢&Ë=�����?¦\�¡ª Ã ·�¢¨· Ê;½ Ã Â>¢¨· Ê.Ê

E[V]
�Dª[���?¡¦¨�2�&���?�DªH�N¦¨�D�\�¨�F§[�]§[�$¼6�¡�?ºd���N¦¨�¡ª�§[���S���¡���N�"¬��¡�[�
Ã ��¼O¢&Ë=�����?¦\�¡ª Ã Â>¢¨· Ê;½ Ã 7=¢¨· Ê.Ê

δAf
�?�N�S»���¦\�<§[�D�U¼6�¡�.�D�D�X§[�1¼6�.���?�?�Dºo�DªH�R�?�D� Ã ��¼O¢&Ë=�����N¦¨�¡ª Ã 7�¢Í· Ê.Ê

δAF
�?�N�S»���¦\�<§[�D�U¼6�¡�.�D�D�X�;¿=�?�D�.¦\�D���?�D�R���R�¨�D�Uºo�¡ºd��ªH�N�R���[�[�¨¦\°«�[��� ± �\�R²?��ªH�N�
Ã ��¼O¢&Ë=�����?¦\�¡ª Ã ·�¢ÌÂ¡Ê;½ Ã Â>¢ÌÂ¡Ê;½ Ã 7=¢ÌÂ¡Ê.Ê

P
�"¬[���?¡�]ª[���?ºd���\�1���[�[�\¦¨°«�[�D� ± ���R²?��ªH�?�

F1
¼6���?�D�]�¨�¡ª[¡¦Í�N�[§[¦¨ª:���¨�¹�����[�\¦¨°>���D� ± ���R²?��ªH�N�

F2

¼6���?�D�]�\���N���N���¨�1���[�[�¨¦\°«�[��� ± �\�W²?��ªH�N�
M1

ºo�¡ºo�DªH�X§
¤©¦\ª[���\¦¨ª:��¦\�.�¡ª`�����[�\¦¨°>��� ± �\�R²?��ªH�N�
M2

ºo�¡ºo�DªH�R�G¿=¦��������[�[�¨¦\°«�[� ± ���R²?��ª«�?�
M3 cos κ+M2 sin κ

ºo�¡ºo�DªH�X§[�]�����D���R���[�[�\¦¨°«�[� ± ���R²?��ªH�N�
δNi

�?�N�S»����=¿b§��D�R�?�S�����N¦¨�¡ª[�U§[���W�¨¦���¦¨�?�¡ª�� Ã �$¼O¢&Ë=�D�$�N¦¨�¡ª Ã ·¡¢ Â¡Ê$½ Ã Â=¢ Â¡Ê$½ Ã 7�¢ Â¡Ê?Ê
µi, µik, λ

ºJ�[�¨�?¦\�[�¨¦\�S�G�N�D���?�K§���������N��ª[�� Ã �?�D�����?¦\�¡ª��U§[�D�R�\¦\��¦\�.�¡ª[�"Ê
Ã ��¼O¢&Ë=�����?¦\�¡ª Ã ·�¢ÌÂ¡Ê;½ Ã Â>¢ÌÂ¡Ê;½ Ã 7=¢ÌÂ¡Ê.Ê

L1 = [ϕ1(t), ϕ2(t)]
¦\ªH�N���.»����\�¨�F§[�]��� ¸��¡ª[�]§[�2�D�¡ªH�N�����

L2 = [ϕ2(t), ϕ1(t) + 2π]
¦\ªH�N���.»����¨�\�F�;¿=�?�D�.¦\�D��� ± �\�v¸��¡ª[�]§[�]�D��ª«�N�����

[f ]k
�?�����R§[�]��� ¼6�¡ª����N¦¨�¡ª

f
�����¾��¦\ªH�Y¼6�?��ª«�?¦\Ò��?�]§[�]��� ¸��¡ª[�]§[�]�D�¡ªH�N�����

pi, qj
�?���D¦¨ª[�D�X§[��� L>�®�NÒDºo�2�S���?�����?�D�?¦¨�.�?¦\°«�[� Ã �$¼O¢&Ë=�D�$�N¦¨�¡ª Ã ·¡¢87HÊ$½ Ã Â=¢87HÊ$½ Ã 7�¢87HÊ?Ê

Ic, IIc, IIIc
¦¨ªH»����?¦���ª«�?�U§[�b�N�Dª��?�D���W§[�]§[�$¼6�¡�?ºd���?¦\�¡ª[�K§[�]��� ¡�¡ºoºo�F§[� 5Y���[�"¬ L F®µ1�?���Dª
Ã ��¼O¢&Ë=�����?¦\�¡ª Ã Â>¢¨· Ê.Ê

λ1, λ2, λ3

���\�\��ª[¡�Dºo�DªH�?�Y�[�?¦¨ª[�D¦¨�:���=¿�§:��ª[�X�\�v��¡ºdºo� Ã ��¼O¢QË=�����?¦\�¡ª Ã Â=¢Í· Ê.Ê
ωn, Xn

¼6�.�D°«�[��ª[�D���¹�[�.�¡�[�?���W�$�U¼6�¡�?ºo�D�U���?�¡�[�.�D�R§[�D�U»>¦\Ð��N���?¦\�¡ª[� Ã ��¼O¢QË>�D���?¦\�¡ª Ã È�¢ÌÂ¡Ê.Ê
◦, ′, ∗ ∂

∂ξ
, ∂

∂ϕ
, ∂

∂ψ·SÈ �
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 · � HY��É«É�����KX¢Í½ ��L>Ð&�¡�?o��¢Í½:Ä������O².ÉG� ��¢ ��L>�¾�2ºd�>§[���\¦\ª��¼6�¡��JR�?�]¦\ª � ��¬[¦\���\� .�L>ª:��ºo¦\���
Ë>�N��§[¦\��� ��� Ë>£�KÏ�:���¾��� � ��Á�È«Â=·�½<· × � �=¢

¥Â � HY��É«É�����KU¢Í½¾Ä����D�Z².ÉG� ��¢8H¹¢Í½¾��¦¨§[ª[�D�R��¢Q£�ª�� � � L>�?��ºd�>§[��� � ¦¨�N¬����[���\¦\�D���N¦¨�¡ª[�U¦¨ª�»��EF
¬[¦\���\�R§"L>ª:��ºo¦\���@�®�N�[§[¦¨�D� ��� È��?¬�£¹���?���N���"¬[ª[�¡�¨�¡¡¦¨�D� 5K�¡ª�¼6�D�.�Dª[����½ ���¡ªH�N� 5Y���.�\�d· × � × ½
Ë=£�KÏÄ����&�D� � × Á�Á � �=½�Ä�¢ � 7MF × ¶ ¢

 7 � H�
¡¬[º ³K¢ �����"¬:��ª[¦¨É�§[�D�¹µ1�[�.�?�D�\�.�D¦Í¼6�Dª[� ��� ´Zª[��Dª[¦¨�D�[�U£W�?�"¬[¦Í»¾½ 7 ¶ ¢
· × ����¢:Ä�¢ �¡Â=¢
 È � H�
¡¬[º ³K¢Kµ]�.�[ª[§[�\��¡��ª�§[�D� �X�¡�¨�\§"L>ª:��ºo¦\É^»¡�¡ªÕ����¼(�?�?�D¦Í¼6�Dª ��� ³&��¬[�?¸��D�[¡§ L=ª[��ºd¦¨É F
³Q���"¬H�"��¡��ª[[½
· × � �!K �.�?��ª
¢

 ¶ � H�
¡¬[º ³K¢NK������®�N�>§"L>ª:��ºo¦\Éo§[�D�R³Q��¬[�.¸D���[¡Ð&� � �D¡�[ª� ��� ����¡�[ª�¡�?Ð:��ª[§ 	O³Q���.�N�.�"¬[�?¦Í�?�?�
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�� � .¹��»������Xµv¢Í½���¦¨�¡ª[����¢¥��¢[���D�K¦\ª[��°>�[���N¦¨�¡ª[�K��ª`ºd���S��ª�¦\°«�[�¹�$�U�Dª`��¬�L>�.¦\°«�[� ��� .W�[ª[�>§
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¥Â�È � ������� Ò 
 0DÒ����J¢
	U¢¨½����� � � ���2¢ � ¢ � � ��������� ��� Ò � 0 ��� � � ± � ÒD� ��� ��Ò�������Ò� �"! ���#���$�Ò% 

& � ��'#���)( ±  0 � �)�"( �� 0 
>ÒD� ���+* ±�, Ò � � � � � ��� Ò � ½ ��¢�·�½
· × � 7=½ 5¹¢�· �MFN·��=¢
¥Â ¶ � ������� Ò 
 0DÒ��-�J¢
	U¢¨½.���� � � � ��¢ � ¢Í½./ �� >Ò � ��¢
0J¢�1 ±  ± '2��( ¡Ò%3 ��� 0 � � ��� ��������� ��� Ò �

Ò ' �4�5� � � � �
�6 ± � �4 � � � � ���7� �� '2�  ± � Ò�3 ��� 0�Ò� � Ò �"(���' ±  �������"( ± 
=Ò � � ±  � � ' Ò+$� ± � Ò 
 ± ' Ò
��� 1 *98;: ½ �2¢[È[½�· × ����½<·DÈ ¶ � ¢

¥Â�� � ������� Ò 
 0DÒ��<�J¢
	U¢¨½=1 � ( ± � � �>�J¢
	X¢=? �7� 0 � ( ����� �����[Ò� � ����� �"( � ±  ����� � � ���" ��# � 
 ���"� � �
�
�@� � � '2�  � �� '#�  ± � Ò%3 ��� 0DÒ% � Ò �"(���' ±  � �  ��'2���7� �������DÒ � � ��� 1A¡Ò 0�� ± � � ± !B'#�  ± � Ò 0 ± ½ 8 ¢�·¡·�½
��¢:È[½<· × � ¶ ¢

¥Â � � � Ò�� � 0 �C� ¢
D�¢¨½E� �@� � � � Ò
0 � �F	U¢ : ¢E� ± 3 ��� Ò � 0 ��� ��� ± � ±  ' Ò% � � ± �7� ��� , Ò � ��� � � �4� � � 0 � �"( Ò
� � � �# � � 0 ± � � ��� � ± � Ò ! ��� 1 *A* ½&Â�Á¡Á�·¡½ 8 ¢ � ¶ ½ � � �?¢ ��¢G�2¢ × È¡È F × ¶ �=¢

¥Â � � � Ò�� � 0 �H� ¢
D�¢¨½B� �@� � � � Ò
0 � �.	U¢ : ¢;?I� ��� � �\� ' ��� � ��Ò 0 ��� ��� ± � ±  ' Ò� � � ± �)� ��� , Ò � �\� ���
������(�� Ò 0 * DKJ,½&Â�Á¡Á�È[½G� � [¢
·�¢ * ± (���' ¢ '2�  ± � ¢��2¢ 7 � FZÈ ¶ ¢

¥Â × � � Ò�� � 0 �+� ¢LDJ¢Í½"� ��� � � � Ò 0 � �M	U¢ : ¢�� ± 3 ��� Ò � 0 �7� ��� ± � ±  ' Ò% � � ± �7� ��� , Ò � ��� � � �4� � � 0 � �"( Ò �
�4 � � 0 ± � � �%� � ± � Ò ��' ��� 1 *A* ½&Â�Á¡Á�È[½ 8 ¢�� ��½ � � �?¢ ��¢N��¢<·LÁHÂ¡Â FN·LÁ 7 �=¢

 7¡Á � � Ò�� � 0 �C� ¢
D�¢¨½E� �@� � � � Ò
0 � �F	U¢ : ¢E� ± 3 ��� Ò � 0 ��� ��� ± � ±  ' Ò% � � ± �7� ��� , Ò � ��� � � �4� � � 0 � �"( Ò
� �4�� � 0 ± � � �%� � ± � Ò ��' ��� 1 !�( �[� * � ����� � ±  �@� � �[�;�RÒ ' � � ��Ò�� ' � ��0�� ± �"� Ò%3 ��� 0 �\� Ò �7� � ���"� ���
'#�  ± � Ò 0 � ¢ 8 � �DÒ � �C��� 0%� ± � � ��¢ * � � 0 � ± F ��� ��Ò
0DÒ �PO � 0DÒ�¢ �KQ 0��SR"½&Â�Á¡Á�È[¢G��¢���È F � ¶ ¢

 7�· � � Ò�� � 0 �T� ¢LDJ¢5J � � � ��Ò ! 0 ± 3 ��� Ò ! 0 ��� ��� ± � ±  ' Ò��� � ± �)� �\� , Ò � ����� � � �4 � � 0 ± � � ����� ± � Ò ! ���
������(�� Ò 0 * DKJ,½N� � [¢
·�½ * ± (���' ¢¨½ '#�  ± � ½>Â�Á�ÁHÂ=½ � � �N¢ ¶ ½N��¢87 �MFZÈHÂ=¢

 7HÂ � � Ò�� � 0 �.� ¢LDJ¢�� � ± ��Ò ( Ò�3 ��� 0 ± !U'#�  ± � Ò 0 ± � Ò �"(���'<� � ��� 0 � ��� 3 � � ' 3]Ò � � � 'V�"(�� � ����� �
� �������@���<¢NWÕ¢&Â>¢ * ¢�ÀG	 ���MF ��� * �  [¢ F ' ± ( ¢ � ± 0%�X� � (���( ± * DKJ ½�· ×¡× �=¢<· ��Á � ¢

 7 7 � � Ò�� � 0 �Y� ¢
D�¢¨½[Z ���7 � Ò 0 � � * ¢ � ¢\� ± 3 ��� Ò � 0 ��� ��� ± � � ��� � ' ± ( Ò
0 � ' � � �#� � � 0 � �"( Ò ��� 1 *A* ½
· ×¡× �=½ 8 ¢ �¡Â=½ � � �?¢N7�¢G�2¢ 7 × 7MFIÈHÁ�È[¢

 7�È �T]�3 � Ò �"( � �_^�¢
��¢`	 ��� � � � � � ± � Ò � � ����� ± ' � ( � 
>Ò
0%� ��(�� �" , Ò � ��� � � �# � � � ' ±�, Ò � � � � � ��� Ò !
Ã � � �� � Ò
0 �"( ± (�� �SÊ$½G	 ���=¢G�SR��a�S�a0J½�· × ¶ Á=¢

 7 ¶ �TbC�� ± ��� � � � ¢ : ¢=? ' �@� � ��Ò � �5 ��$�� (  ��� Ò ! � � ± � ± 3 � 0 ± 3 ��� Ò !c( � � ����" (�� � ��� 1 *A* ½
· ×¡× �=½ 8 ¢ �HÂ=½ � � �N¢ ¶ ½N��¢ ���¡Â F ��� �=¢

 7 � �TbC�� ± ��� � � � ¢ : ¢Í½����DÒ ' � ��ZJ¢ * ¢ � ��� � � ����� ( � � ���� (�� � � � �[��$�Ò% � � 0 � �?¢ * ¢�À�R ± � 0 ± ½[· × � ¶ ¢=· Â ¶
� ¢
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87 � �M	 , �DÒ �7� 0�ÒD�;�J¢
^�¢ * �  ± � Ò
0 ± ¢"	`� � Ò�½ � ± � ± 32Ò�½ �4¡Ò%� ��� ��� Ò ! ��� * ¢
ÀGR ± � 0 ± ½
· × � ¶ ½ �¡Â�È � ¢
87 � �M	 , �DÒ �7� 0�ÒD�;�J¢
^�¢ 8  ��� Ò � 0 ± 3 ��� Ò ! ��� 1 *A* ½�· × 7 �=½ 8 ¢ÌÂ>½ � � �?¢&Â=½ � ¢&ÂGÈ ¶ F®Â �¡Á�¢
87 × �M� � ����� , * ¢ � ¢�/FÒ ')' Ò � �  � � ��� $ � 0 ��� ��� ± (  �  0 �7� ���"� �@$�� ,H± �"� Ò ��� 8 [¢ Q �aD�	U½<· × È ¶ ½ ��¢

¶ ��È[½N7�È � ¢
©ÈHÁ �M� ��� � � � Ò 0 � �P	U¢ : ¢ � ��� � � ± � Ò !P� ���@����� � �\�1Ò � ± $����� ���)� �\� , Ò � � ��� 1 *A* ½�Â�Á¡Á ��½ 8 ¢ ��Á=½ � � �N¢

Â>¢G��¢&Â ¶ ÁMF®Â ¶ ��¢
©È[·��M���� � � �P��¢ � ¢Í½ : Ò�� ± ( � � O ¢ � ¢ � ( ± 
>Ò � � ±  � � � 0 ± 3 ��� Ò � � � � �# � � 0 ± � � ��� � ± � Ò !P( � � �����$��

0 ��� ��� ± � � & � ± ��( Ò%3 � ��� � ± �# ± ��� ! � � � ��½ � � � ± � � � � ± � ! � 0 ��� �4���$ � ' $��� �7(�� ��� 	 � ��¢ ��� � � ��½
�2¢[ÈHÁ�½ * ¢<À * ±�, Ò � � �"(  � ��� Ò � ½ ��¢ �¡Á F ��È[¢¾· × � �=¢

©È«Â � O`� ��Ò � * ¢L�J¢Í½ : � � ± � �KR"¢
��¢ 8 � �7¡Ò ! 0 ± 3 ��� Ò ! � � � �� ' Ò��� ��' ��$�� 0 ��� ��� ± ���S* ¢>À�R ± � 0 ± ½=· × � × ½
Â��=· � ¢

©È 7 � * ��(�� �DÒ 
�� � 	U¢ 	U¢ J ��( ���%32Ò ��� ��( �C� ��Ò�� ��� Ò ! ± � ( � ' �@��Ò�� ! ��� J�0�[¢ ' ± ( ¢N���� � ¢Í½�· × ¶ Â>½ 8 ¢È�½ ��¢ 7�½"��¢ 7HÂ 7 F�7 7 �:9¾· × ¶ 7=½ 8 ¢ ¶ ½ �2¢�·¡½G��¢ ��ÁMF × Â>¢
©È¡È �BR � � ' ±  0�^�¢N	U¢ : � � ± � � R"¢
��¢GZUÒ � ± ' Ò
0 ± ��� $��7� � � � ' � �� � Ò �"(���' ��� R ± � 0 ± ½
· × � �=¢
©È ¶ �BR � ���@�YÒ%� � ��	X¢ � ¢ :  ± 0 
>Ò � �)� �[� ± � ± �DÒ � ��� 	 ��� F���� * �  ± � Ò 0 �PF ' ± (���' ± ( Ò�3 ��� 0 �@$ � � ± 0%�X� � (���( ±

* DKJ ½�· ×�× ¶ ¢
©È � � W���� ± 0 � � ]J¢L�J¢N� ± 3 ��� Ò � ± � ( � ' �@��Ò%� � � �@$�� 0 ��� ��� ± ��� * ¢ * ±�, $�Ò ��½
· × È��=¢
©È�� � W���� ± 0 � � ]J¢L�J¢�� ± 3 ��� Ò � ± � ( � ' ����Ò�� � � ��$�� 0 ��� ��� ± �#¡Ò � ± 0�� � �7� � '  ± � � ��� ��� ��� Ò�Ò � $�� �  � � ��� �

�#� � � 0 � �"( Ò ��� ZS�SR �S�a�S0J½�· × ¶ 7�½ 8 ¢ × Á=½ ��¢ 7�¢

· ¶ Â
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 È � �JÅ ¥Â�È � � ���?ª[¦Í�N�?É«¦Q£J¢©´"¢Í½ I �.¦\�.�?�L»oË¾¢ � ¢«��¤©�$¿=�D¦Í�"���?¦\�¡ªv§[����»>¦\Ð��N���?¦\�¡ª[��§:��ª[���\�����D�\��ºd��ªH�N��D�\���.�?¦\°«�[�D�Xºo�¡Ð[¦¨�\�D�@§[�D�R�D��ª[�.�?�?�[�$�N¦\��ª[� ��� �����?¬�¦\ª[�L»¡��§[�Dª�¦\��½ �2¢�·¡½
· × � 7�½:Ä�¢<· �MF"· �=¢
 È × �JÅ ¥Â ¶ � � ���?ª[¦Í�N�.É>¦�£�¢¥´"¢Í½ I �?¦¨�?�?�L»�Ë&¢ �J¢¨½ 5K¬��¡É«¦\ª�Ë¾¢ �]¢:��¤©�$¿=�D¦Í�"���?¦\�¡ª`�:���N��ºo���?�?¦\°«�[�1§��D�¦\ºo�[�[�¨�?¦\��ª[�@§[��ª[�U�\���U� L>�.�?ÒDºo�D�Xºo�D�S��ª[¦\°«�[���U§[¦\�®�N�?¦¨Ð[�[���U�S»¡�D�]�¨�D�Y¼6�?��ª«�?¦\Ò��?�D�Kª[�¡ªb�.�N�MF

�N¦¨�¡ª[ª:��¦¨�?��� ��� Ä � �X³K½QÈ[½
· × ����½:Ä9¢¨·SÈ ¶ ¢
 ¶ Á �JÅ� Â�� � � ���?ª[¦Í�N�.É>¦@£J¢©´"¢¨½�Ä����"���&�L» £�¢¥´"¢/5K�D�®�"��¦¨ª[�D���[�?�¡���?¦\�$�N���D� ¡��ª[�D�?���\���J§[��� �¡ª[§��D�

§:��ª[���\��� � L>�.�?ÒDºo�D�Kºo�D�D��ª[¦¨°>���D� ± �[ª[�R§[¦¨ºd��ª[�?¦¨�¡ªv§[�W�\�1�\�¡ª[��[�D�[��»����.¦���Ð[�¨� ��� Ä �.¦\É«�5¢
���DÉ«¬
¢Í½�·¡·¡½ �2¢:È[½
· × � ¶ ¢

 ¶ · �JÅ ¥Â � � �F¦\�M¤¥É�� � ¢ µv¢Í½ I �¡¸D¬[�$»>ª[¦\É�� »s´"¢ ³K¢ �U¬[�v�?�¡�¨�\¦\ª�T��¼@� � ¬[�D��� � ¦¨�?¬^�`�.�D¦\ª=¼6�¡�?���D§� L>�?�2���\��ª[v�o������ª[� � ¦Í�N¬[�����X�?�¨¦\� ��� Ä��?¦¨É>�M¢ �����D¢ ����É>¬<¢¨½¾Â�Á¡Á=·¡½ � ¶ ½ ��½QÄ�¢ × È¡È F × ¶ �=¢
 ¶ Â �JÅ ¥Â � � �F¦\�¨É�� �J¢Ìµ,¢Í½ I �¡���»>ª[¦\É��L»`´"¢ ³@¢ ���>§[ÒD�¨�1§[�1�?�¡���]�L»��D�2�[ª[�������.ºd� ��� � �D�®�Nª[¦¨É

�sµ J�½QË=���D¢�·¡¢ �����S¢ ���DÉ«¬
¢Í½¾Â�Á¡Á�È�½[È[½:Ä9¢ 7 � FZÈ ¶ ¢
 ¶ 7 �JÅ ¥Â × � �F¦\�M¤¥É�� � ¢ µv¢Í½ I �¡¸D¬[�$»>ª[¦\É�� »s´"¢ ³K¢ �U¬[�v�?�¡�¨�\¦\ª�T��¼@� � ¬[�D��� � ¦¨�?¬^�`�.�D¦\ª=¼6�¡�?���D§� L>�?�X���¨�¡ª[F�F������ª[� � ¦¨�?¬,�?�\¦¨�[�[¦¨ª[ ��� Ä �.¦\É«�5¢������D¢ ����É«¬
¢¨½HÂ�Á¡Á�È[½�� ��½ ��¢¡Ä9¢�·LÁ¡Â¡Â F"·SÁ 7 ��¢
 ¶ È �JÅ  7¡Á � �¹¦\�¨É�� �J¢Ìµ,¢¨½ I �¡¡�$»>ª[¦\É�� »�´"¢ ³K¢ �R�¡���\�Dºo�DªH�b�S»��D�n¡�\¦¨�?�?��ºd��ªH�`�?�[�b�[ªÕ�[�\��ª§
¤©�[ª[�2�?�¡�[���S»¡���J�[ª[���s���.ºd� ��� ³�¦Í¼(�N¬b´ZªH�N�D�.ª:���?¦\�¡ª:���9Ë L>ºd�&�¡�?¦¨�[º �¡ª��D�\���?�.¦\�S������ª[§

�D���\�D�®�N¦\���
ºo�D�"¬:��ª�¦\�D��¢ ���¡�.�D� � F�� ���\¦\É«¦¨�]����É�L�¢65+5 �X£1Ë¾½&Â�Á¡Á�È[½:Ä9¢ ��È F � ¶ ¢
 ¶¡¶ �JÅ  7�· � �F¦¨�5¤©É�� � ¢ µ,¢ �U¬[�����¡ª[§[¦Í�N¦¨�¡ª[� ¼6�¡�o� � ¬[�D��� � ¦Í�N¬q�n�.�D¦¨ª�¼6�¡�?���D§q� L=�.���?�^�.�¡�\�

� ¦¨�?¬[�¡���X�.�\¦\���[¦\ª[ ��� � �D�.�?ª[¦\É �sµGJ2½&Ë=�D��¢�·¡¢ ���G�S¢ ���DÉ«¬
¢Í½
Â�Á¡ÁHÂ=½ ¶ ½QÄ�¢N7 �MFZÈ«Â>¢
 ¶ � �JÅ 87HÂ � �¹¦\�¨É�� �J¢Ìµ,¢ ���D�D��ª[¦\°«�[� ��ª:���3L>�?¦\°«�[�2§[�D�¹� L>�.�?ÒDºo�D� ± §��D¡�.� §[�J�¨¦\Ð&�D�®�N�2¦\ª"O:ª�¦

��� ���¡�.�D�¡�
½:´Z¸�§ FI»�� �sµ J�½ ���DÉ«¬
¢ FZºd���S¢Í½QÄ����.�¹Â=½
· ×�× �=½:Ä9¢
· �¡Á�¢
 ¶ � �JÅ  7 7 � �F¦¨�5¤©É�� �J¢Ìµ,¢¨½�.W»��¡�?ª�¦\É��L» �^¢ � ¢ �U¬[�o�?���\�\¦¨ª[���¼Y� � ¬��D�D� � ¦¨�?¬n���[ª��D�[ºd���N¦¨�

� L>�?�]�¡ª��v������ª[� ��� Ä��.¦\É«�5¢ �����S¢ ���DÉ«¬
¢Í½9· ×¡× ��½ �¡Â=½N7�¢QÄ9¢N7 × 7MFIÈHÁ�È[¢
 ¶ � �JÅ  7�È �¡´Z�D�"¬[��¦\�.�?�L» ���
¢¥£�¢ ��¤¥�$�N�[§[� §[���M¤¥��ªH»=¦¨�N�����§[�D���[ª[���[��ºd���N�>� L>�D�¨���?�?�D� ��� � ���[�?�¡�.¦

�����.¬[¦\ª[�L»��D§[��ª[¦PL¡��½Q£ � JFË[Ë �2½�· × ¶ Á�¢

· ¶ 7
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 ¶ × � Å  7 ¶ � �<¬>���N�S»>�\��» � ¢¥³K¢ �U¬[� ºo�=§[������¼@§�� L�¼6�?¦\�$�N¦¨�¡ª�¦¨ª��N¬[�J�[�?�¡Ð��\�Dº ��¼��?¬[�,�?���\�\¦¨ª[

��¼��.¦\¡¦¨§�Ð¾�>§[¦¨�D� ��� Ä��?¦¨É>�M¢ �����D¢ ���DÉ«¬
¢Í½�· ×¡× �=½ �HÂ=½ ¶ ½QÄ�¢ ���¡Â F ��� �=¢
��¡Á � Å 87�� � �<¬«�[�N�S»>�\�$» � ¢¥³K¢Í½ I �¨¦\ºo�L»�.�¢ �^¢�µ�L>�?�¡�.�D�¡�&�v�¡ª[§[�[�\���N��¦\�?� �L»��D�o�D�¡�.�[�2�?�¡�¨¦\§[���� ���¡�?���¡�
½ �¹���[ÉG��½�· × � ¶ ½[Ä�¢�·LÂ ¶ ¢
���·�� Å  7 � �¾´Z�.¬[�\¦¨ª[�?É«¦¨¦&£�¢ ���<¢ ���D�"¬:��ª�¦\�D��¢�´Z§[�D���D½=Ä��?�¡Ð��\�Dºo�@��ª[§T£W�[�[�¨¦\�S�G�N¦\��ª[� ��� �W���[ÉG��½

���¡�?��� � ½�· × � ¶ ¢
��HÂ � Å  7 � �¹´Z�?¬[�¨¦\ª[�.É«¦\¦X£J¢ ���
¢ �X�¡�¨�\¦\ª�Ö¼6�.¦\�$�N¦\��ª ��� Ä �.¦\É«�5¢ ���G�S¢ ���DÉ«¬
¢Í½F· × 7 �=½KÂ>½YÂ=¢@Ä�¢

ÂGÈ ¶ F®Â �¡Á�¢
�� 7 � Å  7 × � I �D�\§ L=�.¬ �^¢ � ¢[Ë=¬[¦\ºoºo¦\�D� ��¼��?¬[�¹¼6�.�¡ªH� � ¬[���D�
��¼����N¬[�.�D� F � ¬[���D�\��§b�"¬:���?�.¦\� ���

�9�?��§"L �9�?£Rµ1´"½9· × È ¶ ½ ��¢ ¶ ��È�¢
���È � Å ©È¡Á � I �¡¡��»>ª[¦¨É��L»,´"¢¥³K¢ �F¦¨Ð[�N�G�N¦\��ª[��§
¤©�[ªo�[ª[���d�¨¦\Ð[�.�K����§
¤©�[ªv�[ª[���d�"¬[���?¡� ��� Ä��?¦¨É«�5¢

�����S¢ ���DÉ«¬
¢Í½<Â�Á¡Á ��½ ��Á�½QÂ=¢QÄ9¢QÂ ¶ ÁMFOÂ ¶ ��¢
�� ¶ � Å ©È[· � I �?¦\�.�?�L»�Ë¾¢ � ¢Í½ Ä�¬[¦\�\���N�L»1��¢ � ¢ �X�¡�[�\��ºd��ªH���.�"�G�N¦\��ª[ª:��¦¨�?�¯�?��ª[�9¡�\¦¨�?�?��ºd��ªH��§<¤¥�[ª���.�¡�[�`�.�¡�\¦¨§[�`�?�[�,��ª�¡��¦\§[�`�������®�N¦\°«�[�`�.�[�[�&�¡�.�?�b�:���,�[ªq�?�¡�Y»>¦¨�?�D�>�D�\���.�?¦\°«�[� ��� ´Z¸$»&¢

»>�[¸��L»¾¢Í½ ��¢:ÈHÁ=½ ���¡�.�D�¡�
½ �����?¬[¦¨ª[�¡�®�N�?�>�Dª�¦\��½<· × � ��½[Ä�¢ �¡ÁMF ��È[¢
�� � � Å ©È«Â �@���$»>¦\ª �^¢¥£�¢¨½9³:��¼*� L¡�$» ��¢©£J¢ �U¬[� �U¬[�D��� LÖ��¼��N¬[� �X�¡�\�¨¦\ª[���¼U� .¹��¼6�¡�.ºT��Ð[�\�

�Õ¬��D�D� ��� �W���[ÉG��½ �����?�D� � ½�· × � × ¢
�� � � Å ©È 7 � �����?�D�¨¦¨�N��L>ª^´"¢©´"¢ �U¬[�dË>�"��Ð[¦\�¨¦¨� L���¼Kºo���?¦\�¡ªÑ��¼K��ª^�����?�¡ºd��Ð[¦\�¨� ��� JWÉ«��¢ �����S¢

�<¬<¢¨½
· × ¶ Â=½[È�½N7�½QÄ�¢ 7HÂ 7MF 7 7 �:9<· × ¶ 7�½ ¶ ½
·¡½QÄ�¢ ��ÁMF × Â>¢
�� � � Å  È¡È � �R� L>ºd���?É ���
¢¥´"¢Í½�³:��¼*� L¡�$» ��¢©£J¢ .�L>ª:��ºo¦\°«�[�,§[���2��L>�.�NÒ�ºd���]ª[�¡ªÖ¬[�¡�¨�¡ª[�¡ºo�D�

��� �W���[ÉG��½
· × � �=¢
�� × � Å  È ¶ ���W�L»¡�¡¸�¬[¦\�¨�L»J´"¢ � ¢�£¹ª:���3L>�?�Y¼6�N�����N¦¨�¡ª[ª[���\�¨� ��� ´Z¸D§ F5»¡� �sµ J�½ ���DÉ«¬
¢ FZºd���S¢Í½�· ×¡× ¶ ¢
 ��Á � Å  È � � 5K¬«�[§:��É�� » ����¢�£�¢ �X�¡�\�¨¦\ª[]��¼9��ª`£¹���?�¡ºd��Ð[¦\�¨� �Õ¬��D�D� ��� �����?¬[¡¦¨¸�½ ���¡�?��� � ½

· × È��=¢
 �=·�� Å ©È�� � 5K¬«�[§:��É�� »�����¢L£�¢ �R���[�\��ºd��ª«��§<¤¥�[ª��@�.�¡�[�������?�¡ºd��Ð[¦\�¨�¯�Dª2�¾���?¦¨�?¦\�¡ª1¦¨ª[�D�¨¦\ª[��� ���

.U£ � J¹Ë[Ë �]½�· × ¶ 7=½ × Á�½ �2¢ 7�¢

· ¶ È


