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Résumé

La thése est consacrée au probléme de modélisation d’un type de roue avec pneus
comme systéme mécanique a degré de liberté infini et 4 son étude par les méthodes
de la dynamique analytique. On étudiera en particulier les régimes stationnaires de
roulement de la roue sur un plan avec et sans glissement. Le systéme mécanique
comprend une partie déformable et une partie rigide. La partie rigide est la jante
(disque) représentée par un corps solide ayant six degrés de liberté. La partie défor-
mable est le pneu, qu’on peut fractionner en trois parties : le bandage, par lequel
la roue est en contact avec le plan, et deux surfaces latérales joignant le bandage a
la jante. Dans I’état non déformé le bandage est une partie de cylindre circulaire,
les surfaces latérales sont des parties de surfaces de tores. La structure des pneus
modernes est telle que par chaque point du bandage passent trois familles de fils
inextensibles et par chaque point des surfaces latérales du pneu passe une famille.
Le pneu est rempli par un gaz sous pression, et le gaz est supposé parfait et son
évolution isotherme. La force extérieure F et le moment extérieur M sont appliqués
a la jante de la roue. La roue roule sur un plan avec lequel elle est en contact par
une certaine partie du bandage a prior:i inconnue. Le roulement peut avoir lieu
avec ou sans glissement dans la zone de contact. Dans ce travail on modélise ce
systéme mécanique et on étudie ses mouvements par les méthodes de la mécanique

analytique.
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Abstract

This thesis is dedicated to the modeling of a class of wheels with tyre, considered
as a mechanical system with an infinite number of degrees of freedom. We analyze
such a system by methods of analytical dynamics. Stationary modes of rolling of a
wheel on a plane are studied in both cases when the wheel slips or does not slip.
The mechanical system includes deformable and non-deformable parts. The non-
deformable part is the rim, which is represented by a rigid body with six degrees of
freedom. The deformable part is the tyre, which is made of three parts : the tread,
through which the wheel and the plane are in contact, and two sidewalls, connecting
the tread to the rim. In the reference configuration, the tread is a circular cylinder,
and the sidewalls are two parts of toroidal surfaces. The structure of modern tyres
is such that one can find three families of inextensible wires at each point of the
tread and one family at each point of the sidewalls. The tyre is filled by a perfect
gas under pressure, whose evolution is isothermal. The rim of the wheel is subjected
to some external force F and external moment M. When the wheel rolls, it is in
contact with the plane on some unknown part of the tread. The rolling can occur
without or with slip in the zone of contact. In this work, we model this mechanical

system and its movements are studied by methods of analytical mechanics.
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Introduction

Il y a déja plus de cinq mille ans que la roue a été inventée. Les siécles allaient,
la roue se perfectionnait, mais le plus grand révolution a eu lieu seulement au 19éme
siécle lorsque le pneu a été inventé.

)%k

La fonction d’un pneu

(www.michelin.fr/fr /auto/auto cons bib fon pne.jsp)

Aujourd’hui, le degré de perfectionnement des pneus et des automobiles est trés
élevé. Les automobilistes finissent par oublier que le pneu est le seul point de contact du
véhicule avec le sol et qu'il doit, de ce fait, assurer un certain nombre de fonctions telles
que guider, porter la charge, amortir, rouler, transmettre les efforts, durer.

1) Guider. Le pneu guide le véhicule avec précision, quel que soit I'état du sol et
les conditions climatiques. La stabilité de trajectoire du véhicule dépend de la tenue de
cap du pneu. Le pneu doit supporter des efforts transversaux sans dérive de trajectoire.
Chaque véhicule a en général une pression particuliére de gonflage par essieu. Le respect
des écarts de pression entre I'avant et |'arriére garantit une stabilité de trajectoire idéale.

2) Porter. Le pneu porte le véhicule a |'arrét mais aussi en roulage et doit résister aux
transferts de charges considérables a |'accélération et au freinage. Un pneu de voiture
porte plus de 50 fois son poids.

3) Amortir. Le pneu boit I'obstacle et amortit les irrégularités de la route en as-
surant le confort du conducteur et des passagers ainsi que la longévité du véhicule. La
caractéristique principale du pneu est sa grande souplesse, particuliérement dans la di-
rection verticale. La grande élasticité de |'air contenu dans le pneu lui permet d’encaisser
les déformations provoquées par les obstacles et les inégalités du sol. La juste pression

permet donc d’obtenir un bon niveau de confort en préservant une bonne capacité de
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guidage.

4) Rouler. Le pneu roule plus réguliérement, plus siirement, avec moins de résistance
au roulement pour un plus grand plaisir de conduite et une consommation maitrisée.

5) Transmettre. Le pneu transmet les efforts : la puissance utile du moteur, les efforts
de freinage. La qualité des quelques centimétres carré en contact avec le sol conditionne
le niveau de transmission des efforts.

6) Durer. Le pneu dure c'est-a-dire garde au meilleur niveau ses performances pen-
dant des millions de tours de roues. L'usure du pneu dépend de ses conditions d’'usage
(charge, vitesse, état de revétement du sol, état du véhicule, style de conduite...) mais
surtout de la qualité du contact au sol. La pression joue donc un réle majeur. Elle agit
sur :

- la dimension et la forme de |'aire de contact,

- la répartition des efforts sur les différents points du pneu en contact avec le sol.

Ces 6 fonctions garantissent la sécurité, le confort, I'économie. Elles sont assurées
pendant toute la durée de vie du pneu, mais des précautions d’usage élémentaires doivent
étre prises par |'utilisateur. Le pneu a besoin d'air pour fonctionner et durer. Il faut donc
controler réguliérement sa pression de gonflage. En effet, le pneu perd son précieux air,
molécule par molécule, a cause de la porosité naturelle, quoique trés faible, du caoutchouc
a laquelle s’ajoutent souvent des causes accidentelles telles que valve ou jante plus tout
a fait étanches, petites blessures dans le pneu...

La pression conditionne toutes les fonctions du pneu : fonctions de sécurité, d'éco-
nomie, d’agrément et une mauvaise pression dégrade toutes ces performances. Un petit

contrdle régulier évite bien des soucis.

Qu’est-ce qu’un pneu ?

(www.michelin.fr /fr /auto/auto cons bib qu est pne.jsp)

Le pneu est un composite, c'est-a-dire un assemblage solidaire de matériaux aux
propriétés trés diverses dont la confection requiert une grande précision. Il se compose
des semi-finis suivants :

1) Une feuille d’un caoutchouc synthétique trés étanche a ’air. Cette feuille va se
trouver a l'intérieur du pneu et fera fonction de chambre a I'air.

2) La nappe-carcasse. Cette carcasse est composée de minces cables en fibres textiles
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disposés en arceaux droits et collés au caoutchouc. Ces cables sont un élément clé de
la structure du pneu et vont lui permettre de résister a la pression. Dans une nappe de
pneu automobile, il y a environ 1400 cables qui peuvent chacun résister a une force de
15 kg.

3) Un bourrage zone basse. Son rdle est de transmettre les couples moteur et freineur
de la jante vers |'aire de contact au sol.

4) Les tringles servent a serrer le pneu sur la jante. Elles peuvent supporter jusqu'a
1800 kg sans risque de rupture.

5) Les flancs en gomme souple vont protéger le pneu des chocs qui pourraient
endommager la carcasse, comme les chocs contre les trottoirs, par exemple. Une gomme
dure assure la liaison entre le pneu et la jante.

6) Les nappes-sommet. Armées de cables en acier trés fins mais trés résistants, elles
sont croisées obliquement et collées 'une sur I'autre. Le croisement de leur fils avec
ceux de la carcasse forme des triangles indéformables. Dénommée triangulation, cette
disposition assure la rigidification du sommet. Ces nappes, qui ceinturent tout le sommet
du pneu, ont un rdle trés complexe :

- elles doivent &tre suffisamment rigides dans le sens circonférentiel du pneu pour ne
pas s'étirer sous |'effet de la centrifugation, afin de maitriser parfaitement le diamétre
du pneu, quelles que soient les conditions d’utilisation.

- elles doivent aussi &tre rigides dans le sens transversal pour résister aux efforts
de dérive. Mais elles doivent également étre souples dans le sens vertical pour "boire

['obstacle".
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Pour obtenir ces nappes, il faut coller I'acier a la gomme. Trés difficile 3 obtenir, la
cohésion parfaite entre ces matériaux dissemblables est indispensable.

7) La bande de roulement est posée par dessus les nappes sommet. Cette partie du
pneu, qui recevra les sculptures, sera en contact avec la route. Dans |'aire de contact au
sol, la bande de roulement doit pouvoir résister a des efforts trés importants. Le mélange
qui la constitue doit étre adhérent sur tous types de sols, résister a I'usure, a I'abrasion
et doit s'échauffer faiblement.

Il reste ensuite a réaliser les sculptures et & vulcaniser |'ensemble pour rendre tout

cet assemblage parfaitement solidaire.

L’architecture d’un pneu.

(www.michelin.fr/fr/auto/auto cons bib arc pne.jsp)

Durant les 100 derniéres années, les moyens de transport ont beaucoup évolué, et
avec eux leurs pneumatiques. Les pneus dits "conventionnels", a I'architecture diagonale
ont rapidement montré leurs limites.

L'histoire du pneumatique a connu une véritable rupture avec l'invention du radial
par Michelin en 1946.

Aujourd’hui, prés de 100% des voitures en Europe roulent avec des pneus radiaux.

La structure : la composition des nappes

La nappe-carcasse est formée d'arceaux textiles qui vont de tringle en tringle. Chaque
arceau fait un angle de 90° avec la direction de roulement du pneu. Au sommet du
pneu, cette nappe-carcasse est surmontée d'une ceinture sommet constituée de plusieurs
nappes armées de cables métalliques. Ces nappes sommet sont superposées et croisées
entre elles selon des angles adaptés a chaque type de pneus...

L'empilage des nappes au sommet et sur les flancs du pneu est différent pour mieux
spécialiser le travail de chacune des parties du pneu.

La structure : 'intégration des nappes

L'armature des flancs est constituée d'une seule couche textile mince. La gomme
recouvrant cette armature est elle aussi mince. Au sommet, on distingue vers |'intérieur
du pneu I'armature textile coiffée par la ceinture de nappes métalliques.

Cette construction permet d’obtenir des flancs souples et un sommet inextensible.

La structure : l’armature
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Dans les flancs, le mouvement de cisaillement entre les cables paralléles est faible et
I'épaisseur de gomme est peu importante. De ce fait, il y a peu de frictions et de géné-
ration de chaleur. Au sommet, la maille triangulée, spécifique du radial est pratiquement
indéformable. La structure garde donc son équilibre et, lors du roulage, elle se déploie
bien a plat sur le sol comme une chenille.

Ce maillage trés complexe renforce la structure de I'armature, permet de diminuer
les frottements et donc (d’augmenter-Aut.) la longévité du pneu.

Le comportement du pneu chargé

Méme sans charge, on voit que le pneu est presque a plat sur le sol : I'aire de contact
est déja tres large. Quand on charge le pneu, cette surface s'allonge tout en gardant sa
largeur. Les pains de gomme restent bien a plat sur le sol et I'adhérence est maximale.
De plus, en roulage, la souplesse des flancs permet d'absorber une grande partie des
inégalités du sol.

L’aire de contact est importante, méme sous une forte charge.

Le comportement au roulage

En roulage, la largeur du contact au sol ne varie pas. Seule sa longueur peut se
modifier sous I'effet de la charge. La largeur de la trajectoire n’est donc en rien modifiée
par les irrégularités de la route. Le pneu radial fonctionne comme une chenille qui se
déroule sur le sol.

Le pneu conserve une aire de contact importante au roulage.

Le comportement en virage

Les flancs du pneu étant trés souples, ils vont se tendre de plus en plus @ mesure
que la force va augmenter. Le flanc joue le role de charniére entre la roue et le sommet,
ce qui permet A celui-ci de rester parfaitement a plat sur le sol. La trajectoire est ainsi
maintenue méme dans des conditions de perturbations transversales.

Méme lors de perturbations transversales, le pneu conserve sa trajectoire.
*kk
Donc le pneu d’automobile est un systéme mécanique complexe et la tache de le

modéliser est importante des points de vue théoriques et appliqués.

Il y a beaucoup de travaux de caractére théorique et appliqué qui sont consacrés
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au roulement des corps rigides ou déformables. Il y a déja plus d’un demi siécle
que le probléme du roulement des roues avec pneumatiques attire ’attention des
savants et des ingénieurs. L’intérét pour cet ensemble de taches a beaucoup aug-
menté ces derniéres décennies en raison de ’apparition de nouvelles technologies
pour la structures des pneus, ainsi qu’en raison du développement des méthodes de
calcul analytique et numérique pour I’étude de la dynamique du roulement des roues

pneumatiques.

La théorie du roulement est le domaine de la mécanique dans lequel on étudie les
forces agissant sur la roue rigide ou déformée dans la zone de contact avec une surface
non déformée ou déformée, on définit les dépendances de ces forces en fonction des
variables de phase, c’est-a-dire des coordonnées caractérisant la position de la jante
et leurs dérivées par rapport au temps, et on recherche les équations des liaisons
cinématiques sur roulement. En outre a la théorie du roulement on ajoute 1’élabora-
tion des méthodes expérimentales de détermination des dépendances mentionnées,
des coefficients de rigidité et des paramétres cinématiques de la roue déformée.

Dans la théorie du roulement on examine deux aspects des mouvements :

- le roulement stationnaire, avec déplacement régulier et rectiligne du centre de
la roue & orientation constante de sa jante dans 1’espace et réaction invariable dans
la zone de contact,

- le roulement non stationnaire, quand le mouvement de la jante peut étre arbi-
traire et la réaction varie dans le temps.

La théorie du roulement stationnaire, plus simple, a précédé le développement
de la théorie du roulement non stationnaire.

Dans le domaine du roulement non stationnaire on peut subdiviser tous les ré-
sultats en deux groupes.

Le premier comprend les études générales trés peu nombreuses concernant la
formulation des équations de la théorie du roulement non stationnaires, établissant
la relation entre la réaction dans la zone de contact avec la surface de roulement et
les variables de phase de la jante. Les travaux du premier groupe comportent deux
approches : la modélisation détaillée et I’approche phénomeénologique globale.

L’approche par modélisation est caractérisée par la considération de la roue

6



INTRODUCTION

avec représentation concréte de la périphérie déformée sous la forme d’un ensemble
continu d’éléments : ressorts, pivots déformés liés par des fils, poutres, barres courbes
etc., qui modélisent en particulier ’enveloppe sous pression (le pneu). La périphé-
rie déformable est alors décrite mathématiquement par un systéme d’équations aux
dérivées partielles qui est intégré dans le modéle de la roue.

[’approche phénoménologique s’est diffusée a partir de 1’étude empirique des
relation entre les forces et les moments agissant sur la roue et les paramétres du
mouvement, sans recourir & une description des éléments intérieurs du pneumatique
et de leurs interactions. L’objet de I’étude est alors une "boite noire" dont le com-
portement est défini de I'extérieur et cette approche reste du domaine expérimental.

Le deuxiéme groupe comprend de nombreux travaux dans lesquels on étudie
dynamique de systémes importants au point de vue des applications avec I'utilisation
d’une théorie concréte du roulement. Maintenant le nombre des travaux du deuxiéme
groupe a augmenté. Certains de ces travaux contiennent les idées qui ont influencé
le développement de la théorie du roulement non stationnaire, ainsi que les principes
de définition des paramétres de la roue avec pneu.

Précisons que les recherches présentées dans ce mémoire qui concernent des pro-
blémes de roulement non stationnaire et une formulation détaillée d’un modéle dy-

namique, se rattachent a ce premier groupe.

*oksk

Il y existe beaucoup d’études, fondées sur divers choix de modéles et de composi-
tion de paramétres caractérisant I'interaction de la roue avec la surface de roulement,
études qui sont consacrées aux problémes du roulement des pneumatiques d’auto-
mobile et d’avion.

C’est Osborn Reynolds qui s’est intéressé, pour la premiére fois, aux phénoménes
de la déformation élastique lors du roulement et a ses conséquences. En 1874 dans la
revue Engineering il a indiqué que le phénoméne du pseudo-glissement longitudinal

(ou glissement élastique)® doit étre observé lors du roulement des roues d’un train sur

'Le phénoméne du pseudo-glissement est observé pour la premiére fois dans la transmission &
courroie. Ce phénomeéne est que dans la rotation de deux poulies rigides liées par une transmission

a courroie (une poulie conduit, l’autre est conduite), la relation entre les vitesses angulaires de

7
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les rails. Ce phénomeéne se traduit par la non-coincidence de la distance parcourue
par le centre de la roue de la locomotive et le produit de I'angle de rotation de la
roue par son rayon. A cause du pseudo-glissement, la roue effectue un nombre de
tours plus grand que ce qui serait nécessaire pour parcourir une longueur de voie
donnée et le phénoméne augmente en méme temps que la force de traction. [’essence
du phénomeéne est, que les matériaux étant élastique, et si la roue transmet la force
de traction au sol, alors la condition d’équilibre des forces demande que la matériau
de la roue se comprime (la réduction relative locale de la longueur cercle de la roue
au point de contact) tandis que sol est tendu. Donc, le matériau de la roue toujours

comprimée roule sur le matériau sol partout tendu FIG. 1.

Fig. 1 -

En 1925 les automobilistes découvraient le phénoméne du pseudo-glissement la-
téral (ou le glissement transversal élastique, ou envirage). Il est facile d’observer ce
phénoméne sur les automobiles. Si on fixe le volant en appuyant sur I'accélérateur
pour donner & I'automobile une certaine vitesse, alors elle décrira un cercle. Si I'on

accélére, I’automobile décrira un cercle de plus grand rayon. Il faut souligner, que

rotation des poulies ne coincide pas avec la relation entre leurs rayons. En conséquence de la
distention élastique de la courroie le produit de la vitesse angulaire de la poulie conduisant par son
rayon est supérieur au produit de la vitesse angulaire de la poulie conduite par son rayon. Cette
écart augmente avec ’augmentation du moment transmis. Le glissement de la courroie se produit
par rapport aux poulies, bien qu’en réalité le glissement soit absent. Le phénoméne décrit a regu

le nom de pseudo-glissement ou creep (eng.)
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le pseudo-glissement latéral est observé sur une roue avec pneumatique, qui roule
sans glissement. Ce phénoméne peut étre expliqué par la présence de la périphérie
déformée. Sous 'effet des forces latérales, par exemple en virage, sous 'effet des
forces latérales et des forces centrifuges la roue s’écarte élastiquement et roule "de
travers" dans une direction faisant un angle avec le plan géométrique de la roue non

déformée, qui coincide avec la direction visible du roulement FIG. 2.

7 £

Fig. 2 -

La théorie du roulement non stationnaire, unissant les phénoménes de pseudo-
glissement longitudinal et latéral conformément au mouvement d’une locomotive, a
été développée en 1926-1928 par F.M. Carter [6]. Carter a introduit phénoménologi-
quement les relations entre réaction longitudinale et latérale dans la zone de contact

en fonction des pseudo-glissements correspondants.

La composante latérale de la réaction en fonction du pseudo-glissement latéral
a été étudié du point de vue de la dynamique de 'automobile par Y. Rocard [20].
Dans son travail il a examiné en détail le phénomeéne de pseudo-glissements latéral

de la roue et a proposé la dépendance linéaire de I’angle d’envirage § pour la force

9



INTRODUCTION

latérale Fy.

F2 = Kﬁ?
ﬁ:LX27 (A)
F=HX,.

Ensuite dans le but de décrire un nouveau phénoméne dans le cadre de la mécanique
théorique il a été proposé d’examiner les roues non déformées ayants la propriété du
glissement élastique et d’envirage. L’équation cinématique de la liaison, imposée a
la roue avec pneumatique roulant sans glissement contient en général la grandeur de
la déformation transversale X5, mais X5 disparait avec cette schématisation et dans
les équations du mouvement il y a un terme lié & la présence de la force transver-
sale, qui est proportionnelle a I’angle d’envirage. Rocard a formulé I"’hypothése de
I'envirage en l’absence d’inclinaison de la roue (k = 0). Donc, cette hypothése est
applicable seulement a 1’étude du mouvement des équipages pour lesquels ’axe des
roues restent toujours paralléle au plan de la chaussée. C’est pourquoi le domaine
d’utilisation de I’hypothése de Rocard est limité. Elle ne s’applique pas, par exemple,
aux mouvements de la bicyclette et de la motocyclette, a la roue avant de I'avion,
aux roues avant de ’automobile en tenant compte de l'inclinaison etc.

Dans la plupart des études fondées sur cette approche on a pour but de défi-
nir les composantes des forces de réaction et des moments agissant sur la roue au
contact avec la surface du roulement en fonctions des paramétres du mouvement,
en particulier du glissement longitudinal et transversal (pseudo-glissements).

La théorie du roulement du pneumatique de J.H. Greidanus [10] est plus com-
pléte comparée a la théorie de Rocard. Il choisit comme paramétres caractérisant la
déformation du pneumatique, ’écart du point "moyen" de la ligne de contact de la
position d’équilibre et ’angle de rotation de la tangente par rapport a la ligne du
roulement "au point de contact". Ces paramétres définissent les forces et les mo-
ments de l'interaction du pneu avec la chaussée et participent a la formulation des
liaisons non holonomes.

Le phénoméne de I’envirage, qui apparait sur le roulement de la roue inclinée et
avec orientation constante du plan moyen, sont décrits dans les travaux de Ju.A.
Techeistov [34] et Ye.A. Chudakov [46, 47]. Ils expliquent ce phénoméne par I’appari-

tion de la force transversale et du moment des forces tendant a faire tourner la roue
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a cause de son inclinaison. Pour un petit angle « d’inclinaison du plan de la roue
on peut admettre que la force transversale F, et le moment A, sont proportionnels
a la grandeur de ’angle &, les coefficients de proportionnalité pouvant étre trouvés

par ’expérience.

F2 == Cll{,
M1 = CQ/{.

(B)

La théorie qui a éte élaborée par M.V. Keldysh et décrite dans le travail [39]
consacré 3 I’étude du phénoméne shimmy?, est un exemple classique d’approche
phénomeénologique. Dans le modéle de Keldysh la déformation du pneumatique est

caractérisée par :

1) la distance A de la ligne d’intersection du plan diamétral de la jante déplacée

avec plan de roulement au centre de la zone de contact avant déformation,

2) langle ¢ de cette ligne jusqu’a la ligne moyenne de la zone de contact avant

déformation,
3) l’angle x d’inclinaison du plan moyen de la roue par rapport a la verticale,
4) le déplacement h du plan de roulement dans la direction verticale.

Les réactions du plan de roulement sur le pneumatique sont la réaction normale
N, la réaction transversale F5, les moments M, M3. On suppose, que le mouvement
du centre de la roue est voisin d’un mouvement rectiligne uniforme et que les com-

posantes de la réaction sont des fonctions linéaires des paramétres de la déformation

2Shimmy est le nom d’une danse européenne. Sur la roue avant de 1’avion (comme sur les
roues avant de 'automobile) on peut observer le phénoméne de I'autoexcitation des oscillations
4 une certaine vitesse de roulement. Ces oscillations comprennent les rotations de la roue par
rapport & 'axe vertical et les déplacements latéraux et ont re¢u le nom "shimmy". Sur "automobile
le phénoméne du shimmy est apparu & partir de l'usage des roues pneumatiques et il est lié &
I’élasticité du pneumatique. Ce phénoméne est souvent appelé "flutter de la roue" par analogie
avec le "flutter" des surfaces portantes en aérodynamique. Pour la premiére fois les avions "ont
dansé" chez les Américains : la roue avant commencait & tourner arbitrairement autour de la
suspension, a droite et & gauche, et ’avion quittait la piste en béton et se piquait en terre, parfois

c’est la suspension qui cassait. Les voitures & trois roues produisaient de tels phénoménes.

11
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élastique au centre de la zone de contact.

Fy =a\A+ oNk,
M, = —oN)X — pNk, (C1)
MgaQO

Les grandeurs a, b, o, p dépendent de la pression intérieure p dans le pneumatique et
de la charge normale N. La détermination exacte de ces constantes doit étre faite
par les essais statiques.

S’il n’y a pas de glissement au centre de contact, alors la tangente & la ligne équa-
toriale de la périphérie déformée coincide avec la tangente a la ligne du roulement
et les courbures des deux lignes coincident aussi en ce point. On utilise ’hypothése

sur la dépendance linéaire de la courbure de trois paramétres de la déformation

% = Al)\ - AQ()O — Ag/{. (CQ)

L’influence de la largeur de la zone de contact se manifeste seulement dans les valeurs
des coefficients, le glissement dans la zone de contact n’est pas examiné.

Yu.l. Neymark et N.A. Fufayev [44] ont développé 1’étude de divers systémes com-
portant plusieurs roues en utilisant la théorie de Keldysh et la possibilité d’abaisser
I’ordre des équations différentielles de la dynamique de ces systémes.

Dans le travail de I.I. Metelitsyn [43] il est proposé de modéliser la surface du
pneu par des morceaux de surface de tore, ensuite les déformations se réduisent
au déplacement de la ligne du roulement par rapport a ’axe de la roue, mais la
force et le moment sont proportionnels & ce déplacement et sa dérivée par rapport
au paramétre naturel au point de contact. En outre, Metelitsyn estime, qu’on ne
peut pas considérer la relation (C2), comme une équation de liaison cinématique,
puisque selon I'idée les équations des liaisons doivent exprimer des relations valables
indépendamment des forces agissant sur la roue. La relation (C2) peut étre satisfaite
avec des forces extérieures particuliéres mais elle n’est pas exact que général.

Les théories examinées plus haut de Rocard et de Carter sont les théories de
I’envirage linéaire : la force latérale est liée a 'angle d’envirage linéairement FIG.
3. Quand l'effort appliqué devient égal a la force capable surmonter le frottement

sec entre le matériau de la roue et le sol en I'absence du roulement, le glissement
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Fia. 3 -

latéral complet commence. Cependant les expériences montrent que la force latérale

est une fonction non

linéaire de ’envirage ayant l'aspect indiqué sur FIG. 4 et il

existe une région de glissement partiel, qui sépare la région linéaire et la région du

glissement complet. Donc, I’hypothése d’envirage est juste seulement pour les petites

grandeurs de ’angle.

£

Dans les travaux H.B. Pacejka, E. Bakker [1, 2, 18, 19] on

e e e i e s T . =22 2

Fig. 4 -

examine les relations non linéaires entre les réactions et les paramétres du roulement

trouvées empiriquement et permettant d’obtenir des résultats acceptables confirmés

expérimentalement pour un assez large domaine de valeurs des paramétres ("Magic
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formula" FIG. 5). Les forces Fi, F» et le moment M3 sont fonctions des paramétres
du glissement longitudinal et latéral, de la charge verticale et des angles d’inclinaison

et d’envirage.

y(x) = Dsin [C arctan (Bx — E (Bx — arctan(Bz)))],
P= X4 X )= Y(X)~ Ve,

(D)

ol B est "le facteur de rigidité", C est "le facteur de forme", D est le maximum de

la fonction, E est "le facteur de courbure".

y

/ { arctan(BCD)

S X

Fig. 5 -

L 3
>

Dans les études de Y.Q. Wang, R. Gnadler, R. Schieschke [21] on étudie la
dépendance de la réaction verticale F, en fonction du déplacement vertical z, pour
divers régimes de roulement de la roue.

M.A. Levin dans [13] a pris en considération des facteurs comme la possibilité
de D'existence d’au moins deux zones de glissement, le frottement anisotrope, la
différence des coefficients de frottement sec et de glissement & petite vitesse, la
présence d’éléments viscoélastiques dans la structure du pneu.

Dans le travail de M.A. Levin et N.A. Fufayev [42] est exposé 'approche de
I’étude du roulement de la roue déformée, la tache de la théorie est de trouver les
six composantes de la réaction généralisée de la liaison, les forces et les moments
distribués dans la zone de contact compte tenu des propriétés de la périphérie de la
roue et la surface de roulement comme fonctions des variables de phase de la jante.

La roue et le pneu sont représentés par la jante (solide rigide) et un ensemble de

14



INTRODUCTION

plusieurs “disques” constitués chacun d’un fil extensible sans masse (représentant une
partie du bandage) relié a la jante par des éléments élastiques radiaux (FIG. 6). Les
déformations sont alors des fonctions de I’angle ¢ et ne sont prises en considération

que dans la zone de contact.

FiGc. 6 -

F. Bohm dans |3, 4, 5] a proposé un modéle de roue avec pneumatique a degré
de liberté infini comme une poutre curviligne liée & la jante par des forces élastiques
distribuées de facon continue, ainsi qu’un modeéle, dans lequel on prend en considé-
ration la masse des éléments de la périphérie comprenant le bandage et les paroies
latérales.

Le glissement du pneumatique dans la zone de contact a été considéré par plu-
sieurs auteurs dans des modéles avec éléments de contact®, en particulier, I.V. No-
vozhilov [45], T. Fujioka, K. Goda [9]|, G. Mastinu, M. Fainello [14]. La distribution
des charges dans la zone de contact se partage en une "zone de glissement" et une
"zone d’adhérence".

Dans le modéle de Novozhilov la zone de contact est modelisée par une “double
couche” dont la premiére couche est indéformable et reliée élastiquement & la jante,
la seconde couche est déformable, liée élastiquement & la premiére et en contact avec
la chaussée (FIG. 7). La seconde couche comprend les éléments contact infiniment

petits qui n’interagissent pas entre eux et interagissent avec la surface de roulement

3les "brosses", ou les "brush-modéles"
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selon la loi de Coulomb. La composition des relations obtenues dans ce travail,

Ead & &

Fig. 7 -

permet de définir la zone du glissement et la zone ou il n’y a pas glissement des
éléments en contact, la résultante et le moment des forces agissant sur pneu dans
la zone de contact. Dans le cas ol aucun élément en contact ne glisse, et la zone
de contact est un rectangle de dimensions 2a et 20, on peut obtenir les relations
suivantes pour les composantes de la résultante et du moment du systéme des forces

de réaction tangentes

X a’
F, = —Kaf(sy — 71w3) + K§w3, (E)
2 X1 ab2
M;=—-K—(sg — —w3) — K—uws,
r 3r

ou X1, X5 sont les coordonnées du point par rapport auquel on considére les forces
d’interaction avec la surface de roulement, K est la rigidité totale de déplacement de
la couche frontiére, s, est le pseudo-glissement longitudinal, s, est I’angle d’envirage,
w3 est la vitesse angulaire normalisée du tournoiement.

L’interaction dynamique des corps solides et déformés avec utilisation du modéle
de frottement sec a été étudiée par V.F. Zhuravlev [35], A.Ju. Ishlinskii [37, 38], G.
Duvaut, J.L. Lions [7], J.J. Kalker [11]. Kalker a décrit la théorie non linéaire du
contact avec glissement, utilisée par la suite dans les programmes connus CONTACT

et FASTSIM.
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En outre, un large ensemble de travaux ont utilisé des modélisation du pneuma-
tique par éléments finis |12, 16|. Le systéme général des équations d’équilibre des
divers petits fragments de la surface du pneu peut étre résolu par les méthodes nu-
mériques. Dans [15] on donne un apercu détaillé des articles, fondés sur la méthode

des éléments finis.

Dans les travaux d’A.I. Vesnitski, S.V. Krissov, S.R. Chokin, A.I. Potapov [24, 25,
26, 41] on utilise ’approche fondée sur ’application d’un principe variationnel dans
I’étude des mouvements des charges le long des poutres élastiques avec frontiéres
inconnues mobiles et apparition de discontinuté possibles des fonctions décrivant

I’état de la poutre et de leurs dérivées.

V.G. Vilke, M.V. Dvornikov ont proposé dans [33] un modéle de pneumatique
comme systéme a degré de liberté infini, ou la surface du pneu est représentée par la
surface déformée d’un tore (a la différence du modéle proposé dans [43], on examine
ici la déformation de toute la surface d’un tore par rapport & toutes les directions et
on définit la forme du pneumatique déformé dans la zone de contact, ainsi que sur
sa surface libre). Il est supposé, que la roue comprend la jante ayant cinq degrés de
liberté (le plan moyen de la jante est orthogonale au plan de roulement), la surface
latérale déformable du pneu et le bandage (réduit a un fil flexible inextensible). La
roue roule sans glissement en contact avec la surface de roulement au moyen du
bandage. A partir d’une série d’hypothéses on trouve la fonctionnelle de I’énergie
potentielle des déformations du pneumatique en fonction des déformations du ban-
dage. On obtient un systéme complet d’équations du mouvement par rapport a 23
inconnues. On étudie deux cas particuliers du roulement : le roulement avec envirage

et le roulement sur le virage.

P.W.A. Zegelaar, S.Gong et H.B. Pacejka dans le travail [23] étudient les vi-
brations du pneu sur la base d’un modéle de pneu comme un anneau élastique et
analysent les propriétés de la transmission de la vibration des chemins a ’axe de la

roue.

V.F. Zhuravlev, D.M. Klimov examinent les vibrations de I’anneau flexible ex-
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tensible tournant [36]. Les équations linéarisées s’écrivent :

i+ 2w(t)0 — (v —u) + o*(u® + ") =0,
(F)
b —2w(t)u — (" —u') — *(u" + ") =0,

oll u, v sont les déplacements radial et tangentiel, 9, 0 sont les fonctions des dimen-
sions et des propriétés élastiques, w est la vitesse angulaire. V.G. Vilke [32] tient
compte de non linéarité géométrique de ce probléme.

Il existe des articles consacrés aux vibrations des roues dans la dynamique com-
plexe de la suspension du véhicule et leur influence sur la transmission des forces
entre le pneu et le corps du véhicule |22].

A. Fadavi 8] modélise les vibrations du pneumatique par la méthode des élé-
ments finis. Il étudie le cas d’un roulement quasistatique du pneumatique chargé.
La carcasse et les flancs sont modélisés par des matériaux “isotropes transverses”.

La bande de roulement est constituée d’un matériau hyperélastique.

ok
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La thése est consacrée au probléme de modélisation d’un type de roue avec pneus
comme systéme mécanique a degré de liberté infini et & son étude par les méthodes

de la dynamique analytique.

L’outil efficace de la mécanique pour la description des phénoménes naturels com-
plexes est la modélisation. Les modéles crées pour la description d’un objet donné
sont toujours approchés et non uniques. Cependant il faut généralement préférer
les modeéles les plus simples qui conduisent plus vite vers le résultat nécessaire. Le
talent et 'intuition du mécanicien sont de saisir les paramétres les plus essentiels du
systéme mécanique et de formuler des hypothéses a I’aide desquelles on peut obtenir

des résultats proches de ceux des expériences.

En mécanique classique on étudie les systémes mécaniques comprenant un en-
semble fini de points et de corps solides, cependant le systéme mécanique étudié dans
ce travail (la roue avec la périphérie déformée qui modélise le pneu avec armature)
est un systéme mécanique complexe comprenant des corps solides et des éléments
déformables. Les méthodes de la mécanique analytique généralisée aux systémes
comme celui-ci, permettent d’obtenir les équations du mouvement sous la forme
des équations de Lagrange de deuxiéme espéce avec multiplicateurs de Lagrange

inconnus et les conditions aux limites dynamiques.

On étudiera en particulier les régimes stationnaires de roulement de la roue
sur un plan avec et sans glissement. Le systéme mécanique comprend une partie
déformable et une partie rigide. La partie rigide est la jante (disque) représentée par
un corps solide ayant six degrés de liberté. La partie déformable est le pneu, qu’on
peut fractionner en trois parties : le bandage, par lequel la roue est en contact avec
le plan, et deux surfaces latérales joignant le bandage & la jante. Dans I’état non
déformé le bandage est une partie de cylindre circulaire, les surfaces latérales sont
des parties de surfaces de tores. La structure des pneus modernes est telle que par
chaque point du bandage passent trois familles de fils inextensibles et par chaque
point des surfaces latérales du pneu passe une famille. La force extérieure F et le
moment extérieur M sont appliqués a la jante de la roue. La partie du bandage en
contact avec le plan est a priori inconnue et le roulement peut avoir lieu avec ou

sans glissement.
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A la base de 'analyse de la structure du pneu on formule des hypothéses per-
mettant trouver l'expression de I’énergie potentielle des déformations en fonction
des déplacements de la ligne moyenne du bandage. Les équations du mouvement
et les conditions de saut aux points de la frontiére de la zone de contact sont dé-
duites du principe variationnel de Hamilton contenant, en dehors des coordonnées
de Lagrange, les multiplicateurs inconnus de Lagrange correspondants aux liaisons
holonomes. Un systéme complet d’équations integro-différentielles permet de trou-
ver le mouvement de la roue, la zone de contact, les déformations dans la zone de

contact et en dehors de la zone de contact ainsi que les réactions des liaisons.

Dans le premier chapitre le roulement sur un plan sans glissement de la roue avec
périphérie déformée est examiné. Dans le modéle du bandage on ne tient compte que
des termes linéaires des composantes du vecteur du déplacement. La surface latérale
du pneu contient des armatures inextensible et on utilise 'hypothése de la constance
de la courbure de chaque fil dans I’état déformé. On exprime le systéme d’équations
par rapport & 26 inconnues, décrivant en particulier les dimensions et efforts dans la
zone de contact du pneu et du plan en ’absence de glissement. L’équilibre de la roue
et le régime stationnaire de roulement en ligne droite avec envirage et inclinaison de
la jante sont étudiés. Pour ces régimes toutes les caractéristiques de 1’état déformé
du pneu, & savoir sa forme en dehors de la zone de contact et & I'intérieur de la
zone de contact avec le plan et sa position, ainsi que les conditions imposées pour

les forces et les moments appliqués a la jante, sont déterminées.

Dans le deuxiéme chapitre on examine un modéle analogue, mais on prend en
compte les termes non linéaires dans la description du bandage armé, ce qui conduit
a un cas particulier du modéle précédent ou le bandage dans I'état déformé est
une surface cylindrique déterminée par la ligne moyenne plate du bandage et la fa-
mille des droites orthogonales & celle-ci. Les déplacements des points des surfaces
latérales, modélisées par des membranes minces armées, sont représentées par les
premiérs termes des développements limités en tenant compte de l'inextensibilité
des armatures. Le matériau de la membrane est décrit dans le cadre de modéle du
caoutchouc incompressible de Mooney-Rivlin [17]. On obtient un systéme d’équa-

tions par rapport a 17 inconnues, décrivant en particulier les dimensions et efforts
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dans la zone de contact du pneu et du plan en ’absence de glissement. Comme dans
le premier chapitre on étudie la statique et le régime stationnaire de roulement en

ligne droite a vitesse constante sans glissement.

Dans le troisiéme chapitre on prend comme base le modéle du pneu armé proposé
dans le deuxiéme chapitre et on étudie le régime du mouvement avec glissement
compte tenu des forces de frottement sec en supposant la constance de la pression
du bandage sur le plan dans la zone de contact. Dans le cas du roulement de la
roue avec glissement dans la zone de contact, le systéme complet des équations du
mouvement par rapport aux 17 inconnues est obtenu. Le critére de passage du régime
de roulement de la roue avec glissement vers le régime de roulement sans glissement
a été proposé par V.G. Vilke dans le travail [31]. Deux régimes les plus simples du
glissement de la roue bloquée, a savoir le glissement en translation rectiligne et le

pivotement autour de la normale & la surface de roulement sont étudiés.

Dans le quatriéme chapitre on prend comme base le modéle du premier chapitre
sous la supposition du roulement de la roue a vitesse constante avec les angles
d’envirage et d’inclinaison nuls et on effectue le calcul numérique de la forme du
bandage sur la base des relations analytiques obtenues dans le premier chapitre. Ce
calcul permet de déterminer la forme de la ligne moyenne du bandage du pneu en
fonction des paramétres géométriques de la roue ainsi que les forces extérieures et
les moments appliqués a la jante. En dehors de cela, dans le quatriéme chapitre, on
trouve les fréquences propres et les formes propres des vibrations de la roue libre ou
chargée au voisinage de la position d’équilibre. Dans le calcul présenté on utilise le
modeéle du deuxiéme chapitre. Pour le cas de la roue libre non chargée avec la jante
fixée le spectre des fréquences propres et les formes propres peuvent étre trouvées
analytiquement. Dans le cas de la roue chargée la tache analogue a été réalisée en

utilisant des méthodes numériques.

Dans le cinquiéme chapitre une validation expérimentale des modéles proposés
dans le premier et le deuxiéme chapitres a été présentée. La premiére expérience est
la mesure de la zone de contact en fonction de la grandeur de la charge extérieure.
Les deuxiéme et troisiéme expériences sont la définition des fréquences propres de

la roue libre et la roue chargée. En outre dans ce chapitre on examine les résultats
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d’expérience et leur racordement avec les modéles.

Les constantes de la théorie sont exprimées dans les annexes A et B.

Le programme du calcul de la forme de la ligne moyenne du bandage en fonction
des paramétres géométriques de la roue est écrit en langage Turbo C++ et se trouve

dans 'annexe C.
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Chapitre 1

Roulement sans glissement sur un

plan d’une roue avec pneumatique

Dans ce premiér chapitre on développe un modéle de bandage contenant des ar-
matures constituées de fils inextensibles, on ne tient compte que des termes linéaires
des composantes du vecteur déplacement. La surface latérale du pneu est représentée
par une armature également inextensible et on utilise ’hypothése de constance de la
courbure de chaque fil dans [’état déformé. On exprime le systéeme d’équations par
rapport auxr 26 inconnues, décrivant en particulier les dimensions et efforts dans
la zone de contact du pneu et du plan en [’absence de glissement. Des solutions

particuliéres, équilibres et mouvements stationnaires, peuvent étre déterminées.

1.1 Modéle de pneu avec armature

Supposons que la roue comprenne une jante (disque) (0), les deux surfaces laté-
rales du pneu (1), (2) et le bandage (3), qui est représente dans 1’état non déformé
par une surface cylindrique rayon r. La jante de la roue est un corps rigide. Sa
position est définie par six degrés de liberté. Supposons que les surfaces latérales
du pneu dans I’état non déformé sont représentées par deux parties de surfaces de
tores. Soit OX; X5 X3 est le systéme inertiel de coordonnées et C'xyz est le systéme
de coordonnées, qui est lié avec la jante (le plan Czz est le plan moyen, 'axe Cy

est 'axe de la rotation) (FIG. 1.2, FIG. 1.1). Décrivons la surface du bandage dans

23



CHAPITRE 1. ROULEMENT SANS GLISSEMENT

une position quelconque par :

( 3

Rs(p.&,t) = Y X1 + TTy(p)(res + ey +rU(p, &, 1), pmod2m, (<1,

=1

L(8, 5, 0) = T3(3)T1()T2(0),

3
U(907£7t) = Z Ui(@?éat)elﬁ
=l

1 0 0 cosf) 0 sinf
I'i(k)=| 0 cosk —sink |,I20) = 0 1 0 ,
0 sink cosk —sinf 0 cosf

cos —sinf 0
[3(8)= | sin3 cosf 0
0 0 1

(1.1)

I¢i X, X5, X35 sont les coordonnées du centre des masses du disque C'; 3, &, 6

X3

Fic. 1.1 -

sont les angles des rotations successives autour des axes du systéme de coordonnées
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1.1. MODELE DE PNEU AVEC ARMATURE

immobile dans le passage vers le systéme Cuzyz; les rU;(¢,&,t), i = 1,2,3 sont
les composantes du vecteur déplacement du point du bandage dans le systéme des
coordonnées C'z'y'z’ (c’est le systéme cylindrique des coordonnées. On obtient ce
systéme du systéme C'zyz par la rotation d’angle ¢ autour de ’axe C'y). Ces vecteurs

unitaires sont désignés par e, ey, es3; 2/ est la largeur du bandage. Supposons le pneu

>/\

|
3
|
N
W
EERE
]

AN

Yo ¥

=1

P
RO
I

Fic. 1.2 -

radial avec des armatures dans la zone du bandage. Trois familles de fils passent
par chaque point du bandage. La premiére famille de fils a la direction du vecteur
unitaire e; et deux fils ont les directions des vecteurs cos ypes + sinypez (I’angle v,

est constant) et les fils sont inextensibles. Alors nous obtenons les égalites suivantes :

OBy OR;
10¢

=1, [cosyo-==

En notant ° = a% et = %, ces égalités sont équivalentes a :

R3

l
=1 = 2;U2°+U1°2+U2°2+U§2:0,

| =1 = 2= Uy + (U - U3)° + Uy’ + (U] +Us)* =0, (1.2)

z
| RS Ry=0 = U{(U] +Us) + Uy~ +U5) = Uy (1+ Uy = U3) = 0.
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CHAPITRE 1. ROULEMENT SANS GLISSEMENT

Dans la suite nous supposerons que les fonctions Uy et leurs dérivées sont petites.

En négligeant les termes du deuxiéme ordre nous obtenons les équations suivantes :

l
Us=0, Uy=U1, ~Up=U;. (1.3)

On note les déplacements de la ligne moyenne du bandage /o(§ = 0) par
ru(p,t)e; + rw(p,t)es — rv(p, t)es.
En résolvant le systéme (1.3) on trouve :
U = %Ew" +u, Uy=w, Us= %fu/ —v, u=—v. (1.4)

Donc, nous avons obtenu I'expression des coordonnées du vecteur déplacement d’un
point du bandage par deux fonctions v = v(p,t), w = w(p,t) et leurs dérivées.
Nous allons examiner le cas ou la roue roule sur le plan OX;X5. Dans la zone de
contact la partie du bandage coincide avec le plan OX; X5 et est immobile et il y
a deux familles orthogonales de lignes, qui correspondent dans (1.1) a des valeurs
constantes des variables ¢ ou ¢ (conséquence de (1.2)). Conformément a (1.4) la
forme du bandage dans I’état déformé est une surface réglée et on peut supposer
que la zone de contact du pneu avec plan est un rectangle correspondant aux valeurs

de 'angle ¢ dans I'intervalle Ly = [p1(t), p2(t)]. Alors

Ry(p.&,0) = —rlp = D+, pe Ly, [€|<L. (L5)

Dans (1.5) nous supposons que la roue roule dans la direction de 'axe OX, quand
la ligne moyenne du bandage [y coincide avec cette axe. De (1.5) en tenant compte

de (1.1) on déduit :
(

Uy = u+ éﬁ(cosﬂsinﬁ+Sin1981nﬁcosﬁ),
r

Uy = w+ lf(cosr@cosﬂ— 1),
r

l
U3 = —v+ —£(sindsinf —cos¥sinkcosB), =460+, (1.6)
r
X X
u = (g—go——1)(cosﬁcosz9—sinﬂsinﬁsinﬁ)+—35in19(:05/1—
r r

X
—2(cosVsin 8 + sin I'sin k cos §) — 1,
”
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1.1. MODELE DE PNEU AVEC ARMATURE

( X X
v o= —(g—gp——1)(cosﬁsin19+sinﬁsin1<cosﬁ)+—3 cos ¥ cos K+
T T

+—2(sin§sinﬁ — cos ¥ sin k cos [3),
,

™ Xl . X3 . X2
w = —(=—p——)sinffcosk — —sink — — cos K cos 3.
. 2 r r r

Nous avons obtenu que les déplacements relatifs des points du bandage dans la zone
de contact sont décrits par les six fonctions du temps X;, X5, X3, 3, 5, 6. Si £ =0,
les déplacements dans (1.6) correspondent aux points de la ligne moyenne.

Ensuite nous passons a la description des surfaces latérales du pneu. Nous défi-

niront les surfaces latérales du pneu en état déformé de la maniére suivante :

( 3

Rj(p,9¥,t) = Z X;L; + TT5 (o) [(_1>jae2 + ce; + 05(¢)m + bL's(¢)V (e, ¥, t)] ;

i=1
3

V(@a w7 t) = Z ‘/z<()O7 W t)niu
=1

e hUly, Ii=n,, Io=[-v, =], j=12
(1.7)

Ici bV;(p,1,t), i = 1,2,3 sont les composantes du vecteur des déplacements relatifs
des points des surfaces latérales du pneu dans systéme des coordonnées Mmnnm3
(FIG. 1.3), a, b, ¢ sont des constantes. L’intervalle I; correspond a la surface laté-
rale du pneu (j). Dans le pneu radial ses surfaces latérales sont armés par des fils
inextensibles, qui correspondent dans R; a I’angle ¢ constant. Nous allons supposer

que leurs courbures sont constantes pour chaqun des fils'. En notant * = es

0
a0 €
conditions s’expriment par les égalitées :

*

RJ * * 2 * 2 *2
|5 1=1 = 205+ Vi) + (Vo + V)" + (Vi = V2)" + V5™ =0,

‘ TJ ‘: C(§0>t> — (1 + Vl . ‘/1** + 2‘/2*)2 + (2‘/1* + ‘/2** . ‘/2)2 + ‘/3**2 _ b202.
(1.8)

LCette hypothése signifie que le fil inextensible est fixé & ses extrémités et prend la forme d’un

cercle de rayon variable sous l'effet des charges appliquées
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¢l Z €a
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W 3| 5, |
xr
Fig. 1.3 -

Nous supposerons que les fonctions et leurs dérivées dans (1.8) sont petites. Alors en
négligeant les termes du deuxiéme ordre nous obtenons le systéme linéaire d’équa-

tions différentielles :

La solution générale s’exprime de la facon suivante :

Vi=—co+c3sintg —cycostp, Vo= ¢+ cath + c3c081 + ¢4 8in 1), (1.9)
ou les coefficients cx(p,t), & = 1,---,4 se définissent a partir des conditions aux
frontiéres :

==y : V1 =Va=0,
b . b :
v =2Y ;V1 = Uy costpy & Uy sin iy, ;VQ = FU+ sin ¢y + Us4 cos vy,

Uk:l: = Uk(j:L 2 t)

Alors nous allons obtenir deux systéme d’équations algébriques linéaires. Les solu-
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1.1. MODELE DE PNEU AVEC ARMATURE

tions de ces systémes se présenteront sous la forme suivante :

—[u+Ltw”" + 5 (D] fr — [w+y2(D]gr, ¥ € 11,
(=D [u— Lw” + y1 (1)) fro + (=D* [w + y2(=1)] gp, ¥ € D,

fi = siny — sin gy — 1y cos Py + 1Py coS Yo,

f2 = costpy — cos iy

f3 = sin(vy — 1) — (o — 1) cos ¢y cos s,

fa=1—cos(tp2 — 1) — (2 — ¢1) cos ¢y sin ey,

g1 = — cos 1 + cos g — Py SNy + g sin o,

go = sin 1y — sin vy,

g3 = —1+ cos(va — Y1) — (Yo — 1) sinh; cos iy,

ga = sin(hy — 1) — (2 — 1) sin ¢y sin @y,

A =2—2cos(tpa — 1) — (Yo — Y1) sin(p —4py), k=1,---,4

(1.10)
Ici y1(€), y2(&) sont les termes du deuxiéme ordre par rapport aux u,v,w et leurs
dérivées, qui apparaissent quand nous définissons les fonctions U, U de (1.2). Ces
termes sont nécessaires pour le calcul du travail de la pression sur les déplacements

virtuels. Nous les définirons aprés.

Quant a la fonction V3(yp, 1, t) nous allons la représenter approximativement par

les deux premiers termes de sa série Taylor aux points origines ¢ = £, :

(tw' — U)—$2:$> v € I,
(1.11)

(=0 — V)3, veD

Déterminons le travail de la pression sur les déplacements virtuels lors de déforma-

29



CHAPITRE 1. ROULEMENT SANS GLISSEMENT

tions des surfaces latérales du pneu et du bandage :

( 3
SA=Y 0A;, 0A,= / pndRydoy,
k=1 . o
s =p [ IR RilsRudvd,
e (1.12)
§Ay = p//[R'Q x R5]0Rdepdp,
I 0

1 27
§As =p / / R, x RZJoRdedy.
-1 0

\
Ici p est la pression dans le pneu qui dans (1.12) sera considérée comme constante
au cours de son travail & la précision des termes du deuxiéme ordre [33]. Pour le

bandage de (1.12) on obtient :
1 27
Ay = plr? / / [5U1 - %UchUg (UL + Us)sUs | dedep. (1.13)
S10

Pour le calcul des intégrales par rapport a £ dans (1.13) il faut utiliser les formules
(1.4) et trouver les termes quadratiques pour la fonction U;. En utilisant (1.2) on
trouve :

2
y1 = —sw” — L [LE(w” +w') + v —v]” + i,

b= — (™ 4 u?) (114

Ys (u' —v)w”.

— K
L Tor

Aprés l'intégration des expressions sous les intégrale dans (1.13) par rapport a £ et

des termes par rapport a ¢, en utilisant (1.4) et (1.14) nous obtenons :

( 27
l2
0A3 = —0P; = —21917”2/ {&L + ﬁ(w’” + w")ow" + (u' — v)éu’} dep,
2 ; (1.15)
P = plrQ/ {—QU + #(w'"2 e U,2:| dep.
\ 0

Conformément & (1.12) le travail de la pression quand il y a des déformations des

surfaces latérales, en tenant compte des termes jusqu’au deuxiéme ordre compris
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1.1. MODELE DE PNEU AVEC ARMATURE

par rapport aux fonctions V;, i = 1,2, 3 et leurs dérivées, est égal a :

p

2w
0A; = pb3//[5%(%+cosz/J—V3’—|—V1cosw—Vgsin1p)—
0 I

—0Va(5 + cos ¥)(Vi' = Va) + 6Va(V] + Vi cos )| dipdy,
(1.16)

2
0Ay = pb3//[5%(%+cosz/1—V§—|—V1cosw—Vgsin1p)—
0 I

—0Va(5 + cos ¥)(Vi' = Va) + OVa(V{ + Vi cos )| dipdy.

\
Maintenant il faut trouver les termes quadratiques pour la fonction V;. En utilisant
(1.9) et en changeant dans (1.8) les fonctions Vj, par Vi + zx, ou z; sont les termes

du deuxiéme ordre, nous obtenons les égalitées :

2(z5 4 21) + (c1 + ) + V52 =0,
(1.17)
2(z1 — 21 +225) + 2+ (a1 + )? = 0.

Ici ¢y, ¢y sont représentées par (1.10) sans tenir compte des termes qui donnent des

termes du troisiéme ordre et plus. Alors de (1.17) nous trouvons :

1 1
2~ ey + ) + =,

LA 2 2 (1.18)

21 (:i:wLQ) =0.

En utilisant la structure des solutions de (1.18) et les expressions (1.9), (1.11) aprés
des calculs trés volumineux (voir Annexe A) nous obtenons l’expression pour le

travail de la pression quand les points des surfaces latérales se déplacent :

27
1 1
5141 -+ 5142 = —5P172 = —/ |:7’I,05U + §n015u2 + 5”115’&/2 + TTL21UI(5U+
/ 1 2 2 1 2 1 "2 1 "2
+miou ov + 5771225@ + 577/03571} + 577,13511] + 577,235?1] + 577/33571} ng
(1.19)

Ici I'indice supérieur (j) signifie la dérivée de la fonction par rapport & ¢. P; 5 est la
fonctionnelle de I’énergie potentielle de la pression sur les déformations des surfaces

latérales du pneu. Cette fonctionnelle est définie positive par rapport aux variables
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CHAPITRE 1. ROULEMENT SANS GLISSEMENT

v, w, si ’on prend en considération la condition d’inextensibilité de la ligne moyenne

du bandage (la deuxiéme condition dans (1.2) sur £ = 0) :
1 1
ur —v — 5(@ +0")? — §w/2' (1.20)

Le coefficient ng < 0 est égal & 'opposé de la force de tension du bandage sous 'effet

de la pression dans le pneu.

1.2 Equations du mouvement

L’énergie cinétique de la roue sera exprimée sous la forme :
(

T:Td_'_TlN

3
2T, = my Z XZ-Q + Jia (K + 32 cos? K) + Jgd(é + Bsin K)?,
=1

(1.21)
' o 3 . 9 . . . .

2T, = pr/ ZZ@- dp, (Z1,Z2, Z3) = '3(—=B)Ra.
0 =1

\
Ici my, Ji4, Joq sont la masse et les moments d’inertie du disque relativement aux
axes C'z, C'y. L’énergie cinétique du bandage et des surfaces latérales du pneu dans
(1.21) est présentée sous la supposition que toute la masse du pneu est réguliérement
distribuée le long de la ligne moyenne [, avec la densité linéaire p. Les grandeurs
Zi,i = 1,2,3 sont les projections de la vitesse du point de la ligne moyenne du

bandage sur les axes du systéme des coordonnées déduit de OX;X5X3 par une

rotation d’angle ( et d’axe OX3. On a :

;

Zy = Xjcosf+ Xysinf — rB[(1 + u)sin £ sin 9 4+ w cos £ + v sin k cos Y] —
—r0[(1 + w) sin ¥ + v cos V] + ricos ) — o sin 9,

Zy = —Xisinf+ Xycos B+ rB[(14 u)cost) — vsin ]+

+ri sin k sin ¥ + ro sin k cos ¥ + rw cos K,

Zs = Xa+r&[((1+u)sing + vcosd)sin k + w cos k] —

(1.22)
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1.2. EQUATIONS DU MOUVEMENT

Nous déduirons les équations du mouvement et les conditions & la frontiére de la
zone de contact (a priori inconnue) du principe variationnel de Hamilton. Mais pre-
miérement il est nécessaire d’obtenir les expressions du travail des forces extérieures
et les moments appliqués a la jante (FIG. 1.1) sur les déplacements virtuels :

dAp = (Ficosf — Fysin3)0X, + (Fysin 8+ Fycos )0 Xy — PO X3+

+ M0k + M08 + (M sin k + Mz cos k)d/3.

(1.23)

Les liaisons vont maintenant étre examinée :

Supposons que la roue roule sans glissement ce qui signifie que les vitesses des
points de la ligne moyenne du bandage sont nulles dans la zone du contact L, =
[1(t), pa(t)], Cest-a-dire Z; = 0,7 = 1,2,3. Ces conditions sont la conséquence
des liaisons holonomes qui sont représentés par les trois dernieres équations dans
(1.6). Alors les déplacements virtuels satisfont aux égalités 07, = 0, i = 1,2, 3. Ces
égalités peuvent étre obtenues en remplacant les dérivées par rapport au temps par
les variations correspondantes. Le travail des réactions appliqueés a la ligne moyenne

est égal a :
3
S2oN = [l 052, + pa(o,)5% + pali 092 dio+

i=1 Z, (1.24)
+11110Z11 + p120 Z12 + p210Za1 + poa2d oz,
Ici pg, pin, t, K = 1,2 sont les multiplicateurs indéterminés de Lagrange c’est-a-

dire les composantes de la réaction des liaisons. L’indice £ indique les réactions des
liaisons et les déplacements virtuels en les points frontiére de la zone du contact.
Dans (1.24) les multiplicateurs ps; sont absents parce que nous supposons que les
composantes des réactions des liaisons sont nulles sur ’axe OX3 en les points de la
frontiére de la zone de contact. Il y a encore une liaison a la frontiére de la zone de
contact du pneu : le vecteur dirigé le long de la fibre du pneu, normal de la ligne

moyenne, est orthogonal & 'axe O X35 :

Zy = sink — wj, cos ksin ¥y + wy coskcos Iy =0,  wp = w(pg,t), k=1,2.
(1.25)
Le travail de la réaction de cette liaison (moment le long de 1'axe OX;) sur les

déplacements virtuels est égal a :
5N4 = /,6415241 —+ /,642(5242, (126)
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CHAPITRE 1. ROULEMENT SANS GLISSEMENT

Ici pigg, 0Z4 sont les projections du moment sur I’axe moyen du bandage en les
points de frontiére de la zone de contact et les déplacements virtuels.

Il faut considérer le moment des liaison dirigées le long de I'axe OXj3 en les
points limites de la zone de contact. Ces réactions des liaisons sont la conséquence
de I'orthogonalité des fibres du bandage et de la ligne moyenne qui coincide avec

l'axe OX; :
8R3(<pk, 0, t)
10¢

En utilisant (1.1), (1.4) on obtient :

1, =0.

Zsiy = —sinBcosk + wy(cos [§cosvy, — sin G sin k sin )+

+wy(cos Bsin ¥y +sin Bsinkcos V) =0, k=1,2; I =0+ p.
(1.27)

Ici psg, 6751 sont les projections des moments sur 'axe O X3 en les points limites
de la zone de contact et les déplacements virtuels. Le travail correspondant de la

réaction de cette liaison est égal a :
ON5 = 510251 + 520 Zs2, (1.28)

La condition d’inextensibilité pour les points de la ligne moyenne du bandage [, est
une liaison en dehors de la zone de contact (la deuxiéme condition dans (1.2) sur

¢ = 0) qui s’exprime par :

2

27 = (1+u+v) + (v —v)? +uw” = 1. (1.29)

Le travail correspondant sur les déplacements virtuels est égal a :

SNg = / Mo, 6)0Zgdp, Ly = |2, 2 + 1], (1.30)

Lo
Ici A est le multiplicateur indéterminé de Lagrange.
Le principe variationnel de Hamilton s’exprime de la maniére suivante :

to
/ (0T +5Ap+0A, +6As+5As+ 3N, + Ny + N3+ 3Ny + N5+ Ng)dt = 0. (1.31)

t1
Dans (1.31) les inconnues correspondantes sont 2m-périodiques par rapport a la

variable ¢. Le domaine d’intégration [t1, t3] U[¢1, 1 +27] se fractionne par la courbe
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1.2. EQUATIONS DU MOUVEMENT

© = @o(t) en deux parties : [t1,ts] U Ly et [t1,t3] U Ly. Pour chaque partie nous
utilisons la formule de Green. Alors nous déduisons le systéme des équations intégro-

différentielles avec dérivées ordinaires et partielles :

2
d . :
——Vy, T+ Ficos 8 — Fysin  + /(ul cos 3 — pe sin B)dy + E (g cos B — pgg sin ) = 0,
k=1

dt
L1
d 2
_EVXQT"‘FI sin 8 + F5 cos 3 + /(,ul sin 3 + pg cos B)dp + Z(,ulk sin 3 + pox, cos ) = 0,
i k=1
d
——VXT—P+/u3d90=0,
dt = *®
L
5,2
d Z;
VT dVT+M251n/f+Mgcosm+/Z,ul Z ,uzk k:()
1,k=1,i#3

d Z aZ@k
V dvT_'_Ml_'_/Zﬂz d90+ Z Mik—(—— ER 207

i,k= 1@753

d / 07
Vol — = VT + M +/ i + ; — 0,
6 i 2 ZM 89 dy k;ﬁ%ﬂc 89

pour ¢ € Ly = [901(13)7802(13)] :

—ng — noru + nyu’ + mo(u” —v') — mg v+

+pqr cos ¥ + porsin Kk sind — psr cos ksind = 0,

—Mat — MooV — 7 sin + por sin k cos ¥ — pusr cos k cos ) = 0,

ms + n33)w® 4+ (mg — nag)w® + nisw” — ngsw + per cos k + psrsink = 0,
1 1

pour ¢ € Ly = [pa(t), ¢1(t) + 27] :

d
V., T — %VQT —ng — nort + npu” +mo(u” —v") —mo" + M1 +u+0")—
~[A(W =v)]" =0,

d

VT — —=ViT — mpu' —mogv — ANu' —v) — [M1+u+0")] =0,

dt

d (6) (4) " n/

L VwT — vaT + (m3 + n33)w + (m3 — n23)w + N3W — NozW — ()\"LU ) = O,
(1.32)
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CHAPITRE 1. ROULEMENT SANS GLISSEMENT

pr3 i epr — (—1)’“[)\(1/ — )iy + (ma + na1) (W] + 7(pak cos Vg + fror sin ksindy,) = 0,
p7’3[z}]kgbk — (—1)k[)\(1 +u+ v’)]l(k) + (=g Sin Oy, + pog sin K cos y) = 0,
pr[w]ipn — (= 1P ligry + (mg + ng) [w® ), + (ms — ngg) [w" ]y, + 7z cos & = 0,

[ag COS K €OS Uy + pusk(cos B sin ¥y + sin G sin k cos ¥y) — (mg + ns3) [w(4)]k =0,

—JLay, COS K SIN Uy + pusi(cos B cos ¥y — sin Bsin ksin ) + (ms + nz3)[w”]x = 0,

) 2pl3
k=12, v=0+¢, =0+, mo=2plre, ms = —o—
\

Iei [f(D)]x = f(O +0) — f(9x — 0) est le saut de la fonction au point frontiére
de la zone de contact. L’indice I(k) indique la valeur de la fonction correspondante
sur ¥ — 0 quand k£ = 1 et sur J5 + 0 quand k£ = 2. Le systéme (1.32) comprend
douze équations du mouvement et dix conditions pour les sauts des fonctions en
les points limites de la zone de contact. Il faut encore ajouter quatre équations de
liaison (trois derniéres équations dans (1.6) dans la zone de contact et la condition
d’inextensibilité de la ligne moyenne du bandage en dehors de la zone de contact).

Alors nous avons un systéme complet de vingt-six équations avec vingt-six inconnus

Xla X27 X37 ﬁ) K, 07 Y1, P2,

Mla M?a N37>‘7
H11, Hi2, Ho1, H22, H41, H42, Us1, U52,

u, v, w(dans Ly), wu, v, w(dans Ly).

Il faut aussi tenir compte des conditions de continuité des fonctions u, v, w en les
points de la frontiére de la zone de contact (les conditions limites cinématiques).
Ces conditions sont la conséquence de l'existance des fonctionnelles de 1'énergie

potentielle de la pression :



1.3. I’EQUILIBRE DE LA ROUE ET LES CARACTERISTIQUES STATIQUES DU PNEU

1.3 L’équilibre de la roue et les caractéristiques sta-

tiques du pneu

Si la roue se trouve en équilibre, alors toutes les grandeurs qui définissent la
position et la déformation du pneu, les multiplicateurs de Lagrange, les forces exté-
rieures et les moments appliqués a la jante ne dépendent pas du temps. Supposons

que # = 0 dans la position d’équilibre et que les grandeurs

X17 X27 X3 - 57 K, Y2 — @1, U, UV, W

et leurs dérivées par rapport a ¢ soient petites dans la position d’équilibre. L’angle

s

* dans la zone de contact. Ecrivons les équations (1.32) en utilisant le

@ tend vers
changement de variables ¢ = 7 +a, o € L1 = |a1, as], i = ¢ — 5. En négligeant

les grandeurs du deuxiéme ordre et plus par rapport a ces variables nous obtenons :

2
F - Bp+ / mda+ 3 (e — o) = 0,
Iy k=1
2
Fig+ Pt [ padact Y (s + pm) =
Iy k=1
P= [
o ) (1.34)
Mk + M3 + Z[ulkXQ — pog(our + X1) — psi] = 0,
k=1 )
M + /ugrda + Z(Msz + par) = 0,
Iy k=1
2
My — /Wdoz - Z(ulkr + Bpax) = 0,
\ Ly k=1
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\

pour « € Ly = [aq(t), as(t)] :

X3
—p1rQ+ UoTK — [U3T = Ny — N1 — Mo + (n01 — Moy + nn)(T - 1),
X
—par + pzra = mygar + (Mma + m22)71>

Xo
par + psrk = —nog(k + 7),

pour a € Ly = [ax(t), as(t) + 27 :

—ng — noru + npu” +mo(u’ —v'") —mov' + X — ANt —v)]' =0,
—myatt’ — magv — N — A\ —v) =0,

(s + ngs)w'® + (mg — nag)w™ + nygw” — nggw — (Aw')’ = 0,
(=D AW =)y — (a2 + nan) [W]e + 7 (paxon — park) =0,
<_1)k[)‘]l(k) +rug, =0,

—(= 1) Mgy + (ms + na3) [w™ g + (mg — nog)[w” g + rpar, = 0,
papo, — pisk + (ms + nas)w®], = 0,

pak + pskoy — (ms + nsg)[w”]y =0, k=1,2.

Avec (1.34) on peut déterminer ji1, po, 3 dans la zone de contact Ly :

X1
pr = (nll + mo — ng — mlg)a - (m12 + m22)77
X
por = (ng — nyy — ma)k — no3(k + 72)> (1.35)
X3
U = —ng + Ny + Mg — (7101 — Moy + ”11)(7 - 1)'

En posant A = ng + Ay, ot A\; est la grandeur du premier ordre et en utilisant (1.29)

linéarisé, u = —v’, exprimons les équations qui définissent les déformations de la

38



1.3. L’EQUILIBRE DE LA ROUE

ligne moyenne sous la forme :

)
(no —n11 — ma)v" + (ng1 + ng — ma — maoy )" + Ay =0,

(m12 -+ TL())U” + (no — mgz)?} — /\,1 = 0, (136)

\ (ms3 + na3)w® + (mg — nyg)w™ + (nyg — ng)w” — nggw = 0.

Les solutions de ces équations dans Ls sont :

4 6
v(@) = G, w(a) =Y Eie%® a€ L. (1.37)
i=1 j=1
Icip;, i=1,---,4, qj, j=1,---,6 sont les racines du systéme caractéristique :

p

a0p4 + a1p2 +ay, =0,
b0q6 + b1q4 + quQ + b3 = O,

ap = MNg — Mg — N1, a1 = 2ng + Ngp — Ma + Miz — Moy, A2 = Ny — M2,

bo = naz +mg, by =mg —ng3, by =ni3—ng, bs=—ngs.

(1.38)

Les racines des équations caractéristiques possédent la propriété :

Pr= —P3, P2= P4, G1 = —q4, G2 = —(q5, (3= —(s.

Pour définir dans (1.37) les coefficients G;, E; nous allons écrire les conditions

(1.33) avec précision jusqu’au premier ordre inclu :

(4 4
X X
2mp; _ A — 2t
Saem =X Sa =N
ijl ijl
. X3 X3
D G = 1-==, > G o= 1=,
i=1 =1
6 6
. Xo Xo
DB = k-2 DB = —h- (1.39)
1 i—1
]6 j6
> Ejge’™ = B, >_Ei; = 8,
j=1 j=1
6 6
Zqu?e%qﬂ' = 0, ZquJZ = 0.
L =1 j=1

Ces équations sont deux systéemes d’équations linéaires algébriques du quatriéme

et sixiéme ordre avec coefficients constants par rapport aux variables G; et £;. En
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CHAPITRE 1. ROULEMENT SANS GLISSEMENT

résolvant ces équations, nous trouvons :

(g, = EY i shpdsh(mps) [-pm:B X p Xs (1,
2 sh(mp;) D r r

1

B = pach(mpy)sh(mpy) — pich(mpe)sh(mpy),
1

1

5= posh(mp)ch(mps) — pish(mps)ch(mpy),
2

X
Ejem“ == le('% + 72) + leﬁa (]7 l7m)7

_ X ‘
Ej+36_7rqj = le('% + 72) - leﬁa (]7 la m)7
1
Pin = 55 A, Gim [aich(mq)sh(mgm) — ¢mch (7 )sh(rq)],

Qim (¢ — 42)sh(mq)sh(mgn),

= 2—A2
ch(mqp) ch(mqs) ch(mqs)

A= (J1Sh(7T(J1) Q2Sh(7TQ2) Q3Sh(7TQ3)

gich(mqr) g5ch(mq) gich(mgs)

sh(mqy) sh(mgs) sh(mgs)
Ay = Q1Ch(7TQ1) Q2Ch(7TQ2) Q3Ch(7TQ3)

qish(rq1) g3sh(mgz) g3sh(mgs)

(1.40)
Ici (7,1, m) signifie les permutations circulaires des indices : (1,2,3) — (2,3,1) —
(3,1,2).

Les conditions sur les sauts dans (1.34) seront exprimées sous la forme :

4

, X
Z Ge*mPiouk [(mz + 1y — ng)p; — ”0} = —(mag + nn)Tl — (mg +n1 — o),
Zjl
Z G®™% [(ng — 1y — ma)p} + (no + no1 — M — ma1)pi] — no = (—1) 7z,
i—1

6
Z E;e™ %% [(ngs + ms)q; + (ms — na3)q; — nog;| = (=)' 7 pao,

7=1
6
Z Eje27rqj51k (n33 + mg)q? — (_1)]6”4]“
7=1
6
Z Ej€27r(Ij51k <n33 + mB)q‘;l — (_1>k'u5k
\ Jj=1

(1.41)
Ensuite en utilisant (1.40), (1.41) nous trouvons les relations entre les forces, les

moments, les déplacements du centre de la jante et ses rotations, et aussi la taille de
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1.3. L’EQUILIBRE DE LA ROUE

la zone de contact et ses frontiéres. Donc, nous avons obtenu avec précision jusqu’au

premier ordre inclu :

;

Fy + pay + pa2 = 0,
Fo + pigy + pge = 0,
1
P = ;(nu +mg — ng) (e — ay),

My + r(po1 + pog) + prar + paz = 0,

(1.42)
My = r(p11 + p12),
Ms = pis1 + pis2,
X
s — ay = —2(p} — p3)sh(mpy)sh(mps) Ba(1 — =2),
r
+ 2 By 1)X1
a1+ s = — —1)—.
\ 1 2 DP1p2 Bs .
et ensuite :
( 2 2 X
Py = =2(nu +mg —no)(py — p2)p1p23h(7rp1)sh(7rp2)81F,
4 X
F, = —;(H + 72) Z g;sh(mq;)[(nss + m:s)q;l + (mg3 — 7”622)(]]2 — 1| Py,
(3,8,m)
P = ;(n11+m2—n0)(a2—a1),
X
Ml = —’I‘FQ —+ 4(7133 + mg)(/‘f + 72) Z Q?Sh(ﬂ'q]‘)le,
(4,L,m)
M2 = —TFl,
M3 = —4(?133 + mg)ﬁ Z q;lSh(’Tl'q])le
\ (Lam)
(1.43)

Ici 'indice (7, 1, m) signifie que la sommation porte sur les permutations circulaires de
(1,2,3) — (2,3,1) — (3,1, 2). Toutes les constantes dans (1.42), (1.43) dépendent
des paramétres géométriques de la roue (voir Annexe A).

De (1.43) il s’ensuit qu’en cas d’équilibre de la roue et du pneu la force F et
le moment M, sont liés et dépendent du déplacement du centre de la jante le long
de 'axe OX;, mais la force F, et le moment M; sont aussi liés et dépendent de
Iinclinaison du plan moyen de la jante et du déplacement de son centre le long de
I’axe OX5. La taille de la zone de contact est proportionnelle & la grandeur de la
charge P, mais son déplacement le long de 'axe O X, est proportionnel a la force
Fy. Donc, toutes les caractéristiques de I'état déformé du pneu dans la position

d’équilibre sont trouvées : les conditions d’équilibre pour les forces et les moments
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CHAPITRE 1. ROULEMENT SANS GLISSEMENT

appliqués a la jante et leur grandeurs, la zone de contact du pneu avec le plan et sa

disposition, la forme du pneu en dehors de la zone de contact.

1.4 Le régime stationnaire de roulement a vitesse

constante

S’il n’y a pas de glissement sur le plan dans la zone du bandage du pneu, alors
la trace du pneu se présentera comme une ligne rectiligne dans le processus du
roulement de la roue. Le systéme complet d’équations décrivant ce mouvement est
représenté par (1.32). Les régimes stationnaires du roulement de la roue sont pos-
sibles parmi ces mouvements, quand le centre de la roue se déplace dans une direction

paralléle & I'axe O X avec la vitesse constante et les angles 3, x constants :

X, =c¢, Xy =const, X5=const, 3 =const, k= const, =, ¢p(t) = —Q,
wilp,t) = pi(a), i=1---3, A, t) =Na), i =const, i=12475
(u, v, w)(p,t) = (U, V,W)(a),

oz:goJer—g, ak:gok(t)Jer—g:const, k=1,2.
\

(1.44)
La recherche de ce régime stationnaire est analogue a la recherche de ’équilibre de

la roue et du pneu. Supposons que :

GIQt, X1 :Ct—i-AXl, C:QT. (145)

La deuxiéme condition signifie qu’on peut passer vers le systéme mobile des coor-
données avec origine au centre de masse de la jante et se déplacant avec la vitesse
constante c. La variable AX; joue le role de X; dans I’équilibre de la roue. La der-
niére condition dans (1.45) est la conséquence de l'inextensibilité du bandage et de
la condition du roulement de la roue sans glissement. Les neuf premiéres équations
du systéme (1.34) sont les mémes équations, si on change X; en AX;. (Il faut faire

ce remplacement dans toutes les équations de la section précédente). Mais les treize
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équations suivantes sont représentées sous la forme :

go(1+U = U"+2V") = ng — nouU + ni U" + ma(U" = V') — my V'+

A= MU =V =0,

go(V =V" =2U") —mpU" —mapV — N = ANU' - V) =0,

—goW" + (mg + nsz) WO + (mg — ngg)W® 4 nysW” — ngsW — (AW') =0,
9o[U Tk + (=1)FINU" = V) uwy — (ma 4 n00) [U']g + r(ppose — porr) = 0,
9o[V'Tk + (=1)* [Ny + a2 = 0,

— oWl = (=1)* AW iy + (m3 + nag) WPy, + (mg — nog ) [W"]j, + 1o = 0,

faps — fisg + (M3 4 nss) WD, = 0,

fag + pskok — (ma +ngg) (W, =0, k=1,2, gy=pr’Q.

\

(1.46)
Des trois premiéres équations du systéme (1.46) on peut déduire un systéme ana-
logue a (1.36) en supposant que A = ng— go+ A1, ot A\; est une grandeur du premier
ordre. Remarquons que, dans ce cas, la tension du bandage de la roue en rotation
augmente puisque il y a les forces centrifuges. En utilisant la condition d’inexten-
sibilité linéarisée du bandage U = —V’  on peut obtenir une solution analogue &
(1.37) avec les mémes racines des équations caractéristiques (1.38), les équations

(1.39) sont aussi les mémes et, donc, les solutions (1.40) sont encore valables.
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CHAPITRE 1. ROULEMENT SANS GLISSEMENT

Les conditions sur les sauts (1.41) sont changées et se présentent sous la forme

suivante :
¢ 4
. AX
Z G PP [(mg + 131 — n0)p} — N0 + 90} = —(ma +n11 — go) =
i=1

—(mg + n11 — no) oy,

4
Z Ge¥™%% [(ng — nyy — ma)p? + (ng — go + nor — ma — ma1)pi] —
i—1
X
—ng + go(2 — 73) = (=1)*rpy,

6
Z E;e™ %% [(ngs + ma)q) + (ms — nas)q) — (no — go)g;] = (=1)"rpsar,

j=1
6
Z Ej627er61k (7133 + mg)q? — (_1)19#4]“
j=1
6
Z Ej627rq1'51k (7133 + mg)q;l — (_1)19#%.
\ J=1

(1.47)
Les forces et les moments appliqués a la jante ne dépendent pas du temps dans ce

régime stationnaire de roulement. Les résultats définitifs sont :

(
X
Qg —; = —2(pf —p;)Sh(Wpl)Sh(Wm)Bz(l - 73)7
B AX
o] oy = 2(p1p2§1 — 1) 17
2 " AX
B = —2(n11 +my — no)(pT — p3)p1pash(mp )sh(mps) By - -,
4 X
7 = et TZ) > 4sh(ng;) [(nas + ma)gj + (ma — n22)q; — 1o+ gol P
(jalvm)
1
P = ;(n11+m2—n0)(a2_0‘1)7
X
M, = —rFy+4(ns3 + m3)(k + 72> Z Q?Sh<7TQJ)le7
(4,l;m)
M2 = _TFla
M3 = —4(?133 + mg)ﬁ Z q;'lSh<7TQj>le-
\ ()

(1.48)
Donc, nous avons trouvé pour ce régime stationnaire de roulement tous les para-
meétres définissant la forme du pneu déformé, la zone de contact et sa disposition,

les forces et les moments appliqués a la jante. Le régime stationnaire existera, si les
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1.4. LE REGIME STATIONNAIRE DE ROULEMENT A VITESSE CONSTANTE

forces et les moments sont constants et s’ils vérifient les conditions (1.48). Ce qui
signifie que les grandeurs des forces Fy, F, sont proportionnelles aux grandeurs des
moments My, M;. La grandeur de la zone de contact est proportionnelle & la charge
P, mais son déplacement le long de 'axe O X, est proportionnel & la force F}. Les
angles x et § engendrent les moments M; et M3 appliqués a la jante. Cette circons-
tance permet d’éliminer les jeux dans la suspension de I'automobile et d’améliorer

sa controllabilité.
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Chapitre 2

Modéle modifié de roue avec

armature

Dans le deuzriéme chapitre on examine un modeéle analogue a celui du premier
chapitre, mais on prend en compte les termes non linéaires dans le modéle du ban-
dage armé. Les déplacements des points des surfaces latérales sont représentés par
des développements limités au premier ordre, en tenant compte de [’inextensibilité
des armatures. On modélise la surface latérale par une membrane mince. Le maté-
riau de la membrane est décrit dans le cadre de modéle du caoutchouc incompressible
de Mooney-Rivlin. On obtient un systéme d’équations par rapport a 17 inconnues,
décrivant en particulier les dimensions et efforts dans la zone de contact du pneu et
du plan en l’absence de glissement. Des solutions particuliéres, équilibres et mouve-

ments stationnaires, s’en déduisent.

2.1 Prise en compte des non linéarites dans les liai-
sons et élasticité de la matiére des parties laté-

rales du pneu

On suppose que la roue comprenne la jante (le disque) (0) (corps rigide), deux
surfaces latérales du pneu (1), (2) (deux parties de tores) et le bandage armé (3). On

introduit le systéme de coordonnées inertiel O XX, X3 (la roue se trouve en contact
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avec plan OX;X,) et le systéme de coordonnées mobile Czyzox3 avec l'origine au
centre de masse de la jante C' (FIG. 2.1). Décrivons, pour [, et 0 fixés, la surface

du bandage sous la forme :

(

3
R3(()07 ga t) = Z lez + FII‘Q(SD)(Tel + lge? + TU(SO7 57 t))v 2 mod 27Ta | 5 |§ ]-7

i=1

['1(5o,0) = L'3(5o)T2(0),
3
U(907£7t) = Z Ui(@?é?ﬂelﬁ

cos 0 sind cosfBy —sinfy 0
Iy (0) = 0 1 0 . T3(Bo) = | sinfBy cosfy O
—sinf 0 cos6 0 0 1

(2.1)

I¢i X1, X5, X3 sont les coordonnées du centre de masse de la jante; 1; est le vecteur

Fic. 2.1 -

unitaire de 'axe OX;; (3, € sont les angles des rotations autour des axes OXj et
Cxo; U (0, &, 1), i =1,2,3 sont les composantes du vecteur déplacement du point
du bandage dans le systéme de coordonnées C'xixox3 dont les vecteurs unitaires sont
désignés par e, ey, es; r et 21 sont le rayon et la largeur du bandage.

Supposons que le pneu radial a des armatures dans la zone du bandage. Trois

familles de fils passent par chaque point du bandage. La premiére famille de fils a la
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direction du vecteur unitaire e; et deux fils ont la direction des vecteurs cosypes £
sinypes (I’angle v, est constant). Supposons qu’ils sont inextensibles. Alors nous

obtenons les égalites suivantes (FIG. 2.1) :

%|—1 | cos %isin %|—1
e T T070¢ Tap T
En notant ° = a% et = %, ces égalites sont équivalent a :
( R2 [
| z3 =1 = 2;U§+Uf2+U§2+U§2:0,
Rg / \2 12 / 2
| 7 |:1 — 2(U1_U3)+(U1_U3) +U2 +(U1+U3) :O, (2-2)
l
| R§-Ry=0 = Uf(U{+U3)+U§(;+U§)—U§(1+U1—Ug)zo.

Dans le premier chapitre nous considérions les équations (2.2) linéarisés et obtenions
la dépendance des fonctions U, Us, U3 de déplacement de la ligne moyenne du

bandage ru(p,t), rv(p,t), rw(pe,t) :
l " l /
Uy = ;&w +u, Uy=w, Us= ;fw — . (2.3)

Si Pon introduit les expressions (2.3) dans les conditions d’inextensibilité exactes
alors on va obtenir que la fonction w ne dépend que du temps et w’ = w” = 0,
et les fonctions u, v vérifient la condition d’inextensibilité de la ligne moyenne du
bandage :

2(u+v) + (u+v)? + (v—u)?=0. (2.4)

Donc, les conditions (2.3) deviennent :
Uy =u(p,t), Uy=w(t), Us=—v(ep,t). (2.5)

Le résultat que nous venons d’obtenir signifie que la surface cylindrique sous la
condition d’inextensibilité et d’orthogonalité des fils qui correspondent aux coor-
données £ et @ est isometrique a la surface cylindrique qu’on peut représenter par la
ligne moyenne déformé plane et la famille des lignes droites orthogonales. Puisque le
bandage de la roue se trouve en contact avec le plan OX;X5 alors cette famille des

lignes droites est parallele au plan OX; X, et forme 'angle 3) + 5 avec I'axe OX.
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La zone de contact du pneu avec le plan se présente comme un rectangle. Suppo-

sons que la zone de contact corresponde aux valeurs de ’angle ¢ dans l’intervalle

Ly = [p1(t), po(t)]- Alors
Ry(p.&,0) = —rlp = Db+, el [€|<L. (2.6)

Dans (2.6) nous supposons que la roue roule sur axe OX;, quand la ligne moyenne
du bandage [y coincide avec cette axe (I’angle 3y = 0). De (2.6) en tenant compte

de (2.1) nous obtenons :

( X X
u:(z—go——l)cosﬁ+—35inz9—1,
2 r r
X X
v:—(z — o — )sind 4+ 22 cos ¥, (2.7)
2 r r
X
w=-22, 9=0+0.
\ r

La position des bords du bandage est définie par le champ vectoriel (2.1) sur & = +1:

3
Rs (o, £1,1) = Z Xili + T2 (04 @) [r(1 +u)ey + (£l + rw)ey — rves] .

i=1
Lions a la jante le systéme des coordonnées C'y1y2ys (le plan Cyyys est le plan moyen,
l'axe C'y, est 'axe de la rotation de la roue) et définissons les rayons-vecteurs des
points des surfaces latérales du pneu (1) et (2) sous la forme :

( 3

R;(p.0,t) =Y Xil; + Tul'a(p) [(—1)7ae; + cey + bL3(¢)n1 + bLs (1) V(0,1 1)]

i=1

(8, k,0) = T3(8)T1(x)Ta(0),
3
Vg, ¢,t) = > Vil ¢, t)rm,
i1
1 0 0
I'i(k) =1 0 cosk —sink |,

0 sink cosk

pehUl, L=, Ih=[-v, =], j=12.

(2.8)
Ici Vi(p,1,t), i =1,2,3 sont les composantes du vecteur des déplacements relatifs

des points des surfaces latérales du pneu dans le systéme de coordonnées Mn;n9ns,
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M
s a c €2
73 I x| i R
My _ g, : !
e !
& f’jﬂﬁé / e !
—_ 1 1 |
—=7F " i |
c! |
! U
! 0 !
2/ b NM_
RS AV
X, Cw 3| 4, |
¥1

Fic. 2.2 -

a, b, ¢ sont des constantes (FIG. 2.2). L’intervalle /; correspond a la surface latérale

du pneu (j). Les angles des rotations 3, x du systéme de coordonnées lié a la jante

sont petits parcequ’ils définissent le déplacement du bandage par rapport a la jante

sur les déformations des surfaces latérales du pneu. Supposons que les parois latérales

soient des membranes minces composées de caoutchouc incompressible (modéle de

Mooney-Rivlin [17]) contenant des armatures inextensibles disposées selon les lignes
o

de coordonnée de la variable 1. En notant * = &=, on a donc :

R*
=1 = 2 V)05 V) W) =0 (29)

Nous supposons que les fonctions et leurs dérivées dans (2.9) sont petites. Alors en

négligeant les termes du deuxiéme ordre nous obtenons I’équation linéaire :
Vi+Vi=0. (2.10)

Les bords des surfaces latérales se réunissent avec la jante et le bandage, ce qui

conduit aux conditions :

V(‘ﬁa 1?2, t) = V(@? —1?2, t) = 07 R3(907 17 t) = Rl((pv ¢17t)7
(2.11)

R3(907 _17 t) = RQ(@? _¢17 t)'
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On considére les deux derniéres équations dans (2.11) de maniére plus détaillée et

en utilisant (2.1) et (2.8) on obtient :

( bVilp, £¢1,t) = Lrsing[w — (1 4+ u)(Bcost + ksind) + v(Fsind — k cos )| —
—é sin v [8% + k2] + r coshru + cos ¥y (rw % 1)(B cos V) + Kk sin ) —

L cos Y1 (B cosV + ksind)?,

2

bVa(p, £1h1,t) = rcosthifw — (1 4+ u)(Bcosd + ksind) + v(Fsind — Kk cos )| F

ig sin 1y (B cos ¥ + ksind)?,

| OV3(p, £21,t) = —rvFlrcosd £ 1Fsind.
(2.12)

Nous considérons les termes du deuxiéme ordre par rapport aux variables u, v, w, 3, Kk
dans les premiére et deuxiéme équations. C’est nécessaire pour le calcul du travail
de la pression sur les déplacements virtuels.
L’énergie potentielle de déformation du caoutchouc dans le cadre du modéle de
Mooney-Rivlin s’exprime par la fonctionnelle :
2
E[V] = b2/ / [k1(I. — 3) + kao(I1. — 3)] (% + cos)dpdy, I1I.=1, (2.13)

0 LU

ou ki, ko sont les coefficients positives, I., I1., I11,. sont les invariants du tenseur
de déformations de Cauchy-Green [17]. Dans le cas d’un milieu continu & deux
dimensions le tenseur de Cauchy-Green C, est défini par :

OB s o R OR,

.
dR? = de? +2 dpdip + b2dip? =
i (8¢)¢+a¢a¢“”” Y
11 €12 (c+ beost)dyp (c+bcost)dp
1 ¢
C, - 1 Ci2

C12 1

\

52

:F% cos Y1 [B% + k2] F rsinu — siny (Erw + 1) (B cosd + ksin )£
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Les allongements principaux A, Ay satisfont dans ce cas aux égalitées
MA+XN=cn+1, MNA=cy— i,

En faisant les calculs correspondants on trouve :

2b
c11 =1+ 51+ 5o, 51:—7[‘/3:+‘/251H¢—‘/1C082/1],
c+bcosy (2.15)
: b . '
crz = (V3 — %Slﬂw)m — V5

Ici S, est une grandeur du premier ordre par rapport aux composantes du vecteur

V et ses dérivées. Dans le cas tridimensionnel le tenseur de Cauchy-Green est

o= (T2, R=R@1),

et ses invariants sont liés aux allongements principaux Ay, Ag, A3 :

17

3 3
L=> X, IL.=> N\, IIIL =X N\
k=1

i<j
Dans le cadre du modéle de Mooney-Rivlin du caoutchouc incompressible :

A2+ A2

L= M+ X2+ ,
1 2 )\%)\%

IT, = \2\2 +

_ 1T, =1.
ATAS

Dong, la fonctionnelle de I’énergie potentielle (2.13) prend la forme suivante si I’on

tient compte de (2.15) :

21

ko k)6 .
E[V] = //%[4(%—%COS@D+%SIH¢)Q+

0 LUl (2.16)

(V3 = Vasing — (5 + cos 0)V5)? | dipdy.

Puisque I’expression sous le signe d’intégration dans (2.16) est quadratique par rap-
port aux composantes du vecteur déplacement il faut seulement utiliser les termes
linéaires par rapport aux grandeurs du premier ordre de (2.12) dans le calcul des
intégrales (2.16).

Le travail de la pression sur les déplacements virtuels des déformations des sur-
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CHAPITRE 2. MODELE MODIFIE DE ROUE AVEC ARMATURE

faces latérales du pneu et du bandage est :

( 3
0A = 251419, 5Ak = /pnchdecrk,
k=1

Ok
21
SA = p / / R} x R3J5R, diidep,
o (2.17)
Ay = p / / R, x R3JSRadidep,

I> 0
2

1 27
5143 = p/ /[Rg X Rg]éRgdgng
-1 0

\

Dans (2.17) p est la pression dans le pneu qui peut étre considérée comme constante

au cours de son travail au second ordre prés. Pour le bandage on obtient :

1
0A3 = pl7’2/
“1

Et ensuite en utilisant (2.4) et (2.5) nous trouvons :

2

[5U1 . %UféUg + (U] + U3)oUs | dedep. (2.18)
0

2
§A3 = —2plr? / [—du + (u' — v)ou'] dep. (2.19)
0
Conformément a (2.17) le travail de la pression quand il y a des défomations des
surfaces latérales, en tenant compte des termes jusqu’au deuxiéme ordre compris
par rapport aux fonctions V;, ¢« = 1,2, 3 et leurs dérivées, est égal a :

p

27
0A = pb3//[5%(%—|—cosz/1—V3’—|—V1cosw—Vgsimp)—
0

Iy

—0Va(5 + cos¥)(Vy" = Vi) + SVa(V] + Vi cos ) | dipdi,
(2.20)

2
0Ay = pb3//[5‘/1(%+cos¢—VngVlcosw—Vgsin@/))—
0 I

—3Va(5 + cos ) (Vy' = V2) + SV4(V] + Vi cos )| dpdy.

\

Quant a la fonction V3(ip, 1), t) nous allons la représenter approximativement par les

deux premiers termes de sa série Taylor aux points ¢ = £1), en tenant compte de
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(2.12) :

Vi, b, 1) = b 1 —(rv+lkcosd — IFsin) (Y —1by), € I,

(Y1 —1h2) —(=rv+lkcosV —IGsin ) (Y + ), ¢ € L.
(2.21)

En tenant compte de (2.10) et (2.12) nous allons représenter les fonctions Vi, V53

approximativement par les séries Taylor aux points 1) = £y :

Vi = 2P (¢ F1b2) + 3P(¢ F 1b2)?,

Vo=Pi( F2)? — Po(Y Fibo)®, eliUl,

(2.22)
PR ACE T )
' (£Y1 F o) (£ Fap2)?
P, = ‘/1(907 i¢1, t) 2‘/2(907 i%, t)
L T En T F T )

Donc, nous obtenons I’expression pour le travail de la pression et I’énergie potentielle

sur les déformations des surfaces latérales du pneu et du bandage :

2w

1 1 1 1
JA—JE[V] = —/ {noéu + §n015u2 + énnéu'z + 5710257)2 + §n1250’2+
0

+mg1 00U + Mot v + magvdu’ + mepudv'] dp—

T2

—5n035w2 - %TL055(/€2 + ﬁ2)
(2.23)

Les coefficients dans (2.23) sont déterminés par des calculs trés volumineux (voir
Annexe B). Nous remarquerons seulement que ’expression (2.23) est absolument

négative en conséquence de (2.4).
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2.2 Equations du mouvement

Nous représenterons 1’énergie cinétique de la roue sous la forme :

p

T="T;+"1y,

3
2T, = my Z XZ-Q + Jia(K* + 32 cos? K) + Jgd(é + Bsin K)?,

i=1

(2.24)
or 3

. 9 . . . .
2T, = pr Z Zi dyp, (Z1,Z2,7Z3) = Ra.
0 =1

(
Ici my, Jig4, Jog sont la masse et les moments d’inertie de la jante relativement aux
axes Cyp, C'yy. L’énergie cinétique du bandage et des surfaces latérales du pneu
dans (2.24) est représentée sous la supposition que toute la masse du pneu est
réguliérement, distribuée le long de la ligne moyenne [, avec la densité linéaire p.
Les grandeurs Zi i =1,2,3 sont les projections de la vitesse du point de la ligne
moyenne du bandage sur les axes du systéme de coordonnées OX;X,X3 et sont
égales a :

p

Zy = X, — r0[(1 + u) sind 4+ v cos 9] + ri.cos ) — rosin ¥,

Zy = Xo + 110, (2.25)

Zy = X5 — r0[(1 + u) cos ) — vsin®] — risin g — ro cos V.

\
Nous déduirons les équations du mouvement et les conditions & la frontiére de la zone
de contact (a priori inconnue) a partir du principe variationnel de Hamilton. Mais
premiérement il est nécessaire de déterminer les expressions du travail des forces

extérieures et des moments appliqués a la jante sur les déplacements virtuels :

0Ar = (Ficosf — Fysin 5)0X) + (Fisin B+ Fycos 3)0Xs — POX3+
+M1 6k + M306 + (Mysin k + Ms cos k)d[3.

(2.26)

Maintenant on va examiner les liaisons :

Supposons que la roue roule sans glissement, ce qui signifie que les vitesses des
points de la ligne moyenne du bandage sont égales a zéro dans la zone de contact
Ly = [¢1(t), a(t)], cest-a-dire Z; = 0,7 = 1,2,3. De la condition Z, = 0 s’ensuit

la liaison holonome X, = —rw (troisiéme condition dans (2.7) ). A ce moment-la
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2.2. EQUATIONS DU MOUVEMENT

nous supposons que la coordonnée X, est une coordonnée de Lagrange indépendante.
Alors les déplacements virtuels satisfont aux égalitées §7; = 0, i = 1, 3. Ces égalitées
peuvent étre obtenues en changant les dérivées par rapport au temps en la variation
des fonctions correspondantes dans (2.25). Le travail des réactions appliquées a la

ligne moyenne est égal a :

SNy + ON; = / 1 (0, 1)0 20 + p3( 9, 1)0Zs) dip + 6211 + 20212, (9.97)
Ly

Ici pq, ps, pak, kK = 1,2 sont les multiplicateurs indéterminés de Lagrange c’est-a-
dire les composantes de la réaction des liaisons. L’indice £ indique les réactions des
liaisons et les déplacements virtuels aux points de la frontiére de la zone de contact.
Dans (2.27) les multiplicateurs us; sont absents parce que nous supposons que les
composantes des réactions des liaisons sont nulles sur ’axe OX3 aux points de la

frontiére de la zone de contact.
Nous prenons la condition d’inextensibilité (2.4) pour les points de la ligne

moyenne du bandage [/, comme la liaison en dehors de la zone de contact :
27 = (1+u+v) + (W —v)? =1. (2.28)
Le travail correspondant sur les déplacements virtuels est égal a :

3o = [ A 00Zudp, L= [pn 27 + 1], (229)
Lo
Ici A est le multiplicateur indéterminé de Lagrange.

Le principe variationnel de Hamilton s’exprime par :

to
/(5T+<5AF +0A —6E + 0Ny + N3 + 0Ng)dt = 0. (2.30)
th
Dans (2.30) les inconnues correspondantes sont 2m-périodiques par rapport a la
variable ¢. Le domaine d’intégration [t1, to] U [p1, 1 + 27| se fractionne par la courbe
© = po(t) en deux parties : [t1,t2]UL; et [t1, 1] ULs. Pour chaque partie nous utilisons
la formule de Green. On en déduit le systéme d’équations intégro-différentielles avec

dérivées ordinaire et partielles et conditions sur les sauts aux points limites de la
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CHAPITRE 2. MODELE MODIFIE DE ROUE AVEC ARMATURE

zone de contact (conditions limites dynamiques) :

;

d
——Vy, T+ F Cosﬁ—FQSinﬁ+/,u1dgo+,u11+,u12:O,

dt
d o
—%V)QT + Fisin 3 + Fycos 3 = ng3Xs,
d
—m Vi, =P+ [ psdp =0,
d "
_EVIQ'T‘FMQSHL%—FMgCOSH—nog,ﬁ:O,
d
V,@T — %VHT + M1 — NopskK = O,
d 0Z, = 0Zy 0Zn 0212
T ——=V,T + M- — —\d - g
Vol = 2Vl + 2+/(u1 o9 s 89) Pt 2 :

L

pour ¢ € Ly = [p1(t), p2(t)] :

—ngo — no1t + nyu” — (M1 — mag)v" + pyr cos ¥ — parsindg = 0,

—Nav + n12v” — (M1g — mg2)u’ — pyrsind — pzrcos = 0,

pour ¢ € Ly = [pa(t), ¢1(t) + 27] :

d

V. T — EVQT —ng — nort + npu” — (mag — mag)v" + M1 +u + ') — [Au' —v)] =0,
d n !/ AN !/
V., T — %V{,T — ngav + n1av” — (Mg — meg)u’ — M1+ u+0")] — Aw' —v) =0,

pré il pr — (=1)F AW — 0)iry + naa [l + 7pag cos Iy, = 0,

pr[0]epr — (1) AL+ u +0)igry + a2 [v'] — g sindy, = 0,

k=12, v=0+¢, =0+
(2.31)
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2.3. ’EQUILIBRE DE LA ROUE ET LES CARACTERISTIQUES STATIQUES DU PNEU

Iei [f(9)]k = f(x+0) — f(Ix —0) est le saut de la fonction au point frontiére de la
zone de contact. L’indice (k) indique valeur de la fonction correspondante sur ¥, —0
quand k£ =1 et sur ¥5 + 0 quand k = 2. Le systéme (2.31) comprend dix équations
du mouvement et quatre conditions pour les sauts des fonctions aux points limites
de la zone de contact. Il faut encore ajouter trois équations de liaison (premier et
troisiéme équations dans (2.7) dans la zone de contact et condition d’inextensibilité
de la ligne moyenne du bandage en dehors de la zone de contact). Nous obtenons

un systéme complet de dix-sept équations avec dix-sept inconnues

Xla X27 X37 ﬁ) K, 07 Y1, P2,

M1, 13, )‘7

Hi1, H12,
u, v(dans Ly), wu,v(dans Lo).

Il faut tenir compte aussi des conditions de continuité des fonctions u, v aux points
de la frontiére de la zone de contact (les conditions limites cinématiques). Ces condi-
tions sont la conséquence de 'existence des fonctionnelles de I’énergie potentielle et
s’expriment par :

2.3 L’équilibre de la roue et les caractéristiques sta-
tiques du pneu

Si la roue se trouve en équilibre, alors toutes les grandeurs qui définissent la
position et la déformation du pneu, les multiplicateurs de Lagrange, les forces exté-
rieures et les moments appliqués a la jante ne dépendent pas du temps. Supposons

que 6 = 0 mais les grandeurs
X17X27X3 - r7ﬁa Ky P2 — 1, U,V

et leurs dérivées par rapport a ¢ sont petites dans la position d’équilibre. L’angle

¢ tend vers 7 dans la zone de contact. En utilisant le changement de variable ¢ =

THa, a € L = |a, s, ap = — 2 nous écrivons les équations (2.31). En
2 i 2
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négligeant les grandeurs du deuxiéme ordre et plus par rapport a ces variables nous

obtenons :

Fy — Fgﬁ+/,u1da+,u11 + 12 = 0,
Ly

Fi3 + Fy = ng3 Xo,

P:/mm,

Ly

Msk + M3 —ngs 3 = 0,

M, = ngsk,
M, — /Ml’f’da — pr — prer =0,
Ly

pour a € Ly = [ag, az] :

X3
—pra — pgr =ng — nag + (no1 + N — moy + m20)(7 - 1), (2.33)

X1
— T + pgra = (mig — mog + 2n12)a + (Mg — meg + 1o + 7102)77

pour « € Ly = [az, a1 + 27 :

—TNo — No1 U + TLHU” — (m21 — mgo)vl + /\ — [)\(U — U)], = O,
—no2v + n120” — (Mg — mex)u’ — N — A’ —v) =0,

(=D AW - )iy — naa [u' ] + rpagar = 0,

(_1>k[)\]l(k) — [y + k=0, k=1,2.

\

De (2.33) on peut déduire pq, 3 dans la zone de contact L :

X1
par = (ni1 — ng — Mg + Moz — 2n12)a — (M2 — Moz + Nag + n02)77
X3
psr = —ng + n1p — (nor — may + nay + mzo)(T —1).
(2.34)

En posant A = ng+ A1, ot \; est une grandeur du premier ordre et en utilisant (2.28)

linéarisé u = —v’, nous exprimerons les équations qui définissent les déformations
b
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de la ligne moyenne sous la forme :

(no — n11)v" 4+ (no1 + no — Ma1 + mag)v' + Ay =0,

(2.35)
(m12 — Mo2 -+ o -+ 7112)1)” + (no — 7102)1} — )\/1 = 0.
Les solutions de ces équations dans Lo sont :
4
v(a) = Z Gie"®,  a € L. (2.36)
i=1

Ici p;, i =1,--- ,4 sont les racines de ’équation caractéristique :

app® + a1p® +as =0,

ap = ng — N1, a1 = 2ng + N1 + M1z — Moy + Moy — Moz + N2, A2 = Ny — Np2.
(2.37)

Les racines de I’équation caractéristique possédent la propriété :

P1= —P3, P2 = —P4.

Pour définir dans (2.36) les coefficients G; nous allons écrire les conditions (2.32)

avec précision jusqu’au premier ordre inclus :

( 4
S G = X
p— (2 r I
p— (2 r I
3 ¥ (2.38)
Y Gpiet™ = 1-=2
=1 r
4
X
Z Gipi = 1-=
\ =1 "

Ces équations sont un systéme d’équations linéaire algébriques du quatriéme ordre
avec coefficients constants par rapport aux variables G;. En résolvant ces équations,

nous trouvons :

( G, — (_l)iefﬂpiSh(ﬂ-pl)Sh(ﬂ-pQ) —pip2Bi Xy Bz(é S|, ie1eea,
) 2 sh(mp;) Di r
5= pach(mpy)sh(mps) — pich(mpy)sh(mpy),
1
1
B = posh(mpy)ch(mps) — pish(mps)ch(mpy).
\ 2
(2.39)
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Les conditions sur les sauts dans (2.33) sont :

(

\

4
. X

E G, e?mPidik [(nll —ng)p? — no} = —7”011—741 — (n11 — no) o,

i=1

4
Z G, e2mPiork [(no —n11)p; + (no + nor — may + mag + 7112)1%} -
i=1

X
—ng + 7112(73 - 1) = (—1)kT’M1k-

(2.40)

Ensuite en utilisant (2.39), (2.40) nous trouvons les relations entre les forces, les

moments, les déplacements du centre de la jante et ses rotations, et aussi la taille

de la zone de contact et ses frontiéres. Donc, nous avons obtenu avec la précision

jusqu’au premier ordre inclu :

;

et ensuite :

Fy = —p11 — M2,
Fy = ne3Xa,
P = %(nn —ng)(ar — aq),
M, = N5k,
M, = (11 + pa2),
M; = ngsp,
ay —ay = —2(pi — p3)sh(mpy)sh(mps) By (1 — %>7
By X3
\ o) t+ay = 2(p1p2§2 - 1)7
(5 = —2(nyy — T — s al
| = 10) (7 — pa)pi1pesh(mpy)sh(mpe) Bi—,
Fy = ngXs,
P = %(nn —ng) (g — ay),
M, = ngsk,
My = —rky,
Mz = nesp.

\

(2.41)

(2.42)

De (2.41) et (2.42) il s’ensuit qu’en cas d’équilibre de la roue et du pneu la force

I et le moment M sont liés et dépendent du déplacement du centre de la jante le

long de I'axe O X, mais le moment A, dépend de I'inclinaison du plan moyen de la

jante. La taille de la zone de contact est proportionnelle a la grandeur de la charge

P, mais son déplacement le long de I'axe O X est proportionnel & la force F. Donc,

62



2.4. LE REGIME STATIONNAIRE DE ROULEMENT A VITESSE CONSTANTE

toutes les caractéristiques de 1’état déformé du pneu dans la position d’équilibre
sont trouvées : la condition imposée pour la force F; et le moment M, appliqués a
la jante, le déplacement du centre de la jante et ses angles de rotation, la zone de
contact du pneu avec le plan et sa disposition, la forme du pneu en dehors de la

zone de contact.

2.4 Le régime stationnaire de roulement & vitesse
constante

S’il n’y a pas de glissement dans la zone du bandage du pneu avec le plan,
alors la trace du pneu se présentera comme une ligne droite lors du roulement de la
roue. Le systéme complet des équations décrivant ce mouvement est représenté par
(2.31). Les régimes stationnaires du roulement de la roue sont possibles parmi ces
mouvements, quand le centre de la roue se déplace le long d’une direction qui est

paralléle & I'axe O X avec la vitesse constante et les angles 3, k sont constants :

;

X1 =c¢, Xy =const, X5 =const, 3= const, k= const, 0 =, or(t) = =9,
wilp,t) = pi(), i=1,3, A, t)=Aa), px = const,
(u,v)(, 1) = (U,V)(a), w(t) = const,

a:go—i—Qt—g, ak:gok(t)—i—Qt—g:const, k=1,2.
\

(2.43)
La recherche de ce régime stationnaire est analogue a la recherche de I’équilibre de

la roue avec le pneu. Supposons que :
GIQt, X1 :Ct—i-AXl’ C:QT. (244)

La deuxiéme condition signifie qu’on passe vers le systéme mobile des coordonnées
avec origine au centre de masse de la jante et se déplagant avec la vitesse constante
c. La variable AX; joue le role de X; dans I’équilibre de la roue. La derniére condi-
tion dans (2.44) est la conséquence de I'inextensibilité du bandage et de la condition
du roulement de la roue sans glissement. Les huit premiéres équations du systéme
(2.33) sont les mémes équations, si on change X; en AX;. (Il faut alors faire ce rem-

placement dans toutes les équations de la section précédente). Mais les six équations
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suivantes s’expriment sous la forme :

g(1+U=U"4+2V") —ng — npyU + niyU” — (mag — mao)V'+

AU =V =0,

gO(V — VI/ — 2UI) — n02V —+ n12V" — (m12 — moz)Ul — )\/ — )\(U/ - V) = 0,

go[Ul]k + (—1)k[>\(U, - V)]l(k) - 7111[U/]k + Tl = 0,

9o[V'le + (=1)* [Ny — naa[V'] + rpas, = 0,

E=1,2, go=priQ%
(2.45)

Des deux premiéres équations du systéme (2.45) on peut déduire un systéme ana-
logue & (2.35) en supposant que A = ng — gg+ A1, ot A\; est une grandeur du premier
ordre. Remarquons que, dans ce cas, la tension du bandage de la roue en rotation
augmente puisque il y a les forces centrifuges. En utilisant la condition d’inextensibi-
lité linéarisée du bandage U = —V”, on peut obtenir une solution analogue & (2.36)
avec les mémes racines de I’équation caractéristique (2.37), les équations (2.38) sont
aussi les mémes et, donc, les solutions (2.39) sont encore valables. Les conditions sur
le sauts (2.40) sont remplacées par les conditions correspondants dans (2.45). Alors

on peut les représenter par

4
. AX
Z Gie®™ % [(nyy — no)p; — no + go] = (9o — n1) -

=1

- (n11 - no)ak,

4
Z G, e2™Piork [(no — nu)pf’ + (no — go + no1 — Ma1 + Mmoo + 7112)1911 -
i=1

X X
—ng + go(2 — 73) + 7112(73 — 1) = (=1)"rp.

(2.46)

Les forces et les moments appliqués a la jante ne dépendent pas du temps dans
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ce régime stationnaire. Nous exprimons les résultats définitifs par

(
Qg — O

a1+ Qo
F

Fy

P

M,

M,

M

\

X

_2(29% - pg)Sh(Wpl)Sh(sz)B2<1 - 73)7
2( B, 1)AX1

P1p2 B, r

) ) AX,

—2(n11 — no)(p1 — pa)p1pash(mpr)sh(mpa) B 20
N3 X,
1
;(7111 —ng)(az — 1),
Nops kK,
—TFl,
N5 3.

(2.47)

Donc, nous avons trouvé pour ce régime stationnaire tous les paramétres défi-

nissant la forme du pneu déformé, la zone de contact et sa disposition, les forces

et les moments appliqués a la jante. Le régime stationnaire existera, si les forces

et les moments sont constants et s’ils vérifient les conditions (2.47). Ce qui signifie

que la grandeur du moment M, est proportionnelle & la grandeur de la force Fi, le

moment, M; dépend de 'inclinaison du plan moyen de la jante. La grandeur de la

zone de contact est proportionnelle & la charge P, mais son déplacement le long de

I’axe O X est proportionnel & la force F}. Les angles x et 3 engendrent les moments

M; et M3 appliqués a la jante. Cette circonstance permet d’éliminer jeux dans la

suspension de l'automobile et d’améliorer sa controllabilité.
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Chapitre 3

Roulement avec glissement dans la

zone de contact

Dans ce chapitre on prend comme base le modéle du pneu armé étudié dans le
deuziéme chapitre, c’est-a-dire que les parties latérales du pneu sont représentées par
des membranes armées comprenant le caoutchouc incompressible selon le modéle de
Mooney-Rivlin. On prend en considération les conditions exactes non linéaires de
Uinextensibilité des armatures lors des déformations du bandage, a la différence du
premier chapitre ou ces conditions €taient utilisées a [’approximation linéaire. La
fonctionnelle de l’énergie potentielle du pneu déformé en fonction des déformations
de la ligne moyenne du bandage et des déplacements de la jante ayante six degrés
de liberté est déterminée a partir d’un ensemble d’hypothéses. On obtient le systéme
complet des équations du mouvement dans le cas du roulement avec glissement dans
la zone de contact du bandage avec le plan. L’interaction entre le pneu et le plan
dans la zone de contact est représentée par un modéle de frottement sec en supposant
la constance de la pression du bandage flexible sur le plan. On étudie deux régimes
de glissement de la roue bloquée, a savoir, le glissement en translation rectiligne et

le piwotement autour de la normale au plan de roulement.

67



CHAPITRE 3. ROULEMENT AVEC GLISSEMENT

3.1 Calcul des forces de frottement sec dans le mo-
déle de la roue avec pneu armé

Comme dans les chapitres 1 et 2 on suppose que la roue comprend la jante (le
disque) (0) qui est corps rigide, deux surfaces latérales du pneu (1), (2) (deux parties
de tores) et le bandage armé (3) (FIG. 2.1).

Dans la zone de contact L; il y a la liaison holonome :

X
R3(p, 1) 13=0 = 73—(1+u)sin19—v(20819:0, v=0+¢. (3.1)

Les conditions (2.4) et (3.1) sont équivalent a :

X
u=(v— g)cosﬁ+735in19— 1,
(3.2)

X
v=—(0— g)sinﬁJr 73(30519.

Dans ce chapitre 'angle 3y # 0 et les formules du chapitre 2 transforment : la
position des bords du bandage est définie par le champ vectoriel :

3
R i(p, £1,t) = Z Xili + T3(B0)T2(0 + ) [r(1 + u)er + (£ + rw)e; — rves).

i=1

et ensuite :

—g cos Y1 (AB cosd + ksindd)?,

ig sin vy (AB cos ) + ksin1d)?,

bVs(p, 1y, t) = —rvFlkcosd £IALBsind, AB=03— 5.
(3.3)

68

( bVilp, £¢1,t) = Lrsiny|w — (1 +u)(ABcost + ksind) + v(AFsind — kcos )| —
—é sin 1 [(AB)? + k2] + 7 cos Pru + cos iy (rw £ 1) (AB cos ¥ + K sin ) —

bVa(p, h1,t) = rcosthfw — (14 u)(ABcost + ksindd) + v(ABsin — k cos V)| F
:Fé cos V1 [(AB)? + k2] F rsinu — sin ¢y (Frw + 1) (ABcos ¥ + ksind)+



3.1. CALCUL DES FORCES DE FROTTEMENT SEC

Les angles des rotations (3, x du systéme de coordonnées lié a la jante et 'angle (3,
sont tels que les grandeurs 5— 3y, x sont petites, puisqu’ils définissent le déplacement
du bandage par rapport a la jante sur les déformations des surfaces latérales du pneu.

Quant a la fonction V3(p, 1), ), elle transforme en :

1 —(rv+lkcost — IABsin V) (Y — b)), € I,
Vil 1) = s
(41 = 1) —(=rv+lkcos® — IABsin) (Y + 1s), € L.
(3.4)
et ’expression pour le travail de la pression et I’énergie potentielle en :
27
1 2 1 12 1 2 1 12
JA—-JdE[V] = - ngou + énméu + énnéu + 571025@ + 5774251} +
0
+mg 0 0u + myau’0v + magvdu’ + meaudv'| dep—
r’ o 1 2 2
—577/03571} — 571055(/1 + (Aﬁ) )
(3.5)

La zone de contact du pneu avec plan O X; X, se présente comme un rectangle de
largeur 2/ et de longueur r(p2(t) — ¢1(t)). Nous introduirons le champ de forces qui
décrit ’'interaction du pneu avec le plan dans la zone de contact. Puisque le bandage
du pneu se présente comme une plaque plate flexible dans la zone de contact, sur
laquelle la pression intérieure p agit on peut alors supposer que la réaction normale
(composante sur ’axe O X3) décrivant 'interaction du pneu avec le plan est égale a
pression p. Nous projetons le champ des vitesses Rg(go, ¢,t) des points du pneu dans
la zone de contact sur les axes du systéme de coordonnées déduit de O X; X5 X3 par
une rotation d’angle 3, et d’axe OXj3. Sa projection est nulle sur 'axe O X3, mais

les projections sur les autres axes s’expriment par :

(

Zy = Xicos By 4 Xosin fy — Bo(rw + 1&) — r8[(1 + u) sin g + v cos 9]+

+ricosty — rosind,

Zy = —Xisinfy 4+ Xycos fy+ rBo[(1 +u) cost) — vsind] + rii.

\

(3.6)

Nous exprimerons le travail des forces de frottement sec qui agissent sur les points
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de la zone de contact sur les déplacements virtuels sous la forme :

1 . .
71871 + %267
5Af:—fpl7“// 102, 1 2302 (3.7)

' ——d&dp.
Sk 4+ 24

Ici f est le coefficient de frottement. Dans les expressions 6.7, 07, les vitesses sont
remplacées par les variations correspondantes. On va présenter les expressions (3.7)

sous la forme suivante :

(

7 1

0 .

Ay — —fpl 7z ' ded

0Af fpr/zlaq.i/ (p,&, &, q)dg;dédp,
I, = -1

(3.8)

\ ZZ\/M) q:(X17X27 /807 07 u, v, ’LU),

et ensuite :

7 .
oW (e, q,
5A; _ _/E :%5%@0,
i, =1 ¢

1

Wi(p,q,q) = fplr/Z(so,é,q, q)dé =

—1
for

o

N Z1(1)+ Z(1)

Z(1)Z(1) = Zi(~1) Z(=1) + Z21 Zi(-1) £ Z(-1)

I

Zi(£1) = Zi(p, £1,4,q), Z(£l) = Z(p,£1,4,q).

\

(3.9)
L’expression (3.9) est correcte quand 50 # (. Sinon on va définir la fonction W

comme :

W, 4,q) = 2fplr 2|4, (3.10)

Dans ce cas le mouvement de la plaque de contact est une translation.
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3.2 Equations du mouvement

Exprimons I’énergie cinétique de la roue par :

(
T="1T;+T,
3

. 2 . 2 . 2 2 . . . 2

2T, = deXi + J1a(F* + 5% cos® k) + Jog(0 + Bsin k)7,

i=1

or 3
. 2 . . . .
2T, = pr/ ZZi dy, (Zl, L, Z3) = I‘3(—ﬁO)R3-
0 =1

(3.11)

\

Ici my, Jigq, Jogq sont la masse et les moments d’inertie de la jante relativement aux
axes C'yy, Cys. L’énergie cinétique du bandage et des surfaces latérales du pneu dans
(3.11) est représentée sous I’hypothése que toute la masse du pneu est réguliérement
distribuée le long de la ligne moyenne [, avec la densité linéaire p. Nous avons deja

défini les grandeurs 71, 7 dans (3.6), mais quant a A
Zs = X5 — r0[(1 + u) cos®) — vsindd] — rising — ro cos V. (3.12)

Nous déduisons les équations du mouvement et les conditions & la frontiére de la
zone de contact (a priori inconnue) du principe variationnel de Hamilton. Mais
premiérement il est nécessaire de déterminer les expressions du travail des forces
extérieures et les moments appliqués a la jante sur les déplacements virtuels :
dAp = (Ficosf — Fysin3)0 X, + (Fysin 8+ Fycos )0 Xy — PO X3+
+ M0k + M08 + (M sin k + Mz cos k)d/3.

(3.13)

On va maintenant examiner les liaisons :

Les vitesses Z3 des points de la ligne moyenne du bandage sont nulles dans la
zone de contact Ly = [p1(t), p2(t)]. Alors le déplacement virtuel satisfait a I’égalité
0Z3 = 0. Cette variation correspond a la liaison holonome (3.1). Le travail des

réactions des liaisons est :

ON3 = /us(so,t)éstso- (3.14)

L

Ici p3 est le multiplicateur indéterminé de Lagrange, la composante normale de la
réaction de liaison.
Nous exprimerons la condition d’inextensibilité (2.4) pour les points de la ligne

moyenne du bandage [ :
276 = (1+u+v)+ (W —v)? =1 (3.15)
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Le travail correspondant sur les déplacements virtuels est égal a :

21

0

ol A est le multiplicateur de Lagrange.

Alors nous exprimerons le principe variationnel de Hamilton sous la forme :

to
/(5T+5AF+5A— SE +6A; + N3 + Ng)dt = 0. (3.17)

t1

Dans (3.17) les inconnues correspondantes sont 2r-périodiques par rapport a la va-
riable . Le domaine d’intégration [¢, 5] U [¢1, 1 + 27] se fractionne par la courbe
© = @o(t) en deux partie : [t;, 2] U Ly et [t1,ta] U Ly (Lo = [pa(t), 2 + 1(t)]). Pour
chaque partie nous utilisons la formule de Green. Alors nous déduirons le systéme
d’équations intégro-différentielles avec dérivées ordinaire et partielles et conditions
sur les sauts aux points limites de la zone de contact (conditions limites dyna-

miques) :

d
—V 3, T+ Ficos 3 — Fysin 3 — /VXIdeo—O

Cdt
d
dtVXQTJrFlsmﬁJngcosﬁ Vi, Wdp =0,
Ly
d
dthgT P + :u3d90 = 07
d "
dtv T + My sin k + Mj cos k — nos (0 — Bo) =
(3.18)
d
VAT (8= ) — [ Vs Wdp =0,
d "
V,@T dVT+M1—TL05/{—O
d 8Z3
p I Ly
VwT — ava — 7’277,0311} — /Vdego = O,
L
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pour ¢ € Ly = [p1(t), p2(t)] :

d
VUT — £VUT — Ny — No1U + TLHU” — (m21 — mgo)vl - VUW+

A1+ u+ ") — [AMu —v)] = ruzsingd = 0,

d
VUT — %va — NV + TL12’U” — (m12 — mog)ul — VUW—

—AM1+u+v)]) = Mo —v) —ruzcosd =0,

pour ¢ € Ly = [p2(t), 27 + @1 (t)] :

d

V.T — %VuT —ng — Nyt + Ny u” — (Mg — magg)v" + M1 +u+ ') — [AMu' —v)] =0,
d " / N1/ /
V., T — EV@T — gV + n1ov” — (Mg — meg)u’ — A1+ u+0")] = Aw' —v) =0,

prili]edr + [nu — Au' — )], =0,

pri[0]edn + [n2v — AL+ u+0')]x =0,

E=1,2; v=60+ .

Ici [f(9)]k = f(9+0)— f(9,—0) est le saut de la fonction au point frontiére de la
zone de contact. Dans (3.18) dans derniére équation sur les sauts la fonction v’ & —u
et v = — fiLdgo + 0(t,0) a la précision du premier ordre. Alors [v']; = [0]x = 0 et
[Alx =0, (?’est—a—dire que la tension de la ligne moyenne n’a pas de saut aux points
des frontiéres de la zone de contact. Donc, nous pouvons modifier ’avant-derniére

condition sur les sauts dans (3.18) :
il + (n — N[ =0, k=1,2. (3.19)

Donc, notre systéme (3.18) comprend douze équations du mouvement et deux
conditions pour les sauts des fonctions aux points limites de la zone de contact.

Il faut encore ajouter trois équations de liaison : (3.1) (dans la zone de contact)
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et (3.15) (dans et en dehors de la zone de contact). On obtient alors un systéme

complet de dix-sept équations avec dix-sept inconnues

X17 X27 X37 ﬁu ﬁ(]u K, 97 P1, P2, W,
w3, A(dans Ly), A (dans Ly),
u, v(dans Ly), wu,v(dans Ly).

3.3 Les mouvements les plus simples de la roue blo-
quée

Nous examinerons deux régimes les plus simples de glissement de la roue bloquée :
le glissement en translation rectiligne et le pivotement autour de la normale au plan

de roulement.

3.3.1 Le mouvement en translation rectiligne

Nous supposerons, que la surface de contact de la roue avec le plan OX; X, se

déplace en translation & vitesse constante, c’est-a-dire que
X, = V cos 7, X, = Vsin~y

et les grandeurs

‘/7 e X37 ﬁ) ﬁ07 R, 97 w, @1, P2

sont des constantes, mais les fonctions u(y), v(¢), A(¢), 1u3(@) ne dépendent pas du
temps. Les équations (3.18) deviennent alors les conditions d’équilibre du systéme
mécanique par rapport au systéme de coordonnées lié & la jante et se déplacant
en translation a vitesse constante. Ces conditions se déduisent de (3.18), avec les

fonctions correspondantes au régime stationnaire. Remarquons que

0Z  2fplr | . .07 . : 0Z
VW = 2fplraqi — f‘I/) (X7 cos By + Xz sin fy) 8(]’3 + (=X sin By + Xo cos fy) 8(;
(3.20)
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Donc, nous obtenons le systéme d’équations :

( ] 2fplr
Ficos 3 — Fysin 3 — fé) Xi(p2 — 1) =0,
2fplr
Fisin 8+ Fycos B — prXQ(gOQ—gol) =0,
P = /us(w)dso,
L1

My sin k + M3 cos k = ngs(8 — o) =0,

My = npsk,

2fplr
Vv

My + X3(X7 cos By + X sin Bo) (w2 — 1) — /W:s(%f?) cosddp = 0,

Ly

2fpl . . .
nosw + %(—XH sin fy + Xz cos Bp) (2 — 1) = 0,

pour ¢ € Ly = [, pa] :

2 fplr?
—ng — no1t + npu” — (Mo — map)v' — f‘p/

A1+ u+0") = [ANu' —v)] —rugsind = 0,

(X1 cos By + X, sin ) cos U+

2 fplr?
Vv
—[AN1+u+0)] — A —v) —rugcosd =0,

—Nget + nlgv" — (m12 — m02>ul —+ (Xl COS ﬁo -+ XQ sin ﬁo) sin 9—

pour ¢ € Ly = [pa, 27 + 4] :

—ng — nort + nyu’ — (mag — mo)v" + A1 +u + ') — (A —v)] =0,

—ng2v + 120" — (M2 — me2)u’ — A1+ u+ ")) — A" —v) =0,

(ni — N =0, k=1,2, 9=0+¢.
(3.21)
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Les expressions (3.21) entrainent que les angles /3 et 3, coincident. Sans restreindre
la généralité on peut prendre § = 0. Les deux premiéres équations du systéme (3.21)

prennent alors la forme :

Fy = 2fplr(ps — ¢1) cos7,
Fy =2fplr(pa — 1) sinry.

Ensuite :
My = nosk,
M3 = —Mgtg/{,
2fpl . F.
wo = —ﬁ(wz—%)mv:——z-
N3 TMo3

Les équations définissant les composantes du vecteur des déplacements des points

du bandage u(p),v(p), dans la zone de contact et en dehors de celle-ci sont :

p

pour p € L :
—ng — N1 4+ npu” — (Mg — mag)v' + 2fplr? cos v sin o+
A1+ u+") = AN —0v)] —ruscosep =0,
( ) — [A( )] — rpzcos (3.22)

—noav + n1av” — (M1g — mga)u’ + 2fplr? cosy cos p—

A1+ u+0)]) — X' —v) +ruzsing =0

pour ¢ € Ly :
—ng — noru + npu” — (mag — mag)v' + A1 +u+0") — [Mu' —0v)] =0,

—Np2vU + nlgv” — (TTI,12 — m02)u’ — [)\(1 +u+ U/)]/ - )\(U/ - U) =0.
(3.23)

Dans les équations (3.22) I'angle 0 est fixé et égal & 7 dans le régime stationnaire.
Dans les équations (3.23) on admet que A = ng + A1, ol A\; est petit et on linéarise

le systéme obtenu :

—no1u + nyu” — (Mo — mag)v' + Ay — ng(v' —v) =0,
—no2v + 10" — (Mag — meg)u’ — A} — no(u’ — v) =0, (3.24)
u+v =0.

La derniére équation dans le systéme (3.24) est la condition d’inextensibilité linéa-

risée de la ligne moyenne du bandage du pneu (3.15). Nous exclurons les inconnues
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u, A1 des équations (3.24) et nous obtenons ’équation :
(4) " _
agv'” + a1v" + asv = 0,
ag = M1 — Ng, a1 = —2Ng — No1 — N12 + Ma1 — M1z + Moz — Mag, G2 = Nz — Ng-

La solution général sur U'intervalle Ly = [po, 2 + 1] est :

! Pi —aq + a% — 40,0&2
va(p) = Zl Gie"?, pr.a== S , (3.25)
ou Gy,---,Gy sont des constantes arbitraires. La fonction us(¢) dans Lo est égale
a:
4
us(ip) = —vh(p) = — Y Gipie?™. (3.26)
i=1

Dans la zone de contact L, les fonctions u1(p), v1(p) sont définies par les expressions

(3.2). En tenant compte de I'égalité ) = 5 + ¢ nous obtenons :

: X3
Uy = —psinp + —cosp — 1,
r

(3.27)
X

3 .
V= —peosp — — = sing.

Puisque dans la zone de contact 'angle ¢ est petit, la linéarisation des expressions

(3.27) améne aux égalités :

X
u == -1,
r
(3.28)
X
o= —p(l+ 7).

Les conditions sur les sauts aux points de la frontiére de la zone de contact sont :

ui(p1) = ug(2m + 1), ur(pa) = ua(pa), vi(p1) = Va2 (27 + 1), V1(p2) = va(p2)

et se présentent en tenant compte de (3.25), (3.26), (3.28) sous la forme :

(4
, X
Saem = s
i=1
4
X
>_Gi = —p(1+77),
! ¥ (3.29)
ZGiPzezﬂpl = 1-=
i=1 r
4
X,
ZGipi = 1-=2
\ =1 "
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Les expressions (3.29) représentent un systéme d’équations linéaires algébriques du
quatriéme ordre avec coefficients constants par rapport aux variables G;. En résol-

vant ces équations nous déduirons les coefficients

( Gz _ (_1>i e~ Pi b1p2 Sh<7rp1)3h(7rp2) Bl ¥1 + ©2 (1 + &)_
2 Di sh(mp;) 2 r
h h —
_Dhip2c (mp1)c (sz)BQS@ ! (1+ &)_
D ch(mp;) 2
sh(7py)sh(mpsy) X3 , (3.30)
— By(— —1)|, i=1---4,
sh(mp;) r
1
B = poch(mpy)sh(mpy) — pich(mpg)sh(mpy),
1
1
B = pash(mpy)ch(mpy) — pish(mps)ch(mpy).
\ D>

et ensuite les fonctions us(p), va(¢). De premiére équation (3.24) nous trouvons :
A= (ni —no)v" + (ma1 — mag —ng — N1 )v' =

4
= E (n11 — no)p; + (ma1 — mag — ng — no1)| Gipie”?
=1

La grandeur du multiplicateur de Lagrange A\ définit la tension de la ligne moyenne
du bandage en dehors de la zone de contact. Pour les multiplicateurs de Lagrange
A et 3 dans la zone de contact de la roue avec plan on peut exprimer le systéme

(3.22), compte tenu de (3.27), sous la forme :

)
N = [ng+nou— npu” + (mag — mag)v'] sin o+

+[no2v — n1ov” + (Mg — mg)u'] cos  — 2fplr? cos v,

ris = —[ng + npru — npu” + (meg — mag)v'] cos o+

\ +[noav — n12v” + (Mg — me2)u’] sin .

En calculant les dérivées des fonctions figurant dans (3.27) et en gardant les termes

d’ordre zéro et un, nous obtenons :

)\/ = —2fpl7“2 COS’)/ + [no + 3TL11 — 2(m21 — mgo) — 27102 — 47112 — 3(m12 — mog)] QO,
X
Tiy = —ng — 311 + 2(ma1 — mao) + nor (1 — 73)
(3.31)
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Conformément a (3.31), le multiplicateur pj est constant aux termes d’ordre > 2
prés, mais la tension du bandage dans la zone de contact est une fonction affine de
®.

La force P et le moment M, appliqués a la jante découlent de (3.21) aux termes

d’ordre > 1 prés sous la forme :

—ng — 3111 + 2(ma1 — Mmag)
r

P = (@2 - Spl)u

(3.32)

P1 + P2 P

My = —X3Fy — =

Les expressions trouvés permettent de définir toutes les caractéristiques du régime
stationnaire du glissement de la roue, & savoir, les relations entre les forces, les mo-
ments, les fonctions décrivant la déformation du pneu, et les coordonnées généralisées

caractérisant le mouvement de translation de la jante.

3.3.2 Le pivotement & vitesse angulaire constante

Comme deuxiéme mouvement stationnaire de la roue bloquée avec glissement
nous considérons le pivotement & vitesse angulaire constante autour de 'axe C' X3

avec

X; =X, =0, X5 = const, =y =w = const (6 # Bo), k = const, O = g,

w =0, p; = —py = const,

et les fonctions A(p), u3(¢) ne dépendent pas du temps. Dans ce cas le travail des

forces de frottement sec sur les déplacements virtuels se présente comme :

w2 1
0Z1e1 +0725e .
0Ap = —fplr / /[63 x (rpe; + l€ey)] 22 22 dpde signf,

/l2€2 + 7,,2()02
—po —1

071 = 0X1 cos By + 6 Xosin By — 1£0Fy — X300 — r sin pdu — r cos pdv,

07y = —0X7 sin By + 0 X5 cos By + red By + row.
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et ensuite :

p2 1
A = —fplr//\/l2§2+r2w2d¢df5ﬁosignﬁoz

—e2 1 (3.33)
~  —2fplroay /12 + 120266, signﬁo.

L’intégrale dans (3.33) est égale a la somme de quatre intégrales, qui sont calculés

approximativement par remplacement de l’expression sous le signe d’intégrale en

V12412032
2

. En réalité, ce remplacement signifie, que le champ des forces de frottement
dans la zone de contact est remplacé par quatre forces appliquées aux points de

’ _ 1 _ ©2
coordonnées § = +5, ¢ = +£.

Le systéme d’équation (3.18) se transforme en :
Ficos 3 — Fysin 3 =0,

Fisin 3+ Fycos 3 =0,

PZ/Ms(SD)dSO,

Ly

M, sin k + M3 cos kK — ngs (6 — ) = 0,

, (3.34)
nos(8 — Bo) — 2fplrea /12 4 r2p5 signffy = 0,

(Jaq — J1q)w? cos K sin k + My — ngsk = 0,

My — / ruspde = 0,

Ly

r?ngsw = 0,
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pour ¢ € Ly = [p1, 2] :
pri3w?[(1 4 ) sin? 4+ v sin p cos @] — ng — o1 + nyu” — (May — MgV +

A1+ u+0") = AN — )] —ruscosp =0,

priw?[(1 4 ) sin @ cos ¢ + v cos? ] — Ngav + N1av” — (Mg — Mgz )u'—

—[A14+u+v)) = AN —v) +russing =0,

pour ¢ € Ly = [0, 27 + 1] :
priw?[(1 4 ) sin? 4 v sin p cos @] — ng — o1 + nyu” — (May — M)V +

A1 +u+0") = [ANu' —0v)] =0,

pri3w?[(1 4 ) sin @ cos ¢ + v cos? ] — Neav + N1av” — (Mg — Mgz )u'—

—AM1+u+0)]) = Au —v) =0,

(n11 - )\)[Ul]k = 0, k= 1,2

\

Des équations (3.34) on déduit les relations entre les paramétres du mouvement,

ainsi que les forces et les moments nécessaires pour produire la rotation :

(

FleQIO,

M3 cos k= nos(3 — Bo) = 2fplroay/ 12 + 1203 signﬁo,

My = ngsk — (Jag — J1g)w? cos K sin &,

MQZO,
w =0,
2fplr .
6= o = 2 oy e+ r2g3signi
\

Ensuite nous remarquerons, que les fonctions usz(¢), A(¢), u(v) sont pairs, mais la
fonction v(p) est impair. Des formules (3.2) dans la zone de contact L; les égalités

approchées suivent :

u——1, u=-3p, u'=-3 020 =2 " 24
r
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En utilisant ces égalités, nous trouverons les multiplicateurs de Lagrange du systéme

(3.34) :

Nooo= [no + 3111 — 2(ma1 — mag) — 2192 — 4n12 — 3(Ma2 — Mmg2) + pT‘ng} ®,
X3
rps = —ng— 3n1; + 2(mog — mag) + ner (1 — 7)

Avec la précision acceptée plus haut nous définirons la relation entre la grandeur de

la zone de contact et la force verticale :

—ng — 3n11 + 2(mgy — mag)

P =2pop3 = 2.

,
Pour la définition de la forme du bandage déformé il faut trouver la solution des
quatre derniéres équations du systéme (3.34), en prenant en considération les condi-
tions pour les sauts aux points de la frontiére de la zone de contact [\ = [u/]y =
[v']x = 0. La solution est analogue a la détermination de la forme du bandage dans
le régime du mouvement de translation de la roue a vitesse constante. Si dans ces
équations poser © = v = 0 dans les termes contenant les forces centrifuges (les terms
avec w?) et prendre \ = ng — pr3w? + )y, alors aprés élimination u et \; du systéme

obtenu des équations linéaires nous obtenons I’équation différentielle :

3
aov™® + a1v” + apv = 5p7“3w2 sin 2¢,

3 2
ag = N1 — No + prow”,

(3.35)
a1 = —2ng — No1 — M2 + Ma1 — Maz + Moz — Mag + 2pr°w?,
[ a2 =ng —ng+ priw’.
Une solution particuliére de 1’équation (3.35) est :
3priw?
v P sin 2¢, (3.36)

P 2(16@0 - 4&1 + CLQ)

mais la solution générale de I'équation homogéne (3.35) v, a la forme (3.25) avec
des coeflicients modifiés p; et des conditions de frontiére symétriques ¢ = —¢s.

Les coefficients modifiés G7,--- , G} sont déterminés par un systéme d’équations
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analogue a (3.29) :

(4
" 3priw?
G* 2mp; — 9
Zz:; i€ ¢2< +16a0—4a1+a2>’
4
3pr3w?
- 16&0 — 4@1 + as
! ¥ 4 5 (3.37)
e - 1K
— T 16ag — 4a;1 + a9
4
X 3, ,2
S o= -t
| = T 16ag — 4a;1 + a9
sous la forme
( G - (Gaa D B, | =¥ire ch(mp})ch(mps) o (24 3priw? B
2 8 ch(mp}) 16ag — 4a; + ay
sh(mpi)sh(mps) (X3 1 3priw? P 1...4
sh(mpy) r 16ag —4ay +as )|’ ’
1 * * * * * *
E = psch(mpy)sh(mp;) — pich(mp;)sh(mpy),
1 * * * * *
| B = pssh(mpy)ch(mps) — pish(mps)ch(mpy).
(3.38)

La forme du bandage déformé en dehors de la zone de contact est symétrique par
rapport a plan C'zy et décrite par les fonctions :

4
sin ¢ cos @ + ZG;kepf“’. (3.39)

i=1

B 3priw?
"~ 16ap — 4ay + ay

us(p) = —vy(9), va(p)

La correction \;(p) sur la tension du bandage en dehors de la zone de contact
se déduit du systéme (3.34) en tenant compte des fonctions trouvées plus haut
u2(), va(p). Donc, la définition de toutes les caractéristiques du pivotement sta-

tionnaire, des forces et des moments nécessaires pour sa réalisation est compléte.
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Chapitre 4

Détermination numérique de la

forme du bandage et ses vibrations

Dans ce chapitre on effectue le calcul numérique qui permet de représenter la
forme du bandage du pneu en fonction des parameétres géométriques de la roue, ainsi
que des forces extérieures et les moments appliqués a la jante. On effectue en plus
Uanalyse modale de la roue libre et de la roue chargée, c’est-a-dire qu’on détermine
les fréquences propres et les modes propres pour la roue libre (quand il n’y a ni
charge extérieure, ni zone de contact) au voisinage de I’état non déformé du pneu
et, pour la roue chargée au voisinage de l’équilibre de la roue. Les résultats de cette
analyse peuvent étre utilisés pour [’estimation du niveau de bruit lors du mouvement

du véhicule sur une surface irréguliére.

4.1 Détermination de la forme de la ligne moyenne

du bandage en dehors de la zone de contact

Dans le chapitre 1 les expressions pour les fonctions U, V' qui définissaient les
déformations de la ligne moyenne du bandage en dehors de la zone de contact ont
été obtenues pour le régime stationnaire de roulement sans glissement de la roue sur

un plan :
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[k
&
ey
pi<0.p) <0
pi<0,p:>0
FiGc. 4.1 -
4
U=-V', V(a)=) Gie"®, ac L, (4.1)
i=1
Ou p;, © =1,---,4 sont les racines de I’équation caractéristique :

(

a0p4 + a1p2 +a, =0,

ap = Ny — Mg — N1, A1 = 2N + No1 — Mg + M2 — May, Gz = Ny — Maa.

(4.2)
—ay + +/a} — dagas —ay — /a2 — 4agas
D1 = —P3 = B » P2 = —P4a = 9 .
L ao Qo
Les expressions des coefficients GG; sont les suivantes :
( G (_1)i6_ﬂpi sh(mpi)sh(mps) [—pp2B1 X1 B2(& D], i=1--4
2 sh(mp;) Di r r
B = pach(mpy)sh(mpy) — pich(mpe)sh(mpy),
1
1
B = pash(mpy)ch(mpy) — pish(mps)ch(mpy).
\ Do
(4.3)

En raison des calculs volumineux des termes intervenant dans le calcul des p; (4.2)
(voir Annexe A et Annexe B) et de la forme compliquée des équations (4.3) il est
difficile de prévoir 'effet des paramétres mécaniques du pneu sur son comportement
sous l’effet des charges sans recourir au calculs numériques. Le calcul était produit

pour la roue de taille 175/70 R13! avec une pression intérieure p = 2 atm. et une

! Le premier chiffre est la largeur du profil, c’est-a-dire la distance, exprimée en millimétres, entre

les parties latérales extérieures du pneu gonflé; le deuxiéme chiffre est le rapport de la hauteur du

86



4.1. DETERMINATION DE LA FORME DU BANDAGE ET SES VIBRATIONS

' "1

175 1 78 R 13 1 175 1 78 R 13 1

a = 8.88 cn ! a = 4.88 cn !

c = 22.62 cn ! c = 22.6Z cm !
_________________ S AU V' U O SRR AU U

r= 28.75cn W AL c r= 28.75cn e

P = 3880 H i P = 3880 H !

p =2 atn p =2 atn

deltaalpha = 8.689317 rad deltaalpha = 8.239113 rad

X3 = 27.5885 cn X3 = 27.493Z2 cn

F1G. 4.2 — Evolution de la zone de contact (forme des flancs)

charge P = 3000 N (voir Annexe(C). Sur la FIG. 4.1 la roue est représentée en
coupe. Les parameétres a, ¢ définissent le centre du cercle formant la partie latérale
du pneu. Pour certaines valeurs de ces paramétres il est impossible de réaliser la
construction de la surface latérale du pneu, puisqu’elle doit étre reliée a la jante
et au bandage par 'arc du cercle. Ce domaine des valeurs des paramétres (a, c)
est désigné sur le dessin par la couleur noire (le domaine A). Pour d’autres valeurs
des paramétres la construction est possible, mais il y a deux situations : ou les
racines de ’équation caractéristique (4.2) p; et p, sont imaginaire (dans ce cas les
fonctions U, V sont des combinaisons linéaires de fonctions trigonométriques), ou p;
est imaginaire, mais p» est réel (dans ce cas les fonctions U, V' sont des combinaisons
linéaires de fonctions trigonométriques et hyperboliques). A titre d’exemples, sur la
FIG. 4.2 on montre les formes de la ligne moyenne du bandage pour les paramétres
a=0cm, c=2262cmet a=4cm,c=22.62cm. Sur la FIG. 4.3 on montre la
dépendance de la forme de la ligne moyenne du bandage de la grandeur de la charge
extérieure pour les paramétres a = 0 cm, ¢ = 22.62 cm. Sous 'effet de la réduction
de la charge la zone de contact diminue, la coordonnée du centre des masses X3
s’accroit (la roue se souléve) et la forme de la ligne moyenne du bandage s’approche

du cercle. Sur la FIG. 4.4 on montre la dépendance de la forme de la ligne moyenne

profil & largeur exprimée en pourcentage; la lettre R signifie la construction "RADIAL" du pneu;

le troisiéme chiffre donne le diamétre du disque en pouces
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1?5 | 78 R 13

a
a = 0.88 cn T
c = Z22.62 cn |
r=28.7%¢cn | | ﬂ' _________ N
P = 2588 H i Af c
p = £ atm !
P = 166868 H

deltaalpha = 8.283106 rad
X3 = 28.3362 cm

F = 28068 H
deltaalpha = 8.486211 rad
X3 = 27.9223 cn

P = 38088 H
deltaalpha = B.689317 rad
X3 = 27.5885 cn

F1G. 4.3 — Fvolution de la zone de contact (charges verticales)

du bandage et la zone de contact de la grandeur de la force extérieure longitudinale

pour les paramétres a = 2 cm, ¢ = 22.62 cm.

Pendant de roulement stationnaire la forme de la ligne moyenne du bandage ne
change pas par rapport au systéme de coordonnées de Koenigs (en translation avec
la roue). L’observateur se trouvant dans le systéme de coordonnées lié avec la jante

verra ’onde au cours de roulement de la roue.
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4.2. L’ANALYSE MODALE DU PNEU

a

175 | 78 R 13 T
a = Z2.08 cm :
c = 22.62 cn i

__________________ | %M
X3= 27.7766 cm o C
r= 28.75cn '
P = 25688 H
p =2 atm

deltaalpha = B8.28V275 rad
alphal= -8.114325 rad
alphaz= 8.172951 rad

X1= -8.375531 cm

F1 = 1288 H

deltaalpha = 8.287275 rad
alphal= -8.128981 rad
alphaZz= 8.158294 rad

¥X1= -B.187766 cn

F1 = 688 H

deltaalpha = 8.287275 rad
alphal= -8.143638 rad
alphaz= B8.143638 rad

X1= -8B cn

F1=8H

F1G. 4.4 — Fvolution de la zone de contact (forces longitudinales)

4.2 L’analyse modale du pneu

4.2.1 L’analyse modale du pneu libre

Nous allons considérer le modéle du pneu du chapitre 2. Supposons que la roue

soit fixé et non chargé, c’est-a-dire
Xy =const, Xy =const, Xz3=const, (=0, k=0, 6=0.
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Selon les résultats du chapitre 2 les équations du mouvement sont :

,
—pr?’ﬁ + nnu” — No1u + (m20 — mgl)v' — Ng + )\(1 +u+ U/) - [)\(UI - U)]I = O,

—pr3i 4 (mgg — mag)u’ + nigv” — ngev — A1 +u+0)] = A’ —v) =0,

A4+u+v)P+0W —v)?’=1 — w0,
(4.4)

Dans le cas de la roue libre non chargée avec jante fixé les conditions aux limites

2 Pi(g) 2
2 op oW
Pilg) b a=10 by a=-5
c=122.62 c=22.62
2 2 2
Pilg) Pi(g) Pilg) Pi(g)
—‘_‘_‘_‘_‘_‘-‘-‘-.
fol ro’ g= Joj ro’
o i
Pi(g) Pi(g)

FiGg. 4.5 -

pour les fonctions u(y,t), v(p,t) deviennent des conditions de périodicité de ces

fonctions :

u(0) =u(27), v(0)=v(271), A0)=A(2m).

Nous exprimerons un multiplicateur de Lagrange X par : A(p,t) = ng + A1(p, 1), ou
A1 est un terme du premieér ordre. En utilisant la condition linéarisée d’inextensibilité
de la ligne moyenne du bandage et en prenant la dérivée de la premiére équation et

en additionnant avec la deuxiéme nous obtenons 1’équation par rapport a la fonction
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v(ip,t) et la condition de sa périodiciteé :

pr®" — pri3v 4 agv® 4 a1v” 4 agu = 0,
v(0) = v(2m),

ap = ng — N1, a1 = 2ng + N1 + N2 + Mgy — Mo — Moz + M1z, A2 = Ny — Np2.
(4.5)

Pour I’analyse modale il faut exprimer les fonctions u, v par :

Fi1Gc. 4.6 -

v = eith((p)’ u=—1 = —GthX,(QD)

(w est la fréquence cyclique). Alors :

10X @ + (ay — préw?) X" + (a5 + priw?) X = 0, (4.6)

La solution de cette équation est :

X(go) — Glem@ + Gzem@ + Gge*ms@ + G4€*P280’ (47)
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ou p;, i = 1,2 sont les racines de I’équation caractéristique (p3 = —p1, ps = —po) :

(

agp” + (a1 — priw?)p® + (az + priw®) = 0,

s priw? — a4+ /(a1 — priw?)? — dag(as + priw?)
2 —
2&0

p , (4.8)

»  priw? —ap — /(a1 — priw?)? — dag(as + priw?)
L p2 - 20/0 .

Puisque la fonction X (¢) doit étre 2m-périodique, dans (4.7) il faut conserver les

exponentielles de période 27 avec les exposants imaginaires, c’est-a-dire que
p=12mn, n=0,=£1,£2..

Sur la FIG. 4.5 on représente les graphiques des fonctions p?, p3 en fonction de
q = —% > 0 pour diverses valeurs des paramétres a et c. On voit que seul p?
peut donner un spectre infini de fréquences. Ayant mis dans (4.8) p; = i27n, n € Z,

nous trouverons les fréquences propres w? sous la forme

W = _16”4%;’4 +dmtan® - © =012
pr3(1 + 4m3n?)

Nous remarquons, que ag < 0. Les formes propres correspondantes sont
Xo(p) = G7 cos(np) + Gy sin(ny), VG7,Gs.

Chaque forme propre qui correspond & la fréquence w,, est représentée par la com-
binaison linéaire de deux fonctions cos(ny) et sin(nyp). Les quatre premiéres formes
propres sont représentées sur la FIG. 4.6. Le coefficient ay dans ’équation (4.8) dé-
pend de la grandeur de la pression dans le pneu et des paramétres géométriques, par
exemple a et ¢, comme indiqué ci-dessus. Pour certaines valeurs de ces paramétres
il est impossible de réaliser la structure de la surface latérale du pneu, puisqu’elle
doit étre reliée a la jante et au bandage par ’arc du cercle. Ce domaine des valeurs
des paramétres (a, ¢) est indiqué sur la FIG. 4.7 par la couleur noire (le domaine
A). Dans le domaine des valeurs des paramétres By la construction de la surface
latérale du pneu est possible, mais le coefficient ay; > 0 entraine la présence des

solutions comme e* X (¢), A > 0, décrivant les déformations du pneu c’est-a-dire la
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B:ayg<0
BI: do}o

F1G. 4.7 -

forme choisie de la surface latérale du pneu est instable. Dans les domaines B; les
parameétres (a, c) sont tels, que la forme nécessaire des surfaces stables latérales du

pneu (ag < 0) se réalise.

4.2.2 L’analyse modale du pneu chargé

Ici nous considérons les vibrations du pneu autour de la position d’équilibre.

L’équilibre de la roue chargée était examiné dans le chapitre 2, quand

X, =const, Xy =const, Xz=const, =0, k=0, 6=0,

et les variables u, v sont fonctions de ’angle . La zone de contact est constante
© € [¢1, pa]. Supposons que la jante soit fixée mais que les fonctions u, v, A, @1, @9

varient pendant les vibrations. Les équations correspondantes, du systéme (2.31)
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sont :

;

pour ¢ € Ly = [pa(t), 1 (t) + 27] :
—pT‘gﬂ + nuu” — Ny u + (m20 — m21)v' — Ng + )\(1 +u+ U,) - [)\(U/ - U)]/ = O,

—pr®i 4 (Mg — mao)u’ + n1gv” — ngev — A1+ u+0)] — A —v) =0,

1+u+v)?+0W —-v)P=1 — u=—,

pr3 [ por — (=D — )iy + naa [U]g + 7k cos Uy =0,

pr?[0]kpr — (=D)AL + u + )i + naa V'] — ruag sindy, = 0,

[uly = [v]x =0,

k=1,2, 9¥p =0+ ¢s.

\

(4.9)
Nous exprimerons les fonctions, définissant les déformations de la ligne moyenne
du bandage, les multiplicateurs de Lagrange et les fonctions définissant la zone de

contact par :

u(ip,t) = U(p) + Uin(:1), v(p,t) =VI(e) + V(s t),  @x(t) = @p + @uink(t),
)‘<()07 t) = AO(@) + Am’b(@; t)? MUC(SO? t) = M?k(‘p> + Hoib 1k(907 t),

ou U, V, \°, u3., ¢ est la solution décrivant la position d’équilibre de la roue et

satisfaisant aux équations et aux conditions limites :

(

n1U" = noU + (mao —man)V' —no + A°(1+ U + V') = XU = V)] =0,

(mog — mlg)U, + TL12V” — TLOQV — [)\0(1 + U + V’)]/ — )\O(U, — V) = O,

A+U+VVP+ U -V)?P2=1 — U=-V,

(4.10)
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(e} (e} 7r (e}
—(=D 0 = Vi) + nua[U']x + Tﬂlk(§ —¢p) =0,

—(=)FN L+ U + V)iwy + naa[V']i — rpsy, = 0,

U], =[V] =0, k=1,2.

\
De ce systeéme nous trouvons les fonctions U, V, \°, uj., ¢p, ou A° = ng + A{, et
A7 est un terme du premiére ordre.
Les variables U,;,, Vi, qui définissent les vibrations du pneu autour de la po-
sition d’équilibre se déduisent du systéme suivant (ici il faut tenir compte, que les

multiplicateurs de Lagrange A, fyip1k, ainsi que, @, sont du premier ordre :

(
1

—pr®Uyiv + (11 — no)Ully, + (10 — not)Uniy + (mag — may + 2n0) Vi, + Avip = 0,
—pr* Vi + (moz — maz — 2n0)Uly, + (n12 — no) Vi, + (o — 102) Viiy — Ny = 0,
(1 + Uvib + v/ib)2 + ( Ql,l'b - ‘/;)ib)2 =1 I vib — T vlz'ln

_(_1)k[n0(U:}ib - sz‘b)]l(k) + ”11[Uz,n'b]k - T:u(ik(pm'bk =0,

—(—1)k[no(Umb + Vi) + Avibi(k) + 112 Vol — rpvwine = 0,

| Ok = Vol =0, k=1,2.

(4.11)
En utilisant la liaison d’inextensibilité de la ligne moyenne du bandage linéarisée et
en prenant la dérivée de la premiére équation et en additionnant avec la deuxiéme

on obtient les équations et les conditions limites :

( .
"

pT3 vib prgi./vib + a'O‘/;(;z) —+ a3 vlllb + a2‘/;)ib = O7
Vais (05 + @uivk) = 0,
i (Pn + Qo) =0, k=1,2,

ap = Ny — N1, a1 = 2ng + No1 + Ni2 + Mag — Moy — Moz + M2, G2 = Ny — Np2.
(4.12)
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On peut déduire @, des conditions limites dynamiques (4-éme équation dans

(4.11)) comme :

(—1)*
T,
Donc la zone de contact oscille avec la méme fréquence que la fonction

Poibk = (no — nll)Wéb(ﬁ)-

i
vib*

Mais on peut considérer que la grandeur de la zone de contact est constante quand
on cherche les fréquences puisque son changement donne des termes en fréquences
du deuxiémes ordre dans le cadre de notre modéle. Alors les conditions aux limites

dans (4.12) sont équivalentes aux suivantes :

2

Vain(r) + Vi (@) wive = Vi (er) = 0, Vig(e}) + Vi (o) ewink = Vig(er) = 0.
Puis pour simplifier les formules nous allons écrire ¢, au lien de ¢

Nous exprimerons les fonctions U, Vi, les multiplicateures de Lagrange Ayip, flyip 1k

comme :
Voo = €' X (), Upin = =V = =" X'(9),  Aoiv = AN™",  piip1e = Apape™”
(w est la fréquence cyclique). Alors :

apXW 4 (a1 — priw?) X" + (ay + priw?) X = 0. (4.13)

La solution de cette équation est :

X () = G1e"¥ + GoeP*? + Gae ™% + Gye 7% (4.14)
Ici p;, i = 1,2 sont les racines de ’équation caractéristique (p3 = —p1, ps = —p2) :
app® + (a1 — préw®)p® + (az + priw?®) = 0, (4.15)

qui coincide avec I’équation (4.8). Pour définir les coefficients G; on écrit les condi-
tions aux limites :

G16p1901 + G26P2<P1 + G36_P1<P1 + G4e—p2901 — 0’

GlepUPQ + G2€p2%92 + G3e*p1%92 + G4€*p2§02 — 0’

(4.16)
Gipre™?t + Gopae™?t — Gigpre™ ™71 — Gupae ™7 = 0,

G1p1€"7? + Gapae???? — Gapre 172 — Gypae P2¥2 = 0.
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Le systéme homogéne (4.16) a une solution non nulle si le déterminant de ce systéme

est nul :
€P1<,01 ep2<,01 6*p1§01 e*p2§01
eP1¥2 eP2#2 e~ P1p2 e~ P22
det = 0. (4.17)
pretPt ppeft —peTPPt —pyem PR
p1€p1<,02 p2€p2¢2 _ple*pl@Q _p2€*p2<,02
En calculant le déterminant (4.17) on peut obtenir I’équation suivante :
@2_‘?)1:0-5 @2_@1:0-3 ‘?32‘(331=0-1
! f
100 A\
. /\ \ _
0 100 2000 2 100 200 o] & i 100 200 300
~100 \ /
Fi1G. 4.8 —
(
fw) = 2pip2[1 — ch(pi(p2 — ¢1))ch(p2(p2 — ¢1))]+
+(p] + p3)sh(pi(w2 — @1))sh(pa(wa — ¢1)),
4.18
| priw? —ay + /(ar — priw?)? — dag(as + priw?) (4.18)
7 n 2&0 ’
B pr3w? —a; — /(a1 — pr3w?)? — dag(as + priw?)
\ D2 = 2 .
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CHAPITRE 4. LES CALCULS NUMERIQUES

Le spectre des fréquences propres {w,}> ; peut étre déduit de I’équation caractéris-
tique f(w) = 0. Cette équation est insoluble analytiquement.

Par exemple le calcul numérique était effectué pour la roue de taille 175/70 R 13
sous la pression intérieure p = 2 atm. et sous les valeurs des constantes de Mooney-
Rivlin k; = 13 C—I]\Iflg, ko = 13 % pour trois valeurs de la grandeur de la zone de
contact (de la charge).

Les graphiques de la fonction f(w) sont représentés sur la FIG. 4.8 pour les
valeurs des paramétres ¢« = 0 cm et ¢ = 22.62 cm. Les points d’intersection du
graphe avec ’axe des abscisses définissent le spectre des fréquences. La forme propre
X,, correspondante a fréquence w,, peut étre déduite de (4.14) (les constantes G; se
déduisent des conditions aux limites (4.16)). Sur le dessin on représente 3 graphiques,
qui montrent le comportement des fréquences pour diverses grandeurs de la zones
de contact (I'augmentation de la zone de contact est lié & I’augmentation de la
charge extérieure P). On voit, que 'augmentation de la zone de contact produit la

"condensation" des fréquences.
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Chapitre 5

Partie expérimentale

Dans ce chapitre on examine les résultats d’expérience et leur racordement avec
le modele. Une validation expérimentale des modeles proposés dans le premier et le
deuziéme chapitres est présentée. La premiére expérience est la mesure de la zone de
contact en fonction de la grandeur de la charge extérieure. Les deuxiéme et troisiéme
expériences sont la détermination des fréquences propres de la roue libre et la roue
chargée.

Les mesures expérimentales ont été effectuées au LAMI (Laboratoire d’Analyse
des Matériaux et Identification) sur le pneumatique Michelin X Classic de taille

165/65 R 13 sous la pression intérieure p = 2 atm.

5.1 La dépendance de la zone du contact en fonction

de la charge extérieure

La roue est placée sous la presse. A ’aide d’un cadre spécial la charge est appliqué
a la jante FIG. 5.1. La zone de contact est mesurée avec 'aide de feuilles du papiers
mises sous le pneu, pour les valeurs de la charge extérieure suivantes : 100 N, 200
N, 520 N, 1010 N, 1520 N, 2010 N (la charge P = la charge extérieure + le poids
de la roue (14 kg)). Sur la FIG. 5.2 on représente 2 graphiques. Le graphique droit
correspond aux données expérimentales, le gauche aux données obtenues avec le
modéle du pneu proposé dans le premier chapitre, sur les valeurs des paramétres

a = 1cm et ¢ = 21.85 cm. On voit, que les lignes droites ont une inclinaison
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CHAPITRE 5. PARTIE EXPERIMENTALE

Fig. 5.1 -

identique, et la ligne droite expérimentale résulte de la ligne droite théorique par
translation le long de ’axe des abscisses. Donc, sous la méme charge les zones de
contact sont différentes, mais varient en fonction de la charge linéairement, avec la
méme pente. Cet écart résulte probablement du fait que le modéle ne prend pas en
considération I’épaisseur de la bande de roulement FIG. 5.3; il est néanmoins petit
et égal a 0,14 rad. De plus la zone de contact n’est pas parfaitment rectangulaire et

la mesure est complexe.

5.2 Premieres fréquences propres du pneu libre

Le logiciel utilisé - Briiel&Kjaer PULSE LabShop v.9.0.0.290. Le pneu est sus-
pendu par deux cordes a des barres en acier (FIG. 5.4). L’excitateur électrodyna-

mique est suspendu de la méme maniére et collé au pneumatique. Un amplificateur

100



5.2. PREMIERES FREQUENCES PROPRES DU PNEU LIBRE

PN 165 1 65 R 13
p =2 atm
T a =1.00 cn
T c =21.85cm
100 T
| | | } | |
0 0.1

Fig. 5.2 -

est connecté a l'excitateur (FIG. 5.5). L’excitateur produit une force sur le pneu et
provoque une faible excitation spectrale sur toute une gamme de fréquence. Cette
force induite va étre transmise a ’analyseur. L’accélérométre est fixé sur le pneu par
de la colle et mesure la vibration du pneu.

[’analyseur a deux canaux et permet de mesurer la fonction de transfert

sortie  vibration réponse

H(w) =

entrée force excitation’

Les fréquences propres sont les pics de cette courbe (FIG. 5.6).

Donc,

w, Hz | ws We wr ws Wy | Wi | W11 | W12

125 | 147 | 174 | 204 | 233 | 264 | 294 | 326

Le modéle du chapitre 2 nous donne pour la roue de taille 165/65 R 13 sous la

pression intérieure p = 2.6 atm. et pour les valeurs des paramétres a = 2.1 cm et
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F1G. 5.3 —

ky = 10 =25 les

¢ = 22.45 cm et des constantes de Mooney-Rivlin k; = 16 om?

_N_
cms?2»

fréquences propres suivantes

W, Hz W1 | Wa | W3 Wyq Ws We (094 ws Wo W10 | W11 w12 etc.

25 |50 | 75 | 100 | 126 | 1561 | 176 | 201 | 226 | 251 | 277 | 302

On ne réussit pas a obtenir les données expérimentales pour les 1-ére a4 4-éme
fréquences puisque I’énergie répartie sur de basses fréquences était petite en compa-
raison de dissipation, et les amplitudes des vibrations du pneu étaient plus basses
que le seuil de la sensibilité de I’équipement utilisé. Les tentatives d’augmentation
de amplitude des vibrations sur les fréquences basses provoquent le décollement
inévitable de I'excitateur au cours des vibrations du pneu. A partir de la 5-éme
fréquence, nous avons une coincidence acceptable du spectre avec le spectre expé-
rimental (I’écart maximal pour la 12-éme fréquence est 7,4% ). Il est nécessaire de
remarquer, que le choix du modéle théorique, donnant la coincidence satisfaisante
des spectres des fréquences sur un certain domaine, n’est, a vrai dire, pas univoque,
puisque plusieurs paramétres entrent dans la définition du modéle. Un des modéles
possibles correspond 4 a = 2.1 cm et ¢ = 22.45 cm p = 2.6 atm. donne la coincidence

satisfaisante.
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5.3. PREMIERES FREQUENCES PROPRES DU PNEU CHARGE

¥

Fic. 5.4 -

5.3 Premieres fréquences propres du pneu chargé

Une série suivante d’expériences a été consacrée a la détermination des fréquences
propres de la roue chargée. Comme dans section 5.1 la roue était placée sous la

presse, et la charge était appliquée a la jante avec I’aide du cadre spécial. L’excitateur
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mr,

TE ’
g;‘_; Amplificateur

=

Amplificateur
|

Analyseur FFT et
Générateur de signal

Accélérometre

Excitateur

:lee LA B :7

Amplificateur

Capteur de
force

Pneumatique

F1G. 5.5 —

électrodynamique était suspendu par deux cordes et collé avec le pneumatique (FIG.
5.7). Les mesures étaient réalisées pour les valeurs de la charge extérieure suivantes :
520 N, 1010 N, 1520 N, 2010 N. Les résultats des mesures sont sur les FIG. 5.8, 5.9,
5.10, 5.11. Le premier fait curieux est I'apparition de trois pics proches des anciennes
fréquences (au lieu d’un, dans le cas de la roue libre). Ici les valeurs propres multiples
apparaissent. On peut comprendre I’effet sur ’exemple de 1'oscillateur simple a deux

dimensions. L’énergie cinétique

2 il
T =214 72
2 + 2’
et I’énergie potentielle
22 g2
V=222
2 + 2



5.3. PREMIERES FREQUENCES PROPRES DU PNEU CHARGE

|_Frequency Response Hi{Accelerol,Force} - Input

[[mn#g)/M] Frequency Response H1[Acceleral Force] - Input [Magnitude)
‘Working : Input ; Input FFT Analyzer —
120u
]
\“"\,x\\
100u \ /
Bu
By
4
n 40 a0 &0 70 a0 a0 100 110 120 130 140 150 160 170 180 140 20 20
[Hz]
._Coherence(Accelerol,Force) - Input - | _:_
[1 CoherencefAccelernl Force] - Input
working ; Input: Input ; FFT Analyzer —
N 1 O
800m /
B00m
400m
200m
]
20 n 40 50 60 70 g0 a0 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 20 20
[Hz]
F1G. 5.6 —

Ainsi, la fréquence propre est double et égale a 1. En cas d’excitation du systéme
on peut présenter I’énergie potentielle comme
2?2 23 2l
v
oll ¢ est un petit paramétre. Dans ce cas les fréquences propres sont égales a
1,v/1 + €. Donc, la multiplicité des fréquences apparait et, en conséquence, plusieurs
pics vont apparaitre sur les courbes de réponse. Dans le cas du pneu on peut expli-
quer l'effet de cette facon. Pour la roue libre non chargée, les vibrations sur chaque
fréquence sont possibles dans des directions diverses, puisque les formes propres sont
définies & une rotation prés. Pour la roue chargée, la liaison s’impose sur systéme et
restreint les déplacements du systéme dans la direction verticale en supprimant des
symétries.
Sur la FIG. 5.12 on montre le changement des fréquences en fonction de la

grandeur de la charge extérieure.
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PN, w Hz| wy | w5 | wg | wr | wg | wog
520 127 | 142 | 147 | 181 | 199 | 209
1010 128 | 143 | 155 | 181 | 200 | 212
1520 131 | 143 | 159 | 183 | 201 | 220
2010 131 | 144 | 159 | 183 | 204 | 220

Schématiquement on peut représenter cela sur la FIG. 5.13.

Pour la charge extérieure 2010 N les fréquences propres de la FIG. 5.14 sont

w, Hz | wq | ws We wr | Ws Wg | Wip | W11

131 | 144 | 159 | 183 | 204 | 220 | 270 | 283

Le modéle du chapitre 2 nous donne pour la roue de taille 165/65 R 13 pour la
pression intérieure p = 2.6 atm. et pour les valeurs des paramétres a = 2.1 cm et
c = 2245 cm et des constantes de Mooney-Rivlin k; = 16 %, ko = 10% et

w9 — 1 = 0.51 rad les fréquences propres suivantes

W, Hz Wi | We | W3 Wy Ws We W ws Wo W10 | W11 etc.

48 | 70 | 97 | 121 | 146 | 170 | 196 | 221 | 247 | 271 | 296

On ne réussit pas a obtenir les données expérimentales pour les 1-ére - 3-éme
fréquences en conséquence des mémes raisons que dans le cas de la roue libre. A
partir de la 4-éme fréquence, nous avons une coincidence acceptable du spectre avec

le spectre expérimental (I’écart maximal pour la 9-éme fréquence est 10,9 %).
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FiGc. 5.7 -
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Frequency Response H1{Accelerol,Force) - Input1

— =10 %
[Iméz)eM] Frequency Resporze H1fAccelerol Force] - Input Magnitude)]
Working ; Input ; Input : FFT Analyzer —
o F\\_\’\\
o, ]
o a_\_u_,_f"_'-
oy \\_\_,—""’
40 50 60 7l a0 0 100 10 120 130 140 150 160 170 180 190 20
e
il -lafx|
[1 Coherencelfceeleral Force] - Input
Working ; Input ; Input : FFT Analyzer =
L —| S e o et = ==
P e vl L~
0
Kl 40 a0 £0 70 a0 a0 100 10 120 130 140 180 160 170 180 190 200 210
e
F1G. 5.8 — La charge de 52 kilo
Frequency Response Hi{Accelerol Force) - Inputl b =|0 39
[Ims)eM] Frequency Response H1jAccelerol Force] - Input (Magnitude)
Working ; Input ; Input: FFT &nalyzer —
f\
e JMMWM
e i arr
180 190 200
Coherence{Accelerol Force} - Input =10 __)ﬂ
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Working ; Input ; Input : FFT &nalyzer —_—
e i | ] e R e Rt e
0
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e

F1G. 5.9 — La charge de 101 kilo
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)_Frequency Response H1(Accelerol, Force) - Inputl 10| %
[imez)] Frequency Response H1{Accelerol Force] - Input [Magrituds]

Working:: Input : Input : FFT Analyzer —_—

100u
| / B

60u /
40u

180 130 200
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400m
200m
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F1G. 5.10 — La charge de 152 kilo
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M /\
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F1G. 5.11 — La charge de 201 kilo
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Frequency Response Hi{Accelerol Force) - Inputl o 1N =] ﬂ
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0 52kg
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| 152 kg
‘ 201 kg

F1G. 5.13 —

)_Frequency Response H1{Accelerol,Force) - Inputl —
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Conclusions

L’objectif était de batir un modéle du “composant” pneumatique qui peut étre
intégré dans un modéle global de véhicule, par exemple, pour étudier la stabilité de
divers régimes de conduite. L’idée est de décomposer la roue et le pneu en quelques
éléments bien identifiables quant a leur nature et leurs caractéristiques mécaniques.

L’étude théorique conduit & des systémes trés compliqués d’équations intégro-
différentielles avec dérivées ordinaires et partielles, que I’on peut exprimer sous une
forme assez maniable et qui permettent de réaliser I’étude théorique de certaines
régimes de roulement et d’effectuer des simulations numériques.

Ce type de modéle s’adapte au cas ou se produit ou non un glissement dans la
zone de contact (et un critére, donné dans [31] permet de prévoir ensuite 1’apparition
du glissement de la roue en fonction des efforts qui lui sont appliqués).

L’étude expérimentale a montré que le type de modéle théorique utilisé, permet
de prédire le comportement de pneus réels en accord avec les résultats de mesure,
notamment dans un domaine des fréquences supérieures a 120 Hz. A 'inverse des
expériences, actuellement assez limitées, ont montré qu’il est possible d’identifier les

parameétres du modéle & partir d’expériences statiques simples.
LES RESULTATS PRINCIPAUX DE LA THESE

1. Deux modéles de roue avec un pneu, décrivant son mouvement comme un
systéme a degré de liberté infini et permettant de décrire 'interaction de la roue
avec la surface de roulement, sont proposés.

2. Les méthodes de la mécanique analytiques permettent d’obtenir pour divers
régimes de roulement des systémes complets d’équations intégro-différentielles avec

dérivées ordinaires et partielles et gouvernant la dynamique de la roue et de son pneu.
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Ces systémes permettent en particulier de déterminer par des méthodes numériques
les déformations du pneu, la zone de contact et la distribution des réactions dans
cette zone (en relation avec apparition éventuelle du glissement).

3. Bien que les équations dynamiques soient extrémement compliquées elles per-
mettent d’étudier assez facilement des régimes de roulement particuliers, avec ou
sans glissement dans la zone de contact. Notamment 1’équilibre de la roue et le
régime stationnaire du roulement sans glissement en ligne droite avec envirage et
inclinaison de la roue, ainsi que deux régimes du glissement de la roue bloquée, a
savoir, le glissement en translation rectiligne et le pivotement autour de la normale
a la surface de roulement et les conditions d’existence des régimes stationnaires.

4. Les fréquences propres et les formes propres du pneu sont trouvées pour la
roue libre avec la jante fixé. Le probléme analogue dans le cas du contact de la roue
avec un plan est résolu par les méthodes numériques, ce qui permet une estimation
du spectre des bruits possibles.

5. Les modéles ont été validés par des expériences. Les résultats des modéles
mathématiques sont en bon accord avec les résultats expérimentaux sauf dans le

domaine des trés basses fréquences.
LES PERSPECTIVES

1. L’emploi des modéles de pneu étudiés dans le cadre de la dynamique des
véhicules et 1’étude de leur stabilité.

2. Perfectionner I’étude du comportement de la zone de contact, en particulier
en tenant compte de I’épaisseur de la bande de roulement.

3. Certains perfectionnement de modéle, en particulier pour une meilleure des-

cription des matériau et des phénomeénes de dissipation.
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Annexes

Annexe A

ng — —2[1 — 2pl7’2,

ngy = =23+ Iy+2f3he+ 2f1folir + (2fF — 6f3) 1],
nna = 211>

mo = 20 + 21,

mip = —2I — 2[5,

Moy = 2([1_[13_wj_%[18)7

nos = —2[Is+ o+ 29556 + 29192117 + (297 — 693) L1s],

niz = —%[—TQ:QFH—[4—[5—2[6—[7—[10—[11+£[13—4f2g2[16—2(f192+f291)[17+

+(—4fig1 + 12f2g2 + T(Q;;Z_A;l)a)[w]a
N3 = —2(%)2[211 + 31y + 213 — 15+ 21y + 2 f3 116 + 2f1 folar + (27 — 6£3) 11s],
N33 = 2(1)2[1
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ANNEXE A

f1 = =11 cosy + sinyhy — sin by + g cos P,

f2 = COS 11 — COS g,

f3 = sin(g — 1) — (¢ — 1) cos 1)y cos s,

fo=1—cos(thy — 1) — (2 — 1) cos by sin oy,

g1 = — CoS Yy + Cos Py — Py sin Yy + 1)y sin g,

g2 = sin iy — sin s,

g3 = —1 4 cos(¥py — 1) — (P2 — 1) sin by cos iy,

ga = sin(hy — thy) — (W2 — 1) sin ¢y sin by,

A =2—2cos(1ps — 1) — (Y2 — 1) sin(va — ),

hy = —@Df sin vy + wg sin 9,

ho = —1y sin 1y + 1Py sinhy,

hs = —siny + siny; = go,

hy = ¥? cos 1y — 13 cos 1y,

hs = 11 cos 1y — 1P cos Py,

he = cos 1y — cos iy = — fs.
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ANNEXE A

I =t w{(fz fssint + ficosih)(§ + cosv)dy,

I = ﬁ;fj(fz — fusing + fycos ¥)(t — va)do,

Iy = 2% wf (fo— fasing) + facos)(fa+ fising + frcos v + forpsin)dyp,
I =25 wf (fo = fosing) + facosv)(ga+ gisin g + g cos ¢ + gat)sin ) dy),
I; = 2 ;fj(gz g3 sin ) + g4 cos ) (§ + cos )y,

Is = 5255 ¢f (92 — gasin ¢ + g cos ) (¢ — tha)dep,

I =%y ;f(gg — g3sin g + gycos ) (fa+ fising + focos + fogpsin¢)dep,
Iy = %> Z(gQ g3sin Y + ga cos )(ga + g1 50 Y + g5 s Y + goh sin ) dy,
Iy =22 (it for 4 frcosts & fusind) (fo + F2) (£ + cos ) d,

wl

Ip = ”Z—f fQ(f1 + fotb + fzcosh + fysine)(g1 + g200)(§ + cosvp)dy,
Y1

P2

Iy =2 [(g1+ 9200 + gscos b + gasin ) (fi + o) (§ + cosv)dy,
U1

P2

Ly = 227 [(g1 + gotp + g cos ) + gasin ) (g1 + g210) (& + cos )dap,
U1

Iz = (¢2 fw Un)? cos ),
I = —m f[hl cos h + hysin ) + 2 sin(vy — 11)](§ + cos)d,
1
2 w2
I, = _A%ml)éjﬁ [ Tha costp + hssine) + 1 sin(¢hy — V1)|(§ + cos)dip,
1/1

Iis = =550 5171)11@2 o) f hs cos i + hesin g + sin(¢a — 11)](§ + cos ) dyp.
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ANNEXE B

Annexe B

ng = —2I; —2plr?,

noy = 2(—Iy — Ips — Iy — Is7 + Ioy),
ny = 2plr® + 21,

ngy = 2r*(—Irr + L),

ny = 2r’ls,

miy = 2r(l5 + l124),

mor = 2r(—I5+ Ig7),

mog = 2rlgs,

Moy = —2plr? + 2rloy,

nes = %(—[14 — T30 — Ius — Lo + Iog),

nes = 2m(2lI; — Iig — I35 — Iy — ler — I°Ir7 4 1P Iz — 21Is9 + Tho1 + Ti1s + 211196+

+1%1139 — 21133 — T134 + T135 + 21136),

_ T (W=v2)®  (—2) |  r 3(p—p2)? _ 2(p—tp)3
Cr = jeosy [(wl—w) (m—wﬁ} p SNy [(wl—zw (wl—wa)?*] )

_ T (W—=v2)? (=) r 3(p—12)?  2(p—ip2)?
Cy = gsingy [wl—wz) wl—wz)?] + 5 costy [(wﬂw wrwz)?’} )

C. — leosun—rsing, [(wfwaf _ (wfwzﬁ] _ Lsingy4rcos gy [3(1&—%)2 _ 2(w7w2>3]
3 b W1—v2)  ($1—¢2)? b (W1—¢2)2  (1—42)% ] "
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P2
I = b [ (£ 4 cose)Cid
U1

P2
Iy == [ iy,

I = pb3f bw P2 C*dw,

Iy = pb3 f sinyC,CTd,
Y1
)
Iy = pb® f sinypCC3dyp,
Y1
)
Ig = pb? f sin Y C3C5d,
»
4
Ls = pb® [ cos YO 2du,
U1
P2
I3o = pb® [ cos YO32dip,
U1

P2
I35 = pb® f COS ¢C§2d1/1>
Y1

P2
Iy = pb?’wf(g + cos ) C1CT*dip,

P2
I = pb® f(g + cos ) CyC3*dep,
1
P2
151 = pb3 f(% + COS¢)03C§*d¢7
1
P2
157 = pb3 f(% + COS@D)Cfd,@Z%
1
P2
I62 = pb3 f(l% + COS@D)ng@Z),
Y1
P2
Ier = pb® [ (§ + cos¢))Cidip,
Y1

P2
Iy = pb’ %%2mww
¥

P2
. 8(kitka) (p— w
I?S_J(J:cosfﬁ) (1— ? )2 w’

1

2
Iyr = — f E(Blj(ﬁ;kj)) ((@Zbl 25 (cos O + sin Oy )y,

Igg = f é(gb(ﬁ;kvj) (cos YO + sinCy)dy,
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8b2 (kl +k2

(Trcos ) (cos Y C + sin P C)2da),

Isn—f

f 8b2 8 tha) (o5 4pC + sin i Cl)2dab,

(§4cos )
Iy = f 8(b Efcloj;ff (cos pC3 + sinC3)2dp,
Liog = f 2(b fclotl;Q)C?d@/)
Iis = f %CZ di,
Loy = f Hg;’j;—t’;f)[(w — Pa) sinep + § + cos ] C1rdv),
Lo = f € +33812+k2 [(7/1 Pg) siny) + § + cos Y] Csdy,

P2
I3 :1{ (%+C§é’;1)+£12) z[( — by sinap + ¢ + cosY)2dp,
1

I35 = —pb®l f + cos ) ?gf:ijg z(;f Vo) ] sin by di,
Lz :Pb%f&% +cost)) :((wwl_—lfa); — :ﬁz)?] sin Y1y,
I35 = pb 'f’w{ ; +cost) [3(¢ 53 ?f;f 2 ] cos P d,
o = 2 6 + o) 8225 — 8] comvny

U1
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Les particularités constructives du pneu (cos) =~ 0, sint &~ 1) nous permettent

simplifier les intégrales :

ng = —2I; —2plr?,

no = 2(—Iy — Iy — Is7 + Io1),
ni = 2plr? + 2@,

ngy = 2r’l,

nyy = 2rls,

miay = 2r(Is + [124),

mo1 = 2r(—I5+ Is7),

mez = 2rlgy,

mey = —2plr? 4 2rlio,

nes = %(—[14 — Iy — Isa + los),

nes = 2m(2lI; — Lo — Isy — Igr + 1PIzs — 2lIgg + Tio1 + 118 + 211196 + 1P I132—

—2I133 — I134 + L1355 + 21136),

C - _r [3@*102)2 _ 2(1&*1/12)3}
1 b | (1—¢2)2  (hr1—¢2)? |
C _ v | W=2)®  (W—)?
2 b | W1—t2)  (h1—¢2)? ]’
_ r | (b—1p2)? (p—ep2)? 1| 3(yp—1p2)? 2(p—y2)® | l
G = b [(1/11*;12) B (¢1*1/122)2} b [(101*1#2)2 N (101*102)3 =—Ca ;Cl'
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I ) P2
| = —pbPc [ Cidy,
P1

[5 = —pb2 72 Gl *
n h1—12 Cl di,

_[7 = —pb2 i?? v—¢
o m0§d¢7

Iy = 31&2
9 =pb wfglcfd@/),

I 3¢2
14 = pb wazCdef,
1

-y
19 = pb JC:),C;ifd%D,

1-41 = pr 7?0
C C¥d
i 1% w7

I46 = pb2C ?2 CQC**d’QZ)
1 ? 7

51 = P 2 j?C
| b“c C**d
o 3Ys3 w7

Isr = pie |
57—pb0f012d¢)
1 7

P P2
62 = pb CICQde
1 7

Tor = pe |
67—prIC§d@Z)
1 7
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f8k(¢¢2 k=

b2 (Y1—12)?

mz—f?ﬁwcww

@:—f?&wcw¢

P2
[91 - f8]€012d’l/1,
P1

P2
[96 - f8]€022d’l/1,
a1

P2
L1 = f8k:0§dw,
Y1

P2
[108 = f 2k012d’l/}7
U1

P2
Lus = [ 2kC2dy,
U1

(kl +k2)b3

C

L1904 = fb W [ — 2 + ]Chdi),

Lo = fb W) [ — g + §]C3drp,

UEPES sz(wl w Us + §12d,

L33 = pb Le f Csdy,

1134 :pb2Cf Cfd’ll)
Y1
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On peut remarquer qu’il n’y a que des polynémes par rapport a (¢» — 15) sous
y y

le signe des intégrales. Donc, en calculant les intégrales nous obtenons :

I, = —pbre,

Iy = ~75-,

Ly =0,

Ly = —BF,

Iy = : 6pcr?
(p1—1p2)’

Iy = QPCT (¢ wz)

151 — 6p50l7" + (Gpclw2) + 2pc7" (¢1 ¢2)’
I57 13pcr (’17/) 7702)
Iy = —W(w —1h9)3,

Tsr = — 25 (3by — o) [T8I2 + 2% (1 — o)? + 22r1(1 — o)),
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Izg = —??Tkz(@/h — 1),
I = =55 (V1 — o),

Isg = =25 (11 — o) [TL+ r(¢h1 — o)),

2
Ioy = =155 (1 — o),

Iog = —8k02 (11 — 10)?,

Liow = — g (V1 — 1) [391° + 12(¢hy — 1) + 117l (1hy — o)),
Los = =285 (41 — ta),

s = — o (1 — o) B + r2(thy — 5)? + 11rl(¢hy — ¢n))],
Loy = {35 (1 — ) + B,

Tias = gz (1 — )T+ (1 — )] + ES[61 + r(r — ¢h2)),
Ty = — 28 ( — 1) — Ze[1 4 ],

I35 =0,

[134 = prT‘.
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ne = 2pbre—2plr?,

noy = pbr?— 5(311)? 26]” (1 —1b2) — %(% — 1),
ni = 2plr? — B0 (4hy —apy),

ey =~ (U — ) — B[+ ],

np = - 12’;52 (Y1 — 9a),

miy = —pbr? + 7;,22 (V1 —1h2) + 2IZ§T27

2
mar = pbr? — B8 (Y — 1),

Moz = —221252(1/11—1/12)7

2 2
Moy = —2plr? + B (g — ahy) + 2

o3 = 47T(77Z)1 - 'QZ)Q)[ 2pc + fz)cg, W %Uz) - 105b2 (¢ 'QZ)?) ]7

T CLT C2 CT’2
nes = 2m | —pbre — B L 2l ) — S 5(sz¢2) — B (g — )+

LB (i1 — n) + B (v — o) + T (n — )+ IR (U1 — )~

. 2 clr 22
(1 — ) — B — )+ B — ) — ]
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Annexe C : Le programme du calcul de la forme de
la ligne moyenne du bandage en fonction des para-

métres géométriques (Turbo C+—+, Version 1.00)

# include <stdio.h>

# include <conio.h>

# include <graphics.h>
# include <math.h>

# include <stdlib.h>
# include <time.h>

# include <dos.h>

double mst=3 ;double mst1=8 ;double chagphi=0.0001 ;double h=0.001 ;
double PI=3.14159;

double Pves=3000; double pdavl=20; double M2=30000;

double 1=8.75; double r=28.75; double r1=16.5;

/***********************************>I<>I<********************************/

int abscissa(double x){ return (getmaxx()/2+mst*x); }

int ordinata(double y){ return (getmaxy()/2-mst*y+100); }

int abscissal(double x){ return (50+getmaxx()/2-+mst1*x); }

int ordinatal(double y){ return (getmaxy()/2-mst1*y); }

double uu(double alpha, double deltaX1, double deltaX3, double P1, double P2,

int *indik){
double G[4], p|4], B1, B2, u;
B1=1/(P2*cos(PT*P1)*sinh(PI*P2)+P1*cosh(PI*P2)*sin(PI*P1));
B2=1/(P2*cosh(PT*P2)*sin(PI*P1)-P1*cos(PI*P1)*sinh(PT*P2)) ;
G|0]=-sinh(PT*P2)*(-P2*B1*cos(PI*P1)*deltaX1+B2*sin(PI*P1)*deltaX3) /r;
G[2]=sinh(PT*P2)*(P2*B1*sin(PT*P1)*deltaX 1+ B2*cos(PT*P1)*deltaX3) /1 ;
G[1]|=-exp(-PI*P2)*sin(PI*P1)*(-P1*B1*deltaX1-+B2*deltaX3) /(2*r) ;
G[3|=exp(PI*P2)*sin(PI*P1)*(P1*B1*deltaX1+B2*deltaX3)/(2*r) ;
u=GJ0]*P1*sin(P1*alpha)-G[2]*P1*cos(P1*alpha)-
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G[1]*P2*exp(P2*alpha)+G|[3|*P2*exp(-P2*alpha) ;
return u;

}

double vv(double alpha, double deltaX1, double deltaX3, double P1, double P2,

int *indik){
double G[4], p[4], B1, B2, v;
B1=1/(P2*cos(PT*P1)*sinh(PT*P2)+ P1*cosh(PI*P2)*sin (PI*P1
B2=1/(P2*cosh(PT*P2)*sin(PI*P1)-P1*cos(PI*P1)*sinh(PI*P2)
G[0]=-sinh (PT*P2)*(-P2*B1*cos(PT*P1)*deltaX1+B2*sin(PI*P1)*deltaX3) /r
G[2]=sinh(PI*P2)*(P2*B1*sin(PI*P1)*deltaX1+B2*cos(PI*P1)*deltaX3) /r;
G[1]=-exp(-PI*P2)*sin(PI*P1)*(-P1*B1*deltaX1+B2*deltaX3)/(2*r) ;
G[3]=exp(PT*P2)*sin (PT*P1)*(P1*B1*deltaX1+ B2*deltaX3) /(2*1) ;
v=G|0]*cos(P1*alpha)+G|2]*sin(P1*alpha)+
G|1]*exp(P2*alpha)+G|3]*exp(-P2*alpha) ;

);

)

)
)

return v;

}

double el (double x,double a,double b, double ¢, double psil,double psi2){
double y, f2,f3,f4, delta;
f2=cos(psil)-cos(psi2) ;
f3=sin(psi2-psil)-(psi2-psil)*cos(psil)*cos(psi2) ;
f4=1-(psi2-psil)*cos(psil)*sin(psi2)-cos(psi2-psil) ;
delta=2-2*cos(psi2-psil)-(psi2-psil)*sin(psi2-psil) ;
y=(f2-f3*sin(x)+f4*cos(x))*((c/b)+cos(x))*pdavl*b*b*r /delta;
return y;

}

double €2 (double x,double a,double b, double ¢, double psil,double psi2){
double y, £2,£3,f4, delta;
f2=cos(psil)-cos(psi2) ;
f3=sin(psi2-psil)-(psi2-psil)*cos(psil)*cos(psi2) ;
f4=1-(psi2-psil)*cos(psil)*sin(psi2)-cos(psi2-psil) ;
delta=2-2*cos(psi2-psil)-(psi2-psil)*sin(psi2-psil) ;
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y=(f2-13*sin(x)+f4*cos(x))* (x-psi2) *pdavl*b*r*r /(delta*(psi2-psil)) ;
return y ;

}

double e3 (double x,double a,double b, double ¢, double psil,double psi2){
double y, f1,12,£3,f4, g2, delta;
f2=cos(psil)-cos(psi2) ; g2=sin(psil)-sin(psi2) ;
f1=psi2*cos(psi2)-psil *cos(psil)+g2;
f3=sin(psi2-psil)-(psi2-psil)*cos(psil)*cos(psi2) ;
f4=1-(psi2-psil)*cos(psil)*sin(psi2)-cos(psi2-psil) ;
delta—=2-2*cos(psi2-psil)-(psi2-psil)*sin(psi2-psil) ;
y=(f2-f3*sin(x)+f4*cos(x))* (f4+f1*sin(x)+
f2*(x*sin(x)+cos(x)) ) *pdavl*b*r*r/(delta*delta) ;
return y ;

}

double €9 (double x,double a,double b, double ¢, double psil,double psi2){
double y, f1.f2,£3,f4, g2, delta;
f2=cos(psil)-cos(psi2) ; g2=sin(psil)-sin(psi2) ;
f1=psi2*cos(psi2)-psil *cos(psil)+g2;
f3=sin(psi2-psil)-(psi2-psil)*cos(psil)*cos(psi2) ;
f4=1-(psi2-psil)*cos(psil)*sin(psi2)-cos(psi2-psil) ;
delta=2-2*cos(psi2-psil )-(psi2-psil)*sin(psi2-psil) ;
y=(f1+£2*x+13*cos(x)+f4*sin(x))* (f1+£2*x)*((c/b)+
cos(x))*pdavl*b*r*r/(delta*delta) ;
return y;

}

double e13 (double x,double a,double b, double ¢, double psil,double psi2){
double y;
y=(x-psi2)*(x-psi2) *cos(x)*pdavl*b*r*r/((psi2-psil)*(psi2-psil)) ;
return y;

}
double €16 (double x,double a,double b, double ¢, double psil,double psi2){
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double y, h1,h4, delta;
delta=2-2*cos(psi2-psil)-(psi2-psil)*sin(psi2-psil) ;
h1=-psil*psil*sin(psi2)+psi2*psi2*sin(psil) ;
h4=psil*psil*cos(psi2)-psi2*psi2*cos(psil) ;
y=-(h1*cos(x)-+h4*sin(x)+x*x*sin(psi2-psil))*((c/b)+
cos(x))*pdavl*b*r*r /(2*delta*delta*sin(psi2-psil)) ;
return y;

}

double €17 (double x,double a,double b, double ¢, double psil,double psi2){
double y, h2,h5, delta;
delta=2-2*cos(psi2-psil)-(psi2-psil)*sin(psi2-psil) ;
h2=-psil*sin(psi2)+psi2*sin(psil);
h5=psil*cos(psi2)-psi2*cos(psil);
y=-(h2*cos(x)+h5*sin(x)+x*sin(psi2-psil))*((c/b)+
cos(x))*pdavl*b*r*r /(delta*delta*sin(psi2-psil)) ;
return y;

}

double €18 (double x,double a,double b, double ¢, double psil,double psi2){
double y, h3,h6, delta;
h3=-sin(psi2)-+sin(psil) ; h6=cos(psi2)-cos(psil);
delta=2-2*cos(psi2-psil)-(psi2-psil)*sin(psi2-psil) ;
y=-(h3*cos(x)+h6*sin(x)+sin(psi2-psil))*((c/b)+
cos(x))*pdavl*b*r¥r/(2*delta*delta*sin(psi2-psil)) ;
return y;

}

double vicheslenieP1(double a,double b,double ¢,double psil,double psi2){
double f2,g2.f1,delta,11,12,13,19,113,116,117,118,i,n0,m2,n01,
m21,m22,a0,al1,a2,P1,koren,nll;
f2=cos(psil)-cos(psi2) ; g2=sin(psil)-sin(psi2);
f1=psi2*cos(psi2)-psil *cos(psil)+g2;
delta=2-2*cos(psi2-psil)-(psi2-psil)*sin(psi2-psil) ;
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[1=el(psil,a,b,c,psil,psi2)+el(psi2,a,b,c,psil,psi2)+el(psil+h/2,a,b,c,psil,psi2) ;
psi2,a,b,c,psil,psi2)+e2(psil+h/2,a,b,c,psil,psi2) ;

b

( )
[2=e2(psil,a,b,c,psil,psi2)+e2
( )

7

[3=e3(psil,a,b,c,psil,psi2)+e3(psi2,a,b,c,psil,psi2)+e3(psil-+h/2,a,b,c,psil,psi2

bl

( )+el( )
( )+e2( )
( )+e3( )
19=e9(psil,a,b,c,psil,psi2)+e9(psi2,a,b,c,psil,psi2)+e9(psil-+h/2,a,b,c,psil,psi2)
[13=e13(psil,a,b,c,psil,psi2)+el3(psi2,a,b,c,psil,psi2)+el3(psil+h/2,a,b,c,psil,psi2

bl

[16=e16(psil,a,b,c,psil,psi2)+el6(psi2,a,b,c,psil,psi2)+el6(psil+h/2,a,b,c,psil,psi2

I

I

) ) )
) ( ) ( )
[17=e17(psil,a,b,c,psil,psi2)+el7(psi2,a,b,c,psil,psi2)+el7(psil+h/2,a,b,c,psil,psi2)
) ( ) ( );

bl

[18=e18(psil,a,b,c,psil,psi2)+el8(psi2,a,b,c,psil,psi2)+el18(psil+h/2,a,b,c,psil,psi2
for(i=psil+h;i<psi2;i=i+h){
[1=I1+4*e1(i+h/2,a,b,c,psil,psi2)+2*el(i,a,b,c,psil,psi2) ;

) (
[2=12+4%*e2(i+h/2,a,b,c,psil,psi2)+2*e2(i,a,b,c,psil,psi2
) (

b

[3=13+4%*e3(i+h/2,a,b,c,psil,psi2)+2*e3(i,a,b,c,psil,psi2

)
)
)
).

I

[9=19+4*e9(i+h/2,a,b,c,psil,psi2)+2*e9(i,a,b,c,psil,psi2
[13=I13+4%*e13(i+h/2,a,b,c,psil,psi2)+2*e13(i,a,b,c,psil,psi2) ;

[16=I116+4%e16(i+h/2,a,b,c,psil,psi2)+2*el6(i,a,b,c,psil,psi2
[17=I17+4%e17(i+h/2,a,b,c,psil,psi2)+2*el7(i,a,b,c,psil,psi2
( ) (

7

)
)
)
)

7

[18=118+4*e18(i+h/2,a,b,c,psil,psi2)+2*e18(i,a,b,c,psil,psi2
¥
[1=I1*h/6;
12-12%h /6 ;
13-13*h/6;
19-19*h /6 ;
113=113*h/6
116=116*h/6
T17-T17*h/6;
T18=118*h /6
m2=2%*pdavl**r*r;
n0=-2*I1-m2;
n11=2*I1 ;
NO1=-2* (13119 - 2*f24F2F[16 1 2*F1 K2¥117 + (2*F1 ¥f1-G*E2*£2) *118)
m21—2%T1  2*12 ;
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m22=2%( T1-113-( I18*4*delta*delta/((psi2-psil)*(psi2-psil)) ) );
a0=n0-m2-n11;

al=2*n0-m2+n01-2*m21 ;

a2=n0-m22;

koren—al*al-4*a0*a2;

if(koren>=0){

if( ((-al+sqrt(koren))/(2*a0))>=0 ){
P1=sqrt((-al+sqrt(koren))/(2*a0));
printf("\n pl = %.2f", P1)

HE( ((-al+sqrt(koren))/(2*a0))<0 ){
P1=sqrt(-(-al+sqrt(koren))/(2*a0)) ;
printf("\n pl = %.2fi", P1);

}

}if(koren<0){
printf("\n Koren<0");

}

return P1;
}
double vicheslenieP2(double a,double b,double ¢,double psil,double psi2,
int *indik){

double £2,g2.f1,delta,1,12,13,19,113,116,117,118,i,n0,m2,n01,

?

m21,m22,a0,al,a2,P2 koren,nll;
f2=cos(psil)-cos(psi2) ; g2=sin(psil)-sin(psi2);
f1=psi2*cos(psi2)-psil*cos(psil)+g2;

I

delta=2-2*cos(psi2-psil )-(psi2-psil)*sin(psi2-psil

Y

[1=el(psil,a,b,c,psil,psi2)+el(psi2,a,b,c,psil,psi2)+el(psil-+h/2,a,b,c,psil,psi2

bl

psil+h/2 a,b,c,psil,psi2

bl

)

) )
[2=e2(psil,a,b,c,psil,psi2)+e2(psi2,a,b,c,psil,psi2)+e2

) )

[3=e3(psil,a,b,c,psil,psi2)+e3(psi2,a,b,c,psil,psi2)+e3(psil+h/2,a,b,c,psil,psi2

I

( ( )
( ( )
( ( )
19=e9(psil,a,b,c,psil,psi2)+e9(psi2,a,b,c,psil,psi2)+e9(psil-+h/2,a,b,c,psil,psi2)
[13=e13(psil,a,b,c,psil,psi2)+el3(psi2,a,b,c,psil,psi2)+el3(psil+h/2,a,b,c,psil,psi2) ;

[16=e16(psil,a,b,c,psil,psi2)+el6(psi2,a,b,c,psil,psi2)+el6(psil+h/2,a,b,c,psil,psi2) ;
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[17=el7(psil,a,b,c,psil,psi2)+el7(psi2,a,b,c,psil,psi2)+el7(psil+h/2,a,b,c,psil,psi2) ;

118=e18(psil,a,b,c,psil,psi2)+el8(psi2,a,b,c,psil,psi2)+el8(psil+h/2,a,b,c,psil,psi2) ;

for(i=psil+h;i<psi2;i=i+h){
[1=I1+4*el1(i+h/2,a,b,c,psil,psi2)+2*el(i,a,b,c,psil,psi2) ;

7

) (
[2=12+4%*e2(i+h/2,a,b,c,psil,psi2)+2*e2(i,a,b,c,psil,psi2
[3=13+4*e3(i+h/2,a,b,c,psil,psi2)+2*e3(i,a,b,c,psil,psi2
[9=19+4*e9(i+h/2,a,b,c,psil,psi2)+2*e9(i,a,b,c,psil,psi2

7

)
)
)
)

[13=I13+4%e13(i+h/2,a,b,c,psil,psi2)+2*e13(i,a,b,c,psil,psi2) ;

[16=116+4%e16(i+h/2,a,b,c,psil,psi2)+2*el6(i,a,b,c,psil,psi2

7

bl

)
( ) ( )

[17=117+4%e17(i+h/2,a,b,c,psil,psi2)+2*el7(i,a,b,c,psil,psi2)

[18=118+4*e18(i+h/2,a,b,c,psil,psi2)+2*e18(i,a,b,c,psil,psi2)

}

[1=I1*h/6;

12=12*h /6

13=13*h/6;

19-19%h /6 ;

113=113*h /6

T16-T16%h/6;

T17=T17*h/6;

T18=118*h/6;

m2=2*pdavl**r*r;

n0=-2*I1-m2;

n11=2*I1 ;

O1=-2%(I3+ 19+ 2*F2*F2XT1 6+ X1 ¥E2¥T1 7+ (2FF1 *F1-6*2%{2)*118) ;

m21—2*11+2%12

m22=2%( I1-113-( 118*4*delta*delta/((psi2-psil)*(psi2-psil)) ) );

a0=n0-m2-n11;

al=2*n0-m2+n01-2*m21 ;

a2=n0-m22;

koren=al*al-4*a0*a2;

if(koren>=0){
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if( ((-al-sqrt(koren))/(2*a0))>=0 ){
P2=sqrt((-al-sqrt(koren))/(2*a0));
printf(" p2 = %.2f", P2);
*indik=1;

HiE( ((-al-sqrt(koren))/(2*a0))<0 ){
P2=sqrt(-(-al-sqrt(koren))/(2*a0)) ;
printf(" p2 = %.2fi", P2);

}

}if(koren<0){
printf("\n Koren<0");

}

return P2;
}
double koeff(double a,double b,double ¢,double psil,double psi2){
double 11,i,n0,m2,nl1;
I1=el(psil,a,b,c,psil,psi2)+el(psi2,a,b,c,psil,psi2)+
el(psil+h/2,a,b,c,psil,psi2) ;
for(i=psil+h;i<psi2;i=i+h){
[1=I1+4*el(i+h/2,a,b,c,psil,psi2)+2*el (i,a,b,c,psil,psi2) ;
¥
[1=11*h/6;
m2=2*pdavl*I*r*r;
n0=-2*I1-m2;
n11=2*1:
printf("\n n0 = %.0f", n0);
return (m2-n0+nll);
}
void far risovanie(double deltaX1, double deltaX3, double P1, double P2,
double alphal, double alpha2,int *indik){
double phi,eta,u,v,x1,y1l,alpha;
alpha=0;
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u=uu(alpha, deltaX1, deltaX3, P1, P2 &indik);
v=vv(alpha, deltaX1, deltaX3, P1, P2,&indik);
x1=r*( cos(P1/2)*(1+u)-v*sin(PI1/2) );
yl=deltaX3-+r+r*( -sin(PI/2)*(1+u)-v*cos(P1/2) );
moveto(abscissa(x1), ordinata(yl));
for(alpha=chagphi; alpha<=2*PI; alpha=alpha+chagphi){
u=uu(alpha, deltaX1, deltaX3, P1, P2 &indik);
v=vv(alpha, deltaX1, deltaX3, P1, P2,&indik) ;
x1=r*( cos(alpha+PI/2)*(14u)-v*sin(alpha+PI/2) );
yl=deltaX3-r+r*( -sin(alpha+PI/2)*(1+u)-v*cos(alpha+PI/2) ) ;
if( (alpha>=alphal) && (alpha<=alpha2) ){
setcolor(LIGHTRED) ;
line(abscissa(r*cos(alphal+PI/2)),ordinata(0),
abscissa(r*cos(alpha2+PI/2)), ordinata(0)) ;
moveto(abscissa(r*cos(alpha2+PI1/2)), ordinata(0)) ;
alpha—=alpha2;
continue ;
}
if( (alpha>=alphal+2*PI) ){
lineto(abscissa(r*cos(alphal+PI/2)), ordinata(0)) ;
alpha=2*PI;
continue;
}
setcolor(LIGHTCYAN) ;

lineto(abscissa(x1), ordinata(y1)) ;

}
void far obod(double deltaX3){

circle(abscissa(0), ordinata(deltaX3+r), r1*mst);
setlinestyle(3, 0, 0) ;
line(abscissa(rl*cos(0)),ordinata(deltaX3+r-r1*sin(0)),
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abscissa(r1*cos(PI)),ordinata(deltaX3-+r-r1*sin(PI))) ;
line(abscissa(rl*cos(P1/2)),ordinata(deltaX3-+r-r1*sin(PI/2)),
abscissa(r1*cos(3*P1/2)),ordinata(deltaX3+r-r1*sin(3*P1/2))) ;
setlinestyle(0, 0, 0) ;

}

void far doroga(void){
line(0, ordinata(0), getmaxx(), ordinata(0));

}

void far maket(void){
setcolor(LIGHTGREEN) ;
line(abscissal(-r),ordinatal(1),abscissal(-r),ordinatal(-1));
setlinestyle(2,0,0) ;
line(abscissal(-r),ordinatal(0),abscissal(r),ordinatal(0)) ;
line(abscissal(0),ordinatal(-1),abscissal(0),ordinatal(l));
setlinestyle(1,0,3) ;
setcolor(BLUE) ;
line(abscissal(rl),getmaxy(),abscissal (rl),ordinatal(l)) ;
line(abscissal (r),getmaxy(),abscissal(r),ordinatal (1)) ;
setlinestyle(2,0,0) ;
line(abscissal(rl),ordinatal(l),abscissal(r),ordinatal(l));
setlinestyle(0,0,0) ;

}

void far maket2(double psi2, double a, double b, double ¢){
setcolor(LIGHTGREEN) ;
setlinestyle(2,0,0) ;
line(abscissal(-r),ordinatal(0),abscissal(r),ordinatal(0)) ;
line(abscissal(0),ordinatal(b*sin(psi2)+a),
abscissal(0),ordinatal(-b*sin(psi2)-a)) ;
setlinestyle(0,0,0) ;
line(abscissal(rl),ordinatal (b*sin(psi2)+a),
abscissal(rl),ordinatal(-b*sin(psi2)-a)) ;
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line(abscissal(-rl),ordinatal(b*sin(psi2)+a),
abscissal(-rl),ordinatal (-b*sin(psi2)-a)) ;
line(abscissal(-rl),ordinatal(b*sin(psi2)+a),
abscissal(rl),ordinatal(b*sin(psi2)+a)) ;
line(abscissal(-rl),ordinatal (-b*sin(psi2)-a),
abscissal(rl),ordinatal(-b*sin(psi2)-a)) ;
setcolor(LIGHTRED) ;
line(abscissal (c),ordinatal(a),abscissal (r),ordinatal(l)) ;
line(abscissal (c),ordinatal(a),abscissal(rl),ordinatal (b*sin(psi2)+a)) ;
}
void far bok1(double psil,double psi2,double a,double b,double c){
double x1,y1,i;
x1=c+b*cos(psil);
yl=a+b*sin(psil);
moveto(abscissal(x1), ordinatal(yl));
for(i=psil ; i<=psi2; i=i+h){
x1=c+b*cos(i) ;
yl=a-+b*sin(i);
lineto(abscissal(x1), ordinatal(yl));

}
void far bok2(double psil,double psi2,double a,double b,double c){

double x1,yl,i;
x1=c+b*cos(psil);
yl=-a-b*sin(psil);
moveto(abscissal(x1), ordinatal(y1l));
for(i=psil ; i<=psi2; i=i+h){
x1=c+b*cos(i) ;
yl=-a-b*sin(i) ;

lineto(abscissal(x1), ordinatal(yl));
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}
void far bok3(double psil,double psi2,double a,double b,double c){

double x1,y1,i;
x1=-c-b*cos(psil) ;
yl=a-+b*sin(psil);
moveto(abscissal (x1), ordinatal(yl));
for(i=psil ; i<=psi2; i=i+h){
x1=-c-b*cos(i) ;
yl=a+b*sin(i);
lineto(abscissal(x1), ordinatal(y1));

}
void far bok4(double psil,double psi2,double a,double b,double c){

double x1,y1,i;
x1=-c-b*cos(psil) ;
yl=-a-b*sin(psil);
moveto(abscissal(x1), ordinatal(y1));
for(i=psil ; i<=psi2; i=i+h){
x1=-c-b*cos(i) ;
yl=-a-b*sin(i);
lineto(abscissal(x1), ordinatal(y1));

}

void far zona(void){
double a,b.c:
for(a=-10;a<=1;a=a+0.1){
for(c=15;c<=r;c=c+0.1){
b=sqrt( (I-a)*(l-a)+(r-c)*(r-c) ) ;
i ((r-0),/b> 1) ((er1) /b=1){

putpixel(abscissal(c),ordinatal(a),BLUE);
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}

void far stirzona(void){
double a,b,c;
for(a=-10;a<=1;a=a+0.1){
for(c=15;c<=r;c=c+0.1){
b=sqrt( (I-a)*(l-a)+(r-c)*(r-c) );
if( ((r-c)/b>1)][((c-r1)/b>1)){

putpixel(abscissal(c),ordinatal (a),BLACK);

}

void far boktemp(double psil,double psi2,double a,double b,double c¢){
double x1,yl,i;
x1=c+b*cos(psil);
yl=a-+b*sin(psil);
moveto(abscissal(x1), ordinatal(yl));
for(i=psil ; i<=psi2; i=i+h){
x1=c+b*cos(i) ;
yl=a-+b*sin(i);
lineto(abscissal(x1), ordinatal(yl));

}

/***********************************>I<************************************/

void main(void){
int mode=VGAHI, driver=VGA ;
double u, v, t, teta, fixphi, p[4], B1, B2, P1, P2, alphal, alpha2 koef,
deltaX1,deltaX3,F1,phil0,phi20,deltaalpha, eta,b,psil,psi2,a,c,afix, cfix;
char ch, msgl1[80], msg2[80];
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int indik, buf[200],buf1[20000] ;
initgraph(&driver,&mode,"") ;
maket() ;
printf("\n Ustanovite ukazatel mezhdu dvumya sinimi liniyami
i nazhmite Enter");
printf("\n (Ne nuzhno ustanavlivat ukazatel v sinei zone)");
zona() ;
a=0; c=rl+(r-rl)/2;
while(ch = 13){
setcolor(LIGHTRED) ;
sprintf(msgl, "a = %.2f", a);
outtextxy(getmaxx()/2, 55, msgl);
sprintf(msg2, "c = %.2{", ¢);
outtextxy(getmaxx()/2, 55, msg2);
getimage(abscissal(c-1),ordinatal(a-1),abscissal(c+2),ordinatal(a+2),buf);
line(abscissal (c-1),ordinatal(a),abscissal(c+1),ordinatal(a));
line(abscissal(c),ordinatal(a-1),abscissal(c),ordinatal(a+1));
setcolor(BLUE) ;
b=sqrt( (l-a)*(I-a)+(r-c)*(r-c) );
psil=acos((r-c)/b) ; psi2=PI-acos((c-rl)/b);
getimage(abscissal(rl),ordinatal(0),abscissal(r),ordinatal(l),bufl);
boktemp(psil,psi2,a,b,c) ;
afix=a; cfix=c;
switch (ch=getch()){
case 80 : a=a-1;break;
case 77 : c=c+1;break;
case 72 : a=a+1 ;break;
case 75 : c=c-1 ;break;
}
b=sqrt( (I-a)*(l-a)+(r-c¢)*(r-c) );
if( ((r-¢)/b>1)[[((c-r1)/b>1) )
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a—afix; c=cfix;
setcolor(LIGHTRED) ;
outtextxy(2, 55, "Vi ustanovili ukazatel v sinei zone!");
getch() ;
}
b=sqrt( (l-afix)*(l-afix)+(r-cfix)*(r-cfix) ) ;
setcolor(BLACK) ;
boktemp(psil,psi2,afix,b,cfix) ;
putimage(abscissal(rl),ordinatal(1),bufl1,0);
line(abscissal (cfix-1), ordinatal (afix),abscissal(cfix+1), ordinatal (afix)) ;
line(abscissal (cfix), ordinatal (afix-1),abscissal(cfix), ordinatal (afix+1));
putimage(abscissal(cfix-1),ordinatal (afix+2),buf,0) ;
sprintf(msgl, "a = %.2f", afix);
outtextxy(getmaxx()/2, 55, msgl);
sprintf(msg2, " ¢ = %.2f", cfix) ;
outtextxy(getmaxx()/2, 55, msg2);
outtextxy(2, 55, "Vi ustanovili ukazatel v sinei zone!");
}
setcolor(BLACK) ;
stirzona() ;
line(abscissal(0),ordinatal(-1),abscissal(0),ordinatal(l));
setlinestyle(1,0,3) ;
line(abscissal (rl),getmaxy(),abscissal(rl),ordinatal(l));
line(abscissal (r),getmaxy(),abscissal(r),ordinatal(l));
setlinestyle(2,0,0) ;
line(abscissal(rl),ordinatal(l),abscissal(r),ordinatal(l));
setlinestyle(0,0,0) ;
b=sqrt( (I-a)*(l-a)+(r-c)*(r-c) ) ;
psil=acos((r-c)/b) ; psi2=Pl-acos((c-rl)/b);
setcolor(BLUE) ;
line(abscissal(r),ordinatal(l),abscissal(r),ordinatal(-1));
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line(abscissal(-r),ordinatal(l),abscissal(-r),ordinatal(-1));
bok1(psil,psi2,a,b,c);

bok2(psil,psi2,a,b,c) ;
bok3(psil,psi2,a,b,c) ;
bok4(psil,psi2,a,b,c)

maket2(psi2,a,b,c) ;
P1=vicheslenieP1(a,b,c,psil,psi2);
P2=vicheslenieP2(a,b,c,psil,psi2,&indik) ;
printf("\n psil = %.1f", psi1*180/PI);
printf("psi2 = %.1f", psi2*180/PI1);

printf("\n a = %.2f cm", a);

printf("\n ¢ = %.2f cm", ¢);

printf("\n b = %.2f cm", b);

printf("\n %.0f", 2*1*10) ;

printf("| %.0f", (r-r1)/(2*1)*100);

printf("R %.0f", 2*r1/2.54);

printf("\n P = %g kg", Pves/10);

printf("\n p = %g atm", pdavl/10);

printf("\n M2 = %g H*m", M2/100) ;

F1=-M2/r;

printf("\n F1 = %g kg", F1/10);

getch() ;

cleardevice() ;

koef=koeff(a,b,c,psil,psi2) ;

deltaalpha—Pves*r /koef;
B1=1/(P2*cos(PI*P1)*sinh(PT*P2)+P1*cosh(PI*P2)*sin(PI*P1)) ;
B2=1/(P2*cosh(PI*P2)*sin(PI*P1)-P1*cos(PI*P1)*sinh(PI*P2));
deltaX1=F1*r*1/(2*koef*(-P1*P1-P2*P2)*P1*P2*sin(PT*P1)*sinh (PI*P2)*B1) ;
deltaX3=deltaalpha*r/(2*(-P1*P1-P2*P2)*sin(PI*P1)*sinh(PT*P2)*B2) ;
alphal=( ((-P1*P2*B1/B2)-1)*(deltaX1/r) ) - (deltaalpha/2);

alpha2=( ((-P1*P2*B1/B2)-1)*(deltaX1/r) ) + (deltaalpha/2);
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printf("\n koef = %g", koef) ;

printf("\n deltaalpha = %g", deltaalpha);
"\n alphal= %g", alphal);

"\n alpha2= %g", alpha2);
printf("\n X3= %g", deltaX3+r);
printf("\n r= %g", r);

printf("\n X1= %g", deltaX1);
setcolor(BLUE) ;

printf
printf

("
(
(
(
(
(

doroga() ;
setcolor(LIGHTCYAN) ;
obod(deltaX3);
setcolor(LIGHTCYAN) ;

risovanie(deltaX1,deltaX3,P1,P2,alphal,alpha2,&indik) ;

setcolor(LIGHTGREEN) ;
getch() ;
closegraph() ;
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Liste des notations

00X X5X3 systéme inertiel de coordonnées (cf. Section (1.1), (2.1))

X1, Xo, X3 coordonnées du centre des masses de la jante C'
(cf. Section (1.1), (2.1))

Ri(p, ¥, 1), Ra(p,1,t) vecteurs de position des surfaces latérales du pneu
(cf. Section (1.1), (2.1))

Rs(p, &, 1) vecteur de position du bandage (cf. Section (1.1), (2.1))

rUi(p, &, t) composantes du vecteur des déplacement du point du bandage
(cf. Section (1.1), (2.1))

bVi(p, 1, t) composantes du vecteur des déplacements des surfaces latérales

(cf. Section (1.1), (2.1))

U, TW, =TV déplacements de la ligne moyenne du bandage (cf. Section (1.1), (2.1))
I, opérateurs orthogonaux des rotations (cf. Section (1.1), (2.1))

B, k, 0 angles des rotations (cf. Section (1.1), (2.1))

21 largeur du bandage (cf. Section (1.1), (2.1))

r rayon du bandage dans 1’état non déformé (cf. Section (1.1), (2.1))

a, b, c paramétres géométriques de la roue (cf. Section (1.1), (2.1))

mq masse de la jante (cf. Section (1.2), (2.2), (3.2))

Jia, Joa moments d’inertie de la jante relativement aux axes C'x, C'y

(cf. Section (1.2), (2.2), (3.2))
p densité linéaire de la ligne moyenne du bandage
(cf. Section (1.2), (2.2), (3.2))
ki, ko coefficients du caoutchouc dans le modéle de Mooney-Rivlin

(cf. Section (1.1), (2.1))

145



NOTATIONS

JA,
5Ap

M;s cos k + My sin k

ON;
Mi) ,uik;a )\

Di, QJ
1. I, I1I,

)\17 )\27 )\3
Wn, Xn

pression dans le pneu (cf. Section (1.1), (2.1))

coefficient de frottement (cf. Section (3.1))

énergie cinétique de la roue (cf. Section (1.2), (2.2), (3.2))
énergie cinétique de la jante (cf. Section (1.2), (2.2), (3.2))
énergie cinétique du bandage (cf. Section (1.2), (2.2), (3.2))
travaux de la pression lors de déformations des surfaces latérales
(cf. Section (1.1), (2.1))

travail de la pression lors de déformations du bandage

(cf. Section (1.1), (2.1))

énergie potentielle de déformation du caoutchouc

(cf. Section (2.1), (3.1))

travail des forces de frottement sec (cf. Section (3.1))

travail des forces extérieures et les moments appliqués a la jante
(cf. Section (1.2), (2.2), (3.2))

charge normale appliquée a la jante

force longitudinale appliquée a la jante

force latérale appliquée a la jante

moment d’inclinaison appliqué a la jante

moment axial appliqué a la jante

moment de lacet appliqué a la jante

travaux des réactions des liaisons (cf. Section (1.2), (2.2), (3.2))
multiplicateurs de Lagrange (réactions des liaisons)

(cf. Section (1.2), (2.2), (3.2))

intervalle de la zone de contact

intervalle extérieur a la zone de contact

saut de la fonction f au point frontiére de la zone de contact

racines du systéme caractéristique (cf. Section (1.3), (2.3), (3.3))

invariants du tenseur de déformations de la gomme de Cauchy-Green

(cf. Section (2.1))

allongements principaux dans la gomme (cf. Section (2.1))

fréquences propres et formes propres des vibrations (cf. Section (4.2))

9 9 0
o Bp0 0w
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