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Résumé

Nous exposons en introduction quelques généralités sur les solutions fortes et les solutions
faibles d’équations aux dérivées partielles.

Le chapitre 2 est consacré a I'étude des multiplicateurs et des paramultiplicateurs entre
espaces de Sobolev. Sil'opérateur de multiplication ponctuelle par une fonction est borné
d’un espace de Sobolev dans un autre, on dit que cette fonction est un multiplicateur
entre ces espaces. On définit de méme les paramultiplicateurs par le caractere borné de
l'opérateur de paraproduit de Bony. Nous prouvons une caractérisation presque complete
des espaces de multiplicateurs et de paramultiplicateurs.

Cette caractérisation est appliquée dans le chapitre 3 au probléme de 'unicité fort-faible
pour ’équation de Navier-Stokes en dimension d > 3. Elle nous permet de prouver un
théoreme d’unicité fort-faible généralisant presque tous les résultats connus.

Nous nous intéressons dans le chapitre 4 aux solutions d’énergie infinie de I’équation de
Navier-Stokes en dimension 2. Un théoreme de Gallagher et Planchon affirme qu’une
solution globale existe si la donnée initiale appartient a un espace de Besov critique ; nous
étendons ce théoreme au cas ou ug € IBMO, qui semble optimal.

Nous prouvons dans le chapitre 5 des résultats d’existence globale pour I’équation des ondes
semi-linéaire critique (avec non-linéarité polynomiale), pour une donnée initiale d’énergie
infinie et de norme arbitrairement grande. Deux méthodes d’interpolation non-linéaire
sont employées : la méthode de Calderon et la méthode de Bourgain ; elles donnent des
résultats complémentaires.

Le chapitre 6 est consacré a des rappels, et nous mentionnons dans le chapitre 7 quelques
perspectives possibles.

Abstract : Weak and strong solutions of partial differential evolution equations

We present in the introduction classical properties of weak and strong solutions of partial
differential equations.

Chapter 2 is dedicated to the study of multipliers and paramultipliers between Sobolev
spaces. If the pointwise multiplication operator by a function is bounded from a Sobolev
space into another, we say that this function is a multiplier between these spaces. We
define likewise paramultipliers by the boundedness of Bony’s paraproduct operator. We
prove an almost full description of multiplier and paramultiplier spaces.

This description is applied in Chapter 3 to the study of the weak-strong uniqueness problem
for the Navier-Stokes equation in dimension d > 3. It enables us to prove a weak-strong
uniqueness theorem which generalizes most known results.

We consider in Chapter 4 infinite energy solutions of the two-dimensional Navier-Stokes
equation. A theorem of Gallagher and Planchon asserts that a global solution exists if the
initial data belong to a critical Besov space ; we extend this result to the case where the
initial data belong to dBM O, which seems optimal.

We prove in Chapter 5 global existence results for the critical semi-linear wave equation
(with polynomial non-linearity), for initial data of infinite energy and arbitrarily large
norm. Two methods of non-linear interpolation are employed : the method of Calderon
and the method of Bourgain ; they give complementary results.

Some classical results are recalled in Chapter 6, and we mention in Chapter 7 some possible
further developments.
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Chapitre 1

Introduction

Cette these est consacrée a différentes équations d’évolution non-linéaires. Leur étude
repose cependant sur des principes et des méthodes généraux, que nous allons commencer
par exposer.

1.1 Un cadre général

1.1.1 Position du probleme

Nous considérons le probleme de Cauchy générique suivant

@) {&tu—Lu—i—N(u):O

u‘t:o = uop ,

ou u(t,x) est une fonction de R x R? dans R¥, L un opérateur linéaire sur des fonctions
de la variable x seulement (typiquement, un opérateur différentiel), et N une fonction
(non-linéaire) de u et de ses dérivées en z.

Les premieres questions qui se posent sont les suivantes
e Sil’on sait construire des solutions, a quelle condition sont-elles uniques 7

e Pour quel ensemble de données initiales le probléeme de Cauchy ci-dessus est-il lo-
calement bien posé ?

e S'il existe des solutions locales, c’est a dire définies pour ¢ € [0,7], peut-on les
prolonger en des solutions globales, c’est & dire définies pour t € [0, +o0o[ ?

e Et enfin, que peut-on dire du comportement en temps grand de ces solutions 7

1.1.2 Energie et homogénéité
Nous supposerons de plus que (G) possede les deux propriétés suivantes :

e On peut associer aux solutions u de (G) une énergie E, qui décroit le long du flot
de (G). En d’autres termes, il existe E(t,-) une famille de fonctionnelles indexées
par t telle que

— Pour tout ¢ > 0, E(t,-) est une fonctionnelle définie positive sur I’espace des
fonctions de [0,#] x R? dans RF.
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— Si ug est d’énergie finie (c’est & dire E(0,ug) < 00), et si u est une solution de
(G) issue de uyp, alors

t— E(t,u) est décroissante
sur l'intervalle d’existence de u.

On peut souvent associer de maniére naturelle une énergie aux équations issues de
la physique.

e Il existe des réels v et (3 tels que, si u est solution de (G) associée a ug, alors
(A, \Px)  est solution de (G) associée &  Aug(N’z) . (1.1.1)

L’équation (G) posseéde alors une certaine homogénéité ou scaling. Cette hypothese
est par exemple vérifiée sauf exception si L et N sont homogenes. En effet, si

{ L(f(A)(@) = X(Lf) ()
NAf(p)) (@) = A p"> (N f) ()

pour des réels ¢, nq, ng, la condition sur a et 3 pour que (1.1.1) soit vérifiée est

l+a=1+¢8=n1+n0. (1.1.2)

Remarque 1.1.1 La deuziéme propriété, que l’équation soit homogéne, n’est pas vérifiée
dans le cas de l’équation des ondes semilinéaire, que nous allons rencontrer plus loin. FElle
serait vérifiée si on permettait aux différentes coordonnées de la fonction inconnue (qui

s’écrit alors en fait U = , voir (1.2.1) ) d’avoir des homogénéités différentes. Par

U
Btu
souci de clarté, nous ne considérons pas cette possibilité, mais on peut adapter sans peine
toute notre discussion a ce cas.

1.1.3 Différents types de solutions

Meéme si les notions de solution forte et de solution faible sont fondamentales dans I’étude
des équations aux dérivées partielles d’évolution, il est difficile d’en donner une définition
générale, c’est a dire indépendante du probleme particulier considéré. Une possibilité
consiste a classer les solutions en fortes et faibles suivant qu’elles dépendent ou non con-
tiniment de la donnée initiale.

Nous allons adopter un autre critere, en distinguant solutions fortes et solutions faibles
par leur mode de construction. Si ce critére n’est pas parfait (on pourrait trouver des
contre-exemples), il permet de retrouver de maniere cohérente les propriétés classiques de
ces deux types de solutions.

Solutions faibles

Pour construire des solutions de (G), on peut exploiter l'existence d’une énergie. On
commence par approcher (G) par une suite d’équations (G™)

(") { ' + L™ 4+ N™(u™)

n — n
Ujp_g = Up 5
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convergeant vers (G) et conservant 1'énergie au sens que, si u” est une solution de (G™)
définie en t,

E(t,u") < E(0,ugy) < E(0,up) .

On suppose que la suite d’équations (G™) est choisie de telle sorte que cette propriété de
conservation de I’énergie permet de construire, pour tout n, une solution globale, u™.

La suite (u™) est alors bornée pour la norme sup E(¢,u") ; on peut donc par un argument
>0
de compacité en extraire une suite convergeant faiblement vers une fonction w. Il suffit

alors de montrer que N (u") converge vers N (u) pour prouver que u est une solution globale
de (G). On appelle u une solution faible.

Quelles sont les propriétés des solutions faibles ?

e De par leur méthode méme de construction, elles sont globales, ce qui constitue une
propriété tres intéressante.

e Par contre, on ne sait a priori rien de leur unicité...

e ...pas plus que de leur éventuelle dépendance continue par rapport aux conditions
initiales.

e On sait seulement qu’elles appartiennent a L>°([0, co[, E'), ce qui peut correspondre
a une régularité plus ou moins élevée selon les cas, mais qui est en tout cas fixée par
la méthode.

e De telles solutions sont d’énergie finie et ne peuvent étre construites que pour une

donnée initiale ug elle-méme d’énergie finie.

Solutions fortes

Une autre méthode pour construire des solutions de (G) consiste a se ramener a ’étude
d’une fonctionnelle. Il est ainsi parfois possible de voir (G) comme ’équation d’Euler-
Lagrange d’un probleme de calcul des variations. Nous allons nous concentrer sur une
deuxiéme possibilité : en utilisant la formule de Duhamel, (G) est équivalente a 1’équation
intégrale

u(t) = S(t)ug —i—/o S(t—s)N(u(s))ds ,

en notant S pour le semi-groupe (qu’on suppose exister) dont le générateur infinitésimal
est égal & L. L’équation ci-dessus est un probléeme de point fixe ; si 'on note F'(u) pour
le deuxieme terme du membre de droite, on peut la réécrire sous la forme

u = Sup+ F(u) . (1.1.3)

Comme F'(0) = 0, on peut, grace au théoréme de point fixe de Picard, espérer résoudre
cette équation dans un espace X, a condition que ||Sug|x soit assez petit. Une solution
de (1.1.3) est dite solution forte.

Quelles sont les propriétés des solutions fortes 7
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On ne peut obtenir de solutions fortes globales (sans ’aide d’arguments autres que
le théoreme de point fixe) que pour des données initiales petites. En effet, si I'on
se donne X un espace de fonctions définies pour tout temps, il faut, comme nous
lavons noté, que ||Sup||x soit assez petit pour pouvoir appliquer le théoreme de
Picard.

Pour des données initiales générales, on peut néammoins souvent obtenir des solu-
tions fortes locales. En effet, dans la pratique, la condition que |Sug||x soit pe-
tit revient fréquemment a prendre pour X un espace de fonctions définies pour
(t,x) € [0,T] x R? avec T assez petit.

En tant que solutions d’un probleme de point fixe, les solutions fortes sont uniques,
au moins dans une boule de X centrée en 0. Cette derniere restriction est en général
facile a lever.

Changer les données initiales up dans 1’équation (1.1.3) revient a considérer un
probleme de point fixe avec parametre. Ceci montre qu’une solution forte dépend
continiment des données initiales.

La régularité des solutions fortes peut étre élevée : il suffit d’appliquer le théoreme
de point fixe de Picard dans un espace X tres régulier.

Les solutions fortes ne sont pas nécessairement d’énergie finie.

Supposons enfin que X est un espace homogene de fonctions de (z,t) € [0, +oo[ xR,
Que peut-on dire alors de son homogénéité 7 Avec la définition de F' donnée plus
haut, on a

Fu(A*, M) (1) :/0 S(t — s)N(Au(A*, M) (s) ds

t
= A"1+"25/ S(t — s)(Nu)(X\¥s, \?.) ds
0

Aot
_ )\nthgﬁfa S(t _ )\*as)(Nu)(s,)\B.) ds .
0

On utilise maintenant 'identité

SWFA) = SA)(HA)
pour poursuivre de la maniere suivante

FQAu(A* M))(t) = Artnaize B SNt — ) [(Nu)(s)] (A7) ds
0
= AF(u)(X\*t, \°.)

du fait de la relation (1.1.2). D’autre part, on peut supposer par homogénéité qu’on
a une relation du type
IFw)llx < Cllull% ,

pour un réel p. Il suffit de prendre v = Au pour voir que p = ny. En combinant les
deux équations précédentes, on obtient

INF (@) A% A7) [[x = [FQu(A*, A7) [x < Claa(A®, A7)
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et cette derniere condition, si ny est différent de 1, ne peut étre vérifiée que si l'on a
(A%, X7 | x = Jluflx

Conclusion 1.1.1 Si n; # 1, les solutions fortes sont naturellement construites
dans des espaces au scaling de l’équation, c’est a dire vérifiant identité ci-dessus.

Réconcilier solutions fortes et solutions faibles

Les propriétés des solutions fortes et des solutions faibles apparaissent clairement comme
complémentaires. Nous utilisons dans cette these deux approches permettant d’utiliser
conjointement ces deux types de solutions afin de prouver un résultat plus fort que si I’'on
se limite a I'une des deux classes seulement. Mentionnons maintenant ces deux approches,
avant de développer dans les sections suivantes leurs principes.

e L’unicité fort-faible : 'idée est de prouver I'unicité des solutions faibles en utilisant
des solutions fortes.

e L’interpolation entre solutions fortes et solutions faibles : en interpolant entre so-
lutions faibles (globales, d’énergie finie et de taille quelconque) et solutions fortes
(globales, d’énergie infinie et petites), on espére obtenir des résultats d’existence
globale pour des données initiales grandes et d’énergie infinie.

1.1.4 Unicité fort-faible

L’idée de 'unicité fort-faible est d’utiliser I’existence de solutions fortes d’énergie finie pour
prouver 'unicité des solutions faibles. Pour étre plus précis dans nos explications, il nous
faut dire un mot de ’énergie E que nous utilisons dans tous les exemples apparaissant
dans cette these. Elle est obtenue en prenant le produit scalaire de (G) avec u puis en
intégrant sur [0,¢] x R%. On obtient alors

M@%ﬂ%%—%@%@@@+A®W%W@®=O

(en notant || - ||, pour la norme de 'espace de Lebesgue LP) et on trouve pour énergie

E@@=M@%—A@m@@®+éW@%Wﬁ®7

en supposant bien sir que les deux derniers termes du membre de droite sont positifs.

La démarche de I'unicité fort-faible est la suivante : on suppose que
e u et v sont des solutions (faibles) d’énergie finie.
e u est une solution (forte) appartenant a un espace fonctionnel P.
On voudrait alors montrer que u = v. Pour ce faire, notons w = u — v, et observons que w
vérifie
{ Ow — Lw+ N(u) — N(u+w) =0
U)‘tzo =0.
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Pour estimer I'énergie de w, on procede comme plus haut, en prenant d’abord le produit
scalaire de cette équation avec w puis en intégrant sur [0,¢] x R%. On obtient

E(t,w) = /0 (N(u+w) — N(w) — N(u), w)(s)ds . (1.1.4)

Le probéme majeur est maintenant de caractériser les espaces P tels que le membre de
droite de I’équation ci-dessus soit défini pour u, w d’énergie finie, et © € P. En effet, si
tel est le cas, on peut en général, en utilisant des techniques du type lemme de Gronwall,
montrer que w = 0, c’est a dire qu’il existe une unique solution faible issue de ug.

Dans un deuxiéme temps, il est intéressant de caractériser les données initiales ug desquelles
sont issues des solutions u € P.

1.1.5 Interpolation entre solutions d’énergie finie et infinie

L’idée des deux méthodes que nous allons décrire consiste a interpoler entre solutions
d’énergie finie et infinie.

Il convient avant tout de noter que si la distinction entre solutions d’énergie finie et infinie
recouvre souvent celle entre solutions fortes et faibles, ce n’est cependant pas toujours le
cas.

On peut en général obtenir des solutions globales de (G) a l’aide de deux techniques :

e Si ug est d’énergie finie, on peut utiliser la conservation de I’énergie pour controler
une solution locale u et la prolonger & RT ou bien appliquer une méthode de com-
pacité comme expliqué plus haut, en section 1.1.3.

e On peut aussi s’en remettre a une méthode de point fixe comme celle décrite en
section 1.1.3, et obtenir des solutions globales d’énergie infinie appartenant a un
espace X. Mais comme nous ’avons noté, il faut alors se restreindre a des données
initiales telles que

déf
luolly =" [|Suollx
soit assez petit.

Ainsi, nous pouvons construire des solutions globales grandes et d’énergie finie ou petites
et d’énergie infinie.

Pour interpoler entre ces deux classes de solutions globales, donnons-nous ug grand et
d’énergie infinie, que nous écrivons uy = vy + wq, avec

e vy d’énergie finie
e w( d’énergie infinie et petit dans Y.

On sait alors qu’il existe des solutions globales v et w de (G) issues de vy et wy, et tout le
probleme réside dans les interactions non-linéaires entre v et w.

La méthode de Calderén

Cette méthode a été introduite par Calderdén [3] afin d’étudier les solutions faibles des
équations de Navier-Stokes en dimension d’espace égale a 3, puis appliquée par Gallagher
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et Planchon aux équations de Navier-Stokes en dimension d’espace égale a 2 [4] ainsi qu’a
I’équation des ondes [5].
L’idée est de commencer par résoudre globalement

{ Ow — Lw+ N(w) =0

Wit=0 = Wo
puis de considérer le probleme perturbé

{ v —Lv+ Nw+w)—N(w)=0
’U‘t:O:’UO .

Si v est une solution de ce probleme, u = v + w est une solution de (G).

La donnée initiale vy est d’énergie finie, et le point crucial est de controler I’énergie de v. Si
I'on y parvient, on peut appliquer les méthodes standard pour montrer que v est globale,
et ainsi conclure.

De nombreux problemes peuvent survenir, et rendre plus complexe ’application de la
méthode de Calderén. En particulier, on ne dispose parfois d'une majoration de 1’énergie
de v que sur un temps fini, fonction de vy et wg. Il faut alors considérer des suites conven-
ablement choisies de données initiales (v()), (w() telles que le temps maximal jusqu’auquel
on controle v tende vers 'infini. On retrouve ainsi des constructions semblables a celles
de l'interpolation linéaire.

La méthode de Bourgain

Cette méthode a été introduite par Bourgain pour étudier I’équation de Schrodinger [2].
Elle a notamment été appliquée par Kenig, Ponce et Vega a I’équation des ondes [6].
Elle constitue en quelque sorte le dual de la méthode précédente. On commence cette
fois-ci par résoudre globalement

{ Ov—Lv+ N(v)=0
Ylg=0 = V0 »

puis 'on consideére le probleme perturbé

{ Ow — Lw+ N(w+v) — N(v) =0
W|t:0:w0 .

Si wq est assez petit dans Y, on peut utiliser une construction de type point fixe pour
obtenir une solution locale sur [0,7}], tout en controlant ||w(T})||y. On recommence alors
en 77, on obtient une solution sur [T7, T3], et ainsi de suite ; on s’arréte a I’étape m quand
on ne peut plus garantir que ||w(7T,,)||y est assez petit. A priori T, < oo (& moins que
Pon ne dispose d’une information sur la décroissance de v), et il faut alors avoir recours
a des suites de données initiales (v(), (w() telles que le temps d’existence de w™ tende
vers +0o pour obtenir une solution globale.

1.2 Résultats obtenus

1.2.1 L’équation de Navier-Stokes et ’équation des ondes

Nous nous sommes plus particulierement intéressés dans cette theése a deux équations aux
dérivées partielles : ’équation de Navier-Stokes, et I’équation des ondes semi-linéaire.
Nous allons les présenter brievement.
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L’équation de Navier-Stokes

Cette équation s’écrit

Oy — Au~+u-Vu=—-Vp
(NS)¢ divu=0
u\t:O = Uup ,

ot u(t, ) est une fonction de [0, +oo[xR? dans R?, et p(t, ) une fonction de [0, +-oo[xR?
dans R. On peut retrouver p a partir de u grace a la formule

— Y 00l

ainsi, u constitue la véritable inconnue du probleme.
Le scaling associé a cette équation est la transformation suivante

u(t, z) — Mu(N\’t, \x)

et son énergie, qui s’obtient en prenant le produit scalaire de (IV.S) avec u puis en intégrant
en temps et en espace, s’écrit

B(tu) = 5l + [ 19u(s) s

L’équation des ondes semi-linéaire

C’est la seconde équation que nous considérerons. Elle s’écrit

O2u — Au+ |ulP~tu =0
(NIW), { g = w0
8tU|t:0 =ui ,

ou Iinconnue v est une fonction de R x R? dans R.

- . U (g vy 0
Si l’'on pose U = < By ), Uy = < w >, et N( w ) = < oLy >, (NLW),, peut se
réécrire sous la forme (G) :

0 Id
6tU—<A 0 >+N(U):0

Up_o = Up .

(1.2.1)

Cette équation a pour scaling
2
u(t,x) — Ar—Tu(At, Ax)

et son énergie (que 'on peut obtenir en prenant le produit scalaire de (NLW),, avec Oyu
puis en intégrant en temps et en espace) s’écrit

1 1 1
Bt = 0@ + 3IVu1 + — [ llptias
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Les questions que nous nous poserons

Ces équations different par beaucoup d’aspects, en particulier (N.S) est une équation
parabolique alors que (INLW), est une équation hyperbolique. Néammoins, elles ont
toutes deux la structure exposée dans la section 1.1 : on peut leur associer une énergie, et
elles possedent une certaine homogénéité.

De ce fait, beaucoup de questions similaires se posent pour (N.S) et (NLW),, par exemple :
les solutions faibles sont-elles uniques ? Les solutions d’énergie infinie sont-elles globales ?
Nous avons cherché dans cette these a répondre a ces questions (dans certains cas) en
utilisant les méthodes décrites en section 1.1

Nous allons décrire les résultats ainsi obtenus.

1.2.2 Unicité fort-faible pour (NS)

Comme nous allons le voir, 1’étude de l'unicité fort-faible pour (N.S) impose un détour
par les multiplicateurs et paramultiplicateurs entre espaces de Sobolev. Nous commencons
par exposer les résultats que nous avons obtenus a ce sujet avant de revenir a la question
de l'unicité fort-faible & proprement parler.

Multiplicateurs et paramultiplicateurs entre espaces de Sobolev

Nous utilisons les espaces de Sobolev homogenes standard ; le lecteur peut se reporter au
chapitre 2 ou ils sont définis.
Définissons maintenant rapidement les multiplicateurs entre espaces de Sobolev : si s
et s + o sont deux réels appartenant a (—%,%), on di't que f € S'(R?) appartient &
M(H*, H5"%) (Pespace des multiplicateurs de H® dans H*1®) §’il existe une constante C
telle que

£l grora < Clidllgs Vo € SRY) .

Le produit de deux fonctions peut étre décomposé a ’aide de ’algorithme du paraproduit
introduit par Bony [1] (nous utilisons les notations A; et S; standard pour la théorie de
Littlewood-Paley, voir le chapitre 6 pour une définition) :

Fa=2 AjfSig+Y SifAjg+ Y AjfAxg
J J li—k|<1
déf ~
= 1(f,9) + 1(f,9) + R(f.9) .
Afin d’étudier plus finement les espaces de multiplicateurs, il s’avére intéressant d’examiner
la continuité des opérateurs II(f,-), II(f,-) et R(f,").
Ainsi, de méme que M(H s H 51 est défini par la continuité de ¢ — f¢, nous définissons
respectivement TI(H®, H5+e), TI(H*, H*+) et R(H*®, H**%) par la continuité de II(f,-),
II(f,-) et R(f,-) en tant qu'opérateurs de H* dans H*te.
Nous avons pu décrire dans la plupart des cas les espaces de multiplicateurs et de para-
multiplicateurs. Il apparait qu’ils peuvent étre déduits par intégration ou différentiation
fractionnaire des espaces BMO?® de Youssfi [11] [12] définis par
Bvos €, i)
(en particulier, BMO° est I'espace BMO classique). Nous notons dans le théoreme qui
suit A pour |D|.
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Théoréme A Soit s € (—4,4) et € R tel que s+ € (— 2,8

). On a alors
o II(H* H**) = A*BMO? .
o R(H® H+) = A"*BMO~~° .

o Sia<0, IN(H* H*) =B .

e Sia>0, M(H*, H ) = {0} ;
sia=0, M(H*,H*) = BMOFI N L> ;
sia<0,a#—2s, M(H®, Ht®) = A—*BMO™ax(s,—5=) .

sts=1/2 ou 1, M(H*, H=*) = A BMO?®.
Ce théoreme est prouvé dans le chapitre 2.

Retour a I'unicité fort faible pour (NY)

On sait depuis l'article fondateur de Leray [7] qu'il existe des solutions faibles de (N.S) si
la condition initiale uy de divergence nulle appartient & L?. Ces solutions appartiennent
a l'espace d’énergie

£ € 120, 00), 12) 1 L2((0, 00), ") -

plus précisément, elles vérifient I'inégalité d’énergie
1 2 ‘ 2 1 2
V20 Bt u) = llu)llz + ; IVu(s)llzds < Slluollz - (1.2.2)

On sait que ces solutions faibles sont uniques si d = 2 ; par contre, pour d > 3, on ne sait
pas si c’est le cas en général. La technique d’unicité fort-faible décrite en section 1.1.4
permet d’apporter des réponses partielles. Comme nous ’avons expliqué plus haut, toute
la difficulté consiste & donner un sens au membre de droite de (1.1.4) ; dans le cas de
(NS), il prend la forme suivante

. T
F d:ef (u,v,h)r—>/ / (u-Vo)hdzds
0 R4
LXLXxP—R.

Il s’agit de déterminer les espaces fonctionnels P tels que F' : £Lx L xP — R soit continue.
Or si a € [2,00], on voit par interpolation que

L — L*(]0, +oof, HY?) .

Une condition suffisante pour que F' : £ x L x P — R soit continue est donc que, pour
des réels o et (3 dans [2, 00| on ait

T
/ / (u-Vv)hdzds
0 Jrd

L’inégalité ci-dessus est clairement vérifiée pour P = LY([0,T], M(H?/*, H'=%/8)) ou ~

1 1 1
est tel que — + — + — = 1. On voit donc comment les espaces de multiplicateurs sont
Q

g

amenés a jouer un role dans des questions d’unicité fort-faible ; en appliquant ’algorithme

< Cllull pagrzrallvll s gr2ssllll> -
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du paraproduit au produit (u - v) - h dont l'intégrale définit F', ce sont les espaces de
paramultiplicateurs qui apparaissent.

Nous développons dans le chapitre 3 les idées qui ont été exposées ci-dessus. On aboutit

au théoreme suivant, olt nous utilisons encore la notation A = |D].

Théoréme B Soient u et v deuz solutions faibles de (NS) issues de ug € L? vérifiant
linégalité d’énergie (1.2.2). Supposons de plus que pour un certain T > 0, u appartient
a P, avec soit

P =C([0,T], (A BMO")O)

(pour un espace de Banach de distributions B, on note BO) pour adhérence de la classe
de Schwartz dans B), soit

P = L%([O,T],ATBMOT) pour un certain r € [0,1) ,

so0it
P = L&([O,T],ATBMO) pour un certain r € (—1,0] ,

soit encore

P = L'([0.T].Lip) .

ot Lip est l’ensemble des fonctions dont le gradient appartient o L*°.
Alors w = v sur [0,T]. De plus, u appartient a C([0,T], L?) et on a ’égalité d’énergie :

t
)1 +2 [ IVl ds = ol
Les deux premiers cas du théoréme ci-dessus sont dus a Lemarié [8], les deux derniers sont

nouveaux.
Ce théoreme généralise tous les résultats connus en matiere d’unicité fort-faible.

1.2.3 Solutions globales d’énergie infinie & données grandes : étude de
(stD) et de (NLW)Q*_l

Le cas de (NS2D)

Nous appelons (N .S2D) le systeme de Navier-Stokes avec d = 2 (dimension d’espace égale
a 2).

Les solutions de Leray qui ont été introduites au paragraphe précédent sont uniques et
régulieres pour d = 2. Ainsi, si ug € L?(R?) est de divergence nulle, on sait qu’il existe
une solution globale, unique, réguliére et d’énergie finie.

Comme d = 2, 'espace d’énergie pour les données initiales, L2, est au scaling de 1’équation.
Il est inclus dans des espaces eux aussi au scaling mais d’énergie infinie :

.2 1 .2 9 .
L? — Bf, — Bl. < 0BMO — Bl
si2<p<p<ooet2<qg<qg<oo (voir le chapitre 6 pour la définition des espaces de
Besov).

On connait 'existence de solutions globales de (N.S2D) pour des données initiales petites
2

.2
dans Byj, , avec p < 0o, ou dans 0BM O, I'espace des dérivées de fonctions de BMO.
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Gallagher et Planchon [4] ont utilisé la méthode de Calderén présentée en section 1.1.5 pour
interpoler entre solutions globales d’énergie finie & données grandes et solutions globales

d’énergie infinie & données petites. Ils ont ainsi obtenu I'existence de solutions globales
2

.21
pour une donnée initiale ug € By, , avec p < oo et ¢ < 00

En utilisant la méme méthode, nous avons pu étendre leur résultat en prouvant I’existence
de solutions globales de (NS2D) pour uy € dBMO©®) (Padhérence de la classe de Schwartz
dans OBMO). Nous avons aussi pu établir certaines propriétés de ces solutions globales.
Elles sont regroupées dans le théoreme suivant.

Théoréme C (NS2D) est globalement bien posé pour ug € 0BMO©) . Plus précisément,

o Siug € OBMOWO est de divergence nulle, il existe une solution globale u de (NS)
issue de ug.

o Le flot de (NS), c’est a dire Uapplication
def
¢t (uo,t) = ult)
dBMO© x R — dBMO ,

est localement lipschitzien par rapport a la premiére variable.

e Enfin, u est a valeurs dans 9BMO©), et, pour tout & > 0 et pour une constante
C(9) dépendant de ug et de &, on dispose de l’estimation suivante

Vt>0 Ju(t)lloparo < CO)(L+10).

Ce théoreme est prouvé dans le chapitre 4.

Le cas de (NLW)a+_;

On note 2* = 7 , il s’agit de 'exposant associé a l'injection de Sobolev

H' < ¥,

L’étude de (NLW), fait apparaitre la valeur critique 2* — 1 pour p. En effet, si I'on
considere des données initiales (ug,u1) d’énergie finie, c’est a dire appartenant a H' x L2
'existence de solutions fortes globales de (INLW), n’est connue que pour p < 2* — 1. Ce
résultat est beaucoup plus difficile si p = 2* — 1, il a été établi par Shatah et Struwe [10].
Sip > 2*—1, on ignore s’il existe dans le cas général des solutions fortes globales d’énergie
finie de (NLW),,.

D’autre part, pour des données initiales (ug, u;) appartenant a lepo X Bgoo,
petite, Planchon [9] a prouvé l'existence de solutions globales de (NLW )g«_;.

et de norme

Nous avons appliqué les méthodes de Bourgain et de Calderén exposées plus haut, afin
d’obtenir des solutions globales, d’énergie infinie et de norme quelconque de (NLW )« _1.
Les deux méthodes permettent de démontrer des résultats différents. Ainsi, la méthode
de Bourgain donne le théoreme suivant.
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Théoreme D Soit d = 3,4 ou 6. Il existe des constantes C' > 0 et o« > 0 telles que, si
des données initiales (ug,u1) peuvent s’écrire

(uo,u1) = (vo + wo,v1 + wy) .

avec
E = jvoll g + [[v1]lz2 < o0 .

et
lwollgy  + llwillgg < Cexp(—exp(EY))

alors (NLW)a«_1 admet une solution globale (définie pourt € R).
Quant a la méthode de Calderoén, elle permet de démontrer le résultat suivant.

Théoréme E Soit d = 6. Il existe ¢ > 0 tel que le probléeme de Cauchy (NLW)gx_y
admette des solutions globales a condition que les données initiales (ug, uq) puissent s’écrire

€0 C1
up(z) = vo(w) + Tl et wu(z) =vi(x)+ T2
avec (vg,v1) € HY' X L?, ¢; <€ etcy<e.
Notons que les données initiales (%, %) sont d’énergie infinie, sans quoi le théoreme
x|?’ |z

n’aurait pas d’intérét.
Notons aussi que ces deux théoremes sont complémentaires :
e Dans le théoreme D, on obtient une solution globale pour une perturbation d’énergie
infinie de données initiales d’énergie finie ; il n’y a pas de conditions sur la forme de
cette perturbation, mais sa taille doit étre exponentiellement petite par rapport a
I’énergie des données non perturbées.

e Le théoreme E donne le méme résultat d’existence globale, mais la condition sur la
perturbation est différente : sa forme est fixée, et sa taille doit étre inférieure & une
constante universelle.

Ces deux théoremes sont prouvés dans le chapitre 5.

1.3 Organisation de la these

Dans les chapitres 2 a 5, les résultats qui viennent d’étre évoqués sont développés.

e Le chapitre 2 est consacré a I’étude des multiplicateurs et paramultiplicateurs entre
espaces de Sobolev.

e Cette étude est appliquée dans le chapitre 3 a I'unicité fort-faible pour les équations
de Navier-Stokes.

e Nous nous intéressons dans le chapitre 4 aux solutions globales d’énergie infinie (&
données grandes) des équations de Navier-Stokes en dimension 2 d’espace.

e Enfin, le chapitre 5 porte sur les solutions globales d’énergie infinie (& données
grandes) de I’équation des ondes non-linéaire critique (NLW )g-_;.
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Ces quatre chapitres peuvent étre lus de maniere indépendante : les rappels nécessaires
sont faits dans chacun d’entre eux.

Des prolongements possibles des travaux de cette thése sont présentés dans le chapitre 7.

Enfin, nous utilisons abondamment la théorie de Littlewood-Paley et en particulier les
espaces de Besov, aussi le chapitre 6 est-il consacré a des rappels sur ce sujet.
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MULTIPLIERS AND PARAMULTIPLIERS BETWEEN SOBOLEV SPACES



Chapitre 2

Multipliers and paramultipliers
between Sobolev spaces

Abstract
This chapter is dedicated to multipliers and paramultipliers between Sobolev spaces. The
pointwise product of f and ¢ can be decomposed using Bony’s paraproduct algorithm

FO=Y DifSio+ > AifArd+ > SifA¢
J li—k[<1 J

© nire) +  REe) o+ I(f.0)

(see Chapter 6 for the notations). Multipliers (respectively paramultipliers) are func-
tions f such that the operator My : ¢ — f¢ (respectively, the operators II(f,-), R(f,"),
or ﬁ( f,+)) maps a given Sobolev space into another one. Our main result is an almost com-
plete description of paramultiplier and multiplier spaces. In order to prove it, we begin by
describing paramultiplier spaces, and prove then that M} is continuous if and only if the
three operators of the above decomposition are continuous. We also give some alternative
approaches to this theorem and study the embeddings between multiplier and paramulti-
plier spaces and more classical functional spaces. Finally, we discuss some properties of
the preduals of multiplier and paramultiplier spaces.

2.1 Introduction and definitions

2.1.1 Multipliers

Definition
Let us begin with the definition of Sobolev spaces.

Definition 2.1.1 (Sobolev spaces) If s € (—4,2), a tempered distribution f € S'(R?)
belongs to H® sz 1s locally integrable and

113 = [ l€1f@)Pde < oo

In order to define multipliers between Sobolev spaces, we remark that multiplying a tem-
pered distribution by a Schwartz function makes sense : if f € S’'(R?%), and ¢ € S(R?), we

25
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define the tempered distribution f¢ by
(o, N =(f.0X)  VA€SERY).
We shall denote by My the corresponding multiplication operator

Mo fg

Definition 2.1.2 (Multipliers between Sobolev spaces) Let s andt belong to (—g, %)
We say that f belongs to M(H®, H') (the space of multipliers from H® to H') if

W lnggaze ey = 50 {1l e +6 € S and gl < 1} < 00
It is not hard to see that M(H?®, H') is a Banach space.

Lemma 2.1.1 Let s and t belong to (—%,4). The norm ||- HM(HS,Ht) makes of M((H®, H')
a Banach space.

PROOF : Let us take (f,,) an absolutely converging series of M(H?, H'), i.e. such that
>n Wfnllngzrs gty < 00- Then }°, My, converges to M, a continuous operator from H* to

Ht, and > n fn to a tempered distribution f. Necessarily M = My. B

Our multipliers are distributions which, by pointwise multiplication, map a Sobolev space
based on L? of a given index on another one. Multiplier spaces are studied in a more
general framework in Maz’ya [10] and Bourdaud [2], Chapter III.

Some examples

Hardy’s inequality
Hardy’s inequality reads, if s < d/2,

2
/Rd ’(b(.%’)‘ dx < CHngQ

2|25 Hs >

which is equivalent to
1 )
z+— —— € M(H*, L?) .
|z]*
Product laws

If s and ¢ are two real numbers less than %l and such that s+t > 0, there exists a constant C
such that

1F9ll gsse-arz < ClF N gsllgll e

which means that
H® o M(E!, 402

Traces on hypersurfaces

For the sake of simplicity, we only deal with the case of a hyperplane. If u(x) is a function
of x = (x1...14) € R we denote by u(-,0) the function (21 ...24_1) — u(z1,...,24-1,0).
With this notation, we have the following trace theorem

[u 0) 172 < Cllullgs
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if % <s< %l. This inequality cannot be expressed in terms of multiplier spaces, but these
two topics are very close. Notice for instance that if the value s = % were allowed, the
above equality would mean that the Lebesgue measure on a hyperplane is a multiplier
from H'/2 to L2.

Many similar inequalities can be found in Maz’ya [11].

Ricatti’s equation

We will see in Chapter 3 that the problem of weak-strong uniqueness for the Navier-
Stokes equations is a first example of application of multiplier spaces to partial differential
equations.

Another example is provided by some nonlinear elliptic equations (see [1] [12]). We shall
present one of them : Ricatti’s equation. We will see that multiplier spaces are the optimal
framework to build up solutions of this equation. We essentially follow Gala [8].

Ricatti’s equation reads

—Au=|Vul* + f . (2.1.1)
This equation is set on R? ; we suppose that f is a positive measure.
In order to give a meaning to this equation, it suffices that u belongs locally to H'. So

let u be a locally H! solution of the above equation. Taking the scalar product of (2.1.1)
with ¢2, where ¢ is a test function, we get

Q/Rd(Vu-VqS)qﬁdx:/Rd|Vu|2¢2dx+/Rdf¢2dx. (2.1.2)

So on the one hand,

1/2
F o dn <2 ( [, e d:c> IVolls— [ [VuPede <[l (213)

Rd

(we denote || - ||, for the norm of the Lebesgue space LP) and on the other hand, since
f >0, we deduce from (2.1.2) that

1/2
/ \Vul?¢? dz < 2/ (Vu-Ve)pdr <2 (/ |Vu|?¢? dx) V|l
Rd R4 Rd
which implies that
[ [vupe? iz < avol (2.1.4)
R4
We therefore reach the

Conclusion 2.1.1 If Ricatti’s equation (2.1.1) has a solution u, inequalities (2.1.3) and
(2.1.4) must be verified. In other words,

Vu e M(HY, L?)  and ||quM(H1,L2) <2.

Likewise, the condition on f is of the “multiplier spaces” kind ; in a non-formal way, we
can formulate this condition as the belonging of \/f to M(H*', L?).
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2.1.2 Paramultipliers

Definition

Multiplier spaces are intended to study how pointwise multiplication maps Sobolev spaces
of various regularity indexes. In order to study in a more refined way the action of
pointwise multiplication, it is natural to make use of the paraproduct algorithm of Bony
(see Chapter 6)

fo= ZA fS¢+ZSfA o+ Z AjfAR®
lj—k|<1 (2.1.5)
© e + TLe) + R(.6) .

Recall that multiplier spaces are defined by the boundedness of M; from one Sobolev
space into another one. Now we are led to considering the spaces of functions f for which
(respectively) the applications

1(f,), T(f,), R(f.") : B — H**
are bounded. The following definition makes this precise.

d d d
2 5) and o € R such that s + « € (—§a 5) Then

o [ Fllszie sy = 5up LTI ) oo <6 € S andd 6]l < 1} and

Definition 2.1.3 Let s € (—

TS rrsta def
(e, ) S f € B o I gz vy < 0
L IfOé < 07 HfHI:I(HS,HS‘H") = Sup{Hﬁ(f’ QS)HHS-FQ ,Qb €S and HQSHHS < 1} and
e et def
(i, 1) S f € B o I lgagize srovey < 00}

if o =0, TI(H*, H?) def oo
o | fllress frs+ay = sup {I1R(f, )l grosa +& € S and [|¢]| e < 1} and

TS Irsta def
RO 1) D {1 € B o 1 mggre srosey < 00

Remark 2.1.1 e We defined the space M(HS,HS+°‘) as the set of f € S’ such that
My is bounded. But in order to define the paramultiplier spaces, we consider only
functions in the Besov spaces BOO o0s Which is consistent with the scaling, but a prior:
not completely general. We believe that any distribution f such that II(f,-), R(f,")
or I1(f,-) maps H® in H*** also belongs to BOO o0 Dut we have not been able to prove
it.

o The definition of ﬁ(HS,HS+°‘) poses a specific problem : indeed, Bg‘om does not
embed in S" for a > 0 (see Chapter 6). Therefore, Sjf cannot, for these values of a,
be defined as an element of S’, and it is not clear which meaning should be given to
the pointwise product S;fA;¢ then. For this reason, and because ﬁ(f, -) is obviously
continuous on H*® if f € L™, we choose to define I:I(HS,HS+“) as L= if a = 0. For
a > 0, we do not consider this space.
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e The indexes of the Sobolev spaces, s and s+ «, are taken in (—%, %) The reason is
of course that, with s lying in this interval, the following embeddings hold

S— H* < &,

so there are no difficulties when handling Sobolev spaces. Besides, this range of values
for s and s+« suffices for the application to the Navier-Stokes equations in Chapter 3.
A larger range of s and s + « is considered in Part 2.3.

The BMO? spaces

Some of the paramultiplier spaces which have been introduced above were already studied,
namely the spaces II(H®, H®).
The most famous one of them is BM O, which can be defined as

BMO =TI(L* L%,

see for instance Stein [18]. Youssfi [20] [21] generalised this definition by introducing the
spaces BMO*
Bvos € iy

We will say a few words about the BM O?® spaces, since they will play a major role in the
following.

The definition we have just given is not very easy to manipulate : it is for example hard
to find examples of functions belonging to BMO* \ BMO? for s # t. Another definition
(which is unfortunately also unpleasant to handle) exists, and it relies on Riesz capacities.

Definition 2.1.4 (Riesz capacities) Let s be a real number. If  is an open set of R?,
its Riesz capacity of order s is given by

Cap, (@) = inf {|8]%. , éj0 =1}

Proposition 2.1.1 (Youssfi [20]) Let f € BY and s € (0,9). Then f € BMO?® if

00,007 59
and only if there exists a constant C > 0 such that for any bounded open domain 2,

S 40 [ 1A f@) do < € Cap,()

J

Let us now give some other properties of the BM O® spaces.

Proposition 2.1.2 Let s,t € (—%, %l) Then

(i) If s > t, BMO® — BMO" : the BMO?® decrease if s increases.
(ii) If s = 0, BMO" is the classical BMO space.

(iii) If s < 0, BMO® = BY, ..

(iv) L — BMO? if and only if s < 0.

PROOF : (i) is proved in [21] ; it is a particular case of Lemma 2.3.1 of the present Chapter.
(4) is true by definition.
(7i7) can be proved by a simple computation : let s < 0, f € Bgom, and ¢ € S, then we
have

ST £S003 < O3 #8603 < Cllol,. -

€L jez
(v) The “if” part is obvious ; for the “only if”, see Youssfi [21]. B
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Value of s | —d/2<s<0| s=0 | 0<s<4

BMO?® BY BMO | BMO?®

Figure 2.1: The spaces BMO?

2.2 Main theorem

The aim of this chapter is to describe the spaces M(H*, H5t®), TI(H*®, H5**), R(H*, H°t®)
and II(H*®, H5T®). This goal is achieved (at least if o # 0) in Theorem A.

2.2.1 Statement of the main theorem

Before stating the theorem, we have to define the Calderén operator

def
|D| .

Theorem A Take s € (—%,4), and o € R such that s + a € (—%,2). One has then
o TI(H*, H5t®) = A~*BMO* .
o R(E®, ) = A BMO—
e [fa <0, TI(E®, 4oy = B

o Ifa>0, M(H* H5+a) = {0} ;
if =0, M(H*, H®) = BMOM A L ;
ifa <0, a#—2s, M(H®, Ht®) = A—*BMO™ax(s,—s—) .
ifs=1/2 0or1l,  M(H®*,H®) = A>»BMO?".

The following figure is an attempt to sum up the situation.

Space considered a>0 a=20 a<0
TI(H*, Hote) A=*BMO? BMO?® A=*BMO?
R(H®, H*t®) | A" *BMO 5~ BMO—* A"*BMO—5
II(H*, H5T) L>® B
M(H?®, Hs+) {0} L® N BMOB! | If s # —a/2, A~*BMO™aX(s:—5-a)

Figure 2.2: Multiplier and paramultiplier spaces ; s and s + a are supposed to lie in

(—d/2,d/2)

2.2.2 Why paramultipliers enable one to better understand the struc-
ture of multiplier spaces

The heavy notations that we have had to use in the statement of the previous theorem
might have frightened the reader. However, we would like to show that the introduction
of paramultiplier spaces gives very good insights into the structure of muliplier spaces.
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First remark that Theorem A can be rephrased as (with some restrictions on s and «)
MI(E, FIH) = TI(ES, [709) A R(E, (1) A TL(EE, B
if a <0 A““BMO™max(s=s-2)

—{ ifa=0 L®NA*BMO™ax(s—s-a)
ifa>0 {0}

Let us see how the above equality permits to explain some properties of multiplier spaces.
We will focus on two of them

Multipliers of positive order

If s < ¢, M(H s H ) = {0}. This fact is very intuitive : one cannot gain regularity by
multiplication by a non-zero function ; see Proposition 2.3.5 for a formal proof.

How does Theorem A enable us to better understand the reason why 0 is the only multiplier
of positive order 7

We observe that the two spaces II(H®, H5T®) and R(H?®, H*"®) of the paraproduct de-
composition do not reduce to {0} for v > 0 ; on the contrary, we have IL(H*, H5T®) = {0},
or more precisely H(H S H er0‘) cannot be defined then, see Remark 2.1.1. As a conclusion,
it is this one term, IL(H*®, H5T®), which is responsible for the non existence of non zero
multipliers for o > 0.

Ordering of the multiplier spaces

With the usual restrictions on s and «, let us fix o < 0 and consider the spaces
E, = M(H?®, H* %) .
If s increases from its minimal value,
e the sequence (E;) is increasing for s < —a/2 ie Es C Ey if s <t < —a/2,
e the sequence reaches its maximum for s = —a/2 ie Vs, E; C E_, /2
e and the sequence is decreasing for s > —a/2 ie By C Fy if —a/2 < s < t.

The proof of these three points is a simple consequence of a duality argument, see Propo-
sition 2.3.4 below.

More than formally proving these points, we would like now to show what in the structure
of multiplier spaces makes them happen.
With o < 0 fixed, we keep the notation E4 defined above, and denote furthermore

F, =TI(H®, H*+)
G, = R(H®, H") .

Since a < 0, we have

E,=F;NGq

But the sequence Fj is decreasing, whereas the sequence G is increasing [indeed, we have
the formulas Fy;, = A™*BMO® and G, = A" *BMO™5"“ given in Theorem A, and the
sequence BMO? is decreasing, see Proposition 2.1.2].

Furthermore, Fy = G4 for s = —«/2. Thus, E; is the intersection of two sequences, one
increasing, the other decreasing, and both are equal for s = —a/2. This explains all the
observations made about the sequence (Es) above.
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2.2.3 An open question

There is an obvious gap in the above theorem : we have not been able to describe precisely
the spaces M(H?®, H™#), for s > 0 different to 1/2 and 1. But the examples provided by
the other multiplier spaces make the following equality very likely

if s €)0,d/2] M(H®, H %) = A>*BMO?® . (2.2.1)

The proof that this equality holds in the cases s = 1/2 and s = 1, due to Maz’ya and
Verbitsky [14] relies on tools of potential theory quite different from the techniques used
in the present chapter.

2.3 Proof of the main theorem

We shall in the next subsection prove a proposition which describes, for any s and «, the
spaces H(H s H §T@)  This is the main step in the proof of Theorem A. In the three follow-
ing subsections, we describe the spaces R(H®, H**®), TI(H®, H*T®) and M(H?, H*t®),
and this completes the proof of Theorem A. In the sequel of the present part, we present
alternative proofs of some parts of the theorem.

Gala and Lemarié [8] have obtained independently from us a result close to ours : they
focused on multipliers and considered therefore only the case o < 0, i.e. the case when
the pointwise multiplication operator M; maps a given Sobolev space in a Sobolev space
of lower regularity. Their method, which is based on duality, is completely different from
ours.

2.3.1 Study of the spaces IT(H*, H*t®)

In this section we intend to study the spaces H(H s H st@) which have already been
defined in Section 2.1.2.

We shall relax here this definition, by allowing s and « to be any real numbers. This will
permit us to state a more general result without any supplementary effort.

So, if s and « belong to R, we set

def

H(Hs’Hera) {f € Bgo,ocu ”H(f, ¢)HHS+a < C”(bHHS for any ¢ € SOO} )

see Chapter 6 for the definition of Soo. This definition makes sense because of the density
of S in HS.

We have already met the BMO? spaces of Youssfi in Section 2.1.2, for s € (—g, %l) They
can also be defined for any real value of s, see [20] [21] :

Bvmo® C s, B,

Allowing s to belong to R yields new properties for the BMO?® spaces, which essentially
generalise some of the results already given in Proposition 2.1.2.
Proposition 2.3.1 Let s,t € R. Then
(i) If s > t, BMO® — BMO".
d
(ii) If s > 3 BMO* = {0}.
(iii) If s < 0, BMO® = BY

00,00°
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PROOF : (i) and (7i¢) can be proved as indicated in Proposition 2.1.2. (i) is Corollary 1
of [21]. W

We now want to consider the case o # 0, and will first prove that the spaces TI(H®, H*T)
are decreasing (for the inclusion) when s increases.
Lemma 2.3.1 Let a,s,t € R with s >t. Then

TH(ETS, F+) < TI(EY, B

PRrROOF : Let f € H(HS,HS+O‘) and ¢,9 € S ; we intend to prove that

JEZ
We observe first that
TI(f,4) = Y TI(f, Arep) - (2.3.2)

kEZ

Because of the spectral localisation of the Littlewood-Paley operators, we have for some
N eN

kEZ
<O Akl Td = Sk n)ll ot
kEZ

where we have used that f € H(H s H §t@)  Schwarz’ inequality enables us to conclude :

1/2 1/2
[(II(f, ), )| < C (Z‘lk(tﬁ)llﬁklbllzs) (Z‘lk(”)ll(fd— Sk-n)9ll7 _s_a>

k k
1/2

SOWllge | D4 NAwl3 Y 4

LeZ 1>k—N—1
< ClYl gelldll gr-a-s -
[ ]

We are now in a position to prove a technical lemma, analogous to Proposition 3 of [21].
We will show that if a function f belongs to II(H®, H5%), then one has as expected

> ACTNA;r8005 < Cligll,. -
j

More generally, we will prove that this property still holds if one replaces A; by R; =
h(277 D), with h smooth and supported in an annulus.

This lemma will then enable us to describe all the spaces H(H s H st using only
the BMO? spaces.
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Lemma 2.3.2 Let h € D be such that Supph C {y~! < [£| <~} with v > 1. Define for
all j € Z

R; =h(27D) .
Consider also f € TIL(H®, Ht®), with s and o in R. Then there exists a constant C' such
that for any ¢ € S,

> YR, £556013 < Clloll7,. -
JEZ

PROOF : 1. Take f in II(H*®, H**®) and let N > 0 be such that

N
Rj = Rj ( Z A]’_H,) and Rj <
v=—N

for any ¢ € So. Choosing N which fulfills the two above conditions is possible, due to
the spectral localisation of the operators A;, S; and R;.
We define then

N

Aj+uf5j+u¢> = R, < > Ajf Sj+v¢> )
N

V=— V=—0o

Xj(9) = Rj@fsﬂ
Yi(¢) = > Ri(DjrnfSiwd) = RiII(f,¢) .
v=—N

Still using the spectral localisation of the R; on the one hand, and the belonging of I f,-)
to L(H?®, H*T®) on the other hand, we obtain

D HEHINY(@)3 < Clloll,. |

JEZ
and consequently we just have to show that

>4 )1X5(6) = V(03 < Cllgl -

JEZ

Finally, we can write Y;(¢) — X;(¢) = A;j(¢) + B;(¢), with

N
Aj(0) = Y [Ri(Aj1ufSisvd) — Ri(Aj10f)Sj 0]
u:];N
Bi(9) = > Ri(Ajsul)[Sjrve - 50] -
v=—N
2. The term Bj is the easier to treat : since f € B, o and Sji,¢ — Sj¢ = Z Ao
k=j+1

(for v > 0, with a symmetrical formula in the case v < 0), we have, for a constant C
proportional to ||f||%, and anew N € N

N
IB; ()5 < C47* > 1A 1013,
v=—N
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which implies

S W BiglI3 < CllolZ, -

J
3. Writing
¢j = S0, fi=0;f , Hy =2Yh(27.)

we get that

Ai(0)(a) = Z L B =000~ S s

d
= Z / Hj(x —y) <¢j+u(y)—¢j+u(~’ﬂ)+Z(wz—y¢)3i¢j+u(y)> fi+v(y)dy
N i—1
d
L Hi@ =) Y i = 200510 W) [0 (v)dy
=1
N
WFS™ (@) + 11, ()
v=—N

4. First, to estimate I;, we will consider only the case v = 0 ; the other cases are identical.
Besides, we will only treat the case where s < 2 ; the cases where s is larger than 2 can
be handled in the same way, but the Taylor expansion we need to use has then to be
developped up to terms including derivatives of larger order. If s < 2, applying Taylor’s
formula of order 2, we see that

1 d
@ = | [ He =0 3 = o= (1= 0050+t~ 1) (0) dedy
i,k=1
d
< IIfJIIOO/ / 2) > ziz(1 =)0 dj(z + (t—1)z)| dtdz .
i,k=1
Therefore, recalling that f € BC>O o0s We find
d
12 < €2 Ja/ / (2) 3 zizi| [0 6z + (t = 1)2)|| 2 dt dz
ik=1

< 0P 9242

since / |Hj(2)2i2,| dz = C27%. Now we can sum over j
R4

Z4ﬂ |13 < cZw NPl < > A AL

7, k<j—2

= 024%% o3 Y 4V =0) 4| Argll3 < Cllg],. -
k

j>k+2
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5. We are left with Z I1;,. It may be written as

N d
Y I (e) =277 Y N AUS 000 )

v=—N i=1

where ﬁz is the convolution operator whose kernel reads = — 27z; H;(x) and whose symbol
is of the form F;(277¢), with F; € S supported in an annulus. In the following, we shall
drop the index i, in order to keep notations as light as possible.

Summing over j, and keeping in mind that, according to Lemma 2.3.1, H(Hs, H5+O‘) —
TI(H5 1, A5t~ 1), we get

> 4ilste) i I,
v=—N

JEZ

2
_ Z4j(s+a—1)
2 JEZ 2

= > AETVIATI(S,09) 5 < CITI(f, 0) 3oy
i

S CHfH?‘[(Hs—IJi[S‘Fa—I)Ha(ﬁH?—']s—l S CH¢H2 s

2

N
A; < Ajif 5j+u3¢>
v=—N

This ends the proof of the lemma. B

The following theorem is a straightforward consequence of the previous lemma. It shows
that all the II(H®, H5%%) spaces can be deduced from the BMO?* spaces.

Theorem 2.3.1 Let s and « in R. We denote by A the Calderdn operator, A = |D)|.
Then o
I(H® H"*) = A"*BMO® .

PROOF : Recall that TI(H®, H*) = BMO®. Hence, it suffices to prove that
ACTI(E®, 1) — TI(E®, F2)
for any s, t and o in R. Let f € II(H®, H'). Let
Rj = AjA*270
the symbol of this operator reads ¥(277£)277%|¢|*. We can apply Lemma 2.3.2 to get
S A AN S 6ll5 = 4R, £503
JEZ JEZ.
2
< Cligllgs »

which implies the theorem. W

2.3.2 Study of the spaces R(H*, H*t®)

From now on, we let s and s + a belong to (—%, g)
The study of the spaces R(H?®, H5T®) reduces to the study of the spaces II(H®, H51%)
since the operator R(f,-) is almost the transpose operator of II(f,-). This observation is

formulated in the following proposition.
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dd
Proposition 2.3.2 Let s and t belong to (—5 5) One has then

RO, HY) = TU(H, F) .

In other words,

R(H® HY) = A*'BMO~" .
PROOF : Let f € B! . By definition,
fERH HY) <= (R(f,4),¢) <Cllé]lgsll¢ll g for any ¢ and ¢ in S . (2.3.3)

Let us denote Ej = Aj_1+A;+Aj 1. Due to the spectral localisation of the Littlewood-
Paley operators, there exists a N > 0 such that

(R(f,0),0) = O A A0, ¥) =Y (AifA;6, Sjent) = Y (AjfSjint, Ajg) .

JEZ J J
From now on, we denote by A(¢, ) any bilinear operator such that

[A(@, )] < Clloll g 191l - -

It is easy to see that, for any integers M and N,

D (A (Sin = Sian)ts Do) < ClIf e 16l o1l e
J

therefore, if M is an integer,

(R(£,0),0) =D (DjFSi—mnp, Do) + A(g, ) .
J
Using once again the spectral localisation of the Littlewood-Paley operators, we see that

for M large enough, (A; fS;—m, 3](;5> = (A; fSj—m, ¢), which implies

(R(f, ), ¢ ZA FSi-mt, @)+ A, ) .

We observe now that, still because of the spectral localisation of the A; and S},

(D85 F(S; = Sj—an)ts &)| < Clfll s 0l e 1l o
i

and this implies

(R(f,9) ZA FSj, o) + A6, ) = (IL(f,4), ¢) + A($, 1) -

This proves the first assertion of the proposition. The second assertion is a consequence
of Theorem 2.3.1. &
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2.3.3 Study of the spaces ﬁ(Hs,H5+a)

These spaces are easily described. Recall that they are defined only for o < 0, and that
they are equal to L*° for a = 0.

Proposition 2.3.3 Let s € R and a < 0. Then
(H*, H) = BS . -

PROOF : Consider f € B and ¢ € S.

00,007

D A5 FAel5 < C 48, FIZ 401N )15 < CllgII.
JEZ JEZ.

which proves the proposition. Bl

2.3.4 Study of the spaces M(H* H*t®)

We shall study in this paragraph functions f such that the operator My maps a given
Sobolev space into another given Sobolev space. This is the last step in the proof of
Theorem A.

Proposition 2.3.4 (Elementary properties of multipliers) Let r > s > t be real

numbers in (— and o be a non-positive real number. One has then

575)7
(i) M(H",H®) = M(H 5, H™") .
(ii) If furthermore f € M(H", H®) and g € M(H*, H"), then

h=fg € MU, E1Y)
(i) If r > s > —a/2 > 0,
M(E" 7)o M(E®, )
Ifr <s<-a/2,
M(ET 57+ s M(E®, 5
() s +ae(-5.5),
M(H®, H"*) — B .
(v) If f € M(H", H*),
I fllnacre ey < CIXI e s -

PROOF :
(¢) follows by duality

(i) is obvious.
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(i4i) To prove the first embedding, take f € M(I-.[T,H”*a.). By (i), we know that f
belongs also to M(H"~% H~"). In other words, My € L(H", H" ") N L(H " * H™").
Since r > s > —a/2 > 0, we have

—r—a<s<r and —r<s+a<r+a,
so by complex interpolation, My € L(H?®, Hot),
The second embedding is the dual of the first.
(iv) To prove this point, observe that if ¢ € S, it may be written as
&= gnhn With Y llgnll gallhnll j-e-o < o0 .
neN neN

(To obtain such a decomposition, it suffices to consider a smooth non-homogeneous parti-
tion of unity in dyadic annuli 1 =3 -, A, to write then ¢ =3 )\nj\vn(b, where 5\; )
and )\nj\vn = Ap, fand .eventually to set g, = An, hn = X;(b)

Now let f € M(H®, H*"%), and ¢ be the convolution kernel associated with the Littlewood-
Paley decomposition, which we decompose as a sum as above. Then if z € R¢,

@1 = | [ 2@ =)o@ dy| < VY[ =) 002 (27

neN
< DU Fllyggie ey 3190 (@ )L ln (20 - < C25
n

(v) Let f € M(H", H®), and x, ¢, € S. We want to show that

[0 fy o0 < Clldl g 1]l s -
We notice that

O fro9) = =(f * (¢), x(=))
and, by definition of M(H", H®), that

1 % @)oo < 1 Fllnggrze sroy 18l e 1800 -

Therefore,
100 £ 6)] < g ooy 90 e 0l e Il
This proves (v) and the proposition. H

We would like now to describe the multiplier spaces M(H*®, H SfLa) with the help of the
results that we have proved about the paramultiplier spaces IT(H?, HsT), R(H®, H5T%),
and TI(H®, H5T%). Matters would be easy if we could affirm

“My € L(HS, H*T®) <= TI(f,-), R(f,-) and TI(f, ) € L(H®, H*+)" .

Unfortunately, we do not know whether this statement is always true or not. The < part
is obviously true, which gives the embedding

IL(H®, H ) 0 R(H®, H*YY) 0 II(H®, H5T®) ¢ M(H®, H*+®) | (2.3.4)
but the converse embedding is not clear : there might be compensations between the
operators II(f,-), R(f,-) and II(f,-) which make their sum bounded while each of them is
not bounded.

The following lemma, which we borrow from Gala and Lemarié [8], will enable us to prove
the converse embedding in (2.3.4) in most cases.



40 MULTIPLIERS AND PARAMULTIPLIERS BETWEEN SOBOLEV SPACES

Lemma 2.3.3 ([8]) Tuke s € (0,d/2), and t € (—s,s). Then
M, FY) < TR, Y O R(E®, ) A TL(E®, HY) |

PROOF : Take f € M(H*, H'). Since by Proposition 2.3.4 M(H®, H) — B};go, we have
fe ﬁ(HS,Ht) On the other hand, if ¢ € S,

ITL(f, @)% < C D 47758 £S;8ll5 < C Y 47| A; 155615,

JEL J

<CY 47Cs;90%.
j

since, by Proposition 2.3.4 point (v), HAijM(HS ity < CHfHM(Hs fty- 1t is now easy to
end the computation.

I0(F @ < O 4700 30 A Al < Clloll-.

JEZ k<j—2

because s +t > 0. Hence f € H(H‘t,H_S), and Proposition 2.3.2 gives that f €
R(H*, H'). We can now conclude :

1(f,-) = My — R(f,) = TI(f,")

belongs to L(H*, H'), and therefore f € TI(H®, H'). B

And as a consequence of this lemma and of other results proved above, we can describe
the spaces M(H®, H¥%T%) in most cases.

Proposition 2.3.5 Let a and s be two real numbers such that s and s + « belong to
d d
(

—5 5) One has then

(i) M(H?®, H*+) = {0} if a > 0.

(i) M(H®, H*) = BMO!*l n ™.

(iii) M(H®, Ht®) = A—=*BMO™(s=5=) jf o < 0 and 25 + a # 0.

PROOF : (i) We shall prove this assertion by contradiction. Take s € R, &« > 0, and f # 0
in MI(H®, F+e).

By point (v) of Proposition 2.3.4, if one convolves f with a function of D, one obtains
a C* function, different of 0, and belonging to M(Hs, H5+a). So we might as well suppose
that f belongs to C*°.

Furthermore, D is included in M(H®, H*), thus, by point (ii) of Proposition 2.3.4, the
pointwise product of f with a function of D still belongs to M(Hs, HS) For this reason,
we can assume that f belongs to D.

Finally, by translation invariance, we can suppose that f(0) = 1.

Now take ¢ in C* such that

S&) = [¢I P it g > 1,
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and consider A = F~1¢, which belongs obviously to H®. The pointwise product f\ is
RSN =

well defined, and its Fourier transform reads @t f *¢. Since f belongs to S and verifies

/ f: (27T)d7 the following equivalent holds, for £ — oo,

g+ 0)(E) ~ €72

FINE) = (

If we choose € < «, this proves that fA does not belong to Hste, yielding a contradiction.

(74) This assertion is proved in [20]. Let us briefly recall the proof : suppose first |s| < 1
and consider the multiplication operator M. It is a singular integral operator (with a zero
kernel), hence we can apply Theorem 2.6.2 given in the Annex. M 7 is weakly bounded if
and only if f € L*°, and besides M¢(1) = f : this yields the result. If |s| > 1 the criterion
for the boundedness of singular integral operators is more complicated ; however, since My
has a zero kernel, matters become easier, see [20].

(797) Suppose first 2s + a > 0. We know that
IL(H®, H°") N R(H®, H***) 0 IL(H®, H"®) — M(H?, H*T®)

and we have proved in Theorems 2.3.1, Proposition 2.3.2 and Proposition 2.3.3 that, for
a <0,

II(H*, H* ) = A"“BMO*
R(H®, H"®) = A"*BMO™5"° (2.3.5)
(H* ) = B .

We now just have to remember that BMO® — BMO? for a > [ to prove that
A"“*BMO® — M(H*, H*"%) ;

the converse embedding is provided by Lemma 2.3.3.
The case 2s + « < 0 is nothing but the dual of the case 2s +a > 0. B

As appears in the statement of the preceding theorem, there were some cases where we
have not satisfactorily described the space M(H?®, H"®), namely if 25 + a = 0.

For certain values of s, this problem has been settled by Maz’ya and Verbitsky, using
methods of potential theory.

Theorem 2.3.2 (Maz’ya, Verbitsky [14] [15]) Ifs=1/2 or 1,
M(H®, H=%) = A2BMO* .

Finally, we state another result of Maz’ya and Verbitsky [13] (Lemma 3.1.), which we use
in our treatment of the Navier-Stokes equations in Chapter 3.

Theorem 2.3.3 (Maz’ya, Verbitsky [13]) The Riesz transforms R; = 0;(—A)~/2 are
bounded on BMO?® for s € (0,d/2).
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2.3.5 Another approach : link with singular integrals and pseudodiffer-
ential operators

So far, we have studied multiplier and paramultiplier spaces using very basic tools ; this
elementary approach has enabled us to describe all the relevant spaces, and in particular
to derive all the results which we need for the application to the Navier-Stokes equations
in Chapter 3.

However, it is interesting to gain a wider prospect by connecting these spaces to the
theory of pseudo-differential and of singular integral operators. We will first describe this
connection, and then show how some of the results about paramultiplier spaces can be
obtained with the help of the singular integral operators theory.

The problem we have been investigating in this part was to find conditions on f so that
the operators R(f,-), II(f,"), ﬁ(f, -), M be bounded from a Sobolev space H* in H5t,
The operators My are simple pointwise multiplication operators ; the case of the operators
ﬁ( f,-) has been settled very quickly ; and we have seen that II(f,-) is almost the transpose
of R(f,-). So let us concentrate on this last operator.

We would like to study the boundedness of this operator from H® in H5t® ; but most of
the results in the literature concern the boundedness of operators mapping some Sobolev
space into itself. We therefore introduce

T = R(f, )A*

and the problem reduces to studying the boundedness of T on H*t®. If we suppose
that f € B% one can check easily that 7' is a pseudo-differential operator whose symbol

00,007
o verifies

08050 (w,€)| < Cayplé]P71 .

Recall that o would belong to the exotic symbol class S?,l (see [18]) if the right-hand
side of the above inequality was replaced by C(1 + [£)!8I=Iel : so T belongs to a kind of
homogeneous version of S?,r These estimates are not enough to grant the H® continuity,
but they imply that 7" is a singular integral operator (see section 2.6.2 in the annex of the
present chapter for a definition of singular integral operators, and the book of Meyer [16],
page 294, for a proof of this statement).

We can therefore apply theorems similar to the T'1 theorem of David and Journé, and
deduce a criterion of boundedness of T' over H5t. This program is implemented in the
proof of the next theorem.

The following theorem is actually a particular case of Theorem A, but we present another
proof, which makes use of the theory of singular integral operators. Treating the general
case (ie, for any s and «) using this method seems to be difficult ; indeed, the hypotheses of
the T'1 theorem, which we will use, would then have to be supplemented with commutator
conditions (see [20]) which are not very easy to manipulate.

Theorem 2.3.4 Let s,a € R such that —1 < s+ a < 1. Then
R(H®, H***) = A"*BMO™*"*
PROOF : 1. fisin R(H®, H**®) if and only if

R(f,): ¢ = Y AN | € L(HS, H)
JEZ
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where Av] =Aj_1+Aj+ Ajt1. The above statement is equivalent to

RN 6 Y AFRA | € ot ).
JEZ
2. The crucial observation is that 7" is a singular integral operator (some basic facts of the

theory of singular integral operators are recalled in the Annex, in Section 2.6.2). Indeed,

the kernel K of T' (in the sense that (T'¢)(x / K(z,y)¢(y)dy) reads

JEZ.

where A € S is such that the kernel of ﬁjAa reads 27/ \(27.). Since f € BC>O oos WE
have that ||[0°A; f|le < C27(=2HI8D for any multiindex 8. Furthermore, for any m € N*,
hes,

D PR (@ - y)| < Cloe—y| ™™ .
JEZ
Hence we get the estimate we were looking for,

07K (z,y)| < Cla —y|~41P1

3. So as to be able to apply the classical theorems on the continuity of singular integral
operators, we have to show that 1" has the weak boundedness property.

Let B be a bounded set of D, let t € (0,00), a € R?, and F,G € B. We want to show that
the following quantity is bounded independently of ¢, a, F and G :

Pl () () - gamhp () o5

where ﬁj is the convolution operator of kernel 29\ (27.).

We observe first that, by translation invariance, we might as well take a = 0. Furthermore,
we shall suppose, to simplify the notations, that logst = A € N. After a change of
variables, we are led to estimating

(028 ) ()45 A, G)
J
But the functions 2jO‘Aj f are bounded in L%, and G is bounded in L'. Therefore, we
only have to show that F'is bounded in Bgo,r This can be deduced from the two following
inequalities, valid for any j € Z, which are simple applications of the Bernstein lemma.
18 Flloo < C272|AA; Fllog < C27#[|AF o < C27
18 Flloe < 248 F |11 < C24 P11 < 0201

4. To complete the proof, we simply have to apply the theorems on the boundedness on
Sobolev spaces of weakly bounded singular integral operators. Different cases must be
considered, depending on the sign of s + a.

Suppose first s + @ = 0. To determine under which conditions T € £(L? L?), we can
use the T1 theorem of David and Journé (this theorem is recalled in the Annex : Theo-
rem 2.6.1). The conditions to be fulfilled are :
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e T is weakly bounded ; this has already been verified.
e Tl € BMO ; this is always the case, since obviously T'1 = 0.
e T*1 € BMO. The transpose operator of T' is :
T* 6 > AAY(Afe) .
JEZL
Hence T*1 = A® Zj AjAjf = A®f, which belongs to BMO if and only if f €
A"*BMO.
5. Assume now s + «a > 0. We now apply the theorem of Meyer (which is recalled in

the Annex : Theorem 2.6.2) : the continuity of 7" on H5t is equivalent to the fact that
T1 € BMO**%. Since T'1 = 0, the theorem is proved in that case.

6. Finally, suppose s+a < 0. We remark that the boundedness of T on H5t® is equivalent
to the boundedness of T* on H~*~. But the kernel of T* is K (y,z), therefore T* is also
a weakly bounded singular integral operator.

Recall that T*1 = f ; we apply the theorem of Meyer (Theorem 2.6.2) to T, and the
condition T*1 € BMO~°~ yields that T* is continuous on H*~% if and only if f €
A"*BMO—57“.

This concludes the proof of the theorem. W

2.3.6 A proof of M(H*, [?) — II(H*, L?) based on the H' - BMO duality
We have already proved above that
M(H®, L?) — A*BMO = TI(H*, L?) , (2.3.6)

see Lemma 2.3.3 for the embedding of M(H’S7 L?) in A*BMO, and Theorem 2.3.1 for the
equality between A*BMO and II(H®, L?).
We shall give in this section another proof of the embedding

M(H?*, L?) — A*BMO .

If s > 0, we denote

x, v, 12 .

Lemma 2.3.4 Let s € [0,d). Then
Xs — AN°BMO .

PROOF : 1. The case s = 0 is obvious ; we suppose from now on that s > 0.
First, the predual of X can be described (see Proposition 2.5.1) : it is the space

Y, = {h such that h =Y anBy with Y _ [lanllal|Ball 7« < 00}
neN neN

with the natural norm ||h||y, = inf Y lenllallBnll 7+

n anBn=h n

From now on, we fix f € X;. If g € Sso, we have

(AT f 9 = [{(F A9 < Iflx A gllys - (2:3.7)
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We would like to show that A% f € BMO, which is equivalent to
(AT f 9 < gl -

Because of (2.3.7), it actually suffices to prove that A~* continuously maps H' in Y, ie
that for any ¢ in H!,
IA™glly. < gl -

Any function G in H! can be decomposed as a sum of atoms G = Zj Ajm;j ; a function m
is said to be an atom if for a certain r > 0 it satisfies

/sz

Suppm C B(0,r)
d

(2.3.8)

Imleo <77

We have then [|G|| = inf ), [A;], where the infimum is taken over all possible decompo-
sitions of G as a sum of atoms (see [18]). In the following, we will take m to be one such
atom, with » = 1, and will try to prove that A™%m € Y.

2. We will first examine A™*m near B(0,1). Since s € (0,d), the convolution kernel of A™*

is, up to a multiplicative constant, x — , which is integrable near 0. This implies

‘x’d—s
that
AT m|e0 < C'.

Define 8 € H®, such that 8 =1 on B(0,2), and
a = Xpo2A ‘m.
We have then
IxBo2A mlly, < llallz2llBll s < C - (2.3.9)

3. Now we have to take care of A™*m outside B(0,2). We observe first that if = ¢ B(0, 2)
and y € B(0, 1), there exists a constant C' such that

1 1
[z —yl®s x|

< C
— |x|dfs+1 :

Using this estimate, the zero integral of m and once again the fact that the convolution

kernel of A=% is x +— W’ we get
A B 1 ol 1 1 ;
| m(m)| - Rd Wm(y) Y| = Rd |$ _y|d,s - |1E|dis m(y) Yy ( )
2.3.10
1 1
= CHm|’°°|x|d—s+1 < C|x|d—s+1 ;

for |x| > 2. We will now need a kind of space-Littlewood Paley decomposition. Let A, e
C*° such that

Supp A C {1 < 2| < 4}
Supp A C {0.9 < |z < 4.1}
A=A

it A\ d:ef)\ <_k> then Z)\k(:ﬂ) =1forxz#0.

2
kEZ
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Using A and X, we can decompose A~*m outside B(0, 2) into functions whose space support
are dyadic annuli,

A7 m (1= Xpo2) = DM <Xk/\78m (1- XB(O,2))>

keN
and obtain :
IA=*m (1= xBo2) I <D HAkaA*Sm (1- XB(O@))‘ v
hen ~ (2.3.11)
<Y Ikl AR m (1 - XB(0,2))‘ L
keN
This last term is easily estimated : we have obviously
INell o = G222
and (2.3.10) yields
N _d_
HMA *m (1 —XB(O,2))HL2 < Cc2Memah
Combining the two last estimates with (2.3.11), we see that
[A™*m (1 = xB2) v, <C
and with the help of (2.3.9), we conclude that
A *m|ly, < C. (2.3.12)

4. The case of general atoms (ie, with r # 1) is easily deduced by homogeneity of
(2.3.12). So the proof of the lemma is complete. W

2.4 Comparison of multiplier spaces with more classical func-
tional spaces

In this section, we study the embeddings between multiplier and paramultiplier spaces,
and other functional spaces : Lebesgue, Lorentz, Sobolev, Besov, and Morrey spaces. A
few facts about Morrey spaces are recalled in the Annex.

We begin with the space Xg = BMO, for which the following results are classical (see [2]
and [19]) ; we denote in the following proposition W4 for A=*L4.

Proposition 2.4.1 The following embeddings hold :
(i) (Lebesgue spaces) L — BMO
(i) (Sobolev spaces) If p € (1,00), W4PP — BMO
(ii) (Besov spaces) BQO’Q — BMO — Bgom
We now come to the X, with s > 0.
Proposition 2.4.2 Let s € (0, %) The following embeddings hold
(i) (Lebesgue and Lorentz spaces) LY «— L5 < X
X, — L}

loc
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d
(ii) (Morrey spaces) If p € (2,=], MPY* — X, < M>Y* and the last embedding is strict.
s
#ii) (Besov spaces) B> 5F4UP < X, provided p < 2.
p,00 s
0
Bd/s,Z — X
Bg/s w and X5 are not comparable.

H—5
X5 — BOO’Oo

PROOF : (i) The first embedding follows from the sharp Sobolev embedding HS < Ldii%s’Q.
To prove the second embedding, take a compact set K, and ¢ € S such that ¢ =1 on K.
Then if f € X, ¢f € L?, and this yields the result.

(ii) The first embedding is a deeper result ; it can be easily deduced by duality of Lemma
2.6.1 given in the Annex. The second (strict) embedding is proved in [9].

(iii) Let f € B;g:d/p, with p < d/s. Thanks to Theorem A, the first embdeding of (iii)
will be proved if we show that TI(f, ) € L(H?®, L?). Take ¢ € H* ; by Sobolev embedding,

. 2p_
HP — 32 s0 we have

T, )72 < CD A £Sill5 < C Y IAFIIS¢l%2
jET j 2
< Cz4j(sfd/p)\|5j¢\|§;d/p

j

<C Z 4j(sfd/p)4kd/p”Ak¢H§
7,k<j

< Cllgll%. -

Let now f € Bdo /5,2 3 tO prove the second embedding of (iii), we will also show that
II(f,-) € L(H®, L?). Using the Sobolev embedding H* < L%, we have
I, @)72 < CY 1A S0l <C Y 1285 £ 1a/s 19581220
JEL J

< OllolF. D18 £l < Cligll. -
i

Remark that the embedding Bg/s 5 = X, could also have been proved using (i) and the
Littlewood-Paley theorem : Bg 52 LY* (see Chapter 6).

To see that Xy — Bg /5,00 does not hold, it suffices to construct a function belonging to

Ld/s:50 \Bg/s + and to use (i). How can we build up such an example 7
Define A by its Fourier transform

69
s

where ¢ € C§°, Supp¢ C B(0,1), and ¢(0) = 1. Then A € C* and we have for a non zero
constant ¢

A©)
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and thus A\ € LY\ L5 Now define f by its Fourier transform

()
1O =g

We can choose 7 > 0 and {p such that f = A¢f ; and we still have f € Ld/s’oo\Ld/S. Thus
f e Lo\ Bg /5,00 this is the example we were looking for.

Finally, we would like to show that BS /5,00

=" e?mg()

j=0

— X does not hold either. Define

where ¢ belongs to the Schwartz class, and has a Fourier transform supported in B(0,1).

It is well-known that f is not a Radon measure ; and it is obvious that f € Bdo /500" Since f

2

i o» and therefore not to Xj.

is not a Radon measure, it cannot belong to L

The last embedding of the proposition has already been proved in Proposition 2.3.4. B

Remark 2.4.1 Since for s > 0 A® is an isomorphism from BMO?® to X, the above
embeddings imply corresponding embeddings for the BMO?.

2.5 A dual approach

The preduals of the spaces M(HS, Ht), —g <t<s< %l and of the spaces H(Hs,Ht) can
be described, as we will see in the following. This dual approach provides a tool which
could be used to settle the open problem raised in Section 2.2.3, and also has an interest
of its own.

Besides, studying spaces of products and paraproducts will suggest an interesting problem
for generic spaces of products and paraproducts. Although we do not know how to solve
it in the framework of Sobolev spaces (it is more or less equivalent to the open problem
of Section 2.2.3), we will see that this problem can be given a satisfactory answer in the
framework of Lebesgue spaces.

2.5.1 Spaces of products and paraproducts of Sobolev spaces

Definitions

Definition 2.5.1 (Spaces of products) Lets andt be two real numbers in (—4%, %) such
that s+t > 0. We say that g belongs to M*(H*, H') if

191l na- (zzs g0y = nf {Z 6%l g l¥nll e f = Z%?ﬁk} <oo.

keN keN
The restriction on s and ¢ which we impose permits to give a meaning to the product of

a function of H® by a function of HY.

Definition 2.5.2 (Spaces of paraproducts) If s and t are two real numbers in the
interval (—%, %), we say that g belongs to II*(H*, H') if

190l gge e, 1ey = intf {uangﬁt S Nl ol e s £ = a+ an,wk)} <.

keN keN
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We omit the proof of the following lemma, which is straightforward.

Lemma 2.5.1 The spaces M*(H*, H') and II*(H*, H') endowed with (respectively) the
norms || - HM*(HS fty and II - HH*(HS gty are Banach spaces.

The duality result

The “multiplier part” (point (7)) of the below proposition has been proved by Gala and
Lemarié [9], whereas the “paramultiplier part” (point (i7)) is a generalisation of a result
of Youssfi [21].

Proposition 2.5.1 Let s and t belong to (—%, %l) Then

(i) (M*(H®, H'))' = M(H', H™*) if s+t > 0

(i) (T0(Fr*, F1Y)) = TI(E, )

PROOF : (i) First, if f belongs to the dual of (M*(H?®, H')), and if ¢ and ¢ belong to S,

we have

(208} < Clldlng gy < gl
which means that (M*(H*, H)) is included in M(H*, H=*).

Conversely, take f € M(Ht, H*s). It suffices to consider the case where g € M* (Hs, Ht)
can be written as g = ¢1p with 2H9||M*(Hs ity = &1l s |19l ¢ - We have then

[(Fs ol =IFs o] < Clloll g ¥l e < Cllglings s, ey »

and therefore (M*(H®, H')) = M(H!, H™*).
(i1) Take first f in the dual of IT*(H*®, H'). Since ijt is densely embedded in IT*(H*, HY),
f must belong to BZ* 2! (see Chapter 6). Moreover, if ¢ and ¢ belong to S, one has

0,00

(£ 0)) = Z (DG f s Djud Sirth)

JjELZv=—N

where NV is a natural number ; the existence of such a IV is due to the fact that each term
A ;¢S is spectrally localised in an annulus of radius ~ 27.

(f I, 0) = Z (Aif 5 Djud Si) + (AGf 5 Djyud (Sjt = Sj) )]

jery=-N (2.5.1)

= (IL(f,), 6) + > Z (DG f 5 Dy (Sjnth — Sjab) )

JEZ v=—N

Since f € BOOOO,

N
SN (A At (Sith — Siw))| < Clldll a1l e

JEZ v=—N
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and combining this last inequality with (2.5.1), we obtain

[(TL(f, %), D < Cllol sl e + [(F, T, 0D < Clll s 1] e

where we used in the last inequality the assumption that f belongs to the dual of IT* (H®,HY).
As a conclusion, II(f,-) is a continuous operator from H' to H™* ie f € TI(H', H™®).
Conversely, take f € II(H', H—*). It suffices to consider the case where g € IT*(H*, H')
can be written as g = II(¢,¢) with QHQHH*(HS ey = &1 g |19l e - We have then

(fo9)=(f I(0) = (f. D Do Sy =Y (A;fSjr, Ajg)

JEL J

where Kj = F(277D), with F' € S supported in an annulus. We now apply Lemma 2.3.2
and obtain

1/2 1/2
(ol < | D 4775141850113 DIRA T
J J
< Clllgalloll e < Cllgllge s, ey >

which implies (IT*(H®, H")) = II(H!, H~*). A

And since the dual of a Banach space is itself a Banach space, we have the

Corollary 2.5.1 If s and t belong to (—%, g), II(H?®, H') is a Banach space.

Interest of product and paraproduct spaces

Product spaces appear naturally if one wants to sudy product laws between Sobolev spaces.
Indeed, by definition, M*(H s H %) is the smallest Banach space B such that the product
operator M : (f,g) — fg be continuous from H* x H' to B.
This statement of course remains true if one replaces “product” by “paraproduct”, the
space M*(H*, H') by IT*(H*®, H') and the operator M by II.

The duality result which we proved in the last paragraph could also possibly be used to
give an answer to the open question raised in section 2.2.3. Indeed, we would like to prove
the identity (2.2.1), which can also be written, by Theorem A,

if s €)0,d/2] M(H®, H ) =TI(H*, H®) .

The inclusion “—” (ie from II(H®, H*) into M(H?®, H~*)) is known, always by theo-
rem A. So we are left with proving

if s €]0,d/2[ M(H®, H®) — II(H*, H®) .
By duality, proving identity (2.2.1) reduces to showing
if s €)0,d/2] II*(H®, H*) — M*(H®, H®) . (2.5.2)

We did not manage to prove this embedding. Nevertheless, it suggests a range of inter-
esting problems, to which we now turn.
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A general problem

As we have seen in the previous section, proving the embedding (2.5.2) would be very
interesting. This embedding can be recast in a more general framework : if A and B are
Banach spaces of tempered distributions, when is the embedding

IT*(A, B) — M*(A, B) (2.5.3)

verified ?
An equivalent formulation is : does there exist a constant C' such that given ¢ € A and
1 € B, there exist two sequences (f,,) and (gp) such that

(6, ) =Y fugn  with > |Ifallallgnllz < Clolallvls 2

The above relations mean that the paraproduct behaves in a similar way to the product,
at least from a functional analytic point of view.

The above inclusion can be studied in a still more general framework by introducing the
generalised product operators of Coifman and Meyer [3] [4]. Such operators are given by
the formula, for z € R,

B(o)@ = [ [ Foamnenet <

where h is supposed to belong to L™ ; stronger regularity assumptions on h can also be
made, see Coifman and Meyer [4]. The question which arises then is of course : if f and
g belong respectively to the Banach spaces A and B, does B(f, g) belong to M*(A, B) ?

We shall in the following forget the generalised product operators, and focus on the para-
product operators, which constitute a particular case. The sequel of this chapter is dedi-
cated to studying, if A and B are Lebesgue spaces, when relation (2.5.3) holds.

2.5.2 The case of Lebesgue spaces

In this section, we will study multiplier spaces and spaces of products in the framework of
Lebesgue spaces ; this is very easy. We will then investigate when relation (2.5.3) is valid,
if A and B are Lebesgue spaces.

Multipliers and product spaces between Lebesgue spaces

We define multipliers between Lebesgue spaces exactly as we did in the case of Sobolev
spaces.

Proposition 2.5.2 Let p,q € [1,00].

o Ifq>p, M(LP,L9) = {0}.

o Otherwise, there exists r € [1,00] such that % +1= %, and M(LP,L9) = L".
PRrROOF : To show the first point, we proceed by regularisation, as in the proof of point
(7) of Proposition 2.3.5. To show the second point, it suffices to apply Holder’s inequality
and a duality argument. H
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It is interesting to notice that the same phenomenon as in the case of Sobolev spaces
appears : multiplier spaces corresponding to a positive gain of regularity reduce to {0}.

If p and ¢ belong to [1,00] and verify % + % < 1, one defines as in the case of Sobolev
spaces, the spaces M*(LP, L?) and IT*(LP, L9) which correspond to the norms

lgllnv-(zp 0y = inf {Z @kl ollonlLa, £=") ¢k1/1k}

keN keN

and
9llre-(Lr, Loy = inf {Z rllrllvrlLe, f= ZH(%,W)} :
keN keN
It is then obvious, that, if r is such that % + % = %, one has

M*(LP, L9) = L" .

Study of IT*(LP, L9) for 0 < Il) + % <1

Let us recall that IT*(LP, L9) is only defined for % + % < 1. We shall deal with the case

% + % = 1 in the next section, and prove first the following lemma.

T

Lemma 2.5.2 If% + % =L with r €]1, 0],
IT*(LP, L9) < L7 = M*(LP, L9) .

PRrROOF : We will follow the proof of Coifman and Meyer [3]. To begin with, let us recall
two important results. First of all, an extension of the Littlewood-Paley theorem (see
Chapter 6) states that for any sequence of functions (f;) such that the Fourier transform
of f; is supported in an annulus 427 < [¢] < B2/,

1/2

SHl ~ Do : (2.5.4)
i, i€ )

(where we denote by ~ the equivalence of two norms). Moreover, as proved in [18], any
function f € L verifies

Vj € Z,Vr €RYS;f(x) <CMf(x) (2.5.5)

where M stands for the Hardy and Littlewood maximal function.

Let now f € LP and g € LY. In the following computations, we will ignore all the technical
difficulties due to overlappings between different frequency annuli in Littlewood-Paley type
formulas.

Applying (2.5.4) and (2.5.5), we get

1/2 1/2
IT(f )l < O S 1A £21S591 <c| > 1A Mgl |

JEZ JEL
T T
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which gives, using Holder’s inequality, the boundedness of M over L?, and once again (2.5.4),
1/2
TCf 9l < Cl [ D181 IMgll, < Cllfllpllgllg -

JET
p

Study of the limit cases

We can deal with the limit spaces as we have dealt with the general case in the previous
section, but L' and L are not necessarily the relevant spaces.

For example, the Hardy and Littlewood maximal function M is not continuous over L',
but from H! to L.

Also, the Littlewood-Paley theorem is not valid any more for L' and L™ : these spaces
must be replaced by H' and BMO, see the Chapter 6.

Furthermore, we assume that the extension of the Littlewood-Paley theorem used in the
above section is valid for H' and BMO, ie that for any sequence of functions (f;) such
that the Fourier transform of f; is supported in an annulus A2 < |¢| < B2,

1/2
D6~ 1
j Hl jEZ 7’(1
1/2
S f ~ 181
J BMO JEL BMO

It is very likely that the two above relations hold, but we have not been able to prove
them.

Proceeding exactly as in the last section, we conclude that the following embeddings hold

I (LP, L) — H* if p €]1, 00|
II"(BMO,L*) — BMO

*(Ll, Loo) N Ll

(

(

H =

*HI’LM)(_}HI
*(BMO,H') — H'.

=

2.6 Annex
2.6.1 Some facts about Morrey spaces
First of all, Morrey spaces are defined as follows.

Definition 2.6.1 (Homogeneous Morrey spaces) If1 < p < gq < oo, f € MPY if and
only if f is locally LP and || f||ppa < 00 where

1_1
Ifllama = sup R fll o pany) -
x€R2, R>0
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The next proposition recalls some basic properties of the Morrey spaces.

Proposition 2.6.1 (i) If p € (1,00|, MPP = LP.

(ii) If p1 > po, MPH1 — NP9,

(iii) MP9 has the homogeneity of L.

(iv) The dual space of MP1 is N (conjugate exponents), which can be defined as

NP — {h =" g with Zdiam(Supp(gk))d(%%) ”ngLP} :

keN k

The next lemma is crucial if one wants to compare Morrey spaces and multiplier or para-
multiplier spaces. It was first proved by Lemarié [9], see also Dubois [6].

Lemma 2.6.1 Let2 <p < g <00, define s = % ; take ¢ € L2, ) € H®. Then

160l o r < M@ L2l s -

2.6.2 Boundedness of singular integral operators over Sobolev spaces

We shall recall here some basic results about singular integral and Calderén-Zygmund
operators. A comprehensive study of these operators can be found in [17].

Let us first define a singular integral operator ; the definition relies on properties of its
kernel K. We say that an operator U on S with values in &’ has a kernel K if, for any f,
g belonging to D and of disjoint supports,

W19)= [ Klowgle)fwdy
R
Notice that K does not define completely U : if U is the multiplication operator by some

function, K can be chosen equal to zero.

Definition 2.6.2 (Singular integral operator) Let U be an operator of kernel K. U
s a singular integral operator if K verifies :

K (z,y)| < Clz —y| ™
10K (z,y)| < Cla —y[~4!
0,K (z,y)| < Clz —y[ ™.

Definition 2.6.3 (Calderén-Zygmund operator) A Calderdn-Zygmund operator is a
singular integral operator bounded on L>.

The crucial question is now to determine when singular integral oerators are L? bounded.
Before answering it, we shall define a weaker boundedness notion.

Definition 2.6.4 (Weak boundedness) An operator U is weakly bounded if for any set
B bounded in D there exists a constant Cg such that

()] () <o

or any F, G in B, a in R and t > 0.
for any ;




MULTIPLIERS AND PARAMULTIPLIERS BETWEEN SOBOLEV SPACES 55

We can now give a criterion for the L? boundedness of singular integral operators.
Theorem 2.6.1 (David & Journé [5]) Let U be a aingular integral operator. Then U
is bounded on L? if and only if

e T'1 belongs to BMO

e T%1 belongs to BMO

o T is weakly bounded.

There is also a boundedness criterion over Sobolev spaces of positive index ; it involves
the spaces BMO?® defined in section 2.3.1.

Theorem 2.6.2 (Meyer [16]) Let U be a singular integral operator, and s a real number
in the interval (0,1). U is bounded on H® if and only if

e T'1 belongs to BMO?®
o T is weakly bounded.

Acknowledgement : The author wishes to thank Professor Bourdaud for interesting
and useful discussions during the writing of this chapter.
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Chapitre 3

Weak-strong uniqueness for the
Navier-Stokes equations

Abstract

In this article, we describe spaces P such that : if u is a weak (in the sense of Leray [22])
solution of the Navier-Stokes system for some initial data ug, and if u belongs to P, then u
is unique in the class of weak solutions. We say then that weak-strong uniqueness holds. It
turns out that the proof of such results relies on the boundedness of a trilinear functional.
In order to find optimal conditions for the boundedness of this functional, we make use
of spaces of multipliers and of paramultipliers (that is, functions which map, by classical
pointwise product or by paraproduct, a given Sobolev space in another given Sobolev
space). These spaces are described in Chapter 2. With the help of this description, we
derive conditions for weak-strong uniqueness which generalise all previously known results,
from the famous Serrin criterion [31], to the recent conditions formulated by Lemarié [21].

3.1 Introduction

3.1.1 The Cauchy problem for the Navier-Stokes equations

We shall in this paper study uniqueness criteria for the solutions of the Cauchy problem
associated to the Navier-Stokes equations. We shall consider these equations in the whole
space R¢, where d > 2. The Cauchy problem reads then

Ou — Au~+u-Vu=—-Vp
(NS)¢ divu=0

U‘t:() = Uup -

It describes the evolution of a viscous fluid filling the whole space : u(x,t) and p(z,t) are,
respectively, the velocity and the pressure of the fluid. The initial condition uj;—y = uo
gives its velocity at ¢ = 0. The fluid is furthermore supposed to be incompressible (hence
the condition divu = 0) and of viscosity v = 1.

The modern theory of the Navier-Stokes equations goes back to Leray [22] who first con-
structed weak solutions of finite energy of (INV.S), for an initial data ug in L2 (for a Banach

space of distributions B, we denote B, for the kernel of the divergence operator in B). A
solution is said to be of finite energy if it belongs to the space

£t 1o (0, 00), 12) N £2((0, 00), B | (3.1.1)

59
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where H! is the homogeneous Sobolev space, ie the space of functions whose gradient
belongs to L?. These weak solutions are global in time ; they are known to be unique for
d = 2 but for d > 3, their uniqueness is still an open problem today.

Another approach is the one of strong solutions, also already considered by Leray. One of
the major steps in that domain was accomplished by Fujita and Kato [13], who built, for

an initial data ug in Hﬁ/ 2_1, solutions in the space
c([0,T], H¥*71) for some T >0 .

Strong solutions are in general unique ; for small initial data, they are defined for any
time, but for large initial data it is not known whether they might blow up in finite time
or not.

3.1.2 The weak-strong uniqueness problem

Let us now come to the weak-strong uniqueness problem ; we shall remain here rather
sketchy and formal, but explain everything more thoroughly in Parts 3.2 and 3.3.
Weak-strong uniqueness is an attempt to reconcile the two points of view which have been
described : weak and strong solutions. More precisely, the problem is to find conditions
on a strong solution u of (NS) such that all weak solutions which share the same initial
condition ug equal u. Leray already considered this problem ; however the articles of
Prodi [28] and Serrin [31] were a very important improvement of the theory.

How does one proceed to prove weak-strong uniqueness 7 The almost universal method is
to establish the boundedness of the trilinear functional

T
F d:ef (u,v,h)»—>/ / (u-Vo)hdzds
0 R4

LXLXP—R,

where T' > 0 is given, and P is to be determined. Notice that this functional is classical in
the framework of the Navier-Stokes equations. If it is bounded independently of T' for a
certain P, then, using energy estimates and a Gronwall type argument, one can in general
conclude that weak-strong uniqueness holds.

So the problem reduces to finding P so that F' be continuous. Prodi and Serrin suggested
Lebesgue spaces in time and space, and, in a series of articles ([2] [10] [14] [19] [21]
[29] [35]), spaces always more refined were considered. The common point of all these
articles is that the authors actually do not prove the boundedness of F' on £2 x P but on
LYH?'*x LB H?/P xP (we denote for the sake of simplicity LP H® instead of L?([0, o), H®))
with «, § € [2, 00|, where LYH?/* and LPH?/P are interpolated spaces between L>°L? and
L?H.

3.1.3 Our approach of the weak-strong uniqueness problem

What we will do is try to find optimal conditions on P so that F' be bounded from
LeH?/* x LPH?/P x P to R. We will use two important tools :

e The paraproduct of Bony : following Gallagher and Planchon [14], we will split the
product defining the integrand of F' into three terms, with the help of the paraproduct
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algorithm. In other words, we write

T
F(u,v,h) = /0 /Rd Z(Aju-Vv)thdxds
J

T T
+/ / E (Sju-Vv)Ajhdzds +/ / g (Aju-Vv)Arhdz ds
0 Rd 0 Rd
j |

J—kl<1
(see Chapter 6 for a definition of the Littlewood-Paley operators A, S;, and a more
consequent explanation of the paraproduct algorithm).

e Multiplier spaces : following Lemarié [21], we observe that, in order to give a meaning

to the integral
/ abcdx |
Rd

where a € H® and b € HB. (a.and (B are real numbers), it suffices that ¢ €
M(H®, H=?). We denote M(H®, H?) the multiplier space

MHH ) ={f €8, |/l 5-5 < Cllll 70} -
This observation can be adapted to the functional F'.

In order to combine the ideas of Lemarié and of Gallagher and Planchon, we will introduce
paramultiplier spaces, ie spaces of functions f which make one of the mappings

¢ — > AjfS¢
J

¢ > S;fA¢
J

b Y NjfAe

l7—k|<1

bounded from one Sobolev space in another.

A refined study of these spaces is necessary ; it is performed in Chapter 2. With the help
of the results proved in that chapter, we will obtain a criterion for weak-strong uniqueness
which generalises all results already known, and is, in a certain sense, optimal.

3.1.4 Organisation of the chapter

We recall first in Part 3.2 some results about the Navier-Stokes equations, and their weak
and strong solutions ; we then proceed by reviewing known results about weak-strong
uniqueness.

We state in Part 3.3 our main results : Theorem A and Theorem B.

Theorem A is an optimal criterion for weak-strong uniqueness for the Navier-Stokes equa-
tions, it is proved in Part 3.4.

Theorem B gives a condition on the initial value for local uniqueness of weak solutions of
the Navier-Stokes equations. It is proved in Part 3.5.

The proofs of Theorems A and B rely on a result of harmonic analysis, namely the de-
scription of multiplier and paramultiplier spaces given in Theorem 3.3.1. This theorem is
proved in Chapter 2, but the reader only interested in the Navier-Stokes equations can
skip this Chapter and simply admit this result.
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3.2 Navier-Stokes equations and weak-strong uniqueness :
review of known results
3.2.1 The Navier-Stokes system, weak solutions, strong solutions

Recall the Navier-Stokes system

Ou — Au~+u-Vu=—Vp
(NS)¢ divu=0
U‘t:() = Uuop -

It is often easier to solve (N.S) under its integral form (both formulations are equivalent
for large classes of solutions, see [21])

(INS)  u(t) = e®ug — B(u,u) ,

where .
B(u,v)(t) dlef / / eU=IAPY . (u(s) @ v(s))dz ds . (3.2.1)
0 JR4
The Leray projection operator, P, is given, if 1 < i < d, by
def ,
e
(Pf); = fi =D RiRif

i=1
where R; is the Riesz transform R; = (%(—A)*l/z.

Leray’s weak solutions and the energy space

Leray [22] proved in 1934 the existence of weak solutions, ie obtained by a weak limiting
process and satisfying the equation in the distribution sense. These solutions are of finite
energy : the initial data ug belongs to L2, and the solution u itself to the energy space

£ 110, 00), 12) A L2([0, 50), ) .

For later use, we also define

£, € roo 0,4, 12) M L2([0,4), HY) .

Theorem 3.2.1 (Leray [22]) Let ug € L2. Then (NS) has a solution u € L, global in
time. Furthermore, u verifies the following energy inequality

t
vt>0, \IU(t)\|§+2/O IVu(s)|I3 ds < luoll3 - (3.2.2)

Definition 3.2.1 (Leray weak solutions) We call u a Leray weak solution if u is a
solution of (NS) for some ug € L2 and if u satisfies the energy inequality (3.2.2).

If d = 2, Leray weak solutions are unique and continuous with values in L?, but for d > 2,
it is not known whether, in general, Leray weak solutions are unique and / or regular.
Finally, the following result will be useful in the sequel.
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Lemma 3.2.1 (Foias [12], Serrin [31]) Let T be a real number in (0,00], ug € L2, and
take uw € L7 a solution of (NS). Then there exists a zero measure set N such that for any
t€[0,7)\ N, and any function ¢ € C*([0,t],S) whose divergence identically vanishes,

/0 (1, 000) — (Vu, Vo) — (u- Vi, 8)) ds = (u(t), §(t)) — {uo, $(0)) -

Furthermore, it is possible to change the definition of u on N in such a way that the above
equality holds for any t € [0,T), and that u is weakly L? continuous.

In the following, we always assume that the Leray solutions we consider are weakly L2
continuous.

Strong solutions and critical spaces

While the weak solutions of (NS) belong to the energy space L, the strong (ie obtained
by a fixed point argument) solutions of (INV.S) are a priori of infinite energy : it is natural
to construct them in critical spaces, in other words spaces whose scaling is adapted to the
Navier-Stokes equations. Let us be more precise : if u(z,t) is a solution of (IV.S) associated
to the initial data ug(), then Au(A(x — z0), A?t) is a solution associated to Aug(A(x —z0))
for any A > 0 and zo € R%. The following definition is now natural.

Definition 3.2.2 We say that a Banach space B of distributions on R? is critical for the
initial conditions if its norm verifies for any A € R, any zo € R? and any u € B,

[ull = [Au(A( = o)l -

A Banach space of distributions of R x R is a critical path space if its norm verifies for
any X\ €R, any xo € R? and any u € B

lull = [Aw(A(- = 20), A%)]| -

The energy space L? is critical for the initial conditions only if d = 2.

It must be emphasized that in the following, all the spaces (except the energy space)
in which we will take ug (respectively u) will be critical spaces for the initial conditions
(respectively critical path spaces).

Many works have been devoted to strong solutions of the Navier-Stokes equations, and we
will mention only some of them.

Let us begin with the theorem of Koch and Tataru. Before stating it, recall that 0 BMO is
the space of derivatives of functions of BMO (see [18]), and that ABM O is the closure
of the Schwartz class in 0BMO. In the following theorem, the existence part is due to
Koch and Tataru [18], and the uniqueness to Miura [25].

Theorem 3.2.2 (Koch and Tataru [18], Miura [25]) If uy € OBMOLY, there exists
T > 0 such that the system (NS) admits a unique solution in

C([0,7),0BMO®) N L2 ([0, T), L=) .

loc

This theorem is very important because the space 0BMO enjoys a maximality property
(see [1]), in particular any known critical space for the initial data for which the (N.S)
system is well posed is included in 9BMO.
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This shows the importance of the space BMO for the Navier-Stokes equations ; in our
approach of the weak-strong uniqueness problem, we will mainly work with BM O-type
spaces.

We will also need some results of Lemarié-Rieusset, who studied in particular shift invariant
local measure spaces.

Definition 3.2.3 ([21]) A Banach space E is a shift invariant Banach space of test func-
tions if and only if

e SCECS.
e F and its norm are translation invariant.
o S is dense in F.
A Banach space E is a space of local measures if and only if
o I is the dual of a shift invariant Banach space of test functions.

e I is homogeneous of degree -1.

Iffek, ges, |fglle <Clflelgle-

The spaces of local measures can be seen as generalisations of the classical Lebesgue
spaces : the following theorems are generalisations of theorems previously known only in
the framework of Lebesgue spaces. Besov spaces (which have been introduced in the study
of the Navier-Stokes equations by Cannone, Meyer and Planchon [5], [24]) appear in both
these theorems ; for a definition of these spaces, see Chapter 6.

Theorem 3.2.3 ([21] p.176) Let E be a space of local measures embedded in Bgo%oo, and
let ug € EY). Then there exists T > 0 such that (NS) has a solution u € C([0,T), E©).

Theorem 3.2.4 ([21] p.200) Suppose F is a space of local measures, q a real number in
the set (2,00), and define
E=B.".
. . 5—1+2/q
Suppose finally that F is embedded in Boo o

n Bgol,oo. Then if ug € E(E-O) there exists T > 0 such that (NS) has a unique solution u
such that

, which s equivalent to : E is embedded

[ullLa(o,1,F) + SUPsefo1) t4)u(t) | p + SUD¢e(0,T) Vi[u(t)]loo < 00 .

3.2.2 Weak-strong uniqueness : known results

First of all, let us present the weak-strong uniqueness problem.

Presentation of the problem

Let ug € L?. Let g and h be such that

g and h are Leray weak solutions of (N.S)

. . (3.2.3)
h is, on [0,T], a strong solution of (N.S).

Then one has weak-strong uniqueness if g = h on [0, 7.

Actually the weak-strong uniqueness problem is twofold. We shall try to
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e determine which are the spaces P (path spaces) such that : if h belongs to Pr (the
restriction of P to [0,7]), then weak-strong uniqueness holds on [0, T7].

e determine to which space Z (initial value space) uy must belong so that there exists
a strong solution h € Pr for some T > 0.

We will now give very quickly the idea (see Serrin [31]) generally used to prove weak-strong
uniqueness ; we shall come back to this in Parts 3.3 and 3.4.

Consider g and h as in (3.2.3) and set w = g — h. Using the energy inequality (3.2.2)
satisfied by g and h, we get formally that

t t
||w(t)\|§+/ ||Vw(s)\|§ds§”wo\|§+2‘/ /d(w-Vw)-hdxds . (3.2.4)
0 0 R

The crucial point is now to estimate the trilinear term

def [T
F(u,v,h) = (u-Vv)-hdxdt . (3.2.5)
0 Jrd

Suppose F' is continuous from EQT X Pr to R with a norm independent of T'. Then it
becomes possible to justify the formal inequality (3.2.4), and after a few manipulations to
get w = 0 as long as h is defined.

Known results

Let us review the results which have been, to our knowledge, obtained about the weak-
strong uniqueness ; for each of them, we will indicate what are the path space P and the
initial value space Z, and what method is used in the proof.

Many of the references cited below also address the question of the regularity of the weak
solutions ; it is sometimes even their first motivation. As we shall see in Section 3.2.3, this
problem is connected with the weak-strong uniqueness, but these two questions are not
equivalent. Besides, the question of the initial value space for ug which gives solutions u
in a given path space is often left aside by the authors, but we will try as much as possible
to give a couple (Z,P).

e Prodi [28] and Serrin [31] showed that weak-strong uniqueness holds if u belongs to
the path space

d 2
P=LILP with —+-=1 and d<p< (3.2.6)
p q
(To be more explicit : if u is a weak Leray solution which belongs to L%([0, T, LP)
for some T' > 0, then it is unique in the class of weak Leray solutions on [0, T7).
If ¢ and p verify (3.2.6), a strong solution in L4([0,T], LP) exists for some T' > 0 if
and only if ug belongs to the initial value space

T = (B, /Py,

p7 ?

because of Theorem 3.2.4.

The idea of the proof of Prodi and Serrin is simple : if u,v € L, then Vv belongs
to L?L? (when the value of T is obvious by the context, we denote LPB instead of
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LP([0,T], B)), and, by interpolation, u belongs to L"H?/" for any r € [2,00] ; hence
by Sobolev injection

we L L
By Holder’s inequality, this implies that w - Vv belongs to L%L%. To make F
bounded, it suffices to take h in the dual of this space : it is not hard to see that,
taking r €]2, oo[, this yields precisely the relation (3.2.6).
Von Wahl [35] extended the result of Serrin to the limit case

P =CL?,

(i.e. : a weak Leray solution u which belongs to C([0,T], L%) for some T > 0 is
unique). This path space corresponds to the initial value space

d
T=1L%,

see [17].

The idea of the proof is the same as above (use Sobolev injections to see that the func-
tional F' is continuous), but one has to be more careful when applying the Gronwall
lemma.

Finally, this last result was improved by Kozono and Sohr [20], who proved that
weak-strong uniqueness holds for

P =L*L".

The other limit case, namely
P =L*BMO

was treated by Kozono and Taniuchi [19]. It is not clear what is the associated initial
value space.

The method of the proof is still based on the continuity of F'. Noticing that u belongs
to L>®L?, that Vv belongs to L?L?, and that

divu =0
curl Vo =0,

one can conclude, using the div — curl lemma [8] that
w-Vove L*H',

where H! is the Hardy space, whose dual is BMO. Therefore F is continuous from
L% x L?BMO to R.

The relation (3.2.6) obviously does not make sense if ¢ < 2. But we observe that, as
q > 2 gets smaller, down to 2, p gets larger, up to oo, ie the required space regularity
increases as the required time regularity decreases. If one wants to take ¢ < 2, it
seems logical to demand more space regularity than L. This is the result obtained
by Beirao da Vega [2] : weak-strong uniqueness holds for

2
P=LIWYY with =+ d_ 2 and pe (1,min(2, ) .
q P

n—2
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It is not clear what initial value space ug should belong to.
The method employed by Beirao da Vega is based on an LP energy estimate.

Following the same approach, but with a proof relying on the continuity of the tri-
linear term, Ribaud [29] showed that weak-strong uniqueness holds for

2 d
P=LIW*P with -—-s+—-=1 and p,q€ (1,00),5>0, .
q p

Again, it is not clear what initial value space ug should belong to.

e In [14], Gallagher and Planchon studied a Besov spaces scale, which is much more
refined than the Lebesgue spaces scale used by Serrin. They proved that weak-strong
uniqueness holds for the path space

a2
AR

d 2
P=1L'B,, with  —+->1.

p q

The corresponding initial value space is

T=(B;

1+d/p)
p?

see [7] [15].

L1ydy2

Gallagher and Planchon proved the continuity of F' : £2 x LYB,, * ¢ — R with
the help of a paraproduct type decomposition of the three term product defining F
n (3.2.5).

e Dubois [10] studied the case of Lorentz, Morrey, and Besov over Morrey spaces (see
the annex of Chapter 2 for the definition of Morrey spaces and some of their proper-
ties). She could find many new path spaces which grant weak strong uniqueness. We
give below these path spaces, plus the corresponding initial value spaces, which are
obtained with the help of Theorems 3.2.3 and 3.2.4. For the space CL%*, see also

24].
P [,4],Pp>® with % =+ % =1 and pE (d7 OO]
—1+d/p
Lp oo )O’
,P C Ldoo (0)
Ldoo (0)
g+§:1 and p € [d,o0] , 7€ (2,p]

_1+d/p)
Mrp q /0

7> CM”d(O) with 7 € (2,d]
Mrd )

{P LIM™  with
P =

_1+,

The weak-strong uniqueness for all these classes is proved by the classical argument :
one shows that the functional F is continuous from P x £? to R.

with 2<r<p<oo, p<3
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e Finally, Lemarié-Rieusset ([21], chapter 21) was able to generalise some of the previ-
ous results using multiplier spaces. He proved that weak-strong uniqueness holds for
the path spaces

P=cx\”

: (3.2.7)
73 = LlTTXr Wlth r e [0’ 1) )

where, by definition, X, = M(HS,LQ) is the space of distributions such that their
pointwise product with a function in H* belongs to L? (we will come back in greater
detail to these spaces in Part 3.3, since they will play a very important role in our
main theorem). The embeddings of Proposition 2.4.2 of Chapter 2 show that the
first case above generalises the result of von Wahl, and the second one the result of
Serrin.

The initial value spaces for ug are, respectively, and due to Theorems 3.2.3 and 3.2.4,

T=(X)P and I=(By', ).

1—7r

Recall that the idea of Serrin was to make F’ continuous, by choosing an appropriate
path space for w. More precisely, Serrin noticed that the two first arguments of F
are such that u € LPH?/? for any p € [2,00] and Vv € L?L? ; then he used Sobolev
injections to characterize the space to which w should belong. But Lemarié-Rieusset
stops here, and the conditions (3.2.7) are then obvious.

”Strong-weak” uniqueness

The problem converse to weak strong uniqueness could be stated as ”When is a strong
solution a Leray solution ?” This question was solved by Dubois [9] for a great number of
strong solution classes. It turns out then that a strong solution with an initial data in L?
verifies the energy equality, and not simply the energy inequality (3.2.2).

The criterion for strong-weak uniqueness which we will need is the following.

Theorem 3.2.5 ([9], Chapter 4) Let ug € L2NX©) where X is a critical initial value
space. Suppose Xt is a Banach space of functions on [0,T] x R%, for a time T > 0, and
set

Xr = Xp N {u € L5, ((0,T],L%), sup vi[u(t)]o < o0, }ing]\/ﬂlu(t)lloo =0} .
t€[0,T] -

Suppose furthermore that the sequence u™, given by

ul = etPuyg
un-i—l — etAuO _ B(un’un) )

converges in Xr to a solution u of NS.
Suppose finally that the convergence rate is such that

sup Vi[|lu" T (t) — u" (1)l < Cp"
te[0,7

for some real number p < 1.
Then u € C([0,T), L?) and verifies the energy equality

t
()3 +2/0 IVu(s)lI3 ds = |luol3 -
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Actually, the hypothesis contained in the above theorem about the convergence rate of the
fixed point method is not very restrictive : it is verified as soon as a solution u of (NJS)
is contructed with the help of a fixed point method, in a space whose norm includes the
expression sup;¢o 7 VHut) | so-

3.2.3 Related problems

General domains

In this article, we have chosen to work in the setting of R?, but the Navier-Stokes equations
can also be considered in a domain €2, with a Dirichlet boundary condition. Weak solutions
with the same properties than in the case of the whole space exist, and weak-strong
uniqueness has been studied in this more general framework.

For example, if R? is replaced by a domain 2, weak-strong uniqueness still holds for a

given wg if a weak solution exists, which belongs to the classical Serrin class LPL%((2),
2

p + g =1 (see [31]). Ribaud [29] also considers the case of general domains.

However, all technical difficulties are solved much more easily in the setting of R% and we
chose therefore to work in this framework. In particular, the functional analysis problems
and the construction of strong solutions are simplified ; for example, we have made a great
use of Littlewood-Paley theory, relying on Fourier analysis, which must be replaced for
general domains by much more complicated spectral methods.

Regularity of the weak solutions

We have been focusing in this paper on the uniqueness of the weak solutions, but another
problem is still open, namely the regularity of these solutions. By regularity, we mean the
belonging of a weak solution to the space C>((0, 7] x R9).

Uniqueness and regularity of weak solutions are of course related problems. The uniqueness
seems to be harder to establish, because it requires some kind of regularity at ¢ = 0.
Regularity for t > 0 does not a priori grant uniqueness because the bifurcation from wug
might happen precisely at t = 0.

In most cases, milder conditions than the ones known to ensure weak-strong uniqueness
suffice to imply the regularity of weak solutions. Recall that the classical condition for
weak-strong uniqueness is the belonging of a weak solution u of (N.S) to some space LYLP,
with 2 + — = 1. If one simply wants regularity of weak solutions, this condition can be

q p
improved. For example, for d = 3, Sohr [32] proved that if a weak solution u of (N.S)

verifies

S,T o0 : 2 3
we L¥([0,T], L") ,withT >0,3<¢g<o0,2<s<r<oocand —+-=1,
s q

then u is regular. Montgomery-Smith [26] proved that the same result holds if

T P
¢ 2 3
o 1+1log™ [lu(t)lq P q

A more complete review of existing results can be found in [3].
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Finally, let us note that the regularity of suitable (in the sense of Caffarelli, Kohn and
Nirenberg [6]) weak solutions belonging to L>L? has recently been proved by Iskauriaza,
Seregin and Sverak (see [30] [16] and references therein) using backward uniqueness theory
for parabolic equations.

3.3 Statement of the main results

We will first state our results concerning the Navier-Stokes equations : Theorem A and
Theorem B ; in order to do this, we simply need to define multiplier spaces.

However, the proof of these theorems will require the use of tools of harmonic analysis, in
particular Theorem 3.3.1. These tools are presented in the following of this part.

3.3.1 Weak-strong uniqueness for the Navier-Stokes equations

In this section, we will state our main results concerning the Navier-Stokes equations,
trying to keep the technical points as elementary as possible.

First, let us define the Calderdén fractional derivation operator A% : it equals, for any real
number «, |D|* ; in other words

Af = FH(EIf(9) -
Secondly, we say that a fupction belongs to the multiplier space M(H s, L?) if it maps, by
pointwise multiplication, H® in L? :
M(H*, L) = {f €S, || f¢lla < Cli]l -}

(see Section 3.3.2 for details).

Finally, we denote Lip for the set of lipschitzian functions, ie of functions whose gradient
belongs to L*°.

We can now define the spaces Xj.

Definition 3.3.1 )
Xy =M(H*, L?) ifse (0,1]
Xs=ANBMO ifse(—1,0]
X_1 = Lip

Let us state the main theorem ; we recall that for a functional space F, F(©) denotes the
closure of the Schwartz class in F'.

Theorem A Let u and v be two Leray weak solutions of (NS) for a given ug € L2.
Suppose furthermore that for some T > 0, u € P, where either

P =c(o,7],x?)

or
P = Lﬁ([O,T],Xr) for some r € [-1,1) .

Then uw = v on [0,T]. Furthermore, u belongs to C([0,T],L?) and the energy equality
holds : if t € [0,T],

t
()3 +2/0 IVu(s)lI3 ds = |luol3 -
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The proof of Theorem A is given in Part 3.4.

Remark 3.3.1 o Qur result is optimal, in a sense which will be made precise in Sec-
tion 3.4.2.

e In particular, the above theorem encompasses all the results given in Section 3.2.2
(except for the result of Kozono and Sohr related to L°°L?). This can be checked
using the embeddings of Proposition 2.4.2 of Chapter 2. Or one can observe that our
method gives the optimal space P (see Section 3.4.2) which makes F : L2/ e o x
L¥PHB x P — R bounded, for some a, 8 € [0,1]. Since the proofs of all the results
recalled in Section 3.2.2 (except the one of Kozono and Sohr) rely on the boundedness
of F over L**H® x L2/BHP x P, they are necessarily generalized by our criterion.

o Weak-strong uniqueness in the case r € [0,1] was already obtained by Lemarié [21] ;
but for r < 0, our result is new.

Remark 3.3.2 Three different assertions (uniqueness, L* continuity, energy equality) are
contained in Theorem A ; each of these assertions represents a gain of reqularity for the
Leray weak solution v. Indeed

o [t is not known whether Leray weak solutions are, in general, unique.
o A Leray weak solution is a priori only weakly L? continuous, see Lemma 3.2.1.
o A Leray weak solution a priori only satisfies the energy inequality (3.2.2).

These three points are of course related.

It is natural to wonder now : what is the set of initial data which yields a solution in
one of the path spaces P appearing in Theorem A 7 The answer to this question yields a
criterion for the local uniqueness of weak solutions relying on the initial data.

Theorem B Let ug € L2 N X%O). Then there exists T' > 0 such that there exists a Leray

solution u of (NS) which belongs to C([O,T],Xfo)). Furthermore, this solution is unique,

on [0,T], in the class of Leray solutions.

r—1 (0
2

x ), for some r € (0,1). Then there exists T > 0 such that

1—7
there exists a Leray solution uw of (NS) which belongs to L%T([O,T],Xr). Furthermore,
this solution is unique, on [0,T], in the class of Leray solutions.

Similarly, take ug € Li NB

The proof of Theorem B which is given in section 3.5.4 only uses already known results of
Lemarié [21] and Dubois [9].

Nevertheless, we will give an alternative proof of a part of this theorem in Part 3.5 ;
this new approach is more simple, but it relies on a conjecture (stated in Section 2.2.3 of
Chapter 2) which is known to be true in some particular cases only.

Remark 3.3.3 The above theorem does not deal with the case r <0 ; we did not succeed
in treating it. One of the difficulties is that we are led to considering functions belonging
to Lebesque spaces in time, whose index is smaller than 2. It is difficult to give a meaning
to the pointwise product of such functions, and hence to the nonlinear term in (NS).
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3.3.2 A result of harmonic analysis

In the previous section, we have stated our two main results concerning the Navier-Stokes
equations. Their proofs require tools of harmonic analysis, which we present briefly now,
together with the main result which we will use. For a more detailed exposition of these
matters, and the proof of the main result, see Chapter 2.

Definitions of multiplier and paramultiplier spaces

We want to study how pointwise multiplication maps Sobolev spaces of various regularity
indexes. Using Bony’s paraproduct algorithm, we set

FO=Y_DifSio+ > AifAwd+ > SifA¢
J l7—k|<1 J
©onire) + R o+ Ti(f0).

We are led to considering the spaces of functions f for which (respectively) the applications

M ¥ e, Ty L T L R(E)

are bounded from H® to H*T. The following definition makes this precise.

d d d d
Definition 3.3.2 Let s € (—5, 5) and o € R such that s + o € (—5, 5) Then
TS Irsta def /
o M(H*, H*") = {f €S, [Ms(®)llgara < Clloll g}

L d .
o T, ) 9 (p e Be I 0 e < Ol

.. d . ~
o [fa <0, T, 774 Y (g e Bo I 0)ore < Clol e} 5
if a =0, IL(H*, H?) def oo

.. d )
o« R E0) 9 1 Bo RGO e < Cllol)

Main result obtained in Chapter 2

In this section, we will state the main result proved in Chapter 2, and recall very quickly
some basic facts about BMO?® spaces, whose proofs can also be found in Chapter 2.

The spaces BMO?® have been introduced by Youssfi [36] [37] as

Bvmo® €, By .

These spaces have the following properties (Proposition 2.1.2 of Chapter 2) :
o If s >t, BMO® — BMO".
o If s =0, BMO" is the classical BMO space.
o If s <0, BMO®* = BY, ,

As we will see, all the paramultiplier spaces can be described starting from the BMO?,
by (fractional) differentiation or integration.
We now come to the main theorem proved in Chapter 2.
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Theorem 3.3.1 Take s € (—%,4), and o € R such that s + a € (—4,4). One has then
o TI(A*, 1) = A“BMO* .
o R(H*, H5t) = A=*BMO—5~
o Ifa<0, II(H* H**) = BY

e Ifa>0, M(HS,HS+°‘) ={0} ;
if a =0, M(H®, H5"%) = BMOW A 1
ifa <0, a#—2s, M(H®, Ht®) = A=*BMO™&(s:=s=) .
ifs=1/2 0or1l, M(H®*,H*) = A>»BMO".

The two following figures are an attempt to sum up the situation.

Value of s | —d/2<s<0| s=0 | 0<s<4
BMO?® BY o BMO | BMO?®

Figure 3.1: The spaces BMO?®

Space considered a>0 a=20 a<0
TI(H*, Hote) A=*BMO? BMO?® A=*BMO?
R(H®, H**) | A" *BMO—*~ BMO~* A~*BMO—~2
TI(H*, H5T%) L B o
M(H?, H5*®) {0} L® N BMOY! | If s # —a/2, A=*BMO™ax(s;—5=)

Figure 3.2: Multiplier and paramultiplier spaces ; s and s + « are supposed to lie in

(=d/2,d/2)

Back to the X, spaces

In this very short section, we take the opportunity to give a first hint that the result
of harmonic analysis which has been stated above (Theorem 3.3.1) is indeed useful in
the context of the Navier-Stokes equations. Using this theorem, one sees that the X
spaces defined in Definition 3.3.1 can also be given by (we drop the case s = —1, which is
exceptional)
Xs =A*BMO* if s € (0,1]
{ Xs=AN°BMO if se (—1,0] .

The two above equalities show that the lack of symmetry in Definition 3.3.1 between the
cases s > 0 and s < 0 was actually artificial.

More generally, we shall see that Theorem 3.3.1 plays a central role in the proof of the
two theorems about the Navier-Stokes equations which we have stated, Theorem A and
Theorem B.
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3.4 Optimality and proof of Theorem A

3.4.1 Proof of Theorem A

This section is dedicated to the proof of Theorem A. We will often distinguish two cases,
r € (0,1] and r € [-1,0]. Theorem A has already been proved by Lemarié [21] in the
former case ; in the latter case r € [—1,0), it is new. If » € [-1,0), new technical problems
arise ; in particular, one has to make use of a paraproduct decomposition.

We need first some preparatory steps ; the following lemma is in some sense the key of the
theorem, because it explains why, under the hypotheses of the theorem, the functional F
is continuous (since £ < L¥*H" for any a € [0, 1]).

Lemma 3.4.1 Let u belong to one of the path spaces P defined in Theorem A, and v
belong to L (defined in (3.1.1)), both being divergence free. Then (v - Vu) can be written

as a (finite) sum of functions which belong to one of the spaces Lﬁ([O,T],H_O‘), for
some a € [0, 1].

PROOF OF THE LEMMA : We have to distinguish two cases :

Case 1: r € (0,1] We can simply write

v-Vu=V-(v®u),
and then observe that u € L%TM(HT, L?) and v € L*"H". It follows immediately that

V-(vou)e LPH .

Case 2 : r € [-1,0] We use the paraproduct decomposition (see (2.1.5)), forgetting the
vectorial nature of u and v for a moment :

v-Vu = I(Vu,v) + R(Vu,v) + I(Vu,v) .
Recall that u belongs to Lﬁ([O,T],XT)7 and v belongs to £, hence to Let1 B+ and
L>®L?. We will examine one by one the terms of the paraproduct decomposition.

o Vu € Li-r A" BMO = Li=rII(L% H~""!) (see Theorem 3.3.1) and v € L*L?
hence

II(Vu,v) € L gt

2 2 . 2 .
e Vu € LA™ BMO = L=R(H",L?) (see Theorem 3.3.1) and v € LT+ H"*!
hence
R(Vu,v) € L'L? .
o Vu € L%Bgol,gor = Ll%rﬁ(HT“,Lz) (due to the embedding BMO — Bgo,oo and
to Theorem 3.3.1) and v € L7+ H™+ hence

I(Vu,v) € L'L? .

In both cases, we have obtained the announced result : (v-Vu) is a (finite) sum of functions

belonging to one of the spaces Lﬁf-.[*a, for some o € [0,1]. W

The following proposition is actually the second assertion of the theorem:.
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Proposition 3.4.1 Let u satisfy the hypotheses of Theorem A. It is then strongly L?
continuous on [0, 7.

Remark 3.4.1 The classical way to prove the L? strong continuity of u under such hy-
potheses is to use the weak formulation of (NS), see [31]. We will use a different method,
already used in [21] and based on the integral form of the Navier-Stokes equations.

PROOF OF THE PROPOSITION : Since u is a Leray weak solution, it is also (see [21]) a
solution of the integral Navier-Stokes equations

(INS) u(t) = e®ug + B(u, u) .

The trend e'®uq is clearly L? continuous. The other term, B (u,u), is defined as

B(u,u)(t) = /0 eU=IAP(u(s) - Vu(s))ds .

But, using Lemma 3.4.1, all we have to show is actually that, if z € Lza o for some
a € [0,1],

t
h(t) d:ef/ et=)AP4(s) ds
0

is continuous with values in L?. We can forget from now on the projector P, since it is
bounded on L?. First, let us show that h is well defined. We have

t
|A;R(E)]2 < /0 [et=I3 A 2(5) ds
t .
= / e =92 900 A 2(5) | -l .

The last integral is bounded independently of ¢t € [0,7] due to Hélder’s inequality,

—C(t—s)2% 9ja

since s — [|A;z(s)|| -« belongs to L%([O,T]) and s — e has a norm in

L?/*(—o0,t] bounded independently of j. In other words,

2
5 )

18sh(0) ] < ClAG] 2

so taking the square and summing over j we get using Minkowski’s inequality

[R(@®)ll2 < Cll=ll 2. (3.4.1)

2 o

This proves that h belongs to L>®L? ; proving the continuity is now easy. Suppose for
example t' < t, then

t ¢
h(t) — h(t') = / eU=IAP4(s) ds +/ eW=IAP(A _ Id)2(s)ds |
0

t/
and the estimate (3.4.1) yields the conclusion. W

The following lemma is the key step in the proof of Theorem A.
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Lemma 3.4.2 Let u and v as in Theorem A. Set w =u —v. Then for any t in [0,T],

t

(u(t),v(t)) + 2/0 (Vu, Vv)(s) ds = |luol|3 +/O (w - Vu,w)(s)ds .

Furthermore, the last term can be estimated by

< Cllullpllwliz,

/Ot<w - Vu,w)(s)ds

where P is defined in Theorem A.

Remark 3.4.2 We will hereafter give a proof of Lemma 3.4.2 which is quite natural (the
idea of it goes back to Serrin [31]). However, it has a flaw : it works only for d < 4. For
the sake of completeness, we present in Section 3.4.4 another proof of this lemma, which
works for any space dimension, but is more technical.

PrROOF : 1. As mentioned above, we assume d < 4. Let us define first the family of
mollifiers p,(t) = np(nt), where p is a smooth and even function supported in [—1,1].
Take u, v as in the statement of Theorem A and ¢ € [0,7] ; we set for any s € [0, ]

t t
un(s) = / pn(s — T)u(r)dr Un(8) :/ pn(s — T)v(T)dr .
0 0
We now observe that, for d = 2,3 or 4, we can modify the statement of Lemma 3.2.1 by
allowing ¢ to belong to H'([0,¢], H').

To prove this, we notice that by Holder’s inequality and Sobolev injection we have

[{u- Vu, d)| < Cl[VullzllullLal|o] 24, < ClIVull2llull L6l g1 5

d—2

by Sobolev injection and interpolation this last quantity is smaller than

ClIVull 2 llull o g 191l 1

provided d < 4. Therefore, if u € £; and ¢ € H'([0,¢], H') it becomes possible to give a
meaning to

t
/ <u : Vu, ¢>d8 3
0

and an approximation argument (see Serrin ([31])) shows that Lemma 3.2.1 is true for

¢ € HY([0,t], H').

We can now apply Lemma 3.2.1 to u with v, as a test function, and to v with u,, as a test
function ; we get

/ ((u, Opvy) — (Vu, Vo) — (u - Vu,vy))ds = (u(t), vn(t)) — (uo, v, (0))
0 (3.4.2)

/0 ((v, Opun) — (Vv,Vu,) — (v - Vo, u,)) ds = (v(t), un(t)) — (vo, u,(0)) .

All we have to do is now to sum these two equalities and pass to the limit n — oc.
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2. We find first that

/Ot(u, Dyon) ds + /0t<v,(9tun>ds _ /Ot /Ot Bupn(r — 8) [0, u(s)) + (0(s). w(r))] dsdr =0

(3.4.3)
since p is an even function. Besides, we have clearly
¢ ¢
/ [(Vu, Vo) + (Vv, Vu,)] ds == 2/ (Vu,Vu)ds . (3.4.4)
0 0
Let us examine now
1 1 S n—00
(.00 0)) = 50,0} = [ pls) (o, (2) = () ds "= 0
0 n
by weak L? continuity of v and the Lebesgue theorem. In other words,
n—oo 1
(w0, vn(0)) —" 5 {uo, v0) (3.4.5)
and, likewise,
n—o00 1
{vo, un(0)) — §<U0,Uo>
n—o00 1
((t), un(t)) — 5 {u(t), v(t) (3.4.6)
n—oo 1
(u(t), va(t)) — 5 (ut),v(?) -

3. We are left with the convection terms. Thanks to Lemma 3.4.1, we know that «-Vu can
2 .
be written as a sum of functions each of which belongs to a space LZ-« H~ %, for some «

in [0,1]. On the other hand, we know that v belongs to LaH® for any o € [0,1]. It is
therefore clear that

t t
/ (u-Vu,v,)ds =3 / (u-Vu,v)ds . (3.4.7)
0 0

For the last term, an integration by parts (justified since d < 4) yields

t t
/ (v-Vu,up)ds = —/ (v - Vuy,v)ds
0 0

_ _/Ot [::a p(r){o(s) - Vu (s = =) uls)) drds

Consequently,
/Ot(v -V, u,) ds+ /Ot<v -Vu,v)ds
-/ o / 11 p(r)w(s) -V [u(s) —u (s = T)] o(s)) dr ds

/n n

min(1,ns) .
- / / p(T)(v(s) - Vu (S - —> ,u(s))drds
[0,1/n]U[t—1/n,t] n

max(—1,—t+ns)

+ / (v-Vu,v)ds
[0,1/n]U[t—1/n,t]
def

= I+I11+11IT.



78 WEAK-STRONG UNIQUENESS FOR THE NAVIER-STOKES EQUATIONS

Using the same arguments as in Lemma 3.4.1, we get

11 = Cllelz /_11 pA7) H“ - ( - %) HLIT%<[1/n7t_1/n},XT> dr="0,

and we see similarly that
lim I7 = lim II] =0 .

n—0o0 n—~o0

Finally, we have shown that

t t
/ (v-Vv,up)ds =3 — [ {(v-Vu,v)ds . (3.4.8)
0 0

4. To prove the first assertion of the lemma, it suffices to gather the equations (3.4.3),
(3.4.4), (3.4.5), (3.4.6), (3.4.7) and (3.4.8), and to insert these limits in the sum of the two
equalities of (3.4.2).

The proof of the second assertion of the lemma (estimate on the trilinear term) is a
repetition of arguments already given, in particular Lemma 3.4.1. B

We now come to the proof of Theorem A, but most of the work has already been done.

PrOOF OF THEOREM A : 1. First remark that the energy equality can be proved using
exactly the same technique as in Lemma 3.4.2. We will now prove the uniqueness.

2. Assume first r # 1.

Let Ty be the largest real number smaller than 7" such that u = v on [0,Tp]. We will
suppose that Ty < T and obtain a contradiction. By weak continuity u(Tp) = v(Tp), so
we can take Ty = 0.

On the one hand, u and v verify the energy inequality

t
lullZ, = llu®)l3 +2/0 IVu(s)3ds < [luoll3

t
lollZ, = llo(®)13 +2/0 IVo(s)[13ds < [lvoll3 ;

on the other hand, lemma 3.4.2 yields

leaoll2 — {u 0} (t) — 2 /0 (Y, Vo) (s)ds = — /0 (V) () ds < Clull 2 ol

[0,¢],X7)

Combining these two estimates, we get that
t
]2, = ()2 +2 / IVe(s)|3ds
2 2 t 2 t 2
— lu(®)3 + [o(®)3 — 2(u,0)(£) + 2 /0 IVu(s)[3ds +2 /0 IVo(s)||2ds

—4/0 (Vu, Vou)(s)ds

< Clul, 2,

2
2 oy 1l

We now simply have to choose ¢ > 0 such that C||u|| _= < 1; then w = 0 on

Li-r ([O,t],Xr)
[0,t], ie w = v on [0,¢] : this is the contradiction we were looking for.
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3. Assume now r =1, ie u € C([O,T],Xfo)). If € > 0, we can choose A and ¢ such that

u=A+¢
Al oo (0,17, x1) < €
¢ € L>®([0,T],L>®) .

Then the trilinear term can be estimated as follows for ¢t < T

/Ot<w-Vu,w>(s)ds /Ot<w-Vw,A+<>(s)d5

t t 1/2 t
Ce /0 1Vw(s)[3ds + ClICl 1o o1, 200) ( /0 Hw<s>||%ds) ( /O st)n%ds)

t t
<20c [ |Vule)fds + [ o) lBds
0 0

1/2

We choose € such that 2C'e < 1 ; proceeding as in the case r # 1, we get

C t
ol < % [ o).

If we now apply the Gronwall lemma, we obtain that v = v on [0,7]. B

3.4.2 Continuity of the trilinear term : a heuristic approach
We would like in this section to investigate the optimality of Theorem A. All the manip-
ulations we will perform will be rather formal, but could be justified.

As we have seen, the continuity of the trilinear term is the crucial point to prove weak-
strong uniqueness, and we could almost say that weak-strong uniqueness holds for a path
space P if and only if F is continuous on £? x P.

Splitting of the trilinear term

To study the continuity of F', we are going to split it into three terms, using the paraproduct
algorithm, as was already done in [14].

To simplify the notations, we will consider that F' operates on real functions, and not
on vector fields. The reader can check that we are perfectly elicited to do so. With this
convention we have

T
F(u,v,h):/ /(u-Vv)-hdxdt
Rd
/ / hqudxdt—i—/ / hqudacdt—l—/ R(h,u)Vvdzdt
R4 R4 R4

= Fn(u v, h) + Fg(u,v, h) + Fg(u,v,h) .
(3.4.9)

If one drops the exceptional case s = —1, it is actually, as was noted in [14], the term Fiy
which determines the continuity of F'. Indeed, we will see that we have to require less
regularity on h in order to make the two other terms F; and Fg continuous.
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We will successively discuss the boundedness of Fiy, Fij and Fr. Due to the divergence-free
condition for elements of £, we have

mempi//mwmyh:_//mwmyv

and each one of the three terms Fyy, F;; and Fg can also be written in two different ways.
It turns out that, depending on which one of these terms one considers, one of the two
formulations is better. So for each of the three terms, we shall study only the formulation
which gives the best results.

Continuity of Fy;

Since, for any « and (3 in [2,00], u € LH?/* and Vv € LPH?/P-1 and since

T
Fri(u,v, h) :/ / II(h,u)Vvdzdt ,
0 R4

a straightforward computation shows that a sufficient condition for Fij to be well-defined
is
__aB . .
h € Las—a=s II(H?/*, H'=%/8) for some a, 3 € [2, ] .
We also have the following embedding property
if s>t , TI(H®, H*t®) — II(H!, H*)

(Lemma 2.3.1 of Chapter 2), and therefore the above criterion is implied by the following
one , .
h € LT—II(H", L?) for some r € [0,1]
{ or h e LILHH(L%I-'F) for some ¢ € [0,1] ,

which we can also write, if s # —1, as

h € L%TXT for some r € (—1,1] . (3.4.10)

Continuity of Fj

To study the continuity of Fyj, we will use the well-known identity

/OT/Rd(u.vv).hdxdt:_/OT/Rd(u'vh).vdxdt' (3.4.11)

This identity is simply the result of an integration by parts, where we use the fact that u
is divergence free. Applying the same idea to Fjj, we obtain

d T
Fﬁ(u, v, h) = Z Z/O e Akul 8ivj Skh] dx dt

i,j=1kEZ

= —Z//Akuivj Sk(?zh]

i7j7k“

:—//ﬁwmmw



WEAK-STRONG UNIQUENESS FOR THE NAVIER-STOKES EQUATIONS 81

Since, for any « and [ in [2,00], u € LH?/* and v € LPH?/P, Fg will be continuous if,
for some « and 3,
L'L>® ifa=p8=oc

af ~ . .
Vh € Les—a—sTI(H**, H2%/8) = a8 . o/
( ) LaﬁfafﬁBoo%ég 2o Gtherwise.

In other words, it suffices that

h € L' Lip
or he LI%TB*”

~oc for some 7 in (-1,1].
2
and this last space contains LT-7 X .

Continuity of Fp

We now come to the last term
T
Fr(u,v,h) = / R(h,u)Vvdxdt .
0 R

As in the last two subsections, a sufficient condition for Fr to be continuous is that, for
some a and 3 in [—1,1]
af . .
h e Lap-a=s R(H?* H'~%/P)
Thanks to theorem 3.3.1, we can reformulate this criterion as

h € L*°ABMO

or, for some r € [-1,1), h € LfQTBo_ofoo )

2
and the first space above contains L°° X7, and the latter L1-" X,.

Making use of “div-curl” type lemmas

We have tried to exploit as far as possible the belonging of w and v to certain functional
spaces in order to find optimal criteria on P that make F' bounded. But we can try to
make use of another piece of information about u and v : that both are divergence-free.
Since, furthermore, their gradient has a vanishing curl, it seems natural to apply “div-curl”
lemmas (see [8], [37]). These lemmas state that, if E = (E;...E,) is divergence free and
B = (Bj...By) is curl free, and if furthermore E € HS, B € H5, then their inner product
E - B belongs to a space which is a predual of BMO?® (in the case s = 0, it is the Hardy
space H1).

If one tries to apply these lemmas, the resulting conditions on P that make F bounded
are not better than the ones we have already found. For example, consider

F(u,v,h) :/OT/Rd(u-Vv)-hdx .

We notice that v € L*H?/® and is divergence free, and Vv € LAH?/6~1 and is curl free.
In order to apply a div-curl lemma, we must assume that

2—1
a B
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Then F is bounded if h belongs to LZBMO?/®. Since this space is embedded in L2BMO
for a > 0, this boundedness criterion was already established in the analysis of the splitting
of F into three terms.

In which sense is the criterion (3.4.10) optimal ?

Conclusion 3.4.1 Our aim in this section was to find conditions on the path space P so
that F be continuous from L2 x P to R. As a conclusion, Theorem A (which is equivalent
to (3.4.10) except in the limit case r = 1 for technical reasons) is optimal provided :

e One does not decompose more finely the functional F' than with the paraproduct we
have used - but we do not see how to achieve a finer decomposition.

e One does not use simultaneously more knowledge about the functions u and v (the
arguments of F') than the vanishing of their divergence and the belonging of u to
LeH?'* and of v to LPH?/P for some o and 8 - but we do not see how to exploit
genuinely the fact that u,v € L°L?* N L2H". Really taking advantage of the fact that
u and v are solutions of the Navier-Stokes equations seems out of reach.

3.4.3 Related results

We have been studying in this paper mainly two problems : the weak-strong uniqueness
for the Navier-Stokes equations, and the continuity of the trilinear term F'. However, the
method we have used, i.e. the use of paramultiplier and multiplier spaces, yields, almost
without changes in the proof of Theorem A, the results that we are about to present.

Exterior force

We consider the Navier-Stokes system to which an exterior force f is added. It becomes

ou—Au+u-Vu=Vp+ f
(NSF)< divu=0
u‘t:():uo .

We take the exterior force f in L2H~!. Then Theorem 3.2.1 (global existence of Leray
weak solutions) still holds, but the energy inequality (3.2.2) must be replaced by

t
0

HU(t)H§+2/O IIVU(S)H%dS—/ (fyu)(s)ds < [luol3 - (3.4.12)

Strong solutions can also be constructed if an exterior force is added ; however, f must be
taken in a certain space so that the fixed point argument which is used still works. We do
not detail this space here.

The theorem of weak strong uniqueness which can be proved in this new setting is very
similar to Theorem A.

Theorem 3.4.1 Let u and v be two Leray weak solutions of (NSF) for a given ug € L2,
and f € L>H™'. Suppose furthermore that for some T > 0, u € P, where either

P =c([0,7), x\?)
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or
P = Lﬁ([O,T],Xr) for some r € [-1,1) .

Then u = v on [0,T]. Furthermore, u belongs to C([0,T], L?) and the energy equality holds
forte[0,T] :
2 ! 2 ! 2
lu(®)]2 + 2/0 IVu(s)ll ds —/0 (f,u)(s)ds = [luoll3 -
PRrROOF : The proof is very similar to the one of Theorem A. The only difference is that
a term corresponding to the exterior force must be added in the energy inequality verified
by uw and v :

t
0

()l + 2 /O [Vu(s) s — [ (7.)(6)ds < JuolB

t
0

IIU(t)HSJrQ/O HW(S)H%dS—/ (f,0)(s)ds < lvol3 ,

and in the formula proved in Lemma 3.4.2 :

t

(u(t),v(t)) + 2/0 (Vu(s), Vo(s))ds = |Jugl? —i—/o (w - Vu,w)(s)ds —i—/o (fiu+v)(s)ds .

Therefore, when it comes to applying the Gronwall lemma (see the proof of Theorem A),
the contributions from terms including f cancel, and the situation is the same as in the
case where no exterior force is applied. B

Stability of the solutions of (V.S)

Weak-strong uniqueness is actually only a particular case of stability for the weak solutions
of (NS). Proceeding as in [14], we will adapt our proof of weak-strong uniqueness in order
to get a stability result for the solutions of (/V.S) with respect to the initial data.

Theorem 3.4.2 Let u and v be two Leray weak solutions of (NS) respectively associated
to the initial data ug and vy. Assume moreover that u belongs to

P = L ([0,T], X,) with r € [~1,1) .

Then, denoting w = u — v and wy = ug — vy, we have

t : N
@)1 +2 [ 1903 ds < ol exo (c JAECl ds>

for any t € [0,T], and for a constant C independent of u and v.

PROOF : Proceeding as in the proof of Lemma 3.4.2, we obtain the relation

t v, Ug) + w - Vw,u)(s)ds if r € (0,1
(v,u)(t) —|—2/ (Vu,Vu) = (s o) /Ot< /) 0
0 <v0,u0>—/0 (w-Vu,w)(s)ds if r € [—1,0]
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if t € [0,7]. Combining it with the energy inequality (3.2.2) verified by u and v, and the
estimates developed in the proof of Lemma 3.4.2, we obtain

t t
||w(t)\|§+2/0 IVw(s)|3ds < ||wo||§+/0 lu(s)lx, lw(s)ll" lw(s)5" ds

and an application of Young’s inequality yields

t ¢ N
o+ [ 19013 ds < Junl+C [ foE I s

It suffices now to use Gronwall’s lemma to complete the proof of the theorem. B

Remark 3.4.3 The case r = 1 is left aside in the above theorem. The reason for this is
clear if one looks at the proof of Theorem A : in order to prove that weak-strong uniqueness
holds in this case, we most follow a quite different procedure than for other values of r.

Infinite energy solutions of the Navier-Stokes equations in 2 dimensions

The trilinear functional F' also plays a role in the study of the two-dimensional Navier-
Stokes equations, see Chapter 4. We sum up below some of the ideas used in Chapter 4,
and show how the path spaces P of Theorem A can be used in this framework.

In two dimensions, the energy space is a critical space, and one has the embedding
2 5—1+2/p
L7 = By,

for 2 < p,q < co. Gallagher and Planchon studied in [14] infinite energy solutions, i.e.
solutions whose initial data belong to one of these Besov spaces strictly larger than L?, and
which are continuous in time with values in this Besov space. It is possible to construct
local in time solutions, using a fixed point theorem, and then to extend them for any time,
with the help of an argument of perturbation, due to the above embedding.

In order to control these infinite energy solutions, one can use an energy inequality, and
the boundedness of F' turns out to be crucial then.

For this reason, the decay to 0 as t — oo of a solution u of (N.S) can be proved if one can
write u = v + w, where w belongs to some path space P, which makes

F:L2xP—>R

continuous, and v is of finite energy, locally in time and away from zero, see Chapter 4.
The present chapter therefore gives new classes of initial data whose associated solution
goes to 0 as t — oo.

3.4.4 Proof of Lemma 3.4.2 in the case d > 5

In this section, we shall give a proof of Lemma 3.4.2 which is valid for any space dimension
d. The idea of it is due to Lemarié, see [21], Chapter 21.

We need first to define space-time mollifiers and to study quickly their action on multiplier
or paramultiplier spaces.

Let pn(x,t) be a family of mollifiers given by

def (; z
pu(@,t) = pl (2)p (1) = npl) (n2)p® (nt) (3.4.13)

n
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where p®) and p(*) are smooth even functions of integral 1, p® is supported in the unit
ball, and p® (the Fourier transform of p(*)) as well.

When applying these multipliers to functions in multiplier or paramultiplier spaces, the
following proposition will prove to be very useful.

Proposition 3.4.2 Let s € (—2,2) and a be such that s +a € (—4,s).

o If ¢ € H® and f € M(H?®, H*"®), we have
(oS % )¢ — fo in HF.
Likewise, if f € TI(H®, H*T®),
(o)« f,¢) = T(f,¢)  in HoFe,

Similar statements hold for the operators R and II.

1 1 1 .
o Take now [, v and p three numbers in [1, 00| such that 3 +—-=—. Ifp € LPH?
L Y 2
and f € LYM(H?®, H**), we have

(pn* )¢ — o in LPH,
Likewise, if f € LYII(H®, H5+®),
M(pn + f,6) = T(f,0)  in LS.
Similar statements hold for the operators R and II.

PrROOF : We do not give all the details. Since the mollifiers do essentially cut the high
frequencies, we can replace them with the Littlewood-Paley operators S,,. We want to
show that

W(Snf,0) == 1(f,¢)  in H*®

if g€ Hoand f € H(HS, H5+a). Due to the frequency localisation of the Littlewood-Paley
operators, we have

(1 —S0)f, &) ~ S THA £,6) ~ Id—S)T(f,6) "0 in A*H
i>n
The same argument applies to R and ﬁ, and the case of a classical pointwise multiplier
reduces to the study of the operators R, Il and II.
The second assertion of the proposition (when Lebesgue spaces in time are considered)

can be deduced from the first by approximating ¢ by step functions in time. H

With the help of the previous propositions, we can prove Lemma 3.4.2 in any space
dimension.

NEW PROOF OF LEMMA 3.4.2 :
1. Recall first that (p,,) is the family of space-time mollifiers defined in (3.4.13).
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We know that u and v verify (IN.S) ; we denote by p and ¢, respectively, the pressures
associated to these velocity fields. The vector fields p, *u and p,, *v are smooth, therefore
we can write

O ((pn *xu) - (pn*v)) = (pn * Opu) - (pn * v) + (pn *x ) - (pr * Opv)
= (pn * Au) - (pn xv) + (pn * V(u @ u)) - (o * v) + (pn * V) - (pn * v)

+ (pn x u) - (o * Av) + (pn xu) - (pp * V(v @ 0)) + (o * 1) - (pn * V() .
(3.4.14)

The idea is now to integrate this equation in z, perform the necessary integrations by
parts, and then let n tend to infinity. But this program is not as easy a job as it may
seem.

2. We begin with the terms in the above equation which behave nicely. Since u and v
both belong to L>L?, we have for any ¢ € D(0,7)

< at(un’l)n), ¢> = _</ unvn,3t¢> sy —<(u,v>, 8t¢> .
Rd Rd
In other words,

lim O(upvy) = O(u,v)  in D'(0,T) .

n—oo Jpd

3. We now come to the right-hand side of (3.4.14). An integration by parts yields :

(P Bt) - (pr % 0) = V- ((pu * (V@) - (o % 0)) = (o * (V0)) - (o * (V0)) . (3.4.15)

But since v € L®L? and Vu € L2L?, the space-time mollified functions p, * v and
pn * (V ® u) are continuous L2-valued functions of ¢, and the first term of the right hand
side of the above equation is, for any time ¢, the gradient of an L' function, hence of zero
integral.
Since

lim (pn * Vu) - (pn * Vo) = Vu- Vo in L',

the convergence of the integral of the second term in the right-hand side of (3.4.15) if n
goes to infinity is clear and we get :

lim (pn * Au) - (pn *v) = —nlirrgo<pn * (Vu), pp * (V) = —(Vu, Vo) in LY(0,T).

n—oo [pd

Symmetrically,

lim (pn * 1) - (pp x Av) = —(Vu, Vo)  in LY(0,7).

n—oo [pd

4. We now come to the terms of (3.4.14) involving the pressure. Performing again an
integration by parts, we have

(P * VD) - (pnxv) =V - ((pn % p)(pn * v)) (3.4.16)

due to the zero divergence of v. But the pressure is, modulo a constant, given by

p= RiRj(uuy) ,

i7j
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where the R; are the Riesz transforms defined by R; = 9;(—A)~'/2. Furthermore, u €
L LARY? o [ALTT so by the above formula, p € LinaT (locally in time). Finally,
pn * v belongs to LXL2 N L®L>® «— L®LY 50 (py, * p)(pn * v) belongs to L°L' and the
expression in (3.4.16) has a zero integral :

/ (pn* Vp) - (pnxv) =0.
Rd

Symmetrically

[ (oas ) (0 =0
R

5. We deal now with the term (p, * V(u @ u)) - (pn * v).

The estimates we need here have already been established in Lemma 3.4.1 : recall that
(u-Vu) can be written as a sum of terms, each of them belonging to one space Lﬁfl—a,
with a € [0, 1].

On the other hand, v € L%HQ, for all & in [0,1]. We get easily

lim (pn * (u- V) - (pp *v) = (u-Vu,v)  in LY(0,T).

n—oo [pd

6. Only one term remains, (p, * V(v @ v)) - (pn * u).
With the same justification as above, we perform an integration by parts to get

/<pn*v<v®v>>-<pn*u>=—/ (P (0 ® ) - (pn * (V)
Re Re (3.4.17)
== [ A0l =9 Tunl) ot = s) ds
() () (t)

where u, = py,’ * pr,’ * pr’ * U.

Case 1: r € (0,1] Keeping in mind that u € L&M(HT,LQ) and that v € L¥"H"NL2HY,
and using Proposition 3.4.2, we see that the above equation gives as n — oo

lim (pn * V(v @) (ppxu) = lim — /Rp,(f)(s)(v(t —5) - Vuy(t),v(t —s))ds

n—0o0 Jpd n—oo
= —(v-Vu,v) ,
and the limit holds in L'(0,T).

Case 2 : r € [-1,0] The integrand of the right-hand side of (3.4.17) can be, using the
paraproduct algorithm, split into three parts

/ (pn* V(0 ©0)) - (pn % 1) = — / PO + R+ 1) (Vun(t), v(t — 5)), v(t — 5)) ds .
R4 R

Using Lemma 3.4.2 and the same arguments as in Lemma 3.4.1, we see that

lim [ (pp* (v-V0)):(pn*xu) = —(v-Vu,v) in L'(0,7).

n—oo
7. Putting together the results of 1. 2. 3. 4. 5. 6., we obtain the equality in D’(0,7T)

O (u,v) = —2(Vu, Vov) + ((u —v) - Vu,v) .
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The right hand side of the above equality belongs to L', but to integrate this equation,
we need Proposition 3.4.1 : it tells us that u is continuous with values in L?. Since any
weak solution of (NS) is weakly continuous with values in L?, the function ¢ — [, u - v
is continuous, therefore we can integrate the above equation and obtain

t t
() (0) = ol =2 [ (70, 90) + [ (w—v)- Fue)
0 0
To complete the proof of the first assertion of the lemma, it suffices to show that
(w-Vu,u)(t) =0

for any t ; this can be done using the same arguments as above.

The second assertion of the lemma (estimate on the trilinear term) has actually already
been proved when we established that this term was well defined.

The lemma is proved. W

3.5 The initial value problem

Theorem A gives path spaces P such that : if u is a solution of (NS) with the initial value
ug, and u € P, then weak-strong uniqueness holds. Recall that these path spaces P are
CXfO) or LITQTXT with r € [-1,1)).

In this part, we would like to address the following question : to what initial value space Z
should ug belong to, so that the solution (or at least, one solution) u of (N.S) isin P ?

3.5.1 The trend ey,

A classical procedure to solve (N.S) is to set up a fixed point argument for the integral
equation (INS). Given an initial value space for ug, the first step is to find a path space P
such that

u €1 = etAuoeﬁ.

Then, one can solve (INS) in P using Picard’s theorem. We are going to apply this

procedure backwards, ie for each one of the spaces P = CXfO) or LITQT X, we will find 7
such that

tA

ug €L <= e“uygeP .

Proposition 3.5.1 Let ug € S'. Then

(i) eBug € C([0,00), X1)© > uy e X
2 . .

(ii) If r € [0,1), e®ug € LT ([0,00), X,) <= ug€ B!, =B} ,

(iid) If r € [1,0], ¢ up € LT7(0,00), X,) == up € B! ,

PROOF : (i) is obvious, by point (v) of proposition 2.3.4.
(ii) Suppose first e!®ug € L%T([O, 00), X;). The idea is then to write

AjUQ = Aje_memuo
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The symbol of A; e 2 reads ¥ <2%> et|£|2, therefore the convolution kernel of this operator
1 . .

is bounded in L' (independently of j5) if 547] <t < 2-477. Thus, if ¢ lies in this interval,

we have, since X, is a shift-invariant Banach space,

18;f1x, < Clle™ fllx, . (3.5.1)

for a constant independent of j, and for any f € S’. Using this last inequality, we get

2 2

) 2 ) 2 2.4=J 2
(zj(rfl)HAjuonr) T =27 A T < C/1 e ugl| i dt
3477

and summing over j, we find

1—1r

2
L _ j(T’—l) ) >1—r < tA
HUOHBX L Z (2 | Ajuol| x, < Clle UOHle’"([O,oo),XT) .

Lol ey j

This proves = in (ii). In order to prove the converse implication, we will first show

some inequalities related to the Littlewood-Paley operators. Take A; = TZ(D) a Fourier
multiplier supported in an annulus such that A;A; = Aj.

The symbol of e*A (respectively Aflﬁj) reads e 16°|¢[2 (respectively [¢]~20)(277¢)),
therefore the L' norm of its convolution kernel is proportional to n (respectively 27%7).

ese two estimates enable us to write, since X, 1s a shift-invariant Banach space
Th Lt i bl ite, si X, i hift-i i B h space,
tA A A A—1K 27%
He AjUOHXT = He AA A]‘AquHXT S CT|’Aju0|’Xr . (352)

On the other hand, obviously,

€' Ajuollx, < Clluolx, - (3.5.3)

r—1
2
XT’ 1—r

like to estimate the integral

2
tA -7
Ll ul

. . 2
Take now ug € B . Denoting ¢; = 27"V ||Ajug| x,, we have ¢; € £T. We would

1—7r 1—7r

247

<o [ Sl |+ (S Buly, || e
),

2477 k<j k>j

r 2 2
2,4—j 1—r 1—r

gCZ/ || 22 Akuollx, + | D27 Aol x, dt
—~ /3

14—
2477 k<j k>j
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where we have used (3.5.2) and (3.5.3). Now we can get rid of the integral sign :

_2
| leBul 57 e
R

r 2 2
1—7r 1—7r

<> Y 20 )ALl x, + [ D222 Agug | x,
J

k<j k>j
- 2 2
1—r 1—r
<o | [ Saumeg | g[S au-Reg,
J k<j k>j

2
< Cllexll'—
¢1—r

because of Young’s inequality. This proves (ii).

(iii) can be proved following the same lines as (ii). The only diffculty is that one has to
use the duality between the Hardy space H!' and BMO in order to establish the analog
of (3.5.1). Indeed, we write

14 flloo < CllAje " ATAT" €M floo
< [|Aje "B AT Bro—r AT fll Bro

< HAje_tAATHBMO—JJOOHetAfHXr )

where ||A;e*AA"|| paro— 1 is the norm of the operator A;e A A" from BMO to L>. But
this quantity is the H! norm of the convolution kernel of Aje_mAr. Using the criterion
in Stein [33], page 128, 5.2, we see that it is bounded by C2'" if ¢ ~ 47J. Therefore, we
get

18 flloe < C27 [l fIx,

if ¢ ~ 477, This provides the equivalent of (3.5.1). W

3.5.2 Construction of solutions and bicontinuity of B : thecase 0 <r <1

In this section, we will construct local solutions of (NS) which belong to the path spaces
arising in Theorem A, in the case 0 < r < 1.
A simple application of Theorem 3.2.4 gives the following proposition.

T1—7

Proposition 3.5.2 Letr € (0,1) and ug € (B;{l 2 )((,0). Then there exists a time T > 0

2

and a solution u of (NS) such that u € LT+ ([0,T], X,).

This proposition is not completely satisfactory : it applies only if ug is in the closure of the

Schwartz class in B;{l , . To improve on this result, we need to examine the bicontinuity
™1—r

of the bilinear operator B defined in (3.2.1). Recall first the result of Fabes, Jones and
Riviere [11].

Proposition 3.5.3 (Fabes, Jones and Riviere [11]) If % + g = 1, with q € (d,o0),
and if T >0,
B : (L7((0,T), L%))* — L"((0, T, L)

1s a bounded operator. Furthermore, its operator norm does not depend on T'.
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It is proved in Proposition 2.4.2 of Chapter 2 that L%* < X, ; this embedding and the
above result make the following proposition natural.

Proposition 3.5.4 First, set v € (0,1) such that M(H", H™") = A* BMO". Then for
T >0,
2 2
B: (L™ (0,T], X,))*> = L™ ([0,T7], X,)
(B is defined in (3.2.1)) is a bounded operator. Furthermore, its operator norm does not
depend on T.

Remark 3.5.1 It is known that that M(H", H™") = A* BMO" only in the cases r = 1/2
and r =1, see Theorem 8.53.1. For the other r > 0, the problem is open.

PROOF : Let u,v € L7 ([0,T],X,) = LT ([0,T], M(H", L?)). Thanks to Proposition
2.3.4 of 2, we know that the pointwise product of two functions of M(H", L?)) belongs
to M(H",H™")) ; consequently, we have

w=wv € L= ([0, T], M(H", ™)) .
Since M(H", H™") = A’ BMO", we actually have
@ =A"we L= ([0,T], X,) .

So it turns out that
t
B(u,v)(t) = ]P’/ / eEIAVA (w(s))dads
o JR

with @ € L= ([0, T}, X,).

Thanks to Theorem 2.3.3 of Chapter 2, we know that the Riesz transforms are bounded
on X, if r € (0,d/2), therefore we can forget from now on the operator P. We now need
the following classical lemma

Lemma 3.5.1 If r € (0,1), the kernel K of the convolution operator eV A" belongs
to L'.

PROOF OF THE LEMMA : We select a function 6 in D equal to 1 in a neighborhood of 0.
The symbol of eV A" reads

el elel = 0()e P elelm + (1 — 0(e))e el

The second term of the right-hand side of the above equation belongs to S, hence its
associated convolution kernel belongs to L'. Turning to the first term, we remark that we
only have to consider the case of a symbol of the type

(&) = A©)lEle

with A € D equal to 1 in a neighbourhood of 0. We set g(&§) = A(§)[£|". A priori, g is only
a tempered distribution. We intend to show that it belongs to L.
Since Supp A is bounded, g € C*°. Furthermore,

G(E) = IOl + M(S)Kle_r -
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Once again, the first term above belongs to S, so we are left with the second one. Let F
denote the Fourier transform operator. We have

FAE) =Xz) €8

&\ 1 T
d <\512—r> =0 <\xrd—2+r> = Ol

= (Mg )| = o -] < o

for = large enough. We can infer from the above inequality a majoration of g(z) for x
tending to infinity :

This implies that

9(z)| = '%f—%a@(@)\ <

We now observe that

(&) = 9(£)B(E)

with 3 € C§° ; therefore by the same argument as above

FUOW =0 (1 ) -

As a conclusion, F~1(¢) € L' , and the lemma is proved. B

CONTINUATION OF THE PROOF OF PROPOSITION 3.5.4 : We notice that for 7 > 0, the

kernel of e™AV A" reads
_ 1+g+d T
N

where according to Lemma 3.5.1, K € L'. We have then, using the fact that X, is a shift
invariant Banach space and that P € £(X,),

(t—s)—“++df(<\/t“’”__8>
< [a=9 F 1ol ds

1B, 0)(®)]|x, < /

1

1
Since w € Ly " X,, it now suffices to apply the Hardy-Littlewood-Sobolev theorem to
conclude the proof. W

Now that the boundedness of B over (LlTQT([O,T],Xr))2 is established, the study of the
solutions of (IV.S) in that space is easy.

Theorem 3.5.1 First, setr € (0,1) such that M(H",H™") = A* BMO".
Let ug € (B;(_1 » )o- Then there exists a solution u of (N.S) with the initial data ug, such
T

that u € L&([O,T],Xr), for a time T > 0.

2
Conversely, suppose that, for a given initial data ug, u € LT-7([0,00), X,) is a solution
of (NS). Then ug € (B;{l 2 Jo-

Y1—r
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Proor : Take ug € B;{l , . Using Proposition 3.5.1 and Proposition 3.5.4, it is easy

1—r

to solve (INS) in L&([O, T], X,), for T > 0 small enough, with the help of a fixed point
theorem (see the annex of Chapter 4).

Conversely, assume that u € L%T([O,oo),Xr) is a solution of (N.S) for some ug. Then,

according to Proposition 3.5.4, B(u,u) also belongs to L&([O7 o0), X), and hence
e®ug = u + B(u,u)

as well. By Proposition 3.5.1, this implies that u € B;(_l , . 1

™1-r

3.5.3 Construction of solutions and bicontinuity of B : the case r =1

Construction of solutions in C([O,T],Xfo))

Proposition 3.5.5 We consider the system (NS) for an initial value uy. Then ug € Xfo)

if and only if there exists a T > 0 and a solution u € C([0,T], Xfo)).

PRrROOF : The “if” part is obvious. To prove the “only if” part, we use Theorem 3.2.3. B

This proposition answers the question of the initial value space corresponding to the path
space C([0,7T), Xfo)).

However, it is still interesting to investigate the boundedness properties of B on L*°X;
(for example to prove uniqueness of the solutions of (N.S) in LX) ; we turn to this
problem in the next two subsections.

Fully adapted spaces

Spaces fully adapted to the Navier-Stokes equations have been introduced by Meyer in [24].
As is proved in [24], B can be continuous over C([0,7], X) only if X is a fully adapted
space.

Besides, fully adapted spaces have an interest of their own : their aim is to provide a
functional analytic framework for the Navier-Stokes equations such that every term of the
equations has the same regularity. Let us be more explicit : if the pressure is eliminated,
the Navier-Stokes equations read

ou—Au+PV-(u®@u)=0
divu =0

plus an initial condition. Supposing that u belongs to L>°X, and fixing ¢ at a given value,
the three terms of the first equation above will belong to the same functional space if the

mapping
(f.9) = APV - (f® )

is bounded from X x X to X. This yields the following definition.

Definition 3.5.1 (Meyer [24]) The Banach space X is said to be fully adapted to the
Navier-Stokes equations if
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e The Riesz transforms act boundedly on X.
e The following inequality holds : |A™1(fg)llx < C|flxlgllx-

Some examples of fully adapted spaces are given in [24] : L3, L3>, A'=¢PM (where PM
is the set of pseudo-measures, i.e. of functions whose Fourier transform belongs to L),
and Bz;é:d/p for p € [1,d).

All these spaces are included in X; : for AI"?PM, it can be easily established using
product and convolution rules in Lorentz spaces ; for the other spaces, it is proved in
Proposition 2.4.2 of Chapter 2.

Besides, we have the

Proposition 3.5.6 X7 is a fully adapted space.

PROOF : 1. Due to Theorem 2.3.3 of Chapter 2, Riesz transforms are continuous on Xj.

2. Recall now X; = M(H', L?) = ABMO".
Thanks to Proposition 2.3.4 of Chapter 2, we know that'M(Hl, LQ)': M(LQ, H~1), and
that pointwise multiplication maps M(H', L?) x M(L?, H~') in M(H!, H=1). Therefore,

1F gl -1y < Cllflxallglix, -
(H',H~1)

Furthermore, we have, using Theorem 3.3.1, M(Hl,H’l) = A’2BMO". 1t follows easily
that

AT (f9)llx, < Cllfllxlgllx
which completes the proof of the proposition. l

As a conclusion, to our knowkledge, X7 is the largest known fully adapted space.

Boundedness of B

Among the fully adapted spaces X which have been mentioned, B is a bounded operator
on C([0,T],X) for X = L3> A'=¢PM, see [24]. However, B does not have this property
for X = L3, see [27].

We have not been able to prove the boundedness of B over L*([0,7],X;). One can
however, using the same technique as in the case X = L%, prove the

Proposition 3.5.7 For T > 0, the operator
B (C([0,T], X1))* — C([0,T], M(H", B),,.))
18 bounded.

Remark 3.5.2 Unfortunately, M(Hl,ngo) = M(H!,L?) does not hold ; in fact, as is

easily verified, Bgoo 18 embedded in M(Hl, Bg,oo)7 but not in X1, see Proposition 2.4.2 of
Chapter 2.

t—A
SKETCH OF THE PROOF : We split the integral defining B into two parts, / and
0

t
/ , and verify that the M(H', H')-norm of the first one can be bounded by CA~1/2,
t—A
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while the M(H', H *1.)-no.rm of the second one is bounded by C A2, Recall that the real
interpolation space [H?, H_l]l/Q,oo equals Bg,oo’ hence

[M(HI’HI)’ M(Hlaﬂil)]l/loo = M(Hl’Bg,oo) )

and this yields the result. W

As a conclusion, we do not know whether B is bounded on C([0,7],X1) ; however,
May [23] (see also [21]) has been able to prove the uniqueness of the solutions of (NS) in

c([o, 77, x\).

3.5.4 Proof of Theorem B

To prove Theorem B, it suffices to put together some of the results obtained above.

Suppose first ug € Li N B;;l (20)

1—r
(NS) belonging to the space L%T([O, T], X,) for some T' > 0.
Since this solution is built up using a fixed point method, in a space whose norm includes a

term of the form sup VZ||u(t)||so , we can apply Theorem 3.2.5. Therefore, u is actually
t€[0,T

. Due to Proposition 3.5.2, there exists a solution u of

a Leray solution, which furthermore belongs to the path space LT ([0, 77, X;).

It now suffices to apply Theorem A to obtain that u is the only Leray solution on [0, 7.
r—1 (0)
Xr, 12

1—7r

This concludes the proof of the theorem in case ug € L2 N B

The case ug € L? N X fo) is very similar. W

3.5.5 A summarizing picture

Figure 3.3 illustrates for which initial data ug it is known that there exists a strong solution
in one of the spaces P which yield weak-strong uniqueness, according to Theorem A. We
say then that weak-strong uniqueness holds for ug. For these initial data ug, we have local
uniqueness of the Leray weak solutions.

To describe the regularity of ug we use the classical scale of Besov critical spaces Bz;
for p,q € [1,00]. The vertical axis represents d/p, and the horizontal one 2/g.

The area for which p,q € [1, 0] is divided into five different sets, which we will examine

1+d/p
q

one by one :

e If (p,q) is (strictly) in the shaded region, then for ug € (B, ;er/ "), we have weak-

strong uniqueness, see Gallagher and Planchon [14]. Observe that, due to the classical
embedding

o 14d o 1 td/f .~ .
B, /p<—>Bﬁ,fqv forp>pand q¢>gq ,
if weak strong uniqueness holds for (p, q), it holds as well for any (p, ¢) which, in the

above picture, lies in the top right quarter of the plane whose bottom left corner is
(P, q). So the case of the shaded region is actually settled by the study of the points

d 2
lying on the diagonal — 4+ — = 1, which is the object of the next item.
p q

d 2
e If (p,q) is on the diagonal, ie verifies —+ — = 1, then we have weak-strong uniqueness

p q
for ug € (Bp_, ;+d/ Py,. We have even proved a better result : weak-strong uniqueness
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Figure 3.3: Initial value spaces (Bz; ;er/ ), for which weak-strong uniqueness holds

holds for ug € (B;(;;;d(; b (0))0 = (Bl;]lu(g)d/p q)g (Theorem B) and we have

5—14d/p 5—1+d/p (0)
Bp7q - BXd/p7q

(see Lemma 3.5.2).

e The above embedding is optimal : we will prove in Lemma 3.5.2 below that, for p > p
or ¢ > q, the embedding
5—1+d/p 5—1+d/p
Bﬁﬁ - BXd/p7q
does not hold. For this reason, the results we have proved do not say anything about
the white region, and we do not know whether Leray weak solutions are locally unique

for ug € (B;;er/p)g, and (p, ¢) lying in that region.

e We have not been able to settle the case of initial data in (Bgo{q)g for any ¢ € [1,2] (on
the picture, this is the horizontal dotted line). Indeed, according to Proposition 3.5.1,

. 2
initial data in (Bo_oli)g with r € [—1,0] correspond to a trend e*®ug in LT+ X,.

Therefore, because of the general principle that the solution u belongs to the same
functional space as the trend e*®ug, there should exist a strong solution belonging

2 .
to Li-= X, for ug € (Bo_o1 5 )o. However, matters may be more complicated in this
P1—7
case, and we have not been able to prove anything.

e The last set of initial data we have to consider corresponds to the vertical dotted
line ¢ = oo, p € [1,d]. The following embedding is proved in Proposition 2.4.2 of
Chapter 2

Bp_vclg'd/p%Xl forp<d .
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On the other hand, we have been able to prove weak-strong uniqueness for ug €

Xfo) (Theorem B), and we can deduce that weak-strong uniqueness holds for ug €
B, 1P ) with p € [1,d).

As promised, we now prove that the embedding

Bty o g

Xd/pvq
is optimal.
Lemma 3.5.2 The embedding
o —1+d/p 5—14+d/p
Bﬁ?é’ - BXd/p7q (3'5'4)

holds only for p < p and ¢ < q.

PROOF OF THE LEMMA : 1. That the embedding holds for p < p and ¢ < ¢ follows from
the classical embedding between Besov spaces

S—1+d/p S—1+d/p ~ ~
B, — Bﬁ,a forp>pand ¢g>gq ,

and from the embedding proved in Proposition 2.4.2 of Chapter 2 L%/ — X,.

2. To see that the embedding is not true for ¢ > ¢, take ¢ € S whose Fourier support is
such that Ag¢p = ¢, and consider the function

f=Y aZe2-),

JEZ
where (o) is a sequence of real numbers. One can check that, with this choice of f and ¢,

fe B;(;;d(;p if and only if (o) € £9, whereas f € Bg;rd/ﬁ if and only if (a;) € ¢7. Thus

we see that ¢ < ¢ is a necessary condition for (3.5.4) to hold.
3. Let us suppose for a moment that (3.5.4) holds for some ¢, and with p > p. Then we

would have in particular for any tempered distribution f : [[A¢f]x,,, < C[[Aofllz. This
implies that for any distributions f and ¢,

[A0fSodll2 < CllAof IS0l grare - (3.5.5)

We will show that this last inequality cannot be true by constructing f and ¢ such
that AgfSo¢ does not belong to L2 whereas Agf € LP and Sy¢ € HY/P.

e Choose for ¢ a function whose Fourier transform reads |£|7*A(§) where « is a real
number in (0,d), and X € D is equal to one around 0, and such that Sp¢ = ¢. Then
one can check easily that ¢ € H¥? if and only if

d d
o< 5 + 1—) : (3.5.6)

e Choose for f a function whose Fourier transform reads [¢ — &|™Py(¢ — &), where
is a real number in (0,d), & is a point of I@d, v € D is equal to one in &y, and such
that Agf = f. Then it appears that f € LP if and only if

B<d—%- (3.5.7)
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e We find the following equivalences for x very large

¢(z) = Sod(z) ~ Clz|*~¢
f(@) = Aof(x) ~ Ceor|z]f~d |

Hence, Aof(z)Sop(x) ~ Ceto®|xp|v+F=2d But this last equivalence shows that the
product AgfSy¢ belongs to L? if and only if

3d
Oé—|—ﬂ<7 .

Combining this last inequality with (3.5.6) and (3.5.7), we see that one can choose o and
[ such that (3.5.5) cannot hold for p > p. B
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Chapitre 4

Solutions globales d’énergie infinie
de I’équation de Navier-Stokes 2D

Résumé

Nous montrons tout d’abord dans cet article que les équations de Navier-Stokes en deux
dimensions sont globalement bien posées si la donnée initiale ug appartient a ’adhérence
de la classe de Schwartz dans dBMO. Nous utilisons pour ce faire une méthode de
perturbation de solutions d’énergie finie par des solutions d’énergie infinie qui avait déja
utilisée par Gallagher et Planchon [15] pour traiter le cas ug € B;;erp, avec p et ¢
finis. Nous nous tournons ensuite vers les solutions de Gallagher et Planchon et prouvons
leur convergence en temps grand vers 0, sous certaines conditions, soit sur les conditions

initiales, soit sur l'intégrabilité globale de ces solutions.

4.1 Introduction et énoncé des résultats

4.1.1 Les équations de Navier-Stokes

Nous nous intéresserons dans ce chapitre aux solutions du probleme de Cauchy associé
aux équations de Navier Stokes posées dans I'espace entier. Ces équations régissent le
mouvement d’'un fluide visqueux, décrit par les variables u(z,t) et p(z,t) qui donnent, en
un point x de l'espace et au temps ¢, respectivement la vitesse et la pression du fluide.
Nous considérons le cas d’un fluide incompressible (ce qui entraine la condition divu = 0),
et de viscosité v = 1. Les équations de Navier-Stokes prennent alors la forme suivante :

Ou — Au~+u-Vu=—-Vp
(NS){ divu=0
U‘t:() = Uup -
Sauf mention contraire, nous nous placerons toujours en deux dimensions d’espace.
La formulation intégrale des équations de Navier-Stokes (IV.S) s’écrit :

u(t) = eug — /0 eU=IAPY - (u(s) ® u(s))ds = e ug — B(u,u) , (4.1.1)

ou B est défini de maniere évidente, et ou I’on note P le projecteur de Leray sur les champs
de vecteurs a divergence nulle.

103



104 SOLUTIONS GLOBALES D’ENERGIE INFINIE DE L’EQUATION DE NAVIER-STOKES 2D

Les solutions de (4.1.1) ne sont pas a priori des solutions du systéme (IN.S) présenté en
téte de cet article, voir [22] pour une discussion a ce sujet. Par contre, pour ce qui est des
solutions que nous considérerons, ’équation intégrale est équivalente a I’équation projetée :

Ou — Au+P(u-Vu) =0
divu =0
Ujt=0 = U

Cette équation sera considérée au sens des distributions.

4.1.2 Solutions de (NJS)

Solutions globales d’énergie finie

La théorie des équations de Navier-Stokes a été initiée par Jean Leray [23] ; il s’est intéressé
aux solutions d’énergie finie de (NS) issues de ug € L.
L’espace L? est 'espace d’énergie pour les conditions initiales ; 'espace d’énergie associé
aux solutions de I’équation de Navier-Stokes est défini par

déf - oot 72 2m+ 7l

L= LR, L)NL* (R, H"),
ou H? est Despace de Sobolev homogene, soit 'ensemble des fonctions f pour lesquelles
Fe Li () et
2 £y 12
| lePf@ P de < o
RQ

La norme de £ s’écrit :

[vlle = lloll Lo @+ 22) + VIl p2Rs 1)

Le célebre résultat de Leray [23] affirme que, si vg € L2 (on note, si B est un espace de
Banach de distributions, B, pour le noyau de 'opérateur div dans B), il existe une unique
solution globale v € L de (IN.S) issue de vy.

Espaces critiques et solutions locales d’énergie infinie

La définition des espaces critiques repose sur les propriétés d’invariance par dilatation et
translation des solutions de (IN.S). Soyons plus explicites : soit u une solution de (NJS)
associée & la condition initiale ug. Alors, si A > 0 et 29 € R2, Au(A(x — ), A\*t) sera
associée & Aug(A(x — zg)). Un espace de Banach X — &’ sera dit critique (sous-entendu :
pour les conditions initiales de (N.S)) si sa norme vérifie :

YA >0, Voo € B2 [Jullx = Mu(A(- — 20))|x - (4.1.2)

2_
On voit facilement que, en dimension deux d’espace, L2, les espaces de Besov By, avec

1 < p,q < oo (définis dans le chapitre 6) et 0BMO (défini dans la section 4.4) sont des
espaces critiques.

Il est intéressant de noter ([10]) que tout espace critique X vérifie

X<—>BO_O1700.
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D’autre part ([10], [21]), on a la chaine d’inclusions suivante :

2

.2 9 .2 9 .
L* = Bp, — Bl — 9BMO — B, (4.1.3)
ou2<p<p<et2<qg<qg<oo

En dimension d’espace quelconque, des théoremes garantissent I'existence d’une solution
locale u* pour (NS) si ug est de norme quelconque dans un espace critique X : voir [7]
2

2_q
pour (Bf, )s avec g < oo et [10], [21] pour aBMOY (on note oBMOY pour 'adhérence
de la classe de Schwartz dans 0BMO,,).

Notons que 0BM O((,-O) est le plus gros espace critique X, dans la chaine d’inclusions ci-
dessus (qui se généralise a R™), qui vérifie la propriété précédente : existence de solutions
locales pour des données initiales de norme quelconque. En fait, on peut formaliser cette
observation, et donner un sens précis a 1'idée que 0BMO est optimal pour la résolution

de (NS) : voir [1].

La question qui se pose maintenant de maniere naturelle est : peut-on rendre globales les
solutions locales d’énergie infinie que nous venons de mentionner 7 Comme nous allons
le voir, on sait que la réponse est oui si la donnée initiale est choisie dans une classe
assez large d’espaces critiques. C’est une spécificité du cas d = 2 ; en dimension d’espace
supérieure, on ignore la réponse, sauf si la donnée initiale est de norme petite.
L’argument qui va nous permettre d’étendre ces solutions locales & RT est, bien siir, une
estimation a priori. En fait, nous disposons de deux voies possibles ; aucune des deux ne
permet de retrouver tous les résultats donnés par autre. La premiere (que nous allons
brievement exposer en section 4.1.2) consiste a utiliser I’équation de la vorticité, alors que,
dans la seconde (qui est 'objet de la section 4.1.2), on travaille sur le champ de vitesse.

Solutions d’énergie infinie rendues globales grace au controéle de la vorticité

La vorticité est définie par
W = 61UQ - 62u1 .

Elle satisfait ’équation suivante

Ow +u-Vw = Aw
w|t=0 = wo ,

s

ou on a naturellement posé wy = 91 (ug)2 — 2(ug);.

Le scaling propre a (NSV') est différent de celui de (IV.S) : en effet, la vorticité associée a
Aug(A(z — m0)) est Awo(A(z — x0)). Nous dirons donc qu'un espace est critique pour la
vorticité si sa norme vérifie

VA >0, Vro € R? [lw()]x = N[lw(Mz — z0))llx -

Comme pour la vitesse u, nous nous restreindrons dans notre étude de w a des espaces
critiques. On vérifie par exemple aisément que L' et M (I'espace des mesures de Radon
de masse totale finie) sont critiques. Rappelons que M est défini par

lullave = sup ¢ dp
6€CO, |Blloe<1 /B2
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(CY est 'ensemble des fonctions continues, et si p € [1, 0], on note | - ||, pour la norme de
Pespace de Lebesgue LP).

Le fait que cette équation ne comporte pas de terme du type w-Vu est encore une spécificité
de la dimension 2. De ce fait, (INSV') est une simple équation de transport-diffusion, aussi
peut-on facilement controler w grace a elle ; ceci permet en retour de contrdler u, qui
s’obtient par la loi de Biot et Savart

o — )t
) = o [ Dy,

T 2r Rz |z —yl?

ot 'on note z+ = (1, 22)* = (—w2,71). On dispose alors d'une estimation a priori sur u.

En utilisant cette méthode, Cottet [9], puis, indépendamment, Giga, Miyakawa et O-
sada [20] ont obtenu un résultat d’existence globale pour une donnée initiale wy dans M.
L’unicité pour une donnée initiale quelconque dans M a été obtenue par Gallagher et
Gallay [12] : ils ont prouvé que si wy € M, il existe une unique solution

w € C(]0,00[, L' N L*>)

telle que |lw(t,-)||1 < |Jwollm pour tout ¢ > 0.

Gallagher et Gallay [12] montrent aussi la dépendance continue par rapport aux conditions
initiales de cette solution, concluant la preuve du caractere bien posé de (IN.S) pour wug
dans M.

Solutions d’énergie infinie rendues globales par la méthode de Calderén

En dimension 2 d’espace, nous avons vu que l’espace d’énergie L? est lui-méme un espace
critique. En utilisant cette propriété, I. Gallagher et F. Planchon [15], reprenant une idée
2

L2
de Calderon [3], ont pu montrer que, pour une donnée initiale grande dans (B}, )., avec
1 < p,q < 00, la solution locale en temps u* se prolonge & R™, et obtenir ainsi une solution
unique, globale en temps.

Remarque 4.1.1 Nous avons déja énoncé, en section 4.1.2, un théoréme d’existence
globale de solutions de (NS), di a Cottet, Giga, Miyakawa et Osada, valable dés que le

rotationnel de ug appartient a M. Quant au résultat que nous venons de citer, il s’ applique
2

.2
pour des données initiales dans (Bpg )o, avec 1 < p,q < 0o. Quel est le rapport entre
ces deux espaces de données initiales ? Ils ne sont en fait pas comparables. En effet, il
est prouvé dans la proposition 4.4.1 que si rotug appartient a M, alors uy appartient a
2
. .29
Bllm, ce qui implique que ug est plus régulier qu’une fonction de By, sip > 1. En
2
.29
revanche, si ¢ < oo, Bp, ne contient pas de distributions homogenes de degré -1, alors

que la masse de Dirac en zéro dy est une mesure finie, et que le champ de vitesse associé
a ce rotationnel (voir la section 4.1.3) est une distribution homogéne de degré -1.

Enoncé du théoréme A

Nous nous proposons d’appliquer la méthode utilisée par Gallagher et Planchon & 0BM O,
afin d’établir que (NS) est bien posé pour ug € dBMO© (rappelons que Ion note
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OBMO©® pour 'adhérence de la classe de Schwartz dans 9BMO). Avant d’énoncer
un résultat précis, il nous faut introduire les normes

d’f R2 1/2
luler ¥ sup sup (/ ][ |u<y,t>|2dydt>
0<R<+/T z€R2 0 B(z,R)

1
(ot 'on note pour la moyenne de f sur la boule B(z, R) : ][ f=

IESY2RETSN] f
B(x,R) |B(x, R)| JB(2,R) )

et
déf
lullx, = lluler + sup VE[u()lloo - (4.1.4)
0<t<T

L’expression définissant ||u||¢ 7 a pour origine le fait que la norme 0 BM O d’une fonction f
est donnée par (voir 'annexe)

= 1/2
sup sup / ][ |2 f () |Pdxdt .
R>0zer? \ Jo B(x,R)

On a alors le théoréme suivant.

Théoréme A (NS) est globalement bien posé pour uy € GBMOC(TO). Plus précisément,
o Siuy € (9BMO((,0) est de divergence nulle, il existe une solution globale v de (NS)
issue de ug.

o (lette solution est unique dans £ défini par

ueé g{ (i) u € C([0,00[,0BMO)

(VT >0, lim[lu(T +)llx, < 55 - (4.1.5)

ot n est la constante strictement positive intervenant dans la proposition 4.2.1 (voir
ci-apres).
e Le flot de (NS), c’est a dire Uapplication
déf
¢ (uo,t) — u(t)
OBMOY) x R — §BMO ,

est localement lipschitzien par rapport a la premiére variable.

o Enfin, u est d valeurs dans 9BMO©) | et, pour tout § > 0 et pour une constante C(9)
dépendant de ug et de §, on dispose de I’estimation suivante

V>0 Jut)llopmo < CO)(1+1t°).

Il est intéressant de comparer le théoreme qui vient d’étre énoncé avec des résultats déja
connus.

e La partie existence du théoréme ci-dessus (premier point) peut étre obtenue en com-
binant des résultats prouvés par Koch et Tataru [21], et Giga, Matsui et Sawada [19].
En effet, dans [19], les auteurs prouvent par des méthodes d’analyse harmonique
I'existence, pour ug € L°(R?), d’une solution globale de (N.S) dans L (]0, oo[, L™).

loc
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Or Koch et Tataru [21] démontrent (c’est le théoréme 4.2.2 du présent article), pour
une condition initiale dans 0 BM O((,O), Iexistence locale d’une solution de (IV.S) de
norme L*° finie des que ¢t > 0. Ces deux éléments permettent de déduire, pour
ug € (9BMO((,O), I'existence d’une solution globale de (N.S).

Grace a la méthode que nous employons ici, nous sommes en mesure d’obtenir des in-
formations supplémentaires sur cette solution : toutes les assertions du théoréeme sauf
la premiere sont nouvelles. D’autre part, notre méthode permet d’étudier presque
sans changement le cas ou une force extérieure est appliquée au systeme : voir sec-
tion 4.2.5.

e Meéme s’il est similaire, le critere d’unicité qui apparait dans le théoréeme semble ne pas
étre impliqué par le résultat de Miura [25] : Miura montre en effet qu’en dimension
d’espace quelconque, une solution de (IV.S) est unique dans la classe

C([0,T], bmo™ 1) N LE2.(]0, T[, L) ,

ott bmo~! est la version non homogene de BMO~!, voir [25]. A priori, pour T' = oo,
cette classe d’unicité ne contient pas £, puisqu’on ne demande pas a une fonction f
de & d’appartenir a L (]0, co[, L>).

Notons en outre que la classe d’unicité £ définie plus haut englobe les solutions construites

dans [15] [19] [21]

e Notre classe d’unicité comprend les solutions de Koch et Tataru (théorémes 4.2.1
et 4.2.2) : si u est 'une de ces solutions, elle vérifie la condition (i) définissant &,
voir [10]. Elle vérifie d’autre part (ii) en 7 =0 ; en 7 > 0 aussi car u est bornée dans
L sur [§, T pour tout 6 > 0, si 'on note T le temps d’existence de la solution.

e Elle comprend aussi, pour les mémes raisons, les solutions L{° (R™, L) construites
dans [20] par Giga, Matsui et Sawada.

2

e Elle comprend enfin les solutions appartenant a C (R‘F,Bp_, q+p ), avec ¢ < 00, cons-
truites par Gallagher et Planchon [15].
[En effet, soit u une solution de Gallagher-Planchon. Il est clair que (i) est vérifié.
D’autre part, ’hypothese ¢ < oo implique que u est a valeurs dans 0BM 0, On

se place maintenant au temps 7 > 0, puis on résoud 1’équation par point fixe, pour

. . . = n—12+2 R
T assez petit, dans l'intersection de L"([0,T],Bpq " ") (c’est 'espace utilisé par

Gallagher et Planchon, voir [14]) et de Xr (c’est l'espace que nous utiliserons plus
loin, il est défini en section 4.2.1). On conclut par unicité de la solution d’un probléme
de point fixe que u(7 + -) appartient pour 7" assez petit a Xp. Ceci implique que (i)
est vérifié.]

Pour finir, le théoréme A est énoncé pour ug € 0BM O((,-O)7 mais la preuve donnée dans la

suite en dit un peu plus. Elle repose en effet sur un découpage de la condition initiale en
une partie réguliere et une partie dans IBMO de norme < e. On en déduit facilement
qu’il existe € tel que la méme méthode s’applique pour ug € IBM O, tel que :

d(ug,S) = }Ielg | f —uolloBrmo < €.

Pour € assez petit, les conclusions du théoréme A restent donc inchangées, & ceci preés que
la solution construite n’est plus & valeurs dans 9BMO©).
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4.1.3 Asymptotique en temps grand des solutions

Dans la section précédente, nous avons vu que l'existence globale d’une solution de (N.S)

est assurée a condition de choisir ug € 0BM O((,O), ou de vorticité appartenant a M.
Se pose maintenant la question du comportement en temps grand de ces solutions globales.
Commencons par quelques éléments heuristiques.

Heuristique

Supposons que wq soit autosimilaire, c¢’est a dire que
Mug(Az) = wo(x) VA >0Ve e R,

Alors la solution w associée (nous supposons qu’elle existe et qu’elle est globale) sera aussi
auto-similaire, au sens que

Moz, \2t) = w(z,t) VA >0Ve e RIVEER.

En particulier, il existera un profil ¥» = w(-, 1) tel que

o= (3)

et cette égalité décrit complétement le comportement asymptotique de w. Supposons
maintenant non plus que ug est auto-similaire, mais que ugy est “asymptotiquement auto-
similaire pour les basses fréquences”, c’est a dire que

Aug(Az) Az wo(z) ,

avec wy une fonction auto-similaire ; nous ne précisons pas le sens a donner a la conver-
gence dans l’équation ci-dessus. Il semble naturel de déduire de I’équation ci-dessus la
convergence des solutions associées aux données initiales Aug(Az) et wg(zx), soit

Mu( Az, A%t) gy w(z) .

Ceci implique que

e ()« o (3).

ou le sens de ~ est, la encore, & préciser. Au total, 'heuristique que nous venons de
développer suggere 1’équivalence entre les deux points suivants :

1. La donnée initiale ug est semblable pour les basses fréquences a une donnée auto-
similaire wy, c’est a dire
Aug(Ax) == wy(z) -
2. La solution u est asymptotiquement (en temps grand) semblable & une solution auto-
similaire w, c’est a dire
u(t,) TR w(t, ) .
Bien siir, si I'heuristique s’applique, w est la solution de (IN.S2D) associée a wy.

Résultats connus

Nous allons maintenant examiner si I’heuristique qui vient d’étre développée permet effec-
tivement de décrire 'asymptotique en temps grand des équations de Navier-Stokes.
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e Pour une donnée initiale ug € L2, et en dimension d’espace quelconque, Wiegner [29]
a prouvé la décroissance en norme L? de toute solution d’énergie finie (c’est & dire
appartenant & £) de (NS). Ceci est cohérent avec I’heuristique car on a, si ug € L2,

A—00

)\UO()\) — 0,

au sens de la convergence faible de L?.

e Planchon [26] s’est intéressé au cas d’une donnée initiale petite dans (B, Lrdfp )o, avec

p €]d, o[ ; autrement dit, ug est choisie petite, mais d’énergie infinie. Il a pu montrer
que I'heuristique s’applique alors parfaitement : soit ug € (Bp_ cl,: d/p ) de norme assez
petite. Alors la solution u de (IN.S) issue de ug est asymptotiquement auto-similaire

au sens qu’il existe une fonction V' € LP telle que

1 T t—o00

%V(\/E)Hp —0

1 d
£ 5 ||y —

Bfler/p

si et seulement si il existe une distribution vy € (Bp ') homogene de degré -1

telle que
o d s
26714 (o — vl =70

De plus, v(z,t) = V(\/ii) est dans ce cas la solution de (NN.S) associée a vy.
On se reportera a la section 4.4.3 pour des exemples de fonctions autosimilaires

L H—1+d/p
appartenant a By .
e Gallay et Wayne [16] (voir aussi Gallagher et Gallay [12]) ont étudié le cas d’une

donnée initiale ug dont la vorticité wy est une mesure de Radon finie.

Il est montré en appendice, section 4.4.3, que la seule fonction homogene de degré -1
x

et de divergence nulle qui possede aussi cette propriété est vG(az) = W, dont le
x

rotationnel est égal a §, la masse de Dirac en 0. On connait explicitement la solution

de (NSV) avec ¢d (c est un réel quelconque) pour donnée initiale : il s’agit de

& x 1 2
o= e [ L O
tG <\/E> avec G(§) e ;

on appelle G le tourbillon d’Oseen.

Revenons maintenant au cas d’'une donnée initiale uy dont la vorticité wy est une
mesure de Radon finie. Soit u la solution de (NS2D) associée & ug, et soit w la
vorticité de u.

D’apres I’heuristique établie ci-dessus, comme
N (M) Az 6/w0(3:) dx

au sens de la convergence faible des mesures, on devrait avoir

() </w0(az) dm) %G <%) .
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Gallay et Wayne ont prouvé que c’était effectivement le cas : en notant w la vorticité
de u, on a pour tout p € [1, 00]

ola.t) - 26 (%)

Notons que ce résultat est le seul exemple d’équivalent asymptotique pour une classe
de données initiales pouvant contenir des fonctions autosimilaires de taille quelconque.

1
1

ey avec = /wo(x) dx .
p

e Enfin, Gallagher, Iftimie et Planchon [14] se sont intéressés au cas o, en dimension
3 d’espace, ug € (B;;Jrg/p)(,, avec p €]3,00[ et ¢ € [1,00], et ol une solution globale
u existe (on ignore si c’est le cas en général). Gallagher, Iftimie et Planchon ont alors

montré que
t——+
Ja®)] v 20
p.q
Ce résultat a été étendu par Auscher, Dubois et Tchamitchian [1] au cas ou uy €

0BM 030) ; c’est alors bien sir la norme dBMO de la solution qui tend vers 0. Ces
résultats sont la encore cohérents avec ’heuristique.

Des résultats décrivant plus finement qu’au premier ordre le comportement asymptotique
des solutions de (N.S), en dimension 2 ou supérieure, existent : on se reportera a [17] et
a [22], Chapitre 26.

Enoncé du théoréme B

Si 'on considére maintenant une donnée initiale ug
1. de taille quelconque,

2. d’énergie infinie

3. et peu réguliere (c’est a dire appartenant a 'un des espaces de Besov Bz; ;+2/ P pour
p > 1, de telle sorte qu’alors les fonctions de Bp_, ;H/ P dont le rotationnel est une

mesure finie forment un sous-espace strict de cet espace, voir la proposition 4.4.1),

que sait-on du comportement asymptotique de la solution u associée ?
I1 est prouvé dans l'article de Gallagher et Planchon [15] que la solution u correspondante
vérifie : pour tout & > 0, il existe une constante C telle que

(Ol 5112 < CO+19)

De méme, nous avons vu que la solution u construite dans le théoreme A pour une donnée
initiale ug € OBMOWO) vérifie : pour tout § > 0, il existe une constante C' telle que

u(t)llopmo < C(L+1°) .

Or, si ug appartient a I'adhérence de la classe de Schwartz dans un espace de Banach

fonctionnel X, on a
A—00

)\UO()\) — 0 s
au sens de la convergence faible dans X. D’aprés ’heuristique, on devrait alors avoir

t——+o0

lu@®lx —"0.

Le théoreme suivant donne, quand il s’applique, la convergence ci-dessus.
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Théoréme B Soit uy dans (Bp_,;“/p)(,, avec p,q € [2,00[, et u la solution de (NS)
construite par Gallagher et Planchon [15] qui lui est associée. Alors

t—o0

o/ pe_—

st l'une des deux conditions suivantes est vérifie
(i) 24251
i) —+ - :

p q

14242
(ii) u € LY(RT,Bpq 7 ) avec p,q €]2,00|.

4.2 Preuve du théoréeme A

Nous aurons besoin dans la preuve du théoréme A d’un résultat fondamental de Koch
et Tataru, que nous allons énoncer, ainsi que de certains éléments qui y sont reliés. La
section qui suit est donc consacrée a quelques rappels.

4.2.1 Le théoréme de Koch et Tataru

H. Koch et D. Tataru ont, dans [21], obtenu 'existence de solutions globales de (N.S), e
toute dimension, pour une donnée initiale petite dans 9BMO. Avant d’énoncer ce resultat
plus précisément, il nous faut introduire I’espace XT, 0<T <003 X1 est ensemble des
fonctions w pour lesquelles la norme suivante est bien définie et finie :

déf
lwllg, = HWHXTJrOSHP tIVw(t)lloo

ou la norme X7 est définie en (4.1.4).

Théoréme 4.2.1 (H. Koch, D. Tataru, [21]) Soit d > 2. Il existe e > 0 et C' > 0 tels
que, si wg € OBMO,(RY) et ||wollopymo < €, il eviste w une solution globale de (NS)
vérifiant linégalité suivante :

[wll 5 < Cllwollopnmo - (4.2.1)
De plus, si wg € IBMOWO | alors

w|| 0.

hellg, —
IDEE DE LA PREUVE : On considere 1'équation intégrale (4.1.1), & laquelle on applique
le théoreme de point fixe 4.4.2 énoncé dans I'appendice, en se placant dans 'espace X
défini ci-dessus. On s’assure donc des points suivants :

o [etwoll g < Cllwollaao

o B : Xy X Xoo — X est bicontinue. Ceci est garanti par la premiere assertion de
la proposition qui suit. Les deux autres assertions nous seront utiles par la suite.

Proposition 4.2.1 ([10]) 1l existe C > 0 tel que, VT €]0, +o0],

[B(u,v)| 5, < Cllullg, lIvllg, - (4.2.2)
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Il existe n > 0 tel que, VT €]0, o¢],

1B (u, v)llxr < nllullxsl[ollx, - (4.2.3)

On dispose aussi de ’estimation, si 0 <t < T, et pour une constante C >0 :
1B(u,v)()lopmo < Cllullg, lIvllg, - (4.2.4)

Cette proposition permet d’appliquer le théoreme de point fixe 4.4.2 rappelé en annexe,
et le théoreme 4.2.1 en découle. B

Le théoreme précédent s’adapte facilement pour fournir I'existence de solutions locales a
données grandes ; cependant on doit se restreindre & des données dans dBMOW© | pour
pouvoir garantir que || wp| fr 77 0 et appliquer le théoréeme de point fixe 4.4.2. On

obtient alors :

Théoréeme 4.2.2 Soit ug € oBMOY (RY) de divergence nulle. Il existe T* > 0 et u €
Xp+ une solution de (NS) sur [0,T*] issue de ug. De plus, [lul g, P 0.
Une question naturelle est maintenant celle de 'unicité des solutions de Koch et Tataru.
Soit Er l'espace

déf

. 1
er ¥ { e Lin o1 1%) g < -} (1.25)

Proposition 4.2.2 ([10]) Deuz solutions de (NS) appartenant o l’espace Ep pour un
T > 0 et issues d’un méme uyg € OBMO sont égales sur [0,T].

4.2.2 Construction de la solution

Cette section est consacrée & la construction de la solution qui fait ’objet du théoréme A ;
il s’agit donc de la preuve de la partie ”existence” du théoréme A.

La méthode de construction que nous employons va aussi nous permettre de montrer tous
les résultats nouveaux : unicité, comportement asymptotique et dépendance continue par
rapport aux conditions initiales apparaissant dans le théoréme A.

Notons enfin que cette méthode s’applique aussi au cas ou une force extérieure est appliquée
au systeme. Nous supposons pour le moment cette force nulle pour simplifier I’exposition,
et reviendrons sur ce point en section 4.2.5.

Soit ug € IBM OC(,O). Nous procédons de la manieére suivante :

1. wug s’écrit comme somme d’une partie grande et réguliere vy, et d’'une partie petite
et moins réguliere wy. Le théoreme de Koch et Tataru donne l'existence d’une solu-
tion w de (IV.S) issue de wp ; on se ramene ainsi & une équation perturbée (faisant
intervenir w) d’inconnue v, et de donnée initiale wy.

2. L'utilisation d’un théoréme de point fixe permet alors d’obtenir une solution locale v
appartenant a X7 pour un 7" > 0.

3. Par un argument de propagation de régularité, on montre qu’il existe un intervalle
de temps sur lequel v € L?.

4. Une estimation d’énergie a priori permet de rendre v globale en temps.
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C’est la méthode utilisée par I. Gallagher et F. Planchon dans [15] pour des données
initiales dans des espaces de Besov. Cette idée a été utilisée pour la premiere fois dans le
cadre des équations de Navier-Stokes par Calderén [3].

Comme nous ’avons vu, la premiere étape de la démonstration consiste a découper la
donnée initiale. Soit donc uy € dBM O((,O) de divergence nulle. Par définition de cet
espace, il existe vy et wy tels que :

® Uy = Vg + wo

e vy €S,

o wy € 0BMO,, et |[wo|laprmo < € (€ est pris assez petit pour que tous les théoremes

dont nous aurons besoin s’appliquent).

Par le théoreme 4.2.1, il existe w une solution de (NS) issue de wp qui vérifie de plus
Iestimation (4.2.1). Soit v la solution de

v(t) = ey — B(v,w)(t) — B(w,v)(t) — B(v,v)(t) (4.2.6)

de telle sorte que u = v + w est solution de (4.1.1).
Nous avons maintenant besoin de la définition suivante : soit Y I'espace défini par

déf
1l = £l oay.22) + sup VEIVF()]z2 -
o<t<T

La proposition suivante va nous donner ’existence d’une solution locale dans X7 N Yr.

Proposition 4.2.3 Il existe T > 0 tel que (4.2.6) admette une solution v sur [0,T] ap-
partenant a Xt N Yr.

PREUVE DE LA PROPOSITION : Nous commencgons par construire une solution dans Xr:
nous montrerons ensuite que cette solution appartient aussi & Y. Il s’agit dans un pre-
mier temps de pouvoir appliquer le théoreme de point fixe 4.4.2 & la résolution dans Xr
de (4.2.6), c’est a dire de s’assurer qu'il existe un T tel que le théoreme s’applique. Il nous
faut vérifier les points suivants :

tA - PR .
o e v0||XTa)O ; C’est le cas car vp € S.
e B : )?T X )Z'T — )?T est bicontinue et de norme indépendante de T ; c’est vrai
d’apres (4.2.2).

® ”B(wf)Hg()ZT) et HB(-,w)HL()?T
a1;clest le cas si |wl| g, est assez petit, du fait de (4.2.2).

) sont finies et leur somme est strictement inférieure

Nous obtenons ainsi 7' > 0 et v solution de (4.2.6) dans Xp. Nous allons maintenant mon-
trer que v appartient aussi a Y7, en appliquant le lemme de propagation de régularité 4.4.1
énoncé dans 'annexe (avec, pour reprendre les notations du lemme, X = X7 et Y = Y7)
a I’équation (4.2.6). Il nous faut nous assurer des points suivants :

o Py € Yr ; ceci est vérifié des que vy € S.

e B : )?T XYr —>YretB:Ypx )Z'T — Y7 sont bicontinues et de normes indépendantes
de T ; c’est I'objet de la proposition suivante, dont nous renvoyons la démonstration
a la fin de cette section.
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Proposition 4.2.4 L’application B est bicontinue de )?T XYr—Yr.

e B(w,) :Yp — Yr et B(,w) : Ypr — Y sont continues et la somme de leurs
normes est strictement inférieure a 1. Ceci découle aussi de la proposition 4.2.4 :
B : Xp x Yp — Yp est bicontinue, donc B(w,-) et B(-,w) sont dans £(Yr), et
1B(w, )lcery + IBC,w)llgvyy < 1si|lwl g, est assez petite.

Nous disposons maintenant de v solution de (NS) sur [0, 7], appartenant & XrNYr. W

En particulier, il existe ¢y > 0 tel que v(tg) € L? (parler de v(tg) a un sens, en effet,
nous verrons dans la suite que v est continue a valeurs dans 0BMO). Il nous faut main-
tenant étendre & R™ notre solution définie pour I'instant localement. C’est 'objet de la
proposition suivante, qui porte sur une estimation d’énergie a priori.

Proposition 4.2.5 Soit v, € L2, et w comme ci-dessus. On considére v solution de

v —Av+Plv-Vo+w-Vo+v-Vw) =0
dive =0 (4.2.7)

Vjt=ty = Vto

On dispose alors de ’estimation a priori suivante sur la norme de v

Ce
t
1Vl oo ito.1.22) A 2 (1t0,17,E1) < € (%) ool 2 - (4.2.8)

PREUVE DE LA PROPOSITION : Dans la premiere des trois équations de (4.2.7) on prend
le produit scalaire (spatial) avec v puis on intégre (en temps) et on obtient formellement,
en utilisant dive =divw =0 :

t t
()13 + 2 / IV o(s)|3ds — / (v Vo, w)ds = v | (4.2.9)
0

0

(pour justifier rigoureusement la formule ci-dessus, il suffit de régulariser 1’équation).
L’inégalité de Hélder et le fait que vt[|w(t)|| < Ce permettent d’écrire :

t
/(v-Vv,w)ds
t

0

S/t [o(s)ll2lVo(s)llz2l[w(s)llods

t . )
<ol [1vueipas+ [ k)
to

to
En reportant dans (4.2.9), on obtient :
2 ! 2 2 " lu(s)ll3
@iz + (2= Ce) | [[Vo(s)llads < lvgll2 +Ce | —=ds,
to to
et le lemme de Gronwall permet d’obtenir le résultat souhaité. l
On peut maintenant appliquer le schéma standard : régularisation de l’équation (IN.5)

sur [to, +oo[, puis passage a la limite faible en utilisant l’estimation précédente. On en
déduit que v se prolonge & R* en une solution de (NS) vérifiant (4.2.8). En posant
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u = v+ w, on obtient une solution globale de (N.S) issue de ug. Comme L? — dBMO, et
du fait des inégalités (4.2.1), (4.2.4) et (4.2.8), on dispose de plus de l'estimation suivante :

lu(t)loparo < |lv(t)llaBrro + |w(t)|loparo
< w()|| 2 + lle®wollosaro + | B(w,w)|aprro
<C'(1+17),

pour 6 = Ce. En faisant varier ¢, et en utilisant I'unicité des solutions, que nous allons
prouver dans la prochaine sous-section, on peut obtenir cette inégalité pour tout § > 0.

Il nous reste a démontrer la proposition 4.2.4, que nous avons utilisée plus haut :

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.2.4: Pour commencer, on peut montrer (voir [22]) que le
noyau de VFe!2PV. s’écrit :
3+k ||

t 2 Gk(\/f

avec G, € L' N L. On notera pour plus de simplicité indifféremment G pour tous les Gy,.
De méme, nous considérerons dans ce qui suit pour alléger les écritures que B opere sur
des fonctions réelles. Ceci nous conduit aux notations suivantes [4] :

B(w,v):/ot (t_t)3/2G<m> « (w(s)v(s))ds
VB(w,v):/Ot (t_ls)QG<\/t'__s> + (w(s)v(s))ds

Les inégalités de Young et Holder permettent d’écrire

)

ot e (F)

1 .
< [ ammle (=) el s
ds

<1611 (sup Vel ) (sup ool ) [ ﬁ

[1B(w,v) ()]} = || * (w(s)v(s))ds||

Ainsi,
1Bw, v)(O)ll oz = sup |Bw,v)()]:
o<t<T
<l ( /d—)< Vil )(u uv<t>||>
a ! 0<t£T 0 VsVt —s 0<t£T * 0<t£T 2
< Clwllg, lollvy

Il nous reste maintenant & obtenir une estimation de la norme du gradient de B ; pour ce
faire, nous décomposons cette fonctionnelle en une somme de deux termes :

t/2 ¢
B(w,v)(t) = /0 e IAPY (w(s) @ v(s))ds + /t/2 e IAPY (w(s) @ v(s))ds

= By (w,v)(t) + Ba(w, v)(t)
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Et nous écrivons VB(w,v) = VBj(w,v) + Ba(Vw,v) + Ba(w,Vv). 1l vient alors, en
utilisant les inégalités de Young et Holder :

S t—s
<o [ i (o) (s, o)

sup VE|[VBi(w,0)(®)]2 < Cllwlz, vl -
0<t<T

2 '
IIVBl(w,v)(t)szH/O = )QG(\/—)*(w(S)v(S))d«SHz

Soit :

En utilisant encore une fois la méme majoration, on montre enfin :

t d
sup | By(Vw,v)(t)[l2 < C sup / T ( sup tIIVW(t)\Ioo> < sup ||v(t)\|2>
t 0<t<T

0<t<T 0<t<T Ji/2 SVt — 5 \o<t<T
< Cllwl g, [[vllvz

t ds
sup || By(w, Vo)(t)||2 < C sup / — ( sup \/EHW(t)Hoo) ( sup \/¥\|VU(75)||2>
0<t<T 0<t<T Jtj2 V1 — 8 \o<t<T 0<t<T

< Cllwlig, [lvllyz -

Il apparait maintenant pourquoi nous avons di décomposer B sous la forme B = B; +
. sz t d .
Bs. Les formules ci-dessus comprennent en effet des intégrales (comme [} /2 8\/%—8) qui ne

convergeraient pas si le domaine d’intégration était [0,¢]. Au total,

sup VE[VB(w,v)(t)]2 < Clwlg, Ivllvz
o<t<T

ce qui conclut la preuve de la proposition. B

4.2.3 Preuve de 'unicité dans &

Cette section est consacrée a la preuve de la partie "unicité” du théoréme A.

Montrons d’abord que deux solutions dans £ de méme condition initiale sont égales. Soient
donc u, u deux solutions de (IV.S) issues de ug et appartenant a €. Soit

7 =inf{t € R" u(t) #ut)} .
Supposons par l'absurde 7 < co. Par continuité de u et @ (hypothese (i) définissant &),
u(r) =u(r) € 0BMO .

On en déduit en utilisant la proposition 4.2.2 (grace a la condition (ii) définissant £) que
u = u au voisinage de 7 ; on contredit ainsi la définition de 7.

Il nous faut maintenant montrer que les solutions que nous construisons sont effectivement
dans £. Nous considérons u© = w + v une solution construite comme dans la section 4.2.2.
Comme wy € OBMOWO, w appartient a C([0,00[, 0BMO), voir [10]. De méme, v €
C([0,to[, 0BMO). Enfin, v € C([to, oc[, L?). Pour le voir, on écrit

v(t) = v(ty) + / APV (u(s) @ v(s) + w(s) @ v(s) + v(s) @ w(s))ds .

to
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Le terme v(s) ® v(s) se traite facilement. En effet, il est classique que les solutions de
(NS2D) d’énergie finie sont continues & valeurs dans L? ; ceci peut se montrer & partir
de I'équation intégrale grace a la méthode utilisée dans la preuve de la proposition 3.4.1.
Quant au terme w(s) ® v(s) + v(s) ® w(s), il appartient localement en temps & L>L?, et
ne pose donc pas de probléme.

Au total,
w+v=u €C(]0,0[,0BMO) ,

ce qui est la condition (i) définissant &.

Reste la condition (i7). Elle est clairement vérifiée par w, puisque sa norme dans X, est
majorée par Ce, et on prend le parametre € assez petit. Pour montrer que v satisfait aussi
cette condition, nous nous plagons en 7 > tg (le cas 7 < ty est clair) et nous allons voir
que pour un certain § > 0, v(7 + ) € & (ce dernier espace est défini en (4.2.5) ). Pour
plus de simplicité dans les notations, nous supposerons dans la suite 7 = 0. L’équation
suivante est satisfaite par v :

v = e®vy — B(v,v) — B(w,v) — B(v,w) . (4.2.10)

(noter que v est continue & valeurs dans L?, donc v(7) = vg est bien définie).
Nous avons maintenant besoin du lemme suivant.

Lemme 4.2.1 Pour T > 0 les applications suivantes sont continues :
B: L*([0,T], L*) x L*((0,T], L*) — L*([0, 7], L")
B: X x LY([0,T], L*) — L*([0,T], L%) .

PREUVE : Il est bien connu (voir par exemple [11]) que B est bicontinu sur LPL? dés que

2 2
—+ — =1, ce qui est le cas ici. Il reste donc seulement a prouver la seconde assertion du

p
lemme.

1
Vit—s

t
1B(u,v)]la < C/O Gl llulloollvlla ds

lv]|ads -

t 1
<C T
= ||uHXT\/0 \/g\/m

Or si t — ||v(t)||4 € L*, les lois de produit et de convolution entre espaces de Lorentz
(voir [22] pages 19 et 20) impliquent que

1
_ L4/3,4
\/EHU(S)H4 S

puis que |sds € L*. Autrement dit,

t
1
—F———— ||V
/0 VsVt —s |
1B(u, v)lla < Cllvllpapaflullx, -

Grace au lemme précédent, et comme w € Xp, on peut résoudre (4.2.10) par point fixe
dans L*([0,T),L*), X, et L*([0,T),L*) N X7, pour T assez petit. Les trois solutions
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que nous obtenons dans chacun de ces trois espaces sont en fait égales, par unicité de la
solution d’un probleme de point fixe a norme petite. Qui plus est, pour cette méme raison,
elles sont égales a v pour T assez petit puisque

ve L®([0,T], L*) N L*([0,T], H') — L*([0,T], L*) .

On en déduit que
[vllxr < Clle®vollxy — 0,
T—0

ce qui conclut la preuve de I'unicité dans £.

On peut maintenant montrer que pour ug € 0BM O((TO), la solution u (unique dans &) de
(NS) est & valeurs dans 9BM O,

Pour ce faire, soient deux suites (wg) et (v) telles que

lwllosro < 6
wpeS (4.2.11)
wg + vg =1up .
11 suffit d’appliquer le schéma de construction de solutions du paragraphe précédent a la
décomposition ug = wg + 1)8 pour obtenir

u:w5+v6

oil v est localement bornée dans L? et ||w|apro < C3. On conclut en laissant § tendre
vers 0.

4.2.4 Dépendance continue par rapport aux données initiales

Nous allons dans cette section nous attacher a prouver la partie ”dépendance continue par
rapport aux données initiales” du théoreme A.
Rappelons que 'on désigne par ¢ le flot de (NS), c’est a dire application
déf
¢ i (ug,t) — u(t)
OBMOY) x R — dBMO ,

ou u est la solution de (INV.S) associée a ug, construite dans la section 4.2.2 et unique d’apres
la section 4.2.3.
Nous allons prouver la proposition suivante

Proposition 4.2.6 Le flot ¢ de (NS) est localement lipschitzien.
Plus précisément, donnons-nous t > 0, ug € BBMO((,O) et dwyg € O0BMO,, qui corre-
spondra & une petite perturbation de ug. Alors il existe une constante C et € > 0 tels
que

[¢(t, o) — &(t, uo + dwo)llosmo < Clldwollapro
pour ||dwo|laprmo < €. De plus, C et € peuvent étre choisis uniformément sur un voisinage
de (ug,t).

Remarque 4.2.1 e Le théoreme d’existence et d’unicité dont nous disposons est val-

able pour des données initiales appartenant a 8BMO<(,O) +edBMO,, pour un € > 0,
et pas seulement a OBMO,. C’est la raison pour laquelle on peut choisir dwqy (assez

petit) dans OBMO, et pas seulement dans aBMO((TO).
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e De méme, le flot est en fait défini sur (8BMO((,O) +eIBMO,) xR, et pas seulement
sur (9BMO((,0) x R.

PREUVE DE LA PROPOSITION : Donnons-nous ug € (9BMO((,O), dwg € 0BMO, et t comme
dans I’énoncé du théoreme. Nous allons reprendre chacune des étapes de la construction
de la solution u (voir la section 4.2.2) pour nous assurer que la dépendance de u(t) par
rapport a ug est bien lipschitzienne.

1. Procédant comme dans la section 4.2.2, nous écrivons ug = vg + wg, avec vy € Lg et
llwolloprmo < €. On prend aussi dwy de norme inférieure a € ; € est une constante que
I’on prend assez petite pour que tous les arguments dont nous aurons besoin dans la suite
fonctionnent.

En particulier, comme € est assez petit, on peut appliquer le théoreme de Koch et Tataru
(théoreme 4.2.1) & wy et wp + dwy, et 'on note (respectivement) w et w + dw les solutions
globales de (IN.S) associées a ces deux conditions initiales.

On a alors I'inégalité suivante, pour une constante C' :

[ow(t)lopmo < Clldwollapro - (4.2.12)
En effet, dw(t) est donné par la formule
sw = e'®dwy — B(dw, dw) — B(w, dw) — B(dw, w) (4.2.13)
et I'on dispose des estimations

e 8wo laprro E Cl|dwollapmo
6w g < Clle*dwoll 5

le"2 6wl < Clldwollasro
1B(v,w)(t)loprmo < Cllvllg_llwll g

(4.2.14)

(la premiere est une simple conséquence de ce que IBMO est un espace de Banach in-
variant par translation, la seconde résulte de la construction de dw par point fixe, la
troisieme de la définition méme de dBMO et de la norme de )Nfoo, et la quatrieme est
prouvée dans [10], et rappelée dans la proposition 4.2.1). En prenant la norme || - ||ssmo
de (4.2.13) et en utilisant les quatre estimations précédentes, on obtient

[0w(®)lloprmo < C (H5w0HaBMo +lowl% + 2€H5ijzoo> < Clldwollosro

ce qui est le résultat annoncé.

2. Ainsi, en reprenant la méthode de construction que nous avons exposée dans la sec-
tion 4.2.2, nous avons montré que la premiere étape de cette méthode est stable par
perturbation ; nous allons voir qu’il en est de méme pour la seconde. Pour ce faire, il nous
faut tout d’abord nous assurer que certaines quantités décisives (par exemple, le temps
d’existence de la solution construite par point fixe) peuvent étre choisies uniformes dans
un voisinage de wg. On note v la solution de

v = e®vy — B(v,v) — B(w,v) — B(v,w)

construite par point fixe dans X, pour un certain 7 > 0. Soit 7 = 7(vg,w) le temps
maximal sur lequel 'argument de point fixe est valable, c’est a dire le temps maximal sur
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lequel on peut construire une solution & ’aide du théoreme 4.4.2. Ce temps 7(vg, w) dépend
de la décroissance quand 7" tend vers 0 de ||€tAUO||)}T, | B(w, -)||£(§T) et [|B(-,w)

(voir théoreme 4.4.2). Or ||emvo||)~(T ne dépend pas de wy, et d’autre part

HE(XT)

max([| B(w, ) g, I1BC w2 5,) < Cllwlg < Cllwollosao -

Ainsi, il existe € > 0 tel que, si wg et dwg sont de norme OBM O inférieure a €, 7(vg, w—+ow)
admet un minorant strictement positif, 7*. En d’autres termes, la solution v de

v = e®vy — B(0,7) — B(w + 6w, ?) — B(T,w + dw) , (4.2.15)

peut étre construite par point fixe dans X+ dés que ||dwollaprio < € et ||wollosmo < e
De plus, étant donné ¢ > 0 (qui sera fixé par la suite), on choisit 7% assez petit pour que,
si ||6wollopmo < € et [lwollopmo < € on ait ||[v]g < (. Clest possible car, pour une
constante C uniforme tant que wg et dwy restent petits,

IBliz, < Clle®ullg,

5.
et cette derniere quantité tend vers 0 quand 7 tend vers 0.

3. Dans ce qui suit, 7* est fixé ; de plus, on garde les notations v et ¥ pour les solutions des
équations ci-dessus. Comme dans la section 4.2.2, on montre par propagation de régularité
que v € Yr+.

Puisque nous cherchons un résultat de stabilité, il est naturel d’introduire

V=v—-uv.
En combinant les équations dont v et v sont solutions, on obtient une équation en V'
V=-B(V,V)-B(v,V)—-B(V,v) — B(w,V) — B(V,w) — B(dw,v) — B(v,dw) (4.2.16)

valable sur [0,7*]. On peut prendre la norme |- |ly., de chacun des membres de I’équation
ci-dessus ; par continuité de B de X+ x Y« dans Y+ (proposition 4.2.4), on obtient

Vly,. <C (Vi IVlig.. +vlig, Vi, + lolg [V, + I8l [@ly..)
< CC+IVly,. + Clldwollasrrollvollrz
ou l'on utilise dans la dernieére inégalité le lemme 4.4.1 :
[Ty, < Cllewolly,. <Clluollze -
Si e et ¢ sont assez petits pour que C(¢ + €) < 1, on trouve
Vv, < Clléwollopao -
En particulier, si t € [0, 7%],
IV(©)llz2 < Clldwollosaro - (4.2.17)

Comme ¢(ug + dwp,t) — ¢(up,t) = dw + V, cette derniere inégalité conjuguée a (4.2.12)
prouve le théoreme dans le cas t < 7*.
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4. Dans le cas t > 7*, la conclusion sera donnée, comme nous allons le voir, par une
estimation d’énergie. Suivant notre schéma de construction de la solution, on prolonge
v et U pour t > 7 en des fonctions définies pour ¢ € R™, d’énergie finie localement en
temps. L’équation intégrale (4.2.16) dont V était solution peut maintenant s’écrire sous
forme différentielle, pour tout ¢ > 7*

OV —AV+PWV -VV4+0v-VV+V - Vo+w-VV+V . -Vw+dw -Vo+v- Vow) =0
En prenant le produit scalaire spatial par V' on obtient, en utilisant divV = divw =
dive =0,

%&HVH% + IVVI3 +(V-Vu, V) +(V-Vw,V) + (T Véw + 6w - Vo,V) =0 . (4.2.18)
Pour pouvoir appliquer le lemme de Gronwall, il nous faut estimer les trois derniers termes.
Ainsi

(V- Vo, VI < ClV g loll g IV e < Cllvllgn IV 22V ( )
1 4.2.19
< ZHVHfm + Cloll 3 IVIIZ:

du fait des lois de produit (voir chapitre 6) et des inégalités d’interpolation classiques entre
espaces de Sobolev. D’autre part,

w5 1 C
(V- Vw, V)| =[(V-VV,w)| < ﬁ“’ VIVl < ZIIVllip + ;IIVH% (4.2.20)

car Vi|lw(t)]|so < |wllg_ pour tout ¢ > 0. Pour le dernier terme de (4.2.18), nous faisons
appel a l'estimation dérivée dans la proposition 4.2.5 :

Ce
t
Ol 1) ey <€ (55) Il (12.21)

cette estimation est aussi valable pour v, et par conséquent aussi pour V. En l'utilisant,
on obtient

. lowllg Ceet
(v~ Vow, V)| = ===l 12[IV]|2 = Cllowollonmrot (4.2.22)

puisque t[|Vow(t)|oo < [[6w]|z_. De méme, on a

. 16wl & . el | 1~
(6w - VT, V)| < —2= |V 2[[0]l 1 < Clidwollopro ™ + [013,) - (4.2.23)

Vit

A Taide des estimations (4.2.19) (4.2.20) (4.2.22) (4.2.23), (4.2.18) se réécrit
1 PR
2VII5 + YV < ClIVIS (; + HUHEI> + Cllswollopro(t“ " + [[5ll%,) -
En intégrant cette inégalité, on trouve, si t > 7*,

t t
HV(t)H%Jr/* vV < IIV(T*)II§+CII5wollaBMo/ 9+ [[o(s)I1%,] ds

T*

+c/( o) ) IV ds

< Clldwollomo [1 +1€ + C / ( T s >||§1)\|v<s>||%ds
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(en utilisant (4.2.17) et (4.2.21)) et le lemme de Gronwall donne
t
40l +/ IVVI3 < Cliswollopao [1+ 7]t exp (C1°°)
7—*

Cette deniere estimation jointe a (4.2.12) et au fait que ¢(ug + dwp,t) — ¢(ug,t) = dw+V
acheve la preuve du théoreme. W

4.2.5 Ajout d’une force extérieure

Nous nous intéressons maintenant au systeme (NSF'), qui correspond au cas ou une force
extérieure f est appliquée.

ou—Au+u-Vu=—-Vp+ f
(NSF){ divu=0
U‘tzo = Uuop .

Ce systeme admet lui aussi une formulation intégrale, sous la forme

¢ ¢
u(t) = ePug — / e I)APY (u(s) @ u(s))ds + / eU=IAPf(s) ds .
0 0

Il est bien connu que, si ug € L2, ce systéme admet une solution globale, d’énergie finie,

a condition que f € L2([0, 400, I—.Ifl). Le schéma de la preuve du théoreme A s’adapte
sans difficulté si I’'on suppose ug € aBMOSO) : il suffit de résoudre d’abord (N .S) avec une
donnée initiale petite dans 0BM O, puis de considérer le probleme perturbé par la force
extérieure f et 'ajout d’une quantité d’énergie finie a la donnée initiale. On obtient ainsi
le théoreme suivant.

Théoréme 4.2.3 Soit ug € OBMOY, et f e L*([0,00[, H). I emiste une solution
globale u de (NSF'). De plus, pout tout § strictement positif, il existe une constante C(9),
dépendant de ug, V et d, telle que

Vt>0 [lv(t)]losmo < C(0)(1+1t°).

Remarquons qu’en procédant de la méme maniére que Cannone et Planchon [5], il est
possible de prouver lexistence d’une solution de (NSF') pour une force extérieure f ap-
partenant & un espace moins régulier que LZH ! : on peut en effet déterminer un espace
pour f adapté a 0BMO.

4.3 Preuve du théoreme B

L’idée de la preuve que nous allons donner est de jouer sur la différence d’homogénéité
entre un espace dans lequel on réalise une estimation d’énergie, et un espace au scaling de
léquation (NS).

C’est cette idée, introduite par Gallagher, Iftimie et Planchon [13] [14] qui, en dimension
d’espace égale a 3, a permis de démontrer la convergence vers 0 a l'infini des solutions
globales de (NS) pour la norme d’un espace critique X auquel appartient la donnée

initiale. Gallagher, Iftimie et Planchon ont traité les cas X = 142 (dans [13]) et X =



124 SOLUTIONS GLOBALES D’ENERGIE INFINIE DE L’EQUATION DE NAVIER-STOKES 2D
(B;;H/p)a avec 1 < p,q < oo (dans [14]), puis Auscher, Dubois et Tchamitchian [1] le
cas X = 9BMOY.

Pour expliquer cette idée de maniere concrete, nous allons 'employer dans le cas le plus

simple, d =3 et X = H;/ 2, en exposant le schéma de la preuve de Gallagher, Iftimie et
Planchon [13].

4.3.1 Lecasd=3, uyc HY?

Plagons-nous pour la durée de ce paragraphe en dimension 3 d’espace, et donnons-nous
ug € HY? ainsi que u € C([0,00[, H'/?) une solution de (NS) pour cette donnée initiale.
Comme nous 'avons fait dans la section 4.2.2, nous scindons ug en deux parties,

up = vo + wo ,
ol wy est petit en norme dans H;/ 2, et vg € H}, l'espace de Sobolev inhomogéne. On
associe & wp, grace a un résultat classique, une solution w dans C([0, co[, H/?) de (NS).
On note v la solution (globale) de (IN.S) perturbé par w
v —Av+Plv-Vo+w-Vo+v-Vw) =0
dive =0

Ult:0 =0 -

On s’assure alors que v € C([0, 00, L?). Ceci permet d’estimer 1’énergie de v comme dans
le lemme 4.2.5, pour obtenir

t t
o1 +2 [ o) as <l +2| [ [ 0 90)-vdzas

t
< ol + Cllwoll /0 lo(s) 3, ds |

ou la derniere inégalité résulte d’une loi de produit classique entre espaces de Sobolev.
L’estimation ci-dessus permet, si ||wo|| ;12 est assez petit, de déduire que 'énergie de v,
c’est a dire

t
lo(®)13 + 2 /O lo(s) 13, ds

est uniformément bornée par rapport a t. Ceci implique, par interpolation, que la norme
de v(t) dans H'/2 peut étre rendue aussi petite que l'on souhaite, pour un certain ¢. La
norme de w dans H/? reste petite pour tout temps. Il n'est dés lors pas difficile de
conclure, par la théorie a données petites, que

t—o0

lu@l e — 0

Si 'on examine pourquoi la preuve que nous avons ébauchée fonctionne, il apparait qu’un
élément crucial est que I'espace d’énergie et les espaces critiques n’ont pas le méme scaling.
En particulier, c’est L*H/2 qui est au scaling de Dénergie, et L°H?2 qui est un espace
critique.
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4.3.2 Preuve du théoreme B

En dimension 2 d’espace, 'espace d’énergie £ a la méme homogénéité que les espaces cri-
tiques. Il nous faudra donc créer un décalage artificiel de scaling en faisant une estimation
d’énergie dans H~9 au lieu de L.

Notons d’autre part que le point (i) du théoréme B peut aussi étre montré grace a une
méthode perturbative en partant du schéma de la preuve du théoréme de Wiegner [29]
qui établit la convergence vers 0 (en norme L?) des solutions de Leray de (NS) issues de
ug € L2,

1. Nous commengons comme dans la preuve du théoreme A. On se donne donc ug €
s—142 ) N o
(Bp7q+ /p)a, que 'on décompose en une somme ug = vy + wy, ol vy € L?, NH° et
||w0||371+2/p < €, ou € est pris assez petit pour que tous les arguments dont nous aurons
Pp,q

besoin par la suite s’appliquent. On note w la solution de (NS) pour la donnée initiale
wp, et v la solution de

v —Av+Plv-Vo+w-Vo+v-Vw) =0
dive =0 (4.3.1)
Ult:0 =0 -
La seule estimation sur w dont nous aurons besoin est que
€
Vit

Toute la difficulté est maintenant de controler v. Donnons-nous 6 €]0,1[. Rappelons la
définition du produit scalaire dans Pespace de Sobolev H™9 :

[w(t)] < C (4.3.2)

(Fo)is = [ FOTOIE d = (f,4%g)

o A est 'opérateur de Calderén A = |D|. En appliquant (-,v)p_s & ’équation (4.3.1)
vérifiée par v, on obtient formellement

1
58,5\\1)\\?{_5 + Hv”fm_é + (v - Vo, A™20) + (w - Vo, A"20) + (v- Vw, A"20) =0 (4.3.3)

(I'opérateur de Leray P a disparu puisqu’il commute avec A~ et que v est de divergence
nulle). Pour montrer rigoureusement (4.3.3), on peut appliquer le schéma classique de
régularisation des solutions puis de passage a la limite. Il nous faut maintenant estimer
les 3 derniers termes de (4.3.3) afin d’obtenir un contréle de ||v||;-s. Les deux derniers
termes sont les plus faciles :

(v Vw, A"20)| = |(v - VA0, w)| < [[wlloo|[v]| g1-2s|0]l2

(4.3.4)

1
< Cllwllloll-s vl -5 < 70135 + CllwllZ ol

ou l'on a utilisé une inégalité d’interpolation classique entre espaces de Sobolev ; on montre
de méme

_ 1
(w- Vo, A%0)| < Cllwlloollvll ga-s l0ll -5 < ZHU\Ifgl_a +ClwlZllvlf s - (4.3.5)
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Reste a estimer (v- Vo, A=?%v). La démarche & suivre est alors différente suivant que ’'on
se trouve dans le cas (i) ou (i) du théoreme.

. < 2 2
2. Supposons tout d’abord que nous sommes dans le cas (i), c’est a dire que — + — > 1.

On peut écrire, d’apres les lois de produit classiques dans les espaces de Sobolev,

(v Vo, A20)| < o Vol goas [[A>0]| 725

< Clloll ga-aslvll g lloll

(4.3.6)
< Clwllgallvll g-s vl s

1
< Slvlfzs + Cllol—s vl -

Nous pouvons maintenant rassembler les estimations (4.3.4), (4.3.5) et (4.3.6) et les insérer
dans (4.3.3) pour obtenir

BUlol s + 1011z < Cloll s (Il + 1) -

En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient alors que, pour T' > 7 > 0,

T
IO e 110y 22y < I -exp ([ e + (o)) ds)

(4.3.7)
I1 nous faut ici utiliser un résultat tiré de [15] (pages 13 et 14) : du fait de ’hypothese (i),
on a

/0 (3|0 ds < oo

en combinant cette derniére estimation avec (4.3.2), on voit que (4.3.7) implique que

T Ce
IO oy 1-oy0 220y < IO (5)

3. En interpolant entre L®([r,T], H~%) et L?([r,T], H'~?%), on trouve que

T Ce
loll L2/ (pr,77,22) < € <—> :

T

ce qui implique que

( inf Hv(5)||2> (T—7)2 < ¢ (z>cg .

s€lr,T] T

Si € est choisi assez petit, ceci implique que pour tout n > 0, il existe un 7;, tel que

|lv(T})||2 < 1. D’autre part, comme la norme de w dans B;,}erp est bornée par Ce on

a [[u(Tce)l 5-142/» < 2Ce€, pour la méme constante C. Si e est assez petit, ceci implique
p.q

que Hu(s)HB_Hg/p reste majorée par Ce (pour une nouvelle constante C') pour s > Tce.
p.q

Comme c’est vrai pour tout € > 0 assez petit, on obtient le résultat souhaité dans le cas

(4)-



SOLUTIONS GLOBALES D’ENERGIE INFINIE DE L’EQUATION DE NAVIER-STOKES 2D 127

4. Supposons maintenant que l'on se trouve dans le cas (i7). Nous allons montrer qu’on
a alors
(v- Vo, A~2)| < CHUHB;};?/pw/q|’U”H1—6—2/q”UHH14 (4.3.8)

1
des lors que § < 37 o Pour prouver cette estimation, on utilise I'algorithme du para-

produit (voir par exemple [15]) qui permet d’écrire (dans les lignes qui suivent, on oublie
le caractere vectoriel de v et on le traite comme un scalaire, pour ne pas alourdir les
notations)

(vVv, A=20) :/ vVoA ™2y
R2

:/ Z AjUAj/VUSj+5A25U—|—/ Z AjUijlvaj/Aimsv
R R

l7—3"1<1 l7—3"1<5
+/ E Sj_lvAjV?}Aj/AimsU .
R2 . <
l7—3'1<5

A partir de maintenant, pour rendre les calculs plus clairs, nous oublions les décalages
d’indice dans les sommations ci-dessus. L’idée que nous allons mettre en oeuvre est
d’estimer séparément chacun des trois termes ci-dessus ; nous nous bornerons a écrire
les calculs qui correspondent au premier de ces trois termes ; les deux autres s’estiment
de maniere tres similaire.

/ZA]"UAJ‘V’USJ'AQ(;’U S Z ||SJ‘A725UA]'V’UH2HAJ"UH2
J J

<33 2 Al A0l

J k<

< Clloll grsarmrara Y 2| Ag0|3 Y 2K0720720)
’ J k<j

1 1
ol l'on a utilisé le lemme de Bernstein. Comme de plus § < 3~ o trouve
q

l/ZAijvaSjA%v < C|lv|l 5-142/p+2/4 ZQJ(Q*%*Q/")HAij%
- p.q -
j J

< Cloll gsarmrasalloll s ol s-ora -

5. En interpolant entre espaces de Sobolev, puis en appliquant 'inégalité de Young, on
voit facilement que (4.3.8) implique
_ 2-2 2
(v Vo, A720)| < Cllo] g 1vasmaa 0l 2 022,
p,q
) 1, (4.3.9)
< C||v||qB*1+2/p+2/qH/UHH—5 + 5”””1'{1—5 .
p,q

Il suffit maintenant de rassembler (4.3.4), (4.3.5) et (4.3.9), et d’insérer ces estimations
dans (4.3.3) pour obtenir

Oulol—s + 101215 < Cloll—s (nvngqu + uwuoo>
P,q
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Or, puisque nous sommes dans le cas (i7), v appartient a Lqu_,;H/pH/q, et on peut

procéder comme dans 2. en appliquant le lemme de Gronwall puis conclure comme dans
3. Ceci conclut la preuve du théoreme. H

4.4 Annexe

4.4.1 L’espace 0BMO et son sous-espace 0BMO©

Cette section est consacrée & une présentation des espaces 9BMO et dBMOWO, qui ap-
paraissent fréquemment dans ce chapitre. Nos deux références sont les livres de Stein [27]
et de Lemarié [22].

Nous disons que f € 8§ appartient & BMO si

R2
sup / ][ (Ve f ()| 2dadt < oo.
R>0,2€R? J0 B(z,R)

1
(ot l'on note ][ = —F ). Une définition plus classique consiste a de-

Bar 1B R)| Jpenr

wp | - f g
R>0,2€R? J B(z,R) B(z,R)

On peut maintenant définir 0BM O, 'espace des fonctions dérivées de fonctions de BMO.
Plus précisément, on dira que f € OBMO(R™) si et seulement si il existe des fonctions

de BMO(R™) fi,..., fn telles que :

mander que

dy < +o0.

"9
f=) I

Au vu de la premiere définition que nous avons donnée de I'espace BMO, il n’est pas
surprenant que f appartienne & BMO si et seulement si

R2
sup / ][ |2 f ()| 2dadt < oo . (4.4.1)
R>0,z€R? JO B(z,R)
Cette derniere formule définit une norme sur 0BMO ; nous la noterons || - ||aprpro. Muni

de cette norme, dBMO est un espace complet.

Venons-en maintenant & 9BMO©) = (0BMO)©).
On note CMO = BMO©, Padhérence de S dans BMO. On peut montrer (voir [2]) que

( f € BMO
sup ][ f(y)—][ fldy —0
z€R4,R<pJ B(z,R) B(z,R) p—0
feCMO <
sw | - f gy — o
veRLR>p ) B(,R) B(x,R) pee
limsup,_, o, ][ fly) — ][ fldy =0 pour toute boule B.
\ B+a B+a

(4.4.2)
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Il est clair que
d(CMO) =d(BMOY) c (0BMO)©) .

Par contre, l'inclusion réciproque n’est pas vraie, au moins en dimension 1. Placons-nous
en effet en dimension 1 et soit f une fonction appartenant a S et donc aussi & IBMO.
Notons g une quelconque de ses primitives,

9(96)=A+/_m fly)dy ,

—+00
ou A est un réel. On observe que, si f # 0, g n’a pas la méme limite en +00 et en

—00

—o00. Ceci implique que g n’appartient pas & C MO puisque le troisieme point de (4.4.2)
n’est alors pas vérifié.
4.4.2 Relation entre vitesse et vorticité
Siu € S’, on note rot u = dyug — Aauq.
Théoréme 4.4.1 Soient p € [1,00] et q € [1,00].

o Siuc€ B;;+2/p et siw =rotu, on a

Il zv2rn < Cllulz_sv2rn

B;,ZJFQ/I), il existe un unique u € B;,;JFQ/I) tel que

{ divu =0

w=rotu ;

e [nversement, si w €
(4.4.3)

de plus, u vérifie
HUHBE;-FQ/p < C“w”3;3+2/p .

PREUVE : Le premier point du théoréme est trivial.

Montrons maintenant le second, en commencant par I'unicité. Supposons que u et w
appartiennent a B, ;H/ P et sont solution de (4.4.3) pour un w dans By, 2+2/ P donné. Alors

leur différence, v, est solution de
dive =0
rotv =20 .

Ceci implique que Av = 0, puis que v = 0 puisque 0 est le seul polynéme harmonique

5142
contenu dans Bp7qJr /P,

Pour ce qui est de l'existence, si w € B;,ZJFQ/I), il suffit de poser

uw=V+A~ly = ZVLA*Iw .
J
[ ]

On montre de méme le résultat suivant.

Proposition 4.4.1 5iw € M, il existe un unique u € Bioo tel que w = rotu. De plus,
on a
IVullgy < Cllwlu
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4.4.3 Fonctions homogenes de degré -1

Nous nous plagons en dimension 2, et utiliserons les coordonnées cartésiennes (en notant
alors le repére local (e, e2)) ainsi que les coordonnées polaires (en notant alors le repere
local (e, eg).

Soit f une fonction autosimilaire de degré -1, c’est a dire que pour tout réel A strictement
positif et pour tout = appartenant & R2,

F) = 1 7(@)

on suppose de plus f de classe C* en dehors de 0. Il est naturel d’écrire f en coordonnées
polaires

£(r,6) = - (6) =~ (o@)es + Fr(0)e)

Condition de divergence nulle

Comme f est localement intégrable et bornée a linfini, c’est une distribution tempérée.
Pour donner un sens & la divergence de f, on considerera cette notion au sens de S'.

Proposition 4.4.2 f est a divergence nulle au sens de S’ si est seulement si

° fg est une constante et
o [f(6)do=0.

PREUVE : f est de divergence nulle si et seulement si, pour toute ¢ € S,

(div f,¢) =0.

En dehors de 0, la divergence de f vaut

dfo

) 1
lef—ﬁae .

Pour que la divergence de f s’annule en dehors de 0, il suffit donc que jA’é soit une constante.

FExaminons maintenant la situation en 0. Fixons une fonction-test ¢, non nulle en 0. Soit
d’autre part x une fonction de D dépendant seulement de 7, égale a 1 dans un voisinage
de 0. Comme la divergence de f est nulle partout sauf en 0, on peut se restreindre a
n’importe quelle boule centrée en 0 de rayon R, autrement dit le crochet de dualité entre
¢ et div f est égal a

(divfix () 6) =0,
ou R est un réel positif. En intégrant par parties, on obtient

v fox (1) 0 = =0 (o Jox (7)) = o () e ()]

Puisque f appartient a LllOC et (g;)¢ est une fonction de S, le premier terme du membre

de droite de I’équation ci-dessus a une limite nulle si R — 0. Apreés un changement de
variables, le second terme s’écrit

(o) (o))
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La limite de cette expression si R — 0 est

2r

SO (G )3) = O T () = —0(0) [ Fot6) a0

0

2w

et on aboutit donc a la condition fr(0)df = 0. Rassemblant les étapes du raison-

0
nement ci-dessus, on a

div f, ¢) = lim (div (—) =0
(div £,6) = Jim (div £,x (5) 0)
si et seulement si les conditions énoncées dans la proposition sont vérifiées. B

Rotationnel mesure finie

On voudrait que f soit de divergence nulle et que son rotationnel soit une mesure de
Radon p finie, c’est-a-dire telle que

sup /qﬁd,u<oo.

PECH®[|#llo<1
Le rotationnel de f est donné en dehors de 0 par

1 8f,

rOtf:_ﬁ(?Q .

En particulier, rot f est une fonction homogene de degré -2. Une telle fonction ne peut
étre une mesure finie que si elle est nulle en dehors de 0. Il faut donc que f, soit une
constante.

Récapitulons : f est de divergence nulle et de rotationnel égal & une mesure finie si
° fg est une constante,
o [[r(0)df =0, et
° ﬁ est une constante.

Il faut donc que
«
f(’ra 9) = ?ee

pour un réel a, ce qui s’écrit aussi

« —X9
f() = 3 -
>\ 1
Inversement, on vérifie qu'un tel champ de vecteurs a un rotationnel égal a une mesure
finie.

Espaces de Besov

Proposition 4.4.3 Si f est une fonction homogéne de degré -1, de classe C*° sur R?\{0},
2

L —142
elle appartient a tous les By« * pour p > 2.
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PREUVE : Soit p > 2. Les troncatures dyadiques en fréquence de f s’écrivent
Aif(@) = |f+ @) @)
. ~ 1 . .
= 2jd/f <i —(2x — 2My) dy

(3o

— 2]F 2]
ol F est défini par F = f x . Comme f € L>*® et ¢ € L' N L>®, leur produit de
convolution F' appartient & LP. On conclut alors facilement.

4.4.4 Résultats de type point fixe

Nous utilisons dans ce chapitre un théoreme de point fixe et un lemme de propagation de
régularité. Ils sont rappelés ici (on pourra se reporter a [14]) :

Théoréme 4.4.2 (Existence et unicité) Soit X un espace de Banach, L un opérateur
linéaire sur X de norme A < 1, et B un opérateur bilinéaire tel que :

1Bz, y)llx < lzllxllylx
Alors pour tout y € X tel que
llyllx < (1-N)?
la suite définie par :
{ Xo=0
Xnt1 =y + LX, + B(X,, Xp)
converge dans X wvers ['unique solution de
x=y+ Lz + B(z,x)

telle que
29[|lzflx < (1=A)

De plus, on a ’estimation suivante :

lzllx < Cllyllx

Lemme 4.4.1 (Propagation de régularité) Soient x, (X, )nen, A et v comme dans le
théoréme précédent. On suppose de plus que y est dans un espace de Banach Y, que L
est un opérateur linéaire sur'Y de norme u et que

1B 9y < &l Fllxlglly
1B(g, Plly <&l fllxllglly-

On suppose enfin que pn < 1 et que k(1 —X) < (1 —p)y. Alors X,, converge vers x dansY
et

lzlly < Cllylly
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Chapitre 5

Solutions globales d’énergie infinie
de I’équation des ondes
semilinéaire critique

Résumé
Nous considérons dans ce chapitre I’équation des ondes semilinéaire critique

Ou + |ul?> ~2u =0
(NLW)Q*_l U|t:0 = Up
Opujt=0 = u1 ,

posée dans tout l'espace R%, avec 2* = dQTdQ- Shatah et Struwe [27] ont prouvé que si
les données initiales sont d’énergie finie, c’est a dire si (ug,u1) € H' x L2, alors il ex-
iste une solution globale. Planchon [19] a montré que c’est aussi le cas pour certaines
données initiales d’énergie infinie : il suffit que les données initiales soient de norme pe-
tite dans Bioo X Bgm. Nous construisons dans ce chapitre des solutions globales de
(NLW)a«_1 pour des données initiales d’énergie infinie arbitrairement grandes, en util-
isant deux méthodes qui reviennent a interpoler entre solutions d’énergie finie et solutions
d’énergie infinie : la méthode de Bourgain et la méthode de Calderén. Ces deux méthodes

donnent des résultats complémentaires.

5.1 Introduction

5.1.1 Equations d’onde semilinéaires
Ce chapitre est consacré a des équations d’onde semilinéaires, du type

Ou = F(u)
(NLW)F U,|t:0 = Ug
Opujt=0 = u1 ,

oil u est une fonction & valeurs réelles de (£, 2) € R x R?, ot 'on note [0 = 97 — A, et ou F
est une fonction de R dans R. Le comportement de (NLW)p est régi par lallure de F’
prés de 0 et de I'infini ; en fait, il est pertinent de prendre F(u) = —|u[P~!u. Pourquoi
un tel choix ? Tout d’abord, prendre une non-linéarité de type polynomial s’avere adapté
a I'étude de (NLW)p : en faisant varier p, on peut observer les différents “régimes” de

135
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I’équation, qui devient de plus en plus instable a mesure que p s’accroit. D’autre part,
une telle non-linéarité confere, comme nous le verrons, a I’équation une invariance par
changement d’échelle. Enfin, le signe de F' permet, nous le verrons aussi, de définir une
énergie conservée par 1’équation, et qui est une quantité définie positive. Heuristiquement
au moins, cette propriété est de nature a prévenir I'apparition de singularités locales, et
donc 'explosion en temps fini des solutions ; on parle d’équation défocalisante. Des non-
linéarités plus générales sont considérées dans les monographies [27] [28] [29], mais dans
la suite, nous nous restreindrons a des systemes du type

Ou + [ulP~lu=0
(NLW)y Ujt=0 = U0
(9tu‘t:0 =ui ,
ou u est une fonction a valeurs réelles de (t,z) € R X R?, et ol p est un nombre réel

plus grand que 1. Notons que la résolution de ce probleme de Cauchy revient (au moins
formellement) & la recherche d’un point critique de la fonctionnelle d’action

1 2 1 2 1 1
—— t - t t P+l o dt
[ (50t aP + 5Vut 0P + )P ) da

sous la contrainte Ujt=p = Up €t 3tu\t:o = ui.

5.1.2 Solutions d’énergie finie et solutions d’énergie infinie de (N LW )g«_4

Un élément fondamental dans 1'étude de (NLW), est I'énergie. Siu est une fonction réelle
de (t,x) € R x R?, son énergie d’indice p au temps ¢ est donnée par

déf 1 s 1 ;1 i
Bu,t) = olIVult )z + 5110, )z + 2= llult, )l e
ou l'on note || - ||, pour la norme de Lebesgue d’indice p en espace. L’énergie d’indice p

est une quantité conservée par le flot de (NLW), pour des solutions régulieres (solu-
tions fortes) ; dans le cas de solutions faibles, on sait que cette quantité est une fonction
décroissante de ¢, mais on ignore si elle est constante ou non.

Une donnée initiale est dite d’énergie finie si E(ug,0) < oo ; une solution u est d’énergie
finie si E(u,t) < co pour tout temps.

Avant d’y revenir de maniere plus détaillée dans la partie 5.2, disons quelques mots de la
théorie des solutions de (NLW),.

2 ) *
Si 'on note 2* = 15 I'exposant associé & l'injection de Sobolev H! — L?7, 1’étude

de (NLW), fait apparaitre la valeur critique 2* — 1 pour p. En effet, si 'on considere
des données initiales (ug,u;) d’énergie finie, c’est & dire appartenant & (H' N LP*1) x L2,
I'existence de solutions fortes globales (d’énergie finie) de (NLW), n’est connue que pour
p < 2* — 1. Ce résultat est beaucoup plus difficile si p = 2* — 1, il a été établi par Shatah
et Struwe [27]. Sip > 2* — 1, on ignore §'il existe dans le cas général des solutions fortes
globales d’énergie finie de (NLW),,.

Nous allons nous concentrer dans le reste de cette partie introductive sur (NLW)g»_q,
puisque c’est sur cette équation que nous apportons des résultats nouveaux.

Le résultat de Shatah et Struwe déja cité [27] donne l'existence d’une solution globale de
(NLW)g«_1 pour (ug,u;) d’énergie finie, c’est a dire tels que

(ug,u1) € H' x L*. (5.1.1)
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L’existence de solutions globales de (INLW )g+_1 est aussi connue pour certaines données
initiales d’énergie infinie. D’apres le résultat de Planchon [19], sur lequel nous reviendrons,
il suffit en effet que

luollgy  +lluillgg  <e. (5.1.2)

pour un certain € > 0 ; on se reportera au chapitre 6 pour une définition des espaces de
Besov.

5.1.3 Interpolation entre solutions d’énergie finie et solutions d’énergie
infinie

Comme nous venons de le voir, il existe des solutions globales de (INLW )a+_1 a condition

que (5.1.1) ou (5.1.2) soit vérifié.

Notre but dans cet article est d’améliorer ces résultats en prouvant qu’une solution globale

existe pour des données initiales d’énergie infinie et de norme grande.

Pour parvenir a ce résultat, nous nous proposons d’interpoler entre les deux types de

solutions globales qui viennent d’étre évoquées : celles correspondant a des données ini-

tiales grandes et d’énergie finie (cas (5.1.1)) et celles correspondant & des données initiales

petites et d’énergie infinie (cas (5.1.2)).

Pour réaliser ce programme, deux stratégies sont envisageables. Leur point de départ est

identique : on écrit les données initiales (ug,u;1) sous la forme

(uo,u1) = (vo,v1) + (wo,w1) ,

avec (vo,v1) € H' x L? et HonB%OO + leHB%oo < €, ol € est une petite constante. On
peut alors procéder de deux fa(;oné. ’

e La méthode de Bourgain a été utilisée par cet auteur dans 1’étude de l’équation
de Schrodinger [4] non linéaire, puis appliquée, voir ci-dessous les théoremes 5.2.7
et 5.2.11, par Kenig, Ponce et Vega a ’étude de I’équation des ondes. Elle consiste
dans le cas qui nous intéresse a considérer d’abord v solution de (N LW )a«_1 pour les
données initiales (vg,v1), puis a résoudre 1’équation perturbée

Ow+ (v +w)o +w* 2 —op* 2 =0

w\t:O = Wo (513)
&gw‘tzo = w1 .

Pour montrer que le probleme de Cauchy ci-dessus admet une solution globale w, nous
aurons recours de maniére répétitive a une construction de type point fixe.
Cette méthode aboutit au théoreme A, énoncé et prouvé dans la partie 5.3.

e La méthode de Calderén est en quelque sorte duale de la précédente. Elle a été in-
troduite par Calderén pour étudier I’équation de Navier-Stokes tridimensionnelle [5] ;
elle a ensuite été utilisée par Gallagher et Planchon pour obtenir des solutions glob-
ales de 1’équation de Navier-Stokes bidimensionnelle [6] ainsi que de 1’équation des
ondes cubique en dimension trois [7]. Dans le cas présent, cette méthode consiste a
construire d’abord une solution globale w de (INLW )9+_1, puis & montrer qu’il existe
une solution, locale dans un premier temps, puis globale de

Ov+ (v+w)|v+w? 2 —wlw?~2=0
U|t:0 = Vo (5.1.4)
8tv|t:0 = .
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Pour prouver qu’il existe une solution globale v du probleme de Cauchy ci-dessus, le

point-clé est I'utilisation de méthodes d’énergie.

Cette maniere de procéder aboutit au théoreme B, énoncé et prouvé dans la partie 5.4.
Comme nous le constaterons, les résultats prouvés par les méthodes de Bourgain et de

Calderén, c’est a dire les théoremes A et B, sont complémentaires.
5.1.4 Plan du chapitre

Dans la partie 5.2, nous nous efforcons de résumer les résultats principaux ayant trait a
I'existence, I'unicité et au comportement asymptotique des solutions de (NLW),. Nous
en profitons pour rappeler les résultats classiques que nous utiliserons par la suite.

Dans les parties 5.3 et 5.4, nous démontrons 'existence de solutions globales de (N LW )g«_
pour des données initiales grandes et d’énergie infinie.
Nous utilisons dans la partie 5.3 la méthode de Bourgain, et aboutissons au théoreme A.

Dans la partie 5.4, nous développons le point de vue de la méthode de Calderén, et ceci
nous permet de montrer le théoreme B.

5.2 Principaux résultats connus sur (NLW),

5.2.1 Solutions faibles

Existence

Commencons par rappeler la définition de ’énergie de u : on pose
1 2 1 2 1 p+1
B, t) = 51Vult, )z + 5110wt llz + = ult i - (5.2.1)

En multipliant (NLW), par 0;u puis en intégrant en espace, on obtient facilement qu'une
solution C* de (NLW), décroissant rapidement pour |z| — oo vérifie

E(u,t) = E(u,0) Vte R .

Cette propriété de conservation de ’énergie permet d’utiliser un argument de compacité
(notons que ce ne serait pas le cas si on choisissait une non-linéarité de signe opposé, c’est
a dire —|u|P~'u au lieu de |u[P~'u) et de prouver le théoreme suivant.

Théoréme 5.2.1 (Segal [24], voir aussi Shatah et Struwe [27]) Soit p > 1. Pour

des données initiales (ug,u1) € (H' OLPH) x L%, (NLW), admet une solution u au sens
des distributions telle que u € L®(R, H* N LP*), Ou € L®(R, L?) et

VteR, E(u,t) < §||VUOH2+§||U1H2+m\|uo||g+1 :

Unicité

Ces solutions sont-elles uniques 7 La réponse a cette question repose sur des méthodes
d’unicité fort-faible, donc sur la théorie des solutions fortes, qui va étre développée dans
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la suite. Mais nous donnons sans attendre jusque la quelques résultats connus en matiere
d’unicité des solutions faibles.

I1 est usuel dans I'étude de (NLW),, de distinguer les cas sous-critique, critique et sur-
critique, suivant que p est inférieur, égal ou supérieur a
d+2
2" —1= are
d—2
Comme nous 'avons déja mentionné, cette valeur de p joue un role particulier du fait de

Iinjection de Sobolev
2d

Td-2
Supposons par exemple p plus petit que 2* ; si 'on passe aux espaces de Sobolev inho-
mogenes, on a l'injection de Sobolev

H' < I? avec 2%

H' — L,

qui est méme compacte sur un domaine borné si p < 2*. Ainsi, dans I'énergie E définie
en (5.2.1), le terme en |Vu|? controle localement le terme en |u|P. Cette propriété joue un
role tres important.

Mais revenons aux solutions faibles ; que peut-on dire de leur unicité ?
e Pour p < 2* — 1, elle a été prouvée par Ginibre et Velo [9].
e Dans le cas critique, 'unicité pour d = 4,5,6 dans la classe C(R,Hl) est due a
Planchon [20]. Toujours dans le cas critique, et pour d = 3, Struwe [32] a montré
qu’une solution faible est unique si elle est issue de données initiales (ug, u;) € H2x H'.

e On ne sait pas si les solutions faibles sont uniques dans le cas sur-critique p > 2* — 1.

5.2.2 Inégalité de Strichartz

Les estimations de Strichartz, découvertes dans les années 1970, jouent aujourd’hui un
role capital dans I’étude des équations dispersives.

Elles apparaissent dans les preuves de la plupart des résultats énoncés dans les sections
qui suivent ; nous les utiliserons & notre tour pour prouver les théorémes A et B.

Les estimations de Strichartz consistent en des estimations sur la solution U d’une équation
des ondes linéaire non-homogene :

ou =F
Uji—o = Uo (5.2.2)
atUltZO - Ul .
Si 'on note )
déf sin(t|D|)

W (t) Dl

(5.2.3)
sin(t[¢])
€|

transformée de Fourier), la formule de Duhamel permet de réécrire sous forme intégrale
I’équation ci-dessus :

(c’est & dire de maniere plus explicite F(W(t)f)(§) = F(f)(€), ou F est la

VteR, U(t) = W (t)Uy + W (t)Uy + /t W(t—s)F(s)ds . (5.2.4)
0
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Strichartz [30] a le premier remarqué que si 'on prend Uy dans L2, W (t)U; appartient &
un espace de Lebesgue relativement a la variable (¢, x) de temps-espace. A partir de cette
observation, toute une série d’estimations ont pu étre prouvées. Nous les regroupons dans
le théoréme qui suit ol nous utilisons la notation LIL" pour LI(R, L"(R%)), c’est & dire

Ju(t, ) oz = ( [(/. \u(@x)\fdx)q/r dt) "

Théoréme 5.2.2 (Ginibre et Velo [8], Keel et Tao [13]) Supposons d > 3, et don-
nons-nous j € Z.

Si Ug(z) et Uy(z) sont deux fonctions de R dont les transformées de Fourier sont sup-
portées dans la couronne {27 < [£| < 2772}, alors la solution U de

OU =0
Uj—o = Up (5.2.5)
OUjt=o = U1
vérifie
. (_1_d,d i
WUl + 279100 |z < €2 a5 8) (Ul + 279 T )
st 1 d—1 d—1
> 9 d 2 t = I 2.
q>2, (¢,rd) #(2,00,3) e q+ 5 = g (5.2.6)

Si d’autre part F(t,x) est une fonction de R x R? dont le support de la transformée de
Fourier (en x) est inclus dans {27 < [¢| < 2912}, et si U est la solution de

U =F
U|t:0 =0
8tU|t:0 =0 )

alors on a
i J (Y S S . |
Olzsrr + 2700 gz < 02 CF )y
deés que les couples (q,r) et (q,7) vérifient (5.2.6), en notant (¢',7") pour les exposants
conjugués de (q,T).

Du fait des hypotheses faites sur les supports des transformées de Fourier de F', Uy et Uy, le
théoreme ci-dessus n’est pas utilisable tel quel dans les applications, mais il est tres facile
d’en tirer des estimations pour des normes d’espaces fonctionnels usuels (par exemple
a laide de la théorie de Littlewood-Paley). Nous en déduirons ainsi dans la suite une
estimation de uw pour des normes de Besov ; nous nous bornons ici a donner un exemple
plus simple.

Corollaire 5.2.1 Soit U la solution de (5.2.5) ; on ne fait plus d’hypothése de type local-
isation en fréquence. On dispose alors de 'estimation suivante

1UllLazr < C (100l v + 10l v —1)

si q et r vérifient (5.2.6) et si
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5.2.3 Solutions fortes d’énergie finie

Nous avons défini en (5.2.1) 'énergie d’une solution de (NLW),. Comme nous l'avons
dit, c’est une quantité conservée par ’équation au cours du temps, aussi est-il naturel de
tirer parti de cette estimation a priori pour obtenir des résultats d’existence globale de
solutions fortes.

Le cas sous-critique p < 2* —1

C’est Jorgens [11] qui, en 1961, initia I’étude de (NLW),, en prouvant, dans le cas d = 3,
p < 3, et pour des données initiales de classe C?, l'existence d’une solution globale de
(NLW),. Jorgens n’utilise pas d’estimations de Strichartz (elles étaient inconnues alors),
mais tire parti de la forme particuliere de la solution fondamentale de I’équation des ondes
en dimension 3. Ce dernier outil permet en fait de montrer aussi l'existence globale de
solutions pour des données initiales régulieres, p < 5 = 2* — 1, et toujours d = 3, voir
Shatah et Struwe [27], section 6.3.

Grace aux estimations de Strichartz, Ginibre et Velo [9] ont pu traiter le cas de données
initiales d’énergie finie quelconque.

Théoréme 5.2.3 (Ginibre et Velo [9]) Soit d > 3, p < 2* — 1, et considérons des
données initiales (ug,u1) € H' x L?. Alors il existe une solution u de (NLW),, telle que

(u, u) € C(R, H' x L?) .
Cette solution est unique dans l’ensemble des solutions telles que (u,Oyu) € L= (R, H! x

L?).

Le cas critique p =2* — 1

En utilisant des techniques similaires a celles de Jorgens, Rauch a pu établir un résultat
d’existence globale pour (N LW )o«_1, mais avec la restriction toutefois que d = 3, et que
I’énergie des données initiales soit petite.

Le cas p = 2* — 1 est particulierement délicat puisque contrairement au cas sous-critique
I’énergie pourrait a priori se concentrer en un point de I’espace-temps, et rendre impossible
la prolongation d’une solution. L’hypothese d’énergie petite de Rauch exploite le fait que
la concentration d’'une quantité assez petite d’énergie ne pose en fait pas de probléme.
Cependant, si I’énergie des données initiales est grande, un nouvel argument est nécessaire
pour assurer qu’il n’y a pas concentration d’énergie. Cet argument est fourni par des
estimations de Morawetz ; c’est Struwe [31] qui les emploie pour la premiere fois dans ce
contexte, afin de prouver l'existence globale de solutions de (N LW )q«_1, dans le cas radial
et pour d = 3.

Grillakis [10] a été le premier & prouver 'existence de solutions de I’équation critique
(NLW)a«_1 pour des données initiales d’énergie quelconque. Sa preuve a été simplifiée et
généralisée par Shatah et Struwe [25] [26] [27]. Nous aboutissons finalement au théoréme
suivant.

Théoreme 5.2.4 ([27]) Soitd > 3, considérons des données initiales (ug,u1) € H x L.
Alors le probléme de Cauchy (NLW )o«_1 admet une unique solution u telle que

(u, u) € C(R, H' x L*) N L*

loc

=1/2 -—1/2
(R, BY3 x B.3/%)
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Le théoreme précédent repose sur le fait que I’énergie ne se concentre pas en un point,
c’est & dire que si T € RT,

1 1 1 re
sup / <—]Vu(x,t)]2 + = |0u(z, t) > + —\u(x,t)\p> dedt =20 .
y,0<t<T J B(y,r) 2 2 p

On peut étre plus précis : le degré de concentration de I’énergie pour (NLW)g«_1 est
mesuré par les normes de Strichartz (c’est a dire des normes espace-temps issues des
estimations de Strichartz que nous avons vues plus haut). Que ces normes de Strichartz
soient elles-méme controlées par ’énergie initiale a été prouvé tout d’abord par Bahouri
et Gérard [1], sans majoration explicite, puis par Nakanishi [17], qui donne une formule
explicite.

Théoréme 5.2.5 (Nakanishi [17]) Considérons des données initiales (ug,u;) € H' x
L?, et notons

E = uoll g + lluallzz -
Soit u la solution de (NLW )o«_1 fournie par le théoréme 5.2.4. Il existe alors des con-
stantes C' > 0 et k > 0 telles que

HUHqu(R,BSO 5) < CexpE" |
0>

en posant
2(d? + 2) 1

= ro=2" sog=— -
T Wdrna-2 " = ®

Le cas sur-critique p > 2* — 1

Dans le cas sur-critique p > 2* — 1, on connait, pour des données initiales d’énergie finie,
Pexistence d’une solution forte locale en temps, voir Shatah et Struwe [27], section 6.3,
mais on ne sait pas si elle se prolonge en une solution globale ou non.

5.2.4 Solutions fortes d’énergie infinie

Le moment est venu de nous intéresser a ’homogénéité de (INLW),. On vérifie facilement
que, si u est solution de (NLW), avec les données initiales (ug,u1), alors, si A est un réel
strictement positif,

2
Ar=Tu( Az, \t) (5.2.7)
est solution de (NLW),, avec les données initiales
2 2 41
(APTug(Ax), AP=T " ug(Ax)) . (5.2.8)
L’espace de Sobolev invariant par cette transformation (pour les données initiales) est

T () AT T (L _
IAPTuo(A), AT A g2y g 2en = lwo,ud)ll g2 g2 oy
C’est un phénomeéne courant dans I'étude des équations aux dérivées partielles que le

scaling d’une équation détermine les espaces de données initiales pour lesquels une solution
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locale existe. Si ce principe s’applique & (NLW),, une solution locale devrait exister si
(ug,u1) appartient & H® x H5™1 avec
d 2

§> == — -
=5 o
Nous allons voir que cette condition s’applique pour certaines valeurs de p seulement ;
d’autres effets que le scaling doivent étre pris en compte dans le cas général.

L’outil principal pour montrer des résultats d’existence locale est fourni par des estimations
de type Strichartz.
Deux exposants critiques apparaissent lors de I’étude de ce probleme.

3 sid =2

’ s d 3

WY ey sid>3 ot b d:efdirj '
(d—1)2+4

Lindblad et Sogge [16] ont obtenu des résulats définitifs, que nous énongons ci-apres, pour
p > po. Le cas p < pp n’est pas totalement résolu, voir notamment [33].

Théoréme 5.2.6 (Lindblad et Sogge [16]) Soit d > 2, et p > py. Supposons que les
données initiales (ug,u1) appartiennent ¢ H® x H*~1. Alors

1. S
d+1 1 e
dof | —— o7 Siro<p<p.
szs(p) =9 gt P
2 -1 Sip 2Py

il existe un T > 0 et une unique solution u de (NLW), telle que
(u,dpu) € C([0,T), H® x H*™1) et u e L"([0,T], L9) ,

odq:% et r=q sip > ps, alors querzw_ld)‘%sipo<p§p*.

2. Si s < s(p), (NLW), n‘admet pas en général de solution locale (c’est a dire définie
sur [0,T] x R, avec T > 0) pour des données initiales (ug,u1) dans H® x H*™!
3. Si s=s(p), p>p*, il existe e > 0 tel que si

lwoll s + lutll gsea <€,

on peut prendre T = oo dans 1.

5.2.5 Interpolation entre solutions d’énergie finie et infinie

Nous venons de voir que, si pg < p < 2* — 1, des solutions fortes globales d’énergie finie de
(NLW),, existent & condition que (ug,u;) appartienne & H' x L2, alors que des solutions
fortes globales d’énergie infinie existent a condition que (ug,u;) soit de norme assez petite
dans H5®) x gs@)-1,

Pour étendre ces résultats d’existence globale Kenig, Ponce et Vega [14], puis Gallagher et
Planchon [7] ont employé des techniques d’interpolation non-linéaire entre les deux types
de solutions qui viennent d’étre mentionnés. Ces techniques ont été exposées dans la
section 5.1.3, dans le cadre de (NLW)a«_1, et dans le chapitre 1 de maniere plus générale :
la méthode de Bourgain a permis a Kenig, Ponce et Vega de montrer le théoréme qui suit ;
Gallagher et Planchon ont pu prouver le méme résultat, pour p = 3, a 'aide de la méthode

de Calderon.
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Théoréme 5.2.7 (Kenig, Ponce et Vega [14]) Supposonsd = 3. Le systéme (NLW),
admet une solution globale si (ug,uy) € H* x H™!, avec

. . défdp—9 .
> = — 2<p<
s > s(p) pP— s12<p<3
et )
—, . déf 26p — 3p* — 39
s > s(p) :ef% s13<p<h5h.

16p — 2p% — 14

5.2.6 Solutions auto-similaires

Nous avons vu dans la section 5.2.4 que la transformation (5.2.7) laisse invariante les solu-
tions de (NLW), a condition que les données initiales subissent la transformation (5.2.8).
Que se passe-t-il si les données initiales sont invariantes par la transformation (5.2.8) 7
Fixons pour plus de simplicité u; = 0 ; on est alors amené a examiner le cas ol

up(x) = )\%uo()\x) . (5.2.9)

La théorie que nous avons décrite jusqu’ici ne nous permet pas de traiter ce cas, puisque

si ug vérifie la relation (5.2.9), il n’appartient & aucun espace de Sobolev, & moins d’étre

nul.

Par contre, si ug est quelque peu régulier en dehors de 0 et satisfait (5.2.9), il appartient
d 2

a l'espace de Besov Bg ;oﬁ (voir le chapitre 6 pour une définition des espaces de Besov).

L’exemple le plus évident d’une telle fonction est
1

W
x| P

L’existence de solutions de (NLW),, avec des données initiales dans des espaces de Besov
de troisieme indice infini a été étudiée par Planchon [19].

Théoréme 5.2.8 (Planchon [20]) Soit p > p., et considérons des données initiales
(uo,ul) S Bg,oo X Bg;

avec

Alors

o Siles données initiales (ug,u1) sont dans l’adhérence de S dans B‘ioo X BS;, il existe
T > 0 et une solution u de (NLW), sur [0,T] telle que

(u, Oyu) € LOO([O,T],BiOO X B‘;;) .
o [l existe € > 0 tel que si l’on suppose
luollps  + llunllggr < e,
il existe une solution w de (NLW), sur R telle que
(u,Opu) € LOO(]R,BS,OO X B;;) .

Ce théoreme s’applique en particulier a des données initiales autosimilaires régulieres en
dehors de 0, mais permet de traiter des situations bien plus générales.

Les solutions auto-similaires ont aussi été étudiées par Ribaud et Youssfi [22] [23], ainsi
que par Pecher [18].
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5.2.7 Récapitulation

Le tableau ci-dessous reprend la plupart des résultats énoncés ci-dessus. Il recense les
résultats d’existence (locale ou globale) et d’unicité des solutions. Il se rapporte au systéme
(NLW),, avec des données initiales (ug,u;) appartenant & H® x H5~L.

Valeur de p po < p < Px P <p<2fF—1 p=2"—1 p>2F—1
Existence d’une
solution faible oui oui oui oui
(s>1)
Unicité de la ) ) o
oui oui ouisis>2 ?
solution faible
Solution forte oul ssi oul ssi ouli ssi ouli ssi
d+1 1 d 2 d 2 d 2
locale SZT_E SZE—E 825—1’? SZ§_E
Solution forte
oui ssi oui ssi oui ssi
globale a ? J ) 4 ) 4 )
. . S $29=31 | $23 7 p
données petites
Solution forte (d=3) (d=3)
oui si
globale & oui si oui si ?
s=1
‘o . 5p—9 26p—3p%—39
données grandes §> 91 5 2 o, 5,2 14

Figure 5.1: Un résumé des résultats énoncés ci-dessus

5.2.8 Scattering et comportement asymptotique

Nous avons vu jusqu'ici quatre types de solutions globales de (NLW), : les solutions
d’énergie finie en section 5.2.3, les solutions d’énergie infinie en section 5.2.4, les solutions

“interpolées” en section 5.2.5, et enfin les solutions “auto-similaires” en section 5.2.6.

La présente section est consacrée au comportement asymptotique de ces solutions globales.
Nous allons voir que des phénomenes tres différents peuvent se produire.

Scattering

On parle de scattering (ou de diffusion) pour une solution de (N LW),, si elle se comporte &
I'infini (en temps) comme une solution de 1’équation des ondes linéaires. Le scattering est
di au caractere dispersif de I’équation des ondes, on peut 'expliquer heuristiquement de la
manieére suivante : en temps tres grand (|t| — 00), la masse d’une solution v de (NLW),
tend a se disperser dans ’espace tout entier, les interactions non-linéaires deviennent alors
négligeables, si bien que u ressemble a une solution de ’équation des ondes linéaire.

Venons-en a une formulation plus mathématique : on considere dans la suite une solution
globale u de (NLW), avec des données initiales (ug,u1) dans un espace de Banach X.
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On dit qu’il y a scattering s’il existe des opérateurs bijectifs W, : X —- X et W_: X — X
tels que

lu(t) = W OW (g, 1) x =570
Ju(t) = W ()W (o, ur)]x =70,
ou W est défini en (5.2.3). On peut alors définir 'opérateur de scattering

(5.2.10)

S=w,w-t.

Cet opérateur mesure en quelque sorte la force de l'interaction non linéaire (en 1’absence
de non-linéarité, il est égal a I'identité).

Quand y a-t-il scattering 7 Commencons par le cas des solutions d’énergie finie.

Théoréme 5.2.9 Si p < 2* — 1, il y a scattering pour les solutions d’énergie finie de
(NLW),, : les opérateurs W, et W_ sont bien définis et bijectifs de H'x L? dans H' x L.
Loopérateur S est lui aussi bien défini de H' x L? dans H' x L?.

Le fait qu’il y ait scattering dans le cas critique p = 2* — 1 découle de I'article de Bahouri
et Shatah [2], voir aussi Bahouri et Gérard [1].

Nous avons laissé de coté le cas sur-critique dans le théoreme ci-dessus. On ne sait en effet
pas si des solutions globales existent a données grandes.

Cependant, il y a alors scattering pour des données petites, si I’on se place dans le cadre
des solutions d’énergie infinie.

Théoréme 5.2.10 (Lindblad et Sogge [16]) Supposons p > p*, et soit

s=s(p) =5~ —

2 p-—1
Il y a scattering & données petites dans H® x H~1 pour (NLW): les opérateurs W, W_
sont bien définis et bijectifs d’un voisinage de 0 dans HS x H571 dans un voisinage de 0
dans H® x H 1,
De méme, Uopérateur S est bien défini d’un voisinage de 0 dans H® x H1 dans un
voisinage de 0 dans H® x H51.

Explosion en temps grand

Intéressons-nous maintenant aux solutions “interpolées” données par le théoreme 5.2.7.

Théoréme 5.2.11 (Kenig, Ponce et Vega [14]) On suppose d = 3, p € [2,5] et on
prend s = $(p) tel que défini dans le théoréme 5.2.7. Alors, si les données initiales
(up,uy) sont prises dans H*® x H1, il existe par le théoréme 5.2.7 une solution globale u.
Cette solution s’écrit
u(t) = W(t)ug + W (t)us + 2(t)
avec .
sup |+(2)|1 < CTT+7
t€[0,T7
et
5 p(l—s)—l—i—% si2<p<3
e 4 p(1—s) + 220N iz <p <
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En d’autres termes, u s’écrit comme la somme d’une partie linéaire d’énergie infinie,
W (t)uo + W (t)u1, et d’une partie non-linéaire, z(t), d’énergie finie pour tout temps, mais
explosant - éventuellement - si ¢t — oc.

Notons cependant qu’en 1’absence (& notre connaissance) d’une preuve du contraire, nous
ne pouvons exclure qu’il y ait scattering pour (NLW), pour des données initiales grandes

dans H® x H*~!, oli s = 3(p) est défini dans le théoréme 5.2.7.

Profil non-linéaire

L’étude du comportement asymptotique de solutions de (NLW), dans le cas des données
initiales auto-similaires est tres intéressante.

Soient ug et u; des fonctions auto-similaires au scaling de (NLW),, c’est a dire telles que

up(x) = )\%uo()\x) et wi(z) = )\ﬁﬂul()\x) VA>0;

4_ .
si 'on suppose de plus que (ug,u1) est petit en norme dans Bioo”_1 X B;OO”_I , on
obtient par le théoreme 5.2.8 une solution globale u de (NLW),. Du fait de 'homogénéité
de (NLW), (voir section 5.2.4), on a

2 d__d

(e, t) = Ar-Tu(Az, At) YA 0.

Ceci implique l'existence d’un profil ¢ tel que

u(e,t) = — (%)

Cette derniére formule exprime le comportement asymptotique de u. Le profil ¥ est
non-linéaire : il satisfait une équation aux dérivées partielles non-linéaire, voir Kavian et
Weissler [12].

En particulier, il est exclu qu’on ait alors scattering.

5.3 Solutions globales de I’équation critique pour des données
initiales d’énergie infinie : méthode de Bourgain

Nous utilisons dans cette partie la méthode de Bourgain afin de prouver un résultat
d’existence globale de solutions de (INLW)a«_1 pour des données initiales grandes et
d’énergie infinie.

5.3.1 Enoncé du théoréeme

Nous allons montrer que (NLW)a«_1 admet une solution globale a condition que les
données initiales (ug,u1) soient choisies dans un voisinage de H' x L? dans Bl __ x BY .
Plus précisément, nous allons montrer le

Théoreme A Soit d = 3,4 ou 6. Il existe des constantes C > 0 et k > 0 telles que, si
des données initiales (ug,u1) peuvent s’écrire

(uo,u1) = (vo + wo,v1 + wy) .
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avec
E = [lvoll g + [loa 2 < o0

et
Jwoll g+ lwrllpg < Cexp(—exp(E™))
alors (NLW)a«_1 admet une solution globale (définie pourt € R).

De plus, si l’on note

2(d+1 2(d+1
M:g , V:u , a:# et

1
d—1 d+3 v(2F —1) P 2

(5.3.1)

alors i
we x Y inem Bler

voir le chapitre 6 pour une définition des espaces L9 R, B,)). Enfin, u est unique dans
P p 14 rk ) q

l’ensemble s
£t dy(w,S) < a1} (5.3.2)

ou €1 > 0 est une constante universelle et
dx(u,S) =inf{||f —ulx, feS}.

Remarque 5.3.1 Nous nous restreignons a d = 3,4 ou 6 car ceci correspond a 2% entier.
Pour des valeurs non entiéres de 2* (en particulier d = 5), nous n’avons pas été en mesure
de prouver le lemme de produit 5.5.4, qui est crucial dans la preuve du théoréme. Il nous
semble cependant que le théoreme doit étre valable pour d > 3, c’est a dire que la restriction
d = 3,4 ou 6 est uniquement due a un obstacle technique dans la preuve.

Le corollaire suivant donne un espace F tel que : si les données initiales de (NLW )«
appartiennent & F, alors il existe une solution globale par le théoreme A. Cet espace
F n’est en aucune maniere optimal, mais il donne un exemple de croissance des normes
de [|Ajugll2 et ||Ajur||2 (voir le chapitre 6 pour une définition des A;) compatible avec les
hypotheses du théoreme A.

Corollaire 5.3.1 Soit d = 3,4 ou 6. On dit que (ug,u1) appartient a F si (Soug, Soui)
appartient & H' x L?, et si pour une constante C

C
A A < :
|Ajuoll2 + [|Ajur]l2 < VjInjInlnjInlnlnj

VieN , 2

Alors pour toutes données initiales (ug,u1) appartenant o F il existe une solution globale
de (NLW)Q*,L

PREUVE : 1l suffit, grace au théoreme A, de s’assurer que si (up,u1) € F, il existe une
décomposition de la forme

(uo,u1) = (vo,v1) + (w1, w2)

telle que
1Cwo, will gy wpg < Cexp(=exp([l(vo, vi)lly p2)) -

On montre facilement que pour obtenir une telle décomposition il suffit de prendre vy =
Snug et wo = (Id — Sy)vg, et N assez grand. W
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5.3.2 Preuve du théoréme A

1. Donnons-nous vy comme dans le théoréme, et soit v la solution de (VLW )q9«_; associée.
Pour prouver le théoréme, il suffit de prouver qu’une solution globale de

Ow + (v +w)|jv +w* 2 —ovp¥2=0
W|t:0 = Wo (5.3.3)
atw|t:0 = wi

existe, puisqu’alors v + w est solution de (NLW)s«_1 avec pour données initiales (vy +
wo, v1 + wy).

2. L’idée de la preuve est maintenant la suivante : nous partageons la demi-droite réelle
en N intervalles [T),, T, +1], avec Ty = 0 et Ty = +00.
Puis nous résolvons I’équation perturbée (5.3.3) ci-dessus successivement sur les intervalles
[T, T41], & Paide d’un théoréeme de point fixe, dans

g ) S TP (T, Toa), B27)
ou u, a et p ont été définis en (5.3.1).
L’utilisation de ce théoreme de point fixe est rendue possible par la petitesse de v dans
l'espace X(r, 1,,,,], pour T}, assez proche de T, 4.
Il nous faudra bien sir contrdler la norme de w(7),) pour chaque n, afin qu’elle reste
suffisamment petite. Enfin, le point crucial est que IV est bien fini. Ceci est garanti par le
théoreme 5.2.5, qui nous donnera une majoration de la norme de v dans X|g |-
Au total, nous obtiendrons ainsi une solution de (5.3.3) pour ¢ € [0, +00[ ; comme le cas
t €] — 00, 0] est identique, nous obtiendrons en fait une solution de (5.3.3) définie sur R,
et le théoréme sera prouvé.

3. Nous allons appliquer le programme défini ci-dessus. Par le théoréme 5.2.5, on a

10ll o g0, < Cexp B (5.3.4)
avec
2(d? 4 2) o 1
= - T = S = — .
DT @rna-z " -

D’autre part, le théoreme 5.2.2 implique que la solution U de (5.2.2) vérifie (on note
comme dans 1’énoncé du théoreme X = X},OO,OO[)

10 < 1011z e 1) < C (100l + 101122+ 1F o e, 51 )
avec
2(d? +2) 2(d* +2) 1
1 = 7777 o\ "= "5 7957 5 S1=— -
(d+1)(d+2) a2+ 2d — 2 %

Sil’on applique cette inégalité & v solution de (IN LW )a«_1 avec les données initiales (vg, v1),
on obtient

HUHX < ”U”Z#/Q(R,B;EQ/Q)
< (ool + loallze + ofol = o ) (5.3.5)

*7
<0 (ool + olls + ol )
70,
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ou la derniére inégalité est prouvée dans l'article de Nakanishi [17], page 34.
En combinant (5.3.4) et (5.3.5), on obtient, pour de nouvelles constantes strictement
positives k et C,

lv||lx < Cexp(E") . (5.3.6)

Donnons-nous € > 0, auquel nous assignerons par la suite une valeur précise. Nous con-
struisons
O:TO<T1<"'<Tn<Tn+1<"'<TN:OO

grace au lemme suivant, dont la preuve sera donnée apres celle du théoreme.

Lemme 5.3.1 Soit v comme ci-dessus et € > 0. Il existe un entier N et N + 1 réels
Ty, ..., TN tels que

O:TO<T1<"'<Tn<Tn+1<"'<TN:OO

et

1911 X7 7,7 <

De plus, on dispose de [’estimation
N%/te < Cexp(E") . (5.3.7)

4. Le lemme suivant précise sous quelles conditions (5.3.3) admet une solution sur [0, 71],
et permet de majorer la norme en 77 de cette solution.

Lemme 5.3.2 Soit T > 0. Il existe des constantes ¢y et Cy telles que si

lwollsy _+llwillzg <o
0llxj00) < 0

alors le probléme de Cauchy (5.8.3) admet une solution w € Xo,m telle que

[wllxp7 < Co <Hw0”35’w + ”w1”33’w>

et
lw(T)l gy +10sw(Digg < Co (HonB;m + leHBgm) :

Nous ne prouvons pas tout de suite ce lemme, et montrons d’abord comment il permet
d’achever la preuve du théoreme. On applique tout d’abord le lemme 5.3.1 avec € = ¢g.
On obtient Ty ...Tx. Si HwOHB% + le”Bg < ¢p, on peut utiliser le lemme 5.3.2, qui

nous donne une solution w € X [(;,T1] telle que

lw(T)lsy_ +19e(Tlsg < Co(lhuollpy_ + il ) -
On applique alors & nouveau le lemme 5.3.2 au probléeme de Cauchy

Ow + (v +w)|jv +w* 2 - 2=0
wy—r, = w(T1) (5.3.8)
Owy—g, = w(Th) ,



SOLUTIONS GLOBALES D’ENERGIE INFINIE DE L’EQUATION DES ONDES CRITIQUE 151

afin d’obtenir une solution sur [T7, T5].
A condition que Cy <Hw0||35,oo + ||wq HBS,OO> < ¢p, le lemme donne une solution w € X7y 1)
telle que

lo(To)ll gy + 1900(To)ll gy < C3 (Ilwoll gy + lwnllgg ) -

En itérant ce processus, on obtient une solution w sur [0, co[ & condition que
N
(lwoll gy +llewrllze ) <eo

Il découle de cette inégalité et de (5.3.7) qu'une condition suffisante pour obtenir une
solution w globale est que

lwollgy_ + loall g < Cexp(—exp (B%)

pour des constantes C' et k indépendantes de € et E ; ceci prouve la partie “existence” du
théoreme.

5. Reste la partie “unicité”. Observons d’abord que la solution v = v 4+ w qui vient
d’étre construite appartient effectivement a 'ensemble £ défini en (5.3.2). En effet, on sait

par (5.3.5) que v € E“/O‘(R,B;;aﬂ). Ceci implique
dx (0,8) = 0. (5.3.9)

D’autre part, nous allons majorer |[wl|x, ., (une majoration de [jw||x s’obtient de maniere
identique) ; nous utiliserons pour ce faire les temps Tp, 77 ... T définis plus haut. Soit

d i a
an7 c 2j(1 /Q)HA wHLH/O‘ Thn— lvT"] Lp)

En utilisant I'inégalité de Minkowski, on peut écrire

a/u N
5070 g 1) = w%za> <3

JEZ

= ZSUP%J ZH Lw/o ([Tt Tn] Bpod’?)

n=1 J

(5.3.10)

D’autre part, on déduit du lemme 5.3.2 et du point 4. précédent que

Z ||w||LH/a( -1 Tn] Bl a/2) S (CO + Cg + e + Cév) <||w0||B%,oo + ||w1||Bg,oo) S CCO
(5.3.11)

et cette derniere quantité est plus petite que €1 (qui sera fixé plus loin) & condition que ¢y
soit choisi assez petit, ce que nous pouvons supposer.
En rassemblant (5.3.9), (5.3.10) et (5.3.11), on trouve

dx(u,S) < dx(v,8) + dx(w,8) < [lwllx < e,

et donc u € €.

6. Montrons maintenant qu’il y a bien unicité dans £. Donnons-nous ainsi deux solutions u
et u issues de la méme donnée initiale, en supposant bien siir que cette donnée initiale
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satisfait les conditions du théoréme A. Supposons par ’absurde que ces deux solutions
ne sont pas égales pour tout temps ; on peut alors supposer que 0 est le temps maximal
jusqu’auquel ces solutions sont égales.

Le lemme suivant, qui est démontré dans la section 5.3.3, va nous permettre de conclure

Lemme 5.3.3 [l existe € > 0 et ¢ > 0 tels que, si (ug,u1) sont des données initiales
vérifiant
deéf .
dpy wpy ((wo,u),S) = f{|[(uo, 1) = fllgy_py »feSr=e,
alors il existe T > 0 et u tels que
e u est solution de (NLW )o«_1 sur [0,T] pour les données initiales (ug,u1),
o et pour tout t < T, u est unique sur [0,t] si l'on ajoute la condition

Hu” 1— a/2 < C

L/ ([0,1], B,
On observe alors que, si u € &,

limsup |[|ul] <e€r.
t—0

Le/e((0,4,B5:2"%)

En particulier, si €; < ¢ (on fixe €; de la sorte), et pour ¢ assez petit, on peut appliquer
le critere d’unicité du lemme ci-dessus a u et w. On obtient que u = w sur [0, ], ce qui est
absurde. Ainsi s’acheéve la preuve du théoreme. W

5.3.3 Preuves des lemmes auxiliaires

Cette section est consacrée a la preuve des lemmes 5.3.1, 5.3.2 et 5.3.3, que nous avons
utilisés dans la preuve du théoréeme A.

PREUVE DU LEMME 5.3.1 : Considérons tout d’abord la fonction

f t— ”U”L”‘/O‘ [0 t] Bl a/2) .

Comme v € L*([0, 00|, B;;a/ 2), la fonction f est continue. Il est en outre clair qu’elle

s’annule en 0, et a pour limite |jv||+ en +o00. Si € est plus petit que cette

Lu/a(lo,m),BL /%) © ¢ En
= €, puis Tg, et ainsi de

Li/a([0,00[B)5?)
derniére quantité, on peut donc trouver Tj el que f(T1) = ||v||+

itérant ce procédé, on définit Th tel que HUHLWQ([TI LB

suite. Le fait que cette construction s’arréte apres un certam nombre d’itérations, ainsi
que 'estimation (5.3.7) contenue dans le lemme 5.3.1, vient de 'inégalité que nous allons
maintenant prouver. Supposons avoir construit 77 < 75 < --- < T comme nous venons
de 'expliquer.

On définit comme plus haut la suite (ay ;) indexée par n € {1... N} et j € Z par

déf 51—
Qn,j = 97(1=a/2) ||A vHL“/O‘ Tn—1,Tn],LP) *

On a alors
1/2

N N
2
Z Zanm] Z HLH/O( [Tn 1 Tn} Bl_204/2) 2 NG . (5.3.12)
=1 P>

n=1 \ jJEZ
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Nous allons estimer le premier terme de I’équation ci-dessus en utilisant de maniére répétée
I'inégalité de concavité

M M B
> bl < MP (Z bn>
n=1 n=1

valable si M € N| by ...bys sont des nombres positifs, et 3 € [0,1]. Ainsi,

N 1/2 N 1/2
2| 2] VN[ e
n=1 \ jEZ n=1j€eZ
20/ 1/2
< VN [ SNt [Z u/a] (5.3.13)
JEL =1

1/2

2a/p
< e (3 [Z aﬂ/a] ,

JEZ Ln=1

ou nous avons utilisé dans la deuxiéme inégalité le fait que 0 < 2a/p < 1. Or

1/2

N 2a/p
/e _
Z [Z a’z,j ] - ||v||L,u,/a([TO TN} Bl 04/2) . (5314)

jeZ Ln=1
11 découle de (5.3.12), (5.3.13) et (5.3.14) que

Ne < ]V1 a/MHUHL;L/a [To,TN], Bl 04/2) )

et, joint a l'estimation (5.3.6), ceci conclut la preuve du lemme. B

PREUVE DU LEMME 5.3.2 : Résoudre (5.3.3) sur [0,7] revient & résoudre sur le méme
intervalle I’équation intégrale

w(t) = W(t)wo + W(t)wy + /0 W(t—s) [(v + w)|v + w|2*_2(8) — v|v|2*_2(5) ds

(5.3.15)
voir la section 5.2.2. Pour n > 0, notons
Y = {w € X[O,T] ’ HwHX[o,T] < 77} ;

et cherchons quels sont les 7 > 0 tels que G stabilise Y. Nous aurons pour ce faire besoin du
lemme de produit 5.3.4, qui est prouvé plus bas et qui assure notamment que ’application

{(ul,...,UQ*—l) = uilugl. . [uge 1| (5.3.16)

(Xom)® ™" — I(0.T),B)%)

est continue.
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Nous allons utiliser ce fait en conjonction avec le théoreme 5.2.2, qui implique que la
solution U de (5.2.2) vérifie

Ul < € (Wollgy_ + W03lag_ + 1Pz oz 02,) (5317)
En notant
0 = [lwollpy _ +llwillz
10l x10,2y
I'inégalité (5.3.17) jointe a (5.3.16) permet d’écrire
G0 < € (54 0+ wllo + w2 = ofof* 2l 5, 0 sn))
§c<5+H 1w / o+ Tw|> 2 )
Lv([0,7], By/%) (5.3.18)

<C (5 + (2* - 1)HwHX[0,T] / ||U + 7—w‘gg[(Ji]dT)
; :
<CE+nn+e*7?%) .

On voit facilement que cette derniere quantité est plus petite que n (c’est a dire que G
stabilise Y') si

0<ecim , n<c et e€<c (5.3.19)

(c1 et co sont des constantes strictement positives). Demandons-nous maintenant & quelle
condition G est contractante sur Y. Si w et w’ appartiennent & Y, on peut écrire, grace
a (5.3.17) et au lemme 5.3.4,

HG(w)_G(w/)HX[O,T]

/t W(t—s) [(v +w)|v +w* 72(s) — (v +w')|v + w'[2**2(s)] ds
0

Xjo,11

< C)l(v+w)|v+w|> 72 = (v+w)|v +w|* _QHLV (0.TLBY2)

<C H(?* — 1) (w —w') /01 v +w + 7(w — w)|* ~2dr

v([0,1,BY/2)
< C(n+ 6)2*72”71} - w/HX[O,T] .
Ainsi, G est contractante si
n<c3 e e<cs. (5.3.20)

Fixons n = %. Alors (5.3.19) et (5.3.20) reviennent &
0<cy et e<gp.

Si cette derniere condition est vérifiée, G est contractante sur Y, et le théoreme de point
fixe de Picard entraine alors ’existence d’une solution de (5.3.3) appartenant a Y, et
vérifiant donc

lwllxr <=
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Il nous reste a estimer sa norme en T'. Une nouvelle utilisation du théoréme 5.2.2 nous
donne l'inégalité
1l oo oy, o) + 1000l e o,y 9 )
<O (lwollgy_ + lwnllgg _ + o +wlo +wf =2 — ofof> 2|
< (46 .

Iv([0,1),BY2 )

La derniére majoration est justifiée par (5.3.18) et par le choix de n = % que nous avons
fait. Le lemme est prouvé. B

Nous allons maintenant prouver un lemme de produit qui nous a déja servi dans la preuve
du lemme 5.3.2 et que nous utiliserons a nouveau dans la partie 5.4.
Rappelons que nous avons posé

2(d+1) 2(d+1) i 1 a l-a
=TT 0 VT e 0 “Toe oy Y o T a3 (5:3:21)
Lemme 5.3.4 Soit d égal ¢ 3, 4 ou 6, et T < T’ deux réels.
1. L’application
(u1,uz,...,u2_1) = ugug| .. Jugs 1]
2% —1
@Mﬁﬂywﬂ — IY(T, T, BY2)
est continue.
2. L’application
(ul,u2, ey U 1) — U1|UQ|...|UQ*,1|
2% —2 ~ i
MM@MB”% < (DHe(r, T, By8) T = DT B

est continue.

PREUVE DU LEMME 5.3.4 : Nous nous limitons a montrer le point 1., le point 2. étant
tres similaire.
51—a/2

Pour simplifier les notations, nous allons prendre z; ... 29«1 dans B, '~ et montrer que

leur produit appartient a Bi/fo Ceci correspond a I’énoncé du lemme, aux espaces de
Lebesgue en temps et aux valeurs absolues pres. Que le lemme soit vrai une fois les
espaces de Lebesgue en temps ajoutés résulte simplement de I'inégalité de Holder ; qu’il
soit vrai avec de plus les valeurs absolues résulte de la continuité de l'application f +— |f]
de BS dans BS si s < 1, voir 'appendice.

Afin d utiliser lalgorlthme du paraproduit de Bony (voir [3]), nous écrivons le produit
Z1...29+_1 comme une somme télescopique

2*—1 2*—1

21...22*_122 H S]—l—lzz_ H Sj 3 defZA

JEZL

I est clair que, pour tout j, A; est localisé en fréquence dans une boule de rayon pro-

portionnel & 2/. On voudrait montrer que > i A; appartient a B,}/fo, et comme ce dernier
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espace a un indice de régularité strictement positif, il suffit, par un résultat classique (voir

Pappendice), de montrer que
J
sup22||Ajl, < oo .
JEZL

Sil’on examine de plus pres les A;, il apparait que chacun d’entre eux est une combinaison
linéaire de produits aj...as«_1, ot chacun des a; est égal & A;z; ou S;z;, mais avec au moins
un des a; égal & A;z;. Or nous disposons des deux estimations suivantes
P S1—ar/2 _ ;
e Par définition de Bp,og/ ,ona l|A;z], < Cc2( a/2)]sz‘HBl—a/2-
p,00
e D’autre part, I'injection de Sobolev classique (voir le chapitre 6)

(-5 +d(5)

Bfl);g‘/2<—>BR’oo siR>p

donne
—jl1—244(L1-1
18zln < 027 B EE D ) 40

et
1552illr < c2’ -5 +4(7-3)] 2]l g1-ar2
P,

a condition que R > p et que 1—%—|—d<}%—%> < 0.
Si 'on considére un des termes du type aj...as+_1 définis ci-dessus, on peut supposer par
symétrie que a; = Ajz;. L’inégalité de Holder puis les deux estimations précédentes

permettent alors d’écrire

1451l < llavllpllazllr - - - llaz-—1ll&

T 2% -2 _
< Co-il=a/2) <2J [12”(%2)]) —coh
et la derniére égalité est vraie a condition que
1 . 2*—-2 1
p R v
« «a 1 1 1
1—=4+2"—2)|1—=+d|=——-]| ==
2 + ) [ 2 + <R p>] 2 (5.3.22)
R>p
« 1 1
1——+d<———> <0.
L 2 R »p

Or les deux premieres lignes de (5.3.22) sont équivalentes et elles conduisent & une valeur
de R qui vérifie les deux derniéres inégalités. W
PREUVE DU LEMME 5.3.3 : La preuve de ce lemme est tres similaire a celle du lemme 5.3.2,
aussi nous bornons-nous a en indiquer les grandes lignes. On se ramene a ’équation
intégrale
t
u(t) = W(t)uo + W(t)us + / W (t — s)ulul* ~%(s)ds ,
0
que 'on va résoudre dans
xp C I (0,7], BLser?)

On utilise les deux faits suivants :
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e [’application
XFt—  I(0,7),B)3)
(Zl ey Z,/) — Zl|22| e |ZQ*,1|
est continue - c’est le lemme 5.3.4.

e Le théoreme 5.2.2 donne lestimation de Strichartz suivante, pour U solution de (5.2.2)

Ul < CIIW STl + W) ULllx, + |IF|

v ([0,1),BY2) -

On déduit des deux points précédents ’estimation a priori suivante, pour u solution de
(NLW)gx_1,

[ullx, <C [HW(t)UOHXT W (e llxp + lulli
Or

Jim (I (0ol + W (il ) < Oy g ((10,1).6)

puisque si (up,u1) € S, le membre de gauche de I'équation ci-dessus est nul, et que d’autre
part

IW (Buollxr + IW utllxr < C (luoll gy +luallgg ) -

Enfin, par hypothese,
CdB%ooXBgoo((UO’ul)’S) S CE 5

donc si € est choisi assez petit, le probleme de point fixe admet une solution. Cette solution
sera unique dans une boule de rayon ¢ convenablement choisi. ll

5.3.4 Résultat complémentaire

La preuve que nous venons de donner permet en fait de montrer un résultat un peu meilleur
que le théoreme A. Nous I’énongons sous forme de corollaire.

Corollaire 5.3.2 Soit d = 3,4 ou 6, et soit v une solution de (NLW)a«_1 issue des
données initiales (vy,v1) € B217C>O X Bgm. On suppose que

lv]|x < oo .
Alors si (wg,wy) vérifie
Jwollgy _ + lwallyy < Cexp(~Clullx) |

il eziste une solution globale de (NLW )a«_1 issue des données initiales (vo + wo, v1 +w1).

5.4 Solutions globales de I’équation critique pour des données
initiales d’énergie infinie : méthode de Calderén

Nous appliquons dans cette partie la méthode de Calderén. Elle nous permet de prouver
un théoreme d’existence globale pour des données initiales grandes et d’énergie infinie ; ce
résultat est complémentaire de celui obtenu dans la partie précédente.
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5.4.1 Enoncé du théoreme

Théoréme B Soit d = 6. Il existe € > 0 tel que le probléme de Cauchy (NLW)q+«_1 ad-
mette une solution globale u a condition que les données initiales (ug,uy) puissent s’écrire

c c
up(z) = vo(x) + —02 et wu(z) =wvi(x)+ —13 ,
|| ||
avec (v, v1) € H' x L2, ¢ < € et ¢ < €.
De plus, u est unique dans l’ensemble
dé
£t dy(w,8) < e1) (5.4.1)

ou €1 > 0 et les notations sont celles du théoréeme A.

Il nous faut faire quelques remarques
e On a puisque d = 6
T e BL VI et wmes —— e BY_\ 2
|z > |z > ’
sans quoi le théoreme serait sans intérét.

e Ce théoreme vient compléter le théoreme A obtenu en appliquant la méthode de
Bourgain. Ici, les perturbations d’énergie infinie (wg, w;) ont une forme bien précise :
elles s’écrivent (é%, %) En revanche, la borne sur la norme de ces perturbations
permettant d’obtenir des solutions globales ne dépend pas de vy et vy.

e A la restriction d = 6, on pourrait peut-étre substituer une borne d > 4, mais de
nombreux problemes techniques supplémentaires devraient alors étre résolus. Traiter
le cas d = 3 par la méthode que nous allons présenter ne semble par contre pas
possible, pour une raison qui apparaitra dans la section 5.4.3.

e Enfin, pour alléger quelque peu les notations, nous montrerons le théoreme dans le
cas ou ¢; = 0.

5.4.2 Solution globale pour des données initiales d’énergie infinie et pe-
tites

La proposition qui suit est proche d’un résultat démontré par Planchon [19]. Elle peut
étre vue comme un cas particulier du lemme 5.3.2.

Proposition 5.4.1 (Planchon [19]) Pour d = 3,4,6 il existe € > 0 tel que, pour toutes
données initiales (wg,wy) telles que

lwoll gy _ + llwnllgg <€,

il existe w solution globale de (NLW)9x_1. De plus, w est unique dans l’ensemble des
fonctions telles que
[[w]

Sl-a/2y < €1

L/« (R,By2/?)

(les notations sont celles du théoreme A), et vérifie l’estimation

loll ety ez < € (lwollzy  +lwillzg ) - (5.4.2)
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PREUVE : Nous ne détaillons pas la preuve, puisqu’elle repose sur un argument de point
fixe identique a celui qui apparait dans le lemme 5.3.3 ; il convient simplement de substituer

LM (R, BY2/%)
aXr. B

5.4.3 Solution locale de I’équation perturbée

Nous considérons w une solution de (NLW)s«_1 pour des données initiales petites telle
que donnée par la proposition 5.4.1, et nous examinons a partir de maintenant le probléeme
de Cauchy suivant

Ov + (v+w)|v+w* 2 —ww?*2=0
Vjt=0 = 0 (5.4.3)
dpvji=0 = v1 ,

ol (vg,v1) € H' x L?. Notre but est de prouver I'existence de solutions globales de
(NLW)g+«_1 pour des données initiales d’énergie infinie. Une telle solution est donnée par
u = v + w, si v est une solution globale du probléeme de Cauchy ci-dessus ; nous allons
donc nous attacher a prouver que ce probleme de Cauchy admet des solutions globales.

La premiere étape est de construire une solution locale ; c’est ’objet de la section qui suit.

Construction de la solution locale et critére d’explosion

Proposition 5.4.2 Soit d = 3,4,6.
(7) Il existe € > 0 tel que, pour des données initiales (wg,wy) telles que

HwOHB%’OO + leHBS,w <e,

le probleme de Cauchy (N LW )a«_1 admette une solution globale w unique dans une boule
centrée en 0 et de rayon strictement positif de L“/Q(R,B;;g‘ﬂ). Pour ce w et des con-

ditions initiales (v, v1) € HY x L2, il existe T > 0 tel que le probéme de Cauchy (5.4.3)
admette une solution v telle que

(v, 8v) € C([0,T), H' x L?) .

Soit T* le temps mazximal avec cette propriété.
(1) Il existe une constante n > 0 telle que si l'on note B(t) la quantité

déf
86) “ sup {r > 0. 100t 710y + 100008220y
ot ) 2 5y <0 Vo €RY
pour t <T%, et si d’autre part T* < oo, alors
)=

Bt 0.

On dispose méme de [’estimation

Bt) <T*—t.
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PREUVE :

(i) L’existence et I'unicité de w pour € assez petit découlent de la proposition 5.4.1.
Pour prouver lexistence locale d’une solution v de (5.4.3), rappelons d’abord (voir (5.2.4))
que (5.4.3) est équivalent a ’équation intégrale

u(t) = W(t)oo + W (t)oy + /Ot Wt — s) [(v +w)lo+ w2 - w|w|2*—2] ds. (5.4.4)

Nous allons maintenant appliquer un argument de point fixe dans I'espace

ou T strictement positif sera fixé par la suite, et ot i, « et p sont définis comme en (5.3.1).
Nous avons besoin de deux estimations.

e Commencons par la loi de produit associée au terme non-linéaire. FEn utilisant le
lemme 5.3.4 et ses notations, on a

I+ wlo + w2 = w2z o g,

= H(2* - 1)1)/ lw + Tv|* ~2dr
0 Iv([0,1),BH2 (5.4.5)

2% -2
< Cllellx (ol + 1l gm o 17 51202

< Ollvllx(e+ olx)* 72,

ou 'on a utilisé dans la derniere inégalité la majoration (5.4.2).

e D’autre part, le théoréme 5.2.2 donne, pour U solution de (5.2.2),
1l oe oz, sty + 10U o022 + U

(5.4.6)
<C <|]U0HH1 + Ul 2 + HFHZV([O,TLB;@) :

En prenant la norme de (5.4.4) dans X, et en utilisant (5.4.5) ainsi que (5.4.6), on déduit,
pour v solution de (5.4.3), 'estimation a priori

lellx < € (I (E)oollx + W (E)orllx + Ilollx (e + llollx) 2) -

Cette estimation permet d’appliquer le théoreme de point fixe de Picard, a condition que €
soit assez petit, ce que nous supposerons dorénavant, et que

W (t)vollx + [W(t)ui]lx < e, (5.4.7)

pour une constante universelle c. On choisit T de telle sorte que cette derniére condition
soit remplie ; c’est possible car (vg,v1) € H! x L? et par conséquent

%i%||W(t)UO‘|X + W (t)vi]|x =0 .

On obtient ainsi une solution v de (5.4.3) définie sur [0, 7.
Il nous reste & montrer que

(v,8v) € C([0,T), H' x L?) .
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Mais ceci découle de l'estimation a priori suivante, elle méme a nouveau conséquence

de (5.4.5) et de (5.4.6)

1ol oy + 100z oy < € (Jollzn + lonllze + (e + ol ) %)

En effet, v est construit en utilisant un schéma itératif (théoreme de point fixe de Picard).
Chacun des itérés est la solution d’'une équation linéaire, il possede donc la propriété de
continuité souhaitée. Cette propriété passe a la limite puisque ces itérés convergent pour
la norme L¥H' x L°L? du fait de l'estimation ci-dessus.

(7i) Le petit lemme suivant nous sera utile.

Lemme 5.4.1 Pour tout r > 0 et x € R?, il existe un opérateur de prolongement
E(z,r) : [H'NL¥|(B(z,r)) — [H' N L*"|(RY)

continu et vérifiant (E(x, r)v)|B(x,,n) =v. De plus, la norme de cet opérateur ne dépend ni
de x ni de r.

PREUVE DU LEMME 5.4.1 : Donnons-nous deux fonctions ¢ et v telles que
e ) R-R, ¢(x)=axsi0<z<letg(z)=2—asil<z<2
e Y :RI =R, € C>® Supp(y) C B(0,3/2) et ¢ =1 sur B(0,1).

On peut alors vérifier que 'opérateur E(x,r) souhaité est fourni par

B = v () o (o + s (221

y — x| r

RETOUR A LA PREUVE DE LA PROPOSITION 5.4.2 : Donnons-nous z € R% et t < T*. Par
définition de 3, on a

o ) g By T 100 ) L2 (B + 100 ) 2B < B1)
et par conséquent
”E(I‘,T)(U(t, ))”Hl Rdy T HXB(m,r)atv(t7 ')HLQ(Rd) < COB(t) )
(R<)

ot Cp est la norme de E(z,7) et xp(y,) la fonction caractéristique de B(z,7).
D’autre part, les estimations de Strichartz (théoréme 5.2.2) permettent d’écrire

HW(t/)E(I', T)(U(t7 )) ”E”/a([o,oo[,B;;a/Q) + ”W(tl)XB(:v,r)atU(ta .)”E”/a([o,oo[,

< C1 (1B, 1) (©(t Dl ay + X000 () 22y
< C1CofB(t) -

Sl—a/2
B, 5 )

Ainsi, si

B(t) < =,

I'inégalité (5.4.7) est vérifiée, avec

Vo = E(x’ T‘)(U(t, )) et U1 = XB(J:,r)atv(t’ ) ’
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et on peut appliquer la construction effectuée dans le (7). On obtient une solution globale
de (5.4.3) issue de (E(x,7)(v(t, ")), XB(a,r) Orv(t, ). Par vitesse finie de propagation, c’est,
dans le cone d’espace-temps de base {t} x B(x,r) et de sommet (¢ 4+ r,x), une solution
issue de (v(t,-), pv(t,-)).

En répétant cette construction pour tous les couples (z,7), avec r < (3(t), on obtient une
solution de (5.4.3) sur [t,t + B(t)[xR%.

Sit+ B(t) > T*, ceci contredit la définition de T ; il faut donc que

Bt)<T*—t.

Ceci prouve le point (i7). B
Heuristique : comment obtenir une solution globale ?

Soit v une solution de (5.4.3) donnée par la proposition 5.4.2. Rappelons que T est le
temps maximal jusqu’auquel on peut définir une solution v telle que

(v,0v) € C([0,T), H' x L?) .

Supposons par 'absurde que T" < oo. Il nous faut montrer que le critere d’explosion
(point (7)) de la proposition 5.4.2 ne peut étre vérifié ; en d’autres termes, il nous faut
montrer que I’énergie ne se concentre pas.
Or la preuve de Shatah et Struwe [27] de l'existence globale de solutions d’énergie finie
de (NLW)g+_1 consiste essentiellement & montrer que I’énergie ne se concentre pas. Les
solutions d’énergie finie étudiées par ces deux auteurs correspondent au cas w = 0.
Leur argument ne serait-il pas adaptable au cas qui nous intéresse 7 Le principal obstacle
est que, si w = 0, 'énergie de v est constante ; ceci n’est plus vrai des que w est d’énergie
infinie. A défaut de la conservation exacte de ’énergie de v, nous allons demander que
I’énergie de v croisse de maniere controlée.
Comme nous le verrons un peu plus loin, le bilan d’énergie entre les instants 7'/2 et T'/2+71
s’écrit

T

T
T _+T * * *
E(v, =+71) = E(v, —)—/2 / Opv ((v +w)|v + w72 —wlw* 7 - vv|? _2> dx dt .
2 2 T/2 R4

Pour simplifier la discussion, nous allons raisonner de maniere heuristique en assimilant
* *k * N
(v+w)v+ w2 —ww|> 2 -2

2% —2
* __ * __ * __ ; * _1_4
(U—|—U))2 1_w2 1—2}2 1_ § :CLZ'UJZUQ 1 z’
=1

ou les a; sont des réels. Controler

Tir 252
i, 2% —1—g
/ / O g a;w'v dx dt
T/2 JRE P

revient a controler le terme le plus singulier de cette expression, c’est a dire

L *
/ O v? wdrdt .
T/2 JRE
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Pour espérer controler la croissance de I'énergie, il nous faut donner un sens a I'intégrale

ci-dessus, en utilisant seulement I’énergie de v, c’est a dire le fait que (v, dyv) appartient
. . 2d

4 C([0,¢], H' x L?). Du fait de Iinjection de Sobolev H! < Li-2'*| Vintégrale ci-dessus

aura un sens si

w € Lie(10, 8], L) (5.4.8)

avec
Lol ado2 2d
-t -t —— = c’est a dire =—"
~ T2 T d—2 24 T a4

Ceci n’a un sens que pour d > 4 ; notons que cette condition n’est en aucun cas optimale.

Dans le reste de ce chapitre, nous nous placerons en dimension d’espace d = 6 afin
de simplifier les calculs (en effet, pour d = 6, la non-linéarité dans (NLW)s«_; est plus
facile & manier). Il semble cependant que la méthode que nous allons exposer soit valide
a la seule condition que d > 4.

L’heuristique qui vient d’étre développée nous conduit a adopter la stratégie suivante pour
obtenir des solutions globales de (5.4.3).

1. Tout d’abord, nous allons montrer que w, la solution de (NLW)y«_1 associée aux
conditions initiales (wg,w;) = (#, 0), avec ¢ assez petit, vérifie la condition (5.4.8) :
c’est 'objet de la section 5.4.4.

2. Ceci nous permettra de controler I’énergie de v solution locale de (5.4.3).

3. Enfin, en adaptant la preuve de Shatah et Struwe [27], nous nous assurerons dans la
section 5.4.5 que ’énergie de v ne se concentre pas

5.4.4 Etude d’une solution autosimilaire

Rappelons que la dimension d’espace est fixée & d = 6 ; nous notons w pour la solution
du probleme de Cauchy

Ow + |wjw =0

déf c¢
w\t:O(x) = wo(z) = W
8,511)‘25:0 =0.

Remarquons tout de suite que si d = 6, 2" = 3 ; nous nous intéressons donc a I’équation

critique (NLW)«_1. D’autre part, la donnée initiale wq(x) appartient a B%’OO.

o
P2
Grace a la proposition 5.4.1, on sait que, pour ¢ assez petit (ce que nous supposons a partir
de maintenant), le probleme de Cauchy ci-dessus admet une solution globale w, unique
dans une boule de L*(R, B217OO) N LA (R, B}/go)

D’autre part, wy est autosimilaire, et on en déduit 'existence d’un profil ¢ & symétrie
radiale tel que

1 x
bay= o (2
w(t,2) = o (2
Proposition 5.4.3 Le profil 1 qui vient d’étre défini appartient localement a L.

PREUVE : Nous allons d’abord utiliser les estimations de Strichartz, afin d’obtenir autant
de régularité que possible pour 1. Mais ces estimations ne suffiront pas, et il nous faudra
dans un deuxiéme temps utiliser I’équation différentielle ordinaire vérifiée par .

1. Commencons par examiner ¢ loin de 0. Puisque w € LOOB%,OO, on a aussi ¢ € B%,Oo.
Comme v est radiale, ceci implique qu’elle est continue en dehors de 0.
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En effet, soit ¢ € C5° une fonction radiale dont le support ne contient pas 0. Alors ¢ est
une fonction radiale appartenant a I’espace non homogene B217OO(Rd). Soit maintenant g
une fonction d’une variable réelle telle que

a(le) ¥ pzyp(a) .

Alors g € B217OO(R), donc aussi a B;’g, et enfin, par injection de Sobolev, a I'espace de
Hoélder C/4.

Au total, il nous reste seulement & nous assurer que 1) ne présente pas de singularité trop
explosive en 0.

2. Il nous faut maintenant utiliser les estimations de Strichartz : grace au théoreme 5.2.2,
nous obtenons

lwlizogs <€ (llwollgy _ + lwnllgg _+llwlwllz, sz )

si s est donné par s = % + g — 2, et si ¢ et r vérifient les conditions (5.2.6). En utilisant
le lemme 5.3.4, on voit que

\MmmméC@wM%+WM@,+WMWEMO<W

car w € L®(R, B} ) N L*(R, B,/3) — LM(R, BL;2/%). Ainsi,

~ 1 6
weLiB) . avecs=-—+-—2, (5.4.9)
k) q ,,n

si g et r vérifient les conditions (5.2.6).

3. De l'appartenance de w aux espaces fonctionnels apparaissant ci-dessus, nous allons
maintenant déduire que 1) appartient a certains espaces de Besov, a 'aide d’un argument
apparaissant dans Planchon [19]. Si ¢, r et s vérifient les conditions (5.2.6) et (5.4.9), nous
savons que
sup 27°[|Ajw| papr < 00 ;
J

jusqu’ici 'indice j a été choisi dans Z, mais nous faisons de lui a partir de maintenant un
parametre continu. On voit facilement que

Ajua,t) = 2 (Ajmt) () -

Ceci entraine que
HAjw('7t)Hr =t 2+6/THAJ+lnzt¢Hr .

Or s, r et ¢ sont liés par la relation —2 + ; =5— %. En prenant la norme L? en ¢t de

I’égalité ci-dessus pour j = 0, on obtient donc

dt]'/e
|Mwmmmu={é(ﬂmm i) S

Mais cette dermere expressmn est équivalente a la norme de v dans B voir le chapitre 6.

r,q°
Au total, si s = 5 + ; — 2, et si g et r vérifient (5.2.6), ¢ appartient a th
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4. Cette derniere information suffit-elle & affirmer que w € L5 localement ? Heuris-
tiquement, ceci correspondrait a s = 0, r = 6 ; du fait du scaling, ceci entraine ¢ = 1, or
c’est une valeur interdite par (5.2.6).
Par contre, on peut choisir s =0, r =4 et ¢ = 2 ; ceci donne ¢ € 32,2 — L4
Nous allons maintenant noter {/; pour la fonction d’une variable réelle telle que

~ déf

Y(lz]) = o(x) .
On montre facilement que 1; vérifie I’équation suivante, déja utilisée par Kavian et Weissler
dans [12], si r > 0,

(2 = )3 (r) + 6r = ) () + 65(r) + ST = 0.

Nous considérons cette équation au sens des distributions sur |0, %[

Nous venons de voir que r5/41;(7“) appartient & L*. Ceci implique que, si r €]0, %[,

(8 — ) (r) + (62 — 5) () = L)

372
avec N L
g(r) = =6r4(r) — r72P(r)[(r)| € L7(0,1/2]) .
Nous procédons maintenant & un changement de variable en posant z(r) = r%¢/(r), et en
observant qu’alors

=030+ (657 = 5) (1) = L2 (Vim e

rd

Ceci implique que
/
— <\/ 1— r22(r)> =r22f (),

avec

g(r) 2
r)=—=~— € L([0,1/2]) .
1) =5 e r(0.1/2)
Mais alors v/1 — r2z(r) est une fonction continue sur |0, %[, qui a nécessairement une limite

r—0
~Y

nulle en 0 (si cette limite valait § > 0, on aurait ¥/(r) —, et r/4)(r) ne pourrait
r

5 )
appartenir & L*). En intégrant I’expression ci-dessus, puis en appliquant l'inégalité de

Holder on obtient par conséquent
r r 1/2
V=] < [ Rl <) (/ t5dt> <o,
0 0

si r €]0, %[ Cette derniére estimation nous permet de revenir a {/;' , qui peut se majorer si
r €]0, %[ par
W' ()] < Cr 2,

et il suffit d’intégrer cette inégalité pour voir que
” -1
[p(r) < Cr,

autrement dit ¢ appartient & L5 dans un voisinage de 0. Ceci conclut la preuve de la
proposition. l
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5.4.5 Controle de ’énergie et preuve du théoréeme B

Nous allons, dans ce paragraphe, conclure la preuve du théoreme B, en montrant que la
solution locale v donnée par le théoreme 5.4.2 se prolonge en une solution globale pourvu
que w soit bien choisi.

Proposition 5.4.4 Nous supposons d = 6, et nous nous donnons des conditions initiales
(wg, w1) et (vo,v1) telles que

1. wy = ﬁ, avec ¢ assez petit

2. w1 =0

3. (vo,v1) € H' x L?

Alors il eziste une solution v globale de (5.4.3) qui vérifie
(v, 0pv) € C(R, H' x L?) .

PREUVE : Le théoréme de Shatah et Struwe (théoréme 5.2.4 du présent chapitre) corre-
spond a la proposition ci-dessus dans le cas o w = 0. Nous allons reprendre le schéma de
la preuve de Shatah et Struwe, et montrer que cette preuve est “stable par une perturba-
tion w bien choisie”.

Commencons par récapituler les résultats que nous connaissons déja.

e Par la proposition 5.4.3, nous savons que w(t,z) = t%iﬁ (%), pour un profil 1) € L5,
En particulier, ||wl|zoo ([5,00[,z6.00) < 00 si 0 > 0.

e Par la proposition 5.4.2, nous savons qu’il existe une solution locale v de (5.4.3), telle
que (v,0yv) € C([0,T[, H' x L?), pour un T > 0. Nous supposons par ’absurde T fini
et maximal, et nous allons montrer que v peut en fait se prolonger au-dela de T, ce
qui prouvera la proposition.

Restriction & un domaine borné

Le théoreme de Shatah et Struwe permet de traiter le cas de données initiales d’énergie
finie. Or la donnée initiale que nous considérons est partout localement d’énergie finie,
sauf en 0. Par vitesse finie de propagation, la solution u peut exploser seulement si elle se
trouve dans le cone d’influence de 0. En particulier, on peut prolonger la solution u sur
[T, T+1]x (RS\ B(0, T +2)). 1l nous suffira donc de prolonger u sur [T, T +¢] x B(0, T +2)
avec € > 0 pour conclure.

Nous notons B le cone de lumiere inverse issu de {T'} x B(0,7 + 2) :

B={(tx)€0,T] xRS, |z| <2T +2 —t}

Controle de énergie totale sur B

Notre but dans ce paragraphe est de montrer que ’énergie de v reste bornée jusqu’a T
Pour ce faire, nous multiplions ’équation vérifiée par v par d;v,

O 02v — Oyw Av + Sy v [v| + O (v + w) |v + w| — w |w| — v |v]) =0

puis nous intégrons 1'égalité ci-dessus sur B’ dé Bn( [%, %—H’] xRY). En toute rigueur, il
faudrait d’abord régulariser I’équation, puis utiliser une procédure de passage a la limite.

Pour ne pas alourdir la preuve, nous laissons cette étape de coté.
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On obtient (voir Shatah et Struwe [27] pour plus de précisions sur la dérivation de I'identité
suivante)

E(T/2 + 1) + flux = E(T/2) — /B A (v + w)|v + w| — wlw| —v|v|) dzdt

ou flux est une quantité positive et ou on note E(v,t) pour I’énergie de v sur la section
B, ¥ BN ({1} x RY) -

= déf 1 1 1 .
E(v,t) = §va“%2(8t) + 5“8“}”%2(&) + ?HUH%T‘ (By)
On a alors
~ T ~ T 1
E(v, 7t 7) < E(v, 5) — 2/ / O (Jlw~+ sv| — |sv|) dsdx dt . (5.4.10)
B’ J0O

Nous remarquons maintenant, que, quels que soient les réels a et b, ||a + b| — |b] | < |al,
ce qui implique

lw + svl(t,) = 5], )l oe ) < 0t oo 1)

Revenons maintenant & (5.4.10) : 'inégalité ci-dessus, jointe au fait que L& < M(H?, L?)
(du fait de Iinjection de Sobolev précisée H' < L32 voir par exemple Lemarié [15],
théoreme 2.4.), implique que

T T
E(v, 3t 7) < E(v, 5) + C7l|wll poe ro.ce 5y VIl oo g1 () 1000l oo L2 (57 -
Si ’on note E’(T) = SUP [T T, ] E(s), la derniere inégalité entraine

272

(1 - CT”w”LOO([%7%+T]7L6,oo)) E(U,T) < E(U,O) .

svi 7 est choisi tel que OT||wl|poo 6,005y < %, l'inégalité ci-dessus permet de controler
E(v,t) sur [2, £ +7]. On peut alors itérer cet argument pour contréler E(v,t) sur [2, L +
27], puis sur [%, %—1—37']... En continuant de la sorte jusqu’a ce que %—i—m' > T, on obtient
que E(v,-) est majoré par une constante, que nous notons &, sur [0, 7]

Vte[0,T] , E(v,t)<E.

Restriction & un cone

Pour plus de simplicité dans les écritures, nous effectuons une translation de —7" en temps
de tous les éléments du probleme : ainsi, a partir de maintenant, nous considérons v

solution locale de
Ov+ v+ w|(v+w) — |ww=0
U\t:fT = Vo (5.4.11)
&gv‘t:,T =71 .

Nous savons que (v, dv) € C([-T,0], H' % L?), et il s’agit de prolonger v au-dela de t = 0 ;
la perturbation w appartient & L2 (] — T, +oo[, L%*). En effet, on peut remplacer L?O’go
par L% car nous nous sommes restreints & un domaine compact.
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Nous avons montré dans le paragraphe précédent que 1’énergie de v n’explose pasent =0 ;
il nous faut maintenant nous assurer qu’elle ne se concentre pas non plus. Pour ce faire,
nous allons travailler dans un cone de lumiére inverse, de sommet zy = (0, z¢).
Quitte a faire une translation en espace, nous nous ramenons au cas ot zg = (0,0).
Nous adoptons de plus les notations suivantes.

e Sis<sd <0, K Ss/ est la “tranche” du cone de lumiere inverse issu de (0,0) définie par

/ dé

K? {(t,z) € [s,5] x R, || < |t]} .

En particulier, K°__ est le cone tout entier.

. / N I3 . 7
e Sis<s <0, M? estle “manteau” du cone de lumiére inverse donné par

M CE (1 2) € s, 6] x RY, J2] = 1]} .
t
t=0
rt=s
T t=s

Figure 5.2: Le cone de lumiere inverse issu de (0,0). On a colorié les disques Dg et Dy.
e Sis < 0, le disque Dy est la section du cone de lumiere inverse par I’hyperplan sur
lequel le temps est constant et égal a s :

D, ¥ t(5,2), w e RE, [ < Js]} .

e On définit de maniere naturelle 'énergie de u(t,x) sur Dy :

déf 1
2

1 *
E(v, s, Ds) |Do(t, )22 (p,) + §||U(ta ) iQ*(DS) :
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Le flux sur le manteau du coéne tend vers 0

Si —T < s < s < 0, lidentité d’énergie locale sur le cone KSSI s’obtient en multipli-
ant (5.4.3) par d,v, puis en intégrant sur K*'. Elle s’écrit

1
E(v,s',Dy) —}—ﬂux(v,Mj/) = E(v,s, Ds) +/ atvv/ (lw+ Tv| — |7v|) drdxdt
0

avec

W1 Vo —Gowl*
flux(v, MJ) = — 2 + [Pt ) do |
V2 Sy 2 p+1

oll o est la mesure de surface sur M7 .

Nous devrions en toute rigueur procéder par régularisation pour obtenir une telle estima-
tion, voir [26] [27]. Par souci d’alléger la preuve nous ne le faisons pas ici, la procédure étant
assez lourde. Jusqu’a la fin de la preuve, nous ignorerons les questions de régularisation.
Utilisant comme plus haut que quels que soient les réels a et b, | |a+b| — |b]| < |al|, on
obtient

S/
E(v,s',Dy) + ﬂux(v,Mss/) < E(v,s,Ds) + 5/ lw ()] 16,00 dT
S

et donc

flux(v, M) < & +5/ | w ()| fo.cedr .

, 5,8'—0
Supposons par I'absurde que flux(v, M?) —/~ 0. Alors il existe § > 0 et une suite (sy,)
de [—Z,0[ tendant en croissant vers 0 tels que

n+1

flux(v, M. ) >0 .

Mais ceci implique que, si N € N est assez grand,
N 0
flux(v, M3 ) > Né > & +5/ |w ()| Lo.ocdT
~T/2

ce qui est absurde. Ainsi, si —T < s < 0, flux(v, M?) est bien défini et

s—0

flux(v, M) =50 . (5.4.12)

La norme L>°L3 dans le cone tend vers 0

Si —T < s < 0, nous obtenons, grace a 'identité de Morawetz (voir Shatah et Struwe [27]),

/ o> de < C (ﬁux(v,Mg) + |s|® ﬂux(v,Mg)b)>

1
/ v/ (|lw+ Tv| — |Tv]) dT <t6tv—|—x-Vv—|— §v> dx dt
ko Jo 2
déf

= I(s)+1I(s),

C
+ R
5]
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avec a et b des réels positifs. Puisque le flux tend vers 0 (identité (5.4.12)), il est clair que

I(s) *290. Pour ce qui est de II(s), nous remarquons que, si =7 < t <0,
[t 0ol r2(p,y < t[£1/2
o Vol gz, < 1€V
”U”LQ(Dt) < H1HL6(Dt)Hu”L3(Dt) < ‘t\51/3 )
ol nous avons utilisé I'inégalité de Holder dans la derniere ligne. Les majorations ci-dessus

nous permettent d’écrire

dt
L2(Dy)

tatv+x-Vv+§v

C 0
116) < 7= [ 1000 sy 0 ’

c [0 N
< H/ [ w(t)|] .00 (€ + YOt dt =20,
S
puisque ||w(t)| 6,0 est borné si ¢t > C' > —T'. Au total, nous obtenons le résultat souhaité

/ wPde =20 . (5.4.13)
Ds

21/2 N .
La norme L“Bl/ 5 dans le cone est finie

Commengons par remarquer que, si B est une boule de rayon r, et f une fonction définie
sur B,

1|72y < C)IIfllzocem)

r—0 . . .
avec C(r) == 0. En particulier, comme w est majoré dans L L%, on a

—0
[wll (oo 772y (ko) —0. (5.4.14)
D’autre part, il est possible de localiser les estimations de Strichartz données par le
théoréme 5.2.2 & un cone : voir [25] [26]. On obtient ainsi, pour -7 < s < s’ <0

”U”(LHB:L{QQ)(Kg’) <C (HU(37 ')HHI(DS) + [ Orv (s, ')”LQ(DS)

e w +) - |w|wH<LVBi,/§><K:’))
! (5.4.15)
v/ |w + Tv|dT
0

<co|ev?ry
(LB (K3

< (824 1ol gy [y + lollmmgen)] )
nous avons utilisé dans la derniere inégalité le fait que pour des fonctions f et g
”ng(L”Bll,,/QQ)(KsS/) < C”f”LW?(KSS')”gH(LHB;{QQ)(Kss/) )

voir Shatah et Struwe [25]. Dans cette méme référence, il est aussi montré que, pour une

fonction f,
1-0
(LrB/)(KS)

)

1 iy < IF 1 e oo 11
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avec 0 €]0,1[. Revenant a (5.4.15), on a

1/2 26 0
”U”(L#Bi{;)(Kgl) <C (5 + HUH(L;LB;{QQ)(Kg’)”w”LW?(KSS’) + HUH(L#B}L{;)(KSS’)”U”(LOOLS)(K§I)> .

(5.4.16)
Gréce a (5.4.14), on peut choisir s €] — T, 0[ tel que C|lw|[7/2(goy < 1. Silon note G(s')

our ||lv 2172 la majoration ci-dessus donne alors
b H H(LHBH{Q)(Kg’)’ J

G(s') < C (£2 4+ G( ) ol o 1oy i) )

Le lemme suivant va nous permettre de conclure (pour la preuve, se reporter par exemple
a Bahouri et Gérard [1]).

Lemme 5.4.2 Soit M (t) une fonction continue sur [0, A], avec A > 0, et telle que
M(t) < a+bM(t)",

ot a et b sont strictement positifs, k > 1 et

1 1 1

Alors, pour tout t € [0, A],

OI‘ nous savons que
s—0

vl (Loo L3y (o) =— O -

Nous pouvons donc choisir s tel que, en posant
M(s'—5)=G(s") , a=CE? | b=C||{persykoy et k=2-6,

les conditions (5.4.17) soient vérifiées. Appliquons alors le lemme précédent qui donne,
pour s’ > s,

G <C,
c’est a dire

[lv 00 . (5.4.18)

e 12y 0 <

L’énergie dans le cone tend vers 0

Du fait de la formule de Duhamel (5.2.4), v peut s’écrire sous forme intégrale

v(t) = W(t —s)v(s)+W(t — s)0(s)
t—s 1
+ [ Wt=t)(s +1) / w(s + ') +7o(s + 1) drdt’
0 0
si =T < s <t < 0. En notant f(¢t) pour le dernier terme du membre de droite de

I'expression ci-dessus, le théoréme 5.2.2 localisé sur le cone K? permet d’écrire

1
v/ |lw + Tv|dr
0

2—0 0
< (1ol e Vol + 1012 g e o)

1S Wl oo vy oy FNOeS Nl (poe 12y (1c0) < ©

(L BYF)(KD)
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ou la derniére inégalité s’obtient grace aux mémes majorations que (5.4.16). Or nous

savons par (5.4.18) que ||v||(L#31/22)(K0) est borné pour —T < s < § < 0, alors que
1w, s

lwll 772 (k0y €t |vll(zors)(x0) tendent vers 0 avec s (relations (5.4.14) et (5.4.13)). Par

conséquent,
s—0
1 Wl oo frry iy T 1106 [l (oo L2y (1c0) — 0 -

D’autre part, en notant g(t) = W (t — s)v(s) + W(t — s)0pv(s), il est clair que, & s < 0 fixé,

t—0
190l oo g1y oy + 1929l (oo L2y i) — O -

Les deux limites ci-dessus impliquent que

s—0

c’est a dire que I’énergie de v ne se concentre pas. Il est maintenant aisé de conclure.

Conclusion de la preuve de la proposition 5.4.4
Grace aux deux limites (5.4.13) et (5.4.19), il existe 6 > 0 tel que

n
10(=0, M i1 (m0,8)) + 10(=0, L2 (B0,8)) + 10:0(=0:)llz2(B0,5) < 5
On peut donc choisir € > 0 tel que

3n
[0(=0, )l 11 (B0,6+¢)) T V(=6 M2 (B0,54¢)) + 10e0(=0, ) L2(B(0,5+¢)) < T

La preuve de la proposition 5.4.2 montre alors qu’on peut construire une solution de (5.4.3)
sur le cone de base {—0} x B(0,6 + €) et de sommet (¢€,0), donc en particulier sur le cone
de base {0} x B(0,¢) et de sommet (e, 0).

Ce résultat est bien siir valable pour tout z € R? : Vo € RY, il existe €, > 0 tel que I'on
peut prolonger v sur le cone de base {0} x B(x,¢;) et de sommet (e,0).

Puisque nous nous sommes restreints a un domaine compact, un argument de compacité
permet de trouver un nombre fini de boules B(z,€;) qui recouvrent ce domaine. On en
déduit alors l'existence d’un € > 0 tel que l'on peut prolonger v sur [0,¢€]. Ceci contredit
la définition de 7" et prouve la partie “existence” du théoreme. B

Preuve de ’unicité

Elle est identique a la preuve de l'unicité dans le théoréeme A, aussi ne la détaillons-nous
pas. Le théoreme B est démontré. B
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Chapitre 6

Appendice : théorie de
Littlewood-Paley et espaces de
Besov

La théorie de Littlewood-Paley des espaces fonctionnels, et plus particulierement la théorie
des espaces de Besov, joue un role essentiel tout au long de cette these, aussi lui consacrons-
nous cet appendice.

Nous rappellerons dans ce qui suit les résultats que nous utilisons dans les quatre chapitres
précédents ; nous omettons les preuves, et nous référons pour cela aux ouvrages de Bergh
et Lofstrom [1], Runst et Sickel [5] et Triebel [6].

6.1 Décomposition de Littlewood-Paley et paraproduit

6.1.1 Décomposition de Littlewood-Paley

L’idée de base de la décomposition de Littlewood-Paley est d’écrire une fonction donnée f
comme somme de fonctions élémentaires f,, telles que chaque f, soit localisée en fréquence
sur un anneau dyadique de taille ~ 2",

Cette décomposition s’avere tres bien adaptée & ’étude des espaces fonctionnels classiques
(espaces de Lebesgue, Holder, Sobolev...) comme nous le verrons par la suite.

Soyons maintenant plus précis, et commencons par définir une décomposition de Littlewood-
Paley homogene. Il existe une fonction 1 telle que

P es
Supp(¢)) C €(0,3/4,8/3)
a; ¥ Goip)
Z A; = Id dans 8’ modulo les polynomes
JEZ
(on note C(0,a,b) pour {z € R?, a < |z| < b}). On peut aussi considérer une décomposition
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de Littlewood-Paley non homogene

becsS
Supp(®) C B(0,2/3)
s; ¥ §2-ip)
So + Z Aj =1Id dans S .

j>—1
On a alors, pour £ # 0, 5(2*j§) =D k<j—2 $(2*j§), c’est a dire

Sif= > Aif

k<j—2

pour toute fonction f dont la transformée de Fourier est nulle sur un voisinage de 0.

6.1.2 L’algorithme du paraproduit

Cet algorithme a été introduit par Bony [2]. Il consiste & écrire le produit ponctuel de
deux fonctions f et g sous la forme

fg—ZA fsjg+§js FAjg+ D AjflAgg

l7—k|<1

© g + T(f9) + R(g) .

Alors que dans le produit fg les interactions entre les différentes fréquences de f et de g sont
toutes mélangées (puisque f g= f *g), 'algorithme du paraproduit permet de distinguer les
différents types d’interaction : TI(f, g) rassemble les interactions entre basses fréquences
de g et hautes fréquences de f, II(f,g) celles entre hautes fréquences de f et basses
fréquences de g, et R(f,g) celles entre fréquences comparables de f et g.

De plus, chacun des trois termes II(f, g), ﬁ(f, g) et R(f,g) est, en un certain sens, plus
facile a manipuler que le procuit standard. Ainsi,

e Chacun des éléments des sommes définissant II(f, g) et ﬁ( f,g) est localisé en fréquence
dans un anneau dyadique : on a supp(A; fS;g) C C(0, A2J, B27), pour des constantes
A >0, B> 0. Ceci est une conséquence directe des propriétés de localisation spectrale
des opérateurs A; et S;.

e Le terme R(f,g) ne présente pas cette propriété de localisation dans des anneaux
puisqu’on a seulement supp(A;fA;g) C B(0, C27). En revanche, ce terme présente
I'avantage que chaque gamme de fréquence de f ou de g (c’est a dire chaque A;f ou
Ajg) intervient une seule fois dans la somme définissant R(f, g)

6.2 Espaces de Besov : définitions

6.2.1 Cas ou ’espace de base est un espace de Banach général

Les espaces de Besov doivent en général étre définis modulo les polynomes. Nous com-
mencons donc par introduire les distributions modulo les polynomes.
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Définition 6.2.1 (Distributions modulo les polynémes) Notons S l'ensemble des
fonctions de la classe de Schwartz dont tous les moments sont nuls. Le dual de cet espace,

8L, est Uespace des distributions tempérées modulo les polynomes.

Ainsi, la transformée de Fourier d’une distribution de S/ est définie partout sauf en 0, et
on peut lui appliquer les opérateurs A; définis plus haut.

Définition 6.2.2 (Espaces de Besov) Soit F' un espace de Banach de distributions,
s un nombre réel, et q un nombre dans lintervalle [1,00]. Une distribution f de S,
appartient a B, siet seulement si

1/q

Do [2PIA )| <o

JET
Qui plus est, lexpression ci-dessus définit une norme qui fait de B, , un espace de Banach.

6.2.2 Cas ou ’espace de base est un espace de Lebesgue
Si F' est ’espace de Lebesgue LP, 1 < p < oo, on note B;q au lieu de Bip .

Toujours dans le cas ou F' est un espace de Lebesgue, on peut remplacer la définition 6.2.2
par une version plus maniable.

d
Définition 6.2.3 (Espaces de Besov sur des espaces de Lebesgue) Soits < —, ou
p

s=—etq=1; on définit alors B;q comme l’ensemble des fonctions de S’ telles que
1/q
> 121A ) <00, (6.2.1)
JEL
et
F=>_A;f dans S (6.2.2)
J

Cette définition fait de B;q muni de la norme (6.2.1) un espace de Banach.

d d
Si pour un entiern on a s € [—+n,—+n+1), ous = %—i—n—i—l etq =1, on remplace (6.2.2)
par b b
f= ZAjf dans 8" modulo les polynomes d’ordre au plus n.
J

Ainsi, si s < }%l, ou s = }%l et g =1, B;q s’injecte continiiment dans S'.
Sise [% + n,}%l +n+1),ous= }%l +n+letqg=1, B]‘;q s’injecte continiment dans S’
modulo les polynémes d’ordre au plus n.
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6.2.3 Définitions équivalentes

Nous allons donner quatre définitions équivalentes des espaces de Besov sur des espaces
de Lebesgue dont l'indice de régularité s €]0, 1[. Utiliser I'une ou lautre de ces définitions
s’avere d’un grand secours dans les applications.

Nous nous limitons dans la proposition qui suit au cas ou s €]0,1] et ou 'espace de
base est un espace de Lebesgue puisque cela nous suffit pour traiter les problemes qui se
posent dans le corps de la présente thése. Cependant, de nombreuses généralisations de
la proposition suivante sont possibles.

Avant d’énoncer cette proposition, il nous faut fixer trois notations : pour s € [0,1], et
p € [1,00[, on définit 'espace de Banach W*5P par

yirsr €6 plspr

D’autre part, dans la définition A; = (279 D) donnée dans la section 6.1.1, nous au-
torisons maintenant j & étre un réel quelconque. Enfin, si h € R% on note 75, pour
I'opérateur

T f = f(-+h)
Proposition 6.2.1 Soit (s,p,q) €]0,1[x[1,00] x [1,00] tels que s < %. Alors on a les

quatre caractérisations suivantes de B;q.
e Sisy<s<syets=(1l—0)syg+0sy,
By, = WP WPl o,

ou l’on note, si A et B sont des espaces de Banach, [A, Blg , pour l’espace d’interpolation
réelle d’indices 0 et q.

o B3, est Uensemble des fonctions f € S’ telles que S f I2720 et

1/q

> [21Af1) < 0. (6.2.3)

JEZ

o B3, est Uensemble des fonctions f € S’ telles que S f I2720 et

g dt M1
([, @18l ) <. (6:2.9
. B]‘;q est l’ensemble des fonctions f € LllOC telles que
s = £1 5,

De plus, les expressions (6.2.3) (6.2.4) et (6.2.5) sont toutes trois équivalentes a la norme
de By .
P,
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6.3 Résultats classiques

6.3.1 Densité des fonctions régulieres

Il est souvent tres utile de disposer d’'un résultat de densité des fonction régulieres dans
un espace de Besov donné.

Proposition 6.3.1 (i) L’espace S est inclus dans B;q pour tout triplet (s,p,q) € R x
[1,00]2. Il est dense si q < co.

(ii) L’espace S est inclus dans B;Q si et seulement si s < g ou s = g et ¢ = co. Si
Uinclusion a lieu, elle est dense tant que q < 0.

6.3.2 Dualité

Si B est un espace de Banach, on note B pour 'adhérence de S5, dans B.

Proposition 6.3.2 Soit (s,p,q) € R x [1,00]?. Le dual de (ng) est Bl;sq,, oup etq
sont les exposants conjugués de p et q.

6.3.3 Injection de Sobolev

La proposition suivante généralise les classiques injections de Sobolev.
Proposition 6.3.3 Soit (s,p,q) € R x [1,00]2. On a alors, sip >p et § > q

d
. . S— =+
S P
— ~~
B, , Bp7q

il

6.3.4 Sommes de fonctions a support fréquentiel borné

Proposition 6.3.4 Donnons-nous p et q dans [1,00].

o Supposons s > 0, et soit (f;)jez une suite de distributions tempérées telles que, pour
tout j, Supp f; C B(0, A27), ot A est un réel. Si de plus

1/q

Z [2j8||fj”p]q < o0,

JEL
alors f =3, f; € B;Q et

1/q
. Js||£.1 19
1flls,, <€ [ 3 [2150)
JEZL
o Supposons s € R, et soit (f;)jcz une suite de distributions tempérées telles que, pour

tout j, Supp f; C C(0, A7 B27), ou A et B sont des réels. Si de plus

1/q

DO 2PI5L) | <o,

JEZ
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alors f =3, f; € B;Q et
1/q

1fllg;,, < € D2 [2715ls)°

JEL
6.3.5 Stabilité des espaces de Besov par composition avec la valeur ab-
solue
Lemme 6.3.1 Soit (s,p,q) €]0,1[x[1,00] x [1,00] tels que s < }%l. Alors
< .
1171055, < ClflLg,.,

PREUVE : 1l suffit d’utiliser la quatrieme définition donnée en section 6.2.3, en observant
que si h € RY,

I 7elf1 =1l < Cllmnf = fllp -
|

6.4 Lien avec des espaces fonctionnels classiques

Un des grands intéréts des espaces de Besov est qu’ils permettent de généraliser dans
un cadre unique de nombreux espaces fonctionnels classiques. Nous en donnons quelques
exemples ici.

6.4.1 Espaces de Sobolev

Nous nous restreignons aux espaces de Sobolev basés sur L? ; les choses sont plus com-
pliquées pour ce qui concerne les espaces de Sobolev basés sur LP, voir la section 6.4.3.
Commencons par rappeler la définition des espaces de Sobolev basés sur L?.

Définition 6.4.1 Sis € R, et si f € Sy, on note
I£1- = [ l€PoIFR de .
R4

Le complété de Soo pour || - ||z est Hs.
Les espaces de Sobolev basés sur L? s’identifient & des espaces de Besov.
Proposition 6.4.1 Soit s € R. On a alors

=B, .

Nous en profitons pour rappeler les lois de produits entre espaces de Sobolev ; nous les
utilisons a plusieurs reprises dans les chapitres précédents.

Proposition 6.4.2 Soient s et t deux nombres réels tels que
s+t>0 , s<d/2 and t<d/2.
Alors le produit est une opération continue

5« [t pps+t-d2
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6.4.2 Espaces de Holder

Nous nous limitons aux espaces de Holder C*, avec s €]0, 1], car le cas s entier est un peu
plus compliqué.

Définition 6.4.2 Soit s €]0,1[. Une fonction continue f appartient a C* si et seulement
St
up @) = £

TFy ’1’ - y’8
et la quantité ci-dessus définit une norme sur C*® qui en fait un espace de Banach.

< oo,

Les espaces de Holder s’identifient a des espaces de Besov.
Proposition 6.4.3 Soit s €]0,1[. On a alors
C® = Bgopo .
PREUVE : 1l s’agit simplement de la quatrieme définition équivalente donnée en sec-
tion 6.2.3. W
6.4.3 Espaces de Lebesgue

Les espaces de Lebesgue LP ne coincident pas, si p # 2, avec des espaces de Besov.
Cependant, ils admettent une caractérisation “du type Besov” (en fait, le théoréme qui
suit permet d’identifier les espaces de Lebesgue et certains espaces de Triebel-Lizorkin).

Théoréme 6.4.1 (Littlewood, Paley) Soit f une distribution tempérée telle que f =

Zj Asf.
o Sir€ll, o0,
1/2
2
Nl ~ | D121 :
JEZL
T
ou ~ désigne l’équivalence entre deux normes.
o In notant H' Uespace de Hardy, on a
1/2
1f Il ~ || D2 14,1
JEZ
1
e Enfin, on peut caractériser BMO par
1/2

2
IfllBao ~ || [ D141
JEZ
o
Plus généralement (voir Coifman-Meyer [4], chapitre II), si 1 < r < oo, et si les (fj) sont
des fonctions dont le support en Fourier est compris dans une couronne A2 < |¢| < B27,

avec 0 < A< B, on a
1/2

dShl ~ Do AP
i, | ez )
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Du théoreme ci-dessus on peut déduire “I’encadrement” suivant de LP par des espaces de
Besov.

Proposition 6.4.4 Soit p €]1,00[. On a alors

» R
By min2p) = L7 = By maxp) -

6.5 Une modification des espaces de Besov adaptée aux
EDP d’évolution

Si u est la solution d’une équation d’évolution, c’est une fonction de ¢ (variable de temps)
et de x (variable d’espace), et ces deux variables jouent clairement un réle tres différent.
Dans un espace de Besov en y = (¢,x) classique, on demande autant de régularité en ¢
qu’en z ; or, dans de nombreuses situations, on souhaiterait s’intéresser uniquement a la
régularité en x de u(t,x). Une solution est alors de considérer des espaces de Lebesgue
en temps a valeurs dans des espaces de Besov en espace. Une autre solution consiste a
introduire les espaces L" ([0, 7], B;,q) donnés par la norme suivante :

1/q

' q
lullze oy, = |22 @ 185ullrqomen)'|
’ JEL
pour ' >0, s € Ret p,q,r € [1, +0o0].
Les espaces L"([0,T], B, ,) s’aveérent trés utiles pour de nombreux problemes. Ils ont été
introduits par Chemin et Lerner [3].

Les propriétés de ces espaces sont tres proches de celles des espaces de Besov standard.
En particulier,

e Les injections de Sobolev énoncées plus haut restent vraies : si (s, p,q,7) € Rx [1, 00]?,
etsip>petqg>q,ona
d
B, —~1B "
p,q p,q

il

(on note ETB;,q pour L"(]0, T, B;q) afin d’alléger les notations).

e La proposition sur les sommes de fonctions a support fréquentiel borné (proposi-
tion 6.3.4) reste vraie, & condition bien str de considérer les transformées de Fourier
en x seulement.

e La quatrieme définition équivalente donnée en section 6.2.3 devient : f € ETB;H si et

seulement si f € L et
Imf = Fldese gy )
(/Rd NGE dh < o0,

loc
ou 'on note L"LP pour L"([0,T], LP).

e En conséquence, la propriété de stabilité par composition avec la valeur absolue reste
valable : si0 < s <1

11z, < Oz,
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Chapitre 7

Perspectives : solutions
auto-similaires et comportement
asymptotique

Nous voudrions dans ce chapitre présenter certains développements possibles des travaux
de cette these, et plus généralement recenser quelques questions qui sont & notre connais-
sance ouvertes.

Notre discussion s’appliquera bien stur aux deux EDP d’évolution qui sont ’objet de cette
these, (NS) et (NLW),, mais elle reste au moins partiellement valable pour toute une
classe d’équations d’évolution, qui possedent les deux propriétés fondamentales (voir le
chapitre 1) : homogénéité et existence d’une énergie. On devrait ainsi pouvoir ajouter
a (NS) et (NLW), des exemples tels que 'équation de Schrédinger semi-linéaire, ou
I’équation de la chaleur semi-linéaire.

7.1 Solutions auto-similaires d’EDP d’évolution

7.1.1 La problématique

Nous appelons solution auto-similaire d’'une EDP une solution invariante par le scaling de
I’équation. Au moins formellement, une solution est auto-similaire si et seulement si elle
est issue de données initiales auto-similaires (pour le scaling propre aux données initiales).
Nous avons vu au cours de cette these que 'on ne sait en général prouver ’existence de
solutions auto-similaires d’EDP d’évolution que dans le cas de données initiales petites.
Pourquoi ? Nous avons cité dans 'introduction les deux techniques principales de construc-
tion de solutions d’EDP, et aucune des deux ne peut s’appliquer a des données initiales
auto-similaires et grandes.

e La méthode de compacité basée sur la conservation de ’énergie ne peut donner aucun
résultat puisque les solutions auto-similaires sont d’énergie infinie.

e Quant a la méthode de point fixe, elle revient a résoudre une équation du type
u=Suy+ F(u),

en utilisant le théoreme de Picard dans un espace critique X. Ceci n’est possible que si
[[Sug||x est assez petit. En général, pour traiter le cas de données initiales grandes, on

185



186 PERSPECTIVES : SOLUTIONS AUTOSIMILAIRES ET COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

utilise 'espace X, restriction a t € [0,7] de X, et le fait que

T—0
1Suollx, — 0.

Malheureusement, la limite ci-dessus n’est plus vraie dans le cas de données initiales
autosimilaires.

Comment faire des lors pour construire des solutions auto-similaires a données grandes ?
Pour (NS2D), on peut utiliser la structure trés particuliere de 1'équation (Cottet [3],
Giga, Miyakawa et Osada [9]), mais cette stratégie n’est applicable qu’a certaines données
initiales et en aucun cas a d’autres équations.

Nous allons décrire dans la sous-section suivante une approche plus générale.

7.1.2 L’équation de la chaleur non-linéaire

Nous voudrions décrire 'approche suivie par Brézis, Peletier et Terman [2], voir aussi
Kamin et Peletier [11]. Ces auteurs considérent I’équation parabolique suivante

ur — Au+uP =0 pour (¢, ) €]0, oo[xR?

avec u positifet 1 < p < (nous n’indiquons pas de donnée initiale pour une raison qui

va apparaitre). Ils démontrent I'existence d’une solution autosimilaire de cette équation,

1
W(z,t) = mf (%) ,

en observant (c’est un calcul facile) que W est solution de 'équation ci-dessus si et seule-
ment si f: RT — R vérifie

" d-—1 =z| 1 _
f+|:7+§:|f+ﬁf_fp_o' (7'1'1)

Ils montrent que, pour tout A > 0, PEDO ci-dessus admet une solution telle que
x2/(p*1)f(x) iy i

Si P'on fait tendre ¢ vers 0 dans la formule donnant W, on voit que la “donnée initiale”
correspondant a un tel f serait

A
W(z,0) = RGN

qui n’est pas une distribution. Il n’est en fait pas possible de donner un sens au probleme
de Cauchy “naturel”.

Mais laissons de coté cette question de donnée initiale, pour retenir que la méthode exposée
ci-dessus permet de construire des solutions auto-similaires & données grandes.
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7.1.3 L’équation des ondes non-linéaire

Pour l’équation des ondes (N LW),,, nous avons rencontré au chapitre 5 'analogue de (7.1.1) :

u(z,t) = — <| |> est solution de (NLW), si et seulement si f : Ry — R est solution

tr-1

@ - (e - ) e T -

pour x # 0, et il faut ajouter une condition en & = 0, que nous n’écrivons pas.

de

Considérons la donnée initiale ug(r) = — = (nous oublions u; pour simplifier). Pour
|z| =
1

p—1"
2

que u soit issue de wy, il faudrait que f(y) soit équivalent, pour |y| grand, a

Existe-t-il une solution de I’équation ci-dessus ayant un tel comportement a l'infini 7
Nous l'ignorons.

7.1.4 L’équation de Navier-Stokes

1
Vi

Supposons que u(z,t) = — f <%> est solution de (NS). Alors f : R? — R? est solution,

sauf en l'origine, de
1 1
“Af—Sf -5 Vi+ [ Vf+Vg=0, (7.1.2)

pour une certaine fonction scalaire g. De méme que pour (NLW),, on ne sait a notre
connaissance pas si, en se prescrivant un certain comportement asymptotique de f corres-
pondant & une donnée initiale autosimilaire, cette équation admet une solution.

Néammoins, il nous faut mentionner deux résultats trés voisins de la réponse a cette
question.

e Lemarié-Rieusset [13] a pu construire des solutions “faibles d’énergie infinie” issues de
données appartenant a L%OC. Ceci implique en particulier ’existence de solutions issues
de données initiales auto-similaires. Cependant, comme on ne sait rien de I'unicité de
ces solutions, on ne peut conclure qu’elles sont auto-similaires.

e Des solutions auto-similaires de Navier-Stokes d’un type différent de celui que nous
avons étudié jusqu’ici, c’est a dire

1 x
ult) = \/Qa(T—t)f<\/2a(T—t)> ’

oll f est un profil appartenant a L% N H 1 et a et T des réels, ont été considérées par
Leray dans son célebre article [14]. Leray conjecturait que ce type de solution pouvait
fournir un exemple de formation de singularité en temps fini pour (N.S). La forme
ci-dessus pour u implique que f satisfait 1’équation

~Af+af+ax-Vf+f-Vf+Vg=0, (7.1.3)

ou ¢ est une fonction scalaire ; remarquer les changements de signe par rapport a (7.1.2).
Une réponse négative a la conjecture de Leray a été apportée soixante ans plus tard par
Necas, Ruzicka et Sverdk [15] : I'équation (7.1.3) n’admet pas de solution dans L3.

Notons enfin que ce dernier résultat a été généralisé par Iskauriaza, Seregin et Sverak [10].
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7.1.5 Limites de approche par solutions autosimilaires

Comme nous 'avons vu, 1’étude des solutions auto-similaires d’EDP d’évolution fait ap-
paraitre, au lieu d’'une équation en plusieurs dimensions d’espace et dépendant du temps,
un probléeme elliptique en une ou plusieurs dimensions d’espace, suivant que I’on considere
un probleme radialement symétrique ou non.

Cette méthode pourrait permettre d’établir 'existence de solutions auto-similaires de
norme grande.

Cependant, cette stratégie s’effondre des que ’on s’attaque a des donnés initiales générales
(par exemple, appartenant simplement a dBMO pour (NS) ou a BQ{OO X Bgm pour
(NLW)a+_1). Il semble qu'une nouvelle approche soit alors nécessaire.

7.2 Comportement asymptotique de solutions d’énergie in-
finie

7.2.1 Un schéma général

En simplifiant beaucoup, on peut résumer les caractéristiques du comportement asympto-
tique des EDP d’évolution étudiées dans cette these (c’est a dire (NS) et (NLW), posés
dans tout I'espace) de la maniere suivante :

e Pour des données initiales d’énergie finie, les interactions non-linéaires tendent a dis-
paraitre en temps grand, puique I’énergie tend & se disperser dans tout ’espace. Les
solutions ressemblent alors en temps grand a des solutions de I’équation linéaire. Ceci
n’est bien str plus vrai si 'on se place sur des domaines bornés.

e Par contre, pour des données initiales auto-similaires petites, on obtient une solution
auto-similaire, donnée par un certain profil non-linéaire, et les interactions non-linéaires
persistent pour tout temps.

Remarque 7.2.1 Toute les EDP d’évolution ne se comportent pas en temps grand suivant
une des deux possibilités qui viennent d’étre mentionnées.

Par exemple, pour le systéme de Korteweg-de Vries (KdV), la dynamique en temps grand
des solutions d’énergie finie fait apparaitre des solitons, qui sont des structures non-
linéaires persistantes. C’est aussi le cas pour 'équation de Schridinger non-linéaire L?-
critique.

7.2.2 Le cas de (NS2D)

Nous nous intéressons plus particulierement dans ce paragraphe au systeme de Navier-
Stokes (N.S2D).

Il semble (voir le chapitre 4) que le comportement asymptotique des solutions de (NS2D)
soit gouverné par ’équivalence entre les deux points suivants

1. La donnée initiale ug est semblable pour les basses fréquences & une donnée auto-similaire
wp, c’est a dire

Aig(Az) "= wo(x) . (7.2.1)

2. La solution u est asymptotiquement (en temps grand) sembable & une solution auto-

similaire w, c’est a dire
ut,)) TR w(t, ) .
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Si 'un de ces deux points est vérifié, autre aussi, et w est alors naturellement la solution
de (NS2D) associée a wy.

On ne connait pas de contre exemple & I’équivalence entre ces deux points, mais de nom-
breuses questions restent ouvertes. Examinons par exemple le cas ol ug s’écrit vy + wy,
avec vy d’énergie finie et wy auto-similaire. Alors on sait que les deux points ci-dessus sont
équivalents si

e wy = 0, voir Wiegner [17].
e vy et wp sont petits, voir Planchon [16].

e w est égal au tourbillon d’Oseen, voir Gallay-Wayne [8] et Gallagher et Gallay [4] .

(Notons aussi que le théoréme B du chapitre 4 permet de traiter le cas o ug € (Bz; ;+2/ P,

2 2
et —+—->1.)
p q

Dans les autres cas que ceux énumérés ci-dessus on ne sait pas si les points 1. et 2. sont
équivalents. Ainsi, on ignore si cette équivalence est vraie dans les cas suivants

e Siwy est petit, et vg grand (on sait alors qu'une solution globale existe par le théoréeme A
du chapitre 4).

e Si wg est grand et différent du tourbillon d’Oseen (mais on ignore alors si une solution
- méme locale - existe).

Enfin, on peut se demander ce qui se passe si une donnée initiale ug est telle que (7.2.1)
n’est vérifié pour aucun wg. Nous ignorons la réponse.

7.2.3 Le cas de (NYS)

L’étude de I'équation de Navier-Stokes en dimension quelconque est beaucoup plus ardue
qu’en dimension 2. Pour pouvoir traiter du comportement asymptotique des solutions
de (IV.S), il nous faut disposer de solutions globales.

Dans les cas ou ces solutions existent, c’est a dire si ug est d’énergie finie ou de norme
petite dans un espace au scaling de I’équation, on sait que I’équivalence entre les points 1.
et 2. de la section précédente est vérifiée.

Si la norme de ug dans un espace au scaling X est grande, on ne sait pas si des solutions
globales existent. Néammoins, si elles existent (et si la donnée initiale est dans I’adhérence
de la classe de Schwartz dans X)), alors I’équivalence entre 1 et 2 est vérifiée, et u tend
vers 0 en temps grand dans X : c’est le résultat de Gallagher, Iftimie et Planchon [5],
étendu par Auscher, Dubois et Tchamitchian [1].

7.2.4 Le cas de (NLW),

On sait que pour des données initiales d’énergie finie, les solutions de (NLW), diffusent
en temps grand (il existe un opérateur de scattering), alors que des données initiales
auto-similaires donnent naissance a des solutions auto-similaires ne diffusant pas, voir le
chapitre 5.

Pour illustrer le cas p < 2* — 1, considérons le cas p = 3, d = 3. Alors

e Pour des données initiales dans H' x L2, il existe une solution globale qui diffuse en
temps grand.
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e Pour des données initiales dans H3/* x H~/4 il existe une solution globale (Kenig,
Ponce, Vega [12] ; Gallagher, Planchon [7]) qui explose a priori en temps grand.
B—l/Q

e Enfin, pour des données initiales auto-similaires (petites) appartenant a 321/020 X By L7,

il existe une solution globale auto-similaire.

Outre D'existence de solutions globales pour des données initiales dans B;/OQO X B2_ ;/2’

plusieurs questions se posent : les solutions de Kenig, Ponce et Vega exploéent—elles ef-
fectivement ? Si 'on ajoute a des données initiales auto-similaires (petites) des données
initiales d’énergie finie (petites), comment la diffusion de 1'énergie finie interagit-elle avec
la solution auto-similaire ?

Le cas p = 2" — 1 est en un sens plus simple.

e Pour des données initiales dans H' x L2, il existe une solution globale qui diffuse en
temps grand.

e Pour des données initiales auto-similaires (petites) appartenant a B%,oo X Bgm, il existe
une solution globale auto-similaire.

Nous avons (chapitre 5) construit des solutions globales issues de données initiales s’écrivant

(uo,u1) = (vo,v1) + (wo,w1) ,

avec (wo, wq) auto-similaire et petit, et (vg, v1) d’énergie finie et de taille quelconque. Pour
une telle solution globale, on peut encore se demander comment la diffusion de 1’énergie
finie interagit avec la solution auto-similaire.
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